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"All models are wrong, but some are useful!"

— George E. P Box
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Introduction

Les progres continus en modélisation et puissance de calcul, en particulier avec le dévelop-
pement du Calcul Haute Performance (CHP) permettent de simuler numériquement le com-
portement de structures de plus en plus complexes. La simulation numérique est désormais un
outil de base en ingénierie pour toute démarche de conception et d’analyse, et méme un outil
d’aide a la prise de décision.

Toutefois, la simulation numérique reste délicate voire incompatible pour un certain nombre
de situations rencontrées par 'ingénieur, en particulier lorsque le modéle de description du réel
est construit a partir de multiples parametres dont il faut étudier I'influence. Cette derniere si-
tuation se rencontre assez couramment, notamment dans la conception aéronautique olt beau-
coup de scénarios (liés a des comportements non linéaires, modifications de chargement, de
conditions limites, de matériaux, de géométrie, mais aussi aux aspects aléatoires) doivent étre
considérés et analysés en vue d’optimiser la structure. Dés lors, le calcul par les méthodes de
discrétisation classiques (éléments finis, différences finies) devient trés cotteux, voire inabor-
dable. Cette croissance exponentielle du cott de calcul, qui peut rapidement étre prohibitive
pour des valeurs modérées, est connue sous le nom de « malédiction de la dimensionnalité ».

Aussi en conception mécanique, on se limite donc généralement a une analyse superficielle
de I'ensemble des scénarios possibles en introduisant des coefficients de sécurité. Le surdi-
mensionnement d'une structure mobile (avion, bateau, voiture ...) est problématique dans le
contexte actuel, puisque c’est avant tout 'augmentation de son poids et par conséquent, de sa
consommation en énergie (fossile, électrique ...). Il parait fondamental de pouvoir considérer
pleinement tous les scénarios possibles des modéles multiparamétrés complexes impliquant
un grand nombre de parametres pour dimensionner au plus juste les structures.

La Réduction de Modele (ROM) est une technique permettant de répondre a cette probléma-
tique tout en gardant la physique du modele, contrairement aux métamodeéles (Surrogate Mo-
del) [Barton et Meckesheimer, 2006]. La ROM cherche a capturer les principales caractéristiques
du comportement physique, sans le dégrader, grace a la redondance d’informations présente
dans le modéle. Bien que par abus de langage on parle de réduction, cette réduction porte sur la
complexité mathématique du modeéle, et s’apparente plus a une compression du modele. Grace
a une connaissance partielle du modéle issue de quelques résolutions préalables du probléme
initial pour certains jeux de parametres donnés, appelées snapshots [Chatterjee, 2000], une base
réduite est construite. Le probleme multiparamétrique est alors projeté sur cette base, réduisant
de fait la dimension du probleme a résoudre. Cette approche attractive a été fortement dévelop-
pée par la communauté scientifique et a abouti a différentes stratégies qui different sur le choix
des snapshots et la méthode de construction de la base. Elle fait I'objet actuellement d'un déve-
loppement soutenu en France a travers un groupement de recherche CNRS AMORE qui fédere
plusieurs acteurs, dont le LMT-Cachan.

Parmi ces stratégies, la Proper Generalized Decomposition (PGD), introduite en 1985 par P.
Ladeveze pour traiter les problemes nonlinéaires de la Mécanique du Solide, fait I'objet d'un
regain d’intérét [Chinesta ef al., 2011]. Elle ne nécessite aucune connaissance a priori de la so-
lution réelle : aucun snapshot n’est requis. La base réduite est alors construite différemment de
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FIGURE 1 - Domaine de la vérification.

maniere itérative en méme temps que I'approximation. Ses domaines d’application vont de la
mécanique quantique a I’échelle moléculaire jusqu’aux simulations temps réel en passant par
les modeles multidimensionnels, paraboliques, thermiques, élastiques, acoustiques, stochas-
tiques, (visco-)plastiques, mécanique de la rupture, de la mécanique des fluides, voire multi-
physiques : [Chinesta ef al., 2013].

Dans une démarche de conception robuste avec prise de décisions a partir d’'une solution
multiparamétrique, estimer voire controler la qualité de cette solution réduite est un enjeu pri-
mordial pour le transfert de ces méthodes de réduction dans le monde industriel. Cette maitrise
des calculs numériques, appelée vérification, consiste en plusieurs activités : (i) quantifier I'écart
de la solution approchée du modele réduit discrétisé a la solution exacte du probléme continu
(erreur globale); (ii) quantifier 'écart d’'une quantité d’intérét locale approchée du modele ré-
duit discrétisé a sa valeur exacte dans le probleme continu (erreur locale); (iii) mise en place de
stratégies d’adaptation, pour contréler la solution approchée.

Lestimation d’erreur pour des modeles réduits s’est principalement orientée vers |’estima-
tion de l'erreur de réduction pour optimiser le choix des snapshots [Machiels et al., 2001]. L'ab-
sence de snapshots dans la stratégie PGD, explique peut-étre le peu de travaux sur I’estimation
d’erreur appliquée a des modeles réduits PGD, a I'exclusion de ceux d’Ammar : [Ammar et al.,
2010a].

L objectif de cette thése est de contribuer au développement de nouveaux estimateurs d’er-
reur pour la maitrise des modeles réduits PGD. Appliqué a des probléemes de thermique insta-
tionnaire, ce travail s’appuie sur le concept d’erreur en relation de comportement, le seul outil
al’heure actuelle offrant des bornes d’erreur garanties et de qualité pour un large panel de mo-
déles de mécanique des structures.



Les contributions originales apportées par ce travail de thése portent sur la mise en place
d’estimateurs d’erreur performants, rapides et pertinents pour accélérer le transfert de la mé-
thode de réduction de modéle PGD dans le monde industriel. Ces contributions se focalisent
sur trois points majeurs :

— la mise au point d'une méthode permettant de vérifier des modeles réduits PGD a poste-
riori par ’erreur en relation de comportement [Allier ef al., 2017b]. Cette méthode consiste
a post-traiter la solution PGD pour retrouver les propriétés mathématiques et physiques
nécessaires permettant de réutiliser des techniques de construction de champs équilibrés
et d’estimation d’erreur en relation de comportement développées dans le cadre de la Mé-
thode des Eléments Finis (MEF);

— une nouvelle stratégie PGD permettant de construire une base (et une solution) ayant les
bonnes propriétés mathématiques et physiques permettant de s’affranchir de I'étape de
post-traitement décrite au point précédent [Allier et al.,, 2015]. Cette technique permet
durant le processus d’enrichissement d’estimer immédiatement I'erreur de réduction;

— Tl’'accélération des techniques de construction de champs équilibrés par un modele réduit
PGD [Chamoin et al., 2016]. Cette méthode vise a appliquer I'idée de virtual vademecum
pour construire les champs équilibrés en remplacant le calcul de nombreux problemes
duaux locaux par le post-traitement d'une solution d'un probléme élémentaire multipa-
rametrique résolu par la PGD.

Ce document est organisé de la maniere suivante :

— Dans un premier chapitre, on présente les principales techniques de réduction de modéele.
On s’attardera particulierement sur la méthode PGD, technique retenue par la suite. On
terminera ce chapitre en soulignant la principale motivation scientifique de cette theése :
le besoin de vérifier les modeles réduits.

— Le second chapitre se consacre a la vérification d'une solution PGD. Aprés un apercu des
méthodes existantes, on introduira une méthode de construction d’'un champ dual équi-
libré globalement par post-traitement de la solution PGD permettant de réutiliser les mé-
thodes de vérification habituelles. Les performances de la méthode seront illustrées a par-
tir d’exemples numériques variés.

— Dans un troisieme chapitre, on étend la méthode de vérification précédemment intro-
duite a la séparation des variables spatiales. Elle se limitera a la séparation des problémes
N-D en N sous-problemes 1D.

— Le quatrieme chapitre présente une nouvelle stratégie PGD qui permet de s’affranchir de
I'étape de post-traitement introduite au second chapitre.

— Le dernier chapitre présente une méthode permettant d’accélérer les techniques de con-
struction de champs équilibrés par un modele réduit PGD.






Chapitre 1

La réduction de modele

Ce premier chapitre brosse l'état de Uart sur les méthodes de réduc-
tion de modele, principalement les méthodes de réduction basées sur
la PGD. Apres avoir défini le probleme de référence, la notion de ré-
duction de modeéle est présentée. Les différentes stratégies PGD sont
explicitées et comparées sur un cas test concret pour illustrer leurs li-
mites et le besoin d’estimateurs d'erreur efficaces, freins a l'emploi de
ces méthodes.
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1 Probleme multiparamétrique de référence

La complexité des études numériques actuelles conduit a la résolution de problemes dits
de grande taille mélant plusieurs domaines de la Physique : (i) grande dimension en espace;
(ii) grande dimension en temps (probléemes stochastiques); (iii) multitude de parametres phy-
siques et numériques et/ou complexité de leur variabilité (études paramétriques), voire les trois



en méme temps. Malgré les progres en informatique, la résolution de ces modeles de grande
taille reste inaccessible telle une malédiction de la dimension. La réduction de modele est une
réponse a cette difficulté en garantissant un bon compromis entre temps de calcul et précision
du résultat produit par le modele réduit associé.

La réduction de modele ayant été appliquée dans de nombreux domaines, la littérature sur
le sujet est vaste et riche. Par conséquent, les différentes méthodes de réduction de modeéle pré-
sentées dans la suite de ce chapitre seront illustrées sur un probléme de référence, probléme
parabolique classique de thermique instationnaire.

1.1 Modélisation du probléme de référence

Soit une structure occupant un domaine ouvert Q R (d=1,2,3), supposé borné et régulier,
de frontiere 0Q2, et un domaine temporel Z = [0,T]. On suppose le matériau isotrope, mais hé-
térogene et partiellement inconnu. Ainsi, le coefficient de diffusion k et la capacité thermique
volumique ¢ dépendent de la variable d’espace x, mais aussi d'un ensemble de parametres '
p=[p1,p2,....pn] appartenant au domaine borné © = ©1 x0, x -+ x Oy

llustrée dans la Figure 1.1, cette structure est soumise a :

— un terme source f;(x,7,p) donné dans Q;

— un chargement thermique surfacique r4(x,¢,p) imposé (condition limite de type Neu-

mann) sur une partie 0,Q de 0Q;

— une température uy(x,t) imposée (condition limite de type Dirichlet) sur la partie 3,,Q

complémentaire de 0,Q;

— une température initiale uo(x) donnée dans Q.

Le probleme mathématique associé consiste a trouver le couple température-flux
(u(x,t,p),g(x,t,p)), ou (x,1,p) € AxIx O, vérifiant :

— les contraintes thermiques :

u=uy; sur 0,QxIx0O (1.1a)

— les équations d’équilibre :

ou _
{ c5r=-V-q+f; dans QxIx0 (L.1b)
q-n=ry sur 0,QxZx0
— larelation de comportement :
gq=—-kVu dans QxZIx0 (1.1c)
— la condition initiale :
Uj=or = Uy VY (x,p)€QxO (1.1d)

avec n la normale sortante de Q.

Dans la suite, on fait le changement de variable g — —g afin d’avoir une relation de compor-
tement « classique », g = kVu.

1. Pour simplifier les notations, I’ensemble des opérateurs dépend du méme ensemble de parameétres, de facon
constante pour certains.



FIGURE 1.1 - Probleme de référence - représentation du solide et de son environnement

Tout d’abord on définit les espaces £2(Q) et H!(Q) représentant respectivement I'espace de
Hilbert des fonctions de carré intégrables sur Q et I’espace de Sobolev des fonctions et de ses
dérivées premieres de carré intégrables sur Q :

EZ(Q):{u:Q—»[R?IfQude<+oo} , H@={ue @) Vue [£2@)]}

A ces espaces sont associés les produits scalaires et normes suivants :

(0,0) ez = fQ 0 dQ ; lellzzo = y/(ore) o
<.’O>H1(Q) :LOO+YO-YO dQ ; ||.”H1(Q) =4/ <.!.>'H1(Q)

1.2 Formulation faible et résolution
1.2.1 Formulation faible

La plupart des méthodes de résolution du probleme de référence (1.1) s’appuient sur une for-
mulation faible en espace des équations d’équilibre (1.1b). On introduit les espaces fonctionnels
suivants :

— l'espace U/ (resp. Z/lg’d ) des champs de température Cinématiquement Admissibles (CAs)
(resp.a0) a ¢ fixé :

U = {ue H' Q) | u=ugy surd,Q}
Z/{(fd ={ueH'(Q) | u=0surd,Q}

— l'espace S (resp. SO“d) des flux Statiquement Admissibles (SAs) (resp. a 0) a ¢ fixé :

SUw) ={ge [C2@]" | bu.g; v) = 1) Vv eug?}
gt ={ge [£2@]" I bu.g;v) =0 Vv eld?}

avec b(e,e;¢) et [(e) des formes bilinéaire et linéaire définies par :

0
b(u,g;v):f c—uv+g-2de ; l(v):/fdvdﬂ—f rqvdS
o Ot Q 3,Q

Le probleme de référence peut ainsi étre reformulé :



Y (#,p) € Zx0O, trouver (u,g) € U x §4 () vérifiant g = kVu et U=+ = Updans Q  (1.2)

1.2.2 Résolution éléments finis

La solution exacte de (1.2), généralement hors de portée, est notée u,, (et par extension,
4., = kVuey). Elle est classiquement approximée par la MEF [Bonnet et al., 2014] sur le champ
de température u (formulation faible primale (1.3)), associée a un schéma d’intégration en temps.

V(t,p) €IxO, b(ukVu;v)=I1v) VvelUd (1.3)

Dans la suite et sauf indication contraire, on simplifiera I’expression b(u,kyu; v) = b(u,v).

En discrétisant I'espace Q par un ensemble d’éléments formant un maillage Qj, la MEF
consiste a se ramener a un probleme de dimension finie ol la seule inconnue est le vecteur de
température uy, le flux étant son image par la relation de comportement du matériau. En intro-
duisant I'espace d’approximation Z/{gd c U, le probleme (1.3) consiste a résoudre le systéme
matriciel suivant :

Vpe®,YteT, trouver up UM M(p)iy(t,p) + K(p)un(t,p) = B(t,p) (1.4)

Cette approche engendre rapidement un cott prohibitif lorsque I'espace des parameétres ©
est important, car le systeme linéaire (1.4) doit étre résolu pour chaque ensemble de valeurs
des parametres : une discrétisation par M points dans chacun des N parametres du probleme
aboutit 2 un nombre de problémes MEF a calculer égal 2 MN. Par exemple sur le probleme de
thermique instationnaire, en prenant 10 parametres et en discrétisant chaque direction (d en
espace, 1 en temps et 10 en parametres) avec 10 points, la complexité du probleme atteint 104+
inconnues, pour une description tres grossiére de la plupart des phénomenes :

ulx,t,p)= Y, Uijkim. Ni(x)Nj(©) Ng(p1)Ni(p2) N (ps) ...
i,j,k,l,m,...

avec N les fonctions de forme associées aux espaces Qj,, Zj, et ©;. Ce nombre augmente de
facon exponentielle lorsqu’on ajoute de nouveaux parametres.

Il est donc nécessaire de trouver de nouvelles méthodes permettant de s’affranchir de cette
limite. C’est 'objectif de la réduction de modele.

2 La réduction de modéle (ROM)

La ROM est basée sur la propriété que la réponse de n'importe quel modeéle complexe peut
souvent étre approximée de facon assez précise par la réponse d'un probléeme secondaire, vu
comme la projection du modeéle initial sur une base réduite [Krysl et al., 2001, Schilders et al.,
2008]. Contrairement aux méthodes de réduction de complexité du modele, tel que les éléments
poutres ou plaques, ce type d’approche ne modifie pas la description de la géométrie, des lois
de comportement, des conditions initiales et des conditions aux limites : les grandes hypotheses
physiques sont conservées. Seule la complexité de la résolution est réduite.



2.1 Probléme aux valeurs propres généralisées — méthode spectrale

La solution homogeéne, notée upg, du systeme différentiel (1.4) revient a résoudre un pro-
bleme aux valeurs propres généralisées. Aussi, les valeurs propres A et vecteurs propres ® sont
directement associés a la solution homogene. uy vérifie alors une forme générique, combinai-
son de Ny modes propres, avec N le nombre de degrés de liberté (DDLs) spatiaux :

Ny
upo(1,p) = Y_ a;(t,p)®@;
i=1

Probleme aux valeurs propres généralisées. Cherchons upg sous laforme ? upg(t) = exp_“ D A€
R et @ € RN~ solution de (1.4). Il faut alors vérifier :

Vpe®, [-AM(p@+Kp®@]lexp=0 = K@po®=\M(p®o

Ainsi, de maniére générale, on écrit :

N,
upo(H) =Y a;(p)exp ™' @;
i=1

O

En pratique, la solution uy¢ du systéme différentiel (1.4) évolue de facon réguliére, 'ampli-
tude des valeurs propres décroit ainsi tres rapidement et 1’évolution de la solution peut étre
approximée avec précision par un nombre réduit de modes (vecteurs propres). Soit m < Ny le
nombre de modes conservés, tel que A; < --- < A,,. En posant la matrice ¢ = [®y,---,®,,], on
approxime la solution upg sous une forme a variables séparées :

upo(t,p) = ¢ alt,p) (1.5)

Un probleme réduit est alors obtenu en projetant cette approximation (1.5) sur le sous-
espace formé par les m plus importants vecteurs propres ®;, d’'inconnue a(¢,p) :

Vpe®, [¢TM(p)®]alt,p)+ ¢ K(p)®]alt,p) = b F(t,p) (1.6)
Le probleme réduit est de taille m au lieu de N. Lorsque m <« Ny, le probleme (1.6) se raméne
a un systeme matriciel de taille trés réduite par rapport au systeme matriciel initial (1.4) qui
s’inverse alors tres rapidement.
2.2 Réduction de modele selon une norme indépendante du modéle

La principale difficulté des méthodes de réduction de modele est d’identifier le meilleur sous-
espace {®;};c1,, sur lequel restreindre le modele (1.3), tel que I'on ait la relation (1.7) :

U LP) = Uy = ) &;(1,p)D;(x) 1.7)
i=1

Les techniques de réduction de modele se distinguent [Schilders ef al., 2008] par la maniere
de définir et de construire cette base réduite. Se fixer a priori la forme des fonctions d’espace @;,

2. Cette forme n’en est qu'une parmi tant d’autres utilisée dans la méthode spectrale.



comme une décomposition de type Fourier, Lagrange ..., n’est optimal que pour des problémes
précis. Une facon plus générique consiste a s'imposer un critere d’orthogonalité. Une premieére
famille de méthodes cherche a extraire I'information la plus pertinente d'une solution partielle-
ment connue : c’'est la Proper Orthogonal Decomposition (POD) [Chatterjee, 2000, Liang et al.,
2002, Cordier et Bergmann, 2008]. Une seconde cherche a déterminer le meilleur calcul a effec-
tuer pour venir enrichir la base réduite, grace a un estimateur d’erreur : c’est la méthode des
bases réduites, en anglais Reduced Basis (RB) [Maday et Ronquist, 2002, Rozza et al., 2008].

2.2.1 La Proper Orthogonal Decomposition (POD)

On regroupe sous 'appellation POD différentes techniques proposées simultanément et co-
nnues sous les noms de décomposition de Karhunen-Loéve (KLD) [Karhunen, 1946, Loéve, 1946],
Analyse en Composantes Principales (PCA) [Pearson, 1901, Hotelling, 1933] ou décomposition
en valeurs singulieres (SVD) [Eckart et Young, 1936], dont I'équivalence entre chacune d’elles
a été démontrée dans [Wu et al., 2003]. L'objectif consiste a projeter un ensemble de données
sur un sous-espace réduit au sens des moindres carrés, obtenu par une approche théorique,
expérimentale ou par simulation. D’ou1 son utilisation massive pour I'analyse stochastique de
résultats expérimentaux ou numériques, I’acoustique, le traitement d’images et bien d’autres
applications [Kerschen et al., 2005].

Pour cela, on cherche la meilleure base {®;};c[;,,; de u;, (1.7), minimisant la distance entre
Ueyx €t Uy, au sens de la norme [lef| = || « | ;2 0e700)

2
2 _ N
llttex — umll“= min

i}iEHI,m]I

m
Uex — Z a; D;
i=1

On peut montrer que ce probléme est équivalent a un probleme aux valeurs propres (voir An-
nexe A) dont I'erreur de troncature vérifie :

2

o0
= lim Z 0g;=0
m—oo .

i=m+1

lim
m—oo

m
Uex — Z a;D;
i=1

ol 0; représente les valeurs propres associées aux vecteurs propres @;.

Dans le cas ou la solution u est connue (partiellement) sous une forme discrete U, le pro-
bleme aux valeurs propres se rameéne a une SVD [Eckart et Young, 1936, Stewart, 1993]. Cette
méthode consiste a décorréler un ensemble de données corrélées, en identifiant et ordonnant
les dimensions selon lesquelles les données manifestent de grandes variations. Mathématique-
ment, cette méthode revient a diagonaliser une matrice U de taille M x N sous la forme cano-
nique :

U=pyvi

ou? ¢ (resp. V) est une matrice de norme unité MxM (resp. NxN) composée des r premiéres
valeurs propres a droite (resp. gauche), ou r est le rang de U et ¥ une matrice diagonale formée
des valeurs propres o; de U tellesque oy =202 =...2 0, = 0.

Puisque les valeurs propres sont rangées dans 1'ordre décroissant, il est facile de déterminer
la meilleure approximation Uy de rang k de U en ignorant simplement les valeurs propres infé-
rieures a un certain seuil k <« r pour réduire les données tout en préservant les caractéristiques
principales de U. Des algorithmes spécifiques [Holmes ef al., 2009] permettent de calculer cette

3. ici, V1 représente la matrice adjointe de V.
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SVD tronquée au rang k sans calculer explicitement I'’ensemble des opérateurs ¢, ¥ et V. La ma-
trice résultante Uy vérifie le théoreme d’Eckart-Young [Eckart et Young, 1936] selon la norme
Euclidienne || |2 :

min [|[U-X]|l; =[[U-Ugll, = 0p41
rankX)<k

» Exemple 1 (Exemple d'application de la réduction de modele par la SVD)

On cherche a construire le modele réduit de I'image de la Figure 1.2, représentant la convec-
tion thermique avec I'air ambiant d’'une bougie ordinaire issue d’'une photographie “obtenue
par strioscopie. Initialement laminaire, le panache devient turbulent dans la zone supérieure
de I'image. De cette image est extraite la matrice U o1 a chaque valeur discrete correspond le
niveau de gris d'un pixel de I'image.

En appliquant la SVD a ces données, une base réduite est extraite de la matrice U, compo-
sée de couples (a;, ;) et tronquée aux 50 premiers, représentés sur la Figure 1.2. Alors que
les premiers modes captent une tendance globale, les modes suivants captent les tendances
locales, d’amplitude de plus en plus réduite (voir Figure 1.3e). Bien que ces tendances locales
soient majoritairement localisées dans la zone ot I'écoulement est turbulent, elles influent
également le reste de 'image. La reconstruction a 3, 10, 15 et 20 modes, représentée sur la Fi-
gure 1.3, illustre ce phénomene. L'absence de physique dans la SVD rend difficile la séparation
du régime laminaire du régime turbulent.

En pratique, les données U ne représentent qu'une vision partielle de la solution u, contrai-
rement au modele. De ces données, communément appelées snapshots [Sirovich, 1987], on dé-
termine dans une étape offline la base réduite ¢ par une SVD en sélectionnant les m premiers
modes orthogonaux. Par une projection Galerkin (1.6), le probléme (1.3) se transforme en un
probleme réduit, résolu dans une phase online (voir Figure 1.4). La POD fournit ainsi un outil
puissant pour construire un modele de substitution de systémes a grande dimension, voire in-
finie, sur un sous-espace héritant des caractéristiques intrinséques de la solution globale, a la
différence des éléments finis.

Remarque 1.1. Pour des décompositions d’ordre supérieur, la SVD se généralise a la décom-
position en valeurs singulieres d’ordre supérieur (HOSVD) [Baranyi et al., 2006].

2.2.2 La méthode des bases réduites (RB)

Le choix des données a prendre en compte est un enjeu crucial pour la POD, souvent guidé
par des conjectures, de I'intuition voire des simulations. La Reduced Basis (RB) cherche a palier
a ce défaut, en proposant une procédure de sélection automatique des snapshots les plus perti-
nents (Figure 1.5). Elle approxime la solution u(x,t,p) du probleme paramétrique (1.3) comme
une combinaison linéaire de solutions déja calculées u(x,t,p;) pour des couples de parametres
bien choisis p;,i = 1..N.

Le choix des parametres est guidé par un algorithme d’échantillonnage glouton [Maday, 2006,
p-5] qui cherche a maximiser un estimateur d’erreur global sur 'espace des parametres O :

Vi,pig = arig})ax || u(p) -1;u(p) ||[:2(Q®Z) (1.8)

4. Strioscopie d'une bougie par Gary Settles [CC BY-SA 3.0], via Wikimedia Commons.
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FIGURE 1.2 - Décomposition SVD d'une image : I'image de référence (haut droite) avec ses mo-
des propres spatiaux sur x (bas) et sur y (gauche).

10°

-2
o 10 20 30 40 50"
modes PGD m

(b) 10 modes (d) 20 modes

(e) erreurs

FIGURE 1.3 — Reconstruction de I'image a partir de la décomposition SVD pour 3, 10, 15 et 20
modes (gauche) et erreur sur la décomposition de I'image présentée sur la Fi-
gure 1.2, a comparer aux valeurs propres (e).
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FIGURE 1.4 - Principe de la Proper Orthogonal Decomposition (POD)

Base
Détermination | , , . p : .
réduite . Résolution du |Solution
de la base Critere d’erreur N PR e
oo probléme réduit
réduite

A

Probléme | Simulations
| _

expériences | Nouveau jeu de parametres

Offline Online

FIGURE 1.5 - Principe de la méthode Reduced Basis (RB)

ou I1; est la projection orthogonale sur I'espace V; = span{u(g, Lp j)} 1 Un tel probleme
1

Jjen,
revient a résoudre le modele réduit sur I’espace paramétrique ® complet, étape colteuse en

pratique pour des problemes a grand nombre de parametres.

Remarque 1.2. Dans le cadre non linéaire, il est nécessaire de rajouter une étape entre
les blocs simulations/expériences et détermination de la base réduite des Figures 1.4 et 1.5.
Lorsque l'opérateur bilinéaire b n’est pas linéaire, les modes de la base réduite sont couplés
et la phase online de résolution du probleme réduit conserve une complexité équivalente au
probleme non réduit. La solution [Grepl et al., 2007] consiste a rajouter une phase de post-
traitement des snapshot par la Empirical Interpolation Method (EIM) qui permet de recons-
truire une décomposition efficace lors de son utilisation dans la phase online. A partir de la
connaissance des snapshots en certains points du domaine, la EIM reconstruit une nouvelle
base comme une combinaison linéaire de ces précédents snapshots (connu sur I'ensemble
du domaine) associée a quelques instances bien choisies des parametres.

2.3 Concept de I'approche Offline / Online

Toutes les méthodes de réduction de modele peuvent se décomposer en deux phases :

Phase Offline Durant cette étape, une base réduite du probléeme initial {®;};c[;,,j €St construite.
Bien entendu, cette phase est la plus couteuse en terme de temps de calcul, mais comme
elle n’est faite qu'une seule fois, le temps perdu sera compensé lors de I'utilisation de cette
base réduite dans la phase suivante.

Phase Online Cette phase est la phase d’utilisation de la base réduite. Pour tout nouveau pro-
bléeme associé a un parametre, p les coefficients a; sont déterminés a la volée en se basant
sur une projection de type Galerkin.

Cette fagon de voir la réduction de modele permet d’envisager la « simulation » temps réel,
comme présenté dans [Gonzdlez et al., 2015]. Lutilisation d’'une base réduite (phase online),
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calculée en temps masqué (phase offline), est alors quasi immédiate. Ce n'est cependant pas
a proprement parler une simulation temps réel, mais plutdt I'exploitation en temps réel d'une
base réduite.

2.4 Existence d’un bon espace d’approximation

Les méthodes de réduction de modele reposent sur le fait que I’ensemble des solutions (selon
les parametres) est une variété topologique ayant une structure simple, liée a la régularité de
I'ensemble M = {u(p),p € ©}.

La base réduite est construite a partir de snapshots, solutions évaluées pour [ valeurs des
parametres p, choisis dans un espace ©;,,p < ©. Comme la solution réduite doit fournir une
approximation précise de la solution exacte pour toutes valeurs des parametres p € 0, 'objectif
ultime de la réduction de modele consiste a trouver un espace de réduction U r“e‘fl c L{Zd de faible
dimension [ « N° qui minimise la distance de cette solution réduite a I'’ensemble M. Pour cela,
on souhaite que I'erreur maximale de projection

a(usd, M) = max inf fu-v]

ueMerqss
soit proche de I'optimum théorique

dy(M)= _inf d(UM)
uCZL{ad
dim@)=N

définie comme la distance de Kolmogorov de dimension N sur M. L'espace optimal Ufe‘fi tel que

d (Ufe‘é,M) = dn(M) existe dans tous les cas, comme démontré par [Pinkus, 1985, théoréeme
I1.2.3]. Cette distance quantifie ainsi la facon selon laquelle I’ensemble M peut étre approché

par un sous-espace de /¢ de dimension N.

Bien que la distance de Kolmogorov est une mesure théorique et n'est connue que pour
quelques variétés simples, il est possible de construire une base réduite avec un algorithme
glouton qui tend a se rapprocher de cette valeur optimale. La base réduite est successivement

: hi ad ad ad _ 74ad 3 ST :
enrichie par des sous-espaces U"* c Uy < --- cU" =UT, a partir d'un premier sous-espace
Zx[l‘ld défini de facon arbitraire comme

U = span{u(p,)}

ou les parametres p, € © ont été aléatoirement choisis. Les sous-espaces d’ordre supérieur sont
alors choisis itérativement, selon (i) un critére d’orthogonalité pour la POD ou (ii) en détermi-
nant les parametres qui maximisent un estimateur global (1.8) dans le cas de la RB, auquel a été
ajoutée cette solution.
a _ d
Ui =Ui uspan{u(p; )}

Dans la pratique, cet algorithme fonctionne bien et a été vérifié par des résultats de conver-
gence théorique, a la fois pour la POD comme pour la RB : [Binev et al, 2011, Buffa er al.,
2012, Haasdonk, 2013] ont prouvé que les distances de ces espaces réduits construits de maniére
euristique convergent avec taux similaire a celui de la distance de Kolmogorov de dimension N
si cette dimension N converge linéairement ou exponentiellement.

Ces propriétés valident les méthodes de réductions de modele POD et RB du moment que la
distance de Kolmogorov converge rapidement vers zéro, c’est-a-dire lorsque la solution peut se
décomposer sous une forme a variable séparée.

5. N étant ici le nombre de parameétres p; dans I’étude.
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FIGURE 1.6 - Principe de la Proper Generalized Decomposition (PGD)

3 La Proper Generalized Decomposition (PGD)

Les méthodes de réduction vues dans la Section 2 nécessitent une connaissance au moins
partielle de la solution du probléme multiparamétrique, a priori ou déterminée selon un pro-
cessus automatique basé sur la résolution de problémes cofiteux.

Une autre famille de méthodes de réduction de modele ne nécessite pas de solution du pro-
bléme multiparamétrique pour construire sa base réduite. Au contraire, elle construit progres-
sivement une base réduite pertinente durant la résolution du probléme multiparamétrique (Fi-
gure 1.6) : c’est'idée de la PGD.

Initialement introduite sous le nom d’Approximation Radiale (AR) [Ladeveze, 1989, Lade-
veze, 1999], la PGD [Ammar et al., 2006] peut étre vue comme une généralisation de la POD aux
cas ol 'on ne connait pas la solution a priori. La PGD a été développée durant des années au
sein du LMT pour la résolution de problemes de structures mécaniques non linéaires [Ladeveze,
1975, Ladeveze et Nouy, 2002, Ladeveze, 2016] couplée a la méthode Large Time Increment Me-
thod (LaTIn) 6. Par la suite, elle a été étendue 4 une variété de problémes, tels que les problemes
multiparamétriques [Chinesta et al., 2010, Heyberger et al., 2012, Zlotnik et al., 2015b, Courard
et al., 2016], multi-physiques [Néron et Ladeveze, 2010], stochastiques [Nouy, 2009], inverses
[Gonzdlez et al., 2012]. Elle a aussi été utilisée pour des simulations temps réel [Niroomandi
et al., 2012, Bouclier ef al., 2013], voire comme un outil d’aide a la prise de décision [Leygue et
Verron, 2010]. Le lecteur pourra se référer a [Chinesta et al., 2011] pour voir I'étendue des pro-
blemes auxquels la PGD peut s’appliquer.

La PGD étant une méthode de réduction de modéle, la séparation en phase offline et online
s’applique également. De par la nature de la PGD, la phase online associée consiste en I'évalua-
tion d’'une seule combinaison linéaire de la représentation a variable séparée, au contraire des
méthodes POD et RB oll une projection de type Galerkin est requise. Ainsi, la phase online ne
nécessite pas de nouvelle résolution et I'approximation PGD peut étre déterminée en temps réel
pour n'importe quelle valeur des parametres.

3.1 Probleme de référence pour la PGD

La méthode PGD se base sur une formulation faible du probleme multiparamétrique primal
(1.10), globalisée sur I'espace des parameétres et du temps. En introduisant I’espace fonctionnel
T = £2(7), 1a formulation faible espace/temps du probleme de référence primal (1.3) conduit a

6. Le lecteur pourra se référer a [Néron et Ladeveze, 2010, Ladeveze, 2014b] pour un état de 'art sur cette ap-
proche.
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chercher pour tout p € © le champ u € £2(Z,U*) tel que :
fb(u,v) dt+f c{ujr=0+ — Uo} vjr=0+ dQ:f l(v) dt vUeﬁz(I,u(;‘d) (1.9)
T Q T

La prise en compte de la variabilité des parametres conduit a affaiblir le précédent probléeme
(1.9) en globalisant sur 'espace des parametres. Soient les espaces fonctionnels P; = L2 (©;) et
P= ®1i\]:173,-, la formulation faible du probléme multiparamétrique consiste a :

trouver u € L2(Z,U) ® P tel que :

Buv) =L(w) VveLl(TUfd)eP (1.10)

avec

B(u,v)=f [[ b(u,v)dt+[ CU| =0+ V|=0+ dQ] dp
elJz Q

L(v):f [[ l(v)dt+[ cu0y|t:0+dQ] dp
0 lJZ Q

Laréduction de modele PGD consiste a réduire 'espace de recherche de la solution # comme
une combinaison de fonctions (ou modes), de la forme :

m N
u(x,t,p) = um(x,t,p) = ) Wi(x)Ni(OTi(p) avec Ti(p) = [] vin(pn) (1.11)
i=1 n=1

ol le produit des fonctions d’espace y; € L{gd (avec Y € ), des fonctions du temps A; € T
et des fonctions dépendant des parametres y; , € P, forment une approximation de la solution
sous la forme de modes.

Remarque 1.3. Connue sous le nom de décomposition tensorielle canonique, la décomposi-
tion présentée en (1.11) est une solution parmi d’autres [Falco et Nouy, 2012]. La forme géné-
rale s’écrit :

n n D 0
u= Z e Z ail...iD®(pieJ
=1 ip=1 =1

Plutdt que de calculer les m modes en méme temps, ce qui serait extrémement cofiteux,
ces différents modes sont calculés via un algorithme progressif d’enrichissement [Ammar et al.,
2006]. On suppose connue une décomposition a variables séparées d’ordre (m — 1) (précédem-
ment calculée). Lapproximation PGD d’ordre m est alors définie comme suit :

n(2) = 1 (.2) + (A OT(2) avee T(e) = [T valp)

v, A et {yn} n=[1,N] SOnta priori des fonctions inconnues appartenant respectivement aux es-

paces fonctionnels L[g’d (sauf pour le 1 mode’), 7 et P,,. Différentes stratégies existent pour
déterminer ces fonctions [Nouy, 2010], et sont explicitées dans les sections suivantes.

Pour la suite, on introduit le produit scalaire {e,o) associé ala norme ||« || définie sur I'espace

L2OQRTI®0):
(o0) = f@ fI fQ codQdrdp, el = VKoo

7. Dans la suite on omettra ce cas.
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3.2 Galerkin-PGD (G-PGD)

Pour calculer les modes, la premiere stratégie s’appuie sur un critere d’orthogonalité de type
Galerkin [Ladeveze, 1999], appelé G-PGD, dont la convergence a été démontrée dans [Le Bris
et al., 2009] pour les problemes symétriques, notamment les problemes de diffusion.

3.2.1 Construction du probléeme G-PGD

En injectant la décomposition PGD (1.11) dans la formulation faible compléte du probleme
multiparamétrique (1.10), on cherche le nouveau couple (y,A,I') € Z/lg’d xT xP optimal au sens
de I'orthogonalité de Galerkin suivant la direction tangente B(e,0) :

B(ém-1+ WAL, W' AT + WA'T + WAT™) = L(W*AT + WA T + wAT™)
V(@A) eUfxT <P (1.12)

N
oulonintroduitT* = ¥ y/T5etT; =[] v;.
Jj#i

i=1
Cette équation (1.12) conduit naturellement au couplage de plusieurs problémes simples :

— la formulation faible sur I'espace, une équation aux dérivées partielles (EDP) spatiale,
usuellement approximée par éléments finis :

B(ttm-1 + WAL, W*AT) = L(W*AT)  vy* el (1.13a)

— la formulation faible en temps, une équation aux dérivées ordinaires (EDO) en temps,
usuellement approximée par différences finies :

B(um-1+WALLWA'T) =L(WA'T) VA" eT (1.13b)

— une équation sur chaque variable du parametre p;, dont la solution est analytique. Par
facilité, on 'approxime par une méthode discrete :

Vie[LN] B(um-1+WATWAYIT;) =L(WAyiT;) VA" e€P; (1.13¢)

Un couple (w,)\,l") vérifie (1.12) si et seulement si les équations (1.13) sont vérifiées, ce qui est
un probléme non-linéaire. Cette version de la PGD peut étre interprétée comme un probléme
aux valeurs propres [Nouy, 2010, p.1609]. Cette interprétation est utile car elle permet de pro-
poser des algorithmes dédiés, inspirés de ceux utilisés dans les problemes aux valeurs propres,
pour la construction de la décomposition. Un algorithme possible, noté algorithme des puis-
sances itérées ou point fixe est généralement adopté afin de calculer cet ensemble de fonctions
en recherchant alternativement un point de stationnarité. Un critere d’arrét permet de stopper
I'algorithme, détaillé dans la Section 4.1. Les problémes paramétriques, spatial et temporel sont
résolus alternativement apres initialisation des fonctions (qj,)\,F) a des valeurs quelconques,
mais vérifiant les conditions limites et initiales.

Remarque 1.4. A convergence, I'erreur u., — U, issue de la stratégie Galerkin-PGD (G-PGD)
est orthogonale aux espaces d’approximation Ugi ® T1, ® Py, selon le produit scalaire B(e,0).
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3.2.2 Aspects numériques de la stratégie G-PGD

Dans la pratique, on fait 'hypothese que les données du probleme, tels que les parametres
matériaux et les chargements vérifient une écriture a variables séparées identique a celle adop-
tée pour I'inconnue u. La détermination de cette décomposition peut-étre (i) connue a priori;
(ii) déterminée par une SVD sur les fonctions f;(x,,p) et r4(x,¢,p) en ne gardant que les termes
prépondérants. Par exemple, on définit :

Herp)= S EWHORE) 5 rlsop)= Lo t)

WMS

Avec une telle hypotheése, les opérateurs bilinéaire et linéaire B(e,0) et L(e) vérifient également
une écriture a variables séparées, par la linéarité des intégrales :

mg
B(y1 AT, paAoTo) =) B%(WI,WZ) B;(AI»AZ)BIE(FI;FZ) (1.14a)
=1
L(WAT) = ) Ly (w) LI LD (1.14b)
=1

Ol‘lB‘fl(F1yF2)=l_[1}I:IBl (yU,yz])etLﬂ(r) HN LPJ(Y].).

Lintroduction des espaces d’approximation L[;fd cU, T, < T et P, c P conduit a ap-
proximer les fonctions y, A, y; par des vecteurs de valeurs discretes, interpolées sur leurs do-
maines continus respectifs par des fonctions de forme N;. Par exemple, la fonction spatiale
W € U est identifiée par le vecteur W = [\pl,...,xpp]T € RN+ tel que y(x) = Zli\ixlNi(g)xpi ol

d _ .

Uy" = span {N; (ﬁ)}ie[u,Nx]]-

Avec ces hypotheéses, les opérateurs différentiels et intégraux peuvent s’interpréter sous une

forme discréete permettant d’approximer les différents opérateurs bilinéaires et linéaires respec-
. . X — TR XN o T x
tivement par des matrices et des vecteurs, tels que B, (w1,w2) = w2' B, w; et L (w) = w'Lj.

Le probléme (1.12) complétement discrétisé s’écrit alors :

Trouver Uy, GU}‘:d®Th®Ph tel que Vy, - VVy, (1.15)

mpg X »
lz‘nl[Bl®[B;®[Bl)'Uh:Vh'

my, X
Y LyeLioL”
= 1 l l

Les différents problemes simples (1.13) particularisent le probleme discret précédent (1.15).
Par exemple, le probléme spatial (1.13a) discrétisé consiste a chercher les valeurs discretes W €
RNx solution du systéme linéaire, connaissant les valeurs discrétes A ety I

b

I=1

WTEN) T (7YY )] u=£ [ 1 ) o

j=1 j=1

3

B

Il
—
~
Il
—

(A"BIA)) ﬁ (Y}B"vi,) ([Bf"’i)]

j=1

3.3 Petrov-Galerkin-PGD (PG-PGD)
La précédente stratégie s’étend naturellement au critere d’orthogonalité de Petrov-Galerkin

[Brooks et Hughes, 1982, p.207] donnant naissance a une nouvelle stratégie notée PG-PGD. Cette
stratégie, également connue sous le nom de MinMax [Nouy, 2010, p.1610], est adaptée aux EDPs
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composées de termes d’ordre impair qui impliquent une perte de symétrie dans la formulation
faible, comme c’est le cas pour les problemes instationnaires ou d’advection. La formulation
Petrov-Galerkin repose sur la formulation variationnelle (1.10) ot I'inconnue u et la fonction
test v appartiennent a des espaces fonctionnels différents.

Sous I'hypothese de variables séparées (1.11), la fonction test v est prise sous la forme d'un
produit de fonctions différentes (,A,I) € L{(fd x T xP tel que le nouveau couple PGD (y,A\,T) €
L{(;ld xT x'P soit optimal au sens de 'orthogonalité de Petrov-Galerkin :

B(um—1 + WAL, *AT + WA T + YAT*) = L(\TJ*XT“ + YA T+ @Xf*)

V(@A) eUfxT <P (1.16)

Comme précédemment, cette équation conduit naturellement au couplage de plusieurs pro-
blemes simples :

B(tt + WAT,G*AT) = L(G*AT) Vi eUd? (1.17a)
B(um + WAT,GA'T) = L(JA'T) VA*eT (1.17b)
Vie[LN], B(um+WALYAYI7) =L(YAY;T;) VY eP; (1.17¢)

Cependant, des équations supplémentaires sont nécessaires pour pouvoir déterminer inté-
gralement les fonctions , A et I'. Elles sont baties sur un principe d’orthogonalité pour chaque
espace d’approximation, selon le produit scalaire ¢e,o :

B(W*AT,YAT) = ({w*AT,WAT)) Vy* eUfd? (1.18a)
B(WA*T,GAT) = (wA* T,wAT)) VA*eT (1.18b)
Vie L NI, ByAy;T7GAT) = ((WAY;ToyAD)  vy; Py (1180

Le nouveau mode PGD est alors recherché comme le produit des fonctions y,A et I" vérifiant
simultanément les équations (1.17) et (1.18). Un algorithme de type point fixe est alors adopté
afin de calculer ce couple. La stratégie est semblable a la stratégie G-PGD, en doublantle nombre
de problémes a résoudre successivement.

Remarque 1.5. Comme pour la stratégie G-PGD, I'erreur u., — u,, est orthogonale a I'’espace

d’approximation {; QN ® fi}i:[u m) selon le produit scalaire défini par I'opérateur B(s,o0).

3.4 Minimisation du résidu (RM-PGD)

Lorsque I'opérateur B(e,0) est non-symétrique, la convergence G-PGD n’est plus assurée. Plu-
sieurs travaux [Nouy et Ladeveze, 2004, Ammar ef al., 2010b] ont proposé une stratégie en mini-
misant le résidu selon une certaine norme, appelée Minimal Residual PGD (RM-PGD). Cette dé-
finition est plus robuste, la convergence étant monotone selon la norme choisie [Billaud-Friess
et al., 2014], mais plus lente en pratique. Classiquement, la norme || || définie sur I'’espace L2
est choisie.

3.4.1 Reformulation du probléeme

On peut reformuler le probléme (1.10) comme un probléeme de minimisation. On définit le
résidu R (u) € Z/lg’d ® T ® P du probleme de référence (1.10), défini par :

Kv,R(w)» =L(v) -B(u,v) = vl - B(w)M (1.19)
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En injectant I'écriture a variables séparées (1.11), 'ensemble optimal (y,A,I') e UZ? x T xP est
celui qui minimise la norme du résidu :

(W, A1) = argmin || R (uy, + wAD) || (1.20a)
WAl
1
(A1) = argmin & ((BWAD), BAD) ) = (R (tm-1), BWAD)) (1.20b)
yAT

La stationnarité de (1.20) par rapport a chaque fonction du mode PGD inconnu conduit na-
turellement au couplage de plusieurs probléemes simples, identiques a ceux des stratégies pré-
cédentes:

UBEWAD), B AD) W = (R (tnm-1),Br*ADY)  vu* eld? (1.21a)
UBWAD),BWA D)) = ((R(Um-1),BWATD)) VA €T (1.21b)
Vi, ((BWAT) ByAYT;)) = (Rum-1) BWAYT?)) vy} eP; (1.210)

Le nouveau mode PGD est alors recherché comme le produit des fonctions y,A et I' vérifiant
simultanément les équations (1.21). Le calcul de ces fonctions est réalisé par la méme stratégie
de point fixe.

3.4.2 Aspects numériques

L'évaluation numérique des opérateurs {B(e),B(c)) et €,B(s)M n'est pas aisée, car elle né-
cessite I'introduction d’espaces adaptés pour garantir |'existence et I'unicité de la solution. Dans
le cas d'un probleme de thermique instationnaire, il faudrait définir &/ ad — (e H2(Q) | u =
ug dans 0,Q} et 7 = H'(Z). En pratique, la minimisation du résidu s'effectue sur le probleme de
référence discrétisé apres introduction des espaces d’approximation U4, Ty, et Pj,.

En réutilisant les développements décrits dans la Section 3.2.2, le probleme (1.20) complete-
ment discrétisé s’écrit alors :

Uy €ugd®7;,®77h | Vp

B8l ) o

=V, ZX};%(B;CTL;)Qb([BfTL;)@([B‘ZQTL%) YV (1.22)

En développant les sommes, on peut se ramener a I'écriture G-PGD générique du probléeme
discrétisé (1.15), équivalente a celle de la stratégie G-PGD appliquée a une formulation aux
moindres carrés du probléme. Seulement, les formes bilinéaire et linéaire possédent désormais
respectivement m% et mpxmy modes, nécessitant alors un effort numérique plus important que
les autres stratégies (P)G-PGD.

Remarque 1.6. Lorsque le probleme est symétrique, le probleme élémentaire (1.22) est équi-
valent a celui obtenu par la G-PGD sur une formulation au moindre carré défini par les opéra-
teurs bilinéaires BB* et 'opérateur linéaire B*L ol B* est I'opérateur adjoint. Par conséquent,
le cotit de résolution d'un tel probleme est plus élevé qu’avec la stratégie G-PGD.

Remarque 1.7. En introduisant le résidu discrétisé, R(u) = Bu—L, 'erreur u,, — u,, est ortho-
gonale a 'espace d’approximation [BT[B(Z/{;:d Th ® Ph) selon le produit scalaire euclidien, et
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dépend fortement du conditionnement de 1'opérateur discret B'B.

3.5 Amélioration de la qualité des modes — phase d’orthogonalisation et de
mise a jour

Les différentes stratégies ont en commun une méme structure algorithmique, résumée sur
la Figure 1.7, composée d'une boucle d’enrichissement ® et d'une boucle de point fixe ®. Ces
stratégies différent sur la définition des problemes simples permettant de calculer les fonctions

W, A et {Yn}n:[[l,N]]'

Remarque 1.8. Pour des raisons de stabilité de I'algorithme point fixe, il est préférable de
normaliser les fonctions v, A et {Y”}n:[[l,N]] apres chaque calcul. Sur la Figure 1.7, on choisit
arbitrairement de normaliser toutes les fonctions sauf la derniére yy, selon la norme iz

3.5.1 Phase de mise a jour

A chaque enrichissement, les m — 1 modes précédemment calculés sont inchangés et ne peu-
vent bénéficier de la connaissance nouvellement acquise a travers le nouveau mode m. Une
telle décomposition n’est pas optimale, car le résidu n’est pas orthogonal simultanément aux
sous-espaces span {y;} cU, span{Ai}jcpn,m < T etspaniy; ;} cP;.

Une solution consisterait a résoudre alternativement un ensemble de problémes spatiaux
couplés sur span {wi}ie[[l, m) un ensemble de problemes temporels couplés sur span{A;}icqi,m
et N ensembles de probléemes en parameétres couplés sur span{y;, f}i c[1,my- AUtant ces nouveaux
problémes temporels et en parametres sont bon marché, autant le probleme spatial est cotiteux
pour des problémes a grand nombre de DDLs, rendant cette approche inapplicable en pratique.

i€[l,m] i€[1,m]

Une autre alternative consiste a introduire une phase de mise a jour des modes, dite d’update
® [Cognard et Ladeveze, 1993, Allier ef al., 2015] avant le calcul d'un nouveau mode PGD. Cette
phase consiste a conserver le précédent mode spatial calculé et a mettre a jour 'ensemble des
fonctions temporelles {A;};e[1, ) €t en parametres {y;, f}i c1,m €N résolvant ces ensembles de
problémes couplés, en bloc, évitant ainsi la résolution de I'ensemble des problémes spatiaux
couplés. Bien que cette stratégie ne conduise pas a une décomposition optimale, elle permet
d’améliorer grandement le mode PGD suivant et donc la décomposition compléte.

3.5.2 Phase d’orthogonalisation

Lorsque la phase d’ update est activée, il est souvent utile d’orthogonaliser la base spatiale
avant de recalculer 'ensemble des fonctions temporelles et en parametres. Cette étape permet
de « nettoyer » la base, améliorant encore la qualité de la solution PGD obtenue aprés la phase
d’ update.

3.5.3 Relévement

Le traitement des conditions aux limites et/ou initiales non-homogeénes nécessite un travail
particulier. Tout probléme non-homogeéne se réécrit sous la forme de deux problémes équiva-
lents, un probléme non-homogene simple et un probleme homogene : c’est le concept de rele-
vement. En introduisant u; € £2(Z,U) et wy, e UI? @ To® P avec To = {v € T | v4=o+ =0}, on
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O Reléevement g

|4 m=m+1
_________________ Y oo __
' ® Phase d’orthogonalisation/mise a jour
_________________ gooTTmmo o
Initialisation y, A, v;
N
o

Calcul de y et normalisation

!

Calcul de A et normalisation

!

Calcul de y; et normalisation

Calcul de yn

|

® Test convergence
point fixe

@ Point fixe

Ajout du mode a la solution

N
Um = Um—1 + YA .H1Yi
i=

® Test sur le résidu
relatif

® Enrichissement

Approximation de la solution u,,

FIGURE 1.7 — Algorithme PGD de résolution d'un probléme multiparamétrique



peut se ramener a |’écriture suivante :
um (£7 t)E) = us(ﬁ; t) + wm (Er tvE)

Bien que la forme du champ u; est quelconque, un relévement facile a obtenir consiste a
résoudre le probléeme spatio-temporel par la méthode des éléments finis. On applique alors la
PGD alafonction w;, en imposant a zéros les conditions non-homogenes, en initialisant ’algo-
rithme PGD par la solution u; @. La fonction w,, vérifie alors :

B(wm,v) =L(v) -Bus,v) VvellleToeP

1l est également possible dans cette étape d'imposer un champ u; plus riche au lieu de vérifier
uniquement les conditions aux limites et initiales. Par exemple, us peut étre issu de résultats
expérimentaux.

4 Limites de la réduction de modéle PGD

Plus le nombre de modes PGD m requis est petit, plus la réduction de modele PGD est efficace
en terme de cott de calcul. Il est donc important d’avoir (i) une stratégie PGD optimale pour
capturer la solution en peu de modes; (ii) un indicateur d’erreur de réduction précis et efficace
pour stopper le processus d’enrichissement au bon moment.

On se propose dans cette partie de comparer les différentes stratégies PGD sur 'Exemple 2
tiré de [Allier et al., 2015] et défini ci-dessous.

» Exemple 2 (Benchmark)

Proposé par S. Idelshon, ce probléme non-symétrique (1.1) consiste a chercher la tempéra-
ture u(g, t) sur les domaines Q = [0,L], Z = [0,T], sans paramétre d’étude (0 = @). Une flamme
en mouvement chauffe le barreau, modélisée par un terme source f;(x,f) = 8(x — v¢) de type
Dirac, ot v est la vitesse de déplacement de ce chargement. Une température nulle u; =0°C
est imposée sur le bord du domaine 9,,Q = 0Q = {0;L} (donc 3,Q = ). A I'état initial, la tem-
pérature du barreau est fixée a zéro, ugp = 0°C. On pose L=3,14m, T =15, ¢ = 0,1 JmK"},

— Ble _ L
k—lWIanl,l/—ﬁ.

| c k

x
& N M
Q‘I Q‘I
t v-At t+ At

FIGURE 1.8 - Probleme de I'Exemple 2 pour comparer les performances des différentes stra-
tégies PGD

L'Exemple 2 est un probléme espace-temps qui peut étre résolu facilement par les méthodes
classiques de type éléments finis. On a donc accés a une solution approximée uj, que 1’on consi-
derera comme étant la solution de référence u;.r = uey car calculée sur un maillage extréme-
ment raffiné en espace et en temps de fagon a s’affranchir dans cette partie de I'’erreur de discré-
tisation. De cette solution, on en déduit la décomposition optimale en effectuant une SVD selon
la norme énergétique, comme décrit dans I’Annexe B. Cette décomposition servira de référence
pour comparer les différentes stratégies PGD.
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FIGURE 1.9 - Comparaison des 5 premiers modes de u;, obtenus par les différentes stratégies
PGD : en trait discontinu les stratégies avec la phase d’ update activée, en trait plein
les stratégies sans phase d’update.
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Sur la Figure 1.9, on compare les cinq premiers modes déterminés par les différentes straté-
gies PGD aux modes de la décomposition optimale SVD. Comme espéré, I’amplitude des modes
décroit a mesure qu’ils sont sélectionnés. On peut observer que les trois premiers modes de la
stratégie G-PGD sont semblables a ceux de la SVD, au contraire des modes suivants qui tendent
a s’en écarter. La phase d’update améliore ces modes tout en corrigeant également les modes
spatiaux indirectement, les rapprochant des modes de la SVD. La stratégie Petrov-Galerkin-PGD
(PG-PGD) génére des modes semblables. Finalement, la stratégie de minimisation du résidu
capte des modes bien différents vérifiant une orthogonalité différente : par exemple, la somme
des modes 2 et 3 est semblable a celle issue de la SVD, mais la décomposition est différente.

Il est difficile de comparer ces stratégies en n’étudiant que les modes, surtout en I’absence de
modes référents, d’ou l'intérét des estimateurs d’erreur de réduction.

4.1 Erreur de réduction — richesse de la solution PGD

Au final deux boucles itératives imbriquées sont mises en place, nécessitant chacune un cri-
tere d’arrét différent (voir Figure 1.7) :

@ point fixe cette boucle consiste a faire converger I'ensemble (y,A,I') vers le mode optimal.
La convergence est estimée en comparant le nouveau mode PGD calculé a sa valeur a
l'itération précédente. Autrement dit, si on pose (w(i),)\(i),l"(i)) les fonctions calculées a la
i-éme itération du point fixe pour le m-eme mode PGD, le point fixe est arrété dés que 'on
atteint une précision €,y généralement voisine de la précision machine :

\/fgfIfQ(w(”®)\(”®F(”—w(’ DeAi-DeTri-D)*dQdtdp <e,f

Une autre stratégie [Nouy, 2010, p.1614] consiste a fixer a priori le nombre d’itérations
(kmax =4), comptant sur les modes PGD suivants pour corriger I'erreur de convergence si
besoin.

@ enrichissement PGD La procédure d’enrichissement continue jusqu’a arriver a convergence
du probléme complet (1.10). Un indicateur possible et immédiat est de mesurer la norme
du résidu introduit en (1.19), permettant de qualifier le défaut d’équilibre de la solution
approximée PGD u,,. Létape d’enrichissement est arrétée deés que I’on atteint une erreur
en résidu relatif E,. inférieure & une certaine précision €¢s € [1078,1072] :

res

—— E
Eres =R wm)ll 5 Eres= m <€res (1.23)

Connaissant dans ce cas la solution de référence, on peut introduire I’erreur exacte de réduc-
tion E,,r comme la distance entre la solution de référence uy, et la solution PGD u;, selon la
norme énergétique, grandeur physique conservatrice adaptée pour quantifier et comparer des
phénomenes physiques :

_ E
Erer =t — timlly 5 Eyor=—d (1.24)
! u T~ Nunlly,

La norme énergétique est définie par la relation :

(((-,0>>>u=f®fzfgk2'-2° dQdedp, el = v KoM
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FIGURE 1.10 - Convergence des stratégies PGD : erreur exacte (a) et estimateur d’erreur en ré-
sidu (b). La zone grisée représente la méme aire sur chaque courbe. Les courbes
en trait discontinu représentent les versions des stratégies PGD avec la phase
d’ update activée, tandis que les courbes pleines sont associées aux stratégies PGD
sans phase d’ update.

La Figure 1.10 permet de comparer I'estimateur d’erreur en résidu E,.; a I'erreur exacte E,.¢
de réduction sur le cas test (Figure 1.8) pour une vitesse de chargement fixée a v = L/2T, selon les
différentes stratégies PGD décrites dans ce chapitre, avec ou sans la phase d’update.

Aussi la Figure 1.10a représente I'erreur exacte de réduction des différentes stratégies a me-
sure que I'on ajoute des modes PGD. On observe que les méthodes (P)G-PGD donnent des ré-
sultats semblables. Les dix premiers modes sont méme proches de la décomposition a variables
séparées optimale déterminée par la SVD, mais au-del3, les vitesses de convergence diminuent.
La phase d’ update améliore significativement la qualité de’approximation PGD, rendant méme
les deux méthodes équivalentes. En fixant un niveau d’erreur de 1%, ces stratégies nécessitent
20 modes tandis que la décomposition optimale SVD n’en nécessite que 18. Notons que la stra-
tégie de RM-PGD présente une vitesse de convergence médiocre, méme avec la phase d’update
activée.

Dans le cas général, la solution de référence est inconnue et/ou on ne veut pas la calculer. 11
est alors utile d’avoir acces a un estimateur d’erreur de réduction comme ’erreur en résidu m,
tracée sur la Figure 1.10b en fonction des modes PGD. Cet estimateur surestime grandement
I'erreur de réduction par un facteur de ’ordre de 40 quelle que soit la stratégie employée. Selon
cet estimateur, la meilleure décomposition est celle issue de la RM-PGD, selon une convergence
uniforme, en désaccord avec la vraie erreur E,. . La raison tient dans le fait que la méme norme
L? est employée a la fois dans le probléeme de minimisation (1.20) et la mesure de l'erreur en
résidu (1.23). Ceci explique également que selon cet estimateur, la décomposition SVD n’est
pas optimale, car elle a été calculée selon la norme énergétique et non £2. La phase d’ update
n’améliore pas cette stratégie, contrairement aux stratégies (P) G-PGD.

Le but delaréduction de modele étant de réduire le temps de calculs vis-a-vis d'une approche
FEléments Finis (EF) brutale, on trace sur la Figure 1.11 le cotit de calcul de chaque stratégie
PGD, vis-a-vis du temps nécessaire tsyp pour calculer la solution compléte et sa décomposition
par la SVD. On observe un gain appréciable de 5 pour ce probléme simple si 'on se fixe un
niveau d’erreur de 1%. Remarquons que le surcotit de la phase d’ update n’est pas compensé par
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FIGURE 1.11 - Temps de calcul normalisé des différentes stratégies PGD selon |'erreur exacte de
réduction E,, £- En trait discontinu, les versions avec la phase d’update activée, et
en trait plein les versions non mises a jour.

I’amélioration de la solution, bien qu’elle requiert moins de modes. Cependant, ce surcofit peut
se compenser par le gain en termes de stockage et de post-traitement de la solution.

De ces courbes, on en conclut que :

— lastratégie de minimisation durésidu est a proscrire dans le cas de probléemes thermiques,
tandis que les stratégies (P)G-PGD sont équivalentes : on privilégiera alors dans la suite de
ces travaux la stratégie G-PGD;

— la phase d’'update améliore grandement la décomposition PGD la rendant quasi optimale;

— lestimateur d’erreur en résidu E, ., n'est ni précis ni efficace : ce constat est la raison de

ces travaux qui cherchent a proposer un nouvel estimateur d’erreur plus précis et fiable,
proposé au Chapitre 2.

4.2 Séparabilité du probléme — comparaison avec un reléevement intelligent

Comme présenté dans la Section 3.5.3, on peut initialiser I’algorithme PGD par une solution
précalculée u;. Si cette contribution est bien choisie, 1'algorithme PGD est accéléré car la so-
lution u,, requiert moins de modes. La solution de 'Exemple 2, utilisée dans cette partie peut
s’écrire comme la somme de deux contributions [Allier et al., 2015] :

— un relevement, solution du méme probléme o1 Q = ]—o0, + 0o[ est un domaine infini, ne

vérifiant pas I'écriture a variables séparées;

— une correction, dont I'objectif est d'imposer les conditions aux limites, calculée par la mé-
thode PGD.

Le probléeme défini sur le domaine Q = ]—o0, + oo[ s’écrit apres le changement de variable
X=x—-vtetUX) =u(x—vt):
cvd + kbl = -5(x)
U(x)=0
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Référence uyf = Relévement v - Correction ug
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FIGURE 1.12 - Solution de référence u,.r (gauche), relevement u, (milieu) et correction ug par
la stratégie G-PGD avec 3 modes (droite), tel que u,qf = U — Uz pour une erreur
exacte de réduction de E,.r = 1073 av="L/or.

En introduisant 0 la fonction de Heaviside et K une constante réelle, la solution d'une telle équa-
tion différentielle ordinaire est immédiate et s’écrit :

uOO(x, tyK) =

0(x) +K (1—exp_%x) _Bx-v)+K (l—exp
cv

—c—k"(x—vt))
cv

On initialise alors I'algorithme PGD par cette solution u, en ignorant la solution homogene,
i.e. K = 0 Wm?. Pour respecter les conditions aux limites spatiales, on multiplie cette solution
par des fonctions ad-hoc. La solution du probléme initial u est alors cherchée sous une forme
spécifique pour corriger ce relevement, notamment a proximité des conditions aux limites :

U, 1) = U (x,£,0) x (1 —8(x)) x (1 —6(L— x)) — U (x,1) (1.25)

Les fonctions PGD spatiales w; et temporelles A; sont alors calculées par I'une des stratégies
précédemment décrites. La Figure 1.12 montre les différents termes de (1.25), ol1 la correction
U, a 3 modes est suffisante pour représenter la solution du probleme (erreur exacte de réduc-
tion de 0.1%) pour v =L/21. Le relevement montre de fortes discontinuités, difficiles en pratique
a capturer par des modes PGD.

On propose sur la Figure 1.13a d’étudier I'influence de la vitesse de chargement sur le nombre
de modes PGD requis en fixant I’erreur exacte de réduction a 1%. On peut remarquer que I’en-
semble de méthodes de réduction de modele, incluant la SVD, nécessite plus de modes PGD
pour capturer la non-séparabilité du probleme, a mesure que la vitesse de chargement croit. Au
contraire, le relevement proposé contient toute I'influence de la vitesse, 35 valeurs propres étant
nécessaires pour représenter iy, a une précision de 1%, et la correction PGD ne nécessite alors
que quelques modes pour corriger la solution du probleme.

La Figure 1.13b permet d’étudier I'influence du terme instationnaire de I'’équation d’équilibre
(1.1b), en comparant le nombre de modes PGD requis pour atteindre une erreur de réduction de
1% en fonction du ccefficient c/ k. Alors que les méthodes de réduction de modéle captent diffi-
cilement la solution, la correction du relevement en nécessite beaucoup moins, sans influence
de la valeur du rapport des coefficients matériaux c/ k.

On en conclut que le terme transitoire de la solution du cas test ne vérifie pas I’hypothése de
séparation des variables. Quand le terme de diffusion est négligeable, le temps n'influe pas sur
la solution et I'hypothese est respectée. Dans le cas contraire, le temps n’est plus négligeable et
la solution nécessite des modes supplémentaires pour capturer ce phénomene.
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FIGURE 1.13 - Nombre de modes PGD requis pour cibler une erreur exacte de réduction fef de
1072 : (a) en fonction de la vitesse de chargement v, ou la zone grisée correspond
aux vitesses ol la flamme quitte le domaine; (b) en fonction du coefficient ¢/
avec v =L/T.

La PGD atteint ses limites dans le cadre de la dynamique transitoire [Boucinha, 2013, p.145],
ol la vitesse de convergence des stratégies PGD décroit a mesure que 'hypothese de séparation
des variables ne peut plus étre respectée. Une solution pour contourner ce probléeme consisterait

N

a:

— employer un relévement connu adéquat, par exemple en faisant un calcul éléments finis
espace-temps pour un jeu des parametres fixé a la moyenne de leurs variations [Ladeveze,
2014a];

— faire un changement de base, ol la flamme devient fixe et le domaine Q mobile [Cagniart
etal., 2016].
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Chapitre 2

Vérification de modeéles réduits PGD

Ce second chapitre traite du sujet de la vérification d'approximation
PGD. En particulier, une méthode attractive sera détaillée, bdtie sur
le post-traitement de l'approximation PGD pour réutiliser les mé-
thodes de vérification de solution EEF et illustrée sur divers exemples

numeériques.
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Comme développé dans le Chapitre 1, 'estimation d’erreur naturelle découlant de I’écriture
de la PGD n’est pas suffisante pour piloter les algorithmes d’enrichissement PGD.

Apres avoir rappelé les propriétés inhérentes aux approximations PGD ainsi que les sources
d’écarts vis-a-vis de la solution exacte, ce chapitre présentera I'état de I’art sur la vérification de
solutions PGD. En particulier, une méthode batie sur le post-traitement de 'approximation PGD
sera détaillée, permettant de réutiliser les outils de vérification employés dans le cadre Eléments
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Finis (EF) tout en préservant les propriétés mathématiques de ces derniers. Cela permet ainsi
de proposer une estimation garantie de I’erreur grace a I’Erreur en Relation de Comportement
(ERQ), globale comme locale.

1 Propriétés de la solution PGD

Partant de I'écriture continue a variables séparées (1.11), la version discrétisée ufﬁgm obtenue

par les stratégies PGD s’écrit :

hAt(

Ms

> vilx ))\At(t)l_[m( ) @.1)

1 j=1

x,t,p) =

~
I

avec h (resp. At) la dimension caractéristique du maillage (resp. pas de temps) et U/lh (resp. )‘?t)
les versions discrétisées des fonctions continues y; (resp. A;) appartenant au sous-espace Z/{;l‘d c
U (resp. Ta; < T).

Remarque 2.1. Bien que des discrétisations sur les parametres p; soient adoptées pour le
calcul de la solution approchée, elles ne sont pas considérées dans la suite, car elles ne sont
pas associées a une méthode d’approximation numérique (absence de dérivées sur les para-
metres) que I'on cherche a adapter.

De cette solution discrete umA , un flux lui est associé par la relation de comportement :
_qh Al = |V umm Le couple (uh ar _cl’,jq'm) forme ainsi la solution approchée du probléme discré-
tisé obtenue par la PGD.

En supposant que les maillages Qj, et Zx; coincident avec leur domaines respectifs Q et Z, le
choix des espaces d’approximation éléments finis Z/{;‘:d et Tar implique que Z/l;lld cU™ et T,
T. De plus, en imposant les conditions limites et initiales en température par élimination ou
par des multiplicateurs de Lagrange, la solution discrete u,@;m les satisfait exactement sur les
domaines discrets associés. En supposant que les espaces d’approximation éléments finis sont
suffisamment riches pour représenter ces conditions, la solution approchée primale u,}i;At issue
dela PGD est CA:

ulrM el e Tar 9 PcU e T P

En revanche, le flux associé gh At présente plusieurs défauts :

1. le non-respect des équations d’équilibre au sens faible en espace et/ou en temps gh Al g
St e Ty eP:
h At
fg’fn“ VvdQ#I(v) - f dQ VvelUlVteI,Vpeo®
méme au sens des éléments finis :
h At

f_q’;ﬁf VvdQ#1(v) - f dQ VvellvieI,Ypeo

2. le non-respect des conditions d’admissibilité statique du probléeme de référence _qh Al g

S% @ T ® P, notamment :
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— le non-respect des conditions aux limites en flux :

h,At

4, n#rg suro,QxIx0

— le non-respect de I'équilibre intérieur :

6uh,At
ca—n; +y-g},’,;“ #fa dansQxZx0O

— lenon-respect de I'équilibre interne entre éléments du maillage dt a la discontinuité
du flux normal a I'interface de deux éléments K et K’ du maillage Q) :
h,At

-7l =gﬁ'At-QK+_qh'M-QK, #0 sur (O0KNOK')xZxO

la X

ng et ny, étant les normales unitaires sortantes des éléments K et K’ adjacents.

L'espace vectoriel S sz du flux SA au sens des éléments finis se définit par :
0
St (w) = {_qe (L2014 | fg ca—?v+g-yvdﬂ =I1(v) Vv EL{()‘fZ}

Le premier point est la conséquence directe de I'application de I’algorithme PGD au probléeme
de référence. Le champs u,, appartient au sous-espace V c %! ® T ® P formé des fonctions
s’écrivant comme une somme de produit de fonctions appartenant aux espaces %, T et P.
Par conséquent, u,, (et donc g,, grace a la relation de comportement) n’est admissible que sur
le sous-espace V et malheureusement pas sur 'espace /% ® T ® P.

Le second point est la conséquence de I'adoption d'une résolution par la MEF en déplace-
ment, défaut également présent dans toute solution EF 12!,

2 Définition des erreurs et de leurs origines

2.1 Origines des erreurs
En pratique, la solution discrétisée uf’,;m n'est qu'une approximation de la solution exacte
Uex. Lerreur ainsi commise a plusieurs origines :

— erreur de réduction : issue de la représentation a variable séparées (2.1) o1 la somme est
tronquée a I'ordre m, vue dans le Chapitre 1;

— erreur de discrétisation : issue de la projection des fonctions recherchées y, A, y; ... sur
un maillage;

— erreurs numériques additionnelles : prenant leurs origines dans : (i) le non-respect de
la géométrie initiale complexe Q par le maillage Qy; (ii) une représentation approxima-
tive des conditions aux limites par la base d’approximation choisie; (iii) le traitement nu-
mérique du probleme discrétisé (approximation commise par les méthodes d’'intégration
numérique, erreurs d’arrondis a la précision machine ...).

Dans la plupart des cas, les erreurs numériques additionnelles peuvent étre négligées vis-a-vis
des deux autres sources d’erreurs, sous réserve d'un choix judicieux des parameétres de discréti-
sation, de la base d’approximation éléments finis et des solveurs numériques utilisés.
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Wi (1) —— s Wl (1, p) =
€dis ¢ €dis
up(x, t,p) = um(x, 1, p) red Uex(X, 1, D)
FIGURE 2.1 - Les différentes sources d’erreurs, avec u',%’m I'approximation PGD, u/>2* 'approxi-

mation EF et u,, la solution exacte.

2.2 Définitions des erreurs

Tronquée a un ordre fini m, la solution PGD discrétisée (uh Ak gf,;m ) n’est qu'une approxima-
tion de la solution EF en déplacement (u At, hAty définie sur les mémes maillages Qj, et Zp;. La
solution EF n’est quant a elle qu'une approximation de la solution exacte (u.yx,q,,) du probleme
de référence. Pour quantifier la qualité de ces approximations, représentées sur la Figure 2.1, on
définit :

— l'erreur totale : e = upy — ufflm
— l'erreur de réduction : e,,4 = uhAt - u,},’;m
— VYerreur de discrétisation : eg;s = ey — U2 = e — €y04

En injectant 'expression des erreurs dans la formulation faible PGD (1.10), elles sont solu-
tions des problémes :

— Trouver e€ ng’d ® 7 ® P vérifiant :

/[fc—v+kVe VvdQdtdp =L(v)-Buhr v) VYvelfeTeP (2.2)

(o))

— Trouver e;. 4 € Z/{(;l,;f ® Tar ® P vérifiant :

fff redv+kyered-yvd9dtdQ=L(v)—B(uz{m,v) Vveu“h®7'm®73 2.3)

()

Remarque 2.2. En prenant v = R(u,}zm) € Ll(;lfl ® Tar ® P dans le probleme (2.3), le second
membre est 'erreur en résidu E,.; “ et est donc une image de l'erreur de réduction e, .

INAAL

a. Défini au Chapitre 1 Section 4.1.

3
e”"” M’) + kVe,eq -yR(uﬁ;Af) dQdtdp = Eres

La résolution des problemes (2.2) et (2.3) est aussi complexe et coliteuse que le probléeme de
référence, et leurs solutions sont généralement inaccessibles. Ainsi, les méthodes d’estimation
d’erreur ne cherchent pas a déterminer la valeur de ces erreurs en tout point du domaine QxZx0,
mais plutdt des mesures pertinentes, globales ou locales.
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2.2.1 Mesure globale

On définit une mesure globale sur I'ensemble du domaine Q xZ selon la norme énergétique
llell;jadg £2(7) @u contenu physique fort car elle dépend du comportement du matériau :

h,At
Uex — Uy, ”

E(p) = Nellyas 2 = ” UeL2(T)

Equivalente aux normes usuelles sur les espaces £? et !, cette norme permet également de
définir une contribution élémentaire Ex, sur chaque élément K, al’erreur globale E :

Ex(p) = Nellyjaio o x vérifiant 3 Eg(p) = leljuiq ) = E(p)
KeQ,®Zz,

2.2.2 Mesure locale sur des quantités d’intérét

On définit une mesure locale AQ de I'erreur sur une quantité d’intérét Q(u), vue comme un
extracteur de la grandeur physique scalaire a partir de la connaissance de la solution u, par:

AQ = Q(uex) — Q(up) = Qex —Qp

Qualifiée d’erreur en quantité d’intérét, elle mesure 1'écart entre les valeurs exacte Q. et ap-
prochée Qj, prises par la quantité d’intérét sur les solutions exacte u., et approchée uy. Par
exemple, les quantités d’intérét peuvent étre :

— lavaleur ponctuelle de la température ou du flux selon une direction donnée, en un point
donné de la structure M € Q;

— la moyenne de la température ou du flux, sur une zone prédéfinie w c Q;

2.3 Importance de ces erreurs

Dans le Chapitre 1, une discrétisation tres fine (h et At tendant vers 0) avait été adoptée dans
I'illustration numérique de 'Exemple 2 pour s’affranchir de I'erreur de discrétisation, dont une
solution dite de référence u,.r = U,y est connue. En pratique, seule une discrétisation plus gros-
siere a la fois en temps et en espace est numériquement accessible : de cette discrétisation, une
approximation PGD est calculée uf’,{m et une solution EF 12 est calculée. Grace a l'erreur E,., f
et ces différentes solutions, les différentes sources d’erreur sont déterminées et représentées sur
la Figure 2.2. Pour ce probleme grossier (N, = 10 et N; = 10), il est inutile d’aller au-dela de
quatre modes sans adaptation du maillage, I’erreur majoritaire provenant de I’erreur issue de la

discrétisation des domaines spatial et temporel.

Lerreur de discrétisation en espace et en temps ne peut pas étre négligée. Si la taille caracté-
ristique des éléments finis h (resp. pas de temps A¢) n'est pas adaptée, I'erreur totale commise
dans la simulation, composées de la somme des erreurs de réduction et de discrétisation, ne
pourra jamais étre inférieure a un critére d’erreur, quel que soit le nombre de modes ajoutés a
I'approximation PGD. Par conséquent, il convient de veiller non seulement au nombre de mo-
des m dans I'approximation PGD, mais également a la taille caractéristique des éléments finis i
et au pas de temps At.
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FIGURE 2.2 - Erreur exacte des différentes sources d’erreurs pour I'Exemple 2 : en trait discon-
tinu, I'approximation G-PGD avec mise a jour des fonctions du temps, en trait
plein I'approximation G-PGD sans.

3 Vérification de solutions PGD

Le Chapitre 1 a montré I'importance d’évaluer (ou d’estimer correctement) I'erreur de ré-
duction de modele. Cependant, peu de travaux abordent la problématique de la vérification de
solutions PGD, en opposition a la vaste littérature consacrée au controle des solutions RB : basée
sur des estimateurs a priori [Machiels et al., 2001], des estimateurs a posteriori en résidu d’équi-
libre explicites [Grepl et Patera, 2005, Rovas et al., 2005, Boyaval et al., 2009, Quarteroni et al.,
2011] ou sur la non-vérification de I'’Erreur en Relation de Comportement (ERC) [Gallimard et
Ryckelynck, 2016], en s’inspirant grandement des méthodes d’estimation d’erreur développées
dans le cadre des EF.

3.1 Notion d’estimateur d’erreur en éléments finis

Les méthodes d’estimation d’erreur cherchent a évaluer une mesure approchée de I'erreur
globale ou locale, mesure qualifiée d’erreur estimée. Depuis les années 1970, de nombreux ou-
tils et méthodes ont été mis en place pour obtenir des estimateurs d’erreur dans le cadre des
éléments finis. Citons:

At mais les

— Estimations a priori [Aziz, 1972] qui n'utilisent pas la solution approchée 1"
données d’entrée du probléme.

h,At
)

— Estimations a posteriori exploitant les défauts de la solution approchée (u g/"2h), parmi

lesquelles :

— Les défauts d’équilibre de la solution approchée, en exploitant les résidus d’équi-
libre [Babuska et Rheinboldt, 1978, Verfiirth, 1994, Diez et al., 1998, Strouboulis et al.,
2000]

— Les défauts de régularité de la solution présentant des discontinuités a la traversée
des interfaces entre éléments, reconstruits par des techniques de lissage [Zienkie-
wicz et Zhu, 1987, Zienkiewicz et Zhu, 1992];

— lanon-vérification de la relation de comportement, en exploitant le concept d’erreur
en relation de comportement et des techniques de construction de champs équili-
brés [Ladeveze, 1975, Ladeveze et Leguillon, 1983, Ladevéze et Pelle, 2005, Ladeveze
etal., 2010, Ladeveze et Chamoin, 2016].

Pour une étude détaillée des ces différents estimateurs d’erreurs dans le cadre EF, le lecteur
pourra se référer a [Ladeveze et Pelle, 2005, Babuska et Strouboulis, 2001, Chamoin et Diez,
2016].
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3.2 Estimation d’erreur de réduction sur une quantité locale

En remarquant qu'un intérét majeur des simulations pour la conception est la prédiction de
grandeurs mécaniques précises (quantités d’intérét) dans des zones précises (région d’'intérét),
les premiers travaux appliqués aux solutions PGD [Ammar et al., 2010a, Alfaro et al., 2015] ont
cherché a estimer I'erreur de réduction en étendant I’erreur en résidu (1.23) a ces quantités d’in-
térét. Ils se sont fortement inspirés des travaux développés dans le cadre éléments finis [Becker
et Rannacher, 2001, Prudhomme et Oden, 1999].

Lerreur sur une quantité d’intérét est obtenue grace a un probleme auxiliaire, connu sous le
nom de probleme adjoint (voir la Section 6.1) utilisé comme critére d’arrét du probleme direct.
En introduisant @, et ¢y, les solutions exacte et approchée du probléme adjoint, 'erreur sur la
quantité d’'intérét peut se définir comme :

AQ = bttex — Ul @ex — O1) < lttex — UL Il @ex — @l

Cette erreur est ensuite estimée en substituant ¢ par une solution approchée PGD obtenue
avec N modes, ou N est bien plus grand que le nombre de modes m utilisés pour la solution
du probléeme direct. Une étude empirique menée dans [Alfaro et al., 2015] a montré qu'’il suffit
de prendre N = 5 + m pour déterminer une solution suffisamment précise du probleme dual.
Ainsi, a I'aide de l'erreur en résidu permettant d’estimer les erreurs | i, — ufﬁl Il et lPex —@pll,
I'algorithme d’enrichissement peut étre piloté.

Linconvénient de cette méthode réside dans le fait que : (i) I'erreur de discrétisation n’est
pas prise en compte; (ii) 'erreur en résidu est employée malgré ses défauts; (iii) aucune borne
garantie de I’erreur commise n’existe.

3.3 Estimation d’erreur générique pour une solution PGD

Les premiers travaux sur le contréle d’erreur de solution PGD sont le fruit de [Pelle et Rycke-
lynck, 2000]. Appliqué au cadre non-linéaire, leur proposition ne permet pas de construire des
bornes d’erreurs garanties.

Dans [Ladeveze et Chamoin, 2011, Chamoin et Ladeveze, 2012], les auteurs ont développé
une méthode batie sur 'ERC qui permet d’avoir des bornes garanties et précises de I'erreur
commise par une approximation PGD. Lestimation d’erreur qui en résulte permet de prendre
en compte toutes les sources d’erreurs décrites précédemment. C’est cette méthode que I'on
va détailler et appliquer dans la suite de ce mémaoire, sur la base d’avancées également décrites
dans [Allier et al., 2017b].

Une approche alternative a cette derniére a été proposée dans [Moitinho de Almeida, 2013].
Elle repose sur une approche PGD supplémentaire basée sur une formulation duale non clas-
sique sur I'inconnue ¢g,, du probleme de référence (1.1). Bien que permettant de construire un
flux g,, admissible au sens des éléments finis, cette approche complexifie I'implémentation de
la méthode par l'utilisation d’éléments finis [Kempeneers et al., 2009] absents des codes élé-
ments finis standard.

4 Construction d’une solution équilibrée au sens des EF par post-
traitement

Baties sur la formulation faible (1.10), les différentes stratégies PGD présentées au Chapitre 1

construisent une solution approximée uff?’m (et un flux associé g_ﬁ;“ = kyuﬁ;m) vérifiant les
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conditions d’admissibilité cinématique, mais échouant a vérifier les équations d’équilibre au
sens faible en espace ou en temps.

Afin de remédier a cet inconvénient et d’étre en mesure d’utiliser des outils d’estimation d’er-
reur définis dans la Section 5 (inspirés de ceux utilisés dans le contexte de la MEF), on propose
une méthode pour reconstruire des champs PGD vérifiant les équations d’équilibre au sens
faible en espace, autrement dit équilibrés au sens des éléments finis. Un flux _‘7]31 équilibré au

h,At

sens des EF est construit uniquement a partir de la solution u,,”" et des données du probleme,

tel que pour tout (t,p) e Zx0O:

h,At

fc Lg"; v+ gl -votda=10" vo'eyd 2.4)
0 :

Propriété 2.1. Un tel flux _Zif‘n vérifie alors une écriture de la forme :

dAAf(t)

q" (xt,p)="(xt,p)+ Y &"(x)c Hm (pj) (2.5)
i=1

oit le flux 7" € L{}‘:d ® T ® P vérifie le probleme spatial ci-dessous, résolu par une méthode EF
primale :

Yt,p, trouver 7 EU;;d tel que /th -VvdQ=L(v) Vv eugjf (2.6)

Démonstration. Cette méthode exploite les propriétés vérifiées par toute approximation PGD
ui’nm calculée a I'ordre my (1 < my < m) par une méthode de point fixe pour résoudre le pro-
bleme non linéaire (1.12) et stoppée apres la résolution du sous-probléme spatial (1.13a) sur

I'espace d’approximation I/ ]fd :
( oy W ?\M’vaoj) ( A“l‘[vmo, ) vy U 2.7)

En injectant la propriété (2.6) vérifiée par le flux 7", le probleme précédent (2.7) se réécrit :

fQ(Zame y* bl Yyt |dQ=0 vy*el, 2.8)
i=1

oul'on aposé:
At

dA; -~
amoff@fwﬂvmwc [Trisdedp k’fn0=f®fA“HYmo, (kv -2") dedp

En posant alors la matrice (Ap); ; = a;; et les vecteurs W, = [yh,.. ,w’fn]T et IASZ1 = [E{’,E%]T,
la propriété (2.8), écrite pour tout my € [1,m], se transforme en un systéme triangulaire de la
forme :

f(/A ¥ y* +B,, Vy )dQ 0 vy eu 2.9)

Sous I'hypothése que le matériau est homogene sur le domaine Q (uniforme spatialement),
. N ) ~p
la matrice A, est constante. Le systeme (2.9) peut alors s’inverser, en posant le vecteur ®@,,, =
~ ~p 1T _15h , . Yo Az s
[@F,...0" " = A,1B,, . Sensuit alors I'égalité suivante :

V(t,p) € Ix0, f(\lff;lwu&)’,;l.yw*)dgzo vy* eUsd
o ,
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Remarquons qu’en injectant le flux 7 dans I'équilibre élément finis (2.7), le flux équilibré au
sens des éléments finis Qﬁl doit vérifier pour tout (¢,p) e Zx0O:

g, -"|-vv"da= ouy! "do= i d)\"ml'[ | wihvtda vot eyl (2.10)
Q(gm_L )._U = - C v = - C YlyJ Q\l}iv v 0,1 .
| —

Jo—dF-vuhda

Par conséquent, le flux ﬁfn, qui vérifie (2.7) (et (2.10)), admet I’écriture souhaitée (2.5) et il est
entierement déterminé numériquement. O

Remarque 2.3. Le flux 7" dépend a priori de I'espace, mais également du temps et des pa-
rametres. Il est construit a partir d’'une écriture a variable séparée du second membre L de la
forme :

s
L(v)=ff(2as(t,]g)Ls(v)) drdp
0JT \s=1

Une telle écriture peut découler naturellement de la forme analytique des chargements ex-
ternes (fy,74) et, si ce n'est pas le cas, étre obtenue numériquement par 'application des mé-
thodes POD aux chargements numériques (f ;,r(g) aux points de Gauss [Zlotnik et al., 2015a,
p.12].

Le probleme (2.6) se rameéne alors a plusieurs problémes thermiques en régime permanent
(indépendants du temps), tous résolus par une méthode éléments finis standard :

trouver ’_f? EL{,‘;d tel que f f? ~yvh dQ = Ls(vh) vl EL{“d,s € [1,S]
Q

S
Le flux 7" vérifie alors la forme 7" (x,£,p) = ¥ os(t,p) 77(x).
s=1

Remarque 2.4. La méthode proposée s'étend naturellement aux cas ol les matériaux
sont hétérogeénes, en exprimant par exemple ¢(x,p) sous une forme a variables séparées
2 iXj (x)8;(p). Dans ce cas, les fonctions spatiales x; doivent étre associées aux modes spa-
tiaux qul dans I'expression (2.8) avant d’inverser le systeme.

Remarque 2.5. Pour les problemes stationnaires, le systeme (2.9) se réécrit :
ﬁh vt _ * ad
m YU dQ=0 Yy~ el
- :

11 traduit le fait que les flux E,h sont auto-équilibrés au sens des EF. Par conséquent, le flux _Zi},il
qui vérifie I'équilibre EF (2.7) s’écrit :

gt (x.p)=7"(x.p) + ii@? (x) I;ICi,j (r))

ou les fonctions {; ; sont a priori définies arbitrairement. Cependant, elles peuvent étre choi-
sies de maniere adéquate et optimisées en minimisant une fonctionnelle quadratique appro-
priée. Celle-ci est liée a I’erreur en relation de comportement, qui fera I'objet de la partie sui-
vante.
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5 Estimation d’erreur globale

On propose dans cette partie d’étudier les outils permettant d’estimer I'erreur entre la solu-
tion exacte u,y etla solution approximée uﬁ;m déterminée grace a une stratégie PGD. D’un c6té,
des estimateurs d’erreur a priori définis dans [Ladeveze, 1999, Ehrlacher, 2014] peuvent étre uti-
lisés pour juger les propriétés de convergence des approximations PGD mais elles ne fournissent
pas d’'information réellement quantitative ou utile. D’'un autre c6té, les méthodes d’estimation
d’erreur classiques a posteriori ne sont pas suffisamment précises. Basées sur des normes du ré-
sidu, elles permettent d’estimer uniquement I'erreur de réduction PGD , en ignorant I'erreur de
discrétisation. On propose ici une méthode d’estimation d’erreur robuste basée sur le concept
d’ERC.

5.1 Base de I’Erreur en Relation de Comportement (ERC)

Introduit en 1975 par P. Ladeveze, le concept de I'Erreur en Relation de Comportement (ERC)
est employé par diverses méthodes dans la littérature (par exemple les méthodes basées sur les
résidus d’équilibre [Bank er al, 1985, Ainsworth et Oden, 1993] ou méthodes flux-free [Parés
et al., 2006, Parés et al., 2009, Moitinho de Almeida et Maunder, 2009, Cottereau et al., 2009]).
Expliqué en détails dans [Ladeveze et Pelle, 2005], cette méthode est actuellement le seul moyen
pour avoir des bornes d’erreur sur la solution u,, garanties et calculables.

5.1.1 Principe

Le principe de base de cet estimateur est de partitionner le probleme de référence en deux
groupes d’équations :

— des équations dites fiables : les conditions d’admissibilité cinématiques et statiques;
— des équations dites non fiables : la relation de comportement.

Ce découpage fait porter le doute sur la relation de comportement, I’équation la moins fiable du
probleme de référence, car elle est issue de données expérimentales incertaines voire mal mai-
trisées. Par ailleurs, la mise en défaut de la relation de comportement procure a cette estimateur
un fort caractere mécanique.

La difficulté de cette méthode réside dans la détermination d’'une solution admissible, notée

N

(tim,d,,) appartenant aux espaces d’admissibilité cinématique U/ ad et statique S, a partir des
données et de la solution EF calculée (uf,;m,_izfj?). Mais une fois cette solution connue, I'erreur

est immeédiate, comme résumé dans la Figure 2.3.

5.1.2 Définition et propriétés de I’erreur en relation de comportement

Pour le probléme de référence de thermique instationnaire, I’erreur en relation de compor-
tement s’applique a un couple admissible (i, g) solution de la formulation faible en espace du
probleme de référence (1.1), c’est-a-dire solution des équations suivantes :

Ui=0r =up VY (x,p)€QxO (2.11a)
U=uy; sur 0,QxIx0 (2.11b)
on
f(ca—l;erQ-yv) dQ:ffddeJrf rqvdS VUEZ/IO“d surZx0 (2.11¢)
Q Q .

40



( Solution EF 1 ([ Solution admissible
( At gm) (ﬁm’gm)
)
Admissibilité Admissibilité
0 cinématique cinématique
= =
£ = A
o = { 1
= ' Admissibilité | Admissibilité
' statique statique
Ve ____._ 1 .
2% "~ Relation "~ Relation
= elation elation
S =2 ! | : . Mesure de
= i decom- ! decom- ! ,
= = ! | [ . I'erreur : E, 4.
g S SRR DRSS
| J (. J

FIGURE 2.3 — Principe de la mesure de I'Erreur en Relation de Comportement (ERC)

La mesure de 'erreur en relation de comportement associée, dépendante des paramétres p et
calculée pour n'importe quelle solution admissible (&, §) se définit par :

E2, (4, = ff (G- kva)* dodr = fuq kv a3 (2.12)

avec || o |- lanorme énergétique sur le domaine Q.

Par équivalence, on définit également les normes | o || et || o || de la forme :
2
||u||k=ka(Zu) dQ ; Ilullc—f C—dQ

Une premiere propriété immeédiate découlant de la définition de I’erreur en relation de com-
portement (2.12) est:

Erac(4,9) =0 = (4,9) = (Uex,q,,)

Par conséquent, si le couple (iZ,g) ne vérifie pas la relation de comportement , alors c’est une
approximation de (u.y,4,,) et la facon dont le couple (i,g) vérifie la relation de comportement
permet d’en apprécier la qualité.

Une seconde propriété, connue sous le nom de théoreme de I'hypercercle ou Prager-Synge
[Prager et Synge, 1947], stipule une relation entre I'erreur vraie [|e|l;jq« g7 €t la mesure E, 4.(i,9)
de l'erreur en relation de comportement.

Propriété 2.2. On donne ici I'extension de cette propriété aux problémes de thermique insta-
tionnaire :
2 ~2 2
E = I” uex - u”luud®L2(I) < Erdc(u)g) (2-13)

Par conséquent, 'estimation d’erreur en relation de comportement définit une borne supé-
rieure (estimateur garanti) de l'erreur globale (mesurée selon la norme énergétique) entre la
solution exacte u,, et son approximation .
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Démonstration. Etablissons la relation (2.13). En remarquant que :

|||g_ kyﬁmi* = |||gex _g”ﬁrl + llttex — m”?c - ZLL (gex _g) 'Y(uex — ) dQdt

I
|||ﬁex—ﬁ|||§:2fzfgc (”eg‘t Dl u)det——fo d,.—4)V (Uex — W) dQdt

I'erreur en relation de comportement vérifie a chaque instant t €7 :

2 ~ ~I12 ~m2 ~m2
Erdc(u’g) = |||gex _ﬂmk—l + ll ttex — u"lk + lttex — ulll;
~n2 ~12
= luex — Uil + Nlutex — Ull;
~ 2
= ey — u|||uad®52(z) =E

ou e |||é =f7le ||2D dt sont des normes énergétiques définies sur le domaine espace-temps Q x
7. O

5.2 Estimation d’erreur globale pour des approximations PGD

Le fondement et le point technique de I'erreur en relation de comportement résident dans la

construction d'un couple admissible noté (ii,,,4,,). Une telle solution admissible peut se définir

a partir des données du probleme et de la solution approximée (uh AL G

stratégie PGD.

,g") déterminée par une

D’une part, uf,;At satisfait les conditions initiales et aux limites de Dirichlet, par conséquent
Um = u},ilm convient. En revanche, aucun champ déterminé jusqu’a présent ne convient pour le
flux admissible g,,,.

Comme le flux g gm construit par post-traitement de la solution PGD est en équilibre avec uh At

au sens des éléments finis, il est possible de construire un flux admissible g,, grace aux tech-
niques dites d’équilibrage utilisées dans le cadre des éléments finis [Ladeveze, 1975, Ladeveze
et Pelle, 2005, Ladeveze et al., 2010, Pled et al., 2011]. Ainsi, il est possible de construire un flux
q,, vérifiant I'équilibre complet avec uh At pour tout (¢,p) € ZxO, tel que :

Y

m ~
c v+ -Vv
fg( ot D>

Aussi, le flux admissible gy, vérifie ainsi la forme a variables séparées :

dQ:ffdde+f rqvdS Vvel/{gd (2.14)
Q 9,0

)\At(t)

T v, aver(son) = ¥ o)

Gp(x1,p) = P(x,1,p) + ; &;(x) ¢

ol les flux 7§ (resp. g[g ) sont obtenus par post traitement des flux 7" (resp. g[gh) Dans la suite, ces
champs sont obtenus grice a la technique d’équilibrage par éléments (connue sous !’appellation
anglaise d’Element Equilibration Technique (EET)). Une description détaillée de son fonction-
nement est donnée au Chapitre 5, on présente ici juste 'idée de cette technique. Elle repose sur
une relation énergétique, dite de prolongement, de la forme [Ladeveze et Pelle, 2005] :

/(E—Eh)-yNidQ:O VKeQy, VieK 2.15)
K

ol K est un élément du maillage spatial Qj, N; la fonction de forme EF associée au ncoeud i
connecté aI'élément K et b un flux (égala r, ou ¢ i) b" (resp. b) se réfere a une approximation
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donnée (resp. recherchée) de b en équilibre avec uf’,;m au sens du probleme (2.4) (resp. (2.15)).
En plus des propriétés EF de Eh, cette condition permet de déterminer des flux équilibrés sur
les bords des éléments en résolvant des systemes algébriques locaux compatibles et associés a
chaque nceud du maillage spatial Q. Finalement, les flux équilibrés E sont calculés a I’échelle
del’élément par la résolution de problemes de Neumann qui impliquent les flux précédemment
calculés aux bords des éléments.

Propriété 2.3. Selon I’équation (2.13), 'estimation d’erreur en relation de comportement dé-

terminée a partir du couple admissible (uf,;m@m) vérifie pour tout pe O :

2
8i=E2, (ulha,,) =||a, - ke (2.16)
2 2
> ” Uy — u,};l'm|”k+ H Uy — A = E? (2.17)

et par conséquent elle définit une estimation garantie (borne supérieure) de I'erreur globale
(mesurée selon la norme énergétique) entre la solution exacte u., et I'approximation PGD
u},;;m du probléme, pour tous parametres p € ©.

» Exemple 3 (Structure 2D de refroidissement)

Soit le probleme de thermique instationnaire défini sur la structure de la Figure 2.4, composée
de deux trous rectangulaires symétriques dans lesquels un fluide circule. Les symétries per-
mettent de limiter I'étude a un quart, noté 2, du domaine complet 2D. Ce domaine est sujet

N

a:
— une température nulle sur sa frontiére extérieure;
— un flux unitaire donné r; = —1 Wm-! sur la frontiere du trou;
— une condition homogene de type Neumann r; = 0 Wm! sur les plans de symétrie

— une source de chaleur stationnaire f;(x,y) = 200xy sur I'ensemble du domaine Q pen-
dant I'intégralité de I'intervalle de temps Z = [0; 10 s].

Des parametres supplémentaires sont pris en compte dans la décomposition PGD, liés aux
coefficients de diffusion k € ®; = [1;10] et de capacité thermique ¢ € O, = [1;10], supposés
tous deux uniformes dans le domaine Q. Ainsi, la représentation PGD de la solution se lit
um(x,t,k,c).

Le maillage spatial Qj de départ est composé de N; = 85 éléments quadrangles a quatre
nceuds de taille uniforme h = 0,1 m, représenté sur la Figure 2.4. Un schéma temporel explicite
d’Euler est employé avec Na; = 1 000 pas de temps uniformes de taille At = T/N,, = 0,01 s.

FIGURE 2.4 - Structure 2D de refroidissement : domaine spatial (gauche) et maillage initial
associé (droite).
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FIGURE 2.5 — Convergence de I'erreur en relation de comportement A? et des indicateurs A12>GD
et Agis pour I'Exemple 3

En appliquant la stratégie de construction de champs admissibles de la Section 4 al’Exemple 3,
il est possible d’estimer I'erreur globale en relation de comportement commise par I’approxima-
tion PGD, obtenue ici par la méthode G-PGD. La Figure 2.5 représente la convergence de I’esti-

mateur d’erreur A = Efdc(uf’,;At@m) en fonction du nombre m de modes PGD, m € [1,10], tracé

pour les valeurs (k,c) € O x0. ou l'erreur Ef dc(uZ;At,gm) est maximale.

5.3 Séparation des sources d’erreur
Déterminée par la relation (2.16), I’estimation Ef dc(u?,;“,gm) prend en compte les différentes
sources d’erreurs inhérentes a 'approche PGD, notamment :

— l’erreur de troncature PGD (représentée par I'indice m) issue de la restriction de la repré-
sentation PGD a un nombre fini m de modes;

— l'erreur de discrétisation (représentée par 'exposant h et At) en raison de I'utilisation
de méthodes numériques (MEEF ici) pour calculer les modes PGD. Cette erreur peut elle-
méme se scinder en une erreur de discrétisation spatiale et temporelle.

Les autres sources d’erreurs possibles (erreur algébrique due a l'utilisation de solveurs ité-
ratifs, erreur d’intégration numérique, erreur due a la précision machine, ...) sont supposées
négligeables comparées aux erreurs de discrétisation et de troncature PGD.

Lobjectif de cette partie est d’estimer la contribution de chaque source d’erreur a I'estima-
tion précédemment déterminée Ef dc(ufl,;At@m), afin de piloter la résolution PGD. Pour cela,
nous proposons une procédure naturelle, précédemment employée dans des travaux antérieurs
portant sur I'estimation des erreurs dans le cadre de I’erreur en relation de comportement [Gal-
limard et al., 1996, Ladeveze et Moés, 1998, Pelle et Ryckelynck, 2000].

L'idée consiste a introduire des indicateurs d’erreurs spécifiques basés sur le concept de I'er-
reur en relation de comportement appliqué a des champs admissibles au sens de problemes
intermédiaires affaiblis du probleme de référence (1.1). En pratique, le nouveau probléeme inter-
médiaire se définit comme la formulation faible espace-temps du probléme de référence initial
(1.1), batie sur la méme discrétisation L{;lld ® Tar que celle employée pour la solution PGD pour
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toutpe®:

trouver u' EZ/{ 4 @ Ta; tel que b( hAt,v) =1(v) ‘v’vel/{;fdcbﬂt (2.18)
ol uﬁfot =0.
Propriété 2.4. Lerreur globale E? = ” Uex — u},ilm” Ve c2(1) peut se décomposer sous la forme :
nar_ hac|?
E? E pep T Ed” , avec EPGD ||| Uy, H e (D)

pGp représente l'erreur
issue seulement de la discrétisation espace-temps (E;;; tends vers 0 lorsque & et At tendent
vers 0). Remarquons que ces deux erreurs vérifient les propriétés suivantes :

ou Epgp représente 'erreur de troncature PGD seule et E ;5 = 1/E2 — E2

lim Epgp =0 lim Eg;5=0
m—+oo h—0
At—0

Démonstration. En utilisant la condition suivante d’orthogonalité de Galerkin définie pour tous
p € 0, issue du probléme intermédiaire (2.18) :

b(uex h, At f f ( uh At) TWex™ % J, 4 kY(uex _ uh,At)

dQdt=0 Vveld?®Tx

avec v = At — M2 on peut écrire :
hAt _ h At
hAt||? At hAc]|? hm Y a(u m )
Jocex = it [|" = a2 = a2 ||+ e - )~ aca
J , or
E? E%’(‘D Ezdls
avec ol = llell;jadg r2(7)- O

Les deux contributions Epgp et E4;s peuvent étre évaluées a partir des propriétés de I'erreur
en relation de comportement (2.16) et par post-traitement immédiat des champs approximés
disponibles ul At, _?foﬂ etq,, :

— une premiére mesure de 'erreur E, 4. est déterminée, en utilisant le couple (uh At,_?lfnm)

admissible au sens du probléme intermédiaire (2.18), vérifiant ainsi pourtout pe ©:

9 h,At
fz fQ(C lgt 1/+_qhm Vv

Cela permet de déterminer un indicateur Apgp de l'erreur de troncature PGD Epgp tel
que:

dt=0 VYvelUfeTa

dQ - ffdvdﬂ—f rqvdS
Q 9,0

mAL ghAty gt ALY 2
EpGp = Apap = Efac (U, )=y — kN M-

— unindicateur Ay;s de l'erreur de discrétisation E;;; peut également se déduire a partir de :
2

2 A2 2_r2  _|I4 hAt ~h,At h,At

o= 8= 87 0op = [, - kwa | - i - kw |

k1

En outre, des indicateurs Ay, et Ax; spécifiques aux erreurs de discrétisation spatiale et
temporelle peuvent étre définis :

A2 =g —a I t AX, =AY — A
- gm gm k-1 e dis PGD
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Remarque 2.6. En remarquant que le flux flf; a été construit de telle maniere qu’il vérifie
I’équilibre au sens des EF (2.4) a chaque instant ¢ € Z, le flux ’\f’,;m se détermine a partir d'un

simple post-traitement (interpolation linéaire) de _szjl sur le domaine Z = [0,T] par la relation :

-1

it = U NTTdt) N'G
T

N = [No(#),N1(8),...,.NN, G représente le vecteur des fonctions de forme éléments finis utili-

sées sur le domaine temporel Z, N; = T/ar le nombre de pas de temps, et G = [Go,Gl,...,GN[]T

tel que G; = [;g" N; () dz.

En appliquant ce qui précede a 'Exemple 3, il est possible d’extraire les différentes contri-
butions a I’erreur globale, comme représentées sur la Figure 2.5. Remarquons que l'indicateur
d’erreur A;;, fournit une estimation pertinente de I'erreur de discrétisation E ;;5, méme pour de
petites valeurs de m. De plus, cet indicateur devient plus grand que l'indicateur de troncature
PGD Apgp pour m = 3. Au-dela et sans adaptation de maillage, il est futile d’espérer améliorer
I'approximation PGD seulement en augmentant le nombre de modes. Il est nécessaire de propo-
ser une stratégie adaptative permettant de faire le bon choix; c’est I’objet de la partie suivante.

5.4 Stratégie adaptative globale

Les indicateurs d’erreurs précédemment définis peuvent alors étre utilisés comme criteres
d’arrét ou comme indicateurs d’adaptation pour un algorithme itératif d’enrichissement de mo-
des PGD. Cela permet de construire de maniere adaptative une approximation PGD optimale
uﬁ;m et de contrdler le processus de calcul en recherchant les contributions a I'erreur les plus
élevées (entre troncature PGD et discrétisation des modes) en les minimisant. En pratique, aprés
avoir calculé chaque mode i € [1,m], la stratégie d’adaptation, représentée en Figure 2.6, est

mise en ceuvre de la maniére suivante :

) \ — .
1. 'ensemble des parametres p,, .. = argmax ,cq A(p) correspondant au pire des cas est es-
timé, ainsi que les indicateurs d’erreurs associées a cet ensemble de parametres;

2. les contributions relatives des indicateurs Apgp(p,,,,) €t Adis(Pqy) SONt cOmparées a
I'estimation A(p,,,,.) :

— SiApeD(P,4x) = Adis(Pygy), 1€ (i + 1)-ieme mode est alors calculé sur la méme dis-
crétisation espace-temps que celle utilisée pour le mode i;

— Si (ApeD(Pygy) < Adis(Pomar)) les parametres de discrétisation h et At sont modi-
fiés de facon a déterminer le mode i et les suivants avec une meilleure précision.
Pour cela, des techniques d’adaptation de maillages sont employées pour atteindre
un certain seuil d’erreur de discrétisation donnée a partir des contributions locales
de Ay, et Apy ainsi que sur les taux de convergence asymptotique prédits par des es-
timations d’erreur a priori [Ladeveze et Pelle, 2005].

Cette procédure d’adaptation est effectuée tant que I'erreur commise dans le pire des cas est
supérieure a une certaine tolérance d’erreur prédéfinie y;,; pour un certain mode m :

rélggA(zz) > Yiol
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Remarque 2.7. Lorsque le maillage est adapté, seule 'erreur de discrétisation du mode en
cours doit étre prise en compte dans I'indicateur A 4;. En effet, les modes précédents ayant été
déterminés sur un maillage différent, ils ne contribuent plus a cette erreur. Pour étre cohérent,
Perreur de discrétisation des modes précédents est alors ajoutée a l’erreur de réduction. Ainsi,
I'indicateur d’erreur de discrétisation converge :

lim Adis =0
h—0

Y Initialisation Algo PGD
non
App (Emax) < Adis( max) >
Y
l oui Calcul d'un nouveau mode PGD m
Détermination Ay, et Ax; l
Construction du champ équilibré
l gf,;l et évaluation de Apgp
Adaptation des maillages JV
Construction du champ admissible
l q,, et évaluation de A
Interpolation des modes PGD l
sur les nouveaux maillages
l Déterminationde p,, .
Recalcul du m-ieme mode l
‘ non

A( max) S Ytol

FIGURE 2.6 — Algorithme PGD adaptatif piloté par les indicateurs d’erreur en relation de com-
portement

Remarque 2.8. Ce processus adaptatif peut étre optimisé en comparant les indicateurs
Apgp(p) et Agis(p) pour chaque valeur des parametres p € ©, conduisant ainsi a un raffine-
ment paramétré des maillages. Toutefois, cette stratégie semble complexe a mettre en ceuvre
et a utiliser en pratique.

Le processus adaptatif proposé ici a été appliqué a I'Exemple 3, dont on donne les conver-
gences des estimations d’erreur sur la Figure 2.7a. L'enrichissement de la solution PGD est effec-
tué jusqu’au mode m = 3, avant de raffiner les discrétisations temporelle et spatiale afin d’amé-
liorer la qualité de I'approximation PGD. Les maillages ainsi raffinés et obtenus pour m = 3 puis
m = 5 sont représentés sur la Figure 2.7b. Pour des raisons pratiques, seuls des maillages EF
imbriqués de type quad-tree ont été employés.
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(b) Maillages spatiaux adaptés
pour m = 3 (haut) et m =5
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(a) Convergence de I'estimation de I'erreur globale en relation
de comportement

FIGURE 2.7 — Stratégie adaptative appliquée a I'Exemple 3

6 Estimation d’erreur en quantité d’intérét

Mesurer I'erreur selon une norme énergétique globale n’est évidemment pas le meilleur cri-
tére pour piloter et adapter les modéles, en particulier lorsque I'intérét du probleme se limite a
certaines quantités d’intérét. Dans cette partie, une méthode d’estimation d’erreur en quantité
d’intérét est proposée, batie sur une technique d’extraction (basée sur le probleme adjoint) [Be-
cker et Rannacher, 1996, Paraschivoiu et al., 1997, Peraire et Patera, 1998, Prudhomme et Oden,
1999, Ladeveze et al., 1999, Becker et Rannacher, 2001]. Couplée au concept d’erreur en relation
de comportement, elle permet de calculer de fagon précise et robuste des quantités d’intérét
issues d'une approximation PGD.

6.1 Probleme adjoint et approximation PGD associée

L'approche classique d’estimation d’erreur locale consiste a introduire un probléme dual,
également appelé probléeme adjoint basé sur des outils d’extraction. La fonctionnelle associée
a la quantité d’'intérét Q, dépendante des parametres p et linéaire vis-a-vis du champ u, est
définie globalement (sur le domaine espace-temps Q) xZ) au moyen d'un couple d’opérateurs
d’extraction (_Zzz,fz) :

Q(u)=fzfﬂ(_iiz-yu+fy_u)d9dt

ol gy et fy_ sont des fonctions espace-temps qui peuvent étre définies explicitement ou implici-
tement (en fonction de la quantité d’intérét Q) en utilisant éventuellement des distributions de
Dirac dans le cas de valeurs ponctuelles.

Aussi, en suivant 'approche proposée dans [Becker et Rannacher, 2001] batie sur la dualité, la
formulation faible espace-temps du probléme adjoint associé a la quantité d’intérét Q, consiste
a chercher un champ de température 7 € /%? ® T vérifiant pour tout p € O :

b(v,i) = b* (il,1) = Qu) VvelUlleT
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avec Uj;=t = 0 et 'opérateur bilinéaire b* I'opérateur adjoint défini sur &/ ad @ T par :
.o ou _
b* (u,v) :ff —-c—v+kVu-VvdQdt
zJa Ot

Ainsi défini, le probleme adjoint est trés semblable au probléme direct (1.3), mais sollicité
par un chargement différent composé des extracteurs (gz,fz) définissant la quantité d’intérét
Q. En pratique, les problémes direct et adjoint peuvent étre résolus en paralléle dans un souci
d’efficacité.

Une solution approchée L"ZZ;M peut étre déterminée par I'approche PGD, potentiellement
avec un ordre PGD m’ et des discrétisations spatiale /' et temporelle A¢’ différents de ceux utili-
sés pour calculer I apprommatlon PGD de la solution umm du probléme direct (1.3). Un couple
admissible (i, g) = (uh AY , _qm,) peut ensuite étre déterminé grace a la méthode de construction
de champs adm1ss1bles présentée a la Section 4. En particulier, une telle solution vérifie alors

'équilibre pour tout (£,p) € Zx0:

~n At
ou,, ~
f —-c——v+4g,, Vv
Q ot -

Par conséquent, 'estimation de I'erreur en relation de comportement E,4., dépendant de

p € 0, définit une borne garantie majorant ’erreur globale selon la norme énergétique entre la

solution exacte .y et 'approximation PGD a ,At du probléme adjoint, ol1 :

dQ:f(_Zzz-ylezv)dQ Vveydd
Q

~ =~ ~h/,A ’
I

6.2 Estimateur d’erreur local sur une quantité d’intérét

En supposant que la fonction Q est linéaire, la mesure locale de’erreur AQ = Q(uex) —Q(uilﬂm )

entre la valeur exacte Q(u,y) et la valeur approximée par la PGD Q(uh AL ) de la quantité d’intérét
Q se définit comme un résidu pondéré de la solution du probleme adjoint i, [Prudhomme et
Oden, 1999] : pour tout p€ O :

AQ = Q(uex — u}r;At) =b" (ﬁex»uex m, At) b(uex u?ﬁAt,ﬂex) = l(Uex) — ( b, At»uex) R(tex)
(2.19)
avec R le résidu associé a la formulation faible du probléme direct (1.3).

Propriété 2.5. En remplacant la solution exacte du probléme adjoint par une solution appro-
chée, déterminée par une approximation PGD précise d’ordre m’ < m et potentiellement dé-
finie sur une discrétisation espace-temps plus fine (h’,At') < (h,At), on peut construire des
bornes d’erreur garanties telles que :

so- R <, ks,

oy — A m . (2.20)

4, (2.21)

k= 1

T rgm') XErac(u,,

hAt ~
S Erdc(u

Remarque 2.9. L'équation (2.20) montre le c6té non intrusif de I'approche par probléeme ad-
joint. Comme les bornes d’erreur découplent solution directe et adjointe, la résolution du pro-
bléme adjoint n'entraine pas un coft de calcul supplémentaire puisqu'’il est envisageable de
résoudre le probléme direct et adjoint en parallele.
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Démonstration. En injectant 'approximation PGD du probleme adjoint ﬁZ;M dans la formula-
tion (2.19), cette derniére se réécrit :

~h', At ~ ~h' At hAt ~ ~h',At' ~ ~h' At h,At
AQ _R(um/ ) =R(thex — U )= b(uex — Uy sUex — Uy, ) = b*(uex “ Uy Uex — Uy )

En remarquant alors que les solutions admissible (uh AT

vérifient I'équilibre (1.3), et que Auh A = Yoy — u,;;lm ugd pour tout (z,p) € Zx©, 'opérateur

adjoint se réécrit :

,gm,) et exacte (Uex,q,, = kVley)

~h' At
uex U, )

b (Tex - ™ M) = ff - AU 4 Y (T - )V (Au) | dd

ff gm,—kVuh Af) -AulAdode

[ ) (- ) 0

Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz vérifiée par le produit scalaire associé a la
norme |||l -1, il vient :

~ ~h At h,At = ~h At
(e )|<H|amf—kzumr ..

m!

hAt
Jaer-v]...

v

—Erdc( vﬂmr) SErdc(urri rﬂm)

Propriété 2.6. En introduisant un terme de correction Q.o = R(uh A ), la quantité d’intérét

vérifie 'encadrement (2.22), traduisant I'existence de bornes garanties de I'erreur locale AQ (ou
directement de la quantité d’'intérét Q.,) pour n'importe quelle valeur des parametres p € © :

|AQ| < |Qcorr(2) iErdc(B) XErdc(E)l =p (2.22)

!
WAL ot uh At , respecti-

h, At'flm) et
€ L[O“d pour tout (t,p) € Zx0O,

~n At

Démonstration. Le terme R(u ) ne dépend que des solutions PGD u,,

vement des problémes direct et adjoint. En remarquant que la solution admissible (u

exacte (Uex,q,,) Vvérifient I'équilibre complet (2.14), et que uh ,At

le terme correctif R(~h AL )

!
WAL op g ,At ainsi que du flux admissible g, :

peut se réécrire uniquement en fonction des solutions PGD appro-

chées u,,

~h At hAt ~h At
R(th)~") = bUex — up ™' 1, )

ff( a(uex—um et ) g it kY ex — ™) - Vi) | dade

N auh’
fall i dQ+[ raiil A dS—f e g A 4 v vat A da | di
0,Q Q

r

_ ~ hAt) gl AL
_fIfQ(_qm kvulit)-val A dode
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Il est utile ici d’'insister sur les effets du terme de correction Q.. : la capacité a déterminer
une solution précise (uh A ) gm,) du probleme adjoint permet de déterminer précisément des
bornes garanties de l’erreur locale, pour n’ 1mporte quel parametre p € ©. En effet, I'estimation
d’erreur Erdc tend vers zéro lorsque (uh AL , gm,) converge vers la solution exacte du probleme
adjoint (#eyx,q,,) et Qcorr tend vers la valeur asymptotique R () égale al'erreur locale AQ. De
plus Qcorr = R(lex) = AQ lorsque le probleme adjoint est résolu de facon exacte. Remarquons

également que Q.o = 0 = AQ lorsque le probléme direct est résolu de fagon exacte.

Remarque 2.10. Il est possible de définir une borne deux fois plus précise de (2.22) en intro-
duisant le flux moyenné du probleme direct g, = (gm + kV ult At) ainsi que du probleme

hAt)

adjoint ﬁ;, =3 (_qm, +kVu couplé a I'inégalité de Prager-Synge. Lencadrement de la

quantité d’intérét vérifie alors :

~h' At

|AQ—Q:0”| = rdc(uh A '-qm/)>< |||—qex gmmk 1= ErdC(u LG

’gm’) xX— Erdc(u rgm)

ot le terme de correction vérifie :
1
Q:wr = LL % (_?Zm - kyu?ﬁAt) g:(n/ dth

et'inégalité de Prager-Synge :

hAL A

hAtm

rdc(u ’gm) = ”lflex ﬂm |||k 1+ “ k =4 ”lgex _gmmi‘l

Remarque 2.11. D’autres bornes d’erreur plus précises, basées sur des stratégies alternatives
a I'inégalité classique de 'espace-temps de Cauchy-Schwarz (2.22), peuvent étre obtenues a
l'aide d’outils introduits dans des travaux antérieurs : dans [Ladeveze ef al., 2013a], une amé-
lioration des bornes d’erreurs sur le domaine spatial Q a été proposée grace au principe de
Saint-Venant appliqué aux domaines homothétiques; les auteurs de [Chamoin et Ladeveze,
2007] présentent quant a eux l'utilisation de fonctionnelles d’erreurs en relation de compor-
tement pondérées associée a I'inégalité de Legendre-Fenchel et améliorant de fait les bornes
d’erreurs sur le domaine temporel Z. Ces bornes améliorées ne seront pas prises en compte
dans la suite de ce mémoire.

6.3 Stratégie adaptative locale

Ici aussi, il est toujours possible d’évaluer les différentes contributions a I'erreur locale totale
AQ sur une certaine quantité d’intérét Q, c’est-a-dire I'erreur de troncature PGD et de discré-
tisation. En effet, en supposant que la quantité d’'intérét Q est une fonctionnelle linéaire et en
introduisant son approximation EF Q(u/»2?) obtenue a partir de la formulation faible espace-
temps, 'erreur locale totale AQ peut se décomposer sous la forme :

AQ =AQpcp +AQyu;s

avec AQpgp = Q(uh’At) Q(uh AL ) I'erreur locale provenant seulement de la troncature PGD et
AQgis = AQ = AQpcp = Q(uey) — Q(u/21), celle issue seulement de la discrétisation en espace et
en temps, car elles vérifient :

lim AQPGD =0 lim AQdis =0
m—+oo h—0
At—0
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FIGURE 2.8 — Evolution des estimations d’erreur et bornes locales pour 'Exemple 3

Ces deux contributions a I'erreur locale totale peuvent étre facilement déterminées grace aux

techniques précédemment introduites :

— de la méthode introduite dans la Section 5.4, deux couples (ngM _szjl'm) et ( ﬁfn;m ,EZZ ALy

admissibles au sens des éléments finis sont tout d’abord construits et permettent de dé-
terminer les termes E%Ac[ et Ef d?t , respectivement des problémes direct et adjoint. Ainsi
un indicateur d’erreur de troncature ppgp se définit par la relation :

=h' At wh,At| .
|AQpcpl < |Qcorr +E E = PPGD

rdc rdc

— un indicateur pg;s d’erreur de discrétisation AQg ;s se déduit alors aisément selon :

=P —PPGD := Pdis

- =N At ohAt
|AQdis| S |Qcorr + Erchrdc| - |Qcorr iErdc Erdc

Ces indicateurs d’erreur peuvent ensuite étre utilisés pour piloter un algorithme adaptatif
permettant de controler 'erreur totale de 'approximation PGD vis-a-vis d'une quantité d’'inté-
rét. La stratégie d’adaptation est semblable a celle présentée dans la Section 5.4 pour le pilotage
par 'erreur globale. La différence réside dans I'utilisation des indicateurs ppgp et pgis apres le
calcul de chaque mode i € [1,m], ainsi que dans 'utilisation des contributions locales de I'indi-
cateur d’erreur de discrétisation Ay;s pour piloter les adaptations des maillages spatial et tem-
porel.

Appliquons alors ces outils a 'Exemple 3, sur la quantité d’intérét Q définie comme la valeur
maximale sur (k,c) € O x 0, de la valeur moyenne de la température u sur un sous domaine
w c Q, représenté sur la Figure 2.4 et de mesure |w|, a'instant final t =T :

1
Q(u)= max —[ urdow
(k,0)€0x0, |®] J

Les évolutions de la borne d’erreur locale AQ — Q.,rr €t des indicateurs spécifiques AQpgp —
Qcorr €6 AQgis — Qcorr, les trois normalisées, sont données sur la Figure 2.8.

Ces bornes permettent de piloter 1'algorithme adaptatif, dont la convergence de sa borne
d’erreur locale AQ — Q.o st représentée sur la Figure 2.9, ainsi que le maillage spatial raffiné
utilisé lors du calcul du 6¢ mode.
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FIGURE 2.9 - Application de la stratégie adaptative pour une quantité d’intérét Q définie sur le
sous-domaine w de 'Exemple 3

FIGURE 2.10 - Evolution de la valeur prédite Q(ugq’m) +Qcorr €t des bornes associées en fonction
des parametres de I'étude k et ¢ sur I'Exemple 3

Ces outils permettent ainsi de construire des abaques garantis sur la quantité d’intérét Q(u)
vue comme une fonction des parametres k et ¢, a partir de Q(u,};;m) +Qcorr et des bornes d’erreur

déterminées. La Figure 2.10 illustre un tel abaque, tracé pour m = 5.

7 Application aux problemes d’élasticité

Les méthodes précédemment décrites, de construction de champ admissible ou d’évaluation
del’erreur en relation de comportement associée s’étendent naturellement a I’élasticité. On pré-
sente ci-dessous 'application de ces méthodes au probléeme d’élasticité de I'Exemple 4, réalisée
en collaboration avec E Pled [Allier et al., 2017b]. Notons que dans ce cas, le champ de contrainte
om =K |3 (Vu,,+Vul )| est auto-équilibré au sens des éléments finis. Par conséquent, &, est
construit en suivant I'approche décrite a la Remarque 2.5.

» Exemple 4 (Cube élastique 3D)
Soit le probleme élastique stationnaire d’'un cube de c6té L = 1 m, contenant trois inclusions

dont les modules d’Young E; € O = [1,10](1 < i < 3) sont des parameétres de I'étude. Ces trois
inclusions sont des sphéres de rayon identique r = 0.1 m dont leurs centres respectifs sont si-
tués aux points de coordonnées c; = (0,2;0,2;0,2), c; = (0,6;0,3;0,5) et c3 = (0,4;0,7;0,8). Quant
au cube, il est encastré sur une de ses faces située selon le plan x = 0 et subit un effort surfa-
cique unitaire F; = +x selon le plan x = 1.
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Le maillage initial est composé de 10 076 éléments tétraedres a trois nceuds pour 2 020 nceuds
(6 060 degrés de liberté), comme représenté sur la Figure 2.11.

FIGURE 2.11 - Probleme élastique 3D (gauche) et maillages associés (centre et droite) des dif-
férents domaines

Les cinq premiers modes PGD de la solution en déplacement u,, (x,E;,E2,E3) sont représen-
tés sur la Figure 2.12. De la Figure 2.13, il est intéressant de remarquer que les premier et cin-
quieme modes sont des modes globaux, tandis que les second, troisieme et quatrieme modes
sont des modes locaux, respectivement localisés au niveau des premiere, seconde et troisieme
inclusions.

Appliquée ala solution PGD obtenue, la méthode décrite dans ce chapitre fournit une estima-
tion de l'erreur A et des indicateurs associés Apgp et Ag;s. La Figure 2.14 représente I'évolution
de ces grandeurs en fonction du nombre de modes PGD m. Ces grandeurs étant dépendantes
des parametres, les courbes de la Figure 2.14 représentent les valeurs maximales des différentes
grandeurs sur I'espace des parametres Op. L'estimation d’erreur A converge assez rapidement
vers I'indicateur associé a I'erreur de discrétisation Ay;s, tandis que celle liée a 'erreur de tron-
cature PGD Apgp tend vers zéro.

La répartition spatiale des contributions locales a I'estimation d’erreur est donnée sur la Fi-
gure 2.15 pour différentes décompositions de la solution PGD allant de 'ordre 1 a 5. Il convient
de noter que les contributions les plus élevées a I'erreur sont concentrées a proximité de la face
encastrée et autour de la premiére (resp. seconde et troisieme) inclusion pour la décomposition
PGD de l'ordre 2 (resp. 3 et 4).

Le cofit de calcul associé a la résolution du probleme PGD a été de 3 minutes (resp. 4, 6, 8,
10 et 13) pour le mode 1 (resp. 2, 3, 4, 5 et 6), tandis que le cofit de calcul inhérent a la méthode
d’estimation d’erreur est d’environ 1 minute par modes. Vis-a-vis de la résolution PGD, 'estima-
tion d’erreur présente un cotit de calcul faible tout en fournissant des informations cruciales. En
effet, sur la discrétisation adoptée pour I'Exemple 4, il semble illusoire d’améliorer fortement la
solution au-dela de 4 modes sans adaptation de maillages, comme le montre la Figure 2.14.

8 Conclusion

Les solutions PGD introduisent une source d’erreur supplémentaire aux solutions éléments
finis. Différentes méthodes existent, mais se concentrent malheureusement sur I’erreur dite de
réduction en ignorant I’erreur de discrétisation.

La méthode, présentée en détail dans ce chapitre, cherche a prendre en compte toutes les
sources d’erreur. En proposant une étape de reconstruction de champ équilibré, il est possible
de réemployer les outils d’estimation d’erreur développés dans le cadre EF, batis sur I'erreur en
relation de comportement.
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FIGURE 2.12 - Modes PGD de la solution de 'Exemple 4 pour m =1,...,5 (de haut en bas), com-
posé des fonctions spatiales W, Y1,m, Y2,m €t Y3, (de gauche a droite).
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FIGURE 2.13 - Amplitude des fonctions spatiales v, obtenue aux ordres m = 1,...,5 représen-
tées uniquement au niveau des inclusions.
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FIGURE 2.14 - Evolution de I'estimation d’erreur en relation de comportement et des indica-
teurs associés pour 'Exemple 4
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FIGURE 2.15 - Répartition spatiale des contributions locales a l'estimation d’erreur pour
I'Exemple 4 pour différentes décompositions de la solution PGD allant de I'ordre
1 a5 (haut en bas).
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FIGURE 2.16 - Les différents champs (en rouge les champs calculés a I’étape associée) et leurs
écarts

Ainsi cette méthode permet d’obtenir des estimations d’erreur strictes et précises et de pro-
poser des stratégies adaptatives pilotant I'algorithme d’enrichissement PGD. En dissociant les
sources d’erreur de discrétisation et de troncature PGD, il est désormais possible de controler
I'erreur globale ou l'erreur locale en quantités d’intérét de toute solution PGD.

Remarquons que cette méthode n'est pas limitée aux solutions PGD de par sa construction.
Elle s’applique également a tout type de méthode de réduction de modeéle qui fournit une solu-
tion équilibrée au sens des EF.

Par conséquent, il est désormais envisageable de construire des abaques virtuels associés a
des quantités d’'intérét déterminées a partir d'une solution approximative PGD bénéficiant plei-
nement d’outils de vérification robustes permettant de satisfaire une précision imposée.

Comme la méthode de vérification se base sur la décomposition a variables séparées, 1'en-
semble des algorithmes présenté dans ce chapitre rentrent dans la phase offline de la PGD. Ainsi
elle permet :

— durant la phase offline de construire un estimateur des différentes sources d’erreurs dé-
pendant des parameétres de I'étude;

— durant la phase online de proposer un estimateur immédiat des différentes sources d’er-
reurs par interpolation de I'estimateur déterminée durant la phase offline pour un jeu de
parametres;

— de construire des abaques virtuels avec un niveau d’erreur associé.

Cet outil permet ainsi d’envisager la certification de modeles réduits PGD a moindre cott ainsi
que les abaques extraits. Un tel outil n’est que bénéfique pour le Virtual Testing, démarche qui
consiste a remplacer une partie des essais réels par des simulations numériques et enjeu actuel
du monde industriel.

La Figure 2.16 résume I'approche permettant d’estimer les différentes sources d’erreurs com-
mises par une approximation PGD du probleme direct comme adjoint, décrite dans ce chapitre.
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Chapitre 3

Extension de 'estimateur d’erreur a
la séparation spatiale

Dans ce chapitre, les outils de vérification de modeéles réduits PGD
présentés au Chapitre 2 sont étendus aux décompositions PGD ot la
variable spatiale est séparée. Un travail plus poussé est requis pour
en tirer des champs équilibrés.

Sommaire
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Des géométries de type poutres, plaques et coques sont fréquemment employées dans les
structures mécaniques. Présentant un domaine dégénéré, ot au moins 'une des dimensions
est tres petite devant les autres, le maillage associé nécessite un nombre de DDLs moins élevé
pour représenter le modele sous-jacent. Le gain numérique qui en découle justifie l'utilisation
intense dans les bureaux d’étude de ce type de domaines dégénérés.

Cependant, les théories classiques des poutres, plaques (Love-Kirchoff, Reissner-Mindlin) et
coques ne sont que des modélisations simplifiées, ol1 le modeéle 3D est remplacé par des modeles
de dimensions inférieures (1D dans la théorie des poutres et 2D dans les théories des plaques et
des coques). Le passage d'un modele a 'autre implique généralement des hypotheses cinéma-
tiques et/ou mécaniques régissant le comportement de la solution selon la ol1 les dimensions
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X2
xg
X1

FIGURE 3.1 - Piece volumique (gauche) et maillages 1D et 2D associés (droite)

ignorées. Cependant, ces hypothéses se limitent généralement a des comportements simples et
ne sont plus pertinentes pour (i) des zones ne vérifiant pas le principe de Saint Venant ' ; (ii) des
physiques compliquées présentant des comportements non-linéaires...

Introduite dans [Bognet et al., 2012], la séparation de variable espace/espace dans la décom-
position PGD a montré des bénéfice dans certaines applications [Ghnatios et al, 2015, Giner
etal, 2013, Vidal et al., 2013, Bognet et al.,, 2014, Polit et al., 2015, Vidal et al., 2016]. Elle permet
de transformer des modéles numériques définis sur un domaine spatial n-dimensionnel a un
ensemble de modéles numériques plus simples écrits sur un ensemble de domaines spatiaux
unidimensionnels (voir bidimensionnels), comme représenté sur la Figure 3.1.

Comparée aux théories classiques des poutres, plaques ou coques, cette approche ne néces-
site aucune hypothése physique et, pour ainsi dire, ne dégrade pas le modele, sous réserve que
les conditions aux limites, le matériau et la géométrie vérifient une telle séparabilité.

Comme vu précédemment, la PGD introduit cependant une source d’erreur supplémentaire,
nécessitant de fait des outils de vérification adaptés. Une premiére approche a été proposée
dans [Nadal et al,, 2015]; elle consiste en un indicateur d’erreur rapide, basé sur des techniques
de reconstruction de champs, mais qui ne prend en compte que I'erreur de discrétisation pour
piloter I'adaptation des maillages. Proposée au Chapitre 2, une seconde approche permet d’ob-
tenir des estimateurs d’erreur garantis prenant en compte toutes les sources d’erreurs. Cepen-
dant, cette derniere méthode ne peut s’appliquer telle quelle sur ce type de décomposition car
elle nécessite la résolution d'un probléme complet spatialement.

Tout d’abord, on rappelle les bases de la PGD écrite dans le cadre de la séparation des va-
riables spatiales. Apres avoir présenté en détail I'approche de [Nadal er al., 2015] pour vérifier de
telles approximations, on étendra la méthode présentée au Chapitre 2 aux séparations spatiales
par l'utilisation de techniques plus poussées pour construire des champs équilibrés au sens des
éléments finis. Cette méthode sera illustrée sur des problemes 2D/3D de thermique avant d’étre
étendue a I'élasticité.

1 Formulation du probleme PGD séparé spatialement

1.1 Probléme de référence et notations

On considere le probleme de référence du Chapitre 1, simplifié en un probleme de thermique
stationnaire (¢ = 0 JmK! et Z = @) sans parametre d’étude (O = ). La solution u ne dépend alors
plus que des coordonnées spatiales x.

Dans le cadre général 3D?, les coordonnées spatiales sont notées x;, x» et x3, définies sur
un domaine rectangulaire Q = I} xI, xI3 = {(x1,%2,x3) | X1 € I1,x%2 € Ip,x3 € I3} < R3, de frontiere

1. la différence entre les effets de deux charges différentes, mais statiquement équivalentes devient tres faible a
une distance suffisante de ces charges.
2. Cadre le plus usuel en mécanique, bien que '’ensemble s’étend naturellement a toutes dimensions N € [2; +oo[.
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0,Q =T xI')xI'} et 0,Q = I'{ xI'yxTY. Cette derniere écriture est 'hypothese fondamentale
pour pouvoir appliquer I'algorithme PGD.

Les grandeurs du modele, conditions aux limites et coefficients matériau, sont supposées étre
compatibles avec I'hypothése de séparation des variables spatiales, avec u; = 0, quitte sinon, a
effectuer un relévement. En supposant que les données sont suffisantes pour obtenir une solu-
tion unique et réguliere sur #'(Q), on introduit les espaces fonctionnels suivants :

uadzuf%u;d@ugd avec Z/Il.“d={a*€7-ll(ll~)|al*r,,=0} 1<i<3

La formulation variationnelle du probléme s’écrit :

trouveru(xl,xz,xg)EZ/{“dtelquef [kVu-Q,]-VvdQ=0 Yvelu
Q

ou Q, estun flux qui équilibre le chargement externe (f;,74).

Ce flux Q, peut étre connu analytiquement a partir des chargements externes (fz,74), ou
construit numériquement (par une résolution EF ou PGD) tel que :

fgd-yu*dgz:ffdu*dg+f rqu*dS Vu*eU™
Q Q 0,Q

Une approximation éléments finis classique uj, de u peut étre obtenue grace a une approche
Galerkin sur le domaine éléments finis Z/I;:d = Z/{I“Z ®L{2"Z ® L{;Z cU* ot chaque espace U l";‘l’ c

Z/{i“d est formé d’éléments finis unidimensionnels. Lapproximation uy, € Z/{;l‘d vérifie alors :
d
fQ [kVup-Q,]dQ=0 Vu* el

On pose l'erreur de discrétisation globale E;;5 = lu — uyll , avec || » || la norme énergétique.

1.2 Réduction de modéle PGD

Au lieu de calculer une solution éléments finis potentiellement cotiteuse, une solution appro-
chée alternative et bon marché peut étre déterminée grace ala PGD.

Elle consiste a chercher une approximation de rang inférieur u,, € Z/{,‘l‘d définie sur les do-

maines éléments finis Z/lI“Z, L{Z“‘Z et Z/{;Z, dela forme:

m
Um (x1,%2,%3) = Y_ a;(x1).bi(x2).ci(x3) avec a;€ Z/{{Zd, b; € Z/{Z“d, c; eu;d (3.1
i=1

Remarque 3.1. Il est possible d’envisager une autre forme de séparations spatiales, comme
somme du produit de deux fonctions, 'une sur un domaine 2D, I'autre sur un domaine 1D
[Bognet et al., 2012]. Ce cas n’est pas traité ici car elle nécessite une attention supplémentaire
notamment au niveau des conditions aux limites.

Partant de '’hypothese de séparation de variables (3.1), le cheminement G-PGD, décrit dans
la Section 3.2 du Chapitre 1, consiste en un algorithme d’enrichissement tel que la solution PGD
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Um = Um—1 + a.b.c al’ordre m vérifie :

f[ky(a.b.c)—g’"‘l]-y(a*.b.c)d(z:o Va* el (3.2a)
Q
f[ky(a.b.c)—gm‘l]-y(a.b*.c)dfzzo vb* eUg? (3.2b)
Q
f[ky(a.b.c)—g’"‘l]-y(a.b.c*)dfz:o Vet eudd (3.2¢)
Q

ouR"™ ! =Q, — kVum,-_; estle résidu al'ordre m - 1.
Le probléme (3.2) est le couplage de trois problémes 1D :

— le probléme (3.2a) défini sur I; qui géneére la fonction a a partir de la connaissance de b, ¢
et des données du probléme;

— le probleme (3.2b) défini sur I, qui construit la fonction b a partir de la connaissance de
a, c et des données du probléme;

— le probleme (3.2¢) défini sur I3 qui retourne la fonction ¢ a partir de la connaissance de a,
b et des données du probleme.

Un tel probleme non-linéaire est en pratique résolu par une méthode de type point fixe, en ré-
solvant alternativement trois problémes EF définis sur les domaines discrets EF 1D 1, 5, , I ;, et
I3 p.

1.3 Résultats numériques

» Exemple 5 (Séparation spatiale 2D en thermique)

Soitle probleme de thermique stationnaire 2D présenté sur la Figure 3.2, défini sur le domaine
carré Q =1; xI, = [0,L] x[0,L] avec L = 1 m. Une température nulle u; = 0 °C est imposée sur le
bord 9,,Q = [0,L] x{0} U {0,L} x [0,L]. Un flux r; = —1 Wm"! s’exerce sur le bord complémentaire
0,-Q = [0,L] x{L}. Le matériau est supposé homogene, isotrope, de conductivité k = 1 Wm-K.
Les maillages associés a chaque sous-domaine I et I sont représentés sur la Figure 3.2.

La solution analytique est connue et vérifie une écriture a variables séparées de la forme :

Uy (X1,%0) = & 2rg  1-(=1D" (nnxl)sinh(mrxz)

nm1 k cosh(mr)@

Une telle écriture justifie la séparation retenue pour la solution PGD et permet de vérifier a la
fois la solution PGD et les estimateurs d’erreur.

I

FIGURE 3.2 - Conditions aux limites (gauche) et maillage associé (droite)
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FIGURE 3.4 - Convergence de I'algorithme G-PGD, selon des erreurs définies au Chapitre 1, Sec-
tion 4.1

La Figure 3.3 représente les 6 premiers modes PGD déterminés grace a la méthode G-PGD et
comparés aux modes de la solution analytique. Bien que les deux premiers modes semblent étre
similaires, on remarque que la discrétisation grossiere détériore la convergence de la méthode
PGD.

Tracée sur la Figure 3.4a, I'erreur en résidu ne permet pas de capter ce phénomene et n’est
donc pas suffisante. C’est tout le contraire de I'erreur de référence, représentée sur la Figure 3.4b
et déterminée a partir de la solution exacte et d'une solution éléments finis, qui capte cette er-
reur.

Ces modes PGD permettent de reconstruire la solution complete sur le domaine 2, comme
représenté sur la Figure 3.5 ol les approximations PGD obtenues aprés m = 1,2,3 modes sont
comparées a la solution exacte. Peu de modes sont requis pour représenter visuellement la so-
lution exacte.
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FIGURE 3.5 - Solution de référence u,, a comparer a I'approximation G-PGD pour 1, 2 et 3 mo-
des

2 Premiers travaux sur la vérification de telles solutions PGD

Lobjectif de cette partie consiste a estimer les différentes erreurs, représentées sur la Fi-
gure 3.4b, sans connaissance de la solution exacte ni d'une solution EF.

2.1 Par lissage du champ de contrainte

Les auteurs de [Nadal et al., 2015] proposent d’estimer I'erreur de discrétisation en évaluant
I'erreur comme la différence entre le flux exact et le flux approché par la PGD, selon la norme
L2

h
Ezz=14er — a1l 20
En général le flux exact n’est pas connu. Aussi, il est remplacé par un flux intermédiaire obtenu

par une stratégie de lissage du flux numérique gf’n, similaire a celle employée par [Zienkiewicz
et Zhu, 1987], communément appelée méthodes ZZ.

L'écriture a variables séparées de la solution PGD permet de définir trois indicateurs d’erreur
correspondant a |’erreur issue de chaque espace discrétisé :

Vie[1;3] (EJZCiZ)2=j;2(ﬂ-Ei_ﬂZ¢-Qi) dQ

ou n; estla normale de direction x;.

Comme la solution PGD vérifie une écriture a variables spatiales séparées, les composantes
du flux vérifient alors une écriture identique, de la forme :

au mn dah( 1)
ql (x1,%,%3).10) = — Z b (x2) el (x3)
au n db (x2)
al (x1,%,X3). 1, = — Z TC' (x3)
i=1 2
h
au m c; (x3)
al (x1,20,%3). 05 = —= =Y al'(x) b (xz) —
i=1 X3

Le flux lissé g* est obtenu par une méthode ZZ. 1l est construit a partir de la solution _qi’n et
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adopte une écriture a variables séparées de la forme :

m
a*(x,x2,%3).n, = Y @l (x) bl (x2) el (x3)
i=1

m o~
a*(x,%2,%3).1, = Y al (x1) bl (x2) el (x3)
i=1

m
h h ~h
g7 (x1,%2,X3).15 = ) a; (x1) b} (%)} (x3)
i=1
ol ﬁlh (res. E? et 5;1) représente le lissage de la dérivée de la fonction discrete a? (resp. blh et cl.h).
Il est en effet inutile d’améliorer le flux selon les autres dimensions pour avoir une estimation de
I'erreur de discrétisation selon la dimension associée.

Aussi, les différences des deux flux précédemment décrits vérifient également une forme a
variables séparées identique a celle adoptée pour le calcul PGD de la solution u;,. De méme

. . y Xi X
pour les indicateurs d’erreur €, ~E_ .

Le point technique de cette méthode réside donc dans la construction d'un flux lissé, en parti-
culier sur la construction des fonctions a;, Ei et ¢;. Parmi les différentes méthodes ZZ proposées
dans la littérature, les auteurs ont utilisé la technique de lissage globale proposée par [Zienkie-
wicz et Zhu, 1987]. Habituellement, cette technique de lissage est évitée, car le processus de
récupération implique un cofit de calcul élevé en raison d'un systéme d’équations de la taille
du probleme a résoudre. Couplé avec la PGD, cet inconvénient est évité puisque les dimensions
du probléme sont séparées (le probleme initial 3D ayant été converti en 3 problémes 1D), sans
augmenter considérablement le cotit de calcul du processus.

Dans ce cas, la technique consiste a minimiser des fonctionnelles aux moindres carrés sur
chaque dimension de la forme::

dal(x)) ? p

f — G| da avec @) =Y Ni(x)xa,
Ll 0x i=1
bty _,  \ - e

f — " —bMxp)| dxp avec bl(xp) =) N;i(x2)xp,
L| 0x2 i=1
ach(xs) 2 P

jl (ST ~&(x3)| dxs avec &'(xg)= Z N; (x3)Xc;
3 3 i=1

Les flux lissés sont définis a partir de leurs valeurs nodales interpolées sur le domaine global par
les fonctions éléments finis N;.

Une fois ces flux construits, il est possible d’estimer les différentes erreurs de discrétisation
suivant chaque dimension. Par exemple dans [Nadal er al, 2015], les auteurs adaptent ainsi les
maillages de différentes solutions PGD.

Bien que facile a implémenter, cette méthode ne permet en aucune maniere d’estimer I'er-
reur de troncature PGD. Seule I'erreur en résidu, peu fiable en pratique, est disponible. Batie sur
les méthodes ZZ, cette technique ne présente aucun encadrement de I'estimation de I'erreur
effectuée. De plus, I'absence de sens mécanique dans la procédure de lissage rend difficile son
extension aux problemes EF plus complexes comme les problemes non-linéaires ou de vibra-
tions.

Malgré sa complexité d'implémentation, ces défauts justifient l'utilisation de I’estimation de
I'erreur en relation de comportement par reconstruction de champs équilibrés.
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2.2 Par reconstruction de champs équilibrés

On a présenté au Chapitre 2 une méthode permettant d’estimer toutes les sources d’erreur
d’une solution PGD ou la variable d’espace x n’est pas séparée. Cette méthode consiste a con-
struire un champ équilibré fzf,li au sens des éléments finis tel que :

fg’,;l-yuhdfhl(vh) vl ey (3.3)
Q

En exploitant les propriétés de la solution PGD u,,, on a montré qu’il suffisait d’'inverser un
systeme linéaire pour déterminer ce flux équilibré. Cependant, dans le cadre de ce chapitre ou
les variables d’espace sont séparées, cette méthode n’est plus immeédiate. En effet, la démons-
tration donnée dans la propriété 2.1 n’est plus valide en raison de I’absence d'un petit probléme
PGD définit sur le domaine complet Q.

Aussi, dans ce qui suit, on propose une méthodologie différente pour construire de tels champs
équilibrés au sens des éléments finis. Une fois ces champs équilibrés déterminés, les outils
d’estimation d’erreur en relation de comportement du Chapitre 2 peuvent étre utilisés tout en
conservant les propriétés mathématiques qui ont été montrées.

3 Reconstruction d’un champ statiquement équilibré en ther-
mique

3.1 Principe de la méthode pour des problemes 2D

Dans la méthode de construction de champs équilibrés présentée au Chapitre 2, I'algorithme
du point fixe est stoppé apres un certain nombre d'itérations. Il fournit alors un couple (@,b) qui
définit le m-ieme mode PGD. En supposant que l'algorithme s’arréte sur le probleme défini sur
le domaine Iy, le couple (@,b) vérifie :

L(ky(ﬁ.b)—gm_l)-Y(a*.b)dQ:O Va*eufg (3.4a)
fQ(ky(a.E)—gm‘l)-y(a.b*)dﬂzo VD" €U (3.4b)

ol b a été calculé a I'itération précédente du point fixe (la fonction ¢ de I'écriture (3.1) n’est pas
présente ici, car on se limite au cas 2D).

Pour faciliter I'écriture, on introduit les notations suivantes :

— les résidus : _
R™:=R™'—kV(@a.b) ; R™:=R"™!'-kV(a.b)
ainsi que leurs différentes composantes :
(5] 5 (s
N R, N R,
— les produits scalaires :
d
Vielldl (o);=]]|[ *dx;
j=11
J#i
— les dérivées partielles :
Oe

Vie Hl,dﬂ 'yiza
1
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Propriété 3.1. Il existe un flux 8_?1211 appartenant a l'espace SO“Z

{_q € [L? (Q)]d | [oq-Vu*dQ=0Vu* (—:Ué‘i} des champs équilibrés au sens des éléments
finis, vérifiant une écriture a variables séparées de la forme :

_ RI"b)7. (RMa,1)5
5ah :( ‘1 Y1 1 %172 )
D =\~ @®Ib )7 . (R

Démonstration. Avec les notations adoptées, les résidus d’équilibre (3.4) se réécrivent pour tout
(a*,b*) e UM U -

f [RI'a’.b+Rya*.b,] dQ=0 —»f RY'b)7 a’ydx; = —f (R)'bp)7a* dx (3.5)

Q ’ I ’ L

f [RI"G,.b* +RI'G.b5] dQ =0 — f (RIG)5 by dxy = — f (R™"G 15 b* dxy (3.5b)
Q I I

Ces équations traduisent le fait que (ﬁ{” b)7 et (R} b)5 vérifient les conditions aux limites de type
Neumann au sens des éléments finis.

En posant u* = a*.b*, le flux ﬁgiln = [5‘7;};1,1'27\21,2]T € S&’ft vérifie pour V(a*,b*) € Z,{l‘"z X“z“,’if :
ers_zl’;n-y(a*.b*)dQ :L&z,’;ﬂaﬁ.b* +8G",a".b%dQ
= fll R'byya’ dx flz R"a1)zb" dx, - fll RY'bo)ra* dx flz (RYa)zb% dx;
=0
Par conséquent, le flux SQ?H défini a la propriété 3.1 est équilibré au sens des éléments finis. O

Aussi, apres avoir déterminé le m-ieme mode PGD, le flux _Zzﬁl € S, peut étre reconstruit a
partir des différents flux 6?[’; calculés a chaque enrichissement PGD et vérifiant une écriture de
la forme :

m
gl =Q,+Y \idg" (3.6)
i=1

ou les A; sont des coefficients réels scalaires. Ces coefficients sont déterminés en minimisant
une fonctionnelle, par exemple I'énergie complémentaire du probléme ou l'erreur en relation
de comportement Ef dc(um,g’,;). A chaque enrichissement, I'ensemble des coefficients A; est

calculé. Cela permet de déterminer le meilleur flux a chaque ajout d'un mode PGD.

Remarque 3.2. Le probleme de minimisation de 'ERC s’écrit :

OF2,,, (um gl 1 07"
rdc* " Lm ~h m .
—_——— =0= = !Z —kv _dQ Y
oA fgk( " —u’") 0A; l

Ce probleme est équivalent au systeme linéaire BA = F sur les inconnues A = [)\1,...,)\m]T ou:

1
([B)iszszsgf.’-sg?dQ ; (F)j:fgﬁﬁj?-(zum—gd)dﬂ

. . PN , . < , , e 1. oy ~h

En appliquant ce qui précede, on détermine a chaque étape d’enrichissement : (i) les flux 63,
représentés sur la Figure 3.6; (ii) le flux équilibré au sens des éléments finis _?Zf’n représenté sur la
Figure 3.6. Comparé a la solution exacte, le flux équilibré QZL présente des défauts que viennent
corriger les modes suivants.
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FIGURE 3.6 - Six premiers modes PGD de chaque composante du flux SQZ pour 'Exemple 5
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FIGURE 3.7 - Flux de référence éléments finis g" (a) a2 comparer au flux équilibré (pour m =
1,2,3) Qﬁl (b), pour chaque composante de 'Exemple 5 (de haut en bas).

Remarque 3.3. Le flux Sﬁfn vérifie la forme donnée a la propriété 3.1 a un facteur multipli-
catif pres A. Ce facteur peut étre choisi judicieusement pour accélérer la minimisation de la
fonctionnelle utilisée pour déterminer Qi’n

3.2 Estimation des différentes erreurs

A partir du flux 6?1},2 équilibré au sens des éléments finis, les différents estimateurs d’erreur
en relation de comportement présentés a la Section 5 du Chapitre 2 peuvent étre déterminés.
Les propriétés mathématiques sont conservées, notamment le coté garanti des estimateurs.
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FIGURE 3.8 — Estimation par 'ERC (gauche), et efficacités associées (droite) pour 'Exemple 5.

Remarque 3.4. Il est possible d’estimer les erreurs de discrétisation de chaque discrétisation
des espaces I et I». Pour cela, il suffit d’introduire un probleme de référence intermédiaire
constitué du probleme initial discrétisé selon toutes les directions spatiales sauf celle qui nous
intéresse, puis de construire un flux équilibré au sens de ce nouveau probleme. Bien que non
testé durant nos travaux, cette méthodologie permet d’adapter les différents maillages spa-
tiaux.

En appliquant cette méthode a I'Exemple 5, les différents indicateurs d’erreur globale (i) to-
tale : A = Erdc(um,gm) ; (ii) de troncature PGD : Apgp = Erdc(um,gfn) ; (iii) de discrétisation :
Agis = A — Apgp sont évalués et leurs convergences sont données sur la Figure 3.8. Comme les
erreurs de référence sont également connues, l'efficacité de ces estimateurs n = A/g,.; peut étre
évaluée afin de quantifier la qualité de ces derniers. En effet, un estimateur d’erreur est qualifié
de pertinent et précis a mesure que la valeur de son indice d’efficacité 1 associé est proche de
1.

On peut observer qu'il faut une dizaine de modes pour que l'erreur de discrétisation soit
prépondérante. Au-dela, il n'est plus utile d’enrichir la solution PGD sans faire d’adaptation de
maillage pour espérer améliorer la solution. Bien que peu efficace au début, I'efficacité des esti-
mateurs d’erreur s’améliore a mesure que des modes PGD sont ajoutés a la solution.

La Figure 3.9 représente les contributions locales aux différents estimateurs d’erreur. Dans le
cas de notre exemple, |'erreur est prépondérante a la frontiere entre 9,Q et 9,,Q. C’est cette zone
qui devra étre raffinée pour espérer améliorer I'approximation PGD.

3.3 Extension aux cas 3D

La méthodologie présentée en Section 3.1 peut étre étendue aux problemes n-dimensionnels.
On présente ici le cas n = 3.

3.3.1 Méthodologie

Un algorithme G-PGD fournit le triplet (E,E,E) représentant le m-ieme mode d’'une solution
PGD u,,. En supposant que le point fixe a été stoppé apres la résolution du probleme défini sur
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FIGURE 3.9 - Cartes d’estimation en ERC pour 5, 10 et 15 modes associées a 'Exemple 5

le domaine I3, fournissant donc la fonction ¢, le triplet (a,b,c) vérifie :

f (kV@.b.c)—-R"Y)-V(a*.b.0)dQ=0 Va*elU ] (3.7a)

A .

f (ky(a.E.c) —g’”‘l) Y(a.b*.0)dQ=0 Vb* U (3.7b)
A ,

f (ky(a.E.a —5’”‘1) V(a.bc)dQ=0 Yc* el (3.7¢)
R ,

ol les fonctions b et c ont été calculées a I'itération précédente du point fixe.

Les problemes (3.7) fournissent les relations suivantes pour tout (a*,b*,c*) € Ul"z XUZ“Z xu;;j :

f ®'b.oyy a dxy = - / (RED2.cyr+ R D.cayy) a* dxy = f (Ai+Bi)a'dn  G8a)
I8 I8 I

f (RY'a.c)z b dxp = — f (R"@1.0)5+ (RY'd.c3)5) b dxp = f (A2 +B) b* dx, (3.8b)
I

Ig IZ

f (RI'G.DY5 'y dxs = - [ ((RI"@,1. B3 + RE'GD2)3) ¢ dus = f (A3+Bg)c*dxs  (3.8¢)
Iy Iy L

o1 I'on a défini les résidus intermédiaires :

R"=R™!-kV(@bc) ; R"=R"™'-kV(@b.c) ; R"=R"™'-kvV(@.bc

Le couple (Xl,ﬁl) (resp. (A2,§2)~et (A1,B1)) sont des fonctions dépendantes de x; (resp. x, et
x3). Par conséquent, les champs (ﬁ;” b.c)1, (f{gﬂﬁ. )5 et (Rg”ﬁ.b)g vérifient les conditions homo-
genes de type Neumann au sens des éléments finis.
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Propriété 3.2. Le flux 6_?1},51 auto équilibré au sens des éléments finis vérifie une écriture a va-
riables séparées de la forme :

(ﬁinb-C)f [&1 (152 + Ez) (A3 +B3) +« @2 + Ez) (A3 —B3)+p (152 - Ez) (A3 +Bg)]
622 = (ﬁ?ﬁc}i &1 (Al + El (A3 +B3)—«a Al +§1 (A3—B3)+y (;‘;1 —El) (A3 +B3)
(RE'GD)5 |& (A1 +B1 ) (Rz +Bo) Ay + Br | (Ao~ Ba) - v (A1 — B (Ao + Bo)

ol (§1,82,&3) sont des réels vérifiant la condition &; + & + &3 = 0 et (a,f3,Y) des réels choisis de
facon a vérifier 62’,7” € S(?Z.

Les constantes (&1,52,63,0,p,Y) sont déterminées de facon a minimiser 1'énergie complémen-
taire au sens des éléments finis.

Une fois ce flux calculé, le flux équilibré _?li’n est déterminé par la méme relation (3.6) qu'en
2D. Ce flux donne alors acces aux différents estimateurs d’erreur.

3.3.2 Résultats

» Exemple 6 (Séparation spatiale 3D en thermique)

On étend I'Exemple 5 a la 3D. Pour cela, on ajoute une dimension supplémentaire I3 de fagon
a ce que le domaine Q = [0,L]3 soit un cube. Les frontiéres deviennent 9,Q = [0,L] x [0,L] x {L}
et0,Q ={0,L}x[0,L]x[0,L] U [0,L] x{0,L} x [0,L] U [0,L] x [0,L] x {0}. Les conditions aux limites, de
chargement et les coefficients matériau ne changent pas.

LT
=l

L

FIGURE 3.10 - Probléme 3D (gauche) et maillages associés (droite)

Tout d’abord, la Figure 3.11 représente les modes PGD de la solution en température déter-
minée par une stratégie G-PGD et vérifie de fait les conditions aux limites de type Dirichlet.
Associée a cette stratégie PGD, I'erreur en résidu ainsi que la solution PGD reconstruite sur le
domaine complet Q sont tracées sur la Figure 3.12. La encore, peu de modes sont nécessaires
pour donner une bonne représentation de la solution, mais I'erreur générée par la discrétisa-
tion adoptée n’est pas connue.

La reconstruction de champs équilibrés couplés a I'estimateur d’erreur en relation de com-
portement permet d’estimer les différentes erreurs, notamment I'erreur de discrétisation. On
donne sur la Figure 3.13 les différents estimateurs d’erreur en relation de comportement. Au-
dela d’'une dizaine de modes, I'origine principale de I'erreur est causée par une discrétisation
trop grossiere. Des cartes locales d’estimation d’erreur permettent de localiser les zones a raffi-
ner, tracées sur la Figure 3.14. Ces zones se localisent principalement a la frontiére entre 9,Q et
0,Q.
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FIGURE 3.12 - Courbe de convergence de I'indicateur d’erreur en résidu (gauche) et approxima-
tion G-PGD (droite) pour m = 1,...,3 (de haut en bas) sur 'Exemple 6.
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FIGURE 3.13 - Estimation en ERC pour I'Exemple 6
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Les résultats des Exemples 5 et 6 montrent que lorsqu'un couple (um@’r‘n) équilibré au sens
des éléments finis a été déterminé, il est possible d’estimer de facon efficace I'erreur commise
par une telle approximation, grace a 'erreur en relation de comportement. La propriété de sé-
paration des différentes sources d’erreurs permet ainsi d’utiliser des stratégies adaptatives de
calcul de solutions PGD séparées spatialement.

4 Extension a l'élasticité

On présente ici 'extension des résultats précédents aux problemes d’élasticité 2D séparés
spatialement. Comme dans le cas thermique, ces résultats s’étendent naturellement aux cas 3D.
La seul difficulté réside dans le besoins d’assurer la symétrie du champ de contrainte.

4.1 Formulation PGD en élasticité

Au probleme d’élasticité 2D défini sur le domaine Q = I; xI, est associé des conditions aux

limites de Dirichlet (resp. Neumann) sur les frontiéres 0,Q; = I“;l X I“;.Z (resp. 0,Q; = I“;.‘l X I“;.‘Z)

selon chaque dimension de I’espace. Le probléme s’écrit alors :

-V-(Kew)=f, dansQ (3.9a)
un;=0 sur 0.9 (3.9b)
(Ke(w).n) Mj=Tgn; surdQ; (3.9c)

ou f, est un effort volumique et r; un effort surfacique. Lopérateur K représente le tenseur
de Hooke du matériau défini symétrique et positif. Au champ de déplacement u est associé un
champ de contrainte ¢ = Ke(u).
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La formulation faible du probléeme d’élasticité consiste a chercher u € /% tel que :
f (Ke(w) -%q):e(@’)dQ=0 Vu* el
Q

ou X 4 est une contrainte équilibrant le chargement r ; et f ;.

L'approximation PGD associée consiste a chercher le déplacement u,, € U ad sous une forme
avariables séparées :

2 (a;(x1).Di(x2) d d d

ol les différents espaces d’approximation vérifient :
d_ (7,ad d d d
U = (Ut gy x (Vg o ved)
Ut = {ae%l(lj) |y = 0} Ve = {ae?—[l(lj) |y, = o}

Lapproche G-PGD consiste a enrichir itérativement I'approximation PGD u,, de la fagon sui-

vante :
B a.b
Uy =Up + c.d

qui vérifie les problemes couplés :

f(K@(j's) y A 1) (“* 2) dQ=0 V(a",c") Ui x Ve (3.10a)
Q .

a.b m—1 ab* * g% ad ad
/QIC@ “-z " do=0 voraneug v (3.10b)

ot1l'on a définilerésiduZ™ ' =%, - Ke(u,,_,).

4.2 Construction d’un champ équilibré en 2D

Pour pouvoir utiliser 'erreur en relation de comportement, il faut pouvoir déterminer un
champ admissible 5, € S ad g équilibré au sens des éléments finis & om € S ad o

S = {OE[EZ(Q)] f(o Yo :ew)dQ=0 Yu* eu“d}

S = {OE[EZ(Q)] If(o Y4):e(w)dQ=0 Vu*elf }

Le probléme non-linéaire (3.10) est résolu par un algorithme de type point fixe. Enle stoppant
pour le probleme défini sur I, il fournit une approximation (a,b,c,d) du m-ieme mode de la
solution, vérifiant :

f lce(f‘b) z7m- 1) (“* b) dQ=0 V(a*c )EUddead (3.11a)
Q c.d d

ab m-1 ab* * ad ad
f Ke =7 -7 1€ dQ=0 v(O*,d* )EZ/{Zh Vzh (3.11b)
Q .

ol le couple (b,d) correspond au couple déterminé a l'itération précédente du point fixe.
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La difficulté majeure en élasticité pour construire un champ équilibré 8" € S(?Z réside dans
le fait que ce champ doit vérifier deux équations couplant ses différentes composantes :

f[&rllalb*+6612a bylda=0 via' b eusdxug (3.12a)

f[ﬁolzc A" +860,c".ds| da=0 V(" d) e VigxVy (3.12b)

Propriété 3.3. Il existe un champ 85", € Sy j, tel que :

c)
Z3pd2)7 [MLa(Z1y) @5 + olLa(Z35) 03] = L5 ((Z1y D)) [B{La (27 _)>2+Y<Ld( o,

ol - ([MLa (25) dyy +BlLa(Z]}) D7) 21 a5 - [a<La(Z’fé) )7 +Y{La(Z]}) D7) L, (Z550)5)
0
)\(Z 5d)T (Z a)2+0((Z d)y (Z c)2+ﬁ<Z b) (Z a)2+y(Z b)y (Z 5C)5

ol a, B, y et A sont des réels et L un opérateur tel que :
flLa( )a’ dx; = /pa dx; Va*eula_i ; La(p)zﬁ,lavecﬁeufz
1
fI b de—f pb*dx, Vb*euzaz ; Lp(p) = ip avec ﬁel/{%
2
[ILC cldxlzfl pc*dx; Vc*evl‘fi ; Le(p) =, avec ﬁEVﬁZ
1 1

de )d5 dxngpd*dxg Vd*(—:VZ“Z ; Ld(p):ilyzaveciievzaz
I, I ' ’

Démonstration. Apres avoir défini les résidus :

Zm _ zm-1 a.b . m _ 7 m-1 a.b
7" =7 IC@( d) ; 247 =7 Ke(cd

les problémes (3.11), dont est solution le m-ieme mode de la solution PGD, conduisent a vérifier
les égalités :

f(Z 'byp a’dx; = f<212b2>1a dx; Va*elU
f(Z’féd)chdxl:—f(Zgﬂzd,2>Tc*dx1 VC*EVfZ
f(lea)zb dxp = - f(Zual)zb dx, Vb*eU

f<222c>2d dx, = — f<212c1>2 d*dxp vd* eV

(66%) 1 estconstruit comme une combinaison de ces différents termes. Aussi pour tout couple

P d d d d
(a*,b*) €Uy xUg et (c*,d™) e Vi) x V], ona:

—fﬂ(ﬁo ) @' byda= f[MZ dy7 (2 )5 — aZ )y Ly ((ZT)5)

+BE by ZNa ;- YT b Ly ((2850;) |a* b d
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—1;@0%Lfﬂd*m2=ﬁiA@%dﬁT@ﬁﬁb+a@g¢gT@gaz

- BL! (@ b)) @y YL (ZHi ) 23| e d” da

En utilisant les opérateurs linéaires L, et L, les expressions des deux premiéres composantes
de Sof‘n sont construites de facon a vérifier les équations de compatibilité (3.12). O

Comme dans le cas de la Section 3.3, les coefficients a, B, y et A sont déterminés en minimi-
sant I'énergie complémentaire ou ERC.

Une fois le champ 66?,1 connu, un champ de contrainte ﬁi‘n €S ;fd équilibré au sens des élé-
ments finis peut étre défini :
m
N ~h
Oy = Xd-f— Z)\iSOm
i=1
De nouveau, les coefficients A; sont déterminés par minimisation de 1'énergie complémen-

taire, ou de I'erreur en relation de comportement. A partir de 13, une estimation de I'erreur de
réduction E,4.(u!,,6",) peut étre déterminée comme :

Brae(19) = ¢ [ et (o= Kolu) (6 Kelu) a2

Finalement, une estimation de |’erreur totale puis de I'erreur de discrétisation peut étre effec-
tuée apres avoir construit un champ admissible ¢, selon les méthodes présentées au Chapitre 2.

5 Conclusion

La vérification de solutions PGD a travers la construction de champs équilibrés au sens des
éléments finis a été étendue avec succes aux problemes séparés spatialement. Ceci valide I'uni-
versalité de cette stratégie a tout type de décomposition a variables séparées du moment qu'un
champ équilibré peut étre construit.

Dans le cas de solutions PGD séparées spatialement, une technique générale a été proposée
permettant d’associer, de facon explicite, un flux ou champ de contrainte équilibré aux données
du probléme et aux modes PGD de la solution.

Cette démarche n’a malheureusement pas été testée en élasticité, il serait utile de I’appliquer
sur un cas numérique concret. Pour aller plus loin, il serait intéressant d’étendre I’approche pré-
sentée dans ce chapitre aux cas ou la solution PGD est représentée sous la forme d'une somme
de produits de deux fonctions, 'une définie sur un domaine 2D, I'autre sur un domaine 1D.
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FIGURE 3.15 - Syntheése de la méthode pour estimer 'ERC dans le cas de solutions PGD séparées
spatialement

77



78



Chapitre 4

Une nouvelle stratégie PGD basée sur
I’Erreur en Relation de
Comportement

Dans ce chapitre, on introduit une nouvelle stratégie PGD per-
mettant d'estimer 'ERC tout en s'affranchissant de l'étape de post-
traitement de la solution PGD décrite dans le Chapitre 2. Cette mé-
thode permet de définir une stratégie PGD robuste avec la minimisa-
tion d’'une fonctionnelle qui a du sens. On comparera cette stratégie
aux précédentes stratégies PGD introduites au Chapitres 1 et 2, sur

U'Exemple 2.
Sommaire
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1 Minimisation de I'Erreur en Relation de Comportement

Cette stratégie, introduite dans [Allier ef al., 2015] sous le nom de CRE-PGD, consiste a cal-
culer et controler la solution PGD a la volée grace a 'ERC, définie au Chapitre 2. Sachant que la
solution exacte réalise le minimum de 'ERC (4.1), il est tout a fait légitime de chercher le couple
solution (uy,q) approché du probléme par une minimisation de cette fonctionnelle.

Eracun,g) =0< (up,g) = (Uex,4,,) (4.1)

Pour cela, on cherche 2 la fois le champ primal u,, € /*“ sous la forme PGD, et un champ dual
g € 8%(u,,) durant la phase d’enrichissement de la base. Cette méthode hybride primale-duale
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G-PGD

Erreur de réduction
Erreur totale

solution PGD équilibrée

l

FIGURE 4.1 - Idée de base de la stratégie CRE-PGD

permet de prendre en compte I'influence du champ dual sur la base réduite et sur la solution,
mais également sur la vérification de cette solution, améliorant de fait I'estimation des erreurs
commises.

1.1 Idée de base

Avant toute chose, on reformule 1’équilibre global (1.10) en introduisant les flux (i) Q € & ad
équilibrant les chargements ! et (ii) T € Sé’d , une correction, tels que :

fffc—v+ q- Q) VrdQdrdp=0 VUEﬁZ(IUad)®P (4.2)

Le probléme consiste a minimiser 'ERC (2.12), sous la contrainte que le flux 1 vérifie I'équi-
libre (4.2), avec u,, un champ CA sous une décomposition a variables séparées (1.11), tel que :

(um(x,t,p),1(x,1,p)) = argmlnf ff [T+Q- kVu] dQdrdp (4.3)

U, TESE? O

Comme 1 vérifie I'équilibre global (4.2), il vérifie également une décomposition a variables
séparées proche de celle de la température u,, :

)

(4.4)

I(xtp) =1, (X5,p) =

Démonstration. Eninjectant]’hypothése de séparation des variables PGD (1.11) dans1’équilibre
(4.2), 1 doit alors vérifier, a chaque enrichissement PGD k, la relation suivante :

VkVteIVpe®, Z[ —y T | v+1-YvdQ=0, VvelUd? (4.5)

1. VteZpeO, [oQ-VvdQ=I(w) Yveldd
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La forme adoptée (4.4) vérifie bien (4.5) a chaque enrichissement PGD sous la condition que
Z; et y; vérifient la relation :

ViVteZ,Vpe®, f;i(g)-2v+cwi(§)vdx:0, VveMé‘d (4.6)
Q

Aussi, la contrainte de vérifier I'équilibre pour 1 se reformule comme la contrainte de vérifier
une décomposition a variables séparées (4.4) et une relation liant T a son champ primal u (4.6).
O

Remarque 4.1. La forme (4.4) dépend fortement du probleme initial (1.1) que I'on cherche a
résoudre. Pour le cas de problemes stationnaires, ot aucune relation autre que la relation de
comportement lie le champ primal « et dual 1, on cherche le flux T € S(?d sous la forme (4.7),
ou chaque Z; est découplé de y; puisque les énergies potentielle et complémentaire le sont.

S

1=) Z,/(x1p) 4.7)
i=1

Les fonctions Z; sont alors cherchées sous une forme a variables séparées :

N
Z,(x,t,p) = a;(x,1) Hlﬁi,j(m)
]:

ou les fonctions f3; ; sont déterminées en cherchant le champ T qui minimise I'énergie com-
plémentaire ou bien I'ERC et les fonctions «; vérifient I'équilibre :

ffai-ywdgdtzo Vu;ecz(z,ugd), Vi e [1;m] 4.8)
ZJQ

Démonstration. De la définition du flux 1, en régime stationnaire, il vient :

fffl-ydedtdQ:O Vveﬁz(l,ugd)ch
eJzJa

De la forme a variable séparée retenue pour le flux T avec comme fonction test la fonction
— m .1 3 .
V= ij:I [?)m,], il vient :

m N
f[Z(xi-wa Bi,jPm,jdpdrdx =0 vWeﬁz(I,ugd), VmeN*
QJT =1 0 =1

Comme la relation précédente est vraie pour tout m € N7, elle 'est pour m=1:

N
(f Hﬁl,jﬁl,jdﬁ)x(ffayywdtdg):O:'ffayywdtdgzo VweEZ(I,Ug’d)
® j=1 alz alz

Supposons que I'équation (4.8) est vérifiée pour m € [1; mg]. On a donc pour m=mgy+1:

N my N
: idp | x ffo( -detdx)=— 5 7 dp | x ff(wawdtdx
(f@jl:[lﬁm,]ﬁm,] B) ( o) 3+ X lzzl( @jl:[lﬁl,]ﬁm,] E) JoJz i'V =
=0

Et par conséquent, I'équation (4.8) est vérifiée a I'ordre m + 1. Par récurrence, I'équation (4.8)
est vérifiée pour tout ordre m € N. O
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Par conséquent, I'algorithme d’enrichissement adopté dans toutes les stratégies PGD peut
également s’appliquer ici pour calculer la base réduite du flux 1. En supposant les décomposi-
tions u,;, et 1,, connues (précédemment calculées), on cherche le nouvel ensemble (y,A,I',Z) €
Uéld x T xP x S(’)”l solution du probléeme (4.3) vérifiant :

Um+1(X,1,p) = um(x,1,p) + ¥(x) A(O T (p) (4.9a)
dA(D)
T (B00) = T (0 12) +2(x) = =T (p) (4.9b)

1.2 Minimisation

Différentes stratégies peuvent étre mises en ceuvre pour imposer la contrainte durant le pro-
cessus de minimisation. Dans cette premiére version, appelée full-CRE-PGD, la contrainte sur Z
est imposée par un champ de multiplicateurs de Lagrange, noté v :

(Ww,ALZv) = argmlnmaxfff ( F kV\uAF) dQdrdp
WA TZ

+fZ-2v+cwvdx (4.10)
Q

avecQ, =Q+71,, —kVupy,.

Le probléme (4.10) est un probléeme de type point-selle. Appliqué a chaque inconnue, on
aboutit au couplage de plusieurs problémes :

— une formulation variationnelle d'une EDO sur la fonction A :

fff (g +z r kap)\F)(

— plusieurs équations sur les fonctions y; :

)detdg VYA eT (4.11a)

1 dA dA
=f®fzfg%(gm+gar—kyw)\r)(ga—kywx)yjridﬂdtdg VY; €P; (4.11b)

— une formulation variationnelle primale d’une EDP sur la fonction v :
0= 2[[[ (kV\y)\F Q,, -2 )vw Ardetdg+f cyrvdQ vy eydd

(4.11¢)

— une formulation variationnelle duale d'une EDP sur la fonction Z :

1 dA dA
0=2 - +Z—T - kVWAT|Z*—=TdQdrdp+ | Z*VvdQ VZ*eS™
f@fzfgk(gm Zar Y )— dr L fg— LVEL V2 €2
(4.11d)
— une formulation variationnelle sur la fonction v :

0=fZ-2v*+cxpv*dQ Vo eydd (4.11e)
Q

Les inconnues des probléemes (4.11c)—(4.11e) sont linéairement liées. Leurs solutions dis-
cretes (W;,,Zy,vy,) peuvent alors étre déterminées en un coup en inversant un systeme matriciel,
avec B une matrice définie positive symétrique, de taille trois fois le nombre de DDLs spatiaux :

Wh *x ok %
B|Z, =L, avecB=|* =* x|, L= (4.12)
x % 0 0

Up

*

*
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En effet, les problémes (4.11c)—(4.11e) donnent le systéme suivant :
afyw*-ywdﬂ + bfyw*-;dﬂ + cf Yy vdQ
Q Q Q
bf Vy-Z*dQ + df 7*-7dQ  + f;*-yudg
Q Q Q
cf yr*dQ + f;-yv*dﬂ + 0
Q Q

ou les constantes a, b, d, I; et I, vérifient :

a:fo()\F)zdtdg b=- ff ——\I2dtdp ff( r) dtdp
eJz k
2
== Ardtd ——Tdrd
! kf@fz P kff B

Pour déterminer le couple (,A,I',Z) vérifiant (4.11), on applique un algorithme de type point
fixe comme dans les stratégies PGD précédentes (dont I'algorithme générique est représenté
sur la Figure 1.7). Pour des raisons pratiques, on préfere normaliser toutes les fonctions A et
[Yn] neqny Sauf 1a fonction spatiale y (et donc aussi Z). Pour cela, la boucle dite de point fixe
doit finir sur le probléeme spatial (4.12).

Q
le- dQ
2| Z Q,,

0

Remarque 4.2. Lindicateur d'ERC gq,, — kVu;,, = Q + 1, — kVu,, est orthogonal aux espaces
d’approximation Z/{gi T ePetS Zd ® T ® P selon le produit scalaire énergétique.

1.3 Minimisation partielle

En pratique, le probleme (4.12) peut étre coliteux a inverser pour des problemes a grand
nombre de DDLs. On propose ainsi une seconde version, appelée partial-CRE-PGD. Grace a
la présence d’'une boucle point fixe, on peut imposer la condition (4.6) apres le processus de
minimisation et non pendant.

Le probleme (4.3) avec les hypothéses (4.9) se réécrit :

1 dA 2
(WAT,Z) = aurJgAnrliZn[@fILE (Qm +ZEF_ kKVWAT' | dQdtdp

Ce probleme conduit au couplage de plusieurs problemes :
— une formulation variationnelle primale d’une EDP sur la fonction y :

fff (quj)\F Q,, )V\p AT dQdedp Yy~ e (4.13a)

— une formulation variationnelle d'une EDO sur la fonction A :

—fffl( +Z@F—kv AF)(ZdA*

— plusieurs équations sur les fonctions y; :

* )detdg VA*eT (4.13b)

1 dA dA
= — Z——T - kVyAT |[2== - kV “T-dQ Ve P (4.1
f(afzfszk(gm+—dt KyA )(—dt k—‘l’)\)Y, ;dQdrdp VyjeP;  (4.13¢)

— une équation sur Z par la relation (4.6).

Dans cette version, on retrouve 1'algorithme générique PGD de la Figure 1.7 auquel on ajoute
un probléme supplémentaire a résoudre, celui permettant de déterminer Z. Dans cette version,
il n’est alors plus nécessaire de terminer sur le probleme spatial puisque I'équation (4.6) reste
valable lorsque la fonction y est normalisée.
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2 Performances de la stratégie CRE-PGD

On se propose dans cette partie d’étudier les performances et les applications des outils de
vérification, présentés au Chapitre 2, sur la solution PGD obtenue par cette nouvelle stratégie
vis-a-vis des stratégies PGD détaillées au Chapitres 1 et 2 sur 'Exemple 2.

2.1 Amélioration de la solution PGD

Dans cette partie, on considere des discrétisations spatiale et temporelle extrémement raffi-
nées pour s'affranchir de toute source d’erreur issue de la discrétisation des domaines : N, = 100
et N; = 1000.

La stratégie CRE-PGD dans ses deux versions, partial-CRE-PGD et full-CRE-PGD, permet d’es-
timer immédiatement I’erreur de réduction par I'intermédiaire de I'ERC. Cet estimateur a pos-
teriori, ne nécessitant aucune connaissance de la solution exacte, se définit comme :

Ered

Ered — +1. —kVu ; W: e
e = M1Q+ T =kCunlly 5 B = oS

Dans I'Exemple 2, la solution EF dite de référence est connue. On définit alors I'indice d’effi-

cacité nyg, = EiZ‘f/E,ef afin de quantifier la qualité de cet estimateur d’erreur?.

Sur la Figure 4.2, on compare les cinq premiers modes déterminés par les différentes versions
de la stratégie CRE-PGD aux modes optimaux obtenus par la SVD pour une vitesse de charge-
ment fixée a v = L/2T. Au signe prés, on observe une tres grande ressemblance entre les modes
obtenus par CRE-PGD vis-a-vis des modes SVD, principalement les trois premiers. Cette opti-
malité est confirmée par la courbe de convergence fef tracée sur la Figure 4.3a, ol les dix pre-
miers modes génerent la méme optimalité que la SVD tronquée a ces dix modes. Au dela, I'op-
timalité se dégrade, la version full-CRE-PGD étant meilleure que la version partial-CRE-PGD.
Lorsque la phase d’update est activée, les versions full ou partial sont équivalentes, bien que
leurs fonctions modales different (voir le cinquieme mode représenté sur la Figure 4.2). Bien
que non tracées, les autres stratégies PGD décrites au Chapitre 1 ont une convergence moins
bonne dans leur version non mise a jour et une convergence identique dans leurs version mise
ajour.

En général, la solution dite de référence est inconnue ainsi que la courbe de convergence (Fi-

gure 4.3a). Grace a I'estimateur d’ERC de réduction E] fg accessible par cette nouvelle stratégie
PGD, une nouvelle estimation de la convergence de I'algorithme estimmédiatement disponible,
représentée sur la Figure 4.3b. Les mémes propriétés que celles observées sur la Figure 4.3a sont
retrouvées mais sans nécessiter de connaitre la solution de référence.

Lefficacité de I'estimateur d’erreur en résidu E,.s est trés mauvaise en pratique (voir la Fi-
gure 1.10), au contraire de celle de I'estimateur d’ERC tres efficace sur I'Exemple 2, représentée
sur la Figure 4.4a. Bien que cet estimateur d’ERC en réduction est garanti ici et pour d’autres
types de chargement (voir Figure 4.4), aucune démonstration mathématique ne le conforte au
contraire de I'’estimateur d’ERC dit total (voir Chapitre 2).

Grace a la stratégie CRE-PGD et son estimateur associé, un gain en temps de calcul est pos-
sible. Pour une erreur cible de 1%, huit modes CRE-PGD sont nécessaires (voir Figure 4.3b)
conduisant a un gain en temps de calcul de 7 quelle que soit la version (avec la phase d’ update
ou non) vis-a-vis de la solution MEF. A comparer a la meilleure stratégie PGD existante qui ne

2. Un tel indice ne peut étre défini pour I'erreur en résidu, en raison de utilisation d’une norme £2 pour I’évaluer.
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(c) partial-CRE-PGD

FIGURE 4.2 — Comparaison des cing premiers modes de u,, obtenus par les différentes versions
CRE-PGD. En trait discontinu les stratégies avec la phase d’ update activée, en trait
plein les stratégies sans phase d’ update. Pour comparaison, on redonne les modes
générés par la méthode SVD.

procure qu'un gain de 5 (voir Figure 1.11) si 'erreur de référence E,, £ est connue (rarement le
cas).

De toutes ces propriétés, ce nouvel estimateur de réduction permet de stopper plus efficace-
ment le processus d’enrichissement de la base PGD d’ol1 un gain en temps de calcul et d’espace
de stockage plus important que pour les solutions calculées par les autres stratégies PGD, né-
cessitant plus de modes pour viser une méme erreur de réduction, a cause de l'inefficacité de
I'estimateur d’erreur en résidu E ;.

2.2 \Vérification de la solution PGD
On considére toujours le probléme de 'Exemple 2, mais pour une discrétisation grossiére a la
fois en temps et en espace (N, = 10 et N; = 10). Aussi, '’erreur de discrétisation ne peut plus étre

négligée.
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FIGURE 4.3 — Convergence des différentes versions de CRE-PGD : erreur exacte (a) et estima-
teur d’ERC (b). Ont été représentées en trait discontinu les stratégies avec la phase
d’update et en trait plein les stratégies sans phase d’update. Pour comparaison, on
redonne les convergences de la méthode SVD.
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FIGURE 4.4 - Efficacité n de I'estimateur ERC de réduction E7 ;‘z pour des solutions obtenues
pour différents chargements f;. Sont tracées les différentes versions de CRE-PGD

sans la phase d’update.
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FIGURE 4.5 - Temps de calcul normalisé des différentes versions CRE-PGD selon I'estimateur

ERC de réduction E; ;‘Z (a) a comparer a I'erreur exacte E,, ¢ (b). En trait discontinu,
les versions mises a jour, et en trait plein les versions non mises a jour.

On cherche alors a déterminer les erreurs de réduction et de discrétisation des solutions is-
sues de cette nouvelle stratégie. On comparera les résultats a ceux obtenus en post-traitant une
solution G-PGD par la méthode décrite au Chapitre 2.

Les deux méthodes (full/partial)-CRE-PGD construisent des champs u, € L{}‘;d etT, € S;‘:d
permettant d’estimer une erreur de réduction E’ ;‘g . Grace aux techniques classiques d’équili-
brage, unfluxT, €S ad SA est construit a partir de T - Ce flux donne acces a une estimation de
I'erreur totale Ei‘;‘c contenant a la fois I'estimation de I'erreur de réduction et de discrétisation
spatiale et temporelle :

Erae = 1Q+%,, — k¥uml,,
La différence de ces deux erreurs permet d’estimer facilement I'erreur de discrétisation E%SC =

Eﬁ‘:fc 2 —E:Z‘i . A droite de la Figure 4.6, ces différents estimateurs ont été représentés pour

chaque stratégie compatible : G-PGD, full-CRE-PGD et partial-CRE-PGD.

Dans cet exemple, la solution dite de référence est connue, calculée sur un maillage fin. Ler-
reur exacte E,.¢ estime ainsi fidelement I'erreur exacte totale. L'erreur de réduction s’estime en
comparant I'approximation PGD vis-a-vis d’'une solution EF sur le méme maillage. Par diffé-
rence, 'erreur de discrétisation en est déduite. Ces erreurs sont tracées dans la partie gauche de
la Figure 4.6.

Par rapport a la stratégie G-PGD, la nouvelle stratégie CRE-PGD ne dégrade pas I'estimation
de I'ERC avec des tendances équivalentes aux erreurs exactes associées. Lamélioration des mo-
des, visible sur I’erreur exacte de réduction, est bien captée par I'estimateur d’ERC. Pour ce pro-
bleme fortement grossier, la phase d’ update améliore la solution a partir du cinquiéme mode,
mais est insuffisante pour influencer I'erreur totale. Sans adaptation, il est inutile d’aller au dela
de quatre modes, 'erreur majoritaire étant I’erreur de discrétisation.

Sur la Figure 4.7, on trace |'efficacité n = E3/E,., pour les différentes stratégies PGD étudiées
dans cette partie. On observe que les différentes stratégies proposent des estimateurs équiva-
lents avec une phase d’update qui améliore légérement la solution. A faible nombre de modes
PGD m, on remarque que les estimateurs en ERC sous-estiment I’erreur totale exacte en rai-
son d’'une certaine absence d’informations. En effet, a mesure que I'’on enrichit la solution PGD,
cette efficacité s’améliore pour converger vers une valeur asymptotique d’environ 1,43. Sachant
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FIGURE 4.6 - Courbes de convergences exacte (gauche) et estimée par l'indicateur d’ERC
(droite) des différentes stratégies PGD. En trait plein les versions non mises a jour,
et en trait discontinu les versions mises a jour.

que l'efficacité de la stratégie Minimal CRE PGD (CRE-PGD) est proche de 1 pour un probléeme
fortement raffiné (voir Figure 4.4a), 'origine de cet écart semble étre causé par le caractere for-
tement non-linéaire du chargement, difficile a représenter avec des maillages grossiers.

Couplée aux techniques de reconstruction de champs admissibles, cette nouvelle stratégie
permet d’estimer et de séparer efficacement les différentes sources d’erreur introduites dans la
résolution numérique du probléme continu, telles que les erreurs de réduction et de discrétisa-
tion.
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3 Conclusion

Appliquée a un probléme instationnaire de thermique, cette nouvelle stratégie CRE-PGD pro-
cure :

— une décomposition PGD en pratique meilleure ou1 équivalente a celle des autres stratégies
PGD;

— un algorithme plus robuste pour la minimisation;
— un estimateur d’erreur de réduction immédiat, amélioré et efficace;

— l'acces a un estimateur d’erreur de discrétisation en réutilisant des techniques de con-
struction de champs admissibles déja existantes;

— des gains en temps de calcul et d'espace de stockage important lorsqu’elle est couplée
avec des stratégies adaptatives;

— une solution garantie a une certaine précision fixée par l'utilisateur.

En perspective de ces travaux, deux pistes semblent étre envisageables : 'extension de cette
méthode aux problémes non-linéaires ou I’erreur en relation de comportement dite modifiée
est définie; adapter cette stratégie aux quantités d’'intérét ot la minimisation serait faite sur la
fonctionnelle E, ;. xE,4¢.

Remarque 4.3. Malgré de meilleures performances, cette nouvelle stratégie PGD présente les
mémes limites liées a I’écriture de la solution sous une forme a variables séparées : 'influence
du terme transitoire impacte le nombre de modes requis pour atteindre un critere d’erreur,
comme représenté en Figure 4.8. Cependant, la qualité de la solution est meilleure par mini-
misation de 'ERC voir méme proche de la décomposition SVD comparée aux autres méthodes
PGD présentées au Chapitre 1 en Section 4.2.
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Chapitre 5

Utilisation de la PGD pour accélérer
I’estimation d’erreur

Ce chapitre présente les avantages procurés par l'utilisation de la ré-
duction de modele PGD dans le concept d’ERC. En effet, la réduc-
tion de modele PGD permet d'accélérer la construction de flux ad-
missibles. Les performances qui en découlent sont présentées sur des
exemples numériques EF.
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La vérification de modele par 'ERC, présentée au Chapitre 2 dans le cadre PGD, nécessite
le calcul de champs duaux équilibrés au sens strict. Point central des estimateurs d’ERC, cette
exigence reste en pratique coliteuse en terme de temps de calcul et reste difficile a implémen-
ter dans les codes numériques, d’ou sa faible adoption en industrie. Diverses techniques de
post-traitement de solutions EF ont été proposées [Carstensen et Funken, 2000, Cottereau et al.,
2009, Ern et Vohralik, 2010, Gallimard, 2009, Ladeveze et Leguillon, 1983, Ladeveze et Maunder,
1996, Ladeveze et al., 2010, Moitinho de Almeida et Maunder, 2009, Pled et al., 2011, Rey et al.,
2014] pour reconstruire efficacement un champ admissible : de la qualité de ce champ dépend
la qualité de I'estimateur associé.
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Construire un champ dual SA est difficile en pratique. Une premiere approche consiste a
discrétiser par la MEF le probléme complémentaire de 1'équation (1.3), connue sous le nom
d’approche duale [De Veubeke et Hugge, 1972, Oden et Reddy, 1974, Kempeneers et al., 2003].
Bien qu’étant I'approche la plus efficace, elle est irréalisable en pratique. En effet, elle néces-
site le calcul d'un probléme global additionnel sur des espaces EF non-conventionnels, d’ot1 un
effort calculatoire plus important. Une autre approche, Hybrid-Flux Technique (HFT), consiste
a post-traiter le flux EF g, en résolvant plusieurs problemes locaux semblables. Différentes
stratégies existent, en particulier les stratégies Element Equilibration Technique (EET) [Lade-
veze et Leguillon, 1983, Ladeveze et Maunder, 1996], Flux-Free (FF) [Parés ef al., 2006, Parés
etal., 2009, Moitinho de Almeida et Maunder, 2009, Cottereau et al., 2009] et d’autres [Pled et al.,
2012, Ladeveze et al., 2013b]. Le lecteur pourra se référer a [Pled, 2012] pour une comparaison
de ces différentes stratégies dans le cadre EF.

Dans ce chapitre, on souhaite utiliser la réduction de modele PGD pour accélérer la recons-
truction du champ admissible. La solution d'un probleme multi-paramétrique générique est
pré-calculée pour éviter la résolution de ces nombreux problémes locaux, qui seront remplacés
par la particularisation d'une solution réduite et classiquement calculée par la méthode PGD.
Cette solution permet également d’optimiser la construction des densités nécessaires aux diffé-
rents probléemes locaux.

Les développements se limiteront dans ce chapitre a la stratégie EET présentée en Section 1
et appliquée a 'Exemple 7, mais peuvent en pratique s’étendre a d’autres stratégies de la famille
Hybrid-Flux Technique (HFT).

» Exemple 7 (Plaque trouée)

Soit un probleme thermique stationnaire (¢ = 0 JmK!, Z = @ et ® = @) défini sur Q =
[-H,H] x[0,H] (H = 10 m), une plaque 2D trouée de rayon r = 1 m représenté sur la Fi-
gure 5.1. Ce domaine est soumis a une température nulle sur le bord extérieur 9,Q tandis
qu'un flux r; = 1 Wm-! est imposé sur le bord intérieur 0,Q. Aucune source de chaleur n’est
présente (f; = 0 Wm?) et le matériau est supposé isotrope homogene, de coefficient de diffu-
sion k=1 Wm'K!,

rq
H

&)

H/QI Tmy |

FIGURE 5.1 — Conditions aux limites (gauche), et maillage associé (droite)

Grace aux symétries du probléme, seul un quart de la plaque est étudié et discrétisé par des
éléments finis triangulaires a 3 nceuds, support de la solution EF.

1 Technique d’équilibrage par éléments EET

La technique d’équilibrage par éléments, en anglais Element Equilibration Technique (EET),
permet de calculer un champ admissible g, € S ad 3 partir du flux EF 4y, par la résolution de
poblemes locaux [Ladeveze et Leguillon, 1983, Ladeveze et Maunder, 1996]. Le point clé de cette
méthode est I'utilisation d'une condition de prolongement forte en flux :

VEcQp,VicNg, f(gh—gh)-yN,-dﬂzo (5.1)
E
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FIGURE 5.2 — Probleme local de Neumann pour un élément triangulaire a 3 nceuds

ot E représente les éléments du maillage Qj, Vg 'ensemble des nceuds connectés a I’élément
E et N; la fonction de forme EF associée au nceud i.

Lareconstruction d'un champ admissible vérifiant la condition de prolongement (5.1) s’effec-
tue au moyen de deux étapes : (i) construction des densités de flux équilibrées; (ii) construction
d’'un champ dual admissible a I'échelle de I'élément.

1.1 Construction des densités de flux équilibrées

En premier lieu, des densités de flux ?E‘r sont construites de facon a étre en équilibre avec le
chargement imposé (ry, fz) aux frontieres I' de chaque élément E du domaine discret Qy, :

nE F\EIF =rgsurl’'co,Q (5.2a)

f FrugdS +/fdusd§2=0 Yug € US(E) (5.2b)
OE E

ol1/*(E) désigne 'ensemble ' des mouvements de corps rigide définis sur I'élément E.

Sachant que g doit vérifier I'équilibre fort (1.1b), la condition de prolongement (5.1) revient a
vérifier :

VEcQp,,VicE, f ?ENidazf(gh-yNi—de,-) dQ
OE E

avec gy g - g = Fg. Cette relation traduit un systéme linéaire de petits problemes bien posés,
quasi-explicites et définis sur chaque patch d’éléments connectés au nceud d’indice i.

En pratique, les densités de flux sont définies par la relation Fgr = n£ Fg, ol n£ = +1 permet
d’assurer la continuité du flux normal a travers I'interface I' entre deux éléments E adjacents,
et sont construites comme une combinaison linéaire des fonctions de formes EF. Pour plus de
détails techniques sur la construction de ces densités de flux, le lecteur pourra se référer a [Pled,
2012, 78].

1.2 Construction d’'un champ dual admissible a I’échelle de I’'élément
Les densités de flux équilibrées Fg ayant été déterminées a I'étape précédente, le flux admis-

sible g,, se construit localement par la résolution d'un probleme de Neumann défini sur chaque
élément (voir Figure 5.2) :

f_qh-yudg:ffdydm+f FrvdS VveH(E) (5.3)
E E OE

1. US(B) ={uecl(E) | Yu=0dansE}
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I'Exemple 7.
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FIGURE 5.4 — Estimation de 'ERC comparée a |'erreur exacte de discrétisation pour I'Exemple 7

La solution de ce probleme (5.3) peut s’écrire analytiquement sous une forme polynomiale
d’ordre élevé, a condition que le chargement f; soit également polynomial [Ladeveéze et Rou-
geot, 1997]. En pratique, une approche numérique lui est préférée, définie sur un élément d’ordre
supérieur. En effet, le flux optimal vérifiant (5.3) est également celui qui minimise I'erreur locale
G}, — gl ea. Par dualité, ce probléme est équivalent a poser g,, = kVw, avec w € H! (E) vérifiant :

fkyw~yyd9:ffdudg+f FgrdS VveH'(E) (5.4)
E E OE

Aux mouvements de corps rigide pres, une solution numérique de (5.4) est obtenue par la
MEF sur un unique élément fini d’ordre supérieur p + [, ot p est 'ordre d’interpolation utilisé
pour déterminer la solution uy, et [ un degré additionnel. Pour ! = 3, des études numériques
[Babuska et al., 1994] ont montré que 'estimation en ERC converge pour cette valeur vers I'er-
reur exacte, bien que les flux numériques ne soient pas rigoureusement équilibrés dans chaque
élément E. Pour la suite, seule I'approche numérique sera considérée.

Une fois le flux admissible connu pour 'Exemple 7 (comparé a la solution élément finis sur
la Figure 5.3), 'erreur locale de discrétisation par 'ERC peut étre estimée (voir Figure 5.4). Com-
paré al’erreur exacte de discrétisation || #ex — U ll;,«« calculée a partir d'une solution overkill, cet
estimateur prédit bien les zones nécessitant une discrétisation plus poussée tout en quantifiant
I'erreur quiy est commise.
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2 EET-PGD - Particularisation de probléemes locaux grace a une
solution PGD

Larésolution du probléeme (5.4) est I'étape la plus cotiteuse dans la méthode EET, car elle né-
cessite des éléments EF d’ordre supérieur et des résolutions sur chaque élément E du domaine
discret Qy,.

Dans cette partie, on propose d'utiliser la puissance de la réduction de modele PGD pour
déterminer le flux admissible g, . Dans une phase offline, une solution paramétrée du probléme
(5.4) est calculée, valide pour n'importe quelle configuration de géométrie et de chargement. A
partir des densités de flux déterminées a I'étape 1, cette solution PGD s'utilise immédiatement,
dans une phase online, pour construire ce flux admissible sur chaque élément E du domaine
discret Qy,.

2.1 Paramétrisation d’un probléme local générique

Dans la suite, le matériau est considéré comme isotrope et homogene sur chaque élément E
(le parametre k n'influengant donc pas le flux admissible g, ). Dans le cas contraire des para-
metres matériaux additionnels peuvent étre introduits dans le modele réduit PGD, en paramé-
trisant les coefficients matériaux.

Les densités de flux, s’appliquant sur chaque bord I' des éléments E, vérifient une écriture
linéaire EF, représentée sur la Figure 5.2 :

Fer(x)= ) ﬁ1ja|rNj (x) Ejﬂr =R FleR
jeNr

Par le principe de superposition, la solution p du probléme (5.4) vérifie ainsi une combinaison
linéaire de solutions élémentaires p% :

plx)= Y 3 Frel(®) (5.5)

I'<dE jeNt

ol p{; est la solution, a une constante pres, du probléeme élémentaire :
; 1
pr%~Vde=fvadS—f(—fdeS) vdQ VveH'(B) (5.6)
ET - T r e \|El Jr

La solution p% de chaque probléeme (5.6) se définit pour n'importe quel élément E, en in-
troduisant un ensemble de parameétres géométriques Pgeo € ‘P. Par 'approche présentée dans
I’Annexe C, les problémes locaux (5.6) sont projetés sur un élément de référence fixe E,r selon
une relation paramétrée liant cette géométrie de référence a I’élément réel E( Pgeo)-

Dans le cas présent, cette relation se définit a partir de deux transformations élémentaires :

— une homothétie qui transforme I'élément E de diametre 1 en I'élément actuel E de dia-
metre o;

— une transformation affine qui transforme I'élément de référence E,. en I'élément E par
une formulation isoparamétrique.

La transformation globale résultante est la combinaison de ces deux transformations élémen-
taires, représentée par sa matrice Jacobienne J.
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FIGURE 5.5 — Relation entre I'élément réel E et de référence E,. ¢ pour un élément triangulaire a
3 neceuds

Dans le cadre de 'Exemple 7, le domaine Q est discrétisé par des éléments triangulaires a 3
neceuds linéaires. De la figure Figure 5.5, la relation entre I’élément réel et de référence vérifie :

) -=5)
= 2| —
y y
(x) B (Z?_l X Ni(nﬁ))
y Z?:l ¥: Ni(n,g)
ou (x3,y3) sont les coordonnées locales du nceud 3 dans le systeme de coordonnées lié a I'élé-
mentEetx,, ;= (n,8) les coordonnées locales dans I'élément de référence E,. . Aussi, la relation
globale entre I'élément de référence E,. ¢ et I'élément réel E est paramétrée par 3 parametres, i.e.
_Qgeo = ((st,y;g).

Par conséquent, le probleme (5.6) défini sur I'élément de référence E, . paramétré vérifie :

1 X3

=>J=a _
[0 V3

trouver, pour tout j € {1;2} etI' c OE, p%(gref,ggeo) tel que:

N;
f refpr rereref f Jr == vdS;er - f frde,ef Vve?—[(ref) (5.7)
Eref |Fref|

avec N; les fonctions de formes associées aux bords I';. ¢ et :

1 surFiif
1 [%5+75 -x =2 .5
K_y 3_}3?’3 13 fr=a (1-%3)" +75 surI'7) ¢ (5.8)
3

/=2, =2 13
X3+ Y3 sur '~ £

Démonstration. En introduisantla matrice jacobienne J de la transformation volumique et son
déterminant [J], un changement de variable sur I'intégrale a gauche de I'égalité (5.7) permet
d’écrire :

flazpﬁ-zvdfz:fw (JJ_TYrefplj;)-(JJ Tv,ef )lJJleref

Graces aux propriétés du produit scalaire, on peut introduire 'opérateur K = |J| [J]‘T]TJJ‘T,
dont la forme développée est donnée en (5.8).

Dans le cas d'un élément triangulaire, les bords I" sont des segments, donc fr N;dS = ‘g—' De
plus, sachant que [E| = [J|. |E,ef| avec |Erqf| = 3, il vient :

1911T|
N; dS) dQ = f —uvdQ f T vdQ
/ (|E|f J o Bl 2T ref
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En introduisant Jr la matrice jacobienne de la transformation liée au bord T, tel que |T'| =
IJJFI.|Fref|, il vient :

N.
N-yds:f |JrIN;vdS :[ IT| —_—vds
‘/I: / 1Href : / ref rref |rref| ref

Par conséquent, on introduit le chargement fr = |T'|. Dans le cas d'un élément triangulaire a
trois nceuds, les différentes longueurs des bords vérifient I'égalité (5.8). O

Remarque 5.1. Le nombre de problemes élémentaires (5.7) et le nombre de parameétres géo-
métriques dépendent du type d’élément choisi. Dans le cas des éléments triangulaires a trois
nceuds, 6 problemes élémentaires (2 pour chacun des trois bords de 1'élément) a trois para-
metres géométriques doivent étre résolus. Le cas d'un élément tétraedre a 4 nceuds est décrit
dans la Section 4.

2.2 Résolution PGD associée

De I'écriture du probleme (5.7), a agit comme un coefficient multiplicatif sur la solution p%
et disparait apres calcul de g, = Vp. Aussi, la solution du probleme multi-paramétrique est
recherchée sous une forme a variables séparées PGD suivante :

m

p1];,m (Eref’ﬁgeo) =« Z 4 (Eref) A (}3) Yi (73) (5.9

Cette solution est calculée une fois pour toutes, dans une phase offline, grace al'une des stra-
tégies PGD décrites au Chapitre 1. Pour cela, une décomposition a variables séparées de fr est
approximée en effectuant une SVD aux points de Gauss [Zlotnik et al., 2015a, 8]. Les fonctions
spatiales y; sont déterminées par une résolution EF sur un seul élément de degré p + [, tandis
que les fonctions sur les parametres X3 (resp. y;) sont évaluées par une discrétisation fine de son
espace de recherche Oz, = [0,1] (resp. ©3, =10,1]).

La Figure 5.6 représente les trois premiers modes PGD de pll_uy20 calculés par la stratégie G-
PGD sur un élément triangulaire d’ordre 4 pour des domaines Oz, = [0,1] et ©5, = [0.1,1] dis-
crétisés avec 100 points. De cette représentation, il suffit de particulariser la solution pour une
grande variété d’'éléments réels, dont certains sont représentés sur la Figure 5.8.

Remarque 5.2. L'application en premier lieu d'une homothétie permet de fixer un domaine
de variation fini aux parametres X3 € [0,1] et J5 € |0,V3/2], et transfére l'infinité d’échelle des
éléments au parametre o dont la solution p en dépend linéairement et analytiquement.

Domaine d’existence
des éléments

FIGURE 5.7 - Domaine d’existence des éléments réels
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FIGURE 5.6 — Fonctions spatiales y; (haut), en parametres A; (centre) et y; (bas) des modes PGD
i =1,2,3 (de gauche a droite), de la solution p%lz 50 associées a un élément Tri3.

En combinant les relations (5.5) et (5.9), la solution p(x) du probléme local complet (5.4) vé-
rifie une écriture paramétrée a variables séparées :

pm(lref»ﬂgeo» {?éw}) = FCZGE i<§/r ?éw p%,m(fref’ﬁgeo) (5.10)

Cette solution procure ainsi une écriture paramétrée du flux admissible g, ,,,; au niveau de
I'élément, stockée puis utilisée dans la phase d’estimation a posteriori de 'erreur :

gh,mlE (J—Cref’ggeo’{ii]éw}) = J]_T(Egeo) y( Z Z i:\]]gll“ plj;,m()—cref’ggeo)) (5.11)
I'cOE ie Nt

2.3 Accélération de I'étape locale

Dans cette partie, on suppose connues : (i) les densités de flux calculées dans la premiére
étape de la stratégie EET a partir d'une solution EF de I'Exemple 7; (ii) une solution PGD sur un
élément paramétré triangulaire a 3 nceuds (5.10).

A partir de ces données, on propose une méthode, appelée EET-PGD, qui reconstruit le flux
admissible grace a cette solution PGD élémentaire et générique.

2.3.1 Construction du flux admissible

Apres avoir identifié les parametres a, x3 et y,; sur chaque élément E du domaine discret Qy,
représentées sur la Figure 5.9, la solution PGD est particularisée pour déterminer le flux ad-
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FIGURE 5.8 — Solution pll_12 50 SUT I'élément E,. ¢ pour différentes configurations des parametres.
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FIGURE 5.9 - Identification des parametres a, x3 et y; pour chaque élément E du domaine dis-
cret Qj de I'Exemple 7.

| T
N | th sad
nombre de modes m PGD, ou g, est le flux admissible déterminé dans la stratégie EET. Sept

modes sont suffisants pour reconstruire un flux admissible équivalent a celui de la stratégie EET.
A partir de ce champ, 'ERC estimée identifie bien les zones nécessitant un remaillage, comme
représenté sur la Figure 5.11.

missible. La Figure 5.10 représente 1’évolution de l'erreur relative en fonction du

2k
lttex—un ”lsud
tracé sur la Figure 5.12 pour chaque mode m PGD : trois modes sont suffisants pour capturer

la complexité des problémes locaux, tandis que 11 modes sont nécessaires pour reconstruire
un flux admissible aussi fidele que celui obtenu par la stratégie EET. Remarquons qu’a faible
nombre de modes PGD, I'estimateur ERC reste garanti numériquement.

S’imposer 20 modes peut étre excessif. Pour cela, 'indice d’efficacité n = st 5 été
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FIGURE 5.10 - Erreur de reconstruction PGD sur le champ admissible : évolution de I’erreur re-
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lative en fonction du nombre de modes m utilisés pour reconstruire
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(a) A partir du flux admissible EET-PGD (b) Erreur exacte

FIGURE 5.11 - Carte d’erreur locale issue de la EET-PGD pour I'Exemple 7

<
e — EET s
— EET-PGD
| | | | | |
2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20
Modes PGD m

FIGURE 5.12 - Indice d’efficacité de la méthode EET-PGD
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2.3.2 Accélération de la méthode EET

En introduisant la PGD dans la méthode EET, on cherche a accélérer la reconstruction du flux
admissible. La Figure 5.13 représente le temps CPU ? requis dans les deux méthodes, normalisé
par le temps CPU de la MEF fournissant uy,. Pour que la comparaison soit cohérente, les deux
méthodes EET et EET-PGD partagent autant de code que possible, seule I'étape de construction
et de résolution des problemes locaux est remplacée par un post-traitement de la solution PGD
dans la méthode EET-PGD. Cette derniére présente ainsi un gain de 10 sur I'étape locale, pour
I'Exemple 7 composé de 42 éléments EF, mais seulement un gain global de 2 sur 'ensemble de
la méthode.

3 densité de flux
HFT-PGD E |
1  étape locale

[Jestimation d’erreur

EET-PGD | | |

EET | |
| | | | | |

| | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps CPU normalisé

FIGURE 5.13 - Temps CPU requis pour déterminer le flux équilibré dans les méthodes EET et
EET-PGD, normalisé par le temps CPU de la MEF fournissant uy,.

La Figure 5.14 représente ces mémes gains pour différents niveaux de raffinement global du
maillage initial. A mesure que le maillage devient fin, le gain sur I'étape locale augmente jusqu’a
la valeur de 125 pour un gain global de 5 sur un maillage de 2688 éléments.
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FIGURE 5.14 — Gain CPU (a) de la méthode EET-PGD en fonction du nombre d’éléments dans
les maillages (b).

De tels résultats sont prometteurs. L'étape suivante, objet de la partie suivante, consiste a
réduire le temps de calcul des densités de flux en utilisant cette méme solution PGD.

2. Temps CPU d’un code Matlab sans parallélisation sur un Mac Intel Core i5 2.4GHz avec 8Go de RAM.
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Remarque 5.3. Contrairement a ce que 'on pourrait penser, particulariser la solution PGD
pour I'ensemble des éléments ne requiert numériquement aucune boucle sur les éléments.
En supposant que 'on ait stocké les modes spatiaux dans la matrice { = [yy,...,¥,,], on re-
construit le champ de température par le produit matriciel :

M) Y13E) 0 AmXEE)YmY3E,)
Up=|upg, - upey|=10 : :
Alﬁ3|EN)Y1(_J’3|EN) Amﬁ3|EN)Ym@3|EN)

Un tel produit matriciel, optimisé dans les codes de calculs, est bien souvent meilleur qu'une
boucle sur les éléments, entrainant un gain en temps de calcul non négligeable.

3 HFT-PGD - Construction des densités équilibrées par une so-
lution PGD

La qualité de’estimateur d’ERC dépend fortement de celle des densités de flux ?EIF construites
dansla stratégie EET en respectant une condition de prolongement forterestrictive. Pour contour-
ner cette limite, [Ladeveze et Rougeot, 1997, Florentin ef al., 2002] proposent d’ optimiser la con-
struction de ces densités de flux par une minimisation partielle de 1'énergie complémentaire
a I'échelle globale. En imposant la condition de prolongement forte aux nceuds autre que les
neeuds sommets des éléments, une plus grande liberté est donnée aux densités de flux. Pour
des raisons de cofit de calcul, le probléme de minimisation est limité & des zones présentant des
éléments a fort rapport de forme ou a fort gradient, pour lesquels la qualité du flux admissible
est généralement dégradée.

Dans cette partie, on souhaite profiter de la représentation PGD (5.11) pour construire une
optimisation complete des densités de flux ﬁE|r, en minimisant I'indicateur d’ERC. Hors de por-
tée dans les approches classiques, cette démarche devient possible grace a la dépendance expli-
cite du flux admissible g, ,,, vis-a-vis des densités de flux {?lélr} introduites par la solution PGD
al’échelle de I'élément E. Dans la suite, on se réferera a cette technique sous le nom HFT-PGD.

3.1 Probléeme d’optimisation

On introduit 'espace F des densités de flux, de dimension infinie, et son sous-espace Fy
F des densités de flux linéaires sur les bords I', de dimension finie liée au nombre de bords I’
connectés al’élémentE :

J—"I{{F\r(ﬁ)wffddfl-i- Z F\rdSZO,VE; ngﬁr:rdsirca,Q}
E el

Fi={ el el - T B0}

JENT

Le probléme de minimisation consiste a déterminer les inconnues {F%} € RN aux interfaces,

regroupées dans un vecteur global F, vérifiant :
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{Fr(x)},,,, = argminEf ;. (un.q,({Fr}))
{Fr}E]‘—g

3.2 Probleme discret associé grace a la solution élémentaire PGD

A partir de la représentation PGD du flux admissible a I'échelle de I'élément (5.11) déterminée
dans une phase offline, le flux admissible global g, ,, se réécrit :

gh,m =N (éref’.ggeg) ? (5].2)
ouN(x,, FPge ,) est une matrice paramétrée de taille d x Ng.

A partir de cette représentation PGD (5.12), 'ERC Ef dc(”h'?lh, m({?%})) vérifie un relation ex-

plicite linéaire vis-a-vis de 'inconnue F :

E2 o (n @ ) = % fQ (@5~ V) % (@)~ k¥un) 2

1 ~ 2 —~ 1 2
= 1@ s || B A9+ 5
= SEME-F LU+ Sl

avec les matrices M = 1/k [, NTNdQ, L = [, NTBdQ et BU}, = Vuy,.

En définissant C la matrice traduisant les conditions aux limites vérifiées par les densités de
flux Fr sur le bord 8,Q (CF = Ry) , le probleme de minimisation discret s’écrit :

- 1T ~ ~ T\ (F
F,, = argmin —FTI}’IF—FTI]_UhJ - (g %) (Fj\'”):(lf?h) (5.13)
B, CE-R, d

Remarque 5.4. Les matrices M et L sont un assemblage de matrices élémentaires dont les
coefficients vérifient une décomposition a variables séparées PGD et sont pré-calculées dans
la phase offline. L'assemblage, nécessitant la connaissance du domaine discret Q, est quant
a lui effectué dans la phase online, tout comme la matrice C ne comportant que des 1 et des 0.

Cette nouvelle stratégie peut étre vue comme une approche duale, non pas sur le flux admis-
sible g,,, mais sur la densité de flux Fr. Une fois cette densité de flux connue, I'estimation d’ERC
est immédiate et vérifie la relation linéaire :

Eidc = EFoptMFopf - FoptH—Uh + E l uh”i{ad

La Figure 5.15 représente les organigrammes des stratégies EET et HFT-PGD. L'étape 2 n’est
plus requise dans l'estimation de I'ERC issue de la stratégie HFT-PGD, avec a la clé un possible
gain en terme de temps de calcul.

3.3 Amélioration des densités de flux

La Figure 5.16 représente les indices d’efficacité des différentes stratégies de construction de
champs admissibles vis-a-vis de I'erreur exacte de discrétisation, obtenue en évaluant une so-
lution EF sur un maillage tres fin. De cette courbe, on observe une amélioration de I'estimation
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Calcul flux admissible Résolution du systeme
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(a) stratégie EET (b) stratégie HFT-PGD

FIGURE 5.15 - Comparaison des algorithmes EET et HFT-PGD. En double encadré, les étapes
nécessitant une ou des boucles.
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FIGURE 5.16 - Efficacités des estimateurs en ERC obtenus par les différentes stratégies de con-
struction de champs admissibles étudiées
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(a) Estimation d’ERC par la HFT-PGD (b) Erreur exacte

FIGURE 5.17 — Carte d’erreur locale estimée par la HFT-PGD sur I'Exemple 7
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FIGURE 5.18 — Gains des méthodes HFT proposées en fonction du nombre de modes PGD utili-
sés pour particulariser la solution (gauche) et en fonction du nombre d’éléments
dans le maillage discret Q, en fixant le nombre de modes PGD utilisés a 3.

d’erreur par la minimisation globale des densités de flux en préservant son coté garanti. A partir
du 18-iéme modes, cette estimation converge vers I’erreur exacte, en identifiant avec précision
les zones a raffiner, comme représenté sur les cartes d’erreur locale de la Figure 5.17.

Le gain qui en résulte est tracé sur la Figure 5.18. Tout d’abord la Figure 5.18a représente le
gain de calcul sur I'estimation d’erreur vis-a-vis de la stratégie EET en fonction du nombre de
modes PGD. Autant le gain de la stratégie EET-PGD dépend peu du nombre de modes PGD em-
ployés, autant le gain de la stratégie HFT-PGD en dépend fortement. Cela est di a I'étape d’as-
semblage du systeme global qui nécessite de particulariser les 54 coefficients matriciels stockés
sous forme PGD.

Dela Figure 5.16, on voit que 3 modes PGD suffisent dans la stratégie HFT-PGD pour constru-
ire des densités de flux, procurant un estimateur d’erreur plus efficace que I'estimateur issu de
la EET. Aussi, le gain des stratégies HFT pour 3 modes PGD est tracé en Figure 5.18b. Alors que
le gain de la stratégie EET-PGD reste constant aux alentours de 2, la stratégie HFT-PGD présente
un gain supérieur, entre 40 (moins de 750 éléments) et 100 (pour 2500 éléments).
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FIGURE 5.19 — Relations entre élément de référence et élément tétraedre a 4 nceuds réel

4 Extension aux cas 3D

Introduits pour des maillages composés d’éléments triangulaires a 3 nceuds, les outils pré-
sentés dans les Sections 2 et 3 s’étendent tout naturellement a tout type d’élément [Allier et al.,
2017a]. Dans cette partie, on présente le traitement de maillages composés d’éléments tétra-
édres a 4 nceuds.

4.1 Probleme PGD

En utilisant les mémes transformations géométriques que celles présentées dansla Section 2.1
sur I’élément triangulaire, une relation liant I'élément tétraedre a 4 noeuds réels et son élément
de référence, représenté sur la Figure 5.19, vérifie :

=I5 7 Ni(n& 1)
Z?:l zi N; (T]@T)

X X

=al |y o
)Z/ 2% . (1) f3 f4
- ) .
X Z?zllﬁNi(n,E,T) . J:)3 leg
y
z

W — — — — —

tel que le probléme élémentaire PGD s’écrit :

trouver pour tout j € {1;3} et ' c E, p{; (Lef,ggeo) tel que:

f KYrefp{“yrefderef :f fF
Eref rref

avec N; les fonctions de formes associées aux bords I';. ¢ et :

Nj vdSref—f frUeref VUEHI(Eref)
|rref| Erer
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Neuf problemes élémentaires multi-paramétriques doivent étre résolus en vérifiant une forme
avariables séparées identique a celle deI'élément triangulaire (5.9). La difficulté de ce type d’élé-
ment est 'approximation de fr et plus particulierement de la racine carrée a 5 variables, effec-
tuée par une HOSVD. Comme pour I'élément triangulaire a 3 nceuds, les parameétres prennent
leurs valeurs dans les espaces X3 € [0,1], J5 € ]0,V3/2], X4 € [0,1], ¥, € | —V3/2,V3/2] et Z4 € ]0,V3/2].
La solution PGD p}.,, associée au nceud 1 du bord T'** est représentée sur la Figure 5.20 et a été
déterminée sur un élément d’ordre 4.

» Exemple 8 (Cube troué)

Soit un probléme thermique stationnaire (¢ = 0 JmK"!, Z = @ et ©® = @) défini sur Q, un cube
de coté L = 1 m soumis a un flux de chaleur intérieur, représenté sur la Figure 5.21. Une tem-
pérature nulle est imposée sur le bord extérieur 9,Q tandis qu'un flux r; = 1 Wm-2 s’exerce sur
le bord intérieur 9,Q. Aucune source de chaleur n’est présente, f; = 0 Wm3, et le matériau est
supposé isotrope homogeéne : k = 1 Wm'K'!. Des symétries vérifiées par le probléme, seul un
1/g¢ du cube est discrétisé par des éléments tétraédriques a 4 nceuds.

FIGURE 5.21 — Conditions aux limites du probléeme (gauche et centre) et maillage associé
(droite)

4.2 Application de 'HFT-PGD a un probleme 3D de thermique

Dans cette partie, les performances de la stratégie HFT-PGD sont étendues au cadre 3D grace
au probléme décrit dans I'Exemple 8.

La premiére étape consiste a déterminer les valeurs de chacun des parametres o, X3, J5, X4,
3
¥4 et z4. Dans le cas du maillage de I'Exemple 8, ces valeurs sont données sur la Figure 5.22.

Une fois ces valeurs connues, il est alors possible de post-traiter les 6 solutions PGD p% des
problémes locaux pour déterminer les différents termes des matrices I et L du probleme (5.12).
Une fois le flux F,; connu, I'erreur en relation de comportement peut-étre estimée.
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FIGURE 5.22 - Identification des parametres «, X3, J5, X4, ¥4 €t z4 pour chaque élément E du
domaine discret Qj, de I'Exemple 8.

La Figure 5.23 compare cette estimation a celle obtenue par la méthode EET. Globalement,
I'ERC est estimée a EENT = 2,869 ] par la méthode EET et EXNT-PGD = 2,667 ] par la HFT-PGD.
Cependant, 12 oi1 la méthode EET a mis 624,27 s, la méthode HFT-PGD a nécessité 219,04 s de
temps de calcul sur la méme machine, un gain de temps de 2,85.

Les résultats de la Figure 5.23 ont été obtenus en utilisant une solution locale PGD composée
de 20 modes. L'influence du nombre de modes sur I'’estimation de I'erreur a été représentée sur
la Figure 5.24. Par rapport a I'élément Tri3, plus de modes PGD sont nécessaires pour dans un
premier temps atteindre une erreur estimée équivalente a celle déterminée par la méthode EET,
avant d’améliorer cette estimation. La raison de cette augmentation réside dans la complexité
accrue du modéle associée a I’élément Tet4.

5 Conclusion

Lapproche proposée dans ces méthodes de reconstruction de champ admissible EET-PGD
ou d’estimation d’erreur HFT-PGD, repose sur 'utilisation d'une solution PGD élémentaire, sto-
ckée sous forme d’abaques virtuels [Ladeveze, 2013]. Calculées une fois pour toutes en temps
masqué, ces solutions PGD permettent d’accélérer la construction de champ admissible et/ou
I'estimation de I'erreur. Sur nos exemples, la méthode HFT-PGD présente un gain vis-a-vis du
temps requis pour calculer la solution EF uy, (voir la Figure 5.25) pouvant atteindre un facteur
20 sur le cas 2D Exemple 7.

Bien que les problémes élémentaires PGD présentent une certaine difficulté d’implémenta-
tion, cette étape n'est a faire qu'une seule fois. Une telle solution peut étre vue comme un fichier
de données distribué. Rajouter de nouveaux éléments reviendrait a récupérer un fichier, par
exemple sous la forme d'un plugin.

3. Temps CPU d’'un code Matlab sans parallélisation sur un Mac Intel Core i5 2.4GHz avec 8Go de RAM.
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FIGURE 5.23 - Erreur locale estimée par la EET (gauche) a comparer a celle estimée par la HFT-
PGD (droite) sur 'Exemple 8. Les erreurs locales ont été normées par la surface
de chaque élément. Seule la moitié des éléments ont été représentés.
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FIGURE 5.24 - Erreur en relation de comportement globale estimée par les différentes tech-
niques sur I'exemple Exemple 8 en fonction du nombre de modes PGD utilisés
dans les problémes locaux p%.

Une telle approche permettrait une démocratisation de la vérification par I'ERC de solutions
EF dans I'industrie, ou le calcul fortement parallele est absent voire financiéerement inacces-
sible. Il ne reste plus qu’a construire une approximation PGD pour chaque type d’éléments finis
linéaire, ainsi que de degré supérieur. La seule limite réside dans le nombre de parametres géo-
meétriques a prendre en compte qui influe fortement le temps de calcul nécessaire pour obtenir
une solution PGD de qualité.
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FIGURE 5.25 — Gain obtenu par les différentes stratégies HFT pour estimer 'ERC vis-a-vis d'une
résolution MEF sur les mémes maillages, pour 'Exemple 7.
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Conclusion

Les travaux effectués durant cette these ont porté sur la vérification de solutions Proper Ge-
neralized Decomposition (PGD), une technique de réduction de modele. Malgré la variété des
domaines auxquels cette famille de méthodes s’applique, elle dépend d'un algorithme d’enri-
chissement itératif piloté par un indicateur d’erreur de réduction. L'indicateur en résidu fré-
quemment employé est peu efficace a ce sujet et est un frein a 'emploi de ces méthodes.

Dans un premier temps, un outil de vérification de solutions PGD a été proposé. Bati sur le
post-traitement de cette solution, il permet de prendre en compte toutes les sources d’erreurs,
a I'exclusion seule des erreurs dites additionnelles *. Lavantage principal de cette méthode ré-
side dans la réutilisation des outils d’estimation d’erreur employés dans le cadre éléments fi-
nis. Aussi, les propriétés mathématiques proposées par ces estimateurs sont conservées, no-
tamment 'aspect garanti et précis de I'estimation d’erreur en relation de comportement, a la
fois globalement ainsi que localement a travers des quantités d’intérét. La capacité a séparer les
différentes sources d’erreurs a permis de proposer des stratégies adaptatives pour piloter I'al-
gorithme PGD. Lextension de cet outil au cadre de la séparation des variables spatiales montre
également la robustesse de cette méthode a d’autres formes de séparation de variables, base de
la PGD.

Dans un second temps, plutdt que de post-traiter la solution PGD pour piloter le calcul du
mode suivant, on a proposé une nouvelle stratégie PGD pilotée en son sein par l'indicateur
d’erreur en relation de comportement. Appliquée a un probléeme de thermique instationnaire,
cette stratégie a montré des performances intéressantes en comparaison avec d’autres straté-
gies PGD : minimiser une fonctionnelle qui a du sens physique pour le calcul des modes PGD
est plus robuste que de minimiser une fonctionnelle quelconque, notamment pour des pro-
blemes complexes. Le champ dual étant équilibré au sens des éléments finis, I'étape de post-
traitement décrite au paragraphe précédent n'est alors plus nécessaire. Les outils d’estimation
d’erreur peuvent alors étre immédiatement employés.

Finalement, ces travaux ont abouti a une application concréte de la PGD pour accélérer un
des outils de construction de champs admissibles, employé pour vérifier des solutions éléments
finis. En effet, ce type de méthode s’appuie sur la résolution de nombreux petits problémes lo-
caux a I’échelle de I'élément fini. Ces petits problémes ont été remplacés par le post-traitement
d’'un abaque virtuel PGD. Cette idée a permis de proposer une autre méthode de construction
de champs admissibles, nécessaires a ’estimation d’erreur en relation de comportement, en
s’affranchissant de I'étape locale précédente. Ceci illustre le potentiel offert par la réduction de
modele, notamment la PGD.

Pour finir, ces travaux ouvrent une voie a la certification des solutions PGD grace a d’autres
solutions PGD vues comme des abaques virtuels dans les méthodes d’estimation d’erreur em-
ployées.

Dans le prolongement de ce travail, plusieurs perspectives sont envisageables :

4. définie a la page 33, elle comporte les erreurs de représentation du maillage et des conditions aux limites, et du
traitement numérique du probleme discrétisé
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— Ftendre la vérification de solutions PGD séparées spatialement du Chapitre 3 a une sépa-

ration du domaine spatial sous la forme d'un produit d'un domaine 2D avec un domaine
1D.

— Adapter la stratégie Minimal CRE PGD (CRE-PGD), introduite au Chapitre 4, aux quantités

d’intérét ou1 la minimisation serait faite sur la fonctionnelle E, j. xE, 4.

Etendre la vérification aux problémes non-linéaires a travers I'erreur en relation de com-
portement modifiée appliquée a une solution PGD découlant par exemple de la méthode
Large Time Increment Method (LaTIn).

— Adapter I'estimation d’erreur aux autres formes de décomposition a variables séparées,
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jusqu’a envisager la possibilité de trouver la forme la plus adaptée [Ehrlacher et Lombardi,
2016] au probléme traité :

m m D ¢
u= Z Z (lil.l.iD®(pig’
i1=1 ip=1 =1

avec (pf[ les fonctions de la base canonique associées a la dimension £ et a € R un ten-
seur contenant les composantes a;, . ;, de 'approximation du produit tensoriel complet
sur la base canonique.

A plus court terme, valider 'ensemble des résultats présentés dans ce mémoire en ap-
pliquant les méthodes décrites a d’autres cas plus réalistes, voire industriels, notamment
dans le domaine de I'élasticité.



Annexe A

Pseudo-probleme aux valeurs propres

On introduit tout d’abord les produits scalaires et normes associées dont on aura besoin dans
cette partie (ces choix ne sont qu’'indicatifs, d’autres produits scalaires et normes sont bien stir
envisageables) pour les fonctions u et v dans U/ o TP :

<u,v>g=fﬂuvdﬂ ;o lvlle = v{v,v)a

<u,v>z=f1uvdt ;o lvllz=v<vv)z

Vie[1;N] <u,v>@i=f®iuvdpi i llvlle, = 4/(v, e,

<<<u,v>>>=fffuvdﬂdtdg ;o vl = v &v, o) (A.1)
0JITJOQ

Une propriété importante de ce produit scalaire (A.1) choisi suri/*“® T @ P, appelee propriété

de séparation, est que pour tout (wl,qu,)\l,)\g,rl,Fg) € L{“d x T?xP?, avec rj= H Yj,n, ON ait :

N
T2l = (Wi, wa)g A2z [ ] (YumYzn)e, (A.2)
n=1

Lorsque la solution exacte u est connue, la représentation séparée optimale de u est définie
comme la représentation séparée minimisant la distance a u (au sens d'une certaine norme). La
représentation optimale Proper Orthogonal Decomposition (POD) u,, d’ordre m vérifie :

2

(y,A,T) = argmin

m—1
u-— Z Ipi)\,'ri — \]J*)\*r*
w*’)\*,r* l:1

Lorsque le produit scalaire {e,o)) associé a || e[| satisfait la propriété de séparation (A.2), ce
probléme de minimisation méne classiquement au pseudo-probleme aux valeurs propres (A.3)
qui définit la fonction d’espace y [Berkooz, 1992].

G(v)=0ow (A.3)

De méme on obtient des pseudo-probléemes aux valeurs propres qui définissent les fonctions
du temps A et des parameétres Y, pour n € [1;N].

115



Démonstration. Soit le probleme de minimisation suivant (pour les bienfaits de la démonstra-
tion, on se limite a une fonction v dépendant de deux parametres v(x,t) : @ =) :

. 2
min || v — WA
S LR
Lidentité remarquable suivante couplée a la propriété de séparation donne la relation (A.5) :

llo=wAll* = on? + flwA]|* -2 vwa)) (A4)
= (0,00 + (W) ANz =2 ((BwA)) (A5)

On écrit alors la stationnarité de (A.5) par rapporta y :
20 Y ANz -2 ((ny AN =0 v €U
En remarquant que ({ v,y *A)) = ((v,W*A)7,1), = (A z,¥*),, onadonc:

(IMEy = (w7 w* ), =0 Yy*ey™

On obtient alors finalement :

v,z
o= (A.6)
vl =3
De méme pour A :
A = <U’W29 A7)
2,

Ainsi, en substituant I'expression de A donnée par (A.7) dans I'expression de W donnée par (A.6),
on trouve :
< v (L) g >
g /1

‘ (AN 2
iz Il 7

que I'on peut faire apparaitre comme un pseudo-probléme aux valeurs propres :

1
A v w)alaw = (v (vw)g), (A.8)
iz .
] 5 ] o

m-1
En posant alors v = u— 3 y;A; pour tout entier positif m, les relations précédentes sont

i=1
i—1
u= Y WikjA;
j=1

valides pour tout couple (y;,A;) :

Wi(x) = W L vieN® (A.9a)
i
i—1
u- §IWj)\j’wi
A() = Ca 2 yieN: (A.9b)
lwill3
1 i—-1 2
o;= > (=2 Wik VieN? (A.9¢)
il |\° = ol
O
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RemarqueA.1. Les fonctions y; € /%? et A; € T définies plus haut sont orthogonales vis-a-vis
des produits scalaires utilisés.

Démonstration. Montrons par récurrence que les fonctions spatiales y; sont orthogonales
deux a deux, ie <xpp,xpk>g = 0 pour tous les couples (p,k) e N7, avec p # k.

— Soitp=2:
(Wor)g = ((u- wlﬁj; )2 W1)g expression de w
||)\ B 2 (({wW1)g A2)r = (WLW1)g AiA2)1) (linéarité du ps ')
- @ ((MllwiligAz)z = Iwilig AiA2)7) (expression de A1)
-0

— Soit p > 2. On suppose que <Wi’\lfj>g = 0 pour tous couples (i,) € [1; p — 1]% avec i # j.
Soit k < p. Montrons que (W, W), =0:

1 1
<Wp,Wk>sz<< ZW])\]»AP> I.Vk>
piz T Q

- ||A1|I2 (<<u_ i Wik 'W>'A’7>_<<Wk)\k’)\”>z'Wk)Q ) << 3 v >W >J
pitT Jj=1 Q s Jj=k+1 T

-1

= Ml Ap) 7 = 1Welig (A p) s = Z AjAp)z (WiWi)g
”)\P”I j=k+1 N———

1

=0
=0

Par conséquent, les fonctions spatiales y; sont orthogonales deux a deux. Par un raisonne-
ment identique, on peut montrer que les fonctions temporelles A; sont orthogonales deux a
deux. Ainsi les couples (w;,A;) vérifient :

<u’Ai>Z <u)Wi>Q
- =5 Oi= : VieN:
T T ey ”%”2 [Kwwialz
O
On aalors || w;A:]| = lwillaliA;liz = /o7 etlerreur de troncature vérifie :
m 2

lim flu— wiki|| = lim |ful’®- Zo, = lim Y 0,0

e i=1 i=1 Xi=m+1

Démonstration. Soit us = Z‘i’il Y;A;. Montrons tout d’abord que ||z — ug 1% = 0. De par la nature
meéme de la norme |||, il vient :

Mz — wghl® = Mael? + Mzesl? = 2 ey s (A.10)

1. ps: produit scalaire
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Explicitons les différents termes :
Muell® = ((ulx,0,u(x,0)7,1), = (Kx,2),1)q

ol1'on a introduit la fonction noyau K continue ? symétrique ® de type positif? associée a 1'opé-
rateur intégral G(y) = (K(x,x"),w(x")). D’apres le Théoreme 1 dit de Mercer, la fonction noyau K
admet alors la représentation suivante :

K(x,x") Z Wi (Wi (x)

ol Y; et y; sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres de G(y).

De cette propriété vérifiée par la fonction noyau K, les termes u, us) et || us II? se réécrivent :

0,Vi
Ku,ush = ( ( ulx, 1), Z (', )wz(x D yi(x)) 1 (expression des A;)
i lwillg o /7
= Z (((ulx,0,ux,0) 7, wi (X)) g wi(0), (permutation des ps)

qu2

I
—

”2 ((K@x)wix)) o Wi (),

5 <<Z VRVHEII U (x) Yi(x )> »Wi(£)> (théoreme de Mercer)
Q Q

S 1
= <Z U]W](x)<1lf](x)Wl(x)>Q’Wl(x)>
[ J Q

i
s
S

1
Iwillg

I
18

51 (Wi (), Wi (X)) o (Wi (1), W (1), (orthogonalité)

~
Il
—

I
P18

= <Z uiwi(z)wi@,l>
o \i=l Q

),1)q (théoreme de Mercer)

MW (X), Wz(x)>

1
A~
fag
= L
|&

18

2 _
sl =

/\

(

(u(x,0),y;(x)) o (u(x',0),y;x))
12 QWL', Z ] ]2 Q j ,1
< wald) =T o /s

I
18
18

E (Wi W) o ((ulx,,wi(0) o (u,0,v;(x))g,1),

i=1j=1 W

- ||q; ||2 <<<u(x 0,ulx', t)>I’W’(x)>QrWz(X)>Q (orthogonalité)
i=1 i
S 1

= L g, (KEDWi@)g vil@))g

= 1 ¢ <<Z SRS (El)'w"(zl)> »Wi(£)> (théoreme de Mercer)

= Z (yi@wix)wi(x )>Q,\Ul(x) <Z MW (X), w,(x)> (orthogonalité)

2
IIWl o Q

2. puisque uc U e T
3. par la symétrie du produit dans 'intégrale sur Q
4. car pour y € U < L2(Q), (G(y), W), =0 |||w|||§2 =0 car ¢ = 0 (voir (A.8) et [Chatterji, 1998, page 411])
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=(Kx,x0,1)q (théoreme de Mercer)

Par conséquent, en combinant les différentes relations précédemment obtenues avec la rela-
tion (A.10), il vient :

|||u—us|||2=0 = u-u;=0 = u=u; VY(x1)eQxZ

Lerreur de troncature vérifie ainsi :

2

lim =lu-ugl>=0
— (2 =

m—oo

m
U=y Wik
i-1

En remarquant que (((1,W;A; ) = (Aillwill5,A) = IwillglIA: 115 = llwi:||? grace aux formes
de y; et A;, 'orthogonalité des fonctions spatiales w; et temporelles A; conduit a la relation :

et — ushi? = Nl + i (Ihwirill® =2 @uwiri ) = i - i llwiki|l?

Et comme ({1, WA ) = Wil {w,wi)q 131wl = 0, Uerreur de troncature vérifie bien la
relation :

2

o0
=lim ) 0;=0 (car u = uy)
m—oo .
i=m+1

lim
m—o0

m
uU—y Wik
i-1

= lim
m—o0

, &
lull® =3 o;
i=1

O

Théoreme 1 (Mercer). SoitK un noyau continu symétrique de type positif sur un espace compact
X . Alors les valeurs propres de Tx sont des réels positifs ou nuls et il existe une base hilbertienne
(e;); de L?(X) constituée de fonctions propres pour Tx. Les fonctions propres correspondant aux
valeurs propres non nulles sont continues surX etK s'écrit :

K(s,) =) pjej(s) e
j=1

ot la convergence est absolue et uniforme surX et l'opérateur Tx est défini par :
[Txe] () ZfXK(x,S)tP(S) ds

Pour la démonstration de ce théoréme, le lecteur pourra se référer a [Chatterji, 1998, page 406].
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Annexe B

SVD selon la norme énergétique

Soit une solution discrete up(x,t) obtenue par Méthode des Eléments Finis (MEF) en intro-
duisant les espaces d’approximation Z/{;l”’l €U et Ty, € T respectivement de dimension N et
N;. Une telle solution peut étre représentée sous une forme matricielle formée par N, xN; va-
leurs discreétes réelles :

uh(XI,tl) uh(xlytZ) uh(xI)tNt)
up(xz, 1) up(x2,t) -+ uplx,IN,)
up(xN,,t) w0 Up(xXN,,IN,)

En physique, la norme énergétique | - [l;;«« est la norme naturelle pour mesurer I'erreur entre
deux champs de déplacements, 'un inconnu u,y, et I'autre approximé u;. On introduit alors le
produit scalaire énergétique {e,o0);,.« qui vérifie la propriété de séparation de variables :

ut, My = /U0, WD gt /U0, W Dggea ) (B.12)
(u(z,t),wq,t»T:f u(x,Hw(x,r)de (B.1b)
A
(u(x, ), w(x,0)),;ad :/ yu(z,t)%yw(g,t) dQ (B.1c)
Q

Les produits scalaires discrétisés (,0); qa €t (e,0) 7, s’écrivent
h
(U, W)y yaa = uT|]<w, (u,w)g, = uMw?
h

oit! K e RN: (resp. M€ IRNi) est la matrice de rigidité éléments finis spatiale (resp. la matrice de
masse éléments finis en temps) et (u,w) € RN~N: Jes solutions éléments finis. Par une factorisa-
tion de Cholesky, le produit scalaire (e,o);,«« se ramene au produit scalaire euclidien :

= |V, = ],

Gréce a la transformation (B.2), une décomposition en valeurs singulieres (SVD) selon la
norme énergétique de la matrice U se rameéne a déterminer la décomposition SVD classique
de la matrice U = vKUVM. En posant U = WYV, on construit alors la décomposition U = AT
ol {J contient les fonctions spatiales y;, et A contient les fonctions temporelles A; vérifiant :

b=vK W //\=>Z(\/M_[1)T\\/ (B.3)

1. ici, VI représente la matrice adjointe de V.
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Démonstration. La SVD de toute matrice U = WY VT vérifie les propriétés suivantes :
VU =wa?w Utu = va2vi

On applique la SVD 2 la matrice U = AT, en remarquant que les matrices { et A forment une
base orthogonale (T = Tet AAT=1):

mum(\/mm)* — VKUUNVE = VRV = 2wt
(\/Rtu\/ﬂf VKUV = VI UTUVH = VA ATAVY = Va2V

On identifie alors les matrices () et A vérifiant les relations (B.3). O

Remarque B.1. Les fonctions de la décomposition a variables séparées y; € Z/{;fd (resp. A; €
Tr) sont alors orthogonales selon le produit scalaire <.,°>u;:zd (resp. (e,0)7;).

Remarque B.2. Par le méme principe, ceci se généralise aisément a la décomposition en va-
leurs singulieres d’ordre supérieur (HOSVD).
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Annexe C

Modeles PGD géométriquement
paramétrés

Loptimisation de forme consiste simplement a introduire des parametres de variation de
géométrie dans le modele. Récemment [Ammar et al., 2014, Zlotnik et al., 2015b], la réduction
de modele PGD a été étendue aux variations de géométrie pour des problemes thermiques, puis
des problemes élastiques [Courard ef al., 2016].

Trois méthodes existent pour prendre en compte les variations de géométrie dans le cadre de
laPGD:

— La premiere (Figure C.1a) consiste a paramétrer la rigidité d’'une structure de référence
englobant toutes les configurations géométriques possibles [Courard, 2016]. A cette struc-
ture, deux domaines sont identifiés : (i) une partie dure correspondant a la structure asso-
ciée a un jeu des parametres géométriques de I'étude; (ii) une partie molle pour ignorer le
reste de la géométrie de référence;

— Laseconde (Figure C.1b) est basée sur des domaines fictifs, ot le systeme d’équations ini-
tial donné dans un domaine a géométrie complexe est transformé en un systeme d’équa-
tions semblable, écrit dans un domaine a géométrie plus simple et discrétisé par un maill-
age structuré [Canuto et Kozubek, 2007, Nouy et al., 2011];

— Latroisieme (Figure C.1c) redéfinit chaque probleme associé a un jeu de parametres géo-
métriques a une structure de référence unique, par des transformations géométriques
[Ammar et al., 2014].

! Wy,
N a
N
~
~
~

(a) par domaine de référence (b) par domaines fictifs (c) par transformations géométriques
englobant

FIGURE C.1 - Imposition des parameétres géométriques dans la méthode PGD
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C’est cette derniere méthode qui sera développée dans la suite sur'Exemple 9, o1]’on cherche
a optimiser la forme des ailettes par un post-traitement d’'une solution réduite PGD.

» Exemple 9 (Radiateur de refroidissement)

Soit le probleme de diffusion thermique stationnaire d’'un radiateur de refroidissement com-
posé de N = 5 ailettes dont 'encombrement global est donné (L x H), représenté sur la Fi-
gure C.2. Un apport de chaleur r, est fourni a 'extrémité basse du domaine 9;,Q avec un
échange de chaleur par convection r; sur la partie haute 0,Q tel que r; = h.u, ou u est le
champ de température inconnu.

kQ
TN T T T INL T
ry 02
FIGURE C.2 - Domaine d’étude (droite) composé de 5 cellules (gauche) représentées avec o =
0,2etp=0,7

Pour les valeurs numériques, on prendra L =10 m,H = % m, k=100 Wm'K!, h = 10 Wm2K"!
et rp, =4,510° Wm-'.

1 Domaine de référence par transformations géométriques

On introduit deux parametres o et  définissant 'ouverture des ailettes. Le domaine d’étude
(Figure C.2) est une succession de cellules paramétrées dont on cherche la meilleure configura-
tion vis-a-vis d'un critere de conception.

La formulation variationnelle associée a ce probleme consiste a trouver u(x,a,p) € U tel
que:

fkyu-yvd£2+ hude:f rpvdS YvelUd (C.1)
Q

0,Q2

0,Q

i' H i ||
KO

)
FIGURE C.3 - Domaine de référence (droite) et cellule de référence associée (gauche)

La prise en compte des parametres géométriques consiste a se ramener a un domaine de
référence Q sur lequel on va faire les calculs. Par un changement de variable, on raméne le calcul
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2L \ — ™ H >
(3+a)befz |- 2/
(83— a)le/2 |- ~ = BH |- a B
8 L. . ’ N = o
(1+a)lef2 | .
(1 —a)lefa |- =7 = /[
0 ’,1 [ L 0 ‘
0 Le  3Le [, 5Le  TLe2[ 0 el H
1 1 © 71 2
T y
(a) Transformation en x pour a = 0,2 (b) Transformation en y pour § =0,7

FIGURE C.4 - Relations entre Q et Q représenté pour a = 0.2 et f = 0.7
des intégrales du domaine Q au domaine Q. La formulation variationnelle (C.1) se réécrit alors
sur le domaine Q en introduisant le Jacobien de la transformation J tel que :

kaQTqu Jo' Vs UIJJQIdQ+f huv|JatQ|dQ=f7rbu|JlabQ|ds VvelUd
0,Q 0pQ2

t

S ) ~ v
'

b(u, v) c(u,v) IE;J)

Représenté sur la Figure C.3, ce domaine de référence est]'image du domaine réel pour un jeu
de parametres fixés. Des combinaisons de transformations géométriques simples, telles que des
homothéties, des dilatations, des transvections voire des déformations triangulaires permettent
d’identifier des relations entre les domaines Q et Q a travers des super-éléments, notés Q;. De
ces relations, on détermine des expressions analytiques des matrices jacobiennes.

2 Matériau équivalent associé

Le probléeme variationnel défini sur la structure de référence vérifie ainsi une écriture iden-
tique a I'écriture initiale (C.1) o1 (i) le domaine Q est remplacé par le domaine de référence Q;
(ii) ' opérateur k par la matrice de diffusion équivalente K¢ ; (iii) 'opérateur h par le coefficient
de convection équivalent Hy; (iv) et le chargement rj;, par un chargement équivalent Ry, :

ﬁKoyu-yde+ 7Houde:f7vadQ Vveld? (C.2)
Q 0,Q 0,Q

Le coefficient de convection Hy et la matrice de diffusion Ko vérifient ! :
11T _
Ko=klJal[J5'] Jo' Ho=h|ds,a] Rp=rp|Js0l (C.3)

Dans le cas de 'Exemple 9, en introduisant 'opérateur d’indication ?, le coefficient de convec-
tion Hy et la matrice de diffusion K, vérifient une écriture a variables séparées de la forme :

Ko_ﬁ I 0, 00771—61077

7 - 1_ 0 O Q]UQ4 + ﬁ 0 1 Q]UQ4 0 0 Qzuﬂs
l1-af0 O Bl1 o 0 0

*17g oty oty Son

1-p [0 1 2V o [0 0 s B0 1 3

1. en utilisant la relation entre produit scalaire et vectoriel : u- v = uT v

" |1 sixeQ;
2. loperateurdlndlcatlon.ESQi(x) —{ 0 sinon
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FIGURE C.5 - Maillage du domaine de référence Q

P 1°* mode 2¢ mode 3¢ mode
0.1
0
—5-1072
0.8 0.8 0.8
0.6 [- 1 0.6 1 0.6 8
~ 041 - 0.47/7 041 .
0.2 1 0.2} 1 0.2 s
0 ‘ 8 0 ‘ 8 0 ‘ s
0 « 1 0 « 1 0 Q 1
106 104 104
3[ N 5 n 3| |
2.5 s 251 |
= ol |
21 - 21 s
| | 1.5L \ =
0 B 1 0 Ié; 1 0 B 1

FIGURE C.6 - Les 3¢ modes PGD de I'Exemple 9 : fonctions spatiales y; (haut), en parametres
A; (centre) et y; (bas) pour i = 1,2,3 (de gauche a droite).

%:2(1—5)5— ——+2(1-) &

a;QIUatﬂs'y +2(x GatQS’

6[(22 Ua;Q5‘x

Le probléme ainsi formulé (C.2) revient a un probléme ou la dépendance sur les parametres
géomeétriques est transférée aux coefficients matériaux et de chargement équivalents vérifiant
I'hypothése de séparation des variables. La construction du modele réduit PGD qui en découle
est alors peu différente du cas général a parametres matériaux présenté au Chapitre 1.

La Figure C.6 représente les trois premiers modes PGD obtenus sur une discrétisation du do-
maine de référence (voir Figure C.5), dont des évaluations pour certains jeux de parametres sont
données sur la Figure C.7.

Remarque C.1. Dans le cadre élastique, la relation (C.3) n’est pas immédiate. L'opérateur de
déformation ¢(u) ne vérifie pas une relation simple comme en thermique sur 'opérateur Vu
vis-a-vis de la matrice Jacobienne J, mais la relation :
1 Ty _ L( -1 T -1
(E(E) = E (VQ£+ Vaou ) = E (\Dﬁ Vaﬂ-ﬁ- Wﬁﬂ \ﬂﬁ ) # AV@E
La solution, consiste a se ramener une formulation variationnelle élastique sur Vzu en cas-
sant la symétrie de 'opérateur e(u), symétrie garantie par le tenseur de Hooke équivalent /Cy
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grace a 'utilisation de la notation de Voigt, de la forme :

fﬁvﬁy: Ko:VgudQ=1@) VveUd

a=0.9

a=0.1 10
. 2.9
IREENE | [ ]| [}
Q.
-1042
. Y .
i 4.1

FIGURE C.7 - Evaluation de la solution PGD pour différentes configurations des ailettes

0.1

3 Evaluation des erreurs en relation de comportement

Suivant le méme raisonnement, on réécrit I'Erreur en Relation de Comportement (ERC) sur
le domaine de référence Q grace aux transformations géométriques, conduisant a définir deux
nouveaux coefficients matériaux Sq et C tel que :

1
Erc(@1) :fQE (- kVu)-(g-kVu)dQ

:/_So_qg_d9+[_2u[K()ZudQ—Zf__q(DoyudQ
Q Q Q

ou Sy =k~ [Jql et Co = Jal 5"

Dans le cas de 'Exemple 9, ces ccefficients vérifient également une écriture a variables sépa-
rées de la forme::

4

S0= = | (1= 01 -1, 5, + (1 - c0Pdg, i, + BB, |
Co 1 0 0 0
0 1

725[0 0 0 1

8a,ua,0a,ua, T (1—B) S, vy 1|0

0
0 QZUQS

1
0

§1U§3U54 + (1 - (x)

A partir de cette écriture, 'estimation de I'ERC s’effectue de la méme maniere que pour des
solutions PGD a parameétres matériaux. Les différentes erreurs totale, de réduction et de discré-
tisation qui en découlent dépendent alors des parameétres géométriques a et f.

Remarque C.2. La démarche de post-traitement d'une solution PGD décrite au Chapitre 2,
pour reconstruire un champ dual équilibré au sens des éléments finis, ne change pas. Basé sur
une réécriture du probleme spatial PGD issu du probleme (C.2), I’ensemble des opérateurs est
déja défini sur le domaine de référence Q.

Remarque C.3. Ladaptation de la stratégie PGD introduite au Chapitre 4 aux parametres
géométriques n’est pas immeédiate, car elle nécessite 'introduction de coefficients matériaux
équivalents supplémentaires.
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4 Conclusion

En résumé, la prise en compte de parametres géométriques dans la formulation variation-
nelle se traduit par 'introduction de coefficients matériaux équivalents sur une géométrie fixe
dite géométrie référence. Bien que ces coefficients n’aient pas de sens physique, la démarche
de calcul d’'une solution PGD et d’estimation d’erreur ne change pas par rapport au cas clas-
sique de parametres uniquement matériaux.
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Résumé : De nombreux probléemes de mé-
canique des structures nécessitent la réso-
lution de plusieurs problemes numériques
semblables. Une approche itérative de type
réduction de modele, la Proper Generalized
Decomposition (PGD), permet de déterminer
I’ensemble des solutions en une fois, par l'in-
troduction de parameétres supplémentaires.
Cependant, un frein majeur a son utilisation
dans le monde industriel est I’absence d’esti-
mateur d’erreur robuste permettant de mesu-
rer la qualité des solutions obtenues.

Lapproche retenue s’appuie sur le concept
d’erreur en relation de comportement. Cette
méthode consiste a construire des champs
admissibles, assurant ainsi 1'aspect conser-
vatif et garanti de l'estimation de l'erreur
en réutilisant le maximum d’outils employés
dans le cadre éléments finis. La possibi-
lité de quantifier 'importance des différentes

sources d’erreur (réduction et discrétisation)
permet de plus de piloter les principales stra-
tégies de résolution PGD.

Deux stratégies ont été proposées dans ces
travaux. La premiére s’est principalement li-
mitée a post-traiter une solution PGD pour
construire une estimation de l'erreur com-
mise, de facon non intrusive pour les codes
PGD existants. La seconde consiste en une
nouvelle stratégie PGD fournissant une ap-
proximation améliorée couplée a une estima-
tion de I'erreur commise. Les diverses études
comparatives sont menées dans le cadre des
problémes linéaires thermiques et en élasti-
cité.

Ces travaux ont également permis d’optimi-
ser les méthodes de construction de champs
admissibles en substituant la résolution de
nombreux problemes semblables par une so-
lution PGD, exploitée comme un abaque.

Title: Error control for and with PGD reduced models
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Abstract: Many structural mechanics prob-
lems require the resolution of several simi-
lar numerical problems. An iterative model
reduction approach, the Proper Generalized
Decomposition (PGD), enables the control of
the main solutions at once, by the introduc-
tion of additional parameters. However, a ma-
jor drawback to its use in the industrial world
is the absence of a robust error estimator to
measure the quality of the solutions obtained.
The approach used is based on the concept of
constitutive relation error. This method con-
sists in constructing admissible fields, thus
ensuring the conservative and guaranteed as-
pect of the estimation of the error by reusing
the maximum number of tools used in the fi-
nite elements framework. The ability to quan-
tify the importance of the different sources of

error (reduction and discretization) allows to
control the main strategies of PGD resolution.
Two strategies have been proposed in this
work. The first was limited to post-processing
a PGD solution to construct an estimate of
the error committed, in a non-intrusively way
for existing PGD codes. The second consists
of a new PGD strategy providing an improved
approximation associated with an estimate of
the error committed. The various compara-
tive studies are carried out in the context of
linear thermal and elasticity problems.

This work also allowed us to optimize the ad-
missible fields construction methods by sub-
stituting the resolution of many similar prob-
lems by a PGD solution, exploited as a virtual
chart.
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