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����� 
���������� ����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� �����	�
��	
���	�
� �	���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�����  !
�� 
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"
����� ���  ��������� ���� ��#������ $ ��% � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"
����� ��� 	
��������� ������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&
����' (
������� �)* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� +�����������
� 
, ��� )��� �-�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� .���	���� 
, ��� ������������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� )��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� 	
���������� /����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� 0� 	
�����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �/����1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
����� ��� 	1	�
��
� ,��2/��	1 ��������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"
����� *�������
� ������
� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"
����� (/����	�� ���������
� ��� 
���� 
, ��� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � '3
����� 4��� ��#������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
����� ��
	5 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�

��� 
������
� �
 
���� 	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�
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��� �
��� ��� ������� 	
�����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '&
��� ���� 	���6 � �
���
�����7 	�
/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3

����� +������ 	
�����
�� ��� ��1��	�� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
����� ���/��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "3
����� ��� ��7/��� �
����/� ���/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�

��� +�8/��	� 
, ��� ��7��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""
����� ���/����
� ���/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""
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� ������� �	 
�������
��

����� ��� ����	
�����	 ����

����� ��� ��� �	�� 
����� 	������ �� �������� ������� ���� ��� ��� ���������� ������ ������
��� ���� ������ �	� ���� �	�� �
	
����  ������ ��� 	� �������� ����� 103 �������� ��� �����
����������� ��� ���� �� ��	��	�� ������� 	! ��� ���� ����� �� 	�������� "�� ��� ����������
����! ���	 �	����� �	���� ���� ��� ����	�� 	!��� ��
��� ����#����� ����� ����	����� ��	������
	! �	�� ������ ��� �������� ��������� �	�����	�� !	� ���� !	�����	�� "�� �	�� $�	�����$
%������ ��� &���	���� �	��� �� ��� &2 !	�� �� 10 − 20 '� ��� ����������� 	! ��� �	����
(��	��� &���	��� �� ����� ���� �	��	���� �∼)*+ �� ������ ���� ��	 �	�� � ���� ������ 	!
	���� �������� ,��
�	�� ��������	�� 	! ����� ��
� !	���� ���
��� ������� �� ������ !���	� ���
��
� ������� ���� �� ����� ��
��	������ ���� ��������� ��� ���� "�� ���	�� �	�� ��������
������� �� �	����� �	��� �� &���� �∼-.+�� /���� �	������ ���� �� 0/� 1&3 	� &0/

+�
��� ������� �� !�� 	��� ������� ��� ��� �	�������� � ���	� �	� �� ���� !	�����	� �� �� ��
�������� �� !������ �����	���

����� ������
� �� � ���
� ��	� � ����	�

"�� �������� �	��	� 	! ��� ��� ������ ��� �	����� �	�� ��� ��� !������2 !�	� ������ �����
���������� �������	�� ������� 	
������� ����	�� ���� ����� ����� ���� ��������� ���	��� !�	�
��� ����	������ �	��� �! � �	�� �� ���
�����	��� �������� �� �	����� ����� ��� 	�� ������
��� �
������ ���	��� � ����� ������� "�� �������� ������� 	! � ����� �	�� �� ��������� ��
�����	� 3�-�
4���	� �3565� ���!	���� ��� ���� �������� �������	�� 	! 	�#���� ���� !	�����	��  ������

��� ��������� 	! ��� �	��� ��� ������ ���
���� � ������ ������� 	! ��� ��	���� ���� �� ���
���
��� �	���� "�� ���� ������ ��� �� ��
���� ���	 !	�� �������

• �	� 
���	���� �	��� "�� ��� ��� � ����������� 	! 10 ' ������� �� �� ����������� �	 ���
	�� ������ �������	�� �� !���#!�� �	����� ��� ������ 	! ���� ��� ���������� ����! ���� �
������� ��	�� ρ ∼ r−2�

• �	� ���� ����� ����� 7��� ��� ������� ������� ρ = 10−13 � ��−3 �!��� ��
��� ���� 	!
2���� ��� ��� ���	��� 	��%�� �	 ��� 	�� ���2 �	�� ������ �������	�� "�� ����#������
���������	� ��������� ��� ������������ ����� ��	
���� ��	��� ����	�� �	 �	� ��� �	����
��� !	�� �� 	����� �� � %����#����	������ �%�������� ���� ��� ���� ����� ����� "�� �	��
������	�� � �	� ��������� �	�������	� ���� ��� ����������� ����� ��� ��� ���� ���������
�� ��� �������	� 	! ��� ����	������ ������� "�� ���� �	�� ��
� � ������ ������ 	! !�� ����
	! ��� ��� � ���� 	! ∼ 10−2 �� � �8����� �� �� -93:��

• �	� ������ �������� (� ��	�� -999 '� ��� &2 �	����� ����	������ "��� �����!	�����	�
��%����� �� ��	��� 	! ������ ���� �� ��	
���� �� ��� ����������� 	! ��� ���� "�� ������
����	�� ���� ��������� ��� ��� ����� ���� 	! ��� �	�� �	����� 	��	 ����! ���� � &2

�	����� ��� �������� �� ��������� 	��� ���� ∼ 1 � ��−3�

• �	� ������ ����� ����� 7��� 	�� ��	��� &���	��� �������� ��� ��� ������� ��� �	�
��������� �	�������	�� �� �� ��� ������ ����� ����� ���� � ������ 	! ��
��� 1010 �� ��� �
���� 	! 10−3 ���

"��� �
	���	� �� �������;�� �� ��� �������#����������� �	� 	! ����� 3�3� <	� � ���!��� ����
��� �	���	��� ����� γ ������ ���� ����� ���� T ∝ ργ−1�
"�� ���	�� �	�� ��� �� %������ �� � $��	�	����$�  ����� ��� �	�������	�� ����� ��� ���

��
��� ���	� ������ �� �������� ��� ���	� ���� 	! ��� ���� !�	� ��� ����	������ ������� /��#
=	�� ��	������ ���� 	! ������� ������� !�	� ��� �	�� ��
� ���� 	����
��� "��� ����� ����
������ �	������ ���� 3�-�: !	� �	�� ��������

����� ���� 	 
��� �����
������������� ������ ��� ��������� �������� ≈ 1.5× 1013 ��
�
 �� = 
 ����� ���� ≈ 2× 1033 �
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������ ��� ��� ����� ���� ������������ � �������� �� ��� ���������� ��������� �� � �!������
�� � ����������� ����� �!�� �� ����������� �������� ��� �������� ����� ���� ��� �������� ������

����	���
 ���� �� "���� ������ ����	 #�� ��$ �%� ����� ���� ��� ���� �� ������� ��� ���
����� � ��" ������� �� �� �� �����	 &�� �� ��� ��� ����� �������������� ��$ � ���������
'� #�� "��� �� ���� �� ���� ���������� �� ����� �	(	

)��� ��������� ��� ���� ��� ��� ��$� ������ ��� �������� ��� � ���� ���� ��� �� ������
������� ���� 	 #�� ���� ������� ���� ��� ��$� ���� �� ��� �������� ����� ��� '�������
���� ��� �������� ����� �������� �������� !������ ��� ���� ������� �����	 #�� ����� �� �������
�������� � ������*� !�� ��� ������� ����� ����� �� '����� ��� ��������� ������	 #�� �*���
������ �� ������ �������� ���� ���� ��� ��� ��� ����������� �� ��� ����	 #�� ����� ��
�+����!���� !��"��� ������������� ������� ��� ������� ������ !� ����� ��������� � � ��"!���
��� "���� ����� �� �� �����	��	��	 ����	 #�� ������ ���� �� ��� ������ ���� ��� ���
��������� ���� ������� ������� ��� ����� "����� ��� ��$	

����� �����

,��� �� ��� -,. �������� ��������� �������� ���� ��� �����	 /���� ��� ������� �� ����
���� � ������� �������� ���� ��� ��������� !��� �� 0��!��� ,������ �� 1��������	 #����
�%� ��� ���� ���� � ��" ��������� �� � ���������� �� ���� ������� ��� ���� ��������
�!��� �2 �� ��� �� �� ��� �� �,����� 3 4��$�� �56( 	 #��� ��� �� ��� ���� �� ������
���������	 -������ ������ ����� ���� ����� ������ ��� ��������� !� ���������� ���$���	
#��� !����� ���������� ���$� ���� ����������� �!�� �� ��������������� ���� ��� ����������
������ ��� ���" ���� ������	 7���������� ��� ����� ���� ���������� ������ ��$� 8����� ���
���� �� ����� ����� ������ ��$� 4������� �� ����� �������	 #��� ��� ���+�� �� ��� ���!��
"��������� !����� �� ����� ����� �%�� ��� ����� !���$ !��� ������� ������ � �� ���������
����� �� �������� ���������	 )��� ��������� ��$� ���� �*������� ��� �!�������� � ����
��� ��� �� ����$ ��� ������� �� ������ ������� ��9���� �� ������	 #�� �������� 1�.1�
,���%�� ��� '������ ���� !��� "����� ��� �� �!���� ���� �� ������ "��������� ���������
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������ �	
� � ��� �������������� ���� �������� �� ��� ���� ����������� �� ��	 
 �!"

��� ���#����#���� ���������"	 $� �����%����& ��� $'� ��� ���� �������� (�� ��%����& ������ ��
����%� ������������ �� ����� ��� �)�%� �� ��� ����� %�#��� (��# ����� �� ��� ��%������� �*���� +
'����� �,-
. /��� �� ��	 �,-0"	 ��� �������� �( ��� �1���%���� ��� ������2����� �( ����� �� �����
������������ ��� ���� ����������� �� � ���3��#�������� ����� ����������& ���� �� %�#��������
�4������ '5�#� + 67���� �,89. :������ �� ��	 �,-0" ��� �� ��2� ������� �� ��	 �,--"	

����� �����	
����

���� �� ��� ���� ��(��#����� �� ��� �������� �� ����� ���%� �������	 ���� �� 5�� ��� '��%����
;����� <����������� �';<" �� � ���� %��������� ���� (�� ������������	 $� �� � ��%�#�������� �( ���
���%���#������% 5���� �%���� ��� 5����������	 ���# ��� �#���� �( ������ %������ �� ��%� 5���3
������& ��������� %�� ����%� ��� ������%�& ��#��������& ����%��� ������������ ��� %�#�������� �(
��� ��=�%�	

�������� 	
�	�
��� �� ����� ��
�� 6����������� ���� �������� ������� %����%�������%� �(
��� ����� %���� (��# ��� �������� �( ����� ';<	

• ��� ���� ���	
���	��� ��� ���� %�������# �#������ ��� ���������� �( ��(����� ���������
������� � >�� ������� ���?�� �� ��� %����� �r ≤ 500 ��"& 5��� � ������� �( ρ ≈ 10−18 � %#−3	
�� ������ ������& ��� ������� ��%������ �� r−2 �����@ �� ��	 �,,8"& ?����� ��#������� 5���
��� *�����3;���� ���?�� �;���� �,!!. *����� �,!8" ���� #��� ������� �� �	
	�"	

• ��� ��� �����	�� :���#�� �� ��	 ��,,0" (���� ���� ����� %���� ��������� ������� � �����
���� �������� ������ �� �1��& 5��� � ���������� ���� ������������� ������ ����� �( β ≈ 0.02	
��� �� ��#�������� ������ �( ������ R& #��� M & �� ����� ���� �������� �� ������� ����%���
Ω& ��� %��%������� ����� β = R3Ω2

3GM 	 ��� ����%�� ������� ����%��� �( ����� %���� �� ����
Ω ≈ 10−13 ��� �−1	

���� �����	�	�
��� ���� �� ������ ���� ���� ���	���
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• ��� ������	
 ���� ��� ������ �	�
� ��������� �� ��� �����
 ������ ����� ��� ���
����������� �� ��� ��������� ��� ������
� �� �������
 ���� �� ��� ����������� ������
�������� ����� ������� � ����
���  !!"�# $� ���� 
���% ���& ��& '� ����� ������ ��
������� � ������������� 
������ ��� �
���� �#(�#

• ��������
�� )���'�
* ���� ��� �+������ ������ ��� ������ ������'����� ���� �� ��,
��
��& �����'����� �����-��� ��� ��- �� ���'����
� �.��������� ��/��# ���� ���'�����
������ ���� '��� -����& �'����� �� ��� $01 �2���� ��"�� .������ � 3�
*��� ��"��
.������� �� ��# ���(�# ��� ���� �� ��*� 
�� ��� �� �� ������ *� −1% '�� ��-,��
���� 
��� ������ ����& 
������� ��� ��� ����& ���'����� �4������ �� ��# ���"�#

��� �������	
 ���
����	�� ������� ��� 5���� 0������ 6'7�
� �506� ��� 
������ �
,

������ �� ����� 083% -��
� 
�������� �� ��	����� ���� �� ��� ��� ��������� ���
� �2���
� 9��*��� ��"/� :���;  !! �% ���� ��� ������<�� �� ����� �#(#

��� 083 �� ��� ����& ���� �� ��� ��������� ���� 2���� ���� ��
��'�� �� �#�# � � -���
�����+������ '& � ����� '��
* '��& ��
����# $� ��� ��� �������� ������% �� � ����� ����
��� �� ��� ����� 
��� ���� ��� ����� ������� ������# ��� '��������
 ������������ �����
���� 10 . ��� ��� ���� 
��� �� ∼ 70 . ��� ��� ����& ��������# : 506 �� �� 2���� 
���
����% �

������ �� ���������� �������� �� ��% � 
����� � ��� ! �������� �:���; �� ��# ���(�#
6'�����������&% ���& ��� ��� 
����
����<�� '& 
��������� �6 ���=�-#

:� ����� ����% �+��� �������� ��������� � ����� �� ��� '��
*,'��& ��
����% -��� ���
������ �� '��� ��� ��* ��� ��� &���� �������� 
�����'��� �� ��� 083# ��� 
������ �'7�
�

��
������� ��� �� ��� �� �� ��� &���# ��� � � ��� $ ��������# ��� ��������� '��-���
��� ! ��� ��� $ � ���� ���,*��-�% �����& '�
��� �� ������� ��� ��'���� ��������� �� ��� ��*#

$� ��� $$ �'7�
�% ��� �� �� ��� �������� �� '��� �

����� �� ��� �������� �� �� ������
�� ��� ��*# ��� �������� ������ ���� ��� ��* ��� ��� �������� 083 � � ����������� ��
��� '��
* '��& ������ �� '��� ��� ��� ��� ��� ��*% �� ��� ���� ��� ��� ��������# ��� ����
$> ��
���� ���� ����������� 
��
������ ��� ����� ���
���� �� ��� ��*# ��� $$ �������� ���
��� ����� ?����
�� � ����� ���?#

)�����&% ��� $$$ �'7�
�% �� ?9��*,����� � ����� ���?% 
�������� �� �������� �'���
�� ����� ����� ����,�@���
� ����# ���& ��� ��������� '& �� �� ��- �����& ��� ��
*&
��������% '�� ��
� ��� �� ��� ����� ��������� ���� ��� ����������% �� � ��A
��� �� ���'�
����� �����������# B��������&% -��� ��� ��* �� 
��������& ���������� ������� '& ������� ����
��� ��� �� '& ������� ����� �'7�
��% ��� 083 �������� ���� � 
���
�� ������ '��
* '��&#
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��� ������������� 
������ �� ���� 
��� � ��� &������
# 4�����& � � �������� ���
� �� ���

���% '�� ����� ��� ��
����� �'�� �� ������ ��� �� ����� �� �-� -�����# ��� ��� ����� ��
��� �'7�
� 
������� ��� '����
� '��-��� ��� ������������� ��� ��� ������� �����&% ��� �������

������� �� ��������� �� ��� ������� ������ 
���� ������� � ������������� 
������# 9���� -�
��- *��- ���� ��� ��
���� � � '�� ���� 
�����+% ��������� ��������% �������
 ����% ���'����
�
��� ��������� �����& �����% ���� �������� ��� ���� -����& ��� ��� ����� ���� �����+������� ��
������&#
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���� ������� !�� ��������� �� ���"� ���

∂u

∂t
= −1

ρ
∇P −∇Φ, �� ��

ΔΦ = 4πGρ, �� #�

P = ρc2s . �� $�

u� ���������� ��� ����%��� �� ��� ���& ρ ��� ������& P ��� ������� ��������& Φ ��� �������������
��������� �� cs =

√
γP/ρ �� ��� ���� ���� G = 6.67×10−8 %�−3 �−1 �−2 �� ��� �������������

%������� !�� ���� �������� �� ��� ���������� �� ��� ��%�� '�����(� ��� �� ����� ��� �����%�
�� ��� )�� *� ��� %���& �� �����������& u = 0 !�� ��%�� �� ��� +������ �������� ���� ��%�����
��� ������������� ��������� �� � ���%���� �� ��� ������� ����������� �� ���� ,������& ��� ����
�������� �� �� �������� �� ����� ��-.� ���"��� ��� �������� �� ��� ������ �� �� ����������
����� !�� ����%�� ����� �� cs �� ���� %���� �� cs ≈ 0.19 "� �−1 ���� γ = 1 ����� ���
���������� ����� 

/� ��"� ��� �������%� �� �������� �� �� �� �����%� ��� �������� �� ������ ����� ��� �-.
�� ������

c2s∇ ·
(
1

ρ
∇ρ

)
+ΔΦ = 0. �� 0�

!�� 1����%��� �� Φ �� ���� �����%� ���� ��� +������ �������� !�� ���������� ��� �2������
��� � ������%���� ��������% %���& � � 

∇f =
∂f

∂r
er ; ∇ · g =

1

r2
∂

∂r
(r2gr),

��� ��� ���%���� f �� g 3���� ��� ������������ ��������� D = ρ
ρc

�� x = r
√
4πGρc

cs
& ����� ρc

�� ��� ��2���� ������& �� ���

1

x2
d

dx

(
x2

D

dD

dx

)
+D = 0, �� 	�

��
Δ(ln(D)) = −D, �� 
�

���%� �� ���������� �� ������%�� %��������� 4�������� ���� ��� +������ ��������

Δ

(
ln(D) +

Φ

4πGρc

)
= −D +

ρ

ρc
= 0. �� ��

!��������& D ∝ e−Φ 5����%��� ���� �������� ���� �������� �� 	� ����� ��� ������ 1���6����
��������

d2Φ

dx2
+

2

x

dΦ

dx
= e−Φ. �� 7�

!��� �������� ��� �� �������%�� �������� �� ��� ���������� %���& ��� %�� �� ������%���� ����6
����� *� ��%����� � ������ �� ����6������� ���������� ��%���� �� ����� � 0 !�� ����� ������ ��
��� ������ ������ �� )��& ���� ��� ������ �%������ �� r−2 ��� x > 1 

�� ������� ��� ��������� �� ��%� � %��� �� ����� �������� �������������& ������� ��� ����
�� ∂P

∂V & ������ ���	
� �� ����� ���		� ���� ���� ��� ��������� �� ��� %��� ����� �� ���
������������ ����� xmax ,�� xmax > 6.451& ��� %��� �� �������� �� %�������� �� � ����6�������
������ xmax ��%������ �� ��� %������� ���%���& ������� ���� ��� %��� %�� ��� ��%���� ��������� 

����� ���� �	
�	�	�� �	����� �	�	����� �� � ���	�������
���	� ���	����������
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������ ��	
 ������ ������� ������ �� � ������������ �������

��� ����������� ��� �� � ������������ ������� ��� ��� ����� �� ��� ������� �� xmax → ∞� ��
��� �������� ������ ��  �� !�"##$� %���� ������� �����%� ρ(r) ∝ r−2 ��� �� ������� �� ��� ������
&���� ��� ������������ ������ ��� �����'���� %��� ��� �����(������ !��� ����� ��)$� ���  ��
����� �� ���������� �� ����� ������� �������� ���(��� ��� ��������� �� � ������������ *� ���
��%�(��� � ������� ����� �� ������ �� �� ���������

������� ��� ��	�
� ���	��

��� +����� ������� �� � ������� ���� ���� �� ������� ��� �,��������� �� ��������(������� ��������
*� �� ���� ������� ���� ��� ������������ ��������� ���� �� ������� �� �������� ����� ���
����� ����� ��� ���� �������� ������� ��� ����-���� ��� ������ ���� ��� ���� �� �� ����������

��� ����� .�%��� ��% ��� � ������� �� ���� mi ��������� �� � ���� Fi �� mi
∂2ri
∂t2 = Fi� ���

+����� �� ��� ,������� Fi · ri� *��������� �� ���� ��� .�%���/� ��% ������

mi
∂2ri
∂t2

· ri = Fi · ri. !��"$

0���� ∂2ri
∂t2 · ri = ∂

∂t

(
ri · ∂ri

∂t

)
−
(
∂ri
∂t

)2
��� ∂

∂t

(
ri · ∂ri

∂t

)
= 1

2
∂2(ri2)
∂t2 � %� ��(�

1

2
mi

∂2(ri
2)

∂t2
= mi(∂tri)

2 + Fi · ri. !���1$

*� ���� �,������� %� ������2� �%� '��%� ,���������� ������ ��� ���� ���� ���� �� �� ��%������
1
2mi

∂2(ri2)
∂t2 = 1

2 Ïi� %���� Ii = miri
2 �� ��� ������� �������� �� � ������� �� ���� mi� �����

��� ���� ���� �� ��� ���������� ���� �� �%�� ��� '������� ������ Ui =
1
2miṙi

2 �� ��� ��������
���������

1

2
Ïi = 2Ui + Fi · ri. !����$

�� ������� ���� �,������ �(�� � ����� �� �������� %� ������ ��� �-�������� �� ��� +����� �������

1

2
Ï = 2U +Ω, !���3$
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� ���� �� ��� ����� ������� �� ����� ������ ��� ��� ��������� ������ ������ �������

���������  ��!��� ��� � ���"����� ���� ����� ��� ��� ����������� ������#$ ��� ������ ������

�����	 ���� ������� %&'&( ���� ��� &�"�� �� ��	 �)**��	

!���� I ��� U ��� ��� ����� ������� ����� ��� ��� ����� +������ ������( ��� Ω =
∑

iFi · ri	
�� ��� �����( ��� ���� ����� F �� ���"��� Ω !�����

Ω =
∑
i

∑
j �=i

Gmimj

|rj − ri|3
(rj − ri) · ri. ��	�,�

�� ���� ��� �� ��( !� ��� �������� ���� ���� ��� �� ������� �!���	 ��� ��� �������� i ��� j(
��� �����!��� ���� ������

Gmimj

|rj − ri|3
(rj − ri) · ri, and

Gmjmi

|ri − rj|3
(ri − rj) · rj.

-���� �������� ������

Gmimj

|rj − ri|3
(rj − ri) · (ri − rj).

.� ����  ����( �/������ ��	�,� ���  � �������� ��

Ω = −
∑
i�=j

Gmimj

|rj − ri|
. ��	�0�

1� ���� �������2� �� Ω ��� ���"��������� ��������� ������	
��� � ����� �� �/���� ���( ��� 3����� ������ ��"��

2U +Ω = 0. ��	�
�

�� ����� !����( � ����#���"������� ����� �� �� �/���� ��� ���� �� ��� ���"��������� ���������
������ �� �!��� ��� +������ ������ �� � ������ "����	 -�� +������ ������ ���������� ��� ����� ��
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����� ��	����� ��	������ ��� �	��� ����������� 
�� �� ��� �	�� �� 	������� ��� ��� �����	�
	���	���� �� �	� �	�������� ���� ��	�� ��	� 	� ����������	� ����� �	���� ����	��� ���� ������ �� ���
�����	� ������� �� ��� ����� 	�� ��� ����	� ������� ����� ��� �������� �	���� �� �	� ������ 	
������	� �	�� 	�� �	���� ���� ���	���� ����� 	
��� ����� ��� �����	� ������� �� ��� �� �����
�� ������� 	 ��	���	����	� ����	���� !�� 	� ����������� �������	� ����� �� �	�� M 	�� �	����
R� ��� ��	���	����	� �������	� �����" ��

Ω = −
∫
R

Gm

r
dm = −3GM2

5R
, ���#�

	�� ��� �����	� �����" ��

U =
3

2
nkBT =

3MkBT

2μmH
. ���$�

%� ���� �	�� ���	����� �� ��� ��� �����	� �����" �� ��� n �	������� �� ��� ������ kB = 1.38065 ×
10−16 ��� &−1 �� ��� '���(�	�� �����	��� mH = 1.67262 × 10−24 � �� ��� �	�� �� 	 ������� 	��
μ �� ��� ��	� ������ �� ����������	� �	������� �� ������ �	��� %� ����������	� ����	��� �����������
μ = 2.31 � )���	���� ���# 	�� ���$ �� ���	���� ����� "������ 	���� ��	��	����� ��� ������

Rcrit =

√
15kBT

4πGρμmH
, Mcrit =

4

3
πR3

critρ. ���*�

+
��� ����� �	���� �� �	���� 	�� �	��� ��� ������	���� �� 	 ����� �	���� �������,
	�	��� ��	���"
	�� 	 ����	��� �� �����
���

������� ��� ���	
 ��	��

%� �-�.� /	��� /�	�� /�	�� �-�.� �������� 	������ 	����	�� �� ��	���� ��� ��	���	����	�
��	
����" �� ����������	� ������� 
" ���������� 	 ������
	���� 	�	�"��� �� ��� 0���� ���	������
���� ��������� �� �����" ���� �� ��"���� �� �1	���� ��� �������� �� 	 �"���� �� 	 ��	�� 	 ������
��	����	
��� ������
	����� �� �������� 	� ��2���� 	�� ����������� ������ �� ��� ��	���	����	�
2���

∂ρ

∂t
+∇ · [ρu] = 0, ���-�

∂ρu

∂t
+∇ · [ρu⊗ u+ P I] = −ρ∇Φ, ��.��

∂E

∂t
+∇ · [u(E + P )] = −ρu∇Φ, ��.��

ΔΦ = 4πρG, ��..�

���� E = ρε + ρu2

2 ��� ���	� �����" ������"� ��� 2��� ����� ���	����� ��������� ��� ������,
�	���� �� �	��� �������� 	�� �����" �� ��� �"����� �� �1	���� ��� ����	�	���� �� 	 ��	��
������
	���� �� ���� ������� ��� 3�� �	��	
��� 	�� ���������� ���� ��� �����

ρ =ρ0 + ρ1, ��.4�

u =u1, ��.5�

Φ =Φ0 +Φ1, ��.��

����� ��� ��
������ 0 ���������� ��� ������
���� ��	�� 	�� 1 ��� ������
�� ��	����"� %� ���
��2���� ����������� �"����� ��� ��	��	� �����	����� �� ρ0 	�� Φ0 	�� (���� &������ ���" ���



���� �����	 �
 ������������ ��������� ��

���� ����� ���	� 
������

∂ρ1
∂t

+∇ · [ρ0u1] = 0, �����

ρ0
∂u1

∂t
+∇P = −ρ0∇Φ1, �����

ΔΦ1 = 4πρ1G. �����

�� ���� ������������ ��� ���� �������� ���� ������� �� ��	�� �� ��� ���� ��� ��	������������
��� ��� ����� ����! ��� ��	"��� ��� ������ ���� ��� ����� ��� ��������� �� �"����

∂2ρ1
∂t2

= 4πρ0Gρ1 + c2sΔρ1. ���#�

$�� ��� ������"����� "� � ���� ����� ���� �� � %�������
 ω ���� � ���� ��	"�� k ���� ���
x�����������& ρ1 = ρei(ωt−kx)� '������� ���� %��	��� �� �������� ���#�  ���� ��� %������� 
���������� ��������

ω2 = k2c2s − 4πρ0G. ��()�

*�� 	���� �% ���� ���� ��� �����"�� �% ω2 < 0! ��

k <

√
4πρ0G

c2s
. ��(��

*�� ������������ ��� �� λ = 2π
k ���� �������

λ > λJ = cs

√
π

ρ0G
. ��(��

*����%���! �  �� ����� ��� �� ���� λJ! ������ ��� ����� �����	! ��  �������������
 �����"��� +�
"��� ��� ,����� ��� -���� ����
���! ��� �������� ��� �� ��� 	��� ����� �� ρ−

1

2 � +% � �������� ��
���  ����! ���� "��� ��� ������
 ��� ��� -��� 	��� MJ = 4

3πλ
3
Jρ0 �������� ��� ���  �� ���������

����������
�
+� ������
! ���  �� ���� ��� ��	��� �������	�� �� �� � ���������! �� ���� �� ��� $����� ����

������� .�� � ���
������ ��� P ∝ ρn! �� ����������� ���� ��� ���%���  �� ��� P = ρkBT
μmH

! �� ���

MJ ∝ ρ
3

2
n−2� n = 4

3 �� ���� � �������� ����� "���� ����� ������ ����� ��� ��������! ��� �"���
����� ��� �������� ���������
 �����! �� ���  �� ��� ������� ��� ��� ������� ��� ����	�� ���� 
�
���� n ������ ��� ����"���� ����/ γ! ��� ������� �� ����"����! ����� �� ��� ���� �� ��� ���� ���
������ $����� ������

����� ��� ����	�
�� ���

0��� ��
����� 	�������	 ���
� ��� ���� �� ��� ��� ��	�������� +� ��� ���� �% ���%� ��������� 
�
���	�! ��� 
����
��� ��	� ��������� ��� �
����� ��	� ��1�� "
 � �������� �� ����� ��� ������ �%
	����

$�� �� �������� � �������� �� ��� ����� �� � �% � ��������� ����� �� ���� �% 	��� M �� � ��������
r0 �% ��� ������ �� � ��������� ����� ���� ��� ��	� ������������ *�� 2���� ������	 �������� ����
��� �������� �� ����� �� ��"3��� �� ��� ���������� �% ��� �������� 	���� 4�����5� ������ ��� ��
�/������� ��

r̈ = −GM

r2
. ��((�

6������
�� "
 ṙ �� ���� ���� ��� ���� ����� ���� ��	� 
�����

ṙ2

2
= GM

(
1

r
− 1

r0

)
,

���� ������ ����� ���	
 ��� 
������ �� ��� �������
� 
� ����� 
	 �
 ����� ��� 
������ �� ��� ���

�� �������

����
 ρ0 = 0 � �	−3 ��� � ���
���� Φ0� �� ��� �����
 ��	���
 ��������



�� ������� �	 
�������
��

��� ���	 
�� �����������
ṙ√

r0
r − 1

=

√
2
GM

r0
.

�� �
��� �	 ������� cos(β)2 = r/r0 ��� M = 4πr30ρ0

3 � � 
���� ���������� ���
 �	 ���������
�
���

β +
1

2
sin(2β) =

(
8πGρ0

3

) 1

2

t. ������

�	 ������� ��� �
 � �� �	� �	 !������"
	�� ���	
 �	 ���� �r = 0� �� β = π
2 �

tff =

√
3π

32Gρ0
. ����#�

$ ����� �	�� �	 ���� !������ 	� �
 �	 ��
���� �	 ������� �����
 ��
 ��� �������
�	��	 ���
 �	�� ��� �	 !������
 �� �	 
!	� ���	 �	 ���� �� �	 
�� ���� �	�
 �������
��� ��
� � ����� �� �
��� �	 �	��� %!��&
 ���� �	�� ����
 �	 !���� torb ��� �	 
�����'��
�(�
 a �� �	 ����� �� �� ��'�� ������ � ��

�� �����

t2orb
a3

=
4π2

GM
, ����)�

��� ���
������ � ������� ���!
 �� ���������� � ��� 
�����'�� �(�
 a = r0/2�
�	�
 �
��� ���
 �� ��� 
��!� 	�!��	

� �� �� !�����
 � �
��� �!!��(������� �� �	

��� ��� ��� � ��
 ��� �� ���	 �	 *��
�� ��� 
���
�

����� ��� �	
��� ����	��� �	 ��� �������	

�	 ������� ������� �
 � �
��� +������� �� �	�������, �	 �������� �� � 
�
��� -� �

��������� �


L =

∫
ρr× udτ, ����.�

���	 dτ �	 ����� ����� ��� r × u �	 �������� !������ ���� �	 !�
����� ����� ���
�	 ������� ������ -� �����

 �� �	 �������� ������
 ��� ��

� �� �
 ��
��� �� �� �	 ��

 �

��
������� ����	� ���� �	 ����� /�� �� �
����� 
�
��� �� �
 ���
��� �	����	 ���� �	

!�� � ������� ������� �
 
�����
 �
� ��
���� -� ����
!���
 �� �	 ������� �������
�������,� �� �	 ��

 �� �	 
�
�� M

J =
L

M
. ����0�

�	 ��
 ���
 	�� � ����,�� ������� �������� �� �� �	�� ��� �������� �	��	 ������
������
 �� ��� ����� �� ,��� ��� �	 ������ �������� ������
 �� �	 !���� �������� �����
�	�� 
�
 �! � ��������� *� �
 ���
��� � ������� 
!	� �� ��
 �� �����
 R0 �� � 
���� ��������
������ �	 z��(�
 ���	 �� ������� ������� �� Ω0� �	 
!�� � ������� ������� ����� �	�

�(�
 �
 J = Ω0R

2
0� �	 ���
������� �� J ���
� �� ��� ��� ��

Ω(t) = Ω0

(
R0

R(t)

)2

. ����1�

-� ��	� ����
� �	�� �	 ����� 
	���2
� ��
 ������� ������� �����

 �
 �	 
+��� �� �	 ������
�� ����������� �� ��
 
�,� �	 ������ �� � ��
 ��� �
 ��!������ �� ���	 �� � ���	������

� �	 ����������� ������ �	� �	 
��� 
����
 ��
 ���� 
+��� !	�
 �
� R0

R�
≈ 6 × 105� �	��	

�
���
 �� �� �����
 �� �	 ������� ������� �� Ω
Ω0

≈ 4×1011� 3 
��� ���	 �	 
�, �� �	 
�� ���	

��	 �� ������� ������� ����� � �������� ��� �	 
!� �� ���	� 4 �	�
 �
 �� ����
 ���	

�R� ≈ 1.5× 1010 �� �� ��� �	
��� � ��� ����
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��	�� ��

������ �	
� ��� � ����������� � ��� ������������ � ��� ������������ ������ �� ��� ������� �

��������� ��� ������� �������� �� �!	 "���� � ����������� � ��� �������# $��� ��������� �

����� #��� �%����� �� ��	 &''
!	

���������� ��� ����(��#�� ����� ���� ��� #��������� ��#� )���� �������� ����������� �( �������
������ � ��������� ��� )���� ���� ��� ���� �����	 *#�����(+ ��� ���#�$# ������� �������� �
� , ,���� ���� �� �''' ����� ������� ���� ��� ����� #��� ��(��#���( 1018 #�2 �−1 ��� 1021 #�2

�−1 �����#�����(!	 -� ����� ���� ����� ���� �.��� ��#������� ���� �� ��������� �� #���( �)�(
���� ������� ��������	

,�� �������� � � �����( �(���� �� � ������� ������ �� �� �/#���� )�( �� ���������� ���
������� ��������	 ,�� �������� � � ������� ��0�#� �� �)�( ��� ��� #����� � ����+ ��1�
2������ �� ��� ����� �(����+ #��#�������� � ����� ������� � ��� �(����3� ������� ��������	
4�� ���� �� ��������( ��� ��/#���� ��� ���� ��(��#�� ���#����� ��� ������ �� ���#���� ����
��������+ ��#� �� ��� #����������� � ��� �������# $���+ )��#� �� ��� � ��� ���� ������ � ����
����(	

��� ��� ��	� �
 ������� ��	��

������� ��� �! ��� ���� ��� �! �������� ��� ������������ � ����� ��� ������� ����� �( ���� ������
�� ��� ������������ ������ ���� $���� �	
!+ ��1��� ���� ��� $���� �� ��������� ��� ������#� �
�����5�#��� �������# $����	 6�#� $���� ���� ���� ���)� �� ���( � �����$#��� ���� �� ��� �#��� �
��� ����.(+ ������( �� ��� �##��������� � #����#5��(� ������ ��7�! ��� �� ��� ������� � ����#��#
������ ���� ����������1��� 8 ����� �� �!	 9��������� #����� ���� ����� ���� ��������� �(
9����� 8 6������ ��� 
! �� ��� #����.� � ���� ��������	 ,��( ��������� ������� ������ �������
��� ���� ��) ����)��1	 �����+ ��� �������# �������� �� �� ���������� ������� ������� ������(
��� #�� ������� ��� #������� � � #����	 * ���� ������� ��� � ��� :����� ������� ����� �� �
#�������� �� ��� ���� ��� ��� �������� � ��� �������# $��� �� � #���� �� �� ���� �� #�������	
,�� ��#��� ����� �� ��� �������� 	
����� ��� �� ��������� ������	 ������ ���� ���� �� ���� )��1+
��� �;������� ��� �.������� �� ��� ���#����������# �%6 #���������+ �	�	 ��� ���#����������#
�����������( μ0 �� �;��� �� �	
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��� ����	
� ���
�		�� ��� ����	��� �� � ������	��� ��	� 	� 
����� ��������	
��
	�����

������ �� 	���� ��� ��� �!���	��� �� ��� ��	� ���

∂ρ

∂t
+∇ · [ρu] = 0, ����"�

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇P + J×B, ������

∂E

∂t
+∇ · [(E + Ptot)u− (u ·B)B] = 0, ����#�

∂B

∂t
= ∇× (u×B), ����$�

∇ ·B = 0. ������

��� %��� ����� �!���	��� ��� ��� ����� 
��������	�� �� ���� �������� ��� ������ &����
J×B 	� ��� '�����( ���
�� ��� ����� ������ 	� �)������� �� E = 1

2ρu
2 + ρε+ 1

2B
2 ��� ��� �����

�������� 	� Ptot = P + 1
2B

2� *!���	�� ����$� 	� ��� ��)&���+,������ �!���	�� ���� 
����� ���
��
����� ��������� u×B ���������� ��� ���
��	
 %��� 	���
�� � ��� ���	�� �� ���
��	
 
������
	� ��� ��	�� ,	����� ��� ���� �!���	�� 	� ��� &���+-��&� ������	��� 
������	�� �� ��� ������	

%���� ����� ��� 	� �� �����)	���	�� &�	
� �� ��� ��-� 	��� �

���� ��� �	.��	�� ���
����� ��

������ ����	
����

����� �	�������� ����	
 �������

/� ��� ��� ���� ������
� �� 	� ��
�	�� ��#���� � ���	�� ��� ������	
 ���
��� �� ��	� 
����)� 
��� 0��	��+1��-�� �!���	�� 
�� � &�	���� ��

ρ
du

dt
+ ρ(u · ∇)u = −∇P −∇

(
B2

2

)
− (B · ∇)B− ρg. ����2�

��	� 	� ��� ���� �!���	�� �� ������ &	�� ��� ���	�	�� �� ��� ����	���	���� %��� g� ��� '�����(
���
� ��� ��� ��
������� 	��� �&� ����� ��	�� ��
���	�� 	����	�	�� ��� ��� ��)&���+3��4��
�!���	�� ∇ × B = J� B2/2 	� ��� ������	
 �������� ��� (B · ∇)B ���������� ��� ������	

����	��� 1	�	����� �� ��� �	���	%�� 5	�	�� ������� &� ����	��� ��� �!���	�� � ·r ��� 	��������
���� ��� &���� ������ V � /� ���	� ��
� ����∫

V
ρ
du

dt
· rdV =

1

2
Ï − 2T , ����6�∫

V
ρg · rdV =Ω, ����7�

&	�� T ��� ����� -	���	
 ������ �� ��� ��	�� ��� �������� 	� �)������� &	�� ��� 	���� ��� �!���	��
�� ����� P = (γ−1)e &���� e 	� ��� ������ ����	��� ,��� ���� &� ��� ��� 8���������-�9� �������
:
∫
V ∇ ·AdV =

∫
ΣA · dS &���� Σ 	� ��� �����
� ���� ��
����� ��� ������ V � /� ���	�

∫
V
∇P · rdV =

∫
V
∇ · (Pr)dV − (γ − 1)

∫
V
e∇ · rdV

=

∫
Σ
Pr · dS− 3(γ − 1)

∫
V
edV

=

∫
Σ
Pr · dS− 3(γ − 1)U ����;�

����<�
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����� U �� 	�� 	
	�� �	���� ������
�� ��� � ���	
���� ���	�	� 	
 ������� 	�� ����	�� �������� 	���

∇
(
B2

2

)
· r = ∇ ·

(
B2

2
r

)
− (∇ · r)B

2

2

= ∇ ·
(
B2

2
r

)
− 3

B2

2
. ������

������

�
� 	�� ����	�� 	���
� �	 �� ������ 	
 ��
�	 	�� ���	�� 
	�	�
�� ��������� 	�� �
��
�	�
�� ��
���� 	�� ��� ������

((B · ∇)B) · r = Bixj∂iBj

= Bi(∂i(Bjxj)−Bj∂ixj)

= ∂i(BiBjxj)−Bjxj∂iBi −BiBjδ
j
i

= ∇ · ((B · r)B)− (B · r)∇ ·B− (B2
x +B2

y +B2
z )

= ∇ · ((B · r)B)−B2, ���� �

����!�

����� �� ���� 	�� �
��
���� �
��	�
 
 ����	�� "��� ∂iBi = ∇ · B = 0� #���� $
	�
�	����	�� 	���� ������∫

V

[
−∇

(
B2

2

)
· r+ ((B · ∇)B) · r

]
dV = M+

∫
Σ

[
(B · r)B−

(
B2

2
r

)]
· dS, ����%�

��	� M =
∫
V B2/2dV 	�� 	
	�� ����	�� ������ &�� '����� 	��
��� �� 	�� ���		�

3(γ − 1)U +M+Ω+ 2T =
1

2
Ï −

∫
Σ

[
(B · r)B−

(
P +

B2

2

)
r

]
· dS. ������

( � ������ ��	��	�
� )
� � ��
��	�� ��������� ��
�� �	 ���	� 	�� 	��
��� �����

3(γ − 1)U +M+Ω = 0. ����*�

&�� ����	�� ����� �� ����� 	
 	�� 	������ �������� 	
 ����
�	 	�� ��
�� �����	 �	� ���)+�����	��
��
� 	��� ��������
� ,
����
���� - .��	/�� ��01*� ������� 	�� ������ ���� ��2����� )
� 	��
�
������ 
) � ��
�� �
���� ����
�	�� $� ����	�� "����

Mcrit =
0.53

3π

(
5

G

) 1

2

φ, ����1�

����� φ = πBR2 �� 	�� ����	�� 3��� &�� �	���	� 
) 	�� ����	�� "��� � � ��
�� �� 
)	�
��"�� ���� 	��� ����� � 	�� ����������	 
���� μ

μ =

(
M
φ

)
(
M
φ

)
crit

=

∫
dM∫
dφ

0.53
3π

(
5
G

) 1

2

. ����4�

(	 �������	� 	�� ��	�
 
) �����	�	�
�� 
 ����	�� ����� �
������ 	
 	�� ���	���� ������ &��
����� μ < 1 �� μ > 1 ��� ������	����� ������ ��$+���	���� �� �����+���	����� 5�� �����+���	����
�
��� �� �
������� �� 
$�����	�
� ��
� 	��	 ���� �
��� ��
� 	������ ������ 
) μ ∈ [2 − 5]
�6��	���� �	 ��� �000��

������� �� ����	� 
�� �� ���� �� 
�� i
� ��������
 �� 
�� 	��
��� Bi

∑
j=1,3 Bixj∂iBj �
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�� ����	 
�� ��� ��������� �������� ������ ��� �� ����������� �� � �������� �� ���  �������
!�	� 	���� ���� ��� "���� �� ����� #���� ��� !�	� 	���� ��� ������� �$ ���  ����� �� ���  ������
%� � ����	� ���$ ��� &�������& #���� ��� ������$ ��������� ��� &�#�����& �$ ��������� '��
��������� ��� � ��		���� �� ����������� �� !���� ��(�
'�� ������� �� ��� !�	� 	���� ������� �  ������� ������� ���� ���� �� ���������� ��� � '���

����� ��������� ������������� �� ���  ������� !�	� ��� %	�)*� #�)�� ���� ��������� �	��� ���
!�	� 	���� �� ��� %	�)*� ����� cA = B/

√
ρ�

��� ������	�
�� '�� &��������& �� ��� !�	� 	���� ������� � ������ �����	 �� ������ �� ���
 ������� !�	�� '�� ��� �� ��		��� �	 ��� �����		$ �)�� �� �������� ����� �� ��� ����		 )�	����$ ��
 ��� ������� ���� ��� �������� )�	����$� �� �� ���� ��)����� ������� ��� +������ ����� �� ������,
����	�� �� ��� !�	�� '�� ���������� �� �$  ������		$ ��)����� ��� ������	�� �����	 ����� �����
�� ������ ����		�	 �� ���  ������� !�	� #���� 	���� �� �� ���� �	����� ��  ����� ����������	��
�� ��� !�	� -��#� �� ��� &������,���-& �.�		� / 0�� �11�2 '��-� ��� �� �	� 34�(�� 5�������	$
�� ��� ����� ���		�� ���- ��� ������,���- �� ��� ����	� ������� ��		����� �� ��  ��� ������ ����
��� �����������  ����  ��� ������� � ������ �� ��)���	 �������� �� ���

������ ������� �������� %� ���� ���)����	$ ��� �������� �� ��� "��� ������	�� ���
!�	� 	���� ������ ��� �������� �6��� '�� �������	 �� ������ �� ���  � ���� �������� ������
��� �� ����� �	���� ��

∂ρuθ
∂t

+∇ ·
[
ρuθu+

(
P +

B2

2

)
eθ −BθB

]
= 0. ���71�

'��  ������� ������� BθB ���� ��������� �� ��� ����	 ����	������� ∂uθ/∂t �� Bθ �= 0 �� ����� ��
���������� ��� !�	� 	������� %� � ����������� � �������	  ������� !�	� ������� �$ ��� �#������
�� ��� !�	� 	���� �������� � ����� ��������� ��� �������� ���� ������� ��� '������ ���� ������� ���
 ������� !�	� ������������� ��� ����	��  � ���� ��� ��� ����� ������� �� ��� �6������ �� ���
�	��� )�� %	�)*� #�)�� �
����	 / 0������ �17�2 .�		�� �� �	� �1(�2 
������)��� �1(( �11�2 8���
�� �	� 34�3�� '��� �� -��#� �� ��� �������� 	
����� ��� �� ��� �� ���  ��� ������� ���������
�� �� �)� ��� ����	��  � ���� ��� ��� ����� ��#�)�� �� ��� ����	 
�� �����6� �����
���  ������� "�6 ���� �� �� ������� �� ��� ���� ���� ���  �9����$ �� ��� ����	��  � ���� 
�� �� �)��� '�� 	��- �� ���������	 ������� 	���� �� ���������� #��� � �		 �� �� ���- �%		��
�� �	� 344�2 
���� ��� / '� ���-� 344�2 .�		� �� �	� 344�2 :���� / ;��� 344(2 �������		� /
'�$����� 344<2 �������		� / =�� ��� 344<2 5�  ��>�� �� �	� 34�42 
����� �� �	� 34���� '��
	���� �� ��� �� ������	������$ ���-� �����)�� ������ ���������� ���)�� ���� ����	 
�� ����
��� ��������	$ �������� ��� ���	��$ �� ��������		�� ��		������
%������ ����� �������� ���  ������� "�6 ����	�� '��  ������� "�6�� �����)�� �� ����� �����

���  ��� 	����� ���� �� $���� ����� �?�-��� �1<�2 +� �11<�� ��#�)�� ��� "�6 �� ������)��
������� ��� ��		���� �� ��� ��� �#��- �� ����	 
��� ?��,����	 
�� ���������  ��� ��������	$
��� ������	�$ ���#��� ��� "��� ��� ���  ������� !�	� ��� ��)�� ���#��� �� ����� ����	� ��

����� ��
������ ��	
����������
����

������� ��� ������
��� ����� ���

?��,����	 
�� �� �  ��� �� �	��� ����������� �� ���	��$ ���� ��� ����	 �������,����� �� ���,
������ "���� �� �	������� ���� ��� ������	� ��� ��������� ����� ����)���� ��� ����� ������������
?��	������ �����!� ��� � �� ������	� ��������� �� ��� ��$����	 ���������� �� �����,���		�� ��	,
	����� #� ��� ��� ���� ���� ���  ���� �� #��-	$ �������� %� ;�	��� / '����� �344�� ��� ��
����� ��� #��� ��� ���,"��� �$����$�� ���	 ���� ������ �'�$����� 3443� ���� ������� �� #�

������ ���� ���� �� �	�� �
�� ��
 ��� ����
 ����������



���� ��� ��	� �
 ������� 
��	�� ��

B

������ ��	
 ������������� �� ��� ������ ��� �� ����� ���� ��� ����
 ������� ��������  ���

�� � ������� �����! ��� �����
 �������� ����� ��� "��������" �� ���  ��� ����� #����� ����


�������� ��$ �������� %&  ��� ����! %����� �����
 �'����� �� ���  ��� ���� %& ��� ���������



�� ������� �	 
�������
��

����� ��	 
���	 ���� ������������� �
		 ���� ������ ��� ��	 �������� ������������� ��� �����
� ����� ��  ��! ����� 	� ��" ��  �� ��� � ���		����� �	
#��������"

$	 
���� ���� ��	 ���	���� 	%������ �� ���
 ��� 	�	#����


Zeni (E+ ui ×B)− ρiνie(ui − ue)− ρiνin(ui − u) = 0, ��"& �

−ene (E+ ue ×B)− ρeνei(ue − ui)− ρeνen(ue − u) = 0. ��"&��

��"&��

��	 ��� ����
����� 	�
��	
 � %��
��	%����'���� '	��		� ��	 (��	��) ���#	 �*�
� �	��� ��� ��	
#����
���
 ���� ��	 ��� ���	� 
�	#�	
 ���� ���	� �	��
�" $	 ��+	 �

������	� ��	 �	����� +	��#��,
un �� ��	 ���� +	��#��, u" Z �
 ��	 �	�� ����
����� �	�		- ��� n �	��	
	��
 ��	 ���'	� �	�
��,
�� ��	 
�	#�	
 �� �����#�	.#�3- 
� Zni = ne 	�
��	
 ��	 #���	 	%����'����" e �
 ��	 	�	�	����,
	�	#���# #���	- ρ �
 ��	 ��

 �	�
��, �� ��	 
�	#�	
 ��� E ��	 	�	#���# *	��" νab �
 � #������
�	�� '	��		� 
�	#�	
 a ��� b ��� �	��


νab = ρb
< σv >ab

ma +mb
, ��"&/�

��	�	 < σv >ab �
 ��	 �	�� #����
��� ���	 #�	0#�	�� '	��		� a ��� b- ��� m �
 ��	�� ��

"
1	���#�� ��	
	 	���	

���
 ���� ��"& ����"&�� ��	� ����� ��	 ��� 	%������
 ,�	��


J×B+
ρiρn < σv >in

mi +mn
(u− ui) +

ρeρn < σv >en

me +mn
(ue − u) = 0, ��"&��

��	�	 �	 ��+	 �������#	� ��	 	�	#���# #���	�� J = ene(ui−ue)" ��	 ��
� �	�� �
 
���� #�����	�
�� ��	 ���	�
- 
� �	 #�� ����	

J×B =
ρiρn < σv >in

mi +mn
(ui − u). ��"&2�

3��- �	 ��4	 ��	 ���
 ��� �	�����
 +	��#���	
 ���	�� �� ��	 	�	#���� 	%������ ��"&��

E+ [u+ (ue − ui) + (ui − u)]×B− ρeρi < σv >ei

ene(me +mi)
(ui − ue)

+
ρeρn < σv >en

ene(me +mn)
[(ue − ui) + (ui − u)] = 0. ��"&&�

$	 #�� �	�	#� ��	 �	�� �� ρeρi '	#��
	 �� ��	 ��� ����
�����- �
 �	�� �
 ��	 ��
� �	�� ��	�	�
�� 5��'�
 �  �- ��� ���	 �	����
 �'��� ��	 �������������
 �
	� �� ���
 #��#��������" 1	���#��
��	 +	��#��, ��6	�	�#	
 ���� J ��� 	%������ ��"&2� 	���	

���
 ��� �
�� ρa = mana- �	 *����,
	�

E = −
[
u×B− J

σ
− J×B

ene
+

(J×B)×B

γADρρi

]
, ��"&7�

���� σ = nee2

nnme<σenve>
��� γAD = σinvi

mi+mn
" $	 ��	� �	���#	 ��	 	�	#���# *	�� ���� ��	 8���	���

9�����, 	%������ �� �'���� ��	 ����#���� 	%������

∂B

∂t
= ∇× (u×B+ENIMHD). ��"&��

ENIMHD �
 ��	 	�	#���# *	�� �

�#���	� �� ��	 ������	�� 8:; 	6	#�
 ��� #���	
����
 �� ��	
��
� ���		 �	��
 �� 	%������ ��"&7�" <� ��	 ��	
	�#	 �� �������	
 #���	� 
�	#�	
- �� #�� ��
� '	
�����	� �3�4��� 	� ��" �  ��

ENIMHD = −ηΩJ− ηH
||B||(J×B) +

ηAD

||B||2 ((J×B)×B), ��"&��

��	 ���		 	6	#�
 ��	- �� ���	�



���� ��� ��	� �
 ������� 
��	�� ��

• ��� ����� ����	�
�� ���� ��� 	�
���� � �������� �� ������� ����������

• ��� ��� ������ �� �������� ���	 ������	 �� ��� ����	 	�
������ ������� ��� ������� ��	
��� �� ���	��

• ��� ����
�� ����	�
�� ������������ ��� 	�
���� � ��� �� ������� ����������

��� �������� � ���� ������ �� ������	 �� ��� ����������� η ���� ��� 	������ �� ������� � �

������� ���	
� �	����	�

!�"�	��� #$% �
���� 	 �� ��� �
��� ��� �������� ���	 �������� ��� ���������� � ���
������&� ���� ������ ���	�

∂Etot

∂t
+∇ · [(Etot + Ptot)u− (u ·B)B−ENIMHD ×B] = 0, ���'( 

)�������� Etot = ρε+ 1
2ρu

2 + B2

2 �� ��� ���� 	��������� � �*����� ���'( ����	�

∂ρε

∂t
+

1

2

∂ρu2

∂t
+B · ∂B

∂t
+∇ · [(Etot + Ptot)u− (u ·B)B+ENIMHD ×B] = 0.

��� ������ �*����� �� �����	 ���� ��� ��	����� �*����� ���+, � )�������� ��� ����"
	��������� � B ���� �����

∂ρε

∂t
+

1

2

∂ρu2

∂t
+∇ · [(Etot + Ptot)u− (u ·B)B+ ENIMHD ×B]

+B · [∇× (u×B)]−B · (∇×ENIMHD) = 0.

��� !-#$% ���������� �� ��� ������ �*����� �� ����

ΔEmag = B · (∇×ENIMHD)−∇ · (ENIMHD ×B). ���'� 

��� �������� �	������ ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) ��������� ��� �.������� �� ���
����� ������ ��

ΔEmag = ENIMHD · (∇×B). ���'� 

)�������� ENIMHD �� ��� �.������� ���+� 

ΔEmag = ηΩ [J · J] + ηH
||B|| [(J×B) · J]− ηAD

||B||2 [((J×B)×B) · J] ���'/ 

0������� ��� ���������� � ���� ��"�	��� #$% ���� ��

ΔEmagΩ
= ηΩ||J||2, ���'1 

ΔEmagH
= 0, ���'2 

ΔEmagAD
= ηAD

‖J×B‖2
||B||2 ���'+ 

3������ �	��� #$% ���4�	 	���������� ��������� ��� ��"�	��� 	��������� ������� ��� 5����
��	 �������� 	�
����� ���� ��� ���� ���� 5� ��� ���� ���	� ��� $��� �
��� ��� � 	�����
�������� � ��� ���	 ��	 ��� ������� ��� � ��� �������� ���	� ��4��� ��� ������ ������ �
����� ����� �
����� � ��� � ����� ����4� ��� ����6��� � ��� ���	 ������ ����� �� ��� ��"�	���
#$% �� � ������ ���	�	��� � ���� ��� ������� ������� ��	 �������� ��. ������ �3������
�� ��� �(�+7 #���� �� ��� �(�+ �



�� ������� �	 
�������
��

������� ��� �	

 ����

������� �	
���� ��� ���� 	�	 	� ���� ����	 ��� ��� � �����
� �����	 �� �	�� �����	��� ���
�	 ��� ����� ������������ �	 ��� �����  �
����	� �	 ��� ���!" ���#� $
��	�� �	 ��� ���%" ���#&�
'�	" �	 �� �	��� ������ ����
��� �� �����	 ������ $� ��	���
�� ��� ���� ������	� �� 	� 	����
�(�
	 	� ���� ����	 ��� �	� ��)
���� �� �	�� �����	����

� ���������� ��� $� *��	 ������� � ���	
�(�	��� �������� 	� �����	���+� 	� ���� �� 	� ����
����	� $� ��,���	 ��� ������ (
	 	� �����	+ ������ ��	 
� �������� � )
�� �� �� �����	-�.
���(��
�
�	�	�" ��	 � ��,��	�� *��� B = Bez� $� ��	���
�� ����� ���	
�(�	���� δux" δuy" δBx" δBy ��
	� ����� ��� ��,��	�� *��� �� 	� x ��� y-�����	����" �����,�	��, ����, 	� z−�����	��� �	 	�
���.
���� ω� /�� ���	
�(�	��� �� 	�� ������	����� 	� exp(iωt − ikz)� 0���������, ���� 	�
���� ����	" 	� ���
�	��� �.
�	��� �� ������

∂B

∂t
= ∇×

[
u×B− ηH

||B||J×B

]
. ���##&

1	 �� ��
���� ��	 	� �����	
� �.
�	���

ρ
∂u

∂t
= J×B. ���#2&

$� ������� 	� �����(��� �� �.
�	���� ���##& ��� ���#2&" ��� ������ �
	 	� +���	 ��� ������
����� 	�����

ρiωδux = −ikBδBx ���#3&

ρiωδuy = −ikBδBy ���2�&

iωδBx = ikBδux + ηHk
2δBy ���2�&

iωδBy = ikBδuy − ηHk
2δBx ���2�&

���24&

 � ���	�� �� �.
�	��� �� ������ ��� ��� (� ���		�� �� ��	��5 ����⎛
⎜⎜⎝

ρiω 0 ikB 0
0 ρiω 0 ikB

−ikB 0 iω −ηHk
2

0 −ikB ηHk
2 iω

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

δux
δuy
δBx

δBy

⎞
⎟⎟⎠ = 0 ���26&

7 ���-	������ ���
	��� �� �����(�� �� 	� ��	��5 ��	�������	 �� +���� $� �(	���

ω4 − ω2(2k2c2A + η2Hk
4) + k4c4A = 0. ���2!&

 �� �.
�	��� ��� ���� (� ���		�� ��

(ω2 − k2c2A)
2 − (ηHk

2ω)2 = 0, then ���2%&

(ω2 − ηHk
2ω − k2c2A)(ω

2 + ηHk
2ω − k2c2A) = 0. ���2#&

$� ���� ���� 	� ����	��� ���
	���� ��� ω" ��� ������ 	� ��������, ���������� ����	��� �8��(
�
9  ��.
�� ����&

ω = ±ηHk
2

2
+

√(
ηHk2

2

)2

+ k2c2A. ���22&

0��	������ 	� 	� ��(������ ��� 	� :��� ���
�����" 	� ���� ����	 �� �
���� ����������� 7��
���	
�(�	��� ����	�� 	�� ����� ���� ���.
������ ω ��� ������ 	� 	��� �������,	 λ = 2π/k�



���� ��� ��	� �
 ������� 
��	�� ��

���� ��� ��		�
 �������� �	
��� ���� �������� ��� �������� ��	
 ������������ �	�� ��� ��	

	���� �� ��� �����	�� ����


cw =
ω

k
= ±ηHk

2
+

√(
ηHk

2

)2

+ c2A. ������

��� � ����� �� ����� �� �	���� ������ ���� ��� ��� � ����
! ��
 ��� ���������		� �����	 �� ��
�����
 ����
 �� ���� ���� ���"�������� #� ��������! �� �� �������		� 	�����
 �� ��� �� ���	���
���"����� �$��������� % $���	�& '(����

�������� �� �	
� ���
	��� )*�������� ��� ����� �������� � ��� �������	 �"�����
���++� �� �� 
�,��	�! ��� 	�� ��
 �����
���� -� �	� ����� ���� ��� �.������	 ������� ��
��	��
����	 ��
������! �������� �*��������� �� ∂/∂θ = 0� ��
 � ������� ηH

∂Bθ

∂t
= [∇× (ηH(∇×B)×B)]θ

= ηH

[
∂

∂z

[
Bz

(
∂Br

∂z
− ∂Bz

∂r

)
− Bθ

r

∂(rBθ)

∂r

]
+

∂

∂r

[
Bθ

∂Bθ

∂z
+Br

∂Br

∂z
+Br

∂Bz

∂r

]]
.

����(�

���� �*������� �����	� ���� ��� /�		 �0��� ��������� � ���
�	 �������� ��	
 Bθ ����
�

���� Br ��
 Bz ��� �� �������� #� ���� ������� ������ ��� ���
 � Bθ �� ������� Bθ = 0

�� �� ��
��� ��� ����� ���� �� .��� #� ���� ��
�! ��� �������	 ��
 ��
��	 �������� �
��� ��	
 ��� ��������
 �� ��� �.������	 
������� ������ ����! �������� � �������� � ��� ��	

	����! ����	��	� � ��� ������ �� ��� ��.�� 1�* ����*������� 2���������� �"����� ���3��!
��� ����"����� �� �	���4 �� �.������	 ����	������ �� ������
�

-��� ��������
 � ��� /�		 �0���! ��� ��	
 	���� ��� �� ��� /�		 ����


uH = −ηH
J

‖B‖ . ������

��� ��
����� �"����� ���� ������

∂B

∂t
= ∇× [(u+ uH)×B] . ����'�

� �������� ����	�� � �
��	 5/6 ��� �� ��	
4 ��� �������� ������ ���� � ���������� ��� ��	

	���� ��
 ������� �� ����	������ � ������7��� ����� ����� ���� ���� ������! ��� 1��
 
��
�� ������� ����
 u = 0 ��� u+ uH = 0� #� ���� ��
���� �� ���! ��� 1��
 ��	���� �������	�
���������� ��� ���� � ��� ��	
 	���� 
�� � ��� /�		 �0���� uH �� ����		�	 � ��� �	������
������� J! ����� �� ���	� �.������	 �� ��� ����
7
��& ����&��� '(�8�� ��������! ��� 1��

�� ��� ����
7
��& �� �*�����
 � ������� ����
� ��� ��	���� u = −uH,θeθ� ��� ������	 ��7
��� �������� ��� ������ ��� ��� ����
7
��&! � ��� /�		 �0��� ������� ��� 
������� � ���
���������		�� 
��& ��
 ��� ���� 6����
��� � ��� ���� � ηH ���� ������� '�! ��� /�		 �0���
��� �������� �������! ������� � ���� ��
��� ��� ������ � � 1��
 ������ ��� ������� � Bθ�
/����! �� ��� �	�� � ��9� �	� �� ��� ��
���������� � ��� ����	�� ��������

������� �������
� ��� �� ��		��
	���

��� ���� ��7�
��	 5/6 �0���� ���
��
 �� ��������	 ����	����� ���� ��� �����	�� ��
 ���
����� 
�0����! �������� ���� :	��& % $��� ����'� ���� ��� 
����	� ���� ��� ��������	
���	��������� �� ������ ;���+�� $����"���� ���
��� ���� 
��������
 ���� �����	�� 
�0����

�� ���&�� ��� �������� ���&���! �		���� ��� ������� � 	����� 
��&�! ��
 ��
���������� ���
�������� 1�*! ��
����� ��� �������� ��	
 �� ��� ��� �6�,� % <�
���. '((�= 5�		� % >� '((�=
?��. % 5�������� '(�(= ���
� �� �	� '(�3= 5���� �� �	� '(�8�� ����� 
�0���� �� �	� ��	�
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��

�� �������� �	� 
������ ��� � 	�	 ������ ������� �������� � � �������� 
������ ������
�� �	� ����� �� �	� ���� ������ ���� ��� � 
����� ����
�� �� ������������ ���� ����	�� �� ���
�  !� �  "� �  #� �  $%� &���'��� �� �	��� � �	����� �� �	� &��� �����'�� 	�� �	� ��
� �����
�� 
������� �� �	� �
������ �����'��� �� �� �(���� ��� �� �
��� � �������	� )� � �	�������
��������� �� 
���
��� � ��� ������� � �	�� ������ �	� ����
�� ��� �����
� �� �	� ��������
� �(������

*����������� �� ��� �� ++% ���� �	� ���� �� ����� �	� &��� �(��� � �	� ������� �� ���� ���,

����� � �
��� ������������ �	�
�������� ����� �� ������� �� ������� ��� �������� �� �	�

������ ���� ��� �������� �����'��%� -	�� ����� �	�� �	� &��� �(��� ���� ����� ��������
������� � �	� 
���� ������ � ��	�� ������� �������� �� �	� ��� �� �	� 
������ ����� ���
�������,������� ��'������ ���
 �� ���	 ��� �� �	� ��� �� ������'���� �� �	� ������� 
�
��,
��
� -	��� ������� ���� ����� �����
�� �� -����
��� �� ��� �� +.%� ��� �������� �� ��'����
'����� ��� ��������� �� �	� 
������ ���� � /������ �� ��� �� +!% ��� -����
��� �� ��� �� +"%�
/������ �� ��� �� +"% �	�� ������
�� �
������� � �	� ������� �� ����� ���� ���
����� ���
�	���� �	�� �	� &��� �(��� 	�� � 
���� ������� �� �	� �����
� �� �	� �����
 ���
��� ��
����
����� �������%� �� ��	�� ��	����� �� �	���� �	� ����
��������

0'�� �	�� �	��� ������� ��� ���� ����� ��� 
����� �������� �� �	� ��
� ��� �� 12& ����
��� 
���
������� ���� 
��� ������ � ������ 3�4%� �	�� ���� �� �� �����
�� �� ��������
������ ���� ��	�� ��
����� 
��	���� 5���������� �	� �	�
��� 
����� �
������ �� ��
����
�	� ���,���� �&6 �����'��� � �	��� ������ �(�� ���
 ����� �������� � �	����� �� 5�
�	��� � � ����	�� ������� �	� �����'��� 
�� �� �����
��� �����'� �� ��'���� ����
������

����� �	�� ���� ����	�� 
���� ����� ���� �� �(����� �������� 7������ �� ����� 	�� ���������
�	� ���� �� ���������� ����

������� ���	
��

)� �	� ���� �	������ ) ����� �� �	�
���� � ����� �� ��
���� �	� ���,���� �&6 �����'��� η
����� ���� ���
����� ) �	�� ������� 
� 
���
������� �� �	� &��� �(��� � �	� ������� ����
������ � �	����� 3� 7������ ) ������� 
� ������� �� �	� ������� �� �	� &��� �(��� ����� �	�
������������ �������� � �	����� 4�
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����� ���� 	
 � ���	����� ������ 
�	��
�
�� ��	� ���� �� �� 	
�������� ��� 	� �������
�� ������
 �∼ 74% �� ����� �
� ��	�� �∼ 25%�� ���	� ��
�� ���	
� ���� ���� ��
�
��
�
� ����
��� ������� ��� � ���� �	���	�� �� ���	��� ���	�� ��� ��
�� �� ��
�	����
�
�� �������� ����� ��� � �����	�
 �������� �� ���� ���� ���	
�� �� ���	
� �� �������
�� �� �� ����� ��
��� �����
 �� �	�	�������� �������� �
� ��
 ���� 1 μ� �	  	
 ��
!��� ���� �� ���� ������	�
� "��� ���� �
� ��� �� ������ �� �� ���
�	� !�� ����� ���
�� ����	���� 	�
	��� �� �����	�	�
 �� ����	� ������ 	
 �� ��	�� ����	
� �� ����
�
�� �� #�	� �� �� ���
�	� $���� %
 �� 
�
�	��� &�' ��	�� �� ����	� ���
��
��
�
� �� ��� �� 	�
	���	�
 �� �� ���	
� �
� ������� 	
 �� �������	
� ����� ����	
 ��
��	��	�	�	� ηΩ� ηH �
� ηAD� (���	��� �	�����	�
� 	
����	
� 
�
�	��� &�' �)�	� ���	�
����� �� ��� ��	��	�	�	�� %
 ��	� ���	�
� * ���
� � ����� ���	��� 
�*��� ���� *
��	�
� �� ������ �� ��	��	�	�	� 	
 �� ���� ����	
� 
�	��
�
�� ��	� 
�*��� �	�
	!��
���
��
�� ��� ���	��� �����	��	�
��+�������	 , (���
� -../0 (	��	 � ��� -..-0 (���
� � ���
1//10 2�
 , &�������	�� 1//.�� �� 	
����	
� 
* �	�� �� ����	��� 
������ ��� � ���	�
����	��	�
 �� �� ���	��� �����	�
 �� �� 	
�������� ����

3�� ����� ���	��� 
�*��� ����*� �� �� ��� �� 	����� �� ���	��� ��������� ���� ��
�� �����	�
 �� ���	
� �� �	$�
� �	 � �
� �� ����	����� 	�
	���	�
 ���� �
 �� )�	�	��	��
���
��
�� �� ���	��� ���	� �
� �� 
�
�	��� &�' �	$��	�
 ��4�	
��� ��	� *��� *��
����	��� 	
 5����
��� �
� 5��������	�� �&�����
� � ��� 1/-6��

��� �����

����� ��� ��	
��� �������������

�� ��	��	�	�	� �� �� 
�
�	��� &�' $��� �� �!
� 	
 ���� �� �� ��
����	�	�	� �� ��
�������� �	���� ��

ηΩ =
1

σ‖
, �1�-�

ηH =
σH

σ2
⊥ + σ2

H

, �1�1�

ηAD =
σ⊥

σ2
⊥ + σ2

H

− 1

σ‖
. �1�7�
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��� �� �����
���
��� ���� ��	
��� ������� 
�� �������
��������	��� �� ��� 	����	
���
��� �� �� 
��� ���������� �����	
������ �

σ‖ =
∑
i

σi, �����

σ⊥ =
∑
i

σi
1 + (ωiτin)2

, �����

σH = −
∑
i

σiωiτin
1 + (ωiτin)2

. ��� �

��
� σi =
niq

2
i τin
mi


�� 	����	
���
�� ωi =
qiB

mic

�� 	�	��
��� ���!���	�� ��

τin =
1

aiHe

mi +mH2

mH2

1

nH2
〈σcollw〉i


�� 	��	
����
�	 
�"� ��
���� ���
�	 	��������� ��
����  	����� ���	��� ��  ���
�� ��
��
�	��� ���� i �
��� ��� �� ��
�	�� �� 	���� qi� ��
�  	���� ��
�	�� ��"���#�����
� ni� mi

����
�� 
�� "�� ��  ��
�	��� �� c �� 
�� ����� �� ����
� $�� �	
�� aiHe 		���
� ��� 	���������
��
� �����" 
�"� �� �� �!�� 
� %�%� ��� ����� %�% ��� ���	
���� �� %��� ��� ����� �&��	�
' (���	����� �))%�� 〈σcollw〉i �� 
�� �
� 	���
�
 ��� 	��������� ��
����  ��
�	�� i �� �2

"���	���� �&��	� ' (���	����� �))%* +��
� ' ,��� �))��� +���� ��
� 
�
 
���� �
�� ���
���� 	�	��
�� ��  
����#-��� ���"���"� �� �� ��� 
��" ��  "��
�-��� 	��
��
� ωi 	� ��
���
���� ��������� �� 
�� 	���� qi� $��� �� �"���
�
 ���� 	�	��
��� 
�� 	����	
���
����
���	� 
�� ��� 	����	
���
� σH 	� �� ��
��� ����
��� �� ���
���� $��� �"����� 
�
 
�� ���
�����
���
� 	� �� ���
���� ���	� �
 �� �� 
�� �"� ���� � σH� .� 
�� �
��� ���� 
�� .�"�	 ��
"������ ��/����� �����
���
��� �� ���� ����
����

$�� ��"������ �� 
�� �����
���
��� �� 	"2 �−1� ��
�  
���	� ���� �� η ≈ 1020 	"2 �−1� 0�
������� ��� 
�� ����	�� ���� �� �����
���
��� �� 
��� 	��
�� �� �������� 
��" �� c2/4π ≈ 1020

	"2 �−2� $��� �� 
��� ��������� �� ��	�����

����� ������	
 ������

1"������ ' 23�� �%44)� ��������  	��"�	� ��
���3 	��
����� 
�� ���"��
� 5 �� ��� 6�
.� ���� "�
� ���"��
� ��	� � 2� 7� (�� 8�� 9�� 6� :�� 2�� �� ������ �� ����� "���	���
	������ 
�� 
�"���
��� �� ��� ������ 
� ���� 
���� ���	��� 
� ����
 �� 
���� "���	��� ���"� 5
�2� �2.� .�� .2� 6.� �� ��� ��
���3� �� 	������� 
�� ��������� 	����� ��
�	���5 ���	
�����
�+� �+

3 � ��+� 6+� 7+� 2+� ���� "�
�� (+� "���	��� ���� "+ �"��
�� ��������
�� ��
�6.+�� �� 	����� ���
 ������ 0� ��
� αij 
�� ��	
��� �� 
�� �����
��� �� ���	��� j ��
�
���	��� i

j → i+ e−, ���;�

�� ζ 
�� �����
��� �
� �� �������� "���	����� �� ��� 	��
��
� 1< �� ������	������ 	��#

����
���� 
� 
�� �����
��� �
� �� ���������� 	�"���� 
� 
�� 	��"�	 ��� 
�
 	� ����
�
�
������ ��
� ����� 	���� �7��= ' (���	����� �))4* +����� �
 �� �)%��� $��������� �� ���
�
ζ = ζCR� >�
 βijk ��������
 
�� ��	
���� ��
���� j �� k 
� ���" i

j + k → i+ ∗, �����

�� β∗jk ������ ∗ ����
�� �� �
��� ���	��� ���	� "���
 �� ������
� 
�� ��	
���� ��
���� j
�� k 
� ���" ��
��� ���	���� 2�
� 
�
 βijk = βikj � 0� ��� ��?�� γjk 
� ��������
 
��
��	
���� ��
���� j �� k 
� ���" ��
��� ���	���� � β∗jk� ��
 γjk ���	�?	��� 	��	
���=�� 
��
���
��	
��� �� j �� k �
��� 
�� 
�� 	��
��� ��  ����� ���	���

j + k → ∗. ���4�



���� ������ ��

����� ��	
 ������� ��������� ��� ���� ���������� �� ��� ������� ��������
�������� α0 ��

3 �−1� β0 γ0
�+ � � → � � �+ 6.86× 10−10 0.26 0
�+ � �2 → � � �+

2 2.00× 10−9 0.00 0
�+ �  → � �  + 1.10× 10−9 0.00 0
��+ � �2 → �� � �+ � � 3.70× 10−14 0.00 35
��+ � �� → �� � �+ � � 1.60× 10−9 0.00 0
��+ � �2 → �� � �+ � � 1.10× 10−9 0.00 0
�+

3 � �� → �2 � ���
+ 1.36× 10−9 −0.14 0

�+
3 � � → �2 � ��

+ 7.98× 10−10 −0.16 0
�+

3 � �2 → �2 � �2�
+ 9.30× 10−10 0.00 0

�+
3 �  → �2 � � �  

+ 1.10× 10−9 0.00 0
�+ � �2 → ��+

2 � hν 2.00× 10−16 0.00 0
�+ � �2 → ��+ � � 3.42× 10−10 0.00 0
�+ � �2 → �� � �+ 4.54× 10−10 0.00 0
�+ �  → � �  + 1.10× 10−9 0.00 0
+ �  →  �  + 2.90× 10−9 0.00 0
�+ � �− → � � hν 3.50× 10−12 −0.75 0
��+ � �− → �� � hν 5.36× 10−12 −0.5 0

�+
3 � �

− → � � � � �

→ �2 � �
2.34× 10−8 −0.52 0

�+ � �− → � � hν 2.36× 10−12 −0.29 0
+ � �− → 1 � 2 2.40× 10−7 −0.69 0
 + � �− →  � hν 2.78× 10−12 −0.68 0
�2 → �+

2 � �
− 0.98ζ

�2 → �+ � � � �− 0.02ζ
�� → ��+ � �− 0.53ζ
! → !+ � �− ��� �����

"� → "�+ � �− ��� �����

� → �+ � �− ��� �����
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���� γjk = γkj � ��� �	� ��
����� ��������� 
�� ����
����� �� �
��� ��� 
�� �	��� �
�� ���������

�� ����� �� �	� �����  
�
�
�� !��"��� �� 
�� �#�$%�
�	� ��
���� �
��� 
�� �
����
��� &�� �	� '
�
������ α0, β0, γ0 
�

k = α0 ∗ (T/300)β0e−
γ0
T . !���#%

�	� ����
��� �
��� &� (�
�����) ����� 
�� ������� 
�� ����� �� (����
� * ����	���
!�+�,%-

dnK+

dt
= 6.5× 10−15nH2

T
1

2 × e−
5.1×104 K

T cm−3 s−1, !����%

dnNa+

dt
= 1.4× 10−15nH2

T
1

2 × e−
6.0×104 K

T cm−3 s−1, !����%

dnH+

dt
= 2.0× 10−10nH2

T
1

2 × e−
15.8×104 K

T cm−3 s−1. !���$%

.� ������� �������
��� ��
����� 
� �	� ���&
�� & �	� ��
���� .� ��� �	� ������� �
��� &
 �
��� * ����� !�+/0% 
�� �	� �����
����� ��������� �� ����
�
�	� * 1
2
� !�++#%) ������ *
1���� !�##�% 
�� 3��� * ����	��
� !�##+%-

4 1����
� ��
���- 5	�� 	�� �� 
� �������) �	� ������� ����2� �� �	� ��
�� 5��	 
 '��
������
& Pe = 60%) 5	��� 
� �� 
�5
�� ����2��

4 1��
������ �	
���� ��
���- 5	�� 	�� �� 
� ��) �	� �� ��������� 
�� ������ �����
��

4 (�������� �	
���� ��
���- 5	�� 	�� �� 
� �������) �	� ��
�� ������ �����
��

4 6	
���� ��
���- �& �5 ��
��� 5��	 ''���� �	
���� ������) �� �	
��� �� ��
��&�����

4 1����
� ��
���- �& 	�� �� 
 �	
���� ��
��) �� �	
��� �� ��
��&���� � �	� �����
� ��
���

�	� ��
� ������� �
�� 〈σv〉 ���5��� 
 ��
�� 5��	 
 �
���� a 
�� 
 �	
��� qg 
�� 
��	��
�'����� 5��	 
 �
�� m 
�� 
 �	
��� qs ��

〈σv〉 = πa2
(
8kBT

πm

) 1

2
(
1− qsqg

akBT

)⎛⎝1 +

(
2

akBT
e2 − qg

qs

) 1

2

⎞
⎠ !���7%

&� qsqg < 0)

〈σv〉 = πa2
(
8kBT

πm

) 1

2

(
1 +

(
4akBT

e2
+ 3

qg
qs

)− 1

2

)2

×exp

⎛
⎜⎜⎝− qge

2

(qsakbT )

(
1 +

(
qs
qg

) 1

2

)
⎞
⎟⎟⎠ !���,%

&� qsqg > 0 
��

〈σv〉 = πa2
(
8kBT

πm

) 1

2

(
1 +

(
πe2

2akBT

) 1

2

)
. !����%

&� qg = 0�

8� �5 ��
��� & ''���� �	
���� q 
�� q
′
5��	 �
��� a 
�� a

′

�� 
 ������� �
�� μg = mm

′

m+m′ )
�	� ������� �
�� ��

〈σv〉 = π(a+ a
′
)2
(
8kBT

πμg

) 1

2
(
1− qq

′

(a+ a′)kBT

)
, !���0%
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����� ���	 
�������� �� �������� ���������� �� ��

������� �������� ��������

�2 0.5
�� 8.5× 10−2

� 8.4× 10−5

� 4.1× 10−5

�2 4.8× 10−5

� 1.7× 10−6

� 2.2× 10−10

�� 3.1× 10−9

�� � � ��������� ���� ���!��� � � ��"� �� � ������� "���� ��

〈σv〉 = π(a+ a
′
)2
(
8kBT

πμg

) 1

2

(
1 +

(
πe2

2(a+ a′)kBT

) 1

2

)
Pa. #��$%&

Pa = a2

a2+a′2 ������ � � ����������� �� � � ��"� �������� �� � � ������� "���� �� ����� a
′
�

� � ������� ��������� �� ������� ������� #���������� �� �& ��� "���� �� ����� ������

����� ���� �	
�� ����

� � ������������ '���' �� �� �� � � '����� �(���� ���' ���" ������ )� �� � �� ��� ����
��'���� �� ����"�� �� �����'* ��� ���� �� ������* ������� �� �� ��  ���� ���'����� � ��
��'�������� � � � �'����� �� ���+� �� � �� �������'���* ���������� !�� ��'� �� � � ���'����
�""��"����" ���� "������ , ��� �������" !�� �� �� �������* � ��� ������� ��� �� � �������� ���
�� �� ��������� ��  ������ -����� ��� � �� '�(�� ������ �� � � � �'���� �������'���* ��� ���"�
������������� �� � ��� ���������* ��������* ��.� ����������� �� ��������� ����� ��'��� ��
�����/�'��� '���� ��� �� �� ���� )� � �� �������* !� ������� � � ��.� �� ��'��� ������ ��
"�����* ������� � ��� �!� 0��������� ����'��� � � ������� ���� ��������� ��� � �'���� ����������

���������* !� ��� �� ������� ��� � ��� � ��'�� �����������* ������� �� ������ �� ��'���������
����� �� � � ����� ��������* ����� � � 1��� ���� ���'������

������� ����	 
���

� � "���� �������� ����� �� � � ����������� �� � � ���2"�� '�/���� ���� �� � � "���� �����
�������� )� ��� ������������* !� ������ � ��!��2��! "���� ��.� ����������� �� ���������" � 1����
��'��� Nbins �� ��.� ���� !�� �0��� !�� �� ��" ������ ,� �1�� � '���'�' �� '�/�'�'
"���� ��.�� amin �� amax* ������������* !�� � ��'��� ������ �� "����� �� ����� ���!��� a ��
a+ da

dng,tot(a) = C aλ da , #��$3&

! ��� � � ��������� " ������ � � "����� �� C �� � ���'���.����� ��������� 4����� �� ��!���
�����* !�  ��� ��� � ���" ��� � �� !��+ λ = −3.5* ! �� �� � � ��� ��.� ����������� #��� ��
�� ��� $3��&� ��!����* ��� � � ��+� �� "���������* !� !����  ��� � � �0������� ��� ��� ��!��2��!
���/ λ� 5����!��" ���. 6 ����� ����� #�773&* !� � ���� ��� � � '���'�' �� '�/�'�' ����
amin = 0.0181μm �� amax = 0.9049μm� 8�� ��.� ��� α �� �1�� �� � ��!�� al,α �� �� �����
����� au,α* !�� au,α = al,α+1� � � ��� ��������� ��� �������� �1�� �� � � '���'�' �����*
� � '�/�'�' ����� �� � � ��'��� �� ��� Nbins

al,α =
amin

χ
α−1

Nbins

, au,α =
amin

χ
α

Nbins

. #���7&

! ��� χ = amin

amax
�



�� ������� �	 ���
����

��� �����	
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ng,tot =

∫ amax

amin

dng,tot, ������

nα
g =

∫ au,α

al,α

dng,tot, ������

ng,αa
2
α =

∫ au,α

al,α

a2dng,tot. ������

��� ����	���� �����

nα
g = ng,totχ

−(λ+1)(α−1)

Nbins

(
1− χ

−(λ+1)

Nbins

1− χ−(λ+1)

)
, ������

aα = aminχ
−α

Nbins

[(
λ+ 1

λ+ 3

)(
1− χ

λ+3

Nbins

1− χ
λ+1

Nbins

)] 1

2

. ������

��� ����� �����	 ������ �� ���� ng,tot � ����	���� �� �����	���� ��� ����� �	�� ����
������ � ��� ��� ���	����� �� ��

ρg,tot =

∫ amax

amin

4

3
πρsa

3Caλda , ������

 ��� �����

ng,tot =

(
ρg,tot

4
3πρsa

3
min

)(
λ+ 4

λ+ 1

)(
1− χ−(λ+1)

χλ+4 − 1

)
χλ+4. ����!�

"�����#  � �����	�� ��� �����	 C �� ������� ��� ����� �	�� ������ ρg,tot �� ����� ��� ����
����� ��	���� �	�� �� � $����� ����	� ���	�����  �� � �	�� ��� a0 ���� %��� & '������
��
�(()�#  ���# ���� ��� ���� ����

ng,tot =
aλ+1
maxC
λ+ 1

(
1− χλ+1

)
, ������

�����

ρg,tot = ρfiducialg,tot

(
amin

a0

)(
λ+ 3

λ+ 4

)(
1− χ−(λ+4)

1− χ−(λ+3)

)
, ����)�

 ��	� ��	 � ���� �� ��� 	��� �� �*# ρfiducialg,tot = 0.01 ρn,tot �ρn,tot 	�+	������ ��� ������ �� ���,
�	�� ����� -� ��� './ ���	�����# ����� �	��� 
����� ��������	 ��� �� ����# ����	�����

��������� �� ��� ����� ��	���� �	��� ��� ����� �	�� ������ � ���� ρ
(MRN)
g,tot = 0.0341ρn,tot�

������� �����	 �
 ���� 
����
��

����� ������
��� ��� ��	�� ��� ����������� �� �	��� �	� ��	��� ����������� ���	+�����#
������� ���	� 	�+	������� �� ��� �������� �'�"��014� ��� ������� �2��� �3�213� �4�����
�� ��� �))��� "�	 ��+����#  � ��++��� ���� ���� �	�� � ���+���� �� ���� ��� �� ����� ��	��
����	���# ������ �� ������	�� � ����	�� ��	����	�# �� ��������� �� 
�	��� ������ ����� 0�����

�� ��� �((��� ��� +	���� �
������ �� ��� �	�� +�+������ � � ���+��2 ����# ���  � 5�� �	���
�
�+�	��� �	���� �((( %# ��	�� ��� $	�� ��	� ����	�����# ����	� ��� ������ �����+��� 4�����
�� ��� ��))�� +	�+���� � � ��� +	������� �� �	�� ����	�����6 ���	��� �
�+�	���� �����	�����
��� �� ��� ���	��� ��������# ��� �����+����	�� �	������� ��� ��� ���� ��� ����� ����
����� ���� ��	��� �
�+�	���� ��� ��� !�( % ��� ��(( %# ������� ��� ��� ��(( % ��� ��((
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������ �	
� �������� �� ������ ��������� �� ����� ����� �� � < 750 �� �� � �������� �� ����
��������	 ��� ���� ������� ������� � ! "���#�$4 ��� ��2$3� ��������� ������ ��� �����

����������� ���� ����������� ������	

� ��� ��������� �%&��� ��'��� 
()) � ��� 
*)) �	 +� ���� '��,! '� ������� ���� ��� ����
��������! ��� -������& �� ���������� ������ ���'� �������& '��� ����������� ����� ����� ���������
�� ���� ,��� �� �����	 �����������&! '� ������ ���� ���� ����������! ��� ����� �������� ����������
���������& ���� ��� �������� ���'��,�	 .���� ��� �������� ���������� ��������� �� ���� ��������
���������� ���� ��� ���� � �� /��0��� �� ��	 �
��1��  213! �"����#�$4 
4	43! ��2$3 )	(3!
'� �������� ��� ����� ����� ��������� ����� ������&�� �� 5���� �	
	

���������	 ���

��� ������� ��������� �� ������ ������� ����������� �������� �� ���������
������� �� ����� ������� �6���� 7 ������ �)
1�	 ��� 8���������9� ��' ����� ��� ���� �� ��������

φ = 4πa2λR
4πme(kBT )

2

h2
exp

(
W + Ze2

a

kBT

)
��	:)�

'��� λR = 0.5! W = 5eV! Z ��� ����� ������ ��� a ��� ������	

����� 	����
 .����� ��� ���� ������� �������� ������� �6����� 7 #���� 
�2*�	 ;�'����!
�������& ������� ������ ��� '��,�& ������� �� ���������� �� ��� ������������� �� ������� ������
�#��� �� ��	 �)))�	 +�������� ����� ������ ����� �������� ��������� ������� ���� �) ������ ��
���������! '���� �� ��<���� �� ������� ���������&	 �����������! ������� ����&����� ������ ��
��� ��������& ������� ��� ������ ����������� '��� ����������� ��������� �������� ���� �������
�	4	( ��� ���� ��������	 "��� �� ��� ������� �������� ������ ������� ���& ��� �������� ������ ��
'� �� ��,� ���� ������� ��� ����������� ���������	

����� ������	
��� 	� �	���
�� ���

$�� �������� ���'��, '�� ���� �� ������� �������������� ��� � ������& ����� �������� 102 ��−3 <
n < 1026 ��−3	 ���� ������ �&����� �������� ��������� ����� ���������� ���' ����������� ���

��� ���� ����	 
�� ������� ������� �� �� ��� ��
 ���������� � �� �������� ��
 �� ������ ������ �� ��

��
����
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������ 	
	� ���� ���� � ����������� �� � ������� � ������� �� ��� ������� � �����
 ������

���� � �������� ���� ����������� �������  � �� ��
 !	�""#

�������# �� ���� �� ��� ������� � ���� ��� �����  ���� ����$ ����� ��������� ��� ������������
��%� ��������� &� ���� ����� � ���������$ �� � ������ � ��� ����� ���%�������� ���������
� ��� ���
 '��%��$ �� ������� �� ���� �� �� �������� ���� ���%��� �������$ ��� ��(���� �
��� ������� ��� ��������� ��� �� � ������� � �������
 � ����� ��� ������� ����������� �%)
����� �� � ������� � ������� �� � ��������� ����� ��� !�� ����� � ����� � ������ �������
�����������#$ �� ���� ��� ��������� &������� ������� � ����� !*+�# ��� ������� �� ��

!	��,#

T = T0

√
1 +

(
n

n1

)2g1 (
1 +

(
n

n2

))g2 (
1 +

(
n

n3

))g3

, !	
�"#

���� n ��� ���� ���&�� �������$

n1 = 1011 cm−3 ; g1 = 0.4;
n2 = 1016 cm−3 ; g2 = −0.3;
n3 = 1021 cm−3 ; g3 = 0.56667,

!	
�	#

��� T0 = 10 -
 ���� *+� ��������%��� ������������� ��� ��������� ����� � ��� �������$ ���
����&���� ����� ������ ��� ����  ���� ��� �%�����$ ��� ����� ������� ��� ��� �����  ����
��� �%�����
 .� � ����������� �� ����� 	
	


/������� ��� �������%����� ��� �������� � 0������� � ��� �������� ���� ���������
 �
������� �� �������� �������%����� �� � ������� � ������� ����$ �� ������� ���� ��� ��������
��������� ������ �� B(nH) = 1.43×10−7√nH ! � �� ��
 	�""# !��� ���� �� ����� 	
	#$ ����� ��)
������� � ��� �������� 1�2 �����%���� !1�2)����3��� ����2������#
 4������ ��� �������
�� ���� ������� ����������� �� ��� �����2$ ��� �������� ���� ���� �� ��� ���� � ���������� ���
&���%��� � ��� �������%����� ��� ��� � ��1����� � ��� ���������
 .� �������� ���������� ��)
����� �����������$ ��� ����������� ��� ��� �������� ���� �%������ ��� ������� ���������� ���
��� �������%����� ��� ������� ����������� ������ ��� ������� !��� ����� �� ��
 	�",5 '����&����
�� ��
 	�",#
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⎩

...
dxi

d̃t
=
∑N

j=1

[
αijxj +

nH

2ζ

∑N
k=1 βijkxjxk − nH

ζ γijxjxi
]

...

������

���	� N 
� ��� ���� �����	 � ����
�� ���� ����	��� ��� ���	��� ��	�
������ nH 
� ��� ����
��
� ����	��� ���	� ��� ����
�� � ���	��� ���������� xi ������ ��� �	���
��� ���������� �
��	
�� ��	�
����� xi =

ni

nH
� ��� d̃t = dtζ�

�� ���
��	 ���� ����	�� ���������� �	� �������� ������ ��  � ��� �� ��� �� ���� �	
��� ! ���� ����
��� ���
�� ��+� �+

3 � ��
+� "+� �+�  �+� #+� ��� �+�� ���� �����	�� ���
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�� �����
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� � ���
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���
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� ������� &� 
� �����
�
����� ������ ��� �
���	 ��	�
��
�� ����	��� ����
�� � ��� ����	�� �����
� � ��� ����
� ���
�� � ��	
����� ����	�
�� �
��� �
�� ������ 	 � ���� ��������
� � ��� �'�
�
�	
�� ���������� ���
�� � ��	��	 �
�� ������ &�
���� �����	 ����� �� ��� �	��
�
� � ��� ����	�� �����
� � ��� ����	(� ��� ��� ����	�����
���	�� �'�
�
�	
�� 
� �����
�
���� ��
�� 
� �	 �	
�� 
���	����
�� �	
�� Fi(x) =

∑N
j=1

[
αijxj + nH

2ζ

∑N
k=1 βijkxjxk − nH

ζ γijxjxi
]
� ��� )���	%������ ���
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xn+1
i = xni + d̃tFi(x

n+1),

= xni + d̃t

⎡
⎣Fi(x

n) +

N∑
j=1

Jnijδxj +O(||δx||)

⎤
⎦ , ����*�

���	� J 
� ��� +���
�� ���	
�� ��� δxi ������ ��� ��	
��
� 
� ��������� � ��� ����
�� i
������� ��� �
�� ����� n ��� n+ 1� &� ���	
� �	�� ��
� 	����

(I− d̃tJn) δx = d̃tF(xn), ����,�

���	� I 
� ��� 
����
�� ���	
�� ��� F(x) = (F1(x), . . . , Fn(x))�
)�� -���
�� ����	�� ���	���
� ��	 ���	��� ��	�
���� ���� ����	�� �	�
�� �	� ��(�� ��	� �

����	������ 	����

Jij =
∂Fi

∂xj

= αij +
nH

2ζ

N∑
k=1

βijkxk −
nH

ζ
γijxi −

nH

ζ
δij

N∑
k=1

γikxk. ����.�

)�� -���
�� ���	���
� �	 ����	�� �	�
�� 
� ��� �
� α 
�

Jgα
0 j = −Jgα

+j − Jgα
−j . ����/�
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Aij = δij − d̃t

[
αij −

nH

ζ
γijx

n
i +

nH

ζ

N∑
k=1

(βijk − γikδij)x
n
k

]
, ��	� !

Bi =
nH

ζ

⎡
⎣ N∑
j=1

γijx
n
j x

n
i − 1

2

N∑
j=1

N∑
k=1

βijkx
n
j x

n
k

⎤
⎦ d̃t+ xni . ��	�"!

#���� �� ����� ��� ������ ������� �$���������� �� ���������� �� �� ���� ������� �%�����
��� ���� �� ������� ������������ �� ������� ������� ��� � ���� ���	 ��� ��� ������� �� ������
� ��% �� ����������� ���� �� ���&��% d̃t ������� � ����� ������� ������ �����	 '�� ����
������� �%����� ��� ������� � ������� �� ��� �� �������$������ � ������� �� �$���������
���������� �� �� ������� �%�����	 #�� t �� ��� ������ ����� �� �%����� ���� �������� ���
��%%��� ������� ��

d̃t

t
< 10−5. ��	()!

#� ���� d̃t �� ����������� �� ������� ������� ������� �������� ������ ��� ��� ��%

||Δx||
||x|| < ε, ��	(*!

��� �� ������ %������� ε = 10−2	 '��� %����� �$��������� � �� ��%���� ������� ��� ���
���� %��������	 '�� ����� �� �� ���&���� ���� �� �$����� ��	�+! �� ��������� �� �����������
���� ����� � ���������	 #� ��� �� ,-. �����%������ �,������� -���� .����%������! �/����
0 ��� 1��� *" �!� ��������� �� 2���� � ��	 ��))3!� � ����� ����� ��	�+!	

#� ��%��� Fi(x) = 0 ��� �%����� ����� ���������� ��� ���� ��� �) ������ �� ��������
������� ��� �� ��� ������� ���� ������� ���� ��������� ���� � ���������� ��4����� �� ��
�������� ��������� ��� ��� ������ ����������� ����� ��� ��%�	 ��� T > 1700 5� �� ���� ��
�% �� ��������� ��������� �� ������ � 10−40 ����� ��� � 0 � ����� ��������� ������	

����� ���� �	
��	���

6� ����� � �� �� ���� ��� �� ��� ���%�� %������� ��� �� �� � ��%������ �� ������ ��
7��������� 0 8�9��� �*"")!	 #� �������� �� ����� ���� �� * ��� �� ������� ��� � ��:� a0	 1�
δ1 �� �� ������� �� ; ��� < �� �� ��� %����� ��� δ2 �� ������� �� ������ �� �� nC = δ1nC,0�

�������� �� 	
� ���	�� ������� �	
���
 �	 �� ���� ���� 	� ������� ���� ��	
��	 	
��� ��� 	� 	
� �������� ��

���� ������ ��������
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������ �	
� �������� �� ��� ���������� �� ������ ������� ��������� �� � �������� �� ��� �������

������� �� �������� ������ �� T = 10 �	  ���� ����� ��� ��� �������� ��� ������� ��� ��!�� ����

"����� � ��� 
 �� #��������� $ %�!��� &'(()*	 +���� δ1 = δ2 = 0� ������ δ1 = 0.2� δ2 = 0.02	

nO = δ1nO,0� nO2
= δ1nO2,0 ��� nM = δ2nM,0� ,���� ni,0 �� ��� ��������� �� ��� ������� �������

i �� ���� �� ����� �	�	�	 -� �� ��� �����, ��� �������� �� %� ��� �� ��� ,� �� ��� ������� ���
��� ���� ����������� ��� ���������� �������� ��� ��� ������� ����������	

.�� ������� ��� ���,� �� "���� �	
� ,���� ���������� ��� �������� �� ��� ������� ����������
,��� ��� ������� �� T = 10 �� �������� ,��� ���� ���� #��������� $ %�!��� &'(()* ��� �,�
��/����� ����� &δ1 = δ2 = 0 ��� ��� ���� ���� ��� δ1 = 0.2 ��� δ2 = 0.02 ��� ��� ����� ����*	 0��
�,� ��� �� ��� ���� ���������	 ��� nH < 1010 ��−3� ���� �� ��� ������ ��� � ������� ������
��� ��������� ��� ���� ��� ��� �������� �������	 ��� nH > 1013 ��−3� ������� ������ ��� ����
�������� ���� ��������� ��� ����	

��� �����	�

����� ����	�
� 	
�

.�� "������ ���� �������� ') ���� �� ����� ��1�� ��� � �������� ���������� ���������� ���� �� 10−17

�−1 &�� �� #��������� $ %�!��� '(()*	 2�� ��� �������� �/���� ��������� ���� ��� ��!�� ����
������� ,��� ��� ���� �� ��� ���������� �. &�	��*	 0�� �������� �� ��� ������ ���������� ��
������� ������� �� � �������� �� ������� ����� ��� ������ �������� �� � ���������� ���� �� ���������
�� "���� �	3	

��������� ��� �������� ���� ��� ��� �������� ������� ������� �� ��, ���������	 ��� nH > 108

��−3� ������ ��!� ��� ,���� ��� ���������� �� ��� ����� ������� �������� �� ������ ������ ��
���������	 2� 1016 ��−3� ��� ���������� �������� �� ������ ������� �������������� ��� � ��� ��
��������� ��� �������� �� ��� 4���	 5���,����� ����� ���������� ������ ������� ��� ����� ������
�� ����������� ���� ��� ������� ������ �� �� nH = 1018 ��−3	 0��� �/���� ��� ���������� ��
����� �������� ���������� 5+� �+� %�+ ��� �−	 6���������� ����� ��� �������� ����������� �� ���
������� ��� ������� ����������� �� �� %� ��� � ������ �������� ��� ����� ������� ������������
������ ��� �������� ������� ����� ,��� 5+ ��� �−	 ���������� ��� ������� �� %� ��� 5 �����
���������� ������ �+ �� ��� ���� �������� ������� �������	 7���� ���������� ��!�� ����� ��
��� ��� �� ��� "��� ���� ������ ��� ��� ������� ����������� ����������� ������ ������ ��� ������
��������	

0�� ������������� ������������� ��� ������������ ��� ������� �� "���� �	8 ��� �	9	 .����
��� ��������� ������������� ��� �������� ��� ���� ������������� ��� ������������ ��� �������
����� �� ��, ��������� &����� ���� �����*� ������ �������� ������� &���! ���� �����*	 ���
nH < 1015 ��−3� ����� "����� ��� :����������� ���������� �� ������ 9 �� ���1 $ 5���������
&�)')*	 0���� �� � ���! �� ������������ �� nH ≈ 1018 ��−3� ��� �� ����� ����������� ,����
��� ����� ������������ ��� ������� ����� &��� ��� ����� ��������� �� .���� ��/�����*	 0�� ���!



�� ������� �	 ���
����

10
-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

10
5

10
10

10
15

10
20

10
25

10
30

F
ra

ct
io

n
n
al

 a
b
u
n
d
an

ce
s

nH (cm
-3

)

First collapse
Isothermal

First core
Adiabatic

Second
collapse

Second core
Adiabatic

e-

M+

m+
H3

+

H+

C+

He+

K+

Na+

g+

g-

g0

������ 	
�� �������� �� ��� ���������� ���������� ��� ��� ������� ������� ���� ������� ��� ���

������� ����� �� ���� �� ������ ���������� �!������ �� ����� ��� � ���"��#��� ���������� ����

ζCR = 10−17 �−1


���� ��� �$���� ���� � ����� ����� �� ��������� �� ��� ��"��� ������� �� ������� ������� ���������
����� �� ���� �� ����"�� ����������� ����� ����������� ���������� ��� �������������
 %���� ��� ���& 
��� ����������� �� ��"������ �� ��� '�"�� ��� (��� ������������� ����� ��"��� ��"������� 
����� '�"�� ����������� ���������� ��������
 ������ 	
) ���� ������� ���������� ��� ��*������� 
�� ��� ��������� �� ��� ������� ������������� ������� ��� ������� ������������ ��� ��� �������
�� �������� �������
 ��� ��� �"������� ����������� +�,� - .�����/ 0	��12 ���� ��� ��"���

���������� �$�������� η�� ∝ B2

n�
√
nH

 �� ����� ����������� ������ �� 1√
nH

0����� �� �������� B ∝
√
nH2
 '�� �"������� ����������� �� ����� �� ������ �� ��� ��������� ��� ��� ��� ������ �������

������ nH = 1010 �"−3
 3��� �� ��� �� ����� ����"����� ���� ���� ��� ��������� �������
�� ��� "������� ���� ��� ���� ��� ���#������� ��������� ��"� �� "��� �"����� ���� ��� �����
�������������� �������� ��"�� �� ��� �����"
 3��� ��&�������� ���� ����� "���� ����� ��� �����
������� ���� nH > 1010 �"−3
 3�� "���� �� '�"�� ����������� ���" 4������ �� ��
 0	��)2
���� "������ ���� ��� nH ≤ 1015 �"−3
 3�� ���"���� ������& ���� �������� 05�&��� �� ��

	��	2 ������� ���� ��� ������� �� "��� �������� ��������� ���� �� ����� �����������
 %� ���
������� 0nH ≤ 10[15−16] �"−3 ��� ��� '�"�� ����������� ��� nH ≤ 1010 �"−3 ��� �"�������
�����������2 ����� ��� ��""���� ���� "����� ��� ���� �� �����"��� ���� ��� ������� ��� ���
���������� ������� �������� �� ��� ���& ������������ �"������ ��� ��������� ��� ��� ����������
������ ��� ���� ��� ������ �����


����� �����	
� ��� ���
�	
���

3�� "������� ���� ���� ��6������ ��� ������������� ��� ��� �������������� ��� ��� �� �"���� ��
��� ���"�����
 ������ 	
1 ����� ��� ������������� ��� ��� ������� ���� ��� ��� "������� ����� �����
��"�� ����� ��� ������
 (��� ��� �"������� ������������� ��� �������� ������� ����� ��� '�"��
����������� �� ��� �"������
 3�� �������� ����� �� �� ��� ���� �������� ������� ����� ��� �� ��
��� ��� "��� ��������
 3�� ������� �� ����� (��� ����������� ������� ��� ���� ������ ��� ����



���� �����	� ��

10
-5

10
0

10
5

10
10

10
0

10
5

10
10

10
15

10
20

10
25

σ 
(s

-1
)

nH (cm
-3

)

First collapse
Isothermal

First core
Adiabatic

Second
collapse

Second
core
Adiabatic

σ||
σ⊥
σH-σH

������ 	
�� ������������� �� � �������� �� ������� ��� ��� ������� ����
 ����� ����� ��������

���� ������������� ��� ���� � !������� ���� ������������� "��� !������� ������������� #�����

!��!��������� ������������
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ηAD Duffin & Pudritz 2008

ηΩ Machida et al. 2007

������ 	
$� "������������ �� � �������� �� ������� ��� ��� ������� ����
 ����� ����� �������� ����

������������ ��� ����� !������� ���� ������������ "��� �%��!���� ��&����� ������������ #����� '�%

�����������
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������ 	
�� ������������ �� � �������� �� ������� ��� ��� ������� ����� ��� � �������� ���� � �����

������ ��� �����
 ���� ����� ������ �� ����� 	
�


���� ������������ �� ���� �������� ��� ��� �����  ������ ��� ����� ������������� �� ������ ��!������
��!������� �� ��� 1016 − 1018 ��−3 ������� �����
 ����� �� ���!��� ��� ������������� �� ��� "��
����� ��� �������� ���� �� ��� ����������� �� �����  � ����������� �� ����� ���� ����� �� ����
�����#�


����� ����	
 �� ���� �������
���

������ 	
$ !������� ��� ���� ������������ �� ��� ��� ������� �����  �� ������� ����� ���!�������

%���� ��� �� �������� ������� ��� nH > 1016 ��−3� �� ��� ����� �� ����� �����������
 &���
��������� ��� �������� ���� � �������� �������� ��� �� ��� ���������� �������� �� ��� ������ ���
��� ������� �����������
 %��� ��� ��� �������� �!����� ����� ���� ���������� ������� �������
���� !���� �� ����  ������ �� ��� ����� ��� �� �� ���� ��������� ��������  � '� (� ��� ) �����

*����+�������  ��� ��� � �������� �� ������� ��� !������� ������ ���!� ����� ��� � �������� ��
����� �!����� ������ ���� �����
 ������ 	
,- ����� ��� �.��� �� �������� ����� ���!������� ��
��� �������������
 /� ���� ��������� 0> 1020 ��−31 ��� ������������� ����� ��������� �� ��� ��� ��
�� ������� !�������� ��������� �� ��� ������
 %�� ���� ���� �� ��.������� ��� �� ��� �������
����� ��!���� �� ��� ���� 2����� ���� ��� ��� ������ �����!��� 1015 < nH < 1022cm−3� ����� ���
)��� ��� ��� 3���� ������������� ���� ����� ��.������� ���� ��� ������� ����
 )��� ����������� ��
����� ���� ������� ����� ��� 3���� ����������� �� ������������ ������ �� ���� ����� �� �������

/� nH ≈ 1022 cm−3� ��� �#������� � ������� �� ��������� �� ��� ������ ������� ��� ��.������
 ������ ��� ��� �����
 /� �������� ������!���� �� ������ ���!������� �� ���� ��������� ��
����� ��� !���� �� �������������� �� ��� ���� ���� ���� � ���4 ������ ��� ������ 2����� ���� 0��
������ �� �� 5������ �� ��
 	--�1


����� �����	 ��� ������
��� ��
��

*�����6���� 0*1 ��� ������� !�������� ��������� ������� �!��� �� ������������ ����������
 %���
���!��� � ����� �� ��� 7�5 ������ ������� ��� ��� ��� ���� ������ �� ���������� �� ���������
������ 08������� 9 :���� 	-,�1� ����  ���� �� !���� ��!������� �� �����!������� !��������

(����������� ����� ������ �� ����� ������ �� �� ���
 %��� �������� ����  ��� ������ ��� ��������
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��� ������������ ��� �������� ������ ��� ���������� ������ ���� ��� ���������� � !
 !�"��

"����� #�����" ��"�� ζCRref
= 1 × 10−17s−1
 $��� ������ "����� ζCR =

ζCRref
2 = 5 × 10−18s−1


!���� ������ "����� ζCR =
ζCRref
10 = 1× 10−18s−1
 !��� ��"�� ������ �� #���� 	
%

#�"��
 & ����������� �"��� #�"� "���� �� ������� �� ��� ��������� ������� �������� ���������
����� ��������� ��� ���������� ����� ��� �������� ���������� ����� �������� &� �� ����� ����
����� �� ��� �"���
 '������� �� �"
 (	)�*+ ����� ���� ��������� �"���� ��������� ���� ��������
��� � #�"� ����"��� �������� �� ����",-./ ����"������ �� ��""������ �������� �"����� ��� ����
��� ���������� ���� ���"� ���� �� �� �� � ������ 50� ��������� �� ��� ����,��,0�1 ����� ���
��� �������� 0�1 ���� ����������
 2� ��������� & ��� ����"� �������� �� ��� ����� �������
"������� ��� & ���������� ���� ('������� 3 4�""� 	)��+


5� 6������� ��� ������ �� ���� ������������� �� ��� & ���������� ���� �� � ��������""��
����������� ���� � ����"�1 �������� #�"� ����"��� (������� #�"� "����� ����"��������� �����,
"����


+� �� ���� �������� ���������� ��� ������������� ��� ��� & ��"��� ������ ��� ��������
����� ����"� ζCR = 5× 10−18 s−1 ��� ζCR = 1× 10−18 s−1
 5�� ����"���� ������������� ��� �����
�� #���� 	
�� (�� �� ��� ���� ��� ����������� �� ���� ��� ����"�� �� ��� #�����" ����+
 5�� .�""
��� ������"�� �������� ������������� ��� �"���������"� ��������� ��� ���������
 2� �����������
��� ζCR = 1 × 10−17 s−1 ���  ���� ����������� �� ��� ����� �� ��������� ���""��� ������ ���
������������� �������� �� nH ≈ 1017 ��−3
 -���� ���������� ��� �� �� ���� �� ��� ������ ��""����
������� ������ ��� ��� �������"���� ������������ �� �"������� ��� .������� ����������� ����
�� ��� ����������
 !�� �������1 	
7 ��� ���� ���������� ����� ��� ���������� ���� �� ��""������
�����
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7������ ���� �� ��� ����� ������� �� ��� �� ��� ���""��� ������� � "���� ������ ������ �� �����
���� �� ��������� ��� � ������ ���"������ �� ��� #��" ������������
 8� 9��: 3 -����������
(	));+� �� #�� ���� < ��:�,���� ���� �� �� ��=����� �� ����� � ��"����� ��������� �� ��� �����
�� 1% ��� ����� ���������� �������
 2� ���� ����� ��� ��������� ���� ���"���� �) ��:�,����
 ������

	
�	 ����� ��� ����� �� ��� ����������� ��"��"���� �� ||xα−xref ||
||xref || � ����� || || �� ��� L2 ���� ��

��� ���������� ������ x� xα ����������� �� ��� ������ �� ���� α ����������� ��� xref ������
��� ��� �) ���� ����
 5� ��"��"��� ��� ����� �� ������ ��� ��� �������� ��"��� �� α� �� ��������
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������ 	
�	� ������� ����� �� ��� ������� ���������� �= ||xα−xref ||
||xref || � ��� �������� ������� ��

���� ���� ����������! �� ��� �" ���� ��������# ��� ��� ������ ���! ���� ������# �� ��� ����� �������

������� ������ �� ��� ������! ����� ������ ����� �����������


��� ����� ��������� �� ��������# �������� ��� ������� ������
 $�� �������� ����� �� ��� �����
�������� ��� ��������� ������� �����! ���� %��� ������ ����� �� ��������� �� 1018 ��−3# ���
���� �� �������&������� ����� ����� ������� �����! ���������� �� ��� ����������! �� ���� �����
 '�
��� ���� ( ���� ���������� !���� � ����� ����� �� ���������� �� ��� �" ��� ����# %���� ���%� ����
��� )������ ������������ ���� � ���� ���������
 $�� ������������� ��� �������� ������� �� ���� ��#
( ��� �"� ��� ������� �� )���� 	
��
 '��� ����������� ���! ��� ���# ������������� ��� ������� ��
��� ��%� �! ����� ��� ����� �� ���������# ��� �������! ������������� �� ��� 1012 − 1017 ��−3

������! �����
 *�%����# ��� ( ���� ��� �" ���� ����� ��� �+������! ����� �� ���� �����
 , �����
������ ������ �� ���� �� ���� ��������! �� �������! �������� ���� �����! �!����� ����� �� ���
���������� ���� ���������


-��� ������ ��� ./ ����� ���� ������������ �� ���������� %��� ����������� ������������ ����#
�� ������� �� &����������� �������! ��� ������ ����� ��0� ��������� ������ �� 1����� �����# ���
%���� ��� 0��%����� �� � ������� ����� ���� ������������ �� ����� ���0���
 '� ���� �+������
��� ������ �� ���� ����������! �! ���������� ������������ %��� ������� ������������� λ = −2.8
�������� �� λ = −3.5 ��� ��� ./ �������������# �� ��������� �! 2����3��� �� ��
 �	"��� ���
��������� ������ ������ ���%��� ∼ 5 ��� � ��% �������� ���������� ������
 $�� ������ ���
��� ������������� �� ���%� �� )���� 	
�4
 5������ ��� ���������! �� ��� �������������6 ���������
���%��� 105 ��−3 ��� 1017 ��−3# ����� �� � ������ ��������� ���������� ��� ������������ ��� ���
�������� �����
 ��� �+�����# ������ nH = 1014 ��−3# 7���� �������� ��0�� ��� ���� ����
��� ��������� �������� ��� � ������! ��� ����� ������ ���� �������� �� ��� ./ ������������

$��� �� � �!����� ������! ����� �� ������������ �����# %���� ��������� ��! �� �������� �! �������
���� �������������# %��� ������ ��8���� �� ������� ������ �����������# ��������� �����������


�

9������ ������� �������� ����� �%� ���� ������������
 2����3��� �� ��
 �	"��� ���� ������� �
��������� ������������ ��� ��� �������� ������ �:,* ��� ����� ��������� �������# ��� � ��%��
��% %��� �� �+��������� ��� �� ��� ������ ��������� ������ ������ ��� ��������� �������� ������#
�� ��������� �������� �������� ��� �+�������� ������� ���� ����� ���
 	�


����� ����	�
	 �� ����� 
���	�

.������! ������� ������ ��� ���� �� ��� �������� ���%��0 �/���� �� ��
 �����
 ������ 	
�( ���%�
��� ���������� �� ������� �� � ������)�� ���� ����! ��� ��� �� ����# %������ /�# ��� ����������
�������� ��� ������� ���������� �� *� ��� %��� ������ ������� �%� �������� �������
 ,�������
���! ��� ��������! ���� �������� ���� ������ ������ ������# ���! ������ ��� ������ ������������#
���������! ��� nH > 1012 ��−3
 $�� ���� ����� �� ���� ������ ������ ������# ��� ���� ������
��������# ���� �� ���� ���� ������� ������ ��� ��� ���� �������� ���� �� ��� )������ ���� ����
��� ����� ����� �� ��� )�����
 $��� �� ������ ������� ��� �������������# �� ���%� �� )���� 	
�;
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 ���� !���� !����� �� "���� 	
#


10
-10

10
-5

10
0

10
5

10
0

10
5

10
10

10
15

10
20

10
25

η 
(s

)

nH (cm
-3

)

First collapse
Isothermal

First core
Adiabatic

Second
collapse

Second
core
Adiabatic

ηAD

ηΩ

-ηH
ηH

λ = -3.5
λ = -2.8

������ 	
�� $���%���� �������� ����������& ��� ��� '�( )λ = −3.5� ����� ����* ��� ������� ����
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������ �	
�� ������ �������� ����� ��� ��������� ��� �������������� ��������� ���� ������� ����
������ �!����� ��������������� �!����� ����� ��������� ������ ������ ��� ������� �������!�����
����� ��������� �"��� ������	

#� ����� ������� ���! � ������ ��� ��� ��� "�� �� ��$� %��! �!� ������� ���!�� �� ����������	
&!� �"������� ��� "��%��� �!� ���!���� !������ ������ ��� �!� ���� �� �!� ������� ����� ����
�' ������ �� ��������� ���������� �� ��% ��������� �� �!�� �����	 &!�� ��� %����� ��� �������
���"�� �� "���� �� ����� ������ ���� �� !��� � ������� ���"�� �� �!������ ��� ����� ������ ���
���� �"������	 (������ %��! �� ��� ������ �� ��������� �� ���"������� �� ��������� �������)
������ �� ����*����� �!���� �!� ������"����� �� �!� ���� �"������ �������	 +������ ���!��� ���
���� ����� ����������� �� �!���� ������"����� �� ����� �!�� ��������� ��,���� �(����� - +����

./�0 12�$��� �''.0 ��3�� �� ��	 �'

�	 &!��� ������� !�%����� �� ��� ��2� ���� ������� �!�
�!���� �������� "��%��� ������	 ������ �	
� �!�%� �!� ������� �������� ����� �� ����������
�������������� ��� ����������� ���������	 4������� ����� "��%��� ������ ��� ������ ��������
��� nH > 1012��−3� ��� ��� ��2��� �!�� ���� ������� ����� �� ����� ������������� ����������
�!� ������ �"�������� �� �!�� ������ ����� ���� *���� �	
/�� %��!� �� ����� �� ������ �� �!�
������������� ���� *���� �	
.�	

1� �!� ��!�� !���� ����� �!� ���� ����� ����������� �� (����� - +���� �
./�� %��! �!� ��� ���
�������� �"�������� ���������� �� ��� ������*�� ����� %��! ��� 
 �!���� ��� %��!��� �����������
����������� ���������� ���"��� �� �� ������� �!� ����� �"�������� ��� ��� ��� �%� �!����� %��!
���� ���������	 ������ �	�' ������� ���! ��������� �"�������� �� ������� �������� �� �!���
�������� %��! ��� ����� ��� 
 ��� � �!�����	 &!� ��������� �"�������� �� �!� ���!���� ������
��� ����!�� ������������� ��� 1014 < nH < 1017��−3� "�� �!� ��������� �� ��� ���� ��!��%���	

������ �	�
 �!�%� �!� �������� ����� ||xpredict−xnum||
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∂tU+∇ · F(U) = 0, $	
%&

����� U �� ��� !����� ���������� ��� ������!���!� !��������� ��� F(U) ��� �������������
 �'��
 ��� �'������ �� �������� ��(�������������� ��� )���� �#������� ��� �� ��!����� ���
������������  �� �� ������!���!� ���� ���

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, $	
	&

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu2 + P ) = 0, $	
�&

∂E

∂t
+∇ · (u(E + P )) = 0, $	
�&

������������ ��� ������!����� �� ����� �������� ��� ����� ������ ��������!���
 ρ �� ��� ��������
u ��� !�������� P ��� �������� ��� E = 1

2ρu
2+ρε ��� ����� ������ ������� �� ���  ���
 "�� �����(

��������� ���� �#������ $	
%& �� ���������������*U = (ρ, ρu, ρE) ��� F(U) =
(
ρu, ρu2 + P, ρu(E + P )

)



"�� ��� �� �#������� �� ���� ������ �� �� �#������ �� �����
 ��� � ������� ���� �� ����� P = ρkBT
μmH

=

ρε(γ − 1)� ����� T �� ��� ������������ μ �� ��� ���� ������ ��  ��� ���������� mH �� ��� ������
����� ε �� ��� �����+� �������� ������ ��� γ �� ��� ����� �� �����+� �����


,� ���� ��������������� ��� �������� �!������� �� ��� �������� #��������� �� �������� ����������
�� ��� �������������  �'�� ������� �����
 ,� ��� �� �������� �� �� �'������ �� ����������� ��
���� ���������� �� ����� �� ������� ��� #��������� Un

i � ������������� �� ���  �� !������� �� ���
���� �������� �� xi ������� [xi−1/2;xi+1/2] $���� Δx = xi+1/2 − xi−1/2& �� ��� n�� ����(����


-� ���� Un
i = 1

Δx

∫ xi+1/2

xi−1/2
Ũ(x, tn)dx ��� !����� �� !�������� Un

i
� "�� ��������� �� ����������� ��

+���� 	
�

,���������� ��� �#������ 	
% �!�� � ���� ������� ��� ����(���� ������∫ xi+1/2

xi−1/2

[U(x, tn+1)−U(x, tn)]dx =

∫ tn+1

tn
[F(xi+1/2, t)− F(xi−1/2, t)]dt. $	
.&

������ ���� /�����! ������ $/�����! �0�0& �� �����'����� ���� �#������
 "�� +���(�����
/�����! ������ �� �'������� ��

Un+1
i − Un

i

Δt
+

Fn
i+1/2 − Fn

i−1/2

Δx
= 0, $	
1&

������ �� ��� �	� 
�� �������� U ��� �	� �����
�� ������� �	��� �	� ������ ���� U ��������� ��� ���������
�� U ����� U = ρ��



���� ��� ������ ��	� ��

����� Fn
i+1/2 ��� Fn

i−1/2 ��� 	�� 
����� ����� �����	�� �	 	���� ������	�� ���� ��	��������

�	 	���� ����	����� 	�� ��� �������� ��� ������	������ ��� 	� 	�� ��������� ����	��	 ��	��� ��
	�� �������	���� ������� ��	� 	�� ������	����	��� �� ������ � ������� ��	
���� ��� �	 �� ���� 	�
�����	� 	�� ����

����� �����	
 �������

�� ����� 	� ���� � ������� �������� ��� ���	 ��	������ 	�� ������	����	�� ������ �� 	�� ��� 
	��� �� 	��� ��	������ ��� ���	 	�� �������	��� ��� ���	����	���� 	������ !"��	��� #$�%& ��
�"������	 	�

∂tU+ J∇ ·U = 0, #$�'&

����� J �� 	�� (������� ��	��� �� F(U)� Jij = ∂Fi/∂Uj � )�� ������	����	�� ������ ��� ������ 	��
���������� �� J� �� �	 ��� �� ��������� 	� �������	� 	�� (������� ��	��� ��� �	� ����������� �	 ��
��	�� ������� 	� ��� 	�� �����	�� �������� W ���	���� *������ 	�� �������	�� �������� ������
	� ���	� 	�� �"��	���� �� �������	�� ���� #∂/∂t + ∇ · [ ] = 0&� ����� �� ������ ��� ���������
�������� 	�� �����	�� �������� ����������� 	� 	�� �������� "���	�	��� �� 	�� ���	�� ��� ���
���� ��	��	�� 	� ������� )�� �"��	���� �� �����	�� ���� ������ �� ��� ���������

∂tW + A∂xW = 0. #$�+&

A ��� J ��� ������� ��	����� �� 	��� ��� 	�� ���� �����������
�� ��� ������� �� �	������ �������������� 	�� �����	�� �������� ��� W = (ρ, u, P )� ���

�� ���

J =

⎛
⎝ 0 1 0

γ−3
2 u2 (3− γ)u γ − 1

γ−2
2 u3 − γuP

ρ(γ−1)
3−2γ
2 u2 − γP

ρ(γ−1) γu

⎞
⎠ , #$�,-&

���

A =

⎛
⎝ u ρ 0

0 u ρ−1

0 γP u

⎞
⎠ . #$�,,&

�	 �� ���� ������ 	� �� �������	��� ��	� 	�� ��	��� A ��	��� 	��� ��	� 	�� (������� ��	���� *�
"���.�� /�� 	�� ���������� �� A 	� ��

λ1 = u− cs, λ2 = u, λ3 = u+ cs,

����� cs =
√

γP
ρ �� 	�� ����� ������ �� 	��� ����� 	���� ���� ���� �������	� ���� 	�� ������	� 

���	�� )�� ��	��	��� �� ��������	�� �� � ����� 	��� ������� �� 	�� ���	 ����� �� /���� $�%� )��
	�� ���	��� �	�	�� UL ��� UR ��� ������	�� �� 	�� 	���� ����� ����	��� 	�� ����	����� ����	��	
�	�	�� U∗

L ��� U∗
R� )�� ��� λ2 �� ������ � ���	��	 ������	����	�� λ1 �� � �������	��� ��� ���

λ3 �� � ����. ���� *� ���	 	� �����	� 	�� �	�	� U �	 	�� ���� ��	������� �� x = 0 #�� 	��� ����
U∗
L&�
�	 �� �������� 	� �������	� 	�� ����	 ����	��� �� � ������� �������� ��	 �	 ���� �����	�	�����

���	� ���������	� ������� ������ ��� ���� �������� ���� �� �������������� ������ )�� 011
#0��	�� 1�� �� 1���& #0��	�� �	 ��� ,+'$& ����� �� ��� �� 	�� ���	 ������� �	 ���������	�� 	��
������� ��� �� ������	����	�� ������ �� � ����	��	 �	�	� ��	���� 	�� ������	 ��� ���	��	 ���� ��
����� SL ��� SR �������� ���� 	�� ������	����	�� ���� SL = min(λi) ��� SR = max(λi)� �	 	���
�������� � ����	��	 �	�	� �� ��	���� #��� ����	 ����� �� 2����� $�%&� )�� ��� �	 	�� ��	������ ��
���� ��

FHLL =

⎧⎨
⎩

FL if 0 ≤ SL,
SRFL−SLFR+SLSR(UR−UL)

SR−SL
if SL ≤ 0 ≤ SR,

FR if SR ≤ 0.

#$�,%&

�
����� ������ 	 
	���� P �� ��	� A = PJP−1



�� ������� �	 
������� �������

x

t

0

u-cS

u+cS

u

UL UR

UL

UR

*

*

x

t

0

SL

SR

UL UR

U*

������ 	
�� ��� ����������� �� ��� ������� �������
 ���� ������ ����� ������� ������� ��

��� ����� ���� ����� ������ ������������� �� ��� ������� �� ��� !�� ������


"��� #�� ����� �� �� ���������� �� ��� ���� ��� ����� ���������� �� ��� ���� �� �� �������� �����
�� ��� $������ ������ %�&������ %	
'(( �� ����� �� ������ ��� #�) ��������� ��� ��� ���� ����*
����
 ���*��������� ��� !��+ ��� ����� )���*,��)� ������� �������
 "�� ���*��������� ������
��������� ���� ��� ������� )��� �
�
 SL = −max(abs(λi)) ��� SR = max(abs(λi)) )���� !��+
��������� �)� �������� ������ ���)��� ��� �������� !�� )���� ��� ��� ������� ������������� )���
%)���� )���� ���, ��,� ��� ���� ����� �� -���� 	
�(
 ��� ���� ����������� ����� ��� ����������
�� ������� �������� )� �������� ������ ��� ������� �� ��� �������� . ��� /0 �� "��� %�001(


����� ��� ���	
����������� ������ �����

"�� -��� ����� $������ ������ �� ���� -��� ����� �� ����� ��� ���� ��������� �� � ���� ��2�������

"� ���,�� ���� ������� ������ ���� ��� 3������� 4�������*�������� 5����� ��� +�����������
��)� %345+�( %��� ���� /1'�(
 "�� ���� �� �� ����������� ��� ������ �� ��� ���������� �� �������
��� #����
 6� ���� ����������� )� �������� ���� ��� #�) ��������� ���� �������� ���������� ���
���� ��

Ui(x) = Un
i +

x− xi
Δx

Δi. %	
/	(

"�� ����� ���7����� Δi �� ���������� �� ����� ��� ����������� �����
 6� ������� � ������ �����
�������� �� ����� ������� ���� ��� ��������� ����� ��� �� ��� ������������� ������ �� Δx2

"�� ������ �� Δi �� ���� ��������� ������� )� )��� ��� ������������ �� �� ��������� ���� ���
����*���� �� �������
 8 ����� ��� ����� ��� �������� ��) %��)�����( ������� �� ��� ������


"�� "���� 9�������� :���������� %"9:( %!����� /1;	( ������ ��� ���� ���������� ��� ����
�������
 6� ������ ��� ����� ��� ���������� ��� ������������ �������� ��� "���� 9��������
TV =

∑N
i=0 |Ui+1 − Ui| �� � ���������� �������� ���� ����
 "�� ���� ������ ����� �������� ���

• ������ <

{
0 if (Ui − Ui−1)(Ui+1 − Ui) < 0,
minmag (Ui − Ui−1, Ui+1 − Ui) otherwise,

• ��� �		
 <

{
0 if (Ui − Ui−1)(Ui+1 − Ui) < 0,

minmag

(
β(Ui − Ui−1), β(Ui+1 − Ui),

Ui+1−Ui−1

2

)
otherwise,



���� ��� ������ ��	� ��

������ 	
	� ����������� �� ��� ������ ������ ��� ������ ������� ���� �������
 ���� � ������

������ �������


• �������

{
0 if (Ui − Ui−1)(Ui+1 − Ui) < 0,

minmag

(
2(Ui − Ui−1), 2(Ui+1 − Ui),

Ui+1−Ui−1

2

)
otherwise,

����� minmag ������ ��� ��� �� ���� ��� ������ ���������
 !��� ���� ������� ��� �����"
������ ���� ������# �� ����� ��� ������������� ��� ��� ��$ ��� ��������� ������������� �� ����
��������
 ���� ��� ������������ ���������� �� %���� 	
	
 &� ��� ������� �� � 	$ ������
���� �������
 '� %�� ������� vmin = min(Ui′,j′,k′ − Ui,j,k) ��� vmax = max(Ui′,j′,k′ − Ui,j,k)
����� m′ ∈ [m − 1,m + 1]# ��� m = i, j, k
 ��� ����������� (�������� ��� ���������� �
di = 0.5(Ui+1,j,k − Ui−1,j,k)# ��� ��� %��� ���� ��� ��(��  �

Δ(U)i,j,k = di ×min(1,
min(abs(vmin), abs(vmin))

‖di‖+‖dj‖+‖dk‖
2

�	
)*�

+��� ��� ���� (Δ(U))i � ,����# ��� -�� (���� �� ��� ��������� �� ��� ������ �� ��� ����  �
����������� ��� �������.�� /���� �0������ ���� ���� ����
 ��� �������# ��� �� �����(�����
�0������ ∂ρ/∂t+ u · ∇ρ+ ρ∇ · u = 0  �����

ρ
n+1/2
i − ρni

Δt
= ui

(Δ(ρ))i
Δx

+ ρi
(Δ(u))i
Δx

, �	
)��

����� ρ
n+1/2
i � ��� ��������� ������ �� ��� ������ �� ��� ����# ��� Δi(A) ���� ��� ��� ��$

���� �� ���� i ��� (���� �� A
 +��� ��� �0������ ��(�  ��� ����������# ��� ���� �� ���� ���������
��� ���������� ���� �0������ �	
)	�

U
R,n+1/2
i−1/2 = U

n+1/2
i − (Δ(U))i

2
and U

L,n+1/2
i+1/2 = U

n+1/2
i +

(Δ(U))i
2

. �	
)1�

��� � ����� L ��� R �������� ��� ���� ��� ����� ��� �� ��� ���������
 2 ������� ��� ��� �

���� ��(�� �� ���� ��������� ���� ���� (����# ����� ��(� ��� ��������� ���� U
L,n+1/2
i ���

U
R,n+1/2
i 
 ��� -�3� ��� ���� �(�������

F
n+1/2
i+1/2 =

1

Δt

∫ tn+1

tn
Fi+1/2dt ≈ F

(
UR
i

(
Δt

2

))
�	
)��

��� ����� �� ��� 4�����( ����� ��0������ �	
���
 '� ����# ������ �� ��������� -�3� �
Fn
i+1/2 = F (RP(Ui, Ui+1))# ��� 56789 ����� ��������� ���� �

F
n+1/2
i+1/2 = F

[
RP(U

R,n+1/2
i , U

L,n+1/2
i+1 )

]
. �	
):�

��� ��;����� ��� �� � ����"��� �� ������ ��� ����
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� 2
���� (',� 
� � ���	����	
�� 
� ����	�� 
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����	�� n ��� 
� 	�������	�� 	�
���� i + 1 �	 	� 	
����	�� n + 1� 
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	 � ����� c ���	 	����� � �
�	���� ������� 	��
Δx 
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�� Δt' 3���� 	� ����
	
��

Δx

cΔt
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�� �� ����������� �:��	�' 7� ������� 	� +9" 
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�����
.�� 
� � ;2���� ������� ����; &2��* &<�5��� ,44�*' �� ���
� ������	� �� 	� ��
�
��� ����� 	�	 ��� ������ �� -dim �����' ��� ��� #����� �� ���	 �� � ��8�����	 ����� �' �� ����
8��	 ����	�� � ���� ��
� 	�	 
� ���	��
�� ��� ��8��� �� 	� �
�
��� ����� �� ��8�����	 �min'
+	 	�	 ��
�	� ��� ���� �� �
.� Δx ���� ����� � ��� �� 
���������	�� ��8��� 
� -dim ����� �� �
.�
Δx/2� ����	
�� � �
�� ��	 �	 ����� � + 1' �� ����� ����� ��� ��8��� ����� ��� �� ��	 	�5� ���	

� 	� ���������
�� �������	
���� 	�	 ��� ��������� �� �����  
	��	 �
����� ������ ��	
 �����'
2
���� ('= �� � �� �$����� 
� -��  
	 �min = 2 ��� ����� ��8��� �	 � = 3' >��� ����� 6 ��� 10
��� ��8��� ����� �����
�� ���
	 ����� �� ����	
�� 	� ��� ���� ����� 1− 8'
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� �����	�� ��

�������� n� ��	� � ��	�� ������� � 
�	� ������� 
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�� ����������� �� ��� ��������� ������ �� ������
 ���� ����� ���������� ��� ���� ����

���� �min = 2 ��� 22 × 22 ������ ��� ����� ����� ����� ��� ���� ���� ���� ����� 6 ��� 10 ������

�� � = 3
 !�� ���� ������� ��������� ��� ����� �� ��"�� � = 2 ����� ��� ��� ������� ������� ���

��� � = 3 �����


������ 	
�� #�������� ������������ �� ����$�����
 !�%�� ���� &����� !�$����� �������


���� ��"���
 !$������$ ����� �� ��"�� � ������� ��� ����'����� ����� ��"�� �−1 ���$ �������� ���

(� ��� ��� �� ���� ������ ����'���� �"��$ ��"�� �� �$�������)��

Δt�1 +Δt�2 = Δt�−1. �	
*+�

���,�� �� ��"�� ���������� ��� ����'�"������ ��� ��� �$����$������ ����������� �� ��� ������� ��"��
���� ����� 	
��


��� �� ���	 
�	������ � ���� ��������� ������������ �� �� ��������$ �� �����"� ��� -����
������ �� ���������$ �������� ��� ���"��������� �������� ��� ��� ��������� �������������
 .�
��������� ��� ���� ��������� �� ����� ��� ���� �$ �������� � ������� ������ �� ������ NJ ���
-���� ������ λJ
 .� ���� ��"� �� �"��$ ��������

λJ > NJ ×Δx, �	
*/�

����� Δx �� ��� ��)� �� ��� ����� ����
 !�����"� �� ��
 �/��0� ������ ���� NJ ������ �� �� ����� �
�� �"��� �������� ���"��������� �1����


����� ��� �	
����
�� ��
��	�

!�� �������� ���� �"������� �� ���������� �$ ��� ��������� �2������

∂B

∂t
= ∇×E, �	
**�



�� ������� �	 
������� �������

���� E = u ×B �� ��	
� ��� ��	�	�� ���� �� ��� ��	 ���� ������
��� �� ��	 �
��	��� �	���

� ��� ���	����
� �
���	 �		�� �� �	 ����	��	�� ��	� ∇ · B = 0� ��	 �	���� �� ��	 ���������	


��������� ���
��  
��	� !"##$ 	%&����� ��	 '��(	� ��	��	� �� ��	 ����	 �����	 ����
���� 
��
��
�
��		� ��	 &�	�	��
���� �� ∇ · B �� ��	
� ��� ������ ��	� ���� �	���� �)���
�� 	� 
��
*���+ �	����	� 	� 
�� *���$� ��	 �
��	��� ,�% ������� 
 ����
�	 ' �� �
����
�	� 
�

φ =
�
S

B · dS. �-�*-$

.���� ���� �	������� �� ��	 ��������� 	/�
���� �-�**$ ��	���

∂φ

∂t
=

�
S

∂B

∂t
· dS =

�
S

∇×EdS =

∮
C
E · dl. �-�*0$

1���	 ��	 ���	� ,�� �
��
��	� 
�	 �	��	� 
� ��	 �	��	� �� ��	 �	��� 	
�� ���&��	�� �� ��	 �
��	���
�	�� �� 
�	�
�	� �� ��	 ����	�&������ ��������
� �
�	 ���� 	%
�&�	� By �� �	��	� �� i, j−1/2, k$�
��	 �
��	��� ,�% ������� ��	 ����
�	 �� ��	� �
����
�	� �� 
����� ��	 	�	���������	 ����	� �	��$
E �� ��	 ���� 	��	� ��
� ���&��	 ��	 ������� �� ��	 �
�	 ��		 ����	 -��$� ��	 ����	 �����	 ����
�� 	/�
���� �-�*0$ ��	���� ��� ��	 x2���	������

Bn+1
x,i−1/2,j,k −Bn

x,i−1/2,j,k

Δt
=

E
n+1/2
z,i−1/2,j+1/2,k − E

n+1/2
z,i−1/2,j−1/2,k − E

n+1/2
y,i−1/2,j,k+1/2 + E

n+1/2
y,i−1/2,j,k−1/2

Δx
,

�-�*3$
��	�	 ��	 	��� 
�	 ���&��	� ����� ��	 �.'45 ���	�	� ��	� ������� 
 6�	�
�� &����	��
7	�
��	 ��	� 
�	 ���
�	� 
� ��	 ���	��	����� �� 0� 
�� ��� *� �	���� ��	 ,�%	� �� ��	 6�	�
��
&����	� �-�!*$ �		� �� �	 
�
&�	�� 8���	
� �� ����� ��	 �	�� 
�� ����� ��
�	� �� ��	 ���	��
�	�
�	 �		� �� ��	 ��	 ����	� �	��2������� �	��2��&� �����2������ 
�� �����2��& ��
�	�� ��	�	 ��
�	�

�	 �
����
�	� ����� ��	 ���	
� ���&	� �� ���� ���	������ Ui−1/2,j−1/2 = Ui − Δi

2 − Δj
2 � '����
���

�� ��	 !� �
�	� ��	 55 ,�% ��	�	� ��	 	���$ ��� ���� *� 6�	�
�� &����	� �� �5��������  �	�
9
��
 *��0$

E
n+1/2
z,i−1/2,j−1/2,k =

SLSBEz,LB − SLSTEz,LT − SRSBEz,RB + SRSTEz,RT

(SR − SL)(ST − SB)

− STSB

ST − SB
(Bx,T −Bx,B) +

SRSL

SR − SL
(By,R −By,L), �-�*�$

��	�	 SL� SR� SB 
�� ST 
�	 ��	 ����	�� 
�� �
��	�� �
�	� �� ��	 x 
�� y ���	������� 
��
Ez = vxBy − vyBx ��� 	
�� ����	�� :�� ��	 ���	� ���
����� 
�	 �	��	� �� ����	 -�;� ����
�	���� �� �	&	
�	� ���	&	��	���� �� 	�	�� ���	������
8� ��	
� ��� ��	�	 
�	 ; ��
�
��	������ �
�	� �� 
������ ���

2 * :���<� �
�	�� ��
� &��&
�
�	 ��	 &	�����
����� �� ��	 �
��	��� �	��� λ = u± ca�

2 * �
�� �
��	��2����� �
�	�� �	&�	�	����� ��	 ����	�
���� �	��		� B 
�� ρ �� ��	 ���&����

�	��		� 5��	��= ����	 
�� ��	��
� &�	����	� λ = v±
√

1
2(c

2
s + ca)2 +

1
2

√
(c2s + ca)2 − 4c2sc

2
a,x

����� ca,x ��	 ���&��	�� �� ��	 :���<� �&		� �� ��	 ���	����� �� &��&
�
����$�

2 * ���� �
��	��2����� �
�	�� �	&�	�	����� ��	 
���2����	�
���� �	��		� B 
�� ρ �� ��	 ���2

&���� �	��		� 5��	��= ����	 
�� ��	��
� &�	����	� λ = v±
√

1
2(c

2
s + ca)2 − 1

2

√
(c2s + ca)2 − 4c2sc

2
a,x

2 ! ����
�� ������������� �
�	 λ = v�

��	 55� 6�	�
�� ����	� ��������  >��
�� *��3$ ��	� 3 ��?	�	�� �
�	� �� ���	�&��
�	 ��	
���	��
�	 ��
�	�� 
�� �� ��	�	���	 ���	 ����	� �� �� ��
� 55�
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x

y
z

Bx i-1/2,j,k

Ez
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Ez
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Ey
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Ey
i-1/2,j,k-1/2
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i,j,ki-1,j,k

i,j-1,ki-1,j-1,k

x

y

By i-1,j-1/2,k By i,j-1/2,k

Bx i-1/2,j,k

Bx i-1/2,j-1,k

Ez

Ez Ez

Ez

Ezi-1/2,j-1/2,k

z

By

Bx

By

Bx

n+1/2,RB n+1/2,LB

n+1/2,RT n+1/2,LT

R L

B

T

pred pred

pred

pred

n+1/2

������ 	
�� ������ � � �� ������� �� ��� �� ��� �!��������
 "��  ��� ���� ���������� ���

������ �� ��� ����� �� ���� ���� �� i− 1/2, j − 1/2, k




�� ������� �	 
������� �������

����� ����	
�� ���

�� ����	 
�� ��� �	������ ��	� �� �������� ������ �� ����	� E = u×B ��� ����� ��� ���������	
����� �� ��� ��� ����	 
�� ������������ ���	����! ��� ������	�� ��� "���� ��#����� ���	��

E = u×B+ ηΩ∇×B− ηAD((∇×B)×B)×B.

$���� ��� ��%���	 ��#����� &��� �� ����� ��� ����	 
�� �#���� �'	��( ) *���� +,-�. *���� )
/����� +,,�. 
�� 0�& �� �	� +,,1. 2�		� �33�. 
������ �� �	� �33�. "4*�		�%�� ) ��&��� �33�.

�		�� ) 0� �33,. 5��� �� �	� �33,. 0� �� �	� �3++. $�		�� ) '�	���� �3++�� 2�� �6���	� '	��(
) *���� �+,-�� &��� ��� ���� �� ������� ��� ���	���������� �� ������	�� ��#����� �6�	�����!
��� ����� ��		������	 ����	��! ���&��� ���� ��� ������	� �� ������� ��� ����� %�	������ 
�� 0�&
�� �	� �+,,1� ����	���� ��� ��������� �� ��!	�����! ��� ��� �������� �� ����������� ��� �#���
�� ��� �6�	���� 789* ���� �*���� ) /����� +,,�� &��	� 
������ �� �	� ��33�� ��������� ����
��#������ �� � 0��	��� ��������� �� ������ ��� ��� :��� �����6������� �� ���� �*�� �� �	� +,-;�
�� �� 
�� 0�& �� �	� �+,,1� ��� ��<� ) =�����> ��33-� ��� ������	�� ��� "���� ��#�����
��� ������	� ���	������� �� ���� �� :�6�� �� ��� ����!� ��� ��������� ��������� �
����� �� �	�
�3+��� $�� ��� ������ ���� �������

E
n+1/2
z,i−1/2,j−1/2,k =E

ideal,n+1/2
z,i−1/2,j−1/2,k

− ηΩ

[
Bn

y,i,j−1/2,k −Bn
y,i−1,j−1/2,k

Δx
−

Bn
x,i−1/2,j,k −Bn

y,i−1/2,j−1,k

Δy

]

+ ηAD

[
(uad)

n
x,i−1/2,j−1/2,kB

n
y,i−1/2,j−1/2,k − (uad)

n
y,i−1/2,j−1/2,kB

n
x,i−1/2,j−1/2,k

]
,

����;�

&���� ud = J×B� �� ��� ������	�� ���� ��� ���������� ��� ��� �	&��� ������		� ������ ���
��� �������	���� �� ����� ��!�� ��� ������ �� ��� ��		�� 2�� ��������

By,i−1/2,j−1/2,k =
1

2
(By,i,j−1/2,k +By,i−1,j−1/2,k), ����-�

Jx,i−1/2,j−1/2,k =
Bz,i−1/2,j,k −Bz,i−1/2,j−1,k

Δy
−

Bz,i−1/2,j−1/2,k+1/2 −Bz,i−1/2,j−1/2,k−1/2

Δz
.

����,�

?		 ��� ����� ����� ��� ��	��	���� �� ��� ���� &��� ? ��������� %����	�>����� �� ����� ������� 
	������ �� �������� �� �!��� ��-�

��� �������	
�
�	 � 
�� ���� ����


$�� ��		 �#��� �� �� �	������ ��	� ������� �� ��� ��#������ ���&��� ��� ������ �� ��� �	������ :���
��� ��� ��� :���� 9�	�(� ��� ������	�� ��� "���� ��#������ ��� ��		 �#��� �� ����	� ��������%�
������! ���� �� ���� ��� ����� ���� ��� �������� ��� ���� ��� ��������� ����!�� �� �6�	���%�	�
����!�� ��� ����	�!� �� ��� ��!����� ��	� �� �����!����! ��!����� ������������� �����!� ���
:��� %�� ��������%� &�%�� ��		�� 4&����	�� &�%��4� @� �������� ���� ��� ���	���������� �� ���
��		 �#��� �� ������ ��� ��� ����� �� ��� �������

����� ��	��	�� �� ��� 	���������	��

$�� ������������ �� ��& &�%�� �� ��� ������ �� ��� ��		 �#��� ������� ��� A������ ����	��
�� ��		 ����������� 2�� ���� ������ &� ������ �� ��		�& 0���� �� �	� ��3+B� ��� �� ������	� ������
��� A������ *�	%�� ������� �� ����������! ��� ��		 �#��� �� � ������ ���� ��� �� �� ��� ���� ���
������	�� ��� "���� ��#��������

?� ������ �� ������� +���B�� ��� ��		 ������ �� uH = −ηH
∇×B
||B|| � $�� ��������� ��������

���� �� �� ����	
�� ��� ��� ��
���� 
���� �



���� �������	
�
��	 � 
�� ���� ���
 ��

������ �	
� ������������ �� ��� �������� ���� ������������� �� ���� ���� ��� ��� ���������

�������	 ����� ���� ��� �� !��� ����	

"#	$$% &����

∂B

∂t
= −∇× [(u+ uH)×B]. "�	�'%

(� ��� ���������� �������� ������) ��� ��������������� ����� E = u×B ��� �������� ��
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��� ������ ��	 *+, "�������� �� ����� "��%�- ��	 ����%��	��	�"� ������	� ��	�� $� ����
�	�������� ��	�	 ��� ������	� ��	� �	 ������� �� ��	 "�"������ �� ��	 "��"�	�����" ��		��
�� ��	 .�	��� ���(�	�� /	 ��	� ��	 SL = ux − cw SR = ux + cw SB = uy − cw ��
ST = uy + cw�

����� �����	


'�	 ��-	�	�� ��	�� �� ��	 0�� �	�������� �	 �� ���	�

% +��� ��	 �	� ���	%��	� (� �1��� ���� ""���� ��	 ������	� ��		� �!����

% *�����	 ��	 ��	��"�	� ���	� �� ��	 2�� ���(�	� �� "	�� �"	� �	�� �!�!3� % �!�!��� 

% 4��	�����	 B �� "	�� �"	� �� "���	� ���� 	������� �!�!��%�!�3�� 

% *�"���	 ��	 	�	"���" "���	�� J �� 	��	� ���� 	������� �!�3&�%�!�33�� 

% $�	��	 ��	 2�� ���(�	� �� 	�	�� 	��	 ���� ��	 "���	�%���	� �� �(��� ��	 �	���������
�	�� �!�35�� 

% *�"���	 ��	 0�� ��		� �� ��	 	��	� ���� ��	 �	��	� �������	� �� ��	 ���	�����	� J
�	�� �!�3��� 

% 6�������	 ��	 2�� ���(�	� �� "	�� "���	�� �	�� �!�3��%�!�53�� 

% ��	 ��	 	-	"���	 ��		� u+ uH ����	� �� u �� "�����	 ��	 0,, 2�� �	�� �!�55�%�!�5��� 

% )���	 ��	 .�	��� ���(�	� (� "�����	���� ��	 ������	� ��	� �� ��	 "�"������ �� SL SR 
SB �� ST  �� �	� ��	 	�	"���" 
	��� En+1/2 ���� 	������ �!�5�� 

% ����	 ��	 2�� ���(�	 ���� ��	 "�������	� �������� �"�	�	 �!��7��

����� �� �
����	�� �	������
 �����������

8	����	 ��	 ����	����	 ����	 �� 0�� 	-	"� ��� �� ������	� ��	� �	 (�	 �� ������	 ��  �	�
�	���� (	"��	 ��	� �	 "��%�- (� ��	 "�"������ ��	��	�"� �)������� 9 )����1 &7���� '�	
����	�� ��	��	�"� ��  ������	� ��	 ����	� �� ��� ����	� �� ���	� (� ��	 ������ �	��������

ωmax ≈ ηH(2π)
2

Δx2
. �!��!�

+��  ����"� �	�������� �� Δx = 1 � = 1.5× 1013 "� ��  ������ �	��������� ηH = 10×
c2

4π "�2 �−1 �	 �(��� ωmax ≈ 1.3× 10−4 �−1� '�	 "�"������ ��	��	�"� �� �	
�	� �

ωc =
qB

m
. �!��3�
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�� �� ��	
��� ���� ��� ������
� ����� ���� �
 � � μ� ���	� ���� � ���� ��	
��� �� 2.3 � ��−3�
����	� �	� ������� ����� �	 � ���	���� ���� �� B = 0.1 �� �� ���� ωc ≈ 5 
−1� �� ��� ����	��
�� ������� �� 	�� 	��� �� ���� ��� �������	 �����	�� �	�� �����	� �	 ���  � ������	 �� ���
���
��� ����
� 
�	�� ���� �����	���
 �� 
����� ���
 �� ���	����� �����

��� �����

�	 ��� �������	� 
�����	� �� ��
� �� �� ����	�����	 �� ��� !��� �"���� �
 ������� ���  � ������	
�� ��� ���
��� ����
�

#�� ��� ���� 
�� �� �������	
 �� 
���� �


∂ρ

∂t
+∇ · [ρu] = 0, $%��&'

∂ρu

∂t
+∇ ·

[
ρuu+

(
P +

B2

2

)
I−BB

]
= 0, $%���'

∂B

∂t
−∇× (u×B+ENIMHD) = 0, $%��('

∂Etot

∂t
+∇ · [(Etot + Ptot)u− (u ·B)B−ENIMHD ×B] = 0. $%���'

$%��)'

*+�� � �	 ��� 
���� ��
�� ENIMHD �
 �����
 ������ �� ��� !��� �"����

����� �����	��
� 	����
� ����

,� �������� ��� ��
� ��
����� �	 -�	. / 0�
� $12�%' �� ������	� ��� ������� �� �� �� ��3
��	�����	 ���� ��� 
�����  �����
�� ��
������ #�� ���� �
 �� ������ ��� ��
 �
��	 ������	
$����' �� ���
��� ����
� �	 � ��+ ���� � ��	
��	� ��	
��� �	�  �

��� �� 
�� � ���
��� ����
���� � ���� 	���� k �	� 
���� ��
  � ������	 �	 ��� x3�������	

ρ = 1 g cm−3, Bx = 0.1 G,

P = 1.5× 10−5 dyne cm−2, By = 10−3 cos(2πkx) G,

γ =
5

3
, Bz = 0 G.

u = 0 cm s−1,

#�� ��	��� �� ��� 
��������	 ��+ �
 1 ��� �	� �� �� �
�  ������ ���	��� ��	�����	
� �����
����
 k �� �� �	 �	���� �� �	���� ��	��	����� ,� �� ������ 
�� ��
 ����� ������	 5 �	� 20� ηH
�
 ��	
��	� �	� �� ��� � �����
 ��� 5× 10−4 �� 0.1 ��2 
−1 �� �� ��
�� #�� 
�� � ������ �

��	��	 �� 	��� ���� � �
������	 �� 1/128 ��� ��� ���
�  ��	�
 �� ��
��

�� 	�+� 
�����	�

#�� ���
��� ����
  � ������ ���� �����	���
 
���
���	� ��� ��
 �
��	 ������	 ���� �� ���
�

������� ���� 	���� k� #�� 4��� �
 
�� �	�� �����	 �� ��� 
��� �����	���
 $
�� ���� %��2'�
#�� 5���� ��	
��� �� ��� ��� ��� ��������	 �� ��� ���	���� ���� �	 ��� y �������	 ��	���	

���  ���
 ���
 �	��	� �� ��� �����	���
 �� ����� ��� ����  � ������ �	 ���� %���� ��
������ 
�� ��� ���  ���
 ���	� ω ≈ 2 
−1 �	� ω ≈ 0.3 
−1� #�� �
���
 �� ��
 ����� �	 ����

%��1� ���� �� ����  ������ ��� ���� �����	�� 	�����.�� �� ��� !��� �����	�� ωH = c2A
ηH

�


� ��	����	 �� klH� ���� lH = ηH

cA
��� !��� ��	���� #�� ������	� ������	 �� �
���
 �	� ���

���������� ��
 �
��	 ������	 �
 ��� ����� ,� ������ ����� 	�� �+���� ���� �  �+������	

�� ��� ��� �����	�� ����
 �� ���� klH �����
� �� ��� ��
� ��

� ����	 �� ��� 
��	�� $
�� 	�+�

�����	'�
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�� �������������� ������� ��� ����������� ���������� �������� �� ��� �������� �����
������ ������ ��� ���  ��� ����������� ���!������� �� ���  ������� "��� ���������


����� �����	
�� 	��	���	�� �� ���� �� ��� �
����

#�� �� ������ �����  ��� ���� �� �����$� ��� ��� �!������� �� "���� ���������� �%��� � ���&
���� � �����������
 ��� ��������� ����  ���� ���� �� ��� ���� �� ��� '��� �(���� ��� �������� �����
��������� �����������% �� ���% ��������� ������� ��� �%��� 
 ��� � �� ������ ���� � �� ��
������� ���� �����)����������� ������ �������� ���� ��� ���������� ��������


������ 	
�	 ���������� ��� �� ����� ��������� �� ��� ����������  ������� "��� By �� � ����� 
�������� �� ��� �� ������� ��$ ����� x = y = 32.5/128, z = 63.5/128�� ��� k = 10 ���
k = 8 � −1 ���� ηH = 0.005 � 2 �−1
 *����� ��� �$������ ���������� ���������� ��� "��� ��
���� �� ��� ���� �� �
 #��� �� ���� �� ��� �� ������ ����������� ��� �� ��� "���� ���������� ��
��� ����
 #�� ����������  ������� "��� ��� ���� �� ���� ���� ��

By(t) = f(t)e−at, �	
���

����� f(t) �� ��� �������� ������������ ��� e−at ��� �� ����� ���� a ��� �� ���� ���+�����
�� �−1
 ,� ����� �� ��������� ��� �������� ����� �� ��� ���� �������� ��%� ���� ���+����� �����
�� �� �� ��� �� ��������
 #� ������� ����� �� ���� ��  �-� ���� ��� ���� � �� �� ��� �������
�������� ����� �� ������  ������ ���� a ∝ Δxn� ���� n ��� ����� �� ��� ���� �
 #�� ������ ��
n� ���  ��� �+������% ��� ����������� ��������� ���� ��� ����������
 .� ��� ������� ��� �����
�� ��� ����������� �% �������� ��� ����� �� ����
 .� ������ �� ��� �� � �� �������� ���� ���
�������� �������� ���� k = 5 � −1� ηH = 0.005 � 2 �−1� ��� ���� ��� ����� �� ����� �������
������� �	� 
��� �β = 1.5� ��� 	/ �������� ��� ����������� �� Δx = 1

32 ,
1
64 and 1

128 � 
 #��
��������� �� ���� ����� a ��� ��  ���0�� �� #���� 	
� ��� ������ 	
�1
 2� �����% �� #3�� �� ��

����4� ��� 5���� �� ��
 ����1�� �� "�� ���� ��� ������ �� ���� �� ���% "��� ������ ����� ���
������� �	� 
��� ��� 	/ ������� �� ����� ���� ������ ����� �������%


6 ������ ����� ���� � �� 782�5 ������� �� �� ��������% �� ����� ��� '��� �(���
 #��
�������������� �������� ����� ������ �� 1/Δx� ����� ������ ��� ����� �� ��� ���� � �% ���
 #��
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�	� ������� ���� By ��  ����� ���� ����� x = 0.378906265 = 48.5/128, y =
0.00390625 = 0.5/128, z = 0.49609375 = 63.5/128� �  �������� �� ����� ��� k = 10 ��−1
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���� ������� ���- ��� -������  �), ������ ��� �������� ���������� ���� ��� ������� -���
��� ����������� �� ��� ������ �� ������������


�.�� �� �
 �#''$� ���-� ��� ���  ������ ����� ����� �������� ��� �������� ���������� �����

� ∂4U
∂x4 
 /� ���� ��� �  �� �� ������ �� ������ ��� lH ��� ������ ��� �������� � k4
 0�

� ����� ��� ������ ��� ��� ηH = 0.005 ��2 �−1 �  �1�� ���������� �� Δx = 1
128 �� ��

k = 5, 7, 8, 10, 20 ��−1
 0� ���� ��� ������ ����� ������� ����� �� �� ������ �����
 ������
	
�% ���-� ���  ��2 �����2��� ������� ��������  ������ �� k4 ��� ���������
 !���  ��� ����
�������� ��� ������ - �������� �� ����������2 ���� 3����� �2 ��� �������� ����������
��� ��� ����� ����


����� ���� ���	�
�	�

0� �1���� ���� ��� ��� ���� �� -������� - �� �� ���4������ �����
 ��� ����� �� ��� ����
����� �� 5���� ��� -� ����� ��� ���� �� ������� ��������
 0� �5� ��� k = 5 ��−1 ��
ηH = 0.005 ��2 �−1� -��� ��� ������ ����� �������
 ��� ���� �� ��� ������ � ��� �����2� -���
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����� ���������� �� ������� ���������� ��� �!������ �� ��� ��� 	 "�� ����������� ������ ���

��� ������� ��� �# �� ���  ���� ����� ���������� ��� �����$�!���� %� �� Δx2 �� ��� ������� ��� �	

��� �� �����  �&����� ������ �� ��%������# ���� ��� ������� ���������� �� ��� ������ ����� 
x = 0 �� ��� ����'  ��������� �� ���� �� �	 (��� ��� �����������# ��� )*+ ����� �� � = �0 ���
−0.25 < x < 0.25# �� � = �0 − 1 ����'����� ���� �−0.5 < x < 0.5�	 ��� ����� �����������# �� ��
� = �0 �� −0.125 < x < 0.125# � = �0 − 1 �� −0.25 < x < 0.25 �� � = �0 − 2 �� ��� ���� �� ���
���	 (� ������ �0 = 5, 6, 7 ��� ��� )*+ ������ �� �0 = 7, 8 ��� ����� ������	 "�� �������� ����
���������� ����� ��� x$����	

������ �	
� ����� ���  ������ ����� �� ��� �������� ����� �� � �������� �� ��� �������
����� ���������� �� ������� ��� �!������ ���������� ��� ��� %�� �����$ ������� ���� �� ���
������� ��� � ���� ��%������ ������ ���� 4 �� 7	 "��  ������ �� ������� ��� � ������� ��� ����
Δx2 ������� �� �� ��� �������� ����	 ,������# ���$������� ��� � ��� ��� � ������  ������ ����
����  ��� ��� ����'� �����  ��� ���� ��� ������� ����������	 -����� # ���  ������ ���� �����
���' �&���� �' ��� ������� ����������	 (���� ��� )*+ �� �� ������� ���� �� ������� �����
����� ��������� �� � ���������' ��� ����# ��  ��� ��� ���� � ���� ��� ��� ����������� �� ��������
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������ �� �������� �� 0���� �� ���������  �&�����# �� �� ����� �122�� �� (������ �� ��	 �12
��	

"�� ���� ���� �� x$�������� %�� ��� ��������# ���� cs =
√

P
ρ = 0.1 �� �−1# Bx = 1 3# �� 

�� ��� ��� ������������� ηΩ = 10−9# ηH = −2× 10−2B �� ηAD = 3.5× 10−3B2

ρ ��2 �−1	
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ρL = 1.7942 g cm−3 , ρR = 1.0 g cm−3, ������

PL = 0.017942 dyn cm−2 , PR = 0.01 dyn cm−2, ������

uL = (−0.9759,−0.6561, 0.0) cm s−1 , uR = (−1.751, 0.0, 0.0) cm s−1, ������

BL = (1.0, 1.74885, 0.0) G , BR = (1.0, 0.6, 0.0) G. ������
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dρux
dx

= 0, ����-�

d

dx

(
uxBy − uyBx
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)
=

d

dx

⎛
⎝

[
ηΩ + ηAD

(
1− B2

z

B2

)]
dBy

dx +
[
ηH

Bx

B + ηAD
ByBz

B2

]
dBz

dx[
−ηH

Bx

B + ηAD
ByBz

B2

]
dBy

dx +
[
ηΩ + ηAD

(
1− B2

y

B2

)]
dBz

dx

⎞
⎠ ,

����,�

d((ρux)ux + ρc2s +B2/2)

dx
= 0, ������

d((ρux)uy −BxBy)

dx
= 0, ����.�

d((ρux)uz −BxBz)

dx
= 0, ����/�
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∂By

dx
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M1R22 −M2R12

R11R22 −R21R12
, ���.1�

∂Bz

dx
=

M2R11 −M1R21

R11R22 −R21R12
, ���.��

���

M =

(
uxBy − uyBx − uy,0Bx + ux,0By,0

uxBz − uzBx − uz,0Bx + ux,0Bz,0

)
���.��
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R =

(
ηΩ + ηAD(1− B2

z

B2 ) ηH
Bx

B + ηADByBz

−ηH
Bx
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y

B2 ).

)
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ux =
1

2Q

⎛
⎝K − B2

2
−

√(
K − B2

2

)2

− 4Q2c2s

⎞
⎠ , ������

uy = uy,0 +
Bx(By −By,0)

Q
, ������

uz = uz,0 +
Bx(Bz −Bz,0)

Q
. ����	�

ρ =
Q

ux
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��� � ��������� !�� ��������� ���"��� ��� �"� ������ ��  ��� ���� "��� � ��#������ ��"��
���� �$ �� ����% ���������� !�� ������ ����� �� ���� ������� �� �� �� ��� ��" ���������� 
��
����������& '��� ���� ���"� ��� ����% ���'�� ��� uz ��� Bz �"���� �� � ��� ������ ������� ���
� ��������� ��( "��� � �������� �� �� �� ��'������ �� 	 � ���� � �� �� � �� ��'������ �� ���
������� ������� ��� ��� )*+ ������ ,� ���"� ���� ��� ����� ���� ��� ��������� ������� �����
�� ���� ���������� -�����������& �� ��������� � �� ��� ������������ ���� ���������� "��� ���
���������& ��� ��� �� ������ ���"��� ������.��� ��� ����� �� ���� ������ �� ��������� ��������
��� ����% ���'���
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/� �������������� �� ��� 0��� �#��� �� ������ �� ������� ���� 1��� �� ��� �23���� !���
������ ��� �4 +������ ��� �� �� ��� ������� ���� 51-!/ �*������ �� ��� 233�� "���� "� �� �
������� ��� 0��� �#��� ���� ��� ����������� ��������� �24� ������& "���� ��� �� �� ���� �����
6��� ���� �� � ������ ����� � ������ ������ �+���78��� ��� 51-!/�& ��� ��� ���� �� ���
���� ������

!�� �������� �� ������� �� !9�� �� ��� �233�� ��� ��� 6):!+-: ���� �!9�� �� ��� 233	��
!��� ��"� �� ��������� ��� 0��� �#��� �(�������� �� �� �������� ����� ,� ����� "��� ��������
��;������ ���������� ��� ���������� �� ��� ���������������& �� ����� ��� �������� ������� ���
��������������� �������& ���� ��� ��� �������� ���� �� ��� "������� ����� �� ������ ����� ����7
����� !��� ������������ ������ �� � ������ ���������� ������ ������ ����7����� ��� ����"���
*���� ��& ��� ������ ����� �� ��������� �� ��� ����� ��� "������� ����� ��������� �� �� ��� ����
������ !�� ���"���% �� � ���� ������� �����(������� �� ��� �������� "������� "� �� ������ ��
��������� �����������

!�� 0��� �#��� �� ��� ������� ���� <��!= �:���� > ?����� �@@2A 8���������%� �� ���
23�3� �� ����������� ��������� �� :��� > :���� �2332�� !�� ���� (∇ × B) × B �� � �� �� ��
tn+1/2 ���� � '���� ��#������ ������ �� � ����� ��� ���� �� �� �(������ "��� !�� �������� ���
�� ���� ����� �� ��� ����� ��� u×B ���� � ����'�� ����������� ��������� ������� !�� ���� ��
:��� > :���� �2332� ���" ���� ��� ���������� �������� �� ��� 0��� �#��� ��  ���'��& �� "� �� �
��� ���� ��� ����������� ���� ��� ����� �� ��� �������

1�������� ����� ������ �� ��� ����������� ��������� ������ �� �� ����� ������ ,� ��� :50
���� 50)?!/* �=����� �� ��� 23��A 5���� �� ��� 23����& ��� ����� ���7����� *04 ����� ���
����������� �� ��� ���� ������ �� ����� ������ !���� ����� "��� ��� ��������� ��#���� ���"
������ ����� ��� �������& �� �� ����������� �� �� �� �� ���� ��B��� ���������� ��� 0��� �#����
!��� ��"� �� ���� �� ��� ����������� ���������� ��������& ��� ������� ��� ����%7���� ���������
�� ������� ����� "��� ������ '����� ��� �(������ ���'�� "����� �$�

�����	�

=� �� � ���������� ����������� ��� 0��� �#��� �� ������ "��� �� �������� ���������������
/� ������& ����� �� � ����'������ �� ��� 011 +������ ��� ��& ���������� ��� "������� "� ��
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∂ρ

∂t
+∇ · [ρu] = 0, #+�&(

∂ρu

∂t
+∇ ·

[
ρuu+

(
P +

B2

2

)
I−BB

]
= −ρ∇Φ, #+�$(

∂Etot

∂t
+∇ · [(Etot + Ptot)u− (u ·B)B−ENIMHD ×B] = −ρu · ∇Φ, #+�,(

∂B

∂t
−∇× (u×B+ENIMHD) = 0, #+�+(

∇ ·B = 0. #+�'(

����
ENIMHD = −ηΩ∇× J− ηH(J)×B+ ηAD (J×B)×B.
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���� ��� ��� ��������
	� � �� �� 0 %	���		�� -�� ���� ���
	� �� ��� ��������
�� �� ���
�����	����� ����� �� .�+�
�� �'��/ �

*� ��		 ��� 0������
�� �� ��� "��� ����0 ��� �
�� �� �
��� ��� ��(
��� ���
�� 
� ��� ��(
������� 10−13 % ��−3� -
��		�� �� ��� ��� ��
���
� �� $��� �� �	� �'��' �� �"�� ��� �����
���		�
�������� 
����

1 ρ > 3.8× 10−15% ��−3�

1 uθ > 2uz�

1 uθ > 2ur�

1
ρu2

θ

2 > 2 P
γ−1 �

��� ����� �� ��
� ���
�
��� ������ ���� ��� +�	��
�� 
� ��
���� �� 
�� �2
�����	 ���������
�
��� ��� 3�
 
� �����
�% � �� ��� 	��� ���
�
�� %��������� ���� ��� 3�
 
� �������� �%�
���
%��+
�� �� 
�� �����
���	 ������ ���� 
�� ������	 ����%�� 4� ��� �������� �� ���1
��	 ,56 �7�����
��� ������	 �������� �+������� ��� ��%���
� �������� 
� ��� 
�� ��%
�� �,����� �� �	� '��8 �
��
�� 
� ������� �� ��� �	���� ���� βplasma = Pthermal/Pmagnetic�

��� ���� �	��
 	 ������	���� �����

����� �����	
 ��������� 	� ������	
 �	�	������

*� "��� �
��	��� � ��		���� �
����� 
�
�
�	 �����
�� �� ��������	��� �� �	� �'��� � *� �(����
��� �	�� �� ����� �����
�% �� �� ��� ��
��
�% �� ��� ��%���
� "�	 	
��� �� ��� 5�		 �7��� ��
�����
2� 
� ����
�� ��&�/�&�

!�� 
�
�
�	 ���
�
�� 
� � ������ �� ���� �� M = 1.5 ,� �
�� � ��
�� �� R = 3700 ���
��
�� �
�	� � ���
� α = 0.25� ��� ��%���
� "�	 
� ����%������ 
� ��� ���	� ��( �
��
B0 = Bz = 35.4 μ9� �� μ ≈ 7� *� ��%	��� ��� ���
��	�� �� !��
� 
7��
���� �� �� ��	+� ���
������ �/�� 1�/�: �
�� ηΩ = ηAD = 0� -�� ��
� ���� ����� ��� 5�		 ���
��
+
�� ��� ��� ��		�� ���
����
��	 ���	�� �� 
� ��� �� � �������� +�	�� ηH = 1020 ��2 �−1� *� ��� ���� ��� &6 ����	
�
�	��� 	
�
��� ����
�� 
� ����
�� &���&�

����� ����
��

; 
7�����
�	 �����
�� �� ��� �	�� ������ �	��% ��� 
�
�
�	 ��%���
� "�	� �
�� �� 
�������

�����
�� �+�� �
��� -
%��� /�� ����� ��� ��
�	 ���"	� �� �2
�����	 +�	��
�� uθ 
� ��� �	���
z = 0 �� ��� ������
�� �� ��� "��� ���� �� tc = 29.266 ���� �� �� ��� 	���� �
���� -��
������
���� �� ��+� �	�� ���������� ��� ���	��
�� +�	��
��� �� ��
�� ��� �����
���	 ������� 
�

� �)�
	
��
�� �
�� ��� %��+
���
���	 �������
��� <�
�% ��� ����� =����� 	��� ��� ���	��
��
+�	��
�� 
� ��	��	��� ��

uKepler(r) =

⎡
⎢⎢⎣r
⎛
⎜⎜⎝ ∑

i=1,ncells
ri �=r

Gmi

‖ri − r‖3 (ri − r)

⎞
⎟⎟⎠

r

⎤
⎥⎥⎦
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������ �	�
 �������� �������� ������ ������ ������ �� ��� ����� z = 0 �� ����� ����� ����� �����
��� �������� �� ��� ���� ����	 ��� ������ ����� ��������� ���  �������� ��������	

��� ���� ���� �� ��� ����������� ����� �������� ��� ������ �� ��� �� �� ��� �������	 ��� ������
������� ��� ���������� ��������	 ��� !��� �������� �������� ������ ��� "���# ���  ��������
�������� �� ����� ����� ������� #��� uθ ≈ 0.1vKepler	
��� �������� ������� ���� ���� ��������� ���� �������� �� ��������� �� ��� ����� #��� Bθ ≈

3 × 10−3G ≈ 0.7Bz	 ��� �������� �#������ �� ��#���� ��� ��������� $%% �� �"��� ��� "���#
��� ��&������ �� ���� �� ����� �	$ #���� ���������� Bθ/B	 � ��� �� ������� ����� ��
������� �� ��� ���' #���� ��� ����(� #���� ��������� ��� �������� �������&���� ����� ��� ����
�����	 ���� �������� ������� ����� �� ���������� �� ��� ������� �"��� ��� "���# ��� ���'�
���� ������� � "��'#��� �������� �� ��� !���� �� ���� �� ��� ��� �� �������� �������� �� �����
�	)	 ��� ����� �� ��� ���� ��� ���' ��� ��������� ���������� "� ��� �������&�������� �� ��
���������&������ �������� �� 1000 �� �� ������ ��� �������	 *��� � ������ ������  ���������'�
�� ��	 �$%��� ��� +� �� ��	 �$%��� �"������ ��� ��� '��� �� ���������	
*� ���� ������ ��� �������� �������� uθ �� ��� !��� �� ��� ,��� ����� ��� �� ���  ��������

�������� �� ����� �	� �� ����� ������� 0.550 ��� 0.872 '�� ����� ��� ���� ���� ���������	 ��� ,���
����� �� ������ ����������� �� ������� �	)	�	)

uHall = ηH
J

‖B‖ . ��	-�

.� ��� ����� �������� ��� �������� ����� �� �/��� �� ���  �������� �������� ��� �������� �� ���
,��� �����	 ��� ����������� ����� �������� �������� #���� ������� �� � �������� ������ �������� ��
��� !��� ��� ��� �������� �� � ����&������ ����	 ��� ��� ���������� ���� ������� ��� +����� �����
"����� 30 ��� ��� ��� !��� �� ������� �������� �� ��� ,��� ��������� �� ���� �� ����� �	0	 ��� �#�
����� �� ��� ��������� ���� "�� ��1�� "� ���� ���� 502	 .� ��� �"����� �� ����� ����� ������
"�� ��� +������ ������ ��� �#� ���������� ������ ����������� "�� �� ���� ����� ������� ��� ������
�������� ���� ��!����� ����� �����"���� ���������� � ������� ����	 ��� �������� �� �1������ ��
�� r ≈ 160 ��� ��#� �� � ������� �� ρ ≈ 10−14 � �−3	 �� ��������� "� ������� ��� ������ #�
����� ����� �� ��� ������&���' ��� �� ������� �	)	)� �� �������� �� ��� ,��� ��������	
��� ,��� �1��� ���� ��������"��� ��� ������� ������ "�� #��� �"��� ��� ������� !�3

4 ������ �	5 ���#� ��� ������� ���� �� � �������� �� ������� �� ��� "�3 ��� ���� ���������
��� ��� �������&���� #������ ��� ,��� �1���� #��� ���� "��� ����� � �3�� ������� �� ρ =

��������� 	
������� �
 ����� ���� ��� 
�� � �
� � �
� �	����
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������ ��	
 ������� ���� �� � ������ �� ������ ��� ��� ��������� ���� �� ������� ����

���� �� ���� ������ ��������������  �� ������� �� ��!� ��� ��� ��"���� ������ �������

10−10 � ��−3�

10−11 � ��−3�  �� ������� ���� � ����� ��# ������� ������� 1 $% ����� �� �� ������
�� 10−2 $ ���� ��� ���� �&���� ' ��� �������% ��� ��� ������� ����� ��� ���� ������� ��
�������� ����� 10−15(10−14 � ��−3% ������� ���� ��� ���� �&��� ������� ������� �����
����� ��������� ����� �� ��� �)*+	� ���� � ���������� ,�������, ���� ��� ��������� ��&����%
����� ������������� ��� -�" �� ������ � ������� ������ ��� ��� ������� ����� .��� �&���� ���
��� �� �������� ��� -�" � ��� /���� ���� ������

����� ��� �	
��� ����	��� �����

0� �������� ���� ���� ������� ������ �� ��� �������� ���������� 0� ��� L ��� ������
������� ������

L =
∑

i=1,ncell

miri × ui, ���+*�

����� mi% ri �� ui �������� ��� ����% ��� ������� ������ �� ��� �������� ������ �� ���� i�  ��
������ ���� ����� �"����������% ��� ��� ������� �� ���� ������ �� Lz% ���� �� ���� ��
���������� ��

Lz =
∑

i=1,ncell

mirc,ivθ,i, ���++�

���� rc ��� ���������� ������ �� uθ ��� �1������� ��������� ���� ����% �� ���� ��� ,��������,
�� ,�������, ������ L+

z �� L−
z �� ������

L+
z =

∑
i,vθ,i>0

mirc,ivθ,i, ���+)�

L−
z =

∑
i,vθ,i<0

mirc,ivθ,i. ���+2�

���+��
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Disk+core

������ �	
� ������� L+
z ��� �������� L−

z ������� ������� ������� ����� ��� ������� �

��� ���� ����� ���� �� ��� ������ ��� ����� ���� ������������	 ��� ��� ���� ���� �� ��� ����

������� ������� Lz� ��� ��� ���� ���� �� ��� ������� ������� � ��� ��� ���! �����	

"� �������� ���� L+
z + L−

z = Lz ∼= ‖L‖	
����� �� ��������� � ������� ������� �� ���� ������	 L+

z ���� ���������� ��� #�������#
������ ������� �� ��� $��� �%���� �������� �� ��� #��������# ������ L−

z � ��� &� ���� ‖L+
z ‖ ≈

‖L−
z ‖	 Lz ��� �� �'����� �(��� ) ������� � ��� ����� �������� � ��� ��������� �������� ���

���� �� �� �� ����� �� Lz ������� ����� *���������� ������� &��� L+
z ��� L−

z +	 $&����� ����
������� ����!� �� �� ���������	
,� ��� ���� ����� � ����� �	
� &� ���� ������ ��� ������� � L+

z ��� L
−
z ������ ��� ���������

����� ��� ������� � ��� ���� ����� ���� �� &��� �� ����� ��� Lz	 ��� t = tc+0.230 !��� ���
������� ������� �!���!��� ��� ������ ��� ����� �� t = tc + 1.600 !��� &���� ��� ��������
������� ��������� �� ���� ���� -�.	 ��� ���� ������� ������� Lz ���� ��������� �� &���
��� ������� ��� ����� � L−

z 	 ,� �� �������� �� �������� �� ��� ��������� �'	
/�������!� �� ��	 *0)--+ ��������� � ��1���������� � ������� ������� �� �����

���� ������� ���������	 ���� ��������� ���� �������� � ������� 2���3� &���� ������� ���
��������� �'	 ,� �� �&���� �� ��� ���� ���� ����� ��� ������� �������� ��� �������	 ���
���� ����� � ����� �	
 ���������� ��� ������� ������� � ��� ���! *�� ������ �� �	-+ ��� ���
��� *ρ > 10−13 � ��−3+	 ���� ������� ������� ��&� ��� ���� ������� �� ��� �'���� �
������� ������� �� ��� ��������� �'� &��� Lz ≈ 0.85Lcore+disk	 ���� ������� �������� ����
��� ������ ��!�� ��� ����� �� ��� ������� �����	 ��� ���� ����� ������ �� ��4& �������
�������� ��� ���� ���� �������� �� ����������� �� ����� �	5	
��� ��� 6����� ������ *6����� -7�7+� &� ��� ����� ���� �� � ����� �������� Δx� ���

&���������� ������ ���� 2Δx ��� ��������	 ��� 289 �������� ���� � ����������� ������	
������ �	7 ���������� � ��� � ��� ��:� � ��� ���� ������ �� ��� ����� x = 0� &��� ����������� ��
����! ������	 2� ��� ������ � ��� ��������� �'� ��� ���� ��:� �� 2 �	�	 *����� -; � 289+�
��� ��� �������� ���� �� � ����� 4 �� � ������ � 100 �	�	 ��� � ����� 32 �� � ������ � 500
�	�		 ��� �� ������� � ���� &������� &��� *� 100 �	�	+ ��������� �� ��� ������ � ��� �' ���
���������� ��&����	 <� ��������� � �������� � ������ � ��& ����� ��� &���������� �� ������
� ����� �� &���� �� ����� �� ���������� ��� �� �������� ����������	 =��� ��� &���� &��� �
&��������� ������ ���� �&��� ��� ������� �������� *Δx ≈ 500 �	�	+ ��� �������� �� ���
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����� ��� ������� � ��� ���� ����� ��� �� ������� ��������� ����������	 ��� �������

����� ���� �������� ����� ������� �� ! "�����# ��������� "��� ������� ����� ����

�������� ������ ������� ��������� "$ ������ �!��� �� ����� ���� ����� � ��� ������� �������

��� "��� ������� "# �! � ��� ������ �����"����# � ��� ������	

!��� ��������� "$� !���� ��������� � λ > 1000 �	�	� � � %������ � ��� ����� ���&� �������
������	 '���������#� ��� ���� !���������� ��� ���������� ���� ������ ���� ��� ����� ��� ����
������� ���� ������ �� k4� ��� ����� (	)*� ��� ��� ��������� ���������� ������ !��� ��� �!��
�������� ������ ���� ��� ������� ���� ����� (	)��	 +�� ������� �� ���� ��� ���!���	 +��
,��� �-��� �!���� ��� ���� ����� �� ��� ����� � ��� �����.���/ !���� ��������� � ������ ��
��� ������� ��������	 +�� ��������� �������� ������"����� �������� ��!���� !���� �������
������ �� ��� �������� �������� �� ������� ������	 ,!����� ����� !������� !���� ��� ����������
����������# ��� � ��� ����� �-���� ������"�� "����� !���� ����� � � ������ � ������.�������
����� ���������� ��� ���� ������� �������	

+��� ����� ������� ���� �� ��� �������� � ��"����� ��� 0���� ��-����	 ������ �	)1 ��!�
��� ������� � ��� ������� ������� � ��� ���� ������ !��� ηΩ = ηAD = 1020 ��2 �−1	 +��
����� ����� ���������� ��� ������� �������� � ���� ������� �������	 +�� ���������� �����
∼ 400 #���� ����� ��� ���� ����� ��� �������� !���� �� � ���� 100 #���� ����# �������
!��� ��� ��������� ����	 +�� �������� � ������� ��� ��!� � ������� ������� ��������	 2����
��� �! ��-����� �-���� �� ����� ��� �#������ � ��� �������� ����� ���������� �������� �����
EAD ∝ ηAD(J × B) × B ��� EΩ ∝ ηΩJ ��� "�� ������������� � ��� ,��� �������� ����
E ∝ J×B� � ���# � �� ������.��� ��� ������ � ��� ���� ����� ������� "# ��� ,��� �-���	
+�� ��"����� ��� 0���� ��-���� ��� ��������� ��� �������� �����#� !���� ��# "� �!����
"� �� ��� ����� � ��� ���� ����#	 ,!����� ������ ��� ,��� ����������# �� ������� ����� �
���������� �!�� ���� ��� ��"����� ��� 0���� �������������� ��� �! ����� �-���� � �� ����
� ���� ��������# ��� ���� !������� !���� ������ ���� ��� ��������� ������	

3� ��� ���!��� ����������� !� ����� ��� ������� ������� � ������ ��� �������# � ��
�������	
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!��� �"����� � #����  �$����� ������� �������	 %���� ����� ������� �������� �� ���

�������� ����� ������	
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!� ��" ���# �� ��$�� �% �� &��� �'�� �� ��� %������� �� ���� �������� ��������� ���
&��� �'�� ������� �� ������� ���(���) ��� "� ���" �� "�� �*�� �� "� ��� �% ����������)
� "� ��'���� ������������� +��� ��� $���) �� ��������� ���� �� ���� � ���$�� ��� ��
��������� 
&, ������-�����

����� ����	
��� �����

.�� ������ �$���� ��� � ������ �% 2650 �� %�� � ��� ���� �% 1 
�� ��� ������ ��� ��������
�����# ����� ��� ���$���-��# α = 0.27 ��� β = 0.011) "���� #����� � �����# �% ρ = 7.62 ×
10−18 � ��−3 ��� �� ������� -�����# �% 2.65 × 10−13 ��� �−1� ��� ������� ���� �� ���%���
�� �� "���� ��* ����� �� z���������� /� ������) ������ �# �� �������0�* ����) ��� ��
����� � %���� "�� �� ������ �*�� Ω ��� �� -��#��� $�������� ��� ��� �������1�� �� ����

���� ��� ����� �� �� �� x−z $����) �� �� Ω = Ωsin(B̂,Ω)ex+Ωcos(B̂,Ω)ez� !� ��� ��� ����
��������� 
&, �'��� ��� �� ������-�# ���� ���$��� "�� ��� �������� ���� 2��� ���$��
 3�

����� ����	��

!� ��� �� μ = 4 ���������� ��� ������� ��# ��$������ �� ���$ �% ���(���� � ��� 2 ��43�

������� μ = 4

��� ������������ ���� �% �� μ = 4 ���������� ��� �������1�� �� ���� �� ) �� "� ���
�������� �� "� ������� ��� ����������� ���������� 
���� ��� 
������

��� �$ ��" �% ����� ���� ���$��#� ��$� �% �����# ��� -�����# %�� ���� "� ���$�) �(�� ��
�� $���� z = 0 ��� 0.450 (#� �%�� �� %������� �% �� ��� 5����� ����� ��� "� ����������
������� -��# ���������� ������ %��� ���� ����) "������ �� ���� ���������� "���� ��
&��� �'�� ��� �������� 2
���� "���� &��� $���� �� �� ���� $���� %�� ���$������3� 6�
�*$������ �� ������ ��7���7) �� &��� �'�� �� �� �#������ �# �� ������ �% ���� �%B� �����%���)
�� �������� �% �� ��������� �1������ -�����# ��$���� �� �� ���� �% �� ������� ���� Bz

��� �� &��� ������-�# ηH� /� ��� ����������) ηH < 0 %�� ρ < 10−13 � ��−3� &����) ηHBz < 0
�� �� $������� ���� 
����) �� �� ������� -�����# �������� �# �� &��� �'�� ���������� ���
���"� �� ������ ������� 8��-�����#) ηHBz > 0 %�� �� ����$������� ���� 
�����) �� �� &���
�'��� �������� �� ������ �% �� 0����
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����� ��	
 ������������ ����� ��� ��� ��� ��������� �� ��� ����������� μ = 4� ���� ������

�� ��� ������
��� ���� ��� �tc�  ����� �����!�� "�� ���� �� ��� �� #�$���� ��������� ����

#�%&& 27.049 27.526 = tc + 0.477 27.556 = tc + 0.505 0.040 ���'�� ()�

#�%�& 27.100 *�� ������ 27.471 = tc + 0.371 0.080 ���'�� (+�

#�%�& 27.200 *�� ������ 27.557 = tc + 0.357 0.040 ���'�� ()�

#�%(�& 27.104 *�� ������ 27.541 = tc + 0.437 0.323 ���'�� (,�

#�%()& 27.131 *�� ������ 27.836 = tc + 0.705 0.161 ���'�� (-�

#��.�/ 29.360 *�� ������ 29.960 = tc + 0.600 0.323 ���'�� (,�

#�%&& ���� 27.113 27.510 = tc + 0.397 27.563 = tc + 0.451 0.323 ���'�� (,�
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0.450 �� ���� ��� �������� �� ��� 3�� 4���� ���2 5��� ���! �5� ��� 5������ �������� ���

���� �6���� ��� ������� �!����� ������������ �� 10[−13,−12,−11,−10,−9] 0 ��−3�
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 ,��� ���� ���- � ���� -��� � ������ �� rdisk � 10 �� �� ����
����	 
�� �������� �� ����� ������ ��� ���� ����� ��� ���� ���� ��������� �� ������ �� �����

�	��� �������� ��� ����� ������	 
�� ������� ��� ��� ���� ���� �������� �� ����� ���� �����

���� ��� �������  � ������ ����� ������ ������	 
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������ ��� ����!� ������ �� ���� ���������� ��� � ����� ����	 ��������� ��� ���� �� ����"�

����� �����# ��� ������#	 $�������� �� ��� ���� %����� ���� ��������� ����� �� ���� �	&� ���

 � �'��� ���� ��� ���� �� ����� � ���������� ��������� ������� �� ��� ��������� ����� �� ���

������	 (� ������� ��#� � ��)�� ��� ���������� �� ��� ����	 
�� ����� �������� �� ����� ����

�� � ����� ���� ��� ���������� ��� ������� ���� �� ��������� ����"�� ��� ������ ������ ��

���#�� ��� ��� ���� �� �*�������	

(� �� ������� ����������� �� ���� ���� ����� ������ ��� ������ ������ ����� ��� �����������

������� ���  � �'���� ������� ��� ���� �������� �� ����� ����	 
��� �� ��� �� ηH ��������
�������� �� ��� ����� ���� �� ��� ����	 (� ����� �	��� �� ���� ����������� ��� ���� �� ηH �� ���
������ ������� ���� ��� ������ �� ���� ��������� �# ��� ��� ���� ��� ��� ���� ��� ��������������

��� ���� �� ��� ���� �� ��������# ������	 (� ���� ����������� ��� ����������# �� �������� �� ����
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������ 	
�	� ���� �� |ηH| ��� �	��� ����� ����� �� �	���� ������ �����
 ��� ���� ����  ��! 

��� ��"�� �� ��� �� �# �� ��� ��� ���� ����� � ��� ������ �� !���� ηH < 0
 ��� ������� � 

�������������!� �


�� ��� ��$# �� �� ���%� �� ��� ����� ������ �� ��� �� �# !��� � "������� ��� �� �!� ����� 
�� "������� ��!�� ��� �� �� %������&
 '  ����� ����� �� ���%���� �� ��� (�"���� %������&
�� ���� �� �$������
 �� ���)�" ��� �&����� � # !� ���   �"������ !��� � ��������  ����
 �	���# ���& !� ���%��� ��� �� � ��%��& ���" ����"��� �� ���%� ��  �� �� %��� � � �� ���

������ 	
�*  ��! ��� �%������� �� ��� "$�"�" ��� ��& !��� ��"� ��� ���  �"������ �� ���
 ����� �	���
 +��� � �!& �����%� �� � ��%��&# ��� )� � ���� ��� ��� ��� ��"� �� , �����,
�� -�����& ����� � 
 .����# �� ���� ��� �� � ��%��& ����� ��� �� �!� ����� �� "������� ��!��
�� ��� ����� ������# ��� .�� �/��� ��  �  ������  ������� �� ���%���  "�� ��������  ������

0� �	���� ������# ��� ����� ��  ��� ��� ���  ��" �� ���%��� ��� �$�� ��� �� ��� �� �
 800
&�� ���� ��� )� � ���� ���"����# ��� ���� � ���  ����� ��  ����� ����� �


������ 	
�1 �$����� "� �� (�"���� %������& � t = tc + 0.450 �&� �� ��� ���� x = 0

0� �	����# ��� �������� �� ����� "�"����" �� ��� �-������ ���� ��� �� ��� ������� ��
��������������� ��%����� �� ���� ��� ������ ������� �� ��� �����#  �� �� ��"��� �� �
 2��*�

0� ��� ���� ��� !&# ��� ���� �� �	��� �  ��������� �& � ��������� 3���  �� ���%� �����
"�"����" � ��� ������ !& ���" ��� ������
 +� � � ������ �!� ���� �&�� �� �����%�
����� %������&# ���&���  ��! "���� �� ����� "�"����" �∼ 7× 1048 � �"2  −1# ��� ��"� 
��!�� ��� ��� �����# !���� �������� !��� ��� ������ �� ��� � ������� �


������ 	
�4 ��"��� ��� (�"���� %������& �� ��� 5������� �� .�� %�������� � t = tc + 0.250
�� t = tc + 0.450 �&�
 0� ����  & ��" # ��� .��  ���� ���� �� �"� � 0 �� ��� ����� 10 �
���� � ��� �� � ��%��& �� ��� ������ � %��& ��!
 0� ���  "� ���� ����# ��� ������� %������&
�� �	���� � �"� � ��������& 5�������# ����� ���%�����  ������ ��� ��� �� �
 ������� ���" ���
������# ��� (�"���� %������& ��� ��� �� �� ��� .��  ����   ��� �� )���� 	
��
 ' �� ���
�� � � �# ��� � ������� � � ������� � ������& ��� ���������� .��  ����
 ��� �$��  �� uθ ��
�	���� �� r ∈ [100 : 250] � ����� ��� ����� �� 	�6� � ������& ��� �� ��� ������ �������
�������
 ��� ����  �"������ # ��� .�� ��3����� ��  ��� � r ≈ 250 � �� ρ ≈ 10−14 �
�"−3


+� ��"��� ��� �������  ���� !��� ��� � � !������ .�� �/���# ������� �� ����� � ��� ����

' �$������# ���  ���� � ��!�� �� �	��� �� ������ �� �	����
 ��� ��/������ ��� �� �� ∼ 0.1
�"  −1# !���� �  %������ �� 50 �� 100 6 ���" ��� � � !������ .��
 ��� (�"���� %�������� 
����  ��� ���  "� ���)�� ��&��� r ≈ 300 �# ���%��� ��� � ��� ����� ��� .����/��� ����"� 
����������


7��  � ������ �� ��� � ������� � �� ����� ����� �� )���� 	
�� �� ��� ���� y = 0# !��� ���
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�& '(������� �������� ���� �� x = 0 ����� �� t = tc + 0.450 )��* ��� �	 !! "����$ ���

�	 �+! "�����$
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�� ������� �� ��������� �������� ���� ��������  ��� �������� ������ !��� �������� "�#��$

���% �������� ����&�� !��� ������� �%� ��%���� ������� !���& ������� �� ����� t = tc + 0.250 �%�
t = tc+0.450 &�� ���# �%� !����� #�%����� ��� '	$(( ����� �����%� �%� '	$�)( ������ �����%�
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������ �	
�� ��� �� ����� �	
�� �� ������ ������ ��� ������� ��� ��������� ��������	

����� ������ ���������� ��� ��������� � ��� �������� ����� ��� ��� ��� ����� �������� �� ��� ��!
������� � ��� ���"#� ������� ��������	 $������ ��� %��� �&��� ������ ��� ��������� �� ρ < 10−14

� ��−3� ��� �������� � ��� ���� ����� �� ������� ������  ��� ρ = 10−15 � ��−3	 '���  ��� ���
���� ����� ��� ����� ������!���"� ��� ���� �������	 (��� �������� ���� ��� %��� �&��� ��� � ����
��� ������ �� ��� ��������� � ��� ������!���" 	

)� ��� ��� �*���!��������� ������ Ωini ��� ηHBini ��� ������ �������� �� ����!��������	 +������
���� ��� ������ �� ������������ ��� ���"� ���� ��� ���� �������� �,�� �� ��� ������� �����	 (���
��� ������ �� ������ ������ ����� ��� ��&����� ������ � �������� ��� �� �����������	 -�� �����
�,���� � ���" �,�� �� �� ������������ ������ *���� ������ � Ωini �� ηHBini ��������� �� ���
�������� � ���� ��������	 +� ��"� ��������� � ����� ������ ����������� ���� ����� ��,����
������� ������� ρ = 3× 10−10 � ��−3� �*��� 0.300 "�� � ��� ��� ���� ����  ��������	

.� � ����� � ����� �	/0 ����� ��� ��������� � ��� ����� � ��� �������� �,�� � ��� ����� ����
������ 1r < 10 ��2 ���� ������� �� ��� �������� ����  �� 3�!�0� 3�!�0� 3�!
�0 ��� 3�(456	
$����� ����� ��������� ��� ������� ����� � ��� ��������	 (�� 3�!�0 ��� 3�!�0 ���"� ���� �������
������� ���� ����� ������� �������� �,��	 -� ��� ����� ����� ��� ���" � 3�!
�0 ����� �� ����!�����
����� ���� ��� �������� ����� �� ��� ���������� ��������� � ��� %��� �&���#� ������� ��������	
5���� ����� � ����� �	/0 �������� ��� ���� � ��� ������� �������� � ��� ���" ��� ��� ����
1ρ > 10−13 � ��−32	 '� �� ����� �,����� 3�!
�0 ��� ��� ������� �����	 +� ���� ���� 3�!�0
��� 3�!�0 ���� � ����� ������� �������� ���� 3�!00	 +��� ������� �� �� ������������ �����
*������ 3�!00 �������� ����"����� ��� 3�!
�0 �������� �������!����"����� ����� ��� %��� �&���
��� ��� ������� �������� ������ ������ ���� ������ ������� �� � ����!�������� ���"	 (�� �&��� ��
���� ���� ����"��� ���� 3/!�0 1��� ��,� �������2	 3�!
�0 *���� ��� ���� 7%���! �������7 �����
��� �� ��� ���������� ��  ���� ��� ������ ���" ����� ��� ������ ������	

+� ��������� ��� �����!������� � ��� ������!���" ��� ��� �������� ���� �� ����� �	/
  �� �����
������ ������	 (�� ���� ��� ������ � ��� ������ ���������� ��� ������ ������ �� ��� ������!���"
n ��� ��� z �,�� 1����� �� ��� �������� �,��2	 +� ��������� n ��� ���� ��� �� (��"����� �� ��	
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��� ������ ���� �� ��� ����������� ����� ��� �	��� ���� ���� ! �	��"� ���� ����� ! ���

�	��� #������ ��� $��� �%��� �&����� �� t = tc + 0.450 ���
 '�� #���� ����#� ��������� ���

��������� �� ��� �������� (���! ��� ��� &���� �������� ��� ������������ �� ρ = 10[−16,−15,−14,−13]

� ��−3
 '�� ��� ����# ���������� ��� ��������� �� ��� ����)� ������� ��������


 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 180

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45

D
is

k
 i

n
cl

in
at

io
n
 (

d
eg

re
es

)

Time after first core (kyr)

M4-40
M4-90

M4-140

 1e+47

 1e+48

 1e+49

 1e+50

 1e+51

 1e+52

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8

D
is

k
+

co
re

 a
n
g
u
la

r 
m

o
m

en
tu

m
 (

g
 c

m
2
 s

-1
)

Time after first core (kyr)

M4-00
M4-180
M4-40
M4-90

M4-140
M4-00 (nH)

M4TURB

������ 	
*�� +��� ������ ,-������� �� ��� ����� &��#��� ��� ����� ������� �������� �r < 10
�� ��� ��� ������� �������� (��� ��� ��� ����������� �����������
 '�� ������ ���� ����������

��� ������� �����
 .���� ������ /��� �� ��� ������� �������� ��� ��� ���� ��� ���� ������

�ρ > 10−13 � ��−3 ��� �-��� μ = 4 �����������
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$���%& '# !��(����� ��� ������� �������� �����)

I =

∫
ρ>10−15g cm−3

r⊗ rρdτ, $	
�*&

+��� dτ ��� ,�-��� �-������ ���� ��"��� ��� �����,�!��� ����!����� �� ��� ���--��� �����,�-��
�� ��� �����)�
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�� ��+ 10−15 � !�−3
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 .�
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�������1�� ��� ���������&
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 3!���--#� ���� ��!-������� �� ���
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 Ω !�� '� ��!��(���� ���� �+� !��(������ Ωx ��� Ωz
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 ����� ������ ����� ����� ϕ ����

����� ��� � ������� ����� θ �!��� ����� �� ��� ����������� ��� ��� ���� ������ ��� ������ �����

��� ��� μ = 4 �����������
 "�� ������ ����� ��������� ��� ����������� #������ ��� $��� �%���


"�� ������� �� ��� ����������� �� ����������� ���� ��� �������� �� ��� $��� �%��� �� ����
�������������
 &	��' ���#� ��� �������� ����������� ����� �� !��� ����������( #���� �� ���
���������� ��)�� ���� �� ��� ��� ������� �������� )������* ������ ��� x−�+��( �� �����* !* ��
�������� �� �*�����* ���� �� ������������ !* ��� ������������ !��#��� &	�	' ��� &	�,	'

"�� ���!����� �����������( ��� ����������� �� ���� ����( ��)� ������������ �� ϕ = 35◦ ��� θ = 58◦
#��� ��� $��� �%���( ��� ϕ = 29◦ ��� θ = 62◦ #������
 -�)�� ��� ������ ����������� �� ���
������� ��������( ����� �� ������� ������� �!��� ��� � ������� �����( !�� ��� ����� ����� ��
��� ������� �� ���


.� ���( ��� ����� ����� �� ��� ����������� ���� ��� ���� �� ��/����� ��� ����( #���� ��������
���� ���*� ����� �� ��� ������� ���!�� ��������


0� ��)�������� ��� �������� �� ���������������� ��)������ �� ��� ������������ �����
 1� 2����
	
�3( #� ���� ��� ����� ������������� �� ��� ����� �� ��� ���( ��������* �� "�������� �� ��

��',��
 0� ������� � ����� �� ��� ����� ���������� ��� )����� n ��� ��� ������� �������� )�����
Ω( ��� ��������� ��� ����� �� ��� ��� ����� ��� ������ )����� �� ��� ����� nslice = n × Ω

"�� *����#���� ������� �� ��#��� ��� 4�����4 �� ��� �����( ��� ��� !��� ������� �� 4!�����4
��� �����
 0� ����� ���� �������������� !������ �� �� ���� ����������� �� ������� ���������� ��
����� ���2���������( ��)�� ���� ��� ��� ���� ��� ����������* ������� �� ��� ����� �� ��� �������
����
 &	��' ��� &	�,	' !��� ������� � ���������������� ��)�����( #��� � ��������� ������� ���
������� �� ������* 5' ��� �' �� ��������)��*
 6� �+������( ��� ���� ��� �������� �� ��������
!* ��� $��� �%���( ��� ������ ��� ������ ��� ���������������� �������
 &	�	' ���� ��� ���� ����
��������� ��� ��� � ������� )������* ������ ��� ���������* ρ = 10−14 � ��−3 �� �+������* ��#

7����������( ��� �������� �� ��� ����������� ����� #�������������� #����� � #���� �� 50 �� �!�)�
��� !���# ��� ��� �����
 &	"8�9 �� ����������� �� 2���� 	
�	 ����� #��� ��� ���� #������ ���
$��� �%����
 1� ����� �� ������� ���������������� ������� �� ��� ����� �����( #��� �#� ��)������
�� �������!�� �� � �� ���� ���� �� � �������� ����
 "�� ������ ������ �� ��� ��� ����� ��:����
�� ��������� �� #��� �+���� ����� ��)������ ��)� !��� ������ !* ��� $��� �%���( !�� �����
�������� ����� �� ���!�
 �����������( � )��* �������� ���� �������( ������� !* ��� ���������*
ρ = 10−14 � ��−3
 .��� #����!������ ��������� ���� ��� ������ #������ ��� $��� �%���
 ;������
��� �����������( ��� �#� ���� !��� ����� �����!�����
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������������	 "�� ������ ���� ���������� ��� �������	 "�� ��#�� $���% ��� ������ $���% !�����

��#�� $��&�% !����� ������ $�"'()	

���� $��&�% ���� ���� � �������� ������ ������ ��� ����������� ���� ����� ������ 150 ��	 "��
���!����� ���� ���*� ��������� ��� !��� ���������	 � ������� ���� �� ��� ������������� ��������
���� ��� ���� �+��� ������� �� ���� ���������� ��� ���!����� ������� �� ��� ���� ���� � ��������
��������� ��������	 ��*���� ��� ������ �� ����� ��� ����� ��� ��� uθ �� ��� ������������ ������
�� ��� ���� ����� ���� *������ ��� ���� �+��� ,����� ������ ����-	 $������� ��� �*� �������
�������� ��� ���� �� ��������� �� *���� ��� ��.����� ���� �+��� �� ������ �������!��	
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/
���*� ��� �0���� �# ������� �������� Lz ��������� ��� ������� �������� ��������� �� ��� ����
������	 "�� ���������� ������ ������ t = tc + 0.300 ��� *��� �� �������� �# ≈ 2.5× 1051 � ��2
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��� ���� �� $���% $��&�% ��� $��&3% ������� �������� ��� �������� �# ������� �������� ��
�� ��� ��� ���� �� $��%% ��� $���% *���� !��� ������ ��� ����� �� ���� �����	 "�� ���� ��
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�������	

������� � ���	
��� ��
���� ����� μ = 2
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���������� ������	 "�!�� �	5 ���������� ��� �������������� ����� �# ��� �����������	 "��
����� �# ∼ 7 ��� �# ��� ���� ���� #�������� �������� �� ��� �������� ����� �� ��� �� ��� ������
����� �# ��� �������� ��������	

������ �	
6 �������� ������� ��� �������� ���� �# $
�%% $
�&3% ��� $
�%% ,��- �� t =
tc+0.400 ���	 "�� �������� �������� !������ ����� �� ��� #�������� �# ���� ������������ �����	



��� ������� �	 ��� ��

 ������ � ���� ��������

 0

 5e+50

 1e+51

 1.5e+51

 2e+51

 2.5e+51

 3e+51

 3.5e+51

 4e+51

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8

A
n
g
u
la

r 
m

o
m

en
tu

m
 (

g
 c

m
2
 s

-1
)

t after LC (kyr)

M4-180
M4-00

 0

 5e+49

 1e+50

 1.5e+50

 2e+50

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

A
n
g
u
la

r 
m

o
m

en
tu

m
 (

g
 c

m
2
 s

-1
)

t after LC (kyr)

M4-40
M4-90

M4-140
M4TURB

������ 	
�� ���������� ������� ��� ������ �� ������� �������� Lz ������ ����� ��� ��� �������

�������� �� ��� ��� ������ ������� ����� �� ��� μ = 4 �����������


!���� 	
" �������������� ����� ���  #�� �� ��� ����������� μ = 2


$�� ����� ���� �tc� %����� �������� &�� ���� �� ��� ��� '������ ���������� ����

'�(�� 34.498 )�� ������� 34.896 = tc + 0.398 0.162 ���*�� ���

'�(	� 34.547 34.844 = tc + 0.297 34.853 = tc + 0.306 0.020 ���*�� �+�

'�(+� 34.817 )�� ������� 35.220 = tc + 0.403 0.162 ���*�� ���

'�(�	� 34.618 )�� ������� 34.990 = tc + 0.372 0.324 ���*�� �,�

'�(�-� 34.598 )�� ������� 35.130 = tc + 0.632 0.162 ���*�� ���

'�!.$/ 34.006 )�� ������� 34.445 = tc + 0.439 0.324 ���*�� �,�

'�(�� ��0� 34.146 )�� ������� 34.607 = tc + 0.461 0.080 ���*�� �1�

2� ��� ������� ����3 ��� ������ �� ���� �� ��� 0��� �4��� ��� ρ > 10−11 � ��−3 ������� ��
���������� ������� ������� ��� ��������3 ��������� �� � �������# ���� �������� ���� ���� �������
��� 0��� �4���


������ 	
�- �������� ��� *������ ������� �� ��� ��� ���� ��� ������ ��� ��� ��� μ = 2
�����������
 2� �*��# ����3 ��� ��� ������� ����� "�� #���� ����� ��� 5��� ���� ���������3
��� ��� ���� �*������� ����� �����# ����������� ���� ��� �����������
 !�� ������ �������� ���
��� ��4����� ������������ ��6���� ����������� ���� �� ����� ������3 ���� '�(�-� ��� '�(�	�
�������� ��� ������� ��� �3 ��� '�(+� ��� '�(�� ��� �������� ����� ������� ����
 !�� ������ ��
���� �� ��� 0��� �4��� �� '	(�� ���*���� � ����� ������� �������� ��� ��� �� ���� ������ ����
������� ��� 0��� �4��� �# ����� ,�7
 8*�����3 ��� ��� � ��� ����� �� ����� �� �� μ = 4


!�� ���# ������� ��������� �� '�(	�3 ����� ���� ��� ���� � ��� 
 !��� �� � ���� ��������
���� ���� '	(	�3 ����� ������� ������ ��� ��� ������ ������� �������� ����� ��� μ = 4
�����������
 !�� �������� ������ ����� ��� ��� �������
 �����3 ����� 40◦ �� �� ����� �����3 ���
0��� �4��� ����������� ��� �������� ��� ��� �� ���� �����������
 '�(�� ����������� � ��������
��� ��� ��� ������*� ���� ������� ��������3 ����� �� �������(�������*�
 !��� �� ��� �� ���
������� �������� ����
 2� '�(��3 ��� 6��� ������ ��� ������(��� ���� � ��*�� ������ �� �9�������
*������#3 ��� �� '�(	�3 ���� *������# �� ������� �# � ������ �� ������# 1/ cos(40◦) ≈ 1.3
 !���
���:����� ��������� �� Ω ���� ��� ����� ��� 6��� �� ����� ��� ������(��� ���� � ��;�����
�9������� *������#
 2� �� ��������� �������� ���� ��� ���� ����#��� � ��� ������ �� �������
��������
 !�� ����� ������ �� ������� �������� �� ��� ����<��� ������3 ������� �� 5����
	
�+3 ���5��� ����� �����*������
 !�� *��# ��� ���������� ������� �� '�(	� ����� �� ��� ����
������ ��������3 �����# 0.300  #� ����� ��� 5��� ���� ���������3 ��� ������� ���� '�(�� ����� ���
��� ������� ���� ����� �# t = tc + 0.400  #�


8*�����3 ��� �������� �� ������ ���� ��� μ = 4
 !�� ������� �������� �� ��� ������� ������
�� �� ���� �� ��� ���� ����� �� ��������� �� '	(��3 ��� �� ��� ������� �������� ���� �� ���
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�� ������� ��� �������� ���� �� ����� ���� ����� ����!� ���� ���"�� ��� �����

#��"��� $��� �%������ �� t = tc + 0.400 &��
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�����	 
��&  	�� )��� �� ��	 ������� ���	���� ��� ��	 ���� ��� ��	 !��	 �	����

�ρ > 10−13 � !�−3� ��� 	�	�' μ = 2 ����������% ��� #
$�� ��� !���������� *���� +���	

�	�(		� ��	 ���� ��� ��	 ������ ����	��! �	��% ��� ����	� �	���� #�$&� �&�◦% ���� ���	�% #�$�
�
��
�◦% ���	 ���	� �� t = tc + 0.300 �'��

�	� μ = 4� ,�	 -��� 	.	!� !����� (	��	� ��	 ������� 	����� �� !�	��	 � ����������� ����������
�������% (��!� �����!	 �	�� ������	% �����	� �����% (��� ������' � ��!��� � !�����	� �� μ = 4�

,�	 ��!�������� ����	 ����	� �' ��	 ���� (��� ��	 ������ ����	��! �	�� �� ������'	� �� ��	
����� ���	� �� ����	 
��&% ��� #�$&� ��� #�$�
� �� t = tc + 0.300 �'�� ,�	�� ����	 ������!�	�
���◦% (��!� �� ��	 ������	�	� ���	!���� �� ��	 -��� 	.	!�� /	 �� ��� �	��	�	�� ��	 ����	 �� #�$
�
��	 �� ��� ������ ������	� ���������

+� ����	� �!��	% ��	 ����	 �� ��	 ��	���$���� �� �����	� �� ����	 
�0� ��� ����	 ���		 ���	���������
1� ��� !��	�% ��	 ������	� ����	��! ������� �	��!	 ��	 ������� ���	���� �� ��	 2��� ���	 ��
���� ��	 ����% �	�!	 �	������� �� � �����	� ����� ����	 ���	 ����	� ���!� ���	� ��	 ��� μ = 4�� ,�	
-��� 	.	!� ����� ��� �� ��2�	�!	 �� ��	 ��!�������� �� ��	 ��	���$����� ��� #
$&� ��� #
$�
�% ��	
��	���$���� �� 3���� ����$�����	� (��� ��	 ������� ����	��! �	��� ,��� ��' 	4����� ��	 ���	�������
�� ��	 !��!����	���� ����� ,�	 -��� 	.	!� ��	� ��� !����	 ��	 ���	������� �� ��	 ��	���$����%
��� �	�	���	� �� �5������� �!!	�	������ �� ��� ���$����	� ,�	 2��� ��	� ����� ���� ��	 !	�����
�	���� (��� � �	��!��' �����' !������	� (����� ���� ����	% ���� �	����� � ������	�	� ���	!����
�� ��������% (��� �� �4�� �	��	���!���� �� ��	 ��	���$����� ,�	 ����	� ��	 ����	��������% ��	
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�����	 
���� ��	 �� 
���� ��	 ����� ����	� ���	� �	��	�	�� ��	 μ = 4 ��	����������

������	� ��	 ����������	� ��������� ���� 	�������  �! ��	 ���� ���	������� �� �	����	���	� "���
��	 ��	�������� "�� μ = 4 ��� ��� �� μ = 2� #� ���� ���	� ���	$ ��	 ����	��� %	�� �� �� ������ ����
��	 ��	��������&� ����� ����	 �� �	�� ��'�	��	� �! ��	 �!������ �" ��	 '���$ ��� ��	 ��������	����
����� �� �����	�  ��� ��	 ��	��������� #� ���	�  ����$ �� ������ ����	��������$ ��	 ���� 	(	��
��� )��������	�) ��	 ����� #� *��+,-$ ��	 ����	 �� θ = 15◦ .12◦  ������ ��	 ���� 	(	��/$  ����
�� "�� �� 	� ���� ��	 58◦ �� *
�+,-� 0�������� ���� ����	  ��� ��	 ����	 �" ��	 ����  ����
��� �	 1	�! ��������1	$ ��1	� ���� ��	 ���� �� ���	�! �	1	���	��

���	 	1	�! ��	�������� ���� ����	 �� 1������ ���	��������$  	 ���! ������! *���� ��� *��+,-
�� %���	 
���$ 0.300 �!� �"�	� ��	 %��� ���	 "��������� ��	 ����	 ����	� ��	 ����	� ��	 ���	  �!
�� ��	1�����!$ ����� 	2������ .
��3/� ��	 ����	 �" ��	 ��	�������� �� 2���	 ��(	�	�� "��� � �� 	�
����	��������$  ��� �� ��'��	� ���	� �	����$ ����	� ���� � ����	 ���%�	  ��� � ����� ����	 �� ��	
�����	� ��	 ���! ������	 ��(	�	��	 ����	��� ��	 ��4	 �" ��	 %��� 5����� ���	 .�	� �	����� �� ��	
���/$  ��� *��6� ��� *��+,- ���������� ��	 ����	��  ��� 100 ��� 150 �� �� ����	�	�� ��	
������	�� ���	 �� �	���! ����������������	 "��� ��	 ����������	�� ��	$ �	����� ���� ��	 ����	���
%	�� �� ������ 	����� �� ������ ��	 �	����! ���%�	 ��� "��� � ��	�������� �� '�� �� ��	 ���	���

�����	 
��� ������	� ��	 '��� �4������� 1	�����! �� ��	 ���� ��		�� 0��������! �� ��	 �� 	�
����	���	� ���	$ �� ��	�������� "���� � ��	 ��	��	����� �������� ��		� .*���7� ��� *���
� ��	
��	 ����	� ������/� #� ��	 ���	� 100 ��$ ��	 �������� ��		� �� �� 	�$ ��	� ����	� ���� ��	 ����
��		� �� 	1	�! ����������� ��	 ���! 	��	����� �� *��
�� ��	 ���� 1	�����! �� ���� ��	�������� ��
� ��	 �� ����� �� �� ��	 ���	� ���	� .� 5×10−2 �� �−1 "�� r > 100 ��/$  ���� ����	��	� ��	 �����
�	����	 � �� 	� uθ� 8	1	���	�	��$ ��	 �������� �" ��	 ��	�������� �� ������	� �! ��	 ���� 	(	�� ��
��	 ���	 	��	�� �� μ = 4� ��	 ���� 	(	�� ��	� ����	��	 �� �	��	��	 ��	 �������� 1	�����! �! ∼ 0.1
�� �−1$ "��� 50% �� 100% �� �	����1	 1���	$ �� ��	 � � 	���	�	 ���	� *���� ��� *���7�� ��	
����� ��  ���� ��	 �4������� 1	�����! �������	� ��	 ���� ��		�$ ������ r = 150 ��$ ����	������
�� � �	����! ρ = 10−14 � ��−3�

��	 �4������� 1	�����! ���� �" ��	�	 ����������� �� ��	 ��	�	��	� �� %���	 
��� �� t =
tc + 0.300 �!�� #� ��	 ���	  �! �� μ = 4$ ��	 ����	����! ρ = 10−14 � ��−3 �������� � ���	�	��
�������� �� 	1	�! ���	$ ��������� *��+,- . ���� �� ��� ��	 ���	  ������ ��	 ���� 	(	��/� #�
*��
�$ ��	 1	�����! �� ������ �����%	� �� ���� �	����� ���� 	�������  �! �� ���� ����� �	 "���	�
�	����	 ��	 5����� ���	 ����	�	� �����! �� ��	 ��	��������� ��	 ������� ���	���� ���������	�
�! ��	 '��� �� ��	�	"��	 ��� �� �� �������� ���� � �����������! �������	� ����� 0����	����������
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 ��	 #���	
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 ���������� �	��		� ��	 	��	�� �� ������� ���	���� Lz ������ ���	� ��� ��	 �������

���	���� �� ��	 ��� �	���� �����	� ���	� ��� ��	 μ = 2 ������������

���� ��� ������ 	!��������� ��������	� ���� � ��"	�	�� ���	� ���� �� �#����	� $��%�& �����
'�	��� (��� �	�����)���	� ��	 ���	� �� ��������	 ���	� ���� ��	 )���	� ��������	� ���� ��� ���	�
*�	 (��� 	"	�� �� ��	�	���	 �	�� +����)	+ �� ��	�� ����������& ����� �	��� �� �	�� ��������	�
�����	�,���������

#	 �� ��� -�� �����	�,�������� �� ��	 ���,����	 �� ��	 ��	���,��� �� *�� ����� 	� ���
�$���� �� ��� ��	�� 0◦ ��� 45◦ ����	�� *��� ��	���	��� �� ��	 �� ��	 	�����	� ����	���
��� ��� �	�	������ 	����� �.������� ���	�	������ �� ���� ��� �	)	��	 ��	 /��� ��������� 0��
�	�� ��)���	� ���������� ���	 ��� ��	 ������� ���	���� ��)	��	��	 ��' ���� �	 �� ����	 �	�	&
��� �	 �� ��� 	�����	 ��	 ���� ���� ���� ����� ����	��

1� ��	 �	���������� �� ��	 �	����� ��2	���& ����	��� ����	� ��' ������ 2	�� �� ����	� �����
��	 ���� �� �������� ����	� ������� �3�������� 4 5�'�	 �67$�� *�	�	 ��������	� ��)	 �		� ��,
�	�)	� �� �	)	��� 8(9 ����������� ������ ��	 ���	 �� ��	 -��� ���	 �:	����	� 	� ��� $��$; 8�����
	� ��� $��%; *����� 	� ��� $��<�& ��� �� ��� ���	�� �� ����� *�	 ��)���	�	�� �� ��	 ����������
��' �	 �� ����	& �� �����' ��	 �	��� �	����	 #����	� 	� ��� �$��%� ���	�)	� ��	� �� ������,
����� �� ����� ��	 ����	��� ��� ��� �� 	�����	�� :���	 ��	 ���/��� ��������	 ���� ��	 ��������
����	��� -	�� ������ ��	 �������� ����& ���� �� ��� ���������� �	����	 �� ������	� ���-���������&
��	 (��� 	"	�� ������ 	)	� ���	 ��	 -	�� ���	�� 0� ��	 �������'& �� ����,������	� ���-���������&
��	 �������� -	�� �� �	� 	�	�� 1� ����� �	 ���	�	����� �� ����' �� ���� 	��	�� ��	 (��� 	"	��
	�����	� �� ��	)	�� ���/���& �� �� �� ��� �	�	���	� � ������ 	����� �������� -	�� �� ������ ��	
������� ������� ��������� :���	 ���/��� �	��)	 ������� ���	���� ���� ��	 ���	& �� �� �� ����	
���	�	�� ��� ��	 !�	����� �� ��� �	�������� ������ ���� ����������

#	 ��	�	���	 �	���	)	 ���� �	����� �� *�� ����� 	� ��� �$��<�& *�� ����� 	� ��� �$���� ���
#����	� 	� ��� �$��%� ����� ��	 ���	 �� ��	 (��� 	"	�� �� ���� ���������� (��	)	�& ��	' ��
��� �	����� ���� �����	� �� ������� ���	����� *�	 ����	�	������� �� #����	� 	� ��� �$��%�
��������	� ��	 ������	� ��)	� �� ��	 ����� ��	!�	���	� ��� ���� ��	 ��	��',���� �	��& ��� ��	�	 ��
�� ���������� ����������� ����� ��	 �������' �� ��	 ���	� �� ��	�� ���	�	� 9	����	 ��	 ��"	�	��	
�� ��	 �����	 �� ��	 ���	 �:5(� ��� ��	 ����	�	�������& ��	�� ����������� ���� ������� )������
�	)	�� �� �	�������� ���	 ��.	 �� ��	 :5(  	��	�� ��� ������ ��	�	���	 	!����' �		� � ��	�����	
����������� �� ������	� ��)	�� =� �	 ����	���' ���	������ ��	 �����	�& ��	 ���' �������� ��
��	)	�� �� �		�� �� �	����� ����������� �� �	����� ������ (��	)	�& ��)	� ��	 ���� ���� �������	����
�������	� ��)��)	 �	)	��� ���	�� �� ��������	 �� �������	������ �	����� ����� ��	 �	��	 ���	&
≈ 3000 ���� �� ��	 �	���� >����� ���	& ≈ 1 �����& ��	���	 �	����� �	!���	 � ���� �	��������� 1� ���

���	& �� ������' ��	 *��	��)	 	� ��� ��66�� ���������& �	 ����� �		� �� �	��� ≈
(
213
)3

= 239 ≈ 1012

�	��� �� ��� �����������& � ������������� ���� ��� ��� �	�)' ��� ��' ������	��
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10 = 1 × 10−18s−1� ����
����� ����! �� �!��� ��" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #$

���� ������	� ����� �� ��� ������� ��������� %= ||xα−xref ||
||xref || & 
�� ������� ������� �


��'�(���� %������	��� �� ��� �) ���� �������&� 
�� ��� !����� ���� %��� �����&� �� 
��
����� ������� %������ �����& �� ��� ������ ���!� ��
��� !���� �	���������� � � � #*

���# �������	����� 
�� ������� ������� �
 ��'�(����� ���� ����� � ���� ���� ����� +
����� �����(���� ����� � ����� ���� ����� ����! �� �!��� ��"� � � � � � � � � � � ,)

���, -�������� ������� �������	��� 
�� ��� .�/ %λ = −3.5� ���� ����& �� �������
��'� ����������� %λ = −2.8� ���� ����&� ���� ��� ���� ���������� ���� � � � � � ,)

���+  �
� ������ ��������� �
 ��� �������� ������� ���� �����(����!� !������ �������
/�� ������� ���������� �
 0 �� ���������� ��������� ��!�� ������ ��������� �

��� !����� ���� �� ������� �����(����!� !����� ��������� � � � � � � � � � � � � ,�

���1 �������	����� ���������� 
�� ��� �������� ����� 2���� ����� ������3 ���� ����
�(����!� !������ ���� ����� ������3 ���� � �� �(����!�� !������ � � � � � � � � � � ,�

���" .�4���� �������� ����� 
�� !����5��� �� !����5�������� ��������� %�� ���	�&�
������	��� ����!� !����5��!���	��� ����!� !���� ��������� %!���� ���	�& �� ���(
���� !����5����!� !���� ��������� %���� ���	�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�

���$ 6��������� �
 ��� !����� ��������� ���� %���� �����& �� ������� %���� �����&
����!� �����
�� ������� !������ 
�� �(����!� !����� %��
� �!���& �� � �� �(
����!� !����� %��!�� �!���&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,#

���* 6��������� �
 ��� �������	����� ���� %���� �����& �� ������� %���� �����& ����!�
�����
�� ������� !������ 
�� �(����!� !����� %��
� �!���& �� � �� �(����!�
!����� %��!�� �!���&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,#

���) 6��������� �
 ��� ��������� �
 !����� ������� ���� ��� ��� %���� �����&
�� ������� 
��� ��� ��� �� �������� ��������� %���� �����&� 
�� �(����!�
!����� %��
� �!���& �� � �� �(����!� !����� ���� � ��� %��!�� �!���&� � � � � � � ,,

���� ������	� ����� ||xpredict−xnum||
||xnum|| ������� ��� ��������� ��������� �
 !����� �� ���

������� ������� �
 �!��� ���) 
�� � �� �(����!� !������ � � � � � � � � � � � � � ,+
���� 6��������� �
 ��� �������	����� ����! ��������� ������� ���� ��� ��� %����

�����& �� ��������� ������� ���� 2����� 7 ����� %�*$"& 
������� %���� �����&�

�� � �� �(����!� !������ ������� ����!� �����
�� ������� !������ � � � � � � � � ,+

���# 6������������� ���� 
�� �������! �������� �8��������� %���� �� ����& �� 
���(
���
���� %���� !���� ����& �� � 
������� �
 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,1

���, .�4���� 	���� �
 ��� ��������� ����� �� ��� ������ ����� 9�� �� ���	��� ζ� ϕ
�� � ��� �� �� ��� �� ��� ��
� �4�� ����� ��� ��!�� �4�� ���������� �� ��� ����
���	�� Υ(ζ) �� Υ(�)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,$

���+ 6��������� ������� ��� �������	����� �
 ��� ������ %���� �����& �� ���������
%���� �����& ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,$

���1 6����� ������ %��
� �����& �� 6� ���������� ���� %��!�� �����& �� � 
������� �

������� ������� ���� ������� 9�� ����� ����! ���������� �� ��� ���������
�������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +�

#�� ��������� �������������� �
 � �2 �������'� ������� ������� ����� i− 1 �� i+ 1� +,
#�� :�	� �����!����� �� ��� ������� ��������  �
� ������ �4��� ������� �������

�� ��� ���� ����� ��!�� ������ �����4������� �
 ��� ������� �� ��� 0  ���	��� � +1
#�# ;������������ �
 ��� ������ %��
�& �� ������ %��!��& ����� ��������� <��� �

������ 9������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +"
#�, =����������� �
 ��� ��������� ����� �� �������  �
� ����� ���������� ��� ����

!�� ���� �min = 2 %�� 22 × 22 �����&� �� ��!�� ����� ����� ��� ���� !�� ����
����� 6 �� 10 ����� �� � = 3� 9�� ���� ������� ��
������ ��� ����� �
 ��	�� � = 2�
����� ��� �� ������� ������� 
�� ��� � = 3 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � +*
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��! ����	� �� 
 "# ���	
�� �����	 �� ���  $���������� ��� ��� 
��
 ���������� ���
��
��� 
� ��� ������ ��� �
�� �� 
� i− 1/2, j − 1/2, k� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��% &���
� 
���� �� ��� 	
������ '�� �������
����� �� �� ����� ��� ��� 
	����
�
��(������ �
��� ���	 )
�*��� +
���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� +
������ '��� ���� �� �
��
�� J �� ���� (i − 1
2 , j − 1

2 , k)� ��� ����� �������

���������� ��� �� �
��� 
� (i− 1
2), 
� ���������� �� ��� �" ��� ���� (i−1..i, j−

1..j, k − 1..k + 1) �� ��� ��� -��� ����� ����� 	���� �� �� �� (i, j, k).� � � � � � � ��

���/ �����
 �������� �� uy -�� ���. 
�� By -�� ���. ������� ��	� ��� 
 �
���	 ��
�� ��� ��0 -���� x = 0.378906265 = 48.5/128, y = 0.00390625 = 0.5/128, z =
0.49609375 = 63.5/128.� k = 7 �	−1, ηH = 5× 10−3 �	2 �−1� � � � � � � � � � � � ��

���� 1������ ��
�����	 �� By(t) ��� 
 �
���	 �� �� ��� ��0 -���� x = 0.378906265 =
48.5/128, y = 0.00390625 = 0.5/128, z = 0.49609375 = 63.5/128.� k = 7 �	−1,
ηH = 5× 10−3 �	2 �−1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���" �������������� ���2��� ��� ���������
 ���������� ��
���� �� ��� 2������ 2
���
-���� ���., 
�� ��� 	
�� ����
���� ���*������� �� ��� 	
������ '�� -������.� � � !/

���� +
������ '�� By �� 
 �
���	 �� -���� x = 0.378906265 = 48.5/128, y =
0.00390625 = 0.5/128, z = 0.49609375 = 63.5/128. 
� 
 �������� �� ��	�, ���
k = 10 �	−1 -����� ���. 
�� k = 8 �	−1 -����� ���.� � � � � � � � � � � � � � � � !�

���3 4�	����
 �
	���� �
��� 
� 
 �������� �� ��������� ��� ��(����� ���� �	�����,

�� Δx 
�� Δx2 ��
���� ��� ��	�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !"

���� 4�	����
 �
	���� �
��� ������ 2
�� ��	��� �� ���� ���5 ��	����
 ������,
�
���� ���5 k4 ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !"

���� #
	���� ���6����� �� ��� 2������ 2
�� 
� 
 �������� �� ��� 	
0�	�	 ���������
-��� ���
����. 
�� 	���	�	 ��������� -��� �*�
���. �� ��� ����� ��� ������	$
����� ������ 
�� ��� ����
� �����, 
�� ��� �
���� ���� ���������� ��� �
��$�*�
��
'� �� Δx2 �� ��� ����
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

���! ��	�
����� ���2��� ��� 
�
����
 ������� �� ��� ��
����� ����� -���� �
��
���. 
�� ��� ��	����
 ����� -��� �*�
���.� ��� 7+� ��� �� ����������� 
� ���
�
���� �
�� ���� 1��	 ��� �� �����	5 ρ 
�� ux, uy 
�� uz, By 
�� Bz� � � � � !�

���% �
	� 
� '���� ���! ��� ��� �
��
��� uz -��� �
��. 
�� Bz -����� �
��., 
�� 

�����
�� ��� �� ��'��	��� �� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!

3�� 7 �	���
 ������� ���'� -���� ����. �� ��� �
�� z = 0 
� ����� ��	��, �
��

���� ��� ���	
���� �� ��� '��� ����� ��� �
���� ���� ��������� ��� 8�����
�
�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�

3�" ������
 	
������ '�� Bθ �� ��� �
�� x = 0 
� �2� ��(�����  ��	�, 0.221 ���

���� ��� ���	
���� �� ��� '��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %"

3�� 7 �	���
 ������� 	
� -�� �	 �−1. �� ��� �
�� x = 0 
� �2� ��(�����  ��	�,
0.221 ��� 
���� ��� ���	
���� �� ��� '��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %"

3�3 �
��
 ���'�� -z = 0, 
 �	���
 
���
����. �� ��� 
 �	���
 ������� -��� �����.,
��� 9
 ����� -��� �����. 
�� ��� 8�����
� ������� -����� �����. 
� t = tc +
0.550 
�� t = tc+0.872 ��� -��� 
�� ����� �
��.� ��� �
�� ������ ��� ����������
��� ������� ���'� -����� 
0��.� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�

3�� �
	� 
� '���� 3�3, 
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���� �
���� 
�� 2������ ��� 8�����
� �������� � � � � � � %�

3�� +
������ '�� 
� 
 �������� �� ������� ��� ��� ��	�
���� 2��� 
�� 2������ 9

-��� 
�� ��� ��	
��� �����������.� ��� ��
����� �� �
��� 2��� ��� 	
0�	�	
������� ��
���� 10−10 � �	−3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %3

3�! :������� L+
z 
�� ���
���� L−

z 
���
� 	�	����	 �������� 
���� ��� ���	
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���� ����, �� ��� �
���� 
�� ������ ��� ������������ ��� ��� ���� ���
�� ��� ���
 
���
� 	�	����	 Lz, 
�� ��� ��� ��� �� ��� 
���
� 	�	����	 ��
��� ����<���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�
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� L+
z ����� ����� ��� ����	�
� L−

z ������� ����� ������ �����	�� �
���
	��� ��	�� 	�� �����	��� �� 	�� ���	 ������ ���� ��� ��
��� �����	��� ������	����
��� ���
��� ������ ���� ���	��� ����� ���
��� ��	 �! "������# �����	�����
"�� ���
��� ������ ���� ���	��� ����� ���
��� �����	��� "�$ ���	� 	!��� ��
���� �	�� 
��� �� 	�� ������ �����	�� ��� "��� ��
���� "# 	!� 	� 	�� �����
�
�����"��	# �� 	�� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��& '������ �� �� ��(�� �� 	�� �����	��� ����� x = 0�� � � � � � � � � � � � � � � � � �)

���* ���	 ����� +����� �����	�� �
��	��� �� 	�� �	������ ���� ������ ���
���
��� !�	� ��"����� ��� ,���� ��-����� ������ ���
���� ����	 ����� 	������

����	���� �� 	�� ����	�
� ������ �����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

���� .����	# ��� 
����	# ���� ��� �����	���� '��** �	�� ��	� ��� '����* �	��
����	�� 0.450 /#� ��	�� 	�� �����	��� �� 	�� ���	 ������ ����� !�	� �	�� ��!�
��� !�	���	 �"�		��� 	�� 0� �-��	� 1�� ���	���� ��������	 ��������	��� �	
10[−13,−12,−11,−10,−9] � ��−3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

���2 .����	# ��� �� 	�� ���/ ��� �����	���� '��** ���	 ������ ��� '����* �����	
������� 0.450 /#� ��	�� 	�� �����	��� �� 	�� ���	 ������ ����� � � � � � � � � � � &*

���3 4
��	��� �� 	�� ���/ ������ �	�� ����� ��� �	� ���� �"�		�� ����� ��	�� 	��
�����	��� �� 	�� ���	 ������ ����� 1�� ����� ��������	 	�� ��-����	 �����	����
���� ������� 1�� 
��	��� ���� ������	� 	�� �	��	 �� 	�� ������ ������ ��� '��**
��� '��**� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &*

���� 5��� �� |ηH| ��� '��** ���	 ����� ��� '����* �����	 ������ 1�� "��/ ���
���!� 	�� ���	 �� 	�� ���/� ��� 	�� ��� ��� ������� 	�� ������ �� !���� ηH < 0�
1�� ��	�	��� �� ����	������/!���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���6 4
��	��� �� 	�� ��$���� �����	# !�	� ������	 	� 	��� �� �����	��� '��** �"��
���� ��� �� 	�� ���� �����	��� !�	� � "������ 0� �����	�
�	# ���� ����� � � � � &2

���% +(���	�� 
����	# ���� �� x = 0 ���� �	 t = tc + 0.450 /#�� ��� '��** ���	�
��� '����* �����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &2

���) ������ �� �(���	�� 
����	# ���� ���
���� 0� 
����	# ����	 "�� ���
���� 7��
������ 
����	# ����/�� "�� ���
��� ��� �����	# ���		�� "��/ ���
��� �	 	����
t = tc + 0.250 ��� t = tc + 0.450 /#� �	�� ��� "�		�� ������� ��� '��** ���	
������ ��� '����* �����	 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &3

���� 8��� �� ����� ���)� �	 ����� ������ ��� !�	���	 	�� 7������� 
����	#� � � � � � &�

���& .����	# ���� �	 	�� ����������/ ���� ��� '��** �	�� ��	�� '����* �	�� ����	��
��� '��** !�	���	 	�� 0� �-��	 �"�		��� �	 t = tc+0.450 /#�� 1�� !��	� ����!�
��������	 	�� �����	��� �� 	�� �����	�� ���� ��� 	�� "��/ ���	���� ��� ��������	���
�	 ρ = 10[−16,−15,−14,−13] � ��−3� 1�� ��� ����! ��������	� 	�� �����	��� �� 	��
���/9� ������ �����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &6

��2* ���	 ����� 4
��	��� �� 	�� ���� "�	!��� 	�� ����� ������ �����	�� �r < 10
��� ��� 	�� ���	�� �����	�� ��� ��� 	�� ���������� �����	����� 1�� ������ ���
��������	� 	�� ���	�� ����� ����	 ����� :��� �� 	�� ������ �����	�� ��� 	��
���/ ��� ���� ������ �ρ > 10−13 � ��−3� ��� �
��# μ = 4 �����	����� � � � � � � � &6

��2� 8��� �� ����� ���& ��� 	�� '���*� '��&*� '����* ��� '�1;�< ������ �	 t =
tc + 0.350 /#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &%

��22 ���	 ����� ������ �� 	�� ����������/ ������	���� ����	 ����� ���� ���� ϕ ����
���� ��� �(���	�� ���� θ �"�� ���� �� 	�� ����������/ ��� 	�� ���/ ����� ���
������ ���� ��� 	�� μ = 4 �����	����� 1�� ��		�� ���� ��������	 	�� ����������/
!�	���	 	�� 0� �-��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &)

��23 5����	# �� 	��  ��� ������ =��	= ���� 	�� ���� �#��! ������ ��� ������ =��=
�"�� ������ ��� 	�� 	�	�� ��	��� �� μ = 4 �����	���� �	 t = tc + 0.350 /#�� 1��
��	� '���*� 	�� ����	� '��&*� "�		��� '����*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

��2� 5����	# �� 	��  ��� ������ =��	= ���� 	�� ���� �#��! ������ ��� ������ =��=
�"�� ������ ��� '�1;�<� !�	� ��� !�	���	 	�� 0� �-��	 ���	 ��� ����	 ������
t = tc + 0.400 /#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�
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���) *�	������ ���+��� ��� �,���� � �$
�� 	�	���
	 Lz -����� ����. �� ���
�$
�� 	�	���
	 � ��� ���� ��$��� -����� ����. �� ��� μ = 4 ��	
������� � � �##

���/ 0������ �� �������� 	�� � "��## -��� �� �.� "���1# -��� ��$��. �� "��##
+����
� ��� -�����	. � t = tc + 0.400 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

���1 2���
���� � ��� ���
� � ��� ���� -��� ����. �� ��� 	�� -�����	 ����.  ���
���  ��	���� � ��� ���� 3���� ����� 4�	
������ "��## -��� ����.� "��%# -���
��
� ����.� "����# -�
���� ����.� "���1# -$��� ����. �� "��## +����
� ���� -����
����.� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

���% 3� �! 5��	 � ��� �$
�� 	�	���
	  �� ��� ���� �� ��� ���� ��$��� -ρ > 10−13 $ �	−3.
 �� ����� μ = 2 ��	
������ �� "��##  �� ��	������� '�$��! ��$�� ���+��� ���
���� �� ��� $���� 	$����� �����  �� ������ ���
��! "��%# -%#◦� ���� ����.� "����#
-��#◦� ��
� ����. � t = tc + 0.300 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

��6# 4	� � ����� ��� ���� ����� ����� ��������� ��� μ = 4 ���
��������� � � � � � � �#6
��6� *������������� � ��� ���
�������  �� "��## -�� �. �� "��&'( -��$��.� ���

+���� ���+� ��������� ��� ��������� � ��� 	$����� ���� �� ��� ��� ���+� ���
�$
�� 	�	���
	 � ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

��6� '��� ���+��� ��� ��	
��� �������� �� ��� ��� ����� �� ��� ���� � ���
���
������� -��	
��� 	��.�  �� ����� μ = 2 ��	
������ � � � � � � � � � � � � � �#�

��66 7������� � ��� 8
�� ��	��$ 9�
�9  ��	 ��� ���� -�����+ ������. �� ��	��$ 9��9
-��
� ������.  �� ��� μ = 2 ��	
������� ��� �� �! "��##� ��� ��$��! "���#� 	�����
�� �! "��%#� 	����� ��$��! "����#� �����	 �� �! "���1#� �����	 ��$��! "��&'(� �#)

��6� *�	������ ���+��� ��� �,���� � �$
�� 	�	���
	 Lz -����� ����. �� ���
�$
�� 	�	���
	 � ��� ���� ��$��� -����� ����.  �� ��� μ = 2 ��	
������� � � �#/
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����� �	 
	 � ������������  	 !	 ����� ��"��#�$�	 %	 � &��� �'��

����� �	 
	 � ������������  	 !	 ����� ������ ��'� ���

��(�� !	 %	 � 
�)*��+� ,	 �	 ��'�� ��"��#�$�	 %	 � �'-� &��

������� �	 ,	 ��&�� ������ ���� �-�

������� �	 ,	 ��'�� ������ ���� '��

������� .	� ���)� /	0.	� � /����+�  	 ����� ��"��#�$�	 %	 � ��-� '�'

����� �	� ����� �	 
	� � 1��2��+� �	 ����� ���� �&&� ��&

������ 1	 ����� ���� ���� �'-

��� 3	04	 ���'� ��"��#�$�	 %	 � ��-� '��

��� 3	04	� ������#�)�*$� �	� � ����+� /	 ����� ��"��#�$�	 %	 � -�'� �'�

���(��))�� .	 � () 3����� �	 ����� %�����) �5 !�2#�"�"����) .�$����� ���� �-

��� ��6� �	� ���2��� �	 �	� ����+)� �	� � 
��()� �	 ����� ��"��#�$�	 %	 � ���� -�&

�����(�� �	 �	� 7��"��*�� �	� � ��"��2�"��  	 ���&� ��"��#�$�	 %	� �""	 � &�-� ����

�����(�� �	 �	� 7��"��*�� �	� � ��"��2�"��  	 ���-� ��"��#�$�	 %	 � &-�� ���'

�����(�� �	 �	� 7��"��*�� �	� � ��"��2�"��  	 ���'� ��"��#�$�	 %	 � &-&� ��''

�����(�� �	 �	� 7��"��*�� �	� � ��"��2�"��  	 ����� ��"��#�$�	 %	� �""	 � -��� ���

�������(� .	� ������� %	� !��8���� �	� " �)	 ���&� ���� ���� ��'

������� %	� !��8���� �	� /��8))� .	� 9�$""� �	� � !�22����� ,	 ���&� ���� �'-� ���

������� %	�  $����� �	� ��)"0���:���� !	� /��8))� .	� � !��8���� �	 ����� ��"��#�$�	 %	�

��##)	 ��	 � ���� ��

��"���� %	 �	� ��2#)� 
	� � ���(���*� �	 /	 ��--� ��"��#�$�	 %	 � ��-� ���

��"��2�"��  	 �  �2���*�� �	 ����� ��"��#�$�	 %	 � &�&� �&&

��;)��$� <	� 
�)��� !	� ���*6��*� �	 %	� " �)	 ����� ���� ���� ��&

�))��� �	 �	 � ��� 3	 ����� ��"��#�$�	 %	 � &�'� ���

��")� �	 � �#�"��� %�	� �	 ���&� ������ ��&� ���

��+���� �	� ,�(�� �	� �����+)��� �	� " �)	 ���-� ��"��#�$�	 %	� ��##)	 ��	 � �-�� ��'
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