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Résumé : Depuis plusieurs années, les évolutions considérables survenues au niveau des moyens
de calcul à disposition ont entraîné de nouvelles pratiques de simulation des structures mécaniques.
Parmi ces nouvelles pratiques celle qui motive ces travaux de thèse est le paradigme Dynamic Data
Driven Application Systems (DDDAS). L’idée fondatrice de cette approche est de mettre en place un
dialogue entre un système physique et son modèle numérique. L’objectif est alors de (i) permettre
un recalage du modèle numérique à l’aide de mesures faites sur le système physique ; (ii) contrôler
l’évolution du système physique à l’aide de la prédiction faite par la simulation numérique. La difficulté
majeure est de réaliser ce dialogue en temps réel.
Ces travaux de thèse se focalisent sur l’étape de recalage de modèle du paradigme DDDAS. La
problématique est alors de développer des méthodes et outils de résolution de problèmes inverses
prenant en compte diverses contraintes à savoir : (i) une robustesse vis-à-vis des données corrom-
pues ; (ii) une généricité permettant de considérer une grande variété de problèmes et de modèles
mécaniques ; (iii) un temps de calcul réduit afin de tendre vers un recalage de modèle en temps réel.
Le point de départ de ces travaux est l’Erreur en Relation de Comportement modifiée, approche
énergétique dédiée à la résolution des problèmes inverses en mécanique, s’étant notamment illus-
trée par sa grande robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. Dans un premier temps, afin de ga-
rantir un processus d’identification rapide, nous avons couplé l’Erreur en Relation de Comportement
modifiée avec la réduction de modèle PGD dans le cadre de modèle linéaire, permettant ainsi de
mettre en place un processus d’identification rapide et automatique. Ensuite, dans le but d’être ap-
pliquée au paradigme DDDAS, nous avons développé une démarche d’identification reposant sur un
processus d’assimilation de données (le filtre de Kalman) et utilisant l’Erreur en Relation de Com-
portement modifiée comme opérateur d’observation toujours dans le cadre de problèmes linéaires.
Nous avons ensuite étendu cette méthode d’assimilation de données à la problématique de l’iden-
tification de champs de paramètres en introduisant une séparation des discrétisations spatiales et
des outils provenant de l’adaptation de maillage. Nous avons ensuite abordé la problématique des
modèles mécaniques non-linéaires, au travers de modèles d’endommagement et de visco-plasticité.
Pour cela nous avons dans un premier temps reformulé et étendu le concept d’Erreur en Relation de
Comportement modifiée à ce cadre non-linéaire matériau et nous avons mis en place un processus
de résolution dédié, s’inspirant de la méthode LaTIn. Pour finir nous avons introduit cette reformu-
lation de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée au sein de la méthode d’assimilation de
données développée précédemment afin de traiter le recalage dynamique de modèles non-linéaires.

Université Paris-Saclay
Espace Technologique / Immeuble Discovery
Route de l’Orme aux Merisiers RD 128 / 91190 Saint-Aubin, France



Title : Assimilation de données et recalage rapide de modèles mécaniques complexes
Keywords : Data assimilation, modified Constitutive Relation Error, Model reduction,
Non-linear behaviors, Mesh adaptation

Abstract : For several years, the considerable changes that have occurred in computing tools have
led to new practices in the simulation of mechanical structures. Among them, the motivation for this
work is the Dynamic Data Driven Application Systems paradigm (DDDAS). The founding idea of this
approach is to establish a dialogue between a physical system and its numerical model. The objective
is then to (i) allow a calibration of the numerical model by means of measurements performed on
the physical system; (ii) control the evolution of the physical system using the prediction given by
numerical simulation. The major difficulty is to realize this dialogue in real time.
This work focuses on the model updating step of the DDDAS paradigm. The problem is then to
develop methods and tools to solve inverse problems taking into account various constraints, namely:
(i) robustness with respect to corrupted data; (ii) genericity for considering a wide variety of problems
and mechanical models; (iii) a reduced computation time in order to tend towards a real-time model
updating.
The starting point of this work is the modified Constitutive Relation Error, an energetic approach
dedicated to the solution of inverse problems in mechanics, notably illustrated by its robustness with
respect to measurement noises. First, in order to guarantee a fast identification process, we have
coupled the modified Constitutive Relation Error with the PGD model reduction in the linear model
framework, thus enabling a fast and automatic identification process. Then, in order to be applied
to the DDDAS paradigm, we have developed an identification method based on a data assimilation
process (the Kalman filter) and using the modified Constitutive Relation Error as an observer always
within the framework of linear problems. We have then extended this data assimilation approach
to the problem of the identification of parameter fields by introducing a separation of the spatial
discretizations and by introducing tools resulting from the mesh adaptation framework. We have
then addressed the problem of non-linear mechanical models, through damage and visco-plasticity
models. To this end, we have first recast and extended the concept of the modified Constitutive
Relation Error to this nonlinear material framework and we have implemented a dedicated resolution
process, based on the LaTIn method. Finally, we have introduced this reformulation of the modified
Constitutive Relation Error in the previously data assimilation method in order to process the model
updating of nonlinear models.
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Introduction

Les évolutions incessantes des capacités de calcul numérique au cours de ces
dernières années ont entrainé un intérêt de plus en plus important de la part des
industries aéronautiques, aérospatiales, automobiles ... pour la simulation numérique.
A titre indicatif on fournit sur la Figure 1 l’évolution des puissances de calculs au cours
des dernières années pour les principaux clusters français 1.
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FIGURE 1 – Evolution des ressources de calcul de 2000 à 2017 — Moyenne sur les 5
principaux clusters Français (selon le TOP500 Supercomputer)

Cet engouement des industries pour la simulation numérique provient majoritaire-
ment du fait qu’aujourd’hui les essais mécaniques représentent dans le processus de
conception à la fois un temps et un coût non négligeables. Il y a donc une volonté de
réduire ces temps et coûts en mettant l’accent sur la simulation permettant ainsi de
diminuer à la fois les coûts de développement ainsi que le temps de conception. Cette
généralisation des simulations numériques dans la démarche de conception a alors
entrainé l’apparition de deux challenges majeurs :

Un challenge d’un point de vue numérique — L’idée étant de réaliser des calculs
à des échelles de plus en plus diverses, depuis l’éprouvette en prenant en
compte la microstructure du matériau jusqu’à la portion de structure voire la struc-
ture complète, les maillages éléments finis associés deviennent de plus en plus
conséquents. À ce jour on peut considérer comme banal de réaliser des calculs
éléments finis comportant plusieurs centaines de milliers, voire quelques millions,

1. Les valeurs sont reprises du TOP500 supercomputing.
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6

de degrés de liberté. Les modélisations les plus exceptionnelles peuvent mettre
en jeux plusieurs centaines de millions voire le milliard de degrés de liberté [Gé-
lébart et al., 2017, Parret-Fréaud et al., 2017].
Afin de résoudre de tels problèmes des algorithmes de résolution de plus en plus
parallèles ont été développés au cours des dernières décennies. On peut bien
entendu parler des méthodes de décomposition de domaine qui connaissent un
intérêt grandissant de la part des industriels et donc des éditeurs de logiciels
éléments finis, pour une revue de ces méthodes voir [Gosselet and Rey, 2006].
Mais on peut également parler des méthodes plus algorithmiques et numériques
telles que les solveurs directs parallèles [Amestoy et al., 2000, Petra et al., 2014]
ou bien encore les méthodes de type multigrilles algébriques [Stüben, 2001].

Un challenge d’un point de vue modèle — Pendant que les modèles grossissent
en terme de nombre de degrés de liberté il apparait également une complexi-
fication notable de ces derniers en terme de physique modélisée. En effet, il y
a quelques années les simulations se restraignaient à des calculs d’élasticité li-
néaire suivis d’un post-traitement pour calculer la contrainte équivalente de Mises
et ainsi vérifier que la structure n’entrait pas dans sa zone plastique. Aujourd’hui
les modèles simulés cherchent à représenter des phénomèmes physiques de
plus en plus complexes. Par exemple les calculs industriels tendent à prendre en
compte les phénomènes d’initiation et de propagation de fissures, on peut éga-
lement parler des phénomènes d’endommagement. À des échelles plus réduites
on réalise également des calculs prenant en compte la micro-structure du maté-
riau et les phénomènes de plasticité cristalline [Cailletaud et al., 2003]. Dans un
autre registre on peut également parler de l’utilisation croissante des matériaux
composites dans les structures aéronautiques et automobiles nécessitant des
calculs adaptés à ce type de matériaux qui fait intervenir différents mécanismes
(endommagement, micro-fissuration, rupture ductile) et ce à différentes échelles
[Ladevèze, 2004, Marcin et al., 2011].

De ce fait les attentes industrielles en terme de taille et de complexité de modèles
sont de plus en plus grandes. Néanmoins un aspect s’avère déterminant dans cette
course au modèle ; c’est justement la pertinence des paramètres d’entrée que l’on
fournit. En effet, au même titre qu’il est peu pertinent de réaliser un simple calcul
d’élasticité linéaire avec un module d’Young erroné, le modèle aura beau être le plus
complexe possible et prendre en compte de nombreuses physiques, si certains para-
mètres de ce dernier sont faux alors la simulation n’a aucune valeur. Afin de réaliser
des simulations (complexes ou non) qui soient pertinentes et surtout exploitables, il est
donc nécessaire de consacrer du temps et de l’énergie dans le choix des paramètres
d’entrée du modèle. Réaliser un choix adéquat nécessite d’identifier les paramètres du
modèle à partir de données expérimentales. Pour réaliser ce recalage de paramètres
des outils sont d’ores et déjà mis à disposition par les éditeurs logiciels. On peut no-
tamment citer les solutions LS-Opt de la suite logicielle LS-Dyna et Z-Opt de la suite
logicielle Z-set. Ces outils présentent l’avantage d’être très généralistes et applicables
dans de nombreuses configurations. Cependant comme tout outil très généraliste ces
solutions présentent l’inconvénient d’être dans certains cas peu robustes, notamment
vis-à-vis des bruits de mesure. De plus, afin d’être applicables dans la plupart des
cas, ces approches se basent sur une simple minimisation d’une erreur au sens des
moindres-carrés. Or ce type de méthode ne tire pas partie de la physique considérée
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pour résoudre le problème d’identification entraînant un manque de robustesse dans
certaines configurations. Afin de compenser ce manque “d’élégance” dans la définition
de l’erreur à minimiser les éditeurs de logiciels ont fait le choix de se concentrer sur
l’aspect minimisation de cette erreur en implémentant des algorithmes d’optimisation
plus évolués que les méthodes de base.

Les évolutions de ces dernières années en terme de ressources et capacités de
calcul ont également entraîné le développement d’une nouvelle vision du lien entre
physique et numérique à savoir le paradigme Dynamic Data Driven Application Sys-
tems (DDDAS) [Darema, 2004]. L’idée de base est qu’étant aujourd’hui à même de
réaliser des calculs complexes, ne serait-il pas possible d’exploiter cela pour piloter
l’évolution d’un système réel ? En d’autres mots ne serait-il pas possible de réaliser un
asservissement qui permettrait :

1. un recalage dynamique des paramètres du modèle numérique par le biais d’ob-
servations réalisées sur le système en fonctionnement ;

2. un contrôle de l’évolution du système réel par le biais de la prédiction réalisée à
partir du modèle numérique.

La Figure 2 synthétise les interactions entre le système physique et le modèle numé-
rique qui lui est associé dans le cadre du paradigme DDDAS.

Système
physique

Modèle
numérique

Observations

identification
contrôle

S
s

u

ξc

ξ

FIGURE 2 – Interactions entre système physique et modèle numérique dans une ap-
proche DDDAS

Ainsi le paradigme DDDAS requiert la mise en place d’outils, provenant de deux
domaines classiquement considérés comme complémentaires ou duaux, à savoir le
recalage de modèle et le contrôle optimal. La principale difficulté inhérente à une telle
démarche, outre bien entendu la complexité de mise en place des outils nécessaires,
provient du fait que dans l’esprit du paradigme DDDAS le processus d’asservissement
réalisé doit l’être en temps réel. Or les méthodes de recalage et de contrôle optimal
s’avèrent être relativement coûteuses en terme de temps de calcul. Il est donc néces-
saire de mettre en place des approches dédiées permettant de tendre vers le calcul
temps-réel. Une application possible de cette vision est par exemple l’estimation et le
contrôle de l’évolution de l’endommagement dans les structures composites [Pruden-
cio et al., 2015].

L’objectif de cette thèse est donc de proposer et mettre en place des méthodes
et outils permettant la mise en œuvre du paradigme DDDAS sur des applications
concrètes. Le travail réalisé ici se focalise sur l’étape de recalage des paramètres du
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modèle. L’idée “fondatrice” de cette thèse a été de chercher à proposer des méthodes
de résolution du problème de recalage de modèle dans un contexte d’assimilation de
données, propice à la mise en place d’une démarche DDDAS. De plus les contraintes
suivantes devaient être prises en compte :

— un coût de calcul réduit afin de tendre vers le temps-réel ;

— une robustesse vis-à-vis des bruits de mesure présents dans les applications
mécaniques visées ;

— une généricité permettant de considérer comme incertains une vaste catégorie
de paramètres du modèle (paramètres matériaux, conditions aux limites, charge-
ments extérieurs), sachant de plus que suivant le problème considéré les para-
mètres à recaler peuvent être ou non dépendants du temps ;

— une généricité en terme de modèle, c’est-à-dire que l’on veut pouvoir appliquer
ces méthodes sur des modèles de thermique ou de mécanique et en considérant
des comportements matériaux linéaires ou non.

Les développements et résultats de ces travaux de thèse, synthétisés dans ce ma-
nuscrit, sont subdivisés en quatre parties organisées comme il suit.

Dans la première partie on réalise un état de l’art dans le domaine de la validation
de modèle et des méthodes de réduction de modèle pouvant être employées dans ce
cadre. Pour ce faire le chapitre 1 synthétise les principales approches couramment uti-
lisées pour la résolution des problèmes d’identification et de recalage de modèle. Dans
le chapitre 2 deux grandes méthodes de réduction de modèle et leurs applications dans
le cadre des problèmes d’identification et de recalage de modèle sont présentées.

La seconde partie se focalise sur la mise en place d’une démarche systématique
de résolution des problèmes d’identification et de recalage de modèles linéaires pour
des inconnues de modèle constantes. Les paramètres à identifier ne dépendent donc
pas du temps et on suppose que l’on connait l’ensemble des observations avant de
débuter le processus d’identification. Le chapitre 3 est dédié à la mise en place de
la méthode de résolution basée sur une utilisation conjointe de l’Erreur en Relation
de Comportement modifiée et de la réduction de modèle Proper Generalized Decom-
position. De plus nous proposons une formulation que l’on peut qualifier de robuste
permettant un calcul et une mise à jour rapide et sans coût du paramètre “tournevis”
de la méthode. Le chapitre 4 est quant à lui dédié à la réduction de modèle PGD de
la théorie à l’implémentation. On y présente la PGD sous une forme purement algé-
brique permettant de généraliser à un grand nombre de configurations la construction
d’une décomposition PGD. Nous détaillons alors comment cette formulation algébrique
permet d’implémenter un solveur PGD générique dans un paradigme objet.

Dans la troisième partie on propose une nouvelle démarche de résolution des pro-
blèmes d’identification dans le cadre de modèles d’évolution linéaires faisant intervenir
des paramètres de modèle pouvant ou non être évolutifs. C’est dans cette partie que
la notion d’assimilation de données est introduite, liée au fait que les observations ne
sont pas connues avant de lancer la démarche d’identification mais acquises au fur
et à mesure du processus. Le chapitre 5 se concentre sur le développement d’une
méthode de résolution, nommée Modified Kalman Filter, basée sur un couplage entre
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée et une méthode d’assimilation de don-
nées, le filtre de Kalman. On illustre comment il est possible de réinterpréter l’Erreur
en Relation de Comportement modifiée en terme d’opérateur d’observation dans une
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formulation duale du filtrage de Kalman. Dans le chapitre 6 nous détaillons alors com-
ment cette approche peut être étendue aux problèmes d’identification de champs de
paramètres. Pour ce faire une séparation des discrétisations est introduite et des mé-
thodes et outils provenant de l’estimation d’erreur et de l’adaptation de maillage sont
employés.

La dernière partie est quant à elle consacrée à l’étude des modèles faisant interve-
nir des comportements matériau non-linéaires. Nous analysons alors comment les ou-
tils développés et employés précédemment peuvent s’étendre à ce cadre non-linéaire.
Tout d’abord dans le chapitre 7 le concept d’Erreur en Relation de Comportement mo-
difiée est étendu au cadre des comportements matériaux non-linéaires à partir des
outils classiques de vérification de modèle. Une méthode de résolution dédiée, basée
sur l’emploi de la méthode LaTIn, est alors proposée en se basant sur les propriétés
mathématiques de la fonctionnelle ERC modifiée définie. Le chapitre 8 est dédié à la
mise en place de la démarche Modified Kalman Filter dans le cadre de comportement
non-linéaire en exploitant les travaux du chapitre précédent pour définir un opérateur
d’observation pertinent.

Finalement, une conclusion sur ces travaux de thèse est proposée. On tente alors
d’apporter un regard critique sur les différentes approches développées et mises en
œuvre au cours de cette thèse. De plus un certain nombre de perspectives et pistes
d’étude à moyen et long termes sont proposées.
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Etat de l’art sur les méthodes de
résolution des problèmes inverses et
la réduction de leurs coûts de calcul
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Chapitre

1
Approches classiques de résolution

des problèmes inverses

1.1 Identification, recalage, une différence ?
Les problématiques d’identification et de recalage de modèle revètent une impor-

tance de plus en plus grande. Mais justement quelle différence peut-on faire entre ces
deux notions ? Tout dépend du point de vue selon lequel on se place. D’un point de
vue que l’on peut qualifier de “philosophique”, de nombreuses distinctions entre ces
deux concepts existent dans la littérature consacrée. Celle que l’on propose ici est de
faire la distinction selon deux critères :

1. l’inconnue du problème ;

2. l’échelle à laquelle le problème est étudié.

On considère donc que la terminologie d’identification est employée dans le cadre de
la mécanique des matériaux, où l’on cherche à identifier les paramètres d’un com-
portement matériau. Il s’agit donc de problèmes résolus à une échelle “réduite” en
considérant une éprouvette par exemple. Le terme de recalage sera plutôt associé à
la mécanique des structures où le problème est alors d’identifier les paramètres du
modèle (conditions aux limites de Dirichlet et/ou Neumann, efforts extérieurs). Ce type
de problème est alors étudié à une échelle plus “globale”, celle de la structure.

Identification Recalage

Inconnues Paramètres matériau Paramètres du modèle

Échelle Éprouvette Structure

TABLE 1.1 – Identification et recalage

En revanche si l’on se place selon un point de vue plus théorique, au sens ma-
thématique du terme, il n’y a pas de différence entre les concepts d’identification et

13
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de recalage de modèle. Tous deux entrent dans la catégorie des problèmes inverses.
Le terme de problème inverse est à opposer à celui de problème direct. La notion de
problème direct correspond à ce qui est fait tous les jours dans les bureaux d’étude,
c’est-à-dire connaissant les paramètres d’entrée (géométrie, matériaux, chargement,
...) on cherche à déterminer la réponse du système étudié. C’est un calcul éléments
finis classique par exemple. Ainsi dans un problème direct le flux d’information est celui
représenté sur la Figure 1.1.

Entrées D
Géométrie
Matériau

C.L.
Chargement

Modèle : EDP
Num. : E.F.

Déplacement
Température
Contrainte

Déformation

Sorties Σ

FIGURE 1.1 – Flux d’information d’un problème direct

A contrario les problèmes inverses se caractérisent par le fait que l’on ne connait
qu’une partie des données d’entrée du problème. À partir de tout ou partie de la ré-
ponse du système, l’objectif est de reconstruire les données manquantes. Ainsi, dans
le cadre d’un problème d’identification les données manquantes seront les propriétés
matériaux, tandis que dans le cadre du recalage de modèle il pourra s’agir soit des
termes de chargement, des conditions aux limites, des facteurs d’amortissement dans
les liaisons, etc. Finalement, les notions d’identification et de recalage de modèle ne
sont que des particularisations dans le domaine de la mécanique de ce que l’on appelle
des problèmes inverses. Le flux d’information dans le cadre des problèmes inverses
est représenté sur la Figure 1.2

Entrées D
Géométrie
Matériau

C.L.
Chargement

Modèle : EDP
Num. : E.F.

Déplacement
Température
Contrainte

Déformation

Sorties Σ

FIGURE 1.2 – Flux d’information d’un problème inverse

Afin de résoudre les problèmes inverses de nombreuses approches ont été déve-
loppées. En effet, ce type de problème présente la particularité d’être mal posé au
sens d’Hadamard [Hadamard, 1902]. Pour rappel un problème bien posé se définit de
la manière suivante :

D
éfi

ni
tio

n

Problème bien posé au sens de Hadamard :

— la solution existe ;

— la solution est unique ;

— la solution dépend continuement des données du problème.
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Le fait que l’on se base sur des observations discrètes (généralement peu nom-
breuses relativement à la taille du problème) et bruitées génère le caractère mal posé
du problème et notamment la très grande sensibilité du problème aux données d’en-
trée. Cette sensibilité est généralement associée à un mauvais conditionnement de
l’opérateur d’inversion du problème considéré.

Dans ce chapitre nous allons donc passer en revue un certain nombre de méthodes
dédiées à la résolution des problèmes inverses. Nous distinguerons les approches dé-
terministes des approches stochastiques et traiterons séparément les méthodes dites
d’assimilation de données qui représenteront une partie majeure des développements
de cette thèse.

1.2 Approches déterministes
1.2.1 Concepts généraux

Dans le cadre déterministe les méthodes de résolution des problèmes inverses
reposent, pour la plupart, sur un principe commun qui est la minimisation d’une fonction
coût que l’on note J . La distinction entre les différentes méthodes se fait alors sur
la définition de la fonction coût en question. De manière très générale, la résolution
d’un problème inverse dans un cadre déterministe peut se formaliser de la manière
suivante :

ξsolution = argmin
ξ∈P

J (ξ) (1.1)

où l’espace P est l’espace des paramètres admissibles. La définition de cet espace
est associée au problème que l’on cherche à résoudre. Ainsi la résolution par une
méthode déterministe d’un problème inverse s’exprime comme un problème de mini-
misation potentiellement sous contrainte. Il existe dans la littérature toute une zoologie
de méthodes de minimisation, le lecteur peut se référer notamment à [Luenberger and
Ye, 2015] pour une revue détaillée des différentes méthodes.

1.2.2 Approches purement mathématiques
Nous allons pour commencer voir comment, d’un point de vue purement mathéma-

tique, il est possible de définir une fonction à même d’être utilisée pour la résolution
des problèmes inverses. Il s’agit tout simplement d’une erreur au sens des moindres-
carrés comme définie dans (1.2). Avec cette fonction coût on réalise ainsi une mesure
de l’écart (au sens des moindres-carrés) entre une quantité mesurée sobs et une quan-
tité simulée s(ξ) pour une valeur de paramètre ξ.

J (ξ) = ‖s(ξ)− sobs‖2
2 (1.2)

Il s’agit de la fonction coût la plus répandue et la plus utilisée à ce jour puisqu’elle offre
les avantages d’être :

1. indépendante du modèle considéré, permettant une utilisation dans la plupart
des cas de figures envisageables. De plus il est possible d’utiliser cette fonction
de manière non-intrusive, en utilisant pour le calcul de la quantité simulée s(ξ) un
code de calcul externe.



16

2. très générale, permettant de considérer une grande variété de problèmes in-
verses puisque le paramètre à identifier ξ peut être de toute nature.

L’intérêt de cette formulation réside dans le fait qu’elle n’est pas dépendante de la phy-
sique du problème. Cela permet entre autre de conserver la même définition que l’on
travaille sur un modèle d’élasticité linéaire ou bien un modèle élasto-visco-plastique
endommageable. Cependant cette généricité et cette relative simplicité de mise en
œuvre s’accompagnent de performances pouvant rapidement se dégrader selon la
nature du problème. De ce fait l’approche par moindres-carrés basique n’est pas né-
cessairement la plus efficace, d’autant plus que d’un point de vue purement numérique
la minimisation d’une telle fonction est généralement réalisée par une méthode de type
Levenberg-Marquardt nécessitant alors le calcul de la jacobienne de la fonction coût
J (ξ). Étant donné le côté “boite noire” de la méthode ce calcul est souvent réalisé par
perturbation ce qui selon le modèle dissimulé derrière le calcul de s(ξ) peut s’avérer
extrèmement coûteux.

R
em

ar
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e

L’approche très généraliste permise par l’utilisation d’une fonction coût telle
que définie dans Eq. (1.2) a notamment permis aux éditeurs de codes de cal-
culs éléments finis d’intégrer des modules “automatiques” de résolution de pro-
blèmes inverses en mécanique. On peut notamment citer Z-Opt de la suite logi-
ciel Z-set ou encore LS-Opt intégré dans LS-Dyna.

Afin de prendre en compte l’aspect bruité des mesures une version pondérée des
moindres-carrés peut être employée. L’intérêt d’une telle approche est qu’il est ainsi
possible d’introduire une information a priori dans la fonction coût, à savoir en quelles
observations fait-on le plus confiance. Cette fonctionnelle s’obtient simplement en rem-
plaçant la norme 2 de (1.2) par une norme définie selon un opérateur de pondération
A lié à la matrice de covariance du bruit de mesure (norme issue d’une approche
stochastique).

Régularisation de Tikhonov
Bien que simple de mise en œuvre et permettant de résoudre toute une gamme

de problèmes inverses, l’approche basée sur la minimisation d’une fonctionnelle aux
moindres carrés présente certaines limites. Tout d’abord l’aspect mal posé du pro-
blème inverse reste présent avec ce type d’approche. De ce fait si un faible nombre
d’observations est considéré le résultat de la minimisation s’avèrera extrèmement sen-
sible aux données d’entrée, il peut également y avoir un grand nombre de minima
locaux voire pas de solution unique. Afin justement de contre-balancer ce caractère
mal posé il est nécessaire d’enrichir le problème par le biais d’informations a priori.
Cet ajout d’information se traduit par l’introduction dans la fonction coût d’un terme
régularisant, noté G(ξ). Cette approche est connue dans la littérature sous le nom de
régularisation de Tikhonov [Tikhonov, 1943]. La fonction coût s’écrit alors :

J (ξ) = ‖s(ξ)− sobs‖2
A + γG(ξ) (1.3)

Le scalaire γ est le coefficient de régularisation de Tikhonov. La définition de la fonction
de régularisation dépend du problème inverse que l’on cherche à résoudre, rendant
son utilisation moins générale que précédemment. Parmi les fonctions de régularisa-
tion les plus utilisées on peut notamment citer :
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— G(ξ) = ‖ξ − ξ̄‖2
2, dans cette formulation on introduit un vecteur de paramètre

moyen, traduisant une connaissance a priori de la solution du problème inverse ;
— G(ξ) = ‖∇ξ‖2

2, cette régularisation est utilisée dans le cas où le vecteur de pa-
ramètres à identifier représente un champ spatial (propriété matériau ou bien
terme source). Ainsi par prise en compte du gradient du vecteur de paramètres
on introduit une certaine régularité spatiale dans le processus d’identification.

La difficulté apparaissant alors est comment déterminer une valeur du coefficient de
régularisation que l’on peut qualifier d’optimale. Pour cela trois approches existent dans
la littérature :

L-curve
La méthode dite de la L-curve est la plus naturelle et la plus répandue. Il s’agit

de choisir le paramètre de régularisation γ qui donne un poids équivalent aux deux
termes composant la fonction coût. D’un point de vue graphique, si l’on trace l’évolu-
tion de la fonction coût dans le plan (‖s(ξ)− sobs‖2

A),G(ξ)) le point d’intersection entre
cette courbe et la première bissectrice est obtenu pour la valeur optimale de γ. Une
interprétation graphique de la méthode de la L-curve est proposée sur la Figure 1.3a.
On peut donc écrire le problème de détermination du γ optimal sous la forme suivante :

γ = argmin
γ∈R+

∣∣∣∣∣1− ‖s(ξγ)− sobs‖2
2

G(ξγ)

∣∣∣∣∣ (1.4)

Cette approche présente donc l’avantage d’être naturelle et de ne nécessiter au-
cune information additionnelle. Néanmoins elle s’avère relativement coûteuse. En effet
chaque point de la L-curve correspond au résultat d’un problème d’identification. Pour
une étude complète de la technicité associée à l’utilisation d’une L-curve dans le choix
du paramètre de régularisation le lecteur est encouragé à se référer à [Hansen, 2000].

Principe de Morozov
Le principe de Morozov [Morozov, 1968], contrairement à la méthode de la L-curve,

repose sur la connaissance a priori du bruit de mesure, noté ω, présent sur les obser-
vations. L’idée est alors de rechercher le coefficient de régularisation γ tel que :

‖s(ξγ)− sobs‖2
2 ≤ ω (1.5)

Pour une étude théorique du critère de Morozov pour le choix du paramètre de régulari-
sation le lecteur est invité à se référer à [Groetsch, 1983]. Une interprétation graphique
du critère de Morozov est proposée sur la Figure 1.3b.

Principe d’Arcangeli
La dernière méthode parmi les plus répandues pour la détermination du paramètre

de régularisation est le Principe d’Arcangeli [Arcangeli, 1966]. Cette approche repose
elle aussi sur l’utilisation d’une information a priori, à savoir le bruit de mesure. Le
principe est alors de déterminer γ tel que :

‖s(ξγ)− sobs‖2
2 ≤

ω2

γ
(1.6)

Tout comme pour le principe de Morozov une étude théorique du principe d’Arcangeli a
été menée dans [Groetsch and Schock, 1984]. Une interprétation graphique du critère
de Morozov est proposée sur la Figure 1.3c.
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γ optimal

γ
→

+
∞

γ → 0

‖s(ξγ)− sobs‖

G(
ξ
γ
)

(a) L-curve classique

Zone admissible

‖s(ξγ)− sobs‖
(b) Principe de Morozov

Zone admissible

‖s(ξγ)− sobs‖
(c) Principe d’Arcangeli

FIGURE 1.3 – Interprétation graphique des critères de L-curve, Morozov et Arcangeli
pour le choix du paramètre de régularisation

1.2.3 Approches basées sur la physique du problème
En parallèle des méthodes de type moindres-carrés régularisées des approches

de résolution des problèmes inverses fortement basées sur la physique du problème
ont été développées. L’idée de base est de se dire que l’on va mettre en place des
méthodes certes moins généralistes que celle des moindres-carrés mais exploitant au
maximum les spécificités du problème considéré. Afin de réaliser une présentation la
plus généraliste possible on se place dans un cadre abstrait. Considérons un domaine
Ω de bord ∂Ω décomposé en ∂Ωu où seront appliquées des conditions aux limites de
type Dirichlet et ∂ΩT où seront appliquées des conditions aux limites de type Neumann,
avec ∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂ΩT et ∂Ωu ∩ ∂ΩT = ∅. Le problème considéré est linéaire, dans le
cadre des petites perturbations, et est caractérisé par deux quantités dites duales :
(i) le champ primal u, par exemple le champ de déplacement en mécanique ou le
champ de température en thermique ; (ii) le champ dual π, par exemple le champ de
contrainte en mécanique ou le flux thermique. Les équations régissant le problème se
mettent sous la forme suivante :

— équations d’équilibre divπ = f(u) ∀x ∈ Ω
π · n = Td ∀x ∈ ∂ΩT

(1.7)

— équations de compatibilité ε = ε(u)
u = ud ∀x ∈ ∂Ωu

(1.8)

— relation de comportement
π = C : ε(u) (1.9)

L’Erreur en Relation de Comportement modifiée
Une première approche exploitant au maximum la physique du problème considéré

est l’Erreur en Relation de Comportement modifiée [Ladeveze et al., 1994]. L’idée de
base de cette approche est d’étendre le concept d’Erreur en Relation de Comporte-
ment, fonctionnelle énergétique à fort contenu physique utilisée dans le domaine de
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la vérification de modèle en linéaire et non-linéaire [Ladeveze and Leguillon, 1983,
Ladevèze and Pelle, 2006], à la résolution des problèmes inverses. En reprenant les
notations du problème de référence introduites précédemment, la fonctionnelle Erreur
en Relation de Comportement se définit de la manière suivante :

e = ‖π − C : ε(u)‖C−1 (1.10)

avec ‖X‖2
C−1 = 1

2
∫

ΩX : C−1 : Xdx. L’Erreur en Relation de Comportement est
donc une mesure énergétique de la non-vérification de la loi de comportement. Afin
d’étendre ce principe à la résolution des problèmes inverses il est proposé dans [La-
deveze et al., 1994] d’introduire un terme d’erreur de mesure, correspondant à une
minimisation aux moindres-carrés. La fonctionnelle se définit ainsi d’un point de vue
global de la manière suivante :

E2
m(u,π, ξ) = 1

2‖π − C : ε(u)‖2
C−1,Ω + δ

2‖Πu− sobs‖2
2 (1.11)

L’opérateur Π correspond à un opérateur de projection permettant de projeter l’état
du système aux points de mesure. Le scalaire δ ∈ R+ peut s’interpréter comme un
coefficient de pénalisation permettant de pondérer plus ou moins l’impact de l’erreur
de mesure dans la fonctionnelle. Afin de définir une fonction coût utilisable pour ré-
soudre un problème inverse tel que formulé dans l’Eq. (1.1) le principe est de déter-
miner les champs (u,π) non pas par la résolution d’un problème éléments finis clas-
sique mais comme étant des champs admissibles au sens de la fonctionnelle (1.11).
Ainsi, les champs sont déterminés en résolvant le problème de minimisation sous
contrainte (1.12).

(uad(ξ),πad(ξ)) = argmin
(u,π)∈Uad×Sad

E2
m(u,π, ξ) (1.12)

Les champs admissibles calculés, il est alors possible de définir une fonction coût,
notée J (ξ), à minimiser comme formulé dans (1.1).

J (ξ) = E2
m(uad,πad, ξ) (1.13)

On peut donc synthétiser le processus de résolution d’un problème inverse à l’aide de
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée comme étant la résolution du problème
de double minimisation (1.14).

ξ = argmin
ξ∈P

min
(u,π)∈Uad×Sad

E2
m(u,π, ξ) (1.14)

En pratique la résolution de ce problème de double minimisation est réalisée à l’aide
d’un processus itératif de minimisation alternée comme présenté dans l’Algorithme 1.
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Algorithm 1: Processus de résolution basé sur l’Erreur en Relation de Compor-
tement modifiée
B Initialisation
ξ, ε
B Itérations
while res > ε do

B Construction de la fonction coût
(uad,πad) = argmin

(u,π)∈Uad×Sad
E2
m(u,π; ξ)

J (ξ) = E2
m(uad,πad; ξ)

B Minimisation de la fonction coût
ξ = argmin

ξ∈P
J (ξ)

res = J (ξ)
end

L’Erreur en Relation de Comportement modifiée a été utilisée pour la résolution des
problèmes d’identification et de recalage de modèle dans le cadre de problèmes d’élas-
ticité linéaire [Ben Azzouna et al., 2015], d’identification de lois matériaux non-linéaires
dans [Diaz et al., 2015, Nguyen et al., 2008], de dynamique rapide [Bonnet and Aquino,
2015, Feissel and Allix, 2007] et à partir de mesures in-situ dans [Charbonnel et al.,
2013] . De plus il a été illustré dans [Feissel and Allix, 2007] une très grande robus-
tesse de cette approche vis-à-vis de données fortement corrompues. Néanmoins bien
que très robuste cette approche présente le désavantage d’être relativement coûteuse
notamment pour les problèmes d’évolution où le calcul des champs admissibles de-
mande alors un traitement numérique particulier, voir par exemple [Bonnet and Aquino,
2015, Feissel and Allix, 2007, Marchand et al., 2016]. Enfin l’identification par Erreur
en Relation de Comportement modifiée a été employée avec des mesures provenant
de la correlation d’image dans [Huang et al., 2016] pour l’identification de propriétés
élastiques pour des matériaux homogènes et hétérogènes.

Remarque 1. Une approche basée sur la définition de potentiels duaux et semblable à
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée a été proposée avec un cadre mathé-
matique très détaillé dans [Chavent et al., 1996] .

Approches basées sur des mesures de champs
Au cours des dernières années les mesures de champs 2D (corrélation d’image) et

3D (tomographie) ont fait l’objet d’un engouement certain dans la communauté méca-
nique. De ce fait, des approches principalement dédiées aux problèmes d’identification
de paramètres matériaux ont été développées autour de ces méthodes. Pour une re-
vue exaustive des différentes méthodes d’identification basées sur des mesures de
champs le lecteur est invité à se référer à [Avril et al., 2008].

L’apport des mesures de champs dans le processus de résolution des problèmes
inverses réside tout d’abord dans la richesse de l’observation réalisée, c’est-à-dire le
grand nombre d’observations, permettant ainsi dans un premier temps d’exploiter ces
observations avec les méthodes classiques de résolution des problèmes inverses. On
peut citer la méthode FEMU [Kavanagh, 1972] pour l’utilisation d’une fonctionnelle aux
moindres-carrés avec des mesures de champs. L’Erreur en Relation de Comportement
modifiée a été employée avec des mesures de champs pour l’identification de défauts
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dans [Barbarella et al., 2016, Huang et al., 2016] et dans une version quelque peu
modifiée pour l’identification dans un cadre élastique linéaire dans [Moussawi et al.,
2013].

Ensuite des méthodes tirant partie de la spécificité des mesures de champs, à
savoir la réalisation de mesures sur une partie représentative de la structure, ont été
développées :

L’écart à l’équilibre La méthode de l’écart à l’équilibre, introduite dans [Claire et al.,
2004] pour l’identification de champs d’endommagement, consiste à déterminer
la solution du problème inverse comme étant l’ensemble de paramètres permet-
tant de minimiser le résidu de l’équation d’équilibre. En d’autres termes on re-
cherche les paramètres pour lesquels l’équilibre sera satisfait au mieux.

La méthode des champs virtuels proposée dans [Grédiac, 1989] pour l’identifica-
tion de paramètres en élasticité linéaire anisotrope repose sur le Principe des
Travaux Virtuels. Il s’agit donc de l’écriture sous forme faible de l’équation d’équi-
libre. L’idée est alors basée sur le fait que le PTV étant vérifié pour tout champ
virtuel (champ test) cinématiquement admissible, on peut se donner des champs
virtuels a priori permettant ainsi de se ramener à l’écriture d’un système linéaire :

Aξ = b (1.15)

où le second membre b s’exprime en fonction des conditions aux limites en effort.
La méthode d’identification est alors une méthode directe, il n’est pas nécessaire
d’itérer pour identifier les paramètres. De plus il est possible d’automatiser la
construction des champs virtuels en introduisant des contraintes additionelles
telle que le conditionnement du système ou la sensibilité au bruit comme proposé
dans [Avril et al., 2004, Grédiac et al., 2002].

L’écart à la réciprocité introduit dans [Andrieux and Abda, 1992]. Cette méthode se
base sur le théorème de Maxwell-Betti qui pour rappel stipule que si un solide
Ω est soumis à deux solicitations distinctes F1 et F2 donnant respectivement les
réponses R1 et R2 alors le travail de F1 dans le champ R2 est égal au travail de
F2 dans le champ R1. Le principe est alors comme pour la méthode des champs
virtuels de choisir des champs tests a priori à la différence qu’ici le problème
n’est écrit que sur le bord ∂Ω du domaine d’étude. Cette approche a notamment
été employée pour l’identification de fissure [Andrieux et al., 1999].

Remarque 2. Les méthodes basées sur des mesures de champs ne sont pas les plus
adaptées au paradigme DDDAS, car elles nécessitent un dispositif d’acquisition qu’il
n’est, à ce jour, pas envisageable de mettre en place sur une structure industrielle
en service. C’est pour cela que ces méthodes ne seront plus abordées par la suite
même si nous avons tenu à en parler dans ce chapitre étant donnée leur expansion
ces dernières années. De plus on peut citer [Jailin et al., 2017] comme application
dans le cadre dialogue essai-calcul (proche du paradigme DDDAS) où la corrélation
d’image a été employée pour réaliser un pilotage de trajet de fissure.

Illustration
Ainsi deux grandes méthodes retiennent notre attention dans le cadre déterministe,

les moindres-carrés et l’Erreur en Relation de Comportement modifiée. Afin d’illustrer
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FIGURE 1.4 – Illustration sur un système dynamique à 4 degrés de liberté

et comparer ces méthodes nous allons étudier un problème inverse “jouet”, à savoir un
système masse-ressort (Figure 1.4).

Le problème direct est résolu à l’aide d’un schéma de Newmark et les observations
réalisées correspondent au déplacement des deux masses centrales. Les surfaces
de réponse associées à l’évaluation de la fonction coût inhérente à chacune des mé-
thodes, moindres-carrées et ERC modifiée, sont représentées sur la Figure 1.5. Les
développements théoriques et techniques pour l’obtention de ces résultats sont dé-
taillés dans l’Annexe A.1.

Une première différence entre les deux approches illustrées est la convexité des
surfaces d’erreur obtenues. On constate en effet que la surface obtenue par le biais
de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée offre une convexité et un minimum
global plus marqué que celle obtenue à l’aide de la fonctionnelle moindres-carrés.
Cette différence de convexité impacte la vitesse de convergence des algorithmes de
minimisation. La nette distinction entre ces deux approches sur cet exemple simpliste
laisse donc présager un véritable gain dans l’utilisation de l’ERC modifiée sur des
problèmes représentatifs.

En revanche une seconde différence, celle-ci en défaveur de l’Erreur en Relation
de Comportement modifiée, provient du coût de calcul. En effet pour générer les
1000 points composant les surfaces d’erreur il faut approximativement 100 fois plus
de temps 1 avec l’ERC modifiée qu’avec les moindres-carrés. Cette nette différence
s’explique par le fait que l’utilisation de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée
nécessite une phase de calcul des champs admissibles impliquant ici la résolution d’un
problème couplé en temps direct/rétrograde comme détaillé dans l’Annexe A.1.

1.3 Approches stochastiques
1.3.1 Problèmes inverses et processus stochastiques

En parallèle des méthodes déterministes une autre classe de méthodes de résolu-
tion des problèmes inverses a été développée. Il s’agit des méthodes stochastiques.
La philosophie cachée derrière ce type de méthode est de se dire que l’on a à dispo-
sition un ensemble de mesures contenant de l’information, plus ou moins pertinente
selon la nature et la qualité des mesures. L’idée fondamentale de l’approche stochas-
tique va être de chercher à extraire l’information de ces mesures afin de la ré-injecter
dans le modèle et ainsi enrichir ou bien corriger ce dernier. Il s’agit là d’une différence
“philosophique” entre les approches déterministes et stochastiques. Une autre diffé-
rence plus pragmatique est que la solution d’un problème inverse obtenue par le biais
d’une méthode déterministe est une valeur unique de paramètres. Par une approche

1. L’implémentation des deux méthodes a bien entendu été réalisée de manière similaire en C++
avec la librairie Eigen pour les opérations d’algèbre.
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FIGURE 1.5 – Comparaison des surfaces d’erreur entre une fonctionnelle aux
moindres-carrées et la fonctionnelle ERCm sur un problème jouet.

stochastique la solution construite est une densité de probabilité, la valeur n’est donc
pas unique, d’où l’aspect régularisant des résolutions par approche stochastique. De
ce fait la solution d’un problème inverse obtenue par une méthode stochastique est un
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ensemble de paramètres possibles chacun ayant plus ou moins de probabilité d’être la
valeur recherchée.

L’ingrédient de base de toutes les méthodes stochastiques, que l’on se place dans
le cadre des problèmes inverses ou non, est le théorème de Bayes (1.16). Pour rappel
ce théorème se formule de la manière suivante :

Th
éo

rè
m

e

Soient X et Y deux grandeurs stochastiques. Le théorème de Bayes stipule
que la densité de probabilité de X connaissant Y , c’est-à-dire la densité de
probabilité a posteriori de X s’exprime de la manière suivante :

P (X|Y ) = P (Y |X) P (X)
P (Y ) (1.16)

Dans le cadre des problèmes inverses l’utilisation du théorème de Bayes revient à
assimiler àX le modèle numérique que l’on cherche justement à corriger, donc les pa-
ramètres incertains. La variable Y correspond quant à elle aux observations réalisées
sur le système physique. Les différents termes intervenant alors dans l’expression du
théorème de Bayes (1.16) se nomment et peuvent s’interpréter de la manière suivante :

P (X) est appelée densité de probabilité a priori. Elle caractérise l’information que
l’on a sur la quantité X avant introduction de l’information contenue dans Y .
Dans le contexte des problèmes inverses ce terme peut s’interpréter comme la
qualité du modèle numérique avant enrichissement par les observations.

P (X|Y ) est appelée densité de probabilité a posteriori. Elle caractérise la qualité
de l’information sur X une fois prise en compte l’information contenue dans Y .
D’un point de vue problème inverse cela revient à quantifier la qualité du modèle
numérique une fois l’enrichissement par les observations réalisé.

P (Y |X) est appelée fonction de vraisemblance 2 deX. Elle peut s’interpréter comme
la probabilité d’avoir la quantité calculée issue deX égale à la quantité observée
Y . D’un point de vue problème inverse il s’agit donc de la probabilité d’avoir un
modèle correspondant exactement aux observations.

P (Y ) est appelée densité de probabilité marginale de Y . Elle traduit la qualité de
l’information contenue dans Y , dans le contexte des problèmes inverses elle est
associée à la qualité des observations, i.e. le bruit de mesure.

Ainsi à partir du théorème de Bayes et de l’interprétation de ses différents termes
plusieurs approches d’investigation des problèmes inverses ont été développées. Pour
une revue détaillée de la zoologie des différentes approches le lecteur est invité à se
référer à [Kaipio and Somersalo, 2006]. Pour des applications, simples mais pédago-
giques, le lecteur peut se réferrer à [Aguilar et al., 2015, Allmaras et al., 2013]. Dans la
suite nous allons nous contenter d’aborder une approche particulière à savoir l’identi-
fication par maximum a posteriori.

2. D’un point de vue purement ethymologique la vraisemblance signifie “Caractère de ce qui est
vraisemblable, a l’apparence de la vérité”.
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1.3.2 Identification par maximum a posteriori
L’idée fondamentale de l’approche du Maximum a Posteriori (MAP) est de recher-

cher la solution d’un problème inverse comme étant la distribution des paramètres
permettant de maximiser la densité de probabilité a posteriori. En d’autres termes on
recherche les paramètres ayant le plus de chance de fournir un état correspondant aux
mesures réalisées considérant la connaissance a priori du modèle. Cette approche est
relativement utilisée dans le cadre des problèmes inverses en mécanique [Gogu et al.,
2010, 2013, Rubio et al., 2017].

Le problème que l’on cherche à résoudre peut alors se formaliser de la manière
suivante :

ξMAP = argmax
ξ

P (u(ξ)|s) (1.17)

Remarque 3. Dans la suite nous ne faisons pas de distinction entre P (u(ξ)|s) et P (ξ|s).
Cela est possible de par le fait que l’on considère que le modèle nous permettant de
calculer u(ξ) est déterministe.

La principale difficulté apparaissant alors est comment déterminer la fonction den-
sité de probabilité a posteriori à partir des informations que l’on a à disposition à savoir :

1. un modèle numérique u(ξ) ;

2. des observations s ;

3. des informations a priori (erreur sur le modèle et les observations, plage de va-
riations possibles de ξ, ...).

Définition de la densité de probabilité a posteriori
Afin de définir la fonction densité de probabilité a posteriori il est nécessaire d’ex-

ploiter le théorème de Bayes qui on le rappelle permet d’exprimer la densité de pro-
babilité a posteriori comme étant proportionnelle à la densité de probabilité a priori
multipliée par la fonction de vraisemblance.

P (ξ|s) ∝ P (s|ξ) · P (ξ) (1.18)

Il n’est pas nécessaire ici de prendre en compte le terme de normalisation présent
au dénominateur dans l’expression du théorème de Bayes puisque l’on recherche un
maximum de la fonction densité de probabilité a posteriori. De plus ce terme de nor-
malisation ne dépend pas du modèle et des paramètres mais uniquement des obser-
vations, il n’a donc pas d’impact sur le processus d’identification.

L’élément le plus simple à déterminer dans l’expression (1.18) est la fonction den-
sité de probabilité a priori P (ξ) puisque sa définition repose sur les informations que
l’on a à disposition sur les paramètres incertains. Ces informations peuvent être de
différents types : (i) intervalle d’admissibilité des paramètres, généralement associé
à du bon sens physique 3 ; (ii) une valeur la plus probable ; ... Dans le cas où on n’a
aucune information a priori sur les paramètres on choisit classiquement de considérer
une densité de probabilité uniforme, traduisant le fait que toutes les possibilités sont
envisageables.

3. Typiquement si le paramètre à identifier est un module d’Young ce dernier est nécessairement
positif.
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Le second élement à déterminer est la fonction de vraisemblance. Cette dernière,
notée P (s|ξ), traduit la probabilité que le modèle évalué pour le jeu de paramètres ξ
corresponde aux mesures réalisées. Il est de plus nécessaire à cette étape de prendre
en compte le fait que les observations que l’on réalise sur le système réel ne sont pas
parfaites mais bruitées. Ce qui peut se traduire par :

s = sexacte + es (1.19)

où es est une variable aléatoire traduisant l’erreur de mesure à laquelle est également
associée une fonction densité de probabilité Pobs (s). De la même manière le modèle
n’étant généralement pas parfait on peut également prendre en compte une erreur de
modèle, notée eu, et telle que :

u(ξ) = uexact(ξ) + eu (1.20)

L’erreur de modèle est elle aussi une variable aléatoire caractérisée par une fonction
densité de probabilité Pmod (s). De ce fait la fonction de vraisemblance prend en compte
ces différentes sources d’erreur et nécessite alors le calcul de l’intégrale (1.21) pour
être déterminée.

P (s|ξ) =
∫

d
P (d|ξ) Pmod (d) Pobs (d) dd (1.21)

L’intégrale (1.21) est alors calculée par échantillonage de Monte-Carlo. Connaissant
la fonction densité de probabilité de vraisemblance nous avons à disposition tous les
éléments nécessaires pour évaluer la fonction densité de probabilité a posteriori. Étant
donné qu’aucune hypothèse n’a été faite sur les lois de probabilité considérées l’éva-
luation de la densité a posteriori ne peut pas être faite “analytiquement” et il est néces-
saire de procéder par tirage et propagation.
Remarque 4. Dans le cas particulier où l’on considère que toutes les variables aléa-
toires suivent des lois de probabilité gaussiennes on peut montrer que l’approche du
Maximum a Posteriori se ramène à la définition d’une fonctionnelle aux moindres-
carrés pondérée (par la covariance de l’erreur de mesure) avec une régularisation
de Tikhonov provenant de la fonction densité de probabilité a priori.

Une fois la propagation effectuée (opération la plus coûteuse) il ne reste alors plus
qu’à déterminer le maximum de la densité de probabilité par exploration de cette der-
nière, opération moins coûteuse qu’un algorithme de minimisation.

La principale difficulté de ce type d’approche est le coût de calcul global. En effet la
réalisation de tirages de Monte-Carlo pour la propagation des incertitudes et le calcul
de la densité de probabilité a posteriori engendrent un nombre d’appels au modèle nu-
mérique conséquent. Or dans le cas de modèles complexes (grand nombre de degrés
de liberté ou phénomènes non-linéaires) celà provoque un coup de calcul excessif. De
plus l’utilisation d’une approche de Monte-Carlo classique peut s’avérer ne pas être la
plus directe en terme de discrétisation de l’espace des paramètres. Pour cette raison
des méthodes plus subtiles de tirage ont été développées et exploitées dans le cadre
des problèmes inverses. On peut citer par exemple les méthodes de type Markov-
Chain Monte-Carlo (MCMC) basées sur le concept des chaînes de Markov et la notion
d’ergodicité. Très brièvement le principe est de mettre en place un tirage basé sur
un algorithme d’acceptation/refus en vue de n’échantilloner que la zone que l’on peut
qualifier d’intérêt et non pas l’ensemble de l’espace des paramètres. Pour une présen-
tation détaillée des approches basées sur une méthode de Markov-Chain Monte-Carlo
le lecteur peut se réferrer à [Beck and Au, 2002, Green and Worden, 2015].
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1.4 Méthodes d’assimilation de données
1.4.1 Origines et enjeux de l’assimilation de données

Dans cette dernière partie nous allons nous intéresser aux méthodes dites d’assimi-
lation de données. Bien que ces approches peuvent tout a fait s’inscrire dans le cadre
stochastique il a été choisi ici de les présenter séparément car elles correspondent à
des enjeux et des cas d’utilisation quelque peu éloignés des approches stochastiques
classiques.

La principale différence entre approches stochastiques et méthodes d’assimilation
de données se situe dans le fait que d’un point de vue stochastique la construction
de la densité de probabilité a posteriori est basée sur de multiples réalisations d’un
même problème dans des configurations semblables. Au contraire la philosophie des
méthodes d’assimilation de données est d’exploiter l’évolution de la donnée observée
plutôt que sa reproductibilité. Ce type d’approche est alors tout a fait adapté à l’étude
des phénomènes évolutifs.

Les premiers travaux portant sur des méthodes qui ouvriront ensuite la porte à
l’assimilation de données peuvent être attribués à J.T. Mayer (1723-1762) qui évalua
l’évolution des mouvements lunaires. Le concept a été fortement repris et enrichi dans
le domaine de la météorologie et de l’océanographie. En effet dans ces deux domaines
l’objectif est de reconstruire et prédire à partir d’observations certes nombreuses mais
somme toute discrètes à l’échelle de la planète un état dans sa globalité. Parmi les
travaux significatifs portant sur le développement et l’application des méthodes d’as-
similation de données dans les domaines météorologiques et océanographiques on
peut citer [Dimet and Talagrand, 1986, Evensen, 1992, 1994, 2003].

L’essor et la généralisation des méthodes d’assimilation de données a eu lieu au mi-
lieu du 20ème siècle avec notamment les travaux de Wiener portant sur la formalisation
du principe dans un cadre stochastique avec les filtres de Wiener [Wiener, 1949] ; les
travaux de Kalman ont donné lieu au filtre du même nom, mettant en place un forma-
lisme de filtrage optimal de modèle linéaire dans un cadre Gaussien [Kalman, 1960].
L’approche par filtre de Kalman a ensuite bénéficié de nombreuses évolutions pour être
étendue aux modèles non-linéaires, avec notamment les travaux de [Evensen, 1994,
Julier and Uhlmann, 1996, Sorenson and Stubberud, 1968]. Ce type d’approche a en-
suite fait l’objet d’un attrait particulier au sein de la communauté mécanique et a été
employée dans de nombreux problèmes d’identification et recalage de modèle.

Le point de départ de toutes les méthodes d’assimilation de données est l’introduc-
tion explicite des observations dans la formulation du problème à résoudre. On réécrit
alors le problème sous la forme d’un système dynamique :u

(k+1) =M
(
u(k)

)
+ e(k)

u

s(k) = H
(
u(k)

)
+ e(k)

s

(1.22)

1.4.2 Estimateur BLUE
Les premiers travaux portant sur des méthodes qui véritablement seront à l’ori-

gine de l’assimilation de données peuvent être attribués à Aitken pour l’introduction de
l’estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Estimator ) dans [Aitken, 1935]. L’estimateur
BLUE correspond en une formulation algébrique du théorème de Gauss-Markov. On
parle également d’interpolation statistique.
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e Théorème de Gauss-Markov :

Pour un modèle linéaire dans lequel les erreurs de modèle et d’observation sont
d’espérances nulles et non correlées le meilleur estimateur linéaire non-biaisé
est l’estimateur des moindres carrés.

Ainsi le principe de l’estimateur BLUE est de rechercher une estimation ua connais-
sant des observations s et une ébauche (prédiction) uf sous la forme (1.23).

ua = Luf + Ks (1.23)

On associe à l’ébauche uf une matrice de variance-covariance Cf et l’interpolation
statistique vérifie également l’équation d’observation suivante :

s = Hua + es (1.24)

Les deux matrices L et K nécessaires à l’interpolation statistique (1.23) sont défi-
nies en respectant les deux critères suivants :

— l’estimateur est non biaisé, ce qui permet de déterminer (sous l’hypothèse que les
erreurs d’ébauche et d’observation sont sans biais) que l’opérateur L s’exprime
nécessairement sous la forme L = 1 −KH. De plus en faisant l’hypothèse que
les erreurs d’ébauche et d’observation sont décorellées on peut exprimer les
relations suivantes :ua = uf + K (s−Huf )

Ca = KCsKT + (1−KH)Cf (1−KH)T
(1.25)

— l’erreur d’estimation est minimale, c’est-à-dire que la variance associée à l’esti-
mation ua est minimale. Cela permet de déterminer une valeur optimale de la
matrice K comme suit :

K = CfHT
(
Cs + HCfHT

)−1
(1.26)

1.4.3 Filtres de Kalman
Formalisme linéaire

L’objectif initial du filtre de Kalman linéaire était d’identifier l’état évolutif d’un sys-
tème discret en temps. L’idée introduite par Kalman dans [Kalman, 1960] a donc été
d’appliquer un estimateur BLUE à chaque pas de temps en faisant intervenir un opé-
rateur de transition, basé sur une modélisation du système, pour réaliser l’ébauche
de l’état. De ce fait le système dynamique considéré est dans le cadre linéaire défini
comme : u(k+1) = M(k)u(k) + e(k)

u

s(k) = H(k)u(k) + e(k)
s

(1.27)

Ainsi l’application de l’estimateur BLUE permet, connaissant une ébauche (ici û(k)), la
covariance de l’erreur d’ébauche (C(k)

ûû ) et la covariance de l’erreur d’observation (C(k)
es ),

de déterminer : 
C(k)
uu =

(
C(k)
ûû
−1 + HC(k)

ûû
−1HT

)−1

K = C(k)
uuH(k)TC(k)

es
−1

u(k) = û(k) + K
(
s−Hû(k)

) (1.28)
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L’ébauche se détermine quant à elle en utilisant l’équation de transition, première équa-
tion du système (1.27), de la manière suivante :û(k) = M(k−1)uk−1

C(k)
ûû = M(k−1)C(k−1)

uu M(k−1)T + C(k−1)
eu

(1.29)

Finalement le formalisme du filtre de Kalman dans le cadre de sys-
tème linéaire peut se synthétiser comme présenté dans l’Algorithme 2.

Algorithm 2: Filtre de Kalman linéaire
B Initialisation
u(0) ; C(0)

uu ; Ceu ; Ces

B Iterations
for k = 1 to nt do

B Etape de prédiction (ébauche)
û(k+1) = M(k)u(k)

C(k+1)
ûû = M(k)C(k)

uuM(k)T + C(k)
eu

B Etape de correction (estimation)
K(k) = C(k+1)

ûû H(k)T
(
H(k)C(k+1)

ûû H(k)T + C(k+1)
es

)−1

u(k+1) = û(k+1) + K(k+1)
(
s(k+1) −H(k)û(k+1)

)
C(k+1)
uu = C(k+1)

ûû −K(k+1)H(k)C(k+1)
ûû

end

Sur la Figure 1.6 ont fournit une interprétation graphique du principe de fonctionne-
ment du filtre de Kalman linéaire.

u

t
t(k−1) t(k) t(k+1) t(k+2) t(k+3) t(k+4)

û(•) u(•) s(•)

FIGURE 1.6 – Interprétation graphique du filtre de Kalman linéaire

Remarque 5. Comme nous le disions précédemment il existe un lien entre les mé-
thodes d’assimilation de données, plus particulièrement le filtre de Kalman, et l’infé-
rence bayesienne. On illustre dans l’Annexe B comment les équations du filtre de Kal-
man linéaire se déduisent de la méthode du Maximum a Posteriori sans avoir besoin
d’introduire le concept de l’estimateur BLUE.

Afin d’illustrer le filtre de Kalman linéaire et notamment de mettre en évidence l’im-
pact du terme d’erreur de modèle eu, de covariance CeM , on propose ici d’étudier un
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exemple minimaliste à savoir l’estimation du trajet d’un tir ballistique. Le modèle réel
ayant servi à générer les observations est un modèle prenant en compte le frottement
visqueux. Le modèle utilisé pour le processus d’assimilation de données est quant à
lui un modèle parfait, sans prise en compte des frottements. Nous allons ainsi pouvoir
illustrer l’impact de l’erreur de modèle sur la qualité de la reconstruction de l’état du
système. Nous allons donc considérer comme variables d’état du système la position
(x, y) ainsi que la vitesse (ẋ, ẏ). Le système dynamique que l’on considère se définit
alors par : 


x(k+1)

ẋ(k+1)

y(k+1)

ẏ(k+1)

 =


1 ∆t 0 0
0 1 0 0
0 0 1 ∆t
0 0 0 1




x(k)

ẋ(k)

y(k)

ẏ(k)

+ eu

x(k)

y(k)

obs =
1 0 0 0

0 0 1 0



x(k)

ẋ(k)

y(k)

ẏ(k)

+ es

(1.30)

Sur la Figure 1.7 on représente l’état obtenu par le biais du filtre de Kalman pour
différentes valeurs de variance de l’erreur de modèle. On observe alors que :

1. pour des faibles erreurs de modèle le processus d’assimilation ne parvient pas
à compenser le fait que le modèle fourni pour la définition du système dyna-
mique est incomplet (pas de prise en compte des phénomènes de frottement).
On constate en revanche que l’on obtient un état très lisse.

2. pour des erreurs de modèle plus importantes, l’état estimé tend vers l’état réel
mais devient en revanche de plus en plus chahuté.
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(b) Vitesse (ẋ, ẏ) identifiée

FIGURE 1.7 – Filtre de Kalman linéaire — Exemple d’un tir ballistique, reconstruction
dans le cas d’un modèle a priori sans frottement — impact de l’erreur de modèle

On constate ainsi que le choix de l’erreur de modèle est un paramètre déterminant
pour la qualité du processus d’identification de données. Or la valeur de ce paramètre
que l’on peut qualifier de paramètre “tournevis” est fournie par l’utilisateur. Certaines
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méthodes basées sur des approches empiriques permettent de mettre à jour cette va-
leur d’erreur de modèle au cours du processus d’assimilation, voir notamment [Haykin,
2004, Li et al., 2016].

Extension aux modèles non-linéaires
Une hypothèse forte faite pour l’écriture du filtre de Kalman linéaire est justement

l’hypothèse de linéarité des opérateurs de modèle et d’observation. Or de tels opéra-
teurs linéaires représentent une restriction excessivement forte par rapport aux problé-
matiques envisagées et envisageables. En effet la difficulté apparaissant lorsque l’on
considère des opérateurs non linéaires est la suivante :

Connaissant une densité de probabilité gaussienne caractérisée par
sa moyenne X̄ et sa matrice de variance-covariance CXX comment
construire la densité de probabilité a posteriori résultant de l’applica-
tion d’un opérateur A non linéaire ?

Afin de passer outre cette difficulté il existe dans la littérature associée aux filtres de
Kalman de nombreuses méthodes, les trois plus classiques étant :
Linéarisation au 1er ordre — historiquement la première extension du filtre de Kal-

man aux problèmes non linéaires est basée sur une linéarisation au premier ordre
des opérateurs de modèle et d’observation. Il s’agit du filtre de Kalman étendu
(Extended Kalman Filter ) introduit dans [Sorenson and Stubberud, 1968].

Ȳ = A(X) (1.31)
CY Y = AT ·CXX ·A ; avec A := ∇A (1.32)

Monte-Carlo — une autre méthode classique pour résoudre le problème de recons-
truction de densité de probabilité est bien entendu la réalisation et propagation
de tirages aléatoires par une approche de type Monte-Carlo. Ce type de méthode
a donné lieu au filtre de Kalman d’ensemble (Ensemble Kalman Filter ) introduit
dans [Evensen, 1994].

Ȳ = 1
N

N∑
i=1
A(Xi) ; avec Xi ∈ N (X̄,CXX) (1.33)

CY Y =
N∑
i=1

(
A(Xi)− Ȳ

)
·
(
A(Xi)− Ȳ

)T
(1.34)

Transformations Unscented — il s’agit d’une version déterministe de l’approche pré-
cédente où un tirage et une propagation déterministe sont réalisés [Julier and
Uhlmann, 1996]. Ce type de méthode a donné lieu au filtre de kalman dit Uns-
cented 4 [Julier and Uhlmann, 1997].

Ȳ =
2nξ+1∑
i=1

ωmi A(Xi) ; avec Xi = X̄±
[√

CXX

]
i

(1.35)

CY Y =
2nξ+1∑
i=1

ωci
(
A(Xi)− Ȳ

)
·
(
A(Xi)− Ȳ

)T
(1.36)

4. La dénomination de Unscented, littéralement “sans odeur”, proviendrait d’une blague entre Julier
et Ulhmann au sujet d’un déodorant posé sur un bureau.
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Afin d’illustrer les différentes approches énoncées précédemment pour la reconstruc-
tion d’une densité de probabilité a posteriori nous allons considérer l’exemple 2D sui-
vant :

Y = A (X) ; A(X) =
[

sin |X2|
cosX0.7

1

]
; X = N

([
10
10

]
;
[

1 0.5
0.5 1

])
(1.37)

La densité de probabilité a priori peut se représenter dans le plan sous la forme d’une
ellipse de centre X̄, de grand axe la première valeur propre de la matrice de variance-
covariance diagonalisée, de petit axe la seconde valeur propre et d’orientation la base
issue de la diagonalisation de CXX . Dans le cas que l’on considère, cela revient à tra-
cer la Figure 1.8a où les points symbolisent les moyennes des densités de probabilité
et les ellipses pointillées représentent les valeurs propres de la matrice de variance-
covariance. Sur cette figure sont représentées : (b) la densité de probabilité a posteriori
obtenue par une linéarisation de l’opérateur A ; (c) la densité de probabilité a poste-
riori obtenue en utilisant les transformations Unscented. Ces résultats sont comparés
à ceux obtenus avec une approche de type Monte Carlo avec un très grand nombre
de tirages, représentés en pointillé.
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tion de l’opérateur

−1.5 −1 −0.5 0 0.5

0

0.2

0.4

0.6

(c) Reconstruction par transfor-
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FIGURE 1.8 – Reconstruction d’une densité de probabilité gaussienne après applica-
tion d’un opérateur non linéaire — comparaison entre linéarisation au premier ordre et
transformation Unscented

On observe donc que dans le cas proposé ici la reconstruction obtenue par le biais
des transformations Unscented est beaucoup plus proche de la solution “exacte” que
celle obtenue par linéarisation de l’opérateur. De manière générale il a été démontré
dans [Julier and Uhlmann, 1996] que l’utilisation de transformations Unscented permet
d’obtenir une précision à minima d’ordre 2 au sens des développements de Taylor
contrairement à la linéarisation qui est du premier ordre. De plus ce résultat est obtenu
pour un coup de calcul similaire à une linéarisation au premier ordre de l’opérateur A.

1.4.4 Utilisation dans le cadre des problèmes inverses
Nous allons à présent voir comment le formalisme des filtres de Kalman peut être

étendu à l’identification de paramètres. Pour ce faire il est nécessaire d’incorporer expli-
citement les paramètres du modèle, notés ξ ∈ Rnξ , dans le système dynamique (1.22).
Tout d’abord sans information a priori sur la loi d’évolution des paramètres, on suppose
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leurs évolutions stationnaires.
∂ξ

∂t
= 0 (1.38)

Afin de relacher cette hypothèse de stationnarité, qui est une hypothèse relativement
forte, on perturbe l’écriture discrète en temps de cette dernière par l’ajout d’une erreur
de paramètre, notée eξ, assimilée à un bruit blanc gaussien.

ξ(k+1) = ξ(k) + e(k)
ξ (1.39)

A partir de là, la question est comment introduire la relation (1.39) dans le système dy-
namique régissant le modèle étudié. Pour ce faire deux approches sont classiquement
utilisées :

Formulation étendue : le principe est de concaténer état u(k) et paramètres ξ(k) en
un unique vecteur ũ(k) appelé vecteur d’état étendu. On définit alors un nouveau
système dynamique associé (1.40).

ũ(k+1) = M̃(k)(ũ(k)) +
e(k)

u

e(k)
ξ


s(k) = H̃(ũ(k)) + e(k)

s

(1.40)

Formulation duale : le principe est de ne conserver pour équation de transition dans
le système dynamique que l’équation portant sur les paramètres.ξ(k+1) = ξ(k) + e(k)

ξ

s(k) = Hdual(ξ(k)) + e(k)
s

(1.41)

Il est alors nécessaire de changer la nature de l’opérateur d’observation Hdual

qui n’est plus un simple opérateur de projection mais un opérateur d’évaluation
de l’état basé sur un second filtre de Kalman, d’où la dénomination de formu-
lation duale. Ainsi caché derrière l’opérateur Hdual se trouve le système dyna-
mique (1.42). u(k+1) =M(u(k); ξ(k)) + e(k)

u

s(k) = H(u(k)) + e(k)
s

(1.42)

On observe alors que dans les deux formulations, le système dynamique considéré
est un système non-linéaire nécessitant l’emploi d’une version non-linéaire du filtre de
Kalman. Les approches par filtre de Kalman ont fait l’objet de nombreuses utilisations
pour l’identification et le recalage de modèle dans le cadre de la mécanique. Le filtre de
Kalman Extended a notamment été mis en œuvre pour des problèmes de séisme et de
géotechnique dans [Hoshiya and Sutoh, 1993, Hoshiya et al., 1984]. Une identification
par filtre de Kalman a également été employée dans [Corigliano and Mariani, 2001]
pour l’identification des paramètres d’un modèle d’interface élastique-endommageable
pour des matériaux composites. Dans [Bolzon et al., 2002] un filtre de Kalman a été mis
en œuvre pour l’identification des paramètres d’un modèle cohésif pour la propagation
de fissure dans un matériau cimentaire et pour l’estimation d’une longueur de fissure
dans [Wang et al., 2016]. Il a par ailleurs été montré dans [Mariani and Ghisi, 2007,
Wu and Smyth, 2007] que dans le cas de modèles fortement non-linéaires (compor-
tement adoucissant ou hystérétique) l’utilisation d’un filtre de Kalman Unscented offre
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de meilleurs résultats et une meilleure robustesse que le filtre de Kalman Extended.
Un exemple d’identification de paramètres dans un cadre linéaire de biomécanique est
traité dans [Chapelle et al., 2009, Moireau and Chapelle, 2011]. L’identification par filtre
de Kalman Extended et Unscented a également été employée dans le cadre du reca-
lage de modèle aérodynamique dans [Chowdhary and Jategaonkar, 2010]. Récem-
ment le filtre de Kalman Extended a été employé avec la réduction de modèle PGD
pour le recalage en temps-réel de modèle mécanique dans [González et al., 2017].

1.4.5 Illustration de l’identification par filtre de Kalman
Afin d’illustrer l’utilisation des filtres de Kalman pour les problèmes inverses on

considère l’identification de paramètres dans le cadre d’un modèle simplifié d’aéro-
élasticité à deux degrés de liberté. Le modèle considéré est défini sur la Figure 1.10 et
le détail de la modélisation associée est présenté dans l’Annexe A.2. On étudie donc
les mouvements d’oscillation verticale et de tangage du profil NACA considéré. On va
chercher à identifier à l’aide des filtres de Kalman un paramètre du modèle à savoir ici
le coefficient d’amortissement Ch.

Kα

α

h
Kh

Ch

FIGURE 1.9 – Filtres de Kalman — Application sur un problème “jouet” d’aéro-élasticité

En considérant le système comme libre d’effort et en introduisant les matrices de
masse, amortissement et raideur (respectivement M, C, K) la formulation pour la ré-
solution du problème direct associé est la suivante :

Mq̈ + Cq̇ + Kq = 0
q̇(t = 0) = q̇0

q(t = 0) = q0

(1.43)

Le système (1.43) peut alors se résoudre en utilisant un schéma de Newmark. C’est
d’ailleurs ce qui a été fait pour simuler les observations du système. Afin de mettre en
place une démarche d’identification par filtre de Kalman il est tout d’abord nécessaire
de reformuler l’équation (1.43) sous la forme d’un système du premier ordre (1.44).[

q̇
q̈

]
=
[

0 1
−M−1K −M−1C

] [
q
q̇

]
⇔ Ẋ = B ·X (1.44)

Sur la Figure 1.10 on représente la solution du problème direct, c’est-à-dire l’évo-
lution de h(t) et α(t) en fonction du temps. Dans le cadre du processus d’identification
nous allons considérer que seul le flottement h(t) est mesuré.
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FIGURE 1.10 – Aéro-élasticité — Solution du problème direct

Sur la Figure 1.11 les résultats du processus d’identification sont représentés pour
les filtres de Kalman Extended et Unscented. On constate alors qu’avec les deux for-
malismes ont obtient, pour un coût de calcul similaire, des résultats relativement cor-
rects. Cependant une légère tendance à une meilleure précision est observable dans le
cas du filtre de Kalman Unscented. Cette précision supérieure sur cet exemple simple
laisse donc là aussi présager de meilleures performances de l’approche Unscented
sur des problèmes plus représentatifs. Un autre point intéressant est le temps de ré-
ponse très réduit que l’on peut observer avec les deux méthodes. En effet le processus
d’assimilation de données permet de détecter très rapidement qu’un paramètre n’est
pas correct et corrige ce dernier très rapidement.
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FIGURE 1.11 – Résultats d’identification par filtres de Kalman sur le problème d’aéro-
élasticité
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1.5 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons abordé un certain nombre de méthodes classiques

de résolution des problèmes inverses. Nous avons notamment distingué ces méthodes
suivant deux grandes catégories : (i) les méthodes déterministes, basées sur la défini-
tion d’une distance simulation/mesure par le biais d’une fonctionnelle ; (ii) les méthodes
stochastiques, ayant pour philosophie l’utilisation de l’information contenue dans les
mesures pour alimenter le modèle. De plus un intérêt particulier a été porté aux mé-
thodes d’assimilation de données et notamment les filtres de Kalman.

Parmi les différentes méthodes présentées deux retiennent notre attention et sont
le point de départ de ces travaux. Il s’agit tout d’abord de l’Erreur en Relation de Com-
portement modifiée, qui comme illustré est une approche déterministe s’appuyant for-
tement sur la physique du problème considéré. Cette approche présente l’avantage
d’être très robuste vis-à-vis des mesures corrompues. De plus de par sa définition for-
tement mécanique la fonctionnelle utilisée présente des propriétés de convexité tout
a fait remarquables. Enfin nous montrerons à la fin de ce manuscrit que l’Erreur en
Relation de Comportement modifiée offre un cadre propice et pertinent pour l’étude
des problèmes inverses faisant intervenir un comportement matériau non-linéaire com-
plexe. L’autre approche retenant notre attention est le filtre de Kalman qui a le bon goût
d’être une approche incrémentale et non pas globale en temps. L’aspect assimilation
de données de cette approche nous offre donc un cadre propice à la mise en place
d’une démarche de recalage de modèle dans le cadre du paradigme DDDAS.

Un point pouvant être mis en évidence est la nécessité pour la plupart des mé-
thodes de résolution des problèmes inverses de procéder à de nombreuses évalua-
tions du modèle pour différents jeux de paramètres. Ce nombre important d’évaluations
du modèle est à l’origine des coûts de calcul élevés de ces méthodes. C’est justement
ce point que nous allons aborder dans le chapitre suivant.



Chapitre

2
Les méthodes de réduction de modèle
dans le cadre des problèmes inverses

2.1 Réduction de modèle et problèmes inverses
Nous avons mis en évidence le fait qu’il existe dans la littérature un certain nombre

de méthodes dédiées à la résolution des problèmes inverses. Un point commun à
toutes ces méthodes, qu’elles soient déterministes ou stochastiques, est le coût de
calcul. En effet, nous avons illustré que les méthodes de résolution des problèmes
inverses sont extrêmement coûteuses d’un point de vue numérique. Ce coût de calcul
est notamment impacté par deux éléments :

1. la dimension et la complexité du problème, c’est-à-dire le nombre de degrés de
liberté, le nombre de pas de temps, le modèle de comportement ;

2. la dimension de l’espace des paramètres, c’est-à-dire le nombre de paramètres
nξ à identifier.

De ce fait la notion de malédiction de la dimensionnalité, bien connue dans le
cadre des problèmes directs, se retrouve exacerbée ici. Or les attentes industrielles
actuelles, que ce soit en terme de taille ou de complexité de modèle, sont de plus en
plus grandes. Il est donc nécessaire de mettre en place des démarches additionnelles
afin de réduire les coûts de calcul. C’est dans cette optique que les méthodes de ré-
duction de modèles sont introduites dans les approches de résolution des problèmes
inverses.

Étant donné que la notion de dimension peut s’interpréter selon deux points de vue
dans le cadre des problèmes inverses, dimension de l’état du système ou dimension
de l’espace des paramètres, différents types d’approches ont été développés. Dans ce
chapitre on se focalise uniquement sur la réduction de l’espace de l’état du système.
En d’autres mots nous allons nous placer dans le cas où le nombre de paramètres à
identifier est suffisament raisonnable pour se permettre de ne chercher à réduire que
le coût de calcul de l’état du système. On tient cependant à insister sur le fait que
même si l’aspect “malédiction de la dimensionnalité” peut être scindé en deux avec
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d’un côté la taille de l’espace des paramètres et de l’autre la taille de l’espace d’état,
le coût de calcul global de résolution d’un problème inverse dépend de ces deux di-
mensions. Considérons un exemple où le système est discrétisé de telle sorte que l’on
ait n degrés de liberté et nξ paramètres à identifier. En utilisant une approche “classi-
que” de type moindres-carrés il est donc nécessaire à chaque itération du processus
de résolution de calculer le gradient de la fonction coût. Si l’on détermine ce gradient
par une méthode de différences finies d’ordre 1 il est donc nécessaire de procéder à
nξ + 1 évaluations de la fonction coût. Imaginons qu’une évaluation de la fonction coût
se traduise par la résolution d’un système linéaire (le cas le plus simple) on peut écrire
la complexité (notée T (nξ, n)) d’une itération du processus de résolution comme :

T (nξ, n) = (nξ + 1) · n2 (2.1)

On observe sur ce cas “d’école” qu’il est dans un premier temps plus intéressant de
chercher à réduire la dimension de l’espace d’état du système que celle de l’espace
des paramètres. Cependant nous verrons dans le Chapitre 6 que pour certaines ap-
plications, notamment l’identification de champs de paramètres, il est impératif d’intro-
duire une réduction sur l’espace des paramètres pour conserver des temps de résolu-
tions raisonnables.

La problématique de réduction de l’espace d’admissibilité de l’état d’un système
n’est pas uniquement présente dans le cadre des problèmes inverses. En effet il s’agit
d’un objectif présent dans de nombreux domaines physiques et dans de multiples ap-
plications. Cela implique entre autre que de très nombreux travaux existent sur le dé-
veloppement de ces approches, des travaux qui continuent de prendre de plus en plus
d’ampleur.

2.2 Le point de départ des méthodes de réduction de
modèle

2.2.1 La représentation de rang faible
Historiquement, l’idée de base des méthodes de réduction de modèle est de pos-

tuler qu’un champ solution u(x, t) dépendant de deux variables peut s’écrire sous une
forme à variables séparées. En d’autres termes, le champ u(x, t) peut s’écrire sous la
forme d’une approximation de rang faible (2.2)

u(x, t) ' uM(x, t) =
M∑
i=1

wti(t) ·wx
i (x) (2.2)

Les fonctions wti et wx
i sont appelées respectivement modes, ou fonctions, en temps

et en espace. Ces modes se définissent de la manière suivante :

wx
i : x ∈ Ωh −→ wx

i (x) ∈ Rn (2.3)
wt
i : t ∈ It −→ wt

i(t) ∈ R (2.4)

La distinction entre les différentes méthodes de réduction de modèle se fait alors
sur la technicité mise en place pour calculer les différents modes. Pour ce faire il existe
un certain nombre, on pourrait même dire un nombre certain, d’approches différentes.
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On peut entre autres citer les approches de type base réduite [Maday and Ronquist,
2004], les méthodes de type POD [Lumley, 1967], les méthodes PGD [Chinesta et al.,
2014, Nouy, 2010], ou les méthodes d’hyper-réduction [Ryckelynck, 2005]. Dans un
contexte plus particulier où seule la connaissance d’une quantité d’intérêt, globale ou
locale, est souhaitée on peut également citer les approches de type méta-modèle et
surfaces de réponse [Box and Draper, 1986]. L’objet ici n’est pas de répertorier et
présenter l’intégralité de ces méthodes mais de se focaliser sur les quelques unes
classiquement employées dans le cadre de la résolution des problèmes inverses en
mécanique. Il s’agit de la Proper Orthogonal Decomposition et la Proper Generalized
Decomposition.

Remarque 6. Les différentes approches citées précédemment qui ne sont pas pré-
sentées en détails dans ce chapitre ont pour certaines d’entre elles été utilisées dans
le cadre des problèmes inverses mais de manière plus épisodique que la POD ou
PGD. On peut par exemple citer [Ryckelynck and Missoum Benziane, 2016] pour une
application de la méthode d’Hyper-Réduction a priori (APHR) pour l’identification des
paramètres d’une loi de plasticité en fatigue, tandis qu’une approche de type base ré-
duite a été mise en place pour la détection de fissure en temps réel dans [Nguyen
et al., 2010]. Une approche de type base réduite à également été mise en place dans
un contexte d’assimilation de données dans [Maday and Mula, 2015].

2.2.2 Quelques mots sur la compression de données
En dehors de la réduction des coûts de calcul il est intéressant de noter que l’écri-

ture de champs sous une forme à variables séparées peut également être utilisée dans
le cadre de la compression de données. Pour illustrer cela considérons l’exemple plus
que classique de la compression d’image. Nous allons donc chercher à compresser la
photo de la Princess Leia 1 présentée en Figure 2.1.

FIGURE 2.1 – La princesse Leia (Carrie Fisher)

D’un point de vue mathématique la photo 2.1 peut se traduire par une fonction de
niveaux de gris, notée g, dépendant des deux variables spatiales x et y et telle que
g(x, y) ∈ [0, 1]. La photo ayant une définition de 409 × 409 pixels sa représentation
complète se traduit par une matrice de 167 281 valeurs flottantes. Le principe pour
réduire cette quantité de données et ainsi compresser l’image est alors de chercher à

1. Classiquement la photo utilisée pour cet exemple est celle de l’ancien modèle et playmate Lena.
Mais afin de rendre hommage à Carrie Fisher décédée au cours de la rédaction de cette thèse une
petite entorse à la tradition a été faite.
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exprimer la fonction niveau de gris sous la forme à variables séparées (2.5).

g(x, y) ' gM(x, y) =
M∑
i=1

fxi (x) · f yi (y) (2.5)

Nous verrons dans la suite comment sont construites les fonctions fxi et f yi . Sur la
Figure 2.2 sont représentées les photos obtenues après compression pour différents
nombres de modes considérés. On constate alors que pour une centaine de modes
l’image obtenue est extrêmement proche de l’originale.

(a) M = 1 (b) M = 10 (c) M = 20 (d) M = 30

(e) M = 50 (f) M = 100 (g) Image d’origine

FIGURE 2.2 – Princesse Leia — Exemple d’application d’une représentation à variables
séparées pour la compression de données

Dans le tableau 2.1 on calcule les taux de compression pour les différentes recons-
tructions présentées sur la Figure 2.2. Pour rappel le taux de compression, noté q, se
définit de la manière suivante :

q = Vinitial − Vcompressé
Vinitial

= 4092 − 2 · 409 ·m
4092 (2.6)

On constate alors que pour la décomposition avec 100 modes, offrant une image

TABLE 2.1 – Princesse Leia — Evolution du taux de compression d’une image en
fonction du nombre de modes retenu

Nombre de modes 1 10 20 30 50 100
Taux de compression 0.9951 0.9511 0.9022 0.8533 0.7555 0.5110

compressée d’une qualité semblable à l’originale en terme de rendu à l’œil nu, on a pu
réduire de moitié le volume de données nécessaire à la définition de la photo.
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2.3 La Proper Orthogonal Decomposition
2.3.1 Principe de base

L’une des méthodes de réduction de modèle les plus connues et certainement la
plus utilisée à ce jour est la Proper Orthogonal Decomposition (POD), un revue dé-
taillée de cette méthode est proposée dans [Cordier and Bergmann, 2008]. Cette mé-
thode, parfois qualifiée de méthode a posteriori, repose sur une construction en deux
temps de la représentation de rang faible : (i) construction des fonctions d’espace per-
mettant ainsi de définir une base réduite ; (ii) construction des fonctions du temps (ou
autre) par projection du problème initial dans la base précédemment calculée et réso-
lution de ce problème réduit. Suivant les communautés et les applications, la méthode
POD porte des noms différents :

— dans le domaine des problèmes stochastiques on parle de décomposition de
Karhunen-Loeve initialement proposée dans [Karhunen, 1946, Loeve, 1955] ;

— dans la communauté probabiliste on parlera d’analyse en composantes princi-
pales (PCA, Principal Components Analysis). Cette approche a initialement été
développée dans [Pearson, 1901] ;

— enfin dans la communauté mécanicienne au sens large, solide et fluide, on parle
de Proper Orthogonal Decomposition. La POD a initialement été proposée pour
l’analyse d’écoulement dans [Lumley, 1967].

Afin de mettre en évidence le principe d’application de la réduction de modèle par
Proper Orthogonal Decomposition considérons un problème de thermique instation-
naire général. La discrétisation éléments finis d’un tel problème, en considérant un
maillage constitué de n noeuds, conduit à l’écriture du problème suivant :

C · U̇(t) + K ·U(t) = F(t) ∀t ∈ It (2.7)

Les matrices (C,K) ∈ Rn×n × Rn×n sont respectivement les matrices de capacité et
de conductivité thermique. Le vecteur U(t) ∈ Rn correspond aux valeurs nodales du
champ de température à l’instant t, et le vecteur F(t) ∈ Rn correspond aux valeurs no-
dales des sollicitations extérieures. L’introduction de la réduction de modèle POD dans
ce problème passe dans un premier temps par l’écriture du champ de température
sous la forme à variables séparées suivante :

UM(t) =
M∑
i=1

αi(t)Wx
i = Wx ·α(t) (2.8)

avec αi(t) : R+ → R la i-ème fonction du temps etW x
i ∈ Rn le i-ème mode spatial (dis-

crétisé sur le maillage spatial considéré). On note W x ∈ Rn×M la base spatiale consti-
tuée des M modes spatiaux et α(t) le vecteur constitué des M fonctions du temps
évaluées à l’instant t. Si l’on introduit alors cette représentation de rang faible (2.8)
dans le problème de base (2.7) on obtient le problème (2.9)

C ·Wx · α̇(t) + K ·Wx ·α(t) = F(t) (2.9)

Pour le moment cela ne nous avance à rien (bien au contraire puisque de cette manière
on obtient un système non plus carré mais rectangulaire). Il est donc nécessaire de



42

multiplier l’équation (2.9) par la matrice WxT permettant ainsi d’obtenir le problème
réduit (2.10)

WxT ·C ·Wx︸ ︷︷ ︸
Cr

·α̇(t) + WxT ·K ·Wx︸ ︷︷ ︸
Kr

·α(t) = WxT · F(t)︸ ︷︷ ︸
Fr(t)

(2.10)

où les opérateurs (Cr,Kr,Fr) ∈ RM×M × RM×M × RM sont respectivement les opé-
rateurs de capacité, conductivité et sollicitations extérieures projetés dans la base ré-
duite Wx. De cette manière le problème initialement constitué de n degrés de liberté
se ramène à un problème composé de M degrés de liberté dits généralisés, avec
M << n. Ainsi la résolution du problème réduit (2.10) fournit les fonctions du temps
{αi(t(k))}k=1,...,nt

i=1,...,M , sous forme discrète.
Le point déterminant restant à éclaircir est comment définir la base réduite W x

sur laquelle on vient projeter le problème initial. Pour cela la méthode classique est
basée sur ce que l’on appelle des snapshots. Le principe est de résoudre le problème
initial sur un intervalle de temps réduit Isnapshott = [t0, tp] < It = [t0, tnt ] afin de capter
la dynamique du problème. Ensuite à partir de cette solution “partielle” on construit la
matrice de snapshot, notée Ψ, de la manière suivante :

Ψ =
[
U (t0) U(t1) · · · U(tp)

]
(2.11)

Cette matrice contient donc tout ou partie de la cinétique du problème que l’on consi-
dère. L’objectif est alors de concentrer l’information contenue dans Ψ pour construire la
base réduite W x. Pour faire cela on réalise une décomposition en valeurs singulières
(SVD) de la matrice des snapshots permettant ainsi d’avoir la décomposition suivante :

Ψ = ZSVT (2.12)

où la matrice S ∈ Rn×p est une matrice diagonale dont les termes sont les valeurs
singulières, la matrice Z ∈ Rn×n et la matrice V ∈ Rp×p. La base réduite Wx ∈ Rn×M

se détermine alors à partir de la matrice Z en conservant les M premières colonnes
de cette dernière. Une manière raisonnable de se fixer le nombre M de modes à
conserver est d’observer la décroissance des valeurs singulières de la matrice Ψ.

Par exemple reprenons l’exemple précédent de la compression de données. Les
modes utilisés pour construire l’image compressée de Carrie Fisher ont été déterminés
en réalisant une décompositon en valeurs singulières de l’image d’origine, dans ce
cas les deux variables considérées sont donc les variables spatiales x et y. L’image
d’origine correspond dans ce cas à la matrice des snapshots. On trace l’évolution des
valeurs singulières déterminées par la SVD sur la Figure 2.3. On constate alors que
les valeurs singulières ont une évolution décroissante significative, décroissance que
l’on peut interpréter comme un appauvrissement de l’information contenue dans les
modes associés.

2.3.2 La POD et les problèmes inverses
La POD de par son aptitude à réduire la dimension des problèmes directs s’avère

donc être une méthode tout à fait propice à la réduction des coûts de calcul associés à
la résolution des problèmes inverses. Cependant une difficulté, associée à la technicité
de la POD, apparaît. En effet dans le cadre des problèmes inverses la quasi-totalité
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FIGURE 2.3 – Exemple d’évolution des valeurs singulères d’une matrice

des méthodes nécessite des résolutions multiples de problèmes directs pour différents
jeux de paramètres. Or la base réduite, sur laquelle est projeté le problème direct,
est construite pour un jeu de paramètres fixé. Elle n’est donc pas immédiatement
réutilisable pour la résolution du même problème pour un autre jeu de paramètres.
Afin de passer outre cette difficulté deux types d’approches ont été développées :

Solution 1 :
Mise à jour de la base réduite

Ce type d’approche est présenté dans [Glusmann and Kreuzer, 2009] et a entre autres
été employé dans le cadre de la résolution de problèmes inverses par filtre de Kalman
en vue de l’identification de l’endommagement en temps-réel dans [Azam, 2014]. L’in-
convénient de cette méthode est que l’on introduit alors un coût de calcul additionel
non négligeable dans la phase online, ce qui n’est pas souhaitable dans le cadre du
paradigme DDDAS.

Solution 2 :
Décomposition d’ordre supérieur

La seconde solution développée pour prendre en compte l’aspect multi-paramétrique
associé aux méthodes de résolution des problèmes inverses est de construire une
décomposition de rang faible de la solution dépendant explicitement des paramètres
variables. En d’autre mots on construit la solution paramétrique u(x, t; ξ) sous la forme
suivante :

u(x, t; ξ) ' uM(x, t; ξ) =
M∑
i=1

wti(t)wx
i (x)

nξ∏
k=1

w
ξj
i (ξj) (2.13)

où les fonctions additionnelles w
ξj
i (ξj) sont les modes en paramètres prenant en

compte la dépendance de la solution aux paramètres du problème. La difficulté qui
apparaît alors est comment construire la décomposition (2.13). Pour cela une exten-
sion de la décomposition en valeurs singulières aux tenseurs d’ordre supérieur a été
développée, il s’agit de la High-Order Singular Value Decomposition [Lathauwer et al.,
2000].

La POD a été employée dans le cadre de problèmes d’identification de para-
mètres matériaux de métaux par des tests d’indentation dans [Bocciarelli et al., 2014].
Dans [Schmidt et al., 2013], la POD a été employée pour la résolution de problèmes
inverses à l’aide d’une fonctionnelle de type moindres-carrés dans la cadre de pro-
blèmes paraboliques. La réduction de modèle POD a de plus été utilisée dans le cadre
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des méthodes d’assimilation pour la résolution de problèmes inverses dans [Daescu
and Navon, 2007, Du et al., 2013]. Enfin la POD a été employée dans un cadre baye-
sien pour les problématiques de localisation d’eau souterraine dans [Lieberman et al.,
2010].

2.4 Méthodes de type PGD
2.4.1 Idée principale

Une autre méthode de réduction de modèle faisant de plus en plus son apparition
dans le cadre des problèmes inverses est la Proper Generalized Decomposition (PGD).
Dans le cadre de la méthode PGD, contrairement aux approches de type POD, les
fonctions de l’espace et du temps constituant la décomposition de rang faible sont
calculées simultanément sans avoir besoin d’une connaissance a priori de la solution
du problème. La PGD a initialement été introduite, sous le nom d’approximation radiale,
dans le cadre de la méthode LaTIn [Ladeveze, 1985a]. Elle a ensuite été “extraite” et
reprise en tant que méthode de réduction de modèle à part entière dans un certain
nombre de travaux [Chinesta et al., 2011, 2014, Nouy, 2010]. La construction d’une
décomposition PGD repose tout d’abord sur la formulation du problème sous une forme
faible “complète”. Ainsi le problème de base initialement écrit (2.14) dans le cadre de
la thermique instationnaire :

C · U̇(t) + K ·U(t) = F(t) ∀t ∈ It (2.14)

est écrit sous forme faible temporelle par intégration temporelle :∫
It
U ?

(
C · U̇(t) + K ·U(t)

)
dt =

∫
It
U ?F(t)dt ∀U ? ∈ V0 (2.15)

où l’espace des champs admissibles V0 est défini par V0 := U0
ad⊗U0

t avec U0
t = {f(t) ∈

L2(It) \ f(0) = 0}. C’est à partir du problème faible (2.15) que nous allons pouvoir
construire la solution PGD sous la forme :

U(t) ' UM(t) =
M∑
i=1

wt
i(t)W x

i (2.16)

Dans la littérature trois approches existent pour construire la décomposition (2.16) à
partir du problème (2.15) :

1. une approche basée sur l’orthogonalité de Galerkin,
2. une approche basée sur la minimisation du résidu de la formulation faible,
3. une approche de type Petrov-Galerkin basée sur l’introduction d’un problème

adjoint.
Pour une revue détaillée de ces trois approches et des propriétés qui leurs sont in-
hérentes le lecteur est fortement encouragé à lire [Nouy, 2010]. Nous n’allons nous
intéresser ici qu’à la première approche, basée sur l’orthogonalité de Galerkin. Les
deux autres approches ne sont pas présentées ici car elles n’ont pas été employées
au cours de cette thèse. Si nous avons fait le choix de n’utiliser que la première ap-
proche de construction c’est pour trois raisons : (i) il s’agit de la stratégie de construc-
tion la plus couramment utilisée ; (ii) étant données les applications “atypiques” faites
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de la PGD dans cette thèse la construction la plus simple semblait la plus pertinente ;
(iii) nous verrons dans le Chapitre 4 qu’en utilisant le formalisme de l’orthogonalité de
Galerkin nous avons pu développer un solveur PGD générique.

La construction de la décomposition (2.16) par l’exploitation de l’orthogonalité de
Galerkin est à mettre en association avec un algorithme glouton (Greedy ). Le principe
est que l’on suppose connaître la décomposition PGD à l’ordre M − 1. Nous allons
alors construire le nouveau couple (wt

M(t),W x
M) tel que :

UM(t) = UM−1(t) + wt
M(t)W x

M (2.17)

Pour cela il faut dans un premier temps injecter la décomposition (2.17) dans la formu-
lation faible complète (2.15) ce qui donne la formulation suivante :∫
It
U ?

(
C ·

(
U̇M−1(t) + ẇt

M(t)W x
M

)
+ K · (UM−1(t) + wt

M(t)W x
M)
)

dt =
∫
It
U ?F(t)dt ∀U ? ∈ V0

(2.18)
En utilisant alors le fait que le problème est linéaire on peut réordonner les termes de
la formulation (2.18) afin d’obtenir le problème suivant à résoudre :∫
It
U ? (C · (ẇt

M(t)W x
M) + K · (wt

M(t)W x
M)) dt =

∫
It
U ?F(t)dt

−
∫
It
U ?

(
C · U̇M−1(t) + K ·UM−1(t)

)
dt

(2.19)

Afin de déterminer la décomposition PGD associée au problème (2.19) il est néces-
saire que le terme de sollicitation F(t) puisse s’exprimer sous une forme à variables
séparées. La décomposition idéale que l’on peut avoir est de la forme :

F(t) = f(t)Fx (2.20)

Dans la suite, afin de simplifier les écritures, nous considérerons que le terme de sollici-
tation peut s’exprimer sous la forme (2.20). Cependant une décomposition aussi simple
n’est pas toujours envisageable, dans certains cas il peut être nécessaire d’avoir re-
cours à une décomposition en valeurs singulières de la sollicitation fournissant ainsi
une représentation à variables séparées de la forme suivante :

F(t) =
K∑
j=1

fj(t)Fx
j (2.21)

Le terme de sollicitation exprimé sous une forme à variables séparées, nous pou-
vons déterminer le nouveau couple de fonction pour enrichir la décomposition PGD.
Pour cela l’idée est d’exploiter le fait que le champ test U ? ∈ U0

ad × U0
t s’exprime lui

aussi sous une forme à variables séparées :

U ? = (wt
M(t)W x

M)? = wt?(t)W x
M + wt

M(t)W x? ∀(wt?,W x?) ∈ V0
t × V0

x (2.22)

En exploitant alors la décomposition (2.22) du champ test on peut ramener le pro-
blème de calcul du couple de fonctions espace-temps (2.19) aux deux problèmes sui-
vants :
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Un problème en espace correspondant à la résolution d’une EDP en espace∫
It
wt
M ẇ

t
MdtW x?T ·C ·W x

M +
∫
It
wt
Mw

t
MdtW x?T ·K ·W x

M =
∫
It
wt
Mf(t)dtW x?T · Fx

−
M−1∑
i=1

(∫
It
wt
M ẇ

t
idtW x?T ·C ·W x

i +
∫
It
wt
Mw

t
idtW x?T ·K ·W x

i

)
∀W x? ∈ V0

x

(2.23)

Un problème en temps correspondant à la résolution d’une EDO en temps

W x
M
T ·C ·W x

M

∫
It
wt?ẇt

Mdt +W x
M
T ·K ·W x

M

∫
It
wt?wt

Mdt = W x
M
T · Fx

∫
It
wt?f(t)dt

−
M−1∑
i=1

(
W x

M
T ·C ·W x

i

∫
It
wt?ẇt

idt +W x
M
T ·K ·W x

i

∫
It
wt?wt

idt
)
∀wt? ∈ V0

t

(2.24)

En itérant alors entre le problème en espace et le problème en temps, par le biais
d’un algorithme de type point fixe, on obtient à convergence le nouveau couple de
fonctions (wt

M ,W
x
M) permettant d’enrichir la décomposition PGD du problème. En pra-

tique le critère d’arrêt du point fixe est un critère de stagnation des modes déterminés.
Généralement 5 itérations de point fixe sont nécessaires pour déterminer un nouveau
couple de modes PGD [Nouy, 2010]. Un inconvénient de la méthode PGD est que
la décomposition de rang faible ainsi construite n’est pas optimale contrairement à la
POD. Cela peut, entre autre, entraîner le calcul de modes colinéaires, ou presque, n’ap-
portant alors qu’une très faible contribution en terme d’information à la décomposition
globale. Afin d’améliorer ce point une approche classique est d’othogonaliser la base
en espace à chaque enrichissement, c’est-à-dire à chaque ajout d’un nouveau mode,
à l’aide d’un algorithme de type Gram-Schmidt (couramment appelé phase d’update).

2.4.2 Application aux problèmes inverses
La réduction de modèle PGD commence à être de plus en plus utilisée dans le

cadre des problèmes inverses. Sa mise en œuvre dans ce cadre offre certains avan-
tages significatifs par rapport à l’emploi de la réduction de modèle POD. En particulier,
le fait de ne pas determiner a priori une base réduite de projection associée à un
jeu de paramètres, ce qui est fait dans la POD, mais de déterminer l’intégralité de la
décomposition d’un seul coup permet de prendre en compte plus facilement l’aspect
paramétrique d’un problème. En effet, on peut à l’aide de la PGD construire une dé-
composition paramétrique d’un champ solution :

UM(t; ξ) =
M∑
i=1

wt
i(t)

nξ∏
j=1

w
ξj
i (ξj)W x

i (2.25)

Le point fort de la PGD, par rapport à la POD, pour la construction d’une décomposi-
tion paramétrique telle que (2.25) et que l’on peut la déterminer complètement dans la
phase offline permettant ainsi dans la phase online (donc dans la résolution du pro-
blème inverse) de n’avoir plus aucune opération autre que la simple évaluation de la
solution PGD. Le calcul de la solution paramétrique (2.25) se fait de manière très si-
milaire à ce que l’on a présenté pour la décomposition espace-temps classique. Dans
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le cadre de décomposition paramétrique les différents paramètres additionnels pris en
compte sont appelés extra-coordonnées. La démarche à suivre est donc la suivante :

1. écriture du problème sous forme faible “complète”, c’est-à-dire en intégrant sur
toutes les dimensions y compris les paramètres,

2. introduction de la décomposition (2.25) dans le problème faible complet,

3. séparation du problème en nξ + 2 problèmes en considérant les champs test
adéquats,

4. résolution du système de problèmes par un algorithme de point fixe,

5. enrichissement de la solution PGD.

Cette aptitude de la réduction de modèle PGD a été employée dans de nombreuses
applications. Parmi les applications récentes on peut notamment parler de la construc-
tion d’abaques virtuels. Par exemple dans un cadre linéaire la PGD a été employée
pour la construction de solutions paramétrées par la géométrie de la structure [Am-
mar et al., 2014, Courard et al., 2016, Zlotnik et al., 2015], tandis que dans un cadre
non-linéaire elle a été employée au sein de la méthode LaTIn pour la construction
d’abaques virtuels considérant un comportement élastique-endommageable [Vitse,
2016].

La réduction de modèle PGD a de plus été employée dans le cadre des problèmes
inverses, permettant ainsi une réduction des coût de calcul online notable. Parmi ces
applications on peut citer : l’identification des strates d’un sol [Signorini et al., 2017] ; la
résolution d’un problème inverse de thermique dans un cadre bayésien [Berger et al.,
2017] ; l’identification des caractéristiques de soudage de deux pièces dans un cadre
bayésien [Rubio et al., 2017] ; l’estimation de conditions aux limites incertaines dans le
contexte du paradigme DDDAS [González et al., 2012] . La réduction de modèle PGD
a également été employée en association avec la fonctionnelle Erreur en Relation de
Comportement modifiée dans [Bouclier et al., 2013, Chamoin et al., 2016, Marchand
et al., 2016]

Remarque 7. Il est important de noter que bien que la PGD est à même de construire
des solutions paramétriques, le nombre d’extra-coordonnées pouvant être prises en
compte n’est pas infini. En pratique on s’accorde à dire que l’on peut au maximum
considérer 20 paramètres dans la décomposition PGD. Au-delà, des problèmes de
convergence du point fixe et de l’enrichissement PGD apparaissent. Des travaux ré-
cents basés sur une extension de la méthode PGD permettent d’augmenter significa-
tivement le nombre de paramètres dans la décomposition [Paillet et al., 2017].

2.5 Comparaison entre POD et PGD
Pour terminer ce chapitre sur la réduction de modèle, et plus particulièrement les

approches POD et PGD, nous allons comparer ces deux méthodes sur un exemple de
thermique instationnaire. Le problème considéré est schématisé sur la Figure 2.4.

Les conditions aux limites de Neumann (flux imposés) ont une évolution temporelle
de la forme (2.26).

qi(t) = q cos
(
ωt+ i

π

4

)
(2.26)
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u = 0
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q2(t)

q3(t)

q4(t)

q5(t)

q6(t)

q7(t)

(a) Structure et conditions aux limites
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(b) Evolution temporelle des flux imposés

FIGURE 2.4 – Comparaison POD/PGD — Problème considéré

FIGURE 2.5 – Comparaison POD/PGD — maillage spatial

Nous avons choisi ce chargement quelque peu atypique afin de se placer dans un
cadre qui ne soit pas trop simpliste (par exemple un chargement unique et linéaire)
pour avoir une véritable comparaison entre les méthodes POD et PGD.

Le problème est étudié sur un intervalle de temps It = [0, 5T ] en considérant le
maillage de la Figure 2.5.

Dans un premier temps la construction des modes spatiaux POD par la construction
d’une matrice de snapshot sur un intervalle Isnapshot = [0, T ] permet après décomposi-
tion en valeurs singulières d’obtenir les modes spatiaux représentés sur la Figure 2.6.

Les modes spatiaux obtenus par une approche PGD sont quant à eux représen-
tés sur la Figure 2.7. On constate alors une nette distinction entre les modes POD et
les modes PGD avec notamment des modes PGD moins ordonnés les uns par rap-
ports aux autres que les modes POD. Cela provient du caractère non optimal de la
décomposition PGD.

Afin de quantifier l’erreur de réduction de modèle on définit la quantité (2.27) repré-
sentant l’écart relatif entre la solution éléments finis classique et la solution obtenue
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(a) mode 1 (b) mode 2 (c) mode 3 (d) mode 4 (e) mode 5 (f) mode 6 (g) mode 7

(h) mode 8 (i) mode 9 (j) mode 10 (k) mode 11 (l) mode 12 (m) mode 13 (n) mode 14

(o) mode 15 (p) mode 16 (q) mode 17 (r) mode 18 (s) mode 19 (t) mode 20 (u) mode 21

FIGURE 2.6 – Modes spatiaux POD pour un intervalle de snapshot d’une période

(a) mode 1 (b) mode 2 (c) mode 3 (d) mode 4 (e) mode 5 (f) mode 6 (g) mode 7

(h) mode 8 (i) mode 9 (j) mode 10 (k) mode 11 (l) mode 12 (m) mode 13 (n) mode 14

(o) mode 15 (p) mode 16 (q) mode 17 (r) mode 18 (s) mode 19 (t) mode 20 (u) mode 21

FIGURE 2.7 – Modes spatiaux PGD

par réduction de modèle POD ou PGD.

ε(M) =
∫
It
‖uexact − uM‖L2dt∫
It
‖uexact‖L2dt (2.27)
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Sur la Figure 2.8 on représente l’évolution de l’erreur de réduction de modèle en fonc-
tion du nombre de modes considéré pour la PGD et la POD pour différentes durées
de snapshots. On peut alors observer une nette différence entre les méthodes POD
et PGD en terme de qualité de la solution en fonction du nombre de modes. Le ca-
ractère optimal de la décomposition POD apparaît clairement sur la convergence qui
est monotone en fonction du nombre de modes, tandis qu’avec la PGD la qualité de
la solution sur ce problème est plus discutable avec une convergence beaucoup plus
lente, l’ajout d’une étape d’orthogonalisation dans le calcul des modes PGD permet de
remédier en parti à cela. Il faut cependant noter que le problème considéré, i.e. un pro-
blème de thermique instationnaire avec une évolution temporelle atypique, est assez
défavorable à la réduction de modèle PGD qui a quelques difficultés à fournir des so-
lutions de très bonne qualité dans le cadre de problèmes d’évolution faisant intervenir
des évolutions temporelles complexes.
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(b) Erreur PGD

FIGURE 2.8 – Evolution de l’erreur d’approximation des méthodes POD (pour diffé-
rentes durées de snapshot) et PGD en fonction du nombre de modes considéré

2.6 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons présenté deux méthodes de réduction de modèle, la

Proper Orthogonal Decomposition et la Proper Generalized Decomposition, ayant déjà
été employées dans le cadre des problèmes inverses.

Ces deux approches bien qu’ayant une idée de départ commune, à savoir la
construction d’une représentation à variables séparées, sont relativement différentes
dans leur mise en œuvre. D’une part la POD se base sur une connaissance a priori de
la solution du problème pour la résolution de ce dernier sur une base réduite. D’autre
part, la PGD introduit directement dans le problème à résoudre la représentation à va-
riables séparées et vient par le biais d’un algorithme glouton et d’un processus itératif
construire simultanément toutes les fonctions constituant la décomposition à variables
séparées.

Dans le cadre des problèmes inverses il apparaît que l’utilisation de la POD né-
cessite la mise en place d’une phase de mise à jour de la base de projection due
au fait que cette dernière est construite à partir d’un échantillon, calculé pour un jeu
de paramètres. Cette étape de mise à jour peut alors introduire un sur-coût de calcul
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significatif. Afin de passer outre cette limitation une solution ayant déjà été mise en
œuvre est l’utilisation de la réduction de modèle PGD. En effet l’aptitude de cette der-
nière à construire des solutions paramétriques offre un cadre naturel à l’investigation
des problèmes inverses où il est nécessaire de déterminer le champ solution pour de
nombreux jeux de paramètres. Pour cette raison il a été choisi de n’utiliser dans la
suite de ces travaux que la réduction de modèle Proper Generalized Decomposition.
Un autre avantage de la PGD qui sera illustré dans le Chapitre 6 est qu’étant donné
le calcul simultané des différentes fonctions constituant la décomposition PGD il est
possible pour certains problèmes particuliers de ré-interpréter la réduction de modèle
PGD non plus comme une méthode de réduction de modèle mais comme un solveur
multi-linéaire itératif.
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Une première approche globale en
temps
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Chapitre

3
Démarche de résolution dans le cadre

de problèmes inverses à inconnues
non-évolutives

3.1 Introduction
Dans ce chapitre on propose de mettre en place une démarche de résolution des

problèmes inverses basée sur l’utilisation conjointe de l’Erreur en Relation de Compor-
tement modifiée et d’une réduction de modèle basée sur la Proper Generalized Decom-
position. Il est important de préciser qu’une telle démarche a déjà été mise en place
dans [Bouclier et al., 2013] dans le cadre de l’élasticité linéaire. Néanmoins l’approche
proposée ici se distingue de la précédente. En effet il va être présenté un formalisme et
une démarche systématique permettant la mise en place d’un algorithme de résolution
ne nécessitant plus aucune intervention de la part de l’utilisateur si ce n’est évidem-
ment la formulation du problème. Plus précisement on propose ici d’utiliser l’aptitude
de la réduction de modèle PGD à construire des solutions paramétriques pour intro-
duire comme variable le coefficient de pondération présent dans la fonctionnelle Erreur
en Relation de Comportement modifiée. De ce fait, il sera possible à chaque itération
du processus de résolution de déterminer à faible coût une nouvelle valeur optimale de
cette pondération. Cette formulation va donc présenter un avantage certain en terme
de robustesse et de coût de calcul puisque comme présenté dans le Chapitre 1 l’es-
timation de la valeur optimale du coefficient de pondération requiert généralement la
mise en place d’approches semblables à celles utilisées dans le cadre de la régulari-
sation de Tikhonov s’avérant de fait être très coûteuses. Ainsi la démarche proposée
et détaillée dans la suite de ce chapitre est synthétisée sur la Figure 3.1.

Cependant, nous allons nous limiter ici à l’étude des problèmes inverses ayant
comme inconnues des paramètres constants, indépendants du temps. Cette restric-
tion provient du fait que la prise en compte de paramètres dépendant du temps, sans
la connaissance a priori de la loi d’évolution associée, s’avère problématique voire im-
possible dans l’étape de calcul des champs admissibles par PGD. Cette difficulté est
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Phase offline :
— Calcul des champs admissibles sous forme paramé-

trique via la PGD.

Phase online : processus d’identification
À chaque itération :

— Calcul de la valeur optimale du coefficient de pondé-
ration γ

— Mise à jour du vecteur de paramètres ξ

FIGURE 3.1 – Synthèse de la méthode de résolution globale en temps des problèmes
d’identification faisant intervenir des paramètres constants basée sur l’Erreur en Rela-
tion de Comportement modifiée et la réduction de modèle PGD

d’ailleurs abordée dans le Chapitre 5.

3.2 Résolution basée sur l’Erreur en Relation de Com-
portement modifiée

3.2.1 Formulation du problème d’identification
En reprenant les notations introduites dans la partie 1.2 on rappelle que la fonction-

nelle Erreur en Relation de Comportement modifiée se formule de la manière suivante :

E2
m(u,π; ξ) = 1

2

∫
It

∫
Ω

(π − C · ε(u)) C−1 (π − C · ε(u)) dxdt + γ

2

∫
It
‖Πu− s‖2

2dt (3.1)

Dans ce chapitre nous allons considérer des problèmes de thermique stationnaire et
instationnaire ainsi que d’élasticité linéaire. Dans ce cadre, les notations utilisées dans
la définition de la fonctionnelle (3.1) se traduisent de la manière suivante :

TABLE 3.1 – Interprétation des notations dans le cadre de la thermique et de l’élasticité
linéaire.

Élasticité linéaire Thermique
u Champ de déplacement Champ de température
π Contrainte Opposé du flux thermique
ε(u) Déformation : 1

2

(
∇u+∇uT

)
Gradient de la Température : ∇u

C Tenseur de Hooke Opérateur de conductivité thermique

Le problème inverse à résoudre en vue de déterminer les paramètres du modèle
que l’on souhaite identifier est formalisé sous la forme d’une double minimisation (3.2).

ξex = argmin
ξ∈P

min
(u,π)∈Uad×Sad

E(u,π; ξ) (3.2)

Afin de résoudre ce problème de double minimisation (3.2) il est nécessaire, comme
présenté dans la partie 1.2, de procéder en deux temps :
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1. calcul des champs admissibles pour une valeur de paramètres donnée ;
2. minimisation de la fonction coût ainsi obtenue sur l’espace des paramètres.

3.2.2 Calcul des champs admissibles
Dans cette partie nous allons détailler la première étape du processus d’identifica-

tion, à savoir le calcul des champs dits admissibles au sens de l’Erreur en Relation
de Comportement modifiée. Pour cela, il est nécessaire de résoudre le problème de
minimisation sous contraintes suivant :

(uad,πad) = argmin
(u,π)∈Uad×Sad

E(u,π; ξ) (3.3)

où les espaces d’existence de u et π, notés respectivement Uad et Sad, se définissent
de la manière suivante :

Uad =
{
u ∈ H1(Ω) \ u = ud ∀x ∈ ∂Ωu

}
(3.4)

Sad =
{
π ∈ L2(Ω) \ π · n = Td ∀x ∈ ∂ΩT , divπ + f(u) = 0

}
(3.5)

Afin de résoudre ce problème de minimisation sous contrainte l’approche classique
utilisée ici est d’introduire un champ de multiplicateurs de Lagrange λ et ainsi définir le
lagrangien suivant :

L (u,π,λ; ξ) = E2
m (u,π; ξ) +

∫
It

∫
Ω
λ · (divπ + f(u)) dxdt (3.6)

Remarque 8. Dans le définition du lagrangien (3.6), par soucis de simplicité et de clarté
de la démarche, on ne prend en compte que la contrainte associée à l’équation d’équi-
libre. Les autres contraintes, conditions aux limites de Dirichlet et Neumann, seront
prises en compte ultérieurement.

De cette manière le problème de minimisation sous contrainte (3.3) se ramène à
l’écriture des conditions de stationnarité (3.7) du lagrangien (3.6).

∂uL (u,π,λ; ξ) [δu] = 0
∂λL (u,π,λ; ξ) [δλ] = 0
∂πL (u, τ ,π; ξ) [δπ] = 0

(3.7)

Il est à présent nécessaire de faire la distinction entre problème stationnaire et
problème instationnaire. En effet nous allons voir que selon le cas considéré l’écriture
des conditions de stationnarité et le problème qui en découle ne sont pas de même
nature.

Champs admissibles dans le cas de problèmes stationnaires
Dans la cas de problèmes stationnaires la fonction f(u) représente les termes de

sollicitations extérieures (efforts volumiques ou source thermique) et ne fait pas inter-
venir la variable primale u.

f(u) := fext (3.8)

De plus le problème étant stationnaire l’intégrale en temps n’a plus de raison d’être et
peut tout simplement être supprimée. Ainsi les conditions de stationnarité du lagran-
gien (3.6) s’expriment de la manière suivante :
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Stationnarité par rapport à λ

∂λL(u,π,λ)[δλ] = 0 (3.9)

=
∫

Ω
δλ (divπ + fext) dx (3.10)

Stationnarité par rapport à π

∂πL(u,π,λ)[δπ] = 0 (3.11)

=
∫

Ω
δπC−1 (π − Cε(u)) dx +

∫
Ω
λdiv δπdx (3.12)

Stationnarité par rapport à u

∂uL(u,π,λ)[δu] = 0 (3.13)

=
∫

Ω
−δu (π − Cε(u)) dx +

∫
Ω

Πδu (Πu− s) dx (3.14)

En ré-organisant les trois conditions de stationnarité (3.10,3.12,3.14) on obtient le sys-
tème à deux champs suivant :


π = C (ε(u) + ε(λ))∫

Ω
ε(δλ)C (ε(u)− ε(λ)) dx +

∫
Ω
δλfext −

∫
∂ΩT

δλTd = 0

γ 〈Πδu,Πu〉+
∫

Ω
ε(δu)Cε(λ)dx− γ 〈Πδu, s〉 = 0

(3.15)

Dans un contexte éléments finis le problème couplé (3.15) se traduit sous la forme du
système matriciel (3.16) auquel il faut intégrer les conditions aux limites de Dirichlet, à
savoir u(x) = ud et λ(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ωu.[

K −K
γG K

]{
U
λ

}
=
{

Fext
ΠT s

}
(3.16)

La matrice K représente la matrice de conductivité thermique ou bien la matrice de ri-
gidité en élasticité linéaire. Le vecteur U représente le vecteur des valeurs nodales de
la température en thermique et du déplacement en élasticité. Le vecteur Fext corres-
pond au vecteur des sollicitations imposées, termes sources, chargement volumique,
conditions aux limites de Neumann. La matrice G correspond à une matrice booléenne
valant 1 aux noeuds associés à des points de mesure et 0 ailleurs. Ainsi une approche
“brute” serait de résoudre directement le sytème linéaire (3.16). L’inconvénient de cette
approche est qu’il faut alors à chaque itération du processus d’identification recons-
truire ce système et le re-factoriser 1. Pour cette raison on présente dans la partie 3.3
comment la réduction de modèle PGD peut être judicieusement introduite dans le sys-
tème (3.15) afin de fortement réduire les coûts de calcul associés à la résolution du
problème inverse.

1. Cette re-factorisation n’est bien entendu nécessaire que dans le cas où les paramètres à identifier
sont associés à des propriétés matériaux.
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Champs admissibles dans le cas de problèmes instationnaires
Dans la cas de problèmes instationnaires la fonction f(u) de l’équation d’équilibre

traduit à la fois les termes de sollicitations extérieures et le terme de dérivée temporelle
de la variable primale. On se place ici dans le cadre de la thermique instationnaire :

f(u) := fext + ∂u

∂t
(3.17)

De ce fait il n’est bien évidemment plus possible comme dans le cas stationnaire de
supprimer l’intégration en temps. Dans ce cadre les conditions de stationnarité du la-
grangien s’expriment de la manière suivante :
Stationnarité par rapport à λ

∂λL(u,π,λ)[δλ] = 0 (3.18)

=
∫
It

∫
Ω
δλ (divπ + u̇+ fext) dx (3.19)

Stationnarité par rapport à π

∂πL(u,π,λ)[δπ] = 0 (3.20)

=
∫
It

∫
Ω
δπC−1 (π − Cε(u)) dx +

∫
It

∫
Ω
λdiv δπdx (3.21)

Stationnarité par rapport à u

∂uL(u,π,λ)[δu] = 0 (3.22)

=
∫
It

∫
Ω
−δu (π − Cε(u)) dxdt + γΠδu (Πu− s)

+
∫
It

∫
Ω
λ ˙δudxdt (3.23)

On observe alors que l’écriture des conditions de stationnarité du lagrangien fait appa-
raître un terme de dérivée temporelle d’un champ test ˙δu ce qui s’avère problématique
pour l’écriture du système à résoudre. Afin de supprimer cette difficulté on réalise une
intégration par partie du terme problématique :∫

It

∫
Ω
λ ˙δudxdt =

∫
Ω

{
[λδu]T0 −

∫ T

0
λ̇δudt

}
dx (3.24)

On introduit alors une hypothèse additionnelle afin de supprimer le terme intégré, à sa-
voir on impose une condition finale nulle sur le champ de multiplicateurs de Lagrange.

λ(t = T ) = 0 (3.25)

Ainsi après quelques développements et en prenant en compte la condition finale
du champ multiplicateur de Lagrange les conditions de stationnarité (3.19,3.21,3.23)
conduisent au système suivant :

∫
It

∫
Ω
δλ (u̇+ C (ε(u) + ε(λ))) dxdt =

∫
It

∫
Ω
δλfextdxdt +

∫
It

∫
∂ΩT

δλTddxdt∫
It

∫
Ω
δu

(
−λ̇+ Cε(λ)

)
dxdt +

∫
It
γ〈Πu,Πδu〉dt =

∫
It
γ〈s,Πδu〉dt

u(t = 0) = u0

λ(t = T ) = 0
(3.26)
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Il est donc nécessaire de résoudre un problème couplé à deux champs, de type di-
rect/rétrograde en temps. Il s’agit du même type de système que celui présenté dans le
cas du problème masse-ressort de l’Annexe A. Pour le résoudre, une démarche simple
est d’utiliser une approche monolithique. Cependant cette approche s’avère relative-
ment coûteuse car entraine la résolution d’un système linéaire espace-temps. Nous
verrons dans la suite que l’introduction de la réduction de modèle PGD va permettre
de passer outre cette difficulté.

3.2.3 Minimisation de la fonctionnelle
A présent que le calcul des champs admissibles est explicité dans le cadre des

problèmes stationnaires ou instationnaires il ne reste plus qu’à réaliser la minimisation
de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée vis-à-vis des para-
mètres. Connaissant les champs admissibles on peut définir la fonction coût suivante :

J (ξ) = E2
m (uad,πad; ξ) (3.27)

La solution du problème inverse se définit alors de manière classique comme le résultat
de la minimisation suivante :

ξex = argmin
ξ∈P

J (ξ) (3.28)

Pour résoudre le problème de minimisation (3.28) la démarche mise en place ici est
d’utiliser une méthode à gradient. Pour rappel les méthodes à gradient permettent de
déterminer la solution d’un problème de minimisation comme étant la valeur à conver-
gence de la suite récurrente définie par :

ξk+1 = ξk + αkD (J (ξk)) (3.29)

où l’opérateur D (J (ξk)) symbolise le gradient de la fonction coût évalué en ξk et αk
est le pas. Généralement le plus coûteux dans les méthodes à gradient est justement
l’évaluation du gradient de la fonction coût. Néanmoins une approche “élégante” et faci-
lement réalisable ici est d’utiliser la méthode de l’adjoint. L’introduction d’un lagrangien
à l’étape du calcul des champs admissibles permet de fortement simplifier le calcul du
gradient de la fonction coût. En effet, le gradient de la fonction peut s’écrire à partir du
lagrangien (3.6) de la manière suivante :

D (J (ξ)) = D (L(u,π,λ; ξ)) (3.30)
= ∂uL · δu+ ∂πL · δπ + ∂λL · δλ+ ∂ξL · δξ (3.31)

Les champs admissibles étant déterminés en vérifiant les conditions de stationna-
rité (3.7), cela nous permet ainsi de réduire le calcul du gradient de la fonction au
calcul de la variation du lagrangien suivant les paramètres.

D (J (ξ)) = ∂ξL(uad,πad,λad; ξ) (3.32)

3.3 Introduction d’une réduction de modèle PGD
3.3.1 Définition de la décomposition PGD considérée

La principale problématique apparaissant avec la résolution des problèmes inverses
par le biais de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée est le coût de calcul. Ce
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coût est associé principalement à l’étape de calcul des champs admissibles mais éga-
lement à l’étape de détermination du paramètre de pondération γ optimal. Ce coût est
d’autant plus pénalisant lorsque l’on considère des problèmes instationnaires puisque
comme on l’a mis en évidence cela nécessite alors de résoudre un problème couplé
direct-rétrograde en temps. Afin de passer outre cette difficulté on choisit ici d’intro-
duire la réduction de modèle basée sur la Proper Generalized Decomposition. L’intérêt
majeur de la PGD est alors de permettre la construction, dans une phase offline, des
champs admissibles paramétrés par un certain nombre de quantités. De plus dans le
cadre des problèmes instationnaires l’introduction de la PGD (et par conséquent de la
séparation de variables espace-temps) va permettre de découpler ces deux problèmes
et ainsi rendre la prise en compte de l’aspect direct-rétrograde en temps trivial. Ainsi
les paramètres que l’on va prendre en compte en tant qu’extra-coordonnées dans la
décomposition PGD des champs admissibles sont les suivants :

— les paramètres que l’on cherche à identifier ξ, inconnues du problème inverse.
Cela nous permet ainsi de ne pas avoir à recalculer les champs admissibles
entre deux itérations du processus de résolution ;

— les valeurs des observations s
(k)
i ∀(i, k), ce qui permet ainsi de “recycler” les

décompositions PGD pour différents jeux de mesures. Cela peut être avantageux
dans le cadre d’une campagne expérimentale ou pour le contrôle de structures
produites en série ;

— la valeur du coefficient de pondération γ. Ceci offre ainsi l’opportunité, à chaque
itération, de ré-évaluer à coût quasi-nul le coefficient de pondération optimal et
ainsi rendre plus robuste la démarche d’identification.

Bien entendu les variables d’espace et de temps (dans le cas de problèmes insta-
tionnaires) sont également introduites dans la décomposition PGD. Finalement les
champs admissibles vont s’écrire sous la forme de deux décompositions PGD (3.33)
ou bien (3.34) dans le cas de problèmes instationnaires.

Décomposition PGD des champs admissibles pour des problèmes stationnaires


uM =

M∑
i=1

nξ∏
j=1

w
u,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wu,ski (sk)wu,γi (γ)wu,x
i (x)

λM =
M∑
i=1

nξ∏
j=1

w
λ,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wλ,ski (sk)wλ,γi (γ)wλ,x
i (x)

(3.33)

Décomposition PGD des champs admissibles pour des problèmes instation-
naires


uM =

M∑
i=1

nξ∏
j=1

w
u,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wu,ski (sk)wu,γi (γ)wu,ti (t)wu,x
i (x)

λM =
M∑
i=1

nξ∏
j=1

w
λ,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wλ,ski (sk)wλ,γi (γ)wλ,ti (t)wλ,x
i (x)

(3.34)

À chaque famille de fonctions {w•,di }i=1,...,M est associé un espace d’admissibilité noté
Vd. Ces espaces se définissent pour les fonctions d’espace par (3.35) et (3.36), pour
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les fonctions du temps par (3.37) et (3.38) et pour toutes les autres coordonnées
par (3.39).

Vu,x := Uad (3.35)
Vλ,x := U0

ad (3.36)
Vu,t := {f(t) ∈ L2(It) \ f(0) = 0} (3.37)
Vλ,t := {f(t) ∈ L2(It) \ f(T ) = 0} (3.38)
Vd := L2(Id) (3.39)

La notation Id symbolise l’intervalle d’évolution de la variable associée à la dimension
d.

Id = [dmin, dmax] (3.40)

3.3.2 Construction de la décomposition PGD
Afin de construire les décompositions PGD (3.33) ou (3.34) la méthode employée ici

est la Galerkin progressive PGD présentée dans le Chapitre 2. La démarche à mettre
en place est détaillée ci-après. Dans un premier temps il est nécessaire d’intégrer
la formulation variationnelle (3.15) sur l’ensemble des espaces d’existence des extra-
coordonnées de la décomposition PGD. Par soucis de simplicité le système d’équa-
tions résultant de cette intégration est synthétisé sous la forme suivante :B1 ((u,λ),u?) = L1(u?)

B2 ((u,λ),λ?) = L2(λ?)
(3.41)

L’approche Galerkin progressive repose alors sur le principe d’un algorithme glouton
(greedy algorithm). Connaissant les décompositions PGD à l’ordre M−1 on recherche
les modes à l’ordre M , notés [u]M et [λ]M . Pour cela il faut résoudre le problème
suivant :B1 (([u]M , [λ]M), [u]?M) = L1([u]?M)− B1 ((uM−1,λM−1), [u]?M)

B2 (([u]M , [λ]M), [λ]?M) = L2([λ]?M)− B2 ((uM−1,λM−1), [λ]?M)
(3.42)

Afin de déterminer chacune des fonctions composant la contribution à l’ordre M des
décompositions PGD, l’idée est de résoudre successivement chacun des problèmes
considérés à savoir ici :

— le problème en espace en prenant alors pour champ test

[u]?M =
nξ∏
j=1

w
u,ξj
M (ξj)

ns∏
k=1

wu,skM (sk)wu,γM (γ)wu,x?(x)

[λ]?M =
nξ∏
j=1

w
λ,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wλ,ski (sk)wλ,γi (γ)wλ,x?(x)

— les nξ problèmes en paramètres, en considérant pour champ test du p−ième
problème

[u]?M =
nξ∏

j=1,j 6=p
w
u,ξj
M (ξj)

ns∏
k=1

wu,skM (sk)wu,γM (γ)wu,x
M (x)wu,ξp?(ξp)

[λ]?M =
nξ∏

j=1,j 6=p
w
λ,ξj
M (ξj)

ns∏
k=1

wλ,skM (sk)wλ,γM (γ)wλ,x
M (x)wλ,ξp?(ξp)
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— les ns problèmes en observations, en considérant pour champ test pour le
p−ième problème

[u]?M =
nξ∏
j=1

w
u,ξj
M (ξj)

ns∏
k=1,k 6=p

wu,skM (sk)wu,γM (γ)wu,x
M (x)wu,sp?(sp)

[λ]?M =
nξ∏
j=1

w
λ,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1,k 6=p

wλ,ski (sk)wλ,γi (γ)wλ,x
M (x)wλ,sp?(sp)

Remarque 9. Suivant la configuration du problème considéré la dépendance aux
mesures peut être prise en compte de manière plus directe.

— le problème associé au coefficient de pondération

[u]?M =
nξ∏
j=1

w
u,ξj
M (ξj)

ns∏
k=1

wu,skM (sk)wu,x
M (x)wu,γM ?(γ)

[λ]?M =
nξ∏
j=1

w
λ,ξj
i (ξj)

ns∏
k=1

wλ,ski (sk)wλ,x
M (x)wλ,γ?(γ)

Ainsi en itérant entre les différents problèmes ont obtient à convergence, c’est-à-dire
après stagnation des différentes fonctions, la contribution à l’ordre M des deux décom-
positions PGD considérées.

Remarque 10. On ne s’attarde pas ici sur les détails techniques de la construction des
décompositions PGD puisque le prochain chapitre est dédié à la mise en place, d’un
point de vue théorique et technique, d’un solveur PGD générique pour les problèmes
à un ou deux champs.

3.4 Exemples applicatifs
3.4.1 Thermique stationnaire

Dans un premier temps on considère un exemple dans le cadre de la thermique sta-
tionnaire. La structure considérée, présentée sur la Figure 3.2, est un cylindre constitué
de trois matériaux différents. L’objectif ici est d’identifier les deux matériaux (conduc-
tivités thermiques κ1 et κ2) constituant la couche extérieure du cylindre, on considère
donc nξ = 2. Le cylindre est soumis à une de ses extrémités à une température impo-
sée et la face interne est soumise à un flux thermique homogène.

La première étape pour résoudre ce problème d’identification à l’aide de l’approche
proposée est de déterminer les champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation
de Comportement modifiée sous forme paramétrique à l’aide de la PGD. Sur la Fi-
gure 3.3 on représente les premiers modes en espace associés aux deux champs u
et λ. Ces modes sont comparés à ceux associés au calcul sous forme paramétrique
de la solution du problème direct. On observe alors que la prise en compte des ob-
servations dans le calcul même des champs admissibles induit une perturbation des
modes au niveau de la position des capteurs. En d’autres mots, il apparait nettement
sur les modes spatiaux que les mesures réalisées impactent directement les champs
admissibles et donc l’état du système. L’état du système comme champ admissible au
sens de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée peut donc s’interpréter comme
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(a) Géométrie (b) Position des
capteurs

FIGURE 3.2 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 1 — géométrie et
positions des capteurs

une perturbation de la solution du problème direct par les observations. A présent que
les champs admissibles sont connus sous forme PGD paramétrique il est possible de
lancer le processus d’identification décrit dans ce chapitre. Les résultats obtenus sont
tracés sur la Figure 3.4. Ces derniers sont comparés à ceux obtenus en utilisant une
approche par moindres-carrés classique et une approche par moindres carrés avec
régularisation de Tikhonov. La fonction de régularisation utilisée pour cette dernière
est de la forme G(ξ) = ‖ξ − ξ̄‖2

L2.
La première constatation que l’on peut faire est que l’identification basée sur la

fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée et celle basée sur une
approche moindres-carrés sans régularisation fournissent à terme des résultats relati-
vement proches. Néanmoins l’Erreur en Relation de Comportement modifiée offre sur
cet exemple une vitesse de convergence et une stabilité faisant défaut à l’approche
moindres-carrés. Ces résultats sont alors comparés à ceux obtenus en ajoutant un
terme de régularisation à la fonctionnelle aux moindres carrés. On observe alors que
l’introduction de cette régularisation tend bien à stabiliser le processus d’identification.
Néanmoins il s’avère que si l’identification sur le premier paramètre κ1 (la conductivité
de la plus grande zone) est de meilleure qualité que précédemment, la valeur obtenue
à terme pour le second paramètre κ2 (la conductivité de la bague de taille réduite)
est quant à elle relativement éloignée de la valeur réelle. Ce comportement illustre
bien le fait que l’ajout d’un terme de régularisation dans la fonction coût entraine l’in-
troduction dans la méthode de paramètres “tournevis” laissés à libre appréciation de
l’utilisateur et pouvant entraîner des résultats moins pertinents. En revanche dans l’ap-
proche basée sur l’Erreur en Relation de Comportement modifiée avec introduction de
la réduction de modèle PGD aucune intervention externe n’est requise assurant ainsi
une identification au mieux.

Afin d’illustrer la mise à jour du coefficient de pondération permise par l’utilisation
de la PGD, on represente sur la Figure 3.5 l’évolution de ce dernier au cours des
itérations. Il apparait alors une évolution significative de ce coefficient au cours des
itérations. Il est possible d’interpréter cette évolution de la manière suivante :
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(a) wu,x
1 (b) wλ,x

1 (c) Problème direct wx
1

(d) wu,x
2 (e) wλ,x

2 (f) Problème direct wx
2

(g) wu,x
3 (h) wλ,x

3 (i) Problème direct wx
3

(j) wu,x
4 (k) wλ,x

4 (l) Problème direct wx
4

FIGURE 3.3 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 1 — modes spatiaux

1. dans une première phase la priorité est donnée au modèle. L’identification est
alors réalisée en prenant majoritairement en compte le modèle ;

2. dans la seconde phase le modèle est “relaché” pour favoriser le terme d’erreur
d’observation.
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FIGURE 3.4 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 1 — résultats
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FIGURE 3.5 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 1 — Evolution du
coefficient de pondération au cours des itérations

3.4.2 Thermique instationnaire
Le second exemple que l’on considère est un problème de thermique instationnaire

où l’on va chercher à identifier la valeur d’une condition aux limites de type Neumann.
La structure considérée et les conditions aux limites sont présentées sur la Figure 3.6.

Les conditions aux limites de type Neumann ont une évolution temporelle régie par
la relation :

qi(t) = Ai

(
t

T
+ i

16

)
(3.43)

où les Ai sont des scalaires. L’objectif ici va être d’identifier le coefficient A2. Pour
cela on résout tout d’abord le problème direct avec le bon jeu de paramètres afin de
simuler les observations. La position des capteurs est représentée sur la Figure 3.7.
Les observations sont alors corrompues en leurs appliquant un bruit blanc gaussien
de 10%.

Tout d’abord on calcule dans une phase offline la décomposition PGD paramétrique
des champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée.
Dans ce cas l’emploi de la réduction de modèle PGD présente un avantage supplé-
mentaire par rapport à l’exemple précédent. Il s’agit de la séparation espace/temps
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u = 0
q1(t)

q2(t)

q3(t)

q4(t)

q5(t)

q6(t)

q7(t)

FIGURE 3.6 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 2 — description du
problème

u = 0

capteur de temperature

FIGURE 3.7 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 2 — position des
capteurs

introduite par la représentation de rang faible associée à la PGD. En effet le calcul des
champs admissibles dans le cadre de la thermique instationnaire nécessite la réso-
lution d’un problème à deux champs (u,λ) couplé direct-rétrograde en temps, c’est-
à-dire que l’on a une condition initiale sur u et une condition finale sur λ. Comme
nous l’avons illustré dans le chapitre 1 la résolution de ce type de problème par une
approche monolithique directe s’avère extrêmement coûteuse. De ce fait la distinction
des problèmes en espace et en temps permise par l’emploi de la PGD s’avère être ici
un avantage significatif dans le calcul des champs admissibles. De plus la construction
de ces champs admissibles sous forme paramétrique, avec une dépendence explicite
par rapport au paramètre A2 à identifier et au coefficient γ de pondération de l’erreur
d’observation, permet de résoudre ce problème d’identification instantanément dans
sa phase online. En revanche dans cet exemple les observations ne sont pas prises
en compte comme paramètres de la décomposition PGD car cela entraînerait, étant
donné le caractère évolutif du problème, un trop grand nombre d’extra-coordonnées à
considérer pour la PGD.

Sur la Figure 3.8a on représente l’évolution du ratio entre le paramètre identifié et
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la valeur exacte du paramètre, au cours des itérations. Sur la Figure 3.8b on trace
l’évolution de l’erreur relative sur le paramètre identifié au cours des itérations. On
constate alors que l’on a à convergence une erreur extrêmement faible sur le résultat
de l’identification et ce même en considérant un bruit de mesure de 10%. De plus si
l’on regarde l’évolution de l’erreur au cours des itérations on observe une convergence,
tracée en échelle log, linéaire. Cette convergence est à associer aux bonnes propriétés
de convexité de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée dont on
représente l’évolution au cours des itérations sur la Figure 3.9.
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FIGURE 3.8 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 2 — résultats
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FIGURE 3.9 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 2 — évolution de
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée

3.4.3 Élasticité linéaire
Le dernier exemple que l’on considère est un problème d’identification de conditions

aux limites de Neumann dans le cadre de l’élasticité linéaire. On considère l’étude d’un
essai de bi-traction où l’on va chercher à identifier les efforts imposés à l’éprouvette.
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(a) Géométrie de l’éprouvette (b) Maillage

FIGURE 3.10 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — structure
considérée

L’éprouvette considérée et le maillage éléments finis associé sont représentés sur la
Figure 3.10.

Les conditions aux limites considérées sont présentées sur la Figure 3.11.

Fx

uy = 0
uz = 0

Fy

ux = 0
uz = 0

ux = 0

uy = 0

FIGURE 3.11 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — Conditions
aux limites

Dans la pratique ce type d’essai est réalisé en essayant d’avoir des chargements
symétriques suivant les axes x et y. Nous allons cependant ici générer les observations
en simulant un défaut d’équilibre entre la direction x et la direction y. Nous allons donc
considérer un surcharge de 20% sur l’axe x par rapport à l’axe y. La norme du déplace-
ment et la contrainte de Von-Mises sont représentées sur la Figure 3.12. On constate
sur ces figures que l’on a bien une légère dissymétrie entre les axes principaux que ce
soit au niveau du champ de déplacement ou du champ de contrainte.

Les observations réalisées correspondent à des mesures de déplacement aux po-
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(a) Norme du champ de déplacement (b) Contrainte de Von-Mises

FIGURE 3.12 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — problème
direct

sitions représentées sur la Figure 3.13. Les observations sont corrompues par un bruit
de mesure (bruit blanc gaussien) de 10%. Le processus d’identification est alors initia-
lisé en considérant le chargement symétrique que l’on aurait théoriquement dû appli-
quer pour représenter réellement un essai de bi-traction.

Sur la Figure 3.14 on représente d’une part l’évolution, en fonction des itérations
de la minimisation, du ratio entre le paramètre identifié et sa valeur exacte. D’autre
part on trace l’évolution de l’erreur relative réalisée par le processus d’identification.
On constate que l’on a une convergence relativement rapide, à partir de 10 itérations
le processus d’identification stagne. De plus l’erreur faite sur les paramètres est au
maximum de 2% à convergence ce qui est relativement correct étant donné le bruit de
mesure de 10% considéré.

Sur la Figure 3.15 on représente tout d’abord l’évolution de la fonctionnelle Erreur
en Relation de Comportement modifiée au cours des itérations du processus d’iden-
tification. On constate alors que tout comme pour l’exemple précédent on a une dé-
croissance relativement rapide de l’erreur. On trace de plus l’évolution du coefficient
de pondération γ, remis à jour à chaque itération. On constate que ce dernier évolue
significativement au cours des 6 premières itérations avant de se stabiliser.
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Mesure de déplacement suivant l’axe x

Mesure de déplacement suivant l’axe y

Mesure de déplacement suivant les axes x et y

FIGURE 3.13 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — Position des
capteurs
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FIGURE 3.14 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — Paramètres
identifiés

3.5 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons proposé et mis en place une démarche d’identifica-

tion dans le cadre de problèmes stationnaires ou évolutifs dépendant de paramètres
de modèle indépendants du temps. Cette approche offre l’avantage d’être “automati-
que”, dans le sens où elle ne nécessite aucun choix arbitraire de la part de l’utilisateur.
De plus l’utilisation de la réduction de modèle PGD offre l’avantage de fournir un pro-
cessus d’identification robuste, grâce au calcul à chaque itération d’un coefficient de
pondération optimal, et réutilisable, grâce à l’introduction des observations comme pa-
ramètres de la décomposition PGD. Ainsi il est tout a fait envisageable de mettre en
place cette démarche d’identification de paramètres sur l’intégralité d’une campagne
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FIGURE 3.15 – Identification par ERC modifiée et PGD — Exemple 3 — Évolution de
l’erreur et du coefficient de pondération

d’essais, ou bien de procéder à des contrôles systématiques de pièces de production
par identification en temps-réel.

Cette approche présente néanmoins deux limitations. La première provient du fait
qu’elle n’est facilement utilisable que dans le cadre de problèmes à paramètres indé-
pendants du temps. En effet, dans le cas contraire et sans connaissance a priori de la
loi d’évolution des paramètres, il serait nécessaire de considérer un paramètre distinct
par pas de temps conduisant alors à un grand nombre d’extra-coordonnées à intégrer
dans la décomposition PGD. La seconde limitation, dans le même esprit que la pre-
mière, provient de l’utilisation de la réduction de modèle PGD qui bien qu’offrant des
avantages certains en terme de construction de solution paramétrique reste à ce jour
limitée en terme de nombre de paramètres pouvant être considérés. Par exemple dans
le cas où le paramètre à identifier est défini par un champ non homogène l’utilisation
de la PGD n’est à ce jour pas envisageable de la sorte.

De plus dans le cadre du paradigme DDDAS une approche globale en temps, telle
qu’on l’a formulée dans ce chapitre, n’est pas envisageable. En effet l’idée fondatrice
du paradigme DDDAS est de réaliser en continu un dialogue entre le système physique
et le modèle numérique qui lui est associé. De ce fait les observations sont acquises
au fur et à mesure de l’évolution du système, il est donc nécessaire de mettre en
place une démarche basée sur cet aspect incrémental. C’est cela que l’on se propose
d’investiguer à partir du Chapitre 5.



Chapitre

4
Aspects numériques - Implémentation

d’un solveur PGD

4.1 Introduction
La réduction de modèle intervenant de manière régulière dans ces travaux de thèse

nous avons fait le choix de lui dédier un chapitre théorique et technique afin de ne
plus avoir à y revenir par la suite. Dans ce chapitre nous allons donc détailler tout
d’abord d’un point de vue théorique et ensuite d’un point de vue implémentation com-
ment se construit une décomposition PGD. De plus nous allons essayer d’éclaircir un
point “obscur” de la réduction de modèle PGD. En effet, il est souvent admis que la
mise en œuvre de la Proper Generalized Decomposition est excessivement lourde et
surtout que cette dernière nécessite pour chaque nouvelle décomposition une phase
de développement numérique fastidieuse. Or nous souhaitons montrer que cette idée
est fausse, tout au moins dans le cadre des problèmes linéaires. C’est pour cela que
l’on détaille dans ce chapitre l’aspect implémentation afin de montrer, et essayer de
convaincre, qu’il est possible de mettre en place un solveur PGD unique. De plus étant
donné les applications faites de la PGD dans cette thèse, à savoir le calcul de champs
admissibles, nous développerons ce solveur dans l’optique de résoudre indifférement
des problèmes à un ou deux champs. Afin de fournir une solution la plus claire et la
plus convaincante possible, on propose un modèle d’implémentation dans un para-
digme objet. Les objets (classes) nécessaires et leurs interactions seront alors présen-
tés permettant de fournir une idée générale de l’organisation de notre solveur PGD
générique.

Pour développer ce solveur PGD générique il est nécessaire pour commencer de
mettre en place un formalisme adéquat permettant d’un point de vue algébrique de dé-
finir un problème de calcul de décomposition PGD de manière unique. Classiquement
deux approches sont proposées dans la littérature pour formuler un problème PGD :
(i) une approche continue où les formulations sont écrites sous forme faible et on ne
manipule alors que des quantités locales, ce type de formalisme est présent dans les
travaux de Chinesta et Ladevèze notamment [Chinesta et al., 2014] ; (ii) une formula-
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tion algébrique où le problème PGD est discrétisé suivant tous les espaces et formulé
comme un problème d’algèbre multi-linéaire, ce formalisme est surtout présenté dans
les travaux de Nouy [Nouy, 2010, 2016]. L’approche que l’on retient ici est d’utiliser
un formalisme purement algébrique dans la lignée de [Nouy, 2010] au sein duquel
nous allons introduire une couche supplémentaire d’abstraction. L’avantage d’un tel
formalisme est que nous n’aurons alors plus que des opérateurs d’algèbre linéaire à
manipuler, ce qui d’un point de vue numérique est beaucoup plus commode que de
manipuler des intégrales. À partir de cette écriture algébrique abstraite nous propose-
rons une formulation algorithmique permettant alors la mise en place du solveur PGD
générique.

4.2 Formulation purement algébrique
4.2.1 Définition du problème type

Considérons un domaine Ω de bord ∂Ω. Le bord du domaine ∂Ω est séparé en
deux parties : ∂Ωu où des conditions aux limites de Dirichlet sont appliquées ; ∂ΩT où
des conditions aux limites de Neumann sont appliquées. Ces deux parties du bord
sont telles que ∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂ΩT et ∂Ωu ∩ ∂ΩT = ∅. Le comportement de la structure
est régi par une équation aux dérivées partielles (EDP) qui en utilisant les notations
génériques introduites dans le Chapitre 1 se formule de la manière suivante : Trouver
(π,u) ∈ Sad(It)× Uad(It) tel que :

π = Cε(u) ∀t ∈ It (4.1)

où les espaces d’admissibilité se définissent de la manière suivante :

Uad(It) =
{
u ∈ H1(Ω)⊗ L2(It) \ u(t) = ud(t) ∀(x, t) ∈ ∂Ωu × It

}
(4.2)

Sad(It) =
{
π ∈ L2(Ω)⊗ L2(It) \ π(t) · n = Td(t)∀(x, t) ∈ ∂ΩT × It ; divπ + f(u) = 0

}
(4.3)

f(u) est une fonction linéaire caractérisant à la fois : (i) les sollicitations externes
fext(x, t), efforts volumiques, sources de chaleur, ... ; (ii) les termes de dérivées tem-
porelles ∂

(q)
t u, s’il y en a, avec q l’ordre de la dérivée temporelle. Pour un problème

de thermique instationnaire il s’agira donc d’une dérivée première (q = 1), pour un
problème de dynamique des structures d’une dérivée seconde (q = 2). Par souci de
généralité et ainsi pour pouvoir utiliser les mêmes notations dans le cadre de pro-
blèmes stationnaires, on déclare par convention que l’absence de dérivée temporelle
correspond à q = 0. En d’autres mots on postule que ∂(0)

t u = 0.
Le problème de base peut alors s’écrire sous forme faible, en ne considérant que

la variable primale u, de la manière suivante :∫
Ω

(
u?∂

(q)
t u+ ε(u?)Cε(u)

)
dx =

∫
Ω
u?fextdx +

∫
∂ΩT

u?Tddx ∀t ∈ It ∀u? ∈ U0
ad (4.4)

Jusqu’à présent, il s’agit de la démarche classique de formulation faible d’un pro-
blème régi par une EDP. Nous allons à présent introduire l’aspect PGD. Afin d’avoir
une présentation la plus générique possible nous allons considérer une décomposition
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PGD prenant en compte des paramètres du modèle. La décomposition considérée est
alors la suivante :

uM(x, t, ξ1, ξ2) =
M∑
i=1

wti(t)w
ξ1
i (ξ1)wξ2

i (ξ2)wx
i (x) (4.5)

Nous allons supposer que le paramètre ξ1 correspond à un paramètre matériau pour
une partie du domaine Ω, notée Ω1 ⊂ Ω, c’est-à-dire que C1 := C1(ξ1). Le paramètre ξ2
correspond à la valeur d’une condition aux limites de Neumann sur une partie du bord
∂Ω(1)

T ⊂ ∂ΩT . Le problème semi-disctrétisé en espace s’exprime alors de la manière
suivante :∫
It
U ?T

(
(C1(ξ1) + C2)

(q)
U(t; ξ1, ξ2) + (K1(ξ1) + K2)U(t; ξ1, ξ2)

)
dt =

∫
It
U ?T (Fvol + FT (ξ2)) dt

(4.6)

Attention : le terme
(q)
U représente le vecteur des valeurs nodales de la quantité ∂(q)

t u
définie précédemment.

L’idée pour déterminer une solution PGD à ce problème est alors d’intégrer l’équa-
tion (4.6) sur l’ensemble des espaces de définition considérés. En d’autre mots on écrit
une forme faible “complète”, c’est-à-dire intégrée selon toutes les dimensions.∫

Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T

(
(C1(ξ1) + C2)

(q)
U(t, ξ1, ξ2) + (K1(ξ1) + K2)U(t, ξ1, ξ2)

)
dtdξ1dξ2

=
∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T (Fvol + FT (ξ2)) dtdξ1dξ2

(4.7)

On introduit alors la décomposition PGD (4.8) dans la formulation faible “complè-
te” (4.7). En supposant que l’on connait la décomposition à l’ordre M − 1 on peut
écrire le problème PGD sous la forme (4.9).

UM(t, ξ1, ξ2) =
M∑
i=1

wti(t)w
ξ1
i (ξ1)wξ2

i (ξ2)W x
i (4.8)

∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T

(
(C1(ξ1) + C2)

(q)
w
t

M(t)wξ1
M(ξ1)wξ2

M(ξ2)W x
M

)
dtdξ1dξ2

+
∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T
(
(K1(ξ1) + K2)wtM(t)wξ1

M(ξ1)wξ2
M(ξ2)W x

M

)
dtdξ1dξ2

=
∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T (Fvol + FT (ξ2)) dtdξ1dξ2

−
M−1∑
i=1


∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T

(
(C1(ξ1) + C2)

(q)
w
t

i(t)w
ξ1
i (ξ1)wξ2

i (ξ2)W x
i

)
dtdξ1dξ2

+
∫
Iξ1

∫
Iξ2

∫
It

U ?T
(
(K1 + K2)wti(t)w

ξ1
i (ξ1)wξ2

i (ξ2)W x
i

)
dtdξ1dξ2



(4.9)
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Le champ test U ? s’exprime alors lui aussi sous une forme à variables séparées :

U ? =
(
wtM(t)wξ1

M(ξ1)wξ2
M(ξ2)W x

M

)?
(4.10)

Cette écriture du champ test sous forme à variables séparées permet alors de sépa-
rer les différentes intégrales de la formulation (4.9). En choisissant les champs tests
adaptés on résout successivement le problème en espace, en temps, en paramètres
...

4.2.2 Ecriture algébrique d’un problème à un champ
L’idée clé pour formaliser de manière générique la construction d’une décomposi-

tion PGD est de supprimer le formalisme “intégrale”, qui n’est pas représentatif de ce
que l’on peut faire numériquement. Afin de supprimer cette difficulté on introduit le for-
malisme discret, et donc algébrique, plutôt que continu du problème. Concrètement,
on définit les opérateurs discrets d’intégration suivants :

— l’intégration du produit de deux modes et d’une fonction quelconque devient :∫
I(d)

f(d)∂(g)
d w(d)(d)∂(g)

d w(d)(d) 'W (d)TM(d)
[gg][f ]W (d) (4.11)

— l’intégration du produit d’un mode et d’une fonction quelconque devient :∫
I(d)

∂
(g)
d w(d)(d)f(d) 'W (d)TF(d)

[g] [f ] (4.12)

En introduisant ce formalisme purement algébrique nous pouvons reformuler le
problème faible complet (4.9) sous la forme du problème multi-linéaire (4.13)

U ?T

nlhs∑
k=1

⊗
d∈D

M(d)
k

UM = U ?T
nrhs∑
k=1

⊗
d∈D

F(d)
k (4.13)

où les entiers nlhs et nrhs correspondent au nombre de termes constituant respective-
ment l’opérateur matriciel (le terme de gauche de l’équation) et le second membre. Et
le champ UM ∈

⊗
d∈D V(d) correspond à la décomposition PGD (4.5) écrite sous forme

algébrique, c’est-à-dire de la manière suivante :

UM =
M∑
i=1
W

(t)
i ⊗W

(ξ1)
i ⊗W (ξ2)

i ⊗W (x)
i (4.14)

On peut alors condenser cette décomposition PGD sous la forme suivante :

UM =
M∑
i=1

⊗
d∈D

W
(d)
i (4.15)

En introduisant alors la décomposition (4.15) dans le problème multi-linéaire (4.13) on
obtient le problème PGD suivant :

U ?T

nlhs∑
k=1

⊗
d∈D

M(d)
k

·⊗
d∈D

W
(d)
M = U ?T

nrhs∑
k=1

⊗
d∈D

F(d)
k −

M−1∑
i=1

U ?T

nlhs∑
k=1

⊗
d∈D

M(d)
k

·
⊗
d∈D

W
(d)
i


(4.16)
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En utilisant le fait que le champ test U ? s’exprime lui aussi sous une forme tensorielle
on peut alors redistribuer les différents produits matrice-vecteur conduisant à l’expres-
sion (4.17). C’est cette formulation totalement abstraite et générique qui nous permet
de définir un algorithme 3 (voir ci-après) de résolution PGD unique :

W (d)?T

nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
(b)
M,M,k ·M

(d)
k

 ·W (d)
M = W (d)?T

nrhs∑
k=1

∏
b∈D\d

β
(b)
M,k · F

(d)
k


−W (d)?T

M−1∑
i=1

nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
(b)
M,i,k ·M

(d)
k

 ·W (d)
i ∀d ∈ D

(4.17)

où les coefficients α
(b)
i,j,k et α(b)

i,k correspondent aux “énergies” des modes selon la di-
mension (b) et se définissent de la manière suivante :

α
(b)
i,j,k = W

(b)
i

T ·M(b)
k ·W

(b)
j (4.18)

β
(b)
i,k = W

(b)
i

T · F(b)
k (4.19)

4.2.3 Ecriture algébrique d’un problème à deux champs
Nous avons donc mis en place le formalisme adéquat pour la résolution ‘’géné-

rique” de problèmes PGD à un champ. Ce n’est cependant pas suffisant pour les
applications visées dans cette thèse. En effet, une grande partie des travaux déve-
loppés nécessitent le calcul de champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation
de Comportement modifiée. Or le calcul de ces champs passe par la résolution d’un
problème couplé à deux champs. Il est donc nécessaire d’étendre le formalisme que
l’on propose à ce type de problème. Pour ce faire l’astuce de départ est d’interpréter
le problème à deux champs comme un système de deux problèmes à un champ avec
des termes de couplage additionnels. En reprenant le formalisme algébrique abstrait
précédent, les deux décompositions que l’on cherche à construire s’expriment de la
manière suivante :

UM =
M∑
i=1
W

u,(t)
i ⊗W u,(ξ1)

i ⊗W u,(ξ2)
i ⊗W u,(x)

i

VM =
M∑
i=1
W

v,(t)
i ⊗W v,(ξ1)

i ⊗W v,(ξ2)
i ⊗W v,(x)

i

(4.20)

Les deux problèmes couplés associés s’expriment alors, toujours en conservant le
formalisme algébrique de ce chapitre, sous la forme suivante :
U ?T

nlhs∑
k=1

⊗
d∈D

Mu,(d)
k

UM +
ncouplage∑

k=1

⊗
d∈D

Cu,(d)
k

VM
 = U ?T

nrhs∑
k=1

⊗
d∈D

Fu,(d)
k

V ?T

nlhs∑
k=1

⊗
d∈D

Mv,(d)
k

VM +
ncouplage∑

k=1

⊗
d∈D

Cv,(d)
k

UM

 = V ?T
nrhs∑
k=1

⊗
d∈D

Fv,(d)
k

(4.21)

où les matrices Cu,(d)
k correspondent aux matrices de couplage des deux problèmes,

c’est-à-dire qu’elles représentent les termes d’intégration “croisés” des modes asso-
ciés au champ solution du premier problème et au champ solution du second pro-
blème. En introduisant alors les décompositions PGD (4.20) dans le système (4.21) et
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en utilisant le fait que les champs tests s’expriment eux aussi sous forme à variables
séparées on peut se ramener au système matriciel (4.22) :


nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
u,u,(b)
M,M,k ·M

u,(d)
k

ncouplage∑
k=1

∏
b∈D\d

µ
u,v,(b)
M,M,k ·C

u,(d)
k

ncouplage∑
k=1

∏
b∈D\d

µ
v,u,(b)
M,M,k ·C

v,(d)
k

nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
v,v,(b)
M,M,k ·M

v,(d)
k


{
W

u,(d)
M

W
v,(d)
M

}
=



nrhs∑
k=1

∏
b∈D\d

β
u,(b)
M,k · F

u,(d)
k

nrhs∑
k=1

∏
b∈D\d

β
v,(b)
M,k · F

v,(d)
k



−
M−1∑
i=1


nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
u,u,(b)
M,i,k ·M

u,(d)
k

ncouplage∑
k=1

∏
b∈D\d

µ
u,v,(b)
M,i,k ·C

u,(d)
k

ncouplage∑
k=1

∏
b∈D\d

µ
v,u,(b)
M,i,k ·C

v,(d)
k

nlhs∑
k=1

∏
b∈D\d

α
v,v,(b)
M,i,k ·M

v,(d)
k


{
W

u,(d)
i

W
v,(d)
i

}

(4.22)

Les coefficients αu,u,(b)M,M,k, µ
u,u,(b)
M,M,k et βu,(b)M,k sont des scalaires, qui comme pour le problème

à un champ, traduisent une énergie des modes des autres dimensions. Ils sont définis
de la manière suivante :

α
u,v,(b)
i,j,k = W

u,(b)
i

T ·Mu,(b)
k ·W v,(b)

j
T (4.23)

µ
u,v,(b)
i,j,k = W

u,(b)
i

T ·Cu,(b)
k ·W v,(b)

j
T (4.24)

β
u,(b)
i,k = W

u,(b)
i

T · Fu,(b)
k (4.25)

Ce formalisme bien que de premier abord un peu “lourd” permet alors de généraliser
la construction générique de solution PGD à des problèmes à deux champs.

4.3 Ecriture d’un solveur PGD générique

Étant donné que l’on a pu formaliser l’écriture d’un problème PGD sous la forme
d’un problème algébrique faisant intervenir des opérateurs matriciels abstraits, il n’y a
plus de difficulté d’un point de vue théorique pour expliciter un algorithme de résolution
générique. Cet algorithme s’exprime, pour un problème à un champ, comme présenté
dans l’Algorithme 3. Pour plus de simplicité de compréhension, seule la résolution d’un
problème à un champ est présentée ici mais la généralisation de l’Algorithme 3 pour
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les problèmes à deux champs est proposée dans l’Annexe C.
Algorithm 3: Algorithme générique de résolution d’un problème PGD à un champ

// Boucle de l’algorithme greedy
for i = 1, ...,M do

Algorithme de point fixe
while convergence=False do

// Boucle sur chacun des problèmes PGD pour le calcul du mode i,
D = {ξ1, ..., ξnξ , s1, ..., sns , γ,x}
for d ∈ D do

// Formulation du probleme PGD (d)
¶ Calcul de la matrice associée au problème (d)
A = computeLeftHandSide(d,i,i)
· Calcul du second membre
F = computeRightHandSide(d,i)
¸ Calcul de la contribution des modes précédents
F -= computeHistory(d,i)
¹ Résolution du système linéaire et mise à jour du mode (i) du
problème (d)

end
º Critère de convergence du point fixe (stagnation)

end
» Orthogonalisation de la base en espace si demandé

end

Algorithm 4: Algorithme PGD — calcul de la matrice associée au problème (d)
Function computeLeftHandSide(d, i, p) :

A = zeros(dim(d), dim(d))
for j = 1, ..., nrhs do

coef = 1.
for k ∈ D\d do

coef ∗ = W (k)
p

TM(k)
j W

(k)
i

end
A+ = coef ∗M(d)

j

end
return A
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Algorithm 5: Algorithme PGD — calcul du membre de gauche associé au pro-
blème (d)

Function computeRightHandSide(d, i) :
F = zeros(dim(d))
for j = 1, ..., nlhs do

coef = 1.
for k ∈ D\d do

coef ∗ = W
(k)
i

TF(k)
j

end
F+ = coef ∗ F(d)

j

end
return F

Algorithm 6: Algorithme PGD — calcul de la contribution des modes précédents
associée au problème (d)

Function computeHistory(d, i) :
F = zeros(dim(d))
for j=1, ..., i-1 do

M = computeLeftHandSide( d, j, i)
F+ = M ·W (d)

j

end
return F

4.3.1 Implémentation dans un paradigme objet
Il est donc possible d’un point de vue mathématique et algorithmique de définir un

solveur PGD relativement générique. La question restant à traiter est comment traduire
cela d’un point de vue implémentation. Pour cela on propose ici une architecture de
programmation d’un solveur PGD dans un paradigme orienté-objet. Pour ce faire les
objets de base à définir sont les suivants :

1. l’objet PGD_SOLVER qui va permettre de calculer la décomposition de rang faible ;
2. un objet PGD_SOLUTION servant de “conteneur” à une décomposition de rang

faible ;
3. un objet PGD_PROBLEM qui permettra de définir un problème PGD selon une di-

mension de la décomposition ;
4. un objet FE_CONSTRUCTOR permettant de construire les différents opérateurs élé-

ments finis nécessaires à la définition des problèmes PGD. On pourrait “cacher”
dans cet objet une librairie ou un logiciel éléments finis externe, nous avons fait
le choix ici de tout développer from scratch.

Remarque 11. Bien entendu les 4 objets listés précédemment ne sont pas les seuls
nécessaires à la mise en place du solveur PGD. Cependant tous les autres objets pou-
vant être considérés sont beaucoup plus classiques dans une architecture éléments
finis orientée objet [Archer et al., 1999, Besson and Foerch, 1997] et c’est pourquoi
nous n’en parlons pas. Il s’agit entre autre des objets MESH, DIRICHLET_BC, NEUMANN_BC,
etc.
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Le premier objet nécessaire est PGD_PROBLEM qui va permettre de réaliser la mise
en donnée du problème PGD à résoudre. Pour ce faire cet objet nécessite les attributs
et méthodes présentés sur la Figure 4.3. C’est au sein de cet objet que se trouve le
FE_CONSTRUCTOR qui va permettre de calculer tous les opérateurs éléments finis 1 né-
cessaires à l’écriture algébrique du problème. Ces différents opérateurs éléments finis
sont définis par l’utilisateur à l’aide de l’appel aux méthodes :
setOperatorLHS(int qleft, int qright, function f) −→M(d)

[qleft qright][f ]
setOperatorRHS(int qleft, function f) −→ F(d)

[qleft][f ]
setOperatorLHS(int qleft, int qright, function f) −→M(d)

[qleft qright][f ]
Une autre méthode essentielle, notamment pour les applications visées dans cette
thèse à savoir la résolution de problème impliquant deux champs couplés, est l’opé-
rateur de sommation de deux PGD_PROBLEM. L’idée est que la sommation de deux pro-
blèmes PGD permet de créer le problème à deux champs équivalent.

PGDBlackBox : :PGD_PROBLEM

PGD_PROBLEM(string dim_name, MESH*)
setOperatorLHS(int, int) : void
setOperatorRHS(int) : void
setOperatorCOUPLING(int, int) : void
setDirichlet(DIRICHLET_BC*) : void
normalized(bool) : void
is_normalized() : bool
operator+()(PGD_PROBLEM&, PGD_PROBLEM&) : PGD_PROBLEM&

n_lhs : int
n_rhs : int
n_field : int
lhs_matrix : vector<MATRIX>
lhs_coupling : vector<MATRIX>
rhs_vector : vector<VECTOR>

FIGURE 4.1 – Implémentation d’un solveur PGD — l’objet PGD_PROBLEM

Le second objet nécessaire à la mise en place d’un solveur PGD générique est
l’objet SOLUTION_PGD au sein duquel les différentes bases PGD seront stockées. Les
méthodes et attribus nécessaires (au minimum) à la définition de cet objet sont pré-
cisés sur la Figure 4.2. La méthode initialize permet, comme son nom le laisse
suggérer, d’initialiser la décomposition PGD pour toutes les dimensions en respectant
les conditions de type Dirichlet. La méthode save(string) permet quant à elle de sau-
vegarder la décomposition PGD dans un fichier afin de pouvoir l’exploiter a posteriori.
Afin de stocker “efficacement” les décompositions PGD on a développé un format de
fichier dédié qui est présenté dans la partie 4.4.

Enfin le dernier objet nécessaire à la mise en place du solveur PGD générique est
justement le PGD_SOLVER. Le prototype de cet objet est présenté sur la Figure 4.3. La
méthode centrale de cet objet est bien entendu la méthode compute. C’est dans cette
dernière que se trouve l’Algorithme 3 permettant de déterminer la (ou les) décomposi-
tion(s) PGD solution du problème formulé.

1. Nous avons fait le choix de n’utiliser que des approximations éléments finis pour toutes les dimen-
sions considérées dans la décomposition PGD, ce n’est bien entendu pas la seule solution possible.
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PGDBlackBox : :PGD_SOLUTION

PGD_SOLUTION()
initialize(vector<PROBLEM*>) : void
getMode(string, int) : VECTOR&
setMode(string, int, VECTOR) : void
save(string) : void

n_mode : int
n_dim : int
modes : map<string, vector<VECTOR> >
meshes : map<string, MESH*>

FIGURE 4.2 – Implémentation d’un solveur PGD — l’objet PGD_SOLUTION

PGDBlackBox : :PGD_SOLVER

setProblem(PGD_PROBLEM* ) : void
setOptions(int, int) : void
getDecomposition(int) : PGD_SOLUTION*
initializeSolutions() : void
compute() : void

n_mode : int
n_iter : int
problems : vector<PGD_PROBLEM*>
decompositions : vector<PGD_SOLUTION*>

FIGURE 4.3 – Implémentation d’un solveur PGD — l’objet PGD_SOLVER

Remarque 12. Les prototypes des différents objets que l’on propose ici ne décrivent
que dans le principe et dans les grandes lignes comment mettre en place une archi-
tecture utilisable pour implémenter un solveur PGD générique. Par soucis de concision
toutes les subtilités mises en place pour l’implémentation n’ont pas été abordées ici.
Entre autre il est nécessaire de créer une classe fille PGD_PROBLEM_SPACE spécifique
pour la gestion du problème en espace, pour gérer tous les aspects matériaux, char-
gements extérieurs et conditions aux limites de Neumann.

Remarque 13. Bien entendu l’architecture que l’on propose ici ne se veut pas être la
seule et unique. C’est d’ailleurs tout l’intérêt des aspects implémentation, il y a toujours
plusieurs solutions possibles pour réaliser la même chose.

4.4 Comment stocker une décomposition PGD ?
4.4.1 Inventaire des quantités

Nous venons donc de mettre en place aussi bien d’un point de vue théorique que
d’un point de vue implémentation la définition d’un solveur PGD relativement géné-
rique. Il reste à présent à traiter la question du format de stockage. En effet si l’on
imagine le solveur PGD développé comme une boite noire permettant de calculer des
solutions paramétriques, il est nécessaire de définir un format de stockage pertinent
pour la décomposition afin que cette dernière soit ensuite réutilisable simplement dans
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d’autres programmes. Ces autres programmes peuvent tout aussi bien être des ou-
tils de calcul (chaîne d’optimisation par exemple) que des outils de visualisation, pour
l’exploration d’espace paramétrique et les abaques virtuels.

Si l’on dresse un bilan des quantités intrinsèques à la définition d’une décomposi-
tion PGD et surtout à son exploitation il apparait qu’il est nécessaire de conserver :

— le rang de la décomposition c’est-à-dire le nombre de modes ;

— pour chacunes des N variables de la décomposition ;

— les M modes associés, modes pouvant être des champs scalaires ou vec-
toriels ;

— la discrétisation (éléments finis dans notre cas) utilisée pour le calcul des
modes.

Une première solution dédiée au stockage des approximations de rang faible, le
format PXDMF, a déjà été proposée dans [Bordeu, 2013]. Ce format consiste en une
extension du format de fichier XDMF pour la gestion des représentations à variables
séparées. Bien que représentant une solution “clé en main” viable, cette approche n’est
pas celle choisie car le formalisme PXDMF a été mis en place principalement pour per-
mettre de réaliser simplement des opérations de visualisation dans Paraview à l’aide
du plugin associé. Or dans cette thèse la PGD n’est qu’un outil et ne représente pas
une fin en soit. En d’autres mots les opérations de visualisation des décompositions
de rang faible ne sont pas nécessaires en revanche il est nécessaire de pouvoir ré-
utiliser/évaluer simplement et efficacement une décomposition PGD.

4.4.2 La solution mise en place
Le format de stockage développé ici pour les approximations de rang faible est basé

sur le format de fichier MED utilisé dans la plateforme Salome ainsi que dans le code
de calcul Code_Aster. Si le choix a été fait de se baser sur le format MED c’est que ce
dernier offre la possibilité de stocker en un seul et unique fichier une grande quantité
d’informations à savoir :

— des maillages ;

— des champs (aux nœuds, aux éléments, aux points d’intégration) et à différents
pas de temps ;

— des restrictions de champs sur certains groupes d’éléments.

Cette aptitude à tout stocker en un seul et unique fichier provient de la “technologie”
cachée derrière le format MED à savoir le format de fichier HDF5. En effet le format HDF5
est basé sur la définition d’une arborescence interne permettant de stocker et organiser
un grand nombre de données de différentes natures. Le format HDF5 est à ce jour très
répandu, une de ses applications les plus connues dans la communauté numéricienne
étant le format de stockage CGNS utilisé comme format d’échange standard au niveau
international dans le domaine de la mécanique des fluides.

L’idée a donc été de venir enrichir le format MED de telle sorte que ce dernier puisse
contenir toute l’information nécessaire pour stocker “standalone” une décomposition
de rang faible. Cet enrichissement du format MED ayant été fait en respectant toutes les
règles de base de ce dernier cela nous permet d’avoir un fichier lisible et exploitable
par tout logiciel tolérant le format MED classique comme la plateforme Salome.
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Sur la Figure 4.4 est représenté un organigramme traduisant la hiérarchisation des
données telle qu’elle est mise en place dans le format LRMED.

/

ENS MAA

MESH.space

NODE

MAI

SE2

TR3

HE8

MESH.time

CHA

MODES.space

1

...

M

MODES.time
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...

M

PROFILS

INFO GENERALES

FAS

MESH.space

MESH.time

Racine du fichier LRMED

Stockage des maillages

Maillage du problème en espace

Définition des nœuds (coordonnées)

Définition des éléments (connectivité)

Éléments SEG2

Éléments TRI3

Éléments HEXA8

Stockage des modes

Modes spatiaux

Définition de sous-groupes d’éléments

Nombre de modes, de dimensions, ...

Dénomination des elset, bset

FIGURE 4.4 – Hiérarchisation des données dans un fichier LRMED, basée sur le format
MED.

4.5 Synthèse
Bien que dans ces travaux de thèse la PGD ne soit qu’un outil, nous avons choisi

d’y consacrer ce chapitre afin de présenter les travaux et développements ayant pu
être réalisés autour de cette dernière. Nous avons proposé à l’aide d’une formulation
algébrique abstraite une algorithmique permettant de généraliser la résolution d’un
problème PGD à de nombreux cas de figure. Nous avons alors proposé une architec-
ture pour implémenter un solveur PGD générique, basé sur l’écriture de formulations
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PGD à l’aide des opérateurs algébriques introduits. De plus, un intérêt particulier a
été porté à la problématique du stockage d’une solution PGD, en vue d’une exploita-
tion a posteriori, en se basant sur une technologie de format de fichier en vogue et
ayant prouvé son efficacité. L’effort investi dans ces développements qui n’étaient pas
au cœur de cette thèse nous ont néanmoins permis par la suite un gain de temps
significatif par la ré-exploitation de l’outil solveur PGD que l’on a developpé ici. Outil
permettant la construction de solution PGD pour une vaste gamme de problèmes, qu’il
s’agisse de problèmes directs ou de problèmes inverses.
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Reformulation pour des
comportements linéaires dans un

contexte d’assimilation de données
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Chapitre

5
Assimilation de données et problèmes

inverses instationnaires

5.1 Introduction
Dans la partie précédente nous avons proposé et mis en place une démarche

d’identification et recalage de modèle dans le cas où l’on connait l’ensemble des ob-
servations au préalable. Nous allons à présent mettre en place une méthode de ré-
solution des problèmes inverses dans le cas opposé, c’est-à-dire lorsqu’on ne connait
pas au préalable l’ensemble des observations mais qu’on les assimile à la volée. Ce
choix s’explique par le fait que l’objectif final est de mettre en place une méthode de
recalage de modèle pouvant être utilisée dans le cadre du paradigme DDDAS. Or ce
dernier repose sur un dialogue se faisant de manière incrémentale entre le modèle nu-
mérique et le système physique. Il apparait donc comme pertinent de se placer dans
le cadre de mesures assimilées au fur et à mesure de l’évolution du système. Afin de
prendre en compte cette contrainte d’acquisition progressive des observations, notre
attention s’est naturellement portée sur les méthodes d’assimilation de données. La
méthode que l’on propose ici, et que l’on nommera Modified Kalman Filter [Marchand
et al., 2016], repose sur une utilisation conjointe de l’Erreur en Relation de Compor-
tement modifiée et des méthodes d’assimilation de données. Les avantages d’un tel
couplage sont les suivants :

1. la démarche de par sa nature incrémentale est tout à fait adaptée aux problèmes
d’identification pour lesquels les paramètres inconnus sont ou non dépendants
du temps ;

2. l’introduction de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée permet de ré-
duire la sensibilité de la méthode aux bruits de mesure ;

3. la nature bayesienne des méthodes d’assimilation de données permet d’intro-
duire naturellement les notions de bruit de mesure et d’erreur de modèle.

L’approche retenue ici est d’utiliser une résolution par filtre de Kalman et plus préci-
sément par filtre de Kalman Unscented. Le choix s’est porté sur cette approche tout
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d’abord en raison de sa stabilité en présence de modèle fortement non-linéaire contrai-
rement au filtre de Kalman Extended basé sur une linéarisation au premier ordre.
L’autre aspect avantageux du filtre de Kalman Unscented est sa formulation basée
sur la propagation d’un tirage déterministe de points au travers des opérateurs et la
reconstruction a posteriori de la densité de probabilité associée.

Remarque 14. Il faut noter qu’un couplage entre filtre de Kalman et Erreur en Relation
de Comportement modifiée a été réalisé, sous une forme différente de celle propo-
sée ici, dans un contexte de dynamique des structures dans le domaine fréquentiel
dans [Alarcon et al., 2011].

5.2 L’Erreur en Relation de Comportement modifiée
comme opérateur d’observation

5.2.1 L’approche classique par filtre de Kalman et ses limitations
Dans le chapitre 1 nous avons abordé le fait qu’il est possible de résoudre un pro-

blème inverse à l’aide des filtres de Kalman de deux manières : (i) par une formulation
étendue du système dynamique ; (ii) par une formulation duale du système dynamique.
Nous avons fait le choix ici de ne considérer que la version duale pour la formulation
du système dynamique qui servira ensuite pour résoudre le problème d’identification
par filtre de Kalman. Ce choix s’explique par le fait qu’ainsi nous pouvons réaliser une
séparation claire entre l’évolution des paramètres à identifier et le calcul de l’état du
système. Cette séparation sera notamment exploitée dans le chapitre 6. Pour rappel,
un système dynamique dual se formule (en utilisant les notations du chapitre 1) de la
manière suivante : ξ(k+1) = ξ(k) + e(k)

ξ

s(k) = H(k)(ξ(k)) + e(k)
s

(5.1)

où les termes e(k)
ξ et e(k)

s sont respectivement les erreurs de paramètres et de mesure.
Tout d’abord on constate qu’il y a explicitement une séparation entre l’évolution des
paramètres (la première équation du système (5.1)) et le calcul de l’état du système
(caché dans l’opérateur d’observationH(k)). Dans le cadre d’une résolution “classique”
par filtre de Kalman, l’état du système est calculé à l’aide d’un second filtre de Kalman
dissimulé (“en tâche de fond”) dans l’opérateur d’observation. Cette approche offre
l’avantage d’être relativement simple à mettre en œuvre mais présente néanmoins
plusieurs inconvénients :

1. le processus d’identification a tendance à diverger en présence de données for-
tement corrompues ;

2. l’utilisation de deux filtres de Kalman imbriqués introduit plusieurs paramètres
tournevis, erreur sur les paramètres, erreur de mesure et erreur de modèle. Or
s’il est possible de donner des estimations pour les deux premiers, le dernier
reste complexe à estimer précisément.

Étant donnée l’application à long terme visée, à savoir la mise en place d’une dé-
marche DDDAS, les deux inconvénients énoncés précédemment ne sont pas envi-
sageables et tolerables. L’idée de base du paradigme DDDAS faisant intervenir entre
autre un processus d’identification sur une structure en service, il faut impérativement
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offrir une certaine robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. En effet, il n’est pas a
exclure, bien au contraire, qu’au cours de l’évolution du système les capteurs mis en
place tombent en panne ou se mettent à fournir des informations erronées. De ce fait
il est donc nécessaire que de tels évènements ne mettent pas en péril la réalisation
de l’asservissement système/modèle. De plus l’utilisation du second filtre de Kalman
introduit un paramètre supplémentaire, l’erreur de modèle, qui a un impact majeur sur
la qualité du processus d’identification mais qu’il est difficilement possible de calibrer a
priori.

C’est donc avec pour objectif de pallier à ces difficultés que nous avons fait le choix
d’introduire dans la formulation du système dynamique (5.1), et donc par conséquent
dans la résolution par filtre de Kalman, le concept d’Erreur en Relation de Comporte-
ment modifiée.

5.2.2 Définition d’un nouvel observateur
L’idée que l’on choisit d’exploiter ici est la suivante : dans le formalisme dual des

filtres de Kalman le principe est de déterminer l’état du système pour une certaine va-
leur de paramètres tout en prenant en compte les observations réalisées. En d’autres
mots, le filtre de Kalman permet de déterminer l’état d’un système, solution d’une EDP
classique, pour un jeu de paramètres et prenant en compte des contraintes addition-
nelles issues des observations. La problématique ainsi formulée fait apparaître que le
filtre de Kalman n’est pas la seule méthode envisageable. En effet il s’agit là du même
principe que celui mis en place dans la première minimisation de la fonctionnelle Er-
reur en Relation de Comportement modifiée, minimisation permettant de déterminer
des champs dits admissibles. Nous allons donc remplacer le second filtre de Kalman
de l’approche classique par un calcul de champs admissibles que l’on assimilera alors
à l’état du système. Dans les deux cas l’état du système ainsi calculé l’est pour une
valeur du vecteur de paramètres fixée et en prenant en compte les observations. La
substitution du second filtre de Kalman par l’Erreur en Relation de Comportement mo-
difiée permet alors de supprimer le paramètre tournevis (erreur de modèle) probléma-
tique. De plus, étant donnée la robustesse de l’ERC modifiée vis-à-vis des bruits de
mesure nous sommes en mesure d’espérer ainsi avoir une démarche d’identification
plus robuste.

La démarche que l’on propose est donc de définir un nouvel opérateur d’observa-
tion, noté H(k)

m , évaluant pour une valeur des paramètres et un jeu d’observations l’état
du système projeté aux points d’observation. Cet opérateur d’observation est défini de
la manière suivante :

Hm

(
ξ(k)

)
= Π ◦ ERCm

(
ξ(k); s(k:k+1)

)
(5.2)

où l’opérateur Π : Rn → Rns est un opérateur de projection “classique”, assi-
milable dans la plupart des cas à une matrice booléenne, tandis que l’opérateur
mCRE

(
ξ(k); s(k:k+1)

)
est défini (5.3) à partir de la fonctionnelle Erreur en Relation de

Comportement modifiée en considérant l’étape de calcul des champs admissibles,
c’est-à-dire la minimisation de cette fonctionnelle sur l’espace des champs admissibles.

ERCm
(
ξ(k); s(k:k+1)

)
:= argmin

u,π∈Uad(I(k)
t )×Sad(I(k)

t )
E2
m

(
u,π; ξ(k), s(k:k+1)

)
(5.3)
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Ainsi, étant donnée l’utilisation d’un filtre de Kalman Unscented pour résoudre le pro-
blème inverse, il est nécessaire pour chaque pas de temps du filtre de Kalman de ré-
soudre le problème de minimisation sous contrainte (5.3). L’inconvénient apparaissant
alors est le coût de calcul de la méthode puisqu’on le rappelle le calcul des champs
admissibles au sens de l’ERC modifiée dans le cadre de problèmes d’évolution passe
par la résolution d’un problème couplé direct/rétrograde en temps. Afin de passer outre
cette difficulté, qui n’est pas compatible avec la vision DDDAS considérée ici, nous al-
lons introduire, de manière similaire à ce qui a été réalisé dans le chapitre 3, la réduc-
tion de modèle PGD pour le calcul des champs admissibles. De ce fait nous allons ainsi
scinder en deux : (i) une phase offline dans laquelle les modes PGD sont calculés ; (ii)
une phase online dans laquelle le processus de recalage est réalisé. La phase offline
sera alors dédiée à la construction des champs admissibles sous forme paramétrique
à l’aide de la réduction de modèle PGD, tandis que la phase online ne nécessitera plus
que l’évaluation de ces solutions paramétriques pour réaliser le processus d’assimila-
tion de données. La difficulté apparaissant alors et traitée dans la partie 5.3 provient
de la nature incrémentale de la méthode proposée. En effet cette dernière nécessite
de calculer des champs admissibles au sens de l’ERC modifiée successivement sur
chaque pas de temps du processus d’assimilation. Or dans ce cas, la condition ini-
tiale évolue d’un pas de temps à l’autre. Il est donc impératif de prendre en compte
cette dernière comme paramètre de la décomposition PGD afin d’avoir une solution
paramétrique exploitable.

5.2.3 Processus d’identification proposé

La démarche d’identification que l’on propose se synthétise comme présenté sur la
Figure 5.1

Phase offline :
— Calcul des champs admissibles sous forme paramé-

trique via la PGD.

Phase online : processus d’assimilation
Pour chaque pas de temps de l’assimilation :

1. Calcul des σ-points

2. Propagation des σ-points au travers de l’opérateur
d’observation, évaluation des champs admissibles pré-
calculés sous forme PGD paramétrique

3. Reconstruction de la moyenne de v̄ et de la matrice
de variance-covariance Cv

4. Mise à jour de la moyenne ξ̄ et de la matrice de
variance-covariance Cξ

FIGURE 5.1 – Organisation du processus d’identification par assimilation de données
Modified Kalman Filter
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5.3 Calcul paramétrique de l’opérateur d’observation —
réduction de modèle

5.3.1 Calcul des champs admissibles
Le principe de la démarche Modified Kalman Filter est de construire un opérateur

d’observation à partir de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée et plus préci-
sément du calcul des champs admissibles au sens de cette dernière. Le calcul de ces
champs admissibles passe par la résolution du problème sous contrainte (5.4) défini
non plus sur l’intégralité de l’intervalle de temps comme dans le chapitre 3 mais sur un
pas de temps du processus d’assimilation, noté I(k)

t = [t(k), t(k+1)].

(u,π) = argmin
(u,π)∈Uad(I(k)

t )×Sad(I(k)
t )
E2
m

(
u,π; ξ(k), s(k:k+1)

)
(5.4)

Les espaces d’admissibilité se définissent alors de la manière suivante :

Uad(I(k)
t ) =

{
u ∈ H1(Ω)⊗ L2(I(k)

t ) \ u = ud sur ∂Ωu ; u(t(k)) = uk−1(t(k))
}

(5.5)

Sad(I(k)
t ) =

{
τ ∈ L2(Ω)⊗ L2(I(k)

t ) \ τ · n = Td sur ∂ΩT ; div τ + f(u) = 0 sur Ω
}

(5.6)

La notation uk−1(t(k)) symbolise le champ déterminé au pas de temps précédent I(k−1)
t

du processus d’assimilation et évalué à l’instant t(k). De ce fait la condition initiale
u(t(k)) = uk−1(t(k)) présente dans la définition de l’espace d’admissibilité Uad(I(k)

t ) n’est
qu’une traduction de la continuité du champ u entre deux incréments du processus
d’identification. C’est justement cet aspect incrémental qui associé à l’utilisation de
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée va nécessiter un traitement particulier.
En effet, classiquement l’Erreur en Relation de Comportement modifiée est définie sur
l’intégralité de l’intervalle d’étude, le fait de ne la définir que par morceaux va nécessiter
quelques ajustements par rapport à l’approche de base. Ces adaptations mises en
place portent sur les deux points suivants :

Prise en compte de la condition initiale — comme nous l’avons précisé la
contrainte de continuité du champ u entre deux pas de temps du processus
d’assimilation se traduit par une condition initiale non-homogène et différente à
chaque pas de temps. D’un point de vue purement ERC modifiée cela n’entraîne
pas de difficulté majeure ; il est tout à fait possible, et relativement simple, de
prendre en compte une condition initiale non-homogène. Là où la difficulté va
apparaître c’est lorsque l’on va chercher à utiliser la réduction de modèle PGD
pour déterminer sous forme paramétrique le champ u. Nous verrons dans la
partie 5.3.2 comment il est possible de paramétrer une condition initiale dans la
décomposition PGD et ainsi construire une solution paramétrique exploitable à
chaque pas de temps.

Gestion de la discrétisation temporelle — classiquement la fonctionnelle ERC mo-
difiée étant définie sur tout l’intervalle de temps la résolution est faite de telle
sorte que la discrétisation temporelle coïncide avec les instants de mesure, on
considère donc un pas de temps entre chaque observation. Or dans l’approche
proposée ici la fonctionnelle ERC modifiée ne sera définie que sur un pas de
temps de l’assimilation de données à la fois, noté I

(k)
t = [t(k), t(k+1)]. Une ap-

proche “brutale” serait donc de calculer les champs admissibles avec un seul pas
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de discrétisation. Néanmoins une telle démarche serait la source d’une erreur de
discrétisation non négligeable pouvant fortement pénaliser la qualité du proces-
sus d’identification. La solution proposée ici est alors d’introduire une seconde
échelle en temps, plus fine que celle de l’assimilation de données, permettant de
supprimer l’erreur de discrétisation temporelle au niveau du calcul des champs
admissibles. Le principe de cette sous-discrétisation temporelle est présenté sur
la Figure 5.2.

t(0) t(nt−1)t(k) t(k+1)

Echelle temporelle de l’assimilation

I
(k)
t

Echelle temporelle ERC modifiée
τ
(0)
k τ

(ns−1)
kτ

(i−1)
k τ

(i)
k

FIGURE 5.2 – Sous-discrétisation temporelle de l’assimilation de données pour le calcul
des champs admissibles

Le fait d’introduire cette sous-discrétisation en temps nous permet donc de réduire
et négliger l’erreur de discrétisation temporelle dans le calcul de l’état du système.
Cependant on introduit alors une nouvelle difficulté à savoir comment définir le terme
d’erreur de mesure puisque ce faisant nous n’avons plus, comme c’est classiquement
le cas, un jeu d’observations par piquet de temps. La solution que l’on propose est de
réaliser une interpolation linéaire (5.7) des observations que l’on évaluera ensuite à
chaque instant de la sous-discrétisation. Ceci permet de conserver la définition inté-
grale classique du terme d’erreur de mesure.

slineaire(τ ; s(k:k+1)) =
1− τ − τ (0)

k

∆t

 s(k) + τ − τ (0)
k

∆t s(k+1) ∀τ ∈ I(k)
t (5.7)

La question que l’on peut alors se poser est si on n’introduit pas de cette manière une
hypothèse de linéarité trop forte, pouvant dégrader le processus d’identification. En
effet, rien ne garantit que les observations, et donc par extension l’état du système,
évoluent linéairement entre deux instants d’acquisition. L’évolution peut être de toute
autre nature, comme illustré sur la Figure 5.3, et alors entraîner une erreur potentielle-
ment non négligeable.

Afin de compenser cette potentielle source d’erreur que l’on introduit par le biais de
l’interpolation des observations, la solution que l’on propose est de ne plus considérer
le coefficient de pondération γ comme constant mais de lui imposer une évolution
temporelle. L’idée est que sur les bords d’un intervalle I(k)

t les mesures interpolées sont
relativement fiables car proches des vraies mesures tandis que plus on se rapproche
du centre du pas de temps plus on a de chance que l’interpolation linéaire soit éloignée
de l’état réel du système. À partir de cette constatation on peut très facilement proposer
une évolution temporelle du coefficient de pondération. Les deux évolutions proposées
ici sont un créneau et une parabole comme illustré sur la Figure 5.4.
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FIGURE 5.3 – Pertinence de l’interpolation linéaire des observations — Les points en
vert correspondent aux observations interpolées et la ligne continue rouge à une évo-
lution possible du système réel
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FIGURE 5.4 – Evolution sur un pas de temps du coefficient de pondération de la fonc-
tionnelle ERC modifiée

Remarque 15. Il s’est avéré que dans les exemples de thermique instationnaire pré-
sentés à la fin de ce chapitre, l’introduction de l’hypothèse de linéarité des observations
n’entraîne pas de source d’erreur significative sur les résultats du processus d’identi-
fication. Cela permet ainsi de se passer de la dépendance en temps du coefficient de
pondération telle que proposée ci-dessus.

Désormais la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée est com-
plètement définie (5.8) pour l’utilisation que l’on souhaite en faire, à savoir, définir un
nouvel opérateur d’observation dans la démarche d’assimilation de données Modified
Kalman Filter.

Em(u,π) = 1
2

∫
I

(k)
t

∫
Ω

(π − Cε(u))C−1 (π − Cε(u)) dxdt+ 1
2

∫
I

(k)
t

γ(t)‖Πu−slin(t)‖2dt (5.8)

Nous pouvons alors expliciter le calcul de l’état du système à partir de la fonction-
nelle (5.8), c’est-à-dire le calcul des champs admissibles au sens de l’Erreur en Rela-
tion de Comportement modifiée. La démarche est exactement la même que celle mise
en place et détaillée dans le chapitre 3. Pour cette raison nous n’allons ici que redon-
ner les grandes lignes de la méthode sans détailler les calculs. Le calcul des champs
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admissibles au sens de l’ERC modifiée passe par la résolution du problème de mini-
misation sous contrainte (5.4). En pratique la méthode que l’on retient pour résoudre
cette minimisation est d’introduire un champ de multiplicateurs de Lagrange, noté λ,
permettant ainsi de définir le lagrangien (5.9).

L (u,π,λ) = E2
m (u,π) +

∫
Ω

∫
I

(k)
t

λ (divπ + f(u)) dxdt (5.9)

Remarque 16. Tout comme dans le chapitre 3 seule la contrainte d’équilibre est intro-
duite explicitement pour la définition du lagrangien. Les autres contraintes, condition
initiale et conditions aux limites seront prises en compte ultérieurement.

Dans ce chapitre nous n’allons considérer que des problèmes de thermique insta-
tionnaire. Cela implique donc que les différents termes intervenant dans la définition
du lagrangien (5.9) s’interprètent comme précisé dans le Tableau 5.1.

Notations génériques Interprétation thermique instationnaire
u Champ de température (scalaire)
π Opposé flux thermique
ε(u) Gradient du champ de température : ∇u
C Matrice de conductivité thermique : κ
f(u) Terme convectif et source : ∂tu+ f

TABLE 5.1 – Interprétation des grandeurs dans le cadre de la thermique instationnaire

Le problème de minimisation sous contrainte (5.4) se rapporte donc, après intro-
duction du champ de multiplicateurs de Lagrange, à un problème de stationnarité du
lagrangien (5.9). Nous n’allons pas détailler ici les détails de calcul de ces conditions
de stationnarité, cela ayant déjà été fait dans le chapitre 3, nous allons juste exprimer
le système différentiel en résultant (5.10) :

∫
I

(k)
t

∫
Ω

(δλu̇+ Cε(δλ)ε(u− λ)− δλf) dxdt−
∫
I

(k)
t

∫
∂Ωq
δλTddxdt = 0

−
∫
I

(k)
t

∫
Ω

(
δuλ̇+ Cε(δu)ε(λ)

)
dxdt +

∫
I

(k)
t

γ(t)〈Πδu,Πu− slin〉dt = 0
(5.10)

avec bien évidemment les conditions initiales et finales. La mise en place d’une discré-
tisation spatiale éléments finis dans le système différentiel (5.10) conduit au système
algébrique suivant :

∀k



[
C 0
0 −C

]{
U̇(t)
Λ̇(t)

}
+
[

K −K
γ(t)G K

]{
U(t)
Λ(t)

}
=
{

Fext(t)
γ(t)ΠT slin(t)

}
∀t ∈ I(k)

t

U(t(k−1)) = Uk−1(t(k−1))
Λ(t(k)) = 0

(5.11)

C’est ce système évolutif que nous allons résoudre à l’aide de la réduction de mo-
dèle PGD afin de déterminer dans une phase offline une solution paramétrique à ce
problème. Cela nous permettra alors de n’avoir dans le processus d’identification en
lui-même plus aucun calcul coûteux et donc tendre vers le temps réel. C’est cette
décomposition PGD que nous allons utiliser à chaque incrément du processus d’iden-
tification.



5.3. OPÉRATEUR D’OBSERVATION PARAMÉTRIQUE 97

5.3.2 Introduction de la réduction de modèle
Pour déterminer l’état du système en se basant sur le concept d’Erreur en Re-

lation de Comportement modifiée il est nécessaire de résoudre le problème couplé
direct/rétrograde en temps (5.11). Or l’objectif ici est de réaliser un recalage de mo-
dèle en temps réel. Afin d’arriver à cela nous allons donc utiliser la réduction de mo-
dèle PGD et son aptitude à construire des solutions paramétriques, pour déterminer
le champ u dans une phase offline. Tout d’abord nous allons recenser les différentes
quantités devant être prises en compte dans la décomposition PGD comme extra-
coordonnées.

Paramètres du modèle ξ(k) — étant donné que l’on souhaite réaliser un recalage de
modèle en identifiant un certain nombre de paramètres il est évident que la so-
lution paramétrique que l’on va construire doit prendre en compte cette dépen-
dance vis-à-vis de ces paramètres.

Observations aux bornes de l’intervalle de temps — étant donné la nature incré-
mentale de la démarche, les observations bien que toujours localisées aux
mêmes positions ne seront en aucun cas constantes en terme de valeurs. Il est
donc impératif de paramétrer ces valeurs d’observations aux bornes du pas de
temps. Il n’est en revanche pas nécessaire de se soucier des observations cal-
culées sur la sous-discrétisation. Ces valeurs sont calculées par interpolation
temporelle que l’on peut introduire “en dur” dans le problème PGD.

Condition initiale sur le pas de temps — étant donné que les champs admissibles
dans le cadre de l’approche Modified Kalman Filter ne sont définis que par pas
de temps du processus d’assimilation de données, une condition initiale non-
homogène apparait ce qui va nécessiter un traitement particulier.

La principale difficulté apparaissant provient donc de la prise en compte de la condi-
tion initiale non-homogène. Etant donné que cette dernière est définie aux noeuds du
maillage considéré, il est potentiellement nécessaire de prendre en compte en tant
qu’extra-coordonnées des milliers de paramètres. Or ce n’est tout simplement pas fai-
sable actuellement avec la PGD. Il est donc impératif de trouver une autre approche
pour paramétrer la condition initiale. La solution que l’on propose ici est d’utiliser une
base réduite pour projeter la condition initiale sur un nombre réduit de vecteurs de
base, des travaux semblables ont été proposés dans [González et al., 2014, Poulhaon
et al., 2012]. On écrit donc la condition initiale sous la forme suivante :

Uk−1(t(k)) =
ninit∑
i=1

αiΨi (5.12)

La question est alors comment construire la base réduite {Ψi}i=1,...,ninit. Nous avons
choisi d’utiliser une fois encore la réduction de modèle PGD. On calcule une décom-
position PGD solution du problème (5.11) avec une condition initiale homogène, en
paramétrant bien entendu les observations ainsi que les paramètres du modèle à re-
caler. Une fois la décomposition PGD obtenue, on ne conserve que les modes spatiaux
associés au champ U . On réalise alors une décomposition en valeurs singulières de
cette base spatiale et les modes ainsi obtenus vont former la base réduite de projection
de la condition initiale.
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Remarque 17. Le nombre de vecteurs de base ninit utilisés pour la projection de la
condition initiale est piloté par les limites de la PGD. En effet, on s’accorde classique-
ment pour dire que l’on peut au maximum considérer une vingtaine de dimensions
(paramètre) dans une décomposition PGD. Cela peut alors entraîner (suivant le pro-
blème considéré) l’introduction d’une erreur de représentation de la condition initiale
non négligeable.

Ainsi, une fois la condition initiale écrite sous la forme (5.12) seules les ninit pon-
dérations sont à prendre en compte comme extra-coordonnées de la décomposition
PGD. Le calcul des champs admissibles sous forme paramétrique ne pose alors plus
de problème particulier ; on utilise la démarche de construction et de résolution d’un
problème PGD à deux champs comme présenté dans le chapitre 4.

5.4 Applications
Dans cette dernière section, l’approche proposée (Modified Kalman Filter ) est mise

en œuvre sur divers problèmes de recalage de modèle dans le contexte de la ther-
mique instationnaire. Pour tous ces exemples les observations considérées seront si-
mulées et bruitées. La démarche mise en place est donc la suivante :

1. résolution du problème direct avec le vrai jeu de paramètres. La discrétisation
spatiale (maillage) utilisée est la même que celle considérée ensuite pour la ré-
solution du problème inverse. En revanche la discrétisation temporelle utilisée
est beaucoup plus fine que celle qui sera employée pour l’identification et qui est
associée à la fréquence d’échantillonage des mesures ;

2. les températures nodales sont extraites aux points correspondant au placement
des capteurs considérés et aux instants coïncidant avec la fréquence d’échan-
tillonage ;

3. ces quantités extraites sont ensuite corrompues par un bruit blanc gaussien en
considérant un niveau de bruit noté ζ :

s
(k)
i = u

(k)
i (1 +N (0, ζ)) ∀i = 1, ..., nobs ∀k

5.4.1 Identification d’une condition aux limites de Neumann évolu-
tive

Le premier exemple considéré est celui de l’identification d’une condition aux li-
mites de Neumann évolutive. Le problème est représenté sur la Figure 5.5. Afin de
générer les observations ce problème est résolu en considérant un schéma explicite
avec 10 000 pas de temps et une discrétisation spatiale réalisée avec 980 éléments
triangulaires à 3 noeuds. Les observations ainsi générées sont bruitées avec un ni-
veau de bruit de 20% et une fréquence d’échantillonage d’une mesure tous les 100
pas de temps. Ainsi le problème inverse est quant à lui résolu en ne considérant que
100 pas de temps. Dans le tableau 5.2 sont détaillées les valeurs des différents pa-
ramètres considérés pour la résolution du problème d’identification. Sur la Figure 5.6
les résultats de la résolution du problème d’identification obtenus par : (a) filtre de
Kalman Unscented classique ; (b) approche Modified Kalman Filter proposée ici ; sont
représentés en terme de moyenne et de variance. On observe alors que la méthode
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u = ud

ρc, κ

Td(t) =?

capteurs

FIGURE 5.5 – Exemple 1 - problème considéré

Paramètre ρc κ ud ∆t ξ̄(0) C
(0)
ξ Ceξ

Ces

Valeur 5 20 0 1 0 10 · 1 0.01 · 1 0.1 · 1

TABLE 5.2 – Valeurs des paramètres de l’exemple 1 du chapitre 5.

Modified Kalman Filter offre de meilleures performances et ce sur plusieurs aspects.
Tout d’abord en terme d’erreur sur la moyenne du paramètre identifié, on constate que
cette dernière est très proche de la valeur réelle et ce même pour un bruit de mesure
de 20%. Avec le filtre de Kalman Unscented classique la moyenne identifiée s’avère
être beaucoup plus sensible au bruit de mesure, ce qui se traduit par les oscillations
importantes observables. Une autre différence significative sur les résultats obtenus
avec les deux approches est le temps de réponse de la méthode. En effet on observe
qu’outre les fortes oscillations présentes sur la moyenne, dans le cas de l’approche
“classique”, cette dernière a quelques difficultés à identifier le bon paramètre lorsque
ce dernier évolue que ce soit brutalement (au niveau de l’échelon) ou continûment (la
rampe). On observe notamment une erreur de poursuite significative dans le cas de
l’approche par filtre de Kalman Unscented. Or la résolution basée sur l’approche liée
au filtre Modified Kalman Filter offre des temps de réponse beaucoup plus courts ainsi
qu’une erreur en poursuite que l’on pourrait considérer comme négligeable par rapport
à celle commise par la méthode classique.

L’approche basée sur le filtre Modified Kalman Filter semble donc fournir des per-
formances meilleures que l’approche classique et ce pour un coût de calcul online
moindre, presque négligeable, grâce à l’introduction de la réduction de modèle PGD
pour calculer en amont les champs admissibles sous forme paramétrique. Il ne faut
néanmoins pas oublier que la méthode proposée ici, tout comme les approches plus
classiques basées sur les filtres de Kalman, fait intervenir un certain nombre de pa-
ramètres “utilisateur” ayant plus ou moins d’impact sur la qualité de la solution. Ces
différents paramètres sont répertoriés dans le Tableau 5.3.

Afin de quantifier l’impact de ces différents paramètres sur la qualité du processus
de résolution on réalise donc ici différentes études de sensibilité. Dans cette optique
on introduit une mesure d’erreur globale (5.13).

εMKF =
‖ξexact − E [ξMKF ] ‖L2(It)

‖ξexact‖L2(It)
(5.13)
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FIGURE 5.6 – Exemple 1 - comparaison entre filtre de Kalman Unscented classique et
approche Modified Kalman Filter

Paramètres de “tuning” Paramètres “externes”

associés à l’assimilation associés à l’ERC modifiée autres paramètres

Ceξ
(variance de eξ)

Ces (variance de es)
γ (coefficient de pondération)

Σ (bruit de mesure)

TABLE 5.3 – Inventaire des paramètres associés à la méthode Modified Kalman Filter.

Tout d’abord l’influence de la méthode vis-à-vis des variances d’erreur de paramètres
et d’erreur d’observation est représentée sur la Figure 5.7a. On observe alors qu’il
existe très clairement un couple optimal pour ces deux paramètres permettant d’assu-
rer une identification au plus juste. De plus l’erreur commise sur l’identification s’avère
être fortement dépendante de ces valeurs de variance choisies. Sur la Figure 5.7b on
représente l’influence du bruit de mesure et du coefficient de pondération de l’Erreur en
Relation de Comportement modifiée sur la qualité de la solution obtenue. On constate
alors que pour des niveaux de bruit raisonnables la valeur du coefficient de pondération
n’a qu’un impact faible sur la qualité du processus d’identification sauf dans le cas de
valeurs extrêmes de ce dernier. Bien entendu l’influence du niveau de bruit devient pré-
pondérante passé le seuil des 20%. Un autre facteur impactant fortement la qualité de
l’identification réalisée est le nombre de modes PGD retenu pour le calcul des champs
admissibles. Sur la Figure 5.8 on représente l’évolution de l’erreur globale d’identifica-
tion en fonction du nombre de modes PGD. On observe alors, de manière tout à fait
logique, que le nombre de modes PGD utilisé a une influence majeure sur la solution
obtenue. En effet si trop peu de modes sont utilisés le champ admissible reconstruit
n’est alors pas représentatif, introduisant alors une source d’erreur supplémentaire.

Sur la Figure 5.9 on représente les modes spatiaux associés au champ u. On ob-
serve alors que les deux premiers modes ne sont pas représentatifs de la solution du
problème direct mais sont associés à la correction du champ par les mesures. C’est
uniquement à partir du troisième mode que le problème considéré est réellement pris
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FIGURE 5.7 – Exemple 1 - analyse de sensibilité de l’approche Modified Kalman Filter
à différents paramètres
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FIGURE 5.8 – Exemple 1 - Influence du nombre de modes PGD

en compte dans la construction de la solution.

Remarque 18. Étant donnée la relative simplicité et régularité de ce premier exemple,
peu de modes sont nécessaires pour construire une solution PGD de bonne qualité.
Dans la suite nous allons voir que ce n’est pas toujours le cas et que suivant le pro-
blème considéré il peut être nécessaire de déterminer un nombre beaucoup plus im-
portant de modes.

5.4.2 Identification de paramètres matériau
Le second exemple que l’on considère est celui de l’identification de conductivités

thermiques dans un matériau multi-couches. Il s’agit donc dans cet exemple d’identifier
des paramètres constants. Le problème considéré est représenté sur la Figure 5.10.
Tout comme pour l’exemple précédent, les observations sont générées en résolvant le
problème direct avec les vraies propriétés matériaux et en considérant une discrétisa-
tion temporelle avec 10 000 pas de temps et une discrétisation spatiale constituée de
148 éléments triangulaires à trois nœuds. La fréquence d’échantillonage considérée
est alors d’une mesure tous les 100 pas de temps et on introduit un niveau de bruit de
10%. Dans le Tableau 5.4 sont données les valeurs des paramètres utilisées pour la
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(a) Mode 1 (b) Mode 2 (c) Mode 3

(d) Mode 4 (e) Mode 5 (f) Mode 6

FIGURE 5.9 – Exemple 1 - Modes spatiaux de la décomposition PGD

démarche d’identification.

u = ud

κ1 ? κ2 ? κ3 ? κ4 ?qd

capteur

FIGURE 5.10 – Exemple 2 - problème considéré

Paramètres ρc ud qd ∆t ξ̄(0) Cξ
(0) Ceξ

Ces

Valeurs 10 0 20 1 [4, 4, 4, 4]T 4 · 1 0.1 · 1 0.1 · 1

TABLE 5.4 – Valeurs numériques des paramètres de l’exemple 2 — Identification d’un
matériau multi-couches

Sur la Figure 5.11 on représente les résultats en terme de moyenne et de variance
pour les quatre conductivités thermiques identifiées : (a) par filtre de Kalman Uns-
cented classique ; (b) par l’approche filtre de Kalman Modified. On observe alors un
écart encore plus flagrant que dans l’exemple précédent au niveau des résultats ob-
tenus. Tout d’abord en terme de stabilité et de convergence de la solution obtenue on
constate que les valeurs moyennes identifiées par l’approche Modified Kalman Filter
sont beaucoup plus proches et stables que celles obtenues par la méthode classique.
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Ensuite en terme de variance, la méthode classique fournit dans ce cas des valeurs
de variance relativement élevées notamment pour les derniers paramètres tandis que
l’approche modifiée donne des valeurs extrêmement faibles traduisant une confiance
dans la solution obtenue élevée. Le fait que la qualité de l’identification pour les deux
derniers paramètres soit moins bonne que pour les deux premiers s’explique de par
la nature instationnaire du problème. Ainsi les deux dernières couches sont celles qui
voient l’information arriver le plus tard. Si l’intervalle de temps considéré est augmenté,
les valeurs identifiées pour ces deux paramètres gagneraient sans aucun doute en pré-
cision.
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FIGURE 5.11 – Exemple 2 - comparaison entre filtre de Kalman Unscented classique
et approche Modified Kalman Filter
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Cet exemple a également été l’objet d’une étude paramétrique afin de quantifier
l’influence du nombre et de la position des capteurs sur la solution du problème d’iden-
tification. Nous avons considéré pour cette étude les six configurations de capteurs
présentées sur la Figure 5.12.

κ1 κ2 κ3 κ4

(a) configuration 1

κ1 κ2 κ3 κ4

(b) configuration 2

κ1 κ2 κ3 κ4

(c) configuration 3

κ1 κ2 κ3 κ4

(d) configuration 4

κ1 κ2 κ3 κ4

(e) configuration 5

κ1 κ2 κ3 κ4

(f) configuration 6

FIGURE 5.12 – Exemple 2 - analyse de sensibilité à la position des capteurs - configu-
rations étudiées

Pour chacune de ces configurations le problème d’identification a été résolu à l’aide
de l’approche filtre de Kalman modified et l’évolution de la moyenne de chacun des
paramètres obtenue est représentée sur la Figure 5.13. On observe alors, comme on
pouvait s’y attendre, que le nombre et la position des capteurs a un impact significatif
sur la qualité des estimations réalisées. Un autre point intéressant est que, suivant
la configuration choisie, certains paramètres sont correctement identifiés tandis que
d’autres ne le sont pas du tout. Par exemple avec la configuration 2 seulement le
paramètre κ1 est correctement identifié alors qu’il n’y a pas de mesures dans la couche
associée.
Remarque 19. Afin d’assurer un placement optimal des capteurs différentes approches
existent dans la litérature. On peut citer notamment : les approches basées sur l’ana-
lyse du Grammien d’observabilité [Reynier and Abou-Kandil, 1999], les méthodes ba-
sées sur la notion d’entropie d’information [Papadimitriou, 2004], ou encore les dé-
marches basées sur l’utilisation de l’adjoint [Alekseev and Navon, 2010].
Remarque 20. Une autre piste envisageable et qu’il serait intéressant d’investiguer à
l’avenir serait d’utiliser les modes spatiaux d’une décomposition PGD du problème
direct pour déterminer les positions optimales des capteurs. De plus une telle ap-
proche offrirait l’avantage de permettre la mise en place de stratégie de placement
selon une quantité d’intérêt en utilisant des décompositions PGD telles qu’introduites
dans [Billaud-Friess et al., 2014].

5.4.3 Identification d’une source thermique mobile
Le dernier exemple considéré dans ce chapitre est l’identification d’une source de

chaleur localisée et mobile. On considère donc un problème de thermique instation-
naire où le terme source de chaleur s’exprime sous la forme (5.14).

f(x,xc) = sinc2 (π|xc(t)− x|) (5.14)
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FIGURE 5.13 – Exemple 2 - analyse de sensibilité à la position des capteurs - résultats

xc(t) désigne le centre de la source et est une fonction du temps. Le problème inverse
à résoudre est alors de reconstruire l’évolution temporelle de xc. La structure et les
conditions aux limites considérées sont représentées sur le Figure 5.14. Les différents

u
=

0

u
=

0
f(x,xc)

capteur

FIGURE 5.14 – Exemple 3 - problème considéré

paramètres pour résoudre le problème de recalage de modèle sont fournis dans le
Tableau 5.5.

Paramètre ρc κ ud ∆t ξ̄(0) Cξ
(0) Ceξ

Ces

Valeur 10 20 0 1 [5, 1]T
[
0.2 0
0 0.1

]
0.01 · 1 0.005 · 1

TABLE 5.5 – Valeurs numériques des paramètres de l’exemple 3

Afin de mettre en œuvre la démarche de résolution par Modified Kalman Filter il
est nécessaire de calculer les décompositions PGD des champs admissibles en consi-
dérant entre autres le paramètre xc comme extra-coordonnée. Or ce dernier apparaît
dans le terme source au travers d’une norme faisant intervenir la coordonnée spatiale
x. Il est donc nécessaire de réaliser une étape préliminaire afin d’exprimer le terme
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source f(x,xc) sous une forme à variables séparées (5.15).

f(x,xc) '
ns∑
i=1

Fi(xc) ·Gi(x) (5.15)

En pratique la démarche mise en œuvre pour écrire la décomposition (5.15) connais-
sant la fonction f(x,xc) est exactement la même que celle présentée dans la cadre
de la compression de données dans le chapitre 2. L’idée ici est donc d’évaluer la fonc-
tion source pour toutes les positions spatiales possibles, conformément aux maillages
considérés, et de réaliser une décomposition en valeurs singulières (SVD). Une fois
cette décomposition obtenue nous pouvons alors déterminer les champs admissibles
sous forme paramétrique et démarrer le processus d’identification. Contrairement aux
exemples précédents le problème considéré ici est relativement singulier. Afin de
construire une solution PGD satisfaisante il est donc nécessaire de déterminer un
nombre de modes conséquent, à savoir pour ce problème 100 modes sont néces-
saires. Sur la Figure 5.15 nous avons représenté : (a) les 20 premiers modes spa-
tiaux associés au champ u ; (b) les 20 premiers modes associés au paramètre xc pour
la décomposition du champ u. La différence notable avec les décompositions précé-
demment effectuées est que le paramètre considéré n’est pas scalaire mais vectoriel,
xc ∈ R2.

(a) Modes spatiaux (b) Modes associés au centre de la
source mobile

FIGURE 5.15 – Exemple 3 : les 20 premiers modes PGD en espace (gauche) et en
coordonnées de la source thermique (droite).

Les résultats obtenus par l’approche filtre de Kalman Modified sont représentés sur
la Figure 5.16 en considérant un bruit de mesure de 10%. On observe alors que les
résultats du processus d’identification ne sont pas d’aussi bonne qualité que dans les
exemples précédents. Néanmoins étant donné le niveau de bruit et le faible nombre
d’observations réalisées l’estimation du centre de la source reste acceptable (10% d’er-
reur sur l’estimation de la position de la source). De plus on observe encore une fois
un temps de réponse relativement court vis-à-vis des changements brusques de para-
mètres. La baisse de qualité s’explique de par le fait que le chargement du problème est
relativement singulier. En effet, on rappelle que dans la décomposition PGD construite
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il est nécessaire de projeter la condition initiale sur une base réduite. Or de par les
limitations actuelles de la PGD il n’est possible de considérer qu’un nombre réduit (en-
viron 20) de paramètres. De ce fait pour cet exemple la base réduite pour la projection
de la condition initiale a été fortement tronquée introduisant ainsi une source d’erreur
supplémentaire. En d’autres termes, la troncature de la base de projection de la condi-
tion initiale entraîne une mauvaise représentation de cette dernière dans l’évalution
de la décomposition PGD ; cela crée ainsi une source de corruption de la qualité du
processus d’identification.
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FIGURE 5.16 – Exemple 3 - Résultats du problème de recalage de modèle par l’ap-
proche Modified Kalman Filter

5.5 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons mis en place une démarche d’identification basée

sur l’utilisation des méthodes d’assimilation de données, plus particulièrement du filtre
de Kalman Unscented. Afin de fournir une estimation robuste vis-à-vis des bruits de
mesure, nous avons choisi de définir un nouvel opérateur d’observation basé sur le
concept d’Erreur en Relation de Comportement. Afin de réduire drastiquement les
temps de résolution du problème inverse la réduction de modèle PGD a été employée
ici afin de construire sous forme paramétrique les champs admissibles au sens de
l’ERC modifiée. Dans cette décomposition PGD calculée dans une phase offline de
nombreux paramètres sont à prendre en compte en tant qu’extra-coordonnées :

1. les coordonnées spatiales ;
2. la variable de temps ;
3. les valeurs des observations ;
4. les paramètres du modèle que l’on cherche à recaler ;
5. la condition initiale, projetée sur une base réduite.

Un tel paramétrage des champs admissibles entraîne alors le calcul de décomposition
PGD ayant un grand nombre de paramètres avoisinant les limites actuelles de cette
méthode.

Le processus d’identification ainsi formulé offre deux avantages notables par rap-
port aux méthodes d’assimilation de données plus classiques comme les filtres de
Kalman :
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Robustesse : il est montré dans les deux premiers exemples de ce chapitre que l’ap-
proche Modified Kalman Filter s’avère beaucoup plus robuste aux données cor-
rompues que l’identification basée sur un filtre de Kalman plus classique. Cette
robustesse est à attribuer à l’utilisation de la fonctionnelle Erreur en Relation
de Comportement modifiée qui de par sa formulation permet de considérer des
bruits de mesure plus élevés que les autres méthodes.

Coût online : l’utilisation de la réduction de modèle PGD pour construire en amont de
l’identification l’état du système sous une forme totalement paramétrique permet
de supprimer toutes les opérations les plus coûteuses du processus d’identifica-
tion en les remplaçant par une simple évaluation de fonctions. De cette manière
la phase online de la résolution du problème d’identification ne coûte presque
plus rien permettant ainsi de réaliser le recalage de modèle en temps réel.

Néanmoins l’approche que l’on propose, telle que formulée dans ce chapitre, pré-
sente des limitations dues aux restrictions associées à l’utilisation de la réduction de
modèle PGD. En effet comme on a pu le voir dans le dernier exemple le nombre limité
d’extra-coordonnées pouvant être prises en compte entraîne une dégradation rapide
de la solution PGD dès que l’on considère des problèmes assez singuliers et donc
nécessitant une projection de la condition initiale sur un nombre élevé de modes. De
la même manière il n’est pas possible dans cette version de considérer comme para-
mètre du modèle à recaler un champ étant donné le nombre de variables important
qu’il serait alors nécessaire de paramétrer. On propose dans le chapitre suivant une
adaptation de la méthode Modified Kalman Filter à ce cas de figure où l’inconnue du
problème d’identification est un champ de paramètres.



Chapitre

6
Extension à l’identification de champs

de paramètres

6.1 Introduction
Dans ce chapitre on propose de mettre en place une extension de la méthode Mo-

dified Kalman Filter, développée dans le Chapitre 5, pour la résolution des problèmes
inverses faisant intervenir des champs de paramètres. En effet, nous avons montré
qu’avec l’approche développée on ne peut que traiter des problèmes de recalage de
modèle mettant en jeu quelques paramètres discrets. Cette limitation provient de deux
éléments : (i) l’aspect bayesien de l’assimilation de données, qui nécessite de réaliser
un tirage de 2nξ + 1 éléments ; (ii) l’utilisation de la réduction de modèle PGD, qui ne
permet de construire des solutions paramétriques que pour un nombre limité de para-
mètres. Les deux facteurs limitants sont donc associés à la dimension de l’espace des
paramètres. Par exemple dans le cas où le champ considéré est un champ défini par
élément, ce qui est le cas dans beaucoup de problèmes, le nombre de paramètres à
recaler est directement lié au nombre d’éléments constituant le maillage, ce qui dans
le cas de structures complexes peut conduire à plusieurs centaines de milliers de pa-
ramètres. On ne peut donc pas raisonnablement envisager d’appliquer les approches
classiques de résolution des problèmes inverses dans ce cas.

Or les problématiques d’identification de champs sont aujourd’hui de plus en plus
présentes dans le cadre des problèmes inverses. On peut par exemple citer [Barba-
rella et al., 2016] où le concept d’Erreur en Relation de comportement est utilisé pour
l’identification de défauts dans des matériaux composites “low-cost”. Toujours basé sur
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée, le problème d’identification de champs
de propriétés matériau a été traité dans [Bonnet and Aquino, 2015]. Une autre applica-
tion, dans le cadre de la géophysique, est par exemple l’identification des strates d’un
sol traité à l’aide de la réduction de modèle PGD dans [Signorini et al., 2017].

Afin de s’affranchir du coût de calcul prohibitif provenant de la dimension de l’es-
pace des paramètres la démarche que l’on choisit de mettre en place, inspirée des
travaux de Bangerth [Bangerth, 2008, Bangerth and Joshi, 2008], repose sur une sé-
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paration des discrétisations spatiales et la mise en place d’un remaillage adaptatif. Plus
précisément nous allons distinguer : (i) le maillage servant à calculer l’état du système,
suffisamment fin pour s’affranchir des erreurs de discrétisation ; (ii) le maillage de para-
mètres servant à discrétiser spatialement le champ de paramètres. L’idée est alors de
prendre un maillage de paramètres initialement grossier, conduisant ainsi à un faible
nombre de paramètres, et au cours du processus d’assimilation de le raffiner afin d’en-
richir la représentation spatiale.

Dans la littérature il n’existe que peu de travaux introduisant les notions de re-
maillage dans le cadre des problèmes inverses. On peut citer tout d’abord les travaux
de Becker et Vexler [Becker and Vexler, 2005] où un estimateur d’erreur a posteriori
est utilisé pour la validation de modèle. Dans [Becker and Vexler, 2005] la validation de
modèle est définie comme la résolution d’un problème inverse associé à une quantité
d’intérêt. Les autres travaux basés sur la notion de remaillage pour la résolution de pro-
blèmes inverses sont ceux de Bangerth [Bangerth, 2008, Bangerth and Joshi, 2008]
ensuite repris dans [Puel and Aubry, 2011]. Dans ces travaux le principe de séparation
des discrétisations est introduit ainsi que l’utilisation d’estimateurs d’erreur a posteriori
pour l’adaptation du maillage servant à représenter le champ de paramètres.

La démarche que l’on propose est de reprendre le principe de séparation des dis-
crétisations pour le calcul d’état et la représentation du champ de paramètres. L’idée
est alors d’adapter le maillage des paramètres au fur et à mesure du processus d’iden-
tification. La différence majeure avec ce qui est réalisé dans [Bangerth and Joshi,
2008, Puel and Aubry, 2011] provient du fait que l’on intègre ici cette démarche dans
le processus d’assimilation de données du Chapitre 5. La difficulté est alors de dé-
terminer comment exploiter la réduction de modèle PGD en considérant un problème
à très grand nombre de paramètres. La solution que l’on retient et qui est présentée
dans la partie 6.2.2 est d’utiliser la PGD non plus de manière classique comme une
méthode de réduction de modèle mais de l’exploiter en tant que solveur multi-linéaire
itératif recyclable.

Remarque 21. A la fin de ce chapitre on présentera les tout premiers résultats obtenus
à l’aide de cette approche. Pour diverses raisons que l’on détaillera en fin de ce cha-
pitre, les quelques cas traités représentent plus une Preuve de Concept qu’une étude
complète.

6.2 Séparation entre espace d’état et de paramètres —
Aspects théoriques de la démarche

6.2.1 Réduction de l’espace des paramètres
Afin de réduire la dimension de l’espace des paramètres, potentiellement très

grande pour les problématiques d’identification de champs, on introduit dans l’ap-
proche Modified Kalman Filter une séparation des discrétisations. On définit les deux
maillages suivants :

MaillageMu dit maillage d’état, utilisé pour le calcul de l’état du système. Ce maillage
est donc relativement fin afin de s’affranchir des erreurs de discrétisation dans les
calculs éléments finis.
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MaillageM(k)
ξ dit maillage de paramètres, utilisé pour représenter spatialement le

champ de paramètres. Ce maillage est initialement grossier et fera l’objet d’un
raffinement au cours du processus d’assimilation de données.

De cette manière la taille de l’espace des paramètres est indépendante de la taille du
maillage dédié au calcul de l’état de la structure. De plus en jouant sur les paramètres
du processus d’adaptation de maillage nous allons pouvoir, dans une certaine mesure,
contrôler le nombre d’inconnues du problème d’identification. Étant donnée la définition
retenue pour le système dynamique dans le cadre de l’approche Modified Kalman
Filter la séparation état/paramètre apparaît naturellement. En effet, dans le système
dynamique utilisé (6.1) la première équation ne porte que sur les paramètres tandis
que la seconde équation concerne le modèle et donc l’état du système.ξ(k+1) = ξ(k) + e(k)

ξ

s(k+1) = H(k+1)(ξ(k+1)) + e(k+1)
s

(6.1)

Deux questions se posent alors. Tout d’abord comment fait-on communiquer les
deux maillages ? En effet la séparation des discrétisations entraîne une séparation des
supports d’information, or il est nécessaire pour réaliser le processus d’identification
que l’information (état du système, paramètres, ...) puisse transiter d’une discrétisation
à l’autre. Cela va donc nécessiter de mettre en place un certain nombre d’opérations
de projection de champs entre deux maillages non-conformes. Les détails et outils que
l’on a mis en place pour ces opérations de projection sont détaillés dans la partie 6.3.
Le second point d’interrogation est quel critère choisir pour le processus d’adaptation
de maillage. En effet lorsque l’on parle d’adaptation de maillage, on doit nécessaire-
ment définir un critère/objectif d’adaptation. Dans le cadre des calculs éléments finis
“classiques” ce critère est l’erreur de discrétisation et de nombreux outils, les estima-
teurs d’erreur, existent dans la littérature. On peut notamment citer les estimateurs
basés sur le résidu d’équilibre [Babuska and Miller, 1987] ou encore ceux basés sur le
concept d’Erreur en Relation de Comportement [Ladevèze and Pelle, 2006]. L’idée que
l’on va exploiter ici est que l’on calcule l’état du système comme un champ admissible
au sens de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée. Or cette fonctionnelle s’ex-
prime comme la somme de l’erreur de modèle (Erreur en Relation de Comportement)
et de l’erreur d’observation (écart aux mesures) :

E2
m = 1

2

∫
It

∫
Ω

(π − Cε(u))T C−1 (π − Cε(u)) dxdt︸ ︷︷ ︸
Erreur de modèle

+γ 1
2

∫
It
‖Πu− s‖2dt︸ ︷︷ ︸

Erreur d’observation

(6.2)

On connaît les champs admissibles u et π puisqu’ils sont calculés pour déterminer
l’état du système. Ainsi la carte d’erreur que l’on va considérer ici pour le processus
d’adaptation de maillage est construite à partir de l’évaluation par élément du terme
d’erreur de modèle de la fonctionnelle ERC modifiée (6.3). Le fait que l’on connaisse
les champs admissibles nous permet ainsi de construire une carte d’erreur à moindre
coût, uniquement le coût de l’intégration temporelle.

εe = 1
2

∫
It

∫
Ωe

(π − Cε(u))T C−1 (π − Cε(u)) dxdt ∀Ωe ⊂ Ω (6.3)

Un avantage supplémentaire à l’utilisation d’une telle carte d’erreur provient du fait que
les champs utilisés sont admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Comportement
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modifiée et non pas de l’Erreur en Relation de comportement classique. Or comme on
l’a déjà mis en évidence dans les chapitres précédents les champs admissibles au
sens de l’ERC modifiée sont impactés par les observations. Ainsi la carte d’erreur que
l’on obtient est elle aussi impactée par ces observations. La carte d’erreur construite
est donc dépendante des observations. Cette carte étant déterminée par élément sur
le maillage d’étatMu, il sera nécessaire de la projeter sur le maillage des paramètres
afin de réaliser le processus d’adaptation.

Une difficulté supplémentaire, associée au fait que l’on se place dans un contexte
d’assimilation de données, est le choix du pas de temps du processus à partir duquel il
est pertinent de procéder à un raffinement du maillage de paramètres. Contrairement
aux approches présentées dans [Bangerth and Joshi, 2008, Puel and Aubry, 2011], qui
sont des approches globales en temps, la méthode que l’on propose est incrémentale.
En terme d’interprétation cela signifie que le maillage, et donc la représentation du
champ de paramètres, n’est pas le même à tous les instants. Or dans le contexte d’as-
similation de données il est nécessaire de laisser le temps au processus d’assimilation
d’utiliser l’information à disposition sans venir le perturber avec des changements de
discrétisation des paramètres successifs. En effet dans une approche globale en temps
le changement de maillage des paramètres ne pose pas de problème particulier puis-
qu’il se répercute sur tout l’intervalle de temps. Ici, le changement de discrétisation
est définitif dans le sens où tout instant déterminé avec une discrétisation ne sera pas
impacté par les adaptations futures. Il est donc nécessaire de trouver un juste milieu
entre processus d’assimilation et adaptation du maillage de paramètres. Afin de ré-
soudre ce problème l’approche choisie ici, et quelque peu empirique, est de regarder
l’évolution de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée au cours
du processus d’assimilation de données. Dans les faits on considère que si l’Erreur en
Relation de Comportement modifiée croît depuis 5 pas de temps il est nécessaire de
lancer un processus d’adaptation, voir l’Algorithme 7.

Algorithm 7: Contrôle de l’execution d’un pas de temps avec raffinement du
maillage de paramètres

if E (k+1)
m − E (k)

m > 0 then
erreur_augmente += 1

end
if erreur_augmente == 5 then

Exécution d’un pas adaptatif
end

Remarque 22. Il serait intéressant dans des travaux futurs d’établir un critère plus
systématique de mise en œuvre d’un pas adaptatif. Une piste d’étude possible serait
de se baser sur une analyse de la matrice de variance-covariance de paramètres à
chaque pas de temps du processus d’assimilation de données.

6.2.2 PGD, réduction de modèle ou solveur multi-linéaire ?
En introduisant la séparation des discrétisations spatiales on réalise donc une ré-

duction et un contrôle du nombre de paramètres à considérer dans notre problème
inverse. Néanmoins la dimension de l’espace des paramètres reste trop importante
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pour envisager d’utiliser la réduction de modèle PGD pour construire l’état du système
sous forme paramétrique comme nous l’avons fait dans le chapitre 5. On rappelle que
le calcul des champs admissibles est une étape très coûteuse car elle passe par la
résolution d’un problème couplé direct-rétrograde en temps. Il est donc nécessaire de
réduire la complexité de cette étape de calcul afin de tendre vers un processus d’iden-
tification rapide. Pour ce faire nous allons conserver la réduction de modèle car cette
dernière permet, de par la représentation à variables séparées introduite, de décou-
pler les problèmes en espace et en temps. Cette séparation permet alors de traiter
à moindre coût l’aspect direct-rétrograde en temps. Ainsi afin de minimiser le coût
de calcul des champs admissibles on utilise la réduction de modèle PGD seulement
en considérant une décomposition espace-temps. En utilisant ensuite la construction
d’une solution PGD espace-temps comme présentée dans le chapitre 4 on obtient les
champs admissibles sans avoir à résoudre le système matriciel unique espace-temps,
ce qui d’un point de vue coût de calcul est préférable.

u(k−1:k) =
M∑
i=1
uti ⊗ uxi (6.4)

Le point potentiellement litigieux est associé à l’utilisation de l’algorithme Greedy et
du point fixe interne pour la construction de la décomposition PGD. En effet suivant le
problème considéré, le nombre de modes et/ou le nombre d’itérations du point fixe par
mode peut devenir assez grand et ainsi entraîner des coûts de calcul non négligeables.
Afin de se prémunir de cela la stratégie mise en place est une stratégie basée sur un
recyclage des décompositions PGD déjà calculées précédemment, cette approche est
dans le même esprit que ce qui est réalisé avec la méthode LaTIn dans [Boucard
and Champaney, 2003]. L’idée est donc de considérer qu’entre deux pas de temps
du processus d’assimilation de données le problème que l’on cherche à résoudre n’a
pas énormément évolué. Ainsi les décompositions PGD associées à u(k−1:k) et u(k:k+1)

n’ont pas de raison particulière d’être totalement différentes l’une de l’autre. De ce
fait le principe de recyclage des décompositions PGD mis en place ici est d’initialiser
les différents points fixes associés au calcul de u(k:k+1) par les modes respectifs pro-
venant de u(k−1:k) et ainsi en utilisant cette initialisation d’accélérer la convergence.
Afin de commencer le processus de recyclage dès le premier pas de temps du pro-
cessus de résolution, on calcule en amont (phase offline) les décompositions PGD
des champs admissibles pour les valeurs d’initialisation du champ de paramètres en
essayant d’obtenir une convergence très fine des points fixes.

6.2.3 Synthèse du filtre de Kalman Modified avec adaptation
Finalement, le principe de séparation des discrétisations et d’adaptation du

maillage des paramètres vient en complément de l’approche Modified Kalman Filter
de base de la manière présentée sur la Figure 6.1. On retrouve alors l’élément central
qui correspond à un pas de temps “classique” de l’approche Modified Kalman Filter et
les opérations additionnelles provenant de la séparation des discrétisations se greffent
en amont et en aval.

Il ne faut néanmoins pas oublier que les quantités considérées dans le processus
de résolution du problème inverse ne sont pas nécessairement définies sur les mêmes
supports du fait de la séparation des discrétisations. Il est donc nécessaire de prendre
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ξ(k) ∈ M(k)
ξ ξ(k) ∈ Mu u, q ∈ Mu

ξ(k+1) ∈ M(k)
ξ

εe ∀e ⊂ Mu

ε̃e ∀e ⊂ M(k)
ξξ(k+1) ∈ M(k+1)

ξ

Etape MKF classique

Projection
Calcul des

Chps. Adm.
M.A.J
paramètres

Carte d’erreur

Projection

Remaillage

Projection

FIGURE 6.1 – Flux d’information de la méthode Modified Kalman Filter avec adaptation

en compte les différentes opérations de projection, du maillage d’état vers le maillage
de paramètre et vis-versa. Pour ce faire l’intégralité des opérations nécessaires à la
réalisation d’un pas de temps avec adaptation du processus d’assimilation de données
est schématisée sur la Figure 6.2.

6.3 Technicité de l’approche proposée
6.3.1 Les outils nécessaires

L’approche d’assimilation de données avec adaptation de maillage que l’on pro-
pose nécessite donc la réalisation de quelques opérations techniques, à savoir la pro-
jection de champs entre deux maillages non-conformes ainsi que le raffinement/dé-
raffinement de discrétisation. Afin de réaliser ces deux opérations la solution retenue
est d’utiliser un logiciel “clé en main” ici la plateforme Salome [SAL]. Ce choix s’ex-
plique par différentes raisons :

1. Salome est un logiciel libre 1 totalement scriptable en Python ;

2. Salome dispose d’une librairie dédiée aux opérations de projection de champs
proposant de nombreuses configurations : nœuds à nœuds, éléments à élé-
ments, nœuds aux éléments, ... De plus la librairie est écrite en C++, offrant
ainsi de bonnes performances, et disposant d’une surcouche Python ;

3. enfin Salome dispose d’un module d’adaptation de maillage (HOMARD) gérant
les opérations de raffinement/dé-raffinement et disposant de nombreuses options
d’utilisation.

Étant donné que potentiellement de nombreux appels à Salome peuvent être effec-
tués au cours du processus de résolution, il a semblé pertinent de chercher à mettre en
place une démarche “intelligente” au niveau de l’implémentation et du couplage entre
le code de calcul et la plateforme Salome. Pour cela on a mis en place une stratégie
client-serveur où au début du processus de résolution une instance de Salome est
lancée en tâche de fond et le code de calcul s’y connecte via un pipe.

Remarque 23. On tient à bien insister sur le fait que l’implémentation client-serveur a
été faite sans utiliser le serveur CORBA, noyau de la plateforme Salome.

1. Distribué sous licence GNU LGPL.
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M(k)
ξ

ξ(k)−−−→ M(k+1)
ξ

ξ̂(k+1) = ξ(k)

Ĉ
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(k)
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∑2nξ+1

j=1 ωcj

(
v
(k+1)
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)(
v
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)T
+ Ces

C
(k+1)
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(k+1)
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FIGURE 6.2 – Synthèse de la méthode Modified Kalman Filter avec adaptation du
maillage des paramètres

La gestion des communications client-server, de l’échange d’information et des
opérations de remaillage/projection se fait de la manière suivante lorsqu’un pas avec
remaillage est requis par le processus de résolution :

1. écriture de la carte d’erreur dans un fichier MED ;

2. envoi d’un jeu d’instructions à Salome ;
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3. raffinement et calcul des opérateurs de projection ;

4. écriture du nouveau maillage dans un fichier MED et des opérateurs de projection
dans des fichiers Matrix Market ;

5. lecture par le code de calcul du nouveau maillage de paramètres et des opéra-
teurs de projection.

Le fait de passer par des écritures de fichiers sur disque pourrait sembler être un
élément très pénalisant. Cependant ce n’est pas le cas et ce grâce aux formats de
fichier utilisés à savoir le format MED pour tout ce qui est maillage et champs, et le
format “matrix market” pour les opérateurs de projection. Comme présenté dans le
chapitre 4 le format de fichier MED permet de stocker rapidement et dans un seul et
unique fichier de grandes quantités de données.

Remarque 24. Afin d’utiliser Salome, il a été nécessaire de formater les entrées/sorties
du code de calcul pour pouvoir utiliser le format de fichier MED. Plutôt que de se
brancher directement sur la librairie MED officielle il a été choisi ici, pour des raisons
de simplicité, de développer un module Python nommé pyMEDio de lecture-écriture de
fichier MED. Ce module est compatible avec Python 2.7+ et 3.X et est disponible sous
licence GNU LGPL à l’adresse https://github.com/basileMarchand/pyMEDio.

6.3.2 Raffinement de maillage
Le premier point technique est donc la réalisation de l’adaptation de maillage. Pour

cela, on a présenté comment à partir des champs admissibles calculés afin de dé-
terminer l’état du système on peut construire une carte d’erreur en évaluant le terme
d’erreur de modèle de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée.
Ainsi la carte d’erreur est un champ défini par élément de la manière suivante :

εe = 1
2

∫
It

∫
Ωe

(π − Cε(u))T C−1 (π − Cε(u)) dxdt ∀Ωe ⊂ Ω (6.5)

La question apparaissant alors est comment à partir d’une carte d’erreur effectuer une
adaptation de maillage. Pour ce faire différentes approches existent dans la littérature,
les plus répandues étant :

— le h-raffinement, où l’on vient diminuer la taille caractéristique des éléments
contribuant le plus à l’erreur ;

— le r-raffinement, où l’on travaille à nombre d’éléments fixe mais où l’on déplace
les noeuds du maillage afin de minimiser l’erreur globale.

La méthode d’adaptation mise en œuvre dans Salome est “plus simple” puisqu’il s’agit
d’une approche par découpage et concaténation d’éléments (approche split-merge).
Par exemple un élément quadrangulaire à 4 noeuds va être transformé en 4 éléments
triangulaires à 3 noeuds, ou bien un élément hexaédrique à 8 noeuds donnera 8 élé-
ments tétraédriques à 4 noeuds. Pour une description détaillée du processus de décou-
page/concaténation d’éléments le lecteur est invité à se référer à [Nicolas and Fouquet,
2013]. Le choix des éléments à découper dans le cas du raffinement et à concaténer
dans le cas du dé-raffinement peut se faire selon différents critères dans le module
Homard :

https://github.com/basileMarchand/pyMEDio
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Valeur absolue ou relative de l’erreur : on fournit une carte de valeurs absolues ou
relatives de l’erreur de discrétisation et l’on se fixe un seuil haut et un seuil bas.
Tous les éléments en dehors de ces bornes sont impactés par le processus de
remaillage, c’est-à-dire sont soit découpés, soit concaténés.

Pourcentage d’éléments : on fournit également en entrée une carte d’erreurs rela-
tives ou absolues et on va séparer X% des éléments contribuant le plus à l’erreur
globale et concaténer Y% des éléments contribuant le moins à l’erreur globale.

Discontinuité de champ : dans ce cas on fournit un champ par élément et le principe
est de diviser les éléments où la discontinuité du champ entre les éléments est
la plus grande.

La stratégie que l’on choisit est d’imposer que 20% des éléments contribuant le plus
à l’erreur globale sont découpés tandis que les 20% contribuant le moins sont conca-
ténés. Cette valeur de 20% est déterminée de manière empirique, elle permet dans
les cas traités de conserver un nombre d’éléments dans le maillage de paramètres, et
donc un nombre de paramètres scalaires, raisonnable vis-à-vis du coût de calcul tout
en offrant de bonnes performances en terme de qualité du processus d’identification.

6.3.3 Projection de champs
Le second point technique nécessaire à la mise en place de la démarche adaptative

provient des opérations de projection que l’on doit réaliser pour transférer l’information
entre le maillage d’état et le maillage de paramètres. Dans le cadre de ce travail nous
n’avons considéré que le cas de champs de paramètres définis uniquement par élé-
ment. Ce cas de figure correspond à de nombreuses configurations considérées pour
les problématiques d’identification de champs de paramètres. De ce fait les opérations
de projection que l’on doit réaliser sont uniquement des projections de champs par
élément. Les quantités nécessitant des opérations de projection sont les suivantes :

— projection de la carte d’erreur du maillage d’état Mu vers le maillage de para-
mètresM(k)

ξ ;

— projection du champ de paramètres du maillage de paramètres M(k)
ξ vers le

maillage d’étatMu ;

— projection du champ de paramètres (moyenne et matrice de variance-covariance)
du maillage de paramètresM(k)

ξ vers le maillage de paramètres raffinéM(k)
ξ .

La projection d’un champ défini par élément entre deux maillages est une opération
géométrique basée principalement sur un calcul d’aires d’intersection entre éléments.
On peut formaliser la construction de l’opérateur de projection entre deux maillages
non-conformes de la manière présentée dans l’Algorithme 8.
Remarque 25. La démarche d’assimilation de données avec adaptation du maillage
de paramètres que l’on développe ici peut tout à fait être appliquée dans le cadre de
champs de paramètres définis au noeuds bien qu’elle ne l’ait pas été ici. Il est tout à
fait possible avec Salome de projeter des champs définis aux noeuds.

On constate alors que la construction de l’opérateur de projection est une opé-
ration qui peut rapidement devenir très coûteuse. Néanmoins, telle qu’implémentée
dans MEDCouplingRemapper et étant donnés les exemples considérés dans ce cha-
pitre, l’étape de construction des opérateurs de projection ne représente pas un coût
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Algorithm 8: Algorithme de construction d’un opérateur de projection d’un champ
par élément entre deux maillages non-conformes

P = Zero(n(1)
e , n(2)

e ) // Initialisation de l’opérateur de projection
// Boucle sur les éléments deM1
for i = 1, ..., n(1)

e do
// Boucle sur les éléments deM2
for j = 1, ..., n(2)

e do
if e

(i)
1 ∩ e

(j)
2 6= {∅} then

Calcul des points d’intersection entre e(i)
1 and e(j)

2
Identification des noeuds de e(i)

1 inclus dans e(j)
2

Identification des noeuds de e(j)
2 inclus dans e(i)

1
Construction du polygone défini par l’ensemble des points identifiés
Calcul de l’aire du polygone, notée Aij
P[i, j] = Aij

end
end

end

de calcul pénalisant dans la démarche d’identification. Une interprétation graphique de
l’Algorithme 8 est proposée sur la Figure 6.3.

L’opérateur de projection construit dans l’Algorithme 8 correspond à la matrice que
l’on récupère en sortie de Salome. Une subtilité à ne pas oublier est que la matrice
de projection ainsi construite correspond à une projection de champs extensifs. Or
au cours du processus d’identification les champs que l’on projette ne sont pas né-
cessairement extensifs ; la carte d’erreur peut être considérée comme telle mais en
revanche les champs de paramètres ne le sont pas dans la plupart des cas. Une ma-
nière simple de vérifier si un opérateur de projection est construit pour des champs
intensifs ou extensifs est de regarder la valeur de la somme des termes de chaque
ligne. Si cette somme est égale à 1 c’est que l’opérateur est normé et donc construit
pour des champs intensifs, sinon il l’est pour des champs extensifs.

∀i ∈ [1, n(2)
e ]

n
(1)
e∑
j=1

P[i, j]

= 1 projection de champs intensifs
6= 1 projection de champs extensifs

(6.6)

Le passage d’une matrice de projection construite pour des champs extensifs à la
même matrice pour des champs intensifs se fait simplement et sans un énorme surcoût
de calcul en divisant chaque terme de la matrice par la somme des termes de sa
ligne (6.7).

P[i, j] = P[i, j]
n

(1)
e∑
k=1

P[i, k]

∀(i, j) ∈ [1, n(2)
e ]× [1, n(1)

e ] (6.7)

L’opérateur de projection construit, nous avons à disposition tous les outils nécessaires
pour effectuer les projections requises et ainsi mettre en œuvre le processus d’identi-
fication. Néanmoins il est apparu que le transfert de la matrice de variance-covariance
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e
(i)
1 ⊂M1

e
(j)
2 ⊂M2

(a) Deux éléments avec intersection

e
(i)
1 ⊂M1

e
(j)
2 ⊂M2

(b) Calcul des points d’intersection

e
(i)
1 ⊂M1

e
(j)
2 ⊂M2

(c) Identification des noeuds internes

e
(i)
1 ⊂M1

e
(j)
2 ⊂M2

Aij

(d) Calcul de l’aire d’intersection

FIGURE 6.3 – Représentation graphique de la construction de l’opérateur de projection
d’un champ par élément entre deux maillages non conformes

Cξξ pour une discrétisationM(k)
ξ donnée vers une nouvelle discrétisationM(k+1)

ξ pou-
vait présenter quelques difficultés. En effet la première solution que l’on a utilisée, la
plus évidente, était de projeter la matrice de variance-covariance de la manière sui-
vante :

Cξξ = PT

M(k)
ξ
→M(k+1)

ξ

CξξPM(k)
ξ
→M(k+1)

ξ

(6.8)

Or il s’est avéré qu’une telle approche entraînait généralement une perte du caractère
défini-positif de la matrice de variance-covariance après plusieurs itérations et ainsi
une impossibilité de déterminer le nouveau tirage de points pour l’itération suivante.
Une interprétation que l’on donne à ce phénomène est que le fait de transférer la ma-
trice de variance-covariance en se basant sur des opérations purement topologiques
créé des relations, via les termes de covariances, entre des paramètres qui physi-
quement non pas lieu d’être. Ces relations additionnelles viennent alors perturber le
processus d’identification. La solution que l’on propose alors pour éliminer cette per-
turbation est de ne conserver que les termes de variance (les termes diagonaux de la
matrice de variance-covariance). Le transfert se fait alors de la manière suivante :

Cξξ = PT

M(k)
ξ
→M(k+1)

ξ

diag (Cξξ) PM(k)
ξ
→M(k+1)

ξ

(6.9)

Ainsi en utilisant la relation (6.9) pour le transfert, on conserve l’information principale
à savoir la variance des différents paramètres. Cela nous permet alors de ne plus
perdre le caractère défini-positif au cours de l’assimilation de données, même si il est
vrai que se faisant on ralentit légèrement le processus d’identification puisqu’à chaque
adaptation de maillage on élimine une partie de l’information acquise, à savoir les
termes de covariance.



120

Une autre piste envisagée pour résoudre ce problème de perte du caractère défini-
positif de la matrice de variance-covariance au cours des itérations a été de mettre
à jour au cours des étapes de remaillage la matrice de variance-covariance associée
à l’erreur de paramètre. La démarche mise en place a été de pondérer chacun des
termes de cette matrice par l’inverse de l’aire correspondante dans la matrice de pro-
jection.

6.3.4 Réduction des coûts de calcul
Le dernier point que l’on aborde afin de mettre en œuvre l’identification de champs

de paramètres que l’on propose ici est la technicité mise en place pour la réduction
des coûts de calcul. En effet, il ne faut pas oublier que dans le cadre de cette thèse
on cherche à mettre en place des méthodes d’identification et de recalage rapides,
tendant au plus vers le temps réel. Afin de réaliser cette “optimisation” deux axes de
travail sont considérés.

Le premier élément sur lequel on travaille est la réduction du coût de calcul des
champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée. Le
calcul de l’état du système sur un pas de temps du processus d’assimilation néces-
site la résolution d’un problème couplé direct-rétrograde en temps. Afin de réduire ce
temps de calcul la solution que l’on met en place ici, et que l’on a présenté un peu
plus haut, est d’utiliser la Proper Generalized Decomposition comme un solveur itéra-
tif multi-linéaire, c’est-à-dire que l’on ne va considérer qu’une décomposition espace-
temps dans la représentation des champs PGD. L’intérêt de cette approche est qu’ainsi
on peut découpler les problèmes en espace et en temps réduisant de fait significati-
vement le coût de calcul des champs admissibles. Il est en effet bien moins coûteux
de factoriser plusieurs fois une matrice de taille raisonnable plutôt qu’une seule fois
une très grosse matrice. De plus qui dit solveur itératif dit initialisation. L’idée que l’on
exploite alors est de se dire que d’un pas de temps au suivant le système n’évolue pas
de manière brutale. L’état du système n’est alors pas complètement à l’opposé de celui
qu’il était au pas de temps précédent. Cela nous permet alors d’initialiser le calcul des
modes PGD au pas de temps (k+ 1) par la décomposition construite au pas de temps
(k). Dans les faits cela permet de réduire significativement le nombre d’itérations du
point fixe présent dans l’algorithme de construction des modes PGD. En pratique, la
mise en œuvre de ce solveur itératif multi-linéaire est réalisée sans difficulté particu-
lière à l’aide du solveur PGD générique développé au cours de cette thèse et présenté
dans le Chapitre 4.

Le second élément sur lequel on travaille afin de réduire le coût de calcul du pro-
cessus d’identification est l’aspect tirage dû aux transformations Unscented présentes
dans le filtre de Kalman. En effet, on rappelle que dans le processus d’assimilation
de données basé sur un filtre de Kalman Unscented, il est nécessaire de réaliser à
chaque pas de temps un tirage déterministe des paramètres et de propager ce tirage
à travers l’opérateur d’observation (opérateur au sein duquel sont calculés les champs
admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée). De plus on
rappelle que le tirage est de taille 2nξ + 1 avec nξ le nombre de paramètres. Or dans le
cas de champs de paramètres, même si la mise en place de l’approche par adaptation
de maillage que l’on propose permet de contrôler la taille de l’espace des paramètres,
ce nombre de tirage à réaliser peut devenir significatif. L’astuce que l’on va exploiter
ici est que la propagation du tirage de paramètres au travers de l’opérateur d’obser-
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vation peut se faire de façon totalement indépendante pour chacun des points. On
peut donc calculer simultanément les champs admissibles pour l’intégralité des points
du tirage. Conceptuellement, pour réaliser cela il suffit de paralléliser “brutalement” la
propagation des points de tirage sur plusieurs processeurs. En pratique une version
parallèle à mémoire distribuée du processus d’assimilation de données est mise en
place, l’architecture globale est représentée sur la Figure 6.4.

Rank 0

Opérations Salome
Opérations Kalman
Calcul des σ-points
Envoi des σ-points
MPI::All_Reduce
Kalman update
step += 1 Rank i

Attente
Réception des σ-points
Calcul des champs admissibles
Envoi des champs admissibles

Rank N

Attente
Réception des σ-points
Calcul des champs admissibles
Envoi des champs admissibles

FIGURE 6.4 – Parallélisation du processus d’assimilation de données

6.4 Exemples d’application
Pour finir nous allons présenter ici les premiers résultats obtenus avec l’approche

d’assimilation de données et adaptation de maillage que l’on propose. Il ne s’agit là
que de premiers résultats car, nous reviendrons dessus dans la synthèse de ce cha-
pitre, plusieurs verrous scientifiques et techniques rendent l’exécution du processus
d’assimilation de données que l’on propose assez délicate. Les exemples considérés
ici sont des problèmes de thermique instationnaire.

Identification d’une inclusion rectangulaire
Le premier exemple que l’on considère est celui d’un carré constitué de deux ma-

tériaux et soumis aux conditions aux limites représentées sur la Figure 6.5. Les obser-
vations obtenues par résolution du problème direct sont ensuite corrompues à l’aide
d’un bruit de mesure gaussien de 1%. L’initialisation du processus d’identification est
faite en ne considérant qu’un seul matériau de conductivité κ1 et en prenant pour la
discrétisation spatiale du champ de paramètres le maillage présenté sur la Figure 6.6.

Sur la Figure 6.7 on représente l’évolution du champ de paramètres identifié au
cours du processus d’assimilation de données. On constate alors que le processus
d’identification permet de localiser relativement bien la zone où la conductivité ther-
mique est différente, la valeur du champ de conductivité tend alors vers la valeur de
référence comme illustré. De plus on observe que le processus d’assimilation est as-
sez efficace puisqu’en seulement 19 pas de temps la zone est clairement identifiée et
la conductivité tend vers la valeur de référence.
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u = ud

κ1

κ2

qd

(a) Problème de référence

u = ud

(b) Position des points de me-
sures

FIGURE 6.5 – Identification de champs de paramètres — Exemple 1 — Géométrie,
conditions aux limites et position des capteurs

FIGURE 6.6 – Identification de champs de paramètres — Exemple 1 — Maillage de
paramètre initial

Identification d’une cavité elliptique
Le second exemple que l’on considère est assez semblable au précédent si ce n’est

que l’on va désormais chercher à identifier une cavité elliptique. Le problème direct
résolu pour générer les observations est représenté sur la Figure 6.8. Les observations
sont réalisées aux points de mesure représentés sur la Figure 6.8b et corrompues par
un bruit blanc gaussien de 1%.

Sur la Figure 6.9 on représente d’une part le maillage utilisé pour le calcul de l’état
du système et d’autre part le maillage de paramètres fourni à l’initialisation du pro-
cessus d’identification. On constate alors le gain significatif en terme de nombre de
paramètres qu’apporte l’approche adaptative que l’on propose. En effet avec notre ap-
proche le processus d’assimilation débute avec 16 paramètres ce qui est bien plus
réduit que ce que l’on aurait eu avec une approche “brutale” ne considérant qu’un seul
maillage, le maillage d’état.

On représente sur la Figure 6.10 la carte de conductivité ainsi que le maillage de
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(a) Pas de temps 0 (b) Pas de temps 3

(c) Pas de temps 12 (d) Pas de temps 19

FIGURE 6.7 – Identification de champs de paramètres — Exemple 1 — résultats

paramètres obtenu à l’issue du processus d’identification. On peut alors constater que
le processus d’assimilation de données permet bien d’identifier le fait qu’il y a un vide
dans la matière puisque dans la zone centrale la conductivité thermique identifiée tend
vers 0. Dans un même temps on observe que le processus d’adaptation de maillage
au cours de l’assimilation tend bien à raffiner dans la zone où se trouve la cavité. Ainsi
au maximum le processus d’identification n’a eu à gérer que 76 paramètres réduisant
ainsi significativement le coût de calcul de la résolution par rapport aux quelques mil-
liers de paramètres que l’on aurait dû considérer si nous n’avions pas distingué les
discrétisations.
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ud

q · n

(a) Problème direct (b) Position des capteurs

FIGURE 6.8 – Identification de champs de paramètres — Exemple 2 — Problème direct
et position des capteurs

(a) Maillage d’état (b) Maillage de paramètre initial

FIGURE 6.9 – Identification de champs de paramètres — Exemple 2 — Discrétisations
spatiales

Identification d’une inclusion cylindrique
Le troisième et dernier exemple d’application que l’on présente est l’identification

d’une inclusion cylindrique dans un cube. Le problème direct résolu pour la simula-
tion des observations est représenté sur la Figure 6.11. La face inférieure du cube est
soumise à une condition aux limites de type Dirichlet homogène et la face supérieure
à une condition aux limites de type Neumann constante. Sur la Figure 6.11c est re-
présentée la grille de capteurs disposée sur chacune des quatre faces verticales du
cube, dans cet exemple on ne réalise que des mesures en surface. Les observations
simulées sont ensuite corrompues par un bruit blanc gaussien de 1%.

On représente sur le Figure 6.12a le maillage d’état, utilisé pour le calcul des
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(a) Maillage de paramètre (b) Maillage de paramètre

FIGURE 6.10 – Identification de champs de paramètres — Exemple 3 — Résultats

(a) Problème direct (géo-
métrie)

qd

u = ud

κ1

κ2

(b) Problème direct (chargement)

qd

u = ud

(c) Position des capteurs

FIGURE 6.11 – Identification de champs de paramètres — Exemple 3 — Problème
direct et position des capteurs

champs admissibles, et sur la Figure 6.12b le maillage de paramètres fourni à l’ini-
tialisation du processus d’assimilation de données. On observe donc que l’on démarre
la résolution du problème avec seulement 27 paramètres, ce qui est très peu en com-
paraison du nombre d’éléments constituant le maillage d’état.

On représente sur la Figure 6.13 le maillage de paramètres obtenu à l’issue du
processus d’identification. On observe que sur cet exemple le processus d’assimila-
tion de données tend bien à raffiner le maillage de paramètres mais pas uniquement
dans la zone d’intérêt. On constate sur la face supérieure que le maillage se raffine
également alors qu’il n’y en a pas besoin. De plus le champ de paramètres, que l’on
ne représente pas ici, ne tend pas, ou alors extrêmement lentement, vers la valeur de
conductivité associée à l’inclusion cylindrique. Ce manque de précision peut s’expli-
quer par le fait que la quantité d’information, d’observations, est très faible vis-à-vis du
problème considéré. Le fait de n’utiliser que des mesures de surface dans l’approche
d’assimilation de données avec remaillage ne semble pas permettre d’identifier effica-
cement des champs internes.
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(a) Maillage d’état (b) Maillage de paramètre initial

FIGURE 6.12 – Identification de champs de paramètres — Exemple 2 — Discrétisations
spatiales

FIGURE 6.13 – Identification de champs de paramètres — Exemple 3 — Maillage de
paramètres à l’issue de l’identification

6.5 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons proposé une démarche d’identification de champs de

paramètres basée sur l’approche Modified Kalman Filter enrichie par une séparation
des discrétisations et un processus d’adaptation de maillage. Comme nous l’avons dit
en introduction, ce chapitre ne représente en soit qu’une preuve de concept et non pas
un travail “abouti” pour différentes raisons. Tout d’abord les quelques résultats présen-
tés dans ce chapitre se sont avérés délicats à obtenir. En effet le fait d’introduire dans
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la méthode Filtre de Kalman Modifié une séparation des discrétisations et une phase
d’adaptation rend cette dernière extrêmement sensible aux différents paramètres uti-
lisateurs. Pour rappel la liste des différents paramètres à fixer par l’utilisateur dans la
démarche que l’on propose est présentée dans le Tableau 6.1.

TABLE 6.1 – Liste des paramètres utilisateur de la méthode Modified Kalman Filter
avec adaptation de maillage pour l’identification de champs de paramètres

Paramètre Interprétation

Ceξ Variance-covariance de l’erreur de paramètre
Ces Variance-covariance de l’erreur d’observation
ξ̄(0) Moyenne du champ de paramètres à l’initialisation du processus
C(0)
ξξ Variance-covariance du champ de paramètres à l’initialisation
E% Pourcentage d’élements raffinés/déraffinés à l’adaptation de maillage

Nerreur_augmente Nombre de pas de temps où l’erreur croît avant de lancer un remaillage
M(0)

ξ Discrétisation spatiale du champ de paramètres initial

On constate donc qu’un certain nombre de paramètres additionnels, les trois der-
niers du Tableau 6.1, doivent être fixés par l’utilisateur par rapport à la méthode Mo-
dified Kalman Filter sans adaptation. Le problème apparaissant alors est que ces pa-
ramètres s’avèrent avoir un impact très fort sur la convergence du processus d’assi-
milation de données alors que nous n’avons pas à disposition de règle générale pour
les fixer. Dans les exemples présentés précédemment ces paramètres ont été fixés de
manière totalement empirique en procédant à de nombreuses exécutions du proces-
sus d’identification. Cela représente donc une limitation évidente de la méthode pour
le moment.

Le second point de blocage de notre méthode d’identification avec adaptation
de maillage réside dans l’implémentation. En effet afin de ne pas avoir à tout
ré-implémenter les opérations : (i) de projection de champs entre maillages non-
conformes ; (ii) d’adaptation du maillage de paramètres selon une carte d’erreur, ont
été réalisées dans un logiciel extérieur Salome. L’utilisation de Salome a tout de même
nécessité un travail de développement conséquent puisqu’il a fallu dans un premier
temps mettre en place l’architecture client-serveur permettant de piloter Salome de-
puis un code externe et dans un second temps formater les sorties du code de calcul
au format MED afin que Salome puisse les utiliser 2. Néanmoins cette implémenta-
tion s’avère quelque peu problématique car dans certaines configurations le proces-
sus de remaillage, réalisé par le module HOMARD de Salome, échoue provoquant
alors une interruption brutale du processus d’adaptation. De plus cette implémentation
“non-intrusive” rend le débogage et le suivi de calcul plus délicat que pour un code
classique.

Néanmoins les premiers résultats obtenus à l’aide de l’approche que l’on propose
semblent prometteurs en terme : (i) de précision du processus d’identification ; (ii) de
réduction des coûts de calcul. En effet sur les deux premiers exemples la zone d’in-
térêt est assez bien localisée et les valeurs de paramètres associés que l’on identifie

2. On rappelle d’ailleurs qu’un package Python, pyMEDio, a été développé pour la lecture et l’écriture
de fichier MED depuis Python et est disponible sous licence GNU LGPL à l’adresse suivante https:
//github.com/basileMarchand/pyMEDio.

https://github.com/basileMarchand/pyMEDio
https://github.com/basileMarchand/pyMEDio
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sont en accord avec les valeurs de référence. Dans un même temps le nombre de
paramètres que l’on considère reste raisonnable et contrôlé à l’aide de la séparation
des discrétisations et de l’adaptation de maillage permettant ainsi, en concordance
avec l’implémentation parallèle réalisée, de conserver des temps de calcul relative-
ment faibles.

Une alternative, que nous n’avons pas explorée ici mais qui mériterait qu’on s’y in-
téresse, serait de remplacer la séparation des discrétisations que l’on a introduite par
l’étape de localisation de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée. En effet une
des aptitudes de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée est de déterminer
quels paramètres sont les plus pertinents à mettre à jour. Une approche envisageable
est alors de ne considérer que le maillage d’état (le maillage fin) y compris pour la
discrétisation du champ de paramètres mais d’exploiter la localisation pour ne consi-
dérer à chaque incrément de l’assimilation de données qu’un sous-ensemble réduit du
champ de paramètres.
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Chapitre

7
Formulation de l’Erreur en Relation de
Comportement modifiée dans le cadre

de problèmes non-linéaires

7.1 Introduction
Dans les chapitres précédents on a mis en place une démarche de résolution des

problèmes d’identification dans le cadre de modèle de comportement linéaire. Cette
approche se base sur l’utilisation d’un filtre de Kalman Unscented au sein duquel un
nouvel opérateur d’observation est défini basé sur le concept d’Erreur en Relation de
Comportement. Pour rappel, le système dynamique défini associé au formalisme de
l’assimilation de données est le suivant :ξ

(k+1) = ξ(k) + eξ(k)

s(k) = Hm

(
ξ(k); s(k−1:k)

)
+ es

(k) (7.1)

Cette formulation du système dynamique permet ainsi de restreindre la non-linéarité du
problème considéré au seul opérateur d’observation. L’objectif ici est alors d’étendre la
méthode de résolution développée précédemment aux problèmes faisant intervenir un
comportement matériau non-linéaire, tel que la visco-plasticité ou l’endommagement.
Étant donné le formalisme et la théorie derrière le filtre de Kalman Unscented, la prise
en compte de comportements matériau non-linéaires ne pose pas de difficulté d’un
point de vue de l’assimilation de données. En revanche là où la difficulté apparaît c’est
au niveau de la définition de l’opérateur d’observation basé sur le concept d’Erreur en
Relation de Comportement modifiée.

Ainsi, afin d’étendre la méthode Modified Kalman Filter aux problèmes d’identi-
fication faisant intervenir des comportements matériaux non-linéaires, l’étape fonda-
mentale est de formuler le concept d’ERCm dans ce même cadre. Si de nombreux
exemples d’application de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée dans un
cadre linéaire existent dans la littérature [Allix et al., 2005, Bonnet and Aquino, 2015,
Charbonnel et al., 2013, Chouaki et al., 1996, Deraemaeker and Ladevèze, 2003,
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Ladevèze, 1998], l’application aux problèmes non-linéaires reste relativement réduite
avec seulement quelques références [Diaz et al., 2015, Latourte et al., 2008, Nguyen
et al., 2008]. De plus la définition de l’Erreur en Relation de Comportement modi-
fiée dans [Nguyen et al., 2008] ne correspond pas à une extension que l’on pourrait
qualifier de naturelle du concept d’ERCm aux comportements non-linéaires. Afin de
mettre en place un formalisme “unifié” du concept d’Erreur en Relation de Comporte-
ment modifiée, il a été choisi ici de repartir de la définition de base de la fonctionnelle
ERC modifiée. Ainsi dans un premier temps et à partir du cadre thermodynamique, on
va reformuler l’Erreur en Relation de Comportement pour des comportements maté-
riau non-linéaires ; cette formulation générale a initialement été établie dans [Ladevèze
et al., 1999]. Dans un second temps la fonctionnelle obtenue sera étendue à la résolu-
tion des problèmes d’identification via l’Erreur en Relation de Comportement modifiée.
Enfin une démarche de résolution basée sur la méthode LaTIn [Ladevèze, 1999] sera
proposée permettant de calculer les champs admissibles au sens de cette nouvelle
fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée non-linéaire.

Les travaux présentés dans ce chapitre font l’object d’un article en cours de rédac-
tion [Marchand et al., 2017a].

7.2 De la thermodynamique à la mécanique
7.2.1 Dans quel intérêt ?

Pourquoi repartir de la thermodynamique pour formuler un problème de mécanique
non-linéaire ? Les problèmes non-linéaires d’évolution, à savoir les comportement ma-
tériaux non-linéaires tels que la plasticité, la visco-plasticité ou encore l’endommage-
ment, sont régis par l’évolution de variables d’état que l’on distinguera par la suite entre
variables observables et variables internes. Afin de caractériser le comportement non-
linéaire des matériaux à travers l’évolution de ces variables d’état, il est nécessaire
d’adopter un formalisme thermodynamique associé aux processus irréversibles. Cette
approche thermodynamique permet de plus de faire apparaître des propriétés mathé-
matiques intéressantes, notamment de convexité, aux modèles de comportement ainsi
formulés. L’utilisation du formalisme thermodynamique pour la formulation des compor-
tements mécaniques a été introduite par Eckart et Biot dans les années 1950. Cette
représentation a ensuite été très fortement reprise dans la littérature [Germain et al.,
1983, Halphen and Nguyen, 1975, Lemaitre et al., 2009].

7.2.2 Les principes de la thermodynamique
Dans cette première partie nous allons à partir des deux premiers principes de la

thermodynamique reformuler l’inégalité de Clausius-Duhem qui nous le verrons en-
suite sera l’élément de base de la formulation des modèles de comportement maté-
riaux non-linéaires.

Premier principe
Le premier principe de la thermodynamique, également appelé principe de conser-

vation de l’énergie, s’exprime sous sa forme globale de la manière suivante :
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Premier principe : la variation d’énergie totale (constituée de l’énergie in-
terne Ei et de l’énergie cinétique Ec) d’un système Ω est égale à la somme
du travail des efforts extérieurs et de la quantité de chaleur appliquée aux
système.

d

dt
(Ei + Ec) = Pext +Q

L’énergie interne se définit à partir d’une densité massique d’énergie interne, notée ei
et l’énergie cinétique s’exprime à partir de la vitesse v en un point x. Le travail des
efforts extérieurs se définit à partir des efforts volumiques fv et des efforts surfaciques
Td sur le bord ∂Ω du domaine. Enfin la quantité de chaleur s’exprime à partir des
sources de chaleur fs et du flux normal à la surface q · n. Le premier principe sous sa
forme locale s’exprime alors de la manière suivante :

ρ
dei
dt

= σ : ε̇+ fs − div q (7.2)

Second principe
Le second principe de la thermodynamique, également connu sous le nom de prin-

cipe de Carnot ou principe d’évolution, traduit la notion d’irréversibilité des transforma-
tions.

Second principe : l’entropie d’un système Ω ne peut qu’augmenter ou res-
ter constante au cours de son évolution.

dS ≥ 0

De plus la variation d’entropie au sein du système est nécessairement su-
périeure ou égale au ratio entre la quantité de chaleur apportée et la tem-
pérature du système T , correspondant à l’entropie échangée,

dS
dt
≥ Q
T

En introduisant alors la notion de densité massique d’entropie s, le second principe
s’exprime localement de la manière suivante :

d

dt

∫
Ω
ρsdx ≥

∫
Ω

fs
T
dx−

∫
∂Ω

q · n
T

dx (7.3)

Tout comme pour le premier principe, en utilisant le théorème du transport pour le
terme dérivé et la formule de Green-Ostrogradski pour l’intégrale de bord, il est pos-
sible de reformuler le second principe comme étant une unique intégrale volumique et
ainsi obtenir l’expression locale du second principe (7.4).

ρ
ds

dt
≥ fs
T
− div

(q
T

)
(7.4)
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Inégalité de Clausius-Duhem
Nous allons à présent voir comment la combinaison des deux principes de la ther-

modynamique, énoncés précédemment, donne l’inégalité de Clausius-Duhem. Nous
verrons par la suite que cette inégalité revêt un intérêt majeur dans le cadre de la
formulation de comportement matériau. Pour cela remplaçons le terme source de cha-
leur fs dans (7.4) par son expression obtenue à partir du premier principe (7.2). Nous
obtenons ainsi l’inégalité suivante :

ρT
ds

dt
≥ ρ

dei
dt
− σ : ε̇+ div q − Tdiv

(q
T

)
(7.5)

En utilisant alors le fait que div (ab) = adiv b + ∇a · b nous pouvons écrire l’inégalité
appelée inégalité fondamentale (7.6).

− ρ
(
dei
dt
− T ds

dt

)
+ σ : ε̇− q

T
· ∇T ≥ 0 (7.6)

Enfin on définit l’énergie libre de Helmholtz, ψ = ei−Ts, que l’on injecte dans l’inégalité
fondamentale (7.6) permettant ainsi d’obtenir l’inégalité de Clausius-Duhem (7.7).

Inegalité de Clausius-Duhem :

− ρ
(
dψ

dt
+ s

dT

dt

)
+ σ : ε̇− q

T
· ∇T ≥ 0 (7.7)

7.2.3 Variables d’état et potentiels thermodynamiques
Les variables d’état

La définition des variables d’état d’un système fait intervenir la notion d’observabi-
lité. On fait alors la distinction entre :

Variables observables que l’on peut assimiler aux variables mesurables donc typi-
quement la déformation ε et la température T

Variables internes qui ne sont pas mesurables et n’ont de sens que pour les phé-
nomènes irréversibles. Il s’agit par exemple de la déformation plastique εp, de
l’endommagement d, de la plasticité cumulée p.

Dans un soucis de généralité nous noterons Vi les variables internes (autres que ε̇p

sans précisions sur : (i) leur nature physique ; (ii) le concept mathématique caché der-
rière (scalaire, tenseur, ...).

Lois d’état
La notion de variable d’état introduite précédemment permet ainsi de faire une hy-

pothèse sur la dépendance du potentiel thermodynamique (énergie libre). On suppose
que ce dernier ne dépend que du tenseur des déformations élastiques, de la tempéra-
ture et d’un certain nombre de variables internes.

ψ = ψ(ε− εp, T, Vi)
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La dérivée temporelle de l’énergie libre peut alors s’exprimer comme la différentielle
totale exacte (7.8).

dψ

dt
= ∂ψ

∂εe
: ε̇e + ∂ψ

∂T
Ṫ + ∂ψ

∂Vi
◦ V̇i (7.8)

En injectant alors l’expression (7.8) dans l’inégalité de Clausius-Duhem (7.7) et en
réorganisant les différents termes, on obtient l’inégalité suivante :(

σ − ρ ∂ψ
∂εe

)
: ε̇e − ρ

(
s+ ∂ψ

∂T

)
Ṫ − ρ ∂ψ

∂Vi
◦ V̇i + σ : ε̇p − q · ∇T

T
≥ 0

L’inégalité de Clausius-Duhem étant vérifiée pour tout type et tout parcours de char-
gement, il est donc possible d’annuler séparemment chacun des termes de l’inégalité.
Ainsi si l’on considère une évolution élastique, réversible, à température constante et
homogène on obtient la relation suivante :

σ − ρ ∂ψ
∂εe

= 0

Cette relation traduit alors le fait qu’il existe un opérateur C tel que σ = Cεe. Si l’on
considère ensuite une évolution purement thermique, de dilatation homogène et à tem-
pérature uniforme, on obtient :

s = −∂ψ
∂T

Alors par analogie avec les relations précédentes, on définit la notion de force thermo-
dynamique associée aux variables internes par :

Yi = ρ
∂ψ

∂Vi

Ainsi, la définition du potentiel thermodynamique d’énergie libre de Helmholtz permet
de définir les relations existant entre les variables d’état εe, T , Vi et leurs variables
associées σ, s, Yi. Le vecteur constitué des ces variables associées correspond au
gradient du potentiel d’énergie libre de Helmholtz.
Remarque 26. Pour information, il peut parfois s’avérer plus simple de travailler à partir
des variables associées σ, s, Yi, on définit alors le potentiel thermodynamique d’éner-
gie libre de Gibbs comme étant la transformée de Legendre de l’énergie libre de Hel-
moltz (7.9).

ψ?(σ, s, Yi) = sup
(εe,T,Vi)

(〈(σ, s, Yi), (εe, T, Vi)〉 − ψ(εe, T, Vi)) (7.9)

Pseudo-potentiel de dissipation
Ainsi la définition d’un potentiel thermodynamique d’énergie libre, de Gibbs ou

de Helmoltz, permet de caractériser les lois d’état entre les variables. Cependant
cela n’est pas suffisant pour caractériser les processus irréversibles, dissipatifs. Pour
ce faire il est nécessaire d’introduire un second potentiel thermodynamique afin de
prendre en compte l’aspect évolutif des variables internes. Il s’agit du pseudo-potentiel
de dissipation ϕ. En considérant les équations d’état mises en évidence précédem-
ment, l’inégalité de Clausius-Duhem se réduit à :

σ : ε̇p − Yi ◦ V̇i −
q · ∇T
T

≥ 0 (7.10)
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En se plaçant alors dans le cadre de problème isothermes, l’inégalité de Clausius-
Duhem se réduit encore pour aboutir à :

σ : ε̇p − Yi ◦ V̇i ≥ 0 (7.11)

De cette manière, le respect de l’inégalité de Clausius-Duhem se traduit par une condi-
tion de consistance entre les variables (σ, Yi) et (ε̇p,−V̇i). Cette relation va alors en-
traîner certaines contraintes sur la définition du pseudo-potentiel de dissipation. Afin
de caractériser l’évolution des phénomène dissipatifs on introduit le potentiel de dissi-
pation ϕ fonction des variables flux et pouvant être paramétré par les variables d’état.
On définit de même le dual ϕ? du potentiel de dissipation, par le biais de la transformée
de Legendre.

ϕ?(σ, Yi) = sup
ε̇p,V̇i

(
〈(σ, Yi), (ε̇p,−V̇i)〉 − ϕ(ε̇p,−V̇i)

)
(7.12)

D’un point de vue physique le potentiel de dissipation dual correspond à la fonction
seuil d’apparition des phénomènes de dissipation. En effet, à partir de ce potentiel
(plus précisément de son gradient) nous pouvons exprimer un opérateur B tel que :[

−V̇i
ε̇p

]
= B

([
Yi
σ

])
(7.13)

Si l’on réinjecte alors l’expression (7.13) dans l’inégalité de Clausius-Duhem (7.11) on
obtient la contrainte (7.14) traduisant le fait que l’opérateur B doit nécessairement être
défini-positif. [

Yi
σ

]
· B

([
Yi
σ

])
≥ 0 (7.14)

Ce caractére défini-positif se traduit alors par une propriété de convexité du pseudo-
potentiel de dissipation, permettant ainsi de respecter l’inégalité de Clausius-Duhem.

Remarque 27. On peut montrer que dans un certain nombre de cas il existe un lien
entre potentiel énergie libre et pseudo-potentiel de dissipation. Ce lien s’établit à l’aide
du Postulat de Drucker-Ilyushin et renvoie à la définition des matériaux standards gé-
néralisés (GSM) [Germain et al., 1983, Halphen and Nguyen, 1975, Marigo, 2002].

Synthèse
Les développements théoriques précédents sont synthétisés dans la Figure 7.1 où

les liens entre potentiels thermodynamiques, variables internes et lois de comporte-
ment/évolution sont mis en évidence.
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FIGURE 7.1 – Synthèse sur la formulation générale d’un comportement non-linéaire

7.2.4 Formulation du comportement élasto-viscoplastique endom-
mageable

Phénoménologie
Le cadre thermodynamique général de formulation d’un comportement linéaire

étant établi, nous allons à présent nous restreindre au comportement élasto-
viscoplastique endommageable.
Phénomènes visco-plastiques
Les phénomènes visco-plastiques correspondent à l’apparition simultanée de :

Plasticité : apparition de déformations irréversibles dues à des mouvements relatifs
de plans cristallins.

Effets visqueux : dépendance de la contrainte à la vitesse de déformation.

Ce type de comportement s’applique aux matériaux métalliques à des températures
moyennes ou élevées (approximativement un quart de la température de fusion). L’ob-
jectif de ce travail n’étant pas de recenser et/ou comparer les différents modèles de
comportement existant dans la littérature il a été choisi de ne se concentrer que sur un
seul modèle à savoir le modèle de Prandlt-Reuss décrit dans la partie 7.2.4.
Phénomènes d’endommagement La notion d’endommagement dans les matériaux
est associée à l’apparition de discontinuités surfaciques/volumiques au sein de la ma-
tière. Pour introduire la notion de variable d’endommagement considérons une section
δS de normale n au sein d’un VER du matériau. Afin d’introduire la notion d’endomma-
gement, on définit tout d’abord l’aire résistante effective de la matière δS̃ c’est-à-dire
l’aire du VER prenant en compte la présence des discontinuités liées à l’endommage-
ment. Nous pouvons alors définir δSd = δS − δS̃ l’aire de l’ensemble des défauts au
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sein de la section. On définit ainsi la variable d’endommagement d de la section de
normale n par :

d(n) = δSd
δS

La variable d’endommagement d caractérise donc l’aire relative des fissures et cavités
dans la section de normale n. Ainsi d(n) = 0 traduit le fait que l’aire des défauts est
nulle donc que le matériau est sain, d(n) = 1 correspond à la rupture du matériau. Dans
le cadre de ce travail nous allons faire l’hypothèse que l’endommagement est isotrope,
c’est-à-dire que l’endommagement de la structure est provoqué par des fissures et
cavités distribuées uniformément dans toutes les directions de l’espace. Dans ce cas,
nous pouvons écrire que :

d(n) = d ∀n
Étant donné la définition de la variable d’endommagement, il apparait immédiatement
que l’on peut lui associer la notion de contrainte effective. Considérons par exemple le
cas 1D d’une barre en traction, la contrainte s’exprime pour un matériau sain σ = F

S
.

Or en présence d’un endommagement d, la section travaillant réellement est la section
effective S̃ = (1− d)S, permettant ainsi de définir la contrainte effective :

σ̃ = σ

1− d
Ce résultat s’étend alors facilement dans le cas d’un endommagement tridimension-
nel isotrope puisque dans ce cas la variable d’endommagement ne dépend pas de la
normale à la section et ainsi le facteur (1− d) s’applique à toutes les composantes du
tenseur des contraintes.

σ̃ = 1
1− dσ

De cette manière nous admettrons la proposition suivante :

Proposition 1. Principe d’équivalence en déformation : tout comportement à la
déformation d’un matériau endommagé est traduit par les lois de comportement du
matériau vierge dans lesquelles la contrainte usuelle est remplacée par la contrainte
effective.

Si on considère par exemple un comportement élastique endommageable, la loi de
comportement s’écrit :

σ̃ = C : εe ⇔ σ = (1− d)C : εe

Nous rappelons que l’une des particularités des phénomènes d’endommagement
provient de leurs difficulté de mise en oeuvre numérique due notamment à l’apparition
de phénomènes de localisation et de dépendance au maillage. Afin de passer outre
cette difficulté différentes approches ont été développées dans la littérature chacune
ayant pour idée de base de limiter la localisation en introduisant dans le modèle une
longueur caractéristique permettant de "contrôler" la taille de la zone de localisation.
Les principaux modèles développés dans la littérature sont les suivants :

Les modèles non-locaux : initialement introduits par Pijaudier-Cabot et Bazant dans
[Pijaudier-Cabot and Bazant, 1987], l’idée de base est de moyenner le taux de
restitution d’énergie sur une zone caractéristique et ainsi exprimer le critère d’en-
dommagement à partir de cette quantité moyenne non-locale.
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Les modèles à gradient : l’idée est d’introduire dans l’énergie libre des termes
en gradient de variable interne afin de régulariser le problème à résoudre.
Dans [Peerlings et al., 1996] il est introduit un terme en gradient de déforma-
tion et dans [Comi, 1999, Pham and Marigo, 2010] un terme en gradient de la
variable d’endommagement.

Les modèles à effets visqueux : l’idée de cette approche est d’introduire une lon-
gueur caractéristique par le biais d’un paramètre de viscosité dans la loi d’évolu-
tion de la variable d’endommagement [Geers, 1993]

Le modèle à effet retard : basé sur l’idée que la variation d’endommagement due à
une variation de force thermodynamique ne peut pas être instantanée entraînant
un retard entre l’évolution des deux variables. Cette vision de l’endommagement
a été introduite dans [Ladeveze, 1989].

L’idée de ce travail n’étant pas de comparer les différents modèles d’endomma-
gement, on considère uniquement le modèle à effet retard qui sera détaillé dans la
Partie 7.2.4.

Choix des variables internes
Comme nous l’avons vu dans la partie précédente, la définition d’un comporte-

ment non-linéaire se fait par le choix d’un certain nombre de variables internes. Afin
de caractériser le comportement élasto-viscoplastique endommageable les variables
internes à considérer sont les suivantes :

Comportement visco-plastique :

1. Déformation élastique εe = ε− εvp de variable associée σ.

2. Déformation visco-plastique εvp de variable associée σ

3. Plasticité cumulée p de variable associée R

Comportement endommageable :

1. Variable d’endommagement d de variable associée Y (taux de restitution
d’énergie)

Expression des potentiels et formulation
Modèle visco-plastique Dans le cadre du modèle visco-plastique de Reuss, le po-
tentiel thermodynamique correspondant à l’énergie libre s’exprime de la manière sui-
vante :

ψEV P (εe, p) = 1
2ε

e : C : εe + g(p) (7.15)

On constate dans l’expression (7.15) un découplage entre élasticité et plasticité.
On retrouve bien ainsi les lois d’état "classiques" :σ = ∂εeψ(εe, p)

R = ∂pψ(εe, p)
(7.16)

Afin de caractériser les phénomènes dissipatifs, le modèle de Prandlt-Reuss définit
le pseudo potentiel de dissipation de la manière suivante :
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ϕ?EV P (σ, R) = kv
nv + 1〈‖σ

D‖ − (R +R0)〉nv+1
+ (7.17)

Modèle élasto-endommageable Nous allons à présent prendre en compte les phé-
nomènes d’endommagement dans le modèle visco-plastique précédent. Pour cela, il
est dans un premier temps nécessaire d’introduire la variable d’endommagement d
dans l’expression de l’énergie libre. Etant donné le principe d’équivalence en défor-
mation énoncé précédemment, l’introduction de la variable d’endommagement se fait
nécessairement de la manière suivante :

ψ(εe, d) = 1
2ε

e : (1− d)C : εe (7.18)

Le problème apparaissant alors est qu’avec l’expression (7.18) il n’est pas possible
d’établir de propriétés de convexité du potentiel énergie libre. Il apparaît donc qu’une
telle définition du potentiel énergie libre ne satisfait pas nécessairement le second prin-
cipe. Afin de résoudre ce problème, on choisit de définir l’énergie non pas à partir de
la dualité (εe, d) ↔ (σ, Y ) mais à partir d’une autre dualité (σ, d) ↔ (εe, Y ) permettant
ainsi de formuler l’énergie libre de la manière suivante :

ψ(σ, d) = 1
2
σ : C−1 : σ

1− d (7.19)

Il est alors possible à partir de (7.19) d’établir une propriété de convexité de l’énergie
libre. En effet, on montre facilement que :

D2ψ(σ, d) = (σδd+ (1− d)δσ) : C−1 : (σδd+ (1− d)δσ)
(1− d)3 ∀(δd, δσ) (7.20)

Ainsi, si l’opérateur de comportement C est défini positif alors

D2ψ(σ, d) ≥ 0

et donc le potentiel énergie libre est convexe.

Remarque 28. Une des particularités des phénomènes d’endommagement provient
du fait qu’il n’est plus possible de séparer l’élasticité pure des phénomènes dissipatifs
dans l’expression du potentiel d’énergie libre. Ainsi, le comportement du matériau ne
peut plus être considéré comme bi-standard. Nous verrons dans la partie suivante que
cela entraîne la perte de certaines propriétés au niveau de la définition de l’erreur en
relation de comportement.

Le potentiel de dissipation est quant à lui défini en utilisant le modèle d’endomma-
gement à effet retard. Ce modèle d’endommagement se caractérise par la définition
de la loi d’évolution de la variable d’endommagement suivante :

ḋ = k

a

(
1− exp

[
−a

〈
Y − Y0

Yc − Y0
− d2

〉
+

])
(7.21)

Ce modèle repose donc sur l’introduction des paramètres matériaux k et a qui vont
permettre de caractériser l’effet retard. Les paramètres Y0 et Yc sont des paramètres
classiques dans tous modèles d’endommagement et caractérisent respectivement le
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seuil à partir duquel le matériau n’est plus purement élastique et le seuil critique au
delà duquel le matériau est rompu. Ce modèle présente néanmoins une "limitation" à
savoir qu’il ne permet pas de modéliser les phénomènes d’écrouissage en déformation
apparaissant avec les phénomènes d’endommagement. Afin de résoudre ce problème,
il est choisi d’introduire une fonction ω(d) traduisant l’écrouissage en déformation.

Définition 1. On dira qu’il y a écrouissage en déformation si le domaine de réversibilité
en déformation R(d) est une fonction convexe de l’endommagement.

Ainsi afin de se placer dans un formalisme semblable à celui utilisé dans le cadre de
la (visco-)plasticité, il est introduit dans Ladevèze et al. [1999] une variable d’écrouis-
sage α et sa variable associée β telle que β = ω(α) permettant ainsi d’écrire les lois
d’évolution d’endommagement de la manière suivante :ḋ = k

a

(
1− exp

[
−a

〈
Y−Y0−β
Yc−Y0

〉
+

])
−α̇ = −ḋ

(7.22)

Sachant que les équations d’évolution (7.22) se formulent à partir du pseudo poten-
tiel de dissipation (7.23) nous pouvons en déduire l’expression de ce potentiel (7.24).ḋ = ∂Y ϕ

?(Y, β)
−α̇ = ∂βϕ

?(Y, β)
(7.23)

ϕ?(Y, β) = k

a

[
〈Y − Y0 − β〉+ + Yc − Y0

a

(
exp

(
− a

Yc − Y0
〈Y − Y0 − β〉+

)
− 1

)]
(7.24)

Pour finir il est nécessaire de définir la fonction ω(•) telle que β = ω(α). La définition
de cette fonction est en fait naturelle étant donnée la manière dont on a pris en compte
l’écrouissage au sein de la loi d’effet retard.

β = (Yc − Y0)α2 (7.25)

7.3 Le concept d’Erreur en Relation de Comportement
en non-linéaire

7.3.1 Le point de départ : l’Erreur en Relation de Comportement
Nous avons vu qu’il est possible de définir et caractériser un comportement ma-

tériau non-linéaire dans un cadre thermodynamique en se donnant des potentiels
dépendant d’un certain ensemble de variables internes. De plus le formalisme ther-
modynamique nous a permis d’établir des propriétés de convexité de ces potentiels.
Nous allons à présent voir comment ce cadre thermodynamique permet de formuler la
fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement pour tout type de comportement.

L’Erreur en Relation de Comportement a été étendue aux problèmes faisant interve-
nir des comportements matériaux non-linéaires sous différentes formes. La première
est l’erreur au sens de Drucker, basée sur le critère de stabilité matérielle du même
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nom et introduite dans [Coffignal and Ladevèze, 1983]. La seconde est dénommée l’er-
reur en dissipation et est basée sur la non-vérification des lois d’évolution [Ladevèze
and Moës, 1998]. Néanmoins si ces deux formulations offrent de bonnes performances
dans le cadre de comportement (visco)plastique, elles ne sont pas adaptées aux pro-
blèmes faisant apparaître des phénomènes d’endommagement. Cela s’explique par
deux raisons. Tout d’abord dans [Ladevèze and Pelle, 2006] il est démontré que l’er-
reur en relation de comportement dans le cadre de problèmes non-linéaires peut s’in-
terpréter comme une extension du théorème de Prager-Synge. Néanmoins une des
hypothèses de cette démonstration est la nature bi-standard de la formulation du com-
portement matériau. Or comme il a été montré dans la partie précédente, la prise en
compte des phénomènes d’endommagement entraîne une perte de cette propriété. Le
second point de difficulté entraînant une perte de certaines propriétés provient du fait
que les potentiels d’énergie libre et de dissipation associés au comportement élasto-
endommageable sont convexes certes mais pas au sens des mêmes variables que
pour les potentiels associés au comportement (visco-)plastique.

Pour ces deux raisons et afin d’avoir un formalisme que l’on pourrait qualifier d’uni-
fié pour la définition de l’Erreur en Relation de Comportement et plus particulièrement
l’ERC modifiée, on choisit ici d’adopter une définition de l’Erreur en Relation de Com-
portement telle qu’elle est définie dans [Ladevèze et al., 1999]. De ce point de vue
l’Erreur en Relation de Comportement modifiée se définit comme la mesure de la non
satisfaction des lois d’état et des lois d’évolution. On qualifiera d’admissible toute solu-
tion vérifiant les propriétés suivantes :

Conditions cinématique et statique : u ∈ U , ε ∈ Υ, σ ∈ S

U =
{
u ∈

[
H1(Ω)

]d
\u = ud sur ∂Ωu

}
(7.26)

Υ =
{
ε ∈

[
L2(Ω)

] d(d+1)
2 \ ∃u ∈ U \ ε(u) = 1

2(∇u +∇uT )
}

(7.27)

S =
{
σ ∈

[
L2(Ω)

] d(d+1)
2 \σ · n = Fd sur ∂ΩT ; divσ + fv = 0 sur Ω

}
(7.28)

Conditions initiales :
Vi(t = 0) = V 0

i (7.29)

La notion de mesure de la non-vérification des lois d’état et d’évolution est alors intro-
duite par le biais de l’inégalité de Legendre-Fenchel.

Theorem 1. Soit f(x) : E → R une fonction convexe et f ?(y) : V → R sa transformée
de Legendre. L’inégalité de Legendre-Fenchel stipule que :

f(x) + f ?(y)− 〈x, y〉 ≥ 0 ∀(x, y) ∈ E × V

où la notation 〈x, y〉 représente le produit de dualité entre les deux variables duales x
et y.

Afin d’alléger les notations on introduit la variable Σ regroupant l’ensemble des
variables internes caractérisant le modèle de comportement considéré. Par exemple
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dans le cadre du comportement élasto-viscoplastique endommageable présenté pré-
cedemment cet ensemble correspond à :

Σ = {σ, ε, εp, p, R, d, Y, α, β}

La non-vérification, ou résidu, des lois d’état se définit alors comme l’application de
l’inégalité de Legendre-Fenchel au potentiel d’énergie libre. Ce résidu sera noté ηψ(Σ)
et s’écrit de la manière suivante :

ηψ(Σ) = ψ(σ, p, d, α) + ψ?(εe, R, Y, β)− 〈(σ, p, d, α), (εe, R, Y, β)〉 (7.30)

où le crochet de dualité correspond ici à l’expression suivante :

〈(σ, p, d, α), (εe, R, Y, β)〉 = σ : εe + pR + dY + αβ (7.31)

et le potentiel ψ?(εe, R, Y, β) correspond au conjugué de ψ(σ, p, d, α) et s’exprime de la
manière suivante :

ψ?(εe, R, Y, β) = sup
(σ,p,d,α)

(〈(σ, p, d, α), (εe, R, Y, β)〉 − ψ(σ, p, d, α)) (7.32)

= Y + g?(R) + 2
3
|β|3/2√
Yc − Y0

(7.33)

Remarque 29. Bien entendu cette définition est également valable dans le cas de
l’élasticité linéaire où l’on ne considère alors qu’un potentiel d’énergie libre quadratique.

De la même manière, la non-vérification, ou résidu, des lois d’évolution se définit
par application de l’inégalité de Legendre-Fenchel au pseudo-potentiel de dissipation.
Ce résidu sera noté ηϕ(Σ) et s’écrit :

ηϕ(Σ) = ϕ(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇) + ϕ?(σ, R, Y, β)− 〈(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇), (σ, R, Y, β)〉 (7.34)

où dans ce cas, le crochet de dualité correspond à l’expression :

〈(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇), (σ, R, Y, β)〉 = σ : ˜̇εp −Rṗ+ Y ḋ− βα̇ (7.35)

et le potentiel ϕ(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇) correspond au conjugué de ϕ?(σ, R, Y, β) et s’exprime
de la manière suivante :

ϕ(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇) = sup
(σ,R,Y,β)

(
〈(˜̇εp,−ṗ, ḋ,−α̇), (σ, R, Y, β)〉 − ϕ?(σ, R, Y, β)

)
(7.36)

= ϕvp(˜̇ε
p
,−ṗ) + ϕendo(ḋ,−α̇) (7.37)

Les deux pseudo-potentiels sont définis par :

ϕvp(˜̇ε
p
,−ṗ) = R0‖˜̇ε

p‖+ 1
(nv + 1)knvv

‖˜̇εp‖nv+1 (7.38)

ϕendo(ḋ,−α̇) = ḋ

(
(a− 1)Y0 + Yc

a

)
+
(
k

a
− ḋ

)
ln
(

1− a

k
ḋ
)

(7.39)

A partir du résidu des lois d’état (7.30) et du résidu des lois d’évolution (7.34), il
est possible d’établir la définition de l’Erreur en Relation de Comportement locale en
espace et en temps (7.40)

e2
x,t(Σ(x, t)) = ηψ(Σ(x, t)) +

∫ t

0
ηϕ(Σ(x, τ))dτ (7.40)
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Ensuite, par intégration spatiale et temporelle de l’erreur locale (7.40), il est possible
de définir la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement (7.42) dans le cadre de
comportement matériau non-linéaire :

E2(Σ) =
∫

Ω

∫
It
ex,t (Σ(x, t)) dtdx (7.41)

=
∫

Ω

∫
It
ηψ(Σ(x, t))dtdx +

∫
Ω

∫
It

∫ t

0
ηϕ(Σ(x, τ))dτdtdx (7.42)

Remarque 30. Il est important de noter que jusqu’à présent aucune hypothèse restric-
tive n’a été faite sur le comportement matériau. La seule hypothèse faite est l’existence
d’un potentiel énergie libre convexe et d’un pseudo-potentiel de dissipation. Il est ainsi
possible de traiter dans ce cadre un grand nombre de comportements matériau.

7.3.2 Extension aux problèmes d’identification
Nous allons désormais voir comment le concept d’Erreur en Relation de Compor-

tement modifiée a été étendu au cours de ces travaux aux problèmes inverses faisant
intervenir des comportements matériaux non-linéaires. L’idée a été de repartir du prin-
cipe originel de l’ERC modifiée à savoir pénaliser la fonctionnelle Erreur en Relation de
Comportement par un terme d’erreur de mesure. Pour cela on reprend donc les déve-
loppements présentés précédemment et initialement introduits dans [Ladevèze et al.,
1999] et on formule ainsi une nouvelle fonctionnelle Erreur en Relation de Comporte-
ment modifiée de la manière suivante :

E2
m(Σ, ξ) = E2(Σ; ξ) + γ

∫
It
‖Πu− s‖2

L2dt (7.43)

γ ∈ R+ est le coefficient de pénalisation permettant de pondérer l’impact du terme
d’erreur de mesure vis-à-vis du terme d’erreur de modèle. En utilisant la fonction-
nelle (7.43) il est alors possible de résoudre un problème inverse faisant intervenir des
comportements matériau non-linéaires en suivant une démarche semblable à celle
utilisée dans le cas linéaire. En d’autres termes on définit la solution du problème
d’identification comme étant le résultat de la double minimisation :

ξ = argmin
ξ∈P

min
F (Σ)=0

E2
m(Σ, ξ) (7.44)

et la résolution de ce problème de minimisation, tout comme dans le cadre linéaire, est
réalisée par une méthode de type point fixe réalisant des minimisations alternées :

Première minimisation : calcul des champs admissibles Σad

Seconde minimisation : calcul du vecteur de paramètres p par une méthode de type
gradient

De ce fait la distinction entre les cas linéaire et non-linéaire est confinée à la pre-
mière minimisation, c’est-à-dire le calcul des champs admissibles. En effet le calcul
des champs admissibles, dans la cadre de problèmes linéaires, se ramène après dé-
veloppement à la résolution de systèmes linéaires. Or dans le cas de comportements
matériaux non-linéaires il sera montré dans la suite que le calcul des champs ad-
missibles s’avère plus délicat et nécessite la mise en place de solveurs non-linéaires
dédiés.
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7.4 Aspects numériques de la résolution
7.4.1 Introduction

Dans cette partie nous allons aborder en détails le calcul des champs admissibles
au sens de l’ERC modifiée en non-linéaire. En effet, comme souligné précédemment
lorsque les comportements matériaux considérés sont des comportements linéaires le
calcul des champs admissibles ne pose pas de problème majeur. En introduisant un
champ de multiplicateurs de Lagrange pour prendre en compte la contrainte d’équilibre
et en écrivant les conditions de stationnarité du lagrangien ainsi défini le calcul des
champs admissibles se ramène à la résolution d’un système linéaire (potentiellement
évolutif) à deux champs. Il est tout à fait possible de mettre en place une démarche
similaire dans le cadre de comportements matériaux non-linéaires. Néanmoins cela
conduit à l’écriture d’un système d’équations complexe et très fortement non-linéaire. Il
serait bien entendu possible de mettre en place une résolution incrémentale en utilisant
un solveur de type Newton. Cependant ce type d’approche ne serait pas le plus adapté
au cadre d’assimilation de données établi ici et basé sur des résolutions multiples. Pour
cette raison une méthode de résolution dédiée et systématique a été développée ; elle
est basée sur les propriétés de convexité des potentiels thermodynamiques ainsi que
sur les propriétés associées à l’inégalité de Legendre-Fenchel.

7.4.2 Le problème de base : le calcul des champs admissibles
Le problème du calcul des champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation

de Comportement modifiée, préliminaire à la minimisation de l’erreur pour la résolu-
tion de problème inverse, passe par la résolution du problème de minimisation sous
contrainte (7.45) :

Σad(ξ) = argmin
F (Σ)=0

E2
m(Σ; ξ) (7.45)

Les contraintes du problème de minimisation (7.45), symbolisées par F (Σ) = 0, cor-
respondent ici à la notion d’admissibilité et donc il s’agit : (i) des équations d’équilibre ;
(ii) des conditions aux limites de Dirichlet et Neumann ; (iii) des conditions initiales
Σ(t = 0) = Σ0. En réutilisant les notations introduites précédemment, la fonctionnelle
ERC modifiée à minimiser s’exprime de la manière suivante :

E2
m (Σ; ξ) =

∫
It

∫
Ω
ηψ(Σ; ξ)dxdt +

∫
It

∫
Ω

∫ τ

0
ηϕ(Σ; τ, ξ)dτdxdt + γ

2

∫
It
‖Πu− s‖2

2dt (7.46)

A partir de ce point l’approche classique serait alors d’introduire les contraintes de mi-
nimisation par le biais d’un champ de multiplicateurs de Lagrange et d’écrire les condi-
tions de stationnarité du lagrangien ainsi défini. Cependant ce n’est pas l’approche
mise en place ici. En effet une telle approche s’avère délicate de mise en œuvre à
cause du terme d’intégration temporelle de l’histoire de l’évolution. La démarche que
l’on propose et met en place repose sur une observation simple. On recherche le mi-
nimum d’une fonctionnelle s’exprimant comme une somme de termes nécessairement
positifs ou nuls dû notamment aux propriétés de convexité des potentiels thermodyna-
miques. De ce fait nous pouvons rechercher le minimum de la fonctionnelle en recher-
chant le minimum de chacun des termes la composant. Suivant cette constatation on
choisit de séparer la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée en
deux parties :
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— une première partie portant sur la non-vérification des lois d’état et sur le terme
d’erreur de mesure, notée Eψ, et définie par :

Eψ (Σ; ξ) =
∫
It

∫
Ω
ηψ(Σ; ξ)dxdt + γ

2

∫
It
‖Πu− s‖2

2dt (7.47)

— une seconde partie portant quant à elle sur la non-vérification des lois d’évolution,
notée Eϕ, et définie par :

Eϕ (Σ; ξ) =
∫
It

∫
Ω

∫ τ

0
ηϕ(Σ; τ, ξ)dτdxdt (7.48)

De cette manière le problème de minimisation initial (7.45) s’exprime sous la forme
d’un système de deux minimisations couplées (7.49).

Σad(ξ) = argmin
F (Σ)

Eψ (Σ; ξ)

Σad(ξ) = argmin
F (Σ)

Eϕ (Σ; ξ)
(7.49)

Ainsi formulé le problème de calcul des champs admissibles n’apparaît pas plus simple
au premier abord. Néanmoins on observe qu’en séparant en deux parties le problème
de minimisation et en exprimant les conditions de stationnarité des lagrangiens asso-
ciés à chacun des problèmes (7.49) on se ramène à deux problèmes ayant les carac-
téristiques suivantes :

— le premier problème associé à la minimisation de Eψ (Σ; ξ) est linéaire et global
en espace ;

— le second problème associé à la minimisation de Eϕ (Σ; ξ) est local en espace et
non-linéaire.

De ce fait il apparaît ainsi qu’en considérant la décomposition de la fonctionnelle
Erreur en Relation de Comportement modifiée que l’on propose ici le schéma de réso-
lution apparaissant naturellement est d’employer la méthode LaTIn [Ladevèze, 1999].

Remarque 31. L’obtention d’un problème linéaire lors de l’écriture des conditions de
stationnarité associées à la minimisation du terme Eψ (Σ; ξ) nécessite que l’énergie
libre du problème considéré soit une forme quadratique. Or de nombreux comporte-
ments matériaux mettent en œuvre des potentiels ne vérifiant pas cette caractéris-
tique. Néanmoins cela ne constitue pas un problème irrémédiable puisqu’il a été mon-
tré dans [Ladevèze, 1999] qu’il est possible d’introduire un changement de variables
permettant de se ramener au cas de potentiel d’énergie libre quadratique.

7.4.3 Algorithme de résolution — La méthode LaTIn
L’approche que l’on propose pour le calcul des champs admissibles conduit natu-

rellement à l’utilisation de la méthode LaTIn (Large Time Increment method). Il s’agit
d’une méthode de résolution des problèmes non-linéaires, au même titre que la mé-
thode de Newton, initialement proposée dans [Ladeveze, 1985a,b]. La LaTIn a fait
l’objet de nombreux travaux au cours des dernières décennies. La méthode LaTIn a
notamment été employée pour les problèmes non-linéaires suivants : (i) visco-plasticité
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[Pelle and Ryckelynck, 2000] ; (iii) endommagement [Vitse, 2016] ; (iv) grandes défor-
mations [Boucard, 1996].

Le principe de base de la méthode LaTIn est de séparer les équations du problème
à résoudre en deux ensembles distincts :

— les équations linéaires et potentiellement globales en espace, on introduit l’es-
pace Ad associé ;

— les équations locales en espace et potentiellement non-linéaires, on introduit l’es-
pace Γ associé.

Ainsi la solution, notée Σexact, d’un problème résolu par la méthode LaTIn se définit
comme l’intersection entre les deux espaces Ad et Γ définis précédemment.

Σexact = Ad ∩ Γ (7.50)

Le principe de la méthode LaTIn est alors de déterminer successivement une solution
(notée Σn) appartenant à l’espace Ad et satisfaisant l’équilibre et une solution (notée
Σ̂n) appartenant à l’espace Γ et satisfaisant les lois d’évolution. Il ne faut cependant
pas oublier que les deux espaces sont issus de la séparation d’un problème initial
unique. Il est donc nécessaire de conserver un lien entre une solution de l’espace li-
néaire et une solution de l’espace local. Ce lien est réalisé par le biais des directions
de recherche E+ et E−. Ces dernières permettent de déterminer une solution Σ̂n ∈ Γ
connaissant la solution Σn ∈ Ad et réciproquement de déterminer Σn+1 ∈ Ad connais-
sant Σ̂n ∈ Γ. Une représentation graphique classique de la méthode LaTIn est donnée
sur la Figure 7.2. De manière synthétique, la résolution d’un problème non-linéaire par

Σex

Σn

Σ̂n+1/2

Σn+1

FIGURE 7.2 – Interprétation graphique de la méthode LaTIn

le biais de la méthode LaTIn se décompose en quatre étapes :

1. Initialisation : classiquement la solution initiale, notée Σ0, est construite en cal-
culant la solution élastique du problème, c’est-à-dire que Σ0 ∈ Ad. Néanmoins,
suivant le contexte des stratégies d’initialisation plus pertinentes peuvent être
considérées basées notamment sur la nature non-incrémentale de la méthode. Il
s’agit par exemple de la stratégie multi-paramétrique [Boucard and Champaney,
2003, Champaney, 1996, Heyberger et al., 2013] où la solution d’un problème
(P1) pour un certain jeu de paramètres est utilisée comme initialisation d’un pro-
blème (P2) pour un autre jeu de paramètres, offrant ainsi une convergence plus
rapide.
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2. Étape locale : connaissant une solution Σn ∈ Ad on cherche à déterminer la
solution Σ̂n ∈ Γ faisant intervenir la direction de recherche E+ de la manière
suivante : (

Σ̂n −Σ
)
∈ E+ (7.51)

Le problème à résoudre est alors local en espace, c’est-à-dire défini au niveau
d’un point d’intégration (classiquement point de Gauss) où dans quelques cas
sur un ensemble de points de Gauss. Bien entendu suivant le comportement
considéré il peut s’avérer nécessaire d’utiliser une méthode de Newton afin de
résoudre les problèmes locaux.

3. Étape linéaire : connaissant une solution Σ̂n ∈ Γ on cherche à déterminer la
solution Σn+1 ∈ Ad faisant intervenir la direction de recherche E− de la manière
suivante : (

Σn+1 − Σ̂n

)
∈ E− (7.52)

A cette étape le problème à résoudre est linéaire et généralement global en es-
pace. Il peut alors être résolu “classiquement” de manière incrémentale ou alors
de manière directe en introduisant la réduction de modèle PGD comme proposé
dans [Ladevèze and Nouy, 2003, Ladevèze et al., 2010].

4. Critère de convergence : un critère de convergence naturel dans le cadre de la
méthode LaTIn est de mesurer l’écart entre la solution Σn+1 ∈ Ad et la solution
Σ̂ ∈ Γ. Néanmoins la question est quelle mesure considérer pour quantifier cet
écart. Différentes approches sont envisageables comme présenté dans [Lade-
vèze, 1999]. Cependant un critère de convergence classique est de considérer
une mesure énergétique de l’écart sur le champ de déformation (7.53) :

ε = ‖εm+1 − ε̂m‖C
1
2‖εm+1 + ε̂m‖C

(7.53)

Remarque 32. L’idée de base de la méthode LaTIn à savoir la séparation du problème
de base en un problème linéaire et en un problème local a également été exploitée
dans la cadre de la décomposition de domaine [Ladevèze, 1999, Oumaziz et al., 2017]
Remarque 33. La méthode LaTIn a également été employée dans [Allix and Vidal,
2002, Nguyen et al., 2008] pour la résolution de problèmes inverses en considérant
des approches ressemblant “de loin” à l’Erreur en Relation de Comportement modifiée.
Remarque 34. Dans l’Annexe D on propose une autre présentation de la méthode
LaTIn, basée sur l’intégration matériau, ainsi qu’une comparaison avec la méthode de
type Newton d’un point de vue algorithmique.

A présent, on va succinctement présenter comment la méthode LaTIn peut être
employée pour le calcul des champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de
comportement modifiée en non-linéaire. Pour cela il faut tout d’abord définir les deux
espaces solutionsAd et Γ. Comme présenté précédemment, la séparation du problème
de base en deux problèmes distincts mais liés se fait naturellement en introduisant
un partitionnement de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée.
Pour cette raison on définit les deux espaces Ad et Γ de la manière suivante :

— l’espace linéaire Ad

Ad =
{

Σ \ min
F (Σ)=0

Eψ(Σ; ξ)
}

(7.54)
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où les contraintes symbolisées par F (Σ) = 0 se réduisent à :

— l’équation d’équilibre local divσ + f = 0
— les conditions aux limites de Dirichlet u(x, t) = ud(x, t), ∀x ∈ ∂Ωu

— les conditions aux limites de Neumann σ · n = Td(x, t), ∀x ∈ ∂ΩT

— l’espace local Γ

Γ =
{

Σ̂ \ min
F̂ (Σ̂)=0

Eϕ(Σ̂; ξ)
}

(7.55)

où les contraintes symbolisées par F̂ (Σ̂) = 0 se réduisent ici à :

— les conditions initiales Σ̂(x, t = 0) = Σ0(x), ∀x ∈ Ω
Arrivé à ce niveau il apparait comme nécessaire de se donner les directions de montée
E+ et de descente E− permettant le passage de l’espace linéaire à l’espace global et
réciproquement. Tout d’abord pour ce qui est de l’étape locale on choisit de considérer
ici une direction de montée dite normale c’est-à-dire telle que l’on ait :

σ̂n+1/2 = σn (7.56)

Pour ce qui est de l’étape linéaire on choisit ici d’utiliser la direction de descente op-
timale à savoir la tangente à l’espace Γ. Étant donnée la définition de l’espace local
sa tangente se définit comme la différentielle seconde du terme associé au pseudo-
potentiel de dissipation de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée :

H− := ∂2Eϕ
∂Σ2 (7.57)

Astuce de calcul
Lors du calcul des champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Com-

portement modifiée il apparait que l’étape linéaire du processus de résolution que l’on
met en place se traduit par un système linéaire de la forme suivante :[

K −K
γΠTΠ K

]{
∆U
∆Λ

}
=
{

Fext

Fobs

}
(7.58)

Pour résoudre ce système trois approches sont possibles. La première, la plus simple,
est de factoriser directement la matrice globale du système (7.58). Cette approche
fonctionne sans difficulté majeure sur des petits problèmes (quelques milliers de de-
grés de liberté) mais s’avère extrêmement coûteuse dans le cas de structures plus
représentatives de problèmes industriels puisqu’il est ainsi nécessaire de factoriser
une matrice de taille (2 · ndof × 2 · ndof ). Or on le rappelle le temps de calcul d’une
factorisation évolue généralement de manière quadratique avec la taille de la matrice
ce qui dans notre cas n’est pas acceptable. La seconde approche envisageable, déjà
plus réaliste, est de résoudre d’abord le problème sur le champ primal ∆U et ensuite
celui sur le champ de multiplicateurs ∆Λ.On obtient ainsi deux systèmes linéaires à
résoudre successivement :

1.
(
K + γΠTΠ

)
∆U = Fext − Fobs

2. K∆Λ = Fext + Fobs − γΠTΠ∆U
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Malheureusement en l’état il est nécessaire pour ces deux résolutions de réaliser deux
factorisations de matrices ndof ×ndof . Cependant on constate que ces deux matrices à
factoriser sont relativement semblables. C’est justement cette similitude qui nous per-
met en réalité de ne réaliser qu’une seule factorisation. Pour cela on utilise la formule
de Sherman-Morrison-Woodbury qui nous permet d’écrire que :(

K + γΠTΠ
)−1

= K−1 −K−1γΠT
(
1 + γΠK−1ΠT

)−1
ΠK−1 (7.59)

Nous n’avons alors besoin que de factoriser la matrice K et le terme 1 + γΠK−1ΠT de
taille nobs × nobs donc très peu couteûx à factoriser. Cette astuce nous permet ainsi de
résoudre un système linéaire 2ndof × 2ndof en ne factorisant qu’une matrice de taille
ndof × ndof ce qui dans le cas de problèmes représentatifs de grande taille permet un
gain de temps significatif.

7.5 Applications
7.5.1 Comportement élastique endommageable
Formulation du problème de calcul des champs admissibles

Dans ce premier exemple il va être considéré un comportement élastique endom-
mageable. Pour ce faire les potentiels d’énergie libre et pseudo-potentiel de dissipation
sont définis comme présenté précédemment de la manière suivante :

ψ(σ, d, α) = 1
2
σ : C−1 : σ

1− d + (Yc − Y0)
3 α3 + Ψd≤1 (7.60)

ϕ?(Y, β) = k

a

[
〈Y − Y0 − β〉+ + Yc − Y0

a

(
exp

(
−a〈Y − Y0 − β〉+

Yc − Y0

)
− 1

)]
(7.61)

Les potentiels duaux associés se définissent quant à eux de la manière suivante :

ψ?(εe, Y, β) = Y + 2
3
|β|3/2√
Yc − Y0

+ ΨY≤ 1
2ε
e:C:εe (7.62)

ϕ(ḋ,−α̇) = ḋ
(a− 1)Y0 + Yc

a
+
(
k

a
− ḋ

)
ln
(

1− a

k
ḋ
)

(7.63)

Connaissant alors les expressions de ces différents potentiels il est possible de définir
la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée associée. Plus particu-
lièrement il est possible de définir les deux parties de la fonctionnelle Eψ et Eϕ permet-
tant la mise en place du schéma de résolution basé sur la méthode LaTIn. Pour rappel
ces deux fonctionnelles se définissent à partir des différents potentiels thermodyna-
miques de la manière suivante :

Eψ(Σ) =
∫

Ω

∫
It
ηψ(Σ)dtdx + γ

2

∫
It
‖Πu− s‖2dt (7.64)

Eψ(Σ) =
∫

Ω

∫
It

∫ t

0
ηϕ(Σ)dτdtdx (7.65)

Il est ainsi possible de définir les deux espaces linéaire et local nécessaires à la mise
en place de la méthode LaTIn.



7.5. APPLICATIONS 151

Espace linéaire Ad : associé à la résolution du problème de minimisation (7.66)

min
F (Σ)=0

Eψ(Σ) (7.66)

Afin de résoudre ce problème de minimisation on introduit un champ de multiplicateurs
de Lagrange, noté v, conduisant à la définition du lagrangien (7.67).

L(Σ,v) = Eψ(Σ) +
∫
It

∫
Ω
v (divσ + f) dxdt (7.67)

La résolution du problème de minimisation (7.66) se traduit alors en terme de condi-
tions de stationnarité du lagrangien (7.67). Tout calcul fait, ces conditions de stationna-
rité permettent d’écrire le système d’équations (7.68).

∫
It

∫
Ω
δv (divσ + f) dxdt = 0∫

It

∫
Ω
σ : ε(δu)dxdt +

∫
It
γ〈Πu− s, δu〉dt = 0∫

It

∫
Ω δσ

(
1

1−dC
−1 : σ − εe

)
dxdt +

∫
It

∫
Ω
vdiv δσdxdt = 0∫

It

∫
Ω
δd

(
σ : C−1 : σ
2(1− d)2 − Y

)
dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δY (1− d)dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δα
(
(Yc − Y0)α2 − β

)
dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δβ

 β

|β|

√
|β|

√
Y0 − Yc

− α

 dxdt = 0

(7.68)

Espace local Γ : associé à la résolution du problème de minimisation (7.69)

min
F (Σ̂)=0

Eϕ(Σ̂) (7.69)

L’écriture des conditions de stationnarité associées à cette minimisation conduit à la
définition du système d’équations (7.70).

∫
It

∫
Ω

∫ t

0
δαβ̇dτdxdt = 0∫

It

∫
Ω

∫ t

0
δβ

(
α̇ + k

a

〈Y − Y0 − β〉+
|Y − Y0 − β|

[
exp

(
−a〈Y − Y0 − β〉+

Y0 − Yc

)
− 1

])
dτdxdt = 0∫

It

∫
Ω

∫ t

0
δY

(
k

a

〈Y − Y0 − β〉+
|Y − Y0 − β|

[
exp

(
−a〈Y − Y0 − β〉+

Y0 − Yc

)]
− ḋ

)
dτdxdt = 0∫

It

∫
Ω

∫ t

0
δ̇d

(
(a− 1)Y0 + Yc

a
− Y − ln

(
1− a

k
ḋ
)
− 1

)
dτdxdt = 0

(7.70)

Identification dans le cadre d’un essai DCB
Le problème que l’on considère ici est un essai de délaminage sur un composite,

c’est-à-dire un essai de type Double Cantilever Beam, sur lequel nous allons chercher
à identifier le paramètre Y0 de la loi d’endommagement. La structure et les conditions
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aux limites considérées sont représentées sur la Figure 7.3. On considère donc une
structure composite constituée de deux plis, assimilés ici à des éléments élastiques
linéaires isotropes, et on modélise l’interface entre ces deux plis en considérant un
comportement élastique endommageable. On se place dans le cadre d’une modélisa-
tion 2D en contraintes planes.

Pli élastique

Pli élastique

Interface élastique endommageable

ud

ud

FIGURE 7.3 – Comportement élastique endommageable — structure considérée

Le chargement est un déplacement imposé monotone linéaire. L’objectif ici va être
de déterminer le paramètre Y0 de la loi d’endommagement à effet retard. Pour cela on
résout dans un premier temps le problème direct afin de simuler les observations brui-
tées nécessaires à la résolution du problème d’identification. La discrétisation spatiale
(maillage) que l’on utilise est représentée sur la Figure 7.4. Le maillage est excessive-
ment fin, c’est tout à fait volontaire afin de capter au mieux l’évolution des phénomènes
d’endommagement.

FIGURE 7.4 – Comportement élastique endommageable — maillage de la structure

La résolution du problème direct en considérant les paramètres exacts du modèle
d’endommagement, c’est-à-dire les paramètres que l’on cherche dans la suite à iden-
tifier, fournit une évolution de l’endommagement au niveau de l’interface comme pré-
sentée sur la Figure 7.5.

Les observations considérées pour ce problème sont des mesures de déplacement
en certains points de la structure représentés sur la Figure 7.6. Une fois le déplacement
extrait aux points de mesure on y ajoute un bruit de mesure (bruit blanc gaussien) de
1%.

Sur la Figure 7.7 on représente d’une part l’évolution de la fonctionnelle Erreur en
Relation de Comportement modifiée au cours des itérations du processus d’identifi-
cation, et d’autre part l’évolution de l’erreur sur le paramètre identifié. Dans un pre-
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(a) Step 1 (b) Step 5

(c) Step 9 (d) Step 15

(e) Step 17 (f) Step 20

FIGURE 7.5 – Comportement élastique-endommageable — évolution de l’endomma-
gement dans l’interface

Pli élastique

Pli élastique

Interface élastique endommageable

ud

ud

FIGURE 7.6 – Comportement élastique endommageable — position des capteurs

mier temps on peut constater que le processus d’identification s’avère relativement
performant avec une erreur à convergence de 1,9 % sur le paramètre identifié (taux
de restitution d’énergie Y0). Néanmoins un phénomène quelque peut surprenant est
la faible amplitude de variation de l’ERC modifiée au cours des itérations. En effet
comme on peut l’observer sur la Figure 7.11a la fonctionnelle ne diminue que de 1.10−1

avant de stagner. Cependant ce phénomène a déjà pu être observé dans la thèse de
Barbarella [Barbarella, 2016]. Une explication possible de cette faible évolution de la
fonctionnelle dans ce cas est potentiellement associée au choix du coefficient de pon-
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dération γ. En effet le coefficient de pondération est déterminé classiquement à l’aide
d’une approche de type L-curve, c’est d’ailleurs l’approche que l’on utilise dans les
chapitres précédents. Cependant dans le cas de problèmes non-linéaires les calculs
devenant beaucoup plus coûteux nous avons fait le choix de ne pas rechercher une
valeur optimale du coefficient de pondération mais de se contenter d’une valeur choisie
de manière empirique.
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(b) Evolution de l’erreur sur le paramètre Y0

FIGURE 7.7 – Comportement élastique endommageable — Évolution de l’ERC modi-
fiée et de l’erreur d’identification sur le paramètre Y0 au cours des itérations.

Remarque 35. Un point de travail nous semblant intéressant d’aborder serait de cher-
cher à mettre en place une méthode à faible coût pour l’estimation du coefficient de
pondération γ. Une piste envisageable serait peut-être de réaliser une estimation de
ce coefficient à l’aide d’un modèle élastique.

7.5.2 Comportement élasto-visco-plastique
Formulation du problème de calcul des champs admissibles

Dans ce second exemple on considère un comportement élasto-visco-plastique
de Prandlt-Reuss à écrouissage isotrope. Pour ce type de comportement le poten-
tiel d’énergie libre et le pseudo-potentiel de dissipation s’expriment de la manière sui-
vante :

ψ(ε, εvp, p) = 1
2 (ε− εvp) : C : (ε− εvp) + g(p) (7.71)

ϕ?(σ, R) = kv
nv + 1

〈
‖σD‖ − (R +R0)

〉nv+1

+
(7.72)

avec ε la déformation totale, εvp la déformation inélastique, p la plasticité cumulée,
g(p) la loi d’écrouissage isotrope et R la variable d’écrouissage isotrope associée. Les
potentiels duaux s’expriment alors de la manière suivante :

ψ?(σ, R) = 1
2σ : C−1 : σ + g?(R) (7.73)

ϕ(ε̇vp,−ṗ) = R0‖ε̇vp‖+ 1
(nv + 1)knvv

‖ε̇vp‖nv+1 (7.74)
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Connaissant ces différents potentiels nous pouvons définir la fonctionnelle Erreur en
Relation de Comportement modifiée non-linéaire. On définit donc les deux contribu-
tions de l’erreur, à savoir l’erreur sur l’énergie libre et les observations et l’erreur sur la
dissipation, et par conséquent les espaces suivants :
Espace linéaire Ad : associé à la résolution du problème de minimisation (7.75)

min
F (Σ)=0

Eψ(Σ) (7.75)

Afin de résoudre ce problème de minimisation on introduit un champ de multiplicateurs
de Lagrange, noté v, conduisant à la définition du lagrangien (7.76).

L(Σ,v) = Eψ(Σ) +
∫
It

∫
Ω
v (divσ + f) dxdt (7.76)

La résolution du problème de minimisation (7.75) se traduit alors en terme de condi-
tions de stationnarité du lagrangien (7.76). Tout calcul fait, ces conditions de stationna-
rité permettent d’écrire le système d’équations (7.77).

∫
It

∫
Ω
δv (divσ + f) dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δσ

(
C−1 : σ − εe − ε(v)

)
dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δp (g′(p)−R) dxdt = 0∫

It

∫
Ω
δR

(
g?
′(R)− p

)
dxdt = 0∫

It

∫
Ω
ε[δu] (C : (ε(u)− εvp)− σ) dxdt−

∫
It
γ 〈Πu− s,Πδu〉 dt = 0

(7.77)

Espace local Γ : associé à la résolution du problème de minimisation (7.78)

min
F (Σ̂)=0

Eϕ(Σ̂) (7.78)

L’écriture des conditions de stationnarité associées à cette minimisation conduit à la
définition du système d’équations (7.79).

∫
It

∫
Ω

∫ t

0
δσ :

(
(nv + 1)〈‖σ

D‖ − (R +R0)〉nv+1
+

|‖σD‖ − (R +R0)|
σD

‖σD‖
− ε̇vp

)
dτdxdt∫

It

∫
Ω

∫ t

0
δpṘdτdxdt = 0∫

It

∫
Ω

∫ t

0
δRṗdτdxdt = 0

(7.79)

Recalage de modèle sur une aube de turbine
Afin d’illustrer le recalage de modèle par l’Erreur en Relation de Comportement

modifiée dans un cadre visco-plastique nous allons considérer le problème d’identi-
fication d’un chargement extérieur. Pour ce faire on considère une aube de turbine 1

représentée sur la Figure 7.8. Les conditions aux limites considérées sont celles clas-
siquement utilisées pour ce type de problème à savoir : (i) un déplacement normal
imposé à zéro sur tout le pied d’aube ; (ii) un chargement volumique correspondant à
une force centrifuge.

1. La géométrie de l’aube utilisée pour cet exemple n’est pas une vrai géométrie, ne provient pas
d’un modèle industriel, mais est issue du site Grabcad www.grabcad.com.

www.grabcad.com
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FIGURE 7.8 – Comportement visco-plastique — Géométrie de l’aube de turbine

Afin de réaliser l’ensemble des calculs (simulation des observations et résolution
du problème inverse) le maillage de la structure considéré est celui présenté sur la
Figure 7.9. Ce maillage réalisé à l’aide du logiciel Salome et en utilisant le mailleur
Netgen est constitué de 1 099 544 éléments tétraédriques à 4 noeuds conduisant à un
problème comportant 918 000 degrés de liberté et 4 398 176 points de Gauss.

Le problème inverse que l’on va chercher à résoudre est l’identification de l’effort
centrifuge défini par la relation (7.80). Plus précisemment nous allons chercher à iden-
tifier la vitesse de rotation ω de l’aube.

fcentrifuge(x, y, z, t) = ρω2x · t (7.80)

Tout d’abord on résout le problème direct afin de simuler les observations. On consi-
dère pour cela 16 capteurs de déplacement, 8 placés sur l’extrado de l’aube et 8 pla-
cés sur l’intrado. On considère un bruit de mesure de 1% modélisé par un bruit blanc
gaussien. Sur la Figure 7.10 on représente l’évolution de la plasticité cumulée pour
différents pas de temps. On observe alors que l’on obtient bien une initiation des phé-
nomènes dissipatifs au niveau de la jonction entre le pied d’aube et le corps avec
ensuite une propagation au reste de l’aube.

Sur la Figure 7.11 on représente l’évolution de la fonctionnelle Erreur en Relation
de Comportement modifiée au cours des itérations ainsi que l’erreur sur le paramètre
(effort centrifuge) au cours des itérations. On constate alors que les résultats que l’on
obtient dans ce cas visco-plastique sont très semblables à ceux obtenus dans le cas
élastique endommageable précédent en terme de tendances. En effet on observe une
décroissance monotone de la fonctionnelle ERC modifiée relativement rapide au cours
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FIGURE 7.9 – Comportement visco-plastique — Maillage de l’aube de turbine

(a) Incrément 2 (b) Incrément 6 (c) Incrément 10

FIGURE 7.10 – Comportement visco-plastique — Plasticité cumulée dans l’aube de
turbine
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des itérations et une stagnation ensuite. De plus, comme pour l’exemple précédent,
on observe une faible amplitude de variation de la fonctionnelle ERC modifiée entre
sa valeur initiale et sa valeur à stagnation. En ce qui concerne le paramètre identifié,
la vitesse de rotation de l’aube, on constate que l’on a une convergence plus rapide
que dans l’exemple précédent. Cette vitesse de convergence plus grande peut s’expli-
quer par le fait que le paramètre que l’on recale dans cet exemple est un paramètre
global dont l’impact sur la solution (champs admissibles au sens de l’ERCm) est net-
tement plus significatif que dans le cas de l’exemple élastique endommageable où
l’on identifiait un paramètre de la loi d’endommagement de l’interface. A convergence,
c’est-à-dire après stagnation du processus de recalage de modèle, l’erreur sur l’effort
centrifuge identifié est de 1, 23% ce qui est tout à fait acceptable étant donné le nombre
de capteurs et le bruit de mesure de 1% considéré.
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FIGURE 7.11 – Comportement visco-plastique — Évolution de l’ERC modifiée et de
l’erreur d’identification sur la vitesse de rotation identifiée au cours des itérations

7.6 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons développé et mis en place une extension du concept

d’Erreur en Relation de Comportement modifiée aux comportements matériau non-
linéaires. L’approche que l’on propose et que l’on met en place repose sur la for-
mulation thermodynamique des lois matériau dans le cadre non-linaire. A partir de
ce formalisme thermodynamique et en reprenant les travaux de Ladevèze [Ladevèze
et al., 1999], nous avons reformulé la fonctionnelle ERC modifiée afin de résoudre
des problèmes d’idendification et de recalage de modèle dans un cadre non-linéaire
matériau. De plus nous avons proposé, développé et implémenté un processus de ré-
solution dédié, basé sur les propriétés de positivité de la fonctionnelle, ayant de fortes
similitudes avec la méthode LaTIn. Nous avons alors appliqué cette démarche de ré-
solution sur deux problèmes (un problème élastique endommageable et un problème
visco-plastique à grand nombre de degrés de liberté) et nous avons pu constater que
l’approche que l’on propose semble fournir de très bons résultats. Un point à amélio-
rer dans l’approche que l’on propose est le calcul du coefficient de pondération qui
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étant donné le coût de résolution important du problème peut difficilement être obtenu
à l’aide d’une approche de type L-curve comme dans le cas linéaire.
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Chapitre

8
Mise en place de la démarche

Modified Kalman Filter pour les
comportements non-linéaires

8.1 Introduction
Dans ce dernier chapitre nous allons mettre en place la démarche d’assimilation de

données, Modified Kalman Filter, en conjonction avec les développements du chapitre
précédent à savoir l’extension du concept d’Erreur en Relation de Comportement mo-
difiée aux comportements matériaux non-linéaires. L’objectif va donc être de résoudre
un problème de recalage de modèle par assimilation de données en considérant un
modèle de comportement non-linéaire.

L’intérêt de ce cas de figure est qu’aujourd’hui la plupart des calculs pour le dimen-
sionnement de structures industrielles sont réalisés en prenant en compte les phéno-
mènes non-linéaires. Il est donc primordial d’être à même de réaliser dans cette confi-
guration un recalage de modèle efficace. De plus on rappelle que l’objectif de cette
thèse est d’investiguer la mise en place d’outils, démarches, permettant le recalage de
modèle dans le cadre du paradigme Dynamic Data Driven Applications Systems. Le
principe du paradigme DDDAS est de procéder à un échange continu entre un système
physique en service et le modèle numérique associé. Or qui dit structure en service
dit potentiellement sollicitation exceptionnelle. Ainsi l’apparition de sollicitations, ou cas
de figures, non prévus par le cahier des charges peut entraîner l’activation de phéno-
mènes non-linéaires qui initialement ne devaient pas intervenir. Pour cette raison il est
nécessaire que le processus de recalage de modèle soit à même de gérer ce genre
de comportement afin de fournir une réponse pertinente vis-à-vis de la problématique
abordée.

Étant donné que tous les outils nécessaires à la mise en place du processus de
recalage de modèle par assimilation de données dans un cadre non-linéaire ont été
développés dans les chapitres précédents, il ne s’agit dans cette partie que d’assem-
bler les différents éléments. Pour cette raison ce chapitre se veut relativement réduit
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en terme de développement scientifique et se concentre plus sur la mise en place de
la démarche sur un cas “concret”.

Les développements et résultats présentés dans ce chapitre font l’objet d’une pu-
blication en cours de rédaction [Marchand et al., 2017b].

8.2 Extension du filtre de Kalman modifié aux compor-
tements matériaux non-linéaires

La différence entre ce que l’on propose dans ce chapitre et ce qui a été réalisé dans
les chapitres 5 et 6 réside dans le fait que l’on considère désormais un comportement
matériau non-linéaire pour le modèle mécanique que l’on étudie. Pour rappel, le prin-
cipe de base de la méthode d’assimilation de données Modified Kalman Filter est de
définir le système dynamique suivant :ξ

(k+1) = ξ(k) + eξ
s(k+1) = Hm

(
ξ(k:k+1), s(k:k+1)

)
+ es

(8.1)

On rappelle également que l’opérateur d’observationHm que l’on introduit est basé sur
le concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée. C’est au sein de cet opé-
rateur que l’on vient déterminer l’état du système pour un jeu de paramètres comme
étant les champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de Comportement mo-
difiée. C’est donc dans cet opérateur d’observation que toute la physique du problème
considéré est concentrée. La question que l’on peut alors se poser est qu’est ce qu’im-
plique le fait de considérer un modèle de comportement non-linéaire ? D’un point de
vue assimilation de données cela ne change strictement rien. En effet cela n’a pas
d’impact à ce niveau puisque que le modèle soit linéaire ou non dans tous les cas
l’opérateur d’observation est non-linéaire. C’est d’ailleurs pour cette raison que pour
résoudre le problème d’identification il a été nécessaire d’employer le filtre de Kalman
Unscented, une version non-linéaire du filtre de Kalman “classique”. En revanche la
distinction avec ce que l’on a fait précédemment se situe au sein de l’opérateur d’ob-
servation. Plus précisément c’est à l’étape de calcul de l’état du système que la non-
linéarité additionnelle est localisée. En effet comme nous l’avons illustré tout au long
du chapitre 7 le fait de considérer un comportement matériau non-linéaire nécessite un
travail d’adaptation du concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée et une
technicité particulière pour le calcul des champs admissibles. C’est justement cela que
l’on introduit au sein de l’opérateur d’observation pour prendre en compte des modèles
de comportement non-linéaires.

Afin de prendre en compte des comportements matériaux non-linéaires dans le
cadre du recalage de modèle par Modified Kalman Filter il nous suffit donc “sim-
plement” d’introduire dans l’opérateur d’observation Hm les développements réalisés
dans le Chapitre 7 permettant la définition et le calcul de champs admissibles au sens
de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée dans un cadre non-linéaire.

Bien entendu il est nécessaire de préciser que pour l’application de l’approche Mo-
dified Kalman Filter dans le cadre de problèmes inverses à comportement non-linéaire
il est beaucoup plus difficile de tendre vers une résolution en temps réel. En effet bien
qu’il soit possible d’utiliser la réduction de modèle PGD (pour la construction de so-
lutions paramétriques) dans un cadre non-linéaire, en conjonction avec la méthode
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LaTIn [Cognard et al., 1999, Relun et al., 2013, Vitse, 2016], nous n’avons utilisé que
la résolution LaTIn sans décomposition PGD (comme présentée dans le chapitre pré-
cédent). Si nous n’avons pas cherché à utiliser la réduction de modèle PGD c’est en
grande partie car son utilisation dans le cadre non-linéaire reste à ce jour un sujet de
recherche en activité et l’introduire dans cette thèse ne semblait pas raisonnablement
envisageable. Cependant afin de réduire au maximum le coût de calcul sans introduire
de complexité scientifique additionnelle nous avons donc travaillé sur l’aspect implé-
mentation de la méthode.

L’aspect assimilation de données : tout comme pour le chapitre 6, portant sur l’iden-
tification de champs, nous avons exploité que la propagation des σ-points au tra-
vers de l’opérateur d’observation peut se faire de manière indépendante. De fait
nous avons utilisé une version parallèle de notre processus d’assimilation de don-
nées nous permettant de calculer les champs admissibles indépendamment et en
parallèle pour chacun des points du tirage et à chaque pas de temps. Cette implé-
mentation parallèle de l’assimilation de données est disponible sous licence GNU
GPL à l’adresse suivante https://github.com/basileMarchand/ParaKalman.

L’aspect calcul des champs admissibles : quant à lui détaillé dans le chapitre pré-
cédent, il a nécessité, afin d’avoir des temps de calculs raisonnables, une im-
plémentation dédiée. Pour ce faire on a développé un nouveau code de calcul
éléments finis, en C++. Code de calcul au sein duquel un parallélisme à mémoire
partagée a été mis en place pour les étapes d’intégration de comportement ma-
tériaux et de résolution de systèmes linéaires via le solveur MUMPS [Amestoy
et al., 2000].

8.3 Description du cas test
L’exemple d’application de la méthode Modified Kalman Filter dans un cadre non-

linéaire que l’on considère ici est celui d’un essai de bi-traction. La géométrie considé-
rée est représentée sur la Figure 8.1. Le comportement pour cet exemple est un com-
portement visco-plastique de type Prandlt-Reuss, le même que celui présenté dans le
Chapitre 7.

Afin de simplifier la modélisation, on utilise les symétries de l’éprouvette nous per-
mettant ainsi de ne mailler qu’un quart de la géométrie. Le chargement appliqué à la
structure est de type déplacements imposés. Les conditions aux limites et le pilotage
en déplacement sont représentés sur la Figure 8.2. Il est volontairement appliqué un pi-
lotage en déplacement dissymétrique afin d’avoir deux paramètres distincts à identifier
et ainsi défavoriser le processus d’identification.

Les observations réalisées pour cet exemple sont des mesures de déplacement
suivant les axes x et/ou y, comme représenté sur la Figure 8.3. Les mesures sont gé-
nérées en résolvant le problème direct avec le bon jeu de paramètres et en appliquant
ensuite aux quantités extraites un bruit blanc gaussien de 1%.

Sur la Figure 8.4 on représente la carte de plasticité cumulée correspondant à la
résolution du problème direct (ayant servi à générer les observations) pour différents
incréments de temps. On observe tout d’abord que l’on a une localisation de la plasti-
cité au centre de l’éprouvette et au niveau des congés entre les bras de l’éprouvette.
On observe notamment au pas de temps 10 une dissymétrie du niveau de plasticité

https://github.com/basileMarchand/ParaKalman
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FIGURE 8.1 – Éprouvette de bi-traction
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FIGURE 8.2 – Conditions aux limites et pilotage en déplacement
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Mesure de déplacement suivant l’axe y
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FIGURE 8.3 – Position des capteurs
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(a) Pas de temps 5 (b) Pas de temps 10

(c) Pas de temps 25

FIGURE 8.4 – Carte de plasticité cumulée à différents incréments de chargement pour
l’exemple de bi-traction

cumulée entre les deux bras de l’éprouvette. Cette dissymétrie correspond au profil de
chargement imposé.
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8.4 Résultats
Nous avons alors appliqué la méthode d’identification Modified Kalman Filter en

considérant le comportement visco-plastique du matériau à l’aide de la reformulation
de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée non-linéaire. Les paramètres d’ini-
tialisation du processus d’assimilation de données sont fournis dans le Tableau 8.1.

Paramètres ξ = [udx, udy] Cξξ Ceξ
Ces

Valeurs [0., 0.] 0.1 · 1 1.10−2 · 1 1.10−2 · 1

TABLE 8.1 – Valeurs numériques des paramètres d’initialisation du processus d’assi-
milation de données pour l’exemple de bi-traction visco-plastique

Tout d’abord on représente sur la Figure 8.5 les champs admissibles calculés en ac-
cord avec l’Erreur en Relation de Comportement modifiée non-linéaire à un incrément
du processus d’assimilation de données. On constate sur le champ de déplacement
(Figures 8.5a et 8.5a) que l’impact des observations sur l’état calculé est très net. Dans
la configuration représentée ici la prise en compte des observations tend à diminuer
l’état de traction de l’éprouvette. Cela provient du fait qu’à l’instant représenté les pa-
ramètres fournis en entrée de la simulation sont supérieurs à leurs valeurs réelles. Sur
les Figures 8.5c et 8.5d on représente les champs de multiplicateur de Lagrange as-
sociés. On constate alors que l’on obtient un champ de multiplicateur localisé autour
des points de mesure.

Un autre point très intéressant est que la prise en compte des observations dans le
calcul de l’état du système induit un mode de chargement qui n’apparaît pas dans le
problème direct à savoir la flexion de l’éprouvette comme illustré sur la Figure 8.6. On
observe que l’éprouvette fléchit vers le haut alors que les conditions aux limites sont
celles de la Figure 8.2b à savoir un déplacement imposé dans le plan (x, y). Ce mode
de flexion provient en réalité de la prise en compte des observations comme second
membre dans le calcul des champs admissibles. Or dans le cas considéré ici les ob-
servations sont réalisées sur la peau supérieure de l’éprouvette d’où la dissymétrie du
chargement et l’apparition de la flexion de la structure.

Sur la Figure 8.7 on trace l’évolution des paramètres identifiés au cours des incré-
ments du processus d’assimilation. On observe que le processus d’assimilation fournit
des résultats plutôt satisfaisants étant donné le faible nombre de points d’observation et
le bruit de mesure de 1% considéré. Notamment la moyenne obtenue pour chacun des
paramètres incertains est relativement proche des valeurs utilisées pour la résolution
du problème direct, une fois passé les premières itérations. On observe également une
erreur de poursuite initialement importante tendant à se réduire de manière significa-
tive au fur et à mesure du processus d’identification. En terme de variance, on observe
que la variance sur chacun des paramètres initialement grande se réduit relativement
rapidement au cours du processus d’assimilation, comme nous l’avons observé dans
les divers exemples précédents.
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(a) Champ de déplacement ux (b) Champ de déplacement uy

(c) Champ de multiplicateur de Lagrange λx (d) Champ de multiplicateur de Lagrange λy

FIGURE 8.5 – Exemple de champs admissibles

8.5 Synthèse
Dans ce chapitre nous avons réalisé une synthèse partielle de ces travaux de thèse

en mettant en place un recalage de modèle en “temps-réel” avec assimilation de don-
nées à la volée en utilisant l’approche Modified Kalman Filter considérant un modèle
de comportement visco-plastique. Nous avons pu montrer sur un exemple modélisant
un essai de traction bi-directionnelle les performances relativement bonnes du proces-
sus d’assimilation de données ainsi développé. Les résultats obtenus nous permettent
de dire que l’approche que l’on propose semble prometteuse en terme de qualité de
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FIGURE 8.6 – Illustration de l’interprétation des observations comme chargement ex-
térieur dans le calcul des champs admissibles — Flexion de l’éprouvette (amplification
d’un facteur 20)
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(a) Identification du paramètre udx
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(b) Identification du paramètre udy

FIGURE 8.7 – Identification par l’approche Modified Kalman Filter considérant un com-
portement matériau non-linéaire — Résultats du processus d’identification

résultats et de champs d’application possibles grâce à la formulation très générique
de la fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée. Néanmoins certains
points restent à améliorer. Tout d’abord comme dans le cas des modèles linéaires
(Chapitres 5 et 6) le choix des erreurs de modèle et de mesure restent des para-
mètres sensibles et dépendent exclusivement de l’intuition de l’utilisateur. Ensuite dans
le cadre de modèle non-linéaire le coût de calcul induit par le calcul des champs ad-
missibles peut s’avérer problématique sur des problèmes de grande dimension, et une
stratégie de réduction de modèle est alors inévitable si l’on souhaite pour ces applica-
tions réaliser une assimilation en temps-réel. Enfin, comme pour le chapitre précédent,
le choix du paramètre de pondération est problématique puisqu’il n’est plus raisonna-
blement envisageable de déterminer ce dernier par une approche de type L-curve.
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Conclusions

L’accroissement des ressources de calcul et la banalisation de leur exploitation pour
la simulation numérique a entraîné de la part des industriels une intensification de l’uti-
lisation des outils de simulation numérique et une compléxification des modèle asso-
ciés. Cela entraîne alors un besoin d’identifier au plus juste ces modèles complexes.
Dans le cadre de cette thèse nous avons donc cherché à mettre en place les outils né-
cessaires à la réalisation de ce recalage de modèle en vue d’être à même de réaliser
par la suite une simulation numérique la plus précise possible. L’autre aspect que nous
avons cherché à prendre en compte dans ce travail est la réduction du temps de calcul
nécessaire à l’identification. En effet la banalisation du calcul haute performance en-
traîne le développement de nouvelles pratiques dans la communauté mécanique, en
particulier le développement du paradigme Dynamic Data Driven Application Systems.
Les contraintes que nous avons donc cherché à prendre en compte dans les différents
développements de ce travail sont donc de développer des méthodes d’identification
et de recalage de modèle qui soient :

— pour différents type d’inconnues de modèles :

— paramètres dépendand ou non du temps

— paramètres discrets ; amplitude de chargement, propriétés matériaux homo-
gènes, ...

— champs de paramètres

— pour différents types de modèles :

— modèles statiques linéaires : thermique stationnaire ou élasticité linéaire

— modèles évolutifs linéaires : thermique instationnaire

— modèles quasi-statiques non-linéaires : comportements non-linéaires tels
que la visco-plasticité ou l’endommagement

— robustes vis-à-vis du bruit de mesure

— peu coûteuses de mise en œuvre

Pour répondre à cette problématique de recalage de modèle en respectant les dif-
férentes contraintes énoncées nous avons proposé différentes approches ayant toutes
comme point commun l’utilisation de l’Erreur en Relation de Comportement modifiée.

Pour commencer nous avons mis en place une démarche dans le cadre de mo-
dèles de comportement linéaires, évolutifs ou non, et pour des paramètres discrets
indépendants du temps. Cette approche repose sur l’utilisation de la réduction de mo-
dèle PGD pour le calcul des champs admissibles au sens de l’Erreur en Relation de
Comportement modifiée sous forme paramétrique. La méthodologie que l’on propose
permet tout d’abord de réaliser une identification “instantanée” dans la phase online et
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de plus en introduisant le coefficient de pondération de l’ERC modifiée dans la solution
PGD nous avons supprimé ce paramètre tournevis en calculant à chaque itération une
valeur optimale à moindre coût. Nous nous sommes ensuite intéréssés aux modèles
linéaires nécessitant le recalage de paramètres évolutifs. Pour cela nous avons tra-
vaillé sur les méthodes d’assimilation de données, qui fournissent un cadre propice à
ce type de problématique. Plus particulièrement nous avons proposé une reformula-
tion de l’identification par Filtre de Kalman en re-définissant l’opérateur d’observation
à partir du concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée. Nous avons alors
pu constater que l’approche Modified Kalman Filter offrait de meilleures performances
en terme de robustesse et de précision que l’approche classiquement employée. De
plus en introduisant la réduction de modèle PGD nous avons significativement réduit
les coûts de calcul permettant ainsi de réaliser une identification en temps-réel. Ce-
pendant cette approche a montré ses limites dans le cadre de problèmes faisant in-
tervenir un grand nombre de paramètres et/ou nécessitant une représentation fine de
l’état initial à chaque pas de temps. Afin d’étendre les configurations de problèmes
qu’il est envisageable de traiter avec la méthode Modified Kalman Filter nous avons
proposé une variation de cette approche dédiée à l’identification de champs de pa-
ramètres. L’idée de cette approche est de séparer la discrétisation spatiale servant à
déterminer l’état du système (le maillage éléments finis) de la discrétisation spatiale du
champ de paramètres. En introduisant alors un processus de remaillage adaptatif sur
cette dernière discrétisation nous pouvons identifier des champs hétérogènes et/ou
singuliers. Cette approche a fourni sur les quelques exemples traités des premiers
résultats prometteurs mais nécessite néanmoins un travail conséquent d’un point de
vue théorique mais également technique afin d’être applicable de manière générale.
Pour finir nous nous sommes intéressés au cadre des modèles faisant intervenir des
comportements matériaux non-linéaires. Pour cela nous avons dans un premier temps
proposé une extension du concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée
à ce type de problème en repartant d’un cadre thermodynamique. Nous avons alors
proposé et mis en œuvre une méthode de résolution dédiée, basée sur la méthode La-
TIn, afin de calculer les champs admissibles. Nous avons illustré sur deux exemples
(un calcul d’endommagement de l’interface entre deux plis d’un matériau composite
et un calcul visco-plastique sur une aube) que cette reformulation de l’Erreur en Re-
lation de Comportement modifiée permet de résoudre de manière précise et efficace
des problèmes d’identification et de recalage de modèle faisant intervenir des phéno-
mènes complexes. Une fois l’ERC modifiée clairement formulée pour les problèmes
non-linéaires nous avons appliquée l’approche Modified Kalman Filter pour l’identi-
fication de conditions aux limites de type Dirichlet dans un problème de bi-traction
considérant un comportement visco-plastique. Nous avons alors mis en évidence que
l’approche par assimilation de données que l’on propose offre des résultats encoura-
geants, pour un faible nombre d’observations et un bruit de mesure non négligeable
nous avons réussi à reconstruire le déplacement évolutif imposé à la structure avec
une précision acceptable étant donnée la difficulté du problème.



Pistes de recherche et perspectives

Au cours de cette thèse nous avons investigué un certain nombre de pistes d’étude
afin de répondre à la question de l’identification et du recalage de modèle dans le
contexte du paradigme Dynamic Data Driven Applications Systems. Cependant au
cours de ces travaux un grand nombre de points, plus ou moins complexes, ont été
mis de côté. Il serait donc intéressant de consacrer du temps et de l’énergie pour
étudier ces notions qui n’ont pas pu l’être. Ces différents points qu’il serait pertinent
d’aborder sont, classés par ordre de complexité en terme de temps à y consacrer, les
suivants :

Travail à court terme (l’échelle d’un stage) :

(a) Exploitater la méthode Modified Kalman Filter en considérant des comporte-
ments matériaux linéaires et non-linéaires avec de véritables observations afin
de tester la robustesse de la méthode dans des applications concrètes.

(b) Reformuler le concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée dans un
cadre Goal-Oriented, dans l’esprit de ce qui a été initié dans [Chamoin et al.,
2014], et par extension l’appliquer à l’approche Modified Kalman Filter. L’objectif
est de réaliser un recalage non plus dans l’optique d’avoir la meilleure estimation
possible des paramètres, mais d’obtenir les paramètres permettant l’estimation
au plus juste d’une certaine quantité d’intérêt.

Travail à moyen terme (l’échelle d’un post-doc) :

(c) Exploiter et développer des outils d’estimation d’erreur de modèle, tels que pro-
posés dans [Oden and Prudhomme, 2002, 2011], afin de quantifier au plus juste
le terme d’erreur de modèle intervenant dans la définition du système dynamique
inhérent à l’aspect assimilation de données. En effet nous avons mis en évidence,
un fait bien connu par ailleurs, que ce terme d’erreur de modèle a un impact ma-
jeur sur la qualité du processus d’identification. Il semble donc pertinent de mettre
en place une démarche rigoureuse et systématique d’estimation de ce dernier.

(d) Dans la même lignée exploiter les outils d’estimation d’erreur de modèle afin de
partir dans un direction orthogonale à celle prise à la fin de cette thèse. L’idée se-
rait de chercher à ne considérer que des modèles simples, par exemple élasticité
linéaire, pour la définition de l’opérateur d’observation mais de en contre-partie
la compenser cette pauvreté du modèle par une estimation précise de l’erreur de
modèle ainsi introduite.

(e) Reprendre les prémices de travaux réalisés au cours de cette thèse sur l’identifi-
cation de champs de paramètres. Dans un premier temps revoir l’implémentation
en incluant toutes les opérations de projection et de remaillage directement dans
le code de calcul sans se compliquer la vie en utilisant des logiciels externes,
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comme ce qui a été fait dans cette thèse. De plus il faudrait mettre en place des
indicateurs pertinents, potentiellement basés sur une analyse de la matrice de
variance-covariance ou une analyse de la matrice de gain de Kalman, afin de
piloter le processus d’adaptation au sein de la démarche d’assimilation de don-
nées.

Travail à long terme (l’échelle d’une thèse) :

(f) Tout d’abord un important travail d’uniformisation et de développement de mé-
thodes dédiées à l’Erreur en Relation de Comportement modifiée semble être
capital pour démocratiser cette approche performante pour la résolution des pro-
blèmes inverses. Tout d’abord dans le cadre des problèmes d’évolution, tels que
la thermique instationnaire ou la dynamique, nous avons montré que le calcul des
champs admissibles au sens de la fonctionnelle ERC modifiée s’avère délicat et
coûteux à cause de l’aspect direct-rétrograde en temps. Afin de réduire les coûts
de calcul de ce problème une piste qu’il serait intéressant d’explorer est la mise
en place d’un parallélisme en temps avec une méthode de type Parareal [Lions
et al., 2001]. De plus toujours sur l’aspect résolution il serait intéressant de regar-
der dans un cadre non-linéaire, toujous à l’aide de la méthode LaTIn comme nous
l’avons proposé dans cette thèse, comment il serait possible d’exploiter la sépa-
ration en deux étapes de l’intégration matériaux pour introduire deux échelles de
temps : (i) une échelle fine pour l’étape locale, l’intégration des lois d’évolution ;
(ii) une échelle plus grossière pour l’étape linéaire.

(g) Enfin pour terminer, un point qui semble crucial d’investiguer est la formulation
de la construction d’une décomposition PGD. En effet au cours de cette thèse
la réduction de modèle PGD s’est avérée être un outil offrant un certain nombre
de possibilités mais présente néanmoins quelques défauts de conceptions. Le
principal défaut du processus de construction d’une décomposition PGD se si-
tue dans le fait qu’à chaque itération du point fixe on résout de manière exacte
un problème spatial, donc potentiellement de grande taille. Or cela pénalise for-
tement le temps de calcul de la décomposition PGD. Afin de remédier à cela
une piste intéressante à envisager serait de voir la PGD comme un solveur ité-
ratif multi-linéaire. L’idée serait donc de remplacer le point fixe présent à chaque
enrichissement de la solution par un solveur itératif de type gradient conjugué
ou GMRES portant sur le problème spatial au sein duquel à chaque itération
seraient résolus les problèmes selon les autres dimensions de manière exacte
car peu coûteux. Plusieurs avantages significatifs apparaîtraient alors à se pla-
cer dans un tel formalisme, à savoir celui des solveurs de Krylov : (i) on pourrait
préconditionner, à droite, le problème spatial et mettre à jour le préconditionneur
en utilisant les fonctions des autres espaces calculées à l’itération précédente ;
(ii) on pourrait également introduire un projecteur permettant à l’enrichissement
de rang M d’imposer l’orthogonalité, en un certain sens, par rapport à la base
spatiale déjà déterminée.
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Annexe

A
Description des problèmes “jouet”

A.1 Système masse-ressort
Le problème considéré est celui de quatres systèmes masse-ressort en série. La

mise en équation de ce problème peut se faire de la manière suivante :

— équation d’équilibre (Principe Fondamental de la Dynamique) :

Mü(t) = Fext + FR(t) (A.1)

— relation de comportement :
FR(t) = K · u(t) (A.2)

— conditions initiales : u(t = 0) = u0

u̇(t = 0) = v0
(A.3)

La fonctionnelle Erreur en Relation de Comportement modifiée peut alors se définir de
la manière suivante :

E2
m(u,Fressorts) =1

2

∫ T

0
(FR(t)−K · u(t))T K−1 (FR(t)−K · u(t)) dt

+ γ

2

∫ T

0
‖uobs(t)− u(t)‖2dt

(A.4)

Le calcul des champs admissibles se traduit par un problème de minimisation sous
contrainte (A.5).

(u,Fressorts) = argmin
Mü(t)=Fext+FR(t)

E2
m(u,FR) (A.5)

Afin de résoudre ce problème de minimisation sous contrainte la démarche retenue,
classique, est d’introduire un champ de multiplicateurs de Lagrange λ et ainsi définir
le lagrangien :

L(u,FR,λ) = E2
m(u,FR) +

∫ T

0
λT (Mü(t)− Fext − FR(t)) dt (A.6)
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Il suffit alors d’écrire les conditions de stationnarité du lagrangien (A.6) :

Stationnarité par rapport à λ

∂λL(u,FR,λ)[δλ] = 0 (A.7)

=
∫ T

0
δλT (Mü(t)− Fext − FR(t)) dt (A.8)

Stationnarité par rapport à FR

∂FRL(u,FR,λ)[δFR] = 0 (A.9)

=
∫ T

0
δF T

R

[
K−1 (FR(t)−K · u(t))− λ

]
dt (A.10)

Cette condition de stationnarité permet donc de déduire une relation entre les
trois champs inconnus du problème :

Fr(t) = K (u(t) + λ(t)) (A.11)

Stationnarité par rapport à u

∂uL(u,FR,λ)[δu] = 0

=
∫ T

0
−δuT [(FR(t)−K · u(t)) + γ(u− uobs)] dt

+
∫ T

0
λTMδ̈udt

(A.12)

Afin de supprimer la dérivée temporelle seconde sur δu on réalise une double
intégration par partie :∫ T

0
λTMδ̈udt =

[
λTM ˙δu

]T
0
−
[
λ̇TMδu

]T
0

+
∫ T

0
λ̈TMδudt (A.13)

On introduit alors deux conditions finales sur le champ de multiplicateurs de La-
grange afin de supprimer les deux termes intégrésλ(t = T ) = 0

λ̇(t = T ) = 0
(A.14)

Finalement l’écriture des conditions de stationnarité permet de ramener le problème
de minimisation sous contrainte initial à un problème évolutif à deux champs :[

M 0
0 M

]
·
{
ü

λ̈

}
+
[

K K
γId K

]
·
{
u
λ

}
=
{

Fext

γuobs

}
∀t ∈ [0, T ] (A.15)

sans oublier les conditions initiales et finales :U(t = 0) = U0

U̇(t = 0) = V0
et

λ(t = T ) = 0
λ̇(t = T ) = 0

(A.16)

Il s’agit donc d’un système couplé direct-rétrograde en temps. Pour résoudre ce sys-
tème différentes approches sont envisageables [Feissel, 2003]. Celle retenue ici est
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une approche monolithique, c’est à dire que l’on va résoudre le problème sur tout l’in-
tervalle de temps d’un coup. Pour ce faire la première étape est de reformuler l’équation
différentielle en temps du second ordre en un problème du premier ordre. Tout d’abord
on introduit les variables X(t) et Y (t) telles que :

X(t) =
{
U(t)
λ(t)

}
et Y (t) = Ẋ(t) =

{
U̇(t)
λ̇(t)

}
(A.17)

permettant ainsi d’écrire le problème sous la forme d’un système du premier ordre :{
Ẋ

Ẏ

}
=
[

0 1
−M−1

d Kd 0

]
·
{
X
Y

}
+
{

0
M−1

d Fd

}
(A.18)

A partir de cette formulation il est simple d’introduire un schéma temporel de type Euler
explicite ou implicite par exemple et d’assembler ce dernier sur l’intégralité de l’inter-
valle de temps pour conduire à la construction d’un système linéaire (A.19). Il est alors
facile d’introduire les conditions initiales et finales dans ce système linéaire en utilisant
les méthodes classiques (substitution, pénalisation, multiplicateur de Lagrange).

B · q = F (A.19)

Cette approche est donc relativement simple de mise en œuvre, elle présente néan-
moins l’inconvénient d’être coûteuse. En effet le système linéaire à résoudre (A.19) est
de taille 2 · nt · ndof . Sur le problème jouet comportant 4 degrés de liberté cela ne pose
pas de problème majeur mais sur des problèmes plus réalistes ce type d’approche
peut devenir extrêmement coûteux.

A.2 Problème d’aéro-élasticité
Le problème considéré est celui d’un profil NACA soumis à des actions mécaniques

par le biais des deux ressorts et de l’amortisseur et des actions aéro. Les inconnues
du problème sont le déplacement vertical du profil, noté h(t) et correspondant au flot-
tement, et la rotation α(t) correspondant au tangage.

Kα

α

h
Kh

Ch

FIGURE A.1 – Profil NACA — paramétrage

On définit les différents paramètres suivants :

c la longueur du profil
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e l’épaisseur maximale du profil

xc la position du centre de gravité du profil

xf la position du centre de rotation du profil

Équations mécaniques
Le profil NACA est considéré comme rigide et animé d’un mouvement de translation

verticale h(t) et d’une rotation α(t). L’équation mécanique du mouvement se définit par :[
m S
S Iα

]{
ḧ
α̈

}
+
[
Ch 0
0 0

]{
ḣ
α̇

}
+
[
Kh 0
0 Kα

]{
h
α

}
=
{

0
0

}
(A.20)

L’inertie Iα se définit par Iα = 1
3m(c2 − 3cxf + 3x2

f ), S = m
(
c
2 − xf

)
.

Équations aéro
La modélisation aéro se fait dans les hypothèses des profils minces (e << c) et en

considérant un écoulement stationnaire incompressible à vitesse U . Sous ces hypo-
thèses l’action aérodynamique se traduit par un effort l(t) et un moment m(t) définis
par :

l(t) = ρπb2
(
ḧ−

(
xf −

c

2

)
α̈
)

+ ρπb2Uα̇ + ρU2cπ

(
α + ḣ

U
+
(3

4c− xf
)
α̇

U

)
(A.21)

m(t) =ρπb2
(
xf −

c

2

)(
ḧ−

(
xf −

c

2

)
α̈
)
− ρπb

4

8 α̈−
(3

4c− xf
)
ρπb2Uα̇

+ ρU2ec2π

(
α + ḣ

U
+
(3

4c− xf
)
α̇

U

)
− 1

16ρUc
3πα̇

(A.22)

Le système couplé
Finalement le système couplé s’exprime sous la forme :[

m S
S Iα

]{
ḧ
α̈

}
+
[
Ch 0
0 0

]{
ḣ
α̇

}
+
[
Kh 0
0 Kα

]{
h
α

}
=
{
l(t)
m(t)

}
(A.23)

ce qui, en réinjectant les expressions des efforts aérodynamiques, revient à l’écriture
d’un système d’équations différentielles homogènes du second ordre.



Annexe

B
Lien entre filtre de Kalman et

inférence bayésienne

Dans cette annexe nous allons détailler comment les équations du filtre de Kal-
man linéaire peuvent se retrouver en utilisant l’inférence bayesienne. Tout d’abord on
rappelle que sous les hypothèses :

H1 : l’état du système est un processus de Markov

P
(
uk|u(k−1:0)

)
= P

(
uk|u(k−1)

)
(B.1)

H2 : l’état du système et les observations sont statistiquement indépendants,

le théorème de Bayes s’exprime de la manière suivante :

P
(
u(k)|s(0:k)

)
=

P
(
s(k)|u(k)

)
P
(
u(k)|s(0:k−1)

)
P (s(k)|s(0:k−1)) (B.2)

A partir de maintenant nous allons voir que le filtre de Kalman linéaire correspond
en réalité à l’application de la méthode Maximum a Posteriori dans le cas particulier
où toutes les densités de probabilité sont gaussiennes. Tout d’abord, il est nécessaire
de faire des hypothèses complémentaires aux hypothèses de l’inférence bayesienne :

H1 : l’ensemble des densités de probabilité intervenant dans la définition du filtre de
Kalman sont gaussiennes. De plus les densités de probabilité associées aux
erreurs de modélisation et de mesure sont à moyenne nulle.

H2 : les erreurs d’observation es et de modèle eu sont statistiquement indépendantes
de l’état u du système.

E
[
u(k)eu

(k)T
]

= O et E
[
u(k)es

(k)T
]

= O ∀k ≥ 0 (B.3)

L’expression (B.3) vient du fait que deux variables aléatoires indépendantes se
caractérisent par la relation E

[
X · Y T

]
= E [X] · E

[
Y T

]
. Or les erreurs de mo-

dèle et d’observation étant à moyenne nulle cela justifie (B.3).
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H3 : les erreurs de modèle eu et de mesure es sont statistiquement indépendantes :

E
[
eu

(k)es
(k)T

]
= O ∀k ≥ 0 (B.4)

Considérant ces différentes hypothèses, nous allons à présent chercher à appli-
quer la méthode du maximum a posteriori (MAP). Pour cela il nous faut tout d’abord
déterminer l’expression de la probabilité a posteriori à partir du théorème de Bayes,
c’est-à-dire à partir d’un terme de vraisemblance P

(
s(k)|u(k)

)
et d’un terme a priori

P
(
u(k)|s(0:k−1)

)
. Etant donnée l’hypothèse gaussienne, chacune de ces densités s’écrit

sous la forme suivante :

P (η) = Aexp
(
−1

2 (η − E [η])T C−1 (η − E [η])
)

(B.5)

On constate ainsi que déterminer les différentes densités de probabilité dont on a
besoin pour estimer la probabilité a posteriori revient à déterminer leurs espérance et
matrice de covariance respectives.

Pour commencer, nous allons chercher à expliciter le terme de vraisemblance.
Pour cela, il faut calculer l’espérance µlikelihood associée à la densité de probabilité
P
(
s(k)|u(k)

)
. Par définition, cette espérance s’exprime de la manière suivante :

µlikelihood = E
[
s(k)|u(k)

]
(B.6)

Or par hypothèse les observations s(k) sont indépendantes de l’état u(k) du système :

µlikelihood = E
[
s(k)

]
(B.7)

En utilisant alors le fait que l’erreur de mesure est d’espérance nulle E
[
es

(k)
]

= 0, on
obtient :

µlikelihood = E
[
H(k)u(k)

]
(B.8)

Enfin, étant donné que l’on ne considère ici que l’instant tk, il n’y a donc qu’une seule
réalisation de H(k)u(k) et son espérance est nécessairement égale à sa valeur, d’où

µlikelihood = H(k)u(k) (B.9)

Connaissant l’espérance de la densité de probabilité associée au terme de vraisem-
blance, il ne reste plus qu’à déterminer la matrice de covariance conditionnelle asso-
ciée, notée Clikelihood. Par définition de la covariance :

C(k)
likelihood = cov

(
s(k)|u(k)

)
(B.10)

Tout d’abord en utilisant l’hypothèse d’indépendance entre l’observation s(k) et u(k) la
covariance conditionnelle du terme de vraisemblance se ramène à

C(k)
likelihood = cov

(
s(k)

)
= E

[[
s(k) − µ(k)

likelihood

] [
s(k) − µ(k)

likelihood

]T ]
(B.11)
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Or l’espérance µ(k)
likelihood est connue B.9, ce qui permet d’écrire

C(k)
likelihood = E

[
es

(k)es
(k)T

]
(B.12)

où l’erreur de mesure es va ici être une donnée du problème. Elle peut être vue comme
étant la sensibilité des capteurs. Ainsi, la densité de probabilité P

(
y(k)|x(k)

)
, corres-

pondant au terme de vraisemblance, s’exprime sous la forme suivante :

P
(
s(k)|u(k)

)
= A1exp

(
−1

2
(
s(k) −H(k)u(k)

)T
C(k)
likelihood

−1 (
s(k) −H(k)u(k)

))
(B.13)

où A1 = 1√
(2π)Ny |C(k)

likelihood
|
.

Il faut à présent procéder de la même manière afin d’exprimer la densité de proba-
bilité associée au terme a priori dans l’expression (B.2). Tout d’abord il faut exprimer
l’espérance µprior associée à la densité de probabilité a priori. Par définition :

µ
(k)
prior = E

[
u(k)|s(0:k−1)

]
(B.14)

En utilisant alors le fait que l’état du système u(k) est indépendant à tout instant des
observations s, l’espérance s’écrit

µ
(k)
prior = E

[
u(k)

]
= E

[
M(k−1)uk−1 + eu

k−1
]

(B.15)

Or par hypothèse l’erreur de modélisation est d’espérance nulle et de plus comme pré-
cédemment étant donné que l’on se place à l’instant tk il n’y a qu’une seule réalisation
de M(k−1)u(k−1) et ainsi son espérance est égale à elle même.

µ
(k)
prior = E

[
M(k−1)u(k−1)

]
= M(k−1)u(k−1) (B.16)

Afin de clarifier les notations et de simplifier la compréhension par la suite, on pose
û(k) l’état estimé a priori du système, défini par :

µ
(k)
prior = M(k−1)u(k−1) = û(k) (B.17)

Ensuite, il nous faut déterminer l’expression de la matrice de covariance, notée Ĉprior

associée à la densité de probabilité a priori. Par définition de la covariance :

C(k)
prior = cov

(
u(k)|s(0:k−1)

)
(B.18)

Toujours en utilisant l’hypothèse d’indépendance entre l’état u et les observations s à
tout instant, l’expression de la matrice de covariance devient :

C(k)
prior = cov

(
u(k)

)
= E

[[
u(k) − µ(k)

prior

] [
u(k) − µprior

]T ]
(B.19)

Or l’espérance du terme a priori est connue et vaut û(k), on constate alors qu’il apparaît
une différence de deux états, u(k) l’état réel du système à l’instant tk et u(k)

prior l’état prédit
a priori. On définit alors l’erreur de prédiction e(k)

prior = u(k) − u(k)
prior permettant ainsi de

définir la covariance associée à la probabilité a priori par :

C(k)
prior = E

[
e(k)
priore

(k)
prior

T
]

(B.20)
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Pour le moment il n’est pas possible de déterminer la valeur de l’erreur de prédiction
et donc la matrice de covariance qui en découle. Cependant nous verrons par la suite
comment estimer cette dernière. Finalement, la densité de probabilité du terme a priori
s’exprime de la manière suivante :

P
(
u(k)|s(0:k−1)

)
= A2exp

(
−1

2
(
u(k) − u(k)

prior

)T
C(k)
prior

−1
(
u(k) − u(k)

prior

))
(B.21)

avec A2 = 1√
(2π)Ny |C(k)

prior|
.

A présent que les densités de probabilité de vraisemblance et a priori sont expli-
citées, il est possible en substituant les expressions des densités de probabilité de
vraisemblance (B.13) et a priori (B.21) dans l’expression de la densité de probabilité
a priori P

(
u(k)|s(k)

)
issue de la reformulation (B.2) du théorème de Bayes, d’exprimer

cette dernière de la manière suivante :

P
(
u(k)|s(k)

)
∝ Aexp

(1
2
(
s(k) −H(k)u(k)

)T
C(k)
likelihood

−1
(
s(k) −H(k)u(k)

)
(B.22)

−1
2
(
u(k) − u(k)

prior

)T
C(k)
prior

−1
(
u(k) − u(k)

prior

))
(B.23)

Connaissant cette expression de la densité de probabilité a posteriori le principe est
d’appliquer la méthode du Maximum A Posteriori afin de déterminer une estimation,
notée upost, de l’état réel u du système. On peut noter que la densité de probabilité n’est
pas connue explicitement puisqu’il manque le terme de normalisation au dénominateur.
Cependant ce terme n’a pas d’importance ici puisque la méthode MAP repose sur la
recherche d’un maximum de cette densité or le terme manquant est au dénominateur
et de plus ne dépend pas de l’état u recherché. Ainsi, on cherche à déterminer l’état
u

(k)
post estimation de u pour lequel la densité de probabilité a posteriori est maximale,

i.e.
∂ log P

(
u(k)|s(k)

)
∂u(k)

∣∣∣∣∣∣
u(k)=u(k)

post

= 0 (B.24)

En réinjectant alors l’expression (B.23) de la densité de probabilité a posteriori dans
l’équation précédente, on obtient tous calculs faits l’expression de l’état estimé u(k)

post en
fonction de l’état prédit a priori (i.e. sans avoir pris en compte les observations faites à
l’instant tk) et des différentes matrices de covariance introduites précédemment.

u
(k)
post =

(
H(k)TC(k)

likelihood
−1H(k) + C(k)

prior
−1
)−1 (

C(k)
prior

−1u
(k)
prior + H(k)TC(k)

likelihood
−1s(k)

)
(B.25)

Il est alors possible de simplifier cette expression en utilisant le lemme de la matrice
inverse 1. Cette réécriture permet notamment de mettre en évidence le fait que l’esti-
mation upost est obtenue à partir de l’état prédit a priori uprior que l’on vient enrichir à
l’aide des observations. La valeur de cet enrichissement est pondérée par la matrice
K appelée gain de Kalman.

u
(k)
post = u

(k)
prior + K(k)

(
s(k) −H(k)u

(k)
prior

)
(B.26)

1. Lemme de la matrice inverse : A = B−1 + CD−1CT ⇔ A−1 = B−BC
(
D + CTBC

)−1 CTB
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où l’expression du gain de Kalman est obtenue lorsque l’on applique le lemme de la
matrice inverse à (B.25).

K(k) = C(k)
priorH(k)T

(
H(k)C(k)

priorH(k)T + C(k)
likelihood

)−1
(B.27)

On remarque alors que le gain de Kalman dépend de la matrice de covariance C(k)
prior

définie on le rappelle à partir de l’erreur de prédiction ê(k) dont on ne connait pas a priori
l’expression. Cependant, maintenant que l’on “connait” upost il est possible d’exprimer
cette erreur de prédiction a priori. Pour cela, il faut repartir de la définition de l’erreur a
priori

e(k)
prior = u(k) − u(k)

prior (B.28)

Par définition l’état prédit u(k)
prior s’obtient à partir de l’état estimé u(k−1)

post par u(k)
prior =

M(k−1)u
(k−1)
post , permettant ainsi d’écrire l’erreur de prédiction :

e(k)
prior = M(k−1)u(k−1) + eu

(k−1) −M(k−1)u(k−1)
post (B.29)

On voit alors apparaître une différence entre l’état réel du système u(k−1) et l’état es-
timé u(k−1)

post . Cette différence correspond donc à l’erreur d’estimation a posteriori, notée
e(k−1)
post = u(k−1) − u(k−1)

post

e(k)
prior = M(k−1)e(k)

post + eu
(k−1) (B.30)

Ainsi, l’expression de l’erreur de prédiction ou erreur a priori est fonction unique-
ment de l’erreur d’estimation ou erreur a posteriori à l’instant précédent et de l’erreur de
modèle qui ici est une donnée du problème. Il est alors possible d’exprimer la matrice
de covariance associée à la phase de prédiction, en repartant de l’expression (B.20)

C(k)
prior = E

[
e(k)
priore

(k)
prior

T
]

(B.31)

En injectant alors l’expression de l’erreur de prédiction (B.30)

C(k)
prior = M(k−1)E

[
e(k−1)
post e(k−1)

post
T
]
M(k−1)T + E

[
eu

(k−1)eu
(k−1)T

]
(B.32)

il apparait alors deux matrices de covariance, C(k−1)
post = E

[
e(k−1)
post e(k−1)

post
T
]

la matrice de

covariance associée à la phase d’estimation, et C(k)
eu = E

[
eu

(k−1)eu
(k−1)T

]
la matrice

de covariance associée à l’erreur de modélisation. Ainsi, on obtient l’expression de la
matrice de covariance associée à la phase de prédiction

C(k)
prior = M(k−1)C(k−1)

post M(k−1)T + C(k−1)
eu (B.33)

Pour finir, il est nécessaire de déterminer l’expression de la matrice de covariance
C(k)
post associée à la phase de mise à jour, définie précédemment. Pour cela, il est né-

cessaire de repartir de l’expression de l’erreur d’estimation e(k)
post :

e(k)
post = u(k) − u(k)

post (B.34)

= u(k) − u(k)
prior −K(k)

(
s(k) −H(k)u

(k)
prior

)
(B.35)

= e(k)
prior −K(k)

(
H(k)e(k)

prior + es
(k)
)

(B.36)

=
(
I−K(k)H(k)

)
e(k)
prior −K(k)es

(k) (B.37)
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Ainsi, la covariance associée à la phase de mise à jour ou d’analyse, s’exprime
comme :

C(k)
post =

(
I−K(k)H(k)

)
C(k)
prior

(
I−K(k)H(k)

)T
+ K(k)C(k)

es K(k)T (B.38)

L’expression précédente peut alors se simplifier de la manière suivante :

C(k)
post = C(k)

prior −M(k)K(k)H(k)C(k)
prior (B.39)

Si l’on fait alors la synthèse des résultats précédents, il est possible d’écrire les
équations du filtres de Kalman sous la forme de l’algorithme 9.

Algorithm 9: Filtre de Kalman linéaire
Initialisation
u

(0)
prior ; C(0)

prior

Itérations
for k=1 to m do

Phase d’analyse
C(k)
post = C(k)

prior −K(k)H(k)C(k)
prior

K(k) = C(k)
priorH(k)T

(
H(k)C(k)

priorH(k)T + C(k)
es

)−1

u
(k)
post = u

(k)
prior + K(k)

(
s(k) −H(k)u

(k)
prior

)
Phase de prédiction
u

(k+1)
prior = M(k)u

(k)
post

C(k+1)
prior = M(k)C(k)

postM(k)T + C(k)
eu

end



Annexe

C
Solveur PGD générique pour un

problème à deux champs

L’algorithme 3 de résolution d’un problème PGD à un champ présenté dans le Cha-
pitre 4 s’étend pour des problèmes à deux champs assez simplement. Dans les faits
l’algorithme de résolution 3 reste inchangé, seules les fonctions computeLeftHandSide,
computeRightHandSide et computeHistory sont modifiées.
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Algorithm 10: Algorithme PGD — calcul de la matrice associée au problème (d)
Function computeLeftHandSide(d, i, p) :

A = zeros(2 ∗ dim(d), 2 ∗ dim(d))
for f ∈ {u, v} do

Aff = zeros(dim(d), dim(d))
for j = 1, ..., nrhs do

coef = 1.
for k ∈ D\d do

coef ∗ = W f,(k)
p

TM(k)
j W

f,(k)
i

end
Aff+ = coef ∗M(d)

j

end

f̄ =

u if f = v

v if f = u

Aff̄ = zeros(dim(d), dim(d))
for j = 1, ..., ncouplage do

coef = 1.
for k ∈ D\d do

coef ∗ = W f,(k)
p

TC(k)
j W

f̄ ,(k)
i

end
Aff̄+ = coef ∗M(d)

j

end
A� Aff ,Aff̄

end
return A

Algorithm 11: Algorithme PGD — calcul du membre de gauche associé au pro-
blème (d)

Function computeRightHandSide(d, i) :
F = zeros(2 ∗ dim(d))
for f ∈ {u, v} do

for j = 1, ..., nlhs do
coef = 1.
for k ∈ D\d do

coef ∗ = W
f,(k)
i

TFf,(k)
j

end
F� coef ∗ Ff,(d)

j

end
end

return F
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Algorithm 12: Algorithme PGD — calcul de la contribution des modes précédents
associée au problème (d)

Function computeHistory(d, i) :
F = zeros(2 ∗ dim(d))
for j=1, ..., i-1 do

M = computeLeftHandSide( d, j, i)
Wall,(d)

j �Wu,(d)
j ,Wv,(d)

j

F+ = M ·W all,(d)
j

end
return F
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Annexe

D
La méthode LaTIn

La méthode LaTIn est désormais couramment utilisée au LMT dans de nombreux
travaux mais reste néanmoins une méthode quelque peu obscure pour bon nombre de
personnes. Dans cette annexe on propose donc une autre présentation de la méthode
LaTIn qui on l’espère permettra de clarifier le principe de cette méthode de résolution
de problème non-linéaire. Pour réaliser cette présentation nous allons comparer la
méthode LaTIn et l’approche de type Newton bien connue sur un comportement élasto-
plastique de type Mises.

Considérons une structure Ω de bord ∂Ωu où sont appliquées des conditions aux
limites de Dirichlet et ∂ΩT où sont appliquées des conditions aux limites de Neumann
et tel que ∂Ωu ∪ ∂ΩT = ∂Ω et ∂Ωu ∩ ∂ΩT = ∅. Afin d’illustrer le principe de fonctionne-
ment de la méthode LaTIn nous allons considérer un comportement élasto-plastique
avec écrouissage linéaire isotrope. Les équations du problème à résoudre sont les
suivantes :
Equilibre divσ + fex = 0 ∀x ∈ Ω

σ · n = Td ∀x ∈ ∂ΩT

(D.1)

Compatibilité ε(u) = 1
2

(
∇u+∇uT

)
∀x ∈ Ω

u = ud ∀x ∈ ∂Ωu

(D.2)

Comportement — Lois d’état σ = C : (ε(u)− εp)
R = g(p)

(D.3)

— Lois d’évolution 
f(σ, p) = σeq −R(p) ≤ 0
ṗ ≥ 0 ; ṗ · f(σ, p) = 0

ε̇p = ṗ · ∂f(σ, p)
∂σ

(D.4)

191



192

avec p la plasticité cumulée et εp la déformation plastique. Pour résoudre ce problème
non-linéaire la méthode classique, et employée dans tous les codes de calcul indus-
triels, est la méthode de Newton. Dans cette annexe on propose de présenter la réso-
lution de ce type de problème par la méthode LaTIn, alternative à l’approche de type
Newton.

D’un point de vue algorithmique
Pour commencer si l’on compare les deux méthodes d’un point de vue purement

algorithmique nous pouvons constater des différences notables. Sur l’algorithme D.1
on présente l’algorithme classique de la résolution par un approche de type Newton.
On constate alors que la boucle principale porte sur les incréments de chargement
tandis que pour chaque incrément on a une boucle de convergence due à la résolution
du problème non-linéaire.

for(int i=1; i< n_step; i++){ // Loop over time step
residual = computeResidual();
while( residual > crit && n_iter < n_iter_max) { // Newton convergence loop

// compute tangent operator
for(int e=0; e<n_element; e++){

for(int g=0; g<n_gauss(e); g++){
integrate(g); // Intégration du comportement
tgt_g = computeTangent(g); // À chaque point d’intégration

}
tgt = assembly(tgt_g);

}
du = solve(tgt, residual); // Solve a linear system
updateDisplacement(du);
// Compute residual (internal reaction)
for(int e=0; e<n_element; e++){

for(int g=0; g<n_gauss(e); e++){
res_g = computeResidual(e, g); // At each integ point

}
}
residual = assembly(res_g);

}
}

FIGURE D.1 – Algorithme de résolution d’un problème élasto-plastique par la méthode
de Newton

Sur la Figure D.2 on présente l’algorithme de résolution de la méthode LaTIn. La
première différence notable entre la méthode LaTIn et l’approche de type Newton est
l’ordonnancement des boucles. En effet on constate que pour la méthode LaTIn la
boucle principale est la boucle de convergence et c’est au sein de cette boucle qu’est
réalisée l’aspect temporel de la résolution. C’est pour cette raison que l’on parle de
la LaTIn comme étant une méthode globale en temps car à chaque itération de la
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méthode on résout le problème sur tout l’intervalle de temps. De plus on constate la
présence dans l’algorithme de la méthode LaTIn de deux étapes d’intégration. Ces
deux étapes viennent de la séparation en un espace linéaire et un espace local des
équations du problème. En d’autre mots l’intégration du comportement matériau se
fait dans la méthode LaTIn en deux étapes contrairement à la méthode de Newton où
l’intégration n’est faite qu’en une seule passe.

while( latin_err > crit && n_iter < n_iter_max){ // LaTIn convergence loop
// Local stage
for(int i=0; i<ngauss_tot; i++){ // Loop over Integ Point

for(int step=0; step<n_step; step++){ // Loop over time steps
integrate_local(i, step) // integrate local behavior

// (evolution equation)
}

}
// Linear stage
for(int step=0; step<n_step; step++){ // Loop over time steps

for(int e=0; e<n_element; e++){ // Loop over elements
for(int g=0; g<n_gauss(e); g++){

integrate_global(g) // Constitutive equations
// (internal reaction)

}
}
// Solve a linear system

}
// Error indicator

}

FIGURE D.2 – Algorithme de résolution d’un problème élasto-plastique par la méthode
LaTIn

Du point de vue de l’intégration du comportement
Comme nous venons juste de l’illustrer la particularité de la méthode LaTIn est

de réaliser l’intégration matériau en deux étapes. En effet si l’on schématise l’étape
d’intégration matériau pour une approche de type Newton on obtient la Figure D.3. La
fonction integrate() se définit alors par l’algorithme de retour radial classique, c’est-
à-dire :

Prédiction élastique
σk+1
pred,elas = C :

(
εk + ∆ε

)
Calcul de la fonction seuil

f(σ, p) = σeq,elas −R(pk)
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local field
∆ε

Σ(t ≤ t(k))

Behavior
integrate()
tangent()

Σ(t = t(k+1))
Ctgt

Fint = BT
(xg)

σ

Ktgt = BT
(xg)
CtgtB(xg)

FIGURE D.3 – Schématisation de l’intégration matériau dans une approche de type
Newton

Si f(σ, p) ≤ 0 : la solution est élastique, pas d’évolution de la plasticité


σ(k+1) = σk+1

pred,elas

p(k+1) = p(k)

εp(k+1) = εp(k)

Si f(σ, p) > 0 : la solution élastique n’est pas admissible

1. Calcul de l’incrément de plasticité cumulée ∆p par résolution de l’équation
de consistance

σeq,elas − 2µ∆p−R(p(k) + ∆p) = 0

2. Calcul de l’incrément de déformation plastique

∆εp = ∆p · ∂f(σpred,elas, p+ ∆p)
∂σ

= 3
2∆p

σdeviatorpred,elas

σeq,elas
(D.5)

3. Mise à jour des variables

Dans la méthode LaTIn l’intégration matériau est réalisée en deux étapes, cor-
respondant aux deux étapes (locale et linéaire) de la résolution. Dans l’étape locale
l’intégration matériau porte sur les lois d’évolution (l’aspect non-linéaire du comporte-
ment) tandis que dans l’étape linéaire l’intégration matériau porte sur les lois d’état.
Ces justement lors de ces deux étapes d’intégration matériau que les directions de
descente et de montée interviennent pour lier les phénomènes linéaires et évolutifs.
Graphiquement cette intégration en deux étapes peut se schématiser comme sur la
figure D.4.

Dans la fonction integrate_linear se cache les lois d’état qui conduisent à la réso-
lution d’un système linéaire, tandis que dans la fonction intergate_local se dissimule
les lois d’évolution permettant de déterminer les quantités liées aux phénomènes non-
linéaires. Cependant il ne faut pas oublier que ces deux problèmes sont liés par le biais
des directions de descente et de montée, respectivement notées E− et E+. Plus pré-
cisément ces directions de descente/montée interviennent dans l’intégration matériau
de la manière suivante :
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local field
∆ε

Σ(t ≤ t(k))

̂local field
∆ε

Σ̂(t ≤ t(k))

Behavior
integrate_local()
integrate_linear()

Σ̂(t = t(k+1))

Σ(t = t(k+1))

Fint

K

FIGURE D.4 – Schématisation de l’intégration matériau dans une approche de type
LaTIn

Intégration locale : l’étape d’intégration locale de la méthode LaTIn est en fait très
semblable à ce qui est fait dans l’intégration du comportement dans un approche
de type Newton. La différence se situe dans l’introduction de la direction de mon-
tée qui intervient dans la relation :

E+ (ε̂− ε) + (σ̂ − σ) = 0 (D.6)

Une direction de montée classiquement utilisée est E+ = ∞. Ce choix revient
à imposer directement dans l’étape locale le champ de déformation calculé à
l’étape linéaire ε̂ = ε. Ce faisant on utilise alors cette déformation pour déterminer
une prédiction élastique de la contrainte et ensuite intégrer le comportement de la
même manière que dans l’approche de type Newton par un algorithme de retour
radial.

Intégration linéaire : la prise en compte de la direction de descente permettant de
coupler le problème linéaire et le problème local se fait de la manière suivante :

E− (σ − σ̂) = (ε− ε̂) (D.7)

L’idée est alors d’exprimer la déformation en fonction des autres variables in-
ternes

ε̇ = ˙̂ε+ E− (σ − σ̂) (D.8)

On peut ensuite introduire cette relation dans le Principe des Travaux Virtuels
nous permettant de résoudre le problèmee linéaire et ainsi résoudre le problème
sur toute la structure avec les variables internes provenant de l’intégration locale
introduite dans le calcul du résidu (second membre) du système global.
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Annexe

E
Communications scientifiques et

contributions techniques

Articles dans des revues à commité de lecture
1. Basile Marchand, Ludovic Chamoin and Christian Rey. A data assimilation fra-

mework using the modified Constitutive Relation Error for mechanical problem
model-updating involving non-linear material behavior. In preparation, 2017.

2. Basile Marchand, Ludovic Chamoin and Christian Rey. A unified formulation of
the modified Constitutive Relation Error for the identification and model-updating
in the context of non-linear mechanical behaviors. In preparation, 2017.

3. Ludovic Chamoin, Pierre-Eric Allier, and Basile Marchand. Synergies between
the constitutive relation error concept and PGD model reduction for simplified
V&V procedures. Advanced Modeling and Simulation in Engineering Sciences,
3(1) :1–26, 2016.

4. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Real-time updating of
structural mechanics models using Kalman filtering, modified Constitutive Rela-
tion Error and Proper Generalized Decomposition. International Journal in Nume-
rical Methods in Engineering, 107(9) : 786-810, 2016.

5. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Coupling Modified
Constitutive Relation Error, Model Reduction and Kalman Filtering Algorithms
for Real-Time Parameters Identification. Journal of Physics : Conference Series,
657(1) :012007, 2015.

Communication à des congrès, symposia
1. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. An unified inverse fra-

mework for identification and model updating of mechanical structures involving
non-linear behaviors. In 14th U.S. National Congress on Computational Mecha-
nics, Montreal (Canada), 2017.
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2. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Assimilation de don-
nées et adaptation de maillage pour l’identification de champs de paramètres.
In 13eme colloque national en calcul des structures, Giens (France), 2017.

3. Augustin Parret-Fréaud, Basile Marchand, Chistophe Bovet, Pierre Gosselet, Ni-
cole Spillane, Christian Rey, and Frédéric Feyel. Méthodes de décomposition
de domaine robustes appliquées au calcul en régime linéaire et non linéaire de
structures industrielles de grande taille. In 13eme colloque national en calcul des
structures, Giens (France), 2017.

4. Ludovic Chamoin, Basile Marchand, and Christian Rey. A data assimilation ap-
proach using the modified constitutive relation error framework and pgd redu-
ced models for model updating with high-dimensional parameters. In Data-BEST,
The 1st Workshop on data-based engineering, science and technology, Nantes
(France), 2017.

5. Augustin Parret-Fréaud, Christian Rey, Frédéric Feyel, Chistophe Bovet, Pierre
Gosselet, Basile Marchand, and Nicole Spillane. Robust domain decomposition
methods in industrial context applied to large business cases. In International
Conference on Domain Decomposition Methods, Longyearbyen, Svalbard (Nor-
way), 2017.

6. Ludovic Chamoin, Pierre-Eric Allier, and Basile Marchand. Model reduction for
verification and updating of computational mechanics models. In ME3 Workshop
on Recent Developments in Nu- merical Methods for Model Reduction, Metz
(France), 2016.

7. Ludovic Chamoin, Pierre-Eric Allier, and Basile Marchand. Synergies between
the constitutive relation error concept and pgd model reduction for simplified v&v
procedures. In Workshop « New Challenges in Computational Mechanics », Ca-
chan (France), 2016.

8. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. On a data assimilation
method coupling kalman filtering, mcre concept, and pgd model reduction for
real-time updating of structural mechanics models. In SIAM Conference on Un-
certainty Quantification, Lausanne (Switzerland), 2016.

9. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Recalage en temps-réel
de modèle mécanique par couplage entre filtre de kalman, erreur en relation de
comportement modifiée et réduction de modèle. In Congrès Français de Méca-
nique, Lyon (France), 2015.

10. Ludovic Chamoin, Basile Marchand, and Christian Rey. Pgd reduced models for
real-time model updating using modified cre and kalman filtering. In 13th U.S.
National Congress on Computational Mechanics (USNCCM), San Diego (United
States), 2015.

11. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Couplage entre filtre de
kalman, erreur en relation de comportement modifiée, et réduction de modèle
pour le recalage en temps réel de modèles dynamiques. In CSMA 2015, Giens
(France), 2015.

12. Basile Marchand, Ludovic Chamoin, and Christian Rey. Coupling modified consti-
tutive relation error, model reduction and kalman filtering algorithms for real-time
parameters identification. In NCMIP 2015, Cachan (France), 2015.
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13. Ludovic Chamoin, Basile Marchand, and Christian Rey. Real-time model updating
using modified cre, kalman filtering, and pgd-reduced models. In ADMOS 2015
- 7th International Conference on Adaptive Modeling and Simulation, Nantes
(France), 2015.

Codes informatique
1. Basile Marchand. pyMEDio - python med file input/output, 2016.

2. Basile Marchand. ParaKalman - a python parallel Kalman Filter implementation,
2017.
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Titre : Assimilation de données et recalage rapide de modèles méca-
niques complexes

Mots clefs : Assimilation de données, Erreur en Relation de Comportement modifiée, Réduction
de modèle, Comportements non-linéaires, Adaptation de maillage

Résumé : Depuis plusieurs années, les évolutions considé-
rables survenues au niveau des moyens de calcul à disposition
ont entraîné de nouvelles pratiques de simulation des structures
mécaniques. Parmi ces nouvelles pratiques celle qui motive ces
travaux de thèse est le paradigme Dynamic Data Driven Applica-
tion Systems (DDDAS). L’idée fondatrice de cette approche est
de mettre en place un dialogue entre un système physique et
son modèle numérique. L’objectif est alors de (i) permettre un re-
calage du modèle numérique à l’aide de mesures faites sur le
système physique ; (ii) contrôler l’évolution du système physique
à l’aide de la prédiction faite par la simulation numérique. La dif-
ficulté majeure est de réaliser ce dialogue en temps réel.
Ces travaux de thèse se focalisent sur l’étape de recalage de
modèle du paradigme DDDAS. La problématique est alors de dé-
velopper des méthodes et outils de résolution de problèmes in-
verses prenant en compte diverses contraintes à savoir : (i) une
robustesse vis-à-vis des données corrompues ; (ii) une généri-
cité permettant de considérer une grande variété de problèmes
et de modèles mécaniques ; (iii) un temps de calcul réduit afin de
tendre vers un recalage de modèle en temps réel.
Le point de départ de ces travaux est l’Erreur en Relation de
Comportement modifiée, approche énergétique dédiée à la réso-
lution des problèmes inverses en mécanique, s’étant notamment
illustrée par sa grande robustesse vis-à-vis des bruits de mesure.

Dans un premier temps, afin de garantir un processus d’identifi-
cation rapide, nous avons couplé l’Erreur en Relation de Com-
portement modifiée avec la réduction de modèle PGD dans le
cadre de modèle linéaire, permettant ainsi de mettre en place un
processus d’identification rapide et automatique. Ensuite, dans
le but d’être appliquée au paradigme DDDAS, nous avons déve-
loppé une démarche d’identification reposant sur un processus
d’assimilation de données (le filtre de Kalman) et utilisant l’Erreur
en Relation de Comportement modifiée comme opérateur d’ob-
servation toujours dans le cadre de problèmes linéaires. Nous
avons ensuite étendu cette méthode d’assimilation de données à
la problématique de l’identification de champs de paramètres en
introduisant une séparation des discrétisations spatiales et des
outils provenant de l’adaptation de maillage. Nous avons ensuite
abordé la problématique des modèles mécaniques non-linéaires,
au travers de modèles d’endommagement et de visco-plasticité.
Pour cela nous avons dans un premier temps reformulé et étendu
le concept d’Erreur en Relation de Comportement modifiée à ce
cadre non-linéaire matériau et nous avons mis en place un pro-
cessus de résolution dédié, s’inspirant de la méthode LaTIn. Pour
finir nous avons introduit cette reformulation de l’Erreur en Rela-
tion de Comportement modifiée au sein de la méthode d’assimi-
lation de données développée précédemment afin de traiter le
recalage dynamique de modèles non-linéaires.

Title : Data assimilation and fast model-updating of complex mechanical
models

Keywords : Data assimilation, modified Constitutive Relation Error, Model reduction, Non-linear
behaviors, Mesh adaptation

Abstract : For several years, the considerable changes that
have occurred in computing tools have led to new practices in the
simulation of mechanical structures. Among them, the motivation
for this work is the Dynamic Data Driven Application Systems
paradigm (DDDAS). The founding idea of this approach is to es-
tablish a dialogue between a physical system and its numerical
model. The objective is then to (i) allow a calibration of the nume-
rical model by means of measurements performed on the physi-
cal system; (ii) control the evolution of the physical system using
the prediction given by numerical simulation. The major difficulty
is to realize this dialogue in real time.
This work focuses on the model updating step of the DDDAS
paradigm. The problem is then to develop methods and tools to
solve inverse problems taking into account various constraints,
namely: (i) robustness with respect to corrupted data; (ii) gene-
ricity for considering a wide variety of problems and mechanical
models; (iii) a reduced computation time in order to tend towards
a real-time model updating.
The starting point of this work is the modified Constitutive Re-
lation Error, an energetic approach dedicated to the solution of
inverse problems in mechanics, notably illustrated by its robust-

ness with respect to measurement noises. First, in order to gua-
rantee a fast identification process, we have coupled the modified
Constitutive Relation Error with the PGD model reduction in the
linear model framework, thus enabling a fast and automatic iden-
tification process. Then, in order to be applied to the DDDAS pa-
radigm, we have developed an identification method based on a
data assimilation process (the Kalman filter) and using the modi-
fied Constitutive Relation Error as an observer always within the
framework of linear problems. We have then extended this data
assimilation approach to the problem of the identification of para-
meter fields by introducing a separation of the spatial discretiza-
tions and by introducing tools resulting from the mesh adaptation
framework. We have then addressed the problem of non-linear
mechanical models, through damage and visco-plasticity models.
To this end, we have first recast and extended the concept of the
modified Constitutive Relation Error to this nonlinear material fra-
mework and we have implemented a dedicated resolution pro-
cess, based on the LaTIn method. Finally, we have introduced
this reformulation of the modified Constitutive Relation Error in
the previously data assimilation method in order to process the
model updating of nonlinear models.
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