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Résumé. Cette thèse porte sur l’interprétation combinatoire des probabi-
lités de l’état stationnaire de l’ASEP par les tableaux escaliers, sur les arbres
non-ambigus et sur les polyominos parallélogrammes périodiques.

Dans une première partie, nous étudions l’ansatz matriciel de Derrida,
Evans, Hakim et Pasquier. Toute solution de ce système d’équation permet de
calculer les probabilités stationnaires de l’ASEP. Nos travaux définissent de
nouvelles récurrences équivalentes à celles de l’ansatz matriciel. En définissant
un algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers, nous montrons combinatoi-
rement et simplement qu’ils les satisfont. Nous faisons de même pour l’ASEP
à deux particules. Enfin, nous énumérons les coins dans les tableaux associés
à l’ASEP, nous permettant ainsi de donner le nombre moyen de transitions
possibles depuis un état de l’ASEP.

Dans une deuxième partie, nous calculons de jolies formules pour les séries
génératrices des arbres non-ambigus, desquelles nous déduisons des formules
d’énumérations. Puis, nous interprétons bijectivement certains de ces résultats.
Enfin, nous généralisons les arbres non-ambigus à toutes les dimensions finies.

Dans la dernière partie, nous construisons une structure arborescente sur
les polyominos parallélogrammes périodiques, inspirée des travaux de Bous-
sicault, Rinaldi et Socci. Cela nous permet de calculer facilement leur série
génératrice selon la hauteur et la largeur ainsi que deux nouvelles statistiques :
la largeur intrinsèque et la hauteur de recollement intrinsèque. Enfin, nous
étudions l’ultime périodicité de leur série génératrice selon l’aire.

Mots-clés. ASEP, tableaux escaliers, tableaux boisés, arbres non-ambigus,
polyominos parallélogrammes périodiques
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Abstract. This thesis deals with a combinatorial interpretation of the sta-
tionnary distribution of the ASEP given by staircase tableaux and studies
two combinatorial objects : non-ambiguous trees and periodic parallelogram
polyominoes.

In the first part, we study the matrix ansatz introduced by Derrida, Evans,
Hakim and Pasquier. Any solution of this equation system can be used to
compute the stationnary probabilities of the ASEP. Our work defines new
recurrences equivalent to the matrix ansatz. By defining an insertion algorithm
for staircase tableaux, we prove combinatorially and easily that they satisfy
our new recurrences. We do the same for the ASEP with two types of particles.
Finally, we enumerate the corners of the tableaux related to the ASEP, which
gives the average number of transitions from a state of the ASEP.

In the second part, we compute nice formulas for the generating functions
of non-ambiguous trees, from which we deduce enumeration formulas. Then, we
give a combinatorial interpretation of some of our results. Lastly, we generalise
non-ambiguous trees to every finite dimension.

In the last part, we define a tree structure in periodic parallelogram poly-
ominoes, motivated by the work of Boussicault, Rinaldi and Socci. It allows
us to compute easily the generating function with respect to the height and
the width as well as two new statistics : the intrinsic width and the intrinsic
gluing height. Finally, we investigate the ultimate periodicity of the generating
function with respect to the area.

Keywords. ASEP, staircase tableaux, tree-like tableaux, non-ambiguous
trees, periodic parallelogram polyominoes
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Notations

N Ensemble des entiers naturels {0, 1, 2, . . .}.
Q Corps des nombres rationnels.

Q[x1, . . . , xn] Anneau des polynômes multivariés à coefficients dans Q.

Q〈x1, . . . , xn〉 Anneau non commutatif des polynômes multivariés à coeffi-
cients dans Q.

Q(x1, . . . , xn) Corps des fractions rationnelles multivariées à coefficients
dans Q.

EN Ensemble des suites indexées par N et à valeurs dans E.

1 Fonction booléenne qui vaut 1 si l’assertion est vraie et 0
sinon.

|E| Cardinal de l’ensemble E.

Ji, jK Ensemble des entiers {i, . . . , j}.
[n]q q-analogue de l’entier n : 1 + q + · · ·+ qn−1.

[n]q,u (q, u)-analogue de l’entier n : un−1 + qun−2 + · · ·+ qn−1.

[n]q! q-analogue de la factorielle n! : [1]q · · · [n]q.

(q)n Factorielle montante q (q + 1) · · · (q + n− 1).

(a; q)n q-symbole de Pochhammer : (1− a) (1− aq) · · · (1− aqn−1).
(
n
k

)
q

q-analogue du coefficient binomial
(
n
k

)
: [n]q !

[n−k]q ![k]q !
.

Autant que possible, chaque notation contient les lettres de son nom de
sorte à faciliter la lecture du document.
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Dans la définition de certaines notations l’objet O duquel elles dépendent
est symbolisé par « (O) ». S’il n’y a pas d’ambiguïté la notation « (O) » est
souvent omise.

Dans un but pédagogique nous utilisons des couleurs pour faciliter certaines
explications. Néanmoins, les couleurs ne sont pas nécessaires à la compréhen-
sion. Ainsi, les entiers, les arêtes ainsi que les parenthèses colorées sont égale-
ment étiquetés par la première lettre correspondant au nom de leur couleur.
Par exemple, (1r)b est l’entier 1 coloré en rouge entouré de parenthèses bleues
(seule la parenthèse fermante contient l’indice).
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Introduction

Le travail de recherche effectué au cours de cette thèse relève de la combi-
natoire énumérative. Trois problèmes ont été abordés. D’une part, nous pro-
posons une nouvelle approche pour étudier l’interprétation combinatoire, par
les tableaux, de l’état stationnaire de l’ASEP débutée par Corteel et Williams.
D’autre part, nous étudions les structures arborescentes sous-jacentes à cette
interprétation, en les généralisant notament à toutes les dimensions. Enfin,
nous donnons une interprétation des polyominos parallélogrammes périodiques
par des structures arborescentes.

Contexte du travail

Nous commençons par décrire sommairement la combinatoire énumérative,
puis nous présentons le contexte physique dans lequel se placent les deux pre-
mières parties de ce manuscrit. Enfin, nous présentons l’outil informatique qui
nous a assisté durant notre travail de recherche. Les termes mathématiques
non définis dans cette introduction le seront par la suite.

Combinatoire énumérative

La combinatoire est la science des structures discrètes et dénombrables. De
ce fait, on rencontre des problèmes combinatoires dans de nombreux contextes
mathématiques : l’algèbre, la géométrie, la théorie des probabilités, la topolo-
gie. . . mais aussi dans d’autres sciences : l’informatique, la physique statistique
et la biologie.

La combinatoire énumérative étudie plus particulièrement l’énumération,
à taille fixée, de ces structures. Une classe combinatoire est un ensemble C
muni d’une application taille t : C → N telle que pour tout n ∈ N l’ensemble
Cn := {C ∈ C, t(C) = n} est fini. Un élément C d’une classe combinatoire C
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Contexte du travail

est appelé un objet (combinatoire) et la taille de C correspond à t(C). Ainsi,
on cherche à trouver une formule satisfaisante pour le nombre d’éléments de
Cn. La réponse est parfois facile à donner, par exemple le nombre de mots de
n lettres que l’on peut construire avec un alphabet à deux éléments est 2n. Ici,
c’est le nombre de lettres d’un mot qui joue le rôle de la taille. Une autre façon
d’y apporter une solution est de mettre en bijection la classe combinatoire
que l’on veut énumérer avec une classe combinatoire que l’on sait énumérer.
Par exemple, il existe de nombreuses classes combinatoires comptées par les
nombres de Catalan

Catn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
.

Le nombre d’arbres binaires à n sommets, d’arbres ordonnés à n+ 1 sommets,
de chemins de Dyck de longueur 2n et de polyominos parallélogrammes de
demi-périmètre n + 1, pour ne citer qu’eux, est égal à Catn. On peut mon-
trer par le lemme cyclique (ou lemme de Raney) [Lot83] que les chemins de
Dyck de longueur 2n sont comptés par Catalan. Étant donné qu’il existe des
bijections entre ces différentes classes combinatoires, elles le sont toutes. En-
fin, certaines classes combinatoires peuvent être décomposées récursivement.
Par exemple si on veut compter le nombre an de façon d’ordonner totalement
n éléments e1, . . . , en, il suffit d’abord d’ordonner e1, . . . , en−1 puis de choisir
l’emplacement de en parmi les n emplacements disponibles. De ce fait, la suite
(an)n>1 vérifie la récurrence





an = n an−1 si n > 2,

a1 = 1,

ce qui nous permet d’en déduire que an = n!. Il n’est pas toujours possible de
trouver une formule directement à partir de la relation de récurrence. Il est
donc souvent utile d’associer à une classe combinatoire C la série formelle

C(x) :=
∑

n>0

|Cn|xn

appelée série génératrice (ordinaire). On peut ainsi convertir la récurrence
vérifiée par la suite (|Cn|)n>0 en une équation vérifiée par C(x). Si bien que nous
avons de cette manière accès à l’outillage mathématique permettant d’étudier
des équations fonctionnelles. Pour certaines classes combinatoires, notamment
les classes combinatoires dites étiquetées, il peut être intéressant de considérer
plutôt la série génératrice exponentielle

C(x) :=
∑

n>0

|Cn|
xn

n!
.

Outre la taille, l’étude d’une classe combinatoire nous amène régulièrement
à considérer d’autres fonctions de C dans N que nous appelons statistiques. Soit
s1, . . . , sk : C → N des statistiques sur une classe combinatoire C. Naturelle-
ment, le problème se pose de raffiner les résultats précédents en prenant en
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Introduction

compte ces statistiques. Par exemple, est-il possible de trouver une formule, à
taille fixée, pour le polynôme générateur

Cn(x1, . . . , xk) :=
∑

C∈Cn

x
s1(C)
1 · · ·xsk(C)

k ?

Ou encore, soit C ′ une classe combinatoire en bijection avec C et f une bijection
correspondante. Existe-t-il des statistiques naturelles s′1, . . . , s

′
k : C ′ → N sur C ′

telles que pour tout élément C de Cn on ait
(s1(C), . . . , sk(C)) = (s′1(f(C)), . . . , s′k(f(C)))?

Réciproquement, supposons que nous ayons montré par le calcul que l’on a
Cn(x1, . . . , xk) = C′n(x1, . . . , xk).

C’est-à-dire que les statistiques (s1, . . . , sk) et (s′1, . . . , s
′
k) sont équidistribuées.

Une preuve combinatoire de ce résultat consiste à définir une bijection f de C
dans C ′ telle que

(s1(C), . . . , sk(C)) = (s′1(f(C)), . . . , s′k(f(C))).

Un autre aspect de ce domaine est de donner une interprétation combina-
toire d’une suite d’entiers, d’un polynôme à coefficients positifs ou d’une série
formelle apparaissant dans d’autres contextes. Par exemple, dans le cas d’un
polynôme P il s’agit de définir une classe combinatoire C munie de statistiques
de sorte que

P = Cn(x1, . . . , xk)

pour un certain n. Porter un regard combinatoire sur des problèmes externes
spécifiques est parfois révélateur de liens plus profonds. La physique statistique,
et plus précisément le processus d’exclusion simple, en fournit un exemple
remarquable.

Processus d’exclusion simple

Le processus d’exclusion simple (SEP) à une dimension est un modèle de
physique statistique introduit de manière indépendante en biologie par Mac-
Donald, Gibbs et Pipkin [MGP68] ainsi qu’en mathématiques par Spitzer
[Spi70] dans les années 70. C’est un système de particules en interaction qui
peuvent sauter d’un pas vers la droite ou vers la gauche sur un réseau à une
dimension ; chaque emplacement du réseau ne peut contenir qu’une particule
au maximum. Le SEP est devenu un modèle central de la physique statistique
hors équilibre. D’une part, il est simple ce qui permet l’obtention de résultats
exacts. D’autre part, il présente des propriétés macroscopiques non triviales que
l’on retrouve de manière générique dans les systèmes hors équilibre plus réa-
listes : transitions de phase [DEHP93, USW04], chocs [ABL88, DJLS93],
corrélations à longue distance [DE93, DLS03]. Depuis son introduction, il
a fait l’objet de nombreuses applications dans des domaines variés. On peut
par exemple citer l’étude de la cinétique de la biopolymérisation [MGP68],

5



Contexte du travail

la diffusion de particules à travers un milieu poreux ou des canaux microsco-
piques [CL99], la dynamique d’un polymère en milieu dense [Sch99] et l’étude
du trafic routier [SW98]. Il a également des connexions avec les polynômes
orthogonaux [Sas99, USW04] et le modèle XXZ [ER96, SS94].

Le SEP est défini comme une chaine de Markov à temps continu ou à
temps discret. Ces deux versions sont équivalentes dans le sens où la probabilité
stationnaire est la même dans les deux cas. De même que dans la littérature
combinatoire nous faisons le choix de la version discrète du SEP.

Notons q et u les probabilités qu’une particule saute respectivement vers la
gauche et vers la droite. Le SEP prend des noms différents suivant les valeurs
de q et u :

- le processus d’exclusion simple symétrique (SSEP) : les probabilités q
et u sont égales ;

- le processus d’exclusion simple asymétrique (ASEP) : les probabilités
q et u sont différentes, sans perte de généralité, supposons que u > q.
Si les sauts ne sont possibles que vers la droite, c’est-à-dire q = 0, on
parle du processus totalement asymétrique (TASEP), sinon on parle
du processus partiellement asymétrique (PASEP).

Dans la littérature combinatoire, le terme ASEP est généralement utilisé à la
place du terme SEP. De ce fait, dans le but de rester cohérent, nous utilisons
également cette terminologie.

Il existe de nombreuses variantes de ce modèle. On peut par exemple jouer
sur le nombre de types de particules ou encore sur la forme du réseau qui peut
par exemple être : Z, Z/nZ, N ou J1, nK. Dans ce manuscrit, nous étudions
les modèles à un et deux types de particules sur le réseau J1, nK. Nous parlons
ainsi de l’ASEP à une particule et de l’ASEP à deux particules. Si le nombre
de particules n’est pas mentionné il est alors question de l’ASEP à une parti-
cule. En plus des paramètres q et u, quatre autres paramètres permettent de
décrire le système (figure 1) : α et γ représentent la probabilité qu’une parti-
cule respectivement rentre et sorte dans le réseau par la frontière gauche alors
que δ et β jouent respectivement le même rôle que α et γ mais à la frontière
droite. Sans perte de généralité, autre que le cas dégénéré q = u = 0, on peut
supposer u = 1.

α

γ

u

q

β

δ

Figure 1. Le processus d’exclusion simple asymétrique (ASEP).

Les probabilités stationnaires des états de certains modèles de physique
statistique peuvent être calculées à partir d’un produit de matrices. L’outil
mathématique associé est l’ansatz matriciel. L’idée est d’associer à chaque
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état un mot où les lettres correspondent à des matrices. Ces matrices doivent
vérifier des contraintes liées au système. Si on arrive à trouver une représenta-
tion explicite de ces matrices, le calcul des probabilités stationnaires se réduit
à un produit matriciel. Par cette technique, d’autres quantités physiques telles
que la fonction de partition, le courant ou encore la fonction de corrélation
peuvent également s’exprimer en fonction d’un produit matriciel. La fonction
de partition est la quantité sur laquelle nous nous focalisons dans cette thèse.
La probabilité stationnaire d’un état est généralement décrite à partir d’une
mesure stationnaire qu’on renormalise. Ce terme de renormalisation corres-
pond justement à la fonction de partition, c’est-à-dire à la somme des mesures
stationnaires de tous les états. Plus d’informations sur cet aspect physique du
sujet ainsi que sur les techniques liées à l’ansatz matriciel peuvent être trou-
vées dans le survey écrit par Blythe et Evans [BE07]. L’ASEP à une et deux
particules font partie des modèles où on peut appliquer ces techniques. Dans le
cas à une particule, l’ansatz matriciel que nous considérons est celui introduit
par Derrida, Evans, Hakim et Pasquier [DEHP93] et plus particulièrement
la généralisation plus flexible de Corteel et Williams [CW11]. Dans le cas à
deux particules, nous utilisons la généralisation de Corteel, Mandelshtam et
Williams [CMW15] qui se base sur l’ansatz matriciel introduit par Uchiyama
[Uch08]. Dans les deux cas, les contraintes que doivent vérifier les matrices
permettent de calculer récursivement les probabilités stationnaires sans avoir
besoin de représentation. Ce manuscrit se concentre sur cet aspect de l’ansatz
matriciel.

Les premières connexions entre la combinatoire et l’ASEP remontent, au
moins, à 1982 avec l’article de Shapiro et Zeilberger [SZ82]. Les auteurs
calculent la probabilité stationnaire d’un état dans le cas du TASEP avec
α = β = 1 et γ = δ = 0. L’aspect combinatoire de leur travail est dû à la pré-
sence des nombres de Catalan et des partitions d’entiers. Duchi et Schaeffer
[DS05] donnent une explication combinatoire du lien avec les nombres de Cata-
lan en proposant une chaine de Markov sur les configurations complètes, comp-
tées par Catalan, qui se projette sur le TASEP avec γ = δ = 0. Brak et Essam
[BE07] quant à eux étudient ce même modèle à l’aide de chemins pondérés.
Depuis, les liens entre la combinatoire et l’ASEP ont fait l’objet d’une recherche
intensive. On peut notamment citer [BCE+06, CW07a, CW07b, Vie08,
CW11, Vie13] pour l’ASEP à une particule et [Man16b, MV15, CMW15]
pour l’ASEP à deux particules. Les deux types de familles d’objets qui sont le
plus étudiés dans ce contexte sont les chemins pondérés et les tableaux. C’est
à ces derniers que nous nous intéressons dans cette thèse.

Idéalement, le but est de donner une interprétation combinatoire aux termes
apparaissant dans la fonction de partition, c’est-à-dire définir une famille d’ob-
jets combinatoires pondérés de sorte que la série génératrice de cette famille
corresponde à la fonction de partition de l’ASEP. Il y a principalement deux
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méthodes pour y arriver. Soit on montre que nos objets vérifient l’ansatz ma-
triciel, soit on définit une chaîne de Markov sur nos objets qui se projette sur
l’ASEP. La deuxième solution est plus difficile mais elle donne fondamentale-
ment une meilleure interprétation. Les meilleurs résultats concernant l’ASEP
sont dûs à Dasse-Hartaut [DH, Chapter 5] qui définit une chaine de Markov
sur les tableaux escaliers dans les cas δ = 0 et q = 1. Quant à l’ASEP à deux
particules, Mandelshtam [Man16a, Section 3.4] propose une chaine de Markov
sur les tableaux alternatifs rhombiques répondant ainsi au problème dans le
cas γ = δ = 0. Ces trois chaînes de Markov se basent sur le travail de Corteel
et Williams [CW07b] qui ont résolu le problème pour l’ASEP à une particule
et γ = δ = 0. En utilisant la première méthode, Corteel et Williams [CW11]
puis Corteel, Mandelshtam et Williams [CMW15] répondent respectivement
aux problèmes à une et deux particules avec tous les paramètres généraux.

Dans l’ASEP, certaines quantités peuvent être calculées à partir de la fonc-
tion de partition, parmi lesquelles la valeur moyenne de la densité particulaire,
sa variance ou encore le courant. Ainsi, outre le fait que la fonction de parti-
tion de l’ASEP peut être interprétée comme une série génératrice, en donner
une formule close est également intéressant d’un point de vue physique. Dans
le cas à une particule Corteel, Stanley, Stanton et Williams [CSSW12] en
donnent une formule close en ajoutant même un paramètre supplémentaire
y qui prend en compte le nombre de particules d’un état. Toutefois, il n’est
pas clair d’après leur formule que la fonction de partition est un polynôme
à coefficients positifs. Si on pose y = q = 1 on obtient une forme factorisée
de la fonction de partition [BCE+06, USW04, CW11, CDH16]. Sinon, le
meilleur résultat a été obtenu par Josuat-Vergès [JV11] pour la spécialisation
γ = δ = 0. Concernant l’ASEP à deux particules, seul le cas y = q = 1 a été
résolu par Corteel, Mandelshtam et Williams [CMW15].

Un autre aspect combinatoire de l’ASEP qu’il nous parait important de
développer, même si nous ne le développons pas en détail, est son lien avec
les polynômes orthogonaux. L’étude combinatoire de ces polynômes a débuté
dans les années 80 [Foa78, Fla80, Vie85]. On a pu ainsi donner des inter-
prétations combinatoires des moments de nombreux polynômes orthogonaux
appartenant au schéma d’Askey [KS94]. La première apparition des polynômes
orthogonaux dans l’étude de l’ASEP est due à Sasamoto [Sas99]. Celui-ci étu-
die l’ASEP, dans le cas γ = δ = 0, à l’aide d’une interprétation d’une représen-
tation de l’ansatz matriciel par les polynômes d’Al-Salam-Chihara [ASC76].
Uchyama, Sasamoto et Wadati [USW04] généralisent le travail du deuxième
auteur en donnant une représentation de l’ansatz matriciel avec tous les pa-
ramètres généraux obtenue à partir des polynômes d’Askey-Wilson [AW85].
Cela leur permet notamment de confirmer le diagramme de phase du courant
obtenu par Sandow [San94] à l’aide d’approximations. En généralisant l’inter-
prétation combinatoire de l’état stationnaire de l’ASEP, à tous les paramètres,
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Corteel et Williams [CW11] ont par la même occasion donné la première inter-
prétation combinatoire des moments des polynômes d’Askey-Wilson. De plus,
le calcul exact de ces moments [CSSW12] a permis d’obtenir une formule close
pour la fonction de partition. Lorsque l’on considère deux particules, ce sont
les polynômes de Koornwinder [Koo92] qui apparaissent [Can15, CW15b].

Implémentation informatique

L’exploration assistée par ordinateur et la vérification informatique de nos
résultats ont composé une bonne partie de notre travail de recherche. Pour cela,
nous nous sommes servi du logiciel open-source Sage [S+17] et de l’extension
développée par la communauté Sage-Combinat [SCc08]. Nous avons notam-
ment implémenté les classes combinatoires des tableaux escaliers, des tableaux
boisés et des polyominos parallélogrammes périodiques. Actuellement ce code
est expérimental et n’est pas réutilisable en l’état. À terme, le but est d’intégrer
ces objets à l’extension de sorte qu’il soit disponible pour la communauté.

Contenu de la thèse

Chapitre 1

Ce chapitre introduit les notions combinatoires nécessaires à la compréhen-
sion de cette thèse. Il débute par les séries génératrices en illustrant comment
des constructions combinatoires s’interprètent en équations sur les séries géné-
ratrices. Suite à cela, nous définissons les différents objets combinatoires clas-
siques apparaissant dans cette thèse : les arbres, les chemins, les diagrammes de
Ferrers, les permutations, les polyominos parallélogrammes et les cartes. Enfin,
nous donnons une introduction sommaire aux chaines de Markov notamment
pour définir les probabilités stationnaires.

Chapitre 2

Le deuxième chapitre est consacré à une nouvelle approche de l’interpréta-
tion combinatoire par les tableaux escaliers de l’état stationnaire de l’ASEP.
Nous explicitons tout d’abord une récurrence que toute solution de l’ansatz
matriciel doit satisfaire. Puis, en définissant un algorithme d’insertion sur les
tableaux escaliers, nous montrons qu’ils vérifient cette même récurrence. Cet
algorithme d’insertion donne une structure récursive simple aux tableaux esca-
liers, de sorte que l’on retrouve les formes factorisées, déjà connues, de spéciali-
sations du polynôme générateur des tableaux escaliers. Une autre conséquence
de cet algorithme est une bijection entre les tableaux escaliers et des tables

9



Contenu de la thèse

d’inversions colorées qui nous permet de lire le poids d’un tableau ainsi que
ses cellules sud-est sur la table d’inversions image. Cela donne une nouvelle
construction pour définir des bijections entre les tableaux escaliers et des per-
mutations colorées. Nous retrouvons ainsi une interprétation [CDH16] des
paramètres β, γ et q sur les permutations. Dans le cas δ = γ = 0, nous conjec-
turons, sous la forme d’une équidistribution de statistiques, une interprétation
du bord sud-est ainsi que des paramètres α, β et q des tableaux escaliers sur
les permutations.

Dans la suite du chapitre, nous proposons un algorithme d’insertion ana-
logue pour les tableaux escaliers de type B. De nouveau, la structure récursive
simple qui en découle donne une interprétation à des formes factorisées de
spécialisations du polynôme générateur. Nous obtenons des généralisations de
résultats précédents [CDH16] ainsi que de nouveaux résultats. Enfin, nous
définissons un ansatz matriciel, avec tous les paramètres généraux, compatible
avec notre algorithme d’insertion.

Ce chapitre et le suivant correspondent à un travail de recherche récent dont
certaines pistes n’ont pas encore été complètement explorées. Il fera l’objet d’un
prochain article.

Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous étendons le premier algorithme d’insertion du cha-
pitre précédent au cas de l’ASEP à deux particules. Nous en déduisons que
les tableaux escaliers rhombiques vérifient une récurrence satisfaite par toute
solution de l’ansatz matriciel. De plus, par cet algorithme d’insertion nous
obtenons une nouvelle bijection entre les assemblées de permutations et les
tableaux escaliers rhombiques n’ayant que des α et des β. Nous trouvons ainsi
une interprétation des paramètres α et β analogue à [MV16]. Dans le cas où
on remplace β par δ, on obtient également une interprétation du paramètre q.

Chapitre 4

Ce chapitre se place dans le cadre de l’ASEP à une particule dans le cas
γ = δ = 0. Il existe principalement trois familles de tableaux, combinatoire-
ment équivalentes, associées à ce cas particulier. Après quelques définitions,
le chapitre 4 débute par l’interprétation de l’énumération des coins du bord
sud-est de ces tableaux en termes d’ASEP. Suite à cela, nous énumérons les
coins occupés des tableaux escaliers, en prenant en compte les paramètres α, β
et q. Enfin, nous dénombrons les coins dans le cas α = β = q = 1 et proposons
un début de preuve pour α et β généraux. Nous traitons également le type B
en parallèle.

L’essentiel de ce travail de recherche a fait l’objet des publications [LZ15]
et [GGLZS16].
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Chapitre 5

Ce chapitre aborde un autre aspect de l’interprétation combinatoire de
l’ASEP. Les arbres non-ambigus introduits dans [ABBS14] correspondent aux
structures combinatoires arborescentes sous-jacente à l’ASEP. Nous proposons
une définition alternative de ces objets en tant qu’arbres binaires étiquetés.
Cela nous permet de leur appliquer une méthode développée dans [HNT08]
et d’en déduire une équation différentielle vérifiée par leur série génératrice.
D’une part, on montre ainsi la formule des équerres, déjà connue, comptant le
nombre d’arbres non-ambigus à arbre binaire fixé. D’autre part, la résolution
de l’équation différentielle nous permet d’obtenir une forme close de la série
génératrice ainsi que pour la formule d’énumération des arbres non-ambigus à
taille fixée. Le formalisme algébrique que nous utilisons nous permet de raffiner
facilement notre démarche en ajoutant des paramètres supplémentaires à notre
étude. Dans un premier temps, nous introduisons les statistiques correspondant
aux paramètres α et β de l’ASEP. Nous généralisons ainsi les formules closes
obtenues précédemment. Dans un deuxième temps, nous prenons en compte le
nombre d’inversions ou l’indice majeur inverse des permutations sous-jacentes
aux arbres non-ambigus. Il en découle un analogue polynomial de la formule des
équerres ainsi qu’un raffinement de l’équation différentielle faisant intervenir
des q-analogues de l’intégrale et de la dérivée.

La seconde partie de ce chapitre est consacré à une interprétation combina-
toire des résultats obtenus par le calcul. On y définit notamment une nouvelle
statistique sur les arbres binaires : le nombre d’équerres de l’unique décompo-
sition en équerres. De plus, nous relions notre interprétation combinatoire au
travail [CE10] effectué dans le cadre des permutations dont toutes les excé-
dences sont au début.

La plus grande partie du travail présenté dans ce chapitre ainsi que dans
le suivant a fait l’objet d’une publication [ABD+16] à la conférence FPSAC,
la version longue étant en cours de préparation.

Chapitre 6

Les arbres non-ambigus correspondent à des objets de dimension 1 plongés
dans un espace de dimension 2. Le sixième chapitre est consacré à la géné-
ralisation des arbres non-ambigus en tant qu’objets de dimension k plongés
dans un espace de dimension d > k. Ils sont tout d’abord définis comme des
arbres

(
k
d

)
-aires étiquetés. Ainsi, nous appliquons les techniques de [HNT08]

pour définir, à k et d fixés, une équation différentielle vérifiée par la série gé-
nératrice de ces objets. Ce chapitre se termine par une définition alternative
géométrique, analogue à la première définition des arbres non-ambigus.
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Chapitre 7

Ce chapitre est consacré à l’étude des polyominos parallélogrammes pério-
diques. Il est indépendant des chapitres précédents. Nous étudions ces objets
en utilisant les méthodes de l’article [BRS15] qui donne un interprétation des
polyominos parallélogrammes et des polyominos convexes dirigés en termes
d’arbres ordonnés. Initialement, les polyominos parallélogrammes périodiques
ont été introduits dans le but de traiter le cas des polyominos convexes. Il est
à noter que Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN17] ont également introduit, de
façon indépendante, ces nouveaux objets dans le cadre des permutations af-
fines évitant 321. En effet, à un marquage près, ils apparaissent naturellement
comme la généralisation des polyominos parallélogrammes qui sont en bijection
avec les permutations qui évitent 321. En plus de ces nouveaux objets, nous
étudions également les polyominos parallélogrammes périodiques marqués, in-
troduits dans [BJN17], et les bandes, qui sont les orbites sous l’action de la
rotation des colonnes des polyominos parallélogrammes périodiques. L’adapta-
tion de la construction de [BRS15] permet de calculer les séries génératrices
de ces trois classes combinatoires selon la hauteur, la largeur et une nouvelle
statistique appelée la hauteur de recollement intrinsèque. De même que dans
[BRS15], l’aire est difficilement interprétable par cette méthode. La hauteur
de recollement intrinsèque permet de partitionner, pour chaque classe combi-
natoire, l’ensemble infini des objets de demi-périmètre fixé en ensembles finis
de même taille. Dans le cas des bandes, nous obtenons une asymptotique de
cette taille. Pour les deux cas restants, nous donnons une formule d’énumé-
ration à l’aide d’une interprétation mettant en jeu l’aire triangulaire sous les
chemins de Dyck. La dernière partie de ce chapitre est dédiée à l’étude de
l’ultime périodicité des séries génératrices selon l’aire, c’est-à-dire à montrer
que les coefficients sont périodiques à partir d’un certain rang. Cette ques-
tion est inspirée des groupes de Coxeter pour lesquels les séries génératrices
sont ultimement périodiques [BJN15]. Nous présentons deux constructions
qui permettent d’étudier l’ultime périodicité de la série génératrice de chacune
des trois classes combinatoires. Elles consistent, lorsque cela est possible, à re-
tirer des cellules dans chaque colonne. Pour chacune des deux, une sous-famille
d’objets minimaux de chaque classe apparaît naturellement : les maigres et les
intrinsèquement minces. En étudiant ces deux sous-famille, nous montrons que
les polyominos parallélogrammes périodiques maigres (resp. intrinsèquement
minces) sont en bijection avec les chemins de Dyck bilatères (resp. chemins de
Dyck bilatères avec un pic marqué), ce qui nous permet de les énumérer.

Ces travaux de recherche ont fait l’objet de l’article [BLZ17] et de la
prépublication [ABLZP16].
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Chapitre 1

Généralités

Ce chapitre a pour but d’introduire les notions combinatoires classiques
utilisées dans cette thèse. En premier lieu, on précise l’utilisation des séries
génératrices. Ensuite, on définit successivement les familles combinatoires des
arbres, des chemins, des diagrammes de Ferrers, des cartes, des permutations
et des polyominos parallélogrammes. On termine par une brève introduction
aux chaînes de Markov.

1. Séries génératrices

L’intérêt des séries génératrices est que bien souvent une décomposition
récursive d’une classe combinatoire résulte en une équation sur la série géné-
ratrice correspondante et inversement. On peut facilement donner une inter-
prétation combinatoire aux opérations sur les séries formelles. Par exemple,
la somme de deux séries génératrices ordinaires correspond à l’union disjointe
des classes combinatoires associées tandis que le produit correspond au pro-
duit cartésien. Dans la section 1.1 nous présentons le cas plus subtil des séries
génératrices exponentielles avec l’intention d’apporter une intuition combina-
toire. En particulier, nous omettons les preuves et nous nous concentrons sur
des exemples. Dans la suite du manuscrit, les constructions combinatoires que
nous considérons ne rentrent pas exactement dans le cadre de la section 1.1.
En effet, nous allons principalement étudier des objets doublement étiquetés,
avec un ordre total sur les étiquettes. En outre, nous donnons parfois une pon-
dération à nos objets. Toutefois, les idées étant les mêmes, nous déduirons de
nos constructions combinatoires des identités sur les séries génératrices sans
rentrer dans des détails techniques.

Pour une introduction aux séries formelles et aux séries génératrices le
lecteur est invité à consulter [Bón15, Section 1.3].
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1. Séries génératrices

1.1. Interprétation des opérations somme, produit et com-
position sur les séries génératrices exponentielles

Les séries génératrices exponentielles permettent la mise en équation de
problèmes de comptage liés à des objets combinatoires étiquetés. Pour don-
ner une interprétation combinatoire des opérations classiques sur les séries
formelles : somme, produit et composition, nous utilisons le vocabulaire des
espèces, introduit par Joyal, mais sans parler de fonctorialité. Le lecteur cu-
rieux peut se référer au livre [BLL98] de Bergeron, Labelle et Leroux pour
découvrir la théorie des espèces.

Une structure s est une construction mathématique γ que l’on effectue sur
un ensemble fini donné E, on écrit s = (γ,E). On dit que s est étiqueté par
E ou que s est une structure sur E. On dit également que E est l’ensemble
sous-jacent à s. Par exemple, une structure de graphe simple et non orienté sur
un ensemble E, correspond à une construction γ, où γ est un ensemble de sous-
ensembles de E à deux éléments. Chaque sous-ensemble représente une arête
du graphe. Par exemple, le graphe de la figure 1 est la représentation de la struc-
ture s = (γ,E) où E = J1, 7K et γ = {{1, 4}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 5}, {2, 6}, {2, 7}, {3, 6}, {4, 7}}.
S’il n’y a pas d’ambiguïté quant à la nature de l’ensemble sous-jacent, on uti-

1

2

3
4

5

6

7

Figure 1. Le graphe dont l’ensemble des som-
mets est J1, 7K et l’ensemble des arêtes est
{{1, 4}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 5}, {2, 6}, {2, 7}, {3, 6}, {4, 7}}.

lisera l’abus de langage et de notation s = γ. Ce n’est pas le cas des graphes,
étant donné que les étiquettes des points isolés n’apparaissent pas dans γ. Soit
F un ensemble de règles définissant les constructions admissibles sur un en-
semble donné. Ces règles doivent être indépendantes de la nature des éléments
composant l’ensemble, elles dépendent uniquement de la taille de l’ensemble.
On dit que F est une espèce , et une structure s = (γ,E) respectant les règles
définies par F est une F-structure. Par exemple, si on considère l’espèce E des
ensembles, (γ,E) est une E-structure si, et seulement si, γ = E. On l’appelle
structure triviale , car autre que la structure d’ensemble imposée par le modèle,
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on n’ajoute aucune règle particulière. Soit F une espèce et n un entier naturel,
nous notons F [n] l’ensemble des F -structures dont l’ensemble sous-jacent est
J1, nK. Dans le but de résoudre des questions d’énumération sur les espèces,
nous définissons les séries formelles suivantes.

Définition 1.1.1. Soit F une espèce, la série génératrice exponentielle de
F est la série formelle,

F(x) =
∑

n>0

|F [n]|x
n

n!
,

En particulier, pour tout entier naturel n, E [n] est composé d’une seule
E-structure, donc E(x) =

∑
n>0

xn

n!
= ex. Voici d’autres exemples de séries

génératrices exponentielles d’espèces triviales, ils nous permettront d’illustrer
notre propos par la suite.

- L’espèce 1 de l’ensemble vide : 1(x) = 1.
- L’espèce X de l’ensemble à un élément : X(x) = x.
- L’espèce E∗ des ensembles non vides : E∗(x) = ex − 1.

Pour accéder au coefficient |F [n]| à partir de la série génératrice exponentielle
de F , on note [

xn

n!

]
F(x) = |F [n]|.

Dans la suite, nous donnons une interprétation en termes d’espèces aux
opérations somme, produit et composition de deux séries génératrices expo-
nentielles.

Définition 1.1.2. Soit F , G etH trois espèces telles que l’ensemble des F -
structures est l’union disjointe de l’ensemble de G-structures et de l’ensemble
H-structures, alors, F est la somme des espèces G et H, et on note, F = G+H.

Cette notation provient de la relation vérifiée par les séries génératrices
exponentielles.

Propriété 1.1.3 ([BLL98, p.29]). Soit G et H deux espèces. La série
génératrice exponentielle de l’espèce F somme des espèces G et H est égale à

F(x) = G(x) + H(x).

Par exemple, E = 1+E∗ et on a bien l’identité ex = 1+(ex−1). De même que
pour les séries génératrices ordinaires, la somme correspond à l’union disjointe.
L’intérêt des séries génératrices exponentielles apparaît avec la multiplication.

Définition 1.1.4. Soit F , G et H trois espèces. Si toute F -structure d’en-
semble sous-jacent E est la donnée de

- une partition ordonnée de E en deux ensembles disjoints E = E1tE2,
- une G-structure d’ensemble sous-jacent E1, et,
- une H-structure d’ensemble sous-jacent E2,

alors, F est le produit des espèces G et H, et on note, F = G ×H.
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1. Séries génératrices

La propriété associée au produit de deux espèces est naturellement la sui-
vante.

Propriété 1.1.5 ([BLL98, p.33]). Soit G et H trois espèces. Alors la
fonction génératrice exponentielle de l’espèce F produit des espèces G et H est

F(x) = G(x)× H(x).

Par exemple, essayons de calculer le nombre de sous-ensembles d’un en-
semble. Choisir un sous-ensemble A d’un ensemble E est équivalent à parti-
tionner E en E = A t Ac, où Ac est le complémentaire de A. Ainsi, l’espèce
des sous-ensembles est le produit E × E . En particulier, sa série génératrice
exponentielle est

ex · ex = e2x =
∑

n>0

2n
xn

n!
.

On vient de redémontrer que le nombre de sous-ensembles d’un ensemble à
n éléments est 2n. Calculons maintenant la série génératrice exponentielle de
l’espèce P des permutations. On prend le point de vue qu’une permutation
est un ordre total sur un ensemble. Soit E un ensemble non vide, choisir une
permutation sur E, revient à choisir l’élément a ∈ E que l’on va considérer être
le plus grand, puis choisir une permutation sur E \{a}. Ainsi, une permutation
sur E est la donnée d’une partition ordonnée de E en deux sous-ensembles
disjoints E = A1 tA2, ainsi que d’une 1-structure sur A1 et d’une P-structure
sur A2. Pour que cela reste vrai si E est composé d’un seul élément, par
convention on définit qu’il n’y a qu’une permutation sur l’ensemble vide. Ainsi,
on a la relation

P = 1 + X × P ,
et donc

P(x) = 1 + xP(x),

si bien que

P(x) =
1

1− x =
∑

n>0

n!
xn

n!
.

Nous retrouvons bien que le nombre de permutation est n!. On peut facilement
généraliser le produit de deux espèces, au produit d’un nombre fini k d’espèces
F1×· · ·×Fk, il suffit pour cela de considérer une partition ordonnée en k sous-
ensembles deux à deux disjoints E = A1 t · · · tAk, et une Fi-structure sur Ai
pour tout i ∈ J1, kK, en voici une application. On note S2(n, k) le nombre de
Stirling de seconde espèce qui compte le nombre de partitions d’un ensemble
à n éléments en k sous-ensembles non vides deux à deux disjoints. Ainsi, le
nombre de partitions ordonnées E = A1t· · ·tAk en sous-ensembles non vides
et deux à deux disjoints est compté par k! S2(n, k), où n est la taille de E, de
ce fait,

(ex − 1)k =
∑

n>0

k! S2(n, k)
xn

n!
.
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1. Généralités

Dans le chapitre 5, nous avons besoin d’un raffinement de ce résultat. Si nous
prenons le point de vue des partitions d’ensembles, nous avons

(ex − 1)k

k!
=
∑

n>1

S2(n, k)
xn

n!
.

Prenons en compte la statistique suivante. Soit n un entier non nul et J1, nK =
A1t· · ·tAk une partition en k sous-ensembles non vides. Soit S la statistique
comptant le nombre d’entiers différents de n qui sont dans le même sous-
ensemble que n. Par exemple, considérons la partition

P = {{10, 6, 3, 2}, {9, 8, 4, 1}, {12, 11, 5}, {7}},
alors S(P ) = 2. On note

S2,q(n, k) :=
∑

P={A1,...,Ak}
A1t···tAk=J1,nK

qS(P ).

On peut supposer sans perte de généralité que n appartient à A1. Ainsi, une
partition P en k+1 sous-ensembles non vides de J1, nK est la donnée d’un sous-
ensemble A′1 de J1, n− 1K et d’une partition en k sous-ensembles non vides de
J1, n− 1K \ A′1, de plus, S(P ) = |A′1|. En conséquence

(1)
eqx (ex − 1)k

k!
=
∑

n>1

S2,q(n, k + 1)
xn−1

(n− 1)!
.

La dernière opération que nous allons étudier est la composition.

Définition 1.1.6. Soit F , G et H trois espèces telles que le nombre de
H-structures sur l’ensemble vide est nul. Si toute F -structure d’ensemble sous-
jacent E est la donnée d’une G-structure sur l’ensemble vide ou de

- un entier naturel non nul k,
- une partition de E en k sous-ensembles disjoints E = E1 t · · · t Ek,
- une H-structure sur chacun de ces k sous-ensembles, et,
- une G-structure sur l’ensemble {E1, . . . , Ek},

alors, F est le composé de H par G, et on note, F = G ◦ H.
Sans surprise, la composition sur les espèces correspond à la composition

sur les séries formelles.

Propriété 1.1.7 ([BLL98, p.43]). Soit G et H deux espèces telles que le
nombre de H-structures sur l’ensemble vide est nulle. Alors la fonction géné-
ratrice exponentielle de l’espèce F composée de H par G est

F(x) = (G ◦ H)(x).

Un exemple d’application du principe de composition est le calcul de la
série génératrice exponentielle de l’espèce C des permutations cycliques, avec
la convention qu’il n’y a pas de C-structure sur l’ensemble vide. Cette fois-ci, on
prend le point de vue qu’une permutation est une bijection d’un ensemble dans
lui-même. Il existe une unique décomposition d’une permutation de taille non
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1. Séries génératrices

nulle, en un produit de cycles disjoints et non vides. Ainsi, une permutation
d’un ensemble non vide E, est la donnée d’une partition de E en k sous-
ensembles disjoints E = E1 t · · · t Ek, une C-structure sur chacun des Ei, où
i ∈ J1, kK, et une structure triviale sur l’ensemble {E1, . . . , Ek}. Ainsi, les séries
génératrices des permutations et des cycles satisfont la relation

P(x) = eC(x),

et étant donné que P(x) = 1
1−x , il suit que,

C(x) = − ln(1− x) =
∑

n>0

(n− 1)!
xn

n!
.

C’est bien le résultat attendu étant donné que le nombre de permutations
cycliques sur un ensemble de taille n est (n− 1)!.

1.2. Théorie de Pólya pour les cycles

Nous présentons dans cette section un résultat issus de la théorie de Pó-
lya [PR87] permettant de calculer la série génératrice de cycles d’objets non
étiquetés. Notre explication suit la référence [FS09, Appendix A.4]. Nous don-
nons uniquement les détails principaux de la preuve du résultat.

Soit A une classe combinatoire et C(x) sa série génératrice. Notons S la
classe combinatoire ⋃

k>1

A × · · · × A︸ ︷︷ ︸
k

=
⋃

k>1

Ak.

Les éléments de S sont appelés des séquences . De plus, le k-uplet (A1, . . . , Ak) ∈
Ak est noté A1 · · ·Ak. La taille d’une séquence A1 · · ·Ak ∈ S est la somme des
tailles des objets combinatoires qui la composent. Notons S(x) la série géné-
ratrice de S. Elle est égale à

A(x) + A2(x) + · · · = A(x)

1− A(x)
.

Si l’on ajoute une variable u dont la puissance correspond au nombre d’élé-
ments d’une séquence, alors

(2) S(x, u) = uA(x) + u2A2(x) + · · · = uA(x)

1− uA(x)
.

Une séquence est dite primitive si elle n’est pas la répétition d’une autre sé-
quence. La séquence CBBCC est primitive contrairement à CBCB = (CB)2.
Soit SP la classe combinatoire des séquences primitives et SP(x, u) sa série
génératrice. Toute séquence s’écrit de manière unique comme une puissance
d’une séquence primitive. Les séries génératrices des séquences et des séquences
primitives vérifient donc la relation

S(x, u) =
∑

k>1

SP(xk, uk).
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1. Généralités

Pour inverser cette équation, nous utilisons la formule d’inversion de Möbius
[FS09, Equation (3), p.722]. Elle donne l’équivalence

an =
∑

d|n

bd ⇐⇒ bn =
∑

d|n

µ(d)an/d,

où µ est la fonction de Möbius définie pour tout entier naturel non nul k par

µ(k) =





1 si k est un produit d’un nombre pair de premier distincts
−1 si k est un produit d’un nombre impair de premier distincts
0 sinon.

En utilisant la formule d’inversion de Möbius, on obtient

SP(x, u) =
∑

k>1

µ(k)S(xk, uk) =
∑

k>1

µ(k)
ukA(xk)

1− ukA(xk)
.

On définit un cycle comme une séquence à permutation circulaire près. Autre-
ment dit, pour entier un naturel l, les séquencesA1 · · ·Ak etAl · · ·AkA1 · · ·Ak−1

correspondent au même cycle. Le cycle correspondant à une séquence A1 · · ·Ak
est noté (A1 · · ·Ak). Soit C la classe combinatoire des cycles composés d’objets
combinatoires de A. Un cycle est dit primitif si toutes ses séquences sont pri-
mitives. Le nombre de séquences associées à un cycle primitif à k éléments est
k. Si bien que nous devons appliquer la transformation uk 7→ uk

k
à SP(x, u)

pour obtenir CP(x, u). La série génératrice CP(x, u) des cycles primitifs est
donc égale à

CP(x, u) =

∫ u

0

SP(x, v)
dv

v
.

Si nous remplaçons SP(x, v) par sa valeur, en intégrant chaque terme de la
somme, nous obtenons

(3) CP(x, u) =
∑

k>1

−µ(k)

k
log(1− ukA(xk)).

De même que pour les séquences, un cycle s’écrit de manière unique comme la
puissance d’un cycle primitif. En découle la relation

(4) C(x, u) =
∑

k>1

CP(xk, uk).

Il ne nous reste plus qu’à combiner les équations (3) et (4). Pour cela, nous
devons utiliser la relation

ϕ(k)

k
=
∑

d|k

µ(d)

d
,

où ϕ est l’indicatrice d’Euler, à savoir ϕ(k) est égal au nombre d’entiers naturels
plus petits que k et premiers avec k. Finalement, nous obtenons une formule
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2. Permutations

pour la série génératrice C(x, u) qui ne dépend que de A(x) :

(5) C(x, u) =
∑

k>1

−ϕ(k)

k
log(1− ukA(xk)).

Si la série génératrice A est multivariée, le résultat reste vrai, il suffit de mettre
à la puissance k toutes les variables de A.

2. Permutations

Les permutations sont des objets classiques de la combinatoire énumérative.
Nous définissons dans cette partie les statistiques classiques qui apparaîtront
dans ce manuscrit. Le lecteur intéressé pourra consulter [Bón12] pour une
introduction complète aux permutations.

Définition 1.2.1. Soit n un entier non nul, une permutation de taille n
est une bijection de l’ensemble J1, nK dans lui même.

On note Sn l’ensemble des permutations de taille n. Une permutation
correspond également à un réarrangement des valeurs 1, . . . , n. De ce fait, on
utilise la notation σi = σ(i) et on représente une permutation par la séquence
σ1 · · ·σn. Soit m = a1 · · · an une séquence d’entiers quelconques et deux à deux
distincts. On appelle standardisé de m la permutation σ1 · · ·σn telle que les
σi soient dans le même ordre relatif que les ai, c’est-à-dire que σi < σj si et
seulement si ai < aj, et on note σ = std(m) .

Dans la section suivante, nous définissons les statistiques dont nous avons
besoin. Le cas des motifs fait l’objet d’une section à part.

2.1. Quelques statistiques classiques sur les permutations

Tout au long des prochaines définitions, nous prenons la permutation
σ′ = 4 2 7 1 3 6 5

comme exemple.
Soit i un entier, la suite (σn(i))n>0 est nécessairement périodique, si on note

p sa période minimale, le mot parenthésé (iσ(i) · · ·σp−1(i)) est appelé un cycle.
On considère comme égaux le cycle (σk(i), . . . , σp−1(i), i, σ(i), . . . , σk−1(i)) et le
cycle (i, σ(i), . . . , σp−1(i)) de sorte que tout entier i apparaisse dans un unique
cycle. Si l’on note C1, . . . , Ck les cycles de la permutation σ, on dit que σ est le
produit de C1, . . . , Ck et on écrit σ = C1 · · ·Ck, on dit aussi que σ = C1 · · ·Ck
est l’écriture de σ en cycles disjoints. Par exemple l’écriture de la permutation
σ′ est σ′ = (14)(2)(375)(6). Une permutation n’ayant qu’un seul cycle est une
permutation cyclique. Le nombre de permutations de taille n ayant k cycles est
appelé le nombre de Stirling de première espèce.
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1. Généralités

Le nombre de maxima/minima de gauche à droite/de droite à gauche sont
quatre statistiques qui sont également comptées par les nombres de Stirling
de première espèce. Un maximum de gauche à droite est un indice i tel que
σi = max16j6i σj et un maximum de droite à gauche est un indice i tel que
σi = maxi6j6n σj. Les définitions d’un minimum de gauche à droite et d’un
minimum de droite à gauche s’obtiennent en remplaçant max par min dans
les deux définitions précédentes. Les ensembles de chacun de ces quatre types
d’éléments sont notés respectivement MGD(σ),MDG(σ),mGD(σ) et mDG(σ).
Par exemple, nous avons MGD(σ′) = {1, 3},MDG(σ′) = {3, 6, 7},mGD(σ′) =
{1, 2, 4} et mDG(σ′) = {4, 5, 7}. Il est clair que ces quatre statistiques sont
équidistribuées, il suffit soit de lire la permutation de droite à gauche soit de
prendre le complémentaire à n+ 1 de chaque entier. Par contre, pour montrer
qu’elles sont effectivement comptées par les nombres de Stirling de première
espèce, on utilise la « transformation fondamentale » de Foata et Schützenber-
ger ([Sta12, Proposition 1.3.1] et [FS70, Section 1.3]). Appliquer la « trans-
formation fondamentale » à une permutation σ signifie mettre des parenthèses
autour de σ et une parenthèse fermante suivie d’une parenthèse ouvrante avant
chaque maximum de gauche à droite. Par exemple à partir de la permutation
σ = 2 4 1 6 7 5 3 on obtient la permutation (2)(4 1)(6)(7 5 3) = σ′.

Une excédence est un entier i tel que σi > i, on dit de plus qu’elle est stricte
si σi 6= i. Par exemple les excédences de σ′ sont 1, 2, 3 et 6. Une descente 1 est
un entier σi tel que σi > σi+1. Inversement, un entier σi tel que σi < σi+1

est appelé une montée , par convention σn est également une montée. Par
exemple les descentes de σ′ sont 4, 6 et 7 et ses montées sont 1, 2, 3 et 5. Un
recul est un entier σi tel que σi + 1 est à sa gauche. Réciproquement, une
avance est un entier σi tel que σi + 1 est à sa droite. Par exemple les reculs de
σ′ sont 1, 3, 5 et 6. Les statistiques nombres d’excédences strictes, de descentes
et de reculs sont équidistribuées, c’est-à-dire que pour tout k, les nombres de
permutations à k excédences, à k descentes strictes et à k reculs sont égaux.
Pour les deux dernières il suffit de considérer la permutation inverse, l’indice
d’une descente se transforme ainsi en recul. De plus, on envoie une descente
sur une excédence stricte en appliquant la « transformation fondamentale »
puis en prenant l’inverse de la permutation obtenue.

Une inversion est une paire d’entiers (i, j) telle que i < j et σi > σj. Par
exemple, les inversions de σ′ sont

(4, 2), (4, 1), (4, 3), (2, 1), (7, 1), (7, 3), (7, 6), (7, 5), (6, 5).

L’indice majeur inverse d’une permutation est la somme de ses reculs. Par
exemple l’indice majeur inverse de σ′ est 1 + 3 + 5 + 6 = 15. Le nombre d’in-
versions d’une permutation est noté inv(σ) et l’indice majeur inverse est noté
imaj(σ) . Ces deux statistiques sont également équidistribuées. Une statistique

1. Ce n’est pas la définition usuelle d’une descente étant donné que l’image pi est mise
en avant plutôt que l’indice i.
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équidistribuée avec le nombre d’inversions est appelée une statistique maho-
nienne en référence à MacMahon qui a prouvé que l’indice majeur en est une
[Mac15].

2.2. Motifs

Un motif classique d’une permutation σ = σ1 · · ·σn est une permutation
σ′ = σ′1 · · ·σ′k telle qu’il existe un sous-mot σi1 · · ·σik de σ tel que les lettres
de σi1 · · ·σik soient dans le même ordre relatif que celles de σ′, i.e. pour tout
u, v ∈ J1, kK différents, σiu < σiv si, et seulement si, σ′u < σ′v. Par exemple, la
permutation σ = 6 2 5 4 1 3 contient deux fois le motif 2 3 1 à savoir 2 5 1
et 2 4 1. Cette notion a été généralisée par Babson et Steingrímsson [BS00]
de la manière suivante. Le motif généralisé qui correspond au motif classique
σ′1 · · ·σ′k est notée σ′1− σ′2− · · · − σ′k. Ne pas mettre de tiret entre deux entiers
d’un motif impose que les entiers correspondants soient consécutifs dans σ.
Par exemple, dans la permutation σ, 2 4 1 est un motif 2− 31 alors que 2 5 1
ne l’est pas. Par contre, 2 5 1 est un motif 23 − 1 mais 2 4 1 ne l’est pas.
Néanmoins, 2 5 1 et 2 4 1 sont tous deux des motifs 2 − 3 − 1. Certaines
statistiques classiques peuvent être décrites en termes de motifs généralisés.
Par exemple, une inversion correspond au motif 2−1 et une descente au motif
21.

2.3. Permutations de type B

Dans le contexte des permutations de type B la notation i correspond à
−i.

Définition 1.2.2. Soit n un entier naturel non nul, une permutation de
type B (ou signée) de taille n est une bijection σ de l’ensemble des entiers
signés {1, 1, 2, 2, . . . , n, n} dans lui-même vérifiant l’identité σ(i) = σ(i).

Une permutation de type B est entièrement définie par les images de
1, . . . , n. De même que pour les permutations de taille n, on représente σ sous
forme de mot σ1 · · ·σn, où σi = σ(i). Par exemple, 2314 est une permutation
de type B de taille 4.

Remarque 1.2.3. La terminologie « type B » provient de la classification
des groupes de Coxeter [BB05]. Le groupe des permutations signées de taille
n correspond au groupe Bn. Quant au groupe des permutations de taille n, il
correspond au groupe An−1, on parle donc de type A.

L’équivalent en type B des montées et des descentes sont les montées si-
gnées et les descentes signées. Soit σ une permutation de type B et i ∈ J1, nK.
Avec la convention σn+1 = n+ 1, l’entier |σi| est une montée signée si 0 < σi <
|σi+1|, sinon c’est une descente signée et on a σi < 0 ou σi > σi+1. Soit σ la
permutation signée 3142657. L’ensemble de ses montées signées est {2, 5, 7} et
l’ensemble de ses descentes signées est {1, 3, 4, 6}.
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2.4. Permutations affines

Les permutations affines de taille n sont une généralisation des permuta-
tions de taille n. Elles réalisent le groupe de Coxeter Ãn−1 [BB05].

Définition 1.2.4. Soit n un entier naturel non nul. Une permutation affine
de taille n est une bijection σ : Z −→ Z telle que

∑n
i=1 σ(i) =

∑n
i=1 i et telle

que pour tout entier relatif i on ait σ(i+ n) = σ(i) + n.

Une permutation affine est entièrement déterminée par l’image de n entiers
consécutifs. Pour une permutation affine σ de taille n, nous utilisons la notation
σ = [σ(0), . . . , σ(n− 1)]. Par exemple, σ′ = [5,−2, 0, 2, 7, 10, 3, 4, 12, 6, 8, 9, 14]
est une permutation affine de taille 13. Pour toute permutation σ de taille n,
il existe une unique permutation affine σ̃ de taille n telle que σ̃(i) = σ(i) pour
tout i ∈ J1, nK. En ce sens, l’ensemble des permutations de taille n est un sous-
groupe de l’ensemble des permutations affines de taille n. Nous étendons les
notions d’inversions et d’excédences strictes. Une inversion d’une permutation
affine σ est un couple (i, j) où i < j, i ∈ J0, n−1K et σ(i) > σ(j). Une excédence
stricte est un entier i ∈ J0, n−1K tel que σ(i) > i. À titre d’exemple, l’ensemble
des excédences strictes de σ′ est {0, 4, 5, 8, 12} et l’ensemble des inversions est

{(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 6), (0, 7), (4, 6), (4, 7), (4, 9), (5, 6), (5, 7), (5, 9),

(5, 10), (5, 11), (8, 9), (8, 10), (8, 11), (8, 14), (12, 14), (12, 15)}.
Une permutation affine évitant 321 est une permutation affine telle qu’il n’existe
pas trois entiers i, j et k vérifiant les inégalités σ(i) > σ(j) > σ(k).

3. Arbres

Cette section a pour but d’introduire les différentes notions d’arbres que
nous utilisons dans cette thèse. Pour une étude plus complète des arbres le
lecteur est invité à consulter [Bón15, Chapter 4].

Définition 1.3.1. Un arbre A est un ensemble fini et non vide d’éléments,
dit sommets , tel que

(1) un sommet de A est désigné comme étant la racine et
(2) les sommets restants sont partitionnés en m > 0 ensembles disjoints

A1, . . . , Am, chacun muni d’une structure d’arbre.

Dans le contexte des arbres on utilise communément la terminologie ci-
après (voir figure 2). Cette terminologie reste valable pour les autres structures
arborescentes que nous définissons dans cette section. Les Ai sont les sous-
arbres de A. Chaque racine des Ai est un fils de la racine de A, réciproquement,
pour chaque racine des Ai la racine de A est son père . Plus généralement, un
sommet v de A est l’ancêtre d’un sommet u s’il existe une suite de sommets
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(s0, . . . , sk) où s0 = u avec sk = v telle que pour tout i ∈ J0, k − 1K, si+1 est
le père de si, inversement, u est un descendant de v. La suite des sommets
(s0, . . . , sk) est le chemin de u à v. La hauteur d’un sommet s est le nombre
de sommets moins 1 du chemin de s à la racine. Un couple de sommets (u, v)
où u est le père de v est une arête.

racine

u

w

un ancêtre de v

père de v

v

un descendant de v

fils de u

chemin de w à la racine

arête

Figure 2. Illustration de la terminologie associée aux arbres.

Définition 1.3.2. Un arbre ordonné A est un arbre dont les fils de chaque
sommet sont ordonnés. Récursivement, c’est un ensemble fini et non vide de
sommets tel que

(1) un sommet de A est désigné comme étant la racine, et,
(2) les sommets restants sont partitionnés de manière ordonnée en m >

0 ensembles non vides et disjoints (A1, . . . , Am), chacun muni d’une
structure d’arbre ordonné.

Quand nous représentons un arbre ordonné, l’ordre des sous-arbres de
gauche à droite correspond à l’ordre (T1, . . . , Tm). La différence entre les arbres
et les arbres ordonnés est illustrée dans la figure 3. Les deux objets corres-
pondent au même arbre mais à deux arbres ordonnés différents. Les arbres
ordonnés à n + 1 sommets font partie des objets combinatoires comptés par
Catn [Bón15, Theorem 4.4.3].

Définition 1.3.3. Soit m un entier naturel supérieur ou égal à deux. Un
arbre m-aire A est soit l’ensemble vide, soit un ensemble fini et non vide de
sommets tel que

(1) un sommet de A est désigné comme étant la racine, et,
(2) les sommets restants sont partitionnés de manière ordonnée en m

ensembles disjoints potentiellement vides (A1, . . . , Am), chacun muni
d’une structure d’arbre m-aire.
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1. Généralités

Figure 3. Deux représentations du même arbre, mais de deux
arbres ordonnés différents.

La figure 4 illustre la différence entre les arbres ordonnés et les arbres m-
aires : les deux objets de la figure correspondent au même arbre ordonné mais
à deux arbres 2-aires différents. La taille d’un arbre m-aire est son nombre de

Figure 4. Deux représentations du même arbre ordonné, mais
de deux arbres 2-aires différents.

sommets. La figure 5 donne un exemple d’un arbre 3-aire et d’un arbre 2-aire.

Figure 5. Un arbre 3-aire de taille 16 (gauche) et un arbre
2-aire de taille 14 (droite).

Définition 1.3.4. Les arbres 2-aires sont également appelés arbres bi-
naires.

L’arbre A1 est le sous-arbre gauche de A et A2 le sous-arbre droit . De
même, la racine de A1 est le fils gauche de la racine de A et celle de A2 est le
fils droit. On note AB l’ensemble des arbres binaires. Les arbres binaires à n
sommets donnent un autre exemple de structures arborescentes comptées par
Catn [Bón15, Theorem 4.4.1].
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3. Arbres

Dans ce manuscrit, on considère également des structures arborescentes
étiquetées. Les arbres binaires décroissants sont un exemple classique de telles
structures.

Définition 1.3.5. Soit n un entier naturel. Un arbre binaire décroissant
ABD de taille n est un arbre binaire AB de taille n dont on numérote les
sommets, de manière distincte, de 1 à n de sorte que l’étiquette d’un sommet
soit plus petit que celle de son père. L’arbre binaire AB est la forme de ABD.

La figure 6 donne l’exemple d’un arbre binaire décroissant de taille 14. Les

14

12

8

7

6 4

1

2

13

5 11

10

9 3

Figure 6. Un arbre binaire décroissant de taille 14.

arbres binaires décroissants de taille n sont comptés par n!. On peut montrer
cette assertion à l’aide des séries génératrices. Notons ABD la série génératrice
exponentielle des arbres binaires décroissants

ABD(x) =
∑

n>0

|ABDn|
xn

n!
,

où ABDn est l’ensemble des arbres binaires décroissants de taille n. Nous
devons donc montrer que ABD(x) = 1

1−x . Un arbre binaire décroissant est
soit vide soit composé d’une racine, d’un sous-arbre binaire gauche décroissant,
d’un sous-arbre binaire droit décroissant et d’une partition ordonnée de J1, n−
1K en deux sous ensembles distincts. Ainsi, on a l’identité

(6) ABD(x) = 1 +

∫ x

0

ABD(x)2dx.

La récurrence sur les coefficients induite par l’équation impose qu’il existe une
unique série formelle solution de l’équation (6). De plus, il est facile de vérifier
que la série formelle 1

1−x est solution. Une explication alternative de ce résultat
consiste à donner une bijection entre les arbres binaires décroissants de taille
n et les permutations de taille n. Soit m un mot taille n dont tous les lettres
sont des entiers distincts . Il existe une unique décomposition m = mgMmd où
M est le plus grand entier de m. Récursivement, ABD(m) est l’arbre binaire
dont la racine a pour étiquetteM et dont le sous-arbre gauche (resp. droit) est
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1. Généralités

ABD(mg) (resp. ABD(md)). L’arbre binaire étiqueté associé au mot vide est
l’unique arbre binaire décroissant de taille 0. L’application qui à une permuta-
tion σ de taille n associe l’arbre binaire décroissant ABD(σ) est une bijection
[Sta12, Proposition 1.5.3]. Par exemple, notons ABD l’arbre binaire décrois-
sant de la figure 6 et σ la permutation 6 7 1 4 8 2 12 14 5 13 9 10 3 11, alors
ABD(σ) = ABD.

Il est également possible d’énumérer les arbres binaires décroissants à forme
fixée. Soit AB un arbre binaire, l’énumération de l’ensemble ABD(AB) des
arbres binaires décroissants de forme AB est donnée par la formule [Knu98b,
Section 5.1.4 Exercise 20], dite formule des équerres,

(7)
n!∏

s∈AB d(s)
,

où d(s) est le nombre de descendants de s, le sommet s compris. Par exemple,
notons AB l’arbre binaire de la figure 5. Le nombre d’arbres binaires décrois-
sants de forme AB est

14!

14× 7× 6× 6× 4× 4× 3× 2
= 257 400.

4. Chemins

Soit P un sous-ensemble de Z2 et l un entier naturel. Un chemin dans Z2

de longueur l à pas dans P est une suite finie de points p0, . . . , pl de Z2, définie
à translation près, telle que pi+1 − pi soit dans P pour tout 0 ≤ i ≤ l − 1.
On dit que le chemin part de p0 et arrivent en pl. Dans la suite, les pas nord,
pas sud, pas est, pas ouest, pas diagonal nord-est et pas diagonal sud-est sont
respectivement les pas (0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0), (1, 1) et (1,−1). Les
pas est et ouest (resp. nord et sud) sont également appelés pas horizontaux
(resp. verticaux ). Par exemple, la figure 7 représente des chemins de longueur
6 à pas nord et est. Un chemin peut être également défini par la séquence
(p1 − p0) · · · (pl − pl−1) de ses pas.

Figure 7. Quatre chemins de longueur 6.

Soit C = {p0, . . . , pl} et C ′ = {p′0, . . . , p′l} deux chemins composés de pas
horizontaux et verticaux tels que p0 = p′0 et pl = p′l. On dit que C ′ est inférieur
(resp. strictement inférieur) à C si pour tout i ∈ J1, l−1K l’ordonnée de p′i est
inférieure (resp. strictement inférieure) à l’ordonnée de pi. Si l’on représente
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4. Chemins

les deux chemins à partir du même point de départ cela signifie que C ′ est
situé sous C (figure 8).

Figure 8. Positions relatives de deux chemins C et C ′ (en poin-
tillé). De gauche à droite : C ′ est strictement inférieur à C, C ′
est inférieur à C, C ′ n’est pas inférieur à C.

Parmi les différentes familles de chemins, nous avons besoin des chemins
de Dyck et des chemins de Dyck bilatères.

Définition 1.4.1. Un chemin de Dyck bilatère de taille n est un chemin
à pas diagonaux sud-est et nord-est partant de (0, 0) et arrivant en (2n, 0). Il
est en particulier de longueur 2n.

Définition 1.4.2. Un chemin de Dyck de taille n est un chemin de Dyck
bilatère de taille n dont tous les points ont une ordonnée positive ou nulle.

La figure 9 donne un exemple de chaque. Il est facile de montrer que les
premiers sont comptés par la suite (

(
2n
n

)
)n>0. Les deuxièmes, quant à eux, sont

comptés par les nombres de Catalan. On peut par exemple prouver cela par
lemme cyclique (ou lemme de Raney) [Lot83]. Ils sont donc équiénumérés
avec les arbres ordonnés à n + 1 sommets. Une bijection simple entre ces
deux familles d’objets est la suivante [DZ80]. Soit CD un chemin de Dyck
de taille n. Notons B, comme « bas », le pas diagonal sud-est et H, comme

Figure 9. Un chemin de Dyck bilatère (gauche) et un chemin
de Dyck (droite) de taille 10.

28



1. Généralités

Figure 10. L’arbre ordonné correspondant au chemin de Dyck
de la figure 9.

« haut », le pas diagonal nord-est. Un chemin de Dyck primitif est un chemin
de Dyck dont les seuls points ayant une ordonnée nulle sont les points de début
et de la fin. Il existe une unique décomposition CD = HCD1B · · ·HCDkB
telle que pour tout i le facteur HCDiB est un chemin de Dyck primitif. Nous
définissons récursivement l’arbre ordonnée arbre(CD) comme la racine dont les
sous-arbres ordonnés sont arbre(CD1), . . . , arbre(CDk). Ainsi, l’arbre ordonné
correspondant au chemin de Dyck de la figure 9 est celui de la figure 10.

Remarque 1.4.3. À travers cette bijection, à chaque pas H de CD ter-
minant en un point (∗, k) correspond un sommet de arbre(CD) de hauteur
k.

Une statistique classique sur ces objets est le nombre de pics, c’est-à-dire le
nombre d’occurrences d’un pas digonal nord-est suivi d’un pas diagonal sud-
est. Par exemple, le chemin à gauche (resp. à droite) de la figure 9 a 3 (resp.
5) pics. À taille fixée, l’unique chemin de Dyck bilatère sans pic est appelée la
grande vallée.

5. Diagrammes de Ferrers

Cette section est consacrée aux diagrammes de Ferrers. Une partie de la
terminologie que nous introduisons n’est pas standard.

Soit n un entier naturel, un diagramme de Ferrers de taille n est un en-
semble de n cellules de même taille, organisées en lignes alignées à gauche
et ordonnées de haut en bas de la plus grande à la plus petite. Le cas des
partitions de 4 est représenté dans la figure 11. La forme d’un diagramme
de Ferrers est la suite des longueurs de ses lignes en commençant par la plus
grande. Par exemple, de gauche à droite les formes des diagrammes de Ferrers
de la figure 11 sont les partitions de 4 : {(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1)}.
Par convention, il existe un unique diagramme de Ferrers de taille 0. Dans
ce manuscrit, nous autorisons qu’une colonne ou qu’une ligne puisse être vide,
nous les représentons respectivement par des traits horizontaux situés au nord-
est et par des traits verticaux situés au sud-ouest. Un exemple est donné en
figure 12.
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5. Diagrammes de Ferrers

Figure 11. Diagrammes de Ferrers correspondant aux parti-
tions de 4

Soit F un diagramme de Ferrers. On appelle bord sud-est de F le chemin,
en bleu pointillé sur la figure 12, qui part du point le plus au sud-ouest, arrive
au point le plus au nord-est et, intuitivement, longe le bord sud-est de F en
prenant la convention que chaque colonne (resp. ligne) vide compte pour un
pas vertical (resp. horizontal) au début (resp. à la fin). La taille de ce chemin
correspond à la longueur de F . C’est également la somme du nombre de lignes
et de colonnes que possède F . Par exemple, le diagramme de Ferrers de la
figure 12 est de longueur 16. De plus, il possède 7 lignes ainsi que 9 colonnes
et on a bien 16 = 7 + 9. Par convention la longueur de l’unique diagramme de
Ferrers vide est 0. On appelle cellule sud-est toute cellule de F dont un côté
au moins correspond à un pas du bord sud-est de F , elles sont en gris dans la
figure 12

Figure 12. Illustration du bord sud-est (bleu pointillé) d’un
diagramme de Ferrers.

Nous aurons également besoin de la notion de diagonale principale . Elle
correspond à la droite passant par le coin nord-ouest d’un diagramme de Ferrers
et dont le coefficient directeur est −1. Un exemple est donné dans la figure 13.
Un diagramme de Ferrers invariant par la symétrie axiale d’axe la diagonale
principale est symétrique .
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Figure 13. La diagonale principale d’un diagramme de Ferrers.

Enfin, la dernière notion dont nous avons besoin est celle des coins. Un coin
est une cellule dont les côtés sud et est correspondent à des pas du bord sud-
est. Un coin interne et la succession d’un pas vertical et d’un pas horizontal
en lisant le bord sud-est du sud-ouest au nord-est. Par exemple, le diagramme
de Ferrers de la figure 13 a quatre coins et cinq coins internes. On note c(F ) et
ci(F ) respectivement le nombre de coins et le nombre de coins internes d’un
diagrame de Ferrers F . Si un diagramme de Ferrers n’a ni de ligne vide ni de
colonne vide, alors le nombre de coins est égal au nombre de coins internes
plus un.

À un diagramme de Ferrers F ayant k colonnes, on associe le diagramme
de Ferrers décalé F obtenu en ajoutant successivement des lignes de taille
k, k − 1, . . . , 1 au-desssus de F . La longueur, le bord sud-est, les coins et les
cellules sud-est de F correspondent respectivement à la longueur, au bord sud-
est, aux coins et aux cellules sud-est de F . On appelle cellule diagonale les k
cellules qui sont tout à droite des k lignes du dessus, elles sont en gris dans la
figure 14.

Les objets combinatoires au cœur de la partie 1 sont les tableaux.

Définition 1.5.1. Un tableau est un diagramme de Ferrers dont les cellules
contiennent des symboles.

On étend aux tableaux toute la terminologie des diagrammes de Ferrers.

6. Cartes combinatoires

Dans cette section nous introduisons brièvement les cartes combinatoires.
Le lecteur intéressé par ce sujet pour consulter l’ouvrage de Lando et Zvonkin
[LZ04].
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Figure 14. Un diagramme de Ferrers (gauche) et son dia-
gramme de Ferrers décalé (droite).

Un graphe est la donnée d’un ensemble de sommets S et d’un ensemble
d’arêtes A ⊂ {{s, s′} | (s, s′) ∈ S × S et s 6= s′}. Les graphes que nous
considérons sont donc non orientés et simples (sans boucle ni arête multiple).
La taille d’un graphe est sont nombre de sommets. Pour dessiner un graphe,
un sommet est représenté par un point et une arête entre deux sommets par
une ligne continue reliant les deux points correspondants. Un graphe est dit
connexe si pour toute paire de sommets (s, s′) il existe une suite de sommets
s0, . . . , sk telle que s0 = s, sk = s′ et {si, si+1} ∈ A pour tout i ∈ J0, k − 1K.
La suite s0, . . . , sk est un chemin de s à s′. Un graphe cyclique est un graphe
connexe tel que chaque sommet appartient à exactement deux arêtes. Le seul
graphe avec arêtes multiples que nous considérons dans ce manuscrit est le
graphe cyclique de taille 2 composé de deux sommets reliés par deux arêtes.
Un sous-graphe est la donnée d’un sous-ensemble S ′ de S et d’un sous ensemble
A′ de A tel que A′ ⊂ {{s, s′} | (s, s′) ∈ S ′ × S ′ et s 6= s′}.

Un plongement d’un graphe est un dessin dans lequel les arêtes ne peuvent
se croiser qu’en leurs extrémités. Un graphe qui admet un plongement dans
le plan est un graphe planaire (figure 15). Deux plongements d’une graphe
sont considérés équivalents si le premier est obtenu à partir du second par une
déformation continue dans laquelle les arêtes ne se croisent pas. Par exemple,
les deux dessins de la figure 16 correspondent au même graphe mais à deux
plongements différents. Une carte combinatoire est une classe d’équivalence de
plongements d’un graphe. On peut montrer qu’elle est entièrement déterminée
par le graphe sous-jacent dont chaque sommet est munit d’un ordre cyclique
sur ses voisins. Une carte planaire est une carte combinatoire plongée dans le
plan.

Les arbres et les arbres ordonnés, définis dans la section 3, ont une définition
en termes de graphes et de cartes. Un arbre est un graphe connexe sans cycle
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Figure 15. Un graphe planaire (gauche) et un graphe non pla-
naire (droite).

Figure 16. Deux plongements différents du même graphe.

dont un sommet est distingué (la racine). Un arbre ordonné est une carte
planaire connexe et sans cycle dont un sommet est distingué (la racine) et
dont un voisin de ce sommet est désigné comme son fils le plus à gauche.

7. Polyominos parallélogrammes

Le terme polyomino a été introduit par Golomb en 1954 pour désigner
un ensemble connexe de cellules du plan quadrillé par le réseau Z × Z. Une
colonne (resp ligne) est un ensemble maximal de cellules ayant une même
abscisse (resp. ordonnée). Les quatre paramètres suivants sont souvent étudiés
dans ces objets : l’aire, le périmètre, la largeur et la hauteur. Ils correspondent
respectivement au nombre de cellules, à la longueur du chemin formé par le
bord, au nombre de colonnes et au nombre de lignes. Nous nous concentrons
dans cette section sur une sous-famille de polyominos.

Définition 1.7.1. Soit n un entier naturel non nul. Un polyomino parallé-
logramme de demi-périmètre n est un ensemble maximal de cellules de Z×Z,
défini à translation près, contenu entre deux chemins de taille n, composés de
pas nord et est, qui se croisent uniquement à l’origine et à la fin.
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Le demi-périmètre peut également être calculé comme la somme du nombre
de colonnes et du nombre de lignes. La figure 17 donne un exemple de poly-
omino parallélogramme d’aire 24, de demi-périmètre 15, de largeur 8 et de
longueur 7.





hauteur

                                                            

largeur

demi-périm
ètre

aire

Figure 17. Un polyomino parallélogramme.

Il est connu depuis longtemps [DV84, GV85] que les polyominos parallé-
logrammes de demi-périmètre n + 1 sont comptés par Catn. Nous présentons
maintenant une bijection de Cheng, Eu et Fu [CEF07] entre les permutations
de taille n qui évitent le motif 3− 2− 1 et les polyominos parallélogrammes de
demi-périmètre n+1. Soit P un polyomino parallélogramme de demi-périmètre
n + 1. La première étape consiste à retirer la cellule la plus basse de chaque
colonne. Si une colonne n’est composée que d’une cellule, on conserve le bord
nord de la cellule après suppression. Notons P l’objet ainsi obtenu. Le demi-
périmètre de P est n. Notons S et I les chemins respectivement supérieur et
inférieur qui forment le bord de P . La deuxième étape consiste à numéroter S
et I de 1 à n en commençant par le pas le plus au sud-ouest. Enfin, notons σ
la permutation associée à P , alors σi correspond au numéro du pas horizontal
(resp. vertical) de I associé au pas horizontal (resp. vertical) de S numéroté par
i, qui se trouve dans la même colonne (resp. ligne). Un intérêt de cette bijection
est notamment que le nombre d’inversions de σ correspond à l’aire de P . De
plus, la hauteur est égal au nombre d’excédences strictes k plus 1 et la largeur
à n−k. Si P désigne le polyomino parallélogramme de la figure 17 alors la per-
mutation associée est σ = 4 7 1 2 8 3 9 5 6 10 13 11 14 12, tel qu’illustré dans
la figure 18. De plus, inv(σ) = aire(P ) = aire(P )−hauteur(P ) = 24−8 = 16.

8. Chaînes de Markov

Cette partie a vocation à expliquer sommairement ce qu’est une chaîne de
Markov et à donner des conditions suffisantes pour qu’elle admette un unique
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Figure 18. Illustration de la bijection entre les polyominos pa-
rallélogrammes et les permutations évitant le motif 3− 2− 1.

état stationnaire. On suppose connue la théorie de la mesure et la théorie
des probabilités. Plus de détails sur ces théories ainsi que sur les chaînes de
Markov pourront être trouvés dans le livre de Billingsley [Bil95]. Cette partie
est largement inspiré des notes de cours de Marie-Line Chabanol et Jean-
Jacques Ruch [CR13].

Soit E un ensemble fini ou dénombrable, on munit E de la tribu P(E).
Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires à valeurs dans E, la loi de cette
suite est une loi sur EN muni de la tribu engendrée par les cylindres. D’après
le théorème de prolongement de Carathéodory, la loi de la suite (Xn)n>0 est
caractérisée par la loi des vecteurs aléatoires (X0, . . . , Xn), où n ∈ N. De plus,
étant donné que E est au plus dénombrable, la loi (X0, . . . , Xn) est caractérisée
par la donnée de P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) où x0, . . . , xn ∈ E.

Définition 1.8.1. Une suite (Xn)n>0 de variables aléatoires à valeurs dans
E est une chaîne de Markov d’espace d’états E si, et seulement si pour tout
k ∈ N et pour tout x0, . . . , xk+1 ∈ E tels que P(Xk = xk, . . . , X0 = x0) > 0,

P(Xk+1 = xk+1 | Xk = xk, . . . , X0 = x0) = P(Xk+1 = xk+1 | Xk = xk).

On dit de plus qu’elle est homogène si pour tout k ∈ N et x, y ∈ E,
P(Xk+1 = y | Xk = x) = P(X1 = y | X0 = x).

L’indice n est à interpréter comme le temps. La particularité des chaînes de
Markov est que la probabilité d’être sur un état donné au temps n+ 1, dépend
uniquement de l’état au temps n. Dans la suite toutes les chaînes de Markov
que nous considérons sont homogènes.

Définition 1.8.2. On appellematrice de transition la matriceM = (px,y)x,y∈E
où

px,y = P(X1 = y | X0 = x).
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Cette probabilité est appelée la probabilité de transition pour aller de l’état x
à l’état y.

Les entrées de la matrice de transition étant des probabilités elles sont
inférieures ou égales à 1. De plus, la somme d’une ligne est évidemment égale
à 1. Autrement dit, le vecteur colonne (1, . . . , 1) est un vecteur propre de valeur
propre 1 pour la multiplication par la droite.

Une chaîne de Markov est entièrement déterminée par son état initial X0

et sa matrice de transition. Dans la suite on identifie une loi de probabilité µ
sur E avec le vecteur ligne (µ(x))x∈E.

Proposition 1.8.3. Soit (Xn)n>0 une chaîne de Markov de matrice de
transition M , et soit µn la loi de Xn, pour tout entier naturel n. Alors,

µn = µ0M
n.

Lorsque nous définissons une chaîne de Markov, généralement seul la ma-
trice de transition est spécifiée.

La matrice de transition peut être vue comme la matrice d’adjacence d’un
graphe orienté pondéré. En effet, à toute matrice de transition on associe le
graphe orienté pondéré G dont l’ensemble des sommets est E, l’ensemble des
arêtes orientées est {(x, y), px,y > 0} et le poids d’une arête (x, y) est la
probabilité px,y. Par exemple, soit p, q ∈ [0, 1], la chaîne de Markov à deux
états a pour matrice de transition


1− p p

q 1− q


 ,

et le graphe correspondant est représenté dans la figure 19. On définit main-

0 11− p
p

q

1− q

Figure 19. Chaîne de Markov à deux états.

tenant une notion d’accessibilité entre des états d’une chaîne de Markov.

Définition 1.8.4. Soit x, y ∈ E deux états, on dit que l’état y est accessible
depuis l’état x si x = y ou s’il existe un chemin orienté sur G de l’état x vers
l’état y. S’il existe également un chemin orienté de l’état y vers l’état x, on dit
que les états x et y communiquent. Une chaîne de Markov dont tous les états
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communiquent entre eux, i.e. dont le graphe est fortement connexe, est dite
irréductible.

La chaîne de Markov de la figure 19 est irréductible contrairement à celle
de la figure 20. Il nous reste une dernière notion à introduire, les probabilités

0 11 q 1− q

Figure 20. Une chaîne de Markov qui n’est pas irréductible.

stationnaires.

Définition 1.8.5. Soit µ une loi de probabilité sur E. Elle est dite sta-
tionnaire, si µ = µM , c’est-à-dire si pour tout état y

µ(y) =
∑

x∈E

µ(x)px,y.

Dans le cas dénombrable, il n’existe pas nécessairement de probabilité sta-
tionnaire ou au contraire il peut y en avoir une infinité. Toutefois, les chaînes
de Markov que nous considérons dans ce manuscrit ont des espaces d’états fi-
nis, cadre dans lequel le comportement des probabilités stationnaires est mieux
maîtrisé.

Théorème 1.8.6. Soit (Xn)n>0 une chaîne de Markov dont l’espace des
états est fini. Alors elle admet une loi de probabilité stationnaire, si de plus
(Xn)n>0 est irréductible, la loi est unique, en outre, la probabilité de chaque
état est strictement positive.
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Partie 1

Interprétation combinatoire de l’état
stationnaire de l’ASEP





Chapitre 2

L’ASEP à une particule

Les travaux de Corteel et Williams [CW07a] sur une interprétation com-
binatoire de l’état stationnaire de l’ASEP, dans le cas δ = γ = 0, par les
tableaux de permutation (définition 4.1.1), sont à l’origine d’une compréhen-
sion plus profonde de la combinatoire de l’ASEP. L’argument principal repose
sur l’ansatz matriciel de Derrida, Evans, Hakim et Pasquier [DEHP93]. Ce
théorème énonce que si des matrices D et E ainsi que des vecteurs V et W
vérifient le système





uDE = qED +D + E

αWE = γWD +W

βDV = δEV +V

WV 6= 0,

alors la probabilité stationnaire d’un état s’obtient par un produit de matrices
de la formeWXV , où X est un produit de matrices D et E. La preuve de Cor-
teel et Williams consiste à exhiber des matrices solutions, puis à interpréter un
produit de matrices comme une série génératrice de tableaux de permutation.
L’état, ou de manière équivalente le produit, auquel un tableau de permutation
contribue se lit sur son bord sud-est. En appliquant la même idée au cas géné-
ral, Corteel et Williams [CW11] obtiennent une interprétation combinatoire
de l’état stationnaire du ASEP par les tableaux escaliers. Contrairement au
cas précédent, la preuve est cette fois-ci longue et calculatoire.

Si γ = δ = 0, on peut facilement calculer un produit WXV à partir
des équations du système. Il suffit d’utiliser la première équation tant que le
facteur DE est présent. On obtient ainsi une combinaison linéaire de termes de
la forme EkDl. Le calcul se termine en appliquant la deuxième et la troisième
équations à ces termes. La théorie de l’ansatz cellulaire [Vie13] de Viennot
aborde le problème de ce point de vue là. Les produits de matrices D et
E sont vus comme des mots d’alphabet {D,E}. La première équation du
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système est considérée comme une règle de réécriture sur les mots en D et E.
Nous présentons brièvement cette théorie pour décrire l’esprit dans lequel nos
travaux ont été effectués, les preuves seront donc omises. L’idée de la théorie
est d’encoder la première étape dans un tableau. Soit E et J deux ensembles
quelconques et K un corps commutatif. Notons A l’algèbre non commutative
des polynômes K〈X ∪ Y〉 avec X = {Xe, e ∈ E} et Y = {Yj, j ∈ J} les deux
familles d’indéterminées. Soit c = (cf,je,i )(e,i,f,j)∈E×J×E×J un famille d’éléments
de K. Notons Ic l’idéal bilatère engendré par les polynômes

(8) YiXe −
∑

(f,j)∈E×J

cf,je,iXfYj.

Soit Q l’algèbre obtenue en quotientant A par Ic. Elle est quadratique car
l’idéal Ic est engendré par des polynômes homogènes de degré deux. Pour tout
élément m ∈ A, on note m sa projection dans Q. En analogie aux mots, on
note Z∗ l’ensemble des monômes de A dont les indéterminées sont dans Z.
Pour tout m ∈ (X ∪ Y)∗ il existe une unique façon d’écrire

(9) m =
∑

(u,v)∈X ∗×Y∗
c(u, v;m)uv,

où c(u, v;m) ∈ K. En particulier, le calcul de la décomposition de m ne dé-
pend pas de l’ordre dans lequel on utilise les équations (8). L’ansatz cellulaire
consiste à encoder ce calcul dans des tableaux. Un Q-tableau complet est un
diagramme de Ferrers dont les cellules sont étiquetées comme il suit

ij
e

f

où (e, i, f, j) ∈ E×J ×E×J . De plus, l’étiquetage doit respecter la condition
que les deux indices de part et d’autre d’une arête sont les mêmes. Le poids
d’une case est égal au coefficient cj,fe,i correspondant et le poids d’un tableau
est le produit des poids de toutes ses cases. Soit m le monôme m1 · · ·mn, où
mi ∈ X ∪ Y pour tout i ∈ J1, nK. Notons F (m) le diagramme de Ferrers dont
le bord sud-est est égal à b1 · · · bn, où bi est un pas vertical si mi ∈ Y et un pas
horizontal si mi ∈ X . La Figure 1 illustre cette correspondance. Ainsi, chaque
terme de la somme

m =
∑

(u,v)∈X ∗×Y∗
c(u, v;m)uv

correspond à Q-tableau complet de forme F (m). En outre, le coefficient du
terme est égal au poids de ce tableau.

Étant donné que le polynôme uDE− qED−D−E n’est pas homogène de
degré 2, pour pouvoir appliquer cette théorie à l’ansatz matriciel de l’ASEP,
il faut introduire des opérateurs IX ∈ X et IY ∈ Y pour homogénéiser le
polynôme. Nous considérons donc les polynômes uDE − qED − IXD − EIY ,
DIX − IXD, IYE − EIY et IYIX − IYIX . Pour traiter la partie du calcul
impliquant W et V , nous supposons que WIX = W et IYV = V . Dans le cas
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2. L’ASEP à une particule

Yi1
Xe1

Yi2

Yi3
Xe2

Yi4
Xe3

Yi5

Figure 1. Le diagramme de Ferrers associé au monôme
Yi1Xe1Yi2Yi3Xe2Yi4Xe3Yi5

.

γ = δ = 0, pour prendre en compte les conditions de bords WE = α−1W et
DV = β−1V , il suffit d’ajouter un poids α−kβ−lWV à tout Q-tableau complet
associé au monôme uv, où k (resp. l) est le nombre de E (resp. D) dans u (resp.
D). Les tableaux alternatifs (définition 4.1.3) ainsi que les tableaux boisés
(définition 4.1.5), qui sont des familles de tableaux équivalentes aux tableaux
de permutation, peuvent être définis comme des Q-tableaux complets. De plus,
leurs poids correspond au poids que l’on vient de définir.

Dans le cas général, cette démarche ne s’applique pas à cause des équations
du bord 




αWE = γWD +W

βDV = δEV + V.

Elles ne permettent plus de réduire les termes EkDl à des scalaires. Dans ce
chapitre nous proposons une approche valable dans le cas général. Dans la
section 1, nous exhibons une récurrence qui permet de calculer le poids d’un
mot de taille n à partir du poids de mots de taille n − 1. Puis, nous mon-
trons que le poids des tableaux escaliers vérifie la même récurrence. La preuve
repose sur un algorithme d’insertion (section 2.2) qui construit bijectivement
4n tableaux escaliers de taille n à partir d’un tableau escalier de taille n − 1.
Nous montrons ainsi que les tableaux escaliers encodent ces calculs de l’ansatz
matriciel. D’une part, cette méthode offre une nouvelle perspective pour une
preuve combinatoire de l’interprétation de l’ASEP par les tableaux escaliers.
D’autre part, l’algorithme d’insertion permet d’obtenir facilement plusieurs
formules closes factorisées du polynôme générateur des tableaux escaliers.

L’intérêt de la méthode de l’ansatz matriciel en physique statistique n’est
plus à démontrer, comme en témoigne le survey de Blythe et Evans [BE07].
Elle est également à l’origine de l’interprétation combinatoire actuelle de l’état
stationnaire de l’ASEP. Les travaux de Corteel, Josuat-Vergès et Williams
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[CJVW11] montrent également son utilité dans certains problèmes combina-
toires. Ainsi, nous proposons dans la section 3.3 un ansatz matriciel correspon-
dant aux tableaux escaliers de type B. Il repose sur un algorithme d’insertion
(section 3.2) analogue à celui des tableaux escaliers. Nous généralisons ainsi
l’ansatz matriciel des tableaux de permutation de type B [CJVW11, Propo-
sition 3].

Au-delà de leurs liens avec l’ASEP, les tableaux impliqués dans l’interpré-
tation combinatoire de l’état stationnaire de l’ASEP possèdent des caractéris-
tiques combinatoires intéressantes. En effet, dans le cas γ = δ = 0 ils sont
comptés par n!. Il existe de nombreuses bijections entre ces tableaux est les
permutations [SW07, Bur07, Vie08, CN09, ABN13, CDH16]. Un corol-
laire de l’algorithme d’insertion que nous proposons sur les tableaux escaliers
est une bijection avec des tables d’inversions colorées. Nous discutons dans la
section 2.4 de ses conséquences en matière de bijections avec les permutations.
Notamment, les tableaux escaliers sont comptés par la suite (4nn!)n>0 mais il
reste à trouver une bijection avec des permutations colorées nous permettant
d’interpréter tous les paramètres sur ces permutations colorées.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous commençons (section 1) par
donner plus de détails sur l’ASEP et l’ansatz matriciel associé. En particulier,
nous exhibons une récurrence permettant de calculer la probabilité station-
naire d’un état. La section 2 est consacrée aux tableaux escaliers. Après avoir
donné leur définition, nous présentons notre algorithme d’insertion ainsi que
ses conséquences concernant le polynôme générateur des tableaux escaliers.
Suite à cela, nous définissons une bijection entre les tableaux escaliers et des
tables d’inversions colorées. Une table d’inversions colorée représente l’histo-
rique des insertions à effectuer pour obtenir un tableau escalier. L’intérêt ma-
jeur de cette bijection est qu’il est possible d’interpréter tous les paramètres
de l’ASEP ainsi que le type des tableaux escaliers sur les tables d’inversions
colorées. Cela nous amène au dernier paragraphe de cette section qui traite de
bijections entre des tableaux escaliers et des permutations. Enfin, dans la sec-
tion 3, nous commençons par définir des involutions sur les tableaux escaliers
provenant de symétries de l’ASEP. Deux familles de tableaux escaliers de type
B en ressortent. En étendant notre algorithme d’insertion au cas des tableaux
escaliers de type B, nous obtenons des formes factorisées de spécialisations
des polynômes générateurs des deux familles. Enfin, nous proposons un ansatz
matriciel pour chacune des deux familles.

Les résultats de ce chapitre et du suivant sont récents. Ils n’ont donc pas
encore fait l’objet d’un article.
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2. L’ASEP à une particule

1. Présentation du modèle et de l’ansatz
matriciel associé

L’ASEP est un modèle de mécanique statistique défini comme une chaîne
de Markov. Soit α, β, γ, δ, q, u ∈ [0, 1] et n un entier naturel non nul, les états
sont les mots de taille n d’alphabet {•, ◦}, où ◦ représente un site vide et •
un site occupé par une particule. On parle aussi de particule respectivement
blanche et noire. Les transitions possibles depuis un état sont schématisées
dans la figure 2. Plus formellement, la probabilité de transition p(s1, s2) entre
deux états s1 et s2 est définie de la façon suivante (U et V représentent des
mots en ◦ et •) :

- si s1 = U•◦V et s2 = U◦•V , alors p(s1, s2) = u
n+1

et p(s2, s1) = q
n+1

;
- si s1 = U• et s2 = U◦, alors p(s1, s2) = β

n+1
et p(s2, s1) = δ

n+1
;

- si s1 = ◦V et s2 = •V , alors p(s1, s2) = α
n+1

et p(s2, s1) = γ
n+1

;
- si l’on n’est dans aucun des cas précédents et que s1 6= s2, alors on
pose p(s1, s2) = 0 ;

- enfin p(s1, s1) = 1−∑s2 6=s1 p(s1, s2).

α

γ

u

q

β

δ

Figure 2. Transitions possibles dans l’ASEP.

On note Mn sa matrice de transition. Si n = 3, elle est égale à

◦◦◦ ◦◦• ◦•◦ ◦•• •◦◦ •◦• ••◦ •••






◦◦◦ 1− ∗ δ 0 0 α 0 0 0

◦◦• β 1− ∗ u 0 0 α 0 0

◦•◦ 0 q 1− ∗ δ u 0 α 0

◦•• 0 0 β 1− ∗ 0 u 0 α

•◦◦ γ 0 q 0 1− ∗ δ 0 0

•◦• 0 γ 0 q β 1− ∗ u 0

••◦ 0 0 γ 0 0 q 1− ∗ δ

••• 0 0 0 γ 0 0 β 1− ∗

,
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

où est ∗ est la somme des autres coefficients apparaissant dans la même ligne.
Son graphe étant fortement connexe, elle est irréductible 1. De plus, étant donné
que son nombre d’états est fini, elle admet une unique loi de probabilité sta-
tionnaire µn et pour tout m ∈ {•, ◦}n on a µn(m) > 0. Ainsi, d’après la
définition 1.8.5, l’espace vectoriel Rµn a pour équation
(10) v = vMn.

Ainsi, si une fonction non nulle fn : {•, ◦}n → R vérifie l’équation (10), c’est-
à-dire que le vecteur v = (fn(w)w∈{•,◦}n) la vérifie, alors pour m ∈ {•, ◦}n on
a

µn(m) =
fn(m)

Zfn
,

où Zfn est la fonction de partition de fn, i.e.

Zfn(α, β, γ, δ; q, u) =
∑

m′∈{•,◦}n
fn(m′).

Le modèle possède les trois symétries 2 suivantes.
(C) La symétrie C consiste à remplacer p(s1, s2) par p(s2, s1). On obtient

le même modèle hormis l’échange des paramètres α et γ d’une part,
β et δ d’autre part et q et u pour finir.

(P) La symétrie P consiste à remplacer p(s1, s2) par p(s1, s2), oùmn · · ·m1 =
m1 · · ·mn. On obtient le même modèle hormis l’échange des para-
mètres α et δ d’une part, β et γ d’autre part et q et u pour finir.

(CP) la symétrie CP consiste à combiner les deux précédentes. On obtient
le même modèle hormis l’échange des paramètres α et β d’une part et
γ et δ d’autre part.

Observation 2.1.1. La probabilité stationnaire possède les symétries
(C) µn(mn · · ·m1) = µn(m̃n · · · m̃1)|α↔γ,β↔δ,q↔u
(P) µn(mn · · ·m1) = µn(m1 · · ·mn)|α↔δ,β↔γ,q↔u

(CP) µn(mn · · ·m1) = µn(m̃1 · · · m̃n)|α↔β,γ↔δ,
où la notation ↔ signifie que les paramètres aux bouts des deux flèches sont
échangés et ◦̃ = • et •̃ = ◦. Pour toute fonction fn solution de l’équation (10),
sa fonction de partition admet donc les symétries

1. Si on étudie les mouvements possibles des particules en fonction de la nullité de
certains paramètres, on se rend compte que si n > 2, le graphe est fortement connexe si et
seulement si la quantité suivante est non nulle

(q + u)(γ + β)(α+ δ)(α+ q)(β + q)(γ + u)(δ + u).

Si elle l’est, alors il est possible que l’ASEP admette plusieurs probabilités stationnaires.
L’exemple le plus trivial est lorsque tous les paramètres sont nuls, dans ce cas, Mn est la
matrice identité et toute loi de probabilité sur {•, ◦}n est stationnaire.

2. En physique des particules, la symétrie C(harge) est une conjugaison de charge,
elle échange particules et antiparticules, la symétrie P(arité) correspond à une inversion de
l’espace et la symétrie CP à la composition des deux précédentes. Le livre [GP76] de Gibson
et Pollard permettra au lecteur curieux d’approfondir ces notions.
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2. L’ASEP à une particule

(C) Zfn(α, β, γ, δ; q, u) = Zfn(γ, δ, α, β;u, q) ;
(P) Zfn(α, β, γ, δ; q, u) = Zfn(δ, γ, β, α;u, q) ;

(CP) Zfn(α, β, γ, δ; q, u) = Zfn(β, α, δ, γ; q, u).

L’ansatz matriciel de [DEHP93] est un outil grâce auquel on peut calculer
la probabilité stationnaire des états de l’ASEP. Supposons qu’il existe des
matricesD et E ainsi que des vecteursW et V , respectivement ligne et colonne,
vérifiant,

(11)





uDE = qED +D + E

αWE = γWD +W

βDV = δEV +V

WV 6= 0.

Alors on peut calculer la probabilité stationnaire d’un état à partir de D,E, V
et W .

Théorème 2.1.2. Soitm = mn · · ·m1 ∈ {•, ◦}n, on note X(m) = Xn · · ·X1

le mot en D et E tel que Xi = D (resp. Xi = E) si mi = • (resp. mi = ◦).
Alors, la fonction m 7→ WX(m)V est solution de l’équation (10). De sorte que

µn(m) =
WX(m)V∑

m∈{•,◦}n
WX(m)V

.

Démonstration. Soit m = mn · · ·m1 ∈ {•, ◦}n un état de l’ASEP. No-
tons f la fonction m 7→ WX(m)V . Montrer que f vérifie l’équation (10) est
équivalent à prouver la nullité de la quantité
1(mn = ◦)(−αf(◦mn−1 · · ·m1) + γf(•mn−1 · · ·m1))

+ 1(mn = •)(αf(◦mn−1 · · ·m1)− γf(•mn−1 · · ·m1))

+
n−1∑

i=1

1(mi+1mi = •◦)(−uf(· · ·mi+2•◦mi−1 · · · ) + qf(· · ·mi+2◦•mi−1 · · · ))

+
n−1∑

i=1

1(mi+1mi = ◦•)(uf(· · ·mi+2•◦mi−1 · · · )− qf(· · ·mi+2◦•mi−1 · · · ))

+ 1(m1 = ◦)(βf(mn · · ·m2•)− δf(mn · · ·m2◦))
+ 1(m1 = •)(−βf(mn · · ·m2•) + δf(mn · · ·m2◦)).

En utilisant les relations vérifiées par les matrices, on obtient
− 1(mn = ◦)f(mn−1 · · ·m1)

+ 1(mn = •)f(mn−1 · · ·m1)

+
n−1∑

i=1

1(mi+1mi = •◦)(−f(· · ·mi+2•mi−1 · · · )− f(· · ·mi+2◦mi−1 · · · ))
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

+
n−1∑

i=1

1(mi+1mi = ◦•)(f(· · ·mi+2•mi · · · ) + f(· · ·mi+2◦mi · · · ))

+ 1(m1 = ◦)f(mn · · ·m2)

− 1(m1 = •)f(mn · · ·m2).

On se convainc que pour tout m les termes s’annulent deux à deux. �

L’intérêt de cette représentation matricielle est que le calcul de la probabi-
lité stationnaire d’un état de l’ASEP se réduit à un produit matriciel. Néan-
moins, il a fallu attendre dix ans pour qu’une représentation valable pour tous
les paramètres soit trouvée. Uchiyama, Sasamoto et Wadati [USW04] propose
une représentation des matrices D et E liée aux polynômes Askey-Wilson dont
la seule restriction est α, β, γ, δ, q, u > 0. Il est à noter que D,E, V et W sont
nécessairement de dimension infinie hormis si

(u− q)(α + δ)(β + γ) = (α + β + γ + δ)(αβ − γδ),
auquel cas des matrices de dimension 1 sont suffisantes ([DEHP93]).

Il apparaît clairement dans la preuve que ce sont les relations que vérifient
D,E,W et V dont on a besoin et non pas leur caractère matriciel. De ce
fait, pour étudier la combinatoire du système nous utilisons la reformulation
suivante. Soit f : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u) une fonction vérifiant

(12)





uf(X•◦Y ) = qf(X◦•Y ) +f(X•Y ) + f(X◦Y )

αf(◦X) = γf(•X) +f(X)

βf(X•) = δf(X◦) +f(X)

f(ε) = 1,

où ε est le mot vide. Soit n un entier naturel, la preuve du théorème 2.1.2
montre également que la fonction f |{•,◦}n est solution de l’équation (10). Cette
formulation du problème a également été utilisée par Brak, Corteel, Essam,
Parviainen et Rechnitzer dans [BCE+06]. Toutefois, le système de récurrence
qu’ils étudient est différent de celui que nous introduisons dans ce chapitre.

Corteel et Williams généralisent dans [CW11] l’ansatz matriciel de Derrida
et al. en introduisant un degré de liberté. Soit λ = (λn)n>0 ∈ Q(α, β, γ, δ, q, u)N

et gλ : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u) une fonction vérifiant

(13)





ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) +λ|X|+|Y |+2

(
gλ(X•Y ) + gλ(X◦Y )

)
(I)

αgλ(◦X) = γgλ(•X) +λ|X|+1g
λ(X) (II)

βgλ(X•) = δgλ(X◦) +λ|X|+1g
λ(X) (III)

gλ(ε) = λ0,

où |m| correspond à la taille de m. Alors, la fonction gλ
∣∣
{•,◦}n est également

solution de l’équation (10). Le seul changement à effectuer dans la preuve du
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2. L’ASEP à une particule

théorème 2.1.2 est de multiplier par λn la deuxième quantité que l’on considère,
ce qui ne change pas sa nullité. Pour être plus précis, l’ansatz matriciel qu’elles
définissent est une reformulation du système (13) en termes de matrices. Dans
leurs travaux, la suite λ qu’elles considèrent est (unαβ − qnγδ)n>0. De ce fait,
le nombre d’équations à vérifier est infini contrairement au système (12) où
il n’y en a que trois. Ce nouveau système leur permet de définir une repré-
sentation sans restriction au niveau des paramètres. De plus, le produit des
matrices qu’elles exhibent peut s’interpréter comme un polynôme générateur
de tableaux escaliers. Ainsi, prouver que ces matrices vérifient le nouvel ansatz
matriciel montre également que les tableaux escaliers donnent une interpré-
tation combinatoire de l’état stationnaire de l’ASEP. Toutefois, leurs « ma-
trices » et leurs « vecteurs » ne sont pas des matrices et des vecteurs usuels.
En effet, ils ont respectivement quatre et deux dimensions à la différence des
deux et une dimensions habituelles. Dans nos travaux, nous n’utilisons pas
la formulation en termes matriciels car nous nous intéressons directement à
la combinatoire des équations du système (13). Dans la suite du chapitre, les
paramètres α, β, γ, δ, q et u sont des indéterminées.

Il n’est pas nécessaire d’avoir une représentation matricielle pour calculer
gλ(m), le calcul peut être fait récursivement en utilisant les équations vérifiées
par gλ. Notons ◦(m) l’ensemble des indices des particules blanches dem et •(m)
celui des particules noires. L’idée est d’écrire un mot comme une combinaison
linéaire de lui-même, avec un coefficient différent de 1, et de mots de tailles
inférieures. Pour cela, nous faisons faire un aller-retour à la particule la plus
à gauche. Dans un premier temps, nous caractérisons le coefficient avec lequel
nous retrouvons le mot initial. Les calculs seront détaillés par la suite. On traite
tout d’abord le cas des mots dont la particule la plus à gauche est noire. Soit
X un mot de taille n. En utilisant plusieurs fois l’équation (I) du système (13),
on commence par déplacer vers la droite la particule •. Soit

gλ(•X) =
( q
u

)|◦(X)|
gλ(X•) + λn+1(· · · ).

Le symbole · · · représente une combinaison linéaire de gλ(m′) à coefficients
dans Q(α, β, γ, δ, q, u), où les m′ sont des mots de taille n. Puis, on transforme
la particule • en ◦ avec l’équation (III). Nous obtenons ainsi

gλ(•X) =
( q
u

)|◦(X)| δ

β
gλ(X◦) + λn+1(· · · ).

De nouveau, l’application successive de l’équation (I) nous permet de déplacer
la particule ◦ vers la gauche. On obtient donc,

gλ(•X) =
( q
u

)n δ
β
gλ(◦X) + λn+1(· · · ).
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

Enfin, en utilisant l’équation (II) nous retrouvons notre mot de départ. Ainsi,
en remarquant que ◦(X) + •(X) = |X| = n, on a

gλ(•X) =
( q
u

)n γδ
αβ

gλ(•X) + λn+1(· · · ),

De ce fait,

gλ(•X) =
λn+1

unαβ − qnγδ (· · · ).
De même, pour les mots dont la première particule est blanche, on obtient

gλ(◦X) =
γ

α
gλ(•X) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| γ

α
gλ(X•) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| γδ

αβ
gλ(X◦) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)n γδ
αβ

gλ(◦X) + λn+1(· · · ).

Ainsi,

gλ(◦X) =
λn+1

unαβ − qnγδ (· · · ).
Nous caractérisons maintenant les mots de taille n − 1 qui apparaissent ainsi
que leurs coefficients. Dans la suite, dans le but d’alléger les notations nous
écrivons parfois m à la place de gλ(m) s’il n’y a pas d’ambiguïté. En gardant
les mêmes notations, supposons d’abord que m = •X. Le même parcours de
gauche à droite de la particule la plus à gauche donne
m = •X

=
( q
u

)|◦(X)|
X•+

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)|◦(X)| δ

β
X◦+

( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X +

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)n δ
β
◦X +

δ

β

∑

X=U•V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|+|V |
(U•V + U◦V )+

( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X +

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)n γδ
αβ

m+
( q
u

)n δ

αβ
λn+1X +

δ

β

∑

X=U•V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|+|V |
(U•V + U◦V )+

( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X +

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V ).

Soit
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2. L’ASEP à une particule

(14) m =
λn+1

unαβ − qnγδ

[
αδ

∑

X=U•V

un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(U•V + U◦V )+

qnδX + un−|◦(X)|q|◦(X)|αX + αβ
∑

X=U◦V

un−1−|◦(U)|q|◦(U)|(U•V + U◦V )

]
.

Si m = ◦X, on obtient

(15) m =
λn+1

unαβ − qnγδ

[
δγ

∑

X=U•V

un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(U•V + U◦V )+

un−|◦(X)|q|◦(X)|γX + γβ
∑

X=U◦V

un−1−|◦(U)|q|◦(U)|(U•V + U◦V ) + unβX

]
.

En appliquant cette récurrence à tous les états de taille 3 nous obtenons les
relations suivantes :

◦◦◦ =
λ3

αβ − q2γδ

(
β◦◦+ βγ(◦◦+ •◦) + qβγ(◦◦+ ◦•) + q2γ◦◦

)
,

•◦◦ =
λ3

αβ − q2γδ

(
αβ(◦◦+ •◦) + qαβ(◦◦+ ◦•) + q2α◦◦+ q2δ◦◦

)
,

◦•◦ =
λ3

αβ − q2γδ
(β•◦+ βγ(•◦+ ••) + qγ•◦+ qγδ(◦◦+ •◦)) ,

••◦ =
λ3

αβ − q2γδ

(
αβ(•◦+ ••) + qα•◦+ qαδ(◦◦+ •◦) + q2δ•◦

)
,

◦•• =
λ3

αβ − q2γδ
(β••+ γ••+ γδ(•◦+ ••) + qγδ(◦•+ ••)) ,

••• =
λ3

αβ − q2γδ

(
α••+ αδ(•◦+ ••) + qαδ(◦•+ ••) + q2δ••

)
,

◦◦• =
λ3

αβ − q2γδ
(β◦•+ βγ(◦•+ ••) + qγ◦•+ qγδ(◦◦+ ◦•)) ,

•◦• =
λ3

αβ − q2γδ

(
αβ(◦•+ ••) + qα◦•+ qαδ(◦◦+ ◦•) + q2δ◦•

)
.

Si les λn sont tous non nuls, alors gλ est entièrement déterminé par gλ(ε) =
λ0 et les équations (14) et (15). Ainsi, le système (13) admet au plus une
solution. Il reste à montrer qu’une fonction définie à partir de ces récurrences
est bien solution du système (13).

Théorème 2.1.3. Soit λ = (λn)n>0 ∈ Q(α, β, γ, δ, q, u)N une suite. La
fonction hλ : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u) définie par les équations hλ(ε) = λ0,

hλ(•X) =
λn+1

unαβ − qnγδ

[
αδ

∑

X=U•V
un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V | (hλ(U•V ) + hλ(U◦V )

)
+
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qnδhλ(X) + un−|◦(X)|q|◦(X)|αhλ(X) + αβ
∑

X=U◦V
un−1−|◦(U)|q|◦(U)| (hλ(U•V ) + hλ(U◦V )

)
]
,

et

hλ(◦X) =
λn+1

unαβ − qnγδ

[
δγ

∑

X=U•V
un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V | (hλ(U•V ) + hλ(U◦V )

)
+

un−|◦(X)|q|◦(X)|γhλ(X) + γβ
∑

X=U◦V
un−1−|◦(U)|q|◦(U)| (hλ(U•V ) + hλ(U◦V )) + unβhλ(X)

)
]

satisfait le système (13).

Démonstration. Nous n’avons pas besoin de montrer que la fonction
hλ vérifie le système (13). D’après ce qui précède, si le système admet une
solution gλ alors elle est égale à hλ. De ce fait, il suffit de montrer qu’il existe
effectivement une solution. En outre, supposons qu’il existe une suite λ′, dont
tous les termes sont non nuls, pour laquelle le système (13) admet une solution
gλ
′ . Soit m un état de taille n. Posons

gλ(m) =
λn · · ·λ0

λ′n · · ·λ′0
gλ
′
(m).

Alors, en multipliant les équations (I), (II) et (III) du système (13) par
λn · · ·λ0

λ′n · · ·λ′0
,

où n vaut respectivement |X|+ |Y |+ 2, |X|+ 1 et |X|+ 1, nous montrons que
gλ est solution du système (13). Enfin, dans le cas où λn = un−1αβ − qn−1γδ
pour n > 1 et λ0 = 1, Corteel et Williams [CW11, Section 6] exhibent une
solution en termes de tableaux escaliers. Cela conclut notre preuve. �

Remarque 2.1.4. L’objectif de notre démarche est de proposer une preuve
combinatoire de l’interprétation de l’état stationnaire de l’ASEP par les ta-
bleaux escaliers. La preuve actuelle de Corteel et Williams est longue et calcu-
latoire. Par l’intermédiaire d’un algorithme d’insertion sur les tableaux esca-
liers, nous montrons dans le théorème 2.2.2 que la valeur en m de la fonction
hλ, du théorème précédant, peut s’interpréter comme un polynôme générateur
de tableaux escaliers. Ainsi, les théorèmes 2.1.3 et 2.2.2 fournissent l’interpré-
tation combinatoire désirée. Toutefois, la preuve du théorème 2.1.3 que nous
proposons utilise le résultat que nous voulons redémontrer. Ainsi, pour finaliser
notre approche, il reste à trouver une autre preuve du théorème 2.1.3.

Une preuve reposant uniquement sur les relations de récurrence semble pos-
sible. L’équation (II) du système (13) se prouve facilement. L’équation (III)
demande un peu plus de travail. Quant à la dernière équation nous n’avons
pour le moment pas trouvé de preuve. Nous rencontrons des difficultés pour les
mêmes équations que [CW11]. Une démonstration alternative pourrait être de
considérer le système (13) comme un système linéaire et de prouver l’existence
d’une solution en échelonnant la matrice associée.
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2. L’ASEP à une particule

En l’état, le théorème 2.1.3 fournit néamnoins un nouvel outil pour montrer
qu’une classe combinatoire donne une interprétation de l’état stationnaire de
l’ASEP.

Notons p la fonction hλ où λn = un−1αβ − qn−1γδ pour tout n > 1 et
λ0 = 1. Nous notons pn la restriction p|{•,◦}n . L’intérêt de ce choix λ est que p
est à valeur dans Q[α, β, γ, δ, q, u], plus précisément, si m est de taille n, alors
p(m) est une somme positive de 2nn! monômes de degré n(n+1)

2
. Il suffit de

remarquer que p(m) est une combinaison linéaire positive de 2n mots de taille
n − 1, dont les coefficients sont des monômes de degré n. En particulier, en
sommant sur {•, ◦}n on trouve que Zpn(1, 1, 1, 1; 1, 1) = 4nn!. Expérimentale-
ment, Zpn n’admet pas de factorisation non triviale au moins jusqu’à n = 8.
Ainsi, une classe combinatoire donnant une interprétation des monômes ap-
paraissant dans les probabilités de l’état stationnaire de l’ASEP devrait être
énumérée par la suite (4nn!)n>0. Dans la suite on peut supposer que u = 1 sans
perte de généralité étant donné que le degré des monômes intervenant dans le
poids d’un mot de taille n est constant égal à n(n+1)

2
.

Avant de nous intéresser aux tableaux escaliers, nous donnons des précisions
sur la récurrence vérifiée par p. Soit m ∈ {•, ◦}n, la table 1 décrit les mots de
taille n + 1 dont le poids fait apparaître p(m) et le coefficient avec lequel il
apparaît. Les flèches sous les mots de la première colonne illustrent le parcours
de la particule avant d’obtenir m.

Si l’on spécialise q à 1, la table 1 se simplifie. De sorte que si l’on applique
une fois la récurrence aux termes

Zpn+1(α, β, γ, δ; 1, 1) =
∑

m′∈{•,◦}n+1

pn+1(m′)|q=1 ,

alors pour tout m ∈ {•, ◦}n le terme pn(m)|q=1 apparait avec le coefficient

(α + β + γ + δ + n(α + δ)(β + γ)).

Ainsi, on a la relation de récurrence
Zpn+1(α, β, γ, δ; 1, 1) = (α + β + γ + δ + n(α + δ)(β + γ))Zpn(α, β, γ, δ; 1, 1).

On obtient donc la formule

(16) Zpn(α, β, γ, δ; 1, 1) =
n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + i(α + δ)(β + γ)).

Elle admet de multiples preuves [CSSW12, ABDH13, CDH16], mais elles
utilisent toutes des objets combinatoires intermédiaires, contrairement à la
nôtre qui se déduit directement du système (13). Dans le cas original où λ
est la fonction constante égale à 1, la formule correspondante a été démontrée
dans [USW04, BCE+06].

Remarque 2.1.5. Considérons le Q(α, β, γ, δ, q, u)-espace vectoriel E en-
gendré par les mots {•, ◦}∗. On étend p en une forme linéaire de E et on
note t l’application linéaire qui à un mot m = mn · · ·m1 associe le mot

53
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Mot Coefficient

• m
q|◦(m)|α

• m
qnδ

◦ m
q|◦(m)|γ

◦ m
β

Pour toute décomposition m = U•V ou m = U◦V

• U • V
q|◦(U)|+|V |αδ

• U ◦ V q|◦(U)|αβ

◦ U • V
q|◦(U)|+|V |γδ

◦ U ◦ V
q|◦(U)|γβ

Table 1. Antécédents de m ∈ {•, ◦}n.

t(m) = m̃1 · · · m̃n. En particulier, t est une involution. Par la symétrie CP,
on sait de plus que t vérifie p ◦ t = p|α↔β,γ↔δ et laisse donc invariant q et u,
même si cela ne se voit pas sur les relations de récurrence vérifiées par p. Par
exemple,

p(•◦◦) = (q2α + qαβ + q2δ + aβ)◦◦+ qαβ◦•+ αβ•◦
et

p(••◦) = qαδ◦◦+ (q2δ + qαδ + qα + αβ)•◦+ γβ••.
Soit maintenant g l’application linéaire qui à un mot m de taille n associe la
combinaison linéaire des mots de taille n−1, donnée dans les équations (14) ou
(15). Par définition, on a l’identité p(m) = p(g(m)). Ainsi, si m est de taille n
et que l’on identifie Q(α, β, γ, δ, q, u)ε à Q(α, β, γ, δ, q, u), alors p(m) = gn(m).
Pour obtenir les récurrences vérifiées par p, en un sens on fait faire un aller-
retour à la particule la plus à gauche. On a donc cassé la symétrie du modèle,
en particulier t ◦ g 6= g ◦ t. D’ailleurs, comme on va le voir par la suite, le poids
en q et u des tableaux escaliers est compatible avec la récurrence définie par g
(lemme 2.2.11), mais il ne l’est pas avec l’involution naïve correspondante à t
(définition 2.3.3). En considérant plutôt la particule la plus à droite, on aurait
obtenu une autre récurrence pour p, soit d l’application linéaire correspondante.
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2. L’ASEP à une particule

On peut définir d à partir de g et t par la formule d = t ◦ g ◦ t. On remarque
expérimentalement jusqu’à n = 9 que d◦g = g◦d. Si on suppose que la relation
est vraie, alors

t ◦ (d ◦ g) = g ◦ t ◦ g = g ◦ d ◦ t = (d ◦ g) ◦ t.
De ce fait, si on considère la récurrence p(m) = p((d ◦ g)(m)), on peut es-
pérer trouver un nouveau poids, voire des nouveaux objets vérifiant la même
récurrence dont le poids en q et u serait invariant par une involution naïve
correspondante à t. Un tel poids permettrait sûrement de montrer facilement
que la série génératrice de ces nouveaux objets satisfait l’ansatz matriciel.

2. Tableaux escaliers

Les tableaux escaliers ont été introduits par Corteel et Williams dans
[CW11]. Elles prouvent en particulier ([CW11, Section 6]) qu’ils donnent
une interprétation combinatoire des monômes de Zpn . La section 2.1 intro-
duit les tableaux escaliers ainsi que la terminologie permettant d’énoncer le
théorème 2.2.2 qui interprète le poids p(m) d’un mot m comme un polynôme
générateur de tableaux escaliers. Grâce au théorème, nous résolvons également
le problème [CSSW12, Problem 5.1]. Dans la section 2.2, nous prouvons le
théorème 2.2.2 à l’aide d’un algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers.
Cet algorithme donne une interprétation combinatoire aux récurrences véri-
fiées par p. De plus, il explique simplement les formes factorisées du polynôme
générateur Zn des tableaux escaliers de taille n dans les cas q = 1, β = γ = 0
et α = δ = 0. Une autre conséquence de notre construction est une bijection
(section 2.3) entre les tableaux escaliers et des tables d’inversions colorées,
qui codent l’historique d’insertion. Nous terminons par la section 2.4 dans la-
quelle nous discutons des conséquences de cette dernière bijection en matière
de permutations.

2.1. Définitions

Commençons par définir les tableaux escaliers.

Définition 2.2.1. Soit n un entier naturel non nul, un tableau escalier de
taille n est un diagramme de Ferrers de forme (n, n− 1, . . . , 1) dont certaines
cellules sont remplies par un symbole parmi {α, β, γ, δ} en respectant les règles
suivantes :

- les cellules du bord sud-est sont remplies ;
- les cellules au-dessus de α/γ, c’est-à-dire α ou γ, sont vides ;
- les cellules à gauche de β/δ sont vides.
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2. Tableaux escaliers

Un exemple est donné dans la figure 3. On note TE l’ensemble des tableaux
escaliers et TEn l’ensemble des tableaux escaliers de taille n.

β α

δ γ α γ

δ
β α
β γ

δ
δ

β1
2
3
4
5
6
7
8

1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 3. Un tableau escalier de taille 8.

On associe à chaque tableau escalier TE un poids p(TE) de la façon sui-
vante. On commence par remplir les cellules vides avec q et u selon les règles,
mutuellement exclusives, décrites par la figure 4. Par exemple, la troisième
signifie qu’une case vide reçoit un q si le premier symbole à sa droite dans la
même ligne est α/γ et si le premier symbole en dessous dans la même colonne
est β/γ. Puis, pour obtenir p(TE), on fait le produit des symboles. Le remplis-

q δ u β q α/γ

β/γ

u α/γ

α/δ

Figure 4. Règles de remplissage des cellules vides d’un tableau
escalier par des q et des u.

sage du tableau escalier de la figure 3 est donné dans la figure 5, son poids est
p(TE) = u8q14α3β4γ3δ4. Le degré du poids d’un tableau escalier de taille n est
toujours égal à n(n+1)

2
, c’est pourquoi dans la suite on suppose que u = 1 sans

perte de généralité. On note

Zn(α, β, γ, δ; q, u) =
∑

TE∈TEn

p(TE).

Cette fonction génératrice admet de multiples spécialisations intéressantes dont
la plupart sont résumées dans [CSSW12, Table 1].

Soit TE un tableau escalier de taille n, on numérote de 1 à n, les lignes
de bas en haut et les colonnes de gauche à droite (figure 3). Ainsi, on peut
identifier une cellule par un couple (i, j) où i est le numéro de sa ligne et j celui
de sa colonne, en particulier, les cellules sud-est correspondent aux cellules de
coordonnées (i, i). On note Li(TE) la ligne numéro i, Ci(TE) la colonne numéro
i, ci,j(TE) la cellule de coordonnée (i, j) et ci(TE) la cellule sud-est ci,i(TE).
On dit que Li est de type α/γ si ci = α ou ci = γ, et de type β/δ sinon.
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2. L’ASEP à une particule

u β q q u u q α
q δ γ q u α γ
q q q q q δ
u u β q α
u u β γ
q q δ
q δ
β

Figure 5. Remplissage par des q et des u du tableau de la figure 3.

Pour énoncer le théorème liant les tableaux escaliers à l’ASEP, nous allons
définir une projection des tableaux escaliers de taille n vers les mots {•, ◦}n.
Soit TE un tableau escalier de taille n et m = mn · · ·m1 le mot tel que mi = •
si ci = α/δ et mi = ◦ si ci = β/γ, on note type la projection qui envoie TE
sur m, on dit que m est le type de TE. Par exemple, si on note TE le tableau
escalier de la figure 3, alors type(TE) = •◦••◦••◦.

Théorème 2.2.2. Soit n un entier naturel non nul, soit m ∈ {•, ◦}n, on
a la relation

p(m) =
∑

TE∈TEn
type(TE)=m

p(TE).

Nous prouvons ce théorème dans la prochaine section, après avoir défini et
étudié l’algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers.

Corollaire 2.2.3 ([CW11, Theorem 3.5]). Soit m un état du ASEP de
taille n. Alors, la probabilité stationnaire de m est∑

TE∈TEn
type(TE)=m

p(TE)

Zn(α, β, γ, δ; q, u)
.

Démonstration. C’est une conséquence des théorèmes 2.1.2, 2.1.3 et
2.2.2. �

Remarque 2.2.4. Le corollaire 2.2.3 correspond à [CW11, Theorem 3.5].
Ce même théorème est utilisé dans la preuve du théorème 2.1.3 qui sert à
prouver le corollaire 2.2.3. Le corollaire 2.2.3 prendra tout son sens quand une
preuve alternative du théorème 2.1.3 sera trouvée.

Avant d’introduire l’algorithme d’insertion, nous allons prouver des for-
mules de deux spécialisations de la série génératrice Zn. Pour cela, nous devons
introduire la fonction de partition de fugacité,

Zpn(y;α, β, γ, δ; q, u) =
∑

m∈{•,◦}n
y|•(m)|p(m).
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Corteel, Stanley, Stanton et Williams prouvent par récurrence dans [CSSW12]
les relations

Zn(1;α, β, γ,−β; q, u) =
n−1∏

j=0

(uiα + qiγ), et

Zn(−1;α, β, γ, β; q, u) = (−1)n
n−1∏

j=0

(uiα− qiγ),

à partir du système (13). Nous proposons une preuve alternative utilisant une
involution sur les tableaux escaliers et nous répondons ainsi aux deux premières
suggestions de [CSSW12, Problem 5.1]. Pour cela, nous allons prouver une
version équivalente de ces deux formules. La symétrie CP de l’ASEP données
dans l’observation 2.1.1 implique que

Zpn(y;α, β, γ, δ; q, u) = ynZpn(1/y; β, α, δ, γ; q, u).

et donc, par le théorème 2.2.2,
Zn(y;α, β, γ, δ; q, u) = ynZn(1/y; β, α, δ, γ; q, u).

Proposition 2.2.5. Soit n un entier non nul, alors

Zn(1;α, β,−α, δ; q, u) =
n−1∏

j=0

(uiβ + qiδ), et

Zn(−1;α, β, α, δ; q, u) =
n−1∏

j=0

(uiβ − qiδ).

Démonstration. Pour prouver la proposition 2.2.5, nous allons intro-
duire une involution sur les tableaux escaliers, pour montrer que dans les deux
cas, il ne reste plus que les tableaux escaliers n’ayant ni α ni γ. Soit TE un
tableau escalier de taille n ayant au moins α ou γ. Nécessairement une des cel-
lules sud-est de TE contient un α/γ. Si ce n’était pas le cas, les seules cellules
non vides seraient les cellules sud-est et TE n’aurait pas α ou γ. Soit ci(TE)
la plus haute cellule sud-est contenant α/γ. Alors toutes les lignes au-dessus
de Li ne contiennent pas de α/γ. Considérons l’involution inv qui envoie TE
sur le tableau escalier où ci vaut α si ci(TE) = γ, et γ sinon. Alors dans
Zn(1;α, β,−α, δ; q) comme dans Zn(−1;α, β, α, δ; q), p(TE) = −p(inv(TE)),
car remplacer α par γ, ou vice versa, dans ci ne modifie pas le poids en q.
Enfin, les tableaux escaliers ne contenant que des β et des δ ont des symboles
uniquement sur le bord sud-est. Leur série génératrice est donc

Zn(y; 0, β, 0, δ; q, u) =
n−1∏

j=0

(ujβ + yqiδ),

d’où le résultat. �
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2. L’ASEP à une particule

Remarque 2.2.6. Dans le cadre de l’ASEP sur une demi-droite, l’espace
des états est l’ensemble des suites {•, ◦}N. Soit m ∈ {•, ◦}n, Sasamoto et
Williams [SW14, Corollary 1.8] montrent que la probabilité stationnaire de
l’ensemble des états dont les n premiers termes correspondent à m, est

∑

type(TE)=m

p(TE)|δ=−β,u=1

Zn(α, β, γ,−β; q, 1)
.

Les auteurs font la remarque qu’il est intéressant de constater qu’une spécia-
lisation de l’ASEP n’ayant a priori pas de sens car −β est une probabilité
négative, peut être interprétée comme l’ASEP sur une demi-droite. Ils posent
la question naturelle d’une compréhension plus globale de ce phénomène.

Le dernier problème évoqué dans [CSSW12, Problem 5.1] est une preuve
involutive de la nullité de Zn(y;α, α, α, α,−1, 1), la preuve donnée dans l’article
est un calcul à partir de l’expression explicite de Zn [CSSW12, theorem 1.13].
Nous allons prouver un résultat plus général en utilisant la récurrence vérifiée
par p. Soit m ∈ {•, ◦}∗, notons Zm(α, β, γ, δ; q, u) = p(m).

Proposition 2.2.7. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à trois et
m ∈ {•, ◦}n, alors

Zm(α, α, α, α;−1, 1) = 0.

Démonstration. Les équations (14) et (15) nous disent que le poids d’un
mot de taille n est une combinaison linéaire de poids de mots de taille n− 1.
Ainsi, pour prouver la proposition 2.2.7, il suffit de montrer que la quantité
Zm(α, α, α, α;−1, 1) est nulle si m ∈ {•, ◦}3. Calculons les poids des mots de
taille 2. Les tableaux escaliers associés aux mot •◦ sont
α α
β

β α
β

γ α
β

δ α
β

q α
β

q δ
β

q α
γ

q δ
γ

,

on a donc l’égalité
Z•◦(α, α, α, α;−1) = 4α3 − 4α2.

Dans les trois autres cas on a
Z••(α, α, α, α;−1) = 4α3,

Z◦•(α, α, α, α;−1) = 4α3 + 4α2,

Z◦◦(α, α, α, α;−1) = 4α3.

Il nous suffit donc d’écrire la relation de récurrence correspondante à chaque
mot de taille 3 et de montrer que l’on obtient bien 0 après spécialisation. Voici
la liste des relations de récurrence obtenues à partir des équations (14) et (15) :

◦◦◦ = β◦◦+ βγ(◦◦+ •◦) + qβγ(◦◦+ ◦•) + q2γ◦◦,
•◦◦ = αβ(◦◦+ •◦) + qαβ(◦◦+ ◦•) + q2α◦◦+ q2δ◦◦,
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2. Tableaux escaliers

◦•◦ = β•◦+ βγ(•◦+ ••) + qγ•◦+ qγδ(◦◦+ •◦),
••◦ = αβ(•◦+ ••) + qα•◦+ qαδ(◦◦+ •◦) + q2δ•◦,
◦•• = β••+ γ••+ γδ(•◦+ ••) + qγδ(◦•+ ••),
••• = α••+ αδ(•◦+ ••) + qαδ(◦•+ ••) + q2δ••,
◦◦• = β◦•+ βγ(◦•+ ••) + qγ◦•+ qγδ(◦◦+ ◦•),
•◦• = αβ(◦•+ ••) + qα◦•+ qαδ(◦◦+ ◦•) + q2δ◦•.

et pour chacune d’elles, la spécialisation vaut bien 0. �

2.2. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers

Pour prouver le théorème 2.2.2, nous présentons un algorithme d’insertion
sur les tableaux escaliers. À partir d’un tableau escalier de taille n, il montre
comment construire 4(n+ 1) tableaux escaliers de taille n+ 1, en insérant en
particulier une ligne de taille n+1 au dessus du tableau. En étudiant l’évolution
du poids d’un tableau escalier suite à une insertion, nous montrons qu’il donne
une interprétation combinatoire de la table 1.

Nous avons besoin pour cela d’introduire quelques opérations sur les ta-
bleaux escaliers, elles sont illustrées dans la figure 6. Soit i1 < i2 deux entiers
tels que la ligne Li2 ait toutes ses cellules (resp. cellules non sud-est) vides.
L’opération Li1 → Li2 (resp. L∗i1 → Li2) consiste à copier la valeur de la cellule
ci1,k dans ci2,k pour 1 6 k 6 i1 (resp. 1 6 k < i1), puis à vider les cellules
(resp. cellules non sud-est) de Li1 . De manière similaire, on définit les deux
opérations inverses. Soit i1 < i2 deux entiers tels que Li1 ait toutes ses cellules
(resp. cellules non sud-est) vides et tels que les cellules ci2,k, pour i1 < k < i2
(resp. i1 6 k < i2), soient vides. L’opération Li2 → Li1 (resp. L∗i2 → Li1)
consiste à copier la valeur de la cellule ci2,k dans ci1,k pour 1 6 k 6 i1 (resp.
1 6 k < i1), puis à vider les cellules (resp. cellules non sud-est) de Li2 . Ainsi,
l’opération Li1 → Li2 est l’inverse de Li2 → Li1 , et il en est de même pour
L∗i1 → Li2 et L∗i2 → Li1 . Enfin, l’opération TE + Ln+1(x), signifie que l’on
ajoute une ligne de taille n + 1 au-dessus de TE, dont toutes les cellules sont
vides, sauf la cellule sud-est qui contient x.

Définition 2.2.8 ( Algorithme d’insertion ). Soit TE un tableau escalier
de taille n, on définit les 4(n+ 1) choix d’insertion suivants.

- Premier cas. On insère une ligne avec β ou δ :
TE + Ln+1(y) avec y ∈ {β, δ}.

On note insertion(TE, y) le tableau obtenu.
- Deuxième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou γ :

TE + Ln+1(x) avec x ∈ {α, γ}.
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2. L’ASEP à une particule

y

i1

i2

A

∅ ∅
Li1 → Li2

Li2 → Li1

yA

i1

i2

∅

∅

x

y

i1

i2

A

∅ ∅ L∗i1 → Li2

L∗i2 → Li1

x

yA

i1

i2

∅

∅

TE + Ln+1(x)

x∅

Figure 6. Les opérations Li1 → Li2 , Li2 → Li1 , L∗i1 → Li2 ,
L∗i2 → Li1 et TE + Ln+1(x).

Puis on décale le contenu des lignes de type α/γ vers le haut de la
façon suivante : soit i1 < · · · < ik = n + 1 les indices des lignes de
type α/γ de TE + Ln+1(x), alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗i1 → Li2 .

On note insertion(TE, x) le tableau obtenu.
- Troisième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou γ :

TE + Ln+1(x) avec x ∈ {α, γ}.
Puis on choisit i ∈ J1, nK et on décale vers le haut le contenu des lignes
de type α/γ de numéro strictement supérieur à i. Soit i < il < · · · <
ik = n + 1 les indices des lignes de type α/γ de TE + Ln+1(x) plus
hautes que Li, alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗il → Lil+1

Enfin, on déplace entièrement Li dans Lil et on affecte y ∈ {β, γ} à
la cellule ci :

Li → Lil et ci = y

On note insertion(TE, (x, y, i)) le tableau obtenu.
On note [TE] l’ensemble des tableaux escaliers obtenus à partir de TE par
l’algorithme d’insertion.
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2. Tableaux escaliers

Les différentes insertions sont représentées schématiquement dans la fi-
gure 7, tandis que la figure 8 donne un exemple des trois types d’insertion
appliqués au tableau escalier de la figure 3.

y ∈ {β, δ}
insertion(T, y)

y

u

v

i1

i2

A1

A2 x ∈ {α, γ}
insertion(T, x)

u

v

x

A1

Ak−1

i1

i2

ik

∅

∅

∅

v

w

i

il

B

Al
x ∈ {α, γ}
y ∈ {β, δ}

insertion(T, (x, y, i))
y

v w

x

i

il

ik

B

Ak−1

∅

∅

∅

Figure 7. Schématisation des différentes insertions d’un ta-
bleau escalier. Les cellules grises correspondent aux cellules spé-
ciales définient dans la preuve du théorème 2.2.9.

Théorème 2.2.9. Soit n un entier naturel, la fonction insertion de la
définition 2.2.8 est une bijection entre

- l’ensemble des couples (TE, e) où TE est un tableau escalier de taille
n et e est un élément parmi

{α, β, γ, δ} ∪ {(x, y, i) | x ∈ {α, γ}, y ∈ {β, δ} et i ∈ J1, nK}}
et

- l’ensemble des tableaux escaliers de taille n+ 1.
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δ
β α

δ γ α γ

δ
β α
β γ

δ
δ

β

β γ

δ γ α α
β γ

δ
β α
γ

δ
δ

β

β α

δ γ α α
β α γ

δ
β

β γ

δ
δ

β

Figure 8. De gauche à droite on a insertion(TE, δ),
insertion(TE, γ) et insertion(TE, (α, β, 5)), où TE est le tableau
escalier de la figure 3.

Autrement dit TEn+1 =
⊔

TE∈TEn

[TE] est une partition.

Démonstration. Soit n un entier naturel non nul. Tout d’abord, les ta-
bleaux obtenus à l’aide de l’algorithme d’insertion vérifient la définition 2.2.1,
car il n’y a ni élément à gauche de β/δ, ni au-dessus de α/γ, et les cellules
sud-est ne sont pas vides. Ensuite, il est clair que la fonction insertion donne
une bijection entre

- les couples (TE, y) où TE est un tableau escalier de taille n et y est
égal à β ou δ, et

- les tableaux escaliers de taille n+ 1 dont la ligne la plus haute est de
type β/δ.

Soit maintenant TE ′ un tableau escalier de taille n + 1, dont la ligne la plus
haute est de type α/γ. On note i1 < · · · < ik = n + 1 les indices de ses
lignes de type α/γ. On appelle cellules spéciales de TE ′ les cellules {cip,j | p ∈
J2, kK, ip−1 6 j < ip}∪{ci1,j | j ∈ J1, i1−1K}, on note cet ensemble cs(TE ′). Elles
sont représentées en gris dans la figure 9. Elles sont également en gris dans les
figures 7 et 8 représentant l’algorithme d’insertion. Soit TE un tableau escalier
de taille n, x ∈ {α, γ}, y ∈ {β, δ} et i ∈ J1, nK. Une première observation est
que les cellules de cs(insertion(TE, x)) sont vides, contrairement à celles de
cs(insertion(TE, (x, y, i))), comme on peut le voir dans la figure 7. Pour ce
dernier, si on les parcourt du nord-est au sud-ouest, la première cellule non
vide est sur la colonne Ci et elle contient le contenu de ci(TE), comme illustré
par la figure 7. On va donc construire l’antécédent de TE ′ en fonction de la
vacuité de ses cellules spéciales.

Si les cellules spéciales sont toutes vides, on peut appliquer les opérations
L∗i2 → Li1 , · · · , L∗ik → Lik−1

.

Après les avoir appliquées, Ln+1 est vide sauf sur sa cellule sud-est qui contient
α/γ que l’on note x. Soit TE le tableau obtenu, après suppression de Ln+1(TE ′),
alors TE ′ = insertion(TE, x). Ainsi, la fonction insertion donne une bijection
entre
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∗

∗

∗

i1

i2

ik

Figure 9. Cellules spéciales (gris) d’un tableau escalier dont la
ligne la plus haute est de type α/γ. Le symbole ∗ correspond au
choix à α ou γ.

- les couples (TE, x) où TE est un tableau escalier de taille n et x est
égal à α ou γ, et

- les tableaux escaliers de taille n+ 1 dont la ligne la plus haute est de
type α/γ et tels que leurs cellules spéciales sont toutes vides.

Si les cellules de cs(TE ′) ne sont pas toutes vides, on les parcourt du nord-est
au sud-ouest et on note i l’entier tel que la première cellule spéciale non vide
soit dans la colonne Ci. Notons l l’entier min(p, i < ip). On note y le symbole
dans la cellule ci. Par définition des tableaux escaliers, y est nécessairement
égal à β ou δ car ci n’est pas vide. Après avoir supprimé le symbole de ci, les
cellules spéciales à l’est de Ci sont vides, ainsi que Li, on peut donc appliquer
les opérations

Lil → Li et L∗il+1
→ Lil , · · · , L∗ik → Lik−1

.

Il ne reste plus qu’à poser x = cn+1(TE ′) et à supprimer Ln+1(TE ′). Si on note
TE le tableau escalier ainsi obtenu, alors TE ′ = insertion(TE, (x, y, i)). Ainsi,
la fonction insertion donne une bijection entre

- les quadruplets (TE, x, y, i) où TE est un tableau escalier de taille n,
x est dans {α, γ}, y est dans {β, δ} et i est dans J1, nK, et

- les tableaux escaliers de taille n + 1 dont la ligne la plus haute est
de type α/γ et tels que leurs cellules spéciales ne sont pas toutes
vides. �

Étant donné les tableaux escaliers vérifient la même récurrence que p :
{•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u) (lemme 2.2.11), on retrouve la formule de l’équa-
tion (16).

Corollaire 2.2.10. Soit n un entier naturel, alors

Zn(α, β, γ, δ; 1, 1) =
n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + i(α + δ)(β + γ)).
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2. L’ASEP à une particule

Pour pouvoir prouver le théorème 2.2.2, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.11. Soit TE un tableau escalier de taille n, soit w = p(TE) et
m = type(TE). Dans ce lemme, m′ désigne, pour chacun des cas suivant, le
type du tableau obtenu après insertion. Alors on a

- p(insertion(TE, α)) = q|◦(m)|αw et m′ = •m,
- p(insertion(TE, β)) = βw et m′ = ◦m,
- p(insertion(TE, γ)) = q|◦(m)|γw et m′ = ◦m,
- p(insertion(TE, δ)) = qnδw et m′ = •m.

Pour toute décomposition m = U
i•◦ V on a,

- p(insertion(TE, (α, β, i))) = q|◦(U)|αβw et m′ = •U◦V ,
- p(insertion(TE, (γ, β, i))) = q|◦(U)|γβw et m′ = ◦U◦V ,
- p(insertion(TE, (α, δ, i))) = q|◦(U)|+|V |αδw, et m′ = •U•V ,
- p(insertion(TE, (γ, δ, i))) = q|◦(U)|+|V |γδw, et m′ = ◦U•V .

Démonstration. Soit n un entier naturel non nul. Soit m = type(TE)
et m′ = type(TE ′), pour prouver le lemme, nous étudions chacun des trois cas
de l’algorithme d’insertion, séparément.

Premièrement, si TE ′ = insertion(TE, y) avec y = β (resp. y = δ), alors
TE ′ est obtenu uniquement en ajoutant une ligne. La seule cellule non vide
de cette nouvelle ligne est cn+1(TE ′) et elle contient y. Ainsi, les lignes de
1 à n correspondent exactement à TE. De plus, le poids de la ligne n + 1
de TE ′ est β (resp. qnδ). On a donc bien p(insertion(TE, β)) = βw (resp.
p(insertion(TE, δ)) = qnδw) ainsi que m′ = ◦m (resp. •m).

Deuxièmement, si TE ′ = insertion(TE, x) avec x = α (resp. γ), alors
m′ = •m (resp. ◦m). Dans la suite on considérera avoir rempli TE et TE ′ avec
des q et des 1 correspondant aux u. Les cellules sud-est de TE ne sont pas
modifiées par l’algorithme, si ce n’est que l’on ajoute une nouvelle cellule sud-
est de valeur x. De plus, les cellules des lignes de type β/δ sont inchangées. En
ce qui concerne les lignes de TE ′ de type α/γ, notons i1 < · · · < ik = n+1 leurs
indices. Alors, pour p ∈ J2, kK et j ∈ J1, ip−1− 1K, on a cip,j(TE ′) = cip−1,j(TE).
Ainsi, nous avons traité toutes les cellules de TE et toutes celles de TE ′ sauf
cs(TE ′). Étant donné qu’elles sont vides, à leur droite il y a nécessairement une
cellule sud-est contenant α ou γ. Soit ck,j une cellule non sud-est en dessous
une cellule spéciale cil,j. Alors on a il−1 6 k < j < il, avec la convention que
i0 = 0. De ce fait, la cellule ck,j appartient à une ligne de type β/γ, elle est
donc vide. La première cellule non vide sous une cellule spéciale est donc une
cellule sud-est. Ainsi, étant donné qu’il y a une cellule spéciale par colonne, sauf
dans Cn+1, il y a autant de q dans les cellules spéciales de TE ′ qu’il y a de β/γ
dans c1(TE ′), . . . , cn(TE ′). Autrement dit |◦(m)| car le bord sud-est n’a pas été
modifiée par l’algorithme d’insertion. Ainsi, p(insertion(TE, x)) = q|◦(m)|xw.

Troisièmement, si TE ′ = insertion(TE, (x, y, i)) avec (x, y, i) ∈ {α, γ} ×
{β, δ}×J1, nK. Nous supposerons que x = α et y = δ, la preuve des trois autres
cas est similaire. La seule cellule sud-est modifiée par l’algorithme d’insertion
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est ci qui vaut maintenant δ, ainsi m′ = •mn · · ·mi+1•mi−1 · · ·m1. Dans la
suite de la preuve, nous travaillons avec des tableaux complètement remplis
avec q et u = 1. On note i < il < · · · < ik = n+1 les lignes de TE ′ de type α/γ
qui sont au-dessus de Li. Les lignes en dessous de Li ne sont pas modifiées par
l’algorithme d’insertion car le poids d’une cellule ne dépend pas des cellules
situées au-dessus. Les lignes de type β/δ au-dessus de Li ne sont pas modifiées
non plus car à gauche de β (resp. δ) il y a nécessairement 1 (resp. q). Soit
maintenant p ∈ Jl+1, kK et j ∈ J1, ip−1−1K. Dans le cas où cip−1,j(TE) n’est pas
vide, par définition de l’algorithme d’insertion, on a cip,j(TE ′) = cip−1,j(TE).
Si la cellule est vide, il suffit de remarquer que les symboles à droite et en
dessous de cip,j(TE ′) sont les mêmes que pour cip−1,j(TE), ainsi, on a également
cip,j(TE

′) = cip−1,j(TE). Pour 1 6 j 6 i on a cil,j(TE ′) = ci,j(TE). Ensuite,
pour 1 6 j < i, les cellules ci,j(TE ′) valent q car ci(TE ′) = δ. Enfin, il ne
reste plus qu’à étudier la cellule spéciale de chacune des colonnes Ci+1, . . . , Cn.
Les mêmes arguments que dans le cas précédent, nous disent que dans ces
cellules, le nombre de q est |◦(mn · · ·mi+1)|. En résumé, on trouve bien que
p(insertion(TE, (x, δ, i))) = q|◦(mn···mi+1)|+i−1xδw. �

Démonstration du théorème 2.2.2. La preuve peut se faire par ré-
currence sur n. Le cas n = 1 est vrai car un calcul rapide utilisant les équa-
tions (14) et (15) sur les mots ◦ et • nous montre que p(•) = α + δ et
p(◦) = β + γ. La suite de la preuve repose sur le fait que le poids des états de
l’ASEP et des tableaux escaliers suivent la même récurrence comme on peut le
voir en comparant le lemme 2.2.11 et la table 1. Soit m ∈ {•, ◦}n, nous allons
traiter le cas des mot de taille n + 1 de la forme •m, le cas ◦m est analogue.
Par définition de p, on a

p(•m) = qnδp(m) + αδ
∑

m=U•V

q|◦(U)|+|V | (p(U•V ) + p(U◦V )) + q|◦(m)|αp(m)

+ αβ
∑

m=U◦V

q|◦(U)| (p(U•V ) + p(U◦V )) .

Par hypothèse de récurrence,

p(•m) = qnδ
∑

type(TE)=m

p(TE)

+ αδ
∑

m=U•V

q|◦(U)|+|V |


 ∑

type(TE)=U•V

p(TE) +
∑

type(TE)=U◦V

p(TE)




+ q|◦(m)|α
∑

type(TE)=m

p(TE)

+ αβ
∑

m=U◦V

q|◦(U)|


 ∑

type(TE)=U•V

p(TE) +
∑

type(TE)=U◦V

p(TE)


 .

66



2. L’ASEP à une particule

D’après le lemme 2.2.11,

p(•m) =
∑

type(TE)=m

p(insertion(TE, δ))

+
∑

m=U•V

∑

type(TE)=U
i•◦V

p(insertion(TE, α, δ, i))

+
∑

type(TE)=m

p(insertion(TE, α))

+
∑

m=U◦V

∑

type(TE)=U
i•◦V

p(insertion(TE, (α, β, i))).

En définitive,

p(•m) =
∑

type(TE)=•m

p(TE).

Par récurrence, le théorème 2.2.2 est bien démontré. �

Remarque 2.2.12. Si on considère plutôt la récurrence définie par l’appli-
cation d de la remarque 2.1.5, la définition du poids en q et u à considérer est
donnée par la figure 10. On l’obtient en appliquant l’involution notée ψαβ cor-

q

γ

q α/δ

β/δ

u

α

u β/γ

β/δ

Figure 10. Règles alternatives de remplissage des cellules vides
d’un tableau escalier par q et u. Elles sont obtenues en transpo-
sant les règles de la figure 4 puis en échangeant α et β ainsi que
γ et δ.

respondante à t (définition 2.3.3), aux règles initiales. L’algorithme d’insertion
correspondant consiste cette fois-ci à ajouter une colonne à gauche du tableau,
plus précisément,

insertion′(TE, e) = ψαβ(insertion(ψαβ(TE), e|α↔β,γ↔δ)).
Dans le cas où le type d’un tableau escalier est composé uniquement de • ou

de ◦, le lemme 2.2.11 se simplifie. Nous étudions donc les α/δ-tableaux escaliers
et les β/γ-tableaux escaliers , qui sont respectivement les tableaux escaliers
n’ayant que α/δ et les tableaux escaliers n’ayant que β/γ. La description du
poids en q de tels tableaux est plus simple que dans le cas général, les cases
ayant un poids q sont respectivement les cellules à gauche de δ et les cellules à
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gauche d’un γ. Si on considère les insertions impliquant uniquement des α/δ
et les insertions impliquant uniquement des β/γ, on obtient respectivement
des algorithmes d’insertion pour les α/δ-tableaux escaliers et les β/γ-tableaux
escaliers.

Lemme 2.2.13. Soit TE un (α/δ)-tableau escalier de taille n, soit w =
p(TE) alors

- p(insertion(TE, α)) = unαw ;
- p(insertion(TE, δ)) = qnδw ;
- p(insertion(TE, (α, δ, i))) = ui−1qn−iαδw.

Soit TE un (β/γ)-tableau escalier de taille n, soit w = p(TE) alors
- p(insertion(TE, β)) = unβw ;
- p(insertion(TE, γ)) = qnγw ;
- p(insertion(TE, (γ, β, i))) = ui−1qn−iβγw.

Démonstration. On obtient ce lemme à partir du lemme 2.2.11, en se
rappelant que le type d’un α/δ-tableau escalier est de la forme • · · · • et celui
d’un β/γ-tableau escalier est ◦ · · · ◦. �

De ce lemme on déduit facilement une forme factorisée des fonctions géné-
ratrices de ces tableaux.

Proposition 2.2.14. La série génératrice des α/δ-tableaux escaliers de
taille n est

Zn(α, 0, 0, δ; q, u) =
n−1∏

i=0

(uiα + αδ[i]q,u + qiδ).

La série génératrice des (β/γ)-tableaux escaliers de taille n est

Zn(0, β, γ, 0; q, u) =
n−1∏

i=0

(uiβ + βγ[i]q,u + qiγ).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.2.13. �

Le cas des β/γ-tableaux escaliers a déjà été traité par Corteel et Dasse-
Hartaut dans [CDH16, proposition 1.6]. Les auteurs traitent pour cela le cas
intermédiaire des β/γ-tableaux escaliers de taille n ayant n γ ([CDH16, pro-
position 3.5]). On déduit facilement ce résultat du lemme 2.2.13 en interdisant
l’insertion insertion(TE, β). Il y a également le résultat analogue pour les
α/δ-tableaux escaliers.

Proposition 2.2.15. La série génératrice des α/δ-tableaux escaliers de
taille n ayant n δ est

Zn(α, 0, 0, δ; q, u) = δn
n−1∏

i=0

(α[i]q,u + qi).
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La série génératrice des β/γ-tableaux escaliers de taille n ayant n γ est

Zn(0, β, γ, 0; q, u) = γn
n−1∏

i=0

(β[i]q,u + qi).

2.3. Bijection entre les tableaux escaliers et des tables
d’inversions colorées

On déduit facilement de l’algorithme d’insertion une bijection entre les
tableaux escaliers et des tables d’inversions colorées.

Définition 2.2.16. Soit n un entier naturel non nul. Une table d’inversions
I de taille n+ 1 est un n-uplet (I[1], . . . , I[n]) tel que pour tout 1 6 i 6 n on
ait I[i] ∈ J0, iK. Une table d’inversions colorée est une table d’inversions I telle
que

- si I[i] = 0 on le colore par x = α ou γ et on note I[i] = 0x ;
- si I[i] = i on le colore par y = β ou δ et on note I[i] = iy ;
- sinon on colore I[i] par x et y où on a les choix (x, y) ∈ {α, γ}×{β, δ}
et on note I[i]x,y.

On note I[< k] la table d’inversions de taille k (I[1], . . . , I[k − 1]).

Pour définir le poids d’une table d’inversions colorée, nous avons besoin
des statistiques suivantes. Même si I[i] et I[j] ont des couleurs différentes, s’ils
correspondent aux mêmes entiers on écrit I[i] = I[j].

Définition 2.2.17. Soit I une table d’inversions colorée de taille n + 1,
alors

- DIST(I) = {I[i] | i ∈ J1, nK, I[j] 6= I[i] ∀j ∈ Ji+ 1, nK et I[i] 6= 0};
- ◦(I) = {I[i] ∈ DIST(I) | I[i] colorée par β}∪

{i ∈ J1, nK \DIST(I) | I[i] colorée par γ}
- δq(I) =

∑

16i6n
I[i] colorée par δ

(I[i]− 1) ;

- αγq(I) =
∑

16i6n
I[i] colorée par α ou γ

|{j ∈ ◦(I[< i]) | j > I[i]}|

Enfin, le poids p(I) d’une table d’inversions colorée est le produit de ses cou-
leurs multiplié par q à la puissance δq(I) + αγq(I).

Soit I = (0γ, 1γ,δ, 0γ, 2γ,δ, 1α,β, 4γ,δ, 2α,δ) une table d’inversions colorée de
taille 8, alors DIST(I) = {1α,β, 2α,δ, 4γ,δ}, ◦(I) = {1, 3, 6}, δq(I) = 0 + 1 +3 + 1
et αγq(I) = 0 + 0 + 1 + 1 + 2 + 0 + 2, ainsi, p(I) = q11α2βγ5δ4. On peut
maintenant énoncer le théorème.

Théorème 2.2.18. Soit n un entier naturel non nul, il existe une bijection
ψ entre les tableaux escaliers de taille n et les tables d’inversions de taille n+1,
vérifiant, pour tout tableau escalier TE,

69



2. Tableaux escaliers

(1) ci = y ∈ {β, δ} si, et seulement si, i ∈ DIST(ψ(TE)) et a pour couleur
y ;

(2) ci = x ∈ {α, γ} si, et seulement si, i 6∈ DIST(ψ(TE)) et I[i] a pour
couleur x ;

(3) p(ψ(TE)) = p(TE) ;

Démonstration. Soit TE un tableau escalier de taille n. On dénote par
TE1, . . . , TEn = TE la suite des tableaux escaliers menant à TE par insertions
successives, e1 la valeur de l’unique cellule de TE1 et e2, . . . , en les éléments tels
que TEi = insertion(TEi−1, ei) pour i ∈ J2, nK. Soit ψ(TE) la table d’inversions
colorée de taille n+ 1 telle que pour i ∈ J1, nK on ait,

- ψ(TE)[i] = 0ei , si ei ∈ α, γ ;
- ψ(TE)[i] = iei , si ei ∈ β, δ ;
- ψ(TE)[i] = jx,y, si ei = (x, y, j) ∈ {α, γ} × {β, δ} × J1, i− 1K.

L’algorithme d’insertion étant bijectif, il est clair que ψ est une bijection. De
plus, en ce qui concerne l’égalité au niveau des poids, seule la puissance en q pré-
sente une difficulté. Nous allons prouver les trois propriétés vérifiées par ψ par
récurrence sur n. Pour n = 1, la preuve est immédiate. Supposons maintenant
les trois propriétés vraies pour un n fixé. Soit TE un tableau escalier, et soit
TE ′ ∈ [TE], on va prouver que ψ(TE ′) vérifie les propriétés que l’on veut mon-
trer. Il suffit de faire une disjonction de cas suivant le type d’insertion dont est
issu TE ′. On note I = ψ(TE), I ′ = ψ(TE ′), m = type(TE) et m′ = type(TE ′)
et soit (x, y, j) ∈ {α, γ}×{β, δ}× J1, nK, il est à noter que I ′[< n+1] = I. Une
propriété dont on aura besoin est que si 2.2.18.(1) et 2.2.18.(2) sont vérifiés,
alors ◦(I) correspond aux indices des particules blanches de m, ◦(I) = ◦(m).

Premièrement, si TE ′ = insertion(TE, x), alors cj(TE) = cj(TE
′) pour j ∈

J1, nK et cn+1(TE ′) = x. Or, comme I ′[n + 1] = 0x alors DIST(I ′) = DIST(I)
et n + 1 6∈ DIST(I ′), donc 2.2.18.(1) et 2.2.18.(2) sont vérifiés. De plus, la
puissance en q de p(TE ′) augmente de |◦(m)| par rapport à celle de p(TE),
or, I ′[n+ 1] n’est pas colorée par δ donc seule la statistique αγq a pu changer
entre I et I ′, et elle augmente de
{j ∈ ◦(I ′[< n+ 1]) | j > I ′[n+ 1]} = ◦(I ′[< n+ 1]) = ◦(I) = |◦(m)|.
Deuxièmement, si TE ′ = insertion(TE, y), alors cj(TE) = cj(TE

′) pour
j ∈ J1, nK et cn+1(TE ′) = y. Or étant donné que I ′[n+1] = (n+1)y, DIST(I ′) =
DIST(I) ∪ {(n + 1)y}, donc 2.2.18.(1) et 2.2.18.(2) sont vérifiés. De plus, la
puissance en q de p(TE ′) augmente de n si y = δ et de 0 si y = β, par rapport
à celle de p(TE), or, I ′[n+1] n’est pas colorée par α ou γ donc seul la statistique
δq a pu changer entre I et I ′, et en effet, elle augmente de n si y = δ et elle
n’augmente pas si y = β.

Troisièmement, si TE ′ = insertion(TE, (x, y, i)), alors cj(TE) = cj(TE
′)

pour j ∈ J1, nK \ {i}, cn+1(TE ′) = x et ci(TE ′) = y. Comme n+ 1 6∈ DIST(I ′),
2.2.18.(2) est vrai pour cn+1(TE ′). En ce qui concerne ci(TE ′), il y a deux
cas. Si ci(TE) = u ∈ {β, δ} alors DIST(I ′) = {iy} ∪ (DIST(I) \ {iu}). Sinon,
ci(TE) ∈ {α, γ}, DIST(I ′) = DIST(I) ∪ {iy}. Dans les deux cas 2.2.18.(1) et
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2.2.18.(2) sont vérifiés. En ce qui concerne la puissance de q de p(TE ′) par
rapport à p(TE), elle a augmenté de i− 1 si y = δ et de 0 si y = β, ce qui est
également le cas de δq(I ′). De plus, elle a aussi augmenté de |◦(mn · · ·mi+1)|,
et entre I et I ′, αγq a augmenté de |{j ∈ ◦(I ′[< n + 1]) | j > I ′[n + 1] = i}|,
qui est égal à |◦(I) ∩ Ji+ 1, nK| et donc à |◦(mn · · ·mi+1)|.

On vient de montrer que 2.2.18.(1), 2.2.18.(2) et 2.2.18.(3) sont vérifiés par
les tableaux escaliers de taille n + 1, donc par récurrence, le théorème 2.2.18
est vrai pour tout entier naturel non nul. �

Par exemple la table d’inversion I = (0γ, 1γ,δ, 0γ, 2γ,δ, 1α,β, 4γ,δ, 2α,δ) et le
tableau escalier de taille 7 de la figure 11 ont tous deux pour poids q11α2βγ5δ4

γ α

γ γ γ

δ α

δ

δ γ

δ

β

γ γ

γ γ α

δ

δ γ

δ

β

γ α

γ γ

δ γ

δ

β

γ γ

γ γ

δ

δ

γ γ

γ

δ

γ γ

δ γ

Figure 11. La suite des tableaux escaliers correspondant à la
table d’inversion I = (0γ, 1γ,δ, 0γ, 2γ,δ, 1α,β, 4γ,δ, 2α,δ).

Une bijection entre les tableaux escaliers et des tables d’inversions colorées
a également été définie par Corteel et Dasse-Hartaut dans [CDH16]. Les au-
teurs ne considèrent pas tout à fait les mêmes tables d’inversions colorées. Une
bijection simple des nôtres aux leurs consiste à envoyer I[i] = iy sur I[i] = 0y,
mais les deux bijections restent tout de même différentes. Leur bijection se
lit directement sur le tableau escalier, elle décrit la disposition des symboles,
contrairement à celle donnée par l’algorithme d’insertion, qui demande de dé-
rouler l’algorithme. Toutefois, avec cette nouvelle bijection on est capable de
décrire entièrement le poids d’un tableau escalier à partir de la table d’inver-
sions colorée correspondante, en particulier le poids q était manquant dans leur

71



2. Tableaux escaliers

cas. Un autre avantage de la bijection par l’algorithme d’insertion est de pou-
voir lire les symboles des cellules sud-est directement sur la table d’inversions
correspondante.

2.4. Bijection entre les tableaux escaliers et des permuta-
tions colorées

Si on substitue par 0 deux des quatre symboles α, β, γ ou δ alors Zn est
une somme de n! monômes. Dans le cas γ = δ = 0, il existe de nombreuses
bijections entre les différents tableaux associés au modèle ASEP et les permuta-
tions. Une des raisons étant qu’il serait intéressant de décrire Zn(α, β, 0, 0; q, u)
comme une somme sur les permutations dont le poids est défini par des statis-
tiques connues. En effet, en utilisant la bijection de Steingrímsson et Williams
[SW07] entre les tableaux de permutation et les permutations, Corteel et
Williams [CW07b] montrent que

Zn(y;α, β, 0, 0; q, 1) = (αβ)n
∑

σ∈Sn+1

yex(σ)−1qcr(σ)α−mdgs(σ)β−Mgds(σ)

où
- ex(σ) est le nombre d’excédences ;
- cr(σ) est le nombre de croisements, i.e. de couples (i, j) tels que i <
j 6 σ(i) < σ(j) ou σ(i) < σ(j) < i < j ;

- mdgs(σ) est le nombre de minima de droite à gauche spéciaux, i.e.
d’entiers j ∈ J1, nK tels que σ(j) = minj6i6n σ(i) et σ(j) < σ(1) ;

- Mgds(σ) est le nombre de maxima de gauche à droite spéciaux, i.e.
d’entiers j ∈ J1, nK tels que σ(j) = max16i6j σ(i) et σ(j) > σ(1).

Et plus précisément, si on numérote du nord-est au sud-ouest le bord sud-est
d’un tableau de permutation, alors le pas i est vertical, si et seulement si i
est une excédence dans la permutation image. Josuat-Vergès [JV11] montre à
travers les histoires de Laguerre que l’on a également

Zn(y;α, β, 0, 0; q, 1) = (αβ)n
∑

σ∈Sn+1

ymon(σ)−1q31-2(σ)α−Mdg(σ)+1β−mdg(σ)+1,

où
- 31-2(σ) est le nombre de motifs 31-2 ;
- mon(σ) est le nombre de montées ;
- Mdg(σ) est le nombre de maxima de droite à gauche ;
- mdg(σ) est le nombre de minima de droite à gauche.

Cette fois-ci, ce sont les montées qui encodent les pas verticaux du bord sud-
est. Toutefois, pour obtenir ce résultat il est nécessaire de composer plusieurs
bijection, à notre connaissance il n’existe pas de bijection entre des tableaux
et des permutations montrant ce résultat. Il existe néanmoins des résultats
partiels dans lesquels la puissance de q correspond à un motif dans les permu-
tations. Dans la deuxième bijection de Corteel et Nadeau [CN09] la puissance
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de q concorde avec le nombre de motif 31 − 2 dans les permutations, mais
il manque la puissance de α. L’algorithme d’insertion sur les tableaux boisés
d’Aval, Boussicault et Nadeau [ABN13] donne la plus simple interprétation
de q en tant que motif, ce motif étant 2− 31. Toutefois il ne dit pas comment
les pas verticaux et horizontaux sont encodés dans la permutation.

Reprenons la définition 2.2.17 donnant le poids des tables d’inversions com-
patible avec le poids des tableaux escaliers, dans le cas γ = δ = 0. Soit n un
entier naturel non nul et soit I une table d’inversions de taille n + 1, alors en
oubliant la coloration qui n’est plus nécessaire, on a

- ◦(I) = DIST(I) = {I[i] | i ∈ J1, nK} \ {0} ;
- αq(I) := αγq(I) =

∑

16i6n

|{j ∈ DIST(I[< i]) | j > I[i]}|.

Étant donné que nous avons supprimé la coloration, nous avons besoin des
statistiques supplémentaires suivantes

- zéros(I) = |{i ∈ J1, nK | I[i] = 0}|
- imax(I) = |{i ∈ J1, nK | I[i] = i}|

Le poids d’une table d’inversions I est donc

p(I) = (αβ)nβ−zéros(I)α−imax(I)qαq(I)y|DIST(I)|.

Nous n’avons pas réussi à trouver une bijection entre les tables d’inversions
et les permutations permettant une bonne interprétation. Toutefois, des ex-
périmentations jusqu’à n = 10 nous suggèrent de considérer les statistiques
suivantes

- mgd(σ) est le nombre de minima de gauche à droite ;
- mdg(σ) est le nombre de minima de droite à gauche ;
- AVA(σ) est l’ensemble des entier i tels que σ(i) est une avance ;
- 2-1-2+(σ) est le nombre de motifs 2-13 de σ−1.

Conjecture 2.2.19. Soit n un entier naturel non nul. Il existe une bijec-
tion entre les tables d’inversions de taille n et les permutations de taille n qui
envoie les statistiques

(zéros, imax,DIST, αq)

sur
(mgd− 1,mdg − 1,AVA, 2-1-2+).

Trouver une telle bijection semble être la première étape pour trouver un poids
sur des permutations colorées compatible avec le poids des tables d’inversions
colorées.

Le cas α = δ = 0 a été traité uniquement dans le papier de Corteel et
Dasse-Hartaut. Les auteurs montrent que

Zn(0, β, γ, 0; q, 1) =
∑

σ∈Sn


q(n2)−M(σ)

∏

i∈mDG(σ)

(
β

qi−1
+ γ

) ∏

i 6∈mDG(σ)

(βγ)


 ,
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où M(σ) est la somme des M(σ, i) tel que M(σ, i) est égal au premier entier à
droite de i et plus petit que i, ou 0 s’il n’existe pas. De plus dans le cas où on
considère uniquement les tableaux escaliers de taille n ayant n γ, les auteurs
montrent que l’emplacement des β sur la diagonale s’interprète comme les
σ(j) tels que σ(j − 1) > σ(j). Si nous appliquons la définition 2.2.17 au cas
α = δ = 0, pour n un entier naturel non nul et I un table d’inversions de taille
n+ 1, alors en oubliant la coloration qui n’est plus nécessaire, on a

- DIST(I) = {I[i] | i ∈ J1, nK} \ {0} ;
- ◦(I) = J1, nK
- γq(I) := αγq(I) =

∑

16i6n

max(i− 1− I[i], 0).

Le poids d’une table d’inversions I est donc

p(I) = γzéros(I)βimax(I)qγq(I),

la puissance en y étant égale à n on pose y = 1.

Proposition 2.2.20. Soit n un entier naturel non nul alors,

Zn(0, β, γ, 0; q, 1) = (βγ)n
∑

σ∈Sn+1

qinv(σ)−n+mdg(σ)−1β−mdg(σ)+1γ−mgd(σ)+1.

Démonstration. À un changement près, il suffit d’utiliser une bijection
classique entre les tables d’inversions et les permutations. Soit I une table
d’inversions de taille n, construisons σ à partir de I par récurrence. Supposons
avoir construit σ(i) à partir de I[< i] pour i ∈ J2, n−1K. La permutation σ(i+1)

s’obtient en insérant i+ 1 tout à gauche de σ(i) si I[i] = 0, et à droite de σ(i)
I[i]

sinon. La condition initiale étant donné que σ(1) est l’unique permutation de
taille 1. On pose σ = σ(n), il est clair que zéros(I) = mgd(σ)− 1 et imax(I) =
mdg(σ)−1. Concernant la puissance de q, lorsque l’on insère i+1 on crée i−I[i]
inversions. Or, si I[i] 6= i (resp. I[i] = i) alors i− I[i] = max(i− 1− I[i], 0) + 1
(resp. i − I[i] = max(i − 1 − I[i], 0)). De ce fait, la puissance de q est égale
à inv(σ) moins un pour chacune des n insertions sauf quand I[i] = i. Ainsi,
γq(I) = inv(σ)− n+ mdg(σ) + 1 �

Dans leur papier Corteel et Dasse-Hartaut ont montré cette correspondance
des statistiques dans le cas où le tableau β/γ possède n γ. Cette proposition
n’est pas compatible avec la conjecture 2.2.19, dans le sens où elles ne peuvent
pas correspondre à la spécialisation d’une même bijection entre les tables d’in-
versions colorées et des permutations colorées.

Remarque 2.2.21. Nous ne traitons pas le cas β = γ = 0 mais nous
obtiendrions les mêmes résultats que pour le cas α = δ = 0.
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3. Tableaux escaliers de type B

Plusieurs tableaux ont été définis dans le but de donner une interprétation
combinatoire de l’ASEP : les tableaux de permutation, les tableaux alterna-
tifs et les tableaux boisés dans le cas γ = δ = 0, et les tableaux escaliers qui
généralisent les trois précédents. Outre leurs liens avec l’ASEP, ces tableaux
intéressent les chercheurs pour leurs propriétés combinatoires. En particulier,
ils possèdent des symétries qui ont donné naissance à des analogues en type
B des tableaux précédents, ils ont été introduit respectivement dans les pa-
piers [LW08], [Nad11], [ABN13] et [CDH16], et ils ont également été l’ob-
jet d’études de plusieurs autres chercheurs [CJVK13, CJVW11, CK11].
Nous nous concentrons sur les tableaux escaliers de type B. L’ASEP possède
plusieurs symétries (observation 2.1.1), elles peuvent plus ou moins être inter-
prétées par des involutions sur les tableaux escaliers. Pour chaque involution
i, on définit les tableaux escaliers de type B associés à i comme les points
fixes de i. On obtient ainsi que deux définitions de tableaux escaliers de type
B, car l’involution associée à la symétrie C, ne possède pas de point fixe. De
même que pour les tableaux escaliers nous définissons un algorithme d’insertion
compatible avec les différents tableaux escaliers de type B, nous en déduisons
des formules closes pour des spécialisations des séries génératrices de ces ta-
bleaux. Enfin, nous présentons des ansatz matriciels dont les tableaux de type
B peuvent être une interprétation.

3.1. Involutions sur les tableaux escaliers et définitions des
tableaux escalier de type B

Nous commençons par définir les trois involutions associées aux symétries
C, P et CP de l’ASEP.

Définition 2.3.1. On note ψαγ l’involution qui consiste à échanger α et
γ, et β et δ.

L’involution ψαγ interprète effectivement la symétrie C
µn(m1 · · ·mn) = µn(m1 · · ·mn)|α↔γ,β↔δ,q↔u ,

étant donné que
p(ψαγ(TE)) = p(TE)|α↔γ,β↔δ,q↔u ,

comme on peut le voir dans l’exemple donné par la figure 12. C’est immédiat
à partir de la définition de ψαγ et la définition du poids en q et u (figure 4).
Contrairement à la symétrie C, les involutions que nous définissons pour in-
terpréter les deux autres symétries ne sont pas compatibles avec les poids q et
u.
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α q γ

γ

q q δ
α

α

q q γ α

q q q α

β
q γ

γ

Figure 12. Un tableau escalier TE et ψαγ(TE).

Définition 2.3.2. On note ψαδ l’involution qui consiste à effectuer une
symétrie axiale par rapport à la diagonale principale et échanger : α et δ, β et
γ.

L’involution ψαδ se projette sur le cas particulier q = u = 1 de la symétrie
P,

µn(m1 · · ·mn) = µn(mn · · ·m1)|α↔δ,β↔γ,q↔u ,
en effet

p(ψαδ(TE))|q=u=1 = p(TE)|α↔δ,β↔γ,q=u=1 .

La figure 13 donne un exemple de l’incompatibilité de ψαδ avec les poids q et
u.

α q γ

γ

q q δ
α

α

q q q q δ
q q q δ

δ q α

β

β

Figure 13. Un tableau escalier TE et ψαδ(TE).

Définition 2.3.3. On note ψαβ l’involution qui consiste à effectuer une
symétrie axiale par rapport à la diagonale principale et échanger : α et β, γ et
δ. ψαβ est la composé de ψαδ et ψαγ.

Enfin, l’involution ψαβ se projette sur le cas particulier q = u = 1 de la
symétrie CP

µn(m1 · · ·mn) = µn(mn · · ·m1)|α↔β,δ↔γ ,
soit

p(ψαβ(TE))|q=u=1 = p(TE)|α↔β,γ↔δ,q=u=1 .

La figure 14 nous montre que d’une part les q changent de place, et d’autre
part qu’il n’y en a pas le même nombre. Déterminer une involution compatible
avec la symétrie P ou la symétrie CP est équivalent étant donné que ψαβ =
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2. L’ASEP à une particule

α q γ

γ

q q δ
α

α

β

β

β γ

q δ

δ

Figure 14. Un tableau escalier TE et ψαβ(TE).

ψαδ ◦ ψαγ. On pourrait penser qu’une involution associée à la symétrie CP
effectue l’involution ψαβ au moins sur les cellules sud-est, mais ce n’est pas le
cas. En effet, notons de gauche à droite TE, TE1 et TE2 les tableaux escaliers
de la figure 15, alors les cellules sud-est de TE1 et TE2 sont obtenues à partir de
celles de TE par l’involution ψαβ, de plus, p(TE)|q=u=1 = p(TEi)|α↔β,γ↔δ,q=u=1

pour i = 1 ou 2. Les tableaux escaliers TE1 et TE2 sont les seuls satisfaisant ces
deux conditions. Or, si on regarde le poids en q, aucun des deux n’a le même
poids que T . Cette difficulté avait déjà été évoquée dans la remarque 2.1.5.

β

γ α α

β

β

q δ α

β α

β

α

q

β α

δ α

β

α

Figure 15. Incompatibilité entre les poids q et u, et la symétrie CP.

Remarque 2.3.4. Dans le cas particulier où γ = δ = 0, l’involution ψαβ
interprète bien la symétrie CP, car la définition du poids en q est invariante
sous l’action de cette involution. Si on considère les tableaux alternatifs ou
les tableaux boisés, cette involution correspond à la symétrie axiale d’axe la
diagonale principale. La définition du poids en q de ces deux tableaux est
invariante sous cette involution, ainsi, la symétrie de l’ASEP est encodée dans
ces objets. En ce qui concerne les tableaux de permutation, cette symétrie n’est
pas claire mais Corteel et Williams définissent dans [CW07b, section 7] une
involution sur les tableaux de permutation correspondant à la symétrie CP.

On définit deux familles de tableaux escaliers de type B, ceux associés à
ψαβ et ceux associés à ψαδ.

Définition 2.3.5. Soit n un entier naturel non nul, un tableau escalier de
type Bαβ de taille n est un tableau escalier de taille 2n invariant par l’involution
ψαβ. On note T EBαβ l’ensemble de ces tableaux.
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3. Tableaux escaliers de type B

Définition 2.3.6 ([CDH16, section 6]). Soit n un entier naturel non nul,
un tableau escalier de type Bαδ de taille n est un tableau escalier de taille 2n
invariant par l’involution ψαδ. On note T EBαδ l’ensemble de ces tableaux.

La figure 16 donne un exemple d’un tableau escalier de type Bαβ et d’un
tableau escalier de type Bαδ. Ces deux exemples illustrent également le fait

δ α γ

α

β
γ γ

δ

β α

β

δ

β γ α

γ

δ
γ α

δ

β α

β

δ

Figure 16. Un tableau escalier de type Bαβ de taille 3 (gauche)
et un tableau escalier de type Bαδ de taille 3 (droite)

que les cellules de la diagonale principale sont nécessairement vides.

Observation 2.3.7. Une première observation est que ces deux familles
sont stables sous l’action de ψαγ.

Pour les deux familles un tableau est entièrement déterminé par sa partie
sous la diagonale principale, dans la suite, nous considérons donc des demi-
tableaux. On peut donc représenter les deux familles par le même objet, tou-
tefois, les poids en q et u changent, comme l’illustre la figure 17. Dans la suite,

γ

δ

β α

β

δ1

2

3

4

−1
−2
−3
−4

1 2 3 4

q

q q

γ q

q q q δ

β q α

β

δ

q

q q

q q q

γ q

q q q δ

β q α

β

δ

Figure 17. De gauche à droite : le demi-tableau correspondant
aux tableaux de la figure 16 et le poids en q dans le cas Bαβ

(milieu) et Bαδ (droite).
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2. L’ASEP à une particule

pour éviter d’énoncer à deux reprises un résultat vérifié par les deux familles,
« les tableaux escaliers de type B » se réfère indistinctement aux tableaux es-
caliers de type Bαβ ou Bαδ, l’ensemble T EB correspond à T EBαβ ou a T EBαδ

et l’ensemble TEB
n correspond à TEBαβ

n ou a TEBαδ
n .

Il est à noter que l’ensemble des tableaux escaliers de taille n s’injecte dans
les tableaux boisés escaliers de type B. Soit TE un tableau escalier de taille
n, on lui associe le tableau escalier de type B dont le demi tableau est obtenu
après ajout successif de lignes vides de tailles n, n− 1, . . . , 1 au-dessus de TE
(figure 18).

δ
γ α

δ

δ

7−→
δ

γ α

δ

δ

Figure 18. Injection des tableaux escaliers dans les tableaux
escaliers de type B.

Concernant le poids d’un tableau, on va considérer le poids du demi-tableau
correspondant, car contrairement au poids du tableau en entier, il est compa-
tible avec l’algorithme d’insertion que nous introduisons (section 3.2), c’est-
à-dire que l’on peut décrire l’évolution du poids suite à une insertion. Il peut
être également intéressant de considérer la statistique du nombre de q dans
les cellules du bord nord-est, on l’encode par la variable z. On note pαβ(TE)
le poids d’un tableau escalier de type Bαβ et pαδ(TE) celui d’un type Bαδ. De
plus, on note également

Z
Bαβ
n (α, β, γ, δ; q, u, z) =

∑

TE∈T EBαβ

pαβ(TE),

et
ZBαδ
n (α, β, γ, δ; q, u, z) =

∑

TE∈T EBαδ

pαδ(TE).

Si z = 1, le poids d’un tableau escalier de type B de taille n a toujours pour
degré n(n+ 1). Ainsi, on peut supposer sans perte de génératlité que u = 1.

79



3. Tableaux escaliers de type B

3.2. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers de
type B

Nous proposons dans cette section un algorithme d’insertion sur les ta-
bleaux escaliers de type B.

Pour pouvoir décrire l’algorithme, nous introduisons quelques notations.
Soit TE un tableau escalier de type B de taille n, on numérote de 1 à n les
n premières lignes de bas en haut et les colonnes de gauche à droite. Puis,
on numérote de −1 à −n les n premières lignes de haut en bas, comme sur la
figure 17. Pour les cellules, on garde les mêmes notations que pour les tableaux
escaliers, en particulier, les cellules sud-est sont les cellules de coordonnées (i, i)
pour i ∈ J1, nK. Concernant les opérations L∗i1 → Li2 et Li1 → Li2 on garde
les mêmes définitions. Par contre, à la place de l’opération TE + Ln+1(x), on
définit TE+Ln+1(x) +L−n−1 qui consiste à ajouter deux lignes de taille n+ 1,
entre les lignes Ln(TE) et L−n(TE), et à insérer le symbole x dans la cellule la
plus à droite de Ln+1. Un exemple de cette dernière opération est donné dans
la figure 19.

T + Ln+1(x) + L−n−1
x

Figure 19. Illustration de l’opération TE + Ln+1(x) + L−n−1.

Définition 2.3.8 ( Algorithme d’insertion ). Soit TE un tableau escalier
de type B de taille n, on définit les 4(2n+ 1) choix d’insertion suivants.

- Premier cas. On commence par insérer une ligne avec α ou un γ :
TE + Ln+1(x) + L−n−1 avec x ∈ {α, γ}.

Puis on décale vers le haut le contenu des lignes de type α/γ. Soit
i1 < · · · < ik = n+ 1 les indices des lignes de type α/γ, alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗i1 → Li2 .

On note insertionSym(TE, x) le tableau obtenu.
- Deuxième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou un γ :

TE + Ln+1(x) + L−n−1 avec x ∈ {α, γ}.
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2. L’ASEP à une particule

Puis on choisit i ∈ J1, nK et on décale vers le haut le contenu des lignes
de type α/γ de numéro strictement supérieur à i. Soit i < il < · · · <
ik = n+ 1 les indices des lignes de type α/γ plus hautes que Li, alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗il → Lil+1

Enfin, on déplace entièrement Li dans Lil et on affecte y ∈ {β, γ} à
la cellule ci :

Li → Lil et ci = y

On note insertionSym(TE, (x, y, i)) le tableau obtenu.
- Troisième cas. On commence par insérer une ligne avec β ou δ :

TE + Ln+1(x) + L−n−1 avec x ∈ {β, δ}.
Puis on décale vers le haut le contenu des lignes de type α/γ Soit
0 < i1 < · · · < ik−1 les indices des lignes de type α/γ et ik = −n− 1,
alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗i1 → Li2 .

On note insertionSym(TE, x) le tableau obtenu.
- Quatrième cas. On commence par insérer une ligne avec β ou δ :

TE + Ln+1(x) + L−n−1 avec x ∈ {β, δ}.
Puis, on choisit i ∈ J1, nK et on décale vers le haut le contenu des
lignes de type α/γ de numéro strictement supérieur à i. Soit i < il <
· · · < ik−1 et ik = −n−1 les indices des lignes de type α/γ plus hautes
que Li, alors

L∗ik−1
→ Lik , · · · , L∗il → Lil+1

Enfin, on déplace entièrement Li dans Lil et on affecte y ∈ {β, γ} à
la cellule ci :

Li → Lil et ci = y

On note insertionSym(TE, (x, y, i)) le tableau obtenu.
On note [TE] l’ensemble des tableaux escaliers de type B obtenus à partir de
TE par l’algorithme d’insertion.

Les différentes insertions sont représentées schématiquement dans la fi-
gure 20 , tandis que la figure 21 donne un exemple des quatre types d’insertions
appliqués au tableau escalier de type B de la figure 17.

Théorème 2.3.9. Soit n un entier naturel, la fonction insertionSym de la
définition 2.3.8 est une bijection entre

- l’ensemble des couples (TE, e) où TE est un tableau escalier de type
B taille n et e est un élément parmi

{α, β, γ, δ} ∪ {(x, y, i), x ∈ {α, β, γ, δ}, y ∈ {β, δ} et i ∈ J1, nK}
et

- l’ensemble des tableaux escaliers de type B de taille n+ 1.
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u

v

i1

i2

A1

A2

x ∈ {α, γ}
insertion(T, x)

u

v

x

A1

Ak−1

i1

i2

ik

∅

∅

∅

u

v

w

il−1

i

il

Al−1

B

Al

x ∈ {α, γ}
y ∈ {β, δ}
insertion(T, (x, y, i))

u

y

v w

x

il−1

i

il

ik

Al−1

B

Ak−1

∅

∅

∅

u

v

i1

i2

A1

A2

x ∈ {β, δ}
insertion(T, x)

u

v

x

A1

Ak−1

i1

i2

ik

∅

∅

∅

u

v

w

il−1

i

il

Al−1

B

Al

x, y ∈ {β, δ}
insertion(T, (x, y, i))

u

y

v w

x

il−1

i

il

ik

Al−1

B

Ak−1

∅

∅

∅

Figure 20. Schématisation des différentes insertions d’un ta-
bleau escalier de type B.

Autrement dit TEB
n+1 =

⊔

TE∈TEBn

[TE] est une partition.
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γ

β γ

δ
α

β

δ

γ

β

αδ

β

α

β

δ

γ

β

δ

δ
α

β

δ

γ

δ

β

β

β α

β

δ

Figure 21. De gauche à droite (haut) puis de gauche à droite
(bas) on a insertionSym(TE, γ), insertionSym(TE, (α, β, 4)),
insertionSym(TE, δ) et insertionSym(TE, (β, β, 4)), où TE est le
tableau escalier de type B de la figure 17.

Démonstration. Soit n un entier naturel non nul. Avant toute chose, les
tableaux obtenus après insertion sont bien des demi-tableaux correspondant
à des tableaux escaliers de type B. En effet, les conditions qui doivent être
vérifiées sont

- pas de symbole à gauche de α/γ,
- pas de symbole au-dessus de β/δ,
- les cellules sud-est ne doivent pas être vides et
- les cellules diagonales doivent être vides,

et les quatre types d’insertions respectent ces conditions.
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La preuve de la bijection est similaire à celle des tableaux escaliers. Si on
considère uniquement les n premières lignes des tableaux escaliers de type B de
taille n, les insertions insertionSym(TE, (x, y, i)) et insertionSym(TE, x)) cor-
respondent exactement aux insertions insertion(TE, x) et insertion(TE, (x, y, i)),
où (x, y, i) ∈ {α, γ} × {β, δ} × J1, nK. Ainsi, insertionSym donne une bijection
entre

- l’ensemble des couples (TE, e) où TE est un tableau escalier de type
B taille n et e est un élément parmi
{α, γ} ∪ {(x, y, i), x ∈ {α, γ}, y ∈ {β, δ} et i ∈ J1, nK}

et
- l’ensemble des tableaux escaliers de type B de taille n + 1 tel que
cn+1 ∈ {α, γ}.

Dans ce cas-là, la définition des cellules spéciales est la même. Elles sont en
gris dans les figure 20 et figure 21.

Soit TE un tableau escalier de type B de taille n. La seule différence algo-
rithmique entre

insertionSym(TE, x) et insertionSym(TE, x′),

ou, entre
insertionSym(TE, (x, y, i) et insertionSym(TE, (x′, y, i)),

où x′ ∈ {α, γ} et x ∈ {β, δ}, est la substitution de l’opération L∗ik−1
→ Ln+1 par

l’opération L∗ik−1
→ L−n−1. Il suffit donc de changer la définition des cellules

spéciales qui se trouvent originellement sur Ln+1. Soit TE ′ un tableau escalier
de type B de taille n + 1, tel que cn+1 ∈ {β, δ}. On note i1 < · · · < ik−1 les
indices de ses lignes de type α/γ, alors ses cellules spéciales sont les cellules
{c−n−1,j, ik−1 6 j < n + 1} ∪ {cip,j, p ∈ J2, k − 1K, ip−1 6 j < ip} ∪ {ci1,j, j ∈
J1, i1 − 1K}. Ainsi, au lieu de considérer les cellules, {cn+1,j, ik−1 6 j < n+ 1}
on regarde les cellules {c−n−1,j, ik−1 6 j < n+ 1}. À ce détail près, la preuve
est la même que pour le cas cn+1 ∈ {α, γ}. �

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.3.10. Soit n un entier naturel non nul, alors les séries gé-
nératrices ZBαβ

n (α, β, γ, δ; 1, 1, 1) et ZBαδ
n (α, β, γ, δ; 1, 1, 1) sont égales à

(α + β + γ + δ)n
n−1∏

i=1

(1 + i(β + δ)).

En particulier, les tableaux escaliers de type B de taille n sont comptés par
4n(2n− 1)!!, où (2n− 1)!! := (2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1.

Ce résultat est déjà prouvé dans [CDH16], à l’aide d’une bijection entre
des tables d’inversions et les tableaux escaliers de type Bαδ n’ayant que des β
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2. L’ASEP à une particule

et des γ, les auteurs calculent la série génératrice ZBαδ
n (0, β, γ, 0; 1, 1), puis, ils

utilisent la relation
ZBαδ
n (α, β, γ, δ; 1, 1, 1) = ZBαδ

n (0, β + δ, α + γ, 0; 1, 1, 1)

pour conclure. Cette identité repose sur l’argument que si on ne prend pas en
compte le poids en q et u, alors α et γ, et β et δ, jouent le même rôle.

De même que pour l’algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers, il
est possible de décrire l’évolution du poids en q et u pour les deux familles
de tableaux escaliers de type B. Pour cela, nous étendons la définition de la
projection type aux tableaux escaliers de type B. Par exemple, du nord-est au
sud-ouest, les symboles des cellules sud-est du tableau escalier de type B TE
de la figure 15 sont δ, α, β, δ, donc type(TE) = ••◦•.

Lemme 2.3.11. Soit TE un tableau escalier de type Bαβ de taille n, soit
w = pαβ(TE) et m = type(TE). Dans ce lemme, m′ désigne pour chaque point
l’image par type du tableau obtenu après insertion. Alors on a,

- pαβ(insertion(TE, α)) = q|◦(m)| αw et m′ = •m,
- pαβ(insertion(TE, β)) = zq|◦(m)|+1 βw et m′ = ◦m,
- pαβ(insertion(TE, γ)) = zq|◦(m)|+n+1 γw et m′ = ◦m,
- pαβ(insertion(TE, δ)) = q|◦(m)|+n δw et m′ = •m.

Pour toute décomposition m = U
i•◦ V on a

- pαβ(insertion(TE, (α, β, i))) = q|◦(U)| αβw et m′ = •U◦V ,
- pαβ(insertion(TE, (β, β, i))) = zq|◦(U)|+1 ββw et m′ = ◦U◦V ,
- pαβ(insertion(TE, (γ, β, i))) = zq|◦(U)|+n+1 γβw et m′ = ◦U◦V ,
- pαβ(insertion(TE, (δ, β, i))) = q|◦(U)|+n δβw et m′ = •U◦V ,
- pαβ(insertion(TE, (α, δ, i))) = q|◦(U)|+|V | αδw et m′ = •U•V ,
- pαβ(insertion(TE, (β, δ, i))) = zq|◦(U)|+|V |+1 βδw et m′ = ◦U•V ,
- pαβ(insertion(TE, (γ, δ, i))) = zq|◦(U)|+|V |+n+1 γδw et m′ = ◦U•V ,
- pαβ(insertion(TE, (δ, δ, i))) = q|◦(U)|+|V |+n δδw et m′ = •U•V .

Soit TE un tableau escalier de type Bαδ de taille n, soit w = pαδ(TE) et
m = type(TE), il suit que

- pαδ(insertion(TE, α)) = zq|◦(m)|+n+1 αw et m′ = •m,
- pαδ(insertion(TE, β)) = zq|◦(m)|+1 βw et m′ = ◦m,
- pαδ(insertion(TE, γ)) = q|◦(m)|γw et m′ = ◦m,
- pαδ(insertion(TE, δ)) = q|◦(m)|+n δw et m′ = •m.

Pour toute décomposition m = U
i•◦ V on a

- pαδ(insertion(TE, (α, β, i))) = zq|◦(U)|+n+1 αβw et m′ = •U◦V ,
- pαδ(insertion(TE, (β, β, i))) = zq|◦(U)|+1 ββw et m′ = ◦U◦V ,
- pαδ(insertion(TE, (γ, β, i))) = q|◦(U)|γβw et m′ = ◦U◦V ,
- pαδ(insertion(TE, (δ, β, i))) = q|◦(U)|+n δβw et m′ = •U◦V ,
- pαδ(insertion(TE, (α, δ, i))) = zq|◦(U)|+|V |+n+1 αδw et m′ = •U•V ,
- pαδ(insertion(TE, (β, δ, i))) = zq|◦(U)|+|V |+1 βδw et m′ = ◦U•V ,
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- pαδ(insertion(TE, (γ, δ, i))) = q|◦(U)|+|V |γδw et m′ = ◦U•V ,
- pαδ(insertion(TE, (δ, δ, i))) = q|◦(U)|+|V |+n δδw et m′ = •U•V .

Démonstration. Tout d’abord, si on note TE ′ l’image de TE par une
insertion, alors même si on ajoute le remplissage avec des q et des u, pour
tout i ∈ J1, nK on a L−i(TE) = L−i(TE

′). La ligne L−i n’étant pas modifiée,
il suffit d’étudier les cellules vides. Notons c une cellule vide de L−i, alors le
remplissage de c est donné par le symbole à sa droite et en dessous d’elle. Or,
suite à une insertion, le symbole le plus haut en dessous de c reste le même.
De plus, si c a un symbole x à sa droite dans la ligne L−i, étant donné que L−i
n’est pas modifiée, c’est toujours le symbole x qui se trouve à sa droite. Enfin,
si c n’a pas de symbole x à sa droite dans le demi tableau, alors x correspond
à l’image par l’involution du symbole y le plus haut de la colonne Ci, suite à
une insertion, et c’est toujours y qui est le symbole le plus haut de Ci, ainsi
le symbole contenu par c reste le même. Ensuite, les mêmes arguments que la
preuve du lemme 2.2.11, expliquent les exposants |◦(U)| et |V | de q. Il ne reste
plus qu’à étudier la ligne L−n−1 si cn+1 ∈ {α, γ}, et la ligne Ln+1 ainsi que la
cellule c−n−1,n+1 sinon. Une distinction de cas suivant la valeur de cn+1 et du
type Bαβ ou Bαδ nous donne le résultat. Concernant la puissance de z, dans
le cas Bαβ la cellule c−n−1,n+1 possède un q si et seulement si cn+1 contient β
ou γ, et dans le cas Bαδ elle un contient un q si et seulement si cn+1 contient
α ou β. Quant à la puissance en q, si on considère par exemple le cas Bαδ, si
cn+1 = α alors la ligne L−n−1 est vide, et le symbole à sa droite est δ, d’où
l’exposant n+ 1 de q dans les égalités

pαδ(insertion(TE, α)) = zq|◦(m)|+n+1 αw,

pαδ(insertion(TE, (α, β, i))) = zq|◦(U)|+n+1 αβw, et

pαδ(insertion(TE, (α, β, i))) = zq|◦(U)|+n+1+i−1 αδw.

Concernant les mots m′, l’algorithme d’insertion ne modifie que très peu les
cellules sud-est. Il suffit donc d’appliquer type au tableau obtenu après inser-
tion. �

On peut maintenant ajouter z au corollaire 2.3.10.

Corollaire 2.3.12. Soit n un entier naturel non nul, alors la série géné-
ratrice ZBαβ

n (α, β, γ, δ; 1, 1, z) est égale à

(α + δ + z(β + γ))n
n−1∏

i=1

(1 + i(β + δ)).

et ZBαδ
n (α, β, γ, δ; 1, 1, z) est égale à

(z(α + β) + γ + δ)n
n−1∏

i=1

(1 + i(β + δ)).

Dans le cas Bαβ, si on pose γ = δ = 0, que l’on substitue α et β par αβ pour
avoir le poids du tableau complet, puis que l’on divise par (αβ)n(n−1) et qu’on
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pose x = 1
αβ

, on obtient la formule de Corteel et Kim [CK11, theorem 4.4]
dans le cas y = 1

(1 + z)n(x+ 1) · · · (x+ n− 1).

Remarque 2.3.13. Pour obtenir la formule de Corteel et Kim avec le
y également, la statistique à considérer est la suivante. Soit TB un tableau
escalier de type B, considérons le tableau en entier. Du fait de la symétrie,
il existe au moins une ligne dont le symbole le plus à gauche n’est ni β ni δ.
Encodons avec la variable y le nombre de symboles moins un de la plus haute
de ces lignes. Ainsi, si on prend cette statistique en compte les résultats que
nous devrions obtenir sont

(α + δ + z(β + γ))n
n−2∏

i=0

(1 + (y + i)(β + δ)),

et

(z(α + β) + γ + δ)n
n−2∏

i=0

(1 + (y + i)(β + δ)).

La preuve est en cours d’écriture. Elle repose sur le fait que seule l’insertion
en cette ligne fait varier cette statistique et qu’elle l’augmente de 1.

De même que pour les tableaux escaliers, les spécialisations α = δ = 0
et β = γ = 0 donnent des formes factorisées pour la fonction de partition.
En effet, dans le premier cas, le mot sous-jacent d’un tableau est uniquement
composé de •, et dans le deuxième cas il est uniquement composé de ◦. Ainsi,
le lemme 2.3.11 se simplifie grandement.

Nous devons d’abord définir les tableaux correspondant à ces deux spécia-
lisations.

Définition 2.3.14. Les β/γ-tableaux escaliers de type B sont les tableaux
escaliers de type B contenant uniquement des β et des γ. De même, nous
définissons également les α/δ tableaux escaliers de type B comme les tableaux
escaliers de type B ne contenant ni β ni γ.

Le lemme 2.3.11 devient.

Lemme 2.3.15. Soit n un entier naturel non nul. Soit TE un β/γ-tableau
escalier de type Bαβ de taille n, et soit w = pαβ(TE), alors

- pαβ(insertionSym(TE, β)) = zqn+1unβ
- pαβ(insertionSym(TE, γ)) = zq2n+1γ
- pαβ(insertionSym(TE, (β, β, i)) = zqn−i+1un+i−1β2

- pαβ(insertionSym(TE, (γ, β, i)) = zq2n−i+1ui−1γβ

Soit TE un β/γ-tableau escalier de type Bαδ de taille n, et soit w = pαδ(TE),
alors

- pαδ(insertionSym(TE, β)) = zqn+1unβ
- pαδ(insertionSym(TE, γ)) = qnun+1γ
- pαδ(insertionSym(TE, (β, β, i)) = zqn−i+1un+i−1β2
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- pαδ(insertionSym(TE, (γ, β, i)) = qn−iun+iγβ

Soit TE un α/δ-tableau escalier de type Bαβ de taille n, et soit w = pαβ(TE),
alors

- pαβ(insertionSym(TE, α)) = u2n+1α
- pαβ(insertionSym(TE, δ)) = qnun+1δ
- pαβ(insertionSym(TE, (α, δ, i)) = qi−1u2n−i+1αδ
- pαβ(insertionSym(TE, (δ, δ, i)) = qn+i−1un−i+1δ2

Soit TE un α/δ-tableau escalier de type Bαδ de taille n, et soit w = pαδ(TE),
alors

- pαδ(insertionSym(TE, α)) = zqn+1unα
- pαδ(insertionSym(TE, δ)) = qnun+1δ
- pαδ(insertionSym(TE, (α, δ, i)) = zqn+iun−iαδ
- pαδ(insertionSym(TE, (δ, δ, i)) = qn+i−1un−i+1δ2

Démonstration. Tout d’abord, dans le cas β/γ, il faut uniquement prendre
en compte les équations qui ne comportent ni α et ni δ. Puis on remplace |V |
par i − 1 et |◦(U)| par n − i − 1 étant donné que U est composé uniquement
de ◦. À l’inverse, dans le cas α/δ, il faut uniquement prendre en compte les
équations qui ne comportent ni β et ni γ. Puis on remplace |V | par i − 1, et
|◦(U)| par 0 étant donné que U est composé uniquement de •. �

On obtient ainsi les formules factorisées suivantes.

Théorème 2.3.16. Soit n un entier naturel non nul, les fonctions de par-
tition des tableaux escaliers de type B admettent les spécialisations suivantes.

Z
Bαβ
n (0, β, γ, 0; q, u, z) = (zq)n

n−1∏

k=0

(ukβ + qkγ)(qk + [k]q,uβ)

ZBαδ
n (0, β, γ, 0; q, u, z) = (zqβ + uγ)n

n−1∏

k=0

(qkuk + qk[k]q,uβ)

Z
Bαβ
n (α, 0, 0, δ; q, u, z) = un

n−1∏

k=0

(ukα + qkδ)(uk + [k]q,uδ)

ZBαδ
n (α, 0, 0, δ; q, u, z) = (zqα + uδ)n

n−1∏

k=0

(qkuk + uk[k]q,uδ)

Démonstration. Le lemme 2.3.15 induit les récurrences suivantes, soit
n un entier naturel non nul, alors

Z
Bαβ
n+1 (0, β, γ, 0; q, u, z) = (unβ + qnγ)(zqn+1 + zq[n]q,uβ)Z

Bαβ
n (0, β, γ, 0; q, u, z)

ZBαδ
n+1(0, β, γ, 0; q, u, z) = (zqβ + uγ)(qnun + qn[n]q,uβ)ZBαδ

n (0, β, γ, ; q, u, z)

Z
Bαβ
n+1 (α, 0, 0, δ; q, u, z) = (unα + qnδ)(un+1 + u[n]q,uδ)Z

Bαβ
n (α, 0, 0, δ; q, u, z)

ZBαδ
n+1(α, 0, 0, δ; q, u, z) = (zqα + uδ)(qnun + un[n]q,uδ)Z

Bαδ
n (α, 0, 0, δ; q, u, z)
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Si on passe en revue les tableaux de taille 1, on a

Z
Bαβ
1 (0, β, γ, 0; q, u, z) = (β + γ)qz

ZBαδ
1 (0, β, γ, ; q, u, z) = zqβ + uγ

Z
Bαβ
1 (α, 0, 0, δ; q, u, z) = (α + δ)u

ZBαδ
1 (α, 0, 0, δ; q, u, z) = zqα + uδ

Il suffit donc de faire une récurrence sur n pour trouver le résultat. �

La formule factorisée de la série génératrice ZBαδ
n (0, β, γ, 0; q, u, 1) a égale-

ment été prouvée par Corteel et Dasse-Hartaut [CDH16, proposition 6.3].

3.3. Ansatz matriciel de type B

On peut faire le chemin inverse des tableaux escaliers. Maintenant que
nous avons une relation de récurrence sur les poids des tableaux escaliers qui
ne dépend que du mot en • et ◦ sous-jacent, il serait intéressant de définir un
système d’équations de même nature que l’ansatz matriciel dont une solution
satisfait la même récurrence. Dans le cas particulier des tableaux de permuta-
tion de type B, Corteel, Josuat-Vergès et Williams [CJVW11] ont défini un
ansatz matriciel dont une solution est donnée par des séries génératrices de
tableaux de permutation de type B. Il est défini avec la formulation en termes
de matrices

(17)





DE = qED +D + E

WE = W

DV = zEV

Les tableaux de permutation de type B correspondent au cas γ = δ = 0. De
même que dans le type A on montre facilement qu’ils donnent une solution
du système (17). Définir des matrices D et E ainsi que des vecteurs V et W
satisfaisant un ansatz matriciel peut être intéressant même dans le domaine
de la combinatoire. En effet, beaucoup de problèmes d’énumération peuvent
être définis en tant que produit de matrices satisfaisant un ansatz matriciel.
Ainsi, trouver des matrices explicites solutions permet de donner une formule
répondant au problème, trouver un objet combinatoire satisfaisant l’ansatz
matriciel donne une interprétation combinatoire au problème, ou encore trou-
ver deux objets combinatoires satisfaisant l’ansatz matriciel nous donne une
preuve de l’égalité de leurs séries génératrices. Ces différentes situations sont
illustrées dans [CJVW11]. Nous proposons dans cette section un nouvel an-
satz matriciel avec tous les paramètres généraux généralisant ainsi l’ansatz
matriciel (17).
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Soit λ = (λn)n>0∈ Q(α, β, γ, δ, q, u, z)N et gλ : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u, z)
une fonction vérifiant le système suivant,

(18)





ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) + λn(gλ(X•Y ) + gλ(X◦Y ))

(unα + uqn−1δ)gλ(◦X) = z(qun−1β + qnγ)gλ(•X)

βgλ(X•) = δgλ(X◦) + λng
λ(X)

gλ(ε) = λ0

où dans chaque équation n désigne la taille du plus grand mot intervenant
dans l’équation.

Remarque 2.3.17. Si on pose λ = (1)n>0, α = β = 1, γ = δ = 0, u = 1 et
z = z/q on retrouve presque le système (17). Les équations correspondant au
comportement aux bords sont inversées, car dans la définition des tableaux de
permutation de type B considérée par les auteurs, ils prennent en compte le
demi-tableau nord-est contrairement à nous. La substitution z = z/q vient du
fait que dans leur cas les q des cellules diagonales ne sont compté que par z.

De même que le système d’équations correspondant à l’ASEP, on peut
calculer la valeur de gλ(m) récursivement. Pour cela, nous faisons faire un
aller-retour à la particule la plus à gauche. Soit X un mot de taille n. On a,

gλ(•X) =
( q
u

)|◦(X)|
gλ(X•) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| δ

β
gλ(X◦) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)n δ
β
gλ(◦X) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)n zq(unβ + qnγ)δ

u(unα + qnδ)β
gλ(•X) + λn+1(· · · ).

Le symbole · · · désigne une combinaison linéaire de gλ(m′) où les m′ sont des
mots de taille n, et les coefficients sont dans Q(α, β, γ, δ, q, u, z). Ainsi

gλ(•X) =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn+1(unβ + qnγ)δ
(· · · ).

De même,

gλ(◦X) =
zq(unβ + qnγ)

u(unα + qnδ)
gλ(•X) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| zq(unβ + qnγ)

u(unα + qnδ)
gλ(X•) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| zq(unβ + qnγ)β

u(unα + qnδ)δ
gλ(X◦) + λn+1(· · · )
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=
( q
u

)n zq(unβ + qnγ)β

u(unα + qnδ)δ
gλ(X◦) + λn+1(· · · ).

Ainsi,

gλ(◦X) =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn+1(unβ + qnγ)δ
(· · · ).

Dans la suite, dans le but d’alléger les notations, on pourra écrire m à la place
de gλ(m) s’il n’y a pas d’ambiguïté. Soit m ∈ {•, ◦}n, supposons d’abord que
m = •X, alors
m = •X

=
( q
u

)|◦(X)|
X•+

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)|◦(X)| δ

β
X◦+

( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X◦

+
∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)n δ
β
◦X +

δ

β

∑

X=U•V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|+|V |
(U•V + U◦V )

+
( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X◦+

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V )

=
( q
u

)n zq(unβ + qnγ)δ

u(unα + qnδ)β
m+

δ

β

∑

X=U•V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|+|V |
(U•V + U◦V )

+
( q
u

)|◦(X)| λn+1

β
X◦+

∑

X=U◦V

λn+1

u

( q
u

)|◦(U)|
(U•V + U◦V ).

Soit

(19) m =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn(unβ + qnγ)δ[
(unα + qnδ)δ

∑

X=U•V

un−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(U•V + U◦V )

+ un−|◦(X)|q|◦(X)|u(unα + qnδ)X◦

+(unα + qnδ)β
∑

X=U◦V

un−|◦(U)|q|◦(U)|(U•V + U◦V )

]
.

Si m = ◦X, on obtient

(20) m =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn+1(unβ + qnγ)δ
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[
zq(unβ + qnγ)δ

∑

X=U•V

un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(U•V + U◦V )

+ zun−|◦(X)|q|◦(X)|q(unβ + qnγ)X◦

+zq(unβ + qnγ)β
∑

X=U◦V

un−1−|◦(U)|q|◦(U)|(U•V + U◦V )

]
.

Si les λn sont tous non nuls, gλ est entièrement déterminé par gλ(ε) = λ0

et les équations (19) et (20). Ainsi le système (13) admet au plus une solution.
Il reste à montrer qu’une fonction définie récursivement à l’aide des équations
(19) et (20) satisfait le système (13).

Conjecture 2.3.18. Soit λ = (λn)n>0 ∈ Q(α, β, γ, δ, q, u, z)N une suite. La
fonction hλ : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u, z) définie par les équations hλ(ε) = λ0,

hλ(•X) =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn(unβ + qnγ)δ[
(unα + qnδ)δ

∑

X=U•V

un−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

+ un−|◦(X)|q|◦(X)|u(unα + qnδ)hλ(X◦)

+(unα + qnδ)β
∑

X=U◦V

un−|◦(U)|q|◦(U)|(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

]
.

Si m = ◦X, on obtient

hλ(◦X) =
λn+1

un+1(unα + qnδ)β − zqn+1(unβ + qnγ)δ[
zq(unβ + qnγ)δ

∑

X=U•V

un−1−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

+ zun−|◦(X)|q|◦(X)|q(unβ + qnγ)hλ(X◦)

+zq(unβ + qnγ)β
∑

X=U◦V

un−1−|◦(U)|q|◦(U)|(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

]
.

Posons λ0 = 1 et pour tout entier non nul n,
λn = un(un−1α + qn−1δ)β − zqn(un−1β + qn−1γ)δ,

notons pαβ la fonction hλ pour ce choix de λ. L’intérêt de ce choix est que pαβ
est à valeur dans Q[α, β, γ, δ, q, u, z], plus précisément, sim est de taille n, alors
p(m) est une somme positive de 2n(2n− 1)!! monômes de degré n(n+ 1). Pour
le prouver, il suffit de remarquer que p(m) est une combinaison linéaire positive
de 2(2n−1) mots de taille n−1 dont les coefficients sont des monômes de degré
2n. En particulier, en sommant sur {•, ◦}n on trouve que Zpαβn(1, 1, 1, 1; 1, 1) =
4n(2n−1)!!. Dans la suite on peut supposer que u = 1 sans perte de généralité
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2. L’ASEP à une particule

étant donné que le degré des monômes intervenant dans le poids d’un mot de
taille n est constant égal à n(n+1) si on pose z = 1. Regardons plus en détails
les équations (19) et (20). Pour chaque mot m de taille n, la première colonne
de la table 2 donne les mots de taille n + 1 dans lesquels m apparaît et la
deuxième colonne spécifie le coefficient associé. Les flèches sous les mots de la
première colonne illustre le parcours de la particule avant d’obtenir m.

Mot Coefficient

• m
q|◦(m)|(α + qnδ)

◦ m
zq|◦(m)|+1(β + qnγ)

Pour toute décomposition m = U•V ou m = U◦V

• U ◦ V q|◦(U)|(α + qnδ)β

• U • V
q|◦(U)|+|V |(α + qnδ)δ

◦ U ◦ V
zq|◦(U)|+1(β + qnγ)β

◦ U • V
zq|◦(U)|+|V |+1(β + qnγ)δ

Table 2. Antécédents de m ∈ {•, ◦}n.

On en déduit l’analogue du théorème 2.2.2.

Théorème 2.3.19. Soit n un entier naturel non nul, soit m ∈ {•, ◦}n, le
poids de m vérifie

pαβ(m) =
∑

TE∈TE
Bαβ
n

type(TE)=m

pαβ(TE).

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.2. On
vérifie d’abord que le cas n = 1 est vrai. Puis, étant donné que le lemme 2.3.11
est compatible avec la table 2, on démontre par récurrence que le théorème est
vrai pour tout entier non nul n. Pour n = 1 on a bien pαβ(•) = u(α + δ) et
pαβ(◦) = zq(β + γ). �

On remarque que pour
λn = un(un−1α + qn−1δ)β − zqn(un−1β + qn−1γ)δ,

le système (18) est stable sous l’opération consistant à substituer z par 1/z et
échanger α et γ, β et δ, q et u, et • et ◦, on retrouve l’observation 2.3.7.
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Pour traiter le cas Bαδ, au vu du lemme 2.3.11, il suffit de faire les échanges
unα↔ zqnα et zqnγ ↔ unγ. Ainsi, le système que l’on considère est le suivant.

(21)





ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) + λn(gλ(X•Y ) + gλ(X◦Y ))

qn−1(zqα + uδ)gλ(◦X) = un−1(zqβ + uγ)gλ(•X)

βgλ(X•) = δgλ(X◦) + λng
λ(X)

gλ(ε) = λ0

Soit X un mot de taille n.

gλ(•X) =
( q
u

)|◦(X)|
gλ(X•) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)| δ

β
gλ(X◦) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)n δ
β
gλ(◦X) + λn+1(· · · )

=
( q
u

)n un(zqβ + uγ)δ

qn(zqα + uδ)β
gλ(•X) + λn+1(· · · ).

Le symbole · · · désigne une combinaison linéaire de gλ(m′) où les m′ sont des
mots de taille n et les coefficients sont dans Q(α, β, γ, δ, q, u, z). Ainsi,

(22) gλ(•X) =
λn+1

unqn(zqα + uδ)β − unqn(zqβ + uγ)δ
(· · · ).

De même,

gλ(◦X) =
un(zqβ + uγ)

qn(zqα + uδ)
gλ(•X) + λn+1(· · · ),

=
( q
u

)|◦(X)| un(zqβ + uγ)

qn(zqα + uδ)
gλ(X•) + λn+1(· · · ),

=
( q
u

)|◦(X)| un(zqβ + uγ)

qn(zqα + uδ)
gλ(X◦) + λn+1(· · · ),

=
( q
u

)n un(zqβ + uγ)

qn(zqα + uδ)
gλ(X◦) + λn+1(· · · ).

Ainsi,

(23) gλ(◦X) =
λn+1

unqn(zqα + uδ)β − unqn(zqβ + uγ)δ
(· · · ).

Les calculs étant analogues au cas Bαβ, nous ne les détaillons pas.

Conjecture 2.3.20. Soit λ = (λn)n>0 ∈ Q(α, β, γ, δ, q, u, z)N une suite. La
fonction hλ : {•, ◦}∗ → Q(α, β, γ, δ, q, u, z) définie par les équations hλ(ε) = λ0,

hλ(•X) =
λn+1

unqn(zqα + uδ)β − unqn(zqβ + uγ)δ
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[
qn(zqα + uδ)δ

∑

X=U•V

un−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

+ un−|◦(X)|q|◦(X)|+n(zqα + uδ)hλ(X◦)

+qn(qzα + uδ)β
∑

X=U◦V

un−|◦(U)|q|◦(U)|(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

]
.

Si m = ◦X, on obtient

hλ(•X) =
λn+1

unqn(zqα + uδ)β − unqn(zqβ + uγ)δ[
un(zqα + uδ)δ

∑

X=U•V

un−|◦(U)|−|V |q|◦(U)|+|V |(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

+ u2n−|◦(X)|q|◦(X)|(zqα + uδ)hλ(X◦)

+un(qzα + uδ)β
∑

X=U◦V

un−|◦(U)|q|◦(U)|(hλ(U•V ) + hλ(U◦V ))

]
.

Posons λ0 = 1 et pour tout entier non nul n,
λn = un−1qn−1 [(zqα + uδ)β − (zqβ + uγ)δ] ,

notons pαδ la fonction définie par les équations (22) et (23). On obtient les
mêmes résultats que pour le cas Bαβ et on peut également supposer que u = 1.
Pour chaque mot m de taille n, la première colonne de la table 2 donne les
mots de taille n+ 1 dans lesquels m apparaît, et la deuxième colonne spécifie
le coefficient associé. Les flèches sous les mots de la première colonne illustre
le parcours de la particule avant d’obtenir m.

Mot Coefficient
• m

q|◦(m)|+n(zqα + δ)
◦ m

q|◦(m)|(zqβ + γ)

Pour toute décomposition m = U•V ou m = U◦V
• U ◦ V q|◦(U)|+n(zqα + δ)β

• U • V
q|◦(U)|+|V |+n(zqα + δ)δ

◦ U ◦ V
q|◦(U)|(zqβ + γ)β

◦ U • V
q|◦(U)|+|V |(zqβ + γ)δ

Table 3. Antécédents de m ∈ {•, ◦}n.
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Théorème 2.3.21. Soit n un entier naturel non nul, soit m ∈ {•, ◦}n, le
poids de m vérifie

pαδ(m) =
∑

TE∈TEBαδn
type(TE)=m

pαδ(TE).

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.2. On
vérifie que le cas n = 1 est vrai, puis étant donné que le lemme 2.3.11 est
compatible avec la table 3 on démontre par récurrence que le théorème est
vrai pour tout entier non nul n. Pour n = 1 on a bien pαβ(•) = uα + qδ et
pαδ(◦) = qβ + uγ. �

On remarque que pour
λn = un−1qn−1 [(zqα + uδ)β − (zqβ + uγ)δ] ,

le système (21) est stable sous l’opération consistant à substituer z par 1/z et
échanger α et γ, β et δ, q et u, et • et ◦, on retrouve l’observation 2.3.7.
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Chapitre 3

L’ASEP à deux particules

L’ASEP à deux particules que nous étudions, dans ce chapitre, est une
généralisation de l’ASEP à une particule. Dans ce modèle, le nombre r de par-
ticules du deuxième type est fixé. Ainsi, en spécialisant à r = 0 on retrouve
l’ASEP à une particule initial. De même que pour l’ASEP à une particule, le cas
γ = δ = 0 a d’abord été étudié. Mandelshtam et Viennot [MV15] proposent
une interprétation combinatoire de l’état stationnaire de l’ASEP à deux parti-
cules, dans le cas γ = δ = 0, par les tableaux alternatifs rhombiques. Ces objets
généralisent les tableaux alternatifs (définition 4.1.3). Leurs travaux s’appuient
sur l’ansatz matriciel introduit par Uchiyama [Uch08]. En plus des pas hori-
zontaux et verticaux, correspondant respectivement aux particules blanches et
noires, le bord sud-est de leur tableau possède des pas diagonaux qui corres-
pondent aux particules grises. On peut adapter la théorie de l’ansatz cellulaire
de Viennot [Vie13] pour montrer que les tableaux alternatifs rhombiques véri-
fient l’ansatz matriciel de Uchiyama dans le cas γ = δ = 0. Une interprétation
de l’ASEP à deux particules dans le cas général est donné par Corteel, Man-
delshtam et Williams [CMW15]. Les objets combinatoires au cœur de cette
interprétation sont les tableaux escaliers rhombiques (définition 3.2.3). Ils gé-
néralisent les tableaux alternatifs rhombique ainsi que les tableaux escaliers.
De même que dans l’article [CW11], les auteurs proposent une généralisation
de l’ansatz matriciel de Uchiyama, puis montrent que leurs objets combina-
toires vérifient ce nouvel ansatz matriciel. De nouveau, leur preuve est longue
et calculatoire.

Le but de ce chapitre est de généraliser la démarche du chapitre précé-
dent au cas de l’ASEP à deux particules. Nous espérons ainsi fournir une
preuve combinatoire du résultat de [CMW15]. Tout d’abord, nous présentons
(section 1) l’ansatz matriciel de Corteel, Mandelshtam et Williams puis nous
donnons une récurrence vérifiée par toute solution de leur système. Dans la
section 3 nous définissons les tableaux escaliers rhombiques et nous présentons
le théorème 3.2.4 interprétant le poids d’un état du ASEP à deux particules
comme un polynôme générateur de tableaux escaliers rhombiques. La preuve
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

de ce théorème repose sur un algorithme d’insertion que nous définissons dans
la section 3. Grâce à cet algorithme d’insertion, nous retrouvons la forme fac-
torisée du polynôme générateur dans le cas q = u = 1 et nous obtenons une
nouvelle forme factorisée pour les spécialisations α = δ = 0 et β = γ = 0. Dans
la dernière section, nous retrouvons un résultat de Mandelshtam et Viennot
[MV16] montrant que les tableaux alternatifs rhombiques sont en bijection
avec les assemblées de permutations. Nous traitons également les cas α = δ = 0
et β = γ = 0.

1. Présentation du modèle et de l’ansatz
matriciel associé

De même que le modèle à une particule, l’ASEP à deux particules est une
chaine de Markov. Soit α, β, γ, δ, q, u ∈ [0, 1] et n un entier naturel non nul,
les états sont les mots de taille n d’alphabet {•, •, ◦}, où ◦ représente un site
vide, • un site occupé par une particule légère et • un site occupé par une
particule lourde. On parlera également de particule blanche, grise et noire.
Comme illustré par la figure 1, on définit la probabilité de transition p(s1, s2)
entre deux états s1 et s2 de la façon suivante (U et V représentent des mots
en ◦ et •) :

- si s1 = A•◦B et s2 = A◦•B, alors p(s1, s2) = q
n+1

et p(s2, s1) = u
n+1

;
- si s1 = A••B et s2 = A ••B, alors p(s1, s2) = q

n+1
et p(s2, s1) = u

n+1
;

- si s1 = A •◦B et s2 = A◦•B, alors p(s1, s2) = q
n+1

et p(s2, s1) = u
n+1

;
- si s1 = A• et s2 = A◦, alors p(s1, s2) = β

n+1
et p(s2, s1) = δ

n+1
;

- si s1 = ◦B et s2 = •B, alors p(s1, s2) = α
n+1

et p(s2, s1) = γ
n+1

;
- si s1 6= s2, ne correspond à aucun des cas précédents, alors p(s1, s2) =

0 ;
- enfin p(s1, s1) = 1−∑s2 6=s1 p(s1, s2).

α

γ

u

q

u

q

u

q

β

δ

Figure 1. Transitions possibles dans l’ASEP à deux particules.

On remarque que depuis un mot on peut effectuer une transition uniquement
vers des mots ayant le même nombre de particules grises. Ainsi, la chaine de
Markov possède n+ 1 composantes connexes. Désormais on fixe le nombre de
particules grises que l’on note r. On note {•, •, ◦}n+r

r l’ensemble des mots à
n+ r particules dont r sont grises. De ce fait, le sous-graphe que l’on considère
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3. L’ASEP à deux particules

est fortement connexe et donc la chaine de Markov associée à ce graphe est,
par définition, irréductible 1. On note Mn,r la matrice de transition de cette
chaine de Markov. Étant donné que son nombre d’états est fini, elle admet
une unique loi de probabilité stationnaire µn,r. La probabilité stationnaire de
chaque état est non nulle. En outre, l’espace vectoriel Rµn,r a pour équation
(24) v = vMn,r.

Ainsi, si une fonction non nulle fn,r : {•, •, ◦}n+r
r → R vérifie l’équation (10),

c’est-à-dire que le vecteur v = (fn,r(w)w∈{•,•,◦}n+r
r

) la vérifie, alors pour m ∈
{•, •, ◦}n+r

r on a

µn,r(m) =
fn,r(m)

Zfn,r
où Zfn,r(α, β, γ, δ, q, u) =

∑

m′∈{•,•,◦}n+r
r

fn,r(m
′).

Un ansatz matriciel pour ce modèle a été introduit par Uchiyama [Uch08].
Supposons qu’il existe des matrices A,D et E ainsi que des vecteurs W et V
respectivement ligne et colonne, tels que

(25)





uDE = qED +D + E

uDA = qAD +A

uAE = qEA +A

αWE = γWD +W

βDV = δEV +V

WA · · ·AV 6= 0

Alors, on peut calculer la probabilité stationnaire d’un état à partir des ma-
trices A,D,E, V et W .

Théorème 3.1.1. Soit m = m1 · · ·mn ∈ {•, •, ◦}n+r
r un état du ASEP.

Nous notons X(m) = X1 · · ·Xn+r le mot en D, A et E tel que Xi = D (resp.
Xi = A, resp. Xi = E) si mi = • (resp. mi = •, resp. mi = ◦). Alors, la
fonction m 7→ WX(m)V l’équation (25). De sorte que

µn,r(m) =
WX(m)V∑

m∈{•,•,◦}n+r
r

WX(m)V
.

1. Si on étudie les mouvements possibles des particules en fonction de la nullité de
certains paramètres, on se rend compte que si n > max(r, 1), le graphe est fortement connexe
si et seulement si la quantité suivante est non nulle (q+ u)(γ + β)(α+ δ)(α+ q)(β + q)(γ +
u)(δ+u). Si elle est nulle, alors il est possible que l’ASEP à deux particules admette plusieurs
probabilités stationnaires. L’exemple le plus trivial est lorsque tous les paramètres sont nuls,
dans ce cas, Mn,r est la matrice identité et toute loi de probabilité sur {•, •, ◦}n+rr est
stationnaire.
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

Uchiyama donne dans son article [Uch08] des matrices A,D et E ainsi
que des vecteurs V et W , de dimension infinie, solutions du système (25)
pour α, β, γ, δ > 0. Toutefois, ils ne sont pas définis pour toutes valeurs de
α, β, γ, δ > 0, q et u, le calcul des probabilités pour les valeurs restantes s’ob-
tient par prolongement analytique. Dans [CMW15], Corteel, Mandelshtam
et Williams définissent un ansatz matriciel généralisant celui de Uchiyama
en ajoutant un degré de liberté. Le paramètre qu’elles choisissent dépend ici
aussi de la taille des mots, ainsi le nombre d’équations à vérifier est infini.
Les auteurs trouvent une représentation sans restriction au niveau des para-
mètres. Elles énumèrent également une généralisation des tableaux escaliers.
Ainsi, en prouvant que leurs matrices et vecteurs vérifient l’ansatz matriciel,
elles prouvent également que leurs nouveaux tableaux donnent une interpré-
tation combinatoire de l’état stationnaire de l’ASEP à deux particules. De
même que pour le cas à une particule, au lieu des matrices habituelles à deux
dimensions et des vecteurs à une dimension, la représentation est définie sous
la forme de « matrices » à quatre dimensions et de « vecteurs » à deux dimen-
sions. Nous n’utilisons pas ces représentations car nous nous intéressons direc-
tement à la combinatoire de l’ansatz matriciel introduit pas Corteel, Williams
et Mandelshtam. Dans ce contexte α, β, γ, δ, q et u sont des indéterminées.
Soit λ = (λn)n>0 ∈ Q(α, β, γ, δ, q, u)N, et gλ : {•, •, ◦}∗r → Q(α, β, γ, δ, q, u)
une fonction vérifiant
(26)



ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) +λ‖X‖+‖Y ‖+2

(
gλ(X•Y ) + gλ(X◦Y )

)

ugλ(X••Y ) = qgλ(X••Y ) +λ‖X‖+‖Y ‖+3g
λ(X•Y )

ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) +λ‖X‖+‖Y ‖+3g
λ(X•Y )

αgλ(◦X) = γgλ(•X) +λ‖X‖+1g
λ(X)

βgλ(X•) = δgλ(X◦) +λ‖X‖+1g
λ(X)

gλ(• · · · •) = λ0

,

où ‖X‖ = |•(X)|+ |◦(X)|+2|•(X)|. Alors, la fonction gλ
∣∣
{•,•,◦}n+r

r
est solution

de l’équation (24). Pour calculer gλ(m) nous allons utiliser la même idée que
dans le cas à une particule en se rappelant qu’une particule grise compte deux
fois : une fois à l’aller et une fois au retour. On note •(m) l’ensemble des
indices des particules • de m. Soit m ∈ {•, •, ◦}n+1+r

r , m s’écrit de manière
unique Y •X ou Y ◦X, avec Y = • · · · • ou Y = ε. Supposons que m = Y •X,
alors

gλ(Y •X) =
( q
u

)|◦(X)|+|•(X)|
gλ(Y X•) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)|◦(X)|+|•(X)| δ

β
gλ(X◦) + λn+1+2r(· · · )
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3. L’ASEP à deux particules

=
( q
u

)n+r+|Y | δ

β
gλ(◦Y X) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)n+r+|Y | γδ

αβ
gλ(•Y X) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)n+2r γδ

αβ
gλ(Y •X) + λn+1+2r(· · · ),

où · · · désigne une combinaison linéaire de gλ(m′) où les m′ sont des mots de
taille n+ r à coefficients dans Q(α, β, γ, δ, q, u). Ainsi,

(27) gλ(Y •X) =
λn+1+2r

un+2rαβ − qn+2rγδ
(· · · ).

De même,

gλ(Y ◦X) =
( q
u

)|Y |
gλ(◦Y X) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)|Y | γ
α
gλ(•Y X) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)r+|Y |+|◦(X)| γ

α
gλ(X•) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)r+|Y |+|◦(X)| γδ

αβ
gλ(Y X◦) + λn+1+2r(· · · )

=
( q
u

)n+2r γδ

αβ
gλ(◦X) + λn+1+2r(· · · ),

Donc,

(28) gλ(Y ◦X) =
λn+1+2r

un+2rαβ − qn+2rγδ
(· · · ).

Nous n’avons pas besoin des détails des calculs dès lors qu’on se convainc que
la Table 1 est juste. Si nous définissons proprement les récurrences vérifiées par
gλ, nous obtenons un théorème analogue au théorème 2.1.3 avec un analogue
de la remarque 2.1.4.

Considérons la suite λ telle que λn = un−1αβ − qn−1γδ pour tout n > 1
et λ0 = 1. Notons p la fonction définie à partir des équations (27) et (28) et
pn,r sa restriction à {•, •, ◦}n+r

r . L’intérêt de ce choix est que p est à valeur
dans Q(α, β, γ, δ, q, u). Plus précisément, si m est de taille n + r, alors p(m)

est une somme positive de 2n (n+r)!
r!

monômes de degré n(n+4r+1)
2

. Il suffit de
remarquer que p(m) est une combinaison linéaire positive de 2(n+ r) mots de
taille n + r − 1 dont les coefficients sont des monômes de degré n + 2r. En
particulier, en sommant sur {•, •, ◦}n+r

r on trouve que

Zpn,r(1, 1, 1, 1; 1, 1) = 2n
(
n+ r

r

)
× 2n

(n+ r)!

r!

= 4n
(
n+ r

r

)
(n+ r)!

r!
.
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1. Présentation du modèle et de l’ansatz matriciel associé

Ainsi, un objet combinatoire donnant une interprétation des monômes appa-
raissant dans les probabilités de l’état stationnaire est nécessairement énuméré
par la suite (4n

(
n+r
r

) (n+r)!
r!

)n>1. Si on pose r = 0 on retombe bien sur les résul-
tats de l’ASEP à une particule. Ce choix semble optimal car pour r = 1, 2 et
3 Zpn,r n’admet pas de factorisation non triviale jusqu’à n = 5. Dans la suite
on peut supposer que u = 1 sans perte de généralité étant donné le degré des
monômes intervenant dans le poids d’un mot de taille n est constant égal à
n(n+4r+1)

2
. Corteel, Mandelshtam et Williams définissent dans [CMW15] une

fonction solution du système (26) pour cette même suite λ, où le poids d’un
mot s’interprète comme une série génératrice de tableaux escaliers rhombiques
([CMW15, theorem 3.11]). D’après ce qui précède, cette fonction est donc
nécessairement égale à p. En particulier, elle admet les récurrences définies par
les équations (27) et (28). Nous donnons dans la section 3 une interprétation
combinatoire de cette récurrence à l’aide d’un algorithme d’insertion sur les
tableaux escaliers rhombiques. Dans la suite nous supposons avoir montré que
p vérifie le système (26) en ne prenant pas en compte que la preuve actuelle
utilise les tableaux escaliers rhombiques.

Avant de nous intéresser aux tableaux escaliers rhombiques, nous don-
nons des précisions sur la récurrence vérifiée par p. Soit m ∈ {•, •, ◦}n+r

r ,
le nombre de mots dans lesquels m apparaît dépend du nombre de particules
grises qu’il y a à sa gauche. Pour contourner ce problème, comme suggéré
par la formule de Zpn,r(1, 1, 1, 1; 1, 1) nous fixons l’emplacement des parti-
cules grises. Soit I = {i1 < · · · < in} un sous-ensemble à n éléments de
J1, n + rK et k un entier naturel. On note {•, •, ◦}k+r

I l’ensemble des mots
m = mk+r · · ·m1 ∈ {•, •, ◦}k+r

r dont les indices des particules noires et blanches
sont i1, . . . , ik. Ainsi le nombre de mots de {•, •, ◦}k+1+r

I dans lesquels un mot
de {•, •, ◦}k+r

I apparaît est constant égal à 4(k+ r+ 1). La table 1 décrit plus
précisément les mots de taille k + 1 + r dont le poids fait apparaître p(m) et
le coefficient avec lequel il apparaît. Les flèches sous les mots de la première
colonne illustre le parcours de la particule avant d’obtenir m. Notons Zpn,r,I la
série génératrice

Zpn,r,I(α, β, γ, δ; q, u) =
∑

m∈{•,•,◦}n+r
I

pn,r(m).

La table 1 dans le cas q = 1 nous dit que
Zpn+1,r,I(α, β, γ, δ; 1, 1)=(α+β+γ+δ+(n+r)(α+δ)(β+γ))Zpn,r,I(α, β, γ, δ; 1, 1).

De ce fait

Zpn,r,I(α, β, γ, δ; 1, 1) =
n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + (i+ r)(α + δ)(β + γ)).

Et donc

(29) Zpn,r(α, β, γ, δ; 1, 1) =

(
n+ r

r

) n−1∏

i=0

(α+β+γ+δ+(i+r)(α+δ)(β+γ)).
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3. L’ASEP à deux particules

Mot Coefficient
a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1• m′ q|◦(m

′)|+|•(m′)|α

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1• m′
q‖m

′‖+aδ

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1◦ m′ qaβ

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1◦ m′
q2a+|◦(m′)|+|•(m′)|γ

Pour toute décomposition m′ = U
•◦
ou• V.

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1• U ◦ou• V q|◦(U)|+|•(U)|αβ

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1• U
j•
ou• V q|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖+1(m′j=•)αδ

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1◦ U ◦ou• V q2a+|◦(U)|+|•(U)|γβ

a︷ ︸︸ ︷• · · · • ik+1◦ U
j•
ou• V

q2a+|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖+1(m′j=•)γδ

Pour tout b ∈ J1, aK.

a• · · · b• · · · 1•ik+1• m′
q‖m

′‖+b−1αδ

a• · · · b• · · · 1•ik+1• m′

q‖m
′‖+2a−bγδ

a• · · · b• · · · 1•ik+1◦ m′
qb−1αβ

a• · · · b• · · · 1•ik+1◦ m′
q2a−bβγ

Table 1. Antécédents de m ∈ {•, •, ◦}k+r
I avec m = • · · ·ik+1• m′.
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2. Tableaux escaliers rhombiques

Dans le cas r = 0 on retombe bien sur l’équation (16). Dans [CMW15] les
auteurs démontrent également cette formule par l’intermédiaire des tableaux
escaliers rhombiques.

2. Tableaux escaliers rhombiques

Les tableaux escaliers rhombiques on été introduit par Corteel, Mandel-
shtam et Williams [CMW15] comme généralisation des tableaux escaliers et
des tableaux alternatifs rhombiques de Mandelshtam et Viennot [MV15]. Pour
pouvoir les définir, nous avons besoin de quelques préliminaires.

Les diagrammes sous-jacent aux tableaux escaliers rhombiques ne sont pas
des diagrammes de Ferrers.

Définition 3.2.1. Soit n un entier naturel etm = mn+r · · ·m1 ∈ {•, •, ◦}n+r
r ,

on définit le chemin X(m) = X1 · · ·Xn+r tel que Xi est un coin, c’est-à-dire
un pas horizontal suivi d’un pas vertical, si mi = •◦ et si mi = • alors Xi

est un pas diagonal nord-est. Le diagramme rhombique DR(m) associé à m
est la forme définie par son bord sud-est égal à X(m) et son bord nord-est
constitué de n pas verticaux, r pas diagonaux nord-est et n pas horizontaux.
Les deux chemins sont lus du sud-ouest au nord-est. On dit que m est le type
du diagramme rhombique DR(m).

Le diagramme rhombique associé au mot ••◦•◦ est donné dans la figure 2.
Un diagramme de Ferrers est le pavage par des tuiles carrés de l’aire délimitée

Figure 2. Le diagramme rhombique DR(m) associé au mot
m = ••◦•◦.

par ses bords sud-est et nord-ouest. Dans le cas des diagrammes rhombiques il
y a trois types de tuiles : les carrés , les rhombes horizontaux et les rhombes
verticaux . Ils sont représentés respectivement de gauche à droite dans la fi-
gure 3. De plus, il y a plusieurs façons de paver un diagramme rhombique.
Dans la suite, nous considérons toujours le pavage maximal (figure 4), il est
définit comme suit. Soit C un coin du bord sud-est et cNE le nombre de coins à
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3. L’ASEP à deux particules

Figure 3. Les tuiles pavant un diagramme rhombique. De
gauche à droite, un carré, un rhombe horizontal et un rhombe
vertical.

son nord-est. On ajoute une colonne de cNE + 1 carrés au niveau de C de sorte
que le carré le plus bas épouse C. Soit D un pas diagonal du bord sud-est, cNE
le nombre de coins à son nord-est et cSO le nombre de coins à son sud-ouest.
On ajoute une colonne de cNE rhombes verticaux au niveau de D de sorte
que le rhombe vertical le plus bas épouse D. Puis, on ajoute une ligne de cNE
rhombes horizontaux dont le rhombe extrémal droit épouse le haut de la co-
lonne. Ce pavage est dit maximal car si on se le représente en trois dimensions
on ne peut pas ajouter de pavé droit sans modifier le bord sud-est.

Figure 4. De gauche à droite : le pavage maximal du dia-
gramme rhombique DR de la figure 4, une colonne de DR (en
gris) et une ligne de DR (en gris).

Remarque 3.2.2. Soit TER un tableau escalier rhombique, alors le nombre
de tuiles carrées qui le composent est égal à

(
n+1

2

)
quant au nombre de tuiles

rhombiques il est égal à rn.

Nous définissons également les lignes et les colonnes d’un pavage maximal
(figure 4). Deux tuiles sont horizontalement (resp. verticalement, resp. diago-
nalement) adjacentes si elles partagent un bord vertical (resp. horizontal, resp.
diagonal). Une ligne (resp. colonne, resp. diagonale) est un ensemble connexe
maximal par rapport à la relation d’adjacence horizontale (resp. verticale, resp.
diagonale). Soit m ∈ {•, •, ◦}n+r

r , il y a une bijection évidente entre les lignes
(resp. colonnes) et les coins du pavage maximal de DR(m), si bien que le
nombre de colonnes et de lignes est égal à n.
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2. Tableaux escaliers rhombiques

Définition 3.2.3 ([CMW15, definition 3.7]). Soit n un entier naturel et
m un état de {•, •, ◦}n+r

r . Un tableau escalier rhombique TER de formeDR(m)
est un remplissage des tuiles du pavage maximal de DR(m) vérifiant :

- un carré est soit vide soit contient un symbole parmi α, β, γ et δ ;
- un rhombe vertical est soit vide soit contient un symbole parmi β et
δ ;

- un rhombe horizontal est soit vide soit contient un symbole parmi α
et γ ;

- les coins ne sont pas vides ;
- toute tuile au-dessus dans la même colonne qu’une tuile contenant α
ou γ est vide ;

- toute tuile à droite dans la même ligne qu’une tuile contenant β ou δ
est vide.

On dit que TER est de taille (n+ r, r).

Un exemple est donné dans la figure 5. Il existe un unique TER de taille
(r, r), il est composé uniquement de r pas diagonaux. On note TER l’ensemble
des tableaux escaliers rhombiques et TER(n+r,r) l’ensemble des tableaux esca-
liers rhombiques de taille (n+ r, r). On étend la terminologie des diagrammes
rhombique aux tableaux escaliers rhombiques.

γ

δ
γα

β

δ

1

2
3

4

5
q2u2qγ

uq
qδ

u2

γα

βq

u

δ

Figure 5. Un tableau escalier rhombique de taille (5, 2) et son
remplissage en q et u.

On associe à chaque tableau escalier rhombique TER un poids p(TER) de
la façon suivante. On commence par remplir les tuiles vides avec des q et des
u selon les règles représentées dans la figure 6 :

- on affecte un q (resp. u) à tout carré vide dont la première tuile non
vide à sa droite dans la même ligne contient δ (resp. β) ;

- on affecte un q (resp. u) à tout carré vide dont la première tuile non
vide à sa droite dans la même ligne contient α ou un γ et dont la
première tuile non vide en dessous dans la même colonne contient β
ou γ (resp. α ou un δ) ;

106



3. L’ASEP à deux particules

- on affecte un q2 (resp. uq, resp. u2) à tout rhombe vertical dont la
première tuile à sa droite dans la même ligne contient un δ (resp. α
ou γ, resp. β) ;

- on affecte un q2 (resp. uq, resp. u2) à tout rhombe horizontal dont la
première tuile en dessous dans la même colonne contient un γ (resp.
β ou δ, resp. α) ;

- on affecte un u (resp. q) à tout rhombe vertical contenant un β (resp.
δ) ;

- on affecte un u (resp. q) à tout rhombe horizontal contenant un α
(resp. γ).

q δ u β

q α/γ

β/γ

u α/γ

α/δ

q2
δ

uq
α/γ

u2
β

q2

γ

uq

β/δ

u2

α

uβ qδ uα qγ

Figure 6. Les règles de remplissage, par des q et des u, des
tuiles vides d’un tableau escalier rhombique.

Le poids p(TER) est le produit de tous les symboles dans TER après remplis-
sage par des q et des u. En particulier, l’unique tableau escalier rhombique de
taille (r, r) a poids 1. Le poids du tableau escalier rhombique de la figure 5 est
u6q6αβγ2δ2. D’après la remarque 3.2.2, le poids d’un tableau escalier rhom-
bique de taille (n+r, r) est

(
n+1

2

)
+2rn. C’est pourquoi dans la suite on suppose

parfois u = 1 sans perte de généralité. On note Z(n+r,r) la série génératrice

Z(n+r,r)(α, β, γ, δ; q, u) =
∑

TER∈TER(n+r,r)

p(TER).

Contrairement au cas de l’ASEP à une particule, on ne connaît pas de formule
close pour Z(n+r,r), la spécialisation la plus générale que l’on ait est

Z(n+r,r)(α, β, γ, δ; 1, 1) =

(
n+ r

r

) n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + (i+ r)(α + δ)(β + γ)).
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2. Tableaux escaliers rhombiques

Mandelshtam et Viennot [MV15, MV16] montrent, dans le cadre des ta-
bleaux alternatifs rhombiques, la spécialisation suivante

Z(n+r,r)(α, β, 0, 0; 1, 1) =

(
n+ r

r

) n−1∏

i=0

(α + β + (i+ r)αβ).

Puis, α et γ ainsi que β et δ jouant le même rôle on substitue α par α + γ
et β par β + δ. Dans la section 3 une nouvelle preuve bijective à l’aide d’un
algorithme d’insertion est proposée. Soit m un mot appartenant à {•, •, ◦}n+r

r .
Une autre conséquence de cet algorithme d’insertion est l’interprétation, par
les tableaux escaliers rhombiques, des poids apparaissant dans p(m).

Théorème 3.2.4. Soit n un entier naturel et m un mot de {•, •, ◦}n+r
r .

Alors on a,
p(m) =

∑

TER∈TER(n+r,r)

TER de forme DR(m)

p(TER).

Soit TER un tableau escalier rhombique de taille (n+r, r). On numérote de
1 à n+r les coins et le pas diagonaux du bord sud-est de TER en commençant
depuis le sud-ouest (voir la figure 5). Soit i1 < · · · < in les numéros des coins.
On note tik la tuile carrée correspondante au coin numéroté ik. De plus, on
note Lik et Cik respectivement la ligne et la colonne contenant tik . De même, on
note Dj1 , . . . , Djd les diagonales correspondant aux pas diagonaux numérotés
j1 < · · · < jd. On peut maintenant caractériser une tuile par des coordonnées,
on note ti,j(TER) la tuile à l’intersection de la ligne Li et la colonne Cj ou la
diagonale Dj. Par exemple, notons TER le tableau escalier rhombique de la
figure 5. Alors, les tuiles t4,2 et t4,3 contiennent respectivement les symboles δ
et α. Enfin, la ligne Lik est de type α/γ si tik contient α/γ sinon elle est de
type β/δ.

Avant de terminer cette section, nous proposons une généralisation de la
proposition 2.2.7. On note Zm(α, β, γ, δ; q, u) la quantité p(m).

Proposition 3.2.5. Soit n un entier naturel non nul et m un mot appar-
tenant à {•, •, ◦}n+r

r . Si r est pair, alors la quantité Zm(α, α, α, α;−1, 1) est
nulle.

Démonstration. Il suffit de montrer que c’est vrai pour n = 1 étant
donné que le poids d’un mot de taille n + r + 1 est une combinaison linéaire
des poids de mots de taille n+ r. Supposons que

m = • · · · •︸ ︷︷ ︸
a

• • · · · •︸ ︷︷ ︸
b

avec a + b impair. Si on parcourt le bord sud-est du diagramme rhombique
associé à m il est composé de b rhombes verticaux, d’un carré, puis de a
rhombes horizontaux. La tuile carrée ne peut contenir que α ou δ. Si c’est
α (resp. δ), il peut y avoir un autre symbole dans un des rhombes verticaux
(resp. horizontaux) : β ou δ (resp. α ou γ). Il suffit de regrouper les tableaux
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3. L’ASEP à deux particules

deux par deux comme dans la figure 7. L’imparité de a + b sert uniquement
pour l’appariement représenté en haut de la figure. Le cas

m = • · · · •◦• · · · •
est similaire �

uq

uq
α
u2

u2

q2

q2
δ

uq

uq

u2

u2
uβ

uq

uq
α
u2

u2

q2

q2
qδ

uq

uq
α
u2

u2

q2

q2
δ

uq

uq

uα
u2

u2

q2

q2
δ

uq

uq

qγ
q2

q2

Figure 7. Preuve de Zm(α, α, α, α;−1, 1) = 0 pour r pair et
m ∈ {•, •, ◦}1+r+r

r .

Conjecture 3.2.6. Soit n un entier naturel non nul et m un mot appar-
tenant à {•, •, ◦}n+r

r . Si r est pair et n supérieur ou égal à 3, alors la quantité
Zm(α, α, α, α;−1, 1) est nulle.
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3. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers rhombiques

Pour prouver la conjecture 3.2.6 il suffit de montrer qu’elle est vérifiée pour
n = 3. Expérimentalement, c’est vrai jusqu’à r = 6.

3. Algorithme d’insertion sur les tableaux
escaliers rhombiques

Nous introduisons dans cette partie l’analogue pour les tableaux escaliers
rhombiques de l’algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers de la sec-
tion 2.2. Il donne notamment une preuve du théorème 3.2.4.

On garde les mêmes définitions pour les opérations Li1 → Li2 et L∗i1 → Li2
en remplaçant ci,j par ti,j. Par contre, on modifie l’opération TE +Ln+1(x). Si
n = r = 0, TER+L1(x) est un carré auquel on affecte le symbole x. Si n = 0
et r > 0 alors TER est un chemin de r pas diagonaux. Soit i ∈ J1, r + 1K,
alors TER + Li(x) est composé d’une ligne de i − 1 rhombes verticaux avec
un carré contenant x à l’extrémité droite puis d’une colonne de r + 1 − i
rhombes horizontaux, qui démarre au niveau du côté nord du carré. Supposons
maintenant n, r > 0, soit TER un tableau escalier rhombique de taille (n+r, r)
et in le numéro de son coin le plus au nord-est. Soit i un entier appartenant à
Jin + 1, n+ r+ 1K. L’opération TER+Li(x) consiste tout d’abord à insérer un
carré (resp. rhombe vertical) en haut de chacune des n colonnes (resp. des r
diagonales) de carrés (resp. rhombes verticaux). Puis, à partir du bord est du
coin numéroté in, on insère une ligne de i− in − 1 rhombes verticaux que l’on
termine par un carré contenant le symbole x. Enfin, à partir du bord nord de
ce nouveau carré on insère une colonne de n+ r + 1− i rhombes horizontaux.
Ces trois opérations sont illustrées dans la figure 8.

Définition 3.3.1 ( Algorithme d’insertion ). Soit n un entier naturel, TER
un tableau escalier rhombique de taille (n+ r, r), i′1 < · · · < i′r les numéros des
pas diagonaux de sont bord sud-est, i1 < · · · < in les numéros de ses coins et
i un entier appartenant à l’ensemble ∈ Jin + 1, n+ r + 1K.

- Premier cas. On insère une ligne avec β ou δ en position i :
TER + Li(y) avec y ∈ {β, δ}.

On note insertion(TER, (y, i)) le tableau obtenu.
- Deuxième cas. On commence par insérer une ligne avec β ou δ en
position i :

TER + Li(x) avec y ∈ {β, δ}.
Puis on choisit j ∈ Ji + 1, n + r + 1K et on affecte à la tuile ti,j le
symbole x ∈ {α, γ}. On note insertion(TER, (x, y, i, j)) le tableau
obtenu.
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3. L’ASEP à deux particules
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Figure 8. De haut en bas les opérations L4 → L7, L∗4 → L7 et
TER + L9(x).

- Troisième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou γ en
position i :

TER + Li(x) avec x ∈ {α, γ}.
Puis on décale vers le haut le contenu des lignes de type α/γ. Soit
i′1 < · · · < i′k = i les indices des lignes de type α/γ de TER + Li(x),
alors

L∗i′k−1
→ Li′k , · · · , L

∗
i′1
→ Li′2 .
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3. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers rhombiques

On note insertion(TER, (x, i)) le tableau obtenu.
- Quatrième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou γ en
position i :

TER + Li(x) avec x ∈ {α, γ}.
Puis on choisit j dans {i1, . . . , in} et on décale vers le haut le contenu
des lignes de type α/γ de numéro strictement supérieur à j. Soit j <
jl < · · · < jk = i les indices des lignes de type α/γ de TER + Li(x)
plus hautes que Lj, alors

L∗jk−1
→ Ljk , · · · , L∗jl → Ljl+1

.

Enfin, on déplace entièrement Lj dans Ljl et on affecte y ∈ {β, γ} à
la tuile tj :

Lj → Ljl et tj = y

On note insertion(TER, (x, y, i, j)) le tableau obtenu.
- Cinquième cas. On commence par insérer une ligne avec α ou γ en
position i :

TER + Li(x) avec x ∈ {α, γ}.
Puis on choisit j′ dans {i′1, . . . , i′r} et on décale vers le haut le contenu
des lignes de type α/γ de numéro strictement supérieur à j′. Soit
j′ < jl < · · · < jk = i les indices des lignes de type α/γ de TER+Li(x)
dont le l’indice est plus grand que j′, alors

L∗jk−1
→ Ljk , · · · , L∗jl → Ljl+1

.

Enfin, on affecte y ∈ {β, γ} à la tuile tjl,j′ :
tjl,j′ = y.

On note insertion(TER, (x, y, i, j)) le tableau obtenu.

Les différentes insertions sont représentées dans la figure 9. Si r = 0, les
deuxième et cinquième cas de l’algorithme d’insertion disparaissent et on re-
tombe sur l’algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers.

Soit n un entier naturel non nul et I = {i1, . . . , in} un sous-ensemble à n
éléments de J1, n+rK. Soit k 6 n un entier naturel, on note TER(k+r,r),I le sous-
ensemble de TER(k+r,r) dont l’ensemble des numéros des coins des tableaux
escaliers rhombiques est {i1, . . . , ik}. En particulier, TER(r,r),I = TER(r,r)

Théorème 3.3.2. Soit 0 6 k < n deux entiers naturels non nuls et I =
{i1, . . . , in} un sous-ensemble à n éléments de J1, n+rK. L’application insertion
de la définition 3.3.1 est une bijection entre :

- l’ensemble des couples (TER, e) où TER ∈ TER(k+r,r),I et e est un
élément de

{α, β, γ, δ} × {ik+1}
ou de

{(x, y, ik+1, j) | x ∈ {α, γ}, y ∈ {β, δ} et j ∈ J1, k + r + 1K \ {ik+1}}
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Figure 9. De gauche à droite haut puis de gauche à droite bas :
un tableau escalier rhombique TER, insertion(TER, (δ, 6)),
insertion(TER, (α, δ, 6, 7)), insertion(TER, (α, 6)),
insertion(TER, (α, β, 6, 3)), insertion(TER, (α, β, 6, 2)).

et
- l’ensemble TER(k+1+r,r),I .

Démonstration. Les détails de la preuve sont les mêmes que pour l’al-
gorithme d’insertion sur les tableaux escaliers. Ainsi, nous nous contentons de
caractériser les tableaux escaliers rhombiques obtenus suivant le type d’inser-
tion effectuée.

Tout d’abord, un tableau obtenu par l’algorithme d’insertion est bien un
tableau escalier rhombique de la bonne taille. Ensuite, si on se donne y égal à
β ou δ il est clair que la fonction insertion donne une bijection entre :

- les couples (TER, (y, ik+1) où TER ∈ TER(k+r,r),I et
- les tableaux escaliers rhombiques de TER(k+1+r,r),I tels que la tuile
tik+1

contient y et les tuiles tik+1,j sont vides pour ik+1 < j 6 n+r+1.
Si de plus on se donne x égal à α ou γ et un entier j vérifiant ik+1 < j 6 n+r+1
c’est également une bijection entre :

- les couples (TER, (x, y, ik+1, j)) où TER ∈ TER(k+r,r),I et
- les tableaux escaliers rhombiques de TER(k+1+r,r),I tels que la tuile
tik+1

contient y et la tuile tik+1,j contient x.
Il nous reste donc à traiter le cas des tableaux escaliers rhombiques TER′ dont
la tuile tik+1

contient α ou γ. Soit i′1 < · · · < i′k′ = ik+1 les numéros des lignes
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3. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers rhombiques

de type α/γ. On appelle tuiles spéciales les tuiles
{tip,j | p ∈ J2, k′K, ip−1 6 j < ip} ∪ {ti1,j | j ∈ J1, i1 − 1K}.

Elles sont en grises dans la figure 9. Soit x ∈ {α, γ}, l’application insertion est
une bijection entre :

- les couples (TER, (x, ik+1)) où TER ∈ TER(k+r,r),I et
- les tableaux escaliers rhombiques de TER(k+1+r,r),I tels que la tuile
tik+1

contient x et dont les tuiles spéciales sont toutes vides.
Soit TER′ un tableau rombique dont les tuiles spéciales ne sont pas toutes
vides. On note tsp(TER′) la tuile spéciale non vide la plus au nord-est. L’al-
gorithme d’insertion est une bijection entre :

- les couples (TER, (x, y, ik+1, j)) où TER ∈ TER(k+r,r),I et (x, y, j)
est un élément de

{α, γ} × {β, δ} × J1, ik+1 − 1K

et
- les tableaux escaliers rhombiques TER′ de TER(k+1+r,r),I tels que tik+1

contient x, dont les tuiles spéciales ne sont pas toutes vides, tels que
tsp(TER′) est sur la colonne (resp. diagonale) numérotée j et tels que
tj (resp. tsp(TER′)) contient y. �

On note Z(n+r,r),I la série génératrice

Z(n+r,r),I(α, β, γ, δ; q, u) =
∑

TER∈TER(n+r,r),I

p(TER).

Corollaire 3.3.3. Soit n un entier naturel non nul et I un sous-ensemble
de taille n de l’ensemble J1, n+ rK. Alors on a

Z(n+r,r),I(α, β, γ, δ; 1, 1) =
n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + (i+ r)(α + δ)(β + γ))

et donc

Z(n+r,r)(α, β, γ, δ; 1, 1) =

(
n+ r

r

) n−1∏

i=0

(α + β + γ + δ + (i+ r)(α + δ)(β + γ)).

Corteel, Mandelshtam et Williams avaient déjà montré la forme factori-
sée de Z(n+r,r)(α, β, γ, δ; 1, 1) en se basant sur la forme factorisée de la série
génératrice Z(n+r,r)(α, β, 0, 0; 1, 1) trouvée par Mandelshtam et Viennot dans
[MV15] dans le cadre des tableaux alternatifs rhombiques. Mandelshtam et
Viennot démontrent leur résultat par une récurrence suivant la nature du pas
le plus au sud-ouest. Ils proposent une deuxième preuve, cette fois-ci bijective,
à travers les assemblées de permutations dans [MV16]. Ainsi, la preuve par
l’algorithme d’insertion est la première preuve bijective de ce résultat utilisant
uniquement les tableaux eux-mêmes.
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3. L’ASEP à deux particules

Lemme 3.3.4. Soit TER un tableau escalier rhombique de taille (k+ r, r),

p = p(TER) et m = • · · · ik+1•︸ ︷︷ ︸
a

m′ le type de TER. Dans ce lemme, m′′ désigne,

pour chacun des cas suivant, le type du tableau obtenu après insertion dans
TER. Alors on a

- p(insertion(TER,α)) = q|◦(m)|+|•(m)|αp et m′′ = • · · · •ik+1• m′,
- p(insertion(TER, γ)) = q|◦(m)|+|•(m)|+2aγp et m′′ = • · · · •ik+1◦ m′,
- p(insertion(TER, β)) = qaβp et m′′ = • · · · •ik+1◦ m′,
- p(insertion(TER, δ)) = q‖m‖+aδp et m′′ = • · · · •ik+1• m′.

Soit j ∈ J1, ik+1 − 1K tel que j est le numéro d’un coin. Alors m′ = U
j•◦ V et

on a
- p(insertion(TER, (α, β, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|αβp

et m′′ = • · · · •ik+1• U j◦V ,
- p(insertion(TER, (α, δ, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖αδp

et m′′ = • · · · •ik+1• U j•V ,
- p(insertion(TER, (γ, β, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+2aγβp

et m′′ = • · · · •ik+1◦ U j◦V ,
- p(insertion(TER, (γ, δ, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖+2aγδp

et m′′ = • · · · •ik+1◦ U j•V .
Soit j ∈ J1, ik+1−1K tel que j est le numéro d’un pas digonal. Alors m′ = U

j•V
et on a

- p(insertion(TER, (α, β, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|αβp

et m′′ = • · · · •ik+1• m′,
- p(insertion(TER, (α, δ, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖+1αδp

et m′′ = • · · · •ik+1• m′,
- p(insertion(TER, (γ, β, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+2aγβp

et m′′ = • · · · •ik+1◦ m′,
- p(insertion(TER, (γ, δ, ik+1, j))) = q|◦(U)|+|•(U)|+‖V ‖+2a+1γδp

et m′′ = • · · · •ik+1◦ m′.
Soit j ∈ Jik+1 + 1, k + 1 + rK. Notons b = j − ik+1, alors on a

- p(insertion(TER, (α, β, ik+1, j))) = qb−1αβp

et m′′ = • · · · • · · · •ik+1◦ m′,
- p(insertion(TER, (α, δ, ik+1, j))) = q‖m‖+b−1αδp

et m′′ = • · · · • · · · •ik+1• m′,
- p(insertion(TER, (γ, β, ik+1, j))) = q2a−bγβp

et m′′ = • · · · • · · · •ik+1◦ m′,
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- p(insertion(TER, (γ, δ, ik+1, j))) = q‖m
′‖+2a−bγδp

et m′′ = • · · · • · · · •ik+1• m′.
Démonstration. Même après remplissage par q et u, les symboles ini-

tiaux sont toujours présents après une insertion, mais certains peuvent avoir
changé de ligne. Ainsi, après justification, nous étudions l’ensemble des tuiles
contenant les nouveaux symboles suite à une insertion pour prouver les rela-
tions du lemme 3.3.4.

Soit TER un tableau escalier rhombique de taille (k + r, r). Notons m =
mk+r · · ·m1 son type. Au cours de la preuve, m′ désigne le type du tableau es-
calier rhombique TER′ obtenu par l’insertion que nous sommes en train d’étu-
dier. Nous considérons avoir affecté aux tuiles leurs poids en q et u. Première-
ment, les lettres grecques des rhombes horizontaux des colonnes C1, . . . , Ck ne
sont pas modifiées par une insertion. De plus, la lettre grecque la plus haute de
chacune des k premières colonnes de carrés reste la même après une insertion,
même si elle a pu changer de ligne. Ainsi, les rhombes horizontaux des colonnes
C1, . . . , Ck conserve le même poids suite à une insertion. Deuxièmement, les
poids des tuiles d’une ligne de type β/δ restent également les mêmes. Enfin,
les nouvelles tuiles tl,ik+1

, pour l ∈ Jik+1 + 1, k + r + 1, contiennent toujours
de nouveaux symboles. Dans la suite de la preuve nous ne ferons plus mention
de ces nouveaux symboles, mais ils doivent bien entendu être pris en compte
pour calculer l’évolution du poids suite à une insertion.

Soit j ∈ Jik+1 + 1, k + 1 + rK, au cours des insertions suivantes :
- insertion(TER, β),
- insertion(TER, δ),
- insertion(TER, (α, β, ik+1, j)),
- insertion(TER, (α, δ, ik+1, j)),
- insertion(TER, (γ, β, ik+1, j)),
- insertion(TER, (γ, δ, ik+1, j)),

les symboles présents dans TER ne sont ni modifiés ni déplacés. Il suffit donc
d’étudier les tuiles de TER′ composant la nouvelle ligne Lik+1

. Il suffit d’appli-
quer les règles de remplissage par q et u à cette ligne pour trouver le résultat.

Concernant les insertions :
- insertion(TER, α),
- insertion(TER, γ),

pour les mêmes raisons que dans le lemme 2.2.11, il suffit de regarder les tuiles
spéciales car on ne modifie pas la disposition relative des lettres grecques des
lignes de type α/γ. Or, le poids d’une tuile spéciale dont la colonne ou la
diagonale est numéroté j est déterminé par la couleur de la particule m′j = mj.
Il vaut q si la particule est grise ou blanche et 1 sinon.

Enfin, soit j ∈ J1, ik+1 + 1K le numéro d’un coin (resp. pas diagonal, notons
iu l’indice de la première ligne de type α/γ telle que j < iu). Au cours des
insertions suivantes :

- insertion(TER, (α, β, ik+1, j)),
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3. L’ASEP à deux particules

- insertion(TER, (α, δ, ik+1, j)),
- insertion(TER, (γ, β, ik+1, j)),
- insertion(TER, (γ, δ, ik+1, j)),

pour les mêmes raisons que dans le lemme 2.2.11 il suffit de regarder les tuiles
spéciales qui se trouve dans les colonnes à droite de la colonne Cj ainsi que les
tuiles tj,l (resp. tiu,l) pour l ∈ J1, jK.

Concernant les mots m′, l’algorithme d’insertion ne modifie que très peu le
bord sud-est. La preuve est donc laissée au lecteur. �

Démonstration du théorème 3.2.4. La preuve est une récurrence sur
n. Si n = 0, {•, •, ◦}n+r

r est composé uniquement du mot m = • · · · • de
taille r et son poids est égal à 1. De même, il existe un unique tableau escalier
rhombique de taille (r, r), il est bien de typem et son poids est égal à 1. Comme
dans les cas précédents, la suite de la preuve réside sur la compatibilité entre
le lemme 3.3.4 et la table 1. �

Dans le cas où le type d’un tableau escalier rhombique est composé uni-
quement de • (resp. ◦) ou •, le lemme 3.3.4 ne se simplifie pas aussi bien que
dans le cas des tableaux escaliers. En effet, appelons α/δ-tableaux escaliers
rhombiques les tableaux n’ayant que α/δ. La description du poids en q de tels
tableaux est plus simple que dans le cas général.

q δ u α
qδ uα

q2
δ

uq
α

uq

δ

u2

α

Toutefois, on ne peut pas donner de règle générale comme c’est le cas dans le
lemme 2.2.13. Il en est de même avec les β/γ-tableaux escaliers rhombiques qui
sont les tableaux n’ayant que β/γ. On obtient tout de même de jolies formules
factorisées.

Proposition 3.3.5. La série génératrice des α/δ-tableaux escaliers rhom-
biques de taille (n+ r, r) est

Z(n+r,r)(α, 0, 0, δ; q, 1) =

(
n+ r

r

)

q

n−1+r∏

i=r

(α + αδ[i]q + qiδ).
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3. Algorithme d’insertion sur les tableaux escaliers rhombiques

La série génératrice des β/γ-tableaux escaliers rhombiques de taille (n + r, r)
est

Z(n+r,r)(0, β, γ, 0; q, 1) =

(
n+ r

r

)

q

n−1+r∏

i=r

(β + βγ[i]q + qiγ).

Démonstration. Diminuons de 1 le poids des rhombes verticaux dans
le cadre des α/δ-tableaux escaliers rhombiques. Supposons désormais qu’un
rhombe vertical à gauche de δ (resp. α) a pour poids q (resp. 1) et qu’un
rhombe vertical contenant δ a un poids en q égal à 1. Soit I = {i1 < · · · < in}
un sous ensemble à n éléments de J1, n+rK. Dans ces conditions, le lemme 3.3.4
se simplifie. Soit 0 6 k < n, TER un α/δ-tableau escalier rhombique de taille

(k+r, r), p = p(TER) et m = • · · · ik+1•︸ ︷︷ ︸
a

m′ le type de TER. Soit j ∈ J1, ik+1−1K

et j′ ∈ Jik+1 + 1, k + 1 + rK alors on a
- p(insertion(TER,α)) = αp,
- p(insertion(TER, δ)) = qk+rδp.
- p(insertion(TER, (α, δ, ik+1, j))) = qj−1αδp.
- p(insertion(TER, (α, δ, ik+1, j

′))) = qj
′−2αδp.

Ainsi,
Z(k+r+1,r),I(α, 0, 0, δ; q, 1) = (α + αδ[k + r]q + qn+rδ).Z(k+r,r),I(α, 0, 0, δ; q, 1)

Et donc

Z(n+r,r),I(α, 0, 0, δ; q, 1) =
n−1+r∏

i=r

(α + αδ[i]q + qiδ).

Il nous suffit maintenant de compter le nombre de rhombes verticaux en fonc-
tion de I. Soit TER un tableau escalier rhombique de taille (k + r, r). Si on
retire les tuiles carrées ainsi que les tuiles rhombiques horizontales, il ne reste
que des colonnes de rhombes horizontaux de tailles faiblement décroissantes.
Si on colle ces colonnes en alignant leurs plus hautes tuiles, on obtient un
diagramme de Ferrers. Par cette construction, on obtient exactement une fois
tous les diagrammes de Ferrers inclus dans le rectangle à r colonnes et k lignes.
Or, la série génératrice des diagrammes de Ferrers inclus dans le rectangle à r
colonnes et k lignes, où q compte le nombre de carrés, est(

k + r

r

)

q

.

Ainsi,

Z(n+r,r)(α, 0, 0, δ; q, 1) =

(
k + r

r

)

q

n−1+r∏

i=r

(α + αδ[i]q + qiδ).

De même, on trouve que

Z(n+r,r)(0, β, γ, 0; q, 1) =

(
k + r

r

)

q

n−1+r∏

i=r

(β + βγ[i]q + qiγ). �
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3. L’ASEP à deux particules

4. Bijection entre des tableaux escaliers
rhombiques et les assemblées de permutations

Les tableaux alternatifs rhombiques [MV15] correspondent aux tableaux
escaliers rhombiques uniquement composés d’α et β. D’après le corollaire 3.3.3,
ils sont énumérés par les nombres de Lah, en effet

Z(n+r,n)(α, β, 0, 0; 1, 1) =

(
n+ r

r

)
(n+ r + 1)!

(r + 1)!
.

Ces nombres énumèrent également la généralisation suivante des permutations.

Définition 3.4.1. Soit n et r deux entiers naturels non nuls. Une assemblée
de permutations de taille (n+ r, r) est une permutation σ de taille n+ r dont
une sous-suite décroissante de taille r σi1 · · ·σir , avec ir = n+r, est distinguée.

Par exemple, la permutation 6 7 1 4 2 12 14 8 10 13 9 11 3 5, où la
sous-suite décroissante 10 9 5 est distinguée, est une assemblée de permuta-
tions de taille (11 + 3, 3). Le terme assemblée de permutations provient d’une
définition alternative de ces objets. En effet, une assemblée de permutations
de taille (n+ r, r) peut être vue comme une partition de l’ensemble J1, nK en r
sous-ensembles dont on ordonne les éléments de chaque sous-ensemble. Man-
delshtam et Viennot [MV16] proposent une bijection entre les assemblées de
permutations de taille (n+ r+ 1, r+ 1) et les tableaux alternatifs rhombiques
de taille (n + r, r). Elle est inspirée de la bijection fusion-échange de Vien-
not [Vie08] entre les permutations et les tableaux alternatifs. À travers leur
bijection, ils donnent une interprétation des paramètres α et β sur les assem-
blées de permutations. Soit σ une assemblée de permutations et σi1 · · ·σir sa
sous-suite décroissante distinguée. Notons σ{> j} (resp. σ{< j}) la sous-suite
de σ composée des valeurs strictement plus grandes (resp. petites) que j. Les
statistiques correspondantes à α et β sont respectivement Mdg(σ{> σi1}) et
Mgd(σ{< σir}), où on rappelle que Mdg (resp Mgd) est le nombre de maxima
de gauche à droite (resp. de droite à gauche). Leur bijection permet égale-
ment d’encoder la nature, verticale ou horizontale, des pas du bord sud-est
des tableaux alternatifs rhombiques en fonction des avances et des reculs des
assemblées de permutations.

Si on considère plutôt la spécialisation β = γ = 0, on obtient les mêmes
tableaux mais avec un poids q différents. Nous avons montré dans la proposi-
tion 3.3.5 que le polynôme générateur de ces tableaux est

Z(n+r,r)(α, 0, 0, δ; q, 1) =

(
n+ r

r

)

q

n−1+r∏

i=r

(α + αδ[i]q + qiδ).

Pour donner une interprétation de Z(n+r,r)(α, 0, 0, δ; q, 1) en termes d’assem-
blées de permutations nous construisons la bijection suivante. Un α/δ-tableau
escalier rhombique TER de taille (n + r, r) est entièrement déterminé par un
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permutations

sous-ensemble J de J1, n + rK de taille r, qui correspond aux indices des pas
diagonaux de TER, et son historique d’insertion que l’on peut représenter par
un n-uplet H = (a1, . . . , an), où 0 6 ai 6 r+ i. Pour définir H, nous changeons
la notation des insertions. Pour k ∈ J0, n−1K et TER′ un α/δ-tableau escalier
rhombique de taille (k + r, r), nous posons

- insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, 0)) = insertion(TER′, α),
- insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, k + r + 1)) = insertion(TER′, δ),

pour j ∈ J1, ik+1 − 1K
- insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, j)) = insertion(TER′, (α, δ, ik+1, j)),

et pour j′ ∈ Jik+1 + 1, k + 1 + rK
- insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, j

′−1)) = insertion(TER′, (α, δ, ik+1, j
′)).

Ainsi, en reprenant les égalités de la démonstration de la proposition 3.3.5,
pour j ∈ J1, k + rK nous avons

- p(insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, 0))) = αp,
- p(insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, j))) = qj−1αδp,
- p(insertion′(TER′, (α, δ, ik+1, k + 1 + r))) = qk+rδp.

Le n-uplet H est la séquence des n entiers décrivant les insertions à effectuer
pour obtenir TER.

Nous montrons que le poids de TER se calcule facilement à partir de J et
H. Pour cela, nous nous inspirons de la preuve de la proposition 3.3.5. Nous
donnons un poids qk à chaque indice je de J , où k est le nombre de rhombes
verticaux au-dessus du pas diagonal numéroté je. Le poids de J = {j1 < · · · <
jr} est donc égal à

p(J) =
r∏

e=1

qn+r−je−(r−l).

Concernant H, nous définissons le poids suivant

p(H) =
n∑

l=1

f(H, l), où f(H, l) =





α si al = 0,

qal−1αδ si 0 < al < r + l,

qal−1δ si al = r + l.

Nous avons la relation p(TER) = p(J)p(H). Construisons maintenant l’as-
semblée de permutations σ = Υ(TER) associée à TER. Posons tout d’abord,
σ(je) = r + 1 − (e − 1) et σ(n + r + 1) = 1. À la fin de la construction, nous
distinguerons cette sous-suite décroissante. Nous insérons de droite à gauche
les n éléments restants. Notons I = J1, n+rK\J . Supposons avoir déjà effectué
les insertions aux indices in, . . . , in−(l−1)+1, où I = {i1 < · · · < in}. L’image
σ(in−(l−1)) se calcule à partir de al. À ce stade σ contient les r+1+(l−1) = r+l
valeurs J1, r + lK. Nous commençons par ajouter 1 à toutes les valeurs supé-
rieures ou égales à al + 1 puis nous posons σ(in−(l−1)) = al + 1. Par exemple,
si J = {2, 4, 8} et H = (3, 5, 0, 2, 8, 0), alors l’assemblée obtenue est

1 8 10 6 4 2 9 5 7 3.
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3. L’ASEP à deux particules

Considérons le poids p(σ) suivant pour une assemblée de permutations σ :

(αδ)nα−Mdg(σ{>σi1})δ−(mdg(σ)−1)q(2−1)(σ)+2(1−2)(σ)+(2−1)(σ)+(2−1)(σ)−n+mdg(σ)−1,

où (π)(σ) est le nombre de motif π de σ et où un entier souligné dans π signifie
qu’il doit être distingué dans σ.

Proposition 3.4.2. Soit n et r deux entiers naturels avec n non nul.
L’application Υ est une bijection entre les α/δ-tableaux escaliers de taille (n+
r, r) et les assemblées de permutations de taille (n + r + 1, r + 1), telle que
p(TER) = p(Υ(σ)).

Démonstration. Le fait que Υ est une bijection est clair. Pour le poids
en α et δ, on a bien Mdg(σ{> σi1}) = |{ai = r+i}| et mdg(σ)−1 = |{ai = 0}|.
Concernant le poids en q, on a tout d’abord que p(J) = q(2−1)(σ)+(1−2)(σ), en
effet, pour chaque entier distingué (2 − 1)(σ) + (1 − 2)(σ) compte le nombre
d’entiers non distingués à sa droite, ce qui correspond bien à la somme

∑r
l=1 n+

r− jl− (r− l). Enfin, suite à l’insertion de l’entier correspondant à al, on crée
al motifs 2 − 1, 2 − 1 ou 1 − 2. Or, le poids en q est qal−1, donc pour chaque
insertion il faut diminuer la puissance de q de 1 sauf pour les al = 0, ce qui
explique le terme −n+ (mdg(σ)− 1). �
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Chapitre 4

Étude des coins dans les
tableaux correspondant à

l’ASEP

Ce chapitre se concentre sur l’ASEP dans le cas particulier γ = δ = 0. C’est
le premier cadre dans lequel les probabilités de l’état stationnaire de l’ASEP
ont été interprétées comme une somme de poids de tableaux [CW07a]. Dans
cette interprétation, le bord sud-est du diagramme de Ferrers sous-jacent à un
tableau joue un rôle important : il encode l’état de l’ASEP auquel le tableau
correspond. C’est pourquoi, dans ce chapitre nous étudions les coins et les coins
internes de ces tableaux. Ils s’interprètent dans l’ASEP comme les endroits où
un saut de particule est possible.

Nous débutons (section 1) en présentant les tableaux de permutation, les
tableaux alternatifs et les tableaux boisés. Suite à cela, nous montrons dans la
section 2 que l’énumération pondérée des coins permet de calculer l’espérance
du nombre de transitions possibles depuis un état de l’ASEP. Dans la section 3,
nous montrons par une bijection simple que les coins occupés dans les tableaux
boisés de taille n, c’est-à-dire les coins contenant un point, sont en bijection
avec les tableaux boisés de taille n. De plus, elle nous permet de calculer leur
polynôme générateur en prenant en compte les paramètres α, β et q. Dans
la section 4.1, nous énumérons les coins à l’aide d’une bijection de Corteel
et Nadeau [CN09] entre les tableaux de permutations et les permutations.
Yan et Zhou [YZ17] donnent un analogue polynomial de notre résultat en
prenant également en compte les paramètres α et β. Ils utilisent pour cela une
correspondance entre les tableaux alternatifs et les partitions liés [Dyk07,
CWY08]. Nous proposons dans la section 4.2 un début de preuve reposant
uniquement sur les tableaux. La construction que nous utilisons est similaire à
celle permettant de traiter le cas des coins occupés. Toutefois, elle fonctionne
uniquement pour une partie des coins. Enfin, dans la section 4.3, nous montrons
que les coins dans les tableaux boisés sont en bijection avec les run de taille
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1. Définitions des tableaux

1 dans les permutations. La preuve repose sur une décomposition d’un coin
en un triplet constitué de deux tableaux boisés et d’un arbre non-ambigu
(définition 5.1.1). En parallèle nous traitons également le cas du type B.

Sauf mention du contraire, dans ce chapitre le terme ASEP fait référence
à l’ASEP général avec γ = δ = 0.

1. Définitions des tableaux

Les tableaux que nous définissons dans cette section correspondent au cas
γ = δ = 0 de l’ASEP, ils sont en bijection avec les tableaux escaliers sans
γ ni δ. Le poids en α, β et q d’un tableau que nous définissons correspond
au poids du α/β-tableau escalier de taille n divisé par (αβ)n. Cela revient à
considérer l’ansatz matriciel initial de Derrida et al. Pour simplifier l’écriture
des expressions en α et β, on pose α = 1

α
et β = 1

β
. Nous définirons uniquement

le poids d’un tableau boisé, mais la section 1.4 met en correspondance les
statistiques mis en jeu des trois types de tableaux. Nous introduisons également
leurs types B respectifs, ils correspondent aux tableaux escaliers de type Bαβ

sans γ ni δ.

1.1. Tableaux de permutation

Les tableaux de permutation sont apparus dans l’étude de la combinatoire
de la partie totalement positive de la Grassmannienne mené par Postnikov
[Pos06]. L’introduction formelle de ces objets par Steingrímsson et Williams
[SW07] a marqué le début d’une recherche intensive autour de ce thème
[Bur07, CW07a, CW07b, CN09, CLW13, CW15a] pour ne citer que
des papiers traitant spécifiquement des tableaux de permutation.

Définition 4.1.1 ([SW07, section 1]). Soit n un entier naturel non nul.
Un tableau de permutation de longueur n est un diagramme de Ferrers de
longueur n dont chaque cellule est remplie par un 1 ou un 0 de telle sorte que

- chaque colonne contient au moins un 1 ;
- toute cellule ayant un 1 au-dessus dans la même colonne et à sa gauche
dans le même ligne, contient un 1.

La figure 1 donne un exemple d’un tableau de permutation. On note T Pn
l’ensemble des tableaux de permutation de longueur n. Nous introduisons
maintenant différentes statistiques sur les tableaux de permutation liées à
l’ASEP. Un 0 est restreint s’il y a un 1 au-dessus dans la même colonne,
on dit de plus qu’il est droit si c’est le 0 restreint le plus à droite dans la ligne.
Une ligne non restreinte est une ligne ne contenant pas de 0 restreint. Un 1
haut est un 1 qui est le plus haut dans sa colonne. Un 1 superflu est un 1 ayant
un 1 au-dessus de lui dans la même colonne.
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4. Étude des coins dans les tableaux correspondant à l’ASEP

La version en type B de ces tableaux ont été introduits par Lam et Williams
[LW08], ils ont également fait l’objet de plusieurs papiers [CK11, CJVW11,
CJVK13, CP15, CZ17].

Définition 4.1.2 ([LW08, section 10.2.1]). Soit n un entier naturel non
nul, un tableau de permutation de type B de longueur n est un diagramme de
Ferrers décalé de longueur n dont chaque cellule est remplie par un 1 ou un 0
de telle sorte que

- chaque colonne contient au moins un 1 ;
- toute cellule ayant un 1 au-dessus dans la même colonne et à sa gauche
dans le même ligne, contient un 1.

- si une cellule diagonale contient un 0, alors toutes les cellules à sa
gauche dans la même ligne contiennent des 0.

Un exemple de tableau de permutation de type B est donné figure 1. On
note T PSymn l’ensemble des tableaux de permutation symétriques de longueur
n. On garde les mêmes définitions pour les 0 restreints droits, les lignes non

1

1

1 1 1

1 1 1

0 0

0 0

0

0 0 0 0

0 0

1 1 1

1 1

1 1

1

0 0

0 0 0 0

0

0 0

Figure 1. Un tableau de permutation de longueur 11 (gauche)
et un tableau de permutation de type B de longueur 7 (droite).

restreintes et les 1 superflus.

1.2. Tableaux alternatifs

Les tableaux alternatifs ont été introduit par Viennot [Vie08] postérieure-
ment aux tableaux de permutation. Un des avantages de ces nouveaux tableaux
est que l’involution correspondante à la symétrie CP est simple, elle se résume
à une réflexion d’axe la diagonale principale.

Définition 4.1.3 ([Vie08]). Soit n un entier naturel. Un tableau alternatif
de longueur n est un diagramme de Ferrers de longueur n dont certaines cellules
sont remplies par une flêche gauche ← ou une flêche montante ↑ de telle sorte
que

- les cellules à gauche dans la même ligne que ← sont vides ;
- les cellules au-dessus dans la même colonne que ↑ sont vides.
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1. Définitions des tableaux

La figure 2 donne un exemple de tableau alternatif. On note TAn l’ensemble
des tableaux alternatifs de longueur n. Les statistiques analogues à celles des
tableaux de permutation sont les suivantes. Une ligne libre est une ligne sans
← et une colonne libre est une colonne sans ↑. Une cellule libre est une cellule
vide n’ayant ni← à sa droite dans la même ligne ni ↑ en dessous dans la même
colonne.

←
↑

↑

←
↑

← ↑

Figure 2. Un tableau alternatif de longueur 8 (gauche) et un
tableau de alternatif de type B de longueur 8 (droite).

Les tableaux alternatifs symétriques correspondent à la version en type B
des tableaux alternatifs, ils ont été introduit par Nadeau [Nad11].

Définition 4.1.4 ([Nad11, section 3.5]). Un tableau alternatif symétrique
est un tableau alternatif invariant sous la symétrie axiale d’axe la diagonale
principale.

La figure 2 donne également un exemple de tableau alternatif symétrique.
L’ensemble des tableaux alternatifs symétriques de longueur 2n est noté TASym2n .

1.3. Tableaux boisés

Le dernier type de tableau que nous considérons sont les tableaux boisés,
ils ont été introduit par Aval, Boussicault et Nadeau [ABN13]. Ils possèdent
une structure récursive donnée par un algorithme d’insertion qui a simplifié
la preuve de certains résultats importants. De plus, ils mettent en évidence la
structure arborescente sous-jacente à ces tableaux.

Définition 4.1.5 ([ABN13, section 1.2]). Un tableau boisé est un dia-
gramme de Ferrers dont chaque cellule peut être soit vide, soit occupée d’un
point, en respectant les contraintes suivantes :

(1) la cellule en haut à gauche possède nécessairement un point, on l’ap-
pelle le point racine ;

(2) tous les autres points ont un point à leur gauche sur la même ligne,
ou au-dessus d’eux sur la même colonne, mais pas les deux simulta-
nément ;

(3) chaque ligne et chaque colonne possède au moins une cellule pointée.
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4. Étude des coins dans les tableaux correspondant à l’ASEP

On qualifie de non racine les points différents du point racine. La taille d’un
tableau boisé correspond à son nombre de points.

Un exemple de tableau boisé est donné dans la figure 3.

1 2

4

6

3

5

7

8

1 2

4

6

8

3

5

7

9

10

Figure 3. Un tableau boisé de taille 7 (gauche) et un tableau
boisé symétrique de taille 4 (droite).

Remarque 4.1.6. La contrainte 4.1.5.(2) associe à tout point non racine
un unique autre point, son père, qui est le point directement à sa gauche
ou directement au-dessus de lui. De plus, la condition 4.1.5.(3) nous permet
d’associer à chaque pas du bord sud-est, le point le plus proche dans la ligne
ou la colonne correspondante ; on le qualifie également de père. Si on trace
une arête entre tout point non racine et son père, et entre tout pas du bord
sud-est et son père, on voit apparaître un arbre binaire complet, en prenant
la convention qu’une arête verticale (resp. horizontale) dans le tableau boisé
correspond à une arête descendant vers la gauche (resp. droite) dans l’arbre
binaire, où les nœuds sont les points et les feuilles sont les pas du bord sud-est ;
d’où le nom de tableau boisé. Un exemple d’un tableau boisé et de son arbre
binaire sous-jacent est donné dans la figure 4.

Figure 4. Un tableau boisé et son arbre binaire sous-jacent.

On note TB l’ensemble des tableaux boisés et TBn l’ensemble des tableaux
boisés de taille n. Le bord sud-est d’un tableau boisé de taille n est composé
de n + 1 pas, on les numérote de 1 à n + 1 du sud-ouest au nord-est, comme
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1. Définitions des tableaux

dans la figure 3. Un point haut d’un tableau boisé TB correspond à un point
non racine de la ligne la plus haute de TB. Un point gauche correspond à un
point non racine de la colonne la plus à gauche de TB. Enfin un croisement ,
correspond à une cellule ayant un point au-dessus dans la même colonne et à sa
gauche dans la même ligne. On note pg(TB), ph(TB) et cr(TB), respectivement
le nombre de points gauches, de points hauts et de croisements de TB. Ainsi,
le poids d’un tableau boisé TB est

p(TB) := qcr(TB)αph(TB)βpg(TB).

Soit n un entier naturel non nul, on note TBn la série génératrice

TBn(α, β, q) =
∑

TB∈TBn

p(TB).

Comme expliqué précédemment, TBn correspond à une fonction de partition
associée à l’ASEP. Josuat-Vergès [JV11] en donne une formule close dans
laquelle il ajoute également le paramètre y qui compte le nombre de lignes
moins une. Dans le cas y = q = 1, la fonction génératrice TBn est simplement

TBn(α, β, 1) =
n−2∏

i=0

(α + β + i).

Pour le prouver, il suffit par exemple de spécialiser à γ = δ = 0 le corol-
laire 2.2.10 et de diviser par (αβ)n comme expliqué au début de la section 1.

Les tableaux boisés symétriques ont été introduit par Aval, Boussicault et
Nadeau [ABN13].

Définition 4.1.7 ([ABN13, section 2.2]). Soit n un entier naturel non
nul, un tableau boisé symétrique de taille n est un tableau boisé de taille 2n+1
invariant par la réflexion d’axe la diagonale principale de son diagramme de
Ferrers.

Notons qu’il existe un unique tableau boisé de taille 0, il correspond à
l’unique tableau boisé de taille 1. La figure 3 donne un exemple de tableau
boisé symétrique de taille 4. On note TBSym l’ensemble des tableaux boisés
symétriques et TBSymn l’ensemble des tableaux boisés de taille n. Le bord sud-
est d’un tableau boisé symétrique de taille n est composé de 2(n + 1) pas, on
les numérote de 1 à 2(n+ 1) du sud-ouest au nord-est, comme dans la figure 3.

Dans le cas des tableaux boisés symétriques, on considère également deux
autres statistiques. Soit crd(TB) le nombre de croisements présents dans les
cellules composant la diagonale principale de TB. Soit p non racine de la co-
lonne la plus à gauche, alors on note phsym(TB) le nombre de points différents
de p présents dans la même ligne que p. Un tableau boisé symétrique a autant
de points hauts que de points gauches, de plus il a toujours au moins un point
gauche, ainsi le poids d’un tableau boisé symétrique TB est

p(TB) := qcr(TB)zcrd(TB)upg(TB)−1vphsym(TB).
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4. Étude des coins dans les tableaux correspondant à l’ASEP

Soit n un entier naturel non nul, on note TBSym
n la série génératrice

TBSym
n (u, v; z, q) =

∑

TB∈TBSymn

p(TB).

Dans le cas q = 1, Aval, Boussicault et Nadeau [ABN13] ont montré que la
fonction génératrice TBSym

n est simplement

TBSym
n (u, v; z, 1) = (1 + z)n

n−2∏

i=0

(u+ v + i).

C’est également un cas particulier de la formule conjecturée dans le cadre des
tableaux escaliers de type B (remarque 2.3.13).

1.4. Bijections entre tableaux de permutation, alternatifs
et boisés.

Les trois types de tableaux que nous venons de définir sont combinatoi-
rement équivalents. Cette section a pour but d’énoncer les correspondances
bijectives entre les formes et certaines statistiques de ces tableaux. Nous ne
décrirons toutefois pas les bijections elles-mêmes, plus de détails pourront être
trouvées dans [GGLZS16] et de même pour le type B.

Soit F un diagramme de Ferrers. On note F ′ le diagramme de Ferrers
obtenu en supprimant les cellules de la colonne la plus à gauche ainsi que le
pas le plus au sud-ouest du bord sud-est. Et, on note F ′′ le diagramme de
Ferrers obtenu en supprimant les cellules de la colonne la plus à gauche et de
la ligne la plus haute ainsi que le pas le plus au sud-ouest et le pas le plus au
nord-est du bord sud-est (voir figure 5)

Figure 5. De gauche à droite, un diagramme de Ferrers F et
les diagrammes de Ferrers F ′ et F ′′.

Proposition 4.1.8. Soit n un entier naturel non nul et i, j, k, l des entiers
naturels. Il existe une bijection entre

- les tableaux de permutation de longueur n, avec i + 1 lignes non res-
treintes, k lignes, l uns superflus et de forme F ′ ;
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1. Définitions des tableaux

- les tableaux alternatifs de longueur n−1, avec i lignes libres, j colonne
libres, k − 1 lignes, l cellules libres et de forme F ′′ :

- les tableaux boisés de taille n, avec i points gauches, j points hauts, k
lignes, l croisements et de forme F .

Soit maintenant F un diagramme de Ferrers symétrique. On garde la même
définition pour F ′′ et on note F ′′demi le diagramme de Ferrers décalé obtenu en
prenant la moitié inférieure, les cellules coupées par la diagonale principale
inclus, de F ′′ (voir figure 6).

Figure 6. De gauche à droite, un diagramme de Ferrers sy-
métrique F , le diagramme de Ferrers symétrique F ′′ et le dia-
gramme de Ferrers décalé F ′′demi.

Proposition 4.1.9. Soit n, i, j, k, l des entiers naturels. Il existe une bi-
jection entre

- les tableaux de permutation de type B de longueur n, avec i+ 1 lignes
non restreintes, k−l

2
1 superflus, l 1 dans la diagonale principale et de

forme F ′′′demi ;
- les tableaux alternatifs symétriques de longueur 2n, avec i lignes libres,
k cellules libres, l cellules libres dans la diagonale principale et de
forme F ′′ :

- les tableaux boisés symétriques de taille n, avec i points gauches, k
croisements, l croisements dans la diagonale principale et de forme
F .

On ne donne pas la correspondance de phsym car, la définition est essentiel-
lement la même dans le cas des tableaux alternatifs, et dans le cas des tableaux
de permutation de type B, elle a été défini en utilisant la représentation en
terme de tableaux alternatifs symétriques [CK11].
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4. Étude des coins dans les tableaux correspondant à l’ASEP

2. Interprétation des coins sur l’ASEP

L’état correspondant de l’ASEP d’un tableau se lit sur son bord sud-est, que
l’on lit du nord-est au sud-ouest. Par exemple, dans le cas des tableaux boisés
un pas vertical correspond à • et un pas horizontal à ◦, mais on ne prend pas
en compte le premier et le dernier pas, comme illustré dans la figure 7, notons
type cette projection. On remarque que les coins et les coins internes d’un

◦ ◦ ◦
◦

◦

•
•

•
•
•

ϕ ◦••◦•◦◦◦••

Figure 7. Projection des tableaux boisés sur les états de l’ASEP.

tableau boisé correspondent aux endroits où un saut de particule est possible
dans l’état correspondant. Or les tableaux boisés permettent de décrire les
probabilités stationnaires des états de l’ASEP. Soit n un entier non nul, alors
la probabilité stationnaire d’un état m de l’ASEP est∑

TB∈TBn+1

type(TB)=m

p(TB)

Zn(α, β, q)
,

où Zn(α, β, q) = TBn+1(α, β, q). Ce résultat a été démontré pour la première
fois par Corteel et Williams [CW07a], on peut également le voir comme un cas
particulier de l’ASEP. De ce fait, si nous connaissons l’espérance du nombre
de coins dans les tableaux boisés de taille n + 1, nous pouvons en déduire
l’espérance du nombre d’endroits ou un saut de particule est possible, ou de
manière équivalente, l’espérance du degré sortant du graphe dirigé correspon-
dant à l’ASEP. Plus précisément, soit X(m) la variable aléatoire comptant le
nombre d’endroits de m où un saut de particule est possible, de ce fait on
a X(type(TB)) = c(TB) + ci(TB). Étant donné que dans un tableau boisé
ci(TB) = c(TB)− 1, on obtient X(type(TB)) = 2c(TB)− 1. Finalement

E(X) =
∑

m∈{◦,•}n
P(m) ·X(m)

=
1

Zn

∑

m∈{•,◦}n

∑

TB∈TBn+1

type(TB)=m

w(TB)(2c(TB)− 1)
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=
1

Zn

∑

TB∈TBn+1

w(TB)(2c(TB)− 1)

=
2
∑

TB∈TBn+1
w(TB)c(TB)

Zn
− 1

3. Énumération des coins occupés et analogues
polynomiaux

Avant d’étudier les coins des tableaux boisés de manière générale, nous
nous attardons sur ceux contenant un point. Cette section se base sur l’article
[LZ15].

3.1. Étude des tableaux boisés

Définition 4.3.1. Soit TB un tableau boisé, un coin occupé est un coin
contenant un point. À contrario, un coin ne contenant pas de point est un coin
vide.

La figure 8 représente un tableau boisé ayant deux coins occupés. Soit TB

Figure 8. Un tableau boisé ayant deux coins occupés (en vert).

un tableau boisé, on note CO(TB) l’ensemble des coins occupés de TB. On
étend cette notation au cas des ensembles de tableaux boisés. Soit X un sous-
ensemble de TB, on note CO(X) l’union des CO(TB) pour TB ∈ X. Enfin, on
note co(TB) le nombre de coins occupés de TB. On définit le poids p(CO) d’un
coin occupé CO d’un tableau boisé TB, comme étant le poids de TB. Soit n
un entier naturel non nul, on note COn la fonction génératrice

COn(α, β, q) :=
∑

CO∈CO(TBn)

p(CO) =
∑

TB∈TBn

co(TB)p(TB).

Proposition 4.3.2. Soit n un entier naturel non nul, si n = 1 alors
COn(α, β, q) = 1, sinon

COn(α, β, q) = (α + β + n− 2)TBn−1(α, β, q).
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4. Étude des coins dans les tableaux correspondant à l’ASEP

En particulier, il y a n! coins occupés dans les tableaux boisés de taille n.

Démonstration. Si n = 1 il existe un unique tableau de taille n, son
poids est égal à 1 et il possède un unique coin occupé, supposons maintenant
n > 2. La preuve consiste à mettre en bijection l’ensemble CO(TBn) avec
les couples constitués d’un tableau boisé de taille n − 1 et d’un entier entre
1 et n. Soit CO un coin occupé de CO(TBn), on note TB le tableau boisé
correspondant. Le bord sud de CO est un pas horizontal du bord sud-est de
TB, on note i son numéro, i peut prendre toutes les valeurs de 1 à n, et celles-
là uniquement. Parmi la colonne et la ligne contenant CO, une des deux ne
contient pas d’autre point. Si on la supprime, on obtient un tableau boisé TB′

de taille n − 1. Si c’est une ligne que l’on a supprimée, alors i correspond à
un pas horizontale dans TB′, sinon il correspond à un pas vertical. On peut
reconstruire facilement CO à partir de TB′ et i. Concernant le poids, les cellules
que l’on supprime de TB ne possèdent pas de croisement, de plus, on supprime
un point haut uniquement si i = n et un point gauche uniquement si n = 0,
d’où le résultat. �

Si on pose q = 1 on remarque que
COn(α, β, 1) = TBn(α, β, 1).

Cette identité sera prouvée bijectivement dans la suite.
Si on pose α = β = 1, on peut mettre en équation l’évolution du nombre

de coins occupés par tableau. Notons

TBn(x, q) =
∑

TB∈TBn

xco(TB) p(TB)|α=1,β=1

de sorte que
(∂xTBn)(1, q) = COn(1, 1, q).

Dans la suite on pose
(∂xTBn)(x, q) = TB′n(x, q).

Proposition 4.3.3. Les séries génératrices (TBn(x, q))n>1 vérifient le sys-
tème 




TB′n(x, q) = nTBn−1(x, q) + 2(1− x)TB′n−1(x, q),

TB1(x, q) = x.

Démonstration. Si on regarde de plus près l’évolution du nombre de
coins dans la preuve de la proposition 4.3.2, en reprenant les notations de la
preuve, co(TB) = co(TB′) + 1 si le pas i n’est pas le bord d’un coin occupé de
TB′, sinon co(TB) = co(TB′). De ce fait, si on pose p(TB) = qcr(TB)xco(TB), en
conséquence

∑

TB∈TBn

co(TB)p(TB) =
∑

TB′∈TBn−1

((n− 2co(TB′))x+ 2co(TB′))p(TB′),

ce qui nous donne l’équation attendue à une division par x près. �
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3. Énumération des coins occupés et analogues polynomiaux

Si on pose x = 1, on retombe bien sur le résultat de la proposition 4.3.2
dans le cas α = β = 1. Étant donné que l’on connait TBn(1, q) pour tout
n > 1, on peut calculer récursivement TBn(x, q). Dans le cas q = 1, Hitczenko
et Lohss [HL16b] ont étudié ce type d’équations et en ont déduit que lorsque
n tend vers l’infini, la distribution limite du nombre de coins occupés dans un
tableau boisé de taille n pris uniformément au hasard, suit la loi Poisson de
paramètre 1 Pois(1). Un indice de ce résultat étant que l’on vient de montrer
que l’espérance est égale à 1 et que l’on peut montrer que la variance σ2

n tend
vers 1 quand n tend vers l’infini. En effet

σ2
n =

∑

TB∈TBn

oc(TB)2

n!
− 1,

de ce fait

σ2 =
1

n!
(TB′′n(1, 1) + TB′n(1, 1))− 1

=
1

n!
((n− 2)TB′n−1(1, 1) + TB′n(1, 1))− 1

=
1

n!
((n− 2)(n− 1)! + n!)− 1

=
n− 2

n
,

et lim
n→∞

n−2
n

= 1.

Remarque 4.3.4. Le nombre de tableaux boisés de taille n ayant 0 coin
occupé est donné par TBn(0, 1). Une expérimentation assistée par ordinateur
nous dit que les premiers termes de la suite (TBn(0, 1))n>1 sont égaux à ceux
de la suite [Slo, A184185] qui compte le nombre de permutations de J1, nK sans
cycle de la forme

(i, i+ 1, . . . , i+ j − 1)

où j > 1. Les bijections usuelles entre les tableaux boisés et les permutations
n’ont pas l’aire de marcher et nous n’en n’avons pas trouvée d’autre.

Nous avons montré qu’il y avait autant de coins occupés dans TBn que de
tableaux boisés de taille n, et plus précisément que

COn(α, β, 1) = TBn(α, β, 1).

Nous généralisons bijectivement ce résultat au cas des classes non-ambigües.
Deux tableaux boisés appartiennent à la même classe non-ambigüe si on ob-
tient le même tableau boisé après avoir complété avec des cases vides leurs
diagrammes de Ferrers respectifs de sorte à obtenir un rectangle. Les classes
non-ambigües sont liées aux arbres non-ambigus (chapitre 5), deux tableaux
appartiennent à la même classe non-ambigüe s’ils ont le même arbre non-
ambigu sous-jacent.
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Proposition 4.3.5. Soit CNA une classe non-ambigüe, alors
∑

CO∈CO(CNA)

p(CO)|q=1 =
∑

TB∈CNA

p(TB)|q=1 .

La figure 9 donne un exemple de la proposition 4.3.5.

Figure 9. Une classe non-ambigüe composée de cinq tableaux
boisés et d’autant de coins occupés.

Démonstration. Dans cette démonstration, on lit les bords sud-est des
tableaux boisés du sud-ouest au nord-est, un pas horizontal est noté H et un
pas vertical est noté V . Soit TB l’unique représentant de CNA dont tous les
coins sont occupés, on note B son bord sud-est. Les autres tableaux boisés de
la classe sont entièrement caractérisés par la donnée de TB et de leurs bords
sud-est. Soit CO un coins occupé de CO(CNA), on note B′ le bord sud-est
du tableau boisé auquel il appartient. Le chemin B′ se décompose de manière
unique comme u′HCOVCOv

′, où HCO et VCO correspondent respectivement aux
bords sud et est de CO. Étant donné que CO est également un coin occupé
de TB, B se décompose de manière unique comme uHCOVCOv, en outre u′
est inférieur à u et v′ est inférieur à v. On associe à CO le tableau boisé B′′
dont le bord sud-est est B′′ = u′HCOv

′VCO, il appartient bien à la même classe
non-ambigüe que TB′. On peut caractériser le pas HCO du chemin B′′ comme
le dernier pas horizontal commun à B et B′′, si v′ n’est composé que de pas
verticaux c’est évident, et sinon VCOv′ est strictement inférieur à VCOv′ donc
c’est vrai aussi. Réciproquement, tout bord sud-est B′ d’un tableau boisé TB′

de la même classe non-ambigüe que TB possède un pas horizontal en commun
avec B, car tout deux commencent par un pas horizontal. Ainsi, il suffit de
considérer le dernier pas horizontal commun à B et B′, puis d’effectuer la
construction inverse pour construire le coin occupé associé à TB′. Concernant
le poids en α et β, il est clairement préservé par cette construction étant donné
que l’on ne touche pas aux points.

La figure 10 donne une illustration de la construction utilisée dans la preuve
de la proposition 4.3.5. Seuls les points correspondant aux coins occupés de
TB ont été dessinés, de plus la partie horizontale initiale et la partie verticale
initiale des bords sud-est ne sont pas représentées car elles n’interviennent pas
dans la construction. Le chemin pointillé correspond à TB, le chemin bleu de
la figure du dessus correspond à TB′, les coins CO1, CO2 et CO3 sont les coins
occupés de TB′, de gauche à droite les trois chemins bleus des figures du dessous
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correspondent aux tableaux boisés TB′′ associés au coins occupés CO1, CO2 et
CO3, et enfin les pas noirs indiqués par un flèche, des trois tableaux du dessous
correspondent au dernier pas horizontal commun avec B. �

CO1

CO2

CO3

Figure 10. Bijection entre les coins occupés et les tableaux boisés.

La proposition 4.3.5 n’utilise pas la structure de tableaux boisés, elle pour-
rait directement être formulée comme une proposition sur les diagrammes des
Ferrers.

3.2. Étude des tableaux boisés symétriques

Un tableau boisé symétrique étant un tableau boisé, on garde la même
définition pour les coins occupés ainsi que les mêmes notations. Soit n un
entier naturel, on note COsym

n la fonction génératrice

COsym
n (u, v; z, q) :=

∑

CO∈CO(TBSymn )

p(CO) =
∑

TB∈TBSymn

co(TB)p(TB).

Proposition 4.3.6. Soit n un entier naturel, si n = 1 alors

COsym
1 (u, v; z, q) = 2

sinon
COsym

n (u, v; z, q) = 2(u+ v + n− 2)TBSymn (u, v; z, q).

En particulier, il y a 2nn! coins occupés dans les tableaux boisés symétriques
de taille n.

Démonstration. Nous montrons que les coins occupés dans les tableaux
boisés symétriques de taille n sont en bijection avec les couples constitués d’un
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tableau boisé symétrique de taille n−1 et d’un entier i entre 1 et 2n. La preuve
est essentiellement la même que dans le cas des tableaux boisés. À la différence
près que pour les opérations de suppression/ajout de ligne/colonne, il faut
également effectuer l’opération symétrique. Concernant les statistiques pris en
compte par le poids, le nombre de points gauches est modifié uniquement si
i = 0 ou n, de même la statistique phsym est modifiée si i = k ou n− k où k et
le numéro correspondant à la ligne du plus haut point non racine de la colonne
la plus à gauche, enfin le nombre de croisements n’est pas modifié et de même
pour le nombre de croisements dans la diagonale. �

Si on pose z = q = 1 on trouve que
COSym

n (u, v; 1, 1) = TBn(u, v; 1, 1).

Si on pose u = v = 1, on peut mettre en équation l’évolution du nombre
de coins occupés par tableau. Notons

TBSym
n (x, q, z) =

∑

TB∈TBSymn

xco(TB) p(TB)|u=1,v=1

de sorte que
(∂xTB

Sym
n )(1, q, z) = COn(1, 1; q, z).

Proposition 4.3.7. Les séries génératrices (TBSym
n (x, q, z))n>1 vérifient

le système 1





∂x(TB
Sym
n )(x, q, z) = 2nxTBSym

n−1 (x, q, z) + 2(1− x)2∂x(TB
Sym
n−1 )(x, q, z),

TB1(x, q, z) = x2 + zq.

Démonstration. Posons p(TB) = xco(TB)qcr(TB)zcrd(TB), pour les mêmes
raisons que dans le cas des tableaux boisés, on a

∑

TB∈TBSymn

co(TB)p(TB) =
∑

TB′∈TBSymn−1

((2n− 2co(TB′))x2 + 2co(TB′))p(TB′),

ce qui nous donne l’équation attendue à une division par x près. �

Si on pose x = 1 on retombe bien sur le résultat de la proposition 4.3.6
dans le cas u = v = 1. Corteel, Josuat-Vergès et Kim [CJVK13] donnent une
formule close pour la série génératrice des tableaux de permutation de type B
en prenant en compte le paramètre q, toutefois étant donné qu’ils considèrent
des demi-tableaux et que leur formule est valable pour z = 1, a priori on ne peut
en déduire une formule pour TBSym

n (1, q, z), voire même pour TBSym
n (1, q, 1).

Par contre, on sait que TBSym
n (1, 1, 1) = 2nn!. Le travail d’Hitczenko et Lohss

[HL16b] peut également s’appliquer au système de la proposition 4.3.6 dans
le cas z = q = 1. Lorsque n tend vers l’infini, la distribution limite du nombre

1. Dans l’article [LZ15], le système commence à n = 0. Toutefois la valeur nécessaire à
l’initiation est TB0(x, q, z) = 1. Contrairement à ce qui est implicitement dit dans l’article,
l’unique tableau boisé symétrique de taille 0 a un coin.
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de coins dans un tableau boisé symétrique de taille n pris uniformément au
hasard, suit la loi 2× Pois(1/2).

De même que pour les tableaux boisés, nous généralisons bijectivement
l’identité

COSym
n (u, v; 1, 1) = TBn(u, v; 1, 1).

au cas des classes non-ambigües symétriques. Deux tableaux boisés symétriques
appartiennent à la même classe non-ambigüe symétrique si on obtient le même
tableau boisé symétrique après avoir complété par des cases vides leurs dia-
grammes de Ferrers respectifs de sorte à obtenir un carré.

Proposition 4.3.8. Soit CNAS une classe non-ambigüe symétrique, alors
∑

CO∈CO(CNAS)

p(CO)|q=1 =
∑

TB∈CNAS

p(TB)|q=1 .

Démonstration. La bijection s’inspire du cas des tableaux boisés. Elle
est illustrée dans la figure 11. Soit TB un tableau boisé symétrique de taille n,
si TB possède un coin dans la diagonale principale, il est nécessairement vide et
on le supprime. À partir de l’interstice entre les pas n+ 1 et n+ 2, on découpe
TB horizontalement vers la gauche et verticalement vers le haut (en zigzag
rouge dans l’image). Puis on applique la construction de la proposition 4.3.5 à
la partie du bas et symétriquement à la partie de droite. Si TB n’avait pas de
coin sur la diagonale principale on lui associe le coin occupé du bas, sinon on
lui associe le coin occupé de droite. Réciproquement, étant donné que l’on n’a
pas modifié la partie du milieu, on peut inverser la construction. �

4. Énumération des coins et analogues
polynomiaux

Comme expliqué dans la section 2, connaître le nombre moyen de coins par
tableau boisé peut donner une information sur l’ASEP. Dans le cas α = β =
q = 1, une formule conjecturale énumérant les coins a été énoncée dans [LZ15],
puis prouvée par Gao, Gao, L.-Z. et Sun [GGLZS16] et indépendamment par
Lohss et Hitczenko [HL16a]. Notre preuve consiste à interpréter les coins dans
les permutations (de type B) où l’énumération est plus facile. Quant à Lohss
et Hitczenko, ils abordent la question en utilisant l’approche probabiliste dé-
veloppée par Corteel et Hitczenko [CH07]. Le cas q = 1 donne également une
forme factorisée simple, un analogue polynomial de l’énumération des coins
dans les tableaux boisés et un analogue polynomial du type B ont été conjec-
turés dans [GGLZS16] puis prouvé par Yan et Zhou [YZ17] en interprétant
cette conjecture sur les partitions liées [Dyk07, CWY08].

Dans un premier temps nous énumérons les coins dans les tableaux de
permutation (de type B) en les interprétant sur les permutations (de type
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Figure 11. Bijection entre les coins occupés et les tableaux
boisé symétriques.

B), de ce fait nous déduisons le nombre de coins des tableaux alternatifs (sy-
métriques) et des tableaux boisés (symétriques). Dans un deuxième temps à
travers une décomposition d’un tableau boisé en un triplet composé de deux
tableaux boisés et d’un arbre non-ambigu, nous montrons que les coins sont en
bijection avec les run de taille 1 dans les permutations. Enfin, nous présentons
les analogues polynomiaux de l’énumération des coins en proposant une idée
de preuve.

La majorité des résultats de cette section ont fait l’objet de la publication
[GGLZS16].

4.1. Énumérations des coins

En premier lieu, nous établissons des relations entre les nombres de coins
des tableaux de permutation, des tableaux alternatifs et des tableaux boisés.
Pour cela, soit X un ensemble de tableaux, on note c(X) :=

∑
T∈X c(T ).

Proposition 4.4.1. Soit n un entier naturel non nul. Alors

c(TBn) = c(T Pn) + (n− 1)! et c(T Pn) = c(TAn−1) + (n− 1)!.

Démonstration. Les deux égalités sont vraies pour n = 1, supposons
maintenant que n est au moins égal à deux. Étudions l’évolution des coins
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dans la correspondance bijective de la proposition 4.1.8. Soit F un diagramme
de Ferrers, en reprenant les notations précédant la proposition 4.1.8, alors
c(F ) = c(F ′) si F ne possède pas de coin dans la colonne la plus à gauche,
sinon c(F ) = c(F ′) + 1. Les coins qui sont dans la colonne la plus à gauche
dans les tableaux boisés de taille n, sont en bijection avec les tableaux boisés
de taille n− 1, la bijection consistant à supprimer le coin. Étant donné qu’il y
a (n− 1)! tableaux boisés de taille n− 1 il suit que

c(TBn) = c(T Pn) + (n− 1)!.

Un raisonnement analogue nous amène à compter le nombre de coins des ta-
bleaux de permutation de taille n qui sont dans la ligne la plus haute. Étant
donné qu’ils sont en bijection avec les tableaux de permutation de longueur
n− 1, il y en a également (n− 1)!, d’où la deuxième égalité

c(T Pn) = c(TAn−1) + (n− 1)!. �

Ainsi, il nous suffit de compter le nombre de coins pour un des trois types de
tableaux. Pour cela, nous utilisons la bijection de Corteel et Nadeau [CN09].
Dans le cadre de la proposition 4.4.2, le bord sud-est est numéroté du nord-est
au sud-ouest.

Proposition 4.4.2 ([CN09, Theorem 1.(1)]). Soit n un entier non nul.
Les tableaux de permutation de longueur n sont en bijection avec les permu-
tations de taille n, de plus, le pas numéro i du bord sud-est d’un tableau de
permutation est horizontal (resp. vertical) si i est une descente (resp. montée)
dans la permutation correspondante.

Ainsi, le problème d’énumération des coins revient à un comptage sur les
permutations.

Remarque 4.4.3. Étant donné que les montées et les descentes ne sont
pas définies de manière usuelle, un coin ne correspond pas à un pic.

Proposition 4.4.4. À taille fixée, les nombres de coins dans les différents
tableaux sont

c(T Pn) =





0, si n = 1,

(n− 1)!× n2+4n−6
6

, si n ≥ 2.

c(TAn−1) =





0, si n = 1,

(n− 1)!× n2+4n−12
6

, si n ≥ 2.

c(TBn) =





1, si n = 1,

n!× n+4
6
, si n ≥ 2.
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Démonstration. Si n = 1 il y a un unique tableau de chaque type, et
seul le tableau boisé de taille 1 possède un coin. Supposons maintenant n > 2.

D’après la proposition 4.4.2, il nous suffit de compter pour chaque i ∈ J1, nK
le nombre de permutation telle que i est une montée et i+ 1 est une descente.
Soit σ une permutation de taille n, on rappelle que par convention σn+1 = n+1.
Notons ti et ti+1 respectivement les antécédents de i et i + 1. Supposons i
est une montée et que i + 1 est une descente, c’est-à-dire que σti < σti+1 et
σti+1

> σti+1+1. L’énumération se décompose en trois cas.
- Supposons ti+1 = ti+1, alors on a i−1 choix pour σti+1+1, n−2 choix
pour l’emplacement de la sous-suite σtiσti+1

σti+1+1 et (n − 3)! choix
pour le reste de la permutation, soit (i− 1)(n− 2)!.

- Supposons ti = ti+1 + 1, il y a deux cas.
– Si ti = n il y a (n− 2)! choix pour le reste de la permutation,
– Sinon on a n− i− 1 choix pour σti+1, n− 2 choix pour l’emplace-
ment de la sous-suite σti+1

σtiσti+1 et (n− 3)! choix pour le reste
de la permutation, soit (n− i− 1)(n− 2)! choix.

Au total, il y en a (n− i)(n− 2)!.
- Supposons |ti − ti+1| > 1, il y a également les mêmes deux cas.

– Si ti = n, il y a i−1 choix pour σti+1+1, n−2 choix pour l’empla-
cement de σti+1

σti+1+1 et (n−3)! pour le reste de la permutation,
soit (i− 1)(n− 2)! choix.

– Sinon, il y a i− 1 choix pour σti+1+1, n− i− 1 choix pour σti+1,
(n−3)(n−2) choix pour l’emplacement de σtiσti+1 et σti+1

σti+1+1,
et (n − 4)! choix pour le reste de la permutation, c’est à dire
(n− i− 1)(i− 1)(n− 2)! choix.

Au total il y en a (n− i)(i− 1)(n− 2)!.
Il ne reste plus qu’à tout sommer.

c(T Pn) =
n−1∑

i=1

[(i− 1)(n− 2)! + (n− i)(n− 2)! + (n− i)(i− 1)(n− 2)!]

= (n− 2)!
n−1∑

i=1

[(i− 1) + (n− i) + (n− i)(i− 1)]

= (n− 2)!
n−1∑

i=1

[(n+ 1)i− i2 − 1]

= (n− 2)!

{
(n− 1)n(n+ 1)

2
− (n− 1)n(2n− 1)

6
− 1

}

= (n− 1)!× n2 + 4n− 6

6
.

Enfin, en utilisant la proposition 4.4.1, on calcule facilement c(TAn−1) et
c(TBn). �
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La proposition 4.4.4 et la section 2 nous permettent de calculer le nombre
moyen de transition possible dans l’ASEP.

Corollaire 4.4.5. Soit n un entier non nul, en utilisant les notations de
la section 2 le nombre moyen d’endroits où un saut de particule est possible est

E(X) = 2
(n+ 1) + 4

6
− 1 =

n+ 2

3
.

En utilisant la proposition 4.3.2 et la proposition 4.4.4, on en déduit le
nombre de coins vides des tableaux boisés.

Corollaire 4.4.6. Soit n un entier non nul, le nombre de coins vides
dans les tableaux boisés de taille n est

n! · n− 2

6
.

Concernant le type B, les nombres de coins vérifient les égalités suivantes.

Proposition 4.4.7. Soit n un entier naturel non nul. Alors

c(TBSymn ) = c(T PSymn ) + 2n(n− 1)! et c(TA2n) = 2c(T PSymn ) + 2n−1n!.

Démonstration. Les deux égalités sont vraies pour n = 1, supposons
maintenant que n est au moins égal à deux. Étudions l’évolution des coins dans
la correspondance bijective de la proposition 4.1.9. Soit F un diagramme de
Ferrers symétrique, en reprenant les notations précédant la proposition 4.1.9,
alors c(F ) = c(F ′′) si F ne possède pas de coin dans la colonne la plus à
gauche, sinon c(F ) = c(F ′′) + 2. Et les coins qui sont dans la colonne la plus
à gauche dans les tableaux boisés symétriques de taille n, sont en bijection
avec les tableaux boisés symétriques de taille n − 1, la bijection consistant à
supprimer le coin et son symétrique. Étant donné qu’il y a 2n−1(n−1)! tableaux
boisés de taille n− 1 il suit que

c(TBn) = c(T Pn) + 2× 2n−1(n− 1)!.

Traitons maintenant le cas de F ′′demi, si F ′′ n’a pas de coin dans la diagonale
principale, alors c(F ′′) = 2c(F ′′demi) sinon c(F ′′) = 2c(F ′′demi) + 1. Or le nombre
de tableaux alternatifs symétriques ayant un coin dans la diagonale principale
est égal au nombre de tableaux alternatifs n’ayant pas de coin dans la diago-
nale, la bijection consiste à supprimer ou à ajouter ce coin. Ainsi ils sont tous
deux égaux à 2n−1n!. De ce fait

c(TASym2n ) = 2c(T PSymn ) + 2n−1n!. �

Pour interpréter les coins des tableaux de permutation de type B sur les
permutations de type B, nous recourons à la bijection de Corteel et Kim
[CK11]. Dans le cadre de la proposition 4.4.8, le bord sud-est est numéroté
du nord-est au sud-ouest.

Proposition 4.4.8 ([CK11, Proposition 4.1]). Soit n un entier non nul.
Les tableaux de permutation de type B de longueur n sont en bijection avec
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les permutations de type B de taille n, de plus, le pas numéro i du bord sud-
est d’un tableau de permutation de type B est horizontal (resp. vertical) si
i est une descente signée (resp. montée signée) dans la permutation signée
correspondante.

De la même manière que dans le type A, on peut maintenant calculer le
nombre de coins dans chacune des trois familles de tableaux de type B.

Proposition 4.4.9. À taille fixée, les nombres de coins dans les différents
tableaux de type B sont

c(PT Bn ) =





0, si n = 1,

2n−1(n− 1)!× 4n2+7n−12
12

, si n ≥ 2.

c(AT Sym2n ) =





1, si n = 1,

2n(n− 1)!× 4n2+13n−12
12

, si n ≥ 2.

c(T Sym2n+1) =





3, si n = 1,

2nn!× 4n+13
12

, si n ≥ 2.

Démonstration. Si n = 1, il y a deux tableaux pour chaque famille.
Les deux tableaux de permutation de type B n’ont pas de coin, un des deux
tableaux alternatifs symétriques a un coin et les deux tableaux boisés symé-
triques ont respectivement un et deux coins. Supposons maintenant n au moins
égal à 2.

D’après la proposition 4.4.8, il nous suffit de compter pour chaque i ∈ J1, nK
le nombre de permutations de type B dont i est une montée signée et i+ 1 est
une descente signée. Soit σ une permutation signée de taille n, on rappelle que
par convention σn+1 = n+1. Soient ti et ti+1 tels que |σti | = i et |σti+1

| = i+1.
Supposons que i est une montée signée et que i + 1 est une descente signée,
c’est-à-dire que 0 < σti < |σti+1| et σti+1

> σti+1+1 ou σti+1
< 0, il vient que

σti = i. On peut décomposer l’énumération suivant le signe de σti+1
.

- Supposons σti+1
= −i− 1.

– Si ti+1 = ti + 1, on a n − 1 choix pour placer σtiσti+1
, ainsi que

2n−2(n − 2)! choix pour le reste de la permutation signée, soit
2n−2(n− 1)!.

– Si ti+1 6= ti + 1, il y a deux cas à considérer.
∗ Si ti = n, on a 2n−2(n − 1)! choix pour le reste de la per-
mutation signée.
∗ Sinon, on a 2(n− i− 1) choix pour la valeur de σti+1, n− 1
choix pour l’emplacement de σtiσti+1 et 2n−3(n− 2)! choix
pour le reste de la permutation signée, ce qui nous donne
2n−2(n− i− 1)(n− 1)!.

On a donc un total de 2n−2(n− i)(n− 1)! permutations signées.
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- Supposons σti+1
= i+ 1 > |σti+1+1|.

– Si ti+1 = ti + 1, on a 2(i− 1) choix pour σti+1+1, n− 2 choix pour
l’emplacement de σtiσti+1

σti+1+1 et 2n−3(n − 3)! pour le reste de
la permutation signée, soit 2n−2(i− 1)(n− 2)! choix.

– Si ti = ti+1 + 1. il y a deux cas.
∗ Si ti = n, il y a 2n−2(n− 2)! choix.
∗ Sinon, il y a 2(n− i− 1) choix pour σti+1, n− 2 choix pour
l’emplacement σti+1

σtiσti+1 et 2n−3(n− 3)! pour le reste de
la permutation signée, soit 2n−2(n− i− 1)(n− 2)! choix.

Ce qui nous fait 2n−2(n− i)(n− 2)! permutations signées.
– Si |ti − ti+1| > 1, il y a deux cas.

∗ Si ti = n, il y a 2(i−1) choix pour σti+1+1, (n−2) choix pour
l’emplacement de σti+1

σti+1+1 et 2n−3(n− 3)! choix pour le
reste de la permtutation signée, soit 2n−2(i − 1)(n − 2)!
choix.
∗ Sinon, il y en a 2(i−1) choix pour σti+1+1, 2(n−i−1) choix
pour σti+1, (n−3)(n−2) pour l’emplacement de σtiσti+1 et
σti+1

σti+1+1, et 2n−4(n− 4)! pour le reste de la permutation
signée, à savoir 2n−2(n− i− 1)(i− 1)(n− 2)!.

Soit un total de 2n−2(n− i)(i− 1)(n− 2)!.
Il ne reste plus qu’à tout sommer, c(T PSymn ) est égal à
n−1∑

i=1

2n−2 {(n− 1)! [1 + (n− i)] + (n− 2)! [(i− 1) + (n− i) + (n− i)(i− 1)]}

= 2n−2(n− 1)!
n−1∑

i=1

(1 + (n− i)) + 2n−2(n− 1)!
n2 + 4n− 6

6

= 2n−2(n− 1)!

(
n2 + n

2
− 1

)
+ 2n−2(n− 1)!

n2 + 4n− 6

6

= 2n−1(n− 1)!
4n2 + 7n− 12

12
.

Enfin, en utilisant la proposition 4.4.1, on calcule facilement c(TASym2n ) et
c(TBSymn ). �

En utilisant la proposition 4.3.6 et la proposition 4.4.9, on en déduit le
nombre de coins vides des tableaux boisés symétriques.

Corollaire 4.4.10. Soit n > 2, le nombre de coins vides dans les tableaux
boisés symétriques de taille n est

2nn!
4n+ 1

12
.
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4.2. Analogues polynomiaux

Dans la section 4.1 nous avons énuméré les coins dans les tableaux boisés,
ainsi nous avons pu calculer l’espérance du nombre de transitions possibles
depuis un état de l’ASEP dans le cas α = β = q = 1. Nous présentons ici
le cas q = 1, il a été conjecturé dans [GGLZS16] et résolu par Yan et Zhou
[YZ17]. Les auteurs adaptent une bijection de Chen, Liou et Wang [CLW13]
entre les tableaux de permutation et les partitions liées [Dyk07, CWY08],
au cas des tableaux alternatifs. Ainsi, ils traduisent le problème d’énumération
des coins sur les partitions liées puis le résolve. Ils font de même pour le type
B.

Étant donné que l’on connait la série génératrices des coins occupés dans le
cas q = 1 (voir proposition 4.3.2) il nous suffit de calculer la série génératrice
des coins vides. On note CVn(α, β) la série génératrice

CVn(α, β) =
∑

TB∈TBn

cv(TB) p(TB)|q=1 ,

où cv(TB) est le nombre de coins vides du tableau boisé TB.

Proposition 4.4.11 ([YZ17, Section 4]). Soit n ≥ 3, le (α, β)-analogue
de l’énumération des coins vides est

CVn(α, β) =

(
(n− 2)αβ +

(
n− 2

2

)
(α + β) +

(
n− 2

3

))
· TBn−2(α, β, 1).

Si on pose α = β = 1, on retrouve le fait que

CVn(1, 1) = n! · n− 2

6
.

En reprenant les notations de la section 2, on obtient

E(X) =
2

TBn+1(α, β)


 ∑

TB∈TBn+1

p(TB)c(TB)


− 1.

=
2

TBn+1(α, β)


 ∑

TB∈TBn+1

p(TB)(cv(TB) + co(TB))


− 1.

=
2((n− 1)αβ +

(
n−1

2

)
(α + β) +

(
n−1

3

)
)

(α + β + n− 1)(α + β + n− 2)
+ 1

=
6(n− 1)αβ + 3(n− 1)(n− 2)(α + β) + (n− 1)(n− 2)(n− 3)

3(α + β + n− 1)(α + β + n− 2)
+ 1

=
3(α2 + β2) + 6nαβ + 3(n2 − n− 1)(α + β) + n(n− 1)(n− 2)

3(α + β + n− 1)(α + β + n− 2)
.

Remarque 4.4.12. Dans le cas q = u = 1, on peut déduire la série géné-
ratrice des tableaux escaliers à partir de celle des tableaux boisés

Zn(α, β, γ, δ; 1, 1) = (α + γ)n(β + δ)nTB(α + γ, β + δ, 1)
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car α et γ, et β et δ jouent des rôles symétriques, toutefois cela ne s’applique pas
aux coins. En effet, un coin représente une particule noire suivie d’une particule
blanche, au niveau des cellules sud-est d’un tableau escalier cela correspond à
un symbole x ∈ {α, δ} suivie d’un symbole y ∈ {β, γ}.

À notre connaissance il n’existe pas de preuve de la proposition 4.4.11
directement sur les tableaux. Nous donnons néanmoins quelques élément de
preuve en donnant une interprétation des termes

(n− 2)αβ · TBn−2(α, β, 1)

et (
n− 2

2

)
(α + β) · TBn−2(α, β, 1).

De même que pour les coins occupés, soit CV un coin vide d’un tableau boisé
TB, on définit le poids d’un coin vide comme étant

p(CV ) := p(TB)|q=1 .

On note CVα,β(TBn) l’ensemble des coins vides de TBn dont le seul point au-
dessus dans la même colonne est un point haut, et dont le seul point à gauche
dans la même ligne est un point gauche. L’ensemble des coins vides TBn dont
le seul point au-dessus et dans la même colonne, est un point haut, ou dont le
seul point à gauche dans la même ligne est un point gauche, mais pas les deux
en même temps sont respectivement noté CVα,1(TBn) et CV1,β(TBn). Enfin,
on note CV1,1(TBn) l’ensemble des coins vides de TBn restant. Les différentes
variétés de coins vides sont représentées dans la figure 12.

∅

∅

non vide

∅

∅

n
on

vi
d
e

non vide

n
on

vi
d
e

Figure 12. De gauche à droite, illustration de CVα,β, CVα,1,
CV1,β et CV1,1 (le symbole signifie que la cellule peut être
indifféremment occupée ou vide.).

Proposition 4.4.13. Soit n > 3, le (α, β)-analogue de l’énumération de
CVα,β(TBn) est

∑

CV ∈CVα,β(TBn)

p(CV ) = (n− 2)αβ · TBn−2(α, β).

Démonstration. Pour prouver ce résultat, nous mettons en bijection
CVα,β(TBn) avec l’ensemble des couples (i, TB′) où TB est un tableau boisé de
taille n − 2 et i est un interstice entre deux pas consécutifs du bord sud-est
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de TB′. Soit CV ∈ CVα,β(TBn), on note TB le tableau boisé auquel CV ap-
partient. Le bord sud de CV correspond à un pas horizontal du bord sud-est
de TB, on note j son numéro. Soit TB′ le tableau boisé obtenu en supprimant
la colonne correspondant au pas horizontal j et la ligne correspondant au pas
vertical j+1. Le coin nord-ouest de CV correspond à un interstice i dans TB′.
Réciproquement, on peut reconstruire un coin vide à partir de TB′ et i. Cette
construction est illustrée dans la figure 13. Enfin, au niveau du poids en α et
β, il est claire que p(CV ) = αβ p(TB′), en outre, le bord sud-est d’un tableau
boisé de taille n − 2 contient n − 1 pas, il y a donc n − 2 interstices, d’où le
résultat. �

CV i

T ′

Figure 13. Illustration de la bijection entre les coins vides
CVα,β(TBn) et les tableaux boisés de taille n − 2 avec un in-
terstice du bord sud-est marqué.

La deuxième quantité s’interprète quant à elle avec CVα,1 et CV1,β.

Proposition 4.4.14. Soit n > 3, le (α, β)-analogue de l’énumération de
CVα,1(TBn) est

∑

CV ∈CVα,1(TBn)

p(CV ) = α

(
n− 2

2

)
TBn−2(α, β),

et celui de CV1,β(TBn) est
∑

CV ∈CV1,β(TBn)

p(CV ) = β

(
n− 2

2

)
TBn−2(α, β).

Malheureusement, la preuve de ce résultat que nous proposons n’est pas une
bijection entre ces coins vides et des couples (TB, i) où TB est un tableau boisé
de taille n− 2 et i est compté par

(
n−2

2

)
. Nous aurons besoin du lemme 4.4.15.

Notons An,k(α, β) l’ensemble des tableaux boisés de taille n ayant k lignes.
D’après [ABN13, Proposition 3.4], on sait déjà que An,k(1, 1) correspond aux
nombres Eulériens et vérifie l’équation

An+1,k(1, 1) = kAn,k(1, 1) + (n+ 2− k)An,k−1(1, 1).
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Dans le cas général, on peut facilement adapter la preuve pour montrer que la
récurrence linéaire vérifiée par An,k(α, β) est
(30) An+1,k(α, β) = (α + k − 1)An,k(α, β) + (β + n+ 1− k)An,k−1(α, β),

De même que dans [ABN13], nous considérons le polynôme Eulérien

An(t) :=
n∑

k=1

An,k(α, β)tk.

Dans la suite, A′n(t) désignera ∂tAn(t).

Lemme 4.4.15. Soit n > 2, alors

An(1) = TBn(α, β)

et
A′n(1) = (α + βn+

(
n

2

)
− 1)TBn−1(α, β).

Démonstration. La première identité est une conséquence de la défini-
tion de An(t). En ce qui concerne la seconde, l’équation (30) induit la relation

An(t) = (α− 1)An−1(t) + tA′n−1(t) + (β + n− 1)tAn−1(t)− t2A′n−1(t)

= (α− 1)An−1(t) + (β + n− 1)tAn−1(t) + t(1− t)A′n−1(t),

avec comme condition initiale, A1(t) = t. De ce fait, en dérivant et en évaluant
en t = 1 on obtient la récurrence suivante pour A′n(1)

A′n(1) = (α− 1)A′n−1(1) + (β + n− 1)(A′n−1(1) + An−1(1))− A′n−1(1)

= (α + β + n− 3)A′n−1(1) + (β + n− 1)An−1(1).

Supposons n > 3, en divisant par TBn−1(α, β), on obtient
A′n(1)

TBn−1(α, β)
=

A′n−1(1)

TBn−2(α, β)
+ (β + n− 1).

Il suit que
A′n(1)

TBn−1(α, β)
=

A′2(1)

TB1(α, β)
+ (β + n− 1) + · · ·+ (β + 2).

Or A2(1) = αt+ βt2 et TB1(α, β) = 1, ainsi

A′n(1) = (α + βn+

(
n

2

)
− 1)TBn−1(α, β) �

Si on pose α = β = 1 on retrouve bien A′n(1) = (n+1)!
2

. On peut maintenant
prouver la proposition 4.4.14.

Démonstration de la proposition 4.4.14. Notons
fn(α, β) :=

∑

CV ∈CVα,1(TBn)

p(CV )
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et
gn(α, β) :=

∑

CV ∈CV1,β(TBn)

p(CV ).

La symétrie axiale d’axe la diagonale principale est une involution de TBn et
met en bijection CVα,1 et CV1,β en échangeant α et β. De ce fait gn(α, β) =
fn(β, α), donc nous avons uniquement besoin de calculer fn(α, β). Pour cela,
nous mettons en bijection les coins vides CVα,β(TBn)

⋃ CVα,1(TBn) avec l’en-
semble des couple (TB′, l) où TB′ est un tableau boisé de taille n−1 et l est une
ligne de TB′ qui n’est pas la plus haute. Soit CV ∈ CVα,β(TBn)

⋃ CVα,1(TBn),
on note TB le tableau boisé de taille n auquel il appartient. Le bord sud de CV
est un pas horizontal du bord sud-est de TB, on note j son numéro. Soit TB′ le
tableau boisé obtenu en supprimant la colonne de TB correspondant au pas j.
Le pas numéro j du bord sud-est de TB′ est un pas vertical qui correspond au
bord ouest de CV dans TB. On note l la ligne de TB′ correspondant à ce pas
j, l est nécessairement différente de la ligne la plus haute. Il est clair que cette
opération est bijective, elle est illustrée dans la figure 14. Concernant le poids,
on a la relation p(CV ) = α p(TB′). On peut maintenant calculer fn(α, β).

fn(α, β) =
∑

TB∈TBn−1
l une ligne de TB

mais pas la plus haute

αw(T )−
∑

CV ∈CVα,β(TBn)

p(CV )

= α
n−1∑

k=1

(k − 1)An−1,k(α, β)− (n− 2)αβ TBn−2(α, β)

= α(A′n−1(1)− An−1(1))− (n− 2)αβ TBn−2(α, β)

= α

[
(α + (n− 1)β +

(
n− 1

2

)
− 1)− (α + β + n− 3)− (n− 2)β

]

× TBn−2(α, β)

= α

(
n− 2

2

)
TBn−2(α, β) �

Pour donner une preuve de la proposition 4.4.11 il reste à traiter le cas de
CV1,1(TBn). Réciproquement, étant donné que nous savons que le résultat est
vrai, à partir des propositions 4.4.11 et 4.4.14 on peut en déduire le cas de
CV1,1(TBn).

Proposition 4.4.16. Soit n > 3, le (α, β)-analogue de l’énumération de
CV1,1(TBn) est

∑

CV ∈CV1,1(TBn)

p(CV ) =

(
n− 2

3

)
TBn−2(α, β),

Dans le cas des tableaux boisés symétriques, on va également se concen-
trer sur les coins vides. La statistique que nous considérons pour obtenir un

149



4. Énumération des coins et analogues polynomiaux

CV l

T ′

Figure 14. Illustration de la bijection entre les coins vides
CVα,β(TBn)

⋃ CVα,1(TBn) et les tableaux boisés de taille n − 1
avec une ligne marquée.

analogue polynomial de l’énumération des coins vides est le nombre de points
gauches moins 1. Notons TBSym

n (u) = TBSym
n (u, 1; 1, 1) et CVSym

n (u) la série
génératrice

CVSym
n (u) :=

∑

TB∈TBSymn

cv(TB) p(TB)|v=1,q=1,z=1 .

Proposition 4.4.17 ([YZ17, Section 6]). Soit n > 3, le u-analogue de
l’énumération des coins vides dans les tableaux boisés symétriques de taille n
est

CVSym
n (u) =

[
2nu2 + 2(2n2 − 4n+ 1)u+

(n− 2)(n− 1)(4n− 3)

3

]
TBSym

n−2 (u).

De même que pour les tableaux boisés, on peut calculer la série génératrice
de certains types de coins vides. Par exemple, si on considère les coins vides
CVα,β(TBSymn ) qui ne sont pas sur la diagonale principale, ils vont par deux,
et si on applique symétriquement la construction de la preuve de la proposi-
tion 4.4.11 on obtient

2(n− 1)u2 TBSym
n−2 (u).

Les coins vides CVα,1(TBSymn ) et CV1,β(TBSymn ) sont plus faciles à gérer dans le
cas symétrique car le nombre de lignes d’un tableau boisé symétrique de taille n
est toujours égal à n+1. De plus, le symétrique d’un coin vide de CVα,1(TBSymn )
est dans CV1,β(TBSymn ). On les compte donc par paires, en appliquant le même
raisonnement que pour les tableaux, boisés la série génératrice que l’on trouve
est

2u(n− 1)TBSymn−1 (u)− 2(n− 1)u2 TBSym
n−2 (u).

soit
2u(n− 1)2 TBSym

n−2 (u).

Enfin, la série génératrice des coins qui sont sur la diagonale principale est
1

2
TBSym

n (u) = 2(u+ n− 1)(u+ n− 2)TBSym
n−2 (u).
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En résumé, on obtient
[
2nu2 + 2(n2 − 2)u+ (n− 1)(n− 2)

]
TBSym

n−2 (u).

La série génératrice des coins restants est donc,[
2(n− 1)(n− 3)u+

4n(n− 1)(n− 2)

3

]
TBSym

n−2 (u).

4.3. Bijection entre les coins et les run de taille 1

Si on rentre les premiers termes de la suite du nombre de coins dans les
tableaux boisés de taille n dans le moteur de recherche de [Slo], on tombe sur
la suite [Slo, A097900]. Elle énumère le nombre de run de taille 1 dans les
permutations de taille n. De manière général, Knuth [Knu98a, Section 3.3.2]
montre que pour 0 < r < n le nombre de run de taille r dans les permutations
de taille n est

n(r(r + 1)− 1)− r(r − 2)(r + 2) + 1

(r + 2)!
· n!,

en particulier pour r = 1 on retrouve bien la formule d’énumération de la
proposition 4.4.4.

Un run de taille r d’une permutation σ = σ1 · · · σn est un bloc σm · · ·σm+r−1

telle que
σm−1 > σm < · · · < σm+r−1 > σm+r,

avec les conventions σ0 = n + 1 et σn+1 = 0. En particulier, σi est un run de
taille 1 si σi−1 > σi > σi+1. Il est à noter que les run de taille 1 ne correspondent
pas exactement aux doubles descentes à cause des conditions au bords.

La bijection entre les coins et les run de taille 1 se fait en deux étapes,
le lemme 4.4.18 et le lemme 4.4.20. On rappelle qu’un arbre non-ambigu (dé-
finition 5.1.1) de dimension géométrique i × j est un tableau boisé de forme
rectangulaire à i lignes et j colonnes.

Lemme 4.4.18. Soit n > 1, les coins de TBn sont en bijection avec les
triplets (TBG, TBD, ANA) où

- TBG est un tableau boisé de taille nG,
- TBD est un tableau boisé de taille nD
- nG + nr + 1 = n,
- ANA est un arbre non-ambigu de dimension géométrique

(pg(TBD) + 2)× (ph(TBG) + 2).

Démonstration. La preuve s’inspire de la construction l-cut procedure
définie par Aval, Boussicault, Bouvel et Silimbani [ABBS14]. Soit C un coin
d’un tableau boisé TB de taille n. On commence par découper TB le long des
lignes correspondant au bord sud et au bord est de C, comme illustré dans la
partie gauche de la figure 15. On appelle G la partie du bas, M la partie du
milieu et D la partie de droite. Pour obtenir TBG à partir de G, on ajoute
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une ligne au dessus de G dont la taille est égale au nombre de colonne de M
moins un. Il y a une unique manière d’ajouter des points à cette ligne pour
que TBG soit un tableau boisé, on les ajoute dans les cellules correspondant
aux colonnes non vides de M . De façon analogue, on construit TBD à partir
de D en ajoutant une colonne avec des points à sa gauche. TBG et TBD sont
deux tableaux boisés dont la somme des tailles des bord sud-est est égal à
celle de TB, de ce fait nG + nD + 1 = n. Enfin, en supprimant les lignes vides
et les colonnes vides de M on obtient un arbre non-ambigu ANA. C’est trois
constructions sont représentées dans la partie droite de la figure 15. Cette
application est bien bijective et le triplet obtenu vérifie bien les conditions
demandées. �

C

TBg

ANA

TBd

Figure 15. Illustration de la bijection entre les coins et les tri-
plets (TBG, TBD, ANA) composés de deux tableaux boisés et
d’un arbre non-ambigu (pour obtenir ANA les cellules grises
doivent être supprimées).

Pour la prochaine étape de la bijection nous avons besoin d’un résultat du
chapitre 5 et de sa reformulation avec des entiers rouges et bleus.

Proposition 4.4.19 (Corollaire 5.3.7). Soit l et h deux entiers naturels,
les arbres non-ambigus à h + 1 lignes et l + 1 colonnes sont en bijection avec
les permutations de

{1b, 2b, . . . , lb, 0r, 1r, . . . , hr},
dont le dernier élément est rouge et telles que deux éléments consécutifs de la
même couleur sont dans l’ordre croissant.
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Démonstration. Ce n’est pas exactement le résultat du chapitre 5. Au
niveau des notations, on a h + 1 = dgG et l + 1 = dgD. Les transformations à
effectuer pour obtenir la proposition 4.4.19 sont :

- lire la permutation de droite à gauche de sorte que les blocs d’une
même couleur soit croissant au lieu d’être décroissant,

- mettre le 1b en première position à gauche, puis supprimer les paren-
thèsess et 1b.

- enlever un à tous les entier. �

Lemme 4.4.20. Les triplets (TBG, TBD, ANA) qui vérifient les conditions
du lemme 4.4.18 sont en bijection avec les run de taille 1.

Démonstration. L’idée de la preuve est de construire une permutation
σ de taille n à partir d’un triplet (TBG, TBD, ANA) de sorte que σ est un run
de taille 1 en nG + 1. TBG encode la permutation des valeurs plus petites que
nG + 1, TBD encode la permutation des valeurs plus grandes que nG + 1 et
ANA encode l’entrelacement de ces deux permutations et de nG + 1.

Burstein [Bur07] montre par l’intermédiaire des bare tableaux que les ta-
bleaux boisés de taille n avec k points dans la première colonne sont en bijection
avec les permutations de taille n. Une description de cette bijection est donnée
dans le chapitre 5 section 3.2. En utilisant la symétrie axiale d’axe la diagonale
principale, ce résultat est encore vrai si on considère plutôt les points sur la
première ligne. On note l le nombre de colonnes de ANA moins une et h son
nombre de lignes moins une, de sorte que l = ph(TBG)+1 et l = pg(TBD)+1.
On note σG la permutation associée à TBG et σD celle associée à TBD. Soit
G1, . . . , Gl les cycles disjoints de σG tels que pour i < j, l’entier maximal de
Gi soit plus petit que l’entier maximal de Gj. De même, on définit D1, . . . , Dh

comme étant les cycles disjoints de σD en gardant la même condition de crois-
sance. De plus, on ajoute nG + 1 aux entiers composant les cycles D1, . . . , Dh.
On représente un cycle sans ses parenthèses et avec son plus grand élément
en première position. Par exemple, supposons que σG = (6)(7523)(9184) alors
G1 = 6, G2 = 7523 et G3 = 9184. Soit m la permutation qui correspont à ANA
par la proposition 4.4.19. Si 0r n’est pas la dernière lettre de m et si la lettre
après 0r n’est pas rouge, alors m s’écrit de manière unique

m = u0rb1br1rb2br2r · · · bpbrpr,
où u peut être le mot vide, et les blocs rir (resp. bib) sont des blocs non vides
croissants d’entiers rouges (resp. bleu), Et dans ce cas on remplace m par le
mot m∗ obtenu en échangeant les blocs bib et rir pour tout i (1 ≤ i ≤ p), soit

m∗ = u0rr1rb1br2rb2b · · · rprbpb.
Cette opération est bien entendu bijective.

On termine la construction de σ en substituant nl + 1 à 0r, Li à ir et Ri à
ib. Par exemple, si

m = 2b3b2r3r1b4b0r1r
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on obtient le run de taille 1
15 17 11 16 7 5 2 3 9 1 8 4 14 12 13 19 18 10 6.

Un autre exemple, si
m = 1r4b0r12b2r3b3r

alors
m∗ = 1r4b0r2r12b3r3b

ce qui nous donne
6 19 18 10 7 5 2 3 14 12 13 15 9 1 8 4 17 11 16.

Soit σi un run de taille 1 d’une permutation σ, la bijection inverse consiste
à utiliser la « transformation fondamentale » de Foata et Schützenberger sur
chaque bloc maximal d’entiers plus petit (resp. grand) que σi. De cette manière,
on peut identifier les Gi (resp. Di) et donc reconstruire σG (resp. σD) et ANA.
Par exemple, si on considère le run

4 2 6 11 9 12 8 3 7 1 5 10,

on obtient
4 2︸︷︷︸
L2r

6︸︷︷︸
L3r

11 9︸︷︷︸
R2b

12︸︷︷︸
R3b

8︸︷︷︸
0r

3︸︷︷︸
L1r

7 1 5︸︷︷︸
L4r

10︸︷︷︸
R1b

,

ainsi
σG = (3)(4 2)(6)(7 1 5), σD = (2)(3 1)(4),

m∗ = 2r3r2b3b0r1r4r1b, m = 2r3r2b3b0r1b1r4r �

Comme annoncé, on déduit des lemmes 4.4.18 et 4.4.20 la proposition sui-
vante.

Proposition 4.4.21. Soit n un entier naturel non nul, les coins des ta-
bleaux boisés de taille n sont en bijection avec les run de taille 1 dans les
permutations de taille n.

On vient de montrer que les statistiques du nombre de coins et de run sont
équiénumérées. Cependant, elles ne sont pas équidistribuées. Par exemple, le
nombre de run de taille 1 de la permutation 321 est 3 mais aucun tableau
boisé de taille 3 ne contient 3 coins.
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Partie 2

Arbres non-ambigus





Chapitre 5

Autour de l’énumération et de
la série génératrice des arbres

non-ambigus

L’ansatz matriciel de Derrida, Evans, Hakim et Pasquier [DEHP93] nous
fournit un outil pour montrer que certains objets combinatoires donnent une
interprétation des probabilités stationnaires des états de l’ASEP. Les tableaux
de permutation (définition 4.1.1), les tableaux alternatifs (définition 4.1.3),
les tableaux boisés (définition 4.1.5) et les tableaux escaliers (définition 2.2.1)
que nous avons vus dans la partie précédente en sont des exemples. On re-
marque que tous ces tableaux ont une structure arborescente sous-jacente.
Dans le cas des tableaux de permutation, elle n’est pas immédiatement ap-
parente. Burstein [Bur07] la met en évidence en supprimant les 0 ainsi que
les 1 superflus des tableaux de permutation, il nomme d’ailleurs les tableaux
obtenus les bare tableaux. Puis, il met en bijection ces tableaux avec des fo-
rêts d’arbres binaires étiquetés dont les étiquettes suivent des conditions de
croissance et de décroissance. Il utilise cette correspondance pour définir une
nouvelle bijection entre les tableaux de permutation et les permutations. Na-
deau [Nad11] approfondit cette construction à travers les tableaux alternatifs
qui sont plus faciles à manipuler. Enfin, en introduisant les tableaux boisés
[ABN13], Aval, Boussicault et Nadeau mettent en avant cette structure ar-
borescente, c’est d’ailleurs pour cela qu’ils ont été nommés ainsi. Les auteurs
définissent un algorithme d’insertion qui construit un tableau boisé de taille
n + 1 à partir d’un tableau boisé de taille n et du choix d’une de ses n + 1
arêtes du bord sud-est. D’une part, cette bijection donne une correspondance
simple entre le paramètre q de l’ASEP et les motifs 2− 31 des permutations.
D’autre part, en découle également une bijection simple entre les tableaux boi-
sés et les arbres binaires décroissants, conservant la structure d’arbre binaire
sous-jacente aux deux objets. Contrairement aux cas précédents, la condition
de décroissance est cette fois-ci simple. Dans le cas général, Corteel, Stanley,
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Stanton et Williams [CSSW12] signalent que l’on peut adapter les techniques
de Nadeau aux structures arborescentes sous-jacentes des tableaux escaliers.
Enfin, Aval, Boussicault et Dasse-Hartaut [ABDH13] mettent en évidence
que les structures arborescentes des tableaux escaliers correspondent à celles
déjà présentes dans le cas γ = δ = 0. Les auteurs mettent en bijection les ta-
bleaux escaliers avec des tableaux boisés étiquetés et généralisent l’algorithme
d’insertion des tableaux boisés. Toutefois, le poids en q des tableaux escaliers
s’interprète difficilement dans les tableaux boisés étiquetés, limitant ainsi les
conséquences positives de la généralisation de l’algorithme d’insertion.

On peut expliquer ce phénomène à l’aide de la théorie du ansatz cellulaire
développée par Viennot [Vie13]. Elle est brièvement expliquée dans l’intro-
duction du chapitre 2. Si on se donne des équations au plus quadratiques
vérifiant certaines propriétés, cette théorie permet de construire automatique-
ment une famille de tableaux satisfaisant ces équations. Dans le cas γ = δ = 0,
l’ansatz matriciel de Derrida et al. rentre dans le cadre de cette théorie. En
particulier, les tableaux alternatifs et les tableaux boisés peuvent être obte-
nus de cette manière. La structure arborescente des tableaux que l’on obtient
est dûe à l’équation DE = qED + D + E et plus précisément à la partie
DE = · · ·+D+E. Si bien que si l’on pose q = 0 les tableaux que l’on obtient
sont en bijection simple avec les arbres binaires. Dans le cas général, il est pos-
sible d’adapter l’ansatz matriciel pour pouvoir lui appliquer la construction de
Viennot. Toutefois, il faut pour cela poser q = 1. Les tableaux boisés étiquetés
peuvent être obtenus ainsi.

Les arbres non-ambigus ont été introduits par Aval, Boussicault, Bouvel et
Silimbani [ABBS14]. Ils correspondent aux tableaux boisés de forme rectan-
gulaire, ils incarnent donc les structures arborescentes résultant de l’ASEP. Ils
correspondent également aux façons de dessiner un arbre binaire sur une grille
en respectant des règles de « non ambiguïté ». Ces règles expliquent comment
dessiner des arbres binaires sur la grille de façon à ne pas perdre d’information
sur la structure arborescente de l’arbre. Nous présentons dans ce chapitre une
suite à l’étude de ces objets. Nous proposons notamment une nouvelle vision
des arbres non-ambigus en tant qu’arbres binaires étiquetés. Cette nouvelle dé-
finition est plus facile à manipuler que la définition géométrique originelle. Elle
nous permet d’utiliser des techniques de Hivert, Novelli et Thibon [HNT08].
Ainsi, nous redémontrons la formule des équerres permettant de compter les
arbres non-ambigus à arbre binaire fixé et nous définissons des équations diffé-
rentielles satisfaites par leur série génératrice. En les résolvant, nous obtenons
des formules closes de la série génératrice ainsi que de la formule d’énumération
des arbres non-ambigus à rectangle fixé. Le formalisme algébrique de [HNT08]
nous permet de formuler facilement un raffinement de notre démarche consis-
tant à prendre en compte des paramètres supplémentaires. Dans un premier
temps, nous étudions les statistiques correspondant aux paramètres α et β
de l’ASEP. Nous obtenons ainsi des (α, β)-analogues intéressants des formules
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closes obtenues précédemment. Dans un deuxième temps, nous prenons en
compte le nombre d’inversions ou l’indice majeur inverse de permutations sous-
jacentes aux arbres non-ambigus. Il en découle un analogue polynomial de la
formule des équerres ainsi qu’un raffinement de l’équation différentielle faisant
intervenir des q-analogues de l’intégrale et de la dérivée. Pour pouvoir donner
une interprétation combinatoire aux termes composant les (α, β)-analogues que
nous trouvons, nous définissons une nouvelle notion sur les arbres binaires :
les équerres. Une équerre est composée d’un sommet, de sa branche gauche et
de sa branche droite, si bien qu’il n’existe qu’une seule façon de partitionner
un arbre binaire en équerres. Cette décomposition appliquée aux arbres non-
ambigus donne une interprétation combinatoire élégante du raffinement avec
α et β.

La formule d’énumération comptant les arbres non-ambigus à rectangle
fixé dans le cas α = β = 1 peut être déduite du travail de Clark et Ehrenborg
[CE10]. Ils en donnent une interprétation combinatoire en étudiant les permu-
tations dont toutes les excédences sont au début. Une bijection entre ces deux
familles d’objets est donnée par Burstein dans [Bur07], nous la décrivons dans
la section 3. Elle peut également s’interpréter comme une bijection entre les
arbres non-ambigus et les cycles bicolores et bidécroissants (définition 5.3.8).
Cette interprétation nous permet notamment de définir une bijection entre
notre statistique du nombre d’équerres, de l’unique décomposition en équerres,
et la CE-statistique (définition 5.4.1) sur les permutations apparaissant dans
[CE10].

Ce chapitre est organisé en cinq sections. Nous commençons par la sec-
tion 1 en présentant le arbres non-ambigus vues comme des arbres binaires.
Puis, dans la section 2 nous adaptons les méthodes de l’article [HNT08] au
cas des arbres non-ambigus. Une fois en prenant en compte uniquement la
taille des objets, puis deux autres fois en considérant des statistiques supplé-
mentaires, de sorte à raffiner les résultats initiaux. En section 3, nous exposons
des bijections impliquant les arbres non-ambigus, les arbres bicolores et bidé-
croissants, les cycles bicolores et bidécroissants ainsi que les permutations dont
toutes les excédences sont au début. Elles permettent de prouver combinatoi-
rement certains résultats de la section 2. Ensuite, nous relions notre travail à
celui de Clark et Ehrenborg (section 4) en montrant l’équidistribution de la
statistique du nombre d’équerres et de la CE-statistique. Enfin, dans la sec-
tion 5, nous mettons en bijection la nouvelle statistique sur les arbres binaires
avec le nombre de sommets dans les arbres ordonnés dont au moins un fils est
une feuille.

La plupart des résultats contenus dans ce chapitre ont été obtenus en col-
laboration avec Aval, Boussicault, Delcroix-Oger et Hivert. Ils ont fait l’objet
de l’article [ABD+16].
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1. Définition des arbres non-ambigus

Initialement, les arbres non-ambigus ont été définis de manière géométrique
([ABBS14]) de la façon suivante.

Définition 5.1.1. Soit n un entier naturel non nul. Un arbre non-ambigu
géométrique ANA de taille n est un ensemble fini de n points (x, y) ∈ N × N
vérifiant les conditions suivantes :

(1) (0, 0) ∈ ANA, on appelle ce point la racine.
(2) Soit (x, y) ∈ ANA un point différent de la racine, alors il existe un

point (x′, y′) ∈ ANA tel que x = x′ et y > y′, ou il existe un point
(x′′, y′′) ∈ ANA tel que x > x′′ et y = y′′, mais pas les deux à la fois.

(3) Les ensembles {x, (x, y) ∈ ANA} et {y, (x, y) ∈ ANA} sont des inter-
valles d’entiers commençant en 0.

Pour simplifier la description d’objets combinatoires intervenant dans l’étude
des arbres non-ambigus en section 2.3, nous utiliserons plutôt la définition équi-
valente 5.1.2.

Définition 5.1.2. Soit dgG et dgD des entiers naturels non nuls. Un arbre
non-ambigu géométrique ANA de dimension géométrique dgG × dgD est un
ensemble de points (x, y) ∈ N× N vérifiant les conditions suivantes.

(1) (dgG, dgD) ∈ ANA, on appelle ce point la racine.
(2) Soit (x, y) ∈ ANA un point différent de la racine, alors il existe un

point (x′, y′) ∈ ANA tel que x = x′ et y < y′, ou il existe un point
(x′′, y′′) ∈ ANA tel que x < x′′ et y = y′′, mais pas les deux à la fois.

(3) Les ensembles {x, (x, y) ∈ ANA} et {y, (x, y) ∈ ANA} sont respecti-
vement égaux à J1, dgGK et J1, dgDK.

La taille d’un arbre non-ambigu géométrique est égal à son nombre de points.

Les deux définitions sont équivalentes. Pour passer de l’une à l’autre, il
suffit d’appliquer le changement de variable x 7→ dgG − x et y 7→ dgD − y.
Contrairement à la convention habituelle, l’axe des abscisses sera l’axe vertical
et celui des ordonnées sera l’axe horizontal. La figure 1 donne des exemples
et des contre-exemples d’arbres non-ambigus géométriques. En effet, notons
E1, E2, E3 et E4 les quatre ensembles de points apparaissant dans la figure,
en les parcourant de gauche à droite et de haut en bas. Tout d’abord, E1

ne vérifie pas la condition 5.1.2.(3). En ce qui concerne E2 et E3, c’est la
condition 5.1.2.(2) qui n’est pas vérifiée. Enfin, le dessin de E4 suppose que l’on
veuille un arbre non-ambigu géométrique de dimension géométrique 3×2, donc
E4 ne vérifie pas les conditions 5.1.2.(1) et 5.1.2.(2). Il existe une relation simple
entre la taille et la dimension géométrique d’un arbre non-ambigu géométrique.
Notons dgG(ANA) et dgD(ANA) les dimensions géométriques gauche et droite
d’un arbre non-ambigu géométrique ANA.
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Figure 1. De gauche à droite : un arbre non-ambigu géomé-
trique de taille 7 et de dimension géométrique 5 × 3, un arbre
non-ambigu géométrique de taille 6 et de dimension géométrique
3× 4, puis quatre contre-exemples d’arbres non-ambigus géomé-
triques.

Proposition 5.1.3. Soit n un entier naturel non nul, soit ANA un arbre
non-ambigu géométrique de taille n, alors

n = dgG(ANA) + dgD(ANA)− 1.

Démonstration. La condition 5.1.2.(3) nous dit que l’ensemble des abs-
cisses des points de ANA est J1, dgG(ANA)K et l’ensemble de leurs coordon-
nées est J1, dgD(ANA)K. À tout abscisse x ∈ J1, dgG(ANA)K on associe le
point d’abscisse x et d’ordonnée maximale. De même, à toute ordonnée y ∈
J1, dgD(ANA)K, on associe le point d’ordonnée y et d’abscisse maximale. La
condition 5.1.2.(2) implique que tout point est associé à une abscisse ou à une
ordonnée, mais que seule la racine est associée à une abscisse et à une ordonnée
à la fois. Par conséquent

n+ 1 = dgG(ANA) + dgD(ANA). �

Soit ANA un arbre non-ambigu géométrique, les conditions 5.1.2.(1) et
5.1.2.(2) nous permettent de définir une structure d’arbre binaire sur ANA,
que l’on appelle forme de ANA. En effet, on définit la racine comment étant le
point racine, puis, pour chaque point non racine, on définit le point donné par
la condition 5.1.2.(2) comme étant son père. Par exemple, la figure 2 représente
les deux arbres non-ambigus géométriques de la figure 1 auxquels on a ajouté
des arêtes entre chaque point et son père. Dorénavant nous dessinerons toujours
les arêtes de la structure arborescente sous-jacente.

Remarque 5.1.4. Les conditions 5.1.2.(1), 5.1.2.(2) et 5.1.2.(3) corres-
pondent exactement aux conditions 4.1.5.(1), 4.1.5.(2) et 4.1.5.(3) de la défi-
nition des tableaux boisés. Ainsi, les arbres non-ambigus géométriques corres-
pondent aux structures arborescentes apparaissant dans les tableaux boisés.
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Figure 2. Illustration de la structure arborescente des arbres
non-ambigus géométriques de la figure 1.

Dans la suite, nous utiliserons également un autre objet équivalent aux
arbres non-ambigus géométriques, il est donné par la définition 5.1.5 que nous
avons introduite dans [ABD+16]. Dans cette nouvelle vision, on s’extrait de la
représentation géométrique, en étiquetant les sommets de l’arbre binaire sous-
jacent, par leurs coordonnées respectives. Pour pouvoir l’énoncer, on a besoin
de définir qu’un sommet qui est un fils gauche (resp. droit), est un sommet
gauche (resp. sommet droit), et on dit qu’il est de type gauche (resp. droit).
Sauf mention du contraire, le type de la racine n’est pas défini. On note sG(AB)
(resp. sD(AB)) le nombre de sommets gauches (resp. droits) de AB.

Définition 5.1.5. Soit n un entier naturel. Un arbre non-ambigu ANA de
taille n est un arbre binaire AB de taille n muni d’un étiquetage, tel que :

(1) les sommets gauches sont numérotés de manière distincte, de 1 à
sG(AB) ;

(2) les sommets droits sont numérotés de manière distincte, de 1 à sD(AB) ;
(3) soit s et s′ deux sommets de même type de ANA, si s′ est l’ancêtre

de s, alors l’étiquette de s′ est strictement plus grande que celle de s.

On appelle forme de ANA l’arbre binaire AB. Pour éviter de devoir faire
référence à chaque fois à l’arbre binaire sous-jacent d’un arbre non-ambigu,
on étend la terminologie et les notations des arbres binaires, aux arbres non-
ambigus. Il sera parfois utile de considérer la racine comme un sommet gauche
et un sommet droit. Toutefois, elle ne comptera pas dans le nombre de som-
mets gauches ou de sommets droits d’un arbre binaire. Enfin, si on choisit
d’étiqueter la racine, elle le sera par (sG(ANA) + 1, sD(ANA) + 1). Au niveau
de la représentation d’un arbre non-ambigu, pour faciliter la lecture des figures,
les étiquettes des sommets gauches seront rouges et celles des sommets droits
seront bleues. L’objet présent dans la partie droite de la figure 3 donne un
exemple d’arbre non-ambigu.

Les définition 5.1.2 et 5.1.5 ne sont pas strictement équivalentes car elle
ne définissent pas exactement le même objet. Toutefois, ils sont en bijection
et les statistiques que nous étudierons sont lisibles dans les deux cas. C’est
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Figure 3. Correspondance entre les définitions 5.1.2 et 5.1.5
des arbres non-ambigus.

pourquoi, après la proposition qui suit, les arbres non-ambigus géométriques
seront appelés des arbres non-ambigus, et nous considérerons à chaque fois les
deux versions.

Proposition 5.1.6. Soit dgG et dgD deux entiers naturels non nuls. Les
arbres non-ambigus géométriques de dimension géométrique dgG × dgD sont
en bijection avec les arbres non-ambigus ayant dgG − 1 sommets gauches et
dgD − 1 sommets droits.

Démonstration. Nous donnons d’abord une application des objets de
la définition 5.1.2 vers ceux de la définition 5.1.5, puis nous construisons son
inverse.

Soit ANA un arbre non-ambigu géométrique de taille n, et soit AB la
forme de ANA. Chaque sommet s de AB correspond à un point ps de ANA.
Réciproquement, on note sp le sommet correspondant à un point p. Soit s un
sommet gauche. Si on note (x, y) les coordonnées de sp, alors on étiquette s
par x. Réciproquement, si s est un sommet droit, on l’étiquette par y. Nous
devons maintenant montrer que cet étiquetage vérifie les conditions de la dé-
finition 5.1.5.
5.1.5.(1) Si s est un sommet gauche de AB, alors ps n’a pas de point à sa

gauche. Il en est de même pour la racine. Ainsi, il y a une bijection
entre les sommets gauches plus la racine, et l’ensemble {x, (x, y) ∈
ANA}, qui par la condition 5.1.2.(3) est égal à J1, dgG(ANA)K. En
particulier, sG(AB) = dgG(ANA)− 1.

5.1.5.(2) La preuve est la même et on a sD(AB) = dgD − 1.
5.1.5.(3) Soit s et s′ deux sommets de même type tels que s′ est l’ancêtre de s.

Sans perte de généralité, on peut supposer que s′ est le plus proche
ancêtre de s de même type que s. Dans la suite nous allons supposer
que s et s′ sont des sommets gauches, la preuve est similaire dans
l’autre cas. Soit s′′ l’ancêtre de s dont le père est s′. On note (x, y),
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(x′, y′) et (x′′, y′′) les coordonnées de ps, ps′ et ps′′ respectivement.
En particulier, x est l’étiquette de s et x′ celle de s′. Si s′′ = s, alors
s′ est le père de s, donc par la condition 5.1.2.(2), on a l’inégalité
x < x′. Sinon, par définition de s′ tous les sommets entre s et s′′, s′′
compris, sont des sommets droits, ainsi x = x′′. Enfin, par le même
argument que dans le cas s = s′′, on a l’inégalité x = x′′ < x′.

Ainsi, l’arbre binaire étiqueté AB est bien un arbre non-ambigu.
Soit maintenant un arbre non-ambigu ANA de taille n. Nous allons as-

socier à chaque sommet s de ANA un point ps défini par une paire de co-
ordonnées. On commence par associer à la racine le point de coordonnées
(sG(ANA) + 1, sD(ANA) + 1), pour les autres sommets on le fait récursive-
ment. On associe à un sommet gauche s d’étiquette x, le point de coordonnées
(x, y), où y est la deuxième coordonnée de ps′ et s′ est le père de s. De manière
analogue, on associe à un sommet droit s d’étiquette y, le point de coordon-
nées (x, y), où x est la première coordonnée ps′ et s′ est le père de s. Soit
E l’ensemble {ps, s ∈ ANA}. Nous allons montrer tout d’abord que E est
de cardinal n, c’est-à-dire qu’il n’existe pas deux sommets s1 et s2 tels que
ps1 = ps2 . Supposons qu’il en existe, notons (x, y) les coordonnées du point
correspondant. Les sommets s1 et s2 sont nécessairement de type différent,
sinon ils auraient la même étiquette, ce qui n’est pas possible. Sans perte de
généralité on peut supposer que s1 est un sommet gauche et s2 un sommet
droit, ainsi leurs étiquettes sont respectivement x et y. Soit s′1 le premier an-
cêtre droit de s1, notons (x′1, y

′
1) les coordonnées de ps′1 . Alors, au vu de la

construction des coordonnées, y = y′1. Ainsi, comme s2 et s′1 sont des sommets
droits ayant la même étiquette, ils correspondent donc au même sommet. On
en déduit que s2 est un ancêtre de s1. De la même manière, on peut montrer
que s1 est un ancêtre de s2, et ainsi que s1 = s2 ce qui contredit la suppo-
sition de départ. On note sp le sommet dont provient le point p. Nous allons
maintenant montrer que E est un arbre non-ambigu de dimension géométrique
(sG(ANA) + 1)× (sG(ANA) + 1) selon la définition 5.1.2.
5.1.2.(1)On a bien (sG(ANA) + 1, sD(ANA) + 1) ∈ E.
5.1.2.(2)Soit p ∈ E. On suppose que sp est un sommet gauche, la preuve dans

l’autre cas est analogue. On note s′ le père de sp, alors ps′ vérifie
les conditions de 5.1.2.(2). En effet, soit s′′ le premier sommet gauche
ancêtre de s. On note (x, y), (x′, y′) et (x′′, y′′) les coordonnées de p, ps′
et ps′′ respectivement. Alors, par construction des coordonnées, y = y′

et x′ = x′′. De plus, par la condition 5.1.5.(3), on sait que x < x′′, ce
qui prouve le résultat. Il nous reste à montrer que E ne contient pas
de point q de coordonnées (a, b) vérifiant a = x et b > y. Supposons
que ce soit le cas, le point correspondant au premier ancêtre de sq
qui est un sommet gauche vérifie les mêmes conditions. Donc quitte à
remplacer q par ce point là, on peut supposer que sq est un sommet
gauche. Ainsi, comme l’étiquette de sq est égale à celle de sp et que
tout deux sont des sommets gauches, sq = sp ce qui n’est pas possible.

164



5. Autour de l’énumération et de la série génératrice des arbres non-ambigus

5.1.1.(3)C’est une conséquence de 5.1.5.(1), 5.1.5.(2) et du fait que (sG(ANA)+
1, sD(ANA) + 1) ∈ E. �

Remarque 5.1.7. Comme expliqué dans la preuve précédente, pour un
arbre non-ambigu ANA on a les relations :
(31) dgG(ANA) = sG(ANA) + 1 et dgD(ANA) = sD(ANA) + 1.

En particulier, la dimension géométrique ne dépend que de la forme de l’arbre
non-ambigu. Nous étendons donc la définition de dimension géométrique aux
arbres binaires, en gardant les mêmes notations.

On note ANA(AB) l’ensemble des arbres non-ambigus de forme AB, un
exemple est donné en figure 4
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Figure 4. Un exemple de l’ensemble des arbres non-ambigus
associés à un arbre binaire.

La section 2 nécessite de la zérologie. Par convention, il y a deux arbres
non-ambigus de taille zéro : l’arbre non-ambigu vide gauche que nous notons
∅G et l’arbre non-ambigu vide droit que nous notons ∅D. Ils ont pour formes
respectives l’arbre binaire vide gauche que nous notons ∅G et l’arbre binaire
vide droit que nous notons ∅D. De plus, ils ont pour dimensions géométriques
respectives, 0× 1 et 1× 0.

2. Série génératrice, formules des équerres et
énumérations des arbres non-ambigus

Dans cette section, nous commençons par déterminer l’équation vérifiée
par la série génératrice des arbres non-ambigus. Nous en déduisons une dé-
monstration alternative d’une identité de l’article [ABBS14], dite formule des
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équerres, comptant les arbres non-ambigus à forme fixée. Finalement, la réso-
lution de l’équation nous donne une forme close pour la série génératrice. Il en
découle une formule d’énumération. Nous répétons deux fois cette démarche
en modifiant le poids associé à chaque arbre non-ambigu, de façon à obte-
nir des raffinements des résultats précédents. L’approche utilisée s’inspire de
l’article [HNT08]. Les auteurs partent du constat que l’équation (chapitre 1
équation (6)) vérifiée par la série génératrice exponentielle ABD des arbres
binaires décroissants fait apparaître la formule des équerres (chapitre 1 équa-
tion (7)). Nous rappelons qu’à tout arbre binaire décroissant on peut associer
une permutation (chapitre 1 section 3). Ils commencent par décrire la structure
récursive des permutations induite par la décomposition d’un arbre binaire en
sous-arbre gauche et sous-arbre droit. Ils définissent pour cela une applica-
tion bilinéaire sur les permutations que nous notons B. Puis ils définissent
un poids p et une application bilinéaire B sur les séries formelles vérifiant
B(p(σ1), p(σ2)) = p(B(σ1, σ2)). D’une part, on retrouve l’équation vérifiée par
ABD

(32) ABD = p(∅) + B(ABD,ABD).

D’autre part, en appliquant récursivement B au sous-arbre gauche et au sous-
arbre droit d’un arbre binaire AB, on retrouve la formule des équerres de
AB. L’intérêt de cette approche algébrique réside dans la suite de leur article.
Ils définissent un nouveau poids pq, qui prend en compte au choix le nombre
d’inversions ou l’indice majeur inverse, et une nouvelle application bilinéaire
Bq compatible avec pq. Ainsi, ils obtiennent un q-analogue de l’équation (32)
et redémontrent le q-analogue de la formule des équerres de [BW89].

2.1. La version sans raffinement

Les arbres non-ambigus ont une structure récursive, induite par celle des
arbres binaires. En effet, un arbre binaire AB non vide est la donnée d’une
racine et deux arbres binaires qui correspondent au sous arbre gauche ABG

et au sous arbre droit ABD, avec la convention que si ABG (resp. ABD) est
de taille zéro, alors ABG = ∅G (resp. ABD = ∅D). Soit maintenant ANA un
arbre non-ambigu de forme AB. L’étiquetage de ANA induit un étiquetage de
ABG et de ABD qui vérifient la condition 5.1.5.(3). Ainsi, si on les renumérote
à partir de 1 en respectant les deux ordres totaux déjà présents, celui des
sommets gauches et celui des sommets droits, on obtient deux arbres non-
ambigus ANAG et ANAD, avec la convention que si ANAG (resp. ANAD) est
de taille zéro, alors ANAG = ∅G (resp. ANAD = ∅D). Un exemple est donné en
figure 5. Contrairement au cas des arbres binaires, la décomposition n’est pas
bijective. Pour pouvoir reconstruire ANA à partir de ANAG et ANAD il faut
décider comment répartir les étiquettes J1, dgG(ANA)−1K et J1, dgD(ANA)−1K,
en se rappelant que la racine de ANAG va compter comme un sommet gauche
dans ANA et que celle de ANAD va compter comme un sommet droit. Étant
donné que l’on veut respecter l’étiquetage de ANAG et ANAD, il suffit de
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Figure 5. ANAG (à gauche) et ANAD (à droite) où ANA est
l’arbre non-ambigu de la figure 3.

partitionner les ensembles J1, dgG(ANA) − 1K et J1, dgD(ANA) − 1K en deux.
Ainsi, si on fixe ANA1 et ANA2 deux arbres non-ambigus, le nombre d’arbres
non-ambigus ANA tels que ANAG = ANA1 et ANAD = ANA2 est :

(33)
(
dgG(ANA1) + dgG(ANA2)− 1

dgG(ANA1)

)(
dgD(ANA1)− 1 + dgD(ANA2)

dgD(ANA2)

)
.

De plus, tous ces arbres non-ambigus ont la même forme que l’on notera
AB. Donc en utilisant les relations dgG(AB) = dgG(ANA1) + dgG(ANA2)
et dgD(AB) = dgD(ANA1) + dgD(ANA2), on obtient

(34)
(
dgG(AB)− 1

dgG(ANA1)

)(
dgD(AB)− 1

dgD(ANA2)

)
.

Les formules précédentes restent vraies, même si ANA1 et/ou ANA2 sont de
taille 0.

Nous allons maintenant introduire le formalisme algébrique sur lequel se
base la section 2. Soit QANA le Q-espace vectoriel engendré par les arbres
non-ambigus, on note QANA(AB) la somme des éléments de ANA(AB). On
définit également QANAG et QANAD, les Q-espaces vectoriels engendrés res-
pectivement par ANA\{∅D} et ANA\{∅G}. Soit maintenant l’application
bilinéaire B : QANAG × QANAD → QANA qui à un couple (ANA1, ANA2)
d’arbres non-ambigus associe la somme des arbres non-ambigus ANA tels que
ANAG = ANA1 et ANAD = ANA2. Cette application permet d’engendrer
récursivement l’ensemble des arbres non-ambigus de forme fixée.

B(

2r3b
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Lemme 5.2.1. Soit AB un arbre binaire. Si AB = ∅G (resp. AB = ∅D)
alors QANA(AB) = ∅G (resp. QANA(AB) = ∅D), sinon

QANA(AB) = B(QANA(ABG),QANA(ABD)).

Démonstration. Soit ANA1 et ANA2 deux arbres non-ambigus tels que
ANA1 a pour forme ABG et ANA2 a pour forme ABD. Alors, un arbre non-
ambigu ANA de forme AB apparaît dans la somme B(ANA1, ANA2) si, et
seulement si, ANA1 = ANAG et ANA2 = ANAD. Par conséquent

QANA(AB) =
∑

ANA1∈ANA(ABG)
ANA2∈ANA(ABD)

B(ANA1, ANA2),

qui par bilinéarité de B vaut
B(QANA(ABG),QANA(ABD)). �

Le lemme 5.2.1 a pour conséquence immédiate que pour tout arbre binaire
non vide AB, on a l’égalité :
(35)

|ANA(AB)| =
(
dgG(AB)− 1

dgG(ABG)

)(
dgD(AB)− 1

dgD(ABD)

)
|ANA(ABG)||ANA(ABD)|.

La suite consiste à projeter et à interpréter ces observations dans le monde
des séries génératrices. Les arbres non-ambigus sont des objets combinatoires
étiquetés, cela explique la présence de binomiaux dans l’équation (34). C’est
pourquoi nous allons considérer des séries génératrices exponentielles. Pour
cela, nous associons à chaque arbre non-ambigu ANA le poids

p(ANA) =
xdgG(ANA) ydgD(ANA)

dgG(ANA)! dgD(ANA)!
.

En particulier, p(∅G) = y et p(∅D) = x. Par linéarité, on étend p en une
application linéaire QANA → QJx, yK. Ainsi, pour tout arbre binaire AB,
p(QANA(AB)) est la série génératrice des arbres non-ambigus de forme AB.
Il ne nous reste plus qu’à définir l’image de B par p.

Définition 5.2.2. Soit B l’application bilinéaire QJx, yK × QJx, yK →
QJx, yK telle que

B(u, v) =

∫ x

0

∫ y

0

∂y(u) ∂x(v) dx dy.

Soit AB un arbre binaire, on définit également B(AB). Si AB = ∅G (resp.
AB = ∅D) alors B(AB) = y (resp. B(AB) = x), sinon

B(AB) = B(B(ABG),B(ABD)).

La figure 6 donne un exemple de calcul de B sur un arbre binaire. Le mo-
nôme de chaque sommet s correspond à la valeur de B appliqué au sous-arbre
de racine s, sachant que les sous-arbres binaires au bout des arêtes pointillées
sont des arbres binaires vides. L’application bilinéaire B correspond bien à
l’image de B par p, comme le prouve la proposition suivante.
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x5 y4
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x

Figure 6. Exemple de calcul de B(AB), où AB est l’arbre bi-
naire défini par les arêtes pleines.

Proposition 5.2.3. Soit ANA1, ANA2 ∈ QANAG ×QANAD, alors
p(B(ANA1, ANA2)) = B(p(ANA1), p(ANA2)).

En particulier, pour tout arbre binaire AB,

B(AB) = p(QANA(AB)).

Démonstration. Par linéarité de p et bilinéarité de B et B, on peut
supposer que les combinaisons linéaires ANA1 et ANA2 sont réduites à un
élément. Elles correspondent donc chacune à un arbre non-ambigu que l’on
notera également ANA1 et ANA2. Soit AB l’arbre binaire dont le sous-arbre
gauche est la forme de ANA1, et le sous-arbre droit est la forme de ANA2.
L’équation (34) nous dit que

p(B(ANA1, ANA2)) =

(
dgG(AB)− 1

dgG(ANA1)

)(
dgD(AB)− 1

dgD(ANA2)

)
xdgG(AB) ydgD(AB)

dgG(AB)! dgD(AB)!
.

Il ne reste plus qu’à calculer B(p(ANA1), p(ANA2)) pour finir la preuve de la
première identité. Posons u = p(ANA1) et v = p(ANA2). Alors, B(u, v) est
égal à

=

∫ x

0

∫ y

0

∂y(u) ∂x(v) dx dy

=

∫ x

0

∫ y

0

xdgG(ANA1)+dgG(ANA2)−1ydgD(ANA1)−1+dgD(ANA2)dxdy

dgG(ANA1)! (dgG(ANA2)− 1)! (dgD(ANA1)− 1)! dgD(ANA2)!

=

(
dgG(ANA1) + dgG(ANA2)− 1

dgG(ANA2)− 1

)(
dgD(ANA1)− 1 + dgD(ANA2)

dgD(ANA1)− 1

)
×

∫ x

0

∫ y

0

xdgG(ANA1)+dgG(ANA2)−1ydgD(ANA1)−1+dgD(ANA2)dxdy

(dgG(ANA1) + dgG(ANA2)− 1)! (dgD(ANA1)− 1 + dgD(ANA2))!

=

(
dgG(ANA1) + dgG(ANA2)− 1

dgG(ANA2)− 1

)(
dgD(ANA1)− 1 + dgD(ANA2)

dgD(ANA1)− 1

)
×

xdgG(ANA1)+dgG(ANA2)ydgD(ANA1)+dgD(ANA2)

(dgG(ANA1) + dgG(ANA2))! (dgD(ANA1) + dgD(ANA2))!
.
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Or, on a les relations
dgG(ANAG) + dgG(ANAD) = dgG(AB)

et
dgD(ANAG) + dgD(ANAD) = dgD(AB),

de sorte que
B(p(ANA1), p(ANA2)) = p(B(ANA1, ANA2)).

La deuxième identité se prouve par récurrence. Par définition, l’égalité est vraie
si AB = ∅G ou AB = ∅D. Sinon, par récurrence on a :

p(QANA(AB)) = p(B(QANA(ABG),QANA(ABD)))

= B(p(QANA(ABG)), p(QANA(ABD)))

= B(B(ABG),B(ABG))

= B(AB). �

Il en découle la formule des équerres comptant le nombre d’arbres non-
ambigus de forme fixée. Pour pouvoir l’énoncer, nous avons besoin d’introduire
une notation. Soit AB un arbre binaire, pour tout sommet gauche (resp. droit)
s de AB, on définit dgG(s) (resp. dgD(s)) comme étant le nombre de sommets
gauches (resp. droits), s inclus, du sous-arbre de AB dont s est la racine. Dans
ce contexte, la racine de AB compte à la fois comme un sommet gauche et un
sommet droit.

Proposition 5.2.4. Soit AB un arbre binaire, alors

|ANA(AB)| = dgG(AB)! dgD(AB)!∏

s sommet gauche

dgG(s)
∏

s sommet droit

dgD(s)
.

Démonstration. Par définition

p(QANA(AB)) = |ANA(AB)| xdgG(AB) ydgD(AB)

dgG(AB)! dgD(AB)!
.

Or, d’après la proposition 5.2.3, p(QANA(AB)) = B(AB). Par définition, on
peut calculer B(AB) de manière récursive :

B(AB) = B(B(ABG),B(ABD))

=

∫ x

0

∫ y

0

∂y(B(ABG)) ∂x(B(ABD)) dx dy

=
dgD(ABG) dgG(ABD)

dgG(AB) dgD(AB)
B(ABG)B(ABD).
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Par récurrence, B(ABG) et B(ABD) valent

B(ABG) =
xdgG(ABG) ydgD(ABG)

∏

s sommet gauche
de ABG

dgG(s)
∏

s sommet droit
de ABG

dgD(s)
,

et

B(ABD) =
xdgG(ABD) ydgD(ABD)

∏

s sommet gauche
de ABD

dgG(s)
∏

s sommet droit
de ABD

dgD(s)
.

Or, le type des sommets de ABG et ABD restent les mêmes dans AB, excepté
pour les deux racines, qui deviennent respectivement un sommet gauche et un
sommet droit. De plus, si on note rG (resp. rD) la racine de ABG (resp. ABD),
alors, dgD(rG) = dgD(ABG) (resp. dgG(rD) = dgG(ABD)), de sorte qu’ils se
simplifient. De même, si on note r la racine de AB, on a dgG(AB) = dgG(r)
et dgD(AB) = dgD(r). En résumé

1∏

s sommet gauche
de AB

dgG(s)
=

dgG(ABD)

dgG(AB)
∏

s sommet gauche
de ABG

dgG(s)
∏

s sommet gauche
de ABD

dgG(s)
,

et
1∏

s sommet droit
de AB

dgG(s)
=

dgD(ABG)

dgD(AB)
∏

s sommet droit
de ABD

dgD(s)
∏

s sommet droit
de ABG

dgD(s)
,

ce qui conclut la preuve. �

Si on reprend l’exemple de la figure 6, le monôme de la racine nous donne
la formule des équerres de l’arbre binaire pris en exemple. On considère main-
tenant la série génératrice exponentielle des arbres non-ambigus :

G(x, y) =
∑

ANA∈ANA

p(ANA).

On aura également besoin de la série génératrice
N(x, y) = ∂x∂yG.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté nous omettrons parfois les variables x et y.
Les deux séries génératrices sont liées par la relation

(36) G = y + x+

∫ x

0

∫ y

0

N dx dy.

Proposition 5.2.5. Les fonctions génératrices G et N satisfont les rela-
tions suivantes.

G = y+x+

∫ x

0

∫ y

0

∂yG ∂xG dx dy et N =

(
1 +

∫ x

0

N dx

)(
1 +

∫ y

0

N dy

)
.
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Démonstration. D’après la proposition 5.2.3, si on partitionne les arbres
non-ambigus selon leurs formes, on obtient

G =
∑

AB∈AB

B(AB).

Ainsi, par définition on a

G = y + x+
∑

(ABG,ABD)∈(AB\{∅D})×(AB\{∅G})

B(B(ABG),B(ABD)).

Enfin, B étant bilinéaire on obtient bien que

G = y + x+ B(
∑

ABG∈AB\{∅D}

B(ABG),
∑

ABD∈AB\{∅G}

B(ABD))

= y + x+ B(G− x,G− y).

Or, les applications v 7→ B(x, v) et u 7→ B(u, y) sont nulles, donc
G = y + x+ B(G,G).

La deuxième identité s’obtient en dérivant selon x et y la première identité,
puis en utilisant l’équation (36). �

Remarque 5.2.6. Nous aurions pu prouver la proposition 5.2.4 à partir de
l’équation (35). Toutefois, le formalisme que nous avons introduit, nous permet
dans la section 2.3 de définir un q-analogue de la dérivée et de l’intégrale, qui
vont nous permettre de donner un q-analogue de B, et d’obtenir un q-analogue
des relations de la proposition 5.2.5.

La proposition 5.2.5 nous permet maintenant d’utiliser des méthodes des
équations différentielles pour trouver une formule close pour G et N.

Proposition 5.2.7. Les séries génératrices des arbres non-ambigus sont
égales à

G = y + x− ln (1− (ex − 1)(ey − 1)) et N =
ex+y

(1− (ex − 1)(ey − 1))2 .

Démonstration. La fonction génératrice G vérifie le système

(37)

{
∂x∂yf = ∂yf × ∂xf,
f(x, y) = f(y, x).

La deuxième équation provient de la stabilité de l’ensemble des arbres non-
ambigus par l’opération qui consiste à échanger le sous-arbre droit et le sous-
arbre gauche récursivement. Le système possède les deux propriétés suivantes.

(1) Si s est une solution, alors pour toute série génératrice ϕ à terme
constant nul, (x, y) 7→ s(ϕ(x), ϕ(y)) est également solution.

(2) Si on fixe la condition initiale x 7→ f(x, 0) alors il existe une unique
série formelle solution du Système (37).
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La deuxième propriété provient de la relation au niveau des coefficients qu’im-
plique le système. Si on note f =

∑
i,j>0 fi,j

xiyj

i! j!
une solution, alors pour i et j

deux entiers naturels non nuls, on a

fi,j =
∑

i1+i2=i
j1+j2=j

(
i− 1

i2 − 1

)(
j − 1

j1 − 1

)
fi1,j1fi2,j2 .

Ainsi, si on fixe (fi,0)i>0, par symétrie on connaît également la suite (f0,j)j>0,
et on peut donc calculer tous les termes de la suite (fi,j)i,j>0 grâce à la relation
que nous venons d’exhiber.

Soit f une solution particulière. On note fx = ∂xf et fy = ∂yf . Ainsi, en
multipliant l’équation différentielle vérifiée par f par elle-même, on obtient

∂yfx ∂xfy = f 2
x f

2
y .

Supposons que ∂yfx = f 2
x et ∂xfy = f 2

y , alors

fx =
−1

y + c1(x)
et fy =

−1

x+ c2(y)
.

Puisque f 2
x = ∂yfx = fxfy, après simplification par fx on a fy = fx, et donc

y + c1(x) = x+ c2(y).

Ainsi, si on regarde en x = 0 puis y = 0, on trouve que c1 et c2 correspondent
à la même application z 7→ z + c, où c est un réel. Finalement

f(x, y) = − ln(x+ y + c).

Réciproquement, (x, y) 7→ − ln(x+y+c) est bien une solution du Système (37).
Il ne nous reste plus qu’à trouver une série formelle ϕ et un réel c tels que
G(x, 0) = − ln(ϕ(x) + c). Alors, par unicité de la solution, on prouvera que
G(x, y) = − ln(ϕ(x) + ϕ(y) + c). On sait que G(x, 0) = x, on en déduit que
ϕ(x) = e−x − c. Or, on veut que ϕ(0) = 0, donc c = 1. On vient de prouver
que

G(x, y) = − ln(e−x + e−y − 1),

que l’on peut réécrire
G(x, y) = y + x− ln(1− (ex − 1)(ey − 1)).

La formule close de N se trouve en dérivant par rapport à x et à y celle de
G. �

En développant la formule que l’on vient de trouver pour G, on en déduit
la formule d’énumération suivante.

Proposition 5.2.8. Soit i et j deux entiers non nuls. Le nombre d’arbres
non-ambigus ANA de dimension géométrique i× j est[

xi yj

i! j!

]
G(x, y) =

∑

p>1

(p− 1)! p! S2(i, p) S2(j, p).
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Démonstration. On sait que
G = x+ y − ln(1− (ex − 1)(ey − 1)),

ainsi il nous suffit de développer ln(1− (ex − 1)(ey − 1)).

ln(1− (ex − 1)(ey − 1)) =
∑

p>1

(ex − 1)p (ey − 1)p

p
.

Or, dans les préliminaires sur les séries génératrices exponentielles on a vu que

(ex − 1)k =
∑

n>1

k! S2(n, k)
xn

n!
.

D’où le résultat. �

La formule close pour N et la formule d’énumération de la proposition 5.2.8
ont déjà été prouvées par [CE10]. Les auteurs ont obtenu ces résultats dans
le contexte des permutations ayant toutes leurs excédences strictes au début.
Dans la section 3.2 nous présenterons une bijection entre ces permutations et
les arbres non-ambigus. Dans la suite nous raffinerons cette formule close en
prenant en compte des statistiques supplémentaires.

Remarque 5.2.9. Une formule d’énumération des permutations dont toutes
les excédences sont au début ou des arbres non-ambigus à rectangle fixé avait
déjà été proposée respectivement dans [ES00] puis dans [ABBS14].

[
xi yj

i! j!

]
G(x, y) =

i∑

k=1

(−1)i−k S2(i, k)k!kj−1.

La formule de la proposition 5.2.8 a l’avantage d’être une somme à termes
positifs et d’être symétrique en i.

2.2. Les (α, β)-analogues de la série génératrice et de l’énu-
mération à dimension géométrique fixée

Dans la partie précédente, nous avons vu que considérer le nombre de som-
mets non racine dans la colonne la plus à gauche et dans la ligne la plus
haute d’un tableau boisé pouvait mener à des formules factorisées de séries
génératrices. Dans le cadre des arbres non-ambigus en tant qu’arbres binaires
étiquetés, cela revient à compter le nombre de sommets non racine dans la
branche gauche et dans la branche droite de la racine. On note respectivement
sbG et sbD ces deux statistiques. Par exemple, si on note AB l’arbre binaire de la
figure 7, alors sbG(AB) = 4 et sbD(AB) = 2. En ce qui concerne les deux arbres
binaires de taille 0, on prend comme convention que sbG(∅G) = sbD(∅D) = −1
et sbG(∅D) = sbD(∅G) = 0. Nous étendons les statistiques sbG et sbD aux arbres
non-ambigus. Nous allons suivre les mêmes étapes qui nous ont permis d’ob-
tenir l’équation différentielle vérifiée par G en partant du nouveau poids

pα,β(ANA) = αsbG(ANA)βsbD(ANA)p(ANA),
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Figure 7. Un arbre binaire AB tel que sbG(AB) = 4 et
sbD(AB) = 2.

que l’on étend par linéarité àQANA. En particulier pα,β(∅G) = y
α
et pα,β(∅D) =

x
β
. On commence par étudier le comportement de sbG et sbD vis à vis de la

décomposition en sous-arbre gauche et sous-arbre droit d’un arbre binaire AB.
On a les relations suivantes

sbG(AB) = sbG(ABG) + 1 et sbD(AB) = sbD(ABD) + 1.

Définition 5.2.10. Soit Bα,β l’application bilinéaire
Bα,β : Q(α, β)Jx, yK×Q(α, β)Jx, yK→ Q(α, β)Jx, yK

telle que
Bα,β(u, v) = αβB(u|β=1 , v|α=1),

où B est l’application bilinéaire de la définition 5.2.2, étendue à Q(α, β)Jx, yK.
Soit AB un arbre binaire, on définit également Bα,β(AB). Si AB = ∅G (resp.
AB = ∅D) alors Bα,β(AB) = y

α
(resp. Bα,β(AB) = x

β
), sinon

Bα,β(AB) = Bα,β(Bα,1(ABG),B1,β(ABD)).

On a l’équivalent de la proposition 5.2.3 :

Proposition 5.2.11. Soit ANA1, ANA2 ∈ QANA, alors
pα,β(B(ANA1, ANA2)) = Bα,β(pα,1(ANA1), p1,β(ANA2)).

En particulier pour tout arbre binaire AB,

Bα,β(AB) = pα,β(QANA(AB)).

Démonstration. Par linéarité de pα,β et bilinéarité de Bα,β et B, on
peut supposer que les combinaisons linéaires ANA1 et ANA2 sont réduites à
un élément. Elles correspondent donc chacune à un arbre non-ambigu que l’on
notera également ANA1 et ANA2. Les statistiques sbG et sbD sont constantes
sur B(ANA1, ANA2) car tous ces arbres non-ambigus non vides ont la même
forme AB. Ainsi

pα,β(B(ANA1, ANA2)) = αsbG(AB)βsbD(AB)p(B(ANA1, ANA2).
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De plus, sbG(AB) = sbG(ANA1) + 1 et sbD(AB) = sbD(ANA2) + 1, donc

pα,β(B(ANA1, ANA2)) = αβp(B(αsbG(ANA1)ANA1, β
sbD(ANA1)ANA2).

Ensuite, par la proposition 5.2.3 et la linéarité de p, on a

pα,β(B(ANA1, ANA2)) = αβB(αsbG(ANA1)p(ANA1), βsbD(ANA1)p(ANA2)),

ce qui prouve la première identité. La deuxième identité se prouve par récur-
rence en utilisant la première. Par définition de pα,β et Bα,β, l’égalité est vraie
si AB = ∅G ou AB = ∅D. Sinon, par récurrence on a :

pα,β(QANA(AB)) = pα,β(B(QANA(ABG),QANA(ABD)))

= Bα,β(pα,1(QANA(ABG)), p1,β(QANA(ABD)))

= Bα,β(Bα,1(ABG),B1,β(ABG))

= Bα,β(AB). �

Les statistiques sbG et sbD n’induisent pas de (α, β)-analogue intéressant
de la formule des équerres, car elles dépendent uniquement de la structure de
l’arbre binaire sous-jacent, alors que la formule des équerres compte le nombre
d’étiquetages valides à arbre binaire fixé. Considérons maintenant les séries
génératrices

G(x, y;α, β) =
∑

ANA∈ANA

pα,β(ANA) et N(x, y;α, β) = ∂x∂yG(x, y;α, β),

Elles vérifient les équations suivantes.

Proposition 5.2.12. Les fonctions génératrices G(α, β) et N(α, β) satis-
font les relations suivantes :

G(α, β) =
y

α
+
x

β
+ αβ

∫ x

0

∫ y

0

∂yG(α, 1) ∂xG(1, β) dx dy,

et
N(α, β) =

(
1 + α

∫ x

0

N(α, 1) dx

)(
1 + β

∫ y

0

N(1, β) dy

)
.

Démonstration. C’est une conséquence de la bilinéarité de Bα,β et de la
proposition 5.2.11. La preuve est analogue à celle de la proposition 5.2.5. �

Aucune formule close n’a été trouvée pourG(α, β), contrairement àN(α, β).

Proposition 5.2.13. Le série génératrice des arbres non-ambigus N(α, β)
est égale à

N(x, y;α, β) =
eαx+βy

(1− (ex − 1)(ey − 1))α+β
.

Démonstration. Nous allons commencer par calculer la quantité

1 +

∫ x

0

N(x, y;α, 1) dx,
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puis nous allons en déduire la valeur de N(x, y;α, β). La série génératrice
N(x, y;α, 1) vérifie l’identité

N(α, 1) =

(
1 + α

∫ x

0

N(α, 1)dx

)(
1 +

∫ y

0

N(1, 1)dy

)
.

Or,
(38) N(1, 1) = ∂y∂x − ln(1− (ex − 1)(ey − 1))

et
∂x − ln(1− (ex − 1)(ey − 1))|y=0 = 0,

donc ∫ y

0

N(1, 1)dy = ∂x − ln(1− (ex − 1)(ey − 1)).

On note
f(x, y;α) =

∫ x

0

N(α, 1)dx.

L’Èquation (38) devient
∂xf(α) = (1 + αf(α)) (1− ∂x ln(1− (ex − 1)(ey − 1))) .

Ainsi
∂xf(α)

(1 + αf(α))
= (1− ∂x ln(1− (ex − 1)(ey − 1))) .

Ce qui implique que
1

α
ln(1 + αf(α)) = x− ln(1− (ex − 1)(ey − 1)),

car f(0) = 0. Finalement, on obtient

f(α) =
1

α

(
eαx

(1− (ex − 1)(ey − 1))α
− 1

)
.

De plus, étant donné que l’on a la relation N(x, y, α, β) = N(y, x, β, α), alors∫ y

0

N(x, y; 1, β) =

∫ y

0

N(y, x; β, 1) = f(y, x; β).

Il ne reste plus qu’à calculer la formule close à partir de l’identité de la propo-
sition 5.2.12.

N(x, y;α, β) = (1 + αf(x, y;α))(1 + βf(y, x; β)). �

On en déduit un (α, β)-analogue de la proposition 5.2.8.

Proposition 5.2.14. Soit i et j deux entiers non nuls. Le (α, β)-analogue
du nombre d’arbres non-ambigus ANA de dimension géométrique i× j est[

xi−1 yj−1

(i− 1)! (j − 1)!

]
N(x, y;α, β) =

∑

p>1

(p− 1)! (α + β)p−1 S2,α(i, p) S2,β(j, p).
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Démonstration. On rappelle tout d’abord que
1

(1− u)z
=
∑

p>0

z(z + 1) · · · (z + (p− 1))

p!
up.

Ainsi, en développant la formule close de N(x, y;α, β), on trouve

N(x, y;α, β) =
∑

p>0

(α + β)p
p!

eαx(ex − 1)peβy(ey − 1)p.

Or, d’après l’équation (1) de la section 1.1 on a l’égalité

eqx(ex − 1)k =
∑

n>1

k! S2,q(n, k + 1)
xn−1

(n− 1)!
.

D’où le résultat. �

Nous venons de démontrer les propositions 5.2.13 et 5.2.14 par le calcul,
dans la section 3 nous proposerons une interprétation de ces formules, en les
prouvant de manière combinatoire.

2.3. Le q-analogue de la formule des équerres

Cette fois-ci, les statistiques que nous allons considérer dépendent de l’éti-
quetage qui a été choisi. Nous définissons tout d’abord deux parcours des
étiquettes d’un arbre binaire.

Définition 5.2.15. Soit AB un arbre binaire non vide étiqueté. On appelle
parcours postfixe gauche des sommets gauches de AB, la liste obtenue par
concaténation du parcours de ABG, du parcours de ABD et de l’étiquette de
la racine de AB si c’est un sommet gauche. De même, on appelle parcours
postfixe droit des sommets droits de AB, la liste obtenue par concaténation du
parcours de ABD, du parcours de ABG et de l’étiquette de la racine de AB si
c’est un sommet droit. Dans ce contexte la racine initiale ne compte ni comme
un sommet gauche, ni comme un sommet droit.

Par exemple, le parcours postfixe gauche des sommets gauche de l’arbre bi-
naire étiqueté de la figure 8 est c b e g, et le parcours postfixe droit des sommets
droits est i h f d. Pour encoder l’étiquetage d’un arbre binaire, on lui associe
les deux permutations suivantes.

Définition 5.2.16. Soit ANA un arbre non-ambigu non vide. On note
σG(ANA) la permutation obtenue par un parcours postfixe gauche des sommets
gauches de ANA. De même, on note σD(ANA) la permutation obtenue par un
parcours postfixe droit des sommets droits. Si ANA est de taille zéro, alors
σG(ANA) = ∅ et σD(ANA) = ∅, où ∅ est la permutation vide.

Un exemple est donné dans la figure 9.
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a
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c d

e

f
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Figure 8. Illustration des parcours de la définition 5.2.15.
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Figure 9. Un arbre non-ambigu ANA tel que
σG(ANA) = 4r 9r 3r 7r 6r 10r 1r 12r 2r 5r 8r 11r et σD(ANA) =
3b 6b 5b 9b 1b 4b 10b 7b 2b 8b.

Soit s une statistique parmi inv et imaj, avec la convention que s(∅) = 0.
Le nouveau poids que l’on va considérer est

pq,S(ANA) = qG
s(σG(ANA))qD

s(σD(ANA)) xdgG(ANA) ydgD(ANA)

[dgG(ANA)]qG ! [dgD(ANA)]qD !
,

on l’étend par linéarité à QANA. En particulier, pq,S(∅G) = y et pq,S(∅D) = x.
Pour déterminer l’image de B par pq,S, nous devons étudier le comportement
de pq,S vis à vis de la décomposition en sous-arbre gauche et sous-arbre droit
d’un arbre non-ambigu. Pour cela, nous commençons par décrire la structure
récursive des paires de permutations associées aux arbres non-ambigus. De
même que pour les arbres non-ambigus, on considère le Q-espace vectoriel QS
engendré par les permutations. On étend les applications σG et σD à QANA
par linéarité. Soit σ une permutation de taille n, on note

∫
σ la permutation

de taille n+ 1 telle que
∫
σ(i) = σ(i) pour i ∈ J1, nK et

∫
σ(n+ 1) = n+ 1.
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Définition 5.2.17. Soit BS l’application bilinéaire QS×QS→ QS telle
que si on choisit deux permutations σ1 et σ2 de tailles respectives n1 et n2,
alors

BS(σ1, σ2) =
∑

uv∈Sn1+n2+1

std(u)=
∫
σ1

std(v)=σ2

uv.

Par exemple, soit σ1 = 1 et σ2 = 12, alors
BS(σ1, σ2) = 1243 + 1342 + 1432 + 2341 + 2431 + 3421.

Étant données deux permutations σ1 et σ2 correspondant au parcours postfixe
gauche (resp. droit) de deux arbres non-ambigus ANA1 et ANA2, l’application
BS nous permet de déterminer le parcours postfixe gauche (resp. droit) des
arbres non-ambigus de B(ANA1, ANA2), à partir de σ1 et σ2, comme nous le
montre la proposition suivante.

Proposition 5.2.18. Soit ANA1 et ANA2 deux arbres non-ambigus non
vides, alors

σG(B(ANA1, ANA2)) = BS(σG(ANA1), σG(ANA2)),

et
σD(B(ANA1, ANA2)) = BS(σD(ANA2), σD(ANA1)).

Démonstration. Soit ANA un arbre non-ambigu de B(ANA1, ANA2),
on note AB la forme de ANA. On peut écrire σG(ANA) = uv où u est le
parcours postfixe gauche des sommets gauches du sous-arbre gauche de ANA
et v est celui du sous-arbre droit. Par définition on a std(u) =

∫
σG(ANA1) et

std(v) = σG(ANA2), le signe
∫

dans la première égalité provient du fait que
la racine de ANA1 devient un sommet gauche dans ANA. De plus, choisir un
v tel que le standardisé vaut σG(ANA2) est équivalent à choisir un étiquetage
des sommets gauche de ABD respectant l’ordre total présent dans ANA2, et
de même pour u à la racine de ANA1 près. Cela prouve la première égalité. La
preuve de la deuxième est essentiellement la même, mise à part que le parcours
postfixe droit lit d’abord le sous-arbre droit, et que c’est la racine de ANA2 qui
devient un sommet droit. L’ordre de ANA1 et ANA2 est donc échangé dans
BS. �

Vis à vis de BS les statistiques inv et imaj se comportent de la façon
suivante.

Proposition 5.2.19. Soit n1 et n2 deux entiers naturels, soit σ1 et σ2 deux
permutations de tailles respectives n1 et n2, et soit s ∈ {inv, imaj}. Alors

∑

uv∈Sn1+n2+1

std(u)=
∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) = qs(σ1)+s(σ2)

(
n1 + n2 + 1

n1 + 1

)

q

.
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Démonstration. Commençons par le cas où s = inv. Le q-binomial
consiste à choisir une permutation τ telle que τ(1) < · · · < τ(n1 + 1) et
τ(n1 + 2) < · · · < τ(n1 + n2 + 1). Le terme qs(σ1) provient du fait que pour
i ∈ J1, n1 + 1K, ui = τ(σ1(i)). Et de même, le terme qs(σ2) provient du fait que
pour i ∈ J1, n2K, vi = τ(σ2(i) + n1 + 1).

Supposons maintenant que s = imaj. On commence par prouver les deux
égalités suivantes,

(39)
∑

uv∈Sn1+n2+1

n1+n2+1∈u
std(u)=

∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) = qs(σ1)+s(σ2)+n2

(
n1 + n2

n2

)

q

,

et

(40)
∑

uv∈Sn1+n2+1

n1+n2+1∈v
std(u)=

∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) = qs(σ1)+s(σ2)

(
n1 + n2

n2 − 1

)

q

.

Puis l’identité (
a+ b+ 1

a

)

q

= qa
(
a+ b

a

)

q

+

(
a+ b

a− 1

)

q

nous permettra de conclure. L’équation (39) est une conséquence de [HNT08,
Equation 36]. On prouve l’équation (40) par récurrence sur n1 + n2 en distin-
guant deux cas, soit n1 + n2 ∈ u, soit n1 + n2 ∈ v. Dans le premier cas, en
utilisant l’équation (39) on a

∑

uv∈Sn1+n2+1

n1+n2+1∈v
n1+n2∈u

std(u)=
∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) =
∑

uv′∈Sn1+n2
n1+n2∈u

std(u)=
∫
σ1

std(v′)=σ′2

qs(uv′) = qs(σ1)+s(σ′2)+n2−1

(
n1 + n2 − 1

n2 − 1

)

q

,

où σ′2 est obtenu à partir de σ2 en supprimant n2. Soit ε égal à 1 si n2 est à
gauche de n2 − 1 dans σ2 et 0 sinon. Alors s(σ2) = s(σ′2) + ε(n2 − 1), et donc

∑

uv∈Sn1+n2+1

n1+n2+1∈v
n1+n2∈u

std(u)=
∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) = qs(σ1)+s(σ2)+(1−ε)(n2−1)

(
n1 + n2 − 1

n2 − 1

)

q

.

Dans le deuxième cas, en utilisant par récurrence l’équation (40),
∑

uv∈Sn1+n2+1

n1+n2+1∈v
n1+n2∈v

std(u)=
∫
σ1

std(v)=σ2

qs(uv) = qε(n2+n1)
∑

uv′∈Sn1+n2
n1+n2∈v

std(u)=
∫
σ1

std(v′)=σ′2

qs(uv′)
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= qs(σ1)+s(σ′2)+ε(n2+n1)

(
n2 + n1 − 1

n2 − 2

)

q

= qs(σ1)+s(σ2)+ε(n1+1)

(
n2 + n1 − 1

n2 − 2

)

q

.

Or, quelle que soit la valeur de ε, on a

qε(n1+1)

(
n2 + n1 − 1

n2 − 2

)

q

+ q(1−ε)(n2−1)

(
n1 + n2 − 1

n2 − 1

)

q

=

(
n1 + n2

n2 − 1

)

q

.

Il ne nous manque plus que la condition initiale, c’est-à-dire que l’équation (40)
doit être vraie si v est l’unique permutation de taille 1, ce qui est trivialement
le cas. �

On peut maintenant définir l’image de B par pq,S. Mais pour cela, on a
besoin d’introduire d’abord un q-analogue de l’intégrale

∫ x

0

xndqx =
xn+1

[n+ 1]q
,

et un q-analogue de la dérivée
∂x,qx

n = [n]qx
n−1.

Définition 5.2.20. Soit Bq l’application bilinéaire
Bq : Q(qG, qD)Jx, yK×Q(qG, qD)Jx, yK→ Q(qG, qD)Jx, yK

telle que

Bq(u, v) =

∫ x

0

∫ y

0

∂y,qG(u)∂x,qD(v) dqGx dqDy.

Soit AB un arbre binaire, on définit également Bq(AB). Si AB = ∅G (resp.
AB = ∅D) alors Bq(AB) = y (resp. Bq(∅D) = x), sinon

Bq(AB) = Bq(Bq(ABG),Bq(ABD)).

On a de nouveau l’équivalent de la proposition 5.2.3.

Proposition 5.2.21. Soit ANA1, ANA2 ∈ QANA, et soit s ∈ {inv, imaj},
alors

pq,S(B(ANA1, ANA2)) = Bq(pq,S(ANA1), pq,S(ANA2)).

En particulier, pour tout arbre binaire AB,

Bq(AB) = pq,S(QANA(AB)).

Démonstration. Soit u = pq,S(ANA1) et v = pq,S(ANA2). Au vu de la
proposition 5.2.19 et puisque la taille de σG(ANA) est égale à dgG(ANA)− 1
et celle de σD(ANA) à dgD(ANA)− 1, il suffit de montrer que

Bq(u, v) = qG
s(σG(ANA1))+s(σG(ANA2))

(
dgG(ANA1) + dgG(ANA2)− 1

dgG(ANA1)

)

qG

182



5. Autour de l’énumération et de la série génératrice des arbres non-ambigus

× qDs(σD(ANA1))+s(σD(ANA2))

(
dgD(ANA1) + dgD(ANA2)− 1

dgD(ANA2)

)

qD

× xdgG(ANA1)+dgG(ANA2) ydgD(ANA1)+dgD(ANA2)

[dgG(ANA1) + dgG(ANA2)]qG ! [dgD(ANA1) + dgD(ANA2)]qD !
,

avec la convention que s(σG(∅G)) = s(σD(∅G)) = s(σG(∅D)) = s(σD(∅D)) = 0.
La preuve est exactement la même que celle de la première identité de la
proposition 5.2.3. La deuxième identité se prouve de la même manière que
celle de la proposition 5.2.3, il suffit de remplacer B par Bq et p par pq,S. �

Il en découle un analogue de la formule des équerres. Pour l’énoncer, on
définit

ps(ANA) = qG
s(σG(ANA))qD

s(σD(ANA)),

que l’on étend à QANA par linéarité.

Proposition 5.2.22. Soit s ∈ {inv, imaj}. Soit AB un arbre binaire, alors

ps(QANA(AB)) =
[dgG(AB)]qG ! [dgD(AB)]qD !∏

s sommet gauche

[dgG(s)]qG
∏

s sommet droit

[dgD(s)]qG
.

Démonstration. Par définition

pq,S(QANA(AB)) = ps(QANA(AB))
xdgG(AB) ydgD(AB)

dgG(AB)! dgD(AB)!
.

D’après la proposition 5.2.21, pq,S(QANA(AB)) = Bq(AB). Et par définition,
on peut calculer Bq(AB) de manière récursive. Supposons que ni ABG ni ABD

ne sont vides, alors :
Bq(AB) = Bq(Bq(ABG),Bq(ABD))

=

∫ x

0

∫ y

0

∂y,qG(Bq(ABG))∂x,qD(Bq(ABD)) dqGx dqDy

=
[dgD(ABG)]qG [dgG(ABD)]qD

[dgG(AB)]qG [dgD(AB)]qD
Bq(ABG)Bq(ABD).

En déroulant la récurrence comme dans la preuve de la proposition 5.2.4, on
obtient

ps(QANA(AB))

[dgG(AB)]qG ! [dgD(AB)]qD !
=

1∏

s sommet gauche

[dgG(s)]qG
∏

s sommet droit

[dgD(s)]qD
,

ce qui implique le résultat. �

Soit s ∈ {inv, imaj}. Considérons maintenant les séries génératrices

G(x, y; qG, qD) =
∑

ANA∈ANA

pq,S(ANA)

et
N(x, y; qG, qD) = ∂x,qG∂y,qDG(x, y; qG, qD).
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Elles vérifient des q-analogues des relations précédentes.

Proposition 5.2.23. Les fonctions génératrices G(qG, qD) et N(qG, qD) sa-
tisfont les relations suivantes.

G(qG, qD) = y + x+

∫ x

0

∫ y

0

∂y,qGG(qG, qD) ∂x,qDG(qG, qD) dqGx dqDy,

et

N(qG, qD) =

(
1 +

∫ x

0

N(qG, qD) dqGx

)(
1 +

∫ y

0

N(qG, qD) dqDy

)
.

Démonstration. Comme précédemment, la première relation est une
conséquence directe de la deuxième identité de la proposition 5.2.21. Quant
à la deuxième elle provient de la première, et de l’identité

G(qG, qD) = y + x+

∫ x

0

∫ y

0

N(qG, qD) dqGx dqDy. �

3. Interprétations combinatoire de la série
génératrice et de l’énumération des arbres

non-ambigus

Dans la section 2 nous avons démontré par le calcul des formules closes pour
les séries génératrices (proposition 5.2.7 et 5.2.13), desquelles nous avons déduit
une formule d’énumération à dimension géométrique fixée (proposition 5.2.8 et
5.2.14). Nous allons en donner deux interprétations combinatoires. La première
utilise la bijection de [Bur07] entre les arbres non-ambigus et les permutations
dont toutes les excédences strictes sont au début, tandis que la deuxième met
en évidence la structure arborescente des équerres d’un arbre binaire. Dans
les deux cas, la statistique partitionnant les arbres non-ambigus de sorte à ex-
pliquer la somme de la formule d’énumération est le nombre d’équerres, nous
le définissons dans la section 3.1. Enfin, [CE10] ont également donné une
interprétation combinatoire du cas α = β = 1 dans le contexte des permuta-
tions dont toutes les excédences strictes sont au début. Dans la section 4, nous
donnerons une preuve combinatoire de l’équidistribution entre la statistique
du nombre d’équerres et leur statistique expliquant la somme de la formule
d’énumération.

3.1. Les équerres des arbres binaires

Avant d’introduire la statistique qui nous intéresse, nous devons définir
l’équerre associée à un sommet d’un arbre binaire. Pour cela, nous avons be-
soin de la notion de branche gauche et de branche droite d’un sommet. La

184



5. Autour de l’énumération et de la série génératrice des arbres non-ambigus

branche gauche (resp. droite) d’un sommet s, est l’ensemble maximal de som-
mets {s0, . . . , sl} tel que sl = s et pour tout i ∈ J0, l − 1K, si est le fils gauche
(resp. droit) de si+1.

Définition 5.3.1. Soit AB un arbre binaire et soit s un de ses sommets.
L’équerre de s correspond à l’ensemble des sommets composé de s, de sa
branche gauche et de sa branche droite. De plus, on appelle branche gauche
(resp. branche droite) de cette équerre, la branche gauche (resp. droite) de s.
Et on dit que s est la racine de son équerre. Enfin, on appelle équerre racine
l’équerre de la racine de AB.

Il existe une unique façon de partitionner les sommets d’un arbre binaire
en équerres. En effet, la seule équerre contenant la racine est sa propre équerre.
Une fois cette équerre retirée, il reste une forêt d’arbres binaires sur laquelle
on applique récursivement le même raisonnement.

Définition 5.3.2. Soit AB un arbre binaire, on note eq(AB) le nombre
d’équerres de l’unique décomposition de AB en équerres.

Par exemple, le nombre d’équerres de l’arbre binaire de la figure 10 est
7. Dorénavant, les équerres d’un arbre binaire correspondront aux équerres

Figure 10. Un arbre binaire ayant 7 équerres.

composant la partition en équerres. Nous étudierons dans la section 4 l’équi-
distribution de cette statistique avec une statistique sur les arbres ordonnés.

3.2. Interprétation par la bijection zigzag de Burstein

Comme expliqué dans la remarque 5.1.4, les arbres non-ambigus sont les
tableaux boisés de forme rectangulaire. Il existe de nombreuses bijections entre
les tableaux boisés, ou leurs équivalents, et les permutations. L’une d’elles est
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celle de [Bur07, Theorem 4.2] dans laquelle le bord d’un bare tableau dé-
crit les emplacements des excédences de la permutation correspondante. Nous
utilisons une version légèrement modifiée de cette bijection (remarque 5.3.3)
que nous décrivons en termes de tableaux boisés, nous la notons ϕ. Sachant
qu’une bijection simple entre les tableaux boisés et les bare tableaux consiste
à supprimer la colonne la plus à gauche dans les tableaux boisés.

Soit TB un tableau boisé de taille n. On note TB′ le tableau obtenu à partir
de TB en supprimant la colonne la plus à gauche. On numérote le bord de TB′

de 1 à n du sud-ouest au nord-est. On rappelle que les points de TB forment un
arbre binaire. On ajoute n+ 1 feuilles à cet arbre binaire de la façon suivante.
Si un point n’a pas de point sous lui dans la même colonne, alors on définit son
fils gauche comme étant l’arête du bord associée à sa colonne. De même, s’il n’a
pas de point à sa droite dans la même ligne, alors on définit son fils droit comme
étant l’arête du bord associée à sa ligne. Les feuilles de l’arbre binaire complet
ainsi obtenu, correspondent exactement au bord de TB. Cela induit une struc-
ture de forêt d’arbres binaires complets sur TB′, où les feuilles sont numérotées
de 1 à n. Soit i ∈ J1, nK. Nous allons définir l’image de i par σ = ϕ(TB). Si i
correspond à un pas horizontal, on remonte jusqu’au sommet le plus haut de la
colonne correspondante. Puis on descend dans l’arbre binaire en zigzaguant :
fils droit, fils gauche, fils droit. . . jusqu’à arriver sur une feuille. Le numéro de
cette feuille définit σ(i). Si i correspond à un pas vertical, il y a deux situations,
soit la ligne correspondante est vide et dans ce cas là, σ(i) = i, soit elle ne l’est
pas et on fait l’analogue du cas précédent. L’image de i est le numéro de la
feuille obtenue en zigzaguant à partir du sommet le plus à gauche de la ligne
correspondante, en commençant par le fils gauche. Un exemple est donné dans
la figure 11. Si on note σ l’image par ϕ du tableau boisé de la figure, alors σ =
(13 1 6 20 12 5 22 10 2 23) (21) (18 3 7 17 15 4 19) (14 9 8 16) (11) . En particu-
lier, σ(23) = 13 et σ(3) = 7.

Remarque 5.3.3. La bijection originale de Burstein numérote le bord en
commençant par le nord-est, et ce sont les nœuds internes qui sont numérotés.
Le numéro d’un sommet gauche correspond au numéro de sa ligne, et celui
d’un sommet droit à celui de sa colonne.

Proposition 5.3.4. Soit n un entier naturel non nul. L’application ϕ est
une bijection entre les tableaux boisés de taille n et les permutations de taille n,
telle que les indices des colonnes, excepté la plus à gauche, d’un tableau boisé
TB correspondent exactement aux indices des excédences strictes de ϕ(TB).

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 4.2 de [Bur07] en
prenant en compte que ϕ numérote le bord dans l’autre sens. Ainsi, contrai-
rement à la bijection de Burstein où les lignes correspondent aux excédences
faibles, elles correspondent aux déficiances faibles. Par conséquent, les colonnes
correspondent aux excédences strictes. �
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Figure 11. Exemple de la bijection ϕ.

Si on utilise la même idée de zigzag mais en conservant la colonne la plus à
gauche, que l’on numérote par 0, on obtient cette fois-ci un cycle, soit ψ cette
application.

Proposition 5.3.5. Soit n un entier naturel non nul. L’application ψ est
une bijection entre les tableaux boisés de taille n et les cycles de J0, nK, telle
que les indices des colonnes d’un tableau boisé TB correspondent exactement
aux indices des excédences strictes de ψ(TB).

C’est une conséquence de la proposition 5.3.4 du fait que les applications
ϕ et ψ sont liées par la proposition suivante.

Lemme 5.3.6. Soit TB un tableau boisé, et soit c1 · · · ck la décomposition
en cycle de ϕ(TB) telle que le plus grand élément de ci soit plus grand que
celui de ci+1. Alors, un représentant de ψ(TB) est le mot 0m1 · · ·mk où mi est
le représentant de ci tel que le plus grand élément de ci est à droite.

Démonstration. Commençons la preuve par une observation. Soit TB
un tableau boisé, la bijection ϕ nous dit également que le nombre de cycles de
ϕ(TB) correspond exactement au nombre d’arbres binaires et de lignes vides
du tableau obtenu en supprimant la colonne la plus à gauche de TB. Ce qui
correspond exactement au nombre de points dans la colonne la plus à gauche
de TB. De plus, chaque indice de la ligne d’un point de la colonne la plus à
gauche de TB correspond au plus grand élément du cycle correspondant.
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Notons σ = ϕ(TB) et c = ψ(TB). Il est clair que seules les images des
numéros des lignes ayant un point dans la colonne la plus à gauche de TB
sont modifiées. Notons i1 < · · · < ik les numéros de ces lignes. Au vu de la
construction, c(ij) = σ(ij−1) pour j ∈ J2, kK, c(i1) = 0 et c(0) = σ(ij). D’où le
résultat. �

Par exemple, si on note ANA l’arbre non-ambigu de la figure 12, qui est
exactement l’arbre non-ambigu de la figure 11, on a bien
ψ(ANA) = (0 13 1 6 20 12 5 22 10 2 23 21 18 3 7 17 15 4 19 14 9 8 16 11) .

En particulier, ψ(19) = 14 = ϕ(16). On en déduit le corollaire suivant sur les

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1b2b3b4b5b6b7b8b9b

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

1r

2r

3r

4r

5r

6r

7r

8r

9r

10r

11r

12r

13r

14r

15r

Figure 12. Exemple de la bijection ψ.

arbres non-ambigus.

Corollaire 5.3.7. Soit dgG et dgD deux entiers naturels non nuls. L’ap-
plication ψ est une bijection entre les arbres non-ambigus de dimension géo-
métrique dgG × dgD, et les cycles de J0, dgG + dgD − 1K dont les indices des
excédences strictes sont exactement J0, dgG − 1K.

Pour simplifier les prochaines explications, on va numéroter indépendam-
ment les lignes et les colonnes de la . Pour ce faire, on va remplacer les entiers
J0, dgG−1K par J1b, dgGbK en utilisant l’application i 7→ (dgG − i)b, et les entiers
JdgG, dgG+dgD−1K par J1r, dgDrK en utilisant l’application i 7→ (i− dgG + 1)r,
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comme illustré dans la figure 12. Si on note ANA l’arbre non-ambigu de cette
figure, alors, ψ(ANA) est égal à

(9b 5r 8b 3b 12r 4r 4b 14r 2r 7b 15r 13r 10r 6b 2b 9r 7r 5b 11r 6r 1r 1b 8r 3r) .

Les cycles que l’on obtient par l’application ψ sont les suivants.

Définition 5.3.8. Soit i et j deux entiers naturels non nuls. On appelle
cycle bicolore et bidécroissant de taille i× j, les cycles de l’ensemble J1r, irK ∪
J1b, jbK tels que, si l’image d’un entier rouge a (resp. bleu) est un entier rouge
b (resp. bleu) alors, a > b.

Nous pouvons interpréter le nombre de blocs bleus des cycles bicolores et
bidécroissants directement sur les arbres non-ambigus.

Lemme 5.3.9. Soit ANA un arbre non-ambigu, alors le nombre d’équerres
de ANA est égal au nombre de blocs bleus du cycle ψ(ANA).

Démonstration. Nous allons montrer que les entiers rouges à droites
des branches droites des équerres sont exactement les entiers rouges dont la
préimage est un entier bleu. Pour ce faire, il suffit de remarquer que dans le
cas d’un zigzag provenant d’un entier bleu (resp. rouge), un pas horizontal
arrive sur un sommet non racine de la branche droite (resp. la racine) d’une
équerre ou sur le bord, et qu’un pas vertical arrive sur la racine (resp. un
sommet non racine de la branche gauche) d’une équerre ou sur le bord. Nous
prouvons uniquement le cas des entiers bleus, la preuve du cas des entiers
rouges étant analogue. Le premier sommet d’un zigzag partant d’un entier
bleu est nécessairement sur la branche droite d’une équerre car il se trouve
tout en haut d’une colonne. Le premier pas est horizontal et arrive donc bien
sur un sommet non racine d’une branche droite. De manière générale, à droite
du sommet racine d’une équerre, il y a soit le bord, soit un sommet de sa
branche droite, et en dessous d’un sommet non racine d’une branche droite, il
y a soit le bord, soit la racine d’une équerre, d’où l’assertion. En particulier,
un pas horizontal d’un zigzag provenant d’un entier bleu part d’un sommet
sur une branche droite, alors qu’un pas horizontal d’un zigzag provenant d’un
entier rouge, part d’un sommet non racine d’une branche gauche, ce qui prouve
le résultat. �

Par exemple, si on note ANA l’arbre non-ambigu de la figure 12, sa forme
est l’arbre binaire de la figure 10, son nombre d’équerres est donc de 7, ce qui
est également le nombre de blocs bleus de ψ(ANA). Il est facile d’énumérer les
cycles bicolores et bidécroissants à taille et nombre de blocs bleus fixés.

Lemme 5.3.10. Soit i, j et p des entiers naturels non nuls, le nombre de
cycles bicolores et bidécroissants de taille i× j ayant p blocs bleus est

(p− 1)! p! S2(dgG, p) S2(dgD, p).

Démonstration. La seule contrainte qu’il y a pour former un tel cycle
est qu’après un entier rouge, il y a un entier rouge plus petit ou un entier bleu,
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et après un entier bleu, il y a un entier bleu plus petit ou un entier rouge.
Ainsi, si on note p le nombre de blocs bleus, un tel cycle est déterminé par :

- une partition en p sous-ensembles non vides de J1r, dgGrK,
- une partition en p sous-ensembles non vides de J1b, dgDbK,
- un appariement entre les ensembles rouges et les ensembles bleus,
- le choix d’un cycle de taille p.

D’où la formule d’énumération. �

Par conséquent, on obtient le théorème suivant.

Théorème 5.3.11. Soit i, j et p trois entiers naturels non nuls, alors le
nombre d’arbres non-ambigus ANA de dimension géométrique i× j et tels que
eq(ANA) = p est égal à

(p− 1)! p! S2(i, p) S2(j, p).

De plus, la série génératrice des arbres non-ambigus non vides, où le poids
d’un arbre non-ambigu ANA est

zeq(ANA) xdgG(ANA) ydgD(ANA)

dgG(ANA)! dgD(ANA)!
,

est
− ln (1− z(ex − 1)(ey − 1)) .

Démonstration. La formule d’énumération est une conséquence directe
des lemmes 5.3.10 et 5.3.9. La formule close de la série génératrice provient
du fait que les arbres non-ambigus sont en bijection avec des cycles dont les
éléments sont des paires composées d’un ensemble non vide d’entiers rouges,
qui correspondent aux étiquettes des sommets gauches, et d’un ensemble non
vide d’entiers bleus qui correspondent aux étiquettes des sommets droits. Et,
comme expliqué dans la section 1.1, la série génératrice des cycles comptés
selon leur taille est − ln(1− u) et celle des ensembles non vides comptés selon
leur nombre d’éléments est eu − 1, d’où la formule. �

On en déduit directement le (α, β)-analogue du théorème précédent, où α
compte le nombre de sommets non racines dans la branche gauche de la racine
et β compte ceux dans la branche droite.

Théorème 5.3.12. Soit i, j et p trois entier non nuls, alors le nombre
d’arbres non-ambigus de dimension géométrique i× j et ayant p équerres est

(p− 1)! (α + β)p−1 S2,α(i, p) S2,β(j, p).

De plus, la série génératrice des arbres non-ambigus non vides, où le poids
d’un arbre non-ambigu ANA est

αsbG(ANA)βsbD(ANA)zeq(ANA) xdgG(ANA)−1 ydgD(ANA)−1

(dgG(ANA)− 1)! (dgD(ANA)− 1)!
,

est
zeαx+βy

(1− z(ex − 1)(ey − 1))α+β
.
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Démonstration. On peut décomposer un arbre non-ambigu en trois ob-
jets :

- l’équerre racine dont on a retiré les sommets ayant un fils qui n’est
pas sur l’équerre, on peut le représenter par l’ensemble des étiquettes
gauches et l’ensemble des étiquettes droites des sommets restants,

- l’ensemble des sous-arbres non-ambigus attachés à la branche gauche
et

- l’ensemble des sous-arbres non-ambigus attachés à la branche droite.
La seule condition étant que la plus grande étiquette rouge (resp. bleue) de
l’équerre racine doit être la plus grande. De plus, concernant la puissance de
α (resp. β), elle est égale au nombre de sommets non racine restants dans la
branche gauche (resp. droite) de l’équerre racine, plus le nombre de sous-arbres
non-ambigus attachés à la branche gauche (resp. droite) de l’équerre racine.
Ainsi, la série génératrice de l’équerre est

zeαxeβy

(on ne compte pas les étiquettes de la racine), celle de l’ensemble des sous-
arbres non-ambigus attachés à la branche gauche est

e−α ln(1−z(ex−1)(ey−1)),

et celle des sous-arbres non-ambigus attachés à la branche droite est

e−β ln(1−z(ex−1)(ey−1)).

La formule close que l’on cherche s’obtient en multipliant les trois que l’ont
vient de calculer.

En ce qui concerne la formule d’énumération, donnons nous un arbre non-
ambigu que l’on notera ANA. On utilise la même idée de décomposition. Cela
revient à supprimer la plus haute ligne et la colonne la plus à gauche puis
à utiliser l’application zigzag. Par exemple, pour l’arbre non-ambigu de la
figure 12 on obtient
(3r)r (13r)r (6b 2b 9r 7r 5b 11r 10r)r (1b 8r 6r 1r)r (8b 5r)b (7b 3b 12r 4r 4b 14r 2r)b.

Des parenthèses rouges (resp. bleues) signifient que le sous-arbre non-ambigu
correspondant est attaché à la branche gauche (resp. droite). On regroupe les
points fixes rouges en y ajoutant l’étiquette rouge de la racine, on fait de même
pour les points fixes bleus. On obtient ainsi une partition des étiquettes rouges
(resp. bleues) en p = eq(ANA) sous-ensembles non vides. En effet le nombre
d’équerres de ANA est égal à la somme des équerres de ses sous-arbres non-
ambigus plus 1 pour l’équerre racine. De plus, il y a autant de sommets non
racine et sans fils droit (resp. gauche), sur la branche gauche (resp. droite),
que d’éléments dans le sous-ensemble contenant la plus grande étiquette rouge
(resp. droite) moins un. Cela explique le α-analogue (resp. β-analogue) de S2.
Ordonnons et numérotons les blocs bleus suivant leurs plus grands éléments,
et apparions un bloc rouge avec le bloc bleu à sa gauche. En toute généralité,
il y a (p−1)! possibilités d’appariement. On peut ainsi remplacer chaque paire
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par le numéro correspondant. Au final, en plus des deux partitions, on a une
permutation de taille p−1 décomposée en cycles et dont les cycles sont coloriés
en rouge ou en bleu. En continuant avec le même exemple, pour les partitions
on obtient

6 5 4 3 2 1

{9b} {8b} {7b 3b} {6b 2b} {5b} {4b} {1b}
{15r 13r 3r} {5r} {12r 4r} {9r 7r} {11r 10r} {14r 2r} {8r 6r 1r}

.

Et pour le cycle, on obtient
(6)b (5 2)b (4 3)r (1)r.

Si on donne un poids α aux cycles rouges et un poids β aux cycles bleus, la
série génératrice de telles permutations de taille p−1 est (α+β)p−1. En effet, à
partir d’une taille p− 1, on peut construire p+ 1 permutations : soit on ajoute
un nouveau cycle rouge composé d’uniquement p, soit on fait de même mais
avec un cycle bleu ou soit on choisit un entier dans J1, p− 1K et on ajoute p à
droite de cet entier. En résumé, si on note i× j la dimension géométrique, on
obtient bien la formule

(p− 1)! (α + β)p−1 S2,α(i, p) S2,β(j, p). �

3.3. Interprétation par la structure arborescente des équerres

Dans cette section, nous allons itérer la décomposition utilisée dans la
preuve du théorème 5.3.12, pour donner une interprétation plus naturelle du
théorème 5.3.12. En effet, le début de la preuve consistait à associer à l’équerre
racine l’ensemble des sommets de sa branche gauche n’ayant pas de fils droit,
et l’ensemble des sommets de sa branche droite n’ayant pas de fils gauche.
Ainsi, en itérant cette décomposition, nous encodons un arbre non-ambigu en
un arbre ordonné où chaque sommet est étiqueté par deux ensembles et corres-
pond à une équerre. L’objet combinatoire qui encode la structure arborescente
des équerres est le suivant.

Définition 5.3.13. Un arbre bicolore et bidécroissant, est un arbre dont
les arêtes sont rouges ou bleues et dont on étiquette les sommets de manière
décroissante une fois avec des entiers rouges de 1r à pr et une fois avec des
entiers bleus 1b à pb, où p est le nombre de sommets.

Un exemple d’arbre bicolore et bidécroissant est donné dans la figure 13.

Théorème 5.3.14. Soit i, j et p trois entiers naturels non nuls. Les arbres
non-ambigus de dimension géométrique i× j et ayant p équerres sont en bijec-
tion avec les triplets composés de

- un arbre bicolore et bidécroissant à p sommets,
- une partition en p sous-ensembles non vides de J1r, irK, et
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7r7b

2r1b

r

4r4b

3r3b

b

r

6r5b

5r2b

b

b

1r6b

b

Figure 13. Un arbre bicolore et bidécroissant.

- une partition en p sous-ensembles non vides de J1b, jbK.

Démonstration. Donnons nous un arbre non-ambigu de dimension géo-
métrique i × j et ayant p équerres. On peut décomposer la bijection en trois
étapes réversibles. Pour illustrer la preuve on appliquera la bijection à l’arbre
non-ambigu de la figure 12 dont on a donné la représentation en terme d’arbre
binaire étiqueté dans la figure 14.

15r9b

13r

11r

8r

3r 1b

6r

1r

6b

10r 5b

9r

7r 2b

8b

5r 7b

14r

2r 4b

12r

4r 3b

Figure 14. L’arbre non-ambigu pris pour exemple pour illus-
trer la preuve du théorème 5.3.14.

La première étape (figure 15) consiste à homogénéiser les étiquetages des
équerres. Ainsi, pour chaque racine des p équerres, on leur ajoute l’étiquette de
leur père et on supprime l’étiquette de leur père. Ainsi, les racines des équerres
se retrouvent avec une étiquette rouge et une étiquette bleue.

Cette étape est réversible car le fait que l’équerre soit attachée à la branche
gauche, ou à la branche droite, nous dit quelle était l’étiquette originelle du
père de la racine de l’équerre.

La deuxième étape (figure 16) est d’encoder chaque équerre par un sommet
contenant l’ensemble des étiquettes rouges restantes dans la branche gauche,
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15r9b

13r

3r 8r1b

6r

1r

11r6b

10r

9r5b

7r 2b

5r8b

14r7b

2r

12r4b

4r 3b

Figure 15. Illustration de la première étape de la preuve du
théorème 5.3.14.

et l’ensemble des étiquettes bleues restantes dans la branche droite. Puis pour
toute équerre non racine, on ajoute une arête entre le sommet correspondant
à cette équerre et celui correspondant à l’équerre à laquelle elle est attachée.
L’arête est rouge si elle était attachée à la branche gauche et bleue sinon. On
obtient ainsi un arbre bicolore de taille p dont les sommets sont étiquetés par
un ensemble d’entiers rouges et un ensemble d’entiers bleus. De plus, on a
également une propriété de décroissance, car pour chaque sommet de l’arbre
ordonné, le plus grand entier rouge et le plus grand entier bleu correspondent
aux deux étiquettes de la racine de l’équerre correspondante, après la pre-
mière étape. En particulier, elles sont plus grandes que les étiquettes de leurs
descendants.

{15r 13r 3r}{9b}

{8r 6r}{1b}

r

{11r 10r}{6b}

{9r 7r}{5b 2b}

b

r

{14r 2r}{7b}

{12r 4r}{4b 3b}

b

b

{5r}{8b}

b

Figure 16. Illustration de la seconde étape de la preuve du
théorème 5.3.14.

Cette étape est également réversible, on peut déplier chaque sommet en
une équerre en ajoutant autant de sommets dans la branche gauche qu’il y a
d’étiquettes rouges dans l’ensemble rouge, et de même pour la branche droite,
sans oublier que la racine de l’équerre compte pour un sommet dans la branche
gauche et la branche droite. Puis on étiquette de manière décroissante chaque
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branche. Enfin, pour chaque équerre non racine, on ajoute un sommet à la
branche, indiquée par la couleur de l’arête, de l’équerre à laquelle elle est
attachée. L’emplacement du sommet sur la branche est indiqué par l’étiquette
qu’elle recevra à la première étape.

La troisième étape (figure 17) consiste à extraire la partition des étiquettes
rouges et celle des étiquettes bleues. Pour chaque partition, on ordonne les
sous-ensembles suivant leurs plus grands éléments. Puis, on les numérote du
plus petit au plus grand, de 1 à p. Enfin, on remplace chaque ensemble par son
numéro que l’on colorie en rouge si c’était un ensemble d’étiquettes rouges et
en bleu sinon. On obtient bien le triplet désiré. La réversibilité de cette étape
est immédiate. �

7r7b

2r1b

r

4r4b

3r3b

b

r

6r5b

5r2b

b

b

1r6b

b

7r 6r 5r 4r 3r 2r 1r

{15r,13r,3r} {14r,2r} {12r,4r} {11r,10r} {9r,7r} {8r,6r,1r} {5r}
{9b} {8b} {7b} {6b} {5b,2b} {4b,3b} {1b}
7b 6b 5b 4b 3b 2b 1b

Figure 17. Illustration de la troisième étape de la preuve du
théorème 5.3.14.

Cette bijection fait apparaître les termes S2,α(i, p) et S2,β(j, p) de la formule
d’énumération des arbres non-ambigus (théorème 5.3.12). Ainsi, il ne nous reste
plus qu’à prouver le résultat suivant.

Proposition 5.3.15. Soit p un entier naturel non nul. La série génératrice
des arbres bicolores et bidécroissants à p sommets, où α compte le nombre de
fils rouges de la racine et β le nombre de fils bleus de la racine est

(p− 1)! (α + β)p−1.

Démonstration. On note fp(α, β) la série génératrice des arbres bico-
lores et bidécroissants à p sommets. Nous allons montrer que (fp(α, β))p>1

vérifie la récurrence fp+1(α, β) = p (p− 1 +α+ β) fp(α, β). Pour cela, nous al-
lons mettre en bijection, les triplets formés d’un arbre bicolore et bidécroissant
à p sommets, un couple (i, j) d’entiers naturels où i < j < p + 1, et le choix
d’une couleur c, bleu ou rouge, avec les arbres bicolores et bidécroissants à p+1
sommets. On commence par ajouter 1 à toutes les étiquettes rouges supérieures
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où égales à i et à toutes les étiquettes bleues. Puis on ajoute au sommet ayant
l’étiquette jr, un fils avec les étiquettes ir et 1b, et une arête de couleur c.
Ainsi, fp+1(1, 1) = p (p + 1) fp(1, 1). En ce qui concerne le poids en α et β, il
évolue uniquement si j = p, plus précisément, la puissance de α augmente de
1 si l’arête est rouge, sinon elle est bleue et c’est la puissance de β qui est aug-
mentée de 1. Ainsi, on trouve bien que fp+1(α, β) = p (p− 1 + α+ β) fp(α, β).
La condition initiale f1(α, β) = 1 conclue la preuve. �

Ainsi, on obtient une nouvelle interprétation du (α, β)-analogue de la for-
mule d’énumération des arbres non-ambigus de dimension géométrique fixée.
Concernant la série génératrice des arbres non-ambigus, maintenant que l’on
connait la formule d’énumération des arbres bicolores et bidécroissants de taille
fixée, on sait que leur série génératrice exponentielle est égale à

∑

p>1

p! (p− 1)!
(xy)p

p! p!
= − ln(1− xy).

Étant donné qu’à chaque sommet on associe une paire d’ensembles non vides
dont les éléments correspondent respectivement aux étiquettes rouges et bleues
de l’arbre non-ambigu associé, on a

G(x, y) = − ln(1− (ex − 1)(ey − 1)).

Pour trouver la version avec α et β, il suffit de remarquer qu’un arbre bicolore
et bidécroissant est la donnée d’une racine, d’un ensemble de fils rouges et
d’un ensemble de fils bleus, qui sont eux-même, à réétiquetage près, des arbres
bicolores et bidécroissants. Ainsi, si on ne compte pas le sommet racine dans
la taille, on obtient que la série génératrice des arbres bicolores et décroissants
est

e−α ln(1−xy)e−β ln(1−xy) =
1

(1− xy)α+β
.

Pour obtenir celle des arbres non-ambigus, il ne nous reste plus qu’à ajouter
une paire d’ensembles à chaque sommet, sans oublier que l’on doit également
associer à la racine une paire d’ensembles mais où on ne compte pas les éti-
quettes les plus grandes. Ainsi

N(α, β) =
eαx+βy

(1− (ex − 1)(ey − 1))(α+β)
.

4. Comparaison avec la statistique de Clark et
Ehrenborg

Comme mentionné précédemment, Clark et Ehrenborg [CE10] ont prouvé
les proposition 5.2.7 et 5.2.8 à l’aide des permutations dont les excédences
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strictes sont au début. Nous venons de voir que dans le cas des arbres non-
ambigus, les équerres des arbres binaires expliquent la forme sommatoire de
la formule d’énumération. Ils ont également une statistique qui explique cette
forme sommatoire. Le but de cette section est d’exhiber une bijection entre les
deux. Commençons par définir leur statistique.

Définition 5.4.1. Soit i et j deux entiers naturels non nuls, on note n =
i + j − 1. Soit σ ∈ S une permutation telle que ses excédences strictes sont
aux positions J1, j − 1K. On appelle CE-statistique de σ, l’entier

CE(σ) = |{u ∈ J1, j − 1K, σ(u) > i}|+ 1 1.

D’après le lemme 5.3.9, nous savons que la statistique des équerres dans les
arbres non-ambigus est équidistribuée avec la statistique du nombre de blocs
bleus dans les cycles bicolores et bidécroissants. La prochaine étape est donc
de décrire à l’aide de la proposition 5.3.6 la relation liant la statistique du
nombre de blocs bleus et la CE-statistique. Pour cela, nous devons introduire
la bijection θ = ψ−1 ◦ ϕ entre les cycles bicolores et bidécroissants, et les
permutations dont toutes les excédences strictes sont au début.

Lemme 5.4.2. Soit i et j deux entiers naturels non nuls, et soit c un cycle
bicolore et bidécroissant de taille i× j. Alors le nombre de blocs bleus de c est
égal à la CE-statistique de θ(c)

- moins 1, si jb a un entier bleu à sa droite, et
- plus 1, si 1r a un entier bleu différent de jb, à sa gauche.

Démonstration. Soit σ une permutation de taille n = i+ j− 1 telle que
ses excédences strictes soient aux positions J1, j − 1K. Si on garde l’interpréta-
tion avec les entiers rouges et bleus, la CE-statistique devient

|{ub ∈ J1b, (j − 1)bK, σ(ub) ∈ J2r, irK}|+ 1.

Ainsi, la CE-statistique est le nombre de blocs bleus de σ n’ayant pas de 1r
directement à sa droite. Nous devons donc étudier comment se comportent les
blocs bleus vis à vis de θ. La première étape de la preuve est de remarquer que
dans l’écriture en cycles d’une permutation dont toutes les excédences strictes
sont au début, il y a au moins une déficience par cycle, et en particulier, le
plus grand entier de chaque cycle est une déficience. Soit c un cycle bicolore et
bidécroissant de taille i × j, on note m son représentant tel que jb est tout à
gauche. On appelle maxima rouges de droite à gauche, l’ensemble des entiers
rouges dem qui sont plus grands que tous les entiers rouges à leur droite. Ainsi,
d’après le lemme 5.3.6, la bijection θ revient à supprimer jb et à couper juste à
droite des maxima rouges de droite à gauche. En particulier, à la suppression
de jb près, les blocs composés d’un bloc bleu et de l’entier rouge à sa droite ne

1. Le décalage de 1 n’apparaît pas dans l’article de Clark et Ehrenborg, nous l’avons
introduit car il y en a un entre la statistique des équerres et la leur.
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sont pas modifiés. Il ne reste plus qu’à regarder chacun des cas mis en avant
par le lemme. On note σ l’image de c par θ.

- Commençons par les cycles où jb a un entier bleu à sa droite. Étant
donné que la suppression de jb ne diminue pas le nombre de blocs
bleus, il est égal à

|{ub ∈ J1b, (j − 1)bK, σ(ub) ∈ J2r, irK} ∪ {ub ∈ J1b, (j − 1)bK, σ(ub) = 1r}|.
- Supposons maintenant que l’élément à droite de jb est rouge. Alors,
le nombre de blocs bleus de c est égal à

|{ub ∈ J1b, (j − 1)bK, σ(ub) ∈ J2r, irK} ∪ {ub ∈ J1b, (j − 1)bK, σ(ub) = 1r}|+ 1.

Il ne reste plus qu’à différencier selon l’antécédent de 1r pour conclure. �

D’après le lemme précédent, θ n’est pas suffisant pour montrer l’équidis-
tribution des deux statistiques, mais on n’est pas loin. Soit m le représentant
d’un cycle bicolore et bidécroissant de taille i× j tel que jb est tout à gauche.
On peut écrire m = jbb1 · · · bk1rm′ où les bi sont des blocs maximaux de même
couleur. Soit ω l’involution telle que si k est pair, alors ω(c) est le cycle dont
un représentant est m = jbb2b1 · · · bkbk−11rm

′, et si k est impair, ω(c) = c.

Proposition 5.4.3. Soit c un cycle bicolore et bidécroissant, alors, le
nombre de blocs bleus de c est égal à la CE-statistique de θ(ω(c)).

Démonstration. Les cycles c constants sous l’action de ω sont exacte-
ment les cycles dont le nombre de blocs bleus est égal à CE(θ(c)). En effet,
en se basant sur le lemme 5.4.2, soit k est impair et les blocs b1 et bk sont
bleus, auquel cas, le plus 1 et le moins 1 se compensent, soit k est impair et
les blocs b1 et bk sont rouges, auquel cas, on a directement l’égalité, ou soit
k = 0, et on a de nouveau l’égalité. En ce qui concerne les cycles pour lesquels
k est pair et non nul, soit b1 est bleu et bk est rouge, et dans ce cas, le nombre
de blocs bleus de c est égal à CE(θ(c)) − 1, soit c’est l’inverse et il est égal à
CE(θ(c))+1. On vient même de montrer que les cycles pour lesquels le nombre
de blocs bleus est égal à CE(θ(c)) − 1 sont envoyés sur ceux pour lesquels il
est égal à CE(θ(c)) + 1, tout en augmentant le nombre de blocs bleus par un,
ce qui prouve le résultat. �

Corollaire 5.4.4. Le nombre d’équerres sur les arbres non-ambigus et la
CE-statistique sur les permutations ayant toutes leurs excédences strictes au
début sont équidistribués.

Démonstration. Comme évoqué au début de cette section, c’est une
conséquence du lemme 5.3.9 et de la proposition 5.4.3. �
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5. Une nouvelle statistique sur les arbres
binaires : le nombre d’équerres

Le partitionnement des arbres binaires en équerres est apparu naturelle-
ment dans l’étude des arbres non-ambigus. Si on raffine l’énumération des
arbres binaires en prenant en compte le nombre d’équerres, on retrouve les
premiers termes de la suite dans [Slo, A127158]. Nous allons présenter une
nouvelle bijection ζ entre les arbres binaires et les arbres ordonnés, qui envoie
le nombre d’équerres sur le nombre de sommets feuillés, i.e. dont au moins un
fils est une feuille.

Nous définissons ζ de manière récursive. Dans ce contexte, il y a un unique
arbre binaire de taille zéro qu’on appelle arbre binaire vide. L’image par ζ
de l’arbre binaire vide ∅ est l’arbre ordonné composé d’un seul sommet. Soit
maintenant un arbre binaire AB non vide, si on décompose AB suivant son
équerre racine, on obtient une liste d’arbres binaires AB1,g, . . . , ABi,g attachés
à la branche gauche et une liste d’arbres binaires AB1,d, . . . , ABj,d attachés à la
branche droite, elles sont ordonnées de manière croissante suivant la distance
à la racine. On commence par construire une chaine de sommets a1, . . . , ai+2,
où au est le père de au+1, pour tout u ∈ J1, i + 1K. Puis, pour tout u ∈ J1, iK,
on enracine ζ(ABu,g) en ai et à droite de ai + 1. Enfin, on attache par une
arête ζ(AB1,d), . . . , ζ(ABj,d) à ai+1 de telle sorte que de gauche à droite, les
fils de ai+1 sont ai+2, ζ(AB1,d), . . . , ζ(ABj,d). L’application ζ est illustrée dans
la figure 18.

c

b

a 1

2

3

⇐⇒

ζ(a)

ζ(b)

ζ(c)

ζ(1) ζ(2) ζ(3)

Figure 18. Description schématique de ζ.

Proposition 5.5.1. L’application ζ est une bijection entre les arbres bi-
naires à n sommets et dont le nombre d’équerres est p, et les arbres ordonnés
à n arêtes et dont p sommets sont feuillés.

Démonstration. Étant donné que ζ est défini récursivement, la preuve
le sera également. La proposition est trivialement vraie pour n = 0. Soit main-
tenant AB un arbre binaire non vide. Le nombre de sommets de AB est égal
à

1 + i+ j + |AB1,g|+ · · ·+ |ABi,g|+ |AB1,d|+ · · ·+ |ABj,d|.
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De même, le nombre d’arêtes de ζ(AB) est
1 + i+ j + |ζ(AB1,g)|+ · · ·+ |ζ(ABi,g)|+ |ζ(AB1,d)|+ · · ·+ |ζ(ABj,d)|.

En ce qui concerne le nombre d’équerres de AB, il est égal à
1 + eq(AB1,g) + · · ·+ eq(ABi,g) + eq(AB1,d) + · · ·+ eq(ABj,d).

On note sf (AO) le nombre de sommets feuillés d’un arbre ordonné AO. Par
construction, les sommets de ζ(AB) sont ai+1 et ai+2 auxquels on ajoute les
sommets de ζ(AB1,g), . . . , ζ(ABi,g) et ζ(AB1,d), . . . , ζ(ABj,d). De plus, le ca-
ractère feuillé ou pas des racines des ζ(ABu,g), pour u ∈ J1, iK, n’est pas modifié
par l’ajout du sommet au+1 en tant que fils, car ce n’est pas une feuille. Le
seul sommet feuillé que l’on crée est ai+1. Ainsi, le nombre de sommets feuillés
de ζ(AB) est

1 + sf (ζ(AB1,g)) + · · ·+ sf (ζ(ABi,g)) + sf (ζ(AB1,d)) + · · ·+ sf (ζ(ABj,d)).

Le caractère bijectif de ζ vient du fait que ai+2 est la feuille la plus à gauche de
ζ(AB), c’est-à-dire que l’on l’obtient en visitant récursivement le fils gauche,
à partir de la racine. Au même titre que la décomposition des arbres binaires
selon l’équerre racine existe et est unique, la décomposition des arbres ordonnés
selon la feuille la plus à gauche existe et est unique. �

Les premiers termes de la bijection sont donnés dans le Tableau 1. La

Arbres
binaires

N
N

N

N

N

N

N N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

Arbres
ordonnés

N

•

•
N

•

N

• •

•
N

• •

•
•
N

•

N

• ••
N

•
•

N

•
•

Table 1. Les premiers termes de la bijection ζ (la coloration
et la forme de sommets montrent la correspondance entre les
équerres et les sommets feuillés).

décomposition que l’on vient de présenter nous permet d’en déduire une équa-
tion vérifiée par la série génératrice B(x, t) des arbres binaires, où x compte le
nombre de sommets et t le nombre d’équerres :

B = 1 + xt

(
1

1− xB

)2

.

En effet, le terme (
1

1− xB

)
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correspond à une liste d’arbres binaires auxquels on ajoute le sommet de la
branche à laquelle ils sont attachés, et xt correspond à la racine de l’équerre.

Une méthode pour énumérer les arbres binaires à nombre d’équerres fixé
pourrait être d’utiliser la décomposition à l’aide des arbres bidécroissants et
bicolores. Mais nous n’avons pas trouvé d’étiquetage canonique des sommets
dont la description en partition d’ensemble ne dépend pas de l’arbre bidécrois-
sant et bicolore.
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Chapitre 6

Généralisation des arbres
non-ambigus en dimension

supérieure

Ce chapitre est consacré à la généralisation des arbres non-ambigus à toute
dimension finie. D’un point de vue géométrique, les arbres non-ambigus sont
des arbres binaires dont les sommets sont plongés dans Z2 et les arêtes sont
de dimension 1. On dit qu’ils sont de dimension (2, 1). Soit d > k > 1 deux
entiers naturels. Un arbre non-ambigu de dimension (d, k) a ses sommets plon-
gés dans Zd et ses arêtes sont de dimension k. En outre, la structure arbo-
rescente sous-jacente est un arbre

(
d
k

)
-aire. Pour définir ces nouveaux objets,

nous nous basons sur la définition en tant qu’arbre binaire étiqueté des arbres
non-ambigus, de sorte que nous pouvons de nouveau appliquer la démarche
de [HNT08]. Et ainsi, pour chaque couple (d, k) nous obtenons une équa-
tion différentielle satisfaite par la série génératrice des arbres non-ambigus de
dimension (d, k). Toutefois, nous n’avons pas réussi à les résoudre. Nous pro-
posons néanmoins des résultats partiels. La formule des équerres par contre
se généralise sans grande difficulté. Le dernier résultat de ce chapitre est une
définition géométrique des arbres non-ambigus généralisés. Similairement aux
arbres non-ambigus initiaux, la version géométrique est un ensemble de points
de Nd soumis à des contraintes. L’intérêt de cette définition géométrique est
qu’initialement les arbres non-ambigus à plusieurs dimensions ont été intro-
duits avec l’idée de définir une généralisation de l’ASEP à plusieurs dimen-
sions dont l’état stationnaire serait décrit par des tableaux boisés à plusieurs
dimensions. Ce travail reste cependant à faire. Pour le moment, la version
géométrique a le mérite de produire de jolies figures.

Le chapitre est organisé comme suit. Les arbres non-ambigus généralisés
sont tout d’abord définis en tant que structures arborescentes étiquetées (sec-
tion 1). Puis, en utilisant la méthode de la section 2 du chapitre précédent, nous
déduisons une formule des équerres les comptant à structure arborescente fixée,
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ainsi qu’une équation vérifiée par leur série génératrice exponentielle. Enfin,
nous présentons (section 3) une définition géométrique des arbres non-ambigus,
en tant qu’ensemble de points de Nd vérifiant des contraintes spatiales.

1. Définition des arbres non-ambigus généralisés

Dans le but de donner la définition des arbres non-ambigus de dimension
(d, k), nous avons besoin d’introduire quelques terminologies. Les structures
arborescentes sous-jacentes aux arbres non-ambigus de dimension (d, k) sont
des arbres

(
d
k

)
-aire. On note A(dk)

l’ensemble de ces arbres. Nous indexons les
fils d’un sommet par les sous-ensembles de J1, dK ayant k éléments. Nous les
appelons des (d, k)-directions, et on note Πd,k l’ensemble des (d, k)-directions.
Un sommet indexé par une (d, k)-direction π est appelé un sommet de type π.
On note sπ(A) le nombre de sommets de type π d’un arbre

(
d
k

)
-aire A. De plus,

soit
dgi(A) := 1 +

∑

π∈Πd,k
i∈π

sπ(A).

On appelle dg1(A)×· · ·×dgd(A) la dimension géométrique de A. Par exemple,
si on note de haut en bas A1 et A2 les deux arbres de la figure 1, alors A1 vérifie

s{1}(A1) = 4, s{2}(A1) = 6, s{3}(A1) = 5.

Ainsi, il est de dimension géométrique 5× 7× 6. De même, A2 vérifie
s{1,2}(A2) = 3, s{1,3}(A2) = 2, s{2,3}(A2) = 1,

sa dimension géométrique est donc 6× 5× 4. Il ne nous reste plus qu’à définir
l’étiquetage. On appelle (d, k)-uplets les d-uplets de (N∗ ∪ {•})d tels qu’exac-
tement d− k éléments du d-uplet sont égaux à •. Soit i ∈ J1, dK. Dans la suite,
la ième coordonnée d’un sommet fait référence à l’élément d’indice i de son éti-
quette. Enfin, la direction d’un (d, k)-uplet est la (d, k)-direction composée des
indices différents de •. Par exemple, (•, 1, •, 5, 2, •, •, 3, •) est un (9, 4)-uplet
de direction {8, 5, 4, 2}. Nous pouvons maintenant définir la généralisation des
arbres non-ambigus.

Définition 6.1.1. Soit n un entier naturel non nul, et soit 1 > k > d deux
entiers. Un arbre non-ambigu de dimension (d, k) ANA de taille n est un arbre
A
(
d
k

)
-aire de taille n étiqueté vérifiant les conditions suivantes :
(1) Soit π une (d, k)-direction. Les sommets de type π sont étiquetés par

des (d, k)-uplets de direction π. Quant à la racine, elle est étiquetée
par un (d, d)-uplet.

(2) Soit i ∈ J1, dK, et soit s et s′ deux sommets de ANA dont les étiquettes
ont une ième coordonnée différente de •. Alors, si s′ est l’ancêtre de s,
la ième coordonnée de s′ est strictement supérieure à celle de s.
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(3) Soit i ∈ J1, dK. Deux sommets ont la même ième coordonnée si et
seulement si elle est égale à •.

(4) Soit i ∈ J1, dK. La réunion des ièmes coordonnées différentes de • de
tous les sommets est l’intervalle d’entier J1, dgi(A)K.

On appelle forme de ANA l’arbre
(
d
k

)
-aire A, et on note ANAd,k(A) l’en-

semble des arbres non-ambigus de forme A. Il est à noter que l’étiquette de
la racine correspond exactement à la dimension géométrique de A. Dans les
représentations graphiques des arbres non-ambigus que nous donnons, les fils
d’un sommet sont ordonnés de gauche à droite, de la plus petite (d, k)-direction
à la plus grande. La relation d’ordre totale sur les (d, k)-directions étant la sui-
vante. Soit π et π′ deux (d, k)-directions différentes. Alors π = {i1 > · · · > ik}
est supérieure à π′ = {j1 > · · · > jk} si, et seulement si, il existe un entier
u ∈ J1, kK tel que pour tout v ∈ J1, u−1K, iv = jv et iu > ju. La figure 1 donne
l’exemple d’un arbre non-ambigu de dimension (3, 1) et d’un de dimension
(3, 2).

(5r,7g,6b)

(4r,•,•)

(1r,•,•) (•,•,5b)

(•,5g,•)

(•,3g,•) (•,•,4b)

(•,•,2b)

(•,4g,•)

(•,•,1b)

(•,•,3b)

(2r,•,•) (•,6g,•)

(3r,•,•)

(•,2g,•)

(•,1g,•)

(6r,5g,4b)

(5r,3g,•)

(3r,1g,•)(2r,•,2b)

(1r,•,1b) (•,4g,3b)

(4r,2g,•)

Figure 1. Deux arbres non-ambigus de dimensions respectives
(3, 1) (haut) et (3, 2) (bas).

Remarque 6.1.2. Les arbres non-ambigus initiaux correspondent aux arbres
non-ambigus de dimension (2, 1). Il suffit d’appliquer les transformations (i, •) 7→
ir et (•, i) 7→ ib.
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De même que précédemment, nous avons besoin de faire de la zérologie.
Soit d > k > 1 deux entiers. Pour chaque (d, k)-direction π, on définit l’arbre
non-ambigu vide de type π que nous notons ∅π. Il a pour forme l’arbre

(
d
k

)
-aire

vide de type π que nous notons également ∅π. Enfin, pour tout i ∈ J1, dK, on
pose

dgi(∅π) =





0 si i ∈ π,
1 sinon.

2. Équations différentielles

Nous suivons la même démarche que dans la section 2. La structure récur-
sive des arbres

(
d
k

)
-aires induit une application

(
d
k

)
-linéaire M sur les arbres

non-ambigus de dimension (d, k). Après avoir attribué un poids pd,k pour
chaque arbre non-ambigu, on définit une application

(
d
k

)
-linéaire M telle que

« pd,k ◦M = M ◦pd,k ». Nous en dégageons une formule des équerres comptant
les arbres non-ambigus de dimension (d, k) à forme fixée. De plus, on obtient
également une équation vérifiée par leur série génératrice exponentielle. Nous
n’avons pas réussi à la résoudre, mais nous avons des résultats partiels.

Un arbre
(
d
k

)
-aire A est la donnée d’une racine r et d’une liste (Aπ)π∈Πd,k

d’arbres
(
d
k

)
-aires, où la racine de Aπ est le fils d’index π de la racine r, avec la

convention que si Aπ est vide, alors Aπ = ∅π. Soit maintenant un arbre non-
ambigu de dimension (d, k) ANA, de forme A. L’étiquetage de ANA induit
un étiquetage sur chaque Aπ qui vérifie les conditions 6.1.1.(1), excepté la
racine, 6.1.1.(2) et 6.1.1.(3). Ainsi, il nous suffit d’étiqueter la racine de Aπ par
(dg1(Aπ), . . . , dgd(Aπ)), et pour chaque i ∈ J1, dK, d’étiqueter de 1 à dgi(Aπ)−1
les ièmes coordonnées différentes de •. On note ANAπ l’arbre non-ambigu de
dimension (d, k) obtenu. Si Aπ = ∅π, alors ANAπ = ∅π. La décomposition des
arbres non-ambigus de la figure 1 est donnée dans la figure 2. Pour pouvoir
reconstruire ANA à partir des ANAπ, pour chaque i ∈ J1, dK, il faut décider
comment répartir les étiquettes J1, dgi(A) − 1K parmi les sommets de type π
où i ∈ π, en se rappelant que les racines des ANAπ vont devenir des sommets
de type π. Étant donné que l’on veut respecter les étiquetages des ANAπ,
pour chaque i ∈ J1, dK, il suffit de partitionner l’ensemble J1, dgi(A)K en

(
d
k

)

sous-ensembles de tailles
(dgi(Aπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k ,

où 1 est l’application qui vaut 1 si l’assertion est vraie et 0 sinon. En particulier,
pour tout i ∈ J1, dK, on a l’égalité

dgi(A)− 1 =
∑

π∈Πd,k

(dgi(Aπ)− 1(i 6∈ π)).
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(2r,3g,4b)

(1r,•,•) (•,•,3b)

(•,2g,•)

(•,1g,•) (•,•,2b)

(•,•,1b)

(1r,1g,2b)

(•,•,1b)

(3r,4g,1b)

(1r,•,•) (•,3g,•)

(2r,•,•)

(•,2g,•)

(•,1g,•)

(3r,2g,2b)

(2r,1g,•) (1r,•,1b)

(1r,1g,1b) (2r,2g,1b)

(1r,1g,•)

Figure 2. De gauche à droite (haut), puis de gauche à droite
(bas) : ANA{1}, ANA{2} et ANA{3}, ANA′{1,2}, ANA

′
{1,3} et

ANA′{2,3}, où ANA et ANA′ sont les arbres non-ambigus de di-
mensions respectives (3, 1) et (3, 2) de la figure 1.

Ainsi, si on fixe une liste (ANA′π)π∈Πd,k d’arbres non-ambigus, le nombre d’arbres
non-ambigus ANA tels que pour toute (d, k)-direction π, ANAπ = ANA′π est

(41)
∏

i∈J1,dK


 dgi(A)− 1

(dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k


 ,

où A est la forme commune à tout les arbres non-ambigus que l’on obtient.
L’équation (41) reste vraie même si au moins un des fils de la racine de A est
vide.

Nous introduisons maintenant un formalisme algébrique analogue au cas
de la dimension (2, 1). Soit QANAd,k le Q-espace vectoriel engendré par les
arbres non-ambigus de dimension (d, k). On note QANAd,k(A) la somme des
éléments de ANAd,k(A). On définit également QANAd,k,π, le Q-espace vecto-
riel engendré par

ANAd,k\



⋃

π′∈(Πd,k\{π})

ANAπ′


 .

Nous notons M l’application multilinéaire

M :
∏

π∈Πd,k

QANAd,k,π 7→ QANAd,k,

qui à un uplet (ANA′π)π∈Πd,k associe la somme des arbres non-ambigus ANA
tels que ANAπ = ANA′π pour toute (d, k)-direction π. Cette application permet
d’engendrer récursivement l’ensemble des arbres non-ambigus de forme fixée.
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2. Équations différentielles

Lemme 6.2.1. Soit d > k > 1 deux entiers, et soit A un arbre
(
d
k

)
-aire. S’il

existe une (d, k)-direction π pour laquelle A = ∅π, alors QANAd,k(A) = ∅π.
Sinon

QANAd,k(A) = M((QANAd,k(Aπ))π∈Πd,k).

Démonstration. Soit (ANA′π)π∈Πd,k un uplet d’arbre non-ambigus de di-
mension (d, k), tel que pour toute (d, k)-direction π, ANA′π a pour forme Aπ.
Alors un arbre non-ambigu de dimension (d, k) de forme A apparaît dans
la somme M((ANAπ)π∈Πd,k) si, et seulement si, ANAπ = ANA′π pour tout
π ∈ Πd,k. Par conséquent

QANAd,k(A) =
∑

(ANA′π)π∈Πd,k
∈
∏

π∈Πd,k

ANAd,k(Aπ)

M((ANA′π)π∈Πd,k).

La multilinéarité de M nous permet de conclure. �

Le lemme 6.2.1 a pour conséquence immédiate que pour tout arbre
(
d
k

)
-aire

A, on a l’égalité :

|ANAd,k(A)| =
∏

i∈J1,dK


 dgi(A)− 1

(dgi(Aπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k


 ∏

π∈Πd,k

|ANAd,k(Aπ)|.

La suite consiste à projeter et à interpréter ces observations dans le monde
des séries génératrices. Les arbres non-ambigus de dimension (d, k) sont des
objets combinatoires étiquetés, cela explique la présence des multinomiaux
dans l’équation (41). C’est pourquoi, nous allons considérer des séries généra-
trices exponentielles. Pour cela, nous associons à chaque arbre non-ambigu de
dimension (d, k) le poids

pd,k(ANA) =
∏

i∈J1,dK

x
dgi(ANA)
i

dgi(ANA)!
.

En particulier, pd,k(∅π) = pd,k(ANA) =
∏

i 6∈π xi. Par linéarité, on étend pd,k
en une application linéaire QANAd,k 7→ QJx1, . . . , xdK. Ainsi, pour tout arbre(
d
k

)
-aire, pd,k(QANAd,k(A)) est la série génératrice des arbres non-ambigus de

forme A. Il ne nous reste plus qu’à définir l’image de M par pd,k. Pour cela,
pour toute (d, k)-direction π = {i1, . . . , ik}, on introduit les notations

∂π := ∂i1 · · · ∂ik ,
∫

π

:=

∫ xi1

0

· · ·
∫ xik

0

et dxπ := dxi1 · · · dxik .

Définition 6.2.2. Soit d > k > 1 deux entiers, soit M l’application
(
d
k

)
-

linéaire QJx1, . . . , xdKΠd,k 7→ QJx1, . . . , xdK telle que

M((uπ)π∈Πd,k) =

∫

J1,dK


 ∏

π∈Πd,k

∂J1,dK\π(uπ)


 dxJ1,dK.
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6. Généralisation des arbres non-ambigus en dimension supérieure

Soit A un arbre
(
d
k

)
-aire, on définit également M(A). S’il existe une (d, k)-

direction π telle que A = ∅π, alors M(A) = pd,k(∅π). Sinon

M(A) = M((M(Aπ))π∈Πd,k).

La figure 3 donne un exemple de calcul de M pour les dimensions (3, 1) et
(3, 2). Le monôme de chaque sommet s correspond à la valeur deM appliqué au
sous-arbre de racine s, sachant que les sous-arbres au bout des arêtes pointillées
sont des arbres vides. L’applicationM correspond bien à l’image de M par pd,k.

x5 y7 z6

5r 2r 7g 3g 2g 6b 3b

x2 y3 z4

2r 3g 2g 4b 3b

xyz

yz xz xy

xz x y3 z3

3g 2g 3b

yz x y2 z2

2g 2b

yz xyz

yz xz xy

xyz

yz xz xy

xyz

yz xz xy

x y z2

2b

yz xz xyz

yz xz xy

x3 y4 z
3r 4g 3g

xyz

yz xz xy

x2 y3 z
2r 3g

x y2 z
2g

yz xyz

yz xz xy

xy

xyz

yz xz xy

xy

xy

x6 y5 z4

6r 3r 5g 2g 2g 4b

x3 y2 z2

3r 2g 2b

xyz

z y x

xyz

z y x

x

xyz

z y x

x2 y2 z
2r 2g

xyz

z y x

y x

Figure 3. Exemples de calcul de M(A), où A correspond aux
deux formes des arbres non-ambigus de la figure 1.

Proposition 6.2.3. Soit 1 6 k 6 d deux entiers, et soit

(ANAπ)π∈Πd,k ∈
∏

π∈Πd,k

QANAd,k,π.

Alors
pd,k(M((ANAπ)π∈Πd,k)) = M((pd,k(ANAπ))π∈Πd,k).

En particulier, pour tout arbre
(
d
k

)
-aire A,

M(A) = pd,k(QANAd,k(A)).

Démonstration. Par linéarité de pd,k et multilinéarité de M et M , pour
π ∈ Πd,k, on peut supposer que la combinaison linéaire ANAπ est réduite à
un élément, que l’on notera ANAπ. Soit A l’arbre

(
d
k

)
-aire tel que pour chaque
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2. Équations différentielles

(d, k)-direction π, Aπ est la forme de ANAπ. L’équation (41) nous dit que

pd,k(M((ANAπ)π∈Πd,k)) =
∏

i∈J1,dK


 dgi(A)− 1

(dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k


 x

dgi(A)
i

dgi(A)!
.

Il ne nous reste plus qu’à calculer D = M((pd,k(ANAπ))π∈Πd,k) pour finir la
preuve de la première identité.

D =

∫

J1,dK

∏

π∈Πd,k

∂J1,dK\π((pd,k(ANAπ)) dxJ1,dK

=

∫

J1,dK

∏

π∈Πd,k

∏

i∈J1,dK

x
dgi(ANAπ)−1(i 6∈π)
i

(dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π))!
dxJ1,dK.

Étant donné qu’on a la relation dgi(A)− 1 =
∑

π∈Πd,k

dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π), on

obtient

D =

∫

J1,dK

∏

i∈J1,dK


 dgi(A)− 1

(dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k


 x

dgi(A)−1
i

(dgi(A)− 1)!
dxJ1,dK

=
∏

i∈J1,dK


 dgi(A)− 1

(dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π))π∈Πd,k


 x

dgi(A)
i

dgi(A)!
,

de sorte que
pd,k(M((ANAπ)π∈Πd,k)) = M((pd,k(ANAπ))π∈Πd,k).

La deuxième se prouve par récurrence. Par définition, l’égalité est vraie pour
les arbres de taille 0. Sinon, par récurrence,

pd,k(QANAd,k(A)) = pd,k(M((QANAd,k(Aπ))π∈Πd,k))

= M((pd,k(QANAd,k(Aπ))π∈Πd,k)

= M((M(Aπ))π∈Πd,k)

= M(A). �

Il en découle la formule des équerres comptant le nombre d’arbres non-
ambigus de dimension (d, k) de forme fixée. Pour l’énoncer, nous devons in-
troduire la notation suivante. Soit A un arbre

(
d
k

)
-aire, et soit i ∈ J1, dK. Pour

tout sommet s dont le type contient i, on définit dgi(s) comme le nombre de
sommets dont le type contient i, s inclus, du sous-arbre de A dont s est la
racine. Dans ce contexte, pour toute (d, k)-direction π, la racine est de type π.
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6. Généralisation des arbres non-ambigus en dimension supérieure

Proposition 6.2.4. Soit d > k > 1 deux entiers, et soit A un arbre
(
d
k

)
-

aire. Alors
|ANAd,k(A)| =

∏

i∈J1,dK

dgi(A)!∏

s : sommet dont le type
contient i

dgi(s)
.

Démonstration. Soit A un arbre
(
d
k

)
-aire de taille non nulle. Par défini-

tion

pd,k(QANAd,k(A)) = |ANAd,k(A)|
∏

i∈J1,dK

x
dgi(A)
i

dgi(A)!
.

Or, d’après la proposition 6.2.3, pd,k(QANAd,k(A)) = M(A). Par définition,
on peut calculer M(A) de manière récursive :

M(A) = M((M(Aπ))π∈Πd,k)

=

∫

J1,dK

∏

π∈Πd,k

∂J1,dK\π (M(Aπ)) dxJ1,dK

=

∫

J1,dK

∏

π∈Πd,k


M(Aπ)

∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi


 dxJ1,dK.

Étant donné que pour tout i ∈ J1, dK,

dgi(ANA) = 1 +
∑

π∈Πd,k

dgi(ANAπ)− 1(i 6∈ π)),

la puissance de xi de

∏

π∈Πd,k


M(Aπ)

∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi


 ,

est dgi(A)− 1. On obtient donc

M(A) =


 ∏

i∈J1,dK

xi
dgi(A)




 ∏

π∈Πd,k


M(Aπ)

∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi




 .

Par récurrence, pour une (d, k)-direction π, on a

M(Aπ) =
∏

i∈J1,dK

x
dgi(Aπ)
i∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)
.
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2. Équations différentielles

Ainsi, M(A) est égal à


 ∏

i∈J1,dK

xi
dgi(A)







∏

π∈Πd,k




∏

i∈J1,dK

x
dgi(Aπ)
i∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)





 ∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi







=


 ∏

i∈J1,dK

xi
dgi(A)







∏

i∈J1,dK




∏

π∈Πd,k

x
dgi(Aπ)
i∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)







∏

π∈Πd,k
i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi







=
∏

i∈J1,dK

xi
dgi(A)




∏

π∈Πd,k

x
dgi(Aπ)
i∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)







∏

π∈Πd,k
i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

xi




=
∏

i∈J1,dK

x
dgi(A)
i

dgi(A)

∏

π∈Πd,k

∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)
.

Or, si on prend une (d, k)-direction π, les types des sommets de Aπ sont les
mêmes que dans A, excepté pour la racine de Aπ qui devient un sommet de
type π. Notons rπ la racine de Aπ et r′π le sommet correspondant dans A. Alors,
pour i ∈ π, dgi(rπ) = dgi(r

′
π), et pour i ∈ J1, dK \ π, dgi(rπ) = dgi(Aπ). Enfin,

si on note r la racine de A, alors, pour tout i ∈ J1, dK, on a dgi(r) = dgi(Aπ).
En résumé, si on se donne i ∈ J1, dK, alors

1∏

s : sommet de A
dont le type contient i

dgi(s)
=

1

dgi(A)

∏

π∈Πd,k

∏

i∈J1,dK\π

dgi(Aπ)

∏

s : sommet de Aπ
dont le type contient i

dgi(s)

De ce fait

M(A) =
∏

i∈J1,dK

xdgi(A)

∏

s : sommet dont le type
contient i

dgi(s)
,

ce qui implique le résultat. �

Si on reprend l’exemple de la figure 3, le monôme de la racine de chacun des
deux arbres nous donne leurs formules des équerres. On considère maintenant
la série génératrice exponentielle des arbres non-ambigus de dimension (d, k) :
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6. Généralisation des arbres non-ambigus en dimension supérieure

Gd,k(x1, . . . , xd) =
∑

ANA∈ANAd,k

pd,k(ANA).

On aura également besoin de la série génératrice
Nd,k(x1, . . . , xd) = ∂J1,dKGd,k(x1, . . . , xd).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté, on omettra parfois les variables x1, . . . , xd.
Les deux séries génératrices sont liées par la relation

(42) Gd,k =
∑

π∈Πd,k

xπ +

∫

J1,dK
Nd,k dxJ1,dK,

où xπ :=
∏

i∈π xi.

Proposition 6.2.5. Soit d > k > 1 deux entiers. Les fonctions généra-
trices Gd,k et Nd,k satisfont les relations suivantes :

Gd,k =
∑

π∈Πd,k

xπ +

∫

J1,dK

∏

π∈Πd,k

∂J1,dK\π(Gd,k) dxπ,

et
Nd,k =

∏

π∈Πd,k

(
1 +

∫

π

Nd,k dxπ

)
.

Démonstration. D’après la proposition 6.2.3, si on partitionne les arbres
non-ambigus de dimension (d, k) suivant leurs formes, on obtient

Gd,k =
∑

A∈A
(dk)

M(A).

Notons A(dk),π
l’ensemble

A(dk)
\




⋃

π′∈(Πd,k\{π})

∅π′


 .

Par définition on a

Gd,k =
∑

π∈Πd,k

xπ +
∑

(Aπ)π∈Πd,k ∈
∏

π∈Πd,k

A(dk),π

M((Aπ)π∈Πd,k).

De plus, par multilinéarité de M , on obtient

Gd,k =
∑

π∈Πd,k

xπ +M((Gd,k −
∑

π′∈(Πd,k\π)

xπ′)π∈Πd,k).
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Or, pour (uπ)π∈Πd,k ∈ QJx1, . . . , xdKΠd,k , s’il existe π et π′ deux (d, k)-directions
différentes telles que uπ = xπ′ alors ∂π(uπ) = 0. Ainsi, Mx((uπ)π∈Πd,k) = 0,
tant et si bien que

Gd,k =
∑

π∈Πd,k

xπ +M((Gd,k)π∈Πd,k).

La deuxième identité s’obtient en dérivant la première par ∂J1,dK, puis en utili-
sant l’équation (42). �

Les seuls cas pour lesquels nous avons une formule close sont (d, k) = (2, 1)
et k = d. Le premier correspond aux arbres non-ambigus originaux, pour
lesquels nous avons exhibé une formule close. Le deuxième est un cas dégénéré
dans lequel, pour chaque entier naturel n, il y a un unique arbre non-ambigu
de taille n et sa dimension géométrique est n× · · · × n, si bien que

Gd,d =
∑

n>0

xn1 · · ·xnd
(n!)d

.

Toutefois, nous avons le résultat partiel suivant.

Proposition 6.2.6. Soit d > k > 1 deux entiers, alors

Nd,k|xd=0 = Nd−1,k.

Démonstration. L’application ϕ : QJx1, . . . , xdK −→ QJx1, . . . , xd−1K
telle que ϕ(f) = f |xd=0 est un morphisme d’algèbres. De plus, pour toute
(d, k)-direction π ne contenant pas d,

ϕ

(∫

π

f dxπ

)
=

∫

π

ϕ (f) dxπ,

et au contraire, pour toute (d, k)-direction π contenant d,

ϕ

(∫

π

f dxπ

)
= 0.

Ainsi, ϕ(Nd,k) et Nd−1,k satisfont la même équation. Par unicité de la solution
de cette équation, ϕ(Nd,k) = Nd−1,k. �

Concernant la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 5.2.7, nous
ne pouvons l’utiliser qu’en dimension (2, 1), car c’est une conjonction des deux
propositions qui suivent, sachant qu’une équation différentielle vérifiée par Gd,k

est
∂J1,dKGd,k =

∏

π∈Πd,k

∂J1,dK\πGd,k.

Proposition 6.2.7 (Cas k = d − 1). Soit d > 2 un entier. Si on connait
une série formelle f satisfaisant l’équation

∂J1,dKf = ∂x1f × · · · × ∂xdf,
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6. Généralisation des arbres non-ambigus en dimension supérieure

alors, pour tout d-uplet de séries formelles (s1, . . . , sd) ∈ QJxKd tel que si(0) =
0 pour tout i ∈ J1, dK, (x1, . . . , xd) 7→ f(s1(x1), . . . , sd(xd)) vérifie la même
équation.

Démonstration. Il suffit d’effectuer un changement de variable et de
simplifier le facteur s′1(x1) · · · s′d(xd) qui apparaît dans les deux membres de
l’égalité. �

Proposition 6.2.8 (Cas k = 1). Soit d > 2 un entier, l’équation

∂J1,dKf =
∏

π∈Πd,d−1

∂πf.

admet une solution non triviale.

Démonstration. De même qu’en dimension (2, 1), étant donné que les
coordonnées jouent des rôles symétriques, on a la condition que pour toute
permutation σ de taille d,

f(xσ(1), . . . , xσ(d)) = f(x1, . . . , xd).

Notons fxi = ∂J1,dK\{i}f . Alors en multipliant d fois l’équation vérifiée par f
par elle-même, on obtient

∏

16i6d

∂xifxi =
∏

16i6d

fdxi .

Supposons que pour tout i ∈ J1, dK, ∂xifxi = fdxi . Alors

fd−1
xi

=
1

(1− d)(xi + ci)
,

où ci ∈ QJx1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xdK. Pour garder une certaine symétrie, sup-
posons que pour tout i ∈ J1, dK, ci = x1 + · · · + xi−1 + xi+1 + · · · + xd + c, où
c ∈ Q. Par conséquent, à une racine dième de l’unité près,

fxi =

(
1

(1− d)(x1 + · · ·+ xd + c)

) 1
d−1

.

De plus, étant donné que les fxi sont égaux deux à deux, en primitivant suc-
cessivement, on produit facilement une solution particulière,

f =
(x1 + · · ·+ xd)

d−1− 1
d−1

(1− d)
1
d−1 (1− 1

d−1
) · · · (d− 1− 1

d−1
)
.

Par construction, f est bien solution. �

De même que pour les arbres binaires, on peut définir la branche d’un
sommet pour une direction donnée. Si on considère de nouveau qu’une équerre
correspond à un sommet munit de ses branches, utiliser la structure arbo-
rescente des équerres ne marche pas en dimension d > 3. En effet, le nombre
d’équerres attachées à un sommet est égal à

(
d
k

)
−1 > 2. Or, l’argument princi-

pal de cette méthode est que l’on donne un étiquetage homogène des équerres
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3. Définition géométrique

en attribuant l’étiquette d’un sommet d’une branche à son fils qui est une
racine d’équerre. Or en dimension supérieure ou égale à 3, il y en a plusieurs.

3. Définition géométrique

De même que pour la dimension (2, 1), nous pouvons donner une représen-
tation géométrique des arbres non-ambigus de dimension (d, k) en tant qu’en-
semble de points de Zd vérifiant certaines contraintes. Pour cela, nous notons
(e1, . . . , ed) la base canonique de Rd, et (X1, . . . , Xd) sa base duale, c’est-à-dire

Xi(ej) =





1 si i = j,

0 sinon.

Soit P un point de Rd, et π = {i1, . . . , ik} une (d, k)-direction. On appelle cône
d’origine P et de direction π l’ensemble de points

C(P, π) := {P + a1ei1 + · · ·+ akeik , (a1, . . . , ak) ∈ Rd
>0}.

Définition 6.3.1. Soit d > k > 1 deux entiers, et dg1, . . . , dgd d entiers
naturels non nuls. Un arbre non-ambigu géométrique de dimension (d, k) et de
dimension géométrique dg1 × · · · × dgd, est un ensemble de points de Nd, noté
E, tel que :

(1) E est inclus dans J1, dg1K× · · · × J1, dgdK ;
(2) E contient le point (dg1, . . . , dgd), nous l’appelons le point racine ;
(3) pour tout point non racine P de E, il existe une unique (d, k)-direction

π telle que C(P, π) contient un point de E différent de P , on dit que
P est de type π ;

(4) pour tout i ∈ J1, dK et pour tout l ∈ J1, dgi−1K, l’hyperplan d’équation
xi = l contient exactement un point de E dont le type contient i ;

(5) soit P et P ′ deux points de E, appartenant à un même espace affine de
direction Vect(ei1 , . . . , eik). Alors, soit pour tout j ∈ J1, kK, Xij(P ) >
Xij(P

′), soit pour tout j ∈ J1, kK, Xij(P ) < Xij(P
′).

La taille est donnée par la cardinalité de E.

Comparons les contraintes en dimension 2 et en dimension supérieure.
L’existence d’un point dit racine est commun au deux définitions : 5.1.1.(1) et
6.3.1.(2). Ensuite, l’existence d’une unique (d, k)-direction pour laquelle nous
pouvons définir le père d’un point non racine est donnée par les conditions
5.1.1.(2) et 6.3.1.(3). Toutefois, pour que le père soit unique, en dimension su-
périeur à 2 on a besoin de la condition 6.3.1.(5). Enfin, la compacité de l’objet
est donnée par les conditions 5.1.1.(3), 6.3.1.(1) et 6.3.1.(4).

Proposition 6.3.2. Soit d > k > 1 deux entiers, et dg1, . . . , dgd d entiers
naturels non nuls. Les arbres non-ambigus géométriques de dimension (d, k)
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et de dimension géométrique dg1 × · · · × dgd sont en bijection avec les arbres
non-ambigus de dimension (d, k) et de dimension géométrique dg1× · · · × dgd.

Démonstration. Si d = k alors, un arbre non-ambigu géométrique est
de la forme {(dg, . . . , dg), (dg − 1, . . . , dg − 1), . . . , (1, . . . , 1)}, où dg est un
entier non nul. Or, les arbres non-ambigus de dimension (d, d) sont des arbres
unaires décroissant selon chaque coordonnée et dont les étiquettes sont de la
forme (i, . . . , i). Ils sont clairement en bijection.

Supposons maintenant que d > k. Nous allons tout d’abord donner un
application des arbres non-ambigus vers les arbres non-ambigus géométriques,
puis nous expliciterons son inverse.

6.1.1⇒ 6.3.1. Soit T un arbre non-ambigu de dimension (d, k) et de dimen-
sion géométrique dg1×· · ·×dgd. La première étape est de définir récursivement
l’étiquette complétée d’un sommet s en remplaçant les • par des entiers. Soit
s un sommet non racine de T tel que sa ième coordonnée est égale à •, et soit
s′ son père. La ième coordonnée de l’étiquette complétée de s est égale à la ième
coordonnée de l’étiquette complétée de s′. C’est équivalent à dire que la ième
coordonnée de l’étiquette complétée de s est égale à la ième coordonnée du pre-
mier ancêtre de s dont la ième coordonnée est différente de •. On note ai(s) cet
ancêtre. Un tel ancêtre existe, car l’étiquette de la racine ne possède pas de •.
On note (s1, . . . , sd) l’étiquette complétée d’un sommet s. Soit π le type de s.
En utilisant la condition 6.1.1.(2) on a s′i > si pour i ∈ π et s′i = si pour i 6∈ π.
En particulier, le long d’un chemin partant de la racine, pour tout i ∈ J1, dK,
la suite des ième coordonnées des sommets qu’on parcourt décroit faiblement.
Enfin, soit u et v deux sommets tels qu’il existe i tel que ui = vi. Alors par
définition de l’étiquette complétée, ai(u) = ai(v). Avant toute chose, montrons
que deux sommets n’ont pas la même étiquette complétée. Supposons que ce
soit le cas pour deux sommets u et v, notons π et π′ leurs types respectifs. En
raison de la condition 6.1.1.(3), π ∩ π′ = ∅. Soit i ∈ π et i′ ∈ π′. Étant donné
que ui = vi, par définition ai(v) = u. De même, ai′(u) = v, de sorte que u = v.

Soit s un sommet de T . On note ps le point de Nd dont les coordonnées cor-
respondent à l’étiquette complétée de s. Soit E l’ensemble {ps, s sommet de T},
montrons que E satisfait les conditions de la définition 6.1.1.
6.3.1.(1) C’est un conséquence de 6.1.1.(4).
6.3.1.(2) L’étiquette de la racine r de T est (dg1, . . . , dgd), donc pr correspond

au point racine de E.
6.3.1.(3) Soit s un sommet de T différent de la racine. On note π son type et

s′ son père. Ainsi, si i 6∈ π, alors Xi(ps) = Xi(ps′). Sinon, Xi(ps) <
Xi(ps′). En particulier, ps′ est dans le cône d’origine ps et de direction
π. Prouvons l’unicité par l’absurde. Supposons qu’il existe une (d, k)-
direction π′ différente de π telle que le cône d’origine ps et de direction
π′ contient un point pu de E différent de ps. Soit i ∈ π \ π′. Par
définition d’un cône, Xi(pu) = Xi(ps). De plus, ai(s) = s′, de sorte
que ai(u) = s′. Soit i′ ∈ π′ \ π. Alors Xi′(u) > Xi′(s) = Xi′(s

′), ce
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qui n’est pas possible, car s′ est un ancêtre de u. En particulier, le
type de ps correspond au type de s.

6.3.1.(4) Soit i ∈ J1, dK et l ∈ J1, dgi−1K. Par la condition 6.1.1.(4), il existe un
sommet s tel que sa ième coordonnée est égale à l, on note π son type,
par définition i ∈ π. D’où l’existence d’un point vérifiant 6.3.1.(4).
Supposons qu’il existe un point pu satisfaisant les conditions. Donc u
a également sa ième coordonnée égale à l, si bien que par la condition
6.1.1.(3), s = u.

6.3.1.(5) Soit F un espace affine de direction Vect(ei1 , . . . , eik) contenant un
point ps de E. On note π l’ensemble {ei1 , . . . , eik}. Étant donné que
l’on va considérer deux points de F , on peut supposer que s n’est
pas la racine. Soit (s0, . . . , sm) la suite des ancêtres de s, i.e. s0 = s,
pour tout j ∈ J1,mK, sj est le père de sj−1, et sm est la racine de
T . Soit l le plus petit entier tel que sl n’est pas de type π. On note
π′ son type. Si sl est la racine, alors π′ = J1, dK. Par suite, les points
s0, . . . , sl appartiennent à F . Soit i′ ∈ π′ \ π. Considérons un autre
point pu de F . Puisque i′ 6∈ π, ui′ = si′ = sli′ . En conséquence, par
définition de sl, ai′(u) = ai′(s) = sl. Étant donné que pour tout
j ∈ π, uj = slj, le chemin du sommet u au sommet sl ne contient que
des sommets de types π. Ainsi, u est un ancêtre de s ou le contraire,
ce qui prouve le résultat.

6.3.1 ⇒ 6.1.1. Soit E un arbre non-ambigu géométrique de dimension
(d, k) et dimension géométrique dg1 × · · · × dgd. On commence par définir
l’arbre

(
d
k

)
-aire sous-jacent A à E. Les sommets de A sont les points de E,

en particulier, le point racine correspond à la racine de A. Soit p un point de
E. On note sp le sommet de A correspondant. Soit p un point différent du
point racine. On note π = {i1, . . . , ik} la (d, k)-direction définie comme le type
de p par la condition 6.3.1.(3), et soit F l’espace affine p + Vect(ei1 , . . . , eik).
Par la condition 6.3.1.(5), on définit le père de sp comme étant sp′ , où p′

est le point le plus proche de p appartenant au cône C(p, π). De plus, on
indexe sp par π. En particulier, pour i ∈ π, Xi(sp′) > Xi(sp), et pour i 6∈ π,
Xi(sp′) = Xi(sp). Un sommet sp ne peut pas avoir deux fils su et sv indexés
par la même (d, k)-direction {i1, . . . , ik}, si c’était le cas, les trois points p, u
et v appartiendraient au même espace affine p + Vect(ei1 , . . . , eik). De ce fait,
par la condition 6.3.1.(5), p ne pourrait pas être le point le plus proche de u
et de v à la fois. On commence par étiqueter chaque sommet sp de A par les
coordonnées du point p. Puis, pour tout sommet non racine sp, on remplace
la ième coordonnée par •, si i 6∈ π, où π est le type de sp. Montrons que les
conditions de la définition 6.1.1 sont satisfaites par A.
6.1.1.(1) L’étiquetage a été choisi de cette façon.
6.1.1.(2) Soit sp et sp′′ deux sommets dont la ième coordonnée est différente de

•. En particulier elles sont égales respectivement à Xi(p) et Xi(p
′′).

Supposons que sp′′ est l’ancêtre de sp. On note sp′ le père de sp,
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Figure 4. Les arbres non-ambigus géométriques correspondant
aux arbres non-ambigus de la figure 1.

par définition Xi(p) < Xi(p
′). De plus, étant donné que sp′ est le

descendant de sp′′ , Xi(p
′) 6 Xi(p

′′). D’où le résultat.
6.1.1.(3) Soit sp un sommet de A dont la ième coordonnée est différente l de •.

Si sp est la racine, tout sommet est un descendant de sp. Donc par
la condition précédente tout autre sommet su a un ième cordonnée
différente de sp. Si sp n’est pas la racine, on note π son type, c’est
aussi le type du point p. En particulier i appartient à π. En outre, l
est compris entre 1 et dgi− 1. Ainsi, par la condition 6.3.1.(4), il y a
unicité.

6.1.1.(4) La condition 6.3.1.(4) implique que pour tout i ∈ J1, dK et pour tout
l ∈ J1, dgi − 1K, il existe un point p de type π tel que Xi(p) = l. De
ce fait, la ième coordonnée de sp est égale à l. De plus, la racine a
pour étiquette (dg1, . . . , dgd) et E est contenu dans J1, dg1K × · · · ×
J1, dgdK. Ainsi, l’ensemble des ièmes coordonnées différentes de • est
J1, dgiK. �

La figure 4 donne un exemple d’un arbre non-ambigu géométrique de di-
mension (3, 1) et d’un autre de dimension (3, 2).
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Chapitre 7

Polyominos Parallélogrammes
périodiques

L’énumération ou le calcul de la série génératrice des polyominos est un
problème classique de la combinatoire. C’est un problème difficile et encore
ouvert. Les statistiques qui sont généralement considérées sont l’aire, le demi-
périmètre, la hauteur et la largeur.

Dans le but de mieux comprendre ces objets, des sous-familles de poly-
ominos ont été étudiées. On peut notamment citer les polyominos convexes,
les polyominos convexes dirigés et les polyominos paraléllogrammes. À demi-
périmètre n fixé, ils sont respectivement comptés par les suites ((2n+7)4n−2−
4(2n − 3)

(
2(n−2)
n−2

)
)n [DV84], (

(
2(n−2)
n−2

)
)n [BM96] et (Catn−1)n [DV84]. De

nombreuses approches ont été utilisées pour étudier ces objets. Par exemple,
Bousquet-Mélou et Viennot ont calculé la série génératrice des polyominos
parallélogrammes et des polyominos convexes, à l’aide de la théorie des empi-
lements [Vie86], en prenant en compte les quatre paramètres cités précédem-
ment.

Dans les travaux que nous présentons dans ce chapitre, l’approche qui
nous intéresse a été introduite par Aval, Boussicault, Bouvel et Silimbani
[ABBS14]. L’idée est de voir un polyomino parallélogramme comme un arbre
non-ambigu en ajoutant un point en haut (resp. à droite) de chaque colonne
(resp. ligne). On obtient ainsi une bijection entre les arbres binaires et les poly-
ominos parallélogrammes. En considérant plutôt des arbres ordonnés, Boussi-
cault, Rinaldi et Socci [BRS15] ont étendu cette construction aux polyominos
convexes dirigés. Ils obtiennent ainsi une bijection simple entre les polyomi-
nos convexes dirigés et deux forêts d’arbres ordonnés. Leur méthode permet
d’interpréter facilement de nombreuses statistiques sur les arbres ordonnés
sous-jacent, entre autres : la hauteur, la largeur, le demi-périmètre, le nombre
de coins et la taille de la colonne la plus à droite. La structure récursive des
arbres ordonnés permet de calculer facilement les séries génératrices associées.
Seule la statistique de l’aire manque à l’appel. Une extension naturelle de leurs
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travaux consiste à traiter le cas des polyominos convexes. Pour cela, nous avons
défini les polyominos parallélogrammes périodiques. L’idée était d’interpréter
les polyominos convexes comme un objet obtenu à partir d’une bande sur un
cylindre après découpage et recollement. Pour le moment, nous n’avons pas
encore fait le lien avec les polyominos convexes.

Indépendamment de nos travaux, Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN17] ont
introduit les polyominos parallélogrammes périodiques pour donner une in-
terprétation combinatoire à des résultats de Biagioli, Bousquet-Mélou, Jouhet
et Nadeau [BBJN16]. À toute famille (Wn)n de groupes de Coxeter [BB05]
finis ou affines, il est naturel d’associer la série génératrice en x et q, où x et
q encodent respectivement la taille et la longueur de Coxeter d’un élément,
des éléments pleinement commutatifs. Dans le deuxième article, les auteurs
donnent des expressions explicites de ces séries génératrices, par des méthodes
récursives. SiW = Ã, les éléments pleinement commutatifs correspondent aux
permutations affines qui évitent le motif 321. Naturellement, en adaptant la
bijection (chapitre 1 section 7) entre les permutations qui évitent 321 et les
polyominos parallélogrammes, l’article [BJN17] définit les polyominos paral-
lélogrammes périodiques marqués (définition 7.1.8), qui sont en bijection (sec-
tion 1.3) avec les permutations affines qui évitent 321. La taille et la longueur de
Coxeter correspondent respectivement au demi-périmètre et à l’aire. En généra-
lisant la méthode Bousquet-Mélou et Viennot [BMV92], les auteurs calculent
la série génératrice des polyominos parallélogrammes périodiques marqués et
donnent ainsi une interprétation combinatoire du cas Ã. Dans le même temps,
ils obtiennent également la série génératrice des polyominos parallélogrammes
périodiques.

Les structures arborescentes induites par les polyominos parallélogrammes
périodiques (marqués) est stable par rotation des colonnes. Ainsi, nous définis-
sons une bande (définition 7.1.6) comme une orbite sous l’action de rotation
des colonnes. Nous montrons (théorème 7.2.4) qu’une bande est entièrement
déterminée par la structure arborescente sous-jacente et sa hauteur de recolle-
ment intrinsèque. Pour traiter le cas des polyominos parallélogrammes pério-
diques (marqués) il suffit d’ajouter un marquage sur la structure arborescente.
À notre connaissance, la hauteur de recollement intrinsèque est une nouvelle
statistique. Elle permet notamment de partitionner, à taille fixée, les objets
que nous étudions en ensembles de même taille. Dans le cas des polyominos
parallélogrammes périodiques (marqués), nous obtenons une formule d’énu-
mération simple (corollaires 7.3.9 et 7.3.10). Pour le cas des bandes, seule une
asymptotique est calculée (proposition 7.3.11). Pour le moment, aucune inter-
prétation de la hauteur de recollement intrinsèque en termes de permutations
affines évitant 321 n’est connue. En utilisant les calculs sur les séries généra-
trices de la section 1.2, nous obtenons facilement une expression de la série
génératrice, prenant en compte la hauteur, la largeur et la hauteur de recol-
lement intrinsèque, pour les trois classes combinatoires. De même que pour
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les polyominos parallélogrammes, nous n’avons pas d’interprétation simple de
l’aire sur les structures arborescentes.

À taille fixée, Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN15] ont montré que la série
génératrice, par rapport à la longueur de Coxeter, des éléments pleinement
commutatifs d’un groupe de Coxeter fini ou affine est rationnelle. Les coeffi-
cients sont donc périodiques à partir d’un certain rang. La série est dite ul-
timement périodique. L’ultime périodicité pour le groupe de Coxeter Ã avait
d’abord été traitée par Hanusa et Jones [HJ10]. Leurs résultats implique l’ul-
time périodicité de la série génératrice des polyominos parallélogrammes pé-
riodiques marqués. Nous montrons dans la section 4 que les séries génératrices
des polyominos parallélogrammes périodiques et des bandes sont ultimement
périodique, en supprimant des cellules dans chaque colonnes. Nous n’obte-
nons pas de résultats aussi précis que [HJ10], toutefois, les objets minimaux
pour les deux constructions que nous proposons possèdent une interprétation
à l’aide de grand Dyck bilatère (théorème 7.4.5 et corollaire 7.4.12) qui nous
permettent de donner une formule d’énumération.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. Nous commençons (sec-
tion 1) par introduire les trois classes combinatoires que nous étudions dans
nos travaux. Dans la section 2, nous appliquons la méthode de [BRS15] pour
construire les structures arborescentes sous-jacentes à ces classes combina-
toires. Nous montrons qu’à la hauteur de recollement intrinsèque près, elles
caractérisent entièrement nos objets. La section 3 est consacrée aux consé-
quences énumératives de cette interprétation. Enfin, nous étudions dans la
section 4 l’ultime périodicité des séries génératrices de nos objets. En découle
pour chaque classe deux sous-familles que nous étudions.

Les résultats contenus dans ce chapitre ont été obtenus en collaboration
avec Aval, Boussicault et Pétréolle. Ils ont fait l’objet de l’article [BLZ17] et
de la prépublication [ABLZP16].

1. Définitions

Dans cette première section, nous introduisons les trois classes combina-
toires que nous étudions dans nos travaux. Pour simplifier certaines explica-
tions, nous proposons également une interprétation de ces objets en tant que
bande périodique infinie.

1.1. Polyominos parallélogrammes périodiques

La première colonne (resp. dernière colonne) d’un polyomino parallélo-
gramme correspond à la colonne la plus à gauche (resp. droite).

225



1. Définitions

Définition 7.1.1. Un polyomino parallélogramme périodique est un poly-
omino parallélogramme dont on singularise une cellule admissible de la pre-
mière colonne. Une cellule est dite admissible (figure 1) si sa hauteur est plus
petite ou égale à la taille de la dernière colonne.

cellules admissibles

Figure 1. Les cellules admissibles d’un polyomino parallélogramme.

Remarque 7.1.2. Usuellement, le verbe « marquer » est préféré au verbe
« singulariser ». Cette terminologie a été choisie pour qu’il n’y ait pas d’ambi-
guïté avec le marquage introduit dans la définition des polyominos parallélo-
grammes périodiques marqués (définition 7.1.8).

Soit P un polyomino parallélogramme périodique. La cellule singularisée
de P lui confère un caractère périodique car il indique l’endroit où l’on recolle
la dernière colonne et la première colonne. Plus précisément, translatons une
copie de P de sorte que la cellule la plus haute de la dernière colonne, de cette
copie, partage son côté est avec la cellule singularisée de P . En répétant cette
construction vers la gauche ainsi que vers la droite, nous obtenons une bande
périodique infinie (figure 2). La hauteur de la cellule singularisée dans la pre-
mière colonne est appelée la hauteur de recollement. Par exemple, la hauteur
de recollement du polyomino parallélogramme périodique de la figure 2 est
2. Nous notons P l’ensemble des polyominos parallélogrammes périodiques.
Nous étendons la notion de colonne, de largeur et d’aire des polyominos pa-
rallélogrammes aux polyominos parallélogrammes périodiques. Par contre, les
définitions de ligne et de hauteur changent. Nous définissons deux notions de
lignes : les lignes sans recollement et les lignes (avec recollement). Les lignes
sans recollements sont les lignes du polyomino parallélogramme sous-jacent.
En engendrant la bande périodique infinie d’un polyomino parallélogramme pé-
riodique, nous observons que l’image périodique de plusieurs lignes sans recol-
lement peuvent correspondre à une même ligne de la bande infinie périodique.
Ainsi, nous appelons ligne un ensemble maximal de lignes sans recollement
dont les images périodiques forment une ligne. Le côté gauche (resp. droit) de
cette ligne est le côté gauche (resp. droit) de la ligne sans recollement la plus
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haute (resp. basse) qui la compose. Par exemple, dans la figure 2 les lignes sans
recollement qui sont rayées forment une ligne. En respectant cette convention,
nous définissons la hauteur comme le nombre de lignes. Le demi-périmètre cor-
respond à la somme de cette nouvelle hauteur et de la largeur. La hauteur est
également le nombre de lignes sans recollement qui sont strictement au-dessus
de la cellule singularisée. Le polyomino de la figure 2 est un polyomino pa-
rallélogramme périodique de largeur 8, de hauteur 5, de demi-périmètre 13 et
d’aire 26.

bord nord-ouest

bord sud-est

Figure 2. Un polyomino parallélogramme périodique. Les
lignes sans recollement qui sont rayées forment une ligne.

Le bord nord-ouest (resp. bord sud-est) d’un polyomino parallélogramme
périodique est le chemin composé des pas correspondant aux côtés gauches
(resp. droit) des lignes et aux côtés supérieurs (resp. inférieurs) des colonnes.
Un polyomino parallélogramme périodique est entièrement déterminé par la
hauteur de recollement, le bord nord-ouest et le bord sud-est.

Définition 7.1.3. Un polyomino parallélogramme périodique dégénéré est
un polyomino parallélogramme rectangulaire dont la cellule la plus haute de
la première colonne est singularisée.

De manière équivalente, on peut les définir comme les polyominos paral-
lélogrammes périodiques dont les bords nord-ouest et sud-est sont composés
uniquement de pas horizontaux. Un exemple est donné en figure 3. Dans la
suite, nous supposons que les polyominos parallélogrammes périodiques ne
sont pas dégénérés. En effet, la structure arborescente (section 2) sur laquelle
se base nos travaux n’est pas définie pour les polyominos parallélogrammes
périodiques dégénérés.

Il est possible de définir rigoureusement les bandes périodiques infinies.
Définition 7.1.4. Soit n > 2 un entier naturel. Une bande périodique

infinie de période n est une paire de chemins infinis (dans les deux sens),
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Figure 3. De gauche à droite : un polyomino parallélogramme
périodique dégénéré et un polyomino parallélogramme pério-
dique non dégénéré.

composés de pas nord et est, n-périodiques et qui ne se croisent pas. La position
relative des deux chemins est importante, mais la paire est définie à translation
près. Les paires de chemins composées de deux lignes verticales ou horizontales
sont interdites.

Il est à noter que deux bandes qui sont géométriquement les mêmes mais
dont la période choisie n’est pas la même sont différentes. Dans la suite, nous
utilisons également la terminologie de bande n-périodique infinie. Le bord infini
supérieur (resp. inférieur) est appelé bord nord-ouest infini (resp. bord sud-est
infini). Le non croisement des chemins composant une paire se traduit par le
fait que les facteurs de taille n du bord nord-est infini ont le même nombre
de pas est (resp. nord) que les facteurs de taille n du bord sud-est infini.
En quadrillant l’aire entre les deux chemins par des cellules unitaires, nous
étendons les notions de ligne et de colonne à ces objets.

Proposition 7.1.5. Les polyominos parallélogrammes périodiques de demi-
périmètre n sont en bijection avec les bandes n-périodiques infinies dont une
colonne ainsi que ses images périodiques sont distinguées.

Démonstration. À partir d’un polyomino parallélogramme périodique,
il suffit d’engendrer sa bande périodique infinie puis de marquer la première
colonne et ses images périodiques. Par définition, la paire de chemin ne peut
pas être composée de chemins infinis verticaux. De plus, le cas des chemins ho-
rizontaux correspond au polyominos parallélogrammes périodiques dégénérés.

Inversement, il suffit de couper périodiquement, par des droites verticales,
une bande n-périodique infinie au niveau du côté de gauche de la colonne
distinguée C. Il ne reste qu’à singulariser la cellule de C qui se trouve au
niveau de la cellule la plus haute de la colonne à gauche de C. �

1.2. Bandes

Deux polyominos parallélogrammes périodiques différents peuvent engen-
drer la même bande périodique infinie. Nous formalisons cette notion en dé-
finissant une bande comme une classe d’équivalence définie par une rotation
(figure 4) sur les colonnes.

Soit P un polyomino parallélogramme périodique de largeur au moins 2.
Si l’on singularise la deuxième colonne au niveau de la cellule la plus haute
de la première colonne, puis que l’on déplace la première colonne en dernière
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position, de sorte que l’ancienne cellule singularisé soit à droite de la cellule la
plus haute de l’ancienne dernière colonne, nous obtenons un polyomino paral-
lélogramme périodique noté r(P ). Si P est de largeur 1, nous posons r(P ) = P .
Cette construction nous définit un automorphisme r, appelé rotation, sur l’en-
semble des polyominos parallélogrammes périodiques P . Notons G le groupe

rotation

Figure 4. Application de l’automorphisme rotation à un poly-
omino parallélogramme périodique.

engendré par r.

Définition 7.1.6. La rotation induit une action du groupe G sur l’en-
semble des polyominos parallélogrammes périodiques. Les orbites de cette ac-
tion sont appelées des bandes.

La figure 5 donne les trois représentants d’une même orbite. Étant donné
que l’action laisse invariant la hauteur, la largeur, le demi-périmètre et l’aire,
ces notions sont étendues aux bandes. Nous notons B l’ensemble des bandes.

Proposition 7.1.7. Les bandes de demi-périmètre n sont en bijection avec
les bandes n-périodiques infinies.

Démonstration. Appliquer la rotation r à une bande n-périodique infinie
revient à distinguer les colonnes juste à droite des colonnes distinguées. Prendre
la classe d’équivalence définie par cette action revient à oublier quelle est la
colonne distinguée. �

1.3. Polyominos parallélogrammes périodiques marqués

Définition 7.1.8. Un polyomino parallélogramme périodique marqué est
un polyomino parallélogramme périodique dont on marque le pas horizontal
du bas de la dernière colonne ou un des pas verticaux sous le recollement de
la dernière colonne.

La figure 6 donne les marquages possibles du polyomino parallélogramme
périodique sous-jacent. Nous étendons la définition de la hauteur, de la largeur,
du demi-périmètre et de l’aire, aux polyominos parallélogrammes périodiques
marqués.
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1. Définitions

Figure 5. Les trois polyominos parallélogrammes périodiques
d’une même bande.

Figure 6. Les trois marquages possibles du polyomino paral-
lélogramme périodique sous-jacent.

Remarque 7.1.9. Dans la définition initiale des polyominos parallélo-
grammes périodiques marqués [BJN17, Section 5.3], le marquage est effectué
dans la première colonne. Un simple rotation d’angle π nous donne l’équiva-
lence entre les deux définitions.

Proposition 7.1.10. Les polyominos parallélogrammes périodiques mar-
qués de demi-périmètre n sont en bijection avec les bandes n-périodiques in-
finies dont une colonne ou une ligne ainsi que ses images périodiques sont
distinguées.
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Démonstration. Il est clair qu’un polyomino parallélogramme pério-
dique marqué de demi-périmètre n engendre une bande n-périodique infinie
dont une colonne ou une ligne ainsi que ses images périodiques sont distin-
gués.

Inversement, si une colonne d’une bande n-périodique infinie est marquée,
en distinguant cette même colonne, nous obtenons un polyomino parallélo-
gramme périodique dont on marque le pas horizontal du bas de la dernière
colonne. Par contre, si c’est une ligne L qui est marquée, alors nous distin-
guons la colonne, ainsi que ses images périodiques, contenant la cellule la plus
à droite de L. Nous définissons ainsi un polyomino parallélogramme périodique
dont un pas vertical sous le recollement de la dernière colonne est marqué. �

Remarque 7.1.11. Les propositions 7.1.5 et 7.1.10 impliquent que le nombre
de polyominos parallélogrammes périodiques marqués de demi-périmètre n est
égal à deux fois le nombre de polyominos parallélogrammes périodiques de
demi-périmètre n. En effet, à toute bande n-périodique infinie marquée dans
une colonne nous lui associons : elle même ainsi que la bande obtenue par
une symétrie axiale d’axe la droite d’équation y = x. La symétrie axiale laisse
l’aire constante et échange la hauteur et la largeur. Nous obtenons ainsi une
équation simple liant les séries génératrices de ces deux objets (section 3.1).

Biagoli, Jouhet et Nadeau [BJN17] ont montré que les polyominos paral-
lélogrammes périodiques marqués de demi-périmètre n sont en bijection avec
les permutations affines évitant 321 de taille n. Nous présentons leur bijection,
illustrée dans la figure 7, pour faire le lien entre les statistiques des permuta-
tions affines évitant 321 et les statistiques des polyominos parallélogrammes
périodiques marqués. C’est une généralisation de la bijection présentée dans
la section 7 du chapitre 1. Soit P un polyomino parallélogramme périodique
marqué. Commençons par appliquer une rotation d’angle π à P . La cellule
singularisée se trouve alors tout à droite et le marquage tout à gauche. La
bijection, décrite dans le reste du paragraphe, se décompose en deux étapes :
diminuer la taille des colonnes de 1 puis numéroter chacun des deux bords
infinis par Z, de sorte qu’une ligne ou une colonne apparie un entier (bord
nord-ouest) et son image par la permutation affine (bord sud-est). La figure 7
illustre la construction appliquée au polyomino parallélogramme périodique
de la figure 6. Suite à la rotation, nous retirons la cellule la plus basse de
chaque colonne, notons π(P ) l’objet ainsi obtenu. Si la cellule singularisée est
en bas de la première colonne, le recollement se fait entre le coin inférieur
gauche de la première colonne, potentiellement réduite à un pas horizontal,
et le coin supérieur droit de la dernière colonne, potentiellement réduite à un
pas horizontal. De façon équivalente, on diminue la hauteur de recollement
de un tout en gardant les mêmes bords nord-ouest et sud-est. La prochaine
étape est de numéroter de façon croissante les bords infinis nord-ouest BNO
et sud-est BSE de la bande infinie de π(P ) par Z. Le 0 de BNO se situe au
niveau du pas marqué. Pour placer le 0 de BSE, il faut tracer une droite D
de coefficient directeur -1 qui passe par le milieu du pas marqué de BNO.
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2. Structures arborescentes sous-jacentes

Le pas de BSE coupé par D est le pas numéroté par 0. Enfin, notons σ la
permutation affine associée à P , alors σi correspond au numéro du pas horizon-
tal (resp. vertical) de BSE associé au pas horizontal (resp. vertical) de BNO
numéroté par i, qui se trouve dans la même colonne (resp. ligne). Si P est le
polyomino parallélogramme périodique marqué du milieu de la figure 6, alors,
par la construction illustré dans la figure 7, la permutation affine σ est égale à
[5,−2, 0, 2, 7, 10, 3, 4, 12, 6, 8, 9, 14]. De nouveau, l’aire de π(P ) correspond au
nombre d’inversions, la hauteur au nombre d’excédences strictes k et la largeur
à n− k.
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Figure 7. Illustration de la bijection entre les polyominos pa-
rallélogrammes périodiques marqués et les permutations affines
évitant 321. Le polyomino parallélogramme de départ est donné
dans la figure 6.

2. Structures arborescentes sous-jacentes

Cette section est consacrée à la construction des structures arborescentes
des trois objets définis dans la section précédente. Tout d’abord, nous présen-
tons dans la section 2.1 la méthode de [BRS15], inspirée des tableaux boisés,
qui fait apparaître un arbre à l’intérieur d’un polyomino parallélogramme.
Suite à cela, nous adaptons leur méthode au cas des bandes. Nous obtenons
ainsi une structure arborescente cyclique que nous étudions dans la section 2.
Il en résulte le théorème 7.2.4 qui caractérise la structure associée à une bande.
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Nous en déduisons facilement la caractérisation des structures arborescentes
associées aux polyominos parallélogrammes périodiques marqués et aux poly-
ominos parallélogrammes périodiques.

2.1. Bijection entre les arbres ordonnés et les polyominos
parallélogrammes périodiques

La structure arborescente des polyominos parallélogrammes périodiques
que nous introduisons est inspirée de la bijection entre les arbres binaires de
taille n et les polyominos parallélogrammes de demi-périmètre n+1 introduite
par Aval, Boussicault, Bouvel et Silimbani [ABBS14]. Nous prenons toutefois
le point de vue de Boussicault, Rinaldi et Socci [BRS15] dont les travaux pri-
vilégient plutôt les arbres ordonnés. Soit PP un polyomino parallélogramme.
L’arbre ordonné A correspondant est construit de la façon suivante.

- Ajouter une cellule dite virtuelle à droite de la cellule la plus au nord-
est.

- Mettre un point dans les cellules les plus hautes (resp. à droites) des
colonnes (resp. lignes). Chaque point représente un sommet de l’arbre.
La racine est le sommet associé à la cellule virtuelle.

- Pour tout sommet non racine, il y a un sommet au-dessus dans la
même colonne ou à sa droite dans la même ligne mais pas les deux en
même temps. Le père d’un sommet est le sommet le plus haut dans
sa colonne ou le plus à droite dans sa ligne.

- Par construction, tous les fils d’un sommet sont soit alignés vertica-
lement soit horizontalement. Les fils sont ordonnés respectivement de
haut en bas et de droite à gauche.

La bijection est illustrée dans le figure 8. La cellule virtuelle est en pointillé.

Figure 8. Bijection entre les polyominos parallélogrammes et
les arbres ordonnés.

À travers cette bijection, la largeur (resp. hauteur) correspond au nombre
de sommets de hauteur impaire (resp. paire plus un). Or, ces deux statistiques
sont faciles à prendre en compte dans la série génératrice des arbres ordonnés.
On obtient ainsi aisément la série génératrice des polyominos parallélogrammes
selon le demi-périmètre, la largeur et la hauteur. La structure récursive des
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arbres se prêtent bien aux séries génératrices. De ce fait, si une statistique
s’interprète facilement sur les arbres ordonnés on peut espérer en déduire la
série génératrice la prenant en compte. C’est par exemple le cas des coins qui
sont en bijection avec les sommets internes. Malheureusement, la statistique de
l’aire est difficile à traduire sur les arbres ordonnés. Bousquet-Mélou et Viennot
[BMV92] ont calculé la série génératrice des polyominos parallélogrammes
selon la largeur, la hauteur et l’aire, en utilisant la théorie des empilements de
pièces introduite par Viennot [Vie86]. Notons PP(x, y, q) la série génératrice
des polyominos parallélogrammes, où les variables x, y et q correspondent
respectivement à la largeur, la hauteur et l’aire. Alors PP est égal à

PP(x, y, q) = y
J1(x, y, q)

J0(x, y, q)
,

où

J0(x, y, q) =
∑

n>0

(−1)nxnq(
n+1

2 )

(q; q)n(yq; q)n
et J1(x, y, q) =

∑

n>1

(−1)nxnq(
n+1

2 )

(q; q)n−1(yq; q)n
.

Les séries J0 et J1 correspondent à des q-analogues de la fonction de Bes-
sel. À notre connaissance, aucune interprétation de cette formule utilisant la
bijection, entre les polyominos parallélogrammes périodiques et les arbres or-
donnés, que nous avons décrite n’est connue. Dans le cas plus général des
polyominos parallélogrammes périodiques, nos outils ne nous permettent pas
non plus d’étudier l’aire.

2.2. Structure arborescente des bandes

Dans cette section, nous étendons la structure arborescente des polyominos
parallélogrammes aux objets de la section 1. La structure que nous obtenons
est cyclique. Nous la décrivons comme un cycle de quadruplets d’arbres, de
sorte à pouvoir utiliser la théorie de Pólya. Nous traitons tout d’abord le
cas des bandes. Nous en déduirons sans difficulté les structures associées aux
polyominos parallélogrammes périodiques et aux polyominos parallélogrammes
périodiques marqués.

La construction de la structure arborescente se fait de la même façon.
Elle est définie comme une carte. La figure 9 illustre cette construction. Nous
commençons par pointer les cellules en haut (resp. à droite) des colonnes (resp.
lignes) de la bande. Ces points correspondent aux sommets de la carte. Le
père d’un point en haut d’une colonne (resp. à droite d’une ligne) est le point
à la droite de sa ligne (resp. en haut de sa colonne). Les arêtes de la carte
correspondent aux couples constitués d’une cellule et de son père. Il nous reste
à donner un ordre aux arêtes partant d’un sommet. Soit p un point en haut
d’une colonne (resp. à droite d’une ligne). Dans le sens trigonométrique, les
voisins de p sont : son père puis ses fils ordonnés de haut en bas (resp. de droite
à gauche). La structure est stable sous l’action de la rotation des colonnes, elle
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est donc bien définie pour les bandes. Nous notons carte(B) la carte associée
à une bande B.
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Figure 9. Structure arborescente sous-jacente à une bande.

Nous caractérisons tout d’abord les bandes B telles que carte(B) n’a pas
de feuilles. Nous utilisons les notations N et E respectivement pour les pas
nord et est.

Proposition 7.2.1. Soit B une bande. Pour que la carte carte(B) ne
contienne pas de feuille il faut et il suffit que B soit une classe d’équivalence
composée d’un unique polyomino parallélogramme périodique dont le bord nord-
ouest (resp. sud-est) est de la forme (NE)k (resp. (EN)k).

Démonstration. Nous rappelons que les chemins sont lus du sud-ouest
au nord-est. Supposons qu’il existe un représentant de B dont le bord nord-
ouest (resp. sud-est) contient deux pas N (resp. E) consécutifs. Alors, la cellule
pointée à droite (resp. en haut) de la ligne (resp. colonne) du premier N (resp.
E) est une feuille de carte(B). Supposons que ce n’est pas le cas pour tous les
représentants de B. Il existe un représentant dont le bord nord-ouest (resp.
sud-est) est de la forme NEs1 · · ·NEsh (resp. EN ih · · ·EN i1) où s1, . . . , sh >
1 (resp. i1, . . . , ih > 1.). Nous en déduisons que hauteur(B) 6 largeur(B)
(resp. hauteur(B) > largeur(B)). Nous venons de montrer que hauteur(B) =
largeur(B). De ce fait, le bord nord-est est égal à (NE)k et le bord sud-est
à (EN)k pour un certain k. Pour finir, un tel polyomino parallélogramme
périodique est stable par rotation des colonnes, d’où le résultat. �

Ces bandes jouent un rôle important dans la suite.

Définition 7.2.2. Une bande tronc est une bande dont l’unique représen-
tant a pour bord nord-est (NE)k et pour bord sud-est (EN)k pour un certain
entier naturel k.

La carte d’une bande tronc est facilement décrite à partir de sa hauteur et
de sa largeur.
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Proposition 7.2.3. Soit B une bande tronc de largeur l et de hauteur de
recollement hr. La carte de B est composée de l

pgcd(l,hr)
cycles disjoints de taille

2 pgcd(l, hr).

Démonstration. Numérotons les coins du bord nord-ouest de 0 à l − 1
en partant du sud-ouest. Soit ci le coin numéroté par i. Le père du père de
ci est le coin cl tel que l = i + hr mod l. Ainsi, la taille d’un cycle est égal à
deux fois la taille du sous-groupe de Z/lZ engendré par hr, soit 2 pgcd(l, hr).
Le nombre de cycles est égal au nombre total de sommets divisé par la taille
d’un cycle, c’est-à-dire 2l

2 pgcd(l,hr)
. �

Pour tout entier naturel i, nous avons l’égalité pgcd(l, hr+il) = pgcd(l, hr).
L’application qui à une bande associe la carte sous-jacente n’est donc pas
injective. En effet, si B est un tronc, le nombre de fois où un cycle traverse le
recollement n’est pas encodé dans carte(B) d’une. De plus, l’ordre cyclique des
sommets des cycles, induit par l’ordre des colonnes, n’apparaît pas entièrement
dans carte(B). Il faudrait pour cela définir un ordre cyclique entre les cycles
et marquer un sommet par cycle.

Pour mieux comprendre la structure arborescente sous-jacente des bandes,
nous introduisons une application suppr. Elle prend en paramètre une bande
B ainsi qu’une de ses feuilles, notée f , et la supprime. Notons BPO la bande
périodique infinie associée à B. De manière plus précise, si f correspond à une
colonne (resp. ligne) de B, supprimons les colonnes (resp. lignes) périodiques
correspondantes. suppr((B, f)) est la bande associée à la bande périodique
infinie ainsi obtenue. La figure 10 illustre l’application suppr. En appliquant
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Figure 10. Les bandes obtenues en supprimant la colonne 6
(gauche) et la colonne 5r (droite) de la bande de la figure 9.

récursivement suppr, tant qu’il reste des feuilles, nous obtenons une bande
tronc. L’ordre avec lequel les feuilles sont supprimées n’a pas d’importance. En
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effet, l’opération de suppression d’une ligne/colonne, et de ses images pério-
diques, est une opération commutative. Nous notons tronc(B) la bande tronc
obtenue à partir d’une bande B. La hauteur de recollement et la largeur de
tronc(B) sont respectivement appelés la hauteur de recollement intrinsèque et
la largeur intrinsèque de B, elles sont respectivement notées hri(B) et li(B).
Notons (C1 · · ·Cli(T )) le cycle des colonnes de T = tronc(B). Soit i un entier
compris entre 1 et li(T ). Les sommets si,C et si,L, associés aux cellules pointées
respectivement en haut et en bas de la colonne Ci, ont pour préimages deux
cellules pointées de B également notés si,C et si,L. Chacun des deux sommets
est la racine d’un arbre à l’extérieur de son cycle et d’un arbre à l’intérieur.
Plus précisément, notons A1,i,C (resp. A2,i,C) l’arbre ordonné composé d’une
racine, qui correspond à si,C , et dont les sous-arbres ont pour racines les som-
mets au-dessus (resp. en dessous) de si,L. De façon analogue, l’arbre A1,i,L

(resp. A2,i,L) est l’arbre ordonné enraciné en si,L dont les sous-arbres ont pour
racines les points à droite (resp. à gauche) du fils sj,C de si,L. Notons ζ(B) le
cycle
ζ(B) =

(
(A1,1,C , A2,1,C , A1,1,L, A2,1,L) · · ·

(
A1,li(T ),C , A2,li(T ),C , A1,li(T ),L, A2,li(T ),L

))
.

En particulier, la largeur intrinsèque de B correspond au nombre de quadru-
plets du cycle ζ(B). Soit B la bande de la figure 9. Alors, ζ(B) est égal à
(43)((

, , ,
)(

, , ,
)(

, , ,

)(
, , ,

))
.

La donnée de tronc(B) et ζ(B) décrit entièrement la structure arborescente
sous-jacente à B.

Théorème 7.2.4. L’application B 7→ (hri(B), ζ(B)) est une bijection entre
les bandes de demi-périmètre n et les couples composés de

- un entier non nul ;
- un cycle non vide de taille k de quadruplets d’arbres ordonnés dont le
nombre de sommets total est égal à n+ 2k.

Pour montrer ce théorème nous montrons tout d’abord la réversibilité de
l’application suppr.

Lemme 7.2.5. Soit ξ l’application qui à une bande B de demi-périmètre n
avec une feuille f distinguée associe le couple constitué de suppr((B, f)) et de
ζ(B) avec la feuille f marquée. Alors ξ est injective.

Démonstration. Soit B′ une bande de demi-périmètre n − 1. Ajoutons
une feuille f à l’un des arbres ordonnés de ζ(B′), notons ζ(B′) + f ce nouveau
cycle de quadruplets d’arbres. Nous devons prouver qu’il existe une unique
bande B telle que ζ(B) = ζ(B′) + f et suppr((B, f)) = B′. Pour ce faire,
nous montrons qu’il existe une unique façon d’insérer la ligne ou la colonne
correspondant à f dans B′.
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Soit s le père de f dans ζ(B′). Le sommet s correspond à un point de
B′, noté également s, qui est en haut (resp. à droite) d’une colonne (resp.
ligne). L’ordre de haut en bas (resp. de droite à gauche) des fils de s dans
B′ correspond à l’ordre trigonométrique des fils de s dans ζ(B′). Ainsi, il n’y
a qu’une possibilité pour l’emplacement de la partie haute (resp. droite) de
la colonne (resp. la ligne) à insérer. Il nous reste à déterminer où s’arrête la
colonne (resp. ligne). Pour que f soit effectivement une feuille, la colonne (resp.
ligne) doit nécessairement s’arrêter au niveau de la colonne à sa droite (resp.
au-dessus). Nous prouvons ainsi l’unicité de la bande B. �

Démonstration du théorème 7.2.4. En appliquant le lemme 7.2.5 ré-
cursivement, nous obtenons une correspondance entre une bande B et le couple
constitué de tronc(B) ainsi que de ζ(B) dont tous les sommets non racines sont
totalement ordonnés en respectant qu’un père est plus grand que ses fils. Cet
ordre nous donne l’enchainement des suppressions de feuilles. Il peut être ou-
blié car quelque soit l’ordre dans lequel nous effectuons les suppressions, nous
obtenons toujours la bande tronc associée à la bande. Pour conclure la preuve,
nous rappelons que tronc(B) est entièrement déterminé par la hauteur de re-
collement intrinsèque et la largeur intrinsèque de B, qui sont indépendantes.
Or, la largeur intrinsèque étant déjà encodée dans ζ(B), il nous suffit de garder
la connaissance de hri(B). Concernant le nombre total de sommets de ζ(B),
chaque sommet correspond à une colonne ou à une ligne de B. Mais, les quatre
racines de chaque quadruplet ne correspondent qu’à deux points dans B. Le
nombre de sommets est donc égal à n+ 2k. �

Soit Pm un polyomino parallélogramme périodique marqué et B sa bande
sous-jacente. Nous définissons ζ(Pm) comme le cycle ζ(B) dans lequel nous
marquons au choix, un sommet non racine, les deux racines de gauche à la
fois ou les deux racines de droite en à la fois. Nous étendons les notions de
hauteur de recollement intrinsèque et de largeur intrinsèque aux polyominos
parallélogrammes périodiques marqués.

Théorème 7.2.6. L’application Pm 7→ (hri(Pm), ζ(Pm)) est une bijection
entre les polyominos parallélogrammes périodiques marqués de demi-périmètre
n et les couples composés de

- un entier non nul ;
- une séquence non vide de taille k de quadruplets d’arbres ordonnés
dont le nombre de sommets total est égal à n + 2k et telle qu’un
sommet, du premier quadruplet, des types de sommets suivants est
marqué :

– sommet non racine,
– le couple des deux racines des deux premiers arbres ordonnés,
– le couple des deux racines des deux derniers arbres ordonnés.

Démonstration. Les polyominos parallélogrammes périodiques marqués
sont en bijection avec les bandes dont une ligne ou une colonne est marquée.
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7. Polyominos Parallélogrammes périodiques

D’après le théorème 7.2.4, il suffit de marquer le sommet correspondant à cette
ligne/colonne. �

Pour énoncer le théorème analogue dans le cas des polyominos parallélo-
grammes périodiques, nous devons caractériser les sommets de ζ(B) qui cor-
respondent à des colonnes.

Lemme 7.2.7. Soit B une bande. Les sommets de ζ(B) qui correspondent
aux colonnes de B sont les sommets de hauteur paire (resp. impaire) des deux
premiers (resp. derniers) arbres ordonnés de chaque quadruplet.

Démonstration. Les racines des deux premiers (resp. derniers) arbres or-
donnés de chaque quadruplet correspondent bien à des colonnes (resp. lignes).
Pour prouver ce lemme il suffit de remarquer que les fils d’un sommet cor-
respondant à une colonne (resp. ligne) sont associés à des lignes (resp. co-
lonnes). �

Par exemple, si on remplace les sommets correspondant aux colonnes par
des carrés rouges dans l’équation (43), nous obtenons


(

, , ,

)(
, , ,

)

 , , ,



(

, , ,

)
 .

Théorème 7.2.8. L’application P 7→ (hri(P ), ζ(P )) est une bijection entre
les polyominos parallélogrammes périodiques de demi-périmètre n et les couples
composés de

- un entier non nul ;
- une séquence non vide de taille k de quadruplets d’arbres ordonnés
dont le nombre de sommets total est égal à n + 2k et telle qu’un
sommet, du premier quadruplet, des types de sommets suivants est
marqué :

– sommet non racine de hauteur paire d’un des deux premiers arbres
ordonnés,

– sommet non racine de hauteur impaire d’un des deux derniers
arbres ordonnés,

– le couple des deux racines des deux premiers arbres ordonnés.

Démonstration. La preuve est la même que celle du théorème 7.2.6 en
ajoutant la condition que le sommet singularisé est nécessairement à haut d’une
colonne. Le lemme 7.2.7 nous donnes exactement les sommets du premiers
quadruplet d’arbres ordonnés qu’il est possible de singulariser. �

Soit P un polyomino parallélogramme périodique et B la bande associée.
Notons carte(P ) la carte de B dont le sommet correspondant à la colonne de
la cellule singularisé est marqué.

Proposition 7.2.9. L’application P 7→ carte(P ) est une bijection des po-
lyominos parallélogrammes périodiques de demi-périmètre n et de hauteur de
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recollement intrinsèque 1 vers les cartes connexes à n sommets, dont un mar-
qué, contenant un unique cycle, qui de plus est de taille paire.

Démonstration. Pour prouver cette proposition nous montrons que carte(P )
est en bijection avec ζ(P ). Fixons tout d’abord des notations pour les arbres
ordonnés de ζ(P ) :
[
(A1,1,C , A2,1,C , A1,1,L, A2,1,L) , · · · ,

(
A1,li(P ),C , A2,li(P ),C , A1,li(P ),L, A2,li(P ),L

)]
.

Pour tout i ∈ J1, li(P )K fusionnons les racines de A1,i,C et A2,i,C (resp. A1,i,L

et A2,i,L). Notons si,C (resp. si,L) la racine ainsi obtenue. Construisons le cycle
(s1,Cs1,Ls2,Cs2,L · · · sli(P ),Csli(P ),L) en reliant les sommets par des arêtes, de sorte
que les arbres ordonnées A1,i,C/L (resp. A2,i,C/L) soit à l’extérieur (resp. inté-
rieur) du cycle. En conservant le marquage, nous obtenons ainsi carte(P ). Pour
effectuer la construction inverse, il suffit de décrocher les arbres ordonnées du
cycle. Il reste à déterminer si le sommet marqué appartient à A1/2,i,C ou à
A1/2,i,L. Si la hauteur du sommet marqué, dans son arbre ordonné, est paire
(resp. impaire), alors il est dans A1/2,i,C (resp. A1/2,i,L). �

La figure 11 représente le cas n = 3.

Figure 11. Illustration de la proposition 7.2.9 pour n = 3.

3. Séries génératrices et énumération

Dans la section précédente, nous avons obtenu une caractérisation de nos
objets à l’aide de structures arborescentes et de la hauteur de recollement
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intrinsèque. Cette section est consacrée à la description des conséquences énu-
mératives de cette décomposition.

3.1. Séries génératrices

Dans la suite du chapitre, les indéterminées x, y, s, t et q correspondent
respectivement à la largeur, la hauteur, la largeur intrinsèque, la hauteur de
recollement intrinsèque et l’aire.

En s’inspirant de la méthode de Bousquet-Mélou et Viennot [BMV92], les
chercheurs Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN17] donnent une formule pour la
série génératrice des polyominos parallélogrammes périodiques marqués :

(44) PM(zx, zy, 1, 1; q) = −z∂zJ0(zx, zy, q)

J0(x, y, q)
−
∑

n>0

(zy)n

1− qn ,

ainsi que pour les polyominos parallélogrammes périodiques :

(45) P(x, y, 1, 1; q) = −x∂xJ0(x, y, q)

J0(x, y, q)
−
∑

n>0

yn

1− qn .

Dans les deux cas, la somme correspond aux polyominos parallélogrammes
périodiques dégénérés. Nous rappelons que

J0(x, y, q) =
∑

n>0

(−1)nxnq(
n+1

2 )

(q; q)n(yq; q)n
.

Pour q général, les théorèmes 7.2.4, 7.2.8 et 7.2.6 ne permettent pas d’en dé-
duire des formules pour les séries génératrices. De même que dans le cas des po-
lyominos parallélogrammes (section 2.1), l’aire n’a pas d’interprétation simple
sur la structure arborescente. Toutefois, à travers la vision en termes de bande
périodique infinie, une symétrie axiale d’axe la droite ∆ d’équation ∆ : y = x
(remarque 7.1.11) nous donne l’égalité
(46) PM(x, y, 1, 1; q) = P(x, y, 1, 1; q) + P(y, x, 1, 1; q).

Cette symétrie n’apparaît pas dans les équations (44) et (45). En effet, dans
la méthode de Bousquet-Mélou et Viennot [BMV92] les lignes et les colonnes
ne jouent pas des rôles symétriques. De ce fait, la symétrie en x et y n’est pas
apparente.

En plus des paramètres hauteur, largeur et aire, la symétrie axiale d’axe ∆
préserve également la hauteur de recollement intrinsèque et la largeur intrin-
sèque. Il est de plus possible de décrire son action sur le cycle de quadruplet
d’arbres ordonnés.

Proposition 7.3.1. Soit B une bande et ζ(B) le cycle
(
(A1,0,C , A2,0,C , A1,0,L, A2,0,L) · · ·

(
A1,li(B)−1,C , A2,li(B)−1,C , A1,li(B)−1,L, A2,li(B)−1,L

))
.

Notons s∆ la symétrie axiale d’axe la droite ∆ : y = x. Les bandes B et s∆(B)
ont la même hauteur de recollement intrinsèque. De plus ζ(s∆(B)) est égal à
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3. Séries génératrices et énumération
((
A1,0,L, A2,0,L, A1,0−hri(B)(mod li(B)),C , A2,0−hri(B)(mod li(B)),C

)
· · ·

(
A1,li(B)−1,L, A2,li(B)−1,L, A1,li(B)−1−hri(B)(mod li(B)),C , A2,li(B)−1−hri(B)(mod li(B)),C

))
.

Démonstration. Soit s un point de B et p sont père. Il est clair que
s∆(p) est le père de s∆(s). De plus, l’ordre des fils d’un sommet est également
conservé. Ainsi, les deux arbres ordonnés associés à chaque sommet de tronc(B)
sont les mêmes. Notons si,C (resp. si,L) le sommet dont les deux arbres ordonnés
sont A1,i,C et A2,i,C (resp. A1,i,L et A2,i,L). L’ordre cyclique de ζ(B) est donné
par l’ordre cyclique (s0,C · · · sli(B)−1,C). L’ordre cyclique de ζ(s∆(B)) est donc
donné par (s0,L · · · sli(B)−1,L). Enfin, les deux arbres ordonnés qui appartiennent
au même quadruplet que A1,i,L et A2,i,L sont ceux associés au fils de si,L qui,
en passant par tronc(B), n’est autre que si−hri(B)(mod li(B)),C . �

Nous obtenons une généralisation de l’identité de l’équation (46).

Corollaire 7.3.2. Les séries génératrices des polyominos parallélogrammes
périodiques et des polyominos parallélogrammes périodiques marqués vérifient
l’identité

PM(x, y, s, t; q) = P(x, y, s, t; q) + P(y, x, s, t; q).

Il suit que PM(x, y, s, t; q) est symétrique en x et y.

Supposons maintenant que q = 1. Pour calculer les séries génératrices, nous
avons besoin de la série génératrice des arbres ordonnés dont les sommets sont
partitionnés selon la parité de leur hauteur. Nous la notons A(u, v), où u est la
variable du nombre de sommets de hauteur paire et v est celle du nombre de
sommets de hauteur impaire. La racine n’est pas prise en compte. Cette série
génératrice vérifie l’équation suivante

A(u, v) =
1

1− vA(v, u)
.

En substituant A(v, u) par son expression, on trouve

A(u, v) =
uA(u, v)− 1

uA(u, v) + v − 1
.

La série génératrice A(u, v) est donc solution d’une équation du second degré.
Après résolution, on obtient

A(u, v) =
u− v + 1−

√
(u− v + 1)2 − 4u

2u
,

étant donné que l’autre solution de l’équation, à savoir

A(u, v) =
u− v + 1 +

√
(u− v + 1)2 − 4u

2u
,

n’est pas une série formelle. Si l’on pose z = u = v, nous retrouvons la série
génératrice C(z) des nombres de Catalan

A(z, z) = C(z) =
1−
√

1− 4z

2z
.
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Nous pouvons maintenant donner la série génératrice des quadruplets d’arbres
apparaissant dans les théorèmes 7.2.4, 7.2.8, 7.2.6. Elle est égale à

xyA(x, y)2A(y, x)2.

Le terme xy correspond aux quatre racines qui comptent pour deux sommets.

Proposition 7.3.3. La série génératrice des bandes est

B(x, y, s, t; 1) = − t

1− t
∑

i>1

ϕ(i)

i
log(1− sixiyiA(xi, yi)2A(yi, xi)2).

Démonstration. C’est une conséquence de l’équation (5) de la section 1.2
et du théorème 7.2.4. �

Proposition 7.3.4. La série génératrice des polyominos parallélogrammes
périodiques est

P(x, y, s, t; 1) =
t

1− t ×
sx∂xxyA(x, y)2A(y, x)2

1− sxyA(x, y)2A(y, x)2
.

Démonstration. La proposition se déduit du théorème 7.2.8. La série
génératrice du premier quadruplet, qui est singularisé, est

sx∂xxyA(x, y)2A(y, x)2.

Une adaptation de l’équation (2) de la section 1.2, qui permet de calculer la
série génératrice d’une séquence, nous donne la proposition. �

Proposition 7.3.5. La série génératrice des polyominos parallélogrammes
périodiques marqués est

PM(x, y, s, t; 1) =
t

1− t ×
s(x∂x + y∂y)xyA(x, y)2A(y, x)2

1− sxyA(x, y)2A(y, x)2
.

Démonstration. D’après le corollaire 7.3.2, nous avons l’égalité
PM(x, y, s, t; 1) = P(x, y, s, t; 1) + P(y, x, s, t; 1).

Ainsi, le résultat découle de la proposition 7.3.4. �

3.2. Énumération

D’après le théorème 7.2.8, le nombre de polyominos parallélogrammes pé-
riodiques de demi-périmètre et hauteur de recollement intrinsèque fixée est le
même quelque soit la hauteur de recollement intrinsèque que nous fixons. En
développant les premiers termes de la série [t]P(z, z, 1, t; 1), nous observons que
les premiers termes de la suite énumérant les polyominos parallélogrammes pé-
riodiques à hauteur de recollement intrinsèque fixée coïncident, à un décalage
d’indice de 1, avec la suite [Slo, A008549], qui correspond à (4n −

(
2n+1
n

)
)n>0.

Cette suite comptent l’aire triangulaire totale sous les chemins de Dyck de
taille n [MSV96]. Avant de montrer ce résultat nous précisons la définition de
l’aire triangulaire.
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Définition 7.3.6. Soit CD un chemin de Dyck. Notons T et T ′ les triangles
définis à translation près respectivement par les points {(0, 0), (1, 1), (2, 0)} et
{(0, 0), (1,−1), (2, 0)}. Il existe une unique façon de paver la région délimitée
par CD et l’axe des abscisses avec les triangles T et T ′. L’aire triangulaire de
CD est le nombre de triangles de cet unique pavage.

Un exemple est donné dans la figure 12.

Figure 12. Un chemin de Dyck d’aire triangulaire égale à 33.

En utilisant la bijection de la section 4 du chapitre 1 entre les chemins de
Dyck et les arbre ordonnés [DZ80], l’aire triangulaire d’un chemin de dyck
s’interprète facilement sur l’arbre ordonné correspondant. Soit AO un arbre
ordonné. Nous notons s(AO) la statistique

s(AO) :=
∑

s∈AO
s non racine

(2 hauteur(s)− 1).

Proposition 7.3.7. Soit CD un chemin de Dyck. Alors

aire triangulaire(CD) = s(arbre(CD)).

Démonstration. Nous associons à chaque pas H de CD l’ensemble des
triangles traversés par la médiatrice de H. Il est clair qu’un pas H terminant en
un point (∗, k) est associé à 2k−1 triangles. De plus, d’après la remarque 1.4.3,
ce même pas H correspond à un sommet de hauteur k > 1 dans arbre(CD).
Ainsi, l’égalité

aire triangulaire(CD) = s(arbre(CD)).

est bien vérifiée. �

Par exemple, si l’on note AO l’arbre ordonné de la figure 13, qui est en
bijection avec le chemin de Dyck de la figure 12, nous avons bien s(AO) =
1+1+1+3+3+3+5+5+5+7 = 33. Nous pouvons maintenant énumérer les
polyominos parallélogrammes périodiques de demi-périmètre n et de hauteur
de recollement intrinsèque 1 à travers la bijection suivante.
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1
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5
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5

1 1
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5

3

Figure 13. L’arbre ordonné AO correspondant au chemin de
Dyck de la figure 12 vérifie s(AO) = 33.

Proposition 7.3.8. Les polyominos parallélogrammes périodiques de demi-
périmètre n et de hauteur de recollement intrinsèque 1 sont en bijection avec
les couples composés de :

- un arbre ordonné à n sommets avec un sommet non racine s distingué ;
- un entier compris entre 1 et 2 hauteur(s)− 1.

Démonstration. Rappelons (proposition 7.2.9) que les polyominos pa-
rallélogrammes périodiques de demi-périmètre n et de hauteur de recollement
intrinsèque 1 sont en bijection avec les cartes planaires à n sommets ayant
exactement un cycle, qui, de plus, est de taille paire, et dont un sommet est
distingué.

Donnons nous tout d’abord un arbre ordonné AO à n sommets ayant
un sommet non racine s distingué ainsi qu’un entier i compris entre 1 et
2 hauteur(s) − 1. Nous allons créer un cycle de taille paire en ajoutant une
arête e entre s, ou son père s′, et un de leurs ancêtres noté a. Excepté pour
la racine pour qui il n’y a qu’un seul choix, pour chaque ancêtre a il y a deux
choix pour relier l’arête à a : par la droite (entre le père de a et le fils le plus
à droite de a) ou par la gauche (entre le père de a et le fils le plus à gauche
de a). Soit un total de 2 hauteur(s) − 1 choix. Nous numérotons les ancêtres
de s de 1 (resp. 2 hauteur(s) − 1) à hauteur(s) − 1 (resp. hauteur(s) + 1) en
partant de s et jusqu’au fils de la racine. Ces numéros correspondent à un rac-
cordement se terminant par la droite (resp. gauche). La racine est numérotée
par hauteur(s). La figure 14 illustre cette numérotation. Pour obtenir un cycle
pair, si i est impair l’arête part de la droite de s, sinon l’arête démarre depuis
s′ et passe à juste à gauche de s (entre le père de s et le fils le plus à droite
de s). Quelque soit le cas dans lequel nous sommes, l’arête tourne autour de
l’arbre dans le sens trigonométrique. La dernière étape de cette construction
consiste à couper les sous-arbres de la racine à droite du chemin reliant s à
la racine. Nous leur ajoutons une nouvelle racine que nous enracinons en a,
en conservant leur ordre, et de sorte qu’ils soient avant (resp. après) e dans le
sens trigonométrique si i > hauteur(s) (resp. i < hauteur(s)). Enfin, la racine
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s

1

2

3

4

5

6

7
s′

Figure 14. Les 2 hauteur(s)− 1 = 7 choix associés au sommet s.

de l’arbre AO correspond au sommet distingué. Nous notons Φ(AO, s, i) la
carte enracinée obtenue. Les figures 15 et 16 représentent les carte que nous
obtenons à partir de la figure 14 respectivement avec les choix i = 3 et i = 6.

s

1

2

3

4

5

6

7 s′

s

1

2

3

4

5

6

7 s′

Figure 15. Les étapes de la construction de Φ(AO, s, 6) où AO
et s sont donnés dans la figure 14.

Pour montrer que Φ est une bijection, nous explicitons la construction
inverse. Soit C une carte enracinée en r dont l’unique cycle est de taille paire.
Soit a le sommet du cycle le plus proche de r. Orientons le cycle dans le sens
trigonométrique. Soit e l’arête du cycle arrivant en a, u le sommet dont part e
et AO′ l’arbre ordonné enraciné en a compris entre e et le chemin de a à r. En
supprimant e, nous obtenons un arbre planaire. Pour avoir un arbre ordonné,
nous choisissons que le sous-arbre de r contenant le chemin de r à a est le
sous-arbre le plus à droite de r. Enfin, AO s’obtient déplaçant AO′ de a à r
en le plaçant à droite du chemin de r à a. Il nous reste à définir i et s. Si un
sous-arbre de u était à l’intérieur du cycle alors s est le premier fils de u, dans
le sens trigonométrique, qui était à l’intérieur du cycle, sinon s = u. Notons
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Figure 16. Les étapes de la construction de Φ(AO, s, 3) où AO
et s sont donnés dans la figure 14.

k la distance de a à s. Si r était à l’extérieur du cercle, alors i = k, sinon
i = 2 hauteur(s)− k. �

Corollaire 7.3.9. Le nombre de polyominos parallélogrammes périodiques
de demi-périmètre n et de hauteur de recollement intrinsèque 1 est 4n−1 −(

2n−1
n−1

)
.

Démonstration. D’après les propositions 7.3.7 et 7.3.8, le nombre de
polyominos parallélogrammes périodiques de demi-périmètre n et de hauteur
de recollement intrinsèque 1 est égal à la somme des aires triangulaires sous
tous les chemins de Dyck de taille n − 1. D’après [MSV96], ils sont donc
comptés par 4n−1 −

(
2n−1
n−1

)
. �

Corollaire 7.3.10. Le nombre de polyominos parallélogrammes pério-
diques marqués de demi-périmètre n et de hauteur de recollement intrinsèque
1 est 2× (4n−1 −

(
2n−1
n−1

)
).

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 7.3.10 et du corol-
laire 7.3.2 montrant, qu’à demi-périmètre et hauteur de recollement intrin-
sèque fixée, le nombre de polyominos parallélogrammes périodiques marqués
est deux fois plus important que le nombre de polyominos parallélogrammes
périodiques. �

Dans le cas des bandes, nous n’avons pas réussi à les énumérer. Nous pou-
vons tout de même donner un équivalent. Pour cela, nous utilisons des mé-
thodes classiques de l’étude asymptotique des séries génératrices. Le lecteur
curieux de ces outils est invité à consulter le livre de Flajolet et Sedgewick
[FS70]. L’idée fondamentale est que le facteur exponentiel est déterminé par
la singularité dominante (qui se trouve sur le bord du disque de convergence)
de la fonction génératrice, vue comme une série entière, tandis que le facteur
sous-exponentiel se calcule en étudiant la nature de cette singularité.

Proposition 7.3.11. Soit bn := [tzn]B(z, z, 1, t; 1) le nombre de bandes de
demi-périmètre n et de hauteur de recollement intrinsèque fixée. Alors, bn a
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pour asymptotique

bn =
4n

2n

[
1 +O

(
1

4n

)]
.

Démonstration. D’après la proposition 7.3.3, nous savons que

B(z) := [t]B(z, z, 1, t; 1) = −
∑

i≥1

ϕ(i)

i
log

(
1− (1−

√
1− 4zi)4

16z2i

)
.

Pour calculer l’asymptotique de bn, nous montrons tout d’abord que la singu-
larité dominante de B(z) est donnée par le premier terme

− log

(
1− (1−

√
1− 4z)4

16z2

)
.

Étudions la fonction

z 7→ − log

(
1− (1−

√
1− 4z)4

16z2

)
.

Elle est développable en série entière à l’origine car c’est la série génératrice
des cycles de quadruplets d’arbres avec une multiplicité rationnelle. Calculons
son rayon de convergence. Montrons tout d’abord qu’elle est bien définie sur

I =

]
−1

4
,
1

4

[
.

Pour cela, on peut démontrer que la fonction

z 7→ (1−
√

1− 4z)4

16z2

est strictement inférieure à 1 sur I. Il suffit par exemple de vérifier que la
fonction

f : x 7→ (1−
√

1− x)2

x
est strictement croissante sur ] − 1, 1[ et d’observer que |f(−1)|, |f(1)| 6 1.
Le rayon de convergence de z 7→

√
1− 4z étant 1

4
, c’est également le rayon de

convergence de

z 7→ − log

(
1− (1−

√
1− 4z)4

16z2

)
.

Il nous reste maintenant à montrer que

−
∑

i≥2

ϕ(i)

i
log

(
1− (1−

√
1− 4zi)4

16z2i

)

converge sur [−1
4
, 1

4
]. Le développement limité en 0 de la fonction z 7→

√
1− 4zi

est √
1− 4zi =

0
1− 1

2
4zi + o(zi).
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7. Polyominos Parallélogrammes périodiques

Nous avons donc l’équivalence

(1−
√

1− 4zi)4

16z2i
∼
0
z2i.

Ce qui nous donne

− log

(
1− (1−

√
1− 4zi)4

16z2i

)
∼
0
z2i.

La série
∑

i>2 z
2i étant absolument convergente sur ]− 1, 1[, la série

−
∑

i≥2

ϕ(i)

i
log

(
1− (1−

√
1− 4zi)4

16z2i

)

converge notamment sur [−1/4, 1/4]. Nous pouvons donc écrire

B(z) = −log

(
1− (1−

√
1− 4z)4

16z2

)
+ g(z),

où g a un rayon de convergence strictement supérieur à 1/4. Soit ε = 1/4− z.
En remplaçant ε dans l’équation précédente, nous obtenons

B(z) = −log

(
1− (1− 2

√
ε)4

1− 8ε+ 16ε2

)
+ g(1/4− ε).

Effectuons le développement limité en ε = 0. Pour l’expression à l’intérieur du
log, nous avons

1− (1− 2
√
ε)4

1− 8ε+ 16ε2
=
0

8
√
ε(1 + o(1)).

Il suit que

B(z) =
1/4
−1

2
log(1− 4z) +O(1).

Le n-ième coefficient de −1
2

log(1 − 4z) est égal à 4n

2n
. En utilisant le [FS70,

Theorem VI.3] pour α = 0 et β = 0, nous obtenons que

bn =
+∞

4n

2n
(1 +O(

1

4n
)). �

Le nombre de polyominos parallélogrammes périodiques marqués de demi-
périmètre n à hauteur de recollement intrinsèque fixée est 2

(
4n−1 −

(
2n−1
n

))
.

Par la formule de Stirling,
(

2n−1
n

)
est négligeable devant 4n−1. Nous avons donc

l’équivalence

2

(
4n−1 −

(
2n

n

))
∼

+∞
2× 4n−1.

Si nous la comparons à l’équivalence

bn ∼
+∞

2× 4n−1

n

induite par la proposition 7.3.11, nous retrouvons le facteur n qui correspond
au marquage d’une colonne ou d’une ligne.
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4. Ultime périodicité par rapport à l’aire

À taille fixée, Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN15] ont montré que la série
génératrice, par rapport à la longueur de Coxeter, des éléments pleinement
commutatifs d’un groupe de Coxeter fini ou affine est rationnelle. Elle est donc
ultimement périodique. C’est en particulier le cas des permutations affines, de
taille fixée, qui évitent 321. En effet, elles correspondent aux éléments pleine-
ment commutatifs des permutations affines Ã [BJS93, Gre02]. La longueur
de Coxeter correspond, dans ce cas là, au nombre d’inversions. L’ultime pé-
riodicité pour le groupe de Coxeter Ã avait d’abord été traitée par Hanusa et
Jones [HJ10]. Dans la section 1.3, nous avons introduit une bijection entre les
permutations affines qui évitent 321 et les polyominos parallélogrammes pé-
riodiques marqués où le nombre d’inversions correspond à l’aire, à un décalage
près. Naturellement, la question de l’ultime périodicité des séries génératrices
des polyominos parallélogrammes périodiques et des bandes se pose.

Notons Bn,Pn et PMn les série génératrices respectivement des bandes,
des polyominos parallélogrammes périodiques et des polyominos parallélo-
grammes périodiques marqués où le demi-périmètre est fixé à n. Nous étudions
dans cette section l’ultime périodicité de Bn,Pn et PMn par rapport à l’aire.

Définition 7.4.1. Une série formelle
∑

i>0 aix
i est ultimement périodique

s’il existe i0, k ∈ N tels que pour tout i > i0 on ait ai+k = ai.

Soit En un ensemble parmi Pn,PMn ou Bn. L’idée est d’introduire une
construction bijective de En \ X dans En, où X est un ensemble fini, qui à
partir d’un objet E définit un objet E ′ ayant même largeur, donc même hau-
teur également, et dont la différence aire(E) − aire(E ′) est donnée par une
fonction f positive dépendant uniquement de la largeur. L’ensemble X corres-
pond aux objets minimaux selon cette construction. Notons En(x, y; q) la série
génératrice de En. Nous prouvons ainsi que [xlyn−l]En(x, y; q) est ultimement
périodique de période f(l). Plus précisément,

[xlyn−l]En(x, y; q) =
xlyn−l

1− qf(l)

∑

X∈X

qaire(X).

Il suit naturellement que En(x, y; q) est ppcm
16l6n−1

(f(l))-périodique. Nous propo-

sons deux constructions. Dans la section 4.1, elle consiste à supprimer une case
par colonne de sorte que f(l) = l. Pour la deuxième construction (section 4.2)
nous obtenons le résultat moins fort f(l) = l(n − l). Néanmoins, la structure
arborescente est invariante, seule la hauteur de recollement intrinsèque change.

Sauf mention explicite du contraire, les périodes que nous trouvons ne sont
pas minimale.
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7. Polyominos Parallélogrammes périodiques

4.1. Étude de l’aire en supprimant une cellule par colonne

La première construction sur En \ X que nous étudions est la suppression
d’une cellule par colonne composée à la diminution de la hauteur de recollement
de un. L’ensemble X des éléments pour lesquels la construction ne s’applique
pas est caractérisé par la définition suivante.

Définition 7.4.2. Une bande maigre est une bande dont un représentant
a une hauteur de recollement égale à 1. Un polyomino parallélogramme pério-
dique maigre est un polyomino parallélogramme dont la bande est maigre. Un
polyomino parallélogramme périodique marqué maigre est un polyomino paral-
lélogramme périodique marqué dont le polyomino parallélogramme périodique
sous-jacent est maigre.

La figure 17 donne deux exemples de polyominos parallélogrammes maigres.
Un définition alternative est l’existence d’une colonne dont toutes les cellules

Figure 17. Deux polyominos parallélogrammes périodiques maigres.

sont pointées. Il est à noter qu’un objet maigre est nécessairement de hauteur
de recollement intrinsèque 1.

Proposition 7.4.3. Soit n un entier naturel et En un ensemble parmi
Pn,PMn ou Bn. Alors, pour tout entier 1 6 l 6 n− 1 nous avons

[xlyn−l]En(x, y; q) =
xlyn−l

1− ql
∑

X∈En
X maigre

largeur(X)=l

qaire(X).

Démonstration. La proposition repose sur l’argument qu’en supprimant
récursivement une cellule par colonne nous obtenons un objet maigre. De plus,
en ajoutant une cellule à toutes les colonnes l’objet n’est plus maigre. �
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4. Ultime périodicité par rapport à l’aire

Corollaire 7.4.4. Soit n un entier naturel et En un ensemble parmi
Pn,PMn ou Bn. Alors, la série génératrice En(x, y; q) est ultimement pério-
dique, par rapport à q, de période ppcm

16l6n−1
(l).

En énumérant expérimentalement le nombre de polyominos parallélogrammes
périodiques maigres selon le demi-périmètre, les premiers termes correspondent,
à un décalage d’indice près, à la suite

((
2n
n

)
− 1
)
n>1

([Slo, A030662]). Pour
montrer que ce résultat est vrai pour tout n, nous les mettons en bijection
avec les Dyck bilatères de taille n− 1 sauf un.

Les polyominos parallélogrammes périodiques maigres de demi-périmètre
n sont entièrement déterminés par les bords nord-ouest et sud-est. Il suffit
de rapprocher les deux bords autant que possible. De ce fait, ils sont en bi-
jection avec les paires de chemins de taille n − 1 ayant le même nombre de
pas verticaux. Le premier (resp. deuxième) chemin BNO′ (resp. BSE ′) est
le bord nord-ouest (resp. sud-est) en oubliant le dernier (resp. premier) pas
qui est toujours horizontal. Soit P un polyomino parallélogramme périodique
maigre et h sa hauteur. Il existe une bijection triviale consistant à concaté-
ner le chemin BNO′ avec le transposé du chemin BSE ′. Toutefois, dans la
section 4.2, nous avons besoin de pouvoir interpréter le nombre de lignes par
le nombre de pics. Le chemin BNO′ (resp. BSE ′) s’écrit de manière unique
comme BNO′ = Es0NEs1 · · ·NEsh (resp. BSE ′ = EihN · · ·NEi1NEi0). Soit
Ψ(P ) le chemin définie par

(47) Ψ(P ) =

{
Bi0Hs0Bi1+1Hs1+1Bi2+1Hs2+1 · · ·Bih+1Hsh+1 si s0 6= 0,

Bi0Hs1+1Bi1+1Hs2+1Bi2+1 · · ·Hsh+1Bih+1 si s0 = 0.

L’application Ψ est illustrée dans la figure 18.

Théorème 7.4.5. Soit n > 2 un entier naturel et h un entier naturel non
nul. L’application Ψ est une bijection entre les polyominos parallélogrammes
périodiques maigres à h lignes et les chemins de Dyck bilatères de taille n− 1
à h pics.

Démonstration. Soit P un polyomino parallélogramme périodique maigre
de demi-périmètre n à h lignes. Les sommes s0 + (s1 + 1) + · · · + (sn + 1) et
i0 + (i1 + 1) + · · ·+ (in + 1) sont toutes deux égales à n− 1. Ainsi, le chemin
Ψ(P ) est bien un chemin de Dyck bilatère de taille n− 1. De plus, le nombre
de lignes est clairement égal au nombre de pics. La première (resp. deuxième)
ligne du système de l’équation 47 correspond à l’unique décomposition d’un
chemin de Dyck bilatère à h pics finissant par un pas H (resp. B). L’applica-
tion Ψ est donc injective. Étant donné qu’il n’y a pas de restriction pour les
entiers s0, . . . , sh, i0, . . . , ih l’application est surjective. �

Corollaire 7.4.6. Le nombre de polyominos parallélogrammes périodiques
maigres de demi-périmètre n est

(
2n−2
n−1

)
− 1.

Démonstration. L’application Ψ atteint tous les chemins de Dyck bila-
tères sauf la grande vallée qui n’a justement pas de pic. �
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s0 = 2

s1 = 1

s2 = 3

s3 = 1

s4 = 0

i4 = 2

i3 = 2

i2 = 0
i1 = 2

i0 = 1

s0 = 0

s1 = 2

s2 = 1

s3 = 3

s4 = 1

i4 = 2

i3 = 2

i2 = 0
i1 = 2

i0 = 1

Figure 18. Deux polyominos parallélogrammes périodiques
maigres (gauche) et leurs images par Ψ (droite).

Il n’est pas possible de déduire directement le nombre de polyominos pa-
rallélogrammes périodiques marqués maigres car l’image d’un tel objet par la
symétrie d’axe ∆ : y = x n’est pas maigre.

4.2. Étude de l’aire en diminuant la hauteur de recolle-
ment intrinsèque

La deuxième construction, notée Θ, que nous proposons consiste à appli-
quer h fois la construction de la section 4.1, où h est égal à la hauteur de
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4. Ultime périodicité par rapport à l’aire

l’objet. Avant de caractériser l’ensemble X des objets minimaux pour Θ, étu-
dions son impact sur la hauteur de recollement intrinsèque ainsi que sur la
structure arborescente.

Proposition 7.4.7. Soit n un entier naturel, En un ensemble parmi Pn,PMn

ou Bn et E un élément de En\X . Alors, nous avons hri(Θ(E)) = hri(E)−li(E)
et ζ(Θ(E)) = ζ(E).

Démonstration. Il est suffisant de montrer la proposition dans le cas
En = Pn, les deux autres s’en déduisent facilement.

Soit P un polyomino parallélogramme périodique de hauteur h qui n’appar-
tient pas à X , c’est-à-dire qu’on peut lui appliquer Θ. Montrons tout d’abord
que ζ(Θ(P )) = ζ(P ). Étant donné que les bords nord-ouest et sud-est ne sont
pas modifiés par Θ, nous pouvons identifier les points de P avec ceux de Θ(P ).
Ainsi, nous notons Θ(s) le sommet de Θ(P ) correspondant à s. Soit s un som-
met et p son père. Si s est à droite d’une ligne, il est clair que Θ(p) est le père
de Θ(s). Pour traiter la situation où s est en haut d’une colonne, numérotons
de haut en bas les lignes sans recollement en partant de 0. La numérotation
est illustrée dans la figure 19. Notons iu le numéro de la ligne sans recollement

0

1

2

3

4

5

6

7

8

Figure 19. Numérotation des lignes sans recollement.

contenant un sommet u. Nous avons les relations iΘ(s) = is et iΘ(p) = ip − h.
Or, pour que deux lignes sans recollement, numérotées i et j, correspondent
à la même ligne, il faut et il suffit que i = j(modh). De nouveau, Θ(p) est le
père de Θ(s). Il suit que les deux arbres ordonnés associés à chaque sommet
des cycles sont les même pour P et Θ(P ). L’application Θ ne modifiant pas
l’ordre des sommets en haut des colonnes, il suit que ζ(Θ(P )) = ζ(P ).

La hauteur de recollement intrinsèque d’un P est égal au nombre de lignes
sans recollement de numéros supérieur ou égal à h dont la ligne correspond à
un sommet de cycle. En effet, cette statistique est invariante par la suppres-
sion d’une feuille et elle est vraie pour les troncs. Pour tout k, les lignes sans
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7. Polyominos Parallélogrammes périodiques

recollement de numéros kh, 1 + kh, . . . , h− 1 + kh appartiennent à des lignes
différentes. Parmi ces h lignes, le nombre de sommets à droite d’une ligne et
appartenant à un cycle est hauteur(tronc(P )), qui est égal à largeur(tronc(P )),
soit li(P ). Nous concluons donc que hri(Θ(P )) = hri(P )− li(P ). �

Nous pouvons maintenant donner la caractérisation suivante des polyomi-
nos parallélogrammes périodiques minimaux Θ.

Définition 7.4.8. Soit O une bande, un polyomino parallélogramme pério-
dique ou un polyomino parallélogramme périodique marqué. Si hri(O) 6 li(O),
alors O est dit intrinsèquement mince.

La définition la plus simple pour vérifier qu’un objet est intrinsèquement
mince reste tout de même qu’il n’est pas possible de lui appliquer Θ. La fi-
gure 20 donne un objet intrinsèquement mince et un autre qui ne l’est pas. On

Figure 20. Un polyomino parallélogramme périodique qui est
intrinsèquement mince et un polyomino parallélogramme pério-
dique qui ne l’est pas.

en déduit l’analogue de la proposition 7.4.7.

Proposition 7.4.9. Soit n un entier naturel et En un ensemble parmi
Pn,PMn ou Bn. Pour tout entier 1 6 l 6 n− 1 et k > 1, nous avons

[xlyn−lsk]En(x, y, s, t; q) =
xlyn−lsk

1− tkq(n−l)l

∑

X∈En
X intrinsèquement mince

largeur(X)=l

thri(X)qaire(X).

Démonstration. D’après la proposition 7.4.7, les objets minimaux pour
Θ correspondent aux objets intrinsèquement minces. De plus, appliquer Θ
induit une diminution de l(n− l) de l’aire. �
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4. Ultime périodicité par rapport à l’aire

Au niveau de la périodicité de l’aire, cette proposition est moins précise
que la proposition 7.4.7, mais on contrôle le comportement de la hauteur de
recollement intrinsèque.

Notons Pim, PMim et Bim les analogues respectivement des séries gé-
nératrices P, PM et B dans le cas intrinsèquement mince. Rappelons que
s∂s,ts

k = [k]ts
k.

Proposition 7.4.10. Les séries génératrices dans le cas intrinsèquement
mince vérifient

Pim(x, y, s, t; 1) = s∂s,t([t]P(x, y, s, t; 1)),

PMim(x, y, s, t; 1) = s∂s,t([t]PM(x, y, s, t; 1)),

Bim(x, y, s, t; 1) = s∂s,t([t]B(x, y, s, t; 1)).

Démonstration. Soit un objet de hauteur de recollement intrinsèque 1.
On peut lui associer li(O) objets intrinsèquement mince en fixant ζ(O) et en
choisissant une hauteur de recollement intrinsèque comprise entre 1 et li(O).
Cette opération induit une partition des objets intrinsèquement minces. L’opé-
ration [t] permet de sélectionner les objets de hauteur de recollement intrin-
sèque 1. La largeur intrinsèque étant encodée par la puissance de s, l’opérateur
s∂s,t permet d’ajouter les choix possibles pour la hauteur de recollement in-
trinsèque. �

Une définition alternative des objets maigres est qu’il existe une colonne
dont toutes les cases ont des sommets. Similairement, les objets intrinsèque-
ment minces sont ceux tels il existe au moins une colonne dont le nombre de
cellules sans sommet est strictement inférieur à la hauteur.

Proposition 7.4.11. Soit O un objet maigre. Le nombre d’objets intrin-
sèquement minces ayant les mêmes bords nord-ouest et sud-est que O est égal
à hauteur(O).

Démonstration. C’est une conséquence directe des définitions alterna-
tives des objets maigres et intrinsèquement minces. �

Nous en déduisons une formule d’énumération pour les polyominos paral-
lélogrammes périodiques marqués intrinsèquement minces.

Corollaire 7.4.12. Le nombre de polyominos parallélogrammes pério-
diques intrinsèquement minces de demi-périmètre n est

(
2n−2
n−1

)
n−1

2
.

Démonstration. D’après le théorème 7.4.5 et la proposition 7.4.11, les
polyominos parallélogrammes périodiques intrinsèquement mince de demi-périmètre
n sont en bijection avec les chemins de Dyck bilatères de taille n− 1 avec un
pic marqué. Ils sont donc également en bijection avec les relations de couver-
ture dans le treillis des chemins de Dyck bilatère de taille n − 1. Ferrari et
Munarini [FM14, Theorem 6] ont montré qu’ils sont énumérés par la formule(

2n−2
n−1

)
n−1

2
. �
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7. Polyominos Parallélogrammes périodiques

Une autre interprétation de cette suite proposée dans [Slo, A002457] est
qu’elle compte l’aire triangulaire sous les chemins de Dyck de taille n − 1 où
un triangle unitaire peut être comptée plusieurs fois. Plus précisément, prolon-
geons les pics en des triangles isocèles, la multiplicité d’un triangle unitaire est
égale au nombre de triangles, provenant d’un pic, le contenant (figure 21). La
bijection actuelle entre les polyominos parallélogrammes périodiques de hau-
teur de recollement intrinsèque 1 et de demi-périmètre n et l’aire triangulaire
sous les chemins de Dyck de taille n− 1 ne permet pas de montrer ce résultat.
Une bijection expliquant ces deux résultats reste à trouver.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 12 2

2

2

2

2 23

Figure 21. Aire triangulaire avec multiplicité d’un chemin de Dyck.

Étant donné que la hauteur de recollement intrinsèque et la largeur in-
trinsèque sont stable par la symétrie axiale d’axe ∆ : y = x, l’analogue du
corollaire 7.3.2 est vraie dans le cas intrinsèquement mince.

Proposition 7.4.13. Nous avons l’égalité

PMim(x, y, s, t; q) = Pim(x, y, s, t; q) + Pim(y, x, s, t; q).

Corollaire 7.4.14. Le nombre de polyominos parallélogrammes pério-
diques marqués intrinsèquement minces de demi-périmètre n est 2× (2n+1)!

n!2
.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 7.4.11 et le
corollaire 7.4.12. �
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Perspectives

Le travail de recherche que nous présentons dans ce manuscrit soulève de
nombreuses pistes de recherches. Ce dernier chapitre fait un bilan des voies qui
nous paraissent intéressantes à explorer.

Interprétation combinatoire de l’état
stationnaire de l’ASEP

Un des outils principal pour étudier les probabilités de l’état stationnaire de
l’ASEP est l’ansatz matriciel de Derrida, Evans, Hakim et Pasquier [DEHP93].
Dans nos travaux nous utilisons la généralisation, de cette ansatz matriciel, in-
troduit par Corteel et Williams [CW11] :

(48)





ugλ(X•◦Y ) = qgλ(X◦•Y ) +λ|X|+|Y |+2

(
gλ(X•Y ) + gλ(X◦Y )

)
(I)

αgλ(◦X) = γgλ(•X) +λ|X|+1g
λ(X) (II)

βgλ(X•) = δgλ(X◦) +λ|X|+1g
λ(X) (III)

gλ(ε) = λ0.

À partir de ces récurrences locales, nous avons montré que le poids gλ(m) d’un
mot m ∈ {◦, •}n peut s’écrire comme une combinaison linéaire de poids de
mots de taille n− 1 :

gλ(m) =
∑

m′∈{◦,•}n−1

am,m′g
λ(m′).

Nous obtenons ainsi des récurrences dites globales, qui admettent exacte-
ment une solution. Le théorème 2.1.3 montre que cette solution vérifie le sys-
tème (48). Ainsi, pour montrer qu’une classe combinatoire C donne une inter-
prétation des probabilités de l’état stationnaire de l’ASEP, il suffit de définir
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une surjection ρ : Cn −→ {◦, •}n et un poids w, de sorte que

(49) Cm =
∑

m′∈{◦,•}n−1

am,m′Cm′ ,

où Cm =
∑

C∈ρ−1(m) w(C). À l’image des tableaux escaliers pour lesquels nous
montrons combinatoirement, à travers un algorithme d’insertion, qu’ils véri-
fient l’équation (49). À notre connaissance, la seule autre preuve montrant
que ces tableaux donnent une interprétation combinatoire aux probabilités
stationnaires de l’ASEP est due à Corteel et Williams [CW11], qui utilisent
directement le système 48. Cependant, la démonstration est longue et calcula-
toire. La preuve actuelle du théorème 2.1.3 repose sur l’existence d’une solution
à l’ansatz matriciel. À notre connaissance, la seule solution est celle proposée
par [CW11] qui correspond justement à la preuve que les tableaux escaliers
satisfont l’ansatz matriciel. Pour achever notre travail, il faudrait démontrer
l’existence d’une solution sans utiliser les tableaux escaliers. Par exemple, en
interprétant l’ansatz matriciel comme un système linéaire, nous pourrions ap-
pliquer les outils de l’algèbre linéaire. Une alternative serait de montrer direc-
tement que les récurrences globales impliquent les récurrences du système 48.
Nous sommes dans la même situation pour l’ASEP à deux types de particules
(chapitre 3).

Concernant les tableaux escaliers de type B, nous avons défini deux an-
satz matriciel (équations 18 et 21 du chapitre 2) : un pour le type Bαβ et un
autre pour le type Bαδ. Pour chacun des deux, nous définissons une récurrence
globale dont nous donnons une interprétation par un algorithme d’insertion
sur les tableaux escaliers de type B. Cette fois-ci, il nous manque la preuve
de l’existence d’une solution aux ansatz matriciels. Les équivalents du théo-
rème 2.1.3 sont les conjectures 2.3.18 et 2.3.20.

Nous avons montré dans le chapitre 3 que notre démarche du chapitre 2
se généralise au cas de l’ASEP à deux particules. Naturellement, la question
se pose de la possibilité d’appliquer notre méthode à un ASEP plus complexe.
Pour un ASEP donné, la première étape serait de définir un ansatz matriciel
s’il n’y en a pas. Ensuite, il faudrait en déduire une récurrence globale. En-
fin, cette récurrence globale nous imposerait un algorithme d’insertion qu’il
faudrait appliquer à une forme de tableau adéquat pour en déduire les ob-
jets combinatoires correspondants. L’extension la plus simple devrait être de
différencier la probabilité q suivant les types des deux particules impliquées.
Nous obtiendrions les mêmes tableaux mais avec un poids différents pour les
rhombes verticaux et horizontaux. Mandelshtam [Man15] étudie un ASEP
avec plusieurs types de particules grises avec la spécialisation γ = δ = 0.
Elle y définit un ansatz matriciel ainsi que des tableaux le satisfaisant. Pour
chaque type de particule grise un pas diagonale différent est associé. Par notre
méthode, nous pouvons espérer définir une généralisation à la fois de ces ta-
bleaux et des tableaux escaliers rhombiques. Toutefois, pour prouver que ces
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nouveaux tableaux donnent une interprétation combinatoire de cet ASEP, il
nous manquerait toujours la dernière brique : montrer que les équations glo-
bales impliquent les équations locales. Cantini, Garbali, de Gier et Wheeler
[CGdGW16] étudient un ASEP avec plusieurs types de particules noires et
blanches. Dans leurs travaux, ils n’utilisent pas d’ansatz matriciel et il ne dé-
finissent pas non plus de tableaux. Même si on devine ce que serait l’ansatz
matriciel correspondant, plusieurs récurrences globales peuvent être définies et
il n’est pas clair que nous puissions l’interpréter en un algorithme d’insertion
sur des tableaux.

Il serait également intéressant de voir si notre approche peut être adaptée
à l’ASEP sur les autres types de réseaux. Une première étape pourrait être
d’étudier l’ASEP à deux particules sur Z/nZ. En effet, ce modèle, avec les
restrictions γ = δ = q = 0, a été étudié par Mandelshtam [Man17] qui en
s’appuyant sur l’ansatz matriciel correspondant, introduit par Derrida, Evans,
Hakim et Pasquier [DEHP93], définit des tableaux interprétant l’état station-
naire.

Les types B des tableaux alternatifs, des tableaux boisés et des tableaux
escaliers sont obtenus comme points fixes d’une simple involution : la symétrie
axiale d’axe la diagonale principale. Pour le cas γ = δ = 0, cette involution
correspond à un relèvement de la symétrie CP du ASEP (remarque 2.3.4).
Quant à la spécialisation q = 1, les involutions à l’origine des tableaux esca-
liers de type Bαβ et Bαδ sont respectivement les symétries CP et C. L’ASEP
à deux particules possède également les symétries P, C et CP. La nature des
pavages des diagrammes rhombiques rend plus difficile la définition des invo-
lutions. Notamment pour les tableaux escaliers rhombiques pour lesquels la
forme du pavage est fixé. On pourrait néanmoins étudier les tableaux alterna-
tifs rhombiques dont le pavage ainsi que le remplissage par α et β est stable
par transposition. D’après [MV15, Figure 11] le poids en q devrait être stable.

L’interprétation combinatoire de l’ASEP par les tableaux encode l’état as-
socié à un tableau sur le bord sud-est. Dans le chapitre 4, nous avons énuméré
les coins permettant ainsi de calculer le nombre moyen de transitions possibles
depuis un état pour γ = δ = 0 et α = β = q = 1. Yan et Zhou ont traité le
cas α et β généraux en reformulant le problème en termes de partitions liées.
Il reste à interpréter le poids q directement sur les partitions liées pour traiter
le cas q général. Dans la section 4.2, nous proposons une méthode alternative
à celle de Yan et Zhou. Elle est inspirée de la construction qui nous permet de
donner le polynôme générateur des coins occupés pour α, β et q généraux (pro-
position 4.3.2). Pour traiter le cas des coins, nous partitionnons les coins vides
en quatre types de coins vides et nous calculons les polynômes générateurs de
trois d’entre eux. Au vu de la forme factorisée du polynôme générateur des
coins restants, nous pouvons espérer trouver une preuve combinatoire directe.
Prendre en compte le poids en q semble tout de même compliqué.
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Il y a deux façons de généraliser le calcul du nombre moyen de transitions
possibles depuis un état. La première est de considérer γ et δ généraux. La
notion de coin est alors remplacée par la succession de α/δ par β/γ dans les
cellules sud-est des tableaux escaliers. La deuxième est de traiter le cas de
l’ASEP à deux particules en commençant par les tableaux alternatifs rhom-
biques.

Outre les formules factorisées qu’ils engendrent, la motivation principale de
l’étude des coins est leur interprétation sur l’ASEP comme les lieux où un saut
de particule est possible. Il serait intéressant de développer l’interprétation
physique de nos résultats.

Arbres non-ambigus

Dans le chapitre 5, nous avons trouvé de jolies formules closes pour la série
génératrice et pour le polynôme générateur des arbres non-ambigus, en prenant
notamment en compte le nombre de sommets dans la premières ligne ainsi que
le nombre de sommets dans la première colonne. Ces deux statistiques cor-
respondent respectivement aux paramètres β et α. Nous les avons obtenus de
deux façons différentes. D’une part à l’aide d’une équation différentielle vérifiée
par la série génératrice et d’autre part grâce à une interprétation combinatoire
utilisant la décomposition d’un arbre binaire en équerres. Dans le contexte de
l’ASEP avec γ = δ = 0, des questions naturelles se posent. Peut-on raffiner
l’une ou l’autre des méthodes pour introduire également le paramètre q ? Que
peut-on déduire de la décomposition en équerres sur les tableaux boisés ?

Les arbres non-ambigus correspondent aux tableaux boisés de forme rec-
tangulaire. Les tableaux qui généralisent les tableaux boisés et qui interprète
l’ASEP à deux particules sont les tableaux alternatifs rhombiques. On pour-
rait définir les arbres non-ambigus rhombiques comme les tableaux alternatifs
rhombiques dont le bord sud-est est composé de pas horizontaux puis de pas
diagonaux et enfin de pas verticaux. Même si elle dépend du pavage, les ta-
bleaux alternatifs rhombiques ont également une structure arborescente sous-
jacente que l’on pourrait étudier.

Un travail qui n’apparaît pas dans ce manuscrit est la recherche d’une struc-
ture d’algèbre de Hopf sur les arbres non-ambigus. Les arbres non-ambigus
correspondent à des classes d’équivalence de tableaux boisés. Or, les tableaux
boisés sont en bijection avec les permutations. De plus, il existe une surjection
naturelle des arbres non-ambigus vers les arbres binaires. Notre idée initiale
était donc de construire une algèbre de Hopf qui s’intercale entre FQSym,
l’algèbre de Hopf des permutations de Malvenuto et Reutenauer [MR95], et
PBT, l’algèbre de Hopf des arbres binaires de Loday et Ronco [LR98]. Toute-
fois, en utilisant les relations des algèbres de Hopf, on peut montrer que si une
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telle inclusion d’algèbres de Hopf existe, alors le nombre d’arbres non-ambigus
de taille 5 devrait être plus grand que 63. Ce qui n’est pas possible étant donné
qu’il y en a 62. Suite à cela, nous avons privilégié l’algèbre de Hopf PBT. Une
propriété de PBT est que le produit de deux intervalles du treillis de Tamari
[HT72] est également un intervalle. Il paraissait donc naturel de construire
un treillis sur les arbres non-ambigus en parallèle de la structure d’algèbre de
Hopf. Malheureusement, ce travail n’a pas abouti.

Dans le chapitre 1, nous avons donné une généralisation des arbres non-
ambigus en dimension supérieure. Pour l’instant, les seuls résultats que nous
avons à propos de ces nouveaux objets sont des équations différentielles véri-
fiées par leurs séries génératrices. Contrairement à la dimension 2, nous n’avons
pas réussi à les résoudre. Pour cela, nous pensons qu’il faudrait mieux com-
prendre les liens entre les différentes dimensions. Pour le moment nous avons
uniquement l’identité Nd,k|xd=0 = Nd−1,k.

Dans l’article [ABBS14], les auteurs étudient les arbres non-ambigus com-
plets. C’est-à-dire, les arbres non-ambigus dont l’arbre binaire sous-jacent est
complet. Entre autre, ils montrent que leur série génératrice est égale au loga-
rithme de la fonction de Bessel J0. On pourrait peut-être obtenir un résultat
similaire en dimension supérieure.

Une dernière piste de recherche est la généralisation des tableaux boisés en
dimension supérieure. Ils mèneraient peut-être à un ASEP à plusieurs dimen-
sions.

Polyomino parallélogrammes périodiques

Nos travaux sur les polyominos parallélogrammes périodiques se basent
sur une structure arborescente que l’on fait apparaître en ajoutant un point
en haut des colonnes et à droite des lignes. Nous trouvons ainsi la série géné-
ratrice de ces objets en prenant en compte la hauteur et la largeur ainsi que
deux nouvelles statistiques : la largeur intrinsèque et la hauteur de recollement
intrinsèque. Actuellement, la structure arborescente ne permet toutefois pas
d’étudier l’aire. La méthode de Bousquet-Mélou et Viennot [BMV92] utilisée
par Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN17], permet de calculer la série génératrice
en prenant également l’aire en compte. Toutefois, la symétrie x↔ y de l’objet
n’apparait pas dans leurs résultats. Notre approche respectant cette symétrie,
il serait intéressant de trouver un encodage de l’aire, simple et symétrique, dans
nos structures arborescentes pour obtenir une série génératrice symétrique en
x et y. Une solution serait de construire une partition des cellules, compatible
avec la symétrie, de sorte qu’il y ait exactement une cellule pointée par sous-
ensemble. Nous obtiendrions un étiquetage de la structure sous-jacente dont
la somme serait égale à l’aire. Par exemple, soit E une ensemble maximal de
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cellules dont les coins sud-ouest appartiennent à la même droite de pente 1.
En lisant E du nord-est au sud-ouest, on regroupe une cellule pointée avec les
cellules vident qui la suivent. Cette construction est bien stable par la symétrie
d’axe ∆ : y = x.

Un polyomino parallélogramme périodique P est entièrement déterminé
par sa structure arborescente ζ(P ) et sa hauteur de recollement intrinsèque,
qui sont indépendants. En particulier, la hauteur de recollement intrinsèque
partitionne l’ensemble infini des polyominos parallélogrammes périodiques de
demi-périmètre fixé en sous-ensemble de même taille finie. Toutefois, c’est une
statistique qui est difficile à lire directement sur l’objet. Indépendamment de
nos travaux, Biagioli, Jouhet et Nadeau [BJN17] ont introduit les polyominos
parallélogrammes périodiques en montrant qu’ils sont en bijection avec les
permutations affines qui évitent 321. Il serait intéressant de pouvoir interpréter
la hauteur de recollement intrinsèque sur ces permutations ou sur d’autres
objets combinatoires.

Nous avons interprété les polyominos parallélogrammes périodiques de hau-
teur intrinsèque 1 comme l’aire triangulaire sous les chemins de Dyck. Or, la
formule d’énumération des polyominos parallélogrammes périodiques intrinsè-
quement minces nous dit que ces derniers peuvent aussi être interprétés comme
l’aire triangulaire, avec une multiplicité induite par les pics, sous les chemins
de Dyck. Il reste à trouver une bijection interprétant les deux à la fois.

La construction de [ABBS14] mettant en bijection les polyominos parallé-
logrammes avec les arbres binaires consiste à construire un arbre non-ambigu
à partir d’un polyomino parallélogramme en ajoutant des points à droite des
lignes et en haut des colonnes. À un facteur de renormalisation près, l’aire
correspond ainsi au paramètre q de l’ASEP. Peut-on étendre ce lien au cas des
polyominos parallélogrammes périodiques ?

L’objectif initial qui était d’étudier les polyominos convexes à partir des
polyominos parallélogrammes périodiques n’a pas été traité. Maintenant que
nous avons une meilleure compréhension de ces nouveaux objets, il pourrait
être intéressant de revenir à cette idée.
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