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Introduction

1. Espaces Lipschitz-libres

Soit (M, d) un espace métrique pointé, c’est-a-dire dans lequel est distingué un point par-
ticulier, noté 0. Notons Lipy(M) l'espace des fonctions Lipschitziennes a valeurs réelles, qui
s’annulent en 'origine. Muni de la norme définie par la constante de Lipschitz :

/() = f(y)

) .
| fllz = sup . f € Lipg(M),

z,yeM d x, y)
TH#Y

cet espace est un espace de Banach. Pour = € M, définissons 0, € Lipo(M)* par 0,(f) = f(z),
f € Lipo(M).

*

Définition 1. L’espace Lipschitz-libre sur M, noté F(M), est le sous-espace de Lipy(M)
suivant :

F(M) = vect{s, ; x € M}.

Remarquons que le caractere de densité de F (M) est le méme que celui de M. En particulier
F (M) est séparable si et seulement si M 'est. De plus si D est une partie dense de M, alors
F(D)=F(M).

Notons également que I'application oy : M — F(M) définie par dp/(z) = d, pour x € M,
est une isométrie.

Fait 2. Le dual de F(M) est linéairement isométrique a l’espace Lipo(M).

Cette identification se fait grace a une isométrie linéaire J définie sur Lipg(M) a valeurs
dans F(M)* : pour f € Lipo(M), J(f) est définie par J(f)(d,) = f(x), x € M.

L’espace Lipo(M) étant le dual de F(M), il est muni d’'une topologie préfaible. Sur les
bornés de Lipy(M), cette topologie coincide avec la topologie de la convergence simple. Ceci
permet de montrer qu’en choisissant une origine z, différente, I'espace Lipschitz-libre obtenu
F.o (M) est linéairement isométrique a F(M) = Fo(M). En effet Vopérateur f — f — f(20)1nm
de Lipy(M) dans Lip.,(M) est une isométrie linéaire surjective, continue pour la topologie de
la convergence simple, c¢’est donc ’adjoint d’une isométrie linéaire surjective de F, (M) sur
F(M).
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Une étude détaillée des espaces Lipschitz-libres est faite dans le livre de Weaver [W] ou ils
sont appelés espaces de Arens-FEells. L’appellation d’espace Lipschitz-libre et la notation F (M)
sont dues a Godefroy et Kalton en 2003 dans [G-K]. Cet article contient des résultats majeurs
a ce sujet et en popularisera 1’étude.

[llustrons maintenant le fait que ’étude des espaces Lipschitz-libres a sa place dans la
classification non linéaire des espaces de Banach et plus particulierement dans la classification
Lipschitzienne.

Fait 3. Soient M et N deux espaces métriques pointés et f : M — N une application Lipschil-
zienne vérifiant f(0y) = On. Alors il existe une unique application linéaire f : F(M) — F(N)
vérifiant | flls = If]) et o f = f o 8.

Autrement dit, le diagramme suivant commute :

f
M———N

O N

~

f(M)L}"(N)

En particulier deux espaces de Banach Lipschitz-équivalents ont des espaces Lipschitz-libres
isomorphes. Cependant la réciproque n’est pas vraie. En effet, Dutrieux et Ferenczi [D-F] ont
montré que lorsque M est un espace métrique infini et compact, ’espace Lipschitz-libre sur
I'espace des fonctions continues sur M est isomorphe a F(co(N)).

Le Fait 3 autorise, lorsque IV est un sous-ensemble d’un espace métrique pointé M contenant
0, a considérer F(N) comme un sous-espace de F(M).

Enfin, il permet en quelque sorte de linéariser des problemes Lipschitziens en passant aux es-
paces Lipschitz-libres. Cependant, malgré la simplicité de leur définition, la structure linéaire de
ces espaces est peu connue et difficile a étudier. Par exemple, nous savons que 1’espace Lipschitz-
libre sur R est linéairement isométrique a Ly, mais il a été montré par Naor et Schechtman [N-S]
que F(Z?) et en particulier F(R?) ne sont pas isomorphes & un sous-espace de L;. Finalement
les espaces métriques dont 1’espace Lispchitz-libre est isométrique a un sous-espace de L; ont
été caractérisés par Godard [G]. Rappelons la définition d'un arbre réel :

Définition 4. Un espace métrique (7, d) est un arbre réel lorsque :
1. pour tout z,y dans T, il existe une unique isométrie ¢,, : [0,d(x,y)] — T telle que
G2y(0) = x et ¢y (d(z,y)) = y.
2. toute application ¢ : [0,1] — T continue et injective a la méme image que lisométrie
Pe(0),0(1)-
Théoréme 5 (Godard). Soit (M,d) un espace métrique pointé. Alors F(M) est linéairement
isométrique a un sous-espace de Ly si et seulement st M se plonge isométriquement dans un
arbre réel.

De plus, si M est lui-méme un arbre réel, alors Uespace F (M) est linéairement isométrique
a L.



2. Propriété d’approximation bornée

Dans leur article [G-K], Godefroy et Kalton ont montré le résultat suivant en utilisant la
théorie des espaces Lipschitz-libres :

Théoréme 6 (Godefroy, Kalton). Soient X et Y deuz espaces de Banach tels que X soit
séparable et qu’il existe une isométrie (non linéaire) de X dans Y. Alors X est linéairement
1sométrique a un sous-espace de Y .

En notant i : X — Y une isométrie non linéaire, remarquons que la conclusion du théoreme
n’est pas que i(X) est un sous-espace de Y linéairement isométrique a X, mais bien qu'un tel
sous-espace existe. Un contre-exemple classique est 1'isométrie

f:R — 2
t +— (t,sin(t))
dont I'image n’est clairement pas linéairement isométrique & un sous-espace vectoriel de £2 .

Pour conclure cette introduction sur les espaces Lipschitz-libres et plus particulierement sur
leurs liens avec la classification non linéaire des espaces de Banach, mentionnons un résultat di
a Kalton [K1].

Donnons tout d’abord quelques définitions :

Définition 7. Un espace de Banach a la propriété de Schur lorsque toute suite convergeant
faiblement converge fortement.

Définition 8. Une application w : [0, +oo[— [0, +oo[ est une jauge lorsqu’elle est continue,
croissante, sous-additive et vérifie w(0) = 0 et w(t) > ¢, pour 0 < ¢ < 1.
Un jauge w est non triviale lorsque de plus lmol @ = +00.

ﬁ

Définition 9. Soit (M, d) un espace métrique et w une jauge non triviale. L’espace F,, (M) est
I'espace Lipschitz-libre sur (M, w o d).

Enoncons maintenant le résultat de Kalton :

Théoreme 10 (Kalton). Soit (M,d) un espace métrique et w une jauge non triviale. Alors
Uespace F,(M) a la propriété de Schur.

Il se déduit en particulier de ce théoreme qu’il existe un espace de Banach X sans la propriété
de Schur tel que F,(X) lait. Ce résultat a, par exemple, permis a Suédrez de la Fuente [SF] de
montrer qu’il existe deux espaces L., séparables et contenant chacun une copie isomorphique
de ¢o(N), qui sont uniformément homéomorphes mais pas isomorphes.

2. Propriété d’approximation bornée

a. Propriétés d’approximation

Nous nous intéresserons plus particulierement a 1’étude de la propriété d’approximation
bornée sur les espaces Lipschitz-libres. Commencons par en donner la définition et certaines
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propriétés dans un contexte général. Pour une vue d’ensemble des différentes propriétés d’ap-
proximation, le lecteur est invité a consulter l'article de Cassaza [C1].

En 1955, Grothendieck [Gr] s’intéressa a la propriété d’approximation et en définit les va-
riantes que nous allons étudier ici.

Définition 11. Un espace de Banach X a

- la propriété d’approximation (AP) si pour tout € > 0 et tout sous-ensemble compact
K de X, il existe un opérateur linéaire de rang fini 7' : X — X tel que [Tz — z|| < ¢,
pour tout x € K.

- la A-propriété d’approximation bornée (A\-BAP) avec 1 < )\ < 400, si de plus pour
tout € > 0 et tout K compact I'opérateur T" peut-étre choisi de norme inférieure a \.

- S’il existe A tel que X ait la A\-propriété d’approximation bornée, alors X a la propriété
d’approximation bornée (BAP).

- la propriété d’approximation métrique (MAP) s’il a la 1-propriété d’approximation
bornée.

Dans la définition de la BAP, les ensembles compacts K peuvent étre remplacé par des
ensembles finis. Ceci n’est pas vrai pour la définition de AP.

Définition 12. Un espace de Banach X a
- une base de Schauder s’il existe une suite (x,),eny de X telle que pour tout z € X il

= 0.

existe une unique suite (a,)nen de réels telle que lim || > a,x, —
N—+o00

n=1

- une décomposition fini-dimensionnelle (FDD) s’il existe une suite (E,),en de sous-
espaces de dimension finie de X telle que pour tout z € X, il existe une unique suite

an— = 0.

n=1

(Zn)nen, avec z, € E,, telle que lim
N—+oco

Si X est un espace de Banach, alors chaque affirmation implique la suivante :
- L’espace X a une base de Schauder.
- L’espace X a une FDD.
- L’espace X a la BAP.
- L’espace X a AP.
Toutes les réciproques sont fausses.

Lorsque I'espace considéré est séparable, il existe une caractérisation séquentielle de la BAP :

Proposition 13. Un espace de Banach séparable X a la \-propriété d’approzimation bornée si
et seulement s’il existe une suite (Ty,)nen d’opérateurs linéaires sur X, de rang fini et conver-
geant fortement vers l'identité, telle que sup ||T,] < A.

neN

Une telle suite (7),)nen est appelée suite approximante.

Le théoreme suivant a été montré par Grothendieck [Gr| dans le cas A = 1 et par Johnson [J]
dans le cas général.



2. Propriété d’approximation bornée

Théoréme 14 (Grothendieck ; Johnson). Si X est un espace de Banach et X* a la \-propriété
d’approximation bornée, alors X a la \-propriété d’approximation bornée.

De plus, dans le cas d'un dual séparable, Grothendieck [Gr] a montré le résultat suivant :

Théoréme 15 (Grothendieck). Soit X* un dual séparable. Si X* a la propriété d’approzima-
tion, alors X* a la propriété d’approximation métrique.
En particulier, X a la propriété d’approximation métrique.

Ce théoreme explique pourquoi, dans le contexte de I’étude des propriétés d’approximation,
il est intéressant de montrer qu’un espace est un dual.

b. Propriété d’approximation bornée sur les espaces Lipschitz-libres

L’étude de la propriété d’approximation bornée sur les espaces Lipschitz-libres a été initiée
par Godefroy et Kalton dans leur article de 2003 [G-K]. Ils ont tout d’abord montré le résultat
fondamental suivant :

Théoréme 16 (Godefroy, Kalton). Soit X un espace de Banach de dimension finie. Alors
F(X) a la propriété d’approzimation métrique.

Ce théoreme leur a permis de démontrer que la BAP sur un espace de Banach est équivalente
a la BAP sur son espace Lipchitz-libre.

Théoréme 17 (Godefroy, Kalton). Soit X un espace de Banach et X > 1. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
- L’espace X a la \-propriété d’approximation bornée.
- Lespace F(X) a la A-propriété d’approximation bornée.
- Pour tout K compact de X et tout € > 0, il existe une application f : X — X Lip-
schitzienne, d’image dans un espace vectoriel de dimension finie, telle que || f|lL < A et
| f(z) —z|| < e, pour tout x € K.
Cette propriété est appelée A\-propriété d’approximation bornée Lipschitzienne.

En particulier une combinaison de ce résultat et du Fait 3 implique que la BAP est stable
par Lipschitz-équivalence.

Borel-Mathurin s’est également intéressée a I’étude du lien entre espaces Lipschitz-libres et
propriétés d’approximation dans [BM]. Tout d’abord elle a montré la caractérisation suivante
de la BAP dans les espaces de Banach séparables.

Théoréme 18 (Borel-Mathurin). Soit X un espace de Banach séparable tel qu’il existe X > 1
et (E,)nen une suite croissante de sous-espaces de X ayant chacun la A\-BAP telle que UpenE,
soit dense dans X. Les assertions suivantes sont équivalentes :
- L’espace X a la BAP.
- 1l existe une suite d’opérateurs linéaires T,, : X — E, uniformément bornés telle que
(T5.())nen converge fortement vers x, pour tout v € X.

7
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- Il existe une suite d’applications Lipschitziennes f, : X — E, de constantes de Lipschitz
uniformément bornées telle que (f,(x))nen converge fortement vers x, pour tout xz € X.

Le lemme que nous allons maintenant énoncer permet, pour prouver la BAP, de ne mon-
trer que la convergence faible vers 'identité d’une suite d’opérateurs au lieu d’en montrer la
convergence forte. Sa preuve repose sur le Lemme de Mazur et une extraction diagonale.

Lemme 19. Soient X un espace de Banach séparable et (T,)nen une suite d’opérateurs sur
X, linéaires et uniformément bornés, telle que (T,,(x))nen converge faiblement vers x, pour tout
x € X. Alors il existe (Sy,)nen une suite approximante d’opérateurs sur X telle que, pour n € N,
Sy, € conv{Ty, k > n} et sup ||S,| < sup ||T,]-

neN neN

Un combinaison de ce lemme et du théoreme précédent donne le résultat suivant sur les
espaces Lipschitz-libres.

Théoréme 20 (Borel-Mathurin). Soit (M, d) un espace métrique séparable, X > 1 et (M,,)nen
une suite croissante de sous-ensembles de M d’union dense telle que chaque F(M,) ait la
A-BAP. Les assertions suivantes sont équivalentes :
- L’espace F(M) a la BAP.
- Il existe une suite d’opérateurs linéaires Ly, : Lipo(M,) — Lipo(M) uniformément bornés
et continus pour la topologie de la convergence simple telle que la suite (Ly(fin,))nen
converge simplement vers f, pour tout f € Lipg(M).

Plagons-nous sous les hypotheses de ce théoreme. Si de plus il existe une suite d’opérateurs
d’extension linéaire E,, : Lipy(M,) — Lipo(M ) uniformément bornés, alors la deuxieme condi-
tion est satisfaite et donc F(M) a la BAP.

Quel que soit 'espace métrique M considéré et N un sous-ensemble de M, il existe bien un
opérateur d’extension de Lipy(NN) dans Lipg(M) qui ne modifie pas la constante de Lipschitz.
C’est 'opérateur d’inf-convolution et il est donné par la formule suivante :

f(@) =if{f(y) + [Iflld(z,y) ; y € N}, f € Lipo(N), = € M.
Cependant cet opérateur n’est pas linéaire.

I a été montré par Godefroy et Ozawa [G-O] qu’il existe un espace métrique compact et
convexe K tel que F(K) n’a pas AP. La construction de ce contre-exemple a motivé plus
précisément 1'étude des espaces métriques sur lesquels I'espace Lipschitz-libre a la BAP.

Finalement, tres récemment Godefroy [Go3] a montré les caractérisations suivantes de la
BAP sur l'espace Lipschitz-libre des espaces métriques compacts.

Théoréme 21 (Godefroy). Soient (M,d) un espace métrique compact et (M, )nen une suite

de sous-ensembles finis de M telle que M, soit ,-dense et liril en = 0. Pour une fonction
n——+0oo

f définie sur M, notons R,(f) sa restriction a M,. Soit A > 1. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
- L’espace F(M) a la \-BAP.



3. Résumé de la these

- 1l existe une suite de réels positifs (o )nen telle que lirf a, = 0 et pour tout espace
n—-+0oo

de Banach X, il eziste une suite d’opérateurs E,, : Lipo(M,, X) — Lipo(M, X ) vérifiant
HEnHL,L S A et HRnEn - [dHL,oo S Q.
- 1l eziste une suite d’opérateurs G, : Lipo(M,) — Lipo(M) vérifiant |Gyl < A et
lim ||R,E, — Id||Lc =0.

n—-+o0o
- Pour tout espace de Banach X, il existe une suite de réels positifs (Bn)nen telle que

liril Bn = 0 et pour toute fonction 1-Lipschitzienne F' : M, — X, il existe une fonction
n—-+0oo

A-Lipschitzienne H : M — X vérifiant |R,(H) — F||oc (M, x) < Pa-

3. Résumé de la these

Nous avons déja mentionné qu’'une problématique relative aux espaces Lipschitz-libres est
I'étude de leur structure linéaire. Au vu du résultat de Godefroy et Ozawa [G-O], il est naturel
de se demander quels sont les espaces métriques dont 1’espace Lipschitz-libre a, ou n’a pas, la
propriété d’approximation, la propriété d’approximation bornée ou la propriété d’approximation
métrique.

Le Théoreme 15 justifie 'utilité, dans ce contexte, de montrer qu'un espace Lipschitz-libre
est un dual. Le premier chapitre de cette these sera donc consacré a la dualité. Dans une premiere
section nous énoncerons un théoreme, démontré indépendamment par Petunin et Plichko [P-P]
et Godefroy [Gol], permettant de montrer qu'un espace de Banach séparable est le dual d'un
sous-espace de son dual, sous certaines conditions. Nous détaillerons ensuite comment appliquer
ce théoreme dans le cadre des espaces Lipschitz-libres.

La deuxieme section sera consacrée aux espaces petit-Lipschitz, notés lipy. Nous en donne-
rons la définition et les propriétés utiles a la suite de notre étude. Nous porterons une attention
plus particuliere aux espaces petits-Lipschitz sur les espaces métriques compacts. Nous mon-
trerons que l'espace Lipschitz-libre sur un espace métrique compact M est le dual de lipy(M)
des que M est dénombrable ou ultramétrique.

Dans une troisieme section nous définirons un sous-espace de Lipg qui jouera le méme role
que jouait lipy dans le cas des espaces compacts, mais cette fois-ci pour les espaces métriques
propres. Enfin nous montrerons que l’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique propre
dénombrable ou un espace ultramétrique propre est un espace dual.

Dans le deuxieme chapitre nous montrerons que l’espace Lipschitz-libre sur un espace
métrique propre et dénombrable a la MAP. Pour cela nous énoncerons un résultat du a Kal-
ton [K1] que nous appellerons “décomposition de Kalton”. Cette décomposition permet de
conclure directement que si M est la réunion d’une suite convergente et sa limite, alors son
espace Lipschitz-libre a la BAP.

Partant de cette observation, une idée pour obtenir la méme conclusion pour des com-
pacts dénombrables en général serait d’utiliser la propriété des trois espaces de Godefroy et
Saphar [G-S|. La deuxiéme section de ce chapitre sera dédiée a la construction d’un contre-
exemple a l'utilisation de cette propriété dans ce contexte.

9
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Dans une troisieme section nous montrerons que l’espace Lipschitz-libre sur un espace
métrique compact dénombrable a la MAP. Pour cela nous utiliserons une récurrence trans-
finie dans laquelle, a chaque étape, nous appliquerons la décomposition de Kalton. Nous avons
déja mentionné que cette décomposition ne donne pas des opérateurs de norme 1, donc pour
que la constante de BAP n’explose pas avec la récurrence, nous appliquerons a chaque étape le
Théoreme 15 grace au fait que 'espace Lipschitz-libre considéré est un dual.

Enfin, en combinant une fois de plus la décomposition de Kalton et le Théoreme 15, le
résultat précédent permettra de montrer que l'espace Lipschitz-libre sur un espace métrique
propre et dénombrable a la MAP.

Le troisieme chapitre sera dédié a 1’étude des espaces Lipschitz-libres sur des espaces ul-
tramétriques. Nous montrerons dans un premier temps que lorsque l’espace ultramétrique est
propre, son espace Lipschitz-libre a la MAP. Ce résultat a été généralisé par Cith et Doucha
dans [C-D] ou ils ont montré que I’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique séparable
a une base de Schauder monotone.

En utilisant la caractérisation due a Godard (Théoreme 5) des espaces métriques dont
I’espace Lipschitz-libre est un sous-espace de L; et le fait que l'espace Lipschitz-libre sur un
espace ultramétrique propre est un dual, nous montrerons que ce dernier espace est isomorphe a
¢1(N), résultat également généralisé par Cith et Doucha [C-D] a tous les espaces ultramétriques
séparables. Nous obtiendrons de plus que si M est un espace ultramétrique propre, alors F (M)
admet un prédual isomorphe a ¢y(N), ce prédual étant lipo(M) lorsque M est un espace ul-
tramétrique compact.

Nous montrerons dans une troisieme section que l’espace Lipschitz-libre sur un espace ul-
tramétrique M n’est jamais isométrique a un espace {1, ce résultat a été obtenu de maniere
indépendante par Cith et Doucha [C-D]. Pour cela, nous étudierons les points extrémaux de la
boule unité de Lipo(M) et montrerons qu’il en existe deux a distance strictement inférieure a
2, ce qui n’est pas le cas dans un espace /.. Les points extrémaux étant préservés par isométrie
linéaire, nous en déduirons que Lipg(M) n’est pas linéairement isométrique a un espace £,. En
particulier F (M) n’est pas linéairement isométrique a un espace ¢;1. Lorsque de plus M est fini
de cardinal n, nous verrons que la boule unité de Lipy(M) ne s’écrit pas comme intersection de
moins de n(n + 1) — 1 demi-espaces. Les résultats de cette section et de la section suivante ont
été obtenus en collaboration avec Pedro Kaufmann et Antonin Prochazka.

Nous savons qu'un espace ultramétrique séparable est isométrique a un sous-ensemble d’un
arbre réel séparable [Bu], nous nous sommes donc intéressés de maniere plus générale a de tels
sous-ensembles. Nous montrerons dans une quatrieme section que sous certaines conditions, la
boule unité de I'espace Lipschitz-libre sur un sous-ensemble d'un arbre réel séparable admet
des points extrémaux a distance inférieure a 1.

En annexe, nous nous intéresserons a 'article [B] de Bourgain dans lequel il démontre que
chacun des ¢} est contenu de maniere complémentée dans Lipy(¢1(N)), uniformément en n. Nous
adapterons la preuve de ce résultat pour montrer que ¢;(N) est complémenté dans Lipy(¢1(N)).
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4. Notations

4. Notations

Donnons ici les notations que nous adopterons par la suite.
Soit A un ensemble. Notons # A son cardinal.

Soit (M, d) un espace métrique. Notons
- 14 la fonction indicatrice d’'un sous-ensemble A de M,
- Lip(M) 'espace des fonctions Lipschitziennes sur M a valeurs réelles,
- B(z,r) la boule ouverte de centre z € M et de rayon r > 0,
- B(z,r) la boule fermée correspondante.
Remarquons que 'ensemble B(z,7) = {y € M ; d(x,y) < r} est en général différent de
I'adhérence de B(z, ), notée B(x,r).

Pour deux espaces métriques (M, d) et (N,0), notons 7, la topologie de la convergence simple
sur ’ensemble des applications de M dans N.

Soit X un espace de Banach. Notons
- Bx sa boule unité ouverte,
- By sa boule unité fermée,
- Sx sa sphere unité,
- X* son dual et w* sa topologie préfaible.

Soient X et Y deux espaces de Banach. Notons X = Y lorsqu’il existe une isométrie linéaire
surjective de X dans Y.

Les notations utilisées plus tard mais non mentionnées ici sont soit des notations standards,
soit précisées dans le corps du texte.
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Introduction
English version

1. Lipschitz-free spaces

Let (M, d) be a pointed metric space, that is a metric space with an origin 0. Define Lipg (M)
as the space of Lipschitz real valued functions vanishing at 0. Endowed with the norm defined
by the Lipschitz constant

fl = sup 200
H HL z,yeM d(l’,y)
T#y

this space is a Banach space.

Let x € M and define 0, € Lipo(M)* by 6.(f) = f(x), f € Lipo(M).

Definition 1. The Lipschitz-free space over M, denoted F(M), is the following subspace
of Lipo(M)*:
F(M) = vect{d, ; x € M}.

Notice that the density character of F(M) is the same as the density character of M. In
particular, F (M) is separable if and only if M is separable. Moreover, if D is a dense subset of
M, then F(D) = F(M).

We also note that the map 0y, : M — F(M) defined by dp(z) = 6, for x € M, is an
isometry.

Fact 2. The dual space of F(M) is linearly isometric to Lipo(M).

The identification is given by an onto linear isometry J from Lipo(M) onto F(M)*: for
f € Lipo(M), J(f) is defined by J(f)(d.) = f(x), x € M.

The space Lipg(M) being a dual space, it admits a w*-topology and this topology coincides
with the pointwise topology on bounded subsets of Lipg(M). It follows that, given a different
origin zp, the new Lipschitz-free space F,, (M) is linearly isometric to F (M) = Fo(M). Indeed,
the operator f +— f — f(20)1a from Lipy(M) to Lip,,(M) is an onto linear isometry which is
pointwise continuous. Thus it is the adjoint of an onto linear isometry from F, (M) to F(M).

A detailed study of Lipschitz-free spaces is made in Weaver’s book [W] where they are
called Arens-Eells spaces. The name of Lispchitz-free spaces and the notation F (M) are due to
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Godefroy and Kalton in [G-K], this paper contains major results in this area and has popularized
its study.

We will now give an idea of how the study of Lipschitz-free spaces takes place in the non
linear classification of Banach spaces and in particular in the Lipschitz-classification.

Fact 3. Let M and N be two pointed metric spaces and f : M — N be a Lipschitz map with
f(0ar) = On. Then there exists a unique linear map f: F(M) — F(N) such that || f]|L = || f]|
and oy o f = fody.

In other words, the following diagram commutes:

f
M ——— N

O N

A~

f(M)L]—"(N)

Therefore two Banach spaces which are Lipschitz-isomorphic have their Lipschitz-free spaces
linearly isomorphic. However the converse is not true. Indeed Dutrieux and Ferenczi [D-F] have
proved that if M is an infinite compact metric space, then the Lipschitz-free space over the
space of continuous functions on M is isomorphic to F(co(N)).

Thanks to Fact 3, when N is a subset of a pointed metric space M which contains 0, we
can see F(N) as a subspace of F(M).

Finally, in some sense, this fact allows to linearize Lipschitz problems by moving to Lipschitz-
free spaces. However, despite the simplicity of their definition, the linear structure of Lipschitz-
free spaces is not well-known and is difficult to study. For instance, we know that F(RR) is linearly
isometric to Ly, but Naor and Schechtman [N-S] have proved that F(Z?) and in particular F(R?)
are not isomorphic to any subspace of L;. To conclude this remark, metric spaces having their
Lipschitz-free space linearly isometric to a subspace of L; have been characterize by Godard [G].
To state this theorem we need the following definition:

Definition 4. A metric space (T, d) is said to be an R-tree when:

1. for every z,y in T, there exists a unique isometry ¢,, : [0,d(x,y)] — T such that
¢2y(0) = 2 and ¢, (d(z,y)) = y.

2. every map ¢ : [0, 1] — T which is continuous and one-to-one has the same range as the
iSOIIletl"y ¢¢(0),¢(1).

Theorem 5 (Godard). Let (M,d) be a pointed metric space. The space F(M) is linearly
1sometric to a subspace of Ly if and only if M can be isometrically embedded into an R-tree.
Moreover, if M is an R-tree itself, its Lipschitz-free space is linearly isometric to L.

In the paper [G-K]|, Godefroy and Kalton have proved the following, using the Lipschitz-free
space theory:

14



2. Bounded approximation property

Theorem 6 (Godefroy, Kalton). Let X and Y be two Banach spaces such that X is separable
and there exists an isometry from X into Y. Then X is linearly isometric to a subspace of Y.

Let i : X — Y denote a non linear isometry. Observe that the conclusion of this theorem is
not that i(X) is a subspace of Y which is linearly isometric to X, but that there exists such a
subspace. The following isometry is a classical counter-example of this remark

iR — 2
t — (t,sin(t))
Its range is clearly not a subspace of (2.

In order to conclude this introduction to Lipschitz-free spaces and in particular to their link
with non linear classification of Banach spaces, let us mention a result due to Kalton [K1]. Let
me recall some definitions:

Definition 7. A Banach space has Schur’s property when every weakly-convergent sequence
is strongly-convergent.

Definition 8. A map w : [0,+oco[— [0,+00[ is a gauge when it is continuous, increasing,
subadditive and verifies w(0) = 0 and w(t) > ¢, for 0 <¢ < 1.
A gauge w is non-trivial when moreover ling # = +00.

—

Definition 9. For a metric space (M,d) and a non trivial gauge w, define F,(M) as the
Lipschitz-free space over (M, w o d).

The result of Kalton is the following:

Theorem 10 (Kalton). Let (M, d) be a metric space and w a non trivial gauge. Then the space
Fo(M) has Schur’s property.

One can in particular deduce that there exists a Banach space X failing Schur’s property
such that F,(X) has it. This result allows for example Suarez de la Fuente [SF] to prove that
there exist two separable L. .-spaces such that each of them contains an isomorphic copy of
¢o(N), which are uniformly homeomorphic but not isomorphic.

2. Bounded approximation property

a. Approximation properties

We will focus more particularly on the study of the bounded approximation property on
Lipschitz-free spaces. Let us start by giving definitions and properties in a general setting. For
a survey about the different notions of approximation properties, we refer the reader to the
article of Cassaza in [C1].

In 1955, Grothendieck [Gr| turned its interest to the approximation property and defined
the following variations of this notion:
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Definition 11. A Banach space X is said to have

- the approximation property (AP) if for every € > 0 and every compact subset K of
X, there exists a finite rank operator 7' : X — X such that ||Tz — z| < ¢, for every
r e K.

- the \-bounded approximation property (A-BAP) with A\ > 1, if moreover for every
e > 0 and every K compact the operator T can be chosen with norm less than .

- If there exists A such that X has the A-bounded approximation property, then X is said
to have the bounded approximation property (BAP).

- the metric approximation property (MAP) when it has the 1-bounded approxima-
tion property.

In the definition of the BAP the compact set K can be replaced by a finite subset of X.
This is not true in the definition of the AP.

Definition 12. A Banach space X is said to have

- a Schauder basis if there is a sequence (z,),eny in X such that for every x € X there
N
= 0.

exists a unique sequence (ay)nen of real numbers with lim
N—+o00 || =

- a finite dimensional decomposition (FDD) if there is a sequence (E,)nen of finite
dimensional subspaces of X such that for every x € X, there exists a unique sequence

N
=0.

ATy — T
1

(n)nen, Tn € E,, with Nlim

Ty — X
——00 1

For a Banach space X, each affirmation implies the following:
- The space X has a Schauder basis.
- The space X has a FDD.
- The space X has the BAP.
- The space X has the AP.
Each converse is false.

For a separable Banach space there is a sequential characterization of the BAP:

Proposition 13. A separable Banach space X has the A\-bounded approzimation property if and
only if there exists (T, )nen a sequence of finite rank operators on X which strongly converges

to the identity and such that sup ||T,|| < A.
neN

Such a sequence (T,),ey is called an approximating sequence.

The following result has been proved by Grothendieck [Gr] when A = 1 and Johnson [J] in
the general case.

Theorem 14 (Grothendieck; Johnson). Let X be a Banach space such that X* has the \-
bounded approximation property. Then X has the A\-bounded approximation property.

Moreover, for a separable dual, Grothendieck [Gr| has proved the following:
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2. Bounded approximation property

Theorem 15 (Grothendieck). Let X* be a separable dual space. If X* has the approzimation
property, then it has the metric approximation property.
In particular, X has the metric approximation property.

This theorem explains why, in the context of the study of approximation properties, it is
useful to prove that a space is a dual space.

b. Bounded approximation property on Lipschitz-free spaces

The study of the BAP on Lipschitz-free spaces has been initiated by Godefroy and Kalton
in their paper [G-K]. They first have proved the fundamental following result:

Theorem 16 (Godefroy, Kalton). Let X be a finite dimensional Banach space. Then F(X)
has the metric approximation property.

This theorem is a key ingredient to prove the following:

Theorem 17 (Godefroy, Kalton). Let X be a Banach space and X > 1. The following are
equivalent:
- The space X has the A-bounded approximation property.
- The space F(X) has the A\-bounded approximation property.
- For every compact subset K of X and every € > 0, there exists f : X — X a Lipschitz
map with finite dimensional range such that ||f|lL < X and ||f(x) — x| < e, for every
re K.
This property is called \-Lipschitz bounded approximation property.

In particular, combining this theorem with Fact 3 one obtains that the BAP is stable under
Lipschitz isomorphisms.

Borel-Mathurin also got interested in the study of the approximation properties on Lipschitz-
free spaces in [BM]. First of all, she has proved a characterization of the BAP on separable
Banach spaces.

Theorem 18 (Borel-Mathurin). Let X be a separable Banach space such that there exist A > 1
and (Eyn)nen an increasing sequence of subspaces of X with the A\-BAP such that UpenE,, s
dense in X . The following are equivalent:
- The space X has the BAP.
- There exists a sequence of uniformly bounded linear operators T, : X — E, such that
(T,(x))nen strongly converges to x, for every x € X.
- There exists a sequence of Lipschitz maps f, : X — E,, with uniformly bounded Lipschitz
constants such that (f,(z))nen strongly converges to x, for every z € X.

The following lemma is based on Mazur’s Lemma and a classical diagonal argument. When
one wants to prove the BAP it allows to prove the weak convergence to the identity of a sequence
of operators instead of proving the strong convergence.
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Lemma 19. Let X be a separable Banach space and (T,,)nen a sequence of uniformly bounded

operators on X such that (T, (x))n,en weakly converges to x, for every x € X. Then there exists

(Sp)nen an approzimating sequence of operators on X such that sup ||S,|| < sup ||T,| and for
neN neN

everyn € N, S, € conv{T}, k > n}.

By combining this lemma with the preceding theorem one obtains this result on Lipschitz-
free spaces:

Theorem 20 (Borel-Mathurin). Let (M,d) be a separable metric space, X\ > 1 and (M,)nen
an increasing sequence of subsets of M with dense union such that each F(M,) has the \-BAP.
The following are equivalent:
- The space F(M) has the BAP.
- There exists a sequence (Ly)nen of linear operators from Lipo(M,) into Lipo(M), uni-
formly bounded and continuous for the pointwise topology such that (Ly(fia,))nen point-
wise converges to f, for every f € Lipo(M).

Under these hypotheses, if there is a sequence of uniformly bounded linear extension ope-
rators E, : Lipy(M,) — Lipo(M), then the second condition is satisfied and F(M) has the
BAP.

For every metric space M and every subset NV of M, there exists an extension operator from
Lipg(N) into Lipo(M) which preserves the Lipschitz constant. This is the inf-convolution
operator and it is given by the formula

f(x) =int{f(y) + [|fllrd(z,y) ; y € N}, f € Lipo(N), z € M.
However this operator is not linear.

It has been proved by Godefroy and Ozawa [G-O] that there exists a compact convex metric
space K such that F(K) fails the AP. This counter-example justified more precisely the study
of metric spaces over which the Lipschitz-free space has the BAP.

To conclude, very recently Godefroy [Go3| has proved the following characterizations of the
BAP on Lipschitz-free spaces over compact metric spaces.

Theorem 21 (Godefroy). Let (M,d) be a compact metric space and (My,)nen @ Sequence of
finite subsets of M such that M, is £,-dense in M with lim e, = 0. For a map f defined on

n—-+4o0o

M, denote R, (f) its restriction to M,. Let A > 1. The following are equivalent:
- The space F(M) has the \-BAP.

- There exists a sequence (au,)nen of positive numbers such that liril a, = 0 and for
n——+0o0o

every Banach space X, there ezist linear operators E, : Lipo(M,,X) — Lipy(M, X)
with || Eyl|lo. <X and ||RyEy — 1d]| Lo < vy
- There exist linear operators Gy, : Lipo(M,) — Lipo(M) with liril |RnEn — 1d||L0e =0
n—-+0oo
and HGnHL,L S A

- For every Banach space X, there ezists a sequence (5,)nen of positive numbers such that
lim B, = 0 and for every 1-Lipschitz map F : M, — X, there is a \-Lipschitz map

n—-+00
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3. Abstract

3. Abstract

We have already mentioned that a problematic about Lipschitz-free spaces is the study of
their linear structure. More precisely, in view of Godefroy and Ozawa’s result [G-O], one can ask
what are the metric spaces whose Lispchitz-free space has, or fails, the approximation property,
the bounded approximation property or the metric approximation property.

Theorem 15 justifies why it is useful, in this context, to prove that a Lipschitz-free space is a
dual space. In the first chapter we will study the duality of Lipschitz-free spaces. First of all we
will state a theorem, proved independently by Petunin and Plichko [P-P] and Godefroy [Gol],
that we will use in order to obtain that a Banach space is the dual space of a subspace of its
dual, under some conditions. Then we will detail how to use this theorem with Lispchitz-free
spaces.

The second section will be about little-Lipschitz spaces, denoted lipy. We will give its defini-
tion and some properties we will need in our study. More particularly we will turn our attention
to little-Lipschitz spaces on compact metric spaces. We will prove that the Lipschitz-free space
over a compact metric space M is the dual space of lipy(M ) when M is countable or ultrametric.

In the third section we will consider a subspace of Lipy which will play the same role as lip,
in the case of compact spaces, but for proper metric spaces. Similarly we will prove that the
Lipschitz-free space over a countable or ultrametric proper metric space is a dual space.

In the second chapter we will prove that the Lipschitz-free space over a countable and proper
metric space has the MAP. To do so we will state a result due to Kalton [K1] which, for any
metric space M, gives a sequence of uniformly bounded linear operators on F(M). Note that
the uniform bound is not 1. Thanks to this result one can directly conclude that if M is a
countable compact metric space of ordre one, then its Lipschitz-free space has the BAP.

From this observation, an idea to generalize the result to countable compact metric spaces
of every order could be to use the three-space property of Godefroy and Saphar [G-S]. In the
second section of this chapter we will construct a counter-example to the use of this property
in this context.

In the third section we will prove that the Lipschitz-free space over a countable compact
metric space has the MAP. We will use a transfinite induction in which, in every step we will
apply the result of Kalton. We have already mentioned that, with this result, we do not obtain
norm 1 operators, thus, in order to keep control on the BAP constant, we can use Theorem 15
because the Lipschitz-free space is a dual space.

Finally, combining again the result of Kalton and Theorem 15, the last mentioned result
permits to conclude that the Lipschitz-free space over a countable proper metric space has the
MAP.

The third chapter will be devoted to the study of Lipschitz-free spaces over ultrametric
spaces. We will first prove that if M is a proper ultrametric space, then F (M) has the MAP. This
result has been generalized by Cith and Doucha [C-D] where they have proved the existence
of a monotone Schauder basis for the Lipschitz-free space over a separable ultrametric space.

Using the characterization of metric spaces whose Lipschitz-free space is a subspace of L4
due to Godard (Theorem 5) and the fact that the Lipschitz-free space over a proper ultrametric
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space is a dual space, we will prove that this last space is isomorphic to ¢;(N). This result has
also been generalized by Cuth and Doucha [C-D] to every separable ultrametric spaces. When
M is a proper ultrametric space we obtain that F (M) has a predual which is isomorphic to
co(N), this predual being lipo(M) in the case where M is compact.

The results of the two following sections have been obtained in a joint work with Pedro
Kaufmann and Antonin Prochazka. In the third section of this chapter we will prove that the
Lispchitz-free space over a ultrametric space is never isometric to a ¢; space, this result has
been proved independently by Cith and Doucha [C-D]. To prove it we will study the extreme
points of the unit ball of Lipy(M) and obtain that two of them are at distance less than two,
which is not the case in a f,, space. Extreme points being stable under linear isometry, we
will deduce that Lipy(M) is not linearly isometric to a f space and in particular F(M) is
not linearly isometric to a ¢; space. Moreover, when M is finite with n points, we will prove
that the unit ball of Lipy(M) cannot be written as the intersection of less than n(n + 1) — 1
half-spaces.

We know that separable ultrametric spaces can be regarded as subsets of separable R-
trees [Bu], this is why we looked more generally at such subsets. We will prove in a fourth
section that under some hypothesis, the unit ball of the Lipschitz-free space over a subset of a
separable R-tree admits extreme points at distance less than or equal to 1.

It has been proved by Bourgain [B] that the ¢}’s are uniformly complemented in Lipy(¢;(N).
In the annex we will adapt the proof of this result to obtain that the space ¢; (N) is complemented
into Lipo(¢1(N)).
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Chapitre 1

Dualité des espaces Lipschitz-libres

Ce chapitre sera consacré a ’étude de la dualité des espaces Lipschitz-libres sur des espaces
métriques qui seront compacts ou propres. Dans un premier temps, nous énoncerons le théoreme
de Petunin-Plichko et Godefroy qui permet de montrer, sous certaines conditions, qu’un espace
de Banach est un dual. Puis nous expliquerons comment nous l'utiliserons dans le contexte des
espaces Lipschitz-libres.

Dans une seconde section nous définirons les espaces petit-Lipschitz et donnerons cer-
taines de leurs propriétés avant de montrer que lorsque M est un espace métrique compact,
dénombrable ou ultramétrique, le dual de lipo(M) est I'espace F(M).

Pour terminer nous nous intéresserons aux espaces propres. Nous suivrons le méme plan que
dans le cas des espaces compacts mais au lieu de considérer 1’espace [ipy, nous en considérerons
un sous-espace bien choisi.

1.1 Théoreme de Petunin-Plichko et (Godefroy

Dans cette section nous allons énoncer le théoreme que nous utiliserons principalement pour
montrer qu'un espace Lipschitz-libre est un espace dual.

Ce théoreme, démontré en 1974 en URSS par Petunin et Plichko [P-P], n’a pas été diffusé
en dehors de ce pays au moment de sa découverte et a été démontré de maniere indépendante
par Godefroy en 1987 [Gol] (voir aussi [Go2]).

Définition 22. Soit X un espace de Banach. Un élément z* de X* atteint sa norme s’il
existe x € Sx tel que ||z*|| = (z*, x).
L’ensemble des éléments de X* qui atteignent leur norme est noté NA(X).

Définition 23. Soit X un espace de Banach. Un sous-espace Sy de X* est séparant si, pour
re X,
(x*,2) =0,Va" € Sp = = = 0.

Théoréme 24 (Petunin, Plichko; Godefroy). Soit X un espace de Banach séparable et Sy
un sous-espace fermé de X*. Si Sy C NA(X) et Sy est séparant, alors S§ est linéairement
1sométrique a X.
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Le cadre d’utilisation de ce théoreme sera le suivant :
Soit M un espace métrique pointé. Alors F (M) jouera le role de X et Lipg(M) celui de X*. 11
faudra ensuite, selon la nature de 'espace M considéré, définir Sy le sous-espace de Lipg(M)
vérifiant les hypotheses du théoreme.

Au lieu de montrer que Sy est séparant, nous montrerons en fait qu’il sépare uniformément
les points de M.

Définition 25. Soit (M, d) un espace métrique pointé. Un sous-espace Sy de Lipy(M) sépare
uniformément les points de M lorsqu’il existe une constante 1 < ¢ < +oo telle que :

Ve,y € M,3h = h,, € Sy vérifiant ||kl < cet |h(z) — h(y)| = d(z,y).
Proposition 26. Soit (M, d) un espace métrique pointé et S un sous-espace de Lip(M) vérifiant :

frg € S = max{f, g}, min{f g} € S.

Si So = SN Lipy(M) sépare uniformément les points de M, alors l’espace Sy est séparant.

Preuve : Pour montrer que Sy est séparant, nous utiliserons le lemme suivant, adapté du
Lemme 3.2.3. dans [W] :

Lemme 27. Supposons qu’il existe 1 < ¢ < 400 telle que :
Vo,y € M,3h = hy, € Sy vérifiant |||, < c et |h(xz) — h(y)| = d(z,y).

Alors, pour tout f € Lip(M) et pour tout A C M fini, il existe g € S vérifiant gja = fia et

lgllz < el fllz-
De plus si f € Lipo(M), alors g peut étre choisie dans Sy.

Preuve : Rappelons que S est stable par passage au minimum et au maximum et que .Sy sépare
uniformément les points de M, en particulier S sépare uniformément les points de M.

Soit f € Lip(M) et A C M fini. Alors quel que soit x # y dans A, il existe h,, € S tel que
|yl < cet|hyy(x) — hyy(y)| = d(z,y). Posons alors

@ - Iwl

f:c, - x,
! d(z,y) Y

et remarquons que || foylle < ¢l fllz et [foy (@) = foy (W) = [f(2) = f(y)].
Quitte a multiplier f,, par —1 et a remplacer f,, par f,, + (f(z) — fz(x)), supposons
foy(x) = f(2) et fry(y) = f(y). Dans ce cas la fonction f,, vérifie encore || fo,llz < c|lfllz-
Posons finalement
g = minmax f ,.

T€EA yFx
yeA

Comme 'espace S est stable par passage au minimum et au maximum, la fonction g appartient
a S. De plus, ||g|lz < c||f]|z et pour z € A, g(z) = f(z). En effet, mgxfzyy(z) = f(2) et donc
y#z
yeA
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1.1. Théoreme de Petunin-Plichko et Godefroy

g(z) < f(2). De plus, pour tout x € A\{z}, max foy(2) = fo:(2) = f(2), dou g(z) > f(z) et
finalement g4 = fja. v

Si f € Lipg(M), en considérant Ay = A U {0}, il existe g € S tel que ||g||lz < ¢||f|lL et
914, = fia,- En particulier g(0) = f(0) = 0, donc g € Sj. O

Revenons a la preuve de la Proposition 26. Soit v € F(M) tel que, pour tout g € S,
(g,7) = 0. Montrons que v = 0, c’est-a-dire que pour tout f € Lipo(M), (f,7) = 0.
Soit f € Lipg(M) et ¢ > 0. Il existe n € N, A = {xy,...,2,} C M et ay,...,a, € R tels

que
Y= Z ai590¢
=1

D’apres le lemme il existe g € Sy telle que ||g||. < ¢/ f]lL et gja = fla. Ainsi,

9
S —
rany AT

i=1 i=1
<\ = gl <
= — 9L~ €
(L+ o)l fllz
et v = 0. Finalement, Sy est séparant. O

En résumé nous avons montré la proposition suivante :

Proposition 28. Soient (M,d) un espace métrique pointé et S un sous-espace de Lip(M) tel
que :

- S est stable par passage au mazimum et au minimum,

- So = SN Lipg(M) est un sous-espace fermé de Lipo(M) et

- So C NA(F(M)).
Si So sépare uniformément les points de M, alors l'espace F(M) est linéairement isométrique

au dual de Sy.
Il est en fait possible d’énoncer un résultat équivalent au Corollaire 3.3.5 de [W] :

Proposition 29. Soient (M,d) un espace métrique pointé et S C Lip(M) stable par passage
au mazimum et au minimum tel que Sy = S N Lipo(M) soit un sous-espace fermé de Lipy(M)
vérifiant Sy C NA(F(M)). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Ja > 1:Vx,y € M,3h € Sy, ||h||L < a et |h(x) — h(y)| = d(x,y),

(b) Ya > 1:Vz,y € M,3h € Sy, ||h||L < aet |h(x)— h(y)| =d(z,y),

(c) 3> 1:f € Lipp(M),YA € M fini, 3g € S, gl < bz ot g4 = fia
(d) Yb>1:Vf € Lipo(M),vA C M fini,3g € S, ||gl[r < bl|f|[ et gja = fia,
(e) S;=F(M) et S§* = Lipy(M).
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Dans [W] cet énoncé est donné pour S l'espace des fonctions petit-Lipschitz mais il est vrai
des que S est stable par passage aux maximum et minimum ((a) = (c¢)), Sp fermé et dans
NA(F(M)) ((c) = (e)).

Lorsque 'espace métrique (M, d) est compact nous montrerons que 'espace F(M) est le
dual de lipg(M). Lorsque (M, d) est un espace propre, nous montrerons que ’espace So(M)
suivant est un prédual de F (M) :

So(M) =< felipg(M); lim sup M: 0

T 4 ou y¢B(0,r) d(JJ? y)
TH£Y

1.2 Espaces petit-Lipschitz

1.2.1 Définition et propriétés

Dans Weaver [W] les espaces lipg(M) considérés sont ceux des espaces métriques compacts
M. Nous allons définir ces espaces en toute généralité méme si nous montrerons que lipg(M)
est un prédual de F(M) uniquement dans le cas compact.

Définition 30. Soit (M, d) un espace métrique. L’espace lip(M) est le sous-espace de Lip(M)
formé des fonctions f qui vérifient :

Ve>0,30 >0 : d(z,y) <d=|f(x) = fly)| <ed(x,y).
L’espace lipg(M) des fonctions petit-Lipschitz est alors

lipo(M) = lip(M) N Lipo(M).

Remarque 31. L’espace lipg(M) est un sous-espace fermé de Lipy(M ).

Exemples :
1. Sif € lipo([0,1]), alors f est dérivable et f' = 0. De plus f(0) = 0, donc lipy([0, 1]) = {0}.
2. Si M ={0}U{X;n € N}, les fonctions de lipy(M) sont les fonctions constantes égales &
zéro autour de 0.

3. Si M est l'espace discret (d(x,y) = 1,Vx # y), alors lipg(M) = Lipo(M). En effet, pour
tout € > 0 il suffit de prendre 6§ = %, par exemple.

4. Plus généralement, si M est uniformément discret (30 > 0 tel que Vx # y,d(z,y) > 0),
alors lipg(M) = Lipy(M) avec § = £ pour tout e.

Nous avons vu précédemment que pour montrer qu'un espace Sy est un prédual de F (M)
en utilisant le théoreme 24, nous aurons en particulier besoin de montrer que S est stable par
passage au maximum et au minimum. C’est le cas de lip(M) (cf. Proposition 3.1.4 [W]) :
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1.2. Espaces petit-Lipschitz

Proposition 32. Soient (M, d) un espace métrique et f,g € lip(M).
Alors max{f, g}, min{f, g} € lip(M).

Preuve : Commengons par montrer que la composée d’une fonction de lip(M) par une fonction
Lipschitzienne est dans lip(M). Soit f € lip(M) et h: f(M) — R Lipschitzienne.
Soit € > 0. Comme f € lip(M), il existe § > 0 tel que

d(z,y) <0 = | f(z) — ()] < W d(, y).

Alors,
d(z,y) <6 = |ho flz) —ho f(y)l <hlclf(x) = f(y)| < ed(z,y)
et finalement h o f € lip(M).
Maintenant soient f et g dans lip(M). D’apres ce qui précede, |f — g| € lip(M). D’ou
tg+|f— tg—|f—
max{f,g} = U 2|f 9l et min{f,g} = U 2|f i € lip(M). O

D’apres la Proposition 26 nous pouvons en déduire que si lipy(M ) sépare uniformément les
points de M, alors cet espace est séparant.

1.2.2 Cas particulier des espaces compacts

Lemme 33. Soit (M,d) un espace métrique pointé compact. Alors les éléments de lipo(M)
attergnent leur norme.

Preuve : Soit f € lipg(M). 11 existe § > 0 tel que

|f(z) — FW)] < ”f2”L des que d(z,y) < 6.

d(x,y)
Ainsi, ||fllL = sup M et {(z,y) € M?; d(z,y) > 0} est un ensemble compact
TFY d(l‘, y)
d(w,y) =26
donc ce supremum est atteint en un couple (xg, yo).
Ozg — O
Alors, f € F(M)* atteint sa norme en y = ———=
d(zo, Yo)
Ogy — 0 f(xo) = f (o)
(o) =) = ——~—=lf]
d(z0, Yo) d(zo, yo)

]

Finalement pour montrer que ’espace Lipschitz-libre sur un ensemble compact M est un
espace dual, il suffira de montrer que 'espace lipy(M) sépare uniformément les points de M
(proposition 28).

Pour clore cette section sur I'espace petit-Lipschitz d’un espace métrique compact, mention-
nons un résultat du a Kalton [K1] que nous utiliserons au Chapitre 3 pour montrer que I’espace
Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique compact admet un prédual isomorphe a c¢o(N).
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Théoreme 34 (Kalton, 2004). Soit (M, d) un espace métrique pointé compact. Alors pour tout
e > 0, lespace lipy(M) est (1 + €)-isomorphe & un sous-espace de co(N).

Rappelons la preuve de ce théoreme, en vue de 'adapter au cas des espaces métriques
propres.

Définition 35. Un réseau d'un espace métrique (M, d) est un sous-ensemble R de M tel qu'’il
existe 0 < €7 < €5 < +00 pour lesquels :

- d(x,y) > e pour tout z # y de R,

- pour tout x € M, il existe y € R tel que d(z,y) < es.

Preuve : Supposons € < 1. Munissons I'espace M x M de la distance

d'((z1,72), (Y1, y2)) = max{d(z1,y1), d(z2,y2)}-

Pour n € Z, soit F,, un 2" 3e-réseau du compact {(z1,2z2) € M x M : 2" < d(z1,z) < 271}
Pour n assez grand, ce réseau est vide et donc F' = U,z F), est dénombrable et nous pouvons
définir T : lipg(M) — co(F) par

f(x1) — fla2)
d(l‘l, ZEQ)

Il est clair que ||T|| < 1. Maintenant soit y; # y» € M et n € Z tel que 2" < d(yy,yo) < 271
Il existe (v1,22) € F), tel que d'((21,2), (y1,92)) < 2" 7. Alnsi, d(w1,22) < 2" %e +d(y1, ).
Soit f € lipo(M). Alors

() = flya)l _ |f(x1)_f(x2>|+ [f (1) = Fly)l + 1S (22) = f(3a)

Tf(x1,x9) = , f € lipg(M), (x1,x2) € F.

dlyr,y2) = dyi,y2) d(y1,yo)
< |f(z1) — f(22)]| N 1 flle(d(z1, y1) + d(22,y2))
T dyi ) d(y1,y2)
_dnm) i)~ S| 2
~ d(y1,v2) d(z1, x2) 2n
n—2
el o
< (1 + E) X T fleo + 17112 X €
4 4
Donc
7l < (145) x 1Tl + 102
et finalement || f||z < (14 &)||Tf]|c,- O

Nous utiliserons ce résultat pour montrer que dans le cas des espaces ultramétriques com-
pacts, les espaces petits-Lipschitz sont isomorphes a ¢o(N).
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1.2. Espaces petit-Lipschitz

1.2.3 Application : lipy(M) comme prédual

Rappelons que pour montrer que 1’espace Lispchitz-libre sur un espace métrique compact
M est le dual de lipo(M), il suffira de montrer que ce dernier espace sépare uniformément les
points de M.

L’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique compact dénombrable est un espace
dual

Définissons la dérivation de Cantor-Bendixon :
Soit (M, d) un espace métrique. Notons :
- M’ Pensemble des points d’accumulation de M,
- M@ = (M©@=DY pour a un ordinal successeur,

- M@ = N M® pour a un ordinal limite.
B<a
Un espace métrique compact (M, d) est dénombrable si et seulement s'il existe un ordinal

dénombrable « tel que M@ soit vide.
Rappelons qu'un espace métrique M est parfait lorsque M’ = M. En particulier pour tout
ordinal o, M@ = M.

Théoréme 36. Soit (M,d) un espace métrique pointé compact et dénombrable. Alors F (M)
est le dual de lipo(M).

Preuve : D’apres la proposition 28, il ne reste plus qu’a montrer que lipo(M) sépare uni-
formément les points de M, c’est-a-dire :

de > 1, Vo,y € M, 3h € lipg(M), ||h|L < ¢, |h(z)—h(y)| =d(z,y).

Soient x # y € M. Posons a = d(z,y) et considérons B la boule fermée de centre x et
de rayon 5. Comme M est compact et dénombrable, il en est de méme pour B et il existe un

ordinal dénombrable aq tel que B(®) soit fini et non vide : soient k; € N* et yl,--- ¢y € M
tels que B0 = {yl ... 4"} Sion note ai = d(yi, x) pour 1 < i < ki, alors il existe 7, < k;
et vl <--- <o tels que {al,---,a} = {v},--- o'}

En posant

oy =min (({o}, 5o O}) U e} — i, 2 < <))

définissons ¢y : [0, +o00[ — [0, +o0[ par

0 ,tG[O,%[—‘/IO,
pirt)=q v L te vl -G+ =V 1<i<n,
% 9 tE]%—%,‘i‘OO[I: ‘/1T1+1,

(1 continue sur [0, +oo[ et affine sur chacun des intervalles de [0, 400 \ U5 Vi
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Il n’est pas difficile de voir que la pente de ; sur chacun de ces intervalles est au plus 2, et
donc |1 < 2.

Notons f la fonction distance & z et définissons C; = f~1 ([0, +oo[\ UlLs' Vi) (la partie
grise sur le dessin suivant) :

- Si C} est fini ou vide, définissons h(-) = 2 (¢ 0d( - ,x) — ¢1(d(0,z))). Alors ||h||z < 4,
|h(z) — h(y)| = d(z,y) et h(0) = 0. Posons

'U1/2, si Cl = (Z),
d=14 1
§min ({v1,sep(Ch)} U {dist(z, M\C}), z € D1}), sinon,

avec

sep(Cy) = inf{d(z,t), z #t, z,t € Cy}
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1.2. Espaces petit-Lipschitz

et

Dy = £ ([0, +00\ U5 V7).
Remarquons que § > 0 : en effet, v; > 0 et C} est fini donc sep(C;) > 0. De plus pour
tout z € Dy, dist(z, M\Cy) > 0 et D; est fini.
Il s’ensuit que pour z # ¢t € M, si d(z,t) < § alors z et ¢ n’appartiennent pas a D; et il
existe i < ry tel que z,t € f7! (7{) Ainsi h(z) = h(t), c’est-a~dire que h € lipy(M).

- Supposons maintenant C; infini. Comme C'; est un sous-ensemble de B, pour tout ordinal
a, 'ensemble Cfa) est un sous-ensemble de B . De plus C; a été construit de telle sorte
que C; N B(@) = (), donc CYXO) = (). Or C; est un ensemble compact, donc il existe un
ordinal 1 < oy < ag tel que C’fal) soit fini et non vide : soient ky € N et yd, - - ,yl;? e M,

tels que C\° = {yl -+ y*}. En notant ai = d(yi,z),1 < i < ko, il existe ry et
vs < - < vh? tels que

{CL%,' o ,CLSZ} - {U%W' : ngz}‘
En posant
vy =min {4, vy — 4, (¢ —2) v} u{vh—ovjt, 2<i<r}
v

U‘H(“i‘zl)— vil, 1<i<ry,1<j<nr}
U{lvs — (v +3)], 1 < i<y, 1 < j <y},

définissons la fonction continue s : [0, +00[ — [0, +00] par

ri+1
t) ,te Vi,
p2(t) = 1) H !
©1(vh) ,te}vé 23,112—1-23[: Vi, 1<i <y,

et ¢» affine sur chacun des intervalles [0, +oo[\((U/L5' Vi) U (U2, V5)) :
©2

IS

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
1‘
1 2 a
2

La constante de Lipschitz de 9 est le maximum de ||p1||, et des nouvelles pentes de ps.

Un calcul direct donne |[¢af|, <2 x (14 ) = %
Définissons maintenant Cp = f~1([%, 2 — %]\ (UL, V7)) U (U2, V3))).
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

- Si Gy est fini ou vide, en posant h(-) = 2 (g 0 d( - ,x) — ¢2(d(0,2))), alors ||h[|, < 12,
|h(z) — h(y)| = d(x,y) et h(0) = 0. De plus avec

vy /4, si Cy =0,

0<do=¢1
Zmin ({ve,sep(Cy)} U {dist(z, M\Cs), z € Ds}), sinon,

ou

Dy =7 (155 — PN (v v (uz W) ).
= h

4
si z,t € M sont tels que d(z,t) < 0, alors h(z)
appartient a lipg(M).

- Si Cy est infini, nous procédons par récurrence jusqu’a obtenir C,, fini. Construisant
une suite strictement décroissante d’ordinaux, un tel C),, apparaitra en un nombre
fini d’étapes.

La fonction h obtenue vérifiera h(0) = 0, |h(z) — h(y)| = d(z,y) et

n 1 +o00 1
HhHL§2H<1+m> §2H<1+2j_1> =
j=1 j=1

Remarquons que la constante ¢ ne dépend pas du choix de z et .
Finalement, avec

(t) et nous obtenons que h

Un )2, si O, = 0,
0<9d= 1
2—n(min{vn, sep(Cy)} U {dist(z, M\C,,), z € D,}), sinon,
si z,t € M sont tels que d(z,t) <4, alors h(z) = h(t) et finalement h € lipy(M).
En conclusion nous avons montré que pour tous z,y € M il existe une fonction h € lipg(M) de
norme inférieure a ¢ qui sépare x et y. C’est-a-dire que lipy(M) sépare uniformément les points
de M. Appliquons alors la proposition 28 pour conclure que F(M) est le dual de lipo(M). O

L’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique compact est un espace dual

Définition 37. Un espace métrique (M, d) est dit ultramétrique si d vérifie I'inégalité sui-

vante :
Vo,y,z € M,d(z,y) < max{d(z, z),d(y, z)}.

Commencons par énoncer certaines propriétés des espaces ultramétriques que nous utilise-
rons par la suite :

Propriétés 38.

(1) Soient x,y € M etr > 0. Siy € B(x,r), alors B(y,r) = B(z,r). De méme pour les
boules fermées.
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(11) Soient x,y,z € M. Sid(x,y) < d(y,z), alors d(z,z) = d(y, 2).

(111) Pour tout r > 0, il existe une partition de M en boules fermées de rayon r.
Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour montrer le résultat :

Théoréme 39. Soit (M,d) un espace ultramétrique pointé compact. Alors F(M) est le dual
de lipo(M).

Preuve : 11 suffit de montrer que lipy(M) sépare uniformément les points de M.

Soit x,y € M. Posons a = @ et définissons h : M — R par

h(Z) = d(l’,y) (1B(:v,a)(z) - ]-B(ac,a)(o)) VS M.

Alors h(0) =0, |h(x) — h(y)| = d(z,y) et h est 2-Lipschitzienne :
- siz,t € B(z,a) ou z,t ¢ B(x,a), alors h(z) = h(t) et

|h(z) — h(t)] = 0 < 2d(z,1).
- Siz € B(x,a) et t ¢ B(x,a), alors B(z,a) = B(z,a) et donc d(z,t) > a. Ainsi,
|h(z) — h(t)| = d(z,y) = 2a < 2d(z,1).

I1 ne reste plus qu’a montrer que h € lipg(M). Soit § = a. Remarquons tout d’abord que si
d(z,t) < § = a, alors z € B(x,a) si et seulement si t € B(x,a). Ainsi,

Vz,t € M,d(z,t) <6 = |h(z) — h(t)] = 0.

Finalement nous avons montré que h est une fonction de lipy(M ), 2-Lipschitzienne et qui
sépare z et y. En conclusion, lipy(M) sépare uniformément les points de M et donc, d’apres la
proposition 28, F(M) est son dual. ]

1.3 Cas des espaces propres

1.3.1 L’espace Sy(M)

Commencons par rappeler la définition d’un espace propre :

Définition 40. Un espace métrique (M,d) est dit propre lorsque toutes les boules fermées
sont compactes.

Lorsqu’il s’agira de montrer que I'espace Lipschitz-libre sur un espace métrique propre est
un dual, les grandes lignes seront les mémes que dans le cas compact. Au lieu de considérer
I'espace lipy(M) nous en considérerons le sous-espace suivant :

. ) f
So(M) =< f €lipg(M) ; TE?OO SZE( )(d(x—y) =0,
z ou y¢B(0,r )
xFy
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

avec la convention sup () = 0.

Il est clair que So(M) est un sous-espace vectoriel fermé de Lipy(M). Commengons par
montrer que l'espace

S(M)=«q felip(M); lim sup M:O
T2F% 4 ou y¢B(0,r) d(fL‘, y)
zAy

est stable par passage au maximum et au minimum et que, dans les cas des espaces propres,
les fonctions de Sy(M) atteignent leur norme :

Lemme 41. Soit (M, d) un espace métrique. L’espace S(M) est stable par passage au minimum
et au maximum.

Preuve : Soient f,g € S(M) et € > 0. Il existe R > 0 tel que pour tout = # y tels que x ou y
ne soit pas dans B(0, R),

f(x) = fly) g9(z) —g(y) ..
d(z,y) ~ dv,y) T

Soient z,y tels que  ou y n’appartienne pas & B(0, R). Supposons que f(z) < g(x), lautre cas
se traite de la méme facon.

- Si f(y) < g(y), alors

—e <

min{ f, g}(z) —min{f, g}(y) f(x) - f(y)

d(x,y) d(z,y)

et

max{f, g}(z) — max{f,g}(y) g(z)—g(y)

- Si f(y) > g(y), alors

f(x) = f(y) - min{ f, g}(r) —min{f,g}(y) f(x) —g(y) _ g(x)—g(y)

Aoy i(.y) T iy

et

flx) = fy) - max{ f, g}(r) —max{f,g}(y) g(z)— fly) _g() —g(y).

d(z,y) ~ d(z,y) ~ d(zy) =

Dans chacun des cas nous obtenons,

< min{ f, g}(x) — min{f, g}(y) max{f,g}(r) — max{f,g}(y) <.
- d(z,y) ’ d(z,y) -
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1.3. Cas des espaces propres

Finalement,
. min{ f, g}(z) — min{f, g}(y)
lim sup =0
TF0 4 or y¢B(0,r) d(l’, y)
TFY
et
. max{f, g}(z) — max{f, g}(y)
im sup =0.
T 4 or y¢B(0,r) d(l’, y)
x#y
De plus nous avons déja vu que lip(M) est stable par passage au minimum et au maximum,
dOHC min{f,g},max{f,g} ES(M) D

Lemme 42. Soit (M,d) un espace métrique pointé propre. Alors les éléments de So(M) at-
teignent leur norme.

Preuve : Soit f € So(M). 1l existe R > 0 tel que

v W@ =W W
x ou y¢B(0,R) d(l’, y) o 2 .

TH#Y

De plus f € lipy(M) donc il existe § > 0 tel que
|f(x) = ()l < /1

d(z,y) 2
des que d(x,y) < 0.
Ainsi,
ey J@ S0
TF#Y d(ZL‘, y)
z,y€B(0,R)
d(z,y)>0

et I'ensemble {(x,y) € B(0,R),x # y,d(x,y) > 0} est compact donc ce supremum est atteint

en un couple (xg, yo).

5“”0 _5@10 .

Finalement, f atteint sa norme en v = Arome) -

Ozy — Oyo o S (20) — f(1o)

<f’ 7> N d(SUo,yo) a d(fb’o’yo)

= [I£1lz-

]

Enfin dans le cas des espaces métriques propres, la conclusion du théoreme 34 est vérifiée
pour Sy(M) :

Lemme 43. Soit (M,d) un espace métrique pointé propre. Alors pour tout ¢ > 0, l’espace
So(M) est (1 + €)-isomorphe a un sous-espace de co(N).
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Preuve : Supposons € < 1. Considérons I'espace M x M muni de la distance

d/((ﬂfl, T2), (y1,%2)) = max {d(z1,y1),d(z2,y2)} -
Pour k € Z, définissons 1'espace compact :
Cox = {(a:l,xg) €M xM; d0,z)<let 28 <d(zy, ) < 2k+1}
et si 7 € N*, soit le compact

Cir={(z1,22) € M x M ; 27" < d(0,21) <2 et 2" <d(ay,2p) < 2"}

2k=3¢-réseau fini de Cjj. Alors 'ensemble F' := |J Fj est dénombrable.

JjeN
kEZ

Considérons Fjj un

Définissons un opérateur T, de So(M) dans ¢o(F') par :

[ fl) = )
e ( d(z1, x2) )(m,m)ezf’f © S0

Pour commencer justifions que 7" est & valeurs dans ¢o(F'). Soit f € S(M) et a > 0.
- La fonction f appartient a lipy(M) donc il existe K € N tel que pour tout k < —K, si

d(z1, ) < 28 alors
|f(z1) — f(z2)] <a

d($1,l’2)
Ainsi, pour tout j € N, k < =K, et (z1,22) € Cjy,

| f(@1) — f(x2)]
d($1,l’2) S @

. fx) = fly)
- De plus, lim sup -
TF% 4 ou y¢B(0,r) d(l‘, y)
o zAy
r ¢ B0,r)ety e M,

= 0, donc il existe R > 0 tel que pour tout » > R,

£@) — F)
— <
d(z,y)
Alors si 2771 > R et k € Z, pour tout (x1,22) € Cjy, nous avons d(0,x1) > 2"t > R et

donc
[f(21) = flao)] _
<a
d(ﬂ?l, I'Q)
Maintenant si 2/~! < R, alors il existe N € N tel que pour tout k > N, 2¥ > 3R. Ainsi
si (21, 29) € Cjx, nous avons d(0, z9) > d(z1,z9) — d(0,21) > 2¥ — 29 > R et donc

|/ (21) — f(x2)]
d(Il,I'Q) S @
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1.3. Cas des espaces propres

Finalement T'f € ¢o(F') pour f € So(M).
La norme de T est clairement inférieure a 1. Il ne reste donc plus qu’a montrer que

11l < (T4 )T Slley-

Solent y; # yo € M et j € Nk € Z tels que (y1,y2) € Cji. Il existe (z1,22) € Fjy, tel que

d'((y1,y2), (21, 22)) < 287%.
Soit f € So(M),

F) = 1)l f ) = fle)] @) = Fly)] + [£(22) = fls)

d(yi,y2) = d(y,y2) d(y1,92)
< |f(z1) — f(2)] n | fllz(d(z1, y1) + d(z2,y2))
- dy,ye) d(y1,y2)
d(z1, ) » |f(x1) — f(22)] n | fll 252 y
~ d(yr,y2) d(z1, z2) 2k
2"%e + d(y1, 1) [paip
< o) X T flle, + 1 <€
< (1+§> sl + 10 e

Ainsi || Tf|le, < 1flle < A +e)||Tf|le, et donc So(M) est (1 + ¢)-isomorphe a un sous-espace
de ¢o(N). O

Tout comme dans le cas des espaces compacts, nous utiliserons ce résultat pour montrer
que si M est un espace ultramétrique propre, alors So(M) est isomorphe & ¢(N) lui-méme.

1.3.2 Application : Sy(M) comme prédual
L’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique propre dénombrable est un dual

Théoreme 44. Soit (M, d) un espace métrique pointé propre et dénombrable. Alors F(M) est
isométrique au dual de So(M).

Preuve : Pour pouvoir utiliser la proposition 28, montrons que So(M) sépare uniformément les
points de M.

Soient x,y € M. L’idée de la construction de la fonction h qui sépare z et y est la méme que
dans le cas ou M est compact : définir une fonction constante autour des points d’accumulation.
Cependant pour que cette fonction h appartienne a Sy(M ), nous allons la définir pour qu’elle
s’annule en dehors d’une certaine boule.
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Posons a = d(z,y). L’espace M étant propre et dénombrable, la boule B (x, 37“) est compacte

et dénombrable. Il existe donc un ordinal dénombrable g, k; € N et y1, - ,yfl € M tels que

— 3a () &

B<I77> :{yi"' 7yll}~
Soient alors 71, s1,t et up < -+ <uf! <L <of <<t <a<w <o <wp <3 gels
que

{d(I,yi),l <1< kl} - {uia 7u71"1’vi’,,, Ul 7w17'” }
Posons
Uy = min {27 ul? ; uqlv w% a, __wl }\{0}
Uful =i, 2 <i <rm}u{w) - ,2<i<t}

et définissons ¢ : [0, +00] — [0, +-00[ par

0o Liefos[=01, |
ul ctelut =B ui+u[:=Uf, 1<i<mr,
plt)=4 5 tels-targ[=w,
%_wi ,tE]wi—%,Uﬂi‘I‘%[: 127]-§Z<t1;
0 ,te e qool = Wi,

[\G]}s}

P1

Remarquons qu’il n’y a pas de probleme de recollement car éventuellement l'intervalle W)
contient U* et W, et I'intervalle W{*** contient W}

La constante de Lipschitz de ¢, est inférieure a 2.

En notant f(-) = d(-, z), posons
Cr = f7H([0, oo \ (UioUT) U (U5 W1)))
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1.3. Cas des espaces propres

- Tout d’abord si C est un ensemble vide ou fini, définissons
h(-) = 2(prod(-,x) — p10d(0,2)).
Alors |h(x) — h(y)| = d(z, y), h(0) = 0 et [[h]|L < 4.
Montrons que h € lipg(M) en posant
u1/2, siCy =0,

d=1< 1
§inf ({uy,sep(Ch)} U {dist(z, M\C1), z € D1}), sinon,

ou
sep(Cy) = inf{d(z,t), z #t, z,t € Cy}
) Dy = 1 (0000 ((2a0T)  (125777)))

Comme C est fini, sep(Cy) > 0. De plus D; est fini et pour z € Dy, dist(z, M\C1) > 0,
ainsi 0 > 0.
Si z et t sont tels que d(z,t) < 4, ils n’appartiennent donc pas a D et il existe soit

0 <i<r tel que z,t € f~1 (7{), soit 0 < i <t +1 tel que 2z,t € f~1 <Wf>, donc
h(z) = h(t). Ainsi h € lipo(M).

Finalement il ne reste plus qu’a montrer que

i h(z) — hly) _
im sup =0.
T2H0 4 ou y¢B(0,r) d(lﬁ', y)
TAY
Soit e > 0 et r > 0 tel que 0 < d,y) <e.
r—3a/2—d(0,z) ~
.= = 5 h(z) — h(t)
Sl Z ¢ B(O,T) et t ¢ B(I, 37), alors W =0.

Maintenant si t € B(z,32), alors d(z,t) > d(z,0) — d(0,z) — d(z,t) et donc

h(2) —~ ht)| _ d(ay)
d(z,t) = d(z1)

<e.

Ainsi nous pouvons conclure que h € Sy(M).

- Supposons maintenant que ’ensemble C; est infini. Comme c’est un sous-ensemble de
B (x, 3—2“) , 'ensemble C’fa) est un sous-ensemble de B (m, 3—;)(a), pour tout ordinal . Or
C1 N B(z, %)) = () donc C'f%) = (). De plus C; est compact et dénombrable, donc il

existe a; < aq tel que Cl(al) est fini et non vide.
Alors il existe ky € N,yd, -+ yb2 € C} tels que

Cfal) = {yév e 7y§2}
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

et ro,ty € Njud < v < ul? 35— 3§+ﬂ<w5<---<w§2,telsque

{d(l’,y;) ) 1 S i S k2} = {U%, ,u?,w%,n- ,U}? .
Posons
Ug = min {%7u2 B (%

, FE)L (] =) —ub[} 1< i< 1< <)
O{min{je§ — (u] + 2)], | (] = %) —wil}, 1< i < 2,1 < j < #)
et définissons ¢, : [0, +00[ — [0, +-00[ par

pi(t) te (u;iOUl’) (U ““Wl)
902(75) = 901(1“2) , e uZQ 237“2 + 3 23 [ = Uﬁa I1<:< T2,
QOl(wé) ’ te wé 23,1,02—‘[-23[1 W27 1<Z<t27

et ¢y continue sur [0, 4+00] et affine sur chacun des intervalles de

[0, oo\ ((UZoU1) U (Ui W) U (U2, 07) U (U2, 7))

Alors la constante de Lipschitz de ¢y est inférieure a %. Posons
= C\f7 (U2, 01) U (U, 7)

- Sil’ensemble Cj est vide ou fini, la fonction h(:) = 2 (g o d(+, ) — 9 0 d(0, z)) vérifie
h(0) =0, [A(z) — h(y)| = d(z,y) et |hl|lL < 3 et avec

u2/47 sl CZ = (2)7

d=<¢1
me ({uz,sep(Cy)} U {dist(z, M\Cs), z € Ds}), sinon,

ot Dy = C1\f™! ((Ufilﬁf) U (U?ZIW{)), nous obtenons & > 0 et h(z) = h(t)
lorsque d(z,t) < 9, c’est-a~dire que h € lipy(M). La preuve de

. h(z) — h(y)
lim sup —=0
T+ 4 ou y&B(0,r) d(l‘, y)
7Y

est inchangée.
- Si O est infini, nous procédons par récurrence jusqu’a obtenir C), fini. La construction
d’une suite strictement décroissante d’ordinaux nous assure l'existence d’'un tel C,,.

La fonction h obtenue finalement vérifie h(0) = 0, |h(z) — h(y)| = d(z,y) et

”h”L<2H<1+ﬁ> 2H<1+ﬁ> =
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ol c¢ est bien une constante indépendante de x et y. De plus, avec

Uy /2", si C, =0,
d= 1 , .
o (min{u,, sep(Cy,)} U {dist(z, M\C,,), z € D,}), sinon,
nous obtenons § > 0 et si d(z,t) < 6, alors h(z) = h(t), i.e. h € lipo(M). Finalement, la fonction
h vérifie toujours

. h(z) — h(y)
lim sup ————=0.
T+ 4 ou y¢B(0,r) d(l‘, y)
z#y
Nous pouvons donc conclure que Sy(M ) sépare uniformément les points de M, et donc, d’apres
la proposition 28, F(M) en est un dual. ]

L’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique propre est un dual

Théoréme 45. Soit (M,d) un espace ultramétrique pointé propre. Alors F(M) est le dual de
So(M).

Preuve : Soient z et y dans M. Nous allons montrer que la fonction h définie dans la preuve
du théoreme 39 appartient a Sy(M).
Rappelons-en la définition. Soit a = 4=v) Définissons

h() = d(l‘, y) (1B(x,a)<') - 1B(r,a)(0)) .

Nous savons déja qu’elle sépare = et y, que sa constante de Lipschitz ne dépend pas de = et y
et qu’elle appartient a lipy(M ).
Soit € > 0 et r > 0 tel que 0 < rd% < e. Soit z ¢ B(0,7).

—d(0,x)—a
Sit ¢ B(x,a), alors
M) —h(t)
d(z,t)
Maintenant si ¢t € B(z,a), alors
h(z) — )| _ dzy)  dlzy)
= €.
d(z,t) d(z,t) — r—d(0,z) —a —

Finalement h € So(M), donc So(M) sépare uniformément les points de M et F(M) est le
dual de So(M) (proposition 28). O
1.4 Perspectives

Nous allons voir dans le chapitre suivant que la dualité des espaces Lipschitz-libres per-
met, lorsque ces derniers ont la propriété d’approximation, de conclure qu’ils ont la propriété
d’approximation métrique.
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Chapitre 1 : Dualité des espaces Lipschitz-libres

Apres s’étre intéressé aux espaces compacts et aux espaces propres, I’étape naturelle suivante
semble étre I’étude des espaces localement compacts. Cette classe d’espaces contient les espaces
métriques uniformément discrets et I’étude de leur espace Lipschitz-libre joue un role important
dans I'étude des propriétés d’approximations.

Définition 46. Un espace métrique (M, d) est approximable s’il existe une jauge w telle que
pour tout sous-ensemble fini £ de M et tout € > 0, il existe une fonction ¢ : M — M
uniformément continue telle que

- d(z,(x)) < e, pour tout x € E,

- I'image de M par ¢ est relativement compacte et

- wy(t) = sup{d(p(x), p(y)) ; d(z,y) <1} <w(t), pour tout ¢ > 0.
En particulier un espace de Banach ayant la propriété d’approximation est approximable.

Apres avoir montré que si X est un espace de Banach tel que X* est séparable, alors X et
X* sont approximables, Kalton [K2] pose la question de savoir si tous les espaces de Banach
séparables sont approximables.

Dans ce méme article il a montré qu'un espace de Banach séparable X est approximable si
et seulement si I'espace Lipschitz-libre sur un réseau de X a la BAP (si et seulement si I’espace
Lipschitz-libre sur tout réseau de X a la BAP, les réseaux étant Lipschitz-équivalents dans les
espaces de Banach de dimension finie). Ainsi en montrant que pour tout espace métrique M
uniformément discret, 1’espace F(M) a la BAP, nous obtiendrions que tout espace de Banach
séparable est approximable.

De plus, Kalton a montré dans [K1] que I'espace Lipschitz-libre sur un espace métrique M
uniformément discret a AP. En montrant que si M est uniformément discret et séparable, alors
F (M) est un dual, le Théoréme 15 permettrait de conclure que F (M) a la MAP.

Finalement mentionnons un autre probleme ouvert dans I’étude des propriétés d’approxi-
mation ([C1], [K1]) : I'espace ¢;(N) a-t-il la MAP pour toute norme équivalente ?

Montrer qu’il existe un espace uniformément discret M tel que F(M) n’a pas la BAP
permettrait de répondre a cette question par la négative (voir [K1], [K2]).
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Chapitre 2

Propriété d’approximation métrique
sur I’espace Lipschitz-libre d’un espace
métrique dénombrable propre

La premiere section de ce chapitre permet d’introduire la “décomposition de Kalton” [K1] :
ce sera le résultat central que nous utiliserons dans ce chapitre pour montrer que les espaces
Lipschitz-libres considérés ont la BAP. En section 2.2 nous énoncerons la propriété des 3-espaces
de Godefroy et Saphar [G-S| et construirons un contre-exemple & son utilisation “directe” pour
montrer que l'espace Lipschitz-libre sur un compact dénombrable a la BAP. Les sections 2.3
et 2.4 seront dédiées aux résultats positifs.

2.1 Décomposition de Kalton
Soit (M, d) un espace métrique pointé. Considérons, pour k € Z, l'opérateur

Tp: F(M) — F(M)

)
8

)

¢ B
k+1—log,d(z,0))0,, x€B
€cB
€cB

—~

O log, d(x,0) — (k— 1))d,, «

)

o
8

Remarquons que si d(z,0) = 2%, alors
k+1—logyd(z,0) =log,d(x,0) — (k—1)

et si d(z,0) = 2871 alors
log, d(z,0) — (k—1) = 0.

Kalton [K1] a montré le résultat suivant :
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Chapitre 2 : Propriété d’approximation métrique sur ’espace Lipschitz-libre des espaces
métriques dénombrables propres

Proposition 47 (Kalton). Siy € F(M), alors v = Y Tiy avec Y || Tey||l oy < 72|\ Y||Fear) -
ke keEz

En particulier la convergence de . Ty est inconditionnelle.
kEZ

Nous l'utiliserons comme suit :
Pour (M, d) espace métrique pointé et N € N, notons Ay = {0} U (B(0,2V 1)\ B(0,27V~1)).
D’apres ce qui précede, il existe une suite d’opérateurs

Sy= Y Tp:F(M)— F(Ay)
k=—N

de normes inférieures a 72, qui converge fortement vers I'identité.

Exemple 48. Si M est une suite convergeant vers 0, alors 0 est le seul point d’accumulation
et pour tout N € N, 'ensemble Ay est fini. Ainsi opérateur Sy est de rang fini et F(M) a la
72-BAP.

2.2 Remarque sur la propriété des trois espaces de
Godefroy-Saphar
Commengons par énoncer le résultat de Godefroy et Saphar [G-S].

Théoréme 49 (Godefroy, Saphar). Soit F' un sous-espace fermé d’un espace de Banach X tel
que F'+ soit complémenté dans X* et X/F ait la propriété d’approzimation bornée. Alors X a
la propriété d’approximation bornée si et seulement si ' [’a.

Soit (M, d) un espace métrique pointé et A un sous-ensemble fermé de M contenant 0.
Définissons le quotient M /A comme 'espace (M\A) U {0} muni de la distance :

dopya(i.7) = dist(x, A), y=0,
M/ASEY) = min {d(z, y), dist(z, A) + dist(y, A)},  z,y #0.

Montrons que l'espace Lipschitz-libre d'un quotient est le quotient des espaces Lipschitz-
libres (voir Propositions 1.4.3 et 1.4.4 dans [W]) :

Lemme 50. Soit (M,d) un espace métrique pointé et A un sous-ensemble fermé de M. Alors
F(M/JA) est linéairement isométrique a F(M)/F(A).
En particulier si o < wy, alors Uespace F(M)/F(M®)) est linéairement isométrique a

F(M/M®).
Preuve : Supposons sans perte de généralité que 0 € A. Alors,

{f € Lipog(M) ; Vx,y € A, f(z) = f(y)} ={f € Lipo(M) ; Yz € A, f(x) = 0}.
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2.2. Remarque sur la propriété des trois espaces de Godefroy-Saphar

Et puisque F(A) = vect {d,, = € A},
{f € Lipo(M) ; Va € A, f(x) =0} = F(A),
ce dernier espace étant linéairement isométrique a (F(M)/F(A))". En résumé :

{f € Lipo(M) ; Va,y € A, f(z) = f(y)} = (F(M)/F(A))",
cette isométrie étant w* — w*-continue.

Soit @ : {f € Lipo(M) ; Vx,y € A, f(z) = f(y)} — Lipo(M/A), définie par ®(f)(x) = f(x),
x € M/A, f € {f € Lipo(M) ; Vz,y € A, f(z) = f(y)}. Cette application est une isométrie
surjective, donc nous obtenons

F(MJA) ={f € Lipo(M) ; Vz,y € A, f(z) = f(y)} = (F(M)/F(A))".
Finalement, ® est également w* — w*-continue et nous pouvons conclure que
F(M)/F(A) = F(M/A).
O

Nous avons déja mentionné dans I'exemple 48 que si M’ = {0}, alors F(M) a la BAP. Ainsi,
nous aimerions montrer que si M® = {0}, alors F(M’)* est complémenté dans Lipy(M). En
effet, dans ce cas nous obtiendrions que :

- F(M') ala BAP,

- (M/M'") = {0} donc F(M/M'") = F(M)/F(M') ala BAP,

- et F(M')* est complémenté dans Lipg(M).
Grace au Théoreme 49 de Godefroy et Saphar, nous pourrions conclure que lorsque M = {0},
F(M) ala BAP. Finalement, nous pourrions espérer procéder par récurrence pour obtenir que
si M) = {0} pour a dénombrable, alors F(M) a la BAP.

Cependant,

Proposition 51. Il existe un espace métrique compact K tel que K® = {0} et F(K')* n’est
pas complémenté dans Lipy(K).

La preuve de cette proposition repose sur le résultat suivant, inspiré de la Proposition 7

dans [G-O] :

Proposition 52. Pour tout A > 0, il existe un espace métrique fini Hy et un sous-ensemble G
de Hy tels que si P : Lipo(Hy) — F(G\)* est une projection linéaire continue, alors || P|| > ).

Preuve : Procédons par I'absurde en supposant qu’il existe A\g > 0 tel que pour tout espace
métrique fini H et tout G C H, il soit possible de construire une projection linéaire de Lipy(H)
dans F(G)* de norme inférieure a ).

Soit K un espace métrique compact tel que F(K) n'a pas AP (un tel K existe par le
Corollaire 5 de [G-O]). 1l existe une suite croissante (G,)nen de sous-ensembles finis de K
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d’union dense dans K. D’apres I’hypothese, pour tout n € N et £ > n, il existe une projection
linéaire P¥ : Lipy(G}) — F(G,)*+ de norme inférieure a Ao, out F(G,)t C Lipo(Gy).

Fixons n € N. Pour k£ € N soit Ey : Lipy(Gr) — Lipo(K) l'opérateur d’extension (non
linéaire) donné par I'inf-convolution : pour f € Lipy(Gy) et z € K,

Epf(x) = inf {f(y) + | flld(z,y)}-

Rappelons que cet opérateur préserve la constante de Lipschitz.

Définissons un opérateur JADZ“ sur Lipy(K) : pour f € Lipy(K),

Pip = { et i) 22

Alors pour f € Lipo(K), |[PF(f)]lz < Aol fl-

Soit maintenant ¢/ un ultrafiltre non trivial sur N. Alors pour toute fonction f de Lipy (K),
définissons P, f = w* —%irg PE(f). Pour chaque x € K, x € Gy, a partir d'un certain rang donc, a
S

partir d'un certain rang, Ej P* (f|Gk) = Pk (f‘Gk) et P, est linéaire. Ainsi, P, est une projection
linéaire sur F(G,)t C Lipg(K) car P¥ est une projection sur F(G,)t C Lipy(G}). De plus,
pour tout f € Lipy (K), la suite (P, f)nen converge simplement vers 0 et || B, f|lL < Xollfl|z.

Finalement posons Q,, = Idpp, k) — Pn 1 Lipo(K) — Lipo(K). Alors @, est une projection
linéaire continue de rang fini. De plus [|Q,] < 1+ Ao et pour tout f € Lipy(K), la suite
(Qnf)nen converge simplement vers f.

Montrons que pour tout n € N, @, est w* — w*-continue. Soit (f;);en une suite de Lipy(K)
qui converge préfaiblement vers f € Lipy(K). En particulier cette suite est bornée et, comme
@, est continue, la suite (Q,(f;)) en est bornée. De plus, @, est de rang fini donc il existe une
sous-suite (Qn(fj,))pen qui converge en norme vers g € Lipy(K). Finalement, comme @, est
une projection et Ker ), est préfaiblement fermé, g = Q,,(f) et @,, est w* — w*-continue.

En conclusion il existe une suite d’opérateurs R, sur F (K ) admettant @, pour adjoint. Alors
les R, sont de rang fini, de normes uniformément bornées et (R,7y)nen converge faiblement vers
7, pour tout v € F(K). Le Lemme 19 permet de conclure que F(K) a la BAP, ce qui contredit
le fait que F(K) n’a pas AP. O

Finalement, passons a la construction du compact K de la Proposition 51 :

Preuve de la Proposition 51 : D’apres la Proposition 52, pour tout n € N, il existe un espace
métrique fini H, et G, C H, tels que toute projection linéaire continue de Lipo(H,) dans
F(G,)* soit de norme supérieure & n. Le plongement de Fréchet permet de voir H,, comme
sous-espace de (7 Ceci donne un espace ambiant dans lequel travailler.
Posons
a, =min{d(z,y), r #y € H,} > 0.
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Pour tout g € G, soit LY une suite dans EfoH", non stationnaire, qui converge vers g et qui est
contenue dans B (g, %") Définissons

Kn: (U L%) UHnu

geGn

alors G,, C H, C K,, et K, = G,,. Supposons que le diametre de K, est inférieur a 87".

Enfin, définissons
K = (U {n} x Kn> U {0}

neN
et munissons cet ensemble de la distance suivante :

d(o> (TL?x)) =2"",
i) m)) = { s,

Comme prévu nous obtenons K = {0}.

Il ne reste plus qu’a montrer que F(K’)* n’est pas complémenté dans Lipy(K ). Supposons
qu’il existe une projection linéaire continue P : Lipy(K) — F(K')*.

Définissons les opérateurs E, : Lipo(H,) — Lipo(K,), F,, : Lipo(H,) — Lipy(K) et
R, : Lipo(K) — Lipo(H,) comme suit :

f(z), =€ H,,

Ve L), (B = { J0 T

Vf € Lipo(H,), (Fof)(m,z) = { é?”f)(x)’ Z;g

Vf € Lipy(K), Rof = fimyxm,(n,-).
Finalement
P, = Ryo PoF,: Lipy(H,) — F(G,)*

est une projection linéaire continue. De I’hypothese faite sur H,, et G, nous déduisons que
| Pa|] > n. De plus || F,|| < 2, par le choix de a,.

En conclusion, pour tout n € N, la norme de P est supérieure a n/3, ce qui contredit le fait
que cette projection est continue. Ainsi, F(K’)* n’est pas complémenté dans Lipy(K). O]

2.3 Propriété d’approximation métrique de 1’espace
Lipschitz-libre d’un espace compact dénombrable

Pour montrer que ’espace Lipschitz-libre sur un espace compact dénombrable a la MAP
nous allons effectuer une récurrence transfinie qui utilisera le résultat classique suivant :
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Lemme 53. Soit (M,d) un espace métrique compact. Supposons qu’il existe o un ordinal
dénombrable et des sous-ensembles Fy, ..., F, de M®) qui soient ouverts-fermés, mutuellement
disjoints et tels que M(® = Fy U---UF,. Alors il existe Gy,--- ,G, des ouverts-fermés de M
mutuellement disjoints tels que M = Gy U --- UG, et Gz(»a) =

Preuve : Procédons par récurrence sur o < wy tel que M = FyU---UF,, avec F; ouvert-fermé
et F; N F; =0, pour tout 1 <i#j <n.
- Si o = 0 il suffit de choisir G; = F;, 1 < i < n.

- Supposons que le résultat soit vérifié pour o < wy. Soit {F;},.,., une partition en
ouverts-fermés de M@+,

Chaque F; est fermé dans M(®) qui est compact donc il existe des ouverts O; de M)
tel que F; C O; et O;NO; =0, pour i # j, et donc O = F;. Posons O = M@\ ur_, O
U =0,U0 et U; = O, pour 2 < i < n. Alors M® = ur U, Ul = F; et chaque U; est
ouvert-fermé dans M@ : en effet U; = O; est un ouvert de M@ pour i > 2. De plus les
points de O sont isolés dans M(® donc O, et par conséquent Uy, est ouvert dans M (@),
Finalement, comme M@ est égal & la réunion disjointe des U;, chacun de ces ensembles
est fermé.

Appliquons 'hypothese de récurrence pour obtenir Gy, - - - , G,, des ouverts-fermés de M
mutuellement disjoints tels que M = G; U --- UG, et GE“) = U,;. En particulier nous
avons G () _ p1<i<n.

- Pour terminer soit a un ordinal limite et M® = F, U--- U F, une umon dlsJomte
d’ouverts-fermés. Il existe Oq,--- ,O,, des ouverts de M tels que F; C O;, O = F; et
O;NO; =0 pour i # j.

Posons F'= M\ UL, O, alors (g_, F'N M® = Fn M@ = (. Or F est compact, donc
il existe B < a tel que F'N M®P) = (), c’est-a-dire M@ c U ,0;. De plus M®) est
'union disjointe des O; N M) 1 <4 < n, qui sont des ouverts-fermés de M#) . D’apres
I’hypothese de récurrence : M G1U---UG,, ou les G; sont des ouverts-fermés de M
mutuellement disjoints tels que G(B ) = OZ- NM® = OEB ). Pour conclure, f < «a donc
Gz('a) = ﬂy<a GEW = ﬂ”/<o¢ Ozh = Oz(a = .

En combinant le fait que I'espace Lipschitz-libre sur un compact dénombrable est un dual
avec le théoreme de Grothendieck (Théoreme 15), la décomposition de Kalton nous permet de
démontrer le résultat suivant :

Théoreme 54. L’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique pointé compact et dénombrable
a la propriété d’approximation métrique.

Preuve : Procédons par récurrence sur a ordinal dénombrable tel que M) soit fini.
- Si M est fini alors F(M) est de dimension finie. Cet espace a donc trivialement la MAP :
le résultat est vérifié pour a = 0.
- Soit @ un ordinal dénombrable. Supposons que pour tout § < «, si N est un espace
métrique compact tel que N est fini, alors F(N) a la MAP.
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Soit (M, d) un espace métrique compact tel que M(®) est fini. D’apres le Théoreme 36,
F (M) est un espace dual. De plus il est séparable donc, d’apres le Théoréme 15, il suffit
de montrer que F(M) a la BAP.
Notons M@ = {ay,--- ,a,}. Les singletons {a;}, 1 <14 < n, sont des ouverts-fermés de
M@ D’apres le Lemme 53 il existe G4, -- , G, des sous-ensembles ouverts-fermés de
M mutuellement disjoints tels que M =G, U--- UG, et GEO‘) ={a;}, i <n.
En notant M; = G; U {0}, 1 < i < n, Uespace F(M) est isomorphe a (i, F(M;)),, -
En effet, 'opérateur

[ = (f|Mi)::1

est surjectif et préfaiblement continu. De plus si
a= n;ininf {d(z,y), = € G;, y € G},
av

alors a > 0 par compacité de M et pour f € Lipy(M),

WWHL < [2(lloe < [1flz-
Donc @ est un isomorphisme et ainsi F(M) est isomorphe a (@i, F(M;)),, -
La BAP étant stable par isomorphisme, il suffit de montrer que (®jL,F(M;)),, a cette
propriété. De plus si chacun des espaces F(M;) a la BAP, leur somme ¢; 'aura car c¢’est
une somme finie. Nous allons donc montrer que lorsque M(®) est un singleton, F(M) a
la BAP.

- Supposons M@ = {0} sans perte de généralité. Alors pour tout N € N il existe 8 < a

tel que A%g) est fini et donc par hypothese F(Ay) a la MAP, ou
Ax = {0} U (B(0,2Y T\ B(0,27V71)).

La réunion des F(Ay) étant dense dans F (M), d’apres le Théoreme 18 il suffit de trou-
ver une suite d’opérateurs linéaires Sy de F(M) dans F(Ay) de normes uniformément
bornées et qui converge ponctuellement vers l'identité. Cette suite est donnée par la
décomposition de Kalton : il existe Sy : F(M) — F(Ay) tel que ||Sy|| < 72 et

lim Sy7y =, pour tout v € F(M).
N—+o00

Ainsi F(M) ala BAP et il est possible de conclure grace aux réductions faites en début

de preuve.
m

Corollaire 55. Soit (M, d) un espace métrique compact. Alors pour tout ordinal dénombrable
o tel que M/M@ £ (), espace F(M/M®)) a la propriété d’approzimation métrique.

Preuve : Soit M un espace métrique compact et a un ordinal dénombrable. Alors (M /M) )(a)

est vide ou réduit a {0} et donc M /M est un compact dénombrable. D’apres le Théoreme 54
son espace Lipschitz-libre a la MAP. O
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2.4 Propriété d’approximation métrique de 1’espace
Lipschitz-libre d’un espace propre dénombrable

Les boules fermées d'un espace propre étant compactes, en combinant le Théoreme 54 a la
décomposition de Kalton nous allons obtenir que I’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique
propre dénombrable a la 72-BAP. De plus nous avons montré dans le Chapitre 1 que ce dernier

espace est un dual, nous pourrons donc appliquer le Théoreme 15 pour conclure que cet espace
a la MAP.

Théoreme 56. L’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique pointé propre et dénombrable
a la propriété d’approximation métrique.

Preuve : Soit M un espace métrique propre dénombrable. Pour tout N € N, ’ensemble
Ay = {0} UB(0,2¥)\ B(0,27)

est donc compact et dénombrable. D’apres le Théoreme 54, son espace Lipschitz-libre a la MAP.
Comme précédemment (preuve du Théoréme 54), une combinaison du Théoreme 18 et de la
décomposition de Kalton permet de conclure que F(M) a la BAP.

En conclusion I'espace Lipschitz-libre sur un espace métrique propre dénombrable est un
espace dual, séparable qui a la BAP, d’apres le Théoreme 15 cet espace a la MAP. O

2.5 Perspectives

2.5.1 Existence de décomposition fini-dimensionnelle

Apres avoir montré que ’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique propre dénombrable
a la MAP, se pose la question de l'existence d’'une FDD. Une idée dans cette direction est
I’étude de la propriété .

Définition 57. Un espace de Banach X a
- la propriété m lorsqu’il admet une suite approximante bornée de projections.
- la propriété d’approximation bornée commutative (CBAP) lorsqu’il admet une
suite approximante commutative.
Lorsque la norme de ces opérateurs est bornée par 1, nous parlerons de propriété d’ap-
proximation métrique commutative (CMAP).

Il a été montré par Casazza [C2] et Casazza et Kalton [C-K] qu'un espace de Banach
séparable ayant la MAP et la propriété = admet une FDD :

Théoréme 58 (Casazza). Un espace de Banach ayant la propriété d’approzimation bornée
commutative et la propriété m admet une décomposition fini-dimensionnelle.

Théoréme 59 (Casazza, Kalton). Si un espace de Banach séparable a la propriété d’approxi-
mation métrique, alors il a la propriété d’approximation métrique commutative.
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La suite approximante (Sy)yeny donnée dans la décomposition de Kalton n’est pas une
suite de projections donc ne permet pas de conclure que I’espace Lipschitz-libre d’un espace tel
que M’ = {0} a la propriété 7. Méme si c¢’était le cas, nous obtiendrions la propriété = avec
une constante 72, ce qui, comme dans le cas de la BAP, ne nous permettrait pas de passer
aux compacts d’ordre infini. En effet, il n’existe pas de résultat du type Théoreme 15 pour la
propriété .

2.5.2 Existence de compact M tel que lipy(M) n’a pas AP, BAP

Nous avons montré que ’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique compact dénombrable
M est le dual de lipg(M) et a la MAP. Nous pouvons donc en déduire que dans ce cas, I’espace
lipo(M) a la MAP [Gr] (voir aussi [C1]).

D’une maniere plus générale il est naturel de se demander quels sont les espaces métriques
M pour lesquels 'espace lipg(M) a/n’a pas la MAP/BAP/AP. En particulier existe-t-il un
espace métrique pour lequel lipy n’a pas AP 7 Qu’en est-il du compact K tel que F(K) n’a pas
AP construit par Godefroy et Ozawa [G-O] 7 Existe-t-il un espace métrique M tel que F (M)
ait AP/MAP, mais pas lipg(M)?

2.5.3 Compacts totalement discontinus

En utilisant le raisonnement présenté plus haut, & savoir en montrant que F(M) a la BAP
puis que c’est le dual de lipy(M ), Godefroy et Ozawa [G-O] prouvent le théoréme suivant :

Proposition 60 (Godefroy, Ozawa). Soit (M, d) un espace métrique pointé compact. Supposons
qu’il existe une suite (€,)nen de Téels positifs qui tend vers 0, un réel p < % et une suite (Np)pnen
de sous-ensembles de M finis, ,-séparés et pe,-denses dans M. Alors F(M) a la propriété
d’approximation métrique.

Qu’en est-il de I'espace Lipschitz-libre sur un espace compact totalement discontinu en
général 7 Est-ce un espace dual ? A-t-il la MAP ?

Nous avons déja vu que dans le cas particulier des espaces compacts ultramétriques, ’espace
Lipschitz-libre est un espace dual. Nous allons montrer qu’il a la MAP.
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Chapitre 3

Sur ’espace Lipschitz-libre des espaces
ultramétriques

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a I’espace Lipschitz-libre des espaces ultramétriques.
Nous montrerons dans un premier temps que lorsque I’espace ultramétrique considéré est propre,
son espace Lipschitz-libre a la MAP. Dans une deuxieme section, nous verrons qu’il est iso-
morphe a ¢;(N). Ces deux résultats ont été généralisés par Cith et Doucha [C-D].

Nous savons que si M est un espace ultramétrique propre, alors F(M) est un dual. En
combinant ce résultat avec le précédent, nous montrerons que cet espace Lipschitz-libre a un
prédual isomorphe a ¢y(N). Dans le cas particulier ou M est un espace compact ultramétrique,
c’est I'espace lipg(M) qui est isomorphe a ¢o(N).

Nous montrerons ensuite que l'espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique M n’est
jamais isométrique a un espace ¢; en étudiant les points extrémaux de la boule unité de Lipg(M).

Pour finir nous nous intéresserons aux points extrémaux de la boule unité de 'espace
Lipschitz-libre sur des sous-ensembles d’arbre réel.

3.1 Propriété d’approximation métrique

Théoreme 61. L’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique pointé propre a la propriété
d’approximation métrique.

Preuve : Soit (M, d) un espace ultramétrique propre.
Construisons une suite (L, ),en d’opérateurs adjoints sur Lipg(M), de norme 1 et telle que
pour tout f € Lipg(M), la suite (L, f)nen converge simplement vers f.

Soit n € N. Comme M est ultramétrique, en particulier B(0,n) est ultramétrique et d’apres
la Propriété 38(iii), il en existe une partition en boules fermées de rayon 1/n. De plus M est
un espace propre, donc B(0,n) est compact et il existe 27, -- -, 2} € M tels que {B (a:?, %) ko

soit une partition finie de B(0,n). Définissons L,, : Lipo(M) — Lipo(M) comme suit : pour
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f € Llp()(M)a

L(f):M — R

N fzp), lorsque € B (a7, +),1 <1< ky,
0, x ¢ B(0,n).

1. Calculons la norme de L,,. Soient f € Lipy(M) et x,y € M.
- S'il existe i € {1,...,k,} tel que z,y € B (a7, 1), alors

| Ln(f)(2) = Lu(f)(y)| = 0 < [ fl[d(2,y).

- Six e E( %) et y € B(x
tramétricité et donc d(z,y)

\//—\

| Ln(f)(2) = Lu(N) ()| = |f(27) = F@)] < L flld(af, 25)
< [l max{d(z}, x), d(xf, )} = || f|d(z}, x)
< [1f 1l max{d(«F,y), d(z,y)} = [|fl|d(z, y).

- Enfin si # € B(0,n) et y ¢ B(0,n), alors B(0,n) = B(x,n) et d(z,y) > n. Soit
ie€{l, -, k,} tel que x € B (2,1). Alors,

i

[ Lu(f) (@) = L (F)W)] = [f (@) < [ flled(27, 0) < I flle < n < [1f]ld(z,y).

En conclusion || L, (f)|lz < ||fllz et donc || L,|| < 1.

2. Montrons que l'opérateur L,, est 7, — 7,-continu. Soit (f,)yen une suite de Lipy(M) qui
converge simplement vers f € Lipo(M). Soient € > 0, x € B(0,n) et i € {1,...,k,} tels
que = € B(al, %) Soit pg € N tel que |f,(2}) — f(z})| < e,Vp > po. Alors, pour p > py,

| L fp(2) = Ln(F)(@)] = [fo (i) — f(2)] < e

Ainsi la suite (L, f,)pen converge simplement vers L, f et l'opérateur L,, est 7, — 7,
continu. Nous avons mentionné que la topologie de la convergence simple sur Lipg(M)
coincide avec la topologie préfaible sur les bornés de Lipy(M). Ainsi l'opérateur L, est
I'adjoint d'un opérateur R,, : F(M) — F(M).

3. Enfin nous allons voir que pour f € Lipy(M), la suite (L, (f))nen converge simplement
vers f. Soit x € M et € > 0. Il existe n € N tel que x € B(0,n) et % < . Soit alors
i€{l,... ka} tel que z € B(a}, 1). Alors,

/1]

n

L f (x) = f2)] = [f () = f(@)] < [|fllod(ai, 2) <

<e.

Ainsi la suite (L, f)nen converge simplement vers f.
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En conclusion nous avons montré que la suite (L,),en est une suite d’opérateurs adjoints de
norme 1 telle que pour tout f € Lipy(M), la suite (L, (f))nen converge simplement vers f.
Nous en déduisons donc que (R, )nen telle que RY = L,, n € N, est une suite d’opérateurs sur
F(M) de norme 1 telle que pour tout v € F(M), la suite (R, (7))nen converge faiblement vers
7. Finalement, nous en déduisons que F (M) a la MAP en utilisant le Lemme 19 (combinaisons
convexes des R,, et extraction diagonale). ]

Ce résultat a été généralisé dans [C-D] ou Cuth et Doucha ont montré le théoreme suivant :

Théoréme 62 (Cuth, Doucha). L’espace Lipschitz-libre sur un espace ulramétrique séparable
a une base de Schauder monotone.

Leur preuve repose sur la construction d’une suite de rétractions dans le but d’utiliser le
lemme suivant :

Lemme 63. Soit (M,d) un espace métrique pointé séparable et (S,)nen une suite injective,
dense dans M et telle que so = 0. Supposons qu’il existe une suite de rétractions (ry,)nen telle
que, pour tout n € N, la rétraction ry, : M — {sg, k < n} est 1-Lipschitzienne et r, 01,1 = Tp.
Alors F(M) a une base de Schauder monotone.

3.2 Un prédual de ’espace Lipschitz-libre sur un espace
ultramétrique propre

Dans la suite nous allons voir les espaces ultramétriques comme sous-ensembles d’un arbre
réel.

Définition 64. Soit (7',d) un arbre réel.
- Un segment [z, y] est défini par [z,y] = ¢, , ([0, d(x,y)]), z,y € T.
- Un point b € T est un point de branchement s’il existe x1,x9, 23 € T\{b}, deux a
deux distincts, tels que [z;,b] N [z;,b] = {b}, Vi # j € {1,2,3}.
Notons Br(T') I'ensemble des points de branchement de 7.

Le lien entre les arbres réels et les espaces ultramétriques a été fait par Buneman [Bu]. 1l a
montré qu'un espace métrique vérifiant la propriété des 4-points est contenu isométriquement
dans un arbre réel.

Définition 65. Un espace métrique (M, d) vérifie la propriété des 4-points lorsque pour
tout x,y, z,t de M, I'inégalité suivante est vérifiée :

d(z,y) +d(z,t) < max{d(z,z) +d(y,t) , d(z,t) +d(y,2)}.

En particulier, un espace ultramétrique vérifie cette propriété et peut donc étre vu comme
un sous-ensemble d'un arbre réel.

De plus, il est montré dans [M| que pour tout sous-ensemble M d’un arbre T, il existe un
opérateur d’extension linéaire continu de Lipg(M) dans Lipy(T), la norme de cet opérateur
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étant une constante indépendante de I’arbre, mais ne pouvant pas étre ramenée a 1. Autrement
dit F(M) est complémenté dans F(T').

Enfin, nous avons déja vu en introduction que Godard a montré que ’espace Lipschitz-libre
sur un arbre réel est isométrique a un espace L; (Théoreme 5). En conclusion nous obtenons
que l'espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique est complémenté dans un espace L.

En combinant ce résultat avec ceux du Chapitre 1, nous obtenons :

Théoreme 66. L’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique pointé propre est isomorphe
a 01 (N) et admet un prédual isomorphe a co(N).
En particulier dans le cas ou M est un espace ultramétrique compact, lipo(M) est isomorphe

a C()(N).

Preuve : Soit M un espace ultramétrique propre. Nous avons déja vu que son espace Lipschitz-
libre est un dual (Théoreme 45). D’apres un résultat de Lewis et Stegall [L-S], un dual séparable
et complémenté dans L; est isomorphe a ¢1(N). Ainsi F(M) est isomorphe a ¢;(N).

De plus, F(M) admet un prédual isomorphe & un sous-espace de ¢o(N) (résultats 34 et 43).
Pour conclure il suffit d’appliquer le résultat de Johnson et Zippin [J-Z] suivant, a Sy(M ) lorsque
M est propre et a lipg(M) lorsque M est compact : soit X un espace de Banach isomorphe a
un sous-espace de ¢y(N) tel que X* soit isomorphe a ¢;(N). Alors X est isomorphe a ¢o(N). O

Ciith et Doucha [C-D] ont également partiellement généralisé ce résultat : ils ont montré
que 'espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique séparable est isomorphe a ¢;(N). Leur
approche est évidemment différente puisque nous ne savons pas si ’espace Lipschitz-libre sur
un espace ultramétrique séparable non propre est un dual.

Au lieu d’utiliser le Théoreme 5, ils utilisent le résultat suivant :

Théoréme 67 (Godard, [G]). Soit T un arbre réel séparable et A un sous-ensemble infini de
T tel que Br(T) C A. Si A ne contient pas de segment, alors F(A) est isométrique a {1(N).

Pour tout espace ultramétrique séparable M, ils construisent un arbre T" contenant M tel que
Br(T) U M ne contient pas de segment et M est une rétraction Lipschitzienne de Br(7T) U M.

3.3 L’espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique
n’est jamais isométrique a un espace /;

Au vu des résultats de la section précédente, il est naturel de se poser la question suivante :
I'espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique (séparable) est-il isométrique & un espace
017

Les résultats obtenus dans la suite du chapitre sont le fruit d’un collaboration avec Antonin
Prochazk4 et Pedro Kaufmann [D-K-P]. Nous avons montré que 1’espace Lipschitz-libre sur un
espace ultramétrique contenant au moins trois points n’est pas isométrique a ¢1(I"), quel que
soit I'.

Pour prouver cela, I'idée sera de montrer que la boule unité de Lipy(M) n’est pas affinement
isométrique a celle de /., en en étudiant les points extrémaux.
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3.3.1 Cas particulier d’un espace ultramétrique a 3 points

Le point de départ de cette étude a été le dessin de la boule unité de Lipy dans le cas ou

I’espace a trois points.
Dessinons cette boule unité dans quelques cas particuliers :

1. M ={0,z,y} avec d(0,z) = d(0,y) = d(z,y) = 1.
2. N={0,z,y} avec d(0,z) = d(0,y) = 1 et d(z,y) = 1/2.
3. P={0,z,y} avec d(0,z) = d(0,y) et d(x,y) = 1/3.

(1,1)
/;(1,1/2) &(1,2/3)

(—1,-1) (—1,-1) (—1,-1)

(1,1)

BlLipe(a) BlLipo(v) BLipy(p)

Ces boules unité ne sont clairement pas isométriques a celle de (2, puisque, par exemple,
elles ont 6 points extrémaux lorsque la boule unité de (2, n’en a que 4.

3.3.2 Cas général

L’énoncé suivant est valable quel que soit 'espace ultramétrique considéré, séparable ou

non.

Théoréme 68. Soit (M,d) un espace ultramétrique pointé contenant au moins trois points.
Alors F(M) nest pas linéairement isométrique a ¢1(I"), quel que soit T.

Preuve : Nous allons montrer qu’il existe deux points extrémaux de la boule unité de Lipo (M)

a distance strictement inférieure a 2.
Soient xo = 0, x1 et yo trois points distincts de M tels que

d<07 l'1> S d(07y0) = d<x17 3/0)
Décomposons 'espace M en trois sous-ensembles :

A={z e M; dz,y) =d0,1)},
B={z e M; d(z,y) < d0,y)},
C={xeM; d,y) > d0,y))}

Remarquons que
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- les points 0 et z; sont dans A,
- le point yg est dans B,
-six e A,y € Bet z € (), alors, par ultramétricité,

d(.T, y) = d(ov yO)a
d(x, z) = d(0, z) = d(yo, z) = d(y, 2),

csix,a’ € A, d(x,x") < d(0,yo).
Le premier point extrémal f sera la fonction “distance a 07 :
Ve e M, f(x) =d(0,z).

Cette fonction f est clairement un point extrémal de la boule unité.
Définissons la fonction g :

f(z) =d(0,z), reAUC,
g9(x) = sup d(0,z) —d(z,z), x € B.
z€AUC

Remarquons que les fonctions f et g sont constantes sur B et pour y € B :

f(y) = d(()? y0)7

g(y) = Sup d(()?Z) - d(zayﬂ)'
z€AUC

De plus, toujours pour y € B,
d(07 :El) - d<0’ yU) = d(07 xl) - d(xb yO)

I~
==

0, C
<gly) = { supd(0,z) — d(0,99) <0, C
€A
1. Montrons que g est de norme 1 :
- Pour z,y € B, g(x) — g(y) = 0.
- Pour z,y € AUC,

l9(x) —g(y)| _ 1d(0,y) — d(0, )]

dz,y) — dxy) T
- Soient z € AUC et y € B. Premierement si C' # (), alors

l9(z) — g(y)| = d(z,0) < d(z,y).

Supposons maintenant C' = (), alors z € A et

9(a) = 9(u)] = d(0,) = sup(d(0.2) = d(0,0)
(0, 0) = sup(d(0,2) ~ d(0,)
< d(0,y0) = d(z,y).
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Finalement, ||g||, = 1.

2. Montrons que g est un point extrémal de FLipO(M). Soient v,w € ELipO(M) tels que
g = v+w
Tr1v1alememt7 v(0) = w(0) = 0.
- Soit z € AU, alors

et

w(z) =w(z) —w(0) < d(0,z)
Or

10,2) = g() = 120,

donc v(z) = w(z) = g(2).
- Soient y € B et z € AU C. Par hypothese nous savons que

[v(z) —v(y)| < d(z,y).
En particulier
d(0,2) —v(y) <d(z,y).

Ainsi nous obtenons

sup (d(0,z) —d(z,y)) < v(y)
z€ AUC

et donc g(y) < v(y).
De la méme fagon g(y) < w(y) et donc v = w = g. Finalement g est un point
extrémal de Brip,(ar)-

3. Il ne reste plus qu’a montrer que || f — g||z < 2.
- Siz,ye AuC, alors

|(f(x) —g(x)) — (f(y) — g(y)| =0 < d(z,y).

- Six,y € B, alors comme la fonction f — g est constante sur B,

|(f(x) —g(x)) — (f(y) — g(y)| =0 < d(z,y).

- Finalement, si y € B,

z€ AUC
d 0 yO - Sug(d(oa Z) - d(O, yO))a C = ®a
= zE
d 0 y() C 7’é @,
< 2 0 y() 0 .171) - Q),
- d 0 y() %@
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Calculons maintenant ||f — g||.. :

If =gl = su (@) —g(@) — fW) +9Wl _ 1) —9()]
gL meABC d(z,y) a:eABC d(z,y)
yeB yeEB
d(07y0)
<2 X i(z.y) <2

Finalement nous avons montré qu’il existe deux points extrémaux de la boule unité de
Lipo(M) & distance strictement inférieure & 2, ce qui est impossible dans la boule unité d’un
espace {.

Ainsi Lipo(M) n’est pas linéairement isométrique a un espace o, et donc F(M) n’est pas
linéairement isométrique a un espace (. O

De maniere indépendante et avec une autre preuve, Cuth et Doucha [C-D] ont obtenu le
méme résultat pour les espaces ultramétriques séparables.

Remarque 69. Kloeckner [Kl] a montré que pour un espace ultramétrique compact M, I'espace
L, de Wasserstein de M est affinement isométrique a un sous-ensemble convexe de (¢4 (N), [|-[]7).
L’espace L; de Wasserstein de M est ’ensemble des mesures de probabilité Boréliennes muni
de la distance du transport optimal. Cet espace est un sous-ensemble convexe de F(M).

Ainsi nous savons que si M est un espace ultramétrique compact, alors F (M) est isomorphe
mais pas linéairement isométrique a ¢;(N) et contient un sous-ensemble convexe engendrant
F(M) qui est affinement isométrique & un sous-ensemble convexe de ¢;(N).

3.3.3 Espaces ultramétriques finis

Lorsque M est un espace ultramétrique fini, il est possible d’obtenir plus d’informations sur
la boule unité de Lipg(M) :

Proposition 70. Soit M = {zo = 0,x1,...,2,} un espace ultramétrique. Alors la boule unité
de Lipo(M) ne peut pas s’écrire comme l'intersection de n(n+ 1) — 1 demi-espaces.
En particulier, l'espace F (M) n’est pas isométrique a ¢} lorsque n > 2.

La preuve repose sur le lemme suivant, adapté du Lemme 2.3 de [B-V] :

N
Lemme 71. Soient X un espace de Banach, N € N et C = ﬂ(mf)_l(] —00,1)), ot zf € X*
i=1
pouri € {1,...N}. Soit A un sous-ensemble de X\C' tel que :

Tr+y

r#ye A= eC.

Alors le cardinal de A est inférieur a N.
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Preuve : Pour x € A, définissons
o(x) :=min{i € {1,...,N}; zi(z) > 1}.

Siy € A\{z}, alors =¥ € C et donc T (%3%) < 1. Ainsi p(z) # ¢(y) et nous pouvons

conclure que #A < N. O

Preuve de la Proposition 70 : Nous allons construire, pour tous i # j € {0, ..., n}, une fonction

fij(zr) = fij(@)
d(xk,xl)

=l<=i1=ketj=1I

Alinsi, si

fig + Ty
2

A:max{‘

alors A < 1 car pour i # j, k #1 € {0,...,n} tels que (4, ) # (k,[), nous avons

‘ B lsup fii(wp) = fij(xg) + fra(wp) — fra(zg) <

; méj,k#e{o,...,n},u,j)#k,w},

L

fij + fry

1.
2

L 2 p#q d(zp, 2,)

I’ensemble )
AZ{}fw‘ ; OSZ'?’EJ'SH}

vérifie donc A C Lipo(M)\BrLipy(m) et si f # g € A alors f—;rg € EEPO(M)‘
De plus, #A = (n + 1)n donc d’apres le Lemme 71, la boule By, ne peut pas s’écrire
comme intersection de (n + 1)n — 1 demi-espaces.

La construction de ces fonctions se fait grace au lemme suivant :

Lemme 72. Soient N un espace ultramétrique fini, v € N et f : N\{z} — R une fonction
Lipschitzienne de constante de Lipschitz L > 0. Alors la fonction f peut étre prolongée en x de

telle sorte que pour y € N\{z},
|f(z) = fy)]

d(z,y)

Preuve : L’espace N étant ultramétrique et fini, il est possible de lui ajouter un point z tel
que :

< L.

d(z,z) = %min{d(x,y) cy € N\{z}}

et pour y € N\{z},
d(y,z) =d(y,z) — d(z,x).

Pour vérifier que d est toujours une distance, il faut montrer qu’elle satisfait 'inégalité
triangulaire. Remarquons tout d’abord que d(z,z) < d(z,y), pour y € N.
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Siy € N\{z}, alors
d(z, z) < d(y, 2) < d(z,y) + d(y, 2),
d(z,y) = d(x,y) —d(z,x) < d(z,y) +d(z, ),
d(z,y) = d(z,y) + d(z, z).
Soient maintenant y,t € N\{z}. Supposons d(z,t) < d(z,y). Alors,
d(y,t) < max{d(y,z),d(z,t)} = d(z,y) = d(y, z) + d(z,x) < d(y,z) + d(z,1).
De plus, si d(x,t) < d(x,y), alors d(z,y) = d(y,t) et
d(z,y) = d(z,y) — d(z,x) = d(y,t) — d(z,z) < d(y,t) + d(z,1),
d(z,t) < d(xz,t) +d(z,x) <d(z,t) +d(z,y) <d(y,t)+d(zy).
Finalement, si d(x,t) = d(z,y), alors
d(z,y) =d(z,y) —d(z,z) = d(z,t) — d(z,x) = d(2,t) < d(z,t) + d(t,y).
Définissons f en z grace a la formule d’inf-convolution :
f(z) = inf{f(y) + L x d(y, 2) ; y € N\{z}}.

Notons que la constante de Lipschitz de f n’augmente pas.
Posons finalement f(x) := f(z). Alors quel que soit y € N\{x},

f@) - fWl _ _1fE =W 1) = fOl

= <
d(z,y) d(y, z) + d(z, z) d(y, =)
Nous avons donc bien prolongé la fonction f au point x par une fonction n’atteignant pas sa
constante de Lipschitz en un couple de la forme (z,y), y # . O]

Pour conclure la preuve de la Proposition 70 il ne reste qu’a construire les fonctions f; ;,
i #7€{0,...,n}, telles que
fig(an) — fij(@)
d(.ﬁEk, .Clﬁl)

=l<=i=ketj=1I

Soient ¢ # j € {0,...,n}. Commencgons par définir une fonction ﬁj en z; et x; telle que

fig(@i) = fij(x;) = d(xs, z;).
Puis prolongeons cette fonction a M tout entier par une application répétée du lemme précédent.
Enfin posons f;;(-) = fi;(-) — fi;(0).
La conclusion se fait comme expliqué en début de preuve : en appliquant le Lemme 71 a

a={3i0sizizal

ou
dmma | BB 2 e 0 ) £ (D]
L

Nous déduisons que la boule unité de Lipy(M) ne peut pas s’écrire comme intersection de
n(n+ 1) — 1 demi-espaces. O
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3.4 Cas de certains sous-ensembles d’un arbre réel

Nous avons déja mentionné qu’un espace ultramétrique est un sous-ensemble d’un arbre
réel. De plus, Godard a montré que si M est un sous-ensemble infini d’un arbre réel séparable
tel que Br(T) C M et M ne contient pas de segment, alors F(M) est isométrique & £;(N)
(cf Théoreme 67). Nous nous sommes donc demandé : si M est un sous-ensemble infini d'un
arbre réel séparable, ne contenant pas de segment, a-t-on : F(M) = ¢,(N) si et seulement si
Br(T) Cc M?

Nous travaillons actuellement sur cette question. Les résultats donnés dans cette section
sont ceux que nous avons au moment de la rédaction.

Commengons pas énoncer un lemme tiré des Lemmes 3.20 et 3.22 de [E] :

Lemme 73. Soient (T,d) un arbre réel et u,v,w € T.
(1) 1l existe un unique point b € T tel que [u,v] N [u, w] = [u, b].
(ii) De plus ce point vérifie

et pour v' € [u,v], w' € [u,w],

;o |d(u,v") — d(u,w")|, si min{d(u, "), d(u,w")} < d(u,b),
d(v', w') = { d(u,v') + d(u,w") — 2d(u,b), sinon.

Le point (7) de ce lemme justifie la définition de 'application 7 de la proposition suivante.

Proposition 74. Soit M un sous-ensemble complet d’un arbre réel séparable (T, d). Supposons
que T' admette un point de branchement b ¢ M isolé dans M U{b}. Soient x,y et z trois points
témoignant de b € Br(T) tels que ([b,x] U [b,y] U b, 2]) " M = {z,y, z}.

Supposons que pour chaque p € {x,y, 2},

im0 (W), w) +d(7(v), v)
U, V—>D d(’/T(u)7 ﬂ(v))

(), (v)€[b,p]

> 0, (3.1)

ou m est l'application qui a w dans M associe le point le plus proche de w dans [b, x]U[b, y|U[b, z].
Alors la boule unité de F(M) admet deuz points extrémaux a distance inférieure a 1.

Remarquons que les hypotheses de cette proposition regroupent une grande classe de sous-
ensembles infinis M d’arbres réels T tels que M ne contient pas de segment, Br(T) ¢ M et
F (M) n’est pas linéairement isométrique a ¢, (N).

Nous verrons que la preuve que nous avons pour le moment ne prend pas en compte les
sous-ensembles M pour lesquels autour de tous les points de branchement de T isolés dans
M U {b}, tous les points, sauf éventuellement 2, sont des points d’accumulation avec une suite
qui s’accumule de maniere tangentielle (c’est 'hypothese (3.1) de la Proposition 74) :
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Dans la preuve de cette proposition nous utiliserons la notion de fonction admettant un pic :

Définition 75. Soit (M, d) un espace métrique pointé complet et
M = {(z,y) € M x M;x # y}.

Une fonction f dans la boule unité de Lipy(M) admet un pic en (z,y) € M lorsqu’elle vérifie :

0 S 1

(ii) pour tout U ouvert de M tel que (z,y) et (y,z) appartiennent a U, il existe § > 0
vérifiant

(2,t) ¢ U =

Remarquons que cette définition admet un équivalent séquentiel :
Lemme 76. Soient (M,d) un espace métrique pointé, f € Spipy) €t (x,y) € M tels que
N f@)-fly)
(Z) W =1 et

(11) $i (Up)nen €t (Un)nen sont deux suites de M, alors

lim le: lim u, =z et lim v, =y.
n—-+oo d(un, 'Un) n—-+4oo n—-+4oo

Alors f admet un pic en (x,y).

Il est démontré dans la proposition 2.4.2 de [W] que s’il existe une fonction admettant un

pic en (z,y), alors I’élément fl“(';zl)’ est un point extrémal de la boule unité de Lipo(M)*. En

particulier cet élément est un point extrémal de la boule unité de I'espace Lipschitz-libre :

Proposition 77. Soient (M, d) un espace métrique pointé complet et (z,y) € M. S'il existe une
fonction de Bripyary admettant un pic en (z,y), alors est un point extrémal de By«

z 0y

d(z,y)

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires a la preuve de la Proposition 74.
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Preuve de la Proposition 74 : Supposons d(z,z) < d(z,y) < d(z,y). Nous allons construire des
fonctions f,, et f., admettant un pic respectivement en (z,y) et (z,y), puis montrer que la

0.—0y

. 0r—0 . ;. N
distance entre 22— et est inférieure a 1.
d(z,y) d(y,z)

Définissons la fonction f, ,, la construction étant la méme pour la fonction f, , :

d(y’u)’ u € [I,y],
foy(u) = q d(y,b), u € [z,0],
fuy(m(u)), sinon.

Clairement

fm,y(x) B fm,y(y>
d(z,y)
et des calculs directs utilisant le Lemme 73(i7) permettent de conclure que la fonction f,, est
1-Lipschitzienne.
Considérons (uy,)nen €t (vp)nen deux suites de M telles que

lim fwy(un) - fm,y(vn)

n——+00 d(un, Un)

=1

=1

et montrons que (uy,)neny converge vers x et (v,)n,en converge vers y. Sans perte de généralité,
supposons 7(uy,) # (), T(v,) # 7(vy) pour m # n, w(u,) # w(v,) et

[z, 4] = [z, 7 (un)] U [ (un ), w(0n)] U [ (vn), 9], (3:2)

pour n € N.
Alors nous avons

| = g L) =S .
n—too  d(Uy, vy) n—+oo d(Up, T(un)) + d(7(uy), 7(v,)) + d(m(vy), vy)

En particulier,
lim d(u,,m(u,)) = lim d(v,, 7(v,)) = 0.

n—-+00 n—-+00
Le segment [z,y] étant compact, la suite (7(uy,), 7(vp))neny admet un point d’accumulation
(u,v) € [z,y]®. De plus, ngrfm d(Up, m(Uy)) = nl_lgloo d(vn, m(v,)) = 0, donc (u,v) est un point
d’accumulation de (u,, v )nen-
L’espace M étant complet, (u,v) € M? donc (u,v) € {(y,z), (z,z), (y,v), (z,y)}. Dapres
I'hypothese (3.2), (u,v) # (y, x).
Supposons (u,v) = (x,z) ou (y,y). D’apres 'hypothese (3.1),

d(m(un), un) + d(m(vy), vy)

li .
e T dr(un) o)
Or, en utilisant le Lemme 73(ii),
d(tn, vy,
lim d(m(uy), uy) + d(m(vy,), vy) ~ i d(un,va) 1— lim (U, Vp) Y
n—-+oo d(7(un), 7(vn)) n—-too d(m(up ), 7(vn)) n=+00 foy(Un) = foy(vn)
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fm,y(un)_fm,y(vn)

d(un,vn)

ce qui implique lim < 1 et contredit notre définition des suites (u,)pen et

n—-+0o
(Un)neN‘
Ainsi (u,v) = (x,y) et d’apres le Lemme 76 la fonction f,, admet un pic en (z,y). Grace

a la Proposition 77, nous obtenons que 1’élément “E 5) est un point extrémal de la boule unité
de F(M).
De meéme, il est possible de montrer que 6( ) est également un point extrémal de la boule

unité de F(M).

Il ne reste plus qu’a montrer que la distance entre ( ot 2 ( ; est inférieure a 1. Rappelons

y)
que nous avons supposé d(x, z) < d(z,y) < d(x,y). Nous obtenons alors

0, =08, 0.9,
d(r,y)  d(y,z)

o H Lml, y) d(yl, B

Sﬂaw[l -

0y — 0

I3

} (0. —8,) +

F(M)

d(y,2) d<x,y>] Ty
Az, 2) — d(z,y)

=1+ <
d(z,y)

En conclusion Z( ) et 2 ( ) sont deux points extrémaux de la boule unité de F(M) a distance
inférieure a 1. [

Nous avons déja mentionné que sans ’hypothese (3.1) de la Proposition 74, la preuve donnée
n’est plus valide. Donnons un contre-exemple a cette affirmation :

Contre-exemple 78. Soit (M, d) un sous-ensemble complet d'un arbre réel T', b un point de
branchement de T isolé dans M U {b} et z,y,z € M trois points témoignant de b € Br(T) tels
que ([b,x] U [b,y]U[b,z]) N M = {x,y, z}.
Supposons qu’il existe une suite (u,),eny de M qui converge vers z et telle que, pour tout
n €N, 7(uy,) € [b,z] et
lim d(m(un), un)
n—+oo d(7(uy,),x)

=0.

En particulier, d(m(u,), u,) = o(d(un, x)).
Montrons que dans ce cas il n’existe pas de fonction admettant un pic en (z,y).

Soit f € Srip,ar) telle que % = 1. Alors en utilisant le Lemme 73(ii),

|f(@) = fun)| = [f(2) = f(m(un))] = [f(7(un)) = f(un)]
= d(z,m(un)) — | f(7(un)) — f(un)
> d(, W(un)) d(m(un), un)
> d(z, un) — 2d(m(un), up)
=d(x,u,) + o(d(x,uy)).
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Nous obtenons donc
@)~ f)]

=1.
n—otoo  d(x,uy,)

Or la suite (uy,)nen converge vers x # y. D’apres le Lemme 76, la fonction f n’admet pas de
pic en (x,y).

Ainsi sans 'hypothese (3.1) il n’est pas possible d’utiliser la Proposition 77 pour montrer

que % et % sont deux points extrémaux de la boule unité de F(M). Cependant, cela ne

signifie pas nécessairement qu’ils ne le sont pas.

3.5 Perspectives

Nous avons vu dans le Chapitre 1 que 'espace Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique
propre est un espace dual et dans ce chapitre que cet espace a la MAP et est isomorphe a ¢;(N).
De plus, Cuth et Doucha ont généralisé ces deux derniers résultats en prouvant que l’espace
Lipschitz-libre sur un espace ultramétrique séparable a une base de Schauder monotone et est
isomorphe a ¢;(N). Nous pouvons donc nous demander si le résultat de dualité peut également
étre obtenu sans supposer que ’espace ultramétrique est propre. De plus si ¢’est le cas, existe-t-il
un prédual isomorphe a ¢y(N) ?
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Annexe A

L’espace /1(N) est complémenté dans
’espace Lipy(¢1(N))

Un probleme classique de classification non linéaire des espaces de Banach est de savoir
si deux espaces Lipschitz-équivalents sont isomorphes. Aharoni et Lindenstrauss ont exhibé
dans [A-L] deux espaces non séparables qui sont Lipschitz-équivalents mais non isomorphes.
Pour ce qui est des espaces séparables, nous savons qu’'un espace Lipschitz-équivalent a cy(N),
(,(N) ou L,, 1 < p < +o00, lui est isomorphe.

Nous ne savons pas ce qu’il en est de I'espace ¢1(N). Toutefois,

Supposons 'espace F({1(N)) complémenté dans son bidual.
Si X est un espace de Banach Lipschitz-équivalent a (1(N), alors X est isomorphe a (1(N).

Preuve : Par Heinrich et Mankiewicz [H-M], nous savons quun espace de Banach qui est
Lipschitz-équivalent a ¢1(N) et complémenté dans son bidual est isomorphe a ¢;(N). Nous
allons donc montrer que X est complémenté dans son bidual.

D’apres le Théoreme 2.13 [G-K]| de Godefroy et Kalton, un espace de Banach séparable X
est isométrique & Y un sous-espace complémenté de F(X) : soit P : F(X) — Y une projection
linéaire continue.

De plus, comme X est Lipschitz-équivalent a ¢;(N), d’apres le Fait 3, F(X) est isomorphe
a F(¢1(N)). En particulier, F(X)** est isomorphe a F(¢;(N))**. Nous avons supposé que
F(¢1(N)) est complémenté dans F(¢1(N))**, nous obtenons donc que F(X) est complémenté
dans F(X)* : soit @ : F(X)* — F(X) une projection linéaire continue.

En identifiant Y** avec Y+ C F(X)**, nous obtenons que PQ|y« est une projection de
Y™ sur Y. Finalement, X et Y étant linéairement isométrique, nous concluons que X est
complémenté dans X**. O

Une idée pour obtenir que F(¢;(N)) n’est pas complémenté dans son bidual serait de montrer
que co(N) est isomorphe a un sous-espace de F(¢1(N)).

En effet si co(N) était isomorphe a un sous-espace de F(¢1(N)), alors ¢o(N) serait complémenté
dans F(¢1(N)), par un résultat de Sobczyk [S]. En particulier ¢ (N) serait isomorphe a un
sous-espace de F(¢1(N))**. Si de plus F(¢1(N)) était complémenté dans F(¢1(N))*™*, alors ¢o(N)
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serait complémenté dans F(¢1(N))** et donc dans ((N), ce qui est exclus par un résultat de
Phillips [P].

Dans [B], Bourgain a montré que les ¢} sont uniformément complémenté dans Lipy(¢;(N))
uniformément en n (voir aussi [O]). En adaptant la preuve de ce résultat nous obtenons que
(1 (N) est complémenté dans Lipy(¢1(N)).

Proposition 79. L’espace ¢1(N) est complémenté dans Lipo(¢1(N)).

Pour prouver cette proposition, nous utiliserons les notions d’ensemble de Sidon et d’en-
semble quasi-indépendant. Rappelons les définitions et propriétés dont nous aurons besoin.
Nous invitons le lecteur & consulter [L-Q] pour plus d’informations & ce sujet.

Définition 80. Soient G un groupe abélien compact métrisable et I' son groupe dual. Un
sous-ensemble A de I' est un ensemble de Sidon si toute fonction continue sur G telle que A
contient le support de f vérifie

ST =D 1 ()] < +oo,

yel’ yEA
ou f désigne la transformée de Fourier de f.

Par le Théoreme de Banach-Steinhaus, il existe un constante C' > 0 telle que

D 1@< Cllfllos,

vyeEA
pour toute fonction continue sur G telle que A contient le support de f :

Théoréme 81 (Drury). La réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de Sidon.

Définition 82. Un partie B de Z est quasi-indépendante lorsque pour toute partie finie
B’ C B,

> en=0,€{0,£1} =¢,=0Ynec B

neB’

Proposition 83. Un ensemble quasi-indépendant est un ensemble de Sidon de constante bornée

par 8.
Nous utiliserons la notation || - ||, pour parler de la constante de Lipschitz d’une fonction
méme si cette fonction ne s’annule pas en 0. Dans ce cas, || - || n’est pas une norme sur 'espace

des fonctions Lipschitziennes.

Preuve de la Proposition 79 :

1. Soit n € N. Montrons qu’il existe une application quotient Q,, : Lipy(] — 7, 7[*") — £}
de norme indépendante de n, ou | — m, 7[*" est muni de la distance

2”
d6,0" = Z et — e, 0,0 €] — 7, n[>".
s=1
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Cette partie de la preuve est due & Bourgain [B] (voir aussi [O]).

Commencons par construire (), et montrer que cet opérateur est surjectif.

L’espace des fonctions Lipschitziennes différentiables sur | — 7, 7[*" étant dense dans

Lipo(] — m, 7[*"), nous allons définir Q,, sur ce premier espace.

. . 7 . n A 2 N
Remarquons que si f est différentiable sur | — 7, 7[*", alors grace au théoreme des ac-

croissements finis,

|fll = max  sup , (A.1)

1<t<2n on

}_va[
oud = (91, c. ,ezn).

Soient (k;),;>1 une suite d’entiers telle que pour tout j > 1,

k= k>0

1<j

et {(of)1 Y2, = {~1,1}".
Pour p = (p1,...,pam) € Z*", notons

.~ figps% de
o= o5

Définissons alors

ol 0; = (Uj(l), . ,JJ(»Z")).

Pour montrer que @), est une application quotient nous allons montrer que I'image de
la boule unité de Lipy(] — 7, 7[*") contient la boule unité de ¢7.
Pour j <net = (0,...,00) €] —m x>, définissons

A
ik; > O'js 05
s=1

1
g;(0) = | ° -1
Alors g; € Spipg(—nxpm) Par Uégalité A1,
De plus, pour [ < n,
: (o) / 1 [ it £ o, A 5 kofo.df Losil=j,
. — J— e s= — e s= — J
it J—nai2n Kj (2m)2" 0, sinon.

Nous en déduisons que Q,,(g;) = €;, ot {ey,...,e,} est la base canonique de ¢7.
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n
Soit maintenant x € Byn. Alors il existe (z;)j_, une suite de réels telle que > [z;] < 1
j=1

et
T = Z%‘Qn(gj) = @n <Z ijj) :
j=1 Jj=1

Nous avons donc montré que la boule unité de ¢} est contenue dans 'image de la boule
unité de Lipy(] — 7, 7[*"), c’est-a-dire que @Q,, est une application surjective.

Montrons que l'opérateur (),, est borné indépendamment de n.

Pour 6 = (0y,...,09) €] — m, w[*", définissons
n A
Af) = H 1 + cos <kj Z aj(s)Qs)] .
j=1 s=1

Remarquons que A(f) est positif et que
/ A(0)dO = (2m)*".
]777771-[2”

Soient f € Lipo(] — m, w[*") et 6,0 €] — =, n[*>". Alors,

dr
(2m)"

2@ =A@ =| [ 6+ DA 0+ D)AD)
| dr
)

< [ a0 )ACT)
= I1l:(6,6)

ou * désigne le produit de convolution de deux fonctions. Ainsi,

1f = Alle < [ £z
Montrons que pour tout f € Lipy(] —m, 7[*") et tout t € {1,...,2"}, le support de 8(5;:4)
est un ensemble de Sidon, de constante indépendante de n, contenant {kjaj(-l), cee kjaj(?n)}.

Pour cela commencons par montrer que pour f € Lipy(] — 7, 7[*") et 0 €] — 7, 7[*",

2n 2n
ik 3 oV, —iky 3 a0,
s=1

FrAB) = F0)+ > Dis()e " 57"+ Di_(0)e

ou

2'71
1 i ek Xo0s
Dl,-‘,—(e) = Z me i<l s=1 7 f (Z gjkjjo‘j + k10'1> ;

e€{0,£1}5-1 j<l
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et

10X ek ZU(S)GSA
D)= T T (S ke, ).

e€{0,£1}i-1 J<i

Soient f € Lipo(] — m,7[*") et 0 €] — 7, 7[>,

dr
A(0) = DAWB —T)——
f e AD) /H FO)AWD ~T) 5o
_/ oL+ (e s Eroery | ik Eaeory) | _dr
|—m,m[2" i 2 (27T)2n
1 zZe;k ZUS)(O —-Ty) dT
:/_ LAO D | g )
J=mml ec{0,+1}"

ou les €5, 1 <1 < n, indiquent quels éléments ont été multipliés :

- sie; = 0 apparait, cela signifie que le développement est composé d'une multiplication
par le 1,

- sie; = 1 apparait, cela signifie que le développement est composé d'une multiplication

) ik; $ {7 (0:—Ts)

par ; X e <=l ,

- si g; = —1 apparait, cela signifie que le développement est composé d’une multipli-

—ik; z o$)(0:-T%)

cation par s Xe s=1

Ceci justifie egalement I’apparition du facteur o H1

2”
~ i 1 ( Zé‘]k Z: ()(99 [s)+ik Z:G'Z(S)(es—rs)
R ORURY ) DD SIS = P 2
] 77771-[ =1 66{0,:|:1}l71

E= S ) o
i ejk; X ot (0.-Ta)—iky 3 ol (6.-T.) dl’
+ e j=1 s=1 s=1
(2m)*"
Le terme f (0) correspond au cas ou € = (0,...,0). La premiere partie de la parenthese
contient les termes pour lesquels €, = 1 et la seconde les termes pour lesquels ¢, = —1.

lZsJk ZU(S (6s—Ts) dI
fxA(0 +Z Z ollellr /_7”r F(T)e = . (2m)2"

27’!4
=1 ¢c{o,+1}! [
61750

Cette égalité s’obtient en prenant en compte les termes ayant pour indice [ dans la
somme sur j.
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f=A(0

avec

; . 1
)=fO+> > sEpe ™

l

2n 1 on
iy ek zla](‘)es/ ) —i 3 ek Zlo'](f)l‘s dTl
= e i= =
J—mm[2"

(2m)*"
=1 ec{0,+1}!
61750

. i 1 @) 'an 5 > '
:f(O) -+ Z Z M@ i<l s=1 e s=1 f (Z 8jk’j0’j -+ /{710'1>

=1 ec{0,£1}!1 J<li
' o) R
? Z Ejkj Z Uj 0s —ikl Z O'js Os A~
+ e i< s=1 e s=1 f E &Tjij'j — k’lO'l
i<l

2n 2n
ik 3 o0, —ik; 3 0?6,
s=1

=f0)+> e = TD0)+e = TD_(6).

271
1 iX ek X o6,
DL:N:(Q) = Z W@ i<t =1 f (Z sjk:jaj + k10l> .

ee{-1,0,41}51 J<i

Alors, apres calcul, pour f € Lipy(] — m,w[*"), t € {1,...,2"} et § €] — 7, 7[*", nous

O(f*A)

obtenons que “£2~(6) s’écrit comme combinaison linéaire de u; 4 et w;,—, 1 <1 <n, ou

pour § €] — 7,7

83%
*,

w_(0)=e- J
Le support de 8%;;1) est donc inclus dans la réunion des supports de u; ; et u—, 1 <
[ <n.
Soit p € Z*",
2n on
o 1 iy (klg(5)+z g'k.a-(,s)>f‘s —i Y psTs
u 5 (p) = gn/ A E e s=1 dI
(27T) |—m,m[2"
) Lsip= </€101 " qum) ,
= j<l
0, sinon,
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et
omn on
- 1 % Z (—klgl(s)+z 5jkjg§_5)>rs —q Z psls
T = g [ e A e A" ar
(271')2 }—7r,7r[2"
_ ) Lsip= (—k,al + Z%’%%) a
= i<l
0, sinon,
Ainsi le support de 8%0—;‘@ est inclus dans
{ (klO'l + Z€jl€j0’j> ;€L € {—1, 0, 1}171,1 < [ < n}
j<l
U { (—lil + ZEjk’jUj) ; €1 € {—1,0, 1}l_1, 1 S l S n} .
j<l

Grace au choix de la suite (k;);en, chacun de ces deux ensembles est quasi-indépendant.
En particulier ce sont des ensembles de Sidon de constante indépendante de n et donc
leur réunion est un ensemble de Sidon de constante indépendante de n. Ainsi, il existe
une constante C' > 0, indépendante de n, telle que

—

o(f*A) _ a(f = A) of=A)|| _
> |25 w| <o| 2R <o |25 ~cireals
pEsupp a(g;?)
<C[flx.
Remarquons que
o(f * A)

{kjo;; 1 <j<n} Csupp —o6

—

De plus avec un peu de patience, le calcul de {)(g_;tA) donne, pour 1 < j < n,

—

a(fxA . 5
(8—9t)(kj0j) = ikjo " f(k;o;).
Nous en déduisons donc que
no "o . (f*A)
1Qu(NIh =D Ikif (kyop)l = D likjo f(kyo,)| = 2. %(p)
j=1 j=1 pE{kjo; ; 1<j<n} ¢
a(f*A)
< v |2 <o
‘ 00,
pESupp %
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Finalement, nous avons montré que quel que soit n € N, la norme de @,, est inférieure
a C.
En conclusion nous avons construit une suite d’opérateurs quotients

Qn : Lipo(] — 7T,7T[2n) — 07,

de normes uniformément bornés.
Rappelons que cette premiere partie de la preuve est due & Bourgain [B].

. Considérons maintenant 'ensemble
M :={0e]—n,x[N; 3S€N,Vs > S, 0, =0}

et munissons-le de la distance

+o00
d(0,0') =) | — ™|, 6,6' € M.
s=1

Pour n € N, définissons la projection

P, : Lipo(M) — Lipo(] — m,7[2")
f — [(91,...,92n)|—>f(91,...,92n,0,...)]

et I'opérateur

Fom (WPahon), o kaPof (o), 0, )

Comme ||@,]| < C, nous en déduisons que H@T@H <C.
De plus, pour j < n, la fonction g; définie par

+oo
1 ik 3 oMo, 1
O)=—¢ =7 T~ geM

appartient & Bp,, ) et vérifie @Tl(gj) = e;, ol {e }ien est la base canonique de ¢4 (N).
Soit U un ultrafiltre non trivial sur N. Définissons
Q: Lipy(M) — a(N)
o= w _}Ller?{Qn(f) .
Alors ||Q|| < C et pour tout j € N, @(gj) = e; donc Q est un quotient de Lipy(M) sur

1 (N).
Notons

+oo
N = {9 el —m,a[M; Z|ews -1l < —i—oo}
s=1
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et munissons cet espace de la distance

+00
d(o,0) = e — e,
s=1

oud,0 € N.
Si
R: Lipo(N) — Lipo(M)

[ = f |M
alors Q := QR est un quotient de Lipy(N) sur £,(N) de norme inférieure a C.
Pour j € N, la fonction g; est bien définie sur N et si

Y :=vect{g; ; j € N},
alors @)y est un isomorphisme entre Y et £;(N). En effet, pour (a;);en € £1(N),

+o0o +oo +oo
(a;)jenll = D aze;|| =@ (Z aj9j> <O aig| <Y lagl,
j=1 1 Jj=1 1 Jj=1 L JEN

car () est de norme inférieure a C' et g; € Brip,(n)-
Identifions N & un sous-ensemble de ¢;(N) via I'isométrie

J N — 4(N)
(QS)SEN = (6195—1)561\] ‘

11 existe alors une isométrie lindaire surjective J de Lipy(J(N)) sur Lipg(N).

Soient

+00 +o00
> aje; = > a;g;
=1 j=1
et
P:=LQ : Lipy(N) = Y.
L’opérateur L étant de norme 1, nous en déduisons que P est continu. De plus, P est

une projection car pour tout j € N, P(g;) = g;.
Finalement, soit
S Lipo(6(N)) — Lipo(J(N))
fo= fuw '
Alors P:=Po.JoS : Lipy(¢;(N)) = Y est une projection linéaire continue.
En conclusion I'espace ¢1(N) est isomorphe & Y qui est complémenté dans Lipy(¢1(N)).

]

En adaptant encore cette preuve, il est peut-étre possible de construire une projection de
Lipo(¢1(N)) sur ¢1(N) qui est préfaiblement continue. Dans ce cas nous obtiendrions que ¢y(N)
est complémenté dans F (¢, (N)).
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ETUDE DES ESPACES LIPSCHITZ-LIBRES

Godefroy et Ozawa ont montré qu’il existe un espace compact dont I’espace libre n’a pas la
propriété d’approximation. Il est donc naturel de se demander quels sont les espaces métriques
dont ’espace libre a la propriété d’approximation bornée. Grothendieck a montré qu’un dual
séparable ayant la propriété d’approximation a la propriété d’approximation métrique. Ce
résultat justifie I'utilité de savoir si un espace libre est un dual.

Le premier chapitre est consacré a la dualité. Pour commencer nous présentons un théoreme
permettant de montrer qu’'un espace de Banach séparable est le dual d’un sous-espace de son
dual, sous conditions. Nous expliquons ensuite comment appliquer ce théoreme dans le cadre des
espaces libres. Dans la suite du chapitre nous 'appliquons aux espaces propres dénombrables
ou ultramétriques.

Dans le deuxieme chapitre nous nous intéressons a la propriété d’approximation métrique
sur ’espace libre des espaces propres dénombrables. Nous énoncons tout d’abord un résultat di
a Kalton puis nous 'utilisons pour montrer que sous ces hypotheses, ’espace libre a la propriété
d’approximation métrique.

Le troisieme chapitre est dédié a 1’étude des espaces libres sur les espaces ultramétriques.
Nous montrons dans un premier temps que lorsque 1’espace ultramétrique est propre, son espace
libre a la propriété d’approximation métrique et est isomorphe a ¢;, de plus il admet un prédual
isomorphe a .

Enfin, en collaboration avec P. Kaufmann et A. Prochazka, nous montrons que l'espace
libre sur un espace ultramétrique n’est jamais isométrique a un espace ¢ et nous généralisons
ce résultat a certains sous-ensembles des arbres réels séparables.

Mots-clefs : Espace Lipschitz-libre ; Dualité ; Propriétés d’approximation ; Espace ultramétrique ;
Espace compact dénombrable.

STUDY OF LIPSCHITZ-FREE SPACES

Godefroy and Ozawa have proved that there exists a compact space with a free space failing
the approximation property. Then it is natural to ask what are the metric spaces whose free
space has the bounded approximation property. Grothendieck has proved that a separable
Banach space with the approximation property has the metric approximation property. This
result justifies why it is interesting to know whether a free space is a dual space.

The first chapter is dedicated to duality. First we introduce a result to prove that a Banach
space is a dual space, under some conditions. Then we explain how to use it in the context of
free spaces and finally we apply it to countable or ultrametric proper metric spaces.

In the second chapter, we study the metric approximation property of free spaces over
countable proper metric spaces.

In the third chapter, ultrametric spaces are investigated. We prove first that the free space
over a proper ultrametric space has the metric approximation property, is isomorphic to ¢; and
admits a predual isomorphic to ¢q. Finally, in collaboration with P. Kaufmann et A. Prochazka,
we prove that the free space over a ultrametric space is never isometric to ¢; and we generalize
this result to some subsets of separable R-trees.

Key words : Lispchitz-free space; Duality ; Approximation properties; Ultrametric space;
Countable compact space.
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