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Résumé

Analyse mathématique et convergence d’un algorithme pour le transport
optimal dynamique

Cas des plans de transports non réguliers, ou soumis à des contraintes

Au début des années 2000, J. D. Benamou et Y. Brenier ont proposé une formulation dynamique
du transport optimal basée sur la recherche en espace-temps d’une densité et d’une quantité de
mouvement minimisant une énergie de déplacement entre deux densités. Ils ont alors proposé,
pour la résolution numérique de ce problème, d’écrire ce dernier sous la forme d’une recherche de
point selle d’un certain lagrangien via un algorithme de lagrangien augmenté. Nous étudierons,
à l’aide de la théorie des opérateurs non-expansifs, la convergence de cet algorithme vers un
point selle du lagrangien introduit, et ceci dans les conditions les plus générales possibles, en
particulier dans les cas où les densités de départ et d’arrivée s’annulent sur certaines zones du
domaine de transport. La principale difficulté de notre étude consistera en la preuve de l’existence
d’un point selle, et surtout de l’unicité de la composante densité-quantité de mouvement dans
de telles conditions. En effet, de tels conditions impliquent de devoir traiter avec des plans de
transport optimaux non réguliers : c’est pourquoi une importante partie de nos travaux aura pour
objet une étude approfondie de la régularité d’un champ de vitesse associé à de tels plans de
transport. Nous tenterons également de caractériser les propriétés d’un champ de vitesse associé
à un plan de transport optimal dans l’espace quadratique. Pour finir, nous explorerons différentes
approches relatives à l’introduction de contraintes physiques dans la formulation dynamique du
transport optimal, basées sur une pénalisation du domaine de transport ou du champ de vitesse.

Mots clés : transport optimal, convergence et consistance d’un algorithme, problèmes multi-
physiques

Abstract

Mathematical analysis and convergence of an algorithm for optimal
transport problem

Case of non regular transportation maps, or subjected to constraints

In the beginning of the 2000 years, J. D. Benamou and Y. Brenier have proposed a dynamical
formulation of the optimal transport problem, corresponding to the time-space search of a density
and a momentum minimizing a transport energy between two densities. They proposed, in order
to solve this problem in practice, to deal with it by looking for a saddle point of some Lagrangian
by an augmented Lagrangian algorithm. Using the theory of non-expansive operators, we will
study the convergence of this algorithm to a saddle point of the Lagrangian, in the most general
conditions, particularly in cases where initial and final densities cancel on some areas of the
transportation domain. The principal difficulty of our study will consist of the proof, in these
conditions, of the existence of a saddle point, and especially in the uniqueness of the density-
momentum component. Indeed, these conditions imply to have to deal with non-regular optimal
transportation maps : that is why an important part of our works will have for object a detailed
study of the properties of the velocity field associated to an optimal transportation map in
quadratic space. To finish, we will explore different approaches for introducing physical priors
in the dynamical formulation of optimal transport, based on penalization of the transportation
domain or of the velocity field.

Keywords : optimal transport, convergence and consistency of an algorithm, multi-physics
problems
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Chapitre I

Introduction et présentation des
résultats

I.1 Introduction au transport optimal et ses applications

I.1.1 Introduction-fiction

480 av J.-C., Athènes vient d’être prise et mise à sac par la grande armée perse menée par son roi
Xerxès. La population a été évacuée, et une grande partie de celle-ci s’est réfugiée sur l’île de Sa-
lamine, bientôt rejointe par la flotte des cités grecques coalisées qui s’y installe. Cette flotte, forte
de ses quatre cents trières, est maintenant sur le point d’affronter la flotte de Xerxès bien plus
nombreuse, et bien plus forte en tonnage. L’histoire officielle décrit la stratégie grecque comme
ayant consisté à enfermer la flotte perse dans une rade, mais nous vous proposons une autre
variante. Dans cette version, la bataille se déroule un peu plus loin, en haute mer : impossible
pour les grecs de s’appuyer sur la topologie de la côte.

Le Stratège athénien Thémistocle et le Général spartiate Eurybiade concoctent une stratégie pour
tenter de l’emporter malgré tout. La situation ne semble à première vue pas du tout à leur avan-
tage. Mais ils disposent néanmoins d’un atout majeur sur leur ennemi : le soudoiement d’un
Général perse leur a permis de connaître en détail les plans de leurs adversaires. La flotte perse
a l’intention, profitant de la supériorité de tonnage de ses navires sur les trières grecques, de
percer la ligne de défense grecque par une attaque centrée, espérant ainsi diviser la flotte grecque
en deux parties, détacher un tiers de ses bateaux pour un débarquement à Salamine pendant que
le reste se redéploiera derrière les lignes grecques, afin de couper sa retraite et d’ainsi protéger le
détachement de débarquement.

La stratégie des grecs mise au point par Thémistocle et Eurybiade consistera donc à faire mine,
dans un premier temps, de subir l’assaut perse, puis au moment opportun, à redéployer leur flotte
en une manoeuvre d’encerclement rapide et foudroyante pour prendre en tenaille les assaillants.

Nos deux Généraux se faisant une idée assez précise de la situation de leur flotte à la suite de
la manoeuvre perse (quitte pour cela à discrètement imposer cette formation au moment du dé-
ploiement de la flotte adverse, sans que cela n’y paraisse), vont devoir assigner une trajectoire à
chacune de leur trière (qui sera connue à l’avance par les capitaines de ces dernières) pour que
la formation d’encerclement s’effectue le plus rapidement possible. Afin de maximiser la vitesse
d’accomplissement de la manoeuvre tout en ménageant au maximum la force de leurs rameurs
(ceux-ci en auront bien besoin pour la suite de la bataille), ils décident de faire en sorte de mi-
nimiser le déplacement de chacun de leur bateau.
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2 CHAPITRE I. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Ils peuvent supposer, pour simplifier les données du problème, que leurs trières sont toutes à peu
près identiques, ayant le même tonnage et la même force motrice (les trières étant principalement
manoeuvrées à la rame pendant les batailles navales), et pouvant donc se déplacer à une même
vitesse maximum (négligeant ainsi certaines contraintes, telles que le vent et la houle). Pour la
plupart de leurs unités, il est inutile voir même dangereux que celles-ci se retrouvent à leur point
de destination avant la fin de la manoeuvre : les bateaux ayant les trajectoires les plus courtes
pourront ainsi se permettre d’aller plus lentement et ainsi préserver les forces de leurs hommes.

Malheureusement, en cherchant à répartir leurs bateaux sur leur carte, ils s’aperçoivent rapide-
ment que très souvent, la réduction de longueur de la trajectoire d’une trière s’accompagne en
général d’une augmentation de la longueur de trajectoire d’autres trières. Le problème semblant
décidément insoluble, Thémistocle décide de le soumettre à son plus brillant géomètre : un esclave
gaulois nommé Gaspardakis Mongonos . Celui-ci reformule le problème ainsi : le tout ne serait
pas de chercher à optimiser la trajectoire de chaque navire, celle-ci se faisant presque toujours au
détriment d’une autre, mais plutôt de chercher à minimiser la somme de toutes les trajec-
toires. De ce problème, se détache, selon lui, la nécessité de respecter deux contraintes simples :

— Les bateaux doivent chercher autant qu’ils le peuvent à se déplacer en ligne droite.
— Les tracés des routes suivis par les différentes trières ne doivent jamais se croiser (voir

l’illustration 1.1-2 plus bas).

Notre esclave propose alors de procéder comme il suit (voir l’illustration 1.1-1) :

1. Sur la carte, représenter les positions des trières au départ de la manoeuvre (par exemple
par des petits cailloux) et à la fin de celle-ci (avec des petits bouts de bois).

2. A l’aide d’une règle ou d’une tige rectiligne, tracer une ligne droite séparant à la fois la
flotte d’arrivée et celle de départ en deux parties de telle façon à ce que le nombre de
bateaux situés d’un coté ou de l’autre de la droite soit le même au départ qu’à l’arrivée :
par exemple s’il y a 100 bateaux d’un coté et 300 de l’autre au départ, il doit y avoir
également 100 bateaux à l’arrivée du même coté de la ligne que les 100 de départ, et 300
de l’autre coté, du même coté que les 300 de départ. Une telle droite est appelée une
équisécante.

Les bateaux situés d’un coté de la ligne au départ, doivent se déplacer en restant du même
coté de la ligne : en effet, si l’un deux changeait de coté au cours de son déplacement, un
autre bateau situé de l’autre coté de la ligne devrait, en compensation d’effectifs, changer à
son tour de coté, risquant ainsi de provoquer un croisement de trajectoire. Ceci aurait pour
conséquence, au regard du second principe évoqué plus haut, une somme des longueurs de
trajectoires plus longue que si ceux-ci ne s’étaient pas croisés.

3. Recommencer l’opération ci-dessus, et tracer autant d’équisécantes que possible. Ainsi, se-
lon Gaspardakis Mongonos , un bateau situé entre deux équisécantes à son départ devra
se déplacer en restant entre ces deux droites jusqu’à son arrivée, se prévenant ainsi des
croisements de trajectoires. Heureusement pour les grecs, dans la configuration de la ma-
noeuvre, aucune des équisécantes ne se croisent au milieu du théâtre de la bataille, ce qui
aurait ici pu rendre défectueuse la méthode de l’esclave (voir l’exemple 1.1-5 p. 7).

Il fut donc décidé de procéder selon cette méthode. Le plan fut planifié, les ordres furent donnés,
la bataille fut gagnée, et Athènes fut vengée !
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Illustration 1.1-1. La manoeuvre des trières

L’assignation de la trajectoire et du positionnement final de chaque trière se fait de façon à ce que chacune
se déplace en ligne droite en croisant aucune des équisécantes prédéfinies (en théorie, il devrait même y
avoir une infinité d’équisécantes, mais dans la pratique...).

Equisécantes

Formation de départ

Flotte Perse

Formation d'arrivée

Les équisécantes se coupent ici derrière la formation de départ (à gauche) ou derrière la formation d’ar-
rivée (à droite). Si elles s’étaient coupées au milieu, cela aurait pu poser problème (voir l’exemple 1.1-5
p. 7).

I.1.2 Le problème des déblais et des remblais de Gaspard Monge

Nous venons, dans cette petite fiction historique (le plan de bataille ne s’est peut-être pas déroulé
exactement de cette façon, mais quoi qu’il en soit la bataille fut une victoire pour les grecs !), de
présenter un problème connu sous le nom de "problème des déblais et des remblais" initié par
Gaspard Monge (1746-1818) à la fin du XVIIIème siècle dans [57] : l’esclave gaulois Gasparda-
kis Mongonos était peut-être l’un de ses lointains ancêtres. Son problème était plus exactement
formulé ainsi :

Le mémoire sur les déblais et les remblais de Gaspard Monge

"Lorsqu’on doit transporter des terres d’un lieu dans un autre, on a coutume de donner le nom de Déblai
au volume des terres que l’on doit transporter, et le nom de Remblai à l’espace qu’elles doivent occuper
après le transport. Le prix du transport d’une molécule étant, toutes choses d’ailleurs égales, proportionnel
à son poids et à l’espace qu’on lui fait parcourir, et par conséquent le produit du transport total devant
être proportionnel à la somme des produits des molécules multipliées par l’espace parcouru, il s’ensuit que
le déblai et le remblai étant donnés de figure et de position, il n’est pas indifférent que telle molécule du
déblai soit transportée dans tel ou tel autre endroit du remblai, mais qu’il y a une certaine distribution à
faire des molécules du premier dans le second, d’après laquelle la somme de ces produits sera la moindre
possible, et le prix du transport total sera un minimum."

Ainsi, dans notre petite histoire, nous avons simplement remplacé les molécules de terre par des
bateaux. On pourrait se poser la question de savoir si G. Monge considérait son problème d’un
point de vue continu ou discret, au sens où on l’entend aujourd’hui : en effet, à l’époque où
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G. Monge formule ce problème, ces deux notions sont encore mal définies. Dans ce problème
historique, il semble implicitement supposé que l’on considère des "molécules de terre" très nom-
breuses ou relativement identiques du point de vue de leur taille ou de leur masse : nous sommes
donc plus proche d’une formulation continue du problème. Cependant, nous continuerons dans
un premier temps à discuter de notre problème de maneouvre de trières. Après tout, G. Monge
n’envisageait-t-il pas lui-même d’appliquer son problème pour des manoeuvres de fantassins ?

Illustration 1.1-2. Des trajectoires sans croisement
Deux trières, situées respectivement aux points A et B doivent atteindre les positions A′ et B′ (non-
alignées aux points A et B), de façon à minimiser la somme des longueurs de leur trajectoires respectives.

A

B

A′

B′

?

?

?

Pour minimiser cette distance parcourue, il est évident que les deux bateaux devront se déplacer en ligne
droite ; la question se réduit donc à savoir à quelle position assigner chacun de ces deux bateaux : la trière
située au point A doit elle se rendre au point A′ ou au point B′ (même question pour celle située au point
B) ?
Il y a donc deux possibilités :

1. Une assignation sans croisement de trajectoire : Du point A vers le point A′ et du point B vers
le point B′.

2. Une assignation avec croisement de trajectoire : Du point A vers le point B′ et du point B vers
le point A′.

Or, dans un quadrilatère, la somme des longueurs des diagonales est toujours plus longue que celle de
deux cotés opposés (i.e. AA′ +BB′ < AB′ +BA′) : c’est donc la première possibilité (sans croisement)
qui est la plus optimale.

A

B

A′

B′

Assignations sans croisements

A

B

A′

B′

Assignations avec croisements
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A la lumière de ces considérations (trajectoires en lignes droites sans croisements), expliquons
un peu plus en détails le principe de la méthode des équisécantes proposée à l’époque par de G.
Monge.

Illustration 1.1-3. La méthode des équisécantes

Supposons que la formation de départ et d’arrivée soient coupées par une même équisécante : sur ce
schéma, il y a autant de trières à voiles rouges en dessous de l’équisécante dans la formation de départ
que dans celle d’arrivée, de même pour les voiles vertes.

équisécante

La méthode de G. Monge prescrit que si la manoeuvre de la flotte suit un transport optimal, les trières
doivent au cours de leur déplacement rester du même coté de l’équisécante : ici les voiles rouges sur les
voiles rouges, et les voiles vertes sur les voiles vertes.

En effet, si par exemple certaines trières situées au dessus de l’équisécante à leur départ venaient à croiser
l’équisécante (les voiles oranges sur le schéma ci-dessous), il faudrait en compensation qu’un nombre égal
de trières situées en dessous de l’équisécante (les voiles jaunes) croisent également l’équisécante (car les
nombres de trières situées au dessus et en dessous de l’équisécante doivent être les mêmes au départ et à
l’arrivée). Une telle manoeuvre impliquerait donc un croisement de trajectoires, et la somme des longueurs
de l’ensemble des trajectoires ne serait pas minimale (voir l’illustration 1.1-2).

Cette méthode ne fonctionne que si l’ensemble des équisécantes ne se coupent pas entre les formations
de départ et d’arrivée : voir le contre-exemple 1.1-5 (p. 7).

Remarque 1.1-4. La conditions de non croisement des trajectoires n’est bien sûr valable que si
les positions de départ et d’arrivée ne sont pas situées sur le même alignement. Pour que cette
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condition ait toujours lieu, il faudrait chercher à minimiser la somme des carrés des longueurs
des trajectoires plutôt que la somme des longueurs des trajectoires.

Dans le cas de notre exemple sur la bataille de Salamine, cet autre coût peut également traduire
une autre signification : en effet, rappelons que nos généraux souhaitent ici que toutes les trières
arrivent en même temps à destination, tout en ménageant le plus équitablement possible les forces
de leurs rameurs. Les manoeuvres s’effectuant donc toutes en un même temps, la vitesse moyenne
de chaque trière est donc directement proportionnelle à la longueur de la route qu’ils auront à
parcourir : l’énergie dépensée par l’ensemble des marins de chaque navire est donc proportionnelle
à la longueur de leur trajet.

Le coût "somme des carrés des longueurs des routes" (ou coût quadratique) est donc en théorie
mieux adapté au problème que le coût "somme des longueurs des routes" (problème originel
formulé par G. Monge des "déblais et des remblais"), sauf que dans le cas pratique de ce problème
spécifique cela ne change rien. En effet :

— lorsqu’il n’y a pas alignement des positions de départ et d’arrivée les routes et les assigna-
tions sont les mêmes pour les deux coûts,

— dans le cas contraire, les bateaux ne peuvent en pratique (i.e. matériellement) se passer à
travers. Or, l’assignation pour laquelle l’ordre des positions d’arrivée corresponde à l’ordre
des positions de départ de chaque bateaux est bien optimal pour le coût "quadratique" (voir
l’illustration 1.1-6 p. 8).

Cependant, si les trières avaient été en mesure de se traverser sans se toucher, le problème de
Monge des "déblais et des remblais" n’aurait pas eu de solution unique, contrairement au pro-
blème reformulé pour un coût quadratique.

De plus, le problème du transport optimal s’étend à des thématiques bien plus vastes et plus
concrètes que des batailles navales, et en particulier à des cas continus ou discrets pour lesquels
un tel coût quadratique possède un réel intérêt, autant théorique que pratique, grâce à la formu-
lation énergétique du problème qu’il induit.
Nous verrons en effet dans les sous-sections I.1.4 (voir en particulier l’illustration 1.1-9 p. 15)
et I.1.5 qu’un tel problème d’assignation optimal pour un coût quadratique correspond en fait à
résoudre un problème de déplacement optimal en recherchant énergie de transport globale mini-
male : par exemple ici on chercherait à minimiser l’énergie globale dépensée par les rameurs,
autrement dit à minimiser l’effort global.
Nous verrons qu’une telle formulation offre la possibilité d’aborder les choses de façon moins
géométrique et moins descriptive, et permet au contraire d’envisager la possibilité d’appliquer
des méthodes plus modernes d’optimisation convexe sous contraintes (méthodes entre autre plus
"numériques" et plus facilement traitables par des ordinateurs).

La méthode que nous avons illustrée (méthode des équisécantes), est celle que Gaspard Monge
avait proposée en son temps pour une résolution pratique du problème en deux dimensions.
Cependant, quand bien même les différentes étapes de celle-ci auraient été facilement réalisables
(découper à l’aide d’une même droite deux ensembles en deux parties égales n’est à priori pas
un exercice évident), cette méthode n’aboutit pas forcément dans tous les cas à la détermina-
tion "transport optimal" selon la définition de G. Monge (et celui-ci en avait conscience) : par
exemple, dans des cas où il pourrait y avoir des échanges d’unités entre les deux cotés de la ligne,
sans qu’il y ait croisement de trajectoires, ou bien dans le cas des croisements d’équisécantes entre
la masse de départ et d’arrivée (voir exemple 1.1-5, qui suit). G. Monge préconisait, pour que
cette méthode soit valable, que le déblai et le remblai (i.e. les masses de départ et d’arrivée) ne
soient pas coupés par la courbe formée par les points d’intersection de l’ensemble des équisécantes.
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Exemple 1.1-5. Contre-exemple à la méthode de G. Monge

Dans l’illustration 1.1-1 représentant la manoeuvre des trières grecques, il s’avère qu’aucune des équisé-
cantes (celles qui y sont tracées, comme celles qui ne le sont pas) ne se croisent au milieu du théâtre des
opérations : c’est à dire ici au sein de l’enveloppe convexe de la formation de départ et d’arrivée. Nous
présentons ici une manoeuvre pour laquelle la méthodes de Monge ne peut fonctionner.

A

B

C

D

équisécantes

Ici la formation de départ est re-
présentée par les trières opaques
(zones A et C), et celle d’arri-
vée par les trières en transparence
(zones B et D). Ces deux forma-
tions sont coupées par deux équisé-
cantes (représentées en vert et en
violet) qui se croisent au centre des
deux formations.

La méthode de Monge se retrouve
ici heurtée à une contradiction. En
effet, les trières partant de la zone
A doivent selon cette méthode se
situer à leur arrivée du même coté
de l’équiséquante verte qu’à leur
départ, et doivent donc toutes se
retrouver au final dans la zone D.
Cependant, elles devront se situer
du même coté de l’équiséquante
violette qu’à leur départ et donc
toutes se retrouver en zone C (en
même temps donc que se retrouver
toutes en zone D). Même raison-
nement pour les trières partant de
la zone C.

Une explication que l’on peut don-
ner à ce phénomène est qu’ici,
contrairement au cas de l’illustra-
tion 1.1-3 (p. 5), des trière peuvent
échanger leurs positions par rap-
port à une équisécante sans que
leurs trajectoires en lignes droites
ne se croisent (rappelons que la
trajectoire ne représente que le seg-
ment reliant la position de départ
et d’arrivée, pas la droite entière),
comme l’illustre la figure suivante : A

B

C

D
Les trières jaunes et vertes peuvent ici échanger leur position
par rapport à l’équisécante violette sans que leurs trajectoires
ne se croisent.
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Cette méthode laisse de plus une ambiguïté, même dans la formulation "continue" (anachroni-
quement) de G. Monge, en ce qui concerne les déplacements en ligne droite. Cette ambiguïté ne
provient en fait pas vraiment de la méthode, mais plus de la façon dont est posé le problème
lui-même : le fait de considérer la simple somme des longueurs des trajectoires.

Illustration 1.1-6. Ambiguïté des trajectoires en ligne droite
Cette illustration fait suite à la Remarque 1.1-4 (p. 5). Dans l’exemple qui suit, contrairement à l’illus-
tration 1.1-2, ici deux trières situées aux positions A et B sont assignées à deux positions A′ et B′ situées
dans le même alignement.

A B A′ B′

?

? ?

?

Or ici, la somme des longueurs AA′ et BB′ est la même que la somme de AB′ et BA′. D’un point de vue
strictement théorique, selon le problème posé par Monge (c’est à dire minimiser la somme des longueurs
de toutes les trajectoires), les assignations A→ A′, B → B′ et A→ B′, B → A′ sont équivalentes pour
ce problème.

A B A′ B′

Assignations sans croisement

A B A′ B′

Assignations avec croisements
(en pratique impossible en ligne droite)

Bien sûr dans la pratique, pour à la fois uniformiser la dépense d’énergie des rameurs et éviter les
collisions ou toutes autres difficultés de manoeuvre, il vaut mieux dans tous les cas que les trajectoires ne
se croisent pas (les trières se déplacent en ligne droite et ne peuvent donc normalement pas se croiser).

Pour faire coïncider la pratique et la théorie dans ce plan de bataille, Monge aurait par exemple pu chercher
à minimiser non pas la somme des longueurs de toutes les trajectoires, mais plutôt la somme des carrés
des longueurs de toutes les trajectoires : effet, dans cet exemple on a AA′ + BB′ = AB′ + BA′, on a
par contre AA′2 +BB′2 < AB′2 +BA′2. L’assignation sans croisement (i.e A→ A′, B → B′) est donc
bien plus optimale pour le coût "somme des carrés des longueurs" que l’assignation avec croisement (i.e
A→ B′, B → A′).

La méthodes des équisécantes que nous avons présentée dans cette section, est celle que G. Monge
avait élaborée pour résoudre son problème en deux dimensions. Cette méthode ne se généralise
pas directement en trois dimensions. En effet, même en dimension trois, les trajectoires restent
des lignes droites (i.e. d’une seule dimension), et acquièrent un grand nombre de degrés de li-
berté : quand bien même on découperait les densités de départ et d’arrivée avec un équi-plan
(équivalent d’une équisécante en trois dimensions), dans la quasi-totalité des configurations, on
pourrait toujours trouver une infinité de trajectoires qui coupent l’équi-plan sans se couper entre
elles.

G. Monge avait cependant proposé une méthode pour tenter de résoudre le problème en trois
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dimensions, valable dans un cadre "continu" (même si comme nous l’avons déjà évoqué précé-
demment, cette notion est quelque peu anachronique). Dans le problème en deux dimensions,
lorsque la méthode des équisécantes s’applique, chaque trajectoire du transport se prolonge en
une équisécante : ces trajectoires optimales s’encadrent donc mutuellement entre elles. L’idée de
G. Monge pour résoudre son problème en trois dimensions est donc de découper l’espace en des
sortes de "tubes" (Monge parle d’ensembles de droites congruentes [58]) dont les parois sont com-
posées de trajectoires optimales. En effet les trajectoires intérieures à un tel "tube" ne peuvent
en couper les parois (sinon elles couperaient une des trajectoires constituant le bord). L’idée de
Monge est de construire ces "tubes" à à partir des trajectoires dites "extrêmes", c’est à dire
formés par les trajectoires optimales partant des points du bord du déblai). Les calculs menés
par Monge en son temps pour tenter de déterminer et construire ces surfaces d’encadrement,
selon la géométrie du déblai et du remblai, le mèneront à une équation proche de l’équation de
Monge-Ampère, laquelle sera présentée plus bas (voir la Remarque 1.1-10 p. 17).

I.1.3 Le problème économique d’allocation optimale de ressources de Leonid
Kantorovitch

Le problème de transport optimal a été redécouvert indépendamment (c’est à dire sans avoir eu
connaissance des travaux de G. Monge à ce sujet) par le mathématicien russe Leonid Kantorovitch
en 1942, sous un aspect plus économique : le problème économique d’allocation optimale de
ressources [49].

Considérons deux types de zones : les zones de production X et les zones à approvisionner Y .
Comme dans le modèle de G. Monge, on s’intéresse ici aux différents plans de transport d’une
répartition de masse de la zone X (masse produite) vers une répartition de masse dans la zone
Y (masse consommée). Contrairement à ce premier modèle, on considère à présent que :

— les zones X et Y ne font plus forcément partie du même "espace",
— la capacité de production ou le besoin en approvisionnement peuvent ici être variables

au sein même d’une de ces zones (c’est à dire que les densités des masses de départ et
d’arrivée ne sont plus uniformes),

— un élément de masse situé en un lieu x de la zone X peut, lors de son acheminement, être
réparti vers différents lieux de la zone Y , et inversement un même lieu y de la zone Y
peut être approvisionné par différents lieux de la zone X.

Pour reprendre l’illustration de Caffarelli telle qu’évoquée dans [77] pour un cas concret, consi-
dérons par exemple que la zone X produit une ressource R (la zone X pourrait être une série
de mines houillères, produisant plus ou moins de charbon, ou bien des champs de blé, etc...).
Considérons une zone Y ayant des besoins plus ou moins importants d’approvisionnement en
la ressource R selon les différents lieux qui la constituent (exemple : zones résidentielles, zones
industrielles, etc...).

Il est donc nécessaire d’acheminer la ressource R depuis les lieux de production jusqu’aux lieux
à approvisionner. Cependant, le transport d’une masse de R d’un lieu vers un autre aura un
certain coût (dépendant de la distance entre ces deux lieux, des zones à contourner, de la nature
du terrain, etc...). On fait les hypothèses suivantes :

— Les coûts de production de la ressource R sont partout les mêmes. Seuls comptent donc
la disponibilité de cette ressource dans les différents lieux de production de la zone X, les
besoins d’approvisionnement des lieux y de la zone Y , ainsi que le coût d’acheminement
d’un lieux x de la zone X vers un lieu y dans la zone Y .
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— La production de R dans la zone X s’est organisée de façon à assurer exactement les
besoins de la zone Y (pas de sur-production ni de sous-production).

— Le coût d’acheminement d’une masse m de la ressource de x vers y est proportionnel à
m avec un coefficient de proportionnalité c(x, y).

— Les acheminements et les coûts sont fixes sur de longues périodes : il est donc équivalent
de considérer des acheminements continus et des acheminements "d’un bloc" (ce qui sera
le cas de notre modèle).

A. Cas d’une répartition collective des coûts : allocation optimale

Supposons dans un premier temps que les coûts soient collectifs. L’objectif est donc de trouver un
schéma d’allocation de la ressource R produite dans la zone X vers la zone Y , selon la répartition
des besoins, de façon à minimiser le coût de transport global.

On modélise la répartition de la production sur X par une mesure µ et la répartition des besoins
sur Y par une mesure ν (X et Y étant considérés comme des espaces mesurables), le tout
vérifiant µ(X) = ν(Y ) (la production de la zone X assure exactement les besoins de la zone Y ).
L’ensemble des schémas d’allocation de X vers Y est lui modélisé par l’ensemble Π(µ, ν) des
mesures π définies sur X × Y (muni d’une tribu appropriée) telles que pour tout sous-ensemble
mesurable A ⊂ X et B ⊂ Y , on ait

π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B). (1.1-1)

Pour traduire qualitativement ce que représente la mesure π, disons formellement que dπ(x, y)
"mesure" en tout point (x, y) ∈ X × Y la quantité (la masse) de ressource R acheminée du lieu
de production x ∈ X au lieu approvisionné y ∈ Y (cette masse peut bien sûr être nulle : cela
signifie que rien n’est acheminé de x vers y).

Remarque 1.1-7. La condition π(A× Y ) = µ(A) pour tout A ⊂ X, traduit simplement le fait
que l’intégralité de la production de la zone X (traduite par la mesure µ) est livrée dans la zone
Y , et la condition π(X ×B) = ν(B) pour tout B ⊂ Y traduit quant à elle le fait que l’intégralité
des besoins d’approvisionnement de la zone Y (traduite par la mesure ν) est assurée par la zone
X.

On peut donc formellement écrire que le coût d’acheminement de la ressource R de x vers y
est donné par "c(x, y) · dπ(x, y)", où c(x, y) représente le coefficient proportionnel du coût de
transport du point (ou lieu) x ∈ X vers le point y ∈ Y .

Ainsi, en considérant l’ensemble des coûts de transport depuis l’ensemble des points de production
x ∈ X vers l’ensemble des points approvisionnés y ∈ Y , le coût de transport global I(π) d’un
schéma d’allocation π est dans ce modèle donné par :

I(π) =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y).

L’objectif de ce problème est donc de minimiser le coût de transport global I(π), et dans l’idéal
de déterminer un schéma d’allocation optimale π̃ pour lequel le minimum de I(·) est atteint.
L’existence d’un tel schéma π̃ est donnée par le Théorème 1.1-2 qui sera énoncé à la fin de cette
sous-section (p. 13).

B. Cas d’une répartition individualiste des coûts : dualité de Kantorovitch

Supposons maintenant que les coûts ne soient plus collectifs mais individuels. Ici, chaque lieu y
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de la zone Y va chercher à subvenir à ses besoins en la ressource R selon les ressources encore
disponibles de la zone de production X en cherchant à minimiser les coûts de transport néces-
saires (entièrement à sa charge), et ceci de façon totalement individuelle (sans tenir comptes des
autres), selon le principe : "les premiers arrivés seront les mieux servis".

Un modèle d’allocation des ressources minimisant le coût global d’acheminement, ne correspond
en effet pas forcément à un coût d’acheminement minimal "individuel". Un schéma quelconque
de répartition des ressources π peut de ce fait avoir un coût de transport individuellement moins
cher pour certains lieux à approvisionner par rapport à un schéma π̃ minimisant le coût global
(en contrepartie, d’autres lieux le paieront eux plus cher), comme décrit dans l’exemple suivant :

Exemple 1.1-8. Prenons X = Y = R ainsi que la fonction coût c(x, y) = |x − y|2. On souhaite
transporter la mesure µ = δ−2 + δ−1 sur la mesure ν = δ1 + δ2 (les δ désignent des mesures de Dirac).
On considère les deux schémas d’allocation suivants :

• π0 = δ(−2,1) + δ(−1,2) (qui envoie toute la masse concentrée en −2 sur 1, et toute la masse
concentrée en −1 sur 2).

• π1 = δ(−2,2) + δ(−1,1) (qui envoie toute la masse concentrée en −2 sur 2, et toute la masse
concentrée en −1 sur 1).

0δ−1δ−2 δ1 δ2

π0

π1

Le coût global du schéma π0 est donc ici I(π0) = 32 + 32 = 18, et le coût global du schéma π1 est
I(π1) = 42 + 22 = 20. Le schéma π1 a donc un coût global plus élevé que le schéma π0. Dans le schéma
π1 le coût individuel de transport de −1 sur 1 (égal à 2) est pourtant inférieur au coût de transport dans
le schéma π0 de −2 sur 1 et de −1 sur 2 (tous deux égaux à 3). Minimiser le coût global ne correspond
donc pas forcément à minimiser tous les coûts individuels.

Supposons maintenant qu’une grande société de transport propose ses services en sous-traitance
pour effectuer le transport de la ressource R. Celle-ci possède des moyens qui lui permettent
d’effectuer ces acheminements pour un coût très inférieur à celui pratiqué jusque là (c’est à dire
c(x, y)×m, où m est la masse à transporter de x à y).

Il est dans son intérêt d’organiser un schéma de transport fixe sur le long terme, d’avoir des reve-
nus très stables, et d’avoir le monopole total sur les acheminements (par exemple appropriation
du terrain de transit, construction d’un réseau routier ou ferroviaire, de ports ou d’aéroports,
etc...).

Supposons également que pour pouvoir mettre son projet en place, cette société doive avoir l’ac-
cord unanime de tous les acheteurs.

Cette société pratique un tarif d’acheminement proportionnel à la masse transportée et à la
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somme d’un coût de chargement et de déchargement. Autrement dit, pour faire livrer une masse
m de R d’un lieu x vers un lieu y, l’acheteur devra payer le prix m× [ϕ(x) +ψ(y)], ϕ(x) étant le
coût de chargement et ψ(y) le coût de déchargement, les fonctions de coût ϕ et ψ étant fixées sur
l’ensemble respectivement des zones X et Y . Autrement dit, la société pratique un prix d’achat
ψ(y) en chaque point y ∈ Y et un prix ϕ(x) de mise sur le marché en chaque point x ∈ X. Un
tel système tarifaire lui permet d’avoir des revenus très stables.

Si l’on considère toujours que la répartition de la production sur X se modélise par une mesure µ
et la répartition des besoins sur Y par une mesure ν (avec µ(X) = ν(Y )), le prix global pratiqué
par la société est alors toujours le même quel que soit le schéma de répartition π, c’est à dire∫

X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν.

Ceci est illustré par le Lemme suivant :

Lemme 1.1-1.

Soient X et Y deux espaces mesurables. Soient µ une mesure positive sur X et ν une mesure
positive sur Y , telles que µ(X) = ν(Y ). Définissons Π(µ, ν) comme l’ensemble des mesures
de Lebesgue π sur X × Y telles que pour tout sous-ensemble mesurable A ⊂ X et B ⊂ Y ,

π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B).

Alors, pour tous (ϕ,ψ) ∈ L1(dµ)× L1(dν), et pour tout π ∈ Π(µ, ν) on a∫
X×Y

ϕ(x) dπ(x, y) =

∫
X
ϕdµ, et

∫
X×Y

ψ(y) dπ(x, y) =

∫
Y
ψ dν,

d’où ∫
X×Y

[ϕ(x) + ψ(y)] dπ(x, y) =

∫
X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν.

Preuve : Traitons le cas de ϕ. On peut, en toute généralité, supposer que ϕ est positive sur X.
Soit (ϕn)n une suite de fonction étagées sur X pour la mesure µ, telle que

— ∀n ∈ N, ϕn ≤ ϕ,
— (ϕn)n converge simplement µ-presque partout vers ϕ.

Pour tout n ∈ N, on définit la fonction ϕn : (x, y) 7→ ϕn(x). La suite (ϕn)n converge simplement
π-presque tout vers la fonction (x, y) 7→ ϕ(x).

En effet, si E est l’ensemble des points x ∈ X tels que (ϕn(x))n ne converge pas vers ϕ(x), alors
E×Y est l’ensemble des points (x, y) ∈ X ×Y tels que (ϕn(x, y))n ne converge pas vers ϕ(x, y).
Or π(E × Y ) = µ(E) = 0.

Pour tout A ⊂ X mesurable, on a∫
X
1A dµ = µ(A) = π(A× Y ) =

∫
X×Y

1A×Y dπ.

Ainsi pour tout n ∈ N, ∫
X×Y

ϕn(x, y) dπ(x, y) =

∫
X
ϕn dµ.
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Par passage à la limite via le Théorème de Beppo-Levi, on a donc∫
X×Y

ϕ(x, y) dπ(x, y) =

∫
X×Y

ϕ(x) dπ(x, y) =

∫
X
ϕdµ.

On raisonne de même pour prouver que∫
X×Y

ψ(y) dπ(x, y) =

∫
Y
ψ dν.

�

Pour pouvoir obtenir l’accord unanime des acheteurs, et ainsi pouvoir mettre en place son mo-
nopole et son projet, il est donc nécessaire pour notre société que le prix qu’elle propose pour
un transport de x vers y, soit toujours inférieur au coût initial (c’est à dire sans son intervention
en sous-traitance). Autrement dit, il est nécessaire que pour tout x ∈ X et pour tout y ∈ Y , la
contrainte

ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y) (1.1-2)

soit vérifiée, et ceci quitte à devoir pratiquer des prix négatifs en certains endroits !

Ainsi, quel que soit le schéma de répartition π, et d’après le Lemme 1.1-1, on a

I(π) =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y) ≥
∫
X×Y

[ϕ(x) + ψ(y)] dπ(x, y) =

∫
X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν = J(ϕ,ψ).

(1.1-3)
où J(ϕ,ψ) représente donc le prix global pratiqué par la société de sous-traitance, et I(π) le coût
global qu’aurait dû assumer les acheteurs sans l’intervention de cette dernière pour le schéma π.
Pour un schéma π̃ d’allocation optimal par rapport au coût global, on a donc ainsi

I(π) ≥ I(π̃) ≥ J(ϕ,ψ), (1.1-4)

où π représente tout autre schéma quelconque de répartition.

Pour maximiser ses profits, la société de sous-traitance va chercher à fixer les fonctions de coût
ϕ et ψ de façon à maximiser son revenu J(ϕ,ψ) tout en vérifiant la contrainte (1.1-2). D’après
l’inéquation (1.1-4), ce coût est majoré par I(π̃).

Il est très raisonnable de penser que cette majoration par I(π̃) se rapproche en fait d’une maximi-
sation, ou du moins d’une "suprémation" (autrement dit que I(π̃) représente la limite supérieure
des valeurs que peut atteindre J(ϕ,ψ)). Ce résultat est entre autre confirmé par le Théorème
suivant dû à L. Kantorovitch.

Comme souvent dans la suite de ce manuscrit, nous choisirons pour simplifier les énoncés, de
re-normaliser les mesures µ, ν et π de façon à obtenir des mesures de probabilité (de masse totale
égale à 1). On note P (E) l’ensemble des mesures de probabilité sur un espace mesurable E.

Théorème 1.1-2. Dualité de Kantorovitch [77]

Soient X et Y deux espaces métriques, mesurables, complets, et séparables. Soient µ ∈
P (X) et ν ∈ P (Y ), et soit c : X × Y → R+ ∪ {+∞} une fonction de coût semi-continue
inférieurement.



14 CHAPITRE I. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Pour tous π ∈ P (X × Y ) et (ϕ,ψ) ∈ L1(dµ)× L1(dν), définissons

I(π) =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y), J(ϕ,ψ) =

∫
X
ϕdµ+

∫
Y
ψ dν.

Définissons Π(µ, ν) comme l’ensemble des mesures de probabilité de Lebesgue π sur X × Y
telles que pour tout sous-ensemble mesurable A ⊂ X et B ⊂ Y ,

π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B),

et définissons Φc l’ensemble des fonctions (ϕ,ψ) ∈ L1(dµ)× L1(dν) vérifiant

ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y) (1.1-5)

pour µ-presque tout x ∈ X et ν-presque tout y ∈ Y . Définissons également Cb l’ensemble des
couples de fonctions (f, g) continues et bornées sur X × Y .

Alors on a
inf

Π(µ,ν)
I(π) = sup

Φc

J(ϕ,ψ) = sup
Φc∩Cb

J(ϕ,ψ). (1.1-6)

De plus l’infimum du terme inf
Π(µ,ν)

I(π) de (1.1-6) est atteint. Autrement dit, il existe π̃ ∈

Π(µ, ν) tel que
I(π̃) = inf

π∈Π(µ,ν)
I(π).

On pourrait penser d’après ce théorème qu’un lien existe entre un schéma d’allocation optimal π̃
et d’éventuelles fonctions de coût ϕ̃ ∈ L1(dµ) et ψ̃ ∈ L1(dν) maximisant le prix de revenu de la
sous-traitance J(ϕ,ψ). L’existence de telles fonctions de coût ϕ̃ et ψ̃ n’est cependant pas vérifiée
dans le cas général.

La section suivante nous donnera un cas particulier où de telles fonctions de coût existent, et où
le lien avec un (unique) π̃ est explicité. Ce cas particulier révélera en fait le cadre d’étude de la
quasi-totalité des travaux de ce manuscrit.

I.1.4 Le Théorème de Brenier : un transport optimal euclidien liant les pro-
blème de Monge et de Kantorovitch

Nous allons ici présenter le problème de la précédente section dans un cadre plus restreint et plus
"intuitif". Nous ajoutons les hypothèses suivantes :

— On considère que la zone de production et la zone à approvisionner font de nouveau parties
du même espace, à savoir ici Rd (i.e. X = Y = Rd).

— On considère un coût proportionnel quadratique c(x, y) = |x− y|2.
— Les mesures de production µ et d’approvisionnement ν sont deux mesures de probabilité

sur la tribu de Lebesgue. De plus, la mesure de départ (de production) µ est supposée
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue (voir plus bas l’exemple 1.1-11
qui illustre l’importance de cette dernière hypothèse).
Autrement dit, on suppose qu’il existe une fonction f ∈ L1(Rd,Ld) à support borné telle
que µ = f ·Ld. On se place donc ici dans le cadre d’une mesure de départ "diffuse" : aucun
point de Rd, et plus généralement aucun sous-ensemble de Rd de mesure de Lebesgue nulle,
ne peut concentrer de la masse.
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Exemple 1.1-9. Coût euclidien, coût quadratique

Analysons formellement les choses. Ainsi que nous l’avons déjà évoqué dans la Remarque 1.1-4 et
l’illustration 1.1-6 pour des cas discrets, un transport optimal pour un tel coût quadratique (du type
c(x, y) = |x − y|2) traduit, par rapport au problème originel de Monge (le problème des déblais et des
remblais) évoqué dans les sous-sections I.1.1 et I.1.2, une minimisation du coût global en énergie dépensé
plutôt qu’une minimisation des distances parcourues (i.e pour un coût euclidien c(x, y) = |x−y|). Cepen-
dant ces deux problèmes coïncident dès lors qu’il ne s’agit pas d’un transport selon un alignement : dans
le cas contraire le coût c(x, y) = |x− y|2 donne une solution unique au problème, contrairement au coût
c(x, y) = |x− y|.

Ainsi le coût quadratique c(x, y) = |x−y|2 semble plus approprié si l’on souhaite traiter un problème ayant
une unique solution pour un problème proche de celui des "déblais et des remblais". Pourtant, comme le
montre l’illustration ci-dessous, le problème des déblais et des remblais traité de façon discrète n’a pas
toujours une solution unique même avec le coût quadratique lorsque les éléments sont tous identiques.

A

?

B′

B

A′

?

??

Reprenons nos trières pour re-
présenter nos éléments iden-
tiques et indivisibles (sauf épe-
ronnage par un navire perse...).

Sur l’exemple ci-contre, il y
a deux possibilités d’assigna-
tion pour nos deux trières dans
leurs positions de départ (la
voile rouge et la voile verte)
pour obtenir la formation d’ar-
rivée (représentée comme dans
les exemples précédents par les
trières en gris).

Ces deux assignations ont exactement le même coût de transport, et ceci pour un coût euclidien au tant
que pour un coût quadratique : en effet, quelle que soit l’assignation choisie, les deux trières parcourront
exactement la même distance ; le fait d’élever ces distances à une puissance quelconque ne changera donc
rien quant à l’égalité de la somme des coûts entre les deux assignations.

A

B′

B

A′

A

B′

B

A′

Ainsi, dans cet exemple, la solution au problème de Monge n’est pas unique. De plus, toujours dans
le cadre discret, lorsque les éléments n’ont pas tous la même masse, le problème de Monge pour un coût
quadratique peut même ne pas avoir de solution, quand bien même celui de Kantorovitch en possède
une, du fait de l’indivisibilité des masses dans le problème de Monge (voir plus bas les Définitions 1.1-3
et 1.1-4, ainsi que l’exemple 1.1-11).
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Nous sommes ici dans un cadre assez intuitif correspondant au problème historique de G. Monge
(voir la sous-section I.1.2) pour des déblais et remblais de densités variables. Ici les géodésiques
correspondent à des lignes droites. Il s’agit, comme dans de le problème de Monge de minimiser
la somme de toutes les longueurs de trajectoire (pondérée de façon infinitésimale du fait que la
masse de départ est ici supposée continue) : un transport optimal devrait correspondre à des
déplacements en ligne droite sans aucun croisement de trajectoires (voir l’illustration 1.1-2).

Dans le problème de Monge, contrairement à celui de Kantorovitch, les "unités de masse" sont
indivisibles : autant il est éventuellement possible dans le problème économique de Kantorovitch
de répartir la ressource produite en un point en plusieurs points d’approvisionnement, autant il
n’est pas possible dans le problème de Monge de diviser un grain de sable (ou une trière grecque)
et répartir les morceaux en plusieurs points. Si le terme de schéma d’allocation optimal de
ressources correspond mieux au problème de Kantorovitch, dans lequel on optimise sur des me-
sures, celui de plan de transport optimal correspond mieux à celui de Monge : on optimise
sur des applications mesurables, i.e. on assigne à un point x une seule position T (x).

Bien sûr le passage d’un cadre discret comme celui de Monge, à un cadre potentiellement continue
où la masse à répartir peut avoir une densité variable rend un tel raisonnement un peu léger : il
n’est a priori pas possible d’avoir un tas de sable aux éléments identiques et de densité variable
(à moins de briser les grains en les écrasant, et encore...). C’est pourtant sur ce principe que nous
allons formuler un autre problème de transport optimal correspondant mieux à l’idée de Monge,
sans abandonner la possibilité de densités continues et variables.

Pour donner tout de même une idée plus matérielle de ce cadre, supposons un énorme tas de
sable vu à une échelle où celui-ci est modélisé de façon continue. Supposons également que les
différents grains de sable ne soient pas tous identiques et composés de différentes roches plus ou
moins massives ? Ainsi deux mêmes volumes extraits de ce tas de sable peuvent avoir des densités
différentes.

Nous présentons (à nouveau pour ce qui est du problème de Kantorovitch) ici formellement les
deux problèmes :

Définition 1.1-3. Le problème de Kantorovitch (Rappel)

Soient X et Y deux espaces métriques mesurables. Soient également deux mesures de proba-
bilité µ ∈ P (X) et ν ∈ P (Y ), et une fonction de coût c : X × Y → R+ ∪ {+∞}. On définit,
pour tout π ∈ P (X × Y ), le coût I(π) par :

I(π) =

∫
X×Y

c(x, y) dπ(x, y),

ainsi que l’espace Π(µ, ν) comme étant l’ensemble des mesures de probabilité π sur X × Y
telles que pour tout sous-ensemble mesurable A ⊂ X et B ⊂ Y , on ait

π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B),

Le problème de Kantorovitch consiste à trouver une mesure de probabilité π̃ ∈ P (X × Y )
minimisant le coût global d’acheminement, c’est à dire :

I(π̃) = inf
Π(µ,ν)

I(π).
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Définition 1.1-4. Le problème de Monge

Soit X un espace métrique mesurable, et soient également deux mesures de probabilité µ, ν ∈
P (X), et une fonction de coût c : X ×X → R+ ∪ {+∞}.
Le problème de Monge consiste à trouver une fonction mesurable M̃ (aussi appelée plan de
transport) allant de l’espace X dans lui-même minimisant le coût de transport global de µ sur
ν, c’est à dire : ∫

X
c(x, M̃(x)) dµ(x) = inf

M#µ=ν

∫
X
c(y,M(y)) dµ(y). (1.1-7)

où le terme M#µ désigne la poussée de la mesure µ par le plan de transport M : cela signifie
que tout sous-ensemble mesurable A de X, on a

(M#µ)(A) = µ(M−1(A)). (1.1-8)

Remarque 1.1-10. A propos de la notion de poussée de mesure

L’équation (1.1-8) traduit le fait que la mesure ν conserve la masse mesurée par µ : ν donne
à toute zone déplacée, déformée, contractée ou dilatée par l’opérateur T , la même masse que lui
donnait µ avant l’application de l’opérateur. La notion de poussée de mesure traduit donc bien
une propriété de transport conservatif de masse. Ceci est en partie à l’origine de l’idée d’une
formulation dynamique du problème de Monge (sous-section I.1.5)

Dans le cas où la mesure de départ µ et la mesure d’arrivée ν sont toutes deux définies sur la
tribu de Lebesgue de Rd et absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue (i.e. s’il
existe des densités ρ0, ρ1 ∈ L1

(
Rd,Ld

)
telles que µ = ρ0Ld et ν = ρ1Ld), on peut formellement

décrire la poussée de la mesure µ sur la mesure ν par un plan de transport M par l’équation
de Monge-Ampère :

ν = M#µ ⇔ ρ0 = (ρ1 ◦M) det (∇M) , (1.1-9)

laquelle sera de nouveau évoquée dans la sous-section suivante.
En effet, la formulation duale de la Définition (M#µ)(A) = µ(M−1(A)),∀A ⊂ Rd s’écrit :

(ρ1Ld) = M#(ρ0Ld) ⇔ ∀f ∈ Cc(Rd),
∫
Rd
f(y)ρ1(y) dy =

∫
Rd
f(M(x))ρ0(x) dx. (1.1-10)

Or, pour tout f ∈ Cc(Rd), on a (formellement) par changement de variable :∫
Rd
f(y)ρ1(y) dy =

∫
Rd
f(M(x))ρ1(M(x)) det (∇M(x)) dx (1.1-11)

d’où :
ρ0 = (ρ1 ◦M) det (∇M) (1.1-12)

Pour plus de précision sur la notion de poussée de mesure, voir l’Annexe F, et en particulier la
Proposition F.0-3 (p. 233).

Le problème de Kantorovitch, ayant des conditions plus larges, admet plus facilement une so-
lution que celui de Monge (voir l’exemple 1.1-11 ci-dessous). Mais lorsque les deux problèmes
admettent simultanément une solution, celles-ci sont en général liées. Ce sera du moins le cas
dans le cadre que nous allons exposer dans cette sous-section : la solution du problème de Kan-
torovitch sera équivalente à celle du problème de Monge.
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Exemple 1.1-11. Une solution pour le problème de Kantorovitch et non pour
celui de Monge
Comme nous l’avons déjà vu dans l’exemple 1.1-9 (p. 15), le problème de Monge peut présenter des
problèmes de consistance lorsque l’on traite le transport de mesures discrètes : en effet, contrairement au
problème de Kantorovitch, il n’est pas possible dans le problème de Monge de répartir la masse contenue en
un point en plusieurs lieux. Par conséquent, lorsque l’on a affaire à une répartition de masses atomiques
(par exemple des mesures de Dirac), il est possible qu’il n’y ait pas de solution : par exemple dans le cas
où le nombre de ces masses atomiques sont différents au départ et à l’arrivée, et que celles-ci possèdent
des valeurs de masse différentes.

Prenons ici l’exemple (dans R2) dans lequel la mesure de départ µ est égale à une mesure de Dirac de
masse 1 (concentrée en un point x0, i.e µ = δx0

) et la mesure d’arrivée ν égale à la somme de deux
mesures de Dirac de masse 1/2 (concentrées aux points distincts y1 et y2, i.e. ν = (1/2)δy1 + (1/2)δy2) :
le problème de Kantorovitch possède bien une solution, qui est la mesure π = (1/2)δ(x0,y1) + (1/2)δ(x0,y2),
mais le problème de Monge lui n’en possède pas.

δx0

1
2δy1

1
2δy2

x0

y1

y2

En effet, si cela avait été le cas, il existerait un plan de transport optimal T vérifiant par Définition
T#µ = ν, ce qui au sens faible s’écrit

∀f ∈ Cc(R2),

∫
R2

f(y) dν(y) =

∫
R2

f(T (x)) dµ(x) ⇔ ∀f ∈ Cc(R2), (1/2)[f(y1) + f(y2)] = f(T (x0)).

On a T (x0) 6= y1 ou T (x0) 6= y2. Supposons par exemple que T (x0) 6= y1, prenons f ∈ Cc(R2) telle que
f(T (x0)) = f(y2) = 1 et f(y1) = 0. On aurait donc alors 1/2 = 1...

Pour palier à ce problème on peut faire le choix de "diffuser" légèrement nos mesures de Dirac : remplaçons
les par une gaussienne et deux demi-gaussiennes centrées respectivement en x0, y1 et y2, et potentiellement
très concentrées ("approchant" le Dirac). Cette formulation continue offre alors une solution au problème
de Monge, qui consiste à "couper en deux" la gaussienne de départ et la répartir sur les deux demi-
gaussiennes.

x0

y1

y2
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Avant de revenir au problème de cette sous-section, nous donnons la Définition suivante, à propos
de la construction d’une métrique sur l’espace des mesures de probabilité basée sur le transport
optimal. En effet, lorsque les espaces d’arrivée et de départ sont les mêmes (notons les X), il
est possible de construire une distance entre deux mesures µ et ν à partir du coût du transport
optimal associé à l’envoie de l’une sur l’autre, à condition que ce transport optimal soit lui-même
basé sur un coût proportionnel égal à la puissance d’une distance sur X par un réel strictement
positif p (c’est à dire du type c(x, y) = d(x, y)p où d est une distance sur X). Nous ne définirons
ici cette distance que dans le cas où p ∈ [1,+∞[ (l’autre cas n’étant pas nécessaire pour notre
problème).

Définition 1.1-5. La distance de Wasserstein

Soit (X,B, δ) un espace métrique, mesurable, complet, et séparable (δ désigne donc ici la
distance associée). Pour tout p ∈ [1,+∞[, on définit l’ensemble Pδp(X,B) des mesures de
probabilité µ sur (X,B) telles que, en prenant a ∈ X on ait :∫

X
δ(a, x)p dµ(x) < +∞.

Pour tous µ, ν ∈ Pδp(X,B), définissons comme dans la sous-section I.1.3 l’ensemble Π(µ, ν)
des mesures de probabilité de Lebesgue π sur X ×X telles que pour tout sous-ensemble me-
surable A,B ⊂ X, on ait

π(A×X) = µ(A), π(X ×B) = ν(B),

et définissons également la grandeur :

Wδ
p(µ, ν) = inf

π∈Π(µ,ν)

(∫
X×X

δ(x, y)p dπ(x, y)

) 1
p

. (1.1-13)

L’application
Wδ
p : Pδp(X,B)× Pδp(X,B) −→ R+

(µ, ν) 7−→ Wδ
p(µ, ν)

définit une distance sur l’espace Pδp(X,B). Cette distance entre mesures, basée sur le trans-
port optimal, est désignée sous le nom de distance de Wasserstein.

Notation 1. Dans le cadre de la Définition 1.1-5, lorsque X = Rd, muni de la tribu de Lebesgue
sur Rd, et que la distance associée δeuc est la distance euclidienne (i.e. δeuc(x, y) = |x−y|), alors
pour tout p ∈ [1,+∞[, l’espace Pδeuc

p (Rd,Ld) sera par abus de notation simplement désigné par
Pp(Rd), de même que la distance de Wassertein associéeWδeuc

p sera simplement désignée parWp.

Remarquons que l’espace Pp(Rd) est par ailleurs un espace vectoriel (non normé mais métrique).

Dans toute notre étude (et en particulier dans les sous-sections qui suivent) nous prendrons en
général p = 2.

Revenons donc maintenant au problème de cette sous-section : dans le cadre que nous avons fixé
au début de celle-ci, nous obtenons les résultats suivants :

1. Il existe deux fonctions de coût (respectivement de chargement et de déchargement) ϕ̃ ∈
L1(dµ) et ψ̃ ∈ L1(dν) maximisant le prix de revenu de la sous-traitance J(ϕ,ψ).
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2. Un lien explicite entre un unique schéma d’allocation optimal π̃ et les fonctions de coût
ϕ̃ ∈ L1(dµ) et ψ̃ ∈ ×L1(dν). Ce lien entre π̃ et (ϕ̃, ψ̃) sera en fait donné directement en
fonction de φ.

3. La résolution (dans ce cadre) du problème de Monge-Kantorovitch : en effet l’unique
schéma d’allocation optimal π̃ obtenu attribuera à l’unité (infinitésimal) de masse une
unique destination, permettant ainsi de construire un plan de transport de µ sur ν (donné
par le gradient de la fonction φ) optimal au sens du problème (1.1-7), et unique solution
de ce problème.

Ce résultat est explicité dans le Théorème suivant, dû à M. Knott, C. Smith [73] et Y. Brenier
[16] (ce Théorème est une compilation de leurs résultats combinés), cité ici à partir de [77] (p.
66). Nous précédons ce Théorème d’une petite Définition de circonstance :

Définition 1.1-6. Transformée de Legendre

Soit f une fonction de Rn dans ] − ∞,+∞]. On définit la transformée de Legendre de f ,
notée f∗ par :

f∗(x) = sup
y∈Rn
{〈x, y〉 − f(y)}

Notons que f∗ est convexe et semi-continue inférieurement.

Plus de propriétés des transformées de Legendre seront donnés dans la suite de ce manuscrit
(voir les propriétés 3.3-5 p. 87).

Théorème 1.1-7. Théorème de Brenier [77]

Soient µ, ν ∈ P2(Rd), c’est à dire deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesgue de Rd
vérifiant la condition ∫

Rd
|x|2 dµ(x),

∫
Rd
|y|2 dν(y) < +∞. (1.1-14)

et telle que µ soit absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue (i.e. telles qu’il
existe une densité positive ρ0 ∈ L1

(
Rd,Ld

)
telle que µ = ρ0Ld).

On considère le problème d’allocation optimal de Kantorovitch de µ sur ν associé à la fonction
de coup quadratique c(x, y) = |x−y|2, en définissant toujours I(π), J(ϕ,ψ) et Π(µ, ν) comme
dans le Théorème 1.1-2.

Alors il existe une fonction convexe sur Rd, semi-continue inférieurement φ, telle que le
schéma d’allocation π̃ ∈ Π(µ, ν) défini par :

π = (id×∇φ)#µ, (1.1-15)

ou écrit de façon plus formelle

dπ(x, y) = dµ(x)1{y=∇φ(x)}(x, y), (1.1-16)
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soit l’unique schéma d’allocation optimal de µ sur ν, c’est à dire vérifiant la relation (1.1-6).

On a de plus les propriétés suivantes :

1. Le couple (φ, φ∗) (où φ∗ désigne ici la transformée de Legendre de φ) vérifie :

(ϕ̃, ψ̃) = sup
Φc

J(ϕ,ψ)

= argmax
(ϕ,ψ)

{∫
Rd
ϕdµ+

∫
Rd
ψ dν, ∀(x, y) ∈ (Rd)2 ϕ(x) + ψ(y) ≤ |x− y|2

}
,

(1.1-17)

avec (ϕ̃, ψ̃) =
(
|·|2
2 − φ,

|·|2
2 − φ

∗
)
; ou bien formulé autrement :

(φ, φ∗) = argmin
(f,g)

{∫
Rd
f dµ+

∫
Rd
g dν, ∀(x, y) ∈ (Rd)2 x · y ≤ f(x) + g(y)

}
.

(1.1-18)
(les couples (ϕ,ψ) et (f, g) des argmax et argmin étant pris dans L1(dµ)× L1(dν)).

Le couple de fonctions "coût de chargement-coût de déchargement" (ϕ̃, ψ̃) maximisent
donc le prix de revenu de la sous-traitance J(ϕ,ψ).

2. L’opérateur ∇φ est l’unique gradient de fonction convexe,(unique) au sens µ-
presque partout, "poussant la mesure µ sur la mesure ν", c’est à dire telle que l’on ait
∇φ#µ = ν (voir plus haut), et représente également l’unique solution au problème
de Monge pour le transport de µ sur ν. Autrement dit, on a :∫

Rd
|x−∇φ(x)|2 dµ(x) = inf

M#µ=ν

∫
Rd
|x−M(x)|2 dµ(x) =W2(µ, ν)2. (1.1-19)

3. On a supp(ν) = ∇φ(supp(µ)) (voir la Remarque 1.1-13 plus bas).

4. Si la mesure ν est également (de même que la mesure µ) absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue Ld sur Rd, on a pour µ-presque tout x ∈ Rd et
ν-presque tout y ∈ Rd :

∇φ∗ ◦ ∇φ(x) = x, ∇φ ◦ ∇φ∗(y) = y. (1.1-20)

L’opérateur ∇φ∗ représente alors le "transport optimal inverse de ∇φ" : c’est l’unique
opérateur ν-presque partout défini "poussant la mesure ν sur la mesure µ", i.e. ∇φ∗#ν =
µ, et représente l’unique solution au problème de Monge pour le transport de ν sur µ.
Autrement dit, on a :∫

Rd
|y −∇φ∗(y)|2 dν(y) = inf

N#µ=ν

∫
Rd
|y −N(y)|2 dν(y) =W2(ν, µ)2 =W2(µ, ν)2.

(1.1-21)

Remarque 1.1-12. Dans l’étude qui sera menée tout au long de ce manuscrit, nous utiliserons
généralement des mesures positives finies µ et ν à supports bornés dans Rd, et dans ce cas, la
condition (1.1-14) sera automatiquement vérifiée, en effet :∫

Rd
|x|2 dµ(x) ≤ sup(supp(µ))2µ(Rd) < +∞ et

∫
Rd
|y|2 dν(y) ≤ sup(supp(ν))2ν(Rd) < +∞,
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où l’on écrit sup(A) = sup |z|
z∈A

pour tout sous-ensemble de A de Rd.

Remarque 1.1-13. Le terme ∇φ(supp(µ)) n’est pas très rigoureux, étant donné que ∇φ n’est
défini que µ-presque partout sur Rd : c’est un abus de notation et il doit être plutôt lu comme
∇φ (supp(µ) ∩ E), où E représente l’ensemble des points de Rd où φ est différentiable (et donc
où ∇φ est bien définie).

Les sous-sections qui suivront seront consacrées à une étude plus précise du problème de Monge-
Kantorovitch tel que formulé dans cette même sous-section. En particulier, dans la prochaine
sous-section, nous présenteront une formulation de type mécanique des fluides de ce problème.
Cette formulation permettra, par le changement de point de vue qu’elle apporte au problème,
la mise en pratique de méthodes numériques plus classiques mais efficaces pour la résolution
pratique de ce dernier.

I.1.5 Une formulation dynamique du problème de transport optimal

Si le problème de Monge est à l’origine bien un problème de déplacement optimal, ce même G.
Monge, une fois admis le fait que la trajectoire optimale pour se rendre d’un point à un autre
était la ligne droite, a lui-même réduit ce problème à un seul problème d’assignation de position
parmi les éléments à déplacer.

Il en est de même pour la formulation du problème par L. Kantorovitch : son problème lui aussi
se ramène à un seul problème d’assignation (ou d’allocation). Le problème du choix des dépla-
cements des éléments à déplacer (ou des masses infinitésimal dans le cas de densités continues)
est en fait implicitement traité à travers le coût proportionnel de transport c(x, y). Par exemple,
dans la formulation de Kantorovitch du problème originel de Monge, la notion de déplacement
en ligne droite découle du coût euclidien |x− y|, ou bien dans le coût quadratique |x− y|2 dans
le cas du problème amélioré (c’est à dire cherchant à minimiser une "énergie de déplacement"
plutôt que la seule somme des distances : voir la sous-section I.1.4).

La réduction du problème de transport optimal à un problème d’assignation aura permis dans
un premier temps de simplifier le traitement du problème dans sa dimension théorique (voir les
divers Théorèmes cités précédemment). Cependant, pour ce qui est de traiter le problème dans
la pratique, c’est à dire d’expliciter de façon plus ou moins précise le plan d’assignation optimal,
cette formulation en terme d’assignation ne s’avère plus forcément la façon la plus simple de
traiter le problème. Certaines méthodes choisissent même d’abandonner la notion d’assignation
pour revenir entièrement à la notion de déplacement : ce sera le cas de la méthode que nous pré-
sentons ici, à propos de la résolution pratique du problème formulé dans la section précédente,
dont nous rappelons les conditions :

— évolution dans un espace euclidien : nous nous placerons dans Rd,
— un coût proportionnel euclidien quadratique c(x, y) = |x− y|2,
— la mesure de départ µ est supposée absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue, i.e. ∃ρ0 ∈ L1(Rd,Ld), µ = ρ0 · Ld.

Nous présentons donc ici la méthode proposée par J. D. Benamou et Y. Brenier dans [6] pour
traiter cette nouvelle formulation, à savoir une réécriture problème de Monge en un problème de
déplacement continue de masse, typique de la mécanique des fluides.

La première initiative de rapprochement entre le problème d’assignation optimale et celui de dé-
placement optimisé fut proposée par R. J. McCann. Celui-ci envisagea l’étude de déplacements
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continus entre les mesures dans l’espace (P2(Rd),W2). Il s’agirait de déterminer une famille de
mesures intermédiaires dans P2(Rd) entre deux mesures µ et ν, dont la somme des coûts d’as-
signations optimaux de proche en proche (i.e. la distance de Wassertein de proche en proche)
serait égale au coût d’assignation optimal entre µ et ν (i.e. à la distance Wasserstein entre µ
et ν). L’idée étant qu’à l’échelle infinitésimal, il n’y a pas de différence entre une assignation
optimale et un déplacement optimal, entre une "téléportation à une distance infiniment proche"
et un "déplacement sur une distance infiniment petite".

Le problème initié par McCann était plus précisément de déterminer une famille d’interpolation
continue entre les mesures µ et ν pour la distance de Wasserstein W2 : autrement dit, de dé-
terminer une famille de mesures (µt)0≤t≤1, telle que µ0 = µ et µ1 = ν et telle que pour tout
0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ 1 on ait

W2(µt1 , µt3) =W2(µt1 , µt2) +W2(µt2 , µt3), (1.1-22)

avec continuité sur [0, 1] de l’application t 7→ µt pour la topologie induite par W2 sur P2(Rd) :
c’est à dire, telle que pour tout t0 ∈ [0, 1], on ait W2(µt, µt0) −→ 0 (t→ t0).

McCann propose alors dans [56] de définir pour tout t ∈ [0, 1] la mesure

µt = [(1− t) id +t∇φ]#µ (1.1-23)

La famille (µt)0≤t≤1 correspond ainsi à la poussée de la mesure µ par la famille (Tt)0≤t≤1 des
interpolations "euclidiennes" (correspondant donc au coût c(x, y) = |x − y|2) entre l’opérateur
identité et l’opérateur de transport optimal ∇φ, c’est à dire avec Tt = (1 − t) id +t∇φ pour
tout t ∈ [0, 1]. La famille (µt)0≤t≤1 répond alors bien à la condition de continuité pour W2 et
ainsi qu’à la condition d’interpolation (1.1-22). Plus précisément, la famille (µt)0≤t≤1 vérifie la
propriété suivante (laquelle implique bien les conditions de continuité et d’interpolation) :

Proposition 1.1-8. Interpolation de McCann [1]

Soient µ, ν ∈ P2(Rd) : deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesgue de Rd vérifiant
la condition ∫

Rd
|x|2 dµ(x),

∫
Rd
|y|2 dν(y) < +∞. (1.1-24)

et telles que la mesure (de départ) µ soit absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue.

Soit également φ une fonction convexe telle que définie dans le Théorème 1.1-7 (p. 20), avec
en particulier l’opérateur ∇φ solution du problème de Monge pour le transport optimal de
la mesure µ (départ) sur la mesure ν (arrivée) pour le coût proportionnel c(x, y) = |x − y|2
(x, y ∈ Rd). Autrement dit ν = φ#µ et∫

Rd
|x−∇φ(x)|2 dµ(x) = inf

M#µ=ν

∫
Rd
|x−M(x)|2 dµ(x) =W2(µ, ν)2,

où W2 désigne la distance de Wasserstein associée au coût c décrite dans la Définition 1.1-5
et la notation 1 (p. 19).

Pour tout t ∈ [0, 1], on définit la mesure

µt = [(1− t) id +t∇φ]#µ.
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• Alors le chemin t ∈ [0, 1[7→ µt est un chemin géodésique de P2(Rd). Plus précisé-
ment, pour tous 0 ≤ t < t′ < 1 (donc (t, t′) 6= (1, 1)), on a µt ∈ P2(Rd) et

W2(µt′ , µt) = (t′ − t)W2(µ, ν). (1.1-25)

• Si de plus on suppose que la mesure d’arrivée ν est également absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue, alors le chemin prolongé en 1, c’est à dire
t ∈ [0, 1] 7→ µt, est également un chemin géodésique de P2(Rd). Plus précisément,
l’équation (1.1-25) est vérifiée pour tout t, t′ ∈ [0, 1], t ≤ t′ (donc également pour t ou
t′ égal à 1).

L’équation (1.1-25) implique immédiatement la condition d’interpolation (1.1-22).

Preuve : Pour tout t ∈ [0, 1], on pose φt = (1− t)| · |2/2 + tφ, et donc ∇φt = (1− t) id +t∇φ.

• On suppose tout d’abord que seule la mesure µ est supposée absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue. Alors, pour tout t ∈ [0, 1[, les mesures µt sont égale-
ment absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue (pour la preuve, voir la
Proposition F.0-6 de l’Annexe 236).

De même, on peut affirmer que pour tout t ∈ [0, 1[, on a µt ∈ P2(Rd) : en effet, pour tout
t ∈ [0, 1], on a

∫
Rd
|y|2 dµt(y) =

∫
Rd
|y|2 d(∇φt#µ)(y)

=

∫
Rd
|(1− t)x+ t∇φ(x)|2 dµ(x)

≤ (1− t)
∫
Rd
|x|2 dµ(x) + t

∫
Rd
|∇φ(x)|2 dµ(x)

= (1− t)
∫
Rd
|x|2 dµ(x) + t

∫
Rd
|z|2 d(∇φ#µ)(z)

≤
∫
Rd
|x|2 dµ(x) +

∫
Rd
|z|2 dν(z) < +∞,

d’où µt ∈ P2(Rd).

Ainsi, pour tous 0 ≤ t < t′ < 1, il sera possible d’appliquer le Théorème 1.1-7 (p. 20), c’est
à dire que l’opérateur de transport optimal de µt′ sur µt est le gradient d’une fonction
convexe.

Nous allons donc dans un premier temps chercher à exhiber cet opérateur de poussée de
µt′ sur µt. Pour cela, nous nous baserons sur la formulation duale de la notion de poussée
de mesure, à savoir que :

µt = M t
t′#µt′ ⇔ ∀f ∈ Cc(Rd),

∫
Rd
f(y) dµt(y) =

∫
Rd
f(M t

t′(x)) dµt′ . (1.1-26)
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Soient 0 ≤ t < t′ < 1. Pour tout f ∈ Cc(Rd), on a

∫
Rd
f(y) dµt(y) =

∫
Rd
f(y) d(∇φt#µ)(y)

=

∫
Rd
f((1− t)x+ t∇φ(x)) dµ(x)

=

∫
Rd
f ((1− t)x+ t∇φ(x)) dµ(x)

=

∫
Rd
f

(
(1− t)x+

t

t′
(
(1− t′)x+ t′∇φ(x)

)
− t(1− t′)

t′
x

)
dµ(x)

=

∫
Rd
f

(
t′ − t
t′

x+
t

t′
∇φt′(x)

)
dµ(x)

Il est possible, comme nous le verrons dans le chapitre III (section III.2), de choisir la
fonction φ assez régulière pour que celle-ci soit localement lipschitzienne sur Rd et ainsi
différentiable Ld-presque partout sur Rd (voir le Théorème de Rademacher p. 98). On peut
alors également prouver que la fonction (φt′)

∗ est de classe C1 sur Rd (voir la Définition
3.3-9 p. 89), et que pour tout y ∈ Rd tel que φ soit différentiable en y (donc pour presque
tout y ∈ Rd), on a

(∇x(φt)
∗ ◦ ∇φt) (y) = y

(voir la Proposition 3.3-10 p. et la Remarque 3.3-13 p. 91). On a donc alors :

∫
Rd
f(y) dµt(y) =

∫
Rd
f

(
t′ − t
t′

(∇(φt′)
∗ ◦ ∇φt′) (x) +

t

t′
∇φt′(x)

)
dµ(x)

=

∫
Rd
f

(
t′ − t
t′
∇(φt′)

∗(z) +
t

t′
z

)
d(∇φt′#µ)(z).

Ainsi, µt = ∇φtt′# (∇φt′#µ) = ∇φtt′#µt′ , avec

φtt′ =

(
1− t

t′

)
(φt′)

∗ +
t| · |2

2t′
id .

Or, du fait que t < t′, on a 1 − t/t′ > 0, et donc la fonction φtt′ est une fonction s.c.i.
convexe sur Rd.

Ainsi, d’après le Théorème 1.1-7 (p. 20), l’opérateur ∇φtt′ est l’unique gradient de fonction
convexe (unique au sens µt′-presque partout) poussant la mesure µt′ sur la mesure µt, et
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on a donc :

W2(µt′ , µt) =

(∫
Rd
|y −∇φtt′(y)|2 dµt′(y)

)1/2

=

(∫
Rd

∣∣y −∇φtt′(y)
∣∣2 d(∇φt′#µ)(y)

)1/2

=

(∫
Rd

∣∣∣∣y − [(1− t

t′

)
∇(φt′)

∗(y) +
t

t′
y

]∣∣∣∣2 d(∇φt′#µ)(y)

)1/2

=

(
1− t

t′

)(∫
Rd
|y −∇(φt′)

∗(y)|2 d(∇φt′#µ)(y)

)1/2

=

(
1− t

t′

)(∫
Rd
|∇φt′(x)− (∇(φt′)

∗ ◦ ∇φt′) (x)|2 dµ(x)

)1/2

=

(
1− t

t′

)(∫
Rd

∣∣(1− t′)x+ t′∇φ(x)− x
∣∣2 dµ(x)

)1/2

=
(
t′ − t

)(∫
Rd
|∇φ(x)− x|2 dµ(x)

)1/2

=
(
t′ − t

)
W2(µ, ν).

(1.1-27)

• Supposons maintenant que la mesure d’arrivée ν est également absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, et traitons maintenant le cas où t′ = 1. Soit t ∈ [0, 1] .

D’après le dernier point du Théorème 1.1-7, on a alors ν = ∇φ#µ ⇔ µ = ∇φ∗#ν, et
pour ν-presque tout z ∈ Rd, on a ∇φ ◦ ∇φ∗(z) = z. Donc, pour tout f ∈ Cc(Rd), on a∫

Rd
f(y) dµt(y) =

∫
Rd
f(y) d(∇φt#µ)(y)

=

∫
Rd
f((1− t)x+ t∇φ(x)) dµ(x)

=

∫
Rd
f((1− t)x+ t∇φ(x)) d(∇φ∗#ν)(x)

=

∫
Rd
f((1− t)∇φ∗(z) + t(∇φ ◦ ∇φ∗)(z))) dν(z)

=

∫
Rd
f((1− t)∇φ∗(z) + tz)) dν(z),

c’est à dire :
µt = [(1− t) id +t∇φ]#µ = [t id +(1− t)∇φ∗]#ν.

L’opérateur t id +(1− t)∇φ = ∇(t| · |2/2 + (1− t)φ∗) est donc également l’unique gradient
de fonction convexe (unique au sens ν-presque partout) poussant la mesure ν sur la mesure
µ, d’où :

W2(µt, µ1) =W2(µ1, µt) =W2(ν, µt)

=

(∫
Rd
|x− (t id +(1− t)∇φ∗)|2 dν(x)

)1/2

= (1− t)
(∫

Rd
|x−∇φ∗(x)|2 dν(x)

)1/2

= (1− t)W2(ν, µ) = (1− t)W2(µ, ν).

(1.1-28)
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Nous supposerons pour toute la suite, que la mesure d’arrivée ν est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue (i.e. ∃ρ1 ∈ L1(Rd,Ld), ν = ρ1 · Ld).

Le problème de McCann nous permet donc de disposer d’une interpolation continue de mesures
(µt)0≤t≤1 entre µ et ν. Rappelons que pour tous t ∈ [0, 1[, les mesures µt sont également abso-
lument continues par rapport à la mesure de Lebesgue : il existe donc tout t ∈ [0, 1] une densité
ρt ∈ L1(Rd,Ld) tel que µt = ρtLd (en particulier µ = µ0 = ρ0Ld et ν = µ1 = ρ1Ld). Les densité
ρt peuvent se définir formellement par rapport à ρ0 et φ via l’équation de Monge-Ampère (voir
la Remarque 1.1-10 p. 17) :

pour tout t ∈ [0, 1], en posant X̃(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ, on a (formellement)

ρ0 = ρt ◦ (X̃(t, ·)) det
(
∇xX̃(t, ·)

)
= (ρt ◦ ((1− t) id +t∇xφ)) det ((1− t)I + tHess(φ)) . (1.1-29)

ou formulé autrement :

ρt =
ρ0 ◦

(
X̃−1(t, ·)

)
det
(

(∇xX̃)
(
t, X̃−1(t, ·)

)) (1.1-30)

Les mesures µ et ν étant deux mesures de probabilité, on a

∀t ∈ [0, 1],

∫
Rd
ρt =

∫
Rd
ρ0 =

∫
Rd
ρ1 = 1. (1.1-31)

L’équation ci-dessus, mais surtout la propriété de transport conservatif induite par la notion de
poussée de mesure (voir la Remarque 1.1-10 p. 17) laisse à entendre que les densités ρt vérifient
une propriété de conservation de la masse dans leur transport de ρ0 sur ρ1.

C’est en se basant sur cette idée d’interpolation continue entre les densités ρ0 et ρ1 par des densités
ρt de masse constante que des algorithmes du second ordre ont par exemple été récemment
proposés pour résoudre le problème de manière rapide [5]. Ce type d’approche est néanmoins
limité aux densités ne s’annulant pas. La seule approche numérique permettant de gérer de
telles données prend sa source dans les travaux de Y. Brenier et J.D. Benamou, grâce à leur
formulation plus "physique" de ce type de problème. Benamou et Brenier ont proposé dans [6]
(article datant de 1999) une formulation continue du problème de transport optimal en faisant
appel aux équations de la mécanique des fluides : il s’agirait de déterminer directement l’évolution
de la densité ρ = t 7→ ρt ainsi que le champ de vitesse v auquel cette première est advectée, celui-
ci correspondant donc au plan de transport optimal ∇φ. Un tel couple (ρ, v) doit donc en toute
logique vérifier l’équation de continuité

∂tρ+ div(ρv) = 0, (1.1-32)

ainsi que les condition finales et initiales

ρ(0, ·) = ρ0, et ρ(1, ·) = ρ1. (1.1-33)

Le problème est donc de déterminer parmi tous les couples densité-vitesse (ρ, v) vérifiant la
condition ci-dessus, celui qui correspond à notre problème, c’est à dire pour lequel on a bien
ρtLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld) pour (presque) tout t ∈ [0, 1].

D’après l’intuition "physique" développée dans les sous-sections précédentes (voir en particulier



28 CHAPITRE I. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

la Remarque 1.1-4 p. 5, l’illustration 1.1-6 p. 8, ainsi que l’exemple 15 p. 1.1-9) un transport
optimal basé sur un coût quadratique (c’est à dire ici c(x, y) = |x− y|2) devrait correspondre à
un déplacement minimisant la "dépense d’énergie globale" nécessaire au transport qui, comme
nous l’avons plusieurs fois illustré (cf les exemples cités en début de paragraphe) correspondrait
à un transport où la trajectoire de chaque élément s’effectue en ligne droite, sans croiser d’autres
trajectoires. Comme nous revenons ici à une notion de déplacement et plus seulement d’assigna-
tion, nous pouvons ajouter que l’intuition physique nous amène à penser que le déplacement le
long de chaque trajectoire se fera à vitesse constante.

L’énergie "physique" globale dépensée K(ρ, v) correspondant à un tel déplacement conservatif
de masse correspond, pour un couple (ρ, v) donné, à la valeur suivante :

K(ρ, v) =
1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|v|2ρ dx dt. (1.1-34)

Le problème de transport optimal se ramène donc selon cette nouvelle formulation à trouver un
couple (ρ̃, ṽ) minimisant l’énergie de déplacement (1.1-34) parmi l’ensemble des couples (ρ, v)
vérifiant les conditions (1.1-32) et (1.1-33).

Or, il est montré (formellement) dans [6] que, sous condition d’existence d’un champ de vitesse v
approprié, l’évolution de densité vérifiant ρtLd = [(1−t) id +t∇φ]#(ρ0Ld) associée à ce champ de
vitesse est bien une solution de ce nouveau problème. Reprenons donc ici le raisonnement utilisé
par Benamou et Brenier dans [6] (l’énoncé et la preuve qui suivent sont purement formels) :

Énoncé formel 1.1-9. Formulation mécanique des fluides

Définissons l’ensemble (formel) V des couples densité-vitesse (ρ, v) (avec donc ρ ≥ 0 en tant
que densité de probabilité) vérifiant les conditions (1.1-32) et (1.1-33), et définissons le terme
d’énergie optimale de transport de la densité ρ0 sur la densité ρ1.

E(ρ0, ρ1) = 2× inf
(ρ,v)∈V

K(ρ, v) (1.1-35)

On a alors l’égalité
E(ρ0, ρ1) =W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2, (1.1-36)

De plus, il existe un couple (ρ̃, ṽ) ∈ V tel que K(ρ̃, ṽ) = 1
2E(ρ0, ρ1) avec pour (presque) tout

t ∈ [0, 1],
ρ̃(t, ·)Ld = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld)

i.e. ρ0 = (ρ̃(t, (1− t) id +t∇xφ) det ((1− t)I + tHess(φ)).

Preuve formelle :
• Montrons dans un premier temps que l’on a bien l’inégalité E(ρ0, ρ1) ≤ W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2.

Soit (ρ, v) ∈ V . Soit le champ de déplacement X résolvant pour tout x ∈ Rd le problème
de Cauchy-Lipschitz : {

∂tX(t, x) = v(t,X(t, x))
X(0, x) = x.

On veut tout d’abord montrer que pour (presque) tout t ∈ [0, 1], la densité ρt est telle que
ρ(t, ·)Ld = X(t, ·)#(ρ0Ld), c’est à dire que X(t, ·) vérifie l’équation de Monge-Ampère :

ρ0 = ρ(t,X(t, ·)) det (∇xX(t, ·)) . (1.1-37)
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On définit pour tout t ∈ [0, 1] le jacobien J(t, ·) = det(∇xX(t, ·)) (en particulier on a
J(0, ·) = det(∇x id) = det(I) = 1)

Pour montrer l’équation (1.1-37), pour tout t ∈ [0, 1], il suffit donc de prouver que
d
dt (ρ (t,X(t, ·)) J(t, ·)) = 0. En effet, on aura alors

ρ(t,X(t, ·)) det (∇xX(t, ·)) = ρ (t,X(t, ·)) J(t, ·) = ρ0J(0, ·) = ρ0.

autrement dit l’équation (1.1-37).

Sachant que le jacobien J vérifie la relation ∂tJ = divx(v)J , on a :

d

dt
(ρ (t,X(t, ·)) J(t, ·)) =

d

dt
(ρ (t,X(t, ·))) J(t, ·) + ρ (t,X(t, ·)) d

dt
J(t, ·)

= [∂tρ (t,X(t, ·)) + ∂tX(t, ·)∇xρ (t,X(t, ·))] J(t, ·)
+ ρt (X(t, ·)) (divx v) (t,X(t, ·)) J(t, ·)

= (∂tρ+ divx(ρv)) (t,X(t, ·)) J(t, ·) = 0

(1.1-38)

Ainsi, pour (presque) tout t ∈ [0, 1], X(t, ·) est un plan de transport de ρ0 sur ρ(t, ·). En
particulier, on a

ρ(1, ·)Ld = ρ1Ld = X(1, ·)#(ρ0Ld). (1.1-39)

Comme déjà évoqué dans la Remarque 1.1-10 (p. 17), l’expression duale de la poussée de
mesure ρ(t, ·)Ld = X(t, ·)#(ρ0Ld) se formule de la façon suivante :

∀f ∈ Cc(Rd),
∫
Rd
f(y)ρ(t, y) dy =

∫
Rd
f(X(t, x))ρ0(x) dx. (1.1-40)

Comme nous raisonnons de façon formelle, nous nous permettons de prolonger la formu-
lation (1.1-40) au delà de Cc(Rd), de façon à pouvoir ainsi utiliser le carré du champ de
vitesse |v(t, ·)|2 comme fonction test, ainsi qu’il suit :

K(ρ, v) =
1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|v(t, y)|2ρ(t, y) dy dt =

1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|v (t,X(t, x)) |2ρ0(x) dx dt

=
1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|∂tX(t, x)|2ρ0(x) dx dt =

1

2

∫
Rd

(∫ 1

0
|∂tX(t, x)|2 dt

)
ρ0(x) dx

≥ 1

2

∫
Rd

∣∣∣∣∫ 1

0
∂tX(t, x) dt

∣∣∣∣2 ρ0(x) dx =
1

2

∫
Rd
|X(1, x)−X(0, x)|2 ρ0(x) dx

=
1

2

∫
Rd
|X(1, x)− x|2 ρ0(x) dx.

(1.1-41)

Or, d’après l’équation (1.1-39), on a ρ1Ld = X(1, ·)#(ρ0Ld). Ainsi, d’après le Théorème
1.1-7 (p. 1.1-7), on a donc :

K(ρ, v) =
1

2

∫
Rd
|X(1, x)− x|2 ρ0(x) dx

≥ 1

2
inf

M#µ=ν

∫
Rd
|x−M(x)|2 dµ(x)

=
1

2

∫
Rd
|∇xφ(x)− x|2 ρ0(x) dx =

1

2
W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2.

(1.1-42)
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• Définissons maintenant pour tout t ∈ [0, 1] la densité ρ̃(t, ·) de la poussée de la mesure
ρ0Ld par le plan de transport X̃(t, ·) = (1− t) id +t∇φ, c’est à dire que

ρ̃(t, ·)Ld = X̃(t, ·)#(ρ0Ld) = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld).

Définissons également un champ de vitesse ṽ tel que X̃ vérifie pour tout t ∈ [0, 1] :

∂tX̃(t, ·) = ∇φ− id = ṽ(t, X̃(t, ·))

(le terme ∂tX̃(t, ·) est donc indépendant du temps).

Montrons que (ρ̃, ṽ) ∈ V et que K(ρ̃, ṽ) =
1

2
W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2, ce qui conclura sur la rela-

tion (1.1-36).

Commençons donc par montrer que le couple (ρ̃, ṽ) vérifie l’équation (1.1-32) (les condi-
tions (1.1-33) étant quant à elles vérifiées par Définition de ρ̃). Il est plus simple pour
démontrer cette propriété de raisonner au sens faible : pour tout ϕ ∈ Cc(]0, 1[×Rd), on a∫ 1

0

∫
Rd

(∂tρ̃+ divx(ρ̃ṽ))ϕdy dt

= −
∫ 1

0

∫
Rd

(∂tϕ(t, y) + ṽ(t, y) · ∇xϕ(t, y)) ρ̃(t, y) dy dt

= −
∫ 1

0

∫
Rd

(∂tϕ(t,X(t, x)) + ṽ(t,X(t, x)) · ∇xϕ(t,X(t, x))) ρ̃0(x) dx dt

= −
∫
Rd

(∫ 1

0
(∂tϕ(t,X(t, x)) + ∂tX(t, x) · ∇xϕ(t,X(t, x))) dt

)
ρ̃0(x) dx

= −
∫
Rd

(∫ 1

0

d

dt
ϕ(t,X(t, x)) dt

)
ρ̃0(x) dx

= −
∫
Rd

(ϕ(1, X(1, x))− ϕ(0, X(0, x))) ρ̃0(x) dx

= 0.

(1.1-43)

On a donc bien ∂tρ̃+ divx(ρ̃ṽ) = 0, et ainsi (ρ̃, ṽ) ∈ V .

On raisonne ensuite comme précédemment :

K(ρ̃, ṽ) =
1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|ṽ(t, x)|2ρ̃(t, x) dx dt =

1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|ṽ
(
t, X̃(t, y)

)
|2ρ0(y) dy dt

=
1

2

∫ 1

0

∫
Rd
|∇xφ(y)− y|2ρ0(y) dy dt

=
1

2

∫
Rd
|∇xφ(y)− y|2ρ0(y) dy

=
1

2
W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2.

(1.1-44)

Cela conclut ainsi notre preuve formelle.
�
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I.1.6 Géodésique convexité

Classiquement, dans un espace vectoriel E, on dit qu’un ensemble C est convexe si et seulement
si, pour tous points a, b ∈ C, le segment [a, b] est inclus dans C. Si l’espace vectoriel E est normé,
on Remarque que ce segment [a, b] correspond en fait, relativement à la distance induite par la
norme, à l’unique chemin géodésique reliant le point a au point b. D’où l’idée d’essayer d’étendre
la notion de convexité à d’autres espaces vectoriels métriques adaptés (c’est à dire des espaces
dans lesquels tous les points sont reliés par des géodésiques) par la notion de géodésique : un
sous-ensemble C d’un espace vectoriel métrique (F, d) serait dit géodésiquement convexe si
et seulement si, pour tous points a, b ∈ C, l’ensemble des chemins géodésiques reliant le point a
au point b sont inclus dans C. Par extension, il s’agirait de substituer à l’interpolation linéaire
classique, la notion d’interpolation géodésique, c’est à dire dans le cas du transport optimal,
l’interpolation de McCann.

On pourrait étendre également la notion de fonction convexe. En effet, classiquement, sur un
espace vectoriel E, une fonction f : E → R est dite convexe si et seulement pour tous points
x, y ∈ E et tout t ∈ [0, 1], on a

f(x+ t(y − x)) ≤ (1− t)f(x) + tf(y).

On peut alors, de même que précédemment, étendre cette notion à d’autres espaces vectoriels
métriques adaptés (comme précédemment) (F, d) de la façon suivante : on pourra qualifier une
fonction f : F → R de géodésiquement convexe si et seulement si, pour tous points x, y ∈ F , et
pour tout chemin géodésique paramétré γ : [0, 1]→ F reliant le point x au point y, et pour tout
t ∈ [0, 1], on a

f(γ(t)) ≤
lγ(t),y

lx,y
f(x) +

lx,γ(t)

lx,y
f(y), (1.1-45)

où la longueur de la portion de chemin géodésique lγ(t),γ(t′) entre deux points γ(t) et γ(t′)
(t, t′ ∈ [0, 1]) est définie au sens de Jordan (rappelons que les chemins géodésiques sont toujours
à variations bornées) par :

lγ(t),γ(t′) =


sup

t=t1<..<tn=t′
n∈N

(
n−1∑
i=1

d (γ(ti), γ(ti+1))

)
si t < t′

lγ(t′),γ(t) si t > t′

0 si t = t′.

Nous allons appliquer cette notion de géodésique convexité au problème du transport optimal,
plus précisément à l’espace vectoriel métrique (P2(Rd),W2) (voir la Définition 1.1-5 et la notation
1 p. 19). En effet, l’introduction d’une telle notion pourra permettre d’aborder et de formuler par
exemple des problèmes d’optimisation convexe, d’équations différentielles ou d’EDP, directement
dans l’espace (P2(Rd),W2). Un des domaines du transport optimal exploitant sont les problèmes
de flots de gradients, que nous évoquerons plus bas.

Nous avons vu dans la Proposition 1.1-8 (p. 23) que dans cet espace, deux mesures µ et ν, si
elles sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue Ld, sont toujours reliées
par un chemin géodésique t ∈ [0, 1] 7→ µt ∈ P2(Rd), dit d’interpolation de McCann, vérifiant :

• pour tout t ∈ [0, 1], la mesure µt est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue Ld : on écrit alors ρt sa densité,
• pour tout t, t′ ∈ [0, 1],

W2(µt′ , µt) = (t′ − t)W2(µ, ν). (1.1-46)
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On définit la notion de fonction géodésiquement convexe au sens de l’interpolation de McCann
de la façon suivante :

Définition 1.1-10. Fonction géodésiquement convexe

Une fonction F : P2(Rd) → R est dite géodésiquement convexe (respectivement géodésique-
ment strictement convexe) si et seulement si, pour toutes mesures µ, ν ∈ P2(Rd) absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue, avec µ = ρ0Ld et ν = ρ1Ld, ∇φ le plan de
transport optimal de µ sur ν tel que défini dans le théorème 1.1-7 (p. 20), et en définissant
le chemin géodésique t ∈ [0, 1] 7→ µt ∈ (P2(Rd),W2) par

∀t ∈ [0, 1], µt = ρ̃tLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld),

comme dans la Définition 1.1-8 (p. 1.1-8), alors la fonction t 7→ F(µt) est convexe (respecti-
vement strictement convexe) sur [0, 1]. Autrement dit, pour tout t ∈ [0, 1], on a

F(µt) ≤ (resp. <) (1− t)F(µ) + tF(ν). (1.1-47)

Remarque 1.1-14. Pour raccorder la relation 1.1-47 avec la Définition de la géodésique convexité
que nous avons premièrement énoncée par la relation 1.1-45, remarquons que la longueur lWµt,µt′
des géodésiques de µ, ν ∈ P2(Rd) s’écrit au sens de Jordan, pour 0 ≤ t < t′ ≤ 1,

lWµt,µt′ = sup
t=t1<..<tn=t′

n∈N

(
n−1∑
i=1

W2

(
µti , µti+1

))

= sup
t=t1<..<tn=t′

n∈N

(
W2(µ, ν)

n−1∑
i=1

(ti+1 − ti)

)
= (t′ − t)W2(µ, ν).

On a donc lWµ,ν = W2(µ, ν) et, pour tout t ∈ [0, 1], lWµ,µt = tW2(µ, ν) et lWµt,ν = (1 − t)W2(µ, ν).
On a alors bien équivalence entre la relation 1.1-47 et la relation 1.1-45, en remarquant que
lWµ,µt/l

W
µ,ν = t et lWµt,ν/l

W
µ,ν = 1− t.

Dans [56], McCann met en évidence trois catégories de fonctions géodésiquement convexes sur
P2(Rd), qu’il qualifie d’énergies de transport, en les rapprochant de types d’énergies physiques
usuelles. Nous évoquerons en effet dans la sous-section I.3.2 de certaines énergies classiques.

Ces trois catégories d’énergie sont les suivantes :

Définition 1.1-11. Énergies internes, potentielles, et d’interactions ([77] et [1])

• Énergie interne

Soit U : ] −∞, +∞[−→ [0, +∞] une fonction propre, convexe, semi-continue infé-
rieurement telle que U(0) = 0.
Soit la fonctionnelle d’énergie interne U : P2(Rd) → [0, +∞] définie pour toute
mesure µ ∈ P2(Rd) par

U(µ) =


∫
Rd
U(ρ(x)) dLd(x) si µ = ρ.Ld ∈ P2(Rd),

+∞ sinon.
(1.1-48)
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Si la fonction s 7→ sdU(s−d) est convexe et non-croissante sur [0, +∞[, alors la fonc-
tionnelle U est géodésiquement convexe sur P2(Rd).

• Énergie potentielle

Soit V : Rd −→ ] − ∞, +∞] une fonction propre, convexe, semi-continue inférieu-
rement. Soit la fonctionnelle d’énergie potentielle V : P2(Rd) → ] −∞, +∞] définie
pour toute mesure µ ∈ P2(Rd) par

V(µ) =

∫
Rd
V (x) dµ(x). (1.1-49)

Si la fonction V est convexe (respectivement strictement convexe) sur Rd, alors la
fonctionnelle V est géodésiquement convexe (respectivement géodésiquement stricte-
ment convexe) sur P2(Rd).

• Énergie d’interaction

Soit W : Rd −→ ]−∞, +∞] une fonction propre, convexe, semi-continue inférieure-
ment et symétrique (i.e. W (x) = W (−x)) telle qu’il existe a, b ∈ R+ et :

∀x ∈ Rd, W (x) ≥ −a− b|x|2

Soit la fonctionnelle d’énergie d’interaction H : P2(Rd) → ] −∞, +∞] définie pour
toute mesure µ ∈ P2(Rd) par

H(µ) =

{
1
2

∫
RdW (x− y)ρ(x)ρ(y) dLd(x) dLd(y) si µ = ρ.Ld ∈ P2(Rd),

+∞ sinon.
(1.1-50)

Si la fonction W est convexe sur Rd, alors la fonctionnelle H est géodésiquement
convexe sur P2(Rd). Si de plus W est strictement convexe sur Rd alors, pour tout
m ∈ Rd, la fonctionnelle H est géodésiquement strictement convexe sur le sous-espace
de P2(Rd) des mesures de moyenne m.

Dans notre étude, nous ne ferons appel qu’à la notion d’énergie interne dans la section IV.1.1
du chapitre IV, dans le but d’obtenir des propriétés d’intégrabilité sur les densités (ρt)t∈[0,1] de
l’interpolation de McCann.

Dans la section suivante, nous aborderons le traitement numérique du problème de transport
optimal continu dans Rd pour un coût quadratique par des méthodes se basant sur la formulation
dynamique du problème de transport optimal.

I.2 Présentation des algorithmes numériques existants, basés sur
la formulation dynamique du problème de transport optimal

Nous allons maintenant aborder le problème de la résolution numérique du problème de trans-
port optimal pour des densités diffuses (non discrètes) et pour un coût quadratique. Certains
travaux ont élaboré des méthodes de résolution directe de l’équation de Monge-Ampère (1.1-9).
Cependant de telles méthodes ne s’appliquent que dans le cas de densités strictement positives
ou à supports convexes. Citons par exemple [63], ou plus récemment [51, 31, 62] et [9, 10].

D’autres méthodes, basées sur la propriété d’un transport optimal de masse associé à un coût
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proportionnel quadratique de suivre des trajectoires en ligne droite [16], ont également été pro-
posées dans le but d’accélérer les calculs [47]. Des approximations via le transport de Knothe
[22, 11] ou linéarisation du problème pour des densités proches [14] ont de même été étudiées
pour la conception d’algorithmes plus rapides.

Nous ne présenterons ici que des méthodes basées sur la formulation dynamique du problème de
transport optimal, telle qu’introduite dans [6] : en effet, les algorithmes basés sur cette formula-
tion sont actuellement les seuls à pouvoir traiter en pratique les cas de densités générales positives
mais non strictement positives (pouvant donc s’annuler et avoir des supports non convexes). Nous
resterons ici dans le cadre stricte du transport optimal entre deux densités de même masse, mais
notons tout de même que la formulation dynamique de [6] à également été utilisée pour concevoir
des algorithmes de transport optimal entre de mesures de masses différentes, par exemple via
l’introduction d’un terme source dans la contrainte de conservation de la masse ou sur le domaine
de transport [52, 26].

Revenons donc, là où nous l’avons laissé, à notre exposé sur la formulation dynamique du pro-
blème (sous-section I.1.5). Nous y avons vu que les auteurs de [6] avaient démontré que le trans-
port optimal pouvait être obtenu par la minimisation d’une certaine énergie de déplacement sous
contrainte de conservation de la masse.

Dans [6], ces mêmes auteurs avaient également introduit un algorithme permettant d’exploiter
cette formulation physique du problème de transport optimal, en se basant plus précisément
sur une reformulation convexe de celui-ci. Pour cela, ils y avaient fait le choix d’introduire le
terme de quantité de mouvement m = ρv, et de ramener le problème à la recherche d’un couple
optimal (ρ∗,m∗) plutôt que (ρ∗, v∗). Autrement dit, de rechercher le champ de vitesse optimal v∗

uniquement sur le support de la densité ρ∗ (le champ de vitesse v peut en effet varier en dehors
du support de ρ sans que soit modifiée la valeur de l’énergie de déplacement K.

L’un des principaux intérêts d’une telle reformulation, est de rendre convexe le terme d’énergie de
déplacement et linéariser la contrainte de conservation de la masse (1.1-32). Le problème devient
alors le suivant : il s’agit désormais de minimiser le terme d’énergie de déplacement convexe,
propre et semi-continue inférieurement.

K̃(ρ,m) =

∫ 1

0

∫
Ω
J (ρ,m) dx dt, (1.2-51)

où le J représente le terme d’énergie cinétique ponctuel :

J : (a, b) ∈ R× Rd 7−→


|b|2

2a
si a > 0,

0 si (a, b) = (0, 0),

+∞ sinon,

pour (ρ,m) vérifiant un ensemble de contraintes affines, c’est à dire satisfaisant toujours les
conditions initiales et finales (1.1-33), ainsi que la nouvelle contrainte de conservation de la
masse (linéaire en (ρ,m)) :

∂tρ+ divxm = 0. (1.2-52)

Remarquons que la fonction J est convexe et semi-continue inférieurement sur R × Rd, avec
J (0, 0) = 0. En invoquant par exemple la Proposition 9.32 de [4], on en déduit que la fonctionnelle
K̃ est également convexe et semi-continue inférieurement (et entre autre propre) sur L2((0, 1)×
Ω)d+1.
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Sous cette dernière reformulation, la recherche du couple optimal (ρ∗,m∗) peut alors se ramener
au classique problème d’optimisation convexe sous contraintes :

(ρ∗,m∗) = argmin
(ρ,m)∈C

K̃(ρ,m) (1.2-53)

où C représente l’espace de contraintes :

C = {(ρ,m), ∂tρ+ divxm = 0, 〈m,~n〉 = 0, ρ(0, ·) = ρ0, ρ(1, ·) = ρ1}, (1.2-54)

(en choisissant de prendre des conditions de Neumann homogènes aux bords) lequel est un espace
convexe et fermé dans L2((0, 1)× Ω).

Dans [6], Benamou et Brenier ont proposé de reformuler ce problème d’optimisation sous contraintes
en un problème de recherche de point selle d’un certain lagrangien Lps. Pour cela, ils décident
de gérer l’espace de contrainte C par un multiplicateur de Lagrange ψ. Les auteurs de [6] pro-
posent alors d’introduire un algorithme fondé sur la méthode d’Uzawa [76], plus précisément
sur la méthode des lagrangiens augmentés telle que celle-ci fut introduite par M. Fortin et R.
Glowinski dans [37]. Cependant, pour simplifier l’algorithme, le multiplicateur de Lagrange et la
variable primale ont été inversés dans le lagrangien effectivement traité : le terme ψ devient la
variable primale, et le terme (ρ,m) devient le multiplicateur de Lagrange. Cet algorithme sera
décrit précisément dans le chapitre II (voir la sous-section II.1.3), et l’étude de sa convergence et
sa consistance mathématique (résultats d’existence et d’unicité sur les points selles) sera le prin-
cipal objet de ce manuscrit. C’est pourquoi nous nous contenterons de présenter ici une famille
d’algorithmes plus récents (voir très récents) permettant de résoudre le problème (1.2-53).

Ceux-ci se fondent sur la méthode du "splitting proximal", qui peuvent s’avérer plus efficaces que
l’algorithme de Benamou-Brenier dans certains cas. Dans les résultats numériques du chapitre V,
nous avons d’ailleurs fait appel à l’un de ces algorithmes plutôt qu’à celui de Benamou-Brenier.
Cependant, tous ces algorithmes (Benamou-Brenier et les méthodes de splitting proximal appli-
quées au problème (1.2-53)) sont équivalents du point de vue de leur consistance mathématique :
leur convergence peut se prouver par des méthodes de convergence d’itérations d’opérateurs
non-expansif (1-lipschitziens) vers un point fixe. De plus, l’existence d’un tel point fixe pour ces
algorithmes est équivalente à l’existence d’un point fixe pour l’algorithme de Benamou-Brenier,
c’est à dire d’un point selle au lagrangien traité par ce dernier. De même, l’unicité de la com-
posante d’intérêt de celui-ci (i.e. la composante (ρ,m)) est un problème commun pour tous ces
algorithmes.

I.2.1 Méthodes de "splitting proximal"

Ces méthodes de splitting proximal se fondent toutes sur l’exploitation de l’opérateur proxi-
mal, que nous définissons ci-dessous :

Définition 1.2-12. L’opérateur proximal ([4] chapitre 12)

Soit H un espace de Hilbert. Soit f une fonction de H dans R propre, s.c.i. et convexe,
et soit x ∈ H. L’opérateur proximal de f en x, noté Proxf (x) est l’unique minimiseur de
f + 1

2 |x− ·|
2 dans H. Autrement dit :

Proxf (x) = argmin
y∈H

(
f(y) +

1

2
|y − x|2

)
(1.2-55)
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On peut caractériser l’opérateur proximal par la relation suivante :

y = Proxf (x) ⇔ x− y ∈ ∂φ(y). (1.2-56)

Il est à noter que l’opérateur Proxf (de même que id−Proxf ) est fermement non-expansifs,
c’est à dire que

∀x, y ∈ H, ‖Proxf (x)− Proxf (y)‖2 ≤ 〈x− y, Proxf (x)− Proxf (y)〉 (1.2-57)

énonçons également une propriété utile, liant l’opérateur proximal de f avec celui de sa trans-
formée de Legendre f∗ : l’identité de Moreau,

Proxγf∗ = id−γ Proxf/γ(·/γ) (1.2-58)

Remarque 1.2-15. La relation 1.2-56 montre qu’un point a de H minimise la fonction f si et
seulement si a = Proxf (a). En effet,

a ∈ argmin f ⇔ 0 ∈ ∂f(a) ⇔ a− a ∈ ∂f(a).

Chercher un minimiseur d’une fonction convexe f revient donc à chercher un point fixe à l’opéra-
teur Proxf . C’est la raison pour laquelle il est possible de développer à partir de l’opérateur proxi-
mal de nombreux algorithmes basés sur la recherche de points fixes d’opérateurs non-expansifs
(voir la section II.3, chapitre II), ces derniers disposant déjà d’une littérature assez large [4].

Remarque 1.2-16. Un cas assez fréquent dans les problèmes d’optimisation convexe, est le cas
d’une optimisation convexe sous contraintes (comme c’est le cas de notre problème de transport
optimal), où l’espace des contraintes est un ensemble convexe fermé C. Cependant ces problèmes
peuvent toujours se ramener à un problème d’optimisation convexe classique (sans contrainte),
en ajoutant à la fonctionnelle convexe à minimiser d’origine, une fonctionnelle indicatrice de
l’ensemble C. Autrement dit, en notant F la fonctionnelle convexe à minimiser sur C, on a

argmin
x∈C

F (x) = argmin
x

(F (x) + ιC(x)) ,

où la fonctionnelle ιC indicatrice de l’ensemble C s’écrit :

ιC(x) =

{
0, si x ∈ C,
+∞ sinon.

(1.2-59)

La fonctionnelle ιC est propre, semi-continue inférieurement et convexe sur H. Or l’utilisation
d’algorithmes de proximal splitting voir juste en dessous) pour résoudre ce type de problèmes,
requiert en général le calcul des opérateurs proximaux associés (séparément) à la fonctionnelle
F et à la fonctionnelle ιC : or, il s’avère qu’un calcul simple montre que l’opérateur proximal
ProxιC associé à cette dernière est en fait un opérateur de projection orthogonale sur C.

Cette égalité entre l’opérateur proximal associé à l’indicatrice d’un ensemble convexe fermé et
l’opérateur de projection orthogonale sur ce même convexe peut également se révéler très utile
pour le calcul de l’opérateur proximal associé à une fonctionnelle homogène : en effet, si une
fonction F est homogène (i.e. si λ > 0, F (λx) = λF (x)), alors sa transformée de Legendre F ∗ est
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une indicatrice d’un ensemble convexe fermé (indicatrice au sens de l’équation (1.2-59)). Notons
K cet ensemble convexe fermé : F ∗ = ιK . Or, d’après l’identité de Moreau (1.2-58), on a alors

ProxF = id−ProxF ∗ = id−ProxιK = id−ProjK .

Autrement dit le calcul de l’opérateur proximal ProxF se ramène à celui de ProjK la projection
orthogonale sur l’ensemble K. Ce cas sera également présent dans notre problème de transport
optimal : en effet, le terme d’énergie K̃ définie en (1.2-51) est homogène !

Énonçons quelques algorithmes d’optimisation convexe courant faisant appel à l’opérateur proxi-
mal : dans tous ces algorithmes, H désignera un espace de Hilbert.

A. L’algorithme du point proximal

Commençons par le plus naturel de ces algorithmes : soit f une fonction de H dans R propre,
s.c.i. et convexe tel que argmin f 6= ∅.

Algorithme 1. Point proximal

Soit x0 ∈ H, et soit γ > 0. On définit la suite (xn)n par la récurrence :

∀n ∈ N, xn+1 = Proxγf (xn).

Alors la suite (xn)n est une suite minimisante de f , et converge faiblement vers un point
x ∈ argmin f .

Pour la preuve, on pourra appliquer le Théorème 2.3-5 (p. 64). En effet, argmin f 6= ∅, c’est à dire
Fix(Proxγf ) 6= ∅, pour Fix(Proxγf ) désignant l’ensemble des points fixes de Proxγf , pour tout
γ > 0 (le paramètre γ est ici un paramètre d’ajustement permettant d’accélérer l’algorithme).
Pour plus de précisions sur l’algorithme du point proximal, voir par exemple [4].

B. L’algorithme Forward-Backward

Cet algorithme traite le cas où l’on doit minimiser la somme d’une fonction f de H dans R
propre, s.c.i. et convexe, et d’une fonction h de H dans R convexe, différentiable sur H et de
gradient 1/β-lipschitzienne, pour β > 0, telles que argmin(f + h) 6= ∅.

Algorithme 2. Forward-Backward

Soit x0 ∈ H, et soient γ ∈]0, 2β[ et λ ∈]0, δ[ avec δ = min(1, β/γ) + 1/2. On définit la suite
(xn)n par la récurrence :

∀n ∈ N, xn+1 = (1− λ)xn + λProxγf (xn − γ∇h(xn)) .

Alors la suite (xn)n converge faiblement dans H vers un point x ∈ argmin(f + h), et la suite
∇h(xn) converge fortement dans H vers le point ∇h(x).

Pour la preuve, voir par exemple [4].

C. L’algorithme Forward-Backward Généralisé

Cet algorithme est une généralisation de l’algorithme 2 pour le cas où on aurait à minimiser la
somme de plusieurs fonctions convexes avec une fonction convexe lisse. Pour simplifier, prenons
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simplement le cas de la somme de deux fonctions f et g, propres, s.c.i. et convexes, et d’une
fonction h convexe, différentiable sur H et de gradient 1/β-lipschitzienne (β > 0), telles que
argmin(f + g + h) 6= ∅.

Algorithme 3. Forward-Backward Généralisé

Soient x0, y0 ∈ H, et soient γ ∈]0, 2β[ et λ ∈]0, δ[ avec δ = min(1, β/γ) + 1/2. On définit les
suites (xn)n, (yn)n, et (un)n par la récurrence :

∀n ∈ N,


un = αxn + (1− α)yn,

xn+1 = xn + λ
(
Prox(γ/α)f [2un − xn − γ∇h(un)]− un

)
,

yn+1 = yn + λ
(
Prox(γ/(1−α))g[2un − yn − γ∇h(un)]− un

)
.

Alors la suite (un)n converge faiblement dans H vers un point u ∈ argmin(f + g + h).

Pour la preuve, voir par exemple [70].

D. L’algorithme de Douglas-Rachford

Un algorithme un peu plus complexe dans le cas où on aurait à minimiser la somme de deux
fonctions f et g, toutes deux propres, s.c.i. et convexes telles que argmin(f + g) 6= ∅. Ici, contrai-
rement aux deux algorithmes précédent, aucune des deux fonctions n’est supposée plus régulière.

Algorithme 4. Douglas-Rachford

Soient x0, y0 ∈ H, et soient γ > 0 et λ ∈]0, 2[. On définit les suites (xn)n et (yn)n par la
récurrence :

∀n ∈ N,

{
xn+1 = xn + λ (Proxγf (2yn − xn)− yn) ,

yn+1 = Proxγg(xn+1).

Alors les suites (xn)n et (yn)n convergent faiblement dans H, respectivement vers des points
x et y vérifiant y = Proxγg(x) ∈ argmin(f + g).

La preuve est similaire à celle de l’algorithme 1. Pour plus de précisions sur l’algorithme de
Douglas-Rachford, voir par exemple [50, 28]

E. L’algorithme Primal-Dual

Soient ici H et H ′ deux espaces de Hilbert. Cet algorithme permet de résoudre un problème de
minimisation d’une fonctionnelle du type f◦ϕ+g, où f : H ′ → R et g : H → R sont deux fonctions
propres, s.c.i. et convexes, et ϕ un isomorphisme de H dans H ′, telles que argmin (f ◦ ϕ+ g) 6= ∅.
L’idée de cet algorithme est de traiter la forme primale -duale de ce problème sous la forme d’un
problème de recherche de point selle, c’est à dire de déterminer

argmin
x∈H

[f(ϕ(x)) + g(x)] = argmin
x∈H

max
y∈H′

[〈ϕ(x), y〉H′ + g(x)− f∗(y)] ,

en rappelant que la transformée de Legendre de f s’écrit :

f∗(y′) = max
z

[
〈z, y′〉H′ − f(z)

]
⇔ f(z′) = max

y

[
〈z′, y〉H′ − f∗(y)

]
.
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Algorithme 5. Primal-Dual

Soient x0 = u0 ∈ H, y0 ∈ H, et soient γ, σ > 0, λ ∈]0, 1[. On définit les suites (xn)n, (yn)n,
et (un)n par la récurrence :

∀n ∈ N,


yn+1 = Proxγf∗ (yn + γϕ(un)) ,

xn+1 = Proxσg (xn − σϕ?(yn+1)) ,

un = xn+1 + λ (xn+1 − xn) ,

où ϕ? : H ′ → H désigne l’adjoint de l’isomorphisme ϕ : H → H ′.

Alors les suites (un)n et (xn)n convergent fortement dans H vers un point x ∈ argmin (f ◦ ϕ+ g) ;
la suite (yn)n converge, quant à elle, vers faiblement dans H ′ vers un point y ∈ H vérifiant
f(ϕ(x)) = 〈ϕ(x), y〉 − f∗(y).

Pour la preuve, voir par exemple [24] ou [42].

Remarque 1.2-17. Le problème ci-dessus peut également être traité par l’algorithme 3 de
Forward-Backward Généralisé, en le reformulant de la façon suivante :

argmin
x

[f(ϕ(x)) + g(x)] = argmin
(x,y)∈Graph(ϕ)

[f(y) + g(x)] = argmin
x,y

[
f(y) + g(x) + ιGraph(ϕ)(x, y)

]
= argmin

x,y
[F (x, y) +G(x, y)]

avec F (x, y) = f(y) + g(x) et G(x, y) = ιGraph(ϕ)(x, y), où l’ensemble Graph(ϕ) est le graphe de
l’opérateur ϕ, c’est à dire que Graph(ϕ) = {(x, y) ∈ H × H, y = ϕ(x)} : ensemble convexe et
fermé si ϕ est linéaire continu.

Les fonctionnelles F et G sont propres, convexes et semi-continues inférieurement : il est donc
possible d’appliquer l’algorithme 3, en prenant ici une fonction nulle pour le terme lisse (i.e. pour
la fonction différentiable de gradient lipschitzien), et en remarquant que

• On a ProxF (x, y) = (Proxf (x),Proxg(y)) : calculer l’opérateur ProxF revient donc à
calculer indépendamment les opérateurs Proxf et Proxg.
• D’après la Remarque 1.2-16, on a ProxG = ProxιGraph(ϕ)

= ProjGraph(ϕ). Calculer l’opéra-
teur ProxG revient donc à calculer la projection orthogonale dans H ×H sur l’ensemble
convexe fermé Graph(ϕ).

Ceci sera la méthode que nous utiliserons dans le chapitre V lorsque nous aurons à traiter ce type
problème.

Revenons maintenant au problème (1.2-53) de transport optimal dynamique.

I.2.2 Application au problème de transport optimal dynamique

Nous présentons ici des exemples d’application de ces algorithmes proximaux au problème de
transport optimal dynamique, selon deux approches : la première, développée dans [67], sort
l’espace des contraintes via l’introduction d’une fonction identité (voir la Remarque 1.2-16) ; la
seconde, développée par M. Henry dans [43], propose au contraire une reformulation du problème
en changeant les variables de façon à obtenir une fonctionnelle convexe et libre, dont l’optimisa-
tion revient à résoudre le problème (1.2-53) (p. (1.2-53)) sans sortir de l’espace des contraintes
C.



40 CHAPITRE I. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

A. Résolution du problème (1.2-53) en sortant de l’espace des contraintes

Comme déjà évoqué dans la Remarque 1.2-16, le problème (1.2-53) d’optimisation sous contrainte
peut se ramener à un problème d’optimisation convexe sans contrainte, en opérant :

argmin
(ρ,m)∈C

K̃(ρ,m) = argmin
ρ,m

(
K̃(ρ,m) + ιC(ρ,m)

)
, (1.2-60)

où, rappelons-le, le terme d’énergie K̃ est propre, s.c.i. et convexe, et où l’espace des contraintes

C = {(ρ,m), ∂tρ+ divxm = 0, 〈m,~n〉 = 0, ρ(0, ·) = ρ0, ρ(1, ·) = ρ1}

est un convexe fermé dans L2((0, 1)×Ω)d+1, ce qui implique que son indicatrice ιC est également
propre, s.c.i. et convexe.
Le problème ainsi formulé entre donc totalement dans le cadre des algorithmes de Douglas-
Rachford (algorithme 4) et de Forward-Backward Généralisé (algorithme 3), en supposant dans
ce dernier cas que la fonction lisse est nulle. D’autant plus que, comme déjà évoqué dans la
Remarque 1.2-16, l’opérateur K étant homogène, le calcul de l’opérateur proximal lui étant
associé se ramène au calcul d’un opérateur de projection orthogonale sur un ensemble convexe
et fermé de L2((0, 1)× Ω)d+1. En effet, du fait de l’identité de Moreau, on a

ProxK̃ = id−ProxK̃∗ = id−ProjP̃ ,

où P̃ =
{

(ã, b̃) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, ã+ |̃b|2/2 ≤ 0
}
. Or, il s’avère que la projection

orthogonale d’une fonction de L2((0, 1) × Ω)d+1 sur l’ensemble P̃ revient à projeter point par
point (presque partout) cette fonction sur le paraboloïde

P =

{
(a, b) ∈ R× Rd, a+

|b|2

2
≤ 0

}
,

ce qui correspond pour chaque point projeté à déterminer les racines d’un polynôme de degré
3, qui peuvent être explicitées en utilisant par exemple une méthode de Cardan. Cet étape se
retrouve également dans l’algorithme de Benamou-Brenier, que nous traiterons dans le chapitre
II.

La difficulté de ce problème vient en fait de la projection orthogonale dans L2((0, 1)×Ω)d+1 sur
l’espace des contraintes C, qui n’est pas du tout explicite (nous retrouvons également cette étape
dans l’algorithme de Benamou-Brenier). Cette projection se ramène à l’inversion d’un laplacien
espace-temps, qui peut être résolue par une méthode de Poisson (voir [6, 67]).

Ces méthodes impliquent une discrétisation très fine du problème, et peuvent être source d’une
forte instabilité lors de leur traitement numérique. Il a été proposé dans [67] (et [45] pour une
formulation différente du problème : voir plus bas) de traiter numériquement cette projection sur
C par une grille décalée par rapport à celle sur laquelle est effectuée la projection sur le paraboloïde
P, ceci dans le but d’affiner le calcul des différentes dérivées partielles nécessaires à la résolution
pratique du problème, et ainsi de rapprocher le résultat numérique de cette projection sur C par
rapport à la projection théorique. Cette méthode, qui s’est avérée très efficace, fait appelle à un
opérateur fixe de recentrage de grille L (opérateur linéaire inversible) dont l’adjoint L? peut être
calculé à l’avance. C’est pourquoi, dans ce cadre, le problème d’optimisation discrétisé devient
un problème du type :

argmin
ρ,m

(
K̃ (L(ρ,m)) + ιC(ρ,m)

)
, (1.2-61)
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Ce problème entre alors dans le cadre de l’algorithme 5 Primal-Dual ou bien dans celui de
l’algorithme 3 de Forward-Backward Généralisé adapté à ce type de problème (voir la Remarque
1.2-17). Cette dernière méthode sera appliquée dans le chapitre V.

Pour d’avantage de détails sur cette méthode impliquant des grilles décalées voir [67] et [43].

B. Résolution du problème (1.2-53) sans sortir de l’espace des contraintes

Dans [43], M. Henry propose plusieurs méthodes permettant de traiter le problème (1.2-53)
sans sortir de l’espace des contraintes C, c’est à dire en ne se ramenant pas à un problème
d’optimisation sans contrainte (comme le problème (1.2-60) de la sous-section précédente) :

— Une première méthode, efficace dans le cas d’un transport optimal en une dimension,
propose d’écrire les éléments de C comme le rotationnel d’une fonction courant φ (i.e.
(ρ,m) = rott,x(φ)), et de ramener le problème (1.2-53) à un problème de courbure mini-
male sur cette même fonction courant, c’est à dire à résoudre l’équation :

divt,x

(
∇t,xφ
|∇t,xφ|

)
= 0,

(voir [43, 45]).

— Dans l’idée de la décomposition précédente, est considérée également la décomposition de
Helmotz-Hodge des éléments de C : il s’agit de décomposer les éléments de (ρ,m) ∈ C
(pour un transport dans un espace de dimension 1 ou 2) sous la forme

(ρ,m) = rott,x(φ) +∇t,xh,

où le terme h ∈ H1((0, 1)×Ω) est le même pour tous les éléments de C et contient à lui seul
les conditions de bords des éléments de cet ensemble : ce terme est donc calculé une fois
pour toute. Les fonctions de courant sont quant à elles des éléments de H1

0 ((0, 1)×Ω)d+1

à divergence nulle. Le problème se reformule alors

argmin
φ∈C0

K̃ (rott,x(φ) +∇t,xh) = argmin
φ∈H1

0

(
K̃ (rott,x(φ) +∇t,xh) + ιC0(φ)

)
où C0 = {φ ∈ H1

0 ((0, 1)×Ω)d+1, divt,x(φ) = 0} (espace convexe fermé de H1
0 ((0, 1)×Ω)).

On peut poser alors

F (ψ) = K̃ (ψ +∇t,xh) , et G(φ) = ιC0(φ)

(fonctions propres, s.c.i. convexes) et

L : φ ∈ (H1
0 )d+1 → rott,x(φ) ∈ V,

où V est le sous-espace de L2((0, 1)×Ω)d+1 des fonctions à divergence nulle (espace fermé
de L2 de Hilbert également) : l’opérateur L est alors un isomorphisme. On se ramène alors
à un problème

argmin
φ∈H1

0

(F (φ) +G(φ)) .

Ce problème est alors traité dans [43, 44, 45] par l’algorithme Primal-Dual (algorithme
5).

Ces deux premières méthodes, s’avèrent très efficaces en pratique et améliorent significa-
tivement la vitesse des algorithmes.
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— Une autre méthode originale proposée dans [43] consiste à décomposer l’espace des contraintes
C dans une base d’ondelettes adaptée de façon à pouvoir effectuer une descente de gra-
dient au sein même de cet espace. Cette méthode, du fait du petit nombre d’éléments de
la base utilisée en pratique, permettrait de minimiser la complexité des algorithmes.

I.3 Transport Optimal, Applications et Variantes

Nous présentons dans cette section, de façon non exhaustive, quelques applications de la théorie
du transport optimal. Tout d’abord nous traiterons de l’une des applications les plus communes
du modèle dynamique de Benamou et Brenier [6], à savoir l’application au traitement d’image.
Nous introduirons ensuite une théorie très au goût du jour dans la communauté du transport
optimal, à savoir les modèles de flots de gradient dans un espace métrique de Wasserstein. Enfin,
nous évoquerons le problème du transport branché, variante du problème de Monge-Kantorovitch
dans laquelle est introduite une contrainte de regroupement.

Le transport optimal à bien sûr de nombreuses autres applications, par exemple en économie
(après tout, tel était le sujet de L. Kantorovitch lorsqu’il avait formulé son problème d’allocation
optimal de ressources en 1942), ou bien en théorie des probabilités et statistiques (la distance
de Wasserstein W1 représentant une distance induisant une topologie équivalente à celle de la
convergence en loi), etc...

I.3.1 Applications au traitement d’images

L’application du transport optimal au traitement d’image constitue une des utilisations les plus
directes de la formulation dynamique de [6]. En effet, la résolution de ce problème ne donne
qu’indirectement le plan de transport optimal entre deux densités ρ0 et ρ1 (il faudrait pour cela
prendre la trace du champ de vitesse calculé en t = 0). La solution directe de ce problème se
révèle en effet être les densités d’interpolation de McCann par ce transport optimal (voir (1.1-23)
p. 23), ainsi que la quantité de mouvement associée à cette dynamique (permettant donc de cal-
culer le champ de vitesse associé sur le support de ρ).

Cette densité d’interpolation peut cependant être directement utilisée, justement pour la réali-
sation d’interpolations d’images : les différentes méthodes de résolution numérique du problème
dynamique (voir la section I.2) ont déjà été souvent exploitées par la communauté du traitement
d’images [69, 66] pour réaliser des recalages [41], des estimations de flots optiques [27], du dé-
floutage d’images en microscopie [18], etc...

En outre, la capacité des algorithmes de traitement numérique [6, 67, 44, 45] à estimer rapide-
ment la distance de Wassertein associée au transport optimal entre deux images peut s’avérer
être d’une grande utilité en ce qui concerne la comparaison et la validation de modèles dynamique
des fluides.

En effet contrairement aux distances usuelles en imagerie comme les distances Lp, lesquelles
estiment une moyenne pondérée (dans l’espace des couleurs) entre deux pixels de même coor-
données, la distance de Wassertein mesure quant à elle un déplacement global. Ainsi, là où une
faible translation entre deux densités peut induire une grande distance Lp, la distance de Was-
serstein associée restera quant à elle relativement faible, et proportionnelle à l’importance du
déplacement. Citons par exemple les recherches concernant son application en météorologie ou
en océanographie, pour effectuer des ajustements de modèles par assimilation données en temps
réel [35, 36].

Un autre grand intérêt de la formulation dynamique du problème de transport optimal est son
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expression sous forme d’équations et d’énergies tirées de la mécanique des fluides : cette formu-
lation rend le modèle très souple, et permet une généralisation facile à des contraintes physiques
[52, 26], selon les données du problème. L’introduction de ces contraintes physiques (anisotropie
du domaine, contraintes de divergence libre ou de rigidité sur le champ de vitesse) dans le pro-
blème dynamique fut le sujet d’une de nos recherches [46], et fera l’objet du chapitre V de ce
manuscrit. Nous renvoyons donc à ce chapitre (lequel peut être lu indépendamment de tous les
autres) pour plus de précisions.

I.3.2 Flots de gradient dans les espaces de mesures de probabilité

Nous présentons ici un sujet actuellement très en vogue dans la communauté du transport opti-
mal : l’étude des flots de gradient dans l’espace P2(Rd).

Classiquement (dans Rd), on qualifie de flot de gradient une équation différentielle du type
x′(t) = −∇F (x(t)), où F est une fonction différentiable (ou éventuellement x′(t) ∈ −∂F (x(t))
si F n’est pas différentiable en x(t)).

L’idée des flots de gradient dans les espaces de mesures de probabilité est d’assimiler le forma-
lisme des flots de gradient usuels (c’est à dire évoluant dans un espace vectoriel normé) à ces
espaces de mesures, munis de la métrique de Wasserstein. Plus précisément, il s’agit d’étudier
des équations différentielles (sur un intervalle temporel I) du type :

dµt
dt
∈ −∂W2F(µt), (1.3-62)

où pour tout t ∈ I la mesure µt ∈ P2(Rd) (l’espace de mesures de probabilité défini à la notation
1 p. 19 sur lequel est défini la distanceW2), où la dérivée temporelle de t 7→ µt est ici une dérivée
classique au sens des distributions, i.e.

∀ϕ ∈ C∞c (I,Rd),
〈
dµt
dt
, ϕ

〉
= −

∫
I

∫
Rd
∂tϕ(t, x) dµt(x) dt,

et où F est une fonction géodésiquement convexe sur P2(Rd) (voir la sous-section I.1.6). Le
sous-gradient de Monge-Kantorovitch ∂W2F est défini par rapport à la métrique de Wasserstein,
pour tout µ ∈ P2(Rd) par

∂W2F(µ) ∈ {−divx(vµ), v ∈ Λ(µ)} , (1.3-63)

où Λ(µ) est défini comme l’ensemble des v ∈ L2(µ) vérifiant pour tout ν ∈ P2(Rd) :

F(ν) ≥ F(µ) +

∫
Rd
v(x) · (T νµ (x)− x) dµ(x) + o(W2(µ, ν))

avec T νµ le plan de transport optimal de µ sur ν.

Lorsque l’on traite de chemins de mesures t 7→ µt = ρtLd absolument continues par rapport à la
mesure de Lebesgue, et pour lesquels peuvent être associés une "dérivée en densité" (δF/δρ)(ρ),
définie comme l’unique fonction réelle telle que pour toutes densités ρ, ξ ∈ P2(Rd), on ait

lim
ε→0+

1

ε
F(ρ+ εξ) =

∫
Rd

δF
δρ

(ρ)ξ dLd, (1.3-64)

alors
∂W2F(ρLd) =

{
−divx

(
ρ∇x

(
δF
δρ

(ρ)

))}
. (1.3-65)
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Le sous-gradient de Monge-Kantorovitch ∂W2F(ρLd) peut alors être assimilé à un gradient de
Monge-Kantorovitch ∇W2F(ρ), et le problème de flot de gradient dans P2(Rd) devient, une fois
restreint aux mesures à densités,

dρ

dt
= −∇W2F(ρ) = −divx

(
ρ∇x

(
δF
δρ

(ρ)

))
. (1.3-66)

Cette formulation sera en particulier valable pour des énergie F formées d’une combinaison li-
néaires d’énergies de type interne, potentielle ou d’interaction, telles qu’introduites à la Définition
1.1-11 (p. 32) et rappelées plus bas.

Une telle Définition du gradient et du sous-gradient de Monge-Kantorovitch peut ne pas sembler
très naturelle à première vue. Voici une analogie pouvant rendre cette Définition plus intuitive (
voir aussi [68]).

La résolution d’une équation différentielle de flot de gradient "classique" (dans Rd) à l’aide d’un
schéma d’Euler implicite, pour un pas de temps τ revient à l’application itérative d’un opérateur
proximal. En effet, considérons l’équation différentielle{

x′(t) ∈ −∂F (x(t)),
x(0) = x0.

(1.3-67)

Le schéma d’Euler implicite consiste, pour un pas temps τ > 0, à construire une suite récursive
(xτk)k (pour xτ0 = x0), pour laquelle le passage du temps kτ au temps kτ + τ , i.e. le calcul de
xτk+1 à partir de xτk revient à résoudre

xτk+1 − xτk
τ

∈ −∂F (xτk+1) ⇐⇒ xτk+1 = ProxτF (xτk), (1.3-68)

d’après la propriété (1.2-56) (p. 36) de l’opérateur proximal. La suite (xτk)k converge alors vers
une solution de (1.3-67) lorsque le pas temps τ temps vers 0.

Une idée naturelle serait donc d’appliquer un tel schéma pour représenter un problème de flot de
gradient dans l’espace des mesures de probabilités. L’équivalent ProxW2

F de l’opérateur proximal
associé à une fonctionnelle F , géodésiquement convexe sur (P2(Rd),W2), se conçoit naturellement
sous la forme suivante : pour toute mesure µ ∈ P2(Rd),

ProxW2
F (µ) = argmin

ν∈P2(Rd)

(
F(ν) +

W2(µ, ν)

2

)
. (1.3-69)

Pour résoudre un problème de flot de gradient du type{
dρ
dt = −∂W2F(ρ),
ρ(0, ·) = ρ0,

(1.3-70)

le schéma discrétisé en temps (pour un pas τ) reviendrait donc, par analogie, à construire une
suite récursive (ρτk)k (pour ρτ0 = ρ0), pour laquelle le calcul de ρτk+1 à partir de ρτk revient à
résoudre

ρτk+1 − ρτk
τ

= −∇W2F(ρτk+1) ⇐⇒ ρτk+1 = ProxW2
τF (ρτk) (1.3-71)

Il est montré dans [1], que sous de bonnes hypothèses sur ρ0 et F , la suite (ρτk)k converge bien,
lorsque τ tend vers 0, vers une solution de (1.3-70), pour ∂W2F définie comme en (1.3-63) : les
gradients et sous-gradients de Monge-Kantorovitch peuvent donc être ainsi définis par analogie.
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Dans la sous-section I.1.6 (Définition 1.1-11 p. 32), nous avons énoncé trois catégories de fonctions
géodésiquement convexes sur (P2(Rd),W2), assimilables à des énergies physiques : les énergies
internes, les énergies potentielles et les énergies d’interaction. En effet, de nombreuses équations
issues de la physique, modélisant l’évolution de densités dans l’espace et le temps (nous entendons
le terme de "densité" au sens générique, c’est à dire un champ donnant une valeur à chaque point
de l’espace et du temps), peuvent être décrites comme dérivant d’une énergie ou d’une entropie.

Ces trois énergies s’écrivent, rappelons-le, pour toute densité ρ, sous les formes :
— Énergie interne : U(ρLd) =

∫
Rd U(ρ) dLd,

— Energie potentielle : V(ρLd) =
∫
Rd V ρ dL

d,
— Energie d’interaction : H(ρLd) =

∫
RdW (x− y) ρ(x)ρ(y) dLd(x) dLd(y),

pour U mesurable sur R+, V et W mesurables sur Rd. Le gradient de Monge-Kantorovitch de
ces trois énergies s’écrit donc, au sens de la relation (1.3-65) via des dérivées en densité sous la
forme :

δU
δρ

(ρ) = U ′(ρ),
δV
δρ

(ρ) = V,
δV
δρ

(ρ) = ρ ∗W

Voici quelques exemples de ces équations tirées de la physique, pouvant se réécrire sous la forme
de flots de gradients dans P2(Rd) :

• L’équation de la chaleur :
∂ρ

dt
= ∆xρ = divx (ρ∇x(log(ρ) + 1)) = −∇W2E(ρLd),

où l’énergie E(ρLd) =
∫
Rd ρ log(ρ) dx, en entrant dans la catégorie des énergies internes au

sens de la Définition 1.1-11, est géodésiquement convexe sur P2(Rd) : en effet, la fonction
x 7→ x log(x) est convexe, non-décroissante sur R++ (il en est de même pour la fonction
x 7→ −d × xd log(x) = xd log(x−d), croissante au voisinage de x = 0), et se prolonge par
0 en x = 0.

En effet, pour ce qui est du calcul de E(ρLd) on a bien, d’après la relation (1.3-64),

U ′(x) = log(x) + 1 et donc
δU
δρ

(ρ) = U ′(ρ) = log(ρ) + 1.

Cette énergie est assimilable à l’entropie de Boltzmann [48].

• Une variante : l’équation de Fokker-Planck :
∂ρ

dt
= ∆xρ+ divx (ρ∇xV ) = divx (ρ∇x(log(ρ) + 1 + V )) , avec V convexe,

= −∇W2 (E + V) (ρLd),

où le terme d’énergie interne E(ρLd) est défini dans le point précédent, et où le terme
V(ρLd) =

∫
Rd V (x) ρ dx correspond à une énergie potentielle au sens de la Définition

1.1-11, et est donc également géodésiquement convexe sur P2(Rd).

• Un cas plus évident pour cette formulation, les équations de McKean-Vlasov :
∂ρ

dt
= divx (ρ∇x(ρ ∗W )) , avec W convexe et paire,

= −∇W2H(ρLd),

où l’énergie H(ρLd) = 1
2

∫
RdW (x− y)ρ(x)ρ(y) dx dy est la Définition même d’une énergie

d’interaction au sens de la Définition 1.1-11, et est donc géodésiquement convexe sur
P2(Rd).
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L’un des objectifs de la théorie des flots de gradient serait donc de pouvoir utiliser cette for-
mulation pour modéliser et réunir un maximum systèmes dynamiques [64, 48], relier de façon
général les équations aux énergies et entropies qu’elles induisent (telle que par exemple l’équation
de la chaleur avec l’entropie de Boltzmann), et de pouvoir en tirer un maximum de propriétés
mathématiques communes. La capacité de cette formulation à révéler des phénomènes d’entropie
a par exemple été exploitée pour modéliser des mouvement de foule [54].

Enfin, la recherche d’algorithmes numériques efficaces, basés sur le schéma d’Euler implicite ex-
posé plus haut, et donc sur un calcul efficace de l’opérateur ProxW2

F est également sérieusement
entreprise [8, 7, 21] : en effet, la grande variété de problèmes dynamiques pouvant être modélisés
par un problème de flot de gradient dans P2(Rd) ferait de tels algorithmes des outils extrêmement
utiles.

I.3.3 Le transport branché

Une variante pertinente du problème de Monge-Kantorovitch est celle du transport branché :
plutôt que d’optimiser un coût de transport d’un point x à un point y, de la forme c(x, y) ·m,
c’est à dire simplement proportionnel à la masse m transportée entre ces deux points, l’idée de
cette approche est de pénaliser également la dispersion du transport. En effet, il est souvent
juste de considérer qu’un transport groupé est plus efficace ou moins coûteux qu’une somme de
transports individuels. C’est le cas par exemple du transport routier : pour un même itinéraire, le
transport de dix personnes par dix voiture est en général beaucoup plus coûteux que le transport
de ces dix personnes par un minibus. Si l’économie de ce regroupement est suffisamment élevée,
il est souvent intéressant, pour plusieurs personnes ayant des itinéraires différents, de mettre en
commun une partie de leurs trajets, quitte à devoir pour cela allonger la longueur de chaque
trajet individuel.

Un tel modèle de transport, incitant au regroupement des trajectoires, favorise donc, comme on
peut se l’imaginer, un transport sous forme d’un réseau (d’où le nom de transport branché) :
des axes de fortes circulations se forment, et se subdivisent ensuite selon les différents départs et
destinations. Un tel modèle pourrait donc, par exemple, modéliser la construction d’un réseau
routier, mais également permettre de modéliser un réseau d’écoulements (ruisseaux, rivières,
fleuves, une forte masse d’eau ayant une plus grande puissance d’écoulement lorsqu’elle est réunie
que lorsqu’elle est diffuse), développement des branches d’un arbre, etc...

Un modèle simple permettant de rendre compte d’une telle contrainte est de remplacer le coût
de transport de x à y proportionnel à une masse m (du type c(x, y) ·m), par un coût sous-additif,
plus précisément par un coût proportionnel à mα (i.e. du type c(x, y) · mα), avec 0 < α < 1.
En effet, supposons deux masses (non-nulles) m1 et m2, on a alors (m1 +m2)α < mα

1 +mα
2 : le

coût d’un transport commun de ces deux masses est donc inférieur à la somme de leur coût de
transport individuel. Cette différence de coût est d’autant plus importante que l’exposant α est
petit : le choix de α permet donc de plus ou moins doser cette contrainte de regroupement.

Il existe plusieurs méthodes et algorithmes permettant de résoudre numériquement ce type de
transport, que ce soit dans le cas discret [79], ou bien le cas continu [78] : citons par exemple
[65], basée sur l’alternance d’une régularisation par Γ-convergence de la fonctionnelle de coût
globale du transport et d’une descente de gradient, dont la preuve de consistance en dimensions
quelconque avec contrainte d’assignation à été démontrée par A. Monteil dans [59] et [60].
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I.4 Présentation synthétique des résultats obtenus

L’algorithme de Benamou-Brenier a pour objet la résolution numérique de la formulation "méca-
nique des fluides" du problème de transport optimal entre deux densités ρ0 et ρ1. Formellement,
le problème de minimisation sous contraintes associé est le suivant. Soit K le terme d’énergie de
déplacement

K(ρ,m) =

∫ 1

0

∫
Ω

|m|2

2ρ
dx dt, (1.4-1)

on cherche un couple densité-quantité de mouvement (ρ∗,m∗) ∈ L2((0, 1)× Ω)1+d, tel que

(ρ∗,m∗) = argmin
∂tρ+divxm=0, ρ>0
ρ(0,·)=ρ0, ρ(1,·)=ρ1

K(ρ,m). (1.4-2)

J.-D. Benamou et Y. Brenier ont établi dans [6] l’équivalence entre ce problème et la recherche
d’un point selle dans H1/R× (L2)1+d × (L2)1+d du lagrangien

L(ψ, q, µ) = F (q) +G(ψ) + 〈µ,∇t,xψ − q〉L2((0,1)×Ω)

où µ = (ρ,m) avec les fonctions convexes F (caractérisant la contrainte positivité sur ρ ainsi que
la dépendance proportionnelle de m à ρ) et G (caractérisant les conditions initiales et finales sur
la densité ρ) .

Les auteurs de [6] proposent alors de traiter ce problème par un algorithme de lagrangien
augmenté (plus précisément de type ADMM) tel que développé dans [37].

Cet algorithme est utilisé depuis 1999, et fonctionne bien en pratique, même si un certain nombre
de questions théoriques restent en suspens :

— L’existence de solutions pour la formulation de Benamou-Brenier au problème (1.4-2),
plus précisément l’existence d’un point selle pour L.

— La convergence (faible ou forte) de l’algorithme.
— L’unicité d’une solution.

L’objet principal de cette thèse est de proposer un cadre théorique permettant de répondre à
ces trois points. L’étude proposée sera aussi l’occasion de caractériser rigoureusement certaines
propriétés du champ de vitesse associé à un plan de transport optimal.

I.4.1 État de l’art (à notre connaissance) sur la convergence de l’algorithme
de Benamou-Brenier

Une première étude de l’algorithme de Benamou-Brenier a été effectuée en 2004 par K. Guittet
dans [40]. Les hypothèses et le cadre dans lesquels se plaçait cette étude étaient les suivants :

— des conditions aux limites périodiques en espace : en se plaçant dans Ω = Td (où Td
désigne le tore unité en dimension d, i.e. Td = Rd/Zd).

— une hypothèse sur la densité ρ∗ solution du problème de minimisation (1.4-2) qui est
supposée minorée par une constante strictement positive.

En notant ∇φ le plan de transport optimal (voir théorème 1.1-7), si l’on considère la densité ρ̃t
définie par :

ρ̃tLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld), (1.4-3)

le fait que celle-ci soit minorée par une constante strictement positive implique en particulier une
certaine régularité du plan de transport associé (sans discontinuité) : le potentiel φ doit être de
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classe C1 et de gradient lipschitzien. La régularité d’un plan de transport optimal sur un domaine
convexe (c’est à dire plus précisément ici du potentiel φ) en fonction de la régularité des densités
de départ et d’arrivée ρ0 et ρ1, supposées de plus strictement positives, a notamment été étudiée
par Caffarelli dans [19] et [20].

Un cas particulier évoqué dans [40], est celui où l’on considère des densités de départ et d’arrivée
ρ0 et ρ1 strictement positives sur Td et dans Cα,l(Td), pour un certain l ∈]0, 1[, et α ∈ Nd (voir
[17] pour une définition des espaces de Hölder). En effet, ces conditions impliquent, d’après une
étude effectuée par Cordero-Erausqui dans [30], que dans ce cas le potentiel de transport optimal
φ est de classe Cα,l+2 et que, pour tout t ∈ [0, 1], la densité ρ̃t possède également une régularité
Cα,l sur Td et est minorée par une constante strictement positive indépendante de t.

Sous les hypothèses ci-dessus, il est établi dans [40] les résultats suivants :

— L’existence d’une solution (ρ∗,m∗) pour le problème (1.4-2), sous la première hypothèse.
Cependant, il n’y est pas explicitement montré que cette densité ρ∗ correspond bien à
celle de McCann (i.e. que ρ∗ = ρ̃ : t 7→ ρ̃t).

— Sous les deux hypothèses, il est montré l’existence d’un point selle (ψ∗, q∗, µ∗) pour le
lagrangien L, mais sans résultat d’unicité concernant le couple densité-quantité de mou-
vement µ∗ = (ρ∗,m∗).

— Un résultat de convergence de l’algorithme de Benamou-Brenier : cependant, celui-ci ne
donne pas explicitement la convergence forte ou faible de la principale composante du
triplet (ψn, qn, µn). En effet, au regard du problème (1.4-2), la composante d’intérêt est
µn = (ρn,mn). Seules les convergences fortes dans H1/R et L2 des composantes ψn et qn
y sont énoncées.
De plus, la preuve de cette convergence nous semble incomplète : en effet, celle-ci repose
sur le fait que les suites (∇t,xψn)n et (qn)n soient des suites de Cauchy de L2. Or la
justification de cette dernière propriété repose sur les deux arguments suivant :

+∞∑
n=1

‖∇t,xψn −∇t,xψn−1|‖2L2 < +∞ et
+∞∑
n=1

‖qn − qn−1‖2L2 < +∞,

lesquels nous semble incomplets pour conclure au fait que ces deux suites soient de Cauchy.

I.4.2 Notre contribution à l’étude de consistance de l’algorithme de Benamou-
Brenier

Dans ce manuscrit, nous nous placerons dans le cadre plus général suivant :

— L’ouvert Ω de Rd est convexe et borné, muni de conditions au bord de type Neumann
homogènes homogène sur la quantité de mouvement m.

— La densité ρ̃ n’est pas supposée minorée par une constante strictement positive ni régulière.
Nous supposons ici simplement que les densités ρ0 et ρ1 sont des éléments de L2(Ω) (donc
potentiellement non-régulières) nulles au voisinage de ∂Ω.

Dans ce cadre, nous établirons les résultats suivants :

— L’existence d’un point selle pour lagrangien L, solution du problème (1.4-2) (section IV.1)

— L’unicité parmi l’ensemble des points selles (ψ∗, q∗, µ∗) du lagrangien L de µ∗ = (ρ∗,m∗),
dont on montre que la densité correspond au ρ̃ de l’interpolation de McCann (1.4-3).
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Si les résultats d’unicité que nous nous proposons d’établir dans ce manuscrit concernent
uniquement la composante µ c’est que, comme nous le verrons au début de la section
IV.2, en général, il n’y a pas unicité des points selles de L : en effet, les composantes
ψ et q peuvent varier en dehors du support de ρ.

Ces deux premiers points (résultats d’existence et d’unicité) seront explicitement établis
après une étude préalable sur la régularité du champ de vitesse dans le chapitre IV.

— La convergence faible de l’algorithme de Benamou-Brenier, ainsi que la convergence forte
d’une version relaxée de celui-ci, vers un point selle du lagrangien L. Ceci sera en fait le
premier résultat que nous démontrerons (chapitre II), sous réserve de l’existence d’un tel
point selle qui sera donc établi dans les deux chapitres suivants.

Pour finir, présentons les autres contributions de ce manuscrit en ce qui concerne la formulation
mécanique des fluides du transport optimal.

I.4.3 Étude du champ vitesse pour un transport optimal dans L2

Au cours de ce travail, le champ de vitesse d’un transport optimal dans L2 a été caractérisé
dans un cadre que nous avons souhaité le plus général possible, c’est à dire sans hypothèse de
régularité sur les densités de départ et d’arrivée ρ0 et ρ1. Plus précisément,

— Nous avons cherché des hypothèses suffisantes sur un champ de vitesse v ∈ L∞loc([0, 1],Rd)
pour qu’une densité transportée par v soit l’interpolation de McCann d’un (unique) trans-
port optimal : celles-ci se réduiront aux caractéristiques mises en évidence dans les sections
précédentes : trajectoires en ligne droite, à vitesse constante, et sans croisement. Mathé-
matiquement un tel champ v ∈ L∞loc([0, 1],Rd), devra vérifier les conditions :{
∂tv + 1

2∇x|v|
2 = 0,

∃ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω), v = ∇xψ.

Ce résultat sera l’objet principal de la dernière section du chapitre IV (section IV.3), et
sera précisément formulé dans le Théorème 4.3-9 (p. 159).

— Nous avons de plus établi des propriétés de régularité nécessaires d’un tel champ de vitesse
(sur le support de la densité transportée), en particulier :

• v localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Ω.

• ∇t,xv ∈ L∞
(
(0, 1), L1

loc(Ω)
)
,

• ∇t,xv ∈ Lp
(
(0, 1), Lqloc(Ω)

)
avec 1/p+ 1/q > 1

(en particulier v ∈W 1,p
loc ([0, 1]× Ω) avec 1 ≤ p < 2).

Ces résultats seront traité dans le chapitre III (section III.3). La Proposition 3.4-75 (p.
123) récapitule l’ensemble de ces propriétés de régularité.

I.4.4 Applications du transport optimal aux problèmes multi-physiques

Dans le chapitre V, lequel constitue une version revisité d’un article co-publié avec Emmanuel
Maître et Nicolas Papadakis [46], nous étudierons différentes manières d’introduire des contraintes
physiques dans le modèle dynamique de Benamou et Brenier, dans le principal but de concevoir
des modèles et des algorithmes numériques (basés sur des algorithmes proximaux) pour réaliser
des interpolations entre images (au sens de l’interpolation de McCann) respectant un certain
nombre de données contextuelles : anisotropie du domaine (obstacles et polarisations), contraintes
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sur le champ de vitesse (rigidité, divergence libre, translation). Ces modèles et algorithmes seront
en particulier appliqués à l’interpolation d’images océanographiques.



Chapitre II

Étude et convergence de l’algorithme
de Benamou-Brenier sous hypothèse
d’existence d’un point selle

Notes pour ce chapitre.
• Nous rappelons que | · | désigne la norme euclidienne sur Rd (d ∈ N).
• Sauf mention contraire, Rd sera muni de la tribu de Lebesgue.
• Pour f ∈ Lp(ω) et x ∈ ω, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f̃(x) où la fonction f̃ est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesgue (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur l’égalité Ld presque partout).
• Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a, b) lorsque l’ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque l’on écrit f ∈ L∞loc([0, 1]× Rd), cela signifie en particulier que f ∈ L∞([0, 1]×K)
pour tout compact K de Rd : autrement dit que f est "L∞ localement en espace mais pas
en temps" (i.e. reste localement borné en t = a et t = b).

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord dans la section II.1 la formulation dynamique
du problème de transport optimal proposée par Benamou et Brenier dans [6]. Le problème de
point selle qui en découle ainsi que sa résolution sont alors analysés. Les contributions de ce
chapitre sont donc la caractérisation des points selles du problème (section II.2) puis l’étude de
la convergence de l’algorithme de [6] vers un point selle (sections II.3 et II.4). Ces résultats sont
obtenus sous hypothèse d’existence de points selle. L’existence sera quant à elle démontrée dans
le chapitre suivant.

II.1 Formulation du problème et présentation de l’algorithme

II.1.1 Le problème de Monge-Kantorovich dans Rd pour un coût quadratique

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par | · | la norme euclidienne sur Rd (pour tout d ∈ N).
Considérons deux densités (ρ0, ρ1) positives sur Rd (d ∈ N∗), à supports bornés et de même
masse. Le problème de Monge-Kantorovich revient à déterminer un plan de transport optimal T
entre ρ0 et ρ1 minimisant ∫

Rd
d(x, T (x))2ρ0(x)dx, (2.1-1)

51
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où d(x, y) représente une distance sur Ω. Pour le cas isotrope, on utilise habituellement la distance
euclidienne d(x, y) = |x − y|. On écrit T#(ρ0Ld) = ρ1Ld la poussée de mesure par T de ρ0Ld
sur ρ1Ld, i.e. pour tout sous-ensemble borné A de Rd,∫

A
ρ0 =

∫
T−1(A)

ρ1 = 1.

La distance de Wasserstein W2(ρ0, ρ1) est ici rappelons-le définie par :

W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2 = inf
T#(ρ0Ld)=ρ1Ld

∫
Ω
d(x, T (x))2ρ0(x)dx.

Dans le cas isotrope (en prenant d(x, y) = |x− y|), il existe un unique plan de transport T entre
ρ0 et ρ1 pouvant être écrit comme le gradient d’une fonction convexe s.c.i. φ (Théorème 1.1-7 p.
20) i.e.

W2(ρ0Ld, ρ1Ld)2 =

∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#(ρ0Ld)=ρ1Ld

∫
Rd
|T (x)− x|2ρ0(x) dx.

Ce problème, dans la formulation introduite par J.D. Benamou and Y. Brenier [6], peut se
ramener à un problème de minimisation d’une certaine énergie cinétique K, sur le déplacement
continu d’une masse ρ depuis ρ0 jusqu’à ρ1, et porté par un champ de vitesse v.

Commençons donc par formuler précisément ce nouveau problème d’optimisation dans un cadre
qui permettra sa résolution par l’algorithme de lagrangien augmenté également introduit dans
[6], et qui sera l’objet principal de notre étude.

II.1.2 Formulation convexe et lagrangien augmenté

On se propose donc d’étudier le problème suivant : soient ρ0, ρ1 ∈ L2(Rd) deux densités de
probabilité, à supports bornés et de même masse, i.e. ρ0, ρ1 ≥ 0 et∫

Rd
ρ0 =

∫
Rd
ρ1 = 1.

La formulation dynamique du transport optimal consiste à augmenter la dimension du problème
avec une variable temporelle t ∈ [0; 1]. Formellement, on cherche un couple (ρ, v), où ρ désigne
une densité positive, et v un champ de vecteurs de Rd, tous deux définis sur ]0, 1[×Ω, où Ω
est un ouvert convexe borné de Rd contenant supp(ρ0) et supp(ρ1), satisfaisant l’équation de
conservation de la masse,

∂tρ+ div(ρv) = 0; (2.1-2)

pour ρv vérifiant des conditions de Neumann homogènes aux bord, et pour ρ vérifiant les condi-
tions initiales et finales

ρ(0, x) = ρ0(x), ρ(1, x) = ρ1(x), (2.1-3)

tels que ρ et v minimisent :

K(ρ, v) =
1

2

∫ 1

0

∫
Ω
|v(t, x)|2ρ(t, x) dx dt. (2.1-4)
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Afin de rendre le problème convexe et linéariser la contrainte de conservation de la masse, on
pose à présent m = ρv et on cherche à minimiser le coût de transport [6] :

K̃(ρ,m) =

∫ 1

0

∫
Ω

|m(t, x)|2

2ρ(t, x)
dx dt, (2.1-5)

(ρ,m) satisfaisant toujours les conditions initiales et finales (2.1-3) ainsi que la nouvelle contrainte
de conservation de la masse :

∂tρ+ divxm = 0 (2.1-6)

sous la contrainte ρ > 0 ou (ρ,m) = (0, 0) (ce qui caractérise la contrainte ρ ≥ 0 et le changement
de variable m = ρv).

En introduisant un multiplicateur de Lagrange ψ pour gérer les contraintes linéaires (2.1-6) et
(2.1-3), on peut établir une formulation point-selle du problème :

inf
(ρ,m)

sup
ψ

(∫
]0,1[×Ω

|m|2

ρ
−
∫

]0,1[×Ω
(∂tψρ−∇xψ ·m) +

∫
Ω

(ψ(0, ·)ρ0 − ψ(1, ·)ρ1)

)
(2.1-7)

Afin d’obtenir une formulation algorithmique simple, nous introduisons, en suivant [6], la trans-

formée de Legendre de (ρ,m) 7→ |m|
2

2ρ
qui s’écrit :

F (q) = F (a, b) = sup
(ρ,m)

(
ρa+ 〈m, b〉 − |m|

2

2ρ

)
⇔ F (q) =

{
0 si q ∈ P
+∞ sinon

avec q = (a, b) ∈ R× Rd et P =

{
(a, b) ∈ R× Rd, a ≤ −|b|

2

2

}
.

Le coût de transport étant désormais convexe et s.c.i, il est égal à sa biconjuguée par la trans-
formée de Legendre. On a par conséquent

|m|2

2ρ
= sup

(a,b)
(ρa+m · b− F (a, b)) .

Le problème est ainsi en partie linéarisé par rapport aux variables (ρ,m) : la partie non-linéaire
(i.e. F ) se réduit à l’indicatrice du paraboloïde P, dont nous verrons l’utilité plus bas.

Ainsi, par une interversion sup-intégrale et inf-sup, et en posant q = (a, b) et µ = (ρ,m), on
reformule le problème de point selle (2.1-7) comme :

inf
(ψ,q)

sup
µ
L(ψ, p, µ) (2.1-8)

où
L(ψ, p, µ) = F̃ (q) +G(ψ) + 〈µ,∇t,xψ − q〉L2 (2.1-9)

avec
G(ψ) =

∫
Ω
ψ(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
ψ(1, ·)ρ1 dx (2.1-10)

et F (q) =

{
0 si q ∈ P̃
+∞ sinon

,

où P̃ =

{
(ã, b̃) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, ã ≤ −|̃b|

2

2

}
.
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Par la suite on écrira souvent, par abus de notation, P au lieu de P̃. La formulation lagrangien
augmenté est finalement :

Lr(ψ, q, µ) = F (q) +G(ψ) + 〈µ,∇t,xψ − q〉L2 +
r

2
‖∇t,xψ − q‖2L2 (2.1-11)

où r > 0.

II.1.3 Algorithme de Benamou-Brenier

Pour résoudre le problème de point selle (2.1-8), J.D. Benamou et Y. Brenier [6] ont proposé un
algorithme basé sur une méthode de type Uzawa : il s’agit de reproduire le deuxième algorithme
de lagrangien augmenté (ALG2) introduit par M. Fortin et R. Glowinski dans [37]. Celui-ci
consiste à effectuer les opérations suivantes :
(ψn−1, qn−1, µn) étant donnés :

1. Étape A : On détermine l’unique ψn tel que :

Lr(ψ
n, qn−1, µn) ≤ Lr(ψ, q

n−1, µn), ∀ψ. (2.1-12)

2. Étape B : On détermine l’unique qn = (an, bn) tel que :

Lr(ψ
n, qn, µn) ≤ Lr(ψ

n, q, µn), ∀q. (2.1-13)

3. Étape C : La mise à jour :

(ρn+1,mn+1) = µn+1 = µn + r(∇t,xψn − qn), (2.1-14)

(où r > 0 est le paramètre du lagrangien augmenté : on fait le choix de prendre ce même
paramètre pour le paramètre d’Uzawa (étape C) pour assurer la contrainte de positivité de ρn

et d’annulation de mn lorsque ρn s’annule, comme expliqué ci-dessous).
Plus précisément, l’algorithme (2.1-12)-(2.1-14) se décompose de la manière suivante :

1. Étape A (projection sur l’espace des contraintes (2.1-2) et (2.1-3) p. 52) :
On cherche l’unique ψn ∈ H1((0, 1)× Ω)/R tel que :

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µn,∇t,xh〉+ r〈∇t,xψn − qn−1,∇t,xh〉 = 0.

Plus formellement, il s’agit de trouver ψn solution de :

−r∆t,xψ
n = divt,x

(
µn − rqn−1

)
pour les conditions initiales et finales :

r∂tψ
n(0, ·) = ρ0 − ρn(0, ·) + ran−1(0, ·), et r∂tψ

n(1, ·) = ρ1 − ρn(1, ·) + ran−1(1, ·),

et pour des conditions de Neumann homogènes aux bords. Dans [6], cette étape est résolue
par une méthode de Poisson. On observe que cette opération correspond à une projection
orthogonale sur un espace affine de divergence espace-temps constante.

2. Étape B (projection orthogonale sur P) :

qn = PP

(
1

r
µn +∇t,xψn

)
projection L2 qui correspond donc à une projection point par point.
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3. Étape C : On pose µn+1 = µn + r(∇t,xψn − qn).

L’étape B se réécrit ∀q′ ∈ P 〈1
r
µn+1, q′ − qn〉 ≤ 0,

c’est à dire que µn+1 = (ρn+1,mn+1) est orthogonal au paraboloïde P en qn. On en déduit que,
pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω,{

ρn(t, x) > 0
ou (ρn(t, x),mn(t, x)) = 0.

Nous préciserons cette propriété par la Proposition 2.2-3 (p. 58), dans la section suivante.

Plan du chapitre

L’objectif de ce chapitre sera, rappelons-le, de prouver la convergence de l’algorithme (2.1-12)-
(2.1-14) vers un point selle du Lagrangien L défini en (2.1-11).

1. La section II.2 se donnera pour objectif de caractériser les points selles de L dans le but,
à la fois de poser plus facilement les bases de formulation du problème d’existence de
tels points selles (qui sera le principal objet d’étude du chapitre III), et d’amener à une
reformulation du problème de convergence de notre algorithme vers un de ces points selles
en un problème plus générique de convergence vers un point fixe d’opérateur non-expansif
(section II.3 et II.4).
— Nous commencerons donc par mettre en évidence les propriétés caractéristiques des

points selles du Lagrangien augmenté Lr dans les Propositions 2.2-1 et 2.2-3.
La Proposition 2.2-3 prouve en particulier quelques propriétés "attendues" de ce point
selle : le fait que la densité ρ soit positive, et que le moment cinétique m soit "abso-
lument continu" par rapport à ρ.

— Nous montrerons ensuite dans la Proposition 2.2-4 que la composante µ = (ρ, ρv) d’un
tel point selle minimise bien l’énergie (2.1-5), sous les contraintes (2.1-6) et (2.1-3)
(autre propriété "attendue" du point selle).

— Nous conclurons cette section par la Proposition 2.2-5, qui prouvera l’équivalence entre
notre problème de convergence de l’algorithme (2.1-12)-(2.1-14) vers un point selle de
Lr et un problème de convergence d’itérations successives d’un opérateur M (défini
comme résultant d’une itération de chaque étape de l’algorithme) vers un point fixe de
ce dernier (autrement dit l’étude de la convergence d’une suite de type xn+1 = Mxn
vers un point fixe de M) .

2. L’étude générique de cette nouvelle formulation du problème sera l’objet de la section II.3.
Nous y énoncerons des résultats généraux de convergence de suites issues d’itérations d’un
opérateur non-expansif (1-lipschitzien) M vers un point fixe de ce dernier.
— Dans la sous-section II.3.1, nous donnerons quelques définitions standards relatifs aux

opérateur non-expansifs.
— Dans la sous-section II.3.2, nous énoncerons des résultats relatifs à la convergence

faible d’une suite de type xn+1 = Mxn vers un point fixe de M (64 p. 64).
— Dans la sous-section II.3.3, nous énoncerons des résultats relatifs à la convergence forte

d’une suite version relaxée de l’algorithme (de type xn+1 = λna + (1 − λn)Mxn vers
un point fixe de M (2.3-8 p. 66).

3. Pour conclure sur la convergence de l’algorithme, nous montrerons que l’opérateur M
défini formellement à la fin de la section II.2 est un opérateur non-expansif (plus
précisément quasi-fermement non-expansif), et que les résultats de convergence de la
section II.3 peuvent ainsi être appliqués.
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II.2 Caractérisation des points selles

Afin de montrer la convergence de l’algorithme (2.1-12)-(2.1-14), nous étudions tout d’abord les
caractéristiques des points selles du Lagrangien augmenté Lr défini dans (2.1-11). Pour cela, on
considère désormais

S =
(
H1((0, 1)× Ω)/R

)
× L2((0, 1)× Ω)d+1 × L2((0, 1)× Ω)d+1, (2.2-1)

l’espace produit des variables d’intérêt (ψ, q, µ) de l’algorithme.

Proposition 2.2-1.

Un point-selle (ψ∗, q∗, µ∗) ∈ S de Lr est caractérisé par les trois propriétés :

(P1) ∀q′ ∈ P̃, 〈µ∗, q′ − q∗〉 ≤ 0

(P2) ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉 = 0.

(P3) ∇t,xψ∗ = q∗.

Preuve :
• Soit (ψ∗, q∗, µ∗) un point-selle de Lr (dans ce cas q∗ ∈ P̃). Montrons qu’il vérifie les propriétés
(P1), (P2) et (P3).

(P3) ∀µ ∈ L2((0, 1)×Ω)3, Lr(ψ
∗, q∗, µ) ≤ Lr(ψ

∗, q∗, µ∗), et µ 7→ Lr(ψ
∗, q∗, µ) différentiable en

µ∗ et le calcul de la différentielle en ce point donne :

∀µ ∈ L2((0, 1)× Ω)3, < µ,∇t,xψ∗ − q∗ >= 0

i.e. ∇t,xψ∗ − q∗ = 0.

(P2) De même ∀(ψ, q) ∈ H1((0, 1) × Ω) × P̃, L(ψ, q, µ∗) ≥ L(ψ∗, q∗, µ∗). On fixe q = q∗.
ψ 7→ Lr(ψ, q

∗, µ∗) différentiable en ψ∗ et le calcul de la différentielle en ce point donne :

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉+ r〈∇t,xψ∗ − q∗,∇t,xh〉 = 0

et donc comme ∇t,xψ∗ − q∗ = 0,

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉 = 0

(P1) ∀q ∈ P̃, Lr(ψ∗, q, µ∗) ≥ Lr(ψ
∗, q∗, µ∗). On fixe q ∈ P̃ : pour tout λ ∈]0, 1],

q∗+λ(q− q∗) ∈ P̃ (convexité de P̃), d’où F̃ (q∗+λ(q− q∗)) = 0 (rappelons que F̃ désigne
l’indicatrice du paraboloïde P̃). Ainsi :

∀λ ∈]0, 1], Lr(ψ
∗, q∗ + λ(q − q∗), µ∗) ≥ Lr(ψ

∗, q∗, µ∗)

C’est à dire, en rappelant que ∇t,xψ∗ = q∗ (P3) et G(ψ∗) + 〈µ∗,∇t,xψ∗〉 = 0 (P2),

∀λ ∈]0, 1], −λ〈µ∗, q − q∗〉+ λ2 r

2
‖q∗ − q‖2 ≥ 0

En divisant par λ et en faisant tendre λ vers 0, on conclut (P1) :

∀q ∈ P̃, 〈µ∗, q − q∗〉 ≤ 0
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• Inversement soit (ψ∗, q∗, µ∗) ∈ S vérifiant les propriétés (P1), (P2) et (P3). Montrons qu’il
s’agit bien d’un point-selle de Lr.
Soit (ψ, q) ∈ H1((0, 1)× Ω)× P̃, on a Lr(ψ, q, µ

∗) = − < µ∗, q > + r
2‖∇t,xψ − q‖

2 (P1), et donc
Lr(ψ

∗, q∗, µ∗) = − < µ∗, q∗ > (P3).
On a donc par (P2) l’inégalité :

Lr(ψ, q, µ
∗) ≥ Lr(ψ

∗, q∗, µ∗)

De plus ∀µ ∈ L2((0, 1) × Ω)3, Lr(ψ
∗, q∗, µ) = Lr(ψ

∗, q∗, µ∗) = G(ψ∗). Ainsi, (ψ∗, q∗, µ∗) est un
point-selle de Lr. Un point-selle de Lr est donc bien caractérisé par ces trois propriétés. �

Remarque 2.2-1. Notons bien que que la preuve de la Proposition 2.2-1 est indépendante de r
et fonctionne en particulier pour r = 0 : autrement dit, l’ensemble des points selles du lagrangien
d’origine :

L(ψ, q, µ) = F (q) +G(ψ) + 〈µ,∇t,xψ − q〉L2 ,

est le même pour tous les lagrangiens augmentés

Lr(ψ, q, µ) = F (q) +G(ψ) + 〈µ,∇t,xψ − q〉L2 +
r

2
‖∇t,xψ − q‖2L2 ,

et ceci quelque que soit r > 0.

Nous allons maintenant prouver que tout point-selle du lagrangien L (2.1-11) correspond bien à
une solution de la formulation dynamique (relations (2.1-2)-(2.1-4)) du problème de Monge.

Définition 2.2-2.

On considère l’espace des contraintes

Λ(ρ0, ρ1) =


µ = (ρ,m) ∈ L2((0, 1)× Ω)d+1, ρ ≥ 0,
m = ρv, v ∈ L2((0, 1)× Ω, ρLd),
∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉L2 = 0,

 (2.2-2)

où G(h) =
∫

Ω(h(0, ·)ρ0 − h(1, ·)ρ1), ainsi que le terme d’énergie

K̃ : Λ(ρ0, ρ1) −→ R

(ρ,m) 7−→ 1

2

∫
(0,1)×Ω

|v|2ρ, avec m = ρv.
(2.2-3)

Cette nouvelle formulation du problème de transport optimal consiste trouver à un minimum de
K̃ en imposant :

— la positivité de la densité ρ,
— "l’absolue continuité" de m par rapport à ρ (i.e. ∃v, m = ρv),
— la conservation de la masse et les conditions initiales et finales.

Commençons par étudier plus en détail la propriété (P1) de la Proposition 2.2-1 concernant les
liens entre µ et q lorsque µ est orthogonal au paraboloïde P̃ au point q.
On rappelle que

P̃ =

{
q = (a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)2, a+

|b|2

2
≤ 0

}
. (2.2-4)
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Proposition 2.2-3.

Soient µ∗ = (ρ∗,m∗) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)2 et q∗ = (a∗, b∗) ∈ P̃, tel que µ∗ soit
orthogonal à P̃ au point q∗, i.e. Propriété (P1) : 〈µ∗, q − q∗〉L2 ≤ 0, ∀q ∈ P̃. Alors µ∗ et q∗
vérifient les trois propriétés suivantes presque partout sur ]0, 1[×Ω :

1. ρ∗ ≥ 0

2. m∗ = ρ∗b∗

3. ρ∗
(
a∗ +

|b∗|2

2

)
= 0

La troisième propriété signifie en particulier que pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω :

ρ∗(t, x) 6= 0⇒ a∗(t, x) +
|b∗(t, x)|2

2
= 0.

Preuve : Pour tout q = (a, b) ∈ P̃, on a

〈µ∗, q − q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

ρ∗(a− a∗) +

∫
]0,1[×Ω

m∗.(b− b∗).

Dans toute la démonstration, on considérera indifféremment (par abus de notation) un représen-
tant d’une classe d’équivalence L3-presque partout avec la classe elle-même.

1. ρ∗ ≥ 0 :

Soit f : R→ R définie comme il suit :

f : y ∈ R 7→
{ y
|y| si y 6= 0,

0 si y = 0.

Pour tout y ∈ R, yf(y) = |y|, donc ρ∗f(ρ∗) = |ρ∗| et −1 ≤ f(ρ∗) ≤ 1 (comme précisé
en début de preuve, ρ∗ désigne en fait ici sous la même notation, un représentant de la
classe de ρ∗). On pose q = (a, b) avec a = f(ρ∗)− 1 + a∗ et b = b∗. On a ainsi

a+
|b|2

2
= f(ρ∗)− 1 + a∗ +

|b∗|2

2
≤ 0,

i.e. q ∈ P̃, donc 〈µ∗, q − q∗〉L2 ≤ 0. On a également

〈µ∗, q − q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

|ρ∗| − ρ∗.

Comme, |ρ∗| − ρ∗ ≥ 0, on en déduit que |ρ∗| = ρ∗ Ld-presque partout, c’est à dire ρ∗ ≥ 0.

2. m∗ = b∗ρ∗ :

Soit u ∈ L∞((0, 1) × Ω)d. Pour tout ε > 0, on pose qε = (aε, bε), avec bε = b∗ + εu et
aε = − |bε|

2

2 . On obtient ainsi :

qε ∈ L2((0, 1)× Ω)d+1 et aε +
|bε|2

2
= 0,
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ce qui implique que qε ∈ P̃. On a alors :

〈µ∗, qε − q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

ρ∗(aε − a∗) +

∫
]0,1[×Ω

m∗ · (bε − b∗)

= −ε
2

2

∫
]0,1[×Ω

|u|2ρ∗ + ε

∫
]0,1[×Ω

(m∗ − b∗ρ∗) · u−
∫

]0,1[×Ω

(
a∗ +

|b∗|2

2

)
ρ∗

≤ 0.

Comme −
∫

]0,1[×Ω

(
a∗ +

|b∗|2

2

)
ρ∗ ≥ 0, on a alors

−ε
2

2

∫
]0,1[×Ω

|u|2ρ∗ + ε

∫
]0,1[×Ω

(m∗ − b∗ρ∗) · u ≤ 0

et donc, pour tout ε > 0,

− ε
2

∫
]0,1[×Ω

|u|2ρ∗ +

∫
]0,1[×Ω

(m∗ − b∗ρ∗) · u ≤ 0

et
∫

]0,1[×Ω
|u|2ρ∗ < +∞. En faisant tendre ε vers 0, on a

∫
]0,1[×Ω

(m∗ − b∗ρ∗) · u ≤ 0

On obtient, quitte à changer u en −u,
∫

]0,1[×Ω(m∗ − b∗ρ∗) · u = 0 et ceci pour tout
u ∈ L∞((0, 1)× Ω)d.

Pour tout M > 0, on pose uM = sign(m∗− b∗ρ∗) max(|m∗− b∗ρ∗|,M) ∈ L∞((0, 1)×Ω)d,
avec sign(y) = 1

|y|y si y 6= 0, et sign(y) = 0, d’où |uM | ≤M .
(m∗ − b∗ρ∗)uM = |m∗ − b∗ρ∗|max(|m∗ − b∗ρ∗|,M) ≥ 0 converge simplement vers |m∗ −
b∗ρ∗|2 de façon croissante quand M tend vers l’infini. Donc, par le Théorème de Beppo-
Levi,

0 =

∫
]0,1[×Ω

(m∗ − b∗ρ∗).uM −→
∫

]0,1[×Ω
|m∗ − b∗ρ∗|2 (M → +∞).

On a ainsi
∫

]0,1[×Ω |m
∗ − b∗ρ∗|2 = 0, i.e. m∗ = ρ∗b∗.

3. ρ∗
(
a∗ +

|b∗|2

2

)
= 0 :

On pose q = (a, b) ∈ P̃, avec a = −1
2 |b
∗|2 et b = b∗, d’où

0 ≥ 〈µ∗, q − q∗〉L2 = −
∫

]0,1[×Ω
ρ∗
(
a∗ +

1

2
|b∗|2

)
.

Or ρ∗
(
a∗ + 1

2 |b
∗|2
)
≤ 0, donc ρ∗

(
a∗ +

|b∗|2

2

)
= 0 presque partout.

�
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À partir de cette Proposition, on peut à présent montrer que la composante µ de tout point
selle de L minimise le coût de transport K̃ sur l’espace des contraintes Λ(ρ0, ρ1).

Proposition 2.2-4.

Si (ψ∗, q∗, µ∗) ∈ S est un point selle de L, alors µ∗ = (ρ∗,m∗) ∈ Λ(ρ0, ρ1) et minimise K̃.

En posant q∗ = (a∗, b∗) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)2, on a de plus

K̃(µ∗) =
1

2

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ∗ = 〈µ∗, q∗〉L2 = inf
T#ρ0=ρ1

∫
Rd
|T (x)− x|2ρ0(x) dx

Preuve :

1. µ∗ ∈ Λ(ρ0, ρ1).
D’après la propriété (P1) de la Proposition 2.2-1 (p. 56), µ∗ est orthogonal au paraboloïde
au point q, i.e. 〈µ∗, q − q∗〉L2 ≤ 0, ∀q ∈ P̃, avec P̃ défini par (2.2-4) p. 57. D’après la
Proposition 2.2-3 (p. 58),
— ρ∗ ≥ 0
— m∗ = b∗ρ∗

— ρ∗
(
a∗ +

|b∗|2

2

)
= 0

De plus par la propriété (P2) de la Proposition 2.2-1, µ∗ vérifie bien

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉L2 = 0.

ce qui implique, pour h = ψ∗, et grâce à (P3), que :

−L(ψ∗, q∗, µ∗) = 〈µ∗, q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

(ρ∗a∗ +m∗ · b∗).

D’après les trois propriétés de la Proposition 2.2-3 :∫
]0,1[×Ω

(ρ∗a∗ +m∗ · b∗) =

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ∗,

et ainsi, ∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ∗ = 〈µ∗, q∗〉L2 ≤ ‖µ∗‖L2 .‖q∗‖L2 < +∞.

On a donc µ∗ ∈ Λ(ρ0, ρ1), et on peut prendre v∗ = b∗.

2. µ∗ = (ρ∗,m∗) minimise K̃.
Soit µ = (ρ,m) ∈ Λ(ρ0, ρ1) et v tel que m = vρ, alors

K̃(µ) =
1

2

∫
]0,1[×Ω

|v|2ρ =
1

2

∫
]0,1[×Ω

(|v|2 + |b∗|2)ρ− 1

2

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ

≥
∫

]0,1[×Ω
v.b∗ρ− 1

2

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ
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Rappelons que q∗ est un élément du paraboloïde P et donc a∗ + |b∗|2
2 ≤ 0, d’où

−1

2

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ ≥
∫

]0,1[×Ω
a∗ρ.

Sachant que m = ρv, on a alors

K̃(µ) ≥
∫

]0,1[×Ω
m.b∗ +

∫
]0,1[×Ω

a∗ρ ≥ 〈(ρ,m), (a∗, b∗)〉L2 = 〈µ, q∗〉L2 .

Comme le triplet (ψ∗, q∗, µ∗) est un point-selle, et toujours d’après la Proposition 2.2-1,
on a ∇t,xψ∗ = q∗, et

G(ψ∗) + 〈µ,∇t,xψ∗〉L2 = 0 = G(ψ∗) + 〈µ∗,∇t,xψ∗〉L2

car µ ∈ Λ(ρ0, ρ1). On obtient alors

〈µ, q∗〉L2 = 〈µ,∇t,xψ∗〉L2 = 〈µ∗,∇t,xψ∗〉L2 = 〈µ∗, q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

a∗ρ∗ +

∫
]0,1[×Ω

m∗ · b∗.

Rappelons que d’après la Proposition 2.2-3, a∗ρ∗ = −1
2 |b
∗|2ρ∗ et m∗ = b∗ρ∗, d’où

〈µ, q∗〉L2 =

∫
]0,1[×Ω

a∗ρ∗ +

∫
]0,1[×Ω

m∗.b∗ =
1

2

∫
]0,1[×Ω

|b∗|2ρ∗ = K̃(µ∗).

On déduit ainsi que K̃(µ) ≥ K̃(µ∗).

De ce résultat, on conclut que si (ψ∗1, q
∗
1, µ
∗
1) et (ψ∗2, q

∗
2, µ
∗
2) sont deux points selle de L,

alors K̃(µ∗1) = K̃(µ∗2).

3. Pour conclure il suffit donc de prouver qu’il existe un point selle (ψ̂, q̂, µ̂) vérifiant :

K̃(µ̂) =

∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#ρ0=ρ1

∫
Rd
|T (x)− x|2ρ0(x) dx,

avec φ définie comme dans le Théorème 1.1-7 (p. 20) : c’est à dire telle que ∇φ soit le
plan de transport optimal de ρ0Ld sur ρ1Ld.

Le chapitre suivant est consacré à la construction d’un tel point selle (ψ̂, q̂, µ̂), vérifiant
en particulier : µ̂ = (ρ̂, ρ̂v̂) avec pour tout t ∈]0, 1[ et X(t, ·) = (1− t)id+ t∇xφ,

ρ̂(t, ·) = X(t, ·)#ρ0

et v̂ ∈ L∞((0, 1)× Ω) continue sur ]0, 1[×Ω, tel que pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω :

∇φ(x)− x = ∂tX(t, x) = v(t,X(t, x))

(et en choisissant bien φ parmi toutes les possibilités).

Anticipons et concluons tout de suite qu’avec un tel point selle, on a la relation :

K̃(µ̂) =
1

2

∫
]0,1[×Ω

|v̂|2ρ̂ =

∫ 1

0

∫
Ω
|v̂(t,X(t, x))|2ρ0(x) dx dt =

∫
Ω
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx.

Ainsi, on peut conclure d’après la Proposition 2.2-4 (p. 60), que pour tout point selle
(ψ∗, q∗, µ∗) ∈ S de L, µ∗ ∈ Λ(ρ0, ρ1) et pour tout µ ∈ Λ(ρ0, ρ1) :

K̃(µ) ≥ K̃(µ∗) =

∫
Ω
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#ρ0=ρ1

∫
Ω
|T (x)− x|2ρ0(x) dx. (2.2-5)
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�

La Proposition suivante montre finalement qu’un point selle de L correspond bien à une so-
lution de la formulation dynamique (2.1-2)-(2.1-4) du problème de Monge.

Proposition 2.2-5.

Il y a équivalence entre un point-selle de L (et donc de Lr pour tout r > 0) et un point fixe de
l’algorithme (défini à la sous-section II.1.3 p. 54). Autrement dit (ψ, q, µ) est un point-selle
de L si et seulement si il est reste invariant pour l’algorithme de Benamou-Brenier (ici on
prend r > 0).

Preuve :
• Soit (ψ, q, µ) un point-selle de L. On note (ψ′, q′, µ′) le nouveau point obtenu après une étape
de l’algorithme. Montrons que (ψ′, q′, µ′) = (ψ, q, µ) dans S.

1. Par l’étape A, on a ∀h ∈ H1((0, 1) × Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 + r〈∇t,xψ
′ − q,∇t,xh〉 = 0.

Par la 1ere propriété (G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0), on a :

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), r〈∇t,xψ
′ − q,∇t,xh〉 = 0

et par la 3eme propriété (∇t,xψ = q) et en prenant h = ψ
′ − ψ, on obtient :

‖∇t,x(ψ
′−ψ)‖ = 0. L’inégalité de Poincaré étant valable dansH1((0, 1)×Ω)/R, on obtient

ψ
′

= ψ dans H1((0, 1)× Ω)/R.
2. Dans l’étape B on cherche l’unique q′ qui vérifie :

∀p ∈
∼
P, 〈1

r
µ+∇ψ′ − q′, p− q′〉 ≤ 0.

Comme ψ = ψ′, par les propriétés (P1) et (P3) caractérisant le point selle, q est un bon
candidat et donc le seul, d’où q′ = q. En effet,

∀p ∈
∼
P, 〈µ, p− q〉 ≤ 0 et, ∇t,xψ′ = ∇t,xψ = q,

donc
∀p ∈

∼
P, 〈1

r
µ+∇ψ − q, p− q〉 ≤ 0.

3. Au final ∇t,xψ′ = ∇t,xψ = q = q′ et donc par l’étape C on a finalement µ′ = µ.

• Pour finir, soit maintenant (ψ, q, µ) un point fixe de l’algorithme. Montrons que c’est un point-
selle de L. On a :

1. Etape A : ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉+ r〈∇t,xψ − q,∇t,xh〉 = 0.

2. Etape B : ∀p ∈
∼
P, 〈1

r
µ+∇ψ − q, p− q〉 ≤ 0.

3. Etape C : µ = µ+ r(∇t,xψ − q).
L’étape C donne alors ∇t,xψ = q, et par conséquent l’étape B donne :

∀p ∈
∼
P, 1

r
〈µ, p− q〉 ≤ 0
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et l’étape A donne :

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0

Les trois propriétés de la Proposition 2.2-1 étant vérifiées, (ψ, q, µ) est donc un point selle de L. �

Il est maintenant possible, par la Proposition 2.2-5, de redéfinir formellement notre problème
de convergence de l’algorithme (2.1-12)-(2.1-14) vers un point selle du lagrangien L, en un pro-
blème de convergence d’une suite de type xn+1 = Mxn vers un point fixe de l’opérateur M défini
comme le produit d’une itération de chaque étape de l’algorithme (et en prenant par exemple
xn = (ψn, qn, µn)).
Nous verrons dans la section II.4 qu’en se plaçant dans un espace normé approprié, il est possible
de caractériser un tel opérateur M par un opérateur de type non-expansif (1-lipschitzien).

En préambule à cette reformulation, la section suivante sera consacrée à la formulation de
quelques résultats généraux utiles à notre étude à propos des opérateurs non-expansifs.

II.3 Quelques résultats de convergence pour les opérateurs non-
expansifs

Pour tout opérateur non-expansif M, nous démontrerons dans cette section une série de résultats
permettant d’obtenir :

1. la convergence faible vers un point fixe de M de l’algorithme itératif xn+1 = Mxn,

2. la convergence forte d’une version relaxée de cet algorithme.

II.3.1 Opérateur non-expansif M

Nous commençons par rappeler quelques définitions standard utiles pour la suite. Soit (H, 〈. , .〉)
un espace de Hilbert et soit M : H → H.

Définition 2.3-1. Opérateur non-expansif

M est dit non-expansif si et seulement si il est 1-lipschitzien :

∀x, y ∈ H, ‖Mx−My‖ ≤ ‖x− y‖.

Définition 2.3-2. Opérateur fermement non-expansif

M est dit fermement non-expansif si et seulement si :

∀x, y ∈ H, ‖Mx−My‖2 ≤ 〈x− y, Mx−My〉

ou bien de façon équivalente :

∀x, y ∈ H, ‖x− y‖2 − ‖Mx−My‖2 ≥ ‖(x− y)− (Mx−My)‖2.
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Définition 2.3-3. Opérateur quasi-fermement non-expansif

M est dit quasi-fermement non-expansif si et seulement si M est non-expansif et pour
tout éventuel point fixe x∗ de M :

∀x ∈ H, ‖x− x∗‖2 − ‖Mx−Mx∗‖2 ≥ ‖(x− x∗)− (Mx−Mx∗)‖2.

c’est à dire
∀x ∈ H, ‖x− x∗‖2 − ‖Mx− x∗‖2 ≥ ‖x−Mx‖2.

II.3.2 Convergence faible de l’algorithme itératif xn+1 = Mxn

Nous considérons toujours (H, 〈· , ·〉) un espace de Hilbert. Nous commençons par énoncer un
Lemme simple mais important pour la suite :

Lemme 2.3-4. Lemme d’Opial

Soit M un opérateur non-expansif sur un espace de Hilbert H. Si (xn) une suite d’éléments
de H converge faiblement vers x avec Mxn− xn convergeant fortement vers 0, alors x est un
point fixe de M.

Preuve :

‖xn−x‖2 − ‖Mxn −Mx‖2 ≥ 0

⇔ 〈(xn −Mxn) + (Mx− x) , Mxn + xn −Mx− x〉 ≥ 0

⇔ 〈xn −Mxn, (Mxn − xn) + 2xn − x−Mx〉 − 〈x−Mx,Mxn − xn〉
− 〈x−Mx, 2xn − x−Mx〉 ≥ 0.

De plus xn ⇀ x (i.e. convergence faible des xn vers x, d’où le fait que (xn) soit bornée), et
xn −Mxn → 0 (i.e. convergence forte).
On obtient alors par passage à la limite : −‖x−Mx‖2 ≥ 0, i.e. Mx = x. �

Énonçons maintenant notre résultat de convergence applicable au problème de la convergence
faible de l’algorithme de Benamou-Brenier, et qui sera le résultat principal de cette sous-section.

Théorème 2.3-5.

Soit M un opérateur quasi-fermement non-expansif et supposons que l’ensemble Fix(M) des
points fixes de M soit non vide. Soit (xn)n une suite d’éléments de H vérifiant pour tout
n ∈ N, l’estimation : ‖M(xn) − xn+1‖ ≤ εn, où (εn)n est une suite réelle positive vérifiant∑
n
εn < +∞. Alors (xn)n converge faiblement dans H vers un point fixe de M.

Remarque 2.3-2. La suite (εn)n représente ici les inévitables erreurs numériques inhérentes
à l’implémentation d’un tel algorithme. On fait ici l’hypothèse que ces erreurs sont fortement
contrôlées (

∑
n
εn < +∞).
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Avant d’aborder la démonstration de ce Théorème, nous commençons par établir le résultat
suivant, démontré dans l’Annexe B.1.

Proposition 2.3-6.

Soit une suite (xn)n définie comme dans l’énoncé du Théorème 2.3-5, et soient (xϕ1(n))n
et (xϕ2(n))n deux sous-suites de (xn)n convergeant faiblement respectivement vers x1 et x2

(points fixes de M par le Lemme d’Opial). Alors on a x1 = x2.

Démonstration du Théorème 2.3-5 Par hypothèse l’ensemble Fix(M) des points fixes de
M est non vide, on considère donc x∗ ∈ Fix(M). D’après la définition 2.3-3, on a la relation :

‖xn − x∗‖2 − ‖Mxn − x∗‖2 ≥ ‖Mxn − xn‖2.

Notons que ‖Mxn − x∗‖2 = ‖Mxn − xn+1‖2 + 2〈Mxn − xn+1, xn+1 − x∗〉+ ‖xn+1 − x∗‖2,

et |〈Mxn − xn+1, xn+1 − x∗〉| ≤ ‖Mxn − xn+1‖‖xn+1 − x∗‖ ≤ Cεn ((xn) bornée), d’où :

‖Mxn − xn‖2 ≤ ‖xn − x∗‖2 − ‖Mxn − x∗‖2 ≤ ‖xn − x∗‖2 − ‖xn+1 − x∗‖2 + Cεn.

Donc, pour tout n ∈ N, on a
n∑
k=0

‖Mxn−xn‖2 ≤ ‖x0−x∗‖2 +C
∑
n
εn < +∞. Ainsi Mxn−xn →

n
0.

Par conséquent d’après le Lemme d’Opial, toute sous-suite de (xn)n faiblement convergente a
pour limite un point fixe de M. Comme (xn)n est bornée, on peut extraire de toute sous-suite
de (xn)n, une sous-suite convergeant faiblement dans H. Pour conclure sur la convergence (ici
faible), il suffit donc d’utiliser la Proposition 2.3-6 précédente pour obtenir que toutes les sous-
suites faiblement convergentes tendent vers la même limite. En conséquent on peut conclure que
(xn)n converge faiblement vers un point fixe de M, achevant ainsi la démonstration du Théorème
2.3-5. �

II.3.3 Convergence forte d’une relaxation de l’algorithme xn+1 = Mxn

Nous présentons à présent une version relaxée de l’algorithme itératif xn+1 = Mxn dont nous
venons de démontrer la convergence faible. Cet version relaxée a pour intérêt de s’appliquer à
tous les opérateurs non-expansifs et l’algorithme itératif ne nécessite plus l’hypothèse de quasi-
ferme non-expansivité. Cette variation permet en outre d’obtenir une convergence forte et non
plus seulement faible.

Nous commencerons par énoncer un Lemme caractérisant l’ensemble des points fixes d’un opé-
rateur non-expansif M.

Lemme 2.3-7.

Soit M un opérateur non-expansif sur un espace de Hilbert (H, 〈, 〉). Soit Fix(M) l’ensemble
des points fixes de M. Alors Fix(M) est un convexe fermé.

Preuve : Remarquons que l’ensemble vide est bien un ensemble convexe fermé. Supposons donc
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ici que Fix(M) est non vide.

Soit x1, x2 ∈ Fix(M) et soit x ∈ [x1, x2]. Montrons que x ∈ Fix(M).
1. Mx ∈ [x1,x2] :

Soit c ∈ [x1, x2] le projeté orthogonal de Mx sur [x1, x2]. x1 et x2 sont des points fixes de
M, donc :

‖x1 − x‖ ≥ ‖Mx1 −Mx‖ = ‖x1 −Mx‖ et ‖x2 − x‖ ≥ ‖Mx2 −Mx‖ = ‖x2 −Mx‖

x, c ∈ [x1, x2] donc ‖x1 − x2‖ = ‖x1 − x‖+ ‖x− x2‖ et ‖x1 − x2‖ = ‖x1 − c‖+ ‖c− x2‖.
Si Mx ∈ [x1, x2], alors ‖Mx− c‖ > 0. Alors

‖x1 − x2‖ = ‖x1 − x‖+ ‖x− x2‖
≥ ‖x1 −Mx‖+ ‖Mx− x2‖

=
√
‖x1 − c‖2 + ‖Mx− c‖2 +

√
‖x1 − c‖2 + ‖Mx− c‖2

> ‖x1 − c‖+ ‖c− x2‖ = ‖x1 − x2‖.

Ce qui est absurde, d’où Mx ∈ [x1, x2].
2. Mx = x :

Mx ∈ [x1, x2], donc comme précédemment ‖x1−x2‖ = ‖x1−Mx‖+‖Mx−x2‖. Supposons
que Mx ∈ [x1, x], ainsi :

‖x1 − x2‖ = ‖x1 −Mx‖+ ‖Mx− x‖+ ‖x− x2‖
≥ ‖x1 −Mx‖+ ‖Mx− x‖+ ‖Mx− x2‖
= ‖x1 −Mx‖+ ‖Mx− x‖.

Donc ‖Mx−x‖ = 0, et il en est de même si l’on suppose que Mx ∈ [x, x2]. Ainsi Mx = x
i.e. x ∈ Fix(M).

Fix(M) est donc convexe. De plus, M est continue : on peut donc trivialement montrer que
Fix(M) est fermé. �

Nous présentons maintenant l’algorithme en question :

Théorème 2.3-8. (H.Bauschke [3])

Soit M un opérateur non-expansif et supposons que l’ensemble Fix(M) des points fixes de
M soit non vide, et soit (λn)n≥0 une suite de paramètres de [0, 1[ vérifiant :

1. λn → 0

2.
∏
n

(1− λn) = 0 ou de manière équivalente
∑
n
λn = +∞

3.
∑
n
|λn+1 − λn| < +∞.

Soit H un espace de Hilbert, et M un opérateur non-expansif sur H.
Etant donnés a, x0 dans H, on définit la suite (xn) par récurrence :

∀n ≥ 0, xn+1 = λna+ (1− λn)Mnxn

où pour tout n ∈ N est vérifiée l’estimation ‖Mnxn −Mxn‖ ≤ εn, avec
∑
n
εn < +∞.

Alors la suite (xn)n converge fortement vers PFa (où F = Fix(M) est l’ensemble des points
fixes de M : c’est un ensemble convexe fermé d’après le Lemme 2.3-7).
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La preuve de ce Théorème se trouve dans l’annexe B.2. Nous y reprendrons la démonstration de
H. Bauschke dans [3], en ajoutant la prise en compte d’erreurs numériques contrôlées.

Remarque 2.3-3. Les erreurs numériques que nous prenons en compte dans notre problème
sont fortement contrôlées. En effet, dans les Théorèmes 2.3-5 et 2.3-8, la suite (εn)n (où εn
représente l’erreur numérique maximale à la n-ième itération de l’opérateur M) doit vérifier la
contrainte ∑

n

εn < +∞,

ce qui est une hypothèse très forte sur le contrôle de l’erreur, et pas très réaliste en pratique.

Rappelons que l’opérateur M représentera dans notre problème une itération de l’algorithme
(2.1-12)-(2.1-14), comme nous le verrons dans la section suivante.

II.4 Formulation de l’algorithme de Benamou-Brenier en terme
d’opérateur non-expansif

Nous allons maintenant pouvoir mettre en pratique les résultats de convergence énoncés dans la
section précédente dans le cadre de l’algorithme Benamou-Brenier. Il suffit pour cela de montrer
que les étapes de l’algorithme peuvent être considérées comme l’itération d’un certain opérateur
non-expansif.

On en rappelle ici ces étapes :
1. Étape A : On détermine l’unique ψn tel que :

Lr(ψ
n, qn−1, µn) ≤ Lr(ψ, q

n−1, µn), ∀ψ. (2.4-1)

2. Étape B : On détermine l’unique qn tel que :

Lr(ψ
n, qn, µn) ≤ Lr(ψ

n, q, µn), ∀q. (2.4-2)

3. Étape C : La mise à jour :

µn+1 = µn + r(∇t,xψn − qn). (2.4-3)

Définition 2.4-1.

Soit H = L2((0, 1)×Ω)d+1×L2((0, 1)×Ω)d+1. On munit H du produit scalaire 〈(µ1, q1), (µ2, q2)〉H =
〈µ1, µ2〉L2 + r2〈q1, q2〉L2. (H, 〈., .〉) est un espace de Hilbert.

Définition 2.4-2.

Soit B : H → H l’opérateur qui associe à (µ, q) les produits (µ′, q′) des deux dernières étapes
(B et C, i.e. (2.4-2) et (2.4-3))de l’algorithme de Benamou-Brenier.

Remarque 2.4-4.
— Ici ψ est éphémère : en effet, observons que si (µ∗, q∗, ψ∗) est un point-selle du lagrangien

L (et donc de Lr) défini dans (2.1-11), alors (µ∗, q∗) = B(µ∗, q∗). Inversement si (µ∗, q∗)
est un point fixe de B alors (µ∗, q∗, ψ∗) est un point-selle du lagrangien (où ψ∗ est l’unique
élément de S qui vérifie q∗ = ∇ψ∗).
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— Le Lemme 2.3-7 (p. 65) nous donne ainsi également la convexité de l’ensemble des points
selles de L. En effet, d’après cette Proposition, l’ensemble des points fixes de l’opérateur
B est un ensemble convexe : la linéarité de l’opérateur gradient ∇t,x la transpose donc à
l’ensemble des points selles de L.
Autrement dit, pour tous points fixes (µ∗1, q

∗
1) et (µ∗2, q

∗
2) de L et pour tout λ ∈ [0, 1], le

couple (λµ∗1 +(1−λ)µ∗2, λq
∗
1 +(1−λ)q∗2) est également un point fixe de B. Or par linéarité

de ∇t,x, on a λq∗1 + (1− λ)q∗2 = ∇t,x (λψ∗1 + (1− λ)ψ∗2) ; et ainsi le triplet

(λµ∗1 + (1− λ)µ∗2, λq
∗
1 + (1− λ)q∗2, λψ

∗
1 + (1− λ)ψ∗2) = λ(µ∗1, q

∗
1, ψ

∗
1) + (1− λ)(µ∗2, q

∗
2, ψ

∗
2)

est un point selle de L.

Proposition 2.4-3. non-expansivité quasi-ferme de B

B est un opérateur non-expansif, i.e. : pour tout (µ1, q1), (µ2, q2) ∈ H, on a

‖B(µ1, q1)−B(µ2, q2)‖H ≤ ‖(µ1, q1)− (µ2, q2)‖H . (2.4-4)

De plus B est quasi-fermement non-expansif : si x∗ = (µ∗, q∗) ∈ H est un point fixe de B,
alors pour tout x = (µ, q) ∈ H :

‖x− x∗‖2H − ‖Bx− x∗‖2H ≥ ‖Bx− x‖2H . (2.4-5)

Preuve : (µ1, q1) et (µ2, q2) étant donnés, on détermine (µ′1, q
′
1) = B(µ1, q1) et (µ′2, q

′
2) =

B(µ2, q2) par l’itération (rappel) :
• Etape A : On cherche l’unique ψ′i ∈ (H1/R)((0, 1)× Ω) tel que :

∀h ∈ (H1/R)((0, 1)× Ω) G(h) + 〈µi,∇h〉L2 + r〈∇ψ′i − qi,∇h〉L2 = 0 (2.4-6)

• Etape B : On cherche q′i tel que :

∀p ∈ P̃ 〈µi + r(∇ψ′i − q′i), p− q′i〉L2 ≤ 0 (2.4-7)

• Etape C : On défini µ′i :
µ′i = µi + r(∇t,xψ′i − q′i) (2.4-8)

pour i = 1 ou 2.

1. non-expansivité de B :

Remarquons qu’en injectant (2.4-8) dans (2.4-6) et (2.4-7) on obtient les nouvelles équa-
tions :

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω)/R, G(h) + 〈µ′i,∇h〉L2 + r〈q′i − qi,∇h〉L2 = 0, (2.4-9)

et
p ∈ P̃, 〈µ′i, p− q′i〉L2 ≤ 0. (2.4-10)

En prenant (2.4-9)i=2 − (2.4-9)i=1 et h = ψ′2 − ψ′1, on obtient :

〈µ′2 − µ′1,∇(ψ′2 − ψ′1)〉L2 + r〈(q′2 − q′1)− (q2 − q1),∇(ψ′2 − ψ′1)〉L2 = 0,
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et en sommant (2.4− 7)i=2 avec p = q′1 et (2.4− 7)i=1 avec p = q′2, on obtient :

〈µ′2 − µ′1, q′2 − q′1〉L2 ≥ 0

En posant µ(′) = µ
(′)
2 − µ

(′)
1 , q(′) = q

(′)
2 − q

(′)
1 et ψ(′)

= ψ
(′)
2 − ψ

(′)
1 , on obtient :

〈µ′,∇ψ′〉+ r〈q′ − q,∇ψ′〉 = 0, (2.4-11)

〈µ′, q′〉 ≥ 0. (2.4-12)

En additionnant les relations (2.4-11) et (2.4-12), on a alors :

〈µ′,∇ψ′ − q′〉+ r〈q′ − q,∇ψ′〉 ≤ 0. (2.4-13)

Par ailleurs en factorisant le terme |µ|2 − |µ′|2, on obtient :

|µ|2 − |µ′|2 = 〈µ− µ′, µ+ µ′〉

= −r〈∇ψ′ − q′, 2(µ+ r(∇ψ′ − q′))− r(∇ψ′ − q′)〉

= −2r〈µ′,∇ψ′ − q′〉+ r2|∇ψ′ − q′|2.

Donc par (2.4-13) :

|µ|2 − |µ′|2 ≥ 2r2〈∇ψ′, q′ − q〉+ r2|∇ψ′ − q′|2. (2.4-14)

De plus :

〈∇ψ′, q′ − q〉 = 〈∇ψ′ − q, q′ − q〉+ 〈q, q′ − q〉

= 〈∇ψ′ − q, q′ − q〉+
1

2

(
|q′|2 − |q|2 − |q′ − q|2

)
=

1

2

(
|q′|2 − |q|2

)
+ 〈∇ψ′ − q, q′ − q〉 − 1

2
|q′ − q|2

=
1

2

(
|q′|2 − |q|2 + |q′ − q|2

)
+ 〈∇ψ′ − q, q′ − q〉 − |q′ − q|2

=
1

2

(
|q′|2 − |q|2 + |q′ − q|2

)
+ 〈∇(ψ

′ − q)− (q′ − q), q′ − q〉

=
1

2

(
|q′|2 − |q|2 + |q′ − q|2

)
+ 〈∇ψ′ − q′, q′ − q〉.

(2.4-15)

En réinjectant (2.4-15) dans (2.4-14), on obtient :

|µ|2 − |µ′|2 ≥
(
r2(|q′|2 − |q|2) + r2|q′ − q|2 + 2r2〈∇ψ′ − q′, q′ − q〉

)
+ r2|∇ψ′ − q′|2

≥ r2
(

(|q′|2 − |q|2) +
(
|q′ − q|2 + 2〈∇ψ′ − q′, q′ − q〉+ |∇ψ′ − q′|2

))
≥ r2

(
(|q′|2 − |q|2) + |(∇ψ′ − q′) + (q′ − q)|2

)
≥ r2(|q′|2 − |q|2) + r2|∇ψ′ − q|2,

(2.4-16)

soit :
(|µ|2 + r2|q|2)− (|µ′|2 + r2|q′|2) ≥ r2|∇ψ′ − q|2. (2.4-17)
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Ceci implique en particulier :

|µ|2 + r2|q|2 ≥ |µ′|2 + r2|q′|2

i.e.
||B(µ1, q1)−B(µ2, q2)||H ≤ ||(µ1, q1)− (µ2, q2)||H .

T est donc bien un opérateur non-expansif.
2. Démontrons maintenant que ‖x− x∗‖2H − ‖Bx− x∗‖2H ≥ ‖Bx− x‖2H .

Soit (µ∗, q∗) un point fixe de B, et x = (µ, q) ∈ H défini par (µ′, q′) = B(µ, q) = Bx.
En reprenant l’équation (2.4-17) avec (ψ, q, µ) = (ψ − ψ∗, q − q∗, µ− µ∗) et (ψ

′
, q′, µ′) =

(ψ′ − ψ∗, q′ − q∗, µ′ − µ∗), on obtient :

(|µ−µ∗|2 + r2|q− q∗|2)− (|µ′−µ∗|2 + r2|q′− q∗|2) ≥ r2|∇(ψ′−ψ∗)− (q− q∗)|2. (2.4-18)

Décomposons à présent le second membre :

r2|∇(ψ′ − ψ∗)− (q − q∗)|2 = r2|∇ψ′ − q|2

= |(µ′ − µ) + r(q′ − q)|2

= |µ′ − µ|2 + 2r〈µ′ − µ, q′ − q〉+ r2|q′ − q|2,

avec 〈µ′ − µ, q′ − q〉 ≥ 0 (d’après (2.4-12)). Ainsi, en procédant de la même manière que
dans [37], on obtient :

(|µ− µ∗|2 + r2|q − q∗|2)− (|µ′ − µ∗|2 + r2|q′ − q∗|2) ≥ |µ′ − µ|2 + r2|q′ − q|2,

c’est à dire, de façon reformulée :

‖(µ, q)− (µ∗, q∗)‖2H − ‖(µ′, q′)− (µ∗, q∗)‖2H ≥ ‖B(µ, q)− (µ, q)‖2H .

�

Remarque 2.4-5. Une variante avec un opérateur fermement non-expansif
Soit H̃ = L2((0, 1) × Ω)d+1 (muni de sa norme canonique) et soit x ∈ H̃, on pose qx = PPx
(projection orthogonale L2 i.e. point par point presque partout) sur le paraboloïde P, et µx =
x− qx. Soit ϕx ∈ H1((0, 1)× Ω)/R vérifiant

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µx,∇t,xh〉+ r〈∇t,xϕx − qx,∇t,xh〉 = 0.

On définit alors l’opérateur B̃ :

B̃ : H̃ −→ H̃

x 7−→ 1

r
µx +∇t,xϕx

B̃ est un opérateur fermement non-expansif et réalise les étapes (2.1-13), (2.1-14), puis
(2.1-12) de l’algorithme de Benamou-Brenier. Les itérations successives de l’opérateur B̃ et de
l’opérateur B représentent donc exactement le même algorithme : on a simplement ici un
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décalage des étapes dans la formulation de l’algorithme.
On pourrait ainsi, de la même façon que précédemment, prouver la convergence faible des itérés
de B̃, ou une convergence forte en faisant appel à la variante du Théorème 2.3-8 (p. 66).

En résumé, il serait possible de reformuler l’algorithme (2.1-12)-(2.1-14) de la façon dont l’avons
fait dans cette section, à l’aide d’un opérateur "plus fort" (fermement non-expansif) que l’opéra-
teur B de la définition 2.4-2 ("seulement" quasi-fermement non-expansif).
Nous ne sommes néanmoins pas parvenus à exploiter les propriétés supplémentaires apportées
par un opérateur fermement non-expansif (par rapport à un quasi-fermement non-expansif) pour
obtenir de meilleurs propriétés de convergence. C’est pourquoi nous avons fait le choix reformu-
ler le problème à l’aide de l’opérateur B qui, bien que moins "puissant" que l’opérateur B̃, est
beaucoup plus simple à manipuler.

II.5 Conclusion du chapitre

En appliquant les résultats de la section II.3 à l’opérateur B défini dans 2.4-2, nous sommes donc
en mesure de démontrer la convergence faible-L2 de l’algorithme de Benamou-Brenier vers un
point fixe de B (i.e. vers un point selle de L). De même, par l’application du Théorème 2.3-8 (p.
66), nous pouvons aisément définir une version relaxée à convergence forte-L2 de l’algorithme.
Cette approche par la théorie des opérateurs non-expansifs a récemment été utilisée pour montrer
la convergence, faible ou forte, d’autres algorithmes, en particulier les algorithmes de splitting-
proximal [12].

Dans les deux chapitres suivants, nous nous attèlerons à prouver que l’ensemble Fix(B) des points
fixes de B est non vide. En effet l’existence d’un point fixe pour B est équivalent, d’après la
Proposition 2.2-5 (p. 62), à l’existence d’un point selle au lagrangien L (voir le Théorème 3.1-2
p. 76).

Parmi les problèmes encore ouverts (à notre connaissance), il reste en particulier la mise en place
d’un réel critère de convergence, ou d’un moins un critère d’arrêt : autrement dit, de proposer
un opérateur calculable et capable de déterminer si la distance L2 (discrétisée ou non) entre une
solution théorique et le résultat d’une étape de l’algorithme est inférieur à une erreur donnée.
Dans le même ordre d’idée, il serait intéressant d’être en mesure de pouvoir établir une estimation
théorique de la vitesse de convergence, et pouvoir être en mesure de prédire un temps de calcul
relatif à une erreur d’approximation prédéfinie.

En ce qui concerne ces deux points, nous avons, principalement dans le cadre d’un stage effectué
en collaboration avec Sébastien Riffaud, élève de deuxième année à l’ENSIMAG (dont le rap-
port est consultable ici), entrepris des expérimentations numériques empiriques. Nous avons par
exemple cherché à comparer les vitesses de convergence (en se basant sur des solutions numé-
riques lointaines) de l’algorithme de Benamou-Brenier d’origine (à convergence au moins faible)
avec différentes versions relaxées de celui-ci (et donc à convergence forte). Ces expérimentations
furent non-concluantes, et ne permettent pas à notre avis d’effectuer une spéculation à propos
d’un comportement théorique, du fait de l’importance potentielle de l’erreur numérique liée à la
discrétisation et à l’implémentation du problème et de l’algorithme.

https://ensiwiki.ensimag.fr/index.php/S�bastien_RIFFAUD_(avec_Romain_Hug_et_Emmanuel_Maitre)_:_Convergence_en_dimension_infinie_d'un_algorithme_pour_le_transport_optimal
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Chapitre III

Préambule à l’étude de l’existence et
des résultats d’unicité d’un point selle
de L : régularité du champ de vitesse

Notes pour ce chapitre.
• Nous rappelons que | · | désigne la norme euclidienne sur Rd (d ∈ N).
• Sauf mention contraire, Rd sera muni de la tribu de Lebesgue.
• Pour f ∈ Lp(ω) et x ∈ ω, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f̃(x) où la fonction f̃ est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesgue (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur l’égalité Ld presque partout).
• Par abus de notation, pour toute fonction f définie sur Rd, et tout sous-ensemble ω de Rd,
on désignera ici indifféremment f et f|ω par la même notation f . Inversement, pour tout
sous-ensemble ω de Rd, et toute fonction f définie sur ω, on désignera indifféremment f
et son prolongement par 0 sur Rd par la même notation f .
• De même, pour toute mesure ν définie sur la tribu de Lebesgue Rd, et tout sous-ensemble
Lebesgue-mesurable ω de Rd, on désignera ici indifféremment ν et ν|ω (où ν|ω est défini
pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de ω par ν|ω(A) = ν(A)) par la même
notation ν. Inversement, pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable ω de Rd, et toute
mesure ν définie sur la tribu de Lebesgue de ω, on désignera indifféremment ν et son
prolongement ν0 par 0 sur Rd par la même notation ν : Le prolongement par 0 de ν
est définie plus précisément pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de Rd par
ν0(A) = ν(A ∩ ω).
• Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur φ, nous désignerons par v le
champ de vitesse vφ défini par rapport à φ comme en (3.3-11), c’est à dire

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
,

pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd.
• Dès lors que rien ne sera précisé, Ω désignera un ouvert convexe et borné de Rd.
• Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a, b) lorsque l’ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque l’on écrit f ∈ L∞loc([0, 1]× Rd), cela signifie en particulier que f ∈ L∞([0, 1]×K)
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pour tout compact K de Rd : autrement dit que f est "L∞ localement en espace mais pas
en temps" (i.e. reste localement borné en t = a et t = b).

Ces notes de chapitre seront également valable pour le chapitre suivant.

III.1 Introduction et notations

Le principal objectif du chapitre III et du début du chapitre IV est de construire directement un
point selle de L défini en (2.1-11)(p. 54). Définissons donc rigoureusement le cadre :

Notation 2. Soient ρ0 et ρ1 deux densités (i.e. positives et d’intégrale égale à 1) de L2(Rd) à
supports bornés, et soit Ω un ouvert convexe borné suffisamment régulier de Rd tel que supp(ρ0)∪
supp(ρ1) ⊂ Ω.
Pour tout r > 0, on note Lps(ρ0, ρ1,Ω) l’ensemble des points selles du Lagrangien L éléments de
S = H1((0, 1)× Ω)/R× L2((0, 1)× Ω)d+1 × L2((0, 1)× Ω)d+1.

Rappelons que d’après la Proposition 2.2-1 (p. 56), un tel point selle (ψ, q, µ) ∈ S de L est
caractérisé par les trois propriétés :

Propriétés (I).

(ψ, q, µ) ∈ S vérifie :

(P1) ∀q′ ∈ P̃, 〈µ, q′ − q〉 ≤ 0,

(P2) ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0,

(P3) ∇t,xψ = q.

où le paraboloïde P̃ est définie par

P̃ =

{
(a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, a+

|b|2

2
≤ 0

}
,

et la forme linéaire G par G(h) =

∫
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
h(1, ·)ρ1 dx, pour tout h ∈ H1((0, 1)× Ω).

En posant µ = (ρ,m) et q = (a, b) (avec a+ |b|2
2 ≤ 0), on peut traduire ces propriétés de la façon

suivante :

(P1) signifie que si µ(t, x) est non nul, alors celui-ci est orthogonal au paraboloïde au point
q(t, x), c’est à dire co-linéaire au vecteur (1, b(t, x)). Ainsi que le traduit la Proposition
2.2-3 (p. 58), la propriété (P1) peut se traduire de la façon suivante :

(a) ρ ≥ 0

(b) m = ρb

(c) ρ
(
a+
|b|2

2

)
= 0

(P2) correspond à l’équation de conservation de la masse vérifiée par ρ et b (c’est à dire
∂tρ+ divx(ρv) = 0, en prenant v = b) pour les densités initiales et finales ρ0 et ρ1.

(P3) équivaut en dimension spatiale inférieure ou égale à 2 (et donc en dimension espace-temps
inférieure ou égale à 3) à dire que rott,x(q) = 0 ([38] Théorème 2.9 p.31).
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Sauf mention contraire, ρ0 et ρ1 désigneront usuellement dans ce chapitre, de même que dans le
chapitre II, deux densités de L2(Rd) à supports bornés, et Ω désignera un ouvert convexe borné
suffisamment régulier de Rd tel que supp(ρ0) ∪ supp(ρ1) ⊂ Ω. Soit le potentiel φ une fonction
convexe vérifiant ρ(t, ·)Ld = ρ1Ld = ∇φ#(ρ0Ld) (telle que décrite par le Théorème 1.1-7 p. 20).

Nous commençons par définir les grandeurs suivantes :

Définition 3.1-1.

Pour tout t ∈]0, 1[, nous définissons :

1. Le déplacement caractéristique à l’instant t,

X(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ = ∇xφt avec φt = (1− t) | · |
2

2
+ tφ, (3.1-1)

2. Le champ de vitesse v associé,

v(t, ·) =
id−∇x(φt)

∗

t
avec φt = (1− t) | · |

2

2
+ tφ, (3.1-2)

où (φt)
∗ = (φt)

∗ désigne la transformée de Legendre du potentiel φt (défini ci-dessus).

3. La densité transportée ρ,

ρ(t, ·)Ld = ρtLd = X(t, ·)#(ρ0Ld). (3.1-3)

Définissons également les deux séries de propriétés suivantes : celles-ci seront caractéristiques des
champs de vitesse d’un transport optimal.

Pour les deux groupes de propriétés qui suivent ((II) et (III)) Ω désignera un ouvert de Rd qui
ne sera pas forcément borné !

On dit que v vérifie les propriétés (II) si et seulement si :

Propriétés (II).

1. Il existe ψ ∈ W 1,∞
loc ([0, 1] × Ω) (i.e. ψ ∈ W 1,∞((0, 1) × ω), pour tout ouvert ω ⊂ Ω

borné) tel que v = ∇xψ.
2. Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers, à

savoir la relation
∂tv +

1

2
∇x|v|2 = 0. (3.1-4)

La construction d’un point selle de L (qui sont caractérisés, rappelons-le, par les propriétés (I))
passera par la construction d’un champ de vitesse vérifiant les propriétés (II). De plus, nous
montrerons dans le chapitre IV que ces propriétés sont en fait suffisantes pour caractériser un
transport optimal dans L2.

Remarque 3.1-1. Les propriétés (II) traduisent les propriétés caractéristiques d’un transport
optimal isotrope pour un coût quadratique :

— Le premier point (i.e. v = ∇xψ) traduit la propriété de non croisement des trajec-
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toires (rappelons qu’en dimension inférieure à 3 cette propriété équivaut à un rotationnel
nul pour v).

— Le second point (l’équation de Burgers) traduit quant à lui la propriété de déplacement
en ligne droite.

A la fin du chapitre IV (section IV.3), nous chercherons à donner un cadre dans lequel on peut
rigoureusement caractériser un déplacement de masse de type transport optimal à partir de ces
seules propriétés.

Remarque 3.1-2. D’après le Lemme 4.1-10 qui sera énoncé à la fin de la section IV.1 (p. 137),
le groupement de propriétés (II) équivaut au groupement propriétés suivant :

1. v ∈ L∞loc([0, 1]× Ω)d i.e. v ∈ L∞((0, 1)× ω)d, pour tout ouvert ω ⊂ Ω borné,

2. ∂tv + 1
2∇x|v|

2 = 0 (au sens des distributions),

3. Il existe ψ ∈ L1
loc((0, 1)× Ω), tel que v = ∇xψ,

lequel sera éventuellement plus simple à vérifier selon les cas.

On dit que v vérifie les propriétés (III) si et seulement si :

Propriétés (III).

1. v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Ω,

2. ∇t,xv ∈ L∞
(
(0, 1), L1

loc(Ω)
)
,

3. ∇t,xv ∈ Lp
(
(0, 1), Lqloc(Ω)

)
avec 1/p+ 1/q > 1

(en particulier v ∈W 1,p
loc ([0, 1]× Ω) avec 1 ≤ p < 2).

Nous montrerons que si un champ de vitesse v est associé à un transport optimal, alors celui-ci
vérifiera les propriétés (III). En partant de la propriété :

Propriété (Γ1). φ et sa transformée de Legendre φ∗ sont convexes, continues et admettent un
minimum sur Rd,

le principal résultat que nous chercherons à montrer dans cette première partie de chapitre sera
le suivant :

Théorème 3.1-2. Existence d’un point selle

Soient ρ0, ρ1 et Ω définis comme dans la notation 2 (p. 74).
Alors il existe φ : Rd → R convexe vérifiant la propriété (Γ1) tel que ρ1Ld = ∇φ#

(
ρ0Ld

)
.

De plus, en définissant ρ sur [0, 1]× Rd par

t 7→ ρ(t, ·) = X(t, ·)#ρ0, avec X(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ,

et v pour tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd par

v(t, x) =
x−∇x(φt)

∗(x)

t
,

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1−t)|·|2+tφ ; alors en posant µ = (ρ, ρv)

et q = (−(1/2)|v|2, v), il existe ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]×Ω) tel que q = ∇t,xψ et tel que (ψ, q, µ) (ou

du moins sa restriction ]0, 1[×Ω) soit un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω).

En outre v vérifie les propriétés (II) et (III).
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Remarque 3.1-3. La dernière assertion du Théorème 3.1-2 annonce que le champ de vitesse v
ainsi construit vérifiera sur Rd les propriétés (II) et (III).

— Comme nous le verrons dans la section IV.3, le fait que v vérifie les propriétés (II) suffit
à caractériser un transport optimal dans L2.

— En revanche, le fait que v vérifie les propriétés (III) est en lui-même un résultat à part de
cette construction : ces propriétés, bien qu’intéressantes en soit, n’interviendront directe-
ment pas pour caractériser un champ de vitesse de transport optimal dans L2.
Cependant il sera fait appel à des propriétés très proches de celles-ci (et démontrées pa-
rallèlement) pour prouverer les différents énoncés portant sur l’unicité de la composante
(ρ,m) des points selles de L, ainsi que ceux relatifs à la caractérisation d’un champ de
vitesse de type transport optimal.

La preuve finale de ce résultat sera énoncée à la fin de la section IV.1, en compilant les résultats
obtenus au cours de cette même section ainsi que de la section III.3.

Donnons-nous juste une idée de la démarche qui sera suivie : posons µ = (ρ, ρv) et q = (−1
2 |v|

2, v).
Pour construire un point selle il faudra donc que µ et q permettent de vérifier les propriétés (I)
(p. 74).

Il nous suffira pour cela de construire ρ et v de tel façon à ce qu’ils vérifient le groupe de propriétés
suivant.

Propriétés (I′α).

(Pα1′) La densité ρ appartient à L2((0, 1)× Ω).

(Pα2′) Le champ de vitesse v vérifie les propriétés (II).

(Pα3′) (ρ, ρv) vérifie l’équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour
les conditions initiales et finales ρ0 et ρ1 et des conditions de Neumann homogènes
aux bords : ∀h ∈ C∞([0, 1]× Ω),∫

]0,1[×Ω
(∂th+ v.∇h) ρ+

∫
Ω
h(0, x)ρ0(x)dx−

∫
Ω
h(1, x)ρ1(x)dx = 0 (3.1-5)

Nous verrons que le fait que ρ et v vérifient les propriétés (I′α) suffit à construire (de la façon
évoquée plus haut) un triplet (ψ, q, µ) vérifiant les propriétés (I). L’inverse n’est cependant pas
vrai : un triplet (ψ, q, µ) vérifiant les propriétés (I) ne suffit à construire un couple densité-
champ de vitesse (ρ, v) vérifiant les propriétés (I′α), et tel que µ = (ρ, ρv) et q = (−1

2 |v|
2, v). En

effet, la composante q pourrait éventuellement se "décoller" du bord du paraboloïde (a, b) →
a+ (1/2)|b|2 ≤ 0 en dehors du support de µ.

Commentaires 3.1-4 (A propos des propriétés (I′α)).

1. Ainsi que cela est rappelé au début de ce chapitre (voir la notation 2), l’ouvert Ω ⊂ Rd
dans lequel on se place pour notre problème est convexe et borné. Ainsi, la propriété
ψ ∈ W 1,∞

loc ([0, 1] × Ω) (et donc v ∈ L∞loc([0, 1] × Ω)) du groupement (II) (p. 75) devient
plus précisément ψ ∈W 1,∞((0, 1)× Ω) (et v ∈ L∞loc([0, 1]× Ω)).

2. La propriété (Pα1′) , à savoir ρ ∈ L2((0, 1) × Ω), sera établie par le Corollaire 4.1-4 (p.
131).
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3. Les propriétés (Pα1′) et (Pα2′) assurent au point-selle d’être dans le bon espace, c’est à
dire dans S (défini à la section II.2). En effet

— q ∈ L2((0, 1)× Ω)d+1 ⇔ v ∈ L4((0, 1)× Ω)d ⊂ L∞((0, 1)× Ω)d,

— µ ∈ L2((0, 1)× Ω)d+1 ⇔ ρ ∈ L2((0, 1)× Ω) et ρv ∈ L2((0, 1)× Ω)d,

— pour le potentiel ψ, on a bien W 1,∞((0, 1)× Ω) ⊂ H1((0, 1)× Ω).
ρ ∈ L2((0, 1)× Ω) : ceci sera établi par le Corollaire 4.1-4 (p. 131).

4. La propriété (Pα2′) implique la propriété (P3) du groupement (I).

En effet, affirmer que q dérive d’un potentiel espace-temps revient à vérifier, pour une
dimension d ≤ 2, que rott,x(q) = 0 (avec rappelons le q = (−1

2 |v|
2, v)) au sens des

distributions (voir [38] Théorème 2.9 p.31), ce qui équivaut à{
∂tv + 1

2∇|v|
2 = 0,

rotx(v) = 0 ⇔ ∃ψ ∈ D′((0, 1)× Ω), v = ∇xψ

Or il est clair que la vitesse dérive bien d’un potentiel en espace au sens des distri-
butions, à savoir :

v(t, ·) = ∇x
(

1

t

(
1

2
| · |2 − (φt)

∗
))

(voir la définition de v p. 75), et que ce potentiel dont dérive v est bien un élément
de L1

loc((0, 1) × Ω), ce qui d’après le Lemme 4.1-10 p. 137 (comme déjà évoqué dans la
Remarque 3.1-2) équivaut à vérifier le groupement de propriétés (II) à condition que le
champ v vérifie bien l’équation de Burgers

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0

au sens des distributions.
Quand bien même la notion de rotationnel ne serait plus vraiment définie si d > 2 (i.e.
dans un espace de dimension d+ 1 > 3), le Lemme 4.1-10 nous autorise toujours l’impli-
cation de la condition (P3) par la condition (Pα2′) , et ceci quelle que soit la dimension d
(à condition que l’on ait bien v ∈ L∞((0, 1)×Ω)d). Notons que le rotationnel peut en fait
se définir en dimension d+ 1 > 3, mais celui-ci sera alors à valeur dans d(d− 1)/2 (mais
ici nous raisonnerons, par souci simplicité, directement avec la notion de dérivation d’un
potentiel).
Ainsi, la principale difficulté pour montrer que v vérifie la propriété (Pα2′) (c’est à dire
les propriétés (II)) sera de montrer que v ∈ L∞((0, 1) × Ω)d (ce qui sera établi par la
Proposition 3.3-12 p. 93) et qu’elle vérifie l’équation de Burgers citée ci-dessus (établi par
la Proposition 3.3-31 p. 115).

5. Pour finir, notons que la propriété (Pα3′) traduit la propriété (P2) du groupement (I). En
effet on peut facilement prolonger la relation pour h ∈ H1((0, 1)×Ω) une fois que celle-ci
est établie pour h ∈ C∞((0, 1) × Ω). La propriété (P1) est quant à elle, comme précisé
plus haut, naturellement vérifiée en posant m = ρv.

Les principaux enjeux de la construction d’un point selle pourraient donc se re-reformuler de
la façon suivante : nous allons chercher à construire un couple densité/champ de vitesse (ρ, v)
vérifiant les propriétés :
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Propriétés (I′β).

(Pβ1′) La densité ρ vérifie ρ ∈ L2((0, 1)× Ω).

(Pβ2′) Le champ de vitesse v vérifie v ∈ L∞((0, 1)× Ω)d.

(Pβ3′) Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0

(Pβ4′) (ρ, v) vérifie l’équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour les
conditions initiales et finales ρ0 et ρ1 et des conditions de Neumann homogènes aux
bords : ∀h ∈ C∞([0, 1]× Ω),∫

]0,1[×Ω
(∂th+ v.∇h) ρ+

∫
Ω
h(0, x)ρ0(x)dx−

∫
Ω
h(1, x)ρ1(x)dx = 0 (3.1-6)

Note pour le lecteur. Ce chapitre est en quelques sorte un préambule au chapitre IV : il
sera principalement consacré à l’étude d’un certain nombre de propriétés des champs de vitesse
inhérents à un transport optimal, dont la plupart ne trouveront leur application que dans la
preuve des différents résultats du chapitre IV. Cette étude, assez complexe, contient des résultats
très importants et très utiles de ce travail, mais dont la connaissance précise ne sera pas, nous
le pensons, entièrement nécessaire pour aborder la suite de ce manuscrit. Il est donc possible, à
partir d’ici, de poursuivre la lecture directement en début de chapitre IV, quitte à revenir à ce
chapitre ultérieurement.

Plan du chapitre

Nous détaillons à présent le plan de l’étude menée au sein de ce chapitre ainsi que les principaux
résultats obtenus :

1. Nous commencerons dans la section III.2 par montrer qu’il est possible de prendre φ
telle que φ vérifie la propriété (Γ1), c’est à dire que φ et sa transformée de Legendre φ∗

soient finies en tout point de Rd, et admettent un minimum global. Pour toute la suite
du chapitre, nous pourrons ainsi considérer que cette hypothèse (Γ1) est toujours vérifiée
par φ.

2. Dans la section III.3.4, nous étudierons en détails les propriétés du champ de vitesse v (le
champ de vitesse spécifique du transport optimal dans le cadre de notre problème).
— Dans la sous-section III.3, nous montrerons quelques propriétés essentielles par la suite

sur la vitesse v. En particulier le fait que v vérifie la propriété (Pβ2′) et est localement
lipschitzienne, ainsi que la relation

∂tX(t, x) = v(t,X(t, x)).

— Pour finir, dans les sous-sections III.3.8, III.3.9 et III.3.10, nous effectuerons une étude
plus ciblée de v et nous finirons de montrer la propriété (Pβ3′) , c’est à dire que v
vérifie l’équation de Burgers :

∂tv +
1

2
∇|v|2 = 0
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ainsi que des propriétés de régularité (et de régularisation) sur v qui se révéleront
ensuite utiles pour démontrer l’unicité de la composante µ = (ρ, ρv) des points selles
de L dans la section IV.2 (chapitre IV).

III.2 Propriétés du potentiel du plan de transport

Cette section a pour objectif de prouver qu’il est possible de se donner un potentiel de transport
φ, tel que défini dans le Théorème 1.1-7 (p. 20), assez régulier et prolongeable à Rd tout entier.
Plus précisément, nous allons montrer que l’on peut considérer φ et sa transformée de Legendre
φ∗ finies et donc continues sur Rd, et admettant un minimum global. Nous regrouperons ces
dernières assertions sur φ sous la propriété (Γ1).

Un potentiel φ vérifie la propriété (Γ1) si et seulement si :

Propriété (Γ1). φ et φ∗ sont convexes, continues et admettent un minimum sur Rd.

Définition 3.2-1. Domaine d’une fonction convexe

Soit f : Rd → R ∪ {+∞} une fonction convexe. On a appelle domaine de f l’ensemble noté
Dom(f) des points en lesquels f est finie.

• Dom(f) est un ensemble convexe,
• f est localement lipschitzienne et donc continue sur Dom(f).

Définition 3.2-2.

Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur Rd et µ1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de Rd. Définissons l’ensemble Φ(ρ0Ld, µ1) des fonctions φ :
Rd → R vérifiant la propriété (Γ1) telles que ∇φ#

(
ρ0Ld

)
= µ1.

L’objet de cette section est la démonstration du résultat suivant, et de son Corollaire.

Proposition 3.2-3.

Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur Rd et µ1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de Rd. On suppose que ρ0 et µ1 sont à support bornés.
Soit φ une fonction convexe, propre et s.c.i. sur Rd, vérifiant

• µ1 = ∇φ#(ρ0Ld),
• ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1),

Alors il existe une fonction φ sur Rd vérifiant la propriété (Γ1) telle que

1. φ = φ et ∇φ = ∇φ ρ0-presque partout,

2. µ1 = ∇φ#
(
ρ0Ld

)
= ∇φ#

(
ρ0Ld

)
,

3.
∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx =

∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#ρ0=µ1

∫
Rd
|Tx− x|2ρ0(x) dx,

4. ∇φ(supp(ρ0)) = ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1).
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Note : Rappelons que le terme ∇φ(supp(ρ0)) doit être lu comme ∇φ (supp(ρ0) ∩Υ(ρ0)), avec :

Υ(ρ0) = {x ∈ supp(ρ0), φ différentiable en x} . (3.2-1)

Corollaire 3.2-4.

Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur Rd et µ1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de Ω. On suppose que ρ0 et µ1 sont à support bornés dans
Rd.
Alors Φ(ρ0Ld, µ1) est non vide.

Preuve du Corollaire sous réserve de véracité de la Proposition 3.2-3 : D’après
le Théorème 1.1-7 (p. 20), il existe une fonction convexe φ propre et s.c.i. sur Rd, vérifiant
µ1 = (∇φ)#

(
ρ0Ld

)
et ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1).

D’après la Proposition 3.2-3, il existe alors une fonction φ sur Rd vérifiant la propriété (Γ1) telle
que µ1 = ∇φ#

(
ρ0Ld

)
= ∇φ#

(
ρ0Ld

)
, d’où φ ∈ Φ(ρ0Ld, µ1). �

La seule difficulté de cette section consistera donc à prouver la Proposition 3.2-3. Nous allons
donc montrer que pour toute fonction φ convexe et s.c.i. sur Rd vérifiant

∇φ#
(
ρ0Ld

)
= µ1 (3.2-2)

et ∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#ρ0=µ1

∫
Rd
|Tx− x|2ρ0(x) dx, (3.2-3)

il est possible de choisir φ prolongeant la restriction de φ à supp(ρ0), et vérifiant de plus la pro-
priété (Γ1). Pour cela, nous considérons l’une de ces fonctions convexes s.c.i. φ vérifiant (3.2-2) et
(3.2-3) (dont l’existence est assurée par le Théorème 1.1-7) et nous construirons un prolongement
en une fonction φ – convexe, superlinéaire et finie sur Rd (donc localement lipschitzienne) – de
la restriction de φ à un sous-ensemble Θ(ρ0) de son domaine contenant supp(ρ0), de telle façon
qu’en tout point x de supp(ρ0) où φ est différentiable, φ le soit aussi et ∇φ(x) = ∇φ(x).

Pour assurer cette dernière condition, il suffit que Θ(ρ0) contienne un voisinage de chaque point
de supp(ρ0) où φ est différentiable, i.e. que φ(z) = φ(z) au voisinage de chacun de ces points.
Nous verrons que pour prolonger φ à partir d’un tel ensemble Θ(ρ0), il suffit qu’il existe une
constante M qui borne au moins un élément de la sous-différentielle de φ en chacun des points
de Θ(ρ0).

Commençons donc par énoncer deux Lemmes généraux afin de montrer que la sous-différentielle
de φ peut être uniformément bornée au voisinage de chaque point de supp(ρ0) où φ est différen-
tiable ainsi qu’un troisième donnant les conditions à vérifier sur φ pour que φ∗ soit superlinéaire.
Leurs preuves sont établies dans l’annexe C.

Lemme 3.2-5.

Soit f une fonction convexe sur Rd différentiable en un point x ∈ Rd. Alors il existe ε > 0
tel que f soit lipschitzienne sur B(x, ε), avec pour constante de lipschitz L = 4(|∇f(x)|+ 1).
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Remarque 3.2-5. Si K est un compact de Rd, alors d’après le Lemme 3.2-5 (p. 81), pour tout
x ∈ K il existe εx > 0 tel que f soit lipschitzienne sur B(x, ε). Par extraction d’un recouvrement
fini de K par de telles boules, on conclut donc que f est lipschitzienne sur K, et donc localement
lipschitzienne sur Rd.

Lemme 3.2-6.

Soit f une fonction convexe sur Rd différentiable en un point x ∈ Rd. Alors il existe δ > 0
tel que pour tout y ∈ B(x, δ), et pour tout α ∈ ∂f(y), |α| ≤ 4(|∇f(x)|+ 1).

Lemme 3.2-7.

Si f est convexe, continue et superlinéaire sur Rd tel qu’il existe a, b, c ≥ 0 avec a < 1 tels
que

∀x ∈ Rd, f(x) ≤ a|x|2 + b|x|+ c,

alors f∗ est convexe, continue et superlinéaire sur Rd (et admet un minimum sur Rd par
coercivité). Autrement dit, f vérifie l’hypothèse (Γ1).

En vertu du Lemme 3.2-6, pour tout x ∈ Υ(ρ0), soit 1 ≥ δx > 0 tel que pour tout y ∈ B(x, δx),
et pour tout a ∈ ∂f(y), on ait |a| ≤ 4(|∇f(x)|+ 1). On définit alors l’ouvert

Θ(ρ0) =
⋃

x∈Υ(ρ0)

B(x, δx) ⊂ Dom(φ). (3.2-4)

Nous allons maintenant définir φ, fonction convexe superlinéaire finie sur Rd, prolongeant la res-
triction de φ à Θ(ρ0).

Pour ce faire, nous faisons de plus l’hypothèse que ∇φ est bornée sur Υ(ρ0), ce qui est effective-
ment vérifié par le potentiel φ de notre plan de transport optimal. En effet d’après le Théorème
1.1-7 (p. 20), φ vérifie en particulier (3.2-2) et (3.2-3), ainsi que ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1) (et
donc sup

z∈Υ(ρ0)
|∇φ(z)| < +∞, comme déjà précisé plus haut).

D’après le Lemme ci-dessus, il sera donc possible de borner les sous-différentielles de φ au voisi-
nage de chaque point de Υ(ρ0) par 4( sup

z∈Υ(ρ0)
|∇φ(z)| + 1). Montrons qu’il en est de même pour

au moins un élément de la sous-différentielle de chacun des points de supp(ρ0).

Proposition 3.2-8.

Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur Rd et µ1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de Rd. On suppose que ρ0 et µ1 sont à support bornés.
Soit φ une fonction convexe s.c.i sur Rd, vérifiant

• µ1 = (∇φ)#ρ0,
• ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1),

et Θ(ρ0) définie comme en (3.2-4).
Alors il existe une fonction φ convexe, superlinéaire et finie en tout point de Rd, tel que
φ|Θ(ρ0) = φ|Θ(ρ0), et pour laquelle il existe a, b, c ≥ 0 avec a < 1 tels que

∀x ∈ Rd, φ(x) ≤ a|x|2 + b|x|+ c. (3.2-5)



III.2. PROPRIÉTÉS DU POTENTIEL DU PLAN DE TRANSPORT 83

Remarque 3.2-6. Pour une fonction f de Rd propre et convexe de sous-différentielle non partout
vide",la condition de supralinéarité de cette dernière est suffisante pour affirmer que f∗ est finie
en tout point de Rd (et donc continue sur Rd).

Preuve de la Proposition 3.2-8 : Tout d’abord remarquons que ∇φ est uniformément borné
sur supp(ρ0). En effet, ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1) (et supp(µ1) est borné par hypothèse). Donc
∇φ(supp(ρ0)) ⊂ supp(µ1) est borné, i.e. sup

x∈Υ(ρ0)
|∇φ(x)| < +∞.

On pose alors M = 4(N + 1) < +∞ avec N = sup
z∈Υ(ρ0)

|∇φ(z)|. Il est clair d’après le Lemme

3.2-6, que pour tout x ∈ Θ(ρ0), il existe a ∈ ∂φ(x) tel que |a| ≤M .

Soit Γ =
{
u = 〈α, ·〉+ β, (α, β) ∈ Rd × R, tel que ∀z ∈ Rd, φ(z) ≥ u(z), et |α| ≤M

}
, et soit

g : Rd → R définie par g(x) = sup
u∈Γ

(u(x)) pour tout x ∈ Rd.

Montrons que g est convexe, finie en tout point de Rd, et telle que g|Θ(ρ0) = φ|Θ(ρ0).

1. g convexe.
Soient x, y ∈ Rd et λ ∈ [0, 1]. Soit u ∈ Γ, u(x) ≤ g(x) et u(y) ≤ g(y). Ainsi

λg(x) + (1− λ)g(y) ≥ λu(x) + (1− λ)u(y) = u(λx+ (1− λ)y),

(en effet u est affine), et ceci pour tout u ∈ Γ, donc

g(λx+ (1− λ)y) = sup
u∈Γ

(u(λx+ (1− λ)y)) ≤ λg(x) + (1− λ)g(y),

et g est donc convexe sur Rd.
2. g finie sur Rd.

Soit x0 ∈ supp(ρ0) tel que φ(x0) < +∞. Pour tout x ∈ Rd et pour tout u = 〈α, ·〉+β ∈ Γ,
on a

u(x) = 〈α, x− x0〉+ u(x0) ≤ |α||x− x0|+ φ(x0) ≤M |x− x0|+ φ(x0) < +∞,

et donc
g(x) = sup

u∈Γ
(u(x)) ≤M |x− x0|+ φ(x0) < +∞. (3.2-6)

3. g|Θ(ρ0) = φ|Θ(ρ0).
Il est tout d’abord clair que pour tout y ∈ Rd, g(y) ≤ φ(y).
Soit maintenant x ∈ Θ(ρ0). Comme déjà mentionné en début de preuve, pour tout x ∈
Θ(ρ0), il existe a ∈ ∂φ(x) tel que |a| ≤ M . Considérons donc un tel a ∈ ∂φ(x). On pose
u = 〈a, · − x〉+ φ(x). Comme a ∈ ∂φ(x), on a bien :

∀z ∈ Rd, φ(z) ≥ 〈a, z − x〉+ φ(x) = u(z),

et donc u ∈ Γ. Or u(x) = φ(x), d’où g(x) = sup
u∈Γ

(u(x)) = φ(x) (car g(x) ≤ φ(x)).

Rappelons que Θ(ρ0) =
⋃

x∈Υ(ρ0)

B(x, δx), en ayant pris 1 ≥ δx > 0. Θ(ρ0) est borné du fait que

supp(ρ0) soit borné. Soient R > 0 tel que Θ(ρ0) ⊂ B(0, R) et 0 ≤ a < 1. On pose :

φ = g + max(0, a| · |2 −R2) (3.2-7)
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φ est bien convexe, superlinéaire, finie en tout point de Rd, et vérifie φ|Θ(ρ0) = φ|Θ(ρ0). De plus
d’après l’inéquation (3.2-6), on a pour tout x ∈ Rd,

φ(x) ≤ a|x|2 +M |x|+ (M |x0|+ φ(x0)).

�

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat principal de cette section, à savoir,
rappelons-le, la Proposition 3.2-3 (p. 80).

Retour à la preuve de la Proposition 3.2-3 : Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-
mesurable sur Rd et µ1 une mesure de probabilité définie sur la tribu de Lebesgue de Rd telles
que ρ0 et µ1 soient à support bornés, et soit φ une fonction convexe, propre et s.c.i. sur Rd,
vérifiant µ1 = (∇φ)#

(
ρ0Ld

)
et ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1). D’après la Proposition 3.2-8, il existe

une fonction φ convexe, superlinéaire et finie en tout point de Rd, tel que φ|Θ(ρ0) = φ|Θ(ρ0), et
pour laquelle il existe a, b, c ≥ 0 avec a < 1 tels que

∀x ∈ Rd, φ(x) ≤ a|x|2 + b|x|+ c. (3.2-8)

1. Montrons tout d’abord que φ vérifie bien la propriété (Γ1) : φ est convexe et finie en
tout point de Rd, i.e. Dom(φ) = Rd : d’après la définition 3.2-1, φ est alors localement
lipschitzienne et donc continue sur Rd.
φ est donc convexe, continue et superlinéaire sur Rd, et vérifie la relation 3.2-8. D’après le
Lemme 3.2-7, φ∗ est donc également convexe, continue et superlinéaire sur Rd. De plus,
la continuité et la supralinéarité de φ et φ∗ sur Rd leur assure à toutes les deux l’existence
d’un minimum sur Rd. φ vérifie donc bien la propriété (Γ1).

2. Montrons maintenant les relations entre φ et φ. φ est égale à φ au voisinage de tout point
x de Υ(ρ0) (φ(z) = φ(z) pour z ∈ B(x, δx) ) : il donc est clair que ∇φ(x) = ∇φ(x) en
chacun de ces points. Pour toute fonction continue à support borné f de Rd dans R, on a∫

Rd
f dµ1 =

∫
Rd

(f ◦ ∇φ)ρ0 =

∫
Rd

(f ◦ ∇φ)ρ0 dx (3.2-9)

(pour plus de précision sur la notion de poussée de mesure, voir l’Annexe F, plus parti-
culièrement la Proposition F.0-3), i.e. µ1 = ∇φ#

(
ρ0Ld

)
= ∇φ#

(
ρ0Ld

)
et∫

Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx =

∫
Υ(ρ0)

|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx

=

∫
Υ(ρ0)

|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx

=

∫
Rd
|∇φ(x)− x|2ρ0(x) dx = inf

T#ρ0=µ1

∫
Rd
|Tx− x|2ρ0(x) dx

(3.2-10)

et bien sûr ∇φ(supp(ρ0)) = ∇φ(supp(ρ0)) = supp(µ1). �

Remarque 3.2-7. Dans la preuve de la Proposition 3.2-8, nous avons construit φ en prenant

φ = g + max(0, a| · |2 −R2),
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(voir l’équation (3.2-7) p. 83), avec 0 ≤ a < 1 quelconque.
Ainsi, d’après la Proposition 3.2-3 et son Corollaire 3.2-4 (p. 80), pour tout a ∈ [0, 1[, on peut
construire un φa = g + max(0, a| · |2 −R2) ∈ Φ(ρ0Ld, µ1).

De plus, pour tous 0 ≤ a1 < a2 < 1, φa1
et φa2

diffèrent d’une fonction non constante : en effet

φa2
− φa1

= max(0, a2| · |2 −R2)−max(0, a1| · |2 −R2) (non constante).

Φ(ρ0Ld, µ1) possède donc une infinité d’éléments différents deux à deux d’une fonction non
constante.

Cette Remarque, qui semble pour l’instant très anodine, trouvera son importance lorsque sera
abordé les questions d’unicité des points selles au début de la section IV.2 du prochain chapitre :
elle permettra en effet d’affirmer la non-unicité des points selles de L en général, ce qui à défaut
ramènera le problème uniquement à l’étude de l’unicité de la composante µ = (ρ,m) commune
aux points selles (ψ, q, µ) de L.

Remarque 3.2-8. Il faut tout de même noter que la fonction φ donnée par le Théorème de
Brenier (Théorème 1.1-7 p. 20), nous donne par φ∗ le transport optimal inverse (transportant µ1

sur ρ0) dans le cas où µ1 est une mesure à densité. Plus particulièrement, pour ρ0-presque tout
x ∈ Rd et µ1-presque tout y ∈ Rd :

∇φ∗ ◦ ∇φ(x) = x, ∇φ ◦ ∇φ∗(y) = y,

Ce n’est plus forcément le cas pour φ : en passant de φ à φ, on gagne la continuité sur Rd pour
φ et φ∗, mais il semble qu’on perde la réciprocité du transport assurée par φ∗.

Dans tout ce qui suivra, φ désignera désormais φ ; c’est à dire que désormais, nous pourrons
considérer que φ vérifie la propriété (Γ1).

B IMPORTANT : Dans la plupart des énoncés qui suivront, nous nous placerons dans un
cadre général (éventuellement hors "transport optimal") en considérant des fonctions φ vérifiant
la propriété (Γ1).

L’étude effectuée de cette section, formalisée par la Proposition 3.2-3 (p. 80) et son Corollaire,
montre néanmoins que dans le cadre du transport optimal (c’est à dire sous les conditions du
Théorème 1.1-7 p. 20), il ne s’agit pas d’une hypothèse mais bien d’une propriété de ce
transport !

Nous avons dans cette section, donné un cadre plus "confortable" à notre étude, en nous permet-
tant de prolonger systématiquement le plan de transport (défini alors comme le gradient d’un
potentiel convexe vérifiant la propriété de régularité (Γ1)) à Rd tout entier, de manière à assurer
un certain nombre de propriétés de régularité au champ de vitesse.
La prochaine section se donne, pour objectif d’étudier en détail ces propriétés de régularité du
champ de vitesse prolongé à Rd obtenues grâce à la propriété (Γ1).

III.3 Propriétés du champ de vitesse

Dans cette section nous définirons et caractériserons un champ de vitesse associé à un transport
optimal sur la base du Théorème 1.1-7 (p. 20). Les résultats qui seront démontrés dans cette
section constitueront la base des résultats d’existence et d’unicité concernant les points selles
de L, ainsi que des résultats généralisés de la section IV.3.

Les trois premières sous-sections seront consacrés à la définitions d’outils d’analyse convexe
auxquels nous feront régulièrement appel tout au long de cette section.
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III.3.1 Quelques propriétés utiles des sous-gradients de fonctions Lipschit-
ziennes

Lemme 3.3-1.

Soit f : Rd → R une fonction L-lipschitzienne sur un ouvert ω. Alors

sup
x∈ω
|∂f(x)| ≤ L.

Preuve : Soient x ∈ ω et ξ ∈ ∂f(x). Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ ω. On suppose que ξ 6= 0 (le
cas |ξ| = 0 ≤ L est bien sûr évident). Par définition de ξ :

∀z ∈ ω, f(z) ≥ f(x) + 〈ξ, z − x〉.

Ainsi pour tout z ∈ B(x, r),

Lr ≥ L|z − x| ≥ f(z)− f(x) ≥ 〈ξ, z − x〉.

En posant z = x+ rξ/|ξ| ∈ B(x, r), on obtient : Lr ≥ r|ξ|. D’où |ξ| ≤ L, et ceci pour tout x ∈ ω
et ξ ∈ ∂f(x). �

Lemme 3.3-2.

Soit f : Rd → R une fonction L-lipschitzienne sur un ouvert convexe ω. Alors

sup
x∈D(ω)

|∇f(x)| ≤ L.

où D(ω) est l’ensemble des points de ω en lesquels f est différentiable.

Preuve : Soit x ∈ D(ω). Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ ω. On suppose que ∇f(x) 6= 0 (le cas
|∇f(x)| = 0 ≤ L est évident). f est différentiable en x :

∀z ∈ ω, f(z) = f(x) + 〈∇f(x), z − x〉+ o(z − x).

Ainsi pour tout z ∈ B(x, r),

Lr ≥ L|z − x| ≥ f(z)− f(x) ≥ 〈∇f(x), z − x〉+ o(z − x).

En posant z = x+ (r∇f(x))/|∇f(x)| ∈ B(x, r), on obtient :

Lr ≥ r|∇φ(x)|+ o(r)

d’où en divisant par r et en faisant tendre celui-ci vers 0, on obtient |∇f(x)| ≤ L, et ceci pour
tout x ∈ D(ω). �
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Remarque 3.3-9. Le Lemme 3.3-2 semble à première vue un sous-cas du Lemme 3.3-1. Cepen-
dant, si la différentielle d’une fonction convexe coïncide bien avec sa sous-différentielle, ce n’est
plus forcément le cas pour une fonction non-convexe.

Lemme 3.3-3.

Soit f : Rd → R une fonction convexe propre et s.c.i., et soient (xk)k et (ξk)k deux suites de
Rd qui convergent dans Rd respectivement vers x et ξ, et telles que

∀k ∈ N, ξk ∈ ∂f(xk).

Alors ∂f(x) est non-vide et ξ ∈ ∂f(x).

Preuve : Pour tout z ∈ Rd, on a pour tout k ∈ N,

f(z) ≥ f(xk) + 〈ξk, z − xk〉.

Ainsi par passage à la limite inférieure on obtient pour tout z ∈ Rd :

f(z) ≥ lim inf
k

(f(xk) + 〈ξk, z − xk〉) ≥ f(x) + 〈ξ, z − x〉,

d’où ξ ∈ ∂f(x). �

III.3.2 Rappels sur les conjuguées convexes

Nous rappelons ici la définition de la transformée de Legendre.

Définition 3.3-4. Transformée de Legendre

Soit f une fonction de Rn dans ] − ∞,+∞]. On définit la transformée de Legendre de f ,
notée f∗ par :

f∗(x) = sup
y∈Rn
{〈x, y〉 − f(y)}

Notons que f∗ est convexe et semi-continue inférieurement.

Nous en profitons pour énoncer quelques propriétés de la transformée de Legendre qui seront
utiles pour la suite :

Propriétés 3.3-5. ([4] chapitre 13)

1. ∀α > 0, (αf)∗ = αf∗(·/α),

2.
(

1
2 | · |

2
)∗

= 1
2 | · |

2,

3. (Théorème de Fenchel-Moreau) si f est propre, s.c.i. et convexe, alors f∗∗ = (f∗)∗ = f .

III.3.3 Opérateur Proximal et enveloppe de Moreau :

Commençons par introduire la notion de de convolution infimum, ou inf-convolution :
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Définition 3.3-6. inf-convolution ([4] chapitre 12)

Soient f et g deux fonctions de Rd dans ]−∞,+∞]. L’inf-convolution de f et g, notée f�g,
est définie par

f�g : Rd →]−∞,+∞] : x 7−→ inf
y∈Rd
{f(x− y) + g(y)} (3.3-1)

Dans la suite de notre problème, nous aurons besoins de la propriété suivante, en lien avec la
transformée de Legendre ([4] chapitre 13) : pour toutes fonctions f et g de Rd dans ]−∞,+∞],
on a

(f�g)∗ = f∗ + g∗. (3.3-2)

Nous rappelons également la définition de l’opérateur proximal déjà évoqué au chapitre I :

Définition 3.3-7. L’opérateur proximal ([4] chapitre 12)

Soit f une fonction de Rn (n ∈ N∗) dans R propre, s.c.i. et convexe, et soit x ∈ Rn.
L’opérateur proximal de f en x, noté Proxf (x) est l’unique minimiseur de f + 1

2 |x− ·|
2 dans

Rn. Autrement dit :
Proxf (x) = argmin

y∈Rn

(
f(y) +

1

2
|y − x|2

)
(3.3-3)

On peut caractériser l’opérateur proximal par la relation suivante :

y = Proxf (x) ⇔ x− y ∈ ∂φ(y). (3.3-4)

Les opérateurs Proxf et id−Proxf sont non-expansifs (1-lipschitziens).

Énonçons de nouveau l’identité de Moreau (reliant l’opérateur proximal de f avec celui de
sa transformée de Legendre f∗) :

Proxγf∗ = id−γ Proxf/γ(·/γ) (3.3-5)

Remarque 3.3-10. On a ici défini l’opérateur sur Rn, mais celui-ci peut parfaitement se définir
sur des espaces plus généraux (les espaces de Hilbert par exemple), avec les mêmes propriétés.
Voir par exemple la sous-section I.2.1 au chapitre I.

Définissons également l’enveloppe de Moreau :

Définition 3.3-8. L’enveloppe de Moreau ([4] chapitre 12)

Soit f : Rd −→]−∞, +∞] convexe, s.c.i propre et soit γ > 0. L’enveloppe de Moreau de f
de paramètre γ est définie par :

γf = f�

(
1

2γ
| · |2

)
(3.3-6)

Par définition de l’opérateur proximal, on peut donc également caractériser γf , pour tout
x ∈ Rd et γ > 0, par :

γf(x) = f(Proxγφ(x)) +
1

2γ
|x− Proxγφ(x)|2 (3.3-7)

γf est convexe et Fréchet-différentiable sur Rd, de gradient égal à :

∇(γf) = γ−1(id−Proxγf ) = Proxφ∗/γ(·/γ) (par (3.3-5)). (3.3-8)
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Cette dernière application (i.e. ∇(γf) ) est donc γ−1-lipschitzienne.

III.3.4 Définition et premières propriétés du champ de vitesse

Nous allons maintenant re-définir le champ de vitesse d’un transport optimal (précédemment
défini en (3.1-2) p. 75) à partir d’un opérateur de type proximal : l’opérateur p. Celui-ci nous
permettra de traiter plus facilement le problèmes des "cassures" du champ de vitesse (qui ne
sont pas forcément des discontinuités, voir l’exemple 3.3-11 p. 90). Celui-ci agit en effet de façon
bijective sur les zones régulières, et au contraire referme les différentes "cassures".

Définition 3.3-9. L’opérateur p

Soit φ : Rd 7→ R vérifiant la propriété (Γ1) (en particulier φ est convexe et continue en
tout point de Rd, et admet donc en chacun de ces point une sous-différentielle non-vide et
compacte). On définit l’opérateur

pφ : [0, 1[×Rd → Rd

(t, x) 7−→ Prox t
1−tφ

(
x

1−t

)
(= ∇x(φt)

∗ voir plus bas)

pφ vérifie les propriétés suivantes : pour tout t ∈ [0, 1[,

1. pφ(t, ·) est 1/(1− t)-lipschitzienne,
2. si t ∈]0, 1[ (t 6= 0), en posant φt = (1− t)| · |2/2 + tφ, alors (φt)

∗ est de classe C1 sur
Rd et on a :

pφ(t, ·) = ∇x(φt)
∗, (3.3-9)

3. pφ(t, ·) est surjective sur Rd et pour tous x, y ∈ Rd,

y = pφ(t, x) ⇔ x ∈ (1− t)y + t∂φ(y). (3.3-10)

4. pφ(0, ·) = id.

5. la vitesse v introduite en (3.1-2) p. 75, peut être définie à partir de pφ par :

vφ(t, x) =
x− pφ(t, x)

t
, (3.3-11)

pour tous t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd.

Note : Dans la suite de cette étude, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur φ, nous écrirons dé-
signerons simplement par v le champ de vitesse vφ.

L’illustration qui suit a pour objectif de donner une meilleur idée de ce que nous entendons par
le terme de "cassure".
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Exemple 3.3-11. Les "cassures" du plan de transport
Nous illustrons ici deux type de "cassures" de la densité (en vert) au point x : un cas de discontinuité et
un cas de non-discontinuité du plan de transport.

x

0

point de rupture

En effet, ce que nous appelons une "cassure" ne correspond pas forcément à une discontinuité du plan de
transport, c’est à dire du fait que φ est une fonction convexe, à une non-différentiabilité de φ, comme dans
la figure 1. La figure 2 illustre un cas de cassure où, bien que la fonction φ soit de classe C1, son gradient
n’est pas localement lipschitzien au voisinage du point x : le plan de transport T = ∇φ est continue en x,
même si l’on y observe une "quasi-discontinuité" en ce point.

0

T = ∇φ

x
Figure 1 : T est discontinue en x

0

T = ∇φ

x
Figure 2 : T est continue en x,

mais non lipschitzien

Preuve des propriétés énoncées dans la définition 3.3-9 :

1. La propriété se déduit immédiatement de la non-expansivité de l’opérateur proximal.
2. Les propriétés 3.3-5 nous permettent en particulier de montrer que (φt)

∗ peut être vu
comme une enveloppe de Moreau, en effet :

φt = (1− t)1

2
| · |2 + tφ =

(
(1− t)1

2
| · |2

)∗∗
+ (tφ)∗∗ =

((
(1− t)1

2
| · |2

)∗
� (tφ)∗

)∗
=

((
(1− t)1

2
| · |2

)∗
� (tφ)∗

)∗
=

(
1

2(1− t)
| · |2� (tφ)∗

)∗
=
(

1−t(tφ)∗
)∗

Ainsi (φt)
∗ = 1−t(tφ)∗. En utilisant la relation (3.3-8) de la définition 3.3-8 (p. 88), on

déduit donc que pour tout t ∈]0, 1[, (φt)
∗ est de classe C1 sur Rd, et

∇x(φt)
∗ =

id−Prox(1−t)(tφ)∗

1− t
= Prox t

1−tφ

(
·

1− t

)
= pφ(t, ·). (3.3-12)

3. La propriété se déduit immédiatement de la caractérisation (3.3-4) de l’opérateur proxi-
mal.

4. Se déduit de la précédente pour t = 0.
5. D’après la définition de la vitesse v (équation (3.1-2)), on a pour tout x ∈ Rd :

v(t, x) =
x−∇x(φt)

∗(x)

t
=
x− pφ(t, x)

t
.
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�

Commentaires 3.3-12 (A propos de l’opérateur pφ :).

1. Rappelons que le champ des trajectoires X est défini pour tout t ∈ ]0, 1[ par (3.1-1) (p.
75), c’est à dire :

X(t, ·) = ∇x(φt) = (1− t) id +t∇φ.

D’après l’équation (3.3-9), pour tout t ∈]0, 1[, on a pφ(t, ·) = ∇x(φt)
∗, c’est à dire qu’il

représente formellement la "réciproque des tracés caractéristiques X(t, ·) = ∇x(φt)". Cette
réciproque est qualifiée de "Formelle" car, dans le cas général (i.e. sous l’hypothèse (Γ1)),
pφ(t, ·) n’est pas injective sur Rd : au contraire l’opérateur pφ(t, ·) raccommode les "cas-
sures" pouvant être générées par un plan de transport En effet pφ(t, ·) re-concentre les
zones générées par diffusion (par les trajectoires caractéristiques X(t, ·)) des points de
cassures sur ces mêmes points.
Ainsi pφ(t, ·) ne peut être bijective que dans le cas où il n’y a pas de "cassures" dans le
plan de transport.

Ces points de "cassures" du plan de transport correspondent aux éventuelles points où le
potentiel φ n’est pas différentiables. Bien que d’après le Théorème 3.3-16 (p. 98) l’ensemble
de ces points soit négligeable, la diffusion de ces cassures, et en particulier la torsion du
champ de vitesse au niveau de ces points en t = 0 (ou bien t = 1 si l’on considère les
points d’irrégularité de φ∗) elle ne l’est pas. En effet, les torsions du champ de vitesse
au voisinage de ces points de cassures peut avoir par exemple pour conséquences la non-
régularité H1 du champ de vitesse au niveau de ces point (voir l’exemple 3.3-22 p.
122). Une régularité H1 qui, si elle avait eu lieu, aurait grandement facilité l’étude abordée
à la section IV.2 et traitant de résultats d’unicité dans les points selles du lagrangien L.
Malheureusement ce ne sera en général pas le cas...

2. On peut déduire de (3.3-11) qu’à t ∈]0, 1[ fixé, le champ de vitesse v(t, ·) est lipschitzien
sur Rd (d’après la première propriété de pφ énoncé ci-dessus), et qu’il est possible de lui
associer une constante de Lipschitz ne dépendant que du temps t (ne dépend ni de l’espace,
ni de φ). Par exemple, la constante de Lipschitz

Lt =
2

t(1− t)
(3.3-13)

est toujours valable sur Rd (pour la norme euclidienne | · |), quelle que soit φ. Le champ
de vitesse v est donc continue et presque partout Fréchet-différentiable en espace (par le
Théorème de Rademacher [34] p.81, cité plus bas : Théorème 3.3-16 p. 98), et ‖∇xv(t, x)‖
est ainsi de plus uniformément borné par Lt = 2/t(1 − t) pour presque tout x ∈ Rd
(‖ · ‖ désigne ici la norme subordonnée à | · |).

De par la nouvelle formulation de v dans le cinquième point de la définition 3.3-9, on déduit
immédiatement la propriété suivante :

Proposition 3.3-10.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Pour tout t ∈]0, 1[, et pour tout y ∈ Rd tel que
φ soit Fréchet-différentiable en y (c’est à dire pour presque tout y ∈ Rd étant donné que sous
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l’hypothèse (Γ1), φ est localement lipschitzienne sur Rd), on a, en posant X(t, ·) = ∇φt =
∇[(1− t) id +t∇φ] :

∇φ(y)− y = ∂tX(t, y) = v(t,X(t, y)). (3.3-14)

Preuve : Soit y ∈ Rd tel que φ soit différentiable en y (avec donc ∇φ(y) = {∇φ(y)} ). D’après
(3.3-10), on a

y = pφ(t, x) ⇔ x = (1− t)y + t∇φ(y),

i.e.

y = pφ (t, (1− t)y + t∇φ(y)) = pφ(t,X(t, y)). (3.3-15)

On a donc d’après (3.3-11),

v (t,X(t, y)) =
X(t, y)− pφ(t,X(t, y))

t
=
X(t, y)− y

t
= ∇φ(y)− y.

�

Remarque 3.3-13. La Proposition ci-dessus peut également se reformulé comme il suit : sachant
que X(t, ·) = ∇φt et pφ(t, ·) = ∇x(φt)

∗ (voir le deuxième point de la définition 3.3-9) : pour tout
t ∈]0, 1[, et pour tout x ∈ Rd tel que φ soit Fréchet-différentiable en x, on a :

(∇x(φt)
∗ ◦ ∇φt) (x) = x.

C’est la reformulation exacte de l’équation (3.3-15).

III.3.5 Contrôle du champ de vitesse

Dans cette sous-section, nous montrerons quelques propriétés de contrôle du champ v, introduit
dans la relation (3.3-11) de la définition 3.3-9. En particulier, nous nous intéresserons au fait que
v vérifie la propriété (Pβ2′) (i.e. est dans l’espace L∞loc([0, 1]× Ω)d).

Pour ne pas avoir à traiter indépendamment la question du contrôle de v en t = 0 et en t = 1,
nous commençons par introduire une propriété de symétrie du champ v :

Lemme 3.3-11.

Soit v∗ définie pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd par :

v∗(t, x) =
x− pφ

∗(t, x)

t
, avec pφ

∗(t, x) = Prox t
1−tφ

∗

(
x

1− t

)
,

Alors pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd, on a

v(t, x) = −v∗(1− t, x). (3.3-16)
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Preuve : L’identité de Moreau (3.3-5) p. 88 nous donne :

pφ(t, x) = Prox t
1−tφ

(
x

1− t

)
=

x

1− t
− t

1− t
Prox 1−t

t
φ∗

(x
t

)
=

x

1− t
− t

1− t
pφ
∗(1− t, x),

et donc

v(t, x) =
x− pφ

∗(t, x)

t
=
−x+ pφ

∗(1− t, x)

1− t
= −v∗(1− t, x). (3.3-17)

�

On peut donc maintenant aborder le problème du contrôle du champ de vitesse, autrement
dit la propriété (Pβ2′) :

Proposition 3.3-12.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit un champ de vitesse v définit par rapport à
φ comme à l’équation (3.3-11) p. 89. Alors :

1. On a v ∈ L∞loc([0, 1]× Rd)d.

Plus précisément, pour tout ω ⊂ Rd ouvert borné, si on pose

M = sup
x∈ω
|∂φ(x)| et M∗ = sup

x∈ω
|∂φ∗(x)|,

on a
sup

(t,x)∈]0,1[×ω
|v(t, x)| ≤ 5 (max{M,M∗}+ sup(ω)) . (3.3-18)

2. Il existe ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω), tel que v = ∇xψ.

Par abus de notation, on désigne ici indifféremment v et v|ω par la même notation v.

Remarque 3.3-14. M et M∗ sont bien finies : en effet φ est supposée vérifier la propriété (Γ1),
et donc φ et φ∗ sont supposées être finies et convexes sur Rd et donc localement lipschitziennes
(Lemme 3.2-5 p. 81), en particulier lipschitziennes sur ω. Ainsi, d’après le Lemme 3.3-1 (p. 86),
∂φ et ∂φ∗ sont uniformément bornées sur ω.
Remarquons également que si φ vérifie la propriété (Γ1), alors du fait que (φ∗)∗ = φ, φ∗ vérifie
également celle propriété.

Preuve de la Proposition 3.3-12 : Soit ω ⊂ Rd un ouvert borné de Rd.

1. v(t, ·) est uniformément bornée sur ω au voisinage de t = 0.

Nous allons montrer que v(t, ·) est uniformément bornée sur ω sur [0, 1/2].
Soient t ∈]0, 1/2] et y ∈ ω, et soit x ∈ (1 − t)y + t∂φ(y). D’après (3.3-10) p. 89, on a
pφ(t, x) = y, donc

v(t, x) =
x− y
t
∈ ∂φ(y)− y. (3.3-19)
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Or v(t, ·) est 2/t(1− t)-lipschitzienne (cf commentaire p. 91) sur Rd, donc

|v(t, y)− v(t, x)| ≤ 2

t(1− t)
|x− y| ≤ 4

∣∣∣∣x− yt
∣∣∣∣ (car t ∈]0, 1/2])

= 4|v(t, x)|.
(3.3-20)

En posant M = sup
x∈ω
|∂φ(x)|, on a bien pour tout t ∈]0, 1/2] et y ∈ ω,

|v(t, y)| ≤ 5|v(t, x)| ≤ 5 (M + sup(ω)) (par (3.3-19)).

2. v(t, ·) est uniformément bornée sur ω au voisinage de t = 1.

Nous montrons maintenant que v(t, ·) est uniformément bornée sur ω sur [1/2, 1]. Nous
raisonnons par symétrie de ce qui précède.

Si on pose pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd

v∗(t, x) =
x− pφ

∗(t, x)

t
, avec pφ

∗(t, x) = Prox t
1−tφ

∗

(
x

1− t

)
,

alors d’après le Lemme 3.3-11 (p. 92), on a

v(t, x) = −v∗(1− t, x).

En posant M∗ = sup
x∈ω
|∂φ∗(x)|, et en raisonnant comme précédemment, on obtient égale-

ment, pour tout t ∈ [1/2, 1[ et y ∈ ω,

|v(t, x)| = |v∗(1− t, x)| ≤ 5 (M∗ + sup(ω)) .

ce qui conclut la preuve du premier point.
3. Pour le second point, on rappelle que d’après le dernier point de la définition 3.3-9 (p.

89), on a :

v(t, ·) =
id−∇x(φt)

∗

t
avec φt = (1− t) | · |

2

2
+ tφ.

Ainsi, on a v = ∇xψ au sens des distributions, avec ψ défini pour tout t ∈]0, 1[ et pour
tout x ∈ Rd par :

ψ(t, x) =
1

t

(
1

2
| · |2 − (φt)

∗
)
.

Or, on a démontré dans le premier point de cette Proposition que v ∈ L∞([0, 1] × Rd)d.
On en déduit que ψ ∈W 1,∞

loc ([0, 1]× Rd) par application du Lemme E.
�

Remarque 3.3-15. Comme nous le verrons plus loin dans la proposition 3.3-18 (p. 99), si pour
tout t ∈]0, 1[ les plans de transport interpolés ∇φt avaient été inversibles, i.e. si φ avait été
de classe C1 de gradient lipschitzien, on aurait alors eu pφ(t, ·) = (∇φt)−1 = ∇(φt)

∗, et ainsi
d’après (3.3-11) v(t, ·) = ∇φ

(
(∇φt)−1

)
− (∇φt)−1. Le champ v aurait alors été prolongeable par

continuité en t = 0 et t = 1 : le résultat de la proposition 3.3-12 aurait alors été évident.

Seulement, dans le cas général d’un transport pouvant induire un changement de topologie entre
les supports des masses de départ et d’arrivée, c’est à dire admettant des "cassures" et donc des
points de non-régularité pour le potentiel φ, un tel prolongement ne va pas de soit.
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Pour revenir à notre problème de départ, on a bien

q =

(
−1

2
|v|2, v

)
∈ L∞((0, 1)× Ω)d+1 ⊂ L2((0, 1)× Ω)d+1.

Remarque 3.3-16. Comme déjà notifié dans le commentaire 3.3-12 (p. 91, équation (3.3-13)),
pour tout t ∈]0, 1[, v(t, ·) est continue et lipschitzienne sur Rd (en munissant Rd de la norme
euclidienne, on peut prendre 2/t(1 − t) comme constante de Lipschitz). Le champ v(t, ·) est
donc lipschitzien sur Rd, pour une constante de Lipschitz indépendante de t sur tout intervalle
[α, β] ⊂]0, 1[ (par exemple la constante Mα,β = sup

[α,β]
2/t(1− t)). Il est donc possible d’appliquer le

Théorème de Cauchy-Lipschitz sur [α, β].
Donc pour tout x ∈ Rd et t ∈]0, 1[, le problème de Cauchy{

y′t,x = v(·, yt,x)

yt,x(t) = x,
(3.3-21)

admet une unique solution maximale d’après le Théorème de Cauchy-Lipschitz sur tout intervalle
]α, β[, 0 < α < t < β < 1. On peut alors aisément établir qu’il existe une unique solution définie
sur ]0, 1[ et que celle-ci s’écrit yt,x(s) = (s − t)v(t, x) + x pour tout s ∈]0, 1[. En effet une telle
solution vérifie bien yt,x(t) = x, et y′t,x(s) = v(t, x) = v(s, (s − t)v(t, x) + x) = v(s, yt,x(s)),
comme démontré dans la Proposition qui suit.

Remarquons en outre que si l’on considère en particulier le problème de Cauchy :{
y′ = v(·, y)
y(t) = X(t, x) = (1− t)x+ t∇φ(x),

(3.3-22)

on a alors bien y(s) = (s− t)v(t,X(t, x)) +X(t, x) = X(s, x) comme unique solution de (3.3-22)
sur ]0, 1[.

Nous finissons par une dernière propriété de contrôle sur v, de type point fixe :

Lemme 3.3-13.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ. Alors pour tout

t ∈ [0, 1[,

1. pφ(t, (1− t)a) = a,

2. v(t, (1− t)a) = −a.

On rappelle que

pφ : (t, x) ∈ [0, 1[×Rd 7−→ Prox t
1−tφ

(
x

1− t

)
= ∇x((1− t)| · |2/2 + tφ)∗

(voir définition 3.3-9 p. 89).
Preuve :

1. Tout d’abord, φ étant une fonction convexe,

φ(a) = inf
Rd
φ ⇔ 0 ∈ ∂φ(a).

Par définition de pφ, en particulier par l’équivalence (3.3-10) p. 89 , on a donc,

(1− t)a = (1− t)a+ 0 ∈ (1− t)a+ t∇φ(a) ⇔ a = pφ(t, (1− t)a).
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2. Quant à v, on a

v(t, (1− t)a) =
(1− t)a− pφ(t, (1− t)a)

t
= −a.

�

III.3.6 Régularité lipschitzienne en espace-temps du champ de vitesse

L’objectif de cette sous-section est de montrer que le champ v est localement lipschitzien sur
]0, 1[×Rd, c’est à dire en espace-temps (et pas seulement en espace). Il s’agit du premier point
des propriétés (III) sur (0, 1)× Rd, énoncées p. 76.

Proposition 3.3-14.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Alors pour tous t, s ∈]0, 1[, et pour tout x ∈ Rd,

v(t, x) = v(s, (s− t)v(t, x) + x).

Preuve : On fait appel aux relations (3.3-10) et (3.3-11) p. 89 et on raisonne par équivalence :
Pour tous s, t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

v(s,(s− t)v(t, x) + x) = v(t, x)

⇔
(s− t)v(t, x) + x)− pφ(s, (s− t)v(t, x) + x)

s
= v(t, x) (par (3.3-11) )

⇔ pφ(s, (s− t)v(t, x) + x) = tv(t, x)− x = pφ(t, x)

⇔ pφ

(
s,
(

1− s

t

)
pφ(t, x) +

s

t
x
)

= pφ(t, x) (par (3.3-11))

v(s,⇔
(

1− s

t

)
pφ(t, x) +

s

t
x ∈ (1− s)pφ(t, x) + s∂φ(pφ(t, x)) (par (3.3-10))

⇔ s

t
x ∈ s

(
1

t
− 1

)
pφ(t, x) + s∂φ(pφ(t, x))

⇔ x ∈ (1− t)pφ(t, x) + t∂φ(pφ(t, x)) (vrai par (3.3-10) ).

�

Remarque 3.3-17. Dans la preuve qui précède, la propriété (Γ1) n’est utile que pour les condi-
tions sur φ, et non celles sur φ∗. En fait nous n’avons besoin ici que du fait que φ admette en
tout point de Rd une sous-différentielle non-vide et compacte.

Proposition 3.3-15.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Alors v est localement lipschitzienne sur l’espace
]0, 1[×Rd.
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Preuve : On rappelle que pour tout t ∈]0, 1[ (voir (3.3-13)), v(t, ·) est lipschitzienne de constante
de Lipschitz 2/t(1− t). Soient 0 < α < β < 1 et ω un ouvert borné de Rd, et soient

Mα,β = sup
[α,β]

2

t(1− t)
et Mv = sup

(t,x)∈]0,1[×ω
|v(t, x)| < +∞ (Proposition 3.3-12 p. 93).

Pour tout (t1, x1), (t2, x2) ∈ [α, β]× Rd , on a d’après la Proposition 3.3-14,

|v(t1, x1)− v(t2, x2)| = |v (t2, (t2 − t1)v(t1, x1) + x1)− v(t2, x2)|

≤ 2

t2(1− t2)
|((t2 − t1)v(t1, x1) + x1)− x2|

≤Mα,β (|t2 − t1||v(t1, x1)|+ |x2 − x1|)
≤Mα,β(1 +Mv) (|t2 − t1|+ |x2 − x1|) .

�

III.3.7 Préambule sur la régularité du champ de vitesse

L’une des assertions à vérifier pour pouvoir établir le Théorème 3.1-2, est de prouver que pour
tout champ de vitesse v défini par

v(t, x) =
x− pφ(t, x)

t
=

1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
, (3.3-23)

avec φ vérifiant (Γ1), s’accommode bien des propriétés (II) et (III).

On rappelle que le champ de vitesse v vérifie les propriétés (II) sur Rd (définies p. 75) si et
seulement si :

1. il existe ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Rd) tel que v = ∇xψ,

2. le champ de vitesse v vérifie l’équation de Burgers au sens des distributions, i.e.

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0.

De même, v vérifie les propriétés (III) sur Rd (définies p. 76) si et seulement si

1. v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd.
2. ∇t,xv ∈ L∞

(
(0, 1), L1

loc(Rd)
)
,

3. ∇t,xv ∈ Lp
(
(0, 1), Lqloc(R

d)
)
avec 1/p+ 1/q > 1.

Le premier point des propriétés (II), a été en parti établi par la Proposition 3.3-12 (à savoir que
v ∈ L∞loc([0, 1]× Rd)), et sera totalement établie par le Lemme 4.1-10 (section IV.1).

Le premier des propriétés (III), a quant à lui été établi par la Proposition 3.3-15.

Nous allons en conséquence chercher à établir que v vérifie également la suite de ces propriétés,
à savoir le second point des propriétés (II), ainsi que les deux derniers points des propriétés (III)
(sous-section III.3.11).
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Comme nous l’avons déjà évoqué dans la Remarque 3.1-3 (p. 77), les propriétés (III) se révèlent
un peu "à part", et ne seront plus réellement utilisées dans le reste de notre étude. Cepen-
dant leur démonstration, ainsi que celle de l’équation de Burgers pour v, se feront en parallèle
d’autre résultats concernant le contrôle du gradient de champs de vitesses régularisés,
et permettront le contrôle des solutions du problème de transport engendré par le champ v. Ces
résultats parallèles se révéleront alors importants dans les preuves (basées sur la méthode des
caractéristiques) des principaux résultats de la sous-section IV.2.3 et de la section IV.3, relatifs
à l’unicité du transport de la densité ρ et de la caractérisation du champ de vitesse v dans le
cadre d’un transport optimal.

En outre les propriétés (III) illustrent bien une des difficultés relatives au champ v que nous au-
rons à contourner, à savoir que si celui-ci est infiniment proche d’une régularité H1 sur [0, 1]×Rd,
il ne l’est pour autant pas en général (voir le contre-exemple 3.3-22 p. 122), ce qui compliquera
quelque peu notre étude au cours de la section IV.2 (voir le petit préambule p. 147).

Ainsi que nous l’avons déjà mentionné dans le commentaire 3.3-12, cette non-régularité H1 est
en partie dû aux éventuelles "cassures" dans le schéma de transport continu en t = 0 (ou au
contraire à d’éventuels raccordements en t = 1). De telles cassures correspondent aux points de
non-dérivabilité du potentiel φ et les raccordements en t = 1 sont quant à eux liés aux points
de non-dérivabilité de la transformée de Legendre φ∗ du potentiel φ. Cependant, du fait de la
symétrie du problème, nous n’auront pas besoin de traiter les problèmes de raccordement en
t = 1.

Nous allons donc commencer par montrer ces différentes propriétés dans un cadre "idéal", c’est
à dire sans cassures : cela constituera le cadre de la sous-section III.3.8. Nous allons pour cela
considérer dans un premier temps que le potentiel φ est assez régulier, plus précisément qu’il
vérifie la propriété (Γ2) que nous énonçons ci-dessous :

φ vérifie la propriété (Γ2) si et seulement si :

Propriété (Γ2). φ vérifie la propriété (Γ1), est de classe C1, et ∇xφ est lipschitzien (i.e. φ ∈
C1,1(Rd)).

On rappelle que φ vérifie la propriété (Γ1) si et seulement si φ et φ∗ sont convexes, continues et
admettent un minimum sur Rd.

Une fois cela fait, nous établirons dans un deuxième temps ces propriétés dans le cadre gé-
néral du transport optimal (c’est à dire sous pour φ vérifiant la propriété (Γ1)), en se ramenant
au cas régulier via une régularisation par enveloppe de Moreau du potentiel φ. Ce sera l’objet
principalement de la sous-section III.3.9.

Pour cette prochaine étude, nous aurons souvent besoin de faire appel à deux résultats fon-
damentaux que nous énonçons ci-dessous : le Théorème de Rademacher (différentiabilité d’une
fonction localement lipschitzienne) ainsi qu’un Théorème de changement de variable inspiré de
la formule de co-aire (ou Théorème de changement de variable généralisé).

Théorème 3.3-16. Théorème de Rademacher ([34] p.81)

Soit f : Rd −→ Rm une fonction localement lipschitzienne. Alors f est Ln-presque partout
Fréchet-différentiable (et sa différentielle au sens de Fréchet coïncide avec sa différentielle au
sens des distributions).
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Donnons tout de suite un exemple d’application du Théorème de Rademacher (exemple qui sera
utile à notre problème) :

Exemple 3.3-18. On sait par la Proposition 3.3-15 valable sous la propriété (Γ1) (et donc
également sous la propriété (Γ2)), que v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd. Ainsi d’après
le Théorème de Rademacher 3.3-16, v est presque partout différentiable sur ]0, 1[×Rd, et sa
différentielle correspond à sa dérivée au sens des distributions. En particulier on observe que

v · ∇xv =
1

2
∇x|v|2, (3.3-24)

au sens Ld+1-presque partout, comme au sens des distributions.

Théorème 3.3-17. Théorème de changement de variable généralisé ([34] p.117)

Soit f : Rd −→ Rd une fonction bijective et lipschitzienne. Soit une fonction g ∈ L1(Rd) tel
que g ◦ f ∈ L1(Rd). Alors ∫

Rd
g(x)dx =

∫
Rd
g(f(y))Jf (y)dy

où est Jf est la jacobienne de f définie presque partout par le Théorème de Rademacher.

III.3.8 Equation de Burgers et résultat de régularité : cas (Γ2)

Dans cette sous-section, nous supposerons donc que φ vérifie l’hypothèse (Γ2) dans le but de
montrer que, dans le cas "idéal" (sans cassures), le champ de vitesse v (dont la définition est
rappelée p. 97) vérifie les propriétés suivantes :

1. l’équation de Burgers au sens des distributions, i.e.

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0,

2. Le contrôle du gradient du champ de vitesse : ∇t,xv ∈ L∞loc
(
[0, 1[, L1(Rd)

)
.

(les propriétés énoncés dans les différents résultats seront en fait un peu plus précises, dans le
but de mieux correspondre à nos futurs objectifs).

On rappelle que pφ désigne l’opérateur

pφ : [0, 1[×Rd → Rd

(t, x) 7−→ Prox t
1−tφ

(
x

1−t

)
= ∇x(φt)

∗

(voir la définition 3.3-9 ainsi que le commentaire associé 3.3-12 p. 89) et qu’il correspond en
quelques sortes à une "réciproque" spatiale de l’opérateur X(t, ·) = ∇x(φt) = (1 − t) id +t∇φ.
"En quelques sortes" car, X(t, ·) n’est en général pas inversible.

Proposition 3.3-18.

Sous la propriété (Γ2), pφ vérifie (c’est à dire en plus des propriétés déjà énoncés à la
définition 3.3-9 p. 89), pour tout t ∈ [0, 1[, les propriétés suivantes :
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1. pφ(t, ·) est bijective sur Rd et pour tous x, y ∈ Rd,

y = pφ(t, x) ⇔ x = (1− t)y + t∇φ(y). (3.3-25)

2. pφ(0, ·) = id.

3. la vitesse v définie en (3.1-2) p. 75 peut être définie à partir de pφ par :

v(t, x) = ∇φ(pφ(t, x))− pφ(t, x) =
x− pφ(t, x)

t
, (3.3-26)

pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd,
4. v se prolonge de façon continue sur [0, 1[×Rd (i.e. en t = 0) et

v(0, x) = ∇φ(x)− x, (3.3-27)

pour tout x ∈ Rd.

Preuve :

1. φ est supposée de classe C1, donc différentiable en tout point x ∈ Rd, et par convexité on
a ∂φ(x) = {∇φ(x)}.

2. Se déduit de la précédente pour t = 0.

3. On sait par la propriété précédente que :

x = (1− t)pφ(t, x) + t∇φ(pφ(t, x)) ⇔ ∇φ(pφ(t, x))− pφ(t, x) =
x− pφ(t, x)

t
= v(t, x).

4. Soient (tn, xn)n ∈
(
(0, 1)× Rd

)N et x ∈ Rd tels que

(tn, xn) −→
n→+∞

(0, x).

Montrons que
v(tn, xn) −→

n→+∞
∇φ(x)− x.

D’après le point précédent, pour tout n ∈ N, on a

v(tn, xn) = ∇φ(pφ(tn, xn))− pφ(tn, xn).

Comme φ vérifie la propriété (Γ2), ∇φ est continue sur Rd. Il suffit donc pour conclure
de prouver que pφ(tn, xn) converge vers x lorsque n → +∞ (en d’autres termes que pφ
est continue sur [0, 1[×Rd).

Soit a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
Rd
φ. D’après le Lemme 3.3-13 p. 95), pφ(t, (1 − t)a) = a

pour tout t ∈ [0, 1[. Donc pour tout n ∈ N,

|pφ(tn, xn)− a| = |pφ(tn, xn)− pφ(tn, (1− tn)a)| ≤ |xn − (1− tn)a|
1− tn

.
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La suite
(
pφ(tn, xn)

)
n
est donc bornée et, ∇φ étant continue sur Rd, il en est de même

pour la suite
(
∇φ(pφ(tn, xn))

)
n
.

Or pour tout n ∈ N, on a d’après le deuxième point :

xn = (1− tn)pφ(tn, xn) + t∇φ(pφ(tn, xn)).

Donc pφ(tn, xn) −→
n→+∞

x, ce qui conclut la preuve.

�

Remarque 3.3-19. On aurait également pu établir la propriété (3.3-25), sachant que pφ(t, ·) =
∇x(φt)

∗, grâce au résultat :

"Si f est une fonction de classe C1 sur Rd, strictement convexe, et superlinéaire (f(x)/‖x‖ tend
vers +∞ lorsque ‖x‖ → +∞), alors sa transformée de Legendre f∗ possède les mêmes propriétés.
De plus la fonction x→ ∇f(x) est un homéomorphisme de Rd sur Rd, et la bijection réciproque
est l’application gradient de f∗."

En effet ici, φt = (1/2)(1− t)| · |2 + tφ est de classe C1, strictement convexe et superlinéaire (car
φ est convexe et | · |2 est strictement convexe et superlinéaire). On établit donc ainsi que pour
tout t ∈]0, 1[, X(t, ·) = (1− t) id +t∇φ = ∇φt est bijective de réciproque pφ(t, ·) = ∇x(φt)

∗.

A. Équation de Burgers sous l’hypothèse (Γ2)

Intéressons nous au premier résultat annoncé au début de cette sous-section sur le champ v :
l’équation de Burgers.

Proposition 3.3-19.

Sous la propriété (Γ2), v vérifie (3.1-4) p. 75, à savoir :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0

au sens des distributions.

Preuve :
1. On sait par la Proposition 3.3-15 (p. 96) valable sous la propriété (Γ1), que v est localement

lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd et que d’après le Théorème de rademacher 3.3-16 (p. 98), v
est presque partout différentiable (en espace et en temps) sur ]0, 1[×Rd, et sa différentielle
correspond à sa dérivée au sens des distributions.

2. Soit (t0, x0) ∈]0, 1[×Rd tel que v soit Fréchet-différentiable en (t0, x0). Montrons que

∂tv(t0, x0) + v(t0, x0) · ∇xv(t0, x0) = 0. (3.3-28)

Soit y0 ∈ Rd tel que

y0 = pφ(t0, x0) ⇔ x0 = (1− t0)y0 + t0∇φ(y0) = X(t0, y0) (3.3-29)

(la fonction X définie en (3.1-1) p. 75 ). On pose f(t) = (t,X(t, y0)) ∈ R3 pour tout
t ∈]0, 1[. Or on sait d’après la Proposition 3.3-10 (p. 91) que pour tout t ∈]0, 1[,

(v ◦ f)(t) = v(t,X(t, y0)) = ∇φ(y0)− y0 = v(t0, X(t0, y0)) = ∂tX(t0, y0) = v(t0, x0).
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Ainsi, v étant différentiable en f(t0) = (t0, x0), on obtient en dérivant la fonction constante
v ◦ f en t0,

0 = (v ◦ f)(t0) = f ′(t0) · ∇t,xv(t0, x0) =

(
1

∂tX(t0, y0)

)
· ∇t,xv(t0, x0)

= ∂tv(t0, x0) + ∂tX(t0, y0) · ∇xv(t0, x0)

= ∂tv(t0, x0) + v(t0, x0) · ∇xv(t0, x0)

(3.3-30)

Ceci étant vrai pour presque tout (t0, x0) ∈]0, 1[×Rd, et du fait que la différentielle de v
définie presque partout au sens de Fréchet correspond aussi à la dérivée de v au sens des
distributions, on a donc au sens des distributions l’égalité :

∂tv + v · ∇xv = 0,

et donc d’après (3.3-24),

∂tv + v · ∇xv = ∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0. (3.3-31)

�

B. Résultats intermédiaires sur l’opérateur p

Afin de démontrer le second résultat de régularité sur v annoncé au début de cette sous-section,
lequel sera énoncé à la la Proposition 3.3-23 (p. 105), nous présentons à présent des résultats
intermédiaires sur le potentiel φ.

Proposition 3.3-20.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ2). Soient R′ > R > 0 et a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ.

Alors il existe t0 ∈]0, 1[ tel que pour tout t ∈ [0, t0],

pφ(t, B(a,R)) ⊂ pφ(t0, B(a,R′)). (3.3-32)

Plus précisément, il suffit pour vérifier la propriété (3.3-32) que t0 vérifie la condition :

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
. (3.3-33)

avec
M = sup

x∈B(a,2(R+|a|))
|∇φ(x)|.

Preuve : Soient x ∈ B(a,R) et t, t0 ∈ [0, 1[ tels que t0 > 0 et t ∈ [0, t0].
pφ(t, x) ∈ pφ(t0, B(a,R′)) si et seulement si il existe y ∈ B(a,R′) tel que pφ(t0, y) = pφ(t, x).
Par définition de pφ (par l’équivalence (3.3-25) p. 100), pour y ∈ Rd :

pφ(t0, y) = pφ(t, x) ⇔ y = (1− t0)pφ(t, x) + t0∇φ(pφ(t, x)). (3.3-34)

Prenons donc y = (1− t0)pφ(t, x) + t0∇φ(pφ(t, x)), et cherchons une condition suffisante sur t0
pour que y ∈ B(a,R′).
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Tout d’abord rappelons que, d’après le Lemme 3.3-13 (p. 95), pφ(t, (1 − t)a) = a, et donc
que pour tout x ∈ B(a,R),

|pφ(t, x)− a| = |pφ(t, x)− pφ(t, (1− t)a)| ≤ 1

1− t
|x− (1− t)a| ≤ 1

1− t0
(R+ |a|).

En prenant t0 ≤ 1/2, on a ainsi pφ(t, x) ∈ B(a, 2(R + |a|)). Or sous la propriété (Γ2), φ est de
classe C1 sur Rd et donc localement lipschitzienne, et ainsi lipschitzienne sur B(a, 2(R + |a|)).
En vertu du Lemme 3.3-1 (p. 86), on peut donc poser

M = sup
x∈B(a,2(R+|a|))

|∂φ(x)| < +∞.

Pour tout t ∈ [0, t0] et x ∈ B(a,R), et y = (1− t0)pφ(t, x) + t0∇φ(pφ(t, x)) :

|y − a| ≤ (1− t0)|pφ(t, x)− a|+ t0|∇φ(pφ(t, x))− a|
≤ (1− t0)|pφ(t, x)− pφ(t, (1− t)a)|+ t0

(
|∇φ(pφ(t, x))|+ |a|

)
≤ 1− t0

1− t
|x− (1− t)a|+ t0 (M + |a|)

≤ |x− a|+ t|a|+ t0 (M + |a|)
≤ R+ t0 (M + 2|a|) .

Ainsi si t0 < min{1/2, (R′ −R)/(M + 2|a|)}, alors pour tout t ∈ [0, t0] et x ∈ B(a,R)

1. y = (1− t0)pφ(t, x) + t0∇φ(pφ(t, x)) ∈ B(a,R′),

2. pφ(t0, y) = pφ(t, x),

et donc pφ(t, B(a,R)) ⊂ pφ(t0, B(a,R′)). �

Remarque 3.3-20. Le Lemme 3.3-13 (p. 95) et la Proposition 3.3-20 (p. 102) auraient égale-
ment pu être établis avec pφ définie à partir seulement d’une fonction φ convexe continue sur Rd
(sans plus de régularité), par des preuves analogues en tout points, et de complexités équivalentes.

On rappelle enfin le Lemme suivant :

Lemme 3.3-21. (voir [34] p.75, ch.2)

Soit f une fonction lipschitzienne sur Rd. Alors pour tout A ⊂ Rd,

Ln(A) = 0 ⇒ L(f(A)) = 0

où rappelons le, L désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Lemme 3.3-22.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ2). Pour tout t ∈ [0, 1[, pφ(t, ·) est presque partout
différentiable sur Rd (sa différentielle coïncide avec sa dérivée au sens des distributions). De
plus, pour presque tout x ∈ Rd, ∇φ est différentiable en pφ(t, x) et

∇x pφ(t, x) = (tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I)−1 (3.3-35)
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où I ∈M2(R) désigne la matrice identité.

Preuve : Soit t ∈ [0, 1[. pφ(t, ·) est lipschitzienne et bijective, et d’après (3.3-25) p. 100 sa
réciproque est

pφ(t, ·)−1 = t∇φ+ (1− t) id = X(t, ·)

(X(t, ·) définie en (3.1-1) p. 75).
Rappelons que par hypothèse, ∇φ est supposé lipschitzien. D’après le Théorème de Rademacher
3.3-16 (p. 98), ∇φ et pφ(t, ·) sont presque partout différentiables sur Rd et leurs différentielles
coïncident avec leurs dérivées au sens des distributions.

Ainsi l’ensemble F des points de Rd où ∇φ n’est pas différentiable est de mesure nulle (pour la
mesure de Lebesgue). Le fait que ∇φ soit supposé lipschitzien, implique que X(t, ·) l’est égale-
ment. Par conséquent, d’après le Lemme 3.3-21, L2(X(t, F )) = 0. X(t, F ) étant l’ensemble des
points x ∈ Rd pour lesquels ∇φ n’est pas différentiable en pφ(t, x), cela signifie donc que ∇φ est
différentiable en pφ(t, x) pour presque tout x ∈ Rd.

Or d’après (3.3-25), pour tout x ∈ Rd,

x = (1− t)pφ(t, x) + t∇φ(pφ(t, x)).

Ainsi, pour presque tout x ∈ Rd, pφ(t, ·) est différentiable en x, ∇φ est différentiable en pφ(t, x)
et

I = (tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I)∇x pφ(t, x).

φ étant convexe, Hess(φ)(pφ(t, x)) est symétrique positive, et donc par coercivité,
tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I est symétrique définie positive et donc inversible dansM2(R). En
conséquence, pour presque tout x ∈ Rd, pφ(t, ·) est différentiable en x et

∇x pφ(t, x) = (tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I)−1.

�

Remarque 3.3-21. Le fait que ∇φ soit globalement lipschitzien sur Rd est ici très important
car il assure le fait que pφ(t, ·) ne concentre pas des zones trop grandes de Rd.

En effet, si ∇φ ne possède pas une telle régularité, l’ensemble des x en lesquels φ n’est pas deux
fois différentiable pourrait ne pas être de mesure nulle.

Remarquons que pour tout t ∈ [0, 1[, l’opérateur pφ(t, ·) s’avère être presque partout différentiable
sur Rd, et ceci quelle que soit la régularité de φ (car un opérateur proximal est toujours lipschit-
zien). La propriété supplémentaire apportée ici par la régularité de φ est en fait la bijectivité
de l’opérateur pφ(t, ·). Le caractère globalement lipschitzien de ∇φ nous permet cependant dans
notre cas d’expliciter presque partout ∇x pφ(t, ·) en fonction de pφ(t, ·).

C. Régularité et contrôle du champ de vitesse dans le cas (Γ2)

On considère les normes surM2(R) : | · |1 et | · |Tr, définies pour tout A ∈M2(R) par
1. |A|1 =

∑
i,j
|aij |,
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2. |A|Tr =
√
Tr(ATA) (norme de Frobenius).

Par équivalence des normes en dimension finie, il existe C1, C2 > 0 tels que

C1| · |1 ≤ | · |Tr ≤ C2| · |1

Rappelons en outre que pour tous A,P ∈M2(R), avec P une matrice orthogonale (P T = P−1),
on a |PAP−1|Tr = |A|Tr, et donc

C1

C2
|A|1 ≤ |PAP−1|1 ≤

C2

C1
|A|1 (3.3-36)

Nous avons maintenant tous les éléments pour énoncer la Proposition suivante, qui constitue un

des principaux résultats de cette section : elle concerne en effet le contrôle du gradient du champ
de vitesse v. Ce contrôle, ainsi que nous l’avons déjà évoqué dans la sous-section précédente, sera
plus tard exploité pour contrôler les solutions du problème de transport engendré par le champ
v (voir les résultats d’unicité du chapitre IV).

Cette Proposition est valable pour v = vφ définie à partir d’un potentiel φ vérifiant la propriété
(Γ1). Cependant, comme pour tous les résultats de cette sous-section, nous la démontrerons dans
un premier temps en supposant que le potentiel φ vérifie la propriété (Γ2), c’est à dire, rappelons-
le, que φ est supposé convexe, de classe C1, minoré sur Rd et que son gradient spatiale ∇xφ est
supposé lipschitzien. Nous généraliserons ensuite la preuve dans la sous-section suivante (c’est à
dire pour un potentiel φ vérifiant la propriété (Γ1)).

Proposition 3.3-23.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ2). Soient R′ > R > 0 et a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ.

Alors il existe des constantes C et C ′ (indépendantes de φ, a, R et R′) telles que pour tout
t0 ∈]0, 1[ vérifiant la condition 3.3-33 (p. 102), on ait la propriété :

∀t ∈]0, t0],

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤ C
∫
B(a,R′)

|∇xv(t0, x)|1 dx ≤
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′))

(3.3-37)
et donc ∇xv ∈ L∞([0, t0], L1(B(a,R))).

Preuve :

1. Soit t ∈]0, 1[. Rappelons que par (3.3-26) p. 100, pour tout x ∈ Rd,

v(t, x) = ∇φ(pφ(t, x))− pφ(t, x).

D’après le Lemme 3.3-22 (p. 103), pour presque tout x ∈ Rd, v(t, ·) est différentiable en
x et

∇xv(t, x) = ∇x pφ(t, x)(Hess(φ)(pφ(t, x))− I)

= (tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(pφ(t, x))− I).
(3.3-38)

D’après le commentaire 3.3-12 (p. 91, deuxième point), la fonction |∇xv(t, ·)|1 définie
presque partout sur Rd est uniformément bornée par c/t(1 − t) (c une constante) : en
effet comme déjà mentionné à la Proposition 3.3-15 (p. 96), ou bien comme cela peut
aisément se constater dans la formulation (3.3-26), v(t, ·) est 2/t(1− t)-lipschitzienne (on
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ne prend bien sûr pas la constante de Lipschitz la plus précise). D’après le Lemme 3.3-2
(p. 86), |∇xv(t, ·)|1 est borné par c/t(1 − t) (la constante c vient du fait que l’on est
en dimension 2 et que l’on utilise la norme | · |1 qui n’est pas une norme subordonnée).
Ainsi |∇xv(t, ·)|1 ∈ L∞(Rd) ⊂ L1(Rd). Comme la fonction X(t, ·) = t∇φ + (1 − t) id est
lipschitzienne et bijective (et que pφ(t, ·) est sa réciproque), on peut donc appliquer le
Théorème 3.3-17 (p. 99) de changement de variable généralisé et on obtient :∫

B(a,R)
|∇xv(t, x)|1 dx =

∫
pφ(t,B(a,R))

| det(tHess(φ)(y) + (1− t)I)|

× |(tHess(φ)(y) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)|1 dy.
(3.3-39)

2. Pour tout y ∈ Rd où ∇φ est différentiable, il existe une matrice orthogonale P (y) et
λ1(y), λ2(y) ≥ 0 tels que

Hess(φ)(y) = P (y)

(
λ1(y) 0

0 λ2(y)

)
P (y)T . (3.3-40)

En effet φ étant convexe, Hess(φ) est symétrique positive.
P (y) est orthogonale donc P (y)T = P (y)−1, et en conséquence

(tHess(φ)(y) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)

= P (y)

(
t

(
λ1(y) 0

0 λ2(y)

)
+ (1− t)I

)−1((
λ1(y) 0

0 λ2(y)

)
− I
)
P (y)−1

= P (y)

(
tλ1(y) + (1− t) 0

0 tλ2(y) + (1− t)

)−1(
λ1(y)− 1 0

0 λ2(y)− 1

)
P (y)−1

= P (y)


λ1(y)− 1

tλ1(y) + (1− t)
0

0
λ2(y)− 1

tλ2(y) + (1− t)

P (y)−1.

(3.3-41)

D’après les inégalités (3.3-36), il est clair qu’il existe des constantes C3, C4 > 0 indépen-
dantes de φ, t et y (i.e. C3 = C1/C2 et C4 = C2/C1), telles que pour tout t ∈ [0, 1[ et
presque tout y ∈ Rd,

C3|(tHess(φ)(y)+(1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)|1

≤
∑
i=1,2

∣∣∣∣ λi(y)− 1

tλi(y) + (1− t)

∣∣∣∣
1

≤ C4|(tHess(φ)(y) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)|1.

(3.3-42)

En outre pour tout t ∈ [0, 1[ et presque tout y ∈ Rd,

det(tHess(φ)(y) + (1− t)I) = det

(
tλ1(y) + (1− t) 0

0 tλ2(y) + (1− t)

)

= (tλ1(y) + (1− t))(tλ2(y) + (1− t))

(3.3-43)
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En injectant (3.3-42) et (3.3-43) dans (3.3-39), on obtient donc, pour tout t ∈]0, 1[ (et
tout R > 0) :

C3

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤
∑

(i,j)=(1,2),(2,1)

∫
pφ(t,B(a,R))

(tλi(y) + (1− t))|λj(y)− 1|

≤ C4

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx

(3.3-44)

en rappelant que λ1(y), λ2(y) ≥ 0. C3 et C4 sont bien indépendantes de t et R.

3. On prend t0 ∈]0, 1[ vérifiant la condition (3.3-33) de la Proposition 3.3-20 (p. 102). On a
donc, d’après cette Proposition, pφ(t, B(a,R)) ⊂ pφ(t0, B(a,R′)).
La condition (3.3-33) donne aussi en particulier t0 ≤ 1/2, donc pour tout t ∈]0, t0],
1− t ≤ 1 ≤ 2(1− t0). λi(y) ≥ 0 (i = 1, 2) pour presque tout y ∈ Rd, et donc alors

0 ≤ tλi(y) + (1− t) ≤ 2(t0λi(y) + (1− t0)).

Ainsi, grâce à l’inégalité (3.3-44), on peut conclure :∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤
1

C3

∑
(i,j)=(1,2),(2,1)

∫
pφ(t,B(a,R))

(tλi(y) + (1− t))|λj(y)− 1|

≤ 2

C3

∑
(i,j)=(1,2),(2,1)

∫
pφ(t0,B(a,R′))

(t0λi(y) + (1− t0))|λj(y)− 1|

≤ 2C4

C3

∫
B(a,R′)

|∇xv(t0, x)|1 dx

(3.3-45)

Pour finir, et comme déjà mentionné en début de preuve, il existe, d’après le Lemme 3.3-2 (p.
86), une constante c > 0 tel que |∇xv(t0, ·)|1 soit borné par c/t0(1− t0), ce qui achève la preuve
de la Proposition. �

La preuve de cette Proposition nous fournit également les éléments de preuve pour un autre
Lemme concernant le contrôle de v qui sera utile dans la suite : ce sera en fait la combinaison
des différents résultats de cette section concernant le contrôle du gradient du champ v qui nous
permettra par la suite (chapitre IV) de contrôler les solutions du problème de transport, et ainsi
d’obtenir nos futurs résultats d’unicité.

Lemme 3.3-24.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ2). Alors il existe une constante C > 0 tel que pour
tout t ∈]0, 1[ et presque tout x ∈ Rd où v(t, ·) est différentiable,

‖∇xv(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
C

1− t

(
‖Hess(φ)‖L∞(Rd) + 2

)
(où la norme L∞ est ici prise sur ‖ · ‖ : la norme subordonnée à la norme euclidienne | · |
de Rd).
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Preuve : On rappelle que d’après le Lemme 3.3-22 (p. 103), pour presque tout x ∈ Rd, v(t, ·)
est différentiable en x et

∇xv(t, x) = (tHess(φ)(pφ(t, x)) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(pφ(t, x))− I).

De même qu’avec l’équation (3.3-42), on peut par les relations (3.3-41) et (3.3-36), obtenir
l’inégalité suivante pour tout y ∈ Rd où ∇φ est différentiable :

C3|(tHess(φ)(y) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)|1 ≤
∑
i=1,2

∣∣∣∣ λi(y)− 1

tλi(y) + (1− t)

∣∣∣∣
1

≤ λ1(y) + λ2(y) + 2

1− t

≤ C4

1− t
(|Hess(φ)(y)|1 + 2) ,

(3.3-46)

avec λ1 et λ2 toujours définies comme en (3.3-40). Par équivalence des normes il existe donc une
constante C > 0 telle que

|(tHess(φ)(y) + (1− t)I)−1(Hess(φ)(y)− I)| ≤ C

1− t

(
‖Hess(φ)‖L∞(Rd) + 2

)
.

Ainsi pour tout t ∈]0, 1[ et presque tout x ∈ Rd où v(t, ·) est différentiable, on a

‖∇xv(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
C

1− t

(
‖Hess(φ)‖L∞(Rd) + 2

)
.

�

III.3.9 Equation de Burgers et résultat de régularité : cas (Γ1)

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre plus général, et étendre les résultats de la
sous-section précédente pour des potentiels φ ne vérifiant plus que la propriété (Γ1), c’est à dire
que dans cette sous-section φ possédera d’éventuelles points de non-dérivabilité à l’origine de
cassures dans le plan de transport.
Nous allons dans un premier temps montrer que le résultat de la Proposition 3.3-19 (p. 101),
prouvant que v vérifie l’équation de Burgers (3.1-4), à savoir rappelons le :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0,

reste valable pour φ vérifiant uniquement la propriété (Γ1).
Nous montrerons dans un deuxième temps, en invoquant en particulier la Proposition 3.3-23 (p.
105), que pour tous 0 < R < R′ et a ∈ Rd tel que φ(a) = inf

R2
φ, et pour tout

0 < t0 < min{1/2, (R′ −R)/(M + 2|a|)}

on a ∇xv ∈ L∞([0, t0], L1(B(a,R))), et plus particulièrement qu’il existe une constante C ′ > 0
tel que pour tout t ∈ [0, t0],∫

B(a,R)
|∇xv(t, x)|1 dx ≤

C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)).
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Dans le cadre de notre problème de transport optimal, nous avons montré à la section III.2 (p.
80) que l’on pouvait effectivement se placer sous l’hypothèse ((Γ1)). Nous allons montrer en régu-
larisant φ que que ∇x est uniformément intégrable au voisinage de t = 0, puis nous raisonnerons
par symétrie pour montrer qu’il en est de même au voisinage de t = 1.

Pour cette régularisation, nous utiliserons l’enveloppe de Moreau (introduite à la définition 3.3-8
p. 88) γφ de φ pour tout γ > 0 dont nous rappelons la définition :

pour tout x ∈ Rd,

γφ(x) = inf
y∈Rd

1

2γ
|x− y|2 + φ(y) =

1

2γ
|x− Proxγφ(x)|2 + φ(Proxγφ(x)), (3.3-47)

Pour tout γ > 0, nous définissons également le champ de vitesse vγ pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd
par

vγ(t, x) = vγφ(t, x) = ∇φ(pγφ(t, x))− pγφ(t, x) =
x− pγφ(t, x)

t
, (3.3-48)

avec, rappelons le,
pγφ(t, x) = Prox t

1−t
γφ(

x

1− t
).

Nous rappelons également que γφ est de classe C1 et que pour tout x ∈ Rd,

∇(γφ)(x) =
x− Proxγφ(x)

γ
∈ ∂φ (Proxγφ(x)) (par 3.3-4, p. 88). (3.3-49)

γφ est donc γ−1-lipschitzien.

Il faut tout d’abord monter que si φ vérifie la propriété (Γ1), alors γφ vérifie la propriété (Γ2), et
ainsi pouvoir se ramener par l’intermédiaire des φγ , aux cas traités dans la sous-section III.3.8
(i.e. pour des φ réguliers et donc de plans de transport sans cassures).

Lemme 3.3-25.

Soit f une fonction de Rd dans ]−∞,+∞]. On a

(γf)∗ = f∗ +
γ

2
| · |2.

Preuve : Rappelons les deux premières propriétés énoncées à la suite de la définition 3.3-4 p.
87 (à propos de la transformée de Legendre), à savoir

∀α > 0, (αf)∗ = αf∗(·/α), (3.3-50)

et

(
1

2
| · |2

)∗
=

1

2
| · |2. (3.3-51)

En se référant également à (3.3-2), on a

(γf)∗ =

(
f�

(
1

2γ
| · |2

))∗
= f∗ +

(
1

2γ
| · |2

)∗
(par (3.3-2) )

= f∗ +
1

γ

(
1

2
| · |2

)∗
(γ·) (par (3.3-50) )

= f∗ +
1

2γ
|γ · |2 = f∗ +

γ

2
| · |2 (par (3.3-51) ).
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�

Lemme 3.3-26.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Pour tout γ > 0 et a ∈ Rd minimise γφ si et
seulement si a minimise φ. Autrement dit

γφ(a) = inf
R2

γφ ⇔ φ(a) = inf
R2
φ ⇔ Proxγφ(a) = a.

Preuve : Soit a ∈ Rd et γ > 0. Alors

φ(a) = inf
R2
φ ⇔ 0 ∈ ∂φ(a)⇔ 0 ∈ ∂(γφ)(a)⇔ a− a = 0 ∈ ∂(γφ)(a)

⇔ Proxγφ(a) = a⇔
a− Proxγφ(a)

γ
= ∇γφ(a) = 0⇔ γφ(a) = inf

R2

γφ.

�

Nous pouvons donc conclure :

Lemme 3.3-27.

Si φ vérifie la propriété (Γ1), alors γφ vérifie la propriété (Γ2) pour tout γ > 0.

Preuve :

1. Comme cela a été énoncé dans la définition 3.3-8, et comme rappelé en (3.3-49), γφ est
convexe de classe C1 sur Rd et γφ est γ−1-lipschitzien. Ainsi pour conclure il suffit main-
tenant de prouver que γφ vérifie bien également la propriété (Γ1), à savoir que γφ et (γφ)∗

sont convexes, continues et admettent un minimum sur Rd.
2. Par le point précédent on sait déjà que γφ est convexe et continue (et est même de classe
C1) sur Rd. Il reste donc à prouver qu’il admet un minimum sur Rd : le Lemme 3.3-
26 montre que si φ vérifie la propriété (Γ1), en particulier l’hypothèse d’existence d’un
minimum pour φ, alors γφ partage les mêmes minimums.

3. Il reste à étudier (γφ)∗ : d’après le Lemme 3.3-25, on a

(γφ)∗ = φ∗ +
γ

2
| · |2.

Or φ vérifie la propriété (Γ1), donc φ∗ est convexe et continue sur Rd, d’où le fait que (γφ)∗

soit également convexe et continue sur Rd. Le terme γ
2 | · |

2 rend de plus (γφ)∗ coercitive
(et même superlinéaire) : (γφ)∗ admet donc un minimum sur Rd.

�

A. Résultats de convergence sur les variables régularisées par enveloppe de Mo-

reau
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Nous énonçons à présent des résultats de convergence pour ∇γφ et (vγ)γ .

Lemme 3.3-28.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ. Alors pour tout

r > 0 et tout γ > 0, on a

sup
x∈B(a,r)

|∇γφ(x)| ≤ sup
x∈B(a,r)

|∂φ(x)| < +∞. (3.3-52)

En particulier, pour tout x ∈ Rd, ∇γφ(x) est borné.

Preuve : D’après le Lemme 3.3-26, a minimise γφ pour tout γ > 0. De plus, par l’équation
(3.3-49), pour tout x ∈ Rd,

∇(γφ)(x) ∈ ∂φ(Proxγφ(x)).

Or si x ∈ B(a, r), alors |Proxγφ(x)−a| = |Proxγφ(x)−Proxγφ(a)| ≤ |x−a| ≤ r, d’où Proxγφ(x) ∈
B(a, r), et donc

∇(γφ)(B(a, r)) ⊂ ∂φ (B(a, r)) , (3.3-53)

ce qui nous permet de conclure, sachant que sous l’hypothèse ((Γ1)), φ est supposée convexe et
localement lipschitzienne et donc

sup
x∈B(a,r)

|∂φ(x)| < +∞,

d’après le Lemme 3.3-1. �

Lemme 3.3-29.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Alors pour tout x ∈ Rd, l’ensemble des valeurs
d’adhérence de (∇γφ(x))γ lorsque γ > 0 tend vers 0 est inclus dans ∂φ(x).
En particulier, si φ est différentiable en x, alors ∇γφ(x) converge vers ∇φ(x) lorsque γ > 0
tend vers 0.
(∇γφ)γ converge donc simplement presque partout vers ∇φ.

Preuve : Reprenons la relation (3.3-49) : pour tout x ∈ Rd et tout γ > 0,

∇(γφ)(x) ∈ ∂φ(Proxγφ(x)).

Soit x ∈ Rd. D’après le Lemme 3.3-28, (∇(γφ)(x))γ est bornée. Or, toujours d’après la relation
(3.3-49),

x− Proxγφ(x) = γ∇(γφ)(x).

Ainsi Proxγφ(x) converge vers x lorsque γ tend vers 0.

Soit (γn)n une suite de réels positifs convergeant vers 0, tel que (∇(γnφ)(x))n converge vers
un point ` ∈ Rd. D’après le Lemme 3.3-3 (p. 87), ` ∈ ∂φ(x).
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Supposons maintenant que φ soit différentiable en x, alors ∂φ(x) = {∇φ(x)}. Ainsi toute suite
convergente (∇(γnφ)(x))n, avec (γn)n convergeant vers 0, converge vers ∇φ(x).
Si ∇γφ(x) ne convergeait pas vers ∇φ(x) lorsque γ > 0 tend vers 0, alors il existerait une
suite (∇(γnφ)(x))n, avec (γn)n convergeant vers 0, restant à une distance fixée de ∇φ(x). Or,
(∇(γnφ)(x))n étant bornée, on pourrait en extraire une sous-suite convergeant dans Rd, et donc
vers ∇φ(x), ce qui aboutirait à une contradiction. �

Proposition 3.3-30.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). La famille (vγ)γ>0 vérifie les propriétés de conver-
gence suivantes :

1. Pour tout ouvert borné ω dans Rd et tout γ0 > 0, (vγ)γ0≥γ>0 est uniformément bornée
sur ]0, 1[×ω par une constante indépendante de γ ∈]0, γ0].

2. Pour tout ouvert borné ω dans Rd et tout γ0 > 0, il existe une constante M indépen-
dante de γ ∈]0, γ0], telle que

∀γ ∈]0, γ0], ∀t ∈]0, 1[, ‖v(t, ·)− vγ(t, ·)‖L∞(ω) ≤M
γ

t
. (3.3-54)

On peut déduire en particulier de cette relation que vγ converge simplement vers v sur
]0, 1[×Rd lorsque γ tend vers 0.

3. Pour tout 1 < p < +∞ et tout ouvert borné ω dans Rd, vγ converge vers v dans
Lp((0, 1)× ω) lorsque γ tend vers 0.

4. Pour tout 1 < p < +∞ et tout ouvert borné ω dans Rd et pour tout t ∈]0, 1[, vγ(t, ·)
converge faiblement dans W 1,p(ω) vers v(t, ·) lorsque γ tend vers 0.

Preuve :
1. Soient ω ⊂ Rd un ouvert borné et γ0 > 0, et soient a ∈ Rd tel que φ(a) = inf

R2
φ et r > 0 tel

que ω ⊂ B(a, r). D’après la Proposition 3.3-12 p. 93 (démontrée sous la propriété (Γ1)),
pour tout γ0 ≥ γ > 0, vγ vérifie :

sup
(t,x)∈]0,1[×B(a,r)

|vγ(t, x)| ≤ 5
(
max{Mγ ,M

∗
γ}+ sup(ω)

)
,

avec Mγ = sup
x∈B(a,r)

|∇γφ(x)| et M∗γ = sup
x∈B(a,r)

|∂ (γφ)∗ (x)|.

I D’après le Lemme 3.3-28 (p. 111),

Mγ = sup
x∈B(a,r)

|∇γφ(x)| ≤ sup
x∈B(a,r)

|∂φ(x)| < +∞. (3.3-55)

I D’après le Lemme 3.3-25 (p. 109), on a

(γφ)∗ = φ∗ +
γ

2
| · |2,

d’où pour tout x ∈ Rd :

(γφ)∗ (x) = ∂
(
φ∗ +

γ

2
| · |2

)
(x) = ∂φ∗(x) + γx,
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et donc M∗γ = sup
x∈B(a,r)

|∂φ∗(x) + γx| ≤ sup
x∈B(a,r)

|∂φ∗(x)|+ γ0 sup(ω) < +∞. (3.3-56)

On peut donc conclure en combinant (3.3-55) et (3.3-56) :

sup
(t,x)∈]0,1[×ω

|v(t, x)| ≤ sup
(t,x)∈]0,1[×B(a,r)

|vγ(t, x)|

≤ 5
(
max{Mγ ,M

∗
γ}+ sup(ω)

)
≤ 5 (max{M,M∗}+ (1 + γ0) sup(ω)) < +∞

(3.3-57)

avec M = sup
x∈B(a,r)

|∂φ(x)| et M∗ = sup
x∈B(a,r)

|∂φ∗(x)|.

2. On pose, pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

p∗γ(t, x) = Prox(1−t)(tγφ)∗(x) = Prox(1−t)(tφ)∗+(1−t) γ
2t
| · |2(x).

Par définition de l’opérateur proximal, on a pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

x− p∗γ(t, x) ∈ (1− t)∂(tφ)∗
(
p∗γ(t, x)

)
+ γ

1− t
t

p∗γ(t, x),

i.e.

(
x− γ 1− t

t
p∗γ(t, x)

)
− p∗γ(t, x) ∈ (1− t)∂(tφ)∗

(
p∗γ(t, x)

)
,

i.e. p∗γ(t, x) = p∗
(
t, x− γ 1− t

t
p∗γ(t, x)

)
.

Rappelons que

v(t, ·) =
id−∇x(φt)

∗

t
avec φt = (1− t) | · |

2

2
+ tφ,

et d’après 3.3-12 (p. 90),

∇x(φt)
∗ =

id−Prox(1−t)(tφ)∗

1− t
=

id−p∗(t, ·)
1− t

.

Donc v(t, ·) =
id−∇x(φt)

∗

t
=

p∗(t, ·)− t id

t(1− t)
, (3.3-58)

et ∀γ > 0, vγ(t, ·) =
p∗γ(t, ·)− t id

t(1− t)
. (3.3-59)

Pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

|vγ(t, x)− v(t, x)| ≤ 1

t(1− t)
∣∣p∗γ(t, x)− p∗(t, x)

∣∣
≤ 1

t(1− t)

∣∣∣∣p∗(t, x− γ 1− t
t

p∗γ(t, x)

)
− p∗(t, x)

∣∣∣∣
≤ 1

t(1− t)

(
γ

1− t
t

∣∣p∗γ(t, x)
∣∣) =

γ

t2
∣∣p∗γ(t, x)

∣∣ ,
la dernière inégalité provenant de la non-expansivité de l’opérateur proximal.

D’après 3.3-59 (p. 90), on a p∗γ(t, x) = t(x+ (1− t)vγ(t, x)), d’où

|vγ(t, x)− v(t, x)| ≤ γ

t
|x+ (1− t)vγ(t, x)| .
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D’après le premier point de cette Proposition, (vγ)γ0≥γ>0 est uniformément bornée sur
]0, 1[×ω par une constante indépendante de γ ∈]0, γ0]. Il existe doncM > 0 telle que pour
tout γ ∈]0, γ0] et tout (t, x) ∈]0, 1[×ω,

|x+ (1− t)vγ(t, x)| ≤M.

3. La troisième propriété se déduit immédiatement des deux précédentes en invoquant le
Théorème de convergence dominée.

4. Soit 1 ≤ p < 1. De même que pour la troisième propriété, on conclut des deux première
propriétés que vγ(t, ·) converge vers v(t, ·) dans Lp((0, 1)× ω) quand γ tend vers 0, via le
Théorème de convergence dominée.
Remarquons que les deux premières propriétés sont valables sur tout ]0, 1[×Rd et non
pas seulement presque partout modulo une certaine mesure. On peut donc appliquer
la convergence dominée aussi bien sur ]0, 1[×ω tout entier que sur une simple "tranche"
de type {t} × ω.

Il nous faut maintenant montrer que ∇xvγ(t, ·) converge faiblement dans Lp(ω) vers
∇xv(t, ·) quand γ tend vers 0.
Raisonnons par l’absurde et supposons que cette assertion soit fausse. Il existerait alors
(γn)n une suite de réels strictement positifs tel que lim

n
γn = 0 et pour laquelle cette

convergence n’est vérifiée pour aucune sous-suite. Considérons donc une telle suite.

D’après le deuxième point du commentaire 3.3-12, (voir plus précisément l’équation (3.3-13)
p. 91), il existe une constante c, indépendante de t et de γφ (donc de γ), – ne dépendant
en fait que de la norme considérée surM2(R), par exemple ici la norme | · |1) – telle que

|∇xvγ(t, ·)|1 ≤
c

t(1− t)

(pour tout γ > 0). |∇xvγ(t, ·)|1 est donc uniformément borné dans L∞(ω) et donc dans
L2(ω).

On peut donc extraire une sous-suite de (γn)n (que nous appellerons également (γn)n par
commodité) tel que que (∇xvγn(t, ·))n converge faiblement dans Lp(ω) vers un élément
w de Lp(ω), et donc en particulier, (∇xvγn(t, ·))n converge vers w au sens des distributions.

On sait de plus que (vγn(t, ·))n converge vers v(t, ·) dans Lp(ω), et donc que (∇xvγn(t, ·))n
converge également vers∇xv(t, ·) au sens des distributions. Donc w = ∇xv(t, ·) et (∇xvγn(t, ·))n
converge faiblement vers∇xv(t, ·) dans Lp(ω), ce qui contredit l’hypothèse de non-convergence
vers ∇xv(t, ·) de toute sous-suite de (∇xvγn(t, ·))n.

�

Nous avons désormais assez d’éléments pour démontrer dans le cas général, c’est à dire pour
φ vérifiant la propriété (Γ1) (donc pour un plan de transport admettant d’éventuelles "cas-
sures"), les résultats annoncés en début de section concernant dans un premier temps l’équation
de Burgers, et dans un deuxième les résultats de contrôle et de régularité sur ∇v et les ∇vγ .

B. Équation de Burgers sous l’hypothèse (Γ1)
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Proposition 3.3-31.

Sous la propriété (Γ1), v vérifie (3.1-4) p. 75, c’est à dire :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0,

ou de façon équivalente,
∂tv + v · ∇xv = 0, (3.3-60)

au sens des distributions.

Preuve : La Proposition 3.3-15 (p. 96) a montré que sous la propriété (Γ1), v est localement
lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd. Ainsi d’après le Théorème 3.3-16 (p. 98), v est presque partout
différentiable (en espace et en temps) sur ]0, 1[×Rd, et sa différentielle correspond à sa dérivée
au sens des distributions. En particulier on observe que 2v · ∇xv = ∇x|v|2 (au sens Ld-presque
partout comme au sens des distribution). γφ vérifie la propriété (Γ2), donc d’après la Proposition
3.3-19 (p. 101), pour tout γ > 0, vγ vérifie

∂tvγ +
1

2
∇x|vγ |2 = 0

au sens des distributions, i.e. pour tout ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd),∫ 1

0

∫
Rd
∂tϕ · vγ +

1

2
divx(ϕ)|vγ |2 = 0. (3.3-61)

Or d’après le troisième point de la Proposition 3.3-30 (p. 112), pour tout ouvert borné ω dans
Rd, vγ converge vers v dans L2((0, 1)× ω) (on a pris p = 2 arbitrairement) quand γ tend vers 0.
Donc pour tout ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd),

1. ∫ 1

0

∫
Rd
∂tϕ · vγ −→

γ→ 0

∫ 1

0

∫
Rd
∂tϕ · v. (3.3-62)

2. On pose Γ =]0, 1[× supp(ϕ). On a la majoration :∣∣∣∣∫ 1

0

∫
Rd

divx(ϕ)
(
|vγ |2 − |v|2

)∣∣∣∣ ≤ ‖v − vγ‖L2(Γ) ·
(
‖v‖L2(Γ) + ‖vγ‖L2(Γ)

)
sup

Γ
|divx(ϕ)| ,

avec donc
— ‖v − vγ‖L2(Γ) −→

γ→ 0
0,

— et le terme ‖vγ‖L2(Γ) ≤ L3(Γ) · sup
Γ
|vγ | est borné par le deuxième point de la Pro-

position 3.3-30.

En conséquences ∫ 1

0

∫
Rd
|vγ |2 divx(ϕ) −→

γ→ 0

∫ 1

0

∫
Rd
|vγ |2 divx(ϕ). (3.3-63)

Ainsi par passage à la limite dans (3.3-61), quand γ tend vers 0, on a bien∫ 1

0

∫
Rd
∂tϕ · v +

1

2
divx(ϕ)|v|2 = 0, (3.3-64)
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et ceci pour tout ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd), i.e. au sens des distributions :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0,

ou en appliquant l’égalité (3.3-24),

∂tv + v · ∇xv = 0.

�

C. Régularité et contrôle du champ de vitesse dans le cas (Γ1)

Proposition 3.3-32.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soient R′ > R > 0 et a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ

et soit
M = sup

x∈B(a,2(R+|a|))
|∂φ(x)|.

Alors il existe une constante C ′ – indépendante de φ, a, R et R′ – telle que pour tout t0 ∈]0, 1[
vérifiant la condition

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
.

on ait la propriété :

∀t ∈]0, t0],

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)) (3.3-65)

et donc ∇xv ∈ L∞([0, t0], L1(B(a,R))).

Preuve :
1. D’après le Lemme 3.3-26 (p. 110), a minimise γφ pour tout γ > 0 et, d’après le Lemme

3.3-28 (p. 111), pour tout R > 0 et tout γ > 0,

Mγ = sup
x∈B(a,2(R+|a|))

|∇γφ(x)| ≤ sup
x∈B(a,2(R+|a|))

|∂φ(x)| = M.

Ainsi, en prenant

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
,

la condition (3.3-33) p. 102 est vérifiée pour tout γ > 0, et donc, du fait que γφ vérifie la
propriété (Γ2), on a d’après la Proposition 3.3-23 (p. 105) : pour tout γ > 0 et t ∈]0, t0],∫

B(a,R)
|∇xvγ(t, x)|1 dx ≤ C

∫
B(a,R′)

|∇xvγ(t0, x)|1 dx ≤
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)),

(3.3-66)
avec donc t0 indépendant de γ.

2. D’après la Proposition 9.32 de [4] (p.138),

g : f ∈ L2(B(a,R),Rd) 7−→
∫
ω
|f |1 dx
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est propre convexe et s.c.i, donc s.c.i faible sur L2(B(a,R),Rd). Or d’après le quatrième
point de la Proposition 3.3-30 (p. 112), pour tout t ∈]0, 1[, ∇xvγ(t, ·) converge faible-
ment dans L2(B(a,R),Rd) vers ∇xv(t, ·) (le choix de prendre ici p = 2 est totalement
arbitraire). Donc par (3.3-66),

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤ lim inf
γ→0

≤
∫
B(a,R)

|∇xvγ(t, x)|1 dx ≤
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)).

�

III.3.10 Résultats complémentaires pour les résultats d’unicité à venir

Tous les résultats de cette sous-section sont des résultats de contrôle des champs de vitesse ré-
gularisés vγ . Ceux-ci s’avéreront utile pour l’étude des propriétés d’unicité dans les points selles
(voir la section IV.2).

Pour commencer, le premier point de la preuve de la Proposition précédente, en particulier
la relation (3.3-66), nous permet en particulier d’énoncer directement le Lemme suivant :

Lemme 3.3-33.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soient R′ > R > 0 et a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ,

et soit
M = sup

x∈B(a,2(R+|a|))
|∂φ(x)|.

Alors il existe une constante C ′ > 0 – indépendante de φ, γφ (et donc de γ), a, R et R′ –
telle que pour tout t0 ∈]0, 1[ vérifiant la condition

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
,

on ait la propriété :

∀γ > 0, ∀t ∈]0, t0],

∫
B(a,R)

|∇xvγ(t, x)|1 dx ≤
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)). (3.3-67)

En Corollaire nous en déduisons :

Corollaire 3.3-34.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné et 0 < tm < 1. Alors
il existe une constante K > 0 telle que pour tout γ > 0 et tout t ∈ [0, tm], on ait∫

Ω
|∇xvγ(t, x)|1 dx ≤ K. (3.3-68)
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Preuve : Soient a ∈ Rd tel que φ(a) = inf
R2
φ, et R′ > R > 0 tel que Ω ⊂ B(a,R). Soient

M = sup
x∈B(a,2(R+|a|))

|∂φ(x)|,

et t0 ∈]0, 1[ tel que

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
.

D’après le Lemme 3.3-33 (p. 117), on a l’inégalité (3.3-67) pour une constante C ′ > 0 indépen-
dante de γ, et d’après le Lemme 3.3-2 (p. 86) et le deuxième point du commentaire 3.3-12 (p.
91), il existe une constante c > 0 tel que pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

|∇xv(t, x)|1 ≤
c

t(1− t)
.

On conclut donc en prenant

K = max

{
C ′

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)), sup

t∈[t0,tm]

c

t(1− t)
L2(Ω)

}
.

�

Nous terminerons par le Lemme suivant :

Lemme 3.3-35.

Soient φ : Rd → R convexe vérifiant la propriété (Γ1). Alors il existe une constante c,
indépendante de γ, tel que pour tout 1 ≥ γ > 0, tout t ∈]0, 1[ et presque tout x ∈ Rd où
vγ(t, ·) est différentiable,

‖∇xvγ(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
c

γ(1− t)
.

Preuve : Soit 1 ≥ γ > 0. ∇(γφ)(x) = (x−Proxγφ(x))/γ est 1/γ-lipschitzienne sur Rd, donc par
le Théorème de Rademacher (Théorème 3.3-16 p. 98), ∇(γφ) est presque partout différentiable
sur Rd et alors

‖Hess(γφ)‖L∞(Rd) ≤
1

γ
,

où la norme L∞ est ici prise sur ‖ · ‖ : la norme subordonnée à la norme euclidienne | · | de Rd.

D’après le Lemme 3.3-27 (p. 110), γφ vérifie la propriété (Γ2), et ainsi d’après le Lemme 3.3-
24 (p. 107), il existe une constante C > 0 tel que pour tout t ∈]0, 1[ et presque tout x ∈ Rd où
vγ(t, ·) est différentiable,

‖∇xvγ(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
C

1− t

(
‖Hess(γφ)‖L∞(Rd) + 2

)
≤ C

γ(1− t)
(1 + 2γ) ≤ 3C

γ(1− t)
.

�
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III.3.11 Un résultat indépendant mais notable

Il est intéressant de noter que le résultat de la Proposition 3.3-32 (p. 116) peut être généralisé
et que l’on peut montrer par symétrie en temps que ∇t,xv ∈ L∞((0, 1), L1(Ω)) pour tout ouvert
borné Ω.

Ce résultat n’est en soit pas utile pour les résultats d’existence et d’unicité à suivre, que préparent
les autres résultats de section. Il est tout de même assez notable pour que nous l’énoncions : il
offre un résultat de régularité et de contrôle du champ de vitesse d’un transport optimal isotrope
pour la distance L2. Ces propriétés complètent les propriétés (III) (voir p. 76).

Théorème 3.3-36.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors ∇t,xv ∈
L∞((0, 1), L1(Ω)), autrement dit il existe une constante K > 0 telle que pour tout t ∈]0, 1[,∫

Ω
|∇t,xv(t, x)|1 dx ≤ K. (3.3-69)

Preuve :

1. On pose pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd

v∗(t, x) =
x− pφ

∗(t, x)

t
, avec pφ

∗(t, x) = Prox t
1−tφ

∗(
x

1− t
).

D’après le Lemme 3.3-11 (p. 92), on a

v(t, x) = −v∗(1− t, x) (3.3-70)

et donc pour tout t ∈]0, 1[,

∇xv(t, ·) = −∇xv∗(1− t, ·).

2. Soient a, a∗ ∈ Rd tels que φ(a) = inf
R2
φ et φ∗(a∗) = inf

R2
φ∗, et soient R′ > R > 0 tels que

Ω ⊂ B(a,R) ∩B(a∗, R). On pose de plus

M = sup
x∈B(a,2(R+|a|))

|∂φ(x)| et M∗ = sup
x∈B(a∗,2(R+|a∗|))

|∂φ∗(x)|,

ainsi que 0 < t0 < t∗0 < 1 tels que

t0 < min

{
1

2
,
R′ −R
M + 2|a|

}
et t∗0 > 1−min

{
1

2
,

R′ −R
M∗ + 2|a∗|

}
.

D’après la Proposition 3.3-32 (p. 116), il existe des constantes C,C∗ > 0 telles que pour
tout t ∈]0, t0],∫

Ω
|∇xv(t, x)|1 dx ≤

∫
B(a,R)

|∇xv(t, x)|1 dx ≤
C

t0(1− t0)
L2(B(a,R′))
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et pour tout t ∈ [t∗0, 1[,∫
Ω
|∇xv(t, x)|1 dx =

∫
Ω
|∇xv∗(1− t, x)|1 dx ≤

∫
B(a∗,R)

|∇xv∗(1− t, x)|1 dx

≤ C∗

(1− t∗0)(1− (1− t∗0))
L2(B(a∗, R′))

=
C∗

t∗0(1− t∗0)
L2(B(a∗, R′)).

D’après le Lemme 3.3-2 (p. 86) et le commentaire 3.3-12 (p. 91), il existe une constante
c > 0 tel que pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

|∇xv(t, x)|1 ≤
c

t(1− t)
.

En posant

K0 = max

{
C

t0(1− t0)
L2(B(a,R′)),

C∗

t∗0(1− t∗0)
L2(B(a∗, R′)), sup

t∈[t0,t∗0]

c

t(1− t)
L2(Ω)

}
,

on a pour tout t ∈]0, 1[ : ∫
Ω
|∇xv(t, x)|1 dx ≤ K0.

3. On a donc prouvé que ∇xv ∈ L∞((0, 1), L1(Ω)). Pour conclure il suffit donc de prouver
que l’on a également ∂tv ∈ L∞((0, 1), L1(Ω)). Or on sait d’après la Proposition 3.3-12 (p.
93) que v ∈ L∞((0, 1) × Ω), et on sait par la Proposition 3.3-31 (p. 115) que v vérifie
l’équation de Burgers

∂tv + v.∇xv = 0,

ce qui implique immédiatement le résultat voulu.

On peut donc poser K =

(
1 + sup

]0,1[×Ω
|v|

)
K0, et ainsi conclure la preuve.

�

On peut étendre ce résultat :

Corollaire 3.3-37.

On suppose que φ vérifie la propriété (Γ1). Soit Ω un ouvert borné. Pour tous p, q ≥ 1 tels
que 1/p+1/q > 1, on a ∇t,xv ∈ Lp((0, 1), Lq(Ω)). Et en particulier v ∈W 1,p((0, 1)×Ω) pour
tout 1 ≤ p < 2.

Preuve :

1. D’après le commentaire 3.3-12, on sait qu’il existe une constante c′ > 0 telle que pour
tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd,

|∇t,xv(t, x)|1 ≤
c′

t(1− t)
.
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D’après le Théorème 3.3-36, il existe K > 0 tel que pour tout t ∈]0, 1[,

∫
Ω
|∇t,xv(t, x)|1 dx ≤ K.

Donc, pour tous p, q ≥ 1 tels que 1/p+ 1/q > 1, on a pour tout t ∈]0, 1[,

∣∣∣∣∫
Ω
|∇t,xv(t, x)|q1 dx

∣∣∣∣ pq ≤ c′

ta(1− t)a

∣∣∣∣∫
Ω
|∇t,xv(t, x)|q1 dx

∣∣∣∣ pq ≤ Kp/q × c′

ta(1− t)a
.

avec a = p(q − 1)/q. Or t 7→ 1/ta(1− t)a est intégrable sur ]0, 1[ si et seulement si a < 1,
i.e. 1/p+ 1/q > 1. On a donc bien

∫ 1

0

∣∣∣∣∫
Ω
|∇t,xv(t, x)|q1 dx

∣∣∣∣ pq dt ≤ (Kp/q × c′)
∫ 1

0

1

ta(1− t)a
dt < +∞,

d’où ∇t,xv ∈ Lp((0, 1), Lq(Ω)).

2. En particulier si l’on prend 1 ≤ p = q < 2, on a bien 1/p + 1/q = 2/p > 1, d’où
∇t,xv ∈ Lp((0, 1)×Ω). Comme on sait de plus, d’après la Proposition 3.3-12 (p. 93), que
v ∈ L∞((0, 1)× Ω) ⊂ Lp((0, 1)× Ω), on a bien v ∈W 1,p((0, 1)× Ω).

�

Le Théorème 3.3-36 et son Corollaire 3.3-37 donnent bien les hypothèses de régularité les plus
fortes que l’on puisse avoir en général pour le champ de vitesse v. En effet, d’après le Corollaire
3.3-37, un champ de vitesse v défini par rapport à un potentiel φ (vérifiant la propriété (Γ1)),
rappelons-le, par la relation (3.3-11) (p. 89), c’est à dire pour tout t ∈]0, 1[ par

v(t, ·) = vφ(t, ·) =
id−pφ(t, ·)

t
=

1

t
(id−(tφ+ (1− t) id)∗) , (3.3-71)

est un élément de W 1,p
loc ([0, 1]×Rd) (c’est à que sa restriction à tout ouvert borné Ω de Rd est un

élément de W 1,p((0, 1)× Ω)) et ceci pour tout p < 2. La question qui se pose naturellement est
de savoir si v = vφ ne pourrait pas être en fait un élément de H1

loc([0, 1]×Rd). Or, comme nous
l’avons déjà évoqué plusieurs fois dans ce chapitre, plus récemment au début de la sous-section
III.3.7, ce n’est en général pas le cas, et ceci en particulier lorsque le champ de vitesse se retrouve
confronté à des "cassures". Voici un contre-exemple simple :
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Exemple 3.3-22. Exemple d’un champ de vitesse qui n’est pas de régularité H1

Nous reprenons ici l’exemple que Caffarelli [19, 20] avait donné pour prouver qu’en général, un plan de
transport optimal n’est pas régulier (ici non-continue). Il s’agit d’un plan de transport présentant dans R2

une cassure le long de l’axe des abscisses et translatant dans les deux sens opposées de l’axe des ordonnées
les densités situées de part et d’autre de cette cassure. Nous allons voir que le long de cette "cassure", le
champ de vitesse n’est pas de régularité H1.

Pour donner un sens local à un tel plan de transport et à un tel champ de vitesse, considérons une densité
dont le support supposé borné est coupé par l’axe des des abscisses (donc par la cassure). Soit le potentiel
φ défini par :

φ : (x, y) 7→ 1

2
(|x|2 + |y|2) + |y|, (3.3-72)

dont le plan de transport T associé (défini L2-presque partout) correspond donc à

T = ∇φ : (x, y) 7→
{

(x, y + 1), si y > 0,
(x, y − 1), si y < 0.

Cassure

t=0

t=1

D’après le Lemme 3.2-7 (p. 82), le potentiel φ vérifie l’hypothèse (Γ1) sur R2. Le champ de vitesse associé
vφ (c’est à dire défini par rapport à φ par la relation (3.3-71)) s’écrit alors, pour tout t ∈]0, 1[ et pour
tout (x, y) ∈ R2,

vφ(t, x, y) =

 (0, 1), si y > t,(
0, yt

)
, si − t ≤ y ≤ t,

(0,−1), si y < −t.
(3.3-73)

Ainsi, pour tout t ∈]0, 1[ et L2-presque tout (x, y) ∈ R2, on a

∇x,yvφ(t, x, y) =

(
0 0
0 1

t1[−t,t](y)

)
, et ainsi |∇x,yvφ(t, x, y)|1 =

1

t
1[−t,t](y).

Si l’on se place sur le carré ]− 1, 1[2, on a alors, pour tout p > 1,∫
]−1,1[2

|∇x,yvφ(t, x, y)|p1 dx dy =
4

tp−1
.

Or, la fonction t 7→ 1/tp−1 est intégrable sur ]0, 1[ si et seulement si p < 2. Ainsi, en illustration du
Corollaire 3.3-37, on a bien vφ ∈W 1,p((0, 1)×]− 1, 1[2) pour tout p < 2.

Cependant ici, on a vφ /∈ H1((0, 1)×]− 1, 1[2) !

Remarque 3.3-23. A propos de l’exemple 3.3-22

Dans l’exemple 3.3-22, nous avons donné dans l’équation (3.3-73) l’expression du champ de
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vitesse vφ calculé à partir du potentiel φ défini en (3.3-72), et plus précisément à partir de
l’opérateur pφ comme dans la formule (3.3-71). Pour obtenir le champ de vitesse vφ de l’équation
(3.3-73), cette opérateur pφ s’écrit nécessairement, pour tout t ∈]0, 1[ et pour tout (x, y) ∈ R2,
tel qu’il suit :

pφ(t, x, y) =


(x, y) + (0,−t), si y > t,
(x, 0) , si − t ≤ y ≤ t,
(x, y) + (0, t), si y < −t.

(3.3-74)

Le détail de ce calcul fait l’objet de l’Annexe D.

III.4 Résumé et conclusion du chapitre

La section III.1 a eu pour objectif la planification du chapitre, ainsi que la définition de diffé-
rents outils, notations et propriétés nécessaires à ce chapitre (et au suivant), en particulier les
propriétés (I), (II), (III), (I′α) et (I′β).

Dans la section III.2, nous nous sommes donné pour objectif d’affiner, pour les besoins de notre
étude, les résultats du Théorème 1.1-7 (p. 20) en ce qui concerne la régularité du potentiel φ :
le Théorème 1.1-7 prouve que, dans les conditions de notre problème, tout plan de transport
optimal sur Rd dérive d’un potentiel φ convexe, propre et s.c.i sur Rd ; et nous avons prouvé
dans cette section qu’il était possible de choisir un tel φ de façon à ce que celui-ci vérifie la
propriété (Γ1), que nous rappelons ici :

Propriété (Γ1). φ et φ∗ sont convexes, continues et admettent un minimum sur Rd.

La section III.3 a quant à elle eu pour principal objet l’étude des différentes propriétés du
champ de vitesse d’un transport optimal, que nous proposons de compiler dans la Proposition
suivante :

Proposition 3.4-38. Résumé des propriétés du champ de vitesse

Soit φ une fonction convexe sur Rd vérifiant la propriété (Γ1), et soit un champ de vitesse v
défini par rapport à φ par (3.3-11) (p. 89), c’est à dire pour tout t ∈]0, 1[ par

v(t, ·) =
id−p(t, ·)

t
=

1

t
(id−∇x(tφ+ (1− t) id)∗) , (3.4-75)

où est p(t, ·) lui-même défini par

p(t, ·) = ∇x(φt)
∗ = Prox t

1−tφ

(
x

1− t

)
, avec φt = tφ+ (1− t) id .

Alors v vérifie les propriétés (II) et (III), c’est à dire :

— Propriétés (II) :

1. Il existe ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Rd) tel que v = ∇xψ.

2. Le champ de vitesse v vérifie l’équation de Burgers au sens des distributions

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0.

— Propriétés (III) :

1. v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd.
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2. ∇t,xv ∈ L∞
(
(0, 1), L1

loc(Rd)
)
,

3. ∇t,xv ∈ Lp
(
(0, 1), Lqloc(R

d)
)
avec 1/p+ 1/q > 1.

De plus, pour tous t, s ∈]0, 1[, et pour tout x ∈ Rd,

v(t, x) = v(s, (s− t)v(t, x) + x). (3.4-76)

Preuve (par compilation des résultats de la section III.3) :
— La propriété (II)-1 est démontrée par la Proposition 3.3-12 (p. 93).
— La propriété (II)-2 est démontrée par la Proposition 3.3-31 (p. 115).
— La propriété (III)-1 est démontrée par la Proposition 3.3-15 (p. 96).
— La propriété (III)-2 est démontrée par le Théorème 3.3-36 (p. 119).
— La propriété (III)-3 découle de la précédente et est démontrée par le Corollaire 3.3-37 (p.

120).
— L’équation (3.4-76) est démontrée par la Proposition 3.3-14 (p. 96).

�

Le second point important de la section III.3 est l’ensemble des résultats énoncés dans
la sous-section III.3.10, ceux-ci portant sur le contrôle des gradients des champs régularisés
de v (via les enveloppe de Moreau du potentiel φ), à savoir les vγ . Ces propriétés, ainsi que nous
l’avons déjà mentionné, se révéleront très utiles dans les preuves des principaux résultats relatifs
à l’unicité de la composante µ = (ρ,m) des points selles de L, ainsi qu’à la caractérisation des
champs de vitesse associés à un transport optimal dans un espace L2 (voir le chapitre suivant).



Chapitre IV

Existence du point selle et propriétés
d’unicité

Notes pour ce chapitre.
• Nous rappelons que | · | désigne la norme euclidienne sur Rd (d ∈ N).
• Sauf mention contraire, Rd sera muni de la tribu de Lebesgue.
• Pour f ∈ Lp(ω) et x ∈ ω, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f̃(x) où la fonction f̃ est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesgue (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur l’égalité Ld presque partout).
• Par abus de notation, pour une densité f , nous confondrons f et la mesure f Ld.
• Toujours par abus de notation, pour toute fonction f définie sur Rd, et tout sous-ensemble
ω de Rd, on désignera ici indifféremment f et f|ω par la même notation f . Inversement,
pour tout sous-ensemble ω de Rd, et toute fonction f définie sur ω, on désignera indiffé-
remment f et son prolongement par 0 sur Rd par la même notation f .
• De même, pour toute mesure ν définie sur la tribu de Lebesgue Rd, et tout sous-ensemble
Lebesgue-mesurable ω de Rd, on désignera ici indifféremment ν et ν|ω (où ν|ω est défini
pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de ω par ν|ω(A) = ν(A)) par la même
notation ν. Inversement, pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable ω de Rd, et toute
mesure ν définie sur la tribu de Lebesgue de ω, on désignera indifféremment ν et son
prolongement ν0 par 0 sur Rd par la même notation ν : Le prolongement par 0 de ν
est définie plus précisément pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de Rd par
ν0(A) = ν(A ∩ ω).
• Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur φ, nous désignerons par v le
champ de vitesse vφ défini par rapport à φ comme en (3.3-11) (p. 89 ), c’est à dire

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
,

pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd.
• Dès lors que rien ne sera précisé, Ω désignera un ouvert convexe et borné de Rd.
• Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a, b) lorsque l’ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque l’on écrit f ∈ L∞loc([0, 1]× Rd), cela signifie en particulier que f ∈ L∞([0, 1]×K)
pour tout compact K de Rd : autrement dit que f est "L∞ localement en espace mais pas
en temps" (i.e. reste localement borné en t = a et t = b).

125
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Ce chapitre se donne pour objectif l’étude de résultats d’existence et d’unicité sur les points selles
de L par la mise en oeuvre des différents résultats du chapitre III.

Plan du chapitre

Ce chapitre se découpera en deux sections, la première étant consacrée à l’existence d’un point
selle (ψ, q, µ) pour le lagrangien L, la seconde à l’unicité de la composante µ = (ρ, ρv) parmi ces
points selles. Cette deuxième section sera également consacrée à un résultat de caractérisation
des champs de vitesse définissant un transport optimal dans L2.

1. Dans la section IV.1, nous montrerons l’existence d’un point selle au lagrangien L :
— Nous montrerons tout d’abord la propriété (Pβ1′) dans la sous-section IV.1.1, à savoir

que ρ ∈ L2((0, 1)× Ω).
— Nous établirons ensuite la propriété (Pβ4′) , à savoir que ρ et v vérifient l’équation de

conservation de la masse : ∀h ∈ C∞([0, 1]× Ω),∫
]0,1[×Ω

(∂th+ v.∇h) ρ+

∫
Ω
h(0, x)ρ0(x)dx−

∫
Ω
h(1, x)ρ1(x)dx = 0

— Enfin, dans la sous-section IV.1.3, nous compilerons les résultats des deux-sections
précédentes pour conclure finalement à l’existence d’un point selle au lagrangien L :et
ainsi démontrer le Théorème 3.1-2.

2. En second lieu, dans la section IV.2, nous montrerons l’unicité de la composante µ =
(ρ, ρv) parmi les points selles de L, en démontrant le Théorème 4.2-1 :
— Nous commencerons, dans la sous-section IV.2.1, par justifier cette étude d’unicité

spécifique à la composante µ = (ρ,m), en montrant qu’en général l’ensemble des
points selles (ψ, q, µ) de L n’est pas réduite à un unique élément.

— Dans la sous-section IV.2.2, nous montrerons l’unicité, dans le cadre de notre problème,
du champ de vitesse sur l’union des support de l’ensemble des densités ρ possibles pour
former un point selle (Lemme 4.2-3, p. 142). Plus précisément, cela signifie qu’il existe
un champ de vitesse v telle que pour toute composante µ = (ρ̃, m̃) d’un point selle de
L, on a m̃ = ρ̃v.

— Nous montrerons ensuite, dans la sous-section IV.2.3, l’unicité de la densité ρ (et donc
de la composante µ = (ρ, ρv)), via le Théorème 4.2-1 et la Proposition 4.2-5 p. 146,
principaux résultats de cette sous-section.

3. Pour finir, dans la section IV.3, nous tacherons de généraliser les résultats des sous-sections
IV.2.2 et IV.2.3. Nous caractériserons plus précisément un champ de vitesse déterminant
un transport optimal (Théorème 4.3-9, p. 159).

IV.1 Construction d’un point selle du Lagrangien

On rappelle que Ω désigne un ouvert convexe et borné de Rd et l’on s’intéresse au transport
optimal entre deux densités ρ0, ρ1 ∈ L2(Ω) à supports compactes dans Ω. Nous avons vu dans
la section III.2 qu’il existait alors un potentiel φ sur Rd vérifiant la propriété (Γ1), et vérifiant
ρ1Ld = ∇φ#(ρ0Ld) (en considérant les prolongements par 0 à Rd des densités ρ0 et ρ1).

Nous avons vu au chapitre II (Proposition 2.2-1 p. 56) un point selle de L est caractérisé par les
propriétés (I), que nous rappelons :
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Propriétés (I).

(ψ, q, µ) ∈ S vérifie :

(P1) ∀q′ ∈ P̃, 〈µ, q′ − q〉 ≤ 0,

(P2) ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0,

(P3) ∇t,xψ = q,

où l’ensemble S est défini par :

S =
(
H1((0, 1)× Ω)/R

)
× L2((0, 1)× Ω)d+1 × L2((0, 1)× Ω)d+1,

le paraboloïde P̃ par :

P̃ =

{
(a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, a+

|b|2

2
≤ 0

}
,

et la forme linéaire G par G(h) =

∫
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
h(1, ·)ρ1 dx, pour tout h ∈ H1((0, 1)× Ω).

On rappelle également que pour construire un triplet (ψ, q, µ) vérifiant ces dernières propriétés,
il suffit de construire un couple densité-champ de vitesse (ρ, v) vérifiant les propriétés (I′β),
avec v = ∇xψ pour un potentiel ψ ∈ L1

loc(]0, 1[×Ω). En effet, comme nous le démontrerons
dans le Théorème IV.1.3 (p. 138), en posant µ = (ρ, ρv) et q = (−(1/2)|v|2, v), il existe alors
ψ∗ ∈ W 1,∞((0, 1) × Ω)/R, tel que (ψ∗, q, µ) vérifie les propriétés (I), et soit donc un point selle
de L. Nous rappelons ci-dessous les propriétés (I′β) :

Propriétés (I′β).

(Pβ1′) La densité ρ vérifie ρ ∈ L2((0, 1)× Ω).

(Pβ2′) Le champ de vitesse v vérifie v ∈ L∞((0, 1)× Ω)d.

(Pβ3′) Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers :

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0

(Pβ4′) (ρ, ρv) vérifie l’équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour
les conditions initiales et finales ρ0 et ρ1 et des conditions de Neumann homogènes
aux bords : ∀h ∈ C∞([0, 1]× Ω),∫

]0,1[×Ω
(∂th+ v.∇h) ρ+

∫
Ω
h(0, x)ρ0(x)dx−

∫
Ω
h(1, x)ρ1(x)dx = 0 (4.1-1)

La densité ρ que nous choisirons comme candidate sera bien entendu la densité d’interpolation
de McCann définie par ρ : t 7→ ρt, où pour tout t ∈ [0, 1] on a :

ρtLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld) = ∇φt#(ρ0Ld),
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avec φt = (1 − t)| · |2/2 + tφ. Quant à v, nous avons déjà choisi comme candidat au chapitre
précédent le champ de vitesse définie par :

v = vφ(t, x) =
x− pφ(t, x)

t
, avec Prox t

1−tφ

(
x

1− t

)
(= ∇x(φt)

∗)) .

Observons qu’un tel champ v vérifie bien v = ∇xψ en prenant pour tout t ∈]0, 1[ :

ψ(t, ·) =
1

t

(
1

2
| · |2 − (φt)

∗
)
∈ L1

loc(]0, 1[×Ω).

Nous avons établi dans ce même chapitre III qu’un tel champ v vérifiait bien la condition (Pβ2′)
(par la Proposition 3.3-12 (p. 93) ainsi que la condition (Pβ3′) (par la Proposition 3.3-31 p. 115).

Il ne nous reste donc plus, pour conclure à l’existence d’un point selle pour L, qu’à établir la
condition (Pβ1′) sur ρ, ce qui sera l’objet principal de la sous-section IV.1.1 ; ainsi que la condition
(Pβ4′) sur (ρ, v), ce qui sera l’objet de la sous-section IV.1.2.

Toutes les sections et sous-sections qui suivent feront intervenir très fréquemment la notion de
poussée de mesure : nous renvoyons donc à l’Annexe F pour plus de détails à ce propos. Nous
énonçons tout de même ici les deux Propositions de cette même Annexe auxquelles nous ferons
le plus souvent appel (les preuves de ces dernières se trouvent dans l’Annexe en question).

La première donne une définition précise de la notion de poussée de mesure :

Proposition F.0-3.

On munit Rd de la tribu de Lebesgue. Soient µ une mesure positive σ-finie sur la tribu de
Lebesgue, et T : Rd → Rd mesurable (toujours sur la tribu de Lebesgue). On suppose que
l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée :

1. La mesure µ est finie,

2. L’application T est coercive par rapport à µ, i.e. T−1(A) est borné µ-presque partout
pour tout ensemble Lebesgue-mesurable borné A dans Rd.

Alors il existe une mesure positive sur la tribu de Lebesgue ν sur Rd, vérifiant les propriétés
(IV) p. 203, telle que

∀f ∈ C0
c (Rd),

∫
Rd
f dν =

∫
Rd
f(Tx) dµ (4.1-2)

De plus, pour tout ensemble Lebesgue-mesurable A ⊂ Rd, on a ν(A) = µ
(
T−1(A)

)
.

On dit alors que ν est la poussée de la mesure µ par l’opérateur T , noté

ν = T#µ.

La seconde énonce des propriétés plus précise quant à son utilisation dans le cadre de l’interpo-
lation de McCann :

Proposition F.0-6.

Soient ρ0 ∈ L1(Rd, dLd) à support compact, tel que ρ0 ≥ 0, et φ : Rd → R vérifiant la
propriété (Γ1).
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Alors, pour tout t ∈ [0, 1[, il existe une mesure positive µt sur la tribu de Lebesgue de Rd, à
support dans (t∇φ+ (1− t) id) (supp(ρ0)) (donc borné), vérifiant les propriétés (IV) p. 203,
telle que µt = (t∇φ+ (1− t) id)#(ρ0Ld), i.e.

∀f ∈ C0
c (Rd),

∫
Rd
f dµt =

∫
Rd
f(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x) (4.1-3)

De plus, µt est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue Ld sur Rd (i.e.
µt � Ld), autrement dit il existe ρt ∈ L1(Rd,Ld) tel que µt = ρtLd. Il est en outre possible,
pour tout t ∈ [0, 1[, de choisir un représentant de ρt de tel façon à ce que (t, x) 7→ ρt(x) soit
mesurable sur [0, 1[×Rd.

Pour finir, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout h ∈ L∞loc(Rd,Ld), on a

— h ◦ (t∇φ+ (1− t) id) ∈ L∞loc(Rd,Ld),

—
∫
Rd
h dµt =

∫
Rd
h(x)ρt(x) dLd(x) =

∫
Rd
h(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x).

2. Pour tout h ∈ L∞loc([0, 1[×Rd,Ld+1), on a

— (t, x) 7→ h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ∈ L∞loc([0, 1]× Rd),

—
∫ 1

0

∫
Rd
h(t, x)ρt(x) dLd(x) dt =

∫ 1

0

∫
Rd
h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dx dt.

3. Pour tout h ∈ C0
c ([0, 1[×Rd), t 7→

∫
Rd
h(t, ·) dµt =

∫
Rd
h ρt dLd est continue sur [0, 1[,

autrement dit t 7→ µt est continue sur [0, 1[ dans D′(Rd).

Désormais, lorsque nous évoquerons une densité t 7→ ρt, cela sera toujours (implicitement si rien
n’est précisé) selon la définition qui suit :

Définition 4.1-1.

Soit ρ0 ∈ L2(Rd), ρ0 ≥ 0 à support borné dans Rd, et soit φ : Rd → R vérifiant la propriété
(Γ1). Pour tout t ∈ [0, 1[, on définit la mesure µt = (t∇φ+(1− t) id)#(ρ0Ld), et on définit la
densité ρt comme l’une des densités définies dans la Proposition IV.1 : c’est à dire telle que
µt = ρtLd, que (t, x) 7→ ρt(x) soit mesurable sur [0, 1[×Rd et vérifie les différentes propriétés
énoncées dans cette Proposition.

IV.1.1 Propriétés de régularité temporelle de la densité

Nous commençons par énoncer un Théorème issu de [1], qui s’avérera être une version un peu
plus générale de la notion d’énergie interne déjà évoquée dans le chapitre I, à la définition
1.1-11 (p. 32). Celui-ci sera la base de toutes les preuves des énoncés de cette sous-section, dont
les résultats principaux sont le Lemme 4.1-3 (plus précisément son Corollaire) et le Lemme 4.1-5,
ceux-ci établissant la vérification de la propriété (Pβ1′) par la densité ρ.

On rappelle que pour d ∈ N et pour tout 1 ≤ p < +∞, Pp(Rd) désigne l’ensemble des mesures
de probabilité µ sur la tribu de Lebesgue Rd boréliennes, telles que

∫
Rd |x|

p dµ < +∞ (définition
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1.1-5 et notation 1 p. 19).

Théorème 4.1-2. Géodésique convexité dans l’espace de Wasserstein ([1] p.212)

Soit 1 ≤ p < +∞ et soit F : ] −∞, +∞[−→ [0, +∞] une fonction propre, convexe, semi-
continue inférieurement telle que F (0) = 0.

Considérons la fonction F : Pp(Rd) → [0, +∞] définie pour toute mesure µ ∈ Pp(Rd) par

F(µ) =


∫
Rd
F (ρ(x)) dLd(x) si µ = ρ.Ld ∈ Pp(Rd),

+∞ sinon

Si la fonction s 7→ sdF (s−d) est convexe et non-croissante sur [0, +∞[, alors F est géodési-
quement convexe sur Pp(Rd) au sens de McCann. Autrement dit, pour tout µ0, µ1 ∈ Pp(Rd),
t 7→ F(µt) est convexe sur [0, 1], où µt = ((1 − t) id +tT)#µ0 avec T le plan de transport
optimal de µ0 sur µ1 (gradient d’une fonction convexe φ si µ0 est assez régulière d’après le
Théorème 1.1-7 p. 20).

Nous allons appliquer ce Théorème pour démontrer la continuité dans Lp(Ω) de la densité t 7→ ρt.

Lemme 4.1-3.

Soit 1 < p < +∞. Soient Ω un ouvert Rd, a < b et (µt)t∈[a,b] une famille de mesures positives
sur Ω, définies sur la tribu de Lebesgue, telle que t 7→ µt soit continue sur [a, b] dans D′(Ω),
i.e. que pour tout f ∈ C∞c (Ω), la fonction

t 7→
∫

Ω
f dµt

soit continue sur [a, b]. Soit la fonction Λp : [a, b] → [0, +∞] définie pour tout t ∈ [a, b] par

Λp(t) =


∫
Rd
|ρt|p dx si µt = ρt.Ld, avec ρt ∈ L1(Ω,Ld)

+∞ sinon

Si Λp est convexe et finie sur [a, b], alors pour tout t ∈ [a, b], µt � Ld, avec µt = ρt.Ld, où
t 7→ ρt ∈ C0 ([a, b], Lp(Ω)) (continuité forte).

Preuve : Tout d’abord Λp étant convexe et finie (donc bornée) sur [a, b], il est donc clair, par
définition de Λp que pour tout t ∈ [a, b], µt � Ld, avec µt = ρt.Ld et ρt ∈ L2(Ω). De plus
t 7→ ‖ρt‖Lp(Ω) est borné sur [a, b] par une constante M .

Montrons maintenant que t 7→ ρt est faiblement continue de [a, b] dans Lp(Ω) : soient t0 ∈ [a, b],
q ∈]1,+∞[ tel que 1/p+ 1/q = 1, et soit f ∈ Lq(Ω).
Soit ε > 0. L’espace C∞c (Ω) étant dense dans Lq(Ω), il existe donc g ∈ C∞c (Ω) telle que ‖f −
g‖Lq(Ω) ≤ ε/(3M). t 7→ µt étant continue sur [a, b] dans D′(Ω), il existe donc δ > 0 tel que pour
tout t ∈ [a, b] vérifiant |t− t0| ≤ δ, on ait :∣∣∣∣∫

Ω
gρt dx−

∫
Ω
gρt0 dx

∣∣∣∣ ≤ ε/3.
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D’où, pour tout t ∈ [a, b] tel que |t− t0| ≤ δ,∣∣∣∣∫
Ω
fρt dx−

∫
Ω
fρt0 dx

∣∣∣∣ ≤ (‖ρt0‖Lp + ‖ρt‖Lp) ‖f − g‖Lq +

∣∣∣∣∫
Ω
gρt dx−

∫
Ω
gρt0 dx

∣∣∣∣
≤ 2M‖f − g‖Lq + ε/3 ≤ ε.

On conclut donc à la continuité faible de [a, b] dans Lp(Ω) de l’application t 7→ ρt.

Or Λp étant convexe et finie sur [a, b], t 7→ Λ(t) = ‖ρt‖pLp(Ω) est continue sur ]a, b[ (ouvert),
admet une limite à droite en t = a et une limite à gauche en t = b.

Ainsi, pour tout t0 ∈]a, b[, on a lim ‖ρt‖pLp(Ω) = ‖ρt0‖
p
Lp(Ω).

De plus, en ce qui concerne la limite à droite de Λ en t = a et sa limite à gauche en t = b, on a

lim
t→a+

Λ(t) = lim
t→a+

‖ρt‖pLp(Ω) ≤ Λ(a) = ‖ρa‖pLp(Ω),

et
lim
t→b−

Λ(t) = lim
t→b−
‖ρt‖pLp(Ω) ≤ Λ(b) = ‖ρb‖pLp(Ω).

Ainsi, pour tout t0 ∈ [a, b], on a

lim sup
t→t0

‖ρt‖Lp(Ω) ≤ ‖ρt0‖Lp(Ω).

On peut donc conclure, en application du Théorème A.1-5 (p. A.1-5) que l’application t 7→ ρt
est fortement continue de [a, b] dans Lp(Ω). �

Corollaire 4.1-4.

Soient Ω un ouvert Rd, et ρ0, ρ1 ∈ Lp(Ω) deux densités sur Ω à supports bornés, et soit
φ : Rd → R convexe telle que ρ1 Ld = (∇φ) #(ρ0 Ld). Pour tout t ∈ [0, 1], on définit sur la
tribu de Lebesgue la mesure :

µt = (t∇φ+ (1− t) id) #(ρ0 Ld).

Alors pour tout t ∈ [0, 1], µt � Ld, avec µt = ρt.Ld où t 7→ ρt ∈ C0 ([0, 1], Lp(Ω)).

Preuve : Par application du Théorème 4.1-2, la fonction Λp : [0, 1] → [0, +∞] définie pour
tout t ∈ [0, 1] par

Λp(t) =


∫

Ω
|ρt|p dx si µt = ρt.Ld, avec ρt ∈ L1(Ω,Ld)

+∞ sinon,

est convexe sur [0, 1] et ici finie en t = 0 et t = 1 (car ρ0, ρ1 ∈ Lp(Ω), et ρ0, ρ1 ∈ Pp(Rd)), donc
par convexité finie sur tout [0, 1]. Il est clair que t 7→ µt est continue sur [0, 1] dans D′(Ω), on
peut donc conclure par le Lemme 4.1-3. �

Le Lemme qui suit est surtout un Lemme de rigueur. Il nous permettra d’utiliser précisément les
propriétés de poussée de mesure au sens faible pour t 7→ ρt, en particulier pour la Proposition
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4.1-8 (p. 135), plus tard pour la preuve du Théorème 4.3-9 (p. 159). Il fait en particulier appel
à un résultat de l’annexe F, à savoir la Proposition F.0-6, rappelée p. 128.

Lemme 4.1-5.

Soient ρ0 ∈ Lp(Rd) et ρ ∈ Lp((0, 1)×Rd), ρ0 ≥ 0 et ρ ≥ 0, à supports bornés respectivement
dans Rd et [0, 1]× Rd, et soit φ : Rd → R vérifiant la propriété (Γ1).
On définit (t, x) 7→ ρt(x) comme dans la définition 4.1-1 (p. 129).
Si pour tout h ∈ C0

c ([0, 1]× Rd), on a∫
[0,1]×Rd

h ρ (dx⊗ dt) =

∫ 1

0

∫
Rd
h(t, t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dx dt,

alors t 7→ ρt ∈ C0
(
[0, 1[, Lp(Rd)

)
, et donc pour presque tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd, on a alors

ρ(t, x) = ρt(x).

Preuve : D’après la Proposition IV.1 (p. 128), (t, x) 7→ ρt(x) est mesurable sur [0, 1[×Rd, et
pour tout h ∈ C0

c ([0, 1]× Rd) et tout t ∈ [0, 1[,∫
Rd
h(t, x) ρt(x) dx dt =

∫ 1

0

∫
Rd
h(t, t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dx.

Ainsi, d’après le Théorème A.2-4 (p. 205), pour tout h ∈ C0
c ([0, 1]× Rd),∫

[0,1]×Rd
h(t, x) ρt(x) (dx⊗ dt) =

∫ 1

0

∫
Rd
h(t, x) ρt(x) dx dt

=

∫ 1

0

∫
Rd
h(t, t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dx dt

=

∫
[0,1]×Rd

h ρ (dx⊗ dt).

(4.1-4)

D’où, pour presque tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd, ρ(t, x) = ρt(x), et donc |ρ(t, x)|p = |ρt(x)|p. Toujours
d’après le Théorème A.2-4, pour tout t ∈ [0, 1[, les fonctions x 7→ ρ(t, x) et x 7→ ρt(x) sont
mesurables, de même que les fonctions t 7→

∫
Rd |ρ(t, x)|p dx et t 7→

∫
Rd |ρt(x)|p dx, et∫ 1

0

∣∣∣∣∫
Rd
|ρ(t, x)|p dx−

∫
Rd
|ρt(x)|p dx

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ 1

0

∫
Rd
||ρ(t, x)|p − |ρt(x)|p| dx dt

=

∫
[0,1]×Rd

||ρ(t, x)|p − |ρt(x)|p| (dx⊗ dt)

= 0.

(4.1-5)

Ainsi, pour presque tout t ∈ [0, 1[, on a∫
Rd
|ρt(x)|p dx =

∫
Rd
|ρ(t, x)|p dx. (4.1-6)

De plus, ∫ 1

0

∫
Rd
|ρ(t, x)|p dx dt =

∫
[0,1]×Rd

|ρ(t, x)|p (dx⊗ dt) < +∞.
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d’où, pour presque tout t ∈ [0, 1[,
∫
Rd |ρ(t, x)|p dx < +∞. Pour presque tout t ∈ [0, 1[, on a donc∫

Rd
|ρt(x)|p dx =

∫
Rd
|ρ(t, x)|p dx < +∞ i.e. ρt ∈ L2(Rd). (4.1-7)

Or, par application du Théorème 4.1-2 (p. 130), la fonction Λp : [0, 1[→ [0, +∞], définie pour
tout t ∈ [0, 1[ par Λp(t) =

∫
Rd |ρt|

p dx, est convexe sur [0, 1[.
Donc pour tout t0 ∈ [0, 1[ tel que ρt0 ∈ Lp(Rd), du fait que l’on a également ρ0 ∈ Lp(Rd), on
conclut par convexité, que Λp est finie sur tout [0, t0].

D’après la Proposition IV.1 (p. 128), t 7→ ρt est continue sur [0, t0] dans D′(Rd), et donc par
le Lemme 4.1-3 (p. 130), t 7→ ρt ∈ C0

(
[0, t0], Lp(Rd)

)
. Et ceci est donc vrai pour presque tout

t0 ∈ [0, 1[ d’après (4.1-7), d’où t 7→ ρt ∈ C0
(
[0, 1[, Lp(Rd)

)
. �

On ne peut pas, en utilisant un raisonnement identique à la preuve du Lemme 4.1-3, géné-
raliser le résultat de celui-ci pour tout p = +∞, c’est à dire prouver que ρ ∈ C0([0, 1], L∞(Rd))
si ρ0, ρ1 ∈ L∞(Ω). Cependant l’application du Théorème 4.1-2 nous permet tout de même de
prouver que dans ce cas ρ ∈ L∞([0, 1]× Rd).

Proposition 4.1-6.

Soient ρ0, ρ1 ∈ L∞(Ω) deux densités sur Ω à supports bornés, et telles qu’il existe φ : Rd 7→ R
vérifiant la propriété (Γ1), et ρ1Ld = ∇φ#(ρ0Ld). Soit ρ = t 7→ ρt tel que définie dans la
définition 4.1-1 (p. 129) et le Lemme 4.1-5 (p. 132).

On a alors ρ ∈ L∞([0, 1]× Rd).

Preuve : Les masses ρ0 et ρ1 sont deux densités de probabilité à support bornées, donc ρ0, ρ1 ∈
P2(Rd) ; et ∇φ représente le plan de transport optimal de ρ0 sur ρ1 d’après le Théorème 1.1-7
(p. 20). Soit F : R −→ R ∪+∞ définie pour tout s ∈ R par

F (s) =

{
|s| |s| ≤M,
+∞ sinon.

F est propre, convexe, semi-continue inférieurement, F (0) = 0 et F (s) ≥ 0. De plus,

s 7→ sdF (s−d) =


+∞ si s ∈

]
0, 1

M1/d

[
,

1 si s ∈
[

1
M1/d ,+∞

[
.

est convexe et décroissante sur [0,+∞[. D’après le Théorème 4.1-2 (p. 130), t 7→ F(µt) est
convexe sur [0, 1] (avec F définie à partir de F comme dans l’énoncé du Théorème), on a pour
tout t ∈ [0, 1] :

F(µt) ≤ (1− t)
∫
Rd
F (ρ0) dx+ t

∫
Rd
F (ρ1) dx ≤M

(
Ld(supp(ρ0)) + Ld(supp(ρ1))

)
< +∞.

(4.1-8)

Ainsi, pour tout t ∈ [0, 1], on a µt � Ld : il existe donc ρt ∈ L1(Rd) tel que µt = ρt.Ld. Soit
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E =
{

(t, x) ∈ [0, 1]× Rd, |ρt(x)| > M
}
. On a∫

[0,1]×Rd
F (ρt(x)) dx⊗ dt =

∫ 1

0

∫
Rd
F (ρt(x)) dx dt ≤M

(
Ld(supp(ρ0)) + Ld(supp(ρ1))

)
< +∞

=

∫
E
F (ρt(x)) dx⊗ dt+

∫
[0,1]×Rd\E

F (ρt(x)) dx⊗ dt.

(4.1-9)

Si Ld(E) > 0, alors
∫
E F (ρt(x)) dx ⊗ dt = +∞, ce qui est impossible d’après (4.1-9). Ainsi

|ρt(x)| ≤M pour presque tout (t, x) ∈ [0, 1]× Rd. �

Remarque 4.1-1.
1. Si p = 2, on a donc bien ρ ∈ L∞((0, 1), L2(Rd)) ⊂ L2((0, 1)× Rd), ce qui complète, avec

la propriété v ∈ L∞loc([0, 1]×ω)d (Proposition 3.3-12 p. 93), la condition (P1’) d’existence
d’un point selle au lagrangien L.

2. Tout au long du raisonnement visant à montrer l’existence d’un point selle pour L, l’ap-
plication du Théorème 4.1-2 est le seul point qui requiert que ∇xφ soit le plan de transport
optimal de ρ0Ld sur ρ1Ld.

Pour finir, rappelons qu’au début de cette section, nous avons considéré le prolongement par 0 de
Ω à Rd des densités ρ0 et ρ1, puis une interpolation de McCann dans Rd entre ces deux masses.
Pour pouvoir revenir au problème au problème d’origine, c’est à dire construire la densité ρ sur
l’ouvert Ω avec conditions de Neumann homogènes aux bords, il suffit de prouver que le support
de ρ est inclus dans [0, 1] × Ω et d’en prendre à la restriction à ce dernier (en confondant dans
la notation ρ et ρΩ comme indiqué dans les notes de début de chapitre).

Proposition 4.1-7.

Soit Ω un ouvert convexe de Rd. Soient ρ0 une densité de probabilité et µ1 une mesure de
probabilités telles que supp(ρ0), supp(µ1) ⊂ Ω, et telles qu’il existe φ : Rd 7→ R vérifiant la
propriété (Γ1), et µ1 = (∇φ)#(ρ0dLd). En définissant ρ comme dans la définition 4.1-1 et le
Lemme 4.1-5, on a supp(ρ) ⊂ [0, 1]× Ω.

Preuve : On pose toujours X(t, ·) = (1 − t) id +t∇xφ pour tout t ∈ [0, 1]. On sait que
supp(ρ0) ⊂ Ω et supp(µ1) = ∇xφ(supp(ρ0)) ⊂ Ω ([77], Théorème 2.12 p.66 ). Ainsi, pour
tout t ∈ [0, 1], X(t, ·)(supp(ρ0)) = ((1 − t) id +t∇xφ)(supp(ρ0)) est contenu dans l’enveloppe
convexe de supp(ρ0) ∪ supp(µ1) ⊂ Ω.

Soit ϕ ∈ C∞c ([0, 1]× Rd) tel que supp(ϕ) ∩ Ω = ∅. Alors∫ 1

0

∫
Rd
ϕρ dx dt =

∫ 1

0

∫
Rd
ϕ(t,X(t, x))ρ0(x) dx dt =

∫ 1

0

∫
supp(ρ0)

ϕ(t,X(t, x))ρ0(x) dx dt = 0.

Ainsi supp(ρ) ⊂ [0, 1]× Ω. �

Ainsi, les Lemme 4.1-3 (ou plutôt son Corollaire), le Lemme 4.1-5, et la Proposition 4.1-7 nous
permettent de conclure que la densité d’interpolation de McCann vérifie bien la propriété (Pβ1′)
.
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IV.1.2 Propriété de conservation de la masse

Nous allons maintenant montrer, par le Corollaire 4.1-9, que le couple (ρ, v) vérifie la propriété
(Pβ4′) , c’est à dire que ρ et v sont liées la relation de conservation de la masse (4.1-1) (p. 127).

Rappelons que dans cette section, la densité ρ est définie par ρ : (t, x) 7→ ρt(x) (voir la définition
4.1-1 p. 129 et le Lemme 4.1-5 p. 132), où pour tout t ∈ [0, 1] on a :

ρtLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld) = ∇φt#(ρ0Ld), (4.1-10)

avec ρ0, ρ1 ∈ L2(Ω), φt = (1− t)| · |2/2 + tφ, et telle pour tout t ∈ [0, 1], la densité ρt est choisi
telle que (t, x) 7→ ρt(x) soit mesurable (voir la définition 4.1-1 p. 129). Cette densité, d’après
le Corollaire 4.1-4 (p. 4.1-4), vérifie t 7→ ρt ∈ C0

(
[0, 1], L2(Ω)

)
(on parle bien ici de continuité

forte).

Le champ de vitesse v est quant à lui défini pour tout t ∈]0, 1[ par :

v(t, ·) = vφ(t, ·) =
id−pφ(t, ·)

t
, avec pφ(t, ·) = Prox t

1−tφ

(
·

1− t

)
= ∇x(φt)

∗. (4.1-11)

Proposition 4.1-8.

Soit Ω un ouvert convexe de Rd. Soient ρ0 une densité de probabilité et µ1 une mesure de
probabilités telles que supp(ρ0), supp(µ1) ⊂ Ω, et telles qu’il existe φ : Rd 7→ R vérifiant la
propriété (Γ1), et µ1 = ∇φ#(ρ0Ld). Soient ρ et v tels que définies en (4.1-10) et (4.1-11).

Alors le couple (ρ, v) vérifie (4.1-1) p. 127 (la conservation de la masse) i.e. :∫
[0,1]×Ω

(∂tϕ+ v · ∇xϕ) ρ dx dt+

∫
Ω
ϕ(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
ϕ(1, ·) dµ1 = 0

pour tout ϕ ∈ C∞c ([0, 1]× Ω).

Preuve : Ici, comme souvent, nous confondrons f définie sur Rd et f|Ω, de même que pour
g définie sur Ω avec sa prolongation par 0 à Rd. On rappelle que par la Proposition 3.3-10
(p. 91), pour tout t ∈]0, 1[, et presque tout x ∈ Rd, ∂tX(t, x) = v(t,X(t, x)), donc pour tout
ϕ ∈ C∞c ([0, 1]× Ω),∫

]0,1[×Ω
(∂tϕ+ v · ∇xϕ) ρ (dx⊗ dt)

=

∫ 1

0

∫
Rd

(∂tϕ(t, x) + v(t, x) · ∇xϕ(t, x)) ρ(t, x) dx dt

(En effet, par la Proposition 4.1− 7 : supp(ρ) ⊂ [0, 1]× Ω)

=

∫ 1

0

∫
Rd

(∂tϕ(t,X(t, x)) + v(t,X(t, x)) · ∇xϕ(t,X(t, x))) ρ0(x) dx dt

=

∫ 1

0

∫
Rd

(∂tϕ(t,X(t, x)) + ∂tX(t, x) · ∇xϕ(t,X(t, x))) ρ0(x) dx dt

=

∫ 1

0

d

dt

∫
Rd
ϕ(t,X(t, x))ρ0(x) dx dt
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=

∫
Rd
ϕ(1,∇xφ(x))ρ0(x) dx−

∫
Rd
ϕ(0, x)ρ0(x) dx

=

∫
Rd
ϕ(1, x) dµ1(x)−

∫
Rd
ϕ(0, x)ρ0(x) dx

=

∫
Ω
ϕ(1, x) dµ1(x)−

∫
Ω
ϕ(0, x)ρ0(x) dx

Le fait que v ∈ L∞loc([0, 1] × Ω) (Proposition 3.3-12 p. 93) assure que les intégrales sont bien
définies. �

Corollaire 4.1-9.

Soient p ≥ 2 et q ≤ 2 tels que 1/p + 1/q = 1, et soit Ω un ouvert convexe borné de Rd.
Soient ρ0 et ρ1 deux densités de probabilité telles que supp(ρ0), supp(ρ1) ⊂ Ω, et telles qu’il
existe φ : Rd 7→ R vérifiant la propriété (Γ1), et (ρ1Ld) = ∇φ#(ρ0Ld). Soient ρ et v toujours
définies par (4.1-10) et (4.1-11) (p. 135).

On suppose de plus que ρ0, ρ1 ∈ Lp(Rd) (d’où ρ ∈ Lp((0, 1)× Rd)).

Alors, pour tout ϕ ∈W 1,q((0, 1)× Ω),∫
]0,1[×Ω

(∂tϕ+ v · ∇xϕ) ρ dx dt+

∫
Ω
ϕ(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
ϕ(1, ·)ρ1 dx = 0.

Preuve : D’après la Proposition 4.1-6 (p. 133), on a ρ ∈ L∞((0, 1), Lp(Rd)) ⊂ Lp((0, 1)× Rd),
et d’après la Proposition 3.3-12 (p. 93), on a v ∈ L∞loc([0, 1]×Ω) (d’où ρv ∈ Lp((0, 1)×Rd)). De
plus, d’après la Proposition 4.1-8 (p. 135), on a∫

]0,1[×Ω
(∂tϕ+ v · ∇xϕ) ρ dx dt+

∫
Ω
ϕ(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
ϕ(1, ·)dµ1 = 0

pour tout ϕ ∈ C∞c ([0, 1] × Ω). On peut donc conclure par densité de C∞c ([0, 1] × Ω) dans
W 1,q((0, 1)× Ω) pour la norme associée. On rappelle que les opérateurs traces

T0, T1 ∈ C∞c ([0, 1]× Ω) −→ Lq(Ω), f 7→ f(0, ·), f(1, ·),

se prolongent àW 1,q((0, 1)×Ω), ce qui permet de conclure également par densité pour les termes∫
Ω ϕ(0, ·)ρ0 dx et

∫
Ω ϕ(1, ·)ρ1 dx. �

IV.1.3 Existence d’un point selle

Les conditions (I′β) étant maintenant établies sur (ρ, v) (avec ρ et v toujours définies par (4.1-10)
et (4.1-11)), nous sommes donc en mesure de les compiler pour prouver le Théorème 3.1-2 (p.
76), c’est à dire pour construire un point selle au lagrangien L, c’est à dire construire un triplet
(ψ, q, µ) vérifiant les propriétés (I).

Rappelons que pour cela, on choisis de poser µ = (ρ, ρv) et q = (−(1/2)|v|2, v). Commençons
un premier résultat visant à établir clairement la condition (P3) sur le terme q : c’est à dire que
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pour un tel q, il existe alors ψ? ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω) tel que q = ∇t,xψ?. Rappelons que le champ

de vitesse, en plus de vérifier les propriétés (Pβ2′) et (Pβ3′) , peut s’écrire v = ∇xψ en prenant
pour tout t ∈]0, 1[ :

ψ(t, ·) =
1

t

(
1

2
| · |2 − (φt)

∗
)
∈ L1

loc(]0, 1[×Ω).

Le triplet (ψ?, q, µ) sera alors notre point selle, et nous montrerons dans la preuve du Théorème
3.1-2 (rappelé plus bas p. 138) qu’il vérifie également les propriétés (P1) et (P2).

Lemme 4.1-10.

Soit Ω un ouvert de Rd assez régulier (tel que tout compact de Ω soit inclus dans un ouvert
borné de Ω de classe C1). Soit un champ de vitesse v ∈ L∞loc([0, 1]× Ω)d (propriété (Pβ2′) ),
vérifiant au sens des distributions les propriétés :

1. ∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0 (propriété (Pβ3′) ),

2. il existe un potentiel ψ ∈ L1
loc(]0, 1[×Ω), tel que v = ∇xψ.

Alors il existe un potentiel ψ? ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω), vérifiant au sens des distributions :

∂tψ
? +

1

2
|∇xψ?|2 = 0, (4.1-12)

et

q = ∇t,xψ? avec q =

(
−1

2 |v|
2

v

)
(4.1-13)

(propriété (P3)).

La preuve de ce Lemme résulte du résultat suivant, dont la preuve fait l’objet de l’annexe E.

Lemme 4.1-11.

Soit Ω un ouvert borné de Rd, et soit une distribution T ∈ D′((0, 1) × Ω), tel que ∇t,xT ∈
L∞loc([0, 1]×Ω)d (ou du moins un de ses représentants de classe Ld-mesurable que l’on notera
g).

Alors T ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω), ou plus précisément il existe f ∈W 1,∞

loc ([0, 1]× Ω) tel que :

• ∀h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω), 〈T, h〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
f h dx dt,

• ∀h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω)d, 〈T, divt,x(h)〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
f · div(h) dx dt = −

∫ 1

0

∫
Ω
g · h dx dt.

De plus f est lipschitzienne (ou du moins un de ses représentants) sur Ω.

Preuve du Lemme 4.1-10 : Au sens des distributions, on a

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0 ⇔ ∂t(∇xψ) +

1

2
∇x|v|2 = 0,

⇔ ∇x (∂tψ) +
1

2
∇x|v|2 = 0,

⇔ ∇x
(
∂tψ +

1

2
|v|2
)

= 0.

(4.1-14)
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Il existe donc une distribution T ne dépendant que de t ∈]0, 1[, telle que, on ait

∂tψ +
1

2
|v|2 = T

(voir par exemple le Théorème 2.16 dans [80]). On pose ψ? = ψ −G, où G est une distribution
primitive de T sur ]0, 1[ (et ne dépendant toujours que de t). On a alors bien, au sens des
distributions,

— ∇xψ? = ∇xψ = v ∈ L∞loc([0, 1]× Ω)d,

— ∂tψ
? = −1

2
|v|2 ∈ L∞loc([0, 1]× Ω).

ψ? vérifie donc bien (4.1-12).

Pour finir, soit ω un ouvert borné et assez régulier (de classe C1) de Ω. On a donc ∇t,xψ? ∈
L∞((0, 1)× ω)d+1. D’après le Lemme 4.1-11 (p. 137), on a alors ψ? ∈W 1,∞((0, 1)× ω).
Ainsi, on a bien ψ? ∈W 1,∞

loc ([0, 1]× Ω). �

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le principal résultat de cette section, à sa-
voir le Théorème 3.1-2 (p. 76) établissant l’existence d’un point selle pour le lagrangien L.
Nous rappelons l’énoncé du Théorème en question, dans une version réactualisée et un peu plus
précise :

Théorème 3.1-2.

Soient ρ0, ρ1 et Ω définis comme dans la notation 2 (p. 74).

Pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) (voir la notation 3.2-2 p. 80), il existe une densité positive
ρφ ∈ C0

(
[0, 1], L2(Ω)

)
, telle que pour tout [0, 1]× Rd, on ait

ρφ(t, ·)Ld = Xφ(t, ·)#(ρ0Ld), avec Xφ(t, ·) = ∇xφt = (1− t) id +t∇xφ,

et un champ de vitesse vφ, définie pour tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd, par

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
=
x−∇x(φt)

∗(x)

t
,

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ.

Alors en posant µφ = (ρφ, ρφvφ) et qφ = (−(1/2)|vφ|2, vφ), il existe ψφ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]×Ω) tel

que qφ = ∇t,xψφ et tel que (ψφ, qφ, µφ) (ou du moins sa restriction ]0, 1[×Ω) soit un élément
de Lps(ρ0, ρ1,Ω).

En outre vφ vérifie les propriétés (II) et (III).

Remarque 4.1-2. Rappelons que nous avons établi dans la section III.2 du chapitre précédent,
que l’ensemble Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) est non-vide !

Preuve : Pour la suite, rappelons qu’un élément (ψ, q, µ) de Lps(ρ0, ρ1,Ω), doit vérifier (ψ, q, µ) ∈
S, ainsi que les propriétés (I) p. 74, que nous rappelons :

(P1) ∀q′ ∈ P, 〈µ, q′ − q〉 ≤ 0,

(P2) ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0,
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(P3) ∇t,xψ = q,
P étant le paraboloïde {(a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)1+d, a+ |b|2/2 ≤ 0}.

Tout d’abord, par la Proposition 3.3-12 (p. 93), on sait que vφ ∈ L∞((0, 1) × Ω)d (propriété
(Pβ2′) ), et par le Corollaire 4.1-4 (p. 131) que t 7→ ρφ(t, ·) = Xφ(t, ·)#ρ0 ∈ C0

(
[0, 1], L2(Ω)

)
(propriété (Pβ1′) ).
D’où µφ = (ρφ, ρφvφ), qφ = (−(1/2)|vφ|2, vφ) ∈ L2((0, 1)×Ω) (ou du moins les restrictions de µφ
et qφ à ]0, 1[×Ω). De plus, d’après la Proposition 4.1-7 (p. 134), on a supp(ρφ) ⊂ [0.1]×Ω, d’où
supp(µφ) ⊂ [0.1] × Ω : les conditions de Neumann homogènes aux bords en espace sur µ sont
donc vérifiées.

1. En posant µφ = (ρφ, ρφvφ) et qφ = (−(1/2)|vφ|2, vφ), la condition (P1) est naturellement
vérifiée. En effet, pour tout q′ = (a, b) ∈ P, on a

〈µφ, q′ − qφ〉 =

∫ 1

0

∫
Ω

(aρφ + b · vφρ) dx dt−
∫ 1

0

∫
Ω

1

2
|vφ|2ρφ dx dt

≤
∫ 1

0

∫
Ω

(
a+

1

2
|b|2 +

1

2
|v|2
)
ρφ dx dt−

∫ 1

0

∫
Ω

1

2
|vφ|2ρφ dx dt

≤ 0.

2. La condition (P2) résulte quant à elle du Corollaire 4.1-9 p. 136 (propriété (Pβ4′) ).

3. Pour finir vφ vérifie la condition du Lemme 4.1-10 (p. 137) : en effet d’après la Proposition
3.3-31 (p. 115), vφ vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers (propriété (Pβ3′)
), à savoir

∂tvφ +
1

2
∇x|vφ|2 = 0.

De plus, par les propriétés énoncées à la définition 3.3-9 (p. 89), on a pour tout t ∈ [0, 1[,

vφ(t, ·) =
id−∇x(φt)

∗

t
= ∇x

(
1

t

(
1

2
| · |2 − (φt)

∗
))

,

avec φt = (1− t) |·|
2

2 + tφ. En posant donc ψ̃φ définie pour tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd par

ψ̃φ(t, x) =
1

t

(
1

2
|x|2 − (φt)

∗(x)

)
,

on a donc vφ = ∇xψ̃φ au sens des distributions.

L’application du Lemme 4.1-10 (p. 137) nous permet donc de conclure à l’existence d’un
ψφ ∈ W 1,∞

loc ([0, 1]× Ω) tel que qφ = ∇t,xψφ et ainsi de vérifier la condition (P3) et que le
triplet (ψφ, qφ, µφ) est bien un élément de S. Ceci termine notre preuve.

�

Remarque 4.1-3. Le groupement de propriétés (I′β) (que nous nous sommes attelés à démontrer
une par une depuis le début du chapitre III) illustrent bien les caractéristiques recherchées dans
un transport optimal. Cependant, un vrai point selle de L est rigoureusement caractérisé par le
groupement de propriétés (I), et les propriétés (I′β) n’en sont pas équivalentes bien que l’impliquant
en grande partie (c’est à dire outre le fait que v dérive d’un potentiel et les conditions de Neumann
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homogènes aux bords pour µ).

En effet, nous verrons dans la suite (sous-section IV.2.1) qu’en général le lagrangien L admet
une infinité de point selles, dont certains ne pouvant se construire à partir d’un couple (ρ, v)
vérifiant les propriétés (I′β). Ces dernières propriétés resteront tout de même un "fil rouge" dans
toute la suite de cette étude.

Pour finir cette étude des points selles de L, nous allons montrer, dans la section qui suit, l’unicité
de la composante µ = (ρ, ρv) des points selles de L, ainsi que quelques résultats de généralisation.

IV.2 Résultats d’unicité

Cette dernière section sera consacré à établir, dans le cadre de l’algorithme de Benamou-Brenier,
l’unicité de la composante µ = (ρ,m) = (ρ, ρv) des points selles de L (sous-sections IV.2.2 et
IV.2.3), résultat qui pourra être généralisé pour tenter de caractériser les champs de vitesse de
transport optimal dans L2 (section IV.3). Nous commençons par énoncer le principal résultat de
cette section et qui sera explicitement démontré dans la dernière sous-section.

On rappelle que l’ensemble Φ(ρ0Ld, µ1) désigne l’ensemble des fonctions φ : Rd → R vérifiant la
propriété (Γ1) tels que ∇φ#

(
ρ0Ld

)
= µ1.

Théorème 4.2-1. Unicité de la densité et de la quantité de mouvement

Si (ψ∗, q∗, µ∗) est un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω) (pour ρ0, ρ1 et Ω définis comme dans la
notation 2 p. 74, définissant Lps(ρ0, ρ1,Ω)), alors pour tout potentiel φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), on
a µ∗ = (ρ∗,m∗) = (ρφ, ρφvφ), avec pour tout t ∈]0, 1[ :

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
=
x−∇x(φt)

∗(x)

t

(où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ) et

ρφ(t, ·)Ld = Xφ(t, ·)#(ρ0Ld) ∈ C([0, 1], L2(Ω)), avec Xφ(t, ·) = ∇xφt = (1− t) id +t∇xφ.

Autrement dit, quel que soit le point selle (ψ∗, q∗, µ∗) ∈ Lps(ρ0, ρ1,Ω), et quel que soit φ1, φ2 ∈
Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), on a

ρ∗ = ρφ1 = Xφ1(t, ·)#ρ0 = ρφ1 = Xφ2(t, ·)#ρ0,

et vφ1 = vφ2 sur supp(ρ∗). En effet, on a :

m∗ = mφ1 = ρφ1vφ1 = ρ∗vφ1 = ρ∗vφ2 = ρφ2vφ2 = mφ2 .

Remarque 4.2-4. Nous ne démontrons donc pas ici l’unicité du point selle de L (ce qui n’est
en général pas le cas, voir la sous-section IV.2.1), mais seulement l’unicité de la composante
µ = (ρ,m) = (ρ, ρv) des points selles de L. Autrement dit, l’ensemble des points selles (ψ, q, µ)
de L partagent la même composante µ, i.e. il y a unicité de la densité ρ et du champ de vitesse
v sur le support de ρ.

Rappelons cependant que l’objectif de l’algorithme de lagrangien augmenté réside uniquement dans
le calcul de µ = (ρ,m). En effet les composantes q et ψ ne sont que des éléments nécessaires au
calcul, tandis que le couple (ρ,m) constitue une solution au problème initial de transport optimal
(voir la section II.1) comme cela a été démontré à la Proposition 2.2-4 (p. 60).
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Les composantes q et ψ ne peuvent cependant pas varier sur le support de ρ (en effet d’après la
Proposition 2.2-3 p. 58, si on pose q = (a, b), alors m = ρb), autrement dit le champ de vitesse
v est unique sur le support de ρ.

IV.2.1 Non-unicité des points selles de L

Dans un premier temps, nous allons clairement montrer la non-unicité des points selles de L
en général. Nous le déduisons de la Proposition suivante :

Proposition 4.2-2.

Soient φ1 et φ2 deux fonctions convexes sur Rd vérifiant la propriété (Γ1), et soient vφ1 et
vφ2 les deux champs de vitesse sur Rd définis, rappelons le, pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω par

vφ1(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ1

(
x

1− t

))
et vφ2(t, x) =

1

t

(
x− Prox t

1−tφ2

(
x

1− t

))
.

Alors
vφ1 = vφ2 =⇒ ∃C ∈ R, φ1 = φ2 + C. (4.2-1)

Preuve : Supposons que vφ1 = vφ2 . Alors, pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω, on a

Prox t
1−tφ1

(
x

1− t

)
= Prox t

1−tφ2

(
x

1− t

)
,

et donc, pour tout γ ∈]0,+∞[ et tout y ∈ Rd, on a :

Proxγφ1(y) = Proxγφ2(y).

En particulier, pour tout γ ∈]0,+∞[ et tout y ∈ Rd en lequel φ1 et φ2 sont différentiables (φ1 et
φ2 vérifiant la propriété (Γ1), ils sont différentiables presque partout sur Rd), on a :

γ∇φ1(y) = y − Proxγφ1(y) = y − Proxγφ2(y) = γ∇φ2(y).

Ainsi, par le Théorème de Rademacher (p. 98), on a ∇φ1 = ∇φ2 au sens des distributions sur
Rd. Il existe donc une constante réelle C telle que φ1 = φ2 + C. �

D’après la Remarque 3.2-7 (p. 84), il existe φ1, φ2 ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) différant d’une fonction
non constante. D’après la Proposition ci-dessus, on a alors vφ1 6= vφ2 sur Rd. Or d’après le
Théorème 3.1-2 (p. 76), en posant :

— t 7→ ρ1(t, ·) = X1(t, ·)#ρ0, et t 7→ ρ2(t, ·) = X2(t, ·)#ρ0, avec

X1(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ1, et X2(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ2,

— µ1 = (ρ1, ρ1vφ1) et µ2 = (ρ2, ρ2vφ2),
— q1 = (−(1/2)|v1|2, v1) et q2 = (−(1/2)|v2|2, v2),

il existe ψ1, ψ2 ∈W 1,∞
loc ([0, 1]×Ω) tels que q1 = ∇t,xψ1 et q2 = ∇t,xψ2, et tels que les restrictions

de (ψ1, q1, µ1) et (ψ2, q2, µ2) à ]0, 1[×Ω soit des éléments de Lps(ρ0, ρ1,Ω) (des points selles de
L).
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Donc en prenant Ω, assez grand, on a alors vφ1 6= vφ2 sur ]0, 1[×Ω, d’où q1 6= q2 sur ]0, 1[×Ω, et
d’où (ψ1, q1, µ1) 6= (ψ2, q2, µ2) sur ]0, 1[×Ω (on parle bien sûr ici des restrictions à ]0, 1[×Ω des
différentes fonctions évoquées).

En conclusion, pour Ω assez grand, Lps(ρ0, ρ1,Ω) possède au deux éléments (et donc une infinité
du fait que Lps(ρ0, ρ1,Ω) est un ensemble convexe).

Nous allons cependant montrer dans la suite de cette section que, s’il n’y a pas en général unicité
des points selles (ψ, q, µ) de L, il y a en revanche unicité de la composante µ = (ρ,m) = (ρ, ρv).

Remarque 4.2-5. Nous avons dans cette Proposition construit différents points selles, mais
tous construits à partir d’un couple densité vitesse (ρ, v) vérifiant les propriétés (I′α) et (I′β) :
autrement dit le terme q ne se "décolle pas" de la paroi du paraboloïde P définie rappelons par :

P =

{
(a, b) ∈ R× Rd, a ≤ −|b|

2

2

}
.

En effet on a construit ici des composantes secondaires du type q = (a, b) = (−(1/2)|v|2, v), d’où
a+ (1/2)|b|2 = 0. Cependant en interpolant linéairement deux de ces différents points selles, on
peut alors obtenir des points selles dont la composante q = (a, b) vérifiant parfois (en dehors du
support de µ i.e de ρ) la relation a + (1/2)|b|2 < 0 (se décollant donc de la paroi de P), et qui
ne peuvent donc pas se construire à partir d’un couple (ρ, v) vérifiant les propriétés (I′α) et (I′β).

IV.2.2 Unicité du champ de vitesse sur le support de la densité

Dans ce but, nous commencerons par démontrer que pour tous les points selles de L, notés
(ψ∗, q∗, µ∗) = (ψ∗, q∗, (ρ∗,m∗)), les densités ρ∗ se propagent selon le même champ de vitesse v.

Lemme 4.2-3.

Si (ψ∗, q∗, µ∗) est un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω) (pour ρ0, ρ1 et Ω définis dans le cadre la
notation 2 p. 74), avec µ∗ = (ρ∗,m∗).

Alors, pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), en posant

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
=

1

t
(id−pφ(t, ·))

(voir la définition 3.3-9 p. 89) pour tout t ∈]0, 1[, on a m∗ = ρ∗vφ.

Preuve : Soit (ψ∗, q∗, µ∗) un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω). Dans le Théorème 3.1-2 (p. 76), nous
avons montré que, pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), il était possible de construire un point selle
(ψφ, qφ, µφ) de L, avec en particulier, µφ = (ρφ, ρφvφ) et qφ =

(
−1

2 |vφ|
2, vφ

)
, pour tout t ∈]0, 1[,

ρφ(t, ·) = Xφ(t, ·)#ρ0 avec Xφ(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ,

et
vφ(t, ·) = (1/t)(id−pφ(t, ·)).

Soit φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld). Le triplet (ψ∗, q∗, µ∗), en tant que point selle de L, µ∗ vérifie l’équation
de conservation de la masse (voir la Proposition 2.2-1 p. 56), i.e.

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉 = 0
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et de plus ∇t,xψ∗ = q∗. Il en est de même pour µφ (i.e. conservation de la masse + ∇t,xψφ = qφ).
Donc en particulier, en prenant h = ψφ (comme dans la preuve de la Proposition 2.2-4 p. 60),

〈µ∗, qφ〉L2 = 〈µ∗,∇t,xψφ〉L2 = −G(ψφ) = 〈µφ,∇t,xψφ〉L2 = 〈µφ, qφ〉L2 .

D’où 〈µ∗, qφ〉L2 = 〈µφ, qφ〉L2 .

De plus, d’après la Proposition 2.2-4 (p. 60),

〈µ∗, q∗〉L2 = K(µ∗) = K(µφ) = 〈µφ, qφ〉L2 ,

d’où

〈µ∗, q∗〉L2 = 〈µφ, qφ〉L2 = 〈µ∗, qφ〉L2

i.e. q∗ − qφ ⊥ µ∗.

Pour finir, (ψ∗, q∗, µ∗) étant un point selle de L, on sait que µ∗ est orthogonal au paraboloïde
∼
P

au point q∗, i.e. 〈µ∗, q′ − q∗〉L2 ≤ 0, ∀q′ ∈
∼
P, en rappelant que

∼
P =

{
q = (a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, a+

|b|2

2
≤ 0

}

Donc pour tout q′ ∈
∼
P, on a

0 ≥ 〈µ∗, q′ − q∗〉L2 = 〈µ∗, q′〉L2 − 〈µ∗, q∗〉L2 = 〈µ∗, q′〉L2 − 〈µ∗, qφ〉L2 = 〈µ∗, q′ − qφ〉L2

i.e. µ∗ est orthogonal au paraboloïde
∼
P au point q. D’après la Proposition 2.2-3 (p. 58), et sa-

chant que qφ =
(
−1

2 |vφ|
2, vφ

)
, on peut conclure que m∗ = ρ∗vφ. �

Ainsi, pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) fixé, et pour tout point selle (ψ∗, q∗, µ∗) ∈ Lps(ρ0, ρ1,Ω) de
L, on a m∗ = ρ∗vφ.

Autrement dit, l’ensemble des composantes densités ρ∗ de tous les points selles de L sont liés au
même champ de vitesse vφ, c’est à dire que l’ensemble des champs de vitesses auxquels peuvent
être soumis les différentes densités ρ∗ des composantes de points selles sont tous égal à vφ sur
l’union des supports de l’ensemble des ρ∗.

On en déduit également que les différents vφ, pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), sont égaux sur cette
même union de support. Cela peut paraître un peu absurde si l’on imagine qu’il puisse y avoir
des supports différents pour les différentes densités : cela revient à dire que le champ de vitesse
serait imposé même sur des zones où la densité s’annule.

Cette contradiction apparente sera levé dans la prochaine sous-section, lorsque nous montrerons
l’unicité de la densité ρ∗ au sein des points selles de L.
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Illustration 4.2-6. Unicité du champ de vitesse sur le support de l’ensemble des
densités potentielles
Une vision plus "schématique" de l’unicité du champ de vitesse sur l’union des supports des densités
candidates peut être abordée en invoquant la convexité de l’ensemble des points selles et la stricte convexité
du paraboloïde P = {(a, b) ∈ R× Rd, a+ |b|2/2 ≤ 0}.

En effet, supposons (ψ1, q1, µ1) et (ψ2, q2, µ2) deux points selles de L. Les champs µ1 et µ2 sont tous deux
orthogonales (au sens du produit scalaire canonique de L2) à l’hyper-paraboloïde

P̃ =
{

(ã, b̃) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, ã+ |̃b|2/2 ≤ 0
}

respectivement aux champs q1 et q2. D’après la Remarque 2.2-1 (p. 57), l’ensemble des points selles
de L est convexe : (1/2)[(ψ1, q1, µ1) + (ψ2, q2, µ2)] est donc également un point selle de L. Le champ
(1/2)(µ1 + µ2) est donc également orthogonale à P̃ au champ (1/2)(q1 + q2).

P

−→µ1

−→µ2

q1

q2

q3 −→µ3

Soit un point (t0, x0) ∈ [0, 1] × Ω tel que les vec-
teurs µ1(t0, x0), µ2(t0, x0) ainsi que le vecteur
(1/2)(µ1 + µ2)(t0, x0) soient tous trois orthogo-
nales au paraboloïde P respectivement aux points
q1(t0, x0), q2(t0, x0) et (1/2)(q1 + q2)(t0, x0) (ce
qui est bien le cas pour Ld-presque tous point
(t, x) ∈ [0, 1] × Ω) ; et tel que µ1(t0, x0) 6= 0 ou
µ2(t0, x0) 6= 0 : d’où (1/2)(µ1 + µ2)(t0, x0) 6= 0
(du fait l’orthogonalité des vecteurs µ1(t0, x0) et
µ2(t0, x0) au paraboloïde P).

Si l’on avait q1(t0, x0) 6= q2(t0, x0), le point
(1/2)(q1 + q2)(t0, x0) serait alors intérieur au pa-
raboloïde P, du fait de la stricte convexité de celle-
ci : le vecteur (1/2)(µ1 + µ2)(t0, x0) serait alors
forcément nul, ce qui est contredirait l’hypothèse
faite plus haut à propos de ce vecteur.

Ainsi, on a q1(t0, x0) = q2(t0, x0). Les vecteurs
µ1(t0, x0) et µ2(t0, x0) sont donc tous deux ortho-
gonales au paraboloïde P au même point q1(t0, x0)
et donc proportionnels au vecteur (1, b1(t0, x0)).

On a alors :
µ1(t0, x0) = (ρ1(t0, x0),m1(t0, x0)) = (ρ1(t0, x0), ρ1(t0, x0)b1(t0, x0))

et
µ2(t0, x0) = (ρ2(t0, x0),m2(t0, x0)) = (ρ2(t0, x0), ρ2(t0, x0)b1(t0, x0)),

et ceci donc pour Ld-presque tous (t0, x0) ∈ supp(µ1) ∪ supp(µ2).

Les champs µ1 et µ2 partagent donc le même champ de vitesse (i.e. le champ b1) sur supp(µ1)∪supp(µ2).

Résumons : pour tout φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) fixé, et pour tout point selle (ψ∗, q∗, µ∗) de L, ρ∗ est
associé au même champ de vitesse vφ avec :

∂tρ
∗ +∇.(ρ∗vφ) = 0

(car m∗ = ρ∗vφ) avec les conditions initiales et finales

ρ∗(0, ·) = ρ0, ρ
∗(1, ·) = ρ1.
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i.e. ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω),∫ 1

0

∫
Ω

(∂th(t, x) + vφ(t, x).∇xh(t, x)) ρ∗(t, x) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 −

∫
Ω
h(1, ·)ρ1 = 0.

Nous allons donc maintenant démontrer qu’il existe un unique ρ∗ qui vérifie ces conditions, c’est
à dire ρ∗(t, ·) = Xφ(t, ·)#ρ0 (et ceci donc quel que soit φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld)). Nous nous baserons
sur la méthode des caractéristiques, en nous inspirant de la Proposition 3.3-14 (p. 96).

IV.2.3 Unicité de la densité dans L2

Dans la section précédente, nous avons montré que le champ de vitesse v associé au déplacement
des densités était identique sur l’union des supports des densités candidates, et pouvait s’écrire
sous une forme explicite, c’est à dire sous la forme :

vφ(t, ·) =
1

t

(
id−Prox t

1−tφ

(
·

1− t

))
,

où φ est un potentiel de transport optimal (vérifiant la propriété (Γ1)) entre ρ0Ld et ρ1Ld.

Ce résultat implique en particulier que, si l’on pouvait montrer l’unicité de la densité ρ, on pour-
rait en conclure également l’unicité des quantités de mouvement m (car m = ρv). Cependant,
c’est bien cette unicité même du champ de vitesse qui nous permettra, via une méthode des
caractéristiques, de conclure à l’unicité de la densité et son explicitation (autrement dit qu’il
s’agit bien de l’interpolation temporelle de McCann entre les densités ρ0 et ρ1).

L’idée de cette méthode, et de son adaptation aux difficultés du problème sera expliquée quali-
tativement dans le petit préambule introductif de la sous-section IV.2.4.

Dans la présente sous-section, nous énoncerons le résultat sur lequel reposera explicitement l’uni-
cité de la densité (à savoir la Proposition 4.2-5), ainsi qu’un Lemme outil relatif à l’application
de la méthode des caractéristiques (Lemme 4.2-4), laquelle sera, comme nous l’avons précisé
ci-dessus, la base de notre raisonnement.

La preuve de la Proposition 4.2-5 sera finalement établie dans la sous-section IV.2.5, après le
préambule introductif, lequel pourra donc guider la lecture en expliquant le raisonnement suivi.
Ce résultat établi, nous pourrons enfin, dans la sous-section IV.2.6, conclure la preuve du Théo-
rème 4.2-1 (p. 140) énoncé en début de section qui, rappelons-le, montre l’unicité de composante
µ = (ρ,m) commune aux points selles du Lagrangien L.

Lemme 4.2-4.

Soit H = {f, f ∈W 1,p
loc ([0, 1]×Rd)∩L∞((0, 1)×Rd), ∀p ∈ [1, 2[}. Soient de plus φ : Rd → R

convexe vérifiant la propriété (Γ1), et un champ de vitesse v définie par rapport à φ comme
en (3.3-11) p. 89.

Pour tout ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd), il existe
∼
h ∈ H, définie pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd par

∼
h(t, x) = −

∫ 1

t
ϕ(s, (s− t)v(t, x) + x) ds, (4.2-2)

et vérifiant
∂t

∼
h+ v.∇x

∼
h = ϕ (4.2-3)

et telle qu’il existe 0 < tm < 1 ne dépendant que de ϕ (en particulier ne dépendant pas de φ

et donc de v), tel que
∼
h(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1.
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De plus, on a :
∇t,x

∼
h = t(∇t,xv)α+ β (4.2-4)

(∇t,xv étant de taille d× (d+ 1)), avec α ∈ L∞([0, 1]×Rd)d, et β ∈ L∞loc([0, 1]×Rd)d+1, tels
que :

• ‖α‖L∞([0,1]×Rd) ≤ ‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd),
• pour tout ouvert borné ω ⊂ Rd,

‖β‖L∞([0,1]×ω) ≤ (‖v‖L∞([0,1]×ω) + 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×ω) + ‖ϕ‖L∞([0,1]×ω),

• α(t, ·) = 0 et β(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1,

•
∣∣∣∣∇x∼h(t, x)

∣∣∣∣ ≤ (|∇xv(t, x)|+ 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd), pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd.

La preuve de ce Lemme est établie dans l’annexe G. �

Passons donc au principal résultat de cette sous-section, qui nous permettra de conclure la
preuve du Théorème 4.2-1 (p. 140).

Proposition 4.2-5.

Soient φ : Rd → R convexe vérifiant la propriété (Γ1), ρ0 ∈ L2(Rd), et un champ de vitesse
v défini par rapport à φ comme en (3.3-11) p. 89, c’est à dire rappelons-le, défini pour tout
t ∈]0, 1[ par

v(t, ·) = vφ(t, ·) =
1

t

(
id−Prox t

1−tφ

(
·

1− t

))
=

id−∇x(φt)
∗

t

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ. Soit ρ ∈ L2((0, 1)×Rd),

à support borné dans [0, 1]× Rd, tel que{
∂tρ+ divx(ρv) = 0,
ρ(0, ·) = ρ0

(au sens des distributions), i.e.

∀h ∈ C∞c ([0, 1[×Rd),
∫ 1

0

∫
Rd

(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt+

∫
Rd
h(0, ·)ρ0 dx = 0. (4.2-5)

Alors ρ(t, ·) = ρφ(t, ·) = (t∇φ+ (1− t) id)#ρ0 pour presque tout t ∈ [0, 1]. Autrement dit :

∀ϕ ∈ C0
c ([0, 1]×Rd),

∫ 1

0

∫
Rd
ϕρ dx dt =

∫ 1

0

∫
Rd
ϕ (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dx dt. (4.2-6)

De plus t 7→ ρ(t, ·) ∈ C0
(
[0, 1[, L2(Rd)

)
.



IV.2. RÉSULTATS D’UNICITÉ 147

IV.2.4 Préambule à la démonstration de la Proposition 4.2-5

Nous allons donner un aperçu du raisonnement qui sera suivi dans cette sous-section pour prouver
l’unicité de ρ (celle de v étant déjà établie par le Lemme 4.2-3 p. 142).

Soit (ψ, q, µ) est un point selle de L tel que défini dans la notation 2 (p. 74), et soit φ ∈
Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) (vérifiant donc la propriété (Γ1) sur Rd). Celui-ci vérifie les propriétés (I), ce qui
implique en particulier :

— ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ,∇t,xh〉 = 0,
— µ = (ρ,m) ∈ L2((0, 1)× Ω),
— m = ρv, avec v définie pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Ω par

v(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
, (4.2-7)

(voir le Lemme 4.2-3) et vérifie les propriétés (II) et (III) (voir la conclusion de la section
III.3), d’où v ∈ H (H étant défini dans le Lemme 4.2-4).

De ces propriétés, on déduit que pour tout h ∈ H1((0, 1)× Ω) :∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt =

∫
Ω
h(1, ·)ρ1 dx−

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx. (4.2-8)

Soit ϕ ∈ C∞c (]0, 1[×Rd) tel que supp(ϕ) ⊂]0, 1[×Ω. D’après le Lemme 4.2-4, il existe
∼
h ∈ H tel

que
∂t

∼
h+ v.∇x

∼
h = ϕ

et
∇t,xh = t(∇t,xv)α+ β (4.2-9)

avec α ∈ L∞([0, 1]× Rd)d, et β ∈ L∞loc([0, 1]× Rd)d+1 (∇t,xv étant de taille d× (d+ 1)).

De plus, on a

∼
h(1, ·) = 0, et

∼
h(0, ·) = −

∫ 1

0
ϕ(t,X(t, ·)) dt, avec X(t, ·) = t∇φ+ (1− t) id (4.2-10)

(voir la Remarque suivante).

Remarque 4.2-7 (A propos de la trace de
∼
h en t = 0). La fonction

∼
h étant un élément de l’espace

H et donc de tout espace W 1,p((0, 1) × Ω) (du moins sa restriction à Ω) pour tout 1 ≤ p < 2,
elle possède une trace dans L2(Ω) en t = 0 et t = 1, quelle que soit la dimension d de l’espace
de transport : il suffit de choisir p assez proche de 2. Cependant dans les conditions (4.2-10), la
relation

∼
h(0, ·) = −

∫ 1

0
ϕ(t,X(t, ·)) dt = −

∫ 1

0
ϕ(t, t∇φ+ (1− t) id) dt

n’est pas non plus évidente à montrer (car en général v ne se prolonge pas de façon continue en
0), même si elle est très intuitive. En effet, on a pour tout t ∈]0, 1[, on a

∼
h(t,X(t, x)) = −

∫ 1

t
ϕ(s, (s− t)v(t,X(t, x)) +X(t, x)) ds = −

∫ 1

t
ϕ(s,X(s, ·)) ds (4.2-11)

sachant que X(0, ·) = id. Néanmoins, comme X(t, ·) n’est en général pas inversible, et ∇φ est en
général non-continue, la relation 4.2-10 ne peut se déduire immédiatement de la relation 4.2-11.
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Cependant il ne serait en fait pas nécessaire de montrer cette relation pour pouvoir conclure : nous
pourrions contourner le problème de la manière suivante : le Théorème 3.1-2 donne l’existence
d’un point selle (ψ, q, µ) vérifiant les propriétés (I), avec en particulier µ = (ρ,m) et m = ρv,
le champ de vitesse v étant le même que celui associé à ρ, c’est à dire tel que défini en (4.2-7),
avec ρ vérifiant la relation (4.2-13). Ce qui permettrait d’écrire, pour tout h ∈ H1((0, 1)× Ω),∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v · ∇xh) (ρ− ρ) dx dt = 0,

et en réalisant le développement (4.2-12) nous donnerait∫ 1

0

∫
Ω
ϕ(t, x)ρ(t, x) dx dt = 0,

d’où ρ = ρ sur (0, 1)×Ω, et nous pourrions ainsi conclure à l’unicité de la composante µ au sein

des points selles de L sans avoir eu à expliciter
∼
h(0, ·).

Le problème ne pourra cependant pas être contourné de cette façon lorsque nous aborderons la
dernière sous-section de ce chapitre. En effet le cadre du Théorème d’existence 3.1-2 est trop
restreint par rapport à celui du Théorème d’unicité 4.3-9 p. 159 (qui sera énoncé dans la section
IV.3), et nous ne pourrons donc pas supposer l’existence d’un point selle dans ce cadre. Nous
traiterons en fait ce problème par une méthode de régularisation, ainsi que nous le verrons plus
bas.

Deux cas auraient, s’ils avaient eu lieu, facilité la démonstration :
• Cas 1 : Si l’on avait pu avoir v ∈ H1

loc([0, 1]× Rd), on aurait eu :

‖∇t,x
∼
h‖2L2((0,1)×ω) ≤ ‖α‖

2
L∞((0,1)×ω)‖∇t,xv‖

2
L2((0,1)×ω) + Ld(ω)‖β‖2L∞((0,1)×ω)

< +∞,

pour tout ouvert borné ω ⊂ Rd. D’où l’on déduit
∼
h ∈ H1

loc([0, 1] × Rd) et ainsi
∼
h ∈

H1((0, 1)× Ω) (ou du moins le restriction de
∼
h à Ω).

• Cas 2 : Si l’on avait pu avoir ρ ∈ Lq((0, 1)×Ω) avec q > 2 (plutôt que ρ ∈ L2((0, 1)×Ω)),
il aurait été possible d’étendre la relation de conservation de la masse (4.2-8) à tout
h ∈W 1,p((0, 1)×Ω) (au lieu de h ∈ H1((0, 1)×Ω)) pour 1 ≤ p < 2 vérifiant 1/p+1/q = 1,
et ainsi à tout h ∈ H.

Dans ces deux cas, il aurait été possible d’injecter
∼
h dans la relation (4.2-8) :∫ 1

0

∫
Ω
ϕ(t, x)ρ(t, x) dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω

(
∂t

∼
h(t, x) + v(t, x).∇x

∼
h(t, x)

)
ρ(t, x) dx dt

=

∫
Ω

∼
h(1, x)ρ1(x) dx−

∫
Ω

∼
h(0, x)ρ0(x) dx = −

∫
Ω

∼
h(0, x)ρ0(x) dx

=

∫
Ω

∫ 1

0
ϕ(t,X(t, x)) dt ρ0(x) dx =

∫ 1

0

∫
Ω
ϕ(t,X(t, x)) ρ0(x) dx dt.

(4.2-12)

Et ceci pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, 1[×Rd) tel que supp(ϕ) ⊂]0, 1[×Ω. Ceci permettrait de conclure
que ρ est bien le même que celui construit dans le Théorème 3.1-2 (existence d’un point selle
pour L), à savoir

ρ(dx⊗ dt) = (idτ , X)#(ρ0 dx⊗ dt), avec idτ : (t, x) 7→ t (4.2-13)
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(quitte à prolonger à (0, 1)×Rd pour bien définir la poussée de mesure en accord avec la notion
de poussée de mesure telle que développée dans l’annexe F).

Malheureusement ce ne sera pas le cas : nous sommes dans l’impossibilité de montrer l’un
et l’autre de ces deux cas. Pour autant nous n’abandonnons pas "l’idée", c’est à dire de traiter
le problème plus ou moins par la méthode des caractéristiques :

— Pour se raccrocher au premier de ces deux cas, nous allons approcher le champ de vitesse
v (associé au plan de transport ∇φ) par des champs de vitesses vγ = vγφ associés à des
plans de transport régularisés : c’est à dire des plans de transport de type ∇γφ, où γφ
désigne la γ-régularisation par enveloppe de Moreau du potentiel φ (voir la définition
3.3-8 p. 88). Cette régularisation à en particulier pour propriété de gommer les cassures
du plan de transport, responsables du fait que v ne soit pas de régularité H1 au voisinage
de t = 0 (le voisinage de t = 1 ne posant pas de problèmes car, par construction,

∼
h est

uniformément nulle au niveau de celui-ci).

— La convergence de la relation (4.2-8) injectée des
∼
hγ (associées aux vγ) vers une relation de

type (4.2-13) fera appel aux résultats développés dans la section III.3, en particulier ceux
des sous-sections III.3.9 et III.3.10. En outre, pour prouver cette convergence, nous nous
raccrocherons également au second cas évoqué en faisant également appel à la densité des
espaces Lq((0, 1)×Ω) (q > 2) dans L2((0, 1)×Ω) (voir les Lemmes 4.2-6 et 4.2-7 p. 149).

— En outre, le problème de l’explicitation de la trace de
∼
hγ , tel qu’abordé dans la Remarque

4.2-7 ne se posera pas étant donné que les vγ se prolongent par continuité en t = 0, et ainsi

de même pour les
∼
hγ (voir la Proposition 3.3-18 p. 99). La preuve de cette prolongation

suit d’ailleurs le même raisonnement que celui illustré par la relation (4.2-11) : en effet
dans ce cas Xγ(t, ·) sera inversible et ∇γφ sera continue.

IV.2.5 Résultats préalables et preuve de la Proposition 4.2-5

On rappelle que pour un potentiel φ : Rd → R vérifiant la propriété (Γ1), le champ de vitesse
vφ, définie en (3.3-11) (p. 89) s’écrit pour tout t ∈]0, 1[ :

vφ(t, ·) =
1

t

(
id−Prox t

1−tφ

(
·

1− t

))
=

id−∇x(φt)
∗

t
, (4.2-14)

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ.

Avant d’entamer la preuve de la Proposition 4.2-5, nous commencerons par démontrer les deux
Lemmes suivants :

Lemme 4.2-6.

Soient φ : Rd → R convexe vérifiant la propriété (Γ1), et un champ de vitesse v définie par
rapport à φ comme en (3.3-11) p. 89 (c’est à dire v = vφ, voir (4.2-14)), et 0 < tm < 1.

Soit ρ ∈ L2((0, 1)×Rd), à support borné dans [0, 1]×Rd, et Ω ⊂ Rd un ouvert borné tel que
supp(ρ) ⊂ [0, 1]× Ω.

Pour tout γ > 0, on définit vγ comme en (3.3-48) p. 109 : c’est à dire vγ = vγφ, où γφ est
l’enveloppe de Moreau de φ par γ, voir la définition 3.3-8 (p. 88).
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Alors

1. Il existe une constante M > 0, indépendante de γ, tel que

∀γ ∈]0, 1],

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤M‖ρ‖L2((0,1)×Ω). (4.2-15)

2. Si de plus il existe p > 2 tel que ρ ∈ Lp((0, 1)× Rd), alors∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt −→

γ→0
0. (4.2-16)

Le deuxième point du Lemme 4.2-6 se révèle en fait également vrai pour le cas où l’on aurait
seulement ρ ∈ L2((0, 1)× Rd), ainsi que le prouve Lemme suivant :

Lemme 4.2-7.

Sous les mêmes hypothèses que le Lemme 4.2-6 (p. 149), on a le résultat de convergence :∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt −→

γ→0
0. (4.2-17)

Preuve du Lemme 4.2-6 : Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné tel que supp(ρ) ⊂ [0, 1] × Ω.
Démontrons dans l’ordre ces deux propriétés.

1. D’après la Proposition 3.3-30 p. 112 (en particulier la relation (3.3-54)), il existe M0 > 0
indépendante de 0 < γ ≤ 1, tel que pour tout t ∈]0, 1[ et tout 0 < γ ≤ 1,

‖v(t, ·)− vγ(t, ·)‖L∞(Ω) ≤M0
γ

t
,

et d’après cette même Proposition, vγ est uniformément bornée par une constante indé-
pendante de γ ≤ 1 que nous nommerons ici M1. D’où, pour tout γ > 0, 0 < α < 1 et
t ∈]0, 1[,

‖v(t, ·)− vγ(t, ·)‖L∞(Ω) ≤Mα
0 M

1−α
1

(γ
t

)α
. (4.2-18)

D’après le deuxième point du Commentaire 3.3-12 (p. 91), il existe une constante c > 0
indépendante de φ (et donc de γφ), tel que pour tout t ∈]0, 1[,

‖∇xvγ(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
c

t(1− t)
, (4.2-19)

(où la norme L∞ est ici prise sur ‖ · ‖ : la norme subordonnée à la norme euclidienne | · |
de Rd).
De plus, d’après le Lemme 3.3-35 (p. 118), il existe c′ > 0, tel que pour tout t ∈]0, 1[,

‖∇xvγ(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
c′

γ(1− t)
, (4.2-20)
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Nous allons utiliser le découpage suivant :∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

=

∫ γ

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt+

∫ tm

γ

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt,

et majorer chacun des deux termes : le premier en utilisant la majoration (4.2-20) et le
second grâce à la majoration (4.2-19).
• Majorons donc le premier terme : pour tout 0 < γ < tm,∫ γ

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

≤M1

∫ γ

0

∫
Ω
|∇xvγ | · |ρ| dx dt

≤
√
c′M1√
γ

∫ γ

0

1√
1− t

∫
Ω
|∇xvγ(t, ·)|

1
2 · |ρ(t, ·)| dx dt

≤
√
c′M1√

1− tm
√
γ

∫ γ

0

(∫
Ω
|∇xvγ(t, ·)| dx

) 1
2

·
(∫

Ω
|ρ|2 dx

) 1
2

dt.

Or d’après le Corollaire 3.3-34 (p. 117), il existe une constante K tel que pour tout
γ > 0 et pour tout t ∈]0, tm], on ait∫

Ω
|∇xvγ(t, x)| dx ≤ K,

et ainsi∫ γ

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤

√
Kc′M1√

1− tm
√
γ

∫ γ

0

(∫
Ω
|ρ|2 dx

) 1
2

dt

≤
√
Kc′M1√

1− tm
√
γ
· √γ

(∫ 1

0

∫
Ω
|ρ|2 dx dt

) 1
2

≤
√
Kc′M1√
1− tm

· ‖ρ‖L2((0,1)×Ω).

(4.2-21)

• Passons au second terme : pour tout 0 < γ < tm,∫ tm

γ

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

≤
√
cM0M1

√
γ

∫ tm

γ

1

t
√

1− t

∫
Ω
|∇xvγ |

1
2 · |ρ| dx dt

≤
√
cM0M1

1− tm
√
γ

∫ tm

γ

1

t

(∫
Ω
|∇xvγ(t, ·)| dx

) 1
2

·
(∫

Ω
|ρ|2 dx

) 1
2

dt

≤
√
cKM0M1

1− tm
√
γ

(∫ tm

γ

1

t2
dt

) 1
2

·
(∫ tm

γ

∫
Ω
|ρ|2 dx dt

) 1
2

≤
√
cKM0M1

1− tm
√
γ

√
1

γ
− 1

tm
· ‖ρ‖L2((0,1)×Ω)

≤
√
cKM0M1

1− tm
‖ρ‖L2((0,1)×Ω).

(4.2-22)
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Ainsi, en combinant (4.2-21) et (4.2-22), on obtient que∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

=

∫ γ

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt+

∫ tm

γ

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

≤M‖ρ‖L2((0,1)×Ω),

(4.2-23)

avec M = max

{√
Kc′M1√
1− tm

,

√
cKM0M1

1− tm

}
.

2. Passons au deuxième point du Lemme : supposons qu’il existe p > 2, tel que ρ ∈ Lp((0, 1)×
Rd). Pour commencer, remarquons que :

|∇xv(t, x)| = |∇xv(t, x)|
1
p

+ 1
q ≤

(
c

t(1− t)

) 1
p

|∇xv(t, x)|
1
q . (4.2-24)

Pour tout 0 < α < 1, et en reprenant la relation (4.2-18), on a∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤Mα

0 M
1−α
1

∫ tm

0

(γ
t

)α( c

t(1− t)

) 1
p
∫

Ω
|∇xvγ |

1
q · |ρ| dx dt

≤Mα
0 M

1−α
1

(
c

1− tm

) 1
p

γα
∫ tm

0

1

tα+1/p

∫
Ω
|∇xvγ |

1
q · |ρ| dx dt

On pose M(α) = Mα
0 M

1−α
1

(
c

1− tm

) 1
p

.

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤M(α)γα

∫ 1

0

1

tα+1/p

(∫
Ω
|∇xvγ | dx

) 1
q

·
(∫

Ω
|ρ|p dx

) 1
p

dt

≤M(α)K
1
q γα

∫ 1

0

1

tα+1/p

(∫
Ω
|ρ|p dx

) 1
p

dt

≤M(α)K
1
q γα

(∫ 1

0

1

tqα+q/p
dt

) 1
q
(∫ 1

0

∫
Ω
|ρ|p dx dt

) 1
p

= M(α)K
1
q γα

(∫ 1

0

1

tqα+q−1
dt

) 1
q

‖ρ‖Lp((0,1)×Ω).

Or q < 2, et il s’en suit qu’en fixant 0 < α < 1 assez petit, on peut avoir q(α+ 1) < 2 ⇔
qα+ q − 1 < 1, et ∫ 1

0

1

tqα+q−1
dt =

1

2− q(α+ 1)
.

D’où au final∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤M(α)K

1
q γα

(
1

2− q(α+ 1)

) 1
q

‖ρ‖Lp((0,1)×Ω)

et on obtient bien ainsi ∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt −→

γ→0
0.
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�

Preuve du Lemme 4.2-7 : Nous allons dans cette preuve faire appel aux aux propriétés de
convergence énoncés dans le Lemme 4.2-6 (p. 149), et utiliser la densité des espaces Lp((0, 1)×ω)
(p > 2) dans L2((0, 1)× ω) (pour ω ⊂⊂ Rd).

Soit ε > 0. Pour tout 0 < λ < 1, si ρ ∈ L2((0, 1) × Ω), alors |ρ|λ ∈ L2/λ((0, 1) × Ω) et 2/λ > 2,
et nous obtenons à partir de (4.2-33), la majoration : pour tout γ > 0 et tout 0 < λ < 1,∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | ·

∣∣∣|ρ| − |ρ|λ∣∣∣ dx dt
+

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ|λ dx dt.

(4.2-25)

Le premier point du Lemme 4.2-6 nous permet d’affirmer qu’il existe une constante M > 0,
indépendante de γ tel que pour tout λ ∈]0, 1[ :

∀γ ∈]0, 1],

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | ·

∣∣∣|ρ| − |ρ|λ∣∣∣ dx dt ≤M ∥∥∥|ρ| − |ρ|λ∥∥∥
L2((0,1)×Ω)

. (4.2-26)

Ainsi, (|ρ|λ)λ∈]0,1[ converge simplement vers |ρ| lorsque λ tend vers 1, et pour tout 0 < λ < 1,
on a la majoration :∣∣∣|ρ| − |ρ|λ∣∣∣2 ≤ 2

(
|ρ|2 + |ρ|2λ

)
≤ 2

(
|ρ|2 + (|ρ|+ 1)2

)
∈ L1((0, 1)× Ω).

En effet si |ρ(t, x)| ≤ 1, alors |ρ(t, x)|λ ≤ 1, et si |ρ(t, x)| ≥ 1, alors |ρ(t, x)|λ ≤ |ρ(t, x)|, d’où
|ρ|λ ≤ |ρ|+ 1. Ainsi par convergence dominée, le terme

∥∥|ρ| − |ρ|λ∥∥
L2((0,1)×Ω)

tend vers 0 lorsque
λ tend vers 1.

Il est donc possible de fixer alors λ ∈]0, 1[ tel que∥∥∥|ρ| − |ρ|λ∥∥∥
L2((0,1)×Ω)

≤ ε

M
,

et ainsi

∀γ ∈]0, 1],

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | ·

∣∣∣|ρ| − |ρ|λ∣∣∣ dx dt ≤ ε.
Fixons donc un tel λ. On a donc∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤ ε+

∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ|λ dx dt. (4.2-27)

Pour finir, du fait que |ρ|λ ∈ L2/λ((0, 1)×Ω) et que 2/λ > 2, le deuxième point du Lemme 4.2-6
nous donne la convergence :∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ|λ dx dt −→

γ→0
0. (4.2-28)

Ainsi, pour γ > 0 assez petit, on a :∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt ≤ 2ε.
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On peut donc finalement conclure à la convergence vers 0 du terme∫ tm

0

∫
Rd
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

lorsque γ tend vers 0. �

Revenons maintenant à la preuve de la Proposition 4.2-5 (p. 146).
Preuve de la Proposition 4.2-5 : Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné tel que supp(ρ0) ⊂ Ω
et supp(ρ) ⊂ [0, 1] × Ω. Il est donc possible de restreindre (4.2-5) à Ω et, du fait que ρ ∈
L2((0, 1)× Rd), de prolonger les fonctions test à H1

c ([0, 1[×Ω), i.e.

∀h ∈ H1
c ([0, 1[×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx = 0 (4.2-29)

(h ∈ H1
c ([0, 1[×Ω) admettant bien une trace dans L2(Ω)). Pour tout γ > 0, on définit vγ comme

dans le Lemme 4.2-6 plus haut : c’est à dire vγ = vγφ, où γφ est l’enveloppe de Moreau de φ par
γ.

Soit ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd). Pour tout γ > 0, on définit
∼
hγ comme dans le Lemme 4.2-4 (p. 145),

c’est à dire par :
∼
hγ(t, x) = −

∫ 1

t
ϕ(s, (s− t)vγ(t, x) + x) ds,

pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd. Celui-ci vérifie donc

∀γ > 0, ∂t
∼
hγ + vγ .∇x

∼
hγ = ϕ, (4.2-30)

Il existe de plus 0 < tm < 1, ne dépendant que ϕ (indépendant donc de vγ et plus généralement
de γ), et, pour tout γ > 0, αγ ∈ L∞([0, 1]× Rd)d et βγ ∈ L∞loc([0, 1]× Rd)d+1, tels que :

— ∇t,x
∼
hγ = t(∇t,xvγ)αγ + βγ ,

— ‖αγ‖L∞([0,1]×Rd) ≤ ‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd),
— ‖βγ‖L∞([0,1]×ω) ≤ (‖vγ‖L∞([0,1]×Ω) + 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Ω) + ‖ϕ‖L∞([0,1]×Ω),

—
∼
hγ(t, ·) = α(t, ·) = β(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1,

—
∣∣∣∣∇x∼hγ(t, x)

∣∣∣∣ ≤ (|∇xvγ(t, x)|+ 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd),

pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd.
Rappelons que d’après le Lemme 3.3-35 (p. 118), il existe c′ > 0, tel que pour tout t ∈]0, 1[,

‖∇xvγ(t, ·)‖L∞(Rd) ≤
c′

γ(1− t)
,

(où la norme L∞ est ici prise sur ‖ · ‖ : la norme subordonnée à la norme euclidienne | · | de
Rd).

Cette propriété a déjà été utilisé dans la preuve du Lemme 4.2-6 p. 149 (équation (4.2-20) ). Donc,
d’après les Propositions 3.3-30 (p. 112) et 3.3-31 (p. 115), on obtient le même type de majoration

pour |∂tvγ(t, ·)|, et ainsi, pour tout γ > 0, ∇t,x
∼
hγ ∈ L∞([0, 1]×Rd), d’où

∼
hγ ∈ H1((0, 1)×Ω), et

comme de plus
∼
hγ(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1, on a bien

∼
hγ ∈ H1([0, 1[×Ω). Ajoutons que, γφ

vérifiant la propriété (Γ1) (Lemme 3.3-27 p. 110), et d’après le dernier point de la Proposition

3.3-18 (p. 99),
∼
hγ est continue sur [0, 1[×Ω, et pour tout x ∈ Rd,

∼
hγ(0, x) = −

∫ 1

0
ϕ(s, s vγ(0, x) + x) ds = −

∫ 1

0
ϕ(s, s∇γφ(x) + (1− s)x) ds (4.2-31)
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(coïncidant avec la trace L2 de
∼
hγ en t = 0).

Donc en insérant
∼
hγ dans (4.2-29), on obtient∫ 1

0

∫
Ω

(
∂t

∼
hγ + v · ∇x

∼
hγ

)
ρ dx dt+

∫
Ω

∼
hγ(0, ·)ρ0 dx = 0,

pour tout γ > 0. En insérant en outre dans cette dernière relation l’équation (4.2-30), on obtient
la nouvelle équation

∀γ > 0,

∫ 1

0

∫
Ω
ϕρ dx dt+

∫
Ω

∼
hγ(0, ·)ρ0 dx =

∫ 1

0

∫
Ω

(vγ − v) · ∇x
∼
hγρ dx dt. (4.2-32)

Ainsi, on a la majoration

∀γ > 0,

∣∣∣∣∫ 1

0

∫
Ω
ϕρ dx dt+

∫
Ω

∼
hγ(0, ·)ρ0 dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇xϕ‖L∞ ∫ tm

0

∫
Ω
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt

+ ‖∇xϕ‖L∞
∫ tm

0

∫
Ω
|v − vγ | · |ρ| dx dt.

(4.2-33)

D’après le Lemme 4.2-7 (p. 150), on a∫ tm

0

∫
Ω
|v − vγ | · |∇xvγ | · |ρ| dx dt −→

γ→0
0. (4.2-34)

De plus, la Proposition 3.3-30 (p. 112) nous apprend que |v − vγ | est uniformément borné et
converge simplement vers 0 sur ]0, 1[×Ω lorsque γ tend vers 0. Ainsi, du fait que ρ ∈ L2((0, 1)×Ω),
on conclut par convergence dominée que :∫ tm

0

∫
Ω
|v − vγ | · |ρ| dx dt −→

γ→0
0. (4.2-35)

Pour finir, d’après le Lemme 3.3-29 (p. 111), ∇γφ(x) converge pour presque tout x ∈ Ω vers
∇φ(x) (pour tout x où φ est différentiable). De plus ϕ(s, s∇γφ(x) + (1− s)x) est uniformément
borné par ‖ϕ‖L∞ pour tout (s, x) ∈]0, 1[×Ω. Ainsi par convergence dominée, on a∫

Ω

∼
hγ(0, ·)ρ0 dx = −

∫ 1

0

∫
Ω
ϕ(s, s∇γφ(x) + (1− s)x)ρ0(x) dx ds

−→
γ→0
−
∫ 1

0

∫
Ω
ϕ(s, s∇φ(x) + (1− s)x)ρ0(x) dx ds.

(4.2-36)

Ainsi, par les résultats de convergence (4.2-34), (4.2-35) et (4.2-36), on obtient par passage à la
limite dans la relation 4.2-33 :∫ 1

0

∫
Ω
ϕρ dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω
ϕ (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dx dt.

et donc, cette dernière équation étant finalement vrai pour tout ϕ ∈ C∞((0, 1)×Rd), on conclut
donc en prolongeant de nouveau à Rd :

∀ϕ ∈ C∞((0, 1)× Rd),
∫ 1

0

∫
Rd
ϕρ dx dt =

∫ 1

0

∫
Rd
ϕ (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dx dt.



156 CHAPITRE IV. EXISTENCE ET UNICITÉ DES POINTS SELLES

C∞c ((0, 1)×Rd) étant dense dans C0
c ([0, 1]×Rd) pour la norme sup

[0,1]×Rd
| · |, on peut donc conclure

pour la relation (4.2-6).
Attention cependant : dans le second membre, le passage de C∞c à C0

c se fait par convergence
dominée et non par convergence uniforme : en effet ∇φ n’est défini que presque partout sur Rd.
Pour finir, on peut conclure à l’aide du Lemme 4.1-5 (p. 132), que pour presque tout (t, x) ∈
[0, 1[×Rd,

ρ(t, x) = ρt(x) = ((t∇φ+ (1− t) id)#ρ0) (x),

(t, x) 7→ ρt étant définie dans la Proposition F.0-6 (p. 236). Le Lemme 4.1-5 (p. 132) nous affirme
également que t 7→ ρ(t, ·) ∈ C0

(
[0, 1[, L2(Rd)

)
. �

IV.2.6 Retour à la preuve du Théorème 4.2-1

Maintenant que nous avons prouvé la Proposition 4.2-5 (p. 146), il nous reste plus, pour démontrer
le Théorème 4.2-1 (p. 140) relatif à l’unicité de la composante µ = (ρ,m) commune des points
selles de L, qu’à à montrer qu’une densité ρ associé à l’un de ces point selle vérifie bien les
conditions d’application de la Proposition 4.2-5, en particulier qu’elle peut se prolonger dans Rd
en une densité à support compact tout en vérifiant la même loi de conservation de la masse, ce
qui est l’objet du Lemme suivant :

Lemme 4.2-8.

Soient ρ0, ρ1 et Ω définis comme dans la notation 2 (p. 74), et soit v un champ de vitesse
définie sur Rd tel que v ∈ L∞((0, 1) ×K) pour tout compact K de Rd (on rappelle que par
abus de notation, nous désignerons indifféremment v et v|Ω par v).

Soit ρ ∈ L2((0, 1)× Ω) tel que :∫
]0,1[×Ω

(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·)ρ1 dx = 0, (4.2-37)

pour tout h ∈ H1((0, 1)× Ω).

On pose ρ ∈ L2((0, 1)× Rd), définie pour tout t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd par :

ρ =

{
ρ(t, x) si x ∈ Ω
0 sinon

Alors ρ vérifie la conservation de la masse dans Rd, avec ρ0 et ρ1 en conditions initiales et
finales, plus précisément :∫

]0,1[×Rd
(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt+

∫
Rd
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Rd
h(1, ·)ρ1 dx = 0, (4.2-38)

pour tout h ∈ H1
loc([0, 1]× Rd).

Remarque 4.2-8. En fait la condition de nullité du flux sortant de ρv au bord est implicitement
incluse dans cette formulation faible de la conservation de la masse (qui est celle des points selles
de l’algorithme de Benamou-Brenier), où seules les conditions initiales et finales apparaissent :
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il n’y a pas de terme donnant les conditions aux bords, qui sont donc nulles.
On peut donc prolonger ρ par 0 sur Rd, et ainsi obtenir une densité L2 à support compact dans Rd
vérifiant toujours les conditions de conservation de la masse pour les mêmes conditions initiales
et finales.

Preuve :
Pour tout h ∈ H1

loc((0, 1) × Rd), on a h|Ω ∈ H1((0, 1) × Ω) et ∇t,xh|Ω = (∇t,xh)|Ω (en posant
Ω =]0, 1[×Ω).

Donc pour tout h ∈ H1
loc((0, 1)× Rd), on a∫

]0,1[×Rd
(∂th+ v · ∇xh) ρ dx dt+

∫
Rd
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Rd
h(1, ·)ρ1 dx

=

∫
]0,1[×Ω

(
(∂th)|Ω + v · (∇xh)|Ω

)
ρ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)|Ωρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·)|Ωρ1 dx

=

∫
]0,1[×Ω

(
∂th|Ω + v · ∇xh|Ω

)
ρ dx dt+

∫
Ω
h|Ω(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h|Ω(1, ·)ρ1 dx

= 0.

�

Il nous reste maintenant à conclure sur la preuve du Théorème 4.2-1 (p. 140), dont nous rappelons
l’énoncé :

Théorème 4.2-1.

Si (ψ∗, q∗, µ∗) est un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω) (pour ρ0, ρ1 et Ω définis comme dans la
notation 2 p. 74, définissant Lps(ρ0, ρ1,Ω)), alors pour tout potentiel φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld), on
a µ∗ = (ρ∗,m∗) = (ρφ, ρφvφ), avec pour tout t ∈]0, 1[ :

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
=
x−∇x(φt)

∗(x)

t

(où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ) et

ρφ(t, ·)Ld = Xφ(t, ·)#(ρ0Ld) ∈ C([0, 1], L2(Ω)), avec Xφ(t, ·) = ∇xφt = (1− t) id +t∇xφ.

Preuve du Théorème 4.2-1 : Soit (ψ∗, q∗, µ∗) est un élément de Lps(ρ0, ρ1,Ω) (i.e. un point
selle). D’après la Proposition 2.2-1 (p. 56), on a

∀h ∈ H1((0, 1)× Ω), G(h) + 〈µ∗,∇t,xh〉 = 0.

Soit φ ∈ Φ(ρ0Ld, ρ1Ld) (vérifiant ainsi la propriété (Γ1)). D’après le Lemme 4.2-3 (p. 142), en
posant

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
pour tout t ∈]0, 1[, on a m∗ = ρ∗vφ. Autrement dit, ∀h ∈ H1((0, 1)× Ω) :∫

]0,1[×Ω
(∂th+ vφ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·)ρ1 dx = 0.



158 CHAPITRE IV. EXISTENCE ET UNICITÉ DES POINTS SELLES

On pose ρ∗ ∈ L2((0, 1)× Rd), défini comme dans le Lemme 4.2-8 (p. 156), pour tout t ∈]0, 1[ et
x ∈ Rd par :

ρ∗ =

{
ρ∗(t, x) si x ∈ Ω
0 sinon

D’après le Lemme 4.2-8, on a∫
]0,1[×Rd

(∂th+ vφ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Rd
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Rd
h(1, ·)ρ1 dx = 0, (4.2-39)

pour tout h ∈ C∞c ([0, 1]× Rd). Ainsi, d’après la Proposition 4.2-5 (p. 146), on a donc bien

ρ∗(t, ·) = Xφ(t, ·)#ρ0, avec Xφ(t, ·) = (1− t) id +t∇xφ,

et d’après le Corollaire 4.1-4 (p. 131), on a bien t 7→ ρ∗(t, ·) ∈ C0
(
[0, 1], L2(Ω)

)
, ce qui conclut

la preuve. �

IV.3 Caractérisation d’un champ de vitesse de transport optimal

Dans cette dernière sous-section, nous allons tenter de caractériser moins formellement un champ
de vitesse de transport optimal. Le résultat sera en gros le suivant : toute densité L2, à support
borné et continûment portée par un champ de vitesse localement borné, dont les trajectoires
sont toutes des lignes droites qui jamais ne se croisent, c’est à dire vérifiant les propriétés
(II) correspond à un transport optimal et est l’unique solution pour un tel déplacement.

On rappelle qu’un champ de vitesse v vérifie les propriétés (II) si et seulement si :

(II)1 Il existe ψ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]×Ω) (i.e. ψ ∈W 1,∞((0, 1)×ω), pour tout ouvert ω ⊂ Ω borné) tel

que v = ∇xψ : propriété traduisant le non croisement des trajectoires (le rotationnel
spatial de v est nul).

(II)2 Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers, c’est à
dire

∂tv +
1

2
∇x|v|2 = 0. (4.3-40)

Cette propriété traduit le fait que les déplacements induits par v s’effectuent exclusive-
ment en ligne droite.

On rappelle également qu’un champ de vitesse v vérifie les propriétés (III) (énoncées p. 76) si et
seulement si

(III)1 v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Ω,

(III)2 ∇t,xv ∈ L∞
(
(0, 1), L1

loc(Ω)
)
,

(III)3 ∇t,xv ∈ Lp
(
(0, 1), Lqloc(Ω)

)
avec 1/p+ 1/q > 1

(en particulier v ∈W 1,p
loc ([0, 1]× Ω) avec 1 ≤ p < 2).

Pour un ouvert convexe Ω de Rd (pas forcément borné), définissons l’espace bL2
+((0, 1)× Ω) des

densités ρ ∈ L2((0, 1)× Ω) positives et à supports compacts dans [0, 1]× Ω. Autrement dit :

bL2
+((0, 1)× Ω) =

{
ρ ∈ L2((0, 1)× Ω), ρ ≥ 0, supp(ρ) ⊂⊂ Ω

}
. (4.3-41)
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Le résultat que nous souhaitons démontrer est le suivant :

Théorème 4.3-9.

Soit Ω un ouvert convexe de Rd. Soit v∗ un champ de vitesse sur Ω vérifiant l’ensemble de
propriétés (II) p. 75 (rappelées ci-dessus), et soit ρ0 ∈ L2(Ω), tel que ρ0 ≥ 0 et que supp(ρ0)
soit borné dans Ω.

Soit une densité ρ∗ ∈ bL2
+((0, 1)×Ω) (définie en (4.3-41)) solution, au sens des distributions,

du système {
∂tρ+ divx(ρv∗) = 0,
ρ(0, ·) = ρ0,

(4.3-42)

c’est à dire

∀h ∈ C∞c ([0, 1[×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v∗ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx = 0.

Alors :

• La densité ρ∗ est l’unique solution du système (4.3-42) dans l’espace bL2
+((0, 1)×Ω).

• On a ρ∗ ∈ C0
(
[0, 1[, L2(Ω)

)
∩ bL2

+((0, 1)× Ω)

• ρ∗ suit un déplacement continu de type transport optimal : autrement dit, il existe
une unique mesure positive µ1 définie sur la tribu de Lebesgue de Ω, à support dans

supp(ρ0)∪

( ⋃
t∈[0,1]

supp(ρ∗(t, ·))

)
, vérifiant les propriétés (IV) (p. 203), et une fonction

φ convexe sur Rd vérifiant la propriété (Γ1), telles que µ1 = ∇φ#
(
ρ0 Ld

)
, et

∀t ∈ [0, 1[, (ρ∗(t, ·)Ld) = (ρφ(t, ·)Ld) = (t∇φ+ (1− t) id) #(ρ0Ld),

c’est à dire telles que les ρ∗(t, ·) soient les interpolées de McCann entre la mesure ρ0Ld
et la mesure µ1.

• Le couple (ρ∗, v∗) vérifie alors le système :{
∂tρ
∗ + divx(ρ∗v∗) = 0,

ρ∗(0, ·) = ρ0, ρ
∗(1, ·) = µ1.

c’est à dire, reformulé au sens faible,

∀h ∈ C∞c ([0, 1]×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v∗ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·) dµ1 = 0.

• Pour finir, le champ de vitesse v∗ vérifie les propriétés (III) p. 76 (rappelées juste
avant l’énoncé de ce Théorème) sur supp(ρ∗) et, pour tout (t, x) ∈ supp(ρ∗), on a :

v∗(t, x) = vφ =
1

t

(
id−Prox t

1−tφ

(
·

1− t

))
=

id−∇x(φt)
∗

t
, (4.3-43)

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ.
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Avant d’entrer dans le vif du sujet, commençons par démontrer le Lemme suivant qui sera utile
par la suite : il s’agit seulement de poser rigoureusement la conservation de la masse totale lors
d’un déplacement continu au sens des distributions.

Lemme 4.3-10.

Soit Ω un ouvert de Rd. Soit (ρ,m) ∈ L1
loc([0, 1]×Ω)d+1, et soit µ une mesure de probabilité

sur Ω, tel que le système {
∂tρ+ divx(m) = 0,
ρ(0, ·) = µ.

soit vérifié au sens des distributions, i.e.

∀h ∈ C∞c ([0, 1[×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ = 0.

On suppose de plus qu’il existe un ouvert ω ⊂⊂ Ω (i.e. dont l’adhérence est un compact
de Ω) tel que supp(µ) ⊂ ω et supp((ρ,m)) ⊂ [0, 1] × ω Alors ρ ∈ L∞((0, 1), L1(Ω)) avec
∀t ∈]0, 1[,

∫
Ω ρ(t, ·) ≡ 1, ou, écrit plus rigoureusement,

∀f ∈ C∞([0, 1]),

∫ 1

0

∫
Ω
f(t)ρ(t, x)dx dt =

∫ 1

0
f(t)dt.

Preuve : Soit α ∈ C∞c (0, 1) telle que
∫ 1

0 α(t) dt = 1, et soit une fonction plateau θ ∈ C∞c (Ω)
telle que θ = 1 sur ω (rappelons que ω est un compact de Ω). Pour tout f ∈ C∞c (0, 1), on définit
Λ(f) ∈ C∞c ([0, 1]) par

∀t ∈ [0, 1], Λ(f)(t) =

∫ t

0

(
f(s)− α(s)

∫ 1

0
f(u) du

)
ds. (4.3-44)

Soit f ∈ C∞c (0, 1). Il est clair que Λ(f) est uniformément nulle au voisinage de 0 et 1, et donc
que Λ(f) ∈ C∞c (0, 1), d’où θΛ(f) ∈ C∞c ((0, 1)× Ω). On a alors

∀t ∈ [0, 1], f(t) = α(t)

∫ 1

0
f(u) du+ Λ(f)′(t).

D’où, en posant C =

∫ 1

0

∫
Ω
α(t)ρ(t, x)dx dt,

∫ 1

0

∫
Ω
f(t)ρ(t, x)dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω

Λ(f)′(t)ρ(t, x)dx dt+

(∫ 1

0
f(u) du

)∫ 1

0

∫
Ω
α(t)ρ(t, x)dx dt

=

∫ 1

0

∫
Ω
θ(x)Λ(f)′(t)ρ(t, x)dx dt+ C

∫ 1

0
f(u) du

= −
∫ 1

0

∫
Ω
∇x(θΛ(f)) ·mdxdt−

∫
Ω

(θΛ(f))(0, ·)dµ+ C

∫ 1

0
f(u) du

= −
∫ 1

0

∫
Ω

Λ(f)∇xθ ·mdxdt−
∫

Ω
Λ(f)(0)θ(x)dµ+ C

∫ 1

0
f(u) du

= C

∫ 1

0
f(u) du.
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Pour tout n ∈ N, on définit une fonction plateau χn ∈ C∞c (0, 1) tel que 0 ≤ χn ≤ 1 et χn = 1
sur [1/n, 1− (1/n)].
Soit f ∈ C∞([0, 1]). Pour tout n ∈ N, fχn ∈ C∞c (0, 1), la suite (χn)n converge simplement vers
1. On a pour tout n ∈ N,∫ 1

0

∫
Ω
χn(t)f(t)ρ(t, x)dx dt = C

∫ 1

0
χn(t)f(t)dt,

donc par convergence dominée lorsque n tend vers l’infini (ρ ∈ L1
loc([0, 1]× Ω) et f est bornée),

on a

∀f ∈ C∞([0, 1]),

∫ 1

0

∫
Ω
f(t)ρ(t, x)dx dt = C

∫ 1

0
f(t)dt.

Il reste donc à prouver que C = 1. Soit f ∈ C∞([0, 1]) telle que f(0) = 1 et f(1) = 0. On a
alors :

C = −C
∫ 1

0
f ′(t)dt = −

∫ 1

0

∫
Ω
f ′(t)ρ(t, x)dx dt = −

∫ 1

0

∫
Ω
θ(x)f ′(t)ρ(t, x)dx dt

= −
∫ 1

0

∫
Ω
∂t(θf)ρ dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω
∇x(θf) ·mdxdt+

∫
Ω

(θf)(0, ·)dµ

=

∫ 1

0

∫
Ω
f∇xθ ·mdxdt+

∫
Ω
f(0)θ(x)dµ =

∫
Ω
f(0)θ(x)dµ = µ(ω) = µ(Ω) = 1.

�

Le premier point de notre preuve consiste à prouver l’existence au sens des distributions d’une
mesure d’arrivée, pour toute densité vérifiant une équation de conservation de la masse, mais où
seule la densité de départ est fixée. Ce sera l’objet du Lemme 4.3-12 (p. 162), dans la démons-
tration duquel le Lemme 4.3-11 (p. 161) intervient.

Lemme 4.3-11.

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé et D un sous-espace vectoriel dense de E. Soient
M > 0 et (Tn) une suite de formes linéaires réelles continues sur E telles que :

— pour tout n ∈ N, on ait ‖Tn‖ ≤M ,
— Pour tout x ∈ D il existe Tx ∈ R tel que Tnx converge vers Tx.

Alors il existe une forme linéaire T réelle continue sur E, tel que Tnx converge vers Tx pour
tout x ∈ E (avec de plus ‖T‖ ≤M), et tel pour tout x ∈ D, Tx = Tx.

Preuve : Soit x ∈ E. Montrons que la suite (Tnx)n est une suite de Cauchy de R.
Soit ε > 0 et soit y ∈ D tel que ‖x− y‖E ≤ (ε/3M . Pour tous p, q ∈ N,

|Tpx− Tqx| ≤ |Tpx− Tpy|+ |Tpy − Tqy|+ |Tqx− Tqy|

≤ 2M‖x− y‖E + |Tpy − Tqy| ≤
2

3
ε+ |Tpy − Tqy|.

(Tny) converge vers Ty et donc (Tny) est une suite de Cauchy : il existe donc N ∈ N tel que
pour tout p, q ≥ N , on ait |Tpy − Tqy| ≤ (1/3)ε. Donc, pour tout p, q ≤ N , on a

|Tpx− Tqx| ≤
2

3
ε+ |Tpy − Tqy| ≤ ε.
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(Tnx) est donc une suite de Cauchy et donc il existe Tx ∈ R tel que (Tnx) converge vers Tx.

Il est évident que pour tout y ∈ D on ait Ty = Ty, et que x 7→ Tx soit linéaire du fait de la
linéarité des Tn. De plus, pour tout x ∈ E, on a pour tout n ∈ N,

|Tx| ≤ |Tx− Tnx|+ |Tnx| ≤ |Tx− Tnx|+M‖x‖E .

Donc, par passage à la limite lorsque n→∞, on a |Tx| ≤M‖x‖E . La forme linéaire T est donc
continue et ‖T‖ ≤M . �

Lemme 4.3-12.

Soit Ω un ouvert Rd, et soient (ρ,m) ∈ L1((0, 1),Ω)d+1 avec ρ ≥ 0, et µ0 une mesure de
probabilité définie sur la tribu de Lebesgue de Ω, tels que (ρ,m) vérifie au sens des distributions{

∂tρ+ divx(m) = 0,
ρ(0, ·) = µ0,

i.e.

∀h ∈ C∞c ([0, 1[×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ0 = 0. (4.3-45)

Alors il existe une mesure positive µ1 définie sur la tribu de Lebesgue de Ω, vérifiant les
propriétés (IV) p. 203, tel que

∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ0 −

∫
Ω
h(1, ·)dµ1 = 0.

(4.3-46)
De plus, s’il existe un ouvert ω ⊂⊂ Ω tel que supp(µ0) ⊂ ω et supp(ρ,m) ⊂ [0, 1]× ω, alors
µ1 est une mesure de probabilité sur Ω à support compact tel que supp(µ1) ⊂ ω.

Preuve : On définit la forme linéaire Λ sur C∞c ([0, 1]× Ω) par

∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω), Λ(h) =

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ0. (4.3-47)

et la forme linéaire T , définie sur C∞c (Ω), par

∀f ∈ C∞c (Ω), T (f) = Λ(f), avec f : (t, x) 7→ f(x), (4.3-48)

d’où

T (f) =

∫ 1

0

∫
Ω
∇xf ·mdxdt+

∫
Ω
f dµ0.

Pour tout n ∈ N, on choisit une fonction χn ∈ C∞([0, 1]), vérifiant :
— χn(t) = 0 si 0 ≤ t ≤ 1− 2

n , et χn(t) = 1 si 1− 1
n ≤ t ≤ 1,

— ∀t ∈ [0, 1], 0 ≤ χ′n(t) ≤ 2
n (et donc 0 ≤ χn ≤ 1).
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Donc pour tout f ∈ C∞c (Ω) et tout n ∈ N, on a alors (1 − χn)f ∈ C∞c ([0, 1[×Ω), d’où
Λ
(
(1− χn)f

)
= 0 (du fait de l’hypothèse (4.3-45) ), et ainsi :

T (f) = Λ(f) = Λ(χnf) + Λ
(
(1− χn)f

)
= Λ(χnf)

=

∫ 1

0

∫
Ω

(
∂t
(
χnf

)
· ρ+∇x

(
χnf

)
·m
)
dx dt+

∫
Ω
χn(0)f(0, ·)dµ0

=

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nfρ dx dt+

∫ 1

0

∫
Ω

(∇xf ·m)χn dx dt.

Or χn tend simplement vers 0 sur [0, 1[ lorsque n tend vers l’infini, et |(∇xf ·m)χn| est borné
par ‖∇xf‖∞ · |m| pour tout n ∈ N (et m ∈ L1((0, 1)× Ω)d). Donc par convergence dominée, on
a : ∫ 1

0

∫
Ω

(∇xf ·m)χn dx dt −→
n→+∞

0 et

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nfρ dx dt −→

n→+∞
T (f) (4.3-49)

Pour tout n ∈ N et tout f ∈ C0
c (Ω), on pose

Tn(f) =

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nfρ dx dt.

Tn est donc une forme linéaire sur C0
c (Ω), et en particulier,

∀n ∈ N, ∀f ∈ C0
c (Ω), |Tn(f)| ≤

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nρ dx dt‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞. (4.3-50)

En effet, d’après le Lemme 4.3-10 (p. 160), on a∫ 1

0

∫
Ω
χ′nρ dx dt =

∫ 1

0
χ′n(t) dt = χn(1)− χn(0) = 1.

En appliquant le Lemme 4.3-11 (p. 161) avec E = C0
c (Ω) et D = C∞c (Ω) munies de la norme

‖ · ‖∞ (C∞c (Ω) est dense dans C0
c (Ω) pour la norme ‖ · ‖∞), on obtient l’existence d’une forme

linéaire T continue sur C0
c (Ω), tel que (Tn(f))n converge vers T (f) pour tout f ∈ C0

c (Ω).

De plus, pour tout f ∈ C0
c (Ω) avec f ≥ 0, il est clair que T (f) ≥ 0 (car Tn(f) ≥ 0 pour tout

n ∈ N). Ainsi, d’après le Théorème A.2-1 (p. 204), il existe une mesure positive µ1, définie sur
les ensembles Lebesgue-mesurables de Ω, et vérifiant les propriétés (IV) p. 203, telle que :

∀f ∈ C0
c (Ω), T (f) =

∫
Ω
f dµ1. (4.3-51)

En résumé :

∀f ∈ C0
c (Ω),

∫
Ω
f dµ1 = lim

n→+∞

∫ 1

0

∫
Ω
χ′n(t)f(x)ρ(t, x) dx dt, (4.3-52)

et ∀f ∈ C∞c (Ω),

∫
Ω
f dµ1 = T (f) =

∫ 1

0

∫
Ω
∇xf(x) ·m(t, x) dx dt+

∫
Ω
f dµ0. (4.3-53)

Il nous reste maintenant à montrer que pour tout h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω), on a bien∫
Ω
h(1, ·) dµ1 = Λ(h) =

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ0.

Soit h ∈ C∞c ([0, 1] × Ω). Remarquons tout d’abord que (1 − χn)h ∈ C∞c ([0, 1[×Ω), d’où
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Λ ((1− χn)h) = 0 (toujours du fait de l’hypothèse (4.3-45) ), et donc :

Λ(h) = Λ(h) = Λ(χnh) + Λ ((1− χn)h) = Λ(χnh)

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂t (χnh) · ρ+∇x (χnh) ·m) dx dt+

∫
Ω
χn(0)h(0, ·)dµ0

=

∫ 1

0

∫
Ω

(
χn∂th+ χ′nh

)
ρ dx dt+

∫ 1

0

∫
Ω

(∇xh ·m)χn dx dt

=

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nhρ dx dt+

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m)χn dx dt.

De même que précédemment, du fait que χn tende simplement vers 0 sur [0, 1[ lorsque n tend
vers l’infini, et du fait que

|∂th · ρ+∇xh ·m| ≤ ‖∇t,xh‖∞ · (|ρ|+ |m|)

(avec (ρ,m) ∈ L1((0, 1)× Ω)d+1), on a par convergence dominée :∫ 1

0

∫
Ω

(∂th · ρ+∇xh ·m)χn dx dt −→
n→+∞

0 et

∫ 1

0

∫
Ω
χ′nhρ dx dt −→

n→+∞
Λ(h). (4.3-54)

D’où, en se référant à la relation de convergence (4.3-52), on a

Λ(h)−
∫

Ω
h(1, ·) dµ1 = lim

n→+∞

∫ 1

0

∫
Ω
χ′n(t) (h(t, x)− h(1, x)) ρ(t, x) dx dt

= lim
n→+∞

∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫ 1

t

∫
Ω
χ′n(t)∂th(s, x)ρ(t, x) dx ds dt

(4.3-55)

En effet χ′n est nulle en dehors de [1− (2/n), 1− (1/n)]. Donc∣∣∣∣ ∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫ 1

t

∫
Ω
χ′n(t)∂th(s, x)ρ(t, x) dx ds dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫ 1

1− 2
n

∫
Ω
χ′n(t)|∂th(s, x)|ρ(t, x) dx ds dt

≤ 2

n
‖∂th‖∞

∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫
Ω
χ′n(t)ρ(t, x) dx dt =

2

n
‖∂th‖∞.

En effet d’après le Lemme 4.3-10 (p. 160), on a∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫
Ω
χ′n(t)ρ(t, x) dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω
χ′n(t)ρ(t, x) dx dt =

∫ 1

0
χ′n(t) dt = 1.

On peut donc conclure que :

Λ(h)−
∫

Ω
h(1, ·) dµ1 = lim

n→+∞

∫ 1− 1
n

1− 2
n

∫ 1

t

∫
Ω
χ′n(t)∂th(s, x)ρ(t, x) dx ds dt = 0, (4.3-56)

et ceci pour tout h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω).

Pour finir, s’il existe un ouvert ω ⊂⊂ Ω tel que supp(µ0) ⊂ ω et supp((ρ,m)) ⊂ [0, 1]× ω, alors
pour tout f ∈ C∞c (Ω) telle que supp(f) ⊂ Ω\ω, alors en se référant à l’équation (4.3-53), on
obtient ∫

Ω
f dµ1 =

∫ 1

0

∫
Ω
∇xf(x) ·m(t, x) dx dt+

∫
Ω
f dµ0 = 0,
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d’où supp(µ1) ⊂ ω. De plus, en prenant une fonction f ∈ C∞c (Ω) telle que f = 1 sur ω (voir le
Théorème A.1-2 p. 201), on a

µ1(Ω) = µ1(ω) =

∫
Ω
f dµ1 =

∫ 1

0

∫
Ω
∇xf(x) ·m(t, x) dx dt+

∫
Ω
f dµ0

=

∫
Ω
f dµ0 = µ0(ω) = µ0(Ω) = 1.

(4.3-57)

�

Nous souhaitons maintenant relier les solutions du système (4.3-42) p. 159 à la solution du
transport optimal entre ρ0 et la mesure µ1 définie dans le Lemme 4.3-12 (p. 162). Pour cela il
sera nécessaire d’appliquer aux équations de conservation de la masse des fonctions test moins
régulières, à savoir éléments de W 1,∞

c ([0, 1]× Ω).

Lemme 4.3-13.

Soit Ω un ouvert de Rd. Soient µ0 et µ1 deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesgue
de Rd, et soient ρ,m ∈ L1([0, 1[×Ω,Ld+1), telles que, pour tout h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω), on ait∫ 1

0

∫
Ω

(ρ∂th+m · ∇xh) dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)dµ0 −

∫
Ω
h(1, ·) dµ1 = 0, (4.3-58)

alors (4.3-58) est également vérifiée pour tout h ∈W 1,∞
c ([0, 1]× Ω).

Preuve : Soit h ∈ W 1,∞
c ([0, 1] × Ω). Soit R > 0 tel que supp(h) ⊂ Q = [0, 1] × (B(0, R) ∩ Ω).

On pose h = P
(
h| Int(Q)

)
, avec P l’opérateur de prolongement de W 1,∞(Int(Q)) à W 1,∞(Rd+1)

(avec Int(Q) =]0, 1[× (B(0, R) ∩ Ω)), tel que défini par le Théorème A.1-6 (p. 202).

Soit (rn)n une suite régularisante sur Rd+1 définie par

∀n ∈ N, rn ∈ C∞c , supp(rn) ⊂ B
(

0,
1

n

)
,

∫
Rd+1

rn = 1, rn ≥ 0.

Pour tout n ∈ N, on pose hn = (rn ∗ h)χ, avec χ ∈ C∞c (Rd+1), 0 ≤ χ ≤ 1, et χ = 1 sur Q. On a
donc d’après le Lemme A.1-1 (p. 201) et le Théorème A.1-6 (p. 202), on a pour tout n ∈ N,

1. ∀n ∈ N, hn ∈ C∞c (Rd+1) et (hn)n converge uniformément vers hχ. En effet, h est continue
sur Rd+1 (carW 1,∞(Rd) s’injecte dans C0(Rd), voir par exemple [17]) et, d’après le Lemme
A.1-1 (p. 201), (rn ∗ h) converge uniformément vers h sur tout compact de de Rd+1.
En particulier les suites (hn(0, ·))n et (hn(1, ·))n convergent uniformément respectivement
vers h(0, ·) = h(0, ·) et h(1, ·) = h(1, ·) sur Rd.

2. ∀n ∈ N, ‖hn‖∞ ≤ ‖rn ∗ h‖∞ ≤ ‖rn‖1 · ‖h‖∞ ≤ C‖h‖∞ (C > 0 ne dépendant que de Q),
et

∀n ∈ N, ‖∇t,xhn‖∞ = ‖(rn ∗ ∇t,xh)χ+ (rn ∗ h)∇t,xχ‖∞
≤ ‖rn ∗ ∇t,xh‖∞ + ‖rn ∗ h‖∞ · ‖∇t,xχ‖∞
≤ ‖rn‖1 · ‖∇t,xh‖∞ + ‖rn‖1‖h‖∞ · ‖∇t,xχ‖∞
≤ C‖∇t,xh‖∞ + C‖h‖∞ · ‖∇t,xχ‖∞,

i.e. ‖hn‖W 1,∞(Rd+1) ≤ C ′‖h‖W 1,∞(Q) (avec C ′ = (2 + ‖∇t,xχ‖∞)C).

Ici ‖ · ‖∞ désigne indifféremment ‖ · ‖L∞(Q), ‖ · ‖L∞([0,1]×Rd) ou ‖ · ‖L∞(Rd+1).



166 CHAPITRE IV. EXISTENCE ET UNICITÉ DES POINTS SELLES

3. La suite (∇t,xhn)n converge simplement Ld+1-presque partout vers ∇t,xh sur Q.

En effet d’après le Lemme A.1-1 (p. 201), la suite (rn ∗∇t,xh)n, converge vers ∇t,xh dans
Lp(Rd+1) pour tout p ∈ [1,+∞[. La suite (∇t,xhn)n converge donc vers χ∇t,xh+ h∇t,xχ
dans Lp(Rd+1).
On peut donc considérer, en se restreignant à Q et quitte à devoir extraire une sous-suite
de (rn)n, (∇t,xhn)n converge simplement Ld+1-presque partout vers χ∇t,xh+ h∇t,xχ sur
Q, i.e. vers ∇t,xh (rappelons que χ = 1 sur Q et donc ∇t,xχ = 0).

Ainsi, par convergence uniforme des suites (hn(0, ·))n et (hn(1, ·))n vers h(0, ·) et h(1, ·) on a∫
Rd
hn(0, ·)dµ0 −→

n→+∞

∫
Rd
h(0, ·)dµ0, et

∫
Rd
hn(1, ·)dµ1 −→

n→+∞

∫
Rd
h(1, ·)dµ1,

et par la convergence simple presque partout uniformément bornée de (∇t,xhn)n vers ∇t,xh sur
Q, on a par convergence dominée,∫ 1

0

∫
Rd

(ρ∂thn +m · ∇xhn) dx dt −→
n→+∞

∫ 1

0

∫
Rd

(
ρ∂th+m · ∇xh

)
dx dt

=

∫ 1

0

∫
Rd

(ρ∂th+m · ∇xh) dx dt.

(4.3-59)

On peut donc conclure en injectant les hn dans l’équation (4.3-58) et en passant à la limite. �

Pour finir, il nous reste avant de passer à la preuve finale du Théorème 4.3-9 (p. 159), que
les solutions ρ∗ du système (4.3-42) sont en fait portées par le même champ de vitesse que celui
défini en (3.3-11) p. 89 qui porte la solution continue du transport optimal de ρ0 sur µ1, tel que
cela a été fait dans la sous-section IV.2.2. Il s’agit en fait ici de généraliser la preuve du Lemme
4.2-3 (p. 142).

Lemme 4.3-14.

Soit Ω un ouvert convexe de Rd. Soit v∗ un champ de vitesse sur [0, 1]×Ω vérifiant l’ensemble
de propriétés (II) p. 75.
Soient ρ0 une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur Ω, ν1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de Ω et une fonction φ convexe de Rd vérifiant la propriété
(Γ1), telles que ν1 = ∇φ#(ρ0Ld). Soit également ρ∗ ∈ L2((0, 1) × Ω) tel que ρ∗ ≥ 0 et que
supp(ρ∗) soit borné dans [0, 1]× Ω, tel que (ρ∗, v∗) vérifie au sens des distributions :{

∂tρ
∗ + divx(ρ∗v∗) = 0,

ρ∗(0, ·) = ρ0, ρ
∗(1, ·) = ν1.

(4.3-60)

c’est à dire, reformulé au sens faible,

∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v∗ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·) dν1 = 0.

(4.3-61)
Alors, en définissant vφ comme en 3.3-11 (p. 89) pour tout (t, x) ∈ Ω par

vφ(t, x) =
1

t

(
id−Prox t

1−tφ

(
·

1− t

))
=

id−∇x(φt)
∗

t
, (4.3-62)

(où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2 + tφ),

on a ρ∗v∗ = ρ∗vφ.
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Preuve : D’après la Proposition 4.1-8 (p. 135), en définissant la densité ρφ comme dans la
Proposition F.0-6 (rappelé en début de chapitre p. 128) et le Lemme 4.1-5 (p. 132), c’est à dire,
rappelons-le, ρφ : (t, x) 7→ ρt(t, x) (mesurable), où pour tout t ∈ [0, 1], la densité ρt vérifie :

ρtLd = [(1− t) id +t∇φ]#(ρ0Ld) = ∇φt#(ρ0Ld),

et en définissant le champ de vitesse vφ par rapport à φ par (4.3-62), on a

∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ vφ · ∇xh) ρφ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·) dν1 = 0.

(4.3-63)
D’après le Lemme 4.3-13 (p. 165), les relations (4.3-61) et (4.3-63) sont encore bien définies et
valables pour h ∈W 1,∞

c ([0, 1]× Ω).

Par construction vφ vérifie les hypothèses (II) p. 75 (voir le Théorème 3.1-2 p. 76), de même
que v∗ par hypothèse. Donc, d’après le Lemme 4.1-10 (p. 137), il existe alors deux potentiels
ψφ, ψ

∗ ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω) tels que

qφ =

(
−1

2 |vφ|
2

vφ

)
= ∇t,xψφ et q∗ =

(
−1

2 |v
∗|2

v∗

)
= ∇t,xψ∗.

Remarquons que qφ, q∗ ∈ L∞([0, 1] × Ω)d+1. On pose également µ ∈ L1([0, 1] × Ω)d+1 et µ∗ ∈
L2([0, 1] × Ω)d+1, définies par µφ = (ρφ, ρφvφ) et µ∗ = (ρ∗, ρ∗v∗). On introduit la notation 〈·, ·〉
comme suit : pour tous f ∈ L∞([0, 1]× Ω)d et g ∈ L1([0, 1]× Ω)d, on note :

∀f ∈ L∞([0, 1]× Ω)d, ∀g ∈ L1([0, 1]× Ω)d, 〈g, f〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
g · f dx dt

et, comme dans le chapitre II, on définit l’ensemble paraboloïde L2

P =

{
q = (a, b) ∈ L2((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d, a+

|b|2

2
≤ 0

}
.

Bien sûr qφ, q∗ ∈ P. Par construction, le vecteur µ∗ est point par point presque partout orthogonal
au paraboloïde, définie comme l’ensemble des (a, b) ∈ Rd+1 tels que a + (1/2)|b|2 ≤ 0, au point
q∗. Ce qui se traduit par la propriété

∀q′ ∈ P, 〈µ∗, q′ − q∗〉 ≤ 0 (4.3-64)

Il faudrait pour conclure notre preuve prouver que µ∗ est également orthogonal au paraboloïde
au point qφ, i.e. il faudrait établir la propriété

∀q′ ∈ P, 〈µ∗, q′ − qφ〉 ≤ 0 (4.3-65)

Il serait alors possible d’invoquer la Proposition 2.2-3 (p. 58). Pour prouver (4.3-65) à partir de
(4.3-64), il suffirait donc de prouver que 〈µ∗, q∗〉 ≤ 〈µ∗, qφ〉. Le problème est que cette inégalité
n’est pas évidente dans ce sens mais plutôt dans l’autre (il y a égalité entre 〈µ∗, q∗〉 et 〈µ∗, qφ〉, et
on peut prouver facilement que 〈µ∗, qφ〉 ≤ 〈µ∗, q∗〉). Pour obtenir facilement cette inégalité (c’est
à dire dans le sens qui nous intéresse), il suffit d’établir les égalités suivantes : 〈µφ, q∗〉 = 〈µ∗, q∗〉
et 〈µφ, qφ〉 = 〈µ∗, qφ〉.
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En prenant h = ψ∗ comme fonction test dans (4.3-61) et (4.3-63), on obtient aisément l’égalité
〈µφ, q∗〉 = 〈µ∗, q∗〉. En effet :

〈µφ, q∗〉 = 〈µφ,∇t,xψ∗〉

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tψ
∗ + vφ · ∇xψ∗) ρφ dx dt =

∫
Ω
ψ∗(1, ·) dν1 −

∫
Ω
ψ∗(0, ·)ρ0 dx

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tψ
∗ + v∗ · ∇xψ∗) ρ∗ dx dt = 〈µφ,∇t,xψ∗〉 = 〈µ∗, q∗〉

En prenant maintenant h = ψφ comme fonction test dans (4.3-61) et (4.3-63), on obtient l’égalité
〈µφ, qφ〉 = 〈µ∗, qφ〉. En effet :

〈µφ, qφ〉 = 〈µφ,∇t,xψφ〉

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tψφ + vφ · ∇xψφ) ρφ dx dt =

∫
Ω
ψφ(1, ·) dν1 −

∫
Ω
ψφ(0, ·)ρ0 dx

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tψφ + v∗ · ∇xψφ) ρ∗ dx dt = 〈µ∗,∇t,xψφ〉 = 〈µ∗, qφ〉

Il est maintenant facile d’obtenir l’inégalité 〈µφ, q∗〉 ≤ 〈µφ, qφ〉 comme il suit :

〈µφ, q∗〉 ≤
∫ 1

0

∫
Ω

(
−1

2
|v∗|2 + vφ · v∗

)
ρφ dx dt

≤
∫ 1

0

∫
Ω

(
−1

2
|v∗|2 +

[
1

2
|vφ|2 +

1

2
|v∗|2

])
ρφ dx dt

=

∫ 1

0

∫
Ω

1

2
|vφ|2ρφ dx dt =

∫ 1

0

∫
Ω

(
−1

2
|vφ|2 + vφ · vφ

)
ρφ dx dt = 〈µφ, qφ〉

En résumé, on a donc bien 〈µ∗, q∗〉 = 〈µφ, q∗〉 ≤ 〈µφ, qφ〉 = 〈µ∗, q_φrangle, d’où

∀q′ ∈ P, 〈µ∗, q′ − qφ〉 = 〈µ∗, q′〉 − 〈µ∗, qφ〉 ≤ 〈µ∗, q′〉 − 〈µ∗, q∗〉 = 〈µ∗, q′ − q∗〉 ≤ 0. (4.3-66)

D’après la Proposition 2.2-3 (p. 58), on a donc bien ρ∗v∗ = ρ∗vφ. �

Retour à la preuve du Théorème 4.3-9 (p. 159) : Supposons pour simplifier que ρ0

est une densité de probabilité (quitte à devoir renormaliser).
1. Commençons par prouver l’existence de µ et de φ vérifiant les propriétés de l’énoncé. v∗

vérifie les propriétés (II) p. 75, en particulier v∗ ∈ L∞loc([0, 1]× Ω).
ρ∗ étant à support borné, le terme (ρ∗, ρ∗v∗) est donc également à support borné, et
(ρ∗, ρ∗v∗) ∈ L1([0, 1],Ω)d+1.
Soit ω un ouvert borné tel que supp(ρ∗, ρ∗v∗) ⊂ ω et supp(ρ0) ⊂ ω : d’après le Lemme
4.3-12 (p. 162), il existe une mesure de probabilité à support borné µ1 définie sur la tribu
de Lebesgue de Ω, vérifiant les propriétés (IV) p. 203, telle que supp(µ1) ⊂ ω et{

∂tρ
∗ + divx(ρ∗v∗) = 0,

ρ∗(0, ·) = ρ0, ρ
∗(1, ·) = µ1.

(au sens des distributions) i.e.

∀h ∈ C∞c ([0, 1]×Ω),

∫ 1

0

∫
Ω

(∂th+ v∗ · ∇xh) ρ∗ dx dt+

∫
Ω
h(0, ·)ρ0 dx−

∫
Ω
h(1, ·) dµ1 = 0.
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D’après le Théorème 1.1-7 (p. 20) et la Proposition 3.2-3 (p. 80), il existe une fonction φ
convexe de Rd vérifiant la propriété (Γ1), telle que µ1 = ∇φ#

(
ρ0 Ld

)
. Ainsi, en posant

pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× Ω,

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
,

on obtient, par le Lemme 4.3-14 (p. 166), que

ρ∗v∗ = ρ∗vφ

(la forme de vφ définie en (4.3-43) sur supp(ρ∗) est donc établie). Ainsi, d’après la Pro-
position 4.2-5 (p. 146), on a alors bien

t 7→ ρ∗(t, ·) = ρφ(t, ·) = (t∇φ+ (1− t) id) #ρ0,

et t 7→ ρ∗(t, ·) ∈ C0
(
[0, 1[, L2(Ω)

)
.

Certaines des Propositions invoquées s’appliquent dans Rd tout entier. Cependant, du fait
que les densités ρ satisfaisant (4.3-42) sont supposées à support borné (en tant qu’éléments
de bL2

+((0, 1) × Ω)), on peut alors les prolonger par 0 à Rd tout entier sans changer les
conditions du problème.

2. Montrons maintenant que ρ∗ est l’unique solution à support borné du système (4.3-42)
dans l’espace bL2

+((0, 1)× Ω).

Supposons qu’il existe deux solutions ρ1, ρ2 du système (4.3-42) dans bL2
+((0, 1)× Ω), et

montrons qu’alors ρ1 = ρ2 dans L2((0, 1)×Ω)). Introduisons ρ = (ρ1 +ρ2)/2. Un tel ρ est
également une solution du système (4.3-42) dans bL2

+((0, 1)×Ω). D’après ce qui précède,
il existerait donc une fonction φ convexe de Rd vérifiant la propriété (Γ1), telle que, en
posant pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× Ω,

v(t, x) = vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
,

on ait ρ v∗ = ρ v, i.e. (ρ1 + ρ2) v∗ = (ρ1 + ρ2) v.

v∗ est donc presque partout égale à v sur supp(ρ1)∪ supp(ρ2) (rappelons que ρ1, ρ2 ≥ 0),
d’où ρ1 v∗ = ρ1 v et ρ2 v∗ = ρ2 v.
Si on veut être plus rigoureux, multiplions l’égalité (ρ1 + ρ2) v∗ = (ρ1 + ρ2) v par les
fonctions f1 et f2 définies par :

fi(t, x) =


ρi(t, x)

ρ1(t, x) + ρ2(t, x)
si ρ1(t, x) + ρ2(t, x) > 0,

0, sinon

pour i ∈ {1, 2}, et pour tout (t, x) ∈ [0, 1] × Ω (en choisissant des représentants de ρ1 et
ρ2 ne prenant pas de valeurs infinies).

Ainsi ρ1 et ρ2 vérifient tous deux le système{
∂tρ+ divx(ρv) = ∂tρ+ divx(ρv∗) = 0,
ρ(0, ·) = ρ0,

et donc, par la Proposition 4.2-5, on a bien ρ1 = ρ2 : t 7→ ρφ =
(
t∇φ+ (1− t) id

)
#ρ0

dans L2((0, 1)× Ω)).
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IV.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps pu établir, dans la section IV.1, l’existence
d’un point selle pour le lagrangien L de [6] (Théorème 3.1-2 rappelé et démontré p. 138) de la
forme (ψφ, qφ, µφ), avec :

— µφ = (ρφ, ρφvφ) ∈ L2((0, 1) × Ω)d+1, où ρφ ∈ C0
(
[0, 1], L2(Ω)

)
est une densité positive,

vérifiant pour tout [0, 1]× Rd :

ρφ(t, ·)Ld = Xφ(t, ·)#(ρ0Ld), avec Xφ(t, ·) = ∇xφt = (1− t) id +t∇xφ,

et vφ un champ de vitesse défini, pour tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd, par

vφ(t, x) =
1

t

(
x− Prox t

1−tφ

(
x

1− t

))
=
x−∇x(φt)

∗(x)

t
,

où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1 − t)| · |2 + tφ, et où φ est un

potentiel vérifiant la propriété (Γ1), tel que ∇φ soit le plan de transport optimal de ρ0Ld
sur ρ1Ld au sens du Théorème 1.1-7 (p. 20),

— qφ = (−(1/2)|vφ|2, vφ) ∈ L∞((0, 1)× Ω)d+1,
— ψφ ∈W 1,∞((0, 1])× Ω) et qφ = ∇t,xψφ.

Nous avons ensuite montré dans la section IV.2, que la composante µφ = (ρφ, ρφvφ), avec ρφ
et vφ tels que définis ci-dessus, était commune à tous les points selles du lagrangien L, et ceci
indépendamment du choix de φ, potentiel de transport optimal de ρ0Ld sur ρ1Ld, vérifiant la
propriété (Γ1).

En ce qui concerne l’algorithme de Benamou-Brenier (sous-section II.1.3), cela signifie que, quand
bien même celui-ci, selon son initialisation, peut converger vers différents points selles (nous avons
vu dans la sous-section IV.2.1 qu’il n’y avait pas unicité des points selles de L), la densité ρ et
la quantité de mouvement m qui seront alors approchées par l’algorithme seront toujours les
mêmes, c’est à dire des solutions du problème de transport optimal dynamique.

Remarquons que nous n’avons pas prouvé l’unicité d’un couple (ρ,m) ∈ Λ(ρ0, ρ1) minimisant
l’énergie K sur Λ(ρ0, ρ1), où le terme K, défini en 2.2-2 p. 57 désigne, rappelons-le, l’énergie
définie sur Λ(ρ0, ρ1) par

K(ρ,m) =
1

2

∫
(0,1)×Ω

|v|2ρ, avec m = ρv

et où Λ(ρ0, ρ1) (également définie p. 57) désigne l’espace de contrainte dans L2((0, 1) × Ω)d+1

imposant :

— ρ ≥ 0 et ∃v ∈ L2((0, 1)× Ω, ρLd), m = ρv,
— la conservation de la masse : ∂tρ+ divx(ρv) = 0,
— les conditions initiales et finales ρ(0, ·) = ρ0 et ρ(, ·) = ρ1,
— les conditions de Neumann homogènes aux bords.
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En effet, nous avons uniquement montré l’unicité d’un tel couple (ρ,m) ∈ Λ(ρ0, ρ1) minimisant
K et pouvant s’intégrer dans un point selle de L, c’est à dire pour lequel il existe un couple
(ψ, q) ∈ H1((0, 1)× Ω)× L2((0, 1)× Ω)d+1 tel que, en posant µ = (ρ,m), le triplet (ψ, q, µ) soit
un point selle de L, i.e. vérifie les propriétés (I) (voir p. 74 ou au début de ce chapitre).

Pour finir, dans la section IV.3, nous avons entrepris de caractériser un champ de vitesse associé à
un transport optimal (Théorème 4.3-9, p. 159) dans L2((0, 1)×Rd) : nous avons pu conclure qu’un
tel champ de vitesse pouvait être caractérisé par les propriétés (II), à savoir que ce champ de
vitesse est localement borné, dérive spatialement d’un potentiel, et vérifie l’équation de Burgers.
Autrement dit, plus qualitativement, que les trajectoires déterminées par ce champ de vitesse
suivent des lignes droites et ne se croisent jamais.

Ce chapitre met fin à l’étude théorique entreprise au chapitre II. Au cours de celle-ci, nous avons
pu établir l’existence d’un point selle pour le lagrangien L, l’unicité de la composante densité-
vitesse, ainsi que la convergence faible de l’algorithme de Benamou-Brenier, et la convergence
forte d’une version relaxée de celui-ci. Ce travail aura en particulier été mené autour d’une étude
approfondie des propriétés de comportement et de régularité d’un champ de vitesse associé à un
transport optimal isotrope.
Le prochain (et dernier) chapitre de ce manuscrit sera quant à lui relativement indépendant
des travaux proposés jusqu’à présent. En effet, il s’agira plutôt d’un chapitre d’exploration, se
donnant pour objectif de proposer et d’étudier différents modèles, méthodes et algorithmes visant
à introduire des contraintes physiques dans les modèles de transport optimal dynamique. Pour les
besoins d’une telle exploration, et la liberté souvent nécessaire à une telle démarche, nous nous y
autoriserons quelques conjectures et quelques écarts quant à la rigueur mathématique de certaines
preuves ou assertions.
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Chapitre V

Transport optimal multi-physique et
interpolations d’images

Notes pour ce chapitre. Ce chapitre est une version légèrement revisitée d’un article [46] co-
publié avec Emmanuel Maître et Nicolas Papadakis, paru dans le journal ESAIM en 2015 sous
le titre "Multi-physics optimal transportation and image interpolation". En conséquence, il est
possible que certaines notations diffèrent par rapport aux chapitres précédents.

L’un des grands intérêts de l’algorithme de Benamou et Brenier, et plus généralement de leur
formulation dynamique [6], est qu’au lieu d’implémenter directement l’assignation, le résultat de
leur algorithme est le chemin géodésique entre deux densités pour la distance de Wasserstein :
c’est à dire l’interpolation de McCann. Une des principales applications de leur algorithme est
l’interpolation d’images, et celui-ci a déjà été souvent exploité par la communauté du traitement
d’images (voir la sous-section I.3.1 du chapitre I). Cet algorithme détermine le chemin géodésique
entre deux images données selon les lois du transport optimal.

Structurellement, le transport optimal ne préserve pas la connectivité des différentes régions (la
"topographie") tout au long du chemin d’interpolation (voir la Proposition 1.1-8 p. 23). Ainsi,
il n’est pas très difficile d’exhiber des cas tests où de tels algorithmes produisent des chemins
d’images (des "films") où des régions de hautes densités sont divisées dès le début avant de
re-fusionner (voir [6] par exemple). Un tel comportement n’est pas souhaité pour l’interpolation
d’images. Supposons, par exemple, que ces images représentent l’évolution en temps d’une gout-
telette d’huile sur de l’eau. La gouttelette peut bien sûr se diviser au cour du temps ; cependant,
un tel phénomène possède un coût physique qui n’est pas pris en compte dans une interpolation
générée par un authentique transport optimal (une interpolation de McCann). Pour une mem-
brane élastique, nous espérons qu’il n’y ait pas de division du tout !

Ce chapitre se donne ainsi pour objectif d’étudier des façons de prendre en compte de telles
contraintes physiques dans la théorie du transport optimal. Nous étudierons le transport optimal
anisotrope dans le but de pouvoir modéliser des domaines pouvant contenir des obstacles, des
polarisations, des champs de force, etc... Nous considérerons également des contraintes physiques
sur le champ de vitesse par lequel la masse est transportée (via l’équation de continuité), dans
le but d’empêcher le transfert de masse de ne suivre que des lignes droites ou de se diviser. Dans
ce but, nous introduirons plusieurs modèles dérivés du transport optimal qui seront, dans un
premier temps, basés sur des variantes du terme d’énergie cinétique classique (voir (2.1-4) p.
52), ou bien, dans un second temps, en ajoutant des contraintes sur l’espace des minimiseurs
(c’est à dire en plus de la contrainte de conservation de la masse). Nous nous intéresserons plus
particulièrement à des transports convexes sur des variétés riemanniennes et à des transports
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non-convexes induis par des contraintes physiques.

La formulation dynamique du transport optimal (i.e. du type "mécanique des fluides") est de
plus la seule permettant de prendre en compte des densités qui s’annulent en certaines régions
(c’est à dire sans faire d’hypothèse sur les supports des densités), ce qui est aussi d’un grand
intérêt en traitement d’images.

Une précédente étude [15] avait déjà étudié la prise en compte de contraintes physiques, mais
les outils d’optimisation utilisés ne semblaient pas très satisfaisants en pratique. Par la suite,
dans[67], il fut proposé d’utiliser la méthode de splitting proximal. Au regard de ces deux articles,
nos contributions seront les suivantes. Nous étudierons, dans une certaine mesure, le caractère
bien posé du transport optimal anisotrope et des transports optimaux généralisés incluant des
régularisations du champ de vitesse. Nous proposerons des schémas numériques adéquats pour
la résolution des problèmes définis. Nous mettrons en application notre modèle pour interpoler
des images océanographiques de haute résolution.

Ce chapitre est organisé comme il suit. Premièrement, nous rappellerons dans la section V.1 le
schéma numérique introduit dans [67]. Ensuite, nous détaillerons comment un tel cadre peut
être étendu pour traiter le transport optimal anisotrope dans la section V.2. Enfin, nous in-
troduirons dans la section V.3 des fonctions non-convexes modélisant des contraintes physiques
sur le champ de vitesse transportant la masse. Les validations numériques de la section V.4
démontreront l’intérêt pratique de nos algorithmes sur des exemples d’interpolation d’images.

V.1 Formulation dynamique et méthodes de splitting proximal

V.1.1 Petit rappel récapitulatif sur le transport optimal dynamique

Comme dans les autres chapitres, nous nous restreindrons ici aux plans de transport du type
T : Ω ⊂ Rd 7→ Ω où d > 0 désignera la dimension du problème, et Ω un domaine ouvert, convexe
et borné de Rd. Soient ρ0, ρ1 deux fonctions positives L1 sur Ω de même masse : de même que
dans les précédents chapitres, nous pourrons supposer, sans perdre de généralité, que∫

Ω
ρ0(x)dx =

∫
Ω
ρ1(x)dx = 1, (5.1-1)

Soit T est un plan de transport optimal qui pousse la mesure ρ0Ld sur la mesure ρ1Ld.

Rappelons que d’après la Proposition 1.1-8 (p. 23), le chemin géodésique pour la distance de
Wasserstein entre deux mesures ayant pour densités ρ0 et ρ1 peut être explicité par le chemin
t 7→ ρ(t, x) où t ∈ [0, 1] est le paramètre du chemin et

ρ0(x) = ρ(t, Tt(x)) |det(∇Tt(x))| avec Tt = (1− t) idd +tT.

Rappelons que formellement, un tel chemin géodésique est solution du problème non-convexe sur
les densités ρ(t, x) ∈ R+ et les champs de vitesse v(t, x) ∈ Rd

min
(ρ,v)∈Cst

1

2

∫ 1

0

∫
Ω
ρ(t, x)||v(t, x)||2dxdt, (5.1-2)

sur l’ensemble de contraintes non-linéaires

Cst = {(ρ, v), ∂tρ+ divx(ρv) = 0, 〈v, ~n〉 = 0, ρ(0, ·) = ρ0, ρ(1, ·) = ρ1}. (5.1-3)

Nous imposons des conditions de Neumann sur le champ de vitesse v, via le vecteur ~n qui est le
vecteur unitaire normal au domaine Ω.
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D’après [6] et en introduisant le changement de variables (ρ, v) 7→ (ρ,m), oùm désigne la quantité
de mouvement m = ρv, nous obtenons un problème d’optimisation convexe sur le couple (ρ,m) :

min
(ρ,m)∈C

J (ρ,m) :=

∫ 1

0

∫
Ω
J(ρ,m)dxdt

avec

J(ρ,m) =


||m||2

2ρ si ρ > 0

0 si (ρ,m) = (0, 0)
+∞ autrement.

(5.1-4)

L’ensemble des contraintes C devient alors linéaire et s’écrit :

C(ρ,m) = {(ρ,m), ∂tρ+ divxm = 0, 〈m,~n〉 = 0, ρ(0, ·) = ρ0, ρ(1, ·) = ρ1} (5.1-5)

Notons que ιC(x) = 0 si x ∈ C et +∞ sinon ; le modèle convexe de Benamou-Brenier [6] devient
alors :

(ρ∗,m∗) = argmin
ρ,m

J (ρ,m) + ιC(ρ,m). (5.1-6)

L’existence d’un minimiseur d’un tel problème dans le cas L2 a été en grande partie l’objet des
chapitres III et IV.

Le problème qui sera traité concrètement, c’est à dire une fois discrétisé, sera en fait légèrement
plus complexe. En effet, comme déjà évoqué dans la section I.2 du chapitre I, la projection
sur l’ensemble des contraintes C demande un traitement numérique assez fin (l’inversion d’un
laplacien par une méthode de Poisson) et est source d’une forte instabilité numérique. C’est
pourquoi l’opérateur divergence sera discrétisé et calculé sur une grille décalée par rapport à celle
sur laquelle sera discrétisée la fonctionnelle J . Cette discrétisation sera celle proposée dans [67],
et nous renvoyons donc à cet article pour plus de détails sur cette discrétisation. Le lecteur pourra
également se référer à l’article [46] duquel est tiré ce chapitre, et dans lequel cette discrétisation
est rappelée.
Notons simplement que ce traitement nécessite un opérateur de recentrage I, linéaire et bijectif
depuis la grille décalée sur la grille centrée. Au final, le problème discret 5.1-6 peut être reformulé
ainsi :

(ρ∗,m∗) = argmin
(ρ,m)∈Es

J (I(ρ,m)) + ιC(ρ,m),

= argmin
(ρ,m)∈Es

1∑
t=0

∑
x∈Ω

J(I(ρ(t, x),m(t, x))) + ιC(ρ,m).
(5.1-7)

Le problème (5.1-7) consiste donc à minimiser la somme de deux fonctions convexes régulières.
De même que dans [67], nous pouvons faire usage de la méthode de splitting proximal pour
résoudre le problème.

V.1.2 Optimisation avec la méthode de splitting proximal

Dans [67], le problème convexe 5.1-7 est optimisé par l’algorithme primal-dual de [25]. Un tel
algorithme est dédié à l’optimisation de problèmes de la forme G1(Ku) + G2(u), où Gi est une
fonction convexe et K est un opérateur linéaire (K = I pour la formulation du transport optimal
sur grilles décalées et grilles régulières). Dans cette étude, du fait que nous considérerons des
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problèmes plus généraux, nous utiliserons plutôt l’algorithme de Forward-Backward généralisé
(GFB) proposé dans [71]. Cet algorithme est dédié aux problèmes de la forme

argmin
u

n∑
i=1

Gi(u) + F (u), (5.1-8)

où le terme additif F est une fonction convexe et différentiable ayant un gradient L-lipschitzien
∇F et où les fonctions Gi sont supposées propres, convexe et simples.

Par simple, nous entendons que l’opérateur proximal des fonctions Gi, défini par

ProxτG(u) = argmin
z

‖z − u‖2

2τ
+G(z), (5.1-9)

peut être écrit de façon explicite. L’algorithme GFB s’écrit : Si F est uniformément convexe,

Algorithm 1 Generalized Forward-Backward
Soient N ∈ N+, ε > 0, τ ∈]0; 1/L[, λ ∈]0; 1] et

∑n
i=1 ωi = 1, ωi ≥ 0 et initialisons z0

i = u0,
i = 1 · · ·n
for k = 0 · · ·N do

while ||uk − uk−1|| > ε do
zk+1
i = zki + λ

(
Proxτ/ωiGi

(
2uk − zki − τ∇F (uk)

)
− uk

)
, i = 1 · · ·n,

uk+1 =
∑n

i=1 ωiz
k+1
i

end while
end for

alors l’algorithme GFB converge fortement vers un minimiseur de (5.1-8) ; autrement, la conver-
gence est faible. Ceci est une généralisation de l’algorithme Forward-Backward (FB) traitant de
problèmes de la forme :

argmin
u

G(u) + F (u),

où G est une fonction propre, convexe, simple et différentiable ayant un gradient L-lipschitzien.
Présentons ici l’algorithme FB (algorithme 2) : Notons que la méthode primale-duale a été

Algorithm 2 Forward-Backward
Soient N ∈ N+, ε > 0, τ ∈]0; 1/L[ et initialisons u0

for k = 0 · · ·N do
while ||uk − uk−1|| > ε do

uk+1 = ProxτG(uk − τ∇F (uk))
end while

end for

récemment étendue [29, 13, 23] pour traiter le problème (5.1-8).

V.1.3 Application au problème (5.1-7)

Pour pouvoir traiter les différentes grilles numériques, nous devons définir la variable x = (ρ̄, m̄)
sur la grille régulière et y = (ρ,m) sur la grille décalée. Nous définissons donc l’espace linéaire
des contraintes S(x, y) = {I(y) = x} pour coupler ces deux variables. Ainsi, le problème (5.1-7)
peut être reformulé :

(x∗, y∗) = argmin
x,y

J (x) + ιC(y) + ιS(x, y).
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L’algorithme GFB (algorithme 1) peut donc au final être appliqué en prenant F = 0, G1(x, y) =
J (x) + ιC(y) et G2(x, y) = ιS(x, y).

Nous allons maintenant détailler la manière d’implémenter les opérateurs proximaux des diffé-
rents termes concernés par ce problème.

Calcul de ProxτJ

Comme la fonctionnelle J est séparable, l’opérateur proximal peut être implémenté indépendam-
ment de J en chaque point (ρ̃, m̃)(t, x) ∈ R × Rd avec (t, x) ∈ [0; 1] × Ω. Notons que J est une
fonction 1-homogène du fait que J(kρ, km) = kJ(ρ,m). En conséquence, sa transformée de Le-
gendre est l’indicatrice d’un ensemble convexe. Cela correspond donc à la projection q∗ = PK(q̃)
sur l’ensemble convexe

K =

{
q = (a, b) ∈ R× Rd t.q. a+

|b|2

2
≤ 0

}
de l’étape B de l’algorithme de [6]. On pourrait montrer [67] que cette projection peut être
obtenue de façon équivalente par une application ponctuelle de l’opérateur proximal de J au
point (ρ̃, m̃).

Notons ιK l’indicatrice de l’ensemble convexe K (ιK(q) = 0 si q ∈ K et +∞ sinon). L’opérateur
proximal de ιK représente seulement la projection sur l’ensemble convexe K, d’où

q∗ = ProxγιK (q̃) = PK(q̃).

Par l’identité de Moreau, nous obtenons que :

ProxγF ?(x) = x− γ ProxF/γ(x/γ).

En notant , il est ensuite possible de montrer que

Proxι?K (ρ̃, m̃) = (ρ̃, m̃)− PK(ρ̃, m̃) = ProxJ(ρ̃, m̃),

de sorte que
PK(ρ̃, m̃) = (ρ̃, m̃)− ProxJ(ρ̃, m̃),

ce qui montre que la projection sur K peut être calculée par application de l’opérateur proximal.

La Proposition qui suit, présentée dans [67], montre que la fonctionnelle J définie en (5.1-4) est
simple, dans le sens où son opérateur proximal peut être calculé de façon explicite.

Proposition 5.1-1.

Pour tout (ρ̃, m̃) ∈ R× Rd,

ProxτJ(ρ̃, m̃) =

{
(ρ?, µ(ρ?)) si ρ? > 0,

(0, 0) sinon.

où
∀ ρ ≥ 0, µ(ρ) =

ρm̃

ρ+ τ

et ρ? désigne la plus grand racine réelle de l’équation polynomiale du troisième ordre en ρ

P (ρ) = (ρ− ρ̃)(ρ+ τ)2 − τ

2
||m̃||2 = 0.
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Calcul de ProxτιC

L’opérateur proximal de ιC se révèle être la projection orthogonale ProjC sur l’ensemble convexe
C.

Tout d’abord, nous extrayons les valeurs du bord de la grille décalée en utilisant l’opérateur
linéaire b, pour ỹ = (ρ̃, m̃). Pour d = 2 et m = (m1,m2), en prenant Ω = [0; 1]2 et t ∈ [0; 1], cet
opérateur s’écrit :

b(ỹ) = (ρ̃(0, ·, ·), ρ̃(1, ·, ·), m̃1(·, 0, ·), m̃1(·, 1, ·), m̃2(·, ·, 0), m̃2(·, ·, 1))

Prenons les conditions de bord suivantes :

b0 = (ρ0, ρ1, 0, 0, 0, 0).

L’espace affine C, qui peut être réécrit

C = {y = (ρ,m), Ay = z}

où
Ay = (b(y),divt,x(y)), et z = (b0, 0).

Cette projection peut être implémentée en résolvant un système linéaire du type

ProjC(ỹ) = (id−A∗∆−1A)ỹ +A∗∆−1z

où l’application ∆−1 = (AA∗)−1 requiert la résolution d’une équation de Poisson sur la grille
centrée avec les conditions de bord définies ci-dessus. Ceci peut être obtenu par l’application d’une
transformée de Fourier rapide (FFT) en O(NP log(NP )) opérations, où N et P représentent le
nombre de points en espace et en temps, voir [74].

Calcul de ProxτιS

L’opérateur proximal de ιS se révèle quant à lui être l’opérateur de projection orthogonale ProjS
sur l’ensemble convexe S(x, y) = {I(y) = x}. Il est défini par (x, y) = ProjS(x̃, ỹ) = (I(z), z) où

z = (id +I∗I)−1(ỹ + I∗(x̃)), (5.1-10)

et où I∗ représente l’adjoint de l’opérateur d’interpolation linéaire. Notons qu’ici, l’implémenta-
tion de ProjS nécessite la résolution d’un système linéaire. Or, ce système est séparable le long
de chaque dimension de la grille de discrétisation, c’est pourquoi il n’est en pratique nécessaire
que de résoudre une série de petits systèmes linéaires. De plus, du fait que les matrices inverses
correspondantes sont les mêmes le long de chaque dimension, nous pouvons pré-implémenter
explicitement l’inverse de ces d+ 1 matrices.

V.1.4 Limitations et motivations

Lors de la résolution d’un problème de transport optimal entre deux densités, nous savons que
les trajectoires du transfert de masses seront des lignes droites. les structures contenues dans
les données originales peuvent donc disparaître le long du chemin optimal (on parle bien ici du
chemin entre les densités). Un tel comportement est illustré dans la Figure V.1 qui montre le
chemin optimal entre deux images contenant chacune deux gaussiennes. Ce résultat a été obtenu
par l’algorithme GFB, en prenant τ = 0.1 et ω1 = ω2 = 1

2 .
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ρ(0) = ρ0 ρ(1/4) ρ(1/2) ρ(3/4) ρ(1) = ρ1

Figure V.1 – L’expérience des deux gaussiennes : les gaussiennes se divisent le long du chemin
optimal entre ρ0 et ρ1.

Dans cette étude, nous souhaitons incorporer certaines contraintes physiques dans le but de pré-
server les structures contenues dans les données initiales et finales le long du chemin optimal.
Cela pourrait s’avérer être d’un certain intérêt, par exemple en ce qui concerne l’imagerie en
géosciences : L’océan et l’atmosphère, observés par satellite, sont soumis à un ensemble com-
plexe de lois physiques. La possibilité de réaliser des interpolations temporelles entre ces images
satellites (qui ne peuvent en pratique que capturer des images souvent assez espacées dans le
temps) est un problème important pour cette communauté, et ces interpolations doivent être
compatibles avec les lois dynamiques sous-jacentes. Du fait que les interpolations réalisées avec
un transport optimal classique (en milieu isotrope) correspondent à l’évolution de masses globa-
lement constantes le long de lignes droites, celui-ci s’avère ne pas être une solution satisfaisante.

Nous proposons maintenant quelques généralisation ayant pour but de mieux aborder ce type de
problèmes.

V.2 Transport Optimal Anisotrope

Nous proposons tout d’abord d’utiliser cette formulation, afin de définir simplement un problème
de transport optimal en milieu anisotrope (obstacles, polarisation, champs de force, etc...) en
pénalisant cette énergie de déplacement : on cherche un transport continu de masse (ρ, v) qui
minimise une énergie du type

KA(ρ, v) =

∫ 1

0

∫
Ω
ρ(t, x) v(t, x)TA(t, x)v(t, x) dx dt, (5.2-11)

avec A(t, x) une matrice symétrique et définie positive, représentant la pénalisation anisotrope
de l’énergie de déplacement. Un tel modèle peut, comme déjà évoqué plus haut, avoir un intérêt
dans beaucoup d’applications, telles que la météorologie ou l’océanographie. Par exemple, si
nous souhaitons interpoler ou mesurer la distance (au sens de Wasserstein) entre deux images
météorologiques, nous devons prendre en compte les contraintes atmosphériques : déplacement
de masses d’air, mouvements rotatifs (cyclones et anticyclones), etc... Nous allons montrer dans
cette section qu’une formulation telle que définie en (5.2-11) peut naturellement traiter ce type
de problèmes anisotropes.

Nous commencerons par traiter un cas simple et explicite : celui où la matrice A est constante
(i.e. A(t, x) = A). Puis, dans un second temps et dans un cadre plus formel nous étudierons
le cas où la matrice A varie, mais en espace seulement (i.e. A(t, x) = A(x)). Pour finir nous
implémenterons et illustrerons ce problème.
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V.2.1 Cas d’une anisotropie constante

Nous évoquons ici le cas élémentaire où la matrice de pénalisation A est constante. Pour simplifier,
plaçons dans un domaine en deux dimensions (le cas des dimensions supérieures sont identiques).

Soient ρ0, ρ1 ∈ L2(Ω), et soit A une matrice symétrique et définie positive (donc inversible), soit
R une racine carrée de A (A = R2) et définissons ΩR = RΩ, la "dilatation du domaine" Ω par
la matrice R. On définie le terme d’énergie pénalisée

EA(ρ0, ρ1) = inf
(ρ,v)∈C

KA(ρ, v) = inf
(ρ,v)∈C

∫ 1

0

∫
Ω
ρ vTAv dx dt = inf

(ρ,v)∈C

∫ 1

0

∫
Ω
ρ vTR2v dx dt

= inf
(ρ,v)∈C

∫ 1

0

∫
Ω
|Rv|2ρ dx dt,

(5.2-12)

sur l’espace de contrainte

C = {(ρ, v), ∂tρ+ divx(ρv) = 0, 〈ρv, ~n〉 = 0, ρ(0, ·) = ρ0, ρ(1, ·) = ρ1} . (5.2-13)

Définissons également la distance DR par :

DR(ρ0, ρ1)2 =W2
2

(
(ρ0 ◦R−1)Ld, (ρ1 ◦R−1)Ld

)2
= inf

(ρ̃,ṽ)∈CR

∫ 1

0

∫
ΩR

|ṽ|2ρ̃ dx dt, (5.2-14)

avec le nouvel espace de contraintes

CR =
{

(ρ̃, ṽ), ∂tρ+ divx(ρ̃ṽ) = 0, 〈ρ̃ṽ, ~nR〉 = 0, ρ̃(0, ·) = ρ0 ◦R−1, ρ̃(1, ·) = ρ1 ◦R−1
}
.

(5.2-15)
Remarquons qu’ici le vecteur unitaire ~nR(z) orthogonal à Ω en un point z ∈ ∂ΩR peut s’écrire
sous la forme ~nR(z) = R−1~n(R−1z), où ~n(R−1z) est le vecteur unitaire orthogonal à ΩR au point
R−1z ∈ ∂Ω.

Montrons déjà qu’il y a une bijection entre les espaces de contrainte C et CR, via une dilatation
par R de ses éléments. Pour tout (ρ, v) ∈ L2(Q)× L2(Q, ρLd), on définie les densités "dilatées"

ρR(t, x) = ρ(t, R−1x) et vR(t, x) = Rv(t, R−1x).

Proposition 5.2-2.

Sous les définitions ci-dessus, si (ρ, v) ∈ C, alors (ρR, vR) ∈ CR.

Preuve : Soit (ρ, v) ∈ C. Les conditions initiales et finales imposées par CR sont alors sont
vérifiées par ρR par définition même. De même, pour tout z ∈ ∂ΩR, on a

〈ρR(z) vR(z), ~nR(z)〉 =
〈
ρ(R−1z)Rv(R−1z), R−1~n(R−1z)

〉
=
〈
ρ(R−1z) (R−1)TRv(R−1z), ~n(R−1z)

〉
=
〈
ρ(R−1z) v(R−1z), ~n(R−1z)

〉
= 0

(rappelons que R est symétrique, de même donc pour R−1, i.e. (R−1)T = R−1).
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Pour conclure, il suffit donc de prouver que ∂tρR + divx(ρRvR) = 0. Posons

R =

(
r11 r12

r21 r22

)
et R−1 =

(
r′11 r′12

r′21 r′22

)
,

pour tout champ de vecteurs w =

(
w1

w2

)
sur [0, 1]× ΩR, et en notant "Tr" l’opérateur trace, on

a

• divx(Rw) = (r11∂x1w1 + r12∂x1w2) + (r21∂x2w1 + r22∂x2w2) = Tr(R∇xw),

• pour tout [0, 1],

∇x(w(t, R−1·)) =

(
r′11∂x1w1 + r′21∂x2w1 r′12∂x1w1 + r′22∂x2w1

r′11∂x1w2 + r′21∂x2w2 r′12∂x1w2 + r′22∂x2w2

)
(t, R−1·)

=
(
(∇xw)R−1

) (
t, R−1·

)
.

De ce fait, on a

divx(ρRvR) = divx(R(ρv)(t, R−1·)) = Tr
(
R∇x(ρv)R−1

)
(t, R−1·)

= Tr (∇x(ρv)) (t, R−1·) = divx(ρv)(t, R−1·),

d’où ∂tρR + divx(ρRvR) = (∂tρ+ divx(ρv)) (t, R−1·) = 0.
�

Proposition 5.2-3.

On a l’égalité

EA(ρ0, ρ1) =
1

|det(R)|
DR(ρ0, ρ1)2

et, pour tout couple (ρ∗, v∗) ∈ C, on a

KA(ρ∗, v∗) =

∫ 1

0

∫
Ω
|Rv∗|2ρ∗ dx dt = EA(ρ0, ρ1) =⇒

∫ 1

0

∫
ΩR

|v∗R|2ρ∗R dx dt = DR(ρ0, ρ1)2.

Preuve :

1. Soit (ρ, v) ∈ C. Par changement de variable x← R−1x, on a l’égalité

KA(ρ, v) =

∫ 1

0

∫
Ω
|Rv|2ρ dx dt =

1

|det(R)|

∫ 1

0

∫
ΩR

|vR|2ρR dx dt

≥ 1

|det(R)|
DR(ρ0, ρ1)2,

avec ρR(t, ·) = ρ(t, R−1·) et vR(t, x) = Rv(t, R−1x) (et donc (ρR, vR) ∈ CR d’après la
Proposition 5.2-2).

On a donc EA(ρ0, ρ1) = inf
(ρ,v)∈C

KA(ρ, v) ≥ 1
| det(R)|DR(ρ0, ρ1)2.
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2. Soit maintenant (ρ̃, ṽ) ∈ CR. Pour tout t ∈ [0, 1], on pose

ρ(t, ·) = ρ̃R−1(t, ·) = ρ̃(t, R·)

et
v(t, ·) = ṽR−1(t, ·) = R−1ṽR(t, Rx).

On a alors (ρ, v) ∈ (CR)R−1 = C, et en procédant cette fois à un changement de variable
y ← Ry, on a∫ 1

0

∫
ΩR

|ṽ|2ρ̃ dx dt =

∫ 1

0

∫
ΩR

(R−1ṽ)TR2(R−1ṽ))ρ̃ dx dt = |det(R)|
∫ 1

0

∫
Ω
ρvTR2v dx dt

≥ |det(R)|EA(ρ0, ρ1).

On a donc DR(ρ0, ρ1)2 = inf
(ρ̃,ṽ)∈CR

∫ 1

0

∫
ΩR

|ṽ|2ρ̃ dx dt ≥ |det(R)|EA(ρ0, ρ1).

Au final, on a bien
1

| det(R)|
DR(ρ0, ρ1)2 = EA(ρ0, ρ1).

Pour finir, soit (ρ∗, v∗) ∈ C tel que∫ 1

0

∫
Ω
|Rv∗|2ρ∗ dx dt = inf

(ρ,v)∈C

∫ 1

0

∫
Ω
|Rv|2ρ dx dt = EA(ρ0, ρ1).

En posant ρ∗R(t, x) = ρ∗(t, R−1x) et v∗R(t, x) = Rv∗(t, R−1x), on a∫ 1

0

∫
Ω
|Rv∗|2ρ∗ dx dt =

1

| det(R)|

∫ 1

0

∫
ΩR

ρ∗R|v∗R|2 dx dt =
1

|det(R)|
DR(ρ0, ρ1)2,

d’où (ρ∗R, v
∗
R) ∈ CR (par la Proposition 5.2-2), et DR(ρ0, ρ1)2 =

∫ 1

0

∫
ΩR

ρ∗R|v∗R|2 dx dt.

�

Ainsi, réaliser un transport optimal anisotrope entre deux densités ρ0 et ρ1 sur un domaine
pénalisé par une matrice constante A, symétrique définie positive, revient à réaliser un transport
optimal isotrope sur le domaine "déformé" ΩR = RΩ, entre les densités ρ0 ◦R−1 et ρ1 ◦R−1, où
R est une racine carrée de la matrice A.

V.2.2 Existence d’une solution dans un cas anisotrope en espace seulement

Lorsque l’anisotropie du problème varie seulement spatialement (i.e. A(t, x) = A(x)), nous pou-
vons tenter de nous ramener à un problème classique de Monge-Kantorovitch sur une variété rie-
mannienne. Dans le cas où une telle anisotropie dépend également du temps, quand bien même
les algorithmes numériques continuent de nous fournir en pratique des solutions qui semblent
correspondre à l’intuition que l’on a pour ce type de problème, il n’y a pas à notre connaissance
d’équivalence avec aucun problème de transport optimal, et l’existence et l’unicité d’une solution
reste donc un problème ouvert. C’est pourquoi, nous nous intéresserons ici seulement au cas
A(t, x) = A(x). Énonçons tout d’abord le Théorème de McCann [55].
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Théorème 5.2-4. McCann

Soit M une variété riemannienne et soit d sa distance géodésique associée. Soit µ une mesure
de probabilité telle que µ soit :

1. absolument continue par rapport à la mesure du volume sur M ,

2. également absolument continue par rapport à toutes les autres mesures de probabilité
ν sur M qui sont liées à µ par un plan de transport à coût fini.

Alors, pour toute mesure ν vérifiant la deuxième hypothèse énoncé ci-dessus par µ, il existe
un unique plan de transport optimal T (x) = expx(−∇ψ(x)) (défini et uniquement déterminé
pour µ-presque tout x, avec ψ : M 7→ R une fonction d2-concave) résolvant le problème de
Monge : ∫

d(x, T (x))2dµ(x) = inf
S,S#µ=ν

∫
d(x, S(x))2dµ(x).

De plus, pour µ presque tout x ∈M , le chemin γ(t) = expx(−t∇ψ(x)), t ∈ [0, 1] est l’unique
géodésique reliant x à T (x).

Dans tout ce qui suivra, nous prendrons M = Ω ⊂ Rd. Nous munissons alors Ω de la métrique
riemannienne gA qui associe à chaque x ∈ Ω le produit scalaire sur Rd : (Y,Z) 7→ Y >A(x)Z.
Nous pouvons ensuite définir la distance géodésique associé sur Ω :

∀(x, y) ∈ Ω,

dA(x,y) = inf
γ

{∫ 1

0

√
gA(

·
γ(t),

·
γ(t)) dt =

∫ 1

0
(
·
γ(t)TA(γ(t))

·
γ(t))

1
2 dt; γ(0) = x, γ(1) = y

}
.

Nous appliquons le Théorème ci-dessus pour µ = ρ0(x)
√

detA(x)dx et ν = ρ1(x)
√

detA(x)dx,
de façon à ce que µ et ν soient deux mesures de probabilité sur M sous l’hypothèse (5.1-1).
Le problème de Monge sur la variété riemannienne (Ω, gA) pour le coût c = d2

A consiste à la
recherche d’un plan de transport optimal T satisfaisant :

∫
Ω
dA(x, T (x))2ρ0(x)

√
detA(x)dx = inf

S#Aρ0=ρ1

∫
Ω
dA(x, S(x))2ρ0(x)

√
detA(x)dx,

où nous notons S#Aµ = ν comme abréviation de S#(
√

detAµ) =
√

detAν.
Remarquons que nous avons S#Aρ0 = S#ρ0 = ρ1 si A(x) = Id pour tout x ∈ supp ρ0 ∪ supp ρ1.

La Proposition qui suit montre que, si A vérifie les hypothèses ci-dessus par rapport au support
de ρ0 et ρ1, ce problème de Monge peut être résolu en déterminant (ρ∗, v∗) ∈ Cst (Cst étant
l’ensemble des contraintes de conservation de la masse défini par la relation (5.1-3)) minimisant
le coût de transport (5.2-11) avec A(t, x) = A(x). Le Théorème de McCann nous donne l’existence
d’un plan de transport optimal T pour la distance dA, correspondant à un déplacement à vitesse
constante le long des géodésiques de (Ω, dA). Nous pouvons montrer formellement, comme dans
le cas isotrope de [6] (voir l’énoncé 1.1-9 p. 28), qu’il existe un lien entre le champ de vitesse v∗

et le chemin géodésique (dans (Ω, dA)) reliant x à T (x).
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Proposition 5.2-5.

Si A vérifie A(x) = Id pour tout x ∈ supp ρ0 ∪ supp ρ1, l’estimation du coût du transport
optimal sur la variété riemannienne (Ω, gA) (i.e. la distance de Wasserstein associée à dA)
revient à minimiser l’énergie de déplacement géodésique, c’est à dire : trouver (ρ∗, v∗) tel que,∫ 1

0

∫
Ω
v∗TAv∗ρ∗ = inf

(ρ,v)∈Cst

∫ 1

0

∫
Ω
vTAvρ = inf

S#ρ0=ρ1

∫
Ω
dA(x, S(x))2ρ0(x)dx,

Nous énonçons ici une preuve formelle, dans l’esprit de [6], qui pourrait être mieux justifiée sous
certaines hypothèses de régularités. Soient (ρ, v) ∈ C0, et X la solution du problème

{
∂ty(t, x) = v(t, y(t, x)), ∀(t, x) ∈ (0, 1)× Ω,

y(0, x) = x, ∀x ∈ Ω.

De part les conditions de bord sur v dans Cst, voir (5.1-3), nous avons X(t,Ω) = Ω pour tout
t ∈ [0, 1]. Nous disposons de la relation classique de Monge-Ampère ρ(t,X(t, x)) det(∇X(t, x)) =
ρ0(x), i.e. X(t, ·)#ρ0 = ρ(t, ·). Par l’inégalité de Jensen, il en suit que

∫ 1

0

∫
Ω
ρ(t, x)v(t, x)TA(x)v(t, x) dx dt

=

∫ 1

0

∫
Ω
v(t,X(t, x))TA(X(t, x))v(t,X(t, x))ρ(t,X(t, x)) det(∇X(t, x)) dx dt,

=

∫ 1

0

∫
Ω
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x) dt ρ0(x) dx,

≥
∫

Ω

(∫ 1

0

(
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x)

) 1
2 dt

)2

ρ0(x) dx,

≥
∫

Ω
dA(x,X(1, x))2ρ0(x) dx,

≥
∫

Ω
dA(x, T (x))2ρ0(x)dx,

où les dernières inégalités proviennent du fait que X(1, ·) est tel que X(1, ·)#ρ0 = X(1, ·)#Aρ0 =
ρ1.

Inversement, supposons que T soit un plan de transport optimal pour la métrique gA. Définissons,
pour presque tout x ∈ Ω, l’application X(·, x) ∈ C1([0, 1],Ω) comme étant l’unique géodésique
reliant x à T (x) ( X(·, x) est régulier en temps pour presque tout x ∈ Ω). Nous supposons
toujours que X(t,Ω) = Ω pour tout t ∈ [0, 1]. Définissons également v comme

{
v(t,X(t, x)) = ∂tX(t, x) ∀(t, x) ∈ (0, 1)× Ω,

v(t, y) = 0 ailleurs,
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et ρ(t, ·) =
√

detA(·) (X(t, ·)#Aρ0). Ainsi, pour tout φ ∈ C∞c ((0, 1)× Ω), nous obtenons :∫ 1

0

∫
Ω

(∂tφ+ v.∇φ)ρ =

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tφ+ v.∇φ)(t, x)
√

detA(x) (X(t, ·)#Aρ0) (x) dx dt

=

∫ 1

0

∫
Ω

(∂tφ(t,X(t, x)) + v(t,X(t, x)).∇φ(t,X(t, x)))ρ0(x)
√

detA(x)︸ ︷︷ ︸
=1

dx dt

=

∫
Ω

∫ 1

0
(∂tφ(t,X(t, x)) + ∂tX(t, x).∇φ(t,X(t, x)))ρ0(x) dt dx

=

∫
Ω

∫ 1

0

d

dt
(φ(t,X(t, x))) dt ρ0(x) dx = 0

i.e. ∂tρ+ divx(ρv) = 0 dans D′((0, 1)× Ω), d’où (ρ, v) ∈ Cst. Par définition nous avons :

∫
Ω
dA(x, T (x))2ρ0(x)dx =

∫
Ω

(∫ 1

0

(
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x)

) 1
2 dt

)2

ρ0(x) dx.

Du fait que t 7→ X(t, x) soit un chemin géodésique et que A soit indépendante du temps, on a

d

dt

(
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x)

)
= 0,

d’où l’on déduit(∫ 1

0

(
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x)

) 1
2 dt

)2

=

∫ 1

0
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x) dt.

Nous obtenons finalement, du fait que (ρ, v) ∈ Cst,∫
Ω
dA(x, T (x))2ρ0(x)dx =

∫ 1

0

∫
Ω
∂tX(t, x)TA(X(t, x))∂tX(t, x)ρ0(x) dt dx,

=

∫ 1

0

∫
Ω
v(t,X(t, x))TA(X(t, x))v(t,X(t, x))ρ0(x)

√
detA(x)︸ ︷︷ ︸

=1

dx dt,

=

∫ 1

0

∫
Ω
v(t, x)TA(x)v(t, x)

√
detA(x) (X(t, ·)#Aρ0) (x) dx dt,

=

∫ 1

0

∫
Ω
v(t, x)TA(x)v(t, x)ρ(t, x) dx dt,

≥ inf
(ρ̃,ṽ)∈Cst

∫ 1

0

∫
Ω
ṽ(t, x)TA(x)ṽ(t, x)ρ̃(t, x) dx dt.

�

V.2.3 Discrétisation, convexification et optimisation

Nous considérons maintenant un domaine discret paramétrisé par x ∈ Ω ⊂ Rd (d = 2 dans ce
qui suivra) et t ∈ [0, 1]. Le problème de transport optimal anisotrope s’écrit :

min
(ρ,v)∈Cst

1

2

1∑
t=0

∑
x∈Ω

ρ(t, x)v(t, x)TA(x)v(t, x),
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où ρ(t, x) ∈ R, v(t, x) = (v1(t, x), v2(t, x)) ∈ R2, et où la 2×2 matrice symétrique définie positive
A(x) représente l’anisotropie du domaine Ω.

Par le même changement de variable que précédemment, (m = ρv), nous pouvons rendre convexe
le coût du transport anisotrope comme il suit :

JA(ρ,m) =
1∑
t=0

∑
x∈Ω

JA(ρ(t, x),m(t, x)),

avec

JA(ρ(t, x),m(t, x)) =


m(t,x)TA(x)m(t,x)

ρ(t,x) if ρ(t, x) > 0

0 if (ρ(t, x),m(t, x)) = (0, 0)
+∞ otherwise

oùm(t, x) = (m1(t, x),m2(t, x)) ∈ R2. En prenant A(x) = w(x) id2, avec w(x) ∈ R, nous pouvons
nous ramener (sous la condition que w(x) = 1 sur les supports de ρ0 et ρ1) au modèle de transport
sur une variété riemannienne caractérisée par w, telle que proposée dans [67]. Le transport optimal
anisotrope peut alors être estimé en minimisant la fonctionnelle convexe JA(ρ,m) + ιC(ρ,m).

Pour pouvoir appliquer les algorithmes de splitting proximal à ce nouveau problème, nous devons
calculer explicitement l’opérateur proximal pour ce nouveau coût. Ceci peut être aisément réalisé
en calculant le point critique définissant ProxγJA(ρ̃, m̃) dans (5.1-9). La Proposition suivante
montre que la fonctionnelle JA peut toujours être écrite sous une forme explicite.

Proposition 5.2-6.

Pour tout (ρ̃, m̃) ∈ R× Rd,

ProxτJA(ρ̃, m̃) =

{
(ρ?, µA(ρ?)) si ρ? > 0,

(0, 0) sinon.

où
∀ ρ ≥ 0, µA(ρ) = (ρ id2 +γ(A+AT ))−1ρm̃

et où ρ? est la plus grande racine réelle de l’équation polynomiale du cinquième degré en ρ

P (ρ) = (ρ− ρ̃)− γm̃(ρ id2 +γ(A+AT ))−1A(ρ id2 +γ(A+AT ))−1m̃ = 0.

La preuve est une simple extension de celle de [67]. En pratique, la densité ρ∗ est calculée par
une méthode de Newton.

V.2.4 Illustration

Dans cette section, nous considérons toujours un espace-temps discrétisé de taille 323 et un
algorithme GFB. Dans ce premier exemple, nous présentons un transport d’une gaussienne en
deux dimensions dans un domaine anisotrope pour lequel la matrice A est définie pour x =
(x, y) ∈ [0, 1]2 par :

Aλ(x) =


[
1 0
0 λ

]
si x ≤ 0.5,

id2 sinon.
(5.2-16)

La partie gauche du domaine (x ≤ 0.5) induit alors un transport anisotrope lorsque λ 6= 1. En
fait, en prenant λ > 1, cette pénalisation se fait dans la direction verticale (voir la sous-section
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V.2.1) pour le transfert de masse, et de ce fait le transport déplacera la masse sur la partie droite
du domaine de façon à minimiser le coût de transport. Les résultats, pour des valeurs croissantes
de λ ∈ {1, 3, 20} sont présentés dans la Figure V.2.

Lorsque λ = 1, cela correspond à un transport optimal classique et nous retrouvons bien la
translation de la gaussienne. Lorsque la valeur de λ augmente, nous pouvons observer que le
chemin optimal transfert de plus en plus de masse sur le coté droit du domaine. Cependant,
notons qu’il n’y a pas à priori de division de masse, comme nous pourrions le penser en observant
la Figure V.2 (seulement une dilatation) : les effets de division sont uniquement dus au fait que
seul un nombre fini de niveaux de densité est représenté.

λ
=

1
λ

=
3

λ
=

20

ρ0 ρ∗(1/8) ρ∗(1/4) ρ∗(3/8) ρ∗(1/2) ρ∗(5/8) ρ∗(3/4) ρ∗(7/8) ρ1

Figure V.2 – Illustration de la masse ρ∗(t) estimée entre ρ0 et ρ1, obtenue par un coût de
transport généralisé défini par les matrices anisotropes Aλ introduites dans (5.2-16). Les flèches
représentent les directions favorisées par l’anisotropie. L’intensité de leur couleur représentent la
"force" de cette anisotropie.

Nous reprenons le même exemple en définissant cette fois A de la façon suivante :

Aλ,µ(x) =

{ [
1 0
0 λ

]
six ≤ 0.5, et

[
1 0
0 µ

]
sinon. (5.2-17)

Ici, la direction verticale est privilégiée dans la partie droite du domaine. Les résultats, pour des
valeurs λ = 20 et des valeurs décroissantes de µ ∈ {0.01, 0} sont représentées dans la Figure
V.3. Pour µ = 0, nous pouvons observer qu’il se produit alors une "téléportation" verticale de la
masse située dans la partie droite du domaine, du fait que le coût de transport y est nul.
Il est donc alors possible de définir une polarisation de l’espace à l’aide de matrices anisotropes
pour modéliser les contraintes opérant sur un domaine. Ceci est également illustré par la Figure
V.4, qui représente le chemin optimal entre une ligne horizontale et une ligne verticale dans une
image carrée. Pour cette expérience, nous avons réalisé un ensemble complexe d’anisotropies, qui
sont représentées sur la première image de chaque exemple.

Si les détails des contraintes sont disponibles dans les données du problème, nous pouvons alors
construire une variété riemannienne spécifique de telle façon à ce que le modèle anisotrope soit
en mesure de simuler des transports rigides ou bien à divergence nulle . Cette approche s’avère
néanmoins insuffisante pour aborder des problèmes plus généraux encore, et nous proposons
maintenant d’inclure directement des contraintes physiques dans le modèle de transport et non
plus sur le domaine.
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µ

=
0.

01
µ

=
0

ρ0 ρ∗(1/8) ρ∗(1/4) ρ∗(3/8) ρ∗(1/2) ρ∗(5/8) ρ∗(3/4) ρ∗(7/8) ρ1

Figure V.3 – Illustration de la masse ρ∗(t) estimée entre ρ0 et ρ1, obtenue par un coût de
transport généralisé défini par les matrices anisotropes Aλ,µ introduites dans (5.2-17), en prenant
λ = 20. Les flèches représentent les directions favorisées par l’anisotropie. L’intensité de leur
couleur représentent la force de cette anisotropie.

B1

B2

B3

ρ0 ρ∗(1/8) ρ∗(1/4) ρ∗(3/8) ρ∗(1/2) ρ∗(5/8) ρ∗(3/4) ρ∗(7/8) ρ1

Figure V.4 – Illustration de la masse ρ∗(t) estimée entre ρ0 et ρ1, obtenue par des coûts de
transport définis par trois différents domaines anisotropes, illustrés par les flèches bleues sur la
première colonne. Le premier exemple est un transport isotrope classique.

V.3 Transport optimal avec contraintes physiques

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés à l’incorporation de contraintes physiques au
sein des modèles de transport optimal. Plus précisément, pour ce qui est des applications au
traitement d’images, nous souhaiterions pouvoir considérer des transports incompressibles voir
même rigides. De tels transports pourraient par exemple empêcher un objet contenu dans les
données de départ d’être divisé le long des chemins de déplacements calculés. Ces transports
pourraient être caractérisés par leur champ de vitesse, qui n’est plus une variable du problème
(5.1-6) (remplacé par la quantité de mouvement), et qu’il serait alors nécessaire de réintroduire.
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V.3.1 Couplage non convexe

Pour obtenir un couplage entre les variables (ρ,m) et v, l’idée qui vient naturellement est de
considérer un terme ιD(ρ,m, v) = 0 de projection orthogonale sur l’ensemble D = {m = ρv}.
Mais, comme l’ensemble D est alors non convexe et l’opérateur ιD non régulier, nous choisirons
plutôt d’utiliser un couplage différentiable :

K(ρ,m, v) =
1

2

∫
Ω

∫ 1

0
||m− ρv||2dxdt.

Dans cette étude, nous nous intéresserons au cas spécifique de transports soumis à des contraintes
de vitesse, lesquelles dépendront de l’application souhaitée. De ce fait, nous considérerons donc
un nouveau terme fonctionnel, lequel pourra être par exemple défini comme il suit :

— Contrainte de divergence nulle : R(v) = ιCv(v), où Cv = {divx v(t, ·) = 0, 〈v(t, ·), ~n〉 =
0, ∀ t ∈ [0; 1]}.

— Pénalisation incompressible : R(v) = 1
2

∫ 1
0 ||divx(v(t, ·))||2L2(Ω)dt.

— Pénalisation rigide : R(v) = 1
2

∫ 1
0 ||(∇xv(t, ·) + (∇xv(t, ·))T )/2||2L2(Ω)dt.

— Pénalisation en translation : R(v) = 1
2

∫ 1
0 ||(∇xv(t, ·)||2L2(Ω)dt.

Par la dénomination "pénalisation en translation", nous entendons une pénalisation sur les
champs de vitesse déviant des translations. Ces termes sont convexes, et les trois derniers sont
de plus différentiables. Notons que les auteurs de [53] ont proposé en parallèle de nos travaux, de
rajouter directement une régularisation du champ de vitesses au problème initial de mécanique
des fluides sur le couple (ρ, v) présenté dans (5.1-2), sans considérer la convexification du pro-
blème venant de l’introduction de m. Ceci rend néanmoins difficile d’imposer numériquement la
contrainte de préservation de la masse (5.1-3), puisqu’il faut pouvoir projeter le couple (ρ, v) sur
un ensemble de contraintes non-linéaires.

V.3.2 Existence d’un minimiseur

Dans cette section, nous prouvons l’existence d’au moins un minimiseur pour un problème de
transport optimal avec pénalisation du gradient de vitesse (voir pénalisation en translation) et
le terme de couplage correspondant. Nous supposerons que ρ0 et ρ1 appartiennent à L∞(Ω), et
posons alors M = max(‖ρ0‖∞, ‖ρ1‖∞). Posons Q = (0, 1) × Ω, et notons BL(Ω) l’espace de
Beppo-Levi sur L2(Ω) [32], défini comme

BL(Ω) =
{
u ∈ D′(Ω), ∇u ∈ L2(Ω)

}
.

Notre ensemble de contraintes sera, quant à lui, défini par :

CM =
{

(ρ,m, v) ∈ L∞(Q)× L2(Q)d × L2(0, 1;BL(Ω))d, ‖ρ‖L∞(Q) ≤M,

∀ψ ∈ C∞(Q),

∫ 1

0

∫
Ω
ρ∂tψ +m · ∇ψdxdt+

∫
Ω
ψ(0, x)ρ0(x)− ψ(1, x)ρ1(x)dx = 0

}
.

Notons que cet ensemble est non vide du fait que ((1− t)ρ0 + tρ1,m, 0) ∈ CM pour une quantité
de mouvement m constante en temps telle que divm = ρ1 − ρ0 et 〈m · ~n〉 = 0 sur ∂Ω × (0, 1)
(l’existence d’un tel m est assurée par le fait que

∫
Ω ρ0dx =

∫
Ω ρ1dx, voir [38], page 24).

Remarque 5.3-1. Remarquons que si ρ ∈ CM , alors
∫

Ω ρ(t, x)dx = 1 pour presque tout t ∈
(0, 1). Ceci peut être facilement obtenu en prenant ψ(t, x) = t dans la définition de CM .
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Proposition 5.3-7.

Le problème

inf
(ρ,m,v)∈CM

∫
Ω

∫ 1

0
J(ρ,m) +

1

2
‖m− ρv‖2 +

1

2
‖∇xv‖2dxdt

possède au moins un minimiseur.

Preuve : Soit (ρn,mn, vn) ∈ CM une suite minimisante. Comme (ρn) est uniformément bornée
par M , nous avons J(mn, ρn) = m2

n
2ρn

ε 1
2Mm

2
n. Nous avons alors l’estimation a priori suivante : il

existe C > 0 telle que pour tout n ∈ N,

‖ρn‖L∞(Q) ≤M, ‖mn‖L2(Q) ≤ C, ‖∇xvn‖L2(Q) ≤ C, ‖mn − ρnvn‖L2(Q) ≤ C. (5.3-18)

La première et la troisième estimation impliquent :

∃C > 0, ‖ρnvn‖L2(Q) ≤ C, (5.3-19)

et du fait que (ρn,mn) vérifie ∂tρn + divxmn = 0 dans D′(Q), nous obtenons également

∃C > 0, ‖∂tρn‖L2(0,1;H−1(Ω)) ≤ C. (5.3-20)

Ainsi, quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons supposer qu’il existe (ρ,m, v) ∈ L∞(Q) ×
L2(Q)d × L2(0, 1;BL(Ω))d tel que

ρn
∗
⇀ ρ dans L∞(Q), mn ⇀m dans L2(Q)d, ∇xvn ⇀ ∇xv dans L2(Q)d×d. (5.3-21)

Notons tout d’abord que CM est fermé pour la topologie liée à ces convergences, et donc la limite
faible (ρ,m, v) appartient à CM .

La fonctionnelle intégrale est convexe et semi-continue inférieurement pour la topologie faible de
L2(Q) × L2(Q) (voir [4], p. 138). Le terme de régularisation en v est la semi-norme associée à
L2(0, 1;BL(Ω)), et est également semi-continue inférieurement pour ce qui est de la convergence
de (∇xvn) dans L2(Q)d×d. Le terme de couplage étant également une norme L2(Q), il suffit pour
conclure de prouver la convergence faible de (ρnvn) vers ρv dans L2(Q). Nous ferons appel à un
Lemme de compacité par compensation, en utilisant le fait que la dérivée temporelle de ρn et que
les dérivées spatiales de vn soient bornées, comme dans [33]. L’énoncé qui suit est un Corollaire
du Lemme de [61] :

Lemme 5.3-8.

Supposons (an) convergeant faiblement vers a dans L2(0, 1;H1(Ω)), et (bn) convergeant faible-
ment b dans L2(Q). Si (∂tbn) est bornée dans L2(0, 1;H−1(Ω)), alors quitte à en extraire une
sous-suite, (anbn) converge faiblement vers ab dansM(Q) (c’est à dire le dual de C0

c (Q)).

Le problème est qu’ici nous n’avons pas de contrôle sur vn dans le terme de régularisation, mais
seulement sur ∇xvn : la suite (vn) évolue par conséquent dans l’espace BL(Ω) au lieu de l’espace
H1(Ω) requis.

Nous espérons pouvoir obtenir ce contrôle grâce au terme de couplage, ce qui n’est pas trivial
lorsque ρn est seulement positif, et non strictement positif.

Par [32], p. 312, du fait que Q est étoilé, la convergence faible de (vn) vers v dans L2(0, 1;BL(Ω))
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implique la convergence faible de (vn+cn) vers v dans L2(Q) pour des suites constantes en espace
(cn(t)).

Comme ρn est bornée dans L∞(Q), la suite ρn(vn + cn) est en fait bornée dans L2(Q), et grâce
à (5.3-19), nous déduisons que ρncn est bornée dans L2(Q). Par définition,

‖ρncn‖L2(Q) = sup
ψ∈L2(Q),‖ψ‖L2(Q)=1

∫ 1

0

∫
Ω
ρncnψdxdt,

ce qui, en restreignant le supremum aux fonctions constantes en espace ψ ∈ L2(0, 1) donne

‖ρncn‖L2(Q) sup
ψ∈L2(0,1),‖ψ‖2

L2(0,1)
= 1
|Ω|

∫ 1

0

∫
Ω
ρncnψdxdt.

De plus, du fait que cn est également constante en espace, et comme
∫

Ω ρndx = 1 (voir la
Remarque 5.3-1), nous obtenons

‖ρncn‖L2(Q) sup
ψ∈L2(0,1),‖ψ‖2

L2(0,1)
= 1
|Ω|

∫ 1

0
cnψdt =

1√
|Ω|
‖cn‖L2(0,1)

Cela signifie que la suite (cn) est bornée dans L2(0, 1) et également dans L2(Q) en tant que suite
(constante en x) de cet espace. Cela implique également que la suite (vn) est bornée dans L2(Q),
et donc, quitte à devoir en extraire une sous-suite, converge faiblement vers une fonction w. Nous
déduisons alors nécessairement de (5.3-21) que w = v du fait que l’opérateur ∇ est faiblement
continu. Ainsi, par les estimations (5.3-18) et (5.3-20), nous sommes en mesure d’appliquer le
Lemme 5.3-8 énoncé ci-dessus à vn et ρn, et ainsi conclure :

ρnvn → ρv dansM(Q).

Or, ρnvn est bornée dans L2(Q), et admet en conséquence une sous-suite convergeant dans cet
espace. Ainsi, quitte à devoir extraire de nouveau une sous-suite, nous obtenons

ρnvn ⇀ ρv dans L2(Q)

(convergence faible dans L2(Q)). �

Remarque 5.3-2. En ce qui concerne les autres pénalisations, nous verrons que si les algo-
rithmes numériques se comportent, comme prévu du point de vue théorique, la situation semble
un peu plus complexe. Le cas de la pénalisation rigide, pourtant conceptuellement très proche de
celle analysée ci-dessus du fait des inégalités de Korn, nécessite cependant une étude plus ap-
profondie du fait que la simplification obtenue ici grâce aux constantes cn ne peut se généraliser
directement au cas rigide. Une alternative simple pourrait bien sûr être d’ajouter une norme
L2(Q) sur v multiplié par un petit coefficient strictement positif.

Le cas de la pénalisation incompressible nécessiterait quant à lui une adaptation du Lemme de
compacité.

Les opérations nécessaires à la résolution de ce problème étant similaire à celles du problèmes
précédent (pénalisation du domaine de transport), en particulier en ce qui concerne le calcul
d’opérateurs de divergence, nous avons utilisé une discrétisation similaire pour traiter le problème
présent : à savoir que l’opérateur de divergence sera de nouveau calculé sur une grille décalée. De
même que précédemment, nous renvoyons à l’article [46] pour les détails de cette discrétisation.
Notons tout de même que nous faisons de nouveau appel à un opérateur de recentrage, noté I,
linéaire et bijectif depuis la grille décalée sur la grille centrée.
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V.3.3 Optimisation

Le problème de transport optimal généralisé auquel nous nous intéressons ici est le problème
suivant :

(ρ∗,m∗, v∗) = argmin
ρ,m,v

F (ρ,m, v) (5.3-22)

où
F (ρ,m, v) = J (I(ρ,m)) + ιC(ρ,m) + λK(I(ρ,m), Iv(v)) + αR(v),

pour λ, α ≥ 0 pondérant respectivement le couplage des variables et le terme de régularisation
de la vitesse. Le problème (5.3-22) n’est pas convexe en (ρ,m, v), mais est cependant séparément
convexe en (ρ,m) et en v. Notons que le terme de couplage est différentiable et que les termes non
réguliers sont séparables. Du fait de ces propriétés et d’après [75], nous pouvons donc opérer une
méthode de descente ds coordonnées par blocs et minimiser alternativement chaque problème
convexe, et ainsi approcher un point critique du problème (5.3-22). L’algorithme d’optimisation
s’écrit : 

(ρk+1,mk+1) = argmin
(ρ,m)

F (ρ,m, vk)

vk+1 = argmin
v

F (ρk+1,mk+1, v)
(5.3-23)

Pour pouvoir être en mesure d’opérer sur les différentes grilles numériques, nous définissons de
nouveau une variable x = (ρ̄, m̄) sur la grille régulière et une variable y sur la grille décalée,
pour le couple (ρ,m). Nous faisons de même pour la vitesse et notons w la variable sur la grille
centrée, et v la vitesse sur la grille décalée.

Au final, nous souhaitons donc résoudre le problème :

(x∗, y∗, v∗, w∗) = argmin
x,y,v,w

F̃ (x, y, v, w) (5.3-24)

où
F̃ (x, y, v, w) = J (x) + ιC(y) + ιS(x, y) + λK(x,w) +R(v) + ιSv(v, w),

et l’ensemble convexe Sv est défini en fonction des deux variables de vitesse par Sv(v, w) =
{Iv(v) = w}. Il est donc possible d’estimer un point critique de (5.3-24) par l’algorithme suivant :

(xk+1, yk+1) = argmin
(x,y)

F̃ (x, y, wk),

(vk+1, wk+1) = argmin
(v,w)

F̃ (xk+1, v, w),
(5.3-25)

lequel effectue donc une alternance de deux problèmes d’optimisation. Nous détaillons maintenant
la résolution de ces deux problèmes.

Optimisation de (ρ,m).

La première étape de (5.3-25) s’écrit :

(x∗, y∗) = argmin
x,y

J (x) + ιC(y) + ιS(x, y) + λK(x,wk). (5.3-26)

Nous pouvons de nouveau faire appel à l’algorithme GFB 1 pour résoudre ce problème, en prenant
F (x, y) = K(x,wk), G1(x, y) = J (x) + ιC(y) et G2(x, y) = ιS(x, y). La constante de Lipschitz
de ∇F est donnée par L = 2λmax(1, ||wk||2∞). Par conséquent, lorsque le couplage entre les
variables est renforcé par une valeur élevée de λ, cela diminue la valeur du pas de temps de
l’algorithme d’optimisation τ , lequel est inversement proportionnel à L.
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Optimisation de v.

Nous allons maintenant détailler la manière de traiter les différents modèles de régularisation de
la vitesse que nous avons évoqué.

Contrainte de divergence nulle

Lorsque la vitesse v est contrainte à l’incompressibilité, la seconde étape de (5.3-25) s’écrit :

(v∗, w∗) = argmin
v,w

λK(xk+1, w) + ιCv(v) + ιSv(w, v). (5.3-27)

L’algorithme GFB 1 peut alors être appliqué pour résoudre ce problème en prenant les fonc-
tionnelles F (v, w) = λK(xk+1, w), G1(v, w) = ιCv(v) et G2(v, w) = ιSv(w, v). La constante de
Lipschitz de ∇F est alors donnée par L = λ||ρ̄k+1||2∞.

Le calcul de ProxιCv (ṽ) correspond à la projection orthogonale de ṽ(t, ·, ·), sur un champ de
vitesse à divergence nulle 2D, pour tout t ∈ [0, 1]. Pour chaque instant t, nous extrayons tout
d’abord les valeurs de bords de la vitesse sur la grille décalée grâce à l’opérateur linéaire bv,
définie pour d = 2, Ω = [0; 1]2 et ṽ = (ṽ1, ṽ2) par :

bv(ṽ(t, ·, ·)) =
(
ṽ1(t, 0, ·), ṽ1(t, 1, ·), ṽ2(t, ·, 0), ṽ2(t, ·, 1)

)
En imposant des conditions de Neumann homogènes aux bords par bv0 = (0, 0, 0, 0), l’ensemble
affine Cv peut être réécrit

Cv = {v, Btv(t, ·, ·) = z, ∀ t ∈ [0; 1]}

où
Btv(t, ·, ·) = (divx(v(t, ·, ·)), bv(v(t, ·, ·))), et z = (0, bv0).

Le projeté v de ṽ peut également être calculé en résolvant un système linéaire pour chaque
t ∈ [0; 1] :

v(t, ·, ·) = ProjCv(ṽ(t, ·, ·)) = (id−B∗t ∆−1Bt)ṽ(t, ·, ·) +B∗t ∆−1
t z

avec l’opérateur ∆−1
t = (BtB

∗
t )−1. Pour ce qui est de ProxτιSv , nous obtenons une expression

similaire à celle de ProxτιS , définie en (5.1-10), en remplaçant I par Iv.

Pénalisation

Si nous souhaitons pénaliser une certaine norme de la vitesse par un terme αR(v), pour R propre,
convexe et différentiable avec gradient lipschitzien, nous obtenons le problème suivant :

(v∗, w∗) = argmin
v,w

λK(xk+1, w) + αR(v) + ιSv(w, v), (5.3-28)

lequel peut être résolu grâce à l’algorithme FB 2, en prenant G(v, w) = ιSv(w, v) et F (v, w) =
λK(xk+1, w) + αR(v). La constante de Lipschitz de ∇F est donnée par L = λ||ρ̄k+1||2∞ + αLR,
où LR désigne la constante de Lipschitz de ∇R.

Pour une pénalisation incompressible R(v) = 1
2

∑1
t=0 ||divx(v(t, ·, ·))||2L2(Ω), de même que pour

la pénalisation rigide ou pour la pénalisation en translation R(v) = 1
2

∑1
t=0 ||(∇xv(t, ·, ·) +

(∇xv(t, ·, ·))T )/2||2L2(Ω), nous avons LR = 4
√

2 pour notre gradient discrétisé et nos opérateurs
de divergence calculés sur la grille régulière et sur la grille décalée, pour des coefficients dans
[1,−1].
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V.4 Expériences et tests

Nous allons maintenant illustrer l’influence de la régularisation et de la pénalisation du champ
de vitesse par différents exemples. Dans toutes nos simulations, nous choisirons λ = 103 comme
terme de couplage et α = 2.103 pour la régularisation des vitesses. Le pas de temps de l’algo-
rithme GFB sera donc choisi à τ = 10−4. Dans la pratique, selon la dimension du problème,
nous réaliserons jusqu’à 1000 itérations externes de l’algorithme alterné (5.3-25) et 10 itérations
internes pour chacun des problèmes (5.3-26) et (5.3-28) lorsque sera impliquée une pénalisation
de la vitesse. Notons qu’une seule étape est requise pour le modèle (5.3-27), c’est à dire pour
la projection de v sur l’ensemble de divergence nulle Cv. De tels paramètres sont suffisant pour
obtenir une convergence du coût de transport et une cohérence des chemins calculés.

V.4.1 Tests synthétiques

Avant toute chose, nous comparons dans la figure V.5 les résultats obtenus avec les pénalisations
incompressibles, rigides et de translation sur les exemples de gaussiennes. De telles contraintes
physiques empêchent la division de la masse le long des chemins calculés. Avec les contraintes de
divergence nulle , les gaussiennes sont déformées, mais on peut cependant voir que la longueur
des lignes de niveau des densités sont préservées le long du chemin. Il est important de souli-
gner également qu’à la fois la pénalisation rigide et la pénalisation en translation conservent la
forme exacte des deux gaussiennes au cours du temps. De plus, nous pouvons voir sur la figure
V.6 représentant les deux chemins calculés, que la pénalisation rigide opère véritablement une
rotation et non pas une translation, de telle façon que le transport optimal ne se compose plus
de trajectoires en lignes droites.

ρ(0) = ρ0 ρ(1/8) ρ(1/4) ρ(3/8) ρ(1/2) ρ(5/8) ρ(3/4) ρ(7/8) ρ(1) = ρ1

Figure V.5 – Simulation avec deux gaussiennes avec pénalisation et initialisation nulle. Repré-
sentation des isoclines de la densité ρ(t) le long du chemin optimal calculé avec les différents
modèles de pénalisation. La ligne du haut a été réalisée via une pénalisation incompressible, la
seconde via une pénalisation en translation (par une minimisation de la norme L2 de chaque
composante du champ de vitesse), et la dernière via une pénalisation rigide.

Dans l’exemple de la Figure V.7 représentant une barre rotative, la pénalisation rigide (dernière
ligne) opère une quasi-rotation, et préserve donc mieux les contraintes physiques qu’un transport
optimal pur (première ligne). Comme prévu, nous pouvons également observer sur la Figure V.8
que les longueurs des lignes de niveau de la densité calculée sont préservées pour les approches
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Pénalisation en translation Pénalisation rigide

Figure V.6 – Simulation avec deux gaussiennes. Représentation de la trajectoire calculée par les
modèles de pénalisation en translation (sur la gauche) et de pénalisation rigide (sur la droite).
La pénalisation rigide opère ici une véritable rotation.

par pénalisation incompressible ou rigide. Nous renvoyons le lecteur à [15] pour d’autres exemples
impliquant de telles pénalisations.

Notons que sur les exemples synthétiques présentés, nous considérons une grille de discrétisation
spatio-temporelle 313 points. Pour de telles dimensions, seulement 100 itérations externes de
l’algorithme de descente de coordonnées par blocs (5.3-25) ont été nécessaires.

ρ(0) = ρ0 ρ(1/8) ρ(1/4) ρ(3/8) ρ(1/2) ρ(5/8) ρ(3/4) ρ(7/8) ρ(1) = ρ1

Figure V.7 – Barre rotative. Représentation des isoclines de la densité ρ(t) le long du chemin
optimal calculé par les différentes approches. La première ligne est le transport optimal de [6], la
seconde est l’approche proposée à l’aide d’une pénalisation incompressible, et la dernière à l’aide
d’une pénalisation rigide laquelle conserve la nature de l’objet à transporter.

V.4.2 Interpolation d’images en océanographie

Pour pouvoir étudier l’état des océans, des images instantanés sont produites par des codes nu-
mériques tels que le modèle de circulation océanique NEMO. Les processus de synthèse d’image
à partir des variables numériques physiques dont cependant chronophages, et les océanographes
souhaiteraient parfois n’avoir à produire que peu d’images et pouvoir ensuite réaliser des inter-
polations temporelles entre ces images. Ceci pourrait être d’un intérêt particulier pour visualiser
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Méthode de [6] Pénalisation incompressible Pénalisation rigide

Figure V.8 – Barre rotative. Évolution de la longueur des lignes de niveau les plus élevées de la
densité calculée au cours du temps t : |ρ(t, x) > i/10|, pour i = 1 · · · 9. Le graphique de gauche
est un transport optimal classique de [6], celui du milieu est l’approche proposée à l’aide d’une
pénalisation incompressible et celui de droite correspond à l’approche proposée à l’aide d’une
pénalisation rigide. Pénaliser la norme de la vitesse tend donc à préserver les lignes de niveau le
long du chemin calculé.

et diffuser des animations des structures dynamiques de l’océan. Le problème principal vient
souvent des côtes qui apparaissent dans beaucoup des zones intéressantes, comme illustré à la
Figure V.9. Celles-ci rendent alors inapplicables les techniques classiques d’interpolation d’images
utilisant le flot optiques ou bien les estimations de difféomorphismes, qui ne peuvent en général
pas traiter des domaines si complexes.

Par notre formulation anisotrope, nous pouvons représenter le domaine de l’océan dans l’image
par une variété riemannienne, en prenant A(t, x) = w(x) id2. La variable w(x) décrit alors la
variété : celle-ci prend la valeur 1 au niveau de l’océan et au contraire une valeur très élevée
au niveau de la terre dans le but de restreindre le transport à l’océan seul (on procède à une
pénalisation de la terre).

Les chemins optimaux successifs entre 10 paires d’images de Hatuer de Surface de l’Eau (connu
sous l’acronyme de SSH pour Sea Surface Height) de taille 843 × 516 produites par le modèle
NEMO ont ainsi pu être calculés pour une discrétisation en temps de P = 9 pas (les données
complètes peuvent être consultées ici et là). Les couleurs claires correspondent aux zones de plus
hautes hauteur d’eau. Cette suite d’images représente le courant des Aiguilles et la création de
tourbillons à la Pointe du Cap de Bonne-Espérance.

Comme cela est illustré sur la Figure V.9, laquelle montre le chemin calculé entre plusieurs images
consécutives, en ajoutant notre Proposition de pénalisation "divergence nulle", nous pouvons in-
duire des contraintes de rotation dans l’estimation du transport, et ainsi parfaitement simuler
la création de tourbillons. Dans cette simulation, nous considérons 1000 itérations externes du
processus alterné (5.3-25).

V.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié, d’une façon plus formelle que dans dans les chapitres pré-
cédents, des modèles de transport optimal généralisés et adaptés aux modèles d’imagerie multi-
physiques. Cela est d’un intérêt particulier pour les problèmes d’interpolation d’images, domaine

http://www.math.u-bordeaux1.fr/~npapadak/OT/original_data.gif
http://www.math.u-bordeaux1.fr/~npapadak/OT/ot.gif
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ρ0 ρ(1/8) ρ(1/4)

ρ(3/8) ρ(1/2) ρ(5/8)

ρ(3/4) ρ(7/8) ρ1

Figure V.9 – Interpolation entre images de hauteur d’eau en océanographie

dans lequel les résultats obtenus par simple minimisation d’une énergie cinétique sous certaines
contraintes ne préserve pas les caractéristiques des images le long des chemins d’interpolation, ce
qui ne correspond en général pas à la réalité physique. Nous avons ensuite proposé des méthodes
de splitting proximal adéquates pour résoudre ces nouveaux problèmes d’optimisation. Ces gé-
néralisations ne sont pas limitées aux expressions physiques que nous avons considérées ici. En
effet, d’autres termes physiques auraient pu être considérés en prenant compte un environnement
plus complexe.

Des résultats prometteurs ont été obtenus sur des images océanographiques de haute résolution.
Nous souhaiterions en perspective de ces résultats, pouvoir collaborer dans de futurs travaux avec
des océanographes, et ainsi tenter de prendre en compte des contraintes physiques plus précises.

D’un point de vue optimisation, nous nous sommes également intéressé à la minimisation de
fonctionnelles non convexes et non régulières. Contrairement à la méthode de descente de coor-
données par blocs que nous avons considérée (5.3-23), pouvoir définir un algorithme sans boucle
interne (sur (ρ,m) et v) serait d’un intérêt certain pour accélérer le calcul des minimas de nos
problèmes non convexes. Des avancées récentes sur les méthodes de splitting proximal ont déjà
été réalisées pour des problèmes proches [2], mais ils sont cependant encore limités à des fonc-
tionnelles plus simples et ne peuvent en l’état traiter notre formulation de transport optimal
généralisé.

Pour finir, en ce qui concerne le transport optimal anisotrope, nous souhaiterions pouvoir étudier
l’existence d’un minimiseur dans le cas de variations anisotropes de façon plus rigoureuse que
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nous l’avons fait dans ce chapitre. Nous souhaiterions également pouvoir prendre en compte des
variations anisotropes dépendant du temps : le défi pour un tel problème est qu’il n’existe à notre
connaissance aucune correspondance avec un problème de Monge.



Chapitre VI

Conclusion et perspectives

Le point de départ de nos travaux s’est trouvé être une étude de consistance de l’algorithme de
lagrangien augmenté de Benamou-Brenier. Nous avons montré, dans le chapitre II, la convergence
faible-L2 de l’algorithme de Benamou-Brenier vers un point selle du lagrangien L (voir page 53),
lequel modélise la formulation dynamique du problème de transport optimal formulée dans [6].
Cette preuve de convergence étant basée sur une reformulation de l’algorithme en tant que suite
itérative d’un opérateur non-expansif B (1-lipschitzien), dont les points fixes sont équivalents aux
points selles de L. Cette formulation nous aura permis de plus de pouvoir exploiter la littérature
associée à la théorie des opérateurs non-expansifs, via laquelle nous avons alors pu proposer une
version relaxée de l’algorithme de Benamou-Brenier, à convergence forte, vers un point selle de
L. Les expérimentations numériques n’auront cependant pas révélé une réel amélioration liée
aux versions relaxées, en ce qui concerne la vitesse de convergence et la précision des calculs, par
rapport à l’algorithme d’origine.

Cette convergence de l’algorithme et de ses versions relaxées restaient tout de même conditionnée
à l’existence d’un point selle pour le lagrangien L (et donc d’un point fixe de l’opérateur B).
Nous avons alors entrepris, dans les chapitres III et IV, de prouver l’existence d’un tel point selle,
tout en montrant également l’unicité de l’évolution de la densité et de la quantité de mouvement
résultant d’un tel transport. Nous avons voulu prouver tout cela dans les conditions les plus
générales possibles, en particulier dans les cas où les densités de départ et d’arrivée ρ0 et ρ1

s’annulent en certains endroits du domaine de transport (l’existence d’un point selle dans le cas
de densités strictement positives ayant déjà été traitée dans [40]).

De telles conditions impliquent en particulier de pouvoir prendre en compte le cas où le nombre
de composantes connexes des supports des densités ρ0 et ρ1 ne sont pas les mêmes. De tels cas
révèlent en général des plans de transport optimaux non réguliers, c’est pourquoi une grande
partie de nos travaux auront eu pour objet une étude approfondie de la régularité et du com-
portement d’un champ de vitesse associé à de tels plans de transport. Ces travaux d’étude du
champ de vitesse associé à un plan de transport optimal auront été le principal objet du chapitre
III (voir en particulier la Proposition-résumé 3.4-38 p. 123 à la fin de ce chapitre). Le chapitre
IV aura quant à lui été consacré à exploiter les résultats du chapitre III pour finalement prouver
l’existence et l’unicité attendues. Ce chapitre aura également été l’occasion, en particulier dans
sa dernière section (section IV.3) de tenter de caractériser de façon générale les propriétés d’un
champ de vitesse associé à un transport optimal dans l’espace L2 (voir le Théorème 4.3-9 p. 159).

Pour finir nous avons pu explorer, dans le chapitre V, différentes approches relatives à l’intro-
duction de contraintes physiques dans la formulation dynamique de [6], telles que l’introduction
d’une anisotropie du domaine de transport ou bien de différentes méthodes de pénalisation du
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champ de vitesse. Nous avons dans ce même chapitre pu expérimenter avec succès ces explora-
tions à travers différents algorithmes basés sur des méthodes de splitting proximal, et avons pu
les appliquer sur divers exemples d’interpolations d’images.

Nos perspectives pour compléter ce travail sont assez larges. En ce qui concerne l’algorithme de
Benamou-Brenier, et plus généralement les algorithmes traitant du transport optimal dynamique,
nous souhaiterions pouvoir mettre en lumière des outils et des méthodes d’analyse précise des
propriétés de convergence de ces algorithmes : critères d’arrêt ou de distance des étapes calculées
par rapport à la solution théorique, informations théoriques sur la vitesse convergence, etc...
En ce qui concerne les études menées dans le chapitre III et IV, concernant l’existence et l’unicité
de solutions au problème de transport optimal dynamique dans L2, nous souhaiterions pouvoir
étendre celles-ci aux cas que nous avons explorés dans le chapitre V, ce qui implique, en parti-
culier pour le cas du transport optimal anisotrope, de pouvoir étendre ces études dans le cadre
d’un transport sur des variétés riemanniennes.



Annexe A

Liste de Théorèmes généraux

A.1 Convolutions, distributions, espaces Lp et W 1,p

Lemme A.1-1. propriétés du produit de convolution [17]

• Soient f ∈ L1(Rd) et g ∈ Lp(Rd) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors pour presque tout x ∈ Rd,
la fonction y 7→ f(x− y)g(y) est intégrable sur Rd. On pose alors

(f ∗ g)(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dy.

On a alors (f ∗ g) ∈ Lp(Rd), et ‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖L1‖g‖Lp.

• Soit (rn)n une suite régularisante sur Rd+1 définie par

∀n ∈ N, rn ∈ C∞c , supp(rn) ⊂ B
(

0,
1

n

)
,

∫
Rd+1

rn = 1, rn ≥ 0.

Alors,

1. Pour tout f ∈ C0(Rd), la suite (rn ∗ f)n converge uniformément vers f sur tout
compact de Rd.

2. Pour tout f ∈ Lp(Rd), avec 1 ≤ p < +∞, la suite (rn ∗f)n converge uniformément
vers f dans Lp(Rd).

Théorème A.1-2. Théorème d’Urysohn (restreint à Rd) ([72] et [80])

1. Soient V un ouvert de Rd, et K un compact de Rd tel que K ⊂ V . Alors il existe
f ∈ C∞c (Rd) tel que :

1K ≤ f ≤ 1V .

2. Soient V un ouvert de Rd, et K un compact de Rd tel que K ⊂ V . Alors il existe un
ouvert U à fermeture compact, tel que

K ⊂ U ⊂ U ⊂ V.
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Théorème A.1-3. Partition de l’unité [39]

Soit K ⊂ Rd un compact, et soient U1, .., Un une série d’ouverts de Rd tels que

K ⊂ U1 ∪ .. ∪ Un.

Alors il existe des fonctions ξ1, .., ξn ∈ C∞c (Rd) telles que pour tout i ∈ J1, nK, on ait

0 ≤ ξi ≤ 1, supp(ξi) ⊂ Ui,

et telles qu’il existe un ouvert U avec K ⊂ U ⊂ U1 ∪ .. ∪ Un et

n∑
i=1

ξi = 1 sur U.

Théorème A.1-4. Dualité des espaces Lp [80]

Soient ω un ouvert de Rd, 1 ≤ p < +∞ et soit ϕ ∈ (Lp(ω))′. Alors en prenant q ∈]1,+∞]
tel que :

— 1/p+ 1/q = 1, si 1 < p < +∞,
— q = +∞ , si p = 1,

il existe u ∈ Lq(ω) telle que

∀f ∈ Lp(ω), ϕ(f) =

∫
ω
u f,

et ‖u‖Lq(ω) = ‖ϕ‖(Lp(ω))′ .

Théorème A.1-5. Uniforme convexité des espaces Lp [80]

Soient 1 < p < +∞ et Ω un ouvert de Rd. Soit f ∈ Lp(Ω), et soit (fn)n∈N une suite dans
Lp(Ω) convergeant faiblement (dans Lp(Ω)) vers f telle que

lim sup
n
‖fn‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω).

Alors (fn)n∈N converge fortement vers f dans Lp(Ω).

Théorème A.1-6. Théorème de prolongement d’un espace de Sobolev [17]

Soit Ω un espace ouvert régulier (les ouverts auxquels nous appliquerons ce Théorème le
seront assez) et borné. Alors, pour tout p ∈ [1,+∞], il existe une constante C ne dépendant
que de Ω et un opérateur linéaire de prolongement

P : W 1,p(Ω) → W 1,p(Rd)

tel que pour tout f ∈W 1,p(Ω),
1. P (f)|Ω = f ,
2. ‖P (f)‖Lp(Rd) ≤ C‖f‖Lp(Ω),
3. ‖P (f)‖W 1,p(Rd) ≤ C‖f‖W 1,p(Ω).
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Proposition A.1-7. (Corollaire 9.14 [17])

Soit Ω un ouvert borné de Rd suffisamment régulier (de classe C1), et soit 1 ≤ p ≤ +∞.

1. Si ≤ p < d, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω) où
1

p∗
=

1

p
− 1

d
, avec injection continue.

2. Si p = d, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞[, avec injection continue.

3. Si p > d, alors W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω). De plus, pour tout f ∈ W 1,p(Ω), et pour presque
tous x, y ∈ Ω,

|u(x)− u(y)| ≤ 2
2− d

p

1− d
p

‖∇u‖Lp(Ω)|x− y|
1− d

p .

Théorème A.1-8. (Théorème 4.2 p.149 [80])

Soit Ω un ouvert borné de Rd de classe C∞. Pour tout k ∈ N∪ {−1}, l’opérateur −∆ est un
isomorphisme de Hk+2(Ω) ∩H1

0 (Ω) sur Hk(Ω).

Proposition A.1-9. (Proposition 9.18 [17])

Soit Ω un ouvert de Rd assez régulier (de classe C1), et soit f ∈ Lp(Ω) avec 1 < p < +∞.
On définit, pour tout g ∈ Lp(Ω),

g : Rd → R

x 7→
{
g(x) si x ∈ Ω,
0 sinon.

On a l’équivalence entre

1. f ∈W 1,p
0 (Ω),

2. f ∈W 1,p(Rd) et ∇f = ∇f .

A.2 Éléments de théorie de la mesure

On écrira qu’une mesure µ (positive ou non) vérifie les propriétés (III) (p. 76) si elle vérifie les
propriétés suivantes :

Propriétés (IV).

Soit Ω un ouvert de Rd, et µ une mesure sur la tribu de Lebesgue de Ω.
1. µ(K) < +∞ pour tout compact K ⊂ Ω.
2. Pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de Ω, on a

µ(E) = inf{µ(V ), E ⊂ V, V ouvert}.

3. Pour tout E ouvert et pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de Ω tel que µ(E) <
+∞,

µ(E) = sup{µ(K), K ⊂ E, K compact}.
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Théorème A.2-1. Théorème de représentation de Riesz [72]

Soit Ω un ouvert Rd, et soit Λ une forme linéaire positive sur Cc(Ω). Alors on peut construire
mesure positive µ1 sur la tribu de Lebesgue de Ω représentant Λ, i.e.

∀f ∈ Cc(Ω), Λ(f) =

∫
Ω
f dµ. (A.2-1)

Cette mesure est définie comme il suit :

1. Pour tout V ouvert de Ω, µ(V ) = sup{Λ(f), f ∈ Cc(Ω), f ≤ 1V }.
2. Pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de Ω, µ(E) = inf{µ(V ), E ⊂ V, V ouvert}.

Cette mesure µ vérifie les propriétés (IV).

Théorème A.2-2. [72]

Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces mesurables (i.e. A et B sont respectivement des σ-
algèbres sur X et Y ). On munit X × Y de la σ-algèbre A × B (i.e. la plus petite σ-algèbre
contenant tous les ensembles de la forme A×B, avec A ∈ A et B ∈ B).
Pour tout E ∈ A× B, on définit pour tout x ∈ X et y ∈ Y les ensembles

Ex = {y ∈ Y, (x, y) ∈ E} et Ey = {x ∈ X, (x, y) ∈ E}.

Alors pour tout x ∈ X et y ∈ Y , Ex ∈ B et Ey ∈ A.

Théorème A.2-3. [72]

Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés σ-finis (réunions dénombrables de sous-
ensembles de mesure finie). Soit Q ∈ A × B (définie dans le Théorème A.2-2 p. 204). On
pose pour tout x ∈ X et tout y ∈ Y ,

Φ(x) = ν(Qx), et Ψ(y) = µ(Qy).

Alors la fonction Φ est mesurable relativement à A et la fonction Ψ est mesurable relativement
à B. De plus ∫

X
Φ dµ =

∫
Y

Ψ dν. (A.2-2)

Ce dernier Théorème est un cas particulier du Théorème de Fubini qui suit (mais entrant en fait
dans sa démonstration). Nous utilisons très souvent le Théorème de Fubini de façon implicite, et
lorsqu’il s’agit d’une inversion d’intégrales classique et sans ambiguïté. Nous faisons en revanche
explicitement appel à ce Théorème que dans les cas plus complexe, où les notions classiques de
théorie de la mesure peuvent poser problème, en particulier dans la section IV.3 du chapitre IV,
ainsi que dans l’annexe F.
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Théorème A.2-4. Théorème de Fubini [72]

Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés σ-finis. Soit f une fonction à valeurs réels
définie sur X × Y , et mesurable relativement à A× B.

— Pour tout x ∈ X, on définit sur Y la fonction y 7→ fx(y) = f(x, y).
— Pour tout y ∈ Y , on définit sur X la fonction x 7→ fy(x) = f(x, y).

Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout x ∈ X, fx est mesurable relativement à B et, pour tout x ∈ X, fy est
mesurable relativement à A.

2. Si 0 ≤ f ≤ +∞, et en posant pour tous x ∈ X et y ∈ Y ,

Φ(x) =

∫
Y
fx dν, et Ψ(y) =

∫
X
fy dµ, (A.2-3)

alors la fonction Φ est mesurable relativement à A et la fonction Ψ est mesurable
relativement à B. De plus∫

X
Φ dµ =

∫
X×Y

f (dµ⊗ dν) =

∫
Y

Ψ dν. (A.2-4)

3. Si f est une fonction à valeurs complexes et si l’on a∫
X

Φ∗ dµ < +∞ avec Φ∗(x) =

∫
Y
|fx| dν pour tout x ∈ X,

ou bien ∫
Y

Ψ∗ dν < +∞ avec Ψ∗(y) =

∫
X
|fy| dµ pour tout y ∈ Y,

alors f ∈ L1(µ⊗ ν).

4. Si f ∈ L1(µ⊗ν), alors fx ∈ L1(ν) pour presque tout x ∈ X et fy ∈ L1(µ) pour presque
tout y ∈ Y . De plus, si l’on définit Φ et Ψ comme dans les relations (A.2-3) (définies
donc ici seulement pour, respectivement presque tout x ∈ X et presque tout y ∈ Y ),
alors Φ et Ψ appartiennent respectivement à L1(µ) et L1(ν). De plus la relation (A.2-4)
est toujours vérifiée par Φ et Ψ.

Théorème A.2-5. Théorème de Radon-Nikodym [72]

Soient Ω un ouvert Rd et A une σ-algèbre sur Ω. Soient µ et λ deux mesures sur A, telles µ
soit une mesure positive bornée et λ une mesure quelconque (positive ou complexe). Si λ est
absolument continue par rapport à µ (noté λ � µ), alors il existe un unique h ∈ L1(µ) tel
que λ = h · µ sur A, i.e.

∀E ∈ A, λ(E) =

∫
E
h dµ.
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Théorème A.2-6. Théorème de Radon-Nikodym (Variante spécifique) ([72] et [34])

Soit λ une mesure positive sur la tribu de Lebesgue, finie sur tout compact de Rd, et absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue Ld. Alors en posant Dλ la fonction de Rd dans
R, appelée dérivée supérieur de λ par rapport à Ld, et définie par

∀x ∈ Rd, (Dλ)(x) = lim sup
r→0

fr(x), avec fr(x) =
1

Vd(B1)rd
λ (B(x, r)) , r > 0

(où B(x, r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r, et Vd(B1) le volume de la boule
unité en dimensions d), on a les propriétés suivantes :

1. Pour Ld-presque tout x ∈ Rd, la famille (fr(x))r>0 converge lorsque r tend vers 0 (et
on a donc lim

r→0, r>0
fr(x) = (Dλ)(x)). On dit alors que λ est différentiable en x par

rapport Ld.
2. Dλ est Lebesgue-mesurable sur Rd et Dλ ∈ L1(Rd).
3. Pour tout ensemble E Lebesgue-mesurable,

λ(E) =

∫
E

(Dλ)(x) dLd(x).

Proposition A.2-7. [72]

Soit Ω un ouvert Rd, et soit µ une mesure sur une σ-algèbre A de Ω. Alors il existe une
fonction mesurable f telle que |f(x)| = 1 pour tout x ∈ Ω, et telle que

dµ = h d|µ|, (A.2-5)

où |µ| désigne la variation totale de la mesure µ.

Théorème A.2-8. Théorème de représentation de Riesz généralisé [72]

Soit Ω un ouvert Rd, et soit T une forme linéaire continue sur C(Ω). Alors il existe une
unique mesure définie sur la tribu de Lebesgue (non nécessairement positive), vérifiant les
propriétés (IV) p. 203, représentant T , i.e.

∀f ∈ C(Ω), T (f) =

∫
Ω
f dµ (A.2-6)

Avec ‖T‖ = |µ|(Ω).
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Théorème A.2-9. Théorème de Lusin [72]

Soit Ω un ouvert Rd, et soit µ une mesure positive vérifiant les propriétés (IV) p. 203.
A ⊂ Ω mesurable tel que µ(A) < +∞, et soit f une fonction mesurable sur Ω (pour la tribu
de Lebesgue) nulle en dehors de A. Alors, pour tout ε > 0, il existe g ∈ Cc(Ω) telle que

µ ({x, f(x) 6= g(x)}) < ε, et sup
x∈Ω
|g(x)| ≤ sup

x∈Ω
|f(x)|. (A.2-7)

Corollaire A.2-10. [72]

Sous les hypothèses du Théorème A.2-9, si de plus il existe une constante M > 0 telle que
|f | ≤M , alors il existe une suite (gn)n ∈ Cc(Ω)N, avec |gn| ≤M pour tout n ∈ N, telle que

f(x) = lim
n→+∞

gn(x), µ− p.p.

Corollaire A.2-11.

Sous les hypothèses du Théorème A.2-9, si de plus f ∈ L1
loc(Ω, µ), alors

∀g ∈ Cc(Ω),

∫
Ω
f g dµ = 0 =⇒ f = 0, µ− p.p..

Preuve : Soit K un compact et soit g définie pour tout x ∈ Ω,

g(x) =


0 si x /∈ K,
−1 si x ∈ K et f(x) < 0,
1 si x ∈ K et f(x) ≥ 0.

D’après le Corollaire A.2-10, il existe une suite (gn)n ∈ Cc(Ω)N, avec |gn| ≤ 1 pour tout n ∈ N,
telle que

g(x) = lim
n→+∞

gn(x), µ− p.p.

Du fait que |f · gn| ≤ |f | · 1K , et que
∫
K |f |dµ < +∞, par convergence dominée on conclut que

0 = lim
n→+∞

∫
Ω
f · gn dµ =

∫
K
|f | dµ.

Ainsi f = 0 µ-presque partout sur tout compact K de Ω, donc sur Ω. �
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Annexe B

Convergence des opérateurs
non-expansifs

B.1 Convergence faible

Dans cette section, nous démontrons la Proposition 2.3-6, énoncée dans le chapitre II (p. 65) et
rappelée ci dessous :

Proposition 2.3-6.

Soit M un opérateur quasi-fermement non-expansif tel que que l’ensemble Fix(M) des points
fixes de M soit non vide, et soit (xn)n une suite d’éléments de H vérifiant pour tout n ∈ N,
l’estimation : ‖M(xn)−xn+1‖ ≤ εn, où (εn)n est une suite réelle positive vérifiant

∑
n
εn < +∞.

Si (xϕ1(n))n et (xϕ2(n))n sont deux sous-suites de (xn)n convergeant faiblement respectivement
vers x1 et x2 (points fixes de M par le Lemme d’Opial), alors x1 = x2.

Nous commençons par établir les deux résultats suivants.

Lemme B.1-1.

Supposons (un)n et (εn)n deux suites réelles positives vérifiant
∑
n
εn < +∞ et la relation de

récurrence :
un+1 ≤ un + εn,

alors (un)n converge dans R.

Preuve du Lemme B.1-1 : Pour tout p, q ∈ N, p > q, on a l’inégalité :

up − uq ≤
p∑

k=q+1

εk

(un) est donc bornée. De toute sous-suite de (un) on peut donc extraire une sous-suite conver-
gente. Il suffit pour conclure de montrer que toutes les sous-suites convergentes de (un) convergent
vers la même limite.

Soient (uϕ1(n))n et (uϕ2(n))n deux sous-suites convergentes de (un)n, convergeant respective-
ment vers l1 et l2 dans R.
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Soit δ > 0, comme lim
m

∞∑
k=m

εk = 0, il existe N ∈ N tel que, pour tout p > q > N ,

up − uq ≤ δ.

et ainsi pour n,m assez grands, uϕ2(n) − uϕ1(m) ≤ δ.

Par passage à la limite, on obtient alors l2 − l1 ≤ δ. On peut de même montrer que l1 − l2 ≤ δ
et ce quel que soit δ, d’où l1 = l2. �

Corollaire B.1-2.

Si x∗ est un point fixe de M, alors la suite de terme général un = ‖xn − x∗‖ est convergente
(et (xn)n bornée).

Preuve :

‖xn+1 − x∗‖ ≤ ‖xn+1 −Mxn‖+ ‖Mxn − x∗‖ ≤ εn + ‖Mxn −Mx∗‖ ≤ εn + ‖xn − x∗‖.

On peut donc conclure par le Lemme B.1-1 précédent. �

Retour à la preuve de la Proposition B.1 : De part le Corollaire B.1-2, on sait que les suites(
‖xn − x1‖2

)
n
et
(
‖xn − x2‖2

)
n
sont convergentes. Soient α1 et α2 leurs limites respectives, on

a alors

‖xn − x1‖2 − ‖xn − x2‖2 = 〈x2 − x1, 2xn − x1 − x2〉.

En faisant converger avec n← ϕ1(n) puis n← ϕ2(n), on obtient :

{
α1 − α2 = −‖x2 − x1‖2
α1 − α2 = ‖x2 − x1‖2

d’où x1 = x2. �

B.2 Convergence forte

Dans cette section, nous démontrons le Théorème 2.3-8, énoncé dans le chapitre II (p. 66). Nous
reprendrons ici la démonstration de H. Bauschke dans [3], en ajoutant la prise en compte d’erreurs
numériques contrôlées (les εn dans ce qui suit).
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Théorème 2.3-8.

Soit T un opérateur non-expansif et supposons que l’ensemble Fix(T ) des points fixes de T
soit non vide, et soit (λn)n≥0 une suite de paramètres de [0, 1[ vérifiant :

1. λn → 0

2.
∏
n

(1− λn) = 0⇐⇒
∑
n
λn = +∞

3.
∑
n
|λn+1 − λn| < +∞.

Soit H un espace de Hilbert, et T un opérateur non-expansif sur H.
Etant donnés a, x0 dans H, on définit la suite (xn) débutant en x0 par :

∀n ≥ 0, xn+1 = λna+ (1− λn)Tnxn

où pour tout n ∈ N est vérifiée l’estimation ‖Tnxn − Txn‖ ≤ εn, avec
∑
n
εn < +∞.

Alors la suite (xn)n converge fortement vers PFa (où F = Fix(T ) est l’ensemble des points
fixes de T : c’est un ensemble convexe fermé d’après le Lemme 2.3-7).

En préambule de la preuve, nous commencerons par démontrer le Lemme suivant :

Lemme B.2-3.

Pour tout n ∈ N et 0 ≤ m ≤ n :

λn+1 +

n∑
k=m

λk

n∏
i=k

(1− λi+1) ≤ 1.

Preuve : Soit n ∈ N. Supposons que pour tout m ≤ n− 1 :

λn +
n−1∑
k=m

λk

n−1∏
i=k

(1− λi+1) ≤ 1.

Soit m ≤ n
1. m ≤ n− 1 :

λn+1 +
n∑

k=m

λk

n∏
i=k

(1− λi+1) ≤ λn+1 + λn

n∏
i=n

(1− λi+1) +

n−1∑
k=m

λk

n∏
i=k

(1− λi+1)

≤ λn+1 + λn(1− λn+1) + (1− λn+1)

n−1∑
k=m

λk

n−1∏
i=k

(1− λi+1)

≤ λn+1 + (1− λn+1)

(
λn +

n−1∑
k=m

λk

n−1∏
i=k

(1− λi+1)

)
︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ 1.

2. m = n :
λn+1 + λn(1− λn+1) ≤ 1.
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On a donc la preuve par récurrence (λ1 + λ0(1− λ1) ≤ 1). �

Retour à la preuve du Théorème 2.3-8 :
Commençons par traiter le cas x0 = a.

1. Montrons que (xn) et (Tnxn) sont bornées :

Soit x∗ un point fixe de T . On montre par récurrence : ∀n ∈ N∗, ‖xn − x∗‖ ≤ ‖a −

x∗‖ +
n−1∑
k=0

εk. Cette inégalité est clairement réalisée pour n = 1 en ayant pris x0 = a (En

effet ‖x1 − x∗‖ ≤ ‖x1 − Tx0‖+ ‖Tx0 − x∗‖ ≤ ε0 + ‖a− x∗‖).

Prenons maintenant n ∈ N et supposons que ‖xn − x∗‖ ≤ ‖a− x∗‖+
n−1∑
k=0

εk. On a alors

‖xn+1 − x∗‖ ≤ λn+1‖a− x∗‖+ (1− λn+1)‖Tnxn − x∗‖
≤ λn+1‖a− x∗‖+ (1− λn+1)(‖Tnxn − Txn‖+ ‖Txn − x∗‖)
≤ λn+1‖a− x∗‖+ (1− λn+1)‖xn − x∗‖+ εn

≤ λn+1‖a− x∗‖+ (1− λn+1)(‖a− x∗‖+
n−1∑
k=0

εk) + εn

≤ ‖a− x∗‖+
n∑
k=0

εk ≤
∑
n

εn < +∞.

On en conclut que (xn) est bornée, de même pour (Tnxn).

2. On montre ensuite que xn+1−Tnxn →
n

0, du fait que ‖xn+1−Tnxn‖ ≤ λn+1‖a−Tnxn‖ ≤
Cλn+1, avec λn+1 →

n
0.

3. Montrons que xn+1 − xn →
n

0 et xn − Txn →
n

0 :

Soit L > 0 une constante telle que ‖xn+1 − xn‖+ ‖a− Tnxn‖ ≤ L. On a

‖xn+1−xn‖ = ‖(λn+1 − λn)(a− Tn−1xn−1) + (1− λn+1)(Tnxn − Tn−1xn−1)‖
≤ L|λn+1 − λn|+ (1− λn+1)(‖Txn − Txn−1‖

+ ‖Txn − Tnxn‖+ ‖Txn−1 − Tn−1xn−1‖)
≤ L|λn+1 − λn|+ εn + εn−1 + (1− λn+1)‖xn − xn−1‖.

Par induction de ce qui précède, on obtient pour tout n ≥ m ≥ 0 :

‖xn+1 − xn‖ ≤ L
n∑

k=m+1

|λn+1 − λn|+
n∑

k=m+1

εk +

n∑
k=m+1

εk−1 + ‖xm+1 − xm‖
n∏

k=m+1

(1− λk+1)

≤ L
∞∑

k=m+1

|λn+1 − λn|+
∞∑

k=m+1

εk +
∞∑

k=m+1

εk−1 + L
n∏

k=m+1

(1− λk+1)

Soit δ > 0. Sachant que

L
∞∑

k=m+1

|λn+1 − λn|+
∞∑

k=m+1

εk +
∞∑

k=m+1

εk−1 →
m

0,
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il existe donc m ∈ N tel que pour tout n > m,

‖xn+1 − xn‖ ≤ δ + L
n∏

k=m+1

(1− λk+1).

Comme de plus
n∏

k=m+1

(1− λk+1)→
n

0, on a alors

lim
n
‖xn+1 − xn‖ ≤ δ,

et ainsi xn+1 − xn →
n

0. On en déduit

‖xn − Txn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − Tnxn‖+ ‖Tnxn − Txn‖
≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − Tnxn‖+ εn,

et finalement xn − Txn →
n

0.

4. lim
n
〈Tnxn − PFa, a− PFa〉 ≤ 0 :

Soit (xϕ(n)) une sous-suite de (xn) telle que :

lim
n
〈Tϕ(n)xϕ(n) − PFa, a− PFa〉 = lim

n
〈Tnxn − PFa, a− PFa〉

Quitte à devoir ré-extraire une sous-suite de (xϕ(n)), on suppose que celle-ci converge
faiblement vers un élément x∗ de H. Les conditions du Lemme d’Opial étant réunies (i.e.
xn − Txn −→

n
0 fortement), x∗ est un point fixe de T . Comme

〈Tϕ(n)xϕ(n) − PFa, a− PFa〉 = 〈Tϕ(n)xϕ(n) − xϕ(n)+1, a− PFa〉+ 〈xϕ(n)+1 − PFa, a− PFa〉
−→
n
〈x∗ − PFa, a− PFa〉 ≤ 0,

on a alors lim
n
〈Tnxn − PFa, a− PFa〉 ≤ 0.

5. Conclusion : Soit δ > 0 et m ∈ N∗ tel que pour tout n > m,

〈
∼
Tnxn − PFa, a− PFa〉 ≤ δ, λn‖a− PFa‖2 ≤ δ, et

∞∑
k=m

εk ≤ δ.

On observe

‖xn+1 − PFa‖2 = ‖λn+1(a− PFa) + (1− λn+1)(Tnxn − PFa)‖2
= λ2

n+1‖a− PFa‖2 + 2λn+1(1− λn+1)〈Tnxn − PFa, a− PFa〉
+(1− λn+1)2(‖Tnxn − Txn‖2 + ‖Txn − PFa‖2
+2〈Tnxn − Txn, Txn − PFa〉)

≤ λn+1δ + (1− λn+1)‖xn − PFa‖2 + 2λn+1δ + Cεn,

et par induction, on obtient pour tout n > m,

‖xn+1 − PFa‖2≤ 3δ

(
λn+1 +

n∑
k=m

λk
n∏
i=k

(1− λi+1)

)
+‖xm − PFa‖2

n∏
k=m

(1− λk+1) + C
n∑

k=m

εk

≤ 3δ + ‖xm − PFa‖2
n∏

k=m

(1− λk+1) + Cδ. (Lemme B.2-3)
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On fait tendre n vers l’infini pour obtenir lim
n
‖xn+1−PFa‖2 ≤ (3 +C)δ, pour tout δ > 0,

d’où xn →
n
PFa.

6. Généralisation :

Considérons maintenant le cas général (x0 n’est plus forcément égal à a). Soit (yn)n la suite
de H définie par y0 = a et la relation de récurrence : ∀n ≥ 0, xn+1 = λna+ (1−λn)Txn.
Par ce qui précède on a yn →

n
PFa. Or pour tout n ∈ N,

‖xn+1 − yn+1‖ ≤ (1− λn+1)‖Tnxn − Tyn‖
≤ (1− λn+1)(‖Tnxn − Txn‖+ ‖Txn − Tyn‖)
≤ (1− λn+1)‖xn − yn‖+ εn.

Par induction, pour tout n > m > 0,

‖xn+1 − yn+1‖ ≤ ‖xm − ym‖
n∏

k=m

(1− λk+1) +
n∑

k=m

εk.

Soit m ∈ N tel que
∞∑
k=m

εk ≤ δ. On a ‖xn+1 − yn+1‖ ≤ ‖xm − ym‖
n∏

k=m

(1 − λk+1) + δ,

on fait tendre n vers l’infini, on obtient lim
n
‖xn − yn‖ ≤ δ, et ce pour tout δ > 0, d’où

xn − yn −→
n

0 et ainsi xn →
n
PFa.

�



Annexe C

Preuves annexes de la section III.2

L’objectif de cette annexe est de prouver les Lemmes 3.2-5, 3.2-6 et 3.2-7, énoncés dans la section
III.2, laquelle a pour but de prouver qu’il est toujours possible de supposer que le potentiel φ du
plan de transport optimal vérifie l’hypothèse (Γ1).

Lemme 3.2-5.

Soit f une fonction convexe sur Rn différentiable en un point x ∈ Rn. Alors il existe ε > 0
tel que f soit lipschitzienne sur B(x, ε), avec pour constante de lipschitz L = 4(|∇f(x)|+ 1).

Preuve : f est différentiable en x, donc pour z au voisinage de x,

f(z) = f(x) + 〈∇f(x), z − x〉+ σx(z − x), avec σx(h) = o(h).

Il existe donc ε > 0, tel que pour tout h vérifiant |h| ≤ 2ε, σx(h) ≤ |h|. Ainsi, pour tout
y ∈ B(x, 2ε),

f(y) ≤ f(x) + |∇f(x)||y − x|+ |y − x| ≤ f(x) + 2(|∇f(x)|+ 1)ε (C.0-1)

Pour tout y ∈ B(x, 2ε), soit y′ ∈ B(x, 2ε) le symétrique de y par rapport à x.
Comme x = 1

2(y+y′), l’inégalité de convexité nous donne, en majorant f(y′) comme dans (C.0-1),

f(x) ≤ 1

2
f(y) +

1

2
f(y′) ≤ 1

2
f(y) +

1

2
f(x) + (|∇f(x)|+ 1)ε,

d’où
f(x)− 2(|∇f(x)|+ 1)ε ≤ f(y) (C.0-2)

Soient y1, y2 ∈ B(x, ε) supposés distincts. On pose y′1 = y1 − ε y2−y1

|y2−y1| et y
′
2 = y2 + ε y2−y1

|y2−y1| . Il est
clair que y′1, y′2 ∈ B(x, 2ε) et

y1 = λy′1 + (1− λ)y2, et y2 = λy′2 + (1− λ)y1

avec λ = |y2−y1|
ε+|y2−y1| ∈ [0, 1]. Par l’inégalité de convexité, on obtient

f(y1) ≤ λf(y′1) + (1− λ)f(y2)

i.e.
f(y1)− f(y2) ≤ λ(f(y′1)− f(y2))
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Or, par (C.0-1) : f(y′1) ≤ f(x)+2(|∇f(x)|+1)ε ; et par (C.0-2) : −f(y2) ≤ −f(x)+2(|∇f(x)|+
1)ε. En observant de plus que λ ≤ |y2−y1|

ε , on obtient

f(y1)− f(y2) ≤ 4(|∇f(x)|+ 1)|y2 − y1|

En procédant de même en considérant cette fois y2 comme interpolation de y′2 et y1, on obtient
symétriquement :

f(y2)− f(y1) ≤ 4(|∇f(x)|+ 1)|y2 − y1|

On peut donc conclure
|f(y2)− f(y1)| ≤ 4(|∇f(x)|+ 1)|y2 − y1|

Ceci pour tout y1, y2 ∈ B(x, ε) (on peut trivialement y inclure le cas y1 = y2). �

Lemme 3.2-6.

Soit f une fonction convexe sur Rn différentiable en un point x ∈ Rn. Alors il existe δ > 0
tel que pour tout y ∈ B(x, δ), et pour tout α ∈ ∂f(y), |α| ≤ 4(|∇f(x)|+ 1).

Preuve (fortement inspiré de celle de la Proposition 16.14 (iii) de [4]) :
D’après le Lemme 3.2-5, il existe δ > 0 tel que f soit lipschitzienne sur B(x, 2δ), avec pour
constante de Lipschitz L = 4(|∇f(x)| + 1). Soit y ∈ B(x, δ), et soit ε > 0 tel que B(y, ε) ⊂
B(x, 2δ). Soit α ∈ ∂f(y). Pour tout h ∈ Rn,

f(y + h) ≥ f(y) + 〈α, h〉,

et donc pour |h| ≤ ε,
〈α, h〉 ≤ f(y + h)− f(y) ≤ 4(|∇f(x)|+ 1)|h|

en posant h = ε
|α|α (si α 6= 0), on a bien |h| = ε et ainsi :

|α| ≤ 4(|∇f(x)|+ 1)

(et si α = 0 l’inégalité précédente est triviale). �

Lemme 3.2-7.

Si f est convexe et continue et superlinéaire sur Rd tel qu’il existe a, b, c ≥ 0 avec a < 1 tels
que

∀x ∈ Rd, f(x) ≤ a|x|2 + b|x|+ c,

alors f∗ est convexe continue et superlinéaire sur Rd (et admet un minimum sur Rd par
coercivité).

Preuve :
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1. f étant superlinéaire, il est clair que pour tout x ∈ Rd, il existe rx > 0 tel que si |y| ≥ rx,
alors f(y)/|y| ≥ |x|. Ainsi pour tout y ∈ Rd tel que |y| ≥ rx, on a

〈x, y〉 − f(y) ≤ |y|(|x| − f(y)/|y|) ≤ 0.

De plus, du fait que f est continue sur Rd, M = sup
B(0,rx)

(〈x, y〉 − f(y)) est finie, donc au

final
sup
y∈Rd

(〈x, y〉 − f(y)) ≤ max{0,M} < +∞.

f∗ est ainsi finie et donc continue (car localement lipschitzienne) sur Rd.
2. Enfin, pour tout x ∈ Rd,

f∗(x) ≥ |x|2 − f(x) ≥ (1− a)|x|2 − b|x| − c

Or 1 − a > 0 et ainsi (1 − a)| · |2 − b| · | − c est superlinéaire, et donc il en est de même
pour f∗ qui est du fait coercitive et, étant convexe et continue, admet alors un minimum
sur Rd.

�
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Annexe D

Calcul d’un opérateur proximal

Dans cette annexe, nous proposons de donner le détail du calcul de l’opérateur pφ à partir du-
quel avait été calculé le champ de vitesse vφ explicité dans l’exemple 3.3-22, dont l’objet était la
construction d’un champ de vitesse de transport optimal ne vérifiant pas une régularité H1.

Rappelons que le champ de vitesse vφ est calculé à partir de l’opérateur pφ via la formule
suivante :

vφ(t, ·) =
id−pφ(t, ·)

t
, pour tout t ∈]0, 1[

(voir la définition 3.3-9 p. 89).

Dans cet exemple, nous considérions le potentiel de transport φ défini pour tout (x, y) ∈ R2

par :

φ(x, y) =
1

2
(|x|2 + |y|2) + |y|,

et nous déclarions que l’opérateur pφ associé à se potentiel était alors défini, pour tout t ∈]0, 1[
et pour tout (x, y) ∈ R2, de la manière suivante :

pφ(t, x, y) =


(x, y) + (0,−t), si y > t,
(x, 0) , si − t ≤ y ≤ t,
(x, y) + (0, t), si y < −t.

(voir la Remarque 3.3-23 p. 122).

Nous allons donc à présent détailler le calcul à aboutissant à l’expression de pφ énoncée ci-
dessus.

On rappelle que d’après la définition 3.3-9 (p. 89) de l’opérateur pφ, pour tous t ∈]0, 1[ et
(x, y), (x′, y′) ∈ R2, on a

(x′, y′) = pφ(t, x, y) ⇔ (x, y) ∈ (1− t)(x′, y′) + t∂φ(x′, y′).

Le calcul de la sous-différentielle ∂φ de φ donne le résultat suivant : pour tout (x, y) ∈ R2, on a

• ∂φ(x, y) = {(x, y) + (0, 1)} (singleton) si y > 0,
• ∂φ(x, y) = {(x, y) + (0,−1)} (singleton) si y < 0,
• ∂φ(x, y) = {(x, 0)}+ {0} × [−1, 1] = {x} × [−1, 1] si y = 0.

Le potentiel φ est donc différentiable en tous points des ensemble R×] − ∞, 0[ et R×]0,+∞[,
mais non-différentiable en chacun des points de l’ensemble R×{0}. Passons maintenant au calcul
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de pφ : soit t ∈]0, 1[, et soient (x, y), (x′, y′) ∈ R2 tels que (x′, y′) = pφ(t, x, y). On distingue trois
cas : y′ > 0, y′ < 0 et y′ = 0. Développons ces trois cas :

1. On a tout d’abord :

y′ > 0 ⇔
{
y′ > 0,
(x′, y′) = pφ(t, x, y)

⇔


y′ > 0,

(x, y) ∈ (1− t)(x′, y′) + t∂φ(x′, y′)

= {(1− t)(x′, y′) + t
(
(x′, y′) + (0, 1)

)
}

= {(x′, y′) + (0, t)}

⇔
{
y′ > 0,
(x, y) = (x′, y′) + (0, t)

⇔
{
y > t,
(x′, y′) = (x, y) + (0,−t) = pφ(t, x, y).

2. De même, on a

y′ < 0 ⇔
{
y′ < 0,
(x′, y′) = pφ(t, x, y)

⇔


y′ < 0,

(x, y) ∈ (1− t)(x′, y′) + t∂φ(x′, y′)

= {(1− t)(x′, y′) + t
(
(x′, y′) + (0,−1)

)
}

= {(x′, y′) + (0,−t)}

⇔
{
y′ < 0,
(x, y) = (x′, y′) + (0,−t) ⇔

{
y < −t,
(x′, y′) = (x, y) + (0, t) = pφ(t, x, y).

3. Enfin, pour finir on a

y′ = 0 ⇔
{
y′ = 0,
(x′, y′) = pφ(t, x, y)

⇔


y′ = 0,

(x, y) ∈ (1− t)(x′, y′) + t∂φ(x′, y′)

= {(1− t)(x′, 0) + t
(
(x′, 0) + (0, λ)

)
, λ ∈ [−1, 1]}

= {x′} × [−t, t]

⇔
{
y ∈ [−t, t],
(x′, y′) = (x, 0) = pφ(t, x, y).



Annexe E

Preuves annexes de la section IV.1

Notes pour ce chapitre.
• Pour tout hyper-pavé ouvert Q =]a1, b1[×..×]ad, bd[⊂ Rd, on définit le diamètre diam(Q)
de Q par :

diam(Q) = max {|a1 − b1|, .., |ad − bd|} .

• On appelle fonction à variables séparées sur Q, une fonction du type

χ : x = (x1, .., xd) ∈ Q 7−→ χ1(x1)..χd(xd),

avec χk définie sur ]ak, bk[ pour tout k ∈ J1, dK.

• On note | · |∞ la norme sur Rd définie par

|x|∞ = max{|x1|, .., |xd|}, pour x = (x1, x2) ∈ Rd.

• Pour toute fonction f = (f1, .., fd) ∈ L1(ω)d (avec ω un ouvert de Rd), on définit ‖f‖L1(ω)

par
‖f‖L1(ω) = max

{
‖f1‖L1(ω), .., ‖fd‖L1(ω)

}
.

Le but de cette section est de démontrer le Lemme 4.1-11 que nous rappelons ici :

Lemme 4.1-11.

Soit Ω un ouvert borné de Rd, et soit une distribution T ∈ D′((0, 1) × Ω), telle que l’on ait
∇t,xT ∈ L∞loc([0, 1] × Ω)d (ou du moins un de ses représentants de classe Ld-mesurable que
l’on notera g).

Alors T ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω), ou plus précisément il existe f ∈W 1,∞

loc ([0, 1]× Ω) tel que :

• ∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω), 〈T, h〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
f h dx dt,

• ∀h ∈ C∞c ([0, 1]× Ω)d, 〈T, div(h)〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
f · div(h) dx dt = −

∫ 1

0

∫
Ω
g · h dx dt.

De plus f est lipschitzienne (ou du moins un de ses représentants) sur Ω.

Dans ce but, nous démontrerons dans un premier temps le Lemme suivant :

221



222 ANNEXE E. PREUVES DE LA SECTION IV.1

Lemme E.0-1.

Soient a1, .., ad, b1, .., bd ∈ R tels que pour tout k ∈ J1, dK, on ait ak < bk, et soit l’ensemble
Q =]a1, b1[×..×]ad, bd[, un hyper-pavé ouvert de Rd.
Pour tout k ∈ J1, dK, soit χk ∈ C∞c (]ak, bk[), tel que pour tout k ∈ J1, dK, on ait

∫ bk
ak
χk = 1.

On définit la fonction à variables séparées χ ∈ C∞c (Q) par :

χ : x = (x1, .., xd) ∈ Q 7−→ χ1(x1)..χd(xd).

Alors pour tout h ∈ C∞c (Q), il existe ϕ ∈ C∞c (Q)d telle que :

h =

(∫
Q
h(t) dt

)
χ+ div(ϕ), (E.0-1)

et
‖ϕ‖L1(Q) ≤ 2 diam(Q)‖h‖L1(Q). (E.0-2)

La preuve de ce dernier Lemme se révèle relativement simple, bien qu’assez longue (et assez
lourde). C’est pourquoi, dans le but de donner au lecteur une idée claire de la preuve, nous
choisissons dans un premier temps d’énoncer et de démontrer une version simplifiée de ce Lemme
(en dimension 1). La preuve complète du Lemme E.0-1 sera exposée à la suite de celui-ci.

Lemme E.0-2.

Soit χ ∈ C∞c (R) telle que
∫
R χ(t) dt = 1. Alors pour tout f ∈ C∞c (R), il existe ψ ∈ C∞c (R)

telle que

f =

(∫
R
f(t) dt

)
χ+ ψ′. (E.0-3)

et
sup
x∈R
|ψ(x)| ≤ 2

∫
R
|f(t)| dt. (E.0-4)

Preuve : Soit f ∈ C∞c (R), on définit ψ ∈ C∞c (R) par

∀x ∈ R, ψ(x) =

∫ x

−∞

(
f(t)− χ(t)

∫
R
f(s) ds

)
dt. (E.0-5)

ψ est de classe C∞ et vérifie avec f les relations (E.0-3) et (E.0-4). En effet, pour tout x ∈ R,
on vérifie immédiatement

ψ′(x) = f(x)− χ(x)

∫
R
f(s) ds,

et

|ψ(x)| ≤
∫
R

(
f(t)− χ(t)

∫ 1

0
f(s) ds

)
dt ≤

∫
R
|f(t)| dt+

(∫
R
|f(t)| dt

)∫ 1

0
f(s) ds

≤ 2

∫
R
|f(t)| dt.

De plus ψ est à support compact dans R. En effet :
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— la fonction t 7→ f(t)−χ(t)
∫ 1

0 f(s) ds est à support compact, donc uniformément nulle sur
]−∞, x[ si x est assez petit, d’où l’on déduit que ψ est uniformément nulle sur ]−∞, x0[
pour un x0 assez petit,

— la fonction t 7→ f(t) − χ(t)
∫ 1

0 f(s) ds est également uniformément nulle sur ]x,+∞[ si x
est assez grand. Donc pour x assez grand on a :

ψ(x) =

∫ x

−∞

(
f(t)− χ(t)

∫ 1

0
f(s) ds

)
dt =

∫
R

(
f(t)− χ(t)

∫ 1

0
f(s) ds

)
dt

=

∫
R
f(t) dt−

(∫
R
χ(t) dt

)
︸ ︷︷ ︸

=1

·
(∫

R
f(s) ds

)
= 0.

On a donc ψ ∈ C∞c (0, 1). �

Passons donc maintenant à la preuve du Lemme E.0-1 (p. 222) qui sera, rappelons-le, une géné-
ralisation en dimension d de la preuve du Lemme E.0-2.
Retour à la preuve du Lemme E.0-1 : Pour i allant de m à n, on pose

(ti)i = (tm, .., tn) (E.0-6)

n⊗
i=m

∫ bi

ai

h((ti)i) (dti)i =

∫ bm

am

..

∫ bn

an

h(tm, .., tn) dtn..dtm (E.0-7)

Soit h ∈ C∞(Q). Alors, pour tout k ∈ J2, dK, la fonction

(xk, .., xd) 7→
k−1⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, xk, .., xd) (dti)i (E.0-8)

est de classe C∞ sur ]ak, bk[×..×]ad, bd[, et ceci en invoquant la règle de dérivation sous le signe
intégrale.
On introduit alors les fonctions de classe C∞ sur Q :

ϕ1 : x = (x1, .., xd) ∈ Q 7→
∫ x1

a1

(
h(s1, x2, .., xd)− χ1(s1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1

)
ds1,

pour tout k ∈ J2, d− 1K,

ϕk : x ∈ Q 7→ χ1(x1)..χk−1(xk−1)

∫ xk

ak

(
k−1⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, sk, xk+1, .., xd) (dti)i

−χk(sk)
k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

∫ bk

ak

h((τj)j , uk, xk+1, .., xd) duk(dτj)j

 dsk

= χ1(x1)..χk−1(xk−1)

k−1⊗
i=1

∫ bi

ai

[∫ xk

ak

(h((ti)i, sk, xk+1, .., xd)

−χk(sk)
∫ bk

ak

h((ti)i, uk, xk+1, .., xd) duk

)
dsk

]
(dti)i,
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et enfin,

ϕd : x ∈ Q 7→ χ1(x1)..χd−1(xd−1)

∫ xd

ad

d−1⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, sd) (dti)i − χd(sd)
d⊗
j=1

∫ bj

aj

h((τj)j) (dτj)j

 dsd

= χ1(x1)..χd−1(xd−1)
d−1⊗
i=1

∫ bi

ai

[∫ xd

ad

(
h((ti)i, sd)− χd(sd)

∫ bd

ad

h((ti)i, ud) dud

)
dsd

]
(dti)i

Il est clair que :

∂1ϕ1(x) = ∂1ϕ1(x1, .., xd) = h(x1, .., xd)− χ1(x1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1,

pour tout k ∈ J2, d− 1K,

∂kϕk(x) = χ1(x1)..χk−1(xk−1)
k−1⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, xk, .., xd) (dti)i

− χ1(x1)..χk(xk)

k⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, xk+1, .., xd) (dti)i

et,

∂dϕd(x) = χ1(x1)..χ1(xd−1)
d−1⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, xd) (dti)i − χ(x)
d⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i) (dti)i,

Ainsi, en posant ϕ = (ϕ1, .., ϕd) ∈ C∞(Q)d, on a :

h(x) = h(x1, .., xd)

= χ1(x1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1 +

(
h(x1, .., xd)− χ1(x1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1

)
,

c’est à dire

h(x) = χ1(x1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1 + ∂1ϕ1(x).

En continuant (si d ≥ 3) :

h(x) = χ1(x1)χ2(x2)

∫ b2

a2

∫ b1

a1

h(t1, t2, x3, .., xd) dt1 dt2 + ∂1ϕ1(x)

+

(
χ1(x1)

∫ b1

a1

h(t1, x2, .., xd) dt1 − χ1(x1)χ2(x2)

∫ b2

a2

∫ b1

a1

h(t1, t2, x3, .., xd) dt1 dt2

)

= χ1(x1)χ2(x2)

∫ b2

a2

∫ b1

a1

h(t1, t2, x3, .., xd) dt1 dt2 + ∂1ϕ1(x) + ∂2ϕ2(x),

etc... En procédant ainsi, par télescopage successif, on obtient finalement :

h(x) = χ1(x1)..χd(xd)
d⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i) (dti)i +
d∑

k=1

∂kϕk(x)

= χ(x)

∫
Q
h(t) dt+

d∑
k=1

∂kϕk(x)

= χ(x)

∫
Q
h(t) dt+ divx(ϕ)(x).

(E.0-9)
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On a donc prouvé (E.0-1) Montrons maintenant que pour tout k ∈ J1, dK, on a la majoration :∫
Q
|ϕk(x)| dx ≤ 2|bk − ak|

∫
Q
|h(x)| dx. (E.0-10)

En effet, pour tout k ∈ J2, d− 1K,

∫
Q
|ϕk(x)| dx =

k−1∏
l=1

(∫ bl

al

χl(xl) dxl

) d⊗
i=k+1

∫ bi

ai

∣∣∣∣∣∣
k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

[∫ bk

ak

∫ xk

ak

(h((tj)j , sk, (xi)i)

−χk(sk)
∫ bk

ak

h((tj)j , uk, (xi)i) duk

)
dsk

]
(dtj)j

∣∣∣∣ dxk (dxi)i

≤
d⊗

i=k+1

∫ bi

ai

k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

[∫ bk

ak

∫ xk

ak

|h((tj)j , sk, (xi)i)

−χk(sk)
∫ bk

ak

h((tj)j , uk, (xi)i) duk

∣∣∣∣ dsk dxk] (dtj)j

]
(dxi)i

≤ |bk − ak|
d⊗

i=k+1

∫ bi

ai

k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

[∫ bk

ak

|h((tj)j , sk, (xi)i)| dsk

+

∫ bk

ak

χk(sk)

∣∣∣∣∫ bk

ak

h((tj)j , uk, (xi)i) duk

∣∣∣∣ dsk] (dtj)j

]
(dxi)i

= |bk − ak|
d⊗

i=k+1

∫ bi

ai

k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

[∫ bk

ak

|h((tj)j , sk, (xi)i)| dsk

+

(∫ bk

ak

χk(sk) dsk

) ∣∣∣∣∫ bk

ak

h((tj)j , uk, (xi)i) duk

∣∣∣∣] (dtj)j

]
(dxi)i

≤ 2|bk − ak|
k−1⊗
j=1

∫ bj

aj

[∫ bk

ak

[
d⊗

i=k+1

∫ bi

ai

|h((tj)j , sk, (xi)i)| (dxi)i

]
dsk

]
(dtj)j

= 2|bk − ak|
∫
Q
|h(x)| dx.

On procède de même pour ϕ1 et ϕd. On a donc bien montré (E.0-2), à savoir que :

‖ϕ‖L1(Q) ≤ 2 diam(Q)‖h‖L1(Q).

Montrons pour finir que, pour tout k ∈ J1, dK, on a ϕk ∈ C∞c (Q). Soient α1, .., αd, β1, .., βd ∈ R
tels que pour tout p ∈ J1, dK, supp(χp) ⊂ [αp, βp], et supp(h) ⊂ [α1, β1]× ..× [αd, βd].

Soit x = (x1, .., xd) ∈]ap, bp[×..×]ad, bd[\([α1, β1]× ..× [αd, βd]). Il existe donc k ∈ J1, dK tel que
xp ∈]ap, bp[\[αp, βp].

Ainsi, pour tout l ∈ J1, p− 1K (s’ils existent), on a h(t1, .., tl, xl+1, .., xd) = 0 pour tous t1, .., tl ∈
]a1, b1[×..×]al, bl[.

1. On a ainsi :

l⊗
i=1

∫ bi

ai

h((ti)i, xl+1, .., xd) (dti)i =

l−1⊗
i=1

∫ bi

ai

∫ bl

al

h((ti)i, ul, xl+1, .., xd) dul (dti)i = 0,



226 ANNEXE E. PREUVES DE LA SECTION IV.1

et
l−1⊗
j=1

∫ bj

aj

h((τj)j , sl, xl+1, .., xd) (dτj)j = 0,

pour tout sl ∈]al, bl[. D’où ϕl(x) = 0.
2. On a xp ∈]ap, bp[\[αp, βp], donc χp(xp) = 0 et ainsi, pour tout l ∈ Jp+1, dK (s’ils existent),

on a ϕl(x) = 0.
3. Pour le cas de ϕp, distinguons deux cas :

— Pour tout sp ∈]ap, αp[∪]βp, bp[, on a χp(xp) = 0 et h(t1, .., tp−1, sp, xp+1, .., xd) = 0 pour
tous t1, .., tp−1 ∈]a1, b1[×..×]ap−1, bp−1[. On a donc immédiatement : si xp ∈]ap, αp]
alors∫ xp

ap

(
h((ti)i, sp, xk+1, .., xd)− χp(sp)

∫ bk

ak

h((ti)i, up, xk+1, .., xd) dup

)
dsp = 0

(avec "(xk+1, .., xd) = ∅" si p = d), pour tous t1, .., tp−1 ∈]a1, b1[×..×]ap−1, bp−1[. D’où
ϕp(x) = 0.

— Si au contraire xp ∈]βp, bp[, on a∫ xp

ap

(
h((ti)i, sp, xk+1, .., xd)− χp(sp)

∫ bp

ap

h((ti)i, up, xk+1, .., xd) dup

)
dsp

=

∫ bp

ap

(
h((ti)i, sp, xk+1, .., xd)− χp(sp)

∫ bp

ap

h((ti)i, up, xk+1, .., xd) dup

)
dsp

=

∫ bp

ap

h((ti)i, sp, xk+1, .., xd) dsp

−

(∫ bp

ap

χp(sp) dsp

)∫ bp

ap

h((ti)i, up, xk+1, .., xd) dup

=

∫ bp

ap

(
h((ti)i, sp, xk+1, .., xd) dsp −

∫ bp

ap

h((ti)i, up, xk+1, .., xd) dup

)
= 0,

(E.0-11)

pour tous t1, .., tp−1 ∈]a1, b1[×..×]ap−1, bp−1[. D’où ϕp(x) = 0.

En conclusion, on a supp(ϕk) ⊂ [α1, β1]× ..× [αd, βd] et donc ϕk ∈ C∞c (Q) pour tout k ∈ J1, dK,
c’est à dire ϕ ∈ C∞c (Q)d. �

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Lemme 4.1-11 : nous procéderons par
recouvrement fini des compacts de Ω par des hyper-pavés, et nous pourrons appliquer le Lemme
E.0-1sur chacun d’eux par partition de l’unité.

Rappel de notation : On note | · |∞ la norme sur Rd définie par

|x|∞ = max{|x1|, .., |xd|}, pour x = (x1, x2) ∈ Rd.

Retour à la preuve du Lemme 4.1-11 : Soit K ⊂ Ω un compact. On pose Dist(K, cΩ) =
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inf
x∈K,y∈cΩ

|x − y|∞. L’ensemble Ω étant ouvert, on a Dist(K, cΩ) > 0. On définit UK l’ensemble

des hyper-pavés ouverts de diamètre strictement inférieur à Dist(K, cΩ), autrement dit :

UK =
{
Q =]a1, b1[×..×]ad, bd[⊂ Rd, ∀k ∈ J1, dK ak < bk, diam(Q) < Dist(K, cΩ)

}
.

UK est un recouvrement ouvert deK. Par compacité deK, il existe donc n ∈ N et Q1, .., Qn ∈ UK
tels que

K ⊂
n⋃
i=1

Qi.

Pour tout i ∈ J1, nK, on définit comme dans l’énoncé du Lemme E.0-1 (p. 222) une fonction χi ∈
C∞c (]0, 1[×Ω) à variables séparées surQi, telle que supp(χi) ⊂]0, 1[×Qi (avec

∫ 1
0

∫
Qi
χi dx dt = 1).

Soit la fonction ξ ∈ C∞c (Ω) telle que supp(ξ) ⊂. D’après le Théorème A.1-3 (p. 202), il existe
des fonctions ξ1, .., ξn ∈ C∞c (Ω) telles que pour tout i ∈ J1, nK, on ait

0 ≤ ξi ≤ 1, supp(ξi) ⊂ Qi,

et telles qu’il existe un ouvert U avec K ⊂ U ⊂ Q1 ∪ ..∪Qn (U est donc compact) et
n∑
i=1

ξi = 1.

Soit h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω) telle que supp(h) ⊂]0, 1[×U . D’après le Lemme E.0-1, il existe des fonc-
tions ϕ1, .., ϕn ∈ C∞c (]0, 1[×Ω)d telles que, pour tout i ∈ J1, nK :

1. supp(ϕi) ⊂]0, 1[×Qi

2. hξi =

(∫ 1

0

∫
Ω
hξi dx dt

)
χi + divt,x(ϕi),

3.
∫

(0,1)×Ω
|ϕi| ≤ 2 diam(]0, 1[×Qi)

∫
(0,1)×Ω

|h|ξi

(on a ici pris la liberté, par rapport au Lemme E.0-1, de prolonger les diverses fonctions en jeu
par 0 sur tout Ω ou ]0, 1[×Ω).

On a donc

〈T, h〉 =

n∑
i=1

〈T, hξi〉

=
n∑
i=1

(∫ 1

0

∫
Ω
hξi dx dt

)
〈T, χi〉+ 〈T, divt,x(ϕi)〉

=
n∑
i=1

(∫ 1

0

∫
Ω
hξi dx dt

)
〈T, χi〉 − 〈∇t,xT, ϕi〉

=
n∑
i=1

(∫ 1

0

∫
Ω
hξi dx dt

)
〈T, χi〉 −

∫ 1

0

∫
Ω
g · ϕi dx dt.

(E.0-12)
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Ainsi :

|〈T, h〉| ≤
n∑
i=1

(∫
(0,1)×Ω

|h|ξi

)∣∣〈T, χi〉∣∣+

∫
(0,1)×Ω

|g| · |ϕi|

≤
n∑
i=1

(∫
(0,1)×Ω

|h|

)∣∣〈T, χi〉∣∣+ ‖g‖L∞(]0,1[×U)

∫
(0,1)×Ω

|ϕi|

≤
n∑
i=1

(∫
(0,1)×Ω

|h|

)∣∣〈T, χi〉∣∣+ 2‖g‖L∞(]0,1[×U) · diam(]0, 1[×Qi)
∫

(0,1)×Ω
|h|ξi

≤

(
n∑
i=1

(∫
(0,1)×Ω

|h|

)∣∣〈T, χi〉∣∣)

+ 2‖g‖L∞(]0,1[×U) ·max {1,Dist(K, cΩ)}
∫

(0,1)×Ω

(
n∑
i=1

|h|ξi

)

≤

(
2‖g‖L∞(]0,1[×U) ·max {1,Dist(K, cΩ)}+

n∑
i=1

∣∣〈T, χi〉∣∣)∫
(0,1)×Ω

|h|.

(E.0-13)

On peut donc conclure que, pour tout h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω) telle que supp(h) ⊂]0, 1[×U , on a

|〈T, h〉| ≤ CU‖h‖L1((0,1)×Ω), (E.0-14)

avec CU = 2‖g‖L∞(]0,1[×U) ·max {1,Dist(K, cΩ)}+
n∑
i=1

∣∣〈T, χi〉∣∣.
Soit TU : h ∈ C∞c (]0, 1[×U) 7−→ 〈T, p0(h)〉, où p0 désigne l’opérateur de prolongement de
]0, 1[×U à ]0, 1[×Ω par 0, c’est à dire :

p0 : h ∈ C∞c (]0, 1[×U) 7−→
(
x ∈ Ω 7→

{
h(x), si x ∈]0, 1[×U
0 sinon

)
∈ C∞c (]0, 1[×Ω).

On a donc l’estimation
|〈T, h〉| ≤ CU‖h‖L1((0,1)×U), (E.0-15)

pour tout h ∈ C∞c (]0, 1[×U). TU est donc une forme linéaire sur C∞c (]0, 1[×U), continue pour
la norme ‖ · ‖L1((0,1)×U). Ainsi, par densité de C∞c (]0, 1[×U) dans L1(]0, 1[×U) (toujours pour
la norme ‖ · ‖L1((0,1)×U)), TU se prolonge en une forme linéaire continue T̃U sur L1(]0, 1[×U),
vérifiant toujours par prolongement l’estimation (E.0-15) pour tout h ∈ L1(]0, 1[×U).
D’après le Lemme A.1-4 (p. 202), il existe donc une fonction fU ∈ L∞((0, 1)×U), telle que pour
tout h ∈ L1(]0, 1[×U), on ait

T̃U (h) =

∫ 1

0

∫
U
fU h dx dt, (E.0-16)

et donc telle que pour tout h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω) avec supp(h) ⊂]0, 1[×U , on ait

〈T, h〉 = T̃U (h|U ) =

∫ 1

0

∫
U
fU h|U dx dt, (E.0-17)

En écrivant Ω comme une réunion croissante de compacts (voir le Lemme F.0-1 p. 231), et
en appliquant le raisonnement précédent sur chacun de ces compacts, on peut donc conclure à
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l’existence d’une fonction f ∈ L∞loc([0, 1] × Ω) représentant la distribution T ; c’est à dire telle
que pour tout h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω), on ait :

〈T, h〉 =

∫ 1

0

∫
Ω
f h dx dt. (E.0-18)

Par définition de ∇t,xT et de son représentant de classe Ld-mesurable g ∈ L∞loc([0, 1]× Ω), on a
ainsi ∫ 1

0

∫
Ω
f · div(h) dx dt = 〈T, div(h)〉 = −〈∇t,xT, h〉 = −

∫ 1

0

∫
Ω
g · h dx dt,

pour tout h ∈ C∞c (]0, 1[×Ω). On a donc bien f ∈W 1,∞
loc ([0, 1]× Ω).

Pour finir, d’après le dernier point de la Proposition A.1-7, il existe un représentant continue de
f (que nous notons également f par abus de notation) tel que, pour tout x, y ∈ Ω,

|f(x)− f(y)| ≤ 4‖∇f‖L∞(Ω)|x− y|.

�

Remarque E.0-1. Il serait possible de généraliser le Lemme 4.1-11 à tout p ∈]1,+∞] : c’est à
dire que de montrer que ∇t,xT ∈ Lploc([0, 1]×Ω)d implique que T ∈W 1,p

loc ([0, 1]×Ω), et ceci avec
une démonstration similaire. Pour cela il faudrait montrer dans le Lemme E.0-1 une estimation
du type ‖ϕ‖Lq ≤ C‖h‖Lq (pour q tel que 1/p+ 1/q = 1) plutôt que ‖ϕ‖L1 ≤ C‖h‖L1.
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Annexe F

Étude de la notion de poussée de
mesure dans le cadre du transport
optimal

Dans cette annexe, nous étudierons en détail la notion de poussée de mesure, plus précisément
les propriétés utiles à notre étude qui en découle dans le cadre du transport optimal et de
l’interpolation de McCann, à savoir principalement les Propositions F.0-3 et F.0-6. Comme nous
ferons souvent appel aux propriétés (IV) p. 203, nous nous en rappelons l’énoncé ci-dessous.

Propriétés (IV).

Soit Ω un ouvert de Rd, et µ une mesure sur la tribu de Lebesgue de Ω.

1. µ(K) < +∞ pour tout compact K ⊂ Ω.

2. Pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de Ω, on a

µ(E) = inf{µ(V ), E ⊂ V, V ouvert}.

3. Pour tout E ouvert et pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de Ω tel que µ(E) <
+∞,

µ(E) = sup{µ(K), K ⊂ E, K compact}.

Commençons par définir plus rigoureusement la notion de poussée de mesure (Proposition F.0-3
plus bas). Pour cela nous auront besoin des deux Lemmes suivant : les Lemmes F.0-1 et F.0-2.

Lemme F.0-1.

Soit V un ouvert de Rd. Il existe une suite (Kn)n∈N de compacts de Rd telle que pour tout
n ∈ N, Kn ⊂ Kn+1, et

V =
⋃
n∈N

Kn.

Preuve : Supposons dans un premier temps que V est borné. Son adhérence V est donc un
compact de Rd. Donc, d’après la propriété de Borel-Lebesgue, pour tout n ∈ N, il existe kn ∈ N

231
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et xn0 , .., xnkn ∈ V tel que

V ⊂
⋃

i=0..kn

B

(
xni ,

1

n+ 1

)
(F.0-1)

(où B(x, r) désigne la boule fermé de centre x et de rayon r). Pour tout n ∈ N, on pose

An =

{
i ∈ J0, knK, B

(
xni ,

1

n+ 1

)
⊂ V

}
et Kn =

⋃
i∈An

B

(
xni ,

1

n+ 1

)
⊂ V

(Kn étant compact du fait que An est fini). Montrons que V est la réunion des Kn. Tout d’abord,
il est clair que ⋃

n∈N
Kn ⊂ V.

Soient x ∈ V et r > 0 tels que B(x, r) ⊂ V (B(x, r) étant la boule ouverte de centre x et
de rayon r), et soit n ∈ N tel que 1/(n + 1) < r/2. D’après (F.0-1), il existe donc xni tel que
x ∈ B (xni , 1/(n+ 1)). Ainsi pour tout y ∈ B (xni , 1/(n+ 1)), on a

|x− y| ≤ |x− xni |+ |xni − y| ≤
1

n+ 1
+

1

n+ 1
< r,

donc
B

(
xni ,

1

n+ 1

)
⊂ B(x, r) ⊂ V,

d’où i ∈ An et B (xni , 1/(n+ 1)) ⊂ Kn. Il s’en suit que x ∈ Kn, et on peut ainsi conclure que

V ⊂
⋃
n∈N

Kn.

Pour finir, si l’on ne suppose plus que V est borné, on peut toujours se ramener au fait que
V peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’ouverts bornés (par exemple la réunion des
B(0, n)∩ V ). Donc en tant que réunion dénombrable de réunions dénombrables de compacts, V
est la réunion d’une famille dénombrable (Kn)n∈N de compacts de Rd.
Quitte à poser pour tout n ∈ N,

K ′n =
n⋃
j=0

Kj ,

on peut considérer que cette famille est croissante au sens de l’inclusion. �

Lemme F.0-2.

Soit K un compact de Rd. Il existe une suite (Vn)n∈N d’ouverts de Rd telle que pour tout
n ∈ N, Vn+1 ⊂ Vn, et

K =
⋂
n∈N

Vn.

Il existe de plus un ouvert borné V ′ de Rd tel que pour tout n ∈ N, Vn ⊂ V ′.

Preuve : De part la propriété de Borel-Lebesgue, pour tout n ∈ N, il existe kn ∈ N et xn0 , .., xnkn ∈
K tel que

K ⊂
⋃

i=0..kn

B

(
xni ,

1

n+ 1

)
(F.0-2)
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(où B(x, r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r). On pose ainsi, pour tout n ∈ N

Vn =
⋃

i=0..kn

B

(
xni ,

1

n+ 1

)
.

Il est clair que
K ⊂

⋂
n∈N

Vn.

Soit x ∈
⋂
n∈N

Vn. Pour tout n ∈ N, il existe in ∈ J0, knK tel que x ∈ B
(
xnin ,

1

n+ 1

)
.

La suite (xnin)n∈N (d’éléments de de K) converge donc vers x, et donc x ∈ K. D’où⋂
n∈N

Vn ⊂ K.

Quitte à poser pour tout n ∈ N

V ′n =
n⋂
j=0

Vj ,

on peut considérer que la famille (Vn)n∈N est décroissante au sens de l’inclusion.
On Remarquera en outre que pour tout n ∈ N, Vn ⊂ V ′, V ′ étant l’ouvert borné défini par

V ′ =
⋃
x∈K

B(x, 1).

�

Proposition F.0-3.

On munit Rd de la tribu de Lebesgue. Soient µ une mesure positive σ-finie sur la de Lebesgue,
et T : Rd → Rd mesurable (toujours sur la tribu de Lebesgue). On suppose que l’une des deux
hypothèses suivantes est vérifiée :

1. La mesure µ est finie,

2. L’application T est coercive par rapport à µ, i.e. T−1(A) est borné µ-presque partout
pour tout ensemble Lebesgue-mesurable borné A dans Rd.

Alors il existe une mesure positive sur la tribu de Lebesgue ν sur Rd, vérifiant les propriétés
(IV) (voir le début de l’annexe), telle que

∀f ∈ C0
c (Rd),

∫
Rd
f dν =

∫
Rd
f(Tx) dµ (F.0-3)

De plus, pour tout ensemble Lebesgue-mesurable A ⊂ Rd, on a ν(A) = µ
(
T−1(A)

)
.

On dit alors que ν est la poussée de la mesure µ par l’opérateur T , noté

ν = T#µ.
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Preuve : L’existence d’une mesure positive sur la tribu de Lebesgue ν sur Ω, vérifiant les
propriétés (IV), et la relation (F.0-3) provient de l’application du Théorème A.2-1 (p. 204), à la
forme linéaire positive sur C0

c (Rd) définie par

f 7→
∫
Rd
f dν =

∫
Rd
f(Tx) dµ.

Cette forme linéaire est bien définie si l’une des deux hypothèses de l’énoncé est vérifié (µ est
finie ou T est coercive).
La partie moins triviale de cette preuve concernera donc le dernier point de l’énoncé. Nous
montrerons tout d’abord la propriété pour les ouverts bornés et les compacts de Rd, puis nous
généraliserons à tous les ensembles Lebesgue-mesurables.

1. Soit V un ouvert borné de Rd. D’après le Lemme F.0-1 (p. 231), il existe une suite
(Kn)n∈N de compacts, croissante au sens de l’inclusion, tel que V soit la réunion des Kn.
Pour tout n ∈ N, le Théorème A.1-2 (p. 201) nous donne l’existence d’un fn ∈ C0

c (Ω) tel
que 1Kn ≤ fn ≤ 1V . La suite d’indicatrices (1Kn)n convergent simplement vers 1V , il en
est donc de même pour la suite (fn)n, et ainsi pour la suite (fn ◦ T )n vers 1V ◦ T .
D’après le premier point des propriétés (IV), on a ν(V ) ≤ ν(V ) < +∞. Soit V ′ un ouvert
borné de Rd tel que V ⊂ V ′ D’après le Théorème A.1-2, il existe une fonction g ∈ C0

c (Ω)
tel que 1V ≤ g ≤ 1V ′ . D’où

fn ◦ T ≤ 1V ◦ T ≤ 1V ◦ T ≤ g ◦ T

pour tout n ∈ N, et ∫
Rd
g(Tx) dµ =

∫
Rd
g dν ≤ ν(V ′) < +∞.

Ainsi par convergence dominé, on a

ν(V ) =

∫
Rd
1V dν = lim

n→+∞

∫
Rd
fn dν = lim

n→+∞

∫
Rd
fn(Tx) dµ

=

∫
Rd
1V (Tx) dµ = µ

(
T−1(V )

)
.

(F.0-4)

2. Soit K un compact de Rd. On raisonne comme dans le point précédent : le Lemme F.0-2
nous donne l’existence d’une suite (Vn)n∈N d’ouverts, décroissante au sens de l’inclusion,
tel que K soit l’intersection des Vn, ainsi que d’un ouvert borné V ′ tel que pour tout
n ∈ N, Vn ⊂ V ′. De plus pour tout n ∈ N, le Théorème A.1-2 nous donne l’existence
d’un fn ∈ C0

c (Ω) tel que 1K ≤ fn ≤ 1Vn ≤ 1V ′ . La suite d’indicatrices (1Vn)n convergent
simplement vers 1K , et ainsi donc de même pour la suite (fn)n, et pour la suite (fn ◦T )n
vers 1K ◦ T , avec la domination fn ◦ T ≤ 1V ′ ◦ T , avec d’après le point précédent∫

Rd
1V ′(Tx) dµ =

∫
Rd
1V ′ dν ≤ ν(V ′) ≤ ν(V ′) < +∞.

On conclut alors par convergence dominé que ν(K) = µ
(
T−1(K)

)
.

3. Soit A un ensemble Lebesgue-mesurable borné de Rd. ν vérifie les propriétés (IV), donc
en particulier par les points 2 et 3 :

ν(A) = inf{ν(V ), A ⊂ V, V ouvert borne}
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et
ν(A) = sup{ν(K), K ⊂ A, K compact}. (F.0-5)

(On peut considérer que l’on minimise sur les ouverts bornés du fait que A est supposé
borné). Pour tous compacts K et ouverts V tel que K ⊂ A ⊂ V , on a

ν(K) = µ
(
T−1(K)

)
≤ µ

(
T−1(A)

)
≤ µ

(
T−1(V )

)
= ν(V ),

d’où

ν(A) = sup{ν(K), K ⊂ A, K compact}
= sup{µ

(
T−1(K)

)
, K ⊂ A, K compact} ≤ µ

(
T−1(A)

)
≤ inf{µ

(
T−1(V )

)
, A ⊂ V, V ouvert borne}

= inf{ν(V ), A ⊂ V, V ouvert borne} = ν(A).

(F.0-6)

d’où ν(A) = µ
(
T−1(A)

)
. Pour finir, si l’on considère maintenant que A est un ensemble

Lebesgue-mesurable quelconque, A peut s’écrire comme une réunion dénombrable (An)n
d’ensembles Lebesgue-mesurables bornés (par exemple la réunion des An = B(0, n)∩A).
D’où

ν(A) = lim
n→+∞

ν

(
n⋃
k=0

Ak

)
= lim

n→+∞
µ

(
T−1

(
n⋃
k=0

Ak

))
= lim

n→+∞
µ

(
n⋃
k=0

T−1 (Ak)

)

= µ

(⋃
k∈N

T−1 (Ak)

)
= µ

(
T−1

(⋃
k∈N

Ak

))
= µ

(
T−1(A)

)
.

(F.0-7)

�

Passons maintenant à l’interpolation de McCann : la Proposition F.0-6 plus bas. Comme nous
souhaitons toujours travailler sous l’hypothèse (Γ1), en particulier lorsque nous traitons des in-
terpolés du potentiel de transport φ, énonçons avant tout le petit Lemme suivant.

Lemme F.0-4.

Soit φ : Rd → R vérifiant la propriété (Γ1). Alors, pour tout t ∈ [0, 1], tφ + (1 − t)| · |2/2
vérifie également la propriété (Γ1).

Preuve : Évidente (rappelons au passage que (tφ+(1−t)| · |2/2)∗ = 1−t(tφ) pour tout t ∈ [0, 1[).
�

Avant d’énoncer la Proposition F.0-6, énonçons le Lemme suivant, qui sera nécessaire d’invo-
quer dans la preuve de la première. De façon abusive, pour f et g deux fonctions mesurables,
nous noterons souvent f = T#g au lieu de fLd = T#(gLd).

Lemme F.0-5.

Soit φ : Rd → R vérifiant la propriété (Γ1), et p défini par rapport à φ à la définition 3.3-9
(p. 89), c’est à dire pour rappel :

p(t, ·) = pφ(t, ·) = Prox t
1−tφ

(
x

1− t

)
= ∇x(φt)

∗
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où (φt)
∗ désigne la transformée de Legendre de φt = (1− t)| · |2/2 + tφ.

Pour tout r > 0, la fonction

G : (t, x, y) 7→ 1
p(t,B(x,r))(y)

est Lebesgue-mesurable sur [0, 1[×Rd × Rd.

Preuve : Soient r > 0. Remarquons tout d’abord que G = 1F avec F = {(t, x, y) ∈ [0, 1[×Rd×
Rd, y ∈ p

(
t, B(x, r)

)
}. Ainsi, pour prouver que G est Lebesgue-mesurable, il suffit de prouver

que F est un élément de la tribu de Lebesgue. Nous allons prouver plus précisément que F
est fermé dans [0, 1[×Rd × Rd. Soit (tn, xn, yn)n une suite d’éléments de F convergeant vers
(t∗, x∗, y∗) ∈ [0, 1[×Rd × Rd. Montrons que (t∗, x∗, y∗) ∈ F . Pour tout n ∈ N,

(tn, xn, yn) ∈ F ⇔ yn ∈ p
(
tn, B(xn, r)

)
⇒ ∃zn ∈ B(xn, r), yn = p(tn, zn)

⇔ ∃zn ∈ B(xn, r), zn ∈ tn∂φ(yn) + (1− tn)yn

⇔ ∃zn ∈ B(xn, r), ∃ξn ∈ ∂φ(yn), zn = tnξn + (1− tn)yn.

(F.0-8)

On considère donc des suites (zn)n et (ξn)n telles que définies dans la relation (F.0-8). La suite
(yn)n est convergente, donc borné. Soit ω un ouvert borné contenant tous les yn pour n ∈ N.
φ vérifie la propriété (Γ1), donc en particulier φ est localement lipschitzienne sur Rd, donc
lipschitzienne sur ω. D’après le Lemme 3.3-1 (p. 86), ∂φ(ω) est borné dans Rd : la suite (ξn)n
est donc bornée dans Rd, il est donc de même pour la suite (zn)n. Quitte à devoir extraire une
sous-suite on peut donc considérer que (ξn)n et (zn)n convergent dans Rd. On notes ξ∗ et z∗ leurs
limites respectives. D’après le Lemme 3.3-3 (p. 87), on a ξ∗ ∈ ∂φ(y∗), d’où

z∗ = t∗ξ∗ + (1− t∗)y∗ ∈ t∗∂φ(y∗) + (1− t∗)y∗ ⇒ y∗ = p(t∗, z∗).

De plus, pour tout n ∈ N, on a ‖xn − zn‖ ≤ r. Par passage à la limite, on a donc ‖x∗ − z∗‖ ≤ r,
i.e. z∗ ∈ B(x∗, r). Ainsi, y∗ ∈ p

(
t∗, B(x∗, r)

)
, i.e. (t∗, x∗, y∗) ∈ F . �

Proposition F.0-6.

Soient ρ0 ∈ L1(Rd, dLd) à support compact, tel que ρ0 ≥ 0, et φ : Rd → R vérifiant la
propriété (Γ1).
Alors, pour tout t ∈ [0, 1[, il existe une mesure positive νt sur la tribu de Lebesgue de Rd, à
support dans (t∇φ+ (1− t) id) (supp(ρ0)) (donc borné), vérifiant les propriétés (IV) (voir le
début de l’annexe), telle que νt = (t∇φ+ (1− t) id)#(ρ0Ld), i.e.

∀f ∈ C0
c (Rd),

∫
Rd
f dνt =

∫
Rd
f(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x) (F.0-9)

De plus, νt est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue Ld sur Rd (i.e.
νt � Ld), autrement dit il existe ρt ∈ L1(Rd,Ld) tel que νt = ρtLd. Il est en outre possible,
pour tout t ∈ [0, 1[, de choisir un représentant de ρt de tel façon à ce que (t, x) 7→ ρt(x) soit
mesurable sur [0, 1[×Rd.
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Pour finir, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout h ∈ L∞loc(Rd,Ld), on a

— h ◦ (t∇φ+ (1− t) id) ∈ L∞loc(Rd,Ld),

—
∫
Rd
h dνt =

∫
Rd
h(x)ρt(x) dLd(x) =

∫
Rd
h(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x).

2. Pour tout h ∈ L∞loc([0, 1[×Rd,Ld+1), on a

— (t, x) 7→ h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ∈ L∞loc([0, 1]× Rd),

—
∫ 1

0

∫
Rd
h(t, x)ρt(x) dLd(x) dt =

∫ 1

0

∫
Rd
h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dx dt.

3. Pour tout h ∈ C0
c ([0, 1[×Rd), t 7→

∫
Rd
h(t, ·) dνt =

∫
Rd
h ρt dLd est continue sur [0, 1[,

autrement dit t 7→ νt est continue sur [0, 1[ dans D′(Rd).

Preuve : Pour tout t ∈ [0, 1[, on applique la Proposition F.0-3 (p. 233) pour µ = ρ0Ld et
T = t∇φ+ (1− t) id. Ici, du fait que ρ0 ∈ L1(Rd, dLd), ρ0Ld est une mesure finie. La Proposition
F.0-3 nous donne donc l’existence pour tout t ∈ [0, 1[ d’une mesure positive νt sur la tribu de
Lebesgue de Rd (définie comme dans le Théorème A.2-1 p. 204), vérifiant les propriétés (IV), et
la relation (F.0-9) :

∀f ∈ C0
c (Rd),

∫
Rd
f dνt =

∫
Rd
f(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x)

Ainsi, pour tout t ∈ [0, 1[ et pour tout f ∈ C0
c (Rd) tel que :

supp(f) ⊂ Rd\(t∇φ+ (1− t) id) (supp(ρ0)) ,

on a ∫
Rd
f dνt =

∫
Rd
f(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x) = 0.

Donc supp(νt) ⊂ (t∇φ+ (1− t) id) (supp(ρ0)) et, supp(ρ0) étant borné, il en est de même pour
(t∇φ+ (1− t) id) (supp(ρ0)) en vertu du Lemme 3.3-2 (p. 86).
De plus, pour tout ensemble Lebesgue-mesurable A de Rd, on a

νt(A) =
(
ρ0Ld

)(
(t∇φ+ (1− t) id))−1 (A)

)
=
(
ρ0Ld

)
(p(t, A)) =

∫
p(t,A)

ρ0 dLd(x) (F.0-10)

En effet, rappelons que pour tout x ∈ Rd où φ est différentiable, on a d’après (3.3-10),

x = p(t, y) ⇔ y = (1− t)x+ t∇φ(x).

Or pour tout t ∈ [0, 1[, p(t, ·) est lipschitzien (d’après la définition 3.3-9 p. 89), donc d’après le
Lemme 3.3-21 (p. 103), si Ld(A) = 0, alors Ld(p(t, A)) = 0, d’où νt(A) =

∫
p(t,A) ρ0 dLd(x) = 0.

La mesure νt est donc bien absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue Ld.

Pour tout t ∈ [0, 1[ et tout x ∈ Rd, on pose

ρt(x) = (Dνt)(x) = lim sup
r→0

1

Vd(B1)rd
νt (B(x, r)) , r > 0 (F.0-11)
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(telle décrite dans le Théorème A.2-6 p. 206).

Ici, d’après (F.0-10), pour tous r > 0 et (t, x) ∈ [0, 1[×Rd,

νt (B(x, r)) =

∫
p(t,B(x,r))

ρ0 dLd =

∫
Rd
1p(t,B(x,r))(y)ρ0(y) dLd(y).

Or, remarquons que pour tout (t, x) ∈ [0, 1[×Rd,

Ld(p (t, B(x, r))) ≤ Ld
(
p
(
t, B(x, r)

))
≤ Ld(p (t, B(x, r))) + Ld (p (t, S(x, r))) .

avec S(x, r) = B(x, r)\B(x, r). Or Ld (S(x, r)) = 0, et p(t, ·) est lipschitzien sur Rd, donc d’après
le Lemme 3.3-21 (p. 103), Ld (p (t, S(x, r))) = 0. Donc

Ld(p (t, B(x, r))) = Ld
(
p
(
t, B(x, r)

))
, et alors 1p(t,B(x,r))(y) = 1

p(t,B(x,r))(y)

pour Ld-presque tout y ∈ Rd, d’où

νt (B(x, r)) =

∫
Rd
1p(t,B(x,r))(y)ρ0(y) dLd(y) =

∫
Rd
1
p(t,B(x,r))(y)ρ0(y) dLd(y).

D’après le Lemme F.0-5 (p. 235), la fonction (t, x, y) 7→ 1
p(t,B(x,r))(y) est Lebesgue-mesurable

sur [0, 1[×Rd × Rd. D’après le Théorème A.2-4 (p. 205), la fonction

(t, x) 7→ νt (B(x, r)) =

∫
Rd
1
p(t,B(x,r))(y)ρ0(y) dLd(y)

est donc mesurable sur [0, 1[×Rd. Ainsi, par passage à la limite supérieure simple d’une suite
dénombrable (qui pourrait l’être) de fonctions mesurables, la fonction (t, x) 7→ ρt(x) est me-
surable sur [0, 1[×Rd. Pour finir, d’après le Théorème A.2-4, pour tout t ∈ [0, 1[ la fonction
x 7→ ρt(x) est mesurable sur Rd et, d’après le Théorème A.2-6 (p. 206), νt = ρtLd, i.e.

∀t ∈ [0, 1[, νt(E) =

∫
E
ρt(x)dLd(x),

pour tout E sous-ensemble de Rd Lebesgue-mesurable. Pour finir,∫
[0,1[×Rd

ρt(x)(dx⊗ dt) =

∫ 1

0

∫
Rd
ρt(x) dx dt =

∫ 1

0
νt(Rd) dt =

∫
Rd
ρ0dLd < +∞.

En effet, d’après la définition 3.3-9 (p. 89), pour tout t ∈ [0, 1[, p(t, ·) est surjective de Rd dans
Rd, d’où d’après (F.0-10) :

νt(Rd) =

∫
p(t,Rd)

ρ0dLd =

∫
Rd
ρ0dLd.

Ainsi (t, x) 7→ ρt(x) ∈ L1([0, 1[×Rd). L’unicité d’un tel (t, x) 7→ ρt(x) découle du Corollaire
A.2-11 (p. 207).

Vérifions maintenant les propriétés définies dans l’énoncé :
1. Soit h ∈ L∞loc(Rd,Ld),
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— Soient V un ouvert borné de Rd et t ∈ [0, 1[. L’ensemble image (t∇φ+ (1− t) id)(V )
est borné toujours en vertu du Lemme 3.3-2 (p. 86) et fait que φ vérifie la propriété
(Γ1). Il existe donc une constante M > 0 telle que, en posant

A = {y ∈ (t∇φ+ (1− t) id)(V ), |h(y)| > M},

on ait Ld(A) = 0. Or pour tout x ∈ V tel que φ soit différentiable en x (rappelons que
l’ensemble des points pour lesquels ce n’est pas le cas est de mesure nulle),

|h(t∇φ(x) + (1− t)x)| > M ⇔ t∇φ(x) + (1− t)x ∈ A ⇔ x ∈ p(t, A)

Ici Ld(p(t, A)) = 0 (toujours en vertu du Lemme 3.3-21 p. 103, du fait que p(t, ·)
est lipschitzienne sur Rd). Donc |h(t∇φ(x) + (1 − t)x)| ≤ M pour Ld-presque tout
(t, x) ∈ V , d’où h ◦ (t∇φ+ (1− t) id) ∈ L∞loc(Rd,Ld).

— Soient toujours V un ouvert borné de Rd et t ∈ [0, 1[. ρ0 étant supposé à support
compact, si l’on suppose de plus que supp(ρ0) ⊂ V , d’après le Corollaire A.2-10 p.
207, il existe une suite (hn)n ∈ Cc(Rd)N, avec |hn| ≤M pour tout n ∈ N, convergeant
Ld-presque partout vers h · 1(t∇φ+(1−t) id)(V ).

L’ensemble B des points de (t∇φ + (1 − t) id)(V ) tels que (hn(x))n ne converge pas
vers h(x) ou ne soit pas borné en norme euclidienne par M est donc de mesure nulle
pour Ld.
En raisonnant comme dans le point précédent, on peut montrer que l’ensemble des
points x de V où φ est différentiable, et tels que (hn(t∇φ(x) + (1− t)x))n ne converge
pas vers h(t∇φ(x) + (1 − t)x) et ne soit pas borné en norme euclidienne par M est
inclus dans p(t, B), ensemble de mesure pour Ld, ceci en vertu du Lemme 3.3-21 (p.
103) et du fait que p(t, ·) est lipschitzienne sur Rd. D’après la relation (F.0-9), on a
pour tout n ∈ N,∫

Rd
hn dνt =

∫
Rd
hn(x)ρt(x) dLd(x) =

∫
Rd
hn(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x).

Par convergence dominée, on obtient∫
Rd
h dνt =

∫
Rd
h(x)ρt(x) dLd(x) =

∫
Rd
h(t∇φ(x) + (1− t)x)ρ0(x) dLd(x),

et ceci pour tout h ∈ L∞loc(Rd,Ld) et t ∈]0, 1[.
2. Soit h ∈ L∞loc([0, 1[×Rd,Ld+1),

— De même que dans le point précédent, on suppose V un ouvert borné cette fois de
[0, 1[×Rd.
De même que précédemment, on peut déduire que (t 7→ (t, t∇φ + (1 − t) id))(V ) est
borné. Il existe donc une constante M > 0 telle que, en posant

A = {(t, y) ∈ (t 7→ (t, (t, t∇φ+ (1− t) id))(V ), |h(t, y)| > M},

on ait Ld+1(A) = 0. Or pour tout (t, x) ∈ V tel que φ soit différentiable en x (rappelons
que l’ensemble des points pour lesquels ce n’est pas le cas est de mesure nulle),

|h(t, t∇φ(x) + (1− t)x)| > M ⇔ (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ∈ A
⇔ x ∈ p(t, At)

⇔ (t, x) ∈ B = {(t′, x′) ∈ V, x′ ∈ p(t′, A′t)},
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où pour tout t ∈ [0, 1], At est définie par At = {x ∈ Rd, (t, x) ∈ A} et est un ensemble
Lebesgue-mesurable de Rd en vertu du Théorème A.2-2 p. 204 (et remarquons que
1A(t, x) = 1At(x) pour tout (t, x) ∈ [0, 1] × Rd). Avec la même définition, on peut
également définir Bt = {x ∈ Rd, (t, x) ∈ B} = p(t, At) pour tout t ∈ [0, 1[, de même
Lebesgue-mesurable. Pour finir, d’après le Théorème A.2-4 (p. 205), t 7→ Ld(At) et
t 7→ Ld(Bt) sont mesurables.
Si Ld+1(A) = 0, alors

0 = Ld+1(A) =

∫ 1

0

∫
Rd
1A(t, x) dLd(x) dt =

∫ 1

0

∫
Rd
1At(x) dLd(x) dt

=

∫ 1

0
Ld(At) dt.

(F.0-12)

Donc Ld(At) = 0 pour presque tout t ∈ [0, 1]. Or pour tout t ∈ [0, 1[, p(t, ·) est lip-
schitzien, donc d’après le Lemme 3.3-21 (p. 103), si Ld(At) = 0, alors Ld(p(t, At)) = 0.
Ainsi, Ld(Bt) = Ld(p(t, At)) = 0 pour presque tout t ∈ [0, 1]. Donc d’après le Théo-
rème A.2-3 (p. 204),

Ld+1(B) =

∫ 1

0
Ld(Bt) dt = 0, (F.0-13)

d’où |h(t, t∇φ(x) + (1− t)x)| ≤ M pour Ld+1-presque tout (t, x) ∈ V . On peut donc
en conclure que (t, x) 7→ h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ∈ L∞loc([0, 1[×Rd,Ld+1).

— Pour le deuxième point de la propriété 2, on raisonne de même que dans le deuxième
point de la propriété 1, via le Théorème de Lusin (la propriété étant valable pour
h ∈ C0

c ([0, 1[×Rd)).
3. De par le Lemme de continuité sous le signe intégrale, il est clair que pour tout h ∈
C0
c ([0, 1[×Rd), la fonction

t 7→
∫
Rd
h(t, ·) dνt =

∫
Rd
h (t, t∇φ(x) + (1− t)x) ρ0(x) dLd(x)

est continue sur [0, 1[.

�

Dans la suite, pour simplifier la notation, nous noterons souvent dx à la place de dLd, et dx dt
(par abus) à la place dx⊗ dt.



Annexe G

Démonstration du Lemme 4.2-4

L’objectif de cette annexe est de démontrer le Lemme suivant, énoncé au début de la sous-section
IV.2.3 à la page 145 :

Lemme 4.2-4.

Soit H = {f, f ∈W 1,p
loc ([0, 1]×Rd)∩L∞((0, 1)×Rd), ∀p ∈ [1, 2[}. Soient de plus φ : Rd → R

convexe vérifiant la propriété (Γ1), et un champ de vitesse v définie par rapport à φ comme
en (3.3-11) p. 89.

Pour tout ϕ ∈ C∞c ((0, 1)× Rd), il existe
∼
h ∈ H, définie pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd par

∼
h(t, x) = −

∫ 1

t
ϕ(s, (s− t)v(t, x) + x) ds, (G.0-1)

et vérifiant
∂t

∼
h+ v.∇x

∼
h = ϕ (G.0-2)

et telle qu’il existe 0 < tm < 1 ne dépendant que de ϕ (en particulier ne dépendant pas de φ

et donc de v), tel que
∼
h(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1.

De plus, on a :
∇t,x

∼
h = t(∇t,xv)α+ β (G.0-3)

(∇t,xv étant de taille d× (d+ 1)), avec α ∈ L∞([0, 1]×Rd)d, et β ∈ L∞loc([0, 1]×Rd)d+1, tels
que :

• ‖α‖L∞([0,1]×Rd) ≤ ‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd),
• pour tout ouvert borné ω ⊂ Rd,

‖β‖L∞([0,1]×ω) ≤ (‖v‖L∞([0,1]×ω) + 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×ω) + ‖ϕ‖L∞([0,1]×ω),

• α(t, ·) = 0 et β(t, ·) = 0 pour tout tm ≤ t ≤ 1,

•
∣∣∣∣∇x∼h(t, x)

∣∣∣∣ ≤ (|∇xv(t, x)|+ 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd), pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd.

Pour cela, nous commencerons par démontrer le résultat suivant :

Lemme G.0-1.

Soient n,m ∈ N, et ω ⊂ Rm. Soient f ∈ C∞c ((0, 1) × Rn) et g : ]0, 1[×Rm → Rn, et soit
y ∈ ω tel que :

241
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1. Pour tout s ∈]0, 1[, g(s, ·) est Fréchet-différentiable au point y.

2. Cette différentiabilité est uniforme par rapport à s : autrement dit, il existe une fonc-
tion Rg,y : ]0, 1[×V0 → Rn (où V0 ⊂ Rm est un voisinage de 0 adapté) tel que pour
tout s ∈]0, 1[ et λ ∈ V0,

|Rg,y(s, λ)| ≤ σg,y(λ)|λ|

où σg,y : V0 → R est indépendante de s, et σg,y(λ)→ 0 (λ→ 0), et

g(s, y + λ) = g(s, y) +∇yg(s, y)λ+Rg,y(s, λ)

Alors il existe une fonction Ry : ]0, 1[×V0 → R tel que pour tout s ∈]0, 1[ et λ ∈ V0,

|Ry(s, λ)| ≤ σy(λ)|λ|

où σy : Rm → R est indépendante de s, et σy(λ)→ 0 (λ→ 0), et

f(s, g(s, y + λ)) = f(s, g(s, y)) + tλt(∇yg(s, y))∇yf(s, g(s, y)) +Ry(s, λ)

Preuve : f ∈ C∞c ((0, 1) × Rn), donc en effectuant un développement de Taylor par rapport à
la seconde variable,

∀z, λ′ ∈ Rn, ∀s ∈]0, 1[, f(s, z + λ′) = f(s, z) + tλ′∇yf(s, z) +Rf,y(s, λ
′)

avec Ry : ]0, 1[×Rn → R tel que pour tout s ∈]0, 1[, et λ′ ∈ Rm, Ry(λ′) ≤ 1
2‖Hess(f)‖∞.|λ′|2

Donc pour tout s ∈]0, 1[, et pour tout λ ∈ Rm au voisinage de 0, en prenant z = g(s, y) et
λ′ = ∇yg(s, y)λ+Rg,y(s, λ).

f(s, g(s, y + λ)) = f(s, g(s, y) +∇yg(s, y)λ+Rg,y(s, λ))

= f(s, g(s, y)) + tλt(∇yg(s, y))∇yf(s, g(s, y)) + tRg,y(s, λ)∇yf(s, g(s, y))

+Rf,y(s,∇yg(s, y)λ+Rg,y(s, λ))

On pose Ry(s, λ) = tRg,y(s, λ)∇yf(s, g(s, y))+Rf,y(s,∇yg(s, y)λ+Rg,y(s, λ)). Pour tout s ∈]0, 1[,
et pour tout λ ∈ Rm au voisin de 0 assez petit pour que σg,y(λ) ≤ 1 (et donc |Rg,y(s, λ)| ≤ |λ|),

|Ry(s, λ)| ≤ ‖∇yf‖∞σg,y(λ)|λ|+ 1

2
‖Hess(f)‖∞ (|∇yg(s, y)|.|λ|+ |Rg,y(s, λ)|)d

≤ ‖∇yf‖∞σg,y(λ)|λ|+ 1

2
‖Hess(f)‖∞ (A.|λ|+ |λ|)d

≤ σy(λ)|λ|

en posant σy(λ) = ‖∇yf‖∞σg,y(λ) + 1
2‖Hess(f)‖∞ (A+ 1)d .|λ|. σy est bien indépendante de s

et σy(λ)→ 0 lorsque λ→ 0. Au final on a bien :

f(s, g(s, y + λ)) = f(s, g(s, y)) + tλt(∇yg(s, y))∇yf(s, g(s, y)) +Ry(s, λ)

�

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Lemme 4.2-4 :
Retour à la preuve du Lemme 4.2-4 : On fait le choix de poser

∼
h(t, x) = −

∫ 1

t
ϕ(s, (s− t)v(t, x) + x) ds,
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pour tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd, par une application formelle de la méthode des caractéristiques, au
regard de la Remarque 3.3-16 (p. 95), appuyée de la Proposition 3.3-14 (p. 96).

ϕ étant bornée,
∼
h est bien définie, et il est clair que

∼
h ∈ L∞((0, 1)× Rd).

Commençons par démontrer que
∼
h est localement lipschitzienne sur ]0, 1[×Rd. Soit ω ⊂⊂ Rd

(i.e. ω est compact) et soient 0 < a < b < 1. D’après la Proposition 3.3-15 (p. 96), il existe une
constante L telle que v soit L-lipschitzienne sur ]a, b[×Rd, et d’après la Proposition 3.3-12 (p.
93) : v ∈ L∞((0, 1)× ω)d.On pose M = ‖v‖L∞((0,1)×ω). Pour tout (t1, x1), (t2, x2) ∈]a, b[×Rd,

|
∼
h(t1, x1)−

∼
h(t2, x2)| ≤

∣∣∣∣∫ 1

t1

(ϕ(s, (s− t1)v(t1, x1) + x1)− ϕ(s, (s− t2)v(t2, x2) + x2)) ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t2

t1

ϕ(s, (s− t2)v(t2, x2) + x2) ds

∣∣∣∣
≤ ‖∇ϕ‖∞

∫ 1

t1

|((s− t1)v(t1, x1) + x1)− ((s− t2)v(t2, x2) + x2)| ds

+ ‖ϕ‖∞|t2 − t1|

|
∼
h(t1, x1)−

∼
h(t2, x2)| ≤ ‖∇ϕ‖∞

∫ 1

0
(|s− t1| |v(t1, x1)− v(t2, x2)|+ |t2 − t1| |v(t2, x2)|) ds

+ ‖∇ϕ‖∞|x2 − x1|+ ‖ϕ‖∞|t2 − t1|

≤ ‖∇ϕ‖∞ |v(t1, x1)− v(t2, x2)|+ (‖∇ϕ‖∞M + ‖ϕ‖∞) |t2 − t1|
+ ‖∇ϕ‖∞|x2 − x1|

≤ L‖∇ϕ‖∞(|t2 − t1|+ |x2 − x1|) + (‖∇ϕ‖∞M + ‖ϕ‖∞) |t2 − t1|
+ ‖∇ϕ‖∞|x2 − x1|

Au final on a bien :

|
∼
h(t1, x1)−

∼
h(t2, x2)| ≤ L∼

h
(a, b, ω)(|t2 − t1|+ |x2 − x1|)

avec L∼
h
(a, b, ω) = max (‖∇ϕ‖∞(L+M) + ‖ϕ‖∞, ‖∇ϕ‖∞(1 + L)).

∼
h est donc localement lip-

schitzienne sur ]0, 1[×Rd.

Donc, toujours d’après le Théorème de Rademacher,
∼
h est Fréchet-différentiable presque par-

tout sur ]0, 1[×Rd, et sa différentielle au sens de Fréchet coïncide avec sa différentielle au sens

des distributions. Nous allons maintenant calculer la différentielle de
∼
h et montrer que l’égalité

∂t
∼
h+ v.∇x

∼
h = ϕ est bien vérifiée au sens des distributions.

On a vu dans l’exemple 3.3-18 (p. 99), que v était presque partout différentiable et que ∂tv(t, x)+
v(t, x).∇xv(t, x) = 0 pour presque tout (t, x) ∈ 0, 1[×Rd.
On se réfère au Lemme G.0-1 : on prendra f = ϕ et g(s, (t, x)) = (s − t)v(t, x) + x pour tout
s, t ∈]0, 1[ et x ∈ Rd. Soit (t, x) ∈]0, 1[×Rd un point en lequel v est différentiable. Pour tout
s ∈]0, 1[, g(s, ·) est différentiable en (t, x) et{

∂tg(s, (t, x)) = (s− t)∂tv(t, x)− v(t, x)
∇xg(s, (t, x)) = (s− t)∇xv(t, x) + IRd

(G.0-4)
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Plus précisément, pour δ = (δt, δx) ∈ R× Rd suffisamment proche de 0, on a

v(t+ δt, x+ δx) = v(t, x) +∇t,xv(t, x)δ +Rv(δ)

avec Rv(δ) = o(δ). Donc pour tout s ∈]0, 1[ :

g(s, (t+ δt, x+ δx)) = g(s, (t, x)) + ((s− t)∇t,xv(t, x)δ − δtv(t, x) + δ) + (s− t)Rv(δ)
= g(s, (t, x)) +∇t,xg(s, (t, x))δ +Rg,(t,x)(δ)

avec |Rg,(t,x)(δ)| = |(s−t)Rv(δ)| ≤ |Rv(δ)| = o(δ) en remarquant bien sûr que Rv est indépendant
de s.
D’après le Lemme G.0-1 (p. 241), il existe une fonction R(t,x) : ]0, 1[×V0 → R (où V0 ⊂ Rm est
un voisinage de 0 adapté, i.e. suffisamment restreint) tel que pour tout s ∈]0, 1[ et δ ∈ V0,

|R(t,x)(s, δ)| ≤ σ(t,x)(δ)|δ|

où σ(t,x) : Rm → R est indépendante de s, et σ(t,x)(δ)→ 0 (δ → 0), et

ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) = ϕ(s, g(s, (t, x)) +∇t,xg(s, (t, x))δ +Rg,(t,x)(δ))

= ϕ(s, g(s, (t, x))) + tδt(∇(t,x)g(s, (t, x)))∇(t,x)ϕ(s, g(s, (t, x))) +R(t,x)(s, δ)

Ainsi en intégrant selon s entre t+ δt et 1, on obtient :

∼
h(t+ δt, x+ δx) = −

∫ 1

t+δt

ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds

= −
∫ 1

t
ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds+

∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds

(G.0-5)

Si on analyse les deux termes de l’égalité ci-dessus :∫ 1

t
ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds =

∫ 1

t
ϕ(s, g(s, (t, x))) ds+

∫ 1

t
R(t,x)(s, δ) ds

+ tδ

∫ 1

t

t(∇(t,x)g(s, (t, x)))∇(t,x)ϕ(s, g(s, (t, x))) ds

= −
∼
h(t, x) +

∫ 1

t
R(t,x)(s, δ) ds

+ tδ

∫ 1

t

t(∇(t,x)g(s, (t, x)))∇(t,x)ϕ(s, g(s, (t, x))) ds

et ∣∣∣∣∫ 1

t
R(t,x)(s, δ) ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|R(t,x)(s, δ)| ds ≤ σ(t,x)(δ)|δ|, et donc

∫ 1

t
R(t,x)(s, δ) ds = o(δ)

De plus, pour tout s ∈]0, 1[,

|ϕ(s, g(s, (t, x) + δ))− ϕ(s, g(s, (t, x)))| ≤
∣∣tδt(∇(t,x)g(s, (t, x)))∇(t,x)ϕ(s, g(s, (t, x))) +R(t,x)(s, δ)

∣∣
En remarquant d’après l’équation (G.0-4) p. 243 que :

|∇t,xg(s, (t, x))| ≤ |∇xv(t, x)|+ |v(t, x)|+ d,
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on a l’estimation :

|ϕ(s, g(s, (t, x) + δ))− ϕ(s, g(s, (t, x)))| ≤
(
(|∇xv(t, x)|+ |v(t, x)|+ d)‖∇ϕ‖∞ + σ(t,x)(δ)

)
|δ|

Donc pour en revenir au deuxième terme de l’équation (G.0-5),∣∣∣∣∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds−

∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x))) ds

∣∣∣∣
≤
(
(|∇xv(t, x)|+ |v(t, x)|+ d)‖∇ϕ‖∞ + σ(t,x)(δ)

)
|δ|.|δt|

d’où
∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x) + δ)) ds−

∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x))) ds = o(δ).

Or la fonction s 7→ ϕ(s, g(s, (t, x))) = ϕ(s, (s−t)v(t, x)+x) est continue car ϕ ∈ C∞c ((0, 1)×Rd),
donc ∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x))) ds = ϕ(t, g(t, (t, x)))δt + o(δ)

c’est à dire, du fait que ϕ(t, g(t, (t, x))) = ϕ(t, (t− t)v(t, x) + x) = ϕ(t, x),∫ t+δt

t
ϕ(s, g(s, (t, x))) ds = ϕ(t, x)δt + o(δ)

Au final

∼
h(t+ δt, x+ δx) =

∼
h(t, x) + o(δ)− tδ

∫ 1

t

t(∇t,xg(s, (t, x)))∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds+ ϕ(t, x)δt

∼
h est donc différentiable en (t, x), et en se référant à l’équation (G.0-4) :{

∂t
∼
h(t, x) = −

∫ 1
t ((s− t)∂tv(t, x)− v(t, x)) · ∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds+ ϕ(t, x),

∇x
∼
h(t, x) = −

∫ 1
t (s− t)∇xv(t, x) · ∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds−

∫ 1
t ∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds

(G.0-6)
et donc, pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd,

∇t,xh(t, x) = t(∇t,xv(t, x))α(t, x) + β(t, x),

avec

α(t, x) = −
∫ 1

t
(s− t)∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds ∈ Rd (G.0-7)

et

β(t, x) =

( ∫ 1
t v(t, x) · ∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds+ ϕ(t, x)

−
∫ 1
t ∇xϕ(s, g(s, (t, x))) ds

)
∈ Rd+1 (G.0-8)

(en effet, on a ici ∇t,xv(t, x) ∈Md×(d+1)(R)).

On déduit également directement de (G.0-6) la majoration :∣∣∣∣∇x∼h(t, x)

∣∣∣∣ ≤ (|∇xv(t, x)|+ 1)‖∇xϕ‖L∞([0,1]×Rd), (G.0-9)
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pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd. De plus, du fait que ∂tv(t, x) + v(t, x).∇t,xv(t, x) = 0 pour
presque tout (t, x) ∈ 0, 1[×Rd,

∂t
∼
h(t, x)+v(t, x).∇x

∼
h(t, x)

= −
∫ 1

t
(s− t)(∂tv(t, x) + v(t, x).∇xv(t, x)) .∇(t,x)ϕ(s, g(s, (t, x))) ds+ ϕ(t, x)

= ϕ(t, x)

et ceci donc pour presque tout (t, x) ∈]0, 1[×Rd. Comme nous l’avons vu plus haut,
∼
h est Fréchet-

différentiable presque partout sur ]0, 1[×Rd, et sa différentielle au sens de Fréchet coïncide avec
sa différentielle au sens des distributions. Ainsi

∂t
∼
h+ v.∇x

∼
h = ϕ et ∇t,xh = t(∇t,xv)α+ β

pour ∇t,xh définie au sens de H (i.e. au sens des distributions).

Comme ϕ ∈ C∞c ((0, 1) × Rd), il existe 0 < tm < 1, tel que ϕ(s, ·) = ∇xϕ(s, ·) = 0 pour tout
tm < s ≤ 1, d’où

α(t, ·) = 0 et β(t, ·) = 0, et ainsi
∼
h(t, ·) = 0,

pour tout tm ≤ t ≤ 1.

Les propriétés de majoration de α et β découlent quant à elles directement de (G.0-7) et (G.0-8).
�
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Petit index des notations
S page 56

Λ(ρ0, ρ1) page 57

K̃ page 57

P̃ page 57

L page 53

Lps(ρ0, ρ1,Ω) page 74

Υ(ρ0) page 81

Θ(ρ0) page 82

Φ(ρ0Ld, µ1) page 80

Pp(Rd) page 19

Wp page 19

γf page 88

Proxf page 35, 88

p, pφ vφ page 89

vγ page 109

bL2
+((0, 1)× Ω) page 158

Propriété (Γ1) page 76

Propriété (Γ2) page 98

Propriété (I) page 74

Propriété (I′α) page 77

Propriété (I′β) page 79

Propriété (II) page 75

Propriété (III) page 76

Propriété (IV) page 203
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