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Résumé

ANALYSE MATHEMATIQUE ET CONVERGENCE D’UN ALGORITHME POUR LE TRANSPORT
OPTIMAL DYNAMIQUE

Cas des plans de transports non réguliers, ou soumis a des contraintes

Au début des années 2000, J. D. Benamou et Y. Brenier ont proposé une formulation dynamique
du transport optimal basée sur la recherche en espace-temps d’une densité et d’'une quantité de
mouvement minimisant une énergie de déplacement entre deux densités. Ils ont alors proposé,
pour la résolution numérique de ce probléme, d’écrire ce dernier sous la forme d’une recherche de
point selle d’'un certain lagrangien via un algorithme de lagrangien augmenté. Nous étudierons,
a l'aide de la théorie des opérateurs non-expansifs, la convergence de cet algorithme vers un
point selle du lagrangien introduit, et ceci dans les conditions les plus générales possibles, en
particulier dans les cas ou les densités de départ et d’arrivée s’annulent sur certaines zones du
domaine de transport. La principale difficulté de notre étude consistera en la preuve de ’existence
d’un point selle, et surtout de I'unicité de la composante densité-quantité de mouvement dans
de telles conditions. En effet, de tels conditions impliquent de devoir traiter avec des plans de
transport optimaux non réguliers : c’est pourquoi une importante partie de nos travaux aura pour
objet une étude approfondie de la régularité d’'un champ de vitesse associé & de tels plans de
transport. Nous tenterons également de caractériser les propriétés d'un champ de vitesse associé
4 un plan de transport optimal dans ’espace quadratique. Pour finir, nous explorerons différentes
approches relatives a l'introduction de contraintes physiques dans la formulation dynamique du
transport optimal, basées sur une pénalisation du domaine de transport ou du champ de vitesse.

Mots clés : transport optimal, convergence et consistance d’un algorithme, problémes multi-
physiques

Abstract

MATHEMATICAL ANALYSIS AND CONVERGENCE OF AN ALGORITHM FOR OPTIMAL
TRANSPORT PROBLEM

Case of non regular transportation maps, or subjected to constraints

In the beginning of the 2000 years, J. D. Benamou and Y. Brenier have proposed a dynamical
formulation of the optimal transport problem, corresponding to the time-space search of a density
and a momentum minimizing a transport energy between two densities. They proposed, in order
to solve this problem in practice, to deal with it by looking for a saddle point of some Lagrangian
by an augmented Lagrangian algorithm. Using the theory of non-expansive operators, we will
study the convergence of this algorithm to a saddle point of the Lagrangian, in the most general
conditions, particularly in cases where initial and final densities cancel on some areas of the
transportation domain. The principal difficulty of our study will consist of the proof, in these
conditions, of the existence of a saddle point, and especially in the uniqueness of the density-
momentum component. Indeed, these conditions imply to have to deal with non-regular optimal
transportation maps : that is why an important part of our works will have for object a detailed
study of the properties of the velocity field associated to an optimal transportation map in
quadratic space. To finish, we will explore different approaches for introducing physical priors
in the dynamical formulation of optimal transport, based on penalization of the transportation
domain or of the velocity field.

Keywords : optimal transport, convergence and consistency of an algorithm, multi-physics
problems
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Chapitre 1

Introduction et présentation des
résultats

I.1 Introduction au transport optimal et ses applications

I.1.1 Introduction-fiction

480 av J.-C., Athénes vient d’étre prise et mise a sac par la grande armée perse menée par son roi
Xerzes. La population a été évacuée, et une grande partie de celle-ci s’est réfugiée sur l’ile de Sa-
lamine, bientdt rejointe par la flotte des cités grecques coalisées qui s’y installe. Cette flotte, forte
de ses quatre cents triéres, est maintenant sur le point d’affronter la flotte de Xerxeés bien plus
nombreuse, et bien plus forte en tonnage. L’histoire officielle décrit la stratégie grecque comme
ayant consisté a enfermer la flotte perse dans une rade, mais nous vous proposons une autre
variante. Dans cette version, la bataille se déroule un peu plus loin, en haute mer : impossible
pour les grecs de s’appuyer sur la topologie de la cote.

Le Stratége athénien Thémistocle et le Général spartiate Furybiade concoctent une stratégie pour
tenter de ’emporter malgré tout. La situation ne semble a premiére vue pas du tout a leur avan-
tage. Mais ils disposent néanmoins d’un atout majeur sur leur ennemi : le soudoiement d’un
Général perse leur a permis de connaitre en détail les plans de leurs adversaires. La flotte perse
a lintention, profitant de la supériorité de tonnage de ses mavires sur les triéres grecques, de
percer la ligne de défense grecque par une attaque centrée, espérant ainsi diviser la flotte grecque
en deux parties, détacher un tiers de ses bateaux pour un débarquement a Salamine pendant que
le reste se redéploiera derriére les lignes grecques, afin de couper sa retraite et d’ainsi protéger le
détachement de débarquement.

La stratégie des grecs mise au point par Thémistocle et Eurybiade consistera donc a faire mine,
dans un premier temps, de subir l’assaut perse, puis au moment opportun, & redéployer leur flotte
en une manoeuvre d’encerclement rapide et foudroyante pour prendre en tenaille les assaillants.

Nos deur Générauz se faisant une idée assez précise de la situation de leur flotte a la suite de
la manoeuvre perse (quitte pour cela a discrétement imposer cette formation au moment du dé-
ploiement de la flotte adverse, sans que cela n’y paraisse), vont devoir assigner une trajectoire a
chacune de leur triére (qui sera connue & l'avance par les capitaines de ces derniéres) pour que
la formation d’encerclement s’effectue le plus rapidement possible. Afin de mazimiser la vitesse
d’accomplissement de la manoeuvre tout en ménageant au mazximum la force de leurs rameurs
(ceux-ci en auront bien besoin pour la suite de la bataille), ils décident de faire en sorte de mi-
nimaser le déplacement de chacun de leur bateau.



2 CHAPITRE I. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

1ls peuvent supposer, pour simplifier les données du probleme, que leurs triéres sont toutes a peu
pres identiques, ayant le méme tonnage et la méme force motrice (les triéres étant principalement
manoeuvrées & la rame pendant les batailles navales), et pouvant donc se déplacer a une méme
vitesse maximum (négligeant ainsi certaines contraintes, telles que le vent et la houle). Pour la
plupart de leurs unités, il est inutile voir méme dangereuz que celles-ci se retrouvent a leur point
de destination avant la fin de la manoeuvre : les bateaux ayant les trajectoires les plus courtes
pourront ainsi se permettre d’aller plus lentement et ainsi préserver les forces de leurs hommes.

Malheureusement, en cherchant a répartir leurs bateaux sur leur carte, ils s’apercoivent rapide-
ment que trés souvent, la réduction de longueur de la trajectoire d’une triére s’accompagne en
général d’une augmentation de la longueur de trajectoire d’autres trieres. Le probleme semblant
décidément insoluble, Thémistocle décide de le soumettre a son plus brillant géomeétre : un esclave
gaulois nommé Gaspardakis Mongonos . Celui-ci reformule le probléme ainsi : le tout ne serait
pas de chercher a optimiser la trajectoire de chaque navire, celle-ci se faisant presque toujours au
détriment d’une autre, mais plutot de chercher a minimiser la somme de toutes les trajec-
toires. De ce probléme, se détache, selon lui, la nécessité de respecter deux contraintes simples :

— Les bateaux doivent chercher autant qu’ils le peuvent o se déplacer en ligne droite.

— Les tracés des routes suivis par les différentes triéres ne doivent jamais se croiser (voir
Villustration 1.1-2 plus bas).

Notre esclave propose alors de procéder comme il suit (voir Uillustration 1.1-1) :

1. Sur la carte, représenter les positions des triéres au départ de la manoeuvre (par exemple
par des petits cailloux) et a la fin de celle-ci (avec des petits bouts de bois).

2. A laide d’une regle ou d’une tige rectiligne, tracer une ligne droite séparant a la fois la
flotte d’arrivée et celle de départ en deux parties de telle facon a ce que le nombre de
bateauz situés d’un coté ou de lautre de la droite soit le méme au départ qu’a l'arrivée :
par exemple s’il y a 100 bateaur d’un coté et 300 de l'autre au départ, il doit y avoir
également 100 bateauz a l'arrivée du méme coté de la ligne que les 100 de départ, et 300
de l'autre coté, du méme coté que les 300 de départ. Une telle droite est appelée une
équisécante.

Les bateauz situés d’un coté de la ligne au départ, doivent se déplacer en restant du méme
coté de la ligne : en effet, si 'un deux changeait de coté au cours de son déplacement, un
autre bateau situé de ’autre coté de la ligne devrait, en compensation d’effectifs, changer a
son tour de coté, risquant ainsi de provoquer un croisement de trajectoire. Ceci aurait pour
conséquence, au regard du second principe €voqué plus haut, une somme des longueurs de
trajectoires plus longue que si ceux-ci ne s’étaient pas croisés.

3. Recommencer lopération ci-dessus, et tracer autant d’équisécantes que possible. Ainsi, se-
lon Gaspardakis Mongonos , un bateau situé entre deuxr équisécantes a son départ devra
se déplacer en restant entre ces deux droites jusqu’a son arrivée, se prévenant ainsi des
croisements de trajectoires. Heureusement pour les grecs, dans la configuration de la ma-
noeuvre, aucune des équisécantes ne se croisent au milieu du thédtre de la bataille, ce qusi
aurait ici pu rendre défectueuse la méthode de l'esclave (voir l'exemple 1.1-5 p. 7).

1l fut donc décidé de procéder selon cette méthode. Le plan fut planifié, les ordres furent donnés,
la bataille fut gagnée, et Athénes fut vengée !
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Illustration 1.1-1. LA MANOEUVRE DES TRIERES

L’assignation de la trajectoire et du positionnement final de chaque triére se fait de fagon a ce que chacune
se déplace en ligne droite en croisant aucune des équisécantes prédéfinies (en théorie, il devrait méme y

avoir une infinité d’équisécantes, mais dans la pratique...).

Equisécantes
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Les équisécantes se coupent ici derriére la formation de départ (a gauche) ou derriére la formation d’ar-
rivée (a droite). Si elles s’étaient coupées au milieu, cela aurait pu poser probléme (voir lexemple 1.1-5

p. 7).

I[.1.2 Le probléme des déblais et des remblais de Gaspard Monge

Nous venons, dans cette petite fiction historique (le plan de bataille ne s’est peut-étre pas déroulé
exactement de cette fagon, mais quoi qu’il en soit la bataille fut une victoire pour les grecs!), de
présenter un probléme connu sous le nom de "probléme des déblais et des remblais" initié par
Gaspard Monge (1746-1818) a la fin du XVIIIéme siécle dans [57] : I'esclave gaulois Gasparda-
kis Mongonos était peut-étre I'un de ses lointains ancétres. Son probléme était plus exactement

formulé ainsi :

LE MEMOIRE SUR LES DEBLAIS ET LES REMBLAIS DE GASPARD MONGE

"Lorsqu’on doit transporter des terres d’un lieu dans un autre, on a coutume de donner le nom de Déblai
au volume des terres que l’on doit transporter, et le nom de Remblai a l'espace qu’elles doitvent occuper
apres le transport. Le priz du transport d’une molécule étant, toutes choses d’ailleurs égales, proportionnel
a son poids et a l’espace qu’on lui fait parcourir, et par conséquent le produit du transport total devant
étre proportionnel a la somme des produits des molécules multipliées par l’espace parcouru, il s’ensuit que
le déblai et le remblai étant donnés de figure et de position, il n’est pas indifférent que telle molécule du
déblai soit transportée dans tel ou tel autre endroit du remblai, mais qu’il y a une certaine distribution a
faire des molécules du premier dans le second, d’aprés laquelle la somme de ces produits sera la moindre

possible, et le priz du transport total sera un minimum."

Ainsi, dans notre petite histoire, nous avons simplement remplacé les molécules de terre par des
bateaux. On pourrait se poser la question de savoir si G. Monge considérait son probléme d’un
point de vue continu ou discret, au sens ol on ’entend aujourd’hui : en effet, & I’époque ot
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G. Monge formule ce probléme, ces deux notions sont encore mal définies. Dans ce probléme
historique, il semble implicitement supposé que ’on considére des "molécules de terre" trés nom-
breuses ou relativement identiques du point de vue de leur taille ou de leur masse : nous sommes
donc plus proche d’une formulation continue du probléme. Cependant, nous continuerons dans
un premier temps a discuter de notre probléme de maneouvre de triéres. Aprés tout, G. Monge
n’envisageait-t-il pas lui-méme d’appliquer son probléme pour des manoeuvres de fantassins?

Illustration 1.1-2. DES TRAJECTOIRES SANS CROISEMENT

Deux triéres, situées respectivement auz points A et B doivent atteindre les positions A’ et B’ (non-
alignées aux points A et B), de fagon & minimiser la somme des longueurs de leur trajectoires respectives.

Pour minimiser cette distance parcourue, il est évident que les deux bateaux devront se déplacer en ligne
droite ; la question se réduit donc a savoir o quelle position assigner chacun de ces deux bateaux : la triére
située au point A doit elle se rendre au point A’ ou au point B’ (méme question pour celle située au point
B)?

Il y a donc deux possibilités :

1. Une assignation sans croisement de trajectoire : Du point A vers le point A’ et du point B wvers
le point B'.
2. Une assignation avec croisement de trajectoire : Du point A vers le point B’ et du point B vers
le point A’.
Or, dans un quadrilatére, la somme des longueurs des diagonales est toujours plus longue que celle de
deux cotés opposés (i.e. AA'+ BB’ < AB' + BA') : c’est donc la premiére possibilité (sans croisement)
qui est la plus optimale.

dssignations sans croisements Assignations avec croisements
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A la lumiére de ces considérations (trajectoires en lignes droites sans croisements), expliquons
un peu plus en détails le principe de la méthode des équisécantes proposée a I’'époque par de G.
Monge.

Illustration 1.1-3. LA METHODE DES EQUISECANTES

Supposons que la formation de départ et d’arrivée soient coupées par une méme équisécante :@ sur ce
schéma, il y a autant de triéres & voiles rouges en dessous de l’équisécante dans la formation de départ
que dans celle d’arrivée, de méme pour les voiles vertes.
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La méthode de G. Monge prescrit que si la manoeuvre de la flotte suit un transport optimal, les triéres
doivent au cours de leur déplacement rester du méme coté de [’équisécante : ici les voiles Touges sur les
votles rouges, et les voiles vertes sur les voiles vertes.

En effet, si par exemple certaines trieres situées au dessus de l’équisécante a leur départ venaient a croiser
léquisécante (les voiles oranges sur le schéma ci-dessous), il faudrait en compensation qu’un nombre égal
de trieres situées en dessous de l'équisécante (les voiles jaunes) croisent également ’équisécante (car les
nombres de triéres situées au dessus et en dessous de l’équisécante doivent étre les mémes au départ et a
Uarrivée). Une telle manoeuvre impliquerait donc un croisement de trajectoires, et la somme des longueurs
de l’ensemble des trajectoires ne serait pas minimale (voir Uillustration 1.1-2).
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Cette méthode ne fonctionne que si l’ensemble des équisécantes ne se coupent pas entre les formations
de départ et d’arrivée : voir le contre-exemple 1.1-5 (p. 7).

Remarque 1.1-4. La conditions de non croisement des trajectoires n’est bien sir valable que si
les positions de départ et d’arrivée ne sont pas situées sur le méme alignement. Pour que cette
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condition ait toujours lieu, il faudrait chercher a minimiser la somme des carrés des longueurs
des trajectoires plutdt que la somme des longueurs des trajectoires.

Dans le cas de notre exemple sur la bataille de Salamine, cet autre coit peut également traduire
une autre signification : en effet, rappelons que nos générauxr souhaitent ici que toutes les triéres
arrivent en méme temps a destination, tout en ménageant le plus équitablement possible les forces
de leurs rameurs. Les manoeuvres s’effectuant donc toutes en un méme temps, la vitesse moyenne
de chaque triere est donc directement proportionnelle & la longueur de la route qu’ils auront a
parcourir : l’énergie dépensée par [’ensemble des marins de chaque navire est donc proportionnelle
a la longueur de leur trajet.

Le coit "somme des carrés des longueurs des routes” (ou codt quadratique) est donc en théorie
mieuxr adapté au probléme que le codt "somme des longueurs des routes” (probléme originel
formulé par G. Monge des "déblais et des remblais"), sauf que dans le cas pratique de ce probléeme
spécifique cela ne change rien. En effet :
— lorsqu’il n’y a pas alignement des positions de départ et d’arrivée les routes et les assigna-
tions sont les mémes pour les deux cofts,

— dans le cas contraire, les bateaux ne pewvent en pratique (i.e. matériellement) se passer a
travers. Or, l'assignation pour laquelle ’ordre des positions d’arrivée corresponde a l’ordre
des positions de départ de chaque bateaux est bien optimal pour le cott "quadratique” (voir
Villustration 1.1-6 p. 8).

Cependant, si les triéres avaient été en mesure de se traverser sans se toucher, le probléme de
Monge des "déblais et des remblais” n’aurait pas eu de solution unique, contrairement au pro-
bléme reformulé pour un codt quadratique.

De plus, le probléme du transport optimal s’étend o des thématiques bien plus vastes et plus
concrétes que des batailles navales, et en particulier a des cas continus ou discrets pour lesquels
un tel colt quadratique posséde un réel intérét, autant théorique que pratique, grice a la formu-
lation énergétique du probléme qu’il induit.

Nous verrons en effet dans les sous-sections 1.1.4 (voir en particulier lillustration 1.1-9 p. 15)
et 1.1.5 qu’un tel probleme d’assignation optimal pour un codt quadratique correspond en fait a
résoudre un probléeme de déplacement optimal en recherchant énergie de transport globale mini-
male : par exemple ici on chercherait & minimiser l’énergie globale dépensée par les rameurs,
autrement dit & minimiser Ueffort global.

Nous verrons qu’une telle formulation offre la possibilité d’aborder les choses de facon moins
géométrique et moins descriptive, et permet au contraire d’envisager la possibilité d’appliquer
des méthodes plus modernes d’optimisation conveze sous contraintes (méthodes entre autre plus
"numériques" et plus facilement traitables par des ordinateurs).

La méthode que nous avons illustrée (méthode des équisécantes), est celle que Gaspard Monge
avait proposée en son temps pour une résolution pratique du probléme en deux dimensions.
Cependant, quand bien méme les différentes étapes de celle-ci auraient été facilement réalisables
(découper a I'aide d’une méme droite deux ensembles en deux parties égales n’est a priori pas
un exercice évident), cette méthode n’aboutit pas forcément dans tous les cas a la détermina-
tion "transport optimal" selon la définition de G. Monge (et celui-ci en avait conscience) : par
exemple, dans des cas ot il pourrait y avoir des échanges d’unités entre les deux cotés de la ligne,
sans qu’il y ait croisement de trajectoires, ou bien dans le cas des croisements d’équisécantes entre
la masse de départ et d’arrivée (voir exemple 1.1-5, qui suit). G. Monge préconisait, pour que
cette méthode soit valable, que le déblai et le remblai (i.e. les masses de départ et d’arrivée) ne
soient pas coupés par la courbe formée par les points d’intersection de ’ensemble des équisécantes.
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Exemple 1.1-5. CONTRE-EXEMPLE A LA METHODE DE G. MONGE

Dans lillustration 1.1-1 représentant la manoeuvre des trieres grecques, il s’avére qu’aucune des équisé-
cantes (celles qui y sont tracées, comme celles qui ne le sont pas) ne se croisent au milieu du thédtre des
opérations : c’est a dire ici au sein de l’enveloppe convexe de la formation de départ et d’arrivée. Nous
présentons ici une manoeuvre pour laquelle la méthodes de Monge ne peut fonctionner.

Ici la formation de départ est re-
be Ty présentée par les triéres opaques
eqU|SecanteS (zones A et C), et celle d’arri-

vée par les triéres en transparence

(zones B et D). Ces deuz forma-

B tions sont coupées par deux équisé-
cantes (représentées en vert et en
violet) qui se croisent au centre des

e bbby q
* A deux formations.

La méthode de Monge se retrouve
ici heurtée a une contradiction. En
effet, les triéres partant de la zone
A doivent selon cette méthode se
situer a leur arrivée du méme coté
C de l’équiséquante verte qu’a leur
départ, et doivent donc toutes se
retrouver au final dans la zone D.

v F e ¥ o

Cependant, elles devront se situer
du méme coté de l’équiséquante
violette qu’a leur départ et donc
toutes se retrouver en zone C (en
méme temps donc que se retrouver
D toutes en zone D). Méme raison-

nement pour les triéres partant de
la zome C.

Une explication que ’on peut don-
ner G ce phénomene est qu’ici, B
contrairement au cas de lillustra-

tion 1.1-3 (p. 5), des triére peuvent
échanger leurs positions par rap-

port a une équisécante sans que

leurs trajectoires en lignes droites

ne se croisent (rappelons que la
trajectoire ne représente que le seg-

ment reliant la position de départ

et d’arrivée, pas la droite entiére),

comme Uillustre la figure swivante : A

Les triéres jaunes et vertes peuvent ici échanger leur position
par rapport a l’équisécante violette sans que leurs trajectoires
ne se croisent.
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Cette méthode laisse de plus une ambiguité, méme dans la formulation "continue" (anachroni-
quement) de G. Monge, en ce qui concerne les déplacements en ligne droite. Cette ambiguité ne
provient en fait pas vraiment de la méthode, mais plus de la fagcon dont est posé le probléme
lui-méme : le fait de considérer la simple somme des longueurs des trajectoires.

Ilustration 1.1-6. AMBIGUITE DES TRAJECTOIRES EN LIGNE DROITE

Cette illustration fait suite & la Remarque 1.1-4 (p. 5). Dans lexemple qui suit, contrairement a illus-
tration 1.1-2, ici deuz trieres situées auz positions A et B sont assignées a deux positions A’ et B’ situées
dans le méme alignement.

Or ici, la somme des longueurs AA’ et BB’ est la méme que la somme de AB' et BA'. D’un point de vue
strictement théorique, selon le probléme posé par Monge (c’est a dire minimiser la somme des longueurs
de toutes les trajectoires), les assignations A — A', B — B’ et A— B', B — A’ sont équivalentes pour
ce probléme.

B "~ (R “ﬁ,/ﬁ/ .......... - "~ (. T
B A B A B A’ B’
Adssignations sans croisement Adssignations avec croisements

(en pratique impossible en ligne droite)

Bien sir dans la pratique, pour a la fois uniformiser la dépense d’énergie des rameurs et €Eviter les
collisions ou toutes autres difficultés de manoeuvre, il vaut mieur dans tous les cas que les trajectoires ne
se croisent pas (les trieres se déplacent en ligne droite et ne peuvent donc normalement pas se croiser).

Pour faire coincider la pratique et la théorie dans ce plan de bataille, Monge aurait par exemple pu chercher
a minimiser non pas la somme des longueurs de toutes les trajectoires, mais plutdt la somme des carrés
des longueurs de toutes les trajectoires : effet, dans cet exemple on a AA’ + BB’ = AB’ + BA’, on a
par contre AA” + BB"? < AB"? + BA"?. L’assignation sans croisement (i.e A — A’, B — B') est donc
bien plus optimale pour le codt "somme des carrés des longueurs” que 'assignation avec croisement (i.e

A— B, B—A').

La méthodes des équisécantes que nous avons présentée dans cette section, est celle que G. Monge
avait élaborée pour résoudre son probléme en deux dimensions. Cette méthode ne se généralise
pas directement en trois dimensions. En effet, méme en dimension trois, les trajectoires restent
des lignes droites (i.e. d'une seule dimension), et acquiérent un grand nombre de degrés de li-
berté : quand bien méme on découperait les densités de départ et d’arrivée avec un équi-plan
(équivalent d’une équisécante en trois dimensions), dans la quasi-totalité des configurations, on
pourrait toujours trouver une infinité de trajectoires qui coupent ’équi-plan sans se couper entre
elles.

G. Monge avait cependant proposé une méthode pour tenter de résoudre le probléme en trois
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dimensions, valable dans un cadre "continu" (méme si comme nous l’avons déja évoqué précé-
demment, cette notion est quelque peu anachronique). Dans le probléme en deux dimensions,
lorsque la méthode des équisécantes s’applique, chaque trajectoire du transport se prolonge en
une équisécante : ces trajectoires optimales s’encadrent donc mutuellement entre elles. L’idée de
G. Monge pour résoudre son probléme en trois dimensions est donc de découper ’espace en des
sortes de "tubes" (Monge parle d’ensembles de droites congruentes [58]) dont les parois sont com-
posées de trajectoires optimales. En effet les trajectoires intérieures & un tel "tube" ne peuvent
en couper les parois (sinon elles couperaient une des trajectoires constituant le bord). L’idée de
Monge est de construire ces "tubes" a a partir des trajectoires dites "extrémes", c’est & dire
formés par les trajectoires optimales partant des points du bord du déblai). Les calculs menés
par Monge en son temps pour tenter de déterminer et construire ces surfaces d’encadrement,
selon la géométrie du déblai et du remblai, le méneront a une équation proche de I’équation de
Monge-Ampére, laquelle sera présentée plus bas (voir la Remarque 1.1-10 p. 17).

I[.1.3 Le probléme économique d’allocation optimale de ressources de Leonid
Kantorovitch

Le probléme de transport optimal a été redécouvert indépendamment (c’est a dire sans avoir eu
connaissance des travaux de G. Monge a ce sujet) par le mathématicien russe Leonid Kantorovitch
en 1942, sous un aspect plus économique : le probléme économique d’allocation optimale de
ressources [49].

Considérons deux types de zones : les zones de production X et les zones a approvisionner Y.
Comme dans le modéle de G. Monge, on s’intéresse ici aux différents plans de transport d’une
répartition de masse de la zone X (masse produite) vers une répartition de masse dans la zone
Y (masse consommée). Contrairement a ce premier modéle, on considére a présent que :

— les zones X et Y ne font plus forcément partie du méme "espace",

— la capacité de production ou le besoin en approvisionnement peuvent ici étre variables
au sein méme d’'une de ces zones (c’est a dire que les densités des masses de départ et
d’arrivée ne sont plus uniformes),

— un élément de masse situé en un lieu x de la zone X peut, lors de son acheminement, étre
réparti vers différents lieux de la zone Y, et inversement un méme lieu y de la zone Y
peut étre approvisionné par différents lieux de la zone X.

Pour reprendre 'illustration de Caffarelli telle qu’évoquée dans |[77] pour un cas concret, consi-
dérons par exemple que la zone X produit une ressource R (la zone X pourrait étre une série
de mines houilléres, produisant plus ou moins de charbon, ou bien des champs de blé, etc...).
Considérons une zone Y ayant des besoins plus ou moins importants d’approvisionnement en
la ressource R selon les différents lieux qui la constituent (exemple : zones résidentielles, zones
industrielles, etc...).

Il est donc nécessaire d’acheminer la ressource R depuis les lieux de production jusqu’aux lieux
a approvisionner. Cependant, le transport d’une masse de R d’un lieu vers un autre aura un
certain coiit (dépendant de la distance entre ces deux lieux, des zones a contourner, de la nature
du terrain, etc...). On fait les hypothéses suivantes :

— Les cotits de production de la ressource R sont partout les mémes. Seuls comptent donc
la disponibilité de cette ressource dans les différents lieux de production de la zone X, les
besoins d’approvisionnement des lieux y de la zone Y, ainsi que le cotit d’acheminement
d’un lieux x de la zone X vers un lieu y dans la zone Y.
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— La production de R dans la zone X s’est organisée de fagon & assurer exactement les
besoins de la zone Y (pas de sur-production ni de sous-production).

— Le cotit d’acheminement d’une masse m de la ressource de x vers y est proportionnel a
m avec un coefficient de proportionnalité ¢(z,y).

— Les acheminements et les cotits sont fixes sur de longues périodes : il est donc équivalent
de considérer des acheminements continus et des acheminements "dun bloc" (ce qui sera
le cas de notre modéle).

A. Cas d’une répartition collective des cofits : allocation optimale

Supposons dans un premier temps que les cotits soient collectifs. L’objectif est donc de trouver un
schéma d’allocation de la ressource R produite dans la zone X vers la zone Y, selon la répartition
des besoins, de fagon & minimiser le cotit de transport global.

On modélise la répartition de la production sur X par une mesure p et la répartition des besoins
sur Y par une mesure v (X et Y étant considérés comme des espaces mesurables), le tout
vérifiant u(X) = v(Y) (la production de la zone X assure exactement les besoins de la zone Y).
L’ensemble des schémas d’allocation de X vers Y est lui modélisé par I'ensemble II(u,v) des
mesures 7 définies sur X x Y (muni d’une tribu appropriée) telles que pour tout sous-ensemble
mesurable A C X et B C Y, on ait

T(AXY)=pu(4), =X xB)=v(B). (1.1-1)

Pour traduire qualitativement ce que représente la mesure 7, disons formellement que dr(z,y)
"mesure" en tout point (z,y) € X x Y la quantité (la masse) de ressource R acheminée du lieu
de production x € X au lieu approvisionné y € Y (cette masse peut bien sir étre nulle : cela
signifie que rien n’est acheminé de z vers y).

Remarque 1.1-7. La condition m(A X Y) = u(A) pour tout A C X, traduit simplement le fait
que lintégralité de la production de la zone X (traduite par la mesure u) est livrée dans la zone
Y, et la condition m(X x B) = v(B) pour tout B C'Y traduit quant a elle le fait que l'intégralité
des besoins d’approvisionnement de la zone Y (traduite par la mesure v) est assurée par la zone

X.

On peut donc formellement écrire que le cotit d’acheminement de la ressource R de x vers y
est donné par "c(z,y) - dr(x,y)", ou c(z,y) représente le coefficient proportionnel du coit de
transport du point (ou lieu) z € X vers le point y € Y.

Ainsi, en considérant I’ensemble des cotits de transport depuis ’ensemble des points de production
x € X vers I'ensemble des points approvisionnés y € Y, le coit de transport global I(7) d’un
schéma d’allocation 7 est dans ce modéle donné par :

I(Tr):/xxyc(x,y) dr(z,y).

L’objectif de ce probléme est donc de minimiser le cott de transport global I(7), et dans 'idéal
de déterminer un schéma d’allocation optimale 7 pour lequel le minimum de I(-) est atteint.
L’existence d'un tel schéma 7 est donnée par le Théoréme 1.1-2 qui sera énoncé a la fin de cette
sous-section (p. 13).

B. Cas d’une répartition individualiste des cofits : dualité de Kantorovitch

Supposons maintenant que les cofits ne soient plus collectifs mais individuels. Ici, chaque lieu y



I1. INTRODUCTION AU TRANSPORT OPTIMAL ET SES APPLICATIONS 11

de la zone Y va chercher a subvenir a ses besoins en la ressource R selon les ressources encore
disponibles de la zone de production X en cherchant a minimiser les cofits de transport néces-
saires (entiérement a sa charge), et ceci de fagon totalement individuelle (sans tenir comptes des
autres), selon le principe : "les premiers arrivés seront les mieux servis".

Un modéle d’allocation des ressources minimisant le cotit global d’acheminement, ne correspond
en effet pas forcément a un cofit d’acheminement minimal "individuel". Un schéma quelconque
de répartition des ressources 7 peut de ce fait avoir un colt de transport individuellement moins
cher pour certains lieux & approvisionner par rapport & un schéma 7 minimisant le cotit global
(en contrepartie, d’autres lieux le paieront eux plus cher), comme décrit dans ’exemple suivant :

Exemple 1.1-8. Prenons X = Y = R ainsi que la fonction coit c(x,y) = |x — y|>. On souhaite
transporter la mesure p = d_o + d_1 sur la mesure v = 61 + 9 (les § désignent des mesures de Dirac).
On considére les deux schémas d’allocation suivants :

o Ty = 5(_271) + 5(_1,2) (qui envoie toute la masse concentrée en —2 sur 1, et toute la masse
concentrée en —1 sur 2).
o T = 6(,272) + (5(,171) (qui envoie toute la masse concentrée en —2 sur 2, et toute la masse
concentrée en —1 sur 1).
o
T T : T T
5,2 (5‘,1 0 (5'1 (5-2
Us!
Le cott global du schéma oy est donc ici I(mg) = 3% 4+ 32 = 18, et le coit global du schéma m est

I(m) = 42 + 22 = 20. Le schéma m; a donc un coit global plus élevé que le schéma my. Dans le schéma
m le cott individuel de transport de —1 sur 1 (égal a 2) est pourtant inférieur au codt de transport dans
le schéma my de —2 sur 1 et de —1 sur 2 (tous deuz égauz & 3). Minimiser le codt global ne correspond
donc pas forcément a minimiser tous les cotts individuels.

Supposons maintenant qu'une grande société de transport propose ses services en sous-traitance
pour effectuer le transport de la ressource R. Celle-ci posséde des moyens qui lui permettent
d’effectuer ces acheminements pour un coiit trés inférieur a celui pratiqué jusque 1a (c’est a dire
c(x,y) X m, ot m est la masse a transporter de z a y).

Il est dans son intérét d’organiser un schéma de transport fixe sur le long terme, d’avoir des reve-
nus trés stables, et d’avoir le monopole total sur les acheminements (par exemple appropriation
du terrain de transit, construction d’un réseau routier ou ferroviaire, de ports ou d’aéroports,
etc...).

Supposons également que pour pouvoir mettre son projet en place, cette société doive avoir I'ac-
cord unanime de tous les acheteurs.

Cette société pratique un tarif d’acheminement proportionnel & la masse transportée et a la
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somme d’un colit de chargement et de déchargement. Autrement dit, pour faire livrer une masse
m de R d’un lieu z vers un lieu y, I'acheteur devra payer le prix m x [p(z) +¢(y)], p(z) étant le
cotit de chargement et ¥ (y) le coiit de déchargement, les fonctions de coiit ¢ et 1 étant fixées sur
I’ensemble respectivement des zones X et Y. Autrement dit, la société pratique un prix d’achat
¥ (y) en chaque point y € Y et un prix ¢(z) de mise sur le marché en chaque point z € X. Un
tel systéme tarifaire lui permet d’avoir des revenus trés stables.

Si I’on considére toujours que la répartition de la production sur X se modélise par une mesure p
et la répartition des besoins sur Y par une mesure v (avec u(X) = v(Y)), le prix global pratiqué
par la société est alors toujours le méme quel que soit le schéma de répartition 7, c’est a dire

L¢@+A¢w

Ceci est illustré par le Lemme suivant :
Lemme 1.1-1.

Soient X etY deux espaces mesurables. Soient j1 une mesure positive sur X et v une mesure
positive sur'Y , telles que w(X) = v(Y'). Définissons I(u,v) comme ’ensemble des mesures
de Lebesque m sur X x Y telles que pour tout sous-ensemble mesurable AC X et BCY,

T(AxY)=pu(4), (X xB)=v(B).

Alors, pour tous (¢,v) € L*(du) x L*(dv), et pour tout © € II(u,v) on a

/Xxysr)(x)dﬂ(x,y):/xwdu, et Xxyw(y)dW(w,y)Z/}ﬂdv,

d’ou

/XXy[SD(x)n”ﬁ(y)] dﬁ(xvy):/XSOdMJr/Ywdu.

Preuve : Traitons le cas de p. On peut, en toute généralité, supposer que @ est positive sur X.
Soit (n)n une suite de fonction étagées sur X pour la mesure p, telle que

— Vne€ N7 on < @,

— (pn)n converge simplement p-presque partout vers .
Pour tout n € N, on définit la fonction ,, : (x,y) — ¢n(x). La suite (,,), converge simplement
m-presque tout vers la fonction (x,y) — ¢(x).

En effet, si E est I'ensemble des points x € X tels que (pn()), ne converge pas vers p(x), alors
E XY est I'ensemble des points (x,y) € X XY tels que (9,,(z,y))n ne converge pas vers g(z,y).
Orn(ExY)=pu(E)=0.

Pour tout A C X mesurable, on a

/llAd,u:,u(A):ﬂ'(AxY):/ Taxy dm.
b's XxY

Ainsi pour tout n € N,

X XY X
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Par passage a la limite via le Théoréme de Beppo-Levi, on a donc

/X><Y(p(x7y) dr(w,y) = /XXy p(z)dr(z,y) = /Xsodu.

On raisonne de méme pour prouver que

(y) dr(z,y) = /Y .

XxXY

0

Pour pouvoir obtenir I'accord unanime des acheteurs, et ainsi pouvoir mettre en place son mo-
nopole et son projet, il est donc nécessaire pour notre société que le prix qu’elle propose pour
un transport de x vers y, soit toujours inférieur au cott initial (c’est a dire sans son intervention
en sous-traitance). Autrement dit, il est nécessaire que pour tout = € X et pour tout y € Y, la
contrainte

e(@) +¥(y) < c(z,y) (1.1-2)

soit vérifiée, et ceci quitte & devoir pratiquer des prix négatifs en certains endroits!

Ainsi, quel que soit le schéma de répartition 7, et d’aprés le Lemme 1.1-1, on a

I(m) = /X el de(ay) > /X lpla) + vl dr(ay) = /X odp+ /Y bdv = (g, ).

(1.1-3)
o J(p, 1) représente donc le prix global pratiqué par la société de sous-traitance, et I() le cont
global qu’aurait dii assumer les acheteurs sans l'intervention de cette derniére pour le schéma .
Pour un schéma 7 d’allocation optimal par rapport au cotit global, on a donc ainsi

I(m) > I(7) = J (¢, ), (1.1-4)
oll w représente tout autre schéma quelconque de répartition.

Pour maximiser ses profits, la société de sous-traitance va chercher & fixer les fonctions de coft
¢ et ¢ de fagon a maximiser son revenu J(p,1) tout en vérifiant la contrainte (1.1-2). D’aprés
I'inéquation (1.1-4), ce cotlit est majoré par (7).

Il est trés raisonnable de penser que cette majoration par I(7) se rapproche en fait d’une maximi-
sation, ou du moins d’une "suprémation" (autrement dit que I(7) représente la limite supérieure
des valeurs que peut atteindre J(¢,?)). Ce résultat est entre autre confirmé par le Théoréme
suivant da a L. Kantorovitch.

Comme souvent dans la suite de ce manuscrit, nous choisirons pour simplifier les énoncés, de
re-normaliser les mesures p, v et 7 de fagon a obtenir des mesures de probabilité (de masse totale
égale & 1). On note P(F) 'ensemble des mesures de probabilité sur un espace mesurable E.

Théoréme 1.1-2. DUALITE DE KANTOROVITCH |[77]

Soient X et Y deux espaces métriques, mesurables, complets, et séparables. Soient pu €
P(X)etvePY), et soitc: X xY — Ry U{+o0} une fonction de coit semi-continue
inférieurement.
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Pour tous m € P(X xY) et (p,1) € L*(du) x L*(dv), définissons

10 = [ o), Jew) = [ odut [ v

Définissons II(u,v) comme l’ensemble des mesures de probabilité de Lebesque m sur X XY
telles que pour tout sous-ensemble mesurable AC X et BCY,

r(AxY) = u(A), (X x B)=u(B),
et définissons ®. l'ensemble des fonctions (p,1) € LY (du) x LY(dv) vérifiant

p(x) +9(y) < cz,y) (1.1-5)

pour p-presque tout x € X et v-presque tout y € Y. Définissons également Cy 'ensemble des
couples de fonctions (f,g) continues et bornées sur X x Y.

Alors on a

inf I(r) =supJ(p,¢) = sup J(p,¥). (1.1-6)
(p,v) D, ®.NC,

De plus Uinfimum du terme Hi(mf )1(77) de (1.1-6) est atteint. Autrement dit, il existe T €
v
II(p, v) tel que
I(m)= inf I(m).
(7) ot ()

On pourrait penser d’aprés ce théoréme qu’un lien existe entre un schéma d’allocation optimal 7
et d’éventuelles fonctions de cott @ € L (du) et ¢ € L'(dv) maximisant le prix de revenu de la
sous-traitance J(p, ). L’existence de telles fonctions de cott ¢ et J n’est cependant pas vérifiée
dans le cas général.

La section suivante nous donnera un cas particulier ol de telles fonctions de coiit existent, et ot
le lien avec un (unique) 7 est explicité. Ce cas particulier révélera en fait le cadre d’étude de la
quasi-totalité des travaux de ce manuscrit.

I.1.4 Le Théoréme de Brenier : un transport optimal euclidien liant les pro-
bléme de Monge et de Kantorovitch

Nous allons ici présenter le probléme de la précédente section dans un cadre plus restreint et plus
"intuitif". Nous ajoutons les hypothéses suivantes :

— On considére que la zone de production et la zone & approvisionner font de nouveau parties
du méme espace, a savoir ici R? (le. X =Y = Rd).
— On considére un cotit proportionnel quadratique c(z,y) = |z — y|%.

— Les mesures de production p et d’approvisionnement v sont deux mesures de probabilité
sur la tribu de Lebesgue. De plus, la mesure de départ (de production) p est supposée
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (voir plus bas I’exemple 1.1-11
qui illustre 'importance de cette derniére hypothése).

Autrement dit, on suppose qu’il existe une fonction f € L'(R, £%) a support borné telle
que 11 = f-L£% On se place donc ici dans le cadre d’une mesure de départ "diffuse" : aucun
point de R, et plus généralement aucun sous-ensemble de R? de mesure de Lebesgue nulle,
ne peut concentrer de la masse.
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Exemple 1.1-9. CoUT EUCLIDIEN, COUT QUADRATIQUE

Analysons formellement les choses. Ainsi que nous l’avons déja évoqué dans la Remarque 1.1-4 et
Uillustration 1.1-6 pour des cas discrets, un transport optimal pour un tel codt quadratique (du type
c(z,y) = |z — y|?) traduit, par rapport au probléeme originel de Monge (le probléme des déblais et des
remblais) évoqué dans les sous-sections 1.1.1 et I.1.2, une minimisation du cott global en énergie dépensé
plutot qu’une minimisation des distances parcourues (i.e pour un codt euclidien c(x,y) = |x —y|). Cepen-
dant ces deux problemes coincident des lors qu’il ne s’agit pas d’un transport selon un alignement : dans
le cas contraire le cott c(x,y) = |v — y|* donne une solution unique au probleme, contrairement au codt
c(z,y) =[x —yl.

Ainsi le cotit quadratique c(x,y) = |x—y|* semble plus approprié si l’on souhaite traiter un probléeme ayant
une unique solution pour un probléme proche de celui des "déblais et des remblais”. Pourtant, comme le

montre l'illustration ci-dessous, le probleme des déblais et des remblais traité de facon discréte n’a pas
toujours une solution unique méme avec le cott quadratique lorsque les éléments sont tous identiques.

A o Reprenons nos triéres pour re-
) présenter nos éléments iden-
tiques et indivisibles (sauf épe-
W Tonnage par un NAvire perse...).
E4 *

Sur [’exemple ci-contre, il y

. B a deuzx possibilités d’assigna-
S [ tion pour nos deuz triéres dans

A‘x‘ leurs positions de départ (la
. @ voile Touge et la woile verte)

N . » pour obtenir la formation d’ar-

m rivée (représentée comme dans

les exemples précédents par les

trieres en gris).

Ces deux assignations ont exactement le méme codt de transport, et ceci pour un coit euclidien au tant
que pour un colt quadratique : en effet, quelle que soit I’assignation choisie, les deux triéres parcourront
exactement la méme distance ; le fait d’élever ces distances a une puissance quelconque ne changera donc
rien quant a [’égalité de la somme des cotits entre les deux assignations.

B/

Ainsi, dans cet exemple, la solution au probléme de Monge n’est pas unique. De plus, toujours dans
le cadre discret, lorsque les éléments n’ont pas tous la méme masse, le probléeme de Monge pour un codt
quadratique peut méme ne pas avoir de solution, quand bien méme celui de Kantorovitch en posséde
une, du fait de lindivisibilité des masses dans le probléme de Monge (voir plus bas les Définitions 1.1-3

et 1.1-4, ainsi que lexemple 1.1-11).
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Nous sommes ici dans un cadre assez intuitif correspondant au probléme historique de G. Monge
(voir la sous-section 1.1.2) pour des déblais et remblais de densités variables. Ici les géodésiques
correspondent a des lignes droites. Il s’agit, comme dans de le probléme de Monge de minimiser
la somme de toutes les longueurs de trajectoire (pondérée de fagon infinitésimale du fait que la
masse de départ est ici supposée continue) : un transport optimal devrait correspondre a des
déplacements en ligne droite sans aucun croisement de trajectoires (voir l'illustration 1.1-2).

Dans le probléme de Monge, contrairement a celui de Kantorovitch, les "unités de masse" sont
indivisibles : autant il est éventuellement possible dans le probléme économique de Kantorovitch
de répartir la ressource produite en un point en plusieurs points d’approvisionnement, autant il
n’est pas possible dans le probléme de Monge de diviser un grain de sable (ou une triére grecque)
et répartir les morceaux en plusieurs points. Si le terme de schéma d’allocation optimal de
ressources correspond mieux au probléme de Kantorovitch, dans lequel on optimise sur des me-
sures, celui de plan de transport optimal correspond mieux & celui de Monge : on optimise
sur des applications mesurables, i.e. on assigne & un point z une seule position 7'(x).

Bien siir le passage d’un cadre discret comme celui de Monge, & un cadre potentiellement continue
ol la masse a répartir peut avoir une densité variable rend un tel raisonnement un peu léger : il
n’est a priori pas possible d’avoir un tas de sable aux éléments identiques et de densité variable
(& moins de briser les grains en les écrasant, et encore...). C’est pourtant sur ce principe que nous
allons formuler un autre probléme de transport optimal correspondant mieux a 1'idée de Monge,
sans abandonner la possibilité de densités continues et variables.

Pour donner tout de méme une idée plus matérielle de ce cadre, supposons un énorme tas de
sable vu a une échelle ol celui-ci est modélisé de fagon continue. Supposons également que les
différents grains de sable ne soient pas tous identiques et composés de différentes roches plus ou
moins massives 7 Ainsi deux mémes volumes extraits de ce tas de sable peuvent avoir des densités
différentes.

Nous présentons (& nouveau pour ce qui est du probléme de Kantorovitch) ici formellement les
deux problémes :

Définition 1.1-3. LE PROBLEME DE KANTOROVITCH (RAPPEL)

Soient X etY deux espaces métriques mesurables. Soient également deux mesures de proba-
bilité p € P(X) et v e P(Y), et une fonction de coit ¢ : X x Y — Ry U{+oo}. On définit,
pour tout m € P(X xY), le coat I(n) par :

I(m) = /X el dn(z.y),

ainsi que l'espace I1(p,v) comme étant ’ensemble des mesures de probabilité m sur X x'Y
telles que pour tout sous-ensemble mesurable A C X et B CY, on ait

T(AxY)=pu(A), =X xB)=v(B),

Le probléeme de Kantorovitch consiste a trouver une mesure de probabilité m € P(X xY)
minimisant le cotdt global d’acheminement, c’est a dire :

I(7) = inf I(m).
(7) = int 1(m
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Définition 1.1-4. LE PROBLEME DE MONGE

Soit X un espace métrique mesurable, et soient également deux mesures de probabilité p,v €
P(X), et une fonction de coit ¢ : X x X — Ry U {+o0}.
Le probléeme de Monge consiste a trouver une fonction mesurable M (aussi appelée plan de
transport) allant de lespace X dans lui-méme minimisant le coat de transport global de pu sur
v, c’est a dire :

| clad@)dn) = it [ ey, 0M(0)) duty). (11-7)

X Mtp=v J x

ot le terme M#u désigne la poussée de la mesure p par le plan de transport M : cela signifie
que tout sous-ensemble mesurable A de X, on a

(M#u)(A) = (M~ (4)). (1.1-8)

Remarque 1.1-10. A PROPOS DE LA NOTION DE POUSSEE DE MESURE

L’équation (1.1-8) traduit le fait que la mesure v conserve la masse mesurée par p : v donne
a toute zome déplacée, déformée, contractée ou dilatée par l'opérateur T', la méme masse que lui
donnait p avant Uapplication de l'opérateur. La notion de poussée de mesure traduit donc bien
une propriété de transport conservatif de masse. Ceci est en partie a l'origine de l’idée d’une
formulation dynamique du probléme de Monge (sous-section 1.1.5)

Dans le cas ot la mesure de départ p et la mesure d’arrivée v sont toutes deux définies sur la
tribu de Lebesque de R? et absolument continues par rapport a la mesure de Lebesque (i.e. s’il
existe des densités pg, p1 € L (Rd,ﬁd) telles que p1 = poLe et v = p1 L), on peut formellement
décrire la poussée de la mesure p sur la mesure v par un plan de transport M par ’équation
de Monge-Ampére :

v=M#u < po=(proM)det(VM), (1.1-9)

laquelle sera de nouveau évoquée dans la sous-section suivante.
En effet, la formulation duale de la Définition (M#p)(A) = u(M~1(A)),YA C R? s’écrit :

(p1 LY = M#(poL?) & Vf € C.(RY), /Rd f)p1(y) dy = /Rd f(M(z))po(z)de.  (1.1-10)
Or, pour tout f € C.(RY), on a (formellement) par changement de variable :

/ F ()1 () dy = / F(M(2))p1 (M (2)) det (VM (2)) da (11-11)
R4 R4

d’ou :
po = (p1oM)det (VM) (1.1-12)

Pour plus de précision sur la notion de poussée de mesure, voir ’Annexe F, et en particulier la
Proposition F.0-3 (p. 233).

Le probleme de Kantorovitch, ayant des conditions plus larges, admet plus facilement une so-
lution que celui de Monge (voir 'exemple 1.1-11 ci-dessous). Mais lorsque les deux problémes
admettent simultanément une solution, celles-ci sont en général liées. Ce sera du moins le cas
dans le cadre que nous allons exposer dans cette sous-section : la solution du probléme de Kan-
torovitch sera équivalente a celle du probléme de Monge.
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Exemple 1.1-11. UNE SOLUTION POUR LE PROBLEME DE KANTOROVITCH ET NON POUR
CELUI DE MONGE

Comme nous l'avons déja vu dans l’exemple 1.1-9 (p. 15), le probléme de Monge peut présenter des
problémes de consistance lorsque l’on traite le transport de mesures discrétes : en effet, contrairement au
probléme de Kantorovitch, il n’est pas possible dans le probleme de Monge de répartir la masse contenue en
un point en plusieurs lieux. Par conséquent, lorsque l’on a affaire a une répartition de masses atomiques
(par exemple des mesures de Dirac), il est possible qu’il n’y ait pas de solution : par exemple dans le cas
ol le nombre de ces masses atomiques sont différents au départ et a larrivée, et que celles-ci possédent
des valeurs de masse différentes.

Prenons ici l'exzemple (dans R?) dans lequel la mesure de départ p est égale G une mesure de Dirac de
masse 1 (concentrée en un point xg, i.e fi = 0z,) et la mesure d’arrivée v égale & la somme de deux
mesures de Dirac de masse 1/2 (concentrées aux points distincts y et ya, i.e. v = (1/2)d,, + (1/2)0y,) :
le probleme de Kantorovitch posseéde bien une solution, qui est la mesure ™ = (1/2)0(z0,41) + (1/2)0(20,y2)»
mais le probléme de Monge lui n’en posséde pas.

N[

5y1
Og

N[

6@!2

En effet, si cela avait été le cas, il existerait un plan de transport optimal T vérifiant par Définition
THup = v, ce qui au sens faible s’écrit

Vf € Co(R?), - fly)dv(y) = /R2 F(T(x)dp(z) < Vf € Co(R?), (1/2)[f(y1) + f(y2)] = f(T(20))-

On a T(xo) # y1 ou T(wg) # y2. Supposons par exemple que T(xo) # y1, prenons f € C.(R?) telle que
f(T(z)) = f(y2) =1 et f(y1) =0. On aurait donc alors 1/2 =1...

Pour palier a ce probléme on peut faire le choix de "diffuser” légerement nos mesures de Dirac : remplagons
les par une gaussienne et deux demi-gaussiennes centrées respectivement en xo, Y1 et yo, et potentiellement
tres concentrées ("approchant" le Dirac). Cette formulation continue offre alors une solution au probléme
de Monge, qui consiste a "couper en deux" la gaussienne de départ et la répartir sur les deux demi-
gaussiennes.
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Avant de revenir au probléme de cette sous-section, nous donnons la Définition suivante, & propos
de la construction d’'une métrique sur I'espace des mesures de probabilité basée sur le transport
optimal. En effet, lorsque les espaces d’arrivée et de départ sont les mémes (notons les X), il
est possible de construire une distance entre deux mesures p et v a partir du cotit du transport
optimal associé a ’envoie de I'une sur 'autre, & condition que ce transport optimal soit lui-méme
basé sur un cofit proportionnel égal & la puissance d’une distance sur X par un réel strictement
positif p (c’est a dire du type ¢(z,y) = d(x,y)? ou d est une distance sur X ). Nous ne définirons
ici cette distance que dans le cas ot p € [1,+oo[ (autre cas n’étant pas nécessaire pour notre
probléme).

Définition 1.1-5. LA DISTANCE DE WASSERSTEIN

Soit (X,B,5) un espace métrique, mesurable, complet, et séparable (6 désigne donc ici la
distance associée). Pour tout p € [1,4+00], on définit ’ensemble Pg(X, B) des mesures de
probabilité u sur (X, B) telles que, en prenant a € X on ait :

/ d(a, z)P du(z) < +oo.
X

Pour tous p,v € Pg(X, B), définissons comme dans la sous-section I1.1.3 l’ensemble I1(p, v)
des mesures de probabilité de Lebesgue m sur X x X telles que pour tout sous-ensemble me-
surable A, B C X, on ait

m(Ax X) = u(4), w(X x B) = v(B),

et définissons également la grandeur :

Wg(,u, v) = inf (/ S(z,y)? d7r(x,y)> . (1.1-13)
mell(pv) \JXxxX
L’application
o . 19 1)
Wy o Pp(X,B)xPy(X,B) — 6IR+
(1;v) — Wyp,v)

définit une distance sur [’espace PS(X ,B). Cette distance entre mesures, basée sur le trans-
port optimal, est désignée sous le nom de distance de Wasserstein.

Notation 1. Dans le cadre de la Définition 1.1-5, lorsque X = R%, muni de la tribu de Lebesque
sur RY, et que la distance associée deue est la distance euclidienne (i.e. doue(,y) = |z —1y|), alors
pour tout p € [1,+o0[, l’espace Pge“c (RZ, £4) sera par abus de notation simplement désigné par
Pp(Rd), de méme que la distance de Wassertein associée Wge“ sera simplement désignée par Wp.

Remarquons que [’espace Pp(Rd) est par ailleurs un espace vectoriel (non normé mais métrique).

Dans toute notre étude (et en particulier dans les sous-sections qui suivent) nous prendrons en
général p = 2.

Revenons donc maintenant au probléme de cette sous-section : dans le cadre que nous avons fixé
au début de celle-ci, nous obtenons les résultats suivants :

L. Il existe deux fonctions de cott (respectivement de chargement et de déchargement) ¢ €
LY(dp) et 1 € L' (dv) maximisant le prix de revenu de la sous-traitance J (i, ).
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2. Un lien explicite entre un unique schéma d’allocation optimal 7 et les fonctions de cofit
@ € L' (du) et ¢ € xL'(dv). Ce lien entre T et ($,) sera en fait donné directement en
fonction de ¢.

3. La résolution (dans ce cadre) du probléme de Monge-Kantorovitch : en effet I'unique
schéma d’allocation optimal 7 obtenu attribuera a l'unité (infinitésimal) de masse une
unique destination, permettant ainsi de construire un plan de transport de p sur v (donné
par le gradient de la fonction ¢) optimal au sens du probléme (1.1-7), et unique solution
de ce probléme.

Ce résultat est explicité dans le Théoréme suivant, da a M. Knott, C. Smith |73] et Y. Brenier

[16] (ce Théoréme est une compilation de leurs résultats combinés), cité ici a partir de [77] (p.
66). Nous précédons ce Théoréme d’une petite Définition de circonstance :

Définition 1.1-6. TRANSFORMEE DE LEGENDRE

Soit f une fonction de R™ dans | — 0o, +00]. On définit la transformée de Legendre de f,
notée f* par :

f*(x) = sup {{(z,y) — f(y)}

yER™
Notons que f* est conveze et semi-continue inférieurement.

Plus de propriétés des transformées de Legendre seront donnés dans la suite de ce manuscrit
(voir les propriétés 3.3-5 p. 87).

Théoréme 1.1-7. THEOREME DE BRENIER [77]

Soient p,v € Po(RY), c’est a dire deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesque de RY
vérifiant la condition

/ |x|2d,u(a:),/ ly|* dv(y) < +oc. (1.1-14)
R4 Rd

et telle que p soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e. telles qu’il
existe une densité positive pg € L' (Rd,ﬁd) telle que p = poL?).

On considere le probléeme d’allocation optimal de Kantorovitch de p sur v associé a la fonction
de coup quadratique c(z,y) = |z —y|?, en définissant toujours I(x), J(p, ) et U(u,v) comme
dans le Théoréme 1.1-2.

Alors il existe une fonction convexe sur R?, semi-continue inférieurement ¢, telle que le
schéma d’allocation 7 € I(pu,v) défini par :

= (id xV¢)#u, (1.1-15)
ou écrit de facon plus formelle

dﬂ-(xay) = dlu(x)]]'{y:VqS(:B)}(xay)v (11_16)
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soit lunique schéma d’allocation optimal de p sur v, c’est a dire vérifiant la relation (1.1-6).

On a de plus les propriétés suivantes :

1. Le couple (¢, ¢*) (o ¢* désigne ici la transformée de Legendre de ¢) vérifie :

(@,0) = sng(so, V)

= argmaX{/ sod/Hr/ Ydv, Y(z,y) € (RY? p(z) +v(y) < |z — ylz},
(o) UJRd R4
(1.1-17)

avec (P, 1’/;) = (g — ¢, % — ¢*> ; ou bien formulé autrement :

060 —asguin{ [ rau+ [ gdn Vo) € P oy < @)+
(£.9) Rd Rd
(1.1-18)
(les couples (p,7)) et (f,g) des argmax et argmin étant pris dans L' (du) x L' (dv)).
Le couple de fonctions "coit de chargement-cott de déchargement” (p, J) mazimisent
donc le priz de revenu de la sous-traitance J(p,1).

2. L’opérateur V¢ est l'unique gradient de fonction convexe,(unique) au sens p-
presque partout, "poussant la mesure p sur la mesure v'"; c’est a dire telle que l’on ait
Vo#u = v (voir plus haut), et représente également l’unique solution au probléme
de Monge pour le transport de p sur v. Autrement dit, on a :

/ |z — Vo(x)]* du(z) = inf / |z — M(x)]*du(z) = Wa(pu,v)2. (1.1-19)
R4 M#u=v JRrd
3. On a supp(v) = V(supp(p)) (voir la Remarque 1.1-13 plus bas).

4. Si la mesure v est également (de méme que la mesure u) absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesque £ sur R%, on a pour p-presque tout x € R¢ et
v-presque tout y € R :

Vo*oVeo(zr) =2, VeoVeo*(y) =y. (1.1-20)

L’opérateur V ¢* représente alors le "transport optimal inverse de V" : c’est l'unique
opérateur v-presque partout défini "poussant la mesure v sur la mesure u", i.e. Vo*#v =
u, et représente l'unique solution au probléme de Monge pour le transport de v sur p.
Autrement dit, on a :

L= Ve P = inf [ 1y= NP do(e) = Wl ) = Walue )
(1.1-21)

Remarque 1.1-12. Dans [’étude qui sera menée tout au long de ce manuscrit, nous utiliserons
généralement des mesures positives finies u et v & supports bornés dans R?, et dans ce cas, la
condition (1.1-14) sera automatiquement vérifiée, en effet :

/Rd |z du(z) < sup(supp(p))?u(R?) < +o00 et /Rd ly|? dv(y) < sup(supp(v))*v(R?) < +o0,
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ot I’on écrit sup(A) = sup |z| pour tout sous-ensemble de A de R?.
z€A

Remarque 1.1-13. Le terme V¢ (supp(p)) nest pas trés rigoureux, étant donné que V¢ n’est
défini que p-presque partout sur R% : c’est un abus de notation et il doit étre plutét lu comme
Vo (supp(p) N E), o E représente l'ensemble des points de R ou ¢ est différentiable (et donc
ou V¢ est bien définie).

Les sous-sections qui suivront seront consacrées a une étude plus précise du probléme de Monge-
Kantorovitch tel que formulé dans cette méme sous-section. En particulier, dans la prochaine
sous-section, nous présenteront une formulation de type mécanique des fluides de ce probléme.
Cette formulation permettra, par le changement de point de vue qu’elle apporte au probléme,
la mise en pratique de méthodes numériques plus classiques mais efficaces pour la résolution
pratique de ce dernier.

1.1.5 Une formulation dynamique du probléme de transport optimal

Si le probléme de Monge est a I'origine bien un probléme de déplacement optimal, ce méme G.
Monge, une fois admis le fait que la trajectoire optimale pour se rendre d’un point a un autre
était la ligne droite, a lui-méme réduit ce probléme & un seul probléme d’assignation de position
parmi les éléments a déplacer.

Il en est de méme pour la formulation du probléme par L. Kantorovitch : son probléme lui aussi
se rameéne a un seul probléme d’assignation (ou d’allocation). Le probléme du choix des dépla-
cements des éléments a déplacer (ou des masses infinitésimal dans le cas de densités continues)
est en fait implicitement traité a travers le cotit proportionnel de transport ¢(z,y). Par exemple,
dans la formulation de Kantorovitch du probléme originel de Monge, la notion de déplacement
en ligne droite découle du cotit euclidien |z — y|, ou bien dans le cotit quadratique |z — y|? dans
le cas du probléme amélioré (c’est a dire cherchant a minimiser une "énergie de déplacement"
plutot que la seule somme des distances : voir la sous-section 1.1.4).

La réduction du probléme de transport optimal & un probléme d’assignation aura permis dans
un premier temps de simplifier le traitement du probléme dans sa dimension théorique (voir les
divers Théorémes cités précédemment). Cependant, pour ce qui est de traiter le probléme dans
la pratique, c’est & dire d’expliciter de fagon plus ou moins précise le plan d’assignation optimal,
cette formulation en terme d’assignation ne s’avére plus forcément la fagon la plus simple de
traiter le probléme. Certaines méthodes choisissent méme d’abandonner la notion d’assignation
pour revenir entiérement a la notion de déplacement : ce sera le cas de la méthode que nous pré-
sentons ici, & propos de la résolution pratique du probléme formulé dans la section précédente,
dont nous rappelons les conditions :

— évolution dans un espace euclidien : nous nous placerons dans R%,
— un coiit proportionnel euclidien quadratique c(z,y) = |z — y/|?,
— la mesure de départ p est supposée absolument continue par rapport & la mesure de

Lebesgue, i.e. Ipg € L'(R%, LY, u = po - L7

Nous présentons donc ici la méthode proposée par J. D. Benamou et Y. Brenier dans [6] pour
traiter cette nouvelle formulation, & savoir une réécriture probléme de Monge en un probléme de
déplacement continue de masse, typique de la mécanique des fluides.

La premiére initiative de rapprochement entre le probléme d’assignation optimale et celui de dé-
placement optimisé fut proposée par R. J. McCann. Celui-ci envisagea ’étude de déplacements
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continus entre les mesures dans 'espace (Po(RY), Ws). 1l s’agirait de déterminer une famille de
mesures intermédiaires dans Po(R?) entre deux mesures u et v, dont la somme des cotits d’as-
signations optimaux de proche en proche (i.e. la distance de Wassertein de proche en proche)
serait égale au colit d’assignation optimal entre p et v (i.e. a la distance Wasserstein entre p
et v). L’idée étant qu’a l’échelle infinitésimal, il n’y a pas de différence entre une assignation
optimale et un déplacement optimal, entre une "téléportation a une distance infiniment proche"
et un "déplacement sur une distance infiniment petite".

Le probléme initié par McCann était plus précisément de déterminer une famille d’interpolation
continue entre les mesures p et v pour la distance de Wasserstein Ws : autrement dit, de dé-
terminer une famille de mesures (pt)o<t<i, telle que pp = p et p1 = v et telle que pour tout
0<t <ty <tz <1 onait

W2 (Mh ) ,utg) = W2 (,ut1 ) /J'tz) + W2 (/J'tga Htg)a (11'22)

avec continuité sur [0, 1] de lapplication ¢ — p; pour la topologie induite par W, sur PQ(Rd) :
c’est a dire, telle que pour tout ¢y € [0, 1], on ait Wa (g, pe,) — 0 (¢t — to).

McCann propose alors dans [56] de définir pour tout ¢ € [0, 1] la mesure
e = [(1— ) id +tVd]#p (1.1-23)

La famille (p4)o<t<1 correspond ainsi a la poussée de la mesure p par la famille (7})o<i<1 des
interpolations "euclidiennes" (correspondant donc au cotit ¢(x,y) = |r — y|?) entre Popérateur
identité et l'opérateur de transport optimal V¢, c’est a dire avec Ty = (1 — t)id +tV¢ pour
tout ¢ € [0,1]. La famille (ut)o<t<1 répond alors bien a la condition de continuité pour Ws et
ainsi qu’a la condition d’interpolation (1.1-22). Plus précisément, la famille (p;)o<t<1 vérifie la
propriété suivante (laquelle implique bien les conditions de continuité et d’interpolation) :

Proposition 1.1-8. INTERPOLATION DE MCCANN [1]

Soient p,v € Po(R?) : deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesque de R® wvérifiant
la condition

/ 2 du(a), / I duly) < +oo. (1.1-24)
R4 R

et telles que la mesure (de départ) u soit absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue.

Soit également ¢ une fonction conveze telle que définie dans le Théoréeme 1.1-7 (p. 20), avec
en particulier l’opérateur V¢ solution du probleme de Monge pour le transport optimal de
la mesure pu (départ) sur la mesure v (arrivée) pour le cotit proportionnel c(z,y) = |z — y|?
(x,y € RY). Autrement dit v = ¢#pu et

[l Vo auta) = int [ o= M@ dua) = W)

ot Wy désigne la distance de Wasserstein associée au cott ¢ décrite dans la Définition 1.1-5
et la notation 1 (p. 19).

Pour tout t € [0, 1], on définit la mesure

pe = [(1 = t) id+tVo|#p.
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e Alors le chemin t € [0,1[ u; est un chemin géodésique de P2(R?). Plus précisé-
ment, pour tous 0 < t <t' <1 (donc (t,t') # (1,1)), on a ps € P2(R?) et

W2(Mt’7 pe) = (t/ - t)W2(:U’7 V). (11_25)

e Si de plus on suppose que la mesure d’arrivée v est également absolument continue
par rapport o la mesure de Lebesque, alors le chemin prolongé en 1, c’est a dire
t € [0,1] = p, est également un chemin géodésique de Po(R?). Plus précisément,
Déquation (1.1-25) est vérifiée pour tout t,t' € [0,1], t <t (donc également pour t ou
t' égal a 1).

L’équation (1.1-25) implique immédiatement la condition d’interpolation (1.1-22).

Preuve : Pour tout t € [0,1], on pose ¢y = (1 —t)| - [?/2 + to, et donc Ve = (1 — t)id +tV¢.

e On suppose tout d’abord que seule la mesure p est supposée absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue. Alors, pour tout t € [0,1[, les mesures p; sont égale-
ment absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue (pour la preuve, voir la
Proposition F.0-6 de I’Annexe 236).

De méme, on peut affirmer que pour tout t € [0,1[, on a p; € P2(R%) : en effet, pour tout
t €10,1], on a

[P diatw) = [ 1P d(Totn )

R4 R4
= [ 0=t +196(a) dufa)

— 1172 xT e 2 T
<=0 [ el duto) +1 [ Vo) duto)
= — .Z'2 X 2'2 z
==t [l du(o)+ ¢ [ 15 (Vo)
2 2

< [ ol duto) + [ ol dv(e) <

R

d’oti pi; € Pa(RY).

Ainsi, pour tous 0 < t < ¢ < 1, il sera possible d’appliquer le Théoréme 1.1-7 (p. 20), c’est
a dire que l'opérateur de transport optimal de uy sur u; est le gradient d’une fonction
convexe.

Nous allons donc dans un premier temps chercher a exhiber cet opérateur de poussée de
wy sur . Pour cela, nous nous baserons sur la formulation duale de la notion de poussée
de mesure, a savoir que :

= M & V1 € CRY, [ fwdmt) = [ FOMG@)due (11:26)
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Soient 0 < t <t < 1. Pour tout f € C.(R%), on a

/ £(v) dunly) = / F(9) (Vi) ()
R4 R4

= [ f((A=t)z+tVe(x)) du(z)

R4

=/, f((1=t)x +tVe(x)) du(x)

= /Rd f ((1 — )z + 5 (1 -tz +t'Ve(x)) — t(lt,t/)fﬁ) dp(z)
= [ s (5 e+ fvou@)) anto

Il est possible, comme nous le verrons dans le chapitre III (section I11.2), de choisir la
fonction ¢ assez réguliére pour que celle-ci soit localement lipschitzienne sur R? et ainsi
différentiable L%-presque partout sur R? (voir le Théoréme de Rademacher p. 98). On peut
alors également prouver que la fonction (¢y)* est de classe C' sur R? (voir la Définition
3.3-9 p. 89), et que pour tout y € R? tel que ¢ soit différentiable en y (donc pour presque
tout y € R?), on a

(Va(or) o Ver) (y) =y

(voir la Proposition 3.3-10 p. et la Remarque 3.3-13 p. 91). On a donc alors :

t—t . t
/R ) due(y) = /R N ( o (V(ow) Oqut/)(m)—i-t,Vqﬁtl(a:)) du(z)

- /]Rd f <t/; tV(gbt/)*(z) + tz) d(V oy #u)(2).

t/

Ainsi, pir = Vi, # (Vop#p) = Vol #py, avec

-2

t t
P = (1 - t’) ()" + op/ id .

Or, du fait quet < t', on a1l —t/t' > 0, et donc la fonction ¢!, est une fonction s.c.i.
convexe sur RY.

Ainsi, d’apreés le Théoréme 1.1-7 (p. 20), 'opérateur ngft, est I'unique gradient de fonction
convexe (unique au sens py-presque partout) poussant la mesure pyp sur la mesure pu, et
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on a donc :
i = ([ o= Sorwanen) = ( [, lo-Febtol awornw)
- </R y‘Kl‘t) Vo) (y) + fy] 2d<wy#u><y>>l/2
~(5) (Llv-veror d<v¢t/#u><y>)m
B <1 ) f’) (/R Vou(a) — (V(gu)* o Vor) (@) duu))m
() oesesent0)”
= (t' 1) </Rd Vo(z) —af* du(x))lm
= (t' = t) Wa(p.v)
(1.1-27)

e Supposons maintenant que la mesure d’arrivée v est également absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue, et traitons maintenant le cas ou t' = 1. Soit t € [0,1] .

D’aprés le dernier point du Théoréme 1.1-7, on a alors v = Vo#u < pn = Vo*#u, et
pour v-presque tout z € R% on a V¢ o V¢*(z) = z. Donc, pour tout f € C.(R?%), on a

/f(y)dut /f AV dettn)(y)
Rd
F((1 = )z + 1V(x)) du(z)

R4

= | f(Q =tz +tVe() d(Ve'#v)(a)
- /Rd (1 =0)Ve*(2) + (Vo V¢™)(2))) dv(z)
= Wﬂu_wvwgyu@ww@%

c’est a dire :
pe = [(1 —t)id +tVo|#u = [tid +(1 — t) Vo' |#v.
L'opérateur tid +(1—t)V¢ = V(t|-|?/2+ (1 —t)¢*) est donc également I'unique gradient
de fonction convexe (unique au sens v-presque partout) poussant la mesure v sur la mesure
w, d’oti :
WZ(/«Lty )ul) = WZ(Nl, )ut) = W2(Va ,ut)

1/2
- ( |z — (tid +(1 — t)V*)|? dV(x)>
R4

-0 ([ lo- v¢*<x>12du<x>)1/2

= (1= t)WWa(v, ) = (1 = )Wa(p, ).

(1.1-28)
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0

Nous supposerons pour toute la suite, que la mesure d’arrivée v est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue (i.e. 3p; € L' (R4, L), v = py - £9).

Le probléme de McCann nous permet donc de disposer d’une interpolation continue de mesures
(ut)o<t<1 entre p et v. Rappelons que pour tous ¢ € [0, 1], les mesures u; sont également abso-
lument continues par rapport a la mesure de Lebesgue : il existe donc tout ¢ € [0, 1] une densité
pt € LY(RY, £%) tel que py = piL£? (en particulier u = g = poL? et v = 1 = p1£?). Les densité
pt peuvent se définir formellement par rapport a po et ¢ via '’équation de Monge-Ampére (voir
la Remarque 1.1-10 p. 17) :

pour tout ¢ € [0,1], en posant X (¢,-) = (1 — t)id +tV4¢, on a (formellement)

po = pro(X(t,-))det (wa((t, .)) = (pro((1—1)id +tV,¢)) det (1 — £)I + ¢ Hess(¢)) . (1.1-29)

ou formulé autrement :
me(r)
det ((vxf() (t,)?*l(t, )))

Les mesures i et v étant deux mesures de probabilité, on a

vVt € [O, 1], / Pt = / po = / p1 =1 (11-31)
R4 Rd Rd

L’équation ci-dessus, mais surtout la propriété de transport conservatif induite par la notion de
poussée de mesure (voir la Remarque 1.1-10 p. 17) laisse & entendre que les densités p; vérifient
une propriété de conservation de la masse dans leur transport de pg sur p;.

C’est en se basant sur cette idée d’interpolation continue entre les densités pg et p; par des densités
pr de masse constante que des algorithmes du second ordre ont par exemple été récemment
proposés pour résoudre le probléme de maniére rapide [5]. Ce type d’approche est néanmoins
limité aux densités ne s’annulant pas. La seule approche numérique permettant de gérer de
telles données prend sa source dans les travaux de Y. Brenier et J.D. Benamou, grace a leur
formulation plus "physique" de ce type de probléme. Benamou et Brenier ont proposé dans [6]
(article datant de 1999) une formulation continue du probléme de transport optimal en faisant
appel aux équations de la mécanique des fluides : il s’agirait de déterminer directement 1’évolution
de la densité p =t — p; ainsi que le champ de vitesse v auquel cette premiére est advectée, celui-
ci correspondant donc au plan de transport optimal V¢. Un tel couple (p,v) doit donc en toute
logique vérifier I’équation de continuité

Op + div(pv) =0, (1.1-32)
ainsi que les condition finales et initiales

p(0,) = po, et p(1l,-)=p1. (1.1-33)

Le probléme est donc de déterminer parmi tous les couples densité-vitesse (p,v) vérifiant la
condition ci-dessus, celui qui correspond & notre probléme, c’est & dire pour lequel on a bien
oL = [(1 — t)id +tV@]#(poL?) pour (presque) tout ¢ € [0,1].

D’aprés Uintuition "physique" développée dans les sous-sections précédentes (voir en particulier
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la Remarque 1.1-4 p. 5, l'illustration 1.1-6 p. 8, ainsi que 'exemple 15 p. 1.1-9) un transport
optimal basé sur un coiit quadratique (c’est & dire ici ¢(z,y) = |z — y|?) devrait correspondre &
un déplacement minimisant la "dépense d’énergie globale" nécessaire au transport qui, comme
nous ’avons plusieurs fois illustré (cf les exemples cités en début de paragraphe) correspondrait
& un transport oil la trajectoire de chaque élément s’effectue en ligne droite, sans croiser d’autres
trajectoires. Comme nous revenons ici & une notion de déplacement et plus seulement d’assigna-
tion, nous pouvons ajouter que l'intuition physique nous améne & penser que le déplacement le
long de chaque trajectoire se fera & vitesse constante.

L’énergie "physique" globale dépensée KC(p,v) correspondant a un tel déplacement conservatif
de masse correspond, pour un couple (p,v) donné, a la valeur suivante :

1 /1
K(p,v) = 2/0 /Rd |v|?p dz dt. (1.1-34)

Le probléme de transport optimal se raméne donc selon cette nouvelle formulation a trouver un
couple (p,v) minimisant I’énergie de déplacement (1.1-34) parmi Iensemble des couples (p,v)
vérifiant les conditions (1.1-32) et (1.1-33).

Or, il est montré (formellement) dans [6] que, sous condition d’existence d’un champ de vitesse v
approprié, I'évolution de densité vérifiant p;£L¢ = [(1—t)id +tV¢]#(poL?) associée a ce champ de
vitesse est bien une solution de ce nouveau probléme. Reprenons donc ici le raisonnement utilisé
par Benamou et Brenier dans [6] (I’énoncé et la preuve qui suivent sont purement formels) :

Enoncé formel 1.1-9. FORMULATION MECANIQUE DES FLUIDES

Définissons ’ensemble (formel) V' des couples densité-vitesse (p,v) (avec donc p > 0 en tant
que densité de probabilité) vérifiant les conditions (1.1-32) et (1.1-33), et définissons le terme
d’énergie optimale de transport de la densité pg sur la densité p;.

E(po,p1) =2x inf K(p,v) (1.1-35)
(p)EV
On a alors ’égalité
E(po, p1) = WalpoL?, p1£9)?, (1.1-36)

De plus, il existe un couple (p,v) € V tel que K(p,v) = %E(po,pl) avec pour (presque) tout
t e 0,1],
At L0 = [(1 — 1) id + Tl (o)

i.e. po = (p(t, (1 —t)id+tV,¢) det ((1 —t)I + t Hess(¢)).

Preuve formelle :
e Montrons dans un premier temps que I'on a bien I'inégalité £ (pg, p1) < Wa(poL, p1£3)2.

Soit (p,v) € V. Soit le champ de déplacement X résolvant pour tout x € R? le probléme
de Cauchy-Lipschitz :
X (t,x) =v(t,X(t,z))
{ X(0,z) = =x.
On veut tout d’abord montrer que pour (presque) tout t € [0, 1], la densité p; est telle que
p(t, )L = X(t,)#(poL?), c’est a dire que X (t,-) vérifie I'équation de Monge-Ampére :

po = p(t, X(t,-)) det (Vo X (¢,-)). (1.1-37)
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On définit pour tout t € [0,1] le jacobien J(t,-) = det(VyX(¢,-)) (en particulier on a
J(0,-) = det(V,id) = det(I) = 1)

Pour montrer I’équation (1.1-37), pour tout t € [0,1], il suffit donc de prouver que
% (p(t,X(t,-))J(t,-)) = 0. En effet, on aura alors

autrement dit I’équation (1.1-37).
Sachant que le jacobien J vérifie la relation 0;J = divy(v)J, on a :

@ (X0 0) (1) = 5 (0 (6 X (1) T(0,) + p (8, X (1)) S I(0,)

dt

= [8t/0 (t7X(t7‘))+at ( ,)V ( (t, ))] ( ) (1.1—38)
+pe (X (t,0)) (divg v) (¢, X(¢,) I (¢, )

= (Op + divg(pv)) (¢, X (¢,-)) J(t,-) =0

Ainsi, pour (presque) tout t € [0,1], X(¢,-) est un plan de transport de py sur p(t,-). En
particulier, on a

p(1,)L% = p1 L = X(1,)#(po LY. (1.1-39)

Comme déja évoqué dans la Remarque 1.1-10 (p. 17), 'expression duale de la poussée de
mesure p(t, ) L% = X (t,)#(poL?) se formule de la facon suivante :

Vf € C.(RY), /Rd f)p(t,y)dy = /Rd f(X(t,x))po(x) dz. (1.1-40)
Comme nous raisonnons de fagon formelle, nous nous permettons de prolonger la formu-

lation (1.1-40) au dela de C.(R?), de fagon & pouvoir ainsi utiliser le carré du champ de
vitesse |v(t,-)|? comme fonction test, ainsi qu’il suit :

K(p,v) = = // [o(t, )P p(t,y) dy dt = // [0 (t, X (t, 7)) [2po(x) da dt

5 [ [oxarmwaa=3 [ ([ ooxop ) o i
> = /Rd/at t:z)dt2

po(@)de =+ [ 1X(1,2) - X(0,2)2 polx) dz
/ X(L,2) — 2 pola) de

2]Rd

(1.1-41)

Or, d’aprés I'équation (1.1-39), on a p1 L% = X (1,-)#(poL?). Ainsi, d’aprés le Théoréme
1.1-7 (p. 1.1-7), on a donc :

=5 [ 1X(1@) = ol i) da
> 5ot [ = M@ duto) (1.1-42)

1 1
= / \Ved(z) — z|* po(z) d = Wa(poL?, pr £2)2.
2 Rd 2
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e Définissons maintenant pour tout t € [0,1] la densité p(t,-) de la poussée de la mesure
poL? par le plan de transport X (t,-) = (1 —t)id +tVé, c’est a dire que

plt, L4 = X (t,)#(po L) = [(1 = 1)id +tVS]#(poL?).
Définissons également un champ de vitesse v tel que X vérifie pour tout t € [0,1] :

(le terme 0, X (t,-) est donc indépendant du temps).

- - 1 .
Montrons que (p,v) € V et que K(p,v) = §W2(p0£d,p1£d)2, ce qui conclura sur la rela-
tion (1.1-36).

Commengons donc par montrer que le couple (p,v) vérifie I'équation (1.1-32) (les condi-
tions (1.1-33) étant quant a elles vérifiées par Définition de p). 1l est plus simple pour
démontrer cette propriété de raisonner au sens faible : pour tout ¢ € C,(]0,1[xR?), on a

1
/ (0:p + div(pv)) ¢ dy dt
0 R4
1
T / /R (Oep(t, y) +0(t,y) - Vap(t,y) p(t, y) dy dt

1
/ /R (Ouplt, X (4, 2)) + 5(t, X (1, 2)) - Voot X (1 2))) fo(x) da dt

o

1

/Rd < | (Ot X (1 2)) + 0 X (1 2) - Vagl(t, X (2,2))) dt) pol@) da
(

1
/0 jt@ t, X (t,x)) dt) po(x) dx
_ /R (9(1, X (1,2)) — (0, X (0, 2))) fio(x) dz

(1.1-43)
On a donc bien Oip + div,(pv) = 0, et ainsi (p,v) € V.

On raisonne ensuite comme précédemment :

Sy L ' > 2~ 1 ! [ = )
7) = 2/0 /Rd [3(t, ) [25(t, ) dar dt = 2/0 /Rd 5 (1K (1.9)) [Pooly) dy
e )
-5 x - dyd
2/0 /Rd Vo (y) =yl po(y) dy dt -
— 5 1900 = yPoulu) dy
= %W2(P0£d7plﬁd)2.

Cela conclut ainsi notre preuve formelle.
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I[.1.6 Geéodésique convexité

Classiquement, dans un espace vectoriel E, on dit qu’'un ensemble C' est convexe si et seulement
si, pour tous points a,b € C, le segment [a, b] est inclus dans C. Si I'espace vectoriel E est normé,
on Remarque que ce segment [a, b] correspond en fait, relativement a la distance induite par la
norme, a 'unique chemin géodésique reliant le point a au point b. D’ou I'idée d’essayer d’étendre
la notion de convexité a d’autres espaces vectoriels métriques adaptés (c’est a dire des espaces
dans lesquels tous les points sont reliés par des géodésiques) par la notion de géodésique : un
sous-ensemble C' d’un espace vectoriel métrique (F,d) serait dit géodésiquement convexe si
et seulement si, pour tous points a,b € C, I'’ensemble des chemins géodésiques reliant le point a
au point b sont inclus dans C'. Par extension, il s’agirait de substituer & I'interpolation linéaire
classique, la notion d’interpolation géodésique, c’est & dire dans le cas du transport optimal,
I'interpolation de McCann.

On pourrait étendre également la notion de fonction convexe. En effet, classiquement, sur un
espace vectoriel E, une fonction f : E — R est dite convexe si et seulement pour tous points
x,y € E et tout ¢t € [0,1], on a

flz+tly—z) < (1 =t)f(x) +1f(y).

On peut alors, de méme que précédemment, étendre cette notion & d’autres espaces vectoriels
métriques adaptés (comme précédemment) (F,d) de la fagon suivante : on pourra qualifier une
fonction f: F — R de géodésiquement convexe si et seulement si, pour tous points z,y € F, et
pour tout chemin géodésique paramétré « : [0, 1] — F reliant le point 2 au point y, et pour tout
t€[0,1], on a
Ly Ly
FOr(®) < 202 f () + =2 f(y), (1.1-45)
l$7y lm’y
ot la longueur de la portion de chemin géodésique @ ) entre deux points ~(t) et ~(t)

(t,t" € [0,1]) est définie au sens de Jordan (rappelons que les chemins géodésiques sont toujours
a variations bornées) par :

sup <n_11 d (’Y(ti),’}/(ti+1))> sit<t

t=t1<..<tp=t' \i=
neN

by ()0 sit> 1
0 sit=1t.

Ly ) =

Nous allons appliquer cette notion de géodésique convexité au probléme du transport optimal,
plus précisément & 'espace vectoriel métrique (P2(R%), Wa) (voir la Définition 1.1-5 et la notation
1 p. 19). En effet, P'introduction d’une telle notion pourra permettre d’aborder et de formuler par
exemple des problémes d’optimisation convexe, d’équations différentielles ou d’EDP, directement
dans Pespace (P2(R%), Ws). Un des domaines du transport optimal exploitant sont les problémes
de flots de gradients, que nous évoquerons plus bas.

Nous avons vu dans la Proposition 1.1-8 (p. 23) que dans cet espace, deux mesures u et v, si
elles sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue £%, sont toujours reliées
par un chemin géodésique t € [0,1] — puy € Po(R?), dit d’interpolation de McCann, vérifiant :
e pour tout ¢ € [0, 1], la mesure p; est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue £2 : on écrit alors p; sa densité,
e pour tout t,t' € [0, 1],
Wa(prs ) = (8 = )Wa(p, v). (1.1-46)
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On définit la notion de fonction géodésiquement conveze au sens de l’interpolation de McCann
de la fagon suivante :

Définition 1.1-10. FONCTION GEODESIQUEMENT CONVEXE

Une fonction F : Po(RY) — R est dite géodésiquement convexe (respectivement géodésique-
ment strictement convere) si et seulement si, pour toutes mesures p,v € Po(R?) absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesque, avec = poL? et v = p1 L%, V¢ le plan de
transport optimal de p sur v tel que défini dans le théoréme 1.1-7 (p. 20), et en définissant
le chemin géodésique t € [0,1] — g € (P2(RY), W) par

Vi€ [0,1], = pL? = [(1—t)id +tVl#(poL?),

comme dans la Définition 1.1-8 (p. 1.1-8), alors la fonction t — F(u;) est convexe (respecti-
vement strictement convexe) sur [0, 1]. Autrement dit, pour tout t € [0,1], on a

F(ue) < (resp. <) (1 —16)F(p) + tF(v). (1.1-47)

Remarque 1.1-14. Pour raccorder la relation 1.1-47 avec la Définition de la géodésique convezité
que nous avons premierement énoncée par la relation 1.1-45, remarquons que la longueur lmut/

des géodésiques de ju,v € Po(R?) s’écrit au sens de Jordan, pour 0 <t <t <1,

n—1
lb\t},uu - sup (Z W (e, 'uti+1)>

t=t1<..<tp=t' \ ;_
neN " i=1

n—1
— sup (WQ (,u, I/) Z (ti+1 - tz))

t=t1<..<tn=t' .
neN " i=1

= (' — t)Wa(p,v).

On a donc 1), = Wa(p,v) et, pour tout t € [0,1], IV, = tWa(u,v) et 1Y), = (1 — t)Wa(p,v).

On a alors bien équivalence entre la relation 1.1-47 et la relation 1.1-45, en remarquant que
w W _ w W _
o/ Ly = 8 et o /1, = 1 =1

Dans [56], McCann met en évidence trois catégories de fonctions géodésiquement convexes sur
PQ(Rd), qu’il qualifie d’énergies de transport, en les rapprochant de types d’énergies physiques
usuelles. Nous évoquerons en effet dans la sous-section 1.3.2 de certaines énergies classiques.

Ces trois catégories d’énergie sont les suivantes :

Définition 1.1-11. ENERGIES INTERNES, POTENTIELLES, ET D’INTERACTIONS ([77] ET [1])

o FEnergie interne

Soit U :] — 00, +oo[—> [0, +00]| une fonction propre, convexe, semi-continue infé-
rieurement telle que U(0) = 0.

Soit la fonctionnelle d’énergie interne U : Po(RT) — [0, +oo] définie pour toute
mesure j1 € Pa(R?) par

/Rd Ulp()) dL(x) si i = p.L2 € Py(RY), L)

+00 sinon.

Up) =
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Si la fonction s — s?U (s™%) est convere et non-croissante sur [0, +oc[, alors la fonc-
tionnelle U est géodésiquement conveze sur Po(RY).

e Energie potentielle

Soit V. : R* —] — o0, +00] une fonction propre, convere, semi-continue inférieu-
rement. Soit la fonctionnelle d’énergie potentielle V : Pa(R?) —] — oo, 4+00] définie
pour toute mesure i € P2(R?) par

V() = /R V() dule). (1.1-49)

Si la fonction V est convexe (respectivement strictement convere) sur R?, alors la
fonctionnelle V est géodésiquement convexe (respectivement géodésiquement stricte-
ment convexe) sur Pa(RY).

e Energie d’interaction

Soit W : R4 — | — 00, +00| une fonction propre, convexe, semi-continue inférieure-
ment et symétrique (i.e. W (x) = W (—x)) telle qu’il existe a,b € Ry et :

Ve e RY, W(x) > —a — blx|?

Soit la fonctionnelle d’énergie d’interaction H : P2(R?) —] — oo, +00] définie pour
toute mesure pu € Po(RY) par

5 Jpa W(x —y)p(x)p(y) dL(z) dLYy) st p = p.L? € Pa(RY),

+00 sinon. (1.1-50)

Hiw = {

Si la fonction W est convexe sur R?, alors la fonctionnelle H est géodésiquement
conveze sur Po(R?). Si de plus W est strictement convexe sur R? alors, pour tout
m € R%, la fonctionnelle H est géodésiquement strictement conveze sur le sous-espace
de Po(RY) des mesures de moyenne m.

Dans notre étude, nous ne ferons appel qu’a la notion d’énergie interne dans la section IV.1.1
du chapitre IV, dans le but d’obtenir des propriétés d’intégrabilité sur les densités (pt).ejo,1 de
I'interpolation de McCann.

Dans la section suivante, nous aborderons le traitement numérique du probléme de transport
optimal continu dans R? pour un cott quadratique par des méthodes se basant sur la formulation
dynamique du probléme de transport optimal.

I.2 Présentation des algorithmes numériques existants, basés sur
la formulation dynamique du probléme de transport optimal

Nous allons maintenant aborder le probléme de la résolution numérique du probléme de trans-
port optimal pour des densités diffuses (non discrétes) et pour un cotit quadratique. Certains
travaux ont élaboré des méthodes de résolution directe de 1’équation de Monge-Ampére (1.1-9).
Cependant de telles méthodes ne s’appliquent que dans le cas de densités strictement positives
ou a supports convexes. Citons par exemple [63], ou plus récemment [51, 31, 62| et [9, 10].

D’autres méthodes, basées sur la propriété d’un transport optimal de masse associé a un cofit
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proportionnel quadratique de suivre des trajectoires en ligne droite [16], ont également été pro-
posées dans le but d’accélérer les calculs [47]. Des approximations via le transport de Knothe
[22, 11] ou linéarisation du probléme pour des densités proches [14] ont de méme été étudiées
pour la conception d’algorithmes plus rapides.

Nous ne présenterons ici que des méthodes basées sur la formulation dynamique du probléme de
transport optimal, telle qu’introduite dans [6] : en effet, les algorithmes basés sur cette formula-
tion sont actuellement les seuls a pouvoir traiter en pratique les cas de densités générales positives
mais non strictement positives (pouvant donc s’annuler et avoir des supports non convexes). Nous
resterons ici dans le cadre stricte du transport optimal entre deux densités de méme masse, mais
notons tout de méme que la formulation dynamique de [6] & également été utilisée pour concevoir
des algorithmes de transport optimal entre de mesures de masses différentes, par exemple via
I'introduction d’un terme source dans la contrainte de conservation de la masse ou sur le domaine
de transport [52, 26].

Revenons donc, 14 ot nous I'avons laissé, a notre exposé sur la formulation dynamique du pro-
bléme (sous-section I.1.5). Nous y avons vu que les auteurs de [6] avaient démontré que le trans-
port optimal pouvait étre obtenu par la minimisation d’une certaine énergie de déplacement sous
contrainte de conservation de la masse.

Dans [6], ces mémes auteurs avaient également introduit un algorithme permettant d’exploiter
cette formulation physique du probléme de transport optimal, en se basant plus précisément
sur une reformulation convexe de celui-ci. Pour cela, ils y avaient fait le choix d’introduire le
terme de quantité de mouvement m = pv, et de ramener le probléme & la recherche d’un couple
optimal (p*, m*) plutot que (p*,v*). Autrement dit, de rechercher le champ de vitesse optimal v*
uniquement sur le support de la densité p* (le champ de vitesse v peut en effet varier en dehors
du support de p sans que soit modifiée la valeur de ’énergie de déplacement K.

L’un des principaux intéréts d’une telle reformulation, est de rendre convexe le terme d’énergie de
déplacement et linéariser la contrainte de conservation de la masse (1.1-32). Le probléme devient
alors le suivant : il s’agit désormais de minimiser le terme d’énergie de déplacement convexe,
propre et semi-continue inférieurement.

~ 1
lC(p,m):/O /Qj(p,m)dxdt, (1.2-51)

ou le J représente le terme d’énergie cinétique ponctuel :

b2
|2‘a sia>0,
0 si(a,b)=1(0,0),

400 sinon,

J : (a,b) e Rx R —s

pour (p,m) vérifiant un ensemble de contraintes affines, c’est a dire satisfaisant toujours les
conditions initiales et finales (1.1-33), ainsi que la nouvelle contrainte de conservation de la
masse (linéaire en (p,m)) :

Op + divy m = 0. (1.2-52)

Remarquons que la fonction J est convexe et semi-continue inférieurement sur R x R%, avec
J(0,0) = 0. En invoquant par exemple la Proposition 9.32 de [4], on en déduit que la fonctionnelle

K est également convexe et semi-continue inférieurement (et entre autre propre) sur L2((0,1) x
Q)d—i—l.
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Sous cette derniére reformulation, la recherche du couple optimal (p*, m*) peut alors se ramener
au classique probléme d’optimisation convexe sous contraintes :

(p*,m*) = argmin K(p, m) (1.2-53)
(p,m)eC

ol C représente ’espace de contraintes :
C= {(P,m), 8tp +divy m = 0, <ma ﬁ> =0, P(Oa ) = Po, p(lv ) - pl}? (12_54)

(en choisissant de prendre des conditions de Neumann homogénes aux bords) lequel est un espace
convexe et fermé dans L?((0,1) x Q).

Dans [6], Benamou et Brenier ont proposé de reformuler ce probléme d’optimisation sous contraintes
en un probléme de recherche de point selle d’un certain lagrangien LP®. Pour cela, ils décident
de gérer 'espace de contrainte C' par un multiplicateur de Lagrange 1. Les auteurs de [6] pro-
posent alors d’introduire un algorithme fondé sur la méthode d’Uzawa [76], plus précisément
sur la méthode des lagrangiens augmentés telle que celle-ci fut introduite par M. Fortin et R.
Glowinski dans [37]. Cependant, pour simplifier I’algorithme, le multiplicateur de Lagrange et la
variable primale ont été inversés dans le lagrangien effectivement traité : le terme v devient la
variable primale, et le terme (p,m) devient le multiplicateur de Lagrange. Cet algorithme sera
décrit précisément dans le chapitre II (voir la sous-section I1.1.3), et I’étude de sa convergence et
sa consistance mathématique (résultats d’existence et d’unicité sur les points selles) sera le prin-
cipal objet de ce manuscrit. C’est pourquoi nous nous contenterons de présenter ici une famille
d’algorithmes plus récents (voir trés récents) permettant de résoudre le probléme (1.2-53).

Ceux-ci se fondent sur la méthode du "splitting proximal", qui peuvent s’avérer plus efficaces que
I’algorithme de Benamou-Brenier dans certains cas. Dans les résultats numériques du chapitre V,
nous avons d’ailleurs fait appel a I'un de ces algorithmes plutét qu’a celui de Benamou-Brenier.
Cependant, tous ces algorithmes (Benamou-Brenier et les méthodes de splitting proximal appli-
quées au probléme (1.2-53)) sont équivalents du point de vue de leur consistance mathématique :
leur convergence peut se prouver par des méthodes de convergence d’itérations d’opérateurs
non-expansif (1-lipschitziens) vers un point fixe. De plus, l'existence d’un tel point fixe pour ces
algorithmes est équivalente & I'existence d’un point fixe pour l'algorithme de Benamou-Brenier,
c’est & dire d’un point selle au lagrangien traité par ce dernier. De méme, 'unicité de la com-
posante d’intérét de celui-ci (i.e. la composante (p,m)) est un probléme commun pour tous ces
algorithmes.

I[.2.1 Meéthodes de "splitting proximal"

Ces méthodes de splitting proximal se fondent toutes sur ’exploitation de ’opérateur proxi-
mal, que nous définissons ci-dessous :

Définition 1.2-12. L’OPERATEUR PROXIMAL ([4] chapitre 12)

Soit H un espace de Hilbert. Soit f une fonction de H dans R propre, s.c.i. et conveze,
et soit x € H. L’opérateur proximal de f en x, noté Proxs(x) est 'unique minimiseur de
f+ 3l —* dans H. Autrement dit :

Proxs(z) = argmin <f(y) + 1|y - a:|2> (1.2-55)
yeH 2
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On peut caractériser lopérateur prorimal par la relation suivante :
y =Proxs(z) & x—y € 0d(y). (1.2-56)

Il est a noter que l'opérateur Proxs (de méme que id — Proxy ) est fermement non-expansifs,
c’est a dire que

Va,y € H, || Proxs(z) — Prox;(y)||* < (z — y, Prox(z) — Prox;(y)) (1.2-57)

énongons également une propriété utile, liant l'opérateur proximal de f avec celui de sa trans-
formée de Legendre f* : l’identité de Moreau,

Prox, s« = id —yProx;/(-/7) (1.2-58)

Remarque 1.2-15. La relation 1.2-56 montre qu’un point a de H minimise la fonction f si et
seulement si a = Proxs(a). En effet,

a€argmin f < 0€0f(a) & a—a € df(a).

Chercher un minimiseur d’une fonction convexe f revient donc & chercher un point fize o l’opéra-
teur Proxy. C’est la raison pour laquelle il est possible de développer a partir de 'opérateur prowi-
mal de mombreuzx algorithmes basés sur la recherche de points fixes d’opérateurs non-expansifs
(voir la section I1.3, chapitre II), ces derniers disposant déja d’une littérature assez large [/].

Remarque 1.2-16. Un cas assez fréquent dans les problemes d’optimisation convexe, est le cas
d’une optimisation convexe sous contraintes (comme c’est le cas de notre probléme de transport
optimal), ot l'espace des contraintes est un ensemble convexe fermé C. Cependant ces problémes
peuvent toujours se ramener & un probléme d’optimisation conveze classique (sans contrainte),
en ajoutant a la fonctionnelle convexe a minimiser d’origine, une fonctionnelle indicatrice de
Uensemble C'. Autrement dit, en notant F la fonctionnelle convexe ¢ minimiser sur C, on a

argminF'(z) = argmin (F(z) + tc(x)),
zeC T

ot la fonctionnelle 1o indicatrice de l’ensemble C s’écrit :

0, sizeC,

Lo(z) = { (1.2-59)

+o00 sinon.

La fonctionnelle 1o est propre, semi-continue inférieurement et convexe sur H. Or ['utilisation
d’algorithmes de proximal splitting voir juste en dessous) pour résoudre ce type de probléemes,
requiert en général le calcul des opérateurs proximauz associés (séparément) a la fonctionnelle
F et a la fonctionnelle o : or, il s’avére qu’un calcul simple montre que ’opérateur proximal
Prox,, associé a cette derniére est en fait un opérateur de projection orthogonale sur C.

Cette égalité entre 'opérateur proximal associé a lindicatrice d’un ensemble convexe fermé et
Uopérateur de projection orthogonale sur ce méme convexe peut également se révéler trés utile
pour le calcul de Dopérateur proximal associé & une fonctionnelle homogéne : en effet, si une
fonction F' est homogéne (i.e. si A > 0, F(Ax) = AF(x)), alors sa transformée de Legendre F* est
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une indicatrice d’un ensemble convexe fermé (indicatrice au sens de l’équation (1.2-59)). Notons
K cet ensemble convexe fermé : F* = 1. Or, d’aprés Uidentité de Moreau (1.2-58), on a alors

Proxp = id — Proxp« = id — Prox,,, = id — Proj .

Autrement dit le calcul de l'opérateur prorimal Proxp se rameéne a celui de Projy la projection
orthogonale sur l’ensemble K. Ce cas sera également présent dans notre probleme de transport
optimal : en effet, le terme d’énergie KC définie en (1.2-51) est homogéne !

Enoncons quelques algorithmes d’optimisation convexe courant faisant appel a 'opérateur proxi-
mal : dans tous ces algorithmes, H désignera un espace de Hilbert.

A. L’algorithme du point proximal

Commencons par le plus naturel de ces algorithmes : soit f une fonction de H dans R propre,
s.c.i. et convexe tel que argmin f # ().

Algorithme 1. POINT PROXIMAL
Soit xg € H, et soit v > 0. On définit la suite (x,,), par la récurrence :

Vn eN, zp41 = Prox,s(xy).

Alors la suite (xn)n est une suite minimisante de f, et converge faiblement vers un point
x € argmin f.

Pour la preuve, on pourra appliquer le Théoréme 2.3-5 (p. 64). En effet, argmin f # (), ¢’est a dire
Fix(Prox,s) # 0, pour Fix(Prox,;) désignant I’ensemble des points fixes de Prox,s, pour tout
~v > 0 (le paramétre v est ici un parameétre d’ajustement permettant d’accélérer 1’algorithme).
Pour plus de précisions sur 1'algorithme du point proximal, voir par exemple [4].

B. L’algorithme Forward-Backward

Cet algorithme traite le cas ot 'on doit minimiser la somme d’une fonction f de H dans R
propre, s.c.i. et convexe, et d’une fonction h de H dans R convexe, différentiable sur H et de
gradient 1/f-lipschitzienne, pour 8 > 0, telles que argmin(f + h) # 0.

Algorithme 2. FORWARD-BACKWARD
Soit xo € H, et soient v €]0,25[ et A €]0, 3] avec 6 = min(1, 5/v) + 1/2. On définit la suite
(xn)n par la récurrence :

VneN, w11 = (1= ANz, +AProxys (v, —yVh(zy,)).

Alors la suite (xy,), converge faiblement dans H vers un point x € argmin(f + h), et la suite
Vh(xy) converge fortement dans H wvers le point Vh(x).

Pour la preuve, voir par exemple [4].
C. L’algorithme Forward-Backward Généralisé

Cet algorithme est une généralisation de I'algorithme 2 pour le cas ol on aurait & minimiser la
somme de plusieurs fonctions convexes avec une fonction convexe lisse. Pour simplifier, prenons
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simplement le cas de la somme de deux fonctions f et g, propres, s.c.i. et convexes, et d’'une
fonction h convexe, différentiable sur H et de gradient 1/f-lipschitzienne (5 > 0), telles que
argmin(f + g+ h) # 0.

Algorithme 3. FORWARD-BACKWARD GENERALISE
Soient xg,yo € H, et soient v €]0,20[ et A €]0,[ avec 6 = min(1, 5/v) + 1/2. On définit les
suites (Tn)n, (Yn)n, €t (un)n par la récurrence :
Up = oy + (1 — a)yn,
Vn € N, Tptl = T + A (Prox(v/a)f[Qun —xp —YVh(up)] — un) ,
Yntl = Yn + A (PrOX(W/(l,Q))g[Qun — Yn — YVh(u,)] — un) .

Alors la suite (uy)y converge faiblement dans H vers un point u € argmin(f + g + h).

Pour la preuve, voir par exemple [70].
D. L’algorithme de Douglas-Rachford

Un algorithme un peu plus complexe dans le cas ol on aurait & minimiser la somme de deux
fonctions f et g, toutes deux propres, s.c.i. et convexes telles que argmin(f + g) # (). Ici, contrai-
rement aux deux algorithmes précédent, aucune des deux fonctions n’est supposée plus réguliére.

Algorithme 4. DOUGLAS-RACHFORD

Soient xo,yo € H, et soient v > 0 et A €]0,2[. On définit les suites (xy,)n et (yn)n par la
récurrence :
VneN, Tng1 = Tn + X (Proxy r(2yn — ) — yn),
Yn+1 = PrOX'yg(fL'n—&-l)-

Alors les suites (xn)n et (Yn)n convergent faiblement dans H, respectivement vers des points
x et y vérifiant y = Proxyy(z) € argmin(f + g).

La preuve est similaire a celle de l'algorithme 1. Pour plus de précisions sur ’algorithme de
Douglas-Rachford, voir par exemple |50, 28]

E. L’algorithme Primal-Dual

Soient ici H et H' deux espaces de Hilbert. Cet algorithme permet de résoudre un probléme de
minimisation d’une fonctionnelle du type fop+g,ou f : H — Ret g : H — R sont deux fonctions
propres, s.c.i. et convexes, et ¢ un isomorphisme de H dans H', telles que argmin (f o ¢ + g) # 0.
L’idée de cet algorithme est de traiter la forme primale -duale de ce probléme sous la forme d’un
probléme de recherche de point selle, c¢’est & dire de déterminer

argmin [f(p(2)) + g(2)] = argmin max [(o(2), y) s + g(2) = f* ()],
xeH x€H Y€

en rappelant que la transformée de Legendre de f s’écrit :

P ) = max [(z.¢) i — f(2)] & [() = max [ ) — F(y)] -
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Algorithme 5. PRIMAL-DUAL

Soient xg =ug € H, yo € H, et soient v,0 > 0, X €]0,1[. On définit les suites (p)n, (Yn)n,
et (un)n par la récurrence :

Yn+1 = Prox, g (Yn +vp(un))
Vn € N, Tpt1 = ProXeq (2n — 00* (Yn+1)) 5

Up = Tpy1 + A (fEn—&-l - an) s

ot ©* : H — H désigne ’adjoint de l’isomorphisme ¢ : H — H'.

Alors les suites (up)y, €t (zy)n convergent fortement dans H vers un point x € argmin (f o ¢ + g) ;
la suite (yn)n converge, quant a elle, vers faiblement dans H' vers un point y € H vérifiant

flp(@)) = (p(2),y) — [ ()

Pour la preuve, voir par exemple [24] ou [42].

Remarque 1.2-17. Le probléme ci-dessus peut également étre traité par l’algorithme 3 de
Forward-Backward Généralisé, en le reformulant de la facon suivante :

argmin [f (p(z)) + g(z)] = argmin  [f(y) + g(z)] = argmin [f(y) + 9(=) + tGraph(e) (2, )]
z (z,y)€Graph(p) Ty

= argmin [F(z,y) + G(z,y)]
x,Y

avec F(x,y) = f(y) + g(x) et G(z,Y) = tGraph(y) (T, Y), ou 'ensemble Graph(p) est le graphe de
Dopérateur ¢, c’est a dire que Graph(y) = {(z,y) € H x H, y = @(x)} : ensemble convere et
fermé si o est linéaire continu.

Les fonctionnelles F' et G sont propres, convexes et semi-continues inférieurement : il est donc
possible d’appliquer l’algorithme 3, en prenant ici une fonction nulle pour le terme lisse (i.e. pour
la fonction différentiable de gradient lipschitzien), et en remarquant que

e On a Proxp(z,y) = (Proxy(z),Proxs(y)) : calculer l'opérateur Proxp revient donc a
calculer indépendamment les opérateurs Prox; et Prox,.

e D’apres la Remarque 1.2-16, on a Proxg = Prox,q, .., = Projaraph(y)- Calculer Uopéra-
teur Proxg revient donc a calculer la projection orthogonale dans H x H sur l’ensemble
conveze fermé Graph(y).

Ceci sera la méthode que nous utiliserons dans le chapitre V lorsque nous aurons a traiter ce type
probléeme.

Revenons maintenant au probléme (1.2-53) de transport optimal dynamique.

I[.2.2 Application au probléme de transport optimal dynamique

Nous présentons ici des exemples d’application de ces algorithmes proximaux au probléme de
transport optimal dynamique, selon deux approches : la premiére, développée dans [67], sort
I'espace des contraintes via 'introduction d’une fonction identité (voir la Remarque 1.2-16); la
seconde, développée par M. Henry dans [43], propose au contraire une reformulation du probléme
en changeant les variables de fagon & obtenir une fonctionnelle convexe et libre, dont I’optimisa-
tion revient & résoudre le probléme (1.2-53) (p. (1.2-53)) sans sortir de 'espace des contraintes

C.
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A. Résolution du probléme (1.2-53) en sortant de ’espace des contraintes

Comme déja évoqué dans la Remarque 1.2-16, le probléme (1.2-53) d’optimisation sous contrainte
peut se ramener a un probléme d’optimisation convexe sans contrainte, en opérant :

argmin K(p, m) = argmin (lz(p, m) + we(p, m)) , (1.2-60)
(p,m)eC pym

ol, rappelons-le, le terme d’énergie K est propre, s.c.i. et convexe, et ol 'espace des contraintes
C = {(pam)7 8tp+ dlvxm == 07 <m7ﬁ> - O) P(Ou ) = Po, p(17 ) - Pl}

est un convexe fermé dans L2((0,1) x Q)%+ ce qui implique que son indicatrice t¢ est également
propre, s.c.i. et convexe.

Le probléme ainsi formulé entre donc totalement dans le cadre des algorithmes de Douglas-
Rachford (algorithme 4) et de Forward-Backward Généralisé (algorithme 3), en supposant dans
ce dernier cas que la fonction lisse est nulle. D’autant plus que, comme déja évoqué dans la
Remarque 1.2-16, l'opérateur I étant homogéne, le calcul de 'opérateur proximal lui étant
associé se raméne au calcul d'un opérateur de projection orthogonale sur un ensemble convexe
et fermé de L2((0,1) x Q)4F1. En effet, du fait de l'identité de Moreau, on a

Proxg = id — Proxg. = id — Proj3,

ouP = {(?i,g) € L2((0,1) x Q) x L2((0,1) x )4, @+ [b]2/2 < O}. Or, il s’avére que la projection

orthogonale d’une fonction de L2((0,1) x Q)41 sur ensemble P revient a projeter point par
point (presque partout) cette fonction sur le paraboloide

2
P:{(a,b)eRde,a—i—‘g‘gO},

ce qui correspond pour chaque point projeté a déterminer les racines d’'un polynéme de degré
3, qui peuvent étre explicitées en utilisant par exemple une méthode de Cardan. Cet étape se
retrouve également dans I’algorithme de Benamou-Brenier, que nous traiterons dans le chapitre

IT.

La difficulté de ce probléme vient en fait de la projection orthogonale dans L?((0,1) x Q)%+ sur
I’espace des contraintes C, qui n’est pas du tout explicite (nous retrouvons également cette étape
dans lalgorithme de Benamou-Brenier). Cette projection se raméne a l'inversion d’un laplacien
espace-temps, qui peut étre résolue par une méthode de Poisson (voir [6, 67]).

Ces méthodes impliquent une discrétisation trés fine du probléme, et peuvent étre source d’une
forte instabilité lors de leur traitement numérique. Il a été proposé dans [67] (et [45] pour une
formulation différente du probléme : voir plus bas) de traiter numériquement cette projection sur
C par une grille décalée par rapport a celle sur laquelle est effectuée la projection sur le paraboloide
P, ceci dans le but d’affiner le calcul des différentes dérivées partielles nécessaires a la résolution
pratique du probléme, et ainsi de rapprocher le résultat numérique de cette projection sur C par
rapport a la projection théorique. Cette méthode, qui s’est avérée trés efficace, fait appelle & un
opérateur fixe de recentrage de grille L (opérateur linéaire inversible) dont ’adjoint L* peut étre
calculé & 'avance. C’est pourquoi, dans ce cadre, le probléme d’optimisation discrétisé devient
un probléme du type :

argmin (I% (L(p,m)) + tc(p, m)) , (1.2-61)

p,m
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Ce probléme entre alors dans le cadre de l'algorithme 5 Primal-Dual ou bien dans celui de
I'algorithme 3 de Forward-Backward Généralisé adapté a ce type de probléme (voir la Remarque
1.2-17). Cette derniére méthode sera appliquée dans le chapitre V.

Pour d’avantage de détails sur cette méthode impliquant des grilles décalées voir [67] et [43].
B. Résolution du probléme (1.2-53) sans sortir de ’espace des contraintes

Dans [43], M. Henry propose plusieurs méthodes permettant de traiter le probléme (1.2-53)
sans sortir de ’espace des contraintes C, c’est a dire en ne se ramenant pas a un probléme
d’optimisation sans contrainte (comme le probléme (1.2-60) de la sous-section précédente) :

— Une premiére méthode, efficace dans le cas d’un transport optimal en une dimension,
propose d’écrire les éléments de C comme le rotationnel d’une fonction courant ¢ (i.e.
(p,m) = rot; »(¢)), et de ramener le probléme (1.2-53) & un probléme de courbure mini-
male sur cette méme fonction courant, c’est a dire a résoudre I’équation :

divy : =0,
" <‘vt,x¢

— Dans I’idée de la décomposition précédente, est considérée également la décomposition de
Helmotz-Hodge des éléments de C : il s’agit de décomposer les éléments de (p,m) € C
(pour un transport dans un espace de dimension 1 ou 2) sous la forme

(voir 43, 45]).

(p,m) = rOtt,x(¢) + Vizh,

oit le terme h € H'((0,1) x Q) est le méme pour tous les éléments de C et contient & lui seul
les conditions de bords des éléments de cet ensemble : ce terme est donc calculé une fois
pour toute. Les fonctions de courant sont quant a elles des éléments de H}((0,1) x )4+!
& divergence nulle. Le probléme se reformule alors

argmin K (rots »(¢) + Vy»h) = argmin (I% (roty z(¢) + Vigh) + Lco(qﬁ))
9€Co peH}

oit Cp = {¢ € HE((0,1) x Q)%+ div; ,(¢) = 0} (espace convexe fermé de Hg((0,1) x Q).

On peut poser alors

F(h) = K (¥ + Viuh), et G(6) = 1y (9)

(fonctions propres, s.c.i. convexes) et
L:¢e (H)M™ —rotyu(¢) €V,

ot V est le sous-espace de L2((0,1) x Q)%+ des fonctions a divergence nulle (espace fermé
de L? de Hilbert également) : 'opérateur L est alors un isomorphisme. On se raméne alors
4 un probléme
argmin (F/(¢) + G(9)) -
dEH}
Ce probléme est alors traité dans [43, 44, 45] par l'algorithme Primal-Dual (algorithme
5).

Ces deux premiéres méthodes, s’avérent trés efficaces en pratique et améliorent significa-
tivement la vitesse des algorithmes.
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— Une autre méthode originale proposée dans [43] consiste & décomposer I'espace des contraintes
C dans une base d’ondelettes adaptée de fagon & pouvoir effectuer une descente de gra-
dient au sein méme de cet espace. Cette méthode, du fait du petit nombre d’éléments de
la base utilisée en pratique, permettrait de minimiser la complexité des algorithmes.

I.3 Transport Optimal, Applications et Variantes

Nous présentons dans cette section, de fagon non exhaustive, quelques applications de la théorie
du transport optimal. Tout d’abord nous traiterons de I'une des applications les plus communes
du modéle dynamique de Benamou et Brenier [6], & savoir l'application au traitement d’image.
Nous introduirons ensuite une théorie trés au gotit du jour dans la communauté du transport
optimal, & savoir les modéles de flots de gradient dans un espace métrique de Wasserstein. Enfin,
nous évoquerons le probléme du transport branché, variante du probléme de Monge-Kantorovitch
dans laquelle est introduite une contrainte de regroupement.

Le transport optimal & bien stir de nombreuses autres applications, par exemple en économie
(aprés tout, tel était le sujet de L. Kantorovitch lorsqu’il avait formulé son probléme d’allocation
optimal de ressources en 1942), ou bien en théorie des probabilités et statistiques (la distance
de Wasserstein W représentant une distance induisant une topologie équivalente a celle de la
convergence en loi), etc...

1.3.1 Applications au traitement d’images

L’application du transport optimal au traitement d’image constitue une des utilisations les plus
directes de la formulation dynamique de [6]. En effet, la résolution de ce probléme ne donne
qu’indirectement le plan de transport optimal entre deux densités pg et p; (il faudrait pour cela
prendre la trace du champ de vitesse calculé en ¢ = 0). La solution directe de ce probléme se
révele en effet étre les densités d’interpolation de McCann par ce transport optimal (voir (1.1-23)
p. 23), ainsi que la quantité de mouvement associée a cette dynamique (permettant donc de cal-
culer le champ de vitesse associé sur le support de p).

Cette densité d’interpolation peut cependant étre directement utilisée, justement pour la réali-
sation d’interpolations d’images : les différentes méthodes de résolution numérique du probléme
dynamique (voir la section 1.2) ont déja été souvent exploitées par la communauté du traitement
d’images [69, 66] pour réaliser des recalages [41], des estimations de flots optiques [27], du dé-
floutage d’images en microscopie [18], etc...

En outre, la capacité des algorithmes de traitement numérique [6, 67, 44, 45| & estimer rapide-
ment la distance de Wassertein associée au transport optimal entre deux images peut s’avérer
étre d'une grande utilité en ce qui concerne la comparaison et la validation de modéles dynamique
des fluides.

En effet contrairement aux distances usuelles en imagerie comme les distances LP, lesquelles
estiment une moyenne pondérée (dans l’espace des couleurs) entre deux pixels de méme coor-
données, la distance de Wassertein mesure quant a elle un déplacement global. Ainsi, 14 ol une
faible translation entre deux densités peut induire une grande distance LP, la distance de Was-
serstein associée restera quant a elle relativement faible, et proportionnelle & I'importance du
déplacement. Citons par exemple les recherches concernant son application en météorologie ou
en océanographie, pour effectuer des ajustements de modéles par assimilation données en temps
réel [35, 36].

Un autre grand intérét de la formulation dynamique du probléme de transport optimal est son
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expression sous forme d’équations et d’énergies tirées de la mécanique des fluides : cette formu-
lation rend le modéle trés souple, et permet une généralisation facile & des contraintes physiques
[52, 26], selon les données du probléme. L’introduction de ces contraintes physiques (anisotropie
du domaine, contraintes de divergence libre ou de rigidité sur le champ de vitesse) dans le pro-
bléme dynamique fut le sujet d’'une de nos recherches [46], et fera I'objet du chapitre V de ce
manuscrit. Nous renvoyons donc & ce chapitre (lequel peut étre lu indépendamment de tous les
autres) pour plus de précisions.

I.3.2 Flots de gradient dans les espaces de mesures de probabilité

Nous présentons ici un sujet actuellement trés en vogue dans la communauté du transport opti-
mal : I'étude des flots de gradient dans I’espace Po(R?).

Classiquement (dans R?), on qualifie de flot de gradient une équation différentielle du type
2'(t) = —=VF(x(t)), ou F est une fonction différentiable (ou éventuellement 2/(t) € —9F (z(t))
si F' n’est pas différentiable en z(t)).

L’idée des flots de gradient dans les espaces de mesures de probabilité est d’assimiler le forma-
lisme des flots de gradient usuels (c’est & dire évoluant dans un espace vectoriel normé) a ces
espaces de mesures, munis de la métrique de Wasserstein. Plus précisément, il s’agit d’étudier
des équations différentielles (sur un intervalle temporel ) du type :

dpy

€ O, F (), (1.3-62)

otl pour tout ¢ € I la mesure ji; € Pa(R?) ('espace de mesures de probabilité défini & la notation
1 p. 19 sur lequel est défini la distance Ws), ou la dérivée temporelle de t — i est ici une dérivée
classique au sens des distributions, i.e.

d
\V/SO € Cgo(IaRd)a <CZt7§0> = _/I/ﬂ{d 8t()0(t7 $) dﬂt(x) dt7

et ot F est une fonction géodésiquement convexe sur Py(R%) (voir la sous-section 1.1.6). Le
sous-gradient de Monge-Kantorovitch O, F est défini par rapport a la métrique de Wasserstein,
pour tout p € Po(R?) par

O, F (1) € {—dive(vp), veAp)}, (1.3-63)

ott A() est défini comme I’ensemble des v € L?(y) vérifiant pour tout v € Pa(R?) :
F) = F)+ [ o) (1) = 2) dua) + o0Wa(,v)
avec T}, le plan de transport optimal de p sur v.

Lorsque l'on traite de chemins de mesures t — p; = p;£% absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue, et pour lesquels peuvent étre associés une "dérivée en densité" (0.F/dp)(p),
définie comme 1'unique fonction réelle telle que pour toutes densités p, & € Po(R?), on ait

lim 1.7:(p+6§):/ ‘E(p)gdcd, (1.3-64)
R

e—0t € a 0p

O, F(pL?) = {—divx <pvx <(;]p:(p)>> } : (1.3-65)

alors
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Le sous-gradient de Monge-Kantorovitch oy, F (pL?) peut alors étre assimilé & un gradient de
Monge-Kantorovitch Yy, F(p), et le probléme de flot de gradient dans Py (RY) devient, une fois
restreint aux mesures a densités,

% — v i) = - (9. (2Z10)). (1.3-66)

dt
Cette formulation sera en particulier valable pour des énergie F formées d’une combinaison li-
néaires d’énergies de type interne, potentielle ou d’interaction, telles qu’introduites a la Définition
1.1-11 (p. 32) et rappelées plus bas.

Une telle Définition du gradient et du sous-gradient de Monge-Kantorovitch peut ne pas sembler
trés naturelle & premiére vue. Voici une analogie pouvant rendre cette Définition plus intuitive (
voir aussi [68]).

La résolution d'une équation différentielle de flot de gradient "classique" (dans R?) a I’aide d'un
schéma d’Euler implicite, pour un pas de temps 7 revient a ’application itérative d’un opérateur
proximal. En effet, considérons I’équation différentielle

{ f((t)) i ;O?F (@(t)), (1.3-67)

Le schéma d’Euler implicite consiste, pour un pas temps 7 > 0, & construire une suite récursive
() (pour zf; = xg), pour laquelle le passage du temps k7 au temps k7 + 7, i.e. le calcul de
xy 1 & partir de z}, revient a résoudre

‘T£+1 B x; T T T

— € —0F(vp,,) <= o}, = Prox;p(z), (1.3-68)
d’aprés la propriété (1.2-56) (p. 36) de l'opérateur proximal. La suite (), converge alors vers
une solution de (1.3-67) lorsque le pas temps 7 temps vers 0.

Une idée naturelle serait donc d’appliquer un tel schéma pour représenter un probléme de flot de
gradient dans ’espace des mesures de probabilités. L’équivalent Prox}/_-v2 de 'opérateur proximal
associé a une fonctionnelle F, géodésiquement convexe sur (Po(R?), W), se congoit naturellement
sous la forme suivante : pour toute mesure pu € Po(R?),

Prox‘]/_-vz(u) = argmin (.F(V) + M}Q(u’y)) . (1.3-69)
VEP,(RY) 2
Pour résoudre un probléme de flot de gradient du type
d
p(07 ) = p0,

le schéma discrétisé en temps (pour un pas 7) reviendrait donc, par analogie, & construire une
suite récursive (pf,)r (pour pj = po), pour laquelle le calcul de pj ., & partir de pj, revient a
résoudre N .
Pry1 — Pk w
- = ~Vwm F(piy1) == pry1 = Prox 2(pf) (1.3-71)
Il est montré dans [1], que sous de bonnes hypothéses sur pg et F, la suite (p}), converge bien,
lorsque 7 tend vers 0, vers une solution de (1.3-70), pour Ay, F définie comme en (1.3-63) : les

gradients et sous-gradients de Monge-Kantorovitch peuvent donc étre ainsi définis par analogie.
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Dans la sous-section I.1.6 (Définition 1.1-11 p. 32), nous avons énoncé trois catégories de fonctions
géodésiquement convexes sur (Pg(Rd), Wh), assimilables & des énergies physiques : les énergies
internes, les énergies potentielles et les énergies d’interaction. En effet, de nombreuses équations
issues de la physique, modélisant I’évolution de densités dans ’espace et le temps (nous entendons
le terme de "densité" au sens générique, c’est & dire un champ donnant une valeur & chaque point
de l'espace et du temps), peuvent étre décrites comme dérivant d’une énergie ou d’une entropie.

Ces trois énergies s’écrivent, rappelons-le, pour toute densité p, sous les formes :
— Energie interne : U(pL?) = [a U(p) dL?,
— Energie potentielle : V(pL9) = [pa Vpdﬁd
— Energie d’interaction : H(pL?) = [pa W y) p(x)p(y) dL(z) dL(y),

pour U mesurable sur Ry, V et W mesurables sur Rd. Le gradient de Monge-Kantorovitch de
ces trois énergies s’écrit donc, au sens de la relation (1.3-65) via des dérivées en densité sous la
forme :

u, . vV, .V
g(p)—U(p)v 5p(p)—V, 5p(p)—p*W

Voici quelques exemples de ces équations tirées de la physique, pouvant se réécrire sous la forme
de flots de gradients dans P(R?) :

e [L’équation de la chaleur :
dp
dt

ot 'énergie £(pL?) = Jga plog(p) dz, en entrant dans la catégorie des énergies internes au
sens de la Définition 1.1-11, est géodésiquement convexe sur Po(R?) : en effet, la fonction
x — xlog(z) est convexe, non-décroissante sur Ry (il en est de méme pour la fonction
z — —d x z%log(z) = 2%log(x~%), croissante au voisinage de x = 0), et se prolonge par
Oenz=0.

=Ap  =dive (pVa(log(p) + 1)) = =V, E(pLY),

En effet, pour ce qui est du calcul de £(pL?) on a bien, d’aprés la relation (1.3-64),
U'(z) = log(z) +1 et donc g(p) = U'(p) = log(p) + 1.
Cette énergie est assimilable a ’entropie de Boltzmann [48].

e Une variante : [’équation de Fokker-Planck :

% = Agp +divy (pViV) = div, (pVaz(log(p) + 1 +V)), avec V convexe,

= —Vw, (€ +V) (L),

ou le terme d’ énergie interne £(pL?) est défini dans le point précédent, et ou le terme
V(pL?) = fRd x) pdx correspond & une énergie potentielle au sens de la Définition
1.1-11, et est donc également géodésiquement convexe sur Pa(RY).

e Un cas plus évident pour cette formulation, les équations de McKean-Viasov :

% = div, (pVz(px W)), avec W convexe et paire,
= _VWQH(p‘Cd)7
ot I'énergie H(pL?) = 5 fRd )p(z)p(y) dz dy est la Définition méme d’une énergie

d’interaction au sens de la Deﬁmtlon 1.1-11, et est donc géodésiquement convexe sur
Pa(R%).
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L’un des objectifs de la théorie des flots de gradient serait donc de pouvoir utiliser cette for-
mulation pour modéliser et réunir un maximum systémes dynamiques [64, 48|, relier de fagon
général les équations aux énergies et entropies qu’elles induisent (telle que par exemple ’équation
de la chaleur avec I'entropie de Boltzmann), et de pouvoir en tirer un maximum de propriétés
mathématiques communes. La capacité de cette formulation & révéler des phénomeénes d’entropie
a par exemple été exploitée pour modéliser des mouvement de foule [54].

Enfin, la recherche d’algorithmes numériques efficaces, basés sur le schéma d’Euler implicite ex-
posé plus haut, et donc sur un calcul efficace de 'opérateur Prox}/_-v2 est également sérieusement
entreprise |8, 7, 21| : en effet, la grande variété de problémes dynamiques pouvant étre modélisés
par un probléme de flot de gradient dans Py (R?) ferait de tels algorithmes des outils extrémement
utiles.

1.3.3 Le transport branché

Une variante pertinente du probléme de Monge-Kantorovitch est celle du transport branché :
plutdt que d’optimiser un cott de transport d’un point x & un point y, de la forme c(x,y) - m,
c’est & dire simplement proportionnel & la masse m transportée entre ces deux points, 'idée de
cette approche est de pénaliser également la dispersion du transport. En effet, il est souvent
juste de considérer qu’un transport groupé est plus efficace ou moins cotiteux qu’une somme de
transports individuels. C’est le cas par exemple du transport routier : pour un méme itinéraire, le
transport de dix personnes par dix voiture est en général beaucoup plus cofiteux que le transport
de ces dix personnes par un minibus. Si ’économie de ce regroupement est suffisamment élevée,
il est souvent intéressant, pour plusieurs personnes ayant des itinéraires différents, de mettre en
commun une partie de leurs trajets, quitte & devoir pour cela allonger la longueur de chaque
trajet individuel.

Un tel modéle de transport, incitant au regroupement des trajectoires, favorise donc, comme on
) ) )
peut se I'imaginer, un transport sous forme d’un réseau (d’ou le nom de transport branché) :
des axes de fortes circulations se forment, et se subdivisent ensuite selon les différents départs et
M
destinations. Un tel modéle pourrait donc, par exemple, modéliser la construction d’un réseau
b) )
routier, mais également permettre de modéliser un réseau d’écoulements (ruisseaux, riviéres,
fleuves, une forte masse d’eau ayant une plus grande puissance d’écoulement lorsqu’elle est réunie
)
que lorsqu’elle est diffuse), développement des branches d’un arbre, etc...

Un modéle simple permettant de rendre compte d’une telle contrainte est de remplacer le cofit
de transport de x & y proportionnel & une masse m (du type c(x,y)-m), par un cout sous-additif,
plus précisément par un coiit proportionnel & m® (i.e. du type c(z,y) - m?®), avec 0 < o < 1.
En effet, supposons deux masses (non-nulles) m; et ma, on a alors (mj; + ma)® < m{ +m§ : le
colt d’un transport commun de ces deux masses est donc inférieur & la somme de leur cotit de
transport individuel. Cette différence de cotit est d’autant plus importante que I'exposant « est
petit : le choix de o permet donc de plus ou moins doser cette contrainte de regroupement.

Il existe plusieurs méthodes et algorithmes permettant de résoudre numériquement ce type de
transport, que ce soit dans le cas discret [79], ou bien le cas continu [78] : citons par exemple
[65], basée sur l'alternance d’une régularisation par I'-convergence de la fonctionnelle de coiit
globale du transport et d’une descente de gradient, dont la preuve de consistance en dimensions
quelconque avec contrainte d’assignation a été démontrée par A. Monteil dans [59] et [60].
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I.4 Présentation synthétique des résultats obtenus

L’algorithme de Benamou-Brenier a pour objet la résolution numérique de la formulation "méca-
nique des fluides" du probléme de transport optimal entre deux densités pg et p;. Formellement,
le probléme de minimisation sous contraintes associé est le suivant. Soit IC le terme d’énergie de
déplacement
1 | m’2
K(p,m) = dedt, (1.4-1)
0 Jao <P

on cherche un couple densité-quantité de mouvement (p*, m*) € L2((0,1) x Q)¢ tel que

(p*,m") = argmin  K(p, m). (1.4-2)
Orpt+divy m=0, p>0
p(0,-)=pq, p(1,")=p1

J.-D. Benamou et Y. Brenier ont établi dans [6] I’équivalence entre ce probléme et la recherche
d’un point selle dans H'/R x (L?)'*? x (L?)'*? du lagrangien

L, q,p) = F(q) + G(¥) + (1, Viah — @) r2(0,1)x0)

ou p = (p, m) avec les fonctions convexes F' (caractérisant la contrainte positivité sur p ainsi que
la dépendance proportionnelle de m a p) et G (caractérisant les conditions initiales et finales sur
la densité p) .

Les auteurs de [6] proposent alors de traiter ce probléme par un algorithme de lagrangien
augmenté (plus précisément de type ADMM) tel que développé dans [37].

Cet algorithme est utilisé depuis 1999, et fonctionne bien en pratique, méme si un certain nombre
de questions théoriques restent en suspens :

— L’existence de solutions pour la formulation de Benamou-Brenier au probléme (1.4-2),
plus précisément 'existence d’un point selle pour L.
— La convergence (faible ou forte) de I'algorithme.
— L’unicité d’une solution.
L’objet principal de cette thése est de proposer un cadre théorique permettant de répondre a

ces trois points. L’étude proposée sera aussi ’occasion de caractériser rigoureusement certaines
propriétés du champ de vitesse associé & un plan de transport optimal.

I.4.1 Etat de P’art (a4 notre connaissance) sur la convergence de ’algorithme
de Benamou-Brenier

Une premiére étude de l'algorithme de Benamou-Brenier a été effectuée en 2004 par K. Guittet
dans [40]. Les hypothéses et le cadre dans lesquels se plagait cette étude étaient les suivants :

— des conditions aux limites périodiques en espace : en se placant dans Q = T¢ (ou T¢
désigne le tore unité en dimension d, i.e. T¢ = R?/Z%).
— une hypothése sur la densité p* solution du probléme de minimisation (1.4-2) qui est
supposée minorée par une constante strictement positive.
En notant V¢ le plan de transport optimal (voir théoréme 1.1-7), si 'on considére la densité p;

définie par :
peL? = [(1 = 1) id +tVel#(po L7, (1.4-3)

le fait que celle-ci soit minorée par une constante strictement positive implique en particulier une
certaine régularité du plan de transport associé (sans discontinuité) : le potentiel ¢ doit étre de
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classe C! et de gradient lipschitzien. La régularité d’un plan de transport optimal sur un domaine
convexe (c’est a dire plus précisément ici du potentiel ¢) en fonction de la régularité des densités
de départ et d’arrivée pg et p1, supposées de plus strictement positives, a notamment été étudiée
par Caffarelli dans [19] et [20].

Un cas particulier évoqué dans [40], est celui ou I'on considére des densités de départ et d’arrivée
po et py strictement positives sur T¢ et dans C®!(T9), pour un certain I €]0,1[, et a € N (voir
[17] pour une définition des espaces de Holder). En effet, ces conditions impliquent, d’aprés une
étude effectuée par Cordero-Erausqui dans [30], que dans ce cas le potentiel de transport optimal
¢ est de classe C!'*2 et que, pour tout t € [0, 1], la densité p; posséde également une régularité
C! sur T¢ et est minorée par une constante strictement positive indépendante de .

Sous les hypothéses ci-dessus, il est établi dans [40] les résultats suivants :

— L’existence d’une solution (p*, m*) pour le probléme (1.4-2), sous la premiére hypothése.
Cependant, il n’y est pas explicitement montré que cette densité p* correspond bien a
celle de McCann (i.e. que p* = p:t — py).

— Sous les deux hypotheéses, il est montré 'existence d’un point selle (*, ¢*, u*) pour le
lagrangien L, mais sans résultat d’unicité concernant le couple densité-quantité de mou-
vement p* = (p*, m*).

— Un résultat de convergence de l'algorithme de Benamou-Brenier : cependant, celui-ci ne
donne pas explicitement la convergence forte ou faible de la principale composante du
triplet (¢, @n, pin). En effet, au regard du probléme (1.4-2), la composante d’intérét est
tn = (pn, my). Seules les convergences fortes dans H 1/ R et L? des composantes 1, et gy,
y sont énoncées.

De plus, la preuve de cette convergence nous semble incompléte : en effet, celle-ci repose

sur le fait que les suites (Vigz¥n)n et (gn)n soient des suites de Cauchy de L% Or la
justification de cette derniére propriété repose sur les deux arguments suivant :

+00 oo
taxW¥Wn — VizWPn—1|||]2 oo € dn — 4n—1||12 o0,
IVtaton = Viagtn-lllie < + t | 72 < +
n=1 n=1

lesquels nous semble incomplets pour conclure au fait que ces deux suites soient de Cauchy.

1.4.2 Notre contribution a I’étude de consistance de 1’algorithme de Benamou-
Brenier

Dans ce manuscrit, nous nous placerons dans le cadre plus général suivant :

— L’ouvert Q de R est convexe et borné, muni de conditions au bord de type Neumann
homogénes homogéne sur la quantité de mouvement m.

— La densité p n’est pas supposée minorée par une constante strictement positive ni réguliére.
Nous supposons ici simplement que les densités pg et p1 sont des éléments de L?(Q2) (donc
potentiellement non-réguliéres) nulles au voisinage de 0.

Dans ce cadre, nous établirons les résultats suivants :

— L’existence d’un point selle pour lagrangien L, solution du probléme (1.4-2) (section IV.1)

— L’unicité parmi l'ensemble des points selles (¢¥*, ¢*, u*) du lagrangien L de p* = (p*, m*),
dont on montre que la densité correspond au p de l'interpolation de McCann (1.4-3).
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Si les résultats d’unicité que nous nous proposons d’établir dans ce manuscrit concernent
uniquement la composante u c’est que, comme nous le verrons au début de la section
IV.2, en général, il n’y a pas unicité des points selles de L : en effet, les composantes
1) et q¢ peuvent varier en dehors du support de p.

Ces deux premiers points (résultats d’existence et d’unicité) seront explicitement établis
aprés une étude préalable sur la régularité du champ de vitesse dans le chapitre IV.

— La convergence faible de ’algorithme de Benamou-Brenier, ainsi que la convergence forte
d’une version relaxée de celui-ci, vers un point selle du lagrangien L. Ceci sera en fait le
premier résultat que nous démontrerons (chapitre II), sous réserve de l'existence d’un tel
point selle qui sera donc établi dans les deux chapitres suivants.

Pour finir, présentons les autres contributions de ce manuscrit en ce qui concerne la formulation
mécanique des fluides du transport optimal.

I.4.3 Etude du champ vitesse pour un transport optimal dans L?

Au cours de ce travail, le champ de vitesse d’un transport optimal dans L? a été caractérisé
dans un cadre que nous avons souhaité le plus général possible, c’est & dire sans hypothése de
régularité sur les densités de départ et d’arrivée pg et p1. Plus précisément,

— Nous avons cherché des hypothéses suffisantes sur un champ de vitesse v € L ([0, 1], RY)
pour qu’une densité transportée par v soit I'interpolation de McCann d’un (unique) trans-
port optimal : celles-ci se réduiront aux caractéristiques mises en évidence dans les sections
précédentes : trajectoires en ligne droite, & vitesse constante, et sans croisement. Mathé-

matiquement un tel champ v € L° ({0, 1],R%), devra vérifier les conditions :
v+ Vv =0,
I e WE2([0,1] x Q), v = V,p.

Ce résultat sera l'objet principal de la derniére section du chapitre IV (section IV.3), et
sera précisément formulé dans le Théoréme 4.3-9 (p. 159).

— Nous avons de plus établi des propriétés de régularité nécessaires d’un tel champ de vitesse
(sur le support de la densité transportée), en particulier :

e v localement lipschitzienne sur |0, 1[x (2.
o Vigve L®((0,1), L},.(),
o VizveLP((0,1),L] (Q)) avec 1/p+1/q>1

loc

(en particulier v € VVllo’p([O, 1] x Q) avec 1 < p < 2).

C

Ces résultats seront traité dans le chapitre III (section II1.3). La Proposition 3.4-75 (p.
123) récapitule I'ensemble de ces propriétés de régularité.

I[.4.4 Applications du transport optimal aux problémes multi-physiques

Dans le chapitre V, lequel constitue une version revisité d’un article co-publié avec Emmanuel
Maitre et Nicolas Papadakis [46], nous étudierons différentes maniéres d’introduire des contraintes
physiques dans le modéle dynamique de Benamou et Brenier, dans le principal but de concevoir
des modeles et des algorithmes numériques (basés sur des algorithmes proximaux) pour réaliser
des interpolations entre images (au sens de l'interpolation de McCann) respectant un certain
nombre de données contextuelles : anisotropie du domaine (obstacles et polarisations), contraintes
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sur le champ de vitesse (rigidité, divergence libre, translation). Ces modéles et algorithmes seront
en particulier appliqués a l'interpolation d’images océanographiques.



Chapitre 11

Etude et convergence de I’algorithme
de Benamou-Brenier sous hypothése
d’existence d’un point selle

Notes pour ce chapitre.
e Nous rappelons que | - | désigne la norme euclidienne sur R? (d € N).

o Sauf mention contraire, R sera muni de la tribu de Lebesgue.

e Pour f € LP(w) et x € w, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f(x) ou la fonction f est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesgue (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur ’égalité L presque partout).

e Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a,b) lorsque l'ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque l'on écrit f € L3° ([0,1] x RY), cela signifie en particulier que f € L°([0,1] x K)
pour tout compact K de R : autrement dit que f est "L localement en espace mais pas

en temps" (i.e. reste localement borné ent =a ett =0»>).

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord dans la section II.1 la formulation dynamique
du probléme de transport optimal proposée par Benamou et Brenier dans [6]. Le probléme de
point selle qui en découle ainsi que sa résolution sont alors analysés. Les contributions de ce
chapitre sont donc la caractérisation des points selles du probléme (section I1.2) puis 'étude de
la convergence de ’algorithme de [6] vers un point selle (sections I1.3 et II.4). Ces résultats sont
obtenus sous hypothése d’existence de points selle. L’existence sera quant a elle démontrée dans
le chapitre suivant.

II.1 Formulation du probléme et présentation de I’algorithme

I1.1.1 Le probléme de Monge-Kantorovich dans R? pour un cotit quadratique

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par | - | la norme euclidienne sur R? (pour tout d € N).
Considérons deux densités (pg, p1) positives sur R? (d € N*), a supports bornés et de méme
masse. Le probléme de Monge-Kantorovich revient & déterminer un plan de transport optimal T’
entre pg et p; minimisant

/Rd d(z, T(x))?po(z)dz, (2.1-1)

o1
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ou d(z,y) représente une distance sur 2. Pour le cas isotrope, on utilise habituellement la distance
euclidienne d(z,y) = |z — y|. On écrit T#(poL?) = p1L¢ la poussée de mesure par T de poL?
sur p1£%, i.e. pour tout sous-ensemble borné A de R?,

/ po = / p1 =1
A T-1(A)

La distance de Wasserstein Wh(po, p1) est ici rappelons-le définie par :

Wha(poL?, p1£4)? = inf /d,T 2 dz.
2oL L) = ol L) T@) polx)de

Dans le cas isotrope (en prenant d(x,y) = |z — y|), il existe un unique plan de transport 7" entre
po et p1 pouvant étre écrit comme le gradient d’une fonction convexe s.c.i. ¢ (Théoréme 1.1-7 p.
20) i.e.

Walpo i = [ Vo)~ aPpo(o)do = int [ [7(@) ~ alPpo(e) da
R4 T#(poLd)=p1Le JRa

Ce probléme, dans la formulation introduite par J.D. Benamou and Y. Brenier [6], peut se
ramener a un probléme de minimisation d’une certaine énergie cinétique IC, sur le déplacement
continu d’une masse p depuis pg jusqu’a pi1, et porté par un champ de vitesse v.

Commengons donc par formuler précisément ce nouveau probléme d’optimisation dans un cadre
qui permettra sa résolution par l'algorithme de lagrangien augmenté également introduit dans
[6], et qui sera I'objet principal de notre étude.

I1.1.2 Formulation convexe et lagrangien augmenté

On se propose donc d’étudier le probléme suivant : soient pg,p1 € L?(R?) deux densités de
probabilité, & supports bornés et de méme masse, i.e. pg, p1 > 0 et

/ pOZ/ p1=1
R Rd

La formulation dynamique du transport optimal consiste & augmenter la dimension du probléme
avec une variable temporelle ¢ € [0; 1]. Formellement, on cherche un couple (p,v), ot p désigne
une densité positive, et v un champ de vecteurs de R?, tous deux définis sur ]0,1[x, ot Q
est un ouvert convexe borné de R¢ contenant supp(pg) et supp(py), satisfaisant I’équation de
conservation de la masse,

Op + div(pv) = 0; (2.1-2)

pour pv vérifiant des conditions de Neumann homogénes aux bord, et pour p vérifiant les condi-
tions initiales et finales

p(0,z) = po(z), p(1,z) = p1(z), (2.1-3)

tels que p et v minimisent :

1
K(p,v):;/o /ﬂ\v(t,x)\%(t,x) dx dt. (2.1-4)
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Afin de rendre le probléme convexe et linéariser la contrainte de conservation de la masse, on
pose & présent m = pv et on cherche a minimiser le cott de transport [6] :

1 2

~ m(t,x

K(p,m) = / m(t, 2)I7 dx dt, (2.1-5)
o Ja 2p(t,x)

(p, m) satisfaisant toujours les conditions initiales et finales (2.1-3) ainsi que la nouvelle contrainte

de conservation de la masse :

Op+divym =0 (2.1-6)

sous la contrainte p > 0 ou (p, m) = (0,0) (ce qui caractérise la contrainte p > 0 et le changement
de variable m = pv).

En introduisant un multiplicateur de Lagrange 1 pour gérer les contraintes linéaires (2.1-6) et
(2.1-3), on peut établir une formulation point-selle du probléme :

. |m/?
inf sup (/];,1[ - [0,1[XQ(8t¢p = Vaip- m) + /Q(T/}(Q ')PO - ¢(17 ')p1)> (2'1'7>

(pm) xQ P

Afin d’obtenir une formulation algorithmique simple, nous introduisons, en suivant [6], la trans-

2
formée de Legendre de (p, m) +— \2m| qui s’écrit :
p

= Fl(a = su a m —M =
F(q)—F(,b)—(pﬁ)(p + (m, b) 2p> & F(g) {

OsigeP
+00 sinon

b2
avec ¢ = (a,0) ER x R? et P = {(a,b) eERxRY a< —|2‘}

Le cofiit de transport étant désormais convexe et s.c.i, il est égal & sa biconjuguée par la trans-
formée de Legendre. On a par conséquent

Le probléme est ainsi en partie linéarisé par rapport aux variables (p,m) : la partie non-linéaire
(i.e. F) se réduit a I'indicatrice du paraboloide P, dont nous verrons l'utilité plus bas.

Ainsi, par une interversion sup-intégrale et inf-sup, et en posant ¢ = (a,b) et u = (p,m), on
reformule le probléme de point selle (2.1-7) comme :

(325) sup L(¢,p, p) (2.1-8)
ol
L(y,p, 1) = Fq) + G(&) + (p, Viath — q) 2 (2.1-9)
avec
G(v) = /le(O, )po dx — /Qw(l, )p1 da (2.1-10)

0 siqe P
+00 sinon

et (o) = {

o P = {(&,5) € L2((0,1) x Q) x L((0,1) x Q)%,a < _|g2|2} .
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Par la suite on écrira souvent, par abus de notation, P au lieu de P. La formulation lagrangien
augmenté est finalement :

L. (Y,q, 1) = F(q) + G() + (4, Ve — q)r2 + g\lvt,xw —qll3- (2.1-11)

our > 0.

11.1.3 Algorithme de Benamou-Brenier

Pour résoudre le probléme de point selle (2.1-8), J.D. Benamou et Y. Brenier [6] ont proposé un
algorithme basé sur une méthode de type Uzawa : il s’agit de reproduire le deuxiéme algorithme
de lagrangien augmenté (ALG2) introduit par M. Fortin et R. Glowinski dans [37]. Celui-ci
consiste a effectuer les opérations suivantes :

(=1 ¢" 1, u™) étant donnés :

1. Etape A : On détermine 1'unique ¢™ tel que :
L, (4" ¢" p") < Lo(eh, 4" ™), Vo, (2.1-12)
2. Etape B : On détermine l'unique ¢" = (a™,b") tel que :
L.(¢",q" ") < L.(¥", q, pu"), Vg (2.1-13)
3. Etape C : La mise & jour :
(p”“, m”“) = M"H =pu" +r(Vigp" —q"), (2.1-14)

(ot r > 0 est le parameétre du lagrangien augmenté : on fait le choix de prendre ce méme
parameétre pour le parameétre d’Uzawa (étape C) pour assurer la contrainte de positivité de p”
et d’annulation de m™ lorsque p™ s’annule, comme expliqué ci-dessous).

Plus précisément, P’algorithme (2.1-12)-(2.1-14) se décompose de la maniére suivante :

1. Etape A (projection sur I'espace des contraintes (2.1-2) et (2.1-3) p. 52) :
On cherche I'unique " € H'((0,1) x Q)/R tel que :

Vh e H'Y((0,1) x Q), G(h) + (1", Vigh) + (Vg™ — ¢" 1, Vigh) = 0.
Plus formellement, il s’agit de trouver ™ solution de :
—rA " = dive (,u" — rq”_l)
pour les conditions initiales et finales :
rop™(0,-) = po — p"(0,-) +ra"1(0,-), et rd"(1,-) = p1 = p"(1,-) +ra" I (1,-),

et pour des conditions de Neumann homogénes aux bords. Dans [6], cette étape est résolue
par une méthode de Poisson. On observe que cette opération correspond & une projection
orthogonale sur un espace affine de divergence espace-temps constante.

2. Etape B (projection orthogonale sur P) :
n 1 n n
¢"=Pp( 1"+ Vieat

projection L? qui correspond donc & une projection point par point.
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3. Etape C : On pose ,u""'l =pu" +r(Vigp" —q").

1
L’étape B se réécrit V¢’ € P <;,u"+1,q’ —q") <0,
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c’est & dire que p" ! = (p"F1 m"*1) est orthogonal au paraboloide P en ¢". On en déduit que,

pour presque tout (¢,z) €]0, 1[x €2,

{ p”(?(f, z)>0

ou (p"(t,x),m"(t,z)) = 0.

Nous préciserons cette propriété par la Proposition 2.2-3 (p. 58), dans la section suivante.

Plan du chapitre

L’objectif de ce chapitre sera, rappelons-le, de prouver la convergence de I'algorithme (2.1-12)-

(2.1-14) vers un point selle du Lagrangien L défini en (2.1-11).

1. La section II.2 se donnera pour objectif de caractériser les points selles de L dans le but,

a la fois de poser plus facilement les bases de formulation du probléeme d’existence de

tels points selles (qui sera le principal objet d’étude du chapitre III), et d’amener a une

reformulation du probléme de convergence de notre algorithme vers un de ces points selles
en un probléme plus générique de convergence vers un point fixe d’opérateur non-expansif

(section I1.3 et 11.4).

— Nous commencerons donc par mettre en évidence les propriétés caractéristiques des
points selles du Lagrangien augmenté L, dans les Propositions 2.2-1 et 2.2-3.

La Proposition 2.2-3 prouve en particulier quelques propriétés "attendues" de ce point
selle : le fait que la densité p soit positive, et que le moment cinétique m soit "abso-
lument continu" par rapport & p.

— Nous montrerons ensuite dans la Proposition 2.2-4 que la composante p = (p, pv) d'un
tel point selle minimise bien 1’énergie (2.1-5), sous les contraintes (2.1-6) et (2.1-3)
(autre propriété "attendue" du point selle).

— Nous conclurons cette section par la Proposition 2.2-5, qui prouvera I’équivalence entre
notre probléme de convergence de 'algorithme (2.1-12)-(2.1-14) vers un point selle de
L, et un probléme de convergence d’itérations successives d’un opérateur M (défini
comme résultant d’une itération de chaque étape de I’algorithme) vers un point fixe de
ce dernier (autrement dit I’étude de la convergence d’une suite de type x,+1 = Mz,
vers un point fixe de M) .

. L’étude générique de cette nouvelle formulation du probléme sera I’'objet de la section I1.3.

Nous y énoncerons des résultats généraux de convergence de suites issues d’itérations d’un

opérateur non-expansif (1-lipschitzien) M vers un point fixe de ce dernier.

— Dans la sous-section 11.3.1, nous donnerons quelques définitions standards relatifs aux
opérateur non-expansifs.

— Dans la sous-section I1.3.2, nous énoncerons des résultats relatifs & la convergence
faible d’une suite de type x,,+1 = Mz, vers un point fixe de M (64 p. 64).

— Dans la sous-section I1.3.3, nous énoncerons des résultats relatifs a la convergence forte
d’une suite version relaxée de I'algorithme (de type zp+1 = Apa + (1 — A\, )Mz, vers
un point fixe de M (2.3-8 p. 66).

. Pour conclure sur la convergence de l’algorithme, nous montrerons que l'opérateur M
défini formellement a la fin de la section I1.2 est un opérateur non-expansif (plus
précisément quasi-fermement non-expansif), et que les résultats de convergence de la
section 1.3 peuvent ainsi étre appliqués.
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I1.2 Caractérisation des points selles

Afin de montrer la convergence de ’algorithme (2.1-12)-(2.1-14), nous étudions tout d’abord les
caractéristiques des points selles du Lagrangien augmenté L, défini dans (2.1-11). Pour cela, on
considére désormais

S = (H'((0,1) x Q)/R) x L*((0,1) x Q)" x L?((0,1) x Q)*, (2.2-1)

I’espace produit des variables d’intérét (v, q, u) de l'algorithme.

Proposition 2.2-1.

Un point-selle (¢*,q*, u*) € S de L, est caractérisé par les trois propriétés :
(P1) V¢ € P, (', —q*) <0

(P2) Vh € HY((0,1) x Q), G(h) + (u*,Vizh) = 0.

(P3) Viz* =q".

Preuve :
e Soit (*,q*, u*) un point-selle de L, (dans ce cas ¢* € 73) Montrons qu’il vérifie les propriétés
(P1), (P2) et (P3).

(P3) Yu € L*((0,1) x Q)3, L.(v*, ¢*, n) < L.(¥*, ¢*, u*), et u > L, (¢*, ¢*, u) différentiable en
w* et le calcul de la différentielle en ce point donne :

V:UJ € L2<(O? 1) X 9)37 < W, vt,zw* - q* >=0

ie. Vigth* —q* =0.

(P2) De méme Y(¢,q) € H'((0,1) x Q) x P, L(th,q,p*) > L(¥*,q*, i*). On fixe ¢ = ¢*,
¥ — Ly (¢, ¢", u*) différentiable en 1* et le calcul de la différentielle en ce point donne :

Vh € Hl((ov 1) X Q)? G(h‘) -+ <M*a Vt,mh> + r<vt,r'¢* - q*a Vt,xh> =0
et donc comme V9" — q* = 0,

Vh e H'((0,1) x Q), G(h) + (u*, Vizh) =0
(P1) Yq € P, L,(¢*, q, 1) > Ly (¢*, ¢*, p*). On fixe q € P : pour tout A €]0, 1],

¢+ Mg —q*) € P (convexité de P), d’ott F(q* + X(q—q*)) = 0 (rappelons que F désigne
l'indicatrice du paraboloide P). Ainsi :

VA €10, 1], Lo(", ¢" + Mg — ), 1*) = Lo (9", 0", 1)
C’est a dire, en rappelant que Vi ¢* = ¢* (P3) et G(¢*) + (u*, Vi9*) = 0 (P2),
VA €0, 1], A, g~ q7) + N glla” —alP 2 0
En divisant par A\ et en faisant tendre X vers 0, on conclut (P1) :

Yge P, (i, q—q") <0
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e Inversement soit (¢Y*,q*,p*) € S vérifiant les propriétés (P1), (P2) et (P3). Montrons qu’il
s’agit bien d’un point-selle de L.

Soit (1, q) € H'((0,1) x Q) x P, on a Ly (¢, q, u*) = — < p*, ¢ > +5||[Vea¥ — q||* (P1), et donc
L. (4", ¢", u*) = — < p*, ¢" > (P3).

On a donc par (P2) I'inégalité :

Ly (¢,q,p1%) = Ly (", ¢*, ")
De plus YV € L2((0,1) x Q)3, L, (v*, ¢*, 1) = L. (¥*, ¢*, u*) = G(*). Ainsi, (1*, ¢*, u*) est un

point-selle de L,.. Un point-selle de L, est donc bien caractérisé par ces trois propriétés. O

Remarque 2.2-1. Notons bien que que la preuve de la Proposition 2.2-1 est indépendante de r
et fonctionne en particulier pour r = 0 : autrement dit, [’ensemble des points selles du lagrangien
d’origine :

L(v,q,p) = F(q) + G(¥) + (1, Viah — q) 12,

est le méme pour tous les lagrangiens augmentés

LT(¢7Q7IU’) = F(Q) + G(d}) + <l’L7 Vt,a:w - q>L2 + gHvaw - q”%%

et ceci quelque que soit v > 0.

Nous allons maintenant prouver que tout point-selle du lagrangien L (2.1-11) correspond bien &
une solution de la formulation dynamique (relations (2.1-2)-(2.1-4)) du probléme de Monge.

Définition 2.2-2.

On consideére ’espace des contraintes

p=(p,m) € L*((0,1) x Q)% p>0,
Apo,p1) =3 m=pv, v L*(0,1) x Q, pLY), (2.2-2)
vhe H'((0,1) x Q), G(h) + {1, Vizh) 2 =0,

ot G(h) = [o(R(0,-)po — h(1,-)p1), ainsi que le terme d’énergie

K :A(p(]’pl) — R
1 2.2-3
(p,m) —> 5 lv|%p, avec m = pu. ( )
(0,1)x$2

Cette nouvelle formulation du probléeme de transport optimal consiste trouver a un minimum de
IC en imposant :

— la positivité de la densité p,

— "l’absolue continuité" de m par rapport a p (i.e. Jv, m = pv),

— la conservation de la masse et les conditions initiales et finales.
Commengons par étudier plus en détail la propriété (P1) de la Proposition 2.2-1 concernant les
liens entre p et g lorsque p est orthogonal au paraboloide P au point q.
On rappelle que

5 2 2 2 b

P = {q: (a,b) € L*((0,1) x 2) x L*((0,1) x Q) ,a+7 < O}. (2.2-4)
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Proposition 2.2-3.

Soient p* = (p*,m*) € L*((0,1) x Q) x L*((0,1) x Q)? et ¢* = (a*,b*) € 7?, tel que p* soit
orthogonal & P au point ¢*, i.e. Propriété (P1) : (u*,q — q*)r2 <0, Yqg € P. Alors pu* et ¢*
vérifient les trois propriétés suivantes presque partout sur |0, 1[x :

1. p*>0
2. m* = p*b*
b2
3 pla*+—|=0
p (a + 5
La troisiéme propriété signifie en particulier que pour presque tout (¢, x) €]0, 1[x€2 :
b*(t, z)|?
p*(t,z) # 0= a*(t,x) + ‘(2’56” =0.

Preuve : Pour tout ¢ = (a,b) € 75, on a

(W'qg—q") e :/ p*(aa*)+/ m*.(b—b").
10,1[xQ2 10,1[x

Dans toute la démonstration, on considérera indifféremment (par abus de notation) un représen-
tant d’une classe d’équivalence L£3-presque partout avec la classe elle-méme.

1. p*>0:
Soit f : R — R définie comme il suit :

oy SLy # 0,

Yy EeER—
fiy {Osiy:O.

Pour tout y € R, yf(y) = |y|, donc p*f(p*) = |p*| et =1 < f(p*) < 1 (comme précisé
en début de preuve, p* désigne en fait ici sous la méme notation, un représentant de la
classe de p*). On pose q¢ = (a,b) avec a = f(p*) — 1+ a* et b =b*. On a ainsi

b Lo

Pl —1+ar+ 2 <o
at = f(p") +a" + - <0,

ie. ¢ € P, donc (u*,q — q*)r2 < 0. On a également

(W q—q") e —/ lp*| — p*.
10,1[x2

Comme, |p*| — p* > 0, on en déduit que |p*| = p* L%-presque partout, c’est a dire p* > 0.

2. m* =b"p* :
Soit u € L*((0,1) x Q)%. Pour tout ¢ > 0, on pose q. = (ac,b.), avec b. = b* + eu et
2
ae = —%. On obtient ainsi :

[be]”
2

g € L2((0,1) x ) et a. + =0,
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ce qui implique que g, € P. On a alors :

(W qe —q") 2 =/ p*(ae—a*)+/ m* - (be — b*)
]Ovl[XQ ]0,1[><Q

62 2 % * * % * |b*’2 *
== lul“p* + € (m* —b"p*) - u— a” + 5 )P
10,1[xQ 10,1[xQ 10,1[x Q2

<0.

b* 2
Comme —/ <a* + H) p* >0, on a alors
10,1[x€ 2

€2

—— |u|2p*+e/ (m* =b"p")-u<0
2 Jjoa[xo 10,1[x

et donc, pour tout € > 0,

€

s e [ bz
10,1[x Q2 10,1[xQ2

et / lu|?p* < 400. En faisant tendre € vers 0, on a
10,1[x 2

/ (m*—=b"p*)-u<0
10,1[x 2

On obtient, quitte & changer u en —u, f}o 1[XQ(m* —b*p*) - u = 0 et ceci pour tout
u € L>((0,1) x Q)<

Pour tout M > 0, on pose uy; = sign(m* — b*p*) max(|m* — b*p*|, M) € L>=((0,1) x Q)4,
avec sign(y) = ﬁy siy # 0, et sign(y) =0, d’ou |ups| < M.
(m* = b*p*)upr = |m* — b*p*| max(|m* — b*p*|, M) > 0 converge simplement vers |m* —
b*p*|? de fagon croissante quand M tend vers l'infini. Donc, par le Théoréme de Beppo-
Levi,
0= / (m* = b"p*)upy — im* —b*p*|> (M — 400).
10,1[x 2 10,1[x2

On a ainsi f}o 10 |m* — b*p*|? = 0, i.e. m* = p*b*.

b2
3. pla*+—)=0:
p <a + 5

On pose q = (a,b) € P, avec a = —3b*[* et b=b*, d’ou

* * * * 1 *
0><M,q—Q>L2:—/ P(a +2|b|2>~
10,1[x Q2

Ll
2

Or p* (a* + %|b*|2) <0, donc p* <a* + ) = 0 presque partout.
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A partir de cette Proposition, on peut a présent montrer que la composante p de tout point
selle de L minimise le cott de transport I sur 'espace des contraintes A(pg, p1).

Proposition 2.2-4.

Si (V% q*, ) € S est un point selle de L, alors p* = (p*,m*) € A(po, p1) et minimise K.

En posant ¢* = (a*,b*) € L?((0,1) x Q) x L2((0,1) x )2, on a de plus

* 1 * * * * :
)= [ WP =t = ot [T~ aPpoo) do
10,1[xQ T#po=p1 JRd

Preuve :

1. p* € Apo, p1).
D’aprés la propriété (P1) de la Proposition 2.2-1 (p. 56), i* est orthogonal au paraboloide

au point q, i.e. (u*,q —q* )2 < 0, Vg € P, avec P défini par (2.2-4) p. 57. D’aprés la
Proposition 2.2-3 (p. 58),
— pr=0

b
* *
—0
p <a + 9
De plus par la propriété (P2) de la Proposition 2.2-1, u* vérifie bien

Vh e Hl((ov 1) X Q): G(h) + <:U'*7vt,rh>L2 = 0.

ce qui implique, pour h = ¢*, et grace a (P3), que :

—L(", ¢, 1) = (1", q") 2 = / (p*a* +m* - b%).
10,1[x 2

D’aprés les trois propriétés de la Proposition 2.2-3 :

10,1[x € 10,1[x €

et ainsi,

/]01[ 0 |b*|2p* = (u*, ¢ 2 < |l pe-llgtll e < +oo.
[

On a donc p* € A(po, p1), et on peut prendre v* = b*.
2. = (p*,m*) minimise K.

Soit 1 = (p, m) € A(po, p1) et v tel que m = vp, alors

~ 1 1 . 1 "
Rw=3 [ Wlo=5 [ (P+iPe-5 [ P
10,1[x2 10,1[x 2 10,1[x§2

1
2/ vbp— / b [2p
10,1[x©2 2 Jjo1xa
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* |2
Rappelons que ¢* est un élément du paraboloide P et donc a* + % <0, d’ou

1 N *
—2/ b"%p Z/ a*p.
10,1[x 2 10,1[x &2

Sachant que m = puv, on a alors

R(u) > / mb* + / a*p 2 {(pym), (a* b)) 12 = (1, q") 12
10,1[x©2 10,1[x

Comme le triplet (¢¥*, q*, u*) est un point-selle, et toujours d’apreés la Proposition 2.2-1,
on a Vi " =q*, et

GW") + (1, Vg )2 = 0= G(*) + (1", Vi) 2
car p € A(po, p1). On obtient alors

(g™ )2 = (U, Va0 ) 2 = (W5, V™) 12 = (0", %) 2 Z/ a*p* +/ m* - b*.
10,1[x$2 10,1[x$2

Rappelons que d’aprés la Proposition 2.2-3, a*p* = —%]b*\Qp* et m* = b*p*, d’ou
* * % * ok 1 * * ok
it = [ ape [ ww=g [ R =R
10,1[xQ2 10,1[xQ2 10,1[xQ
On déduit ainsi que K(p) > K(u*).
De ce résultat, on conclut que si (¢V3,q5,p}) et (¥3,q5, ps) sont deux points selle de L,
alors K(p7) = K(p3)-
3. Pour conclure il suffit donc de prouver qu’il existe un point selle (¢, q, i) vérifiant :
W= [ 1Voa) - aPma)de = int [ [T0) - aP(a)da.
R T#po=p1 JRd

avec ¢ définie comme dans le Théoréme 1.1-7 (p. 20) : c’est a dire telle que V¢ soit le
plan de transport optimal de poL¢ sur pi1 L%,

Le chapitre suivant est consacré a la construction d’un tel point selle (z/p\, q, 1), vérifiant
en particulier : i = (p, pv) avec pour tout t €]0,1[ et X (¢,-) = (1 — t)id + tV ¢,

plt,-) = X(t,-)#po
et v € L*((0,1) x Q) continue sur |0, 1[x€, tel que pour tout (t,z) €]0,1[xQ :
Vo(xr) —x =0 X(t,z) =v(t, X(t,x))
(et en choisissant bien ¢ parmi toutes les possibilités).

Anticipons et concluons tout de suite qu’avec un tel point selle, on a la relation :

C) = 52’\—1 0l )2 po(z) dz dt = z) — z|?po(x) dx
Rim=5 ) o= [ [ B X i = [ Vo) el

Ainsi, on peut conclure d’aprés la Proposition 2.2-4 (p. 60), que pour tout point selle
(V*,q*,pn*) € S de L, u* € A(po, p1) et pour tout p € A(po, p1) :

R() > R(u) = /Q Vé(x) — apo(x) dz = _int / T(2) — 2Ppo(x) dr.  (2:2:5)

T#po=p1
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g

La Proposition suivante montre finalement qu’un point selle de L correspond bien a une so-
lution de la formulation dynamique (2.1-2)-(2.1-4) du probléme de Monge.

Proposition 2.2-5.

Il y a équivalence entre un point-selle de L (et donc de L, pour toutr > 0) et un point fize de
Ualgorithme (défini a la sous-section I1.1.8 p. 54). Autrement dit (1, q, p) est un point-selle
de L si et seulement si il est reste invariant pour l'algorithme de Benamou-Brenier (ici on
prend > 0).

Preuve :
e Soit (1, q, p) un point-selle de L. On note (¢, ¢, ') le nouveau point obtenu aprés une étape
de l'algorithme. Montrons que (¢',¢', ') = (1, q, u) dans S.

1. Par I’étape A, on a Vh € H'((0,1) x Q), G(h) + {(t, Vizh) + (Vi)' — q,Vizh) = 0.
Par la 1¢¢ propriété (G(h) + (u, Vizh) =0), on a :

Vh € Hl((07 1) X Q)a 7"<vt,m¢/ —dq, vt,xh> =0

et par la 3°™¢ propriété (Vi1 = q) et en prenant h =)' — v, on obtient :
|Viz(¥' —)|| = 0. L’inégalité de Poincaré étant valable dans H'((0,1)x Q) /R, on obtient
¢ =1 dans H'((0,1) x Q)/R.

2. Dans I'étape B on cherche 'unique ¢' qui vérifie :
= ]‘ / / /
VpeP, (Cn+ VY —dq,p—q)<0.

Comme 1) =/, par les propriétés (P1) et (P3) caractérisant le point selle, q est un bon
candidat et donc le seul, d’ou ¢’ = q. En effet,

VpeP, (u,p—q) <0et, Vig) =V =g,

donc )
Vp e P, <;M+V¢—q,p—q> <0.

3. Au final V1)) = Vi) = ¢ = ¢ et donc par I'étape C on a finalement p' = p.

e Pour finir, soit maintenant (1, q, 1) un point fixe de ’algorithme. Montrons que c’est un point-
selle de L. On a :

1. Etape A :Vh € H'((0,1) x Q), G(h) + (1, Veoh) +r(Veath — q, Vesh) = 0.
~ 1

2. Etape B : Vp € P, <;M+V¢—q7p—‘1> <0.

3. Etape C : p=p~+ (Vi — q).

L’étape C donne alors V; ;1 = q, et par conséquent I’étape B donne :

Vp € P,

~ 1
- —q) <
rm,p q) <0
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et ’étape A donne :
Vhe H'((0,1) x Q), G(h) + (1, Vi zh) =0

Les trois propriétés de la Proposition 2.2-1 étant vérifiées, (1, q, ) est donc un point selle de L. [

Il est maintenant possible, par la Proposition 2.2-5, de redéfinir formellement notre probléme
de convergence de lalgorithme (2.1-12)-(2.1-14) vers un point selle du lagrangien L, en un pro-
bléme de convergence d’une suite de type x,+1 = Mz, vers un point fixe de 'opérateur M défini
comme le produit d’une itération de chaque étape de lalgorithme (et en prenant par exemple

xn - (¢n7 an Mn))
Nous verrons dans la section 11.4 qu’en se plagant dans un espace normé approprié, il est possible

de caractériser un tel opérateur M par un opérateur de type non-expansif (1-lipschitzien).

En préambule a cette reformulation, la section suivante sera consacrée a la formulation de
quelques résultats généraux utiles a notre étude & propos des opérateurs non-expansifs.

II.3 Quelques résultats de convergence pour les opérateurs non-
expansifs

Pour tout opérateur non-expansif M, nous démontrerons dans cette section une série de résultats
permettant d’obtenir :

1. la convergence faible vers un point fixe de M de ’algorithme itératif z,11 = Mz,

2. la convergence forte d’une version relaxée de cet algorithme.

I1.3.1 Opérateur non-expansif M

Nous commengons par rappeler quelques définitions standard utiles pour la suite. Soit (H, (., .))
un espace de Hilbert et soit M : H — H.

Définition 2.3-1. OPERATEUR NON-EXPANSIF

M est dit non-expansif si et seulement si il est 1-lipschitzien :

Yo,y € H, [Mz — My|| < [lz —y|.

Définition 2.3-2. OPERATEUR FERMEMENT NON-EXPANSIF

M est dit fermement non-expansif si et seulement si :
V‘T7y € H7 HM‘T - MyH2 < <.’L’ - Y Mz — My>
ou bien de facon équivalente :

va,y € H, |lz —y|® — [Mz — My|* > ||(z — y) — (Mz — My)|.
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Définition 2.3-3. OPERATEUR QUASI-FERMEMENT NON-EXPANSIF

M est dit quasi-fermement non-expansif si et seulement si M est non-expansif et pour
tout éventuel point fize z* de M :

Vo € H, ||z —2*||* — |[Mz — Mz*||? > ||(z — z*) — (Mz — Mz*)||2.

c’est & dire
Vo € H, ||z —2*||* — |Mz — 2*||* > ||z — Mz

11.3.2 Convergence faible de ’algorithme itératif =, ., = Mz,

Nous considérons toujours (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Nous commengons par énoncer un
Lemme simple mais important pour la suite :

Lemme 2.3-4. LEMME D’OPIAL

Soit M un opérateur non-expansif sur un espace de Hilbert H. Si (xy,) une suite d’éléments

de H converge faiblement vers x avec Mx,, — x,, convergeant fortement vers 0, alors x est un
point fize de M.

Preuve :

22| — [ Mz, — Mz||* > 0
< ((xn —Mzy) + Mz —z), Mz, + 2, — Mz —2) >0
& (xn — Mz, Mz, — ) + 22, — x — Mz) — (x — Mz, Mz, — x,,)
— (x — Mz, 2x,, —x — Mz) > 0.

De plus x,, — x (i.e. convergence faible des x,, vers x, d’ou le fait que (x,) soit bornée), et
Ty, — Mz, — 0 (i.e. convergence forte).
On obtient alors par passage a la limite : —||z — Mz||? > 0, i.e. Mz = z. O

Enoncons maintenant notre résultat de convergence applicable au probléme de la convergence
faible de ’algorithme de Benamou-Brenier, et qui sera le résultat principal de cette sous-section.

Théoréme 2.3-5.

Soit M un opérateur quasi-fermement non-expansif et supposons que l’ensemble Fix(M) des
points fizes de M soit non vide. Soit (), une suite d’éléments de H vérifiant pour tout
n € N, Uestimation : |M(xy) — Zptil|| < €n, 0 (€n)n est une suite réelle positive vérifiant
Y en < +00. Alors (xy,)n converge faiblement dans H wvers un point fize de M.

n

Remarque 2.3-2. La suite (€,), représente ici les inévitables erreurs numériques inhérentes
a Uimplémentation d’un tel algorithme. On fait ici ’hypothése que ces erreurs sont fortement
controlées (Y e, < +00).

n
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Avant d’aborder la démonstration de ce Théoréme, nous commencons par établir le résultat
suivant, démontré dans I’Annexe B.1.

Proposition 2.3-6.

Soit une suite (), définie comme dans l’énoncé du Théoreme 2.3-5, et soient (T, (n))n
et (Tyy(n))n deur sous-suites de (Tn)n convergeant faiblement respectivement vers x1 et 2
(points fives de M par le Lemme d’Opial). Alors on a x1 = x3.

Démonstration du Théoréme 2.3-5 Par hypothése I'ensemble Fix(M) des points fixes de
M est non vide, on considére donc x* € Fix(M). D’apreés la définition 2.3-3, on a la relation :

lzn — 2|7 = My — 2|2 > [May — 2q].

Notons que ||Mz,, — :U*H2 = |Mz,, — zn_HHQ +2(Mzp, — Tpt1, Tnt1 — ) + ||Tps1 — x*||2,

et [(Mxy, — Tpt1, Tny1 — )| < [|Mzy, — Zppi ||| 21 — 2| < Cep ((zy,) bornée), d’ou :

Mz, — 20 |* < |2 — 2"|* = [Man = 2*[* < [lon = 27|* = [lzns1 — 2*[* + Cen.

n
Donc, pour tout n € N, ona Y [|[Mz, —2,||? < ||zo—2* |2+ CY €, < +00. Ainsi M, — 2, — 0.
]{2:0 n n

Par conséquent d’aprés le Lemme d’Opial, toute sous-suite de (xy,), faiblement convergente a
pour limite un point fixe de M. Comme (x,,), est bornée, on peut extraire de toute sous-suite
de (xy,)n, une sous-suite convergeant faiblement dans H. Pour conclure sur la convergence (ici
faible), il suffit donc d’utiliser la Proposition 2.3-6 précédente pour obtenir que toutes les sous-
suites faiblement convergentes tendent vers la méme limite. En conséquent on peut conclure que
(zn)n converge faiblement vers un point fixe de M, achevant ainsi la démonstration du Théoréme
2.3-5. O

I1.3.3 Convergence forte d’une relaxation de I’algorithme =z, ,; = Mz,

Nous présentons & présent une version relaxée de ’algorithme itératif x,+1 = Mux,, dont nous
venons de démontrer la convergence faible. Cet version relaxée a pour intérét de s’appliquer &
tous les opérateurs non-expansifs et I’algorithme itératif ne nécessite plus I’hypothése de quasi-
ferme non-expansivité. Cette variation permet en outre d’obtenir une convergence forte et non
plus seulement faible.

Nous commencerons par énoncer un Lemme caractérisant I’ensemble des points fixes d’un opé-
rateur non-expansif M.

Lemme 2.3-7.

Soit M un opérateur non-expansif sur un espace de Hilbert (H, (,)). Soit Fix(M) [’ensemble
des points fizes de M. Alors Fix(M) est un convexe fermé.

Preuve : Remarquons que I’ensemble vide est bien un ensemble convexe fermé. Supposons donc
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ici que Fix(M) est non vide.

Soit 1,z € Fix(M) et soit x € [z1,x2]. Montrons que z € Fix(M).

1. Mx € [x1,Xa2] :
Soit ¢ € [z1,x2] le projeté orthogonal de Mx sur [x1,x2]. x1 et xo sont des points fixes de

M, donc :
|21 — zf| = [[Mz1 — Mz|| = |lz1 — Mz| et [|z2 — zf| > [[Mzy — Mz|| = |lz2 — Mz
x, ¢ € [x1, 9] donc ||wy — ol = |21 — | + [l — 22| et [lz1 — w2l = [lz1 —cf + [le — 22|

Si Mz € [z1,x2], alors |Mxz — ¢|| > 0. Alors
[z1 = @afl = llz1 — | + [l — o
> [l — M| + [[Mz — s
= /llz1 = ¢ + [ Mz — ¢]? + V/[lz1 — ¢[? + Mz — [

> [lz1 = cll 4 [le — za| = [ler — wal|.

Ce qui est absurde, d’ot Mz € [z1,x2].

2 Mx=x:
Mz € [z1, z2], donc comme précédemment ||z —x2|| = ||z1—Mz||+ || Mz —22||. Supposons
que Mz € [z, x], ainsi :

lz1 = 22| = [ler — Maz|| + [Mz — zf| + ||z — 2o
> [lzr — Mz + [Mz — 2| + [[Mz — 22|
= [lz1 = M| + [Mz — z|.
Donc |Mz —z|| = 0, et il en est de méme si 'on suppose que Mz € [z, x2]. Ainsi Mz = x
ie. x € Fix(M).

Fix(M) est donc convexe. De plus, M est continue : on peut donc trivialement montrer que
Fix(M) est fermé. O

Nous présentons maintenant ’algorithme en question :
Théoréme 2.3-8. (H.Bauschke [3])

Soit M un opérateur non-expansif et supposons que l’ensemble Fixz(M) des points fizes de
M soit non vide, et soit (A\p)n>0 une suite de paramétres de [0, 1] vérifiant :

1. A, — 0
2. TI(1 = A\n) = 0 ou de maniére équivalente Y A\, = +00
n

n

3. Z |An+1 — )\n| < +00.

Soit H un espace de Hilbert, et M un opérateur non-expansif sur H.
Etant donnés a, xo dans H, on définit la suite (xy) par récurrence :

Vn >0, xpy1=Aa+ (1—=X,) Mz,

ot pour tout n € N est vérifiée lestimation |Mpx, — Mz, || < €,, avec > €, < +00.
n

Alors la suite (zp)n converge fortement vers Pra (ot F' = Fix(M) est l’ensemble des points
fizes de M : c’est un ensemble conveze fermé d’apreés le Lemme 2.3-7).
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La preuve de ce Théoréme se trouve dans I’annexe B.2. Nous y reprendrons la démonstration de
H. Bauschke dans [3], en ajoutant la prise en compte d’erreurs numériques controlées.

Remarque 2.3-3. Les erreurs numériques que nous prenons en compte dans notre probléme
sont fortement contrélées. En effet, dans les Théorémes 2.3-5 et 2.53-8, la suite (en)n (0U €p
représente l'erreur numérique maximale & la n-iéme itération de l'opérateur M) doit vérifier la

contrainte
Zen < +00,
n

ce qui est une hypothese trés forte sur le controle de U'erreur, et pas trés réaliste en pratique.

Rappelons que 'opérateur M représentera dans notre probléme une itération de [’algorithme
(2.1-12)-(2.1-14), comme nous le verrons dans la section suivante.

II.4 Formulation de 'algorithme de Benamou-Brenier en terme
d’opérateur non-expansif

Nous allons maintenant pouvoir mettre en pratique les résultats de convergence énoncés dans la
section précédente dans le cadre de 'algorithme Benamou-Brenier. 11 suffit pour cela de montrer
que les étapes de 'algorithme peuvent étre considérées comme l'itération d’un certain opérateur
non-expansif.

On en rappelle ici ces étapes :

1. Etape A : On détermine l'unique 9™ tel que :

L, (0", ¢" ', 1) < Lp(e, ¢" 1 u"), Veb. (2.4-1)
2. Etape B : On détermine 1'unique ¢ tel que :
LT(¢n7 qn7 lu’n) S L’f‘ (¢n7 qa ,LLn)7 vq (24—2)

3. Etape C : La mise a jour :

Pttt ="+ (Vead" = q"). (2.4-3)

Définition 2.4-1.

Soit H = L?((0,1)x Q)1 x L2((0,1)xQ)4*L. On munit H du produit scalaire (i1, q1), (12, 2)) g =
(p1, p2) 2 +12{q1, q2) 2. (H,{.,.)) est un espace de Hilbert.

Définition 2.4-2.

Soit B : H — H opérateur qui associe & (i, q) les produits (u',q") des deux derniéres étapes
(B et C, ie. (2.4-2) et (2.4-3) )de algorithme de Benamou-Brenier.

Remarque 2.4-4.
— Ici 1) est éphémere : en effet, observons que si (u*, g*,1*) est un point-selle du lagrangien
L (et donc de L, ) défini dans (2.1-11), alors (u*, ¢*) = B(u*, ¢*). Inversement si (u*,q")
est un point fize de B alors (u*, ¢*,¥*) est un point-selle du lagrangien (0w 1p* est l'unique
élément de S qui vérifie ¢* = Vi*).
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— Le Lemme 2.3-7 (p. 65) nous donne ainsi également la convexité de ’ensemble des points
selles de L. En effet, d’aprés cette Proposition, ’ensemble des points fizes de [’opérateur
B est un ensemble conveze : la linéarité de l'opérateur gradient Vi, la transpose donc a
l’ensemble des points selles de L.

Autrement dit, pour tous points fizes (ui,qf) et (13,q5) de L et pour tout A € [0,1], le
couple (Api + (1 =N ud, Mgy + (1 —N)g3) est également un point fize de B. Or par linéarité
de Vig, on a Mg + (1 = N) g5 = Vg (M + (1 — X)3) ; et ainsi le triplet

(ApT 4+ (L= Npz, At + (1= Mgz, My + (1 = Mwbg) = A1, q1, ¥1) + (1 — A) (42, g2, ¢32)
est un point selle de L.

Proposition 2.4-3. NON-EXPANSIVITE QUASI-FERME DE B

B est un opérateur non-expansif, i.e. : pour tout (u1,q1), (u2,q2) € H, on a

B(k1,q1) — B(u2, q2)llm < [[(11, q1) — (12, 2)l 1 (2.4-4)

De plus B est quasi-fermement non-expansif : si * = (u*,q*) € H est un point fize de B,
alors pour tout x = (u,q) € H :

lz — 2*|IF — 1Bz — 2™} > ||Ba — z|. (2.4-5)

Preuve : (u1,q1) et (p2,q2) étant donnés, on détermine (py,q)) = B(p1,q1) et (uh, qh) =
B(us2, q2) par litération (rappel) :
e Etape A : On cherche I'unique ¢} € (H'/R)((0,1) x Q) tel que :

Vhe (H'/R)((0,1) x Q) G(h) + (i, Vh) 2 + (Vi — ¢i, Vh) 2 = 0 (2.4-6)
e Etape B : On cherche ¢, tel que :
Vp € P (ui+ (VY — ), p— )2 <0 (2.4-7)

e Etape C : On défini p, :
pi = pi + (Ve — q;) (2.4-8)
pour ¢ =1 ou 2.

1. non-expansivité de B :

Remarquons qu’en injectant (2.4-8) dans (2.4-6) et (2.4-7) on obtient les nouvelles équa-
tions :

Vh € H'((0,1) x Q)/R, G(h) + {1}, Vh) 12 + (¢ — ¢;, Vh) 2 = 0, (2.4-9)

et
pEP, (tp— )2 <0. (2.4-10)

En prenant (2.4-9),_o — (2.4-9),_, et h = ¢y, — 4}, on obtient :

(i — ph, V(W — 1)) 2 +r((dh — @1) — (g2 — q1), V(¢ — 7)) 2 = 0,
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et en sommant (2.4 — 7);—9 avec p = ¢} et (2.4 — 7);—1 avec p = ¢,, on obtient :
P=q 2

(e = p1, 65 = di)r2 2 0
En posant E(l) = ug) — ,ugl) ,q) = q( ) q1 et w = wg) — wg), on obtient :
(7 V) +r(@ ~7. V) =0, (24-11)
(T,q') >0. (2.4-12)
En additionnant les relations (2.4-11) et (2.4-12), on a alors :
7. VY ~7) +r(d —q, V) <o. (24-13)
Par ailleurs en factorisant le terme |fi|> — |ii'|?, on obtient :
m? =7 =@-n n+ )
. L —
= (V' =72+ (V9 =) = (V' = 7))
= —20(, VY — @)+ r}|VY — 7%
Donc par (2.4-13) :
A — 7P > 2%V 7 — ) + VY -7 (24-14)
De plus :
VY -9.7 -9 +@q -7

1,_ _ .,
— (V' —q,7 —q) + 3 (171 - [a* -7 —a)

<v$/7 q/ - 6> =

o~ o~

1 _ 1

=5 (@ —faP) + (V' ~a.q —9) — 57 —a

1 7/ —2 Y — ! A — ] (2'4_15)
§(|q —lad*+17 —a°) + (Vv —q,7 —q) — [7 — 1

1 — N

=5 ([P -1a*+1d-a*)+ (VW -9 — @ —-9.7 -9

1 L

=5 (7P~ faP +[a' —aP) + (V' - 7.7 ~9).

En réinjectant (2.4-15) dans (2.4-14), on obtient :

Al = 7P = (271~ @) +r* 7 —a + 22 - 7.7 ) + 7V 7
(7P = @) + (7 —aP +2(vé -7.7 -y + IV 7))
> 12 (<|a’|2 —[gP) + (V¥ - 7) + @ - D)
P71~ [a*) + IV~ gl
(2.4-16)

soit :
(17 + r*a®) — (72 +r2l7 ?) > v Ve — gl (2.4-17)
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Ceci implique en particulier :
il + 2l = (7 + 2l
ie.
IB(p1, 1) — B(p2, @2)llar < [[(11, @1) — (w2, q2)|[ 1

T est donc bien un opérateur non-expansif.

2. Démontrons maintenant que ||v — x*||3 — | Bz — 2*||% > | Bz — z||%.

Soit (u*,q*) un point fixe de B, et = (u,q) € H défini par (¢/,q") = B(p,q Bzx.

) =
En reprenant I'équation (2.4-17) avec (¢, q, ) = (¥ —¥*,q — ¢*, p — p*) et (¢’7 7.7) =
(1// -, q’ - q*,u’ - M*), on obtient :

(= P+r2lg— ¢ ) = (' =P +7°1d = ¢*?) > IV =) = (g—¢) . (2.4-18)
Décomposons a présent le second membre :
P2V — %) = (¢ — ¢")> = |V — g
= (W =) +r(d — )
= | =P+ 20 = d — @)+ 71— ql,

avec (i — pu,q' — q) > 0 (d’aprés (2.4-12)). Ainsi, en procédant de la méme maniére que
dans [37], on obtient :

(= P +r2la = P) = (' = w* P +r%ld" = ") > |0’ = pl* +r%ld" — qf,
c’est a dire, de fagon reformulée :

(s q) — (W )7 = 1) = (%, @) = 1B (s q) — (1 0) 13-

Remarque 2.4-5. UNE VARIANTE AVEC UN OPERATEUR FERMEMENT NON-EXPANSIF
Soit H = L2((0,1) x Q)% (muni de sa norme canonique) et soit x € H, on pose ¢, = Ppx

(projection orthogonale L? i.e. point par point presque partout) sur le paraboloide P, et j, =
T — qz. Soit p, € H'((0,1) x Q)/R vérifiant

Vh e H'((0,1) x Q), G(h) + (jta, Vizh) + 1(Viaps — o, Vizh) = 0.
On définit alors l'opérateur B :
B:H —H
T %Maz + Viape

B est un opérateur fermement non-expansif et réalise les étapes (2.1-13), (2.1-14), puis
(2.1-12) de l’algorithme de Benamou-Brenier. Les itérations successives de l'opérateur B et de
Uopérateur B représentent donc exactement le méme algorithme : on a simplement ici un
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décalage des étapes dans la formulation de ’algorithme.
On pourrait ainsi, de la méme fagon que précédemment, prouver la convergence faible des itérés
de B, ou une convergence forte en faisant appel a la variante du Théoréme 2.3-8 (p. 66).

En résumé, il serait possible de reformuler lalgorithme (2.1-12)-(2.1-14) de la fagon dont [’avons
fait dans cette section, a l'aide d’un opérateur "plus fort" (fermement non-expansif) que l’opéra-
teur B de la définition 2.4-2 ("seulement” quasi-fermement non-expansif).

Nous ne sommes néanmoins pas parvenus 4 exploiter les propriétés supplémentaires apportées
par un opérateur fermement non-expansif (par rapport a un quasi-fermement non-expansif) pour
obtenir de meilleurs propriétés de convergence. C’est pourquoi nous avons fait le choiz reformu-
ler le probléeme a l'aide de l'opérateur B qui, bien que moins "puissant” que l'opérateur B, est
beaucoup plus simple & manipuler.

II.5 Conclusion du chapitre

En appliquant les résultats de la section 11.3 & 'opérateur B défini dans 2.4-2, nous sommes donc
en mesure de démontrer la convergence faible-L? de 1’algorithme de Benamou-Brenier vers un
point fixe de B (i.e. vers un point selle de L). De méme, par application du Théoréme 2.3-8 (p.
66), nous pouvons aisément définir une version relaxée & convergence forte-L? de 'algorithme.
Cette approche par la théorie des opérateurs non-expansifs a récemment été utilisée pour montrer
la convergence, faible ou forte, d’autres algorithmes, en particulier les algorithmes de splitting-
proximal [12].

Dans les deux chapitres suivants, nous nous attélerons a prouver que ’ensemble Fiz(B) des points
fixes de B est non vide. En effet 'existence d’un point fixe pour B est équivalent, d’aprés la
Proposition 2.2-5 (p. 62), a 'existence d’'un point selle au lagrangien L (voir le Théoréme 3.1-2
p. 76).

Parmi les problémes encore ouverts (& notre connaissance), il reste en particulier la mise en place
d’un réel critére de convergence, ou d’un moins un critére d’arrét : autrement dit, de proposer
un opérateur calculable et capable de déterminer si la distance L? (discrétisée ou non) entre une
solution théorique et le résultat d’une étape de l'algorithme est inférieur a une erreur donnée.
Dans le méme ordre d’idée, il serait intéressant d’étre en mesure de pouvoir établir une estimation
théorique de la vitesse de convergence, et pouvoir étre en mesure de prédire un temps de calcul
relatif & une erreur d’approximation prédéfinie.

En ce qui concerne ces deux points, nous avons, principalement dans le cadre d’un stage effectué
en collaboration avec Sébastien Riffaud, éléve de deuxiéme année a PTENSIMAG (dont le rap-
port est consultable ici), entrepris des expérimentations numériques empiriques. Nous avons par
exemple cherché a comparer les vitesses de convergence (en se basant sur des solutions numé-
riques lointaines) de l’algorithme de Benamou-Brenier d’origine (& convergence au moins faible)
avec différentes versions relaxées de celui-ci (et donc a convergence forte). Ces expérimentations
furent non-concluantes, et ne permettent pas a notre avis d’effectuer une spéculation & propos
d’un comportement théorique, du fait de 'importance potentielle de I’erreur numérique liée a la
discrétisation et a I'implémentation du probléme et de l'algorithme.


https://ensiwiki.ensimag.fr/index.php/S�bastien_RIFFAUD_(avec_Romain_Hug_et_Emmanuel_Maitre)_:_Convergence_en_dimension_infinie_d'un_algorithme_pour_le_transport_optimal

72

CHAPITRE II. ETUDE DE L’ALGORITHME DE BENAMOU-BRENIER



Chapitre III

Préambule a I’étude de I’existence et
des résultats d’unicité d’un point selle
de L : régularité du champ de vitesse

Notes pour ce chapitre.
e Nous rappelons que | - | désigne la norme euclidienne sur R% (d € N).

e Sauf mention contraire, R sera muni de la tribu de Lebesque.

e Pour f € LP(w) et x € w, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f(x) ou la fonction f est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesque (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur l’égalité L4 presque partout).

e Par abus de notation, pour toute fonction f définie sur R%, et tout sous-ensemble w de RY,
on désignera ici indifféremment f et fi,, par la méme notation f. Inversement, pour tout
sous-ensemble w de R?, et toute fonction f définie sur w, on désignera indifféremment f
et son prolongement par 0 sur R? par la méme notation f.

e De méme, pour toute mesure v définie sur la tribu de Lebesque R?, et tout sous-ensemble
Lebesgue-mesurable w de R, on désignera ici indifféremment v et Vi (ot v, est défini
pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de w par v|,(A) = v(A)) par la méme
notation v. Inversement, pour tout sous-ensemble Lebesque-mesurable w de R?, et toute
mesure v définie sur la tribu de Lebesgue de w, on désignera indifféeremment v et son
prolongement vy par 0 sur R® par la méme notation v : Le prolongement par 0 de v
est définie plus précisément pour tout sous-ensemble Lebesque-mesurable A de R® par
v(A) =rv(ANw).

o Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur ¢, nous désignerons par v le
champ de vitesse vg défini par rapport a ¢ comme en (3.3-11), c’est a dire

1 T
vg(t,z) = n <.Z'—PI'OX1tt¢ (1—?5))7

pour tout t €]0,1[ et z € R%.

o Dés lors que rien ne sera précisé, Q) désignera un ouvert convexe et borné de RY.

e Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a,b) lorsque l'ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque Uon écrit f € L2 ([0,1] x RY), cela signifie en particulier que f € L°°(]0,1] x K)

loc
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pour tout compact K de R : autrement dit que f est "L™ localement en espace mais pas
en temps" (i.e. reste localement borné ent =a ett ="b).

Ces notes de chapitre seront également valable pour le chapitre suivant.

IT11.1 Introduction et notations

Le principal objectif du chapitre III et du début du chapitre IV est de construire directement un
point selle de L défini en (2.1-11)(p. 54). Définissons donc rigoureusement le cadre :

Notation 2. Soient pg et p1 deux densités (i.e. positives et d’intégrale égale a 1) de L2(R?) a
supports bornés, et soit Q un ouvert convexe borné suffisamment régulier de R? tel que supp(pg)U

supp(p1) C .
Pour tout r > 0, on note LP(pg, p1,Q) l'ensemble des points selles du Lagrangien L éléments de
S = HY((0,1) x Q)/R x L2((0,1) x Q)41 x L2((0,1) x Q)¢+

Rappelons que d’aprés la Proposition 2.2-1 (p. 56), un tel point selle (¢, q, ) € S de L est
caractérisé par les trois propriétés :

Propriétés (I).

(1, q, 1) € S vérifie :

(P1) ¥q € P, (u,q' —q) <0,

(P2) Vh € HY((0,1) x Q), G(h) + (1, Vizh) =0,

(P3) Vizh =q.

ou le paraboloide P est définie par

P = {(a,b) e L*((0,1) x Q) x L2((0,1) x )%, a + ‘b; < 0},

et la forme linéaire G par G(h) = /h(O7 )po dr — /h(l, )p1 dz, pour tout h € H((0,1) x Q).

2
En posant p = (p,m) et ¢ = (a,b) (avec a + % < 0), on peut traduire ces propriétés de la fagon
suivante :

(P1) signifie que si p(t,z) est non nul, alors celui-ci est orthogonal au paraboloide au point
q(t,x), c’est a dire co-linéaire au vecteur (1,b(t,x)). Ainsi que le traduit la Proposition
2.2-3 (p. 58), la propriété (P1) peut se traduire de la fagon suivante :

(a) p=0
(b) m = pb

(c) p<a+|b2|2> =0

(P2) correspond a ’équation de conservation de la masse vérifiée par p et b (c’est a dire
Op + divy(pv) = 0, en prenant v = b) pour les densités initiales et finales pg et p;.

(P3) équivaut en dimension spatiale inférieure ou égale a 2 (et donc en dimension espace-temps
inférieure ou égale a 3) a dire que rot »(¢) = 0 ([38] Théoréme 2.9 p.31).
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Sauf mention contraire, pg et p; désigneront usuellement dans ce chapitre, de méme que dans le
chapitre II, deux densités de L%(R?) a supports bornés, et Q désignera un ouvert convexe borné
suffisamment régulier de R? tel que supp(po) U supp(p1) C €. Soit le potentiel ¢ une fonction
convexe vérifiant p(t,-)L? = p1 L4 = Vo#(poL?) (telle que décrite par le Théoréme 1.1-7 p. 20).

Nous commengons par définir les grandeurs suivantes :

Définition 3.1-1.

Pour tout t €]0,1[, nous définissons :

1. Le déplacement caractéristique a l'instant t,

12
X(t,)=(1—1t)id+tVop = V¢ avec ¢p = (1 — t)|2 + to, (3.1-1)
2. Le champ de vitesse v associé,
id —V, (6)* 2
U(t, ) — lvt<¢t) avec ¢t = (1 — t)|2 + tqb, (3'1_2)

ot (¢r)* = (¢py)* désigne la transformée de Legendre du potentiel ¢y (défini ci-dessus).

3. La densité transportée p,

p(t, ')ﬁd = ptﬁd = X(t, ')#(poﬁd)~ (3.1-3)

Définissons également les deux séries de propriétés suivantes : celles-ci seront caractéristiques des
champs de vitesse d’un transport optimal.

Pour les deux groupes de propriétés qui suivent ((II) et (IIT)) Q désignera un ouvert de R? qui
ne sera pas forcément borné!

On dit que v vérifie les propriétés (II) si et seulement si :

Propriétés (II).

1. 1l existe ¢ € I/Vlifo([(), 1] x Q) (i.e. v € Whe((0,1) x w), pour tout ouvert w C
borné) tel que v =V 1.

2. Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers, d
savoir la relation

1
v + 5vgc|v|2 = 0. (3.1-4)

La construction d’un point selle de L (qui sont caractérisés, rappelons-le, par les propriétés (I))
passera par la construction d’un champ de vitesse vérifiant les propriétés (II). De plus, nous
montrerons dans le chapitre IV que ces propriétés sont en fait suffisantes pour caractériser un
transport optimal dans L2.

Remarque 3.1-1. Les propriétés (I1I) traduisent les propriétés caractéristiques d’un transport
optimal isotrope pour un codt quadratique :
— Le premier point (i.e. v = V1) traduit la propriété de non croisement des trajec-
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toires (rappelons qu’en dimension inférieure a 3 cette propriété équivaut a un rotationnel
nul pour v).
— Le second point (I’équation de Burgers) traduilt quant & lui la propriété de déplacement
en ligne droite.
A la fin du chapitre IV (section IV.3), nous chercherons a donner un cadre dans lequel on peut
rigoureusement caractériser un déplacement de masse de type transport optimal & partir de ces
seules propriétés.

Remarque 3.1-2. D’apres le Lemme 4.1-10 qui sera énoncé a la fin de la section IV.1 (p. 137),
le groupement de propriétés (I11) équivaut au groupement propriétés suivant :

1. v e L2 ([0,1] x Q)9 de. v € L>((0,1) x w)?, pour tout ouvert w C 0 borné,

loc
2. 0w + 3V, |v|? = 0 (au sens des distributions),

3. Il existe b € L} _((0,1) x ), tel que v = V1),

loc

lequel sera éventuellement plus simple & vérifier selon les cas.

On dit que v vérifie les propriétés (III) si et seulement si :

Propriétés (III).

1. v est localement lipschitzienne sur |0, 1[x€2,

2. Vigv € L% ((0,1), L (),

loc

8. Vigv € LP ((0,1), L] () avec 1/p+1/q > 1

loc

(en particulier v € I/Vlif([o, 1] x Q) avec 1 <p < 2).

Nous montrerons que si un champ de vitesse v est associé & un transport optimal, alors celui-ci
vérifiera les propriétés (III). En partant de la propriété :

Propriété (I'1). ¢ et sa transformée de Legendre ¢* sont convexes, continues et admettent un
manimum sur R,

le principal résultat que nous chercherons & montrer dans cette premiére partie de chapitre sera
le suivant :

Théoréme 3.1-2. EXISTENCE D’UN POINT SELLE

Soient po, p1 et 0 définis comme dans la notation 2 (p. 74).
Alors il existe ¢ : RT — R convexe vérifiant la propriété (I'1) tel que p1 LY = Vo# (poﬁd).
De plus, en définissant p sur [0,1] x R? par

t— p(t,-) = X(t,)#po, avec X(t,-) = (1 —t)id+tV,0,
et v pour tout (t,z) € [0, 1[xR? par
T — Va(¢e)" ()
t )
ot (¢4)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1—t)|-|>+té ; alors en posant u = (p, pv)

et ¢ = (—(1/2)|v|?%,v), il existe ) € Wlifo([O, 1] x Q) tel que g = Vi1 et tel que (1, q, ) (ou
du moins sa restriction |0, 1[xQ) soit un élément de LP*(po, p1,2).

v(t,z) =

En outre v vérifie les propriétés (1I) et (I111).
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Remarque 3.1-3. La derniéere assertion du Théoréme 3.1-2 annonce que le champ de vitesse v
ainsi construit vérifiera sur R? les propriétés (I1) et (II1).
— Comme nous le verrons dans la section IV.3, le fait que v vérifie les propriétés (1) suffit
a caractériser un transport optimal dans L.

— En revanche, le fait que v vérifie les propriétés (I11) est en lui-méme un résultat a part de
cette construction : ces propriétés, bien qu’intéressantes en soit, n’interviendront directe-
ment pas pour caractériser un champ de vitesse de transport optimal dans L?.

Cependant il sera fait appel o des propriétés trés proches de celles-ci (et démontrées pa-
rallélement) pour prouverer les différents énoncés portant sur l'unicité de la composante
(p,m) des points selles de L, ainsi que ceux relatifs a la caractérisation d’un champ de
vitesse de type transport optimal.

La preuve finale de ce résultat sera énoncée a la fin de la section IV.1, en compilant les résultats
obtenus au cours de cette méme section ainsi que de la section II1.3.

Donnons-nous juste une idée de la démarche qui sera suivie : posons p = (p, pv) et ¢ = (—3|v|?, v).
Pour construire un point selle il faudra donc que p et ¢ permettent de vérifier les propriétés (I)

(p. 74).

Il nous suffira pour cela de construire p et v de tel fagon a ce qu’ils vérifient le groupe de propriétés
suivant.

Propriétés (I).
(P,1") La densité p appartient a L*((0,1) x Q).

(P,2') Le champ de vitesse v vérifie les propriétés (1I).

(P,3") (p,pv) vérifie l'équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour
les conditions initiales et finales py et p1 et des conditions de Neumann homogénes
auz bords : Vh € C*([0,1] x §2),

/ (Oth +v.Vh) p+ / h(0, x)po(x)dx — / h(1,z)pi(x)dx =0 (3.1-5)
10,1[x Q Q

Nous verrons que le fait que p et v vérifient les propriétés (I))) suffit & construire (de la fagon
évoquée plus haut) un triplet (¢, g, p) vérifiant les propriétés (I). L’inverse n’est cependant pas
vrai : un triplet (v, q, u) vérifiant les propriétés (I) ne suffit & construire un couple densité-
champ de vitesse (p, v) vérifiant les propriétés (I,), et tel que p = (p, pv) et ¢ = (—1|v|?,v). En
effet, la composante ¢ pourrait éventuellement se "décoller" du bord du paraboloide (a,b) —
a+ (1/2)]|b]? < 0 en dehors du support de p.

Commentaires 3.1-4 (A propos des propriétés (I,)).

1. Ainsi que cela est rappelé au début de ce chapitre (voir la notation 2), Uouvert  C R?
dans lequel on se place pour notre probléme est convexe et borné. Ainsi, la propriété
(S VV;)’COO([O, 1] x Q) (et donc v € LS. ([0,1] x Q)) du groupement (II) (p. 75) devient

plus précisément 1 € WH((0,1) x Q) (et v € L([0,1] x Q)).

loc

2. La propriété (P1") , a savoir p € L*((0,1) x Q), sera établie par le Corollaire 4.1-4 (p.
131).
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3. Les propriétés (P,1") et (P,2') assurent au point-selle d’étre dans le bon espace, c’est a
dire dans S (défini a la section I1.2). En effet

— q€ L%((0,1) x Q)4 o v e L4(0,1) x Q)% c L*°((0,1) x Q)%
— € L2((0,1) x Q)4 = pe L2((0,1) x Q) et pv € L2((0,1) x Q)
— pour le potentiel 1, on a bien W1°((0,1) x Q) € H*((0,1) x Q).
p € L?((0,1) x Q) : ceci sera établi par le Corollaire 4.1-4 (p. 131).
4. La propriété (P_2") implique la propriété (P3) du groupement (I).

En effet, affirmer que q dérive d’un potentiel espace-temps revient & vérifier, pour une
dimension d < 2, que rot;;(q) = 0 (avec rappelons le ¢ = (—1[v|?,v)) au sens des
distributions (voir [38] Théoreme 2.9 p.31), ce qui équivaut a

O + 1V|v2 =0,
rotz(v) =0 < Fp e D'((0,1) x Q),v = V0

Or il est clair que la vitesse dérive bien d’un potentiel en espace au sens des distri-

butions, a savoir :
1 1 2 *
oit.) = (5 (31— @)

(voir la définition de v p. 75), et que ce potentiel dont dérive v est bien un élément
de L} ((0,1) x Q), ce qui d’apres le Lemme 4.1-10 p. 157 (comme déja évoqué dans la
Remarque 3.1-2) équivaut a vérifier le groupement de propriétés (1) a condition que le

champ v vérifie bien ’équation de Burgers
1 2
8tv + §vg3”l)‘ =0

au sens des distributions.

Quand bien méme la notion de rotationnel ne serait plus vraiment définie si d > 2 (i.e.
dans un espace de dimension d+1 > 3), le Lemme 4.1-10 nous autorise toujours l'impli-
cation de la condition (P3) par la condition (P_2") , et ceci quelle que soit la dimension d
(& condition que l’on ait bien v € L>®((0,1) x Q)?). Notons que le rotationnel peut en fait
se définir en dimension d+1 > 3, mais celui-ci sera alors a valeur dans d(d—1)/2 (mais
ict nous raisonnerons, par souct simplicité, directement avec la notion de dérivation d’un
potentiel).

Ainsi, la principale difficulté pour montrer que v vérifie la propriété (P,2") (c’est a dire
les propriétés (1)) sera de montrer que v € L*>((0,1) x Q) (ce qui sera établi par la
Proposition 3.53-12 p. 93) et qu’elle vérifie I’équation de Burgers citée ci-dessus (établi par
la Proposition 3.3-31 p. 115).

5. Pour finir, notons que la propriété (P 3') traduit la propriété (P2) du groupement (I). En
effet on peut facilement prolonger la relation pour h € H*((0,1) x ) une fois que celle-ci
est établie pour h € C*°((0,1) x Q). La propriété (P1) est quant a elle, comme précisé
plus haut, naturellement vérifiée en posant m = pv.

Les principaux enjeux de la construction d’un point selle pourraient donc se re-reformuler de
la fagon suivante : nous allons chercher a construire un couple densité/champ de vitesse (p,v)
vérifiant les propriétés :
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Propriétés (Ij).
(Pgl')  La densité p vérifie p € L%((0,1) x Q).
(Pg2')  Le champ de vitesse v vérifie v € L>((0,1) x Q).

(PB3/) Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions l’équation de Burgers :

1
O + §VI|U|2 =0

(Pgd")  (p,v) vérifie I’équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour les
conditions initiales et finales pg et p1 et des conditions de Neumann homogénes aux
bords : Yh € C*°([0,1] x Q),

Q

/ (Oth +v.Vh) p+ / h(0, x)po(x)dx — / h(1,z)p1(x)dx =0 (3.1-6)
10,1[x 2 Q

Note pour le lecteur. Ce chapitre est en quelques sorte un préambule au chapitre IV : il
sera principalement consacré & I’étude d’un certain nombre de propriétés des champs de vitesse
inhérents & un transport optimal, dont la plupart ne trouveront leur application que dans la
preuve des différents résultats du chapitre IV. Cette étude, assez complexe, contient des résultats
trés importants et trés utiles de ce travail, mais dont la connaissance précise ne sera pas, nous
le pensons, entiérement nécessaire pour aborder la suite de ce manuscrit. Il est donc possible, a
partir d’ici, de poursuivre la lecture directement en début de chapitre IV, quitte & revenir a ce
chapitre ultérieurement.

Plan du chapitre

Nous détaillons & présent le plan de I’étude menée au sein de ce chapitre ainsi que les principaux
résultats obtenus :

1. Nous commencerons dans la section III.2 par montrer qu’il est possible de prendre ¢
telle que ¢ vérifie la propriété (I'1), c’est a dire que ¢ et sa transformée de Legendre ¢*
soient finies en tout point de R?, et admettent un minimum global. Pour toute la suite
du chapitre, nous pourrons ainsi considérer que cette hypothése (I'1) est toujours vérifiée
par ¢.

2. Dans la section I11.3.4, nous étudierons en détails les propriétés du champ de vitesse v (le
champ de vitesse spécifique du transport optimal dans le cadre de notre probléme).

— Dans la sous-section II1.3, nous montrerons quelques propriétés essentielles par la suite
sur la vitesse v. En particulier le fait que v vérifie la propriété (P ﬁ2’ ) et est localement
lipschitzienne, ainsi que la relation

X (t,x) =v(t, X(t,z)).

— Pour finir, dans les sous-sections I11.3.8, I11.3.9 et I11.3.10, nous effectuerons une étude
plus ciblée de v et nous finirons de montrer la propriété (P53’ ), c’est a dire que v
vérifie I’équation de Burgers :

1
O + §V|v|2 =0
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ainsi que des propriétés de régularité (et de régularisation) sur v qui se révéleront
ensuite utiles pour démontrer 1'unicité de la composante u = (p, pv) des points selles
de L dans la section IV.2 (chapitre IV).

II1.2 Propriétés du potentiel du plan de transport

Cette section a pour objectif de prouver qu’il est possible de se donner un potentiel de transport
#, tel que défini dans le Théoréme 1.1-7 (p. 20), assez régulier et prolongeable a R tout entier.
Plus précisément, nous allons montrer que ’on peut considérer ¢ et sa transformée de Legendre
¢* finies et donc continues sur R?, et admettant un minimum global. Nous regrouperons ces
derniéres assertions sur ¢ sous la propriété (I'y).

Un potentiel ¢ vérifie la propriété (I') si et seulement si :

Propriété (T'y). ¢ et ¢* sont convexes, continues et admettent un minimum sur R?,

Définition 3.2-1. DOMAINE D’UNE FONCTION CONVEXE

Soit f : R — RU {400} une fonction convexe. On a appelle domaine de f ’ensemble noté

Dom(f) des points en lesquels f est finie.
e Dom(f) est un ensemble conveze,
e f est localement lipschitzienne et donc continue sur Dom(f).

Définition 3.2-2.

Soient po une densité de probabilité Lebesque-mesurable sur R? et j11 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgque de RY. Définissons l’ensemble ®(poL?, 1) des fonctions ¢ :
R? — R wvérifiant la propriété (T'1) telles que Vo# (poﬁd) = 1.

L’objet de cette section est la démonstration du résultat suivant, et de son Corollaire.
Proposition 3.2-3.

Soient py une densité de probabilité Lebesque-mesurable sur R® et 11 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesque de R®. On suppose que py et i sont a support bornés.
Soit ¢ une fonction convexe, propre et s.c.i. sur R%, vérifiant
o 11 = Vo#(poL?),
e V¢(supp(po)) = supp(p1),
Alors il existe une fonction ¢ sur R vérifiant la propricté (T'y) telle que
1. ¢ = ¢ et Vo = V¢ po-presque partout,
2.y = Vo# (poL?) = Vo# (poL?),
3. / |Vé(z) — 2> po(z) dz = / |V (x) — 2*po(x)dx =  inf / Tz — x| po(z) de,
R4 R4 R4

T#po=p1

4. Vo(supp(po)) = Vé(supp(po)) = supp(pa)-
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Note : Rappelons que le terme V¢ (supp(po)) doit étre lu comme V¢ (supp(po) N Y(po)), avec :

Y (po) = {x € supp(po), ¢ différentiable en x} . (3.2-1)

Corollaire 3.2-4.

Soient pg une densité de probabilité Lebesque-mesurable sur R® et uy une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesgue de 2. On suppose que pg et p1 sont a support bornés dans
R4

Alors ®(poL?, 11) est non vide.

Preuve du Corollaire sous réserve de véracité de la Proposition 3.2-3 : D’aprés
le Théoréme 1.1-7 (p. 20), il existe une fonction convexe ¢ propre et s.c.i. sur R?, vérifiant
i = (Vo) # (poL?) et Vo(supp(po)) = supp(p).

D’aprés la Proposition 3.2-3, il existe alors une fonction ¢ sur R? vérifiant la propriété (I'y) telle
que p1 = Vo# (poL?) = Vo# (poL?), d'on ¢ € ®(poL?, j11). O

La seule difficulté de cette section consistera donc & prouver la Proposition 3.2-3. Nous allons
donc montrer que pour toute fonction ¢ convexe et s.c.i. sur R¢ vérifiant

Vo <p0£d) _ (3.2-2)
et
/]Rd \Vé(z) — x> po(z) de = T#ip%f:,ul /Rd Tz — x| po(x) de, (3.2-3)

il est possible de choisir ¢ prolongeant la restriction de ¢ & supp(pg), et vérifiant de plus la pro-
priété (I'y). Pour cela, nous considérons I'une de ces fonctions convexes s.c.i. ¢ vérifiant (3.2-2) et
(3.2-3) (dont I'existence est assurée par le Théoréme 1.1-7) et nous construirons un prolongement
en une fonction ¢ — convexe, superlinéaire et finie sur R? (donc localement lipschitzienne) — de
la restriction de ¢ & un sous-ensemble O(py) de son domaine contenant supp(po), de telle fagon
qu’en tout point z de supp(pp) ol ¢ est différentiable, ¢ le soit aussi et Vo(z) = V().

Pour assurer cette derniére condition, il suffit que ©(pp) contienne un voisinage de chaque point
de supp(pg) ot ¢ est différentiable, i.e. que ¢(z) = ¢(z) au voisinage de chacun de ces points.
Nous verrons que pour prolonger ¢ & partir d’un tel ensemble O(py), il suffit qu’il existe une
constante M qui borne au moins un élément de la sous-différentielle de ¢ en chacun des points
de ©(po).

Commengons donc par énoncer deux Lemmes généraux afin de montrer que la sous-différentielle
de ¢ peut étre uniformément bornée au voisinage de chaque point de supp(pg) ot ¢ est différen-
tiable ainsi qu’un troisiéme donnant les conditions a vérifier sur ¢ pour que ¢* soit superlinéaire.
Leurs preuves sont établies dans I’annexe C.

Lemme 3.2-5.

Soit f une fonction conveze sur R? différentiable en un point x € R%. Alors il existe € > 0
tel que f soit lipschitzienne sur B(x,€), avec pour constante de lipschitz L = 4(|V f(z)| +1).
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Remarque 3.2-5. Si K est un compact de R, alors d’aprés le Lemme 3.2-5 (p. 81), pour tout
x € K il existe e > 0 tel que f soit lipschitzienne sur B(x,€). Par extraction d’un recouvrement
fini de K par de telles boules, on conclut donc que f est lipschitzienne sur K, et donc localement
lipschitzienne sur R®.

Lemme 3.2-6.

Soit f une fonction convexe sur RY différentiable en un point x € R, Alors il existe § > 0
tel que pour tout y € B(x,0), et pour tout a € df(y), |a| < 4(|Vf(x)] +1).

Lemme 3.2-7.

Si f est conveze, continue et superlinéaire sur R tel qu’il existe a,b,c > 0 avec a < 1 tels
que
Ve e RY, f(z) < alz* + blz| +

alors f* est convexe, continue et superlinéaire sur R? (et admet un minimum sur R® par
coercivité). Autrement dit, f vérifie Uhypothese (I'1).

En vertu du Lemme 3.2-6, pour tout € Y(pp), soit 1 > d§, > 0 tel que pour tout y € B(x,d,),
et pour tout a € df(y), on ait |a] < 4(|Vf(z)| + 1). On définit alors 'ouvert

O(po) = |J B(x,6:) C Dom(). (3.2-4)
z€Y (po)

Nous allons maintenant définir ¢, fonction convexe superlinéaire finie sur R?, prolongeant la res-
triction de ¢ a O(po).

Pour ce faire, nous faisons de plus ’hypothése que V¢ est bornée sur T (pp), ce qui est effective-
ment vérifié par le potentiel ¢ de notre plan de transport optimal. En effet d’aprés le Théoréme
1.1-7 (p. 20), ¢ vérifie en particulier (3.2-2) et (3.2-3), ainsi que V¢ (supp(po)) = supp(p1) (et
donc sup |V¢(z)| < +oo, comme déja précisé plus haut).

z€Y(po)
D’aprés le Lemme ci-dessus, il sera donc possible de borner les sous-différentielles de ¢ au voisi-

nage de chaque point de T(pg) par 4( sup |V¢(z)|+ 1). Montrons qu'il en est de méme pour
2€7T(po)

au moins un élément de la sous-différentielle de chacun des points de supp(po).
Proposition 3.2-8.

Soient py une densité de probabilité Lebesque-mesurable sur R® et 11 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesque de R®. On suppose que py et ui sont a support bornés.
Soit ¢ une fonction conveze s.c.i sur RY, vérifiant

e w1 = (Vo)#po,

e Vo(supp(po)) = supp(p1),
et ©(po) définie comme en (3.2-4).
Alors il existe une fonction ¢ convexe, superlinéaire et finie en tout point de R?, tel que
5‘9(1)0) = ®|0(py), €t pour laquelle il existe a,b,c > 0 avec a <1 tels que

Ve € RY ¢(z) < alz)® + blz| + ¢ (3.2-5)
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Remarque 3.2-6. Pour une fonction f de R? propre et conveze de sous-différentielle non partout
vide",la condition de supralinéarité de cette derniére est suffisante pour affirmer que f* est finie
en tout point de R? (et donc continue sur R?).

Preuve de la Proposition 3.2-8 : Tout d’abord remarquons que V¢ est uniformément borné
sur supp(po). En effet, Vé(supp(po)) = supp(u1) (et supp(u1) est borné par hypothése). Donc

Vo(supp(po)) C supp(p1) est borné, i.e. sup |Vo(x)| < +o0.
€Y (po)

On pose alors M = 4(N + 1) < +o00 avec N = sup |V¢(z)|. Il est clair d’aprés le Lemme
2€T(po)
3.2-6, que pour tout x € O(py), il existe a € dp(x) tel que |a| < M.

Soit T' = {u={(a,") + 8, (a,8) € R? x R, tel que Vz € R%, ¢(z) > u(z), et |a| < M}, et soit

g : R — R définie par g(z) = sup(u(x)) pour tout z € RY.
uecl

Montrons que g est convexe, finie en tout point de R%, et telle que 918(p0) = P|6(p0)-

1. g conveze.
Soient z,y € R? et A € [0,1]. Soit u € T, u(z) < g(=) et u(y) < g(y). Ainsi

Ag(x) + (L= Ng(y) > Au(z) + (1 = Mu(y) = u(Adz + (1 = A)y),
(en effet u est affine), et ceci pour tout u € T, donc

gz + (1= A)y) = Sglg(U(M + (1= XNy)) < Ag(x) + (1= N)g(y),

et g est donc convexe sur R%.

2. g finie sur RY.

Soit g € supp(po) tel que ¢(xg) < +oo. Pour tout x € R et pour tout u = (a,-)+3 € T,
on a

u(r) = (a, & = xo) + u(zo) < |aflz — ol + ¢(w0) < Ml — ol + ¢(20) < +00,

et donc
g(z) = su?(u(x)) < M|z — zo| + ¢(x0) < +00. (3.2-6)
ue
3. 9ie(p0) = P©(p0)-
Il est tout d’abord clair que pour tout y € R?, g(y) < é(y).
Soit maintenant x € O(pg). Comme déja mentionné en début de preuve, pour tout x €
©(po), il existe a € Op(x) tel que |a| < M. Considérons donc un tel a € d¢(x). On pose
u={(a,- —x)+ ¢(x). Comme a € dp(x), on a bien :

Vz e RY, ¢(2) > (0,2 — z) + ¢(x) = (2),

et doncu €I'. Oru(z) = ¢(x), d’ou g(x) = ilelllz(U($)) = ¢(z) (car g(x) < ¢(x)).

Rappelons que ©(py) = |J B(x,d;), en ayant pris 1 > §, > 0. ©(pg) est borné du fait que
€Y (po)
supp(po) soit borné. Soient R > 0 tel que O(pg) C B(0,R) et 0 < a < 1. On pose :

¢ = g+ max(0,a - |* — R?) (3.2-7)
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¢ est bien convexe, superlinéaire, finie en tout point de R%, et vérifie $|@(p0) = Qe(p)- De plus

d’aprés I'inéquation (3.2-6), on a pour tout x € R?,
é(2) < alzf® + M|z| + (Mlao| + ¢(a0))-

g

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat principal de cette section, & savoir,
rappelons-le, la Proposition 3.2-3 (p. 80).

Retour a la preuve de la Proposition 3.2-3 : Soient py une densité de probabilité Lebesgue-
mesurable sur R? et y; une mesure de probabilité définie sur la tribu de Lebesgue de R? telles
que pg et uy soient a support bornés, et soit ¢ une fonction convexe, propre et s.c.i. sur R,
vérifiant 1y = (Vo)# (,ooﬁd) et Vo(supp(pg)) = supp(p1). D’apreés la Proposition 3.2-8, il existe

une fonction ¢ convexe, superlinéaire et finie en tout point de R?, tel que $|@(p0) = Q|0(po); €t
pour laquelle il existe a,b,c > 0 avec a < 1 tels que

vz e RY, ¢(z) < alz|® + blz| + c. (3.2-8)

1. Montrons tout d’abord que ¢ vérifie bien la propriété (I'1) : ¢ est convexe et finie en
tout point de R?, i.e. Dom(¢) = R? : d’aprés la définition 3.2-1, ¢ est alors localement
lipschitzienne et donc continue sur R%.
¢ est donc convexe, continue et superlinéaire sur R%, et vérifie la relation 3.2-8. D’aprés le
Lemme 3.2-7, 5* est donc également convexe, continue et superlinéaire sur R%. De plus,
la continuité et la supralinéarité de ¢ et 5* sur R leur assure & toutes les deux Iexistence
d’un minimum sur R%. ¢ vérifie donc bien la propriété (I'y).

2. Montrons maintenant les relations entre ¢ et . ¢ est égale a ¢ au voisinage de tout point
x de Y(po) (¢(z) = ¢(z) pour z € B(xz,0;) ) : il donc est clair que Vp(x) = Vo(x) en

chacun de ces points. Pour toute fonction continue a support borné f de R* dans R, on a

/Rd fdp = / (foVo)py = /Rd(f o V) po da (3.2-9)

R4

(pour plus de précision sur la notion de poussée de mesure, voir I’Annexe F, plus parti-
culiérement la Proposition F.0-3), i.e. u1 = Vo# (,ooﬁd) = Vo# (poﬁd) et

/ V3(@) — oo c) di = / Vo(z) - a2p0(x) da
R Y (po)

- / Vo(x) — 2 po(x) de
T(po)

— / V() — aPpole)dz = int / T — af?po() da
Rd T#po=p1 JRrd
(3.2-10)

et bien sir Vo (supp(po)) = Vé(supp(po)) = supp(p1). O

Remarque 3.2-7. Dans la preuve de la Proposition 3.2-8, nous avons construit ¢ en prenant

6 =g+ max(O,a| : |2 - Rz)a
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(voir léquation (3.2-7) p. 83), avec 0 < a < 1 quelconque.
Ainsi, d’apres la Proposition 3.2-3 et son Corollaire 3.2-4 (p. 80), pour tout a € [0, 1[, on peut
construire un ¢, = g + max(0,a| - |> — R?) € ®(poLY, 11).

De plus, pour tous 0 < a1 < ag < 1, $a1 et $a2 différent d’une fonction non constante : en effet
gy — Gq, = max(0, ay| - 2 — R?) — max(0, a1 - |* — R?) (non constante).

®(poL?, 1) posséde donc une infinité d’éléments différents deux a deur d'une fonction non
constante.

Cette Remarque, qui semble pour Uinstant trés anodine, trouvera son importance lorsque sera
abordé les questions d’unicité des points selles au début de la section IV.2 du prochain chapitre :
elle permettra en effet d’affirmer la non-unicité des points selles de L en général, ce qui a défaut
ramenera le probléme uniquement a l’étude de l'unicité de la composante p = (p,m) commune
auzx points selles (1, q, p) de L.

Remarque 3.2-8. Il faut tout de méme noter que la fonction ¢ donnée par le Théoréme de
Brenier (Théoréme 1.1-7 p. 20), nous donne par ¢* le transport optimal inverse (transportant py
sur pp) dans le cas ot py est une mesure & densité. Plus particuliérement, pour po-presque tout
x € R? et py-presque tout y € R?

V¢*oVo(z) =z, VooVe'(y)=y,
ge n’est plus forcément le cas pour ¢ : en passant de ¢ & ¢, on gagne la continuité sur R pour
¢ et qﬁ*, mais il semble qu’on perde la réciprocité du transport assurée par ¢*.

Dans tout ce qui suivra, ¢ désignera désormais ¢; c’est a dire que désormais, nous pourrons
considérer que ¢ vérifie la propriété (I'y).

/A IMPORTANT : Dans la plupart des énoncés qui suivront, nous nous placerons dans un
cadre général (éventuellement hors "transport optimal") en considérant des fonctions ¢ vérifiant
la propriété (I'y).

L’étude effectuée de cette section, formalisée par la Proposition 3.2-3 (p. 80) et son Corollaire,
montre néanmoins que dans le cadre du transport optimal (c’est a dire sous les conditions du
Théoréme 1.1-7 p. 20), il ne s’agit pas d’une hypothése mais bien d’une propriété de ce
transport !

Nous avons dans cette section, donné un cadre plus "confortable" & notre étude, en nous permet-
tant de prolonger systématiquement le plan de transport (défini alors comme le gradient d’un
potentiel convexe vérifiant la propriété de régularité (I'1)) a R? tout entier, de maniére & assurer
un certain nombre de propriétés de régularité au champ de vitesse.
La prochaine section se donne, pour objectif d’étudier en détail ces propriétés de régularité du
champ de vitesse prolongé a R? obtenues grace a la propriété (I'y).

I11.3 Propriétés du champ de vitesse

Dans cette section nous définirons et caractériserons un champ de vitesse associé & un transport
optimal sur la base du Théoréme 1.1-7 (p. 20). Les résultats qui seront démontrés dans cette
section constitueront la base des résultats d’existence et d’unicité concernant les points selles
de L, ainsi que des résultats généralisés de la section IV.3.

Les trois premiéres sous-sections seront consacrés & la définitions d’outils d’analyse convexe
auxquels nous feront régulierement appel tout au long de cette section.
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I11.3.1 Quelques propriétés utiles des sous-gradients de fonctions Lipschit-
ziennes

Lemme 3.3-1.
Soit f: RY — R une fonction L-lipschitzienne sur un ouvert w. Alors

sup|0f(x)| < L.

TEW

Preuve : Soient x € w et & € df(x). Soit r > 0 tel que B(x,7) C w. On suppose que & # 0 (le
cas |£| = 0 < L est bien siir évident). Par définition de £ :

Vz €w, f(2) > f(z) + (£, 2 — 2).
Ainsi pour tout z € B(x,r),
Lr > Lz — 2| > f(2) = f(z) = (§,2 — @)

En posant z = z +r&/|€] € B(x,r), on obtient : Lr > r|¢|. D’ou |¢| < L, et ceci pour tout x € w
et £ € Of (z). O

Lemme 3.3-2.

Soit f : RT — R une fonction L-lipschitzienne sur un ouvert convere w. Alors

sup [V f(2)| < L.
2€D(w)

ot D(w) est l'ensemble des points de w en lesquels f est différentiable.

Preuve : Soit z € D(w). Soit r > 0 tel que B(x,r) C w. On suppose que V f(x) # 0 (le cas
[Vf(x)] =0 < L est évident). f est différentiable en x :

Vzew, f(z) = fla)+ (VI@),2 — 2) + oz — ).
Ainsi pour tout z € B(z,r),
Lr> Lz —a| = f(2) = f(x) 2 (V[(2), 2 —2) + o(z — ).
En posant z = z + (rV f(z))/|Vf(z)| € B(x, ), on obtient :
Lr > r|Veé(x)| + o(r)

d’ou en divisant par r et en faisant tendre celui-ci vers 0, on obtient |V f(x)| < L, et ceci pour
tout x € D(w). O
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Remarque 3.3-9. Le Lemme 3.3-2 semble & premiére vue un sous-cas du Lemme 3.3-1. Cepen-
dant, si la différentielle d’une fonction conveze coincide bien avec sa sous-différentielle, ce n’est
plus forcément le cas pour une fonction non-conveze.

Lemme 3.3-3.

Soit f : RY — R une fonction convexe propre et s.c.i., et soient (x1)r et (&x)p deux suites de
R? qui convergent dans R? respectivement vers x et £, et telles que

VkeN, & € 0f(zp).

Alors 0f (z) est non-vide et £ € Of(x).

Preuve : Pour tout z € R%, on a pour tout k € N,

f(z) > f(@g) + (€ky 2 — Tg)-

Ainsi par passage a la limite inférieure on obtient pour tout z € R® :
f(z) 2 liminf (f(zk) + (&, 2 — 21)) 2 f(2) + (£, 2 — ),

d’ou & € Of(x). O

II1.3.2 Rappels sur les conjuguées convexes

Nous rappelons ici la définition de la transformée de Legendre.
Définition 3.3-4. TRANSFORMEE DE LEGENDRE

Soit f une fonction de R™ dans | — oo, +o0]|. On définit la transformée de Legendre de f,
notée f* par :

f*(x) = sup {{z,y) — f(y)}

yER™

Notons que f* est conveze et semi-continue inférieurement.

Nous en profitons pour énoncer quelques propriétés de la transformée de Legendre qui seront
utiles pour la suite :

Propriétés 3.3-5. ([4] chapitre 13)

1. Ya>0, (af)* = af*(-/a),
2 (P =3P,
8. (Théoreme de Fenchel-Moreau) si f est propre, s.c.i. et conveze, alors f** = (f*)* = f.

I11.3.3 Opérateur Proximal et enveloppe de Moreau :

Commengons par introduire la notion de de convolution infimum, ou inf-convolution :
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Définition 3.3-6. INF-CONVOLUTION ([4] chapitre 12)

Soient f et g deux fonctions de R dans | — oo, +00]. L’inf-convolution de f et g, notée fOg,
est définie par
fOg : RY =] — 00, +00] : & —> inﬂ{d{f(a: —y)+g9(y)} (3.3-1)
ye

Dans la suite de notre probléme, nous aurons besoins de la propriété suivante, en lien avec la
transformée de Legendre ([4] chapitre 13) : pour toutes fonctions f et g de RY dans]—o0, +0o0],
on a

(fOg)* =f"+g" (3.3-2)

Nous rappelons également la définition de I’opérateur proximal déja évoqué au chapitre I :
Définition 3.3-7. L’OPERATEUR PROXIMAL ([4] chapitre 12)

Soit f une fonction de R™ (n € N*) dans R propre, s.c.i. et conveze, et soit x € R™.
L’opérateur prozimal de f en x, noté Proxs(x) est l'unique minimiseur de f + %\m —|? dans
R™. Autrement dit :

Proxs(x) = argmin <f(y) + 1|y — a:|2> (3.3-3)
yeRn 2

On peut caractériser l'opérateur proximal par la relation suivante :
y = Proxs(z) & z—y € dd(y). (3.3-4)

Les opérateurs Proxy et id — Proxy sont non-expansifs (1-lipschitziens).

Enoncons de nouveau l’identité de Moreau (reliant l'opérateur proxzimal de f avec celui de
sa transformée de Legendre f*) :

Prox, s = id —yProx;/(-/7) (3.3-5)

Remarque 3.3-10. On a ici défini l'opérateur sur R™, mais celui-ci peut parfaitement se définir
sur des espaces plus générauz (les espaces de Hilbert par exemple), avec les mémes propriétés.
Voir par exemple la sous-section 1.2.1 au chapitre I.

Définissons également ’enveloppe de Moreau :
Définition 3.3-8. L’ENVELOPPE DE MOREAU ([4] chapitre 12)

Soit f : RY —] — 00, 00| convere, s.c.i propre et soit v > 0. L’enveloppe de Moreau de f
de paramétre vy est définie par :

f = 40 <217| - 12) (3.3-6)

Par définition de l'opérateur proximal, on peut donc également caractériser 7f, pour tout
reR ety >0, par :

Tf(z) = f(Proxyg(s)) + 21'y‘$ — Prox,(z)|? (3.3-7)

Vf est convexe et Fréchet-différentiable sur R?, de gradient égal d :

V('f) =y (id — Prox,;) = Proxg- /., (-/7) (par (3.3-5)). (3.3-8)
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Cette derniére application (i.e. V(f) ) est donc v~ L-lipschitzienne.

I11.3.4

Définition et premiéres propriétés du champ de vitesse

Nous allons maintenant re-définir le champ de vitesse d’un transport optimal (précédemment
défini en (3.1-2) p. 75) a partir d’'un opérateur de type proximal : Popérateur p. Celui-ci nous
permettra de traiter plus facilement le problémes des "cassures" du champ de vitesse (qui ne
sont pas forcément des discontinuités, voir 'exemple 3.3-11 p. 90). Celui-ci agit en effet de fagon
bijective sur les zones réguliéres, et au contraire referme les différentes "cassures".

Définition 3.3-9. L’OPERATEUR p

Soit ¢ : R +— R wérifiant la propriété (I'1) (en particulier ¢ est convexe et continue en
tout point de R, et admet donc en chacun de ces point une sous-différentielle non-vide et
compacte). On définit 'opérateur

py : [0,1[xR? — R
(t,z) +— PI‘OXﬁ(z) (%—t) (= Vz(¢e)* voir plus bas)

Py vérifie les propriétés suivantes : pour tout t € [0, 1],
1.
2.

Py(t,-) est 1/(1 —t)-lipschitzienne,

sit €]0,1[ (t#0), en posant ¢y = (1 —t)| - [2/2+t¢, alors (¢;)* est de classe C sur
R? et on a :

p¢(ta ) = Vm(¢t)*v (33'9)

Py(t,-) est surjective sur R? et pour tous z,y € R,

y=py(t,z) & xe(l—1t)y+tdp(y). (3.3-10)
la vitesse v introduite en (3.1-2) p. 75, peut étre définie & partir de Py par :
r— t,x
v(t, ) = p:()j (3.3-11)

pour tous t €]0,1] et z € RY,

Note : Dans la suite de cette étude, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur ¢, nous écrirons dé-
signerons simplement par v le champ de vitesse vg.

L’illustration qui suit a pour objectif de donner une meilleur idée de ce que nous entendons par
le terme de "cassure".
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Exemple 3.3-11. LES "CASSURES" DU PLAN DE TRANSPORT

Nous illustrons ici deuz type de "cassures” de la densité (en vert) au point x : un cas de discontinuité et
un cas de non-discontinuité du plan de transport.

A point de rupture

En effet, ce que nous appelons une "cassure” ne correspond pas forcément a une discontinuité du plan de
transport, c’est a dire du fait que ¢ est une fonction convexe, a une non-différentiabilité de ¢, comme dans
la figure 1. La figure 2 illustre un cas de cassure ot, bien que la fonction ¢ soit de classe C, son gradient
n’est pas localement lipschitzien au voisinage du point x : le plan de transport T = V¢ est continue en x,
méme si l'on y observe une "quasi-discontinuité” en ce point.

T=V¢
T =V
AAAAAA 0-- s Y =
d X
Figure 1 : T est discontinue en x Figure 2 : T est continue en x,

mais non lipschitzien

Preuve des propriétés énoncées dans la définition 3.3-9 :

1. La propriété se déduit immédiatement de la non-expansivité de I'opérateur proximal.

2. Les propriétés 3.3-5 nous permettent en particulier de montrer que (¢;)* peut étre vu
comme une enveloppe de Moreau, en effet :

o=zl eo= (a-0317) +uo = ((a-037) wer)

_ 1 2 : * : _ 1 2 * . (1t * *

= (@051 ) 09r) = (50! POCer) = (o)
Ainsi (¢¢)* = 171(t¢)*. En utilisant la relation (3.3-8) de la définition 3.3-8 (p. 88), on
déduit donc que pour tout t €]0,1[, (¢¢)* est de classe C' sur RY, et

. ld —PI‘OX(l_t)(t¢)* . . _

3. La propriété se déduit immédiatement de la caractérisation (3.3-4) de I'opérateur proxi-
mal.

4. Se déduit de la précédente pour t = 0.
5. D’aprés la définition de la vitesse v (équation (3.1-2)), on a pour tout z € R? :

ot z) = = Vmi¢t)*(l‘) - pf(t,:c)'
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Commentaires 3.3-12 (A propos de l'opérateur py, :).

1. Rappelons que le champ des trajectoires X est défini pour tout t € 10,1[ par (3.1-1) (p.
75), ¢’est a dire :
X(t,") = Va(¢r) = (1 - t)id +tV.

D’apres léquation (3.3-9), pour tout t €]0,1[, on a py(t,-) = Vau(dr)*, c’est a dire qu’il
représente formellement la "réciproque des tracés caractéristiques X (t,-) = V(o) ". Cette
réciproque est qualifiée de "Formelle" car, dans le cas général (i.e. sous l’hypotheése (I'1)),
Py(t,+) nlest pas injective sur R? : au contraire I’opérateur Py(t, ) raccommode les "cas-
sures" pouvant étre générées par un plan de transport En effet p¢(t, -) re-concentre les
zones générées par diffusion (par les trajectoires caractéristiques X (t,-)) des points de
cassures sur ces meémes points.

Ainsi p¢(t, -) ne peut étre bijective que dans le cas ot il n’y a pas de "cassures” dans le
plan de transport.

Ces points de "cassures" du plan de transport correspondent aux éventuelles points ot le
potentiel ¢ n'est pas différentiables. Bien que d’aprés le Théoreme 3.3-16 (p. 98) l'ensemble
de ces points soit négligeable, la diffusion de ces cassures, et en particulier la torsion du
champ de vitesse au niveau de ces points en t = 0 (ou bien t = 1 si l’on considére les
points d’irrégularité de ¢*) elle ne Uest pas. En effet, les torsions du champ de vitesse
au voisinage de ces points de cassures peut avoir par exemple pour conséquences la non-
régularité H' du champ de vitesse au niveau de ces point (voir l’exemple 3.3-22 p.
122). Une régularité H' qui, si elle avait eu lieu, aurait grandement facilité ’étude abordée
a la section IV.2 et traitant de résultats d’unicité dans les points selles du lagrangien L.
Malheureusement ce ne sera en général pas le cas...

2. On peut déduire de (3.3-11) qu’a t €)0, 1] fizé, le champ de vitesse v(t,-) est lipschitzien
sur RY (d’apres la premiére propriété de Py €noncé ci-dessus), et qu’il est possible de lui
associer une constante de Lipschitz ne dépendant que du tempst (ne dépend ni de l’espace,
ni de ¢). Par exemple, la constante de Lipschitz

Ly = (3.3-13)

t(1—1t)
est toujours valable sur RY (pour la norme euclidienne | - |), quelle que soit ¢. Le champ
de vitesse v est donc continue et presque partout Fréchet-différentiable en espace (par le
Théoréme de Rademacher [34] p.81, cité plus bas : Théoréeme 3.3-16 p. 98), et ||Vzv(t, z)|]

est ainsi de plus uniformément borné par L; = 2/t(1 — t) pour presque tout x € R?
(| - || désigne ici la norme subordonnée a | - |).

De par la nouvelle formulation de v dans le cinquiéme point de la définition 3.3-9, on déduit
immédiatement la propriété suivante :

Proposition 3.3-10.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (T'1). Pour tout t €]0,1], et pour tout y € R? tel que
¢ soit Fréchet-différentiable eny (c’est a dire pour presque tout y € R? étant donné que sous
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Uhypothese (T'1), ¢ est localement lipschitzienne sur R?), on a, en posant X(t,-) = V¢ =
VI —t)id+tVe] :
Vo(y) —y =0 X(ty) =v(t, X ({1, y)). (3.3-14)

Preuve : Soit y € RY tel que ¢ soit différentiable en y (avec donc V¢(y) = {Vé(y)} ). D’aprés
(3.3-10), on a

y=py(t,z) & = (1-1)y+tVe(y),
y =D, (t, (1 —t)y +tVe(y)) = py(t, X (t,y)). (3.3-15)

On a donc d’aprés (3.3-11),

X(ty) —pe(t, X(ty)  X(t,y) —vy

v(t, X(ty) = : = ; =Vo(y) —y.

Remarque 3.3-13. La Proposition ci-dessus peut également se reformulé comme il suit : sachant
que X(t,-) = Vo et py(t, ) = Vau(dr)* (voir le deuzieme point de la définition 3.5-9) : pour tout
t €]0,1[, et pour tout x € R tel que ¢ soit Fréchet-différentiable en x, on a :

(vx(ﬁbt)* © qu)t) (m) = 2.

C’est la reformulation exacte de ’équation (3.3-15).

I111.3.5 Controle du champ de vitesse

Dans cette sous-section, nous montrerons quelques propriétés de controle du champ v, introduit
dans la relation (3.3-11) de la définition 3.3-9. En particulier, nous nous intéresserons au fait que
v vérifie la propriété (P42') (i.e. est dans l'espace Ljy ([0, 1] x Q).

loc

Pour ne pas avoir a traiter indépendamment la question du contrdle de vent =0et ent =1,
nous commengons par introduire une propriété de symétrie du champ v :

Lemme 3.3-11.

Soit v* définie pour tout t €]0,1[ et x € R? par :

r—pys*(t,x
v (t,x) = pd;(), avec pg(t,z) = Prox%qb* <1xt> ,
—t —

Alors pour tout t €]0,1[ et x € R?, on a

v(t,x) = —v*(1 —t,x). (3.3-16)
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Preuve : L’identité de Moreau (3.3-5) p. 88 nous donne :

x x t x
Ps(t, ) :PTOX%_M (1—t> =1-7" 1_tProx¥¢* (;)

T t

=T U -t
T TP (1ha)

et donc
T —py (t,x)  —x+py(l—t )

v(t,x) = : = L =—v*(1—t,x). (3.3-17)

0

On peut donc maintenant aborder le probléme du contrdle du champ de vitesse, autrement
dit la propriété (P42') :
Proposition 3.3-12.
On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). Soit un champ de vitesse v définit par rapport a
¢ comme a l’équation (3.3-11) p. 89. Alors :

1. On av e L (]0,1] x RY)4.

loc
Plus précisément, pour tout w C R ouvert borné, si on pose
M = supldg(x)] et M* = sup|dg*(2)];
TEW TEW

on a

sup  |v(t,z)| < 5 (max{M, M*} + sup(w)) . (3.3-18)
(t,z)€]0,1[xw

2. Il existe ¢ € T/Vlifo([O, 1] x Q), tel que v = V.

Par abus de notation, on désigne ici indifféremment v et v|,, par la méme notation v.

Remarque 3.3-14. M et M* sont bien finies : en effet ¢ est supposée vérifier la propriété (I'r),
et donc ¢ et ¢* sont supposées étre finies et convezes sur R® et donc localement lipschitziennes
(Lemme 3.2-5 p. 81), en particulier lipschitziennes sur w. Ainsi, d’aprés le Lemme 3.3-1 (p. 86),
O et Ip* sont uniformément bornées sur w.

Remarquons également que si ¢ vérifie la propriété (I'1), alors du fait que (¢*)* = ¢, ¢* vérifie
également celle propriété.

Preuve de la Proposition 3.3-12 : Soit w C R% un ouvert borné de R%.

1. v(t,-) est uniformément bornée sur w au voisinage de t = 0.

Nous allons montrer que v(t,-) est uniformément bornée sur w sur [0,1/2].
Soient t €]0,1/2] et y € w, et soit © € (1 — t)y + tdp(y). D’aprés (3.3-10) p. 89, on a
p,(t,7) = y, donc

u(t,z) = % € 9d(y) — v. (3.3-19)
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Or v(t,-) est 2/t(1 — t)-lipschitzienne (cf commentaire p. 91) sur RY, donc

jo(t, ) — vlt,z)| < m—ws4xgﬂ (car t €]0,1/2))

2
(1-1) (3.3-20)

= 4|v(t, x)|.
En posant M = sup|d¢(z)|, on a bien pour tout t €]0,1/2] et y € w,

lv(t,y)| < 5lv(t,z)| < 5(M +sup(w)) (par (3.3-19)).

2. v(t,-) est uniformément bornée sur w au voisinage de t = 1.

Nous montrons maintenant que v(t,-) est uniformément bornée sur w sur [1/2,1]. Nous
raisonnons par symétrie de ce qui précéde.

Si on pose pour tout t €]0,1[ et x € R¢

T — p(b*(t? iL’)

v*(t,x) = ;

. B x
, avec Ppg (t,x) = Proxiw <1—t>’

alors d’aprés le Lemme 3.3-11 (p. 92), on a
v(t,x) = —v* (1 —t,x).
En posant M* = sup|d¢*(z)|, et en raisonnant comme précédemment, on obtient égale-
TEW

ment, pour tout t € [1/2,1] et y € w,
[o(t,2)| = [0"(1 — £,2)] < 5 (M* + sup(w)).

ce qui conclut la preuve du premier point.

3. Pour le second point, on rappelle que d’aprés le dernier point de la définition 3.3-9 (p.
89), on a :

id — V()" |2

v(t,-) = ltx(gbt) avec ¢y = (1 — t)|2 +to.

Ainsi, on a v = V1) au sens des distributions, avec v défini pour tout t €]0,1[ et pour

tout x € R? par :

wita) =3 (51 F - 00).

Or, on a démontré dans le premier point de cette Proposition que v € L>([0, 1] x R%)%.
On en déduit que ¢ € VVll’oo([O, 1] x RY) par application du Lemme E.

oc

O

Remarque 3.3-15. Comme nous le verrons plus loin dans la proposition 3.3-18 (p. 99), si pour
tout t €]0,1[ les plans de transport interpolés Ve, avaient été inversibles, i.e. si ¢ avait été
de classe C' de gradient lipschitzien, on aurait alors eu Py(t,:) = (Vo)™ = V(dy)*, et ainsi
d’apres (3.3-11) v(t,) = Vo ((Vée) ') — (Vor) ™. Le champ v aurait alors été prolongeable par
continuité ent =0 et t =1 : le résultat de la proposition 3.3-12 aurait alors été évident.

Seulement, dans le cas général d’un transport pouvant induire un changement de topologie entre
les supports des masses de départ et d’arrivée, c’est a dire admettant des "cassures” et donc des
points de non-régularité pour le potentiel ¢, un tel prolongement ne va pas de soit.
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Pour revenir & notre probléme de départ, on a bien
1
q= (—2\11]2,1)) € L>((0,1) x Q)4 < L2((0,1) x Q)@+,

Remarque 3.3-16. Comme déja notifié dans le commentaire 3.3-12 (p. 91, équation (3.3-13)),
pour tout t €]0,1[, v(t,-) est continue et lipschitzienne sur R% (en munissant R? de la norme
euclidienne, on peut prendre 2/t(1 — t) comme constante de Lipschitz). Le champ v(t,-) est
donc lipschitzien sur R, pour une constante de Lipschitz indépendante de t sur tout intervalle
[a, 8] C]0, 1] (par exemple la constante My g = sup2/t(1 —t)). Il est donc possible d’appliquer le

a?ﬁ
Théoréme de Cauchy-Lipschitz sur [, [3].
Donec pour tout x € R et t €]0, 1], le probléeme de Cauchy

yé Tz = U('a Yt :E)
: ) 3.3-21
{ Yealt) = 2, (3:3-21)

admet une unique solution mazimale d’aprés le Théoréme de Cauchy-Lipschitz sur tout intervalle
la, B, 0 < ae < t < B < 1. On peut alors aisément établir qu’il existe une unique solution définie
sur 0, 1] et que celle-ci s’écrit yi.(s) = (s — t)v(t,x) + = pour tout s €]0,1[. En effet une telle
solution vérifie bien y;.(t) = x, et y; ,.(s) = v(t,x) = v(s,(s — v(t,z) + ) = v(8,Yr(5)),
comme démontré dans la Proposition qui suit.

Remarquons en outre que si l’on considére en particulier le probleme de Cauchy :

y/ - ’U(', y)
{ y(t) = X(t,z) = (1 —t)z +tVo(x), (3.3-22)

on a alors bien y(s) = (s —t)v(t, X (t,x)) + X (t,x) = X (s,z) comme unique solution de (3.3-22)
sur]0,1].

Nous finissons par une derniére propriété de controle sur v, de type point fixe :

Lemme 3.3-13.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (T'y). Soit a € R? tel que ¢(a) = 111;12f¢> Alors pour tout
t € 0,1],

1. py(t, (1 —t)a) =a,
2. v(t,(1 —t)a) = —a.

On rappelle que

X

. d
Py : (t,z) € [0, 1[xR |—>Proxl%t¢ <1—t

) — V(1 —0)] 22 + to)”

(voir définition 3.3-9 p. 89).
Preuve :

1. Tout d’abord, ¢ étant une fonction convexe,
¢(a) = inf¢p & 0€ 0¢(a).
R
Par définition de py, en particulier par I'équivalence (3.3-10) p. 89 , on a donc,
(I-tha=(1-t)a+0€ (1—-t)a+tVe(a) & a=pyt, (1-1t)a).
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2. Quant a v, on a
ot (1 — t)a) = (1—t)a— st(t -t

I11.3.6 Reégularité lipschitzienne en espace-temps du champ de vitesse

L’objectif de cette sous-section est de montrer que le champ v est localement lipschitzien sur
10, 1[xR%, c’est & dire en espace-temps (et pas seulement en espace). Il s’agit du premier point
des propriétés (IIT) sur (0,1) x RY, énoncées p. 76.

Proposition 3.3-14.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Alors pour tous t,s €]0,1[, et pour tout x € RY,

v(t,z) =v(s, (s —t)v(t,z) + x).

Preuve : On fait appel aux relations (3.3-10) et (3.3-11) p. 89 et on raisonne par équivalence :
Pour tous s,t €]0,1] et z € R?,

v(s,(s —t)v(t,z) +x) = v(t,x)
- (s =tv(t,z) +2) — Py(s, (s —t)v(t, z) + z)

=v(t,z) (par (3.3-11))
& Ppy(s, (s —t)v(t, ) +z) =tv(t,z) — = py(t, x)
& py (s, (1 - ;) py(t,z) + ;x) — py(t,z) (par (3.3-11))

& (1= 2) Pyt 0) + Ta € (1= ) Pyt ) + s00(py (£ )) (par (3.3-10))

=3 gaz €s (1 - 1) Py(t, ) + 509(py(t, 7))

S 2 € (1 —1)py(t,z) +19d(py(t,x)) (vrai par (3.3-10)).

Remarque 3.3-17. Dans la preuve qui précéde, la propriété (I'1) n’est utile que pour les condi-
tions sur ¢, et non celles sur ¢*. En fait nous n’avons besoin ici que du fait que ¢ admette en
tout point de R une sous-différentielle non-vide et compacte.

Proposition 3.3-15.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Alors v est localement lipschitzienne sur ’espace
10, 1[xR<.
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Preuve : On rappelle que pour tout t €]0, 1] (voir (3.3-13) ), v(t, -) est lipschitzienne de constante
de Lipschitz 2/t(1 —t). Soient 0 < a < 8 < 1 et w un ouvert borné de R?, et soient

Mo, = sup et M,= sup |v(t,z)| <+4oo (Proposition 3.3-12 p. 93).
[, 8] t(l B t) (t,z)€]0,1[xw

Pour tout (t1,x1), (t2,22) € o, ] x R? , on a d’aprés la Proposition 3.3-14,
[o(t1, z1) — v(te, 22)| = |v (ta, (t2 — t1)v(t1, 21) + 21) — v(t2, 22)|
< —|((T2 — ¢ t —
S -t [((ta — t1)v(t1, 21) + 21) — 22
< Mag ([t2 — tallo(ty, 21)| + |z2 — 21])
< Mopg(1+ My) ([t2 — ta] + w2 — 1)) -

I11.3.7 Préambule sur la régularité du champ de vitesse

L’une des assertions a vérifier pour pouvoir établir le Théoréme 3.1-2, est de prouver que pour
tout champ de vitesse v défini par

_z—py(tx) 1 x
v(t,x) = — =7 le- Prox%_td) 1)) (3.3-23)

avec ¢ vérifiant (I'1), s’accommode bien des propriétés (II) et (III).

On rappelle que le champ de vitesse v vérifie les propriétés (II) sur RY (définies p. 75) si et
seulement si :
1. il existe ¢ € Wlﬁc""([Q 1] x R9Y) tel que v = V),

2. le champ de vitesse v vérifie ’équation de Burgers au sens des distributions, i.e.
1 2
O + iva =0.

De méme, v vérifie les propriétés (I11) sur R? (définies p. 76) si et seulement si

1. v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[xR?.
2. Vigv € L= ((0,1), Lj,o(RY)),

loc
3. Vigv € L? ((0,1), L} (R?)) avec 1/p+1/g > 1.

Le premier point des propriétés (II), a été en parti établi par la Proposition 3.3-12 (& savoir que
v e L2 ([0,1] x RY)), et sera totalement établie par le Lemme 4.1-10 (section IV.1).

loc
Le premier des propriétés (I1I), a quant a lui été établi par la Proposition 3.3-15.
Nous allons en conséquence chercher a établir que v vérifie également la suite de ces propriétés,

a savoir le second point des propriétés (II), ainsi que les deux derniers points des propriétés (I1T)
(sous-section I11.3.11).



98 CHAPITRE III. PREAMBULE ET REGULARITE DU CHAMP DE VITESSE

Comme nous 'avons déja évoqué dans la Remarque 3.1-3 (p. 77), les propriétés (III) se révélent
un peu "a& part", et ne seront plus réellement utilisées dans le reste de notre étude. Cepen-
dant leur démonstration, ainsi que celle de I’équation de Burgers pour v, se feront en paralléle
d’autre résultats concernant le controle du gradient de champs de vitesses régularisés,
et permettront le controle des solutions du probléme de transport engendré par le champ v. Ces
résultats paralléles se révéleront alors importants dans les preuves (basées sur la méthode des
caractéristiques) des principaux résultats de la sous-section I1V.2.3 et de la section 1V.3, relatifs
& 'unicité du transport de la densité p et de la caractérisation du champ de vitesse v dans le
cadre d’un transport optimal.

En outre les propriétés (III) illustrent bien une des difficultés relatives au champ v que nous au-
rons & contourner, & savoir que si celui-ci est infiniment proche d’une régularité H' sur [0, 1] x R,
il ne 'est pour autant pas en général (voir le contre-exemple 3.3-22 p. 122), ce qui compliquera
quelque peu notre étude au cours de la section IV.2 (voir le petit préambule p. 147).

Ainsi que nous I'avons déja mentionné dans le commentaire 3.3-12, cette non-régularité H' est
en partie d aux éventuelles "cassures" dans le schéma de transport continu en ¢ = 0 (ou au
contraire & d’éventuels raccordements en ¢ = 1). De telles cassures correspondent aux points de
non-dérivabilité du potentiel ¢ et les raccordements en t = 1 sont quant a eux liés aux points
de non-dérivabilité de la transformée de Legendre ¢* du potentiel ¢. Cependant, du fait de la
symétrie du probléme, nous n’auront pas besoin de traiter les problémes de raccordement en
t=1.

Nous allons donc commencer par montrer ces différentes propriétés dans un cadre "idéal", c’est
a dire sans cassures : cela constituera le cadre de la sous-section II1.3.8. Nous allons pour cela
considérer dans un premier temps que le potentiel ¢ est assez régulier, plus précisément qu’il
vérifie la propriété (I's) que nous énongons ci-dessous :

¢ vérifie la propriété (I's) si et seulement si :

Propriété (I's). ¢ vérifie la propriété (T'1), est de classe C*, et V¢ est lipschitzien (i.e. ¢ €
Cl’l(Rd)).

On rappelle que ¢ vérifie la propriété (I'1) si et seulement si ¢ et ¢* sont convexes, continues et
admettent un minimum sur RY,

Une fois cela fait, nous établirons dans un deuxiéme temps ces propriétés dans le cadre gé-
néral du transport optimal (c’est & dire sous pour ¢ vérifiant la propriété (I'1)), en se ramenant
au cas régulier via une régularisation par enveloppe de Moreau du potentiel ¢. Ce sera 'objet
principalement de la sous-section II1.3.9.

Pour cette prochaine étude, nous aurons souvent besoin de faire appel & deux résultats fon-
damentaux que nous énongons ci-dessous : le Théoréme de Rademacher (différentiabilité d’une
fonction localement lipschitzienne) ainsi qu'un Théoréme de changement de variable inspiré de
la formule de co-aire (ou Théoréme de changement de variable généralisé).

Théoréme 3.3-16. THEOREME DE RADEMACHER ([34] p.81)

Soit f : RY — R™ une fonction localement lipschitzienne. Alors f est L™-presque partout
Fréchet-différentiable (et sa différentielle au sens de Fréchet coincide avec sa différentielle au
sens des distributions).
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Donnons tout de suite un exemple d’application du Théoréme de Rademacher (exemple qui sera
utile & notre probléme) :

Exemple 3.3-18. On sait par la Proposition 3.3-15 valable sous la propriété (I'y) (et donc
également sous la propriété (I's)), que v est localement lipschitzienne sur )0, 1[xR%. Ainsi d’apres
le Théoreme de Rademacher 3.3-16, v est presque partout différentiable sur ]0,1[><Rd, et sa
différentielle correspond a sa dérivée au sens des distributions. En particulier on observe que

1
v Vv = §vz\v\2, (3.3-24)
au sens L9 -presque partout, comme au sens des distributions.

Théoréme 3.3-17. THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLE GENERALISE ([34] p.117)

Soit f : RY — R? une fonction bijective et lipschitzienne. Soit une fonction g € L'(R?) tel
que go f € LY(R?). Alors

/ g(z)dz = / o(f ()5 (v)dy
R4 R4

ou est Jy est la jacobienne de f définie presque partout par le Théoréme de Rademacher.

I11.3.8 Equation de Burgers et résultat de régularité : cas (I'y)

Dans cette sous-section, nous supposerons donc que ¢ vérifie I'hypothése (I'2) dans le but de
montrer que, dans le cas "idéal" (sans cassures), le champ de vitesse v (dont la définition est
rappelée p. 97) vérifie les propriétés suivantes :

1. I’équation de Burgers au sens des distributions, i.e.
1 2
O + §Vx]v| =0,

2. Le controle du gradient du champ de vitesse : V¢ v € Lje, ([0, 1], L' (R?)).

loc
(les propriétés énoncés dans les différents résultats seront en fait un peu plus précises, dans le
but de mieux correspondre a nos futurs objectifs).

On rappelle que p, désigne 'opérateur

py : [0,1[xR? — R
(t,x)  +— Prox . 4 (li_t) = V()"

(voir la définition 3.3-9 ainsi que le commentaire associé 3.3-12 p. 89) et qu’il correspond en
quelques sortes & une "réciproque" spatiale de opérateur X(¢,-) = V(o) = (1 — t)id +tVe.
"En quelques sortes" car, X(¢,-) n’est en général pas inversible.

Proposition 3.3-18.

Sous la propriété (I'2), py vérifie (c’est a dire en plus des propriétés déja énoncés a la
définition 3.3-9 p. 89), pour tout t € [0, 1], les propriétés suivantes :
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- pylt,-) est bijective sur RY et pour tous z,y € R?,

Y=py(t,r) & = (1-t)y+tVe(y). (3.3-25)
. la vitesse v définie en (3.1-2) p. 75 peut étre définie a partir de Py par :
r—p (t7 iL‘)
pour tout (t,z) €]0, 1[xR?,
. v se prolonge de facon continue sur [0, 1[xR? (i.e. ent=10) et
v(0,z) = Vo(z) — =, (3.3-27)

pour tout x € RY.

1. ¢ est supposée de classe C'', donc différentiable en tout point x € R?, et par convexité on
a 0¢(z) = {Vo(x)}.
. Se déduit de la précédente pour t = 0.

3. On sait par la propriété précédente que :
T = (1 - t) p¢<t,.%') + tV¢(p¢(t,x)) g v¢(p¢(ta l’)) - p¢(t,:ﬁ) - 45 - ’U(t,LIf).

. Soient (tn,xn)n € ((0,1) x ]Rd)N et x € R? tels que

(tn, Tn) njm (0, ).

Montrons que

V(tn, n) —> Vo(z)—z.

n—-+00

D’aprés le point précédent, pour tout n € N, on a

U(tn, Tn) = Vo(Pg(tn, 2n)) — Pg(tn, Tn).

Comme ¢ vérifie la propriété (I's), V¢ est continue sur R%. Il suffit donc pour conclure
de prouver que p¢(tn,xn) converge vers x lorsque n — +oo (en d’autres termes que Py
est continue sur [0, 1[xR?).

Soit a € R? tel que ¢(a) = indf¢. D’aprés le Lemme 3.3-13 p. 95), py(t, (1 —t)a) = a
R
pour tout t € [0,1]. Donc pour tout n € N,

[zn — (1 —ty)al
1-1¢,

’p¢(tna Tn) —al = ’p¢>(tna Tn) — p¢(tn, (1—tp)a)| <
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La suite (p¢(tn,mn))n est donc bornée et, V¢ étant continue sur R?, il en est de méme

pour la suite (Vo(py(tn, xn)))n
Or pour tout n € N, on a d’aprés le deuxiéme point :

Tn = (1= tp) Py (tn, Tn) + tv¢(p¢>(tn7xn))~

Donc py(tn, Tn) TH—+>OO x, ce qui conclut la preuve.

Remarque 3.3-19. On aurait également pu établir la propriété (3.3-25), sachant que py(t,-) =
Va(e)*, grice au résultat :

"Si f est une fonction de classe C* sur RY, strictement convee, et superlinéaire (f(z)/|x|| tend
vers +o0o lorsque ||x|| — +00), alors sa transformée de Legendre f* posséde les mémes propriétés.
De plus la fonction x — V f(x) est un homéomorphisme de R? sur R%, et la bijection réciproque
est Uapplication gradient de f*."

En effet ici, ¢y = (1/2)(1 —1t)|- |> +t¢ est de classe C*, strictement convere et superlinéaire (car
¢ est convere et | - |? est strictement conveze et superlinéaire). On établit donc ainsi que pour
tout t €]0,1[, X(t,-) = (1 —t)id +tVe = V¢ est bijective de réciproque py(t,-) = Vi (¢r)*.

A. Equation de Burgers sous I’hypothése (I's)

Intéressons nous au premier résultat annoncé au début de cette sous-section sur le champ v :
I’équation de Burgers.

Proposition 3.3-19.
Sous la propriété (I's), v vérifie (3.1-4) p. 75, a savoir :

1
O + §Vx|v|2 =0

au sens des distributions.

Preuve :

1. On sait par la Proposition 3.3-15 (p. 96) valable sous la propriété (I'1), que v est localement
lipschitzienne sur |0, 1[xR? et que d’aprés le Théoréme de rademacher 3.3-16 (p. 98), v
est presque partout différentiable (en espace et en temps) sur |0, 1[xRY, et sa différentielle
correspond & sa dérivée au sens des distributions.

2. Soit (tg,z0) €]0, 1[xR? tel que v soit Fréchet-différentiable en (to, z¢). Montrons que
Orv(to, xo) + v(to, o) - V4o (to, zo) = 0. (3.3-28)
Soit yo € R? tel que
Yo = Py(to, T0) < o = (1 —to)yo +toV(yo) = X(to,y0) (3.3-29)

(Ia fonction X définie en (3.1-1) p. 75 ). On pose f(t) = (t, X (t,y0)) € R?® pour tout
t €]0,1[. Or on sait d’aprés la Proposition 3.3-10 (p. 91) que pour tout t €]0, 1],

(vo f)(t) = v(t, X(t,40)) = Vé(yo) — yo = v(to, X (to, v0)) = %X (to,yo) = v(to, zo)-
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Ainsi, v étant différentiable en f(to) = (to,zo), on obtient en dérivant la fonction constante
vo f en tg,

1
to, Yo

0= (vo f)(to) = f'(to) - Vizv(to, z0) = ( X ( ) ) - Vizv(to, o)

(3.3—30)
= Oy (to, xo) + X (to,yo) - Vzv(to, zo)
= at'l}(t(), .f()) + U(to, 1‘0) . v$v(t0, :L'())

Ceci étant vrai pour presque tout (to, o) €]0, 1[xR%, et du fait que la différentielle de v
définie presque partout au sens de Fréchet correspond aussi a la dérivée de v au sens des
distributions, on a donc au sens des distributions I’égalité :

O +v-Vzv =0,

et donc d’aprés (3.3-24),

1
O +v -V = 0w + §Vx|v|2 =0. (3.3-31)

B. Résultats intermédiaires sur ’opérateur p

Afin de démontrer le second résultat de régularité sur v annoncé au début de cette sous-section,
lequel sera énoncé a la la Proposition 3.3-23 (p. 105), nous présentons a présent des résultats
intermédiaires sur le potentiel ¢.

Proposition 3.3-20.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Soient R > R > 0 et a € RY tel que ¢(a) = in2f<;5.
R
Alors il existe ty €]0, 1] tel que pour tout t € [0, o],

py(t, B(a, R)) C py(to, B(a, R)). (3.3-32)

Plus précisément, il suffit pour vérifier la propriété (3.3-32) que ty vérifie la condition :

avec

. (1 R-R
to < min {2, M} . (33—33)
M= swp Ve

z€B(a,2(R+]al))

Preuve : Soient x € B(a, R) et t,tg € [0,1] tels que to > 0 et t € [0, to].
Py (t,z) € py(to, B(a, R')) si et seulement si il existe y € B(a, R') tel que py(to,y) = py(t, ).
Par définition de p (par I'équivalence (3.3-25) p. 100), pour y € R? :

Ps(to,y) =py(t,z) & y=(1—1t)Py(t,z) +t0V(Py(t, 7)) (3.3-34)

Prenons donc y = (1 —to) py(t, x) + toVd(py(t, 7)), et cherchons une condition suffisante sur tg
pour que y € B(a, R').
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Tout d’abord rappelons que, d’aprés le Lemme 3.3-13 (p. 95), py(t, (1 — t)a) = a, et donc
que pour tout x € B(a, R),

1 1
Py(t:2) = al = [Py(t: 7) = py(t, (1 = )a)| < Tl = (1 = t)a < 7 (R +|al).
En prenant to < 1/2, on a ainsi p,(t,z) € B(a,2(R + |a[)). Or sous la propriété (I'2), ¢ est de
classe C' sur R? et donc localement lipschitzienne, et ainsi lipschitzienne sur B(a,2(R + |al)).
En vertu du Lemme 3.3-1 (p. 86), on peut donc poser

M = sup |0¢(x)| < +o0.
z€B(a,2(R+|al))

Pour tout t € [0,to] et x € B(a, R), et y = (1 —t0) py(t, ) + toV(py(t,x)) :

[y —al < (1= 1) py(t,) — ol + 0] V(py(t,0) — a
< (1= 0l py(1:2) =2yt (1 =)0 10 (Vo(po(t)] + o)
e = (1 t)al + to (M +a])
<ol el 10 (M + o)

< R+to (M +2al).

IN

Ainsi si tg < min{1/2, (R’ — R)/(M + 2|a|)}, alors pour tout t € [0,to] et x € B(a, R)
1y = (1—to) py(t,z) +toVo(py(t,x)) € Bla, R),
2. P¢>(t0,y) = p¢(t,$),
et donc py(t, B(a, R)) C py(to, B(a, R')). O

Remarque 3.3-20. Le Lemme 3.3-13 (p. 95) et la Proposition 3.3-20 (p. 102) auraient égale-
ment pu étre établis avec p,, définie a partir seulement d’une fonction ¢ convexe continue sur R?
(sans plus de régularité), par des preuves analogues en tout points, et de complezités équivalentes.

On rappelle enfin le Lemme suivant :
Lemme 3.3-21. (voir [34] p.75, ch.2)

Soit f une fonction lipschitzienne sur R, Alors pour tout A C R,
LMA) =0 = L(f(A)=0

ot rappelons le, L désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Lemme 3.3-22.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'z). Pour tout t € [0,1[, py(t,-) est presque partout
différentiable sur R? (sa différentielle coincide avec sa dérivée au sens des distributions). De
plus, pour presque tout x € R, V¢ est différentiable en py(t,z) et

Ve Pyt z) = (tHess(9) (py(t, @) + (1 — t)I) 7" (3.3-35)
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ot I € My(R) désigne la matrice identité.

Preuve : Soit t € [0,1[. p,(t,-) est lipschitzienne et bijective, et d’aprés (3.3-25) p. 100 sa
réciproque est

py(t,) ' =tVo+ (1—t)id= X(t,-)
(X (t,-) définie en (3.1-1) p. 75).
Rappelons que par hypothése, V¢ est supposé lipschitzien. D’aprés le Théoréme de Rademacher
3.3-16 (p. 98), V¢ et p,(t,-) sont presque partout différentiables sur R? et leurs différentielles
coincident avec leurs dérivées au sens des distributions.

Ainsi ensemble F des points de R? ot V¢ n’est pas différentiable est de mesure nulle (pour la
mesure de Lebesgue). Le fait que V¢ soit supposé lipschitzien, implique que X (t,-) 'est égale-
ment. Par conséquent, d’aprés le Lemme 3.3-21, L2(X (t,F)) = 0. X (t, F) étant I'ensemble des
points & € R? pour lesquels V¢ n’est pas différentiable en p¢(t, x), cela signifie donc que V¢ est
différentiable en p,(t, z) pour presque tout x € R,

Or d’aprés (3.3-25), pour tout z € R,

2= (1— 1) pylt.2) + tV(py(t, ).

Ainsi, pour presque tout x € R%, Py (t,-) est différentiable en x, V¢ est différentiable en p,(t, x)
et

I = (tHess(¢)(py(t, x)) + (1 — 1)) Ve py(t, @)
¢ étant convexe, Hess(¢)(py(t, 7)) est symétrique positive, et donc par coercivité,
t Hess(¢)(py(t, 7)) + (1 — t)I est symétrique définie positive et donc inversible dans Ma(R). En
conséquence, pour presque tout € R, Ps(t, ) est différentiable en x et

Va py(t, 2) = (t Hess(¢) (py(t, ) + (1 = )I) 7.

Remarque 3.3-21. Le fait que V¢ soit globalement lipschitzien sur R est ici trés important
car il assure le fait que p¢(t, -) me concentre pas des zones trop grandes de RY.

En effet, si V¢ ne posséde pas une telle régularité, l’ensemble des x en lesquels ¢ n’est pas deux
fois différentiable pourrait ne pas étre de mesure nulle.

Remarquons que pour tout t € [0, 1[, l'opérateur p,(t,-) s’avere étre presque partout différentiable
sur R?, et ceci quelle que soit la régularité de ¢ (car un opérateur proximal est toujours lipschit-
zien). La propriété supplémentaire apportée ici par la régularité de ¢ est en fait la bijectivité
de lopérateur py(t,-). Le caractére globalement lipschitzien de V¢ nous permet cependant dans
notre cas d’expliciter presque partout Vi py(t,-) en fonction de py(t,-).

C. Régularité et controle du champ de vitesse dans le cas (I'2)

On considére les normes sur Ms(R) : |- |1 et | - |7, définies pour tout A € Mo(R) par
L [Alr = 3 lagl,
Z7j
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2. |Alpr = /Tr(AT A) (norme de Frobenius).

Par équivalence des normes en dimension finie, il existe C7,Co > 0 tels que
Cil- 1 < |- |pr £ Cof - 1

Rappelons en outre que pour tous 4, P € M3(R), avec P une matrice orthogonale (PT = P~1),
on a |PAP~Y 7, = |A|r,, et donc

C
o, 1A S PAPT < Al (3.3-36)

Nous avons maintenant tous les éléments pour énoncer la Proposition suivante, qui constitue un

des principaux résultats de cette section : elle concerne en effet le controle du gradient du champ
de vitesse v. Ce controle, ainsi que nous ’avons déja évoqué dans la sous-section précédente, sera
plus tard exploité pour contréler les solutions du probléme de transport engendré par le champ
v (voir les résultats d’unicité du chapitre IV).

Cette Proposition est valable pour v = vy définie a partir d'un potentiel ¢ vérifiant la propriété
(T'1). Cependant, comme pour tous les résultats de cette sous-section, nous la démontrerons dans
un premier temps en supposant que le potentiel ¢ vérifie la propriété (I'e), c’est a dire, rappelons-
le, que ¢ est supposé convexe, de classe C!, minoré sur R? et que son gradient spatiale V¢ est
supposé lipschitzien. Nous généraliserons ensuite la preuve dans la sous-section suivante (c’est a
dire pour un potentiel ¢ vérifiant la propriété (I'y)).

Proposition 3.3-23.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Soient R > R > 0 et a € R tel que ¢(a) = iEqub.

Alors il existe des constantes C et C' (indépendantes de ¢, a, R et R') telles que pour tout

to €]0, 1[ vérifiant la condition 3.3-33 (p. 102), on ait la propriété :

L*(B(a,R'))
(3.3-37)

!
vt €0, to], / Voot o)hde < C [ |[Vaulto, )| de < —C—
B(a,R) B(a,R') to(1 —to)

et donc Vv € L®([0,t0], L*(B(a, R))).

Preuve :

1. Soit t €]0, 1[. Rappelons que par (3.3-26) p. 100, pour tout x € RY,

D’aprés le Lemme 3.3-22 (p. 103), pour presque tout x € R, v(t,-) est différentiable en
T et

Vao(t, x) = Ve py(t, x) (Hess(0) (py(t, 2)) — 1)
= (tHess(¢) (py(t,2)) + (1 = £)1) ™! (Hess(¢) (py(t, 2)) — 1).

D’aprés le commentaire 3.3-12 (p. 91, deuxiéme point), la fonction |V v(t, )|y définie
presque partout sur R? est uniformément bornée par c/t(1 —t) (c une constante) : en
effet comme déja mentionné a la Proposition 3.3-15 (p. 96), ou bien comme cela peut
aisément se constater dans la formulation (3.3-26), v(t,-) est 2/t(1 — t)-lipschitzienne (on

(3.3-38)
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ne prend bien sir pas la constante de Lipschitz la plus précise). D’aprés le Lemme 3.3-2
(p. 86), |Vyu(t,-)|1 est borné par ¢/t(1 —t) (la constante ¢ vient du fait que I'on est
en dimension 2 et que 'on utilise la norme | - |1 qui n’est pas une norme subordonnée).
Ainsi |Vv(t,-))1 € L®(R?) € LY(RY). Comme la fonction X (t,-) = tV¢ + (1 —t)id est
lipschitzienne et bijective (et que p,(t,-) est sa réciproque), on peut donc appliquer le
Théoréme 3.3-17 (p. 99) de changement de variable généralisé et on obtient :

/ |Vev(t,x)| do :/ | det(t Hess(¢)(y) + (1 — t)1I)]
B(a,R)

P¢ (t,B(a,R))

x |(t Hess()(y) + (1 — )1) ™" (Hess(6) (y) — 1|1 dy.
(3.3-39)

. Pour tout y € RY o1 V¢ est différentiable, il existe une matrice orthogonale P(y) et

A1(y), A2(y) > 0 tels que

Hess(¢)(y) = P(y) ( Aléy) Az?y) >P(y)T. (3.3-40)

En effet ¢ étant convexe, Hess(¢) est symétrique positive.
P(y) est orthogonale donc P(y)’ = P(y)~!, et en conséquence

(t Hess(¢)(y) + (1 — )I) ™" (Hess(¢) (y) — 1)

- <t( )\léy) Az(()y) > +( _t>I> : << Altgy) )\2(23/) ) - I) P(y)~

B th(y) + (1 —1) 0 ) -1 0 _
—P@)( o m(y>+<1—t>> (10 A2<y>—1>P<y>l

Ai(y) — 1 0

= P(y) tAl(y) _g (1 - t) )\2(y) 1 P(y)*l.
tha(y) + (1 —t)

(3.3-41)

D’aprés les inégalités (3.3-36), il est clair qu’il existe des constantes Cs,Cy > 0 indépen-
dantes de ¢, t et y (i.e. C3 = C1/Cy et Cy = Co/C1), telles que pour tout t € [0,1] et
presque tout y € R%,

O (¢ Hess(¢) (y)+(1 — t)1) ™" (Hess(¢)(y) — 1)1

Ai(y) — 1
< 2132 Dol + =1, (3.3-42)
< Cy(t Hess(¢)(y) + (1 — )1) ™ (Hess(¢)(y) — 1)1
En outre pour tout t € [0, 1] et presque tout y € R,
det(t Hess(¢)(y) + (1 —t)I) = det < th(y) —g (1-1) Po(y) _E (1-1) >
(3.3-43)

= (tAu(y) + (1 =) (tra(y) + (1 = 1))
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En injectant (3.3-42) et (3.3-43) dans (3.3-39), on obtient donc, pour tout t €]0, 1] (et
tout R >0) :

¢  Watohds Y (tAly) + (1= )Ny (y) — 1]
Bler) (i)=(1.2),(2.1) * Pe(LB (@ R)

§C4/ Vau(t,2)|r da
B(a,R)
(3.3-44)

en rappelant que A1(y), A2(y) > 0. C3 et Cy sont bien indépendantes de t et R.

3. On prend ty €]0, 1] vérifiant la condition (3.3-33) de la Proposition 3.3-20 (p. 102). On a
donc, d’aprés cette Proposition, ps(t, B(a, R)) C py(to, B(a, R')).
La condition (3.3-33) donne aussi en particulier ty < 1/2, donc pour tout t €]0,to],
1—-t<1<2(1—tg). Mi(y) >0 (i =1,2) pour presque tout y € R?, et donc alors

0 <thi(y) + (1 —t) < 2(toAi(y) + (1 — o).

Ainsi, grace a I'inégalité (3.3-44), on peut conclure :

1
/ Valtohds < o L oy () A=)y <1
B(a,R) (i.§)= 12) (2,1) ' Po (t,B(a,R))
2
e X (fohily) + (1 — ) Ay () — 1]
3 (ig)=(1,2),2,1) Y Po o, B(a. K1)

2
< 04/ |Vzu(to, x)|1 d
Cs JB(am)
(3.3-45)

Pour finir, et comme déja mentionné en début de preuve, il existe, d’aprés le Lemme 3.3-2 (p.
86), une constante ¢ > 0 tel que |V,v(to,-)|1 soit borné par c/to(1 — to), ce qui achéve la preuve
de la Proposition. O

La preuve de cette Proposition nous fournit également les éléments de preuve pour un autre
Lemme concernant le controle de v qui sera utile dans la suite : ce sera en fait la combinaison
des différents résultats de cette section concernant le contréle du gradient du champ v qui nous
permettra par la suite (chapitre IV) de controler les solutions du probléme de transport, et ainsi
d’obtenir nos futurs résultats d’unicité.

Lemme 3.3-24.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Alors il existe une constante C > 0 tel que pour
tout t €]0, 1] et presque tout x € R ow v(t,-) est différentiable,

C
9200t ooty < 7 (1He55(0)l] o ey +2)
(0w la norme L™ est ici prise sur || - || : la norme subordonnée a la norme euclidienne | - |
de R?).
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Preuve : On rappelle que d’aprés le Lemme 3.3-22 (p. 103), pour presque tout x € R, v(t,-)
est différentiable en x et

Vau(t,x) = (tHess(9)(py(t,2)) + (1 = )1) ™" (Hess(¢) (py(t, ) — ).

De méme qu’avec I'équation (3.3-42), on peut par les relations (3.3-41) et (3.3-36), obtenir
I'inégalité suivante pour tout y € R% ot V¢ est différentiable :

Ai(y) —1
thi(y) + (1 —t)

M (y) + Aa(y) + 2

Cul(tHess()(4) + (1 = 1) ™ (Hess(0)(s) ~ D < 3 <

i=1,2

< (S (Hes(@) )l +2),

(3.3-46)

avec \1 et Ay toujours définies comme en (3.3-40). Par équivalence des normes il existe donc une
constante C' > 0 telle que

(¢ Hess(0)(y) + (1 — 1)~ (Hess(8)(y) — )| < 1 (IHess(0)]| ey +2)

Ainsi pour tout t €]0, 1[ et presque tout x € R* on v(t,-) est différentiable, on a

C
Va0 (t, )| oy < 7 (I\Hess(aﬁ)lle(Rd) + 2) :

I11.3.9 Equation de Burgers et résultat de régularité : cas (I';)

Nous allons maintenant nous placer dans un cadre plus général, et étendre les résultats de la
sous-section précédente pour des potentiels ¢ ne vérifiant plus que la propriété (I'1), c’est a dire
que dans cette sous-section ¢ possédera d’éventuelles points de non-dérivabilité a 1’origine de
cassures dans le plan de transport.

Nous allons dans un premier temps montrer que le résultat de la Proposition 3.3-19 (p. 101),
prouvant que v vérifie ’équation de Burgers (3.1-4), a savoir rappelons le :

1
O + Evmm? =0,

reste valable pour ¢ vérifiant uniquement la propriété (I'y).
Nous montrerons dans un deuxiéme temps, en invoquant en particulier la Proposition 3.3-23 (p.
105), que pour tous 0 < R < R’ et a € RY tel que ¢(a) = in2f ¢, et pour tout

R

0 < to < min{1/2, (R — R)/(M + 2|a|)}

on a Vv € L*([0,t0], L*(B(a, R))), et plus particuliérement qu’il existe une constante C’ > 0
tel que pour tout t € [0, tg],

!

C
Vo(t, z)| de < ————L£2(B(a, R')).
o [T e < s 280, )
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Dans le cadre de notre probléme de transport optimal, nous avons montré a la section I11.2 (p.
80) que I'on pouvait effectivement se placer sous ’hypothése ((I';)). Nous allons montrer en régu-
larisant ¢ que que V, est uniformément intégrable au voisinage de t = 0, puis nous raisonnerons
par symétrie pour montrer qu’il en est de méme au voisinage de ¢t = 1.

Pour cette régularisation, nous utiliserons ’enveloppe de Moreau (introduite & la définition 3.3-8
p. 88) % de ¢ pour tout v > 0 dont nous rappelons la définition :

pour tout z € R?,

1 1
@) = inf ol = yl* +oly) = 2T Prox,s(2)|” + ¢(Prox, ¢(2)), (3.3-47)

Pour tout v > 0, nous définissons également le champ de vitesse v pour tout t €]0,1[ et x € R4
par

T — pﬁqﬁ(ta .I)
U’Y(t7 .'IZ‘) = ’U'y¢(t, ‘T) = vqs(p"fqb(t? .'13)) - p’Yqb(ta .T) = fa (33_48)
avec, rappelons le,
T
p’YgS(t? T) = PI“OX%W)(E).
Nous rappelons également que ¢ est de classe C! et que pour tout = € R%,
-P
V() (x) = z ~ Proxye() € 0¢ (Prox,(z)) (par 3.3-4, p. 88). (3.3-49)

% est donc v~ !-lipschitzien.

Il faut tout d’abord monter que si ¢ vérifie la propriété (I'1), alors Y vérifie la propriété (I's), et
ainsi pouvoir se ramener par l'intermédiaire des ¢, aux cas traités dans la sous-section II1.3.8
(i.e. pour des ¢ réguliers et donc de plans de transport sans cassures).

Lemme 3.3-25.

Soit f une fonction de RY dans | — 0o, +00]. On a

Of =+ 21

Preuve : Rappelons les deux premiéres propriétés énoncées a la suite de la définition 3.3-4 p.
87 (a propos de la transformée de Legendre), a savoir

Va >0, (af)" =af*(-/a), (3.3-50)
ot (; - |2> - %y . (3.3-51)

En se référant également a (3.3-2), on a

()" = (fD <;| - \2>>* — (217; - |2>* (par (3.3-2))
—r 2 (318) 00 (e 0350))

1
:f*+%w.|2 - f*+%| > (par (3.3-51)).



110 CHAPITRE III. PREAMBULE ET REGULARITE DU CHAMP DE VITESSE

g

Lemme 3.3-26.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). Pour tout v > 0 et a € R? minimise " si et
seulement si a minimise ¢. Autrement dit

p(a) = i}r%12f o < ¢ola) = i}glzfgb & Proxy4(a) = a.

Preuve : Soit a € R? et v > 0. Alors

¢la) =inf¢ & 0€d¢(a) & 0€(v¢)(a) & a—a=0€0(79)(a)

a — Prox,4(a)

& Proxy(a) =a & =V%(a) =0« "P(a) = %1; .

Nous pouvons donc conclure :
Lemme 3.3-27.
Si ¢ vérifie la propriété (I'1), alors Y vérifie la propriété (I's) pour tout v > 0.

Preuve :

1. Comme cela a été énoncé dans la définition 3.3-8, et comme rappelé en (3.3-49), % est
convexe de classe C' sur R? et % est v~ -lipschitzien. Ainsi pour conclure il suffit main-
tenant de prouver que ¢ vérifie bien également la propriété (I'1), a savoir que "¢ et (7¢)*
sont convexes, continues et admettent un minimum sur R%.

2. Par le point précédent on sait déja que "¢ est convexe et continue (et est méme de classe
C') sur R%. Il reste donc & prouver qu’il admet un minimum sur R? : le Lemme 3.3-
26 montre que si ¢ vérifie la propriété (I'y), en particulier I’hypothése d’existence d’un
minimum pour ¢, alors "¢ partage les mémes minimums.

3. Il reste a étudier ('¢)" : d’aprés le Lemme 3.3-25, on a
(0)" ="+

Or ¢ vérifie la propriété (I'), donc ¢* est convexe et continue sur R, d’oti le fait que (%)*
soit également convexe et continue sur R%. Le terme |- |? rend de plus ('$)" coercitive
(et méme superlinéaire) : ("¢)* admet donc un minimum sur R

g

A. Résultats de convergence sur les variables régularisées par enveloppe de Mo-

reau
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Nous énongons a présent des résultats de convergence pour V7 et (vy),.

Lemme 3.3-28.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (T'y). Soit a € R? tel que ¢(a) = in2f¢. Alors pour tout
R
r >0 et tout v >0, on a

sup |[Vo(x)| < sup |0¢(z)] < +oo. (3.3-52)
z€B(a,r) z€B(a,r)

En particulier, pour tout x € RY, Vp(x) est borné.

Preuve : D’aprés le Lemme 3.3-26, a minimise "¢ pour tout v > 0. De plus, par I’équation
(3.3-49), pour tout x € R?,

V(9)(x) € 0p(Prox,e(x)).
Orsiz € B(a,r), alors | Proxyg(x) —a| = | Proxyg(x) —Prox,4(a)| < |[r—a| < r, d'oti Prox,¢(z) €
B(a,r), et donc
V(9)(B(a,r)) C 0¢ (B(a,r)), (3.3-53)

ce qui nous permet de conclure, sachant que sous I’hypothése ((I'1)), ¢ est supposée convexe et
localement lipschitzienne et donc

sup |0¢(x)| < o0,
z€B(a,r)

d’aprés le Lemme 3.3-1. O

Lemme 3.3-29.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). Alors pour tout x € R?, l’ensemble des valeurs
d’adhérence de (Vp(x))y lorsque v > 0 tend vers 0 est inclus dans 0¢(x).

En particulier, si ¢ est différentiable en x, alors V¢(x) converge vers V(x) lorsque v > 0
tend vers 0.

(V) converge donc simplement presque partout vers V.

Preuve : Reprenons la relation (3.3-49) : pour tout x € R% et tout v > 0,

V() (z) € 0¢p(Proxyg(x)).

Soit € R%. D’aprés le Lemme 3.3-28, (V(")(x))., est bornée. Or, toujours d’aprés la relation
(3.3-49),
x — Prox,¢(z) = vV (70)(x).

Ainsi Prox,4(x) converge vers x lorsque 7 tend vers 0.

Soit (vn)n une suite de réels positifs convergeant vers 0, tel que (V("¢)(x)), converge vers
un point £ € R%. D’aprés le Lemme 3.3-3 (p. 87), £ € 0é(z).
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Supposons maintenant que ¢ soit différentiable en x, alors 0¢(x) = {V¢(x)}. Ainsi toute suite
convergente (V("¢)(z)),,, avec (y,)n convergeant vers 0, converge vers Vo(x).

Si V%(z) ne convergeait pas vers V¢(x) lorsque v > 0 tend vers 0, alors il existerait une
suite (V(7¢)(x)),,, avec (yn)n convergeant vers 0, restant a une distance fixée de V¢(x). Or,
(V("¢)(x)),, étant bornée, on pourrait en extraire une sous-suite convergeant dans RY, et donc
vers Vé(x), ce qui aboutirait & une contradiction. O

Proposition 3.3-30.
On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). La famille (vy)y>o vérifie les propriétés de conver-
gence suivantes :

1. Pour tout ouvert borné w dans R? et tout v > 0, (Vy)yo>y>0 est uniformément bornée
sur )0, 1[Xw par une constante indépendante de v €]0, o).

2. Pour tout ouvert borné w dans R% et tout yo > 0, il existe une constante M indépen-
dante de v €]0,70], telle que

V’)/ 6}0770]7 vt 6]07 1[7 H’U(t, ) - v"/(tu ')HLOO(M) < M% (33_54)

On peut déduire en particulier de cette relation que vy converge simplement vers v sur
10, l[de lorsque v tend vers 0.

3. Pour tout 1 < p < 400 et tout ouvert borné w dans RY, vy converge vers v dans
LP((0,1) x w) lorsque ~y tend vers 0.

4. Pour tout 1 < p < 400 et tout ouvert borné w dans RY et pour tout t €]0,1[, v, (t,")
converge faiblement dans WP (w) vers v(t,-) lorsque ~ tend vers 0.

Preuve :

1. Soient w C R un ouvert borné et o > 0, et soient a € R? tel que ¢(a) = in2fq§ et r > 0 tel
R

que w C B(a,r). D’aprés la Proposition 3.3-12 p. 93 (démontrée sous la propriété (I'y)),
pour tout g > v > 0, vy vérifie :

wp  on(ty)] < 5 (max{M, M} + sup(),
(t,z)€]0,1[x B(a,r)

avec M, = sup |[V(z)| et M= sup [0(%)" (2)|.
z€B(a,r) z€B(a,r)

» D’aprés le Lemme 3.3-28 (p. 111),

M, = sup |V¢(z)|< sup [0¢(x)] < +oc. (3.3-55)
z€B(a,r) z€B(a,r)

» D’aprés le Lemme 3.3-25 (p. 109), on a
«
(o) =6+ 2] 1.
d’ott pour tout x € R :

(9)" (@) =0 (9" + 21 ) (2) = 00" (@) + 7,
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et donc M7= sup [|0¢"(z)+~x|< sup [0¢"(z)|+yosup(w) < +oo. (3.3-56)
z€B(a,r) z€B(a,r)

On peut donc conclure en combinant (3.3-55) et (3.3-56) :

sup  [o(t, z)| < sup v, (¢, )|
(t,)€]0,1[xw (t,z)€]0,1[x B(a,r)
< 5 (max{M,, M} + sup(w)) (3.3-57)
< 5 (max{M, M*} + (1 + ) sup(w)) < +00

avec M = sup |0¢(z)] et M*= sup [90¢"(z)|.
z€B(a,r) z€B(a,r)

2. On pose, pour tout t €]0,1] et x € R?,
pi;(t, .’13) = PI‘OX(lft)(tfy(ﬁ)* (.Z') = PrOX(lft)(t¢)*+(1,t)%| . ‘2(.%')

Par définition de I'opérateur proximal, on a pour tout t €]0,1[ et x € RY,

v pi(t) € (L 00(16)” (3(1,2)) + 7 3 (1,),
e, (o7 piea)) - ph(eo) € (1= 0000)" (5 0.0).

. * * 1—t *
L.e. p’y(t7$) =p (tax - 7T p’y(t7m)> .

Rappelons que
id —V, (6)"
u(t,-) = 1Vt(qﬁt) avec ¢p = (1 —t)

L o
2 )

et d’aprés 3.3-12 (p. 90),

id— Prox(l_t)(t¢)* id — p* (t, )

Vald)” = 1—¢ T 1t
_id=Va(g)* _ pr(t,) —tid
Donc  o(t,-) = ” D (3.3-58)
“(t,) —t id
et V>0, v(t,) = P2 TP (3.3-59)

t(1—1t)
Pour tout t €]0,1] et z € RY,

oy (8, ) = v(t, 2)] < P} (t, @) — p*(t, )|

1
=
p* <t,£L’ - Vu

t

mmm)—www

< -

S ii—p
1—

<y (O el ) = Lo,

la derniére inégalité provenant de la non-expansivité de I'opérateur proximal.

D’apres 3.3-59 (p. 90), on a p3(t,z) = t(x + (1 — t)v,(t, 7)), d'ot

[0 (8,2) = v(t, 2)] < |z + (1= t)o, (¢, 2)].
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D’apreés le premier point de cette Proposition, (vy),>y>0 est uniformément bornée sur
10, 1[xw par une constante indépendante de y €]0, o). Il existe donc M > 0 telle que pour
tout v €]0,70] et tout (t,x) €]0, 1[Xw,

|z 4+ (1 —t)vy(t, )| < M.

3. La troisiéme propriété se déduit immédiatement des deux précédentes en invoquant le
Théoréme de convergence dominée.

4. Soit 1 < p < 1. De méme que pour la troisiéme propriété, on conclut des deux premiére

propriétés que vy (t,-) converge vers v(t,-) dans LP((0,1) x w) quand v tend vers 0, via le
Théoréme de convergence dominée.
Remarquons que les deux premiéres propriétés sont valables sur tout |0, 1[><]Rd et non
pas seulement presque partout modulo une certaine mesure. On peut donc appliquer
la convergence dominée aussi bien sur |0, 1[xw tout entier que sur une simple "tranche"
de type {t} x w.

Il nous faut maintenant montrer que V,v,(t,-) converge faiblement dans LP(w) vers
Vau(t,-) quand v tend vers 0.

Raisonnons par ’absurde et supposons que cette assertion soit fausse. I existerait alors
(Yn)n une suite de réels strictement positifs tel que lirrln’yn = 0 et pour laquelle cette

convergence n’est vérifiée pour aucune sous-suite. Considérons donc une telle suite.

D’apreés le deuxiéme point du commentaire 3.3-12, (voir plus précisément ’équation (3.3-13)
p. 91), il existe une constante c, indépendante de t et de Y (donc de ), — ne dépendant
en fait que de la norme considérée sur Ms(R), par exemple ici la norme |- |1) — telle que

C
[Vt (8 )1 <

(1—1)

(p20ur tout v > 0). [Vyvy(t,-)|1 est donc uniformément borné dans L>(w) et donc dans
L*(w).

On peut donc extraire une sous-suite de (v,)n (que nous appellerons également (~,),, par
commodité) tel que que (Vyvs,(t,-)), converge faiblement dans LP(w) vers un élément
w de LP(w), et donc en particulier, (V,v,, (t,-))n converge vers w au sens des distributions.

On sait de plus que (v, (t,-)), converge vers v(t,-) dans LP(w), et donc que (Vyv,, (t,°))n
converge également vers V,v(t, -) au sens des distributions. Donc w = V,v(t, ) et (Vv4, (t,-))n
converge faiblement vers Vv (t, ) dans LP(w), ce qui contredit I’hypothése de non-convergence
vers V,u(t,-) de toute sous-suite de (V,v, (,-))n.

O
Nous avons désormais assez d’éléments pour démontrer dans le cas général, c’est a dire pour
¢ vérifiant la propriété (I';) (donc pour un plan de transport admettant d’éventuelles "cas-

sures"), les résultats annoncés en début de section concernant dans un premier temps 1’équation
de Burgers, et dans un deuxiéme les résultats de controle et de régularité sur Vv et les Vu,.

B. Equation de Burgers sous I’hypothése (T')
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Proposition 3.3-31.
Sous la propriété (I'y), v vérifie (3.1-4) p. 75, c’est a dire :
1 2
Opv + §Vx]v] =

ou de fagon équivalente,
O ~+v-Vyu =0, (3.3-60)

au sens des distributions.

Preuve : La Proposition 3.3-15 (p. 96) a montré que sous la propriété (I'1), v est localement
lipschitzienne sur ]0,1[xR?. Ainsi d’aprés le Théoréme 3.3-16 (p. 98), v est presque partout
différentiable (en espace et en temps) sur |0, l[de, et sa différentielle correspond & sa dérivée
au sens des distributions. En particulier on observe que 2v - Vv = V|v|? (au sens L%-presque
partout comme au sens des distribution). ¢ vérifie la propriété (I'y), donc d’aprés la Proposition
3.3-19 (p. 101), pour tout vy > 0, vy vérifie

1
Opvy + iviyv# =0

au sens des distributions, i.e. pour tout ¢ € C2((0,1) x R?),

1
1
/ A - vy + = dive(p)|vy|? = 0. (3.3-61)
0 Rd 2

Or d’aprés le troisiéme point de la Proposition 3.3-30 (p. 112), pour tout ouvert borné w dans
R4, v, converge vers v dans L*((0,1) x w) (on a pris p = 2 arbitrairement) quand ~y tend vers 0.
Donc pour tout ¢ € C((0,1) x R%),

1.

1 1
/ Op-vy —» Orp - v. (3.3-62)
0 Jrd 720 Jo JRrd

2. On pose I' =|0, 1[x supp(y). On a la majoration :

[ aiva() (Il 0P

< v =vyllz2ry - (vl 2y + 1oyl 2ary) Sup |divz(0)],

avec donc

— |lv = vyl L2y “:6 0,

— et le terme  ||vy |2y < L3(T) - supl|v,| est borné par le deuxiéme point de la Pro-
r

position 3.3-30.

En conséquences

//Rd’””| divz (e //Rd“”" divs (). (3.3-63)

Ainsi par passage a la limite dans (3.3-61), quand « tend vers 0, on a bien

1
1

/ D - v+ = diva()|of> = 0, (3.3-64)
0 Jrd 2
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et ceci pour tout ¢ € C((0,1) x RY), i.e. au sens des distributions :
1 2
Oy + §Vx\v\ =0,

ou en appliquant I'égalité (3.3-24),

0w +v- Vv =0.

C. Régularité et controle du champ de vitesse dans le cas (I'y)

Proposition 3.3-32.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'y). Soient R > R > 0 et a € R? tel que ¢(a) = in2f¢>
R

et soit
M = sup  [0¢(x)].
z€B(a,2(R+|al))

Alors il existe une constante C' — indépendante de ¢, a, R et R’ — telle que pour tout to €]0,1[
vérifiant la condition
< mi 1 R-R
min{ =, — 5.
0 2" M + 2|q
on ait la propriété :
!

L%(B(a, R)) (3.3-65)

vt €]0,t ,/ Veu(t,x)ide < ———
Otol [ IVarltlide < s

et donc Vv € L®([0,t0], L*(B(a, R))).

Preuve :

1. D’apreés le Lemme 3.3-26 (p. 110), a minimise "¢ pour tout v > 0 et, d’aprés le Lemme
3.3-28 (p. 111), pour tout R > 0 et tout v > 0,

M, = sup [Vigp(x)| < sup |0¢(x)] = M.
z€B(a,2(R+|al)) z€B(a,2(R+]al))

0 2" M +2a] [’

la condition (3.3-33) p. 102 est vérifiée pour tout v > 0, et donc, du fait que "¢ vérifie la
propriété (I'y), on a d’aprés la Proposition 3.3-23 (p. 105) : pour tout v > 0 et t €]0, to],

!
/ Va0, (£, 2)|1 da < c/ Vv (to, @) do < —C—£2(B(a, R')),
B(a,R) B(a,R") to(1 —to)

(3.3-66)

Ainsi, en prenant

avec donc ty indépendant de .
2. D’aprés la Proposition 9.32 de [4] (p.138),

qg: f€L2(B(a,R),Rd)n—>/]f1da:

w
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est propre convexe et s.c.i, donc s.c.i faible sur L?>(B(a, R),R%). Or d’aprés le quatriéme
point de la Proposition 3.3-30 (p. 112), pour tout t €]0,1], Vv, (t,-) converge faible-
ment dans L?(B(a, R),R?) vers V,u(t,-) (le choix de prendre ici p = 2 est totalement
arbitraire). Donc par (3.3-66),

!/
/ |Vzu(t, z)|1 dv < liminf < / |Vovy(t,x)|1 do < ¢ L*(B(a, R")).
B(a,R) B(a,R) to(

¥—0 1-— to)

I11.3.10 Résultats complémentaires pour les résultats d’unicité a venir

Tous les résultats de cette sous-section sont des résultats de controdle des champs de vitesse ré-
gularisés v,. Ceux-ci s’avéreront utile pour I'é¢tude des propriétés d’unicité dans les points selles
(voir la section IV.2).

Pour commencer, le premier point de la preuve de la Proposition précédente, en particulier
la relation (3.3-66), nous permet en particulier d’énoncer directement le Lemme suivant :

Lemme 3.3-33.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (T'y). Soient R > R > 0 et a € R? tel que $(a) = in2f o,
R

et soit

M= sup  [0d(z)].
z€B(a,2(R+]al))

Alors il existe une constante C' > 0 — indépendante de ¢, ¢ (et donc de v), a, R et R’ ~
telle que pour tout to €0, 1[ vérifiant la condition

ool B-R
mmms<s —, —————
0 2" M +2[al |

on ait la propriété :

!
Yy >0, Vt €]0,to], / Vv, (t, 2)]1 dv < ————L*(B(a, R))). (3.3-67)
B(a,R) to(1 — to)

En Corollaire nous en déduisons :

Corollaire 3.3-34.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). Soit Q C R% un ouvert borné et 0 < t,,, < 1. Alors
il existe une constante K > 0 telle que pour tout v > 0 et tout t € [0,ty,], on ait

/ |Vaovy(t,z)|1de < K. (3.3-68)
Q
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Preuve : Soient a € R? tel que ¢(a) = inf ¢, et R > R > 0 tel que Q C B(a, R). Soient
R

M = sup  [0¢(z)],
x€B(a,2(R+]al))

vl B-R
mm-s =, ———— ¢ -
0 2" M + 2|q

et ty €]0, 1] tel que

D’apres le Lemme 3.3-33 (p. 117), on a I'inégalité (3.3-67) pour une constante C' > 0 indépen-
dante de v, et d’aprés le Lemme 3.3-2 (p. 86) et le deuxiéme point du commentaire 3.3-12 (p.
91), il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout t €]0,1[ et x € R,

Cc

|Veo(t,x)|1 < =1

On conclut donc en prenant

c’ c
K =max{ ——£%*(B(a,R")), sup L2(Q) b .
{toa—to) (Bla 1)), s Hi—9) ”}

Nous terminerons par le Lemme suivant :

Lemme 3.3-35.

Soient ¢ : R* — R conveze vérifiant la propriété (I'1). Alors il existe une constante c,
indépendante de v, tel que pour tout 1 > ~ > 0, tout t €]0,1] et presque tout x € R? o

vy(t, ) est différentiable,
c

Y1 —t)

Hvzv'y(t7 ')HLoo(Rd) <

Preuve : Soit 1 >~ > 0. V('¢)(z) = (z — Prox,4(z))/7 est 1/v-lipschitzienne sur R, donc par
le Théoréme de Rademacher (Théoréme 3.3-16 p. 98), V(%) est presque partout différentiable
sur R? et alors )

[Hess ()| oo (ray < -

ott la norme L™ est ici prise sur || - || : la norme subordonnée & la norme euclidienne | - | de R,

D’aprés le Lemme 3.3-27 (p. 110), "¢ vérifie la propriété (I's), et ainsi d’aprés le Lemme 3.3-
24 (p. 107), il existe une constante C' > 0 tel que pour tout t €]0, 1] et presque tout x € R? ou
vy(t,-) est différentiable,

c
1—t

C
IVav, (2, ')HLoo(]Rd) < (HHeSS(’%)HLO@(Rd) + 2) < ~1— 1) (1+2y) <

(1 —1t)
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I11.3.11 Un résultat indépendant mais notable

Il est intéressant de noter que le résultat de la Proposition 3.3-32 (p. 116) peut étre généralisé
et que l'on peut montrer par symétrie en temps que Vv € L>((0,1), L}(2)) pour tout ouvert
borné €.

Ce résultat n’est en soit pas utile pour les résultats d’existence et d’unicité a suivre, que préparent
les autres résultats de section. Il est tout de méme assez notable pour que nous 1’énoncions : il
offre un résultat de régularité et de controle du champ de vitesse d’un transport optimal isotrope
pour la distance L?. Ces propriétés complétent les propriétés (II1) (voir p. 76).

Théoréme 3.3-36.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (T'y). Soit Q un ouvert borné de R?. Alors Vizv €
L>((0,1), LY(S2)), autrement dit il existe une constante K > 0 telle que pour tout t €]0,1],

/ |Vigv(t,z) de < K. (3.3-69)
Q

Preuve :

1. On pose pour tout t €]0,1] et x € R?

. T Po*(t, ) . B T
v (t,x)—it ,  avec Pg (t’x)_PrOX%—t‘?*(l—t)'
D’aprés le Lemme 3.3-11 (p. 92), on a
v(t,z) = —v*(1 —t, x) (3.3-70)

et donc pour tout t €]0, 1],
Vau(t,) = =Vau' (1 —t,-).

2. Soient a,a* € R? tels que ¢(a) = i}%fgzb et p*(a*) = i}ggf ¢*, et soient R > R > 0 tels que
Q2 C B(a,R) N B(a*, R). On pose de plus

M = sup  |0p(z)| et M= sup 100" ()],
z€B(a,2(R+|al)) z€B(a*,2(R+|a*]))

ainsi que 0 < tg < t;; < 1 tels que

o < min { * - R ot > 1—mind » il
mm-< —, —————— € —mins -, ——————— /.
0 2" M + 2|af 0 2" M* + 2|a*|

D’aprés la Proposition 3.3-32 (p. 116), il existe des constantes C,C* > 0 telles que pour
tout t €]0, o],

/ V0(t, 7)1 da g/ Vau(t, )1 dz < —C— £2(B(a, )
0 B(a,R) to(1 —to)
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et pour tout t € [t§, 1],

/|V$U(t,x)\1dfc:/ |va*(1—t,x)|1d:1:§/ Vv (1 — £, 2)|1 da
Q [¢) B(a*,R)
C*
<

L*(B(a*, R))

(=)A= (1 —=15))

c* « o
= M£2<B(a ,R)).

D’aprés le Lemme 3.3-2 (p. 86) et le commentaire 3.3-12 (p. 91), il existe une constante
¢ > 0 tel que pour tout t €]0,1[ et x € RY,

c
< .
|vl“v(t’ ‘T)‘l — t(l _ t)
En posant
C C* c
Ky =max{ ——L*(B(a,R")), ——L*(B(a*, R')), sup L2(Q) 5,
’ {tou—to) (Bla F)), o —qgy© (B R, sap gy ()

on a pour tout t €]0,1] :
/ |Vau(t, z)|1 de < K.
Q

3. On a donc prouvé que Vv € L>((0,1), L'(Q)). Pour conclure il suffit donc de prouver
que I'on a également Oyv € L>((0,1), L*(Q)). Or on sait d’aprés la Proposition 3.3-12 (p.
93) que v € L*((0,1) x ), et on sait par la Proposition 3.3-31 (p. 115) que v vérifie
I’équation de Burgers

o+ v.Veo =0,

ce qui implique immédiatement le résultat voulu.

On peut donc poser K = (1 + sup |v\> Ky, et ainsi conclure la preuve.
10,1[xQ

On peut étendre ce résultat :
Corollaire 3.3-37.

On suppose que ¢ vérifie la propriété (I'1). Soit Q un ouvert borné. Pour tous p,q > 1 tels
que 1/p+1/q>1, on a Vizv € LP((0,1), L9(2)). Et en particulier v € W1P((0,1) x Q) pour
tout 1 < p < 2.

Preuve :

1. D’aprés le commentaire 3.3-12, on sait qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout t €]0,1[ et € RY,

c/

t1—t)

|vt,xv(t7 l’) ’1 <
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D’aprés le Théoréme 3.3-36, il existe K > 0 tel que pour tout t €]0, 1],
/ |Vizv(t, ) de < K.
Q

Donc, pour tous p,q > 1 tels que 1/p+1/q > 1, on a pour tout t €]0,1],

p

¢ KPlix
< — .
= ja(l— ¢)a

/ Vvt )| da
Q

2 /
q c
20(t )| de| <

aveca=p(q—1)/q. Ort — 1/t*(1 —t)® est intégrable sur |0, 1] si et seulement si a < 1,
ie. 1/p+1/q>1. On a donc bien

/

d'ott V4 € LP((0,1), LI(9)).

a wo o [t 1
< (KP4
dt < (K xc)/o (=)

/ Veao(t, o)l do
Q

dt < +00,

2. En particulier si I'on prend 1 < p = q < 2, on a bien 1/p+ 1/q = 2/p > 1, d’ou
Vigzv € LP((0,1) x ). Comme on sait de plus, d’aprés la Proposition 3.3-12 (p. 93), que
v e L®((0,1) x Q) C LP((0,1) x ), on a bien v € WP((0,1) x Q).

g

Le Théoréme 3.3-36 et son Corollaire 3.3-37 donnent bien les hypothéses de régularité les plus
fortes que I'on puisse avoir en général pour le champ de vitesse v. En effet, d’aprés le Corollaire
3.3-37, un champ de vitesse v défini par rapport a un potentiel ¢ (vérifiant la propriété (I'y)),
rappelons-le, par la relation (3.3-11) (p. 89), c’est a dire pour tout ¢ €]0, 1] par

o(t, ) = vy(t, ) = w - % (id —(to + (1 — 1)id)") (3.3-71)

est un élément de Wllo’f([O, 1] x R?%) (c’est a que sa restriction & tout ouvert borné Q de R? est un
élément de W1HP((0,1) x Q)) et ceci pour tout p < 2. La question qui se pose naturellement est
de savoir si v = vy ne pourrait pas étre en fait un élément de H} ([0,1] x R?). Or, comme nous
I’avons déja évoqué plusieurs fois dans ce chapitre, plus récemment au début de la sous-section
I11.3.7, ce n’est en général pas le cas, et ceci en particulier lorsque le champ de vitesse se retrouve
confronté a des "cassures". Voici un contre-exemple simple :
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Exemple 3.3-22. EXEMPLE D’UN CHAMP DE VITESSE QUI N’EST PAS DE REGULARITE H!

Nous reprenons ici lexemple que Caffarelli [19, 20] avait donné pour prowver qu’en général, un plan de
transport optimal n’est pas régulier (ici non-continue). Il s’agit d’un plan de transport présentant dans R?
une cassure le long de 'axe des abscisses et translatant dans les deuz sens opposées de l’aze des ordonnées
les densités situées de part et d’autre de cette cassure. Nous allons voir que le long de cette "cassure”, le
champ de vitesse n’est pas de régqularité H'.

Pour donner un sens local a un tel plan de transport et a un tel champ de vitesse, considérons une densité
dont le support supposé borné est coupé par l'aze des des abscisses (donc par la cassure). Soit le potentiel

¢ défini par : .
¢+ (@y) = 5= + w*) + 1yl, (3.3-72)

dont le plan de transport T associé (défini L?-presque partout) correspond donc a

_ vy - (z,y+1), siy>0,
T_V¢.@w%%{(%ym siy <O0.

. -

Cassure

t=0

D’apres le Lemme 5.2-7 (p. 82), le potentiel ¢ vérifie Uhypothése (1) sur R2. Le champ de vitesse associé
vy (c’est a dire défini par rapport & ¢ par la relation (3.3-71)) s’écrit alors, pour tout t €]0,1] et pour
tout (z,y) € R?,

(0,1), siy>t,
ve(t, z,y) = (07 %) , si —t<y<t, (3.3-73)
(0,-1), siy< —t.

Ainsi, pour tout t €]0,1[ et L2-presque tout (z,y) € R%, on a

0 0 .. 1
v$7yv¢(t,l‘,y) = < 0 %1[—t 1l (y) ) , et ainsi |v$,yv¢(t7w7y)|1 = ;1[7t,t] (y)

Si l’on se place sur le carré | — 1,1[%, on a alors, pour tout p > 1,

tr=1

/ (Vayvs(t, 2, )P da dy =
]71’1[2

Or, la fonction t — 1/tP~1 est intégrable sur |0, 1] si et seulement si p < 2. Ainsi, en illustration du
Corollaire 5.3-37, on a bien vy € WHP((0,1)x] — 1,1[?) pour tout p < 2.

Cependant ici, on a vy ¢ H((0,1)x] —1,1[?)/

Remarque 3.3-23. A PROPOS DE L'EXEMPLE 3.3-22

Dans l'exemple 3.3-22, nous avons donné dans [’équation (3.3-73) l’expression du champ de
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vitesse vy calculé a partir du potentiel ¢ défini en (3.3-72), et plus précisément & partir de
Vopérateur p, comme dans la formule (3.3-71). Pour obtenir le champ de vitesse vy de l’équation
(3.3-73), cette opérateur p,, s’écrit nécessairement, pour tout t €]0,1[ et pour tout (v,y) € R2?,
tel qu’il suit :
(x,y) + (0,—t), siy>t,
ps(t, 2, y) =1 (2,0), si —t<y<t, (3.3-74)
(z,y)+(0,t), siy<—t.

Le détail de ce calcul fait l'objet de I’Annexe D.

I1I.4 Résumé et conclusion du chapitre

La section III.1 a eu pour objectif la planification du chapitre, ainsi que la définition de diffé-
rents outils, notations et propriétés nécessaires a ce chapitre (et au suivant), en particulier les
propriétés (1), (II), (1), (I3,) et (Ij).

Dans la section II1.2, nous nous sommes donné pour objectif d’affiner, pour les besoins de notre
étude, les résultats du Théoréme 1.1-7 (p. 20) en ce qui concerne la régularité du potentiel ¢ :
le Théoréeme 1.1-7 prouve que, dans les conditions de notre probléme, tout plan de transport
optimal sur R% dérive d’un potentiel ¢ convexe, propre et s.c.i sur R?; et nous avons prouvé
dans cette section qu’il était possible de choisir un tel ¢ de fagon & ce que celui-ci vérifie la
propriété (I'1), que nous rappelons ici :

Propriété (T'y). ¢ et ¢* sont convewes, continues et admettent un minimum sur R?,

La section III.3 a quant & elle eu pour principal objet ’étude des différentes propriétés du
champ de vitesse d’un transport optimal, que nous proposons de compiler dans la Proposition
suivante :

Proposition 3.4-38. RESUME DES PROPRIETES DU CHAMP DE VITESSE

Soit ¢ une fonction convere sur R? vérifiant la propriété (I'y), et soit un champ de vitesse v
défini par rapport a ¢ par (3.3-11) (p. 89), c’est a dire pour tout t €]0,1[ par

u(t,) = W - % (id =V, (to + (1 — t)id)*), (3.4-75)

ot est p(t,-) lui-méme défini par

1-t

p(t,") = Vau(e)* = Proxid) <1:C_t> , avec ¢y =tdp+ (1 —1t)id.

Alors v vérifie les propriétés (II) et (III), c’est a dire :
— Propriétés (II) :
1. Il existe ¢ € VVZE’;O([O, 1] x RY) tel que v = Vz1p.

2. Le champ de vitesse v vérifie [’équation de Burgers au sens des distributions
1 2
O + §Vz|v| =0.

— Propriétés (III) :

1. v est localement lipschitzienne sur |0, 1[xR?.
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2. Vizv € L% ((0,1), L}, .(RY)),
3. Vigv € LP ((0,1), Li,.(RY)) avec 1/p+1/g > 1.

loc

De plus, pour tous t,s €)0, 1], et pour tout x € R?,

v(t,z) = v(s, (s — t)v(t,z) + x). (3.4-76)

Preuve (par compilation des résultats de la section II1.3) :
— La propriété (I1)-1 est démontrée par la Proposition 3.3-12 (p. 93).
— La propriété (I11)-2 est démontrée par la Proposition 3.3-31 (p. 115).
— La propriété (II1)-1 est démontrée par la Proposition 3.3-15 (p. 96).
— La propriété (I11)-2 est démontrée par le Théoréme 3.3-36 (p. 119).
— La propriété (I11)-3 découle de la précédente et est démontrée par le Corollaire 3.3-37 (p.
120).
— L’équation (3.4-76) est démontrée par la Proposition 3.3-14 (p. 96).
O

Le second point important de la section III.3 est I’ensemble des résultats énoncés dans
la sous-section III.3.10, ceux-ci portant sur le controle des gradients des champs régularisés
de v (via les enveloppe de Moreau du potentiel ¢), & savoir les v,. Ces propriétés, ainsi que nous
I’avons déja mentionné, se révéleront trés utiles dans les preuves des principaux résultats relatifs
a l'unicité de la composante . = (p,m) des points selles de L, ainsi qu’a la caractérisation des
champs de vitesse associés & un transport optimal dans un espace L? (voir le chapitre suivant).



Chapitre IV

Existence du point selle et propriétés
d’unicité

Notes pour ce chapitre.

Nous rappelons que | - | désigne la norme euclidienne sur R? (d € N).

Sauf mention contraire, R? sera muni de la tribu de Lebesgue.

Pour f € LP(w) et x € w, le terme "f(x)" désignera, par abus de notation, une valeur
f(z) ou la fonction f est une représentante de la classe d’équivalence f pour la mesure
de Lebesgue (i.e. pour la relation d’équivalence basée sur ’égalité L% presque partout).
Par abus de notation, pour une densité f, nous confondrons f et la mesure f L%
Toujours par abus de notation, pour toute fonction f définie sur R%, et tout sous-ensemble
w de R, on désignera ici indifféremment f et flw par la méme notation f. Inversement,
pour tout sous-ensemble w de R?, et toute fonction f définie sur w, on désignera indiffé-
remment f et son prolongement par 0 sur R4 par la méme notation f.

De méme, pour toute mesure v définie sur la tribu de Lebesque R, et tout sous-ensemble
Lebesque-mesurable w de R, on désignera ici indifféremment v et Viw (o Vi est défini
pour tout sous-ensemble Lebesgue-mesurable A de w par v|,(A) = v(A)) par la méme
notation v. Inversement, pour tout sous-ensemble Lebesque-mesurable w de R?, et toute
mesure v définie sur la tribu de Lebesque de w, on désignera indifféremment v et son
prolongement vy par 0 sur R par la méme notation v : Le prolongement par 0 de v
est définie plus précisément pour tout sous-ensemble Lebesque-mesurable A de R¢ par
v(Ad) =rv(ANw).

Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur ¢, nous désignerons par v le
champ de vitesse vy défini par rapport a ¢ comme en (3.3-11) (p. 89 ), c’est & dire

1 x
vg(t,x) = n (l’—PI‘OXlt_t‘b (l—t))’

pour tout t €]0,1[ et v € RZ.

Des lors que rien ne sera précisé, Q désignera un ouvert convexe et borné de RY.

Nous désignerons un intervalle entre a et b par la notation (a,b) lorsque l'ouverture et la
fermeture de cet intervalle en a ou b est sans importance. Au contraire, lorsque ces bornes
sont précisées, sauf erreur, cela signifie que ces bornes ont une importance. Par exemple
lorsque l'on écrit f € LS. ([0,1] x RY), cela signifie en particulier que f € L>®([0,1] x K)
pour tout compact K de R : autrement dit que f est "L™ localement en espace mais pas

en temps" (i.e. reste localement borné ent =a ett =0»>).

125
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Ce chapitre se donne pour objectif I’étude de résultats d’existence et d’unicité sur les points selles
de L par la mise en oeuvre des différents résultats du chapitre II1.

Plan du chapitre

Ce chapitre se découpera en deux sections, la premiére étant consacrée a l'existence d’un point
selle (¢, q, 1) pour le lagrangien L, la seconde a 'unicité de la composante p = (p, pv) parmi ces
points selles. Cette deuxiéme section sera également consacrée & un résultat de caractérisation
des champs de vitesse définissant un transport optimal dans L?.

1. Dans la section IV.1, nous montrerons ’existence d’un point selle au lagrangien L :
— Nous montrerons tout d’abord la propriété (P Bl’ ) dans la sous-section IV.1.1, & savoir
que p € L*((0,1) x Q).
— Nous établirons ensuite la propriété (P ,84, ), & savoir que p et v vérifient I’équation de
conservation de la masse : Yh € C*°(]0,1] x ),

/]O,WQ(8th+”'vh)p+/Qh((xx)po(x)dx_/Qh(lvaf)m(:c)dx:0

— Enfin, dans la sous-section IV.1.3, nous compilerons les résultats des deux-sections
précédentes pour conclure finalement & 'existence d’un point selle au lagrangien L :et
ainsi démontrer le Théoréme 3.1-2.

2. En second lieu, dans la section IV.2, nous montrerons 'unicité de la composante pu =
(p, pv) parmi les points selles de L, en démontrant le Théoréme 4.2-1 :

— Nous commencerons, dans la sous-section 1V.2.1, par justifier cette étude d’unicité
spécifique & la composante u = (p,m), en montrant qu’en général ’ensemble des
points selles (¢, ¢, 1) de L n’est pas réduite & un unique élément.

— Dans la sous-section IV.2.2, nous montrerons 'unicité, dans le cadre de notre probléme,
du champ de vitesse sur 'union des support de ’ensemble des densités p possibles pour
former un point selle (Lemme 4.2-3, p. 142). Plus précisément, cela signifie qu’il existe
un champ de vitesse v telle que pour toute composante p = (p, m) d’un point selle de
L, on am = pv.

— Nous montrerons ensuite, dans la sous-section IV.2.3, 'unicité de la densité p (et donc
de la composante = (p, pv)), via le Théoréme 4.2-1 et la Proposition 4.2-5 p. 146,
principaux résultats de cette sous-section.

3. Pour finir, dans la section IV.3, nous tacherons de généraliser les résultats des sous-sections
1V.2.2 et IV.2.3. Nous caractériserons plus précisément un champ de vitesse déterminant
un transport optimal (Théoréme 4.3-9, p. 159).

IV.1 Construction d’un point selle du Lagrangien

On rappelle que Q désigne un ouvert convexe et borné de R? et I'on s’intéresse au transport
optimal entre deux densités pg, p1 € L%(2) & supports compactes dans Q. Nous avons vu dans
la section I11.2 qu'il existait alors un potentiel ¢ sur R? vérifiant la propriété (I'1), et vérifiant
p1L% = Vo#(poL?) (en considérant les prolongements par 0 & R? des densités pg et py).

Nous avons vu au chapitre IT (Proposition 2.2-1 p. 56) un point selle de L est caractérisé par les
propriétés (I), que nous rappelons :
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Propriétés (I).

(Y, q, 1) € S vérifie :

(P1) Vg € P, (u.q —q) <0,

(P2) Yh € H*((0,1) x Q), G(h) + {u, Vizh) =0,
(P3) Viath =q,

ol I'ensemble S est défini par :
S = (H'((0,1) x Q)/R) x L*((0,1) x Q) x L?((0,1) x Q)*,

le paraboloide P par :

P = {(a,b) e L2((0,1) x Q) x L2((0,1) x )%, a+ “)2‘2 < 0},

et la forme linéaire G par G(h) = /h(O, )po dr — /h(l, p1 dz, pour tout h € H((0,1) x Q).

On rappelle également que pour construire un triplet (1, q, u) vérifiant ces derniéres propriétés,

il suffit de construire un couple densité-champ de vitesse (p,v) vérifiant les propriétés (I/B)’

avec v = V1 pour un potentiel ¢ € Li (]0,1[x€). En effet, comme nous le démontrerons

dans le Théoréme IV.1.3 (p. 138), en posant u = (p,pv) et ¢ = (—(1/2)[v|?,v), il existe alors
P* € Wh((0,1) x Q)/R, tel que (¢*, q, i) vérifie les propriétés (I), et soit donc un point selle
de L. Nous rappelons ci-dessous les propriétés (IIB> :

Propriétés (Ij).
P,1")  La densité p vérifie p € L%((0,1) x Q).
P,2")  Le champ de vitesse v vérifie v € L>((0,1) x Q).

Pﬁ3’) Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions ’équation de Burgers :
1 2
O + §Vx|v\ =0
Pﬁ4’) (p, pv) vérifie l’équation de conservation de la masse au sens des distributions, pour

les conditions initiales et finales pg et p1 et des conditions de Neumann homogénes
auz bords : Yh € C*(]0,1] x ),

/ (Oth +v.Vh)p+ / h(0, x)po(x)dx — / h(1,z)pi(x)dx =0 (4.1-1)
10,1[x Q Q

La densité p que nous choisirons comme candidate sera bien entendu la densité d’interpolation
de McCann définie par p : t — pg, ot pour tout t € [0,1] on a :

pL% = (1= 1)id +tVg#(poL?) = Vi #(po LY,
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avec ¢y = (1 —t)| - |*/2 + té. Quant a v, nous avons déja choisi comme candidat au chapitre
précédent le champ de vitesse définie par :

x
1—-t¢

T — p¢(ta l’)
t

v=1vy(t,x) = , avec Prox% (
—

) = Va0,

Observons qu’un tel champ v vérifie bien v = V1 en prenant pour tout ¢ €]0, 1] :

w(e.) =1 (314 @) € Lo 11x2)

Nous avons établi dans ce méme chapitre III qu’un tel champ v vérifiait bien la condition (P 52’ )
(par la Proposition 3.3-12 (p. 93) ainsi que la condition (Pz3') (par la Proposition 3.3-31 p. 115).

Il ne nous reste donc plus, pour conclure & ’existence d’un point selle pour L, qu’a établir la
condition (P 3 1") sur p, ce qui sera 1’objet principal de la sous-section IV.1.1; ainsi que la condition
(Pg4") sur (p,v), ce qui sera l'objet de la sous-section IV.1.2.

Toutes les sections et sous-sections qui suivent feront intervenir trés fréquemment la notion de
poussée de mesure : nous renvoyons donc & I’Annexe F pour plus de détails & ce propos. Nous
énongons tout de méme ici les deux Propositions de cette méme Annexe auxquelles nous ferons
le plus souvent appel (les preuves de ces derniéres se trouvent dans I’Annexe en question).

La premiére donne une définition précise de la notion de poussée de mesure :

Proposition F.0-3.
On munit RY de la tribu de Lebesque. Soient i une mesure positive o-finie sur la tribu de

Lebesgue, et T : RY — RY mesurable (toujours sur la tribu de Lebesgue). On suppose que
l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

1. La mesure i est finie,

2. L’application T est coercive par rapport a u, i.e. T~1(A) est borné u-presque partout
pour tout ensemble Lebesque-mesurable borné A dans RY.

Alors il existe une mesure positive sur la tribu de Lebesque v sur RY, vérifiant les propriétés
(1V) p. 203, telle que

Vf € CORY), / Fdv = / F(Tw) du (4.1-2)
Rd R4

De plus, pour tout ensemble Lebesque-mesurable A C R?, on a v(A) = p (T‘l(A)).

On dit alors que v est la poussée de la mesure p par l'opérateur T', noté

v ="T%#u.

La seconde énonce des propriétés plus précise quant & son utilisation dans le cadre de l'interpo-
lation de McCann :

Proposition F.0-6.

Soient pg € LY (R, dL%) a support compact, tel que py > 0, et ¢ : R — R wvérifiant la
propriété (I'1).
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Alors, pour tout t € [0,1[, il existe une mesure positive py sur la tribu de Lebesque de R?, g
support dans (tV¢ + (1 —t)id) (supp(po)) (donc borné), vérifiant les propriétés (IV) p. 203,
telle que puy = (tVo + (1 — t)id)#(po L), i.e.

vFeCl®Y, | Fdu= [ eV + (1= () e (4.1-3)

De plus, p; est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque £ sur R? (i.e.
pe < L), autrement dit il existe py € LY(RY, L) tel que puy = p L. 1l est en outre possible,
pour tout t € [0, 1], de choisir un représentant de p; de tel fagon a ce que (t,x) — pi(x) soit
mesurable sur [0, 1][xRZ.

Pour finir, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout h € LS (R, £4), on a

loc

— ho(tVe+ (1-1)id) € Li5.(R?, L),

loc

[ pdu = [ @) deia) = [ heV6@) + (1 - D)o dLa),
2. Pour tout h € L2 ([0, 1[xRY, £4H1), on a
— (t,z) = h(t,tVo(x) + (1 — t)z) € L2([0,1] x RY),
1 1
— / / h(t,x)ps(z) dL%(z) dt —/ / h(t,tVo(z) + (1 —t)z) po(x) dx dt.
0 JRd 0o JRd

3. Pour tout h € CO([0, 1[xR%), t v / h(t,-)du; = / hps dL? est continue sur [0, 1],
R4 Rd

autrement dit t +— iy est continue sur [0, 1] dans D'(RY).

Désormais, lorsque nous évoquerons une densité ¢ — p;, cela sera toujours (implicitement si rien
n’est précisé) selon la définition qui suit :

Définition 4.1-1.

Soit pg € LQ(Rd), po > 0 a support borné dans R%, et soit ¢ : R — R wérifiant la propriété
(T'1). Pour tout t € [0, 1], on définit la mesure jy = (tV o+ (1—1)id)#(poL?), et on définit la
densité py comme l'une des densités définies dans la Proposition IV.1 : c’est a dire telle que
pe = p LY, que (t,x) v py(x) soit mesurable sur [0,1[xRY et vérifie les différentes propriétés
énoncées dans cette Proposition.

IV.1.1 Propriétés de régularité temporelle de la densité

Nous commengons par énoncer un Théoréme issu de [1], qui s’avérera étre une version un peu
plus générale de la notion d’énergie interne déja évoquée dans le chapitre I, & la définition
1.1-11 (p. 32). Celui-ci sera la base de toutes les preuves des énoncés de cette sous-section, dont
les résultats principaux sont le Lemme 4.1-3 (plus précisément son Corollaire) et le Lemme 4.1-5,
ceux-ci établissant la vérification de la propriété (P Bl’ ) par la densité p.

On rappelle que pour d € N et pour tout 1 < p < +00, Pp(Rd) désigne ’ensemble des mesures
de probabilité u sur la tribu de Lebesgue R? boréliennes, telles que Jga |zP dp < +o00 (définition
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1.1-5 et notation 1 p. 19).
Théoréme 4.1-2. GEODESIQUE CONVEXITE DANS L'ESPACE DE WASSERSTEIN ([I1] p.212)

Soit 1 < p < 400 et soit F :] — 00, +oo[— [0, +0o0] une fonction propre, convezre, semi-
continue inférieurement telle que F(0) = 0.

Considérons la fonction F : Py(RY) — [0, +00] définie pour toute mesure p € Py(RY) par

]:(,LL) = /Rd F(p(a:)) dﬁd(aj) si n = pﬁd c ’Pp(Rd)’

+00 sinon

Si la fonction s — s?F(s79) est conveve et non-croissante sur [0, +oo[, alors F est géodési-
quement convere sur Pp(Rd) au sens de McCann. Autrement dit, pour tout ug, u1 € Pp(Rd),
t — F(ue) est convexe sur [0,1], ot pup = ((1 — t)id +tT)#uo avec T le plan de transport
optimal de po sur py (gradient d’une fonction convexe ¢ si ug est assez réquliere d’apres le
Théoréme 1.1-7 p. 20).

Nous allons appliquer ce Théoréme pour démontrer la continuité dans LP(2) de la densité ¢ — p;.

Lemme 4.1-3.

Soit 1 < p < +00. Soient Q un ouvert R%, a < b et (1t)tefa,p) une famille de mesures positives
sur ), définies sur la tribu de Lebesque, telle que t — p; soit continue sur [a,b] dans D'(Q),
i.e. que pour tout f € C°(Q), la fonction

t— / fdut
Q
soit continue sur [a,b]. Soit la fonction Ay, : [a,b] — [0, +00] définie pour tout t € [a,b] par

/d |pelP da si py = py.LY, avec py € L'(Q, LY)
R

400 sinon

Ap (t) =

Si A, est conveze et finie sur [a,b], alors pour tout t € [a,b], u < LY, avec py = pr.LE, ou
t e pr € C%([a,b], LP(Q)) (continuité forte).

Preuve : Tout d’abord A, étant convexe et finie (donc bornée) sur [a,b], il est donc clair, par
définition de A, que pour tout t € [a,b], ux < L4, avec uy = pi.L? et py € L*(Q). De plus
t = |lptllLr(q) est borné sur [a,b] par une constante M.

Montrons maintenant que t — p; est faiblement continue de [a,b] dans LP(Q) : soient ty € [a, b],
q €]1,400] tel que 1/p+1/q =1, et soit f € LI(2).

Soit € > 0. L’espace C°(Q2) étant dense dans L1(Q), il existe donc g € C°(Q) telle que ||f —
9llLe) < €/(BM). t +— iy étant continue sur [a,b] dans D'(9), il existe donc 6 > 0 tel que pour
tout t € [a, b] vérifiant |t — to| < J, on ait :

/ gprdr — / 9P, dz
Q Q

< ¢/3.
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D’ou, pour tout t € [a,b] tel que |t — to| < 6,

[ gode= [ g da

<2M||f — gllre +€/3 <e.

< (lprollze + loellze) 1F = gllza + ] [ opar= [ gmas

On conclut donc a la continuité faible de [a,b] dans LP(§2) de 'application t — p;.

Or A, étant convexe et finie sur [a,b], t — A(t) = HptHZ;J’(Q) est continue sur |a,b| (ouvert),
admet une limite a droite en t = a et une limite a gauche en t = b.

Ainsi, pour tout ty €|a, b[, on a lim ||pt||zzp(9) = HptOHip(Q).
De plus, en ce qui concerne la limite 4 droite de A en t = a et sa limite 4 gauche ent = b, on a

. BT p _ p
Jim At) = T ol o) < Ma) = llpallze),

et
. _ . p _ p
t1_1>IbII_A(t) = tl_lfbn_”pt”LP(Q) <A(b) = HprLp(Q)-

Ainsi, pour tout ty € [a,b], on a

limsupHptHLp(Q) < Hpto HLP(Q)-
t—to

On peut donc conclure, en application du Théoréme A.1-5 (p. A.1-5) que 'application t — py
est fortement continue de [a,b] dans LP((Q). O

Corollaire 4.1-4.

Soient Q un ouvert RY, et py,p1 € LP(Q) deux densités sur Q a supports bornés, et soit
¢ : RT = R conveze telle que p1 L = (V) #(po LY). Pour tout t € [0,1], on définit sur la
tribu de Lebesgue la mesure :

e = (tV¢+ (1 —t)id) #(po L),

Alors pour tout t € [0,1], uy < L2, avec puy = pp.L on t > pp € CY ([0, 1], LP(Q)).

Preuve : Par application du Théoréme 4.1-2, la fonction A, : [0,1] — [0, +o00] définie pour
tout t € [0, 1] par

h = / |pelP d si g = py. L7, avec p, € LM, L7)
- Q

400 sinon,

Ap(

est convexe sur [0,1] et ici finie en t = 0 et t = 1 (car pg, p1 € LP(S2), et po, p1 € Pp(RY)), donc
par convexité finie sur tout [0,1]. Il est clair que t — u; est continue sur [0, 1] dans D'(f2), on
peut donc conclure par le Lemme 4.1-3. O

Le Lemme qui suit est surtout un Lemme de rigueur. Il nous permettra d’utiliser précisément les
propriétés de poussée de mesure au sens faible pour ¢ — p;, en particulier pour la Proposition
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4.1-8 (p. 135), plus tard pour la preuve du Théoréme 4.3-9 (p. 159). 1l fait en particulier appel
a un résultat de 'annexe F, & savoir la Proposition F.0-6, rappelée p. 128.

Lemme 4.1-5.

Soient pg € LP(R?) et p € LP((0,1) x RY), pg > 0 et p > 0, a supports bornés respectivement
dans R? et [0,1] x R?, et soit ¢ : R? — R vérifiant la propriété (I'y).

On définit (t,x) — pi(x) comme dans la définition 4.1-1 (p. 129).

Si pour tout h € C2([0,1] x RY), on a

1
/[0,1}de hp(dr®dt) = /0 /]Rd h(t, tVo(z) + (1 — t)x)po(x) dx dt,

alors t — py € CY ([0, 1], LP(Rd)), et donc pour presque tout (t,z) € [0,1[xR%, on a alors
,O(t, ZL‘) = Pt(i’?)

Preuve : D’aprés la Proposition IV.1 (p. 128), (t,x) + p(x) est mesurable sur [0, 1[xR%, et
pour tout h € C2([0,1] x R?) et tout t € [0,1],

1
/ h(t,z) pi(z) de dt = / / h(t,tVeo(z) + (1 — t)z)po(z) dx.
R4 0 Jrd
Ainsi, d’aprés le Théoréme A.2-4 (p. 205), pour tout h € C2(]0,1] x R9),
1
/ h(t,z) pi(z) (dz ® dt) = / / h(t,x) pt(z) dx dt

[0,1] xR 0 JRd

1
= / / h(t, tVé(z) + (1 — t)z)po(z) dz dt (4.1-4)
0 Jrd

_/[ou Rdhp(dx@dt).
] x

D’oi1, pour presque tout (t,z) € [0, 1[xR%, p(t, x) = pi(x), et donc |p(t,z)|P = |ps(z)|P. Toujours
d’aprés le Théoréme A.2-4, pour tout t € [0, 1], les fonctions x +— p(t,z) et © — pi(x) sont
mesurables, de méme que les fonctions t — [pq |p(t,z)[P dx et t — [pq|pe(z)|P dx, et

/01 /Rd \p(t, 2)|P da — /Rd |oe ()P da:

1
it < / / ot )P — pr(x)P| da di
0 R4

_/[01] R Hp(t, x)|P_ |,0t(x)\p| (dx®dt)
, 1 X

=0.

(4.1-5)

Ainsi, pour presque tout t € [0,1[, on a

L ln@pds= [ 1ota)pr e (4.1-6)

De plus,
1
/ / |p(t,x)|pd:cdt:/ Ip(t, 2)P (dz ® df) < +oc.
0 JRrd [0,1] xR4
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d’ou, pour presque tout t € [0,1[, [pa|p(t, )P dz < +o00. Pour presque tout t € [0,1[, on a donc

/ pil@)Pde = / plta)Pde < oo e p e LX(RY). (4.1-7)
R R

Or, par application du Théoréme 4.1-2 (p. 130), la fonction A, : [0,1[— [0, +o00], définie pour
tout t € [0, 1] par Ap(t) = [ga |p¢|P dx, est convexe sur [0, 1].

Donc pour tout ty € [0,1] tel que py, € LP(R?), du fait que I'on a également py € LP(RY), on
conclut par convexité, que A, est finie sur tout [0, to].

D’apreés la Proposition IV.1 (p. 128), t + p; est continue sur [0,1y] dans D'(R?), et donc par
le Lemme 4.1-3 (p. 130), t v p; € C° ([O,to],LP(Rd)). Et ceci est donc vral pour presque tout
to € [0,1] d’apres (4.1-7), d’oit t = p, € C° ([0, 1], LP(RY)). O

On ne peut pas, en utilisant un raisonnement identique a la preuve du Lemme 4.1-3, géné-
raliser le résultat de celui-ci pour tout p = +o0, c’est a dire prouver que p € C°([0, 1], L°(R?))
si po, p1 € L>(9). Cependant I'application du Théoréme 4.1-2 nous permet tout de méme de
prouver que dans ce cas p € L=([0,1] x RY).

Proposition 4.1-6.

Soient po, p1 € L () deux densités sur 2 a supports bornés, et telles qu’il existe ¢ : R? — R
vérifiant la propriété (I'y), et p1L% = Vo#(poL?). Soit p =t +— p; tel que définie dans la
définition 4.1-1 (p. 129) et le Lemme 4.1-5 (p. 132).

On a alors p € L>=([0,1] x R?).

Preuve : Les masses pg et p1 sont deux densités de probabilité a support bornées, donc pg, p1 €
Po(RY) ; et V¢ représente le plan de transport optimal de pg sur p; d’aprés le Théoréme 1.1-7
(p. 20). Soit F' : R — R U 400 définie pour tout s € R par

|| |s| < M,
+00 sinon.

F(s) = {

F est propre, convexe, semi-continue inférieurement, F'(0) = 0 et F(s) > 0. De plus,

+00 sisE}O, M%/d[’
s siF(s7) =

1 sise [ﬁ, +00 |:
est convexe et décroissante sur [0,+oo[. D’aprés le Théoréme 4.1-2 (p. 130), t — F(u;) est

convexe sur [0, 1] (avec F définie a partir de F' comme dans I’énoncé du Théoréme), on a pour
tout t € [0,1] :

Fu <=0 [ Fodove [

F(p1)dz < M (cd(supp(po)) + ﬁd(supp(pl))> < +oo.
R4 R4

(4.1-8)

Ainsi, pour tout t € [0,1], on a p; < L% : il existe donc p; € L'(R?) tel que py = pi.L2. Soit
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E={(t,z) €[0,1] xR?, |p(2)] > M}. On a
1
| Floa)dewd= [ [ ) dedr < 2 (Lsupplon)) + L supp(pn))) < oc
0,1]xRd 0 JRd

= / F(pt(x))d$®dt+/ F(pi(x)) dz ® dt.
E [0,1] xRN E

(4.1-9)

Si LYE) > 0, alors [, F(pi(z))dx ®@ dt = +o0, ce qui est impossible d’aprés (4.1-9). Ainsi
|pi(z)| < M pour presque tout (t,z) € [0,1] x R%. O

Remarque 4.1-1.

1. Sip=2, on a donc bien p € L>°((0,1), L>(R?%)) ¢ L2((0,1) x RY), ce qui compléte, avec
la propriété v € L2 ([0,1] x w)¢ (Proposition 3.5-12 p. 93), la condition (P1°) d’existence
d’un point selle au lagrangien L.

2. Tout au long du raisonnement visant a montrer lexistence d’un point selle pour L, 'ap-
plication du Théoreme 4.1-2 est le seul point qui requiert que V¢ soit le plan de transport

optimal de poL® sur p1 L2,

Pour finir, rappelons qu’au début de cette section, nous avons considéré le prolongement par 0 de
Q a R? des densités pg et p1, puis une interpolation de McCann dans R? entre ces deux masses.
Pour pouvoir revenir au probléme au probléme d’origine, c’est & dire construire la densité p sur
Iouvert §2 avec conditions de Neumann homogénes aux bords, il suffit de prouver que le support
de p est inclus dans [0,1] x Q et d’en prendre a la restriction & ce dernier (en confondant dans
la notation p et po comme indiqué dans les notes de début de chapitre).

Proposition 4.1-7.

Soit Q un ouvert conveze de R?. Soient py une densité de probabilité et py une mesure de
probabilités telles que supp(po),supp(u1) C Q, et telles qu’il existe ¢ : R — R wérifiant la
propriété (T'1), et p1 = (Vo)#(podL?). En définissant p comme dans la définition 4.1-1 et le
Lemme 4.1-5, on a supp(p) C [0,1] x Q.

Preuve : On pose toujours X(t,-) = (1 — t)id+tV4¢ pour tout t € [0,1]. On sait que
supp(po) C Q et supp(u1) = Vazp(supp(po)) € Q ([77], Théoréme 2.12 p.66 ). Ainsi, pour
tout t € [0,1], X(t,-)(supp(po)) = ((1 — t)id +tV,¢)(supp(po)) est contenu dans I’enveloppe
convexe de supp(pg) Usupp(p1) C Q.

Soit p € C°([0,1] x R%) tel que supp(p) NQ = ). Alors
1 1 1
/ / ppdxdt = / / o(t, X(t,z))po(x) dx dt = / / o(t, X(t,z))po(z)dx dt = 0.
0 JRd 0 JRd 0 Jsupp(po)

Ainsi supp(p) C [0, 1] x Q. O

Ainsi, les Lemme 4.1-3 (ou plutot son Corollaire), le Lemme 4.1-5, et la Proposition 4.1-7 nous
permettent de conclure que la densité d’interpolation de McCann vérifie bien la propriété (P s 1)
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IV.1.2 Propriété de conservation de la masse

Nous allons maintenant montrer, par le Corollaire 4.1-9, que le couple (p,v) vérifie la propriété
(Ps4) , c’est a dire que p et v sont liées la relation de conservation de la masse (4.1-1) (p. 127).

Rappelons que dans cette section, la densité p est définie par p : (¢,x) — pt(x) (voir la définition
4.1-1 p. 129 et le Lemme 4.1-5 p. 132), ou pour tout ¢ € [0,1] on a :

peL? = [(1 =) id +tV]#(poL?) = Vi#(po L), (4.1-10)

avec po, p1 € L2(Q), ¢ = (1 —t)| - |2/2 + t¢, et telle pour tout t € [0, 1], la densité p; est choisi
telle que (¢,x) — pi(z) soit mesurable (voir la définition 4.1-1 p. 129). Cette densité, d’aprés
le Corollaire 4.1-4 (p. 4.1-4), vérifie t — p; € CY ([O, 1], LZ(Q)) (on parle bien ici de continuité
forte).

Le champ de vitesse v est quant a lui défini pour tout ¢ €]0, 1] par :

u(t, ) = vg(t,") = 4Pl ) avec  py(t,-) = Prox ¢ — ) = V(e (4.1-11)
’ ’ t ’ d\Ys ¢ 1_¢
Proposition 4.1-8.

Soit Q un ouvert conveze de RY. Soient py une densité de probabilité et py une mesure de
probabilités telles que supp(po),supp(pu1) C Q, et telles qu’il existe ¢ : R — R wvérifiant la
propriété (T'1), et 1 = Vo#(poL?). Soient p et v tels que définies en (4.1-10) et (4.1-11).

Alors le couple (p,v) vérifie (4.1-1) p. 127 (la conservation de la masse) i.e. :

| @erv V) pdedt+ [ o0 9pds [ o) dim =0
[0,1]x§2 Q 9

pour tout p € C([0,1] x Q).

Preuve : Ici, comme souvent, nous confondrons f définie sur R? et fio, de méme que pour
g définie sur Q avec sa prolongation par 0 a R%. On rappelle que par la Proposition 3.3-10
(p. 91), pour tout t €]0,1[, et presque tout x € R?, §;X(t,z) = v(t, X (t,x)), donc pour tout
o € C2([0,1] x Q).

JRRRCTRR R VIR

10,1[x 2 .

= / (Orp(t,z) +v(t,x) - Vap(t,x)) p(t, z) de dt
0 JRd

(En effet, par la Proposition 4.1 — 7 : supp(p) C [0,1] x Q)

Il
%ho\;
Slag—s—

(8%)0(75’ X(tv l‘)) + v(t’ X(t’ l‘)) ’ vx@(ta X(tv $))) pO(l‘) dx dt

d

(Op(t, X(t, ) + O X (¢, x) - Veo(t, X(t,2))) po(x) da di

d

/ o(t, X(t,z))po(x)dx dt
Rd
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[ el VadlaDmia o~ [ o(0.2)p(o) do
fd¢(1xdu1 /Rd<p0xp0 ) dx

= [ o(1,2)du(z /soOxpo
Q Q

Le fait que v € L5.([0,1] x Q) (Proposition 3.3-12 p. 93) assure que les intégrales sont bien
définies. O

Corollaire 4.1-9.

Soient p > 2 et ¢ < 2 tels que 1/p +1/q = 1, et soit Q un ouvert conveze borné de R%.
Soient py et p1 deux densités de probabilité telles que supp(po),supp(p1) C Q, et telles qu’il
existe ¢ : R% s R vérifiant la propriété (T'1), et (01 L) = Vo (poLY). Soient p et v toujours
définies par (4.1-10) et (4.1-11) (p. 135).

On suppose de plus que po, p1 € LP(RY) (d’ou p € LP((0,1) x R?)).
Alors, pour tout p € W4((0,1) x ),

/ (Gtcerv-stO)pd:vdtJr/w(O,-)podx—/w(l,-)pldx:O.
10,1[xQ Q Q

Preuve : D’aprés la Proposition 4.1-6 (p. 133), on a p € L>=((0,1), LP(R9)) C LP((0,1) x R9),
et d’aprés la Proposition 3.3-12 (p. 93), on av € L2.([0,1] x Q) (d’oi pv € LP((0,1) x RY)). De
plus, d’aprés la Proposition 4.1-8 (p. 135), on a

/ (athrv-szO)pdwdtJr/ sD(O,-)podx—/ @(1,-)du =0
10,1[x Q Q

pour tout ¢ € C([0,1] x Q). On peut donc conclure par densité de CZ°(]0,1] x Q) dans
W4((0,1) x Q) pour la norme associée. On rappelle que les opérateurs traces

T07T1 € Cgo([ov 1] X Q) — Lq(Q)7 f = f(07 ))f(lv ')7

se pro]ongent a Wl’q((O 1) x ), ce qui permet de conclure également par densité pour les termes
Jo (0, )po dx et [, o(1,-)p1 da. O

IV.1.3 Existence d’un point selle

Les conditions (I;) étant maintenant établies sur (p,v) (avec p et v toujours définies par (4.1-10)

t (4.1-11)), nous sommes donc en mesure de les compiler pour prouver le Théoréme 3.1-2 (p.
76), c’est & dire pour construire un point selle au lagrangien L, c’est & dire construire un triplet
(v, q, u) verifiant les propriétés (I).

Rappelons que pour cela, on choisis de poser p = (p, pv) et ¢ = (—(1/2)[v|?,v). Commencons
un premier résultat visant a établir clairement la condition (P3) sur le terme ¢ : c’est a dire que
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pour un tel g, il existe alors ¢* € W;" 2([0,1] x Q) tel que ¢ = V¢ ,9*. Rappelons que le champ

loc
de vitesse, en plus de vérifier les propriétés (P 52’ ) et (P 53’ ) , peut s’écrire v = V1) en prenant

pour tout ¢ €]0,1] :
w(e.) = (517 = @) € Lhello.1xe),
Le triplet (1*,q, ) sera alors notre point selle, et nous montrerons dans la preuve du Théoréme
3.1-2 (rappelé plus bas p. 138) qu’il vérifie également les propriétés (P1) et (P2).
Lemme 4.1-10.

Soit Q un ouvert de R? assez régulier (tel que tout compact de Q soit inclus dans un ouvert
borné de Q2 de classe C1). Soit un champ de vitesse v € L2 ([0,1] x Q) (propriété (P52) ),
vérifiant au sens des distributions les propriétés :

1
1. O+ fvx|v\2 =0 (proprieté (Pg3') ),
2. il existe un potentiel ¢ € L], (]0,1[x ), tel que v = V1.

Alors il existe un potentiel Y* € Wl});”([o 1] x Q), vérifiant au sens des distributions :

1
opb* + §|vm¢*|2 =0, (4.1-12)

et —1|v]2
q=Viz* avec q= ( 2 ) (4.1-13)

(propriété (P3)).

La preuve de ce Lemme résulte du résultat suivant, dont la preuve fait I’'objet de 'annexe E.

Lemme 4.1-11.

Soit Q un ouvert borné de R%, et soit une distribution T € D'((0,1) x Q), tel que V;,T €

L2 ([0,1] x )% (ou du moins un de ses représentants de classe L2-mesurable que l’on notera

9)-
Alors T € VVl})fo([O, 1] x Q), ou plus précisément il existe f € W,2°°([0,1] x Q) tel que :

loc

o VheC®(0,1[xQ), (T,h) //fhdxdt

o Vhe (0, 1[xQ)" <T,divt,x(h)>—/0 /Qf-div(h)dmdt——/Ol/Qg-hdmdt.

De plus f est lipschitzienne (ou du moins un de ses représentants) sur €.

Preuve du Lemme 4.1-10 : Au sens des distributions, on a

1 1
81517 —+ §VI|U|2 = 0 = at(de)) + §V$|,U|2 =

1
& Vo (0) + 5 Valol* =0, (4.1-14)

&V, (atzp + ;vﬂ) —0.
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I existe donc une distribution T' ne dépendant que de t €]0, 1], telle que, on ait
L oo
O + §|U| =T

(voir par exemple le Théoréme 2.16 dans [80]). On pose ¥* = 1) — G, ot G est une distribution
primitive de T sur ]0,1[ (et ne dépendant toujours que de t). On a alors bien, au sens des
distributions,

— V* = Vo = v € L ([0,1] x Q)9,

loc

o = —%W e 122.([0,1] x Q).

loc

W* vérifie donc bien (4.1-12).

Pour finir, soit w un ouvert borné et assez régulier (de classe C1) de Q. On a donc V;9* €
L>®((0,1) x w)¥!. D’aprés le Lemme 4.1-11 (p. 137), on a alors ¢* € WH((0,1) x w).
Ainsi, on a bien ¢* € W*°([0,1] x ). O

loc

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le principal résultat de cette section, & sa-
voir le Théoréme 3.1-2 (p. 76) établissant I’existence d’un point selle pour le lagrangien L.
Nous rappelons I’énoncé du Théoréme en question, dans une version réactualisée et un peu plus
précise :

Théoréme 3.1-2.
Soient pg, p1 et Q définis comme dans la notation 2 (p. 74).

Pour tout ¢ € ®(poL?, p1LY) (voir la notation 3.2-2 p. 80), il existe une densité positive
py € C° ([0, 1],L2(Q)), telle que pour tout [0,1] x RY, on ait

p(b(tv )‘Cd = X¢(t’ )#(poﬁd)v avec X(f)(t) ) = Vx¢t = (1 - t) id +tvx¢7

et un champ de vitesse vy, définie pour tout (t,z) € [0, 1[xR%, par
p 3] p ) ) , P

volt, ) = - <x ~Prox ., (ﬂ)) =2= in¢t)*(x),

ot (¢y)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |2 + t¢.

Alors en posant pg = (P, ppvs) et g = (—(1/2)|vp|?, vy), il existe 4 € ﬂ/l];’fo([O, 1] x Q) tel
que qp = Vio¥g et tel que (g, 4o, f1g) (0u du moins sa restriction |0, 1[xQ) soit un élément
de Lps(p[:h P1, Q)

En outre vy vérifie les propriétés (11) et (111).

Remarque 4.1-2. Rappelons que nous avons établi dans la section 111.2 du chapitre précédent,
que l’ensemble ®(poL?, p1 LY) est non-vide !

Preuve : Pour la suite, rappelons qu’un élément (¢, q, 1) de LP*(po, p1,2), doit vérifier (¢, q, n) €
S, ainsi que les propriétés (I) p. 74, que nous rappelons :

(Pl) vq, € Pa <.LL7 q, - Q> S 0;
(P2) Vh € H*((0,1) x Q), G(h) + {u, Vi zh) =0,
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(P3) Vt,xw =4q,
P étant le paraboloide {(a,b) € L*((0,1) x Q)7 a +[b2/2 < 0}.

Tout d’abord, par la Proposition 3.3-12 (p. 93), on sait que v, € L>((0,1) x Q)¢ (propriété
(Pg2') ), et par le Corollaire 4.1-4 (p. 131) que t = py(t,-) = Xy(t,-)#po € C? ([0,1], L*(2))
(propriété (Pz1’) ).

Dott piy = (pps Pp¥s), 4o = (—(1/2)|vg]?, vs) € L2((0,1) x Q) (ou du moins les restrictions de ji
et g4 a0,1[xQ). De plus, d’aprés la Proposition 4.1-7 (p. 134), on a supp(ps) C [0.1] x Q, d’oit
supp(ug) C [0.1] x Q : les conditions de Neumann homogénes aux bords en espace sur p sont
donc vérifiées.

1. En posant jig = (pg, psvs) et qp = (—(1/2)|vy]?, v4), la condition (P1) est naturellement
vérifiée. En effet, pour tout ¢ = (a,b) € P, on a

1 1
1
<u¢,Q’—q<z>>—/O /Q(ap¢+b~v¢p) dwdt—/o /sz\zwdwdt

! 1 1 L

</ /<a+|b\2+|v|2> p¢dxdt—/ /\v¢|2p¢,d:ndt
0 Ja 2 2 0 Ja?2

<0.

2. La condition (P2) résulte quant a elle du Corollaire 4.1-9 p. 136 (propriété (P z4") ).

3. Pour finir vy vérifie la condition du Lemme 4.1-10 (p. 137) : en effet d’aprés la Proposition
3.3-31 (p. 115), vy vérifie au sens des distributions I’équation de Burgers (propriété (PIBS’)
), & savoir

1
8ﬂ)¢ + §Vx’1)¢|2 =0.

De plus, par les propriétés énoncées a la définition 3.3-9 (p. 89), on a pour tout t € [0, 1],
id =V (o)* 1/1 N
volt, ) = AL g, (S (1P @),

avec ¢y = (1 — t)% + t¢. En posant donc @Z¢ définie pour tout (t,z) € [0,1[xR? par
~ 1/1 .
Gatt.) = 1 (5le = (@°(@).

on a donc vy = V;ﬂZ{;} au sens des distributions.

L’application du Lemme 4.1-10 (p. 137) nous permet donc de conclure a 'existence d’un
Yy € Wl},f"([o, 1] x Q) tel que qy = V2104 et ainsi de vérifier la condition (P3) et que le
triplet (Y¢, g, t¢) est bien un élément de S. Ceci termine notre preuve.

0

Remarque 4.1-3. Le groupement de propriétés (Ifg) (que nous nous sommes attelés a démontrer
une par une depuis le début du chapitre III) illustrent bien les caractéristiques recherchées dans
un transport optimal. Cependant, un vrai point selle de L est rigoureusement caractérisé par le
groupement de propriétés (I), et les propriétés (I%) n’en sont pas équivalentes bien que l'impliquant
en grande partie (c’est a dire outre le fait que v dérive d’un potentiel et les conditions de Neumann
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homogénes auz bords pour ).

En effet, nous verrons dans la suite (sous-section IV.2.1) qu’en général le lagrangien L admet
une infinité de point selles, dont certains ne pouvant se construire & partir d’un couple (p,v)
vérifiant les propriétés {I%) Ces derniéres propriétés resteront tout de méme un "fil rouge” dans
toute la suite de cette étude.

Pour finir cette étude des points selles de L, nous allons montrer, dans la section qui suit, 'unicité
de la composante p = (p, pv) des points selles de L, ainsi que quelques résultats de généralisation.

IV.2 Reésultats d’unicité

Cette derniére section sera consacré a établir, dans le cadre de I’algorithme de Benamou-Brenier,
I'unicité de la composante p = (p,m) = (p, pv) des points selles de L (sous-sections IV.2.2 et
IV.2.3), résultat qui pourra étre généralisé pour tenter de caractériser les champs de vitesse de
transport optimal dans L? (section IV.3). Nous commencons par énoncer le principal résultat de
cette section et qui sera explicitement démontré dans la derniére sous-section.

On rappelle que I'ensemble ®(poL%, 111) désigne I'ensemble des fonctions ¢ : RY — R vérifiant la
propriété (I'y) tels que Vo# (poﬁd) = 1.
Théoréme 4.2-1. UNICITE DE LA DENSITE ET DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT

Si (Y*, q*, 1*) est un élément de LP*(pg, p1,2) (pour po, p1 et Q définis comme dans la
notation 2 p. 74, définissant LP*(pg, p1,Q) ), alors pour tout potentiel ¢ € ®(poL?, p1LY), on
a p* = (p*,m*) = (pg, ppvg), avec pour tout t €]0,1[ :

ve(t,m) = % (z —Prox e, (1it>> _x— Vzi@)*(x)

(ot (¢¢)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |? +to) et

polt, VLT = Xy(t, )#(poL?) € C([0,1], L*(R)), avec Xg(t,-) = Vady = (1 —t)id +tV 6.

Autrement dit, quel que soit le point selle (¢¥*, ¢*, u*) € LP*(po, p1,2), et quel que soit ¢1, po €
(I)(Poﬁdvplﬁd% on a
p* = Pgp1 — X¢1 (t> )#Po = P¢; = X¢2 (t7 ')#pOa

et vy, = Vg, sur supp(p*). En effet, on a :
m' =g, = pg, Vg, = P Vg = P Vpy = PeyVsy = Mgy

Remarque 4.2-4. Nous ne démontrons donc pas ici l'unicité du point selle de L (ce qui n’est
en général pas le cas, voir la sous-section IV.2.1), mais seulement ['unicité de la composante
w= (p,m) = (p,pv) des points selles de L. Autrement dit, [’ensemble des points selles (1, q, p)
de L partagent la méme composante u, i.e. il y a unicité de la densité p et du champ de vitesse
v sur le support de p.

Rappelons cependant que lobjectif de ’algorithme de lagrangien augmenté réside uniquement dans
le calcul de = (p,m). En effet les composantes q et 1 ne sont que des éléments nécessaires au
calcul, tandis que le couple (p, m) constitue une solution au probléme initial de transport optimal
(voir la section 11.1) comme cela a été démontré a la Proposition 2.2-4 (p. 60).
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Les composantes q et 1 ne peuvent cependant pas varier sur le support de p (en effet d’apres la
Proposition 2.2-8 p. 58, si on pose ¢ = (a,b), alors m = pb), autrement dit le champ de vitesse
v est unique sur le support de p.

IV.2.1 Non-unicité des points selles de L

Dans un premier temps, nous allons clairement montrer la non-unicité des points selles de L
en général. Nous le déduisons de la Proposition suivante :

Proposition 4.2-2.

Soient ¢1 et ¢o deuzx fonctions convezes sur R vérifiant la propriété (I'1), et soient vy, et
Vg, les deux champs de vitesse sur R? définis, rappelons le, pour tout (t,z) €]0,1[x par

1 x 1 x
U (t,z) = t (m - Proxﬁ% (H)) et Vo, (t,2) = t (x B PrOXﬁ@ <1 — t)) '

Alors

Vg, = Vp, = FCER, ¢1 =2+ C. (4.2-1)

Preuve : Supposons que vy, = vg,. Alors, pour tout (t,x) €]0,1[x, on a

x x
Proxl%t(Zﬁl (1—1‘) :Proxl%t(f,2 <1—t>’

et donc, pour tout y €]0, +oo[ et tout y € R%, on a :

Prox,4, (y) = Prox,e, (y).

En particulier, pour tout v €]0, +o0o[ et tout y € R? en lequel ¢; et ¢o sont différentiables (¢; et
¢o vérifiant la propriété (T'y), ils sont différentiables presque partout sur RY), on a :

YVé1(y) =y — Prox.g, (y) =y — Prox,g, (y) = vVé2(y).

Ainsi, par le Théoréme de Rademacher (p. 98), on a V¢1 = Vo au sens des distributions sur
R?. 11 existe donc une constante réelle C' telle que ¢1 = ¢o + C. 0

D’aprés la Remarque 3.2-7 (p. 84), il existe ¢1,¢2 € ®(poL%, p1£?) différant d'une fonction
non constante. D’aprés la Proposition ci-dessus, on a alors vg, # vg, sur R?. Or d’apreés le
Théoréme 3.1-2 (p. 76), en posant :

— t = p1(t,-) = X1(t,)#po, et t — pa(t,-) = Xa(t, )#po, avec

Xi(t,-) = (1 —=t)id+tV o1, et Xalt, ) = (1 —t)id +tV 2,

— 1 = (p1,p1g,) €t pa = (p2, p2vg,),
— 1 = (=(1/2)[u1]* 1) et g2 = (—(1/2)[v2]?, v2),
il existe 1,19 € VVllo’coo([O, 1] x Q) tels que g1 = Vi1 et go = Vi 412, et tels que les restrictions

de (Y1,q1, 1) et (2, g2, p2) & ]0,1[x soit des éléments de LP*(pg, p1,$2) (des points selles de
L).
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Donc en prenant €2, assez grand, on a alors vy, # vg, sur |0,1[xQ, d’oit g1 # g2 sur ]0, 1[x€2, et
d’ot (Y1, q1, p1) # (2, g2, u2) sur |0, 1[xQ (on parle bien sir ici des restrictions a ]0,1[x€ des
différentes fonctions évoquées).

En conclusion, pour Q assez grand, LP*(pg, p1, ) posséde au deux éléments (et donc une infinité
du fait que LP*(pyg, p1,2) est un ensemble convexe).

Nous allons cependant montrer dans la suite de cette section que, s’il n’y a pas en général unicité
des points selles (¢, ¢, ) de L, il y a en revanche unicité de la composante u = (p, m) = (p, pv).

Remarque 4.2-5. Nous avons dans cette Proposition construit différents points selles, mais
tous construits a partir d’un couple densité vitesse (p,v) vérifiant les propriétés (I,) et (1) :
autrement dit le terme q ne se "décolle pas" de la paroi du paraboloide P définie rappelons par :

2
P = {(a,b) eRde,ag—“’Q'}.

En effet on a construit ici des composantes secondaires du type q = (a,b) = (—(1/2)[v|?,v), d’ou
a+ (1/2)|b]?> = 0. Cependant en interpolant linéairement deuz de ces différents points selles, on
peut alors obtenir des points selles dont la composante ¢ = (a,b) vérifiant parfois (en dehors du
support de p i.e de p) la relation a + (1/2)|b]?> < 0 (se décollant donc de la paroi de P), et qui
ne pewvent donc pas se construire a partir d’un couple (p,v) vérifiant les propriétés (1.,) et (I/B)

IV.2.2 Unicité du champ de vitesse sur le support de la densité

Dans ce but, nous commencerons par démontrer que pour tous les points selles de L, notés
(V*, ¢*, 1*) = (V*, q*, (p*,m*)), les densités p* se propagent selon le méme champ de vitesse v.

Lemme 4.2-3.

Si (V*,q*, 1u*) est un élément de LP*(pg, p1,Q) (pour pg, p1 et  définis dans le cadre la
notation 2 p. 74), avec u* = (p*, m*).

Alors, pour tout ¢ € ®(poL?, p1LY), en posant

vt z) = % <az — Prox ., (12)) - %(id—pd)(t? )

(voir la définition 3.3-9 p. 89) pour tout t €]0,1[, on a m* = p*vy.

Preuve : Soit (¢*, ¢*, p*) un élément de LP*(py, p1,2). Dans le Théoréme 3.1-2 (p. 76), nous
avons montré que, pour tout ¢ € @(po/;d,plﬁd), il était possible de construire un point selle

(1, 4o o) de L, avec en particulier, py = (pg, ppvs) et g = (—3|vg|?, vy), pour tout t €]0, 1],
po(t, ) = Xo(t,-)#po avec Xy(t, ) = (1 —t)id +tV ¢,

et
vg(t,-) = (1/t)(id — py (2, -))-

Soit ¢ € ®(poL?, p1L?Y). Le triplet (v¥*,q*, u*), en tant que point selle de L, u* vérifie I'équation
de conservation de la masse (voir la Proposition 2.2-1 p. 56), i.e.

vh € H'((0,1) x Q), G(h)+ (", Vizh) =0
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et de plus V 4¢* = ¢*. Il en est de méme pour p, (i.e. conservation de la masse + Vi 20y = q4).
Donc en particulier, en prenant h = 1, (comme dans la preuve de la Proposition 2.2-4 p. 60),

<N*7Q¢>L2 = <M*7vt,x¢¢>L2 = —G(%S) = (Mdnvt,:cl/&z))m = <M¢>7Q¢>L2'

D'ou (1", q¢) 12 = (1g, do) 12
De plus, d’aprés la Proposition 2.2-4 (p. 60),

(W5, q") 2 = K(") = K(pe) = (1o, ) 12,
d’ou
(" q") 2 = (e, 9012 = (W, 8) 12
ie. ¢ —qp L p*.

Pour finir, (¢*, ¢*, u*) étant un point selle de L, on sait que u* est orthogonal au paraboloide P

au point ¢*, i.e. (1*,q¢' — q*)r2 <0, Vq' € P, en rappelant que

P= {q = (a,b) € L*((0,1) x Q) x L2((0,1) x D)%, a + ‘b; < 0}

Donc pour tout ¢’ € 7~3, on a
0> (u"d = q" e = (", q )z — (W, ") e = (0", )12 — (1" a9) 12 = (0", 0 — a9) 12

i.e. p* est orthogonal au paraboloide P au point q. D’aprés la Proposition 2.2-3 (p. 58), et sa-
chant que q4 = (—%|v¢|2, v¢), on peut conclure que m* = p*uvg. Il

Ainsi, pour tout ¢ € ®(poL?, piL£?) fixé, et pour tout point selle (1%, ¢*, u*) € LP*(pg, p1, Q) de
L, on a m* = p*vy.

Autrement dit, '’ensemble des composantes densités p* de tous les points selles de L sont liés au
méme champ de vitesse vy, c’est a dire que ’ensemble des champs de vitesses auxquels peuvent
étre soumis les différentes densités p* des composantes de points selles sont tous égal a vg sur
I'union des supports de ’ensemble des p*.

On en déduit également que les différents vy, pour tout ¢ € ®(poL?, p1£%), sont égaux sur cette
méme union de support. Cela peut paraitre un peu absurde si ’on imagine qu’il puisse y avoir
des supports différents pour les différentes densités : cela revient a dire que le champ de vitesse
serait imposé méme sur des zones oil la densité s’annule.

Cette contradiction apparente sera levé dans la prochaine sous-section, lorsque nous montrerons
P’unicité de la densité p* au sein des points selles de L.
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Illustration 4.2-6. UNICITE DU CHAMP DE VITESSE SUR LE SUPPORT DE L’ENSEMBLE DES
DENSITES POTENTIELLES

Une wvision plus "schématique" de lunicité du champ de vitesse sur l'union des supports des densités
candidates peut étre abordée en invoquant la convexité de l’ensemble des points selles et la stricte convexité
du paraboloide P = {(a,b) € R x R%, a + |b?/2 < 0}.

En effet, supposons (11, q1, 1) et (¥, qa, o) deux points selles de L. Les champs py et ps sont tous deux
orthogonales (au sens du produit scalaire canonique de L?) a I’hyper-paraboloide

P ={@0 e L2((0,1) x @) x L2((0,1) x Q)%,a+ [{*/2 < 0}

respectivement aux champs g1 et qa. D’aprés la Remarque 2.2-1 (p. 57), l’ensemble des points selles
de L est conveze : (1/2)[(¢¥1,q1, 1) + (¥2,qa, pi2)] est donc également un point selle de L. Le champ
(1/2)(p1 + p2) est donc également orthogonale & P au champ (1/2)(q1 + ¢2)-

Soit un point (to,xo) € [0,1] x Q tel que les vec-
teurs p1(to, o), pa(to,xo) ainsi que le vecteur
(1/2)(p1 + p2)(to, xo) soient tous trois orthogo-
nales au paraboloide P respectivement aux points
q1(to, o), q2(to, o) et (1/2)(q1 + g2)(to, o) (ce
qui est bien le cas pour L%-presque tous point
(t,x) € [0,1] x Q); et tel que py(to,zo) # 0 ou
p2(to, zo) # 0 : d’ot (1/2)(p1 + p2)(to, zo) # 0
(du fait Uorthogonalité des vecteurs u(to, zo) et
wa(to, xo) au paraboloide P).

Si Uon avait qi(to,x0) # q2(to,x0), le point
(1/2)(q1 + g2)(to, o) serait alors intérieur au pa-
raboloide P, du fait de la stricte converité de celle-
ci : le vecteur (1/2)(u1 + po)(to, zo) serait alors
forcément nul, ce qui est contredirait I’hypothése
faite plus haut a propos de ce vecteur.

Ainsi, on a q1(to, o) = ga2(to, o). Les vecteurs
w1 (to, o) et pa(to, o) sont donc tous deux ortho-
gonales au paraboloide P au méme point q1 (to, o)
et donc proportionnels au vecteur (1, b (to, zo))-

On a alors :

11 (to, zo) = (p1(to, o), m1(to, 20)) = (p1(to, o), p1(to, z0)b1(to, z0))
et

p2(to, zo) = (p2(to, z0), m2(to, zo)) = (p2(to, o), p2(to, x0)b1(to, T0)),
et ceci donc pour L-presque tous (tg, zo) € supp(u1) Usupp(uz).

Les champs uy et po partagent donc le méme champ de vitesse (i.e. le champ by ) sur supp(p1) Usupp(ps).

Résumons : pour tout ¢ € ®(poL?, p1L?) fixé, et pour tout point selle (%, ¢*, u*) de L, p* est
associé au méme champ de vitesse vy avec :

Op* + V. (p*vg) =0
(car m* = p*vy) avec les conditions initiales et finales

p*(o’ ) = 0, p*(lv ) = pP1.
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i.e. Vh € HY((0,1) x ),

/ 1 / (Ot 2) + vo(t, 7).V h(t,2)) " (¢, @) da dt + /
0 Q

Q

h(O,-)po—/Qh(l,-)pl—O.

Nous allons donc maintenant démontrer qu’il existe un unique p* qui vérifie ces conditions, c’est
a dire p*(t,+) = Xy(t,-)#po (et ceci donc quel que soit ¢ € ®(pgL%, p1L?)). Nous nous baserons
sur la méthode des caractéristiques, en nous inspirant de la Proposition 3.3-14 (p. 96).

IV.2.3 Unicité de la densité dans L?

Dans la section précédente, nous avons montré que le champ de vitesse v associé au déplacement
des densités était identique sur 'union des supports des densités candidates, et pouvait s’écrire
sous une forme explicite, c’est a dire sous la forme :

1/. .
'U¢(t7) = 2 (ld—PI'OXIEt(t <1—t>> 5

oil ¢ est un potentiel de transport optimal (vérifiant la propriété (T'y)) entre poL? et py L.

Ce résultat implique en particulier que, si I’on pouvait montrer I'unicité de la densité p, on pour-
rait en conclure également 'unicité des quantités de mouvement m (car m = pv). Cependant,
c’est bien cette unicité méme du champ de vitesse qui nous permettra, via une méthode des
caractéristiques, de conclure a 'unicité de la densité et son explicitation (autrement dit qu’il
s’agit bien de I'interpolation temporelle de McCann entre les densités pgy et py).

L’idée de cette méthode, et de son adaptation aux difficultés du probléme sera expliquée quali-
tativement dans le petit préambule introductif de la sous-section 1V.2.4.

Dans la présente sous-section, nous énoncerons le résultat sur lequel reposera explicitement 1'uni-
cité de la densité (a savoir la Proposition 4.2-5), ainsi qu’un Lemme outil relatif a 'application
de la méthode des caractéristiques (Lemme 4.2-4), laquelle sera, comme nous I’avons précisé
ci-dessus, la base de notre raisonnement.

La preuve de la Proposition 4.2-5 sera finalement établie dans la sous-section IV.2.5, aprés le
préambule introductif, lequel pourra donc guider la lecture en expliquant le raisonnement suivi.
Ce résultat établi, nous pourrons enfin, dans la sous-section 1V.2.6, conclure la preuve du Théo-
réme 4.2-1 (p. 140) énoncé en début de section qui, rappelons-le, montre I'unicité de composante
= (p,m) commune aux points selles du Lagrangien L.

Lemme 4.2-4.

Soit H={f, f¢€ I/Vll’p([O, 1] xRYHNL>®((0,1) x RY), Vp € [1,2[}. Soient de plus ¢ : R? — R

oc
conveze vérifiant la propriété (I'1), et un champ de vitesse v définie par rapport 4 ¢ comme

en (3.3-11) p. 89.
Pour tout p € C((0,1) x RY), 4l existe h € H, définie pour tout (t,z) €]0, 1[xR? par

1
h(t,z) = —/t o(s, (s = t)v(t,z) + x) ds, (4.2-2)

et vérifiant

Bh +v.Vsh = ¢ (4.2-3)
et telle qu’il existe 0 < t,, < 1 ne dépendant que de ¢ (en particulier ne dépendant pas de ¢
et donc de v), tel que fNL(t, ) =0 pour tout t,, <t <1.
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De plus, on a :

Vizh ="(Vizv) a+ 8 (4.2-4)
(Vigv étant de taille d x (d+ 1)), avec a € L®([0,1] x R4, et B € L2 ([0,1] x R4 tels
que :

o |lall oo oa)xrey < V2@l Loo(0,1)xR%)s
e pour tout ouvert borné w C RY,

181 oo 0,17 xw) < UVl zoo((0,1)xw) + DIVl oo (j0,1xw) + 121 Lo ([0,1)3w)

o aft,’) =0 et f(t,-) =0 pour tout t, <t <1,
o |Vih(t,z)| < ([Veu(t, o) + DI Vall oo (o,1]xraeys pour presque tout (t,z) €]0, 1[xR4.
La preuve de ce Lemme est établie dans ’annexe G. O

Passons donc au principal résultat de cette sous-section, qui nous permettra de conclure la
preuve du Théoréme 4.2-1 (p. 140).

Proposition 4.2-5.

Soient ¢ : R? — R convexe vérifiant la propriété (1), po € L*(RY), et un champ de vitesse
v défini par rapport a ¢ comme en (3.3-11) p. 89, c’est a dire rappelons-le, défini pour tout

t €]0,1] par
v(t, ) = ve(t,-) = % <id—Proxlt_t¢ <1 '_ t>> _id _vtx(@)*

ot (¢y)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —1t)|-|? +t¢. Soit p € L?((0,1) x RY),
a support borné dans [0,1] x R?, tel que

{ Op + divy(pv) = 0,
p(0,-) = po

(au sens des distributions), i.e.

1
Wh € C20([0,1[xRY), / / (Ouh +v - Voh) pda dit + / O, )pode = 0. (4.2-5)
0 R4 R4

Alors p(t,-) = py(t, ) = (tVo + (1 —t)id)#po pour presque tout t € [0,1]. Autrement dit :

1 1
Vo € C([0,1] x RY), /0 /Rd ppdzdt = /0 /]Rd o (L, tVo(x) + (1 — t)x) po(x) de dt. (4.2-6)

De plus t — p(t,-) € C°([0,1[, L*(RY)).
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IV.2.4 Préambule a la démonstration de la Proposition 4.2-5

Nous allons donner un apercu du raisonnement qui sera suivi dans cette sous-section pour prouver
I'unicité de p (celle de v étant déja établie par le Lemme 4.2-3 p. 142).

Soit (1, q, ) est un point selle de L tel que défini dans la notation 2 (p. 74), et soit ¢ €
®(poL?, p1£%) (vérifiant donc la propriété (I'1) sur R?). Celui-ci vérifie les propriétés (I), ce qui
implique en particulier :

— Vh € HY((0,1) x Q), G(h) + {1, V¢ h) =0,

T H= (p,m) € L2((07 1) X Q)>

— m = pv, avec v définie pour tout (¢, x) €]0, 1[xQ par

u(t, z) = % <x — Prox ., <1 - t)) : (4.2-7)

(voir le Lemme 4.2-3) et vérifie les propriétés (II) et (III) (voir la conclusion de la section
II1.3), d’ou v € H (H étant défini dans le Lemme 4.2-4).

De ces propriétés, on déduit que pour tout h € H*((0,1) x Q) :
1
/ / (Oth +v - Vgh) pdrdt = / h(1,-)p1dx — / h(0, ) po dz. (4.2-8)
0 Jo Q Q
Soit ¢ € C2°(]0, 1[x R?) tel que supp(y) C]0,1[xQ. D’aprés le Lemme 4.2-4, il existe h e H tel

que

o%iNL + v.V$fNL =

et
Vizh ="(Vizv)a+ B (4.2-9)
avec a € L=([0,1] x RY)? et B € L ([0,1] x RY)4H! (V, v étant de taille d x (d + 1)).

De plus, on a
~ 1
W1, =0, et h0,) = —/ ot X (1)) dt, avec X(£,-) =tV + (1 —t)id  (4.2-10)
0

(voir la Remarque suivante).

Remarque 4.2-7 (A propos de la trace de h ent = 0). La fonction h étant un élément de ’espace
H et donc de tout espace WHP((0,1) x Q) (du moins sa restriction & ) pour tout 1 < p < 2,
elle posséde une trace dans L*(Q) ent = 0 et t = 1, quelle que soit la dimension d de [’espace
de transport : il suffit de choisir p assez proche de 2. Cependant dans les conditions (4.2-10), la
relation

~ 1 1
h(0,-) :—/0 cp(t,X(t,-))dt:—/O o(t, 1tV + (1 —t)id) dt

n’est pas non plus évidente & montrer (car en général v ne se prolonge pas de fagon continue en
0), méme si elle est trés intuitive. En effet, on a pour tout t €]0,1], on a

~ 1 1
h(t,X(t,x)):—/t (s, (s—t)v(t,X(t,a:))+X(t,m))ds:—/t o(s, X(s,))ds  (4.2-11)

sachant que X (0,-) = id. Néanmoins, comme X (t,-) n'est en général pas inversible, et V¢ est en
général non-continue, la relation 4.2-10 ne peut se déduire immédiatement de la relation 4.2-11.
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Cependant il ne serait en fait pas nécessaire de montrer cette relation pour pouvoir conclure : nous
pourrions contourner le probléme de la maniére suivante : le Théoréeme 3.1-2 donne ’existence
d’un point selle (V,q, 1) vérifiant les propriétés (I), avec en particulier i = (p,m) et m = pv,
le champ de vitesse v étant le méme que celui associé a p, c’est a dire tel que défini en (4.2-7),
avec p vérifiant la relation (4.2-13). Ce qui permettrait d’écrire, pour tout h € H'((0,1) x Q),

/1/ (Oh +v-Vh) (p— ) dwdt =0,

et en réalisant le développement (4.2-12) nous donnerait

// (t,x)p(t,x)dxdt =0,

d’ot p=p sur (0,1) x Q, et nous pourrions ainsi conclure a l'unicité de la composante p au sein

des points selles de L sans avoir eu a expliciter h(0,-).

Le probléme ne pourra cependant pas étre contourné de cette facon lorsque nous aborderons la
derniére sous-section de ce chapitre. En effet le cadre du Théoréme d’existence 3.1-2 est trop
restreint par rapport o celui du Théoréme d’unicité 4.53-9 p. 159 (qui sera énoncé dans la section
IV.3), et nous ne pourrons donc pas supposer lexistence d’un point selle dans ce cadre. Nous
traiterons en fait ce probléme par une méthode de régularisation, ainsi que nous le verrons plus
bas.

Deux cas auraient, s’ils avaient eu lieu, facilité la démonstration :

e Cas 1 : Si I'on avait pu avoir v € H} ([0, 1] x RY), on aurait eu :

IV 2h 17201y %) < N800 0,1y %) | Ve 17201y 0y F+ LN BT o0 0,1y x0)
< 400,

pour tout ouvert borné w C RY. D’ott on déduit h € H} ([0,1] x R?) et ainsi h €

H((0,1) x Q) (ou du moins le restriction de h a Q).

e Cas 2 : Sil'on avait pu avoir p € L((0,1) x ) avec ¢ > 2 (plutét que p € L2((0,1) x)),
il aurait été possible d’étendre la relation de conservation de la masse (4.2-8) a tout
h € WLP((0,1)xQ) (aulieude h € H'((0,1)x)) pour 1 < p < 2 vérifiant 1/p+1/q = 1,
et ainsi a tout h € H.

Dans ces deux cas, il aurait été possible d’injecter h dans la relation (4.2-8) :

/0 1 /Q ot 2)plt, ) da dt = /O 1 /Q (atﬁ(t,x)+v(t,x).vxﬁ(t,x)> ot ) da dt
:/QZ(l,:c)pl(w) d:r—/QZ(O,x)po(a;) dx:—/QZ(O,x)po(a:) dz
—/Q/()lap(t,X(t,x))dtpo(a:)dx—/()1/Qg0(t,X(t,x))po(a;)da;dt.

(4.2-12)

Et ceci pour tout ¢ € C°(]0, 1[x R?) tel que supp(p) C]0, 1[x€2. Ceci permettrait de conclure
que p est bien le méme que celui construit dans le Théoréme 3.1-2 (existence d’un point selle
pour L), a savoir

p(dx @ dt) = (id-, X)#(po dz @ dt), avec id, : (t,z) —t (4.2-13)
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(quitte & prolonger & (0,1) x R? pour bien définir la poussée de mesure en accord avec la notion
de poussée de mesure telle que développée dans I'annexe F).

Malheureusement ce ne sera pas le cas : nous sommes dans 'impossibilité de montrer 'un
et lautre de ces deux cas. Pour autant nous n’abandonnons pas "'idée", c’est a dire de traiter
le probléme plus ou moins par la méthode des caractéristiques :

— Pour se raccrocher au premier de ces deux cas, nous allons approcher le champ de vitesse
v (associé au plan de transport V¢) par des champs de vitesses v, = vy associés a des
plans de transport régularisés : c’est & dire des plans de transport de type V7%, ot "
désigne la y-régularisation par enveloppe de Moreau du potentiel ¢ (voir la définition
3.3-8 p. 88). Cette régularisation a en particulier pour propriété de gommer les cassures
du plan de transport, responsables du fait que v ne soit pas de régularité H' au voisinage

de t = 0 (le voisinage de ¢ = 1 ne posant pas de problémes car, par construction, h est
uniformément nulle au niveau de celui-ci).

— La convergence de la relation (4.2-8) injectée des h, (associées aux v,) vers une relation de
type (4.2-13) fera appel aux résultats développés dans la section I11.3, en particulier ceux
des sous-sections II1.3.9 et I11.3.10. En outre, pour prouver cette convergence, nous nous
raccrocherons également au second cas évoqué en faisant également appel a la densité des
espaces L((0,1) x ) (g > 2) dans L?((0,1) x Q) (voir les Lemmes 4.2-6 et 4.2-7 p. 149).

— En outre, le probléme de 'explicitation de la trace de h., tel qu’abordé dans la Remarque
4.2-7 ne se posera pas étant donné que les v, se prolongent par continuité en ¢ = 0, et ainsi

de méme pour les hy (voir la Proposition 3.3-18 p. 99). La preuve de cette prolongation
suit d’ailleurs le méme raisonnement que celui illustré par la relation (4.2-11) : en effet
dans ce cas X, (t,-) sera inversible et V% sera continue.

IV.2.5 Reésultats préalables et preuve de la Proposition 4.2-5

On rappelle que pour un potentiel ¢ : RY — R vérifiant la propriété (I'1), le champ de vitesse
vy, définie en (3.3-11) (p. 89) s’écrit pour tout ¢t €]0,1 :

1 : id —V,(d)*
vl ) = 7 <id—Prox1tt¢ (1 t)) =1 . (@) (4.2-14)

ott (¢¢)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |> + to.

Avant d’entamer la preuve de la Proposition 4.2-5, nous commencerons par démontrer les deux
Lemmes suivants :

Lemme 4.2-6.

Soient ¢ : R4 — R convexe vérifiant la propriété (T'1), et un champ de vitesse v définie par
rapport a ¢ comme en (3.3-11) p. 89 (c’est a dire v = vy, voir (4.2-14)), et 0 < tp, < 1.

Soit p € L2((0,1) x RY), a support borné dans [0,1] x R, et Q € RY un ouvert borné tel que
supp(p) C [0,1] x €.

Pour tout v > 0, on définit v, comme en (3.3-48) p. 109 : c’est a dire vy = Vv, oU P est
lenveloppe de Moreau de ¢ par v, voir la définition 3.3-8 (p. 88).
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Alors

1. Il existe une constante M > 0, indépendante de vy, tel que
tm
et [ [ ol Ve ol dedt < Mol (4215)
2. Si de plus il existe p > 2 tel que p € LP((0,1) x RY), alors

tm
/ / v —vy| - |Vavy| - |p|dadt — 0. (4.2-16)
0 Rd y—0

Le deuxiéme point du Lemme 4.2-6 se révéle en fait également vrai pour le cas ol 'on aurait
seulement p € L%((0,1) x R%), ainsi que le prouve Lemme suivant :

Lemme 4.2-7.

Sous les mémes hypothéses que le Lemme 4.2-6 (p. 149), on a le résultat de convergence :

tm
/ / v = v, - |V - |p| dadt —s 0. (4.2-17)
0 Rd v—0

Preuve du Lemme 4.2-6 : Soit Q@ C R? un ouvert borné tel que supp(p) C [0,1] x Q.
Démontrons dans I'ordre ces deux propriétés.

1. D’aprés la Proposition 3.3-30 p. 112 (en particulier la relation (3.3-54)), il existe My > 0
indépendante de 0 < v < 1, tel que pour tout t €]0, 1] et tout 0 < v < 1,

g
[(t, ) — vy (t, ) L) < MO?

et d’aprés cette méme Proposition, v, est uniformément bornée par une constante indé-
pendante de v < 1 que nous nommerons ici My. D’oti, pour tout v > 0, 0 < o < 1 et
t €]0,1],

Ca (V)
||U(ta')—vv(t,')\|Loo(Q)SM(?Mll (?) . (4.2-18)

D’aprés le deuxiéme point du Commentaire 3.3-12 (p. 91), il existe une constante ¢ > 0
indépendante de ¢ (et donc de '), tel que pour tout t €]0,1],

c

”Vﬂﬁv’y(t, -)HLoo(Rd) < m, (4.2-19)

(o1t la norme L™ est ici prise sur || - || : la norme subordonnée a la norme euclidienne | - |
de RY).
De plus, d’aprés le Lemme 3.3-35 (p. 118), il existe ¢’ > 0, tel que pour tout t €]0, 1],

C/

x » M oo < —0, 4.2-2
IVavy (£, )l oo (ra) S0 —1) (4.2-20)
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Nous allons utiliser le découpage suivant :

tm
/ /v—v,y]'|vxvy|-|p|da:dt
0 R4
Y tm
— [ o= vl 1Vl clpldwdt + [ [ o vn] [Va| ol duat
0 Rd ~ Rd

et majorer chacun des deux termes : le premier en utilisant la majoration (4.2-20) et le
second grace a la majoration (4.2-19).

e Majorons donc le premier terme : pour tout 0 < vy < ty,,

Y
| [ o=l Ve ol dzat
0 R4
3
SMl/ /]vaﬁ,\-|p|dxdt
0 Q

sﬁMl | = [ 19 e ote ) o

2 ([one) ([ o

Or d’aprés le Corollaire 3.3-34 (p. 117), il existe une constante K tel que pour tout
~v > 0 et pour tout t €]0,t,,], on ait

Jun

/ |Vavy(t,z)|de < K,
Q

et ainsi
/ / v — vy - [Vzvy - |p‘d$dt<\/ﬁf (/ |p|2d$> dt

(] fras)

< YR
\/ﬁ IOL 01 XQ)

e Passons au second terme : pour tout 0 < v < t,,,

tm
L7 =l 1900 ol do
Y

tm 1 1
<+/cMoM 'y/ / Vovy|2 - |p| dz dt
0 1\/> ; t\/ﬁ Q| 'y| ’P|
1 1
Mo M tm 1 2 2
<SR [ (e eas) ([ 1oPan)
1_tm ¥ 3 Q Q
1 1
K MyM tm 1\ 2 tm 2
R0 A / Sdt) - / /]p\zdacdt
1—tm t2 L Ja

cK MyM
_\/ KM A2 = o leloayay

cK MoM;
L HPHLQ((O,l)xQ)‘
m

(4.2-22)




152 CHAPITRE IV. EXISTENCE ET UNICITE DES POINTS SELLES

Ainsi, en combinant (4.2-21) et (4.2-22), on obtient que

tm
|7l 190 ol dade
0 JRrd
v tm
[ [ to= vl 19wl lpldwde+ [ [ o=l (90 ol dade
0o JRrd v JRd

< Mlpllz2((0,1)x )
(4.2-23)

V1=t 11—t

2. Passons au deuxiéme point du Lemme : supposons qu’il existe p > 2, tel que p € LP((0,1)x
Rd). Pour commencer, remarquons que :

{\/KC’Ml cKMOMl}
avec M = max .

=

Vvt )| = [Vt ) [57F < (t@_t)) Vet (4229)

Pour tout 0 < a < 1, et en reprenant la relation (4.2-18), on a

t t
m B m ~y @
/O /Rd|v—vv|-‘vxv,y|.]p|dxdt§M8‘M11 a/o <¥> < 1_t> /vavwlq \p| du dt
_ c tm
< Mgy a(l—tm> 7a/o taﬂ/p/'%v”'q Ipldx dt

ajrl—o c P
On pose M (o) = M§ M, 17 .

b 1 g 5
— - |Vgoy| - |pldedt < M @ —_— Vv, | d . Pd dt
L7 o=l ol dnde < st [t ([ 190 de) " ([ fras)
LN | v
< M(a)Kaxy /0 sy /|p|pdx dt
. 1
< M(a)Kay® (/0 prreewy ) (/ / |p|P dx dt)

LN |
= M(a)Kay </0 tqwadt> ol Le((0,1)x0)-

Or q < 2, et il s’en suit qu’en fixant 0 < a < 1 assez petit, on peut avoir g(a+1) < 2 <
qu+qg—1<1, et

/1 1 gt — 1
o teeta=17 2 g4 1)
D’ou au final

tm 1 a 1 q
/0 /Rd (v —vy[ - [Vauvy| - |pldzdt < M(a)Kay (2_(](a+l)> 1ol zr(0,1)x)

et on obtient bien ainsi

tm
— -V - |pldx dt — 0.
L7 =l 192 ol dr e —
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Preuve du Lemme 4.2-7 : Nous allons dans cette preuve faire appel aux aux propriétés de
convergence énoncés dans le Lemme 4.2-6 (p. 149), et utiliser la densité des espaces LP((0,1) x w)
(p > 2) dans L?((0,1) x w) (pour w CC R%).

Soit € > 0. Pour tout 0 < A < 1, si p € L*((0,1) x Q), alors |p|* € L?*((0,1) x Q) et 2/\ > 2,
et nous obtenons a partir de (4.2-33), la majoration : pour tout v > 0 et tout 0 < A < 1,

tm tm
|7 o=l el loldede < [ [ oo Vol o] dodd
0 R4 0 Rd
tm
+/ / v —vy] - |Vavy| - |p]* da dt.
0 R4

Le premier point du Lemme 4.2-6 nous permet d’affirmer qu’il existe une constante M > 0,
indépendante de ~y tel que pour tout A €]0,1] :

(4.2-25)

tm
w0l [ [ ool 19001l = 6P| dedt < o] - 1o (4.2:26)

L2((0,1)xQ)

Alinsi, (’p’)\)AE]OJ[ converge simplement vers |p| lorsque X\ tend vers 1, et pour tout 0 < A < 1,
on a la majoration :

ol = 1oP [ < 2 (10 + 1612) < 2 (16 + (1ol + 1)) € Z((0,1) x )

En effet si |p(t,z)| < 1, alors |p(t,z)|* < 1, et si |p(t,z)| > 1, alors |p(t,z)|* < |p(t, )|, dou
lp|* < |p|+ 1. Ainsi par convergence dominée, le terme |||p| — \p]/\HLQ((O 1)xg tend vers 0 lorsque
A tend vers 1.

I est donc possible de fixer alors A €]0, 1] tel que

€
L2((0,)xQ) — M’

1ol = 10
et ainsi .
Vv €]0, 1], / /d v —vy| - [Vzuy - ‘\p[ — ]p|A) dx dt < e.
0 R
Fixons donc un tel A. On a donc

tm tm
/ / v —vy| - [Vavy| - |pldedt <e +/ / [v —vy] - |Vavy| - |p|* da dt. (4.2-27)
0 R4 0 Rd

Pour finir, du fait que |p|* € L¥*((0,1) x ) et que 2/\ > 2, le deuxiéme point du Lemme 4.2-6
nous donne la convergence :

tm
/0 /Rd [v = vy[ - [Vauy|- IpIAdxdtmo. (4.2-28)

Ainsi, pour v > 0 assez petit, on a :

tm
/ /d\v—vwl-|va7]'|p\dxdt§26.
o Jr
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On peut donc finalement conclure a la convergence vers 0 du terme

tm
/ / v —vy| - |Vavy| - |p| da dt
0 R4

lorsque ~ tend vers 0. O

Revenons maintenant a la preuve de la Proposition 4.2-5 (p. 146).
Preuve de la Proposition 4.2-5 : Soit Q C R? un ouvert borné tel que supp(py) C Q
et supp(p) C [0,1] x Q. II est donc possible de restreindre (4.2-5) a Q et, du fait que p €
L?((0,1) x R%), de prolonger les fonctions test a H}([0,1[xQ), i.e

1
Vh € H(]0,1[xQ), / /(8th—|—v-Vxh)pdxdt+/h(O,-)podx:() (4.2-29)

(h € H([0,1[xQ) admettant bien une trace dans L?(S2)). Pour tout v > 0, on définit v, comme
dans le Lemme 4.2-6 plus haut : c’est a dire v, = vy, o1 "¢ est I'enveloppe de Moreau de ¢ par

Y-

Soit ¢ € C°((0,1) x RY). Pour tout y > 0, on définit iNL«Y comme dans le Lemme 4.2-4 (p. 145),
c’est a dire par :

~

1
I (t) = = [l (s = o, (t.2) + ) s,
t
pour tout (t,z) €]0, 1[xR%. Celui-ci vérifie donc

Vy >0, Othy +v,.Vih, = ¢, (4.2-30)
11 existe de plus 0 < t,,, < 1, ne dépendant que ¢ (indépendant donc de v, et plus généralement
de 7y), et, pour tout v > 0, a., € L*°([0,1] x RY)? et 3, € L2 (10,1] x R4+ tels que :
— Vighy = t(vt,rvv) ay + By,

— eyl zooo,1xre) < 1Va@llLoo((0,1]xR4Y
— 1Byl (j0,11xw) < lvyllzee(o,11x0) + DIVl oo o,11x0) + 12l Lo (0,11x )

— hy(t,-) = a(t,-) = B(t,-) = 0 pour tout t,, <t <1,
- ‘V:vhw(t’x)‘ < (IVavy (@) + DI Vapll oo (0,1 xra)

pour presque tout (t,z) €]0, 1[xR.
Rappelons que d’aprés le Lemme 3.3-35 (p. 118), il existe ¢ > 0, tel que pour tout t €]0, 1],

C/

\% o < —

” U’Y( )HL Rd) = ,}/(1 —t)
(ot la norme L est ici prise sur || - || : la norme subordonnée a la norme euclidienne | - | de
R9).
Cette propriété a déja été utilisé dans la preuve du Lemme 4.2-6 p. 149 (équation (4.2-20) ). Donc,
d’apres les Propositions 3.3-30 (p. 112) et 3.3- 31 (p. 115), on obtient le meme type de majoration
pour |0y, (t,-)|, et ainsi, pour tout v > 0, Vtxh € L*([o, 1] x R%), d’oir h € HY((0,1) x ), et

comme de plus h ~(t,-) = 0 pour tout t,, <t <1, on a bien h € H([0,1[xQ). Ajoutons que, "¢
vérifiant la propriété (I'1) (Lemme 3.3-27 p. 110) et d’aprés le dernier point de la Proposition

3.3-18 (p. 99), h+ est continue sur [0,1[x, et pour tout z € RY,

~ 1 1
hy(0,z) = —/0 o(s,5v4(0,2) + z)ds = —/0 o(s,sVp(x) + (1 —s)x)ds (4.2-31)
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(coincidant avec la trace L? de h~ en t = 0).
Donc en insérant h~ dans (4.2-29), on obtient

1 ~ ~ ~
/ / <8th7 +uv- th’v) pdzdt + / h~(0,-)po dx =0,
0o Ja Q

pour tout vy > 0. En insérant en outre dans cette derniére relation I’équation (4.2-30), on obtient
la nouvelle équation

1 ~ 1 ~
Vy >0, / / wpdz dt + / h~(0, ) po dx = / /(Uv —v) - Vihypdzdt. (4.2-32)
0 JQ Q 0 JQ

Ainsi, on a la majoration
1 ~ tm
vy > 0, ‘/ / gopdxdt—i—/ h~(0,-)po dx| < HvxanLoo/ / v —vy| - [Vavy| - |p| do dt
0 Q Q 0 Q

tm
"Hvx‘P”LOO/ /yv—w-\p\dxdt.
0 Q

(4.2-33)

D’aprés le Lemme 4.2-7 (p. 150), on a

tm
/ / |v —vy| - [Vavy| - |p| dzdt — 0. (4.2-34)

De plus, la Proposition 3.3-30 (p. 112) nous apprend que |v — vy| est uniformément borné et
converge simplement vers 0 sur |0, 1[x§ lorsque v tend vers 0. Ainsi, du fait que p € L?((0,1)x%),
on conclut par convergence dominée que :

tm
/ / |v—vy| - |p|dxdt — 0. (4.2-35)

Pour finir, d’aprés le Lemme 3.3-29 (p. 111), V¢(x) converge pour presque tout x € ) vers
V¢(x) (pour tout x ou ¢ est différentiable). De plus ¢(s, sVp(x) + (1 — s)x) est uniformément
borné par ||| L~ pour tout (s, x) €]0,1[x€Q. Ainsi par convergence dominée, on a

~ 1
/ h~ (0, ) po dx = —/ / o(s,sVo(x) + (1 — 8)x)po(z) dx ds
@ 0 ¢ (4.2-36)
- /0 /Q o(s,5V(x) + (1 — s)a)po(x) do ds.

v—0

Ainsi, par les résultats de convergence (4.2-34), (4.2-35) et (4.2-36), on obtient par passage a la
limite dans la relation 4.2-33 :

/01 | ozt = /0 [ #4900 + (1 = 00) po(o) o .

et donc, cette derniére équation étant finalement vrai pour tout ¢ € C*((0,1) x R?), on conclut
donc en prolongeant de nouveau a R? :

1 1
Vo € C((0,1) x RY), /0 /Rd ppdx dt = /0 /Rd o (t,tVo(x) + (1 —t)x) po(z) dx dt.
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C((0,1) x R%) étant dense dans C9(]0,1] x R%) pour la norme sup |-|, on peut donc conclure
[0,1]xR4

pour la relation (4.2-6).
Attention cependant : dans le second membre, le passage de C° a CU se fait par convergence
dominée et non par convergence uniforme : en effet V¢ n’est défini que presque partout sur R%.
Pour finir, on peut conclure a l'aide du Lemme 4.1-5 (p. 132), que pour presque tout (t,x) €
[0, 1[xR?,

p(t,z) = pe(x) = ((tVo + (1 — 1) id)#po) (2),
(t,z) — p¢ étant définie dans la Proposition F.0-6 (p. 236). Le Lemme 4.1-5 (p. 132) nous affirme
également que t — p(t,-) € C° ([0, 1], L*(R?)). O

IV.2.6 Retour a la preuve du Théoréme 4.2-1

Maintenant que nous avons prouvé la Proposition 4.2-5 (p. 146), il nous reste plus, pour démontrer
le Théoréme 4.2-1 (p. 140) relatif & I'unicité de la composante p = (p, m) commune des points
selles de L, qu’a a montrer qu’'une densité p associé & 'un de ces point selle vérifie bien les
conditions d’application de la Proposition 4.2-5, en particulier qu’elle peut se prolonger dans R¢
en une densité a support compact tout en vérifiant la méme loi de conservation de la masse, ce
qui est I'objet du Lemme suivant :

Lemme 4.2-8.

Soient po, p1 et Q définis comme dans la notation 2 (p. 74), et soit v un champ de vitesse
définie sur R? tel que v € L°((0,1) x K) pour tout compact K de R? (on rappelle que par
abus de notation, nous désignerons indifféremment v et viq par v).

Soit p € L*((0,1) x Q) tel que :

/ (Oth +v - Vgh) pdx dt + / h(0,-)po dx — / h(1,-)p1dx =0, (4.2-37)
10,1[x Q2 Q Q

pour tout h € H'((0,1) x Q).
On pose p € L*((0,1) x RY), définie pour tout t €]0,1[ et x € R? par :

_ t,x)sixz e
p:{ p(t,x)

0 sinon

Alors 7 vérifie la conservation de la masse dans R, avec pg et p1 en conditions initiales et
finales, plus précisément :

/ (Oth +v - Vgh)pdxdt + / h(0,-)po dx — / h(1,-)p1dz =0, (4.2-38)
10,1[xRd Rd R4

pour tout h € H} ([0,1] x RY).

Remarque 4.2-8. FEn fait la condition de nullité du flux sortant de pv au bord est implicitement
incluse dans cette formulation faible de la conservation de la masse (qui est celle des points selles
de lalgorithme de Benamou-Brenier), ot seules les conditions initiales et finales apparaissent :
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il n’y a pas de terme donnant les conditions auzx bords, qui sont donc nulles.

On peut donc prolonger p par 0 sur R%, et ainsi obtenir une densité L* & support compact dans R?
vérifiant toujours les conditions de conservation de la masse pour les mémes conditions initiales
et finales.

Preuve :
Pour tout h € H. _((0,1) x RY), on a hig € HY((0,1) x Q) et Viahg = (Viah)g (en posant
0 =]0,1[xQ).

Donc pour tout h € H} ((0,1) x R), on a

/ (&gh—i—v-vxh)pdxdt—k/ podx—/ )p1 dx

]0,1[x R4 R4
:/]01[x§2 ((8th)‘§—|—v (Vzh) |Q pdz dt + / Jjapo dz — /Qh(l,-)ﬂpl dx
:/]01[x§2 (@hlﬁ—}-v'vzh@)pd@“dt—l— thﬂ(O,-)podaz—/ﬂhlg( )p1dx
=0.

g

Il nous reste maintenant a conclure sur la preuve du Théoréme 4.2-1 (p. 140), dont nous rappelons
I’énoncé :
Théoréme 4.2-1.

Si (V*,q*, p*) est un élément de LP*(po, p1,Q) (pour po, p1 et Q définis comme dans la
notation 2 p. 74, définissant LP*(pg, p1,Q)), alors pour tout potentiel ¢ € ®(poL?, p1LY), on
a pw* = (p*,m*) = (pg, ppvg), avec pour tout t €]0,1] :

vg(t, z) = % (x Prox ¢ , (1it>) _z- Vmiﬁbt)*(l‘)

(ot (¢¢)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |?> + to) et

polt, VLY = Xy(t, )#(poL?) € C([0,1], L2(Q)), avee Xy(t,") = Vody = (1 — t)id +tV,6.

Preuve du Théoréme 4.2-1 : Soit (¢*, ¢*, u*) est un élément de LP*(py, p1,2) (i.e. un point
selle). D’aprés la Proposition 2.2-1 (p. 56), on a

Vhe H'((0,1) x Q), G(h) + (u*, Vizh) = 0.
Soit ¢ € ®(poL?, p1L?) (vérifiant ainsi la propriété (I'1)). D’aprés le Lemme 4.2-3 (p. 142), en

posant
1 T
U¢(t, $) = ; ($ — PI‘OX&¢ (]_—t>>

pour tout t €]0,1[, on a m* = p*vy. Autrement dit, Vh € H*((0,1) x Q) :

/ (Oth 4+ vy - Vi h) p* dx dt + / h(0,-)po dx — / h(1,-)p1dz = 0.
10,1[xQ Q Q
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On pose p* € L?((0,1) x RY), défini comme dans le Lemme 4.2-8 (p. 156), pour tout t €]0, 1] et
x € R? par :

— [ p(tx)siz e
P = 0 sinon

D’aprés le Lemme 4.2-8, on a

h(0, ) po dx — / h(1,-)py dx = 0, (4.2-39)

/ (8th+v¢-vxh)p*da:dt+/
]0,1[x R4 R4

Rd
pour tout h € C([0,1] x R%). Ainsi, d’aprés la Proposition 4.2-5 (p. 146), on a donc bien
p*(ta ) = X¢(ta ')#pOa avec X(t)(t? ) = (1 - t) id +tV;9,

et d’aprés le Corollaire 4.1-4 (p. 131), on a bien t + p*(t,-) € C° ([0, 1],L2(Q)), ce qui conclut
la preuve. O

IV.3 Caractérisation d’un champ de vitesse de transport optimal

Dans cette derniére sous-section, nous allons tenter de caractériser moins formellement un champ
de vitesse de transport optimal. Le résultat sera en gros le suivant : toute densité L2, & support
borné et continliment portée par un champ de vitesse localement borné, dont les trajectoires
sont toutes des lignes droites qui jamais ne se croisent, c’est & dire vérifiant les propriétés
(IT) correspond & un transport optimal et est I’'unique solution pour un tel déplacement.

On rappelle quun champ de vitesse v vérifie les propriétés (II) si et seulement si :

(I1); T existe ) € I/Vllo’coo([(), 1]xQ) (i.e. v € WH((0,1) xw), pour tout ouvert w C € borné) tel
que v = V1) : propriété traduisant le non croisement des trajectoires (le rotationnel
spatial de v est nul).

(IT)e Le champ de vitesse v vérifie au sens des distributions I’équation de Burgers, c’est a
dire )
Oy + 5vmm? =0. (4.3-40)
Cette propriété traduit le fait que les déplacements induits par v s’effectuent exclusive-
ment en ligne droite.

On rappelle également qu'un champ de vitesse v vérifie les propriétés (III) (énoncées p. 76) si et
seulement si

(ITI); v est localement lipschitzienne sur ]0, 1[x£2,

(I)y Vigv € L™ ((0,1), L}, (),

(I)3 Vizv € LP ((0,1), L] (Q)) avec 1/p+1/g > 1

loc

(en particulier v € VVllo’f([O, 1] x Q) avec 1 < p < 2).

Pour un ouvert convexe Q de R? (pas forcément borné), définissons ’espace bLi((O, 1) x Q) des
densités p € L((0,1) x Q) positives et a supports compacts dans [0, 1] x Q. Autrement dit :

"L3((0,1) x Q) = {p € L*((0,1) x Q), p >0, supp(p) CC Q}. (4.3-41)
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Le résultat que nous souhaitons démontrer est le suivant :

Théoréme 4.3-9.

Soit Q un ouwvert conveze de R%. Soit v* un chamyp de vitesse sur Q vérifiant Uensemble de
propriétés (1) p. 75 (rappelées ci-dessus), et soit pg € L*(Q), tel que pg > 0 et que supp(po)
soit borné dans (2.

Soit une densité p* € ®L%((0,1) x Q) (définie en (4.3-41)) solution, au sens des distributions,
du systéme

{ Oyp + divy(pv*) = 0, (4.3-42)

P(Oa ) = po,

c’est a dire
1
Vh € C°([0,1[xQ), / / (Oth +v* - V3h) p* d:):dt—i—/ h(0,)po dx = 0.
0 Q Q

Alors :

e La densité p* est l'unique solution du systéme (4.3-42) dans l’espace °L% ((0,1) x 2).

e Onap*eC%([0,1[,L2(Q)) N*LA((0,1) x Q)

o p* suit un déplacement continu de type transport optimal : autrement dit, il existe
une unique mesure positive py définie sur la tribu de Lebesgue de ), o support dans

supp(po)U| U supp(p*(t,-)) |, vérifiant les propriétés (IV) (p. 203), et une fonction
te[0,1]
¢ convexe sur R vérifiant la propriété (Ty), telles que juy = Vo# (po Ed), et

vt € [0,1], (p*(t,)L7) = (ps(t, VL) = (tV + (1~ t)id) #(poL?),

c’est a dire telles que les p*(t,-) soient les interpolées de McCann entre la mesure poL?
et la mesure 1.

e Le couple (p*,v*) vérifie alors le systéme :

{ Oyp* + dive(p*v*) = 0,
p*(0,:) = po, p*(1,-) = .

c’est 4 dire, reformulé au sens faible,

1
Vhech([o,uxQ),/ /(@h—l—v*-vmh)p*dxdt—i—/ h(O,-)podx—/ h(1,) dpy = 0.
0 Q Q Q

e Pour finir, le champ de vitesse v* vérifie les propriétés (III) p. 76 (rappelées juste
avant I’énoncé de ce Théoréme) sur supp(p*) et, pour tout (t,x) € supp(p*), on a :

v (t, ) = vy = % (id—melt_ﬂS (H)> = ld_v;(@), (4.3-43)

ot (¢r)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |2 + to.
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Avant d’entrer dans le vif du sujet, commencgons par démontrer le Lemme suivant qui sera utile
par la suite : il s’agit seulement de poser rigoureusement la conservation de la masse totale lors
d’un déplacement continu au sens des distributions.

Lemme 4.3-10.

Soit Q un ouvert de R%. Soit (p,m) € L} ([0,1] x Q)41 et soit u une mesure de probabilité
sur §2, tel que le systéme
{ Op + div,(m) =0,
p(0,-) = p.

soit vérifié au sens des distributions, i.e.
1
h € ([0, 1[xQ), / / (Oh - p+ Vih - m) dwdt+/ h(0, )y = 0.
0 Jo Q
On suppose de plus qu’il existe un ouwvert w CC Q (i.e. dont l’adhérence est un compact

de Q) tel que supp(,u) C w et supp((p,m)) C [0,1] x w Alors p € L>((0,1),L*()) avec
vt €]0, 1], pr =1, ou, écrit plus rigoureusement,

1 1
vf e c=([o,1)), /0 /Qf(t)p(t,:n)dmdt:/o F(t)dt

Preuve : Soit o € C°(0,1) telle que fo t)dt = 1, et soit une fonction plateau § € C2°(Q2)
telle que § = 1 sur W (rappelons que @ est un Compact de Q). Pour tout f € C2°(0,1), on définit

A(f) € G22((0,1)) par

e [0,1], A()(t) = /0 t (f(s) ~ afs) /0 " du> ds. (4.3-44)

Soit f € C(0,1). Il est clair que A(f) est uniformément nulle au voisinage de 0 et 1, et donc
que A(f) € C(0,1), d’ou 8A(f) € C°((0,1) x ). On a alors

vt € [0,1], /f ) du + A(f)'(1).

D’ou, en posant C = / / p(t, z)dx dt,

|, Jpomsatea= 7 s mdm(/f i) [ [ atont. o
[ fe

)p(t, J:)dxdt—i-C'/ f(u)du

/ /V (OA(f mdazdt—/(GA(f))(O -)du+C/01f(u)du
/ /A f)Va0 - md:z:dt—/A du—i—C/Olf(u)du
:C'/O f(u) du
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Pour tout n € N, on définit une fonction plateau x, € C>°(0,1) tel que 0 < x, < 1 et x, =1
sur [1/n,1— (1/n)].

Soit f € C*([0,1]). Pour tout n € N, fx, € C°(0,1), la suite (xn)n converge simplement vers
1. On a pour tout n € N,

/ /Xn p(t,x)dx dt = C/ Xn(t) f(t)dt,

donc par convergence dominée lorsque n tend vers Uinfini (p € Lj,.([0,1] x Q) et f est bornée),

on a L 1
vf € c([0,1)), /0 /Qf(t)p(t,:v)dxdt:C/O F(t)dt

II reste donc & prouver que C' = 1. Soit f € C*([0,1]) telle que f(0) = 1 et f(1) = 0. On a

alors :
:C/Olf’(t)dt:/ol/ﬂf’(t) t,z)dz dt = / / p(t,x)dx dt
—/Ol/gat(ef)pdxdtz/Ol/va(ef)-mdazdt+/(ef)(o,-)du
=/01/vaxe‘mdxdt+/gf<0> D= [ 108 = ) = p(s) = 1.

O

Le premier point de notre preuve consiste a prouver ’existence au sens des distributions d’une
mesure d’arrivée, pour toute densité vérifiant une équation de conservation de la masse, mais ol
seule la densité de départ est fixée. Ce sera l'objet du Lemme 4.3-12 (p. 162), dans la démons-
tration duquel le Lemme 4.3-11 (p. 161) intervient.

Lemme 4.3-11.

Soient (E, |- ||g) un espace vectoriel normé et D un sous-espace vectoriel dense de E. Soient
M >0 et (T,,) une suite de formes linéaires réelles continues sur E telles que :

— pour tout n € N, on ait | T, < M,

— Pour tout x € D il existe Tx € R tel que T,x converge vers Tx.
Alors il existe une forme linéaire T réelle continue sur E, tel que T,z converge vers Tx pour
tout © € E (avec de plus ||T|| < M), et tel pour tout v € D, Tax = Tx.

Preuve : Soit x € E. Montrons que la suite (1,,x),, est une suite de Cauchy de R.
Soit € > 0 et soit y € D tel que ||« — y||g < (¢/3M. Pour tous p,q € N,

|Tpx — Tyzx| < |Tpx — Tyl + |Tpy — Tyy| + |Tox — Tyy|

2
<2Mljz — yllg + ‘pr Tqy‘ < 6 + ‘pr Tqy\.

(T,y) converge vers Ty et donc (T,y) est une suite de Cauchy : il existe donc N € N tel que
pour tout p,q > N, on ait |T,y — Tyy| < (1/3)e. Donc, pour tout p,q < N, on a

2
|Tpx — Tox| < 36 + Ty — Tyy| <e.
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(Tnx) est donc une suite de Cauchy et donc il existe Tx € R tel que (T,,x) converge vers Tx.

II est évident que pour tout y € D on ait Ty = Ty, et que x — Tz soit linéaire du fait de la
linéarité des T,,. De plus, pour tout x € E, on a pour tout n € N,

|Tx| < |Tx — Tpx| + |Thx| < |Tz — Thx| + M||z| g.

Donc, par passage a la limite lorsque n — 0o, on a |Tx| < M| z||g. La forme linéaire T est donc
continue et |T|| < M. O

Lemme 4.3-12.

Soit Q un ouvert R?, et soient (p,m) € L'((0,1), Q) avec p > 0, et g une mesure de
probabilité définie sur la tribu de Lebesgue de €, tels que (p, m) vérifie au sens des distributions

{ Op + divy(m) =0,
P(O, ) = Ho,

i.e.
1
vh € ([0, 1[x9), / /(8th-p+th-m)dxdt+/h(O,-)duozo. (4.3-45)
0 Q Q

Alors il existe une mesure positive 1 définie sur la tribu de Lebesque de §2, vérifiant les
propriétés (IV) p. 203, tel que

1
wh e C2([0,1] x Q) / / (Oeh - p+ Vh - m) da:dt+/ h(0,~)du0—/ h(1,Ydp = 0.
0 JQ Q Q
(4.3-46)
De plus, s’il existe un ouvert w CC ) tel que supp(po) C w et supp(p,m) C [0,1] X w, alors
w1 est une mesure de probabilité sur € a support compact tel que supp(p1) C w.

Preuve : On définit la forme linéaire A sur C2°([0,1] x Q) par
1
vh e ([0, 1] x Q), A(R) :/ /(ath-p+vxh-m) dxdt+/ B0, )dpo.  (4.3-47)
0 JQ Q

et la forme linéaire T, définie sur CZ°(12), par

Vf e (Q), T(f) =A(f), avec f: (t,z) — f(x), (4.3-48)

d’ot

T(f):/ol/gvxf-md:cdt%—/gfduo.

Pour tout n € N, on choisit une fonction x, € C*([0,1]), vérifiant :
— xn(®) =0si0<t<1—2 etx,(t)=1si1—1<t<1,
— Vte[0,1], 0 < ¥, (t) < 2 (et donc 0 < xp, < 1).
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Donc pour tout f € C®() et tout n € N, on a alors (1 — x,)f € C>([0,1[xQ), d’oi
A ((1 = xn)f) =0 (du fait de I'hypothese (4.3-45) ), et ainsi :

T(f) = A(f) = Aonf) + A (1= xn)f) = Alxnf)
/ / at an “p+ Vi (an) ) dx dt + /QXn(O)f(Oa ')d#O

:/0 /ngfpdxdwr/o /Q(fo-m)xnd:ndt.

Or x,, tend simplement vers 0 sur [0, 1] lorsque n tend vers l'infini, et [(Vyf - m) xn| est borné
par |V flloo - Im| pour tout n € N (et m € L*((0,1) x Q)¢). Donc par convergence dominée, on
a:

1 1
/
/0 /Q(fo m) Xn dx dt Kol 0 et /0 /anfpdmdt ST T(f) (4.3-49)

Pour tout n € N et tout f € C2(£2), on pose

1
:/ /X'nfpdxdt.
0 JQ

T,, est donc une forme linéaire sur C2(S2), et en particulier,

1
neN, Vi e CUQ), |Tu(f)| < /0 | dpdodtl o < fll (4350)

En effet, d’aprés le Lemme 4.3-10 (p. 160), on a

/Ol/Qx%pdxdt = /01 X () dt = xn(1) — xn(0) = 1.

En appliquant le Lemme 4.3-11 (p. 161) avec E = C%(Q) et D = C°(Q) munies de la norme
| [loo (C2(2) est dense dans CO(Q) pour la norme || - ||« ), on obtient Iexistence d’une forme
linéaire T continue sur CO(Q), tel que (T, (f)), converge vers T(f) pour tout f € C2(Q).

n

De plus, pour tout f € C2(Q) avec f > 0, il est clair que T(f) > 0 (car T,(f) > 0 pour tout
n € N). Ainsi, d’aprés le Théoréme A.2-1 (p. 204), il existe une mesure positive p1, définie sur
les ensembles Lebesgue-mesurables de §), et vérifiant les propriétés (IV) p. 203, telle que :

Ve % / fdu. (4.3-51)

En résumé :
Vi€ CYQ), /Qfdul = nEI—&I-loo/ / X (t p(t,x) dz dt, (4.3-52)
et VfeCXr(Q), /Qfd/u = / /V f(z)-m(t x)dxdt+/ fduo. (4.3-53)

II nous reste maintenant a montrer que pour tout h € C2°([0, 1] x §2), on a bien

1
/h(l,-)dm:A(h):/ /(0th-p+vzh-m)d:vdt+/h(0, Yo,
Q 0 JQ Q
Soit h € C([0,1] x Q). Remarquons tout d’abord que (1 — x,)h € C°([0,1[xQ), d’ou
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A ((1 = xn)h) = 0 (toujours du fait de I'hypothése (4.3-45) ), et donc :
A(h) = = A(xnh) + A ((1 = xn)h) = A(xnh)

/ / (01 (Xnh) - p+ Vi (xnh) - m) d it + /Q Y (010, )

1
:/ /(Xn&gh—i-x;lh)pdxdt—k/ /(Vxh‘m)xndacdt
0 JQ 0 JQ
1 1
:/ /X;thdxdt—k/ /(@h-p—i—vxh‘m)xndmdt.
0 JQ 0 JQ

De méme que précédemment, du fait que x, tende simplement vers 0 sur [0, 1] lorsque n tend
vers D'infini, et du fait que

04k p+ Vah -l < [Vehllos - (lo] + m])

(avec (p,m) € L'((0,1) x Q)%*1), on a par convergence dominée :

1
h-p+Vgh-m)xpdedt — X pdxdt — . .3-5
O¢h Vzh dxd nhdd A(h 4.3-54
0 Q n

n—-+o00 —+00

D’ou, en se référant a la relation de convergence (4.3-52 ), on a

A(h)—/Qh( Y = Tim / /Xn b1, 2)) p(t, 2) da dt

n—-+o0o

(4.3-55)

n—-+00

1_,
= lim //Xn (t)Oih(s,z)p(t, z) dx dsdt

En effet x}, est nulle en dehors de [1 — (2/n),1 — (1/n)]. Donc

177 1,,
‘/ / /Xn (t)Oeh(s, z)p(t, x d:cdsdt’ / / /xn )|Och(s, z)|p(t, z) dz ds dt
— 4 1 1 2

1—1
n / _ 4
<ol [ [ a0ty dede =2 jorn]

En effet d’aprés le Lemme 4.3-10 (p. 160), on a

1_,
/ , /Xn (t,x)dxdt = / /Xn (t,x)dxdt = / X5, (1) dt = 1.

On peut donc conclure que :

A(h)—/ﬂh(l,-)d/“: lim 1_/ /Xn (t)0ch(s,x)p(t,x) dxdsdt =0, (4.3-56)

n—-+o0o

et ceci pour tout h € C([0,1] x ).

Pour finir, s’il existe un ouvert w CC Q tel que supp(ug) C w et supp((p,m)) C [0,1] x w, alors
pour tout f € CX(Q) telle que supp(f) C Q\w, alors en se référant a I'équation (4.3-53), on

obtient
/Qfdul://Vf tx)d:cdt+/fdu0_0
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d’ott supp(p1) C w. De plus, en prenant une fonction f € C°(Q) telle que f =1 sur @w (voir le
Théoreme A.1-2 p. 201), on a

ul(ﬂ)Zm(w)Z/Qfdm:/ /v f(a) - mt w)dwdt+/fduo

(4.3-57)
= [ o = pofe) = po() = 1.

0

Nous souhaitons maintenant relier les solutions du systéme (4.3-42) p. 159 a la solution du
transport optimal entre py et la mesure p; définie dans le Lemme 4.3-12 (p. 162). Pour cela il
sera nécessaire d’appliquer aux équations de conservation de la masse des fonctions test moins
régulicres, a savoir éléments de W2*°([0,1] x Q).

Lemme 4.3-13.

Soit Q un ouvert de R?. Soient jug et i deux mesures de probabilité sur la tribu de Lebesgue
de R?, et soient p,m € L'([0,1[xQ, LT, telles que, pour tout h € C([0,1] x ), on ait

1
/ / (pOth +m -V h) dx dt + / h(0, )dpuo — / h(1,-)dp; =0, (4.3-58)
0 JQ Q Q

alors (4.3-58) est également vérifiée pour tout h € Wa>°([0,1] x Q).

Preuve : Soit h € W2 °([0,1] x Q). Soit R > 0 tel que supp(h) C Q = [0,1] x (B(0, R) N Q).
On pose h = P (h|1nt(Q)), avec P I'opérateur de prolongement de W1 (Int(Q)) a W1 (R+1)
(avec Int(Q) =)0, 1[x (B(0, R) N )), tel que défini par le Théoréeme A.1-6 (p. 202).

Soit (ry), une suite régularisante sur R4*! définie par
1
VneN, r,eC, supp(r,) CB (0, ) , / rn,=1, 1, >0.
n Rd+1

Pour tout n € N, on pose hy, = (1, * h)x, avec x € CP(R¥1) 0<x <1,et x=1surQ. On a
donc d’aprés le Lemme A.1-1 (p. 201) et le Théoréme A.1-6 (p. 202), on a pour tout n € N,

1. ¥n € N, h, € C*(R1) et (hy,), converge uniformément vers hy. En effet, h est continue
sur R (car WH°(R?) s’injecte dans C°(RY), voir par exemple [17]) et, d’aprés le Lemme
A.1-1 (p. 201), (ry, * h) converge uniformément vers h sur tout compact de de R+1,

En particulier les suites (hy(0,-)), et (hy(1,-)), convergent uniformément respectivement
vers h(0,-) = h(0,-) et h(1,-) = h(1,-) sur R%.

2% €N, [lhlloc < In *Elloc < Il - [Flloc < Cllklloe (€ > 0 ne dépendant que de Q),

et

Vn e N, [|[Viaehnlloo = [(rn % Veeh)x + (rn * B)Viaxllso
< |lrn * Vighlloo + 170 * hllco - [ ViaXlloo
< Alrall - IVeahlloo + lrallilBlloo - 1Vewexloo
< CViazhlloo + Cllhlloo - [[Vezxloos
i.e. [[hnllwioemarty < C'hllwie(q) (avec C" = (24 [[ViaXloo) C).

Ici || - ||oo désigne indifféremment || - [|Loc(@)s | - |lpoo(o,1)xray 0U || - || Lo (mat1)-
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3. La suite (Vi zhy), converge simplement L1 presque partout vers Vizh sur Q.

En effet d’aprés le Lemme A.1-1 (p. 201), la suite (1, * Vmﬁ)n, converge vers Vmﬁ dans
LP(R¥L) pour tout p € [1,+o00. La suite (Vi zhn)n converge donc vers XV h + hV;.x
dans LP(RH).
On peut donc considérer, en se restreignant a Q) et quitte a devoir extraire une sous-suite
de (rn)n, (Vighn)n converge simplement L _presque partout vers XVt,xE—l—EVMX sur
Q, i.e. vers Vi ,h (rappelons que x = 1 sur Q et donc Vi, x = 0).

Ainsi, par convergence uniforme des suites (hy,(0, - (hn(1,-))n vers h(0,-) et h(1,-) on a

))n €t
/ hn(ov )d,u() - / h(oa ')d:u07 et / hn(lv )d:ul - h(la ')d/'Lh
Rd n—+00 Jpd R4

n—-+oo R4

et par la convergence simple presque partout uniformément bornée de (Vi ghy)y vers Vi yh sur
@, on a par convergence dominée,

1 1
/ / (pOihy +m - Vihy)dedt — / / (pO¢h +m - Vzh) dx dt
0 Jrd n—+00 Jo JRd

1
:/ / (pOth +m -V h)dx dt.
0 Jrd

On peut donc conclure en injectant les h,, dans I’équation (4.3-58) et en passant a la limite. [J

(4.3-59)

Pour finir, il nous reste avant de passer a la preuve finale du Théoréme 4.3-9 (p. 159), que
les solutions p* du systéme (4.3-42) sont en fait portées par le méme champ de vitesse que celui
défini en (3.3-11) p. 89 qui porte la solution continue du transport optimal de pg sur p1, tel que
cela a été fait dans la sous-section 1V.2.2. Il s’agit en fait ici de généraliser la preuve du Lemme
4.2-3 (p. 142).

Lemme 4.3-14.

Soit Q un ouvert convexe de R. Soit v* un champ de vitesse sur [0, 1] x Q vérifiant I’ensemble
de propriétés (II) p. 75.

Soient pg une densité de probabilité Lebesgue-mesurable sur €1, v1 une mesure de probabilité
définie sur la tribu de Lebesque de Q et une fonction ¢ convexe de R® vérifiant la propriété
(T'1), telles que vy = Vo#(poL?). Soit également p* € L*((0,1) x Q) tel que p* > 0 et que
supp(p*) soit borné dans [0,1] x €, tel que (p*,v*) vérifie au sens des distributions :

Op* + div(p*v*) =0,
t ) 4.3-60
{ 5(0,) = po, p*(1,) = 1. (4.3-60)

c’est a dire, reformulé au sens faible,

1
Wh e C([0,1] x Q), / /(8th+v*~vxh)p*dxdt+/
0 Q

h(0,-)po dx — / h(1,-)dv; = 0.
Q

Q

(4.3-61)
Alors, en définissant vy comme en 3.3-11 (p. 89) pour tout (t,x) € Q par
1/, . _1d =V, (o))"
vg(t,x) = : <1d—Pr0X1t_t¢ (1—t>> =— (4.3-62)

(ot (¢4)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |?> + to),

on a p*v* = p*ug.
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Preuve : D’aprés la Proposition 4.1-8 (p. 135), en définissant la densité ps comme dans la
Proposition F.0-6 (rappelé en début de chapitre p. 128) et le Lemme 4.1-5 (p. 132), c’est a dire,
rappelons-le, py : (t,z) — pi(t,x) (mesurable), ol pour tout t € [0,1], la densité p; vérifie :

peL? = [(1 1) id +V g #(poL?) = Vi (poL?),

et en définissant le champ de vitesse vg par rapport a ¢ par (4.3-62), on a

1
Vh € C°(]0,1] x Q), / / (Oth + vg - Vzh) py da dt +/ h(0,-)po dz — / h(1,-)dv, = 0.
0 JQ Q Q
(4.3-63)
D’aprés le Lemme 4.3-13 (p. 165), les relations (4.3-61) et (4.3-63) sont encore bien définies et
valables pour h € W2*°([0,1] x Q).

Par construction vy vérifie les hypothéses (II) p. 75 (voir le Théoréme 3.1-2 p. 76), de méme
que v* par hypothése. Donc, d’aprés le Lemme 4.1-10 (p. 137), il existe alors deux potentiels
g, V* € Wl’oo([O, 1] x Q) tels que

loc
1 2 10,.%|2
—5v " —slv
4y = ( Qif‘ > = Vt,z%ﬁ et q = ( 21|)* | > = Vt,a:w*-

Remarquons que q4,q* € L®([0,1] x Q)41 On pose également p € L1([0,1] x Q)41 et p* €
L2([0,1] x Q)@+ définies par py = (pg, povy) et u* = (p*, p*v*). On introduit la notation (-, )
comme suit : pour tous f € L>=([0,1] x Q)% et g € L([0, 1] x )¢, on note :

1
Ve L°°([0,1] x )%, Vg € LY([0,1] x Q)4, <g,f>=/0 /Qg-fda;dt

et, comme dans le chapitre II, on définit I’ensemble paraboloide L?

P = {q = (a,b) € L*((0,1) x Q) x L2((0,1) x Q)% a + |b2|2 < 0}-

Bien stir q4,q* € P. Par construction, le vecteur p1* est point par point presque partout orthogonal
au paraboloide, définie comme I’ensemble des (a,b) € R tels que a + (1/2)[b|> < 0, au point
q*. Ce qui se traduit par la propriété

V¢ € P, (u,qd —q*) <0 (4.3-64)

1l faudrait pour conclure notre preuve prouver que u* est également orthogonal au paraboloide
au point qg, I.e. il faudrait établir la propriété

Vg €P, (1.4 —qp) <0 (4.3-65)

II serait alors possible d’invoquer la Proposition 2.2-3 (p. 58). Pour prouver (4.3-65) a partir de
(4.3-64), il suffirait donc de prouver que (u*,q*) < (u*,q4). Le probléme est que cette inégalité
n’est pas évidente dans ce sens mais plutot dans I'autre (il y a égalité entre (u*, q*) et (u*, qg), et
on peut prouver facilement que (11*, qp) < (1", ¢*)). Pour obtenir facilement cette inégalité (c’est
a dire dans le sens qui nous intéresse), il suffit d’établir les égalités suivantes : (ug, ¢*) = (1*, ¢*)

et {1y, qp) = (1", qp)-
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En prenant h = 1)* comme fonction test dans (4.3-61) et (4.3-63), on obtient aisément I’égalité
(tg @) = (u*, q*). En effet :

(g @) = (pgs Via™)

//atq/} 4 vy - Vatb*) pg da dt = /q,z) Vv — /q/} Voo dz
:/0 /Q(aﬂ/’* + 0" Vo®) ptdz dt = (pg, Viap™) = (17, )

En prenant maintenant h = 14 comme fonction test dans (4.3-61) et (4.3-63), on obtient I'égalité
(e, qg) = (¥, qe). En effet :

(s Gp) = (M Viathe)
1
== / / (8t1/1¢ + U¢ . v$1/}¢)) p¢ dx dt = / wqg(l, ) dVl — / %(O, -)po dx
0 Q Q Q

1
= / / (Ophg + 0™ - Vpby) p* da dt = (™, Vizhg) = (10", 40)
0 Q

Il est maintenant facile d’obtenir I'inégalité (uy, q*) < (pg4,qp) comme il suit :

o< [ [ (=g ) pod
2 - 2 T ,% 2
[ (e e
2 ' 1 2
2/ /2\v¢>| p¢d$dt=/ / <—2|v¢>! +v¢>'v¢> po da dt = (1g,44)
0 JQ 0 JQ

En résumé, on a donc bien (u*,q¢*) = (ug, ¢*) < (g, 9p) = (1*, q_¢rangle, d’ou
Vg €P, (i d —ap) = (W) — {7 ae) < (W7 d) — (W7, q7) = (", q — ¢7) < 0. (4.3-66)

D’aprés la Proposition 2.2-3 (p. 58), on a donc bien p*v* = p*vg. O

Retour a la preuve du Théoréme 4.3-9 (p. 159) : Supposons pour simplifier que py
est une densité de probabilité (quitte a devoir renormaliser).
1. Commencons par prouver l'existence de u et de ¢ vérifiant les propriétés de I’énoncé. v*
vérifie les propriétés (II) p. 75, en particulier v* € LS ([0,1] x §2).
p* étant a support borné, le terme (p*, p*v*) est donc également a support borné, et
(o7, p*v") € L1([0,1], Q)L
Soit w un ouvert borné tel que supp(p*, p*v*) C w et supp(pp) C w : d’aprés le Lemme
4.3-12 (p. 162), il existe une mesure de probabilité a support borné py définie sur la tribu
de Lebesgue de ), vérifiant les propriétés (IV) p. 203, telle que supp(p1) C w et

{ Op* + divg(p*v*) =0,
p*(0,+) = po, p*(1,-) = 1.

(au sens des distributions) i.e.

1
Vh € C°((0,1] x Q), / /(athﬂ*.vxh)p*dxdw/h(o, -)podx—/h(l,-)d,ulzo.
0 Q Q Q
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D’aprés le Théoréme 1.1-7 (p. 20) et la Proposition 3.2-3 (p. 80), il existe une fonction ¢
convexe de RY vérifiant la propriété (T'1), telle que p1 = Vo# (,00 Ed). Ainsi, en posant
pour tout (t,z) € [0,1] x Q,

1 T
’U¢<t,ﬂ7) = ; <£17— PI‘OXﬁd) (]_t>> s

on obtient, par le Lemme 4.3-14 (p. 166), que

(la forme de vy définie en (4.3-43) sur supp(p*) est donc établie). Ainsi, d’aprés la Pro-
position 4.2-5 (p. 146), on a alors bien

L= p*(t, ) = p¢(t, ) = (tV(ﬁ + (1 - t) id) #00,
et t — p*(t,-) € CY([0,1], L*(2)).

Certaines des Propositions invoquées s’appliquent dans RY tout entier. Cependant, du fait
que les densités p satisfaisant (4.3-42) sont supposées a support borné (en tant qu’éléments
de bL%_((O, 1) x Q)), on peut alors les prolonger par 0 a R? tout entier sans changer les
conditions du probléme.

2. Montrons maintenant que p* est l'unique solution a support borné du systéme (4.3-42)
dans I'espace "L%((0,1) x Q).

Supposons qu’il existe deux solutions p', p? du systéme (4.3-42) dans °L2 ((0,1) x ), et
montrons qu’alors p* = p? dans L?((0,1) x Q)). Introduisons p = (p' + p?)/2. Un tel p est
également une solution du systéme (4.3-42) dans °L2 ((0,1) x ). D’aprés ce qui précéde,
il existerait donc une fonction ¢ convexe de RY vérifiant la propriété (I'y), telle que, en
posant pour tout (t,z) € [0,1] x Q,

_ B _1 B x
u(t, @) =vg(t,x) = n <$_PI'OX1,‘,t¢ <l—t>>’

on ait pv* = pv, i.e. (p! + p?)v* = (p' + p?) 0.

v* est donc presque partout égale a v sur supp(p') Usupp(p?) (rappelons que p', p?> > 0),
d’oii ptv* = pl T et p?v* = p? V.

Si on veut étre plus rigoureux, multiplions I'égalité (p' + p?)v* = (p' + p?)v par les
fonctions fi et fo définies par :

Pt )
fi(twr) = pl(t7$) +p2(t, x)

0, sinon

si pl(t, ) + p2(t,z) > 0,

pour i € {1,2}, et pour tout (t,x) € [0,1] x  (en choisissant des représentants de p' et
p? ne prenant pas de valeurs infinies).

Ainsi pt et p? vérifient tous deux le systéme
{ Op + divy(pv) = Op + divy(pv*) = 0,
IO(O7 ) = 0,

et donc, par la Proposition 4.2-5, on a bien p' = p? : t — pg = (tv$+ (1-1) id) #po
dans L?((0,1) x Q)).
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g

IV.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps pu établir, dans la section IV.1, ’existence
d’un point selle pour le lagrangien L de [6] (Théoréme 3.1-2 rappelé et démontré p. 138) de la

forme (14, ¢, 114), avec :
— g = (P, psvy) € L2((0,1) x Q)¥1 ot py € C°([0,1], L*(€2)) est une densité positive,
vérifiant pour tout [0, 1] x R?

p¢(t> )Ed = X¢(ta ')#(Poﬁd)> avec X¢(t7 ) = vx¢t = (1 - t) id +tvx¢>
et vy un champ de vitesse défini, pour tout (¢,z) € [0, 1[xR?, par

vg(t, ) = % <x —Prox_c 4 <1 i t)) - V:pi@ﬁt)*(x)’

ot (¢¢)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - |2 + té, et ot ¢ est un
potentiel vérifiant la propriété (I'1), tel que V¢ soit le plan de transport optimal de po Lt
sur p1£% au sens du Théoréme 1.1-7 (p. 20),

— gy = (=(1/2)|vg[*, v5) € L®((0, 1) x Q)1

— 7,D¢ S Wl’oo(((), 1]) X Q) et 4y = Vt,xi/Jd,.

Nous avons ensuite montré dans la section IV.2, que la composante pg = (pg, pgvs), avec pg
et vy tels que définis ci-dessus, était commune & tous les points selles du lagrangien L, et ceci
indépendamment du choix de ¢, potentiel de transport optimal de poL? sur p;£¢, vérifiant la
propriété (I'y).

En ce qui concerne ’algorithme de Benamou-Brenier (sous-section 11.1.3), cela signifie que, quand
bien méme celui-ci, selon son initialisation, peut converger vers différents points selles (nous avons
vu dans la sous-section 1V.2.1 qu’il n’y avait pas unicité des points selles de L), la densité p et
la quantité de mouvement m qui seront alors approchées par ’algorithme seront toujours les
mémes, c’est a dire des solutions du probléme de transport optimal dynamique.

Remarquons que nous n’avons pas prouvé l'unicité d’un couple (p,m) € A(po, p1) minimisant
Iénergie IC sur A(po, p1), ou le terme KC, défini en 2.2-2 p. 57 désigne, rappelons-le, ’énergie
définie sur A(po, p1) par

1

Kloom) =5 [ Jolp, avec m = po
2 Jo,1)xa

et ot A(po, p1) (également définie p. 57) désigne l'espace de contrainte dans L2?((0,1) x Q)%+!
imposant :

— p>0et Jvec L2((0,1) x Q, pLY), m = p,

— la conservation de la masse : 9yp + div,(pv) = 0,

— les conditions initiales et finales p(0,-) = po et p(,-) = p1,

— les conditions de Neumann homogénes aux bords.



IV.4. CONCLUSION DU CHAPITRE 171

En effet, nous avons uniquement montré 'unicité d’un tel couple (p,m) € A(pg, p1) minimisant
K et pouvant s’'intégrer dans un point selle de L, c’est & dire pour lequel il existe un couple
(¥, q) € H'((0,1) x Q) x L2((0,1) x Q)4*! tel que, en posant p = (p,m), le triplet (¢, q, i) soit
un point selle de L, i.e. vérifie les propriétés (I) (voir p. 74 ou au début de ce chapitre).

Pour finir, dans la section IV.3, nous avons entrepris de caractériser un champ de vitesse associé a
un transport optimal (Théoréme 4.3-9, p. 159) dans L2((0, 1) x R?) : nous avons pu conclure qu’un
tel champ de vitesse pouvait étre caractérisé par les propriétés (II), & savoir que ce champ de
vitesse est localement borné, dérive spatialement d’un potentiel, et vérifie I’équation de Burgers.
Autrement dit, plus qualitativement, que les trajectoires déterminées par ce champ de vitesse
suivent des lignes droites et ne se croisent jamais.

Ce chapitre met fin a [’étude théorique entreprise au chapitre II. Au cours de celle-ci, nous avons
pu établir l'existence d’un point selle pour le lagrangien L, l'unicité de la composante densité-
vitesse, ainsi que la convergence faible de l’algorithme de Benamou-Brenier, et la convergence
forte d’une version relaxée de celui-ci. Ce travail aura en particulier été mené autour d’une étude
approfondie des propriétés de comportement et de régularité d’un champ de vitesse associé G un
transport optimal isotrope.

Le prochain (et dernier) chapitre de ce manuscrit sera quant a lui relativement indépendant
des travauzr proposés jusqu’a présent. En effet, il s’agira plutdt d’un chapitre d’exploration, se
donnant pour objectif de proposer et d’étudier différents modéles, méthodes et algorithmes visant
a introduire des contraintes physiques dans les modeéles de transport optimal dynamique. Pour les
besoins d’une telle exploration, et la liberté souvent nécessaire & une telle démarche, nous nous y
autoriserons quelques conjectures et quelques écarts quant a la rigueur mathématique de certaines
preuves ou assertions.
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Chapitre V

Transport optimal multi-physique et
interpolations d’images

Notes pour ce chapitre. Ce chapitre est une version légérement revisitée d’un article [}6] co-
publié avec Emmanuel Maitre et Nicolas Papadakis, paru dans le journal ESAIM en 2015 sous
le titre "Multi-physics optimal transportation and image interpolation”. En conséquence, il est
possible que certaines notations different par rapport aux chapitres précédents.

L’un des grands intéréts de ’algorithme de Benamou et Brenier, et plus généralement de leur
formulation dynamique [6], est qu’au lieu d’implémenter directement ’assignation, le résultat de
leur algorithme est le chemin géodésique entre deux densités pour la distance de Wasserstein :
c’est & dire I'interpolation de McCann. Une des principales applications de leur algorithme est
Iinterpolation d’images, et celui-ci a déja été souvent exploité par la communauté du traitement
d’images (voir la sous-section 1.3.1 du chapitre I). Cet algorithme détermine le chemin géodésique
entre deux images données selon les lois du transport optimal.

Structurellement, le transport optimal ne préserve pas la connectivité des différentes régions (la
"topographie") tout au long du chemin d’interpolation (voir la Proposition 1.1-8 p. 23). Ainsi,
il n’est pas trés difficile d’exhiber des cas tests o de tels algorithmes produisent des chemins
d’images (des "films") ot des régions de hautes densités sont divisées dés le début avant de
re-fusionner (voir [6] par exemple). Un tel comportement n’est pas souhaité pour I'interpolation
d’images. Supposons, par exemple, que ces images représentent 1’évolution en temps d’une gout-
telette d’huile sur de ’eau. La gouttelette peut bien stir se diviser au cour du temps ; cependant,
un tel phénoméne posséde un cotlit physique qui n’est pas pris en compte dans une interpolation
générée par un authentique transport optimal (une interpolation de McCann). Pour une mem-
brane élastique, nous espérons qu’il n’y ait pas de division du tout !

Ce chapitre se donne ainsi pour objectif d’étudier des facons de prendre en compte de telles
contraintes physiques dans la théorie du transport optimal. Nous étudierons le transport optimal
anisotrope dans le but de pouvoir modéliser des domaines pouvant contenir des obstacles, des
polarisations, des champs de force, etc... Nous considérerons également des contraintes physiques
sur le champ de vitesse par lequel la masse est transportée (via ’équation de continuité), dans
le but d’empécher le transfert de masse de ne suivre que des lignes droites ou de se diviser. Dans
ce but, nous introduirons plusieurs modéles dérivés du transport optimal qui seront, dans un
premier temps, basés sur des variantes du terme d’énergie cinétique classique (voir (2.1-4) p.
52), ou bien, dans un second temps, en ajoutant des contraintes sur I'espace des minimiseurs
(c’est a dire en plus de la contrainte de conservation de la masse). Nous nous intéresserons plus
particuliérement & des transports convexes sur des variétés riemanniennes et & des transports
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non-convexes induis par des contraintes physiques.

La formulation dynamique du transport optimal (i.e. du type "mécanique des fluides") est de
plus la seule permettant de prendre en compte des densités qui s’annulent en certaines régions
(c’est a dire sans faire d’hypothése sur les supports des densités), ce qui est aussi d'un grand
intérét en traitement d’images.

Une précédente étude [15] avait déja étudié la prise en compte de contraintes physiques, mais
les outils d’optimisation utilisés ne semblaient pas trés satisfaisants en pratique. Par la suite,
dans|67], il fut proposé d’utiliser la méthode de splitting proximal. Au regard de ces deux articles,
nos contributions seront les suivantes. Nous étudierons, dans une certaine mesure, le caractére
bien posé du transport optimal anisotrope et des transports optimaux généralisés incluant des
régularisations du champ de vitesse. Nous proposerons des schémas numériques adéquats pour
la résolution des problémes définis. Nous mettrons en application notre modéle pour interpoler
des images océanographiques de haute résolution.

Ce chapitre est organisé comme il suit. Premiérement, nous rappellerons dans la section V.1 le
schéma numérique introduit dans [67|. Ensuite, nous détaillerons comment un tel cadre peut
étre étendu pour traiter le transport optimal anisotrope dans la section V.2. Enfin, nous in-
troduirons dans la section V.3 des fonctions non-convexes modélisant des contraintes physiques
sur le champ de vitesse transportant la masse. Les validations numériques de la section V.4
démontreront l'intérét pratique de nos algorithmes sur des exemples d’interpolation d’images.

V.1 Formulation dynamique et méthodes de splitting proximal

V.1.1 Petit rappel récapitulatif sur le transport optimal dynamique

Comme dans les autres chapitres, nous nous restreindrons ici aux plans de transport du type
T:0QcC R Qoud > 0 désignera la dimension du probléme, et  un domaine ouvert, convexe
et borné de R?. Soient pg, p1 deux fonctions positives L' sur © de méme masse : de méme que
dans les précédents chapitres, nous pourrons supposer, sans perdre de généralité, que

/on(a:)dx = /Q,ol(a:)dx =1, (5.1-1)

Soit T est un plan de transport optimal qui pousse la mesure pgL£? sur la mesure p; £%.

Rappelons que d’aprés la Proposition 1.1-8 (p. 23), le chemin géodésique pour la distance de
Wasserstein entre deux mesures ayant pour densités pg et p; peut étre explicité par le chemin
t— p(t,z) ou t € [0,1] est le parameétre du chemin et

po(x) = p(t, Ty(x)) |det(VTi(x))| avec Ty = (1 —t)idg +tT.

Rappelons que formellement, un tel chemin géodésique est solution du probléme non-convexe sur
les densités p(t,z) € R, et les champs de vitesse v(t, z) € R?

1 1
(pg}iE%-t2/o /Qp(t,x)||v(t,x)|\2dxdt, (5.1-2)

sur ’ensemble de contraintes non-linéaires

Cst = {(p,v), Op + divz(pv) =0, <U7ﬁ> =0, /0(07 ) = Po; ;0<17 ) = )01}' (5'1'3)

Nous imposons des conditions de Neumann sur le champ de vitesse v, via le vecteur 7 qui est le
vecteur unitaire normal au domaine (2.
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D’aprés [6] et en introduisant le changement de variables (p,v) — (p, m), ou m désigne la quantité
de mouvement m = pv, nous obtenons un probléme d’optimisation convexe sur le couple (p,m) :

1
min J(p,m) ::/ /J(p,m)dazdt
(pm)eC 0 Ja

112

avec
”T;p sip>0
J(p,m) =< 0 si(p,m) = (0,0) (5.1-4)

+0o0  autrement.

L’ensemble des contraintes C' devient alors linéaire et s’écrit :

C(p, m) = {(pv m), Oyp + divy m = 0, <m>ﬁ> =0, p(0,-) = po, p(1,-) = pl} (5.1-5)

Notons que to(z) = 0si z € C et 400 sinon; le modéle convexe de Benamou-Brenier [6] devient
alors :

(p*,m*) = argmin J (p,m) + tc(p, m). (5.1-6)
pym
L’existence d’un minimiseur d’un tel probléme dans le cas L? a été en grande partie I'objet des
chapitres III et IV.

Le probléme qui sera traité concrétement, c’est & dire une fois discrétisé, sera en fait légérement
plus complexe. En effet, comme déja évoqué dans la section 1.2 du chapitre I, la projection
sur l'ensemble des contraintes C' demande un traitement numérique assez fin (I'inversion d’un
laplacien par une méthode de Poisson) et est source d’une forte instabilité numérique. C’est
pourquoi 'opérateur divergence sera discrétisé et calculé sur une grille décalée par rapport a celle
sur laquelle sera discrétisée la fonctionnelle 7. Cette discrétisation sera celle proposée dans [67],
et nous renvoyons donc a cet article pour plus de détails sur cette discrétisation. Le lecteur pourra
également se référer a l'article [46] duquel est tiré ce chapitre, et dans lequel cette discrétisation
est rappelée.

Notons simplement que ce traitement nécessite un opérateur de recentrage Z, linéaire et bijectif
depuis la grille décalée sur la grille centrée. Au final, le probléme discret 5.1-6 peut étre reformulé
ainsi :
(p*,m*) = argmin J(Z(p, m)) + rc(p,m),
(p,m)€Es
(5.1-7)

1
= argmin Z Z J(Z(p(t,z),m(t,z))) + tc(p,m).
(pym)€Es 4—g €

Le probléme (5.1-7) consiste donc & minimiser la somme de deux fonctions convexes réguliéres.
De méme que dans [67], nous pouvons faire usage de la méthode de splitting proximal pour
résoudre le probléme.

V.1.2 Optimisation avec la méthode de splitting proximal

Dans [67], le probléme convexe 5.1-7 est optimisé par I’algorithme primal-dual de [25]. Un tel
algorithme est dédié a 'optimisation de problémes de la forme G1(Ku) + Ga(u), ou G; est une
fonction convexe et K est un opérateur linéaire (K = Z pour la formulation du transport optimal
sur grilles décalées et grilles réguliéres). Dans cette étude, du fait que nous considérerons des
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problémes plus généraux, nous utiliserons plutét ’algorithme de Forward-Backward généralisé
(GFB) proposé¢ dans [71]. Cet algorithme est dédié aux problémes de la forme

argmin Z Gi(u) + F(u), (5.1-8)

v i=1

ou le terme additif F' est une fonction convexe et différentiable ayant un gradient L-lipschitzien
VF et ot les fonctions G; sont supposées propres, convexe et simples.

Par simple, nous entendons que 'opérateur proximal des fonctions G;, défini par

+G(2), (5.1-9)

T
Prox,g(u) = argmin Iz = wll”
. 2T

peut étre écrit de fagon explicite. L’algorithme GFB s’écrit : Si F' est uniformément convexe,

Algorithm 1 Generalized Forward-Backward
Soient N € N, € > 0, 7 €]0;1/L[, XA €]0;1] et " ;w; = 1, w; > 0 et initialisons z) = Y,
i=1---n
for k=0---N do
while |u* — u*~1| > ¢ do
2Pl =2k A (Prox, /u,c; (2uf — 2F —7VF(@WF) — b)), i=1--n,
uhtt = die Wizfﬂ
end while
end for

alors l'algorithme GFB converge fortement vers un minimiseur de (5.1-8) ; autrement, la conver-
gence est faible. Ceci est une généralisation de I’algorithme Forward-Backward (FB) traitant de
problémes de la forme :
argmin G(u) + F'(u),
u
ou G est une fonction propre, convexe, simple et différentiable ayant un gradient L-lipschitzien.
Présentons ici l'algorithme FB (algorithme 2) : Notons que la méthode primale-duale a été

Algorithm 2 Forward-Backward
Soient N € Nt ¢ > 0, 7 €]0;1/L[ et initialisons u°
for k=0---N do
while |u* — u*71| > ¢ do
kbl = Prox,q(uf — TV F(u¥))
end while
end for

récemment étendue [29, 13, 23| pour traiter le probléme (5.1-8).

V.1.3 Application au probléme (5.1-7)

Pour pouvoir traiter les différentes grilles numériques, nous devons définir la variable x = (p, m)
sur la grille réguliére et y = (p,m) sur la grille décalée. Nous définissons donc 'espace linéaire
des contraintes S(z,y) = {Z(y) = «} pour coupler ces deux variables. Ainsi, le probléme (5.1-7)
peut étre reformulé :

(27,y") = argmin J(z) + to(y) + s(z,y).
T,y
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L’algorithme GFB (algorithme 1) peut donc au final étre appliqué en prenant F' = 0, G1(x,y) =
I (@) +1c(y) et Ga(z,y) = ts(,y).

Nous allons maintenant détailler la maniére d’implémenter les opérateurs proximaux des diffé-
rents termes concernés par ce probléme.

Calcul de Prox, s

Comme la fonctionnelle J est séparable, I'opérateur proximal peut étre implémenté indépendam-
ment de J en chaque point (p,m)(t,z) € R x R? avec (t,x) € [0;1] x Q. Notons que J est une
fonction 1-homogene du fait que J(kp, km) = kJ(p,m). En conséquence, sa transformée de Le-
gendre est I'indicatrice d’un ensemble convexe. Cela correspond donc a la projection ¢* = Pk (q)
sur ’ensemble convexe

b2
K_{q_(a,b)eRdet.q.a+’2’go}

de l'étape B de 'algorithme de [6]. On pourrait montrer [67] que cette projection peut étre
obtenue de fagon équivalente par une application ponctuelle de l'opérateur proximal de J au
point (p,m).

Notons tx Uindicatrice de I'ensemble convexe K (tx(q) = 0 si ¢ € K et +oo sinon). L’opérateur
proximal de tx représente seulement la projection sur ’ensemble convexe K, d’otl

q" = Proxy,, (q) = Pk(q).
Par l'identité de Moreau, nous obtenons que :
Prox,p«(z) = x — v Proxp,, (x/7).
En notant , il est ensuite possible de montrer que
Prox,s (p,m) = (p,m) — Px(p,m) = Prox;(p,m),

de sorte que
PK(ﬁ> 77N’L) = (:51 ﬁ?,) - PI'OXJ(ﬁ, m)a

ce qui montre que la projection sur K peut étre calculée par application de 'opérateur proximal.

La Proposition qui suit, présentée dans [67], montre que la fonctionnelle J définie en (5.1-4) est
simple, dans le sens ol son opérateur proximal peut étre calculé de fagon explicite.

Proposition 5.1-1.

Pour tout (p,m) € R x RY,
* * -k
Prox,j(p,m) = { (p 70ME)P) ) sip* >0,

ol

et p* désigne la plus grand racine réelle de I’équation polynomiale du troisiéme ordre en p

P(p) = (p=p)p+7)* = Slml* = 0.
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Calcul de Prox,,.

L’opérateur proximal de ¢ se réveéle étre la projection orthogonale Proj. sur I’ensemble convexe

C.

Tout d’abord, nous extrayons les valeurs du bord de la grille décalée en utilisant 'opérateur
linéaire b, pour ¥ = (p,m). Pour d = 2 et m = (my,m2), en prenant Q = [0;1]2 et ¢t € [0;1], cet
opérateur s’écrit :

b(gj) = (ﬁ(oa ) ')7 5(17 ) ')7 ml('v 03 ')7 fﬁl(% 17 ')7 7712(-, ) 0)7 7%2(') *y 1))
Prenons les conditions de bord suivantes :

bU = (p07p17 07 07 07 0)

L’espace affine C, qui peut étre réécrit

C={y=(pm), Ay =z}

Ay = (b(y),dive 2 (y)), et z = (bg,0).

Cette projection peut étre implémentée en résolvant un systéme linéaire du type
Projo(7) = (id —A*A™1A)g + A*A™ 12

ot I'application A~™! = (AA*)~! requiert la résolution d’une équation de Poisson sur la grille
centrée avec les conditions de bord définies ci-dessus. Ceci peut étre obtenu par 'application d’une
transformée de Fourier rapide (FFT) en O(N P log(N P)) opérations, ot N et P représentent le
nombre de points en espace et en temps, voir [74].

Calcul de Prox,,g

L’opérateur proximal de tg se révéle quant a lui étre I'opérateur de projection orthogonale Projg
sur 'ensemble convexe S(z,y) = {Z(y) = =}. Il est défini par (z,y) = Projg(z,y) = (Z(2), 2) ou

2= (id+Z*7) ' (¥ + 7 (7)), (5.1-10)

et ol Z* représente ’adjoint de I'opérateur d’interpolation linéaire. Notons qu’ici, I'implémenta-
tion de Projg nécessite la résolution d'un systéme linéaire. Or, ce systéme est séparable le long
de chaque dimension de la grille de discrétisation, c’est pourquoi il n’est en pratique nécessaire
que de résoudre une série de petits systémes linéaires. De plus, du fait que les matrices inverses
correspondantes sont les mémes le long de chaque dimension, nous pouvons pré-implémenter
explicitement l'inverse de ces d + 1 matrices.

V.1.4 Limitations et motivations

Lors de la résolution d’un probléme de transport optimal entre deux densités, nous savons que
les trajectoires du transfert de masses seront des lignes droites. les structures contenues dans
les données originales peuvent donc disparaitre le long du chemin optimal (on parle bien ici du
chemin entre les densités). Un tel comportement est illustré dans la Figure V.1 qui montre le
chemin optimal entre deux images contenant chacune deux gaussiennes. Ce résultat a été obtenu

par l'algorithme GFB, en prenant 7 = 0.1 et w; = wy = %
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p(0) =po  p(1/4) p(1/2) p(3/4)  p(1) =p1

FIGURE V.1 — L’expérience des deux gaussiennes : les gaussiennes se divisent le long du chemin
optimal entre pg et p;.

Dans cette étude, nous souhaitons incorporer certaines contraintes physiques dans le but de pré-
server les structures contenues dans les données initiales et finales le long du chemin optimal.
Cela pourrait s’avérer étre d’un certain intérét, par exemple en ce qui concerne 'imagerie en
géosciences : L’océan et l'atmosphére, observés par satellite, sont soumis a un ensemble com-
plexe de lois physiques. La possibilité de réaliser des interpolations temporelles entre ces images
satellites (qui ne peuvent en pratique que capturer des images souvent assez espacées dans le
temps) est un probléme important pour cette communauté, et ces interpolations doivent étre
compatibles avec les lois dynamiques sous-jacentes. Du fait que les interpolations réalisées avec
un transport optimal classique (en milieu isotrope) correspondent & 1’évolution de masses globa-
lement constantes le long de lignes droites, celui-ci s’avére ne pas étre une solution satisfaisante.

Nous proposons maintenant quelques généralisation ayant pour but de mieux aborder ce type de
problémes.

V.2 Transport Optimal Anisotrope

Nous proposons tout d’abord d’utiliser cette formulation, afin de définir simplement un probléme
de transport optimal en milieu anisotrope (obstacles, polarisation, champs de force, etc...) en
pénalisant cette énergie de déplacement : on cherche un transport continu de masse (p,v) qui
minimise une énergie du type

1
ICA(p,v):/O /Qp(t,a:)v(t,x)TA(t,az)v(t,x) dzx dt, (5.2-11)

avec A(t,x) une matrice symétrique et définie positive, représentant la pénalisation anisotrope
de I'énergie de déplacement. Un tel modéle peut, comme déja évoqué plus haut, avoir un intérét
dans beaucoup d’applications, telles que la météorologie ou 'océanographie. Par exemple, si
nous souhaitons interpoler ou mesurer la distance (au sens de Wasserstein) entre deux images
meétéorologiques, nous devons prendre en compte les contraintes atmosphériques : déplacement
de masses d’air, mouvements rotatifs (cyclones et anticyclones), etc... Nous allons montrer dans
cette section qu'une formulation telle que définie en (5.2-11) peut naturellement traiter ce type
de problémes anisotropes.

Nous commencerons par traiter un cas simple et explicite : celui ou la matrice A est constante
(i.e. A(t,z) = A). Puis, dans un second temps et dans un cadre plus formel nous étudierons
le cas ou la matrice A varie, mais en espace seulement (i.e. A(¢t,z) = A(x)). Pour finir nous
implémenterons et illustrerons ce probléme.
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V.2.1 Cas d’une anisotropie constante

Nous évoquons ici le cas élémentaire ou la matrice de pénalisation A est constante. Pour simplifier,
plagons dans un domaine en deux dimensions (le cas des dimensions supérieures sont identiques).

Soient pg, p1 € L*(2), et soit A une matrice symétrique et définie positive (donc inversible), soit
R une racine carrée de A (A = R?) et définissons Qr = RQ, la "dilatation du domaine" € par
la matrice R. On définie le terme d’énergie pénalisée

Ealpo,p1) = inf Ka(p,v) = mf //,ovTAvd:Udt 1nf //vaRQdedt
(pv)eC (pyv) (p,v)

= mf //|Rv| pdz dt,
(pyv)

(5.2-12)
sur ’espace de contrainte
C = {(p,v), Op+dive(pv) =0, {pv,7i) =0, p(0,-) = po, p(1,-) = p1}. (5.2-13)
Définissons également la distance Dg par :
Do p)* = W3 (o R (pro RTEY) = int / | Ppded, 21
0)eCr Qr

avec le nouvel espace de contraintes

Cr= {(ﬁ?ﬁ)a Op + divy(pv) = 0, (pv,7ig) = 0, p(0,) = pg o R_la p(1,-) =p1o R_l} .
(5.2-15)
Remarquons qu’ici le vecteur unitaire ©g(z) orthogonal a 2 en un point z € 9Qr peut s’écrire
sous la forme 7ig(2) = R™'A(R™12), ot i(R~!2) est le vecteur unitaire orthogonal & i au point
R~z € 09.

Montrons déja qu’il y a une bijection entre les espaces de contrainte C' et C'g, via une dilatation
par R de ses éléments. Pour tout (p,v) € L*(Q) x L*(Q, p£?), on définie les densités "dilatées"

pr(t,x) = p(t, R"'x) et vr(t,z) = Ro(t, R z).

Proposition 5.2-2.

Sous les définitions ci-dessus, si (p,v) € C, alors (pr,vr) € Cg.

Preuve : Soit (p,v) € C. Les conditions initiales et finales imposées par Cr sont alors sont
vérifiées par pr par définition méme. De méme, pour tout z € IR, on a

(pr(z)vr 2)) = (p(R™'2) Ro(R™'2), R™'7i(R™'2))
= (p(R7'2) (R"YTRu(R™'2),i(R™"2))
= (p(R™"2) v(R—1z>, i(R™2)) =0

(rappelons que R est symétrique, de méme donc pour R™!, i.e. (R™1)T = R71).
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Pour conclure, il suffit donc de prouver que Oypr + div,(prvg) = 0. Posons
T T TR
R= ot R1=("1 "2,
r21 T22 To1 T2

w1

w ) sur [0,1] x Qpg, et en notant "Tr" I'opérateur trace, on
2

pour tout champ de vecteurs w = <

a
° din(Rw) = (7“116361 w1y + 7‘1263612112) + (7“218952101 + 7"22(9352’[02) = TI"(RV;EU)),
e pour tout [0, 1],

Ve(w(t, R71))

/ / / /
Tllaxlwl + T21a$2w1 leaxlwl + 7‘22835271)1 (t R_l)
/ / / / )
Tllaxle + 7'2181-2'(02 7'1281-1 wo + T2281-2'UJ2

= ((Vow)R™Y) (L,R7Y).
De ce fait, on a

div,(pror) = dive (R(pv)(t,R")) = Tr (RV4(pv)R™Y) (t,R™1")
= Tr (V(pv)) (t, R = div,(pv)(t, ™),

d’ott Oypg + dive(prvR) = (Oip + dive(pv)) (¢, R71) = 0.

Proposition 5.2-3.
On a l’égalité
1

5A(P07 Pl) = WDR(PO, P1)2

et, pour tout couple (p*,v*) € C, on a

1 1
Kty = [ [ 1R dedt = Eatonp) = [ [ [vkPoiydadt = Dlon, )
0o Ja o Jagr

Preuve :

1. Soit (p,v) € C. Par changement de variable x < R~'x, on a I'égalité

1 1 1
ICAp,v)://RUdexdt:// vg|*pr dx dt
( 0 Q’ | | det(R)[ Jo QR’ |
1

>———D 2

> Taat(®)] r(po, p1)7,
avec pr(t,-) = p(t, R1.) et vgr(t,x) = Ru(t,R~'z) (et donc (pr,vr) € Cr d’aprés la
Proposition 5.2-2).

On a donc E4(po, p1) = (pisfeClCA(p,v) > MDR@O’M)Z
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2. Soit maintenant (p,v) € Cg. Pour tout t € [0, 1], on pose
p(t7 ) = pp-1 (tv ) = ﬁ(tv R)
et
o(t,) = Tpa(t,) = R Talt, Re).

On a alors (p,v) € (Cr)gr-1 = C, et en procédant cette fois & un changement de variable
y < Ry, on a

1
/ / o2 pde dt = / / TR*(R™ ))ﬁdmdt:|det(R)|/ /pUTRQdedt
Qr Qr 0 JQ

> |det(R)|Ea(po, p1)-

On a donc Dg(po, p1)* = mf // [0|?pdx dt > | det(R)|E4(po, p1)-
v)eCr Qr

Au final, on a bien \det( ’D (po,p1) = Ea(po,p1).

Pour finir, soit (p*,v*) € C tel que

1
//Rv*\Qp*dxdt inf //|Rv| pdxdt = Ea(po, p1)-
0 Ja (pv)eC

En posant pj(t,x) = p*(t, R"'z) et vi(t,z) = Rv*(t, R"'z), on a

1 1 1 1
Ro o dudt = e [ [ pplon dwdt = e Do )
/0 /Q [det(R)] Jo Jo, " | det(R)|

d’oti (p%,v%) € Cg (par la Proposition 5.2-2), et Dg(po, p1)* / / ph|vk|? da dt.

g

Ainsi, réaliser un transport optimal anisotrope entre deux densités py et p; sur un domaine
pénalisé par une matrice constante A, symétrique définie positive, revient & réaliser un transport
optimal isotrope sur le domaine "déformé" Qp = RS, entre les densités pgo R~ et p; o R™1, ol
R est une racine carrée de la matrice A.

V.2.2 Existence d’une solution dans un cas anisotrope en espace seulement

Lorsque I'anisotropie du probléme varie seulement spatialement (i.e. A(t,z) = A(z)), nous pou-
vons tenter de nous ramener & un probléme classique de Monge-Kantorovitch sur une variété rie-
mannienne. Dans le cas ou une telle anisotropie dépend également du temps, quand bien méme
les algorithmes numériques continuent de nous fournir en pratique des solutions qui semblent
correspondre a l'intuition que l'on a pour ce type de probléme, il n’y a pas a notre connaissance
d’équivalence avec aucun probléme de transport optimal, et I'existence et 'unicité d’une solution
reste donc un probléme ouvert. C’est pourquoi, nous nous intéresserons ici seulement au cas
A(t,z) = A(z). Enongons tout d’abord le Théoréme de McCann [55].
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Théoréme 5.2-4. McCANN

Soit M une variété riemannienne et soit d sa distance géodésique associée. Soit | une mesure
de probabilité telle que pu soit :

1. absolument continue par rapport a la mesure du volume sur M,

2. également absolument continue par rapport a toutes les autres mesures de probabilité
v sur M qui sont liées a p par un plan de transport & codt fini.

Alors, pour toute mesure v vérifiant la deuxieéme hypothése énoncé ci-dessus par i, il existe
un unique plan de transport optimal T'(x) = exp,(—V(x)) (défini et uniquement déterminé
pour p-presque tout x, avec v : M + R une fonction d?-concave) résolvant le probléme de
Monge :
[T @)duta) = ing [ (e S()Pauo)
S,S#u=v

De plus, pour p presque tout x € M, le chemin (t) = exp,(—tVi(x)), t € [0,1] est l'unique
géodésique reliant x o T(x).

Dans tout ce qui suivra, nous prendrons M = Q C R% Nous munissons alors  de la métrique
riemannienne g4 qui associe & chaque z € Q le produit scalaire sur R? : (Y, Z) — YT A(z)Z.
Nous pouvons ensuite définir la distance géodésique associé sur €2 :

V(z,y) € Q,

1 1 1
dateoy) =int { [ Vastawa = [ GO AGORE) s (0) =2 1) =}

Nous appliquons le Théoréme ci-dessus pour u = po(z)+/det A(x)dz et v = p1(x)/det A(z)dzx,
de fagon & ce que p et v soient deux mesures de probabilité sur M sous I’hypothése (5.1-1).

Le probléme de Monge sur la variété riemannienne (§2,g4) pour le cotlit ¢ = di consiste a la
recherche d’un plan de transport optimal T satisfaisant :

/QdA(a;,T(x))zpo(m)\/detA(x)da:: inf /QdA(a:,S(x))on(x)\/detA(x)dx,

S# Apo=p1

ol nous notons S# 44 = v comme abréviation de S#(vdet A p) = vdet Av.
Remarquons que nous avons S# 4po = S#po = p1 si A(z) = I pour tout x € supp po U supp pi.

La Proposition qui suit montre que, si A vérifie les hypothéses ci-dessus par rapport au support
de po et p1, ce probléeme de Monge peut étre résolu en déterminant (p*,v*) € Cs (Cy étant
I'ensemble des contraintes de conservation de la masse défini par la relation (5.1-3)) minimisant
le cotit de transport (5.2-11) avec A(t, z) = A(x). Le Théoréme de McCann nous donne I’existence
d’un plan de transport optimal T" pour la distance d4, correspondant & un déplacement & vitesse
constante le long des géodésiques de (2, d4). Nous pouvons montrer formellement, comme dans
le cas isotrope de [6] (voir I’énoncé 1.1-9 p. 28), qu’il existe un lien entre le champ de vitesse v*
et le chemin géodésique (dans (2,d4)) reliant = a T'(z).
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Proposition 5.2-5.

Si A vérifie A(x) = Iz pour tout x € supp po U supp p1, l'estimation du coidt du transport
optimal sur la variété riemannienne (2, g4) (i.e. la distance de Wasserstein associée a da)
revient a minimiser [’énergie de déplacement géodésique, c’est a dire : trouver (p*,v*) tel que,

1 1
/ /’U*TAU*p*— inf / /UTA’Up— inf /dA(ac,S(:L'))on(x)d:v,
0o Ja (p)ECst Jo Ja S#po=p1 Jq

Nous énongons ici une preuve formelle, dans 'esprit de [6], qui pourrait étre mieux justifiée sous
certaines hypothéses de régularités. Soient (p,v) € C°, et X la solution du probléme

Oy(t,z) = v(t,y(t,x)), V(t,z) € (0,1)xQ,
y(O,a:) =z, Yz € Q.

De part les conditions de bord sur v dans Cg, voir (5.1-3), nous avons X (t,§2) = Q pour tout
t € [0,1]. Nous disposons de la relation classique de Monge-Ampére p(t, X (t,z)) det(VX (t,z)) =
po(x), i.e. X(t,-)#po = p(t,-). Par I'inégalité de Jensen, il en suit que

1
/ /P(t,x)v(t,x)TA(:z:)v(tjx) dzr dt
0 JQ )
:/0 /QU(t,X(t,m))TA(X(t,x))v(t,X(t,m))p(t,X(t,x))det(VX(t,x))da:dt,

_ / 1 / 0, X (t,2)T A(X (t,2))0,X (£, ) dt po(x) dx,
0 Q
2

! 1
= /Q ( /0 (G X (t, )T A(X (8, 2)) 0 X (t, @) * dt) po(z) da,
> [ date X0 polr)

> /Q da(2, T(@))2po(x)dz,

ou les derniéres inégalités proviennent du fait que X (1,-) est tel que X (1,-)#po = X (1,-)#apo =
P1-

Inversement, supposons que T soit un plan de transport optimal pour la métrique g 4. Définissons,
pour presque tout x € ), Papplication X (-,x) € C1([0,1],Q) comme étant I'unique géodésique
reliant © a T(x) ( X(-,z) est régulier en temps pour presque tout x € §2). Nous supposons
toujours que X (t,2) = Q pour tout t € [0, 1]. Définissons également v comme

{v(t,X(t, 2)) = X (t,z) V(tz) € (0,1) x Q,

u(t,y) = ailleurs,
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et p(t,-) = /det A(-) (X (t,-)#.apo). Ainsi, pour tout ¢ € C2°((0,1) x Q), nous obtenons :

[ [0+ e5op= [ [ @00+ 09600yt A (X0 )eapn) 0)
:/ /(atQS(t,X(t,x))—|—v(t,X(t,x)).ng)(t,X(t,x)))po(x)\/detA(x) dzx dt
0 Ja —

1
:/Q/O (6t¢(t7X(t’$))+atX(t’:E)'qu(t’X(tax)))po(l‘)dtd:L’

1
d
= / / p (p(t, X (t,z))) dt po(x)dx =0
aJo at
i.e. Op + divy(pv) =0 dans D'((0,1) x Q), d’ou (p,v) € Cs. Par définition nous avons :

1 1 2
/ da(z, T(x))2po(x)dz = / < / (0,X (1, 2)TA(X (1, 2)) 8 X (1, 2)) dt) pol) da.
Q Q 0
Du fait que t — X (t, ) soit un chemin géodésique et que A soit indépendante du temps, on a
d
o (X (t, )" A(X (t,2))9, X (t,x)) = 0,
d’ou 'on déduit
1 1 2 1
( / (0,X (1, 2)TA(X (t,2))9, X (1, 2)) dt) _ / 0X (12T ACX (£, 2))0,X (£, 2) dt.
0 0
Nous obtenons finalement, du fait que (p,v) € Cg,
1
[ date. 7@ Ppo(a)dn = [ [ X (00)TACE 00X (1) p00) e
Q 0 Q
1
_ / / o(t, X (4, )T A(X (4, 2))o(t, X (1, 2))po(x)/det A(z) da dt,
0 9] \—_,1_/

1
:/0 /Qv(t,x)TA(x)v(t,ac) det A(z) (X (t,)#apo) (z) dz dt,

1
:/ /v(t,:p)TA(:v)v(t,x)p(t,x) dzx dt,

inf // (t,z)T A(x)o(t, 2)p(t, x) d dt.

(ﬂ v EC'st

V.2.3 Discrétisation, convexification et optimisation

Nous considérons maintenant un domaine discret paramétrisé par z € Q C R? (d = 2 dans ce
qui suivra) et t € [0, 1]. Le probléme de transport optimal anisotrope s’écrit :

1
min % Z Z p(t, z)v(t, )T A(z)v(t, ),

(Pv)€Cs 24170 en
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ot p(t,r) € R, v(t,x) = (vi(t,x),va(t, z)) € R?, et ol la 2 x 2 matrice symétrique définie positive
A(x) représente ’anisotropie du domaine §2.

Par le méme changement de variable que précédemment, (m = pv), nous pouvons rendre convexe
le cotit du transport anisotrope comme il suit :

1
jA(P, m) = Z Z JA(p(t,x),m(t,x)),

t=0 zeQ
avec -
m(t’x)péf;))m(t’x) if p(t,z) >0
Ja(p(t, ), m(t, z)) = 0 if (p(t, ), m(t,z)) = (0,0)
+o00 otherwise

oum(t,z) = (mi(t,x), ma(t,r)) € R2 En prenant A(z) = w(z)ids, avec w(z) € R, nous pouvons
nous ramener (sous la condition que w(x) = 1 sur les supports de pg et p1) au modéle de transport
sur une variété riemannienne caractérisée par w, telle que proposée dans [67]. Le transport optimal
anisotrope peut alors étre estimé en minimisant la fonctionnelle convexe J4(p, m) + tc(p, m).

Pour pouvoir appliquer les algorithmes de splitting proximal a ce nouveau probléme, nous devons
calculer explicitement 'opérateur proximal pour ce nouveau cotit. Ceci peut étre aisément réalisé
en calculant le point critique définissant Prox~j,(p, m) dans (5.1-9). La Proposition suivante
montre que la fonctionnelle J4 peut toujours étre écrite sous une forme explicite.

Proposition 5.2-6.

Pour tout (p,m) € R x RY,

. p* ma(p®))  sip* >0,
Prox;,(p,m) :{ ( (0 0() ) sinon.

ol
Vp>0, palp)=(pida+y(A+AT) " pin

et ot p* est la plus grande racine réelle de I’équation polynomiale du cinquiéme degré en p

P(p) = (p—p) —ym(pida +y(A+ AT)) " A(pidy +~(A + A7) "'m = 0.

La preuve est une simple extension de celle de [67]. En pratique, la densité p* est calculée par
une méthode de Newton.

V.2.4 Illustration

Dans cette section, nous considérons toujours un espace-temps discrétisé de taille 323 et un
algorithme GFB. Dans ce premier exemple, nous présentons un transport d’une gaussienne en
deux dimensions dans un domaine anisotrope pour lequel la matrice A est définie pour x =
(z,y) € [0,1]? par :

10 .
[O )\] si x <0.5,

idy sinon.

Ap(z) = (5.2-16)

La partie gauche du domaine (z < 0.5) induit alors un transport anisotrope lorsque A # 1. En
fait, en prenant A\ > 1, cette pénalisation se fait dans la direction verticale (voir la sous-section
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V.2.1) pour le transfert de masse, et de ce fait le transport déplacera la masse sur la partie droite
du domaine de fagon & minimiser le colt de transport. Les résultats, pour des valeurs croissantes
de X\ € {1, 3,20} sont présentés dans la Figure V.2.

Lorsque A = 1, cela correspond & un transport optimal classique et nous retrouvons bien la
translation de la gaussienne. Lorsque la valeur de A augmente, nous pouvons observer que le
chemin optimal transfert de plus en plus de masse sur le coté droit du domaine. Cependant,
notons qu’il n’y a pas a priori de division de masse, comme nous pourrions le penser en observant
la Figure V.2 (seulement une dilatation) : les effets de division sont uniquement dus au fait que
seul un nombre fini de niveaux de densité est représenté.

— \ | .

Il ‘ \ ) )

~ ,

o 2 3 i T E = 25! e =
L T 3 & 5l = — — —

o = — — — — —= — —= —

N e — — — -H-D 3 3 e —

I = — —x 3 = — 3 — 3

< == — — — — — — — —

PO pr(1/8) pr(1/4) p*(3/8) p*(1/2) p*(5/8) p*(3/4) p*(7/8) P!

FIGURE V.2 — Illustration de la masse p*(t) estimée entre p° et p', obtenue par un cotit de
transport généralisé défini par les matrices anisotropes Ay introduites dans (5.2-16). Les fleches
représentent les directions favorisées par ’anisotropie. L’intensité de leur couleur représentent la
"force" de cette anisotropie.

Nous reprenons le méme exemple en définissant cette fois A de la facon suivante :
10 . 10 .
= < . . $ LT
Ay () { [0 )\} siz <0.5, et [O H] sinon (5.2-17)

Ici, la direction verticale est privilégiée dans la partie droite du domaine. Les résultats, pour des
valeurs A = 20 et des valeurs décroissantes de p € {0.01,0} sont représentées dans la Figure
V.3. Pour i = 0, nous pouvons observer qu’il se produit alors une "téléportation" verticale de la
masse située dans la partie droite du domaine, du fait que le cotlit de transport y est nul.

Il est donc alors possible de définir une polarisation de I'espace & l'aide de matrices anisotropes
pour modéliser les contraintes opérant sur un domaine. Ceci est également illustré par la Figure
V.4, qui représente le chemin optimal entre une ligne horizontale et une ligne verticale dans une
image carrée. Pour cette expérience, nous avons réalisé un ensemble complexe d’anisotropies, qui
sont représentées sur la premiére image de chaque exemple.

Si les détails des contraintes sont disponibles dans les données du probléme, nous pouvons alors
construire une variété riemannienne spécifique de telle facon & ce que le modéle anisotrope soit
en mesure de simuler des transports rigides ou bien & divergence nulle . Cette approche s’avére
néanmoins insuffisante pour aborder des problémes plus généraux encore, et nous proposons
maintenant d’inclure directement des contraintes physiques dans le modéle de transport et non
plus sur le domaine.
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FIGURE V.3 — Illustration de la masse p*(t) estimée entre p et p', obtenue par un cotit de
transport généralisé défini par les matrices anisotropes Ay , introduites dans (5.2-17), en prenant
A = 20. Les fléches représentent les directions favorisées par l'anisotropie. L’intensité de leur
couleur représentent la force de cette anisotropie.

B

pO p*(1/8) p*(1/4) p*(3/8) p*(1/2) p*(5/8) p*(3/4) p*(7/8) p!

FIGURE V.4 — Illustration de la masse p*(t) estimée entre p” et p', obtenue par des cotits de
transport définis par trois différents domaines anisotropes, illustrés par les fléches bleues sur la
premiére colonne. Le premier exemple est un transport isotrope classique.

V.3 Transport optimal avec contraintes physiques

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés & l'incorporation de contraintes physiques au
sein des modéles de transport optimal. Plus précisément, pour ce qui est des applications au
traitement d’images, nous souhaiterions pouvoir considérer des transports incompressibles voir
méme rigides. De tels transports pourraient par exemple empécher un objet contenu dans les
données de départ d’étre divisé le long des chemins de déplacements calculés. Ces transports
pourraient étre caractérisés par leur champ de vitesse, qui n’est plus une variable du probléme
(5.1-6) (remplacé par la quantité de mouvement), et qu’il serait alors nécessaire de réintroduire.
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V.3.1 Couplage non convexe

Pour obtenir un couplage entre les variables (p,m) et v, I'idée qui vient naturellement est de
considérer un terme tp(p, m,v) = 0 de projection orthogonale sur ’ensemble D = {m = pv}.
Mais, comme 'ensemble D est alors non convexe et 'opérateur ¢p non régulier, nous choisirons
plutét d’utiliser un couplage différentiable :

K(p,m,v) = // /m — pv|[Pdzdt.

Dans cette étude, nous nous intéresserons au cas spécifique de transports soumis a des contraintes
de vitesse, lesquelles dépendront de ’application souhaitée. De ce fait, nous considérerons donc
un nouveau terme fonctionnel, lequel pourra étre par exemple défini comme il suit :
— Contrainte de divergence nulle : R(v) = tcv(v), ot CY = {div,v(t,:) = 0, (v(t,-), ) =
0,Vte0;1]}.
— Pénalisation incompressible : R(v) = %fol || divy(v(t, ))||L2 dt.

— Pénalisation rigide : R(v) = %fol [[(Vav(t, ) + (Veo(t, )T )/2HL2(Q

— Pénalisation en translation : R(v) = %fol I|(Vzo(t, )HL2(Q

Par la dénomination "pénalisation en translation", nous entendons une pénalisation sur les
champs de vitesse déviant des translations. Ces termes sont convexes, et les trois derniers sont
de plus différentiables. Notons que les auteurs de [53]| ont proposé en paralléle de nos travaux, de
rajouter directement une régularisation du champ de vitesses au probléme initial de mécanique
des fluides sur le couple (p,v) présenté dans (5.1-2), sans considérer la convexification du pro-
bléme venant de I'introduction de m. Ceci rend néanmoins difficile d’imposer numériquement la
contrainte de préservation de la masse (5.1-3), puisqu’il faut pouvoir projeter le couple (p, v) sur
un ensemble de contraintes non-linéaires.

V.3.2 Existence d’un minimiseur

Dans cette section, nous prouvons l'existence d’au moins un minimiseur pour un probléme de
transport optimal avec pénalisation du gradient de vitesse (voir pénalisation en translation) et
le terme de couplage correspondant. Nous supposerons que pgy et p; appartiennent a L>(2), et
posons alors M = max(|/po|ec, ||P1]|ec). Posons @ = (0,1) x €2, et notons BL(2) 'espace de
Beppo-Levi sur L2(Q) [32], défini comme

BL(Q) = {u e D'(Q), Vue L*(Q)}.

Notre ensemble de contraintes sera, quant a lui, défini par :
Cu = {(p,mvv) € L=(Q) x LA(@Q)* x L*(0, 1, BL(Q))?,  |lpllz=(q) < M,
1
voec=@), [ [ powtm- Vodedt+ [ 6(0.0)m() - (1,2 ()ds = 0} .
0 JQ Q

Notons que cet ensemble est non vide du fait que ((1 —t)pg + tp1, m,0) € Cp pour une quantité
de mouvement m constante en temps telle que divm = p; — pg et (m -7@) = 0 sur 92 x (0,1)
(Pexistence d’un tel m est assurée par le fait que [, podz = [, prdz, voir [38], page 24).

Remarque 5.3-1. Remarquons que si p € Cyy, alors fQ p(t,z)dx = 1 pour presque tout t €
(0,1). Ceci peut étre facilement obtenu en prenant ¥ (t,x) =t dans la définition de Cy.
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Proposition 5.3-7.

Le probleme

1 1 1
ing / / T(pym) + Sm = po]® + 2|V s0|Pdadt
aJo 2 2

(pymw)ECHM

posséde au moins un Mminimiseur.

Preuve : Soit (ppn, mn, v,) € Cpy une suite minimisante. Comme (py,) est uniformément bornée
2

par M, nous avons J(my,, pp) = glpnleﬁ
n

existe C' > 0 telle que pour tout n € N,

m2. Nous avons alors I'estimation a priori suivante : il

lpnllLoe@) < M, mnllrz) < C, [[Vavnllzz) < €, lImn — pavnllrzg) < €. (5.3-18)
La premiére et la troisiéme estimation impliquent :

IC >0, HpnvnHLQ(Q) <, (5'3_19)

et du fait que (pn, my,) vérifie dyp,, + div, m, = 0 dans D'(Q), nous obtenons également
3C >0, |0pnllL20,1:8-1(0) < C- (5.3-20)

Alinsi, quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer qu’il existe (p,m,v) € L>=(Q) x
L2(Q)? x L*(0,1; BL()) tel que

pn — p dans L®(Q), m, — m dans L*(Q)¢, Vv, — Vv dans L*(Q)¥*. (5.3-21)

Notons tout d’abord que C'y; est fermé pour la topologie liée a ces convergences, et donc la limite
faible (p, m,v) appartient a Cyy.

La fonctionnelle intégrale est convexe et semi-continue inférieurement pour la topologie faible de
L*(Q) x L*(Q) (voir [4], p. 138). Le terme de régularisation en v est la semi-norme associée a
L?(0,1; BL(2)), et est également semi-continue inférieurement pour ce qui est de la convergence
de (Vyvy,) dans L2(Q)?*?. Le terme de couplage étant également une norme L?(Q), il suffit pour
conclure de prouver la convergence faible de (p,vy,) vers pv dans L?(Q). Nous ferons appel 4 un
Lemme de compacité par compensation, en utilisant le fait que la dérivée temporelle de p,, et que
les dérivées spatiales de v, soient bornées, comme dans [33]. L’énoncé qui suit est un Corollaire
du Lemme de [61] :

Lemme 5.3-8.

Supposons (ar,) convergeant faiblement vers a dans L*(0,1; H'(S2)), et (b,) convergeant faible-
ment b dans L*(Q). Si (0;by) est bornée dans L?(0,1; H=1(2)), alors quitte a en extraire une
sous-suite, (anby) converge faiblement vers ab dans M(Q) (c’est a dire le dual de C2(Q)).

Le probléme est qu’ici nous n’avons pas de contréle sur v, dans le terme de régularisation, mais
seulement sur Vv, : la suite (v,) évolue par conséquent dans I'espace BL(2) au lieu de I'espace
HL(Q) requis.

Nous espérons pouvoir obtenir ce contréle grace au terme de couplage, ce qui n’est pas trivial
lorsque p,, est seulement positif, et non strictement positif.

Par [32], p. 312, du fait que Q est étoilé, la convergence faible de (vy,) vers v dans L*(0,1; BL(2))
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implique la convergence faible de (v, +¢,) vers v dans L?(Q) pour des suites constantes en espace
(en(t))-

Comme py, est bornée dans L°°(Q), la suite p, (v, + cy) est en fait bornée dans L*(Q), et grace
a (5.3-19), nous déduisons que pyc, est bornée dans L?(Q). Par définition,

lonenllz2 @) = sup / /pncnﬂ)dxdt

PEL2(Q).Ill 2 gy =1 /0

ce qui, en restreignant le supremum aux fonctions constantes en espace v € L?(0,1) donne

1
lncallz2) sup / / Pt
¢€L2(0 1) HwHL2(0 1):ﬁ 0 Q
De plus, du fait que ¢, est également constante en espace, et comme fQ pndx = 1 (voir la

Remarque 5.3-1), nous obtenons
1

1
Inclizg s [ et = el
$eL2(0,1), ||7/)||L2(0 n= |sz| it

Cela signifie que la suite (c,) est bornée dans L*(0,1) et également dans L*(Q) en tant que suite
(constante en x) de cet espace. Cela implique également que la suite (v,) est bornée dans L*(Q),
et donc, quitte a devoir en extraire une sous-suite, converge faiblement vers une fonction w. Nous
déduisons alors nécessairement de (5.3-21) que w = v du fait que I'opérateur V est faiblement
continu. Ainsi, par les estimations (5.3-18) et (5.3-20), nous sommes en mesure d’appliquer le
Lemme 5.3-8 énoncé ci-dessus a v, et p,, et ainsi conclure :

Pnn, — pv dans M(Q).

Or, pyv, est bornée dans L*(Q), et admet en conséquence une sous-suite convergeant dans cet
espace. Ainsi, quitte a devoir extraire de nouveau une sous-suite, nous obtenons

pnn — pv dans L*(Q)
(convergence faible dans L*(Q)). O

Remarque 5.3-2. En ce qui concerne les autres pénalisations, nous verrons que si les algo-
rithmes numériques se comportent, comme prévu du point de vue théorique, la situation semble
un peu plus compleze. Le cas de la pénalisation rigide, pourtant conceptuellement trés proche de
celle analysée ci-dessus du fait des inégalités de Korn, nécessite cependant une étude plus ap-
profondie du fait que la simplification obtenue ici grice aux constantes ¢, ne peut se généraliser
directement au cas rigide. Une alternative simple pourrait bien sdr étre d’ajouter une norme
L?(Q) sur v multiplié par un petit coefficient strictement positif.

Le cas de la pénalisation incompressible nécessiterait quant a lui une adaptation du Lemme de
compacité.

Les opérations nécessaires a la résolution de ce probléme étant similaire & celles du problémes
précédent (pénalisation du domaine de transport), en particulier en ce qui concerne le calcul
d’opérateurs de divergence, nous avons utilisé une discrétisation similaire pour traiter le probléme
présent : a savoir que 'opérateur de divergence sera de nouveau calculé sur une grille décalée. De
méme que précédemment, nous renvoyons a U'article [46] pour les détails de cette discrétisation.
Notons tout de méme que nous faisons de nouveau appel & un opérateur de recentrage, noté Z,
linéaire et bijectif depuis la grille décalée sur la grille centrée.
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V.3.3 Optimisation

Le probléme de transport optimal généralisé auquel nous nous intéressons ici est le probléme
suivant :
(p*,m*,v*) = argmin F(p,m,v) (5.3-22)
p,ML,U
ou
F(p,m,v) = T(Z(p,m)) + t0(p,m) + MK (Z(p,m), T°(v)) + aR(v),

pour A, > 0 pondérant respectivement le couplage des variables et le terme de régularisation
de la vitesse. Le probléme (5.3-22) n’est pas convexe en (p, m,v), mais est cependant séparément
convexe en (p,m) et en v. Notons que le terme de couplage est différentiable et que les termes non
réguliers sont séparables. Du fait de ces propriétés et d’apreés [75], nous pouvons donc opérer une
méthode de descente ds coordonnées par blocs et minimiser alternativement chaque probléme
convexe, et ainsi approcher un point critique du probléme (5.3-22). L’algorithme d’optimisation
s’écrit :

(pk+1’ mk+1) g argmin F(p7 m) Uk)
o (5.3-23)
oF Tl = argmin F(pk+17mk+l’ v)

v
Pour pouvoir étre en mesure d’opérer sur les différentes grilles numériques, nous définissons de
nouveau une variable x = (p,m) sur la grille réguliére et une variable y sur la grille décalée,
pour le couple (p, m). Nous faisons de méme pour la vitesse et notons w la variable sur la grille
centrée, et v la vitesse sur la grille décalée.

Au final, nous souhaitons donc résoudre le probléme :

(z*,y*, v, w*) = argmin F(z,y,v, w) (5.3-24)
m’y7v7w

ol

F(z,y,v,w) =J(z) + tc(y) + ts(z,y) + AK(z,w) + R(v) + tgv (v, w),

et 'ensemble convexe SV est défini en fonction des deux variables de vitesse par SY(v,w) =
{Z"(v) = w}. Il est donc possible d’estimer un point critique de (5.3-24) par ’algorithme suivant :

(xk—H k-i-l)
)

= argmin ﬁ(w, y, wh),
(z.y)

Y

N (5.3-25)
(,Uk+17 warl) = argmin F(%k+17

(v,w)

va)7

lequel effectue donc une alternance de deux problémes d’optimisation. Nous détaillons maintenant
la résolution de ces deux problémes.

Optimisation de (p,m).
La premiére étape de (5.3-25) s’écrit :

(z*,y*) = argmin J (z) + tc(y) + ts(z,y) + AK (2, w"). (5.3-26)
T,y
Nous pouvons de nouveau faire appel a I’algorithme GFB 1 pour résoudre ce probléme, en prenant
F(z,y) = K(z,w"), Gi(2,y) = J(x) + 1o(y) et G2(x,y) = ts(x,y). La constante de Lipschitz
de VF est donnée par L = 2Amax(1, |[w¥||2,). Par conséquent, lorsque le couplage entre les
variables est renforcé par une valeur élevée de A, cela diminue la valeur du pas de temps de
I’algorithme d’optimisation 7, lequel est inversement proportionnel & L.
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Optimisation de v.

Nous allons maintenant détailler la maniére de traiter les différents modéles de régularisation de
la vitesse que nous avons évoqué.

Contrainte de divergence nulle

Lorsque la vitesse v est contrainte & I'incompressibilité, la seconde étape de (5.3-25) s’écrit :

(v*, w*) = argmin AK (2" w) + 100 (v) 4 150 (w, v). (5.3-27)
VW
L’algorithme GFB 1 peut alors étre appliqué pour résoudre ce probléme en prenant les fonc-
tionnelles F(v,w) = AK(zFT1 w), Gi(v,w) = 1ov(v) et Go(v,w) = 150 (w,v). La constante de
Lipschitz de VF est alors donnée par L = \|[pF*1]|%..

Le calcul de Prox,,, (V) correspond & la projection orthogonale de o(¢,-,-), sur un champ de
vitesse a divergence nulle 2D, pour tout ¢ € [0, 1]. Pour chaque instant ¢, nous extrayons tout
d’abord les valeurs de bords de la vitesse sur la grille décalée grace a l'opérateur linéaire b,
définie pour d = 2, Q = [0; 1] et v = (3%, 7?) par :

b (v(t, -, ) = (51(7:,0, 3,0, 1, 1), D2 (t, -, 0), 02 (¢, -, 1))

En imposant des conditions de Neumann homogénes aux bords par bj = (0,0,0,0), ’ensemble
affine CV peut étre réécrit

CY ={v, Bw(t,-,-) =2, Vt €[0;1]}

Buw(t,-,-) = (divg(v(t,-,-)),b" (v(t,-,))), et z = (0,by).

Le projeté v de v peut également étre calculé en résolvant un systéme linéaire pour chaque
te0;1] :
U(ta K ) = PI‘Oij (5(757 ) )) = (ld 7B:A_1Bt)5(ta " ) + B:A;lz

avec 'opérateur A, 1 = (B;Bf)~'. Pour ce qui est de Prox;,4,, nous obtenons une expression
similaire & celle de Prox,,q, définie en (5.1-10), en remplagant Z par Z".

Pénalisation

Si nous souhaitons pénaliser une certaine norme de la vitesse par un terme aR(v), pour R propre,
convexe et différentiable avec gradient lipschitzien, nous obtenons le probléme suivant :

(v*, w*) = argmin AK (2", w) + aR(v) + 150 (w,v), (5.3-28)
v,Ww
lequel peut étre résolu grace a l'algorithme FB 2, en prenant G(v,w) = tgv(w,v) et F(v,w) =
AK (2%t w) + aR(v). La constante de Lipschitz de VF est donnée par L = A||p*1||2, + aLg,
ol Lp désigne la constante de Lipschitz de VR.

Pour une pénalisation incompressible R(v) = %Ztlzo || divg (v(t, -, -))H%z(m, de méme que pour
la pénalisation rigide ou pour la pénalisation en translation R(v) = %Z;:O [|(Vgu(t,-,-) +
(Vyult, -, -))T)/2||%2(Q), nous avons Lp = 41/2 pour notre gradient discrétisé et nos opérateurs
de divergence calculés sur la grille réguliére et sur la grille décalée, pour des coefficients dans
[1’ _1] :
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V.4 Expériences et tests

Nous allons maintenant illustrer I'influence de la régularisation et de la pénalisation du champ
de vitesse par différents exemples. Dans toutes nos simulations, nous choisirons A = 103 comme
terme de couplage et o = 2.10% pour la régularisation des vitesses. Le pas de temps de ’algo-
rithme GFB sera donc choisi & 7 = 10~%. Dans la pratique, selon la dimension du probléme,
nous réaliserons jusqu’a 1000 itérations externes de l'algorithme alterné (5.3-25) et 10 itérations
internes pour chacun des problémes (5.3-26) et (5.3-28) lorsque sera impliquée une pénalisation
de la vitesse. Notons qu’une seule étape est requise pour le modéle (5.3-27), c’est a dire pour
la projection de v sur I’ensemble de divergence nulle CV. De tels paramétres sont suffisant pour
obtenir une convergence du cotit de transport et une cohérence des chemins calculés.

V.4.1 Tests synthétiques

Avant toute chose, nous comparons dans la figure V.5 les résultats obtenus avec les pénalisations
incompressibles, rigides et de translation sur les exemples de gaussiennes. De telles contraintes
physiques empéchent la division de la masse le long des chemins calculés. Avec les contraintes de
divergence nulle , les gaussiennes sont déformées, mais on peut cependant voir que la longueur
des lignes de niveau des densités sont préservées le long du chemin. Il est important de souli-
gner également qu’a la fois la pénalisation rigide et la pénalisation en translation conservent la
forme exacte des deux gaussiennes au cours du temps. De plus, nous pouvons voir sur la figure
V.6 représentant les deux chemins calculés, que la pénalisation rigide opére véritablement une
rotation et non pas une translation, de telle facon que le transport optimal ne se compose plus
de trajectoires en lignes droites.

p0)=po  p(1/8)  p1/4)  pB3/8)  p(1/2)  p(3/8)  p(3/4)  p7/8)  p(l) =

FIGURE V.5 — Simulation avec deux gaussiennes avec pénalisation et initialisation nulle. Repré-
sentation des isoclines de la densité p(t) le long du chemin optimal calculé avec les différents
modéles de pénalisation. La ligne du haut a été réalisée via une pénalisation incompressible, la
seconde via une pénalisation en translation (par une minimisation de la norme L? de chaque
composante du champ de vitesse), et la derniére via une pénalisation rigide.

Dans l'exemple de la Figure V.7 représentant une barre rotative, la pénalisation rigide (derniére
ligne) opére une quasi-rotation, et préserve donc mieux les contraintes physiques qu’un transport
optimal pur (premiére ligne). Comme prévu, nous pouvons également observer sur la Figure V.8
que les longueurs des lignes de niveau de la densité calculée sont préservées pour les approches
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Pénalisation en translation Pénalisation rigide

FIGURE V.6 — Simulation avec deux gaussiennes. Représentation de la trajectoire calculée par les
modeles de pénalisation en translation (sur la gauche) et de pénalisation rigide (sur la droite).
La pénalisation rigide opére ici une véritable rotation.

par pénalisation incompressible ou rigide. Nous renvoyons le lecteur a [15] pour d’autres exemples
impliquant de telles pénalisations.

Notons que sur les exemples synthétiques présentés, nous considérons une grille de discrétisation
spatio-temporelle 313 points. Pour de telles dimensions, seulement 100 itérations externes de
Palgorithme de descente de coordonnées par blocs (5.3-25) ont été nécessaires.

e

e
e )
e

p0)=po  p(1/8)  p(L/4)  pB3/8)  p(1/2)  p(5/8)  p(3/4)  p(7/8) p(1)=p

FIGURE V.7 — Barre rotative. Représentation des isoclines de la densité p(t) le long du chemin
optimal calculé par les différentes approches. La premiére ligne est le transport optimal de [6], la
seconde est 'approche proposée a 'aide d’une pénalisation incompressible, et la derniére a 'aide
d’une pénalisation rigide laquelle conserve la nature de 'objet a transporter.

V.4.2 Interpolation d’images en océanographie

Pour pouvoir étudier ’état des océans, des images instantanés sont produites par des codes nu-
mériques tels que le modéle de circulation océanique NEMO. Les processus de synthése d’image
a partir des variables numériques physiques dont cependant chronophages, et les océanographes
souhaiteraient parfois n’avoir & produire que peu d’images et pouvoir ensuite réaliser des inter-
polations temporelles entre ces images. Ceci pourrait étre d’un intérét particulier pour visualiser
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FIGURE V.8 — Barre rotative. Evolution de la longueur des lignes de niveau les plus élevées de la
densité calculée au cours du temps ¢ : |p(t,2) > i/10|, pour i = 1---9. Le graphique de gauche
est un transport optimal classique de [6], celui du milieu est 'approche proposée a 'aide d’une
pénalisation incompressible et celui de droite correspond a l’approche proposée a l'aide d’une
pénalisation rigide. Pénaliser la norme de la vitesse tend donc a préserver les lignes de niveau le
long du chemin calculé.

et diffuser des animations des structures dynamiques de l'océan. Le probléme principal vient
souvent des cotes qui apparaissent dans beaucoup des zones intéressantes, comme illustré a la
Figure V.9. Celles-ci rendent alors inapplicables les techniques classiques d’interpolation d’images
utilisant le flot optiques ou bien les estimations de difféomorphismes, qui ne peuvent en général
pas traiter des domaines si complexes.

Par notre formulation anisotrope, nous pouvons représenter le domaine de 'océan dans I'image
par une variété riemannienne, en prenant A(t,z) = w(x)idy. La variable w(z) décrit alors la
variété : celle-ci prend la valeur 1 au niveau de l'océan et au contraire une valeur trés élevée
au niveau de la terre dans le but de restreindre le transport a l'océan seul (on procéde a une
pénalisation de la terre).

Les chemins optimaux successifs entre 10 paires d’images de Hatuer de Surface de 'Eau (connu
sous 'acronyme de SSH pour Sea Surface Height) de taille 843 x 516 produites par le modéle
NEMO ont ainsi pu étre calculés pour une discrétisation en temps de P = 9 pas (les données
complétes peuvent étre consultées ici et 1a). Les couleurs claires correspondent aux zones de plus
hautes hauteur d’eau. Cette suite d’images représente le courant des Aiguilles et la création de
tourbillons & la Pointe du Cap de Bonne-Espérance.

Comme cela est illustré sur la Figure V.9, laquelle montre le chemin calculé entre plusieurs images
consécutives, en ajoutant notre Proposition de pénalisation "divergence nulle", nous pouvons in-
duire des contraintes de rotation dans l’estimation du transport, et ainsi parfaitement simuler
la création de tourbillons. Dans cette simulation, nous considérons 1000 itérations externes du
processus alterné (5.3-25).

V.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié, d’'une facon plus formelle que dans dans les chapitres pré-
cédents, des modéles de transport optimal généralisés et adaptés aux modéles d’imagerie multi-
physiques. Cela est d’un intérét particulier pour les problémes d’interpolation d’images, domaine
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p(3/4) p(7/8) p1

FIGURE V.9 — Interpolation entre images de hauteur d’eau en océanographie

dans lequel les résultats obtenus par simple minimisation d’une énergie cinétique sous certaines
contraintes ne préserve pas les caractéristiques des images le long des chemins d’interpolation, ce
qui ne correspond en général pas a la réalité physique. Nous avons ensuite proposé des méthodes
de splitting proximal adéquates pour résoudre ces nouveaux problémes d’optimisation. Ces gé-
néralisations ne sont pas limitées aux expressions physiques que nous avons considérées ici. En
effet, d’autres termes physiques auraient pu étre considérés en prenant compte un environnement
plus complexe.

Des résultats prometteurs ont été obtenus sur des images océanographiques de haute résolution.
Nous souhaiterions en perspective de ces résultats, pouvoir collaborer dans de futurs travaux avec
des océanographes, et ainsi tenter de prendre en compte des contraintes physiques plus précises.

D’un point de vue optimisation, nous nous sommes également intéressé & la minimisation de
fonctionnelles non convexes et non réguliéres. Contrairement a la méthode de descente de coor-
données par blocs que nous avons considérée (5.3-23), pouvoir définir un algorithme sans boucle
interne (sur (p,m) et v) serait d’un intérét certain pour accélérer le calcul des minimas de nos
problémes non convexes. Des avancées récentes sur les méthodes de splitting proximal ont déja
été réalisées pour des problémes proches 2], mais ils sont cependant encore limités a des fonc-
tionnelles plus simples et ne peuvent en ’état traiter notre formulation de transport optimal
généralisé.

Pour finir, en ce qui concerne le transport optimal anisotrope, nous souhaiterions pouvoir étudier
I’existence d’un minimiseur dans le cas de variations anisotropes de facon plus rigoureuse que
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nous ’avons fait dans ce chapitre. Nous souhaiterions également pouvoir prendre en compte des
variations anisotropes dépendant du temps : le défi pour un tel probléme est qu’il n’existe & notre
connaissance aucune correspondance avec un probléme de Monge.



Chapitre VI

Conclusion et perspectives

Le point de départ de nos travaux s’est trouvé étre une étude de consistance de ’algorithme de
lagrangien augmenté de Benamou-Brenier. Nous avons montré, dans le chapitre II, la convergence
faible-L? de I’algorithme de Benamou-Brenier vers un point selle du lagrangien L (voir page 53),
lequel modélise la formulation dynamique du probléme de transport optimal formulée dans [6].
Cette preuve de convergence étant basée sur une reformulation de ’algorithme en tant que suite
itérative d’un opérateur non-expansif B (1-lipschitzien), dont les points fixes sont équivalents aux
points selles de L. Cette formulation nous aura permis de plus de pouvoir exploiter la littérature
associée a la théorie des opérateurs non-expansifs, via laquelle nous avons alors pu proposer une
version relaxée de l'algorithme de Benamou-Brenier, a convergence forte, vers un point selle de
L. Les expérimentations numériques n’auront cependant pas révélé une réel amélioration liée
aux versions relaxées, en ce qui concerne la vitesse de convergence et la précision des calculs, par
rapport a ’algorithme d’origine.

Cette convergence de I'algorithme et de ses versions relaxées restaient tout de méme conditionnée
a lexistence d’'un point selle pour le lagrangien L (et donc d’un point fixe de l'opérateur B).
Nous avons alors entrepris, dans les chapitres III et IV, de prouver I'existence d’un tel point selle,
tout en montrant également 1'unicité de I’évolution de la densité et de la quantité de mouvement
résultant d’un tel transport. Nous avons voulu prouver tout cela dans les conditions les plus
générales possibles, en particulier dans les cas oil les densités de départ et d’arrivée pg et py
s’annulent en certains endroits du domaine de transport (I’existence d’un point selle dans le cas
de densités strictement positives ayant déja été traitée dans [40]).

De telles conditions impliquent en particulier de pouvoir prendre en compte le cas ol le nombre
de composantes connexes des supports des densités pg et p; ne sont pas les mémes. De tels cas
révélent en général des plans de transport optimaux non réguliers, c’est pourquoi une grande
partie de nos travaux auront eu pour objet une étude approfondie de la régularité et du com-
portement d’un champ de vitesse associé a de tels plans de transport. Ces travaux d’étude du
champ de vitesse associé & un plan de transport optimal auront été le principal objet du chapitre
III (voir en particulier la Proposition-résumé 3.4-38 p. 123 a la fin de ce chapitre). Le chapitre
IV aura quant a lui été consacré a exploiter les résultats du chapitre I1I pour finalement prouver
I’existence et I'unicité attendues. Ce chapitre aura également été I’occasion, en particulier dans
sa derniére section (section IV.3) de tenter de caractériser de fagon générale les propriétés d’un
champ de vitesse associé & un transport optimal dans I’espace L? (voir le Théoréme 4.3-9 p. 159).

Pour finir nous avons pu explorer, dans le chapitre V, différentes approches relatives a I'intro-
duction de contraintes physiques dans la formulation dynamique de [6], telles que 'introduction
d’une anisotropie du domaine de transport ou bien de différentes méthodes de pénalisation du
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champ de vitesse. Nous avons dans ce méme chapitre pu expérimenter avec succés ces explora-
tions & travers différents algorithmes basés sur des méthodes de splitting proximal, et avons pu
les appliquer sur divers exemples d’interpolations d’images.

Nos perspectives pour compléter ce travail sont assez larges. En ce qui concerne I'algorithme de
Benamou-Brenier, et plus généralement les algorithmes traitant du transport optimal dynamique,
nous souhaiterions pouvoir mettre en lumiére des outils et des méthodes d’analyse précise des
propriétés de convergence de ces algorithmes : critéres d’arrét ou de distance des étapes calculées
par rapport a la solution théorique, informations théoriques sur la vitesse convergence, etc...

En ce qui concerne les études menées dans le chapitre III et IV, concernant I'existence et I'unicité
de solutions au probléme de transport optimal dynamique dans L?, nous souhaiterions pouvoir
étendre celles-ci aux cas que nous avons explorés dans le chapitre V, ce qui implique, en parti-
culier pour le cas du transport optimal anisotrope, de pouvoir étendre ces études dans le cadre
d’un transport sur des variétés riemanniennes.



Annexe A

Liste de Théorémes généraux

A.1 Convolutions, distributions, espaces L” et W!?

Lemme A.1-1. PROPRIETES DU PRODUIT DE CONVOLUTION [17]

e Soient f € LY(RY) et g € LP(RY) avec 1 < p < +oo. Alors pour presque tout x € R?,
la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur RY. On pose alors

(Fea)@) = [ 7= o) dy

On a alors (f xg) € LP(RY), et ||f * gllze < |Ifll2llgllze-

o Soit (rp)n une suite régularisante sur R4t définie par

1
VneN, r,eC¥ supp(r,) CB <0, > , / rm=1 r,>0.
n Rd+1

Alors,

1. Pour tout f € CO(RY), la suite (1, * f)n converge uniformément vers f sur tout
compact de R?.

2. Pour tout f € LP(R?), avec 1 < p < +00, la suite (rp* f)n converge uniformément
vers f dans LP(RY).

Théoréme A.1-2. THEOREME D’URYSOHN (RESTREINT A R?) ([72] et [80])

1. Soient V' un owvert de R%, et K un compact de R tel que K C V. Alors il existe
f € CX(RY) tel que :
Ig < f <1y.

2. Soient V un ouvert de R%, et K un compact de R? tel que K C V. Alors il existe un
ouvert U a fermeture compact, tel que

KcUcUCcCV.

201



202 ANNEXE A. LISTE DE THEOREMES GENERAUX

Théoréme A.1-3. PARTITION DE L'UNITE [39)]

Soit K C R% un compact, et soient Uy, .., U, une série d’ouverts de R? tels que
KcUU.UU,.
Alors il existe des fonctions £1,..,&, € CP(R?) telles que pour tout i € [1,n], on ait
0<¢& <1, supp(&) C Ui,

et telles qu’il existe un ouvert U avec K C U Cc Uy U..UU, et

z":& =1 surU.
i=1

Théoréme A.1-4. DUALITE DES ESPACES LP [80)]

Soient w un owvert de R?, 1 < p < 400 et soit ¢ € (LP(w))’". Alors en prenant q €]1,+0oc]
tel que :

— 1/p+1/g=1, si 1 <p < 400,

—qg=400,s1p=1,
il existe uw € L9(w) telle que

Vi€ IPw), o)) = / uf,

et |ull ey = llell (Lo (w)y -

Théoréme A.1-5. UNIFORME CONVEXITE DES ESPACES LP [80]

Soient 1 < p < +o0 et Q un ouvert de RY. Soit f € LP(Q), et soit (fn)nen une suite dans
LP(Q) convergeant faiblement (dans LP(S2)) vers f telle que

lim sup|| fnll o) < 1l 2r(0)-

Alors (fn)nen converge fortement vers f dans LP(2).

Théoréme A.1-6. THEOREME DE PROLONGEMENT D’UN ESPACE DE SOBOLEV [17]

Soit Q0 un espace ouvert régulier (les ouverts auzquels nous appliquerons ce Théoréme le
seront assez) et borné. Alors, pour tout p € [1,+0o0], il existe une constante C' ne dépendant
que de ) et un opérateur linéaire de prolongement

P W'P(Q) — WhP(RY)
tel que pour tout f € WiP(Q),

2. [[P(N)llrmay < CllfllLr .,
3. P(Hllwreway < Cllf lwreg)-
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Proposition A.1-7. (Corollaire 9.14 [17])

Soit Q un ouvert borné de R? suffisamment régulier (de classe C1), et soit 1 < p < +oc.

. 1 1 1
1. Si <p<d, alors WHP(Q) C LP" (Q) ou — = o~ 7 avec injection continue.
p p

2. Sip=d, alors WH"P(Q) € LY(Q) Vq € [p, +00[, avec injection continue.

3. Sip > d, alors W"P(Q) C L>(Q). De plus, pour tout f € W P(Q), et pour presque

tous x,y € 1,

o_4d
P

2 _d
Jule) — uw)] < T I Vulroyle — vl
p

Théoréme A.1-8. (Théoréme 4.2 p.149 [80])

Soit Q un ouvert borné de R de classe C*°. Pour tout k € NU{—1}, l'opérateur —A est un
isomorphisme de H*2(Q) N H}(Q) sur H*(Q).

Proposition A.1-9. (Proposition 9.18 [17])

Soit Q un ouvert de RY assez régulier (de classe C*), et soit f € LP(Q) avec 1 < p < +o0.
On définit, pour tout g € LP(Q),

7: RIS R
x»—>{ g(w) sixz e,

sinon.

On a équivalence entre
1. feWyP(Q),
2. fe WHP(RY) et Vf = V.

A.2 Eléments de théorie de la mesure

On écrira qu’une mesure  (positive ou non) vérifie les propriétés (III) (p. 76) si elle vérifie les
propriétés suivantes :

Propriétés (IV).
Soit Q un ouvert de R%, et p une mesure sur la tribu de Lebesque de €.

1. p(K) < 400 pour tout compact K C Q.

2. Pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de ), on a
p(E) =inf{u(V), E CV, V ouvert}.

3. Pour tout E ouvert et pour tout ensemble Lebesque-mesurable E de ) tel que p(E) <
+o0,

pu(E) =sup{u(K), K C E, K compact}.



204 ANNEXE A. LISTE DE THEOREMES GENERAUX

Théoréme A.2-1. THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ [72]

Soit Q un ouvert RY, et soit A une forme linéaire positive sur C,(Q). Alors on peut construire
mesure positive 1 sur la tribu de Lebesgue de § représentant A, i.e.

Vi e CuQ), A(f) = /Q fdu. (A2-1)

Cette mesure est définie comme il suit :

1. Pour tout V ouvert de Q, u(V') = sup{A(f), f € Ce(Q), f <1y}

2. Pour tout ensemble Lebesque-mesurable E de Q, u(E) = inf{u(V), E C V, V ouvert}.
Cette mesure p vérifie les propriétés (IV).

Théoréme A.2-2. [72]

Soient (X, A) et (Y,B) deux espaces mesurables (i.e. A et B sont respectivement des o-
algébres sur X et 'Y ). On munit X xY de la o-algébre A x B (i.e. la plus petite o-algébre
contenant tous les ensembles de la forme A x B, avec A € A et B € B).

Pour tout E € A x B, on définit pour tout x € X et y € Y les ensembles

E,={yeY, (z,y) e E} et EY={zxeX, (v,y) € E}.

Alors pour tout x € X etyeY, E, € B et EY € A.

Théoréme A.2-3. [72]

Soient (X, A, ) et (Y,B,v) deuz espaces mesurés o-finis (réunions dénombrables de sous-
ensembles de mesure finie). Soit Q € A x B (définie dans le Théoréme A.2-2 p. 204). On
pose pour tout x € X et tout y €Y,

P(z) =v(Qz), et ¥(y)=pu(QY).

Alors la fonction ® est mesurable relativement a A et la fonction W est mesurable relativement

a B. De plus
/ D du :/ U dv. (A.2-2)
X Y

Ce dernier Théoréme est un cas particulier du Théoréme de Fubini qui suit (mais entrant en fait
dans sa démonstration). Nous utilisons trés souvent le Théoréme de Fubini de fagon implicite, et
lorsqu’il s’agit d’une inversion d’intégrales classique et sans ambiguité. Nous faisons en revanche
explicitement appel & ce Théoréme que dans les cas plus complexe, oil les notions classiques de
théorie de la mesure peuvent poser probléme, en particulier dans la section IV.3 du chapitre IV,
ainsi que dans l'annexe F.
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Théoréme A.2-4. THEOREME DE FUBINI [72]

Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés o-finis. Soit f une fonction a valeurs réels
définie sur X XY, et mesurable relativement ¢ A x B.

— Pour tout x € X, on définit sur'Y la fonction y — f(y) = f(z,y).
— Pour tout y € Y, on définit sur X la fonction x — fY(z) = f(x,y).

Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout x € X, f, est mesurable relativement a B et, pour tout x € X, fY est
mesurable relativement a A.

2. 810 < f < +4o0, et en posant pour tous x € X ety €Y,

@(x)—/yfzdu, et \Il(y)—/Xfydu, (A.2-3)

alors la fonction ® est mesurable relativement a A et la fonction VU est mesurable
relativement a B. De plus

/X Ddu = /X><Yf (dp®dv) = /Y\Ifdl/. (A.2-4)

3. Si f est une fonction & valeurs complexes et si l'on a
/X(I>* dp < 400 avec P@*(z) = /Y |fz|dv  pour tout x € X,
ou bien
/Y U*dy < +o0 avec Y*(y) = /X |fY| dp pour tout y €Y,

alors f € LY(p®v).

4. Si f € LY(u®v), alors f, € L' (v) pour presque tout x € X et f¥ € L' (1) pour presque
tout y € Y. De plus, si l'on définit ® et ¥ comme dans les relations (A.2-3) (définies
donc ici seulement pour, respectivement presque tout x € X et presque tout y € Y ),
alors ® et U appartiennent respectivement a L'(u) et L'(v). De plus la relation (A.2-4)
est toujours vérifiée par ® et .

Théoréme A.2-5. THEOREME DE RADON-NIKODYM [72]

Soient Q un ouwvert R? et A une o-algébre sur Q. Soient p1 et X deux mesures sur A, telles u
soit une mesure positive bornée et A une mesure quelconque (positive ou complexe). Si \ est
absolument continue par rapport a p (noté X\ < ), alors il existe un unique h € L'(p) tel
que A =h-u sur A, i.e.

VE € A, )\(E):/ hdp.
E
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Théoréme A.2-6. THEOREME DE RADON-NIKODYM (VARIANTE SPECIFIQUE) ([72] et [34])

Soit A une mesure positive sur la tribu de Lebesque, finie sur tout compact de R?, et absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque £%. Alors en posant DX la fonction de R® dans
R, appelée dérivée supérieur de X par rapport a L%, et définie par

Ve e RY, (DM)(z) = limsupf,(z), avec f,(x) !

2 :W)\(B(x,r)), r>0

(o B(z,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r, et V4(B1) le volume de la boule
unité en dimensions d), on a les propriétés suivantes :

1. Pour L%-presque tout x € R?, la famille (fr(x)),~o converge lorsque r tend vers 0 (et
on a donc lim f.(x) = (DX\)(z)). On dit alors que X est différentiable en x par

r—0,r>0

rapport L.
2. DX est Lebesgue-mesurable sur R? et DX € LY(RY).

3. Pour tout ensemble E Lebesque-mesurable,

ME) = /E (D)) dL(z).

Proposition A.2-7. [72]

Soit Q un ouvert R, et soit u une mesure sur une o-algébre A de Q. Alors il existe une
fonction mesurable f telle que |f(z)| = 1 pour tout x € §, et telle que

dp = hd|ul, (A.2-5)

ot || désigne la variation totale de la mesure p.

Théoréme A.2-8. THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ GENERALISE [72]

Soit Q un ouvert RY, et soit T une forme linéaire continue sur C(Q). Alors il eviste une
unique mesure définie sur la tribu de Lebesgue (non nécessairement positive), vérifiant les
propriétés (IV) p. 203, représentant T, i.e.

vfec@). T()= [ fau (A.2:6)

Avee || = |ul(©).
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Théoréme A.2-9. THEOREME DE LUSIN [72]

Soit Q un ouvert R, et soit u une mesure positive vérifiant les propriétés (IV) p. 205.
A C Q mesurable tel que p(A) < 00, et soit f une fonction mesurable sur Q (pour la tribu
de Lebesgue) nulle en dehors de A. Alors, pour tout € > 0, il existe g € C.(Q) telle que

p({z, f(x) #g(@)}) <e et ilég!g(w)l < igglf(:v)l- (A.2-7)

Corollaire A.2-10. [72]
Sous les hypothéses du Théoréeme A.2-9, si de plus il existe une constante M > 0 telle que

|f| < M, alors il existe une suite (gn)n € Ce(Q)Y, avec |gn| < M pour tout n € N, telle que

f(z) = lim gn(x), p—pp.

n——+oo

Corollaire A.2-11.

1
loc

Sous les hypothéses du Théoréme A.2-9, si de plus f € L; (2, 1), alors

Vg € Ce(), /QfngZO — [=0, p—p.p.

Preuve : Soit K un compact et soit g définie pour tout x € €,

Osiz ¢ K,
glx) =< —1size K et f(x) <0,
lsize K et f(xr) > 0.

D’aprés le Corollaire A.2-10, il existe une suite (gn)n € Co(Q)N, avec |gn| < 1 pour tout n € N,
telle que

g(x) = lim gp(x), p—pp.

n—-+0oo

Du fait que |f - gn| < |f| - 1k, et que [ |f|du < 400, par convergence dominée on conclut que

0= lim /f-gndMZ/ £l dp.

Ainsi f = 0 p-presque partout sur tout compact K de €2, donc sur Q. O
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Annexe B

Convergence des opérateurs
non-expansifs

B.1 Convergence faible

Dans cette section, nous démontrons la Proposition 2.3-6, énoncée dans le chapitre II (p. 65) et
rappelée ci dessous :

Proposition 2.3-6.

Soit M un opérateur quasi-fermement non-expansif tel que que l’ensemble Fix(M) des points
fizes de M soit non vide, et soit (x,,)n une suite d’éléments de H vérifiant pour tout n € N,

Vestimation : | M(zy,)—Znt1]|| < €n, 0U (€,)n est une suite réelle positive vérifiant y e, < +oo.
n

Si (Tgy(n))n €t (Tpy(n))n sont deus sous-suites de (zn)n convergeant faiblement respectivement
vers x1 et xo (points fires de M par le Lemme d’Opial), alors x1 = x5.

Nous commengons par établir les deux résultats suivants.

Lemme B.1-1.

Supposons (un)n et (€n)n deux suites réelles positives vérifiant Y e, < 400 et la relation de
n

récurrence :
Un+1 < up + €p,

alors (uy)n converge dans R.

Preuve du Lemme B.1-1 : Pour tout p,q € N, p > ¢, on a I'inégalité :

P
Up — Ug < E €L

k=q+1

(up) est donc bornée. De toute sous-suite de (uy,) on peut donc extraire une sous-suite conver-
gente. Il suffit pour conclure de montrer que toutes les sous-suites convergentes de (u,) convergent
vers la méme limite.

Soient (g, (n))n €t (Upy(n))n deux sous-suites convergentes de (un)n, convergeant respective-
ment vers l1 et ly dans R.

209
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oo
Soit § > 0, comme lim ) ¢, = 0, il existe N € N tel que, pour tout p > q > N,
m

k=m

Up — Ug < 0.

et ainsi pour n, m assez grands, u — Uy, (m) < 0.

w2(n) ®1

Par passage a la limite, on obtient alors ls — 1 < §. On peut de méme montrer que l; — lo < §
et ce quel que soit §, d’ott [1 = Io. O

Corollaire B.1-2.

Si x* est un point five de M, alors la suite de terme général u, = ||z, — z*|| est convergente
(et (xy)n bornée).
Preuve :
[#n+1 — || < llengr — Mag[| + [May — 27| < e + [ Mz, — Ma™|| < en + ||z, — 7.
On peut donc conclure par le Lemme B.1-1 précédent. ]
Retour a la preuve de la Proposition B.1 : De part le Corollaire B.1-2, on sait que les suites

(llzn — 21%), et (||zn — x2||2)n sont convergentes. Soient o et cp leurs limites respectives, on
a alors

n
|xn — 931||2 — ||l@n — x2|]2 = (zg — 11,22, — ] — X2).

En faisant converger avec n < ' (n) puis n < ¢%(n), on obtient :

ap —ag = —|lzg =z |?
ar —ag = [loz — z1]?

d’ou 1 = x2. O

B.2 Convergence forte

Dans cette section, nous démontrons le Théoréme 2.3-8, énoncé dans le chapitre 11 (p. 66). Nous
reprendrons ici la démonstration de H. Bauschke dans [3|, en ajoutant la prise en compte d’erreurs
numériques controlées (les €, dans ce qui suit).
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Théoréme 2.3-8.

Soit T un opérateur non-expansif et supposons que l’ensemble Fix(T) des points fizes de T
soit non vide, et soit (Ap)n>0 une suite de parameétres de [0, 1] vérifiant :

1. A\, =0
2. 1J1=A) =0 >\, =+

Soit H un espace de Hilbert, et T un opérateur non-expansif sur H.
FEtant donnés a, xog dans H, on définit la suite (x,) débutant en x¢ par :

Yn >0, xpi1 = Aa+ (1—A)Thzy

ot pour tout n € N est vérifiée 'estimation ||Ty,x, — Txy|| < €, avec Y €, < +00.

n
Alors la suite (xy,), converge fortement vers Ppa (ou F = Fix(T) est I’ensemble des points
fizes de T' : c’est un ensemble conveze fermé d’aprés le Lemme 2.3-7).

En préambule de la preuve, nous commencerons par démontrer le Lemme suivant :
Lemme B.2-3.

Pourtoutne Net0<m<n:

Ant1 + ZAkH(l —Ai41) < L.

k=m i=k

Preuve : Soit n € N. Supposons que pour tout m <n —1 :

n—1 n—1
At Y M@= Nin) <1

k=m i=k
Soit m < n

I. m<n-—1:

n n n n—1 n
Anrt+ 3 M T = A1) < Ao + AT = M) + DM [ = M)

k=m i=k k=m i=k

n—1 n—1
< Mgt + A1 = A1) + (1= X)) Y N1 = Air)

k=m i=k
n—1 n—1
< Ang1 4+ (1= Ang1) <)‘n + Z)\kH(l - /\i+1)> <1
k=m =k
<1

Ant1 + An(l - An—i—l) <1
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On a donc la preuve par récurrence (A1 + Ao(1 — A1) <1). O

Retour a la preuve du Théoréme 2.3-8 :
Commencgons par traiter le cas g = a.

1. Montrons que (xzy,) et (T, zy) sont bornées :

Soit x* un point fixe de T. On montre par récurrence : VYn € N* ||z, — z*|| < |la —
n—1

z*|| + > €. Cette inégalité est clairement réalisée pour n = 1 en ayant pris o = a (En
k=0

effet [|z1 — || < [|lz1 — Tao| + [|Two — *|| < eo + [la — 27|)).
n—1
Prenons maintenant n € N et supposons que ||z, — z*|| < |la — z*|| + > €x. On a alors

[#n+1 — 2| < Angalla = 27| + (1 = Apg) | Toon — 27|
< Anslla =2 + (1 = And) (| Tnan — T || + [[T2n — 27])
< Antalla =2 4+ (1= Angr)n — 27| + €n

n—1

nslla =27+ (1= Asn)(lla— 2% + 3 en) + en
k=0

n
< lla—z*|| + Zek < Zen < +o00.
k=0 n

On en conclut que (x,) est bornée, de méme pour (T, xy,).
2. On montre ensuite que Tp41 — Tpx, — 0, du fait que ||Tp+1 — Tnxn || < Aptilla —Thxy| <
n

CAnt1, avec Apy1 — 0.
n

3. Montrons que xp4+1 —xp — 0 et €y — Txy, — 0 ¢
n n
Soit L > 0 une constante telle que ||zp4+1 — xp|| + |[Ja — Thay| < L. On a

[Zns1=2n|l = [(An+1 = An)(@ = Tn12n-1) + (1 = A1) (T — D101 |
< Ldns1 = M| + (1 = A1 )([|[ T2y, — Tz ||
+ | Txy — Thwn|| + | T2n—1 — Tn—12n-1]))
< L1 — M| +en +enm1 + (1 — A1)l zn — zn—1 |-

Par induction de ce qui précéde, on obtient pour tout n > m >0 :

n

n n n
||xn+1 - an <L Z |)\n+1 - )\n’ + Z €r + Z €p—1 t ||5Um+1 - $m|| H (1 - )‘k’-l-l)

k=m-+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1
oo oo oo n
SL DY Papi—Mal+ D et D> e+ L [ (- Mga)
k=m-+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

Soit § > 0. Sachant que

) 00 00
L Z ‘)‘n+1_)\n|+ Z € + Z 61@—1207

k=m+1 k=m+1 k=m+1
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il existe donc m € N tel que pour tout n > m,

n
Jonss —aal <5+L J] (1= Aes).
k=m-+1

n
Comme de plus  [] (1 —Agy1) — 0, on a alors
k=m-+1 n

héonn—l—l — x|l <6,
et ainsi xp4+1 — xn — 0. On en déduit
n

|z — Txn|| < l|zn — Tngrll + | Tat1 — Tzl + | Twrn — Ty

< ”xn - xn—i—l” + Hxn-l—l - Tnl'n” + €p,
et finalement x,, — T, — 0.
n

4. lim (T,,x, — Pra,a — Ppa) <0 :

n

Soit (z,(y)) une sous-suite de (x,) telle que :

lim (T, ()T () — Pra,a — Prpa) = lim (T, — Pra,a — Pra)
n n

Quitte a devoir ré-extraire une sous-suite de (x@(n)), on suppose que celle-ci converge
faiblement vers un élément z* de H. Les conditions du Lemme d’Opial étant réunies (i.e.
xp — Tx, — 0 fortement), =* est un point fixe de T. Comme

n

(Tp(n)Tp(n) — Pra,a — Ppa) = (T () Tp(n) — Tpm)+1, @ — Pra) + (Tymy+1 — Pra,a — Pra)
— (* — Prpa,a — Pra) <0,

n
on a alors lim (T, z,, — Pra,a — Pra) < 0.
n

5. Conclusion : Soit 6 > 0 et m € N* tel que pour tout n > m,

<%na;n — Pra,a — Ppa) <0, Mla— Pra|* <6, et Zek < 4.

k=m
On observe

[2n+1 — Prall® = [[Ans1(a — Pra) + (1 = Apt1)(Tpwn — Pra)|?

)\121+1||a — Pral|®? + 2X\n41(1 — My 1) (T, — Pra,a — Pra)
£ = Ae)? (1Tt — Tl + [T — Pall?

+2(Thxy — Ty, Txy — Pra))

S )\n+15 + (1 - )\n—i-l)Hxn - PFGH2 + 2An+15 + Cen:

et par induction, on obtient pour tout n > m,

ls1 — Pral2< 35 <Anﬂ i /\i+1)>

k=m i=k n n
+HIL’m — PFGH2 H (1 — /\k+1) +C Z €L
k=m k=m

<35+ [|om — Pral* T (1 = Mgy1) + C6. (Lemme B.2-3)

k=m
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ANNEXE B. CONVERGENCE DES OPERATEURS NON-EXPANSIFS

On fait tendre n vers I'infini pour obtenir lim ||z, 1 — Pra|?* < (3+C)§, pour tout § > 0,
n

d’ot x,, ;) Pra.

. Généralisation :

Considérons maintenant le cas général (xo n’est plus forcément égal a a). Soit (yy, )y la suite
de H définie par yp = a et la relation de récurrence : Vn > 0, zp41 = Apa+ (1 —A,)Txy,.
Par ce qui précéde on a y, — Pra. Or pour tout n € N,

n

< (1= M) Toen — Tyl
< (1= A1) (| Ton = T + [T = Tynl))
< (1= A1) [[2n = ynll + €n.

|Tn1 — Y]]

Par induction, pour tout n > m > 0,

n
a1 = nsall < lam =yl JTT (2= Aerr) + D e

k=m k=m
. s n
Soit m € N tel que Y € < d. On a ||zn+1 — Ynt1ll < [[Tm — Ymll TI (1 — Aer1) + 0,
k=m k=m

on fait tendre n vers I'infini, on obtient lim ||z, — y,|| < J, et ce pour tout § > 0, d’ou
n
Ty — Yn — 0 et ainsi x,, — Pra.
n n
U



Annexe C

Preuves annexes de la section 111.2

L’objectif de cette annexe est de prouver les Lemmes 3.2-5, 3.2-6 et 3.2-7, énoncés dans la section
I11.2, laquelle a pour but de prouver qu’il est toujours possible de supposer que le potentiel ¢ du
plan de transport optimal vérifie '’hypothese (I';).

Lemme 3.2-5.

Soit f une fonction convexe sur R™ différentiable en un point x € R™. Alors il existe € > 0
tel que f soit lipschitzienne sur B(x,€), avec pour constante de lipschitz L = 4(|V f(z)| + 1).

Preuve : f est différentiable en x, donc pour z au voisinage de ,
f(z) = f(x) +(Vf(zx),z — x) + 04(2 — x), avec o,(h) = o(h).

II existe donc € > 0, tel que pour tout h vérifiant |h| < 2¢, o,(h) < |h|. Ainsi, pour tout
y € B(z, 2¢),

fy) < flo) + IVF@)lly — 2l + |y — 2| < fz) + 2(IV (@) + De (C.0-1)

Pour tout y € B(x,2¢), soit y € B(x,2¢) le symétrique de y par rapport a x.
Comme z = 5(y+Y'), I'inégalité de convexité nous donne, en majorant f(y') comme dans (C.0-1),

1 1 1 1
f(z) < §f(y) + §f(y,) < §f(y) + §f(ff) + ([Vf(z)|+ e,
d’ot1
flx) =2(Vf(z)| + 1)e < f(y) (C.0-2)
Soient yi1,ys € B(x,€) supposés distincts. On pose y = y1 — eéﬁ:iﬁ' et yh = yo + G‘Z;:Zh' I est

clair que yi,yh € B(z,2¢) et

y1 =M1+ (1= Nyz, et ya = Ayp + (1 = N

ly2—y1|
e+ly2—y1]

avec A\ = € [0,1]. Par I'inégalité de convexité, on obtient

flyr) S Af(yh) + (1= N) fy2)

i.e.

Fln) = Fy2) < A(f(y1) = f(y2))

215



216 ANNEXE C. PREUVES DE LA SECTION III.2

Or, par (C.0-1) : f(y1) < f(z) +2(|Vf(z)|+1)e; et par (C.0-2) : —f(y2) < —f(2) +2(|Vf(2)|+
1)e. En observant de plus que A < @, on obtient

fly1) = f(y2) <4V (@) + Dly2 — v

En procédant de méme en considérant cette fois yo comme interpolation de y4 et y1, on obtient
symétriquement :

fQy2) — flyr) <4V (@) + Dly2 — v

On peut donc conclure

[f(y2) = Fyo)l <AV (@) + Dly2 — 1

Ceci pour tout y1,y2 € B(z,€) (on peut trivialement y inclure le cas y; = y2). O

Lemme 3.2-6.

Soit f une fonction convexe sur R™ différentiable en un point x € R™. Alors il existe § > 0
tel que pour tout y € B(x,0), et pour tout a € df(y), |a| < 4(|Vf(x)] +1).

Preuve (fortement inspiré de celle de la Proposition 16.14 (iii) de [}]) :

D’aprés le Lemme 3.2-5, il existe § > 0 tel que f soit lipschitzienne sur B(x,20), avec pour
constante de Lipschitz L = 4(|V f(z)| + 1). Soit y € B(x,§), et soit € > 0 tel que B(y,¢) C
B(x,26). Soit a € 0f(y). Pour tout h € R,

fly+h) = fy)+ (e h),
et donc pour |h| <€,
{a,h) < fly+h) = f(y) <4(VF(@)| +1)[R]

en posant h = (5 (siaw #0), on a bien |h| = € et ainsi :
ol <4V ()] +1)

(et si @ = 0 l'inégalité précédente est triviale). O

Lemme 3.2-7.

Si f est convexe et continue et superlinéaire sur R? tel qu’il existe a,b,c > 0 avec a < 1 tels
que
Ve e RY f(z) < alz|® + blz| + ¢,

alors f* est convexe continue et superlinéaire sur RY (et admet un minimum sur R? par
coercivité).

Preuve :
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1. f étant superlinéaire, il est clair que pour tout z € R?, il existe r, > 0 tel que si |y| > 7,
alors f(y)/|y| > |z|. Ainsi pour tout y € R tel que |y| > rs, on a

(x,y) — fy) < |yl(J=| = f(y)/ly]) < 0.

De plus, du fait que f est continue sur R, M = sup ({x,y) — f(y)) est finie, donc au
B(0,rs)
final
sup ((z,y) — f(y)) < max{0, M} < +o0.
y€R4
f* est ainsi finie et donc continue (car localement lipschitzienne) sur R?.

2. Enfin, pour tout x € R?,
FH(@) > Ja? = f(z) = (1 = a)[z]* = bla| — ¢

Or1—a >0 et ainsi (1 —a)|-|>—b|-| — c est superlinéaire, et donc il en est de méme

pour f* qui est du fait coercitive et, étant convexe et continue, admet alors un minimum
d

sur R?.

g



218 ANNEXE C. PREUVES DE LA SECTION III.2



Annexe D

Calcul d’'un opérateur proximal

Dans cette annexe, nous proposons de donner le détail du calcul de 'opérateur py a partir du-
quel avait été calculé le champ de vitesse vy explicité dans I'exemple 3.3-22, dont I'objet était la
construction d’un champ de vitesse de transport optimal ne vérifiant pas une régularité H?'.

Rappelons que le champ de vitesse vy est calculé a partir de 'opérateur p, via la formule

suivante : )
id — p(ﬁ(t’ )

; , pour tout ¢ €]0, 1]

U¢(t, )=
(voir la définition 3.3-9 p. 89).

Dans cet exemple, nous considérions le potentiel de transport ¢ défini pour tout (z,y) € R?
par :

1
o(z,y) = S (1* +1yl*) + lyl,

et nous déclarions que 'opérateur p,, associé a se potentiel était alors défini, pour tout ¢ €]0, 1]
et pour tout (z,y) € R?, de la maniére suivante :

(z,y)+(0,—t), siy>t,
pd)(t:xay): (.%',0), si —tﬁyita
(%,y)+(0,t), Siy< —t.

(voir la Remarque 3.3-23 p. 122).

Nous allons donc & présent détailler le calcul a aboutissant a l'expression de py énoncée ci-
dessus.

On rappelle que d’aprés la définition 3.3-9 (p. 89) de l'opérateur p,, pour tous ¢ €]0,1[ et
(z,9), («/,y") € R*, on a
(@"y) =py(t.z,y) & (z,y) € 1 —t)(2',y) +108(,y).
Le calcul de la sous-différentielle ¢ de ¢ donne le résultat suivant : pour tout (z,y) € R? on a
o 0¢(z,y) = {(z,y) + (0,1)} (singleton) si y > 0,
e 0¢(z,y) = {(z,y) + (0,—1)} (singleton) si y < 0,
i aqﬁ(x,y) = {(.TJ,O)} + {0} X [_17 1] = {1,'} X [_17 1] si Y= 0.

Le potentiel ¢ est donc différentiable en tous points des ensemble Rx] — oo, 0] et Rx]0, 4+o00],
mais non-différentiable en chacun des points de I’ensemble R x {0}. Passons maintenant au calcul

219
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de p,, : soit t €]0, 1], et soient (z,y), (¢/,y") € R? tels que (2/,y') = py(t, z,y). On distingue trois
cas: ' > 0,19 <0 ety = 0. Développons ces trois cas :

1. On a tout d’abord :
y' >0,
y' >0, (z,y) € 1 =t)(2',y) +t0s(2",y)
(',y) = py(t,z,y) ={(1-t)@",y) +t((@',y) +(0,1))}
={(",y) +(0,1)}

y’>0<:>{

y/ > 0, y>t,
@{mwﬂﬂwﬂw>@{wybmw+mw:wmw»

2. De méme, on a

y' <0,
y' <0, (z,9) € (1 = t)(2',y) + tde (2, y/)
(@' y') = py(t, 2, y) = {1 - t)(, )+t ((',y) + (0,-1))}
={(@",y) + (0,-1)}

y’<0<:>{

y <0, y < —t,
é{mmzww+mw @{W@bum+mmwwmw

3. Enfin, pour finir on a

(%, y) € (1 - t)(xlv yl) + ta¢($/’ y/)
={(1—t)(2,0) + ¢t ((2/,0) + (0, ), X € [-1,1]}
= {2’} x [-t,1]

o { y € [t

(xlay/) = (z,0) = p¢(t,$,y).



Annexe E

Preuves annexes de la section 1V.1

Notes pour ce chapitre.
e Pour tout hyper-pavé owvert Q =lay, by[x..x]aq, bg[C RY, on définit le diamétre diam(Q)

de @ par :
diam(Q) = max {|a; — b1], .., |aqg — bg|} -

e On appelle fonction & variables séparées sur QQ, une fonction du type

X x=(x1,..,2q9) € Q+— x1(z1)..xa(x4q),

avec X définie sur |ag, bi| pour tout k € [1,d].

e On note | - |oo la norme sur R définie par
|Z]oo = max{|z1|, .., |24}, pour z = (z1,z2) € RL

e Pour toute fonction f = (f1,.., fa) € L*(w)? (avec w un ouvert de R%), on définit || f|| 11 o)
par

112wy = max {{| f1ll L1 () - 1 fall 1) } -

Le but de cette section est de démontrer le Lemme 4.1-11 que nous rappelons ici :

Lemme 4.1-11.

Soit Q un ouvert borné de R?, et soit une distribution T € D'((0,1) x Q), telle que I'on ait

VT € L2 ([0,1] x Q) (ou du moins un de ses représentants de classe L3-mesurable que

l’on notera g).

Alors T € Wl{);’"([o, 1] x Q), ou plus précisément il existe f € Wl’oo([(), 1] x Q) tel que :

loc

1
o Vh e CP([0,1] x Q), <T,h>:/ /fhdmdt,
0 Q

e Vh e C>([0,1] x Q)4, <T,div(h)>:/Ol/gf'div(h)dxdt:—/Ol/ﬂg-hdmdt.

De plus f est lipschitzienne (ou du moins un de ses représentants) sur €.

Dans ce but, nous démontrerons dans un premier temps le Lemme suivant :

221
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Lemme E.O-1.

Soient ay, ..,aq4,b1,..,bq € R tels que pour tout k € [1,d]], on ait a < by, et soit l’ensemble
Q =lJa1, b1[x..x]aq, ba[, un hyper-pavé ouvert de RY.

Pour tout k € [1,d], soit x € C(Jak, bk|), tel que pour tout k € [1,d], on ait fab: Xk = 1.
On définit la fonction & variables séparées x € C°(Q) par :

X @@= (71,.,74) € Q> x1(x1)--Xa(Ta)-
Alors pour tout h € C°(Q), il existe p € CX(Q)? telle que :
h = < / h(t) dt) X + div(p), (B.0-1)
Q

et
el 1@ < 2diam(Q) Al L1 (q)- (E.0-2)

La preuve de ce dernier Lemme se révéle relativement simple, bien qu’assez longue (et assez
lourde). C’est pourquoi, dans le but de donner au lecteur une idée claire de la preuve, nous
choisissons dans un premier temps d’énoncer et de démontrer une version simplifiée de ce Lemme
(en dimension 1). La preuve compléte du Lemme E.0-1 sera exposée a la suite de celui-ci.

Lemme E.0-2.
Soit x € C°(R) telle que [ x(t)dt = 1. Alors pour tout f € CZ(R), il existe 1) € C°(R)

telle que
f= </ f(t) dt) X+ (E.0-3)
R

sup]z/z |<2/ |f(t)|dt. (E.0-4)

et

Preuve : Soit f € C°(R), on définit p € C°(R) par

Vz € R, w(g;):/x < /f > . (E.0-5)

1 est de classe C* et vérifie avec f les relations (E.0-3) et (E.0-4). En effet, pour tout x € R,

on vérifie immédiatement
V(@) = 1) = x(@) [ 1(s)ds
R

sl < [ (f0-x | 1 soyas) as [ irolae ([ 1rwla) [ ' f(s) ds
<2 [ i)

De plus v est a support compact dans R. En effet :

et
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— la fonction t — f(t) fO s) ds est a support compact, donc uniformément nulle sur
| — 00, x[ si z est assez pet1t d’our 1 on déduit que v est uniformément nulle sur | — oo, xo|
pour un xgy assez petit

— la fonction t — f(t) fo s)ds est également uniformément nulle sur |z, +oo[ si ©
est assez grand. Donc pour x assez grand on a :

s@= [ (10-x0 [ 10a) a= [ (10-x0 [ 16)ds) a
Lo () (o)

On a donc ¢ € C(0,1). O

Passons donc maintenant a la preuve du Lemme E.0-1 (p. 222) qui sera, rappelons-le, une géné-
ralisation en dimension d de la preuve du Lemme E.0-2.
Retour a la preuve du Lemme E.0-1 : Pour ¢ allant de m an, on pose

(ti)i - (tm7 cey tn) (EO—6)

bm bn
®/ ) (dt;) Z_/ / by oo tn) dbp..dtp, (E.0-7)

Soit h € C*(Q). Alors, pour tout k € [2,d], la fonction

(22 ® / bi)is Tk s 0) (1) (E.0-8)

est de classe C* sur |ag, bi[X..x]ag, by, et ceci en invoquant la régle de dérivation sous le signe
intégrale.
On introduit alors les fonctions de classe C*° sur @ :

by

T1
01 x=(21,.,2q) €Q / (h(sl,xg, s q) — x1(51) h(t1, z2, .., xq) dt1> ds1,
al

al

pour tout k € [2,d — 1],

T
o 7€ Q o X1 (1) xh1 (51 / <®/ (t:)i, St Tk 1, 7) (1)

_Xk Sk ®/ / Tj ],Uk,$k+1,..,xd) duk(dTJ)] dSk

= Xl(xl)--Xk—l(ka—l)@/: {/m (h((t:)is Sks Tht15 -+, Td)

i=1 Ak

by
_Xk(sk)/ h((t:)i, Uks Tt1, -, Ta) duk) dSk] (dt;)s,

ag



224 ANNEXE E. PREUVES DE LA SECTION 1V.1

ot enfin,
fat 2 Q) e [ (?g} / b P((t:)i, ) (dt2)s — Xalsa é 7 n b h((77);) (dry), ) dsq
= X1(961)--Xd1(9€d1)§/; [/a:d <h((ti)i73d> — Xd(5d) /azd h((t:)i, ua) dud) dsd] (dti);

Il est clair que :

b1
O1p1(x) = Ovpr (21, .., xq) = h(z1, .., 2q) — Xl(xl)/ h(ty, x2, .., zq) dty,

al

pour tout k € [2,d — 1],

k=1 .p,
Opr(w) = X1(:U1)--Xk—1($k—1)®/ h((ti)i Ths -, Ta) (dti);
i=1"%

—x1(z1)--xx(zk ®/ ((ti)is Tra1s - za) (dity);

et,

d— d b;
dapa(x) = x1(z1).-x1(za—1 ®/ ti)i, Ta) (dis ) —X($)®/ h((t
i=1 i=1 Y%

Ainsi, en posant o = (1, ..,0q) € C°(Q)?, on a :
h(z) = h(x1,..,2q)

bl bl
= Xl(l“l)/ h(t1, z2,..,xq) dt; + <h(x1,..,:1cd) — Xl(ﬂfl)/ h(t1,x2, .., zq) dt1> ,

ai al

c’est a dire

b1
h(zx) = Xl(ﬂfl)/ h(t1, z2, .., zq) dt; + O1p1(x).

al

En continuant (si d > 3) :

bs by
h(z) = x1(71)x2(72) / / h(ti,ta, x3,..,2q) dt1 dta + O1p1(2)
as Jap

by b b1
+ (Xl(xl)/ h(tl,xg,..,xd) dtl — Xl(xl)XQ(.%'g)/ / h(tl,tg,xg,..,md) dtl dtg)
az al

al

A
= x1(x1)x2(w2) / / h(t1,t2, 23, .., xq) dt1 dta + O1p1(x) + Dagpa(x),
as Jai

tc... En procédant ainsi, par télescopage successif, on obtient finalement :

h(z) = x1(z1). ded®/ ) (dt;) +Zak§0k

d
=x(@) [ hOdi+ Y pute) (209

k=1

() /Q h(t) dt + diva()(2),
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On a donc prouvé (E.0-1) Montrons maintenant que pour tout k € [1,d], on a la majoration :
/ lor(z)| dx < 2|b, — ak|/ |h(z)| dx. (E.0-10)
Q Q

En effet, pour tout k € [2,d — 1],

o= ([ were) & [ |

i=k+1

bkl

B 1L [ oo

b
xelsn) / h<<tj>j,uk,<xi>i>duk) dsk] (dt;);

<® [1@ [ [ [ e

i=k+1 j=17%

_Xk(skz)/ h((t5)5, ks (x4)i) dug,

<|bk—ak|®/ {@/@ U t5)j, Sk, (2:)i)] dsg

dsg, dmk] (dtj)j] (dz;);

i=k+1

+/: Xk (sk) /: h((t5)5, uk, (%:):) duy, dSk} (dtj)]} (dz;);
= by —akt% / / iy b Bt st (2:)7)] ds

by,
/ h((t))j, uk, (xi)i) duy,

ag

+ (/: Xk(8k>d$k> ] (dtj)j] (dy)i
= _k@/b [/b [ / i 8k (20)0)] <dwi>i] dsk] (dt;);

i=k+1

= 2|by, — ag] /Q |h(z)| dx.

On procéde de méme pour @1 et pq. On a donc bien montré (E.0-2), a savoir que :
lellLr(q) < 2diam(Q)[[h] L1 (q)

Montrons pour finir que, pour tout k € [1,d], on a ¢ € C°(Q). Soient ay, .., aq, b1, ..,84 € R
tels que pour tout p € [1,d], supp(xp) C [ap, Bp], et supp(h) C [aa, B1] X .. X [, Bal-
Soit x = (x1, .., xq) €lap, bp[x..x]ag, ba[\([a1, B1] X .. X [ag, Ba]). Il existe donc k € [1,d] tel que
zp €lap, bp[\[op, By)-
Ainsi, pour tout | € [1,p — 1] (s’ils existent), on a h(t1,..,t;, 2141, .., 24) = 0 pour tous ty,..,t; €
]al,bl[x..x]al,bl[.

1. On a ainsi :

-1

bi by
®/ ti)ir T, -, Ta) (dt); = ®/ / h((ti)is wi, g1, -, za) dwg (dti); = 0,

i=1 @
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et

-1 bj
®/ h((Tj)j7sl,xl+1,..7xd) (de)j = O,
j=1"%

pour tout s; €|ag, by. D’ou ¢y(x) = 0.
2. On a xy €lay, by[\[ay, Bp], donc xp(zp) = 0 et ainsi, pour tout | € [p+1,d] (s’ils existent),
on a ¢y(x) = 0.
3. Pour le cas de ), distinguons deux cas :
— Pour tout s, €|ay, ap[U]Bp, bpl, on a xp(xp) =0 et h(t1,..,tp—1, Sp, Tp+1, .., Tq) = 0 pour
tous ti,..,tp—1 €lai,bi[X..x]ap—1,bp—1][. On a donc immédiatement : si x, €|ay, )
alors

Zp by,
/ (h((tz)’u Sps k415 ++» .’L’d) - Xp(sp) / h((tl)’u Ups Th4-15 -5 md) dup) dsp =0
ap ak,

(avec "(x41,..,xq) = 0" sip = d), pour tous t1, .., tp—1 €las, br[x..X]ap_1,by—1[. Dot
ep(x) = 0.

— Si au contraire x, €|8p,by[, on a

Tp bp
/ (h((ti)ivspal‘k-i-lv ..,$d) - Xp(sp) / h((ti)iaup7xk+la ..,l’d) dup) dsp

P

P
by by
/ h((ti)iasp)xk-‘rla ..,ﬂfd) - Xp(sp) / h’((ti)i)up7$k+la "7$d) dup dSp
ap ap

by

h((ti)i, Sps Tht1, --» Td) dsp
P

by bp
([ Ttsdsy ) [, o) du

P P

bp bp
(h((ti)z‘,sp,xk+17--7%'d) dSp—/ h((ti)i, up, Thg1s -, Tq) dup)

D
(E.0-11)
pour tous ty, .., t,—1 €lar, bi[x..x]ap—1,bp—1]. D'ot1 pp(x) = 0.

En conclusion, on a supp(yg) C [aa, B1] X .. X [ag, Bq] et donc ¢, € C°(Q) pour tout k € [1,d],
c’est a dire ¢ € C°(Q)?. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Lemme 4.1-11 : nous procéderons par
recouvrement fini des compacts de €2 par des hyper-pavés, et nous pourrons appliquer le Lemme

E.0-1sur chacun d’eux par partition de 'unité.

Rappel de notation : On note | - | la norme sur R définie par

|z|0o = max{|z1|,.., |xq|}, pour z = (z1,22) € R,

Retour a la preuve du Lemme 4.1-11 :  Soit K C  un compact. On pose Dist(K, Q) =
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Ii(nf Q|x — Yloo. L’ensemble Q0 étant ouvert, on a Dist(K, Q) > 0. On définit Uy I'ensemble
reK,ye°

des hyper-pavés ouverts de diamétre strictement inférieur a Dist(K, °Q), autrement dit :
Uk = {Q =lay, bi[x..x]ag, bg[C R, VE € [1,d] aj < by, diam(Q) < Dist(K, CQ)} .

Ux est un recouvrement ouvert de K. Par compacité de K, il existe doncn € N et 1, .., Qn € Uk
tels que

K c | Qi
i=1

Pour tout i € [1,n], on définit comme dans I’énoncé du Lemme E.O-1 (p. 222) une fonction X' €
C2°(]0,1[xQ) a variables séparées sur Q;, telle que supp(x*) C]0, 1[xQ; (avec fo Jo, X! Cdxdt =1).
Soit la fonction £ € C°(Q) telle que supp(§) C. D’aprés le Théoréme A.1-3 (p. 202), il existe
des fonctions 1, .., &, € C°(Q) telles que pour tout i € [1,n], on ait

0<& <1, supp(&) C Qi

—_— n
et telles qu'il existe un ouvert U avec K C U C Q1 U..UQ,, (U est donc compact) et »_ & = 1.
i=1

Soit h € CZ°(]0,1[xQ) telle que supp(h) C|0, 1[xU. D’aprés le Lemme E.O-1, il existe des fonc-
tions @, .., " € C(]0,1[xQ)? telles que, pour tout i € [1,n] :

1. supp(¢') CJ0, 1[xQ;

1
2. hé; = < /O /Q he; dw dt) X'+ dive o (1),

: ‘| <2di i hl&:
3 /m,l)m'w'g 1am<1o,1[xcz>/ Ihe

(0,1)x

(on a ici pris la liberté, par rapport au Lemme E.0-1, de prolonger les diverses fonctions en jeu
par 0 sur tout 2 ou |0, 1[xQ).

On a donc

n

(T, h) = ;<T  h&:)
i < / / h&; dx dt> (T, X") + (T, div ("))
Zi: </ / h&; dx dt) (T, x ) (ViaT, (pi>

Zn;(//h@dxdt)Tx [ [

(E.0-12)
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( / |h|@-> TN+ [ gl I

(0,1)x£2 (0,1)xQ

< hl | [T x|+ gl poe / ‘
Zl< Lol |> 0]+ Dellimgosieon [ 1o

)

W) (T, x| + 2l 12 go,1[xv7) - diam(]0, 1[><Qz‘)/ |h|&:
(0,1)x02
(E.0-13)

IN
s/\
Il 3

( / |hr> \<T,xi>\)
i—1 (0,1)x$2

+2||gl Lo qo,1[x7) - max {1, Dist(K, )} / (Z |h|5,~>
(0,1)xQ \ ;5
< <2lglrmo,w>-max{LDist(K,Cﬂ)HZ\<T,xi>!) / .
i—1 (0,1)xQ

On peut donc conclure que, pour tout h € C2°(]0,1[xQ) telle que supp(h) C|0,1[xU, on a

(T, )| < CullbllLr0,1)x0) (E.0-14)

avec Cy = 2|g| oo qo.1xv) - max {1, Dist(K,“Q)} + > (T, x")].
i=1

Soit Ty = h € C(]0,1[xU) —— (T,po(h)), ou py désigne l'opérateur de prolongement de
10,1[xU a]0,1[x par 0, c’est a dire :

h(x), si x €]0,1[xU

0 sinon

po : h € CX(0,1[xU) —> <3:€Q»—>{ ) € C°(]0,1[xQ).

On a donc I’estimation

(T )] < Cullhllo,)xv), (E.0-15)
pour tout h € C(]0,1[xU). Ty est donc une forme linéaire sur C2°(]0,1[xU), continue pour
la norme || - || 1 ((0,1)xt)- Ainsi, par densité de C°(]0,1[xU) dans L'(]0,1[xU) (toujours pour
la norme || - || 1¢0,1yxv)), Tu se prolonge en une forme linéaire continue Ty sur L'(]0,1[xU),
vérifiant toujours par prolongement I'estimation (E.0-15) pour tout h € L*(]0,1[xU).

D’aprés le Lemme A.1-4 (p. 202), il existe donc une fonction fyr € L*°((0,1) x U), telle que pour
tout h € L*(]0,1[xU), on ait

_ 1
T (h) = / / fu hdzdt, (E.0-16)
0o Ju
et donc telle que pour tout h € C2°(]0,1[x) avec supp(h) C|0, 1[xU, on ait

~ 1
<T,h>:TU(hU):/O /Ufthdxdt, (E.0-17)

En écrivant Q) comme une réunion croissante de compacts (voir le Lemme F.0-1 p. 231), et
en appliquant le raisonnement précédent sur chacun de ces compacts, on peut donc conclure a
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Pexistence d’une fonction f € LjS ([0,1] x ) représentant la distribution T'; c’est a dire telle
que pour tout h € C°(]0,1[x£), on ait :

h}:/ol/gfhdxdt. (E.0-18)

Par définition de V,T et de son représentant de classe L%-mesurable g € L2 ([0,1] x ), on a
ainsi

/01/Qf-div(h)d:ndt:<T,div(h)> (VioT, b = / /g hde dt.

pour tout h € C2°(]0,1[x€). On a donc bien f € VV;);O([O 1] x Q).
Pour finir, d’aprés le dernier point de la Proposition A.1-7, il existe un représentant continue de
f (que nous notons également f par abus de notation) tel que, pour tout z,y € Q,

£ (@) = F)| < 4V L@z —yl-

Remarque E.0-1. I serait possible de généraliser le Lemme 4.1-11 a tout p €]1,400] : c’est @
dire que de montrer que V,,T € LY ([0,1] x Q) implique que T € ‘/Vllof([o, 1] x Q), et ceci avec
une démonstration similaire. Pour cela il faudrait montrer dans le Lemme E.0-1 une estimation
du type [|¢llLe < Cl[hl[za (pour q tel que 1/p+1/q =1) plutét que [[¢[|p1 < C|lA]|L1.
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Annexe F

Etude de la notion de poussée de
mesure dans le cadre du transport
optimal

Dans cette annexe, nous étudierons en détail la notion de poussée de mesure, plus précisément
les propriétés utiles a notre étude qui en découle dans le cadre du transport optimal et de
I'interpolation de McCann, & savoir principalement les Propositions F.0-3 et F.0-6. Comme nous
ferons souvent appel aux propriétés (IV) p. 203, nous nous en rappelons I’énoncé ci-dessous.

Propriétés (IV).
Soit Q un ouvert de R, et i une mesure sur la tribu de Lebesque de .

1. u(K) < 400 pour tout compact K C §.

2. Pour tout ensemble Lebesgue-mesurable E de ), on a
w(E) =inf{u(V), ECV, V ouvert}.

3. Pour tout E ouvert et pour tout ensemble Lebesque-mesurable E de Q) tel que u(E) <
+00,
p(E) =sup{u(K), K C E, K compact}.

Commencons par définir plus rigoureusement la notion de poussée de mesure (Proposition F.0-3
plus bas). Pour cela nous auront besoin des deux Lemmes suivant : les Lemmes F.0-1 et F.0-2.

Lemme F.0-1.

Soit V un ouvert de R%. Il existe une suite (Kn)nen de compacts de R? telle que pour tout
neN, K, C Ky, et
V= |]JKn

neN

Preuve : Supposons dans un premier temps que V est borné. Son adhérence V est donc un
compact de R%. Donc, d’aprés la propriété de Borel-Lebesgue, pour tout n € N, il existe k, € N

231
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et xy, .., Ty, € V tel que

_ — 1
VC B <w" ) (F.0-1)
i n+1
1=0..kn,

(o1 B(z,r) désigne la boule fermé de centre x et de rayon r). Pour tout n € N, on pose

A, = {z € [0,k,], B <$?’n41—1> - V} et K, = U B<x?’n—1i—1> cVv
i€Ap

(K,, étant compact du fait que A, est fini). Montrons que V est la réunion des K,,. Tout d’abord,
il est clair que

UK.V

neN
Soient x € V et r > 0 tels que B(z,r) C V (B(z,r) étant la boule ouverte de centre x et
de rayon r), et soit n € N tel que 1/(n+ 1) < r/2. D’apres (F.0-1), il existe donc x}' tel que
x € B(x},1/(n+1)). Ainsi pour tout y € B (z},1/(n+1)), on a

1

n+1+n+1

|z =yl < |z — 2| + [z —yl < <,

donc

— 1
B <$?7M> C B(x,r) C ‘/,

dotri € Ay, et B(2,1/(n+1)) C Ky, Il s’en suit que x € K,,, et on peut ainsi conclure que

vV C U K,.
neN
Pour finir, si I'on ne suppose plus que V' est borné, on peut toujours se ramener au fait que
V' peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’ouverts bornés (par exemple la réunion des
B(0,n) N V). Donc en tant que réunion dénombrable de réunions dénombrables de compacts, V'
est la réunion d’une famille dénombrable (K, )nen de compacts de RY.
Quitte 4 poser pour tout n € N,

n
I .
K= U K,
J=0
on peut considérer que cette famille est croissante au sens de I'inclusion. ]

Lemme F.0-2.

Soit K un compact de R?. Il existe une suite (Vy)nen d’ouverts de RY telle que pour tout
neN, V1 CV,, et
K = ﬂ V.

neN

Il existe de plus un ouvert borné V' de R? tel que pour toutn € N, V,, C V.

Preuve : De part la propriété de Borel-Lebesgue, pour tout n € N, il existe k, € N et z, .., x} €
K tel que

Kc |J B (xnnL) (F.0-2)

1=0..kn,
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(ot B(z,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r). On pose ainsi, pour tout n € N

n 1
Vi = U B<xi’n+l>'

II est clair que

K c () Va
neN

1
Soit x € ﬂ Vi, Pour tout n € N, il existe i, € [0, k,,] tel que x € B (l‘;ﬂn, ) .
neN n+1

La suite (2} )pen (d’éléments de de K) converge donc vers x, et donc x € K. D’ou

in

(Va C K.
neN

Quitte a poser pour tout n € N

on peut considérer que la famille (V,,),en est décroissante au sens de I'inclusion.
On Remarquera en outre que pour tout n € N, V,, C V', V' étant 'ouvert borné défini par

V' = B(,1).

zeK

Proposition F.0-3.

On munit R® de la tribu de Lebesque. Soient jn une mesure positive o-finie sur la de Lebesque,
et T : R4 — RY mesurable (toujours sur la tribu de Lebesque). On suppose que l'une des deut
hypothéses suivantes est vérifiée :

1. La mesure i est finie,

2. L’application T est coercive par rapport a u, i.e. T_I(A) est borné p-presque partout
pour tout ensemble Lebesque-mesurable borné A dans RY.

Alors il existe une mesure positive sur la tribu de Lebesque v sur RY, vérifiant les propriétés
(1V) (voir le début de ’anneze), telle que

Vf € CORY), / fdv = / F(Tz) dp (F.0-3)
Rd Rd
De plus, pour tout ensemble Lebesgue-mesurable A C R, on a v(A) = p (Tﬁl(A)).

On dit alors que v est la poussée de la mesure p par l'opérateur T', noté

v =T+Hpu.
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Preuve : L’existence d’une mesure positive sur la tribu de Lebesgue v sur §2, vérifiant les
propriétés (IV), et la relation (F.0-3) provient de I'application du Théoréme A.2-1 (p. 204), a la
forme linéaire positive sur C?(RY) définie par

fH/Rdfdu:/Rdf(Tx)du.

Cette forme linéaire est bien définie si I'une des deux hypothéses de I’énoncé est vérifié (j est
finie ou T est coercive).

La partie moins triviale de cette preuve concernera donc le dernier point de I’énoncé. Nous
montrerons tout d’abord la propriété pour les ouverts bornés et les compacts de R%, puis nous
généraliserons a tous les ensembles Lebesgue-mesurables.

1. Soit V' un ouvert borné de R?. D’aprés le Lemme F.0-1 (p. 231), il existe une suite
(K )nen de compacts, croissante au sens de I'inclusion, tel que V' soit la réunion des K.
Pour tout n € N, le Théoréme A.1-2 (p. 201) nous donne 'existence d’un f, € C(Q) tel
que 1g, < f, < 1y. La suite d’indicatrices (1, ), convergent simplement vers 1y, il en
est donc de méme pour la suite (fy,)n, et ainsi pour la suite (f, o T),, vers 1y oT.
D’aprés le premier point des propriétés (IV), on a v(V) < v(V) < +oco. Soit V' un ouvert
borné de R? tel que V.C V' D’aprés le Théoréme A.1-2, il existe une fonction g € CO(Q)
tel que 137 < g < 1y». D’ou

faoT <1y oT <1y 0T <goT

pour tout n € N, et
/ g(Tx)du = / gdv < v(V') < 4o0.
Rd Rd

Ainsi par convergence dominé, on a

V)= [ avav= tim [ pav= tm [ (o) de

(F.0-4)
_ /Rd Ly (Tz) dp = u (T-1(V)).

2. Soit K un compact de R%. On raisonne comme dans le point précédent : le Lemme F.0-2
nous donne lexistence d’une suite (V,,)nen d’ouverts, décroissante au sens de I'inclusion,
tel que K soit lintersection des Vi, ainsi que d’un ouvert borné V' tel que pour tout
n € N, V,, € V'. De plus pour tout n € N, le Théoréme A.1-2 nous donne ['existence
d’'un f, € CY(Q) tel que 1 < f,, < 1y, < 1y. La suite d’indicatrices (1y;, ), convergent
simplement vers 1, et ainsi donc de méme pour la suite (fy,)n, et pour la suite (f, 0T ),
vers 1 o T, avec la domination fp, o T < 1y o T, avec d’aprés le point précédent

/ 1y (Tz)dp = / Tyrdv <v(V') <v(V7) < 4o0.
R4 R4

On conclut alors par convergence dominé que v(K) = p (T71(K)).

3. Soit A un ensemble Lebesgue-mesurable borné de R%. v vérifie les propriétés (IV), donc
en particulier par les points 2 et 3 :

v(A) =inf{v(V), A CV, V ouvert borne}
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et
v(A) =sup{v(K), K C A, K compact}. (F.0-5)

(On peut considérer que I’'on minimise sur les ouverts bornés du fait que A est supposé
borné). Pour tous compacts K et ouverts V tel que K C ACV, on a

V(K) = (TY(K)) < (T71(A)) < o (T71(V)) = (V)
d’ot

v(A) =sup{v(K), K C A, K compact}

= sup{u (T_l(K)) , K C A, K compact} < p (T_I(A))

<inf{u (T"1(V)), A CV, V ouvert borne}

= inf{v(V), A CV, V ouvert borne} = v(A).

(F.0-6)

d’ott v(A) = (T~'(A)). Pour finir, si I'on considére maintenant que A est un ensemble
Lebesgue-mesurable quelconque, A peut s’écrire comme une réunion dénombrable (A;,),
d’ensembles Lebesgue-mesurables bornés (par exemple la réunion des A, = B(0,n)NA).

D’ou
v(A)= lim v (U Ak> = lim pu <T1 (U Ak>> = lim p (U 71 (Ak)>
n——+o0o o n—+o00 Py n—+o0o 0
=4 (UT—l (Ak)> = u (T—l (UAk > =pu(T71(4)).
keN keN
(F.0-7)
O

Passons maintenant a l'interpolation de McCann : la Proposition F.0-6 plus bas. Comme nous
souhaitons toujours travailler sous ’hypothése (I'1), en particulier lorsque nous traitons des in-
terpolés du potentiel de transport ¢, énongons avant tout le petit Lemme suivant.

Lemme F.0-4.

Soit ¢ : R — R wvérifiant la propriété (T'1). Alors, pour tout t € [0,1], t¢ + (1 —t)| - |?/2
vérifie également la propriété (I'y).

Preuve : Evidente (rappelons au passage que (t¢p+(1—t)|-]2/2)* = '={t$) pour tout t € [0,1]).
4

Avant d’énoncer la Proposition F.0-6, énoncons le Lemme suivant, qui sera nécessaire d’invo-
quer dans la preuve de la premiére. De fagon abusive, pour f et g deux fonctions mesurables,
nous noterons souvent f = T#g au lieu de fL£L% = T#(gL%).

Lemme F.0-5.

Soit ¢ : RY — R wérifiant la propriété (T1), et p défini par rapport & ¢ & la définition 3.3-9
(p. 89), c’est a dire pour rappel :
x

1—t> = V(o))"

p(ta ) = pqﬁ(ta ) = PI‘OXﬁd) (
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ot (¢y)* désigne la transformée de Legendre de ¢y = (1 —t)| - [2/2 + to.

Pour tout r > 0, la fonction
G: (tz,y)— ]lp(t,m)(y)

est Lebesgue-mesurable sur [0, 1[xR% x R,

Preuve : Soient r > 0. Remarquons tout d’abord que G = 1 avec F = {(t,z,y) € [0, 1[xR% x
RY, y € p (t, Bz, r))} Ainsi, pour prouver que G est Lebesgue-mesurable, il suffit de prouver
que F est un élément de la tribu de Lebesgue. Nous allons prouver plus précisément que F

est fermé dans [0, 1[xR? x R?. Soit (t,,Tn,yn)n une suite d’éléments de F convergeant vers
(t*, 2*,y*) € [0,1[xR? x R?. Montrons que (t*,z*,y*) € F. Pour tout n € N,

(tnaxmyn) el & y,ep (tn,B($n,T))
= Jz, € B(xn,r), yn = P(tn, 2n)

& dz, € B(xmr)a Zn € tn8¢(yn) + (1 - tn)yn
< Jz, € B(xp, 1), 3 € 00(yn)s 2n = tnn + (1 — tn)yn.

(F.0-8)

On considére donc des suites (z,)n €t (&), telles que définies dans la relation (F.0-8). La suite
(yn)n est convergente, donc borné. Soit w un ouvert borné contenant tous les y, pour n € N.
¢ vérifie la propriété (I'y), donc en particulier ¢ est localement lipschitzienne sur R?, donc
lipschitzienne sur w. D’aprés le Lemme 3.3-1 (p. 86), 0¢(w) est borné dans R? : la suite (&,)n
est donc bornée dans R?, il est donc de méme pour la suite (zn)n. Quitte a devoir extraire une
sous-suite on peut donc considérer que (£,)n et (2n)n convergent dans R?. On notes £* et z* leurs
limites respectives. D’aprés le Lemme 3.3-3 (p. 87), on a £* € 9¢(y*), d’ou

2=t + (1 =ty et 0oy )+ (1 —tN)y" = y*=p(t,=2").

De plus, pour tout n € N, on a ||, — z,|| < r. Par passage a la limite, on a donc ||z* — z*|| < r,
ie. z* € B(x*,r). Ainsi, y* € p <t*,B(w*,r)), ie. (t*,2*,y*) € F. O

Proposition F.0-6.

Soient pg € LY (R, dL%) a support compact, tel que pg > 0, et ¢ : R — R wvérifiant la
propriété (I'1).

Alors, pour tout t € [0,1[, il existe une mesure positive vy sur la tribu de Lebesgue de RY, a
support dans (tV¢ + (1 —t)id) (supp(po)) (donc borné), vérifiant les propriétés (IV) (voir le
début de 'annexe), telle que vy = (tV¢ + (1 — t)id)#(poL?), i.e.

Vf e CARY), /R fdu = /IR F(EVo(@) + (1= t)a)po() ALY () (F.0-9)

De plus, v; est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque £ sur RY (i.e.
v K Ed), autrement dit il existe p; € Ll(Rd, Ed) tel que vy = ptﬁd, 1l est en outre possible,
pour tout t € [0, 1], de choisir un représentant de p; de tel fagon a ce que (t,x) — py(x) soit
mesurable sur [0, 1][x R
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Pour finir, les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Pour tout h € L2 (R4, L), on a

loc

— ho (tVo+ (1 —t)id) € L (R4, £%),

— hdvy, = / h(z)py(z) dLY(z) = / h(tV(x) + (1 — t)z)po(z) dL(z).
Rd Rd R4
2. Pour tout h € L ([0, 1[xR<, £4H1), on a

— (t,z) = h(t,tV¢(x) + (1 — t)z) € L2 ([0,1] x RY),

- /1 /Rd h(t, z)py(z) AL () dt = /1 /Rd h(t,tVe(z) + (1 — t)z) po(z) dz dt.

3. Pour tout h € C9([0,1[xRY), t / Ndvy = / hpe dLe est continue sur [0,1],
R4

autrement dit t — vy est continue sur |0, 1[ dans D'(R?).

Preuve : Pour tout t € [0,1], on applique la Proposition F.0-3 (p. 233) pour u = poL? et
T = tVeo+ (1 —t)id. Ici, du fait que pg € L' (R%,dL?), poL? est une mesure finie. La Proposition
F.0-3 nous donne donc lexistence pour tout t € [0, 1] d’une mesure positive v; sur la tribu de
Lebesgue de R? (définie comme dans le Théoréme A.2-1 p. 204), vérifiant les propriétés (IV), et
la relation (F.0-9) :

vrect®h, [ fan= [ Vo) + (1 - He)mia) de'(o)

Ainsi, pour tout t € [0,1] et pour tout f € C2(R?) tel que :
supp(f) € RtV + (1 —1)id) (supp(po))

on a

/fdut / F(EV () + (1 — B)2)po () dL(x) = 0

Donc supp(vt) C (tVe¢ + (1 —t)id) (supp(po)) et, supp(po) étant borné, il en est de méme pour
(tV¢ + (1 —t)id) (supp(po)) en vertu du Lemme 3.3-2 (p. 86).
De plus, pour tout ensemble Lebesgue-mesurable A de R?, on a

n(A4) = (pot?) (€76 + (1 = 1)id)) " (4)) = (mL?) (p(t, 4)) = / podCi(z) (F.0-10)
p(t,4)
En effet, rappelons que pour tout x € R? ot ¢ est différentiable, on a d’aprés (3.3-10),
z=p(ty) & y=(1-1t)z+tVo)

Or pour tout t € [0,1], p(t,-) est lipschitzien (d’aprés la définition 3.3-9 p. 89), donc d’apres le
Lemme 3.3-21 (p. 103), si LY(A) = 0, alors L(p(t, A)) = 0, d’ot1 1(A) = fp(t A) PO dL%(z) = 0.

La mesure v; est donc bien absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue £¢.

Pour tout t € [0,1] et tout x € R?, on pose

pt(z) = (Dvy)(x) = limsup ve (B(z,r)), >0 (F.0-11)

1
r—0 Va(B1)rd
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(telle décrite dans le Théoréme A.2-6 p. 200).

Ici, d’aprés (F.0-10), pour tous r > 0 et (t,z) € [0, 1[xR,
w(Blr) = [ et / (e e (000 (3) L),
(t,B(z,r)) R4

Or, remarquons que pour tout (t,z) € [0, 1[xR
£p (¢, B(z,r) *(p (& Blr) )) < £4p (t. B(z, 7)) + £ (p (¢, S(x.7))).

avec S(z,7) = B(z,7)\B(x,r). Or L% (S(x,7)) = 0, et p(t, ) est lipschitzien sur R?, donc d’aprés
le Lemme 3.3-21 (p. 103), £ (p (t, S(x,7))) = 0. Donc

£p (1, Bla,r)) = £* (p (6 B@,1)) ) etalors Lo e (¥) = Ly 5am) )

pour L% presque tout y € R?, d’ou

o (Bla,m)) = [ gt i) 22 = |

R L) W)ro(y) AL (y).

D’aprés le Lemme F.0-5 (p. 235), la fonction (t,x,y) — ]lp(t m)(y) est Lebesgue-mesurable
sur [0, 1[xR? x RY. D’aprés le Théoréme A.2-4 (p. 205), la fonction

(ta) > 0 (Blam)) = [ 1, 0)p0l) 4270

est donc mesurable sur [0,1[xR?. Ainsi, par passage a la limite supérieure simple d’une suite
dénombrable (qui pourrait I’étre) de fonctions mesurables, la fonction (t,z) — pi(z) est me-
surable sur [0,1[xR%. Pour finir, d’aprés le Théoréme A.2-4, pour tout t € [0,1[ la fonction
x > pi(x) est mesurable sur R? et, d’aprés le Théoréme A.2-6 (p. 206), v, = p LY, i.e.

vt e [0,1], w(E) = /E ()AL (),

pour tout E sous-ensemble de R? Lebesgue-mesurable. Pour finir,

1 1
/ pe(x)(de @ dt) = / / pe(z) dx dt = / ve(RY) dt = / pod LY < +o0.
[0,1[xR4 0 JRrd 0 R4

En effet, d’aprés la définition 3.3-9 (p. 89), pour tout t € [0,1[, p(t,-) est surjective de R? dans

R, d’our d’aprés (F.0-10) :
v(R?) = / pod L = / pod L.
p(t,R%) R4

Ainsi (t,x) — py(z) € L'([0,1[xRY). L’unicité d’un tel (t,x) — p(x) découle du Corollaire
A.2-11 (p. 207).

Vérifions maintenant les propriétés définies dans I’énoncé :

1. Soit h € LS (RY, £9),

loc
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— Soient V' un ouvert borné de R? et t € [0,1]. L’ensemble image (tV¢ + (1 — t)id)(V)
est borné toujours en vertu du Lemme 3.3-2 (p. 86) et fait que ¢ vérifie la propriété
(T'1). 1I existe donc une constante M > 0 telle que, en posant

A={ye(@Vo+(1—1id)(V), h(y) > M},

on ait LY(A) = 0. Or pour tout x € V tel que ¢ soit différentiable en x (rappelons que
I’ensemble des points pour lesquels ce n’est pas le cas est de mesure nulle),

|h(tVo(z)+ (1 —t)z)| > M < tVo(x)+(1—-t)r e A & x € p(t,A)

Ici £4p(t,A)) = 0 (toujours en vertu du Lemme 3.3-21 p. 103, du fait que p(t,-)
est lipschitzienne sur R?). Donc |h(tV¢(z) + (1 — t)z)| < M pour L%presque tout
(t,z) € V, d'ott ho (tV¢ + (1 — t)id) € L (RY, LY).

— Soient toujours V' un ouvert borné de R? et t € [0,1[. py étant supposé a support
compact, si 'on suppose de plus que supp(pg) C V, d’aprés le Corollaire A.2-10 p.
207, il existe une suite (hy,), € C.(RHN, avec |h,| < M pour tout n € N, convergeant
L% presque partout vers h - L(wgr(1—1)id)(v)-

L’ensemble B des points de (tV¢ + (1 —t)id)(V) tels que (hy(z)), ne converge pas
vers h(z) ou ne soit pas borné en norme euclidienne par M est donc de mesure nulle
pour L.

En raisonnant comme dans le point précédent, on peut montrer que I’ensemble des
points x de V' ot ¢ est différentiable, et tels que (h,(tVo(x) + (1 — t)x)),, ne converge
pas vers h(tVe¢(x) + (1 — t)x) et ne soit pas borné en norme euclidienne par M est
inclus dans p(t, B), ensemble de mesure pour L%, ceci en vertu du Lemme 3.3-21 (p.
103) et du fait que p(t,-) est lipschitzienne sur R, D’aprés la relation (F.0-9), on a
pour tout n € N,

/ oy iy = / () po() AL () = / hn(tV () + (1 — )2 po() dLY(z).
R4 R4 R4

Par convergence dominée, on obtient

/ hdv, = / h(x)ps(z) dLY(z) = / h(tV(z) 4+ (1 — t)z)po(z) dL(z),
R4 Rd Rd

et ceci pour tout h € L (R4, L?) et t €]0,1].

loc
2. Soit h € L([0,1[xR%, £4+1),
— De méme que dans le point précédent, on suppose V un ouvert borné cette fois de
[0, 1[xR%.
De méme que précédemment, on peut déduire que (t — (t,tVe + (1 —t)id))(V) est
borné. Il existe donc une constante M > 0 telle que, en posant

A=A{(ty) et (& tVo+ (1 -1)id)(V), [h(t,y)| > M},

on ait LY (A) = 0. Or pour tout (t,z) € V tel que ¢ soit différentiable en x (rappelons
que ’ensemble des points pour lesquels ce n’est pas le cas est de mesure nulle),
|h(t,tVo(z) + (1 —t)z)| > M & (t,tVo(z)+ (1 —t)z) € A
< TE p(t’At)
s (t,xye B={({t,2) eV, 2/ ep{t, A)},
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ot pour tout t € [0, 1], A; est définie par A; = {x € R, (t,x) € A} et est un ensemble
Lebesgue-mesurable de R? en vertu du Théoréme A.2-2 p. 204 (et remarquons que
14(t,z) = 14,(z) pour tout (t,z) € [0,1] x R?). Avec la méme définition, on peut
également définir By = {x € R?, (t,z) € B} = p(t, Ay) pour tout t € [0,1[, de méme
Lebesgue-mesurable. Pour finir, d’aprés le Théoréme A.2-4 (p. 205), t — L (A;) et
t = L4(B;) sont mesurables.

Si £4F1(A) = 0, alors

1 1
0:£d+1(A):/0 /Rd]lA(t,a:)dﬁd(:n)dt:/o /Rd]lAt(x)dEd(x)dt

X (F.0-12)
_ / LA dt.
0

Donc L4 Ay) = 0 pour presque tout t € [0,1]. Or pour tout t € [0,1[, p(t,-) est lip-
schitzien, donc d’aprés le Lemme 3.3-21 (p. 103), si L4(A;) = 0, alors L (p(t, A;)) = 0.
Ainsi, LYB;) = L4(p(t, A;)) = 0 pour presque tout t € [0,1]. Donc d’aprés le Théo-
réme A.2-3 (p. 204),

LTYB) = / 1 LYBy)dt =0, (F.0-13)
0

d’out |h(t,tV¢(x) + (1 — t)x)| < M pour L4 -presque tout (t,z) € V. On peut donc
en conclure que (t,z) — h (t,tV¢(x) + (1 — t)x) € L ([0, 1[xR4, L+,

loc

— Pour le deuxiéme point de la propriété 2, on raisonne de méme que dans le deuxiéme

point de la propriété 1, via le Théoréme de Lusin (la propriété étant valable pour
h € CY([0, 1[xR%)).

. De par le Lemme de continuité sous le signe intégrale, il est clair que pour tout h €
C9(]0,1[xR%), la fonction

b [ Rt dv = / h (8,1 6(2) + (1 — 1)) po(z) ALY ()
Rd Rd

est continue sur [0, 1].

O

Dans la suite, pour simplifier la notation, nous noterons souvent dz a la place de dC%, et dx dt
(par abus) a la place dz ® dt.



Annexe G

Démonstration du Lemme 4.2-4

L’objectif de cette annexe est de démontrer le Lemme suivant, énoncé au début de la sous-section
IV.2.3 a la page 145 :

Lemme 4.2-4.
Soit H = {f, f € W-P([0,1] x RY)NL>®((0,1) x RY), Vp € [1,2[}. Soient de plus ¢ : RS — R

loc
conveze vérifiant la propriété ('), et un champ de vitesse v définie par rapport & ¢ comme

en (3.3-11) p. 89.
Pour tout ¢ € C°((0,1) x RY), il existe h € H, définie pour tout (t,z) €]0, 1[xR? par

~

1
h(t,z) = —/t o(s, (s —t)v(t,z) + x) ds, (G.0-1)

et vérifiant

Oh+v.V,h = ¢ (G.0-2)
et telle qu’il existe 0 < t,, < 1 ne dépendant que de ¢ (en particulier ne dépendant pas de ¢
et donc de v), tel que ;L(t, ) =0 pour tout t,, <t < 1.

De plus, on a :
th = t(va) a+ ,B (GO-?))

(Vizv étant de taille d x (d+ 1)), avec a € L>®([0,1] x R, et B € L2 ([0,1] x R4 tels
que :
o [laflpoo(poa)xre) < (Voo Loo(j0,1]xR4) s

e pour tout ouvert borné w C RY,

181 Lo ([0,11xw) < vl oo (0,17 xw) + DIVa@ll Lo (0,17xw) T [0l oo ([0,11xw)»
e aft,") =0 et f(t,) =0 pour tout t, <t <1,
b T

v ﬁ(t,x) < (IVav(t, z)| + DI Vel poo (jo,1]xre), pour presque tout (L, x) €]0, 1[xR4.

Pour cela, nous commencerons par démontrer le résultat suivant :
Lemme G.0-1.

Soient n,m € N, et w C R™. Soient f € C°((0,1) x R™) et g :]0,1[xR™ — R", et soit
Yy € w tel que :

241
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1. Pour tout s €]0,1[, g(s,-) est Fréchet-différentiable au point y.

2. Cette différentiabilité est uniforme par rapport & s : autrement dit, il existe une fonc-
tion Ry, :]0,1[xVy — R™ (ou Vo C R™ est un voisinage de 0 adapté) tel que pour
tout s €]0,1[ et X € Vp,

[Ry.y(s, M) < ogy (M)A

ot gy Vo — R est indépendante de s, et o4,(N) =0 (A —0), et
9(s,y +A) = g(5,y) + Vyg(s, y) A+ Ry (s, A)
Alors il existe une fonction Ry :]0,1[xVy — R tel que pour tout s €]0,1[ et X € Vp,
Ry (s, M| < 0y (A)|A|
ot oy : R™ — R est indépendante de s, et oy(\) = 0 (A —0), et

F(s,9(5,u+ X)) = f(s5,9(s,9)) + N(Vyg(s,9))Vy f(s,9(s,9)) + Ry(s,A)

Preuve : f € C>((0,1) x R™), donc en effectuant un développement de Taylor par rapport a
la seconde variable,

Vi X € RY, Vs €)0,1[, f(s.2+ X) = f(s,2) + WV, f(s,2) + Ry (s, N)

avec Ry :]0,1[xR"™ — R tel que pour tout s €]0,1[, et N € R™, Ry (N) < 3| Hess(f)||oc.|N'[?
Donc pour tout s €]0,1[, et pour tout A\ € R™ au voisinage de 0, en prenant z = ¢(s,y) et
N = Vyg(s, y))‘ + Rg,y(S, )‘)

f(s,9(s,y+ X)) = f(5,9(5,9) + Vyg(s,y)A + Ry y(s,A))
= f(s,9(5,9)) +N(Vyg(s,9)Vyf(s,9(5,y)) + Rgy(s, )Vy f(s,9(s,y))
+ Rf,y(sa vyg(‘S? y)>‘ + Rg:y(sa )‘))

On pose Ry (s,\) = 'Ry (s, \)Vy f(5,9(s,y))+ Ry (s, Vyg(s,y)A\+ Ry (s, \)). Pour tout s €]0, 1],
et pour tout A € R™ au voisin de 0 assez petit pour que og4,(X) <1 (et donc |Rg (s, \)| < |A]),

1
By (5, V)] < [Vy fllocogy(MIAL+ 5l Hess(f)lloe (IVyg(s, y)IA] + [Rg,y (3, A)])"

< 1V w0 (VA + 3 | Hess( ) oe (AJA] + X))
< oy

en posant oy(A) = ||V fllocgy(A) + 3| Hess(f)|lo (A + 1% oy est bien indépendante de s
et oy(\) — 0 lorsque A — 0. Au final on a bien :

f(s,9(s,u+ X)) = f(s5,9(5,9)) + N(Vyg(s,9))Vy f(s,9(s,9)) + Ry(s,A)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Lemme 4.2-4 :
Retour a la preuve du Lemme 4.2-4 : On fait le choix de poser

~

1
h(t,z) = —/t (s, (s —t)v(t,x) + x)ds,
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pour tout (t,z) €]0,1[xR%, par une application formelle de la méthode des caractéristiques, au
regard de la Remarque 3.3-16 (p. 95), appuyée de la Proposition 3.3-14 (p. 96).

¢ étant bornée, h est bien définie, et il est clair que h € L>((0,1) x R%).

Commengons par démontrer que h est localement lipschitzienne sur 0, 1[><Rd. Soit w CcC R¢
(i.e. W est compact) et soient 0 < a < b < 1. D’aprés la Proposition 3.3-15 (p. 96), il existe une
constante L telle que v soit L-lipschitzienne sur ]a,b[xRY, et d’aprés la Proposition 3.3-12 (p.
93) :v € L*>®((0,1) x w)¥.On pose M = [Vl oo ((0,1)xw)- Pour tout (t1,z1), (t2, z2) €la, b[xRY,

~ ~

|h(t1, 1) — h(te, z2)| <

1
/t (0(5, (5 — t1)0(t1, 21) + 1) — (5, (5 — t2)v(ts, @) + 22)) ds

+ /t2 o(s, (s — ta)v(te, x2) + x2) ds

t1

1
< [Vl / (5 — tr)o(ts, 21) + 21) — (5 — t2)0(ta, 22) + 2)| ds

+ [[elloo [tz — t]

1
< IIleloo/ (Is = tal[ots, 21) — v(t, 22)[ + [t2 — ta] v (ta, 22)]) ds
0

+Velloolza = 21| + [|pllooltz = t1]

< Velloo vt 1) = v(t2, 22)] + ([[VepllooM + [[loo) [t2 = ta]
+ IVelloo|zz — 21

< LIVellso(lta — ta] + |22 = z1]) + ([V@lloaM + [l0lloo) [t2 — T
+IVelloo|za — 21

Au final on a bien :

~ ~

[ty 1) = h(t2, 22)| < L(a, b, w)([t2 — ta| + 22 — 21])

avec L;(a, b,w) = max (||[Velleo (L + M) + ||¢]lccs | Velleo (1 + L)). h est donc localement lip-

schitzienne sur ]0, 1[xR?,

Donc, toujours d’aprés le Théoréme de Rademacher, h est Fréchet-différentiable presque par-
tout sur )0, 1[xR%, et sa différentielle au sens de Fréchet coincide avec sa différentielle au sens
des distributions. Nous allons maintenant calculer la différentielle de h et montrer que I'égalité

Oth + v.V h = ¢ est bien vérifiée au sens des distributions.

On a vu dans I'exemple 3.3-18 (p. 99), que v était presque partout différentiable et que dyv(t, z)+
v(t,x).Vu(t,x) = 0 pour presque tout (t,x) € 0, 1[xR%.

On se référe au Lemme G.0-1 : on prendra f = ¢ et g(s, (t,z)) = (s — t)v(t,x) + = pour tout
s,t €]0,1] et z € Re. Soit (t,x) €]0,1[xR% un point en lequel v est différentiable. Pour tout
s €]0,1[, g(s,-) est différentiable en (t,x) et

{ dey(s, (t, @

~—

)= (s —=t)ow(t,z) —v(t,x)

) = (s = t)Vzo(t, o) + Ipa (G.0-4)

t,
Vag(s, (t,

8
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Plus précisément, pour § = (8;,6,) € R x R? suffisamment proche de 0, on a
v(t+ 0,z +6,) = v(t,x) + Viv(t, 2)0 + Ry(9)
avec R, (9) = 0(9). Donc pour tout s €]0,1] :

9(s, (t+ 0,2 +02)) = g(s, (t,2)) + ((s =) Viav(t, 2)0 — dv(t, ©) +6) + (s — 1) Ry (0)
g(S,( ))"‘Vtxg( ( ax>)6+Rg,(t,x)(5)

avec | Ry (1 2)(6)| = [(s—1)Ry(6)| < |Ry(0)| = 0(d) en remarquant bien siir que R, est indépendant
de s.

D’apreés le Lemme G.0-1 (p. 241), il existe une fonction Ry gy :]0,1[xVp — R (ou Vo C R™ est
un voisinage de 0 adapté, i.e. suffisamment restreint) tel que pour tout s €|0, 1] et 6 € V,

‘R(t,x) (Sa 5)| < O (t,x) (5)|5|
ol oy ) ¢ R™ — R est indépendante de s, et O(t,2)(0) =0 (0 —=0), et

©(s,9(s, (t,x) +6)) = ¢(s,9(s, (t,2)) + vt,:vg(sa (t,x))0 + Rg,(t,z)(é))
= SD(S> 9(87 (tv JJ))) + tét(v(t,z)g(sa (t’ x)))v(t,w)@(sa 9(57 (tv :U))) + R(t,x) (87 6)

Ainsi en intégrant selon s entre t + &; et 1, on obtient :

~ 1
h(t+ ¢, x + 0,) = —/ o(s,9(s, (t,x) +9))ds
b (G.0-5)

1 t+0¢
—— [ gty ) ds+ [ elsigls, (ta) + 6) ds
¢ ¢
Si on analyse les deux termes de I'égalité ci-dessus :

1 1
/t w(s,g(s,(t,aﬁ)—i—&))ds—/t (s, g(s, (t,x)) ds+/ R 0(s,6)ds
1 / 195 (8,2) V005 9(s, (1,2)) s

et

1 1
< / |Rit.2)(5,0)| ds < 0(4.4)(6)]0], et donc / Rt 4(s,0) ds = o(d)
0 t

1
/ R(t’m)(s, ) ds
t

De plus, pour tout s €]0, 1],

‘90(379(37 (t’ x) + 5)) - (p(S,g(S, (tvx)))‘ < ‘tét(v(t,x)g(& (tvx)))v(t,m)90(37g(3ﬂ (t,(L'))) + R(t,x)(s7 5)‘

En remarquant d’aprés I'équation (G.0-4) p. 243 que :

Vizg(s, (&, 2))] < [Veo(t, 2)| + [o(t, 2)| + d,
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on a l'estimation :

lo(s, (s, (t, ) +0)) = @(s, (s, (t, )| < (([Vav(t,2)| + v(t, 2)] + D[ Vlloc + 0(1,2)()) [9]

Donc pour en revenir au deuxiéme terme de I'équation (G.0-5),

t+0¢ t+6¢
[ @@M&@@+m%—[ (5. 9(s, (t,2)) ds
< (Vav(t, 2)| + [o(t,2)] + d)|Veplloo + (60 (8)) 3115

t+6¢ t+0¢
d’ou /t (s, g(s, (t,z)+0))ds — /t (s, g(s, (t,x)))ds = o(9).

Or la fonction s +— (s, g(s, (t,7))) = (s, (s—t)v(t,z)+x) est continue car ¢ € C°((0,1) x RY),
donc

t+0¢
L’ (5. 9(s. (1, 2))) ds = (b, g, (£,2))), + ()

c’est a dire, du fait que p(t, g(t, (t,x))) = p(t, (t — t)v(t,z) + x) = p(t, z),

t+0s
l‘ (5, 9(s, (t,2))) ds = (t, )5, + 0(0)

Au final

~ N 1
h(t + 0,z + ;) = h(t,z) + o(d) — té/t (Vizg(s, (t,2))Vaep(s, g(s, (t,2))) ds + p(t,7)6

h est donc différentiable en (t,x), et en se référant a I'équation (G.0-4) :

{@ - am—thva<< <>»@+¢@m
V.h(t, z) —ft 20(t,2) - V(s g(s, — J; Vap(s, (s, (t,2))) ds
(G.0-6)
et donc, pour presque tout (t,z) €]0, 1[xR?,
Vizh(t,z) = {(Vizv(t,z) alt,x) + B(t, z),

avec )

at,z) = —/t (s — t)Vap(s, g(s, (t,2))) ds € RY (G.0-7)
et

Vap(s, g(s, (t,2))) ds

(en effet, on a ici Vi zv(t, ) € Mgy (a41)(R)).

8t 2) = (jﬁ Veplsgls <>»w+¢@w)eRM1 Gos)

On déduit également directement de (G.0-6) la majoration :

’VJU@)SUVWW@HJWVMMﬂMWWy (G.0-9)
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pour presque tout (t,x) €]0, 1[xR% De plus, du fait que dyv(t,x) + v(t,x).V;v(t, ) = 0 pour
presque tout (t,z) € 0, 1[xRY,
Och(t, x)+v(t, z).V h(t, x)
1

= _ /t (s =t)(Op(t, @) + v(t, o). Vaou(t, ) Vi oyp(s, g(s, (t, 7)) ds + p(t, x)

= Qp(ta *73)

et ceci donc pour presque tout (t,z) €]0, 1[xRY. Comme nous I'avons vu plus haut, h est Fréchet-
différentiable presque partout sur 0, 1[><]Rd, et sa différentielle au sens de Fréchet coincide avec
sa différentielle au sens des distributions. Ainsi

Oh+v.Vsh=p et Vigh="'Vigv)a+f
pour Vi yh définie au sens de H (i.e. au sens des distributions).

Comme ¢ € C°((0,1) x R), il existe 0 < t,, < 1, tel que ¢(s,-) = Vup(s,-) = 0 pour tout
tm <s<1, dou

Oé(t, ) =0et ﬁ(ta ) = 0, et ainsi h('lf7 ) — O,
pour tout t,, <t < 1.

Les propriétés de majoration de «v et 3 découlent quant a elles directement de (G.0-7) et (G.0-8).
O
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Pp(RY) page 19
Wy page 19
f page 88
Proxy page 35, 88
P, Py Vo page 89
Uy page 109

L2 ((0,1) x Q) page 158

Propriété (I'y) page 76
Propriété (I'y) page 98

Propriété (I1I) page 76

Propriété (I) page 74
Propriété (I,) page 77
Propriété (1) page 79
Propriété (II) page 75
(
(

Propriété (IV) page 203
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