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Qu’est-ce que la géométrie ?

Ce court chapitre est entierement destiné a la famille et aux amis, en tout cas aux
non-mathématiciens qui veulent savoir a quels objets s’intéressent les géometres; il ne
fait pas a proprement parler partie du manuscrit, et n’est ni rigoureux, ni exhaustif. Les
mathématiciens (et les géometres riemanniens encore plus) peuvent passer leur chemin !

La géométrie Riemannienne est I’étude des espaces courbés. On se limitera ici a la
dimension deux, c’est-a-dire au cas des surfaces (comme dans tout ce manuscrit). Sur une
surface un point est décrit par deux coordonnées : x et y dans le plan, la latitude et la
longitude sur la Terre... Il sera donc question ici de surfaces courbées.

Avant d’essayer de définir le terme géométrie, définissons un concept qu’il est nécessaire
de comprendre avant de passer a la géométrie : la topologie.

La topologie

C’est I’étude de la forme générale des surfaces. Deux surfaces ont la méme topologie
si on peut passer de I'une a ’autre par des déformations, mais sans déchirer ou recoller la
surface.

Par exemple, un ballon de football, un ballon de rugby et un ballon de handball ont la
méme topologie : on peut passer des uns aux autres en aplatissant, en étirant, etc. Attention
ici, on considére seulement la surface de ces ballons (qui est un objet en 2 dimensions), et
non le ballon et son intérieur (qui est un objet en 3 dimensions).

Les trois surfaces suivantes ont la méme topologie : on peut passer de I'une a l'autre
en déformant (mais sans déchirer). La surface de droite a un volume bien plus petit que
celle de gauche, mais ceci n’a pas d’importance pour la topologie !

FIGURE 1 — Ces trois surfaces ont la méme topologie.



Remarque. Attention, ici les cercles n’ont aucune signification ; ils servent juste d mon-
trer qu’on considére des surfaces dans l’espace (elles ont une « épaisseur »).

Au contraire, un beignet (ou une bouée si vous préférez) et un ballon n’ont pas la
méme topologie : il est impossible de passer de I'un a 'autre en déformant selon les regles
écrites plus haut (I'un a un trou, et 'autre non!).

En fait, en topologie, les surfaces sont classées en fonction de leur nombre de trous : il
n’y a qu'une seule surface avec 0 trou (ce sont les surfaces de la figure 1), une seule avec
1 trou, une seule avec 2 trous, etc.

La géométrie

La géométrie consiste a étudier la forme géométrique des surfaces, c’est-a-dire consi-
dérer des longueurs, des aires, etc. (On rappelle qu’en topologie, il n’y a pas de notion de
longueur!)

Ainsi, les surfaces de la figure 1 ont la méme topologie mais n’ont pas la méme géo-
métrie. Souvent en géométrie, on se fixe une topologie (la topologie des surfaces avec 0
trou par exemple), et on se demande quelle peut étre la géométrie de ces surfaces : trois
exemples sont donnés sur la figure 1.

A toute géométrie sur une surface on associe une courbure : ¢’est pour cela qu'on dit
que la géométrie Riemannienne est [’étude des espaces courbés.

La courbure

Commencons par des remarques simples. Tout le monde s’accorde a dire qu’un plan est
un objet géométrique qui n’est pas courbé; la surface de notre Terre est courbée, mais sa
courbure est tres faible (on ne s’en apercoit presque pas : en regardant autour de nous, on
aurait plutdt 'impression que la terre est plate...). Au contraire, la courbure d’un ballon
de football est bien plus élevée.

Gauf}, au début du Xi1x® siecle, a été le premier a définir cette notion. Si S est une
surface géométrique, alors la courbure est une fonction définie sur cette surface. On la
note souvent K : si x est un point de la surface S, alors K(z) est la courbure au point x.
Comment est définie cette fonction ?

— Une courbure nulle (K(z) = 0) signifie qu’autour du point z, la surface ressemble

a un plan. Par exemple si S est un plan, alors la courbure est nulle partout (pour
tout point z de la surface on a K(x) = 0) : un plan n’est pas courbé. On parle aussi
de géométrie Fuclidienne : c’est la géométrie que tout le monde apprend a 1’école.

— Une courbure positive (K(z) > 0) signifie qu’autour du point z, la surface ressemble

a celle d’une sphére. Sur la surface de la Terre (en supposant que cette derniére soit
vraiment ronde, en oubliant les montagnes, etc.), on pourrait (en théorie) regarder
tout autour de nous et voir que la surface de la Terre est en-dessous du plan tangent.
Il y a également une notion assez intuitive de « surface plus courbée qu’une autre » :
les deux surfaces suivantes ont une courbure positive en x et y, et on a K(y) > K(x)
(la surface de droite est plus courbée au point y que la surface de gauche au point



La courbure d’une sphere (c’est-a-dire d’un ballon, ou de la surface de la Terre) est
constante : elle ne dépend pas du point de la surface. Pour les amateurs de formule,
la courbure d’une sphére de rayon R est en tout point égale & 1/R2. Pour la Terre,
R = 6400 km ; la courbure est donc bien plus faible que celle d’un ballon, ou I'on a
environ R = 15 cm.

— Une courbure négative (K(z) < 0) correspond aux autres cas. Par exemple lors-
qu’on arrive & un col en montagne, le chemin derriére et devant nous est en-dessous
de nous, alors que la montagne a gauche et a droite est au-dessus. C’est aussi le
cas pour une selle de cheval. On parle alors de point col, ou de point selle.

Remarque. Attention, une surface peut avoir a la fois des points de courbure positive et
des points de courbure négative (vous pouvez par exemple vérifier que c’est le cas pour la
surface du milieu sur la figure 1).

Un lien entre la topologie et la géométrie

Le théoréeme de Gaufl-Bonnet relie la topologie et la géométrie d’une surface : on a
toujours l'identité

/KdA: 4r(1—g),

ol g est le nombre de trous de la surface : le terme de droite ne dépend donc que de la
topologie. Le terme de gauche est en quelque sorte une moyenne de la courbure sur la
surface (et on rappelle que la courbure dépend de la géométrie). On a donc la propriété
suivante : changer la géométrie d’une surface change sa courbure, mais la valeur moyenne
de la courbure, elle, est toujours la méme. Et donc :
— Sur une surface a 0 trous (¢ = 0), la moyenne de la courbure est positive : il y
aura « plus » de courbure positive que de courbure négative (on peut vérifier cette
propriété pour les surfaces de la figure 1).



— Sur une surface a 1 trou (g = 1), la moyenne de la courbure est nulle : il y aura
autant de courbure positive que négative.
— Etc.

Et, la géométrie... ca sert a quoi?

Méme si les mathématiciens se posent assez rarement cette question, rien ne nous
interdit d’y réfléchir. Une réponse classique est la théorie de la relativité générale (qui
n’est pas mon théme de recherche), et qui permet (entre autres) de mieux comprendre
notre univers; je vais trés brievement expliquer ici de quoi il s’agit (je ne suis de toute
fagon en aucun cas un spécialiste!).

Si on commence par considérer les surfaces, il est bien connu qu’il y en a des infinies
(par exemple un plan infini, ¢’est-a-dire s’étendant a U'infini dans toutes les directions), et
des finies (par exemple la surface de la terre). De méme pour les espaces a trois dimensions,
il en existe des infinis (un espace s’étendant a l'infini dans les trois directions), mais aussi
des finis. De la méme maniére qu’en marchant sur la Terre (trés longtemps) en suivant
« la méme direction », on va finir par revenir a notre point de départ, il peut se produire
la méme chose en trois dimensions : on peut imaginer qu’en allant « tout droit » dans
I'univers, suivant une direction fixe, on finira par arriver a l’endroit d’ou on était partis (il
s’agit alors de ce que les mathématiciens appellent la sphére de dimension 3). De la méme
fagon qu’il existe de nombreuses surfaces « finies » différentes (si vous avez bien suivi, il
y en a une a 0 trou, une a 1 trou, une a 2 trous, etc.), il existe de nombreux espaces de
dimension 3 finis. On ne sait pour 'instant pas quelle est la forme de notre univers a trois
dimensions, mais il parait peu probable que celui-ci soit celui imaginé naturellement par
chacun : un espace infini, s’étendant a I'infini dans les trois directions.

Au début du xx¢ siecle, Einstein, dans sa théorie de la relativité générale, a fait le
postulat suivant : I’espace-temps (qui est un objet & 4 dimensions : trois dimensions d’es-
pace et une de temps) est courbé par les objets massifs présents dans I'Univers (étoiles,
galaxies...), et ceci détermine ainsi sa géométrie. Pour comprendre ce phénomene, on peut
faire une analogie en 2 dimensions : imaginez quatre personnes tenant un grand drap carré,
de telle sorte que ce dernier soit plat. Une bille posée sur ce drap va le courber, et donc
changer sa géométrie - avec la bille, le drap ne sera plus plat. Il en est ainsi de méme
pour 'univers : 'espace-temps n’est pas plat, mais courbé par les objets massifs présents.
L’équation d’Einstien s’écrit globalement courbure = masses présentes, et son étude est
un domaine de recherche tres actif en géométrie riemannienne.

Si ces questions passionnantes vous intéressent, vous pouvez par exemple consulter les
livres de Jean-Pierre Luminet, excellent vulgarisateur - notamment « L univers chiffonné »
(adressé a des non-scientifiques) ou il est question de géométrie, de topologie et de forme
de 'univers.
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« Que doit-on penser de cette question : La géométrie euclidienne est-elle vraie ¢ Elle n'a
aucun sens. Autant demander si le systéme métrique est vrai et les anciennes mesures
fausses ; si les coordonnées cartésiennes sont vraies et les coordonnées polaires fausses.
Une géométrie ne peut pas étre plus vraie qu’une autre; elle peut seulement étre plus
commode. Or la géométrie euclidienne est et restera la plus commode. »

H. Poincaré, La science et I’hypotheése.






Introduction

Dans cette théese, on s’attache a étudier la géométrie des surfaces qui ne sont pas lisses,
mais singuliéres.

On peut commencer par considérer celles dont les singularités sont ponctuelles (ou
isolées). 1l s’agit de surfaces a singularités coniques, car en effectuant un zoom on obtient
une surface dont la géométrie est proche de celle d’'un coéne Euclidien :

FIGURE 2 — Une surface avec une singularité conique au point p.

Les polyedres, dont les premiéres études remontent a la civilisation Grecque dans I’An-
tiquité, sont des exemples de surfaces (plates) a singularités coniques. Ces derniéres ap-
paraissent naturellement en géométrie riemannienne ainsi qu’en dynamique, avec 1’étude
des surfaces de translation (c’est-a-dire des surfaces plates dont les angles des singularités
sont des multiples de 27).

On peut faire remarquer qu’il est ici question de singularités géométriques, c’est-a-dire
que les surfaces sont considérées a isométrie preés. Par exemple, les seuls points singuliers
d’un polyedre sont les sommets : les arétes sont constituées de points lisses, car on peut
(localement) les déplier afin d’obtenir une isométrie avec le plan Euclidien.

Cette these contribue a ’étude des géométries singuliéres en recherchant une compac-
tification de l’ensemble des métriques a singularités coniques. Pour commencer, on peut
étudier le comportement des surfaces dont les points coniques se rapprochent les uns des
autres. Un premier exemple simple est décrit sur la figure suivante :



LD A

FIGURE 3 — Quatre singularités se rapprochent pour en former une unique.

Ici, la surface limite est encore un polyedre. On peut obtenir d’autres comportements plus
intéressants :

FIGURE 4 — Les singularités s’accumulent : des polyedres convergent vers un cylindre.

Cette fois-ci, la surface limite est un cylindre, ou une boite de conserve (le dessus et le
dessous appartiennent bien a la surface). Il est clair que cette derniére ne posseéde pas de
singularités coniques. On peut donc se poser la

Question 0.1. Comment décrire les singularités du cylindre ?

Pour répondre & cette question, on peut commencer par étudier la courbure des surfaces
qui approximent le cylindre : elle est nulle presque partout, et les points anguleux sont de
« courbure infinie ». Mais alors, qu’en est-il du cylindre 7 De facon plus mathématique, la
bonne fagon de voir les choses est de ne plus considérer la courbure comme une fonction,
mais comme une mesure.

Ainsi, la courbure des surfaces qui approximent le cylindre, en tant que mesure, est
concentrée en les points anguleux : ¢’est une somme de masses de Dirac en ces points (ce
qui donne une notion cohérente de « courbure infinie »). Ces masses de Dirac ont un poids
d’autant plus que fort que la géométrie parait éloignée du cas plat (Euclidien) ; au cours
de l'approximation présentée dans la figure 4, ces poids vont donc étre de plus en plus
faibles.

La mesure de courbure des surfaces approximant le cylindre est donc une somme de
masses de Dirac, répartis uniformément sur le cercle, et dont les poids tendent vers zéro.
A la limite, la mesure de courbure du cylindre est donc la mesure (angulaire) standard
portée par les deux cercles, en haut et en bas du cylindre. Ceci répond a la question 0.1.

Remarque 0.2. On vient de décrire une surface a « singularités le long d’une courbe ».
On peut en fait faire bien plus : on peut par exemple construire un exemple analogue d
celui de la figure 4, ou cette fois-ci les points coniques ne s’accumulent pas uniformément
sur le cercle, mais le long d’un ensemble de Cantor. A la limite, la mesure de courbure
est alors portée par cet ensemble, et ceci donne une surface a « singularités le long d’un
ensemble de Cantor ».



Le bon cadre dans lequel il faut se placer pour étudier des accumulations de singularités
est donc celui des surfaces pour lesquelles il existe une mesure de courbure. A. Alexandrov
et I’école de Leningrad, dans les années 1940-1970, ont développé une telle géométrie sin-
guliere : il s’agit des surfaces a Courbure Intégrale Bornée au sens d’Alexandrov. Dans la
suite, on parlera de fagon plus concise de surfaces d’Alexandrov, ou de métriques d’Alexan-
drov. Cette théorie englobe (heureusement) les surfaces lisses, ainsi que celles qui ont des
singularités coniques; d’une maniere générale, toutes les surfaces raisonnables que 1’on
peut imaginer sont d’Alexandrov.

Plusieurs approches sont possibles pour les décrire. On en présente deux ici (ce sont
les définitions 2.6 et 2.19).

Approche géométrique

Commengons par le cas d’une métrique riemannienne lisse sur une surface. Une fagon
de considérer la courbure d’une partie U est d’intégrer la courbure de Gaufl sur U :

w(U) = /U K dA.

L’objet w ainsi construit est une mesure, que l'on appelle la mesure de courbure de la
surface. Cet objet a une interprétation tres géométrique : si 7 est un triangle géodésique
tracé sur la surface, de sommets A, B,C et d’angles «, 3,7, alors la formule de Gauf-
Bonnet nous dit que la courbure du triangle vérifie

wT)=a+p+y—m. (1)

FIGURE 5 — La formule de Gaufl-Bonnet pour un triangle géodésique

On constate alors que sur une surface quelconque, on peut également définir une mesure
de courbure par la formule (1), & condition d’avoir une notion de (triangles) géodésiques,
et une notion d’angles. Ces notions sont valables dans le cadre plus général des surfaces
munies d’une métrique intrinséque. L’idée est donc d’essayer de définir une mesure de
courbure sur cette classe géométrique plus large, a I’aide de la formule (1), et en approchant
toute partie U par des triangles disjoints. Les surfaces d’Alexandrov sont alors celles qui
vérifient une condition de finitude pour cette mesure ainsi construite.
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Approche analytique

Considérons une métrique (plate) sur une surface, a singularités coniques en des points
D1y ..vy P, de poids B, ..., B, : il existe une coordonnée complexe z telle que la métrique
s’écrive
g =e"|dz?,
ol on a posé
u(z) = f11n |Z _p1| + ...+ BnIn |Z _pn|'

Si on note u la mesure discrete

p = B10p; + ... + Bnop,

(0p, la masse de Dirac en p;), on a

u(z) = [ Infz - €ldu(©). (2)

Par ailleurs, une métrique riemannienne donne une géométrie sur la surface, en mesurant
la longueur des courbes v selon la formule

longueur de v = / A g(y(t),4(t))dt = /e“(V(t))]‘y(t)\dt.

L’idée est alors de donner un sens a cette formule, pour des fonctions u s’écrivant sous la
forme (2), mais ou cette fois-ci la mesure p n’est plus nécessairement une mesure discréte
(mais par exemple une mesure portée par une courbe, ou par un ensemble de Cantor).

Des résultats de compacité

Le but du travail effectué dans cette these est d’étudier le comportement des métriques
dont les singularités se rapprochent, en donnant un théoreme de compacité pour des mé-
triques d’Alexandrov. Dans le cas de métriques riemanniennes lisses, on dispose du célebre
théoréme de compacité de Cheeger-Gromov, qu’on énonce ici dans le cas des surfaces :

Théoréme 0.3 (Cheeger-Gromov). Soit A >0, i >0 et A > 0. L’ensemble des surfaces
riemanniennes lisses (X, g) satisfaisant les trois hypothéses

1. |courbure de Gauff] < A,
2. rayon d’injectivité > 1,
3. aire < A

est précompact (aprés composition par des difféomorphismes), en topologie C* pour tout
a € (0,1).

Si on veut adapter ce théoreéme au cas des métriques d’Alexandrov, on peut commencer
par remarquer que la conclusion ne peut plus porter sur les métriques riemanniennes - elles
n’existent pas dans ce cadre singulier. Il ne peut étre question que de distance.

De plus, on a vu que la notion adéquate de courbure a considérer n’est plus la courbure
ponctuelle, mais la mesure de courbure. Enfin, le rayon d’injectivité n’a pas de sens dans
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le cadre des surfaces d’Alexandrov, et on introduira & la place le rayon de contractibilité,
dont une borne inférieure joue le role d'une borne inférieure sur le rayon d’injectivité pour
les variétés riemanniennes. Le résultat principal obtenu dans cette these est le suivant (voir
aussi [Deb16]) :

Théoréme Principal. Soit ¥ une surface compacte, et Mx (A, c,e,0) l’ensemble des
métriques d’Alexandrov d sur X, vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x € ¥ on a
wh(B(z,¢)) < 21 — 6

2. le rayon de contractibilité de (X, d) vérifie

cont(X,d) > ¢;

3. Vaire de (X,d) vérifie
aire(X,d) < A.

Alors, l’ensemble Mx(A,c,e,0) est compact, au sens suivant : pour toute suite d,, €
Myx (A, c,e,0), il existe une métriqgue d’Alexandrov d sur X et des difféomorphismes o, :
> — X tels que, aprés passage d une sous-suite, on ait

* d
Pm — d
kT k—oo
um’?m mément sur 2.

La démonstration s’inspire de celle du théoréeme de Cheeger-Gromov. On s’est attachés
a développer les outils adaptés au cadre singulier des surfaces d’Alexandrov; une large
partie de ce manuscrit est destinée a présenter cette preuve.

On a donc étudié ce qu’il se passait lorsque des singularités se rapprochent les unes
des autres, et on a donné un sens a des métriques a singularités le long d’une courbe, ou
le long d’un ensemble de Cantor (via la mesure de courbure). On peut alors se poser la
question suivante :

Question 0.4. « Combien » y a-t-il de métriques a (mesure de) courbure fixée ?

La recherche d’un tel espace de module est tres classique en géométrie riemannienne. 11
a déja été largement étudié, dans le cas des surfaces lisses - notamment lors de la recherche
de métriques de courbure constante (c’est la théorie de Teichmiiller), et dans le cas des
surfaces a singularités coniques. Dans cette étude, on s’intéressera aux métriques plates a
singularité positive le long d’une courbe fermée, dont une classe d’exemples est constituée
des convexes, recollés le long de leurs bords.

Présentation des résultats

On donne un apercgu du contenu des différents chapitres de ce manuscrit.



Chapitre 1 : Géométrie classique

Ce chapitre a principalement pour but de fixer les notations utilisées dans la suite. On
commence par étudier les espaces métriques intrinseques, dont on présente les propriétés
principales.

On rappelle ensuite des notions classiques de géométrie riemannienne sur les surfaces,
avec en téte l'idée suivante : les surfaces d’Alexandrov généralisent les surfaces rieman-
niennes lisses. De nombreuses propriétés exposées dans cette partie vont étre valables plus
loin dans le cadre des surfaces d’Alexandrov.

La derniére partie est moins classique : on y étudie la géométrie conforme des anneaux
dans le plan. On énonce notamment le théoréme de Grotzsch (pour un énoncé plus précis,
voir le théoreme 1.11) :

Théoréme (Grotzsch). Soir r < 1. Parmi tous les anneaux inclus dans le disque unité
D, ne contenant pas 0 et r, 'anneau de Grotzsch D —[0,r] est celui de plus grand module.

Ce résultat joue un role central dans la démonstration du Théoréme Principal : en
coordonnées locales H : B(z,e) — D, il nous permet de controler 'image des boules
H(B(z,\e)) (pour certaines valeurs bien spécifiques de A < 1), en considérant 1’anneau
du plan D — H(B(x, Xe)).

Chapitre 2 : Géométrie des surfaces d’Alexandrov

On présente les surfaces d’Alexandrov, qui sont 'objet d’étude principal de ce travail.
Les résultats énoncés ici sont, pour la majeure partie, issus des travaux de mathématiciens
Russes dans les années 1940-1970. On donne trois définitions (équivalentes) différentes.
La premiere est la suivante (les deux autres ont été présentées plus haut) : les surfaces
d’Alexandrov sont limites (au sens de la distance uniforme) de surfaces riemaniennes lisses,
a courbure intégrale bornée.

Définition. Une métrique d’Alexandrov d sur ¥ est une métrique compatible avec la to-
pologie, intrinseque, et limite uniforme de distances riemanniennes dg,, sur X, dont l’in-
tégrale de la valeur absolue de la courbure [s, | Ky, |dAg,, est majorée.

On termine cette section en montrant deux résultats qui seront utiles dans la dé-
monstration du Théoreme Principal. Le premier concerne le volume des boules : comme
en géométrie riemannienne classique, un contréle sur la courbure (ici, sur la mesure de
courbure) nous donne un controle sur le volume des boules.

Proposition. Soit (X,d) une surface d’Alezandrov, et soient x € ¥ et r > 0.

1. Ona
aire(B(z,7)) < (21 + w™ (B(x,7)))r?/2.

2. Si pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque ouvert, alors

aire(B(z,r)) > (27r — w+(B(J:,7'))) 2 /32.



Le deuxiéme résultat donne une estimation de la longueur d’un segment (Euclidien)
pour une métrique d’Alexandrov écrite en coordonnées locales, ne comportant pas de terme
harmonique. Plus précisément, on montre la

Proposition. Soit w une mesure de Radon définie sur D(1/2), avec w*(D(1/2)) < 2.
Soient z,2' € D(1/2), et soit y(t) := (1 — t)z + tz’ le segment [z2']. On a alors

1 2
VIO, _ gt < et (D(1/2) 2
/Oe 2=t < T prmya 7 , (3)

ot Viw)(u) = ¢ (5—;) In |u — &|dw(§) est le potentiel de la mesure w.

Chapitre 3 : Des résultats de compacité

On présente deux théoremes de compacité bien connus des géometres riemanniens.

On commence par la notion (assez faible) de convergence d’espaces métriques au sens
de Gromov-Hausdorff, et le théoreme de compacité de Gromov, présenté en 1981 dans le
fameux « livre vert » [Gro81b]. Il faudra alors une dizaine d’années pour que Greene-Wu
[GW8S] et Peters [Pet87] démontrent une conjecture faite par Gromov, et prouvent ainsi
le théoréeme de Cheeger-Gromov, dont I’énoncé (dans le cas des surfaces) a été rappelé
plus haut dans I'introduction.

On explique ensuite les hypothéses de ce théoréme, puis on donne le détail des deux
étapes de sa démonstration (en suivant la preuve exposée dans [HH97]). La premiére est pu-
rement riemannienne, et consiste a minorer le rayon harmonique des variétés. La deuxiéme
étape consiste a plonger les variétés dans un espace Euclidien, et dans ce manuscrit on
adapte cette construction au cadre singulier des surfaces d’Alexandrov afin de démontrer
le Théoreme Principal. Cette description de la preuve joue donc un réle important dans
la suite.

Chapitre 4 : Du théoréme de Cheeger-Gromov au Théoréeme Principal

On détaille comment, en faisant une analogie avec le théoréme de Cheeger-Gromov,
on a trouvé les hypothéses adaptées aux métriques d’Alexandrov.

L’hypothéese sur la courbure (sectionnelle) est remplacée de fagon assez naturelle par
une hypothese sur la mesure de courbure. Par contre, il n’y a plus de notion de rayon
d’injectivité pour les surfaces d’Alexandrov, et on a donc besoin de définir une nouvelle
quantité. On arrive naturellement a la définition suivante de rayon de contractibilité en
un point x € ¥ (des définitions similaires, dans un cadre riemannien, existent dans la
littérature, voir la remarque 4.7) :

cont(X, d, ) := sup {r > 0 | pour tout s < r, B(z, s) est homéomorphe & un disque fermé}.
Le rayon de contractibilité de la surface d’Alexandrov (X, d) est alors

cont(X,d) := 1r€1£ cont(X, d, x),

et une minoration du rayon d’injectivité est remplacée par une minoration du rayon de
contractibilité. Cette quantité est naturelle, car dans le cas d’une métrique riemannienne
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a courbure bornée, une minoration du rayon d’injectivité est équivalente a une minoration
du rayon de contractibilité. On étudie en détail cette nouvelle quantité dans ce chapitre.

On a finalement introduit toutes les définitions nécessaires a énoncer le Théoréme
Principal, et ses corollaires. On montre notamment le corollaire suivant, concernant des
métriques riemanniennes ayant « peu » de courbure positive, dont I’énoncé est purement
riemannien et qui semble ne pas avoir d’analogue dans la littérature :

Corollaire. On suppose que ¥ n’est pas la sphére S?. L’ensemble des métriques rieman-
niennes g sur X vérifiant

1. [fKtdA<2m -3,
2.inj>i>0 et
8. aire< A

est précompact (aprés composition par des difféomorphismes), au sens des distances uni-
formes.

On termine cette partie en se posant la question de la convergence, dans le Théoréme
Principal, des structures conformes associées aux métriques d’Alexandrov : on verra que
ce probléme est plus compliqué qu’il n’y parait.

Chapitre 5 : Preuve du Théoreme Principal

Cette partie est la plus technique du manuscrit : on démontre en détail le Théo-
reme Principal. On commence par énoncer deux propositions fondamentales, qui nous
permettent de controler la métrique dans des cartes conformes (pour des énoncés précis
on peut se référer aux théoremes 5.2 et 5.9). Pour toute métrique d’Alexandrov vérifiant
les hypotheéses du Théoréeme Principal, et toute carte conforme H : B(z,e) — D vérifiant
H(x) =0,

— le terme harmonique de la métrique dans cette carte est borné (sur tout compact

de D);
— on a un contrdle sur 'image des boules H(B(x,\e)) C D, pour certaines valeurs
bien spécifiques de A < 1.
Les bornes et les controles obtenus doivent étre uniformes (c’est-a-dire, indépendants de
la métrique d’Alexandrov vérifiant les hypotheéses du Théoréme Principal).

On adapte ensuite, dans le détail, la deuxieme étape de la preuve du théoreme de
Cheeger-Gromov aux surfaces d’Alexandrov, en commencant par plonger les surfaces dans
un espace Euclidien.

Chapitre 6 : Espace de module des convexes dans le plan

Ce chapitre est trés largement indépendant des précédents. Il consiste a rechercher
un espace de module pour des surfaces a singularité positive le long d’une courbe, en
commencant par considérer les exemple formés des convexes du plan, recollés le long de
leurs bords.

W. Thurston [Thu98], ainsi que C. Bavard et E. Ghys [BG92], ont considéré des espaces
de module de surfaces plates, a singularités coniques prescrites (il s’agit plus précisément
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de polyedres et de polygones). La géométrie naturelle sur ces espaces est celle d'un espace
hyperbolique complexe (ou réel) de dimension finie. La forme d’aire de la surface joue ici
un role central : c’est une forme quadratique de signature (1,n), et si on fixe l'aire = 1,
elle fait naturellement apparaitre la géométrie hyperbolique.

Des convexes du plan s’identifient & leur fonction de support. Sur cet espace de fonction,
de dimension infinie, on dispose encore d’une forme d’aire (’aire du convexe), qui est cette
fois-ci de signature « (1,00) ». Si on fixe l'aire = 1, elle fait également apparaitre une
géométrie hyperbolique, cette fois-ci de dimension infinie.

L’ensemble X; des convexes d’aire = 1 est donc un sous-ensemble de 1’espace hy-
perbolique de dimension infini H*. On en étudie quelques propriétés : cet espace est
géodésiquement convexe, mais n’est pas totalement géodésique. On étudie aussi le flot de
raccourcissement des courbes (normalisé), qui trace une courbe dans Xj.

Perspectives

On présente dans cette derniére partie quelques pistes de recherche pour les mois (ou
les années) a venir. Il y a trois axes principaux. Le premier consiste a essayer d’étendre
les résultats de compacité obtenus dans cette thése en dimension supérieure. Le deuxiéme
consiste a étudier plus en détail 'espace de module des convexes, et plus généralement,
essayer de comprendre ’espace de module des surfaces a singularités le long d’un ensemble
de Cantor. Enfin, une troisiéme piste de recherche consiste a essayer de lancer un flot de
Ricci sur des surfaces d’Alexandrov ; les cas « simples » de surfaces a singularités coniques
ont déja été traités, notamment par les travaux de R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum
[MRS15].
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Chapitre 1

Géomeétrie classique

L’objectif de ce paragraphe est principalement de fixer les notations qui vont étre
utilisées dans la suite. On commence par rappeler quelques propriétés des métriques in-
trinseques, qui seront utiles plus loin (les métriques d’Alexandrov sont en effet des mé-
triques intrinseques). On énonce ensuite quelques propriétés classiques des métriques rie-
manniennes sur une surface, en gardant a 'esprit que les surfaces d’Alexandrov forment des
généralisations des surfaces riemanniennes. On termine par étudier la géométrie conforme
des anneaux, qui joue un role central dans la démonstration du Théoréme Principal.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés considérées
seront sans bord, et lisses, ¢’est-a-dire munies d’un atlas de cartes C*°. On attire ’attention
du lecteur sur le fait suivant : étre une variété lisse est une propriété topologique (il existe
un recouvrement par des ouverts, et des cartes vers un espace Euclidien, tels que les
changements de cartes soient de classe C*°). Dans la suite, on sera amenés a considérer
différentes métriques sur des variétés; le point important est de remarquer qu’a chaque
fois, ces métriques sont compatibles avec la topologie, c’est-a-dire qu’elles définissent bien
la topologie de variété.

Exemple 1.1. Un cube dans lespace Euclidien R? est naturellement une variété lisse,
car homéomorphe a la sphére S®. On peut alors considérer Uespace tangent en un sommet
du cube. Ce dernier est défini de fagon abstrait, et est par contre difficile a visualiser dans
’espace (le cube n’est bien sir pas une sous-variété lisse de R3).

1.1 Géométrie métrique

Pour cette partie, on pourra se reporter au livre [BBIO1]. A partir de maintenant on fixe
une surface fermée ¥, c’est-a-dire compacte et sans bord (bien que les résultats énoncés
ici soient valables dans un cadre plus général).

Une distance sur X est une application d : ¥x3 — [0, +00), vérifiant les trois conditions
suivantes :

— symétrie : d(z,y) = d(y, z) pour tous z,y € 3,

— inégalité triangulaire : d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) pour tous z,y,z € ¥,

— séparation : si z,y € ¥ sont tels que d(z,y) = 0, alors z = y.
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On supposera toujours implicitement que les distances considérées sont compatibles
avec la topologie de variété de Y. Si v est une courbe continue dans 3, on peut définir sa
longueur pour la métrique d par

n—1
La(y) = sup (Z d(’Y(ti)a'Y(ti—&-l))) € [0, +oc]

0=tp<...<tp=1 i=0

(quand il n’y aura pas d’ambiguité, on écrira L(7) en lieu et place de L4(7)). Si cette
longueur est finie, on dit que la courbe est rectifiable. La distance d est intrinséque (on
trouve aussi dans la littérature le terme de distance géodésique, ou distance de longueur)
si, pour tous x,y € X,

d(z,y) = inf L(y),

ou la borne inférieure est prise sur toutes les courbes continues + : [0, 1] — X joignant = a
y. A partir de maintenant, on fixe une distance intrinseque sur .

Exemple 1.2. On verra que les métriques riemanniennes sont des exemples de métriques
intrinséques. Par contre, la sphére S* C R, munie de la restriction de la distance de
R™1, n’est pas intrinséque : la distance entre le pole Nord et le pole Sud est 2, alors que
toute courbe joignant ces deux points est de longueur > .

La surface X étant compacte, la propriété suivante est une conséquence directe du
théoreme d’Arzela-Ascoli : pour tous z,y € X, il existe une géodésique minimisante -y :
[0,1] — ¥ joignant x et y (c’est-a-dire une courbe vérifiant d(x,y) = L(vy)). Une courbe
v est une géodésique (on trouve aussi le terme géodésique locale) si pour tout ty € (0,1),
il existe € > 0 tel que  soit une géodésique minimisante entre v(tgp — €) et y(top + ). 1l
est clair qu'une géodésique minimisante est une géodésique. On fera toujours attention
a bien distinguer ces deux notions : par exemple sur la sphére (munie de sa métrique
usuelle de surface riemannienne), une courbe contenue dans un grand arc de cercle est une
géodésique, mais n’est pas nécessairement une géodésique minimisante.

Pour x € ¥ et r > 0 on définit les boules ouvertes et fermées :

By(z,r) :={y e X | d(z,y) <r}

et
By(z,r) :={y € X | d(z,y) <7}

(quand le contexte sera clair, on écrira B(x,r) et B(xz,r) en lieu et place de By(z,r) et
By(z,r)). La propriété suivante nous sera utile dans la suite :

Proposition 1.3. Soit d une métrique intrinséque sur 3, compatible avec la topologie.
Alors ladhérence de la boule ouverte B(z,r) est la boule fermé B(x,r).

Démonstration. Notons X ’adhérence de la boule ouverte B(z, 7).

Soit (ym) une suite de B(x,r), convergeant vers y € ¥ : on a d(x,ym,) < 7, et donc a
la limite d(x,y) < r, ce qui montre que X C B(x,7).

Considérons maintenant y € B(x,r), et soit v une géodésique minimisante entre z et y,
avec ¥(0) =z et (1) =y. Pour t < 1 on a d(x,v(t)) < d(z,y) < r, et donc y(t) € B(z,r),
ce qui montre que y est dans ’adhérence de B(x,r), c’est-a-dire y € X. ]
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Une notion importante est celle de métrique induite. Si A C ¥ est connexe par arcs,
on définit la métrique induite sur A de la fagon suivante : si x,y € A,

da(z,y) = inf La(v),

ou la borne inférieure est prise sur les courbes continues v : [0, 1] — A, joignant x & y.

Proposition 1.4. (A,da) est un espace métrique intrinséque, c’est-a-dire que l'on a
da(z,y) = infy, Lg,(y) si xz,y € A (la borne inférieure est prise sur les courbes conti-
nues 7 : [0,1] — A joignant x a y).

On peut remarquer ici que cette notion de métrique (intrinseque) induite est différente
de celle obtenue par restriction : la métrique induite par R**! sur S™ est la métrique
riemannienne usuelle sur S”, alors que la métrique obtenue par restriction n’est pas in-
trinseque (voir ’exemple 1.2).

1.2 Géométrie riemannienne

On suppose que le lecteur est déja familier avec les notions classiques de Géométrie
riemannienne ; I'un des intéréts de ce chapitre est de fixer les notations utilisées, et de servir
de premiere approche avant de définir les surfaces d’Alexandrov. Comme les métriques sur
les surfaces vont particulierement nous intéresser dans la suite, on s’attache a les étudier
en détail.

1.2.1 Géométrie riemannienne en dimension n > 2

Pour toute cette partie on peut se référer aux livres [GHLO04], [Pet06] et au treés complet
[Ber03]. On fixe une variété lisse M de dimension n > 2.

Définition 1.5. Une métrique riemannienne g est la donnée en tout point x € M d’un
produit scalaire g, sur l’espace tangent T, M.

Pour toutes coordonnées locales (1, ..., ™), on dispose donc de fonctions 9ij = g(a%i, a%j).
On dit que g est lisse si les fonctions g;; sont lisses : comme la variété M est lisse, ceci
ne dépend pas du choix de coordonnées locales (', ...,2™). Dans la suite, il sera toujours
sous-entendu que les métriques riemanniennes sont lisses (sauf dans la partie 3 ou il sera
question des théorémes de convergence C1® du type Cheeger-Gromov).

Un des intéréts d’avoir une métrique riemannienne est de pouvoir faire de la géométrie,
c’est-a-dire mesurer des distances. Si 7y : [0,1] — M est une courbe de classe C', on définit

sa longueur par
L) = [ oGO, 500

et la distance entre deux points z,y € M est
d(z,y) := inf Ly(7),
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otl la borne inférieure est prise sur toutes les courbes de classe C' joignant x & . Il est bien
connu que cette distance d est intrinseque, et la quantité Ly (définie comme & la partie
précédente a I'aide de la distance d) coincide avec L, pour des courbes de classe ct.

On suppose que le lecteur est familier avec la notion de connexion de Levi-Civita (notée
V) associée & une métrique riemannienne (lisse) g. Une courbe lisse v est une géodésique
si elle vérifie V54 = 0. Une géodésique est nécessairement paramétrée a vitesse constante.
Si Vi4 = 0, alors v est une géodésique pour la métrique d; réciproquement, si v est
une géodésique pour la métrique d, alors tout paramétrage a vitesse constante v vérifie
V;ﬁ =0.

On suppose a partir de maintenant que I'espace métrique (M, d) est complet. Si xz € M
et v € T, M, d’apres le théoreme de Hopf-Rinow, on sait qu’il existe une unique géodésique
v :[0,00) = M, vérifiant v(0) = x et ¥(0) = v. On définit application exponentielle en
x en posant exp,(v) := (1) : on obtient alors une application exp, : T,M — M. Le
un difféomorphisme, de la boule Euclidienne B(r) C T, M sur son image. On reviendra
largement sur l'interprétation de cette quantité plus loin.

A Daide de la connexion de Levi-Civita on peut définir le tenseur de courbure de
Riemann R, qui est un tenseur de type (4,0). A Paide de R on peut définir la courbure
sectionnelle K(7,) d’un plan 7, dans T, M. Les inégalités

K <X (ou K>)\)

signifient que pour tout point = € M et tout plan 7, C T, M on a K(m;) < A (ou
K(mg) > A).

Le tenseur de courbure R comporte beaucoup d’informations, et est difficile & manipuler
en général. On prend donc sa trace pour obtenir un tenseur de type (2,0), le tenseur de
Ricci, noté Ric. On dit qu’on a I'inégalité

Ric > (n — 1)\

pour A € R si pour tout vecteur tangent X € TM on a Ric(X, X) > (n — 1)A\g(X, X). Si
on prend la trace du tenseur de Ricci, on obtient la courbure scalaire, qui est une fonction
définie sur la variété.

Un des (nombreux) intéréts d’avoir un contrdle sur la courbure d’une variété rieman-
nienne est d’obtenir des informations sur le volume des boules. On a notamment la célebre
proposition suivante : le premier résultat est une conséquence directe du comportement
des champs de Jacobi, et le deuxieéme résultat est plus fin, et est dii & M. Gromov.

On note v(n, A, r) le volume d’une boule de rayon r dans I'unique variété riemannienne
compléte simplement connexe de dimension n, de courbure constante A € R.

Théoréme 1.6 (Bishop-Gromov). Soit (M, g) une variété riemannienne lisse.

1. On suppose que la courbure sectionnelle vérifie K < X. Alors, pour tout x € M et
tout r < inj(x) on a

vol(B(x,r)) > v(n, A, r).
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2. On suppose que la courbure de Ricci vérifie Ric > (n — 1)\, Alors pour tout x € M
la fonction
vol(B(z,r))
v(n, A\, )
est décroissante sur (0,00), et tends vers 1 quand r tends vers zéro. Ceci montre en
particulier que pour tout v > 0 on a

r—

vol(B(x,r)) < wv(n, A\, r).

On reparlera plus tard de ce théoréme : on voudra en effet obtenir des résultats ana-
logues, dans le cadre des surfaces d’Alexandrov (voir la partie 2.5.1).

1.2.2 Géométrie riemannienne des surfaces

Sur les surfaces, les différents tenseurs et les notions de courbure coincident (& un
facteur multiplicatif pres), et la seule quantité intéressante a considérer est la courbure de
Gaufl K. On peut notamment comprendre son role en considérant la longueur L(C(m,e¢))
du cercle C(m,¢), centré en m et de rayon ¢ : quand € — 0 on a

L(C(m,e)) = 2me — gK(m)e?’ + o(e?)

(formule de Bertrand et Puiseaux, obtenue en 1848, voir [Ber03]). Ainsi, une courbure po-
sitive (resp., négative) tends a diminuer la longueur des petits cercles (resp., 'augmenter).
Sur les surfaces riemaniennes, on a ’existence de coordonnées conformes :

Théoréme 1.7 (Existence de coordonnées conformes. Voir par exemple [Tro09], Propo-
sition 4.1). Soit g une métrique riemannienne sur une surface ¥. Pour tout point x € M,
il existe des coordonnées locales z au voisinage de x telles que la métrique s’écrive

g = 23| dz? (1.1)

dans ces coordonnées.

De plus, si ¢ et sont deuz cartes conformes (c’est-a-dire deuzx cartes pour lesquelles
la métrique g s’écrit sous la forme (1.1)), alors g o1 est une application conforme (i.e.,
holomorphe ou anti-holomorphe), la ou elle est définie.

On énoncera plus loin un résultat plus fort (théoréme-définition 2.15, qui est valable
pour les surfaces d’Alexandrov et donc pour les surfaces riemanniennes) : on a en plus
un controle sur la taille du voisinage du point = sur lequel on peut introduire de telles
coordonnées conformes. On verra également que la deuxieme partie de I’énoncé s’étend
aux métriques d’Alexandrov.

Si g = e2"(?)|dz|?, alors la courbure de Gauf est

K = e 2Au.

Dans tout le manuscrit, on utilise la convention suivante pour 'opérateur de Laplace-

Beltrami sur C :
0?2 0?2
S92 9y?
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Dans le cas des surfaces fermées (i.e. compactes sans bord), on a un lien tres fort entre
la topologie et la géométrie. Rappelons que la caractéristique d’Euler d’une surface fermée
Y est x(X) = 2 — 2g, ou g est le genre de la surface. La formule de GauB-Bonnet relie la
courbure d’une métrique riemannienne sur 3 a sa topologie : on a

2y (%) = /E K dA.

Dans tout le manuscrit, on appellera triangle (géodésique) la donnée de 3 points
A,B,C € X, et de 3 géodésiques reliant ces points, tels que ces 3 géodésiques soient le
bord d’une partie de 3 homéomorphe a un disque fermé. Souvent, les géodésiques reliant
les 3 points seront sous-entendues, et il sera simplement question du triangle ABC.

T

q B

FI1GURE 1.1 — Un triangle géodésique tracé sur la surface 3

Comme signalé dans 'introduction, si T est un triangle géodésique de sommets A, B, C
et d’angles a, 3,7, la formule de Gauf}-Bonnet s’écrit

/KdA:a+ﬁ+7—7r.
-

1.3 Géométrie conforme des anneaux

Cette partie est indépendante des deux précédentes. Le résultat majeur énoncé ici, le
théoréme de Grotzsch, est un des outils principaux pour la démonstration du Théoreme
Principal. Il sera utilisé dans les parties 5.2 et 5.3. Les références sont les deux livres de
L. Ahlfors, [Ahl10] et [AhI7S].

De maniere générale, la géométrie conforme consiste & se demander quand est-ce que
deux ouverts U et U’ du plan complexe sont conformes. Le résultat majeur de géométrie
conforme date du début du vingtieme siecle, c’est le théoreme d’uniformisation de Rie-
mann : tout ouvert non vide du plan, simplement connexe, qui n’est pas le plan complexe
tout entier, est conforme au disque unité D(1). Ce résultat répond donc & la question
posée, dans le cas des ouverts simplement connexes.

Les ouverts que I'on peut naturellement considérer ensuite sont ceux qui sont double-
ment connezes : ce sont les anneauz. Dans tout le texte on adoptera la définition suivante :
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Définition 1.8. Un anneau (topologique) est un ouvert U du plan complexe, borné, tel
que C — U a seulement une composante connexe bornée, et cette composante n’est pas
réduite a un point.

D’apres les travaux de L. Ahlfors ([Ahl78], théoréme 10), on sait que tout anneau
topologique est conforme & un anneau régulier

A(R1,R2) = {2z € C| Ry < 7| < Ra},

ou0< R < Ry < +o0.

Pour les anneaux topologiques, on peut définir un invariant conforme : le module de
I'anneau (voir la section suivante), noté mod(U). C’est un nombre réel strictement posi-
tif, et par définition, deux anneaux conformes ont méme module. Les anneaux réguliers
A(Ry, Rs) ont pour module 5- In(Ry/R;). Tout anneau U est conforme & un anneau régu-
lier A(1, R) ('application conforme z — z/R; envoie 'anneau A(Ry, R2) sur A(1, Ry/Ry)),
et le calcul du module de cet anneau nous donne R = ¢>"™°4(V)  Le module d’un anneau
est donc un invariant total : deux anneaux sont conformes si, et seulement si, ils ont méme
module.

Dans ce travail, la géométrie conforme des anneaux nous intéresse pour la raison sui-
vante. On va considérer des cartes conformes H : B(z,e) — D(1/2), et on aura, par
exemple, besoin d'un controéle sur l'image par H de la boule B(z,£/2). Ce contrdle sera
obtenu en considérant 'anneau H(B(z,¢)) — H(B(x,/2)), et en réussissant a estimer son
module. Voir les parties 5.2 et 5.3.

La théorie du module d’une famille de courbes (ou la notion duale de longueur ez-
trémale) est valable dans un cadre plus général que celui des anneaux; pour autant, on
énonce dans ce texte uniquement ce qui va nous servir dans la suite.

1.3.1 Module d’un anneau

Soit U un anneau. Soit I' ’ensemble des courbes continues v : [0,1] — U, paramétrées
par la longueur d’arc (i.e. pour tous #; < t2, la longueur Euclidienne de la courbe v, 1,
est to — t1), joignant la composante bornée a la composante non bornée de C — U : c’est-
a-dire, y(0) (resp., v(1)) est dans la composante bornée (resp., non bornée) de C — U, et
~(t) € U pour t € (0,1). Si p: U — [0,400] est mesurable, on défini la p—longueur de 7
par

l
Ly(v) :ZLp!dzl =/0 p((t))dt,

Ay(U) = //U prdA.

Ce sont la longueur de « et 'aire de U pour la métrique riemannienne (singuliere) g =
p?|dz|?. On définit alors le module de U de la fagon suivante :

et la p—aire de U par

infyer L,y(7)?
mod(U) := sup — 2211
W)= 4w
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ol la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions mesurables p vérifiant 0 < A,(U) <
+00.

Par définition, il est clair que le module est un invariant conforme : si U et U’ sont
deux anneaux conformes, alors mod(U) = mod(U’). De fagon heuristique, le module d’un
anneau traduit son épaisseur : si U C U’ sont deux anneaux, alors mod(U) < mod(U").
La proposition suivante est bien connue :

Proposition 1.9. Pour un anneau régulier U = A(Ry, R2), on a

mod(U) = % In(R2/Ry) :

la borne supérieure est obtenue en prenant la métrique p(z) = |z|71.

Remarque 1.10. En général, lors de la définition du module d’une famille de courbes (ou
de la longueur extrémale), les courbes considérées sont seulement supposées rectifiables.
Mais en examinant la démonstration de I’égalité mod(U) = 5= In(Ra/R1), il apparait que
la restriction aux fonctions continues, paramétrées par la longueur d’arc, ne change pas la
valeur du module, et donc notre définition est équivalente a la définition usuelle de module

d’un anneau.

1.3.2 L’anneau de Grotzsch
Soit 0 < r < 1. L’anneau de Gritzsch est 'anneau suivant :

G(r) == D(1) — [0, 7].

FIGURE 1.2 — L’anneau de Grotzsch G(r)

(cet anneau est parfois défini comme ’ensemble des nombres complexes z avec |z| > 1
et z ¢ [1/r,+00); on peut passer d’'une définition a lautre par l'application conforme
z—1/z.)

L’application r € (0,1) — mod(G(r)) est décroissante (car G(r') C G(r) sir <1'), et
on a lim,_,g+ mod(G(r)) = o0 et lim,_,;- mod(G(r)) = 0.

H. Groétzsch a montré le théoreme suivant, qui assure que I’anneau de Grotzsch est
I’anneau de plus grand module (de fagon heuristique, 'anneau le plus épais) parmi tous
les anneaux inclus dans D(1), et ne contenant par 0 et r.

Théoréme 1.11 (Grotzsch). Soit U C D(1) un anneau, ne contenant pas 0 et r. Alors
mod(U) < mod(G(r)).
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La démonstration repose principalement sur un argument de symétrie : le segment
[0, 7] est le plus petit ensemble connexe, symétrique par rapport a ’axe réel, contenant 0
et r. En raison de 'importance de ce résultat dans la suite, on présente les grandes lignes
de la démonstration plus loin.

Le point important est le suivant : on a juste besoin d’avoir 0,7 ¢ U pour avoir
mod(U) < mod(G(r)). On n’a pas besoin d’avoir d’informations sur la composante connexe
K contenant 0 et r. Dans le cas simple ou [0,7] C K, on a U C G(r) et donc, par crois-
sance du module, la conclusion du théoreme est évidente. Par contre dans le cas suivant,
I'inégalité mod(U) < mod(G(r)) serait bien plus difficile & obtenir sans le théoréme :

FiGURE 1.3

Démonstration du théoréme 1.11. On donne les grandes lignes de la démonstration pré-
sente dans [Ahl10] (théoreme 4.1, p.72).

Premiére étape. On doit faire appel a la notion (duale) de longueur extrémale. Pour
un anneau U, on défini la quantité suivante :

infers L,(7)?
mod*(U) := sup —2= 221
W)= =4 )

ou cette fois-ci I'* est I’ensemble des courbes fermées continues v* : [0,[] — U, paramétrées
par la longueur d’arc, séparant la composante connexe bornée et la composante connexe
non bornée de C — U. En effectuant une preuve similaire a celle permettant d’obtenir
mod(A(R1, R2)) = 5= In(Ra/Ry), il n'est pas difficile de montrer que mod*(A(Ry, Rp)) =
2m(In(Ry/Ry))~1, et donc

mod*(U) = mod(U) L.

Deuxiéme étape. Considérons maintenant le disque unité D(1) C C, et pour z € (0,1) C
D(1) définissons

inf«cps L,(7*)?
N(z) =sup — L P
=T, )
et - L)
MI~xers Lip 76
A\i(z) = sup —0=0 ,
[ R (3)
ou I'* (resp. I'fj) est 'ensemble des courbes dans D(1), séparant {0, z} (resp. séparant le

segment [0, z]) de 9D. Par exemple, la courbe suivante v* est dans I'*, mais n’est pas dans
I
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FIGURE 1.4

Par définition, on a
Ao(z) = mod™(G(r)).

Fait 1.12. On a A*(z) = A{(2).

Démonstration. Comme I'; C T'*, on a clairement \*(z) < A\j(z).

De plus, comme D(1) — [0, z] est un anneau topologique, on sait qu’il existe une mé-
trique extrémale pg ; cette métrique est symétrique par rapport au segment [0, z]. Quitte
a renormaliser, on peut supposer A, (D(1)) = [[pq po(2)2d\(z) =1, et on a donc

X5(2) = inf L(35)*
0 0

Pour conclure il nous suffit donc de montrer que pour tout v* € I'* on a

Lpo(v)* = _inf Ly (75)*. (1.2)
7€l

Si c’est le cas, on a en effet
b

il’lf * F*L (7*)2
N (z) > — L& > inf L, (7)? = \5(2).
( ) = Apo(D(l)) - yiers PO(VO) 0( )

Considérons donc v* € T'* : c’est une courbe dans D(1), séparant {0,z} de dD(1). En
effectuant une réflexion par rapport au segment [0, z], on construit une courbe 7§ € I,

qui est de méme po—longueur (car la métrique py est symétrique par rapport a [0, z]) :

FI1GURE 1.5

et ceci montre l'inégalité (1.2). O
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Troisiéme étape. Considérons maintenant un anneau topologique U C D(1), ne conte-
nant pas 0 et z. Notons K la composante connexe bornée de C—U : on pose U’ = D(1)— K.
Comme U C U’, on a mod(U) < mod(U’), et pour montrer le théoréme il nous suffit de
montrer mod(U’) < mod(G(r)).

On a A (z) < mod*(U’), car pour calculer A\*(z) (resp., mod*(U’)), on prend une
borne inférieure sur toutes les courbes séparant {0,z} de 0D(1) (resp., séparant K de
0D(1)), et K contient {0, z}. Par le fait 1.12, on a donc A§(z) < mod*(U’), c’est-a-dire
mod*(G(r)) < mod*(U’), et par la premiére étape on obtient mod(U’) < mod(G(r)). O
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Chapitre 2

Géométrie des surfaces
d’Alexandrov

En guise d’échauffement, on commence par considérer la géométrie (élémentaire) des
cones Euclidiens; ils constituent en effet les modeles des surfaces a singularités coniques,
qui sont un exemple important de surfaces d’Alexandrov.

On donne ensuite dans le détail trois définitions des surfaces d’Alexandrov, et on en
étudie les premieres propriétés. Les références principales sont le livre de A. Alexandrov
et V. Zalgaller [AZ67], le livre de Y. Reshetnyak [Res93], son article d’exposition [Res01],
et le récent survey de M. Troyanov [Tro09].

On termine cette partie en démontrant deux résultats sur les surfaces d’Alexandrov,
qui seront utiles dans la preuve du Théoreme Principal.

2.1 Echauffement : géométrie des cones Euclidiens

Un céne (Euclidien) se construit a 'aide d’une feuille de papier, en recollant un secteur
angulaire du plan :

F1GURE 2.1 — En découpant le cone selon les pointillés, on obtient un secteur angulaire
dans le plan

Le nombre positif 6 est ’angle de la singularité : si C, est le cercle de centre p et de
rayon r (c’est-a-dire, 'ensemble des points a distance exactement 7 de p), alors sa longueur

est
L(C,) = 6r.
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Le cas 6 = 27 correspond au cas plat (Euclidien) : il n’y a pas de singularité. L’angle 6
peut étre inférieur a 27, comme dans la figure précédente, ou supérieur a 2w, comme c’est
le cas au pied d’un building, dans la rue :

FIGURE 2.2 — Un cercle de centre p et de rayon r est constitué de 5 quarts de cercle
(Euclidien), donc I'angle conique est 6 =5 - § > 27.

On peut approximer une singularité conique a ’aide de capuchons sphériques :

p

FIGURE 2.3

On remarque que pour les surfaces (lisses) approchant le céne, I'intégrale de la courbure
sur le capuchon sphérique est constante :

/KdA:27r—9. (2.1)

En effet, considérons ces surfaces, sans le disque du dessous : ce sont des surfaces rie-
manniennes lisses, homéomorphes a un disque, et dont le bord est un cercle. Ce cercle ne
change pas au cours de I'approximation, et la figure 2.1 nous montre que l'intégrale de la
courbure géodésique le long de ce cercle est égale a 6. La formule de Gau3-Bonnet s’écrit
alors

27T:/KdA+9,

ce qui montre la formule (2.1).
Il est donc naturel de définir la courbure de la singularité par la formule

k=27 —0.

Dans la figure 2.1, la courbure de la singularité est positive, et dans la figure 2.2 elle est
négative.
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La figure 2.1 nous montre qu’un coéne est isométrique au plan Euclidien, muni de la
métrique écrite en coordonnées polaires (7, ¢) € (0,00) x R/27Z :

0 2
g=dr?+ () 7“2dg02
2
(on a également une isométrie avec (0,00) x R/0Z, muni de la métrique dr? + r2dqy?.)
On peut représenter ces métriques de fagcon conforme de la fagon suivante : considérons
la bijection

27

(r,p) € (0,00) X R/27Z — z = (;ﬂ 7«) - C — {0}.

On a alors
2 27
o \No', 0 \° .,
dz = ( r) ’ edr + ( 7“) ’ ie"Pdy
27 2T
27
0 \o ! 0 ,
= — — 3 v
(277 r) (dr + o zrdcp) e,
et donc

9 2(2r-1) 0\ 2
dz|? = (2 7') ’ dr2—|—<2> r2dy?
T T
2
= |Z’2(1_%) <dr2 + <29> rzdtp2> )
T

0
=——1>-1
2 2 - ’

Finalement en posant

on a bien une écriture conforme
g = |2*"|dz|*.

Remarque 2.1. A l'aide de cette écriture conforme, il est tentant de considérer aussi
des métriques riemanniennes s’écrivant sous la forme g = |z|*8|dz|?, avec B < —1 (ce qui
correspond a un angle 0 = 2w (5 + 1) négatif). On ne le fait pas dans ce travail, pour la
raison suivante : l'aire d’un voisinage du sommet du cone est alors infinie, ce qu’on veut
éviter.

2.2 Définition des surfaces d’Alexandrov

2.2.1 Premiére définition : par approximation

La premiére définition que ’on présente est la plus synthétique. Elle tient en quelques
lignes, et permet de définir immédiatement la mesure de courbure.

Définition 2.2 (Surfaces d’Alexandrov, premiere définition. Voir [Tro09]). d est une mé-
trigue d’Alexandrov sur X si :
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1. d est une métrique intrinséque sur X ;
2. d est compatible avec la topologie de X ;

3. il existe une suite g, de métriques riemaniennes lisses sur X, avec [s | Ky, |[d Ay, <
A < oo, telle que d est la limite uniforme des métriques dg,,, sur 2.

La troisiéme condition explique de fagon évidente la terminologie de surface a Courbure
Intégrale Bornée (au sens d’Alexandrov). 1l est alors facile de définir la mesure de courbure
w : c’est la limite faible des mesures de courbure w,, = K,, dA,,. On verra plus loin que
cette quantité ne dépend pas de la suite de métriques riemanniennes g, choisie pour
approximer d.

Comme les surfaces (X, g, ) vérifient la formule de GauB-Bonnet, [5, K, dA,;, = 2mx(X),
la surface limite la vérifie aussi, c’est-a-dire

w(X) = 2mx(X).

On peut également définir la mesure d’aire dA comme la limite faible de dA,,. Cette
mesure coincide avec la mesure de Hausdorff de I'espace métrique (X, d), et elle ne dépend
donc pas non plus de la suite de métriques riemanniennes g,, approximant d.

Exemple 2.3. Considérons une surface riemannienne, lisse partout sauf en un nombre
fini de points p;, ou la surface est localement isométrique au sommet d’un cone Euclidien.
En approximant les cones Euclidiens par des capuchons sphériques, comme dans la section
précédente, il est clair que la mesure de courbure de cette surface est

w=KdA+> kibp,, (2.2)

ot les k; sont les courbures des cones Euclidiens, et K est la courbure de Gauf$ de la partie
lisse.

Cet exemple permet de définir ce qu’est une surface a singularités coniques : c’est une
surface d’Alexandrov, dont la mesure de courbure & une expression analogue a la formule
(2.2).

Définition 2.4. Une métrique d’Alexandrov d sur ¥ est une métrique a singularités co-
niques si elle est sans cusp (i.e. wt({z}) < 27 pour tout x € ), et si la partie singuliére
de la décomposition de Radon-Nikodym de la mesure de courbure w par rapport a la mesure
d’aire dA est une somme de Dirac.

Autrement dit, il existe une fonction « courbure » K € L
est une somme de Dirac, tels que

1

1oc(dA) et une mesure p, qui

w=KdA+ p.

On a vu que pour un céne Euclidien, de sommet p et d’angle 0, la longueur des cercles
de centre p et de rayon r est Or. Pour une surface a singularités coniques, au voisinage
d’une singularité on a également un tel équivalent quand  — 0; voir par exemple [Res93].
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2.2.2 Deuxieéme définition : géométrique

Comme indiqué dans 'introduction de ce manuscrit, I'idée est de considérer une surface
munie d’une métrique intrinseque et d’essayer de définir une mesure de courbure sur cette
surface, a l'aide de la formule de Gaufl-Bonnet. La définition que I'on va présenter est assez
satisfaisante intellectuellement, car elle donne une interprétation géométrique intrinseque
de la mesure de courbure ; pour autant, ce n’est pas tres utile en pratique, et cette définition
ne sera pas utilisée dans la suite. On peut se référer au livre [Res01] pour tout ce qui est
présenté ici.

Rappelons la formule de Gaufl-Bonnet, dans le cas d'une surface munie d’une métrique
riemannienne : pour tout triangle géodésique T on a

w(T):/KdA:a+b+c—7r. (2.3)
T
q B
AL
Ve

FIGURE 2.4 — La formule de GauB-Bonnet pour un triangle géodésique

Pour définir une notion d’angle dans le cas de métriques intrinséques, commencons par
considérer un triangle Euclidien OXY, et notons z = |OX]|, y = |OY| et z = | XY|. La
formule d’Al-Kashi (datant du Xv® siécle) nous indique que 1’angle en O est alors

2.2 .2
arccos w (2.4)
2xy

Considérons maintenant une métrique intrinseque d sur ¥ (qui est compatible avec la
topologie), et deux géodésiques 1,72 : [0,e) — X, issues d’'un méme point O € ¥ (i.e.,
71(0) = 72(0) = O). On souhaiterait définir angle entre ces deux courbes au point O.
L’angle étant une notion locale, on peut considérer des points X sur v; et Y sur 79, proches
de O, et appliquer la formule (2.4) pour obtenir une valeur approchée de 'angle :

d(0,X)% +d(0,Y)? — d(X,Y)?
2d(0, X)d(0,Y) ‘

(2.5)

arccos

Une maniere équivalente de procéder est de construire un triangle de comparaison Eucli-
dien, dont les cotés sont de longueur d(O, X),d(O,Y) et d(X,Y), et de considérer ’angle
que forment deux des cOtés du triangle au point O :
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72

FI1GURE 2.5 — L’angle « est une valeur approchée de I’angle entre les courbes v; et v au
point O.

Comme la limite de la quantité (2.5) quand X et Y tendent vers O n’est pas forcément
définie, on considere la limite supérieure et on définit ’angle supérieur en O par

d(0,X)?+d(0,Y)? —d(X,Y)?
arecos 2d(0, X)d(0,Y)

a= lim sup
Xey1—0,Yey—0
En remplagant la limite supérieure par une limite inférieure, on obtient une définition de
I’angle inférieur a, et on dit que l'angle entre v; et 72 existe au point O si on a @ = a
(c’est-a-dire si la quantité (2.5) admet une limite quand X et Y tendent vers O).
Considérons maintenant un triangle (géodésique) 7 = ABC : on spécifie trois points
A,B,C € ¥, et trois géodésiques entre ces points (1 entre A et B, v entre B et C et 73
entre C' et A). On peut définir ['excés supérieur de ce triangle par

T):==a+b+c—m,

ou @ (respectivement b, ¢) est 'angle supérieur en A (respectivement en B, en C). On
peut en premiere approche penser a cet exces supérieur comme a la mesure de courbure
du triangle (voir pour autant la remarque 2.7).

Exemple 2.5. Regardons sur un exemple comment calculer l’excés d’un triangle. Consi-
dérons un triangle T = ABC sur un cylindre. Pour simplifier les calculs, on suppose que
A est le centre du disque formant le dessus du cylindre, B est sur le cercle, et C' est sur
les cotés. On note P lintersection entre le cercle et la géodésique joignant A a C.

FIGURE 2.6

Appelons 0 l’angle en A ; dans le triangle T, on cherche a exprimer les angles en B et
en C. St on découpe le cylindre le long du cercle, on obtient les deux parties suivantes :
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FIGURE 2.7

Appelons b et ¢ les angles en B et C dans le triangle (droit) BPC : on a b+ ¢ = w/2.
Dans le triangle T, l'angle en B est alors b+m/2, et 'angle en C' est ¢, si bien que ['excés
dans le triangle est

(T)=O+b+7/24¢c)—m=86.
(il n’y a ici pas besoin de prendre de limite supérieure, car il est clair que les angles
existent). L’excés du triangle correspond donc bien d la quantité de courbure présente a
Uintérieur du triangle : ict la courbure est concentrée sur le cercle.

Rappelons-nous que pour construire la mesure de Lebesgue dans R, on commence par
définir la mesure des parallélépipedes, puis on définit la mesure d’un ensemble quelconque
en 'approchant par une union de parallélépipedes disjoints. De la méme facon, on peut
espérer construire une mesure de courbure sur la surface, en approchant n’importe quel
ensemble par une union de triangles disjoints. On a seulement besoin d’avoir une condition
de finitude de cette mesure, c’est la deuxieme définition des surfaces d’Alexandrov :

Définition 2.6 (Surfaces d’Alexandrov, deuxiéme définition. Voir [Res93]). Une métrique
d sur X est d’Alexandrov si :

1. d est une métrique intrinséque sur X ;

2. d est compatible avec la topologie de X ;

3. Pour tout x € X3, il existe un voisinage U, homéomorphe a un disque ouvert, et une
constante M(U) < oo tel que pour tout ensemble fini (T;)icr de triangles simples
d’intérieurs disjoints (cette condition est expliquée ci-dessous) contenus dans U on
a l'inégalité

S I8(Ti)| < M(U). (2.6)
el
Remarque 2.7. De facon assez surprenante, on obtient une définition équivalente en
remplagant la condition (2.6) par la condition plus faible
> 6(Ti) < M(U).
i€l
La notion de triangle simple est une condition technique, qui ne sera pas utilisée dans
la suite. Un triangle est simple s’il borde un domaine homéomorphe & un disque fermé (on
peut alors parler de l’intérieur du triangle), et si, pour tous points Z et T sur les cotés du
triangle, une courbe a l'extérieur du triangle joignant Z a T est de longueur plus grande
que la courbe passant par les cotés « enveloppés » par la courbe (voir la figure suivante).
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Y

F1GURE 2.8 — Dans la situation de gauche, la longueur de la courbe v doit étre supérieure
a d(0,Z)+ d(0O,T); dans la situation de droite, elle doit étre supérieure a d(Z, X) +
d(X,Y)+dY,T).

Exemple 2.8. Il est facile de se convaincre que les triangles Fuclidiens dans le plan sont
simples.

Au contraire, considérons sur la sphére ronde S? un triangle équilatéral T = ABC, dont
les cotés sont de longueur 7/2 (ce triangle recouvre 1/8°m¢ de la surface de la sphére). Soit
v la géodésique joignant A au milieu de [BC], noté Z.

A

FIGURE 2.9

Considérons alors la portion de sphére constituée des 7/8éme restant. Ce domaine est
homéomorphe d un disque fermé, et le bord de ce domaine est le triangle T. Dans cette
représentation, la courbe  est hors du triangle (comme dans la figure 2.8). Pourtant, sa
longueur est de w/2, alors que la longueur des courbes passant par les cotés du triangle est
> /2 : le triangle T n’est donc pas simple.

On peut construire la mesure de courbure d’une surface d’Alexandrov de la fagon
suivante (voir [AZ67]) : si U C X est ouvert on pose

wh(U) = sung(ﬁ)+, et w (U) = sup ZS('E)_,
iel iel
ou les bornes supérieures sont prises sur les ensembles de triangles simples d’intérieurs
disjoints 7; contenus dans U. Pour un ensemble quelconque A C 3 on pose

wh(4) = inf wh(U), et w (A) := inf w (U).
ouverts UDA ouverts UDA
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Comme les surfaces d’Alexandrov vérifient la condition 3 de la définition 2.6, toutes les
quantités ainsi définies sont finies. On pose finalement, pour tout ensemble A C 3 :

w(A) = wh(A) —w (4).

La mesure w ainsi définie est une mesure de Radon. Dans le cas d’une métrique rieman-
nienne, la construction précédente donne les mesures de courbures suivantes :

wr =K dA, w =K dAet w=KdA.

Remarque 2.9. Reshetnyak montre dans [Res93] que sur une surface d’Alexandrov,
langle entre deuzx géodésiques existe toujours. On n’a donc pas besoin de considérer des
limites supérieures pour définir les angles et les excés des triangles, et on peut partout
remplacer les quantités 5(T) par 6(T) = a+b+c — 7, ot a,b,c sont les angles en les
sommets A, B,C du triangle T.

Terminons cette définition géométrique par une remarque, qui peut paraitre assez
étonnante : la mesure de courbure ainsi construite ne vérifie pas forcément la formule de
GauB-Bonnet pour les triangles (bordant un domaine homéomorphe a un disque fermé).

Rappelons que, dans le cas riemannien, cette formule est une conséquence de la formule
plus générale suivante. Si g est une métrique riemannienne sur ¥, et U un ouvert homéo-
morphe & un disque ouvert, dont la frontiére est une courbe =, lisse sauf en un nombre fini
de points ou les angles intérieurs sont 6;, on a

27r=/UKdA+/7ﬁds+Z(w—9i), (2.7)

ou k est la courbure géodésique de la courbe v (voir par exemple [Ber03]).

FiGure 2.10

Pour un triangle géodésique 7 on a x = 0, et la courbe comporte trois points anguleux,
ce qui donne bien la formule

/, KdA = somme des angles — 7.
<

On remarque qu’ici il faut, en toute rigueur, intégrer sur [’intérieur du triangle pour obtenir
la formule de GauB-Bonnet (ceci ne change rien dans le cas d’'une métrique riemannienne,
car le bord du triangle est de mesure nulle).

Considérons maintenant la surface a singularité conique de la figure 2.2, et le triangle
géodésique ABC suivant :
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Ficure 2.11

Dans le triangle, la somme des angles est < m, alors que la courbure de l'intérieur du
(0]

triangle est w(7) =0 : on a donc

w(T) > somme des angles — .

Sur les surfaces d’Alexandrov, une formule de Gaui-Bonnet analogue a la formule (2.7)
est bien vérifiée, mais il faut remplacer la courbure géodésique de la courbe v par sa cour-
bure géodésique intérieure, obtenue en approchant la courbe par des polygones a l'intérieur
du domaine. En approchant par des poygones extérieurs au domaine, on définit égale-
ment une notion de courbure géodésique extérieure. On pourra consulter [AZ67], chapitres
5 et 6, pour plus de détails sur ces constructions. La seule chose que 'on peut dire sur
la courbure géodésique intérieure d'une géodésique est qu’elle est négative ou nulle; ceci
permet de montrer que pour un triangle géodésique T on a toujours I'inégalité

(o]

w(T) > somme des angles — .

Remarque 2.10. Cette définition a l'aide de triangles dans des espaces métriques rappelle
la notion (mieux connue) de surface d courbure majorée (ou minorée) au sens d’Alexandrov
(voir par exemple [BBI01]). Le lien entre les deux notions est la suivante : une surface d
courbure majorée (ou minorée) par x au sens d’Alexandrov est une surface d’Alexandrov
(au sens de ce manuscrit), et vérifie w < k- dA (resp., w > k- dA). Et réciproquement,
une surface d’Alexandrov vérifiant w < k-dA (resp., w > Kk-dA) pour une constante k € R
est une surface d courbure majorée (resp., minorée) par x au sens d’Alexandrov.

2.2.3 Troisieme définition : analytique
On va donner un sens a la phrase suivante : sur une surface, une métrique est d’Alexan-
drov s’il existe des coordonnées conformes au voisinage de tout point.

Notations

Pour » > 0 on pose
D(r):={z€C,|z| < r},

et
D(r):={z€eC,|z| <r}.
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Si v est une mesure de Radon (signée) & support dans D(1/2) on note

vide) = [[ (55 ) nle - glav(e

le potentiel de v. Par définition, V[v] est défini pour presque tout z € C, on a V[v] €
LIIOC (C)7 et
AV[w] = w au sens faible,

//(C V{w]Apd\ = //(C wdw

pour toute fonction lisse ¢ : C — R a support compact (on note dA(z) la mesure de
Lebesgue sur C).

c’est-a-dire

Dans la suite on se servira trés souvent de 'ouvert D(1/2), pour la raison suivante : si
z,£ € D(1/2),onaln|z—¢&| <0, et donc si v est une mesure positive on a V[v]|(z) > 0 pour
presque tout z € D(1/2). Si v est une mesure signée, on peut donc faire sa décomposition
de Jordan v = v+ — v~ pour écrire

—V[rT(z) S VII(z) < VIT](2)

pour presque tout z € D(1/2). Ces inégalités seront tres souvent utilisées dans la suite. On
peut remarquer qu’en considérant par exemple le disque unité D(1) a la place de D(1/2),
la situation n’est pas aussi simple.

Cas d’une métrique riemannienne

Considérons une métrique riemannienne (lisse) g, et des coordonnées conformes locales
telles que g = e?“|dz|?. On rappelle que la courbure de GauB et la forme d’aire de la
métrique sont respectivement

K = e 2Au et dA = ¢*“d\(z)
La mesure de courbure est donc
w=KdA = Au-d\(z).
Soit h := u — V[w] : par définition, h est harmonique sur C, et on peut donc écrire
g = 2Vl g2, (2.8)

Ainsi, 'expression locale de la métrique comporte un terme qui dépend (de fagon explicite)
de la mesure de courbure, et un terme harmonique.

La formule (2.8) permet de passer naturellement du cas riemannien (w absolument
continu par rapport a la mesure d’aire, i.e. w = Kd.A) au cas singulier (w est une mesure
de Radon quelconque).
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Cas d’une métrique singuliére

Considérons une mesure de Radon w, & support dans D(1/2), et une fonction har-
monique h sur D(1/2). Considérons la métrique riemannienne (singuliere) suivante sur
D(1/2) :

Gk = 62V[w](z)+2h(z) |d2’2.

Comme en géométrie riemannienne classique, cette métrique (singuliere) permet de me-
surer la longueur des courbes. Soit 7 : [0,1] — D(1/2) une courbe simple (i.e., injective)
et continue, paramétrée a vitesse constante v (i.e., la longueur Euclidienne de la courbe
V|[t1,t2) €St v - (t2 — t1) pour tous 1 < t2). On définit la longueur de v pour la métrique
riemannienne singuliere g, par

Lun(y) = / b VIO, . gr.
0

On a utilisé des courbes paramétrées a vitesse constante pour éviter de parler de différen-

tiabilité, et on a donc écrit v - dt & la place de |7/(t)|dt. On sait par ailleurs que ce n’est

pas restrictif : on peut toujours (re-)paramétrer une courbe continue injective afin qu’elle

soit a vitesse constante.

La quantité V]w]|(z) étant seulement définie pour presque tout z € C, il n’est pas
évident que V[w](y(t)) soit défini pour presque tout ¢t € [0,1]. C’est pourtant le cas :
ceci provient du fait que Vw] est la différence de deux fonctions sous-harmoniques (voir
[Res93], p.99).

On pose finalement

dw,h(zv Z,) := inf {Lw,h(r)/)} € [Ov OO],

ou la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues v : [0, 1] — D(1/2),
paramétrées a vitesse constante, avec y(0) = z et y(1) = 2.

Remarque 2.11. Pour énoncer le théoréme de convergence local di a Y. Reshetnyak
(théoréme 2.20), qui joue un role central dans ce manuscrit, on a besoin de la définition
suivante : si z,z' € D(1/2), on pose

dyo(z,2) :==1inf {Lyo(7)} (2.9)

ot la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues «y : [0,1] — D(1/2),
paramétrées a vitesse constante, avec v(0) = z et y(1) = 2’. La différence avec d, o(z, z")
est que les courbes peuvent rencontrer 0D(1/2). Ce détail technique sera seulement utilisé
dans la preuve du corollaire 5.12; a tout autre moment dans le manuscrit, on considérera
dy.p, et non Ew,O'

Il est immédiat que d,,} vérifie tous les axiomes d’une distance, sauf que l'on peut
avoir d, p(z,2’") = +00. Une condition suffisante pour que d,, j, soit une distance est de ne
pas avoir de cusp, c’est-a-dire de point z vérifiant w({z}) = 27 (voir par exemple [Tro09],
proposition 5.3) :

Proposition 2.12. Si pour tout z € D(1/2) on a w™({z}) < 27, alors d, ) est une
distance sur D(1/2).
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Remarque 2.13. Si 29 € D(1/2) est un cusp, i.e. wt({z0}) = 27, alors zy peut étre un
point & linfini, c’est-a-dire da distance infinie de tous les autres points z € D(1/2). La
topologie définie par la distance n’est alors plus la topologie usuelle de D(1/2).

Par exemple, si w = 21y (69 est la masse de Dirac en 0 € C) et h = 0, alors
Gwh = |2|72|dz|?, et on peut montrer facilement que d, (0, 2) = 0o pour tout z # 0 (cette
métrique correspond au cas limite d’un cone d’angle 6 =0).

La proposition suivante est due a Y. Reshetnyak, voir [Res93], théoréme 7.1.1 :

Proposition 2.14. S’l n'y a pas de cusp (i.e. w({z}) < 2w pour tout z € D(1/2)), alors
la distance d,,, est compatible avec la topologie usuelle de D(1/2), et (D(1/2),dy ) est
une surface d’Alexandrov (la définition des surfaces d’Alexandrov n’a été donnée que dans
le cas de surfaces fermées, mais cette définition s’étend sans difficulté auz autres cas).

Dans la suite, on supposera toujours que les métriques n’ont pas de cusp. C’est le cas
pour des métriques riemanniennes a singularités coniques d’angles 6; > 0 (les seuls atomes
de la mesure de courbure sont les points coniques p;, et on a w({p;}) = 27 — ;). Dans
le Théoreme Principal, I’hypotheése 1. empéchera des cusps d’apparaitre sur la métrique
limite.

Les surfaces d’Alexandrov admettent des coordonnées locales, au sens suivant :
Théoréme-Définition 2.15 ([Res01], théoréme 4). Soit (3, d) une surface d’Alexandrov,
sans cusp, et soit U un ouvert, homéomorphe d un disque ouvert, tel que U est homéo-

morphe a un disque fermé. Il existe alors une fonction H, une mesure wyg, définie sur
D(1/2), et une fonction harmonique h sur D(1/2) telle que

H: (U,dyy) = (D(1/2),duy.n)

est une isométrie (rappelons que diy est la distance de longueur induite par d sur U, voir
la partie 1.1). Une telle fonction H est appelée une carte conforme.

De plus, la mesure wy est définie par wg = Hyw (w est la mesure de courbure standard
de la surface d’Alexandrov X.) : pour tout ensemble de Borel A C D(1/2) on a wy(A) =
w(H71(A)). Laire de tout ensemble de Borel A C U s’écrit

aire(A) = / 2V 0n(G)H2h() g ().
H(A)

Exemple 2.16. Par définition, la mesure de courbure d’une métrique a singularités co-
niques pi, ...,pn (de courbure ki, ..., ky) s’écrit

w=KdA+ Y kidp,.
=1

Ainsi, au voisinage de chaque point conique p;, il existe des coordonnées locales (conformes)
z € D(1/2) telles que la métrique (singuliére) g s’écrive

g= |z’25¢62uz~(2)’dz|2’

ou B = —k;/2n > —1, etu; € L} _(D(1/2)) est tel que Au; € Li. (D(1/2)) au sens faible.

loc loc
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Ce théoreme d’existence de coordonnées conformes jouera un role fondamental dans
la preuve du Théoréme Principal, car la premiére étape de la démonstration consistera
a recouvrir la surface par de telles cartes. Notamment, I’hypothese sur ouvert U (« U
homéomorphe & un disque ouvert et U homéomorphe & un disque fermé ») aura son im-
portance pour la recherche des hypotheses adéquates (voir la partie 4.2 et la remarque
apres la définition 4.3).

Le théoreme suivant montre que, comme dans le cas de métriques riemanniennes lisses
(voir la deuxieéme partie de la proposition 1.7), les fonctions de transition entre deux cartes
conformes sont des fonctions conformes :

Proposition 2.17. Soit (X,d) une surface d’Alexandrov, et U, V deux ouverts, tels que
UNV #0 et tels qu’il existe deux cartes conformes

Hy :U — D(1/2) et Hy : V — D(1/2).
Alors Uapplication
U=HyoH,'": H/(UNV)— Hy(UNV)

est une bijection conforme (i.e., holomorphe ou anti-holomorphe) entre ouverts de C. De
plus, si la métrique (singuliére) s’écrit g = e*“|dz|? dans la carte Hy, et g = €*°|dz|? dans
la carte Hy, alors

er(z) — 62u(\lj(z))’\1/l(z)’2 (210)
(si ¥ = (Vq1,¥s), on a posé

1(/0U\?  [0U1\* [0U2\* [0¥y)\?
ver=3 (&) (&) (&) (%)
E4Ql 2< Ox * Oy + Ox * Ay ’
c’est-a-dire |V (2)|?> = |%—‘£|2 si U est holomorphe, et |V'(2)|? = |%—\§|2 si U est anti-
holomorphe.)

Les deux derniéres propositions montrent que toute surface d’Alexandrov admet na-
turellement une structure de surface de Riemann. On rappelle la définition :

Définition 2.18. Une surface de Riemann est une surface (pour simplifier, fermée) %,
munie d’un atlas de cartes H; : Uy — D(1/2), telle que pour tous les ouverts U; et U;
vérifiant U; N U; # 0, les fonctions de transition H; o Hj_1 et Hj o HZ._1 (définies entre
ouverts de C) sont conformes.

Une différentielle quadratique ds® sur la surface de Riemann ¥ est la donnée, pour
toute carte H dans latlas, d’une différentielle quadratique sur C : ds? = e**|dz|?, telle que
les différentielles quadratiques correspondant a deux cartes Hy et Hy , telles que UNV # (),
vérifient la formule (2.10).

On peut alors énoncer la troisiéme définition des surfaces d’Alexandrov : ce sont les
surfaces de Riemann, munies d’une différentielle quadratique ayant une forme particuliere
permettant de définir une distance. Cette définition explique la phrase présentée au début
de cette partie : une métrique est d’Alexandrov s’il existe des coordonnées conformes au
voisinage de tout point.
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Définition 2.19 (Surfaces d’Alexandrov, troisieme définition. Voir [Res93], théoreme
7.1.4). Une surface d’Alexandrov est une surface de Riemann ¥ munie d’une différentielle
quadratique ds® telle que dans toute carte de latlas H : U — H(U) C C, la différen-
tielle quadratique s’écrive ds® = ezv[”]+2h|dz|2, ot w est une mesure de Radon d support
compact dans C et h est une fonction harmonique.

On peut alors définir la distance associée a la différentielle quadratique ds® : il s’agit de
Punique métrique intrinséque d vérifiant la propriété suivante. Pour toute carte H : U —
D(1/2) et tout x € U, il existe V C U, un voisinage de x, tel que pour tous pi1,ps € V on
ait

d(p1,p2) = dun(H(p1), H(p2)),

ot w et h sont tels que la différentielle quadratique ds® s’écrive 62‘/[“’H2h|dz|2 dans la carte
H, etd,} estla métrique présentée dans les deuxr pages précédentes.

2.3 Le théoreme de convergence local de Y. Reshetnyak

Rappelons que, localement, la métrique est induite par une métrique riemannienne
singuliere g, , = 2V“1¥27|dz|? (voir le théoréme-définition 2.15). L'expression (locale) de
la métrique comporte donc un terme potentiel, et un terme harmonique.

Le théoreme suivant joue un role fondamental dans la suite. De facon heuristique, si
en coordonnées locales on oublie le terme harmonique (i.e. h = 0), il suffit que la mesure
de courbure converge pour que les distances convergent. Comme signalé précédemment,
pour énoncer ce théoreme il faut utiliser les distances Ew,o introduites dans la remarque
2.11.

Théoréme 2.20 (Y. Reshetnyak [Res93], théoreme 7.3.1). Soient w; et w,. des mesures
de Radons positives, a support dans D(1/2), faiblement convergentes vers des mesures w™
et w™. Soit wy, == wl —w, et w:=w" —w”. On a alors

dwm,O m:;O dw,()a
uniformément sur tout ensemble A C D(1/2) ne contenant pas de cusp (i.e. wT({z}) < 27
pour tout z € A). C’est-d-dire, si zy — 2 et zh, — 2/, avec w™ ({2}) < 27 etw™ ({2'}) < 2,
alors dy,, 0(Zm, 21,) = duwo(z, 7).

Pour démontrer le Théoreme Principal, une grosse partie du travail sera de contréler
le terme harmonique local, afin de se rapprocher du cas h = 0, et pouvoir ainsi appliquer
ce théoréeme de convergence local. Plus précisément, on majorera le terme harmonique sur
tout compact de D(1/2) (partie 5.2).

2.4 Une surface qui n’est pas une surface d’Alexandrov

On a déja fait remarquer que la notion de surface singuliere étudiée ici englobe quasi-
ment toutes les surfaces « raisonnables » que 'on peut imaginer. On peut alors se poser
la
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Question 2.21. Euxiste-t-il une surface qui ne soit pas d’Alexandrov ¢

La réponse est affirmative. Considérons le plan Euclidien R?, muni de la distance
Manhattan :
d(z,y) = ||z = yl|oo-
Cette distance est intrinseque, et est compatible avec la topologie de R2. On a tracé dans
la figure suivante quelques géodésiques minimisantes :

L N34
M —

Y2

A
FIGURE 2.12 — 71, 2 et 73 sont trois géodésiques minimisantes entre A et B.

Considérons le triangle suivant 7 = ABC' :

o
73
Y2
el
o B
A
FIGURE 2.13

Il est facile de vérifier que ce triangle est simple : la longueur de toute courbe sortant
du triangle est nécessairement plus longue que la longueur des c6tés « enveloppés » par la
courbe. Les angles en A, en B et en C sont les mémes, et donc pour calculer 'exces de ce
triangle il suffit de savoir calculer 'angle entre les deux géodésiques 1 et o suivantes :

71

V2
O Y

FIGURE 2.14 - On a d(X,Y) = d(O, X) +d(0,Y), donc le triangle de comparaison Eucli-
dien (& droite) est plat.
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L’angle entre les deux géodésiques en O est 7 : sachant que d(X,Y) = d(0,X)+d(0,Y),
il suffit d’appliquer la formule (2.5), ou de remarquer que le triangle de comparaison
Euclidien est plat. L’excés du triangle T présenté dans la Figure 2.13 est donc 37— = 2.

L’exceés du triangle 7 est donc strictement positif, et ne dépend pas de sa taille :
I'inégalité (2.6) de la définition 2.6 ne peut donc pas étre vérifiée, car tout ouvert contient
un nombre arbitrairement grand de tels triangles disjoints. A l'aide de cette métrique, il
est facile d’adapter la construction pour définir une surface compacte ne vérifiant pas non
plus les conditions de la définition 2.6.

2.5 Deux résultats qui seront utiles dans la suite

2.5.1 Volume des boules

En géométrie riemannienne, I'un des (nombreux) intéréts d’avoir un contréle sur la
courbure est d’obtenir des informations sur le volume des boules : on a notamment énoncé
le théoreme de Bishop-Gromov dans la partie 1.2.1.

On souhaiterait avoir un résultat du méme type, dans le cas des surfaces d’Alexandrov.
Il est alors pertinent de demander un controle de la mesure de courbure, et non plus de la
courbure de Gaufl. Une maniere de procéder est de vérifier qu’un tel résultat est valable
en géométrie riemannienne classique, puis d’approximer les surfaces d’Alexandrov par des
surfaces riemanniennes lisses.

On rappelle que dans le cas d’une métrique riemannienne lisse, on a wt = K*dA
et wm = K7 dA; de plus, il est clair quune borne supérieure sur la mesure de courbure
est équivalente & une borne supérieure sur w™, et une borne inférieure sur la mesure de
courbure est équivalente a une borne supérieure sur w™. T. Shioya [Shi99] a démontré le
résultat suivant :

Théoréme 2.22. Soit (3, g) une surface riemannienne fermée, et soit x € X.

1. Pour toutr >0 on a
aire(B(z,7)) < (27 +w ™ (B(x,1))) r?/2,

ol

W (B(x,r)) = /B(m KA

est la partie négative de courbure de B(z, 7).

2. Soit r > 0 tel que pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque ouvert.

Alors
aire(B(z,r)) > (27r — wt(B(x, 7"))) 22,
wh(B(z,r)) = Kt dA
B =[

est la partie positive de courbure de B(z,r).
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Remarque 2.23. L’hypothése supplémentaire dans la deuxiéme assertion est nécessaire
pour obtenir une borne inférieure sur laire, d l'aide d’une borne supérieure sur wt. En
effet, sur des cylindres de rayons de plus en plus petits, l'aire des boules de rayon r tends
vers zéro, tout en ayant une courbure wt = 0.

On va montrer le

Corollaire 2.24. Soit (X,d) une surface d’Alexandrov, et soit x € 3.

1. Pour toutr >0 on a
aire(B(z,7)) < (27 +w ™ (B(z,7))) r?/2.

2. Soit r > 0 tel que pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque ouvert.
Alors

aire(B(z,r)) > (27r — w+(B(:c,r))) r?/32.

La preuve se déroule en approximant la métrique d’Alexandrov d par des métriques
lisses dg,,. Une difficulté provient du fait qu’on ne peut pas directement appliquer le
théoréme 2.22 : rien ne nous assure en effet que les boules By, (z,s), pour s < r, sont
homéomorphes a des disques ouverts. Cette propriété est en fait vraie si on remplace r par
r/4 (voir la preuve ci-dessous), et on peut donc appliquer le théoréme 2.22 avec r/4. Ceci
explique que le terme 72 /2 soit remplacé par 72/32 dans la propriété 2. La borne obtenue
n’est probablement pas optimale, mais elle suffit largement pour notre étude.

Exemple 2.25. Considérons un cone Fuclidien, de sommet x et d’angle 6. La mesure de
courbure est w = (2w — 0)6,, ot I, est la masse de Dirac en x. On a

27 + w™ (B(z,r)) = 2 + max(f — 27, 0) = max(0, 27),
et
21 — wh(B(x, 7)) = 21 — max(27 — 0,0) = 27 + min(f — 27,0) = min(6, 27).

On a donc
21 — wt(B(x,7)) <0 < 27+ w (B(x,7)),

et comme l'aire de B(z,r) est 0r%/2 on a bien
(27r — wt(B(x, r))) r?/2 < aire(B(z,r)) < (27 +w™ (B(z,r))) r*/2.

Pour la preuve du corollaire 2.24, on a besoin du (tres classique) lemme suivant :

Lemme 2.26. Soit U un ouvert de 33, et K C U un compact. Soit p,, une suite de mesures
de Radon positives sur X, avec py, — i faiblement. Pour tout € > 0, pour m assez grand
on a

(1) p(K) < pm(U) + ¢
et
(2) pm(K) < p(U) +e.
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Démonstration. D’apres le lemme d’Urysohn, on sait qu’il existe une fonction lisse ¢ :
¥ — [0, 1], vérifiant ¢ =1 sur K et a support dans U. Pour m assez grand on a | [y, pdp —
Js pdpm| < €, et donc

M(K)g/zgodu</2g0d,um+€§,um(U)+5>

et
um(K)S/cpdum</s0du+€§u(U)+€-
> >

O

Démonstration du corollaire 2.24. Soit g, une suite de métriques riemanniennes sur X
telle que, quand m tend vers l'infini, d,, := dg,, — d uniformément. On sait alors que les
mesures d’aire dA,, et de courbure wy,, de (X,d,,) convergent vers les mesures d’aire d.A
et de courbure w de (X,d) (voir [Res93], théoremes 8.1.9 et 8.4.3). Par contre, si on écrit
les décompositions de Jordan wy,, = w;, —w,, et w =w™ —w™, on n’a pas nécessairement
wh — wT et w,, — w™. Mais il est possible de choisir une suite de métriques riemanniennes
gm vérifiant ces propriétés; voir [AZ67] et [Res93].

Démonstration du 1. On remarque que Ue~oB(z,7 — ) = B(x,r), on a donc

aire(B(x,r)) = ;1_% aire(B(z,r — ¢)).
Soit € > 0. On utilise le lemme 2.26 : on sait que pour m assez grand on a
aire(B(z,r — €)) < aire,, (B(x,r — 3¢/4)) + ¢,
et avec B(x,r — 3¢/4) C By (x,r — /2) (pour m assez grand) on obtient
aire(B(x,r — €)) < airey, (B (x, 7 — £/2)) +¢.
On peut utiliser le théoréme 2.22, avec r — £/2, pour obtenir
aire(B(z,r — €)) < (21 + wp, (Bm(z,7 — /2))) (r — £/2)%/2 + ¢,
et comme By, (z,r —¢/2) C B(z,r — ¢/4) pour m assez grand, on obtient

aire(B(z,r —¢)) < (21 +w,,(B(z,r —¢e/4))(r —e/2)*/2 +¢
< (27 +w, (B(x,r—e/4))r?/2 +¢.

En utilisant encore le lemme 2.26, pour m assez grand on a
Wy, (B(z, 7 —¢/4)) Sw (B(z,1)) + ¢,

et donc
aire(B(z,r — €)) < (21 +w™ (B(x,7)) +€)r?/2 + ¢,

et en faisant tendre € vers zero cela termine la preuve.
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Démonstration du 2. La propriété est clairement vérifiée si w*(B(z,r)) > 27, donc on
suppose wt(B(z,7)) < 27. Comme signalé précédemment, on ne peut pas directement
appliquer le théoreme 2.22. Soit y € B(z,r) vérifiant d(x,y) = /2. On a alors

B(z,r/4)(B(y,r/4) =0,

et
B(x,r/4) UB(y,r/él) C B(z,r).

Comme w'(B(x,r)) < 27, on a alors wt(B(z,r/4)) < 7, ou w'(B(y,r/4)) < 7. Notons z
(z = x ou y) un point vérifiant

wh(B(z,r/4)) < . (2.11)
Soit € > 0. Pour m assez grand on a
B (z,7/4—¢) C B(z,7/4 —¢/2), (2.12)
et par le lemme 2.26 et I’équation (2.11) on a aussi

wh(B(z,m/4—¢/2)) < 7. (2.13)

m

On va utiliser le lemme suivant, qui sera démontré plus loin (voir la proposition 4.24)
et dont la preuve est assez élémentaire (elle repose sur une application de la formule de
GauB-Bonnet pour un domaine dont le bord est un lacet géodésique). L’énoncé est le
suivant :

Lemme 2.27. Soit U un ouvert d’une surface riemannienne (M, g), homéomorphe d un
disque ouvert, et x € U vérifiant w™ (U — {x}) = Jo—ga) KtdA <. Si B(x,r) C U, alors
pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque ouvert.

Soit U := B(z,7/4 —€/2). U est homéomorphe & un disque ouvert, et on a w;, (U —
{2}) <wt(U) < et By(z,7/4—¢) CU. On peut appliquer le lemme pour obtenir :

pour tout s < /4 —¢e, Bp(z,s) est homéomorphe & un disque ouvert.

On peut alors utiliser le théoreme 2.22, pour la métrique d,,, au point z et pour le rayon
r/4 — e : pour m assez grand on a

aire,, (B (z,7/4 —€)) > (27 — wh (Bu(z,7/4 —€)))(r/4 — £)?/2. (2.14)
Pour m assez grand on a aussi
B (z,r/4—¢) C B(xz,r —¢),
et par le lemme 2.26 on a également

{ aire(B(x,r)) > aire,,(B(z,r —¢)) — ¢
wt(B(z,r)) > wl(B(x,r —¢)) — &,

42



ce qui donne

{ aire(B(z, 7)) > airey, (Bp(z,r/4 —¢)) — ¢
wt(B(z,r)) > wi(Bm(z,7/4—¢)) —e.

Avec ’équation (2.14) on obtient
aire(B(z,7)) > (21 —wt (B(z,7)) — &) (r/4 — )?/2 — ¢,

et en faisant tendre € vers zéro cela termine la preuve. O

2.5.2 Une borne supérieure sur la longueur d’un segment

Pour démontrer le Théoreme Principal, on aura besoin d’obtenir des bornes sur la
distance d, 5(2,2’), quand w est une mesure de Radon sur D(1/2), h est une fonction
harmonique sur D(1/2), et z,2" € D(1/2). Pour obtenir une majoration, il suffit de consi-
dérer la courbe la plus simple joignant z & 2/, le segment [2z'], et de majorer d, 5 (z,2")
par Ly, n([22]).

Au cours de la démonstration du Théoreme Principal, on arrivera a majorer le terme
harmonique h (proposition 5.3). Pour obtenir une majoration de Ly, ;,([22']), il ne nous reste
donc plus qu’a obtenir une majoration de Ly, o([22']), qui est la longueur d’un segment pour
une métrique riemannienne singuliére ne comportant pas de terme harmonique, c’est-a-dire
quand g = e2VI(2)|gz|2.

Commengons par considérer la cas simple d’une métrique a singularité conique : g =
|2|?P|dz|?, avec B > —1. Soit y(t) = tz le segment joignant 0 et un point z € D(1/2). La
longueur de vy pour cette métrique conique est

1 1
L :/ tz|P|2|dt = ——|2|* 8.
(v) = | [tllzldt = =512l
La mesure de courbure pour cette métrique est w = —273 - dy (dp est la masse de Dirac
en zéro), donc la partie positive de courbure est wt(D(1/2)) = max(0, —273) = 273", et
donc

1+8>1-p" =1-w"(D(1/2))/27,

ce qui donne

1 +
L < P 1-w (D(l/2))/27r.
e P T
La proposition suivante montre qu’on peut étendre ce résultat en considérant deux points
arbitraires z, 2’ € D(1/2), et une mesure de courbure w quelconque.

Proposition 2.28. Soit w une mesure de Radon définie sur D(1/2), avec wt(D(1/2)) <
2. Soient z,2' € D(1/2), et soit y(t) := (1 — t)z + t2' le segment [22']. Soit L(~) la
longueur de ce segment pour la métrique singuliére g = ezv[“’](z)\dzP. On a alors

! 2
- Viwl(v(#) |, _ o/ < _ l—wt(D(1/2))/27
L('y)< | e E zydt))_ ey . (215)
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Démonstration. Premiére étape. On montre tout d’abord qu’il est suffisant de prouver
la proposition dans le cas ou w est une somme de masses de Dirac. Supposons donc que
la proposition soit vraie dans ce cas-la.

Soit w une mesure de Radon, avec w™(D(1/2)) < 27 : écrivons w = wt —w™, ou wt
et w™ sont des mesures positives. Soit w;, et w,. des suites de sommes de masses de Dirac,
avec wh — w™ et w,, — w™ faiblement, et posons wy, := w;h, — w,,,.

Soit Ly,(7) la longueur de 4 pour la métrique conique g, = e2Vml(*)|dz|2. Pour
presque tout ¢ € [0,1] on a

//17(1/2) ( )1n|7( ) = &ldw (&) = VIw](v(1)),

et par le lemme de Fatou on obtient donc

1
L(y) = / VIO _ |
0

1
= lim inf (e¥“mIO@)|5 — o)) dt

0 m—o0

1
< liminf (/ eVlomlO®)|z — 2/ |dt)
0

m—r0o0

= l%llll)ioréf Ly (7).

Par hypothéses, on peut appliquer I'inégalité (2.15) aux mesures wy, (on a w;(D(1/2)) <
27 pour m assez grand), et donc

2 +
Lm(’Y) < |Z B Z/|1*Wm(D(1/2))/27T’
1 —wih(D(1/2))/2m

ce qui donne

L(v)

IN

2 +
lim inf |z — 2/ 1Wm(D(1/2))/27r>
meree (1 —wm(D(1/2))/27

_ 2 |z — |1t (D/2)/27

1 - wh(D(1/2))/2n

Deuxiéme étape. On suppose que w est une somme de masses de Dirac : il existe
des points pi,...,pn € D(1/2) et ki, ..., k, € R tels que

W= Zn:k:35 )
s=1

(0p, désigne la masse de Dirac au point py), et

n

D(1/2)) Zk; < 2r.
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Pour presque tout z € D(1/2) on a

// ( >ln|z—£|dw

donc en posant 3, := —ks/2m on a 8; = max(0, —fs) = max(0, ks/27) = k} /27, et donc

n
(=) < H |z — ps| P .
s=1

‘Z—ps |z |>

On a alors
1 1 n B
L) = [ OO~ ar < [ (T] o) - pl )z - at.
0 0 s=1

Soit S := {s tels que B; > 0}.

S = (), alors 8; = 0 pour tout s : on a w™(D(1/2)) = 0, et la derniére inégalité
montre que L(vy) < |z — 2’|, et donc I'inégalité (2.15) est bien vérifiée (dans ce cas 14, le
facteur 2 n’est pas nécessaire).

Supposons donc S # (). Posons M := — > .4, : par hypothese, on a —1 < M < 0.
Pour s € S, posons également ¢, := —M/f; : on a

QSzletZ

seS QS

Comme |y(t) — ps| ™% < 1 pour 87 < 0, on peut appliquer I'inégalité de Holder de la
fagon suivante :

/1(ﬁlv(t)—ps|‘ﬂs_)dt é/ (T () = ps| =5 )t (2.16)
0 s=1

seS
< /H ) = po| 79 dr) (2.17)
seS
1/qs
= / Iy (t) — ps| M)/ (2.18)
seS

Maintenant, fixons s € S et considérons fol 1v(t) — ps|Mdt. Soit p’, la projection du point
ps sur la droite (22) :

FIGURE 2.15
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On a |y(t) — pi| < |y(t) — ps|, et comme M < 0 on obtient

1 1
[ o = pMar< [t bt

Comme p/, est sur la droite (22'), on peut écrire p, = (1 — Ag)z + A2’ pour un certain réel
As € R, et donc

y(#t) =Pl = |(1 —t)z +t2" — (1 = As)z — A2/ | = |t — Xs|z = 2.

De plus, il est facile de montrer que I'application A — fol [t — A|Mdt admet un maximum
pour A = 1/2 (rappelons que M < 0; il suffit de distinguer les cas, en fonction de la
position de A par rapport a 0 et 1). On a donc

1 1 1 1
t—A Mdt</ t— Mt = ———
‘/0 | S‘ = Jo | 2‘ (M+1)2M+1’

et donc
‘ o Z,’M

1 z
t) —psMdt < = =1
JRECESS <

Si on inseére cette inégalité dans I’équation (2.18), en rappelant que > ,cg1/gs = 1 on
obtient

A0 R Lt
T Ps = (M +1)2M°

0 seSs

Comme M > —1,0on a2 > 1/2 et comme M = —w*(D(1/2))/27 on obtient finalement

2 +
L(v) < et (D(1/2) /2
S T

O]

De maniére analogue, on peut chercher a obtenir une minoration de dyo(z,2'), en
fonction de |z — 2’| et de w (on consideére ici encore le cas d’une métrique ne comportant
pas de terme harmonique, i.e. h = 0). Pour faire cela, il faut minorer la longueur Ly, o(7)
de toutes les courbes v joignant z & z’. Par une méthode analogue a celle présentée dans la
démonstration précédente, il n’est pas difficile de minorer cette longueur pour une métrique
a singularités coniques, mais cette minoration dépend du nombre de singularités ; elle n’est
donc pas généralisable & une mesure de Radon w quelconque. L’auteur ne sait pas si une
telle minoration de d,, o(z,2’) est possible. Un résultat de ce type aurait probablement
simplifié quelques passages dans la preuve du Théoreme Principal.
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Chapitre 3

Des résultats de compacité

Dans cette partie, on commence par motiver la recherche de théoréemes de compacité
en donnant quelques applications.

On présente ensuite rapidement la chronologie des différents résultats obtenus, des
années 1970 a nos jours; on définit notamment les coordonnées harmoniques, qui ont
permis d’obtenir la convergence optimale dans le théoreme de Cheeger-Gromov.

On étudie ensuite la notion (assez faible) de convergence au sens de Gromov-Hausdorff
d’espaces métriques, et on énonce le théoreme de compacité de Gromov des variétés a
courbure de Ricci minorée. La démonstration est intéressante : elle est assez élémentaire,
et repose sur une discrétisation de l'espace en recouvrant la variété par des boules dont
on estime le volume. Cette méthode de recouvrement par un nombre uniforme de boules
constitue toujours la premiere étape des preuves de compacité lisses, et sera donc utilisée
plus loin.

On énonce ensuite le théoreme de compacité de Cheeger-Gromov. Il joue un réle central
dans ce texte, dans le but d’obtenir le Théoreme Principal : on étudie donc en détail ses
hypotheses et sa démonstration.

3.1 A quoi peut servir un théoréme de compacité ?

Une application élémentaire d’un théoreme de compacité est de montrer qu’une fonc-
tion définie sur un espace a un maximum et un minimum. En géométrie plus particulie-
rement, une autre application classique est de d’obtenir des propriétés géométriques pour
une classe de variétés, en raisonnant par contradiction. Supposons par exemple vouloir
montrer un résultat du type :

« Il existe e > 0 tel que, pour toute variété riemannienne (M, g) de dimension n vérifiant
la propriété P(e), (M, g) vérifie la propriété Q. »

On raisonne par ’absurde, et on suppose qu’il existe une suite de variétés rieman-
niennes (M, gn,) de dimension n vérifiant la proposition P(1/m), tel que (M, gnm) vérifie
également la proposition non(Q). On peut alors utiliser un théoréme de compacité pour
montrer que (M,,, g,) converge (en un certain sens) vers une variété (M, g), qui vérifie
également non(Q); on peut alors espérer obtenir une contradiction.

Ce type de raisonnement, en utilisant le théoréme de convergence C® de Cheeger-
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Gromov, a par exemple permis de passer d’'un théoreme de rigidité : le Théoréme de la
sphére 1/4-pincée (théoreme 3.1), démontré par M. Berger et W. Klingenberg dans les
années 1960, & un théoréme de presque-rigidité : le Théoréme de la sphére presque 1/4-
pincée (théoreme 3.2), démontré par M. Berger et O. Durumeric dans les années 1980.

Théoréme 3.1 (Théoréme de la sphere 1/4-pincée, [Ber60], [Kli61]). Soit n € N. Soit
(M™, g) une variété riemannienne compacte simplement connexe de dimension n, dont la
courbure sectionnelle vérifie

1<K<1.
S8

Alors M est homéomorphe a S™, ou isométrique a un espace symétrique compact de rang
1.

Théoréme 3.2 (Théoreme de la sphere presque 1/4-pincée, [Ber83], [Dur87] et [PT09]).
Soit n € N. Il existe ¢ = £(n) > 0 tel que toute variété riemannienne simplement connexe
(M™,g) de dimension n vérifiant

1
L L<K<1
1 f=0=

est difféeomorphe a S™, ou difféomorphe a un espace symétrique compact de rang 1.

Il existe évidemment de nombreuses autres applications des théorémes de compacité, et
il est impossible d’en dresser une liste exhaustive. Un point a retenir est que les démonstra-
tions s’effectuent toujours par ’absurde, et ne sont donc pas constructives (en particulier,
les bornes apparaissant ne sont la plupart du temps pas explicites). Pour d’autres résultats
(plus analytiques), on peut par exemple consulter la derniére partie du survey [HH97].

3.2 Bref historique des théoremes de compacité

Les différents résultats obtenus s’étendent sur de nombreuses années, et les mathéma-
ticiens impliqués sont nombreux : cette partie ne se veut donc en aucun cas exhaustive.
On souhaite juste donner un apergu du développement des idées au cours des années. On
pourra consulter a ce sujet l'article d’exposition de R. Greene [Gre93]. Dans cette section,
les différents résultats sont énoncés de fagon assez informelle, et on pourra se référer aux
parties suivantes pour plus de précision.

3.2.1 Début des théoremes de compacité

Dans sa these en 1970, J. Cheeger [Che70] a été le premier & énoncer un résultat de
finitude (& difféomorphismes pres) pour des variétés riemanniennes vérifiant des conditions
géométriques : volume minoré, diametre majoré et courbure sectionnelle bornée. C’est un
premier pas vers des résultats de compacité.

Dans les années 1980, M. Gromov introduit dans [Gro81b] la distance de Gromov-
Hausdorff entre deux espaces métriques quelconques. Il énonce également un théoréme
de précompacité (pour la distance Gromov-Hausdorff) pour des variétés riemanniennes a
courbure de Ricci minorée; il s’agit ici d’'une convergence assez faible, et ’espace limite
n’est pas forcément riemannien.
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Le théoréeme d’Arzela-Ascoli joue un role majeur dans quasiment tous les résultats de
compacité. Il est tentant de 'appliquer a une situation géométrique, dans le but d’obtenir
un résultat de précompacité pour des métriques riemanniennes. La courbure sectionnelle
étant (en coordonnées locales) reliée aux dérivées secondes de la métrique, M. Gromov
énonca, toujours dans [Gro81b], un résultat de précompacité C1* (o < 1) pour une suite
de variétés riemanniennes a rayon d’injectivité minoré, diametre majoré et courbure sec-
tionnelle bornée (aprés composition par des difféomorphismes). Pour autant, la preuve
esquissée dans [Gro81b] n’aboutit pas a la régularité optimale souhaitée.

3.2.2 Les coordonnées harmoniques

Pour plus de détails pour cette partie, on peut consulter [HH97] et les articles originaux
[DK81] et [JK82].

Des coordonnées naturellement utilisées en géométrie riemannienne sont les coordon-
nées normales : elles sont canoniques, et dépendent directement de la géométrie - plus
précisément, des géodésiques. Elles sont obtenues en considérant I’application exp, !, défi-
nie sur un voisinage de x dans M et a valeurs dans T, M. L’avantage est qu’au point x, ces
coordonnées ressemblent tres fortement aux coordonnées Euclidiennes : on a g;;(x) = ;5
(0i; est le symbole de Kronecker), et Vg;;(z) = 0. Pour autant, si I'on souhaite estimer
les dérivées premieres des fonctions g;; au voisinage de x, on a besoin de bornes sur les
dérivées covariantes de la courbure (des bornes sur la courbure elle-méme ne suffisent pas) ;
voir la page 578 de [HH97]. Afin d’espérer controler les dérivées (secondes) de la métrique
a l'aide de la courbure, il faut donc utiliser d’autres coordonnées.

Définition 3.3. Des coordonnées (x1,...,Ty) sur une variété riemannienne (M, g) sont
harmoniques si g est C! dans ces coordonnées, et si pour tout k € {1,....n} on a AzF =0
(i.e. g”f‘fj =0, ot [g¥] est la matrice réciproque de [gi;], et les Ffj sont les symboles de

Christoffel).

Les coordonnées harmoniques ont été initialement introduites dans le contexte de la
relativité générale, notamment en raison de propriétés liées au tenseur de Ricci. Dans de
telles coordonnées, ce dernier a par exemple une expression (relativement) simple : on a
Ric;j = —gmkﬁkﬁmgij + des termes ne comportant (au plus) que des dérivées premieres
de la métrique.

D. DeTurck et J. Kazdan [DK81] ont montré le résultat suivant : c’est dans des coor-
données harmoniques que la métrique a la régularité maximale.

Théoréeme 3.4. Supposons qu’une métrique riemannienne g sur une variété lisse M soit
de classe C* (k > 1) dans des coordonnées locales au voisinage d’un point x € M. Alors,
des coordonnées harmoniques existent au voisinage de x, ces derniéeres sont des fonctions
de classe CF1 des anciennes coordonnées, et la métrique est de classe C** dans n’importe
quel systéme de coordonnées harmoniques au voisinage de x.

Au contraire, 'utilisation de coordonnées normales fait (en général) perdre deux dé-
rivées & la métrique : si une métrique est de classe C¥® dans une carte au voisinage de
x, elle est alors (& priori) seulement de classe C¥~2 dans des coordonnées normales au
voisinage de x.
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3.2.3 La conjecture de Gromov (enfin) démontrée

J. Jost et H. Karcher [JK82] ont ensuite montré que si le rayon d’injectivité est minoré
et la courbure sectionnelle est bornée, alors il existe des coordonnées harmoniques sur des
boules de rayon fixé. A I'aide de ce résultat, R. Greene et H. Wu [GWS88] ainsi que S. Peters
[Pet87] ont (indépendamment) montré le théoréeme de Cheeger-Gromov, avec la régularité
de la convergence optimale (théoréme 3.11) : ensemble des variétés riemanniennes a rayon
d’injectivité minoré, volume majoré et courbure sectionnelle bornée est précompact (apres
composition par des difféomorphismes), en norme C* (o < 1). A. Kasue [Kas89] a ensuite
donné une preuve différente de celle de Greene-Wu et Peters. E. Hebey et M. Herzlich ont
détaillé dans leur survey [HH97] la preuve de A. Kasue; c’est ce schéma de démonstration
qui est utilisé dans ce manuscrit pour démontrer le Théoréme Principal. On étudie en
détail cette démonstration dans la suite.

Le théoréme de convergence de Cheeger-Gromov répond a la conjecture initiale de M.
Gromov présente dans [Gro81b|. Ce résultat a ensuite été amélioré par M. T. Anderson
[And90] et M. T. Anderson et J. Cheeger [AC92], en remplacant I’hypotheése sur la courbure
sectionnelle par une hypothese (plus faible) sur la courbure de Ricci; de plus, des bornes
sur les dérivées du tenseur de Ricci donnent lieu & une convergence plus forte (voir encore
le théoréme 3.11).

Des résultats de compacité sous des hypotheses de bornes LP de la courbure de Ricci
ont également été démontrés dans les années 1990, notamment par des travaux de M.T.
Anderson, L. Z. Gao et D. Yang. Voir [Pet97], ou les références dans [HH97]. Dans tous
les cas, il s’agit de voir si on peut minorer le rayon harmonique en adaptant la démons-
tration esquissée ci-dessous (la démonstration du théoreme 3.16) a des cas ot on a moins
d’informations sur la courbure de Ricci. Si c’est le cas, la suite de la démonstration du
théoréme de compacité est alors (presque) identique a celle présentée ci-dessous...

On peut notamment citer le résultat suivant di & M. T. Anderson, voir [Pet97], p.187 :

Théoréme 3.5. Soit n € N et A,i,V > 0, et soit p > n/2. L’ensemble des variétés
riemanniennes vérifiant ([ |Ric |pdA)1/p < A, inj > i et vol < V est précompact, en
norme C* pour a < 2 —n/p.

On reparlera de ce théoréme plus tard : on montrera en effet que le Théoréme Principal
nous donne également un théoreme de compacité, sous des hypothéses de bornes intégrales
sur la courbure (voir le corollaire 4.30).

3.3 Convergence au sens de Gromov-Hausdorff

Pour cette partie, on pourra se référer au livre [Pet06]. On va se placer uniquement dans
le cas d’espaces compacts ; la plupart des notions étudiées ici sont également valides dans
le cas des espaces complets, mais il faut alors utiliser la convergence de Gromov-Hausdorff
pointée.

Si A et B sont deux parties d’un espace métrique compact (X, d), on définit la distance
de Hausdorff entre A et B par

dg(A,B)=inf{e >0 | ACV:(B) et BCV:(A)},
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ot on note V.(Y) = {zr € X | d(z,Y) < €} 'e-voisinage d’une partie ¥ C X. L’ensemble
des compacts de X, munis de la distance de Hausdorff dg, est un espace métrique compact.

M. Gromov, dans [Gro81b], a défini la distance entre deux espaces métriques quel-
conques (et non pas inclus dans un troisieme espace métrique plus grand) de la fagon sui-
vante. Si X et Y sont deux espaces métriques, on défini la distance de Gromov-Hausdorff
entre X et Y par

dep(X,Y) =inf{dy(X,Y)},
ou la borne inférieure est prise sur toutes les métriques sur I'union disjointe X I1Y, qui
étendent les métriques sur X et sur Y. Deux espaces métriques sont a distance nulle si, et
seulement si, ils sont isométriques. L’ensemble des espaces métriques compacts (modulo
isométries), muni de la distance de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique.

La convergence au sens de Gromov-Hausdorff est assez faible, et on peut obtenir énor-
mément d’exemples pathologiques. A la limite, la dimension peut diminuer : pour toute
variété riemanienne compacte (M, g), la suite de variétés (M, g/m)men converge au sens
de Gromov-Hausdorff vers un point. La dimension peut également augmenter. M. Cassorla
[Cas92] a démontré que tout espace métrique intrinseque compact est la limite Gromov-
Hausdorff de surfaces riemanniennes compactes (qui, de plus, peuvent étre plongées iso-
métriquement dans R3). Sans hypothése supplémentaire sur la suite d’espaces métriques
(intrinseques) (X, d,) qui converge, la seule chose que 'on peut dire est que 'espace
métrique limite est également intrinseque.

M. Gromov a montré le

Théoréme 3.6 (Gromov). Soit C un ensemble d’espaces métriques compacts. On suppose
que pour tout € > 0, il existe un entier N(e) tel que pour tout X € C, le nombre mazimal
de boules disjointes de rayon € dans X est inférieur a N(e).

Alors C est précompact : toute suite de C admet une sous-suite qui converge, au Sens
de Gromov-Hausdorff, vers un espace métrique compact X .

L’idée de la démonstration est d’abord de remarquer que le diametre des espaces
métriques X € C est borné. Ensuite, on approxime tout X,, € C par un espace métrique
discret, comportant N (g) points (correspondant aux centres des N(g) boules disjointes).
La métrique sur cet espace est alors décrite par N(g)(N(e) — 1) nombres positifs, qui sont
bornés. Un argument de compacité permet alors de conclure.

Le fait important est que par le théoréme de Bishop-Gromov (théoréme 1.6), une borne
inférieure sur la courbure de Ricci nous donne des estimées sur le volume des boules, et de
telles estimées nous permettent d’obtenir une majoration du nombre de boules disjointes
de rayon fixé :

Théoréme 3.7 (Gromov). Soit n € N, A € R et D > 0. L’ensemble des variétés rieman-
niennes compactes M™, de dimension n, a courbure de Ricci > (n— 1)\ et diamétre < D,
est précompact.

Démonstration. On utilise le théoréme précédent. Soit € > 0, et soit B(z;,¢), pour 1 <
i < N(e), un ensemble maximal de boules disjointes de rayon . Supposons que B(z1,¢)
est la boule de plus petit volume. On a alors
N(e)
N(e) - vol(B(w1,¢)) < vol( | ) B(wi,€)) < vol(M™) = vol(B(z1,2D)).
i=1
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vol(B(z1,r))
'U(n’>\77.)

sante (on rappelle que v(n, A, ) est le volume d’une boule de rayon r dans l'unique variété

riemannienne compléte simplement connexe de dimension n, de courbure constante A € R).

On a donc

Par le théoreme de Bishop-Gromov, on sait que 'application r — est décrois-

vol(B(z1,2D)) < vol(B(x1,¢€))

v(n,\,2D) = w(n,\e)
et on obtient
NG < A 2B
ce qui montre qu’on peut appliquer le théoréme précédent. ]

Remarque 3.8. Cet important théoréeme de compacité donne lieu a un théme de recherche
actuellement tres en vogue. Notamment, J. Cheeger, T. Colding et A. Naber étudient la
structure de l’espace métrique limite (X,d) d’une suite de variétés riemanniennes lisses
a courbure de Ricci vérifiant Ric > (n — 1)k : on sait déja que (X,d) est un espace
métrique intrinséque, mais que peut-on dire de plus ? Ils étudient notamment les cas de
non-effondrement (volume des boules de rayon 1 minoré). La littérature sur ce sujet est
abondante : on pourra par exemple consulter [CC96], [CCIT] et les références citées dans
ces articles.

Cette méthode constitue tres souvent la premiere étape dans une démonstration d’un
résultat de compacité, car on obtient ainsi un recouvrement de la variété par un nombre
majoré de boules. En effet, on a le fait élémentaire suivant :

Fait 3.9. Si les boules B(x;,¢), pour 1 < i < N, constitue un ensemble maximal de boules
de rayon ¢ disjointes dans M, alors les boules B(x;,2¢) recouvrent M.

Démonstration. Sl existait un point x € M — N, B(x;,2¢), alors la boule B(z, ¢) serait
disjointe des boules B(x;,¢), et on aurait donc N + 1 boules de rayon ¢ disjointes. O

Pour démontrer des théorémes de compacité (voir la section suivante ou le début de
la démonstration du Théoréme Principal), on commence donc par prendre un nombre
maximal N de boules de rayon fixé disjointes. Grace a des informations sur la courbure,
on dispose de bornes sur le volume des boules, et ceci nous donne une majoration de N.
Par le fait précédent, on a donc un recouvrement de notre variété par un nombre de boules
majoré. Ce recouvrement constitue le point de départ de la démonstration.

3.4 Convergence lisse (Cheeger-Gromov)

3.4.1 Enoncé du résultat

Commencons par préciser ce que on entend par « convergence en norme C*® » pour
une suite de variétés riemanniennes.

Définition 3.10. Soient n € N,k € N et o € (0,1). Soit (M, gm) une suite de variétés
riemanniennes compactes lisses de dimension n, M une variété lisse, et g une métrique
riemannienne de classe C&® sur M. On dit que (My,, gm) converge vers (M,g) en norme
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Che 5%l existe mg € N tel que, pour tout m > mo, il existe des dzﬁeomorphismes D,
M — M,,, de classe CFT1:2 tels que ®* . (gm) converge vers g en norme C’lOC (c’est-a- dzre
que dans toute carte de l atlas lisse de M, les composantes de @7 (gm) convergent vers les
composantes de g, en tant que fonctions définies sur un ouvert de R™).

Le théoréme de Cheeger-Gromov, conjecturé par M. Gromov dans [Gro81b|, démontré
par R. Greene et H. Wu [GWS8S] et S. Peters [Pet87] dans le cas de courbure sectionnelle
bornée, puis étendu au cas de bornes sur la courbure de Ricci par M. T. Anderson [And90]
et M. T. Anderson et J. Cheeger [AC92] (voir I'historique au début de cette partie) est le
suivant :

Théoréme 3.11 (Cheeger-Gromov). Soit n € N, A € R, i > 0 et v > 0. L’ensemble des
variétés riemanniennes lisses (M, g) de dimension n satisfaisant les trois hypothéses

1. Ric> An—1),

2. inj > 1,

3. vol <w
est précompact en topologie C>® pour tout o € (0,1) (c’est-a-dire que toute suite (M, gm)
posséde une sous-suite qui converge en norme C%). ‘

Si a la place de U'hypotheése 1, on suppose qu’il existe k € N tel que |D? Ric| < C(5)
pour j € {0,...,k}, alors on a une précompacité en topologie CF1 pour tout o € (0,1).

La régularité de la convergence est optimale : en effet, sous I'hypothese |Ric| < C, S.
Peters [Pet87] a montré que la métrique limite n’était pas nécessairement C? (en fait, elle
n’est méme pas forcément C!). Le dessin suivant est assez éclairant : & courbure bornée,
une surface (lisse) peut converger vers une surface constituée d’un cylindre, et de deux
demi-spheres. Et la métrique de cette surface ne peut pas étre C? : la courbure, qui est la
dérivée seconde de la métrique, n’est pas continue (elle vaut 0 ou +1).

T D-TC D

F1GURE 3.1 — Des surfaces lisses convergent vers une surface dont la métrique ne peut pas
étre C2.

Dans le cas ou M,, = M pour tout m € N, on peut se demander s’il est vraiment
nécessaire de composer par des difféfomorphismes pour obtenir une convergence. C’est
bien le cas, pour la raison suivante. On reprend ’exemple de E. Hebey et M. Herzlich
exposé dans [HH97], p.4. Considérons la sphere S?, munie de sa métrique ronde g. Pour
tout suite de difféomorphismes ¢, : S — S?, la suite de métriques (p,,)*g vérifie les
conditions du théoreme 23, car les métriques sont toutes isométriques & g (et ont donc
exactement les mémes propriétés géométriques). Et il est facile de choisir la suite ¢, de
telle sorte que les métriques (¢,,)*g ne convergent pas vers une métrique go,. Par exemple,
notons proj : S2 — C U {oo} la projection stéréographique de pole Nord (c’est-a-dire telle
que le pole Nord N soit envoyé sur U'infini), et f,, : z — mz le difféomorphisme de CU{oc}.
Posons ¢y, = proj ! of,, oproj. Alors (¢.,)*g concentre toute la spheére vers le pole Nord :
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si on note d,, la suite de distances associées, on a d,,(z,y) — 0 si x et y ne sont pas
au pole Sud. Sans composer la suite (¢,,)*gm par des difféomorphismes, il est clair qu'on
ne peut pas espérer une convergence de cette suite de métriques. En d’autres termes, la
bonne notion de convergence a considérer est la convergence a isométrie pres.

Dans tout résultat de compacité de ce type, il faut donc construire les difféomorphismes.
Il est illusoire de chercher & montrer un tel théoreme uniquement en appliquant des résul-
tats de compacité de type Arzela-Ascoli... Les difféomorphismes peuvent par exemple étre
construits en plongeant les variétés dans un méme espace Euclidien (voir ci-dessous).

Réécrivons le théoreme de Cheeger-Gromov dans le cas des surfaces (n = 2), car c’est
sous cette forme que le résultat va nous intéresser dans la suite :

Théoréeme 3.12. Soit A > 0,7 > 0 et A > 0. L’ensemble des surfaces riemanniennes
lisses (3, g) satisfaisant les trois hypothéses

1. |K| <A,
2. inj > 1,
3. aire < A

est précompact en topologie C1* pour tout o € (0, 1).

On a la proposition élémentaire suivante, qui montre que dans le théoreme de Cheeger-
Gromov, on peut remplacer une borne supérieure sur le volume par une borne supérieure
sur le diametre. On aura une proposition analogue pour le Théoréme Principal, voir la
proposition 5.1 et le corollaire 4.28.

Proposition 3.13. Sous les hypothéses de courbure sectionnelle bornée et de rayon d’in-
jectivité minoré, une magjoration du volume est équivalente d une majoration du diameétre.

Démonstration. Supposons qu’on ait une variété riemannienne (M, g), & courbure section-
nelle |K| < A et rayon d’injectivité > ¢ > 0.

Supposons que le volume soit majoré. Si le diametre était arbitrairement grand, alors
on pourrait trouver un nombre arbitrairement grand de boules disjointes de rayon i, et
comme le volume de ces boules est minoré par celui d’une boule de rayon ¢ dans un modele
simplement connexe de courbure constante A > 0, le volume serait arbitrairement grand.

Supposons maintenant que le diametre soit majoré par D. Alors, la variété toute entiére
est une boule de rayon D + 1, et le volume de cette boule est au plus celui d’une boule de
rayon D + 1 dans un modeéle simplement connexe de courbure constante —A < 0, ce qui
prouve que le volume est majoré. ]

3.4.2 Un mot sur les hypothéses

La partie 4 va étre consacrée a adapter les hypothéses du théoreme de Cheeger-Gromov
au cas des surfaces d’Alexandrov ; il est donc intéressant dans un premier temps de bien
comprendre ces dernieres.

La borne sur la courbure nous donne une borne sur les dérivées secondes de la métrique.
Comme déja signalé, par le théoréme d’Arzela-Ascoli, il n’est alors pas étonnant d’obtenir
une convergence en norme Ch®... Bien que comme expliqué plus haut, la (nécessaire!)
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construction des difféomorphismes nécessite un raisonnement plus compliqué que la seule
application du théoreme d’Arzela-Ascoli.

Une minoration du rayon d’injectivité empéche un pincement de la surface, qui peut
se produire a courbure bornée. On peut par exemple penser a une métrique produit sur
un tore S' x S' ot1 le diameétre de I'un des facteurs tends vers zéro, ou de facon plus imagée

a la figure suivante :
g

FIGURE 3.2 — Le rayon d’injectivité en = est tres petit

On reviendra largement sur ces considérations dans la partie 4.2, quand on cherchera des
hypotheses pertinentes pour empécher un tel pincement, dans le cas d’espaces métriques
singuliers (et non plus riemanniens).

Enfin, une borne sur l'aire est naturelle si 'on souhaite rester dans la catégorie des
surfaces compactes (on peut imaginer des spheres de rayons de plus en plus grands, et
dont la courbure sectionnelle reste bornée). Sans cette borne sur laire, on peut toujours
énoncer un résultat de convergence, mais dans la catégorie des variétés riemanniennes
completes pointées. Comme déja précisé, on se limite dans ce manuscrit aux énoncés dans
le cas compact.

3.4.3 Les deux étapes de la preuve

On suit ici la présentation de la preuve faite dans le survey [HH97]. La démonstration
se déroule en deux étapes bien distinctes :

1. La premiére étape consiste a montrer que sur les variétés considérées, il existe de
bonnes cartes harmoniques sur des boules de tailles uniformes. Plus précisément, on
montre qu’il y a une borne inférieure sur le rayon harmonique; cette partie est due
a Anderson-Cheeger [AC92] et Anderson [And90].

2. La deuxieéme partie consiste, a l'aide des cartes précédemment construites, a plonger
les variétés dans un méme espace Euclidien RY. Cette construction fait naturellement
apparaitre les difféomorphismes ¢, de la conclusion du théoréme. Cette partie de
la démonstration est due a A. Kasue [Kas89] (comme signalé plus haut, les démons-
trations de R. Greene et H. Wu [GW88] et S. Peters [Pet87] sont moins éclairantes).

Remarque 3.14. P. Petersen, dans le livre [Pet06], propose une autre démonstration du
théoréme de Cheeger-Gromov en définissant une notion de « norme C® » d’une variété
riemannienne. Cette notion est d’une certaine maniére duale de celle de rayon harmonique,
présentée plus bas : des hypothéses géométriques donnent une majoration de la « norme
Ch » de la variété (au lieu de donner une minoration du rayon harmonique). L’intérét est
alors que l’'énoncé du théoréeme de compacité semble étre une généralisation du théoréme
d’Arzela-Ascoli, ou les fonctions sont remplacées par des variétés. Selon 'auteur de ce
manuscrit, la notion de rayon harmonique semble plus facile a appréhender que celle de
« norme C® » d’une variété.
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Premieére étape : minoration du rayon harmonique

Comme indiqué précédemment, les coordonnées harmoniques jouent un réle central
dans la preuve. Le rayon harmonique est le plus grand rayon des boules sur lesquelles il
existe des coordonnées harmoniques, dans lesquelles on controle la métrique :

Définition 3.15. Soit (M,g) une variété lisse, et x € M. Soient Q@ > 1, k € N et
a € (0,1). On définit le CH*-rayon harmonique en x comme le plus grand réel ry =
ra(M,g,Q,k,a)(x) tel qu’il existe une carte harmonique sur la boule B(x,rg) telle que
la métrique g;; dans cette carte vérifie les propriétés suivantes :

— en tant que formes bilinéaires on a

Q16 < gij < Qi

— on a

9P g (y) — 0P gis
S [ sup 0%, )+ 3 wlesup 205~ P i)

~ <Q-1. (31)
1<|8|<k 4 |8I=k y#= d(y, z)

On définit le rayon harmonique de (M, g) par
TH(M797Q7]€7 O() = iél]f\.JTH(M,g,Q,k’,CE)(.I').

L’inégalité (3.1) fait apparaitre certaines puissances de r. L’intérét est que le rayon
harmonique est homogeéne & une longueur : pour tout A > 0 on a 7y (M, \2g, Q, k,a)(z) =
Arpg(M,g,Q, k,a)(x).

Le résultat important est qu'un controle sur le rayon d’injectivité et sur la norme CF*1
de la courbure de Ricci nous donne une minoration du C¥“-rayon harmonique.

Théoréme 3.16 ([HHI7]). Soientn € N*, Q > 1 et a € (0,1).
Toute variété (M",g) de courbure de Ricci satisfaisant Ric > A(n — 1) et de rayon
d’injectivité inj > i (ou A € R et i > 0) vérifie

TH(Magv Qa 07 a) 2 T'min,

0t Tmin > 0 est une constante ne dépendant que de n,Q, c, i, A.
Si au lieu de supposer Ric > \(n — 1) on suppose |D’ Ric| < C(5) pour j € {0,....k},
alors on a
ra(M,g,Q,k+1,a) > rmin

ol rin est une constante ne dépendant que de n,Q, «,i et des C(j) pour j € {0, ..., k}.

Démonstration. On en donne seulement les grandes lignes, sans rentrer dans les détails
techniques. Plagons-nous dans le cas Ric > A(n — 1). On suppose par l'absurde qu’il
n’existe pas de constante 7, comme dans le théoréme : il existe donc une suite (M, gm)
de variétés lisses de dimension n, avec Ric(yy,, g,,) = A(n—1) et IMj(Af,gm) = % telle que
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Tm = TH(Mpn, gm, @,0,a) — 0. On effectue un changement d’échelle en considérant les
métriques g, 1= r,,2gm : on a alors

TH(Mmyg;/anvoaa) = ]-a
Ric(Mp, gm) > 2 Xn—1) — 0,

m—o0

inj(Mm, gm) > i/rm T 4-00.

L’idée est alors de montrer que (M,,, gn) converge (en un certain sens) vers une variété
(M, g). Comme les variétés (M,,, g,,) ont un rayon harmonique égal & 1, on peut montrer
que le rayon harmonique de (M, g) sera < 1.

Par ailleurs, le rayon d’injectivité de (M, g) est infini, ce qui montre qu’en un point z, il
existe des lignes (géodésiques) dans toutes les directions. Comme la courbure de Ricci est
positive, on peut appliquer le théoreme de « splitting » de Cheeger-Gromoll pour montrer
que (M, g) est en fait isométrique a l'espace Euclidien E™; comme cet espace a un rayon
harmonique infini, on aboutit & une contradiction. ]

Deuxiéme étape : plongement dans un espace Euclidien et conclusion

On donne les grandes lignes de la deuxieme étape de la démonstration. Afin d’en
comprendre le schéma général, on ne rentre volontairement pas dans les détails, et on fait
quelques abus de notations qui simplifient I’exposé. La preuve du Théoreme Principal de
ce manuscrit, présentée en détails dans la partie 5.4, est basée sur ce méme schéma de
démonstration ; les différences importantes entre les deux constructions sont explicitées au
début de la partie 5.4.

Considérons une suite (M™, g,,,) de variétés riemanniennes vérifiant les hypotheses du
théoreme 3.11, c’est-a-dire telles que

1. Ric > A(n — 1) (ou |D? Ric| < O(4) pour j € {0, ..., k}),
2. inj > i >0,
3. aire < A.

Dans ce résumé de la preuve, a de nombreuses reprises les propriétés annoncées seront
vraies seulement apres avoir extrait une sous-suite de (M™, g,,). Pour plus de clarté, on
ne le précisera pas a chaque fois, et on ne changera pas non plus les indices de la suite.

Par le théoreme 3.16, il existe rnin > 0 tel que le rayon harmonique de ces variétés soit
supérieur & ryin. La preuve se déroule en plusieurs parties.

1. Comme indiqué a la fin de la partie 3.3, & l'aide d’estimations sur le volume des
boules (qui sont valables car on dispose de bornes sur la courbure), on peut recouvrir
la variété par un nombre uniforme de boules By, (z]", rmin), pour ¢ € {1,...,N}.
On peut alors prendre des cartes harmoniques, comme dans la définition du rayon
harmonique :

H™: By (2", "min) — B

(B désigne la boule unité de R™.)
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2. On étend les cartes H", définies seulement sur By, (z!", "min), & M™ tout entier en
définissant des fonctions H™ : M™ — B, égales & H!™ au voisinage de 7. On plonge
alors les variétés M™ dans un espace Euclidien R?, par une construction due a H.
Whitney :

ym. M™m — R

(en réalité, on ne définit pas U (x) exactement de cette fagon-1a, mais pour simplifier
I'exposé on se contentera de cette expression).
Par construction, les sous-variétés W™ (M™) sont localement des graphes. Plus préci-
sément, U™ (M™) est la réunion de N graphes : pour une certaine boule Euclidienne
B'CBona

N

e (M™) = (J{ o™ o (H") N (z) | 2 € B,

i=1
et la i—éme coordonnée de I'expression W™ o (H™)"1(z) est z. En effet, si la boule
B’ est assez petite, on a H"((H™)™1(z)) = z pour z € B, et donc

UT((H)TH2) = (HT o (H) 7 (2), oo 2, H o (H)7TH2)). (3.2)

Remarque 3.17. Attention, ici on plonge les variétés (lisses) M™ dans R?, et a
aucun moment il n’est question de plongement isométrique dans R?. La construction
est juste différentielle, et les métriques riemanniennes sur M™ joueront seulement
un role plus tard (elles interviennent de fagon détournée lors de l’étape suivante,
pour faire converger les fonctions). Cette remarque aura son importance plus loin,
lors de la méme étape de la démonstration du Théoréeme Principal, voir la remarque
5.19.

3. On a le fait suivant :

Fait 3.18. Quand m tends vers Uinfini, les fonctions HJ" o (HM™1 : B - B
convergent.

En effet, les fonctions Hijm o (H™)~! sont soit nulles (par exemple quand il n’y a
pas de fonctions de transition, c’est-a-dire quand B, (", "min) N Bm(x}n, Tmin) = 0),
soit ressemblent fortement a H" o (H™)~1 (auquel cas cette derniére expression a
un sens, du moins localement). Sans trop rentrer dans les détails, le principe est le
suivant. Comme les cartes H;" sont harmoniques, les n fonctions coordonnées des
applications HJ" o (H™)~! vérifient des équations elliptiques, dont les coefficients
dépendent des coefficients de la métrique dans les cartes H" : By, (2", "min) — B.
Par définition du rayon harmonique, ces coefficients sont controlés, et par régularité
elliptique on obtient alors des bornes sur les dérivées des fonctions HJ" o (H™)~L.
On n’a alors plus qu’a utiliser le théoréme d’Arzela-Ascoli pour conclure.

On peut ainsi passer a la limite dans l’expression (3.2) pour obtenir une variété
« limite », ou plus précisément limite de graphes :

M :=lim¥"(M™) C RY.
On montre que M est en fait une sous-variété lisse de RY.
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4. Pour m assez grand, les variétés plongées ¥ (M™) C RY sont dans un voisinage
tubulaire de M. On peut alors projeter le long des normales & M et obtenir une
application II"™ : M™ — M®°. Comme les sous-variétés M™ convergent vers M >
(au sens explicité ci-dessus), on peut prouver que les applications II"™ : M™ — M
sont en fait des difféomorphismes.

5. Résumons la construction effectuée : on a construit des difféomorphismes M™

U(M™) C R4 = M> C R%. On peut donc transporter les métriques g, sur
M™ en des métriques g, sur M. Il ne nous reste alors plus qu’a montrer que les
métriques g,, convergent vers une métrique riemannienne g.
Pour ce faire, plagons nous dans des cartes naturelles sur M, qui correspondent aux
N graphes « limites » (rappelons que M est la limite des sous-variétés W™ (M™),
au sens ou les N graphes de U™ (M™) convergent vers les N graphes de M*°). Il nous
suffit de montrer que les coefficients de g,,, dans ces cartes, convergent ; mais par
construction, ces coefficients ressemblent & ceux de la métrique g,, dans les cartes
H!™. Et les cartes harmoniques H;" ont justement été construites de telle sorte que
les coefficients de la métrique g,, soient contrblées dans ces cartes : on peut donc
appliquer une derniere fois le théoreme d’Arzela-Ascoli pour conclure.

Les deux dernieres étapes ne sont pas tres détaillées dans la littérature, que ce soit
dans la démonstration de A. Kasue [Kas89] ou dans le survey de E. Hebey et M. Herzlich
[HH97]; notamment, le fait que M® soit bien une sous-variété, et que les projections
I . M™ — M® soient bien des difféomorphismes... Pour la démonstration du Théoréme
Principal, il a fallu écrire tous les détails pour vérifier que cette construction s’adaptait
bien au cas des surfaces d’Alexandrov. On rappelle qu’on détaillera au début de la partie
5.4 les différences entre cette preuve du théoreme de Cheeger-Gromov et celle du Théoreme
Principal.

3.4.4 Conséquences d’un contrdle C° de la métrique

Pour pouvoir appliquer la construction expliquée dans la deuxieme étape de la démons-
tration, on a besoin, une fois qu’on a choisi des cartes harmoniques H : B(z,e) — B C R",
d’avoir un certain controle sur I'image des boules B(z, Ae), pour des valeurs de A < 1 (no-
tamment au 2., o 'on doit étendre les cartes H;" définies localement, et dans les parties
3. et 4.). Les propriétés obtenues doivent étre uniformes, c’est-a-dire ne pas dépendre de
I’élément de la suite considéré.

La proposition suivante précise ce que signifie « controler I'image des boules ». Dans
le cas d’une métrique lisse, sous la seule hypothese d’une inégalité du type Qfldij < gij <
(Q6;; pour un @ > 1 (comme dans le cas de la définition du rayon harmonique, mais sans
préter attention aux dérivées), un tel controle est facile a obtenir (la démonstration de
la proposition 3.20 est assez élémentaire). Ces propriétés sont utilisées de fagon implicite
dans la démonstration présentée dans [HH97].

Pour démontrer le Théoreme Principal, qui se place dans le cadre de métriques sin-
gulieres, on souhaitera effectuer la méme construction que celle présentée précédemment.
On aura donc besoin d’avoir des résultats similaires sur I'image des boules B(z, A¢), pour
A < 1, une fois qu’on s’est fixé une carte (conforme) H : B(x,e) — D(1/2). Ceci est beau-
coup plus compliqué, car on ne disposera plus d’une inégalité du type Qfldij < gij < Q0
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(les métriques considérées ne seront plus riemanniennes, et donc ces inégalités n’auront
plus de sens). On devra alors utiliser la géométrie conforme des anneaux, présentée dans
la partie 1.3. Le théoréme correspondant est un des points clés de la démonstration du
Théoreme Principal, c’est le théoreéme 5.9.

On énonce donc la proposition suivante, afin de faire le paralleéle avec le théoréme 5.9,
et montrer que la situation est beaucoup plus simple dans le cas lisse, sous I'hypothese
Qfldij < gij < Q0;;; on pourra également faire le parallele entre les figures 3.3 et 5.1.

Remarque 3.19. Bien qu’un contréle des images des boules soit élémentaire sous les
hypothéses Q_léij < gij < Q0;j, la partie difficile du travail a en quelque sorte déja été
effectuée avant, lors de la minoration du rayon des boules sur lesquelles on a de telles
estimées pour la métrique - c’est-a-dire lors de la minoration du rayon harmonique.

Proposition 3.20. Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n, et H :
B(z,r) - A C R" une carte, avec H(x) = 0. On suppose que r < inj(z), et que les
coefficients de la métrique g dans cette carte vérifient

Q165 < gi; < Qdyy,
pour un réel QQ > 1.
De plus, on suppose qu’on a r < @, et pour simplifier les notations du théoréme, on

pose L = Pour s > 0, on note B"(s) la boule Euclidienne de R™, centrée en 0 et de
rayon S.

T
4Q3/2 .
1. On peut restreindre H pour obtenir une carte

H:U—>B"<\/%2),

ou U vérifie

B ($, g) CcU C B(z,r).

2. On est alors dans la situation suivante :

B"(1/2)
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FI1GURE 3.3 — On a un controle sur I'image des « grosses » boules B (x, b) et sur

I’image des « petites » boules B (x, @)

Autrement dit, on a les deux propriétés suivantes :

(2a) B"(v) C H (B (a:, 422)) C B" (\/T@ — L)

(s < (2)

Démonstration. Par les bornes sur la courbure on a, pour tout z,2’ € A C R",
1 -1 -1

ﬁ”z - ZIH < d|B(x,7")(H (z)vH (Z,)) < \/@HZ - Z’/H : (3'3)
on va utiliser ces inégalités a de nombreuses reprises dans la suite. On rappelle que d|g ;)
est la distance de longueur induite par d sur B(z,r) : on a donc d < d|B(z,r)- On a également
d\B(a,r)(T,y) = d(x,y) pour tout y € B(z,7), car r est inférieur au rayon d’injectivité et il
existe donc une (unique) géodésique minimisante entre z et y, et cette derniére reste dans
B(z,r).

Preuve du 1. Il suffit de montrer I’inclusion

(o) en ()

qui est vraie car pour tout y € B (x, 6) on a, par 'inégalité (3.3) :

(W) = ) — H(z)|| < dper(@,y) = d(z,y) < =.

1 1
ﬁ”H EHH(Q 0

Preuve du 2a. Commencons par montrer la premiere inclusion. Si ||z]| < ¢ = 4Q+/2’

alors par l'inégalité 3.3 on a
_ _ r
d(z, H 1(2)) = d|B(z,r)(xaH 1(Z)) < \/@HZ” < @7

et donc H~'(z) € B (:1:, é)

Pour la deuxiéme inclusion, considérons y € B (a:, b) Si H(y) =0, alors il n’y a rien
a démontrer, et si H(y) # 0 définissons A > 0 par

AllH () =

3l

Comme ||H (y)|| < %, ona\>1.
Considérons la suite de points z,, = (A —27™)H(y); pour m assez grand on a z,, €

B" (%) Comme H (E (x, %)) CH (B (x, 6)), I'inclusion (3.4) nous montre que

#(5(=30)) = ()
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7 il est clair que pour m assez grand on a z,, ¢

Comme z,, € B" (%) et ||zm|| — ol
( ) 2Q>> et donc zp, ¢ H ( ( , 2Q)) En appliquant I'inégalité (3.3) on obtient

Ay (0 H (o)) < V@ IH(y) = 2
= V@ (m14A-2) [HE)

H_l(zm)) > 4Q> et

H (B

A

De plus, comme y € B(:L‘ Q) et H 1 (2y,) ¢ B( ,2Q>, on a d(y,

donc avec I'inégalité d < d|p(,,,) on obtient
15 < V@ (FIHWI+ 5 —2 W) < V)] -+
et donc . . ,
H(y)|l < — = — L.
IHWI < 75 - 157 = 75

Preuve du 2b. Par l'inégalité (3.3) on a, pour tout y € B ( , 8Q2)
1 T
ﬁHH(yﬂl < d|B(x,r)(xay) = d<$7y) < @,

et donc . L
I < g7z = 5
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Chapitre 4

Du théoreme de Cheeger-(Gromov
au Théoreme Principal

Le but de cette partie est d’expliquer comment on peut adapter les hypothéses du théo-
réme de compacité de Cheeger-Gromov (le théoréme 3.12) au cas des surfaces d’Alexan-
drov.

L’hypothese la plus facile a adapter est la troisieme, celle qui concerne l'aire, car les
surfaces d’Alexandrov possedent naturellement une mesure d’aire. Quant a la premiere,
elle porte sur la courbure de Gaufl de la métrique, et dans le cadre singulier des surfaces
d’Alexandrov I'objet naturel a considérer est la mesure de courbure. On détaille dans la
premieére partie I’hypothese correspondante.

La deuxiéme hypothése est une borne inférieure sur le rayon d’injectivité, et cette
notion n’est pas pertinente dans le cadre singulier des surfaces d’Alexandrov. Dans une
deuxieme partie, on introduit une nouvelle quantité, le rayon de contractibilité, qui va jouer
le réle du rayon d’injectivité pour les surfaces d’Alexandrov. On en étudie les principales
propriétés.

On termine ce chapitre par énoncer quelques corollaires du Théoreme Principal, et
par se poser la question de la convergence des structures conformes, pour une suite de
métriques vérifiant les hypotheéses du Théoréeme Principal.

Remarque 4.1. Dans le théoréme de Cheeger-Gromov, on considére une suite de variétés
riemanniennes (M, gm) vérifiant certaines hypothéses ; on ne suppose pas que les variétés
M,, sont difféomorphes entre elles. Une des conséquences du théoréme est qu’il existe une
sous-suite my, telle que toutes les variétés M, sont difféomorphes entre elles.

Dans le Théoréme Principal, on ne considére au contraire qu’une seule surface X (mu-
nie de différentes métriques d’Alexandrov), pour la raison suivante. Pour espérer obtenir
un résultat de convergence, il est nécessaire de supposer une majoration de la mesure de
courbure Q = wt + w™ des surfaces d’Alexzandrov; mais alors, par la formule de Gauf-
Bonnet, le genre de ces surfaces est borné, et donc quitte a considérer une sous-suite on
peut supposer que toutes ces surfaces sont difféomorphes. Ainst, dans le Théoréme Prin-
cipal, on ne perd pas en généralité en considérant des métriques sur une méme surface

3.
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4.1 Hypothese sur la courbure

On a déja signalé que sur une surface d’Alexandrov, les points & dont la mesure de
courbure vérifie w ({z}) = 27 posent probléme : ce sont des cusps, et ils peuvent étre a
distance infinie des autres points, auquel cas la topologie définie par la métrique n’est plus
la topologie de surface de ¥ (la surface peut ne plus étre compacte pour cette nouvelle
topologie).

On veut donc empécher 'apparition de tels cusps : on souhaite que toute suite de
métriques vérifiant les hypotheéses du Théoréme Principal converge (aprés passage a une
sous-suite et composition par des difféomorphismes) vers une métrique dont la mesure de
courbure vérifie wt ({z}) < 27 pour tout z € X. Il est facile de construire des exemples de
métriques d,, dont les mesures de courbure vérifient w;t ({x}) < 27 pour tout x € 3, mais
telles que w;!; converge faiblement vers un Dirac de poids 27 (on peut par exemple penser
a une accumulation de singularités coniques, dont les courbures k; vérifient >, k; = 2m).
Pour un exemple plus explicite, on pourra se référer également a la partie 4.2.4 et a la
figure 4.9. Pour empécher une telle accumulation il est naturel de demander la condition
suivante :

Hypothese 1 : il existe § > 0 et ¢ > 0 tels que wt (B(z,¢)) < 27 — § pour tout = € X.

4.2 Le rayon de contractibilité remplace le rayon d’injecti-
vité
4.2.1 Définition

La définition du rayon d’injectivité d’une surface riemannienne fait intervenir I’applica-
tion exponentielle, qui est construite en considérant les géodésiques issues d’un point x € X
(voir la partie 1.2.1) : inj(z) est le plus grand r > 0 tel que exp, soit un difféomorphisme,
de B(r) C T,X sur son image.

Dans un cadre singulier, dans lequel on dispose toujours de l’existence de géodésiques,
on pourrait étre tentés de définir de méme une application exponentielle singuliére en un
point x : & un vecteur tangent v € T, 3 on associe la valeur en 1 de l"unique géodésique ~y
vérifiant v(0) = x et 4(0) = v.

Le probleme est qu’avec des singularités coniques de courbures négatives, on n’a pas
unicité des géodésiques (a vitesse initiale prescrite) : sur la figure suivante, les deux géo-
désiques 71 et v ont méme vitesse initiale.

[
71

FIGURE 4.1 — Exemple de branching geodesics.
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Supposons que l'on soit dans un cas idéal, ou on a unicité des géodésiques (a vitesse
initiale prescrite). On peut alors définir, de la méme facon que dans le cas lisse, un rayon
d’injectivité inj(z), égal au plus grand r > 0 tel que exp,, soit (par exemple) un homéomor-
phisme, de B(r) C T, X sur son image. Mais alors en présence d’'une singularité conique de
courbure positive, cette quantité n’est pas pertinente non plus, pour la raison suivante : ce
rayon d’injectivité inj(x) tends vers zéro quand x se rapproche d’un point conique p, car
deux vecteurs tangents différents ont pour image un méme point y € X, arbitrairement
proche de p.

4! V2 : ¥

8

FIGURE 4.2 — Cone vu du dessus (& gauche), ou découpé selon les pointillés (& droite) : vq
et 9 sont deux géodésiques minimisantes entre x et y.

On cherche donc a introduire une nouvelle quantité strictement positive, que 'on va
noter cont(X, d, z) dans la suite, vérifiant les propriétés suivantes :

1. cont(X,d, z) a un sens si (X, d) est une surface d’Alexandrov, et cette quantité n’est
« pas trop éloignée » du rayon d’injectivité si la métrique est riemannienne.

2. Une borne inférieure sur

cont(X,d) := 1r€1£ cont(X, d, x)

empéche un pincement de la surface. En d’autres termes, on souhaite que dans
I'exemple suivant, cont(X, d, x) soit trés petit :

l’
FIGURE 4.3 — La surface est pincée en x

3. Une borne inférieure sur cont(X,d, z) nous donne des propriétés intéressantes (sur
le volume des boules par exemple).

La surface ¥ étant seulement munie d’une distance, une des fagons de contrdler sa
géométrie est d’étudier le comportement des (petites) boules. Dans I'exemple de la figure
4.3, les boules de tres petits rayons autour de x sont homéomorphes & des disques, mais
pour des rayons plus grands ces boules vont étre homéomorphes & des anneaux. On pourrait
donc utiliser la
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Définition 4.2 (provisoire). On pose
cont(X,d,z) =sup {r > 0 |B(z,r) est homéomorphe a un disque}.

Le probleme est que, dans ’exemple précédent, cette quantité n’est en fait pas petite :
si x est a une distance de 'ordre de 2r des trous de la surface, alors une boule de rayon r
est homéomorphe a un disque :

X

B(z,r)

FIGURE 4.4 — La boule B(z,r) est homéomorphe a un disque.
Il est donc naturel de plutot considérer la
Définition 4.3 (provisoire, bis). On pose
cont(X,d, z) = sup {r > 0 | pour tout s < r,B(z,s) est homéomorphe d un disque ouvert}
(dans Uexemple précédent, cette quantité est petite).

On remarque que cette définition (provisoire) satisfait a la troisieme des conditions
espérées pour la quantité cont(X, d, x) : une borne inférieure sur cont(, d, z) nous donne
une minoration du volume des boules (corollaire 2.24).

Dans la suite, on souhaitera introduire des coordonnées conformes sur des petites
boules. On rappelle le résultat du théoreme de représentation conforme des surfaces
d’Alexandrov de Reshetnyak (théoréme-définition 2.15) : si U est homéomorphe & un
disque ouvert, et U est homéomorphe & un disque fermé, alors on peut introduire des
coordonnées conformes sur U. Dans la définition du rayon de contractibilité, on a donc

besoin que les boules fermées soient homéomorphes a des disques fermés.

Il est clair qu’en général, aucune des deux conditions U homéomorphe d un disque
ouvert et U homéomorphe d un disque fermé n’implique 'autre : sur la sphére ronde S?,
la boule ouverte de rayon 7 est S? — {point}, qui est homéomorphe & un disque ouvert, et
'adhérence de cette boule est S? tout entier ; et dans 'exemple suivant, oll on a collé & une
sphere ronde un long tube, la boule (ouverte) centrée en x et de rayon 7 est homéomorphe
a un anneau, alors que I'adhérence de cette boule est homéomorphe a un disque fermé :
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S(x, )

T
FIGURE 4.5 — B(z, ) est un anneau, et B(x,7) est un disque fermé.
Malgré les remarques précédentes, on peut se poser la question suivante :
Question 4.4. La propriété
« pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe d un disque ouvert »
implique-t-elle
« pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque fermé » ?

La réponse a cette question n’est pas connue de 'auteur. La difficulté vient du fait
qu’il n’existe pas de caractérisation simple d’espaces topologiques homéomorphes a des
disques fermés. Au contraire, en ce qui concerne I’homéomorphie avec des disques ouverts,
la situation est beaucoup plus simple : par le théoréeme d’uniformisation, il suffit qu’une
partie du plan soit simplement connexe pour qu’elle soit homéomorphe a un disque ouvert.
Cette remarque nous permet de montrer la

Proposition 4.5. La propriété

« pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe a un disque fermé »
implique la propriété

« pour tout s < r,B(x,s) est homéomorphe a un disque ouvert ».

Démonstration. Soit s < r, et s’ tel que s < s < r. Soit H un homéomorphisme entre
B(x,s') et le disque fermé D(1). Comme H(B(z,s)) est un ouvert du plan, pour montrer
que H(B(z,s)) est homéomorphe a un disque ouvert, il nous suffit de montrer que cet
partie du plan est simplement connexe.

Soit 7 : St — H(B(x, s)) une courbe continue. Par compacité, la courbe H~!(v) dans
B(z,s) est incluse dans une boule B(x,s — ¢) pour un certain ¢ > 0. Alors 7 est dans

H(B(z,s —1t)), qui est homéomorphe a un disque fermé (et donc simplement connexe). 7y

est donc homotope a zéro dans H(B(x,s —t)), et donc homotope a zéro dans H(B(x, s)),
ce qui termine la preuve. O

On définit donc la quantité suivante :
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Définition 4.6. Le rayon de contractibilité de la surface d’Alezandrov (3,d) au point x
est

cont(X,d, z) :=sup {r > 0 | pour tout s < r, B(z,s) est homéomorphe d un disque fermé}

(le nom provient du fait que les boules fermées sont alors contractiles; ¢’est une traduc-
tion approzimative de l’anglais contractibility radius). On définit également le rayon de
contractibilité de (X, d) par

cont(X, d) := inf cont(%,d,x).
T€EX
La deuxieme hypothése du théoreme principal s’écrit donc
Hypothese 2 : il existe ¢ > 0 tel que cont(X,d) > c.

Remarque 4.7. L’auteur a remarqué trés récemment que le terme anglais contractibility
radius a déja été utilisé, par K. Shiohama [Shi83] et T. Yamaguchi [Yam88]. Ces deux
notions (différentes) de rayon de contractibilité c(z) en un point x n'ont été étudiées
que dans le cas de métriques riemanniennes lisses, en dimension quelconque n > 2. Dans
[Shi83], c1(x) est le plus grand r tel que B(x,r) est contractile ; dans [Yam88], on considére
les points critiques de la fonction distance d(x,.) pour définir ca(x). L’inégalité co(x) >
c1(z) relie ces deux définitions.

Ces notions sont également reliées a celle de fonction de contractibilité (‘contractibility
function en anglais), qui étudie pour quelles valeurs de A > 1 la boule B(xz,1) est contractile
dans la boule B(x,\r). Cette notion est apparue pour la premiére fois dans un article de
M. Gromov [Gro81a/, voir aussi [Ber03], page 392. Encore une fois, ces notions ne sont
étudiées que dans le cas de métriques riemanniennes lisses.

La proposition 4.5 se réécrit de la fagon suivante :

Proposition 4.8. Pour tout r < cont(X,d,x), B(z,r) est homéomorphe a un disque
ouvert.
On peut donc notamment utiliser le corollaire 2.24 pour minorer le volume des boules.

On peut remarquer ici qu’on n’a pas encore montré que la définition du rayon de
contractibilité a un sens : on prend une borne supérieure sur un ensemble qui pourrait
étre vide. On doit donc montrer la proposition suivante :

Proposition 4.9. La définition 4.6 a un sens. Autrement dit, si (X,d) est une surface
d’Alezandrov, alors pour tout x € X, il existe r > 0 tel que pour tout s < r, B(x,s) est
homéomorphe a un disque fermé.

Remarque 4.10. On a besoin dans cette proposition de supposer que (3, d) est une surface
d’Alexandrov, et non pas un espace métrique (intrinséque) quelconque; l'auteur ne sait
pas si cette hypothése peut étre affaiblie. Ainsi, il n’est pas stir que la notion de rayon de
contractibilité ait un sens dans le cadre plus général des espaces métriques intrinséques
(bien qu’il soit seulement question de notion métriques dans la définition!)...

La proposition 4.9 est une conséquence du lemme suivant :
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Lemme 4.11. Soit U un ensemble homéomorphe a un disque ouvert, avec x € U et
wH(U — {z}) < w. Si B(x,r) C U, alors pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe d un
disque fermé.

Vu I'importance de ce résultat dans la suite de ce manuscrit, on donnera dans la partie
4.2.4 une démonstration heuristique d’un résultat similaire, mais un peu plus faible (c’est
la proposition 4.24). Dans le cas général qui nous intéresse ici, on doit se reposer sur un
résultat profond de Y. D. Burago et M. B. Stratilatova sur la structure des spheéres dans
les surfaces d’Alexandrov (voir le livre [Res93]). En général, la sphere S(z,r) peut avoir
une structure compliquée (elle peut par exemple ne pas étre connexe, comme dans la figure
4.5). Mais si on a une information sur la partie positive de la courbure, on a le

Théoréme 4.12 (Y. D. Burago et M. B. Stratilatova). Soit U un ensemble homéomorphe
a un disque ouvert, avec v € U et wt (U —{z}) < w. Si S(z,r) C U, alors S(x,r) est une
courbe de Jordan.

On comprendra un peu mieux plus tard le role particulier joué par une courbure
positive plus petite (ou plus grande) que 7 ; notamment, les cones Euclidien de courbure
plus petite (ou plus grande) que 7w n’ont pas du tout les mémes propriétés, vis-a-vis du
rayon de contractibilité (voir la partie 4.2.3).

Preuve du lemme 4.11. Soit h : U — C un homéomorphisme, et soit s < r. Comme
S(z,s) C B(xz,r) C U, on peut appliquer le théoréeme 4.12 : h(S(x,s)) est une courbe
de Jordan I C — I' a deux composantes connexes : de facon naturelle on appelle la
composante bornée 'intérieur de I, et la composante non bornée 'extérieur de I'. Comme
B(x,s) est ouvert et fermé dans U — S(x, s), h(B(z,s)) est une composante connexe de

h(U — S(z,s)) =C —T, et on a donc
h(B(z,s)) = intérieur de I, ou h(B(zx,s)) = extérieur de T

Le second cas est impossible, car ’'adhérence de h(B(x, s)) est h(B(z,s)), qui est compact,
et I'adhérence de 'extérieur de I' n’est pas compact.

Donc h(B(z,s)) est I'intérieur de I, et h(B(z,s)) est adhérence de l'intérieur de T,
et par le théoréme de Jordan-Schoenflies, on sait que ces ensembles sont (respectivement)
homéomorphes a des disques ouverts (respectivement, fermés). O

On peut maintenant démontrer la proposition 4.9 :

Démonstration de la proposition 4.9. Par la structure de surface de X, on sait qu’on peut
construire une suite décroissante d’ouverts (U;), tels que tous les U; sont homéomorphes
a des disques ouverts, avec

€N
On a alors
0=t (U = {a}) = lim w*(U; — {a}),

. 1—00

€N
et donc il existe ig € N tel que w™ (U;, — {x}) < 7. Soit r > 0 tel que B(z,r) C U;, : on
peut appliquer le lemme 4.11, et obtient que pour tout s < r, B(z, s) est homéomorphe a
un disque fermé. O
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On sait maintenant que le rayon de contractibilité est bien défini, on peut énoncer une
nouvelle fois le lemme 4.11 en utilisant cette nouvelle terminologie :

Proposition 4.13. Supposons avoir B(z,r) C U, ou U est un ensemble homéomorphe a
un disque ouvert, avec w (U — {x}) < 7. Alors

cont(X,d,x) > r.

Sur des surfaces d’Alexandrov a courbure négative, la condition w™ (U — {z}) < 7 est
forcément vérifiée, et dans ce cas on peut définir le rayon de contractibilité de la fagon
plus simple suivante (ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite) :

Corollaire 4.14. Sur une surface d’Alezandrov (X,d) de courbure négative (c’est-a-dire
telle que w™ =0), on a

cont(X,d, z) =sup {r > 0 |B(z,r) est homéomorphe d un disque ouvert}.
Démonstration. Notons A le membre de droite. Par la proposition 4.5, I’ensemble
{r>0]|Vs<r B(z,s) est homéomorphe & un disque fermé}
est inclus dans
X :={r>0]|Vs<r, B(z,s) est homéomorphe a un disque ouvert},

et donc cont(X,d, x) < sup X.

On a également sup X < A : en effet, si r,, = sup X — 1/m, alors il existe 7/, > r,, tel
que 7, € X, et donc B(z,7y,) est homéomorphe & un disque ouvert, ce qui donne r,, < A,
puis sup X < A en passant a la limite. On a donc

cont(3,d, x) < A.

Concernant 'inégalité dans 'autre sens, posons r,,, = A — 1/m. Pour tout m, il existe
v > rm tel que B(x, 7)) soit homéomorphe & un disque ouvert ; on a de plus B(z,r,,) C
B(x,r],), et on peut donc appliquer la proposition 4.13 pour obtenir

cont(X,d,x) > 1y =A—1/m.
On obtient finalement cont(X, d,z) > A en faisant tendre m vers 'infini. O

La surface ¥ étant compacte, on a B(x,diam¥) = X, et donc les boules fermées de
rayon diam Y ne sont pas homéomorphes a des disques fermés. On a donc les inégalités

cont(X,d,z) < diam ¥, et cont(X,d) < diam X.

En ce qui concerne les surfaces munies d’une métrique riemannienne lisse, on sait que
le rayon d’injectivité de la variété inj(X%, g) = inf,ex inj(X, g, ) est strictement positif. Au
contraire, le rayon de contractibilité d’une surface d’Alexandrov compacte (X, d) peut étre
nul : ceci arrive par exemple dés qu'il y a un céne Euclidien de courbure > 7 (voir la partie
4.2.3). C’est en fait le seul cas cas ou cela se produit :
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Proposition 4.15. Si (3, d) est une surface d’Alexandrov compacte telle que wt ({z}) < m
pour tout x € X, alors cont(X,d) > 0.

Démonstration. Soit (z,,) une suite de ¥ telle que
cont(X, d, T,,) = cont(3, d).

Par compacité, on peut supposer z,, — x € X. Comme dans la preuve de la proposition 4.9,
on considére une suite décroissante d’ouverts (U;), homéomorphes a des disques ouverts,
tels que
€N

Comme wt({z}) = limjLow™(U;) < m, il existe ig € N tel que w™(U;,) < 7. Soit
r > 0 tel que B(z,r) C U;,. Pour m assez grand on a B(zy,,r/2) C B(x,r) C Uy, :
comme wt(U;, — {zm}) < w(U;,) < 7, on peut appliquer la proposition 4.13 pour
obtenir cont(X,d, z,,) > r/2. En faisant tendre m vers Uinfini, on obtient finalement
cont(X,d) > r/2 > 0. O

On termine cette section d’introduction du rayon de contractibilité par la remarque
suivante : 'auteur de ce manuscrit ne sait pas si la fonction x — cont(3,d, x) est semi-
continue supérieurement. Par contre, il est facile de montrer que la fonction

z + sup {r > 0 | pour tout s < r, B(z, s) est homéomorphe & un disque ouvert}

(c’est la définition provisoire 4.3 du rayon de contractibilité) est semi-continue supérieu-
rement.

Remarque 4.16. On ne peut pas espérer une semi-continuité inférieure (et donc, a for-
tiori, une continuité) pour une telle quantité, ou pour le rayon de contractibilité. En effet,
on verra plus loin que dans le cas d’un cone Fuclidien de courbure > m, ces quantités
tendent vers zéro quand le point se rapproche du sommet du cone, bien que la valeur en le
sommet du cone soit +00.

Démonstration. On reproduit quasiment a 'identique la démonstration de la proposition
4.5. Notons

¢(xz) = sup {r > 0 | pour tout s < r, B(z, s) est homéomorphe & un disque ouvert} :

on veut montrer que
lim sup ¢(y) < ¢(z).
Yy—x

Considérons donc une suite z,, telle que z,, — = et ¢(z,,) — [; on veut montrer que
I < c¢(zx). Fixons r < [ : on veut montrer que B(z,r) est homéomorphe & un disque ouvert.

Soit r < r' < I. Pour m assez grand, on a 1’ < ¢(z,) et B(xz,r) C B(zp,r"). Comme
B(xy,, ") est homéomorphe a un disque ouvert, pour montrer que B(x, r) est homéomorphe
a un disque ouvert, il suffit de montrer que ce dernier est simplement connexe.
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Considérons donc 7, une courbe continue dans B(x,r). Par compacité, v est dans une
boule B(z,r —¢) pour un certain € > 0 ; supposons avoir de plus r —&/2 < [. Pour m assez
grand on a

B(z,r —¢) C B(xm,r —/2) C B(z,7r),

et on peut également supposer r —e/2 < ¢(x,,). La boule B(zy,,r —e/2) est donc simple-
ment connexe : v est donc homotope a zéro dans B(z,,r —£/2), et donc dans B(z, ), ce
qu’on voulait démontrer. O

Comme signalé précédemment, toute la difficulté pour montrer une propriété analogue
pour la fonction z — cont(X,d, x) vient du fait qu’il n’existe pas (a la connaissance de
lauteur) de caractérisation topologique simple d’ensembles homéomorphes & des disques
fermés (contrairement a la propriété d’étre simplement connexe, pour des disques ouverts).

4.2.2 Cas d’une métrique riemannienne

Si (X, g) est une surface compacte munie d’une métrique riemannienne, alors pour tout
r < inj(X, g, x), Papplication exponentielle en = est un difféomorphisme d’un disque fermé
de rayon r sur B(z,r), ce qui montre que

cont(X,dg, z) > inj(X, g, z) et cont(X,d,) > inj(%, g).

En particulier, on a cont(3, dg) > 0. Ce fait est aussi une conséquence de la propriété 4.15,
car la mesure de courbure w = KdA d’une surface riemannienne n’a pas d’atome.

Pour ce qui est des inégalités dans ’autre sens, on montre la proposition suivante : a
courbure bornée, une borne inférieure sur le rayon de contractibilité donne une borne
inférieure sur le rayon d’injectivité. Ainsi, dans le théoréme de Cheeger-Gromov, une
minoration du rayon d’injectivité peut étre remplacée par une minoration du rayon de
contractibilité. Ceci répond donc d’une certaine maniére a la premiere des conditions es-
pérées pour la quantité cont(X, d, z) (voir le début de la partie 4.2.1) : si la métrique est
riemannienne, le rayon de contractibilité n’est « pas trop éloigné » du rayon d’injectivité.

Proposition 4.17. Soient A > 0 et ¢ > 0. Il existe une constante i = i(A, c) vérifiant la
propriété suivante. Pour toute surface compacte X3 et toute métrique riemannienne g sur
X, vérifiant |K| < A et cont(X,dy) > ¢, on a

inj(%,g) > i.
Démonstration. Par un résultat bien connu de W. Klingenberg (voir par exemple [Ber03]),
la borne sur la courbure nous donne ’estimation suivante :

T 1
inj(%, g) > min (, — - longueur de la plus petite géodésique fermée) .
VA2
Considérons donc une géodésique fermée =y, de longueur [, et supposons [ < ¢; on cherche
a minorer [. La courbe 7y est incluse dans une certaine boule B de rayon [ < cont(, d), qui
est homéomorphe a un disque ouvert (voir la proposition 4.8). v borne donc un domaine
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U C B, homéomorphe & un disque ouvert. Comme la courbure géodésique de la frontiere
OU de U est nulle, le théoreme de Gauf3-Bonnet nous donne

2 = / KdA,
U
et donc
21 < A - aire(U).

Mais on a U C B, donc aire(U) < aire(B), et comme K > —A, par le théoréme de Bishop-
Gromov (voir le théoréme 1.6), 'aire de la boule B est au plus l'aire d’une boule de rayon

[ sur une surface complete simplement connexe de courbure constante —A < 0. Cette aire
est au plus VA - exp(l/+/A), donc on obtient

o < A%? - exp(I/VA),

ce qui donne finalement

\/Kln(Zﬂ/A?’/Q))

inj(£, 9) > min (. 5.~

N o

9

=5

4.2.3 Rayon de contractibilité des cones Euclidiens

On rappelle ici que 'idée générale du travail de cette these est de compactifier I'en-
semble des métriques a singularités coniques. Il est donc naturel de s’intéresser au rayon
de contractibilité des cones Euclidiens.

Considérons donc un cone Euclidien d’angle au sommet 8 > 0. Rappelons que la
courbure au sommet p du cone est k = 2 — 6 (la mesure de courbure de la surface
d’Alexandrov est w = (2 — 0)dp).

Cas d’une courbure faible (k < 7)

Dans le cas d'un céne Euclidien ¥, de sommet p et d’angle 6 > 7w (c’est-a-dire d’une
courbure k < ), le rayon de contractibilité est infini : toute boule fermée B(x,r) est
homéomorphe & un disque fermé. En effet, si d(z,p) > r, alors B(xz,r) n’est rien d’autre
qu'une boule Euclidienne fermée. Et si d(z,p) < r, il suffit de découper le cone le long de
la droite (px) pour obtenir le dessin suivant : B(x,7) est la réunion de deux demi-disques,
recollés comme indiqués par la fleche.

FIGURE 4.6

73



Remarque 4.18. On aurait également pu utiliser la proposition 4.13 : le cone Euclidien
Y est homéomorphe a C (et donc a un disque ouvert), et pour tout x € X et r > 0 on a
wh(X—{z}) <wt () <7, et B(z,r) C3, ce qui implique cont(X,d, z) > r.

Cas d’une courbure forte (k > )

Considérons un cone Euclidien 3, de sommet p et d’angle 8 < 7 (c’est-a-dire de
courbure k > ). Il est clair que les boules fermées centrées en p sont homéomorphes a
des disques fermés : on a donc

cont(X, d,p) = oc.

On va montrer que pour tout % p on a
cont(X,d,x) = d(x,p) - sin(6/2). (4.1)

Ainsi, le rayon de contractibilité en z tends vers zéro quand x se rapproche du sommet du
cOne, ce qui nous montre que
cont(X,d) = 0.

Pour x # p, découpons le cone selon la droite (pz) (comme précédemment), et tragons en
pointillés la bissectrice du secteur angulaire ainsi obtenu.

6

FIGURE 4.7

Plagons nous en un point x, et considérons un rayon r tel que 1’on soit dans la situation
de la figure précédente, c’est-a-dire tel que r soit inférieur a d(z,p), mais supérieur a la
distance de z a la ligne en pointillés (notée 1) ; comme sin(6/2) = {/d(z,p) on a donc

d(xz,p) -sin(0/2) < r < d(z,p).

Pour un tel rayon r, on voit sur la figure précédente que B(x,r) est la réunion de deux
demi-disques, recollés comme indiqué; la surface obtenue est ainsi homéomorphe a un
anneau S x [0, 1]. Une autre facon de voir que cette surface n’est pas simplement connexe
est de remarquer que le segment (Euclidien) joignant les deux copies de x dans la figure
précédente correspond & une courbe fermée dans B(z,r), qui n’est pas homotope & zéro
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dans B(z,r); le probleme vient bien str du fait que le sommet p du céne n’est pas dans
B(z,r).

Par ailleurs, la figure précédente nous montre aussi que si r < d(z, p) - sin(0/2), alors
B(x,7) n’est rien d’autre qu'une boule Euclidienne fermée. Tout ceci montre qu’on a bien
I'égalité (4.1).

Finalement, on a cont(X,d) = 0 dés qu’il y a un point conique d’angle < 7. Et donc,
dans le Théoréme Principal, les singularités d’angles < m (c’est-a-dire de courbure > )
ne sont pas autorisées. On pourrait alors se demander si cette condition n’est pas trop
restrictive.

Remarque 4.19. En réalité, on n’a pas montré rigoureusement que sous l’hypothése d’un
rayon de contractibilité strictement positif, on a w*({z}) < m pour tout x € X ; par
I’étude faite précédemment, on sait seulement que cette propriété est vraie si les voisinages
des points coniques sont isométriques a des voisinages de sommets de cones Euclidiens.
L’auteur conjecture que cette propriété est vraie en toute généralité.

La condition w™({z}) < 7 pour tout z € ¥ n’est pas trop restrictive, pour la raison
suivante. Lorsque des singularités s’accumulent (ce qui est le cadre d’application du théo-
réeme), la courbure des points coniques qui se rapprochent les uns des autres doit tendre
vers zéro, tout simplement par une application de la formule de Gaufl-Bonnet : la somme
des courbures doit étre constante, donc si le nombre de points tends vers 'infini, la cour-
bure en chaque point doit tendre vers zéro. Ainsi, il n’y aura pas de singularité de courbure
> 7, et on pourra donc espérer avoir une borne inférieure sur le rayon de contractibilité.
Par exemple dans le cas décrit dans 'introduction, les singularités s’accumulent et on a
bien une borne inférieure sur le rayon de contractibilité (on peut par exemple appliquer la
proposition 4.13) :

FIGURE 4.8 — Si le polyedre a N, sommets a ’étape m de la convergence, par le théoréme
de GauB-Bonnet, la courbure k,, en les INV,, points coniques vérifie N,,k,, = 4w, donc k,,
tends vers zéro quand le nombre de points coniques IV, tends vers l'infini.

Remarque 4.20. Le réle particulier joué par m pour la valeur d’un angle conique a déja
été observé, voir par exemple la thése de D. Ramos-Guallar : sur une surface d singularités
coniques dont la courbure est bornée, des points coniques d’angles < w ne peuvent pas trop
se rapprocher. Ceci est en accord avec la remarque précédente.

4.2.4 L’hypothese 2. n’implique pas ’hypothese 1.

Rappelons les deux premieres hypotheses du Théoreme Principal :
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— Hypothese 1 : il existe § > 0 et ¢ > 0 tels que w' (B(z,¢)) < 2m — § pour tout
T €Y,
— Hypothese 2 : il existe ¢ > 0 tel que cont(X,d) > c.
De plus, on a vu que 'hypothese 2 implique ’absence de points coniques de courbure > ;
on peut donc se poser la

Question 4.21. L’hypothése 2 implique-t-elle I’hypothése 17

On va donner la réponse a cette question en considérant la surface X suivante :

FIGURE 4.9 — Surface X

L est la longueur du coté du carré qui constitue le dessus de la boite, et H est la
hauteur de la boite. La surface a considérer est constituée du plan a coté de la boite, plus
les quatre cotés de la boite, plus le dessus de la boite. Cette surface n’est rien d’autre
qu'un plan, muni d’une métrique avec 8 singularités coniques : les 4 sommets de la boite
sont des singularités d’angle 37/2 (donc de courbure 7/2), et les 4 pieds de la boite sont
des singularités d’angle 57/2 (donc de courbure —7/2). On remarque qu’on vérifie bien la
formule de GauB-Bonnet dans cet exemple : on a 4 x (7/2) +4 x (—7/2) = 0.

Si H < L (comme sur la figure), alors le rayon de contractibilité de cette surface
est infini. On peut le voir en se placant en un point x, et en faisant grossir le rayon des
boules fermées B(x,r) : il est clair que ces boules vont toujours étre homéomorphes a
des disques fermés, et on n’aura jamais une situation comme celle de la figure 4.7 (ou les
boules B(z,r) deviennent des anneaux). On va essayer dans la suite de cette partie de
donner une démonstration un peu plus convaincante de cette propriété.

Remarque 4.22. Dans le cas ou H > L (c’est le cas d’un grand building dans la rue),
st x est a une hauteur H/2, alors il est clair que la boule B(x,3L) est homéomorphe d un
anneau, et dans ce cas on a donc

cont(X,d, x) < 3L.

Cette surface ¥ au rayon de contractibilité infini répond a la question 4.21. En effet, en
faisant un changement d’échelle de telle sorte que la boite s’écrase sur un point x (c’est-
a-dire en multipliant L et H par A — 0), on obtient une surface a rayon de contractibilité
toujours infini, mais on ne pourra pas espérer avoir une inégalité du type w™ (B(z,¢)) <
27— § : pour A assez petit, tous les sommets de la boite vont étre dans B(z,¢), et on aura
donc wt(B(z,e)) = 2m. Si 'on préfere, quand A tends vers zéro, w™ converge faiblement
vers 27 - 0.

76



Dans la suite, on ne va pas montrer rigoureusement que le rayon de contractibilité est
infini, mais on va donner des éléments de démonstration de la propriété suivante :

(P) Pour tous z € ¥ et r > 0, B(z,r) est homéomorphe a un disque ouvert.

On a déja signalé que cette propriété est plus faible que de dire que le rayon de contrac-
tibilité est infini (voir la question 4.4); il est question ici de boules ouvertes, et non de
boules fermées (et a plusieurs reprises, on a fait remarquer que 1’étude des boules ouvertes
est plus facile que celle des boules fermées). Il est néanmoins intéressant de démontrer la
propriété (P), pour différentes raisons.

Tout d’abord, il n’est pas treés difficile de se convaincre que pour cette surface tres
particuliere, le fait de passer des boules ouvertes aux boules fermées ne va pas changer
grand chose, et ceci donne donc une démonstration heuristique du fait que le rayon de
contractibilité est infini (et montre donc que ’hypothese 2 n’implique pas I'hypothese 1).

Ensuite, la démonstration en elle-méme est intéressante, pour deux raisons. Tout
d’abord, elle nous invite a étudier les géodésiques fermées (et les lacets géodésiques) sur
la surface ¥, qui est une surface a singularités coniques particuliére. De plus, on démontre
en passant, et de fagon assez élémentaire, la propriété 4.24, similaire au lemme 4.11, mais
dont le résultat est plus faible (les boules fermées sont remplacées par des boules ouvertes,
et il s’agit de métriques riemanniennes lisses, et non de métriques d’Alexandrov). A la vue
de I'importance du lemme 4.11 dans ce manuscrit, il nous est apparu assez intéressant de
donner la démonstration de la proposition 4.24, certes plus faible, mais dont la démonstra-
tion ne repose pas sur un théoréme annexe compliqué (le lemme 4.11 est une conséquence
directe du théoreme 4.12, qui est un résultat de Burago et Stratilatova portant sur la
structure des spheres dans les surfaces d’Alexandrov). Enfin, selon ’auteur, on comprend
clairement le réle joué par une courbure égale & 7w dans la démonstration de la proposition
4.24, et ceci permet donc de mieux comprendre les hypotheses du lemme 4.11.

On va utiliser lemme suivant (voir [Shi99]) :

Lemme 4.23. Si B(z,r) n’est pas simplement connexe, alors il existe un lacet géodésique
dans B(z,r), de point de base x, non homotope a zéro dans B(x,r).

Un lacet géodésique basé en z est une géodésique v : [0, 1] — X vérifiant v(0) = (1) =
x. La démonstration de ce lemme est assez élémentaire, et consiste a utiliser le théoreme
d’Arzela-Ascoli pour minimiser la longueur des lacets basés en x, qui sont non homotopes
a zéro dans B(z,r). Dans [Shi99], la démonstration est effectuée dans le cas de métriques
riemanniennes lisses, mais elle s’adapte sans probleme aux métriques intrinseques.

On commence par démontrer la proposition suivante, qui ne sera pas utilisée dans la
suite, mais qui a été utilisée précédemment sous la forme du lemme 2.27 (comme déja
signalé, 1’énoncé est similaire mais moins fort que le lemme 4.11) :

Proposition 4.24. Soit U un ouvert d’une surface riemannienne (M,g), homéomorphe
a un disque ouvert, et v € U vérifiant wt (U — {z}) = Jo—a) KtdA <. Si B(z,r) CU,
alors pour tout s < r, B(x,s) est homéomorphe d un disque ouvert.

Démonstration. Supposons que B(z,s) ne soit pas simplement connexe. Par le lemme
4.23, il existe un lacet géodésique v dans B(x, s), de point de base x (et non homotope a
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zéro dans B(z,s)). Comme B(z,s) est inclus dans U, qui est homéomorphe & un disque
ouvert, on peut considérer l'intérieur de «y, noté int(vy) :

B(x, s)

)

FiGURE 4.10

On a noté # € [0,27) Pangle en = de . Comme = est une géodésique, la formule de
Gauf3-Bonnet s’écrit

21 = w(int(y)) + (7 — 6),

et donc
2 <wt(int(y)) + 7 < wh (U — {x}) + 7 < 27,

ce qui est absurde. O

On souhaite maintenant montrer la propriété (P). Déja, par le théoréeme d’uniformisa-
tion, pour montrer que B(x,r) est homéomorphe & un disque ouvert, il suffit de montrer
que B(z,r) est simplement connexe. En effet, si c’est le cas, alors cette partie du plan est
homéomorphe & D(1), au plan complexe C ou & la spheére de Riemann S?, mais ce dernier
cas n'est pas possible car B(x,r) n’est pas compact.

Par le lemme 4.23, il nous suffit donc de montrer que tous les lacets géodésiques dans
B(z,r), de point de base x, sont homotopes & zéro dans B(x,r); on va donc commencer
par s’intéresser aux lacets géodésiques de la surface 3.

Etude des lacets géodésiques dans ¥

Il est utile de réaliser un patron de X :

e Y
. H |
: L |
N J
FiGuRrE 4.11
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Les tirets correspondent au bas de la boite. En recollant les rectangles de largeur H
comme indiqué, et en pliant selon les tirets, on obtient une partie de la surface ¥ (mais
pas toute la surface : il nous manque quatre quarts-d’espace du plan).

Remarque 4.25. Pour les besoins du dessin, on a choisi H de l'ordre de grandeur de L,
mais comme indiqué précédemment on supposera plus loin que H < L.

Déja, il est facile de voir qu’il y a de nombreuses géodésiques fermées : toutes celles qui
font le tour de la boite, en étant parallele aux arétes. Elles sont indiquées en traits pleins
sur la figure suivante :

FI1GURE 4.12 — Une géodésique fermée

Ces géodésiques sont les seules géodésiques fermées dans X.. En effet, si une géodésique
ne touche pas la boite, alors c’est une ligne droite et elle ne peut pas étre fermée. Sup-
posons donc qu’elle touche les cotés de la boite, mais en n’étant pas paralléle aux arétes.
Alors, en regardant dans une direction ou dans 'autre, il est clair que la géodésique va
nécessairement sortir de la bolte a un moment, et elle ne pourra donc pas se refermer. Les
géodésiques fermées sont donc uniquement celles qui sont paralleles aux arétes, comme
présentées sur la figure 4.12.

Par contre, il existe des lacets géodésiques de point de base x (qui ne sont pas des
géodésiques fermées). Notons # un représentant dans U'intervalle [0, 7] de I'angle en x de
ces géodésiques. On a par exemple le lacet suivant :



Fi1GURE 4.13 — Lacet géodésique, un seul tour

Ici, on a 0 = 7/2.

Remarque 4.26. On peut vérifier la formule de Gauf$-Bonnet dans cet exemple. La courbe
étant géodésique, on doit avoir

27T:Zki+(71'—9),

ot k; est la courbure d’une singularité conique p; comprise dans le domaine délimité par
la courbe. Ici, il y a trois singularités coniques d’angle 3w/2 (et donc de courbure w/2) en
les points A, B et C (le point D n’est pas a l'intérieur du domaine), et comme 6 = w/2 la
formule est bien vérifiée.

Il est clair que § = 7/2 est la seule valeur possible pour I’angle d’un lacet géodésique, qui
n’est pas une géodésique fermée. En regardant le patron, on voit que la géodésique effectue
un quart de tour a chaque fois qu’elle passe une aréte; 'angle en x du lacet géodésique
est donc dans ’ensemble {0, 7/2, 7} (on rappelle qu’on a choisi un représentant de ’angle
dans [0,7]). Si # = 0, il est clair qu’on ne peut pas espérer obtenir un lacet géodésique, et
0 = 7 correspond a une géodésique fermée.

Un lacet géodésique peut également tourner plusieurs fois autour de la boite avant de
se refermer. Ici on en a représenté un qui fait 2 tours avant de se refermer, mais il est
évident qu’il y a des lacets géodésiques qui font n tours pour tout n > 1 :

FIGURE 4.14 — Lacet géodésique, plusieurs tours

Considérons maintenant x, tel qu’il existe un lacet géodésique de point de base z, qui
n’est pas une géodésique fermée. On sait que I’angle formé par le lacet géodésique en x
est /2. Si & n’est pas sur la boite (i.e., = est sur le plan), alors en regardant le lacet
géodésique on voit que deux demi-droites issues de x et orthogonales doivent rencontrer la
boite, ce qui n’est pas possible si x est dans I'un des quatre quarts d’espace manquants sur
la représentation de X a I'aide du patron. Ainsi x est nécessairement sur le patron que 'on
a représenté sur les figures 4.12, 4.13 et 4.14. De plus, sur les figures on a implicitement
supposé que x était sur les cotés de la boite. Ce n’est pas forcément vrai, mais a chaque
quart de tour autour de la boite, la géodésique s’écarte d’une distance d’au plus H de la
boite. Cet écartement étant constant, et la derniére portion de géodésique rejoignant x
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coupant l'aréte, x est au plus & une distance 2H de la boite. Autrement dit, sur le dessin,
le point x peut étre en dessous des tirets, mais ne sera pas trop éloigné de ceux-ci.

Finalement, on a décrit toutes les géodésiques fermées (voir la figure 4.12), ainsi que
tous les lacets géodésiques de point de base x (& symétrie pres bien siir), et on a en plus
des informations sur le point x : il est a une distance au plus 2H de la boite.

Démonstration de la propriété (P)

Pour démontrer la propriété (P), on sait qu’il nous suffit de montrer que les lacets
géodésiques dans B(z,r), de point de base x, sont homotopes a zéro dans B(x,r). Par
I’étude précédente, il nous suffit de considérer les trois cas des figures 4.12, 4.13 et 4.14.

Cas d’une géodésique fermée

Supposons que le point x soit a droite du trait plein suivant (l’autre cas se déduit
aisément par symétrie) :

FIiGURE 4.15

La géodésique étant dans la boule B(x,r), le point M est a distance au plus r de
x :d(z,M) < r. Ici, d désigne bien sir la distance de la surface ¥, et non la distance
Euclidienne (i.e., sur le patron) entre M et z. Il y a trois géodésiques minimisantes possibles
entre M et x : le segment (Euclidien) entre M et x tracé sur le patron, la géodésique passant
« par la gauche » de la boite, et la géodésique passant « par la droite ». Le segment entre M
et x est de longueur |[Mxz| < /L2 + (L +2H)2 < +/2(L +2H), et on voit sur la figure que
les géodésiques passant par la gauche et par la droite de la boite sont de longueur > 3L/2 :
toutes les deux doivent (au moins) traverser une aréte entiere, plus la moitié d’une autre
aréte. Le segment entre M et = est donc une géodésique minimisante, & condition d’avoir

V2(L +2H) < 3L/2,
c’est-a-dire

o _3- 2v2

L 442
Si cette inégalité est vérifiée, alors la distance euclidienne (sur le patron) entre M et x
est |[Mz| = d(x, M), et donc |[Mxz| < r. Sur la figure il est clair qu'on peut relier z a

~ (0.03.
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tout point de 'intérieur de la géodésique fermée par un segment (éventuellement par une
ligne brisée) de longueur < |[Mzx| < r, et donc lintérieur de la géodésique fermée est dans
B(z,r). Finalement, la géodésique est homotope & zéro dans B(zx,r), ce qu’on voulait
démontrer.

Cas d’un lacet géodésique

On veut reproduire le méme type de raisonnement que précédemment. Cette fois-ci la
situation est moins symétrique et on a besoin du

Fait 4.27. Si H < L, dans le cas d’une géodésique faisant un ou plusieurs tours comme
sur la figure, le point x est forcément da droite de la ligne en trait plein :

FIGURE 4.16

Démonstration. Notons o > 0 I'angle que fait la géodésique avec les arétes (dans le cas de
la figure précédente, cet angle est trés petit). Par construction on a l'inégalité

tan(a) < H/L (4.2)

(on a donc bien un angle trés petit si H < L). On souhaite montrer que x est & droite
du trait plein sur la figure 4.16. Comme la portion de géodésique issu de x doit rencontrer
I’aréte de la boite, le cas ol le point x est « le plus a gauche » correspond au cas limite
suivant :

FIGURE 4.17

82



On souhaite donc montrer b > L/2. D’apres la figure on a

L-b
- L+a’

tan(a)

et on sait que x n’est pas trop éloigné de la boite, i.e. on a a < 2H (voir la fin de la partie

précédente), donc a < L si on suppose H < L/2. On obtient donc
tan(0) > 7"

an(a) > ——

- 2L 9

et donc
b>(1-2tan(«a))L,
et on obtient finalement b > L/2, & condition d’avoir 2tan(a) < 1/2, ce qui est vrai des

que H/L < 1/4 (voir I'inégalité (4.2)). O

La fin de la démonstration est la méme que précédemment : soit M le point de la
géodésique le plus éloigné de x, comme sur la figure 4.16. Pour les mémes raisons que
précédemment, le segment (Euclidien) entre M et x est une géodésique minimisante, a
condition que H soit trés petit par rapport & L. On a donc |Mz| = d(M,x) < r, et il est
clair que tout point du domaine délimité par les portions de géodésique les plus éloignées
du centre de la boite sur la figure 4.14 peut étre relié & x par un segment (éventuellement
par une ligne brisée) de longueur < |Mz| < r, et donc le lacet géodésique est homotope a
zéro dans B(x,r), ce qu'on voulait démontrer.

4.3 Enoncé du Théoréme Principal, et versions plus pra-
tiques
Rappelons I’énoncé du Théoréme Principal :

Théoréme Principal. Soit Mx(A,c,¢e,d) l'ensemble des métriques d’Alezandrov d sur
3., vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x € ¥ on a
wh(B(x,¢)) < 21 — 6

2. le rayon de contractibilité de (¥,d) vérifie
cont(3,d) > ¢

3. Vaire de (X, d) vérifie
aire(X, d) < A.

L’ensemble Mx (A, c,e,0) est compact, au sens suivant : pour toute suite d,,, € Mx(A,c,e,0),
il existe une métrique d’Alexandrov d sur 3 et des difféomorphismes @, : X — X tels que,
apres passage a une sous-suite, on ait

*
dm, — d
P G k—oo

uniformément sur 3.
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On rappelle que lauteur conjecture que I’hypotheése 2. implique w*({z}) < 7 pour
tout z € ¥ (voir la remarque 4.19). De plus, comme déja signalé, on peut remplacer une
borne sur l'aire par une borne sur le diamétre et sur la courbure totale |w| = wt + w™
(proposition 5.1) :

Corollaire 4.28. Soit Mx(D,Q,c,e,d) l'ensemble des métriques d’Alexandrov d sur X,
ot la condition 3. est remplacée par les conditions 3’ et 4’ :
37 le diamétre de (X,d) vérifie
diam(X,d) < D,

4’ la courbure totale vérifie
lw| < Q.

L’ensemble Mx(D,,¢c,e,0) est compact, au sens du Théoréme Principal.

4.3.1 Cas de métriques a singularités coniques

Dans ce cas, on sait que la mesure de courbure s’écrit w = KdA + >, k;0p,, ou la
somme est prise sur les points coniques p;. On a donc immédiatement le

Corollaire 4.29. L’ensemble constitué des métriques g a singularités coniques vérifiant
les trois conditions suivantes est compact, au sens du Théoréme Principal :

1. pour tout x € ¥ on a
| KdasY(en -0yt <2m-s
B(z,e) i

ot la somme est prise sur les indices i tels que les points coniques p; sont dans
B(z,e);

2. cont(X,dy) > c;
3. aire(X,9) < A

ou
37 diam(X,g) < D.

47 5 | KIdA+Y; 12 — 6;] < Q, ot la somme est prise sur tous les indices i des points
coniques p;.

4.3.2 Cas de métriques riemanniennes

Dans ce cas, il est plus naturel de demander une minoration du rayon d’injectivité, tout
en gardant a l'esprit I'inégalité suivante : rayon de contractibilité > rayon d’injectivité.
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Bornes intégrales sur la courbure

Le Théoreme Principal peut étre utile pour obtenir des résultats sous la seule hypothese
de borne sur I'intégrale de la partie positive de la courbure K+.

Déja, le corollaire 4.29, dans le cas de métriques riemanniennes sans singularités co-
niques, est intéressant en lui-méme (la condition 1. est alors bien plus explicite). Pour
simplifier encore cette condition 1., on peut remarquer que

/ K+dAg/K+dA,
B(z,e) Y

et par le théoréme de GauB-Bonnet on a 27x(¥) = [ KdA < [¢ KT dA, ce qui montre
que la condition [x, Kt dA < 27 — § est impossible a réaliser si ¥ = S2. On a donc le

Corollaire 4.30. Soit ¥ une surface fermée, qui n’est pas la sphére S*. L’ensemble des
métriques riemanniennes g sur X vérifiant

1. [fKTdA<2m -4,
2.inj>i>0 et
3. aire < A

est précompact, au sens du Théoréme Principal.

Ce corollaire a un énoncé purement riemannien, bien que la métrique a la limite ne
soit & priori pas riemannienne ; il semble étre intéressant et parait ne pas avoir d’analogue
dans la littérature. Rappelons quand méme le théoréme 3.5 de ce manuscrit, qu’on énonce
ici dans le cas des surfaces (n = 2) :

Théoréme (Anderson). Soit A,i, A > 0, et soit p > 1. L’ensemble des métriques rieman-
niennes sur ¥ vérifiant [, | K|PdA < A, inj > i > 0 et aire < A est précompact, en norme
C* pour a < 2 —2/p.

Malgré les ressemblances entre les deux théorémes, on peut noter le caracteére vraiment
différent des hypotheses sur la courbure, et des conclusions.

Métriques riemanniennes a courbure K <0

Dans le cas d’un controle ponctuel sur la courbure, du type | K| < A, pour A > 0, ou
K > X\, pour A € R, on a vu que le théoreme de Cheeger-Gromov, sous les hypotheses
supplémentaires d’aire majorée et de rayon d’injectivité minoré, nous assure une précom-
pacité en norme C® (ou C%?). Le Théoréme Principal, dont la conclusion est seulement
une convergence (uniforme) des distances, est donc plus faible.

Le seul cas intéressant (et ou le Théoreme Principal nous apprend quelque chose) est
donc le cas K < A, A € R. On va surtout s’intéresser au cas A < 0, car pour les variétés a
courbure négative, la condition 1. du Théoréme Principal est automatiquement satisfaite.

Considérons donc les métriques riemanniennes a courbure négative ou nulle sur . Par
le théoreme de GauB-Bonnet, il faut supposer que ¥ n’est pas la sphére S?. Il est bien
connu que l'on a alors

1
inj(%, g) = 3 X longueur de la plus petite géodésique fermée
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(voir par exemple [Ber03]). On obtient donc le

Corollaire 4.31. L’ensemble des métriques riemanniennes a courbure négative ou nulle,
dont les géodésiques fermées sont de longueur > i > 0, et dont laire est < A est précom-
pact, au sens du Théoréeme Principal. Les limites de suites de métriques dans cet ensemble
sont des surfaces d’Alexandrov a mesure de courbure négative, et donc d courbure négative
au sens d’Alexandrov (voir la remarque 2.10).

Dans le cas de métriques a courbure K < —1, le théoréeme de Gauf-Bonnet nous montre
que laire de ¥ est < —27mx(X), et on a donc également le

Corollaire 4.32. L’ensemble des métriques riemanniennes sur %, a courbure K < —1,
et dont les géodésiques fermées sont de longueur > i > 0, est précompact, au sens du
Théoréme Principal. Les limites de suites de métriques dans cet ensemble sont des surfaces
a courbure < —1 au sens d’Alexandrov (voir par exemple [BBI01] pour une définition de
ces surfaces).

On rappelle que dans le cas de métriques hyperboliques (K = —1), le théoréme de
Cheeger-Gromov donne plus d’informations que le Théoréme Principal. Bien que les deux
conclusions soient bien différentes, on peut ici faire le parallele avec le théoréme de com-
pacité de D. Mumford, dont il sera question dans la partie suivante :

Théoréme 4.33 (Mumford). Soit X une surface fermée de genre g > 2. Dans l’espace de
module Mod(X), ’ensemble des métriques hyperboliques dont la longueur de la plus petite
géodésique fermée est > i > 0 est compact.

4.3.3 Un critére pour remplacer les hypotheses 1. et 2.

On termine cette partie en énongant un critere pratique, qui permet de remplacer les
conditions 1. et 2. du Théoréme Principal; ceci peut étre utile dans certains cas (no-
tamment pour lancer un flot de Ricci sur des surfaces singulieres, on y reviendra dans
le chapitre de Perspectives a la fin du manuscrit). C’est une conséquence directe de la
proposition 4.13.

Critére pratique 4.34. Supposons avoir un recouvrement de 3 par des ensembles homéo-
morphes a des disques ouverts : X = U;U;. Une métrique d’Alexandrov d sur X vérifiant
les deux conditions

whH(U;) <7

et
pour tout x € X, il existe i tel que B(x,e) C U;

vérifie aussi les conditions 1. et 2. du Théoréme Principal.

Une nouvelle fois, dans le cas de métriques d’Alexandrov & courbure négative, ce critere
est plus simple a vérifier.
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4.4 Qu’en est-il des structures conformes ?

Dans cette partie, on étudie brievement la théorie de Teichmiiller. Le sujet est tres
vaste, la littérature sur le sujet I’est également, et le lecteur intéressé pourra notamment
se référer au livre [IT92].

Sur une surface compacte de genre > 2, cette théorie consiste & considérer I’ensemble
Teich(X) des structures conformes sur ¥ (a difféomorphismes isotopes & 'identité pres), ou
si 'on préfere, I’ensemble des métriques hyperboliques sur ¥ (& difféomorphismes isotopes
a l'identité pres). L’espace de module Mod(X) est le quotient de Teich(X) par l'action du
Mapping Class Group : ¢’est I’ensemble des structures conformes sur 3 (a difféomorphismes
pres) ou, si 'on préfere, 'ensemble des métriques hyperboliques sur ¥ (& difféomorphismes
pres).

Munissons la surface ¥ d’une métrique hyperbolique. Par la théorie de Tecihmiiller,
on sait qu’il existe une collection F' de 3g — 3 géodésiques fermées, telle que 3 — F soit
une union de 2g — 2 pantalons (un pantalon est une surface homéomorphe a la sphéere
S?, privée de 3 disques). En plus de la longueur des composantes de bord des pantalons
(i.e. la longueur des géodésiques fermées), on a une information sur la fagon de recoller
(isométriquement) ces pantalons entre eux pour reconstruire la surface X.

Réciproquement, & toute collection de 2g — 2 pantalons (composée de 6g — 6 longueurs,
mais chaque longueur doit apparaitre deux fois donc il n’y a que 3g—3 parametres), et tous
parameétres de recollement (appelé twists), on associe une unique métrique hyperbolique.

On a ainsi construit explicitement une bijection entre I’espace de Tecihmiiller Teich(X)
et R%976 : ce sont les coordonnées de Fenchen-Nielsen (voir [IT92]).

Dans le Théoreme Principal, on a une convergence uniforme des distances, a difféomor-
phisme prés. On a donc une suite de points p,, = [dn] = [¢f,dm] € Mod(X), et un point
p = [d] € Mod(X) (on désigne par [.] la classe conforme d’une métrique d’Alexandrov, a
difféomorphisme pres). On peut alors se poser la

Question 4.35. A-t-on la convergence p,, — p dans Mod(X) ¢

L’auteur ne connait pas la réponse a cette question; nous allons dans les quelques
lignes qui suivent essayer d’expliquer pourquoi.

Concernant les parties compactes de Mod(X), on a le théoreme suivant, di a Mumford
(voir par exemple [IT92], p.175), qui peut se comprendre en considérant les coordonnées
de Fenchen-Nielsen que I'on vient d’introduire :

Théoréme 4.36 (Mumford). Un ensemble A C Mod(X) est compact si, et seulement s,
il existe i > 0 tel que pour les métriques hyperboliques h dans A, les géodésiques fermées
sont de longueur > 1.

Pour répondre a la question 4.35, il faut donc considérer 'unique métrique hyperbo-
lique dans chaque classe conforme [d,,] = [¢},dm], et minorer la longueur des géodésiques
fermées pour cette métrique; ceci semble étre hors de portée. Les géodésiques (et leurs
longueurs) d’'une métrique conforme e?“g peuvent étre bien différentes de celles de g...

De plus, il est raisonnable de penser qu’il est possible de construire une suite de mé-
triques hyperboliques h,,, qui part a U'infini dans Mod(X) (par exemple en pingant une
géodésique fermée, de telle sorte que sa longueur tende vers zéro), et telle que pour des
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fonctions w,, bien choisies (consistant a dilater la partie ou la longueur de la géodésique
fermée tends vers zéro), on ait un contrdle sur la suite de distances e2“mh,, (voire méme
une convergence de cette derniere). L’hypotheése de convergence uniforme des distances
parait donc étre une hypothese trop faible pour faire converger les structures conformes.

Remarque 4.37. Dans le cas de la spheére, la réponse a la question 4.35 est triviale car
il n’y a qu’une seule classe conforme. Et dans le cas d’un tore, pour espérer montrer une
convergence dans Mod(X), il faut encore une fois considérer la longueur des géodésiques
fermées pour 'unique métrique plate (disons d’aire = 1) dans la classe conforme, et ceci
semble étre également bien difficile.

Le lecteur aura compris que cette partie constitue encore un travail en cours; notam-
ment, le lien entre convergence dans [’espace de Teichmiiller et convergence uniforme des
distances associées a semble-t-il été tres peu étudié. Ceci constitue une perspective de
recherche pour la suite.

88



Chapitre 5

Preuve du Théoreme Principal

Ce chapitre est le plus technique. On rappelle que X est une surface compacte sans
bord. Si d est une métrique d’Alexandrov sur 3, alors le rayon de contractibilité au point
T est

cont(X,d, z) = sup {r > 0 | pour tout s < r, B(z, s) est homéomorphe & un disque fermé},
et le rayon de contractibilité de (X, d) est

cont(X,d) = ing cont (X, d, x).
ze

Le résultat principale de cette thése est le suivant :

Théoréme Principal. Soit Mx(A,c,¢e,d) l'ensemble des métriques d’Alexandrov d sur
>, vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x € X on a
wh(B(x,¢)) < 21 — §;

2. le rayon de contractibilité de (X, d) vérifie

cont(X,d) > ¢;

3. Vaire de (X, d) vérifie
aire(3,d) < A.

L’ensemble Mx(A,c,e,0) est compact, au sens suivant : pour toute suite d,, € Mx(A4,c,¢e,9),
il existe une métrique d’Alexandrov d sur 3 et des difféomorphismes @, : X — X tels que,
apres passage d une sous-suite, on ait
*
Prm, B e 9,
uniformément sur 3.
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Dans la partie 5.1, on montre qu'une borne sur 'aire est équivalente a une borne
sur le diametre et la courbure totale; on pourra donc utiliser ces trois bornes dans la
démonstration.

Rappelons que la démonstration du Théoreme Principal suit le schéma général de la
preuve du théoreme de Cheeger-Gromov, qu’on a présenté dans la partie 3.4.3. On a vu
qu’il y avait deux étapes bien distinctes : la premiere, la plus difficile a prouver, consistait
a minorer le rayon harmonique des variétés; la deuxiéme, a plonger ces variétés dans un
espace Euclidien.

La premiere étape consistait en quelque sorte a montrer qu’il existe de bonnes cartes,
sur des boules de taille fixée. Les parties 5.2 et 5.3 montrent que pour les métriques
d’Alexandrov dans My (A, ¢, e,0), les cartes conformes constituent de bonnes cartes : le
terme harmonique de la métrique dans ces cartes est borné (partie 5.2), et on a également
un controle sur I'image des boules dans ces cartes (partie 5.3; on a vu qu'un tel résultat
est immédiat dans le cas lisse, si on dispose d’une minoration du rayon harmonique, voir
la, proposition 3.20).

Du point de vue du schéma général de la preuve du Théoréeme Principal, ces deux
parties 5.2 et 5.3 constituent les analogues de la premiere étape de la démonstration du
théoréeme de Cheeger-Gromov - bien que les énoncés des théorémes et les outils mis en
ceuvres soient bien différents. Elles comportent les passages les plus techniques, et utilisent
la géométrie conforme des anneaux présentée dans la partie 1.3.

La partie 5.4 démontre le Théoreme Principal, a I’aide des résultats obtenus précé-
demment. La construction effectuée est analogue a la deuxiéme étape de la preuve du
théoréme de Cheeger-Gromov : il s’agit de plonger les surfaces dans un espace Euclidien.
Cette construction, bien que relativement proche de celle du théoréme de Cheeger-Gromov,
comporte de nombreuses différences avec cette derniere. On présente les principales dif-
férences entre les deux approches au début de la partie 5.4. Notamment, de nombreux
points techniques sont omis dans les références classiques [GW88], [Pet87] et [Kas89], et
on s’est attachés ici a les détailler, afin de vérifier qu’on pouvait passer sans difficulté du
cas lisse au cas des surfaces d’Alexandrov.

5.1 Majorer ’aire revient a majorer le diametre et la cour-
bure totale

On a déja signalé que dans le théoreme de Cheeger-Gromov, on peut remplacer une
majoration de l'aire par une majoration du diametre (proposition 3.13).

Concernant le Théoréme Principal, on ne peut pas remplacer une majoration de l'aire
par une majoration du diametre; il faut en plus demander une majoration de la courbure
totale |w| = w' +w™. La proposition suivante montre ainsi comment passer du Théoréme
Principal au corollaire 4.28. Ces résultats seront aussi utilisés dans la démonstration du
Théoréme Principal.

Proposition 5.1. Soient ¥ une surface fermée, et c,e,0 > 0. Soit d une métrique
d’Alexandrov sur X, vérifiant les propriétés 1. et 2. de la définition de Mx(A,c,e,0),

90



c’est-a-dire
1. pour tout x € 3, wt(B(z,e)) <27 —§
2. cont(X,d) > c.

On a alors :
— Pour tout A > 0, il existe des constantes positives D et ) telles que

. diam(X,d) < D
aire(X,d) < A (<= d e Mx(4,c,¢,0)) = { w|(,d) < Q.

— Réciproquement, pour tous Q, D > 0, il existe A > 0 tel que

d‘lzT(I(EE,’dC)D ;QD } — aire(3,d) < A (<= d € Mx(4,c,e,0)).
Démonstration. Pour montrer la premiére propriété, considérons d € Mx(A4,c,¢e,d). Soit
B(x;,e/2), pour i € {1,...,N}, un nombre maximal de boules disjointes de rayon £/2
dans ¥. Par le corollaire 2.24, ces boules ont une aire minorée; comme aire de (X, d)
est majorée, I'entier N est aussi majoré. Si le diametre était arbitrairement grand, alors
on pourrait trouver un nombre arbitrairement grand de boules de rayon /2 disjointes :
ceci montre qu'il existe D > 0 tel que diam(X,d) < D. De plus, par un argument de
doublement, les N boules B(z;,¢), pouri € {1, ..., N}, recouvrent ¥.. Mais la partie positive
de la mesure de courbure de ces boules est majorée, donc w (3, d) est majoré. La formule
de GauB-Bonnet s’écrit w™ (2,d) —w™ (X, d) = 27x(X), donc w™ (X, d) est aussi majoré, et
il existe donc © > 0 tel que |w|(X,d) < Q.

Réciproquement, supposons diam(3,d) < D et |w|(X,d) < Q. Soit z € ¥. On a
Y = B(z,D + 1), et comme w~ () est majoré, par le corollaire 2.24, on sait que 'aire
d’une boule de rayon D + 1 est majoré, et il existe donc A > 0 tel que aire(X,d) < A. O

A partir de maintenant, on fixe des réels strictement positifs A, ¢, €, 8. Quitte & changer
e en € plus petit, on peut supposer ¢ < c¢. On dispose aussi de constantes strictement
positives D et ) vérifiant la premiere partie de la proposition précédente.

5.2 Préliminaire I : une borne sur le terme harmonique local

Par le théoréeme-définition 2.15, et comme ¢ est inférieur au rayon de contractibilité, on
sait que pour tout d € Mx (A, ¢, e,0) on peut considérer une carte conforme H : B(z,¢) —
D(1/2), avec H(z) = 0. La métrique s’écrit alors sous la forme singuliere e2Vwnl+2k| g2
(voir les notations du théoréme-définition 2.15); on va montrer que le terme harmonique
h est borné sur tout compact.

Théoréme 5.2. Soit K C D(1/2) un ensemble compact. Il existe une constante M (K) =
M(K,X, A, c,e,0) vérifiant les propriétés suivantes.

Soitd € Mx(A,c,¢e,9), et soit H : B(x,e) — D(1/2) une carte conforme, avec H(x) =
0. On note h le terme harmonique dans cette carte (voir le théoréme-définition 2.15). On

a alors
|h(2)| < M(K) pour tout z € K.
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On peut commencer par remarquer qu’on ne peut pas espérer obtenir mieux qu’une
borne sur h, sur tout compact de D(1/2). En effet, par exemple, dans le cas d’'une métrique
& singularité conique g = |z — 1/2|?%|dz|?, ou B > —1, h peut étre la fonction harmonique
définie sur D(1/2) par h(z) = Bln|z — 1/2|, et cette fonction n’est pas bornée sur D(1/2)
tout entier.

On commence par donner une majoration (explicite) de h. Ce résultat sera utilisé dans
la section suivante.

Proposition 5.3. Sous les hypothéses du théoréme 5.2 on a, pour tout z € D(1/2),

h(z) < .
€ < (1/2 _ ‘Z‘)H_Q/QW C(Q)7 (51)

ot C(Q) := /1 + Q27 - 4.

Démonstration. Soit a € D(1/2). On pose s =1/2—|a] > 0 : on a alors D(a,s) C D(1/2)
(D(a, s) est le disque ouvert de centre a et de rayon s). On note u := V{[wgy] + h, de sorte
que la métrique singuliére s’écrive g = e*|dz|?. Par Iinégalité de Jensen on a

d)\ ire(B
exp (// 2'LL(Z 2 // 2u(z ) a‘lre( (va 8)) ,
D(a,s) s D(a,s) 52 T8

et par le corollaire 2.24 on a aire(B(x,¢)) < (7 + §/2) - €2, et donc

52 // (@5) )Sln((1+Q/27r)iz),

De plus, h est harmonique, et donc vérifie la propriété de la moyenne :

- / / h(2)dA(z
s D(a,s)
ce qui nous permet d’obtenir

Ma) = ws? // (a,) - ws? // (a,) Viwn](2)d(z) (5:2)

< %ln (1+9/2m) 5—2 2 // e Viwn|(2)dA(2), (5.3)

et pour conclure on doit donc trouver une minoration de [fp, o Vwn](2)dA(z).

On sait que 'on peut écrire Viwy](z) = Vwh](2) — Viwgl(z) > —V]wy](z) pour

presque tout z € D(1/2), donc

/ /D -, Viwg](2)dA(z) > (as < . 1n\z —g\de(g)> d\(z) (5.4)
( 1n |z — £ldA(z )) dwp (€).(5.5)
D(1/2

De plus, pour £ € D(1/2) on a

//D(as ( )ln|z— |d\(z) = //D(a_g,s) (;) In |z|dA(z).
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Lemme 5.4. La fonction f(b) == [[p, (;—7}) In |z|dA(2), définie sur C, admet son maxi-
mum pour b = 0.

Démonstration. On a D(b,s) = (D(b,s) N D(0,s)) LI (D(b,s) — D(0,s)), donc

// bs)ﬂDOs< >1n‘z’d)‘ +//bs 08)( )hl\z\d/\() (5.6)

En effectuant le changement de variable 2’ = b — z on obtient

// ( )ln|zd)\ // ( >ln|b—z]d)\()
D(b,s)—D(0,s) \ 27 D(0,s)—D(b,s) \ 2T

et pour 2z’ € D(0,s) — D(b,s) on a |b—2'| > s > |Z/|, donc

In |z|d\(z // ( >lnzd/\
//D(b,s)—D(o,s) (27r> 12 D(0,5)—D(b,s) \ 27 [2'ldA(2").

Avec I'équation (5.6) on obtient finalement

o) < / /D R (;) In [2[dA(z) + / /D I (;) In |2/|dA()
= f(0),

ce qui termine la preuve du lemme. O

Pour ¢ € D(1/2) on obtient donc

[ () mleaie < s0= [[ () mlae
82

En utilisant I'inégalité (5.5) on obtient

s?Ins _ 2 s’Ins
Jf, Vierl@aE) 2 (= T+ 52 D)2 (- T+ 50 0

(rappelons que (2 vérifie w}; (D) +wz (D) < Q), et avec I'inégalité (5.3) on obtient finale-
ment

1 g2 Q Qlns
< = el
h(a) < 5 In ((1 +Q/27r) )+ i o

ce qui termine la preuve de la proposition 5.3. O

On anticipe maintenant un peu sur la partie suivante (voir le théoreme 5.9 sur le
controle de 'image des boules), en montrant que les images des boules B(x,¢/2) ne peuvent
pas trop se rapprocher de la frontiere de D(1/2). Pour cela, on considere 'anneau D(1/2)—
H(B(x,e/2)), et on utilise la géométrie conforme des anneaux présentée dans la partie
1.3. D’un c6té, par définition, cette anneau a un module minoré; d’un autre cété, par le
théoréme de Grotzsch, si H(B(x,e/2) était arbitrairement proche de 0D(1/2), alors le
module de cet anneau serait arbitrairement proche de zéro. La proposition suivante nous
sert a démontrer le théoréme 5.2, et nous sera aussi utile plus tard pour démontrer le
théoréme 5.9.
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Proposition 5.5. Soit r < 1/2 tel que le module de l’anneau de Gritzsch G(2r) vérifie
mod(G(2r)) < €2/4A. Soit d € Mx(A,c,¢e,8), et soit H : B(x,e) — D(1/2) une carte
conforme, avec H(x) = 0. Alors

H(B(x,e/2)) C D(r).
Démonstration. Le sous-ensemble de C
U:=D(1/2) — H(B(x,g/2))

est un anneau topologique. On sait que H est une isométrie entre (B(z,€),d|p(yc)) et
(D(1/2),dy, 1) Rappelons que le module de U est

infer L,(7)?
mod(U) = sup'ye—p7
) =4,

ou I' est I’ensemble des courbes continues et simples v dans U, paramétrées par la longueur
d’arc, joignant dD(1/2) et un point de H(B(z,£/2)). On pose p := " lwnl+h,

Si v € I, rien ne nous assure que la p-longueur de la courbe v est égale a la d-longueur
de 7. Par contre, on sait que par définition de la distance de longueur d,, », on a (en
faisant attention a v(0) ¢ D(1/2)) :

Lo(v) > lir?_%lp g n(7(t),7(1))

= hrtn_?(l)lp dB(x,s) (Hil (’Y(ﬂ)? H (7(1)))

> limsupd(H ™ (v(t)), H ' (4(1)))
t—0
(la derniére inégalité provient du fait que lors du calcul de la distance de longueur dp, ),
on ne considére que la longueur des courbes dans B(z,¢), alors que pour calculer d on
considere la longueur de toutes les courbes dans ¥). Maintenant, considérons une sous-
suite t, — 0 telle que H~!(y(t;)) converge vers y € X : comme (0) ¢ D(1/2), on a
y ¢ B(x,e), et comme H(y(1)) € B(x,¢/2) on a

Ly(v) 2 d(y, H'(+(1))) = ¢/2.

De plus, la p—aire de U est inférieure a celle de (X, d), et on a donc obtenu

mod(U) > (gf)z = £2/4A.

On termine la preuve du lemme par ’absurde : supposons H(B(z,¢/2)) ¢ D(r). Alors,
quitte & effectuer une rotation (telle que le nombre complexe de module maximum de
H(B(z,e/2)) appartienne a l'axe réel), et aprés une homothétie de facteur 2, il est clair
que U est conforme & un anneau U’ C D(1), ne contenant pas 0 (car H(z) = 0) et 2r. Par
le théoréme de Grotzsch’s (théoréme 1.11), on a mod(U) = mod(U’) < mod G(2r), ce qui

est impossible par notre choix de r. On a donc H(B(z,c/2)) C D(r), et ceci termine la
preuve de la proposition. ]
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Soit p* := 47 /6 > 1. Pour obtenir une minoration du terme harmonique h, on com-
mence par montrer une minoration d’une certaine intégrale faisant intervenir h :

Lemme 5.6. Sous les hypothéses du théoréme 5.2 on a

5252 P 2p*h(z)
R PR A (2),
(5127r2> = //D(r) ‘ B

Avant de démontrer le lemme, on démontre la proposition suivante (voir [Tro91al), qui
permet d’obtenir une majoration d’une intégrale faisant intervenir un terme potentiel :

Proposition 5.7 (M. Troyanov). Soit v une mesure de Radon positive, définie sur
D(1/2). On suppose qu’il existe p > 1 tel que v(D(1/2)) < 2w /p. Alors

20VI(Z) g (2) < il ]
//D(m) ‘ G < Ty

Démonstration. Si v =0, il n’y a rien a montrer. On suppose donc v(D(1/2)) > 0. Pour
z€ D(1/2) on a

V() :em<m/éwm(;)mu—aw&0

~ ex 0(ls _ el-EvDy2)y ()
- p<[@mml“ e z)wDum»>’

et donc par l'inégalité de Jensen on obtient

1 P
V) < L / / 2 — £ EP/D) gy,
D/2) o ¢ )

On a donc

/ / 2PV IR g (2)
D(1/2)

IN

- L _ |- Eu(D(1/2) g, ;
v(D(1/2)) //1:)(1/2) //D(1/2)| ¢ dr(Q)d(z)
_ b e~ DA/) x5 ) v
- WDOHD/LOM<Léwm| ° dM)>d@»

De plus, pour tout £ € D(1/2) on a

/ / 2 — "By < / / 2| 2P/ gr () = 27 / b A-2u(D(/2) g,
D(1/2) D(1) 0

2 T

2-2y(D(1/2))  1-£v(D(1/2))’

ce qui nous donne finalement 1’inégalité

2V ga(2) < T )
/e B < . bam)
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On peut maintenant démontrer le lemme 5.6.

Démonstration du lemme 5.6. Soit p > 1 tel que 1/p + 1/p* = 1 (on rappelle que par
définition on a p* = 47w /§ > 1). Par la propriété 1. de la définition de Myx(A,c,e,0) on a

wi(D(1/2)) = wt(B(z,¢)) < 2m — § = 2m(1 — 2/p*) = 2n(1/p — 1/p*) < 27/p.

On peut donc appliquer la Proposition 5.7 & v = w;_} : on obtient

e2pV[wm(z)d)\(z) < T ’
//D(1/2) 1— Lwi(D(1/2))

et avec 1 — Lwi (D(1/2)) > L= 1% = §/4m on obtient

2
/ / 2VIH2) ga () < 2T (5.7)
D(1/2) g
De plus, on a H(B(z,e/2)) C D(r) (proposition 5.5), et donc
// > dX(z) > aire(B(x,e/2)).

D(r)

Par le corollaire 2.24 on a également I'inégalité
aire(B(z,¢/2)) > (21 — wh (B(x,£/2))) - (£/2)?/32 > 62 /128.

Comme u = V{wg] + h, par I'inégalité de Holder on obtient

6e2/128 < aire(B(z.¢/2))

< // 2 A (z)
D(r)
(// GQPV[wH](Z)dA(Z))l/p(// €2p*h(z)dA(z))1/P*
D(r) D(r)
(// 62pV[wH](z)d>\(Z))1/P(// 62p*h(z)d>\(2))1/p*‘
D(1/2) D(r)

Avec l'inégalité Viwg](z) = V{wh](2) — Viwg](2) < Vwi](2) (pour presque tout z €
D(1/2)) et avec I'’équation (5.7) on obtient

47'(_2 1/p * 1/ *
582/128 < <5> (// o2P h(z)d)\(z)) P
D(r)
472 N "
< % . (// e2p h(z)dA(Z))l/p
D(r)

(on rappelle qu’on a % > 1), et ceci termine la preuve du lemme. ]

IN

IN

Pour terminer la preuve du théoreme 5.2, on a besoin du lemme de Harnack pour les
fonctions harmoniques positives (voir [ABR92]) :
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Théoréme 5.8 (lemme de Harnack). Soit f,, une suite de fonctions harmoniques posi-
tives, sur un ouvert connexe U C C. On a lalternative swivante : soit (1) fm — 400
localement uniformément sur U, soit (2) il existe une sous-suite m; de m et une fonction
harmonique f sur U telle que fm; — [ localement uniformément sur U.

Fin de la preuve du théoréme 5.2. La proposition 5.3 nous assure que pour tout compact
K C D(1/2), il existe une constante M’'(K) telle que, sous les hypotheses du théoréme
5.2, on a h(z) < M'(K) pour tout z € K (on rappelle que M’'(K) ne dépend pas de la
métrique d).

On démontre le théoréme 5.2 par contradiction. Supposons qu’il existe un compact K C
D(1/2) (on peut supposer que ce compact vérifie D(r) C K), une suite d,,, € Mx(A4,c,¢,9),
une suite de points z,, € 3, une suite de carte conformes H,, : By (Tm,e) — D(1/2), avec
Hp,(zm) = 0, telles que le terme harmonique h,, de la métrique dans cette carte vérifie

min hm(z) = oo
Soit z, € K tel que min e hp(2) = hp(2m). Quitte a considérer une sous-suite, on peut
supposer z,, — z € K. On fixe un ouvert connexe U, vérifiant K C U C U C D(1/2).
Comme hy,(z) < M'(U) pour tout z € U, on peut considérer la suite de fonctions
harmoniques positives sur U :

m =M (U) — hy,.

Comme fy,(zm) — 400, Palternative (2) du théoréme 5.8 ne peut pas avoir lieu. On a donc
fm — 400 localement uniformément sur U, et donc h,,, — —oo localement uniformément
U. Mais le lemme 5.6 nous assure que

6282 P 2p* hm (2)
< P Nm(z d)\ X
(5127r2> = //D(r) ‘ ®

On obtient une contradiction, car le terme de droite devrait tendre vers zéro quand m tends
vers l'infini. En effet, on peut appliquer le théoreme de convergence dominé de Lebesgue :
on a e2"™hm(z) — 0 pour tout z € D(r) C U, et comme D(rr) C U, on peut dominer

e2P"hm(2) par 1a fonction constante e2"M'(U), ]

5.3 Préliminaire II : un contrdle sur I’image conforme des
boules

Cette partie consiste a démontrer le théoréeme présenté ci-dessous, qui utilise la géo-
métrie conforme des anneaux. Soit d € Mx(A4,c,¢,0), et H : B(x,e) — D(1/2) une
carte conforme, avec H(x) = 0. On a alors un contrdle sur I'image des « grosses »
boules B(z,e/4) (plus précisément, on a D(2a) C H(B(x,e/4))), et sur 'image des « pe-
tites » boules B(x,ke) (plus précisément, on a H(B(z,ke)) C D(a)), ou a et k sont
des constantes strictement positives fixées (la figure 5.1 décrit la situation). Pour toute
métrique d € Mx(A4,c,e,9), il est clair que de telles constantes « et k existent, mais la
difficulté est de montrer qu’elles peuvent étre choisies de fagon uniforme.
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Comme signalé précédemment, dans le cas classique du théoréme de Cheeger-Gromov,
sous I’hypotheése d’une minoration du rayon harmonique, de tels contrdles sont faciles a
obtenir (proposition 3.20).

Théoréme 5.9. Il existe des constantes o = a(X, A, ¢,e,0) >0 et k = K(X, A, ¢,e,0) >0
vérifiant la propriété suivante. Soit d € Mx(A,c,¢,0), et soit H : B(z,e) — D(1/2) une
carte conforme, avec H(x) = 0. On est dans la situation suivante :

D(1/2) = H(B(z,¢))

H(B(x,¢/2))

H(B(x,¢/4))

H(B(z, ke))

FIGURE 5.1

(L’inclusion H(B(z,e/2)) C D(r) a déja été démontrée dans la proposition 5.5).

1l suffit donc de montrer les deux propriétés suivantes :

1. Si~y est le segment joignant 0 et un point de D(2a), alors la longueur de la courbe
H=1(y) dans ¥ est strictement inférieure a /4. Ceci prouve que l'on a D(2a) C
H(B(z,e/4)) ;

2. on a Uinclusion H(B(xz, ke)) C D(a).

Remarque 5.10. En réalité, o peut étre trés petit. Pour une meilleur lisibilité on a choisi
a=0.125.

On choisit d’abord « assez petit pour que la propriété 1. soit vérifiée. L’idée est la
suivante : par le théoréme 5.3, on a une majoration (explicite) de h, et la proposition
2.28 nous donne une majoration de la longueur d’un segment, lorsqu’il n’y a pas de terme
harmonique dans I'expression de la métrique singuliere. Il suffit alors d’utiliser ces deux
estimées.

On prouve alors un théoreme de convergence pour les distances (un corollaire du théo-
reme de convergence local de Y. Reshetnyak, le théoreme 2.20). Il est nécessaire pour
démontrer la partie 2. du théoreme 5.9, et il sera également utilisé plus loin (voir la sec-
tion 5.4.5).

Avec ce théoreme de convergence, on peut choisir x assez petit pour que 'anneau

topologique D(1/2)—H (B(z, ke)) ait un module assez grand. Par le théoreme de Grotzsch,

H(B(x, ke) sera assez loin de 9D(1/2), c’est-a-dire que 'on aura H(B(z, ke)) C D(a).
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5.3.1 Choix de «

Rappelons que C(Q2) = /14 Q/ 2m-e¥/47 est la constante qui apparait dans le théoréme
5.3. Choisissons 0 < o < 1/8 tel que

20)%?" . 4x lel(e)
(20) g . (1/4)§+22 5 < 1/4 (5.8)

Preuve de la premiére partie du théoréme 5.9. Soit |z| < 2a, et y(t) := tz le segment [0, z].
On souhaite obtenir une majoration de la longueur de H~1(y) :

1
LH (7)) = /0 VIl HROW) || gy,

On a le
Fait 5.11. Pour tout 2’ € D(2a) on a
(20)°/%7 - am A

¥ < ¢/a.
) <</
Démonstration. La proposition 5.3 nous assure que, pour tout 2’ € D(1/2),
) < c -0(Q),

= W=

donc en multipliant par I'inégalité (5.8) on obtient

é
(20)°%"4n C(Q) e C(Q)
5 (1/4)1+Q/27r — (1/2 _ |z/|)1+9/27r‘
Pour tout z’ € D(2a) on a |2/| < 1/4, et donc (1/2 — |2/|)'+/27 > (1/4)149/27 Apres
simplification on obtient I'inégalité souhaitée. O

Le segment [0, z] est inclus dans D(2«), donc par le fait 5.11 on a

0
hv®) « % /4
e e/4,
T (20)%7 an /
d’out 5 .
LH(v)) < m ~e/4 /o eV[wH]('Y(t))|z|dt‘ (5.9)
De plus, par la proposition 2.28 on a
1 2 +
VIea]l(vO) | ,1dt < |y Imwr(D(1/2)/27
/0 ¢ Edt < T magyee F
_ 2 . ‘Z|1—w+(B(z,a))/27r‘

1 —wt(B(x,¢)) /27
Avec l'inégalité wt(B(z,€)) < 2m — § on obtient

/ LVl ar < 4% - (20)/27,
0

et avec (5.9) on obtient finalement L(H (7)) < /4. Ceci termine la preuve de la premiere
partie du théoreme 5.9. O
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5.3.2 Convergence de métriques : un corollaire du théoreme 2.20

On prouve un corollaire du théoréeme de convergence local de Reshetnyak (théoreme
2.20), qui nous est utile dans la preuve du théoreme 5.2. Ce résultat nous sera aussi utile
a la fin de la preuve du Théoreme Principal (voir la partie 5.4.5).

Corollaire 5.12. Soit d,,, € Mx(A,c,e,0) une suite de métriques, et pour tout suite
T € X on considére des cartes conformes Hy, : By (zm,€) — D(1/2), avec Hp,(xy,) = 0.
Soit wy, la mesure de courbure de (X,dy,), et soit wy,, := (Hyp)p#wm la mesure de Radon et
hum la fonction harmonique telle que H,, est une isométrie entre (By(Tm,€), dm|B,,(zm.e))
et (D(1/2),dwy. k). 1l eviste une sous-suite telle que la propriété suivante soit vérifice.

11 existe une constante C > 0 et une mesure de Radon @, a support dans D(1/2), telle
que

dwy, . hm converge vers C - 8570, localement uniformément sur D(2«)

(c’est-a-dire, si 2y — 2z € D(2a) et 2z, — 2 € D(2a), alors dyy ., (2m,2,) — C -
3570(2,,2’)).

Démonstration. On souhaite appliquer le théoréme 2.20, qui est un théoreme de conver-
gence de métriques singulieres, lorsqu’il n’y a pas de terme harmonique dans ’expression
de la métrique (c’est-a-dire lorsqu’il n’y a qu’un terme potentiel). On va donc exprimer le
terme harmonique h,, sous la forme d’un terme potentiel.

On sait qu’on peut exprimer une fonction harmonique en fonction des dérivées radiales
le long d’un cercle : pour z € D(r) on a

oe) = b0 = 2 [l €] T (@]

ou ag—y est la dérivée radiale de hy,. Pour z € D(r) on peut donc écrire

hin(2) = him(0) + V] (2), (5.10)
ol fy, est la mesure de Radon suivante (a support dans 0D(7)) : fiy, = %a—m\df |. Posons
W 1= WH,, + tm-

On a le fait suivant, qui nécessite quelques justifications (I’écriture (5.10) n’est en effet
valide que pour z € D(r)) :

Fait 5.13. Pour u,u’ € D(2a) on a

demvhm (u, u/) =m0 'aim,o(“’ u/)'
Démonstration. Par définition,
!
d, /) = inf / Vit ) () hn (1(0) g 511
ot (0) = i [ e (511)

ou la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues v : [0,1] — D(1/2)
paramétrées par la longueur d’arc, avec v(0) = w et y(I) = u'. Soit ym = (Hm)~

[asy
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et y', = (Hp) '(u'). Comme la propriété 1. du théoréme 5.9 a déja été prouvée, on a
(Hn) H(D(2a)) C By(zm,e/4), et donc dp(Tm, Ym) < €/4 et dp(zm, yh,) < /4.

Maintenant, on considére 7 : [0,{] — D(1/2), une courbe simple continue entre wu
et ', paramétrée par la longueur d’arc, et on suppose que cette courbe n’est pas in-
cluse dans D(r). Posons 7 := (H,,) () : c’est une courbe entre y,, et y,,, et comme
Hp (B (xm,€/2)) C D(r) (c’est la proposition 5.5), ¥ n’est pas incluse dans By, (zy,,€/2).
Mais 7 est une courbe joignant deux points dans By, (z,, £/4), et doit quitter By, (xm,,/2),
donc sa longueur est au moins 2 -¢/4 =¢/2 :

FIGURE 5.2

Comme la distance entre y,, et y/, est strictement inférieure & /2, ceci nous montre que
dans la formule (5.11), on peut considérer seulement les courbes «y incluses dans D(r).
Pour de telles courbes v, on peut utiliser la formule (5.10) et on obtient donc

l ~
N (7] u') — hm(0) inf/ oV m](v(D) ¢
mo'tm ) 5 0 ,

ou la borne inférieure est prise sur les courbes simples continues v : [0,!] — D(r), para-
métrées par la longueur d’arc, avec y(0) = u et y(I) = u/. Pour les mémes raisons que
précédemment, il revient au méme de prendre la borne inférieure sur toutes les courbes
v :[0,1] — D(1/2), et cette borne inférieure est exactement E;wuo(u,u’ ) (voir ’équation
(2.9) de la partie 2.2.3 pour la définition de Eam,o)' Ceci termine la preuve du fait 5.13. O

Par le théoréme 5.2, la suite (A, (0))men est bornée, donc quitte & considérer une sous-
suite on peut supposer e/(9) — C' > 0. De plus, comme les fonctions k., sont harmoniques,
on peut appliquer la formule de Cauchy : on obtient une borne sur les dérivées de la fonction
(en un point z), a partir d’'une borne sur la valeur absolue de la fonction sur une boule
centrée en x. Comme les fonctions h,, sont bornées sur tout compact de D(1/2), on obtient
que 8!;—;" est borné sur dD(r) (par une constante indépendante de m). Donc pf (D(1/2))
et u(D(1/2)) sont bornées, et quitte & considérer une sous-suite on peut donc supposer
wh — ptoand p,, — p~ faiblement. Comme les supports des mesures juf et p,. sont
inclus dans dD(r), les supports de pu* et u~ le sont aussi. On pose p:= pu™ — p~.

On peut aussi supposer que w;}m — wT et wy, — w faiblement. On pose w :=

wt —w™. Comme W, = wg,, + fm, ON & Wy, — W := w + p faiblement.
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Comme w}; (D(1/2)) = w;f,(Bm(zm,e)) < 2m — 6, on a w({z}) < 27 pour tout
z € D(2a), et u™ a son support inclus dans dD(r), donc p*({z}) = 0 pour tout z € D(2a).
On a donc @™ ({z}) < 27 pour tout z € D(2a) et on peut appliquer le théoréme 2.20 : si
zm — 2 € D(2a) et 2], — 2’ € D(2a), alors

dz, o(Zm. 21— 3570(,2, 2,
et le fait 5.13 nous donne

dem7h7n (Zm’ Z7/n) =e ’ da;m70(zm, Z?’?’L) — C ’ E$70(27 Z/)’

5.3.3 Choix de &

On commence par choisir x assez petit, de telle sorte que I’anneau topologique D(1/2)—

H(B(z, ke)) ait un module assez grand. On pourra ensuite utiliser le théoréme de Grotzsch
pour terminer la preuve du théoréme 5.9. On rappelle que mod G(2«) est le module de
l'anneau de Grotzsch G(2a).

Lemme 5.14. I existe une constante k = k(2, A, c,e,d) > 0 vérifiant la propriété sui-

vante. Sous les hypothéses du théoréme 5.9, l'anneau topologique D(1/2) — H(B(x, ke)) a
un module strictement supérieur a mod G(2a).

Remarque 5.15. Cette propriété est évidente dans le cas du plan FEuclidien. Un anneau
A(R1, R2), de frontiére deux cercles concentriques de rayons Ry < Rs a pour module
= In(Ry/Ry), et cette quantité tends vers Uinfini quand Ry tends vers zéro.

Démonstration. On raisonne par I'absurde. Supposons qu’il existe une suite de métriques
dm € Mx(A, c,e,0), une suite de points z,, € X, une suite de carte conformes H,, :
By (zm,e) — D(1/2), avec Hp,(zy,) = 0, telles que

mod (D(1/2) — Hy (B (2m,e/m))) < mod(G(2a)).
Soit ¢ > 0 tel que 5= In(1/2:) > mod G(2a) (on peut supposer ¢ < 2a). On a le
Fait 5.16. On a Hy,(Bp(Tm,e/m)) ¢ D(1).
Démonstration. Supposons avoir Hy,(Bm(Tm,e/m)) C D(¢) : on a alors
D(1/2) - D() € D(1/2) — Hy (B, /).
et donc

mod (D(1/2) — Hy(Bim(z,e/m))) > mod (D(1/2) — D(1)) = %111(1/%) > mod G(2a),

ce qui est absurde. ]
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Considérons la métrique riemannienne singuliére g,, = €2V “ml+2hm|dz|2  telle que H,),
soit une isométrie entre (B (Tm,€), dm|B,, (wm,e)) €t (D(1/2), dup, hn)-

Par le fait 5.16, il existe des nombres complexes zp,, avec |2y, | > ¢, et dy,, h., (0, 2m) <
e/m. Quitte & considérer l'intersection entre une géodésique entre 0 et z,, et dD(¢), on
peut supposer que |zy,| = ¢ et dy,, 1,.(0,2m) < €/m. Par compacité, quitte a considérer
une sous-suite on peut supposer z, — z # 0. Comme |z| = ¢ < 2«, par le corollaire 5.12
on sait que, quitte a considérer une sous-suite, il existe une constante C' > 0 et une mesure
de Radon @, & support dans D(1/2), telle que

s o (05 2m) — C'+d5(0,2) # 0,
et c’est absurde car d,,,, 1, (0, zm) < e/m — 0. O
Preuve de la seconde partie du théoréme 5.9. On va démontrer I'inclusion
H(B(x,ke)) C D(a).

Raisonnons par ’absurde, et supposons avoir

H(B(z,ke)) ¢ D(a).

Quitte a faire une rotation, on peut supposer que H(B(x,ke)) ne contient pas le point
a € R C C. En effectuant une homothétie de facteur 2, il est clair que 'anneau D(1/2) —

H(B(z, ke)) est conforme a ’'anneau U C D(1), qui ne contient ni 0, ni 2a. Par le théoréme
de Grotzsch, on sait que le module de cet anneau est

mod(U) = mod (D(1/2) — H(B(z, ke))) < mod G(2a),

et c’est une contradiction par le lemme 5.14. Ceci termine la preuve du théoreme 5.9. [

5.4 Preuve du théoréme

On peut maintenant commencer la preuve du Théoréme Principal : on considére une
suite de métriques d,, € Mx(A4A,c,¢,0), c’est-a-dire

1. pour tout z € ¥ on a w;l (B (x,¢€)) < 2m —§;
2. cont(X,dy,) > c;
3. aire(X, d,,) < A.

On rappelle qu’on suppose toujours € < c. Par la proposition 5.1, on a aussi des constantes
D > 0et Q>0 telles que

diam(3,d,,) < D et |w|(X,dn) < Q,

et on dispose également des constantes a > 0 et £ > 0 du théoréme 5.9.
On considérera souvent des sous-suites de la suite originale (d,,), mais pour plus de
clarté dans la présentation on ne changera jamais 'indexation de la suite.
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Plan de la preuve

Comme déja signalé, le schéma de la démonstration est similaire a la deuxieme étape
du théoreme de Cheeger-Gromov. On ne signale ici que les différences avec ce qui a déja
été présenté : il faut donc lire ce qui suit en paralléle avec la fin de la partie 3.4.3.

1. L’argument pour recouvrir ¥ par des ouverts B, (z}",¢), pour i € {1,..., N}, est
le méme que précédemment. On utilise ici les résultats de la partie 2.5.1 (plutot
que le théoréeme de Bishop-Gromov) pour controler le volume des boules a 'aide
de la courbure. On défini des cartes conformes (et non pas harmoniques) H™ :
B, (2", e) — D, avec H™(z]") = 0.

2. Le plongement de Whitney est le méme que précédemment : on obtient des sous-
variétés plongées X™ C R?, qui sont encore (localement) des graphes.

3. Pour faire converger la suite de fonctions HJ" o (H™)™!, quand ces derniéres ont un
sens, on utilise cette fois-ci le fait que ces applications définies sur un ouvert de C
sont conformes, et bornées. On peut alors appliquer le théoreme de Montel pour les
faire converger.

4. On définit un difféomorphisme II"" : ¥™ — 3°° de la méme fagon que précédemment.

5. A laide des difféomorphismes ¥ ;L ¥m c R? =5 ¥ C RY, on transporte la
métrique initiale d,,, en une métrique d,, sur X°° : (X, d,,) est isométrique a (X°°, d,y,).
On montre finalement que d,, converge, en utilisant le corollaire du théoréme de
convergence locale de Reshetnyak démontré précédemment (corollaire 5.12).

5.4.1 Recouvrement de 2

Soit m € N. Considérons un nombre maximal N (m) de boules disjointes By, (z", ke/4)
dans X. Par le corollaire 2.24, on sait que l'aire de ces boules est minorée. Comme 'aire
de (3,d,,) est majorée, N(m) est également majoré : quitte & considérer une sous-suite,
on va supposer que N(m) = N est constant. De plus, par un argument élémentaire de

doublement on a N

% = Bu(a}", ke /2). (5.12)
=1

On peut alors considérer des cartes conformes (voir le théoréme-définition 2.15)
H" : By, (z",e) — D(1/2),

avec H/"(x") = 0. Dans la suite, on pose wj" := (H")4w, et h!" la fonction harmonique
sur D(1/2) telle que la métrique riemannienne singuliére s’écrive

glm — 62V[w2"](z)+2h;f”(z) ]dz|2.
La propriété 2. du théoreme 5.9 nous assure que
H" (B, (2], ke)) C D(a),

et avec la relation (5.12) on obtient le
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Fait 5.17. On a le recouvrement

N

2= UM H(D(a).

=1

5.4.2 Plongement dans un espace Euclidien

On utilise une fonction ¢ : C — [0, 1] pour étendre les cartes H™ & la surface ¥ tout
entier. Alors, par un analogue au théoréme de plongement de Whitney, on plonge ¥ dans
un espace Euclidien, et on montre que cet ensemble est localement un graphe.
Soit ¢ : C — [0, 1] une fonction lisse, valant 1 sur D(5a/3) et 0 hors de D(2«) (voir la
figure 5.1). Pour 1 <1 < N, on définit sur ¥ les fonctions suivantes :
— " = o H™ : ¥ — [0,1]. Par le théoreme 5.9, cette fonction vaut 1 sur
B, (2], ke), et 0 hors de By, (z]",e/4);

— H" = p"H" : ¥ — D(1/2). Cette fonction étend H". Elle est égale a H;" sur
B, (2], ke), et vaut 0 hors de By, (z]",¢/4).

Décrivons maintenant le plongement de Whitney. Soit g := 2N + N. On défini

ym. ¥ — Rf L L
T \I}m(x):(H{n(x)77H}Vn(x)7(prln(x)7790%(x))

Lemme 5.18 (Whitney). U™ est un plongement. On appelle
XM= 9"(Y)
la sous-variété de R? ainsi obtenue.

Démonstration. ¥ étant compact, il suffit de montrer que U™ est une immersion injective.

Soit x € ¥, et i € {1,..., N} tel que x € B, (27, ke). Comme H™ = H™ au voisinage
de z, et H]" est une immersion, on obtient que U™ est aussi une immersion.

Supposons maintenant avoir U™ (z) = U™ (y), avec € B, (x}", ke). En considérant
la coordonné 2N + i on a ¢*(x) = 1 = ¢*(y), ce qui montre que y € By, (z]*,£/4). On
a alors H"(y) = " (y)H["(y) = H"(y), et H"(z) = ¢]"(z)H]"(z) = H]"(x). Comme
H™(xz) = H™(y) on obtient H™(x) = H™(y), et donc & = y, ce qui montre que U™ est
injective. ]

Comme ¢ = 1 sur D(5a/3), on remarque que ces sous-variétés sont des graphes, para-
métrés par D(5a/3). En effet, pour 1 < i < N, les ouverts (H™)™1(D(5a/3)) recouvrent
¥ (c’est le fait 5.17), et pour z € D(5a/3) on a

P (H")7H(2) = p(2) = Let H'(H")7'(2)) = 2,

d’ou
7 (2) == W"((H") (2)) =

7

(TP )2 TR ) () ) o e R () )
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(c’est bien un graphe car la ¢

de graphes :

coordonnée est z). X" est alors la réunion de N portions

N
7 = o7(D(50/3)).
=1

Si z € " (D(5a/3)), on écrira dans la suite que = est dans le graphe numéro .

Remarque 5.19. Ce commentaire fait suite d la remarque 3.17. On rappelle que la surface
Y est lisse. Bien que les métriques considérées ne le soient pas (a priori), ces derniéres
n’interviennent pas dans la construction précédente et on obtient donc quand méme des
plongements qui sont lisses.

5.4.3 Convergence des surfaces plongées > vers une surface plongée
ZOO

On veut montrer la convergence des fonctions définissant 2™ en tant que graphes, c’est-
a-dire la convergence des fonctions H" o (H{")~! et @7 o (H™)~". On montre d’abord que,
quitte a considérer une sous-suite, sur des ouverts V adéquats, ces fonctions sont soit
nulles sur V, pour tout m € N, soit H;" o (H™)~1 est bien défini sur V (c’est-a-dire

(H™~L(V) c B (2},€)), pour tout m € N. Dans le premier cas, la suite de fonctions

Hi"o (H™)~! converge de facon évidente ; dans le second cas, le théoréme de Montel nous
permet de conclure que cette suite bornée de fonctions conformes va converger localement
uniformément sur V. En passant a la limite, on définit un sous-ensemble > C R%. On
prouve ensuite que ce sous-ensemble est en fait une surface plongée.

Etude préliminaire des fonctions Ho (HM™) =L et @y o (Hm™)~1

Fixons z € D(1/2). Sil’expression H?O(H{”)_l(z) aun sens (c’est-a-dire si (H™)~!(z) €
B (z]',¢)) on a

(U0 = ol o ) a7 o
Pto (HM)™Hz) = @(H]" o (H")!(2)),
et sinon (c’est-a-dire si (H]")"'(z) ¢ Bp(a]",€)) on a

H" o (H") ' (2) =0 et @' o (H")"(2) = 0.

En un certain sens, on veut montrer que cette dichotomie est valide uniformément en
m € N.

Proposition 5.20. [l existe un recouvrement fini par des ouverts

D(20) = | V4

teT

vérifiant la propriété suivante (aprés extraction d’une sous-suite). On fize i,j € {1,..., N}
ett € T. Alors au moins l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

106



— (A) pour tout m € N, V; C H"(By(27",€) N By (27", €)).
Alors H" o (HM™) ™1 est bien défini sur V;.
— (B) pour tout m € N, 7" o (H™™1 =0 sur V;.

Alors pour tout m € N, Hijmo (HM™)~L =0 sur V;.

Remarque 5.21. On peut remarquer qu’un ouvert V; peut vérifier les deux propriétés a
la fois. De plus, la propriété (B) est vérifiée dés qu’il n’y a pas de fonctions de transition
entre By, (z]",¢) et B (z]',€), c’est-d-dire des que By, (x]", ) N By, (27, €) = 0.

Cette proposition est une conséquence directe du lemme suivant. Soit 7 > 0 la constante
vérifiant A

5l s
eM(D(2q)) = 175/2” =3c/4 (5.14)

(rappelons que M(D(2a)) est la constante apparaissant dans le théoréme 5.2 pour le
compact K = D(2a)).

Lemme 5.22. Soitm € N, i,5 € {1,..., N} et 20,2 € D(2c). On suppose @?O(H{”)_l(zo) #
0. Alors
|z — 20| < = (H™ Y2) € B (27", €) (et donc HJ" o (H™)(2) existe).

Démonstration. Comme @?O(Hﬁ)_l(zo) = p(Hj"o(H]")" (20)) # 0, on aH}”o(H{”)_l(zo) €

D(2a), donc par le théoréme 5.9 on a H" o (HM™) ™ (2) € H (B (2], e/4)), et donc

dm (27", (H™) " (20)) < €/4. (5.15)

On utilise maintenant les mémes arguments que dans la preuve de la premiére partie du
théoreme 5.9. Soit y(t) := (1 — t)zo + tz le segment joignant zp & z. On a

1
In((H) ) = [ VRO ROO: — i

Comme le segment 7 est inclus dans D(2a), on a ™" 0/(®) < M (D(20)) Ep utilisant alors
la proposition 2.28, on obtient

! 2

Vw1 (v(#®) |, _ < o — o |1 T(D(1/2)) /27

/o ‘ e mldt < T T
4
< % |z — 207,
On a donc obtenu
_ D(2a 4 - Di2a 47 -

L ((H™) 7! (7)) < M P2 5 |2 — 20|/ < MPEW) 5 n/?m = 3¢ /4

(on a choisi 7 de telle sorte que la derni¢re inégalité soit vérifiée). Comme (H™) 1(7) est
une courbe continue dans ¥ joignant (H™)~1(29) et (H™)"1(2), ona dp ((H™) " (20), (H™)"1(2)) <
3e/4, et donc avec I'inégalité (5.15) on obtient dy, (27", (H™)™Y(2)) < 3¢/d+e/d =¢, et
ceci termine la preuve. ]
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Démonstration de la proposition 5.20. Le fait suivant est une conséquence directe du lemme
5.22 (la seule différence entre ce fait et la proposition 5.20 est qu’ici 'entier m est fixé) :

Fait 5.23. Soit m € N, i,5 € {1,...., N}, et V C D(2a) un ouvert de diamétre au plus 7.
Alors au moins l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

— (A%) on aV.C H"(Bp/(2f",€) N By (27", €)),

— (B) ona ¢}to (H™)™1 =0 sur V.
Démonstration. Supposons que la propriété (B’) ne soit pas vérifiée : il existe zg € V avec
@I o (H™)™1(20) # 0. Par ailleurs tout z € V vérifie |2 — 20| < 0, et donc (H™)71(2) €
Bm(aj;”, ¢) par le lemme 5.22 : ceci montre que la propriété (A’) est vérifiée. O

Maintenant, recouvrons D(2«) par un nombre fini d’ouverts V4, pour ¢t € T, de diameétre
au plus 7. Pour tous ¢, j € {1, ..., N} et tous t € T, par le fait précédent, il existe un nombre
infini d’entiers m vérifiant la méme propriété, (A’) ou (B’). Il existe donc une sous-suite m’
de m telle que la méme propriété ((A’) ou (B’)) soit vérifiée pour tout m’. En prenant un
nombre fini d’extractions successives, quand i, j parcourent {1,..., N} et t € T, on obtient
la proposition 5.20. O

Convergence des fonctions de transition

Soient 7,5 € {1,..., N}. On veut montrer la convergence des suites de fonctions Hijm o
(H™)~! et @' o (H")~! sur D(20).

Sur un ouvert V; vérifiant la propriété (B) de la proposition 5.20, on a, pour tout
m € N, Hi]m o (H™™ =0 et @t o (H" 1 = 0 sur V4, et donc la suite de fonctions
converge trivialement.

Considérons maintenant un ouvert V; tel que la propriété (A) de la proposition 5.20
soit vérifiée. Alors HJ" o (H™)~1 est bien défini sur V;. Les fonctions H™ et H ;" sont des
cartes conformes, donc Hi"o (Hlm)_1 est une application conforme sur V; (cette propriété
classique des surfaces munies de métriques riemanniennes lisses s’étend sans probléme
aux surfaces & Courbure Intégrale Bornée : voir la proposition 2.17). (HJ" o (H™) ™) men
est alors une suite de fonctions holomorphes (ou anti-holomorphes) bornées sur V; : par
le théoreme de Montel, on sait que, quitte a considérer une sous-suite, H;" o ([—I{’”L)*1
converge localement uniformément (ainsi que les dérivées) vers une fonction holomorphe
(ou anti-holomorphe) définie sur V;.

Soit Aj; := la réunion des ouverts V; pour lesquels la propriété (A) de la proposition
5.20 est satisfaite, et Bj; := la réunion des ouverts V; pour lesquels la propriété (B) est
satisfaite. On a D(2a) = Aj; U Bj;.

Quitte a considérer des extractions successives, on peut définir une fonction lisse H;
sur Aj; par Hji(z) = limp, 00 Hj" 0 (H™)~1(2). Pour 4,5 € {1,..., N} on a les propriétés
suivantes :

— il existe une fonction lisse ¢;; sur D(2a) telle que

gp}”o(H{”)*l —2 Pji localement uniformément (ainsi que les dérivées) sur D(2«) :
m—00

@j; est défini par ¢j; = @ o Hj; sur Aj;, et pj; = 0 sur By;.
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— 1l existe une fonction lisse Hj; sur D(2a) telle que

H7o(H™ ™' — Hj; localement uniformément (ainsi que les dérivées) sur D(2a) :
J v m—oo I

Hj; est défini par Hj; = p;;Hj; sur Aj;, et H;; = 0 sur Bj;.

Construction de la surface plongée X*°

Faisons tendre m vers 'infini dans la relation (5.13) : pour z € D(5a/3) on pose

O>(z2) := (Hh(z), vy Zy ey HNi(2), 010(2) 5 ooy 1, oy gpNi(z)>. (5.16)

On définit également le sous-ensemble suivant de RY :
N
x> = 2°(D(5a./3)).
i=1

Si z € £ est dans 'ouvert ®°(D(5a/3)), on écrira que x est dans le graphe numéro 1.
Comme Y™ est recouvert par les ouverts (H™)~1(D(«)), pour 1 < i < N, la proposition
suivante est immédiate :

Proposition 5.24. On a
N
x> = J e (D(a)),
i=1

et donc

N
5> = ©°(D(4a/3)).
=1

Démonstration. Soit x € X : par définition, il existe des points x,, € X™, vérifiant
Ty — x. Pour tout m € N, il existe i(m) € {1,..., N} tel que z, € @?Zm)(D(a)). Quitte a
considérer une sous-suite, on peut supposer que i(m) est constant. Pour simplifier I’exposé,
on suppose i(m) = 1. Il existe donc une suite de nombres complexes z,, € D(«) tels que

= O (z) = (IR o)), Ly R OCH) ) ).

Par compacité, quitte & considérer une sous-suite, on peut supposer z,, — z € D(a), et
par convergence uniforme de toutes les fonctions apparaissant dans I’égalité, on obtient
x = P9°(z), et ceci termine la preuve. O

Il est facile de voir qu’une telle « limite » de surfaces plongées n’est pas forcément une
surface plongée :

M — H
FIGURE 5.3
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Mais c’est la cas dans la situation présentée ici :

Proposition 5.25. 3% est une surface lisse plongée dans R?, éventuellement non connexe
(on montrera la connezité plus loin).

C’est une conséquence directe du lemme technique suivant, qui sera également utilisé
plus loin : les points de ™ (ou de 3°°) qui sont proches de points dans le graphe numéro
1, sont aussi dans le graphe numéro 1.

Lemme 5.26. Les propriétés suivantes sont vraies pour tout i € {1,..., N} :
1. Soit m € N et zg € ®"(D(4a/3)) C ™. Pour tout x € ¥,

llz — zol| < /6 = x € " (D(5c/3)).
2. Soit xy € ®°(D(4a/3)) C . Pour tout x € £°°,
[|lz — x| < /6 = = € ®7°(D(5a/3)).
27 Soit xg € ®°(D(wv)) C . Pour tout x € £,
llz — 2zol| < /6 = x € D°(D(7t/6)).
(|-I| est la norme Euclidienne de R?.)

Démonstration de la proposition 5.25. La compacité est une conséquence de la proposition
5.24. Maintenant, considérons zy € ¥.°°. Par la proposition 5.24, il existe i € {1, ..., N} tel
que zg € P°(D(4a/3)). La seconde partie du lemme 5.26 nous montre que

Beue (o, a/6) N X = Beye(x0,a/6) N P°(D(5a/3))

(Beuc(o, /6) est la boule Euclidienne de centre zq et de rayon «/6). Comme ®°(z) est
le graphe d’une fonction (voir ’égalité 5.16), ceci montre que X°° est une surface plongée
dans RY. O

Démonstration du lemme 5.26. Pour simplifier 'exposé, on effectue les calculs dans le cas
i =1.
Démonstration de 1). Il existe zg € D(4a/3)) tel que

20 = B(20) = (0 ER(HP) (20)) Lo £R(HP)  20))),

et on considere z € ¥™ vérifiant ||x — zo|| < «/6. Il existe un entier i € {1,...,N} et
z € D(4a/3) tels que

o = (FTCH) D)o 22 RUHD) T G ()T ) Lo SRUH) T (2) ).

Posons 2/ = HJ*((H™)"!(z)) : on veut montrer |2/| < 5a/3 et z = ®7*(2').
Comme |2 — zo| < ||z — xo|] < /6, on a |2'| < 4a/3 + a/6 = 3a/2. Pour la méme

raison, [T ((H™)"1(2)) — 1] < ||z — 20|| < a/6 < 1/10, et donc T ((H™)"1(z)) > 9/10.

K3 3

110



Comme 7' ((HM™)71(2)) ;é 0, on sait que H1 ((H™)~Y(z)) existe, et on a donc 2/ =

H((H)7H =) = o (H")~ ()) H{"((H]")~!()). Comme @{"((H]")~"(2)) > 9/10 on

7
a

9 -1
> m
2’| > 1 T (HT) T ()],
et donc 10 10 3 5
HM(H™M )| < = -] < — - 22 =29

Comme ¢ = 1 sur D(5a/3) on obtient

P ((H)7H(2)) = @(H"(H") 71 (2)) = 1,

et donc finalement 2’ = HT*((H™)71(2)). On a déja |2'| < 3a/2 < 5a/3. Pour montrer

7
légalité x = ®T'(2'), ’est-a-dire

o= (s HRCEP) L R ),
on doit prouver les égalités suivantes, pour j > 2 :
HP((H) ™) = HP ((H") 7 (2))
et

P ((HT)THE) = ¢ ((H) 7 (2)),

et ce sont des conséquences directes de 1'égalité (HT*)1(2') = (H™)"!(2).
Démonstration de 2). (La démonstration de 2’) est analogue). La preuve ressemble a celle
de 1), seule la fin est différente.

Soit zg € D(4a/3)) tel que

ro = ®7°(20) = <ZOvI_121(ZO)a ey Hy1(20), 178021(20)-'-,<PN1(20)),

et soient ¢ € {1,..., N} et z € D(4a/3) tels que

T = <Hli(2), s Zy ey HNi(2), 014(2), o0 1, oy gaNi(z)).

On pose 2’ = Hy;(z), et on veut montrer |2/| < ba /3, et x = ®°(2).

Pour les mémes raisons que précédemment, on a |2'| < 3a/2, et p1;(2) > 9/10 : Hy;(2)
existe (c’est-a-dire, z est dans un ouvert V; vérifiant la propriété (A) de la proposition
5.20), et on a

|H11(Z)| < 50[/3

On obtient ¢y;(z) = 1, et finalement 2z’ = ¢1,(2) - H1;(2) = Hy;(2). Pour conclure on doit
montrer 1’égalité

2= () = <z’,Hgl(z’), (), 901 (). cle(z')>.
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On doit donc montrer que pour j > 2 :

et
La premiére égalité s’écrit

lim jmo(H{")_l( lim H{”/o(H?”')—l(z)> = lim H"o (H") (2),

m—00 m =00 t m—00

et elle est vraie car toutes les convergences sont uniformes; la seconde s’écrit

lim 7" o (H{”)_l( lim H o (HZ“/)_I(Z)> = lim ¢J'o (H™Y(2),

m—00 m/—oo m—00 v

et elle est vraie pour les mémes raisons. ]

5.4.4 Construction d’un difféomorphisme I1" : ¥™ — »°

Pour m assez grand, 3" est dans un voisinage tubulaire de X*° : on peut donc définir
une projection X" — 3°°. Comme X" tends vers ¥°° (au sens précisé précédemment), on
montre que cette projection est en fait un difféomorphisme.

Construction d’une projection II™ : ¥ — ¥°

31%° est une surface plongée dans R?, éventuellement non connexe, mais avec un nombre
fini de composantes connexes. On peut donc considérer la projection normale sur 3°° : il
existe 7 > 0 (on peut supposer 7 < a;/12), un voisinage tubulaire

V= {2 € RY | dowe(a, 5%) < 7}

et une fonction lisse IT : V — X vérifiant la propriété suivante (voir [Bre97]) : si xz € V,
alors II(x) est le point le plus proche de 3°°. Pour tout z € V on a

z—T(z) € (TrmE™)*

(voir le dessin ci-dessous), ou I'on note T(;,)3>° C R? I'espace tangent de ¥ au point
(), et (Tr(1)X°°)* son orthogonal dans RY.
D’apres les résultats de la section 5.4.3, quitte a considérer une sous-suite, on a le

Fait 5.27. Pour tous m € N,i € {1,...,N} et z € D(ba/3) on a
197" (2) = 27T () < 7.

Pour tout x € ¥™, il existe i € {1,..,N} et z € D(a) tels que x = ®"(z), et donc
denc(z,X%°) < 7, ce qui montre que ¥™ C V. On peut donc considérer la restriction

suivante :
™ = Tljgm : 8™ — X%,
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FIGURE 5.4

I . ¥™ — ¥*° est un difféomorphisme
On souhaite montrer la

Proposition 5.28. Quitte d considérer une sous-suite, pour tout m € N, II" : 3™ — 3*°
est un difféomorphisme (de classe C*).

Pour des raisons techniques, on montre d’abord que, pour tout i € {1, ..., N}, les points
de X™ dans le graphe numéro 7 sont envoyés par II”" sur des points de X*° dans le graphe
numéro ¢, et réciproquement. C’est une conséquence directe du lemme 5.26.

Proposition 5.29. Pour tous m € N eti € {1,...,N}, on a les inclusions suivantes :
L (I™)"H(®°(D(4a/3))) C @7(D(5r/3)),

2. II'"(27"(D(4er/3))) € ©7°(D(5a/3)),
et
2 TI™(®™(D(a))) C ®(D(7a/6)).

Démonstration. Démonstration du 1). Soit z € (™)~ Y@ (D(4a/3))). 1 existe z €
D(4a/3) tel que II"™(z) = ®$°(z). Par la proposition 5.27 on a

™ (2) — @ (2)[| = [|197°(2) = " (2)|| <7 < /12,

et on a également ||II"(z) —z|| < 7 < a/12 (d’apres la définition de la projection normale
II). On a donc ||z — ®*(2)|| < a/6, et 'identité 1. du lemme 5.26 nous assure que = €
D" (D(5ct/3)).
Démonstration du 2) (la preuve de 2’) est tout a fait analogue, en utilisant I'identité 2’) du
lemme 5.26 a la place de l'identité 2)). Soit z € D(4c/3) et © = ®"(2). Par la proposition
5.27 on a

lz — @°(2)[| = [|97"(2) = 27°(2)l| <7 < /12,

et on a également ||z — 1" (x)|| < 7 < a/12. Donc ||II"™(z) — ®°(2)|| < /6, et I'identité
2. du lemme 5.26 nous assure que II"(z) € ®°(D(5a/3)). O

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.30. X est conneze (par arcs).
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Démonstration. Soit x = ®7°(z) et y = ®3°(2) deux points de X, avec z, 2’ € D(4a/3).
Pour m = 1, soit 7 une courbe continue dans X', joignant ®}"(z) et ®"(z) (rappelons

que Y™ est connexe par arcs). Alors, II"™ o 7 est un chemin continu dans X°°, joignant
(@7 (z)) et ™ (®7*(2)). On a

(27" (2)) € ™ (97" (D(4r/3))) € ®7°(D(50/3)),

et comme z € PX°(D(5a/3)) et ®°(D(5a/3)) est connexe par arcs, on peut joindre
II"™(®*(z)) et = par un chemin continu dans ¥°°. Pour la méme raison on peut joindre
Hm(q);”(z’ )) et y par un chemin continu dans 3°°, et on peut donc joindre x et y par un
chemin continu dans 3°°. O

Pour démontrer la proposition 5.28, il nous suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.31. Quitte d considérer une sous-suite, II"™ est une immersion injective (pour
tout m € N).

Démonstration de la proposition 5.28. II'" est un difféomorphisme sur son image, qui est
un ensemble ouvert et fermé dans >°°, et qui est donc 3 par connexité. O

Démonstration du lemme 5.81. 11 y a deux propriétés distinctes a prouver, mais les deux
démonstrations sont similaires. On effectue un raisonnement par I'absurde : de fagcon heu-
ristique, comme X" converge vers X, les espaces tangents doivent aussi converger ; c’est
cette derniere propriété qui va nous apporter une contradiction.

Premiére étape : on montre que quitte a considérer une sous-suite, IT"™ : ™ — X est
une immersion.

On raisonne par I’absurde : si ce n’est pas le cas, alors II" est une immersion seulement
pour un nombre fini de m € N, et donc il existe My € N tel que pour tout m > My, II"™
n’est pas une immersion. On suppose dans la suite m > M.

Il existe alors une suite x,, € X™ vérifiant ker(DII"™(x,,)) # {0}. Par compacité, on
peut supposer z,, — x € X°°. On a aussi I"(x,,) = II(x,,) — II(x) = = (on rappelle que
IT est la projection normale sur 3°°; et II"" est sa restriction a X).

De plus, il existe i € {1,..., N} tel que z € ®°(D(4c/3) : pour simplifier I'exposé,
on suppose i = 1. Soit z € D(4a/3) tel que z = ®9°(2). Pour m assez grand, II"(z,,) €
®°(D(4a/3)), et donc par la proposition 5.29 on a

T € (II")"H(2F°(D(4a/3))) € T'(D(50/3)).

Il existe donc des suites z,, et z/, dans D(5a/3) telles que x,, = P (z,,) et U™ (zy,) =
®§°(z! ). Pour simplifier, on écrit x,, et II"(x,,) sous la forme suivante :

Tm = (2m, O™ (2m)) et I (xm) = (27, 0% (2,)),

ou O™ et O™ sont des fonctions lisses, et O™ — O uniformément (ainsi que toutes les
dérivées) sur tout compact de D(2«) (voir la section 5.4.3). On a

ker(DIT™ (2,)) = Ty, ™ N (Tipm 2,y 2) " # {0},
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on peut donc considérer un vecteur unitaire u,, dans cet espace vectoriel. On connait une
base de T}, 2™, donc il existe des réels a,, et by, tels que

U, = am(1,0,0,0™ (21)) + b (0,1,0,0™ (2m)).

Comme u,, est un vecteur unitaire, on a |a,| < 1 et |[by| < 1. On peut considérer le
vecteur suivant dans Tipm (g, ) %>

VUm = am(1,0,0,0%(2))) + b (0,1, ayGM(z;n)).

Comme u,, et v,, sont orthogonaux, on a 1 = ||umy||? < |[tum — vm||?, donc 1 < ||ty — vm]
et

< aml| - [10:0™ (2m) — 020 (2p) || + b - 110,0™ (2m) — 0O (21,)]
< 0.0 (zn) — 0,0 (21| + 118,0™ (z) — 0,0 (<1,
On obtient alors une contradiction : quand m tends vers U'infini, x,, et II"(xz,,) convergent
vers x, donc z,, et 2], convergent vers z, et on a convergence uniforme des dérivées de ©™
vers les dérivées de ©°, ce qui montre que le terme de droite de I'inégalité tends vers zéro.
Deuziéme étape : quitte a considérer une sous-suite, II™ : 3" — ¥*° est injective.
Comme précédemment, on raisonne par ’absurde : si ce n’est pas le cas, alors il existe
My € N tel que pour tout m > My, II" n’est pas injective. On suppose dans la suite
m > M.
Il existe des points z,,x,, € 3™, avec x,, # x,,, tels que 11" (x,,) = II"™(z),), et donc
tels que zp, — @}, € (Tipm (s, 5°)*

EOO

FIGURE 5.5

Par compacité on peut également supposer que z,, et x,, convergent, vers la méme limite
x € X% (car limz,, = UmII"™(z,,) et lima), = limII™(x}))). Il existe ¢ € {1,..., N} tel
que z € ®°(D(4a/3)) : pour simplifier 'exposé on suppose ¢ = 1. Il existe z € D(4c/3)
tel que z = ®7°(z). Si m est assez grand, z,, et x,, sont aussi dans ®3°(D(4a/3)), donc il
existe zp, et 2/, tels que

Tm = (2m, O™ (2m)) et 7, = (27, O™ (21))
(on utilise les mémes notations que précédemment) ; on a alors

T — X = (2 — 20, 0™ (2) — O™ (2])).
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Si m est assez grand, II"(z,,) = II"™(x},) est aussi dans ®°(D(4a/3)), donc il existe

Um € D(4a/3) tel que
™ (2) = ™ (27,) = (um, O (um))-

Ecrivons zp, = ap, + iby, et 2, = al, + ib,, avec am,bm,dl,, b, € R, et considérons le
vecteur de Tyym (g, )27 suivant :
am — a, by, — b,
"5 (1,0,0:0% (um)) + ———"5 - (0,1,0,0% (u))

|Zm_zm| |Zm—2:m|
(T # @}, implique zp, # 2},). En prenant le produit scalaire avec @, —a/, € (Tipm (z,,)2%)*
on obtient
O™ (z2m) — O™(z

0=1+<
|Zm_ m|

m) e (uy) (Zm_z/m'> >

|2m — 21,

(<, > désigne le produit scalaire Euclidien dans R972). On souhaite maintenant utiliser le
théoréme des accroissements finis : on doit donc considérer des fonctions a valeurs réelles.
Ecrivons les composantes de @™ et de ©°° de la facon suivante :

@m = (@m’]', veey @m’q_Q) and @OO — ((._)OO,].7 . @oo7q—2)

pour des fonctions ©"7, 0% : D(5a/3) — R. On a alors

0=1+ Z <@m»1 m) — @m’J( )> - DO (uyy,) (zm_zin) ‘

Zm m ‘

Comme les ©™7 sont des fonctions a valeurs réelles, par le théoréme des accroissements
finis, on sait que pour tout j € {1,...,q — 2} il existe {J, € [zm, 2,,,] tel que O™ (z,,) —
O™ (2! ) = DO™I(()) - (2 — 2I,) : on a alors

0=1+ qi:zD@m,j(C%) . (Zm_zl> DO (u,) (M) .

j=1 |Zm_Z | |Zm_zén|

Par compacité on peut supposer -"— | — v € S!, et comme O™ converge vers O (ainsi

| Zm

que leurs dérivées), on obtient 0 = 1 + ||[DO®(z) - (v)||?, ce qui est absurde. O

5.4.5 Fin de la preuve

On a construit les difféomorphismes suivants :

~

Yy = Ymc R ¥ RY
wm Irm

On rappelle que U™ est obtenu a ’aide du plongement de Whitney, et II" est la restriction
a X™ de la projection normale sur ¥X°°. On peut donc considérer la métrique suivante sur
X0

Ay == ((TT™ 0 U™)"1Y*d,,,
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c’est-a-dire
i (2,y) = di (T 0 U™) 7! (2), (I 0 U™) 7 (y)),

de telle sorte que (X, dy,) soit isométrique a (3°°, dy). Pour finir la preuve du théoréme,
on doit montrer que d, converge uniformément vers une métrique d’Alexandrov d sur %,

Dans la premiere partie de cette section, on prouve que (dp(z,y)) converge, si = et
y sont dans un méme graphe ®°(D(4c/3)). Ensuite, on montre que (dp,(z,y)) converge

pour tous z,y € X : on peut donc définir d(z,y) := limm_sco dm(z,y). Pour terminer
la preuve, on montre que d,, converge uniformément vers d, et que d est une métrique
d’Alexandrov.

Propriétés locales
Par la proposition 5.29, pour tout m € N et tout ¢ € {1,..., N} on a
(™) ~H(@§°(D(4a/3))) € 7" (D(5a/3)),
donc on peut considérer la fonction f™ : D(4a/3) — D(5a/3) faisant commuter le dia-

gramme suivant :

~

D(5a/3) <«— ®(D(5a/3))
] )|
D(4a/3) =5 ®X(D(4a/3))
c’est-a-dire ™ = (®7) 71 o (II"™) L o

Proposition 5.32. Pour tout i € {1,...,N}, f/" : D(4a/3) — D(5a/3) converge unifor-
mément vers l'inclusion D(4a/3) — D(5a/3).

Démonstration. Pour tout z € D(4a/3), posons 2z’ = fI"(z) € D(5«a/3). Comme z (resp.
') est la i-éme composante de ®5°(z) (resp. de ®7*(2')), on a

|2 = 2] < [|97°(2) — @ ()] = [[IT™(2"(2)) — @ ()] < [|@7°(2") — @7"()]] -

la derniére inégalité provient du fait que [|[II"™(®(2')) — ®*(2')|| est la distance entre
D"'(2') et la surface plongée ¥°°; et on a °(2’) € 3°°. On a donc

2= fi"(2) < sup [[®F(u) — B (u)]],
ueD(5c/3)

et on sait que le terme de droite tends vers zéro quand m tends vers I’infini. O

On sait que pour tous m € Net i € {1,..., N} on a une isométrie
(Bm(2i",€)s dm|B,,, (27 ) H_N”? (D(1/2), dyrm p)- (5.17)

De plus, pour tout i € {1, ..., N}, par le corollaire 5.12, on sait qu’il existe une mesure @;,
A support dans D(1/2), et une constante C; > 0 telle que, quitte & considérer une sous-
suite, dym pm converge localement uniformément sur D(2a) vers la métrique d’ := C; -E;i 0
(quand m tend vers 'infini). 7
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Maintenant, si on considere le diagramme commutatif du début de la section 5.4.5, on
peut considérer la métrique suivante sur ®°(D(4a/3)) :

di = ((B5°)71)*d'.
Proposition 5.33. Soiti € {1,...,N} et (xm), (ym) deux suites de points dans £°°, telles
que Ty, — © € P°(D(4a/3)) et ym — y € P°(D(4ar/3)). Alors

A (s ym) —_ di(,y).

m— 00

Démonstration. Supposons que m est assez grand pour que Tp,Ym € P7°(D(4a/3)).
Par le corollaire 5.12, dym pm converge localement uniformément vers d’ sur D(2a), et
" D(4a/3) — D(5a/3) converge uniformément vers l'inclusion D(4a/3) — D(5a/3)
(proposition 5.32), donc

di(z,y) = d(F) 7 (2), (95) 7 (v)
= lim_dyp pn (f" 0 (97°) 7 (@m), £ 0 (25°) " (ym)).

m—r 00

Par Iisométrie (5.17), on a également, pour tous z, 2’ € D(5a/3),
g (2, 2") = din B, (zm ) (H) 71 (2), (HM)THE") = din(H) 7 (2), (H) () -

en effet, par le théoréme 5.9 on a (H™)™1(2), (H™)~(2') € B, (2™, ¢/4), donc une courbe
qui minimise (presque) la distance dp,, ((H™)~!(z), (H™)~!(2')) doit rester dans B, (27, ¢)
(on a dp, ((HM™)71(2), (H™)71(2")) < £/2, et une courbe qui joint (H™)~1(z) a (H™)~1(2)
en sortant de B, (z]",¢) aura une longueur > 2 - (¢ — ¢/4) > ¢/2). On obtient donc

d(w,y) = lim dyy(H) ™ 0 £ 0 (03) (@), (H) ™ 0 7" 0 (92°) 7 (ym).

Par définition de ®" on a (HM™)™! = (U™)~1 0 @) et avec I'égalité fI" o ()~ =
(@™)~L o (TI™)~! (c’est la définition de f™) on obtient

di(ay) = Hm (8™ o (1) (@), (™) o (1) (y))
= ﬂ%gnoodm(ﬁmaym)a
et ceci termine la preuve. O

Construction de la métrique limite d et conclusion

On sait déja que limy,—o0 dm(, y) existe si 2 et y sont dans le méme graphe (c’est-a-
dire, s’il existe i € {1,..., N} tel que z,y € ®°(D(4/3))) : ¢’est la proposition 5.33. Pour
montrer que la limite précédente existe pour tous z,y € X, 'idée est de considérer des
czn—géodésiques minimisantes entre = et y, v, : [0,1] — X, et de subdiviser le segment
[0, 1] en sous-intervalles sur lesquels on peut appliquer la proposition 5.33.

Proposition 5.34. Soient x,y € X°° : la limite lim;, c/l;(:c,y) existe, et on pose

d(z,y) := lim dp(z,y) € [0, +00).

m— 00
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Démonstration. Soient z,y € ¥°°. On considere une sous-suite (m;) de (m) telle que

dm;(2,y) — lim inf d,, (, ).

j—00 M—00

Soit Y, : [0,1] — X des géodésiques minimisantes pour la métrique J;j, entre x et y
(avec Ym, (0) = x et v, (1) = y), et paramétrées a vitesse constante : pour ¢,¢' € [0,1] on
a

dmj (’ij (t)a Tm; (t/)) = dmj (mv y) ) |t - t/"

Quitte & considérer une sous-suite de m; (comme précédemment on ne change pas I'in-
dexation pour cette suite), on a le fait suivant :

Fait 5.35. Soit n € N tel que D/n < ke/2. Pour tout k € {0,...,n — 1}, il existe i(k) €
{1,..., N} tel que pour tout j € N,

Ym; (k/n) et v, ((k +1)/n) appartiennent a @55, (D(7a/6)).

Démonstration. Par le recouvrement (5.12), on sait que pour tout k € {0,...,n — 1} et
tout j € N, il existe un entier i(k,j) € {1,..., N} tel que

(I o \Ilmf)fl('ymj (k/n)) € Bm]( Ke/2). (5.18)

k’J)’

Comme i(k,j) parcourt un ensemble fini, quitte & considérer une sous-suite de (m;) on
peut supposer que pour tout k € {0,...,n—1}, i(k, j) est indépendant de j : on peut écrire
i(k,j) = i(k). On veut montrer I'inclusion

Tm; ([k/n, (k +1)/n]) C @, (D(Ta/6)).

Soit t € [k/n,(k+1)/n] : on a

iy (Y (£), Y (/7)) = dom (2, ) - |t = /],
donc
iy (T 0 W5 )~ (), (T 0 W)~ (s (/1)) < D - 1/n < ke /2,
et avec (5.18) ceci montre que
(117 0 W5 )~ (0, (1)) € B (w55, ).
Donc

(Hmj)_l(’ij (1) € \I’mj(ij (55:(1;1)7“5)) = ik ) o H, (k)(B (z ?Zli)’ Kke)) C @?gg)(D(a))

(la derniére inclusion provient du théoréme 5.9). Avec I'identité 2’ de la proposition 5.29,
on obtient

Ym, () € T (D3 (D(ar))) C B (D(Tar/6)),

et ceci termine la preuve du fait 5.35. ]

119



Par compacité, quitte & considérer une sous-suite de (m;), on peut aussi supposer que
pour tout k € {0,...,n} on a

Yy (/1) — @y € B (DT f6)) © 3y (D(da/3))

ou les ay,/, sont des points dans %°°, avec ap = z et ay = y. Pour tout k € {0,...,n— 1}
on a Q/p, A(k41)/n € <I>Z‘?(°k)(D(4a/3)), et la proposition 5.33 nous assure que

oy (s /), 3, (4 1) /1)) — i) (g, 1))

]-)OO
Comme les courbes vp,; sont des géodésiques minimisantes on a

n—1

iy (2,9) = > iy (Y, (K /1)y, (K + 1) /),

k=0
et donc quand j tends vers l'infini on obtient

m—r0o0

liminfc’l;(:n,y) = Zdi(k)(ak/n,a(k+1)/n)

n—1

= Z hﬁ?jéip (zrvn(ak/n’ a(k+1)/n)

n—1

> hmsupZd O /s (k+1)/n)

m—o0

> limsup dm(:U, Y)-
m—0o0

Donc limy, o0 dm () existe dans [0, +00], et cette limite est finie car dy, (z,y) < D. Ceci
termine la preuve de la proposition 5.34. ]

On démontre maintenant la convergence uniforme de d,, vers d :

Corollaire 5.36. Soient (z,,) et (ym) deur suites dans ¥£°°, telles que x,, — v € X et
Ym — Yy € L. On a

dm(ajma ym) — dv(-rv y)

m—0o0

Démonstration. On a

| (2, Ym) — d(, )| (i (s Ym) = d(@,9)| + i (2, y) = d(, 9)|

<
< (@, @)+ (Y y) + (2, y) — d(2,y))-

Par définition, |dm(z,y) — d(z,y)| tends vers zéro. Et considérons i € {1,..., N} tel que
xz € ®°(D(4c/3)) : la proposition 5.33 nous assure que o (T, ) — d'(z,2) = 0. Pour la
méme raison on a dp, (Ym,y) — 0, et ceci termine la preuve. O

Pour finir la preuve du Théoreme Principal, on doit montrer que d est une métrique
d’Alexandrov sur >°°.
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Proposition 5.37. d est une distance sur .

Démonstration. Par définition de d(x,y) = limy o dim(7,y), la_symétrie et I'inégalité
triangulaire sont clairs. Considérons maintenant z,y € X* avec d(z,y) = 0 : on a alors
dm(x,y) — 0. Pour tout m € N, il existe un entier i(m) € {1,..., N} tel que

(L™ 0 U™) ™Y (2) € Bm({yn), kE/2);

comme i(m) parcourt un ensemble fini, il existe une sous-suite m; de (m) et un entier
ie{l,..,N} tel que i(m;) =i pour tout j € N :

(IT™ o W™~ L(z) € B, (27", ke/2), pour tout j € N,

)

Si j est assez grand pour avoir dy,,(z,y) < ke/2, on a
oy (117 0 W75) 1 (), (I 0 07) (1)) < ie/2,
et donc

(IT™3 o W™ )~ L(z) et (II"™ o U™)~}(y) appartiennent & B, (2. ke).

(2

On procede alors comme & la fin de la preuve du fait 5.35 : on a

(IT"™3)~(z) et (II™9)~L(y) appartiennent & U (B, (x| Ke)),

)

et
U™ (B, (;U;.”J" Ke)) = @ (H, (Bm, (z;", Ke))) C <I>;.nj(D(oc))

(3 7 (2

(la derniére inclusion est vraie d’apres le théoreme 5.9). On obtient donc
x et y appartiennent a 11" (0] (D(a))) C ®°(D(7/6))

(la derniere inclusion est vraie d’apres l'identité 2. de la proposition 5Ag9) Comme z,y €
®7°(D(4a/3)), on peut appliquer la proposition 5.33 afin d’obtenir dy,,(z,y) — d'(z,y),

donc di(z,y) =0 et z = y. O]

Le fait que d est une distance intrinseque est une conséquence du lemme suivant, qui
a un intérét en lui-méme :

Proposition 5.38. Soient x,y € ¥ et vy, : [0,1] — X°° des géodésiques minimisantes
pour les distances d,,, entre x ety (avec ¥, (0) = x et v, (1) = y), et paramétrées a vitesse
constante. Alors il existe une sous-suite (mj) de (m) telle que vy, converge uniformément

vers une courbe continue 7y : [0,1] — X°°, et pour la métrique d, v est une géodésique
minimisante entre x et y.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme d’Arzela-Ascoli a notre situation. On a

dm(’Ym(t)ﬂFYm@/)) = dm(-%',y) : ‘t — t/‘ <D- |t — t/’.
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Considérons un ensemble {t, k € N}, dense dans [0, 1]. Par un argument diagonal, on peut
construire une sous-suite (m;) de (m) telle que pour tout k € N, v, () —j 500 . € X
Soit 7y : {tg, k € N} — £ la fonction définie par y(t;) := ag. On a

dmj (ij (tk’l)a'ymj (tkz)) <D- |tk1 - tk’2|>

et quand j tends vers I'infini, le corollaire 5.36 nous assure que

d(Y(thy )y Y(thy)) < D - [ty — tiyl-

v est donc Lipschitz sur {tx, k € N}, qui est dense dans [0, 1], donc il existe une (unique)
extension Lipschitz v : [0, 1] — £°°. Quand j tends vers l'infini, on a alors

Ym; converge uniformément sur [0, 1] vers ~ :

en effet, soit (uy,,) une suite dans [0, 1], avec u,; — u € [0, 1]. On veut montrer Yo, (tm;) —j-so0o
v(u) . Soit € > 0. On suppose que j est assez grand pour avoir JS dm; + € sur 3% x 30,
Considérons un entier k£ € N tel que |t —u| < e/D. On a alors

(Y, (i, ), (@) < AV, (U, ) Ym, () + d(Ym, (B), (1)) + Ay (), 7 (1))
< oy (Yim, (U, ), Y, (1)) + € + A, (E), Y (t)) + d( (), v (w))
< D fum, — t| + & + d(ym, (t),Y(tk) + D - [tx =l
< D fum, — tel + e + d(ym, (te), 7 () + ¢,

et le terme de droite est < 3¢ si j est assez grand, donc vy, (4, ) converge vers y(u) quand
j tends vers l'infini.

Finalement, pour la métrique J, 7 est une géodésique minimisante entre x et y : pour
toute subdivision 0 = A\; < Ay < ... < A, = 1 de [0,1], comme 7, est une géodésique
minimisante on a

p—1

dmj (z,y) = Z dmj (ij (Ak), Ym; (Ak+1))-
k=0
Quand j tends vers 'infini on obtient

p—1

d(z,y) = > d(y(Ak), Y(Aks1)),
k=0

et ceci termine la démonstration, en considérant la borne supérieure sur 'ensemble des
subdivisions 0 = A\ < Ay < ... < X\, =1de [0,1] : d(z,y) est égal & la d—longueur de la
courbe 7. O

La proposition suivante termine la preuve du Théoreme Principal.

Proposition 5.39. d est une métrique d’Alexandrov sur 3°°.
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Démonstration. d est une métrique intrinseque, et est compatible avec la topologie de
>%° : pour tout € > 0, si m est assez grand, pour tout x € ¥ on a

B(z,e/2) C Bcfl;(:):,s) C Bi(z,2¢)

(les notations sont évidentes), et la métrique J,; est compatible avec la topologie de X°°,
donc d aussi.

Et pour tout & > 0, considérons un entier m € N tel que ||dy, — d||oo < €. Comme d,y,
est une métrique d’Alexandrov, il existe une métrique riemannienne lisse g sur X*° telle
que ||dy, — dg|| < &, et avec [yu | Ky|dA, < Q4 1. On a alors ||d — dy|| < 2¢ : d peut
étre approchée uniformément par des métriques riemanniennes, avec [, | Ky |dAg bornée,
et donc d est une métrique d’Alexandrov (c’est la définition 2.2). O
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Chapitre 6

Espace de module des convexes
dans le plan

Considérons une fonction f définie sur une variété M. On peut naturellement se poser
la question suivante :

Question 6.1. La fonction f est-elle la courbure (en un sens d préciser) d’une métrique
riemannienne sur M ¢ Si oui, « combien » de telles métriques existent ?

Ce genre de probleme est tres classique en géométrie, et nécessite quelques précisions.
On va uniquement considérer la dimension 2 : M = ¥ est une surface fermée. La courbure
a considérer est bien siir la courbure de Gaufl. On peut se poser la question suivante :

Question 6.2. Fizons une classe conforme sur ¥ (i.e. ¥ est une surface de Riemann).
Une fonction lisse f : X — R est-elle la courbure d’une métrique conforme g ? Si oui,
« combien » de telles métriques g existent ¢

Par le théoreme d’uniformisation, on sait qu’il existe dans chaque classe conforme une
(unique) métrique a courbure constante +1,0 ou —1 : ces cas correspondent a la sphere,
au tore (il faut rajouter « aire = 1 » pour avoir unicité), et aux surfaces de genre > 2. Ceci
répond donc a la question dans le cas ou f est une fonction constante. Il revient au méme
de considérer les métriques a courbure constante ou les classes conformes, et la théorie de
Teichmiiller étudie en détail ces questions (voir la partie 4.4, et le livre [IT92]).

Dans le cas d’une fonction f quelconque, une obstruction immédiate vient de la formule
de GauB-Bonnet : si f est la mesure de courbure d’une métrique riemannienne g, alors

/ fdA, = 20x(Z).

X

Par exemple, si ¥ est une surface de genre > 2, alors f doit nécessairement étre négative
en au moins un point. Réciproquement, on a le

Théoréme 6.3 (Melvyn Berger, [Ber71]). Soit ¥ une surface de Riemann de genre > 2 :
toute fonction lisse strictement négative est la courbure d’une unique métrique conforme.

De méme, si X est le tore, si f # 0 alors f doit changer de signe. Réciproquement, on
ale
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Théoréme 6.4 (J. Kazdan et F. W. Warner, [KWT74]). Soit ¥ une surface de Riemann
de genre 1. Alors une fonction lisse f : X — R, f #£ 0 est la courbure d’une métrique
conforme sur X si, et seulement si,

— f change de signe,

— [ fdA <0,

ot dA est ’'élément d’aire de 'unique métrique conforme plate sur 3.

Dans le cas de la sphere S?, la situation est plus compliquée : voir par exemple [KW74],
ainsi que [CY87], [CY88], [CGY93] et [CD87], et les références dans ces articles.

Il est naturel de se poser les mémes questions pour des métriques a singularités co-
niques sur une surface (de Riemann). Etant donné une fonction f : ¥ — R et des angles
01,09, ....,0, > 0 (ce qui revient & se fixer la courbure des points singuliers), f est-elle la
courbure d’une métrique conforme g, ayant des singularités coniques d’angles 64, ...,0,, 7
Si c’est le cas, la formule de GauB-Bonnet s’écrit

/E fdAg+ 3 2r — ;) = 27y(%),
=1

et donc
/EfdAg — 2my(Z, (61, ., 00)),

ou

n
X 01,0 00)) =X + 3 (55 -1)
i=1 \ 7T
est la caractéristique d’Euler modifiée de ¥. M. Troyanov, dans [Tro91b|, énonce des
résultats similaires aux résultats classiques précédents (les théorémes 6.3 et 6.4), dans le
cas de surfaces a singularités coniques.
Pour des métriques d’Alexandrov a mesure de courbure fixée, la situation est bien plus

simple et la seule obstruction vient de la formule de Gauf}-Bonnet :

Théoréme 6.5 ([Tro09]). Pour toute structure conforme sur ¥, et toute mesure de Ra-
don (sans cusp) vérifiant w(X) = 2wx(X), il existe une unique métrique d’Alexandrov, a
homothétie prés, compatible avec la structure conforme, et dont la mesure de courbure est
w.

Espace de module

A partir de maintenant, on suppose que ¥ est la sphére S2. Dans le cas de métriques
plates & singularités coniques, le théoréeme précédent implique le corollaire suivant (voir
aussi [Tro86]) :

Corollaire 6.6. Soient p1, ..., p, des points de 33, et 01, ..., 0, des réels strictement positifs.
Supposons x (X, (01, ..,0,)) =0, c’est-a-dire

n

> (2r = 6;) = 2mx(D). (6.1)

=1
1l existe alors une unique métrique conforme plate sur X, a homothétie pres, a singularités
coniques 0; au point p; (pour tout i € {1,...,n}).
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On peut faire remarquer ici que ce théoreme permet a M. Troyanov, dans [Tro07],
d’étudier 1'espace (de Teichmiiller) des surfaces de Riemann pointées (via l'identification
avec des surfaces plates a angles coniques fixés).

11 convient de remarquer que le célebre théoreme de réalisation d’Alexandrov (voir par
exemple [Ale05] ou [Pog73]) affirme que dans le cas de singularités de courbures positives
(i.e. 0; € (0,27) pour tout ¢ € {1,...,n}), de telles surfaces sont isométriques a un polyedre
convexe de R3.

Ainsi, pour tout n—uplet (6y,...,6,) constitué de réels vérifiant la formule de Gaufl-
Bonnet (6.1), ’ensemble des classes conformes marquées en n points est en bijection avec
I’ensemble des polyédres d’angles coniques 01, ..., 6,.

Comme il n’y a qu’une classe conforme sur la sphere, la donnée d’une classe conforme
marquée en n points est exactement la donnée de n points p1, ..., p, dans S?, & transfor-
mation conforme prés. Mais S? est conformément équivalent & C U {oo}, et le groupe des
transformations de Mobius est triplement transitif, donc on peut supposer (p1,p2,p3) =
(0,1, 00). Ainsi, la donnée d’une classe conforme marquée en n points est équivalente a la
donnée de n — 3 points dans CU{oo} (différents de 0,1 et 00), a transformation de Mobius
pres. On s’attend donc a ce que I'espace de module de telles structures soit de dimension
(complexe) n — 3.

W. Thurston a démontré le théoréme suivant (pour un énoncé plus précis, on pourra
se référer a article original [Thu98] ou aux notes de R. Schwartz [Sch13]) :

Théoréme 6.7 (Thurston). Soient 601, ...,0, des réels dans l'intervalle (0,27), vérifiant
la condition de Gaufi-Bonnet (6.1). Alors l’ensemble des métriques plates da singularités
coniques sur la sphére, d’angles coniques 01, ...,0, et d’aire = 1, est naturellement une
variété hyperbolique complexe de dimension n — 3. De plus, cet espace n’est pas complet,
et sa complétion métrique est une variété hyperbolique complexe conique, de volume fini
(et c’est un orbifold dans certains cas explicites).

De fagon tres succincte, ’idée de la construction est la suivante. Il s’agit tout d’abord
de déplier le polyedre dans le plan, ce qui nous donne des coordonnées complexes corres-
pondant aux sommets du polyedre. L’aire du polyédre est alors une forme quadratique
de signature (1,n — 3) en ces coordonnées, et comme on a fixé l'aire = 1, ceci fait natu-
rellement apparaitre le modele de I’hyperboloide du plan hyperbolique complexe. Pour la
suite, on va retenir 1'idée suivante : c’est la forme d’aire qui fait apparaitre la structure
hyperbolique.

Le cas de polygones convexes, c’est-a-dire de polyeédres convexes dégénérés (contenus
dans un plan), correspond a des sous-ensembles hyperboliques réels de I’espace de module
de Thurston (J. Granier a étudié de tels sous-ensembles dans sa these). C. Bavard et E.
Ghys [BG92], a 'aide d’une construction indépendante de celle de W. Thurston, ont décrit
I'espace de module des polygones (convexes) du plan a n angles fixés : ¢’est un polyedre
de I’espace hyperbolique réel de dimension n — 3. La encore, c’est la forme d’aire qui fait
apparaitre la structure hyperbolique. Le lecteur intéressé pourra consulter 'article de F.
Fillastre [Fill1], qui fait le lien entre les approches de W. Thurston et de C. Bavard et E.
Ghys.

L’idée générale de ce manuscrit étant d’étudier des métriques dont les singularités
s’accumulent, on peut se poser la
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Question 6.8. Dans les espaces de module de W. Thurston ou de C. Bavard et E. Ghys,
que se passe-t-il quand le nombre n de points tends vers l’infini ? En d’autres termes, quel
est l’espace de module des métriques dont la mesure de courbure est w, dans le cas ot w
n’est pas une mesure discréte ?

Un cas naturel a considérer au départ est celui d’'une mesure portée par une courbe
fermée : il existe une fonction f : S! — X, et une mesure p sur S, telle que la mesure
de courbure de ¥ soit w = fxu. On peut remarquer ici qu’il n’est pas facile de considérer
la partie singuliére de la mesure de courbure de facon intrinseque : deux paramétrages
différents de la courbe singuliere C, f1 : S' — C et fo : S' — C, donnent deux mesures
différentes p1 et po sur St vérifiant fl#,ul = fg#,ug = w.

Une notion indépendante du paramétrage de la partie singuliere est par exemple celle
de métrique a singularité positive le long d’une courbe fermée :

Définition 6.9. Une surface d’Alexandrov Y est a singularité positive le long d’une courbe
fermée s’il existe une fonction h strictement positive sur S*, et un plongement f : S* — 3,
tel que la mesure de courbure soit w = fu(h-df).

Remarque 6.10. On peut citer ici le livre d’Alexandrov et Reshetnyak [AR89] qui défini
une notion de mesure de courbure pour une courbe en dimension n > 2 (via la notion de
« rotation » d’une courbe).

De plus, par le théoréme de réalisation d’Alexandrov mentionné plus haut, on sait
que toute métrique a singularité positive le long d’une courbe fermée est isométrique a la
frontiére d’un conveze (éventuellement dégénéré) de R3.

Des exemples simples de telles surfaces sont donnés par des parties strictement convexes
compactes du plan, recollées le long de leur bord : la surface obtenue est la spheére S?, et
la métrique est a singularité positive le long du bord du convexe. Dans la suite, on va
appeler une telle surface un convexe recollé trivialement le long de son bord. On peut alors
se poser la

Question 6.11. A part les convezes recollés trivialement le long de leurs bords, existe-t-
il d’autres surfaces d’Alexandrov, d singularité positive le long d’une courbe fermée ¢ En
d’autres termes, existe-t-il dans R3 des convexes non dégénérés (i.e. d’intérieur non vide),
dont la frontiére est une surface d’Alexandrov d singularité positive le long d’une courbe
fermée ?

La réponse est affirmative, et est donnée par un théoreme de recollement de convexes,
di a A. Alexandrov et A. Pogorelov (voir par exemple [Ale05] et [Pog73]) : de fagon
heuristique, si deux convexes C7 et Co ont un bord de méme longueur, et si A; € 9C et
Ao € 005, alors il est possible de recoller C; et Cs le long de leurs bords, en commencant
par recoller A; et Ay. La surface ainsi obtenue est le bord d’un convexe de R3, et la mesure
de courbure est concentrée le long des bords des convexes recollés.

Par exemple, en recollant les deux convexes suivants
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Ao
FIGURE 6.1

on obtient la surface suivante :

Ay = Ay
FIGURE 6.2 — Une surface plate, a singularité positive le long d’une courbe fermée.

Dans la suite, on va considérer seulement les surfaces a singularité positive le long
d’une courbe fermée, qui sont des convexes recollés trivialement le long de leurs bords. On
a la caractérisation suivante :

Proposition 6.12. Une surface a singularité positive le long d’une courbe fermée est
isométrique a un convexe recollé trivialement le long de son bord si, et seulement si, il
existe une isométrie i de la surface, dont le lieu des points fixes est la courbe singuliére.

Il est clair que pour la surface de la figure 6.2, une telle isométrie n’existe pas.

Démonstration. La condition est nécessaire : il suffit de prendre la réflexion du plan, qui
consiste a échanger les deux copies du convexe ; ’ensemble fixé correspond exactement aux
bords des convexes.

La réciproque est moins évidente. Considérons une telle surface ¥, et un plongement
isométrique f : ¥ — R3 donné par le théoréme de réalisation d’Alexandrov. Alors f o :
Y — R? est également un plongement isométrique. Par I'unicité dans le théoréme de
réalisation d’Alexandrov, on sait que f o ¢ s’obtient a partir de f par une isométrie T
de R?® :ona foi = To f. Pour tout point ¢ appartenant & la courbe singuliére, on a
donc f(c) = T(f(c)) : T fixe la courbe singuliere. Comme ¢ n’est pas l'identité, T" non
plus, et le lieu des points fixes de T n’est ni un point, ni une droite : c¢’est donc un plan.
Finalement, la courbe singuliere C est dans un plan. Mais alors, les deux composantes
connexes de f(X) — C sont des surfaces plates, dont le bord est une courbe fermée dans
un plan : ces deux surfaces sont donc l'intérieur de cette courbe fermée, et ceci termine la
démonstration. O
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De plus, il est clair que deux surfaces ¥; et Yo, obtenues respectivement en recol-
lant trivialement deux convexes C7 et Cy le long de leurs bords, sont isométriques si, et
seulement si, les convexes C et Cy sont isométriques.

On a donc montré la propriété suivante : l’ensemble des surfaces da singularité positive le
long d’une courbe fermée, telles qu’il existe une isométrie qui fixe cette courbe est, modulo
isomélries, en bijection avec les parties strictement convexes compactes du plan, modulo
isométries. Pour apporter un élément de réponse a la question 6.8, on va donc considérer
I’ensemble des parties strictement convexes compactes du plan, modulo isométries.

On va en fait considérer I’ensemble plus grand, et plus simple a décrire, de tous les
convexes compacts du plan. L’idée est d’identifier un convexe a sa fonction de support, qui
appartient & I’espace de Sobolev H!(S'). Par analogie avec les exemples de W. Thurston
et de C. Bavard et E. Ghys, on peut considérer la forme d’aire (du convexe). C’est une
forme quadratique sur I'espace de Hilbert H'(S'), de signature « (1,00) » : elle est définie
positive sur une droite vectorielle, et définie négative sur son orthogonal. Par analogie avec
les espaces hyperboliques de dimension finie, on peut alors définir un espace hyperbolique
de dimension infinie (qui est un espace métrique intrinseque, complet, de courbure < —1
au sens d’Alexandrov), et ’espace de module qui nous intéresse en est naturellement un
sous-ensemble.

Dans toute la suite, le mot convere désignera un convexe compact non vide du plan.

Deux bonnes références pour cette partie sont les livres de H. Groemer [Gro96] et R.
Schneider [Sch93].

Notations : séries de Fourier

Dans la suite, on va & de nombreuses reprises utiliser les séries de Fourier ; les notations
utilisées seront les suivantes. Si f € L?(S!), on pose

1
= — 0)do
a0 = 5 Slf()

et pour k > 1,

1 1
an = - /S | 1(0) cos(k0)d0 et by, = /S f(6) sin(k0)do.

La formule de Parseval s’écrit alors

1 2 2 13X,
27 Ja f(9) d9—a0+§k§1(ak+bk)-

Si de plus f est de classe C', alors f est somme de sa série de Fourier : pour § € S' on a
+oo

f(0) = a0+ > (aj cos(kb) + by sin(k6)) .
k=1
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6.1 Caractérisation de ’ensemble des convexes

6.1.1 Les fonctions de support

Les convexes peuvent étre décrits de fagon simple par leur fonction de support :

Définition 6.13. La fonction de support d’un conveze C est définie pour § € S' par

ho(0) = sup (egle),
ceC

ot eg = (cosf,sinf) € R2.

FIGURE 6.3 — Calcul de la fonction de support du convexe en § € S'.

Pour se familiariser avec cet objet, on commence par donner quelques exemples et pro-
priétés :

— Si C = {M;}, ou My = (a1,b1) € R?, alors h(0) = (Mi|eg) = aj cos + by sin 6.

— Si C = [-1,1], alors h(6) = | cosb|.

— Si C' est un disque de rayon r > 0, alors h = r.

— Si C est une ellipse d’équation 2—; + z—; <1, alors h(#) = Va2 cos2 § + b2 sin? 6.

— Si O € C (comme dans la figure 6.3), alors h > 0.

— Pour tout convexe C on a

h(6)dd > 0
Sl
(il suffit de fixer ¢ € C' : on a h(f) > (eg|c), ce qui donne I'inégalité apres intégra-
tion).

— Si C est un convexe, et si les coefficients de Fourier de la fonction de support h
sont (ag, bg)ren, alors le périmetre de C' est 2mag, et son point de Steiner (de fagon
heuristique, cela correspond a son centre de courbure) est (a1, b1) (voir par exemple
[Gro96], p.139).

On rappelle que si C est convexe, alors A\C' est convexe pour tout A > 0, et si C et C’
sont deux convexes, alors C' + C’ est convexe. Pour étudier les convexes, il est bien plus
intéressant d’étudier les fonctions de support que les paramétrages naturels du convexe,
pour la raison suivante :

Proposition 6.14. L’ensemble des fonctions de support de convexes est un cone convexe :
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— pour tout A >0 on a ANhg = hy¢;
— si A€ [0,1] et si C, C'" sont deuzx convezes, alors

(1 =XNhe + Mher = ha_yyoqacr-
La propriété de régularité suivante est classique :

Proposition 6.15. Si h est la fonction de support d’un convere C C D(R) = {|z] < R},
alors h est Lipschitz de rapport R (et donc dérivable presque partout, de dérivée |h'| < R).
Définition 6.16. Une fonction f: R?> — R est sous-linéaire si
1. f est positivement homogéne : pour tout X > 0 et tout x € R? on a f(Ax) = Af(x);
2. pour tous x,y € R? on a f(x +y) < f(z) + f(y).
1l est équivalent de remplacer la condition 2. par la condition
2’ f est conveze.
On peut remarquer que les fonctions continues f sur S sont_en bijection avec les

fonctions continues positivement homogenes fsur R? : on passe de f & f par la restriction
aS!, et de f & f par la formule

Flw) = llalls ()

[|]]

On appelle f lextension 1-homogéne de f. L’extension 1-homogeéne de la fonction de
support de C est donc la fonction définie sur R? par

he(x) := sup (z]e);
ceC

il est facile de vérifier que cette fonction est sous-linéaire. Réciproquement, on a la

Proposition 6.17. Une fonction continue f : S' — R est la fonction de support d’un
(unique) conveze si, et seulement si, l’extension 1-homogéne de f a R? est sous-linéaire.

Concernant la régularité des fonctions de support, on a la proposition suivante. On
note Convi I’ensemble des convexes dont le bord est de classe C2, de courbure strictement
positive (c’est-a-dire ’ensemble des parties strictement convexes dont le bord est de classe

c2).

Proposition 6.18 (Voir [Sch93] et [Gro96], lemme 2.2.3). L’application qui a un convexe
C e Convi associe sa fonction de support définit une bijection

Convi — {heC(SY) | h+n">0}
C +— hc.

L’application réciproque associe d une fonction h € C2(S') vérifiant h+ h" > 0 le conveze
C e Conv%r dont le bord est la courbe

v(0) := h(0)(cos b,sin 0) + h'(0)(— sin b, cos §).
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(Le bord du convexe ainsi obtenu est bien de classe C2, méme si cette expression pourrait
laisser croire qu’il n'est que de classe C1).

De plus, si C € Conv2+ est de fonction de support h, alors la courbure k(6) au point
u(0) (voir la figure 6.3) est donnée par la formule

1

O = Fey ey

Remarque 6.19. Il existe des convexes, dont le bord est de classe C*°, et dont les fonc-
tions de support ne sont pas de classe C* (voir [Sch93]). Dans la proposition précédente,
Uhypothése de stricte convexité ne peut pas étre retirée.

6.1.2 Passage au quotient
Translations

On a vu (proposition 6.17) que les convexes s’identifient aux fonctions continues sur
S', dont l’extension 1-homogeéne est sous-linéaire. De plus, on souhaite s’intéresser aux
convexes a translation pres. Les fonctions de support d’un convexe C' et de son translaté
C + {M} (ot My = (a1,b1) € R?) sont reliés par la formule

hoy (i) (0) = he(0) + ay cos 0 + by sin 6.

Les convexes, a translation pres, s’identifient donc au quotient de ’ensemble des fonc-
tions continues sur S', dont I’extension 1-homogene est sous-linéaire, par les fonctions cos 6
et sin 6.

On remarque qu’on a (heureusement) la propriété suivante : si g et h sont deux fonc-
tions continues sur S! telles que g(#) = h(0) + a1 cos® + by sinf, alors leurs extensions
1-homogenes g et R different d’une fonction linéaire, et ont donc toutes les deux les mémes
propriétés vis-a-vis de la sous-linéarité.

Rotations

On souhaite également considérer les convexes a rotation pres. Une rotation du convexe
O’ = e C correspond au changement suivant sur les fonctions de support :

hen(0) = hel0 — ).

Ainsi, il faut également quotienter par I'action de S sur S', c’est-a-dire que deux fonctions
g et h sont égales sil existe p € S! tel que g(0) = h( — ¢).

Finalement, via les fonctions de support, [’ensemble des convexres, modulo isométries,
s’identifie naturellement avec l’ensemble X des fonctions continues sur S*, dont l’extension
1-homogéne est sous-linéaire, modulo les fonctions linéaires (x et y), et modulo l’action
de St sur S'.

Pour ce qui est du cas C?, on a la propriété suivante : l’ensemble des convezes dans
Convi, modulo isométries, s’identifie naturellement avec ’ensemble des fonctions h de
classe C? sur S', vérifiant h + h" > 0, modulo les fonctions linéaires (z et y), et modulo
Uaction de S sur S'.
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6.1.3 La forme d’aire

On a déja signalé que laire du convexe va jouer un rdle central, car elle va nous donner
la structure hyperbolique. Considérons donc h € X, c’est-a-dire la fonction de support
d’un convexe C' (on rappelle que h est dérivable presque partout, et de dérivée bornée).
L’aire du convexe C' est donné par les formules

1 1
aire(C) = /S RIORTEE /S RUORE
+oo
2

s

= Mg g z:(k‘2 — 1)(a% + bi)
k=2

(les coefficients de Fourier ay, et by de h ont été définis précédemment). On remarque que,
fort heureusement, les coefficients de Fourier a; et by n’apparaissent pas dans cette formule
(on rappelle que dans X on a quotienté par cos6 et sin6).

En considérant les coefficients de Fourier, il est clair que cette forme quadratique est
définie positive sur la droite vectorielle des fonctions constantes, et définie négative sur
son orthogonal. Sans faire appel a la théorie de Fourier, on peut montrer cette propriété
en utilisant I'inégalité de Wirtinger (voir [Gro96]) : si [q1 h(0)df = 0 alors

/ no)2de < [ w(6)2d,
St St

et on a égalité si, et seulement si, h = acos(f) + bsin(f), c’est-a-dire si, et seulement si,
h =0 dans X.

6.2 Géométrie hyperbolique

6.2.1 Géométrie hyperbolique de dimension finie

Avant de considérer la dimension infinie, on rappelle une des constructions classiques de
'espace hyperbolique réel H” de dimension n. Sur R"*! on consideére la forme quadratique

qlz) =23 — 2% — ... —2?

ne

R’n

FIGURE 6.4 — Hyperboloide dans R™*! dans le demi-espace {zg > 0}
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On note B la forme bilinéaire symétrique associée. Pour anticiper un peu sur la suite,
on peut remarquer que g s’écrit

q(z) = |zl —lleg |,

ou ||.|| est le produit scalaire Euclidien, L est la droite vectorielle engendrée par le premier
vecteur (1,0, ...,0) € R""! et 2y et 2,1 désignent la projection orthogonale de z sur L et
Lt

Proposition 6.20 (Inégalité de Cauchy-Schwartz renversée). Si x,y € R"*1 sont tels que
q(x), q(y) > 0, alors
B(z,y)* > q(=)q(y),

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Si x et y sont colinéaires, on a égalité. Si ce n’est pas le cas, alors ’espace
vectoriel engendré par = et y est un plan, et ce plan contient nécessairement des vecteurs
z de type espace, i.e. tels que ¢(z) < 0 (voir la figure 6.4). Le polynome ¢(x + ty) =
q(x) + 2tB(x,y) + t2q(y) change donc de signe, et le déterminant est strictement positif,
ce qui donne l'inégalité (stricte). O

Proposition 6.21. Siz,y € R"*! sont tels que q(z) =1, q(y) =1 et 20 > 0, yo > 0, on
a B(z,y) > 0.

Démonstration. Comme ¢g(x) = q(y) =1 on a

222 = <1+Zn:m§> <1+Zz:;y§> > (Zn:z?) <§y3> > <g$@yz>2

=1 =1

(la derniere inégalité est Cauchy-Schwartz). En passant a la racine on obtient

ToYo =

n n
Z-Tiyi > Ziﬂiyz’,
i=1 i=1

et donc B(z,y) > 0. O

L’espace hyperbolique réel de dimension n est alors
H" := {2 € R"™ | 25 > 0 et ¢(z) = 1},
muni de la distance hyperbolique d définie par
cosh(d(z,y)) = B(z,y)
(par les deux propositions précédentes, on a B(z,y) > 1 pour tous z,y € H").
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6.2.2 Géométrie hyperbolique de dimension infinie

Pour la définition de I’espace hyperbolique réel de dimension infinie que ’on présente
ici, on peut se référer a [BIMO05] et [MP14] (ainsi que [LRW14]). L’idée est de construire
cet espace par analogie avec la dimension finie, en remplacant ’espace Euclidien R**! par
un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert, et L = Re une droite vectorielle. On considere une forme
quadratique

a(@) = )2 = o1, (6.2)

ot zy, (resp. x7.) est la projection orthogonale de = sur L (resp. sur L*). On définit la
forme bilinéaire B associée.
On considere ’ensemble

H* ={x € H | B(xz,e) >0et q(z) =1} :

pour les mémes raisons que celles exposées précédemment en dimension finie (les démons-
trations sont analogues), on a toujours une inégalité de Cauchy-Schwartz renversée, ce qui
nous assure B(z,y) > 1 pour tous x,y € H™, et on peut définir la distance hyperbolique
d par la formule

cosh(d(x,y)) = B(x,y).
Proposition 6.22 (voir [BIMO05] et [MP14]). (H>,d) est un espace métrique intrinséque
complet CAT(-1).

De plus, si E est un espace vectoriel engendré par n vecteurs linéairement indépendants
€1, ..., en de type temps (i.e. q(e;) > 0 pour tout i € {1,...,n}), alors H*® NE, muni de la
distance d, est isométrique a Uespace hyperbolique réel H" 1.

Enfin, H*® est CAT(-1), donc il existe une unique géodésique entre deux points : comme

en dimension finie, les géodésiques sont les intersections des plans vectoriels de H avec
Hee.

On a également la propriété d’unicité suivante (voir [BIMO05]) : pour chaque cardinal
a, il existe un unique espace hyperbolique réel de dimension infinie, de cardinal a.

6.2.3 Géométrie hyperbolique pour les convexes

On consideére I’espace de Sobolev H!(S!) des fonctions h dans L?(S!), dont la dérivée
au sens des distributions h’ est dans L?(S'). C’est un espace de Hilbert pour la norme
1 1 2
)P = — / R+ — [ K"
IR = o oW 5r

A Tl'aide de la théorie de Fourier, on a une isométrie avec ’espace

+oo +oo
HY(N) = {(ak,bk)keN e P(N) | D (ah +b}) <+ooet Y k*(ai +b7) < —i—oo} ,
k=0 k=0
muni de la norme

|[(ak, b )ken|* = af + 3 > (aj +b}) + 3 >k (ai + b7)
P =1
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(c’est la formule de Parseval). On utilisera dans la suite indifféremment 1’écriture fonc-
tionnelle ou les coefficients de Fourier.

Comme les fonctions de support sont dérivables presque partout, et de dérivées bornées,
elles sont dans H'(S'). On a déja vu que pour définir X (voir la fin de la partie 6.1.2), on
souhaite quotienter par cosf et sinf, et par l'action de S' sur S! : on note

H=H'S"Y/~
ce quotient, et on a donc

X CH.

Remarque 6.23. Quotienter par cos et sin @ revient a se placer sur le sous-espace vec-
toriel de H'(N) des suites vérifiant a1 = by = 0.

Quant da laction de S' sur S', on sait que si g(0) = h(0 +T), alors les coefficients de
Fourier de g et h sont reliés par les relations

{an(g) = cos(nT)an(h) + sin(nT)by(h)
bn(g) = —sin(nT)an(h) 4 cos(nT)by,(h),

et donc quotienter par l'action de S' sur S' dans H'(S') correspond a effectuer le quotient
de H*(N) par les isométries

o1 ¢ (an, by) — (cos(nT)ay, + sin(nT)by,, —sin(nT)ay, + cos(nT)by,).
La norme ||.|| sur H(S') descend naturellement en une norme sur H, que 'on note
|-/ :
2 R R = VTR IR P
[[(ar, b )kl = ap + B Z(@k + by.) + B Z k*(ay, + by)
k=2 =

Notons ¢ la forme quadratique sur H

q(h) = 2/h 2do — - /h’ 6)%do

= 7dd - ;TZ(k —1)(a? +b2),
k=2

et B la forme bilinéaire associée. On a vu que si h € X est la fonction de support d’'un
convexe C, alors g(h) est 'aire du convexe. De plus, si h; et hg sont les fonctions de
support de deux convexes Cy et Cy, alors B(hy, ha) est l'aire mizte de Cy et Cy (voir par
exemple [Gro96], p.42). Cette quantité, que 1’on peut aussi noter B(C1, Cy), vérifie, pour
tous A1, A2 >0

aire(A1C1 + X\aCs) = M aire(C}) + 2X\1 Mo B(C1, Cy) + A3 aire(Cy).

Pour définir I'espace hyperbolique de dimension infinie, on souhaite écrire ¢ sous la
forme (6.2). Pour cela on considére une nouvelle norme N(.) sur H :

N(h)?:=mad + = Z —1)(a} +b3),
et on note < .|. > le produit scalaire associé. On a le fait élémentaire suivant :
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Fait 6.24. Les deux normes N et ||.||g sont équivalentes.

Démonstration. Si (ay,by)x+1 € H on a

+oo
T
N(h)? < mag + 5 > K (ai + b)) < wll(ak, be)kal [

k=2
de plus, pour k > 2 on a k? — 1 > 2(k? + 1), et donc
™ a2 + ™ 2 2 2
N(h)* > Z 5% ZZ (K +1)(a} + b}) = *H(akvbk)kﬂHH-
k>2

Notons L C H la droite vectorielle des fonctions constantes. On a alors la

Proposition 6.25. La forme quadratique q s’écrit sous la forme (6.2) : si hy et hy. sont
la projection de h sur L et L+, on a

q(h) = N(h)* = N(hp.)*.

Démonstration. hr, est la projection de h sur les fonctions constantes : on a hy = ag, ce
qui donne
N(hp)?* = mad.

Avec hyn =h—hr,on a

N(hp)? = 23 (K = 1)(a} + 1),
2
k=2
et ceci termine la démonstration car
alh) = 7aj — 5 > (F = 1)(a} + B})
k=2

O]

L’unique espace hyperbolique réel a base hilbertienne dénombrable de dimension infinie
est donc
H>* ={h € H | B(h,1) =mag > 0 et qg(h) = 1},

muni de la distance d(hq, ho) = cosh(B(hq, h2)).

Il est clair que [’ensemble des convexes, modulo isométries et d’aire = 1, s’identifie
avec ’ensemble X; des éléments h € X vérifiant ¢g(h) = 1. Comme pour tout h € X on a
également ag = 5- [g1 h(6)d6 > 0, on a bien

X1CHOOZ

X est naturellement un sous-espace de ’espace hyperbolique réel de dimension infinie H°.
On va dans la suite étudier la géométrie de ce sous-ensemble. On rappelle que X C H est
un cone convexe (voir la proposition 6.14).
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Dans 'espace de Hilbert H :

X = {convexes du plan}
(modulo isométries) e——{q(z) =0}

X, = {convexes du plan, d’aire = 1}

(modulo isométries) (fonction de support du disque d’aire = 1)

FIGURE 6.5 — Situation de X; dans le demi-espace {B(h, 1) = mag > 0}.

6.3 Etude du sous-ensemble X; C H>

6.3.1 Etude des géodésiques

Considérons 'unique géodésique passant par deux éléments distincts = et y de H™.
On sait que cette derniere est Iintersection de H* avec le plan vectoriel de H engendré
par x et y, et elle s’écrit donc

7(t) = A1 = )z + ty),
ol A(t) > 0 est tel que ¢(v(t)) = 1. Comme ¢(z) =¢q(y) =1 on a
(1=t +ty) =1 —t)> +t* +2t(1 —t)B(z,y) = 1 + 2t(1 — t)(B(z,9) —1). (6.3)

On rappelle que B(z,y) > 1, et méme B(z,y) > 1 car on a supposé h; # he. Notons
t1 < 0 < 1 < tg les deux racines du polynéme du second degré (6.3). La géodésique
passant par x et y est donc la courbe « définie pour t € (t1,t2) par

1
V142t - t)(B(z,y) — 1)
Entre x et y, ¢’est-a-dire pour ¢ € [0, 1], la géodésique est donc une combinaison linéaire

a coeflicients positifs de x et y. Comme X; C H* est la trace sur 'hyperboloide du convexe
X, on obtient directement la

v(t) (1 =t)z +ty).

Proposition 6.26. X; C H™ est géodésiquement conveze (i.e. la géodésique entre deuz
points de X1 reste dans X1). Plus précisément, si C1 et Co sont deuzr convexes d’aire 1,
la géodésique joignant Cy a Co est définie pour t € [0, 1] par
B 1

\/1 + Qt(l - t)(B(Cl, 02) - 1)

’y(t) ((1 — t)Cl + tCQ) e X1

(rappelons que B(Ch,Cy) est Uaire mizte de Cy et Cy).
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Exemple d’une géodésique

La fonction h(f) = 4 + cos(26) vérifie h + h” > 0; on peut remarquer que c’est
une des fonctions non constantes les plus simples vérifiant cette propriété. D’apres la
proposition 6.18, c’est la fonction de support du convexe dont le bord est d’équation
0 — h(0)(cos@,sinf) + h'(0)(—sinh, cos ) ; on 'a représenté sur la figure suivante.

FIGURE 6.6 — Unique convexe dont la fonction support est h(0) = 4 + cos(26).

L’aire de ce convexe est 3 99
T T
h)=16mr — — = —
q(h) =167 5 5

et on peut donc considérer les deux éléments suivants de X7 :

1 2
xr = 7 et y = \/29 (4 4 cos(20))

(on rappelle que la fonction constante ﬁ est la fonction de support du disque de centre
O et d’aire = 1). La géodésique t — ~(t,.) passant par x et y s’écrit donc

1
W60) = s (1 02(0) + 1(®)

1 1-1¢ 2
= N T 1)<ﬁ +t\/29 (4—|—COS(29))>

1 42 32

“TE Veor Vo

Avec les mémes notations que précédemment, on sait que cette géodésique est définie pour
t € (t1,t2), ou t1 et ta sont les racines du polynéme 1+ 2¢(1 —t)(B(z,y) — 1) :

1 1 1( /32 /29
- JE 2 ) ~ -2 l<to=-+- (/2= +,/2) ~3.69.
h=g- < ) 69 <0< 1<t 2+2< 5+ 3> 3.69

On veut montrer que cette géodésique ne reste pas dans X ; on rappelle qu’on a montré
qu’elle reste dans X7 pour t € [0, 1]. Ceci montrera en passant que X1 C H™ n’est pas un
sous-ensemble totalement géodésique.

On sait qu'une condition nécessaire pour avoir (¢,.) € X est la suivante : pour tout

6 €S,

avec

B(z,y)

2

1(1,0) + 01 (1,6) >
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On obtient facilement I'expression

0%y 1 1—t 2
v(t,0) + 7 (t,0) = NS DR ( NG +t\/29—7r(4— 3COS<29>)> .

Comportement pour ¢t <0 :

Pour # =Z on a

9%y ™\ 1 1—t 2
[wr d921 (t’2> Vit 2t(I - ) (B(z,y) - 1) < VT i 297r>’

1—t 2
Tt14) — ~ —0.71,
N + 1t or
ce qui montre qu’on a [*y + deg} (t,%) < 0 pour t > t; proche de t1, et donc la géodésique
sort de Xj.

et

Comportement pour t > 1

1 1—1¢ 2
0= Ao GG, )—1)<ﬁ+tv2£hr>’

1—t2
f

ce qui montre que [7 + d92:| (t,0) < 0 pour t < ty proche de t3, et donc la géodésique sort

Pour # =0on a
827
d92

et

2
— ~ —0.97,

encore de X7.

Remarque 6.27. Une maniére heuristique (et géométrique) de comprendre ces résultats
est la suivante : d’aprés la proposition 6.26, la valeur en t de la géodésique entre C1 et
Cy est un multiple de l'ensemble (1 —t)Cy +tCy. Sit < 0 out > 1, cet ensemble est la
différence de deux convexes, et rien ne nous assure alors que c’est bien un convexe.

6.3.2 Etude du flot de raccourcissement des courbes
Introduction

Ce flot est un processus géométrique qui a été largement étudié : il fait évoluer une
courbe en déplacant ses points dans la direction de la normale, proportionnellement & la
courbure. Dans la suite, on énoncera de nombreux résultats sans démonstration ; on pourra
se référer a [HB11], et a l'article original de M. Gage et R. S. Hamilton [GHS6].

Une fonction F : [0,T) x S' — R? est solution du flot de raccourcissement des courbes,
de condition initiale yg : ST — R?, si

—
{ 9 = —kN pour t > 0, (6.4)
F(O, ) =0,
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ol Kf et k sont la normale unitaire sortante et la courbure de la courbe F(t,.).

On se place dans le cas de parties strictement convexes (i.e. 79 borde une partie stric-
tement convexe Cy de R?) : c’est le premier cas qui a été étudié par M. Gage et R. S.
Hamilton dans les années 1980 (voir [GH86]). Quitte a renormaliser la condition initiale,
on peut supposer que Cy est d’aire = 1. Dans ce cas, le flot est défini pour ¢ € [0, i), les
courbes F(t,.) bordent un domaine strictement convexe C(t), et 'aire de ce convexe est
1 — 2mt.

M. Grayson montra en 1987 que pour toute condition initiale -y, la courbe F'(¢,.) borde
une partie strictement convexe du plan a partir d’un certain temps t. L’étude effectuée
par M. Gage et R. S. Hamilton est donc suffisante pour étudier le flot du raccourcissement
des courbe pour n’importe quelle condition initiale.

Exemple 6.28. Si la condition initiale est un disque d’aire 1, i.e. de rayon ﬁ, alors

C(t) est un disque de rayon /1 —2t.

On sait de plus que le convexe renormalisé (d’aire = 1)

1
v1—2mt
converge vers le disque d’aire = 1, dans le sens suivant : la courbure x(t,.) : St — (0, 00)

de la frontiére de ce convexe (voir la définition plus haut) converge uniformément vers /7
quand t — % (on peut rappeler ici que le disque d’aire = 1 est de courbure /7).

o)

Une courbe dans X;

Il suffit de renormaliser les convexes durant le flot pour obtenir une courbe dans Xj.
En effet, notons h(t,.) : 0 — h(t,0) la fonction de support du convexe C(t) : la courbe

r:0,4) — X1
1
t — 7%172“}1(7;.)

est une courbe dans X;. On peut naturellement se poser la
Question 6.29. T est-elle une géodésique (pour la métrique hyperbolique) ?

On va répondre a cette question en montrant la proposition suivante :
Proposition 6.30. Sauf cas trés exceptionnel, la courbe I' n’est pas une géodésique.

D’apres les résultats de M. Gage et R. S. Hamilton, les convexes renormalisés convergent
vers le disque d’aire = 1. On va montrer que c’est le cas pour la topologie de X7 :

277

Lemme 6.31. Quandt — 5=, I'(t) converge dans X1 vers ﬁ

Démonstration. On sait que la courbure k(t,6) converge uniformément vers /7 quand
t— %, et cette courbure est
1

92T
F‘f‘W

k(t,0) =
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(voir la proposition 6.18). Notons (ax(t),bx(t))ren les coefficients de Fourier de I'(%).
Comme
o°T 1 . . 1
Lt,.)+ W(t’ .) — —= uniformément sur S-,
t

H%ﬁ

on a convergence en norme L2, ce qui donne

(alt) - =) + ;fj k(0 + bi(t)) — 0.

t—5-

Dans H on a donc

2
00 - =1l = (a0 = 52) 5 S0+ Rt + )

< (a()(t)_ﬁ) 1 z H ()2 + bi(1)?)

(la derniére inégalité obtenue est vraie car 1+ k* < (k* —1)? si k > 2). Quand ¢t — 5, on
a donc I'(t) — ﬁ dans H, et donc dans Xj. O

On rappelle qu'une géodésique reste nécessairement dans un plan de H. Le lemme nous
permet de montrer la

Proposition 6.32. Si un plan vectoriel P contient T'(t) pour tout t € [0,5), alors il
contient les fonctions constantes.

Démonstration. Comme H est un espace de Hilbert et P est un sous-espace vectoriel de
dimension finie, on sait que 'on a

inf || f — g||g = 0 si, et seulement si, f € P.
geP
Mais comme I'(t) € P pour tout ¢ € [0, 5-), on a

inf 1=~ gl < ll—= — D)l :

P\ Vr v

par le lemme le terme de droite tend vers zéro, et donc infyep Hﬁ —gllg = 0, ce qui

montre que f € P et donc P contient les fonctions constantes. O

On peut maintenant démontrer la proposition 6.30. On suppose que la condition initiale
du flot est un convexe différent du disque d’aire = 1, c’est-a-dire une fonction de support
ho € X, différente d’une constante. Comme les géodésiques restent dans un plan vectoriel
de H, si I' était une géodésique, alors par la proposition précédente, I' resterait dans le
plan P engendré par hg et les fonctions constantes.

Pour montrer que I' n’est pas une géodésique, il nous suffit donc de montrer la pro-
priété suivante : %”:mf(t) n’est pas dans le plan vectoriel engendré par hg et les fonctions
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constantes. L’équation d’évolution de la fonction de support h(t,.) du convexe C(t) évo-
luant sous le flot est la suivante :

oh ~1
ot h . %h
o h+ %%

(voir par exemple [HB11]). On a donc

Ay _ 3<1h>
dt 0t \J1—2nt

s 1 -1

- " _p ) ’
(A —2ep" " T=2mt ny O
et donc p .
L I=ghy— .
=0+ 0 o+ A

Ainsi, pour montrer que %| o L I'(t) n’est pas dans le plan vectoriel engendré par hg et les

fonctions constantes, il suffit de montrer que le vecteur W n’est pas dans ce plan, ce
0

qui est quasiment toujours le cas : les conditions initiales qui pourraient (éventuellement)

donner des géodésiques sont les fonctions hg solutions d’une équation différentielle du type

1

R(@) T i) ~ O+ bt ecos(O) 4 dsin(6),

ou a,b,c,d € R.
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Perspectives

Les résultats obtenus dans cette these laissent de nombreuses pistes a explorer ; nous
en présentons ici quelques-unes.

La dimension supérieure

Le théoréme de compacité de métriques singulieres, démontré dans cet article, est va-
lable dans le cadre des surfaces d’Alexandrov. Mais la notion de singularités coniques,
centrale dans cette étude, se généralise en dimension supérieure : on peut par exemple
supposer que, localement, la métrique ressemble au produit d’un céne Euclidien et d’une
variété de codimension 2. De fagon (beaucoup) plus générale, on peut également consi-
dérer des espaces stratifiés, qui sont construits inductivement (ce sont des cones sur des
espaces qui sont eux-méme stratifiés). Un théoréme de compacité serait-il valable pour des
métriques singulieres, dans un cadre plus général que celui des surfaces ?

Le cadre en lui-méme constitue la principale difficulté de la dimension supérieure :
il n’y a en effet pas de notion d’espaces singuliers analogue aux surfaces d’Alexandrov.
En dimension supérieure, par quoi remplacer I’hypothese de courbure intégrale bornée
Js | K |[dA, < A (pour des métriques riemanniennes g, approximant une métrique
d’Alexandrov d)? On pourrait par exemple penser & une condition portant sur la cour-
bure scalaire, [, |scal,, |[dAy, < A. Une telle théorie n’a pour I'instant pas été développée.
Les surfaces d’Alexandrov étant étroitement liées a la formule de Gauf3-Bonnet, on pour-
rait également étre tentés de commencer par les variétés de dimension 4, et remplacer la
courbure de Gauf} par la Q-courbure.

Espace de module

Le lecteur aura peut-étre remarqué les nombreuses questions qui restent ouvertes
concernant les résultats du chapitre 6 : les pages qui précedent donnent seulement un
apercu de ce qu’il est possible de réaliser. On liste ici quelques-unes des questions qui
paraissent intéressantes.

Pour les convexes

L’espace de module des polygones & n angles fixés de C. Bavard et E. Ghys est un
polyedre dans H" 3 ; c’est donc naturellement un sous-ensemble de X; C H*>. Dans cet
espace, que se passe-t-il quand le nombre de points n tends vers I'infini ? De plus, ’espace
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de module de C. Bavard et E. Ghys permet trouver des polyédres hyperboliques : y a-t-il
des analogues en dimension infinie ?
Il y a d’autres flots naturels sur les convexes que I'on peut considérer. Notamment, le

flot de la courbure inverse fait évoluer une courbe selon I’équation

oF 1=

— = —N.

ot Kk
Sous ce flot, un convexe (normalisé) converge encore vers un disque. La dérivée de la
courbe I'(t) en 0 est alors dans le plan vectoriel adéquat engendré par la condition initiale
et les fonctions constantes si hg est solution d’'un équation du type

h(9) + h"(0) = ah(0) + b+ ccos(#) + dsin(6),

ou a,b,c,d € R (voir la fin du chapitre 6). Cette équation comporte de nombreuses solu-
tions. Ces solutions donnent-elles des géodésiques 7 Si oui, quelle est la forme des convexes
dans le plan correspondants ? Ont-ils beaucoup de symétries ?

On a vu que I’ensemble des parties strictement convexes compactes du plan correspond
aux métriques a singularité positive, telles qu’il existe une isométrie fixant le lieu singulier.
De quel fagon peut-on voir ce sous-ensemble de X7 7 De plus, est-ce que toutes les surfaces
a singularités positives le long d’une courbe fermée sont obtenues par la construction de
A. Pogorelov exposée au début du chapitre 67 Si oui, par recollement, & tout couple de
convexes pointés (C, A), ot A € C, on peut associer une surface a singularité positive le
long d’une courbe fermée. Est-ce que ’espace de module décrit dans ce manuscrit permet
de mettre alors une structure géométrique sur toutes les surfaces a singularité positive le
long d’une courbe fermée ?

La forme d’aire [q ui(6)dua(f) associée a deux fonctions lisses u1 et ug sur S! munit
C°°(S') d’une structure Kéhlerienne (voir par exemple [BCG95]). Quel est la relation entre
cette structure et la structure hyperbolique de dimension infinie sur les convexes, lorsque
~v = (u1,ug) parametre le bord du convexe ?

Enfin, comment se comporte le groupe d’isométrie de H* vis-a-vis de I’ensemble X7 ?

Singularités le long d’un Cantor

Les convexes recollés le long de leurs bords constituent des modeles de surfaces a
singularités le long d’une courbe fermée. Un probléme qui semble plus difficile consiste
a comprendre ’espace de module des surfaces a singularités le long d’un ensemble de
Cantor (ces derniers apparaissent naturellement lors de 1’étude d’objets singuliers, comme
la variété de Whitehead par exemple). Déja, il est clair que le probléme ne va pas se ramener
simplement & 1’étude d’un espace de fonctions, comme c’est le cas pour les convexes avec
leurs fonctions de support.

Une idée pourrait étre d’utiliser I’approche de W. Thurston, qui, rappelons-le, a étudié
I’espace de module des polyedres a angles fixés. Lorsqu’il y a n sommets, cet espace est
modelé sur I’espace hyperbolique complexe H"~3(C) ; dans ce cas, lorsque k singularités se
rapprochent les unes des autres, la géométrie est celle d'un cone sur ’espace de module des
polyedres a n — k sommets. Que se passe-t-il alors lorsque des singularités s’accumulent le
long d’un Cantor ? Deux phénomeénes rentrent ici en jeu : le nombre n de singularités tends
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vers l'infini, et les singularités se rapprochent les unes des autres... On pourrait s’attendre
a obtenir un espace hyperbolique complere de dimension infini.

Flot de Ricci sur des surfaces d’Alexandrov

Le flot de Ricci est un flot géométrique, qui fait évoluer une métrique riemannienne
dans la direction de sa courbure de Ricci :

% =-2 Ricg(t) . (65)
Il a été abondamment étudié depuis les travaux de R. S. Hamilton dans les années 1980,
et a permis la résolution de la conjecture de Géométrisation de Thurston au début des
années 2000 par G. Perelman. Dans le cas d’'une variété compacte lisse a I'instant initial
t = 0, le comportement de ce flot est tres bien compris.

Ces derniéres années, de nouvelles pistes de recherche concernant une condition initiale
singuliére ont été développées. R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum [MRS15] ont étudié
le cas d’une surface a singularités coniques : pour des angles coniques 61, ..., 6, € (0,2m),
un flot (normalisé) qui préserve les singularités existe en tout temps. Les angles peuvent
également évoluer selon une fagon prescrite 6;(t) : on a alors existence (en temps court)
du flot normalisé.

Des flots rendant la métrique instantanément lisse pour ¢ > 0 ont également été étudiés;
D. Ramos-Guallar [RG11] a notamment étudié le cas de surfaces a singularités coniques. T.
Richard [Ric12] a également défini un flot de Ricci, ayant pour condition initiale un espace
métrique a courbure > —1 au sens d’Alexandrov, et rendant la métrique instantanément
lisse.

Une idée intéressante serait de définir un flot pour une surface d’Alexandrov, dont les
singularités ne sont pas coniques. On peut par exemple penser & une surface a singularité
(par exemple positive) le long d’un ensemble de Cantor; par les résultats de T. Richard
[Ric12], on sait déja qu’un flot rendant la métrique instantanément lisse existe. Il semble
intéressant d’essayer de définir un flot qui préserverait les singularités.

Il faut commencer par donner un sens a un flot de Ricci sur 3, préservant les singu-
larités : si la partie singuliére d’une surface d’Alexandrov ¥ est un Cantor C' (la métrique
est donc riemannienne sur ¥ — C'), on peut par exemple demander a ce que la métrique
vérifie I'équation du flot (6.5) sur la partie lisse ¥ — C. Une difficulté vient aussi de ce
qu’on entend par préserver les singularités; la mesure que ’on obtient sur un Cantor (de
référence) Cy dépend de la fagon dont on parameétre le Cantor C' au cours du flot (on a
déja vu ce probleme au chapitre 6, lorsqu’on a étudié des métriques a singularités le long
d’une courbe fermée : la mesure obtenue sur S' dépend de la facon dont on parametre la
courbe singuliere).

Pour obtenir un tel flot, une idée peut étre d’approximer la métrique singuliére par des
métriques a singularités coniques ; pour ces derniéres, on peut lancer le flot (par les résultats
de R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum). Il faudrait alors un théoréme de compacité
pour les flots singuliers, analogue au classique théoréeme de compacité de Hamilton, pour
obtenir un flot limite.
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Exemple 6.33. Considérons une métrique plate sur S?, a singularités le long d’un Cantor
C. La métrique est plate hors de C, donc la surface est invariante sous le flot. Au contraire,
une surface lisse (arbitrairement proche de cette surface singuliére) évoluera sous le flot
de Ricci normalisé vers une sphére ronde...

On peut noter que le théoréeme de compacité montré dans ce manuscrit peut constituer
une premiere approche pour faire converger ces flots. Plus précisément, considérons une
approximation de la métrique d singuliere par des métriques coniques d,,, et notons d,, (t)
les flots (préservant les singularités coniques) construits par R. Mazzeo, Y. Rubinstein et
N. Sesum. Sous des hypotheses assez larges, il est possible, a t fixé, de faire converger la
suite de métriques (dp,(t))men : on peut par exemple se servir du critére pratique 4.34
pour vérifier facilement les hypotheéses du Théoréme Principal dans ce cas concret. Il
existe alors une famille ¢,,(t) de difféomorphismes telle que, a t fixé, on ait la convergence
uniforme @, (t)*dy, —m—oco d. Le probléme est alors qu’on n’a pas de controle sur les
difféomorphismes ¢, (t)... En examinant la démonstration du Théoréme Principal dans
ce cas précis, il est peut-étre possible de montrer que les difféomorphismes peuvent étre
choisis indépendemment du temps.

Une autre piste serait enfin d’essayer de résoudre a la main I’équation différentielle du
flot de Ricci, comme dans [MRS15]; des surfaces évoluant sous le flot de Ricci restent dans
une méme classe conforme, et le probléme se ramene donc a la résolution d’une équation
scalaire (non linéaire).
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Résumé

La recherche d’une compactification de I’ensemble des métriques riemanniennes a singularités
coniques sur une surface amene naturellement a I'étude des surfaces a Courbure Intégrale Bornée
au sens d’Alexandrov. 1l s’agit d’une géométrie singuliere, développée par A. Alexandrov et 1’école
de Leningrad dans les années 1970, et dont la caractéristique principale est de posséder une notion
naturelle de courbure, qui est une mesure. Cette large classe géométrique contient toutes les surfaces
« raisonnables » que ’on peut imaginer.

Le résultat principal de cette thése est un théoréme de compacité pour des métriques d’Alexan-
drov sur une surface; un corollaire immédiat concerne les métriques riemanniennes a singularités
coniques. On décrit dans ce manuscrit trois hypotheses adaptées aux surfaces d’Alexandrov, a la
maniére du théoreme de compacité de Cheeger-Gromov qui concerne les variétés riemanniennes a
courbure bornée, rayon d’injectivité minoré et volume majoré. On introduit notamment la notion
de rayon de contractibilité, qui joue le role du rayon d’injectivité dans ce cadre singulier.

On s’est également attachés a étudier I'espace (de module) des métriques d’Alexandrov sur la
sphere, a courbure positive le long d’'une courbe fermée. Un sous-ensemble intéressant est constitué
des convexes compacts du plan, recollés le long de leurs bords. A la maniére de W. Thurston, C.
Bavard et E. Ghys, qui ont considéré I’espace de module des polyedres et polygones (convexes) &
angles fixés, on montre que l'identification d’un convexe a sa fonction de support fait naturellement
apparaitre une géométrie hyperbolique de dimension infinie, dont on étudie les premiéres propriétés.
Mots-clés : géométrie riemannienne, singularités coniques, surfaces d’Alexandrov, théoréme de
compacité, espace de module, géométrie hyperbolique de dimension infinie.

Abstract

If we look for a compactification of the space of Riemannian metrics with conical singularities
on a surface, we are naturally led to study the surfaces with Bounded Integral Curvature in the
Alezandrov sense. It is a singular geometry, developed by A. Alexandrov and the Leningrad’s school
in the 70’s, and whose main feature is to have a natural notion of curvature, which is a measure.
This large geometric class contains any "reasonable" surface we may imagine.

The main result of this thesis is a compactness theorem for Alexandrov metrics on a surface;
a straightforward corollary concerns Riemannian metrics with conical singularities. We describe
here three hypothesis which pair with the Alexandrov surfaces, following Cheeger-Gromov’s com-
pactness theorem, which deals with Riemannian manifolds with bounded curvature, injectivity
radius bounded by below and volume bounded by above. Among other things, we introduce the
new notion of contractibility radius, which plays the role of the injectivity radius in this singular
setting.

We also study the (moduli) space of Alexandrov metrics on the sphere, with non-negative
curvature along a closed curve. An interesting subset is the set of compact convex sets, glued along
their boundaries. Following W. Thurston, C. Bavard and E. Ghys, who considered the moduli space
of (convex) polyhedra and polygons with fixed angles, we show that the identification between a
convex set and its support function give rise to an infinite dimensional hyperbolic geometry, for
which we study the first properties.

Keywords : Riemannian geometry, conical singularities, Alexandrov surfaces, compactness theo-
rem, moduli space, infinite dimensional hyperbolic geometry.



