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Qu’est-ce que la géométrie ?

Ce court chapitre est entièrement destiné à la famille et aux amis, en tout cas aux
non-mathématiciens qui veulent savoir à quels objets s’intéressent les géomètres ; il ne
fait pas à proprement parler partie du manuscrit, et n’est ni rigoureux, ni exhaustif. Les
mathématiciens (et les géomètres riemanniens encore plus) peuvent passer leur chemin !

La géométrie Riemannienne est l’étude des espaces courbés. On se limitera ici à la
dimension deux, c’est-à-dire au cas des surfaces (comme dans tout ce manuscrit). Sur une
surface un point est décrit par deux coordonnées : x et y dans le plan, la latitude et la
longitude sur la Terre... Il sera donc question ici de surfaces courbées.

Avant d’essayer de définir le terme géométrie, définissons un concept qu’il est nécessaire
de comprendre avant de passer à la géométrie : la topologie.

La topologie

C’est l’étude de la forme générale des surfaces. Deux surfaces ont la même topologie
si on peut passer de l’une à l’autre par des déformations, mais sans déchirer ou recoller la
surface.

Par exemple, un ballon de football, un ballon de rugby et un ballon de handball ont la
même topologie : on peut passer des uns aux autres en aplatissant, en étirant, etc. Attention
ici, on considère seulement la surface de ces ballons (qui est un objet en 2 dimensions), et
non le ballon et son intérieur (qui est un objet en 3 dimensions).

Les trois surfaces suivantes ont la même topologie : on peut passer de l’une à l’autre
en déformant (mais sans déchirer). La surface de droite a un volume bien plus petit que
celle de gauche, mais ceci n’a pas d’importance pour la topologie !

Figure 1 – Ces trois surfaces ont la même topologie.



Remarque. Attention, ici les cercles n’ont aucune signification ; ils servent juste à mon-
trer qu’on considère des surfaces dans l’espace (elles ont une « épaisseur »).

Au contraire, un beignet (ou une bouée si vous préférez) et un ballon n’ont pas la
même topologie : il est impossible de passer de l’un à l’autre en déformant selon les règles
écrites plus haut (l’un a un trou, et l’autre non !).

En fait, en topologie, les surfaces sont classées en fonction de leur nombre de trous : il
n’y a qu’une seule surface avec 0 trou (ce sont les surfaces de la figure 1), une seule avec
1 trou, une seule avec 2 trous, etc.

La géométrie

La géométrie consiste à étudier la forme géométrique des surfaces, c’est-à-dire consi-
dérer des longueurs, des aires, etc. (On rappelle qu’en topologie, il n’y a pas de notion de
longueur !)

Ainsi, les surfaces de la figure 1 ont la même topologie mais n’ont pas la même géo-
métrie. Souvent en géométrie, on se fixe une topologie (la topologie des surfaces avec 0
trou par exemple), et on se demande quelle peut être la géométrie de ces surfaces : trois
exemples sont donnés sur la figure 1.

À toute géométrie sur une surface on associe une courbure : c’est pour cela qu’on dit
que la géométrie Riemannienne est l’étude des espaces courbés.

La courbure

Commençons par des remarques simples. Tout le monde s’accorde à dire qu’un plan est
un objet géométrique qui n’est pas courbé ; la surface de notre Terre est courbée, mais sa
courbure est très faible (on ne s’en aperçoit presque pas : en regardant autour de nous, on
aurait plutôt l’impression que la terre est plate...). Au contraire, la courbure d’un ballon
de football est bien plus élevée.

Gauß, au début du xixe siècle, a été le premier à définir cette notion. Si S est une
surface géométrique, alors la courbure est une fonction définie sur cette surface. On la
note souvent K : si x est un point de la surface S, alors K(x) est la courbure au point x.
Comment est définie cette fonction ?

— Une courbure nulle (K(x) = 0) signifie qu’autour du point x, la surface ressemble
à un plan. Par exemple si S est un plan, alors la courbure est nulle partout (pour
tout point x de la surface on a K(x) = 0) : un plan n’est pas courbé. On parle aussi
de géométrie Euclidienne : c’est la géométrie que tout le monde apprend à l’école.

— Une courbure positive (K(x) > 0) signifie qu’autour du point x, la surface ressemble
à celle d’une sphère. Sur la surface de la Terre (en supposant que cette dernière soit
vraiment ronde, en oubliant les montagnes, etc.), on pourrait (en théorie) regarder
tout autour de nous et voir que la surface de la Terre est en-dessous du plan tangent.
Il y a également une notion assez intuitive de « surface plus courbée qu’une autre » :
les deux surfaces suivantes ont une courbure positive en x et y, et on a K(y) > K(x)
(la surface de droite est plus courbée au point y que la surface de gauche au point
x).



•
x

•y

La courbure d’une sphère (c’est-à-dire d’un ballon, ou de la surface de la Terre) est
constante : elle ne dépend pas du point de la surface. Pour les amateurs de formule,
la courbure d’une sphère de rayon R est en tout point égale à 1/R2. Pour la Terre,
R = 6400 km ; la courbure est donc bien plus faible que celle d’un ballon, où l’on a
environ R = 15 cm.

— Une courbure négative (K(x) < 0) correspond aux autres cas. Par exemple lors-
qu’on arrive à un col en montagne, le chemin derrière et devant nous est en-dessous
de nous, alors que la montagne à gauche et à droite est au-dessus. C’est aussi le
cas pour une selle de cheval. On parle alors de point col, ou de point selle.

•x

Remarque. Attention, une surface peut avoir à la fois des points de courbure positive et
des points de courbure négative (vous pouvez par exemple vérifier que c’est le cas pour la
surface du milieu sur la figure 1).

Un lien entre la topologie et la géométrie

Le théorème de Gauß-Bonnet relie la topologie et la géométrie d’une surface : on a
toujours l’identité ∫

K dA = 4π(1− g),

où g est le nombre de trous de la surface : le terme de droite ne dépend donc que de la
topologie. Le terme de gauche est en quelque sorte une moyenne de la courbure sur la
surface (et on rappelle que la courbure dépend de la géométrie). On a donc la propriété
suivante : changer la géométrie d’une surface change sa courbure, mais la valeur moyenne
de la courbure, elle, est toujours la même. Et donc :

— Sur une surface à 0 trous (g = 0), la moyenne de la courbure est positive : il y
aura « plus » de courbure positive que de courbure négative (on peut vérifier cette
propriété pour les surfaces de la figure 1).



— Sur une surface à 1 trou (g = 1), la moyenne de la courbure est nulle : il y aura
autant de courbure positive que négative.

— Etc.

Et, la géométrie... ça sert à quoi ?
Même si les mathématiciens se posent assez rarement cette question, rien ne nous

interdit d’y réfléchir. Une réponse classique est la théorie de la relativité générale (qui
n’est pas mon thème de recherche), et qui permet (entre autres) de mieux comprendre
notre univers ; je vais très brièvement expliquer ici de quoi il s’agit (je ne suis de toute
façon en aucun cas un spécialiste !).

Si on commence par considérer les surfaces, il est bien connu qu’il y en a des infinies
(par exemple un plan infini, c’est-à-dire s’étendant à l’infini dans toutes les directions), et
des finies (par exemple la surface de la terre). De même pour les espaces à trois dimensions,
il en existe des infinis (un espace s’étendant à l’infini dans les trois directions), mais aussi
des finis. De la même manière qu’en marchant sur la Terre (très longtemps) en suivant
« la même direction », on va finir par revenir à notre point de départ, il peut se produire
la même chose en trois dimensions : on peut imaginer qu’en allant « tout droit » dans
l’univers, suivant une direction fixe, on finira par arriver à l’endroit d’où on était partis (il
s’agit alors de ce que les mathématiciens appellent la sphère de dimension 3). De la même
façon qu’il existe de nombreuses surfaces « finies » différentes (si vous avez bien suivi, il
y en a une à 0 trou, une à 1 trou, une à 2 trous, etc.), il existe de nombreux espaces de
dimension 3 finis. On ne sait pour l’instant pas quelle est la forme de notre univers à trois
dimensions, mais il paraît peu probable que celui-ci soit celui imaginé naturellement par
chacun : un espace infini, s’étendant à l’infini dans les trois directions.

Au début du xxe siècle, Einstein, dans sa théorie de la relativité générale, a fait le
postulat suivant : l’espace-temps (qui est un objet à 4 dimensions : trois dimensions d’es-
pace et une de temps) est courbé par les objets massifs présents dans l’Univers (étoiles,
galaxies...), et ceci détermine ainsi sa géométrie. Pour comprendre ce phénomène, on peut
faire une analogie en 2 dimensions : imaginez quatre personnes tenant un grand drap carré,
de telle sorte que ce dernier soit plat. Une bille posée sur ce drap va le courber, et donc
changer sa géométrie - avec la bille, le drap ne sera plus plat. Il en est ainsi de même
pour l’univers : l’espace-temps n’est pas plat, mais courbé par les objets massifs présents.
L’équation d’Einstien s’écrit globalement courbure = masses présentes, et son étude est
un domaine de recherche très actif en géométrie riemannienne.

Si ces questions passionnantes vous intéressent, vous pouvez par exemple consulter les
livres de Jean-Pierre Luminet, excellent vulgarisateur - notamment « L’univers chiffonné »
(adressé à des non-scientifiques) où il est question de géométrie, de topologie et de forme
de l’univers.
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« Que doit-on penser de cette question : La géométrie euclidienne est-elle vraie ? Elle n’a
aucun sens. Autant demander si le système métrique est vrai et les anciennes mesures
fausses ; si les coordonnées cartésiennes sont vraies et les coordonnées polaires fausses.
Une géométrie ne peut pas être plus vraie qu’une autre ; elle peut seulement être plus
commode. Or la géométrie euclidienne est et restera la plus commode. »

H. Poincaré, La science et l’hypothèse.





Introduction

Dans cette thèse, on s’attache à étudier la géométrie des surfaces qui ne sont pas lisses,
mais singulières.

On peut commencer par considérer celles dont les singularités sont ponctuelles (ou
isolées). Il s’agit de surfaces à singularités coniques, car en effectuant un zoom on obtient
une surface dont la géométrie est proche de celle d’un cône Euclidien :

•p

•p

Figure 2 – Une surface avec une singularité conique au point p.

Les polyèdres, dont les premières études remontent à la civilisation Grecque dans l’An-
tiquité, sont des exemples de surfaces (plates) à singularités coniques. Ces dernières ap-
paraissent naturellement en géométrie riemannienne ainsi qu’en dynamique, avec l’étude
des surfaces de translation (c’est-à-dire des surfaces plates dont les angles des singularités
sont des multiples de 2π).

On peut faire remarquer qu’il est ici question de singularités géométriques, c’est-à-dire
que les surfaces sont considérées à isométrie près. Par exemple, les seuls points singuliers
d’un polyèdre sont les sommets : les arêtes sont constituées de points lisses, car on peut
(localement) les déplier afin d’obtenir une isométrie avec le plan Euclidien.

Cette thèse contribue à l’étude des géométries singulières en recherchant une compac-
tification de l’ensemble des métriques à singularités coniques. Pour commencer, on peut
étudier le comportement des surfaces dont les points coniques se rapprochent les uns des
autres. Un premier exemple simple est décrit sur la figure suivante :
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•
• •

•
−→

•
• •
•

−→
•

Figure 3 – Quatre singularités se rapprochent pour en former une unique.

Ici, la surface limite est encore un polyèdre. On peut obtenir d’autres comportements plus
intéressants :

Figure 4 – Les singularités s’accumulent : des polyèdres convergent vers un cylindre.

Cette fois-ci, la surface limite est un cylindre, ou une boîte de conserve (le dessus et le
dessous appartiennent bien à la surface). Il est clair que cette dernière ne possède pas de
singularités coniques. On peut donc se poser la
Question 0.1. Comment décrire les singularités du cylindre ?

Pour répondre à cette question, on peut commencer par étudier la courbure des surfaces
qui approximent le cylindre : elle est nulle presque partout, et les points anguleux sont de
« courbure infinie ». Mais alors, qu’en est-il du cylindre ? De façon plus mathématique, la
bonne façon de voir les choses est de ne plus considérer la courbure comme une fonction,
mais comme une mesure.

Ainsi, la courbure des surfaces qui approximent le cylindre, en tant que mesure, est
concentrée en les points anguleux : c’est une somme de masses de Dirac en ces points (ce
qui donne une notion cohérente de « courbure infinie »). Ces masses de Dirac ont un poids
d’autant plus que fort que la géométrie paraît éloignée du cas plat (Euclidien) ; au cours
de l’approximation présentée dans la figure 4, ces poids vont donc être de plus en plus
faibles.

La mesure de courbure des surfaces approximant le cylindre est donc une somme de
masses de Dirac, répartis uniformément sur le cercle, et dont les poids tendent vers zéro.
À la limite, la mesure de courbure du cylindre est donc la mesure (angulaire) standard
portée par les deux cercles, en haut et en bas du cylindre. Ceci répond à la question 0.1.
Remarque 0.2. On vient de décrire une surface à « singularités le long d’une courbe ».
On peut en fait faire bien plus : on peut par exemple construire un exemple analogue à
celui de la figure 4, où cette fois-ci les points coniques ne s’accumulent pas uniformément
sur le cercle, mais le long d’un ensemble de Cantor. A la limite, la mesure de courbure
est alors portée par cet ensemble, et ceci donne une surface à « singularités le long d’un
ensemble de Cantor ».
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Le bon cadre dans lequel il faut se placer pour étudier des accumulations de singularités
est donc celui des surfaces pour lesquelles il existe une mesure de courbure. A. Alexandrov
et l’école de Leningrad, dans les années 1940-1970, ont développé une telle géométrie sin-
gulière : il s’agit des surfaces à Courbure Intégrale Bornée au sens d’Alexandrov. Dans la
suite, on parlera de façon plus concise de surfaces d’Alexandrov, ou de métriques d’Alexan-
drov. Cette théorie englobe (heureusement) les surfaces lisses, ainsi que celles qui ont des
singularités coniques ; d’une manière générale, toutes les surfaces raisonnables que l’on
peut imaginer sont d’Alexandrov.

Plusieurs approches sont possibles pour les décrire. On en présente deux ici (ce sont
les définitions 2.6 et 2.19).

Approche géométrique

Commençons par le cas d’une métrique riemannienne lisse sur une surface. Une façon
de considérer la courbure d’une partie U est d’intégrer la courbure de Gauß sur U :

ω(U) :=
∫

U
K dA.

L’objet ω ainsi construit est une mesure, que l’on appelle la mesure de courbure de la
surface. Cet objet a une interprétation très géométrique : si T est un triangle géodésique
tracé sur la surface, de sommets A,B,C et d’angles α, β, γ, alors la formule de Gauß-
Bonnet nous dit que la courbure du triangle vérifie

ω(T ) = α+ β + γ − π. (1)

A
α

B
β

C

γ

T

Figure 5 – La formule de Gauß-Bonnet pour un triangle géodésique

On constate alors que sur une surface quelconque, on peut également définir une mesure
de courbure par la formule (1), à condition d’avoir une notion de (triangles) géodésiques,
et une notion d’angles. Ces notions sont valables dans le cadre plus général des surfaces
munies d’une métrique intrinsèque. L’idée est donc d’essayer de définir une mesure de
courbure sur cette classe géométrique plus large, à l’aide de la formule (1), et en approchant
toute partie U par des triangles disjoints. Les surfaces d’Alexandrov sont alors celles qui
vérifient une condition de finitude pour cette mesure ainsi construite.
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Approche analytique

Considérons une métrique (plate) sur une surface, à singularités coniques en des points
p1, ..., pn, de poids β1, ..., βn : il existe une coordonnée complexe z telle que la métrique
s’écrive

g = e2u(z)|dz|2,
où on a posé

u(z) = β1 ln |z − p1|+ ...+ βn ln |z − pn|.
Si on note µ la mesure discrète

µ = β1δp1 + ...+ βnδpn

(δpi la masse de Dirac en pi), on a

u(z) =
∫

ln |z − ξ|dµ(ξ). (2)

Par ailleurs, une métrique riemannienne donne une géométrie sur la surface, en mesurant
la longueur des courbes γ selon la formule

longueur de γ =
∫ √

g(γ̇(t), γ̇(t))dt =
∫
eu(γ(t))|γ̇(t)|dt.

L’idée est alors de donner un sens à cette formule, pour des fonctions u s’écrivant sous la
forme (2), mais où cette fois-ci la mesure µ n’est plus nécessairement une mesure discrète
(mais par exemple une mesure portée par une courbe, ou par un ensemble de Cantor).

Des résultats de compacité

Le but du travail effectué dans cette thèse est d’étudier le comportement des métriques
dont les singularités se rapprochent, en donnant un théorème de compacité pour des mé-
triques d’Alexandrov. Dans le cas de métriques riemanniennes lisses, on dispose du célèbre
théorème de compacité de Cheeger-Gromov, qu’on énonce ici dans le cas des surfaces :

Théorème 0.3 (Cheeger-Gromov). Soit Λ > 0, i > 0 et A > 0. L’ensemble des surfaces
riemanniennes lisses (Σ, g) satisfaisant les trois hypothèses

1. |courbure de Gauß| ≤ Λ,
2. rayon d’injectivité ≥ i,
3. aire ≤ A

est précompact (après composition par des difféomorphismes), en topologie C1,α pour tout
α ∈ (0, 1).

Si on veut adapter ce théorème au cas des métriques d’Alexandrov, on peut commencer
par remarquer que la conclusion ne peut plus porter sur les métriques riemanniennes - elles
n’existent pas dans ce cadre singulier. Il ne peut être question que de distance.

De plus, on a vu que la notion adéquate de courbure à considérer n’est plus la courbure
ponctuelle, mais la mesure de courbure. Enfin, le rayon d’injectivité n’a pas de sens dans
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le cadre des surfaces d’Alexandrov, et on introduira à la place le rayon de contractibilité,
dont une borne inférieure joue le rôle d’une borne inférieure sur le rayon d’injectivité pour
les variétés riemanniennes. Le résultat principal obtenu dans cette thèse est le suivant (voir
aussi [Deb16]) :

Théorème Principal. Soit Σ une surface compacte, et MΣ(A, c, ε, δ) l’ensemble des
métriques d’Alexandrov d sur Σ, vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x ∈ Σ on a
ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ;

2. le rayon de contractibilité de (Σ, d) vérifie

cont(Σ, d) ≥ c;

3. l’aire de (Σ, d) vérifie
aire(Σ, d) ≤ A.

Alors, l’ensemble MΣ(A, c, ε, δ) est compact, au sens suivant : pour toute suite dm ∈
MΣ(A, c, ε, δ), il existe une métrique d’Alexandrov d sur Σ et des difféomorphismes ϕm :
Σ→ Σ tels que, après passage à une sous-suite, on ait

ϕ∗mkdmk −→k→∞ d,

uniformément sur Σ.

La démonstration s’inspire de celle du théorème de Cheeger-Gromov. On s’est attachés
à développer les outils adaptés au cadre singulier des surfaces d’Alexandrov ; une large
partie de ce manuscrit est destinée à présenter cette preuve.

On a donc étudié ce qu’il se passait lorsque des singularités se rapprochent les unes
des autres, et on a donné un sens à des métriques à singularités le long d’une courbe, ou
le long d’un ensemble de Cantor (via la mesure de courbure). On peut alors se poser la
question suivante :

Question 0.4. « Combien » y a-t-il de métriques à (mesure de) courbure fixée ?

La recherche d’un tel espace de module est très classique en géométrie riemannienne. Il
a déjà été largement étudié, dans le cas des surfaces lisses - notamment lors de la recherche
de métriques de courbure constante (c’est la théorie de Teichmüller), et dans le cas des
surfaces à singularités coniques. Dans cette étude, on s’intéressera aux métriques plates à
singularité positive le long d’une courbe fermée, dont une classe d’exemples est constituée
des convexes, recollés le long de leurs bords.

Présentation des résultats

On donne un aperçu du contenu des différents chapitres de ce manuscrit.
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Chapitre 1 : Géométrie classique

Ce chapitre a principalement pour but de fixer les notations utilisées dans la suite. On
commence par étudier les espaces métriques intrinsèques, dont on présente les propriétés
principales.

On rappelle ensuite des notions classiques de géométrie riemannienne sur les surfaces,
avec en tête l’idée suivante : les surfaces d’Alexandrov généralisent les surfaces rieman-
niennes lisses. De nombreuses propriétés exposées dans cette partie vont être valables plus
loin dans le cadre des surfaces d’Alexandrov.

La dernière partie est moins classique : on y étudie la géométrie conforme des anneaux
dans le plan. On énonce notamment le théorème de Grötzsch (pour un énoncé plus précis,
voir le théorème 1.11) :

Théorème (Grötzsch). Soir r < 1. Parmi tous les anneaux inclus dans le disque unité
D, ne contenant pas 0 et r, l’anneau de Grötzsch D− [0, r] est celui de plus grand module.

Ce résultat joue un rôle central dans la démonstration du Théorème Principal : en
coordonnées locales H : B(x, ε) → D, il nous permet de contrôler l’image des boules
H(B(x, λε)) (pour certaines valeurs bien spécifiques de λ < 1), en considérant l’anneau
du plan D −H(B(x, λε)).

Chapitre 2 : Géométrie des surfaces d’Alexandrov

On présente les surfaces d’Alexandrov, qui sont l’objet d’étude principal de ce travail.
Les résultats énoncés ici sont, pour la majeure partie, issus des travaux de mathématiciens
Russes dans les années 1940-1970. On donne trois définitions (équivalentes) différentes.
La première est la suivante (les deux autres ont été présentées plus haut) : les surfaces
d’Alexandrov sont limites (au sens de la distance uniforme) de surfaces riemaniennes lisses,
à courbure intégrale bornée.

Définition. Une métrique d’Alexandrov d sur Σ est une métrique compatible avec la to-
pologie, intrinsèque, et limite uniforme de distances riemanniennes dgm sur Σ, dont l’in-
tégrale de la valeur absolue de la courbure

∫
Σ |Kgm |dAgm est majorée.

On termine cette section en montrant deux résultats qui seront utiles dans la dé-
monstration du Théorème Principal. Le premier concerne le volume des boules : comme
en géométrie riemannienne classique, un contrôle sur la courbure (ici, sur la mesure de
courbure) nous donne un contrôle sur le volume des boules.

Proposition. Soit (Σ, d) une surface d’Alexandrov, et soient x ∈ Σ et r > 0.
1. On a

aire(B(x, r)) ≤ (2π + ω−(B(x, r))
)
r2/2.

2. Si pour tout s < r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert, alors

aire(B(x, r)) ≥
(
2π − ω+(B(x, r))

)
r2/32.
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Le deuxième résultat donne une estimation de la longueur d’un segment (Euclidien)
pour une métrique d’Alexandrov écrite en coordonnées locales, ne comportant pas de terme
harmonique. Plus précisément, on montre la

Proposition. Soit ω une mesure de Radon définie sur D(1/2), avec ω+(D(1/2)) < 2π.
Soient z, z′ ∈ D(1/2), et soit γ(t) := (1− t)z + tz′ le segment [zz′]. On a alors

∫ 1

0
eV [ω](γ(t))|z − z′|dt ≤ 2

1− ω+(D(1/2))/2π |z − z
′|1−ω+(D(1/2))/2π, (3)

où V [ω](u) =
∫
C

(
−1
2π

)
ln |u− ξ|dω(ξ) est le potentiel de la mesure ω.

Chapitre 3 : Des résultats de compacité

On présente deux théorèmes de compacité bien connus des géomètres riemanniens.
On commence par la notion (assez faible) de convergence d’espaces métriques au sens

de Gromov-Hausdorff, et le théorème de compacité de Gromov, présenté en 1981 dans le
fameux « livre vert » [Gro81b]. Il faudra alors une dizaine d’années pour que Greene-Wu
[GW88] et Peters [Pet87] démontrent une conjecture faite par Gromov, et prouvent ainsi
le théorème de Cheeger-Gromov, dont l’énoncé (dans le cas des surfaces) a été rappelé
plus haut dans l’introduction.

On explique ensuite les hypothèses de ce théorème, puis on donne le détail des deux
étapes de sa démonstration (en suivant la preuve exposée dans [HH97]). La première est pu-
rement riemannienne, et consiste à minorer le rayon harmonique des variétés. La deuxième
étape consiste à plonger les variétés dans un espace Euclidien, et dans ce manuscrit on
adapte cette construction au cadre singulier des surfaces d’Alexandrov afin de démontrer
le Théorème Principal. Cette description de la preuve joue donc un rôle important dans
la suite.

Chapitre 4 : Du théorème de Cheeger-Gromov au Théorème Principal

On détaille comment, en faisant une analogie avec le théorème de Cheeger-Gromov,
on a trouvé les hypothèses adaptées aux métriques d’Alexandrov.

L’hypothèse sur la courbure (sectionnelle) est remplacée de façon assez naturelle par
une hypothèse sur la mesure de courbure. Par contre, il n’y a plus de notion de rayon
d’injectivité pour les surfaces d’Alexandrov, et on a donc besoin de définir une nouvelle
quantité. On arrive naturellement à la définition suivante de rayon de contractibilité en
un point x ∈ Σ (des définitions similaires, dans un cadre riemannien, existent dans la
littérature, voir la remarque 4.7) :

cont(Σ, d, x) := sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé
}
.

Le rayon de contractibilité de la surface d’Alexandrov (Σ, d) est alors

cont(Σ, d) := inf
x∈Σ

cont(Σ, d, x),

et une minoration du rayon d’injectivité est remplacée par une minoration du rayon de
contractibilité. Cette quantité est naturelle, car dans le cas d’une métrique riemannienne
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à courbure bornée, une minoration du rayon d’injectivité est équivalente à une minoration
du rayon de contractibilité. On étudie en détail cette nouvelle quantité dans ce chapitre.

On a finalement introduit toutes les définitions nécessaires à énoncer le Théorème
Principal, et ses corollaires. On montre notamment le corollaire suivant, concernant des
métriques riemanniennes ayant « peu » de courbure positive, dont l’énoncé est purement
riemannien et qui semble ne pas avoir d’analogue dans la littérature :

Corollaire. On suppose que Σ n’est pas la sphère S2. L’ensemble des métriques rieman-
niennes g sur Σ vérifiant

1.
∫

Σ K+ dA ≤ 2π − δ,
2. inj ≥ i > 0 et
3. aire ≤ A

est précompact (après composition par des difféomorphismes), au sens des distances uni-
formes.

On termine cette partie en se posant la question de la convergence, dans le Théorème
Principal, des structures conformes associées aux métriques d’Alexandrov : on verra que
ce problème est plus compliqué qu’il n’y paraît.

Chapitre 5 : Preuve du Théorème Principal

Cette partie est la plus technique du manuscrit : on démontre en détail le Théo-
rème Principal. On commence par énoncer deux propositions fondamentales, qui nous
permettent de contrôler la métrique dans des cartes conformes (pour des énoncés précis
on peut se référer aux théorèmes 5.2 et 5.9). Pour toute métrique d’Alexandrov vérifiant
les hypothèses du Théorème Principal, et toute carte conforme H : B(x, ε)→ D vérifiant
H(x) = 0,

— le terme harmonique de la métrique dans cette carte est borné (sur tout compact
de D) ;

— on a un contrôle sur l’image des boules H(B(x, λε)) ⊂ D, pour certaines valeurs
bien spécifiques de λ < 1.

Les bornes et les contrôles obtenus doivent être uniformes (c’est-à-dire, indépendants de
la métrique d’Alexandrov vérifiant les hypothèses du Théorème Principal).

On adapte ensuite, dans le détail, la deuxième étape de la preuve du théorème de
Cheeger-Gromov aux surfaces d’Alexandrov, en commençant par plonger les surfaces dans
un espace Euclidien.

Chapitre 6 : Espace de module des convexes dans le plan

Ce chapitre est très largement indépendant des précédents. Il consiste à rechercher
un espace de module pour des surfaces à singularité positive le long d’une courbe, en
commençant par considérer les exemple formés des convexes du plan, recollés le long de
leurs bords.

W. Thurston [Thu98], ainsi que C. Bavard et É. Ghys [BG92], ont considéré des espaces
de module de surfaces plates, à singularités coniques prescrites (il s’agit plus précisément
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de polyèdres et de polygones). La géométrie naturelle sur ces espaces est celle d’un espace
hyperbolique complexe (ou réel) de dimension finie. La forme d’aire de la surface joue ici
un rôle central : c’est une forme quadratique de signature (1, n), et si on fixe l’aire = 1,
elle fait naturellement apparaître la géométrie hyperbolique.

Des convexes du plan s’identifient à leur fonction de support. Sur cet espace de fonction,
de dimension infinie, on dispose encore d’une forme d’aire (l’aire du convexe), qui est cette
fois-ci de signature « (1,∞) ». Si on fixe l’aire = 1, elle fait également apparaître une
géométrie hyperbolique, cette fois-ci de dimension infinie.

L’ensemble X1 des convexes d’aire = 1 est donc un sous-ensemble de l’espace hy-
perbolique de dimension infini H∞. On en étudie quelques propriétés : cet espace est
géodésiquement convexe, mais n’est pas totalement géodésique. On étudie aussi le flot de
raccourcissement des courbes (normalisé), qui trace une courbe dans X1.

Perspectives

On présente dans cette dernière partie quelques pistes de recherche pour les mois (ou
les années) à venir. Il y a trois axes principaux. Le premier consiste à essayer d’étendre
les résultats de compacité obtenus dans cette thèse en dimension supérieure. Le deuxième
consiste à étudier plus en détail l’espace de module des convexes, et plus généralement,
essayer de comprendre l’espace de module des surfaces à singularités le long d’un ensemble
de Cantor. Enfin, une troisième piste de recherche consiste à essayer de lancer un flot de
Ricci sur des surfaces d’Alexandrov ; les cas « simples » de surfaces à singularités coniques
ont déjà été traîtés, notamment par les travaux de R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum
[MRS15].
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Chapitre 1

Géométrie classique

L’objectif de ce paragraphe est principalement de fixer les notations qui vont être
utilisées dans la suite. On commence par rappeler quelques propriétés des métriques in-
trinsèques, qui seront utiles plus loin (les métriques d’Alexandrov sont en effet des mé-
triques intrinsèques). On énonce ensuite quelques propriétés classiques des métriques rie-
manniennes sur une surface, en gardant à l’esprit que les surfaces d’Alexandrov forment des
généralisations des surfaces riemanniennes. On termine par étudier la géométrie conforme
des anneaux, qui joue un rôle central dans la démonstration du Théorème Principal.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés considérées
seront sans bord, et lisses, c’est-à-dire munies d’un atlas de cartes C∞. On attire l’attention
du lecteur sur le fait suivant : être une variété lisse est une propriété topologique (il existe
un recouvrement par des ouverts, et des cartes vers un espace Euclidien, tels que les
changements de cartes soient de classe C∞). Dans la suite, on sera amenés à considérer
différentes métriques sur des variétés ; le point important est de remarquer qu’à chaque
fois, ces métriques sont compatibles avec la topologie, c’est-à-dire qu’elles définissent bien
la topologie de variété.

Exemple 1.1. Un cube dans l’espace Euclidien R3 est naturellement une variété lisse,
car homéomorphe à la sphère S2. On peut alors considérer l’espace tangent en un sommet
du cube. Ce dernier est défini de façon abstrait, et est par contre difficile à visualiser dans
l’espace (le cube n’est bien sûr pas une sous-variété lisse de R3).

1.1 Géométrie métrique

Pour cette partie, on pourra se reporter au livre [BBI01]. À partir de maintenant on fixe
une surface fermée Σ, c’est-à-dire compacte et sans bord (bien que les résultats énoncés
ici soient valables dans un cadre plus général).

Une distance sur Σ est une application d : Σ×Σ→ [0,+∞), vérifiant les trois conditions
suivantes :

— symétrie : d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ Σ,
— inégalité triangulaire : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tous x, y, z ∈ Σ,
— séparation : si x, y ∈ Σ sont tels que d(x, y) = 0, alors x = y.
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On supposera toujours implicitement que les distances considérées sont compatibles
avec la topologie de variété de Σ. Si γ est une courbe continue dans Σ, on peut définir sa
longueur pour la métrique d par

Ld(γ) := sup
0=t0≤...≤tn=1

(
n−1∑

i=0
d(γ(ti), γ(ti+1))

)
∈ [0,+∞]

(quand il n’y aura pas d’ambiguïté, on écrira L(γ) en lieu et place de Ld(γ)). Si cette
longueur est finie, on dit que la courbe est rectifiable. La distance d est intrinsèque (on
trouve aussi dans la littérature le terme de distance géodésique, ou distance de longueur)
si, pour tous x, y ∈ Σ,

d(x, y) = inf
γ
L(γ),

où la borne inférieure est prise sur toutes les courbes continues γ : [0, 1]→ Σ joignant x à
y. À partir de maintenant, on fixe une distance intrinsèque sur Σ.

Exemple 1.2. On verra que les métriques riemanniennes sont des exemples de métriques
intrinsèques. Par contre, la sphère Sn ⊂ Rn+1, munie de la restriction de la distance de
Rn+1, n’est pas intrinsèque : la distance entre le pôle Nord et le pôle Sud est 2, alors que
toute courbe joignant ces deux points est de longueur ≥ π.

La surface Σ étant compacte, la propriété suivante est une conséquence directe du
théorème d’Arzelà-Ascoli : pour tous x, y ∈ Σ, il existe une géodésique minimisante γ :
[0, 1] → Σ joignant x et y (c’est-à-dire une courbe vérifiant d(x, y) = L(γ)). Une courbe
γ est une géodésique (on trouve aussi le terme géodésique locale) si pour tout t0 ∈ (0, 1),
il existe ε > 0 tel que γ soit une géodésique minimisante entre γ(t0 − ε) et γ(t0 + ε). Il
est clair qu’une géodésique minimisante est une géodésique. On fera toujours attention
à bien distinguer ces deux notions : par exemple sur la sphère (munie de sa métrique
usuelle de surface riemannienne), une courbe contenue dans un grand arc de cercle est une
géodésique, mais n’est pas nécessairement une géodésique minimisante.

Pour x ∈ Σ et r > 0 on définit les boules ouvertes et fermées :

Bd(x, r) := {y ∈ Σ | d(x, y) < r}

et
Bd(x, r) := {y ∈ Σ | d(x, y) ≤ r}

(quand le contexte sera clair, on écrira B(x, r) et B(x, r) en lieu et place de Bd(x, r) et
Bd(x, r)). La propriété suivante nous sera utile dans la suite :

Proposition 1.3. Soit d une métrique intrinsèque sur Σ, compatible avec la topologie.
Alors l’adhérence de la boule ouverte B(x, r) est la boule fermé B(x, r).

Démonstration. Notons X l’adhérence de la boule ouverte B(x, r).
Soit (ym) une suite de B(x, r), convergeant vers y ∈ Σ : on a d(x, ym) < r, et donc à

la limite d(x, y) ≤ r, ce qui montre que X ⊂ B(x, r).
Considérons maintenant y ∈ B(x, r), et soit γ une géodésique minimisante entre x et y,

avec γ(0) = x et γ(1) = y. Pour t < 1 on a d(x, γ(t)) < d(x, y) ≤ r, et donc γ(t) ∈ B(x, r),
ce qui montre que y est dans l’adhérence de B(x, r), c’est-à-dire y ∈ X.
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Une notion importante est celle de métrique induite. Si A ⊂ Σ est connexe par arcs,
on définit la métrique induite sur A de la façon suivante : si x, y ∈ A,

dA(x, y) := inf
γ
Ld(γ),

où la borne inférieure est prise sur les courbes continues γ : [0, 1]→ A, joignant x à y.

Proposition 1.4. (A, dA) est un espace métrique intrinsèque, c’est-à-dire que l’on a
dA(x, y) := infγ LdA(γ) si x, y ∈ A (la borne inférieure est prise sur les courbes conti-
nues γ : [0, 1]→ A joignant x à y).

On peut remarquer ici que cette notion de métrique (intrinsèque) induite est différente
de celle obtenue par restriction : la métrique induite par Rn+1 sur Sn est la métrique
riemannienne usuelle sur Sn, alors que la métrique obtenue par restriction n’est pas in-
trinsèque (voir l’exemple 1.2).

1.2 Géométrie riemannienne

On suppose que le lecteur est déjà familier avec les notions classiques de Géométrie
riemannienne ; l’un des intérêts de ce chapitre est de fixer les notations utilisées, et de servir
de première approche avant de définir les surfaces d’Alexandrov. Comme les métriques sur
les surfaces vont particulièrement nous intéresser dans la suite, on s’attache à les étudier
en détail.

1.2.1 Géométrie riemannienne en dimension n ≥ 2

Pour toute cette partie on peut se référer aux livres [GHL04], [Pet06] et au très complet
[Ber03]. On fixe une variété lisse M de dimension n ≥ 2.

Définition 1.5. Une métrique riemannienne g est la donnée en tout point x ∈ M d’un
produit scalaire gx sur l’espace tangent TxM .

Pour toutes coordonnées locales (x1, ..., xn), on dispose donc de fonctions gij := g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

).
On dit que g est lisse si les fonctions gij sont lisses : comme la variété M est lisse, ceci
ne dépend pas du choix de coordonnées locales (x1, ..., xn). Dans la suite, il sera toujours
sous-entendu que les métriques riemanniennes sont lisses (sauf dans la partie 3 où il sera
question des théorèmes de convergence C1,α du type Cheeger-Gromov).

Un des intérêts d’avoir une métrique riemannienne est de pouvoir faire de la géométrie,
c’est-à-dire mesurer des distances. Si γ : [0, 1]→M est une courbe de classe C1, on définit
sa longueur par

Lg(γ) :=
∫ 1

0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt,

et la distance entre deux points x, y ∈M est

d(x, y) := inf Lg(γ),
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où la borne inférieure est prise sur toutes les courbes de classe C1 joignant x à y. Il est bien
connu que cette distance d est intrinsèque, et la quantité Ld (définie comme à la partie
précédente à l’aide de la distance d) coïncide avec Lg pour des courbes de classe C1.

On suppose que le lecteur est familier avec la notion de connexion de Levi-Civita (notée
∇) associée à une métrique riemannienne (lisse) g. Une courbe lisse γ est une géodésique
si elle vérifie ∇γ̇ γ̇ = 0. Une géodésique est nécessairement paramétrée à vitesse constante.
Si ∇γ̇ γ̇ = 0, alors γ est une géodésique pour la métrique d ; réciproquement, si γ est
une géodésique pour la métrique d, alors tout paramétrage à vitesse constante γ̃ vérifie
∇ ˙̃γ

˙̃γ = 0.
On suppose à partir de maintenant que l’espace métrique (M,d) est complet. Si x ∈M

et v ∈ TxM , d’après le théorème de Hopf-Rinow, on sait qu’il existe une unique géodésique
γ : [0,∞) → M , vérifiant γ(0) = x et γ̇(0) = v. On définit l’application exponentielle en
x en posant expx(v) := γ(1) : on obtient alors une application expx : TxM → M . Le
rayon d’injectivité inj(x) en x est le plus grand r > 0 tel que l’application expx soit
un difféomorphisme, de la boule Euclidienne B(r) ⊂ TxM sur son image. On reviendra
largement sur l’interprétation de cette quantité plus loin.

À l’aide de la connexion de Levi-Civita on peut définir le tenseur de courbure de
Riemann R, qui est un tenseur de type (4,0). À l’aide de R on peut définir la courbure
sectionnelle K(πx) d’un plan πx dans TxM . Les inégalités

K ≤ λ (ou K ≥ λ)

signifient que pour tout point x ∈ M et tout plan πx ⊂ TxM on a K(πx) ≤ λ (ou
K(πx) ≥ λ).

Le tenseur de courbureR comporte beaucoup d’informations, et est difficile à manipuler
en général. On prend donc sa trace pour obtenir un tenseur de type (2,0), le tenseur de
Ricci, noté Ric. On dit qu’on a l’inégalité

Ric ≥ (n− 1)λ

pour λ ∈ R si pour tout vecteur tangent X ∈ TM on a Ric(X,X) ≥ (n− 1)λg(X,X). Si
on prend la trace du tenseur de Ricci, on obtient la courbure scalaire, qui est une fonction
définie sur la variété.

Un des (nombreux) intérêts d’avoir un contrôle sur la courbure d’une variété rieman-
nienne est d’obtenir des informations sur le volume des boules. On a notamment la célèbre
proposition suivante : le premier résultat est une conséquence directe du comportement
des champs de Jacobi, et le deuxième résultat est plus fin, et est dû à M. Gromov.

On note v(n, λ, r) le volume d’une boule de rayon r dans l’unique variété riemannienne
complète simplement connexe de dimension n, de courbure constante λ ∈ R.

Théorème 1.6 (Bishop-Gromov). Soit (M, g) une variété riemannienne lisse.

1. On suppose que la courbure sectionnelle vérifie K ≤ λ. Alors, pour tout x ∈ M et
tout r < inj(x) on a

vol(B(x, r)) ≥ v(n, λ, r).
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2. On suppose que la courbure de Ricci vérifie Ric ≥ (n− 1)λ. Alors pour tout x ∈ M
la fonction

r 7→ vol(B(x, r))
v(n, λ, r)

est décroissante sur (0,∞), et tends vers 1 quand r tends vers zéro. Ceci montre en
particulier que pour tout r > 0 on a

vol(B(x, r)) ≤ v(n, λ, r).

On reparlera plus tard de ce théorème : on voudra en effet obtenir des résultats ana-
logues, dans le cadre des surfaces d’Alexandrov (voir la partie 2.5.1).

1.2.2 Géométrie riemannienne des surfaces

Sur les surfaces, les différents tenseurs et les notions de courbure coïncident (à un
facteur multiplicatif près), et la seule quantité intéressante à considérer est la courbure de
Gauß K. On peut notamment comprendre son rôle en considérant la longueur L(C(m, ε))
du cercle C(m, ε), centré en m et de rayon ε : quand ε→ 0 on a

L(C(m, ε)) = 2πε− π

3 K(m)ε3 + o(ε3)

(formule de Bertrand et Puiseaux, obtenue en 1848, voir [Ber03]). Ainsi, une courbure po-
sitive (resp., négative) tends à diminuer la longueur des petits cercles (resp., l’augmenter).

Sur les surfaces riemaniennes, on a l’existence de coordonnées conformes :

Théorème 1.7 (Existence de coordonnées conformes. Voir par exemple [Tro09], Propo-
sition 4.1). Soit g une métrique riemannienne sur une surface Σ. Pour tout point x ∈M ,
il existe des coordonnées locales z au voisinage de x telles que la métrique s’écrive

g = e2u(z)|dz|2 (1.1)

dans ces coordonnées.
De plus, si ϕ et ψ sont deux cartes conformes (c’est-à-dire deux cartes pour lesquelles

la métrique g s’écrit sous la forme (1.1)), alors ϕ◦ψ−1 est une application conforme (i.e.,
holomorphe ou anti-holomorphe), là où elle est définie.

On énoncera plus loin un résultat plus fort (théorème-définition 2.15, qui est valable
pour les surfaces d’Alexandrov et donc pour les surfaces riemanniennes) : on a en plus
un contrôle sur la taille du voisinage du point x sur lequel on peut introduire de telles
coordonnées conformes. On verra également que la deuxième partie de l’énoncé s’étend
aux métriques d’Alexandrov.

Si g = e2u(z)|dz|2, alors la courbure de Gauß est

K = e−2u∆u.

Dans tout le manuscrit, on utilise la convention suivante pour l’opérateur de Laplace-
Beltrami sur C :

∆ = − ∂2

∂x2 −
∂2

∂y2 .
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Dans le cas des surfaces fermées (i.e. compactes sans bord), on a un lien très fort entre
la topologie et la géométrie. Rappelons que la caractéristique d’Euler d’une surface fermée
Σ est χ(Σ) = 2 − 2g, où g est le genre de la surface. La formule de Gauß-Bonnet relie la
courbure d’une métrique riemannienne sur Σ à sa topologie : on a

2πχ(Σ) =
∫

Σ
K dA.

Dans tout le manuscrit, on appellera triangle (géodésique) la donnée de 3 points
A,B,C ∈ Σ, et de 3 géodésiques reliant ces points, tels que ces 3 géodésiques soient le
bord d’une partie de Σ homéomorphe à un disque fermé. Souvent, les géodésiques reliant
les 3 points seront sous-entendues, et il sera simplement question du triangle ABC.

A
α

B
β

C

γ

T

Figure 1.1 – Un triangle géodésique tracé sur la surface Σ

Comme signalé dans l’introduction, si T est un triangle géodésique de sommets A,B,C
et d’angles α, β, γ, la formule de Gauß-Bonnet s’écrit

∫

T
K dA = α+ β + γ − π.

1.3 Géométrie conforme des anneaux
Cette partie est indépendante des deux précédentes. Le résultat majeur énoncé ici, le

théorème de Grötzsch, est un des outils principaux pour la démonstration du Théorème
Principal. Il sera utilisé dans les parties 5.2 et 5.3. Les références sont les deux livres de
L. Ahlfors, [Ahl10] et [Ahl78].

De manière générale, la géométrie conforme consiste à se demander quand est-ce que
deux ouverts U et U ′ du plan complexe sont conformes. Le résultat majeur de géométrie
conforme date du début du vingtième siècle, c’est le théorème d’uniformisation de Rie-
mann : tout ouvert non vide du plan, simplement connexe, qui n’est pas le plan complexe
tout entier, est conforme au disque unité D(1). Ce résultat répond donc à la question
posée, dans le cas des ouverts simplement connexes.

Les ouverts que l’on peut naturellement considérer ensuite sont ceux qui sont double-
ment connexes : ce sont les anneaux. Dans tout le texte on adoptera la définition suivante :
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Définition 1.8. Un anneau (topologique) est un ouvert U du plan complexe, borné, tel
que C − U a seulement une composante connexe bornée, et cette composante n’est pas
réduite à un point.

D’après les travaux de L. Ahlfors ([Ahl78], théorème 10), on sait que tout anneau
topologique est conforme à un anneau régulier

A(R1, R2) = {z ∈ C| R1 < |z| < R2},

où 0 < R1 < R2 < +∞.
Pour les anneaux topologiques, on peut définir un invariant conforme : le module de

l’anneau (voir la section suivante), noté mod(U). C’est un nombre réel strictement posi-
tif, et par définition, deux anneaux conformes ont même module. Les anneaux réguliers
A(R1, R2) ont pour module 1

2π ln(R2/R1). Tout anneau U est conforme à un anneau régu-
lier A(1, R) (l’application conforme z 7→ z/R1 envoie l’anneau A(R1, R2) sur A(1, R2/R1)),
et le calcul du module de cet anneau nous donne R = e2πmod(U). Le module d’un anneau
est donc un invariant total : deux anneaux sont conformes si, et seulement si, ils ont même
module.

Dans ce travail, la géométrie conforme des anneaux nous intéresse pour la raison sui-
vante. On va considérer des cartes conformes H : B(x, ε) → D(1/2), et on aura, par
exemple, besoin d’un contrôle sur l’image par H de la boule B(x, ε/2). Ce contrôle sera
obtenu en considérant l’anneau H(B(x, ε))−H(B(x, ε/2)), et en réussissant à estimer son
module. Voir les parties 5.2 et 5.3.

La théorie du module d’une famille de courbes (ou la notion duale de longueur ex-
trémale) est valable dans un cadre plus général que celui des anneaux ; pour autant, on
énonce dans ce texte uniquement ce qui va nous servir dans la suite.

1.3.1 Module d’un anneau

Soit U un anneau. Soit Γ l’ensemble des courbes continues γ : [0, l]→ U , paramétrées
par la longueur d’arc (i.e. pour tous t1 < t2, la longueur Euclidienne de la courbe γ|[t1,t2]
est t2 − t1), joignant la composante bornée à la composante non bornée de C− U : c’est-
à-dire, γ(0) (resp., γ(l)) est dans la composante bornée (resp., non bornée) de C − U , et
γ(t) ∈ U pour t ∈ (0, l). Si ρ : U → [0,+∞] est mesurable, on défini la ρ−longueur de γ
par

Lρ(γ) :=
∫

γ
ρ|dz| =

∫ l

0
ρ(γ(t))dt,

et la ρ−aire de U par
Aρ(U) :=

∫∫

U
ρ2dλ.

Ce sont la longueur de γ et l’aire de U pour la métrique riemannienne (singulière) g =
ρ2|dz|2. On définit alors le module de U de la façon suivante :

mod(U) := sup
ρ

infγ∈Γ Lρ(γ)2

Aρ(U) ,
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où la borne supérieure est prise sur toutes les fonctions mesurables ρ vérifiant 0 < Aρ(U) <
+∞.

Par définition, il est clair que le module est un invariant conforme : si U et U ′ sont
deux anneaux conformes, alors mod(U) = mod(U ′). De façon heuristique, le module d’un
anneau traduit son épaisseur : si U ⊂ U ′ sont deux anneaux, alors mod(U) ≤ mod(U ′).
La proposition suivante est bien connue :

Proposition 1.9. Pour un anneau régulier U = A(R1, R2), on a

mod(U) = 1
2π ln(R2/R1) :

la borne supérieure est obtenue en prenant la métrique ρ(z) = |z|−1.

Remarque 1.10. En général, lors de la définition du module d’une famille de courbes (ou
de la longueur extrémale), les courbes considérées sont seulement supposées rectifiables.
Mais en examinant la démonstration de l’égalité mod(U) = 1

2π ln(R2/R1), il apparaît que
la restriction aux fonctions continues, paramétrées par la longueur d’arc, ne change pas la
valeur du module, et donc notre définition est équivalente à la définition usuelle de module
d’un anneau.

1.3.2 L’anneau de Grötzsch

Soit 0 < r < 1. L’anneau de Grötzsch est l’anneau suivant :

G(r) := D(1)− [0, r].

•
0

•
r

G(r)

Figure 1.2 – L’anneau de Grötzsch G(r)

(cet anneau est parfois défini comme l’ensemble des nombres complexes z avec |z| > 1
et z /∈ [1/r,+∞) ; on peut passer d’une définition à l’autre par l’application conforme
z 7→ 1/z.)

L’application r ∈ (0, 1) 7→ mod(G(r)) est décroissante (car G(r′) ⊂ G(r) si r ≤ r′), et
on a limr→0+ mod(G(r)) = +∞ et limr→1− mod(G(r)) = 0.

H. Grötzsch a montré le théorème suivant, qui assure que l’anneau de Grötzsch est
l’anneau de plus grand module (de façon heuristique, l’anneau le plus épais) parmi tous
les anneaux inclus dans D(1), et ne contenant par 0 et r.

Théorème 1.11 (Grötzsch). Soit U ⊂ D(1) un anneau, ne contenant pas 0 et r. Alors

mod(U) ≤ mod(G(r)).
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La démonstration repose principalement sur un argument de symétrie : le segment
[0, r] est le plus petit ensemble connexe, symétrique par rapport à l’axe réel, contenant 0
et r. En raison de l’importance de ce résultat dans la suite, on présente les grandes lignes
de la démonstration plus loin.

Le point important est le suivant : on a juste besoin d’avoir 0, r /∈ U pour avoir
mod(U) ≤ mod(G(r)). On n’a pas besoin d’avoir d’informations sur la composante connexe
K contenant 0 et r. Dans le cas simple où [0, r] ⊂ K, on a U ⊂ G(r) et donc, par crois-
sance du module, la conclusion du théorème est évidente. Par contre dans le cas suivant,
l’inégalité mod(U) ≤ mod(G(r)) serait bien plus difficile à obtenir sans le théorème :

U

•
0

•
r

Figure 1.3

Démonstration du théorème 1.11. On donne les grandes lignes de la démonstration pré-
sente dans [Ahl10] (théorème 4.1, p.72).

Première étape. On doit faire appel à la notion (duale) de longueur extrémale. Pour
un anneau U , on défini la quantité suivante :

mod∗(U) := sup
ρ

infγ∈Γ∗ Lρ(γ)2

Aρ(U) ,

où cette fois-ci Γ∗ est l’ensemble des courbes fermées continues γ∗ : [0, l]→ U , paramétrées
par la longueur d’arc, séparant la composante connexe bornée et la composante connexe
non bornée de C − U . En effectuant une preuve similaire à celle permettant d’obtenir
mod(A(R1, R2)) = 1

2π ln(R2/R1), il n’est pas difficile de montrer que mod∗(A(R1, R2)) =
2π(ln(R2/R1))−1, et donc

mod∗(U) = mod(U)−1.

Deuxième étape. Considérons maintenant le disque unité D(1) ⊂ C, et pour z ∈ (0, 1) ⊂
D(1) définissons

λ∗(z) = sup
ρ

infγ∗∈Γ∗ Lρ(γ∗)2

Aρ(D(1))
et

λ∗0(z) = sup
ρ

infγ∗0∈Γ∗0 Lρ(γ
∗
0)2

Aρ(D(1)) ,

où Γ∗ (resp. Γ∗0) est l’ensemble des courbes dans D(1), séparant {0, z} (resp. séparant le
segment [0, z]) de ∂D. Par exemple, la courbe suivante γ∗ est dans Γ∗, mais n’est pas dans
Γ∗0 :
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U

•
0

•
z

γ∗

Figure 1.4

Par définition, on a
λ∗0(z) = mod∗(G(r)).

Fait 1.12. On a λ∗(z) = λ∗0(z).

Démonstration. Comme Γ∗0 ⊂ Γ∗, on a clairement λ∗(z) ≤ λ∗0(z).
De plus, comme D(1) − [0, z] est un anneau topologique, on sait qu’il existe une mé-

trique extrémale ρ0 ; cette métrique est symétrique par rapport au segment [0, z]. Quitte
à renormaliser, on peut supposer Aρ0(D(1)) =

∫∫
D(1) ρ0(z)2dλ(z) = 1, et on a donc

λ∗0(z) = inf
γ∗0∈Γ∗0

Lρ0(γ∗0)2.

Pour conclure il nous suffit donc de montrer que pour tout γ∗ ∈ Γ∗ on a

Lρ0(γ∗)2 ≥ inf
γ∗0∈Γ∗0

Lρ0(γ∗0)2. (1.2)

Si c’est le cas, on a en effet

λ∗(z) ≥ infγ∗∈Γ∗ Lρ0(γ∗)2

Aρ0(D(1)) ≥ inf
γ∗0∈Γ∗0

Lρ0(γ∗0)2 = λ∗0(z).

Considérons donc γ∗ ∈ Γ∗ : c’est une courbe dans D(1), séparant {0, z} de ∂D(1). En
effectuant une réflexion par rapport au segment [0, z], on construit une courbe γ∗0 ∈ Γ∗0,
qui est de même ρ0−longueur (car la métrique ρ0 est symétrique par rapport à [0, z]) :

U

•
0

•
z

γ∗
0

γ∗

Figure 1.5

et ceci montre l’inégalité (1.2).
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Troisième étape. Considérons maintenant un anneau topologique U ⊂ D(1), ne conte-
nant pas 0 et z. NotonsK la composante connexe bornée de C−U : on pose U ′ = D(1)−K.
Comme U ⊂ U ′, on a mod(U) ≤ mod(U ′), et pour montrer le théorème il nous suffit de
montrer mod(U ′) ≤ mod(G(r)).

On a λ∗(z) ≤ mod∗(U ′), car pour calculer λ∗(z) (resp., mod∗(U ′)), on prend une
borne inférieure sur toutes les courbes séparant {0, z} de ∂D(1) (resp., séparant K de
∂D(1)), et K contient {0, z}. Par le fait 1.12, on a donc λ∗0(z) ≤ mod∗(U ′), c’est-à-dire
mod∗(G(r)) ≤ mod∗(U ′), et par la première étape on obtient mod(U ′) ≤ mod(G(r)).
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Chapitre 2

Géométrie des surfaces
d’Alexandrov

En guise d’échauffement, on commence par considérer la géométrie (élémentaire) des
cônes Euclidiens ; ils constituent en effet les modèles des surfaces à singularités coniques,
qui sont un exemple important de surfaces d’Alexandrov.

On donne ensuite dans le détail trois définitions des surfaces d’Alexandrov, et on en
étudie les premières propriétés. Les références principales sont le livre de A. Alexandrov
et V. Zalgaller [AZ67], le livre de Y. Reshetnyak [Res93], son article d’exposition [Res01],
et le récent survey de M. Troyanov [Tro09].

On termine cette partie en démontrant deux résultats sur les surfaces d’Alexandrov,
qui seront utiles dans la preuve du Théorème Principal.

2.1 Échauffement : géométrie des cônes Euclidiens

Un cône (Euclidien) se construit à l’aide d’une feuille de papier, en recollant un secteur
angulaire du plan :

•p

θ

•p

Figure 2.1 – En découpant le cône selon les pointillés, on obtient un secteur angulaire
dans le plan

Le nombre positif θ est l’angle de la singularité : si Cr est le cercle de centre p et de
rayon r (c’est-à-dire, l’ensemble des points à distance exactement r de p), alors sa longueur
est

L(Cr) = θr.
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Le cas θ = 2π correspond au cas plat (Euclidien) : il n’y a pas de singularité. L’angle θ
peut être inférieur à 2π, comme dans la figure précédente, ou supérieur à 2π, comme c’est
le cas au pied d’un building, dans la rue :

•
p

Figure 2.2 – Un cercle de centre p et de rayon r est constitué de 5 quarts de cercle
(Euclidien), donc l’angle conique est θ = 5 · π2 > 2π.

On peut approximer une singularité conique à l’aide de capuchons sphériques :

−→ −→

p•

Figure 2.3

On remarque que pour les surfaces (lisses) approchant le cône, l’intégrale de la courbure
sur le capuchon sphérique est constante :

∫
K dA = 2π − θ. (2.1)

En effet, considérons ces surfaces, sans le disque du dessous : ce sont des surfaces rie-
manniennes lisses, homéomorphes à un disque, et dont le bord est un cercle. Ce cercle ne
change pas au cours de l’approximation, et la figure 2.1 nous montre que l’intégrale de la
courbure géodésique le long de ce cercle est égale à θ. La formule de Gauß-Bonnet s’écrit
alors

2π =
∫

K dA+ θ,

ce qui montre la formule (2.1).
Il est donc naturel de définir la courbure de la singularité par la formule

k = 2π − θ.

Dans la figure 2.1, la courbure de la singularité est positive, et dans la figure 2.2 elle est
négative.

24



La figure 2.1 nous montre qu’un cône est isométrique au plan Euclidien, muni de la
métrique écrite en coordonnées polaires (r, ϕ) ∈ (0,∞)× R/2πZ :

g = dr2 +
(
θ

2π

)2
r2dϕ2

(on a également une isométrie avec (0,∞)× R/θZ, muni de la métrique dr2 + r2dψ2.)
On peut représenter ces métriques de façon conforme de la façon suivante : considérons

la bijection

(r, ϕ) ∈ (0,∞)× R/2πZ 7−→ z =
(
θ

2π r

) 2π
θ

eiϕ ∈ C− {0}.

On a alors

dz =
(
θ

2π r

) 2π
θ
−1
eiϕdr +

(
θ

2π r

) 2π
θ

ieiϕdϕ

=
(
θ

2π r

) 2π
θ
−1 (

dr + θ

2π irdϕ

)
eiϕ,

et donc

|dz|2 =
(
θ

2π r

)2( 2π
θ
−1)(

dr2 +
(
θ

2π

)2
r2dϕ2

)

= |z|2(1− θ
2π )

(
dr2 +

(
θ

2π

)2
r2dϕ2

)
.

Finalement en posant
β = θ

2π − 1 > −1,

on a bien une écriture conforme
g = |z|2β|dz|2.

Remarque 2.1. A l’aide de cette écriture conforme, il est tentant de considérer aussi
des métriques riemanniennes s’écrivant sous la forme g = |z|2β|dz|2, avec β ≤ −1 (ce qui
correspond à un angle θ = 2π(β + 1) négatif). On ne le fait pas dans ce travail, pour la
raison suivante : l’aire d’un voisinage du sommet du cône est alors infinie, ce qu’on veut
éviter.

2.2 Définition des surfaces d’Alexandrov

2.2.1 Première définition : par approximation

La première définition que l’on présente est la plus synthétique. Elle tient en quelques
lignes, et permet de définir immédiatement la mesure de courbure.

Définition 2.2 (Surfaces d’Alexandrov, première définition. Voir [Tro09]). d est une mé-
trique d’Alexandrov sur Σ si :
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1. d est une métrique intrinsèque sur Σ ;
2. d est compatible avec la topologie de Σ ;
3. il existe une suite gm de métriques riemaniennes lisses sur Σ, avec

∫
Σ |Km |dAm ≤

Λ <∞, telle que d est la limite uniforme des métriques dgm sur Σ.

La troisième condition explique de façon évidente la terminologie de surface à Courbure
Intégrale Bornée (au sens d’Alexandrov). Il est alors facile de définir la mesure de courbure
ω : c’est la limite faible des mesures de courbure ωm = Km dAm. On verra plus loin que
cette quantité ne dépend pas de la suite de métriques riemanniennes gm choisie pour
approximer d.

Comme les surfaces (Σ, gm) vérifient la formule de Gauß-Bonnet,
∫

Σ Km dAm = 2πχ(Σ),
la surface limite la vérifie aussi, c’est-à-dire

ω(Σ) = 2πχ(Σ).

On peut également définir la mesure d’aire dA comme la limite faible de dAm. Cette
mesure coïncide avec la mesure de Hausdorff de l’espace métrique (Σ, d), et elle ne dépend
donc pas non plus de la suite de métriques riemanniennes gm approximant d.

Exemple 2.3. Considérons une surface riemannienne, lisse partout sauf en un nombre
fini de points pi, où la surface est localement isométrique au sommet d’un cône Euclidien.
En approximant les cônes Euclidiens par des capuchons sphériques, comme dans la section
précédente, il est clair que la mesure de courbure de cette surface est

ω = K dA+
∑

i

kiδpi , (2.2)

où les ki sont les courbures des cônes Euclidiens, et K est la courbure de Gauß de la partie
lisse.

Cet exemple permet de définir ce qu’est une surface à singularités coniques : c’est une
surface d’Alexandrov, dont la mesure de courbure à une expression analogue à la formule
(2.2).

Définition 2.4. Une métrique d’Alexandrov d sur Σ est une métrique à singularités co-
niques si elle est sans cusp (i.e. ω+({x}) < 2π pour tout x ∈ Σ), et si la partie singulière
de la décomposition de Radon-Nikodym de la mesure de courbure ω par rapport à la mesure
d’aire dA est une somme de Dirac.

Autrement dit, il existe une fonction « courbure » K ∈ L1
loc(dA) et une mesure µ, qui

est une somme de Dirac, tels que

ω = K dA+ µ.

On a vu que pour un cône Euclidien, de sommet p et d’angle θ, la longueur des cercles
de centre p et de rayon r est θr. Pour une surface à singularités coniques, au voisinage
d’une singularité on a également un tel équivalent quand r → 0 ; voir par exemple [Res93].
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2.2.2 Deuxième définition : géométrique

Comme indiqué dans l’introduction de ce manuscrit, l’idée est de considérer une surface
munie d’une métrique intrinsèque et d’essayer de définir une mesure de courbure sur cette
surface, à l’aide de la formule de Gauß-Bonnet. La définition que l’on va présenter est assez
satisfaisante intellectuellement, car elle donne une interprétation géométrique intrinsèque
de la mesure de courbure ; pour autant, ce n’est pas très utile en pratique, et cette définition
ne sera pas utilisée dans la suite. On peut se référer au livre [Res01] pour tout ce qui est
présenté ici.

Rappelons la formule de Gauß-Bonnet, dans le cas d’une surface munie d’une métrique
riemannienne : pour tout triangle géodésique T on a

ω(T ) =
∫

T
K dA = a+ b+ c− π. (2.3)

A
α

B
β

C

γ

T

Figure 2.4 – La formule de Gauß-Bonnet pour un triangle géodésique

Pour définir une notion d’angle dans le cas de métriques intrinsèques, commençons par
considérer un triangle Euclidien OXY , et notons x = |OX|, y = |OY | et z = |XY |. La
formule d’Al-Kashi (datant du xve siècle) nous indique que l’angle en O est alors

arccos x
2 + y2 − z2

2xy . (2.4)

Considérons maintenant une métrique intrinsèque d sur Σ (qui est compatible avec la
topologie), et deux géodésiques γ1, γ2 : [0, ε) → Σ, issues d’un même point O ∈ Σ (i.e.,
γ1(0) = γ2(0) = O). On souhaiterait définir l’angle entre ces deux courbes au point O.
L’angle étant une notion locale, on peut considérer des points X sur γ1 et Y sur γ2, proches
de O, et appliquer la formule (2.4) pour obtenir une valeur approchée de l’angle :

arccos d(O,X)2 + d(O, Y )2 − d(X,Y )2

2d(O,X)d(O, Y ) . (2.5)

Une manière équivalente de procéder est de construire un triangle de comparaison Eucli-
dien, dont les côtés sont de longueur d(O,X), d(O, Y ) et d(X,Y ), et de considérer l’angle
que forment deux des côtés du triangle au point O :
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γ1

γ2

•O

•X

•Y
←→ •

•

•d(0, Y )

d(X,Y )
d(0, X)

α

Figure 2.5 – L’angle α est une valeur approchée de l’angle entre les courbes γ1 et γ2 au
point O.

Comme la limite de la quantité (2.5) quand X et Y tendent vers O n’est pas forcément
définie, on considère la limite supérieure et on définit l’angle supérieur en O par

a = lim sup
X∈γ1→O,Y ∈γ2→O

(
arccos d(O,X)2 + d(O, Y )2 − d(X,Y )2

2d(O,X)d(O, Y )

)
.

En remplaçant la limite supérieure par une limite inférieure, on obtient une définition de
l’angle inférieur a, et on dit que l’angle entre γ1 et γ2 existe au point O si on a a = a
(c’est-à-dire si la quantité (2.5) admet une limite quand X et Y tendent vers O).

Considérons maintenant un triangle (géodésique) T = ABC : on spécifie trois points
A,B,C ∈ Σ, et trois géodésiques entre ces points (γ1 entre A et B, γ2 entre B et C et γ3
entre C et A). On peut définir l’excès supérieur de ce triangle par

δ(T ) := a+ b+ c− π,

où a (respectivement b, c) est l’angle supérieur en A (respectivement en B, en C). On
peut en première approche penser à cet excès supérieur comme à la mesure de courbure
du triangle (voir pour autant la remarque 2.7).

Exemple 2.5. Regardons sur un exemple comment calculer l’excès d’un triangle. Consi-
dérons un triangle T = ABC sur un cylindre. Pour simplifier les calculs, on suppose que
A est le centre du disque formant le dessus du cylindre, B est sur le cercle, et C est sur
les côtés. On note P l’intersection entre le cercle et la géodésique joignant A à C.

•A

•B

•
C

•P

Figure 2.6

Appelons θ l’angle en A ; dans le triangle T , on cherche à exprimer les angles en B et
en C. Si on découpe le cylindre le long du cercle, on obtient les deux parties suivantes :
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•A

θ

•
B

•
P

et
b

c

B P

C

Figure 2.7
Appelons b et c les angles en B et C dans le triangle (droit) BPC : on a b + c = π/2.
Dans le triangle T , l’angle en B est alors b+π/2, et l’angle en C est c, si bien que l’excès
dans le triangle est

δ(T ) = (θ + b+ π/2 + c)− π = θ.

(il n’y a ici pas besoin de prendre de limite supérieure, car il est clair que les angles
existent). L’excès du triangle correspond donc bien à la quantité de courbure présente à
l’intérieur du triangle : ici la courbure est concentrée sur le cercle.

Rappelons-nous que pour construire la mesure de Lebesgue dans Rn, on commence par
définir la mesure des parallélépipèdes, puis on définit la mesure d’un ensemble quelconque
en l’approchant par une union de parallélépipèdes disjoints. De la même façon, on peut
espérer construire une mesure de courbure sur la surface, en approchant n’importe quel
ensemble par une union de triangles disjoints. On a seulement besoin d’avoir une condition
de finitude de cette mesure, c’est la deuxième définition des surfaces d’Alexandrov :
Définition 2.6 (Surfaces d’Alexandrov, deuxième définition. Voir [Res93]). Une métrique
d sur Σ est d’Alexandrov si :

1. d est une métrique intrinsèque sur Σ ;
2. d est compatible avec la topologie de Σ ;
3. Pour tout x ∈ Σ, il existe un voisinage U , homéomorphe à un disque ouvert, et une

constante M(U) < ∞ tel que pour tout ensemble fini (Ti)i∈I de triangles simples
d’intérieurs disjoints (cette condition est expliquée ci-dessous) contenus dans U on
a l’inégalité ∑

i∈I
|δ(Ti)| ≤M(U). (2.6)

Remarque 2.7. De façon assez surprenante, on obtient une définition équivalente en
remplaçant la condition (2.6) par la condition plus faible

∑

i∈I
δ(Ti) ≤M(U).

La notion de triangle simple est une condition technique, qui ne sera pas utilisée dans
la suite. Un triangle est simple s’il borde un domaine homéomorphe à un disque fermé (on
peut alors parler de l’intérieur du triangle), et si, pour tous points Z et T sur les côtés du
triangle, une courbe à l’extérieur du triangle joignant Z à T est de longueur plus grande
que la courbe passant par les côtés « enveloppés » par la courbe (voir la figure suivante).
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•O

•X

•Y

•Z

•T

γ

•O

•X

•Y

•Z

•T
γ

Figure 2.8 – Dans la situation de gauche, la longueur de la courbe γ doit être supérieure
à d(O,Z) + d(O, T ) ; dans la situation de droite, elle doit être supérieure à d(Z,X) +
d(X,Y ) + d(Y, T ).

Exemple 2.8. Il est facile de se convaincre que les triangles Euclidiens dans le plan sont
simples.

Au contraire, considérons sur la sphère ronde S2 un triangle équilatéral T = ABC, dont
les côtés sont de longueur π/2 (ce triangle recouvre 1/8ème de la surface de la sphère). Soit
γ la géodésique joignant A au milieu de [BC], noté Z.

•A

•
B

•
C

T

•
Z

γ

Figure 2.9
Considérons alors la portion de sphère constituée des 7/8ème restant. Ce domaine est
homéomorphe à un disque fermé, et le bord de ce domaine est le triangle T . Dans cette
représentation, la courbe γ est hors du triangle (comme dans la figure 2.8). Pourtant, sa
longueur est de π/2, alors que la longueur des courbes passant par les côtés du triangle est
> π/2 : le triangle T n’est donc pas simple.

On peut construire la mesure de courbure d’une surface d’Alexandrov de la façon
suivante (voir [AZ67]) : si U ⊂ Σ est ouvert on pose

ω+(U) = sup
∑

i∈I
δ(Ti)+, et ω−(U) = sup

∑

i∈I
δ(Ti)−,

où les bornes supérieures sont prises sur les ensembles de triangles simples d’intérieurs
disjoints Ti contenus dans U . Pour un ensemble quelconque A ⊂ Σ on pose

ω+(A) := inf
ouverts U⊃A

ω+(U), et ω−(A) := inf
ouverts U⊃A

ω−(U).
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Comme les surfaces d’Alexandrov vérifient la condition 3 de la définition 2.6, toutes les
quantités ainsi définies sont finies. On pose finalement, pour tout ensemble A ⊂ Σ :

ω(A) = ω+(A)− ω−(A).

La mesure ω ainsi définie est une mesure de Radon. Dans le cas d’une métrique rieman-
nienne, la construction précédente donne les mesures de courbures suivantes :

ω+ = K+ dA, ω− = K− dA et ω = K dA.

Remarque 2.9. Reshetnyak montre dans [Res93] que sur une surface d’Alexandrov,
l’angle entre deux géodésiques existe toujours. On n’a donc pas besoin de considérer des
limites supérieures pour définir les angles et les excès des triangles, et on peut partout
remplacer les quantités δ(T ) par δ(T ) = a + b + c − π, où a, b, c sont les angles en les
sommets A,B,C du triangle T .

Terminons cette définition géométrique par une remarque, qui peut paraître assez
étonnante : la mesure de courbure ainsi construite ne vérifie pas forcément la formule de
Gauß-Bonnet pour les triangles (bordant un domaine homéomorphe à un disque fermé).

Rappelons que, dans le cas riemannien, cette formule est une conséquence de la formule
plus générale suivante. Si g est une métrique riemannienne sur Σ, et U un ouvert homéo-
morphe à un disque ouvert, dont la frontière est une courbe γ, lisse sauf en un nombre fini
de points où les angles intérieurs sont θi, on a

2π =
∫

U
K dA+

∫

γ
κds+

∑

i

(π − θi), (2.7)

où κ est la courbure géodésique de la courbe γ (voir par exemple [Ber03]).

U
γ

θ4

θ1

θ2

θ3

Figure 2.10

Pour un triangle géodésique T on a κ ≡ 0, et la courbe comporte trois points anguleux,
ce qui donne bien la formule

∫
◦
T

K dA = somme des angles− π.

On remarque qu’ici il faut, en toute rigueur, intégrer sur l’intérieur du triangle pour obtenir
la formule de Gauß-Bonnet (ceci ne change rien dans le cas d’une métrique riemannienne,
car le bord du triangle est de mesure nulle).

Considérons maintenant la surface à singularité conique de la figure 2.2, et le triangle
géodésique ABC suivant :
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•A

•B

•C

Figure 2.11

Dans le triangle, la somme des angles est < π, alors que la courbure de l’intérieur du
triangle est ω(

◦
T ) = 0 : on a donc

ω(
◦
T ) > somme des angles− π.

Sur les surfaces d’Alexandrov, une formule de Gauß-Bonnet analogue à la formule (2.7)
est bien vérifiée, mais il faut remplacer la courbure géodésique de la courbe γ par sa cour-
bure géodésique intérieure, obtenue en approchant la courbe par des polygones à l’intérieur
du domaine. En l’approchant par des poygones extérieurs au domaine, on définit égale-
ment une notion de courbure géodésique extérieure. On pourra consulter [AZ67], chapitres
5 et 6, pour plus de détails sur ces constructions. La seule chose que l’on peut dire sur
la courbure géodésique intérieure d’une géodésique est qu’elle est négative ou nulle ; ceci
permet de montrer que pour un triangle géodésique T on a toujours l’inégalité

ω(
◦
T ) ≥ somme des angles− π.

Remarque 2.10. Cette définition à l’aide de triangles dans des espaces métriques rappelle
la notion (mieux connue) de surface à courbure majorée (ou minorée) au sens d’Alexandrov
(voir par exemple [BBI01]). Le lien entre les deux notions est la suivante : une surface à
courbure majorée (ou minorée) par κ au sens d’Alexandrov est une surface d’Alexandrov
(au sens de ce manuscrit), et vérifie ω ≤ κ · dA (resp., ω ≥ κ · dA). Et réciproquement,
une surface d’Alexandrov vérifiant ω ≤ κ ·dA (resp., ω ≥ κ ·dA) pour une constante κ ∈ R
est une surface à courbure majorée (resp., minorée) par κ au sens d’Alexandrov.

2.2.3 Troisième définition : analytique

On va donner un sens à la phrase suivante : sur une surface, une métrique est d’Alexan-
drov s’il existe des coordonnées conformes au voisinage de tout point.

Notations

Pour r > 0 on pose
D(r) := {z ∈ C, |z| < r},

et
D(r) := {z ∈ C, |z| ≤ r}.
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Si ν est une mesure de Radon (signée) à support dans D(1/2) on note

V [ν](z) :=
∫∫

C

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dν(ξ)

le potentiel de ν. Par définition, V [ν] est défini pour presque tout z ∈ C, on a V [ν] ∈
L1

loc(C), et
∆V [ω] = ω au sens faible,

c’est-à-dire ∫∫

C
V [ω]∆ϕdλ =

∫∫

C
ϕdω

pour toute fonction lisse ϕ : C → R à support compact (on note dλ(z) la mesure de
Lebesgue sur C).

Dans la suite on se servira très souvent de l’ouvert D(1/2), pour la raison suivante : si
z, ξ ∈ D(1/2), on a ln |z−ξ| ≤ 0, et donc si ν est une mesure positive on a V [ν](z) ≥ 0 pour
presque tout z ∈ D(1/2). Si ν est une mesure signée, on peut donc faire sa décomposition
de Jordan ν = ν+ − ν− pour écrire

−V [ν−](z) ≤ V [ν](z) ≤ V [ν+](z)

pour presque tout z ∈ D(1/2). Ces inégalités seront très souvent utilisées dans la suite. On
peut remarquer qu’en considérant par exemple le disque unité D(1) à la place de D(1/2),
la situation n’est pas aussi simple.

Cas d’une métrique riemannienne

Considérons une métrique riemannienne (lisse) g, et des coordonnées conformes locales
telles que g = e2u|dz|2. On rappelle que la courbure de Gauß et la forme d’aire de la
métrique sont respectivement

K = e−2u∆u et dA = e2udλ(z)

La mesure de courbure est donc

ω = K dA = ∆u · dλ(z).

Soit h := u− V [ω] : par définition, h est harmonique sur C, et on peut donc écrire

g = e2V [ω]+2h|dz|2. (2.8)

Ainsi, l’expression locale de la métrique comporte un terme qui dépend (de façon explicite)
de la mesure de courbure, et un terme harmonique.

La formule (2.8) permet de passer naturellement du cas riemannien (ω absolument
continu par rapport à la mesure d’aire, i.e. ω = K dA) au cas singulier (ω est une mesure
de Radon quelconque).
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Cas d’une métrique singulière

Considérons une mesure de Radon ω, à support dans D(1/2), et une fonction har-
monique h sur D(1/2). Considérons la métrique riemannienne (singulière) suivante sur
D(1/2) :

gω,h = e2V [ω](z)+2h(z)|dz|2.
Comme en géométrie riemannienne classique, cette métrique (singulière) permet de me-
surer la longueur des courbes. Soit γ : [0, 1] → D(1/2) une courbe simple (i.e., injective)
et continue, paramétrée à vitesse constante v (i.e., la longueur Euclidienne de la courbe
γ|[t1,t2] est v · (t2 − t1) pour tous t1 ≤ t2). On définit la longueur de γ pour la métrique
riemannienne singulière gω,h par

Lω,h(γ) :=
∫ 1

0
eV [ω](γ(t))+h(γ(t))v · dt.

On a utilisé des courbes paramétrées à vitesse constante pour éviter de parler de différen-
tiabilité, et on a donc écrit v · dt à la place de |γ′(t)|dt. On sait par ailleurs que ce n’est
pas restrictif : on peut toujours (re-)paramétrer une courbe continue injective afin qu’elle
soit à vitesse constante.

La quantité V [ω](z) étant seulement définie pour presque tout z ∈ C, il n’est pas
évident que V [ω](γ(t)) soit défini pour presque tout t ∈ [0, 1]. C’est pourtant le cas :
ceci provient du fait que V [ω] est la différence de deux fonctions sous-harmoniques (voir
[Res93], p.99).

On pose finalement

dω,h(z, z′) := inf
{
Lω,h(γ)

} ∈ [0,∞],

où la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues γ : [0, 1]→ D(1/2),
paramétrées à vitesse constante, avec γ(0) = z et γ(1) = z′.

Remarque 2.11. Pour énoncer le théorème de convergence local dû à Y. Reshetnyak
(théorème 2.20), qui joue un rôle central dans ce manuscrit, on a besoin de la définition
suivante : si z, z′ ∈ D(1/2), on pose

dω,0(z, z′) := inf
{
Lω,0(γ)

}
(2.9)

où la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues γ : [0, 1]→ D(1/2),
paramétrées à vitesse constante, avec γ(0) = z et γ(1) = z′. La différence avec dω,0(z, z′)
est que les courbes peuvent rencontrer ∂D(1/2). Ce détail technique sera seulement utilisé
dans la preuve du corollaire 5.12 ; à tout autre moment dans le manuscrit, on considèrera
dω,h, et non dω,0.

Il est immédiat que dω,h vérifie tous les axiomes d’une distance, sauf que l’on peut
avoir dω,h(z, z′) = +∞. Une condition suffisante pour que dω,h soit une distance est de ne
pas avoir de cusp, c’est-à-dire de point z vérifiant ω({z}) = 2π (voir par exemple [Tro09],
proposition 5.3) :

Proposition 2.12. Si pour tout z ∈ D(1/2) on a ω+({z}) < 2π, alors dω,h est une
distance sur D(1/2).

34



Remarque 2.13. Si z0 ∈ D(1/2) est un cusp, i.e. ω+({z0}) = 2π, alors z0 peut être un
point à l’infini, c’est-à-dire à distance infinie de tous les autres points z ∈ D(1/2). La
topologie définie par la distance n’est alors plus la topologie usuelle de D(1/2).

Par exemple, si ω = 2πδ0 (δ0 est la masse de Dirac en 0 ∈ C) et h = 0, alors
gω,h = |z|−2|dz|2, et on peut montrer facilement que dω,h(0, z) =∞ pour tout z 6= 0 (cette
métrique correspond au cas limite d’un cône d’angle θ = 0).

La proposition suivante est due à Y. Reshetnyak, voir [Res93], théorème 7.1.1 :

Proposition 2.14. S’il n’y a pas de cusp (i.e. ω({z}) < 2π pour tout z ∈ D(1/2)), alors
la distance dω,h est compatible avec la topologie usuelle de D(1/2), et (D(1/2), dω,h) est
une surface d’Alexandrov (la définition des surfaces d’Alexandrov n’a été donnée que dans
le cas de surfaces fermées, mais cette définition s’étend sans difficulté aux autres cas).

Dans la suite, on supposera toujours que les métriques n’ont pas de cusp. C’est le cas
pour des métriques riemanniennes à singularités coniques d’angles θi > 0 (les seuls atomes
de la mesure de courbure sont les points coniques pi, et on a ω({pi}) = 2π − θi). Dans
le Théorème Principal, l’hypothèse 1. empêchera des cusps d’apparaître sur la métrique
limite.

Les surfaces d’Alexandrov admettent des coordonnées locales, au sens suivant :

Théorème-Définition 2.15 ([Res01], théorème 4). Soit (Σ, d) une surface d’Alexandrov,
sans cusp, et soit U un ouvert, homéomorphe à un disque ouvert, tel que U est homéo-
morphe à un disque fermé. Il existe alors une fonction H, une mesure ωH , définie sur
D(1/2), et une fonction harmonique h sur D(1/2) telle que

H : (U, d|U )→ (D(1/2), dωH ,h)

est une isométrie (rappelons que d|U est la distance de longueur induite par d sur U , voir
la partie 1.1). Une telle fonction H est appelée une carte conforme.

De plus, la mesure ωH est définie par ωH = H#ω (ω est la mesure de courbure standard
de la surface d’Alexandrov Σ) : pour tout ensemble de Borel A ⊂ D(1/2) on a ωH(A) =
ω(H−1(A)). L’aire de tout ensemble de Borel A ⊂ U s’écrit

aire(A) =
∫

H(A)
e2V [ωH ](z)+2h(z)dλ(z).

Exemple 2.16. Par définition, la mesure de courbure d’une métrique à singularités co-
niques p1, ..., pn (de courbure k1, ..., kn) s’écrit

ω = K dA+
n∑

i=1
kiδpi .

Ainsi, au voisinage de chaque point conique pi, il existe des coordonnées locales (conformes)
z ∈ D(1/2) telles que la métrique (singulière) g s’écrive

g = |z|2βie2ui(z)|dz|2,

où βi := −ki/2π > −1, et ui ∈ L1
loc(D(1/2)) est tel que ∆ui ∈ L1

loc(D(1/2)) au sens faible.
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Ce théorème d’existence de coordonnées conformes jouera un rôle fondamental dans
la preuve du Théorème Principal, car la première étape de la démonstration consistera
à recouvrir la surface par de telles cartes. Notamment, l’hypothèse sur l’ouvert U (« U
homéomorphe à un disque ouvert et U homéomorphe à un disque fermé ») aura son im-
portance pour la recherche des hypothèses adéquates (voir la partie 4.2 et la remarque
après la définition 4.3).

Le théorème suivant montre que, comme dans le cas de métriques riemanniennes lisses
(voir la deuxième partie de la proposition 1.7), les fonctions de transition entre deux cartes
conformes sont des fonctions conformes :

Proposition 2.17. Soit (Σ, d) une surface d’Alexandrov, et U , V deux ouverts, tels que
U ∩ V 6= ∅ et tels qu’il existe deux cartes conformes

HU : U → D(1/2) et HV : V → D(1/2).

Alors l’application
Ψ = HU ◦H−1

V : HV (U ∩ V )→ HU (U ∩ V )

est une bijection conforme (i.e., holomorphe ou anti-holomorphe) entre ouverts de C. De
plus, si la métrique (singulière) s’écrit g = e2u|dz|2 dans la carte HU , et g = e2v|dz|2 dans
la carte HV , alors

e2v(z) = e2u(Ψ(z))|Ψ′(z)|2 (2.10)

(si Ψ = (Ψ1,Ψ2), on a posé

|Ψ′(z)|2 = 1
2

((
∂Ψ1
∂x

)2
+
(
∂Ψ1
∂y

)2
+
(
∂Ψ2
∂x

)2
+
(
∂Ψ2
∂y

)2)
,

c’est-à-dire |Ψ′(z)|2 = |∂Ψ
∂z |2 si Ψ est holomorphe, et |Ψ′(z)|2 = |∂Ψ

∂z |2 si Ψ est anti-
holomorphe.)

Les deux dernières propositions montrent que toute surface d’Alexandrov admet na-
turellement une structure de surface de Riemann. On rappelle la définition :

Définition 2.18. Une surface de Riemann est une surface (pour simplifier, fermée) Σ,
munie d’un atlas de cartes Hi : Ui → D(1/2), telle que pour tous les ouverts Ui et Uj
vérifiant Ui ∩ Uj 6= ∅, les fonctions de transition Hi ◦ H−1

j et Hj ◦ H−1
i (définies entre

ouverts de C) sont conformes.
Une différentielle quadratique ds2 sur la surface de Riemann Σ est la donnée, pour

toute carte H dans l’atlas, d’une différentielle quadratique sur C : ds2 = e2u|dz|2, telle que
les différentielles quadratiques correspondant à deux cartes HU et HV , telles que U∩V 6= ∅,
vérifient la formule (2.10).

On peut alors énoncer la troisième définition des surfaces d’Alexandrov : ce sont les
surfaces de Riemann, munies d’une différentielle quadratique ayant une forme particulière
permettant de définir une distance. Cette définition explique la phrase présentée au début
de cette partie : une métrique est d’Alexandrov s’il existe des coordonnées conformes au
voisinage de tout point.
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Définition 2.19 (Surfaces d’Alexandrov, troisième définition. Voir [Res93], théorème
7.1.4). Une surface d’Alexandrov est une surface de Riemann Σ munie d’une différentielle
quadratique ds2 telle que dans toute carte de l’atlas H : U → H(U) ⊂ C, la différen-
tielle quadratique s’écrive ds2 = e2V [ω]+2h|dz|2, où ω est une mesure de Radon à support
compact dans C et h est une fonction harmonique.

On peut alors définir la distance associée à la différentielle quadratique ds2 : il s’agit de
l’unique métrique intrinsèque d vérifiant la propriété suivante. Pour toute carte H : U →
D(1/2) et tout x ∈ U , il existe V ⊂ U , un voisinage de x, tel que pour tous p1, p2 ∈ V on
ait

d(p1, p2) = dω,h(H(p1), H(p2)),

où ω et h sont tels que la différentielle quadratique ds2 s’écrive e2V [ω]+2h|dz|2 dans la carte
H, et dω,h est la métrique présentée dans les deux pages précédentes.

2.3 Le théorème de convergence local de Y. Reshetnyak

Rappelons que, localement, la métrique est induite par une métrique riemannienne
singulière gω,h = e2V [ω]+2h|dz|2 (voir le théorème-définition 2.15). L’expression (locale) de
la métrique comporte donc un terme potentiel, et un terme harmonique.

Le théorème suivant joue un rôle fondamental dans la suite. De façon heuristique, si
en coordonnées locales on oublie le terme harmonique (i.e. h = 0), il suffit que la mesure
de courbure converge pour que les distances convergent. Comme signalé précédemment,
pour énoncer ce théorème il faut utiliser les distances dω,0 introduites dans la remarque
2.11.

Théorème 2.20 (Y. Reshetnyak [Res93], théorème 7.3.1). Soient ω+
m et ω−m des mesures

de Radons positives, à support dans D(1/2), faiblement convergentes vers des mesures ω+

et ω−. Soit ωm := ω+
m − ω−m et ω := ω+ − ω−. On a alors

dωm,0 −→m→∞
dω,0,

uniformément sur tout ensemble A ⊂ D(1/2) ne contenant pas de cusp (i.e. ω+({z}) < 2π
pour tout z ∈ A). C’est-à-dire, si zm → z et z′m → z′, avec ω+({z}) < 2π et ω+({z′}) < 2π,
alors dωm,0(zm, z′m)→ dω,0(z, z′).

Pour démontrer le Théorème Principal, une grosse partie du travail sera de contrôler
le terme harmonique local, afin de se rapprocher du cas h = 0, et pouvoir ainsi appliquer
ce théorème de convergence local. Plus précisément, on majorera le terme harmonique sur
tout compact de D(1/2) (partie 5.2).

2.4 Une surface qui n’est pas une surface d’Alexandrov

On a déjà fait remarquer que la notion de surface singulière étudiée ici englobe quasi-
ment toutes les surfaces « raisonnables » que l’on peut imaginer. On peut alors se poser
la
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Question 2.21. Existe-t-il une surface qui ne soit pas d’Alexandrov ?

La réponse est affirmative. Considérons le plan Euclidien R2, muni de la distance
Manhattan :

d(x, y) := ||x− y||∞.
Cette distance est intrinsèque, et est compatible avec la topologie de R2. On a tracé dans
la figure suivante quelques géodésiques minimisantes :

•
A

•B
γ1

γ2

γ3

Figure 2.12 – γ1, γ2 et γ3 sont trois géodésiques minimisantes entre A et B.

Considérons le triangle suivant T = ABC :

•
A

•C

•Bγ1

γ3

γ2

Figure 2.13

Il est facile de vérifier que ce triangle est simple : la longueur de toute courbe sortant
du triangle est nécessairement plus longue que la longueur des côtés « enveloppés » par la
courbe. Les angles en A, en B et en C sont les mêmes, et donc pour calculer l’excès de ce
triangle il suffit de savoir calculer l’angle entre les deux géodésiques γ1 et γ2 suivantes :

•
O

•X

•
Y

γ1

γ2

↔ •X •O •Y

Figure 2.14 – On a d(X,Y ) = d(O,X) + d(O, Y ), donc le triangle de comparaison Eucli-
dien (à droite) est plat.
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L’angle entre les deux géodésiques en O est π : sachant que d(X,Y ) = d(O,X) + d(O, Y ),
il suffit d’appliquer la formule (2.5), ou de remarquer que le triangle de comparaison
Euclidien est plat. L’excès du triangle T présenté dans la Figure 2.13 est donc 3π−π = 2π.

L’excès du triangle T est donc strictement positif, et ne dépend pas de sa taille :
l’inégalité (2.6) de la définition 2.6 ne peut donc pas être vérifiée, car tout ouvert contient
un nombre arbitrairement grand de tels triangles disjoints. A l’aide de cette métrique, il
est facile d’adapter la construction pour définir une surface compacte ne vérifiant pas non
plus les conditions de la définition 2.6.

2.5 Deux résultats qui seront utiles dans la suite

2.5.1 Volume des boules

En géométrie riemannienne, l’un des (nombreux) intérêts d’avoir un contrôle sur la
courbure est d’obtenir des informations sur le volume des boules : on a notamment énoncé
le théorème de Bishop-Gromov dans la partie 1.2.1.

On souhaiterait avoir un résultat du même type, dans le cas des surfaces d’Alexandrov.
Il est alors pertinent de demander un contrôle de la mesure de courbure, et non plus de la
courbure de Gauß. Une manière de procéder est de vérifier qu’un tel résultat est valable
en géométrie riemannienne classique, puis d’approximer les surfaces d’Alexandrov par des
surfaces riemanniennes lisses.

On rappelle que dans le cas d’une métrique riemannienne lisse, on a ω+ = K+ dA
et ω− = K− dA ; de plus, il est clair qu’une borne supérieure sur la mesure de courbure
est équivalente à une borne supérieure sur ω+, et une borne inférieure sur la mesure de
courbure est équivalente à une borne supérieure sur ω−. T. Shioya [Shi99] a démontré le
résultat suivant :

Théorème 2.22. Soit (Σ, g) une surface riemannienne fermée, et soit x ∈ Σ.
1. Pour tout r > 0 on a

aire(B(x, r)) ≤ (2π + ω−(B(x, r))
)
r2/2,

où
ω−(B(x, r)) =

∫

B(x,r)
K− dA

est la partie négative de courbure de B(x, r).
2. Soit r > 0 tel que pour tout s < r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert.

Alors
aire(B(x, r)) ≥

(
2π − ω+(B(x, r))

)
r2/2,

où
ω+(B(x, r)) =

∫

B(x,r)
K+ dA

est la partie positive de courbure de B(x, r).
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Remarque 2.23. L’hypothèse supplémentaire dans la deuxième assertion est nécessaire
pour obtenir une borne inférieure sur l’aire, à l’aide d’une borne supérieure sur ω+. En
effet, sur des cylindres de rayons de plus en plus petits, l’aire des boules de rayon r tends
vers zéro, tout en ayant une courbure ω+ ≡ 0.

On va montrer le

Corollaire 2.24. Soit (Σ, d) une surface d’Alexandrov, et soit x ∈ Σ.
1. Pour tout r > 0 on a

aire(B(x, r)) ≤ (2π + ω−(B(x, r))
)
r2/2.

2. Soit r > 0 tel que pour tout s < r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert.
Alors

aire(B(x, r)) ≥
(
2π − ω+(B(x, r))

)
r2/32.

La preuve se déroule en approximant la métrique d’Alexandrov d par des métriques
lisses dgm . Une difficulté provient du fait qu’on ne peut pas directement appliquer le
théorème 2.22 : rien ne nous assure en effet que les boules Bm(x, s), pour s < r, sont
homéomorphes à des disques ouverts. Cette propriété est en fait vraie si on remplace r par
r/4 (voir la preuve ci-dessous), et on peut donc appliquer le théorème 2.22 avec r/4. Ceci
explique que le terme r2/2 soit remplacé par r2/32 dans la propriété 2. La borne obtenue
n’est probablement pas optimale, mais elle suffit largement pour notre étude.

Exemple 2.25. Considérons un cône Euclidien, de sommet x et d’angle θ. La mesure de
courbure est ω = (2π − θ)δx, où δx est la masse de Dirac en x. On a

2π + ω−(B(x, r)) = 2π + max(θ − 2π, 0) = max(θ, 2π),

et

2π − ω+(B(x, r)) = 2π −max(2π − θ, 0) = 2π + min(θ − 2π, 0) = min(θ, 2π).

On a donc
2π − ω+(B(x, r)) ≤ θ ≤ 2π + ω−(B(x, r)),

et comme l’aire de B(x, r) est θr2/2 on a bien
(
2π − ω+(B(x, r))

)
r2/2 ≤ aire(B(x, r)) ≤ (2π + ω−(B(x, r))

)
r2/2.

Pour la preuve du corollaire 2.24, on a besoin du (très classique) lemme suivant :

Lemme 2.26. Soit U un ouvert de Σ, et K ⊂ U un compact. Soit µm une suite de mesures
de Radon positives sur Σ, avec µm → µ faiblement. Pour tout ε > 0, pour m assez grand
on a

(1) µ(K) < µm(U) + ε

et
(2) µm(K) < µ(U) + ε.
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Démonstration. D’après le lemme d’Urysohn, on sait qu’il existe une fonction lisse ϕ :
Σ→ [0, 1], vérifiant ϕ ≡ 1 sur K et à support dans U . Pour m assez grand on a | ∫Σ ϕdµ−∫
Σ ϕdµm| < ε, et donc

µ(K) ≤
∫

Σ
ϕdµ <

∫

Σ
ϕdµm + ε ≤ µm(U) + ε,

et
µm(K) ≤

∫

Σ
ϕdµm <

∫

Σ
ϕdµ+ ε ≤ µ(U) + ε.

Démonstration du corollaire 2.24. Soit gm une suite de métriques riemanniennes sur Σ
telle que, quand m tend vers l’infini, dm := dgm → d uniformément. On sait alors que les
mesures d’aire dAm et de courbure ωm de (Σ, dm) convergent vers les mesures d’aire dA
et de courbure ω de (Σ, d) (voir [Res93], théorèmes 8.1.9 et 8.4.3). Par contre, si on écrit
les décompositions de Jordan ωm = ω+

m − ω−m et ω = ω+ − ω−, on n’a pas nécessairement
ω+
m → ω+ et ω−m → ω−. Mais il est possible de choisir une suite de métriques riemanniennes
gm vérifiant ces propriétés ; voir [AZ67] et [Res93].
Démonstration du 1. On remarque que ∪ε>0B(x, r − ε) = B(x, r), on a donc

aire(B(x, r)) = lim
ε→0

aire(B(x, r − ε)).

Soit ε > 0. On utilise le lemme 2.26 : on sait que pour m assez grand on a

aire(B(x, r − ε)) < airem(B(x, r − 3ε/4)) + ε,

et avec B(x, r − 3ε/4) ⊂ Bm(x, r − ε/2) (pour m assez grand) on obtient

aire(B(x, r − ε)) < airem(Bm(x, r − ε/2)) + ε.

On peut utiliser le théorème 2.22, avec r − ε/2, pour obtenir

aire(B(x, r − ε)) ≤ (2π + ω−m(Bm(x, r − ε/2))
)
(r − ε/2)2/2 + ε,

et comme Bm(x, r − ε/2) ⊂ B(x, r − ε/4) pour m assez grand, on obtient

aire(B(x, r − ε)) ≤ (
2π + ω−m(B(x, r − ε/4))

)
(r − ε/2)2/2 + ε

≤ (
2π + ω−m(B(x, r − ε/4))

)
r2/2 + ε.

En utilisant encore le lemme 2.26, pour m assez grand on a

ω−m(B(x, r − ε/4)) ≤ ω−(B(x, r)) + ε,

et donc
aire(B(x, r − ε)) ≤ (2π + ω−(B(x, r)) + ε

)
r2/2 + ε,

et en faisant tendre ε vers zero cela termine la preuve.
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Démonstration du 2. La propriété est clairement vérifiée si ω+(B(x, r)) ≥ 2π, donc on
suppose ω+(B(x, r)) < 2π. Comme signalé précédemment, on ne peut pas directement
appliquer le théorème 2.22. Soit y ∈ B(x, r) vérifiant d(x, y) = r/2. On a alors

B(x, r/4)
⋂
B(y, r/4) = ∅,

et
B(x, r/4)

⋃
B(y, r/4) ⊂ B(x, r).

Comme ω+(B(x, r)) < 2π, on a alors ω+(B(x, r/4)) < π, ou ω+(B(y, r/4)) < π. Notons z
(z = x ou y) un point vérifiant

ω+(B(z, r/4)) < π. (2.11)

Soit ε > 0. Pour m assez grand on a

Bm(z, r/4− ε) ⊂ B(z, r/4− ε/2), (2.12)

et par le lemme 2.26 et l’équation (2.11) on a aussi

ω+
m(B(z, r/4− ε/2)) < π. (2.13)

On va utiliser le lemme suivant, qui sera démontré plus loin (voir la proposition 4.24)
et dont la preuve est assez élémentaire (elle repose sur une application de la formule de
Gauß-Bonnet pour un domaine dont le bord est un lacet géodésique). L’énoncé est le
suivant :

Lemme 2.27. Soit U un ouvert d’une surface riemannienne (M, g), homéomorphe à un
disque ouvert, et x ∈ U vérifiant ω+(U −{x}) =

∫
U−{x}K

+dA < π. Si B(x, r) ⊂ U , alors
pour tout s ≤ r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert.

Soit U := B(z, r/4 − ε/2). U est homéomorphe à un disque ouvert, et on a ω+
m(U −

{z}) ≤ ω+
m(U) < π et Bm(z, r/4− ε) ⊂ U . On peut appliquer le lemme pour obtenir :

pour tout s < r/4− ε, Bm(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert.

On peut alors utiliser le théorème 2.22, pour la métrique dm, au point z et pour le rayon
r/4− ε : pour m assez grand on a

airem(Bm(z, r/4− ε)) ≥ (2π − ω+
m(Bm(z, r/4− ε)))(r/4− ε)2/2. (2.14)

Pour m assez grand on a aussi

Bm(z, r/4− ε) ⊂ B(x, r − ε),

et par le lemme 2.26 on a également
{

aire(B(x, r)) ≥ airem(B(x, r − ε))− ε
ω+(B(x, r)) ≥ ω+

m(B(x, r − ε))− ε,
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ce qui donne {
aire(B(x, r)) ≥ airem(Bm(z, r/4− ε))− ε
ω+(B(x, r)) ≥ ω+

m(Bm(z, r/4− ε))− ε.

Avec l’équation (2.14) on obtient

aire(B(x, r)) ≥ (2π − ω+(B(x, r))− ε)(r/4− ε)2/2− ε,

et en faisant tendre ε vers zéro cela termine la preuve.

2.5.2 Une borne supérieure sur la longueur d’un segment

Pour démontrer le Théorème Principal, on aura besoin d’obtenir des bornes sur la
distance dω,h(z, z′), quand ω est une mesure de Radon sur D(1/2), h est une fonction
harmonique sur D(1/2), et z, z′ ∈ D(1/2). Pour obtenir une majoration, il suffit de consi-
dérer la courbe la plus simple joignant z à z′, le segment [zz′], et de majorer dω,h(z, z′)
par Lω,h([zz′]).

Au cours de la démonstration du Théorème Principal, on arrivera à majorer le terme
harmonique h (proposition 5.3). Pour obtenir une majoration de Lω,h([zz′]), il ne nous reste
donc plus qu’à obtenir une majoration de Lω,0([zz′]), qui est la longueur d’un segment pour
une métrique riemannienne singulière ne comportant pas de terme harmonique, c’est-à-dire
quand g = e2V [ω](z)|dz|2.

Commençons par considérer la cas simple d’une métrique à singularité conique : g =
|z|2β|dz|2, avec β > −1. Soit γ(t) = tz le segment joignant 0 et un point z ∈ D(1/2). La
longueur de γ pour cette métrique conique est

L(γ) =
∫ 1

0
|tz|β|z|dt = 1

1 + β
|z|1+β.

La mesure de courbure pour cette métrique est ω = −2πβ · δ0 (δ0 est la masse de Dirac
en zéro), donc la partie positive de courbure est ω+(D(1/2)) = max(0,−2πβ) = 2πβ−, et
donc

1 + β ≥ 1− β− = 1− ω+(D(1/2))/2π,

ce qui donne
L(γ) ≤ 1

1− ω+(D(1/2))/2π |z|
1−ω+(D(1/2))/2π.

La proposition suivante montre qu’on peut étendre ce résultat en considérant deux points
arbitraires z, z′ ∈ D(1/2), et une mesure de courbure ω quelconque.

Proposition 2.28. Soit ω une mesure de Radon définie sur D(1/2), avec ω+(D(1/2)) <
2π. Soient z, z′ ∈ D(1/2), et soit γ(t) := (1 − t)z + tz′ le segment [zz′]. Soit L(γ) la
longueur de ce segment pour la métrique singulière g = e2V [ω](z)|dz|2. On a alors

L(γ)
(

=
∫ 1

0
eV [ω](γ(t))|z − z′|dt)

)
≤ 2

1− ω+(D(1/2))/2π |z − z
′|1−ω+(D(1/2))/2π. (2.15)
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Démonstration. Première étape. On montre tout d’abord qu’il est suffisant de prouver
la proposition dans le cas où ω est une somme de masses de Dirac. Supposons donc que
la proposition soit vraie dans ce cas-là.

Soit ω une mesure de Radon, avec ω+(D(1/2)) < 2π : écrivons ω = ω+ − ω−, où ω+

et ω− sont des mesures positives. Soit ω+
m et ω−m des suites de sommes de masses de Dirac,

avec ω+
m → ω+ et ω−m → ω− faiblement, et posons ωm := ω+

m − ω−m.
Soit Lm(γ) la longueur de γ pour la métrique conique gm = e2V [ωm](z)|dz|2. Pour

presque tout t ∈ [0, 1] on a

V [ωm](γ(t)) =
∫∫

D(1/2)

(−1
2π

)
ln |γ(t)− ξ|dωm(ξ) −→

m→∞
∫∫

D(1/2)

(−1
2π

)
ln |γ(t)− ξ|dω(ξ) = V [ω](γ(t)),

et par le lemme de Fatou on obtient donc

L(γ) =
∫ 1

0
eV [ω](γ(t))|z − z′|dt

=
∫ 1

0
lim inf
m→∞

(
eV [ωm](γ(t))|z − z′|)dt

≤ lim inf
m→∞

( ∫ 1

0
eV [ωm](γ(t))|z − z′|dt)

= lim inf
m→∞

Lm(γ).

Par hypothèses, on peut appliquer l’inégalité (2.15) aux mesures ωm (on a ω+
m(D(1/2)) <

2π pour m assez grand), et donc

Lm(γ) ≤ 2
1− ω+

m(D(1/2))/2π
|z − z′|1−ω+

m(D(1/2))/2π,

ce qui donne

L(γ) ≤ lim inf
m→∞

(
2

1− ω+
m(D(1/2))/2π

|z − z′|1−ω+
m(D(1/2))/2π

)

= 2
1− ω+(D(1/2))/2π |z − z

′|1−ω+(D(1/2))/2π.

Deuxième étape. On suppose que ω est une somme de masses de Dirac : il existe
des points p1, ..., pn ∈ D(1/2) et k1, ..., kn ∈ R tels que

ω =
n∑

s=1
ksδps

(δps désigne la masse de Dirac au point ps), et

ω+(D(1/2)) =
n∑

s=1
k+
s < 2π.

44



Pour presque tout z ∈ D(1/2) on a

V [ω](z) =
∫∫

D

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dω(ξ) =

n∑

s=1

(−ks
2π

)
ln |z − ps| ≤

n∑

s=1

(−k+
s

2π
)

ln |z − ps|,

donc en posant βs := −ks/2π on a β−s = max(0,−βs) = max(0, ks/2π) = k+
s /2π, et donc

eV [ω](z) ≤
n∏

s=1
|z − ps|−β

−
s .

On a alors

L(γ) =
∫ 1

0
eV [ω](γ(t))|z − z′|dt ≤

∫ 1

0

( n∏

s=1
|γ(t)− ps|−β

−
s
)|z − z′|dt.

Soit S := {s tels que β−s > 0}.
Si S = ∅, alors β−s = 0 pour tout s : on a ω+(D(1/2)) = 0, et la dernière inégalité

montre que L(γ) ≤ |z − z′|, et donc l’inégalité (2.15) est bien vérifiée (dans ce cas là, le
facteur 2 n’est pas nécessaire).

Supposons donc S 6= ∅. Posons M := −∑s∈S β
−
s : par hypothèse, on a −1 < M < 0.

Pour s ∈ S, posons également qs := −M/β−s : on a

qs ≥ 1 et
∑

s∈S

1
qs

= 1.

Comme |γ(t) − ps|−β
−
s ≤ 1 pour β−s ≤ 0, on peut appliquer l’inégalité de Hölder de la

façon suivante :
∫ 1

0

( n∏

s=1
|γ(t)− ps|−β

−
s
)
dt ≤

∫ 1

0

( ∏

s∈S
|γ(t)− ps|−β

−
s
)
dt (2.16)

≤
∏

s∈S

( ∫ 1

0
|γ(t)− ps|−qsβ

−
s dt

)1/qs (2.17)

=
∏

s∈S

( ∫ 1

0
|γ(t)− ps|Mdt

)1/qs . (2.18)

Maintenant, fixons s ∈ S et considérons
∫ 1

0 |γ(t) − ps|Mdt. Soit p′s la projection du point
ps sur la droite (zz′) :

×
z

×
z′•

γ(t)

•ps

•
p′

s

Figure 2.15
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On a |γ(t)− p′s| ≤ |γ(t)− ps|, et comme M < 0 on obtient
∫ 1

0
|γ(t)− ps|Mdt ≤

∫ 1

0
|γ(t)− p′s|Mdt.

Comme p′s est sur la droite (zz′), on peut écrire p′s = (1− λs)z+ λsz
′ pour un certain réel

λs ∈ R, et donc

|γ(t)− p′s| = |(1− t)z + tz′ − (1− λs)z − λsz′| = |t− λs||z − z′|.

De plus, il est facile de montrer que l’application λ 7→ ∫ 1
0 |t − λ|Mdt admet un maximum

pour λ = 1/2 (rappelons que M < 0 ; il suffit de distinguer les cas, en fonction de la
position de λ par rapport à 0 et 1). On a donc

∫ 1

0
|t− λs|Mdt ≤

∫ 1

0
|t− 1

2 |
Mdt = 1

(M + 1)2M+1 ,

et donc ∫ 1

0
|γ(t)− ps|Mdt ≤

|z − z′|M
(M + 1)2M .

Si on insère cette inégalité dans l’équation (2.18), en rappelant que ∑s∈S 1/qs = 1 on
obtient ∫ 1

0

( ∏

s∈S
|γ(t)− ps|−β

−
s
)
dt ≤ |z − z′|M

(M + 1)2M .

Comme M > −1, on a 2M ≥ 1/2, et comme M = −ω+(D(1/2))/2π on obtient finalement

L(γ) ≤ 2
1− ω+(D(1/2))/2π |z − z

′|1−ω+(D(1/2))/2π.

De manière analogue, on peut chercher à obtenir une minoration de dω,0(z, z′), en
fonction de |z − z′| et de ω (on considère ici encore le cas d’une métrique ne comportant
pas de terme harmonique, i.e. h = 0). Pour faire cela, il faut minorer la longueur Lω,0(γ)
de toutes les courbes γ joignant z à z′. Par une méthode analogue à celle présentée dans la
démonstration précédente, il n’est pas difficile de minorer cette longueur pour une métrique
à singularités coniques, mais cette minoration dépend du nombre de singularités ; elle n’est
donc pas généralisable à une mesure de Radon ω quelconque. L’auteur ne sait pas si une
telle minoration de dω,0(z, z′) est possible. Un résultat de ce type aurait probablement
simplifié quelques passages dans la preuve du Théorème Principal.
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Chapitre 3

Des résultats de compacité

Dans cette partie, on commence par motiver la recherche de théorèmes de compacité
en donnant quelques applications.

On présente ensuite rapidement la chronologie des différents résultats obtenus, des
années 1970 à nos jours ; on définit notamment les coordonnées harmoniques, qui ont
permis d’obtenir la convergence optimale dans le théorème de Cheeger-Gromov.

On étudie ensuite la notion (assez faible) de convergence au sens de Gromov-Hausdorff
d’espaces métriques, et on énonce le théorème de compacité de Gromov des variétés à
courbure de Ricci minorée. La démonstration est intéressante : elle est assez élémentaire,
et repose sur une discrétisation de l’espace en recouvrant la variété par des boules dont
on estime le volume. Cette méthode de recouvrement par un nombre uniforme de boules
constitue toujours la première étape des preuves de compacité lisses, et sera donc utilisée
plus loin.

On énonce ensuite le théorème de compacité de Cheeger-Gromov. Il joue un rôle central
dans ce texte, dans le but d’obtenir le Théorème Principal : on étudie donc en détail ses
hypothèses et sa démonstration.

3.1 À quoi peut servir un théorème de compacité ?

Une application élémentaire d’un théorème de compacité est de montrer qu’une fonc-
tion définie sur un espace a un maximum et un minimum. En géométrie plus particuliè-
rement, une autre application classique est de d’obtenir des propriétés géométriques pour
une classe de variétés, en raisonnant par contradiction. Supposons par exemple vouloir
montrer un résultat du type :
« Il existe ε > 0 tel que, pour toute variété riemannienne (M, g) de dimension n vérifiant
la propriété P(ε), (M, g) vérifie la propriété Q. »

On raisonne par l’absurde, et on suppose qu’il existe une suite de variétés rieman-
niennes (Mm, gm) de dimension n vérifiant la proposition P(1/m), tel que (Mm, gm) vérifie
également la proposition non(Q). On peut alors utiliser un théorème de compacité pour
montrer que (Mm, gm) converge (en un certain sens) vers une variété (M, g), qui vérifie
également non(Q) ; on peut alors espérer obtenir une contradiction.

Ce type de raisonnement, en utilisant le théorème de convergence C1,α de Cheeger-
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Gromov, a par exemple permis de passer d’un théorème de rigidité : le Théorème de la
sphère 1/4-pincée (théorème 3.1), démontré par M. Berger et W. Klingenberg dans les
années 1960, à un théorème de presque-rigidité : le Théorème de la sphère presque 1/4-
pincée (théorème 3.2), démontré par M. Berger et O. Durumeric dans les années 1980.

Théorème 3.1 (Théorème de la sphère 1/4-pincée, [Ber60], [Kli61]). Soit n ∈ N. Soit
(Mn, g) une variété riemannienne compacte simplement connexe de dimension n, dont la
courbure sectionnelle vérifie

1
4 ≤ K ≤ 1.

Alors M est homéomorphe à Sn, ou isométrique à un espace symétrique compact de rang
1.

Théorème 3.2 (Théorème de la sphère presque 1/4-pincée, [Ber83], [Dur87] et [PT09]).
Soit n ∈ N. Il existe ε = ε(n) > 0 tel que toute variété riemannienne simplement connexe
(Mn, g) de dimension n vérifiant

1
4 − ε ≤ K ≤ 1

est difféomorphe à Sn, ou difféomorphe à un espace symétrique compact de rang 1.

Il existe évidemment de nombreuses autres applications des théorèmes de compacité, et
il est impossible d’en dresser une liste exhaustive. Un point à retenir est que les démonstra-
tions s’effectuent toujours par l’absurde, et ne sont donc pas constructives (en particulier,
les bornes apparaissant ne sont la plupart du temps pas explicites). Pour d’autres résultats
(plus analytiques), on peut par exemple consulter la dernière partie du survey [HH97].

3.2 Bref historique des théorèmes de compacité
Les différents résultats obtenus s’étendent sur de nombreuses années, et les mathéma-

ticiens impliqués sont nombreux : cette partie ne se veut donc en aucun cas exhaustive.
On souhaite juste donner un aperçu du développement des idées au cours des années. On
pourra consulter à ce sujet l’article d’exposition de R. Greene [Gre93]. Dans cette section,
les différents résultats sont énoncés de façon assez informelle, et on pourra se référer aux
parties suivantes pour plus de précision.

3.2.1 Début des théorèmes de compacité

Dans sa thèse en 1970, J. Cheeger [Che70] a été le premier à énoncer un résultat de
finitude (à difféomorphismes près) pour des variétés riemanniennes vérifiant des conditions
géométriques : volume minoré, diamètre majoré et courbure sectionnelle bornée. C’est un
premier pas vers des résultats de compacité.

Dans les années 1980, M. Gromov introduit dans [Gro81b] la distance de Gromov-
Hausdorff entre deux espaces métriques quelconques. Il énonce également un théorème
de précompacité (pour la distance Gromov-Hausdorff) pour des variétés riemanniennes à
courbure de Ricci minorée ; il s’agit ici d’une convergence assez faible, et l’espace limite
n’est pas forcément riemannien.
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Le théorème d’Arzelà-Ascoli joue un rôle majeur dans quasiment tous les résultats de
compacité. Il est tentant de l’appliquer à une situation géométrique, dans le but d’obtenir
un résultat de précompacité pour des métriques riemanniennes. La courbure sectionnelle
étant (en coordonnées locales) reliée aux dérivées secondes de la métrique, M. Gromov
énonça, toujours dans [Gro81b], un résultat de précompacité C1,α (α < 1) pour une suite
de variétés riemanniennes à rayon d’injectivité minoré, diamètre majoré et courbure sec-
tionnelle bornée (après composition par des difféomorphismes). Pour autant, la preuve
esquissée dans [Gro81b] n’aboutit pas à la régularité optimale souhaitée.

3.2.2 Les coordonnées harmoniques

Pour plus de détails pour cette partie, on peut consulter [HH97] et les articles originaux
[DK81] et [JK82].

Des coordonnées naturellement utilisées en géométrie riemannienne sont les coordon-
nées normales : elles sont canoniques, et dépendent directement de la géométrie - plus
précisément, des géodésiques. Elles sont obtenues en considérant l’application exp−1

x , défi-
nie sur un voisinage de x dansM et à valeurs dans TxM . L’avantage est qu’au point x, ces
coordonnées ressemblent très fortement aux coordonnées Euclidiennes : on a gij(x) = δij
(δij est le symbole de Kronecker), et ∇gij(x) = 0. Pour autant, si l’on souhaite estimer
les dérivées premières des fonctions gij au voisinage de x, on a besoin de bornes sur les
dérivées covariantes de la courbure (des bornes sur la courbure elle-même ne suffisent pas) ;
voir la page 578 de [HH97]. Afin d’espérer contrôler les dérivées (secondes) de la métrique
à l’aide de la courbure, il faut donc utiliser d’autres coordonnées.

Définition 3.3. Des coordonnées (x1, ..., xn) sur une variété riemannienne (M, g) sont
harmoniques si g est C1 dans ces coordonnées, et si pour tout k ∈ {1, ..., n} on a ∆xk = 0
(i.e. gijΓkij = 0, où [gij ] est la matrice réciproque de [gij ], et les Γkij sont les symboles de
Christoffel).

Les coordonnées harmoniques ont été initialement introduites dans le contexte de la
relativité générale, notamment en raison de propriétés liées au tenseur de Ricci. Dans de
telles coordonnées, ce dernier a par exemple une expression (relativement) simple : on a
Ricij = −gmk∂k∂mgij + des termes ne comportant (au plus) que des dérivées premières
de la métrique.

D. DeTurck et J. Kazdan [DK81] ont montré le résultat suivant : c’est dans des coor-
données harmoniques que la métrique a la régularité maximale.

Théorème 3.4. Supposons qu’une métrique riemannienne g sur une variété lisse M soit
de classe Ck,α (k ≥ 1) dans des coordonnées locales au voisinage d’un point x ∈M . Alors,
des coordonnées harmoniques existent au voisinage de x, ces dernières sont des fonctions
de classe Ck+1,α des anciennes coordonnées, et la métrique est de classe Ck,α dans n’importe
quel système de coordonnées harmoniques au voisinage de x.

Au contraire, l’utilisation de coordonnées normales fait (en général) perdre deux dé-
rivées à la métrique : si une métrique est de classe Ck,α dans une carte au voisinage de
x, elle est alors (à priori) seulement de classe Ck−2,α dans des coordonnées normales au
voisinage de x.
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3.2.3 La conjecture de Gromov (enfin) démontrée

J. Jost et H. Karcher [JK82] ont ensuite montré que si le rayon d’injectivité est minoré
et la courbure sectionnelle est bornée, alors il existe des coordonnées harmoniques sur des
boules de rayon fixé. À l’aide de ce résultat, R. Greene et H. Wu [GW88] ainsi que S. Peters
[Pet87] ont (indépendamment) montré le théorème de Cheeger-Gromov, avec la régularité
de la convergence optimale (théorème 3.11) : l’ensemble des variétés riemanniennes à rayon
d’injectivité minoré, volume majoré et courbure sectionnelle bornée est précompact (après
composition par des difféomorphismes), en norme C1,α (α < 1). A. Kasue [Kas89] a ensuite
donné une preuve différente de celle de Greene-Wu et Peters. E. Hebey et M. Herzlich ont
détaillé dans leur survey [HH97] la preuve de A. Kasue ; c’est ce schéma de démonstration
qui est utilisé dans ce manuscrit pour démontrer le Théorème Principal. On étudie en
détail cette démonstration dans la suite.

Le théorème de convergence de Cheeger-Gromov répond à la conjecture initiale de M.
Gromov présente dans [Gro81b]. Ce résultat a ensuite été amélioré par M. T. Anderson
[And90] et M. T. Anderson et J. Cheeger [AC92], en remplaçant l’hypothèse sur la courbure
sectionnelle par une hypothèse (plus faible) sur la courbure de Ricci ; de plus, des bornes
sur les dérivées du tenseur de Ricci donnent lieu à une convergence plus forte (voir encore
le théorème 3.11).

Des résultats de compacité sous des hypothèses de bornes Lp de la courbure de Ricci
ont également été démontrés dans les années 1990, notamment par des travaux de M.T.
Anderson, L. Z. Gao et D. Yang. Voir [Pet97], ou les références dans [HH97]. Dans tous
les cas, il s’agit de voir si on peut minorer le rayon harmonique en adaptant la démons-
tration esquissée ci-dessous (la démonstration du théorème 3.16) à des cas où on a moins
d’informations sur la courbure de Ricci. Si c’est le cas, la suite de la démonstration du
théorème de compacité est alors (presque) identique à celle présentée ci-dessous...

On peut notamment citer le résultat suivant dû à M. T. Anderson, voir [Pet97], p.187 :

Théorème 3.5. Soit n ∈ N et Λ, i, V > 0, et soit p > n/2. L’ensemble des variétés
riemanniennes vérifiant (

∫ |Ric |pdA)1/p ≤ Λ, inj ≥ i et vol ≤ V est précompact, en
norme Cα pour α < 2− n/p.

On reparlera de ce théorème plus tard : on montrera en effet que le Théorème Principal
nous donne également un théorème de compacité, sous des hypothèses de bornes intégrales
sur la courbure (voir le corollaire 4.30).

3.3 Convergence au sens de Gromov-Hausdorff
Pour cette partie, on pourra se référer au livre [Pet06]. On va se placer uniquement dans

le cas d’espaces compacts ; la plupart des notions étudiées ici sont également valides dans
le cas des espaces complets, mais il faut alors utiliser la convergence de Gromov-Hausdorff
pointée.

Si A et B sont deux parties d’un espace métrique compact (X, d), on définit la distance
de Hausdorff entre A et B par

dH(A,B) = inf{ε > 0 | A ⊂ Vε(B) et B ⊂ Vε(A)},
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où on note Vε(Y ) = {x ∈ X | d(x, Y ) < ε} l’ε-voisinage d’une partie Y ⊂ X. L’ensemble
des compacts deX, munis de la distance de Hausdorff dH , est un espace métrique compact.

M. Gromov, dans [Gro81b], a défini la distance entre deux espaces métriques quel-
conques (et non pas inclus dans un troisième espace métrique plus grand) de la façon sui-
vante. Si X et Y sont deux espaces métriques, on défini la distance de Gromov-Hausdorff
entre X et Y par

dGH(X,Y ) = inf{dH(X,Y )},
où la borne inférieure est prise sur toutes les métriques sur l’union disjointe X q Y , qui
étendent les métriques sur X et sur Y . Deux espaces métriques sont à distance nulle si, et
seulement si, ils sont isométriques. L’ensemble des espaces métriques compacts (modulo
isométries), muni de la distance de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique.

La convergence au sens de Gromov-Hausdorff est assez faible, et on peut obtenir énor-
mément d’exemples pathologiques. A la limite, la dimension peut diminuer : pour toute
variété riemanienne compacte (M, g), la suite de variétés (M, g/m)m∈N converge au sens
de Gromov-Hausdorff vers un point. La dimension peut également augmenter. M. Cassorla
[Cas92] a démontré que tout espace métrique intrinsèque compact est la limite Gromov-
Hausdorff de surfaces riemanniennes compactes (qui, de plus, peuvent être plongées iso-
métriquement dans R3). Sans hypothèse supplémentaire sur la suite d’espaces métriques
(intrinsèques) (Xm, dm) qui converge, la seule chose que l’on peut dire est que l’espace
métrique limite est également intrinsèque.

M. Gromov a montré le
Théorème 3.6 (Gromov). Soit C un ensemble d’espaces métriques compacts. On suppose
que pour tout ε > 0, il existe un entier N(ε) tel que pour tout X ∈ C, le nombre maximal
de boules disjointes de rayon ε dans X est inférieur à N(ε).

Alors C est précompact : toute suite de C admet une sous-suite qui converge, au sens
de Gromov-Hausdorff, vers un espace métrique compact X.

L’idée de la démonstration est d’abord de remarquer que le diamètre des espaces
métriques X ∈ C est borné. Ensuite, on approxime tout Xm ∈ C par un espace métrique
discret, comportant N(ε) points (correspondant aux centres des N(ε) boules disjointes).
La métrique sur cet espace est alors décrite par N(ε)(N(ε)− 1) nombres positifs, qui sont
bornés. Un argument de compacité permet alors de conclure.

Le fait important est que par le théorème de Bishop-Gromov (théorème 1.6), une borne
inférieure sur la courbure de Ricci nous donne des estimées sur le volume des boules, et de
telles estimées nous permettent d’obtenir une majoration du nombre de boules disjointes
de rayon fixé :
Théorème 3.7 (Gromov). Soit n ∈ N, λ ∈ R et D > 0. L’ensemble des variétés rieman-
niennes compactes Mn, de dimension n, à courbure de Ricci ≥ (n− 1)λ et diamètre ≤ D,
est précompact.
Démonstration. On utilise le théorème précédent. Soit ε > 0, et soit B(xi, ε), pour 1 ≤
i ≤ N(ε), un ensemble maximal de boules disjointes de rayon ε. Supposons que B(x1, ε)
est la boule de plus petit volume. On a alors

N(ε) · vol(B(x1, ε)) ≤ vol(
N(ε)⋃

i=1
B(xi, ε)) ≤ vol(Mn) = vol(B(x1, 2D)).
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Par le théorème de Bishop-Gromov, on sait que l’application r 7→ vol(B(x1,r))
v(n,λ,r) est décrois-

sante (on rappelle que v(n, λ, r) est le volume d’une boule de rayon r dans l’unique variété
riemannienne complète simplement connexe de dimension n, de courbure constante λ ∈ R).
On a donc

vol(B(x1, 2D))
v(n, λ, 2D) ≤ vol(B(x1, ε))

v(n, λ, ε)
et on obtient

N(ε) ≤ v(n, λ, 2D)
v(n, λ, ε) ,

ce qui montre qu’on peut appliquer le théorème précédent.

Remarque 3.8. Cet important théorème de compacité donne lieu à un thème de recherche
actuellement très en vogue. Notamment, J. Cheeger, T. Colding et A. Naber étudient la
structure de l’espace métrique limite (X, d) d’une suite de variétés riemanniennes lisses
à courbure de Ricci vérifiant Ric ≥ (n − 1)κ : on sait déjà que (X, d) est un espace
métrique intrinsèque, mais que peut-on dire de plus ? Ils étudient notamment les cas de
non-effondrement (volume des boules de rayon 1 minoré). La littérature sur ce sujet est
abondante : on pourra par exemple consulter [CC96], [CC97] et les références citées dans
ces articles.

Cette méthode constitue très souvent la première étape dans une démonstration d’un
résultat de compacité, car on obtient ainsi un recouvrement de la variété par un nombre
majoré de boules. En effet, on a le fait élémentaire suivant :

Fait 3.9. Si les boules B(xi, ε), pour 1 ≤ i ≤ N , constitue un ensemble maximal de boules
de rayon ε disjointes dans M , alors les boules B(xi, 2ε) recouvrent M .

Démonstration. S’il existait un point x ∈M −⋃Ni=1B(xi, 2ε), alors la boule B(x, ε) serait
disjointe des boules B(xi, ε), et on aurait donc N + 1 boules de rayon ε disjointes.

Pour démontrer des théorèmes de compacité (voir la section suivante ou le début de
la démonstration du Théorème Principal), on commence donc par prendre un nombre
maximal N de boules de rayon fixé disjointes. Grâce à des informations sur la courbure,
on dispose de bornes sur le volume des boules, et ceci nous donne une majoration de N .
Par le fait précédent, on a donc un recouvrement de notre variété par un nombre de boules
majoré. Ce recouvrement constitue le point de départ de la démonstration.

3.4 Convergence lisse (Cheeger-Gromov)

3.4.1 Énoncé du résultat

Commençons par préciser ce que l’on entend par « convergence en norme Ck,α » pour
une suite de variétés riemanniennes.

Définition 3.10. Soient n ∈ N, k ∈ N et α ∈ (0, 1). Soit (Mm, gm) une suite de variétés
riemanniennes compactes lisses de dimension n, M une variété lisse, et g une métrique
riemannienne de classe Ck,α sur M . On dit que (Mm, gm) converge vers (M, g) en norme
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Ck,α s’il existe m0 ∈ N tel que, pour tout m ≥ m0, il existe des difféomorphismes Φm :
M →Mm, de classe Ck+1,α, tels que Φ∗m(gm) converge vers g en norme Ck,αloc (c’est-à-dire
que dans toute carte de l’atlas lisse de M , les composantes de Φ∗m(gm) convergent vers les
composantes de g, en tant que fonctions définies sur un ouvert de Rn).

Le théorème de Cheeger-Gromov, conjecturé par M. Gromov dans [Gro81b], démontré
par R. Greene et H. Wu [GW88] et S. Peters [Pet87] dans le cas de courbure sectionnelle
bornée, puis étendu au cas de bornes sur la courbure de Ricci par M. T. Anderson [And90]
et M. T. Anderson et J. Cheeger [AC92] (voir l’historique au début de cette partie) est le
suivant :

Théorème 3.11 (Cheeger-Gromov). Soit n ∈ N, λ ∈ R, i > 0 et v > 0. L’ensemble des
variétés riemanniennes lisses (M, g) de dimension n satisfaisant les trois hypothèses

1. Ric ≥ λ(n− 1),
2. inj ≥ i,
3. vol ≤ v

est précompact en topologie C0,α pour tout α ∈ (0, 1) (c’est-à-dire que toute suite (Mm, gm)
possède une sous-suite qui converge en norme C0,α).

Si à la place de l’hypothèse 1, on suppose qu’il existe k ∈ N tel que |Dj Ric | ≤ C(j)
pour j ∈ {0, ..., k}, alors on a une précompacité en topologie Ck+1,α pour tout α ∈ (0, 1).

La régularité de la convergence est optimale : en effet, sous l’hypothèse |Ric | ≤ C, S.
Peters [Pet87] a montré que la métrique limite n’était pas nécessairement C2 (en fait, elle
n’est même pas forcément C1,1). Le dessin suivant est assez éclairant : à courbure bornée,
une surface (lisse) peut converger vers une surface constituée d’un cylindre, et de deux
demi-sphères. Et la métrique de cette surface ne peut pas être C2 : la courbure, qui est la
dérivée seconde de la métrique, n’est pas continue (elle vaut 0 ou +1).

−→

Figure 3.1 – Des surfaces lisses convergent vers une surface dont la métrique ne peut pas
être C2.

Dans le cas où Mm = M pour tout m ∈ N, on peut se demander s’il est vraiment
nécessaire de composer par des difféomorphismes pour obtenir une convergence. C’est
bien le cas, pour la raison suivante. On reprend l’exemple de E. Hebey et M. Herzlich
exposé dans [HH97], p.4. Considérons la sphère S2, munie de sa métrique ronde g. Pour
tout suite de difféomorphismes ϕm : S2 → S2, la suite de métriques (ϕm)∗g vérifie les
conditions du théorème 23, car les métriques sont toutes isométriques à g (et ont donc
exactement les mêmes propriétés géométriques). Et il est facile de choisir la suite ϕm de
telle sorte que les métriques (ϕm)∗g ne convergent pas vers une métrique g∞. Par exemple,
notons proj : S2 → C ∪ {∞} la projection stéréographique de pôle Nord (c’est-à-dire telle
que le pôle Nord N soit envoyé sur l’infini), et fm : z 7→ mz le difféomorphisme de C∪{∞}.
Posons ϕm = proj−1 ◦fm ◦proj. Alors (ϕm)∗g concentre toute la sphère vers le pôle Nord :
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si on note dm la suite de distances associées, on a dm(x, y) → 0 si x et y ne sont pas
au pôle Sud. Sans composer la suite (ϕm)∗gm par des difféomorphismes, il est clair qu’on
ne peut pas espérer une convergence de cette suite de métriques. En d’autres termes, la
bonne notion de convergence à considérer est la convergence à isométrie près.

Dans tout résultat de compacité de ce type, il faut donc construire les difféomorphismes.
Il est illusoire de chercher à montrer un tel théorème uniquement en appliquant des résul-
tats de compacité de type Arzelà-Ascoli... Les difféomorphismes peuvent par exemple être
construits en plongeant les variétés dans un même espace Euclidien (voir ci-dessous).

Réécrivons le théorème de Cheeger-Gromov dans le cas des surfaces (n = 2), car c’est
sous cette forme que le résultat va nous intéresser dans la suite :

Théorème 3.12. Soit Λ > 0, i > 0 et A > 0. L’ensemble des surfaces riemanniennes
lisses (Σ, g) satisfaisant les trois hypothèses

1. |K | ≤ Λ,
2. inj ≥ i,
3. aire ≤ A

est précompact en topologie C1,α pour tout α ∈ (0, 1).

On a la proposition élémentaire suivante, qui montre que dans le théorème de Cheeger-
Gromov, on peut remplacer une borne supérieure sur le volume par une borne supérieure
sur le diamètre. On aura une proposition analogue pour le Théorème Principal, voir la
proposition 5.1 et le corollaire 4.28.

Proposition 3.13. Sous les hypothèses de courbure sectionnelle bornée et de rayon d’in-
jectivité minoré, une majoration du volume est équivalente à une majoration du diamètre.

Démonstration. Supposons qu’on ait une variété riemannienne (M, g), à courbure section-
nelle |K| ≤ Λ et rayon d’injectivité ≥ i > 0.

Supposons que le volume soit majoré. Si le diamètre était arbitrairement grand, alors
on pourrait trouver un nombre arbitrairement grand de boules disjointes de rayon i, et
comme le volume de ces boules est minoré par celui d’une boule de rayon i dans un modèle
simplement connexe de courbure constante Λ > 0, le volume serait arbitrairement grand.

Supposons maintenant que le diamètre soit majoré parD. Alors, la variété toute entière
est une boule de rayon D+ 1, et le volume de cette boule est au plus celui d’une boule de
rayon D + 1 dans un modèle simplement connexe de courbure constante −Λ < 0, ce qui
prouve que le volume est majoré.

3.4.2 Un mot sur les hypothèses

La partie 4 va être consacrée à adapter les hypothèses du théorème de Cheeger-Gromov
au cas des surfaces d’Alexandrov ; il est donc intéressant dans un premier temps de bien
comprendre ces dernières.

La borne sur la courbure nous donne une borne sur les dérivées secondes de la métrique.
Comme déjà signalé, par le théorème d’Arzelà-Ascoli, il n’est alors pas étonnant d’obtenir
une convergence en norme C1,α... Bien que comme expliqué plus haut, la (nécessaire !)
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construction des difféomorphismes nécessite un raisonnement plus compliqué que la seule
application du théorème d’Arzelà-Ascoli.

Une minoration du rayon d’injectivité empêche un pincement de la surface, qui peut
se produire à courbure bornée. On peut par exemple penser à une métrique produit sur
un tore S1×S1 où le diamètre de l’un des facteurs tends vers zéro, ou de façon plus imagée
à la figure suivante :

•x

Figure 3.2 – Le rayon d’injectivité en x est très petit

On reviendra largement sur ces considérations dans la partie 4.2, quand on cherchera des
hypothèses pertinentes pour empêcher un tel pincement, dans le cas d’espaces métriques
singuliers (et non plus riemanniens).

Enfin, une borne sur l’aire est naturelle si l’on souhaite rester dans la catégorie des
surfaces compactes (on peut imaginer des sphères de rayons de plus en plus grands, et
dont la courbure sectionnelle reste bornée). Sans cette borne sur l’aire, on peut toujours
énoncer un résultat de convergence, mais dans la catégorie des variétés riemanniennes
complètes pointées. Comme déjà précisé, on se limite dans ce manuscrit aux énoncés dans
le cas compact.

3.4.3 Les deux étapes de la preuve

On suit ici la présentation de la preuve faite dans le survey [HH97]. La démonstration
se déroule en deux étapes bien distinctes :

1. La première étape consiste à montrer que sur les variétés considérées, il existe de
bonnes cartes harmoniques sur des boules de tailles uniformes. Plus précisément, on
montre qu’il y a une borne inférieure sur le rayon harmonique ; cette partie est due
à Anderson-Cheeger [AC92] et Anderson [And90].

2. La deuxième partie consiste, à l’aide des cartes précédemment construites, à plonger
les variétés dans un même espace Euclidien Rq. Cette construction fait naturellement
apparaître les difféomorphismes ϕm de la conclusion du théorème. Cette partie de
la démonstration est due à A. Kasue [Kas89] (comme signalé plus haut, les démons-
trations de R. Greene et H. Wu [GW88] et S. Peters [Pet87] sont moins éclairantes).

Remarque 3.14. P. Petersen, dans le livre [Pet06], propose une autre démonstration du
théorème de Cheeger-Gromov en définissant une notion de « norme Ck,α » d’une variété
riemannienne. Cette notion est d’une certaine manière duale de celle de rayon harmonique,
présentée plus bas : des hypothèses géométriques donnent une majoration de la « norme
Ck,α » de la variété (au lieu de donner une minoration du rayon harmonique). L’intérêt est
alors que l’énoncé du théorème de compacité semble être une généralisation du théorème
d’Arzelà-Ascoli, où les fonctions sont remplacées par des variétés. Selon l’auteur de ce
manuscrit, la notion de rayon harmonique semble plus facile à appréhender que celle de
« norme Ck,α » d’une variété.
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Première étape : minoration du rayon harmonique

Comme indiqué précédemment, les coordonnées harmoniques jouent un rôle central
dans la preuve. Le rayon harmonique est le plus grand rayon des boules sur lesquelles il
existe des coordonnées harmoniques, dans lesquelles on contrôle la métrique :

Définition 3.15. Soit (M, g) une variété lisse, et x ∈ M . Soient Q > 1, k ∈ N et
α ∈ (0, 1). On définit le Ck,α-rayon harmonique en x comme le plus grand réel rH =
rH(M, g,Q, k, α)(x) tel qu’il existe une carte harmonique sur la boule B(x, rH) telle que
la métrique gij dans cette carte vérifie les propriétés suivantes :

— en tant que formes bilinéaires on a

Q−1δij ≤ gij ≤ Qδij ;

— on a

∑

1≤|β|≤k


r|β|H sup

y
|∂βgij(y)|+

∑

|β|=k
rk+α
H sup

y 6=z

|∂βgij(y)− ∂βgij(z)|
d(y, z)α


 ≤ Q− 1. (3.1)

On définit le rayon harmonique de (M, g) par

rH(M, g,Q, k, α) = inf
x∈M

rH(M, g,Q, k, α)(x).

L’inégalité (3.1) fait apparaître certaines puissances de r. L’intérêt est que le rayon
harmonique est homogène à une longueur : pour tout λ > 0 on a rH(M,λ2g,Q, k, α)(x) =
λrH(M, g,Q, k, α)(x).

Le résultat important est qu’un contrôle sur le rayon d’injectivité et sur la norme Ck+1

de la courbure de Ricci nous donne une minoration du Ck,α-rayon harmonique.

Théorème 3.16 ([HH97]). Soient n ∈ N∗, Q > 1 et α ∈ (0, 1).
Toute variété (Mn, g) de courbure de Ricci satisfaisant Ric ≥ λ(n − 1) et de rayon

d’injectivité inj ≥ i (où λ ∈ R et i > 0) vérifie

rH(M, g,Q, 0, α) ≥ rmin,

où rmin > 0 est une constante ne dépendant que de n,Q, α, i, λ.
Si au lieu de supposer Ric ≥ λ(n− 1) on suppose |Dj Ric | ≤ C(j) pour j ∈ {0, ..., k},

alors on a
rH(M, g,Q, k + 1, α) ≥ rmin

où rmin est une constante ne dépendant que de n,Q, α, i et des C(j) pour j ∈ {0, ..., k}.

Démonstration. On en donne seulement les grandes lignes, sans rentrer dans les détails
techniques. Plaçons-nous dans le cas Ric ≥ λ(n − 1). On suppose par l’absurde qu’il
n’existe pas de constante rmin comme dans le théorème : il existe donc une suite (Mm, gm)
de variétés lisses de dimension n, avec Ric(Mm,gm) ≥ λ(n − 1) et inj(Mm,gm) ≥ i, telle que
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rm := rH(Mm, gm, Q, 0, α) → 0. On effectue un changement d’échelle en considérant les
métriques g̃m := r−2

m gm : on a alors

rH(Mm, g̃m, Q, 0, α) = 1,
Ric(Mm, g̃m) ≥ r2

mλ(n− 1) −→
m→∞

0,
inj(Mm, g̃m) ≥ i/rm →

m→∞
+∞.

L’idée est alors de montrer que (Mm, g̃m) converge (en un certain sens) vers une variété
(M, g). Comme les variétés (Mm, g̃m) ont un rayon harmonique égal à 1, on peut montrer
que le rayon harmonique de (M, g) sera ≤ 1.

Par ailleurs, le rayon d’injectivité de (M, g) est infini, ce qui montre qu’en un point x, il
existe des lignes (géodésiques) dans toutes les directions. Comme la courbure de Ricci est
positive, on peut appliquer le théorème de « splitting » de Cheeger-Gromoll pour montrer
que (M, g) est en fait isométrique à l’espace Euclidien En ; comme cet espace a un rayon
harmonique infini, on aboutit à une contradiction.

Deuxième étape : plongement dans un espace Euclidien et conclusion

On donne les grandes lignes de la deuxième étape de la démonstration. Afin d’en
comprendre le schéma général, on ne rentre volontairement pas dans les détails, et on fait
quelques abus de notations qui simplifient l’exposé. La preuve du Théorème Principal de
ce manuscrit, présentée en détails dans la partie 5.4, est basée sur ce même schéma de
démonstration ; les différences importantes entre les deux constructions sont explicitées au
début de la partie 5.4.

Considérons une suite (Mm, gm) de variétés riemanniennes vérifiant les hypothèses du
théorème 3.11, c’est-à-dire telles que

1. Ric ≥ λ(n− 1) (ou |Dj Ric | ≤ C(j) pour j ∈ {0, ..., k}),
2. inj ≥ i > 0,
3. aire ≤ A.
Dans ce résumé de la preuve, à de nombreuses reprises les propriétés annoncées seront

vraies seulement après avoir extrait une sous-suite de (Mm, gm). Pour plus de clarté, on
ne le précisera pas à chaque fois, et on ne changera pas non plus les indices de la suite.

Par le théorème 3.16, il existe rmin > 0 tel que le rayon harmonique de ces variétés soit
supérieur à rmin. La preuve se déroule en plusieurs parties.

1. Comme indiqué à la fin de la partie 3.3, à l’aide d’estimations sur le volume des
boules (qui sont valables car on dispose de bornes sur la courbure), on peut recouvrir
la variété par un nombre uniforme de boules Bm(xmi , rmin), pour i ∈ {1, ..., N}.
On peut alors prendre des cartes harmoniques, comme dans la définition du rayon
harmonique :

Hm
i : Bm(xmi , rmin)→ B

(B désigne la boule unité de Rn.)
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2. On étend les cartes Hm
i , définies seulement sur Bm(xmi , rmin), à Mm tout entier en

définissant des fonctions Hm
i : Mm → B, égales à Hm

i au voisinage de xmi . On plonge
alors les variétés Mm dans un espace Euclidien Rq, par une construction due à H.
Whitney :

Ψm : Mm −→ Rq
x 7−→ Ψm(x) ' (Hm

1 (x), ...,Hm
N (x))

(en réalité, on ne définit pas Ψm(x) exactement de cette façon-là, mais pour simplifier
l’exposé on se contentera de cette expression).
Par construction, les sous-variétés Ψm(Mm) sont localement des graphes. Plus préci-
sément, Ψm(Mm) est la réunion de N graphes : pour une certaine boule Euclidienne
B′ ⊂ B on a

Ψm(Mm) =
N⋃

i=1

{
Ψm ◦ (Hm

i )−1(z) | z ∈ B′
}
,

et la i−ème coordonnée de l’expression Ψm ◦ (Hm
i )−1(z) est z. En effet, si la boule

B′ est assez petite, on a Hm
i ((Hm

i )−1(z)) = z pour z ∈ B′, et donc

Ψm((Hm
i )−1(z)) = (Hm

1 ◦ (Hm
i )−1(z), ..., z, ...,Hm

N ◦ (Hm
i )−1(z)). (3.2)

Remarque 3.17. Attention, ici on plonge les variétés (lisses) Mm dans Rq, et à
aucun moment il n’est question de plongement isométrique dans Rq. La construction
est juste différentielle, et les métriques riemanniennes sur Mm joueront seulement
un rôle plus tard (elles interviennent de façon détournée lors de l’étape suivante,
pour faire converger les fonctions). Cette remarque aura son importance plus loin,
lors de la même étape de la démonstration du Théorème Principal, voir la remarque
5.19.

3. On a le fait suivant :
Fait 3.18. Quand m tends vers l’infini, les fonctions Hm

j ◦ (Hm
i )−1 : B → B

convergent.
En effet, les fonctions Hm

j ◦ (Hm
i )−1 sont soit nulles (par exemple quand il n’y a

pas de fonctions de transition, c’est-à-dire quand Bm(xmi , rmin)∩Bm(xmj , rmin) = ∅),
soit ressemblent fortement à Hm

j ◦ (Hm
i )−1 (auquel cas cette dernière expression a

un sens, du moins localement). Sans trop rentrer dans les détails, le principe est le
suivant. Comme les cartes Hm

i sont harmoniques, les n fonctions coordonnées des
applications Hm

j ◦ (Hm
i )−1 vérifient des équations elliptiques, dont les coefficients

dépendent des coefficients de la métrique dans les cartes Hm
i : Bm(xmi , rmin) → B.

Par définition du rayon harmonique, ces coefficients sont contrôlés, et par régularité
elliptique on obtient alors des bornes sur les dérivées des fonctions Hm

j ◦ (Hm
i )−1.

On n’a alors plus qu’à utiliser le théorème d’Arzelà-Ascoli pour conclure.
On peut ainsi passer à la limite dans l’expression (3.2) pour obtenir une variété
« limite », ou plus précisément limite de graphes :

M∞ := lim Ψm(Mm) ⊂ Rq.

On montre que M∞ est en fait une sous-variété lisse de Rq.
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4. Pour m assez grand, les variétés plongées Ψm(Mm) ⊂ Rq sont dans un voisinage
tubulaire de M∞. On peut alors projeter le long des normales à M∞ et obtenir une
application Πm : Mm → M∞. Comme les sous-variétés Mm convergent vers M∞
(au sens explicité ci-dessus), on peut prouver que les applications Πm : Mm →M∞

sont en fait des difféomorphismes.
5. Résumons la construction effectuée : on a construit des difféomorphismes Mm ∼−→

Ψm(Mm) ⊂ Rq ∼−→ M∞ ⊂ Rq. On peut donc transporter les métriques gm sur
Mm en des métriques g̃m sur M∞. Il ne nous reste alors plus qu’à montrer que les
métriques g̃m convergent vers une métrique riemannienne g.
Pour ce faire, plaçons nous dans des cartes naturelles surM∞, qui correspondent aux
N graphes « limites » (rappelons que M∞ est la limite des sous-variétés Ψm(Mm),
au sens où les N graphes de Ψm(Mm) convergent vers les N graphes deM∞). Il nous
suffit de montrer que les coefficients de g̃m, dans ces cartes, convergent ; mais par
construction, ces coefficients ressemblent à ceux de la métrique gm dans les cartes
Hm
i . Et les cartes harmoniques Hm

i ont justement été construites de telle sorte que
les coefficients de la métrique gm soient contrôlées dans ces cartes : on peut donc
appliquer une dernière fois le théorème d’Arzelà-Ascoli pour conclure.

Les deux dernières étapes ne sont pas très détaillées dans la littérature, que ce soit
dans la démonstration de A. Kasue [Kas89] ou dans le survey de E. Hebey et M. Herzlich
[HH97] ; notamment, le fait que M∞ soit bien une sous-variété, et que les projections
Πm : Mm →M∞ soient bien des difféomorphismes... Pour la démonstration du Théorème
Principal, il a fallu écrire tous les détails pour vérifier que cette construction s’adaptait
bien au cas des surfaces d’Alexandrov. On rappelle qu’on détaillera au début de la partie
5.4 les différences entre cette preuve du théorème de Cheeger-Gromov et celle du Théorème
Principal.

3.4.4 Conséquences d’un contrôle C0 de la métrique

Pour pouvoir appliquer la construction expliquée dans la deuxième étape de la démons-
tration, on a besoin, une fois qu’on a choisi des cartes harmoniques H : B(x, ε)→ B ⊂ Rn,
d’avoir un certain contrôle sur l’image des boules B(x, λε), pour des valeurs de λ < 1 (no-
tamment au 2., où l’on doit étendre les cartes Hm

i définies localement, et dans les parties
3. et 4.). Les propriétés obtenues doivent être uniformes, c’est-à-dire ne pas dépendre de
l’élément de la suite considéré.

La proposition suivante précise ce que signifie « contrôler l’image des boules ». Dans
le cas d’une métrique lisse, sous la seule hypothèse d’une inégalité du type Q−1δij ≤ gij ≤
Qδij pour un Q > 1 (comme dans le cas de la définition du rayon harmonique, mais sans
prêter attention aux dérivées), un tel contrôle est facile à obtenir (la démonstration de
la proposition 3.20 est assez élémentaire). Ces propriétés sont utilisées de façon implicite
dans la démonstration présentée dans [HH97].

Pour démontrer le Théorème Principal, qui se place dans le cadre de métriques sin-
gulières, on souhaitera effectuer la même construction que celle présentée précédemment.
On aura donc besoin d’avoir des résultats similaires sur l’image des boules B(x, λε), pour
λ < 1, une fois qu’on s’est fixé une carte (conforme) H : B(x, ε)→ D(1/2). Ceci est beau-
coup plus compliqué, car on ne disposera plus d’une inégalité du type Q−1δij ≤ gij ≤ Qδij
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(les métriques considérées ne seront plus riemanniennes, et donc ces inégalités n’auront
plus de sens). On devra alors utiliser la géométrie conforme des anneaux, présentée dans
la partie 1.3. Le théorème correspondant est un des points clés de la démonstration du
Théorème Principal, c’est le théorème 5.9.

On énonce donc la proposition suivante, afin de faire le parallèle avec le théorème 5.9,
et montrer que la situation est beaucoup plus simple dans le cas lisse, sous l’hypothèse
Q−1δij ≤ gij ≤ Qδij ; on pourra également faire le parallèle entre les figures 3.3 et 5.1.
Remarque 3.19. Bien qu’un contrôle des images des boules soit élémentaire sous les
hypothèses Q−1δij ≤ gij ≤ Qδij, la partie difficile du travail a en quelque sorte déjà été
effectuée avant, lors de la minoration du rayon des boules sur lesquelles on a de telles
estimées pour la métrique - c’est-à-dire lors de la minoration du rayon harmonique.
Proposition 3.20. Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n, et H :
B(x, r) → A ⊂ Rn une carte, avec H(x) = 0. On suppose que r < inj(x), et que les
coefficients de la métrique g dans cette carte vérifient

Q−1δij ≤ gij ≤ Qδij ,
pour un réel Q > 1.

De plus, on suppose qu’on a r < Q, et pour simplifier les notations du théorème, on
pose ι = r

4Q3/2 . Pour s > 0, on note Bn(s) la boule Euclidienne de Rn, centrée en 0 et de
rayon s.

1. On peut restreindre H pour obtenir une carte

H : U → Bn
(

r√
Q

)
,

où U vérifie
B

(
x,
r

Q

)
⊂ U ⊂ B(x, r).

2. On est alors dans la situation suivante :

Bn

(
r√
Q

)
= H(U) ⊃ H

(
B

(
x, r

Q

))

Bn

(
r√
Q
− ι

)

Bn(ι)

Bn(ι/2)

H
((
B(x, r

4Q

))

H
(
B

(
x, r

8Q2

))

0 = H(x)

•
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Figure 3.3 – On a un contrôle sur l’image des « grosses » boules B
(
x, r

4Q

)
et sur

l’image des « petites » boules B
(
x, r

8Q2

)
.

Autrement dit, on a les deux propriétés suivantes :

(2a) Bn(ι) ⊂ H
(
B

(
x,

r

4Q

))
⊂ Bn

(
r√
Q
− ι
)

et
(2b) H

(
B

(
x,

r

8Q2

))
⊂ Bn

(
ι

2

)
.

Démonstration. Par les bornes sur la courbure on a, pour tout z, z′ ∈ A ⊂ Rn,
1√
Q
||z − z′|| ≤ d|B(x,r)(H−1(z), H−1(z′)) ≤

√
Q||z − z′|| : (3.3)

on va utiliser ces inégalités à de nombreuses reprises dans la suite. On rappelle que d|B(x,r)
est la distance de longueur induite par d sur B(x, r) : on a donc d ≤ d|B(x,r). On a également
d|B(x,r)(x, y) = d(x, y) pour tout y ∈ B(x, r), car r est inférieur au rayon d’injectivité et il
existe donc une (unique) géodésique minimisante entre x et y, et cette dernière reste dans
B(x, r).

Preuve du 1. Il suffit de montrer l’inclusion

B

(
x,
r

Q

)
⊂ H−1

(
Bn

(
r√
Q

))
, (3.4)

qui est vraie car pour tout y ∈ B
(
x, rQ

)
on a, par l’inégalité (3.3) :

1√
Q
||H(y)|| = 1√

Q
||H(y)−H(x)|| ≤ d|B(x,r)(x, y) = d(x, y) < r

Q
.

Preuve du 2a. Commençons par montrer la première inclusion. Si ||z|| < ι = r
4Q3/2 ,

alors par l’inégalité 3.3 on a

d(x,H−1(z)) = d|B(x,r)(x,H−1(z)) ≤
√
Q||z|| < r

4Q,

et donc H−1(z) ∈ B
(
x, r

4Q

)
.

Pour la deuxième inclusion, considérons y ∈ B
(
x, r

4Q

)
. Si H(y) = 0, alors il n’y a rien

à démontrer, et si H(y) 6= 0 définissons λ > 0 par

λ||H(y)|| = r√
Q
.

Comme ||H(y)|| < r√
Q
, on a λ > 1.

Considérons la suite de points zm = (λ − 2−m)H(y) ; pour m assez grand on a zm ∈
Bn

(
r√
Q

)
. Comme H

(
B
(
x, r

2Q

))
⊂ H

(
B
(
x, rQ

))
, l’inclusion (3.4) nous montre que

H

(
B

(
x,

r

2Q

))
⊂ Bn

(
r√
Q

)
.
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Comme zm ∈ Bn
(

r√
Q

)
et ||zm|| → r√

Q
, il est clair que pour m assez grand on a zm /∈

H
(
B
(
x, r

2Q

))
, et donc zm /∈ H

(
B
(
x, r

2Q

))
. En appliquant l’inégalité (3.3) on obtient

d|B(x,r)(y,H−1(zm)) ≤
√
Q · ||H(y)− zm||

=
√
Q · (−1 + λ− 2−m) · ||H(y)||.

De plus, comme y ∈ B
(
x, r

4Q

)
et H−1(zm) /∈ B

(
x, r

2Q

)
, on a d(y,H−1(zm)) > r

4Q , et
donc avec l’inégalité d ≤ d|B(x,r) on obtient

r

4Q <
√
Q ·

(
−||H(y)||+ r√

Q
− 2−m||H(y)||

)
< −

√
Q||H(y)||+ r,

et donc
||H(y)|| < r√

Q
− r

4Q3/2 = r√
Q
− ι.

Preuve du 2b. Par l’inégalité (3.3) on a, pour tout y ∈ B
(
x, r

8Q2

)
:

1√
Q
||H(y)|| ≤ d|B(x,r)(x, y) = d(x, y) < r

8Q2 ,

et donc
||H(y)|| ≤ r

8Q3/2 = ι

2 .
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Chapitre 4

Du théorème de Cheeger-Gromov
au Théorème Principal

Le but de cette partie est d’expliquer comment on peut adapter les hypothèses du théo-
rème de compacité de Cheeger-Gromov (le théorème 3.12) au cas des surfaces d’Alexan-
drov.

L’hypothèse la plus facile à adapter est la troisième, celle qui concerne l’aire, car les
surfaces d’Alexandrov possèdent naturellement une mesure d’aire. Quant à la première,
elle porte sur la courbure de Gauß de la métrique, et dans le cadre singulier des surfaces
d’Alexandrov l’objet naturel à considérer est la mesure de courbure. On détaille dans la
première partie l’hypothèse correspondante.

La deuxième hypothèse est une borne inférieure sur le rayon d’injectivité, et cette
notion n’est pas pertinente dans le cadre singulier des surfaces d’Alexandrov. Dans une
deuxième partie, on introduit une nouvelle quantité, le rayon de contractibilité, qui va jouer
le rôle du rayon d’injectivité pour les surfaces d’Alexandrov. On en étudie les principales
propriétés.

On termine ce chapitre par énoncer quelques corollaires du Théorème Principal, et
par se poser la question de la convergence des structures conformes, pour une suite de
métriques vérifiant les hypothèses du Théorème Principal.

Remarque 4.1. Dans le théorème de Cheeger-Gromov, on considère une suite de variétés
riemanniennes (Mm, gm) vérifiant certaines hypothèses ; on ne suppose pas que les variétés
Mm sont difféomorphes entre elles. Une des conséquences du théorème est qu’il existe une
sous-suite mk telle que toutes les variétés Mmk sont difféomorphes entre elles.

Dans le Théorème Principal, on ne considère au contraire qu’une seule surface Σ (mu-
nie de différentes métriques d’Alexandrov), pour la raison suivante. Pour espérer obtenir
un résultat de convergence, il est nécessaire de supposer une majoration de la mesure de
courbure Ω = ω+ + ω− des surfaces d’Alexandrov ; mais alors, par la formule de Gauß-
Bonnet, le genre de ces surfaces est borné, et donc quitte à considérer une sous-suite on
peut supposer que toutes ces surfaces sont difféomorphes. Ainsi, dans le Théorème Prin-
cipal, on ne perd pas en généralité en considérant des métriques sur une même surface
Σ.
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4.1 Hypothèse sur la courbure
On a déjà signalé que sur une surface d’Alexandrov, les points x dont la mesure de

courbure vérifie ω+({x}) = 2π posent problème : ce sont des cusps, et ils peuvent être à
distance infinie des autres points, auquel cas la topologie définie par la métrique n’est plus
la topologie de surface de Σ (la surface peut ne plus être compacte pour cette nouvelle
topologie).

On veut donc empêcher l’apparition de tels cusps : on souhaite que toute suite de
métriques vérifiant les hypothèses du Théorème Principal converge (après passage à une
sous-suite et composition par des difféomorphismes) vers une métrique dont la mesure de
courbure vérifie ω+({x}) < 2π pour tout x ∈ Σ. Il est facile de construire des exemples de
métriques dm dont les mesures de courbure vérifient ω+

m({x}) < 2π pour tout x ∈ Σ, mais
telles que ω+

m converge faiblement vers un Dirac de poids 2π (on peut par exemple penser
à une accumulation de singularités coniques, dont les courbures ki vérifient

∑
i ki = 2π).

Pour un exemple plus explicite, on pourra se référer également à la partie 4.2.4 et à la
figure 4.9. Pour empêcher une telle accumulation il est naturel de demander la condition
suivante :

Hypothèse 1 : il existe δ > 0 et ε > 0 tels que ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ pour tout x ∈ Σ.

4.2 Le rayon de contractibilité remplace le rayon d’injecti-
vité

4.2.1 Définition

La définition du rayon d’injectivité d’une surface riemannienne fait intervenir l’applica-
tion exponentielle, qui est construite en considérant les géodésiques issues d’un point x ∈ Σ
(voir la partie 1.2.1) : inj(x) est le plus grand r > 0 tel que expx soit un difféomorphisme,
de B(r) ⊂ TxΣ sur son image.

Dans un cadre singulier, dans lequel on dispose toujours de l’existence de géodésiques,
on pourrait être tentés de définir de même une application exponentielle singulière en un
point x : à un vecteur tangent v ∈ TxΣ on associe la valeur en 1 de l’unique géodésique γ
vérifiant γ(0) = x et γ̇(0) = v.

Le problème est qu’avec des singularités coniques de courbures négatives, on n’a pas
unicité des géodésiques (à vitesse initiale prescrite) : sur la figure suivante, les deux géo-
désiques γ1 et γ2 ont même vitesse initiale.

•x

γ1

γ2

Figure 4.1 – Exemple de branching geodesics.
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Supposons que l’on soit dans un cas idéal, où on a unicité des géodésiques (à vitesse
initiale prescrite). On peut alors définir, de la même façon que dans le cas lisse, un rayon
d’injectivité inj(x), égal au plus grand r > 0 tel que expx soit (par exemple) un homéomor-
phisme, de B(r) ⊂ TxΣ sur son image. Mais alors en présence d’une singularité conique de
courbure positive, cette quantité n’est pas pertinente non plus, pour la raison suivante : ce
rayon d’injectivité inj(x) tends vers zéro quand x se rapproche d’un point conique p, car
deux vecteurs tangents différents ont pour image un même point y ∈ Σ, arbitrairement
proche de p.

•y

•
p

•x

γ2γ1

•
x

γ1 γ2
• •

y

•p

Figure 4.2 – Cône vu du dessus (à gauche), ou découpé selon les pointillés (à droite) : γ1
et γ2 sont deux géodésiques minimisantes entre x et y.

On cherche donc à introduire une nouvelle quantité strictement positive, que l’on va
noter cont(Σ, d, x) dans la suite, vérifiant les propriétés suivantes :

1. cont(Σ, d, x) a un sens si (Σ, d) est une surface d’Alexandrov, et cette quantité n’est
« pas trop éloignée » du rayon d’injectivité si la métrique est riemannienne.

2. Une borne inférieure sur

cont(Σ, d) := inf
x∈Σ

cont(Σ, d, x)

empêche un pincement de la surface. En d’autres termes, on souhaite que dans
l’exemple suivant, cont(Σ, d, x) soit très petit :

•x

Figure 4.3 – La surface est pincée en x

3. Une borne inférieure sur cont(Σ, d, x) nous donne des propriétés intéressantes (sur
le volume des boules par exemple).

La surface Σ étant seulement munie d’une distance, une des façons de contrôler sa
géométrie est d’étudier le comportement des (petites) boules. Dans l’exemple de la figure
4.3, les boules de très petits rayons autour de x sont homéomorphes à des disques, mais
pour des rayons plus grands ces boules vont être homéomorphes à des anneaux. On pourrait
donc utiliser la
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Définition 4.2 (provisoire). On pose

cont(Σ, d, x) = sup
{
r > 0

∣∣B(x, r) est homéomorphe à un disque
}
.

Le problème est que, dans l’exemple précédent, cette quantité n’est en fait pas petite :
si x est à une distance de l’ordre de 2r des trous de la surface, alors une boule de rayon r
est homéomorphe à un disque :

•x

B(x, r)

Figure 4.4 – La boule B(x, r) est homéomorphe à un disque.

Il est donc naturel de plutôt considérer la

Définition 4.3 (provisoire, bis). On pose

cont(Σ, d, x) = sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert
}

(dans l’exemple précédent, cette quantité est petite).

On remarque que cette définition (provisoire) satisfait à la troisième des conditions
espérées pour la quantité cont(Σ, d, x) : une borne inférieure sur cont(Σ, d, x) nous donne
une minoration du volume des boules (corollaire 2.24).

Dans la suite, on souhaitera introduire des coordonnées conformes sur des petites
boules. On rappelle le résultat du théorème de représentation conforme des surfaces
d’Alexandrov de Reshetnyak (théorème-définition 2.15) : si U est homéomorphe à un
disque ouvert, et U est homéomorphe à un disque fermé, alors on peut introduire des
coordonnées conformes sur U . Dans la définition du rayon de contractibilité, on a donc
besoin que les boules fermées soient homéomorphes à des disques fermés.

Il est clair qu’en général, aucune des deux conditions U homéomorphe à un disque
ouvert et U homéomorphe à un disque fermé n’implique l’autre : sur la sphère ronde S2,
la boule ouverte de rayon π est S2−{point}, qui est homéomorphe à un disque ouvert, et
l’adhérence de cette boule est S2 tout entier ; et dans l’exemple suivant, où on a collé à une
sphère ronde un long tube, la boule (ouverte) centrée en x et de rayon π est homéomorphe
à un anneau, alors que l’adhérence de cette boule est homéomorphe à un disque fermé :
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•
x

•y
S(x, π)

Figure 4.5 – B(x, π) est un anneau, et B(x, π) est un disque fermé.

Malgré les remarques précédentes, on peut se poser la question suivante :

Question 4.4. La propriété

« pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert »

implique-t-elle

« pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé » ?

La réponse à cette question n’est pas connue de l’auteur. La difficulté vient du fait
qu’il n’existe pas de caractérisation simple d’espaces topologiques homéomorphes à des
disques fermés. Au contraire, en ce qui concerne l’homéomorphie avec des disques ouverts,
la situation est beaucoup plus simple : par le théorème d’uniformisation, il suffit qu’une
partie du plan soit simplement connexe pour qu’elle soit homéomorphe à un disque ouvert.
Cette remarque nous permet de montrer la

Proposition 4.5. La propriété

« pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé »

implique la propriété

« pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert ».

Démonstration. Soit s < r, et s′ tel que s < s′ < r. Soit H un homéomorphisme entre
B(x, s′) et le disque fermé D(1). Comme H(B(x, s)) est un ouvert du plan, pour montrer
que H(B(x, s)) est homéomorphe à un disque ouvert, il nous suffit de montrer que cet
partie du plan est simplement connexe.

Soit γ : S1 → H(B(x, s)) une courbe continue. Par compacité, la courbe H−1(γ) dans
B(x, s) est incluse dans une boule B(x, s − ι) pour un certain ι > 0. Alors γ est dans
H(B(x, s− ι)), qui est homéomorphe à un disque fermé (et donc simplement connexe). γ
est donc homotope à zéro dans H(B(x, s− ι)), et donc homotope à zéro dans H(B(x, s)),
ce qui termine la preuve.

On définit donc la quantité suivante :
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Définition 4.6. Le rayon de contractibilité de la surface d’Alexandrov (Σ, d) au point x
est

cont(Σ, d, x) := sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé
}

(le nom provient du fait que les boules fermées sont alors contractiles ; c’est une traduc-
tion approximative de l’anglais contractibility radius). On définit également le rayon de
contractibilité de (Σ, d) par

cont(Σ, d) := inf
x∈Σ

cont(Σ, d, x).

La deuxième hypothèse du théorème principal s’écrit donc

Hypothèse 2 : il existe c > 0 tel que cont(Σ, d) > c.

Remarque 4.7. L’auteur a remarqué très récemment que le terme anglais contractibility
radius a déjà été utilisé, par K. Shiohama [Shi83] et T. Yamaguchi [Yam88]. Ces deux
notions (différentes) de rayon de contractibilité c(x) en un point x n’ont été étudiées
que dans le cas de métriques riemanniennes lisses, en dimension quelconque n ≥ 2. Dans
[Shi83], c1(x) est le plus grand r tel que B(x, r) est contractile ; dans [Yam88], on considère
les points critiques de la fonction distance d(x, .) pour définir c2(x). L’inégalité c2(x) ≥
c1(x) relie ces deux définitions.

Ces notions sont également reliées à celle de fonction de contractibilité ( contractibility
function en anglais), qui étudie pour quelles valeurs de λ > 1 la boule B(x, r) est contractile
dans la boule B(x, λr). Cette notion est apparue pour la première fois dans un article de
M. Gromov [Gro81a], voir aussi [Ber03], page 392. Encore une fois, ces notions ne sont
étudiées que dans le cas de métriques riemanniennes lisses.

La proposition 4.5 se réécrit de la façon suivante :

Proposition 4.8. Pour tout r < cont(Σ, d, x), B(x, r) est homéomorphe à un disque
ouvert.

On peut donc notamment utiliser le corollaire 2.24 pour minorer le volume des boules.

On peut remarquer ici qu’on n’a pas encore montré que la définition du rayon de
contractibilité a un sens : on prend une borne supérieure sur un ensemble qui pourrait
être vide. On doit donc montrer la proposition suivante :

Proposition 4.9. La définition 4.6 a un sens. Autrement dit, si (Σ, d) est une surface
d’Alexandrov, alors pour tout x ∈ Σ, il existe r > 0 tel que pour tout s < r, B(x, s) est
homéomorphe à un disque fermé.

Remarque 4.10. On a besoin dans cette proposition de supposer que (Σ, d) est une surface
d’Alexandrov, et non pas un espace métrique (intrinsèque) quelconque ; l’auteur ne sait
pas si cette hypothèse peut être affaiblie. Ainsi, il n’est pas sûr que la notion de rayon de
contractibilité ait un sens dans le cadre plus général des espaces métriques intrinsèques
(bien qu’il soit seulement question de notion métriques dans la définition !)...

La proposition 4.9 est une conséquence du lemme suivant :
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Lemme 4.11. Soit U un ensemble homéomorphe à un disque ouvert, avec x ∈ U et
ω+(U − {x}) < π. Si B(x, r) ⊂ U , alors pour tout s ≤ r, B(x, s) est homéomorphe à un
disque fermé.

Vu l’importance de ce résultat dans la suite de ce manuscrit, on donnera dans la partie
4.2.4 une démonstration heuristique d’un résultat similaire, mais un peu plus faible (c’est
la proposition 4.24). Dans le cas général qui nous intéresse ici, on doit se reposer sur un
résultat profond de Y. D. Burago et M. B. Stratilatova sur la structure des sphères dans
les surfaces d’Alexandrov (voir le livre [Res93]). En général, la sphère S(x, r) peut avoir
une structure compliquée (elle peut par exemple ne pas être connexe, comme dans la figure
4.5). Mais si on a une information sur la partie positive de la courbure, on a le
Théorème 4.12 (Y. D. Burago et M. B. Stratilatova). Soit U un ensemble homéomorphe
à un disque ouvert, avec x ∈ U et ω+(U − {x}) < π. Si S(x, r) ⊂ U , alors S(x, r) est une
courbe de Jordan.

On comprendra un peu mieux plus tard le rôle particulier joué par une courbure
positive plus petite (ou plus grande) que π ; notamment, les cônes Euclidien de courbure
plus petite (ou plus grande) que π n’ont pas du tout les mêmes propriétés, vis-à-vis du
rayon de contractibilité (voir la partie 4.2.3).

Preuve du lemme 4.11. Soit h : U → C un homéomorphisme, et soit s ≤ r. Comme
S(x, s) ⊂ B(x, r) ⊂ U , on peut appliquer le théorème 4.12 : h(S(x, s)) est une courbe
de Jordan Γ. C − Γ a deux composantes connexes : de façon naturelle on appelle la
composante bornée l’intérieur de Γ, et la composante non bornée l’extérieur de Γ. Comme
B(x, s) est ouvert et fermé dans U − S(x, s), h(B(x, s)) est une composante connexe de
h(U − S(x, s)) = C− Γ, et on a donc

h(B(x, s)) = intérieur de Γ, ou h(B(x, s)) = extérieur de Γ.

Le second cas est impossible, car l’adhérence de h(B(x, s)) est h(B(x, s)), qui est compact,
et l’adhérence de l’extérieur de Γ n’est pas compact.

Donc h(B(x, s)) est l’intérieur de Γ, et h(B(x, s)) est l’adhérence de l’intérieur de Γ,
et par le théorème de Jordan-Schoenflies, on sait que ces ensembles sont (respectivement)
homéomorphes à des disques ouverts (respectivement, fermés).

On peut maintenant démontrer la proposition 4.9 :

Démonstration de la proposition 4.9. Par la structure de surface de Σ, on sait qu’on peut
construire une suite décroissante d’ouverts (Ui), tels que tous les Ui sont homéomorphes
à des disques ouverts, avec

{x} =
⋂

i∈N
Ui.

On a alors
0 = ω+( ⋂

i∈N
(Ui − {x})

)
= lim

i→∞
ω+(Ui − {x}),

et donc il existe i0 ∈ N tel que ω+(Ui0 − {x}) < π. Soit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ui0 : on
peut appliquer le lemme 4.11, et obtient que pour tout s ≤ r, B(x, s) est homéomorphe à
un disque fermé.
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On sait maintenant que le rayon de contractibilité est bien défini, on peut énoncer une
nouvelle fois le lemme 4.11 en utilisant cette nouvelle terminologie :

Proposition 4.13. Supposons avoir B(x, r) ⊂ U , où U est un ensemble homéomorphe à
un disque ouvert, avec ω+(U − {x}) < π. Alors

cont(Σ, d, x) ≥ r.

Sur des surfaces d’Alexandrov à courbure négative, la condition ω+(U − {x}) < π est
forcément vérifiée, et dans ce cas on peut définir le rayon de contractibilité de la façon
plus simple suivante (ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite) :

Corollaire 4.14. Sur une surface d’Alexandrov (Σ, d) de courbure négative (c’est-à-dire
telle que ω+ ≡ 0), on a

cont(Σ, d, x) = sup
{
r > 0

∣∣B(x, r) est homéomorphe à un disque ouvert
}
.

Démonstration. Notons A le membre de droite. Par la proposition 4.5, l’ensemble
{
r > 0 | ∀s < r, B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé

}

est inclus dans

X :=
{
r > 0 | ∀s < r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert

}
,

et donc cont(Σ, d, x) ≤ supX.
On a également supX ≤ A : en effet, si rm = supX − 1/m, alors il existe r′m > rm tel

que r′m ∈ X, et donc B(x, rm) est homéomorphe à un disque ouvert, ce qui donne rm ≤ A,
puis supX ≤ A en passant à la limite. On a donc

cont(Σ, d, x) ≤ A.

Concernant l’inégalité dans l’autre sens, posons rm = A− 1/m. Pour tout m, il existe
r′m > rm tel que B(x, r′m) soit homéomorphe à un disque ouvert ; on a de plus B(x, rm) ⊂
B(x, r′m), et on peut donc appliquer la proposition 4.13 pour obtenir

cont(Σ, d, x) ≥ rm = A− 1/m.

On obtient finalement cont(Σ, d, x) ≥ A en faisant tendre m vers l’infini.

La surface Σ étant compacte, on a B(x,diam Σ) = Σ, et donc les boules fermées de
rayon diam Σ ne sont pas homéomorphes à des disques fermés. On a donc les inégalités

cont(Σ, d, x) ≤ diam Σ, et cont(Σ, d) ≤ diam Σ.

En ce qui concerne les surfaces munies d’une métrique riemannienne lisse, on sait que
le rayon d’injectivité de la variété inj(Σ, g) = infx∈Σ inj(Σ, g, x) est strictement positif. Au
contraire, le rayon de contractibilité d’une surface d’Alexandrov compacte (Σ, d) peut être
nul : ceci arrive par exemple dès qu’il y a un cône Euclidien de courbure > π (voir la partie
4.2.3). C’est en fait le seul cas cas où cela se produit :
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Proposition 4.15. Si (Σ, d) est une surface d’Alexandrov compacte telle que ω+({x}) < π
pour tout x ∈ Σ, alors cont(Σ, d) > 0.

Démonstration. Soit (xm) une suite de Σ telle que

cont(Σ, d, xm) −→
m→∞

cont(Σ, d).

Par compacité, on peut supposer xm → x ∈ Σ. Comme dans la preuve de la proposition 4.9,
on considère une suite décroissante d’ouverts (Ui), homéomorphes à des disques ouverts,
tels que

{x} =
⋂

i∈N
Ui.

Comme ω+({x}) = limi→∞ ω
+(Ui) < π, il existe i0 ∈ N tel que ω+(Ui0) < π. Soit

r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ui0 . Pour m assez grand on a B(xm, r/2) ⊂ B(x, r) ⊂ Ui0 :
comme ω+(Ui0 − {xm}) ≤ ω+(Ui0) < π, on peut appliquer la proposition 4.13 pour
obtenir cont(Σ, d, xm) ≥ r/2. En faisant tendre m vers l’infini, on obtient finalement
cont(Σ, d) ≥ r/2 > 0.

On termine cette section d’introduction du rayon de contractibilité par la remarque
suivante : l’auteur de ce manuscrit ne sait pas si la fonction x 7→ cont(Σ, d, x) est semi-
continue supérieurement. Par contre, il est facile de montrer que la fonction

x 7→ sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert
}

(c’est la définition provisoire 4.3 du rayon de contractibilité) est semi-continue supérieu-
rement.

Remarque 4.16. On ne peut pas espérer une semi-continuité inférieure (et donc, à for-
tiori, une continuité) pour une telle quantité, ou pour le rayon de contractibilité. En effet,
on verra plus loin que dans le cas d’un cône Euclidien de courbure > π, ces quantités
tendent vers zéro quand le point se rapproche du sommet du cône, bien que la valeur en le
sommet du cône soit +∞.

Démonstration. On reproduit quasiment à l’identique la démonstration de la proposition
4.5. Notons

c(x) = sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert
}

:

on veut montrer que
lim sup
y→x

c(y) ≤ c(x).

Considérons donc une suite xm telle que xm → x et c(xm) → l ; on veut montrer que
l ≤ c(x). Fixons r < l : on veut montrer que B(x, r) est homéomorphe à un disque ouvert.

Soit r < r′ < l. Pour m assez grand, on a r′ < c(xm) et B(x, r) ⊂ B(xm, r′). Comme
B(xm, r′) est homéomorphe à un disque ouvert, pour montrer queB(x, r) est homéomorphe
à un disque ouvert, il suffit de montrer que ce dernier est simplement connexe.
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Considérons donc γ, une courbe continue dans B(x, r). Par compacité, γ est dans une
boule B(x, r−ε) pour un certain ε > 0 ; supposons avoir de plus r−ε/2 < l. Pour m assez
grand on a

B(x, r − ε) ⊂ B(xm, r − ε/2) ⊂ B(x, r),

et on peut également supposer r− ε/2 < c(xm). La boule B(xm, r− ε/2) est donc simple-
ment connexe : γ est donc homotope à zéro dans B(xm, r− ε/2), et donc dans B(x, r), ce
qu’on voulait démontrer.

Comme signalé précédemment, toute la difficulté pour montrer une propriété analogue
pour la fonction x 7→ cont(Σ, d, x) vient du fait qu’il n’existe pas (à la connaissance de
l’auteur) de caractérisation topologique simple d’ensembles homéomorphes à des disques
fermés (contrairement à la propriété d’être simplement connexe, pour des disques ouverts).

4.2.2 Cas d’une métrique riemannienne

Si (Σ, g) est une surface compacte munie d’une métrique riemannienne, alors pour tout
r < inj(Σ, g, x), l’application exponentielle en x est un difféomorphisme d’un disque fermé
de rayon r sur B(x, r), ce qui montre que

cont(Σ, dg, x) ≥ inj(Σ, g, x) et cont(Σ, dg) ≥ inj(Σ, g).

En particulier, on a cont(Σ, dg) > 0. Ce fait est aussi une conséquence de la propriété 4.15,
car la mesure de courbure ω = KdA d’une surface riemannienne n’a pas d’atome.

Pour ce qui est des inégalités dans l’autre sens, on montre la proposition suivante : à
courbure bornée, une borne inférieure sur le rayon de contractibilité donne une borne
inférieure sur le rayon d’injectivité. Ainsi, dans le théorème de Cheeger-Gromov, une
minoration du rayon d’injectivité peut être remplacée par une minoration du rayon de
contractibilité. Ceci répond donc d’une certaine manière à la première des conditions es-
pérées pour la quantité cont(Σ, d, x) (voir le début de la partie 4.2.1) : si la métrique est
riemannienne, le rayon de contractibilité n’est « pas trop éloigné » du rayon d’injectivité.

Proposition 4.17. Soient Λ > 0 et c > 0. Il existe une constante i = i(Λ, c) vérifiant la
propriété suivante. Pour toute surface compacte Σ et toute métrique riemannienne g sur
Σ, vérifiant |K| ≤ Λ et cont(Σ, dg) ≥ c, on a

inj(Σ, g) ≥ i.

Démonstration. Par un résultat bien connu de W. Klingenberg (voir par exemple [Ber03]),
la borne sur la courbure nous donne l’estimation suivante :

inj(Σ, g) ≥ min
(
π√
Λ
,
1
2 · longueur de la plus petite géodésique fermée

)
.

Considérons donc une géodésique fermée γ, de longueur l, et supposons l < c ; on cherche
à minorer l. La courbe γ est incluse dans une certaine boule B de rayon l < cont(Σ, d), qui
est homéomorphe à un disque ouvert (voir la proposition 4.8). γ borne donc un domaine
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U ⊂ B, homéomorphe à un disque ouvert. Comme la courbure géodésique de la frontière
∂U de U est nulle, le théorème de Gauß-Bonnet nous donne

2π =
∫

U
K dA,

et donc
2π ≤ Λ · aire(U).

Mais on a U ⊂ B, donc aire(U) ≤ aire(B), et comme K ≥ −Λ, par le théorème de Bishop-
Gromov (voir le théorème 1.6), l’aire de la boule B est au plus l’aire d’une boule de rayon
l sur une surface complète simplement connexe de courbure constante −Λ < 0. Cette aire
est au plus

√
Λ · exp(l/

√
Λ), donc on obtient

2π ≤ Λ3/2 · exp(l/
√

Λ),

ce qui donne finalement

inj(Σ, g) ≥ min
( π√

Λ
,
c

2 ,
√

Λ ln(2π/Λ3/2)
2

)
.

4.2.3 Rayon de contractibilité des cônes Euclidiens

On rappelle ici que l’idée générale du travail de cette thèse est de compactifier l’en-
semble des métriques à singularités coniques. Il est donc naturel de s’intéresser au rayon
de contractibilité des cônes Euclidiens.

Considérons donc un cône Euclidien d’angle au sommet θ > 0. Rappelons que la
courbure au sommet p du cône est k = 2π − θ (la mesure de courbure de la surface
d’Alexandrov est ω = (2π − θ)δp).

Cas d’une courbure faible (k < π)

Dans le cas d’un cône Euclidien Σ, de sommet p et d’angle θ > π (c’est-à-dire d’une
courbure k < π), le rayon de contractibilité est infini : toute boule fermée B(x, r) est
homéomorphe à un disque fermé. En effet, si d(x, p) ≥ r, alors B(x, r) n’est rien d’autre
qu’une boule Euclidienne fermée. Et si d(x, p) < r, il suffit de découper le cône le long de
la droite (px) pour obtenir le dessin suivant : B(x, r) est la réunion de deux demi-disques,
recollés comme indiqués par la flèche.

•
x

•
x•p

Figure 4.6
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Remarque 4.18. On aurait également pu utiliser la proposition 4.13 : le cône Euclidien
Σ est homéomorphe à C (et donc à un disque ouvert), et pour tout x ∈ Σ et r > 0 on a
ω+(Σ− {x}) ≤ ω+(Σ) < π, et B(x, r) ⊂ Σ, ce qui implique cont(Σ, d, x) > r.

Cas d’une courbure forte (k > π)

Considérons un cône Euclidien Σ, de sommet p et d’angle θ < π (c’est-à-dire de
courbure k > π). Il est clair que les boules fermées centrées en p sont homéomorphes à
des disques fermés : on a donc

cont(Σ, d, p) =∞.
On va montrer que pour tout x 6= p on a

cont(Σ, d, x) = d(x, p) · sin(θ/2). (4.1)

Ainsi, le rayon de contractibilité en x tends vers zéro quand x se rapproche du sommet du
cône, ce qui nous montre que

cont(Σ, d) = 0.

Pour x 6= p, découpons le cône selon la droite (px) (comme précédemment), et traçons en
pointillés la bissectrice du secteur angulaire ainsi obtenu.

•
x

•
x

• p

θ

l

Figure 4.7

Plaçons nous en un point x, et considérons un rayon r tel que l’on soit dans la situation
de la figure précédente, c’est-à-dire tel que r soit inférieur à d(x, p), mais supérieur à la
distance de x à la ligne en pointillés (notée l) ; comme sin(θ/2) = l/d(x, p) on a donc

d(x, p) · sin(θ/2) < r < d(x, p).

Pour un tel rayon r, on voit sur la figure précédente que B(x, r) est la réunion de deux
demi-disques, recollés comme indiqué ; la surface obtenue est ainsi homéomorphe à un
anneau S1× [0, 1]. Une autre façon de voir que cette surface n’est pas simplement connexe
est de remarquer que le segment (Euclidien) joignant les deux copies de x dans la figure
précédente correspond à une courbe fermée dans B(x, r), qui n’est pas homotope à zéro
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dans B(x, r) ; le problème vient bien sûr du fait que le sommet p du cône n’est pas dans
B(x, r).

Par ailleurs, la figure précédente nous montre aussi que si r < d(x, p) · sin(θ/2), alors
B(x, r) n’est rien d’autre qu’une boule Euclidienne fermée. Tout ceci montre qu’on a bien
l’égalité (4.1).

Finalement, on a cont(Σ, d) = 0 dès qu’il y a un point conique d’angle < π. Et donc,
dans le Théorème Principal, les singularités d’angles < π (c’est-à-dire de courbure > π)
ne sont pas autorisées. On pourrait alors se demander si cette condition n’est pas trop
restrictive.

Remarque 4.19. En réalité, on n’a pas montré rigoureusement que sous l’hypothèse d’un
rayon de contractibilité strictement positif, on a ω+({x}) ≤ π pour tout x ∈ Σ ; par
l’étude faite précédemment, on sait seulement que cette propriété est vraie si les voisinages
des points coniques sont isométriques à des voisinages de sommets de cônes Euclidiens.
L’auteur conjecture que cette propriété est vraie en toute généralité.

La condition ω+({x}) ≤ π pour tout x ∈ Σ n’est pas trop restrictive, pour la raison
suivante. Lorsque des singularités s’accumulent (ce qui est le cadre d’application du théo-
rème), la courbure des points coniques qui se rapprochent les uns des autres doit tendre
vers zéro, tout simplement par une application de la formule de Gauß-Bonnet : la somme
des courbures doit être constante, donc si le nombre de points tends vers l’infini, la cour-
bure en chaque point doit tendre vers zéro. Ainsi, il n’y aura pas de singularité de courbure
> π, et on pourra donc espérer avoir une borne inférieure sur le rayon de contractibilité.
Par exemple dans le cas décrit dans l’introduction, les singularités s’accumulent et on a
bien une borne inférieure sur le rayon de contractibilité (on peut par exemple appliquer la
proposition 4.13) :

Figure 4.8 – Si le polyèdre a Nm sommets à l’étape m de la convergence, par le théorème
de Gauß-Bonnet, la courbure km en les Nm points coniques vérifie Nmkm = 4π, donc km
tends vers zéro quand le nombre de points coniques Nm tends vers l’infini.

Remarque 4.20. Le rôle particulier joué par π pour la valeur d’un angle conique a déjà
été observé, voir par exemple la thèse de D. Ramos-Guallar : sur une surface à singularités
coniques dont la courbure est bornée, des points coniques d’angles < π ne peuvent pas trop
se rapprocher. Ceci est en accord avec la remarque précédente.

4.2.4 L’hypothèse 2. n’implique pas l’hypothèse 1.

Rappelons les deux premières hypothèses du Théorème Principal :
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— Hypothèse 1 : il existe δ > 0 et ε > 0 tels que ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ pour tout
x ∈ Σ,

— Hypothèse 2 : il existe c > 0 tel que cont(Σ, d) > c.
De plus, on a vu que l’hypothèse 2 implique l’absence de points coniques de courbure > π ;
on peut donc se poser la

Question 4.21. L’hypothèse 2 implique-t-elle l’hypothèse 1 ?

On va donner la réponse à cette question en considérant la surface Σ suivante :

H

L

Figure 4.9 – Surface Σ

L est la longueur du côté du carré qui constitue le dessus de la boîte, et H est la
hauteur de la boîte. La surface à considérer est constituée du plan à côté de la boîte, plus
les quatre côtés de la boîte, plus le dessus de la boîte. Cette surface n’est rien d’autre
qu’un plan, muni d’une métrique avec 8 singularités coniques : les 4 sommets de la boîte
sont des singularités d’angle 3π/2 (donc de courbure π/2), et les 4 pieds de la boîte sont
des singularités d’angle 5π/2 (donc de courbure −π/2). On remarque qu’on vérifie bien la
formule de Gauß-Bonnet dans cet exemple : on a 4× (π/2) + 4× (−π/2) = 0.

Si H � L (comme sur la figure), alors le rayon de contractibilité de cette surface
est infini. On peut le voir en se plaçant en un point x, et en faisant grossir le rayon des
boules fermées B(x, r) : il est clair que ces boules vont toujours être homéomorphes à
des disques fermés, et on n’aura jamais une situation comme celle de la figure 4.7 (où les
boules B(x, r) deviennent des anneaux). On va essayer dans la suite de cette partie de
donner une démonstration un peu plus convaincante de cette propriété.

Remarque 4.22. Dans le cas où H � L (c’est le cas d’un grand building dans la rue),
si x est à une hauteur H/2, alors il est clair que la boule B(x, 3L) est homéomorphe à un
anneau, et dans ce cas on a donc

cont(Σ, d, x) < 3L.

Cette surface Σ au rayon de contractibilité infini répond à la question 4.21. En effet, en
faisant un changement d’échelle de telle sorte que la boîte s’écrase sur un point x (c’est-
à-dire en multipliant L et H par λ→ 0), on obtient une surface à rayon de contractibilité
toujours infini, mais on ne pourra pas espérer avoir une inégalité du type ω+(B(x, ε)) <
2π− δ : pour λ assez petit, tous les sommets de la boîte vont être dans B(x, ε), et on aura
donc ω+(B(x, ε)) = 2π. Si l’on préfère, quand λ tends vers zéro, ω+ converge faiblement
vers 2π · δx.
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Dans la suite, on ne va pas montrer rigoureusement que le rayon de contractibilité est
infini, mais on va donner des éléments de démonstration de la propriété suivante :

(P) Pour tous x ∈ Σ et r > 0, B(x, r) est homéomorphe à un disque ouvert.

On a déjà signalé que cette propriété est plus faible que de dire que le rayon de contrac-
tibilité est infini (voir la question 4.4) ; il est question ici de boules ouvertes, et non de
boules fermées (et à plusieurs reprises, on a fait remarquer que l’étude des boules ouvertes
est plus facile que celle des boules fermées). Il est néanmoins intéressant de démontrer la
propriété (P), pour différentes raisons.

Tout d’abord, il n’est pas très difficile de se convaincre que pour cette surface très
particulière, le fait de passer des boules ouvertes aux boules fermées ne va pas changer
grand chose, et ceci donne donc une démonstration heuristique du fait que le rayon de
contractibilité est infini (et montre donc que l’hypothèse 2 n’implique pas l’hypothèse 1).

Ensuite, la démonstration en elle-même est intéressante, pour deux raisons. Tout
d’abord, elle nous invite à étudier les géodésiques fermées (et les lacets géodésiques) sur
la surface Σ, qui est une surface à singularités coniques particulière. De plus, on démontre
en passant, et de façon assez élémentaire, la propriété 4.24, similaire au lemme 4.11, mais
dont le résultat est plus faible (les boules fermées sont remplacées par des boules ouvertes,
et il s’agit de métriques riemanniennes lisses, et non de métriques d’Alexandrov). A la vue
de l’importance du lemme 4.11 dans ce manuscrit, il nous est apparu assez intéressant de
donner la démonstration de la proposition 4.24, certes plus faible, mais dont la démonstra-
tion ne repose pas sur un théorème annexe compliqué (le lemme 4.11 est une conséquence
directe du théorème 4.12, qui est un résultat de Burago et Stratilatova portant sur la
structure des sphères dans les surfaces d’Alexandrov). Enfin, selon l’auteur, on comprend
clairement le rôle joué par une courbure égale à π dans la démonstration de la proposition
4.24, et ceci permet donc de mieux comprendre les hypothèses du lemme 4.11.

On va utiliser lemme suivant (voir [Shi99]) :

Lemme 4.23. Si B(x, r) n’est pas simplement connexe, alors il existe un lacet géodésique
dans B(x, r), de point de base x, non homotope à zéro dans B(x, r).

Un lacet géodésique basé en x est une géodésique γ : [0, 1]→ Σ vérifiant γ(0) = γ(1) =
x. La démonstration de ce lemme est assez élémentaire, et consiste à utiliser le théorème
d’Arzelà-Ascoli pour minimiser la longueur des lacets basés en x, qui sont non homotopes
à zéro dans B(x, r). Dans [Shi99], la démonstration est effectuée dans le cas de métriques
riemanniennes lisses, mais elle s’adapte sans problème aux métriques intrinsèques.

On commence par démontrer la proposition suivante, qui ne sera pas utilisée dans la
suite, mais qui a été utilisée précédemment sous la forme du lemme 2.27 (comme déjà
signalé, l’énoncé est similaire mais moins fort que le lemme 4.11) :

Proposition 4.24. Soit U un ouvert d’une surface riemannienne (M, g), homéomorphe
à un disque ouvert, et x ∈ U vérifiant ω+(U − {x}) =

∫
U−{x}K

+dA < π. Si B(x, r) ⊂ U ,
alors pour tout s ≤ r, B(x, s) est homéomorphe à un disque ouvert.

Démonstration. Supposons que B(x, s) ne soit pas simplement connexe. Par le lemme
4.23, il existe un lacet géodésique γ dans B(x, s), de point de base x (et non homotope à
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zéro dans B(x, s)). Comme B(x, s) est inclus dans U , qui est homéomorphe à un disque
ouvert, on peut considérer l’intérieur de γ, noté int(γ) :

x

γ
int(γ) B(x, s)

θ

Figure 4.10

On a noté θ ∈ [0, 2π) l’angle en x de γ. Comme γ est une géodésique, la formule de
Gauß-Bonnet s’écrit

2π = ω(int(γ)) + (π − θ),

et donc
2π ≤ ω+(int(γ)) + π ≤ ω+(U − {x}) + π < 2π,

ce qui est absurde.

On souhaite maintenant montrer la propriété (P). Déjà, par le théorème d’uniformisa-
tion, pour montrer que B(x, r) est homéomorphe à un disque ouvert, il suffit de montrer
que B(x, r) est simplement connexe. En effet, si c’est le cas, alors cette partie du plan est
homéomorphe à D(1), au plan complexe C ou à la sphère de Riemann S2, mais ce dernier
cas n’est pas possible car B(x, r) n’est pas compact.

Par le lemme 4.23, il nous suffit donc de montrer que tous les lacets géodésiques dans
B(x, r), de point de base x, sont homotopes à zéro dans B(x, r) ; on va donc commencer
par s’intéresser aux lacets géodésiques de la surface Σ.

Étude des lacets géodésiques dans Σ

Il est utile de réaliser un patron de Σ :

L

H

Figure 4.11
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Les tirets correspondent au bas de la boîte. En recollant les rectangles de largeur H
comme indiqué, et en pliant selon les tirets, on obtient une partie de la surface Σ (mais
pas toute la surface : il nous manque quatre quarts-d’espace du plan).

Remarque 4.25. Pour les besoins du dessin, on a choisi H de l’ordre de grandeur de L,
mais comme indiqué précédemment on supposera plus loin que H � L.

Déjà, il est facile de voir qu’il y a de nombreuses géodésiques fermées : toutes celles qui
font le tour de la boîte, en étant parallèle aux arêtes. Elles sont indiquées en traits pleins
sur la figure suivante :

Figure 4.12 – Une géodésique fermée

Ces géodésiques sont les seules géodésiques fermées dans Σ. En effet, si une géodésique
ne touche pas la boîte, alors c’est une ligne droite et elle ne peut pas être fermée. Sup-
posons donc qu’elle touche les côtés de la boîte, mais en n’étant pas parallèle aux arêtes.
Alors, en regardant dans une direction ou dans l’autre, il est clair que la géodésique va
nécessairement sortir de la boîte à un moment, et elle ne pourra donc pas se refermer. Les
géodésiques fermées sont donc uniquement celles qui sont parallèles aux arêtes, comme
présentées sur la figure 4.12.

Par contre, il existe des lacets géodésiques de point de base x (qui ne sont pas des
géodésiques fermées). Notons θ un représentant dans l’intervalle [0, π] de l’angle en x de
ces géodésiques. On a par exemple le lacet suivant :

•
x

θ
•

• •

•
A

B C

D
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Figure 4.13 – Lacet géodésique, un seul tour

Ici, on a θ = π/2.

Remarque 4.26. On peut vérifier la formule de Gauß-Bonnet dans cet exemple. La courbe
étant géodésique, on doit avoir

2π =
∑

i

ki + (π − θ),

où ki est la courbure d’une singularité conique pi comprise dans le domaine délimité par
la courbe. Ici, il y a trois singularités coniques d’angle 3π/2 (et donc de courbure π/2) en
les points A,B et C (le point D n’est pas à l’intérieur du domaine), et comme θ = π/2 la
formule est bien vérifiée.

Il est clair que θ = π/2 est la seule valeur possible pour l’angle d’un lacet géodésique, qui
n’est pas une géodésique fermée. En regardant le patron, on voit que la géodésique effectue
un quart de tour à chaque fois qu’elle passe une arête ; l’angle en x du lacet géodésique
est donc dans l’ensemble {0, π/2, π} (on rappelle qu’on a choisi un représentant de l’angle
dans [0, π]). Si θ = 0, il est clair qu’on ne peut pas espérer obtenir un lacet géodésique, et
θ = π correspond à une géodésique fermée.

Un lacet géodésique peut également tourner plusieurs fois autour de la boîte avant de
se refermer. Ici on en a représenté un qui fait 2 tours avant de se refermer, mais il est
évident qu’il y a des lacets géodésiques qui font n tours pour tout n ≥ 1 :

• x

Figure 4.14 – Lacet géodésique, plusieurs tours

Considérons maintenant x, tel qu’il existe un lacet géodésique de point de base x, qui
n’est pas une géodésique fermée. On sait que l’angle formé par le lacet géodésique en x
est π/2. Si x n’est pas sur la boîte (i.e., x est sur le plan), alors en regardant le lacet
géodésique on voit que deux demi-droites issues de x et orthogonales doivent rencontrer la
boîte, ce qui n’est pas possible si x est dans l’un des quatre quarts d’espace manquants sur
la représentation de Σ à l’aide du patron. Ainsi x est nécessairement sur le patron que l’on
a représenté sur les figures 4.12, 4.13 et 4.14. De plus, sur les figures on a implicitement
supposé que x était sur les côtés de la boîte. Ce n’est pas forcément vrai, mais à chaque
quart de tour autour de la boîte, la géodésique s’écarte d’une distance d’au plus H de la
boîte. Cet écartement étant constant, et la dernière portion de géodésique rejoignant x
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coupant l’arête, x est au plus à une distance 2H de la boîte. Autrement dit, sur le dessin,
le point x peut être en dessous des tirets, mais ne sera pas trop éloigné de ceux-ci.

Finalement, on a décrit toutes les géodésiques fermées (voir la figure 4.12), ainsi que
tous les lacets géodésiques de point de base x (à symétrie près bien sûr), et on a en plus
des informations sur le point x : il est à une distance au plus 2H de la boîte.

Démonstration de la propriété (P)

Pour démontrer la propriété (P), on sait qu’il nous suffit de montrer que les lacets
géodésiques dans B(x, r), de point de base x, sont homotopes à zéro dans B(x, r). Par
l’étude précédente, il nous suffit de considérer les trois cas des figures 4.12, 4.13 et 4.14.

Cas d’une géodésique fermée

Supposons que le point x soit à droite du trait plein suivant (l’autre cas se déduit
aisément par symétrie) :

•
x

•M

Figure 4.15

La géodésique étant dans la boule B(x, r), le point M est à distance au plus r de
x : d(x,M) < r. Ici, d désigne bien sûr la distance de la surface Σ, et non la distance
Euclidienne (i.e., sur le patron) entreM et x. Il y a trois géodésiques minimisantes possibles
entreM et x : le segment (Euclidien) entreM et x tracé sur le patron, la géodésique passant
« par la gauche » de la boîte, et la géodésique passant « par la droite ». Le segment entreM
et x est de longueur |Mx| ≤

√
L2 + (L+ 2H)2 ≤

√
2(L+ 2H), et on voit sur la figure que

les géodésiques passant par la gauche et par la droite de la boîte sont de longueur ≥ 3L/2 :
toutes les deux doivent (au moins) traverser une arête entière, plus la moitié d’une autre
arête. Le segment entre M et x est donc une géodésique minimisante, à condition d’avoir

√
2(L+ 2H) < 3L/2,

c’est-à-dire
H

L
<

3− 2
√

2
4
√

2
' 0.03.

Si cette inégalité est vérifiée, alors la distance euclidienne (sur le patron) entre M et x
est |Mx| = d(x,M), et donc |Mx| < r. Sur la figure il est clair qu’on peut relier x à
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tout point de l’intérieur de la géodésique fermée par un segment (éventuellement par une
ligne brisée) de longueur ≤ |Mx| < r, et donc l’intérieur de la géodésique fermée est dans
B(x, r). Finalement, la géodésique est homotope à zéro dans B(x, r), ce qu’on voulait
démontrer.

Cas d’un lacet géodésique

On veut reproduire le même type de raisonnement que précédemment. Cette fois-ci la
situation est moins symétrique et on a besoin du

Fait 4.27. Si H � L, dans le cas d’une géodésique faisant un ou plusieurs tours comme
sur la figure, le point x est forcément à droite de la ligne en trait plein :

•M

• x

Figure 4.16

Démonstration. Notons α > 0 l’angle que fait la géodésique avec les arêtes (dans le cas de
la figure précédente, cet angle est très petit). Par construction on a l’inégalité

tan(α) ≤ H/L (4.2)

(on a donc bien un angle très petit si H � L). On souhaite montrer que x est à droite
du trait plein sur la figure 4.16. Comme la portion de géodésique issu de x doit rencontrer
l’arête de la boîte, le cas où le point x est « le plus à gauche » correspond au cas limite
suivant :

α

b

a

•x

Figure 4.17
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On souhaite donc montrer b > L/2. D’après la figure on a

tan(α) = L− b
L+ a

,

et on sait que x n’est pas trop éloigné de la boîte, i.e. on a a ≤ 2H (voir la fin de la partie
précédente), donc a ≤ L si on suppose H ≤ L/2. On obtient donc

tan(α) ≥ L− b
2L ,

et donc
b ≥ (1− 2 tan(α))L,

et on obtient finalement b > L/2, à condition d’avoir 2 tan(α) < 1/2, ce qui est vrai dès
que H/L < 1/4 (voir l’inégalité (4.2)).

La fin de la démonstration est la même que précédemment : soit M le point de la
géodésique le plus éloigné de x, comme sur la figure 4.16. Pour les mêmes raisons que
précédemment, le segment (Euclidien) entre M et x est une géodésique minimisante, à
condition que H soit très petit par rapport à L. On a donc |Mx| = d(M,x) < r, et il est
clair que tout point du domaine délimité par les portions de géodésique les plus éloignées
du centre de la boîte sur la figure 4.14 peut être relié à x par un segment (éventuellement
par une ligne brisée) de longueur ≤ |Mx| < r, et donc le lacet géodésique est homotope à
zéro dans B(x, r), ce qu’on voulait démontrer.

4.3 Énoncé du Théorème Principal, et versions plus pra-
tiques

Rappelons l’énoncé du Théorème Principal :

Théorème Principal. Soit MΣ(A, c, ε, δ) l’ensemble des métriques d’Alexandrov d sur
Σ, vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x ∈ Σ on a
ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ;

2. le rayon de contractibilité de (Σ, d) vérifie

cont(Σ, d) ≥ c;

3. l’aire de (Σ, d) vérifie
aire(Σ, d) ≤ A.

L’ensembleMΣ(A, c, ε, δ) est compact, au sens suivant : pour toute suite dm ∈MΣ(A, c, ε, δ),
il existe une métrique d’Alexandrov d sur Σ et des difféomorphismes ϕm : Σ→ Σ tels que,
après passage à une sous-suite, on ait

ϕ∗mkdmk −→k→∞ d,

uniformément sur Σ.
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On rappelle que l’auteur conjecture que l’hypothèse 2. implique ω+({x}) ≤ π pour
tout x ∈ Σ (voir la remarque 4.19). De plus, comme déjà signalé, on peut remplacer une
borne sur l’aire par une borne sur le diamètre et sur la courbure totale |ω| = ω+ + ω−

(proposition 5.1) :

Corollaire 4.28. Soit MΣ(D,Ω, c, ε, δ) l’ensemble des métriques d’Alexandrov d sur Σ,
où la condition 3. est remplacée par les conditions 3’ et 4’ :

3’. le diamètre de (Σ, d) vérifie
diam(Σ, d) ≤ D,

4’. la courbure totale vérifie
|ω| ≤ Ω.

L’ensembleMΣ(D,Ω, c, ε, δ) est compact, au sens du Théorème Principal.

4.3.1 Cas de métriques à singularités coniques

Dans ce cas, on sait que la mesure de courbure s’écrit ω = K dA + ∑
i kiδpi , où la

somme est prise sur les points coniques pi. On a donc immédiatement le

Corollaire 4.29. L’ensemble constitué des métriques g à singularités coniques vérifiant
les trois conditions suivantes est compact, au sens du Théorème Principal :

1. pour tout x ∈ Σ on a
∫

B(x,ε)
K+ dA+

∑

i

(2π − θi)+ ≤ 2π − δ,

où la somme est prise sur les indices i tels que les points coniques pi sont dans
B(x, ε) ;

2. cont(Σ, dg) ≥ c ;
3. aire(Σ, g) ≤ A

ou

3’. diam(Σ, g) ≤ D.

4’.
∫

Σ |K |dA+∑i |2π− θi| ≤ Ω, où la somme est prise sur tous les indices i des points
coniques pi.

4.3.2 Cas de métriques riemanniennes

Dans ce cas, il est plus naturel de demander une minoration du rayon d’injectivité, tout
en gardant à l’esprit l’inégalité suivante : rayon de contractibilité ≥ rayon d’injectivité.
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Bornes intégrales sur la courbure

Le Théorème Principal peut être utile pour obtenir des résultats sous la seule hypothèse
de borne sur l’intégrale de la partie positive de la courbure K+.

Déjà, le corollaire 4.29, dans le cas de métriques riemanniennes sans singularités co-
niques, est intéressant en lui-même (la condition 1. est alors bien plus explicite). Pour
simplifier encore cette condition 1., on peut remarquer que

∫

B(x,ε)
K+ dA ≤

∫

Σ
K+ dA,

et par le théorème de Gauß-Bonnet on a 2πχ(Σ) =
∫

Σ K dA ≤ ∫Σ K+ dA, ce qui montre
que la condition

∫
Σ K+ dA ≤ 2π − δ est impossible à réaliser si Σ = S2. On a donc le

Corollaire 4.30. Soit Σ une surface fermée, qui n’est pas la sphère S2. L’ensemble des
métriques riemanniennes g sur Σ vérifiant

1.
∫
Σ K+ dA ≤ 2π − δ,

2. inj ≥ i > 0 et
3. aire ≤ A

est précompact, au sens du Théorème Principal.

Ce corollaire a un énoncé purement riemannien, bien que la métrique à la limite ne
soit à priori pas riemannienne ; il semble être intéressant et paraît ne pas avoir d’analogue
dans la littérature. Rappelons quand même le théorème 3.5 de ce manuscrit, qu’on énonce
ici dans le cas des surfaces (n = 2) :

Théorème (Anderson). Soit Λ, i, A > 0, et soit p > 1. L’ensemble des métriques rieman-
niennes sur Σ vérifiant

∫
Σ |K |pdA ≤ Λ, inj ≥ i > 0 et aire ≤ A est précompact, en norme

Cα pour α < 2− 2/p.

Malgré les ressemblances entre les deux théorèmes, on peut noter le caractère vraiment
différent des hypothèses sur la courbure, et des conclusions.

Métriques riemanniennes à courbure K ≤ 0

Dans le cas d’un contrôle ponctuel sur la courbure, du type |K | ≤ Λ, pour Λ > 0, ou
K ≥ λ, pour λ ∈ R, on a vu que le théorème de Cheeger-Gromov, sous les hypothèses
supplémentaires d’aire majorée et de rayon d’injectivité minoré, nous assure une précom-
pacité en norme C1,α (ou C0,α). Le Théorème Principal, dont la conclusion est seulement
une convergence (uniforme) des distances, est donc plus faible.

Le seul cas intéressant (et où le Théorème Principal nous apprend quelque chose) est
donc le cas K ≤ λ, λ ∈ R. On va surtout s’intéresser au cas λ ≤ 0, car pour les variétés à
courbure négative, la condition 1. du Théorème Principal est automatiquement satisfaite.

Considérons donc les métriques riemanniennes à courbure négative ou nulle sur Σ. Par
le théorème de Gauß-Bonnet, il faut supposer que Σ n’est pas la sphère S2. Il est bien
connu que l’on a alors

inj(Σ, g) = 1
2 × longueur de la plus petite géodésique fermée
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(voir par exemple [Ber03]). On obtient donc le

Corollaire 4.31. L’ensemble des métriques riemanniennes à courbure négative ou nulle,
dont les géodésiques fermées sont de longueur ≥ i > 0, et dont l’aire est ≤ A est précom-
pact, au sens du Théorème Principal. Les limites de suites de métriques dans cet ensemble
sont des surfaces d’Alexandrov à mesure de courbure négative, et donc à courbure négative
au sens d’Alexandrov (voir la remarque 2.10).

Dans le cas de métriques à courbureK ≤ −1, le théorème de Gauß-Bonnet nous montre
que l’aire de Σ est ≤ −2πχ(Σ), et on a donc également le

Corollaire 4.32. L’ensemble des métriques riemanniennes sur Σ, à courbure K ≤ −1,
et dont les géodésiques fermées sont de longueur ≥ i > 0, est précompact, au sens du
Théorème Principal. Les limites de suites de métriques dans cet ensemble sont des surfaces
à courbure ≤ −1 au sens d’Alexandrov (voir par exemple [BBI01] pour une définition de
ces surfaces).

On rappelle que dans le cas de métriques hyperboliques (K ≡ −1), le théorème de
Cheeger-Gromov donne plus d’informations que le Théorème Principal. Bien que les deux
conclusions soient bien différentes, on peut ici faire le parallèle avec le théorème de com-
pacité de D. Mumford, dont il sera question dans la partie suivante :

Théorème 4.33 (Mumford). Soit Σ une surface fermée de genre g ≥ 2. Dans l’espace de
module Mod(Σ), l’ensemble des métriques hyperboliques dont la longueur de la plus petite
géodésique fermée est ≥ i > 0 est compact.

4.3.3 Un critère pour remplacer les hypothèses 1. et 2.

On termine cette partie en énonçant un critère pratique, qui permet de remplacer les
conditions 1. et 2. du Théorème Principal ; ceci peut être utile dans certains cas (no-
tamment pour lancer un flot de Ricci sur des surfaces singulières, on y reviendra dans
le chapitre de Perspectives à la fin du manuscrit). C’est une conséquence directe de la
proposition 4.13.

Critère pratique 4.34. Supposons avoir un recouvrement de Σ par des ensembles homéo-
morphes à des disques ouverts : Σ = ∪iUi. Une métrique d’Alexandrov d sur Σ vérifiant
les deux conditions

ω+(Ui) < π

et
pour tout x ∈ Σ, il existe i tel que B(x, ε) ⊂ Ui

vérifie aussi les conditions 1. et 2. du Théorème Principal.

Une nouvelle fois, dans le cas de métriques d’Alexandrov à courbure négative, ce critère
est plus simple à vérifier.

86



4.4 Qu’en est-il des structures conformes ?
Dans cette partie, on étudie brièvement la théorie de Teichmüller. Le sujet est très

vaste, la littérature sur le sujet l’est également, et le lecteur intéressé pourra notamment
se référer au livre [IT92].

Sur une surface compacte de genre ≥ 2, cette théorie consiste à considérer l’ensemble
Teich(Σ) des structures conformes sur Σ (à difféomorphismes isotopes à l’identité près), ou
si l’on préfère, l’ensemble des métriques hyperboliques sur Σ (à difféomorphismes isotopes
à l’identité près). L’espace de module Mod(Σ) est le quotient de Teich(Σ) par l’action du
Mapping Class Group : c’est l’ensemble des structures conformes sur Σ (à difféomorphismes
près) ou, si l’on préfère, l’ensemble des métriques hyperboliques sur Σ (à difféomorphismes
près).

Munissons la surface Σ d’une métrique hyperbolique. Par la théorie de Tecihmüller,
on sait qu’il existe une collection F de 3g − 3 géodésiques fermées, telle que Σ − F soit
une union de 2g − 2 pantalons (un pantalon est une surface homéomorphe à la sphère
S2, privée de 3 disques). En plus de la longueur des composantes de bord des pantalons
(i.e. la longueur des géodésiques fermées), on a une information sur la façon de recoller
(isométriquement) ces pantalons entre eux pour reconstruire la surface Σ.

Réciproquement, à toute collection de 2g−2 pantalons (composée de 6g−6 longueurs,
mais chaque longueur doit apparaître deux fois donc il n’y a que 3g−3 paramètres), et tous
paramètres de recollement (appelé twists), on associe une unique métrique hyperbolique.

On a ainsi construit explicitement une bijection entre l’espace de Tecihmüller Teich(Σ)
et R6g−6 : ce sont les coordonnées de Fenchen-Nielsen (voir [IT92]).

Dans le Théorème Principal, on a une convergence uniforme des distances, à difféomor-
phisme près. On a donc une suite de points pm = [dm] = [ϕ∗mdm] ∈ Mod(Σ), et un point
p = [d] ∈ Mod(Σ) (on désigne par [.] la classe conforme d’une métrique d’Alexandrov, à
difféomorphisme près). On peut alors se poser la

Question 4.35. A-t-on la convergence pm → p dans Mod(Σ) ?

L’auteur ne connaît pas la réponse à cette question ; nous allons dans les quelques
lignes qui suivent essayer d’expliquer pourquoi.

Concernant les parties compactes de Mod(Σ), on a le théorème suivant, dû à Mumford
(voir par exemple [IT92], p.175), qui peut se comprendre en considérant les coordonnées
de Fenchen-Nielsen que l’on vient d’introduire :

Théorème 4.36 (Mumford). Un ensemble A ⊂ Mod(Σ) est compact si, et seulement si,
il existe i > 0 tel que pour les métriques hyperboliques h dans A, les géodésiques fermées
sont de longueur ≥ i.

Pour répondre à la question 4.35, il faut donc considérer l’unique métrique hyperbo-
lique dans chaque classe conforme [dm] = [ϕ∗mdm], et minorer la longueur des géodésiques
fermées pour cette métrique ; ceci semble être hors de portée. Les géodésiques (et leurs
longueurs) d’une métrique conforme e2ug peuvent être bien différentes de celles de g...

De plus, il est raisonnable de penser qu’il est possible de construire une suite de mé-
triques hyperboliques hm, qui part à l’infini dans Mod(Σ) (par exemple en pinçant une
géodésique fermée, de telle sorte que sa longueur tende vers zéro), et telle que pour des
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fonctions um bien choisies (consistant à dilater la partie où la longueur de la géodésique
fermée tends vers zéro), on ait un contrôle sur la suite de distances e2umhm (voire même
une convergence de cette dernière). L’hypothèse de convergence uniforme des distances
paraît donc être une hypothèse trop faible pour faire converger les structures conformes.

Remarque 4.37. Dans le cas de la sphère, la réponse à la question 4.35 est triviale car
il n’y a qu’une seule classe conforme. Et dans le cas d’un tore, pour espérer montrer une
convergence dans Mod(Σ), il faut encore une fois considérer la longueur des géodésiques
fermées pour l’unique métrique plate (disons d’aire = 1) dans la classe conforme, et ceci
semble être également bien difficile.

Le lecteur aura compris que cette partie constitue encore un travail en cours ; notam-
ment, le lien entre convergence dans l’espace de Teichmüller et convergence uniforme des
distances associées a semble-t-il été très peu étudié. Ceci constitue une perspective de
recherche pour la suite.
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Chapitre 5

Preuve du Théorème Principal

Ce chapitre est le plus technique. On rappelle que Σ est une surface compacte sans
bord. Si d est une métrique d’Alexandrov sur Σ, alors le rayon de contractibilité au point
x est

cont(Σ, d, x) = sup
{
r > 0

∣∣ pour tout s < r,B(x, s) est homéomorphe à un disque fermé
}
,

et le rayon de contractibilité de (Σ, d) est

cont(Σ, d) = inf
x∈Σ

cont(Σ, d, x).

Le résultat principale de cette thèse est le suivant :

Théorème Principal. Soit MΣ(A, c, ε, δ) l’ensemble des métriques d’Alexandrov d sur
Σ, vérifiant les conditions suivantes :

1. pour tout x ∈ Σ on a
ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ;

2. le rayon de contractibilité de (Σ, d) vérifie

cont(Σ, d) ≥ c;

3. l’aire de (Σ, d) vérifie
aire(Σ, d) ≤ A.

L’ensembleMΣ(A, c, ε, δ) est compact, au sens suivant : pour toute suite dm ∈MΣ(A, c, ε, δ),
il existe une métrique d’Alexandrov d sur Σ et des difféomorphismes ϕm : Σ→ Σ tels que,
après passage à une sous-suite, on ait

ϕ∗mkdmk −→k→∞ d,

uniformément sur Σ.
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Dans la partie 5.1, on montre qu’une borne sur l’aire est équivalente à une borne
sur le diamètre et la courbure totale ; on pourra donc utiliser ces trois bornes dans la
démonstration.

Rappelons que la démonstration du Théorème Principal suit le schéma général de la
preuve du théorème de Cheeger-Gromov, qu’on a présenté dans la partie 3.4.3. On a vu
qu’il y avait deux étapes bien distinctes : la première, la plus difficile à prouver, consistait
à minorer le rayon harmonique des variétés ; la deuxième, à plonger ces variétés dans un
espace Euclidien.

La première étape consistait en quelque sorte à montrer qu’il existe de bonnes cartes,
sur des boules de taille fixée. Les parties 5.2 et 5.3 montrent que pour les métriques
d’Alexandrov dans MΣ(A, c, ε, δ), les cartes conformes constituent de bonnes cartes : le
terme harmonique de la métrique dans ces cartes est borné (partie 5.2), et on a également
un contrôle sur l’image des boules dans ces cartes (partie 5.3 ; on a vu qu’un tel résultat
est immédiat dans le cas lisse, si on dispose d’une minoration du rayon harmonique, voir
la proposition 3.20).

Du point de vue du schéma général de la preuve du Théorème Principal, ces deux
parties 5.2 et 5.3 constituent les analogues de la première étape de la démonstration du
théorème de Cheeger-Gromov - bien que les énoncés des théorèmes et les outils mis en
œuvres soient bien différents. Elles comportent les passages les plus techniques, et utilisent
la géométrie conforme des anneaux présentée dans la partie 1.3.

La partie 5.4 démontre le Théorème Principal, à l’aide des résultats obtenus précé-
demment. La construction effectuée est analogue à la deuxième étape de la preuve du
théorème de Cheeger-Gromov : il s’agit de plonger les surfaces dans un espace Euclidien.
Cette construction, bien que relativement proche de celle du théorème de Cheeger-Gromov,
comporte de nombreuses différences avec cette dernière. On présente les principales dif-
férences entre les deux approches au début de la partie 5.4. Notamment, de nombreux
points techniques sont omis dans les références classiques [GW88], [Pet87] et [Kas89], et
on s’est attachés ici à les détailler, afin de vérifier qu’on pouvait passer sans difficulté du
cas lisse au cas des surfaces d’Alexandrov.

5.1 Majorer l’aire revient à majorer le diamètre et la cour-
bure totale

On a déjà signalé que dans le théorème de Cheeger-Gromov, on peut remplacer une
majoration de l’aire par une majoration du diamètre (proposition 3.13).

Concernant le Théorème Principal, on ne peut pas remplacer une majoration de l’aire
par une majoration du diamètre ; il faut en plus demander une majoration de la courbure
totale |ω| = ω+ +ω−. La proposition suivante montre ainsi comment passer du Théorème
Principal au corollaire 4.28. Ces résultats seront aussi utilisés dans la démonstration du
Théorème Principal.

Proposition 5.1. Soient Σ une surface fermée, et c, ε, δ > 0. Soit d une métrique
d’Alexandrov sur Σ, vérifiant les propriétés 1. et 2. de la définition de MΣ(A, c, ε, δ),
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c’est-à-dire
1. pour tout x ∈ Σ, ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ
2. cont(Σ, d) ≥ c.

On a alors :
— Pour tout A > 0, il existe des constantes positives D et Ω telles que

aire(Σ, d) ≤ A (⇐⇒ d ∈MΣ(A, c, ε, δ)) =⇒
{

diam(Σ, d) ≤ D
|ω|(Σ, d) ≤ Ω.

— Réciproquement, pour tous Ω, D > 0, il existe A > 0 tel que

diam(Σ, d) ≤ D
|ω|(Σ, d) ≤ Ω

}
=⇒ aire(Σ, d) ≤ A (⇐⇒ d ∈MΣ(A, c, ε, δ)).

Démonstration. Pour montrer la première propriété, considérons d ∈ MΣ(A, c, ε, δ). Soit
B(xi, ε/2), pour i ∈ {1, ..., N}, un nombre maximal de boules disjointes de rayon ε/2
dans Σ. Par le corollaire 2.24, ces boules ont une aire minorée ; comme l’aire de (Σ, d)
est majorée, l’entier N est aussi majoré. Si le diamètre était arbitrairement grand, alors
on pourrait trouver un nombre arbitrairement grand de boules de rayon ε/2 disjointes :
ceci montre qu’il existe D > 0 tel que diam(Σ, d) ≤ D. De plus, par un argument de
doublement, lesN boules B(xi, ε), pour i ∈ {1, ..., N}, recouvrent Σ. Mais la partie positive
de la mesure de courbure de ces boules est majorée, donc ω+(Σ, d) est majoré. La formule
de Gauß-Bonnet s’écrit ω+(Σ, d)−ω−(Σ, d) = 2πχ(Σ), donc ω−(Σ, d) est aussi majoré, et
il existe donc Ω > 0 tel que |ω|(Σ, d) ≤ Ω.

Réciproquement, supposons diam(Σ, d) ≤ D et |ω|(Σ, d) ≤ Ω. Soit x ∈ Σ. On a
Σ = B(x,D + 1), et comme ω−(Σ) est majoré, par le corollaire 2.24, on sait que l’aire
d’une boule de rayon D+ 1 est majoré, et il existe donc A > 0 tel que aire(Σ, d) ≤ A.

À partir de maintenant, on fixe des réels strictement positifs A, c, ε, δ. Quitte à changer
ε en ε′ plus petit, on peut supposer ε < c. On dispose aussi de constantes strictement
positives D et Ω vérifiant la première partie de la proposition précédente.

5.2 Préliminaire I : une borne sur le terme harmonique local
Par le théorème-définition 2.15, et comme ε est inférieur au rayon de contractibilité, on

sait que pour tout d ∈MΣ(A, c, ε, δ) on peut considérer une carte conforme H : B(x, ε)→
D(1/2), avec H(x) = 0. La métrique s’écrit alors sous la forme singulière e2V [ωH ]+2h|dz|2
(voir les notations du théorème-définition 2.15) ; on va montrer que le terme harmonique
h est borné sur tout compact.

Théorème 5.2. Soit K ⊂ D(1/2) un ensemble compact. Il existe une constante M(K) =
M(K,Σ, A, c, ε, δ) vérifiant les propriétés suivantes.

Soit d ∈MΣ(A, c, ε, δ), et soit H : B(x, ε)→ D(1/2) une carte conforme, avec H(x) =
0. On note h le terme harmonique dans cette carte (voir le théorème-définition 2.15). On
a alors

|h(z)| ≤M(K) pour tout z ∈ K.
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On peut commencer par remarquer qu’on ne peut pas espérer obtenir mieux qu’une
borne sur h, sur tout compact de D(1/2). En effet, par exemple, dans le cas d’une métrique
à singularité conique g = |z − 1/2|2β|dz|2, où β > −1, h peut être la fonction harmonique
définie sur D(1/2) par h(z) = β ln |z − 1/2|, et cette fonction n’est pas bornée sur D(1/2)
tout entier.

On commence par donner une majoration (explicite) de h. Ce résultat sera utilisé dans
la section suivante.

Proposition 5.3. Sous les hypothèses du théorème 5.2 on a, pour tout z ∈ D(1/2),

eh(z) ≤ ε

(1/2− |z|)1+Ω/2π · C(Ω), (5.1)

où C(Ω) :=
√

1 + Ω/2π · eΩ/4π.

Démonstration. Soit a ∈ D(1/2). On pose s = 1/2− |a| > 0 : on a alors D(a, s) ⊂ D(1/2)
(D(a, s) est le disque ouvert de centre a et de rayon s). On note u := V [ωH ] + h, de sorte
que la métrique singulière s’écrive g = e2u|dz|2. Par l’inégalité de Jensen on a

exp
( ∫∫

D(a,s)
2u(z)dλ(z)

πs2
) ≤

∫∫

D(a,s)
e2u(z)dλ(z)

πs2 ≤
aire(B(x, ε))

πs2 ,

et par le corollaire 2.24 on a aire(B(x, ε)) ≤ (π + Ω/2) · ε2, et donc

1
πs2

∫∫

D(a,s)
2u(z)dλ(z) ≤ ln

(
(1 + Ω/2π)ε

2

s2
)
.

De plus, h est harmonique, et donc vérifie la propriété de la moyenne :

h(a) = 1
πs2

∫∫

D(a,s)
h(z)dλ(z),

ce qui nous permet d’obtenir

h(a) = 1
πs2

∫∫

D(a,s)
u(z)dλ(z)− 1

πs2

∫∫

D(a,s)
V [ωH ](z)dλ(z) (5.2)

≤ 1
2 ln

(
(1 + Ω/2π)ε

2

s2
)− 1

πs2

∫∫

D(a,s)
V [ωH ](z)dλ(z), (5.3)

et pour conclure on doit donc trouver une minoration de
∫∫
D(a,s) V [ωH ](z)dλ(z).

On sait que l’on peut écrire V [ωH ](z) = V [ω+
H ](z) − V [ω−H ](z) ≥ −V [ω−H ](z) pour

presque tout z ∈ D(1/2), donc
∫∫

D(a,s)
V [ωH ](z)dλ(z) ≥ −

∫∫

D(a,s)

(∫∫

D(1/2)

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dω−H(ξ)

)
dλ(z) (5.4)

= −
∫∫

D(1/2)

(∫∫

D(a,s)

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dλ(z)

)
dω−H(ξ).(5.5)

De plus, pour ξ ∈ D(1/2) on a
∫∫

D(a,s)

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dλ(z) =

∫∫

D(a−ξ,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z).
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Lemme 5.4. La fonction f(b) :=
∫∫
D(b,s)

(
−1
2π

)
ln |z|dλ(z), définie sur C, admet son maxi-

mum pour b = 0.

Démonstration. On a D(b, s) =
(
D(b, s) ∩D(0, s)

) ⊔ (
D(b, s)−D(0, s)

)
, donc

f(b) =
∫∫

D(b,s)∩D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z) +

∫∫

D(b,s)−D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z). (5.6)

En effectuant le changement de variable z′ = b− z on obtient
∫∫

D(b,s)−D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z) =

∫∫

D(0,s)−D(b,s)

(−1
2π

)
ln |b− z′|dλ(z′),

et pour z′ ∈ D(0, s)−D(b, s) on a |b− z′| ≥ s > |z′|, donc
∫∫

D(b,s)−D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z) ≤

∫∫

D(0,s)−D(b,s)

(−1
2π

)
ln |z′|dλ(z′).

Avec l’équation (5.6) on obtient finalement

f(b) ≤
∫∫

D(b,s)∩D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z) +

∫∫

D(0,s)−D(b,s)

(−1
2π

)
ln |z′|dλ(z′)

= f(0),

ce qui termine la preuve du lemme.

Pour ξ ∈ D(1/2) on obtient donc
∫∫

D(a,s)

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dλ(z) ≤ f(0) =

∫∫

D(0,s)

(−1
2π

)
ln |z|dλ(z)

= −
∫ s

0
r ln rdr = s2

4 −
s2 ln s

2 .

En utilisant l’inégalité (5.5) on obtient
∫∫

D(a,s)
V [ωH ](z)dλ(z) ≥ (− s2

4 + s2 ln s
2

) · ω−H(D) ≥ (− s2

4 + s2 ln s
2

) · Ω

(rappelons que Ω vérifie ω+
H(D) + ω−H(D) ≤ Ω), et avec l’inégalité (5.3) on obtient finale-

ment
h(a) ≤ 1

2 ln
(
(1 + Ω/2π)ε

2

s2
)

+ Ω
4π −

Ω ln s
2π ,

ce qui termine la preuve de la proposition 5.3.

On anticipe maintenant un peu sur la partie suivante (voir le théorème 5.9 sur le
contrôle de l’image des boules), en montrant que les images des boules B(x, ε/2) ne peuvent
pas trop se rapprocher de la frontière de D(1/2). Pour cela, on considère l’anneau D(1/2)−
H(B(x, ε/2)), et on utilise la géométrie conforme des anneaux présentée dans la partie
1.3. D’un côté, par définition, cette anneau a un module minoré ; d’un autre côté, par le
théorème de Grötzsch, si H(B(x, ε/2) était arbitrairement proche de ∂D(1/2), alors le
module de cet anneau serait arbitrairement proche de zéro. La proposition suivante nous
sert à démontrer le théorème 5.2, et nous sera aussi utile plus tard pour démontrer le
théorème 5.9.
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Proposition 5.5. Soit r < 1/2 tel que le module de l’anneau de Grötzsch G(2r) vérifie
mod(G(2r)) < ε2/4A. Soit d ∈ MΣ(A, c, ε, δ), et soit H : B(x, ε) → D(1/2) une carte
conforme, avec H(x) = 0. Alors

H(B(x, ε/2)) ⊂ D(r).

Démonstration. Le sous-ensemble de C

U := D(1/2)−H(B(x, ε/2))

est un anneau topologique. On sait que H est une isométrie entre (B(x, ε), d|B(x,ε)) et
(D(1/2), dωH ,h). Rappelons que le module de U est

mod(U) = sup
ρ

infγ∈Γ Lρ(γ)2

Aρ(U) ,

où Γ est l’ensemble des courbes continues et simples γ dans U , paramétrées par la longueur
d’arc, joignant ∂D(1/2) et un point de H(B(x, ε/2)). On pose ρ := eV [ωH ]+h.

Si γ ∈ Γ, rien ne nous assure que la ρ-longueur de la courbe γ est égale à la d-longueur
de γ. Par contre, on sait que par définition de la distance de longueur dωH ,h, on a (en
faisant attention à γ(0) /∈ D(1/2)) :

Lρ(γ) ≥ lim sup
t→0

dωH ,h(γ(t), γ(1))

= lim sup
t→0

dB(x,ε)(H−1(γ(t)), H−1(γ(1)))

≥ lim sup
t→0

d(H−1(γ(t)), H−1(γ(1)))

(la dernière inégalité provient du fait que lors du calcul de la distance de longueur dB(x,ε),
on ne considère que la longueur des courbes dans B(x, ε), alors que pour calculer d on
considère la longueur de toutes les courbes dans Σ). Maintenant, considérons une sous-
suite tk → 0 telle que H−1(γ(tk)) converge vers y ∈ Σ : comme γ(0) /∈ D(1/2), on a
y /∈ B(x, ε), et comme H−1(γ(1)) ∈ B(x, ε/2) on a

Lρ(γ) ≥ d(y,H−1(γ(1))) ≥ ε/2.

De plus, la ρ−aire de U est inférieure à celle de (Σ, d), et on a donc obtenu

mod(U) ≥ (ε/2)2

A
= ε2/4A.

On termine la preuve du lemme par l’absurde : supposons H(B(x, ε/2)) 6⊂ D(r). Alors,
quitte à effectuer une rotation (telle que le nombre complexe de module maximum de
H(B(x, ε/2)) appartienne à l’axe réel), et après une homothétie de facteur 2, il est clair
que U est conforme à un anneau U ′ ⊂ D(1), ne contenant pas 0 (car H(x) = 0) et 2r. Par
le théorème de Grötzsch’s (théorème 1.11), on a mod(U) = mod(U ′) ≤ modG(2r), ce qui
est impossible par notre choix de r. On a donc H(B(x, ε/2)) ⊂ D(r), et ceci termine la
preuve de la proposition.
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Soit p∗ := 4π/δ > 1. Pour obtenir une minoration du terme harmonique h, on com-
mence par montrer une minoration d’une certaine intégrale faisant intervenir h :

Lemme 5.6. Sous les hypothèses du théorème 5.2 on a
(
δ2ε2

512π2

)p∗
≤
∫∫

D(r)
e2p∗h(z)dλ(z).

Avant de démontrer le lemme, on démontre la proposition suivante (voir [Tro91a]), qui
permet d’obtenir une majoration d’une intégrale faisant intervenir un terme potentiel :

Proposition 5.7 (M. Troyanov). Soit ν une mesure de Radon positive, définie sur
D(1/2). On suppose qu’il existe p > 1 tel que ν(D(1/2)) < 2π/p. Alors

∫∫

D(1/2)
e2pV [ν](z)dλ(z) ≤ π

1− p
2πν(D(1/2)) .

Démonstration. Si ν = 0, il n’y a rien à montrer. On suppose donc ν(D(1/2)) > 0. Pour
z ∈ D(1/2) on a

e2pV [ν](z) = exp
(

2p
∫∫

D(1/2)

(−1
2π

)
ln |z − ξ|dν(ξ)

)

= exp
(∫∫

D(1/2)
ln(|z − ξ|− pπ ν(D(1/2))) dν(ξ)

ν(D(1/2))

)
,

et donc par l’inégalité de Jensen on obtient

e2pV [ν](z) ≤ 1
ν(D(1/2))

∫∫

D(1/2)
|z − ξ|− pπ ν(D(1/2))dν(ξ).

On a donc
∫∫

D(1/2)
e2pV [ν](z)dλ(z) ≤ 1

ν(D(1/2))

∫∫

D(1/2)

∫∫

D(1/2)
|z − ξ|− pπ ν(D(1/2))dν(ξ)dλ(z)

= 1
ν(D(1/2))

∫∫

D(1/2)

(∫∫

D(1/2)
|z − ξ|− pπ ν(D(1/2))dλ(z)

)
dν(ξ).

De plus, pour tout ξ ∈ D(1/2) on a
∫∫

D(1/2)
|z − ξ|− pπ ν(D(1/2))dλ(z) ≤

∫∫

D(1)
|z|− pπ ν(D(1/2))dλ(z) = 2π

∫ 1

0
r1− p

π
ν(D(1/2))dr

= 2π
2− p

πν(D(1/2)) = π

1− p
2πν(D(1/2)) ,

ce qui nous donne finalement l’inégalité
∫∫

D(1/2)
e2pV [ν](z)dλ(z) ≤ π

1− p
2πν(D(1/2)) .
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On peut maintenant démontrer le lemme 5.6.

Démonstration du lemme 5.6. Soit p > 1 tel que 1/p + 1/p∗ = 1 (on rappelle que par
définition on a p∗ = 4π/δ > 1). Par la propriété 1. de la définition deMΣ(A, c, ε, δ) on a

ω+
H(D(1/2)) = ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ = 2π(1− 2/p∗) = 2π(1/p− 1/p∗) < 2π/p.

On peut donc appliquer la Proposition 5.7 à ν = ω+
H : on obtient

∫∫

D(1/2)
e2pV [ω+

H ](z)dλ(z) ≤ π

1− p
2πω

+
H(D(1/2))

,

et avec 1− p
2πω

+
H(D(1/2)) ≥ p

p∗ ≥ 1
p∗ = δ/4π on obtient

∫∫

D(1/2)
e2pV [ω+

H ](z)dλ(z) ≤ 4π2

δ
. (5.7)

De plus, on a H(B(x, ε/2)) ⊂ D(r) (proposition 5.5), et donc
∫∫

D(r)
e2u(z)dλ(z) ≥ aire(B(x, ε/2)).

Par le corollaire 2.24 on a également l’inégalité

aire(B(x, ε/2)) ≥ (2π − ω+(B(x, ε/2))
) · (ε/2)2/32 ≥ δε2/128.

Comme u = V [ωH ] + h, par l’inégalité de Hölder on obtient

δε2/128 ≤ aire(B(x,ε/2))

≤
∫∫

D(r)
e2u(z)dλ(z)

≤ ( ∫∫

D(r)
e2pV [ωH ](z)dλ(z)

)1/p( ∫∫

D(r)
e2p∗h(z)dλ(z)

)1/p∗

≤ ( ∫∫

D(1/2)
e2pV [ωH ](z)dλ(z)

)1/p( ∫∫

D(r)
e2p∗h(z)dλ(z)

)1/p∗
.

Avec l’inégalité V [ωH ](z) = V [ω+
H ](z) − V [ω−H ](z) ≤ V [ω+

H ](z) (pour presque tout z ∈
D(1/2)) et avec l’équation (5.7) on obtient

δε2/128 ≤
(

4π2

δ

)1/p

· (
∫∫

D(r)
e2p∗h(z)dλ(z)

)1/p∗

≤ 4π2

δ
· (
∫∫

D(r)
e2p∗h(z)dλ(z)

)1/p∗

(on rappelle qu’on a 4π2

δ > 1), et ceci termine la preuve du lemme.

Pour terminer la preuve du théorème 5.2, on a besoin du lemme de Harnack pour les
fonctions harmoniques positives (voir [ABR92]) :
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Théorème 5.8 (lemme de Harnack). Soit fm une suite de fonctions harmoniques posi-
tives, sur un ouvert connexe U ⊂ C. On a l’alternative suivante : soit (1) fm → +∞
localement uniformément sur U , soit (2) il existe une sous-suite mj de m et une fonction
harmonique f sur U telle que fmj → f localement uniformément sur U .

Fin de la preuve du théorème 5.2. La proposition 5.3 nous assure que pour tout compact
K ⊂ D(1/2), il existe une constante M ′(K) telle que, sous les hypothèses du théorème
5.2, on a h(z) ≤ M ′(K) pour tout z ∈ K (on rappelle que M ′(K) ne dépend pas de la
métrique d).

On démontre le théorème 5.2 par contradiction. Supposons qu’il existe un compactK ⊂
D(1/2) (on peut supposer que ce compact vérifieD(r) ⊂ K), une suite dm ∈MΣ(A, c, ε, δ),
une suite de points xm ∈ Σ, une suite de carte conformes Hm : Bm(xm, ε)→ D(1/2), avec
Hm(xm) = 0, telles que le terme harmonique hm de la métrique dans cette carte vérifie

min
z∈K

hm(z) →
m→∞

−∞.

Soit zm ∈ K tel que minz∈K hm(z) = hm(zm). Quitte à considérer une sous-suite, on peut
supposer zm → z ∈ K. On fixe un ouvert connexe U , vérifiant K ⊂ U ⊂ U ⊂ D(1/2).

Comme hm(z) ≤ M ′(U) pour tout z ∈ U , on peut considérer la suite de fonctions
harmoniques positives sur U :

fm := M ′(U)− hm.
Comme fm(zm)→ +∞, l’alternative (2) du théorème 5.8 ne peut pas avoir lieu. On a donc
fm → +∞ localement uniformément sur U , et donc hm → −∞ localement uniformément
U . Mais le lemme 5.6 nous assure que

(
δ2ε2

512π2

)p∗
≤
∫∫

D(r)
e2p∗hm(z)dλ(z).

On obtient une contradiction, car le terme de droite devrait tendre vers zéro quandm tends
vers l’infini. En effet, on peut appliquer le théorème de convergence dominé de Lebesgue :
on a e2p∗hm(z) → 0 pour tout z ∈ D(r) ⊂ U , et comme D(r) ⊂ U , on peut dominer
e2p∗hm(z) par la fonction constante e2p∗M ′(U).

5.3 Préliminaire II : un contrôle sur l’image conforme des
boules

Cette partie consiste à démontrer le théorème présenté ci-dessous, qui utilise la géo-
métrie conforme des anneaux. Soit d ∈ MΣ(A, c, ε, δ), et H : B(x, ε) → D(1/2) une
carte conforme, avec H(x) = 0. On a alors un contrôle sur l’image des « grosses »
boules B(x, ε/4) (plus précisément, on a D(2α) ⊂ H(B(x, ε/4))), et sur l’image des « pe-
tites » boules B(x, κε) (plus précisément, on a H(B(x, κε)) ⊂ D(α)), où α et κ sont
des constantes strictement positives fixées (la figure 5.1 décrit la situation). Pour toute
métrique d ∈ MΣ(A, c, ε, δ), il est clair que de telles constantes α et κ existent, mais la
difficulté est de montrer qu’elles peuvent être choisies de façon uniforme.
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Comme signalé précédemment, dans le cas classique du théorème de Cheeger-Gromov,
sous l’hypothèse d’une minoration du rayon harmonique, de tels contrôles sont faciles à
obtenir (proposition 3.20).

Théorème 5.9. Il existe des constantes α = α(Σ, A, c, ε, δ) > 0 et κ = κ(Σ, A, c, ε, δ) > 0
vérifiant la propriété suivante. Soit d ∈ MΣ(A, c, ε, δ), et soit H : B(x, ε) → D(1/2) une
carte conforme, avec H(x) = 0. On est dans la situation suivante :

D(1/2) = H(B(x, ε))

D(r)

D(2α)

D(α)

H(B(x, ε/2))

H(B(x, ε/4))

H(B(x, κε))

0 = H(x)

•

Figure 5.1

(L’inclusion H(B(x, ε/2)) ⊂ D(r) a déjà été démontrée dans la proposition 5.5).
Il suffit donc de montrer les deux propriétés suivantes :
1. Si γ est le segment joignant 0 et un point de D(2α), alors la longueur de la courbe

H−1(γ) dans Σ est strictement inférieure à ε/4. Ceci prouve que l’on a D(2α) ⊂
H(B(x, ε/4)) ;

2. on a l’inclusion H(B(x, κε)) ⊂ D(α).

Remarque 5.10. En réalité, α peut être très petit. Pour une meilleur lisibilité on a choisi
α = 0.125.

On choisit d’abord α assez petit pour que la propriété 1. soit vérifiée. L’idée est la
suivante : par le théorème 5.3, on a une majoration (explicite) de h, et la proposition
2.28 nous donne une majoration de la longueur d’un segment, lorsqu’il n’y a pas de terme
harmonique dans l’expression de la métrique singulière. Il suffit alors d’utiliser ces deux
estimées.

On prouve alors un théorème de convergence pour les distances (un corollaire du théo-
rème de convergence local de Y. Reshetnyak, le théorème 2.20). Il est nécessaire pour
démontrer la partie 2. du théorème 5.9, et il sera également utilisé plus loin (voir la sec-
tion 5.4.5).

Avec ce théorème de convergence, on peut choisir κ assez petit pour que l’anneau
topologiqueD(1/2)−H(B(x, κε)) ait un module assez grand. Par le théorème de Grötzsch,
H(B(x, κε) sera assez loin de ∂D(1/2), c’est-à-dire que l’on aura H(B(x, κε)) ⊂ D(α).
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5.3.1 Choix de α

Rappelons que C(Ω) =
√

1 + Ω/2π·eΩ/4π est la constante qui apparaît dans le théorème
5.3. Choisissons 0 < α < 1/8 tel que

(2α)δ/2π · 4π
δ

· C(Ω)
(1/4)1+Ω/2π ≤ 1/4. (5.8)

Preuve de la première partie du théorème 5.9. Soit |z| < 2α, et γ(t) := tz le segment [0, z].
On souhaite obtenir une majoration de la longueur de H−1(γ) :

L(H−1(γ)) =
∫ 1

0
eV [ωH ](γ(t))+h(γ(t))|z|dt.

On a le

Fait 5.11. Pour tout z′ ∈ D(2α) on a

(2α)δ/2π · 4π
δ

· eh(z′) ≤ ε/4.

Démonstration. La proposition 5.3 nous assure que, pour tout z′ ∈ D(1/2),

eh(z′) ≤ ε

(1/2− |z′|)1+Ω/2π · C(Ω),

donc en multipliant par l’inégalité (5.8) on obtient

(2α)δ/2π · 4π
δ

· C(Ω)
(1/4)1+Ω/2π · e

h(z′) ≤ ε/4 · C(Ω)
(1/2− |z′|)1+Ω/2π .

Pour tout z′ ∈ D(2α) on a |z′| ≤ 1/4, et donc (1/2 − |z′|)1+Ω/2π ≥ (1/4)1+Ω/2π. Après
simplification on obtient l’inégalité souhaitée.

Le segment [0, z] est inclus dans D(2α), donc par le fait 5.11 on a

eh(γ(t)) ≤ δ

(2α)δ/2π · 4π
· ε/4,

d’où
L(H−1(γ)) ≤ δ

(2α)δ/2π · 4π
· ε/4 ·

∫ 1

0
eV [ωH ](γ(t))|z|dt. (5.9)

De plus, par la proposition 2.28 on a
∫ 1

0
eV [ωH ](γ(t))|z|dt ≤ 2

1− ω+
H(D(1/2))/2π

· |z|1−ω+
H(D(1/2))/2π

= 2
1− ω+(B(x, ε))/2π · |z|

1−ω+(B(x,ε))/2π.

Avec l’inégalité ω+(B(x, ε)) ≤ 2π − δ on obtient
∫ 1

0
eV [ωH ](γ(t))|z|dt < 4π

δ
· (2α)δ/2π,

et avec (5.9) on obtient finalement L(H−1(γ)) < ε/4. Ceci termine la preuve de la première
partie du théorème 5.9.
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5.3.2 Convergence de métriques : un corollaire du théorème 2.20

On prouve un corollaire du théorème de convergence local de Reshetnyak (théorème
2.20), qui nous est utile dans la preuve du théorème 5.2. Ce résultat nous sera aussi utile
à la fin de la preuve du Théorème Principal (voir la partie 5.4.5).

Corollaire 5.12. Soit dm ∈ MΣ(A, c, ε, δ) une suite de métriques, et pour tout suite
xm ∈ Σ on considère des cartes conformes Hm : Bm(xm, ε)→ D(1/2), avec Hm(xm) = 0.
Soit ωm la mesure de courbure de (Σ, dm), et soit ωHm := (Hm)#ωm la mesure de Radon et
hm la fonction harmonique telle que Hm est une isométrie entre (Bm(xm, ε), dm|Bm(xm,ε))
et (D(1/2), dωHm ,hm). Il existe une sous-suite telle que la propriété suivante soit vérifiée.

Il existe une constante C > 0 et une mesure de Radon ω̃, à support dans D(1/2), telle
que

dωHm ,hm converge vers C · dω̃,0, localement uniformément sur D(2α)

(c’est-à-dire, si zm → z ∈ D(2α) et z′m → z′ ∈ D(2α), alors dωHm ,hm(zm, z′m) → C ·
dω̃,0(z, z′)).

Démonstration. On souhaite appliquer le théorème 2.20, qui est un théorème de conver-
gence de métriques singulières, lorsqu’il n’y a pas de terme harmonique dans l’expression
de la métrique (c’est-à-dire lorsqu’il n’y a qu’un terme potentiel). On va donc exprimer le
terme harmonique hm sous la forme d’un terme potentiel.

On sait qu’on peut exprimer une fonction harmonique en fonction des dérivées radiales
le long d’un cercle : pour z ∈ D(r) on a

hm(z) = hm(0)− 1
π

∫

∂D(r)
ln |z − ξ| · ∂hm

∂ν
(ξ)|dξ|,

où ∂hm
∂ν est la dérivée radiale de hm. Pour z ∈ D(r) on peut donc écrire

hm(z) = hm(0) + V [µm](z), (5.10)

où µm est la mesure de Radon suivante (à support dans ∂D(r)) : µm := 1
2
∂hm
∂ν |dξ|. Posons

ω̃m := ωHm + µm.

On a le fait suivant, qui nécessite quelques justifications (l’écriture (5.10) n’est en effet
valide que pour z ∈ D(r)) :

Fait 5.13. Pour u, u′ ∈ D(2α) on a

dωHm ,hm(u, u′) = ehm(0) · dω̃m,0(u, u′).

Démonstration. Par définition,

dωHm ,hm(u, u′) = inf
γ

∫ l

0
eV [ωHm ](γ(t))+hm(γ(t))dt, (5.11)

où la borne inférieure est prise sur toutes les courbes simples continues γ : [0, l]→ D(1/2),
paramétrées par la longueur d’arc, avec γ(0) = u et γ(l) = u′. Soit ym = (Hm)−1(u)
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et y′m = (Hm)−1(u′). Comme la propriété 1. du théorème 5.9 a déjà été prouvée, on a
(Hm)−1(D(2α)) ⊂ Bm(xm, ε/4), et donc dm(xm, ym) < ε/4 et dm(xm, y′m) < ε/4.

Maintenant, on considère γ : [0, l] → D(1/2), une courbe simple continue entre u
et u′, paramétrée par la longueur d’arc, et on suppose que cette courbe n’est pas in-
cluse dans D(r). Posons γ̃ := (Hm)−1(γ) : c’est une courbe entre ym et y′m, et comme
Hm(Bm(xm, ε/2)) ⊂ D(r) (c’est la proposition 5.5), γ̃ n’est pas incluse dans Bm(xm, ε/2).
Mais γ̃ est une courbe joignant deux points dans Bm(xm, ε/4), et doit quitter Bm(xm, ε/2),
donc sa longueur est au moins 2 · ε/4 = ε/2 :

•xm

Bm(xm, ε/4)
Bm(xm, ε/2)

ym

y′
m

γ̃

Figure 5.2

Comme la distance entre ym et y′m est strictement inférieure à ε/2, ceci nous montre que
dans la formule (5.11), on peut considérer seulement les courbes γ incluses dans D(r).
Pour de telles courbes γ, on peut utiliser la formule (5.10) et on obtient donc

dωHm ,hm(u, u′) = ehm(0) · inf
γ

∫ l

0
eV [ω̃m](γ(t))dt,

où la borne inférieure est prise sur les courbes simples continues γ : [0, l] → D(r), para-
métrées par la longueur d’arc, avec γ(0) = u et γ(l) = u′. Pour les mêmes raisons que
précédemment, il revient au même de prendre la borne inférieure sur toutes les courbes
γ : [0, l] → D(1/2), et cette borne inférieure est exactement dω̃m,0(u, u′) (voir l’équation
(2.9) de la partie 2.2.3 pour la définition de dω̃m,0). Ceci termine la preuve du fait 5.13.

Par le théorème 5.2, la suite (hm(0))m∈N est bornée, donc quitte à considérer une sous-
suite on peut supposer ehm(0) → C > 0. De plus, comme les fonctions hm sont harmoniques,
on peut appliquer la formule de Cauchy : on obtient une borne sur les dérivées de la fonction
(en un point x), à partir d’une borne sur la valeur absolue de la fonction sur une boule
centrée en x. Comme les fonctions hm sont bornées sur tout compact de D(1/2), on obtient
que ∂hm

∂ν est borné sur ∂D(r) (par une constante indépendante de m). Donc µ+
m(D(1/2))

et µ−m(D(1/2)) sont bornées, et quitte à considérer une sous-suite on peut donc supposer
µ+
m → µ+ and µ−m → µ− faiblement. Comme les supports des mesures µ+

m et µ−m sont
inclus dans ∂D(r), les supports de µ+ et µ− le sont aussi. On pose µ := µ+ − µ−.

On peut aussi supposer que ω+
Hm
→ ω+ et ω−Hm → ω− faiblement. On pose ω :=

ω+ − ω−. Comme ω̃m = ωHm + µm, on a ω̃m → ω̃ := ω + µ faiblement.
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Comme ω+
Hm

(D(1/2)) = ω+
m(Bm(xm, ε)) ≤ 2π − δ, on a ω+({z}) < 2π pour tout

z ∈ D(2α), et µ+ a son support inclus dans ∂D(r), donc µ+({z}) = 0 pour tout z ∈ D(2α).
On a donc ω̃+({z}) < 2π pour tout z ∈ D(2α) et on peut appliquer le théorème 2.20 : si
zm → z ∈ D(2α) et z′m → z′ ∈ D(2α), alors

dω̃m,0(zm, z′m)→ dω̃,0(z, z′),

et le fait 5.13 nous donne

dωHm ,hm(zm, z′m) = ehm(0) · dω̃m,0(zm, z′m)→ C · dω̃,0(z, z′).

5.3.3 Choix de κ

On commence par choisir κ assez petit, de telle sorte que l’anneau topologiqueD(1/2)−
H(B(x, κε)) ait un module assez grand. On pourra ensuite utiliser le théorème de Grötzsch
pour terminer la preuve du théorème 5.9. On rappelle que modG(2α) est le module de
l’anneau de Grötzsch G(2α).

Lemme 5.14. Il existe une constante κ = κ(Σ, A, c, ε, δ) > 0 vérifiant la propriété sui-
vante. Sous les hypothèses du théorème 5.9, l’anneau topologique D(1/2)−H(B(x, κε)) a
un module strictement supérieur à modG(2α).

Remarque 5.15. Cette propriété est évidente dans le cas du plan Euclidien. Un anneau
A(R1, R2), de frontière deux cercles concentriques de rayons R1 < R2 a pour module
1

2π ln(R2/R1), et cette quantité tends vers l’infini quand R1 tends vers zéro.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite de métriques
dm ∈ MΣ(A, c, ε, δ), une suite de points xm ∈ Σ, une suite de carte conformes Hm :
Bm(xm, ε)→ D(1/2), avec Hm(xm) = 0, telles que

mod
(
D(1/2)−Hm(Bm(xm, ε/m))

) ≤ mod(G(2α)).

Soit ι > 0 tel que 1
2π ln(1/2ι) > modG(2α) (on peut supposer ι < 2α). On a le

Fait 5.16. On a Hm(Bm(xm, ε/m)) 6⊂ D(ι).

Démonstration. Supposons avoir Hm(Bm(xm, ε/m)) ⊂ D(ι) : on a alors

D(1/2)−D(ι) ⊂ D(1/2)−Hm(Bm(x, ε/m)),

et donc

mod
(
D(1/2)−Hm(Bm(x, ε/m))

) ≥ mod
(
D(1/2)−D(ι)

)
= 1

2π ln(1/2ι) > modG(2α),

ce qui est absurde.
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Considérons la métrique riemannienne singulière gm = e2V [ωm]+2hm |dz|2, telle que Hm

soit une isométrie entre (Bm(xm, ε), dm|Bm(xm,ε)) et (D(1/2), dωm,hm).
Par le fait 5.16, il existe des nombres complexes zm, avec |zm| ≥ ι, et dωm,hm(0, zm) ≤

ε/m. Quitte à considérer l’intersection entre une géodésique entre 0 et zm et ∂D(ι), on
peut supposer que |zm| = ι et dωm,hm(0, zm) ≤ ε/m. Par compacité, quitte à considérer
une sous-suite on peut supposer zm → z 6= 0. Comme |z| = ι < 2α, par le corollaire 5.12
on sait que, quitte à considérer une sous-suite, il existe une constante C > 0 et une mesure
de Radon ω̃, à support dans D(1/2), telle que

dωm,hm(0, zm) −→
m→∞

C · dω̃,0(0, z) 6= 0,

et c’est absurde car dωm,hm(0, zm) ≤ ε/m→ 0.

Preuve de la seconde partie du théorème 5.9. On va démontrer l’inclusion

H(B(x, κε)) ⊂ D(α).

Raisonnons par l’absurde, et supposons avoir

H(B(x, κε)) 6⊂ D(α).

Quitte à faire une rotation, on peut supposer que H(B(x, κε)) ne contient pas le point
α ∈ R ⊂ C. En effectuant une homothétie de facteur 2, il est clair que l’anneau D(1/2)−
H(B(x, κε)) est conforme à l’anneau U ⊂ D(1), qui ne contient ni 0, ni 2α. Par le théorème
de Grötzsch, on sait que le module de cet anneau est

mod(U) = mod
(
D(1/2)−H(B(x, κε))

) ≤ modG(2α),

et c’est une contradiction par le lemme 5.14. Ceci termine la preuve du théorème 5.9.

5.4 Preuve du théorème

On peut maintenant commencer la preuve du Théorème Principal : on considère une
suite de métriques dm ∈MΣ(A, c, ε, δ), c’est-à-dire

1. pour tout x ∈ Σ on a ω+
m(Bm(x, ε)) ≤ 2π − δ ;

2. cont(Σ, dm) ≥ c ;
3. aire(Σ, dm) ≤ A.

On rappelle qu’on suppose toujours ε < c. Par la proposition 5.1, on a aussi des constantes
D > 0 et Ω > 0 telles que

diam(Σ, dm) ≤ D et |ω|(Σ, dm) ≤ Ω,

et on dispose également des constantes α > 0 et κ > 0 du théorème 5.9.
On considèrera souvent des sous-suites de la suite originale (dm), mais pour plus de

clarté dans la présentation on ne changera jamais l’indexation de la suite.
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Plan de la preuve
Comme déjà signalé, le schéma de la démonstration est similaire à la deuxième étape

du théorème de Cheeger-Gromov. On ne signale ici que les différences avec ce qui a déjà
été présenté : il faut donc lire ce qui suit en parallèle avec la fin de la partie 3.4.3.

1. L’argument pour recouvrir Σ par des ouverts Bm(xmi , ε), pour i ∈ {1, ..., N}, est
le même que précédemment. On utilise ici les résultats de la partie 2.5.1 (plutôt
que le théorème de Bishop-Gromov) pour contrôler le volume des boules à l’aide
de la courbure. On défini des cartes conformes (et non pas harmoniques) Hm

i :
Bm(xmi , ε)→ D, avec Hm

i (xmi ) = 0.
2. Le plongement de Whitney est le même que précédemment : on obtient des sous-

variétés plongées Σm ⊂ Rq, qui sont encore (localement) des graphes.
3. Pour faire converger la suite de fonctions Hm

j ◦ (Hm
i )−1, quand ces dernières ont un

sens, on utilise cette fois-ci le fait que ces applications définies sur un ouvert de C
sont conformes, et bornées. On peut alors appliquer le théorème de Montel pour les
faire converger.

4. On définit un difféomorphisme Πm : Σm → Σ∞ de la même façon que précédemment.
5. A l’aide des difféomorphismes Σ ∼−→ Σm ⊂ Rq ∼−→ Σ∞ ⊂ Rq, on transporte la

métrique initiale dm en une métrique d̃m sur Σ∞ : (Σ, dm) est isométrique à (Σ∞, d̃m).
On montre finalement que d̃m converge, en utilisant le corollaire du théorème de
convergence locale de Reshetnyak démontré précédemment (corollaire 5.12).

5.4.1 Recouvrement de Σ
Soit m ∈ N. Considérons un nombre maximal N(m) de boules disjointes Bm(xmi , κε/4)

dans Σ. Par le corollaire 2.24, on sait que l’aire de ces boules est minorée. Comme l’aire
de (Σ, dm) est majorée, N(m) est également majoré : quitte à considérer une sous-suite,
on va supposer que N(m) = N est constant. De plus, par un argument élémentaire de
doublement on a

Σ =
N⋃

i=1
Bm(xmi , κε/2). (5.12)

On peut alors considérer des cartes conformes (voir le théorème-définition 2.15)

Hm
i : Bm(xmi , ε)→ D(1/2),

avec Hm
i (xmi ) = 0. Dans la suite, on pose ωmi := (Hm

i )#ω, et hmi la fonction harmonique
sur D(1/2) telle que la métrique riemannienne singulière s’écrive

gmi := e2V [ωmi ](z)+2hmi (z)|dz|2.

La propriété 2. du théorème 5.9 nous assure que

Hm
i (Bm(xmi , κε)) ⊂ D(α),

et avec la relation (5.12) on obtient le
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Fait 5.17. On a le recouvrement

Σ =
N⋃

i=1
(Hm

i )−1(D(α)).

5.4.2 Plongement dans un espace Euclidien

On utilise une fonction ϕ : C → [0, 1] pour étendre les cartes Hm
i à la surface Σ tout

entier. Alors, par un analogue au théorème de plongement de Whitney, on plonge Σ dans
un espace Euclidien, et on montre que cet ensemble est localement un graphe.

Soit ϕ : C→ [0, 1] une fonction lisse, valant 1 sur D(5α/3) et 0 hors de D(2α) (voir la
figure 5.1). Pour 1 ≤ i ≤ N , on définit sur Σ les fonctions suivantes :

— ϕmi := ϕ ◦ Hm
i : Σ → [0, 1]. Par le théorème 5.9, cette fonction vaut 1 sur

Bm(xmi , κε), et 0 hors de Bm(xmi , ε/4) ;
— Hm

i := ϕmi H
m
i : Σ → D(1/2). Cette fonction étend Hm

i . Elle est égale à Hm
i sur

Bm(xmi , κε), et vaut 0 hors de Bm(xmi , ε/4).
Décrivons maintenant le plongement de Whitney. Soit q := 2N +N . On défini

Ψm : Σ −→ Rq
x 7−→ Ψm(x) = (Hm

1 (x), ...,Hm
N (x), ϕm1 (x), ..., ϕmN (x)).

Lemme 5.18 (Whitney). Ψm est un plongement. On appelle

Σm := Ψm(Σ)

la sous-variété de Rq ainsi obtenue.

Démonstration. Σ étant compact, il suffit de montrer que Ψm est une immersion injective.
Soit x ∈ Σ, et i ∈ {1, ..., N} tel que x ∈ Bm(xmi , κε). Comme Hm

i = Hm
i au voisinage

de x, et Hm
i est une immersion, on obtient que Ψm est aussi une immersion.

Supposons maintenant avoir Ψm(x) = Ψm(y), avec x ∈ Bm(xmi , κε). En considérant
la coordonné 2N + i on a ϕmi (x) = 1 = ϕmi (y), ce qui montre que y ∈ Bm(xmi , ε/4). On
a alors Hm

i (y) = ϕmi (y)Hm
i (y) = Hm

i (y), et Hm
i (x) = ϕmi (x)Hm

i (x) = Hm
i (x). Comme

Hm
i (x) = Hm

i (y) on obtient Hm
i (x) = Hm

i (y), et donc x = y, ce qui montre que Ψm est
injective.

Comme ϕ = 1 sur D(5α/3), on remarque que ces sous-variétés sont des graphes, para-
métrés par D(5α/3). En effet, pour 1 ≤ i ≤ N , les ouverts (Hm

i )−1(D(5α/3)) recouvrent
Σ (c’est le fait 5.17), et pour z ∈ D(5α/3) on a

ϕmi ((Hm
i )−1(z)) = ϕ(z) = 1 et Hm

i ((Hm
i )−1(z)) = z,

d’où
Φm
i (z) := Ψm((Hm

i )−1(z)) =
(
Hm

1 ((Hm
i )−1(z)), ..., z, ...,Hm

N ((Hm
i )−1(z)), ϕm1 ((Hm

i )−1(z)), ..., 1, ..., ϕmN ((Hm
i )−1(z))

)

(5.13)
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(c’est bien un graphe car la ième coordonnée est z). Σm est alors la réunion de N portions
de graphes :

Σm =
N⋃

i=1
Φm
i (D(5α/3)).

Si x ∈ Φm
i (D(5α/3)), on écrira dans la suite que x est dans le graphe numéro i.

Remarque 5.19. Ce commentaire fait suite à la remarque 3.17. On rappelle que la surface
Σ est lisse. Bien que les métriques considérées ne le soient pas (à priori), ces dernières
n’interviennent pas dans la construction précédente et on obtient donc quand même des
plongements qui sont lisses.

5.4.3 Convergence des surfaces plongées Σm vers une surface plongée
Σ∞

On veut montrer la convergence des fonctions définissant Σm en tant que graphes, c’est-
à-dire la convergence des fonctions Hm

j ◦(Hm
i )−1 et ϕmj ◦(Hm

i )−1. On montre d’abord que,
quitte à considérer une sous-suite, sur des ouverts V adéquats, ces fonctions sont soit
nulles sur V , pour tout m ∈ N, soit Hm

j ◦ (Hm
i )−1 est bien défini sur V (c’est-à-dire

(Hm
i )−1(V ) ⊂ Bm(xmj , ε)), pour tout m ∈ N. Dans le premier cas, la suite de fonctions

Hm
j ◦ (Hm

i )−1 converge de façon évidente ; dans le second cas, le théorème de Montel nous
permet de conclure que cette suite bornée de fonctions conformes va converger localement
uniformément sur V . En passant à la limite, on définit un sous-ensemble Σ∞ ⊂ Rq. On
prouve ensuite que ce sous-ensemble est en fait une surface plongée.

Étude préliminaire des fonctions Hm
j ◦ (Hm

i )−1 et ϕmj ◦ (Hm
i )−1

Fixons z ∈ D(1/2). Si l’expressionHm
j ◦(Hm

i )−1(z) a un sens (c’est-à-dire si (Hm
i )−1(z) ∈

Bm(xmj , ε)) on a
{
Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z) = ϕ(Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z)) ·Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z)
ϕmj ◦ (Hm

i )−1(z) = ϕ(Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z)),

et sinon (c’est-à-dire si (Hm
i )−1(z) /∈ Bm(xmj , ε)) on a

Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z) = 0 et ϕmj ◦ (Hm
i )−1(z) = 0.

En un certain sens, on veut montrer que cette dichotomie est valide uniformément en
m ∈ N.

Proposition 5.20. Il existe un recouvrement fini par des ouverts

D(2α) =
⋃

t∈T
Vt

vérifiant la propriété suivante (après extraction d’une sous-suite). On fixe i, j ∈ {1, ..., N}
et t ∈ T . Alors au moins l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
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— (A) pour tout m ∈ N, Vt ⊂ Hm
i (Bm(xmi , ε) ∩Bm(xmj , ε)).

Alors Hm
j ◦ (Hm

i )−1 est bien défini sur Vt.
— (B) pour tout m ∈ N, ϕmj ◦ (Hm

i )−1 = 0 sur Vt.
Alors pour tout m ∈ N, Hm

j ◦ (Hm
i )−1 = 0 sur Vt.

Remarque 5.21. On peut remarquer qu’un ouvert Vt peut vérifier les deux propriétés à
la fois. De plus, la propriété (B) est vérifiée dès qu’il n’y a pas de fonctions de transition
entre Bm(xmi , ε) et Bm(xmj , ε), c’est-à-dire dès que Bm(xmi , ε) ∩Bm(xmj , ε) = ∅.

Cette proposition est une conséquence directe du lemme suivant. Soit η > 0 la constante
vérifiant

eM(D(2α)) · 4π
δ
· ηδ/2π = 3ε/4 (5.14)

(rappelons que M(D(2α)) est la constante apparaissant dans le théorème 5.2 pour le
compact K = D(2α)).

Lemme 5.22. Soitm ∈ N, i, j ∈ {1, ..., N} et z0, z ∈ D(2α). On suppose ϕmj ◦(Hm
i )−1(z0) 6=

0. Alors

|z − z0| ≤ η =⇒ (Hm
i )−1(z) ∈ Bm(xmj , ε) (et donc Hm

j ◦ (Hm
i )−1(z) existe).

Démonstration. Comme ϕmj ◦(Hm
i )−1(z0) = ϕ(Hm

j ◦(Hm
i )−1(z0)) 6= 0, on aHm

j ◦(Hm
i )−1(z0) ∈

D(2α), donc par le théorème 5.9 on a Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z0) ∈ Hm
j (Bm(xmj , ε/4)), et donc

dm(xmj , (Hm
i )−1(z0)) < ε/4. (5.15)

On utilise maintenant les mêmes arguments que dans la preuve de la première partie du
théorème 5.9. Soit γ(t) := (1− t)z0 + tz le segment joignant z0 à z. On a

Lm((Hm
i )−1(γ)) =

∫ 1

0
eV [ωmi ](γ(t))+hmi (γ(t))|z − z0|dt.

Comme le segment γ est inclus dans D(2α), on a ehmi (γ(t)) ≤ eM(D(2α)). En utilisant alors
la proposition 2.28, on obtient

∫ 1

0
eV [ωmi ](γ(t))|z − z0|dt ≤

2
1− (ωmi )+(D(1/2))/2π · |z − z0|1−(ωmi )+(D(1/2))/2π

≤ 4π
δ
· |z − z0|δ/2π.

On a donc obtenu

Lm((Hm
i )−1(γ)) ≤ eM(D(2α)) · 4π

δ
· |z − z0|δ/2π ≤ eM(D(2α)) · 4π

δ
· ηδ/2π = 3ε/4

(on a choisi η de telle sorte que la dernière inégalité soit vérifiée). Comme (Hm
i )−1(γ) est

une courbe continue dans Σ joignant (Hm
i )−1(z0) et (Hm

i )−1(z), on a dm((Hm
i )−1(z0), (Hm

i )−1(z)) ≤
3ε/4, et donc avec l’inégalité (5.15) on obtient dm(xmj , (Hm

i )−1(z)) < 3ε/4 + ε/4 = ε, et
ceci termine la preuve.
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Démonstration de la proposition 5.20. Le fait suivant est une conséquence directe du lemme
5.22 (la seule différence entre ce fait et la proposition 5.20 est qu’ici l’entier m est fixé) :

Fait 5.23. Soit m ∈ N, i, j ∈ {1, ..., N}, et V ⊂ D(2α) un ouvert de diamètre au plus η.
Alors au moins l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

— (A’) on a V ⊂ Hm
i (Bm(xmi , ε) ∩Bm(xmj , ε)),

— (B’) on a ϕmj ◦ (Hm
i )−1 = 0 sur V .

Démonstration. Supposons que la propriété (B’) ne soit pas vérifiée : il existe z0 ∈ V avec
ϕmj ◦ (Hm

i )−1(z0) 6= 0. Par ailleurs tout z ∈ V vérifie |z − z0| ≤ η, et donc (Hm
i )−1(z) ∈

Bm(xmj , ε) par le lemme 5.22 : ceci montre que la propriété (A’) est vérifiée.

Maintenant, recouvronsD(2α) par un nombre fini d’ouverts Vt, pour t ∈ T , de diamètre
au plus η. Pour tous i, j ∈ {1, ..., N} et tous t ∈ T , par le fait précédent, il existe un nombre
infini d’entiers m vérifiant la même propriété, (A’) ou (B’). Il existe donc une sous-suite m′
de m telle que la même propriété ((A’) ou (B’)) soit vérifiée pour tout m′. En prenant un
nombre fini d’extractions successives, quand i, j parcourent {1, ..., N} et t ∈ T , on obtient
la proposition 5.20.

Convergence des fonctions de transition

Soient i, j ∈ {1, ..., N}. On veut montrer la convergence des suites de fonctions Hm
j ◦

(Hm
i )−1 et ϕmj ◦ (Hm

i )−1 sur D(2α).
Sur un ouvert Vt vérifiant la propriété (B) de la proposition 5.20, on a, pour tout

m ∈ N, Hm
j ◦ (Hm

i )−1 = 0 et ϕmj ◦ (Hm
i )−1 = 0 sur Vt, et donc la suite de fonctions

converge trivialement.
Considérons maintenant un ouvert Vt tel que la propriété (A) de la proposition 5.20

soit vérifiée. Alors Hm
j ◦ (Hm

i )−1 est bien défini sur Vt. Les fonctions Hm
i et Hm

j sont des
cartes conformes, donc Hm

j ◦ (Hm
i )−1 est une application conforme sur Vt (cette propriété

classique des surfaces munies de métriques riemanniennes lisses s’étend sans problème
aux surfaces à Courbure Intégrale Bornée : voir la proposition 2.17). (Hm

j ◦ (Hm
i )−1)m∈N

est alors une suite de fonctions holomorphes (ou anti-holomorphes) bornées sur Vt : par
le théorème de Montel, on sait que, quitte à considérer une sous-suite, Hm

j ◦ (Hm
i )−1

converge localement uniformément (ainsi que les dérivées) vers une fonction holomorphe
(ou anti-holomorphe) définie sur Vt.

Soit Aji := la réunion des ouverts Vt pour lesquels la propriété (A) de la proposition
5.20 est satisfaite, et Bji := la réunion des ouverts Vt pour lesquels la propriété (B) est
satisfaite. On a D(2α) = Aji ∪Bji.

Quitte à considérer des extractions successives, on peut définir une fonction lisse Hji

sur Aji par Hji(z) := limm→∞H
m
j ◦ (Hm

i )−1(z). Pour i, j ∈ {1, ..., N} on a les propriétés
suivantes :

— il existe une fonction lisse ϕji sur D(2α) telle que

ϕmj ◦(Hm
i )−1 −→

m→∞
ϕji localement uniformément (ainsi que les dérivées) sur D(2α) :

ϕji est défini par ϕji = ϕ ◦Hji sur Aji, et ϕji = 0 sur Bji.
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— Il existe une fonction lisse Hji sur D(2α) telle que

Hm
j ◦(Hm

i )−1 −→
m→∞

Hji localement uniformément (ainsi que les dérivées) sur D(2α) :

Hji est défini par Hji = ϕjiHji sur Aji, et Hji = 0 sur Bji.

Construction de la surface plongée Σ∞

Faisons tendre m vers l’infini dans la relation (5.13) : pour z ∈ D(5α/3) on pose

Φ∞i (z) :=
(
H1i(z), ..., z, ...,HNi(z), ϕ1i(z), ..., 1, ..., ϕNi(z)

)
. (5.16)

On définit également le sous-ensemble suivant de Rq :

Σ∞ :=
N⋃

i=1
Φ∞i (D(5α/3)).

Si x ∈ Σ∞ est dans l’ouvert Φ∞i (D(5α/3)), on écrira que x est dans le graphe numéro i.
Comme Σm est recouvert par les ouverts (Hm

i )−1(D(α)), pour 1 ≤ i ≤ N , la proposition
suivante est immédiate :

Proposition 5.24. On a

Σ∞ =
N⋃

i=1
Φ∞i (D(α)),

et donc

Σ∞ =
N⋃

i=1
Φ∞i (D(4α/3)).

Démonstration. Soit x ∈ Σ∞ : par définition, il existe des points xm ∈ Σm, vérifiant
xm → x. Pour tout m ∈ N, il existe i(m) ∈ {1, ..., N} tel que xm ∈ Φm

i(m)(D(α)). Quitte à
considérer une sous-suite, on peut supposer que i(m) est constant. Pour simplifier l’exposé,
on suppose i(m) = 1. Il existe donc une suite de nombres complexes zm ∈ D(α) tels que

xm = Φm
1 (zm) =

(
zm, ...,Hm

N ((Hm
1 )−1(zm)), 1, ..., ϕmN ((Hm

1 )−1(zm))
)
.

Par compacité, quitte à considérer une sous-suite, on peut supposer zm → z ∈ D(α), et
par convergence uniforme de toutes les fonctions apparaissant dans l’égalité, on obtient
x = Φ∞1 (z), et ceci termine la preuve.

Il est facile de voir qu’une telle « limite » de surfaces plongées n’est pas forcément une
surface plongée :

−→
Figure 5.3
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Mais c’est la cas dans la situation présentée ici :

Proposition 5.25. Σ∞ est une surface lisse plongée dans Rq, éventuellement non connexe
(on montrera la connexité plus loin).

C’est une conséquence directe du lemme technique suivant, qui sera également utilisé
plus loin : les points de Σm (ou de Σ∞) qui sont proches de points dans le graphe numéro
i, sont aussi dans le graphe numéro i.

Lemme 5.26. Les propriétés suivantes sont vraies pour tout i ∈ {1, ..., N} :
1. Soit m ∈ N et x0 ∈ Φm

i (D(4α/3)) ⊂ Σm. Pour tout x ∈ Σm,

||x− x0|| < α/6 =⇒ x ∈ Φm
i (D(5α/3)).

2. Soit x0 ∈ Φ∞i (D(4α/3)) ⊂ Σ∞. Pour tout x ∈ Σ∞,

||x− x0|| < α/6 =⇒ x ∈ Φ∞i (D(5α/3)).

2’. Soit x0 ∈ Φ∞i (D(α)) ⊂ Σ∞. Pour tout x ∈ Σ∞,

||x− x0|| < α/6 =⇒ x ∈ Φ∞i (D(7α/6)).

(||.|| est la norme Euclidienne de Rq.)

Démonstration de la proposition 5.25. La compacité est une conséquence de la proposition
5.24. Maintenant, considérons x0 ∈ Σ∞. Par la proposition 5.24, il existe i ∈ {1, ..., N} tel
que x0 ∈ Φ∞i (D(4α/3)). La seconde partie du lemme 5.26 nous montre que

Beuc(x0, α/6) ∩ Σ∞ = Beuc(x0, α/6) ∩ Φ∞i (D(5α/3))

(Beuc(x0, α/6) est la boule Euclidienne de centre x0 et de rayon α/6). Comme Φ∞i (z) est
le graphe d’une fonction (voir l’égalité 5.16), ceci montre que Σ∞ est une surface plongée
dans Rq.

Démonstration du lemme 5.26. Pour simplifier l’exposé, on effectue les calculs dans le cas
i = 1.
Démonstration de 1). Il existe z0 ∈ D(4α/3)) tel que

x0 = Φm
1 (z0) =

(
z0, ...,Hm

N ((Hm
1 )−1(z0)), 1, ..., ϕmN ((Hm

1 )−1(z0))
)
,

et on considère x ∈ Σm vérifiant ||x − x0|| < α/6. Il existe un entier i ∈ {1, ..., N} et
z ∈ D(4α/3) tels que

x =
(
Hm

1 ((Hm
i )−1(z)), ..., z, ...,Hm

N ((Hm
i )−1(z)), ϕm1 ((Hm

i )−1(z)), ..., 1, ..., ϕmN ((Hm
i )−1(z))

)
.

Posons z′ = Hm
1 ((Hm

i )−1(z)) : on veut montrer |z′| < 5α/3 et x = Φm
1 (z′).

Comme |z′ − z0| ≤ ||x − x0|| < α/6, on a |z′| < 4α/3 + α/6 = 3α/2. Pour la même
raison, |ϕm1 ((Hm

i )−1(z))− 1| ≤ ||x− x0|| < α/6 < 1/10, et donc ϕm1 ((Hm
i )−1(z)) > 9/10.
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Comme ϕm1 ((Hm
i )−1(z)) 6= 0, on sait que Hm

1 ((Hm
i )−1(z)) existe, et on a donc z′ =

Hm
1 ((Hm

i )−1(z)) = ϕm1 ((Hm
i )−1(z)) ·Hm

1 ((Hm
i )−1(z)). Comme ϕm1 ((Hm

i )−1(z)) ≥ 9/10 on
a

|z′| ≥ 9
10 · |H

m
1 ((Hm

i )−1(z))|,

et donc
|Hm

1 ((Hm
i )−1(z))| ≤ 10

9 · |z
′| < 10

9 ·
3α
2 = 5α

3 .

Comme ϕ = 1 sur D(5α/3) on obtient

ϕm1 ((Hm
i )−1(z)) = ϕ(Hm

1 ((Hm
i )−1(z)))) = 1,

et donc finalement z′ = Hm
1 ((Hm

i )−1(z)). On a déjà |z′| < 3α/2 < 5α/3. Pour montrer
l’égalité x = Φm

1 (z′), c’est-à-dire

x =
(
z′, ...,Hm

N ((Hm
1 )−1(z′)), 1, ..., ϕmN ((Hm

1 )−1(z′))
)
,

on doit prouver les égalités suivantes, pour j ≥ 2 :

Hm
j ((Hm

1 )−1(z′)) = Hm
j ((Hm

i )−1(z))

et
ϕmj ((Hm

1 )−1(z′) = ϕmj ((Hm
i )−1(z)),

et ce sont des conséquences directes de l’égalité (Hm
1 )−1(z′) = (Hm

i )−1(z).
Démonstration de 2). (La démonstration de 2’) est analogue). La preuve ressemble à celle
de 1), seule la fin est différente.

Soit z0 ∈ D(4α/3)) tel que

x0 = Φ∞1 (z0) =
(
z0, H21(z0), ...,HN1(z0), 1, ϕ21(z0)..., ϕN1(z0)

)
,

et soient i ∈ {1, ..., N} et z ∈ D(4α/3) tels que

x =
(
H1i(z), ..., z, ...,HNi(z), ϕ1i(z), ..., 1, ..., ϕNi(z)

)
.

On pose z′ = H1i(z), et on veut montrer |z′| < 5α/3, et x = Φ∞1 (z′).
Pour les mêmes raisons que précédemment, on a |z′| < 3α/2, et ϕ1i(z) > 9/10 : H1i(z)

existe (c’est-à-dire, z est dans un ouvert Vt vérifiant la propriété (A) de la proposition
5.20), et on a

|H1i(z)| < 5α/3.

On obtient ϕ1i(z) = 1, et finalement z′ = ϕ1i(z) ·H1i(z) = H1i(z). Pour conclure on doit
montrer l’égalité

x = Φ∞1 (z′) =
(
z′, H21(z′), ...,HN1(z′), 1, ϕ21(z′)..., ϕN1(z′)

)
.
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On doit donc montrer que pour j ≥ 2 :

Hj1(z′) = Hji(z)

et
ϕj1(z′) = ϕji(z).

La première égalité s’écrit

lim
m→∞

Hm
j ◦ (Hm

1 )−1
(

lim
m′→∞

Hm′
1 ◦ (Hm′

i )−1(z)
)

= lim
m→∞

Hm
j ◦ (Hm

i )−1(z),

et elle est vraie car toutes les convergences sont uniformes ; la seconde s’écrit

lim
m→∞

ϕmj ◦ (Hm
1 )−1

(
lim

m′→∞
Hm′

1 ◦ (Hm′
i )−1(z)

)
= lim

m→∞
ϕmj ◦ (Hm

i )−1(z),

et elle est vraie pour les mêmes raisons.

5.4.4 Construction d’un difféomorphisme Πm : Σm → Σ∞

Pour m assez grand, Σm est dans un voisinage tubulaire de Σ∞ : on peut donc définir
une projection Σm → Σ∞. Comme Σm tends vers Σ∞ (au sens précisé précédemment), on
montre que cette projection est en fait un difféomorphisme.

Construction d’une projection Πm : Σm → Σ∞

Σ∞ est une surface plongée dans Rq, éventuellement non connexe, mais avec un nombre
fini de composantes connexes. On peut donc considérer la projection normale sur Σ∞ : il
existe τ > 0 (on peut supposer τ < α/12), un voisinage tubulaire

V = {x ∈ Rq | deuc(x,Σ∞) < τ}

et une fonction lisse Π : V → Σ∞ vérifiant la propriété suivante (voir [Bre97]) : si x ∈ V,
alors Π(x) est le point le plus proche de Σ∞. Pour tout x ∈ V on a

x−Π(x) ∈ (Tπ(x)Σ∞)⊥

(voir le dessin ci-dessous), où l’on note Tπ(x)Σ∞ ⊂ Rq l’espace tangent de Σ∞ au point
π(x), et (Tπ(x)Σ∞)⊥ son orthogonal dans Rq.

D’après les résultats de la section 5.4.3, quitte à considérer une sous-suite, on a le

Fait 5.27. Pour tous m ∈ N, i ∈ {1, ..., N} et z ∈ D(5α/3) on a

||Φm
i (z)− Φ∞i (z)|| < τ.

Pour tout x ∈ Σm, il existe i ∈ {1, .., N} et z ∈ D(α) tels que x = Φm
i (z), et donc

deuc(x,Σ∞) < τ , ce qui montre que Σm ⊂ V. On peut donc considérer la restriction
suivante :

Πm := Π|Σm : Σm → Σ∞.
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•
Πm(x)

•x

Σm

Σ∞

Figure 5.4

Πm : Σm → Σ∞ est un difféomorphisme

On souhaite montrer la

Proposition 5.28. Quitte à considérer une sous-suite, pour tout m ∈ N, Πm : Σm → Σ∞
est un difféomorphisme (de classe C∞).

Pour des raisons techniques, on montre d’abord que, pour tout i ∈ {1, ..., N}, les points
de Σm dans le graphe numéro i sont envoyés par Πm sur des points de Σ∞ dans le graphe
numéro i, et réciproquement. C’est une conséquence directe du lemme 5.26.

Proposition 5.29. Pour tous m ∈ N et i ∈ {1, ..., N}, on a les inclusions suivantes :

1. (Πm)−1(Φ∞i (D(4α/3))) ⊂ Φm
i (D(5α/3)),

2. Πm(Φm
i (D(4α/3))) ⊂ Φ∞i (D(5α/3)),

et
2′. Πm(Φm

i (D(α))) ⊂ Φ∞i (D(7α/6)).

Démonstration. Démonstration du 1). Soit x ∈ (Πm)−1(Φ∞i (D(4α/3))). Il existe z ∈
D(4α/3) tel que Πm(x) = Φ∞i (z). Par la proposition 5.27 on a

||Πm(x)− Φm
i (z)|| = ||Φ∞i (z)− Φm

i (z)|| < τ < α/12,

et on a également ||Πm(x)−x|| < τ < α/12 (d’après la définition de la projection normale
Π). On a donc ||x − Φm

i (z)|| < α/6, et l’identité 1. du lemme 5.26 nous assure que x ∈
Φm
i (D(5α/3)).

Démonstration du 2) (la preuve de 2’) est tout à fait analogue, en utilisant l’identité 2’) du
lemme 5.26 à la place de l’identité 2)). Soit z ∈ D(4α/3) et x = Φm

i (z). Par la proposition
5.27 on a

||x− Φ∞i (z)|| = ||Φm
i (z)− Φ∞i (z)|| < τ < α/12,

et on a également ||x−Πm(x)|| < τ < α/12. Donc ||Πm(x)− Φ∞i (z)|| < α/6, et l’identité
2. du lemme 5.26 nous assure que Πm(x) ∈ Φ∞i (D(5α/3)).

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.30. Σ∞ est connexe (par arcs).
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Démonstration. Soit x = Φ∞i (z) et y = Φ∞j (z′) deux points de Σ∞, avec z, z′ ∈ D(4α/3).
Pour m = 1, soit γ une courbe continue dans Σm, joignant Φm

i (z) et Φm
j (z′) (rappelons

que Σm est connexe par arcs). Alors, Πm ◦ γ est un chemin continu dans Σ∞, joignant
Πm(Φm

i (z)) et Πm(Φm
j (z′)). On a

Πm(Φm
i (z)) ∈ Πm(Φm

i (D(4α/3))) ⊂ Φ∞i (D(5α/3)),

et comme x ∈ Φ∞i (D(5α/3)) et Φ∞i (D(5α/3)) est connexe par arcs, on peut joindre
Πm(Φm

i (z)) et x par un chemin continu dans Σ∞. Pour la même raison on peut joindre
Πm(Φm

j (z′)) et y par un chemin continu dans Σ∞, et on peut donc joindre x et y par un
chemin continu dans Σ∞.

Pour démontrer la proposition 5.28, il nous suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.31. Quitte à considérer une sous-suite, Πm est une immersion injective (pour
tout m ∈ N).

Démonstration de la proposition 5.28. Πm est un difféomorphisme sur son image, qui est
un ensemble ouvert et fermé dans Σ∞, et qui est donc Σ∞ par connexité.

Démonstration du lemme 5.31. Il y a deux propriétés distinctes à prouver, mais les deux
démonstrations sont similaires. On effectue un raisonnement par l’absurde : de façon heu-
ristique, comme Σm converge vers Σ∞, les espaces tangents doivent aussi converger ; c’est
cette dernière propriété qui va nous apporter une contradiction.
Première étape : on montre que quitte à considérer une sous-suite, Πm : Σm → Σ∞ est
une immersion.

On raisonne par l’absurde : si ce n’est pas le cas, alors Πm est une immersion seulement
pour un nombre fini de m ∈ N, et donc il existe M0 ∈ N tel que pour tout m ≥ M0, Πm

n’est pas une immersion. On suppose dans la suite m ≥M0.
Il existe alors une suite xm ∈ Σm vérifiant ker(DΠm(xm)) 6= {0}. Par compacité, on

peut supposer xm → x ∈ Σ∞. On a aussi Πm(xm) = Π(xm)→ Π(x) = x (on rappelle que
Π est la projection normale sur Σ∞, et Πm est sa restriction à Σm).

De plus, il existe i ∈ {1, ..., N} tel que x ∈ Φ∞i (D(4α/3) : pour simplifier l’exposé,
on suppose i = 1. Soit z ∈ D(4α/3) tel que x = Φ∞1 (z). Pour m assez grand, Πm(xm) ∈
Φ∞1 (D(4α/3)), et donc par la proposition 5.29 on a

xm ∈ (Πm)−1(Φ∞1 (D(4α/3))) ⊂ Φm
1 (D(5α/3)).

Il existe donc des suites zm et z′m dans D(5α/3) telles que xm = Φm
1 (zm) et Πm(xm) =

Φ∞1 (z′m). Pour simplifier, on écrit xm et Πm(xm) sous la forme suivante :

xm = (zm,Θm(zm)) et Πm(xm) = (z′m,Θ∞(z′m)),

où Θm et Θ∞ sont des fonctions lisses, et Θm → Θ∞ uniformément (ainsi que toutes les
dérivées) sur tout compact de D(2α) (voir la section 5.4.3). On a

ker(DΠm(xm)) = TxmΣm ∩ (TΠm(xm)Σ∞)⊥ 6= {0},
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on peut donc considérer un vecteur unitaire um dans cet espace vectoriel. On connaît une
base de TxmΣm, donc il existe des réels am et bm tels que

um = am(1, 0, ∂xΘm(zm)) + bm(0, 1, ∂yΘm(zm)).

Comme um est un vecteur unitaire, on a |am| ≤ 1 et |bm| ≤ 1. On peut considérer le
vecteur suivant dans TΠm(xm)Σ∞ :

vm = am(1, 0, ∂xΘ∞(z′m)) + bm(0, 1, ∂yΘ∞(z′m)).

Comme um et vm sont orthogonaux, on a 1 = ||um||2 ≤ ||um− vm||2, donc 1 ≤ ||um− vm||
et

1 ≤ |am| · ||∂xΘm(zm)− ∂xΘ∞(z′m)||+ |bm| · ||∂yΘm(zm)− ∂yΘ∞(z′m)||
≤ ||∂xΘm(zm)− ∂xΘ∞(z′m)||+ ||∂yΘm(zm)− ∂yΘ∞(z′m)||.

On obtient alors une contradiction : quand m tends vers l’infini, xm et Πm(xm) convergent
vers x, donc zm et z′m convergent vers z, et on a convergence uniforme des dérivées de Θm

vers les dérivées de Θ∞, ce qui montre que le terme de droite de l’inégalité tends vers zéro.
Deuxième étape : quitte à considérer une sous-suite, Πm : Σm → Σ∞ est injective.

Comme précédemment, on raisonne par l’absurde : si ce n’est pas le cas, alors il existe
M0 ∈ N tel que pour tout m ≥ M0, Πm n’est pas injective. On suppose dans la suite
m ≥M0.

Il existe des points xm, x′m ∈ Σm, avec xm 6= x′m, tels que Πm(xm) = Πm(x′m), et donc
tels que xm − x′m ∈ (TΠm(xm)Σ∞)⊥ :

Σm

Σ∞

•xm

•
x′

m

•
Πm(xm) = Πm(x′

m)

Figure 5.5

Par compacité on peut également supposer que xm et x′m convergent, vers la même limite
x ∈ Σ∞ (car lim xm = lim Πm(xm) et lim x′m = lim Πm(x′m)). Il existe i ∈ {1, ..., N} tel
que x ∈ Φ∞i (D(4α/3)) : pour simplifier l’exposé on suppose i = 1. Il existe z ∈ D(4α/3)
tel que x = Φ∞1 (z). Si m est assez grand, xm et x′m sont aussi dans Φ∞1 (D(4α/3)), donc il
existe zm et z′m tels que

xm = (zm,Θm(zm)) et x′m = (z′m,Θm(z′m))

(on utilise les mêmes notations que précédemment) ; on a alors

xm − x′m = (zm − z′m,Θm(zm)−Θm(z′m)).
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Si m est assez grand, Πm(xm) = Πm(x′m) est aussi dans Φ∞1 (D(4α/3)), donc il existe
um ∈ D(4α/3) tel que

Πm(xm) = Πm(x′m) = (um,Θ∞(um)).

Écrivons zm = am + ibm et z′m = a′m + ib′m avec am, bm, a′m, b′m ∈ R, et considérons le
vecteur de TΠm(xm)Σ∞ suivant :

am − a′m
|zm − z′m|2

· (1, 0, ∂xΘ∞(um)
)

+ bm − b′m
|zm − z′m|2

· (0, 1, ∂yΘ∞(um)
)

(xm 6= x′m implique zm 6= z′m). En prenant le produit scalaire avec xm−x′m ∈ (TΠm(xm)Σ∞)⊥
on obtient

0 = 1+ <
Θm(zm)−Θm(z′m)

|zm − z′m|
, DΘ∞(um)

(
zm − z′m
|zm − z′m|

)
>

(< , > désigne le produit scalaire Euclidien dans Rq−2). On souhaite maintenant utiliser le
théorème des accroissements finis : on doit donc considérer des fonctions à valeurs réelles.
Écrivons les composantes de Θm et de Θ∞ de la façon suivante :

Θm = (Θm,1, ...,Θm,q−2) and Θ∞ = (Θ∞,1, ...,Θ∞,q−2)

pour des fonctions Θm,j ,Θ∞,j : D(5α/3)→ R. On a alors

0 = 1 +
q−2∑

j=1

(
Θm,j(zm)−Θm,j(z′m)

|zm − z′m|

)
·DΘ∞,j(um)

(
zm − z′m
|zm − z′m|

)
.

Comme les Θm,j sont des fonctions à valeurs réelles, par le théorème des accroissements
finis, on sait que pour tout j ∈ {1, ..., q − 2} il existe ζjm ∈ [zm, z′m] tel que Θm,j(zm) −
Θm,j(z′m) = DΘm,j(ζjm) · (zm − z′m) : on a alors

0 = 1 +
q−2∑

j=1
DΘm,j(ζjm) ·

(
zm − z′m
|zm − z′m|

)
·DΘ∞,j(um)

(
zm − z′m
|zm − z′m|

)
.

Par compacité on peut supposer zm−z′m
|zm−z′m|

→ v ∈ S1, et comme Θm converge vers Θ∞ (ainsi
que leurs dérivées), on obtient 0 = 1 + ||DΘ∞(z) · (v)||2, ce qui est absurde.

5.4.5 Fin de la preuve

On a construit les difféomorphismes suivants :

Σ ∼−→
Ψm

Σm ⊂ Rq ∼−→
Πm

Σ∞ ⊂ Rq.

On rappelle que Ψm est obtenu à l’aide du plongement de Whitney, et Πm est la restriction
à Σm de la projection normale sur Σ∞. On peut donc considérer la métrique suivante sur
Σ∞ :

d̃m := ((Πm ◦Ψm)−1)∗dm,
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c’est-à-dire
d̃m(x, y) = dm((Πm ◦Ψm)−1(x), (Πm ◦Ψm)−1(y)),

de telle sorte que (Σ, dm) soit isométrique à (Σ∞, d̃m). Pour finir la preuve du théorème,
on doit montrer que d̃m converge uniformément vers une métrique d’Alexandrov d̃ sur Σ∞.

Dans la première partie de cette section, on prouve que (d̃m(x, y)) converge, si x et
y sont dans un même graphe Φ∞i (D(4α/3)). Ensuite, on montre que (d̃m(x, y)) converge
pour tous x, y ∈ Σ : on peut donc définir d̃(x, y) := limm→∞ d̃m(x, y). Pour terminer
la preuve, on montre que d̃m converge uniformément vers d̃, et que d̃ est une métrique
d’Alexandrov.

Propriétés locales

Par la proposition 5.29, pour tout m ∈ N et tout i ∈ {1, ..., N} on a

(Πm)−1(Φ∞i (D(4α/3))) ⊂ Φm
i (D(5α/3)),

donc on peut considérer la fonction fmi : D(4α/3) → D(5α/3) faisant commuter le dia-
gramme suivant :

D(5α/3) ∼←− Φm
i (D(5α/3))

fmi

x (Πm)−1
x

D(4α/3) ∼−→ Φ∞i (D(4α/3))

c’est-à-dire fmi = (Φm
i )−1 ◦ (Πm)−1 ◦ Φ∞i

Proposition 5.32. Pour tout i ∈ {1, ..., N}, fmi : D(4α/3) → D(5α/3) converge unifor-
mément vers l’inclusion D(4α/3) ↪→ D(5α/3).

Démonstration. Pour tout z ∈ D(4α/3), posons z′ = fmi (z) ∈ D(5α/3). Comme z (resp.
z′) est la i-ème composante de Φ∞i (z) (resp. de Φm

i (z′)), on a

|z − z′| ≤ ||Φ∞i (z)− Φm
i (z′)|| = ||Πm(Φm

i (z′))− Φm
i (z′)|| ≤ ||Φ∞i (z′)− Φm

i (z′)|| :

la dernière inégalité provient du fait que ||Πm(Φm
i (z′)) − Φm

i (z′)|| est la distance entre
Φm
i (z′) et la surface plongée Σ∞, et on a Φ∞i (z′) ∈ Σ∞. On a donc

|z − fmi (z)| ≤ sup
u∈D(5α/3)

||Φ∞i (u)− Φm
i (u)||,

et on sait que le terme de droite tends vers zéro quand m tends vers l’infini.

On sait que pour tous m ∈ N et i ∈ {1, ..., N} on a une isométrie

(Bm(xmi , ε), dm|Bm(xmi ,ε))
∼−→
Hm
i

(D(1/2), dωmi ,hmi ). (5.17)

De plus, pour tout i ∈ {1, ..., N}, par le corollaire 5.12, on sait qu’il existe une mesure ω̃i,
à support dans D(1/2), et une constante Ci > 0 telle que, quitte à considérer une sous-
suite, dωmi ,hmi converge localement uniformément sur D(2α) vers la métrique di := Ci ·dω̃i,0
(quand m tend vers l’infini).
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Maintenant, si on considère le diagramme commutatif du début de la section 5.4.5, on
peut considérer la métrique suivante sur Φ∞i (D(4α/3)) :

d̃i := ((Φ∞i )−1)∗di.

Proposition 5.33. Soit i ∈ {1, ..., N} et (xm), (ym) deux suites de points dans Σ∞, telles
que xm → x ∈ Φ∞i (D(4α/3)) et ym → y ∈ Φ∞i (D(4α/3)). Alors

d̃m(xm, ym) −→
m→∞

d̃i(x, y).

Démonstration. Supposons que m est assez grand pour que xm, ym ∈ Φ∞i (D(4α/3)).
Par le corollaire 5.12, dωmi ,hmi converge localement uniformément vers di sur D(2α), et
fmi : D(4α/3) → D(5α/3) converge uniformément vers l’inclusion D(4α/3) ↪→ D(5α/3)
(proposition 5.32), donc

d̃i(x, y) = di((Φ∞i )−1(x), (Φ∞i )−1(y)
= lim

m→∞
dωmi ,h

m
i

(fmi ◦ (Φ∞i )−1(xm), fmi ◦ (Φ∞i )−1(ym)).

Par l’isométrie (5.17), on a également, pour tous z, z′ ∈ D(5α/3),

dωmi ,h
m
i

(z, z′) = dm|Bm(xmi ,ε)((H
m
i )−1(z), (Hm

i )−1(z′)) = dm((Hm
i )−1(z), (Hm

i )−1(z′)) :

en effet, par le théorème 5.9 on a (Hm
i )−1(z), (Hm

i )−1(z′) ∈ Bm(xmi , ε/4), donc une courbe
qui minimise (presque) la distance dm((Hm

i )−1(z), (Hm
i )−1(z′)) doit rester dans Bm(xmi , ε)

(on a dm((Hm
i )−1(z), (Hm

i )−1(z′)) ≤ ε/2, et une courbe qui joint (Hm
i )−1(z) à (Hm

i )−1(z′)
en sortant de Bm(xmi , ε) aura une longueur ≥ 2 · (ε− ε/4) > ε/2). On obtient donc

d̃i(x, y) = lim
m→∞

dm((Hm
i )−1 ◦ fmi ◦ (Φ∞i )−1(xm), (Hm

i )−1 ◦ fmi ◦ (Φ∞i )−1(ym)).

Par définition de Φm
i on a (Hm

i )−1 = (Ψm)−1 ◦ Φm
i , et avec l’égalité fmi ◦ (Φ∞i )−1 =

(Φm
i )−1 ◦ (Πm)−1 (c’est la définition de fmi ) on obtient

d̃i(x, y) = lim
m→∞

dm((Ψm)−1 ◦ (Πm)−1(xm), (Ψm)−1 ◦ (Πm)−1(ym))

= lim
m→∞

d̃m(xm, ym),

et ceci termine la preuve.

Construction de la métrique limite d̃ et conclusion

On sait déjà que limm→∞ d̃m(x, y) existe si x et y sont dans le même graphe (c’est-à-
dire, s’il existe i ∈ {1, ..., N} tel que x, y ∈ Φ∞i (D(4α/3))) : c’est la proposition 5.33. Pour
montrer que la limite précédente existe pour tous x, y ∈ Σ, l’idée est de considérer des
d̃m−géodésiques minimisantes entre x et y, γm : [0, 1] → Σ, et de subdiviser le segment
[0, 1] en sous-intervalles sur lesquels on peut appliquer la proposition 5.33.

Proposition 5.34. Soient x, y ∈ Σ∞ : la limite limm→∞ d̃m(x, y) existe, et on pose

d̃(x, y) := lim
m→∞

d̃m(x, y) ∈ [0,+∞).
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Démonstration. Soient x, y ∈ Σ∞. On considère une sous-suite (mj) de (m) telle que

d̃mj (x, y) −→
j→∞

lim inf
m→∞

d̃m(x, y).

Soit γmj : [0, 1] → Σ∞ des géodésiques minimisantes pour la métrique d̃mj , entre x et y
(avec γmj (0) = x et γmj (1) = y), et paramétrées à vitesse constante : pour t, t′ ∈ [0, 1] on
a

d̃mj (γmj (t), γmj (t′)) = d̃mj (x, y) · |t− t′|.
Quitte à considérer une sous-suite de mj (comme précédemment on ne change pas l’in-
dexation pour cette suite), on a le fait suivant :

Fait 5.35. Soit n ∈ N tel que D/n ≤ κε/2. Pour tout k ∈ {0, ..., n − 1}, il existe i(k) ∈
{1, ..., N} tel que pour tout j ∈ N,

γmj (k/n) et γmj ((k + 1)/n) appartiennent à Φ∞i(k)(D(7α/6)).

Démonstration. Par le recouvrement (5.12), on sait que pour tout k ∈ {0, ..., n − 1} et
tout j ∈ N, il existe un entier i(k, j) ∈ {1, ..., N} tel que

(Πmj ◦Ψmj )−1(γmj (k/n)) ∈ Bmj (x
mj
i(k,j), κε/2). (5.18)

Comme i(k, j) parcourt un ensemble fini, quitte à considérer une sous-suite de (mj) on
peut supposer que pour tout k ∈ {0, ..., n−1}, i(k, j) est indépendant de j : on peut écrire
i(k, j) = i(k). On veut montrer l’inclusion

γmj ([k/n, (k + 1)/n]) ⊂ Φ∞i(k)(D(7α/6)).

Soit t ∈ [k/n, (k + 1)/n] : on a

d̃mj (γmj (t), γmj (k/n)) = dmj (x, y) · |t− k/n|,

donc

dmj ((Πmj ◦Ψmj )−1(γmj (t)), (Πmj ◦Ψmj )−1(γmj (k/n))) ≤ D · 1/n ≤ κε/2,

et avec (5.18) ceci montre que

(Πmj ◦Ψmj )−1(γmj (t)) ∈ Bmj (x
mj
i(k), κε).

Donc

(Πmj )−1(γmj (t)) ∈ Ψmj (Bmj (x
mj
i(k), κε)) = Φmj

i(k) ◦H
mj
i(k)(Bmj (x

mj
i(k), κε)) ⊂ Φmj

i(k)(D(α))

(la dernière inclusion provient du théorème 5.9). Avec l’identité 2’. de la proposition 5.29,
on obtient

γmj (t) ∈ Πmj (Φmj
i(k)(D(α))) ⊂ Φ∞i(k)(D(7α/6)),

et ceci termine la preuve du fait 5.35.
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Par compacité, quitte à considérer une sous-suite de (mj), on peut aussi supposer que
pour tout k ∈ {0, ..., n} on a

γmj (k/n) −→
j→∞

αk/n ∈ Φ∞i(k)(D(7α/6)) ⊂ Φ∞i(k)(D(4α/3)),

où les αk/n sont des points dans Σ∞, avec α0 = x et α1 = y. Pour tout k ∈ {0, ..., n− 1}
on a αk/n, α(k+1)/n ∈ Φ∞i(k)(D(4α/3)), et la proposition 5.33 nous assure que

d̃mj (γmj (k/n), γmj ((k + 1)/n)) −→
j→∞

d̃i(k)(αk/n, α(k+1)/n).

Comme les courbes γmj sont des géodésiques minimisantes on a

d̃mj (x, y) =
n−1∑

k=0
d̃mj (γmj (k/n), γmj ((k + 1)/n)),

et donc quand j tends vers l’infini on obtient

lim inf
m→∞

d̃m(x, y) =
n−1∑

k=0
d̃i(k)(αk/n, α(k+1)/n)

=
n−1∑

k=0
lim sup
m→∞

d̃m(αk/n, α(k+1)/n)

≥ lim sup
m→∞

n−1∑

k=0
d̃m(αk/n, α(k+1)/n)

≥ lim sup
m→∞

d̃m(x, y).

Donc limm→∞ d̃m(x, y) existe dans [0,+∞], et cette limite est finie car d̃m(x, y) ≤ D. Ceci
termine la preuve de la proposition 5.34.

On démontre maintenant la convergence uniforme de d̃m vers d̃ :

Corollaire 5.36. Soient (xm) et (ym) deux suites dans Σ∞, telles que xm → x ∈ Σ∞ et
ym → y ∈ Σ∞. On a

d̃m(xm, ym) −→
m→∞

d̃(x, y).

Démonstration. On a

|d̃m(xm, ym)− d̃(x, y)| ≤ |d̃m(xm, ym)− d̃m(x, y)|+ |d̃m(x, y)− d̃(x, y)|
≤ d̃m(xm, x) + d̃m(ym, y) + |d̃m(x, y)− d̃(x, y)|.

Par définition, |d̃m(x, y) − d̃(x, y)| tends vers zéro. Et considérons i ∈ {1, ..., N} tel que
x ∈ Φ∞i (D(4α/3)) : la proposition 5.33 nous assure que d̃m(xm, x)→ d̃i(x, x) = 0. Pour la
même raison on a d̃m(ym, y)→ 0, et ceci termine la preuve.

Pour finir la preuve du Théorème Principal, on doit montrer que d̃ est une métrique
d’Alexandrov sur Σ∞.
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Proposition 5.37. d̃ est une distance sur Σ∞.

Démonstration. Par définition de d̃(x, y) = limm→∞ d̃m(x, y), la symétrie et l’inégalité
triangulaire sont clairs. Considérons maintenant x, y ∈ Σ∞ avec d̃(x, y) = 0 : on a alors
d̃m(x, y)→ 0. Pour tout m ∈ N, il existe un entier i(m) ∈ {1, ..., N} tel que

(Πm ◦Ψm)−1(x) ∈ Bm(xmi(m), κε/2);

comme i(m) parcourt un ensemble fini, il existe une sous-suite mj de (m) et un entier
i ∈ {1, ..., N} tel que i(mj) = i pour tout j ∈ N :

(Πmj ◦Ψmj )−1(x) ∈ Bmj (x
mj
i , κε/2), pour tout j ∈ N.

Si j est assez grand pour avoir d̃mj (x, y) ≤ κε/2, on a

dmj ((Πmj ◦Ψmj )−1(x), (Πmj ◦Ψmj )−1(y)) ≤ κε/2,

et donc

(Πmj ◦Ψmj )−1(x) et (Πmj ◦Ψmj )−1(y) appartiennent à Bmj (x
mj
i , κε).

On procède alors comme à la fin de la preuve du fait 5.35 : on a

(Πmj )−1(x) et (Πmj )−1(y) appartiennent à Ψmj (Bmj (x
mj
i , κε)),

et
Ψmj (Bmj (x

mj
i , κε)) = Φmj

i (Hmj
i (Bmj (x

mj
i , κε))) ⊂ Φmj

i (D(α))

(la dernière inclusion est vraie d’après le théorème 5.9). On obtient donc

x et y appartiennent à Πmj (Φmj
i (D(α))) ⊂ Φ∞i (D(7α/6))

(la dernière inclusion est vraie d’après l’identité 2’. de la proposition 5.29). Comme x, y ∈
Φ∞i (D(4α/3)), on peut appliquer la proposition 5.33 afin d’obtenir d̃mj (x, y) → d̃i(x, y),
donc d̃i(x, y) = 0 et x = y.

Le fait que d̃ est une distance intrinsèque est une conséquence du lemme suivant, qui
a un intérêt en lui-même :

Proposition 5.38. Soient x, y ∈ Σ∞ et γm : [0, 1] → Σ∞ des géodésiques minimisantes
pour les distances d̃m, entre x et y (avec γm(0) = x et γm(1) = y), et paramétrées à vitesse
constante. Alors il existe une sous-suite (mj) de (m) telle que γmj converge uniformément
vers une courbe continue γ : [0, 1] → Σ∞, et pour la métrique d̃, γ est une géodésique
minimisante entre x et y.

Démonstration. On adapte la preuve du lemme d’Arzelà-Ascoli à notre situation. On a

d̃m(γm(t), γm(t′)) = d̃m(x, y) · |t− t′| ≤ D · |t− t′|.
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Considérons un ensemble {tk, k ∈ N}, dense dans [0, 1]. Par un argument diagonal, on peut
construire une sous-suite (mj) de (m) telle que pour tout k ∈ N, γmj (tk)→j→∞ αk ∈ Σ∞.
Soit γ : {tk, k ∈ N} → Σ∞ la fonction définie par γ(tk) := αk. On a

d̃mj (γmj (tk1), γmj (tk2)) ≤ D · |tk1 − tk2 |,

et quand j tends vers l’infini, le corollaire 5.36 nous assure que

d̃(γ(tk1), γ(tk2)) ≤ D · |tk1 − tk2 |.

γ est donc Lipschitz sur {tk, k ∈ N}, qui est dense dans [0, 1], donc il existe une (unique)
extension Lipschitz γ : [0, 1]→ Σ∞. Quand j tends vers l’infini, on a alors

γmj converge uniformément sur [0, 1] vers γ :

en effet, soit (umj ) une suite dans [0, 1], avec umj → u ∈ [0, 1]. On veut montrer γmj (umj )→j→∞

γ(u) . Soit ε > 0. On suppose que j est assez grand pour avoir d̃ ≤ d̃mj + ε sur Σ∞×Σ∞.
Considérons un entier k ∈ N tel que |tk − u| ≤ ε/D. On a alors

d̃(γmj (umj ), γ(u)) ≤ d̃(γmj (umj ), γmj (tk)) + d̃(γmj (tk), γ(tk)) + d̃(γ(tk), γ(u))
≤ d̃mj (γmj (umj ), γmj (tk)) + ε+ d̃(γmj (tk), γ(tk)) + d̃(γ(tk), γ(u))
≤ D · |umj − tk|+ ε+ d̃(γmj (tk), γ(tk)) +D · |tk − u|
≤ D · |umj − tk|+ ε+ d̃(γmj (tk), γ(tk)) + ε,

et le terme de droite est ≤ 3ε si j est assez grand, donc γmj (umj ) converge vers γ(u) quand
j tends vers l’infini.

Finalement, pour la métrique d̃, γ est une géodésique minimisante entre x et y : pour
toute subdivision 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λp = 1 de [0, 1], comme γmj est une géodésique
minimisante on a

d̃mj (x, y) =
p−1∑

k=0
d̃mj (γmj (λk), γmj (λk+1)).

Quand j tends vers l’infini on obtient

d̃(x, y) =
p−1∑

k=0
d̃(γ(λk), γ(λk+1)),

et ceci termine la démonstration, en considérant la borne supérieure sur l’ensemble des
subdivisions 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λp = 1 de [0, 1] : d̃(x, y) est égal à la d̃−longueur de la
courbe γ.

La proposition suivante termine la preuve du Théorème Principal.

Proposition 5.39. d̃ est une métrique d’Alexandrov sur Σ∞.
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Démonstration. d̃ est une métrique intrinsèque, et est compatible avec la topologie de
Σ∞ : pour tout ε > 0, si m est assez grand, pour tout x ∈ Σ on a

B
d̃
(x, ε/2) ⊂ B

d̃m
(x, ε) ⊂ B

d̃
(x, 2ε)

(les notations sont évidentes), et la métrique d̃m est compatible avec la topologie de Σ∞,
donc d̃ aussi.

Et pour tout ε > 0, considérons un entier m ∈ N tel que ||d̃m − d̃||∞ ≤ ε. Comme d̃m
est une métrique d’Alexandrov, il existe une métrique riemannienne lisse g sur Σ∞ telle
que ||d̃m − dg|| ≤ ε, et avec

∫
Σ∞ |Kg |dAg ≤ Ω + 1. On a alors ||d̃ − dg|| ≤ 2ε : d̃ peut

être approchée uniformément par des métriques riemanniennes, avec
∫

Σ |Kg |dAg bornée,
et donc d̃ est une métrique d’Alexandrov (c’est la définition 2.2).
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Chapitre 6

Espace de module des convexes
dans le plan

Considérons une fonction f définie sur une variété M . On peut naturellement se poser
la question suivante :

Question 6.1. La fonction f est-elle la courbure (en un sens à préciser) d’une métrique
riemannienne sur M ? Si oui, « combien » de telles métriques existent ?

Ce genre de problème est très classique en géométrie, et nécessite quelques précisions.
On va uniquement considérer la dimension 2 : M = Σ est une surface fermée. La courbure
à considérer est bien sûr la courbure de Gauß. On peut se poser la question suivante :

Question 6.2. Fixons une classe conforme sur Σ (i.e. Σ est une surface de Riemann).
Une fonction lisse f : Σ → R est-elle la courbure d’une métrique conforme g ? Si oui,
« combien » de telles métriques g existent ?

Par le théorème d’uniformisation, on sait qu’il existe dans chaque classe conforme une
(unique) métrique à courbure constante +1, 0 ou −1 : ces cas correspondent à la sphère,
au tore (il faut rajouter « aire = 1 » pour avoir unicité), et aux surfaces de genre ≥ 2. Ceci
répond donc à la question dans le cas où f est une fonction constante. Il revient au même
de considérer les métriques à courbure constante ou les classes conformes, et la théorie de
Teichmüller étudie en détail ces questions (voir la partie 4.4, et le livre [IT92]).

Dans le cas d’une fonction f quelconque, une obstruction immédiate vient de la formule
de Gauß-Bonnet : si f est la mesure de courbure d’une métrique riemannienne g, alors

∫

Σ
fdAg = 2πχ(Σ).

Par exemple, si Σ est une surface de genre ≥ 2, alors f doit nécessairement être négative
en au moins un point. Réciproquement, on a le

Théorème 6.3 (Melvyn Berger, [Ber71]). Soit Σ une surface de Riemann de genre ≥ 2 :
toute fonction lisse strictement négative est la courbure d’une unique métrique conforme.

De même, si Σ est le tore, si f 6≡ 0 alors f doit changer de signe. Réciproquement, on
a le
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Théorème 6.4 (J. Kazdan et F. W. Warner, [KW74]). Soit Σ une surface de Riemann
de genre 1. Alors une fonction lisse f : Σ → R, f 6≡ 0 est la courbure d’une métrique
conforme sur Σ si, et seulement si,

— f change de signe,
—

∫
Σ fdA < 0,

où dA est l’élément d’aire de l’unique métrique conforme plate sur Σ.

Dans le cas de la sphère S2, la situation est plus compliquée : voir par exemple [KW74],
ainsi que [CY87], [CY88], [CGY93] et [CD87], et les références dans ces articles.

Il est naturel de se poser les mêmes questions pour des métriques à singularités co-
niques sur une surface (de Riemann). Etant donné une fonction f : Σ → R et des angles
θ1, θ2, ..., θn > 0 (ce qui revient à se fixer la courbure des points singuliers), f est-elle la
courbure d’une métrique conforme g, ayant des singularités coniques d’angles θ1, ..., θn ?
Si c’est le cas, la formule de Gauß-Bonnet s’écrit

∫

Σ
fdAg +

n∑

i=1
(2π − θi) = 2πχ(Σ),

et donc ∫

Σ
fdAg = 2πχ(Σ, (θ1, .., θn)),

où
χ(Σ, (θ1, .., θn)) := χ(Σ) +

n∑

i=1

(
θi
2π − 1

)

est la caractéristique d’Euler modifiée de Σ. M. Troyanov, dans [Tro91b], énonce des
résultats similaires aux résultats classiques précédents (les théorèmes 6.3 et 6.4), dans le
cas de surfaces à singularités coniques.

Pour des métriques d’Alexandrov à mesure de courbure fixée, la situation est bien plus
simple et la seule obstruction vient de la formule de Gauß-Bonnet :
Théorème 6.5 ([Tro09]). Pour toute structure conforme sur Σ, et toute mesure de Ra-
don (sans cusp) vérifiant ω(Σ) = 2πχ(Σ), il existe une unique métrique d’Alexandrov, à
homothétie près, compatible avec la structure conforme, et dont la mesure de courbure est
ω.

Espace de module

À partir de maintenant, on suppose que Σ est la sphère S2. Dans le cas de métriques
plates à singularités coniques, le théorème précédent implique le corollaire suivant (voir
aussi [Tro86]) :
Corollaire 6.6. Soient p1, ..., pn des points de Σ, et θ1, ..., θn des réels strictement positifs.
Supposons χ(Σ, (θ1, .., θn)) = 0, c’est-à-dire

n∑

i=1
(2π − θi) = 2πχ(Σ). (6.1)

Il existe alors une unique métrique conforme plate sur Σ, à homothétie près, à singularités
coniques θi au point pi (pour tout i ∈ {1, ..., n}).
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On peut faire remarquer ici que ce théorème permet à M. Troyanov, dans [Tro07],
d’étudier l’espace (de Teichmüller) des surfaces de Riemann pointées (via l’identification
avec des surfaces plates à angles coniques fixés).

Il convient de remarquer que le célèbre théorème de réalisation d’Alexandrov (voir par
exemple [Ale05] ou [Pog73]) affirme que dans le cas de singularités de courbures positives
(i.e. θi ∈ (0, 2π) pour tout i ∈ {1, ..., n}), de telles surfaces sont isométriques à un polyèdre
convexe de R3.

Ainsi, pour tout n−uplet (θ1, ..., θn) constitué de réels vérifiant la formule de Gauß-
Bonnet (6.1), l’ensemble des classes conformes marquées en n points est en bijection avec
l’ensemble des polyèdres d’angles coniques θ1, ..., θn.

Comme il n’y a qu’une classe conforme sur la sphère, la donnée d’une classe conforme
marquée en n points est exactement la donnée de n points p1, ..., pn dans S2, à transfor-
mation conforme près. Mais S2 est conformément équivalent à C ∪ {∞}, et le groupe des
transformations de Möbius est triplement transitif, donc on peut supposer (p1, p2, p3) =
(0, 1,∞). Ainsi, la donnée d’une classe conforme marquée en n points est équivalente à la
donnée de n−3 points dans C∪{∞} (différents de 0, 1 et∞), à transformation de Möbius
près. On s’attend donc à ce que l’espace de module de telles structures soit de dimension
(complexe) n− 3.

W. Thurston a démontré le théorème suivant (pour un énoncé plus précis, on pourra
se référer à l’article original [Thu98] ou aux notes de R. Schwartz [Sch13]) :

Théorème 6.7 (Thurston). Soient θ1, ..., θn des réels dans l’intervalle (0, 2π), vérifiant
la condition de Gauß-Bonnet (6.1). Alors l’ensemble des métriques plates à singularités
coniques sur la sphère, d’angles coniques θ1, ..., θn et d’aire = 1, est naturellement une
variété hyperbolique complexe de dimension n − 3. De plus, cet espace n’est pas complet,
et sa complétion métrique est une variété hyperbolique complexe conique, de volume fini
(et c’est un orbifold dans certains cas explicites).

De façon très succincte, l’idée de la construction est la suivante. Il s’agit tout d’abord
de déplier le polyèdre dans le plan, ce qui nous donne des coordonnées complexes corres-
pondant aux sommets du polyèdre. L’aire du polyèdre est alors une forme quadratique
de signature (1, n − 3) en ces coordonnées, et comme on a fixé l’aire = 1, ceci fait natu-
rellement apparaître le modèle de l’hyperboloïde du plan hyperbolique complexe. Pour la
suite, on va retenir l’idée suivante : c’est la forme d’aire qui fait apparaître la structure
hyperbolique.

Le cas de polygones convexes, c’est-à-dire de polyèdres convexes dégénérés (contenus
dans un plan), correspond à des sous-ensembles hyperboliques réels de l’espace de module
de Thurston (J. Granier a étudié de tels sous-ensembles dans sa thèse). C. Bavard et É.
Ghys [BG92], à l’aide d’une construction indépendante de celle de W. Thurston, ont décrit
l’espace de module des polygones (convexes) du plan à n angles fixés : c’est un polyèdre
de l’espace hyperbolique réel de dimension n− 3. Là encore, c’est la forme d’aire qui fait
apparaître la structure hyperbolique. Le lecteur intéressé pourra consulter l’article de F.
Fillastre [Fil11], qui fait le lien entre les approches de W. Thurston et de C. Bavard et É.
Ghys.

L’idée générale de ce manuscrit étant d’étudier des métriques dont les singularités
s’accumulent, on peut se poser la
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Question 6.8. Dans les espaces de module de W. Thurston ou de C. Bavard et É. Ghys,
que se passe-t-il quand le nombre n de points tends vers l’infini ? En d’autres termes, quel
est l’espace de module des métriques dont la mesure de courbure est ω, dans le cas où ω
n’est pas une mesure discrète ?

Un cas naturel à considérer au départ est celui d’une mesure portée par une courbe
fermée : il existe une fonction f : S1 → Σ, et une mesure µ sur S1, telle que la mesure
de courbure de Σ soit ω = f#µ. On peut remarquer ici qu’il n’est pas facile de considérer
la partie singulière de la mesure de courbure de façon intrinsèque : deux paramétrages
différents de la courbe singulière C, f1 : S1 → C et f2 : S1 → C, donnent deux mesures
différentes µ1 et µ2 sur S1 vérifiant f1#µ1 = f2#µ2 = ω.

Une notion indépendante du paramétrage de la partie singulière est par exemple celle
de métrique à singularité positive le long d’une courbe fermée :

Définition 6.9. Une surface d’Alexandrov Σ est à singularité positive le long d’une courbe
fermée s’il existe une fonction h strictement positive sur S1, et un plongement f : S1 → Σ,
tel que la mesure de courbure soit ω = f#(h · dθ).

Remarque 6.10. On peut citer ici le livre d’Alexandrov et Reshetnyak [AR89] qui défini
une notion de mesure de courbure pour une courbe en dimension n ≥ 2 (via la notion de
« rotation » d’une courbe).

De plus, par le théorème de réalisation d’Alexandrov mentionné plus haut, on sait
que toute métrique à singularité positive le long d’une courbe fermée est isométrique à la
frontière d’un convexe (éventuellement dégénéré) de R3.

Des exemples simples de telles surfaces sont donnés par des parties strictement convexes
compactes du plan, recollées le long de leur bord : la surface obtenue est la sphère S2, et
la métrique est à singularité positive le long du bord du convexe. Dans la suite, on va
appeler une telle surface un convexe recollé trivialement le long de son bord. On peut alors
se poser la

Question 6.11. À part les convexes recollés trivialement le long de leurs bords, existe-t-
il d’autres surfaces d’Alexandrov, à singularité positive le long d’une courbe fermée ? En
d’autres termes, existe-t-il dans R3 des convexes non dégénérés (i.e. d’intérieur non vide),
dont la frontière est une surface d’Alexandrov à singularité positive le long d’une courbe
fermée ?

La réponse est affirmative, et est donnée par un théorème de recollement de convexes,
dû à A. Alexandrov et A. Pogorelov (voir par exemple [Ale05] et [Pog73]) : de façon
heuristique, si deux convexes C1 et C2 ont un bord de même longueur, et si A1 ∈ ∂C1 et
A2 ∈ ∂C2, alors il est possible de recoller C1 et C2 le long de leurs bords, en commençant
par recoller A1 et A2. La surface ainsi obtenue est le bord d’un convexe de R3, et la mesure
de courbure est concentrée le long des bords des convexes recollés.

Par exemple, en recollant les deux convexes suivants
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•
A1

•
A2

Figure 6.1

on obtient la surface suivante :

•
A1 = A2

Figure 6.2 – Une surface plate, à singularité positive le long d’une courbe fermée.

Dans la suite, on va considérer seulement les surfaces à singularité positive le long
d’une courbe fermée, qui sont des convexes recollés trivialement le long de leurs bords. On
a la caractérisation suivante :

Proposition 6.12. Une surface à singularité positive le long d’une courbe fermée est
isométrique à un convexe recollé trivialement le long de son bord si, et seulement si, il
existe une isométrie i de la surface, dont le lieu des points fixes est la courbe singulière.

Il est clair que pour la surface de la figure 6.2, une telle isométrie n’existe pas.

Démonstration. La condition est nécessaire : il suffit de prendre la réflexion du plan, qui
consiste à échanger les deux copies du convexe ; l’ensemble fixé correspond exactement aux
bords des convexes.

La réciproque est moins évidente. Considérons une telle surface Σ, et un plongement
isométrique f : Σ → R3 donné par le théorème de réalisation d’Alexandrov. Alors f ◦ i :
Σ → R3 est également un plongement isométrique. Par l’unicité dans le théorème de
réalisation d’Alexandrov, on sait que f ◦ i s’obtient à partir de f par une isométrie T
de R3 : on a f ◦ i = T ◦ f . Pour tout point c appartenant à la courbe singulière, on a
donc f(c) = T (f(c)) : T fixe la courbe singulière. Comme i n’est pas l’identité, T non
plus, et le lieu des points fixes de T n’est ni un point, ni une droite : c’est donc un plan.
Finalement, la courbe singulière C est dans un plan. Mais alors, les deux composantes
connexes de f(Σ) − C sont des surfaces plates, dont le bord est une courbe fermée dans
un plan : ces deux surfaces sont donc l’intérieur de cette courbe fermée, et ceci termine la
démonstration.
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De plus, il est clair que deux surfaces Σ1 et Σ2, obtenues respectivement en recol-
lant trivialement deux convexes C1 et C2 le long de leurs bords, sont isométriques si, et
seulement si, les convexes C1 et C2 sont isométriques.

On a donc montré la propriété suivante : l’ensemble des surfaces à singularité positive le
long d’une courbe fermée, telles qu’il existe une isométrie qui fixe cette courbe est, modulo
isométries, en bijection avec les parties strictement convexes compactes du plan, modulo
isométries. Pour apporter un élément de réponse à la question 6.8, on va donc considérer
l’ensemble des parties strictement convexes compactes du plan, modulo isométries.

On va en fait considérer l’ensemble plus grand, et plus simple à décrire, de tous les
convexes compacts du plan. L’idée est d’identifier un convexe à sa fonction de support, qui
appartient à l’espace de Sobolev H1(S1). Par analogie avec les exemples de W. Thurston
et de C. Bavard et É. Ghys, on peut considérer la forme d’aire (du convexe). C’est une
forme quadratique sur l’espace de Hilbert H1(S1), de signature « (1,∞) » : elle est définie
positive sur une droite vectorielle, et définie négative sur son orthogonal. Par analogie avec
les espaces hyperboliques de dimension finie, on peut alors définir un espace hyperbolique
de dimension infinie (qui est un espace métrique intrinsèque, complet, de courbure ≤ −1
au sens d’Alexandrov), et l’espace de module qui nous intéresse en est naturellement un
sous-ensemble.

Dans toute la suite, le mot convexe désignera un convexe compact non vide du plan.
Deux bonnes références pour cette partie sont les livres de H. Groemer [Gro96] et R.
Schneider [Sch93].

Notations : séries de Fourier

Dans la suite, on va à de nombreuses reprises utiliser les séries de Fourier ; les notations
utilisées seront les suivantes. Si f ∈ L2(S1), on pose

a0 = 1
2π

∫

S1
f(θ)dθ

et pour k ≥ 1,

ak = 1
π

∫

S1
f(θ) cos(kθ)dθ et bk = 1

π

∫

S1
f(θ) sin(kθ)dθ.

La formule de Parseval s’écrit alors

1
2π

∫

S1
f(θ)2dθ = a2

0 + 1
2

+∞∑

k=1
(a2
k + b2k).

Si de plus f est de classe C1, alors f est somme de sa série de Fourier : pour θ ∈ S1 on a

f(θ) = a0 +
+∞∑

k=1
(ak cos(kθ) + bk sin(kθ)) .
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6.1 Caractérisation de l’ensemble des convexes

6.1.1 Les fonctions de support

Les convexes peuvent être décrits de façon simple par leur fonction de support :

Définition 6.13. La fonction de support d’un convexe C est définie pour θ ∈ S1 par

hC(θ) = sup
c∈C

(eθ|c),

où eθ = (cos θ, sin θ) ∈ R2.

θeθ

•
O

•
u(θ)

h(θ) = (eθ|u(θ))

Figure 6.3 – Calcul de la fonction de support du convexe en θ ∈ S1.

Pour se familiariser avec cet objet, on commence par donner quelques exemples et pro-
priétés :

— Si C = {M1}, où M1 = (a1, b1) ∈ R2, alors h(θ) = (M1|eθ) = a1 cos θ + b1 sin θ.
— Si C = [−1, 1], alors h(θ) = | cos θ|.
— Si C est un disque de rayon r > 0, alors h ≡ r.
— Si C est une ellipse d’équation x2

a2 + y2

b2 ≤ 1, alors h(θ) =
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ.

— Si O ∈ C (comme dans la figure 6.3), alors h ≥ 0.
— Pour tout convexe C on a ∫

S1
h(θ)dθ ≥ 0

(il suffit de fixer c ∈ C : on a h(θ) ≥ (eθ|c), ce qui donne l’inégalité après intégra-
tion).

— Si C est un convexe, et si les coefficients de Fourier de la fonction de support h
sont (ak, bk)k∈N, alors le périmètre de C est 2πa0, et son point de Steiner (de façon
heuristique, cela correspond à son centre de courbure) est (a1, b1) (voir par exemple
[Gro96], p.139).

On rappelle que si C est convexe, alors λC est convexe pour tout λ ≥ 0, et si C et C ′
sont deux convexes, alors C + C ′ est convexe. Pour étudier les convexes, il est bien plus
intéressant d’étudier les fonctions de support que les paramétrages naturels du convexe,
pour la raison suivante :

Proposition 6.14. L’ensemble des fonctions de support de convexes est un cône convexe :
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— pour tout λ ≥ 0 on a λhC = hλC ;
— si λ ∈ [0, 1] et si C, C ′ sont deux convexes, alors

(1− λ)hC + λhC′ = h(1−λ)C+λC′ .

La propriété de régularité suivante est classique :

Proposition 6.15. Si h est la fonction de support d’un convexe C ⊂ D(R) = {|z| < R},
alors h est Lipschitz de rapport R (et donc dérivable presque partout, de dérivée |h′| ≤ R).

Définition 6.16. Une fonction f : R2 → R est sous-linéaire si
1. f est positivement homogène : pour tout λ ≥ 0 et tout x ∈ R2 on a f(λx) = λf(x) ;
2. pour tous x, y ∈ R2 on a f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

Il est équivalent de remplacer la condition 2. par la condition
2’ f est convexe.

On peut remarquer que les fonctions continues f sur S1 sont en bijection avec les
fonctions continues positivement homogènes f̃ sur R2 : on passe de f̃ à f par la restriction
à S1, et de f à f̃ par la formule

f̃(x) := ||x||f
(

x

||x||

)
.

On appelle f̃ l’extension 1-homogène de f . L’extension 1-homogène de la fonction de
support de C est donc la fonction définie sur R2 par

h̃C(x) := sup
c∈C

(x|c);

il est facile de vérifier que cette fonction est sous-linéaire. Réciproquement, on a la

Proposition 6.17. Une fonction continue f : S1 → R est la fonction de support d’un
(unique) convexe si, et seulement si, l’extension 1-homogène de f à R2 est sous-linéaire.

Concernant la régularité des fonctions de support, on a la proposition suivante. On
note Conv2

+ l’ensemble des convexes dont le bord est de classe C2, de courbure strictement
positive (c’est-à-dire l’ensemble des parties strictement convexes dont le bord est de classe
C2).

Proposition 6.18 (Voir [Sch93] et [Gro96], lemme 2.2.3). L’application qui a un convexe
C ∈ Conv2

+ associe sa fonction de support définit une bijection

Conv2
+ −→ {h ∈ C2(S1) | h+ h′′ > 0}
C 7−→ hC .

L’application réciproque associe à une fonction h ∈ C2(S1) vérifiant h+ h′′ > 0 le convexe
C ∈ Conv2

+ dont le bord est la courbe

γ(θ) := h(θ)(cos θ, sin θ) + h′(θ)(− sin θ, cos θ).
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(Le bord du convexe ainsi obtenu est bien de classe C2, même si cette expression pourrait
laisser croire qu’il n’est que de classe C1).

De plus, si C ∈ Conv2
+ est de fonction de support h, alors la courbure κ(θ) au point

u(θ) (voir la figure 6.3) est donnée par la formule

κ(θ) = 1
h(θ) + h′′(θ) .

Remarque 6.19. Il existe des convexes, dont le bord est de classe C∞, et dont les fonc-
tions de support ne sont pas de classe C2 (voir [Sch93]). Dans la proposition précédente,
l’hypothèse de stricte convexité ne peut pas être retirée.

6.1.2 Passage au quotient

Translations

On a vu (proposition 6.17) que les convexes s’identifient aux fonctions continues sur
S1, dont l’extension 1-homogène est sous-linéaire. De plus, on souhaite s’intéresser aux
convexes à translation près. Les fonctions de support d’un convexe C et de son translaté
C + {M1} (où M1 = (a1, b1) ∈ R2) sont reliés par la formule

hC+{M1}(θ) = hC(θ) + a1 cos θ + b1 sin θ.

Les convexes, à translation près, s’identifient donc au quotient de l’ensemble des fonc-
tions continues sur S1, dont l’extension 1-homogène est sous-linéaire, par les fonctions cos θ
et sin θ.

On remarque qu’on a (heureusement) la propriété suivante : si g et h sont deux fonc-
tions continues sur S1 telles que g(θ) = h(θ) + a1 cos θ + b1 sin θ, alors leurs extensions
1-homogènes g̃ et h̃ diffèrent d’une fonction linéaire, et ont donc toutes les deux les mêmes
propriétés vis-à-vis de la sous-linéarité.

Rotations

On souhaite également considérer les convexes à rotation près. Une rotation du convexe
C ′ = eiϕC correspond au changement suivant sur les fonctions de support :

hC′(θ) = hC(θ − ϕ).

Ainsi, il faut également quotienter par l’action de S1 sur S1, c’est-à-dire que deux fonctions
g et h sont égales s’il existe ϕ ∈ S1 tel que g(θ) = h(θ − ϕ).

Finalement, via les fonctions de support, l’ensemble des convexes, modulo isométries,
s’identifie naturellement avec l’ensemble X des fonctions continues sur S1, dont l’extension
1-homogène est sous-linéaire, modulo les fonctions linéaires (x et y), et modulo l’action
de S1 sur S1.

Pour ce qui est du cas C2, on a la propriété suivante : l’ensemble des convexes dans
Conv2

+, modulo isométries, s’identifie naturellement avec l’ensemble des fonctions h de
classe C2 sur S1, vérifiant h + h′′ > 0, modulo les fonctions linéaires (x et y), et modulo
l’action de S1 sur S1.
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6.1.3 La forme d’aire

On a déjà signalé que l’aire du convexe va jouer un rôle central, car elle va nous donner
la structure hyperbolique. Considérons donc h ∈ X, c’est-à-dire la fonction de support
d’un convexe C (on rappelle que h est dérivable presque partout, et de dérivée bornée).
L’aire du convexe C est donné par les formules

aire(C) = 1
2

∫

S1
h(θ)2dθ − 1

2

∫

S1
h′(θ)2dθ

= πa2
0 −

π

2

+∞∑

k=2
(k2 − 1)(a2

k + b2k)

(les coefficients de Fourier ak et bk de h ont été définis précédemment). On remarque que,
fort heureusement, les coefficients de Fourier a1 et b1 n’apparaissent pas dans cette formule
(on rappelle que dans X on a quotienté par cos θ et sin θ).

En considérant les coefficients de Fourier, il est clair que cette forme quadratique est
définie positive sur la droite vectorielle des fonctions constantes, et définie négative sur
son orthogonal. Sans faire appel à la théorie de Fourier, on peut montrer cette propriété
en utilisant l’inégalité de Wirtinger (voir [Gro96]) : si

∫
S1 h(θ)dθ = 0 alors

∫

S1
h(θ)2dθ ≤

∫

S1
h′(θ)2dθ,

et on a égalité si, et seulement si, h = a cos(θ) + b sin(θ), c’est-à-dire si, et seulement si,
h = 0 dans X.

6.2 Géométrie hyperbolique

6.2.1 Géométrie hyperbolique de dimension finie

Avant de considérer la dimension infinie, on rappelle une des constructions classiques de
l’espace hyperbolique réel Hn de dimension n. Sur Rn+1 on considère la forme quadratique

q(x) = x2
0 − x2

1 − ...− x2
n.

•
0

{q(x) = 0}

{q(x) = 1}

{q(x) > 0}
•

(1, 0, ..., 0)

{q(x) < 0}
Rn

Figure 6.4 – Hyperboloïde dans Rn+1, dans le demi-espace {x0 ≥ 0}
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On note B la forme bilinéaire symétrique associée. Pour anticiper un peu sur la suite,
on peut remarquer que q s’écrit

q(x) = ||xL||2 − ||xL⊥ ||2,

où ||.|| est le produit scalaire Euclidien, L est la droite vectorielle engendrée par le premier
vecteur (1, 0, ..., 0) ∈ Rn+1, et xL et xL⊥ désignent la projection orthogonale de x sur L et
L⊥.

Proposition 6.20 (Inégalité de Cauchy-Schwartz renversée). Si x, y ∈ Rn+1 sont tels que
q(x), q(y) > 0, alors

B(x, y)2 ≥ q(x)q(y),

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Si x et y sont colinéaires, on a égalité. Si ce n’est pas le cas, alors l’espace
vectoriel engendré par x et y est un plan, et ce plan contient nécessairement des vecteurs
z de type espace, i.e. tels que q(z) < 0 (voir la figure 6.4). Le polynôme q(x + ty) =
q(x) + 2tB(x, y) + t2q(y) change donc de signe, et le déterminant est strictement positif,
ce qui donne l’inégalité (stricte).

Proposition 6.21. Si x, y ∈ Rn+1 sont tels que q(x) = 1, q(y) = 1 et x0 > 0, y0 > 0, on
a B(x, y) ≥ 0.

Démonstration. Comme q(x) = q(y) = 1 on a

x2
0y

2
0 =

(
1 +

n∑

i=1
x2
i

)(
1 +

n∑

i=1
y2
i

)
≥
(

n∑

i=1
x2
i

)(
n∑

i=1
y2
i

)
≥
(

n∑

i=1
xiyi

)2

(la dernière inégalité est Cauchy-Schwartz). En passant à la racine on obtient

x0y0 ≥
∣∣∣∣∣
n∑

i=1
xiyi

∣∣∣∣∣ ≥
n∑

i=1
xiyi,

et donc B(x, y) ≥ 0.

L’espace hyperbolique réel de dimension n est alors

Hn := {x ∈ Rn+1 | x0 > 0 et q(x) = 1},

muni de la distance hyperbolique d définie par

cosh(d(x, y)) = B(x, y)

(par les deux propositions précédentes, on a B(x, y) ≥ 1 pour tous x, y ∈ Hn).
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6.2.2 Géométrie hyperbolique de dimension infinie

Pour la définition de l’espace hyperbolique réel de dimension infinie que l’on présente
ici, on peut se référer à [BIM05] et [MP14] (ainsi que [LRW14]). L’idée est de construire
cet espace par analogie avec la dimension finie, en remplaçant l’espace Euclidien Rn+1 par
un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert, et L = Re une droite vectorielle. On considère une forme
quadratique

q(x) = ||xL||2 − ||xL⊥ ||2, (6.2)
où xL (resp. xL⊥) est la projection orthogonale de x sur L (resp. sur L⊥). On définit la
forme bilinéaire B associée.

On considère l’ensemble

H∞ = {x ∈ H | B(x, e) > 0 et q(x) = 1} :

pour les mêmes raisons que celles exposées précédemment en dimension finie (les démons-
trations sont analogues), on a toujours une inégalité de Cauchy-Schwartz renversée, ce qui
nous assure B(x, y) ≥ 1 pour tous x, y ∈ H∞, et on peut définir la distance hyperbolique
d par la formule

cosh(d(x, y)) = B(x, y).

Proposition 6.22 (voir [BIM05] et [MP14]). (H∞, d) est un espace métrique intrinsèque
complet CAT(-1).

De plus, si E est un espace vectoriel engendré par n vecteurs linéairement indépendants
e1, ..., en de type temps (i.e. q(ei) > 0 pour tout i ∈ {1, ..., n}), alors H∞ ∩ E, muni de la
distance d, est isométrique à l’espace hyperbolique réel Hn−1.

Enfin, H∞ est CAT(-1), donc il existe une unique géodésique entre deux points : comme
en dimension finie, les géodésiques sont les intersections des plans vectoriels de H avec
H∞.

On a également la propriété d’unicité suivante (voir [BIM05]) : pour chaque cardinal
α, il existe un unique espace hyperbolique réel de dimension infinie, de cardinal α.

6.2.3 Géométrie hyperbolique pour les convexes

On considère l’espace de Sobolev H1(S1) des fonctions h dans L2(S1), dont la dérivée
au sens des distributions h′ est dans L2(S1). C’est un espace de Hilbert pour la norme

||h||2 = 1
2π

∫

S1
h2 + 1

2π

∫

S1
h′

2
.

A l’aide de la théorie de Fourier, on a une isométrie avec l’espace

H1(N) =
{

(ak, bk)k∈N ∈ l2(N)
∣∣

+∞∑

k=0
(a2
k + b2k) < +∞ et

+∞∑

k=0
k2(a2

k + b2k) < +∞
}
,

muni de la norme

||(ak, bk)k∈N||2 = a2
0 + 1

2

+∞∑

k=1
(a2
k + b2k) + 1

2

+∞∑

k=1
k2(a2

k + b2k)
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(c’est la formule de Parseval). On utilisera dans la suite indifféremment l’écriture fonc-
tionnelle ou les coefficients de Fourier.

Comme les fonctions de support sont dérivables presque partout, et de dérivées bornées,
elles sont dans H1(S1). On a déjà vu que pour définir X (voir la fin de la partie 6.1.2), on
souhaite quotienter par cos θ et sin θ, et par l’action de S1 sur S1 : on note

H = H1(S1)/ ∼
ce quotient, et on a donc

X ⊂ H.
Remarque 6.23. Quotienter par cos θ et sin θ revient à se placer sur le sous-espace vec-
toriel de H1(N) des suites vérifiant a1 = b1 = 0.

Quant à l’action de S1 sur S1, on sait que si g(θ) = h(θ + T ), alors les coefficients de
Fourier de g et h sont reliés par les relations

{
an(g) = cos(nT )an(h) + sin(nT )bn(h)
bn(g) = − sin(nT )an(h) + cos(nT )bn(h),

et donc quotienter par l’action de S1 sur S1 dans H1(S1) correspond à effectuer le quotient
de H1(N) par les isométries

φT : (an, bn) 7−→ (cos(nT )an + sin(nT )bn,− sin(nT )an + cos(nT )bn).

La norme ||.|| sur H1(S1) descend naturellement en une norme sur H, que l’on note
||.||H :

||(ak, bk)k 6=1||2H = a2
0 + 1

2

+∞∑

k=2
(a2
k + b2k) + 1

2

+∞∑

k=2
k2(a2

k + b2k).

Notons q la forme quadratique sur H

q(h) = 1
2

∫

S1
h(θ)2dθ − 1

2

∫

S1
h′(θ)2dθ

= πa2
0 −

π

2

+∞∑

k=2
(k2 − 1)(a2

k + b2k),

et B la forme bilinéaire associée. On a vu que si h ∈ X est la fonction de support d’un
convexe C, alors q(h) est l’aire du convexe. De plus, si h1 et h2 sont les fonctions de
support de deux convexes C1 et C2, alors B(h1, h2) est l’aire mixte de C1 et C2 (voir par
exemple [Gro96], p.42). Cette quantité, que l’on peut aussi noter B(C1, C2), vérifie, pour
tous λ1, λ2 ≥ 0 :

aire(λ1C1 + λ2C2) = λ2
1 aire(C1) + 2λ1λ2B(C1, C2) + λ2

2 aire(C2).

Pour définir l’espace hyperbolique de dimension infinie, on souhaite écrire q sous la
forme (6.2). Pour cela on considère une nouvelle norme N(.) sur H :

N(h)2 := πa2
0 + π

2

+∞∑

k=2
(k2 − 1)(a2

k + b2k),

et on note < .|. > le produit scalaire associé. On a le fait élémentaire suivant :
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Fait 6.24. Les deux normes N et ||.||H sont équivalentes.

Démonstration. Si (ak, bk)k 6=1 ∈ H on a

N(h)2 ≤ πa2
0 + π

2

+∞∑

k=2
k2(a2

k + b2k) ≤ π||(ak, bk)k 6=1||2H ;

de plus, pour k ≥ 2 on a k2 − 1 ≥ 1
2(k2 + 1), et donc

N(h)2 ≥ π

2 a
2
0 + π

4
∑

k≥2
(k2 + 1)(a2

k + b2k) = π

2 ||(ak, bk)k 6=1||2H .

Notons L ⊂ H la droite vectorielle des fonctions constantes. On a alors la

Proposition 6.25. La forme quadratique q s’écrit sous la forme (6.2) : si hL et hL⊥ sont
la projection de h sur L et L⊥, on a

q(h) = N(hL)2 −N(hL⊥)2.

Démonstration. hL est la projection de h sur les fonctions constantes : on a hL = a0, ce
qui donne

N(hL)2 = πa2
0.

Avec hL⊥ = h− hL, on a

N(hL⊥)2 = π

2

∞∑

k=2
(k2 − 1)(a2

k + b2k),

et ceci termine la démonstration car

q(h) = πa2
0 −

π

2

∞∑

k=2
(k2 − 1)(a2

k + b2k).

L’unique espace hyperbolique réel à base hilbertienne dénombrable de dimension infinie
est donc

H∞ = {h ∈ H | B(h, 1) = πa0 > 0 et q(h) = 1},
muni de la distance d(h1, h2) = cosh(B(h1, h2)).

Il est clair que l’ensemble des convexes, modulo isométries et d’aire = 1, s’identifie
avec l’ensemble X1 des éléments h ∈ X vérifiant q(h) = 1. Comme pour tout h ∈ X on a
également a0 = 1

2π
∫
S1 h(θ)dθ > 0, on a bien

X1 ⊂ H∞ :

X1 est naturellement un sous-espace de l’espace hyperbolique réel de dimension infinie H∞.
On va dans la suite étudier la géométrie de ce sous-ensemble. On rappelle que X ⊂ H est
un cône convexe (voir la proposition 6.14).
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•
0

Dans l’espace de Hilbert H :

{q(x) = 0}

{q(x) = 1} = H∞

X = {convexes du plan}
(modulo isométries)

X1 = {convexes du plan, d’aire = 1}
(modulo isométries)

•

1√
π

(fonction de support du disque d’aire = 1)

Figure 6.5 – Situation de X1 dans le demi-espace {B(h, 1) = πa0 ≥ 0}.

6.3 Étude du sous-ensemble X1 ⊂ H∞

6.3.1 Étude des géodésiques

Considérons l’unique géodésique passant par deux éléments distincts x et y de H∞.
On sait que cette dernière est l’intersection de H∞ avec le plan vectoriel de H engendré
par x et y, et elle s’écrit donc

γ(t) = λ(t)((1− t)x+ ty),

où λ(t) > 0 est tel que q(γ(t)) = 1. Comme q(x) = q(y) = 1 on a

q((1− t)x+ ty) = (1− t)2 + t2 + 2t(1− t)B(x, y) = 1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1). (6.3)

On rappelle que B(x, y) ≥ 1, et même B(x, y) > 1 car on a supposé h1 6= h2. Notons
t1 < 0 < 1 < t2 les deux racines du polynôme du second degré (6.3). La géodésique
passant par x et y est donc la courbe γ définie pour t ∈ (t1, t2) par

γ(t) = 1√
1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

((1− t)x+ ty).

Entre x et y, c’est-à-dire pour t ∈ [0, 1], la géodésique est donc une combinaison linéaire
à coefficients positifs de x et y. Comme X1 ⊂ H∞ est la trace sur l’hyperboloïde du convexe
X, on obtient directement la

Proposition 6.26. X1 ⊂ H∞ est géodésiquement convexe (i.e. la géodésique entre deux
points de X1 reste dans X1). Plus précisément, si C1 et C2 sont deux convexes d’aire 1,
la géodésique joignant C1 à C2 est définie pour t ∈ [0, 1] par

γ(t) = 1√
1 + 2t(1− t)(B(C1, C2)− 1)

((1− t)C1 + tC2) ∈ X1

(rappelons que B(C1, C2) est l’aire mixte de C1 et C2).
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Exemple d’une géodésique

La fonction h(θ) = 4 + cos(2θ) vérifie h + h′′ > 0 ; on peut remarquer que c’est
une des fonctions non constantes les plus simples vérifiant cette propriété. D’après la
proposition 6.18, c’est la fonction de support du convexe dont le bord est d’équation
θ 7→ h(θ)(cos θ, sin θ) + h′(θ)(− sin θ, cos θ) ; on l’a représenté sur la figure suivante.

Figure 6.6 – Unique convexe dont la fonction support est h(θ) = 4 + cos(2θ).

L’aire de ce convexe est
q(h) = 16π − 3π

2 = 29π
2 ,

et on peut donc considérer les deux éléments suivants de X1 :

x = 1√
π

et y =
√

2
29π (4 + cos(2θ))

(on rappelle que la fonction constante 1√
π
est la fonction de support du disque de centre

O et d’aire = 1). La géodésique t 7→ γ(t, .) passant par x et y s’écrit donc

γ(t, θ) = 1√
1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

((1− t)x(θ) + ty(θ))

= 1√
1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

(
1− t√
π

+ t

√
2

29π (4 + cos(2θ))
)
,

avec
B(x, y) = π · 1√

π
· 4
√

2√
29π

=
√

32
29 .

Avec les mêmes notations que précédemment, on sait que cette géodésique est définie pour
t ∈ (t1, t2), où t1 et t2 sont les racines du polynôme 1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1) :

t1 = 1
2 −

1
2

(√
32
3 +

√
29
3

)
' −2.69 < 0 < 1 < t2 = 1

2 + 1
2

(√
32
3 +

√
29
3

)
' 3.69.

On veut montrer que cette géodésique ne reste pas dansX1 ; on rappelle qu’on a montré
qu’elle reste dans X1 pour t ∈ [0, 1]. Ceci montrera en passant que X1 ⊂ H∞ n’est pas un
sous-ensemble totalement géodésique.

On sait qu’une condition nécessaire pour avoir γ(t, .) ∈ X1 est la suivante : pour tout
θ ∈ S1,

γ(t, θ) + ∂2γ

dθ2 (t, θ) ≥ 0.
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On obtient facilement l’expression

γ(t, θ) + ∂2γ

dθ2 (t, θ) = 1√
1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

(
1− t√
π

+ t

√
2

29π (4− 3 cos(2θ))
)
.

Comportement pour t < 0 :

Pour θ = π
2 on a

[
γ + ∂2γ

dθ2

](
t,
π

2

)
= 1√

1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

(
1− t√
π

+ 7t
√

2
29π

)
,

et
1− t1√

π
+ 7t1

√
2

29π ' −0.71,

ce qui montre qu’on a
[
γ + ∂2γ

dθ2

]
(t, π2 ) < 0 pour t > t1 proche de t1, et donc la géodésique

sort de X1.

Comportement pour t > 1

Pour θ = 0 on a
[
γ + ∂2γ

dθ2

]
(t, 0) = 1√

1 + 2t(1− t)(B(x, y)− 1)

(
1− t√
π

+ t

√
2

29π

)
,

et
1− t2√

π
+ t2

√
2

29π ' −0.97,

ce qui montre que
[
γ + ∂2γ

dθ2

]
(t, 0) < 0 pour t < t2 proche de t2, et donc la géodésique sort

encore de X1.

Remarque 6.27. Une manière heuristique (et géométrique) de comprendre ces résultats
est la suivante : d’après la proposition 6.26, la valeur en t de la géodésique entre C1 et
C2 est un multiple de l’ensemble (1 − t)C1 + tC2. Si t < 0 ou t > 1, cet ensemble est la
différence de deux convexes, et rien ne nous assure alors que c’est bien un convexe.

6.3.2 Étude du flot de raccourcissement des courbes

Introduction

Ce flot est un processus géométrique qui a été largement étudié : il fait évoluer une
courbe en déplaçant ses points dans la direction de la normale, proportionnellement à la
courbure. Dans la suite, on énoncera de nombreux résultats sans démonstration ; on pourra
se référer à [HB11], et à l’article original de M. Gage et R. S. Hamilton [GH86].

Une fonction F : [0, T )×S1 → R2 est solution du flot de raccourcissement des courbes,
de condition initiale γ0 : S1 → R2, si

{
∂F
∂t = −κ

→
N pour t > 0,

F (0, .) = γ0,
(6.4)
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où
→
N et κ sont la normale unitaire sortante et la courbure de la courbe F (t, .).
On se place dans le cas de parties strictement convexes (i.e. γ0 borde une partie stric-

tement convexe C0 de R2) : c’est le premier cas qui a été étudié par M. Gage et R. S.
Hamilton dans les années 1980 (voir [GH86]). Quitte à renormaliser la condition initiale,
on peut supposer que C0 est d’aire = 1. Dans ce cas, le flot est défini pour t ∈ [0, 1

2π ), les
courbes F (t, .) bordent un domaine strictement convexe C(t), et l’aire de ce convexe est
1− 2πt.

M. Grayson montra en 1987 que pour toute condition initiale γ0, la courbe F (t, .) borde
une partie strictement convexe du plan à partir d’un certain temps t. L’étude effectuée
par M. Gage et R. S. Hamilton est donc suffisante pour étudier le flot du raccourcissement
des courbe pour n’importe quelle condition initiale.

Exemple 6.28. Si la condition initiale est un disque d’aire 1, i.e. de rayon 1√
π
, alors

C(t) est un disque de rayon
√

1
π − 2t.

On sait de plus que le convexe renormalisé (d’aire = 1)

1√
1− 2πt

C(t)

converge vers le disque d’aire = 1, dans le sens suivant : la courbure κ(t, .) : S1 → (0,∞)
de la frontière de ce convexe (voir la définition plus haut) converge uniformément vers

√
π

quand t→ 1
2π (on peut rappeler ici que le disque d’aire = 1 est de courbure

√
π).

Une courbe dans X1

Il suffit de renormaliser les convexes durant le flot pour obtenir une courbe dans X1.
En effet, notons h(t, .) : θ 7→ h(t, θ) la fonction de support du convexe C(t) : la courbe

Γ : [0, 1
2π ) −→ X1
t 7−→ 1√

1−2πth(t, .)

est une courbe dans X1. On peut naturellement se poser la

Question 6.29. Γ est-elle une géodésique (pour la métrique hyperbolique) ?

On va répondre à cette question en montrant la proposition suivante :

Proposition 6.30. Sauf cas très exceptionnel, la courbe Γ n’est pas une géodésique.

D’après les résultats de M. Gage et R. S. Hamilton, les convexes renormalisés convergent
vers le disque d’aire = 1. On va montrer que c’est le cas pour la topologie de X1 :

Lemme 6.31. Quand t→ 1
2π , Γ(t) converge dans X1 vers 1√

π
.

Démonstration. On sait que la courbure κ(t, θ) converge uniformément vers
√
π quand

t→ 1
2π , et cette courbure est

κ(t, θ) = 1
Γ + ∂2Γ

∂θ2
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(voir la proposition 6.18). Notons (ak(t), bk(t))k∈N les coefficients de Fourier de Γ(t).
Comme

Γ(t, .) + ∂2Γ
dθ2 (t, .) −→

t→ 1
2π

1√
π

uniformément sur S1,

on a convergence en norme L2, ce qui donne
(
a0(t)− 1√

π

)2
+ 1

2

∞∑

k=2
(k2 − 1)2(ak(t)2 + bk(t)2) −→

t→ 1
2π

0.

Dans H on a donc

∣∣∣∣Γ(t)− 1√
π

∣∣∣∣2
H

=
(
a0(t)− 1√

π

)2
+ 1

2

+∞∑

k=2
(1 + k2)(ak(t)2 + bk(t)2)

≤
(
a0(t)− 1√

π

)2
+ 1

2
∑

k≥2
(k2 − 1)2(ak(t)2 + bk(t)2)

(la dernière inégalité obtenue est vraie car 1 + k2 ≤ (k2− 1)2 si k ≥ 2). Quand t→ 1
2π , on

a donc Γ(t)→ 1√
π
dans H, et donc dans X1.

On rappelle qu’une géodésique reste nécessairement dans un plan de H. Le lemme nous
permet de montrer la

Proposition 6.32. Si un plan vectoriel P contient Γ(t) pour tout t ∈ [0, 1
2π ), alors il

contient les fonctions constantes.

Démonstration. Comme H est un espace de Hilbert et P est un sous-espace vectoriel de
dimension finie, on sait que l’on a

inf
g∈P
||f − g||H = 0 si, et seulement si, f ∈ P.

Mais comme Γ(t) ∈ P pour tout t ∈ [0, 1
2π ), on a

inf
g∈P
|| 1√

π
− g||H ≤ ||

1√
π
− Γ(t)||H :

par le lemme, le terme de droite tend vers zéro, et donc infg∈P || 1√
π
− g||H = 0, ce qui

montre que 1√
π
∈ P et donc P contient les fonctions constantes.

On peut maintenant démontrer la proposition 6.30. On suppose que la condition initiale
du flot est un convexe différent du disque d’aire = 1, c’est-à-dire une fonction de support
h0 ∈ X1 différente d’une constante. Comme les géodésiques restent dans un plan vectoriel
de H, si Γ était une géodésique, alors par la proposition précédente, Γ resterait dans le
plan P engendré par h0 et les fonctions constantes.

Pour montrer que Γ n’est pas une géodésique, il nous suffit donc de montrer la pro-
priété suivante : d

dt |t=0+Γ(t) n’est pas dans le plan vectoriel engendré par h0 et les fonctions
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constantes. L’équation d’évolution de la fonction de support h(t, .) du convexe C(t) évo-
luant sous le flot est la suivante :

∂h

∂t
= −1
h+ ∂2h

∂θ2

(voir par exemple [HB11]). On a donc

d

dt
Γ = ∂

∂t

( 1√
1− 2πt

h

)

= π

(1− 2πt)3/2h+ 1√
1− 2πt

· −1
h+ ∂2h

∂θ2

,

et donc
d

dt |t=0+
Γ = πh0 −

1
h0 + h′′0

.

Ainsi, pour montrer que d
dt |t=0+Γ(t) n’est pas dans le plan vectoriel engendré par h0 et les

fonctions constantes, il suffit de montrer que le vecteur 1
h0+h′′0

n’est pas dans ce plan, ce
qui est quasiment toujours le cas : les conditions initiales qui pourraient (éventuellement)
donner des géodésiques sont les fonctions h0 solutions d’une équation différentielle du type

1
h(θ) + h′′(θ) = ah(θ) + b+ c cos(θ) + d sin(θ),

où a, b, c, d ∈ R.
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Perspectives

Les résultats obtenus dans cette thèse laissent de nombreuses pistes à explorer ; nous
en présentons ici quelques-unes.

La dimension supérieure
Le théorème de compacité de métriques singulières, démontré dans cet article, est va-

lable dans le cadre des surfaces d’Alexandrov. Mais la notion de singularités coniques,
centrale dans cette étude, se généralise en dimension supérieure : on peut par exemple
supposer que, localement, la métrique ressemble au produit d’un cône Euclidien et d’une
variété de codimension 2. De façon (beaucoup) plus générale, on peut également consi-
dérer des espaces stratifiés, qui sont construits inductivement (ce sont des cônes sur des
espaces qui sont eux-même stratifiés). Un théorème de compacité serait-il valable pour des
métriques singulières, dans un cadre plus général que celui des surfaces ?

Le cadre en lui-même constitue la principale difficulté de la dimension supérieure :
il n’y a en effet pas de notion d’espaces singuliers analogue aux surfaces d’Alexandrov.
En dimension supérieure, par quoi remplacer l’hypothèse de courbure intégrale bornée∫

Σ |Km |dAm ≤ Λ (pour des métriques riemanniennes gm approximant une métrique
d’Alexandrov d) ? On pourrait par exemple penser à une condition portant sur la cour-
bure scalaire,

∫
M | scalm |dAm ≤ Λ. Une telle théorie n’a pour l’instant pas été développée.

Les surfaces d’Alexandrov étant étroitement liées à la formule de Gauß-Bonnet, on pour-
rait également être tentés de commencer par les variétés de dimension 4, et remplacer la
courbure de Gauß par la Q-courbure.

Espace de module
Le lecteur aura peut-être remarqué les nombreuses questions qui restent ouvertes

concernant les résultats du chapitre 6 : les pages qui précèdent donnent seulement un
aperçu de ce qu’il est possible de réaliser. On liste ici quelques-unes des questions qui
paraissent intéressantes.

Pour les convexes

L’espace de module des polygones à n angles fixés de C. Bavard et É. Ghys est un
polyèdre dans Hn−3 ; c’est donc naturellement un sous-ensemble de X1 ⊂ H∞. Dans cet
espace, que se passe-t-il quand le nombre de points n tends vers l’infini ? De plus, l’espace
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de module de C. Bavard et É. Ghys permet trouver des polyèdres hyperboliques : y a-t-il
des analogues en dimension infinie ?

Il y a d’autres flots naturels sur les convexes que l’on peut considérer. Notamment, le
flot de la courbure inverse fait évoluer une courbe selon l’équation

∂F

∂t
= 1
κ

→
N.

Sous ce flot, un convexe (normalisé) converge encore vers un disque. La dérivée de la
courbe Γ(t) en 0 est alors dans le plan vectoriel adéquat engendré par la condition initiale
et les fonctions constantes si h0 est solution d’un équation du type

h(θ) + h′′(θ) = ah(θ) + b+ c cos(θ) + d sin(θ),

où a, b, c, d ∈ R (voir la fin du chapitre 6). Cette équation comporte de nombreuses solu-
tions. Ces solutions donnent-elles des géodésiques ? Si oui, quelle est la forme des convexes
dans le plan correspondants ? Ont-ils beaucoup de symétries ?

On a vu que l’ensemble des parties strictement convexes compactes du plan correspond
aux métriques à singularité positive, telles qu’il existe une isométrie fixant le lieu singulier.
De quel façon peut-on voir ce sous-ensemble de X1 ? De plus, est-ce que toutes les surfaces
à singularités positives le long d’une courbe fermée sont obtenues par la construction de
A. Pogorelov exposée au début du chapitre 6 ? Si oui, par recollement, à tout couple de
convexes pointés (C,A), où A ∈ C, on peut associer une surface à singularité positive le
long d’une courbe fermée. Est-ce que l’espace de module décrit dans ce manuscrit permet
de mettre alors une structure géométrique sur toutes les surfaces à singularité positive le
long d’une courbe fermée ?

La forme d’aire
∫
S1 u1(θ)du2(θ) associée à deux fonctions lisses u1 et u2 sur S1 munit

C∞(S1) d’une structure Kählerienne (voir par exemple [BCG95]). Quel est la relation entre
cette structure et la structure hyperbolique de dimension infinie sur les convexes, lorsque
γ = (u1, u2) paramètre le bord du convexe ?

Enfin, comment se comporte le groupe d’isométrie de H∞ vis-à-vis de l’ensemble X1 ?

Singularités le long d’un Cantor

Les convexes recollés le long de leurs bords constituent des modèles de surfaces à
singularités le long d’une courbe fermée. Un problème qui semble plus difficile consiste
à comprendre l’espace de module des surfaces à singularités le long d’un ensemble de
Cantor (ces derniers apparaissent naturellement lors de l’étude d’objets singuliers, comme
la variété de Whitehead par exemple). Déjà, il est clair que le problème ne va pas se ramener
simplement à l’étude d’un espace de fonctions, comme c’est le cas pour les convexes avec
leurs fonctions de support.

Une idée pourrait être d’utiliser l’approche de W. Thurston, qui, rappelons-le, a étudié
l’espace de module des polyèdres à angles fixés. Lorsqu’il y a n sommets, cet espace est
modelé sur l’espace hyperbolique complexe Hn−3(C) ; dans ce cas, lorsque k singularités se
rapprochent les unes des autres, la géométrie est celle d’un cône sur l’espace de module des
polyèdres à n− k sommets. Que se passe-t-il alors lorsque des singularités s’accumulent le
long d’un Cantor ? Deux phénomènes rentrent ici en jeu : le nombre n de singularités tends
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vers l’infini, et les singularités se rapprochent les unes des autres... On pourrait s’attendre
à obtenir un espace hyperbolique complexe de dimension infini.

Flot de Ricci sur des surfaces d’Alexandrov

Le flot de Ricci est un flot géométrique, qui fait évoluer une métrique riemannienne
dans la direction de sa courbure de Ricci :

∂g

∂t
= −2 Ricg(t) . (6.5)

Il a été abondamment étudié depuis les travaux de R. S. Hamilton dans les années 1980,
et a permis la résolution de la conjecture de Géométrisation de Thurston au début des
années 2000 par G. Perelman. Dans le cas d’une variété compacte lisse à l’instant initial
t = 0, le comportement de ce flot est très bien compris.

Ces dernières années, de nouvelles pistes de recherche concernant une condition initiale
singulière ont été développées. R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum [MRS15] ont étudié
le cas d’une surface à singularités coniques : pour des angles coniques θ1, ..., θn ∈ (0, 2π),
un flot (normalisé) qui préserve les singularités existe en tout temps. Les angles peuvent
également évoluer selon une façon prescrite θi(t) : on a alors existence (en temps court)
du flot normalisé.

Des flots rendant la métrique instantanément lisse pour t > 0 ont également été étudiés ;
D. Ramos-Guallar [RG11] a notamment étudié le cas de surfaces à singularités coniques. T.
Richard [Ric12] a également défini un flot de Ricci, ayant pour condition initiale un espace
métrique à courbure ≥ −1 au sens d’Alexandrov, et rendant la métrique instantanément
lisse.

Une idée intéressante serait de définir un flot pour une surface d’Alexandrov, dont les
singularités ne sont pas coniques. On peut par exemple penser à une surface à singularité
(par exemple positive) le long d’un ensemble de Cantor ; par les résultats de T. Richard
[Ric12], on sait déjà qu’un flot rendant la métrique instantanément lisse existe. Il semble
intéressant d’essayer de définir un flot qui préserverait les singularités.

Il faut commencer par donner un sens à un flot de Ricci sur Σ, préservant les singu-
larités : si la partie singulière d’une surface d’Alexandrov Σ est un Cantor C (la métrique
est donc riemannienne sur Σ − C), on peut par exemple demander à ce que la métrique
vérifie l’équation du flot (6.5) sur la partie lisse Σ − C. Une difficulté vient aussi de ce
qu’on entend par préserver les singularités ; la mesure que l’on obtient sur un Cantor (de
référence) C0 dépend de la façon dont on paramètre le Cantor C au cours du flot (on a
déjà vu ce problème au chapitre 6, lorsqu’on a étudié des métriques à singularités le long
d’une courbe fermée : la mesure obtenue sur S1 dépend de la façon dont on paramètre la
courbe singulière).

Pour obtenir un tel flot, une idée peut être d’approximer la métrique singulière par des
métriques à singularités coniques ; pour ces dernières, on peut lancer le flot (par les résultats
de R. Mazzeo, Y. Rubinstein et N. Sesum). Il faudrait alors un théorème de compacité
pour les flots singuliers, analogue au classique théorème de compacité de Hamilton, pour
obtenir un flot limite.
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Exemple 6.33. Considérons une métrique plate sur S2, à singularités le long d’un Cantor
C. La métrique est plate hors de C, donc la surface est invariante sous le flot. Au contraire,
une surface lisse (arbitrairement proche de cette surface singulière) évoluera sous le flot
de Ricci normalisé vers une sphère ronde...

On peut noter que le théorème de compacité montré dans ce manuscrit peut constituer
une première approche pour faire converger ces flots. Plus précisément, considérons une
approximation de la métrique d singulière par des métriques coniques dm, et notons dm(t)
les flots (préservant les singularités coniques) construits par R. Mazzeo, Y. Rubinstein et
N. Sesum. Sous des hypothèses assez larges, il est possible, à t fixé, de faire converger la
suite de métriques (dm(t))m∈N : on peut par exemple se servir du critère pratique 4.34
pour vérifier facilement les hypothèses du Théorème Principal dans ce cas concret. Il
existe alors une famille ϕm(t) de difféomorphismes telle que, à t fixé, on ait la convergence
uniforme ϕm(t)∗dm →m→∞ d. Le problème est alors qu’on n’a pas de contrôle sur les
difféomorphismes ϕm(t)... En examinant la démonstration du Théorème Principal dans
ce cas précis, il est peut-être possible de montrer que les difféomorphismes peuvent être
choisis indépendemment du temps.

Une autre piste serait enfin d’essayer de résoudre à la main l’équation différentielle du
flot de Ricci, comme dans [MRS15] ; des surfaces évoluant sous le flot de Ricci restent dans
une même classe conforme, et le problème se ramène donc à la résolution d’une équation
scalaire (non linéaire).
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Résumé

La recherche d’une compactification de l’ensemble des métriques riemanniennes à singularités
coniques sur une surface amène naturellement à l’étude des surfaces à Courbure Intégrale Bornée
au sens d’Alexandrov. Il s’agit d’une géométrie singulière, développée par A. Alexandrov et l’école
de Leningrad dans les années 1970, et dont la caractéristique principale est de posséder une notion
naturelle de courbure, qui est une mesure. Cette large classe géométrique contient toutes les surfaces
« raisonnables » que l’on peut imaginer.

Le résultat principal de cette thèse est un théorème de compacité pour des métriques d’Alexan-
drov sur une surface ; un corollaire immédiat concerne les métriques riemanniennes à singularités
coniques. On décrit dans ce manuscrit trois hypothèses adaptées aux surfaces d’Alexandrov, à la
manière du théorème de compacité de Cheeger-Gromov qui concerne les variétés riemanniennes à
courbure bornée, rayon d’injectivité minoré et volume majoré. On introduit notamment la notion
de rayon de contractibilité, qui joue le rôle du rayon d’injectivité dans ce cadre singulier.

On s’est également attachés à étudier l’espace (de module) des métriques d’Alexandrov sur la
sphère, à courbure positive le long d’une courbe fermée. Un sous-ensemble intéressant est constitué
des convexes compacts du plan, recollés le long de leurs bords. À la manière de W. Thurston, C.
Bavard et É. Ghys, qui ont considéré l’espace de module des polyèdres et polygones (convexes) à
angles fixés, on montre que l’identification d’un convexe à sa fonction de support fait naturellement
apparaître une géométrie hyperbolique de dimension infinie, dont on étudie les premières propriétés.
Mots-clés : géométrie riemannienne, singularités coniques, surfaces d’Alexandrov, théorème de
compacité, espace de module, géométrie hyperbolique de dimension infinie.

Abstract

If we look for a compactification of the space of Riemannian metrics with conical singularities
on a surface, we are naturally led to study the surfaces with Bounded Integral Curvature in the
Alexandrov sense. It is a singular geometry, developed by A. Alexandrov and the Leningrad’s school
in the 70’s, and whose main feature is to have a natural notion of curvature, which is a measure.
This large geometric class contains any "reasonable" surface we may imagine.

The main result of this thesis is a compactness theorem for Alexandrov metrics on a surface ;
a straightforward corollary concerns Riemannian metrics with conical singularities. We describe
here three hypothesis which pair with the Alexandrov surfaces, following Cheeger-Gromov’s com-
pactness theorem, which deals with Riemannian manifolds with bounded curvature, injectivity
radius bounded by below and volume bounded by above. Among other things, we introduce the
new notion of contractibility radius, which plays the role of the injectivity radius in this singular
setting.

We also study the (moduli) space of Alexandrov metrics on the sphere, with non-negative
curvature along a closed curve. An interesting subset is the set of compact convex sets, glued along
their boundaries. Following W. Thurston, C. Bavard and É. Ghys, who considered the moduli space
of (convex) polyhedra and polygons with fixed angles, we show that the identification between a
convex set and its support function give rise to an infinite dimensional hyperbolic geometry, for
which we study the first properties.
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