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Résumé

Le transport optimal trouve un nombre grandissant d’applications, dont celle qui nous
intéresse dans ce travail, I'interpolation d’images. Malgré cet essor, la résolution numé-
rique de ce transport souléve des difficultés et le développement d’algorithmes efficaces
reste un probléme d’actualité, en particulier pour des images de grande taille, comme on
en trouve dans certains domaines (météorologie,...). Nous nous intéressons dans ce travail
a la formulation de Benamou et Brenier, qui ont placé le probléme dans un contexte de
mécanique des milieux continus en ajoutant une dimension temporelle. Leur formulation
consiste en la minimisation d’une fonctionnelle sur un espace des contraintes contenant
une condition de divergence nulle, et les algorithmes existants utilisent une projection
sur cet espace. A I'opposé, dans cette thése, nous définissons et mettons en oeuvre des
algorithmes travaillant directement dans cet espace. En effet, nous montrons que la fonc-
tionnelle a de meilleures propriétés de convexité sur celui-ci. Pour travailler dans cet
espace, nous considérons trois représentations des champs de vecteurs & divergence nulle.
La premiére est une base d’ondelettes a divergence nulle. Cette formulation a été implé-
mentée numériquement dans le cas des ondelettes périodiques & ’aide d’'une descente de
gradient, menant & un algorithme de convergence lente mais validant la faisabilité de la
méthode. La deuxiéme approche consiste & représenter les vecteurs & divergence nulle par
leur fonction de courant munie d’un relévement des conditions au bord et la troisiéme
a utiliser la décomposition de Helmholtz-Hodge. Nous montrons de plus que dans le cas
unidimensionnel en espace, en utilisant 1'une ou 'autre de ces deux derniéres représen-
tations, nous nous ramenons a la résolution d’une équation de type courbure minimale
sur chaque ligne de niveau du potentiel, munie des conditions de Dirichlet appropriées.
La minimisation de la fonctionnelle est alors assurée par un algorithme primal-dual pour
problémes convexes de Chambolle-Pock, qui peut aisément étre adapté & nos différentes
formulations et est facilement parallélisable, menant & une implémentation performante
et simple. En outre, nous démontrons les gains significatifs de nos algorithmes par rapport
a I'état de I’art et leur application sur des images de taille réelle.



Abstract

Optimal transport has an increasing number of applications, including image interpola-
tion, which we study in this work. Yet, numerical resolution is still challenging, especially
for real size images found in applications. We are interested in the Benamou and Brenier
formulation, which rephrases the problem in the context of fluid mechanics by adding a
time dimension. It is based on the minimization of a functional on a constraint space,
containing a divergence free constraint and the existing algorithms require a projection
onto the divergence-free constraint at each iteration. In this thesis, we propose to work
directly in the space of constraints for the functional to minimize. Indeed, we prove that
the functional we consider has better convexity properties on the set of constraints. To
work in this space, we use three different divergence-free vector decompositions. The first
in which we got interested is a divergence-free wavelet base. This formulation has been
implemented numerically using periodic wavelets and a gradient descent, which lead to an
algorithm with a slow convergence but validating the practicability of the method. First,
we represented the divergence-free vector fields by their stream function, then we studied
the Helmholtz-Hodge decompositions. We prove that both these representations lead to
a new formulation of the problem, which in 1D + time, is equivalent to the resolution of
a minimal surface equation on every level set of the potential, equipped with appropriate
Dirichlet boundary conditions. We use a primal dual algorithm for convex problems de-
veloped by Chambolle and Pock, which can be easily adapted to our formulations and
can be easily sped up on parallel architectures. Therefore our method will also provide
a fast algorithmn, simple to implement. Moreover, we show numerical experiments which
demonstrate that our algorithms are faster than state of the art methods and efficient
with real-sized images.
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Chapitre 1

Introduction

Le transport optimal est un domaine en pleine expansion, ayant de nombreuses ap-
plications dans des domaines aussi variés que ’économie [18], 'apprentissage machine
(machine learning) [77] ou les équations aux dérivées partielles [14] 48], mais c’est son
application au traitement d’image qui nous intéressera par la suite. Cette derniére ap-
plication est particuliérement pertinente car le transport optimal définit une métrique
entre des densités [83]. Une des applications les plus courantes est donc de déterminer
une distance entre des images prises a différents moments ou de points de vue différents
pour les comparer ou obtenir des informations intéressantes, comme par exemple pour la
classification d’'images [78].

Le transport optimal peut étre formulé de facon statique ou dynamique, la formu-
lation statique étant la recherche de la distance minimale entre deux images, alors que
le probléme dynamique est la recherche du chemin optimal entre ces deux images. De
plus, la nature géométrique du transport optimal le rend intéressant pour l'interpola-
tion de formes, par exemple en assimilation de données pour la comparaison d’images
météorologiques [24, B3], ou en imagerie médicale, méme si les résultats sont plutdt sim-
plistes. C’est pourquoi des travaux récents développent des formulations nouvelles du
transport optimal pour rendre 'interpolation d’images rencontrées dans les applications
plus en adéquation avec la physique sous-jacente. Ces différents travaux comprennent le
traitement des plans d’activation de neurones [40], I’analyse d’IRM de cerveaux sains et
sclérosés [80], analyse de plans de 'hippocampe [10], ou encore I’étude de la croissance
d’un cerveau [19]. Une des pistes étudiées pour rendre le transport optimal plus pertinent
est la modification de ’énergie considérée avec I’ajout de termes pour prendre en compte
les propriétés physiques des images que 1’on souhaite interpoler [11] 47]. Une autre piste
est l'interpolation entre la distance issue du transport optimal et une autre distance [69],
ce qui peut permettre par exemple de généraliser le transport pour des mesures de masses
différentes et de se comporter comme une version localisée du transport [19, 57]. Cette
derniére modification est intéressante car en imagerie le fait que le transport optimal
nécessite des images de méme masse est problématique, les phénomeénes & observer et
analyser comportant souvent la création ou la destruction de masse. Le transport opti-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

mal entre mesures de masses différentes a été étudié dés 1942 dans [54], ou une partie de
la masse peut étre envoyée sur un point a l'infini, et est toujours utilisée dans [40] pour
des problémes en neuroimages. Dans [34] c’est la frontiére qui est un réservoir infini de
masse et dans [59] on pénalise a 1’aide d’une fonction dépendant de la densité, connue a
priort, pour 'interpolation d’images de tumeurs qui grossissent.

Depuis quelques années, de nombreuses autres applications au traitement d’images sont
étudiées, telles que les images en couleurs (RGB) [35] 36], le transfert de couleurs [71],
la segmentation d’images [70, 68] et le calcul de barycentres [72]. Une étude a également
été realisée sur U'interpolation d’images [69, [70, [72].

Dans ce travail nous nous concentrons sur le probléme d’interpolation d’images et la
résolution numeérique du probléme de transport optimal dynamique, pour lequel il existe
peu de méthodes numériques jusqu’a présent [7, 43} [69], par opposition au transport
statique [8, @, 17, [44] . Du point de vue numérique, le développement de nouveaux algo-
rithmes efficaces est toujours un challenge notamment parce que le calcul du transport
optimal entre deux densités n’est pas un probléme strictement convexe. Nous utilisons
le travail précurseur de Benamou-Brenier [7], plagant le probléme dans un contexte de
mécanique des fluides en ajoutant une dimension temporelle. Les algorithmes existants
pour cette formulation nécessitent une projection sur la contrainte de divergence nulle a
chaque itération, ce qui équivaut a la résolution d’une équation de Poisson en 3D, déja
trés cotiteuse, pour des images 2D. Dans cette thése, nous travaillons dans l'espace des
contraintes, contenant la contrainte de divergence nulle, pour éviter cette projection.

Le second chapitre est dédié a la présentation du probléme de transport optimal que
l'on souhaite étudier, en commencant par une introduction générale des problémes de
Monge et Kantorovich, puis la formulation mécanique des fluides sur laquelle nous tra-
vaillons. Nous définissons ensuite ’espace des contraintes que nous utilisons et montrons
qu’en se placant dans cet espace, la fonctionnelle que ’on minimise pour obtenir le trans-
port optimal a de meilleures propriétés de convexité. Nous rappelons ensuite quelques
propriétés du transport optimal qui seront observées dans le chapitre [5| des applications
numériques.

Dans le troisiéme chapitre nous proposons l’'utilisation de trois représentations diffé-
rentes permettant la prise en compte de la divergence nulle du vecteur & étudier pour
rester dans I’espace des contraintes. Nous introduisons tout d’abord des bases d’ondelettes
& divergence nulle périodiques ainsi que des bases prenant en compte des conditions sur le
bord de type Dirichlet. Nous nous sommes également intéressés & deux autres représenta-
tions des vecteurs & divergence nulle. Nous avons tout d’abord représenté les vecteurs par
leur fonction de courant munie d’un relévement des conditions au bord, dans le cas du
transport 1D. Ensuite, nous avons représenté les vecteurs & 1’aide de la décomposition de
Helmholtz-Hodge pour des transports 1D et 2D. Nous montrons que la minimisation de
la fonctionnelle issue du transport optimal est équivalente en 1D dans ces deux cas a la
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

résolution d’une équation de type courbure minimale sur les lignes de niveau du potentiel.

Dans le quatriéme chapitre, pour mettre en oeuvre les différentes formulations du
chapitre 3, nous détaillons les différents algorithmes que nous utilisons. Tout d’abord,
nous présentons un algorithme de descente de gradient sur les coefficients d’ondelettes &
divergence nulle, le calcul du gradient pouvant se faire de deux maniéres différentes. Pour
implémenter les décompositions sur bases d’ondelettes & divergence nulle nous utilisons
une descente de gradient & pas fixe pour valider notre approche. Cet algorithme est lent
mais permet dans un premier temps de montrer la faisabilité de cette approche d’un point
de vue numérique. Pour les formulations impliquants les fonctions de courant ainsi que les
décompositions de Helmholtz-Hodge, nous implémentons les algorithmes primaux-duaux
développés par Chambolle et Pock. Ces algorithmes sont rapides, simples & mettre en
oeuvre numériquement et aisément parallélisables.

Le dernier chapitre est consacré aux tests numériques. Nous décrivons le cadre discret
dans lequel nous travaillons et en particulier les différentes grilles centrées et décalées
utilisées. Nous analysons ensuite la descente de gradient utilisée avec la décomposition
sur ondelettes périodiques. Celle-ci a une convergence lente qui valide notre approche
d’un point de vue numérique mais doit étre améliorée avec 'utilisation des ondelettes
prenant en compte des conditions au bord de type Dirichlet. Nous montrons ensuite que
nos algorithmes primaux-duaux a I’aide des fonctions de courant et de la décomposition
de Helmholtz-Hodge pour des images 1D et 2D sont plus performants que I’état de 'art.
De plus, nous avons implémenté et parallélisé avec OpenMP 1’algorithme pour images 2D
en C++. Nous montrons par ailleurs des exemples avec des densités de masses différentes
ainsi que pour des densités de support compact. Nous finissons par deux applications &
des images réelles munies d’explications des résultats observés.
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Chapitre 2

Propriétés du probléme de
Monge-Kantorovich

Nous introduisons dans ce chapitre la problématique du transport optimal et définis-
sons un ensemble des contraintes approprié dans lequel nous proposons de travailler. Dans
cet objectif, nous explicitons tout d’abord le probléme & l'origine du transport optimal,
ainsi que les deux premiéres formulations définies par Monge puis Kantorovich. Par la
suite, la formulation de type mécanique des fluides qui nous intéresse est détaillée, et
plus particuliérement ’algorithme de Benamou-Brenier. Nous prouvons enfin un résultat
de convexité pour le probléme que nous considérons, justifiant notre démarche.

Ce chapitre se termine par ’explication de résultats connus du transport optimal
dynamique, qui seront observés dans les applications numeériques (voir chapitre [5)).

2.1 Introduction

Le géomeétre Gaspard Monge publia en 1871 “Mémoire sur la théorie des déblais et
des remblais” [66], ou il détailla un probléme de transfert de masse dans le domaine de
I'ingénierie civile. Ce probléme, fondateur du transport optimal, est le suivant : ayant un
tas de matériau (du sable par exemple) que l'on veut transporter et utiliser & un autre
endroit (remplir un trou, construire un chateau,...), et sachant que le transport de ce
matériau a un colt, comment déplacer chaque élément du tas pour que le cott total soit
minimal 7
Monge partit du principe, dans son exemple, que le cotit du déplacement d’une unité de
masse est le produit de la masse déplacée et de la distance parcourue.

13
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Déblais
T u
!

T

Remblais

FIGURE 2.1: Déplacement de matériau d’'un site & un autre en minimisant le cott de
transport.

MEMOIRE
- SUR L A 3
THEORIE DES DEBLAIS
ET DES REMBLAIGS
‘\'—M
Par M. M o NGE

oRrsQu’oN doit tranfporter des terres d'un lieu dans un
L autre, on a coutume de donner le nom de Déblai au
volume des terres que on doit tranfporter, & le nom de
Remblai 3 Vefpace quelles doivent occuper apres le tranfport.
Le prix du tranfport d’'une molécule étant, toutes cho’les
dailleurs égales, proportionnel 4 fon poids & a l'efpace®u'on
lui fait parcourir, & par conféquent le prix du tranfport total
devant étre proportionnel i la fomme des produits des mofé—
cules multipliées chacune par {efpace parcouru , il senluit
que le déblai & le remblai étant donnés de figure & de
pofition, il weft pas indifférent que telle molécule du déblai
foit tranfportée dans tel ou tel autre endroit du remblai,
‘mais qu'il y a une certaine diftribution 2 faire des molécules
du premier dans fe fecond, d’aprés faquelle la fomme de ces
produits fera la moindre poffible, & le prix du tranfport total
{era un minimum.

~ - ~

FIGURE 2.2: Premiére page du mémoire de Gaspard Monge.

Monge étudia le probléme en trois dimensions pour des distributions de masses continues.
Il observa que le transport devait se faire en lignes droites orthogonales & des familles de
surfaces. Plus tard, le mathématicien russe Leonid Vitaliyevich Kantorovich, qui recut le
prix Nobel d’économie en 1975 pour sa contribution & la théorie des allocations optimales
des ressources, se pencha également sur le probléme en 1942 [55]. Il ne réalisa qu’aprés
que ses recherches étaient liées a celles de Monge [56]. 11 définit une notion de distance
entre des mesures de probabilité : la distance entre deux mesures devrait étre le cotit du
transport optimal de 'une & 'autre, si la fonction cofit est la fonction distance. Cette
distance est & présent connue sous le nom de distance de Wasserstein.

2.1.1 Probléme de Monge et probléme de Kantorovich

Probléme de Monge. Soient p une mesure sur ’espace X, v une mesure sur l’espace
Y, A un ensemble y-mesurable sur X et B v-mesurable sur Y. Dans I'exemple décrit plus
haut, p(A) est la quantité de sable dans A et v(B) est la quantité de sable déplagable

14



CHAPITRE 2. PROPRIETES DU PROBLEME DE MONGE-KANTOROVICH

dans B. Il nous faut & présent définir le cotit du déplacement évoqué plus haut, appelé
cofit de transport :

XxY — RU{+oo}
(z,y) = clz,y),

il s’agit du cott du déplacement d’une unité de masse de sable de x & y. Monge partit du
principe suivant : la masse présente en x ne peut étre divisée pour se retrouver en plusieurs
endroits. Il existe donc une application mesurable T': X — Y telle que y = T'(x).

On a alors pour tout B C Y, v(B) = u(T~1(B)), c’est-a-dire que v est la mesure image

T

grain de sable

grain de sable

FiGURE 2.3: Déplacement du grain de sable en = vers y avec ’application 7.

de p par T. On peut également écrire que T transporte p sur v : Ty = v. Pour une
application T' € C! sur X et p et v admettant les densités pg et p; de méme masse, le
transport T de p sur v g’écrit comme la relation non linéaire suivante :

p1(T(2)] det(VT ()] = po(a)- (2.1)

En effet, dans ce cas, 'égalité v(B) = u(T~1(B)), pour B C Y, s’écrit

/ pr(@)de = / po(a)de,
B T(z)eB

et on obtient I’équation (2.1)) avec un simple changement de variable.
Le probléme de Monge est alors le suivant :

it [ e T@)dnte), (22
dont la valeur est le cotit du transport optimal et la solution le plan de transport
optimal. Ce probléme n’a été résolu que pour certaines fonctions cott, pour c(z,y) =
|t —y|l et X =Y = R"” en 1999 par Evans et Gangbo [30], en 1996 pour les fonctions
c(x,y) = h(x — y) pour h strictement concave ou strictement convexe et X =Y = R"”
par Gangbo et McCann [37].

Probléme de Kantorovich. Pour le probléme de Kantorovich, on relaxe le probléme
de Monge en considérant que ’on peut diviser une unité de masse pour la déplacer en
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plusieurs endroits. 11 faut donc définir la mesure de probabilité du déplacement de la
masse de z 4 ¥y :
T: X xY = RT.

On appelera m € P(X x Y) le plan de transfert. Cette mesure admet p et v comme

- iUlD

.,

un grain de sable deux grains de sable

FIiGURE 2.4: Division du grain de sable en x et déplacement vers y; et yo.

marginales, c’est-a-dire que p (respectivement ) est la mesure image de 7 par (z,y) — «
(respectivement (x,y) — y), ce qui revient a

T(AXY)=pu(A) et n(X x B) =v(B). (2.3)

En d’autres termes toute la masse déplacée de x doit étre égale & du(z) et toute la masse
déplacée vers y doit étre égale a dv(y) :

/ dn(z,y) = du(x) / dn(z,y) = du(y) (2.4)
Y X

On dénote par II(u,v) 'ensemble des mesures de probabilité sur X x Y vérifiant .
Cet ensemble est non nul car p ® v € II(u, v), ce transfert de masse consiste a prendre
chaque grain de sable du tas de départ et a le répartir uniformément sur le trou d’arrivée,
ce qui n’est pas optimal. Le probléme de Kantorovich s’écrit alors :

inf / c(x,y)dr(z,y). (2.5)
mell(p,v) J X xY

La solution de ce probléme est le colit du transport optimal entre p et v. Le w
réalisant ce minimum sera le plan de transfert optimal. Il suffit que ¢ soit semi
continue inférieurement pour qu’il y ait une solution au probléme de Kantorovich. Il
n’y a en revanche pas unicité en général. Le probléme de Kantorovich est bien une
relaxation du probléme de Monge car si on considére une application de transport T qui
est solution du probléme de Monge, alors m = (Id x T')fu est le plan de transfert optimal
solution du probléme de Kantorovich. Inversement, un plan de transport est induit par
une application T' obtenue par le transport optimal, si 7 est concentré sur un graphe I’
m-mesurable.

Le cas qui nous intéressera dans la suite, si on dénote par |.| la norme euclidienne sur R”,
est le cott c(z,y) = | — y|?, qui comporte des propriétés intéressantes et un lien avec la
mécanique des fluides.
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2.1.2 Existence et gradient de fonctions convexes

McCann [62] a prouvé ’existence et 'unicité de la solution pour le probléme de
Monge, pour la fonction cott ¢ qui nous intéresse. Brenier [12] ainsi que Knott et Smith
[81] ont initié cette approche que McCann et Gangbo [37, [62] ont ensuite retravaillée.
Dans ces travaux, il est prouvé que les applications solutions, T, sont gradients de
fonction convexe, T'= V). C’est ce qu’on appelle le théoréme de Brenier.

Cela vient des deux propriétés suivantes :

— Comme prouvé par Rockafellar dans [74], un ensemble est inclus dans le sous-
différentiel d’une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement si et
seulement s’il est cycliquement monotone. Un ensemble E est cycliquement mo-
notone si pour tout m > 1, et pour tous (z1,91), .-, (Tm, ym) dans E,

m m
D i —wl? <l — yial?
i=1 i=1

ou Yo = Ym-

— De plus, il a été prouvé dans [37] que le plan de transfert optimal entre les me-
sures u et v, solution du probléme de Kantorovich, est & support cycliquement
monotone.

On obtient donc pour p et v des mesures de probabilités sur R”, qu'un plan de transfert
optimal pour le probléeme de Kantorovich est a support dans le sous-différentiel d’une
fonction propre, semi continue inférieurement et convexe.

2.2 Formulation mécanique des fluides

2.2.1 Description de la distance L? de Wasserstein

Dans les cas détaillés ci-dessus le cotit du déplacement ne dépend que des états initiaux
et finaux. Pour pouvoir mieux prendre en compte les éventualités pendant le trajet, par
exemple les obstacles, il faut pouvoir analyser ce qu’il se passe & chaque étape du trajet et
donc introduire une variable de temps. On peut ainsi étudier les trajectoires de chacune
des particules. On peut remarquer que dans la formulation de Monge était déja contenue
une notion de trajectoire méme si la variable de temps a été éliminée de facon a réduire la
dimension du probléme. Benamou et Brenier [7] ont défini une formulation mécanique des
fluides en réintroduisant la variable ¢ pour obtenir un probléme de minimisation espace-
temps non quadratique mais convexe en la densité et le moment avec des contraintes
affines & la place du probléme de minimisation en espace, quadratique, non convexe et
aux contraintes non linéaires.

On se place maintenant dans Q = (0,1)", avec n > 0, et on considére que les mesures p
et v sont associées aux densités pg et p1 positives ou nulles bornées telles que

/on(x)dl’ = /Qpl(x)dx =1
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On peut par exemple voir pg et p; comme la densité de particules dans un compact a
un instant £ = 0 et & un instant ¢ = 1. On considére '’ensemble des applications qui
transportent po(x)dz sur p1(z)dx et on va chercher a résoudre

min /c(x, T(x))po(z)dz. (2.6)

T, P1 ZTﬁPO

Comme on s’intéresse ici au cas c(z,y) = |x — y|?

da(po, p1) = \/T min /\x — T(x)|?po(x)dx (2.7)

, p1=T1po

et on appelle ce minimum la distance L? de Wasserstein entre pg et p; ([83]). Au lieu
de calculer I'application de transport on peut calculer le chemin géodésique entre les
densités pg et p1 selon cette distance.

Interpolation de
déplacement

Interpolation L?

t=20 t = 0.5 t=1

FIGURE 2.5: Différence entre I'interpolation L? et l'interpolation de déplacement.

On va pour cela considérer un intervalle de temps (0,7) ( ¢t € (0,7) paramétrise le
chemin). On prendra 7 = 1 dans la suite sans perte de généralité. On définit ensuite
Q = (0,1) x Q et I’espace de fonctions suivant :

V(Q) = {f € (L*(@Q)'*", divyo f =0} (2.8)

Etant donné T* réalisant (2.6)), McCann [63] définit sous le nom d’interpolation de dé-
placement la géodésique reliant pg & p1. C'est la fonction (t,z) — p(t, ) € RT, densité
du chemin géodésique entre pg et p; donnée par :

plt,) = po(Ty(w))| det(VoTu(x))], ot T = (1 — )Id + ¢T*, (2.9)
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Il faut a présent considérer le champ de vecteurs, que ’'on peut voir comme le champ
de vitesse qui déplace les particules, v(t,z) € R™. Le couple (p,v) vérifie I’équation de
continuité

divez(p(t, x), pv(t,x)) = Oep(t,x) + Vg - pv(t,x) =0 (2.10)
pour t € (0,1) et x € Q, munie des conditions initiales et finales suivantes
/0(07‘%') = po(l’), p(l,l’) = p1<$), Vx € Q. (2-11)
Benamou et Brenier ont démontré dans [7] la proposition suivante :

Proposition 1 (Benamou-Brenier).

1
dapprft =, it [ 1) - aPm@do = wt [ttt Pdade
n 0 n

T, ;p1=THpo Jr (pv)ECEE
(2.12)

ot Cep = {(p,v); Op+ V.(pv) =0, p(0,.) = po et p(1,.) = p1}

Remarque. Minimiser cette nouvelle fonctionnelle est un probléme non convexe dont
les contraintes sont non linéaires.

Démonstration. Cette preuve se fera en deux étapes. On montrera formellement que 'un
des deux infima est plus petit que l’autre puis on montre que pour un couple (p, pv)
particulier ils sont égaux. Pour une démonstration détaillée voir [83, 42]. On considére
po et p1 bornées et & support compact dans R” et p, v suffisament réguliéres dans Cpp.
Soit X (t,z) la caractéristique définie par :

X(0,2) =z, 0:X(t,x) =v(t,X(t,x)) et p(t,.) = X(t,.)4po pour tout ¢. (2.13)
Pour toute fonction test f, on a
//f(t, z)p(t, x)dxdt = //f(t,X(t,x)),oo(a:)dxdt, (2.14)
/ / Pt 2)p(t, 2)o(t, 2)dadt / 0X (1, 2) f (1 X (1, ) po () davdl.

Les conditions au bord de p (2.11)) et 'équation (2.14) impliquent que X (1,x) satisfait,
pour tout A C R™ I’équation

| m@ia=[ @
€A X(1,z)eA
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tout comme l'application de transfert optimale T'= V1 (x). Ensuite on a

[ [ otaopas= [ [ et x,0) Pt
_ / /01 po(@)[0, X (¢, ) 2dtdz
_ /R (@) /0 Y OX (b, 2)Pdbde

> / po(x)| X (1, ) — X(0,)[?dz (inégalitée de Jensen)

_ /npo(x)\xu,x) — o2de
> /n po(2)|Vi(x) — x|2da:

car X (1,x) et Vi(x) transportent po sur p; et Vi est le plan optimal.
Si on trouve maintenant (p, v) tel qu’on ait égalité, la preuve sera compléte. Choisissons :

X(t,2) =z +1(V(z) — )

ot V¥ est application optimale pour le probléme de Monge et p est le transport de pg
par X (cf. (2.13)). En reprenant le raisonnement de la premiére étape, le couple (p,v)
défini par (2.13)) vérifie 'équation (2.10) et on a

/p(t,x)|v(t,:v)2dx _ /po(:c)|v(t,X(t, ) da
:/pg(fv)]&gX(t, :z)\de
~ [ m@)ve() - oPda,

ce qui prouve la proposition. O

L’existence de minimiseurs pour cette fonctionnelle a été prouvée pour le probléme
dans l'espace des mesures de Radon [83]. C’est un sous-espace de ’espace des distribu-
tions donc on peut considérer les contraintes au sens des distributions. C’est une version
variationelle relaxée du probléme étudié dans cette section, qui est défini dans un cadre
hilbertien. L’étude du probléme dans un espace de Hilbert a fait I’'objet de travaux réalisés
par Guittet [42), 41] et Hug [46].

Remarque. On peut observer dans la preuve de la proposition qu’il est possible de re-
trouver 'application de transport optimal & partir de la vitesse optimale v. Pour X (¢, z)
solution de (2.13]), 'application de transport optimal est X (1, z).
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2.2.2 Algorithme Benamou-Brenier

Pour obtenir un probléme convexe avec des contraintes linéaires, Benamou et Brenier
ont introduit le moment m = pv et la formulation suivante

min  J(p,m) avec J(p,m / / (t, z))dzdt, (2.15)

(pm)ECEB
et
%, sip >0,
V(p,m) e R xR", J(p,m)= ¢ 0, si (p,m) = (0,0), (2.16)
+00, sinon .

Pour résoudre ce probléme, Benamou et Brenier ont considéré le lagrangien suivant :

L(g.p.m / [ T.m) = 2169 = V.6 m) dade— | (6(0,2)p0(0) — 6(1, D)pr(a)
(2.17)
Le probléme est donc équivalent au probléme de point-selle :
inf sup L(¢, p, m).
pym ¢
Une méthode dite de lagrangien augmenté est ensuite utilisée pour résoudre ce probléme
en mettant des conditions périodiques au bord pour le moment m.

Remarque. Cet algorithme bien que résolvant exactement le probléme du transport
optimal nécessite la résolution d’une équation de Poisson en 3D pour des images 2D &
chaque itération, ce qui est trés cotiteux.

Dans la suite de notre travail, nous avons choisi des conditions sur le bord de type Neuman
pour la vitesse alors que celles considérées par Benamou et Brenier sont périodiques. En
effet, pour I'application & des images ce sont des conditions plus indiquées. Notre espace
des contraintes devient dans ce cadre

C:= {(p7 m); divt,w(pvm) =0, m('ax)'yﬂ =0, Vo € 09, p(O, ) = Po, p(lv ) = pl}'
(2.18)

Le but de cette thése est de travailler directement dans cet espace, puisque comme nous
allons le prouver dans la section suivante, la fonctionnelle J a de meilleures propriétés de
convexité dans celui-ci moyennant une hypothése de régularité.

2.3 Etude de la convexité dans ’espace des contraintes

Nous étudions dans cette section un résultat de convexité pour J sur ’espace des
contraintes (2.18]). Ce résultat impose de la régularité sur (p, m), régularité étudiée dans
[46].
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appartient
< po,p1 <

Proposition 2 (Hug). Le champ de vitesse dérivé du transport optimal, v =

a WHH(Q). De plus, soit M > 0 et pg, p1 € L=(Q) de méme masse telles que
M. Alors, la densité p est dans L>(Q) et 0 < p < M.

ox3

Considérons ’espace des contraintes :
Coo :={(p,m) € C; p€ L™(Q), 0 < pet m=pv, avec v € L' (Q)}
Proposition 3. L'espace C est non vide et conveze.

Démonstration. Tout d’abord il faut noter que Cy n’est pas vide. En effet, d’aprés la
proposition [2 la solution du probléme de transport optimal, (p,m), pour po, p1 € L>(Q)
et positives, est dans C.

Soient maintenant (p,m) et (p',m’) dans Cx et a €]0,1[, alors le couple (pa,mq) =
(ap+ (1 —a)p’;am + (1 — a)m’) est bien dans C qui est convexe et p, € L®(Q) est
positive. Vérifions & présent que my, = pavs avec v, € LY(Q) :

+ (1 —a)m/ am + (1 —a)m/
= 1—a)m' = 1-a)) 22 = '
Me am + ( a)m (O[p + ( a)p ) ap —+ (1 — Oé),O/ pa ap + (1 - Oé),O/

Puisque p et p’ sont positives, on a

Ma am+ (1 —a)m/ < am (1—a)m’
Vy = |—| =
| pa ap+(1—a)y |~ lap+(L—a)p| |ap+(1—a)y
am (1—a)m’ , 1
— | = eL .
<[]+ S22 <+ ol e @
Donc v, est dans L'(Q) et Co, est convexe. O

Grace aux propriétés du transport optimal citées plus haut on peut minimiser J
dans C sans changement du minimiseur qui se trouve dans cet espace, et démontrer le
résultat suivant :

Proposition 4. La fonctionnelle J définie par vérifie :
1. J est une fonction propre, semi continue inférieurement et conveze sur Coo.

2. 81 (p,m) et (p/,m') dans Coo vérifient pour o €]0, 1]
I(alp,m) + (1 — ) (o)) = ad(pym) + (1 — )3(Fml),  (219)

alors 6p = p — p' vérifie

vsip>0
{ 9,(6p) + Vo (wdp) = 0 wed Wiy =0
Oploq =0, 0 sinon

o v=1v"sipp >0.
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Démonstration. La premiére partie de ce théoréme est démontrée dans [6].
Nous allons maintenant montrer le second point. On commence par prendre @ €]0, 1], (p, m) €
domJ et (p',m’) € dom{ tels que

/J(a(p,m)—i—(l—a)(p’,m’))dxdt:/ (ad(pym) + (1 — a)J(pm')) dedt. (2.20)
Q Q

Comme m = pv avec v € LY(Q), m' = p'v/ avec v € LY(Q) et my = pava avec
v € LY(Q), on a pour presque tout (t,z) € Q, J(p,m) = %pvz et donc on obtient :

0= / (pavg —apv? — (1 - Oé)p/UIQ) dxdt
Q

- (Y o)

ap+(1—a)p
Ce qui peut étre réécrit

lapv + (1 — o) p'v' [ pp’ — (ap!|pv]? + p(1 — )|V [*) (ap + (1 — a)p) _
dxdt = 0.
Q

(ap+ (L —a)p)pp

En développant puis assemblant les termes, I’équation précédente devient

/ (2(1 = aJafpv, pv)pp’ — a(l = a)p?|pof* = a(l = a)p?|pv' |
Q (ap+ (L —a)p)pp ’
en divisant finalement par a(1l — a) # 0 on obtient :
P10 \2

/ (p'pu ppv,) dedt = 0.

Q (ap+ (L —a)p)pp
Cela est équivalent & :

o' pv — ppv' = 0 pour presque tout (t,z) € Q, (2.21)

donc v = v’ si pp’ > 0 et on peut définir

vsip>0
w=1<. v'sip >0
0 sinon,

appartenant & L'(Q) car |w|;1 < |v]|z1 + [v/|1. En se rappelant que (p,m) et (p/,m’) €
Coos

Op+ Ve m=0kp+ Vg -pv=0p~+ Vs wp (2.22)
Oip +Vy-m/ =0ip +Vyu-pv) =0p + V- wp
et on obtient bien le résultat souhaité
9:(0p) + Vy(wdp) =0
avec w € L1(Q). O
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Remarques.

— La proposition [d{ montre que 6p = p— p’ est solution d'une équation de continuité,
avec une vitesse w € L'(Q) et une densité dp € L>°(Q) avec des conditions sur
le bord nulles. Comme prouvé dans [28, [T], pour une vitesse dans WH1(Q) il y a
un unique couple solution et donc §p = 0. Cependant pour w € L'(Q) on ne peut
garantir que 'unique solution soit zéro.

— Si on ajoute la condition v € W11(Q) dans I'ensemble C\, on ne peut pas prouver
qu’il soit convexe.

Par la suite, nous considérerons pg et p; dans L% () et positives.

2.4 Comportements connus

Plusieurs comportements sont particuliérement intéressants a détailler ici. En effet,
dans certains cas, on peut calculer exactement le transport optimal et donc utiliser ces
résultats pour valider nos applications numériques dans le chapitre bl Les explications
plus complétes de ces cas peuvent étre trouvées dans [83] [7].

2.4.1 Déplacement en lignes droites

Dans ce paragraphe nous présentons maintenant une explication développée dans [83]
(pages 144-145) des trajectoires que prennent les points x déplacés. Ce phénomeéne pourra
étre particuliérement bien observé dans les applications en une dimension de la partie
En se rappelant la formulation de Monge du probléme de transport optimal :

inf /X c(z, T(z))dp(x)

T, THu=v

on veut maintenant pouvoir calculer les trajectoires de chaque particule située en x a
t = 0, que l'on notera (T3(x))o<t<1. Si on note le cott de ce déplacement C[Ti(x)] et
qu’on suppose que la trajectoire t — Ty(x) est continue et C'' par morceaux du-presque
partout, on étudie & présent le probléme suivant :

o [ CUT @ s dnta).
Pour que les deux problémes soient compatibles, il faut qu’ils définissent tous les deux
la méme application optimale T = T} et le méme coiit. En effet, la somme du cotit de
déplacement de chaque x doit étre la méme que la somme du cotit de chaque trajectoire
qui va de z & T'(z).

Une condition suffisante pour cela est

= inf T} . 2.2
c(z,y) L Tl(x):yc[( t(2))o<t<1] (2.23)
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Pour c(x,y) = |y —z|? et C[T}] = fol |0, T, |2dt, 1’égaliteé 1} est vérifice. Comme |.|? est

strictement convexe, l'inégalité de Jensen nous donne :

1 2 1
e(@,y) = o(Ty(x), Ti(x)) = /0 0Ty (x)dt| < /0 0T () P,

ou il y a égalité si et seulement si 9,7} est constant. L’infimum de (2.23)) est donc atteint
en T; = = + t(y — =) et les seules trajectoires optimales sont les lignes droites
parcourues i vitesse constante.

2.4.2 Déplacements par translation et homothétie

Supposons que p; soit obtenue & partir de pg par translation et homothétie, c’est-a-
dire :
p1(z) = A"po(A(z — p))

pour p € R" et A > 0, ce que ’on peut réecrire

1 T+ Ap,
Vm( y ) = po(x).

D’aprés I’équation ([2.1)), Papplication

1
T(z) = X:L‘—Fp

transporte pg sur p1. De plus c’est le gradient d'une fonction convexe T'(x) = V (%MQ +p-x).
On en déduit que T est 'application qui réalise le transport optimal.

— Si A =1, la distance L? de Wasserstein est

da(po, p1)? = |p|?.

— Si A # 1, et qu’on suppose en plus que
/x,og(x)dx =0et /pro(x) =1 (2.24)

la distance L? de Wasserstein est

d2(po, p1)? = (1 — 3)* + [p|*.

2.4.3 Cas unidimensionnel

Sur R, les gradients de fonctions convexes sont croissants et les sous-gradients sont
des graphes croissants complets, ¢’est-a-dire le graphe d’une fonction croissante que I'on
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rend continue en les x ot les limites & droite et & gauche ne sont pas les mémes. Donc le
transport de pg sur p; par 1" s’écrit pour A =]0,T'(z)]

T(x)
/ p1(y)dy = / po(y)dy.
0 T(y)eA

Sur |0,1], T(0) = 0 et donc

T(x) x
/0 p1(y)dy = /0 po(y)dy.

Soit Fy(x) = ffoo dpo la fonction de répartition de pg et Fy celle de p1, nous avons
Fi(T(x)) = Fo(x).

On peut définir l'inverse généralisée de F sur [0,1] par F~1(¢) = inf{zx € R; F(z) > t},
alors I'application qui réalise le transport optimal s’écrit :

T(z) = F{ ' (Fo(x))

et la distance L? de Wasserstein est

da(po, 1) = [} |[FTH(E) — Fy L(1)dt.

26



Chapitre 3

Reformulation du probléme a 1’aide
de décompositions de vecteurs a
divergence nulle

Pour travailler dans ’espace des contraintes C' défini par , nous utilisons des

décompositions permettant de préserver la contrainte de divergence nulle. En effet, les
algorithmes actuels utilisés pour résoudre le probléme du transport optimal dynamique
nécessitent la projection sur cette contrainte de divergence nulle, qui est effectuée en
résolvant une équation de Poisson & chaque itération. Cette résolution étant cotiteuse,
nous proposons l'utilisation d’outils pour préserver la divergence nulle & tout instant, et
ainsi augmenter la performance des algorithmes existants.
La premiére idée décrite dans ce chapitre est de décomposer les vecteurs sur des bases
d’ondelettes & divergence nulle, soit périodiques, soit prenant en compte des conditions de
type Dirichlet homogénes sur le bord. Ces ondelettes ont été utilisées pour la simulation
des équations de Navier-Stokes incompressibles [50]. L’étude de ces bases a amené 1'idée
d’utiliser d’autres décompositions classiques en mécanique des fluides. Les deux que nous
avons étudiées et qui sont ensuite développées ici sont la représentation d’un vecteur a
divergence nulle par sa fonction de courant munie d’un relévement des conditions sur le
bord, et la décomposition de Helmholtz-Hodge d’'un vecteur général. Nous démontrons
ensuite que lorsqu’on considére des densités 1D, la minimisation de la fonctionnelle issue
du transport optimal & 1’aide de ces décompositions est équivalente & la résolution d’une
équation de type courbure minimale sur les lignes de niveau du potentiel.

3.1 Bases d’ondelettes a divergence nulle

Nous détaillons dans cette partie la construction de bases d’ondelettes a divergence
nulle anisotropes développées par Deriaz 27, 26], puis leur extension au cas non pério-
dique avec des bases a divergence nulle sur [0, 1], prenant en compte des conditions aux
limites développées par Kadri-Harouna [50]. L’utilisation de ces bases pour l’analyse de
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la turbulence ou pour la résolution des équations de Navier-Stokes donne des résultats
convaincants, justifiant leur application au probléme de transport optimal. La recherche
de telles bases remonte aux travaux de G. Battle et P. Federbush [5] et Lemarié [58].
Elles permettent pour les algorithmes résolvant les problémes de transport optimal dy-
namique de préserver la contrainte de divergence nulle. De plus, un gain en complexité
est envisageable dans la mesure oil on n’utilise qu'un petit nombre d’ondelettes qui se
concentrent dans les zones de singularité.

3.1.1 Généralités sur les ondelettes 1D
Les analyses multirésolutions (AMR) sont des espaces d’approximation générés
par des bases de fonctions, introduites par Mallat [60].

AMR de L*(R)

On définit tout d’abord une analyse multirésolution, que ’on dénotera AMR par la
suite, sur la droite réelle.

Définition 1. Une AMR de L*(R) est une suite croissante de sous espaces fermés (Vi)jez
vérifiant :
i) VjeZ, V; C Vi,
it) Vi € Z, f(t) € V; & f(2t) € Vjpa,
“+oo
i) () V;={0},

j=—00

e
i) (U V) = L2(R).
j=—00

v) Il existe p € Vjy tel que {o(t — n)}nez est une base de Riesz de Vj.

Quelques remarques sur cette définition :
— La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle. D’apreés (ii) il existe {hg}rez une
suite réelle appelée filtre d’échelle telle que

p(@) = V23 hp(20 — k). (3.1)

kEZ

@ est a support compact ([Tmin, Mmaz]) Si et seulement si un nombre fini de termes
de {hy} sont non nuls [53]. Chaque espace V; est généré par la famille de fonctions

{sktrez; ji(@) =27%p(2z — k).
— Le parameétre j est la résolution. D’aprés (i), on peut écrire
Vi = Vi@ W, (3:2)

W; est un supplémentaire direct de V; dans Vi1 qui n’est pas unique. Les on-
delettes se définissent comme bases des espaces W, engendrées par une fonction

28



CHAPITRE 3. REFORMULATION DU PROBLEME A L’AIDE DE
DECOMPOSITIONS DE VECTEURS A DIVERGENCE NULLE

P € Wy. o vérilie
() = VIS grp(2e — ) (33
k

ou {gk}rez est une suite réelle appelée filtre de détails. La famille {¢(. — k) }rez
est une base de Riesz de Wy et {vjx(z) = 2//%4)(2/2 — k)}rez est une base de
Riesz de W; appelée base d’ondelettes.

— Les relations et les relations (iii) et (iv) impliquent :

L*(R) = Pw; (3.4)

JET

et donc {t; () = 29/2¢(27x — k)} kez est une base de Riesz de L?(R).
En pratique W, est choisi soit comme le complémentaire orthogonal de V; dans V4
(voir [64] pour plus de détails) soit comme un supplémentaire biorthogonal de V; dans
Vjt1. Cest cette derniére construction qui va nous intéresser ici.

Analyse multirésolution biorthogonale
Une analyse multirésolution biorthogonale (AMRB) de L?(R) est constituée de
deux AMR de L?(R) notées {V;}jez et {V;}jez qui vérifient :
Visr =V, @ Wj et Vi = V; @ W
Vi, LWy, V; LW, Wy LWy, j# 5

Wy = Vi N (V)" — L*R) = V; & (V)"
Plus de précisions sur ces bases peuvent étre trouvées dans [49] (60, 20].

Décomposition et reconstruction
L’analyse multirésolution d’une fonction f € L?(R) consiste & décomposer f en une
approximation grossiére fy € 1 et tous les détails se trouvant dans les espaces W;
pour 7 > 0.

N\
On note la projection de f dans 'espace V; parallélement & I'espace (V}) :

Pi(f) =D {f Bik)eik

k

et la projection sur les espaces de détails W; parallelement a I/T/jl par :

Qi(f) = _{f k) tjn

k

On notera dans la suite ¢;, = (f, @) et djr = (f, 12)]@
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On a alors pour toute fonction f € L?(R)

f= Z Co,kPok + Z Z dj k5 k-
k

Jj20 k

La transformée en ondelettes est 'application qui associe & f les coefficients {co ; } rezU
{d; r}j>0,kez. De plus, la relation (3.4) implique

f= Z dj ki k-

jkEZ

Pour la reconstruction, il faut calculer f & I'aide de son approximation grossiére et
de ses détails grace aux relations satisfaites par les fonctions d’échelle :

Pjtim = Z hm—2kpjk + Z Im—2kVj k

K k
Pj+1m = Z hm—2k Pk + Z Im—2kj
k k

ot {hy}rez est le filtre d’échelle défini par (3.1)), {gx}rez le filtre de détails défini par
(3.3) et {hi}rez et {Gr}rez les filtres biorthogonaux associés.

Ces opérations seront effectuées en pratique grace a la transformée en ondelettes
rapide introduite par Mallat [60] en utilisant les relations a deux échelles :

— Décomposition : ¢j =, h—okCjt11 et djk = D Ji—2kCj+1,

— Reconstruction : ¢jy16 = > ; hi—aucji + D gr—ad;-

3.1.2 Base d’ondelettes 4 divergence nulle de L*(R?)?

Nous développons a présent des AMR en dimensions supérieures pour considérer des
espaces a divergence nulle. La construction d’AMR peut se généraliser en dimension quel-
conque de facon simple, les ondelettes sont alors des produits tensoriels entre ondelette
et fonction d’échelle ou ondelettes et ondelettes d’'un méme niveau, ce qui engendre des
AMR isotropes; si on considére des produits tensoriels d’ondelettes de différents ni-
veaux, on constitue alors des bases d’ondelettes anisotropes. Nous allons ici décrire une
AMR anisotrope en deux dimensions, les dimensions supérieures peuvent étre déduites.

On considére deux AMRB de L?(R), Vjo et le, ainsi que leurs fonctions d’échelle et
ondelettes respectives (¢, 10) et (o', 91). Alors, une AMR de L?(R?) est donnée par

0 1
v=vey,

ol {cpgkl (t)ap;,@ (z); (k1,k2) € Z*} est une base de V. Les ondelettes anisotropes asso-

ciées & cette AMR sont ¥ k(t, ) = w_?l,’ﬂ (t)¢}2,k2 ().
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AMR de L%(R2)?

Une analyse multirésolution de (L?*(R?))? est formée par les espaces V; = (V]1 ®

Vjo) X (Vj0 ® le) dont une base d’ondelettes anisotropes est formée par les ondelettes
vecteurs

1 0 (g
Uiy (t,z) = < %1,1{;1(75)8%,1@2( ) > (3.5)
et

Vilt, ) = ( 0 0 L) > ! (3.6)

Alors, si on considére le vecteur u = (u1,u2) appartenant a (L?(R?))?, il s’écrit

Z k\I]Jk t iU + de\I]Jk(t .’13) (37)

avec

Z Lt (27 — ki )y0 (2722 — ky)

z) =Y i 0 (20t — k) (2P — ky)

ik

Dérivation et ondelettes a divergence nulle

A partir d’'une base d’ondelettes en deux dimensions, nous pouvons construire une
base d’ondelettes & divergence nulle en choisissant judicieusement Vj0 et le. Pour cela,
il faut tout d’abord énoncer une proposition de Lemarié [58] qui permet de dériver des
ondelettes et des fonctions d’échelle :

Proposition 5. Soient le, V;l une AMR biorthogonale de L*(R), et (o', 4!) et (P, 1[}1)

leurs fonctions d’échelle et ondelettes associées telles que~g01, ' soient C'¢ pour un e >
0. Alors il existe une AMR biorthogonale associée (VjO,VjO), avec des fonctions d’échelle

et ondelettes biorthogonales (%, %) et (4,50,1[10) telles que

(¢ () = (@) — "(a — 1) et ¥0(x) = 1 (') (2).

De plus, les fonctions duales vérifient

x+1 - ~
/ ()t = 3x) et (PO)(x) = —4) (x)
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Ondelettes périodiques anisotropes a divergence nulle

Dans le cas des ondelettes & divergence nulle anisotropes bidimensionnelles, il n’y a
qu’une seule ondelette génératrice sur laquelle agissent 2 facteurs de dilatation (différents
en t et x). Nous allons considérer

2,11 0

dzl;) (t, x) = 1 g 2%21/}%17’@1 (t)wjléyk?z ()
! Vi an | 2l el ()

qui est a divergence nulle d’aprés la proposition [5| Pour compléter la base de L?(R?), le

choix de ’ondelette complémentaire le plus judicieux est :

2211/%1,1@1(15) 227k2(x> ’
22 j1,k1(t)wj2,k2(x)

car pour j et k fixés, la fonction Wi est orthogonale & \Ilﬁf

On obtient donc d’aprés (3.7) une seconde écriture de u € L?(R?) :

u(t,z) = Y AR ) + ARV @), (3.9)
j.kez?

(3.8)

i) |

Dans le cas particulier ot le vecteur u est a divergence nulle, il s’écrit de maniére
unique sous la forme :

u= Y (/U= )" apedy. (3.10)
Jkez? jkez?

ou l'ondelette définie par :

1
V431 + 492

engendre une famille biorthogonale pour le produit scalaire de (L?(R?))? aux ondelettes
iy,
j.k

2j21/}]117k1 (t)1’?917k1 (3})

T (¢, 1) = ,
> -2 ?1,k1 (t)wjld,kl (x)

Remarque. Les ondelettes de I’analyse multirésolution biorthogonale (f/]1 ® f/jo) X
(f/jo ® f/Jl) sont & rotationnel nul. En effet,

\I/(t,a:) = il(t)go(‘r)

et comme d
7004\ 471
%1/; (t) = =4y (1),

on a

Vx Wt 1) = D[0P )]~ S O] = 0
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Algorithmes de décomposition et reconstruction

Ayant les deux décompositions (3.7)) et . 3.9) du vecteur u, les coefficients d’ondelettes
d¥ et d* sont reliés aux coefﬁc1ents cl1 et d? par :

— Deécomposition : ‘ ‘
div __ 272 1 2 2
dj k — - - dj k —F— dj k
’ V4L + 432 \A4Ir 4+ 432
2J1 9J2
A = ———di + ———=dj
3, VA + 42 & Nz
— Recomposition :
1 dw 2 an
dix = dijx + —=————djx
’ ,/4_71 _|_ 4792 VA4IL 432 &
d2 dw .

232 an
\/431 + 4792 Jk V491 4 492 dj’k
3.1.3 Base d’ondelettes a divergence nulle de L*((0,1)?)?

Ondelettes périodiques

On construit a présent des ondelettes périodiques sur (0,1) & partir des ondelettes
définies sur R a ’aide de I’équation suivante :

soit ¢ € LA(R), 4P (1) Z U(t+n).

n=—oo

Les bases d’ondelettes périodiques sont obtenues par périodisation de la base d’ondelettes
sur R

PP =22 g (Pt +n) — k).

nel

Dans ce cas la seule fonction d’échelle est P = 1 (car > ¢(x 4+ n) = 1 pour toute
fonction d’échelle ) et (©P", (1, k) ;x) est une base d’ondelettes de L?(0,1). Le coefficient
(f, ©Pe") est alors la moyenne de f sur (0, 1). Cette périodisation entraine une modification
des ondelettes 1), uniquement si leur support contient 0 ou 1. Nous noterons dans la
suite les ondelettes périodiques 1); 1 et non ﬁ:.

On obtient de la méme maniére que précédemment les ondelettes & divergence nulle.
On considére PAMR de (L?(0,1))? formée par les espaces (le ® V}O) X (V}O ® le) dont
une base vectorielle est formée par les ondelettes vecteurs

0 x
\Iljl’l?(t,x) _ ( 1(t)§(:r) ) ‘Ijjli(tvl‘) _ < 1(0%8,1@2( ) > (3.11)

)

1 T 1 0 x
Ui (t, ) :( wjl,klg)l( ) ) Uop(t, o) = ( wjl’kl(t)(i)ﬂh’kz( ) >

Jk
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et

0 0
VIt x) = < L(O1(2) ) VIt @) = ( 16, (@) > (3.12)

2,2 o 0 2,3 _ 0
it =yt ) B~ ou 0 )

On peut alors écrire le vecteur u = (ug,ug) € (L?(0,1))?

3

1 2
=33 (vt o) + vyt o))
e=0 jk

et dans le cas u € (L?(0,1))? a divergence nulle et périodique on peut de plus écrire

div,e dw € div,e \dew 6)1
w S =y S ()

e=1 jk e=1 jk Jk
ou
vt = L g eyl = (1000 @)
VATEE} Jekel 4R 1 0

; 1 1
R S ) ®1ZA( )
ik [0t + 1 (wjhkl ) /4t + 1 J1 k’1 (z)
1 < w]ll,kl( )/( J2J€2) () ) ,

\Ildzli)g'_ '1 'vx(h/ﬂ@ J2k2): 1
Js \/m ’ \/m (@Z)]l,kl) ( ) 72, ko ("'B)
(3.13)
En associant aux ondelettes (\I/thlf’l, \IJ?Z’Q, \I’Jd’lf?’) i,k les fonctions d’échelle et ondelettes
complémentaires

1
Ol (t7) = ———
it ) m( 0

iy 1 1/;1.17,“(75)1(3;)) an2 1 ( 0 >
vk <f7$)‘¢m< "o Y0 = em U 1owl )

et

1,/,1 0
W) = o () )

VA4 4 472 2295 4 O], 4, ()
on obtient une autre base de (L?(0,1))2.
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Algorithmes de décomposition et reconstruction

Pour un vecteur u a divergence nulle, les coefficients d’ondelettes d%V¢ sont reliés

aux coefficients d>¢ et d®¢ par :

— Deécomposition : '
divi _ 27 1,1
.]7k /1 + 4]2 J7k
ddw,z _ 201 d2’2
= ——
J VAL + 1
g3 272 g3 27 223
J7k /4j1 + 4]2 J:k \/m J7k
— Recomposition :
gL 272 g4 22— 271 div,2
ik V1 + 472 ik ik VA + 1 ik
g3 272 gdiv 23— 201 g4v3

Bk a0 + 472 Ik 1k \4d1 4+ 472 Ik
Ondelettes prenant en compte les conditions sur le bord

Nous détaillons & présent les bases d’ondelettes permettant la prise en compte de
conditions de Dirichlet homogénes sur le bord. Cette section est un résumé de la construc-
tion des ondelettes & divergence nulle sur le carré [0, 1] développée dans [51), 50].

AMR de L?(0,1)

Jouini et Lemarié [49] ont prouvé l'existence de deux AMRB de L?(0, 1), le et Vjo,
reliées par dérivation, dérivées de celles définies dans la proposition [5| telles que

%Vf =V et V; = Hg(0,1) N / Vi={f:f eVlet f0)=f(1)=0}. (3.14)
0

L’AMRB le reproduit les polynémes jusqu’au degré r — 1 et est construite & partir
d’une fonction d’échelle ! de support [Mmin, Nmaz]. Sa structure est la suivante :

1 1/Lb 1,int 14
vi=vitevite vt

ol le’b est de dimension r et contient les fonctions d’échelle permettant la reproduction
des polynoémes sur le bord 0 et le’ﬁ sur le bord 1. L’espace le’im contient les ¢; =

21/2p(x — k) dont le support est inclus dans [0, 1]. Tl faut alors choisir j > jyin pour que
les supports des fonctions d’échelle de bord en 0 et 1 ne s’intersectent pas. L’espace V; a
la méme structure et reproduit les polynémes jusqu’au degré ¥ — 1 et on pose :

A; = dim(V}') = dim(V}!).
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On écrira par simplicité
le = span{<,0]1-7k; 0<E<A;j—1}et ‘7j1 = span{gb}yk,; 0<k<A; -1}
Si on veut a présent imposer des conditions Dirichlet homogénes sur (V}l, f/jl), il suffit

d’enlever de leurs bases les deux fonctions d’échelle qui ne s’annulent pas aux bords 0 et
1. Aprés biorthogonalisation on obtient une AMRB de H{ (0, 1), [61] :

de = le NHL0,1) = span{go]l7k; 1<k<A;—2},

de = f/jl NHL0,1) = span{gB]l-’k; 1<k<A; -2}
Les espaces (Vjo, Vjo) sont reli~és aux (V}l, f/Jl) par les relations 1} Leur construc-
tion est similaire & celle de (le, le) ; cependant, en raison des relations explicitées dans
la proposition , Vjo reproduit les polynémes jusqu’au degré r — 2 et ¢° a pour support

TNomin, Mmaz — 1], alors que VO reproduit les polynomes jusqu’au degré 7 et @9 a pour
[Pmin,s : que V' rep poly Jusq 8 Pl ap
support [Mmin — 1, maz). On a de plus dim(VjO) = dim(Vjo) =A;—1let

Vjo = span{gpﬁ{m 0<k<A;—2}et f/jo = span{gb?’k; 0<k<A; -2}

Les espaces d’ondelettes biorthogonaux (Vle, le) sont définis comme sur R par
le = le+1 N (f/jl)l et le = f/]lﬂ N (le)l et on obtient finalement les bases

(%l',k)k:m]’ et (@Ejlgk)lc:mj

Les espaces (WJO, WJQ) sont obtenus a partir des espaces (le, le) par dérivation.

Ondelettes anisotropes a divergence nulle sur I’intervalle

On considére a nouveau l'espace Q = (0, 1)? introduit dans le premier chapitre, ainsi
que lespace V(Q) = {u € (L?(Q))?, div(u) = 0}. Comme on le verra plus en détail dans
la prochaine section, on peut écrire

HY = v(@Q)n{u, u- v =0}
= {u € (L*(Q))% div(u) =0, u-vg =0}
={u=Vxp, g€ H(Q)}

Nous allons donc considérer TAMR de Hi (Q), (de ® de), et prendre le rotationnel
des fonctions d’échelle qui 'engendrent :

o1 1 (o © ()
Pl = —_ ¥ x (o, @t )= ( Jky Fka) ) 1 <Ky ke <A - 2.
5 \/i (Spj’kl SOJ’IQ) \/5 _((P;‘{kl)/ & @;{1@ b !
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Ce que nous dénoterons par V;li” =Vx (de ® de) est I’espace des fonctions d’échelle
& divergence nulle de dimension (A; —2)? et il a été démontré dans [51] que (V;-l“’) 5> jmin
est une AMR de HYV. Les ondelettes associées & ces AMR sont également définies de
facon similaire & ce qui a été fait dans le chapitre précédent.

Définition 2. Pour j = (j1,72) € {jmin,---}>, les ondelettes a divergence nulle aniso-
tropes sont définies par :

1

div,1 | d
\11.77"7 ' A /4j2 + 1v X ((pjmzn ® J2, k2)
div2 1 d d
ik T 7MV X (W5 k1 @ Plirrin )
div,3 1 d d
\Ijj,zlg = - =V x (%‘hkl @ V5, ko)

V49 + 452

Il est alors possible de décomposer toute fonction u € H4Y de facon unique par :
_ div dw div “\p div,e
u= ijvnk vank+zzd Jk ’
k €

ou, en notant ’ensemble des ondelettes et fonction d’échelle de facon simplifiée : \I/dw 0 —

(I)?’ng, on obtient Hdlv _ spcm{\I/dw ,0 \Pdw 1 \Ildw 2 \I/dw 3} — Span{\:[/dw

u_Zdez“ W= Z ddivwdi. (3.15)
€

Calcul des coefficients djflfif

En multipliant ) par \Iljdllf, on obtient :
(u, W) = My (d)
ot My;, est la matrice de Gram (parcimonieuse) de la base {\Ifjhlf
[Maio]ige = (U530, U8E).

Afin de calculer la matrice de Gram de la base U%? & partir de celle de la base ¢,
on calcule :

di di d d d d d
<\I]‘]’ng? 5 /Ml)(’> = < J1,k1 ® ( J2, kz) ¢]17k X (¢]27k‘/ )/> + < ( 1, kl) ® ]2,k27 (ﬂ{j&k’) @ ¢j27 >
_ J1,94 J2,7% J1,94 J2:3%
= [M]kl’kl,l : [R]kQ 15' + [R]kl,kl’l ’ [M]kz,kz’
ol

[R), G = (@5 (W5 )y
[MHJ?W = <1/Jj,k7¢j',kf>-
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On peut ainsi écrire
[Maivl e = [M]g, g @ [Rlpypy, + (Rl py @ [M]gy ks

Maidfe = (MY TSR + RIS [ M1

Comme dans le cas des ondelettes périodiques (équation (3.7))), pour calculer les
coefficients d%, il faut tout d’abord décomposer v dans la base d’ondelettes classique de
(V& V) (V@ V)

1 d 0
v= Zdj’kwjl’kl ® wj%k? et ug = Z kwﬁ Ky ® w]z,kz
T —

En multipliant par 'ondelette & divergence nulle on obtient :

d d d d
Jmli' Z Jhkl ® w]%’fz’w]i K ® ] k’ Z Jl,kl ]2J€2’ _(wj{,k:’) ® ij, >

On obtient donc comme relation entre les coefficients d', d? et d% :
Mand™™ = [(u, W'5)] = Md5,]C° — (C°)'[dfy ] M

oit C° est la matrice de Gram des éléments <¢?k, (1/1?, w))-

3.1.4 Formulation du probléme de transport optimal sur bases d’on-
delettes a4 divergence nulle

Nous ne pouvons pas utiliser cette base et ces algorithmes de décomposition et re-
composition sur le couple (p,m) car il ne vérifie pas (p,m) - vg = 0. Nous allons donc
définir un nouveau couple nul sur le bord et a divergence nulle contenant les informations

de (p,m).
Deéfinition des variables en domaine confiné

Pour utiliser la décomposition en ondelettes il faut définir un nouveau couple (p,m) €
HIY qui vérifie 1a condition de paroi, classique en mécanique des fluides :

{ div (p,m) =0
(p,m)-vg=0"
On choisit donc

{Mmazp@m4mm+u4mw>
m(t,z) = mtz)+ [ (p1(y) — po(y))dy

En effet,
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dive o (p,m) = Oip — p1(x) + po(x) + Opm + Oy ( / p1(y) — po(y)dy>
0
=0p+9:m=0

et

,5(0,.1') = p(ovw) - po(.’l?) =0et ﬁ(l,l’) = p(lax) - Pl(x) =0
0 1

(t,0) = m(t,0) + / pr(y) — poly) = m(t,0) et m(t, 1) = m(t, 1) + / () — poly) = m(t, 1),
0 0

De plus, en intégrant 1’équation vérifiée par la divergence, on observe que la moyenne
spaciale de p et la moyenne temporelle de m sont nulles :

0:/08</01dwtx(p, )d;v)dt:/os /;(@ﬁ%—@wm)d;v)dt
:/01</088tﬁdt>dx+/os</018x7hda:>dt
:/Olﬁdx+/olﬁ(0,x)dx+/os (m(t,l)—m(t,o))dt:/olﬁdx.

1) =0,
0= /0 (/Oldm,x(ﬁ,m)dt> di = /0 (/01 (00 + Duiit) dt) dx
/OZ</018tﬁdt)da:+/ (/ 8mdx>dt
/Ozﬁ(l,x)—ﬁ(o,x)da;+/0 (0 — (1, 0)) dt = /mdt

Alors, & J donné, le couple (p,m) est calculé sur la base des ondelettes vecteurs

div,e
(2 sous la forme :
PR j<a-1

ﬁ(t, .’IJ) _ div dw div,e dw 6
(670) = 3 sttt + S5 e
€

Jm,inyk

Dans ce cas la nouvelle énergie & minimiser est

m(d) — [T (p1(x) = po(x))dy)?
dw 0
W(d / / Y )+(1—t)po(x) dudt. (3.16)

Jw est convexe comme composée d’une fonction convexe et d’une application linéaire
et est différentiable car J est différentiable et la décomposition sur les ondelettes est
linéaire.
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3.2 Fonction de courant

Pour travailler dans
C = {(p,m); divt,m(pvm) =0, m(.,z).vg =0, Vo € 99, p(0,.) = po, p(1,.) = p1},
nous utilisons & présent la représentation des champs de vecteurs & divergence nulle
par leur fonction de courant. En effet, pour n = 1 ou n = 2, nous travaillons dans
V(Q) = {f € (LA(Q)*™, divi, f =0}, oit @ = (0,1) x Q. Comme prouvé dans [38], si
v e V(Q) vérifie (v-vg)|lag = 0 ot v est la normale sortante de @, alors il existe une
unique fonction ¢ € (H'(Q))™ (n’ étant égal & 1 si n =1 ou égal a 3 si n = 2) telle que

v =V Xo
¢ =0 sur 0Q),

ol ¢ est appelée la fonction de courant et on note V = V; , dans la suite. De plus, si
n = 2, ¢ est & divergence nulle.

3.2.1 Transport optimal 1D

Proposition 6. Dans le cas Q = (0,1) x (0,1), c’est-a-dire en dimension un en espace,
pour (p,m) € V(Q) tel que m(.,x).vq = 0, Vo € 9Q, et p(0,.) = po, p(1,.) = p1, il
eziste ¢ € HY(Q) tel que :

(o) =V xo= (%0,

En notant Ro(z) = [ po(s)ds et Ri(z) = [ p1(s)ds, on obtient les conditions sur le
bord :

qﬁEO,x; = ROEQ:;

o(l,z) = Ri(x

B(t,0) = Rll(()) = Ro(0) =0 (3.17)
¢(t,1) = Ri(1) = Ro(1) = 1

Démonstration. On ne peut pas appliquer directement la représentation par fonction de
courant & notre couple (p,m) car il ne vérifie pas ((p,m) - vg)|ag = 0. Nous allons donc
comme pour l'usage des ondelettes, définir le couple (p,m) (section [3.1.4)) :

{ pt,x) = p(t,x) = (tpi(z) + (1 —t)po(x))
m(t,x) =m(t,x) + [§(p1(y) — po(y))dy = m(t, z) + Ri(z) — Ro(x)
qui vérifie,
{ (p,m)-vq =0
dinVx(ﬁ, T ) = 0

1l existe donc ¢ € H(Q) tel que

(2) = () = (i mto)
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Soient ¢ tel que ¢(t,z) = tRy(x) + (1 — t)Ro(x) et ¢ = ¢ + ¢. Alors

(o) = (o 55) = (s ) = ()

¢(0,2) =0+ Ro(x)
¢(1,x) =0+ Ri(z)
#(t,0) =tR1(0) + (1 —£)Ro(0) =0
o(t, 1) =tRi(1)+ (1 —t)Ro(1) =1
]
0 Ro(1) = Ri(1) = 1
£o V x ¢ P — Iy ¢ Ry
0 , ,
R()(O) - R](U) - O
X

t

F1GURE 3.1: Conditions au bord satisfaites par ¢ d’apreés celles satisfaites par V X ¢.

Dans ce cas, I’énergie que ’on considére est pour d,¢ > 0,

1 2
E(¢):g(vX¢):/0 /QJ(ngb(t,x))dxdt://Q (%ZZ dtdz, (3.18)

¢ € HYQ), 0,6 € L>=(Q). Cette fonctionnelle est convexe comme composée d’une
fonctionnelle convexe et d’un opérateur linéaire.

Proposition 7. En dimension 1 en espace, chercher le minimum de ol p = Opp >
0 est équivalent & résoudre ’équation :

Vo
V¢l

divy, 0. (3.19)

Démonstration. La fonctionnelle étant convexe, formellement, étudier pour quels ¢ €
H}(Q) dE s’annule est équivalent & résoudre :

dE(8)(¥) =0, Yy € H}(Q).
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Sachant que E(¢) = [, J(V x ¢)dwdt, ot J(X,Y) =%, on a

Y2 Y

et donc, utilisant V x ¢ = (0,0, —0;¢), la différentielle de E est donnée par
AE(@)W) = [ 057000, ~000)00t0 06, ~000) 0] i

2 _
= [ (“agetneton) = g ot ) asdi =0

Comme cette équation est vraie pour tout ¢ € H}(Q), on obtient

() 080 o

Si on définit maintenant u = —9p¢ et v = dy¢, I'équation (3.20) se réécrit

9, <E> n }ax u? VO u — udpv n 12uv23zu — w200,V
v 2

v2 2 v

020 — w4+ wwdyu — u20,v

v2

V3

En utilisant les mémes notations que dans (3.19)), on obtient :

dives (M) = O ((u2+_:2)1/2> + 0 ((u2+vvz’)1/2>

~ Bu(u? 4 v?) — u(udpu + v0w) | Opu(u? 4 v?) — v(udpu + vOLV)
- (u2 + v2)3/2 + (u2 + v2)3/2
(3.21)
—020u + wwdv + w0V — vudyu
- (u? + v2)3/2

Comme on suppose v = d,¢ > 0, (3.20) implique

. (_(_at¢)aax¢) —
e (((—aw + <ax¢>2>1/2> -0

et on obtient 1’équation voulue (3.19). O

Remarques.
e La proposition précédente est intéressante car la minimisation de la nouvelle fonc-
tionnelle est bien plus simple que celle de la fonctionnelle originelle, comme nous
le verrons dans la partie 4.2
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e En dimension 2, les hessiennes des deux fonctions J(X,Y) = % et J(X,Y) =
VX2 +Y? sont proportionnelles :

o 1 Y? —XY
T ©\-Xxy Xx?
24y2 XY XY
= X4yt _ \/(XQH)/Q ® \/(X2+)Y2]
et
e ] Y? —-XY
J VXTv? | —XY X2
X24Y2 (X)Y) (X)Y)

® Hy

- \/W3[ 2~ Txin? @ Uxiovel = \/X2+Y2

" l/

ce qui donne, si est la multiplication terme & terme de deux matrices

4B (6)($) = /Q 0% J(V x 6)0,0) — Dy J(V x 6)0y] ddt

- / Hy(V x ¢): < _%Zz %?ff )wd:pdt

|VX¢‘ amz¢ _aztd)
/Q(axﬁﬁ) 7V 9): <—8a;t<25 [0 >¢dxdt.

Comme on a supposé que p = d,¢ > 0, on obtient

dE(¢) =0 < dE(¢) =0,

otl on a noté E(¢ fo J(V x ¢). De plus, les normes euclidiennes |V¢| et
|V x ¢| étant egales minimiser

/Ol/g\v X 6(t, 2)|dwdt
/0 1 /ﬂ Vo(t, )| dudt,

dont I’équation d’Euler-Lagrange est (3.19).
On a donc obtenu une autre fagon de démontrer le résultat de la proposition

est équivalent & minimiser

précédente.
e On peut remarquer I'orthogonalité des vecteurs V¢ et V X ¢, qui est a lorigine

de simplifications dans 1’équation ([3.21)).
XY) o (XY)
VX24+Y2 T VX24Y?

o Le tenseur Iy — est une projection sur le plan orthogonal au
(X\Y)

vecteur ook
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e Comme (p,m) est & divergence nulle dans (L%(Q))?, il admet une trace normale
et donc V x ¢ - vg est défini sur 0Q. De plus, V x ¢ -vg = =V - 79, ol 79 est
la tangente de @, donc V¢ admet une trace tangentielle sur 0Q).

Ainsi, dans le cas unidimensionel en espace nous nous ramenons a la résolution d’une
équation de type courbure minimale sur chaque ligne de niveau du potentiel
munie des conditions de Dirichlet appropriées .

L’équation est 'équation d’Euler-Lagrange de

Gons(Vh) = /Q Vo (t, o)|dtde (3.22)

et c’est cette fonctionnelle que nous minimiserons dans la suite. Elle a été étudiée tout
d’abord par Rudin, Osher et Fatemi dans [79] pour la reconstruction d’image. Elle est
définie pour des fonctions ¢ € BV (Q), ot

BV(Q) = {f € L\(Q), /Q IV f(t,2)|dtde < +o0}.

Il a été démontreé [39] que cette fonctionnelle est semi continue inférieurement et convexe.
De plus, on peut prouver qu’elle est strictement convexe sur I'espace des contraintes pour

o
C¢ = {¢ € BV(Q)» |¢‘ <1, ¢(O7x) = RQ(I‘), ¢(17$) = Rl(x)v ¢(t70) =0, Qb(tv 1) = 1}’

Proposition 8. La fonctionnelle J,,s est strictement conveze sur l'espace des contraintes
Cyp.

Démonstration. Soit a €]0,1[ et ¢1, 2 € Cy
/ Ts(V(ad1 + (1 — a)éo)) —a/ Ts(Vo1) + (1 —a)/ s (V)
Q Q Q
= /Q\V(ozcbl (1)) = a/@ Vi) + (1 - a)/@ Vel
— /Q (IV(ady + (1 — a)éa)| — (a]Veu| + (1 — a)[Véal)) = 0

Comme l'intégrande est négative ou nulle, cela équivaut, en notant a = aVe; et b =

(1 — OJ)V¢2, a
(la+0b] — (la| + |b])) = 0 ou |a + b| = |a| + |b] pour presque tout (t,z) € Q.

Cette égalité n’est possible que si il existe A(t,z) > 0 tel que aV¢y(t,z) = A(t, z)(1 —
a)Va(t,z). On peut donc reécrire

V¢1 = )\(t,.CL‘)Vd)Q. (3.23)
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En prenant le rotationnel de cette équation on obtient 0 = V x (V1) = V X A - Vo.
Donc V x A et Vo sont perpendiculaires. De plus, comme V X X est perpendiculaire &
VA, Vs est paralléle & VA et donc A est une fonction de ¢o. De I’égalité on déduit
que ¢ s’écrit en fonction de ¢o, ¢1 = F(¢2). Par ailleurs, la condition au bord en t =0
ou t = 1 nous donne que pour tout = € [0, 1], ¢1(0,2) = ¢2(0,x). Or, ¢1(0,z) prend
toutes les valeurs entre 0 et 1 comme intégrale de 0 & = (ou x € [0, 1]) d’une fonction L
de masse 1. On a donc = F(z) pour x € [0, 1] et F est 'identité sur cet intervalle. [

La formule de la “co-aire” de Federer et Fleming, démontrée dans [31], 32, 2], dit que
pour ¢ € BV (Q) et si Per(A, Q) désigne le périmétre de A dans Q

[va= [ " Per((o > 5}, Q)ds

—00

ce qui implique que la variation totale de ¢ est aussi la somme de toutes les longueurs
des lignes de niveau.

3.2.2 Transport optimal 2D

On voudrait & présent généraliser la proposition [6] en dimension deux en espace.
Cependant, I’équation donnant les conditions au bord n’est pas triviale & résoudre dans
ce cas, en effet, le rotationnel devient :

¢1 ax¢3 - 8y¢2 (Z)l
(pym) =V x ] =001 -0 |, 6= |02 | € (H(Q))>. (3.24)
®3 Orpa — OpP1 ®3

Par conséquent, pour trouver les conditions au bord & respecter il faut résoudre un
systéme du type

am¢3 - 8y¢2 p
Oyp1 — O3 | = | m1 | sur 0Q). (3.25)
Ot — 0201 ma
Une autre solution, sachant que le couple (p, m) est a divergence nulle, est d’écrire,
par exemple, p = — fot (0xm1 + Oyma) et donc d’annuler une des trois composantes de
¢ :
¢1 . 0
p= |2 =\ [ymads
®3 — fg myds
ce qui donne bien
—0y fg mids — dy fot mads p
Vxop= 0y0 — Oy(— fg m1ds) = |
O fg mgy — 020 ma
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0 ?
o3}
Lo | W x ¢ P1 ? s ?
X1
: , o
ng,
t

FIGURE 3.2: Conditions au bord satisfaites par ¢ d’apreés celles satisfaites par V X ¢.

Cependant, comme ¢ est également a divergence nulle, (p,m) vérifie maintenant pour
tout ¢

t
/ Oxmao — Oymads = 0.
0

On a imposé en annulant ¢ que (¢2, P3) soit & divergence nulle et que intégrale en
temps du rotationnel scalaire en espace de m soit nulle, ce qui n’est pas vrai en général.
Cela privilégie une direction ce qui n’est pas désiré dans notre formulation et pose pro-
bléme numériquement. Un exemple sera donné dans la section

Nous allons ainsi utiliser la décomposition de Helmholtz-Hodge explicitée dans le para-
graphe suivant pour ne pas a avoir a résoudre le systéme ((3.25)).

3.3 Décomposition de Helmholtz-Hodge

Pour travailler en 1D et 2D, on peut utiliser la décomposition orthogonale de L?(Q)!*",
pour n = 1 ou n = 2, détaillée dans [38]. Elle consiste & décomposer en somme directe un
vecteur de L?(Q)'™™ en une composante 4 divergence nulle et une composante & rotation-
nel nul. Tout champ de vecteurs v = (p,m) € V(Q) défini par a la décomposition
de Helmholtz-Hodge suivante :

’(p,m):VX¢+Vh‘

avec h € HY(Q)/R et ¢ € H}(Q), pour n+1=2et ¢ € (H}(Q))3, pour n + 1 = 3. Par
ailleurs, dans le cas n+1 = 3, divgp = 0. Comme (p,m) est a divergence nulle, h vérifie :

Ah =0 dans Q, (3.26)
% = (p,m) - vg sur 0Q), .
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oll vg est la normale sortante de . Nous devrons donc résoudre tout d’abord le systeme
(3.26)) en h, qui est une équation de Poisson avec des conditions de Neumann connues ;
en effet,

oh aaih(wff) =m(.,x).vg =0, Vo € 09,
~— = (p,m) - vg sur 0Q <= v s
g (p,m) - v Q { 2(0,.) = p(0,.) = po, F=(1,.) = p(1,.) = p1.

Ensuite, connaissant h, il faut minimiser la nouvelle énergie

1
B(9) = 9n(V x ¢) = /0 /Q J(V % 6t ) + Vh(t, 2))dadt, (3.27)

ot J est définie par (2.16). La fonctionnelle J; est convexe comme composée de la
fonctionnelle J qui est convexe et d’un opérateur affine.

Proposition 9. En dimension 1 en espace, chercher le minimum de ou p =
Oz + Oth > 0, avec h connu, est formellement équivalent a résoudre l’équation :

divyy ————— = 0. (3.28)

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, nous adoptons la méme méthode que
pour la proposition [7]

La fonctionnelle étant convexe, étudier pour quels ¢ € H}(Q) on annule dE est équivalent
& résoudre :

dE(¢)($) = 0, V¢ € H}(Q).
On sait que E(¢) = fQ J(V x ¢ + Vh)dzdt et que la différentielle de E est donnée par

dE(¢)(¢) = /Q [OxJ(V % ¢ + Vh)yt) — By J(V x ¢ + Vh)d] dudt

-0 O.h)? —0, Ozh
-/, (S a2t 3) = g oot ) ) o =0

Comme cette équation est vraie pour tout ¥ € H&(Q), on obtient

—0p+0:h\ | 1, ((=0p+0.h)%\
% < Dyp + Orh > Ty < (0x + 0h)? > - (329

Si on définit maintenant u = —0y¢ + Ozh et v = 0, ¢ + Oh, I'équation (3.29) se réécrit
comme dans la preuve de la proposition [} On retrouve les mémes résultats, c’est-a-dire
pour v = 9y¢ + O¢h > 0, (3.29) implique

div < (_(_8t¢+axh)aax¢+ath) > -0
PN (8 + 9h)? + (906 + 8:h)2)112 ‘

et on obtient I'équation voulue (3.28). O
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Ainsi, en 1D chercher le minimum de E dans (3.27)) revient a résoudre une équation
de type courbure minimale sur chaque ligne de niveau du potentiel ¢. On ob-
tient donc le systéme suivant :

Ah =0 dans Q, 3.30
%:(p,m)-wgsnra@ (3.30)
et
- Vé—Vxh
dlvt@ |V¢—V§h| =0, (3.31)
¢ = 0 sur 0Q).

L’équation (3.31) est 'équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle convexe (comme
composée d’'une fonctionnelle convexe et d’un opérateur linéaire)

Imsn (V) = /Q IVé — V x h|dxdt, (3.32)

dont nous détaillerons la minimisation dans la section E2.3]

Remarques.
e Comme précédemment, la minimisation de la nouvelle fonctionnelle est bien plus
simple que celle de la fonctionnelle originelle (voir section {.2)).
e Les remarques de la section sont toujours valides ici car les normes |V¢ —
V x h| et |V x ¢ + Vh| sont égales.
Malheureusement ce résultat n’est pas généralisable & la dimension supérieure. En
dimension 3, les hessiennes des deux fonctions F'(X,Y, Z) = % et F(X,Y,Z) =
VX? 4+ Y2+ Z2 ne sont pas proportionnelles.
Yi4+27% -XY -XZ

-XY X% 0
-XZ 0 X2

= (X2+Y2+22>I3 - <X7Y7Z>®(X7Y72) - (07Z7 _Y)®<O7Z7 _Y)

1

Hr=%3

et

) Y24+272 XY —-XZ
H- = . -XY X*+72? -YZ
X24+Y24 22 -XZ -YZ X?24Y?

= (X2 +Y?*+ 729 - (X,Y,2)® (X,Y, Z)

e On peut remarquer la L?-orthogonalité de V¢ et V x h grace a la décomposition
utilisée et I'orthogonalité de Vo — V x h et V X ¢ + Vh qui nous permettent ici
de simplifier les calculs comme c’était le cas pour (3.21)).
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Chapitre 4

Algorithmes de résolution dans
I’espace des contraintes

Dans le chapitre précédent nous avons développé plusieurs formulations nouvelles
pour le probléme de transport optimal dynamique dans l’espace des contraintes. Nous
décrivons & présent les algorithmes utilisés pour implémenter ces nouvelles formulations.
Pour cela, nous commencons par détailler I’algorithme de gradient & pas fixe constant
utilisé pour la décomposition & ’aide des ondelettes & divergence nulle, périodiques ou vé-
rifiant des conditions de Dirichlet homogénes. Cela aboutit a deux algorithmes différents
pour chacune de ces bases. Le premier utilise les ondelettes duales des ondelettes consi-
dérées et le second leurs matrices de Gram. Par la suite, nous explicitons un algorithme
primal-dual pour problémes convexes dans le cas de la décomposition de Helmholtz-Hodge
et de la représentation par fonction de courant. Nous détaillons le cas 1D pour la mini-
misation de la fonctionnelle J; avec ces deux représentations ainsi que 'implémentation
de la formulation de type courbure minimale, également avec ces deux décompositions.
Dans le cas 2D nous développons la minimisation de la fonctionnelle J; a l’aide de la
décomposition de Helmholtz-Hodge.

4.1 Descente de gradient dans ’espace des coefficients d’on-
delettes & divergence nulle

4.1.1 Algorithme dans 1’espace des coefficients a divergence nulle

Pour tester notre nouvelle formulation a ’aide des ondelettes & divergence nulle (pé-
riodiques ou sur U'intervalle, détaillées dans la section [3.1.3), nous utilisons un algorithme
de gradient & pas fixe. Il permet de résoudre le probléme

. div
{irbligﬁw(d )

gion [ (@) — [ (p1(y) — po(y))dy)?
Jw(d )—/0 /0 @) 1+ ipr (@) + (- Do) dzdt,

avec
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Jw est différentiable et convexe, comme énoncé dans la section
Algorithme 1. (Descente de gradient)
Initialisation : T > 0, (d4v)0.
Itérations :
caleul de NV J, ((d%)%)
(dBvYi+L = (@) — v g, (d4))

Comme détaillé dans la section nous pouvons dénoter, de la méme fagon pour
des ondelettes périodiques ou sur 'intervalle,

/3 _ div dw } :2 : div,e dwe
<m - Z C]7’LZ’L7k ]77LZ"/7k + d

jmin7k
. dw i \Pfliv,e)l
1V,€
= 5 ool )+zzd i )
]mln meu € J,k
ou
A 1 1 - (o, . "z
d“} [ — . . — (pjmznvkl( )(Sojmzn,ké) ( )
O = Y * imnis i) = g (0
; 1 1 imin ki (8) (Vo ) ()
jk 172 + 1 (QOJmm,kl @Z)Jz,kz) 172 11 7(90jmin,k1)/(t)wj2,k2(x)
: 1 1 Vs ey () (Pimin k) (T)
\I/fl“)’Q = : V X . ® . — _ < J1,k1 Jmin,R2
ik /74]1 T1 (wjhlﬂ ‘p]mm,kz) /7431 1 _('L/}jhkl )/(t>90jmin,k2 (CL')
v, 1 1 iy ey () (Y k) (2)
TP = eV X (W @ Pgry) = ( R A .
ik VA 472 Wirda © Vi) VT 472 \ =W 1) ()Y ke (2)
(4.1)
dwO _ xwdiv
Nous noterons par simplicité dans la suite \I/ = (I)jmm K-

Soit 4V = (d?lfz ‘), on souhaite minimiser
dle o d 2
dle / / dlv f (pl( ) (y)) y) dadt
pA™) +tpi(z) + (1 —t)po(x)
/ / Jkdfllze(‘l’dw’e)Q — J5 (p1(y) — po(y))dy)?
div,e /\q,div,e\q
2k (W5 )+ i) + (1 —t)po(x)

div,e
d. K est

85w At m(d™) — [ (1Y) — po W)Y . givea
/ / Joo(r) ik

dxdt.

La dérivation par rapport aux coefficients

Odiilfe pAYY) + tp1 (x) + (1 — t)po(z) VK
m(d) — J7 (o1 (y) po(y))dy)z(wv,e) dedt
( (d%) + tp1(z) + (1 — t)po(x))? " &
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1l y a deux possibilités pour calculer le gradient de J, :

— Voir fo (;Cilvv))( dwe)zd dt et fo fol TCL(:;:I))Z(\II?Z’E)ldxdt comme les coeffi-
N
cients d’ondelettes de N et m sur les bases biorthogonales de ( ;hlf 6) et (\IleleE>
respectivement.
Y (m(d™)— [ (p1 () —po(y))dy) . (A(d)— [ (p1(y)—po(y))dy)> :
Décomposer - (@) 51010+ (1-0po() (P Hipa )+ (1 _po(w)? sur les onde

lettes \IJ Le K et N\ % k’ définies dans les équations 1D et 1} pour faire appa-
raitre leurs matrlces de Gram.

Nous détaillons dans la suite ces deux méthodes.

4.1.2 Calcul du gradient & I’aide des ondelettes duales

L m(d4Y) = div,e\2
a premiére méthode pour calculer le gradient consiste a voir fo 0 pa® (\IJj k) dxdt

d1v
et fo fol T(;dw \Iiif’ﬁ)ldxdt comme les coefficients d’ondelettes de = o et %22 sur les bases

(2 1
biorthogonales de (\Il;hlfe> et (\Il;hlfs) respectivement.

Utilisation des ondelettes périodiques

Dans le cas des ondelettes périodiques jmin = 0, ©j,,,, = 1ljo,1] et nous considérons
Y = 1! (voir proposition ' Nous avons donc comme base d’ondelettes & divergence
nulle comme explicité dans la section

, 1 1 0
gdiv0 . _ V x (1 1:()
Jk I1+1 (11 VI+1\0
; 1 1 1(t) (Y3, 4,) (@)
\I/(-iw’l = — 1 1 . J2,k2
Jk 172 + 1V x(1® ¢]2,k2) /472 + 1 0

1

div,2 1

= ——V X ; ®1l) = —— )
ke 491 +1 Wi @ 1) 491 +1 <—( i)

IE

: 1 1 ¢1 ( ) (W5, 1) ()

\I/flw’?’ — : V x 1 ® 1 — : : ( ]17’61 Jz,k’z ,
ik v 491 —+ 4]2 (w']hkl wjg,kz) V 451 + 492 _( J1, kl),< ) J2,k2 (x)

En se rappelant que pour tout e,

agw dlv ddIV fO (pl(y — PO y))d dwe
=[] o

(
addlve PA™) +1p1(2) + (1= t)po(a
A(d™) = [ (p1(y) — poly))dy)? S (W) drdt
)po())?

( (d™) +tpi () + (1t
ddlv dle )
_2/ / mddlv) dwE 2d / / ddlv \Il‘(ii,ﬁ)76)1d$dt?
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on obtient pour les différentes valeurs de e = 1,2 ou 3

le le
833115 - le — 2/ / m (;idlv dw 1 d dt — / / m (;idlv dw 1) dadt
j,k

/ / = jilvv () (W, 1) (z)dad,

div d1v
83511‘1: 5 le — 2 / / m ;idlv; dZU 2 d dt / / m C(lidlv dZU 2) d dt
j,k

I'm div
/ de)) Jl,kl)/(t)l(l’)) dxdt,

d1v le
833115 3 le = / / (;:ldlv jhlf ? 2d dt — / / (;:ldlv dw 3) dzxdt.
j,k

On peut alors calculer le gradient de d,, en prOJetant o sur les ondelettes duales (\I/Jdllf )2

et I sur (\If;hlf )L, en utilisant la formule

RIERIE
—

ZZ i

On écrit dans ce cas I'algorithme de descente suivant
Algorithme 2 (GDDWP).
Initialisation : 7 > 0, (d4v)0

Itérations :

dwa dwe d?/UE dwe 1
ZZ v ) et 7 —ZZ )

€ €

xr
ml:ml_/o (p1 —po)dy et p' = p' +tp1 + (1 —t)po

i\ 2
m* m'
Calcul des coefficients d’ondelettes djl-,k, djz’k et d:;,k du vecteur <— <> ,2.)

(VJ,)' =d
(ddzv)z—H (ddw)z T(ij)i
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Utilisation des ondelettes respectant des conditions de type Dirichlet

Dans le cas des ondelettes sur [0, 1]2 j,uin # 0 et nous considérons 1 = ¢ (voir défini-
tion . Il n’y a pas de simplifications comme dans le cas périodique et nous considérons
la base d’ondelettes (4.1). En se rappelant que pour tout e,

83w adivy m(d) - — Jo (p1(y) = po(y))dy divier2
3d§13¥€ / / (AN + tpy(x) + (1 — t)po(x) (Wix")
dd]v fo (p1(y) — PO(?/))dy)2
( (ddlv +tp1 (l’) + ( t)PO(I)
)

ddlv dle )
/ mddlv dZ’U ‘ 2d dt — / mddw \Il‘(ii,ﬁ}75)1d$dt7

(\ll‘.ﬁ“’e)ldxdt

on peut calculer le gradient de J,, en projetant % sur les ondelettes duales (@?Z’E)Q et
. sur (\il;hlfe)l
En utilisant la formule

2
- <%> o dw 2 : 2 : \dew €
- E C]WL’HMk Jmin,k + i,k *jk

P ]mznyk

on aboutit dans ce cas & 'algorithme de descente suivant

Algorithme 3 (GDDWD).
Ingtialisation : 7 > 0, (ddiv)O

Itérations :

_ZZ ddwe dwe ZZ ddwe d’L’UE)l

X
ml:ﬁl’—/ (p1 — po)dy et p' = p' +tp1 + (1 —t)po
0

i\ 2 i
Calcul des coefficients d’ondelettes ijm,kvd;,kv dJQ-,k et d?,k du vecteur <— <m> ,2m,>
(Vi)' = (c,d)
(ddiv)i—H _ (ddiv)i _ T(va)z
4.1.3 Calcul du gradient a ’aide des matrices de Gram

La deuxiéme méthode pour calculer ce gradlent consiste en la projection des coeffi-
cients AT —JF (1@ —po@)dy) o @)~ [ p1

(A(AMY)+tp1 (z)+(1— tpo(x A(A)+ tm x) 1 tpo )2
N ¥ k, définies dans les équations 1 ) et 1

sur les ondelettes \I'J.l,’ek/ et
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Utilisation des ondelettes périodiques

Comme précédemment, dans le cas des ondelettes périodiques jmin = 0 et nous
considérons 1) = 1! (voir proposition . Nous avons donc comme base d’ondelettes celle
détaillée dans I’équation et il faut faire la transformée en ondelettes sur les espaces
appropriés pour faire apparaitre des matrices de Gram. En se rappelant que le gradient
s’écrit

agw d1v ddlv fo (pl (y po(y))dy dw €

adgf“lff / / AAMY) +tpr(x) + (1 —t)po(w)( :
m(d™) — [ (p1(y) — po(y))dy)?
(

( dwe
( (ddlv)+tp1(x _|_( —t)po .I')) ( ) dxdt

di oo ) . . .
avec les ondelettes \I/jzlf’6 définies dans 1’équation 1} on souhaite décomposer % et

2
(m) sur
P

dle fo 2. 2¢
pA) +tpi(z ) + ( > Z i (Vi)

€ J k’
et
(m(dV) — — J5(p 1 1
d /’E ! (‘y'/’E /)
(ﬁ(dd”> +tpi(a >+ (1 ZJ; AT

ol \I!jl,’fk, et \I’J.Q,’fk/ sont définies dans les équations 1} et 1D On a donc pour le
gradient de J

0 .
8w dw _22 k/ < ( : k/>7 dzve Z k/ < ( /k/> 7(\1,317113,5)1 >,

div, E
8dj7k i’k ik

et en particulier pour les différentes valeurs de e = 1,2 ou 3

agw v 1

addiv,l(dd )= - Zd'k/<1®¢? k’71®(¢g2k2)/>-
j .k ik

8811) dw

8ddw2d _QZd /<¢O'k'®1(jlk1)®1>-
ik JK

88“’ dw 0 1 1 / 1
Mmg (A") =23 iy <h e © gy s (V1) @By gy >
j,k / k/

0 1 1 I
o Zd k< ¢J ki ® wjévklz’ ik & (wj27k2) >
JK
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On dénote par C° la matrice qui a pour éléments W% K (wjl.hkl)’> et M la matrice de

Gram de la base 9!. Le calcul de ces deux matrices peut étre trouvé dans [50].
On obtient

pour € =1, V'J,(d") = —d"'C”,

pour € = 2, V2], (d") = 2C°d*?,

pour € = 3, V3Jw(dd“’) — 200323 M — Md1’3CO,
et I'algorithme de descente suivant
Algorithme 4 (GDGMP).
Initialisation : T > 0, (ddi“)o

Itérations :

2 :2 : dwe dwe 2 :j : dwe dM)E)l

m' = ' —/ (p1 — po)dy et p' =" +tpr + (1 —t)po
0

Calcul des coefficients d’ondelettes (dJ ) de T2 p

Calcul des coefficients d’ondelettes ( < p )

(V') = —(d")' CY et (V2 J,)' = zc*)(d“)z

(V3J,)! =2C°(d*3)'M — M(d"?)'C”

(ddzv)z—i-l (ddzv)z _ T(VJw)i.

Utilisation des ondelettes respectant des conditions de type Dirichlet

Comme dans la section 2| dans le cas des ondelettes sur [0, 1] Jmin # 0 et nous
considérons 1 = ¢? (voir deﬁmtlon ' Il faut procéder comme explicité dans la section
précédente avec les ondelettes périodiques mais avec la base d’ondelettes définie par
I'équation ({.1). Il n’y a pas de simplifications avec cette base, c¢’est-a-dire qu’aucune des
composantes des différentes ondelettes & divergence nulle ne s’annule.

4.2 Algorithme primal-dual

4.2.1 Introduction

Avant de détailler I'application de l'algorithme aux différents cas étudiés dans le
chapitre[3] commengons par introduire I’algorithme primal-dual. Pour ce faire, nous avons
besoin d’éléments d’analyse convexe qui seront définis ici. Pour plus de détails ou pour
aller plus loin on peut lire par exemple [76] [75] ou [6].
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Soient X et Y deux espaces vectoriels réels, munis d’un produit scalaire < .,. > et de
la norme ||.|| =< .,. >'/2. On considére un opérateur linéaire continu K : X — Y et la
norme

|| K[ = max{||Kz|| : # € X, [[z]| < 1}.

On dénote par I'g(X) 'ensemble des fonctions propres, convexes et semi-continues in-
férieurement sur X. L’algorithme primal-dual permet de résoudre le probléme primal
non linéaire

?él)I(lF(Kx) + G(z), (4.3)

ou F appartient a I'g(Y) et G a I'g(X). La transformée de Legendre de la fonction
F eTy(Y), est définie par

F*(y) = max(z,y) — F(x). (4.4)

L’algorithme que 1'on considére ne va pas utiliser la formulation (4.3)) du probléme mais
sa formulation primale-duale

m(;n max (K¢, z) + G(¢p) — F*(2). (4.5)

Définissons a présent 'opérateur proximal de F', pour un paramétre o > 0
Y —-Y
ProXep : g+ argmin (3lz —y[®>+oF(y)).
Yy

L’application y — %\CE —y|? +0F(y) est fortement convexe. En effet, une fonction propre
f est fortement convexe de constante 8 € R si

Va € dom f, Vy € dom f, Va €]0,1]
flaz + (1~ ay) + a1~ a) 5 la — 4l < 0f (@) + (1~ ) (y)

Une fonction fortement convexe étant strictement convexe, y — |z — y|> + oF(y) ne
posséde qu’un seul minimum. Par ailleurs, en définissant le sous-différentiel OF de la
fonction F' en x par

OF(z) ={t € H|(Vy € H)f(y) < f(2)+ <1, (y —z) >},
une autre définition de 'opérateur proximal s’écrit :
1
§ = prox,¢(r) & r— g€ ;Gf(g)) s je (Id+odf) ) (4.6)

Un élément de 'ensemble OF est appelé sous-gradient de F' en z et la formulation ci-
dessus est caractéristique des algorithmes de sous-gradient.

L’opérateur proximal admet plusieurs propriétés qui, généralement, permettent de le
calculer aisément, voir [22] :
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e Si F' € I'g(X) est une fonction positivement homogéne alors c’est la fonction
support d’un ensemble convexe fermé et non vide et sa transformée de Legendre
est la fonction indicatrice de cet ensemble dans le sens :

Osiz e F
LE<x>:{

+o00 sinon.

e [’opérateur proximal de la fonction indicatrice d’un ensemble non vide, fermé et
convexe est la projection sur cet ensemble.

e L’opérateur proximal de la transformée de Legendre d’une fonction F' € T'o(X)
peut étre calculé a l'aide de 'identité de Moreau [67], pour x € X

T = Prox,p- () + 0 proxp/, (z/o). (4.7)

On peut donc calculer simplement 'opérateur proximal de F' en fonction de celui
de F™*, et inversement. On suppose que F et GG sont simples c’est-a-dire que leurs
opérateurs proximaux peuvent se calculer “aisément”.

Finalement, 1’algorithme primal-dual ([I6]) que l'on va considérer par la suite est le
suivant :

Algorithme 5.
Initialisation : 7,0 > 0,60 € [0,1], (¢°, 20 = K¢°,¢° = ¢°).
Ttérations :
2 = proxg. (2" + o(K¢"))
ot = Prox, . (¢ — TK*2"H)
(572-5-1 — ¢7L+1 + 9(¢7L+1 _ ¢Z>
— La premiére étape peut étre réecrite
2 = proxg. (2" + o(K¢Y)
& (Id+ 0dJ*) 2 = (28 + o(K¢Y))
oM =2 4 o(Kg — 0T (7
ce qui correspond a un algorithme de sous-gradient (4.6) permettant de résoudre
max <K¢7 Z> - J*(Z)u
4

ou z — (K¢, z) — J*(z) est concave car J* est convexe.
— La seconde étape s’écrit

¢i+1 — PrOXLCO ((Z)z _ TK*ZiJrl)
& (Id+ 10y "™ = (¢° — TK*2)
o ¢i+1 — ¢z _ T(K*zi—i—l + @Lco (d)z+1)>)
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ce qui correspond & un algorithme de sous-gradient (4.6) permettant de résoudre
min (9, K*2) 4 10y (0),

ot ¢ — (¢, K*2) 4+ 1c,(¢) est convexe car (¢, est convexe.
L’algorithme ci-dessus résout donc bien I’équation primale duale (4.5]).

Convergence de 1’algorithme

On suppose qu'’il existe une solution (c;Aﬁ, Z) au probléme . Il a été prouvé [15] 16
45] que pour 6 = 1 et o7||K|[|? < 1, le couple (¢, z*) calculé avec l’algorithme converge
vers la solution ((;3, z) de |i si X et Y sont de dimension finie.
Nous avons donc la convergence de l'algorithme pour le probléme discrétisé qui sera
détaillé pour chaque cas dans les paragraphes suivants.

4.2.2 Application au cas (p,m) =V x ¢

Dans un premier temps, nous considérons le cas (p,m) = V x ¢ (section [3.2)), dans
la formulation de type surface minimale (3.22)) puis dans la fonctionnelle J (3.18]). Ces
deux formulations ne sont valables que pour la dimension 1 en espace.

Minimisation de la formulation de type surface minimale

Nous détaillons tout d’abord la minimisation de la formulation de type surface mini-
male quand on utilise pour p une formulation fonction de courant (3.22)

min 3,,s(V6) + 0, (6) = min V61 + e, (6) (48)

ol on considére K = V, le gradient, qui est bien linéaire et continu de H'(Q) dans
(L*(Q))?, la fonctions Jms(y) = [|yll1 et G(y) = e, (y), la fonction indicatrice de I'en-
semble des conditions sur le bord pour ¢
Co= {0, 60.2) = [ po(s)ds = Ro(w), o(1,2) = [ pr(s)ds = Ba(a),
0 0
6(t,0) = Ry(0) = Ro(0) = 0, 6(t,1) = Ry(1) = Ro(1) =1} (4.9)

qui sont propres, convexes et semi-continues inferieurement dans (L?(Q))? et H'(Q)
respectivement. La formulation primale-duale associée & cette minimisation est

min max (2.V¢) +¢ —Jrs(2).
$cH(Q) Z€(L2(Q))2< ?) +10y(9) (=)

Nous allons avoir besoin dés & présent de définir le cadre discret dans lequel nous utilisons
Palgorithme. Sur la grille discréte, G¢, définie dans la section [|.||1 s’écrit

v =D laxl on |zi| = /(2})? + ()2,
keGe
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par conséquent nous avons,

prox,s (x) = prOXaH.Hl(ﬂf) = (proxaH Tk )keGe-

L’opérateur proximal de la transformée de Legendre de la fonction J,,,s = |.| est le suivant,
pour tout ¢ € R?

&
H)z

ce qui est détaillé dans ’appendice Ainsi Proxgg. —est une projection euclidienne

proxX,g. (c) = min(c,

point par point sur la boule unité de centre 0 de R?2. Comme tc , est la fonction indica-
trice d’'un ensemble fermé, non vide et convexe, son opérateur proximal est la projection
sur I’ensemble Cy, que l'on va dénoter par la suite P¢,. On obtient donc dans ce cas
I’algorithme suivant :

Algorithme 6 (PDMSSF).

Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = V¢, PO = #°).

Itérations :
2 = ProX g« (2" + o (V')
Gt — 9’0¢(¢i VL
Gl = il 4 (it — ),

Il a été prouvé dans [I5] que pour § = 1 et o7||V||? < 1, ¢ calculé a l'aide de
I’algorithme ci-dessus, converge vers la solution du probléme discrétisé :

min Y Joms(Vér) + te, (6r) (4.10)

keGe

Une analyse de cet algorithme nous dit que :
e la premiére étape consiste en une projection point par point sur la boule unité de
centre 0 de R?,
e la deuxiéme étape consiste a appliquer les bonnes conditions sur le bord.

Minimisation de la fonctionnelle J

Nous voulons & présent minimiser ((3.18))

1
IV x ¢) = / / J(V x ¢(t, x))dxdt
0 Jo
dont la formulation primale-duale est :

min max(K. ) + 1¢,(0) — 3°(2) (4.11)
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ot K = Vx, opérateur rotationnel, est un opérateur linéaire et continu de H'(Q) dans
(L*(Q))?, 3% : (L*(Q))* — [0, +00), la transformée de Legendre de J et ic, : (H'(Q)) —
[0, +00), la fonction indicatrice de I’ensemble Cy, qui sont propres, convexes et semi-
continues inferieurement. La fonctionnelle discréte J s’écrit pour (p,m) discrétisé sur la

grille centrée G° définie dans la section [5.1] :
Ip,m) = > J(pk,mi), (4.12)
keGe

ou la fonctionnelle J est définie par (2.16]), et alors,

proxw(;v) = (pl"OXny(xk))keGﬂ-

Comme J est positivement homogene, il a été prouvé [7, [69] que la transformée de Le-
gendre de J est la fonction indicatrice d’'un ensemble convexe, J* = ¢ P, OU

{ Py ={(21,2); Yk € G, (21,22)1 € Py} (4.13)

2
Py ={(t,z) e Rx R", t+ 2= <0},
La preuve figure dans I"annexe

Cela implique que prox, j« est la projection sur le paraboloide Py, que l'on va dénoter
Pp,.

Proposition 10. La projection sur le paraboloide Py = {(a,b) € R x R, a + % = 0}
d’un point o Uextérieur de Py est

.
CPPJ(ZLZZ): Tab

ot b est la solution réelle de I’équation cubique en X

—X3
C’(X) = 5 —(1+21)X—|-22

dont le signe est le méme que celui de zo.

Démonstration. Pour expliciter la projection Py = {(a,b) € R xR, a+ % = 0}, nous
dénotons la projection de (21, z2) sur le paraboloide par (@, b).

En remarquant que la normale au paraboloide est le vecteur (1,5) au point (a,b),
nous obtenons I’équation suivante

(@b) = (21,22) // (1,b)
-~ (d—zl)g—(l;—zg) =0.
Donc nous avons le systéme suivant :

(&—21)6— 5—2’2) =0 o (—%—21)6—(6—22) =0
a+ - a =B

w‘%l/—\
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a :—? a :—7

S S & — =5 _ i _
<:>{ 5 Zlf) b+ 2o 0 <:>{ 5 (14:21)b+22 0 (414)

Il faut ensuite résoudre cette équation cubique (4.14) en utilisant la méthode de Cardan.
La solution qui nous intéresse est la solution réelle du méme signe que zo. O

Remarque. L’intérét de cette projection est son exactitude et le fait que c’est une
méthode directe contrairement & d’autres méthodes (méthode de Newton,...).
Nous obtenons finalement 1’algorithme

Algorithme 7 (PDSF).
Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = V x ¢°, ¢° = ¢V).

Itérations :
= Pp, (2 4+ o (V x §1))
¢ =P, (¢ — TV x 2
Q;H_l — ¢i+1 + 9(¢i+1 _ ¢'L)
Remarques.

e Comme précédemment, pour § = 1 et o7||V x ||2 < 1, ¢ calculé a I'aide de 1’algo-
rithme ci-dessus, converge vers la solution du probléme discrétisé de minimisation

e (119,

e Le calcul de Pp, revient a la résolution d’une équation du troisiéme ordre en
chaque point de grille, alors que P, correspond simplement a appliquer les bonnes
conditions sur le bord.

e En dimension, 2 il y a deux opérateurs rotationnels adjoints I'un de l'autre, 'un
est vectoriel V X ¢ = (0,0, —0y¢) et 'autre scalaire V* X (¢1, ¢p2) = 0x¢1 — Oy a.

4.2.3 Application au cas (p,m) =V x ¢+ Vh

Nous considérons a présent le cas (p,m) = V x ¢ + Vh (section [3.3), pour la for-
mulation de type surface minimale puis la fonctionnelle J (3.27). La premiére
formulation est valable en dimension 1 en espace seulement alors que la seconde est
valable en dimension 1 ou 2 en espace.

Minimisation de la formulation surface minimale (dimension 1 en espace)

Nous voulons & présent résoudre ’équation (3.32))
100 3o (V) + 1y (6) = min [V6 = ¥ x A1 +1c,(6) (4.15)

ou on prend K =V, le gradient, comme dans le premier paragraphe de la section [£.2.2]
et les fonctions Jmsn(y) = |ly — V x hll1 et G(y) = tc,(y), la fonction indicatrice de
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I'ensemble des conditions sur le bord Cy = {¢, ¢|ag = 0}, qui sont propres, convexes et
semi-continues inferieurement dans (L?(Q))? et H'(Q) respectivement. Sa formulation
primale-duale est

min mas{2.V6) + 16, (6) — 85
Pour (a,b) = V¢ :

Imsp(a,b) = |[(a = Oh, b+ Oth) [y = Y Tmsnlanbp) = > [(ar — Ozl by, + Oshy)].
keGe keGe

En notant ¢ = (a,b) on obtient la proposition suivante :
Proposition 11. Pour tout c € R, soit

In(e) = J(c+ N,
la transformée de Legendre de Jy et son opérateur prozimal s’écrivent

Ji(e) = J7(¢) = (A 0),

et
Prox., s« (¢) = prox. s« (c +YA).
Démonstration.
J3(6) = max (z,0) — Jn(x)
= max (x,c) — J(z+ N)
= max (x — A c)— J(x)
= J(e) = (N0,
et

e .
prox., s« (c) = argmin §|a: —c)? +~J; (:U)]

T

= arg;rnin %|x — >+ (J*(z) - <>\v$>)]

1
= argmin i\m — A —c*+ ’yJ*(J;)]

T

= prox., s« (¢ +YA).

On peut a présent prouver la propostion suivante :
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Proposition 12. Pour tout ¢ € R?, l'opérateur prozimal de Hjns’h est

(c—~V x h)

\c—'nyh|)’

proX,g. (¢) = min(c — vV x h,

On observe alors que prox.g=  est la projection euclidienne point par point sur une boule
unité de R?.

Démonstration. D’apres 'appendice |A.1 proxwg;km(c) = min <c, ﬁ) On obtient donc en

utilisant la proposition précédente :

(c—~V x h)

(c) = ProX.gs (c+7v(=V x h)) =min(c — vV X h, e — 7V x A

)

Prox.g

*
ms,h

O]

Etant donné que tc, est la fonction indicatrice d'un ensemble non vide, fermé et
convexe, son opérateur est la projection sur l’ensemble Cp, que l'on va dénoter P¢,.
On obtient donc dans ce cas l'algorithme suivant

Algorithme 8 (PDMSHH).
Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = V¢, PO = #°).
Itérations :
PARREE proxUH(zi + (V@' —V x h))
P =Py (9" — TV
FHL = gLy (gt — o),

Pour § = 1 et o7||V||? < 1, ¢' converge vers la solution du probléme (4.15) discrétisé :

min Z Jms’h(VQSk) + oy (¢k), (4.16)
keGe

et comme précédemment, les deux étapes de ’algorithme sont des projections point par
point.

Minimisation de la fonctionnelle J (dimension 1 ou 2 en espace)
Nous appliquons a présent 'algorithme a (3.27) reformulée :

min max(K o, 2) +16,(6) = 33(2). (4.17)

ou
— K = VX, le rotationnel de H'(Q) dans (L*(Q))?, 35 : (L*(Q))? — [0,+0c) en

dimension 1,
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— K = Vx, le rotationnel de (H'(Q))? dans (L*(Q))?, 35 : (L*(Q))® — [0,400) en
dimension 2.
Comme rappelé dans le paragraphe 2 de la section la transformée de Legendre de
d est la fonction indicatrice d’un paraboloide et donc prox. ;. est la projection sur ce
paraboloide que 'on explicite comme suit :

Proposition 13. La projection sur le paraboloide Py = {(a,b) € R x R?, a + @ =0},
d’un point o Uextérieur du paraboloide Py, s’écrit

P . —52 Z9
PJ(’zl?zQ)_ 2 ’1—‘1-2’1—’-62/2 )

ot b est la solution réelle positive de 'équation de degré trois en X

_X3
C(X) = —— — (L +2)X +|zl.

Démonstration. Si on appelle (a,b) la projection de (z1,22) sur le paraboloide, comme
(21, 22) est sur la normale au paraboloide en (a, b), c’est-a-dire (1,b), on a

Donc on obtient A = z; — a et pour la projection en 3 dimensions on doit seulement pro-
jeter (z1,|22|) sur le paraboloide en deux dimensions qui est U'intersection du paraboloide
en trois dimensions et du plan qui contient ’axe de la variable temporelle et (21, z2). On

a donc
22
7r, (o laal) = (55-.5)

ou (3 est la solution réelle positive de I’équation cubique en X, C(X) = _TXB —(1+2)X+
|z2| = 0 et on obtient que @ = —/32/2. De (4.14)), on déduit que

zo 29
14X 1+z+82/2

)\:zl—d:zl+ﬁ2/2etl~7:

Il faut maintenant vérifier que l'on a bien 1 + A # 0. Si 1 + X = 0 alors, de (4.14)) on
déduit . 3

z9 — b= —b et donc z9 = 0.
La paire (21, 22) est en dehors du paraboloide P; par hypothése donc 21 + |22|%/2 > 0 et
dans ce cas z; > 0. De fagon similaire, la paire (a, b) dans le paraboloide P; donc a < 0.

Mais de (4.14]) on a que

zi=a+A=a—-1<0

ce qui n’est pas possible. Donc 1 4+ X\ n’est pas nul. ]
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Remarque. Comme précédemment, I'intérét de cette projection est son exactitude et
le fait que c’est une méthode directe.

On peut définir la nouvelle fonctionnelle discréte, pour (a,b) =V x ¢ :
Hh(a, b) = H(CL + c%h, b+ Vxh) = Z Jh(ak, bk) = Z J(ak + 8thk, by + Vxhk)
keGe keGe
Cette nouvelle fonctionnelle étant écrite en fonction de J, on peut déduire de J* la forme
de J; et la forme de prox, ;- de celle de prox, ;.. En effet, Uopérateur proximal de J*
a été calculé dans la section et est la projection sur la praboloide Py (4.13), Pp,.
D’aprés la proposition l'opérateur proximal de J; s’écrit :
prox. 5. (¢) = prox,g. (¢ + 7(Vh)) = P, (¢ ++(Vh))
Nous obtenons finalement ’algorithme primal-dual suivant :

Algorithme 9 (PDHH).
Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = V x ¢°, P = #°).
Itérations :
ZH = Pp (20 4+ 0(V x ¢ + Vh))
ot = i])co(qbi —7V* x 2
Gl = gitl 4 (¢! — ).
Comme précédemment, le calcul de la projection Pp, est la résolution d’une équation

du troisiéme degré en chaque point de la grille, alors que P¢, est la mise a zéro des valeurs
sur le bord.

Remarque. Analytiquement 'opérateur rotationnel est auto-adjoint. Cependant, selon
la discrétisation utilisée il peut ne pas l'étre. C’est pourquoi nous garderons dans les
notations V et V*.

4.2.4 Autres applications
Changement de la fonctionnelle

Dans [82], Valkonen propose d’étendre l'algorithme primal-dual dans le cas ou K est
de classe C? peut étre non linéaire. Si on considére I’algorithme @ (PDHH), l'idée est
la suivante. Au lieu de minimiser J,(K¢) avec K¢ = V X ¢, on minimise J(K¢) avec
K¢ =V x ¢+ Vh, I'étape faisant intervenir ’adjoint étant opéré avec le linéarisé de K.
Cest-a-dire :

Algorithme primal-dual Algorithme primal-dual non linéaire
min 3, (K¢) + 10y (9) min §(K¢) + 1cy (¢)
ou Ko =V x ¢ ot Kp =V x¢p+Vh
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Le nouvel algorithme obtenu s’écrit :

Algorithme 10 (PDNL).
Initialisation : 7,0,0, (¢9,2° = K¢°).

Itérations :

ot = ProX,, . (¢° — T[VEK (¢")]*2"),
&H—l = ¢i+1 + 0(¢i+1 _ ¢1)7
2Tl = Prox, 4« (28 + oK (1)),

ou [VK] est la linéarisation de I'opérateur K. Notre opérateur K étant affine, sa linéari-
sation est simplement [VK] = Vx. On observe donc que P'algorithme [9] est le méme que
celui que nous venons de décrire. Les deux méthodes sont donc équivalentes dans notre
cas.

Dans le cas général, en notant <ZA>, Z le point selle du probléme primal-dual que l'on
considére, pour pouvoir utiliser algorithme PDNL il faut vérifier les deux proprétés, non
triviales, suivantes :

e Soit

(o0 + VE@):
Hyl0:2) = ( 08° () ~ (VK ()6 — ¢ ) ’

ou ¢y = [VK(4)]¢ — K(¢). L'inverse de H; doit étre pseudo-Lipschitz, ce que
Pon appelle la propriété de Aubin (voir remarque ci-dessous).

e La variable duale Z doit étre petite dans le voisinage des points ou K n’est pas
linéaire.

Remarque. On dit que S vérifie la propriété de Aubin en @ pour @ si le graphe de S
est localement fermé et s’il existe §, p et [ strictement positifs tels que

inf |Ju—of| <Iljw =S, [[u—dl| <6, [[w—b]| <p.
v,weS(v)

Changement de 'opérateur

Dans le cadre de 'utilisation des variables de Clebsch, il faudrait utiliser I’algorithme
PDNL, en minimisant

min §(K7) +c,(7)

avec
(py,m) = Ky =Vy x Vya X ... x Vyp_1, (4.18)

en dimension n, pour un ensemble de contraintes C bien choisi.
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Chapitre 5

Applications Numériques

Nous présentons dans ce chapitre quelques applications numériques des différents al-
gorithmes développés au chapitre précédent. Pour cela nous commencons par détailler le
cadre discret dans lequel nous effectuons nos implémentations. Ensuite, nous analysons les
implémentations développées pour des images 1D. Nous commengons par une premiére
validation d'un algorithme utilisant les ondelettes périodiques. Puis, nous appliquons
deux formulations utilisant la minimisation de la fonctionnelle issue du transport opti-
mal J a l'aide de la représentation par fonction de courant ainsi que par la décomposition
de Helmholtz-Hodge. Enfin, deux autres formulations utilisent ces mémes décomposi-
tions mais dans des formulations de type courbure minimale. Nous montrons que toutes
ces formulations sont plus performantes que ’état de l'art. Dans le cas d’algorithmes
pour des images 2D, nous comparons la minimisation de la fonctionnelle J utilisant la
décomposition de Helmholtz-Hodge & 1’état de ’art et montrons les performances de nos
implémentations Matlab et C++. Nous finissons ce chapitre par deux applications a des
images réelles.

5.1 Description du cadre discret

Nous détaillons dans la suite le cadre discret de I'implémentation des algorithmes
développés dans la section [4.2]

5.1.1 Discrétisation pour des images 1D

Nous commencons par décrire les grilles discrétes utilisées pour 'implémentation des
différents algorithmes développés pour des images 1D.

Grilles centrées.
L’évaluation de la variable duale z(t, z) est effectuée sur une grille réguliére G! de taille
M x N, alors que celle de la variable primale ¢(t, z) est effectuée sur une grille réguliére
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G de taille (M + 1) x (N +1). Ces grilles sont définies par

G = {ti,zjhi<i<m, 1<5<N, (5.1)

c2
G = {ti—1/2, Tj_1/21<i<M+1, 1<j<N+1

' _ =12 ‘ _j-1/2 . NP
tic1/2 = 31y % = woir %i-1/2 = ‘Ng1 les points de discrétisation

avec t; = ML—H’
de @ = (0,1) x (0,1).

L’introduction de la grille centrée G s’explique par la contrainte de divergence nulle
du vecteur (p,m). En effet, dans le cas de signaux 1D, (p,m) = V x ¢ ou (p,m) =
V X ¢ + Vh et nous utilisons des grilles décalées décrites dans le paragraphe suivant
pour respecter la contrainte de divergence nulle. Il faut donc placer ¢ sur une grille qui
permette au rotationnel d’étre sur la grille décalée, cette grille est G2,

Grilles décalées.
La propriété la plus importante du couple (p,m) est qu’il est & divergence nulle. 11 est
donc naturel d’utiliser une grille décalée pour y définir p et m, et ainsi vérifier I’équation
de continuité aux points de la grille centrée. Nous définissons cette grille, G*!, par :

1
Gi = {ti—1/2, Tjh<i<M+1, 1<j<N,

sl
Gy = {ti, Tj_1j2}1<i<M, 1<j<N+1-

2 ¢ 6

J=1_+ pu Pu Pm

[0 y ) x
t e L T

1=1

1=1
FIGURE 5.1: Répartition des valeurs de ¢ sur la grille centrée G2, de z sur G°! et de

(p,m) sur les grilles décalées G*1.

Nous noterons dans la suite la valeur d’une fonction u au point (¢;, z;) par u(t;, ;) = u; ;.
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Interpolation.
Pour évaluer les valeurs d’un vecteur u = (u!, u?) sur la grille centrée G! a partir de ses
valeurs, 4, données sur la grille décalée G, on a besoin d’un opérateur d’interpolation,
dont la premiére composante est donnée par :

, : 1, _
VI<i<M VI<j<M, uj= §(u}+1/27j + 8 _1)95),

la seconde par

1

VI<i<M VI<j<M, uj= §(ﬂ?,j+1/2 +azz,j71/2)7

et d'un opérateur adjoint évaluant les valeurs sur la grille G*! d’une fonction scalaire v
sur G -

V1,5 sii=1
1 . .
Vi_1/25 = Vi + vi—1; Sl 2<i< M
uar sii=M+1.
et
Vj,1 sij=1
_9 . .
Vij—1/2 =4 Vij tVij-1 Sl 2<j<N
Vi, N sij=N+1.

Les opérateurs gradient, divergence et rotationnel.
Pour discrétiser les opérateurs divergence, gradient et rotationnel, on utilise les différences
finies centrées.

Le gradient discret, qui est une matrice de vecteurs, et 'opérateur divergence, qui

est son adjoint, sont
— at * a? . a* *
V = <3z) et V*'. = <8;>'_at + 0;.

L’opérateur discret de dérivée partielle par rapport & la premiére composante s’écrit
9y : GY — G3Y, pour v € G -

(Ov)it1/2,5 = Virj — vij, 1<i<M-—1,1<j<N,
et la seconde s’écrit 0, : Gt — G5, pour v € G°!
(020)ijp1/2 = Vi1 —vij, 1<i<M, 1<j<N-1

L’opérateur de dérivée partielle adjoint pour @ = (a', u?) € G*! est défini par

_a —_—
Uy iy sit=1
*—1 _ =1 _ o1 H : _
Ofu')ig =19 Wicijzy ~Uiprppy S12si=M-—1
71 N
Upr_1/2,5 sit= M,
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et

-9 —
“Ui141/2 sij=1
=2 =2 —92 . .
(0pu%)i; = Uij—1/2 — Yijy12 S 2<j<N-1

_2 O
U N1/ sij =N,

Nous montrons dans ’annexe [B| que les deux opérateurs sont bien adjoints.
En ce qui concerne l'opérateur rotationnel et 'opérateur rotationnel adjoint, on

Ox «_ (O
Vx = <—3t> et V'x = (—8;‘)'

L’opérateur discret de dérivée partielle par rapport a la premiére composante s’écrit
Oy : G — G3L pour v € G2

considére :

(010);i j—172 = Vig1/2,j-1/2 — Vi-1/2,j—1/2, 1<i< M, 1<j<N+1,
et la seconde s’écrit 9, : G2 — G5!, pour © € G :
(020)i—1/25 = Vic1/2,j41/2 — Vic1/2j-1/2, 1 <i<M+1, 1<j< N,

L’opérateur de dérivée partielle adjoint pour @ = (@', @?) € G*! est défini par

—?TL% j71/2 sit=1
—2 =2 —9 . .

(aiku )i—1/2,j—1/2 = Wi q-1/2 ~ Y172 Sl 2<i< M

Wy i1y sii=M+1.
et
-1 L1
1“1‘71/2,1 ) s1 )

<8;121)%'—1/271'—1/2 = ai—l/Q,j—l - @¢—1/2,j s12<j<N

Ui /9N sij=N+1

5.1.2 Discrétisation pour des images 2D

Nous décrivons & présent les grilles discrétes utilisées pour I'implémentation des al-
gorithmes dédiés aux images 2D détaillés dans la section

Grille centrée.
La grille centrée réguliére utilisée en 2D est définie par

C
G° = {ti, zj, Yr F1<i<M, 1<j<N, 1<k<P;

en gardant les mémes notations que pour la discrétisation 1D. Elle sert & évaluer p et m
pour calculer la fonctionnelle J ou pour évaluer la variable duale z lors de I'algorithme
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primal-dual.

Grilles décalées.
Nous devons ensuite introduire deux grilles décalées pour évaluer les opérateurs diver-
gence et rotationnel, comme illustré sur la figure [5.2
La premiére grille G*! nous permet de discrétiser (p,m) en accord avec la condition de
divergence nulle et est définie par :

sl
Gi* = {ti—1/2, Tj, Yk}1<i<M+1, 1<j<N, 1<k<P
sl
Gy = {ti, Ti-1/2, ?/k}lgz’SM, 1<j<N+1, 1<k<P,
sl
Gy = At @5, Ye—12h1<i<M, 1<5<N, 1<k<P+1-
y
La seconde grille G*2 est nécessaire pour définir ¢ afin que son rotationnel, V x ¢, soit
positionné sur la grille G*' :
s2
G = {t;, Tj—1/2 yk71/2}1§i§M, 1<j<N+1, 1<k<P+1,
s2
G, = {ti—1/27 Ly, yk—1/2}1§i§M+1, 1<j<N, 1<k<P+1,

2
GZ = {ti—1/2, Lj—1/2) yk}1§i§M+l, 1<j<N+1, 1<k<P-

En effet, le couple (p, m) placé sur la grille G*1 est égal & V x ¢ + Vh.

X ° ¢
) T
+ + /

X t ® ®

Une cellule de la grille G*' pour I’évaluation

) ) Lo Une cellule de la grille G*2 pour définir
de I’équation de continuité pour

(¢1, ¢2, ¢3) dont le rotationnel se trouve sur
(pymi,ms) = V % ¢+ Vh la grille décalée G*'.

FIGURE 5.2: Grilles décalées pour des images 2D.

Les opérateurs interpolation, gradient et divergence.
Ces opérateurs sont les généralisations en 3D de ceux décrits pour des signaux 1D.

Opérateurs rotationnel.
Pour utiliser I’algorithme primal-dual, il faut définir un opérateur rotationnel discret et
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un opérateur rotationnel discret adjoint. Nous définissons I'opérateur rotationnel par la
matrice

0 -8, 0,
Vx = 8y 0 — 8t
—0r O 0

et donc 'opérateur adjoint approprié doit étre 'opposé du rotationnel déduit des opéra-
teurs de dérivées partielles adjoints :

0o 9 -0
Vix =[-8 0 g
o o 0

5.2 Comparaisons et tests numériques

Dans cette section, nous allons discuter des applications numériques des algorithmes
développés dans le chapitre |4 & des signaux 1D et des images 2D.

5.2.1 Algorithmes pour signaux de dimension 1.
Descente de gradient sur coefficients d’ondelettes a divergence nulle

Nous étudions I'algorithme GDDWP (algorithme [2)) développé dans la section
dans le cas des ondelettes périodiques & divergence nulle. Cet algorithme utilise une des-
cente de gradient sur les coefficients d’ondelettes, le gradient étant calculé par projection

2 . AT
de 2 et & sur des ondelettes particuliéres. Par simplicité, on notera dans les figures de
cette section les différentes fonctionnelles J et J,, par J.

Pour tester et comparer ces différents algorithmes nous allons tout d’abord étudier
le cas du déplacement d’une gaussienne vers une autre gaussienne de méme variance,
ce qui est un exemple classique dont on peut facilement calculer la solution analytique.
Nous allons donc choisir pour pg une gaussienne et pour p; une translaté de pg comme
le montre la figure [5.3
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0

FIGURE 5.3: Représentation des deux densités pg et p1, deux gaussiennes avec la méme

variance.

On a choisi
—(z —0.35)2 —(z — 0.65)2

- i 1 - ) 1= - 0.
pole) = eon (5= PPE ) 0 et ) = eap (TGN ) 40 = ol - 03),

ce qui donne T'(z) = 2+ 0.3 et Ty(x) = (1 —t)xz +tT(x) = 4 0.3t. On obtient alors que

(2) = p°(t, Ty(2)) . Va (0T () (5.2)
< po(z) = p°(t,x + 0.3t) :

< po(x —0.3t) = p°(t, z) (5.4)

et dg(po,pl) =0.3.
Remarques. Dans la suite les différentes normes considérées sont toutes des normes

absolues.
Nous comparons dans cette section notre algorithme & une descente de gradient stan-
dard pour la fonctionnelle J sur p et m :
Algorithme 11. (Descente de gradient (DG))
Initialisation : T > 0, (p°,mY).
Itérations :
(V,oJ) = ———% et (VipJ)' = —
’ (0)? " P’
pitt = pt — T(V,J)" et m =m! — 7 (V,,J)
FLmi ) sur la contrainte de divergence nulle

Projection de (p
Mise a jour des conditions sur le bord.

Nous représentons sur la figure la valeur de la fonctionnelle J, pour plusieurs tailles
de maillage et Uerreur sur p au cours des itérations dans le cas de 'algorithme GDDWP
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et dans le cas de 'algorithme DG. Comme on le remarque sur cette figure, I'algorithme
GDDWP converge trés lentement vers la solution analytique, ce qui est di & deux fac-
teurs. Tout d’abord, la fonctionnelle est trés ‘aplatie’, et donc la descente de gradient a
une vitesse de convergence trés lente. Ceci est observeé sur la figure [5.4] qui montre U'erreur
sur p dans le cas de la minimisation de J n’utilisant que p et m (algorithme .

I 0.07 |- I 4
——N=2%] —nN=2*
——N=2° 0.065 ——N=2° |
N=2°® |7 \ N=2°
0.06 | i
0.055] |
0.05
“£0.045
= 0.04
0.035
0.03
10° 10" 102 10° 10’ 102 10°
iterations i iterations i
0.55 7,\,:%4 1 . —N:g‘
——N=2 ——N=2
05r N=2° | N=2°
0.45
0.4F
— = \
~o0as5f = ¥
= =
0.3F '3 4
10+
0.25
10° 10" 102 10° 10" 102 10°
iterations i iterations i

FIGURE 5.4: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p® et de la fonction-
nelle g pour différentes tailles de maillage dans le cas de la figure 5.3 Figures de gauche :
descente de gradient sur les coefficients d’ondelettes. Figures de droite : descente de
gradient sur (p,m).
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GDDWP DG Ps

FIGURE 5.5: Représentation de la densité p(t,z) obtenue aprés 2000 itérations dans

cas de la figure

La deuxiéme source de ralentissement de ’algorithme provient du choix des onde-
lettes. Nous utilisons des ondelettes périodiques, qui interviennent dans deux des étapes
de l’algorithme. Dans le calcul du gradient, nous décomposons % et m—; sur des ondelettes
périodiques, puis nous recomposons m et p a ’aide de bases d’ondelettes périodiques et
donc cela périodise m et p. L’étape de forcage de la prise en compte des conditions sur
le bord va & I’encontre de cette périodicité et donc ralentit la convergence de ’algorithme.

oo La figure représente la densité
e p(t,z) oll nous avons pris pg = p; dans
o e cas de la densité pg de la figure 5.3

On observe alors que lorsque p est pério-
** dique I'algorithme DGDWWP converge
bien plus rapidement que ’algorithme
DG (ﬁgure, car dans cet exemple la
périodicité des ondelettes n’est pas un
probléme.

FIGURE 5.6: Représentation de la den-
sité p(t, ) obtenue aprés 1000 itérations
dans le cas pg = p1.
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10° 10°
—— gpowe
— -1
102 i 107
2
10 10
10°
— 10® _
£ a
< S0t
S 10t =
10°®
10710 .
10°
2]
10 107k
10714 L L 10'8 L L
10° 10° 102 10° 10° 10' 102 10°

iterations i iterations i

FIGURE 5.7: Comparaison & chaque itération de l'erreur L? entre p et p® et de la fonc-
tionnelle dans le cas de la figure [5.6]

Nous avons donc développé un premier algorithme permettant de minimiser la fonc-
tionnelle J a I'aide d’ondelettes a divergence nulle. La vitesse de convergence n’est pas
trés intéressante avec les ondelettes périodiques mais cela a permis de montrer la validité
numérique de 'utilisation des décompositions en ondelettes. Une piste intéressante est
I'utilisation les ondelettes & divergence nulle respectant les conditions de Dirichlet sur le
bord pour résoudre ce probléme [52].

Algorithmes primaux-duaux

Les algorithmes développés dans la section que nous souhaitons étudier sont
— PDHH : minimisation de la fonctionnelle J;, en utilisant (p,m) = V x ¢ + Vh
(algorithme [9)
— PDSF : minimisation de la fonctionnelle § en utilisant (p, m) = V x ¢ (algorithme
7,
— PDMSSF : minimisation de la fonctionnelle J,,s en utilisant (p,m) = V X ¢
(algorithme [6]),
— PDMSHH : minimisation de la fonctionnelle J,,5 , en utilisant (p,m) = Vx¢+Vh
(algorithme [3)),
ainsi que l'algorithme primal-dual développé dans [69] par Peyré et al. et dénoté PD-
POPEI, qui consiste en la minimisation de la fonctionnelle J sur le couple (p,m). Par
simplicité, on notera dans les figures de cette section les différentes fonctionnelles J, Jp
et Jms par J.
Pour tester et comparer ces différents algorithmes nous allons tout d’abord étudier le cas
du déplacement d’une gaussienne vers une autre gaussienne de méme variance, ce qui
est un exemple classique dont on peut facilement calculer la solution analytique. Nous
allons donc choisir pour pg une gaussienne isotrope et pour p; un translaté de py comme

1. https://github.com/gpeyre/2013-SIIMS-ot-splitting
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le montre la figure |5.8

Po
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FIGURE 5.8: Représentation des deux densités pg et p1, deux gaussiennes avec la méme

variance.

On a choisi

-

—(z — 0.25)?
2 %0.12

—(z —0.75)?
2x0.12

) <t mta) = ean

) — ol —0.5),

ce qui donne T'(z) = 2+ 0.5 et Ty(x) = (1 —t)xz +tT(x) = =+ 0.5¢. On obtient alors que

et da(po, p1) = 0.5.

po(x) = p*(t, Ti(x)).Va (0T (x)) (5.5)
< po(x) = p°(t, x + 0.5¢) (5.6)
& po(xr — 0.5t) = p°(t, z)

Dans la suite les différentes normes considérées sont toutes des normes absolues. Comme
on le remarque sur la figure [5.9] aucun des algorithmes ne converge vers la solution ana-

lytique, ce qui est da &

deux facteurs que nous étudierons plus tard. En faisant varier le

nombre de points de discrétisation N, comme sur la figure [5.10] on peut mieux observer
cette non-convergence des différents algorithmes car I'erreur sature en 1072

Remarque. Sans que 'on ait besoin de faire d’opération particuliére, la contrainte
de positivité de p tend & étre respectée au cours des itérations comme c’est le cas sur la
figure [5.10] Ce sera également le cas pour tous les autres exemples étudiés par la suite.
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FIGURE 5.9: Comparaison & chaque itération de l'erreur L? entre p et p° (haut gauche),
entre m et m® (haut droit), fonctionnelle J (bas gauche) et la valeur minimum de p dans
le cas de la figure [5.8]
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PDMSHH
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FIGURE 5.10: Comparaison & chaque itération de erreur L? entre p et p® pour différentes
tailles de maillage dans le cas de la figure [5.8]
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Dans la suite, pour pouvoir comparer un peu mieux les différents algorithmes nous
allons construire une solution de référence qui sera utilisée a la place de la solution
analytique et qui est représentée en noir et gris sur la figure le noir étant 0 et le
blanc 1.

0.07
0.06
0.05
0.04
0.031
0.02

0.01

* L—»
t -0.01D

FIGURE 5.11: Représentation de deux vues différentes de la densité p(t, ) obtenue aprés
10° itérations, pour pg et p; deux gaussiennes avec la méme variance.

On commence par calculer une solution de référence (p°,m®) du probléme discrétisé
en exécutant pendant 100 itérations chaque algorithme que 1’on souhaite étudier. On
compare ensuite ces solutions avec la solution calculée analytiquement dans le tableau

b1

1p* = p°l| 10" — p°lloo
PDPOP || 0.0124589943 0.03087598
PDHH | 0.0124589935 0.03087600
PDSF 0.0124589931 0.03087602
PDMSHH || 0.01245653840 | 0.0308716683
PDMSSF | 0.01245653848 | 0.0308716687

TABLE 5.1: Comparaison de Ierreur sur p aprés 109 itérations de chaque algorithme avec
o=20et N =M =128 dans le cas de la figure 5.8

On se rend donc compte que les solutions de référence les plus proches de la solution
analytique sont celles calculées & l'aide des algorithmes PDMSHH et PDMSSF, c’est-a-
dire calculées en minimisant la fonctionnelle J,,s . Nous utiliserons dans la suite la
solution calculée avec PDMSHH pour comparer les différents algorithmes.

Il est possible d’observer les différences entre les solutions de référence calculées par les
différents algorithmes sur les images
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|PPDPOP - PPDHH! |PPDMSHH — PPDMSSF

e

%1070
e —— “'

lopDMSsHE — P°|

x10*
9
8
7
6
5
4
3
2
1

FicuRE 5.12: Comparaison entre les différentes solutions calculées par les différents al-
gorithmes dans le cas de la figure [5.8]

Comme on le remarque sur la figure ci-dessus, 1’erreur entre deux solutions calculées
en minimisant la méme fonctionnelle (soit J, soit Jms) est en 1079, qu’on utilise pour
représenter le couple (p,m) la décomposition de Helmholtz-Hodge (V x ¢ + Vh), une
fonction de courant (V X ¢) ou aucune décomposition. Alors que 'erreur entre un algo-
rithme minimisant J ou g, et un algorithme minimisant J,,s ou Jpsn est en 1076.
L’erreur par rapport a la solution analytique est due a deux phénomeénes. Tout d’abord,
le premier phénoméne est ’apparition d’oscillations le long des lignes de niveaux de p.
Par ailleurs, on observe une erreur importante en les deux points ((t = 0,2 = 0) et
(t =1,z = 1)) situés sur le bord du domaine ou p est supérieure a zéro et cette erreur
se propage. Cela s’explique par les opérateurs adjoints que 'on doit utiliser dans les dif-
férents algorithmes et qui crééent sur le bord en x = 0 ou = = 1 des discontinuités, plus
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ou moins importantes selon la valeur de p en ce bord.

Courbes de convergence pour différents o

Pour comparer les convergences des différents algorithmes et étudier leurs perfor-
mances, il faut tout d’abord choisir tous les paramétres correctement. Le seul paramétre
& choisir sans condition particuliére est o, qui intervient dans la premiére étape de I'al-
gorithme comme parameétre de descente le long de la fonctionnelle J. Il n’y a pas d’étude
théorique indiquant quel o utiliser dans quelle condition. Nous allons donc comparer les
courbes de convergence des différents algorithmes avec le méme o, pour observer son
influence sur ces derniers. Les figures .13 et [5.14 nous montrent respectivement lerreur
sur p et la minimisation de la fonctionnelle J pour o = 2,5,15 ou 20.

| |
10° 10’ 10? 10° 10* 10°
iterations i

oc=15

iterations i

l1o"-p8ll

03

10

o(1/i)

10°
10°

10°

10'

L
102
iterations i

=20

.
10°

10°

[

Il

0k

0k

10% E

10°®

10°

iterations i

FIGURE 5.13: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p® pour différents

o dans le cas de la figure [5.8]
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g = 2 g = 5
107 T T T T 10° = e T T T
PDPOP N\ PDPOP
—— PDHH —— PDHH
108 PDSF | ] 5 DSF
—— PDMSHH 10°F —— PDMSHH |4
PDMSSF — PDMSSF

J(p'm')

4 |
10* 10° 10° 10’ 102 10° 10 10°
iterations i iterations i

oc=15 =20

PDMSSF

iterations i iterations i

FI1GURE 5.14: Comparaison a chaque itération de la fonctionnelle pour différents o dans
le cas de la figure [5.8]

On remarque qu’en augmentant la valeur de o, pour les algorithmes que ’on a déve-
loppés, la convergence en norme L? de p est de plus en plus lente pendant les premiéres
itérations puis de plus en plus rapide dans les itérations suivantes. De ce fait, si 'on sou-
haite obtenir une erreur grossiére, il suffira d’utiliser un o de petite valeur, alors que si
I’on souhaite atteindre une erreur plus petite il faudra choisir un o de valeur plus grande.

Dans la suite nous utiliserons o = 5, car il représente un bon compromis pour I’étude

que nous souhaitons faire de nos algorithmes. La convergence n’est pas trop lente pen-
dant les premiéres itérations mais devient plutot rapide par la suite.
En ce qui concerne la fonctionnelle J, sa minimisation est plus rapide quand on augmente
0. Cela s’explique par le fait que o est le parameétre de descente dans la premiére étape
de I’algorithme primal-dual, qui est la projection sur le paraboloide induit par la fonc-
tionnelle J. Or, plus il augmente plus 7, qui est le paramétre de descente de la seconde
étape de l'algorithme diminue (car o7||K|| < 1).
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Remarque. Malheureusement, choisir un o intéressant dans le cas de la gaussienne
ne veut pas dire que ce o sera le plus intéressant pour un autre cas. Le choix de sa valeur
dépend de la taille du signal qui nous intéresse, des densités pg et p; considérées et de

i
[10"-pgll

I’initialisation de I’algorithme.

Courbes de convergence pour différentes initialisations

Nous observons & présent I'influence de l'initialisation sur la convergence des différents
algorithmes. Pour cela, sur la figure nous utilisons comme initialisation :

— départ 0 : nous prenons ¢ = 0 comme initialisation,
— départ 1 : nous prenons ¢ tel que lerreur en p est de 1071,
— départ 2 : nous prenons ¢ tel que I’erreur en p est de 1072.
PDHH
0 PDMSHH
° départ 1 10° ‘
départ 2 :e:pag ;
1 départ 3 epa
101 E — \\7_//,\ départ 3
102 ¢ j\\\ = E
-
1073 ¢ = E
10 \\\\\ ]
5 | | | | 10—5 1 1 1 1
107 o 10 102 103 10 1o 10° 10° 102 10° 104 108
iterations i iterations i
; PDMSSF . PDSF
10 ‘ 10
départ 1 départ 1
départ 2 o départ 2
départ 3 107 ¢ départ 3
J TETT— mmm
E| 531off
=
4 10'3 L
NG 1074 \ y
10-5 1 1 1 1 . 10-5 1 1 1 1
10° 10 102 10° 104 10° 10° 10 102 10° 104 10°
iterations i iterations i

FIGURE 5.15: Comparaison & chaque itération de I’erreur L? entre p et p® pour différentes
initialisations dans le cas de la figure [5.§|
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]
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10t 10° 10’ 102 10° 104 10°
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101 ‘ PDMSSF 1010 PDSF
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FicuRE 5.16: Comparaison & chaque itération de la fonctionnelle pour différentes initia-
lisations dans le cas de la figure [5.8]

On remarque que tous les algorithmes ont le méme taux de convergence aprés un
certain nombre d’itérations et que seulement les algorithmes minimisant la fonctionnelle
dn , lorsqu’ils ont comme initialisation ¢ = 0, ont besoin de plus d’itérations pour
atteindre une erreur donnée.

Convergence des variables primale et duale et projection sur le paraboloide

La derniére étude de convergence pour I’exemple des gaussiennes concerne la conver-
gence des variables primale et duale des différents algorithmes, ainsi que I’évolution du
nombre de points présents dans le paraboloide dont J* est la fonction indicatrice ,
avant la projection au cours des itérations, comme représenté sur la figure [5.17
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FIGURE 5.17: Comparaison a chaque itération de I'erreur L? entre p et p* (haut gauche),
entre m et m® (haut droit), de V'erreur entre deux itérations de ¢ (milieu gauche), de
z (milieu droit), de la minimisation de la fonctionnelle g (bas gauche) et du nombre de
points restants dans le paraboloide aprés une itération (bas droit), dans le cas de la figure

b8
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On se rend compte que lorsque lerreur sur ¢ commence a osciller, 'erreur sur m et
p se stabilise. De plus, aprés 5000 itérations, lorsque la différence entre deux ¢ calculés
de facon consécutive par les algorithmes n’est plus que de 107°, celle entre deux z est
autour de 1073, Cela est dii aux paramétres utilisés. La variable duale z est mise & jour
a l'aide de o qui vaut 5, alors que ¢ est mis a jour avec 7 qui dans le cas de I'exemple
ci-dessus vaut 3.107% pour nos algorithmes et 5.10~! pour PDPOP. De plus, il y a une
grande différence entre l'initialisation de z et ¢, particulierement pour les algorithmes
travaillant dans 1’espace des contraintes.

Enfin on observe que les algorithmes restant dans la contrainte de divergence nulle
(PDHH et PDSF) ont bien plus de points qui restent dans le paraboloide Py a
chaque itération mais que cela baisse au cours des itérations. En ce qui concerne 1'al-
gorithme PDPOP, bien moins de points restent dans le paraboloide aprés une itération,
mais cela augmente au cours des itérations. Par exemple & la 100 000iéme itération,
20% des points (~3277 points) sont dans le paraboloide P; dans le cas de 'algorihme
PDHH, 19% (~3113 points) dans le cas de l'algorithme PDSF et seulement 0,4% (~66
points) pour l'algorithme PDPOP. Cette différence est importante car la projection sur
le paraboloide est trés coiiteuse.

Complexité

Pour étudier la complexité, il faut se rappeler de la forme générale de 1’algorithme :

Algorithme primal-dual
— Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = K¢°, ¢ = ¢").
— Itérations :

2 = proxy. (' + o(K¢))
ot = Prox, (¢" — TK* 2T

(gi—&-l _ (bH—l +0(¢z+1 _ ¢7,)

Dans toute la suite, N représente le nombre de points de discrétisation en temps, qui est
le méme en espace et ainsi N2 est le nombre de points de la grille centrée G :

— la premiére étape est une projection point par point pour tous les algorithmes
utilisés et est en O(N?),

— la deuxiéme étape est une projection sur la contrainte de divergence nulle pour
P’algorithme PDPOP et donc la résolution d’une équation de Poisson en 2 dimen-
sions en utilisant une transformée en cosinus rapide de complexité O(N2%log(N)).

— la deuxiéme étape pour les autres algorithmes consiste & mettre les bonnes valeurs
sur le bord car nous sommes déja a divergence nulle et la complexité est en O(N).

Les nouveaux algorithmes ont ainsi une complexité numérique linéaire en le nombre de
points total de discrétisation, N2.
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La figure représente la complexité numérique des différents algorithmes étudiés

dans cette thése ainsi que de certaines des fonctions les composant. Le temps CPU néces-
saire pour une itération des différents algorithmes ou pour les fonctions les constituant,
est représenté en fonction du nombre de points de discrétisation dans une direction, V.
Les calculs ont été effectués sur un bi-processeur Intel Core i7 avec 2.8GHz.
Nous dénoterons dans la figure par Kpppop 'opérateur K utilisé dans ’algorithme
PDPOP et par Kpppp celui utilisé dans ’algorithme PDHH, qui a la méme complexité
que ceux utilisés pour les algorithmes PDSFEF, PDMSSF et PDMSHH. Ce que nous
dénotons projg;, est la projection sur la contrainte de divergence nulle qui correspond
a la seconde étape de 'algorithme PDPOP, la résolution d’une équation de Poisson en
deux dimensions.

10 [ 10 |

temps cpu

temps cpu par iteration

\/ prox -
prox
3 proj

3 100 E div
107 E ~—= / Kophn
[ Keopor

[~ O(N?)

1 10—4 1 1 1
10 0? N 10' 5 10°
Nombre de points de discretisation d un cote (N) Nombre de points de discretisation d un cote (N)

Ficure 5.18: Comparaison des complexités numériques des différents algorithmes

(gauche) et des fonctions les composant (droite) dans le cas de la figure

En moyenne, on observe une accélération par rapport & U'algorithme PDPOP de
— 39% pour 'algorithme PDHH,

— 49% pour 'algorithme PDSF,

— T3% pour 'algorithme PDMSHH,

— 75% pour 'algorithme PDMSSF.

Les performances de 1'algorithme PDHH s’expliquent par ’absence de projection sur
la contrainte de divergence nulle. De plus, comme on l’a vu dans la figure [5.17] cet al-
gorithme nécessite la projection de moins de points que 'algorithme PDPOP ce qui est
coliteux. On perd en revanche un peu de temps & cause de notre opérateur Kpppy qui
comprend un rotationnel et une interpolation alors que 'opérateur Kpppop utilisé dans
I’algorithme PDPOP est une interpolation.

Les performances des algorithmes PDMSSF et PDMSHH sont dues & l'utilisation de la
projection sur la boule unité au lieu de prox ;= qui est une projection sur un paraboloide
nécessitant la résolution d’une équation de degré trois en chaque point de la grille. On
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remarque les différences de performance sur la figure (gauche).
La différence entre les performances des algorithmes PDSF et PDHH est due au nombre
de points & projeter sur le paraboloide. En effet, lorsqu’on augmente le nombre de points
de discrétisation en gardant les mémes parameétres, le nombre de points restant dans le
paraboloide entre chaque itération varie de fagon différente selon les algorithmes.

Conclusions pour ’exemple des gaussiennes.

Nous terminons ce paragraphe avec deux tableaux. Le premier montre le nombre
d’itérations et le temps CPU nécessaires pour atteindre une erreur donnée en p, pour les
différents algorithmes. Le second montre 'accélération des algorithmes que nous avons
développés pour cet exemple en comparaison avec I’algorithme PDPOP proposé par [69].

lp: — ps|| | PDPOP PDHH PDSF PDHHMS | PDMSSF
102 505 (77) 1507 (107 | 1820 (127) 2169 (67) 2633 (8")
10-3 2277 (307) 3828 (257) | 4221 (297) | 5575 (157) | 6051 (157)
104 15097 (3°027) | 14927 (2:007) | 15225 (1'50”) | 25750 (1'10") | 25994 (1°05”)

Nombre d’itérations et temps CPU pour une erreur donnée

llpi — ps|| || PDHH | PDSF | PDMSHH | PDMSSF
102 X X 14% X
1073 17% 3% 50% 50%
1074 34% 40% 62% 64%

Accélération par rapport a I'algorithme PDPOP pour une erreur donnée

TABLE 5.2: Evaluation des performances pour une erreur donnée dans le cas de la figure

Dans le second tableau, les ‘x’ représentent une absence d’accélération.

Nous remarquons que les algorithmes que nous avons développés nécessitent tous un
plus grand nombre d’itérations pour converger que l'algorithme PDPOP, sauf PDHH
quand on souhaite obtenir une erreur de 104, comme on peut le voir sur la figure
Cependant, la rapidité d’exécution de ces algorithmes, comme mis en avant sur la figure
compense ce probléme pour tous les algorithmes pour les erreurs 1072 et 1074 et
méme pour erreur 1072 dans le cas de 1’algorithme PDMSHH.

Tests avec d’autres densités pg et p;

Densités irréguliéres

Nous allons maintenant étudier le transport entre deux densités

non réguliéres comme le montre la figure pour lesquelles, comme dans le cas des
gaussiennes, nous pouvons calculer la solution analytique. On a choisi po(x) = p1(z—0.5)
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ce qui donne T'(x) = z+0.5 et Ty(x) = (1 —t)z+tT(x) = x4 0.5t comme précédemment
dans le cas des gaussiennes. On obtient alors a nouveau

ps(t,z) = po(x — 0.5t) et da(po, p1) = 0.5.

‘ ‘ t

a5

60 80 100 120 140
X

FIGURE 5.19: Représentation des deux densités pg et p; et de la densité p(t,z) obtenue
aprés 10° itérations.

On observe dans le tableau suivant qu’aucun des algorithmes ne converge vers la solution
analytique, ce qui est da & ’apparition d’oscillations, importantes au niveau des irrégu-
larités, comme on le remarque sur les figures [5.20} Dans la suite, pour comparer un peu
mieux les différents algorithmes, nous allons construire une solution de référence qui sera
utilisée a la place de la solution analytique. On commence donc par calculer une solution
de référence (p*,m®) du probléme discrétisé en faisant tourner pendant 109 itérations
chaque algorithme & étudier. On compare ensuite ces solutions avec la solution calculée
analytiquement (p’, m’) dans le tableau .

llp* — 7l [p* = p°lloo

PDPOP || 0.21346160 | 0.66242041

PDHH || 0.21346136 | 0.66242156

PDSF | 0.21345906 | 0.66242057
PDMSHH || 0.21312624 | 0.662164764
PDMSSF | 0.21312634 | 0.66216392

TABLE 5.3: Comparaison de lerreur par rapport a la solution analytique aprés 109
itérations de chaque algorithme avec 0 = 20 et N = M = 128 dans le cas de la figure

p-19

On se rend compte que les solutions de référence les plus proches de la solution analytique
sont celles calculées & I'aide des algorithmes PDMSHH et PDMSSF.

On observe les différences entre les solutions de référence calculées par les différents al-
gorithmes sur les images [5.20
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\PPDPOP - PPDHH! ’PPDMSHH — PPDMSSF

!pPDMSHH — PPDHH \ |PPDMSHH - PS\

1.2
1

0.8
0.6
0.4
0.2
0

F1GURE 5.20: Comparaison entre les différentes solutions calculées par les différents al-
gorithmes.

Comme précédemment, on remarque sur la figure ci-dessus que l’erreur entre deux
solutions calculées en minimisant la méme fonctionnelle (soit g soit J,,s) est en 1077,
que l'on utilise pour représenter le couple (p,m) la décomposition de Helmholtz-Hodge
(V x ¢+ Vh), une fonction de courant (V x ¢) ou aucune décomposition. En revanche,
Ierreur entre un algorithme minimisant J ou Jp et un algorithme minimisant J,,s ou
Jms,h est en 1073,

L’erreur par rapport a la solution analytique est due a ’apparition d’oscillations le long
des lignes de niveaux de p. Par ailleurs, les oscillations deviennent plus importantes aux
points d’irrégularité de la solution.

Nous avons gardé les mémes paramétres dans cet exemple que dans celui des gaus-
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siennes et, par conséquent, nos remarques sur les convergences de ¢ et z sont toujours
valables ici. Cependant, on remarque que le comportement des courbes est légérement
différent. Ainsi, bien que les erreurs soient les mémes pour les itérations 1 et 10°, la
convergence est plus lente pendant les premiéres itérations puis plus rapide pendant les
suivantes, ce qui ressemble au comportement que ’on obtient quand on augmente o.

Enfin, on observe que les algorithmes restant dans la contrainte de divergence nulle
(PDHH et PDSF) ont un peu plus de points qui restent dans le paraboloide P;
a chaque itération mais que la différence est bien moins importante que dans ’exemple
des gaussiennes (figure . Comme précédemment, ce nombre baisse au cours des ité-
rations. Le comportement des algorithmes restant dans la contrainte de divergence nulle
est donc trés similaire dans cet exemple et dans celui des gaussiennes alors que celui de
I'algorithme PDPOP ne l’est pas. Par exemple 4 la 10° iéme itération, 77% des points
(~12605 points) sont dans le paraboloide P; dans le cas de 'algorithme PDHH, 77%
(~12601 points) dans le cas de l'algorithme PDSF et seulement 71% (~11692 points)
pour lalgorithme PDPOP.

Comparaison par rapport & la solution de référence calculée par ’algorithme PDHH

z o
F 0 =
E =
= —— PDPOP b | —— ropor
10*F | —— PDHH \ 1 10%F |—— PDHH
PDSF PDSF
5[ |—— PDMSHH | |~ PDMSHH
10° PDMSSF 107 PDMSSF
o(1/) o(tf
-6 L L L
10'6 1 1 L L 10
10° 10 102 108 104 10 10° 10 102 10° 104 10°

iterations i iterations i

Comparaison par rapport a la solution de référence calculée par ’algorithme PDMSHH

—— PDPOP

FDPOP 10*E | —— PDHH

107 F —
’ PDSF : PDSF
~ —— PDMSHH
sl PDMSHH ] 105+ PDMSSE
10 PDMSSF "
(1l o(1/)
B ! I 10 : : :
10 100 10! 102 103 104 10 10° 10" 102 10° 104 10°

iterations i iterations i

FIGURE 5.21: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p* (haut gauche),
entre m et m® (bas droit), dans le cas de la figure |5.19|
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102
108 i ° _
= \‘w
—— PDPOP o /ﬁ,
—— PDHH < /
10° PDSF '(E
PDMSHH S [
PDMSSF © )
4 2 [
— 10 3 /
€ 2 J
102 o (
o |
o |
£ /
10° 20"t ~/ —— PDPOP| 1
3 NS Y —— PDHH
® PDSF
o | | | | g
c
10° 10° 102 10° 104 10° 8 | |
iterations i g 1o 102 102 104 10°
iterations i
100 102 : T T T
—— PDPOP —— PDPOP
w02k —— PDHH PDHH
0 PDSF PDSF
—— PDMSHH 10° PDMSHH | 1
107 —— PDMSSF PDMSSF
S g0 102
= ~
10'8 L
107
1040 L
1042 L L L L 10'6 L L L L
10° 10 102 103 104 10° 10° 10' 102 10° 104 10°
iterations i iterations i

FIGURE 5.22: Comparaison a chaque itération de l'erreur entre deux itérations de ¢ (haut
gauche), de z (haut droit), de la minimisation de la fonctionnelle J (bas gauche) et du
nombre de points restant dans le paraboloide aprés une itération (bas droit), dans le cas

de la figure
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Test pour deux densités lisses et nulles sur le bord. Dans le premier exemple,
si 'on prolonge po et p1 sur R par zéro on se rend compte d’une petite irrégularité en
t = 0 pour pg et en t = 1 pour p;. Nous reprenons ici ce premier exemple mais nous
“éloignons” ces gaussiennes du bord du domaine, pour obtenir des densités pg et p; lisses.
On représente les courbes de convergence de p par rapport a la solution analytique, pour
o =5, pour les différents algorithmes sur la figure [5.23

Comme on peut le remarquer les algorithmes convergent de fagon satisfaisante vers
la solution analytique. De plus, contrairenent aux exemples précédents, ce sont les algo-
rithmes PDPOP, PDHH et PDSF qui convergent le mieux aprés 10° itérations.

Nous observons & présent sur la figure les différences entre les solutions de ré-
férence calculées aprés 10° itérations et la solution analytique. On remarque comme
précédemment que les erreurs sont des oscillations le long des lignes de niveaux de p;
cependant, ’erreur qui provenait du bord en x 4 ¢t =0 et ¢t = 1 pour le premier exemple
avec des gaussiennes est bien moins importante car la valeur de pg et p; au bord est plus
faible.

N
o
]
=
Il

)
L
[lp'-p
o

2

. . . . . . . . . . . Lo
10? 10° 104 10° 5 5.5 6 6.5 7 75 8 85 9 95 10

.
10° 10’ A
iterations i iterations i 10

FIGURE 5.23: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p°.
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lpppPOP — P°|

lpppHHE — PP lopDMSsHE — P
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FIGURE 5.24: Comparaison entre les différentes solutions de référence calculées par les
différents algorithmes et la solution analytique.
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Test pour un signal oscillant et un signal & support compact.

L’é¢tude de signaux 1D inclut, entre autres,
I’analyse de signaux sonores. Ceci peut étre

fait par exemple grice a 'analyse de Fourier.
Pour vérifier que nos algorithmes donnent

des résultats cohérents pour ce type de si-
gnaux, nous transportons un signal triangu-

laire & support compact sur un signal oscil-

lant (figure[5.26). Les figures montrent les ré-
sultats obtenus sur une grille de 256 points
aprés 100 itérations pour po un signal trian-
gulaire et p; la valeur absolue d’une fonction .
sinus. On remarque qu’il y a bien un dépla- , J—'

cement en ligne droite (bien observable sur

la figure 7 comme attendu (voir section FIGURE 5.25: Représentation de la densité
2.4.1)). p(t) obtenue aprés 10° itérations dans le cas

de la figure [5.26]

|\ i
| =il

W‘.“.‘\“L"\ ANANA
\

oo [ /
IRIRIAIAY

1An
| V‘“/‘“\

[ A A A A A A
[Vl AYAVAVAYAYA!

t=20 t=10.2 t=04 t = 0.8 t=1

FIGURE 5.26: Représentation de la densité p(t) obtenue aprés 108 itérations d’une densité
4 support compact sur une densité oscillante.

On peut également observer sur la figure que c’est a t = 0 que 'algorithme
“découpe” les 7 oscillations de p; et que par la suite elles ne vont que se déplacer et se
lisser. Si on échange les rdles de pg et p1, les oscillations resteront présentes jusqu’a t = 1.

Test pour deux densités de masses différentes.

Pour vérifier que nos algorithmes donnent des résultats cohérents pour des signaux
de masses différentes, nous transportons, comme derniére application, un signal de masse

un sur un signal de masse deux (figure [5.28)).
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Les figures [5.27] et [5.28 montrent les résul-
tats obtenus sur une grille de 1282 points
aprés 10° itérations pour py une gaussienne
de masse un et p; une gaussienne de masse
deux.

Nous obtenons les résultats présentés a ’aide
des algorithmes PDHH et PDMSHH. En ef-
fet, dans nos formulations utilisant la fonc-
tion de courant du couple (p, m), la fonction
de courant ¢ doit étre constante sur le bord

x =1 et égale a la masse de pg et p1. On ne )

peut donc pas considérer deux densités de
masses différentes.

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
t
r

FIGURE 5.27: Représentation de la densité
p(t) obtenue aprés 10° itérations dans le cas

de la figure [5.28

_/

\

t=20

ANENA

t=10.2

t=10.6

FIGURE 5.28: Représentation de la densité p(t) obtenue aprés 10° itérations pour deux

densités de masses différentes.

5.2.2 Applications aux images de dimension 2.

Nous souhaitons & présent étudier ’algorithme PDHH (algorithme@ développé pour
des images 2D, qui consiste en la minimisation de la fonctionnelle J; en utilisant la dé-
composition de Helmholtz-Hodge (p, m) = V x ¢ + Vh. Nous comparons cet algorithme
a un algorithme primal-dual développé dans [69] par Peyre et al. et dénoté PDPOPEI,
qui consiste en la minimisation de la fonctionnelle J sur le couple (p, m).

Comme dans la section précédente, nous commengons notre analyse par le déplace-
ment d'une gaussienne vers une autre gaussienne de méme variance, comme le montre la

figure 5.29]

2. https://github.com/gpeyre/2013-SIIMS-ot-splitting
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%108 %103

4 4
35 35
3 3
25 25
2 2
15 1.5
1 1
05 05

FIGURE 5.29: Représentation des deux densités pg et p1, deux gaussiennes isotropes avec
la méme variance.

On a choisi

2% 0.12

— ((x — 0.25)? —0.25)?
po(%y):exp( ((z —0.25)% + (y 025))>

— ((z = 0.75)* + (y — 0.75)?)
2% 0.12

pi(z,y) = exp ( ) = po(z — 0.5,y — 0.5),

ce qui donne, comme dans le cas 1D

p*(t,z,y) = po(z — 0.5t,y — 0.5t) et da(po, p1) = \/]0.52 + [0.5]2 = 1//2. (5.8)

t =10.25 t =0.5 t =0.75

FIGURE 5.30: Représentation de la densité p(t) obtenue aprés 109 itérations.

Comme dans la section précédente les différentes normes considérées sont toutes des
normes absolues. On remarque & nouveau sur la figure qu’aucun des algorithmes
ne converge vers la solution analytique car I'erreur sature a une valeur de 3.1072,

Remarque. La contrainte de positivité de p tend a étre respectée au cours des itérations
comme c’est le cas sur la figure[5.31] De plus, les variables p et m ayant des comportements
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semblables nous ne représenterons que les courbes de convergence de p dans les exemples

& venir.
10° : : 1070
—— PDHH

107" z

£

— —— PDHH
102 | . 103 ! i
10° 102 10* 108 10° 102 10* 108

iterations i iterations i

FIGURE 5.31: Comparaison a chaque itération de I'erreur L? entre p et p®, et de la valeur
minimum de p dans le cas de la figure

Dans la suite, pour pouvoir comparer un peu mieux les différents algorithmes nous allons
construire une solution de référence qui sera utilisée a la place de la solution analytique
et qui est représentée en noir et gris sur la figure [5.30] le noir étant 0 et le blanc 1.

On commence donc par calculer une solution de référence (p°, m®) du probléme discrétisé
en exécutant pendant 108 itérations chaque algorithme que I'on souhaite étudier. On
compare ensuite ces solutions avec la solution calculée analytiquement dans le tableau

.4

1" — p*| |1p" = p*llso
PDPOP || 0.01372571 | 0.0220917
PDHH | 0.01372560 | 0.0220933

TABLE 5.4: Comparaison de Ierreur sur p aprés 109 itérations de chaque algorithme avec
o="T70et M =N =P =64 dans le cas de la figure [5.29]

On se rend compte que la solution de référence la plus proche en terme de norme L? de
la solution analytique est celle calculée a I'aide de algorithme PDHH. Nous utiliserons
dans la suite la solution calculée avec PDHH pour comparer les différents algorithmes.
Il est possible d’observer les différences entre les solutions de référence calculées par les
différents algorithmes sur les images [5.32]
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lpPDPOP — Ps|t=1/2 \pPDHE — ps’t:l/Q

%10 <107

4 4
35 35
3 3
25 25
2 2
15 15
1 1
05 05

lpPDPOP — PPDHH=1/2 loPDHH — Pslt=1

><109

FiGURE 5.32: Comparaison entre les solutions calculées par les différents algorithmes
dans le cas de la figure

Comme on le remarque sur la figure ci-dessus, l'erreur entre les deux solutions calculées
est en 1079 et répartie sur presque ’ensemble du domaine.

Les erreurs par rapport & la solution analytique sont dues & deux phénomeénes. Tout
d’abord, elles sont dues a I'apparition d’oscillations le long des lignes de niveaux de p,
comme dans le cas 1D. Par ailleurs, on observe une erreur importante sur le bord du
domaine o p est supérieure a zéro et cette erreur se propage. Cela s’explique par les
opérateurs adjoints que 'on doit utiliser dans les différents algorithmes et qui crééent
sur le bord en z des discontinuités, plus ou moins importantes selon la valeur de p en ce

bord.
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Courbes de convergence pour différents o

Pour comparer les convergences des différents algorithmes et étudier leurs performances,
il faut tout d’abord choisir tous les paramétres correctement. Le seul paramétre & choisir
sans condition particuliére est o, qui intervient dans la premiére étape de l'algorithme
comme parameétre de descente le long de la fonctionnelle J. Il n’y a pas d’étude théorique
indiquant quel o utiliser dans quelle condition. Nous allons donc comparer les courbes
de convergence des différents algorithmes avec le méme o, pour observer son influence
sur ces derniers. Les figures et nous montrent respectivement ’erreur sur p et
la minimisation de la fonctionnelle J pour ¢ = 20,70, 100 ou 130.

_10%
s
=
107
107
1075 0 ‘1 ‘2 ‘3 ‘4 5 1075 0 ‘1 ‘2 ‘3 ‘4 5
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
iterations i iterations i
o =100 o =130
10° . . y 10° ; . . ;

10—5 L L L L 10—5 L L L L
10° 10° 102 10° 10* 10° 10° 10° 102 10° 10* 10°
iterations i iterations i

FIGURE 5.33: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p® pour différents
o dans le cas de la figure [5.29]
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10-1 L 1 1 1
10° 10’ 102 10° 10* 10° 10° 10° 102 10° 10* 10°
iterations i iterations i

o =100 o =130

iterations i iterations i

FIGURE 5.34: Comparaison a chaque itération de la fonctionnelle pour différents o dans

le cas de la figure

En augmentant la valeur de o, pour 'algorithme que 'on a développé, la convergence en
norme L? de p est de plus en plus lente pendant les premiéres itérations puis de plus en
plus rapide dans les itérations suivantes. De ce fait, si I’on souhaite obtenir une erreur
grossiére, il suffira d’utiliser un o de petite valeur, alors que si 'on souhaite atteindre
une erreur plus fine il faudra choisir un ¢ de valeur plus grande.

Dans la suite nous utiliserons ¢ = 100, car il représente un bon compromis pour 1’étude
que nous souhaitons faire de nos algorithmes. La convergence n’est pas trop lente
pendant les premiéres itérations mais devient plutét rapide par la suite.

En ce qui concerne la fonctionnelle J, sa minimisation est plus rapide quand on augmente
o. Cela s’explique par le fait que o est le parameétre de descente dans la premiére étape
de l'algorithme primal-dual, qui est la projection sur le paraboloide induit par la
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fonctionnelle J. Or, plus il augmente plus 7, qui est le paramétre de descente de la
seconde étape de l'algorithme diminue (car o7||K|| < 1).

Remarque. Malheureusement, choisir un ¢ intéressant dans le cas de la gaussienne ne
veut pas dire que ce o sera le plus intéressant pour un autre cas. Le choix de sa valeur
dépend de la taille du signal qui nous intéresse, des densités pg et p; considérées et de
I'initialisation de I'algorithme.
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Courbes de convergence pour différentes initialisations

Nous observons & présent 'influence de l'initialisation sur la convergence des différents
algorithmes. Pour cela, sur la figure nous utilisons comme initialisation :

— départ 0 : nous prenons ¢ = 0 comme initialisation,

— départ 1 : nous prenons ¢ tel que I'erreur en p est de 1077,

— départ 2 : nous prenons ¢ tel que erreur en p est de 1072,
On remarque que l'algorithme PDPOP convergence de la méme facon quelque soit
Iinitialisation choisie. L’algorithme PDHH en revanche est plus sensible au choix de
Iinitialisation. Pour le choix ¢° = 0, la convergence de p est plus lente alors que celle de
d est plus rapide, ce qui est un comportement similaire & celui d’un choix de o plus grand.

10° "
——Depart 1 ——Depart 1
—— Depart 2 ——Depart 2
Depart 3 Depart 3

o7 ]

104
10—5 L L L L 10'1 L L L L
10° 10° 102 10° 10* 10° 10° 10° 102 10° 10* 10°
iterations i iterations i
PDPOP PDPOP
10° T T T T 10° T : : :
x Depart 1 Depart 1
——Depart 2 : ——Depart 2
N Depart 3 105 L Depart 3| |
10™ \ i {
10* F 1
2 \
10 —~ 103k ]
€
=
1078 = 10? E
10" E
10
10°¢ £
10—5 L L L L 10'1 L L L L
10° 10° 102 10° 10* 10° 10° 10° 102 10° 10* 10°
iterations i iterations i

FIGURE 5.35: Comparaison & chaque itération de I'erreur L? entre p et p® pour différentes
initialisations dans le cas de la figure
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FIGURE 5.36: Comparaison a chaque itération de l'erreur L? entre p et p® (haut), de
Perreur entre deux itérations de ¢ (milieu gauche), de z (milieu droit), de la minimisation
de la fonctionnelle J (bas gauche) et du nombre de points restants dans le paraboloide
aprés une itération (bas droit), dans le cas de la figure

105



CHAPITRE 5. APPLICATIONS NUMERIQUES

Convergence des variables primale et duale et projection sur le paraboloide

La derniére étude de convergence pour I'exemple des gaussiennes concerne la convergence
des variables primale et duale des différents algorithmes, ainsi que I’évolution du nombre
de points présents dans le paraboloide dont J* est la fonction indicatrice , avant la
projection au cours des itérations, comme représenté sur la figure [5.36]

On se rend compte qu’aprés 5000 itérations toutes les courbes de convergence de
I'algorithme PDHH ont atteint un taux de convergence constant. La courbe de la
fonctionnelle est alors horizontale et la différence entre deux itérations de ¢ est de
10~% alors que celle en z est de 1073. Comme dans le cas 1D, on peut expliquer cette
différence par la différence importante dans l'ordre de grandeur des parameétres associés
aux deux étapes de 'algorithme. La premicre étape permet de mettre & jour ¢ et a
pour parameétre o = 100, quand la deuxiéme étape mettant & jour la variable z a pour
paramétre 7 = 3.1077.

Par ailleurs, on observe que ’algorithme PDHH, restant dans la contrainte de divergence
nulle, a bien plus de points qui restent dans la fonctionnelle & chaque itération mais
que cela baisse au cours des itérations. En ce qui concerne l'algorithme PDPOP, moins
de points restent dans le paraboloide aprés une itération, et cela baisse au cours des
itérations. Apres 100 000 itérations, 37% des points (~98 422 points) sont dans la fonc-
tionnelle dans le cas de 1'algorihme PDHH et 21% (~54 076 points) pour l'algorithme
PDPOP. Ce point est important car la projection sur le paraboloide est trés cotiteuse et
moins il y a de points dans le paraboloide plus il faut en projeter.

Complexité

L’étude de la complexité est la méme qu’en 1D. La forme générale de ’algorithme est :

Algorithme primal-dual .
— Initialisation : 7,0 > 0,0 € [0,1], (¢°,2° = K¢, ¢" = ¢°).
— Itérations :

2 = proxg. (21 + o (K¢'))
¢i+1 _ prOXLCO ((;37, _ TK*ZZ'+1)
G = 6 106 — ).

Dans la suite, N représente le nombre de points de discrétisation en temps, qui est le
méme dans les deux directions en espace et ainsi N3 est le nombre de points de la grille

centrée G¢! :

— la premiére étape est une projection point par point pour tous les algorithmes
utilisés et est en O(N3),

— la deuxiéme étape pour l'algorithme PDPOP est une projection sur la
contrainte de divergence nulle et donc la résolution d’une équation de Poisson
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en 3 dimensions en utilisant une transformée en cosinus rapide de complexité
O(N3log(N)).
— la deuxiéme étape pour 1’algorithme PDHH consiste & mettre les bonnes
valeurs sur le bord car nous sommes déja a divergence nulle et la complexité est
en O(N?).
Ainsi les algorithmes que nous avons développés ont une complexité numérique linéaire
en le nombre de points total de discrétisation, N3.

La figure .37 représente la complexité numérique des différents algorithmes étudiés dans
cette thése ainsi que de certaines des fonctions les composant. Le temps CPU nécessaire
pour une itération des différents algorithmes ou pour les fonctions les constituant, est
représenté en fonction du nombre de point de discrétisation dans une direction, V.

Ce que nous dénoterons PDPOPY" est algorithme PDPOP développé par Peyre
et al. et disponible sur https://github.com/gpeyre/2013-SIIMS-ot-splitting. Il
utilise une implémentation de la projection sur le paraboloide différente de celle que
nous avons mise en place dans les algorithmes PDPOP et PDHH. On peut ainsi en
comparant la complexité numérique de PDPOP & celle de PDHH voir l'influence de
notre nouvelle formulation du probléme de transport optimal, car la seule différence
entre ces deux algorithme est la descente sur (p,m) (PDPOP) ou sur V x ¢ + Vh
(PDHH). En comparant PDPOPY" et PDHH on observe également I’accélération de
notre implémentation par rapport & I’état de ’art.

Les calculs ont été effectués sur un bi-processeur Intel Core i7 avec 2.8GHz.

Nous dénoterons dans la figure [5.37 par Kpppop 'opérateur K utilisé dans I'algorithme
PDPOP et par Kppgpg celui utilisé dans I'algorithme PDHH. Ce que nous dénotons
Projqiv st la projection sur la contrainte de divergence nulle qui correspond & la seconde
étape de l'algorithme PDPOP, c¢’est-a-dire la résolution d’une équation de Poisson en
trois dimensions.
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10%F
100 ¢
>
. 810
10 2
1S
(o)
= 2
10 ——Prox °
7projdw
-2 —— PDPOP
10 — pppopd PDHH
PDHH 103 £ i - PDPOP
— o) oN°)
10' 102 10" 102
Nombre de points de discretisation d un cote N Nombre de points de discretisation d un cote N

FiGure 5.37: Comparaison des complexités numériques des différents algorithines
(gauche) et des fonctions les composant (droite) dans le cas de la figure

En moyenne, on observe que PDHH est une accélération de
— 25% de l'algorithme PDPOP.
— 56% de ’algorithme PDPOP9”.

Les performances de Dalgorithme PDHH s’expliquent par ’absence de projection sur
la contrainte de divergence nulle. De plus, comme on ’a vu dans la figure [5.36] cet
algorithme nécessite la projection de moins de points que 1’algorithme PDPOP ce qui est
cotiteux. On perd en revanche un peu de temps & cause de notre opérateur Kppgy qui
comprend un rotationnel et une interpolation alors que 'opérateur Kpppop utilisé dans
I’algorithme PDPOP est une interpolation. Par ailleurs, 'opérateur Kpppop est 18%
plus rapide que l'opérateur Kppgy en 1D alors qu’il est 41% plus rapide en 2D ce qui
explique que notre algorithme ait des performences moins bonnes en deux dimensions.

On lobserve sur la figure [5.37] (gauche).
Conclusion pour '’exemple des gaussiennes.

Nous terminons ce paragraphe avec deux tableaux. Le premier montre le nombre d’ité-
rations et le temps CPU nécessaires pour atteindre une erreur donnée en p, pour les
différents algorithmes. Le second montre ’accélération de I'algorithme que nous avons
développé pour cet exemple en comparaison avec les algorithmes PDPOP et PDPOP"
proposeés par [69].

Nous remarquons que ’algorithme PDHH nécessite un plus grand nombre d’itérations
pour converger que I’algorithme PDPOP, quelque soit ’erreur souhaitée dans cet exemple,
comme on peut le voir sur la figure Cependant, la rapidité d’exécution de cet
algorithme, comme mis en avant sur la figure [5.37] compense ce probléme pour tous les
algorithmes pour les erreurs 1072 et 104 et méme pour lerreur 1072 dans le cas de
I'algorithme PDPOPY".
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" — p°|| || PDPOPY" PDPOP PDHH
1072 514 (3'31") 514 (1'54") 1243 (3'11")
1073 3 761 (25'46”) 3761 (14°047) 3 985 (10°10”)
1074 30 349 (3 :27°307) | 30 349 (1 :54’56”) | 30 569 (1 :21°56")

Nombre d’itérations et temps CPU pour une erreur donnée

¢ — p°|| || PDHH%PDPOPY" | PDHH%PDPOP
1072 9% X

1073 61% 28%

1074 61% 29%

Accélération pour une erreur donnée

TABLE 5.5: Evaluation des performances pour une erreur donnée dans le cas de la figure
Dans le second tableau, les ‘x’ représentent une absence d’accélération.
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Tests avec d’autres densités pg et p;

Densités irréguliéres Nous allons maintenant étudier le transport entre deux densités
non réguliéres comme le montre la figure [5.38 pour lesquelles, comme dans le cas des
gaussiennes, nous pouvons calculer la solution analytique. On choisit po(z,y) = p1(x +
0.5,y + 0.5) ce qui donne & nouveau

p°(t,z,y) = polx — 0.5ty — 0.5t) et da(po, p1) = 1/]0.52 4 [0.5]2 = 1//2.

t=20 t =0.25 t = 0.5 t = 0.75

FIGURE 5.38: Représentation de la densité p(t) obtenue aprés 108 itérations.

On observe dans le tableau suivant que l'algorithme ne converge pas vers la solution
analytique, ce qui est di a l'apparition d’oscillations, importantes au niveau des
irrégularités, comme on le remarque sur les figures Dans la suite, pour comparer
un peu mieux les différents algorithmes, nous allons construire une solution de référence
qui sera utilisée a la place de la solution analytique. On commence donc par calculer
une solution de référence (p*,m*) du probléme discrétisé en faisant tourner pendant 10°
itérations chaque algorithme a étudier. On compare ensuite ces solutions avec la solution
calculée analytiquement dans le tableau [5.6]

I ™
PDPOP | 0.2948391 | 0.82144
PDHH || 0.2948835 | 0.82139

TABLE 5.6: Comparaison de l'erreur par rapport a la solution analytique apres 106
itérations de chaque algorithme avec o = 100 et N = M = 64 dans le cas de la figure

5-38

On se rend compte que la solution de référence la plus proche de la solution analytique
est celle calculée a I'aide de I'algorithme PDHH.

On observe les différences entre les solutions de référence calculées par les différents
algorithmes sur les images [5.39
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lpPDPOP — Psli=1/2 lpPDEH — ps|t=1
10 %103
7 55
5
. r
4.5
s 4
3.5
¢ 3
. 25
2
2 1.5
1
1
0.5
t
X
lppDEHE — Psli=1/2 \pPDPOP — PPDHH=1/2

-
-

-
o

- N W & OO0 O N o ©

%10 <107
7
6
5
4
3
2
1

FicuRrE 5.39: Comparaison entre les différentes solutions calculées par les différents al-
gorithmes.
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Comme précédemment, on remarque sur la figure ci-dessus que Derreur entre deux
solutions calculées en minimisant la méme fonctionnelle est en 10~7, que l'on utilise
pour représenter le couple (p,m) la décomposition de Helmholtz-Hodge (V X ¢ + Vh)
ou aucune décomposition. En revanche, l'erreur entre un des deux algorithmes et la
solution analytique est en 1073,

L’erreur par rapport a la solution analytique est due a ’apparition d’oscillations le long
des lignes de niveaux de p. Par ailleurs, les oscillations deviennent plus importantes aux
points d’irrégularité de la solution.

Les courbes de la figure [5.40] sont obtenues en gardant les mémes paramétres que
dans l'exemple des gaussiennes et, par conséquent, nos remarques sur le lien entre les
convergences de ¢ et z et les valeurs des paramétres o et 7 sont toujours valables ici.
Cependant, on remarque que le comportement des courbes est légérement différent.
Ainsi, bien que les erreurs soient les mémes pour les itérations 1 et 10°, la convergence
est plus lente pendant les premiéres itérations puis plus rapide pendant les suivantes, ce
qui ressemble au comportement que ’on obtient quand on augmente o.

Enfin, on observe que 'algorithme PDHH a un peu plus de points qui restent dans la
fonctionnelle a chaque itération mais que la différence est moitié moins importante que
dans l'exemple des gaussiennes (figure . Comme précédemment, ce nombre baisse
au cours des itérations pour l’algorithme PDHH. Le comportement de l'algorithme
PDPOP est quant & lui différent puisque le nombre de points dans la fonctionnelle
diminue puis augmente. A la 10° iéme itération, 92% des points (~240 876 points) sont
dans la fonctionnelle dans le cas de I’algorihme PDHH, 84% (~221 163 points) dans le
cas de l'algorithme PDPOP.
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FIGURE 5.40: Comparaison & chaque itération du nombre de points restants dans le
paraboloide aprés une itération (haut gauche) et zoom sur la figure de gauche, de 'erreur
entre deux itérations de ¢ (milieu gauche), de z (milieu droit), de la minimisation de la
fonctionnelle J (bas gauche) et de I'erreur L? entre p et p® (bas droit) , dans le cas de la

figure [5.38|
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Test pour deux densités lisses et nulles sur le bord. Dans le premier exemple,
si 'on prolonge pg et p1 sur R par zéro on se rend compte d’une petite irrégularité en
t = 0 pour pg et en t = 1 pour p;. Nous reprenons ici ce premier exemple mais nous
“éloignons” ces gaussiennes du bord du domaine, pour obtenir des densités pg et p; lisses.
On représente les courbes de convergence de p par rapport a la solution analytique, pour
o = 100, pour les différents algorithmes sur la figure [5.41

zzzz
ey
o

S

1
3
6

1075 0 ‘1 ‘2 ‘3 ‘4 5 1075 0 1 ‘2 ‘3 ‘4 5
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
iterations i iterations i

FIGURE 5.41: Comparaison a chaque itération de lerreur L? entre p et p® pour une
grille de 643 points (gauche) et de l'erreur L? entre p et p® pour I’algorithme PDHH et
différentes tailles de grille.

Comme on peut le remarquer les algorithmes convergent de fagon satisfaisante vers la
solution analytique.

Nous observons & présent sur la figure les différences entre les solutions de référence
calculées apres 100 itérations et la solution analytique. On remarque comme précédem-
ment que les erreurs sont des oscillations le long des lignes de niveaux de p; cependant,
Ierreur qui provenait du borden z =0et x =14t =0et ¢t =1 pour le premier exemple
avec des gaussiennes est bien moins importante car la valeur de pg et p; au bord est plus
faible.
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lppDHE — PPDPOPI=1/2 lpPDPOP — P°li=1/2

lpPDHE — P°lit=1 lpppHE — P°i=1/2

%108 <107

14 6
12 5
1
0 4
8

3
6

2
4
5 1

FIGURE 5.42: Comparaison entre les différentes solutions de référence calculées par les
différents algorithmes et la solution analytique.

Test quand on privilégie une direction. Dans la section [3.2.2] nous avons discuté de
la possibilité d’annuler une des composantes de ¢ dans 1’algorithme PDHH (algorithme
E[) développé pour des images 2D, qui consiste en la minimisation de la fonctionnelle Jp
en utilisant la décomposition de Helmholtz-Hodge (p, m) = V x ¢ + Vh. Nous illustrons
dans la figure la densité p(t) obtenue avec l’algorithme quand on annule la premiére
composante de ¢, la deuxiéme ou la derniére.
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t =0.25 t=10.5 t =0.75 t=1

FIGURE 5.43: Représentation de la densité p(t) obtenue avec ’algorithme PDHH (pre-
miére ligne) quand on annule la premiére composante de ¢ (deuxiéme ligne), la deuxiéme
(troisiéme ligne) ou la derniére (quatriéme ligne).

On observe bien les directions privilégiées selon la composante de ¢ annulée comme
abordé dans la section [3.2.2]

5.3 Implémentation en C++

L’implémentation & ’aide de Matlab devient rapidement trés lente et ne peut étre utilisée
pour des images de tailles trop grandes. Pour pallier ce probléme nous avons implémenté
I’algorithme PDHH pour des images en 2D en C+-+ en utilisant le code développé par
Nicolas Boneel, parallélisé a 'aide d’OpenMP, que 'on peut télécharger sur la page
http://liris.cnrs.fr/ nbonneel/FastTransport/.

Si on considére & nouveau 'exemple du tableau [5.5| et que ’on considére maintenant le
temps réel (wall time) d’exécution des implémentations Matlab et C++ pour ’algo-
rithme PDHH on obtient :
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l[p° — p*|] | Matlab | C++ || Accélération
1072 237" 137 x12
1073 810" 407 x12
10~4 1:27'14” | 5447 || x15

TABLE 5.7: Comparaison du temps d’exécution des codes C++ et Matlab dans le cas
de l'algorithme PDHH.

5.4 Applications aux images réelles

Nous représentons sur la figure le transport optimal d’une image po(z) représentant
des nuages, sur une image p; de méme nature, toutes les deux de taille 120 x 68, ainsi
que U'interpolation L? de ces deux images.

P’F’F‘Kﬂ

t=20 t=0.4 t=10.6 t=1
FIGURE 5.44: La premiére ligne représente la densité issue du transport optimal de pg

sur p;. La seconde ligne représente I'interpolation L? entre pg et p;.

Nous représentons sur la figure [5.45] le transport optimal de la photographie d’une man-
darine décorée sur la photographie d’une autre mandarine décorée, de taille 628 x 628,
ainsi que l'interpolation L? de ces deux images.
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a0

t =20 t = 0.25 t=10.5

t =0.75 t=1
FIGURE 5.45: La premiére ligne représente la densité issue du transport optimal de pg

sur p1. La seconde ligne représente I'interpolation L? entre pg et p1.

Nous représentons ensuite le transport de ces deux mémes photographies quand on
inverse leurs densités, figure [5.46]

t = 0.25 t=0.5 t=10.75 t=1
FIGURE 5.46: La premiére ligne représente la densité issue du transport optimal de pg

sur p;. La seconde ligne représente U'interpolation L? entre pg et pi.

Le comportement que l'on observe peut étre expliqué par les remarques suivantes, liées
au fait que I'on utilise une formulation classique du transport optimal, qui minimise une
fonctionnelle sur ’ensemble des images et donc est globale et non locale.
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5.4.1

Comportements observés lors du transport de deux images

— Le transport s’effectue en lignes droites qui ne se croisent pas et donc ne respecte

pas toujours la nature de ce qui se trouve dans I'image. Dans ['exemple ci-dessous
on peut voir que le transport d’un rectangle sur un rectangle peut faire apparaitre
un carré.

t =20 t =0.25 t = 0.5 t =0.75 t=1

— Cela peut également entrainer des divisions dans les objets représentés, comme

dans le transport de deux gaussiennes sur deux autres gaussiennes de méme
variance.

t=20

t = 0.25 t = 0.75

— Meéme si I'arriére plan de 'image ne nous intéresse pas il est trés souvent, dans

des images réelles, non nul et donc aura un impact sur le transport de tout ce
qui se trouve dans l'image car le transport se fait en analysant des informations
globales. Nous transportons dans ’exemple ci-dessous une gaussienne & laquelle
nous avons ajouté une constante pour que toute la partie noire de 'image ne soit
pas de valeur nulle.
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t=20 t = 0.25 t=0.5 t =0.75

Nous représentons a présent le méme transport sans la constante et donc la partie
noire vaut zéro.

t = 0.25 t =0.75

Il faut donc appliquer des pré traitements aux images que I’on souhaite étudier a ’aide de
cette formulation pour obtenir des résultats plus proches de ce que I'on souhaite obtenir,
comme un seuillage ou un découpage de I'image pour ne prendre en compte que ce que
I’on souhaite déplacer.
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Conclusion

Nous avons développé dans cette thése de nouvelles formulations pour le probléme du
transport optimal dynamique, permettant de travailler directement dans l’espace des
contraintes. Nous avons également prouvé que la fonctionnelle & minimiser dans ce pro-
bléme a de meilleures propriétés de convexité dans ’espace des contraintes. Pour travailler
dans cet ensemble contenant une contrainte de divergence nulle, nous avons considéré
trois formulations.

La premiére implique l'utilisation d’ondelettes & divergence nulle et nous ’avons implé-
menté pour des ondelettes périodiques. L’algorithme obtenu converge lentement a cause
de la non périodicité des vecteurs décomposés, mais démontre la faisabilité de la méthode
et permet d’envisager 1'utilisation d’ondelettes respectant les conditions au bord comme
nous ’avons détaillé dans le chapitre 4.

L’étude de cette premiére formulation nous a menés & nous intéresser aux représenta-
tions par fonction de courant munies de relévement au bord ainsi qu’a l'utilisation de la
décomposition de Helmholtz-Hodge. Nous avons prouvé 1’équivalence pour des signaux
1D entre la résolution d’une équation de type courbure minimale sur chaque ligne de
niveau du potentiel muni des conditions de Dirichlet appropriées, et la minimisation de
la fonctionnelle issue du probléme de transport optimal.

Ces formulations donnent des algorithmes performants et simples & implémenter, a ’aide
de l'algorithme primal-dual développé par Chambolle et Pock. Dans le cas des images
2D, la décomposition de Helmholtz-Hodge donne également lieu & des algorithmes plus
performants que I’état de ’art, que nous avons développés en C++ et parallélisés avec
OpenMP. Cette méthode est utilisable pour des images de densités différentes ou a
support compact.

Ces travaux de thése ont des perspectives naturelles dans les différentes directions sui-
vantes :
— Améliorer 'implémentation des algorithmes impliquant les bases d’ondelettes a
divergence nulle en utilisant les ondelettes respectant les conditions sur le bord.
— Mettre en oeuvre des algorithmes plus performants que ’algorithme de gradient
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et I'algorithme primal-dual étudiés.

— Utiliser de nouvelles formulations respectant la contrainte de divergence nulle telle
que celle impliquant les variables de Clebsch et donc permettant une représenta-
tion pour des images en plus grande dimension (images 3D ou 4D).

— Intégrer nos nouvelles formulations dans des algorithmes plus complexes pour des
densités de masses différentes ou respectant la physique des objets étudiés.
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Annexe A

Calcul de quelques opérateurs
proximaux

A.1 Pour J,s = ||.||h

Nous voulons calculer 'opérateur proximal de la fonction J,,s définie par Jp,s(x) = ||z||1.
Sur la grille discréte G¢! sur laquelle on se place, définie dans la section [|.]]1 s’écrit

lzlle = D faxl ot o] = \/(x})? + (23)2,
keGel

ou nous noterons F'(z) = |z|. Par conséquent nous avons,
prox,s () = pI“OXUH_Hl({L') = (proxJH Tp)keGe-

On cherche donc

y = proxp(z) = argminle — y? + F(y) = argmine — o2 + [yl (A1)
y Y
Pour |y'| # 0
’_ .1 2 / y/ .
Yy —argmlny§|yfx| +lyley fx+m—0
o y/
Y|
1
So= )+ (A.3)

De plus,

1
Y| >0 & |y|+1>1 & 1+ )| >1 & |z| > 1.

Y|
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Remarquons également que pour |z| > 1, on a |y/—z| = 1 d’aprés et (y’)(l—l—ﬁ) =z
par (A.3). Alors ¢/ et x sont colinéaires avec |y — x| = 1, ce qui donne

x

Tl

En remplagant ¢’ par son expression dans (A.l) on obtient que le minimum est atteint

pour y = x — I%I On obtient donc

y =z +

/

y:{l‘—é for |z| > 1

0 sinon.

et on peut écrire

1
proxp(z) = argmin|z — y|> + |y| = max <07 1— H) T
y T

ou pour v >0
prox, p(r) = argmin|z — y|> + v|y| = max <O, 1- |’Y|> x.
y :1/1
Grace a l'identité de Moreau [67] on obtient

prox,p« () = & — yproxp/, (z/7)

= r — ymax (0, 1— M) (x/7)

1
::U—max<0,1—>:c
|z

1
:x+min<0,1)x
||

. T
o <x ||>
T

A.2 Opérateur proximal de J

La fonctionnelle J est définie par

1
H(p,m):/o /Qt](p(t,x),m(t,x))dxdt,

ou
%, sip >0,
V(p,m) € R xR", J(p,m) =< 0, si (p,m) = (0,0),
+00, sinon .
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La transformée de Legendre de la fonction, J*, est définie par

J*(a,b) = (p’mr;aeaﬁ(xw(a, m) + (b, p) — J(p,m),

Pour p < 0, on obtient J = +o00 et J* = —c0 et pour p =0, J* = 0. Dans le cas p > 0,

2

m
J*(a,b) = , b,p) — —.
(a,b) (p,m%lglgixR"<a m) +{b,p) = 5 ;
On obtient donc comme conditions d’optimalité :
2
m
a = — et b == _ﬁ
Si on
m2
J*(a,b) = ,—)+b——
(a (pvmr)n&é(xw <<a P> 2,02>
= max a,a) + 2b),
(p;m)ERXR"™

ce qui donne 0 si ||a||* +2b < 0 et +oc sinon.

Ainsi, la transformée de Legendre de la fonctionnelle J est la fonction indicatrice d’un
ensemble convexe, J* = ip, ou

Py ={(21,22); Vk € G, (21,2?22)19 € Py}
Py ={(t,x) e Rx R", ¢t + = <0},

Cela implique que prox, ;- est la projection sur le paraboloide Py, que I'on va dénoter
Pp

7
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Annexe B

Opérateurs discrets de dérivée
partielle adjoints

Nous allons montrer que les opérateurs discrets de dérivée partielle par rapport a la
premiére composante, 0 et 0; sont bien adjoints l'un de l'autre. La démonstration est
similaire pour tous les autres opérateurs définis dans la section L’opérateur discret
de dérivée partielle par rapport & la premiére composante s’écrit 9y : Gt — G§!, pour
u € G

(Oru)iz1y2,j = Uit1j —uij, 1<i<M-—1,1<j5<N.

L’opérateur de dérivée partielle adjoint pour w = (w!, w?) € G*! est défini par

1 Ce
1 Wiz sii=1
. _ 7 . . B
(Ofw”)ij = W12~ Wiy12,5 S 2<i<M-1
1 C
Whr_1)9, sii= M.

Ces opérateurs vérifient pour w € G5t
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ANNEXE B. OPERATEURS DISCRETS DE DERIVEE PARTIELLE ADJOINTS

(w, B (u)) — (9 (w),w)

M-1 N
- Z Z (Wit1/2,5>wit1,5 — Uij)
i=1 j=1
N M-1 N N
— | 2 Wiy ug) + Z(wi—l/% — Wit1/2,j, Uiy) + E (War—1/2,55 U ;)
Jj=1 =2 j=1 j=1
M-1 N M-1 N
- Z( H‘l/zJ’uH‘lJ E E z+1/2]7u1j
=1 j=1 i=1 j=1
N M-1 N N
— | =Dy my) + Y (wis1jag — Wir1jagotig) + Y (War—1/25, un )
Jj=1 =2 j=1 j=1

En faisant le changement de variable k£ = ¢ + 1 dans la premiére somme on obtient
(w, Op(u)) — (9 (w),u)
M N
- Z Z (wk 1/2,5 ukv] Z Z z+1/2]> uz,]
k=2 j

=z

N
Z Wi—1/2,5 _w2+1/2,Jvuw "‘E (wM—l/Q,jauM,j)
7j=1 =2 j=1 7=1

Les opérateurs 0; et J; sont donc bien adjoints.
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