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Introduction générale

La CFD est devenue un outil indispensable dans les processus de développement de

systèmes innovants dans divers domaines de l’industrie (énergie, chimie des procédés, hy-

draulique, pollution et environnement...). Cet outil n’a cessé de se développer durant les

cinq dernières décennies, ce qui a engendré un essor considérable du point de vue connais-

sance théoriques des phénomènes physiques et des applications pratiques. Ce progrès est

principalement du au développement simultané des méthodes numériques et des moyens

informatiques. Par exemple, l’utilisation des logiciels basés sur les modèles zonaux et no-

daux et les principales méthodes de mécanique de fluide pour prédire les performances

énergétiques d’un habitat illustre cette évolution. A partir de la description d’un bâti-

ment, de ces équipements et des scénarios de fonctionnement, ces logiciels réalisent le

calcul des différents grandeurs physiques, des besoins de chauffage en prenant en compte

les échanges thermiques conductifs à travers les parois et le sol et convectifs avec l’air. Ces

approches ne peuvent pas décrire en détail les phénomènes physiques de turbulence mises

en jeu et leurs influences sur les transferts dans un habitat. Afin d’apporter une compré-

hension fine de la physique et d’améliorer les modèles existants, il est d’usage de considérer

un modèle simplifié. Ici, il s’agit principalement des écoulements en cavité. En effet, ce

type d’écoulement présente des caractéristiques structurelles communes aux écoulements

rencontrés dans l’habitat.Ainsi, les écoulements sont considérés en convection laminaire,

mixte et turbulente. L’exemple typique de cette réduction de modèle est celui de la cavité

de Nielsen. Elle est constituée d’une cavité équipée d’orifices d’entrée et de sortie. L’étude

des phénomènes de convection mixte laminaire et/ou turbulente et de transferts ther-

miques dans ce milieu confiné permet d’apporter des éléments de compréhension sur ces

phénomènes de transferts complexes. De telles études expérimentales restent complexes et

coûteuses. La simulation numérique constitue une solution alternative et complémentaire
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pour investiguer la physique de ce type d’écoulement. La simulation numérique des écoule-

ments nécessite d’importantes ressources informatiques, qu’il est de possible de limiter en

adoptant une stratégie adéquate. Celle ci peut être l’adaptation d’outils performants sur

des architectures massivement parallèles, ou encore une modélisation mathématique per-

tinente. Ce travail a pour objet la simulation des écoulements et des transferts de chaleur

dans des cavités caractéristiques des écoulements dans l’habitat. Plus particulièrement,

nous souhaitons apporter une contribution d’ordre méthodologique à ce type d’étude. Le

manuscrit se compose de deux parties : la modélisation asymptotique d’une plaque cou-

verte d’un MCP et la simulation d’écoulement tridimensionnel anisothermes turbulent, il

comporte cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous exposons quelques travaux numériques et expérimentaux

traitant les problèmes des convections laminaires et turbulentes dans les cavités ventilées.

Nous citons les différentes approches numériques qui se distinguent par leurs degrés de

complexité.

Le deuxième chapitre est consacré à la présentation d’un solveur Navier-Stokes incom-

pressible. Les différents éléments de ce solveur y sont rapportés et une validation y est

détaillée. Ce premier outil est un des éléments principaux pour l’étude de MCPs déposés

en fine couche sur une paroi exposé dans le troisième chapitre. Dans ce troisième cha-

pitre, nous présentons une modélisation asymptotique des transferts de chaleur dans une

plaque couverte par d’un matériau à changement de phase (MCP). L’objectif premier est

d’étudier l’influence d’une couche de MCPs fixée à une paroi d’une cavité fermée sur les

caractéristiques de l’écoulement et des transferts thermiques qui s’y déroulent. Pour cela,

nous proposons un modèle mathématique basé sur une approximation asymptotique de

l’épaisseur de la couche de MCPs. Ce modèle conduit à une formulation qui fait intervenir

des inégalités portant sur la température et sur la fraction de liquide. Cette formulation

est exprimée sous la forme d’un problème de type de Signorini qui est résolue à l’aide

d’un processus itératif de type point fixe. La seconde partie est consacrée à la simulation

d’écoulements turbulents dans une cavité ventilée par le code développé au LAMPS. Ce

code combine la précision numérique des schémas aux différences finies compactes et le
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calcul parallèle. L’ensemble du solveur est détaillé et validé dans le quatrième chapitre.

Il repose sur un maillage entrelacée, une discrétisation semi-implicite et un algorithme

de projection pour le découplage vitesse/pression. Un bon niveau de parallélisation est

atteint grâce à l’utilisant de l’algorithme "Parallèle Diagonale Dominante" (PDD) et du

solveur de diagonalisation successif adapté à une distribution des donnée en pinceaux.

Dans le cinquième chapitre, des simulations numériques directes et à grandes échelles

pour des écoulements turbulents dans une cavité ventilée sont présentées. Les caractéris-

tiques des simulations et l’analyse des résultats sont également détaillées. Plus particuliè-

rement, nous montrons que la variation du flux de chaleur appliqué à la paroi inférieure de

la cavité impacte la structure de l’écoulement et les transferts de chaleur qui s’y déroulent.
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Chapitre 1

Rappels bibliographiques

Ce chapitre est consacré à quelques rappels bibliographiques sur les écou-

lements convectifs et les méthodes numériques utilisées pour simuler ces

écoulements.

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons l’état de l’art concernant les transferts par convec-

tion mixte dans des cavités.

1.2 État de l’art

La convection dans les cavités fermées ou ouvertes est un important sujet d’investi-

gation parce qu’elle intervient dans différentes applications et industrielles telles que :

le refroidissement des composants électroniques, les collecteurs solaires, le stockage de

l’énergie et la ventilation des bâtiments. De nombreux travaux expérimentaux et numé-

riques assimilent l’habitat à une cavité tridimensionnelle [1, 2, 3, 4]. Plusieurs travaux [5,

6, 7] consacrés à l’analyse de l’influence de la position des orifices d’entrée et de sortie

de la cavité, de son rapport de forme, de son inclinaison, de l’angle d’entrée de l’air ...,

ont conduit à la détermination de la configuration géométrique offrant une ventilation

optimale. Ainsi, Raji et Hasnaoui [6] ont analysé l’influence de la position de l’orifice de

sortie sur les transferts de chaleur et d’impulsion dans une cavité ventilée. Deux positions

ont été considérées : l’une en bas de la paroi droite et l’autre en haut de cette paroi.

La dimension des orifices est égale à 1/4 de la largeur de la cavité. Un flux de chaleur
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uniforme est imposé sur la paroi gauche de la cavité, les autres parois sont adiabatiques.

Pour la discrétisation des équations de Navier-Stokes et de l’équation d’énergie, une mé-

thode implicite aux différences finies est utilisée. Toutes les discrétisations spatiales sont

réalisées à l’aide d’un schéma centré au second ordre à l’exception des termes convectifs

qui sont approchés en utilisant un schéma décentré amont (upwind) au second ordre. Les

résultats présentés montrent que pour la cavité dont l’orifice de sortie est positionnée en

bas de la paroi, les températures moyennes de l’air sont généralement plus élevées pour

Ra = 106 que celles obtenues lorsque l’orifice de sortie est située en haut de cette paroi.

L’écart maximal entre ces températures moyennes est de 96, 45%. Xamàn et al [5], Serrano

Figure 1.1 – Configuration géométrique de Raji et Hasnaoui[6]

et al [8] analysent également l’influence des positions d’entrée et de sortie de l’écoulement

d’air sur les transferts dans une cavité ventilée rectangulaire. Pour l’étude de Xaman et

al., la cavité a pour dimension 9 x 3 m2 et 4 x 3 m2, pour celle de Serrano-Arellano et al.,

la dimension des orifices d’entrée et de sortie est la même pour les quatre configurations

(Fig 1.2) : elle est de 0, 3 m. Les équations décrivant les transferts d’impulsion de chaleur

et de masse ont été discrétisées par la technique des volumes finies ; l’adéquation entre les

champs de pression et de vitesse est assurée par l’algorithme SIMPLEC. Dans l’étude de

Xamàn et al. [5], les termes convectifs ont été approchés par un schéma "upwind" et les

termes diffusifs par un schéma centré. Ces deux travaux ont confirmé que la ventilation

optimale est obtenue pour la cavité dont la position de l’orifice de sortie d’air est située

en haut de la paroi gauche, plus précisément pour une cavité dans laquelle les orifices

d’entrée et de sortie sont situés sur une diagonale. L’angle avec lequel l’air entre dans la

cavité influence les transferts que s’y déroulent [9, 10, 11]. Ainsi, Ming Zhao et al. [9] ont

analysé l’influence de cet angle sur les transferts dans une cavité carré de coté L et dont la
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Figure 1.2 – Configuration géométrique de Xaman et al. [5]

dimension de l’orifice d’entrée w=0,02 L.Ils ont considérés quatre valeurs de l’angle d’en-

trée d’air dans la cavité : 0°, 20°, 45° et 70°. Les équations de transferts sont discrétisées

par une méthode implicite aux différences finies et le schéma QUICK est utilisé pour les

termes convectifs. L’algorithme SIMPLE assure le couplage entre les champs de pression

et de vitesse. Les résultats présentés montrent que la ventilation optimale est obtenue

pour un angle égal à 0°.

Figure 1.3 – Configuration géométrique de Ming et Zhao[12]
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1.2.1 Convection mixte laminaire

L’instabilité de la double diffusion en convection mixte à l’intérieur d’une cavité ven-

tilée due à des sources de chaleur et de contaminants a fait l’objet d’une étude numérique

de Ben Beya et Lili [13]. Les équations de transfert sont discrétisées par une méthode

implicite aux différences finies. Les termes non-linéaires sont traités explicitement par un

schéma d’Aams-Baschforth d’ordre 2 ; les termes convectifs ont été évalués par un schéma

semi-explicite et les termes visqueux implicitement. L’évolution de la composante hori-

zontale de la vitesse en fonction du temps montre que pour des nombres de Reynolds

compris entre 700 et 1000 et des valeurs du nombre du Grashof supérieures à 2.105, le

régime d’écoulement devient instable et un régime périodique apparaît. Pour Re = 700,

des fluctuations spatiales ont tendance à décroître avec l’augmentation du nombre du

Grashof. Pour Re = 800, les résultats présentés montrent que l’écoulement est décrit par

deux cellules de recirculation qui contribuent à l’élimination des contaminants. Il est mis

en évidence une zone dans laquelle il n’y a pas d’écoulement qui représente un aspect

dangereux pour la santé. Raji et al [7] ont proposé une étude numérique de la convection

mixte à l’intérieur d’une cavité ventilée. Pour la discrétisation des équations de Navier-

Stokes et de l’équation d’énergie, une méthode implicite aux différences finies est utilisée.

Toutes les discrétisations spatiales sont réalisées à l’aide d’un schéma centré précis au se-

cond ordre à l’exception des termes convectifs qui sont approchés en utilisant un schéma

décentré amont (upwind) au second ordre. Les résultats présentés pour 10 < Re < 5000,

104 < Ra < 106 sont focalisés sur l’interaction entre les convections naturelle et forcée et

l’existence de différents régimes d’écoulement. Les régimes de l’écoulement ont été carac-

térisés par des corrélations exprimant le nombre de Reynolds en fonction du nombre de

Rayleigh. Les résultats sont obtenus pour des valeurs de nombre de Richardson (Ri) com-

prises entre 5, 5.10−4 et 1, 4.104 Des instabilités temporelles de l’écoulement apparaissent

pour Ri > 1, 4.104. Pour cette valeur du nombre de Richardson la convection naturelle

est prédominante.

Lors d’une étude effectuée par Qi Hong Dang et al en (2004)[14], une méthode im-

plicite aux volumes finis sur un maillage décalé à été utilisée pour discrétiser les équa-
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tions de transferts de chaleur et de masse à l’intérieur d’une cavité ventilée. Les termes

de convection et de diffusion sont discrétisés respectivement par un schéma QUICK de

troisième ordre et une différence finie centrée de second ordre. Les systèmes d’équations

algébriques obtenus sont résolues par l’algorithme TDMA couplé à une procédure itéra-

tive de sur-relaxation (SOR). Le couplage entre les champs de vitesse et de pression est

assuré par l’algorithme SIMPLE. Il a été montré que, pour Re inférieur à 400, la convec-

tion naturelle est prédominante. La convection forcée est caractérisée par un nombre

de Rayleigh exprimé en fonction du nombre de Grashof vérifiant l’expression suivante :

Re = 0, 0125Gr + 272, 41. Afin de simuler l’écoulement d’air induit par une flamme dans

une cavité ventilée, Abib et Jularia [15] ont assimilé cette flamme à une source de cha-

leur placée dans la paroi inférieure de la cavité. Cette dernière est équipée d’un orifice

située au milieu de la paroi inférieure. Les équations de transferts sont résolues en utili-

sant une méthode implicite aux différences finies et l’algorithme TDMA. L’équation de

Poisson par la méthode de relaxation successive (SOR). L’écoulement est décrit par une

cellule de recirculation principale localisée au voisinage de la paroi inférieure et une cellule

contra-rotative de plus faible dimension près de la paroi supérieure. Il a été montré que

la taille de l’ouverture n’a pas d’influence significative sur les transferts pour les faibles

nombres de Rayleigh. Afin de simuler la convection tridimensionnelle laminaire dans une

cavité ventilée engendrée par un composant électronique placé dans une cavité équipée

d’un seul orifice d’entrée, Yu et Joshi [16] ont assimilé ce composant à un une source de

chaleur placée sur l’une des parois verticales. Plusieurs positions de l’orifice de sortie ont

été considérées. Les équations de transfert sont résolues par une méthode implicite aux

différences finies et l’algorithme TDMA. L’algorithme SIMPLEC, détaillé par Patankar

[17], assure le couplage entre les champs de vitesse et de pression. Pour des nombres de

Rayleigh compris entre 104 et 106, la position de l’orifice d’entrée joue un rôle important

sur la distribution du champ thermique et les nombres de Nusselt moyens.

Une étude numérique similaire à la précédente mais limitée à la convection forcée bidi-

mensionnelle laminaire dans une cavité carrée ventilée est présentée par Saidi et Khodadi

[18]. La position de l’orifice d’entrée est fixée, tandis que neuf positions de l’orifice de
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sortie sur les quatre parois de la cavité sont considérées. Dix-huit cas différents ont été

examinées, pour un nombre de Prandtl égal à 5 et pour quatre nombres de Reynolds

10, 40, 100, 500. Un écoulement multicellulaires qui dépend du nombre de Reynolds a été

observé. Cet écoulement est caractérisé par des vortex qui ont une influence considérable

sur la distribution des températures. Les résultats présentés montrent également que pour

réduire la différence entre les pressions à l’entrée et la sortie de la cavité les positions des

orifices d’entrée et de sortie doivent être localisées à la même hauteur sur les parois ver-

ticales ou à la même distance comptée à partir de l’une des parois verticales.

Auteurs Corrélations Re Ra Gr
Raji et Hasnaoui [6] 461, 12Ra− 0, 11 ;768, 22Ra− 0, 15 [5,50000] [103, 106]
Ben Beya et Lili [13] 11, 285Gr0.338 [700, 1000] [103, 106]
Raji et al [7] 3, 7896.Ra0,2753 ;0, 0724.Ra0,7654 [10, 5000] [104, 106]
Zhao et Yang [19] [1000, 2500]
Hong Dang et al [14] 0.0125Gr + 272, 41 [100, 700] [103, 5.105]

Table 1.1 – Corrélations du nombre de Reynolds

1.2.2 Convection mixte turbulente

Les écoulements turbulents sont caractérisés par leur irrégularité spatio-temporelles

ce qui favorise les échanges de chaleur et de masse. Les variables comme la vitesse, la

pression, la masse volumique, la température fluctuent de façon aléatoire ce qui rend très

difficile leur étude du point de vue numérique. La turbulence se caractérise aussi par

une diffusivité élevée (température, quantité de mouvement...) et par un large spectre de

dimensions de tourbillons. Les tourbillons de plus grande taille interagissent entre eux

pour former des tourbillons de taille de plus en plus faible.

Une simulation numérique d’un écoulement en convection mixte en régime turbulent dans

une cavité ventilée effectuée par la simulation à grande échelles avec le modèle de sous-

grille de Smagorinski a montré que pour un nombre de Reynolds variant entre 400 et

10000 et un nombre de Richardson compris entre 0,1 et 0,44, le champ de température

est dépendant du nombre de Richardson [20]. Le nombre de Nusselt moyen est, pour le
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régime instable, supérieur au double de sa valeur obtenue pour une stratification thermique

stable. Ce résultat traduit un accroissement local du transfert de chaleur engendrée par

des cellules rotatives localisées dans les coins de la cavité pour un régime instable. Il est

à noter l’absence de cette distribution de cellules de recirculation pour une stratification

thermique.

Une étude expérimentale par PIV d’un écoulement en convection mixte turbulente dans

une cavité ventilée a été effectuée par Paranthoen et Gonzalez [21]. La cavité est ventilée

par un orifice d’entrée située sur la paroi inférieure et un orifice de sortie sur la paroi

supérieure.. Les travaux antérieurs [22, 21], montrent qu’il y a une dépendance entre les

régimes de l’écoulement et le nombre de Froude. En effet, pour Fr < 2 l’écoulement

est en régime laminaire. Si Fr > 2, il n’y a pas d’écoulement. Les résultats présentés

montrent qu’un régime transitoire apparaît si 2 < Fr < 2, 6 et cet l’écoulement est du à

la dimension de l’orifice d’entrée située sur la paroi inférieure.

1.2.3 Écoulement en convection forcée turbulente

Un écoulement turbulent d’air dans une cavité ventilée est modélisé en utilisant le modèle

k− ε [23]. Les équations de Navier-Stokes et le modèle k− ε sont résolus par une méthode

implicite basée sur les différences finies et l’algorithme de Gauss. Les résultats présentés

sont comparés aux résultats expérimentaux de Nielsen [24]. Le schéma QUICK est utilisé

pour discrétiser les termes convectifs de l’équation de mouvement. Davidson [23] reprend

le problème qui a fait l’objet de [25] et applique la "Large Eddy Simulation" (LES) et

la méthode des volumes finies pour discrétiser les équations de l’écoulement turbulent

supposé tridimensionnel. Les résultats sont comparés aux résultats expérimentaux de

Restivo [26]. Dans une autre étude de Davidson [23], un nouveau modèle dynamique

de LES à une équation de fermeture est développé. Ce modèle est capable de prédire les

écoulements avec recirculation dans les cavités ventilées et permet de traiter la turbulence

dans des cavités fermées. Une comparaison avec des résultats obtenus en utilisant le

modèle de Lam et Bramhorst montre qu’il conduit à des résultats en bon accord avec à

ceux obtenus expérimentalement par Cheesewright et al [27].
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Peng et al [25] appliquent trois modèles de turbulence, le modèle k − ε, k − τ et k − ω

pour analyser leurs précisions et leurs efficacités à l’étude de l’écoulement dans deux

configurations. La première configuration est une cavité ventilée et la deuxième est une

cavité partitionnée. Le modèle k − ω ne permet pas de déterminer le point de séparation

de l’écoulement bien qu’il converge rapidement, à l’inverse du k− τ . Pour les écoulements

considérés, le modèle k−ε semble être le mieux approprié. Ce résultat rejoint celui de Chen

[28] obtenu par une analyse numérique d’un écoulement turbulent dans une cavité. Dans

laquelle plusieurs modèles de type k−ε et k−ω ont été retenues. La méthode des volumes

finis, basée sur le schéma HYBRIDE, la discrétisation des équations de mouvement est

effectuée et le schéma QUICK pour les quantités turbulentes ont été utilisés. Le couplage

vitesse/pression est assuré par l’algorithme SIMPLEC et la méthode TDMA est employée

pour résoudre les systèmes d’équations algébriques.

1.2.4 Convection turbulente

Ce type d’écoulement a fait l’objet de nombreux travaux numériques et expérimen-

taux [29]. L’écoulement en convection mixte turbulente est obtenue en imposant à une ou

plusieurs parois de la cavité des températures différentes avec un écoulement traversant

la cavité venant de l’extérieur, ou engendré par une source de chaleur placée à l’intérieur

de la cavité avec un écoulement extérieur. Humphrey et To [29] ont mené une étude nu-

mérique de la convection mixte turbulente dans une cavité à section rectangulaire dont

l’une des paroi est chauffée. Ils ont analysé l’influence de l’angle d’inclinaison de la cavité

sur les transferts et montré notamment que la convection naturelle dépend non seule-

ment du nombre de Grashof mais aussi de l’angle d’inclinaison de la cavité. Perrin et al

[30], ont analysé numériquement l’écoulement généré par un barreau chauffé placé dans

une cavité soumise à un écoulement à l’entrée de type jet. L’analyse des transferts de

chaleur pariétaux sur le barreau a permit de déterminer l’influence de l’écoulement sur

les pertes thermiques à travers les parois de la cavité qui dépendent aussi du nombre de

Richardson. L’étude des transferts de chaleur et de masse dans les cavités a été également

effectué en utilisant de nombreux codes CFD académiques ou industriels. Ainsi, Alchak-
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kif [31] a utilisé le code FLUENT pour analyser l’influence de taux de renouvellement

d’air sur l’écoulement dans un habitat équipé d’une grande ouverture de sortie. Les dé-

bits de renouvellement d’air obtenus sont comparés à des valeurs déduites de corrélations

empiriques [20,21]. L’accord avec les résultats expérimentaux n’est pas satisfaisant. Une

corrélation entre le taux de renouvellement d’air et le nombre de Richardson est établie.

Davidson [23] a simulé l’écoulement turbulent d’air dans des cavités rectangulaires ven-

tilées de rapport de forme compris entre 2 et 2, 56 en utilisant un modèle de turbulence

à deux équations de type k − ε avec un modèle proche paroi pour capter les effets des

faibles nombres de Reynolds sur les transferts. Trois configurations géométriques ont été

considérées avec différents positions des orifices d’entrée et de sortie et différentes condi-

tions aux limites. Le taux de renouvellement d’air calculé pour les trois configurations à

été comparé aux valeurs expérimentales de Larsson [32] et à celui déduit de la formule

de Sandberg [33]. Un bon accord a été observé. Afin de modéliser des systèmes de ven-

tilation des bâtiments, une étude à la fois numérique et expérimentale est effectuée par

Kuznik [34]. Trois jets d’air sont considérés : isotherme, chaud et froid. Trois nombres de

Reynolds, basés sur la hauteur de la cavité et la vitesse à l’entrée sont retenus : 11200,

10400 et 13600. Pour compléter cette étude, les champs tridimensionnels de la vitesse

instantanée sont determinées avec la "Laser Doppler Velocimetry" LDV. La modélisation

au second ordre de la turbulence avec le modèle k − ε, effectué par le logiciel FLUENT,

a conduit à une meilleure prédiction avec un temps CPU assez faible des écoulements

et en particulier les champs thermiques et aérauliques moyens. Une étude numérique et

expérimentale d’un écoulement tridimensionnel d’air est menée par Moureh et Flick [35].

Le dispositif expérimental est constitué d’une cavité ventilée de rapport de forme égale à

5, 4 dans laquelle les orifices d’entrée et de sortie se trouvent sur la même paroi. L’analyse

numérique est effectuée à l’aide du code FLUENT, qui utilise deux modèles de turbu-

lence à deux équations de fermeture : le modèle standard k − ε et le modèle LRN de

Lam-Brahorst et un modèle à tension de Reynolds (RSM). Les résultats présentés sur les

caractéristiques du champ de vitesse montrent la complexité des écoulements confinés,

l’anisotropie de la turbulence surtout prés des parois. En outre, le seul modèle capable de
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prédire les cellules de recirculation secondaire est le modèle à tension de Reynolds.

La synthèse bibliographique sommaire reportée ci-dessus montre que pour analyser les

transferts par convection turbulente dans une cavité ventiléee, les techniques utilisées

pour résoudre les équations de transferts sont multiples. Les trois approches les plus ré-

pandus sont : l’approche RANS (Reynolds-averaged Navier–Stokes equations), la LES

(Large Eddy simulation) et la DNS (Direct Numerical simulation). La détermination ex-

périmentales des vitesses d’un écoulement turbulent est effectué au moyen d’anémomètre

à fil chaud, la PIV (vélocimétrie par image des particules) et la LDV (vélocimétrie Laser-

Doppler). Dans la suite nous rappelons les principales méthodes et modèles pour les études

des écoulements turbulents.

1.2.5 Approches numériques pour la turbulence

Approche Direct Numerical simulation

La DNS consiste à résoudre les équations locales régissant les phénomènes physiques (équa-

tions de Navier Stokes, de l’énergie, de diffusion des espèces...). Aucune hypothèse simpli-

ficatrice n’est retenue sur les caractéristiques de l’écoulement. Dans cette approche, des

discrétisation spatio-temporelles très fines sont employées pour capter toutes les échelles

spatio-temporelles de l’écoulement ce qui conduit à plusieurs millions voire dizaine millions

de mailles. Cette approche nécessite des moyens de calculs très importants. Actuellement,

les domaines d’application de la DNS sont principalement dans le cadre d’études fonda-

mentales destinées à tester la validité des modèles de la turbulence ou de sous maille pour

des configurations géométriques simples. Les temps de calcul élevés et l’occupation impor-

tante de la mémoire des ordinateurs limitent aujourd’hui ce type de résolution numérique

à des applications industrielles et leurs utilisations restent réduites. Les limitations de

la méthode DNS nécessitent le recours à des méthodes moins coûteuse du point de vue

temps de calcul et de mémoire. Parmi les techniques issues de la mécanique des fluides,

deux grandes familles existent : les méthodes "Simulation à grandes échelles" (LES) et

"Range Average Navier Stokes Equations" (RANS).
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Approche LES

La simulation des grandes échelles (LES) considère les échelles de turbulence qu’à-partir

d’une certaine taille. Les équations de Navier Stokes sont filtrées spatialement ; la taille

du filtre est une caractéristique de la partie résolue et de la partie modélisée de la turbu-

lence. L’effet des petits échelles de turbulence (dites sous-maille) est pris en compte par

l’apparition de termes supplémentaires dans les équations filtrées (équations de mouve-

ment, d’énergie...). Ces nouveaux termes doivent être modélisés pour compléter le système

d’équations. De nombreux modèles ont été présentés pour exprimer l’effet des échelles

sous-maille [36, 37, 38]. La LES permet de conserver de manière naturelle l’aspect insta-

tionnaire des écoulements puisque les équations sont filtrées spatialement et non temporel-

lement. Les quantités moyennes peuvent être obtenues ensuite par une analyse statistique

des résultats. Cette approche nécessite généralement des maillages plus fins que ceux uti-

lisés pour l’approche RANS. L’évolution de la puissance de calcul des ordinateurs rend

l’utilisation de la LES de plus en plus possible dans le cadre de traitement d’écoulements

turbulents dans des cavités ventilées.

Approche RANS

Les variables instationnaires sont décomposées en une grandeur moyenne et une grandeur

fluctuante dans le temps (décomposition de Reynolds). Les équations caractéristiques sont

obtenues par un filtrage temporel des équations initiales qui permettent de faire appa-

raître comme variable principale les valeurs moyennes (RANS). Le filtrage des termes

non-linéaires conduit à des termes supplémentaires. Une modification de ces derniers est

nécessaire afin d’avoir une fermeture du système d’équations. Lors des dernières décennies,

des nombreux modèles plus ou moins sophistiqués ont été élaborés (modèles à zéro équa-

tion supplémentaire, modèles aux équations de bilan de tensions de Reynolds...). Parmi

ces modèles, le modèle k−ε est le plus utilisé. Il introduit deux équations supplémentaires :

une équation de l’énergie cinétique turbulente k et une équation du taux de dissipation

de cette énergie ε. Ce modèle élémentaire a fait l’objet de nombreuses études et de modi-

fications destinées à l’adapter à des situations et configurations géométriques différentes,
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en particulier aux écoulements de parois fortement anisotropes (modèles à faible nombre

de Reynolds). L’approche RANS permet de traiter des problèmes de grandes tailles et

des configurations géométriques complexes. Toutefois, l’expertise de l’utilisateur demeure

importante pour obtenir des résultats satisfaisants.

Pour utiliser ce modèle à faible nombre de Reynolds, trois approches sont retenues :

— fonctions de proche paroi,

— modèles bi-couches,

— modèle k − ε modifié.

Ce dernier modèle correspond à une modification du modèle standard pour le rendre valide

dans une large gamme d’écoulements. Ces modifications sont effectuées par des fonctions

d’amortissement reportées dans les équations de transport de k et de ε afin d’affaiblir le

comportement turbulent de l’écoulement.

1.3 Conclusion

La synthèse bibiliographique sur les cavités ventilées reportée dans ce chapitre met en

évidence que les transferts sont influencés par la position des orifices d’entrée et de sortie.

Les équations de transferts sont résolues par des logiciels commerciaux tels que le code

FLUENT ou des codes numériques basés sur des modèles de turbulence de type RANS,

LES ou DNS. Dans les chapitres suivants, nous développons un code numérique basé sur

les modèles de type LES et DNS et une discrétisation par une méthode semi-implicite

aux différences finies. Nous appliquons ce code à un écoulement tridimensionnel turbulent

anisotherme dans une cavité ventilée.
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Chapitre 2

Un solveur d’ordre 2 pour les

écoulements incompressibles

L’étude des transferts dans un fluide et ceux dans une paroi constituée

d’un MCP nécessite l’emploi d’un solveur Navier-Stokes incompressible ro-

buste et flexible. Ce solveur est détaillé et validé dans ce chapitre. Il est

composé de trois paragraphes : le premier paragraphe introduit les techniques

de résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles. Le deuxième

paragraphe est consacré à la présentation des méthodes numériques implé-

mentées dans notre code de calcul pour résoudre ces équations. Enfin, le

troisième paragraphe est dédié à la vérification et la validation du solveur

par comparaisons à des cas tests référencés dans la littérature.

2.1 Introduction

Le choix de la méthodologie numérique pour la résolution des équations de Navier-Stokes

dépend de la nature de l’écoulement et de la configuration géométrique. Par exemple

les équations des écoulements compressibles supersoniques présentant des discontinuités

nécessitent généralement des discrétisations décentrées [39]. Avec les écoulements incom-

pressibles la difficulté est plutôt liée à l’imposition de la condition d’incompressibilité

numérique [40]. Des éléments bibliographiques sont rappelés ci-après.

Dans le cas incompressible le couplage entre les champs de vitesse et de pression est fort.

En effet, l’équation de la pression dans un écoulement incompressible ne fait intervenir

que les variations spatiales, et non temporelles, de la vitesse. De ce constat, il est apparu
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un ensemble de techniques de résolution pour découpler les champs de vitesse de celui de

la pression.

Il existe trois principales méthodes numériques utilisées pour assurer l’adéquation entre

les champs de la vitesse et la pression.

La première basée sur l’algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked

Equations) à l’origine conçus par "(Patankar et Spalding, 1970)". La condition de diver-

gence nulle sur la vitesse est remplacée par l’équation de continuité d’un fluide compres-

sible. L’équation de correction de la pression est obtenue en exprimant la masse volumique

en termes de pression via l’équation d’état. Par ailleurs, si l’équation d’état dépend aussi

de la température, alors une équation d’énergie interne ou de température doit être résolue

avec une procédure itérative (Rhie, 1989) [41].

Un deuxième type de méthode de résolution des équations de Navier-Stokes qui consiste à

considérer l’opérateur d’Uzawa qui repose sur l’élimination de la vitesse dans le problème

de Navier-Stokes instationnaire. Cette approche est coûteuse en terme de temps de calcul

du fait de la formulation de l’opérateur d’Uzawa [42].

La troisième, appelée la méthode de projection, consiste à faire une décomposition d’Hodge

Helmoltz du champ de vitesse en deux contributions : la première à divergence nulle et la

deuxième à rotationnel nul. Ce type d’approche numérique a souvent été utilisée pour des

problèmes d’écoulements incompressibles "Teman Chorin". Cette approche est souvent

appliquée pour la simulation des écoulements turbulents instationnaires [43]. En effet,

lorsque les termes convectifs des équations de Navier-Stokes sont explicite en temps, la ré-

solution des équations de Navier-Stokes se réduit à la recherche de solution des problèmes

linaires de type Helmoltz ou Poisson [44, 45]. Les méthodes de discrétisation spatiale

peuvent généralement se diviser en deux grandes classes. La première est basée sur une

approximation locale de type différences finies (différences finies, volumes finies, éléments

finies, schémas compactes). Ces approches confèrent des approximations numériques prin-

cipalement d’ordre 1 ou 2.

La seconde classe est constituée de méthodes qui font appel à une approche globale (mé-

thodes spectrales ou compactes).Par exemple, les méthodes spectrales se caractérisent
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par une précision exponentielle ; elles reposent sur une décomposition des inconnues sur

une base de fonctions orthogonales. Chaque vecteur propre de cette base est infiniment

dérivable et défini sur l’ensemble du domaine de calcul [46]. Dans le présent chapitre, la

méthode numérique développée pour élaborer le code de calcul utilisé pour les simulations

des écoulements incompressibles est détaillée. Dans cette méthode, une discrétisation tem-

porelle semi-implicite est utilisée. Le choix de la discrétisation temporelle est guidé par

plusieurs critères numériques : la stabilité numérique, la précision, le temps CPU et la

difficulté d’implémentation. Les termes non-linéaires sont explicités tandis que les termes

visqueux sont implicités. Une méthode de projection est retenue pour découpler les champs

de vitesse et de pression. Pour la discrétisation spatiale, un schéma aux différences finies,

définie sur un maillage décalée, est utilisée.

2.2 Discrétisation temporelle & algorithme de pro-

jection

Pour décrire correctement le mouvement d’un fluide incompressible, il faut à chaque ins-

tant connaître sa vitesse et sa pression en tout point de l’espace. Les équations de Navier-

Stokes incompressibles décrivent le mouvement des fluides « Newtoniens » (liquides et gaz

ordinaires) dans l’approximation des milieux continus. Elles peuvent s’écrire de la façon

suivante :
∂ui
∂xi

= 0 (2.1)

∂ui
∂t

+ ∂(uiuj)
∂xj

= −1
ρ

∂p

∂xi
+ ∂σij
∂xj

+ ρg (2.2)

ou ui désigne les composantes du vecteur vitesse du fluide à un instant t, xi les coordonnées

spatiales, p la pression et σij = ν( ∂ui

∂xj
+ ∂uj

∂xi
) les contraintes visqueuses. Les équations

(2.1) et (2.2) représentent respectivement la conservation de masse et de la quantité de

mouvement. L’équation de conservation de l’énergie est déduite du premier principe de

la thermodynamique en négligeant l’effet de la variation de la pression devant celle de
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la température. Ce principe est traduit par le fait que l’échange de chaleur et de travail

entre le fluide-milieu environnant entraîne une variation de l’énergie totale du système.

En négligeant les dissipations visqueuses et la puissance volumique dissipée, l’équation de

l’énergie s’écrit :
∂T

∂t
+ ∂(ujT )

∂xj
= ∂

∂xj
(α ∂T
∂xj

) (2.3)

ou α désigne la diffusivité thermique du fluide ; Cv la capacité calorifique à volume

constant, k la conductivité thermique et T la température. Les paragraphes suivants dé-

taillent les discrétisations spatiale et temporelle des équations (2.1 à 2.3). Dans le prochain

paragraphe les caractéristiques de la discrétisation temporelle des termes convectifs et dif-

fusifs seront présentées. L’algorithme de projection retenu sera détaillé dans le deuxième

paragraphe.

2.2.1 Discrétisation temporelle

Une discrétisation temporelle semi-explicite est couramment utilisée pour résoudre nu-

mériquement les équations de Navier-Stokes incompressibles. La discrétisation temporelle

des équations de Navier-Stokes pour les écoulements incompressibles 2-D et 3-D peut être

effectuée par la méthode d’Euler implicite. Cela permet d’éviter le traitement implicite

des termes non-linéaires. Un modèle de discrétisation semi-implicite est le schéma d’Euler

rétrograde qui s’écrit :

∇.un+1 = 0 (2.4)

un+1 − un

∆t +∇pn+1/2 = H(un) + L(un+1) (2.5)

ou H(un) = [(u.∇)u]n et L(un+1) = 1
Re
∇2(un+1) Les propriétés de ce schéma sont : une

précision numérique d’ordre 1 en temps et une stabilité numérique. Dans les équations

de Navier-Stokes, les termes diffusifs sont évalués implicitement et les termes convectifs

explicitement. La plupart des discrétisations temporelles implicite ou semi- implicite se
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construisent à partir du schéma d’Euler. En effet, il est possible de construire des schémas

d’ordre plus élevé en temps en garantissant une bonne stabilité numérique. Le schéma

Adams-Bashforth/Cranck-Nicolson qui est l’un des plus utilisés conduit à une précision

temporelle d’ordre 2 et une stabilité numérique caractérisé par une condition de Courant

Friedrich Lewy (CFL). Le pas de temps ∆t est contrôlé par la condition (CFL) :

∆t = CFL

Λmax

, (2.6)

avec Λmax est

Λmax = (
∑ |ui|

∆xi
)max (2.7)

Par exemple, le schéma d’Adams-Bashforth, qui garantit une bonne stabilité numérique,

tout en satisfaisant un pas de temps fixe, doit respecter la condition ∆t < σ∆x. Pour

le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3, le procédé d’intégration numérique d’équations dif-

férentielles introduit une étape intermédiaire pour annuler des termes d’erreur d’ordre

inférieur, tout en satisfaisant un pas de temps variable ; c’est à dire un intervalle plus

large de la limite de la stabilité numérique.

Méthode d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson

Dans cette méthode, les termes convectifs sont discrétisés à l’aide du schéma explicite

d’Adams-Bashforth au deuxième ordre. Le schéma implicite de Crank-Nicolson est retenu

pour la discrétisation des termes diffusifs. Cette discrétisation conduit à un schéma semi-

implicite qui garantit un bon compromis entre la précision et la stabilité numérique. Elle

assure aussi une précision numérique d’ordre 2 avec une condition de CFL à 0, 5.

un+1 − un

∆t = −1
2[3H(un)−H(un−1)] + 1

2Re∇
2(un+1 + un) (2.8)

23



Partie , Chapitre 2 – Un solveur d’ordre 2 pour les écoulements incompressibles

Méthode Runge-Kutta d’ordre 3

Les équations gouvernantes sont incrémentées dans le temps en utilisant une méthode

semi-implicite. Le schéma d’avancement pour les composantes de la vitesse ui est un

schéma de Runge-Kutta (Spalart et al., 1991[47]) de troisième ordre de sous-étape de

rangement compact basé sur un traitement explicite des termes convectifs et implicite

du terme visqueux. Le schéma de Runge-Kutta à trois sous-étapes est combiné avec la

procédure d’étape fractionnaire (Kim et Moin, 1985 [48]), la méthode de Le et Moin (1991)

[49] est utilisée et permet d’avancer le champ de vitesse à travers les sous-étapes sans

satisfaire l’équation de continuité à chaque sous-étape de Runge-Kutta. Les vitesses sont

projetées sur le champ libre de divergence seulement à la dernière sous-étape. Les termes

convectifs ont été modifiés de sorte que l’ordre de précision du schéma reste inchangé.

L’algorithme suivant détaille les étapes de la méthode Runge-kutta d’ordre 3 utilisée dans

ce travail pour l’avancement temporel des équations de Navier-Stokes incompressible.

uni − un−1
i

∆t = (α + β)kL(un−1
i )− α

Re

δ

δx

δun−1
k

δxk
+ βkL(uni + un−1

i )− γkN(u∗(n−1)
i )− ξk(u∗(n−2)

i )(2.9)

i = 1, 2, 3, L(ui) et N(ui) représentent les approximation des différences finies de second

ordre pour les termes diffusifs et convectifs, respectivement :

L(ui) = 1
Re

δ2

δxkδxk
ui, N(ui) = δ

δxk
uiuk. (2.10)

Les coefficients α, β, γ et ξ sont des constantes choisies de telle sorte que l’avancement

temporel total entre tn et tn+1 soit d’ordre 3 pour les termes convectifs et d’ordre 2 pour les

termes diffusifs. La limite maximale de CFL pour la stabilité de la méthode Runge-Kutta

du troisième ordre est
√

3.

2.2.2 Algorithme de Projection

La détermination simultanée des composantes de la vitesse (u, v, w) et de la pression p est

extrêmement gourmande en terme de coût mémoire et de coût CPU . Les méthodes de
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projection sont utilisées pour découpler la vitesse et la pression. Cette méthode repose sur

le théorème de décomposition d’Helmoltz : un champ de vecteur scindé en un champ de

vecteur solénoïdal (à divergence nulle) et un champ irrotationnel. La première application

de ce théorème aux équations de Navier Stokes incompressible a été effectuée par Chorin

et Temam [43]. Le champ de vitesse intermédiaire a été calculé en considérant les termes

non-linéaires et visqueux des premières extensions présentées par Chorin et Temam [43].

La pression est déterminée par la résolution d’une équation de Poisson dont le terme source

est la divergence du champ intermédiaire de la vitesse. Des conditions aux limites de type

Neumann homogène ont été considérées pour la résolution de l’équation de Poisson. Des

développements ont été apportés par Goda [50]. Kim et Moin [48] qui ont corrigé la

composante tangentielle de la vitesse intermédiaire à partir de l’extrapolation au premier

ordre de la pression au temps tn+1. Le schéma obtenu est un schéma à l’ordre 2 en espace

et en temps. La méthode de projection initiale a été ensuite améliorée en considérant un

gradient de pression au temps tn au cours de la détermination du champs intermédiaire de

la vitesse. Cette amélioration entraîne une modification dans la résolution de l’équation

de Poisson. En effet, elle n’est plus résolue directement pour la pression mais sur une

correction de pression (différence entre les champs de pression aux instants tn et tn+1).

Cette version du schéma de Chorin et Temam [43], amélioré par Goda [50], est à l’origine de

nombreux codes de résolution des équations de Navier-Stokes des écoulements turbulents.

Il existe deux familles de schéma de projection : les schémas de projection incrémentales

et les schémas de projection non-incrémentales. Dans ce travail, nous nous intéressons

uniquement aux schémas de projection incrémentales dont la procédure de résolution est

détaillée par la suite. La procédure de résolution de systèmes d’équations non-linéaires

à l’aide de l’algorithme de projection se résume à déduire à partir des équations de la

quantité de mouvement, un champ de vitesse à divergence nulle noté u∗, ensuite à projeter

ce champ sur le champ de vitesse solénoïdale un+1. En considérant, le formalisme de Brown

et al [51], un algorithme de projection peut être formulé de la façon suivante :
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Étape 1 : Détermination du champ de vitesse intermédiaire

1
∆t(u

∗ − un) +∇p∗ = −[(u.∇)u]n+1/2 + 1
Re
∇2(u∗ + un) (2.11)

B(u∗) = U (2.12)

ou p∗ est une approximation de la pression B(u∗), représente les conditions aux limites à

imposer sur u∗.

Étape 2 : projection

u∗ = u+ ∆t∇φn+1 (2.13)

∇.un+1 = 0 (2.14)

Étape 3 : mise à jour de la pression

pn+1/2 = p ∗+L(φn+1) (2.15)

L’opérateur L décrit la relation de dépendance entre pn+1/2 et φn+1. Une méthode de pro-

jection est complètement définie par l’approximation de la pression p∗, les conditions aux

limites B(u∗) et l’opérateur L. Le tableau 1 résume les principaux schémas de projection,

selon le formalisme présenté par Brown et al. [51].

Les schémas de Kim et Moin [48] et de Perot [52] expriment la particularité d’exclure

q B(u∗) L

Bell et al. pn−1/2 u I

Kim et Moin 0 (u∗ − un+1)|δΩ = ∆t∇φn I − ∆t
2Re∇

2

Perot 0 (u∗ − un+1)|δΩ = 0 [I + ∆t
2Re∇

2]−1

Botella pn−1/2 + φn (u∗ − un+1)|δΩ = 0 φn+1 − φn

Table 2.1 – Les principaux schémas de projection (extrait de Brown et al.[51])

le gradient de pression pendant la détermination du champ de vitesse intermédiaire. En

utilisant la terminologie de Brown et al. [51], les schémas de projection satisfaisant q 6= 0

sont qualifiés de schémas avec incrément de pression, et dans le cas contraire de schémas

sans incrément de pression. Une erreur de troncature en O(∆t1) de l’erreur numérique
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a été montré pour ces schémas. Ainsi, le comportement du schéma de Kim et Moin [48]

pour la pression est en (∆t). Dans ce travail, le schéma de projection de Botella (1997)

[53] a été retenu, ce choix a été motivé par l’affirmation de Brown et al. [51].

2.3 Discrétisation spatiale

Pour la discétisation spatiale des équations de Navier-Stokes incompressibles, la méthode

des différences finies centrées d’ordre deux sur un maillage décalé a été retenue dans ce

travail. Pour cette méthode, chaque grandeur (pression, composantes du vecteur vitesse...)

est définie sur un maillage décalé d’un demi-pas d’espace suivant chaque direction.

2.3.1 Disposition des variables

La pression p est définie au centre de la maille, les composantes u et v du vecteur vitesse

sont localisées alors au centre des interfaces de cette maille (Fig. 2.1). Cette disposition,

dite décalée, permet de supprimer les modes parasites du champ de pression observés

avec une dissipation collocative. Ce type de maillage permet de garantir la conservation

de l’énergie cinétique, et assure un couplage vitesse pression fort.

2.3.2 Évaluation des dérivés et interpolations

Par soucis de clarté, un maillage uniforme 2d est considérée. Pour un domaine de taille

Lx×Ly×Lz, la maille correspondante est de taille ∆x = Lx/Nx et ∆y = Ly/Ny, avec Nx

et Ny les nombres de maille dans chaque direction. Compte tenu du fait qu’un maillage

décalé a été retenu pour la discrétisation spatiale, il est nécessaire de définir les différents

types de dérivée et d’interpolation. Les dérivées et les interpolations évaluées aux centres

des mailles xi,j à partir des données aux faces ont pour expression :

Icfx = 1
2(φi+ 1

2 ,j
+ φi− 1

2 ,j
) (2.16)

δcfx = 1
hx

(φi+ 1
2 ,j
− φi− 1

2 ,j
) (2.17)
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Figure 2.1 – Positions des composantes u,v du vecteur vitesse et de la pression p sur la
grille de calcul.

De même pour les dérivées et interpolations au centre des faces des mailles :

Ifcx |i+ 1
2

= 1
2(φi+1 + φi) (2.18)

δfcx |i+ 1
2

= 1
hx

(φi+1 − φi) (2.19)

Notons ces opérateurs discrets par (.)x, (.)y, δx. et δy. si Φ est placée sur un nœud de la

composante de la vitesse u il vient :

Φx = Ifcx Φ (2.20)

Cet opérateur est forcement positionné sur un nœud de pression en x, à titre d’exemple,

en utilisant les notations précédemment introduites. Il est possible de construire les opé-

rateurs usuels telle que la divergence :

∇.u = δfcx u+ δfcy v (2.21)
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ou encore le laplacien :

∇.∇.φ = δfcx δ
cf
x φ+ δfcy δ

cf
y φ (2.22)

qui peut encore s’écrire sur une formulation plus commune :

(∇.∇φ)ij = aeφi+1,j + anφi,j+1 + awφi−1,j + asφi,j−1 + Si,j (2.23)

ou ae = aw = as = an = − 1
h2 et

2.3.3 Formulation des termes convectifs

Pour la formulation des termes convectifs, il existe plusieurs discrétisations possible, citons

par exemple la formulation conservative : Forme à divergence dite conservative :

Hi = ∂ujui
∂xj

, (2.24)

ou la forme convective :

Hi = uj
∂ui
∂xj

, (2.25)

ou encore la forme "skew-symmetric" :

Hi = 1
2(∂ujui

∂xj
+ uj

∂ui
∂xj

) (2.26)

sans oublier la forme rotationnelle :

Hi = ui(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

) (2.27)

Ces formes sont équivalentes au sens continu en assurant toute la conservation de la

quantité de mouvement et de l’énergie cinétique mais elles diffèrent ainsi dans des formu-

lations discrètes. Pour ce travail la forme "skew-symmetric" est retenue car elle permet de
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conserver l’énergie cinétique en l’absence de viscosité.

2.3.4 Maillage non-uniforme

Une fonction de transformation ξ = ξ(x) exprime la corrélation entre le domaine physique

[ox) et le domaine de calcul (maillage uniforme ξ) : le calcul des dérivées premières et

secondes est exprimé par les relations :

df

dx
= dξ

dx

df

dξ
(2.28)

d2f

dx2 = (dξ
dx

)2d
2f

dξ2 + d2ξ

dx2
df

dξ
(2.29)

Si la fonction de transformation ξ = ξ(x) est analytique, les métriques de la transfor-

mation dξ
dx

et d2ξ
dx2 sont exactement déterminées. Pour expliquer cette méthode, considé-

rons la distributions uniforme de points (x̃i)i=1..N et son image par la transformation

(xi = ξ(x̃i))i=1..N . Notons respectivement δx et δx̃ les opérateurs discrets explicites de

dérivation sur les maillages non-uniforme et uniforme. Les deux opérateurs sont liés par

la relation suivante :

(δx)i = dξ

dx
(xi)(δx̃)i 1 ≤ i ≤ N (2.30)

Les dérivées secondes du domaine physique et du domaine de calcul sont liées par :

(δxx)i = (dξ
dx

(xi))2(δx̃x̃)i + d2ξ

dx2 (xi)(δx̃)i ≤ i ≤ N (2.31)

Dans ce travail, nous utilisons la fonction de transformation suivante :

x = β[1− tanh γ(β − x̃)
tanh γβ ] (2.32)

Les paramètres β et γ contrôlent le point d’inflexion et le taux de compression du maillage.

Ces paramètres sont calculés par les tailles de la première maille (par une méthode de

Newton-Raphson). Cette procédure permet de contrôler la taille des mailles les plus fines
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en proche paroi, ou encore près des interfaces.

2.3.5 Solveur d’Helmoltz/Poisson

L’algorithme de projection introduit des problèmes d’Helmoltz/Poisson : trois problèmes

d’Helmoltz pour l’étape de prédiction de vitesse et un problème de Poisson pour l’équation

de pression. Des systèmes algébriques peuvent être formulés pour le calcul des valeurs

discrètes de la vitesse intermédiaire et de la pseudo-pression. Considérons le problème

d’Helmoltz pour la prédiction de vitesse u suivant :

∇2u− ku = s sur Ω (2.33)

Bu = g sur Γ = ∂Ω (2.34)

Ces équations sont discrétisées sur la grille de la composante u, de dimension (Nx−1)×Ny.

Des conditions aux limites de type Neumann sont imposées sur les frontières verticales et

des conditions aux limites de type Dirichlet sont imposées sur les frontières horizontales.

La formulation continue exprimée en coordonnées cartésiennes est :

δcfx δ
fc
x + δcfy δ

fc
y − ku = s (2.35)

avec les conditions aux limites suivantes :

ux = 0 u|ymin = f u|ymax = g (2.36)

2.4 Validation

Dans ce paragraphe, la mise en œuvre complète des différentes étapes de l’algorithme de

résolution des équations de Navier-Stokes bidimensionnelles est détaillée. Cette procédure

se divise en deux étapes. La première étape, étape préliminaire, rassemble l’ensemble

des opérations réalisées qu’une seule fois pendant une simulation. La deuxième étape

correspond à l’ensemble des opérations d’avancement temporel.

31



Partie , Chapitre 2 – Un solveur d’ordre 2 pour les écoulements incompressibles

Étape préliminaire

1. Construction des opérateurs d’Helmoltz et de Poisson,

2. Recherche des vecteurs propres et valeurs propres des opérateurs.

Avancement temporel

1. Calcul des termes convectifs,

2. Résolution de l’étape de prédiction,

3. Résolution de l’équation pour la pseudo-pression,

4. Étape de projection.

5. Opérations à effectuer pour l’avancement temporel.

2.4.1 Tourbillons de Taylor

Nous déterminons la précision numérique de notre solveur numérique à l’aide de comparai-

sons entre nos résultats numériques et la solution analytique du problème de Taylor-Green.

Pour cette simulation, la solution pour le problème bidimensionnel de Taylor-Green est

définie par les équations suivantes sur [0, π]2 et pour ν = 1/10 :

u(x, y, t) = + sin x cos yF (t) (2.37)

v(x, y, t) = − cosx sin yF (t) (2.38)

p(x, y, t) = 1
4(cos 2x+ cos 2y)F 2(t) (2.39)

Les conditions aux limites sont de type Dirichlet. Elles sont obtenues en imposant le champ

de vitesse analytique au niveau des parois du domaine Ω. Notons que la fonction F ne

dépend que du temps. Le cas F (t) = e−2νt correspond à la solution analytique proposée

par Kim et Moin [48]. Ce dernier cas possède la particularité de vérifier les équations

de Navier-Stokes. Si F (t) 6= e−2νt, il est alors nécessaire de calculer les termes sources
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analytiques correspondant à cette fonction. Dans cette étude, la fonction F (t) est égale

à cosωt. Le cas stationnaire (ω = 0) est retenu pour le calcul de l’ordre de convergence

spatiale. L’ordre de convergence temporel est déterminé avec ω > 0. L’ordre de précision

spatiale est calculé à partir de l’erreur numérique sur des maillages de différentes tailles.

L’état stationnaire est atteint lorsque :

max|un+1 − un|
max|un|

+ max|vn+1 − vn|
max|vn|

+ max|pn+1 − pn|
max|pn|

< 10−10 (2.40)

L’erreur numérique retenue pour l’estimation de l’ordre de convergence est calculé par :

εφ = max|φ− φex|
max|φex|

(2.41)

ou φ représente les variables u, v et p. La figure 2.3 présente l’évolution de l’erreur numé-

Figure 2.2 – Représentation d’un tourbillon de Taylor-Green.

rique avec le pas d’espace par un maillage uniforme. Pour cette série de simulations le pas

de temps adimensionnel est égale à ∆t = 10−2. Des simulations avec des maillages non-

uniformes ont été réalisés (Fig. 2.3). L’ordre de convergence spatiale effectif est égale à 2

pour les tests réalisés sur les maillages uniformes. Nous constatons que l’erreur numérique

décroit quadratiquement en fonction de la taille du maillage pour la pression et la vitesse.

Ces observations sont en accord avec les propriétés de convergence des schémas aux diffé-
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rences finies centrés d’ordre 2. Les propriétés de convergence temporelle ont été obtenue

Figure 2.3 – Erreur numérique en fonction de la taille du maillage, (a) maillage uniforme,
(b) maillage non-uniforme.

par la solution analytique lorsque ω = 0, 05. Les solutions et les erreurs numériques ob-

tenues sont alors instationnaires et périodiques. Cependant, pour établir la convergence

temporelle, l’erreur numérique retenue correspond au maximum observé pendant la simu-

lation. Il est à noter que l’erreur numérique diminue en fonction du pas de temps pour

la vitesse et la pression (fig 2.4). L’ordre de convergence temporelle, estimé à partir de

ces courbes, est égale à 2 pour la vitesse et la pression. Ce résultat est en accord avec les

travaux théoriques de Guermond [54] pour la vitesse. Nous remarquons une surestimation

de cette valeur pour la pression dans nos simulations, puisque Guermond prévoit un taux

de 3/2.

Figure 2.4 – Erreur numérique en fonction du pas de temps.
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2.4.2 Écoulement de type cavité entraînée

L’écoulement de type cavité entraînée a fait l’objet de nombreux travaux [1-4]. Ceci lui

confère d’être considérée comme un problème de référence (Peng et al, [55] ; Auteri et al

[56] ; Botella et Peyret, [53] ; Ghia et al. [57]).

Description

Le problème de l’écoulement de cavité entraînée consiste à déterminer l’écoulement d’un

fluide incompressible de viscosité cinématique ν dans une cavité carrée de côté L, dont la

paroi supérieure glisse parallèlement à elle-même avec une vitesse constante u0 entraînant

le fluide en mouvement (Fig 2.5). Les équations de Navier-Stokes sont adimensionnées

à l’aide des grandeurs de référence L, u0 et ν. Leurs adimensionnalisations introduit le

nombre de Reynolds Re défini par Re = u0L
ν
. (Peng et al. [55]) ont montré que lorsque le

nombre de Reynolds ne dépasse pas 7402 l’écoulement bidimensionnel est laminaire et le

régime est stationnaire.

Paramètres numériques

Les équations de Navier-Stokes instationnaires sont discrétisées sur un domaine carré de

côté unité, décomposé en quatre sous-domaines identiques de côté l = 1/2. Une repré-

sentation du domaine de calcul et du partitionnement est présentée sur la figure 2.6. Les

Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3
Nx 10 20 40
Ny 20 40 80

Table 2.2 – Caractéristiques des maillages

maillages utilisés pour la résolution de ce problème sont des maillages uniformes.

Sensibilité au maillage et validation

L’analyse des profils de vitesse pour cinq pas d’espace 1/8, 1/16, 1/32, 1/64 montre que

les profils et les valeurs de la vitesse obtenues avec les pas 1/64 et 1/128 sont très proches

Figure 2.7. En outre, il y’a un bon accord quantitatif entre ces résultats et ceux de Ghia et
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Figure 2.5 – Géométrie de la cavité entraînée.

al [57]. En effet, l’écart relatif maximal entre nos résultats et ceux de Ghia et al n’excède

pas 4 %. Pour le nombre de Reynolds Re = 400, les iso-valeurs de vorticité et les lignes

des courants sont présentées sur la Figure 2.8. Ces figures montrent que nos résultats sont

Figure 2.6 – Partitionnement du domaine de calcul de la cavité entraînée.

en bon accord avec les ceux obtenus par Wan et al. [58]. Pour les nombres de Reynolds

Re = 2500 et Re = 5000, les calculs ont été effectués pour le maillage le plus dense Figure

2.9. Ces résultats permettent de valider le solveur utilisé pour cette configuration. Le

paragraphe suivant est consacré à la validation du code de calcul pour une configuration

avec une sortie de fluide : la marche descendante.
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Figure 2.7 – Profils de vitesse de la cavité entraînée ; Re = 400

Figure 2.8 – Lignes de courants et iso-vorticité ; Re = 400
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2.4.3 Écoulement en aval d’une marche descendante

L’écoulement en aval d’une marche descendante est un problème de référence qui a été

intensivement traité dans la littérature [59, 60]. L’objectif est d’identifier l’écoulement de

type canal en aval d’une marche descendante. Ce type de problème offre l’avantage de

traiter une géométrie complexe lorsque le canal amont est inclus.

Description du problème

Le problème de la marche descendante consiste à déterminer l’écoulement laminaire, bi-

dimensionnel et stationnaire d’un fluide newtonien incompressible s’écoulant d’un canal

amont vers un autre aval plus large. La réunion de ces deux canaux forme une marche des-

cendante définissant un élargissement brusque de rapport d’expansion 2. Les écoulements

considérés dans ce paragraphe sont laminaires, bidimensionnels et stationnaires.

Paramètres

Soit h la hauteur de la marche et de son canal amont. Les longueurs du canal en amont et

en aval de la marche sont respectivement égales à 4h et 20h. La hauteur du canal en aval

de la marche est supposée égale à 2h (Figure 2.10). Il a été montré que pour un nombre

Figure 2.9 – Lignes de courants ; Re = 2500 et Re = 5000

de Reynolds supérieur à 400, la longueur 20h reste insuffisante [61, 58]. Certains auteurs
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comme Védy [62] fixent cette valeur à 30h. Le choix d’une longueur de 20h est justifié par

le souhait de respecter les dimensions utilisées par Le et Moin [61] ainsi que par Wan et

al. [58], afin de comparer nos résultats avec ceux des autres auteurs. Le critère d’arrêt des

simulations retenu pour ce test est la variation temporelle de la longueur xr : |dxr

dt
< 10−6|.

Résultats

La première série de simulations est obtenue pour un profil parabolique de la vitesse à

l’entrée du canal amont pour des nombres de Reynolds compris entre 100 et 500. Les

isobares et les lignes des courants représentées sur la figure 2.11 montrent que la taille

de la recirculation primaire augmente avec le nombre de Reynolds. Nous notons que les

zones de grand gradient de pression correspondent aux zones de recollement. La deuxième

série de simulations a été réalisée avec un profil uniforme de vitesse à l’entrée du canal

amont. L’écoulement montre la présence de deux zones de recirculation (Fig 2.13). La

première zone correspond au décollement qui commence à se manifester sur l’arête vive

de la marche et qui recolle à une distance xr de la marche. La valeur de xr augmente

avec le nombre de Reynolds. Pour des nombre de Reynolds Re, basés sur la hauteur de la

marche h, supérieurs à 150, une zone de recirculation apparaît sur la paroi supérieure du

canal aval. Les structures des lignes de courant et des iso-pressions sont similaires à celles

Figure 2.10 – Géométrie de la marche descendante
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Figure 2.11 – Lignes de courants et isobares : profil de vitesse parabolique à l’entrée du
canal.
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obtenues avec un profil parabolique de la vitesse à l’entrée du canal amont (Fig 2.12).

Néanmoins, la position du point de recollement de la cellule de recirculation principale

est inférieure à celle obtenue pour un profil de vitesse parabolique. La longueur de la

cellule de recirculation, mesurée à chaque simulation, (Fig 2.13) permet de comparer nos

résultats avec ceux de la littérature [61, 58, 62]. Les résultats retenus sont les résultats

expérimentaux d’Armaly et al. [63], les résultats numériques de Le et Moin et ceux de

Wan et al. [58]. Ceux de Le et Moin [61] ont été obtenus par une méthode numérique

précise au second ordre en temps et en espace.

2.4.4 Écoulement autour d’un cylindre de section carrée

Nous avons retenu ce problème classique afin d’étudier le comportement de la méthode

numérique pour un écoulement instationnaire.

Position du Problème

L’écoulement autour d’un cylindre de section carrée est analysé afin de valider la mé-

thode de projection multi-domaines dans une configuration géométrique complexe. Afin

de faciliter l’analyse et la comparaison des résultats, la géométrie retenue est identique

à celle de Breuer et al. [64]. Cette géométrie se compose d’un barreau de section carrée

de diamètre D centré dans un canal de hauteur H = 8D et de longueur L = 48D. La

section d’entrée est située à une distance l = L/12 du centre géométrique (Figure 2.14).

L’écoulement est supposé bidimensionnel laminaire et instationnaire. Un profil de type

parabolique en entrée et des conditions aux limites convectives en sortie du canal sont

imposés respectivement. Nous nous limiterons à un écoulement pour Re= 100, parce que

l’étude de ce problème, identique à celle de Breuer et al. [64], est destinée à valider l’algo-

rithme de calcul. Les résultats seront présentés par le coefficient de traînée et le nombre

de Strouhal qui caractérise la dynamique de détachement tourbillonnaire.
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Figure 2.12 – Lignes de courants et isobares : profil de vitesse uniforme à l’entrée du
canal.
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Figure 2.13 – Longueur de la cellule de recirculation primaire

Méthodologie numérique

La partition du domaine de calcul est représentée sur la figure 2.14. Cette partition est

constituée de 8 sous-domaines. Ce nombre important de sous-domaines permet de définir

le cylindre de section carrée et de réduire le grand rapport d’allongement de la partie aval

du canal. Les dimensions des deux maillage uniformes mis en œuvre, sont détaillées dans

le tableau 2.3.

nx1 nx2 nx3 ny1 ny2 ny3
Maillage I 42 42 232 32 62 32
Maillage II 42 42 232 62 62 32

Table 2.3 – Caractéristiques des maillages

Résultats

Les évolutions temporelles des lignes de courant et celle du champ de vorticité durant un

cycle complet noté T sont représentées respectivement sur les figures 2.15 et 2.16. Ces fi-

gures montrent l’apparition de structures bidimensionnelles à l’aval du canal (allée de Von

Karman). Une analyse quantitative du coefficient de portance permet une comparaison de

nos résultats avec ceux de Breuer et al. [64]. Le signal de trainée est instationnaire et il est

périodique en temps. Cependant, la caractérisation de ce paramètre porte sur sa moyenne
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Figure 2.14 – Géométrie et partition du domaine de calcul

temporelle CL et sur la fréquence caractéristique du signal. Cette fréquence est à la base

de la détermination du nombre de Strouhal. St = fD/umax. Le nombre de Strouhal est

reporté dans le tableau 2.4 pour les deux densités de maillage étudiées. Nous observons

une légère surestimation du nombre de Strouhal calculé. En effet, cette surestimation est

de l’ordre de 3% par rapport aux résultats de Breuer et al. [64].

St
Maillage 1 0,144
Maillage 2 0,144
Breuer et al. 0,139

Table 2.4 – Nombre de Strouhal

2.4.5 Cavité différentiellement chauffée

Le problème de la cavité différentiellement chauffée est un cas de référence pour la va-

lidation des codes de simulation numérique en convection naturelle.Cette configuration

géométrique a fait l’objet de nombreux travaux numériques basées sur différents méthodes

numériques telles que les éléments finis (Manzari, [65] ; Mayne et al., [66]), la convolution

singulière discrète (DSC) ou les différences centrées (De Vahl Davis et Jones, [67]). Le

but de ce paragraphe est de valider l’implémentation de l’hypothèse de Boussinesq par le
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Figure 2.15 – Lignes de courants aux instants t0, t0 + 2T/4 et t0 + 4T/4.
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Figure 2.16 – Isocontours de vorticité aux instants t0, t0 + 2T/4 et t0 + 4T/4.
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biais du test de la cavité différentiellement chauffée.

Description du problème

La cavité différentiellement chauffée est schématisée sur la figure 2.17. Les deux parois ver-

ticales sont isothermes : la paroi de gauche est maintenue à une température T1 et celle de

droite à une température T2 (T1 < T2 ). Les deux parois horizontales sont supposées adia-

batiques. Le fluide est Newtonien et l’hypothèse de Boussinesq est admise pour prendre en

compte les variations de masse volumique sans contredire l’hypothèse d’incompressibilité

du fluide. Compte tenu des hypothèses simplificatrices formulées ci-dessous les équations

adimensionnelles de la convection naturelle dans une cavité peuvent s’écrire comme suit :

Figure 2.17 – Cavité différentiellement chauffée

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0 (2.42)

∂u

∂τ
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ Pr.(∂

2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 ) (2.43)

∂v

∂τ
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂x
+ Pr.(∂

2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 ) +Ra.Prθ (2.44)

∂θ

∂τ
+ u

∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
= ∂2θ

∂x2 + ∂2θ

∂y2 (2.45)
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Dans les équations ci-dessus les variables sans dimensions sont les suivantes :

x = x∗

L
y = y∗

L
u = u∗L

αf
v = v∗L

αf
t = t∗αf

L2 (2.46)

p = p∗L2

ρα2
f

θ = T ∗ − T
T1 − T2

Ra = gβ∆θL3

νfαf
Pr = ν

αf
(2.47)

Avec

νf : viscosité cinématique, m2s−1

αf : diffusivité thermique, m2s−1

β : coefficient de dilatation thermique, K−1

Le système d’équations (2.52)-(2.55) est résolu à l’aide d’une approche monodomaine : la

validité de l’implémentation sera ainsi mise en évidence. Dans le cadre de cette validation

le nombre de Prandtl Pr est fixé à 0, 71 et les nombres de Rayleigh Ra considérés sont

compris entre 103 et 106.

Convergences

Pour les valeurs des nombres de Rayleigh considérées, l’écoulement est stationnaire [67,

66, 65]. La convergence temporelle de la solution, peut alors être définie en se basant sur

le critère suivant :

En = max|φn+1 − φn| < 10−8 (2.48)

Ou φ désigne les variables primitives des composantes de la vitesse et de température θ.

L’étude de la convergence est basée sur la vérification de l’indépendance des résultats vis-

à- vis de la résolution spatiale. Afin de vérifier cette propriété, l’analyse de la sensibilité

au maillage de la solution a été effectuée pour le nombre de Rayleigh Ra = 105. Le

paramètre retenu pour cette étude est la vitesse v à mi-hauteur de la cavité (h = 0, 5).

Ces différents tests ont été réalisés sur des maillages uniformes. Cependant, pour des

nombres de Rayleigh très élevés, la convergence de l’algorithme, pour la résolution des

systèmes d’équations algébriques, n’a pu être obtenue qu’avec un raffinement du maillage

près des parois. Pour un nombre de Rayleigh Ra = 105, les profils de la composante v de
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la vitesse en fonction de l’abscisse sont obtenus pour deux maillages (uniforme et raffiné) ;

ils sont représentés sur la (figure 2.18). En outre, l’écart relatif entre les valeurs de la

vitesse obtenues avec ces deux maillages n’excède pas 3%.

Résultats

La figure 2.19 représente les iso-contours des composantes de la vitesse, les lignes de cou-

rants et les isothermes pour les valeurs suivantes de nombre de Rayleigh Ra = 103, 104, 105

et 106 . Cette figure montre que l’écoulement est décrit, pour Ra = 103 et 104, par une

cellule rotative qui occupe complètement la cavité. L’accroissement du nombre de Ray-

leigh engendre une déformation de cette cellule qui donne, pour Ra = 106, deux cellules

le long des parois verticales. Pour Ra = 104 , la distribution des isothermes le long des

parois verticales traduit un transfert de chaleur par conduction. Ce régime est particuliè-

rement illustré pour le nombre de Rayleigh Ra = 106 (figure 2.19(c)). Pour un nombre

de Rayleigh égal à Ra = 105, il est observé la coexistence des régimes par conduction et

par convection. Cela se traduit par la présence de deux petites cellules de recirculation

au centre de la cellule principale. La comparaison entre nos résultats avec ceux de la

littérature est basée sur les deux paramètres suivants : le maximum de la composante de

vitesse en x = 0, 5 et le maximum de la composante de vitesse en y = 0, 5. Les profils de

vitesse en ces points sont présentés sur les figures 2.20 et 2.21. L’analyse des tableaux

Ra De vahl Devis Manzari Mayne Wan simulations
103 3,63 3,68 3,65 3,64 3,61
104 16,2 16,1 16,18 15,97 16,08
105 34,81 34,0 34,77 33,51 34,47
106 65,33 65,4 64,69 65,55 65,77

Table 2.5 – Comparaison des maximums de vitesse u à mi-largeur (x = 0, 5)

Ra De vahl Devis Manzari Mayne Wan simulations
103 3,68 3,73 3,70 3,69 3,69
104 19,51 19,90 19,62 19,98 20,1
105 68,22 70,00 68,69 70,81 70,47
106 216,75 228,00 220,83 227,24 190,00

Table 2.6 – Comparaison des maximums de vitesse v à mi-largeur (y = 0, 5)
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Figure 2.18 – Structure de l’écoulement et des transferts dans la cavité différentiellement
chauffée. De gauche à droite : Iso-contours u, iso-contours v Lignes de courant, isothermes,
Ra = 103
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Figure 2.19 – Structure de l’écoulement et des transferts dans la cavité différentiellement
chauffée. De gauche à droite : Iso-contours u, iso-contours v Lignes de courant, isothermes,
Ra = 104
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Figure 2.20 – Structure de l’écoulement et des transferts dans la cavité différentiellement
chauffée. De gauche à droite : Iso-contours u, iso-contours v Lignes de courant, isothermes,
Ra = 105
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Figure 2.21 – Structure de l’écoulement et des transferts dans la cavité différentiellement
chauffée. De gauche à droite : Iso-contours u, iso-contours v Lignes de courant, isothermes,
Ra = 106
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Figure 2.22 – Profils de composante de la vitesse en fonction de maillage (Ra = 105 )

Figure 2.23 – Profils de de composante u de la vitesse en fonction de maillage (Ra = 105)
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(2.5) et (2.6) met en évidence que nos résultats sont en bon accord quantitatif avec ceux

de [65]. Cette étude montre la validité de l’implémentation de l’approximation de Bous-

sinesq dans le présent code numérique, lorsque des conditions adiabatiques sont imposées

aux parois supérieure et inférieure d’une cavité différentiellement chauffée.

Figure 2.24 – Profils composante v de la vitesse en fonction de maillage (Ra = 105)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les étapes de l’élaboration d’un code de calcul bidimensionnel, développé

au sein du laboratoire LAMPS, ont été détaillées. Nous avons présenté ainsi les étapes de

vérification et la validation de du code de calcul en l’appliquant à des cas test bien référen-

cés dans la littérature. En outre, les problèmes traités sont d’une complexité suffisamment

élevée pour pouvoir mettre l’accent sur les potentialités de la méthode ainsi que sur ses

limitations. Des écoulements classiques (Benchmark) possédant une complexité physique

croissante ont été présentés. Cet outil numérique sert donc à traiter des problèmes d’écou-

lement de fluides incompressibles dans des enceintes bidimensionnelles. Le code de calcul

détaillé et validé dans le présent chapitre est utilisé dans le prochain chapitre et combiné

avec une formulation asymptotique pour traiter les problèmes de changement de phase à
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la frontière.
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Chapitre 3

Modélisation d’une paroi couverte

d’un Matériau à Changement de

Phase

Ce chapitre est consacré au développement d’une méthode numérique

pour l’analyse des transferts dans les matériaux à changement de phase

de faible épaisseur. Il débute par la présentation des équations qui régissent

les transferts de chaleur dans un matériau solide ou fluide. Ensuite, un

modèle asymptotique pour les problèmes à changement de phase et les tech-

niques numériques retenues pour résoudre les équations de transfert sont

appliquées à une barre de béton dont l’une des extrémités est composé d’une

couche de matériau à changement de phase (MCP) de faible épaisseur, à

une cavité différentiellement chauffée et à une cavité entraînée dont l’une

de leurs parois verticales est recouverte d’une couche de faible épaisseur de

MCP.

3.1 Introduction

Le changement de phase solide-liquide d’un matériau pur s’accompagne d’une consomma-

tion (fusion) ou restitution (solidification) de chaleur caractérisée par la chaleur latente

de fusion ou de solidification. Ce problème de changement de phase pose plusieurs défis

principalement dus à la localisation de l’interface solide-liquide. En effet, la position du
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front de fusion constitue une condition aux limites des équations de transfert ; le déplace-

ment de l’interface solide-liquide dépend donc de la densité du flux de chaleur au sein des

phases solides et liquides. Aussi, la solution analytique d’un problème de changement de

phase n’existe que dans quelques cas particuliers.

Les matériaux à changement de phase sont des matériaux capables de stocker ou de res-

tituer une grande quantité de chaleur lors de leurs changement de phase. Les applications

sont nombreuses allant des dispositifs électroniques [68] , de l’échangeur de chaleur [69]

en ingénierie du bâtiment [70] . L’une des caractéristiques des MCPs est leurs capacités

à atténuer les "pics" de température donc améliorer, par exemple, la durée de vie des

batteries ou le confort thermique dans les bâtiments. Dans les nombreuses applications,

les MCPs sont généralement présents dans des capsules ou mélangés avec des matériaux

de construction ordinaire comme le gypse (Panneau mural en MCP) [71]. Dans ce type

d’application, le contrôle de la température dans les habitats peut être assuré par le sto-

ckage de chaleur lors de surchauffes extérieures. En outre, les économies d’énergie réalisées

par les panneaux muraux en MCPs conduisent leurs études à une question d’actualité,

comme l’indique la littérature [72, 73].

Les MCPs sont caractérisés par la valeur de leurs chaleurs latentes et de leurs tempéra-

tures de fusion. Un problème de changement de phase est plus généralement caractérisé

par un front de fusion en mouvement qui divise le domaine en une phase liquide et une

phase solide. Le problème bien connu de Stefan [74, 75, 76], qui est étudié depuis plus

d’un siècle, illustre ce genre de problème. La considération de ce type de condition à la

frontière solide-liquide complique d’avantage la recherche d’une solution de l’équation de

transfert de chaleur. Si de plus, la température de la paroi adjacent au MCP subit initia-

lement un changement temporelle brusque, l’approche numérique devient délicate à cause

de la singularité posée par la condition initiale. Dans ce cas particulier, la position du

front de fusion est indéfinie. Il s’ensuit que la vitesse initiale de déplacement de l’inter-

face solide/liquide est inconnue. Ces difficultés font que toutes les analyses analytiques

et/ou numériques développées jusqu’à présent n’ont abouti qu’a des solutions approchées.

Ainsi, le problème reste toujours d’actualité et continue de motiver encore de nombreuses
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études dont l’une des finalités est d’améliorer en particulier la précision dans la locali-

sation du front fusion. La deuxième façon de traduire un phénomène de changement de

phase d’un point de vue mathématique est la formulation enthalpique, méthode qui ne

nécessite pas le suivi de l’interface de changement de phase (point de vue que l’on pourrait

qualifier d’Eulérien). Le principe consiste à exprimer l’équation de transfert de chaleur par

conduction dans les deux phases par l’enthalpie H. La température est ensuite déduite

par une relation qui exprime l’enthalpie en fonction de la température. Dans la suite, nous

considérons une couche très fine d’un matériau à changement de phase enveloppant un

domaine qui peut être soit un fluide ou un solide. Dans cette approche, nous développons

un modèle asymptotique exprimé par une condition aux limites de type Signorini. Ce type

de condition aux limites permet de traiter la non-linéarité dues aux problèmes du front

de fusion. Le bilan thermique fait intervenir une fonction de fraction liquide qui permet

de quantifier la fusion du MCP. D’un point de vue numérique, ce bilan thermique qui

décrit les transferts à l’interface liquide-solide ainsi que la condition aux limites exprimée

par le biais d’une condition aux limites de type Signorini seront couplés aux équations de

transfert de chaleur par conduction ou convection selon le domaine physique (solide ou

liquide) considéré.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons une formulation mathématique du modèle

physique considéré et dans la suite le formalisme numérique utilisé.

3.2 Formulation mathématique

3.2.1 Modélisation

Le modèle physique considéré est composé d’un domaine Ω entouré par une couche de

MCP de faible épaisseur (Fig.3.1). Dans cette approche, l’épaisseur de MCP est consi-

dérée négligeable devant la taille de référence du domaine. Cette approximation conduit

aux simplifications suivantes : l’inertie thermique du MCP est négligée et le transfert

de chaleur s’effectue uniquement dans la direction normale de la frontière du MCP. La

frontière Ω qui délimite le domaine Γ est décomposée en ΓN , ΓD et ΓPCM (Fig.3.1). Le
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Figure 3.1 – Modèle Physique.

modèle de changement de phase retenue pour cette étude peut être considéré comme un

modèle asymptotique dans lequel le phénomène de changement de phase est contrôlé par

la fonction « fraction liquide » définie à la frontière ΓPCM . Ce modèle peut être appliqué

à d’autres modes de transfert de chaleur comme la convection. L’équation de transfert de

chaleur par conduction dans le domaine Ω s’écrit :

ρCp
∂T

∂t
−∇.(k∇T ) = 0 Dans Ω (3.1)

ρ masse volumique, Cp chaleur sensible, k conductivité thermique et T est la température.

Le changement de phase à la frontière du MCP est caractérisé par la fonction fraction

liquide f qui indique l’évolution du front de fusion. La continuité des densités de flux de

chaleur à la frontière ΓPCM conduit à l’expression suivante :

(qc − j).n = ρLmf
′ sur ΓPCM (3.2)

qc est le flux diffusif, j est le flux imposé, n est la normale extérieure, Lm est la chaleur

latente et f ′ est la dérivée temporelle de la fraction liquide. Cette dernière fonction indique

l’état du processus de changement de phase. Autrement dit, cette fonction est égale à 1
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ou 0, respectivement dans les phases liquide ou solide. La coexistence des phases liquide

solide défini par la « zone pâteuse » est caractérisé par des valeurs de f comprise entre 0

et 1. Ce modèle physique peut être formulé comme suit :



f = 0 si T ≤ Tm

f = 1 si T > Tm

0 ≤ f ≤ 1 si T = Tm

(3.3)

Tm la température du fusion du MCP.

La formulation mathématique de changement de phase solide-liquide (3.3) peut être dé-

composée en deux systèmes d’inéquations qui expriment les conditions aux limites du

MCP.


T = Tm =⇒ f ≤ 1

T > Tm =⇒ f = 1


T = Tm =⇒ f ≥ 0

T < Tm =⇒ f = 0
(3.4)

Les conditions aux limites (3.4) sont respectivement associées au changement de phase

solide-liquide et liquide-solide. Dans l’état intermédiaire les deux conditions limites sont

équivalentes. Dans ce cas, les deux équations indiquent que 0 ≤ f ≤ 1 et T = Tm. Ces

conditions aux limites peuvent être reformulées de la façon suivante :



(Tm − T )f = 0

Tm − T ≥ 0

f ≥ 0



(T − Tm)(1− f) = 0

T − Tm ≥ 0

1− f ≥ 0

(3.5)

Ainsi, le transfert de chaleur par conduction dans le domaine Ω, dont une partie de la

frontière est recouverte d’une mince couche de MCP, est régi par l’équation (3.1) et les

conditions aux limites (3.5). Cette formulation conduit à une résolution numérique de

l’équation (3.1) associée aux conditions aux limites (3.2) et aux expressions (3.5).
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3.2.2 Discrétisation temporelle

Ce paragraphe est consacré à la discrétisation temporelle de l’équation (3.1) et des condi-

tions aux limites qui lui sont associées. Les conditions aux limites ont été discrétisées par

un schéma implicite. L’équation (3.2) et (3.5) sont discrétisées par un schéma implicite :

ρCp
T n+1 − T n

∆t −∇.(k∇T n+1) = 0 (3.6)

n faisant référence à l’avancement temporel avec le pas de temps ∆t. Les conditions aux

limites (3.5) s’écrivent :



(Tm − T n+1)fn+1 = 0

Tm − T n+1 ≥ 0

fn+1 ≥ 0



(T n+1 − Tm)(1− fn+1) = 0

T n+1 − Tm ≥ 0

1− fn+1 ≥ 0

(3.7)

(−k∇T n+1 − jn+1).n = ρLm
∆t (fn+1 − fn) (3.8)

Les équations (3.7-3.8) permettent d’exprimer la fraction liquide f à l’instant (n+1)∆t en

fonction du flux de chaleur par conduction. Ainsi, la combinaison de (3.7) et (3.8) conduit

à des conditions aux limites qui s’écrivent comme suit :



(Tm − T n+1)(a− b∇T n+1.n) = 0

Tm − T n+1 ≥ 0

a ≥ b∇T n+1.n



(Tm − T n+1)(b∇T n+1.n− (a− 1)) = 0

T n+1 − Tm ≥ 0

b∇T n+1.n ≥ a− 1

(3.9)

avec a = fn − ∆t
ρLm

jn+1 et b = ∆t
ρLm

k.

Les conditions aux limites discrétisées (3.9) sont constituées d’un système de deux inéqua-

tions et d’une relation de complémentarité. Récemment, Zhang et Zhu [77] ont procédé

à une étude d’un problème de type Signorini avec une méthode itérative établie sur une
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équation de point fixe. En se basant sur les travaux de Zhang et Zhu [78, 79, 77], nous

appliquons cette méthode à la résolution numérique des équations instationnaires (3.1-

3.2). Ainsi, la résolution numérique de l’équation (3.1), associée aux conditions aux limites

(3.5), combinée à l’équation du bilan thermique à la frontière du MCP (3.2), conduit à

résoudre à chaque pas de temps, l’équation de Helmholtz (3.6) avec la condition aux li-

mites (3.9).

Dans la section suivante, nous présentons une analyse bibliographique de l’utilisation du

problème de Signorini dans différents applications industrielles

3.2.3 Méthodes numériques pour des problèmes avec des condi-

tions aux limites de type Signorini

Les phénomènes de contact et de frottement sont souvent pris en compte dans les pro-

blèmes industriels tels que les analyses du contact roue-sol en aéronautique, du contact

roue sur rail in ingénierie ferroviaire, dans la modélisation des prothèses médicales, des as-

semblages mécaniques, etc. Il existe différentes méthodes de résolution du contact, parmi

ces méthodes citons celles du problème de Signorini, qui définit la loi du contact unila-

téral par une formulation du problème du contact unilatéral d’un solide élastique sur un

obstacle rigide. Cette formulation est une combinaison de l’équation de la statique avec

une condition aux limite sur la frontière dite "condition de Singorini". Les méthodes les

plus utilisées pour la résolution du problème de contact sont celles de pénalisation et du

lagrangien augmenté. Ces méthodes sont difficiles à utiliser en raison de la difficulté d’iden-

tification des valeurs des coefficients de pénalisation (normale et tangentielle). Parmi les

problèmes qui introduisent des conditions aux limites de type Signorini, citons ‘’l’electro-

painting problem” qui est un processus industriel par lequel les surfaces métalliques sont

revêtues de peinture. Ce processus a un rôle important dans l’application de peintures de

protection contre la corrosion de carrosseries de véhicules lors de la fabrication automo-

bile. Etant donné que la couche de peinture est très mince par rapport aux dimensions de

l’objet métallique à revêtir [80], Aitchison et Poole ont linéarisé la frontière libre qui est

le revêtement de peinture sur l’objet métallique par une conditions aux limites de type
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Signorini.

Ce type de conditions aux limites se retrouve aussi dans les problèmes de drainage, comme

l’écoulement d’eau à travers un milieu poreux (tel que le sable), ou la frontière entre les

phases solides et liquides se déplace dans le milieu poreux. La description complète de la

modélisation de ce problème est reportée dans Aitchison et al. [81] .

Ces conditions aux limites concernent également les problèmes d’effondrement des talus

lors des crues [82]. Afin d’évaluer l’état des talus, de prédire la forme et l’emplacement

de sa rupture, il est très important d’analyser le phénomène d’infiltration au cours de la

crue. Dans les modèles mathématiques, ou le front de rupture est décrit par une condition

aux limites de type Signorini, les résultats sont en bon accord avec les résultats expéri-

mentaux.

Arsen Narimanyan [83] utilise une condition aux limites de type Signorini pour modéliser

le front de découpage lors de la découpe de plasma par laser. L’équation de transfert

de chaleur par conduction est couplée avec une condition aux limites de type Signorini.

A ces équations sont associées le modèle « Level-set » qui permet la reformulation des

conditions aux limites de type Stefan.

3.2.4 Méthodologie numérique et algorithme de calcul

Pour des raisons de clarté, la première partie du système des conditions aux limites (3.9)

est seulement considérée.

Pour toute constante c > 0, la première partie du système d’inéquation (3.9) est équiva-

lente à l’équation du point fixe suivante :

Tm − T n+1 − [Tm − T n − c(a− b∇T n+1.n)]+ = 0 (3.10)

ou [x]+ = max(x, 0) : désigne l’opérateur de projection.

De la même façon que Zhang et Zhu [78], la solution de cette équation du point fixe est

déterminée itérativement. Pour faciliter la lecture, le temps de référence (n+ 1) est omis

64



3.2. Formulation mathématique

dans la suite du texte. La solution à l’itération k est donnée par la relation suivante :

T k+1 = Tm + [T k − Tm − c(a− b∇T k+1.n)]+ (3.11)

La discrétisation temporelle conduit à une équation non-homogène, i.e. a 6= 0. Malgré

cette inhomogénéité, le processus itératif converge vers une solution unique. La procédure

numérique consiste à résoudre successivement l’équation d’Helmholtz (3.6) tout en appli-

quant la contrainte (3.11) à chaque pas de temps. Cependant, étant donné que l’équation

(3.11) conduit à une condition aux limites de type Dirichlet ou de Robin sur ΓMCP , l’al-

gorithme se réduit à résoudre l’équation de Helmholtz avec différents types frontières sur

MCP. Zhang et Zhu [78] ont montré la convergence de leur algorithme vers une solution

unique dans le cas homogène (a = 0). Les étapes de calcul itératif sont reportées ci-après :

Etape 1

Condition initiale sur ΓMCP à T (0) = Tm. La première solution est obtenue avec la réso-

lution de l’équation (3.6).

Etape 2

Calcul de la partie de ΓMCP définie par Sd = x ∈ ΓPCM , Tm − T k − c(a− b∇T k+1.n) ≤ 0.

Sur cette partie de la frontière, une condition aux limites de type de Dirichlet est prescrite

tandis que sur le reste de la frontière ΓMCP , une condition de Robin est imposée.

Etape 3

Calcul d’une nouvelle approximation de la condition aux limites elliptique par :



∆T (k+1) + ρCp

∆t T
(k+1) = ρCp

Tn

∆t dans Ω

T (k+1) = g sur ΓD

∇T (k+1).n = s sur ΓN

T (k+1) = Tm sur Sd

T (k+1)cb−∇T (k+1).n = T (k) − ca sur ΓMCP/Sd

(3.12)
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Etape 4

Si le critère de convergence ‖T (k+1) − T (k)‖ < ε est atteint, la fraction liquide fn+1 est

actualisée et le temps est incrémenté d’un pas de temps. Sinon, la procédure est reprise à

partir de l’étape 2 jusqu’à ce que le critère de convergence soit satisfait. Des expériences

numériques indiquent que la procédure itérative converge en quelques itérations, moins

de 10.

Remarques

La discrétisation spatiale n’est pas une caractéristique principale de cet algorithme, toute

approximation spatiale peut être considérée. De plus, à la température de fusion i.e.

T = Tm, les deux conditions aux limites (3.7) sont équivalentes et nous pouvons passer

de l’une à l’autre.

3.3 Résultats et discussions

La procédure numérique, détaillée dans les paragraphes précédents, est appliquée à trois

cas test. Un cas de transfert de chaleur par conduction unidimensionnel dans une barre

de béton dont l’une des extrémités est recouverte par une couche de faible épaisseur

de MCP, une cavité differentiellement chauffée dont l’une de ses parois verticales est

recouverte d’une couche de faible épaisseur de MCP et enfin dans une cavité entraînée

différentiellement chauffée dont l’une de ses parois verticales est couverte d’un MCP.

3.3.1 Transfert de chaleur par conduction dans une barre en

béton recouverte d’une couche de faible épaisseur de MCP

Dans le but de valider la méthode numérique proposée, considérons un problème de trans-

fert de chaleur par conduction dans une barre de béton recouverte par une couche de faible

épaisseur de MCP. Une température à l’une des extrémités de la barre est imposée. Les

transferts de la chaleur sont décrits par l’équation de conduction instationnaire dans la

barre de béton, et un modèle enthalpique [84] dans la couche de MCP. Ces équations de
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transfert sont couplées par la température et la densité de flux de chaleur à l’interface

barre-MCP.

Pour les calculs, nous avons considéré une barre de béton de longueur 10 cm avec une

(a) La parois composite (b) Le modèle unidimensionnel

Figure 3.2 – Illustration de la parois composite.

diffusivité thermique α = 2, 6 10−4m2/s. Les calculs sont été effectués pour quatre va-

leurs d’épaisseur du MCP (e = 2cm; 1cm; 0, 5cm; 0, 1cm). La quantité de chaleur stockée

est définie par le produit Lv x e = 55000Jm/kg. Il convient de souligner que notre code

numérique est capable de reproduire l’évolution temporelle de la température moyenne

à l’interface barre-MCP. La figure 3.3-a montre que l’amplitude de la température en

fonction du temps augmente en fonction de la diminution de la valeur de flux uniforme

imposé sur la paroi et pour le cas sans MCP, une amplitude maximale est observée. Les

profils des évolutions au cours du temps de la température moyenne à l’interface, obte-

nue par la méthode multi-domaine [24] et par notre méthode, figure 3.3 sont très proches

quand l’épaisseur de la couche de MCP devient très faible (e= 0.1 cm). Cette constatation

confirme que le code de calcul développé permet de modéliser avec succès l’évolution tem-

porelle de la température à la paroi avec les deux méthodes et l’approche couche très fine

de MCP avec la méthode multidomaine permet de retrouver les mêmes résultats que ceux

de la présente méthode. Le prochain paragraphe est consacré à l’étude de la convection

naturelle dans une cavité différentiellement chauffée dont l’une de ses parois est couverte

par une couche de faible épaisseur de MCP.
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(a) Influence de la chaleur latente totale (b) Comparaison avec la méthode couplée

Figure 3.3 – Évolution temporelle de la température à l’interface béton/MCP.

3.3.2 Cavité différentiellement chauffée avec l’une des parois

verticales est couverte d’une couche de MCP

Considérons maintenant une cavité carrée contenant un fluide incompressible (Fig. 3.4).

La paroi droite de cette cavité est recouverte d’une couche de faible épaisseur de MCP

et est soumise à un flux de chaleur qui évolue au cours du temps sinusoïdalement. Une

température constante est imposée à la paroi gauche de cette cavité tandis que les parois

horizontales sont adiabatiques figure 3.4.

Associons à cette cavité un référentiel cartésien tel que l’origine O soit placée à l’intersec-

tion des parois "verticale gauche" et "inférieure" de la cavité et l’axe [Ox) est orienté vers

la droite. Les conditions aux limites imposées à cette cavité génèrent un écoulement de

convection naturelle à l’intérieur et un transfert de chaleur par conduction dans la couche

de MCP. L’approximation de Boussinesq est utilisée pour relier la densité à la variation de

la température et pour lier le champ de la température au champ d’écoulement. L’écoule-

ment à l’intérieur de la cavité est régi par les équations de Navier-Stokes, qui sous formes

adimensionnelles, s’écrivent :

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0 (3.13)
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Figure 3.4 – Cavité différentiellement chauffée et conditions aux limites.

∂u

∂τ
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ (Pr

Ra
)1/2(∂

2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 ) (3.14)

∂v

∂τ
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂x
+ (Pr

Ra
)1/2(∂

2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 ) + θ (3.15)

∂θ

∂τ
+ u

∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
= +(RaPr)−1/2(∂

2θ

∂x2 + ∂2θ

∂y2 ) (3.16)

Avec, Ra = gβmH3

αν∆Tref
nombre de Rayleigh et Pr = ν

α
nombre de Prandtl ;

Les paramètres adimensionnels dans les équations (3.13-3.16) sont basés sur : la longueur

de référence Lref = H ; la vitesse de référence uref = 2gβH
αLq” et ∆Tref = q”H/k. La tempe-

rature adimensionnelle est définie par θ = T−Tc

∆Tref
.

Les conditions initiales et aux limites, associées à ces équations, sont reportées sur la fi-

gure 3.4. Les parois horizontales sont adiabatiques, la paroi gauche est isotherme (T = Tc

ou θ = 0), et la paroi droite est soumise à un flux de chaleur q′′(t) qui est uniformément

répartie le long de la paroi et qui varie en fonction du temps. Le flux de chaleur adimen-
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Figure 3.5 – Évolution en fonction du temps de la température de la paroi chaude, du
nombre de Nusselt local et moyen , (a) nos résultats ; (b) Bejan et Lage [87].

sionnel Q′′(τ) est défini par Q′′ = q′′

qM

Les équations (3.13-3.16) sont discrétisées par une méthode aux différences finies de se-

cond ordre sur une grille décalée. Le schéma semi-implicite d’Adams Bashforth/Crank-

Nicholson est utilisé pour la discrétisation temporelle. Le couplage vitesse/pression est

assuré par l’algorithme de projection [85]. La résolution du système d’équations algé-

briques obtenues par la discrétisation des équations (3.1-3.2) et des conditions aux limites

qui leurs sont associées, est effectuée avec un solveur Multigrilles [86].

Le code de calcul que nous avons développé est validé en l’appliquant au problème de

Lage et Bejan [87]. Les calculs ont été effectués pour un nombre de Rayleigh Ra = 108 ;

un nombre de Prandtl Pr = 0, 7 et le flux Q”(τ) est appliqué à la paroi droite avec une

fréquence adimensionnelle.

La figure (3.5-a) présente l’évolution, en fonction du temps, de la température moyenne le

long de la paroi droite de la cavité, du nombre de Nusselt moyen à mi-cavité et du nombre

du Nusselt local sur la paroi gauche. Le régime transitoire n’est pas présenté. Il est à noter

que l’évolution des grandeurs, mentionnées ci-dessus, est périodique en fonction du temps.

La température moyenne de la paroi droite et le nombre de Nusselt moyen à mi-cavité

sont en phase et en opposition de phase avec le nombre de Nusselt local à la paroi gauche.

En outre, l’amplitude du nombre de Nusselt moyen, à mi-cavité, est supérieure à la valeur

du flux de chaleur sinusoïdale imposé. Une analyse des figures (3.5-a) et (3.5-b) montre

que nos résultats sont en bon accord qualitatif et quantitatif avec ceux de Lage et Bejan.

La température moyenne adimensionnelle et le nombre de Nusselt moyen à mi-cavité,
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pour quatre valeurs de température de fusion adimensionnelle (0, 04; 0, 05; 0, 06; 0, 08) sont

présentés sur la figure 3.6. Cette figure montre que la présence d’une couche de MCP de

faible épaisseur sur l’une des parois verticales de la cavité ne modifie pas le comporte-

ment périodique des grandeurs présentées. Pour une température de fusion Tm = 0, 04,

l’amplitude de nombre de Nusselt moyen à mi-cavité varie entre 0, 8 et 1, 2 et pour une

Tm = 0, 08, cette amplitude est comprise entre 0, 75 et 1, 3. Le même comportement est

observé pour la température moyenne de la paroi droite. En effet, le nombre de Nusselt

moyen et la température moyenne dépendent de la température de fusion. Si la tem-

pérature de fusion décroit, les différences entre les valeurs maximales et minimales de

la température moyenne et celles du nombre du Nusselt moyen décroissent au cours du

temps. Il est à noter que la variation de la température de fusion n’a pas d’influence sur

le déphasage entre les grandeurs présentées ci-dessus. La température de fusion a donc

un impact sur les amplitudes de la température moyenne et sur le nombre de Nusselt.

Cependant, aucun effet n’est observé sur leurs déphasages temporelles.

Les figures 3.7-a et 3.7-b présentent la différence définie par ∆ = |max − min| , entre

(a) (b)

Figure 3.6 – (a) Évolution temporelle du nombre de Nusselt moyen sur la paroi gauche
et (b) Évolution temporelle.

les valeurs maximales et minimales de la température moyenne de la paroi droite et du

nombre de Nusselt local à la paroi gauche. Les évolutions de ∆, en fonction de la tempé-

rature de fusion, pour la température moyenne et pour le nombre de Nusselt local sur la
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paroi gauche sont reportées sur la figure 3.7-a pour trois valeurs de fréquences adimen-

sionnelles f = 0, 01 ; f = 0, 025 et f = 0, 033.

Il est observé que l’évolution de ∆ est une fonction linéaire de la température de fusion.

(a) ∆θh en fonction de la température de fusion (b) ∆Nuc en fonction de la température de fusion

Figure 3.7 – Influence de la température adimensionnelle de fusion sur les transferts au
niveau de la paroi droite.

En outre, le nombre de Nusselt local et la température moyenne augmentent avec la tem-

pérature de fusion. Quelque soit la valeur de la température de fusion considérée, ∆θh

et ∆Nuc augmentent avec la valeur de la fréquence adimensionnelle. Ces résultats dé-

montrent que la couche de MCP sur la paroi droite de la cavité différentiellement chauffée

à un effet considérable sur l’amplitude du nombre de Nusselt et celle de la température

moyenne.

3.3.3 Cavité entraînée avec une paroi couverte d’une faible épais-

seur de MCP

La paroi verticale gauche de la cavité est recouverte d’une couche de faible épaisseur de

MCP et est soumise à un flux de chaleur qui varie sinusoidalement au cours du temps

(fig-3.8). La paroi supérieure est animée d’un mouvement uniforme avec une vitesse non

dimensionnelle U constante, la paroi droite est isotherme tandis que la paroi inférieure
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Figure 3.8 – Cavité entraînée et différentiellement chauffée

est adiabatique (fig 3.8).

L’approximation de Boussinesq est utilisée pour relier la masse volumique aux variations

de température dans le champ de température adimentionnelle θ au champ d’écoulement.

L’écoulement à l’intérieur de la cavité est régi par les équations de Navier-Stokes dans le

référentiel (oxy) qui s’écrivent :

∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0 (3.17)

∂u

∂τ
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+ 1
Re

(∂
2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 ) (3.18)

∂v

∂τ
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂x
+ 1
Re

(∂
2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 ) + θ (3.19)

∂θ

∂τ
+ u

∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
= + 1

Pr.Re
(∂

2θ

∂x2 + ∂2θ

∂y2 ) (3.20)

Les calculs ont été effectués pour un nombre de Prandtl Pr = 0, 7 ainsi qu’un flux de
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chaleur sinusoïdale Q”(t)avec une fréquence adimensionnelle f = 0, 01. La figure 3.9 pré-

sente l’évolution en fonction du temps de la température moyenne le long de la paroi

gauche et le nombre de Nusselt local sur la paroi droite pour quatre nombres de Rey-

nolds Re = 400, 600, 800 et 1000. La quantité de chaleur stockée est supposée égale à

150000J/kg, . Il est à noter que les évolutions temporelles de la température et du nombre

de Nusselt local sont périodiques comme le flux de chaleur imposé sur la paroi verticale,

recouverte d’une couche de MCP.

Nous observons une évolution en fonction du temps sinusoïdale de la température moyenne

(a) ∆θh en fonction de la température de fusion (b) ∆Nuc en fonction de la température de fusion

Figure 3.9 – Influence de la température adimensionnelle de fusion sur les transferts au
niveau de la paroi gauche

de la paroi droite et du nombre de Nusselt local. Pour un nombre de Reynolds, Re = 400,

l’amplitude de la température moyenne de la paroi droite varie au cours du temps entre

0, 176 et 0, 2 et pour Re = 1000 entre 0, 12 et 0, 168. L’amplitude du nombre de Nusselt

local varie entre 0, 81 et 0, 92 et entre 0, 87 et 1, 12 pour des nombres de Reynolds égaux

respectivement à 400 et 1000. L’accroissement du nombre de Reynolds provoque une aug-

mentation de l’amplitude de la température moyenne et du nombre de Nusselt local. Il

est à noter que l’évolution au cours du temps de l’amplitude de la température moyenne

et du nombre de Nusselt local sont en phase.
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3.4 Conclusion

Une modélisation numérique par une approche asymptotique du changement de phase, a

été développée puis validée en l’appliquant au transfert de chaleur par conduction dans

une barre de béton dont l’une des extrémités recouverte d’une couche de faible épais-

seur de MCP. Nous l’avons également utilisée pour l’étude d’une cavité différentiellement

chauffée dont l’une des parois verticales est recouverte d’une couche de faible épaisseur

de MCP et à la convection mixte dans un cavité entraînée, différentiellement chauffée

avec une paroi verticale recouverte d’une couche de faible épaisseur de MCP. Pour les

trois cas, l’approche asymptotique a conduit à des résultats en bon accord avec ceux de

la littérature démontrant aussi ses potentiels pour l’étude des problèmes avec MCP. Dans

les trois cas présentés, l’amplitude temporelle du nombre de Nusselt et de la tempéra-

ture moyenne sur la paroi soumise à un flux de chaleur variable dans le temps dépendent

fortement de la température de fusion du MCP. La variation de l’amplitude temporelle

du nombre de Nusselt local et moyen, ainsi que celle de la température moyenne de la

paroi droite ont un comportement linéaire en fonction de la température de fusion et de la

fréquence adimensionnelle du flux de chaleur appliqué à la paroi recouverte d’une couche

de faible épaisseur de MCP. Les différences entre les valeurs minimales et maximales sont

proportionnelles à la température de fusion du MCP.
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Chapitre 4

Un solveur haute précision parallèle

pour les écoulements incompressibles

Ce chapitre est composé de trois paragraphes principaux : le premier

paragraphe est consacré à une revue bibliographique des schémas compacts,

leurs utilisations pour la résolution des équations de Navier-Stokes et leurs

parallélisations. Ensuite deux techniques de parallélisation sont présentées.

La première concerne la méthode de diagonalisation successive et la seconde

l’évaluation des dérivées et interpolations compactes. La validation et les

performances sont détaillées dans le dernier paragraphe.

4.1 Introduction

Les schémas compacts se présentent comme une alternative pour augmenter la précision

numérique des différences finies standards tout en conservant des molécules de calcul de

faibles dimensions. Pour cela des relations implicites introduisant des dérivées sont dé-

veloppées.Le travail de synthèse de [88] fournie un descriptif détaillé de ces relations en

dimension 1. Plus particulièrement, les erreurs de troncature et leurs précisions quasi-

spectrales y sont détaillées. Cette dernière propriété concerne la capacité de l’approxi-

mation numérique à décrire précisément des phénomènes physiques complexes tels que la

turbulence par exemple. C’est ce qui explique sa popularité pour la simulation des écou-

lements turbulents [89, 90, 91].

La parallélisation des schémas compacts est dépendante du problème à traiter. L’évalua-

tion des dérivées et des interpolations résultant des discrétisations explicites nécessite la
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résolution d’une multitude de systèmes tri-diagonaux ou penta-diagonaux. La résolution

de problèmes de Poisson ou d’Helmholtz, discrétisés par schémas compacts nécessite la

résolution d’un système dense de grande taille [89]. Cela induit des techniques de parallé-

lisation différentes. Dans le cas de l’évaluation des dérivation/interpolation, les approches

d’approximation de frontière consistent à écrire des relations de schémas compacts spé-

cifiques aux limites du sous-domaine. Les premiers travaux sur les méthodes compactes

multi-domaines publiées par [92], proposent de combiner des approximations décentrés

près de la frontière avec des domaines superposés. Les travaux ont montré de bonnes

performances parallèles jusqu’à 16 processeurs, mais le schéma proposé conduit à une

représentation inexacte des flux, malgré un filtrage d’ordre supérieur. Sengupta et al.

[93] modélisent des écoulements supersoniques en utilisant un schéma compact spécifique

pour réduire la dispersion d’une formulation décentrée utilisés aux limites du domaine.

Des sous-domaines se chevauchant ont été adoptés pour paralléliser la méthode. Cepen-

dant les auteurs ont dû filtrer les solutions pour éviter les erreurs parasites aux limites

du sous-domaine. Le scaling de cette approche n’a été testée que jusqu’à six processeurs.

Récemment, Kim [94] a proposé un schéma, basé sur une combinaison d’ajustements

compacts accordés aux limites de sous-domaines et un filtre, pour supprimer les erreurs

dues aux bords. Ce schéma, qui implique trois points fantômes, peut être performant

jusqu’à 103 processeurs. Il a été appliqué avec succès dans la prédiction acoustique d’un

jet compressible. Cependant, les auteurs ont noté que le schéma proposé génère des ré-

flexions acoustiques aux limites du sous-domaine. Les travaux [90, 95] nous indiquent que

les approches d’approximation de frontière, implique la définition spécifique de schémas

compacts, la mise en œuvre d’un filtre et un ensemble de nœuds supérieure à 1.

Le point de vue de l’approche algorithmique est différent de celui des approches d’ap-

proximation de frontière. L’approche algorithmique tente d’obtenir une résolution exacte

des systèmes penta-diagonaux. Dans le cadre de schémas compacts, une telle approche est

différente des approches d’approximation de frontière. Indépendamment de toute discré-

tisation, la bibliothèque ScaLAPACK fournit des routines polyvalentes à cette fin, et, est

souvent utilisé pour des comparaisons. Polizzi et al. [96] ont détaillé une méthode générale
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pour résoudre les systèmes linéaires à bandes.

L’idée principale repose sur la résolution de matrices à plusieurs diagonales de type blocs

provenant de la partition de domaine, puis de considérer convenablement les vecteurs

hors diagonale (SPIKE) pour calculer les nœuds aux bords. Cette approche offre plu-

sieurs options telles que, par exemple, la dominance diagonale de la matrice. X.H Sun

[97] a étudié ce type de solution parallèle pour les matrices tridiagonales. Plus particuliè-

rement, il a proposé un algorithme, basé sur trois étapes principales : solution de blocs

simultanée, calcul des nœuds de bord (système réduit) et assemblage/calcul final de la

solution. D’un point de vue pratique, cette approche implique des échanges par message

important. Il propose donc une approche simplifiée, l’algorithme "Parallèle Diagonale Do-

minante", qui introduit seulement des communications entre les interfaces, et donc moins

coûteux. Cette amélioration de l’aspect parallèle se fait au prix d’une approximation qui

introduit une erreur. A notre connaissance, cette approche a seulement été utilisée par

[97] dans le cadre d’écoulements compressibles. Dans ce chapitre, nous discutons de l’al-

gorithme PDD pour paralléliser dans un contexte se solveur d’écoulement incompressible

de haute précision, qui emploie des schémas compacts comme discrétisation spatiale. Plus

particulièrement, l’influence de l’algorithme PDD sur les propriétés de conservation de la

masse et de l’énergie cinétique y sont analysées. De plus une technique de parallélisation

de la méthode méthode de diagonalisation pour résoudre les problème d’Helmolhtz et de

Poisson est présentée. Elle est basée sur une décomposition des données en pinceaux. Bien

que cette méthode n’améliore pas la grande complexité algorithmique de la méthode de

diagonalisation, elle permet néanmoins de réduire de façon radicale les temps de calcul.

4.2 Méthodes numériques

4.2.1 Modèle mathématique

Un fluide incompressible est considéré dans une cavité parallélipipédique de volume Ω =

Lx×Ly ×Lz de frontière Γ = ∂Ω. L’écoulement dans la cavité est régit par les équations

de Navier-Stokes incompressibles tridimensionnelles. Les conditions aux limites prescrites
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sont périodiques, conditions d’entrée/sortie ou de limite de paroi. Le vecteur de vitesse

est noté u = (u, v, w)T et la pression par p. Les équations de mouvement et de continuité

adimensionnelles, s’écrivent :

∂tu +∇. (uu) = −∇p+ 1
Re∇

2u + F dans Ω (4.1)

∇.u = 0 dans Ω (4.2)

Avec ; Re : nombre de Reynolds, t : temps et F : force volumique. Ces équations sont

utilisées pour la simulation numérique directe. La simulation des grandes échelles est éga-

lement envisagée dans ce chapitre. Les équations à résoudre sont obtenues en appliquant

une opération de filtrage mise en évidence par une longueur de coupe. Les équations sans

dimension filtrées sont :

∂tū +∇. (ūū) = −∇p̄+ 1
Re∇

2ū + F−∇ · τ dans Ω (4.3)

∇.ū = 0 dans Ω (4.4)

Dans ce cas, T représente la partie sans traction du tenseur de contrainte SGS est définie

par :

T − 1
3 (T : I) I = −2νsgsS (4.5)

Avec S tenseur de taux de déformation ; S = 1
2 [∇.ū +∇t.ū]. Cette formulation est ex-

primée avec la viscosité Wall-Adapting Local-Eddy (WALE), qui donne une expression

algébrique de la viscosité SGS, νsgs [98]. La viscosité SGS est calculée par :

νsgs = (Cw`)2

(
V : V

)3/2

(
S : S

)5/2
+
(
V : V

)5/4 (4.6)

avec,

V = 1
2
[
∇ (ū)2 +∇T (ū)2

]
− 1

3
(
∇ (ū)2 : I

)
I (4.7)

où Cw est une constante du modèle et ` une longueur de référence égale à (∆x∆y∆z)1/3.

Dans leurs simulations de la cavité turbulente entraînée, Ben Cheikh et al. [99] ont montré
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la dépendance des résultats à la constante Cw. Par la suite elle est fixée à 0, 39.

4.2.2 Discrétisation temporelle

Le schéma semi-implicite de Runge-Kutta/Crank-Nicolson [100, 49] est retenu pour

la discrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes incompressibles (4.1). Pour

plus de clarté, désignons par L(u) = ∇2u/Re et N(u) = 1/2 (∇uu + u∇u) les termes li-

néaires et non linéaires respectivement. Le schéma semi-implicite de Runge-Kutta/Crank-

Nicolson traite les termes linéaires implicites et les termes non linéaires explicites tels que :

uk+1 − uk

∆t +σkN(uk)+γkN(uk−1) = −2βk∇pk+βk
(
L(uk+1) + L(uk)

)
, 1 ≤ k ≤ 3 (4.8)

Où u1 = un et u4 = un+1. Les coefficients βk, σk et γk, [100, 49], sont déterminés par

des exigences de stockage et de précision : troisième ordre pour les termes non linéaires

et deuxième ordre pour les termes linéaires. Dans chaque sous-étape, la vitesse vérifie la

contrainte de continuité :

∇ · uk+1 = 0 (4.9)

Cette condition est imposée au moyen d’une étape fractionnaire, ou méthode de correction

de pression. Pour chaque étape, une vitesse intermédiaire est calculée et corrigée :

uk+1 = u? − 2βk∆t∇φ (4.10)

Où φ = pk+1 − pk est la correction de pression, et la vitesse intermédiaire vérifie :

u? − uk

∆t + σkN(uk) + γkN(uk−1) = −2βk∇pk + βk
(
L(u?) + L(uk)

)
, 1 ≤ k ≤ 3 (4.11)

Les conditions aux limites sont prescrites sur u?. Une équation de Poisson pour la correc-

tion de pression est dérivée de la combinaison de l’opérateur de divergence avec l’équation

81



Partie , Chapitre 4 – Un solveur haute précision parallèle pour les écoulements incompressibles

de vitesse de correction (4.10) :

∇ · ∇φ = 1
2βk∆t

∇u? (4.12)

Les conditions aux limites associées à l’équation de correction de pression sont des condi-

tions aux limites de Neumann homogènes conduisant à un problème singulier. Quelle que

soit la discrétisation spatiale, la méthode utilisant la correction de pression consiste à ré-

soudre trois équations de Helmholtz (4.11), et une équation de Poisson linéaire (4.12). Par

conséquent, la stabilité numérique dépend principalement de deux paramètres : la condi-

tion "Courant–Friedrichs–Lewy" u∆t/∆x < Cmax =
√

3 ([49]) et les échelles de temps

caractéristiques de l’écoulement. Il convient de noter que la contribution du modèle LES

est traitée explicitement de la même manière que les termes convectifs.

4.2.3 Discrétisation spatiale

L’approximation spatiale des équations semi-discrètes (4.8) est basée sur une discrétisation

compacte de quatrième ordre, définie sur un maillage décalé [88, 100, 85]. Cette disposi-

tion habituelle est conservée en raison des propriétés de conservation discrètes associées.

Par exemple, l’énergie cinétique dans la limite non visqueuse est conservée si les termes

convectifs sont écrits dans leurs forme asymétriques [100, 101]. Les composantes de la

pression et de la vitesse sont déplacées dans l’espace par la moitié d’un pas d’espace. Par

exemple, dans la première direction, la maille de l’intervalle (0, Lx) est composée de nœuds

de pression, xi = (i− 1/2)H avec 0 ≤ i ≤ nx + 1, et les noeuds de vitesse xi+1/2 = ihx

avec 0 ≤ i ≤ nx. L’espace spatial uniforme est hx = Lx/nx. Le maillage non uniforme est

obtenu au moyen d’une transformation de maille analytique qui introduit trois coefficients

métriques dans des domaines 3D orthogonaux cartésiens. Ils peuvent être calculés analy-

tiquement ou numériquement [100]. Les approximations du type schéma compact d’ordre

quatre pour la dérivation ou l’interpolation sont de la forme :

αf
(m)
i−1 + f

(m)
i + αf

(m)
i+1 = a

(
fi+1/2 − fi−1/2

)
/hx (4.13)
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m représente la dérivation m = 1 ou l’interpolation p = 0, et les coefficients α et a sont

calculés à partir des exigences de précision [100]. Les relations pour les conditions aux

limites sont : 
f

(m)
1 + αf

(m)
2 = af−1/2 + bf1/2 + cf3/2

f (m)
n + αf

(m)
n−1 = afn+1/2 + bfn−1/2 + cfn−3/2

(4.14)

L’une des principales caractéristiques de ce schéma aux différences finies est sa nature

implicite. Les équations (4.13) et (4.14) peuvent être reformulées sous forme matricielle

comme suit :

Mf (m) = Bf (4.15)

M désigne une matrice tridiagonale carrée de taille n + 1 ou n + 2 selon la variable

considérée : les composantes du vecteur vitesse ou la variable de pression. La matrice B

est une matrice rectangulaire ayant les mêmes nombres de ligne que M , et le nombre

de lignes dépend, comme M , de la disposition de la variable f . Une forme explicite est

facilement calculée par l’inverse de M .

f (m) = M−1Bf = Df (4.16)

Il convient de noter que D(p) = M−1B est une matrice pleine et qu’une telle évaluation

explicite par multiplication matrice/vecteur nécessite un nombre d’opérations en o(n2).

Toutefois, la matrice M a une structure tridiagonale qui permet de calculer (4.16) avec

un nombre d’opérations en o(n). Dans la suite, les notations Dcf
ξ , Dfc

ξ font référence à la

première dérivée décalée par rapport à ξ. Le premier exposant est associé à l’emplace-

ment de nœud de la fonction connue et le second se réfère à l’emplacement où l’évaluation

numérique est valide. L’ensemble des coefficients définissant les discrétisations du schéma

compact utilisées dans ce travail est détaillé dans le tableau (4.1). Une fois, la discréti-

sation spatiale définie, la semi-discrétisation temporelle (4.8) combinée à la contrainte de

divergence (4.9) et découplée au moyen d’un schéma de projection conduit à des systèmes

linéaires pour les équations de vitesse intermédiaires (4.11) et l’équation de correction de

pression (4.12). Ce modèle de système linéaire issu de l’équation de la vitesse provisoire
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Nœuds internes Noeuds frontières
operators α a α a b c

Dcf
ξ 1/22 12/11 −1 −1 2 −1

Dfc
ξ 1/22 12/11 23 −25 26 −1

Icfξ 1/6 2/3 5 15/4 5/2 −1/4
Ifcξ 1/6 2/3 1 1/4 3/2 1/4

Table 4.1 – Coefficients du schéma Compacte.

et écrit avec les notations tensorielles [46], donne :

(Dxx ⊗ Iy ⊗ Iz + Ix ⊗Dyy ⊗ Iz + Ix ⊗ Iy ⊗Dzz − κIx ⊗ Iy ⊗ Iz) u? = S
(
uk,uk−1, pk

)
(4.17)

avec Iξ matrice d’identité associée à la direction ξ, κ > 0 associés au schéma Runge-Kutta

Eq-(4.8). Le second membre de l’équation (4.17) est composée des termes temporels expli-

cites, du gradient de pression, des termes convectifs et termes diffusifs, qui sont approximés

par le schéma implicite des différences finies (4.13) et (4.14). Ainsi, une stratégie parallèle

efficace pour un code DNS doit tenir compte de deux aspects :

— toutes les dérivées et interpolations compactes implicites sont issues du schéma

temporel explicite (4.11),

— les systèmes linéaires (4.17) résultent des termes implicites du régime temporel

implicite.

Comme les matrices associées au système linéaire (4.16) sont des matrices denses, une

stratégie parallèle, basée sur un domaine de décomposition en pinceaux (2d pencil), est

considérée dans la section (4.2.5). Pour le calcul des dérivées et des interpolations im-

pliquées dans les termes explicites, la solution retenue pour les architectures parallèles

est basée sur l’algorithme "Parallèle Diagonal Dominante". La méthode est détaillée et la

précision, liée à la simulation d’écoulement de fluide incompressible, est discutée dans la

section suivante.

84



4.2. Méthodes numériques

4.2.4 Parallélisation des schémas compactes

L’algorithme PDD nous permet de résoudre efficacement les systèmes linéaires tri-diagonaux

sur des architectures distribuées [96, 97]. Basé sur l’hypothèse de la dominance diagonale,

certaines éléments de la matrice sont supprimés au cours de la procédure de factorisa-

tion afin d’améliorer l’efficacité du parallélisme. La précision de ce solveur approximatif

dépend du degré de dominance diagonale [97]. Il convient donc d’évaluer l’effet de cette

approximation d’une part, sur la précision des différences finies du système compact (4.13)

et d’autre part, sur les autres caractéristiques du code DNS telles que la conservation.

Ces questions sont traitées ci-après.

Dans le cadre d’une simulation d’un écoulement turbulent, rappelée en sections (4.2.2) et

(4.2.3), les termes temporels sont calculés avec des différences finies implicites (4.13). Ce

sont des opérations matricielles qui sont effectuées sur des champs tridimensionnels. Pour

des raisons de clarté, le cadre unidimensionnel est considéré. Dans ce cas, le schéma de

quatrième ordre (4.13) implique des solutions de systèmes linéaires Mx = b où M est une

matrice tridiagonale d’ordre n, et x = (x1, · · · , xn)T and d = (d1, · · · , dn)T . L’algorithme

PDD consiste à diviser la matrice M en p sous-matrices, où p est le nombre de proces-

seurs disponibles. Ces vecteurs sont partitionnés en tant que x = (x(1), · · · ,x(p))T avec

x(k) = (x(k)
1 , · · · , x(k)

m )T et 1 ≤ k ≤ p N = mp est supposé). La matrice originale M est

divisée en M = M̃ + ∆M où M̃ est une de matrice diagonale composée de blocs de ma-

trices tridiagonalesM (k) et ∆M comporte des éléments diagonales hors bloc. La partition

matricielle et la décomposition sont représentées dans la figure (4.1-a). Le produit entre

le système linéaire tridiagonal original et la matrice inverse M̃−1 conduit à une matrice

d’identité par bloc entourée de deux vecteurs colonnes v(k) et w(K), désignés par "spike"

[96]. La figure (4.1-b) montre la structure de la matrice M̃−1M . Le premier et le dernier

noeud de chaque partition, x(k)
1 et x(k)

m , remplissent un système linéaire pentadiagonale

nommé système réduit [97]. Indépendamment de l’hypothèse de la diagonale dominante,

l’algorithme parallèle pour résoudre Mx = b comporte les étapes suivantes :

— calculer de la solution intermédiaire x̃ =M̃−1b , Cette étape est effectuée de manière

indépendante sur chaque processeur,
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Figure 4.1 – Partition d’une matrice tridiagonale Mx =
(
M̃ + ∆M

)
x = b (a), et son

inverse (b) M̃−1Mx =
(
I + M̃−1∆M

)
x = M̃−1b .

— résolution du système penta-diagonal réduit pour calculer le premier et le dernier

nœud de chaque partition, x(k)
1 et x(k)

m ,

— utilisation des "spikes" pour corriger la solution intermédiaire x(k) = x̃(k)−x(k)
1 v(k)−

x(k)
m w(k).

Une description mathématique détaillée est donnée par [97] ou plus récemment par [96].

Selon le degré de dominance de la diagonale, une version tronquée de cet algorithme

fournit un niveau de parallélisme plus élevé. En fait, dans ce cas les éléments des vecteurs

v(k) et w(k) diminuent lorsque au fur et à mesure que les éléments des vecteurs s’éloignent

de la diagonale. En annulant les éléments des vecteurs v(k) et w(k) les plus éloignés de la

diagonale, le système réduit dégénère en systèmes linéaires indépendants de dimension 2

impliquant uniquement les inconnues x(k−1)
M et x(k)

1 à chaque interface de la décomposition.

[97] donne une estimation de l’erreur lorsque le système réduit est simplifié. Dans notre

cas (4.13), l’estimation d’erreur du l’algorithme PDD est :

‖x− x?‖
‖x‖

≤ bm

α(α− b)(a− 1) (4.18)

avec les coefficients a et b données par :

a = 1
2

 1
α

+
√

1
α2 − 4

 , b = 1
2

 1
α
−
√

1
α2 − 4

 (4.19)
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Figure 4.2 – Estimation d’erreur de l’algorithme PPD, (a) en fonction de nombre de
nœuds m = n/p dans chaque sous-domaine, (b)en fonction de α associée à la définition
de système compact (4.13).

Comme il a été démontré dans [97], l’erreur introduite par l’algorithme PDD se comporte

comme une puissance du nombre de nœuds par sous-domaine m. Ce sous-domaine peut

être estimé pour atteindre une précision définie par l’utilisateur. Par exemple, la précision

‖x− x?‖ / ‖x‖ = 10−15 est assurée par l’algorithme PDD avec m autour de 15 pour le

dérivé échelonné α = 1/22, et autour de 20 pour l’interpolation échelonnée α = 1/6. La

figure 4.2-a montre l’erreur par rapport à la taille m du sous-domaine. D’un point de

vue pratique, cette première estimation est suffisamment faible pour être en accord avec

une application réelle d’un code DNS parallèle. Sur la base de cette analyse d’erreurs, le

paramètre α du schéma (4.13) peut être ajusté pour exiger une précision machine pour un

sous-domaine approprié m. Cependant, la précision du quatrième ordre ne sera maintenue

que si l’on considère une formulation alternative [88] :

αf
(p)
i−1 + f

(p)
i + αf

(p)
i+1 = a

(
fi+1/2 − fi−1/2

)
/hx + b

(
fi+3/2 − fi−3/2

)
/2hx (4.20)

La figure 4.2-b montre l’influence du paramètre α sur l’estimation d’erreur de l’algorithme

PDD. Il est à noter que la précision machine est rapidement atteinte lorsque le nombre

de nœuds par sous-domaine augmente. Il est connu que la précision numérique n’est pas

la seule condition permettant l’optimisation temporelle des simulations. La conservation

de la masse et de l’énergie en sont des exemples. Il est admis que la conservation de

l’énergie cinétique est une propriété appropriée lorsque des écoulements turbulents sont
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simulés. La formulation skew-symétrique sur un maillage décalé est retenue pour satisfaire

la conservation de l’énergie cinétique [101, 100]. Une détermination directe de l’erreur liée

à la formulation skew-symétrique semble être une tâche difficile. Toutefois, nous pouvons

argumenter que la précision machine est requise pour chaque dérivée décalée et chaque

interpolation. Aussi, il peut être raisonnable de supposer qu’il n’y a pas d’effet sur le

calcul des termes convectifs. Le même raisonnement peut être admis pour la correction

de la vitesse (4.15-4.17) qui détermine le seuil de la divergence finale. Pour conclure cette

section, l’analyse de l’erreur introduite par l’algorithme PDD, appliquée à la discrétisation

des schémas compacts de quatrième ordre (4.13), montre qu’une taille de sous-domaine

d’environ 20 nœuds doit être sans effet sur les dérivées et interpolations calculées . En

outre, nous supposons que des propriétés importantes telles que l’énergie ou la conser-

vation de masse sont néanmoins remplies. Ce point est abordé dans la section (4.3) où

plusieurs simulations numériques sont effectuées pour confirmer que les approximations

introduites par l’algorithme PDD ne détériore pas les propriétés de solveur.

4.2.5 Parallélisation de la méthode de diagonalisation

Une discrétisation temporelle semi-implicite combinée à un schéma de projection conduit

à trois équations de Helmholtz et une équation de Poisson singulière. La nature implicite

de la discrétisation du schéma compact interdit l’utilisation des solveurs linéaires usuels

comme méthode de solutions. Ainsi, des solveurs linéaires spécifiques doivent être conçus

pour cette famille de discrétisation. Dans ce travail, les systèmes linéaires déduits des

équations de Helmholtz/Poisson sont discrétisés par la méthode de diagonalisation. La

parallélisation des solveurs est effectuée au moyen de la décomposition en pinceaux.

Considérons l’équation de Poisson (4.12), la discrétisation du schéma compact conduit à

la forme générale :

(D?
xx ⊗ Iy ⊗ Iz + Ix ⊗D?

yy ⊗ Iz + Ix ⊗ Iy ⊗D?
zz) Φ = F ? (4.21)
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ù D?
ζζ représente une matrice carrée de dimension nζ , qui est le nombre de nœuds internes

dans la ξ-direction. Ces matrices correspondent à la discrétisation de quatrième ordre

de la dérivée seconde modifiée afin d’éviter les nœuds de frontière avec les conditions

aux limites discrètes. Les contributions des conditions aux limites modifient également le

second membre, noté F ?, de l’équation 4.17. Ces procédures sont détaillées dans [85].

La diagonalisation consiste en une diagonalisation de chaque dérivée seconde modifiée.

Les matrices D?
xx, D?

yy and D?
zz sont diagonalisées et exprimées comme suit :

D?
xxPx = PxΛx, D?

yyPy = PyΛy,D?
zzPz = PzΛz (4.22)

ù Λx, Λy et Λz sont les matrices diagonales remplies avec les valeurs propres des matrices

D?
xx, D?

yy et D?
zz. Les matrices Px, Py et Pz sont les vecteurs propres directes des dérivées

secondes modifiées.

Maintenant, l’application du processus de diagonalisation sur le système linéaire (4.21)

est équivalente à :

ΛΦ̃ = F̃ (4.23)

avec Λ est une matrice diagonale,

Λ =
(
P−1
x ⊗ P−1

y ⊗ P−1
z

)
A (Px ⊗ Py ⊗ Pz)

= Λx ⊗ Iy ⊗ Iz + Ix ⊗ Λy ⊗ Iz + Ix ⊗ Iy ⊗ Λz

(4.24)

et avec les champs modifiés,

Φ̃ =
(
P−1
x ⊗ P−1

y ⊗ P−1
z

)
Φ, F̃ =

(
P−1
x ⊗ P−1

y ⊗ P−1
z

)
F ? (4.25)

La solution du système linéaire modifiée (4.25) peut être facilement écrite sous la forme

suivante :

φ̃ijk = − f̃ijk
(λx,i + λy,i + λz,i)

, 1 ≤ i, j, k ≤ n (4.26)

La solution Φ aux nœuds internes du domaine est calculée en utilisant l’inverse des rela-

tions (4.25). Ensuite, les nœuds de frontière sont déterminées à partir des conditions aux
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limites [85]. L’algorithme de cette méthode peut être décrit par,

1. Étape de traitement : Calculer et stocker
{

Λx, Px, P
−1
x ,Λy, Py, P

−1
y ,Λz, Pz, P

−1
z

}
à

partir des matrices dérivées modifiées,

2. Étape de calcul :

(a) calculer le terme source F̃ =
(
P−1
x ⊗ P−1

y ⊗ P−1
z

)
F ,

(b) calculer la solution Φ̃ = Λ−1F̃ en utilisant la relation (4.26),

(c) retour à la solution Φ aux nœuds internes de Φ = (Px ⊗ Py ⊗ Pz) Φ̃,

(d) calculer les nœuds de frontière à partir de la relation (4.26).

L’étape de post-traitement est coûteuse. Elle restreint l’utilisation de cette méthode aux

problèmes elliptiques à coefficients constants. Dans l’étape 2, les tâches (a) et (c) né-

cessitent des calculs intensifs, puisque le calcul de F̃ et Φ implique l’évaluation de trois

produits tensoriels :

W = (Ax ⊗ Ay ⊗ Az) V (4.27)

Pour estimer le coût de calcul important de cette opération, il est nécessaire de calculer,

en forme de composante, un produit matriciel avec :

wijk =
∑

1≤i,j,k≤n
AxirA

y
isA

z
itvrst (4.28)

D’un point de vue informatique, ce type d’opérations est performant en raison de la

structure de données régulières. Néanmoins, la complexité de l’algorithme reste toujours

o(n4). La parallélisation de ce solveur exploite la structure de données régulières ; ceci

est décrit ci-après. La parallélisation de la méthode de diagonalisation repose sur une

décomposition 2d-pencil. Cela signifie que les tableaux 3D sont répartis sur une grille de

processeurs MPI 2d, laissant une des trois directions non affectées. La figure (4.3) montre

les trois états possibles. Cela a été mis en œuvre à l’aide de la bibliothèque open source

2DECOMP FFT [102], qui fournit des communications collectives pour transposer des

données d’un pencil à un autre. Ainsi, des opérations en séries unidimensionnelles, telles

que la FFT ou solveur tridiagonal, peuvent être effectuées simultanément. Puisque la
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Figure 4.3 – Exemple de décomposition d’un domaine 2D en utilisant une grille de
processeur 4× 3 : (a) X-pencil ; (b) Y-pencil ; (c) Z-pencil (from citepli2010).

méthode de diagonalisation agit sur la matrice de données avec une direction à la fois, la

décomposition 2d-pencil semble être indiquée pour la parallélisation. Une version parallèle

de la méthode de diagonalisation est alors simple et détaillée ci-après.

1. calculer l’opérateur de diagonalisation dans chaque direction{
Λx, Px, P

−1
x ,Λy, Py, P

−1
y ,Λz, Pz, P

−1
z

}
et stocker sur chaque processus de la décomposition 2D.

2. calculer la solution U à partir du terme source F :

(a) calculer le nouveau terme source modifié F̃ =
(
P−1
x ⊗ P−1

y ⊗ P−1
z

)
F :

i. effectuer le produit F̃ = (P−1
x ⊗ Iy ⊗ Iz) F et transposer les résultats à l’état

Y-pencil,

ii. effectuer le produit F̃ =
(
Ix ⊗ P−1

y ⊗ Iz
)
F̃ et transposer F̃ à Z-pencil,

iii. effectuer le produit F̃ = (Ix ⊗ Iy ⊗ P−1
z ) F̃ .

(b) Calculer simultanément sur chaque processeur, la solution Ũ = Λ−1F̃ à l’état

Z-pencil.

(c) calculer les noeuds internes de la solution U = (Px ⊗ Py ⊗ Pz) Ũ

i. effectuer le produit U = (Ix ⊗ Iy ⊗ Pz) Ũ et transposer U à l’état Y-pencil,

ii. effectuer le produit U = (Ix ⊗ Py ⊗ Iz) U et transposer U à l’état X-pencil,

iii. effectuer le produit U = (Px ⊗ Iy ⊗ Iz) U .

(d) calculer les nœuds de frontière à partir de la discrétisation des frontières :

i. mettre à jour les nœuds frontières pour la direction [ox), transposer X-pencil

à Y-pencil,
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ii. mettre à jour les nœuds frontières pour la direction [oy), transposer Y-pencil

à Z-pencil,

iii. mettre à jour les nœuds frontières pour la direction [oz), transposer Z-pencil

à Y-pencil et à X-pencil.

Il faut noter que l’état X-pencil est la distribution naturelle des données. Cet algorithme

implique 8 transpositions globales pour calculer la solution finale d’une équation de Helm-

holtz/Poisson. L’avantage de ce schéma repose sur la simplicité pour obtenir une version

parallèle de la méthode de diagonalisation. Mais, contrairement aux autres méthodes de

décomposition [85, 103], cette approche ne modifie pas la grande complexité algorithmique

associée à la nature implicite des schémas compacts.

4.3 Résultats et discussions

4.3.1 Précision numérique

La précision de la présente méthode numérique a été validée par comparaison à des solu-

tions analytiques dans un domaine carré Ω = (−1, 1)2, avec un terme source approprié F

déterminé pour une viscosité ν = 1/10, les champs de vitesse et de pression suivants de

divergence analytique libres vérifient les équations de Navier-Stokes :

u(t, x, y) = cos (γt) sin (πx) cos (πy)

v(t, x, y) = − cos (γt) cos (πx) sin (πy)

p(t, x, y) = cos (γt)2 (cos (2πx) + cos (2πy)) /4

(4.29)

γ est un paramètre qui définit les solutions stables pour γ = 0 et les solutions instables

pour γ = 5. Les ordres de précision sont obtenues à partir de l’erreur absolue ε, qui est

l’erreur maximale en un point, calculée avec plusieurs mailles de taille croissante pour la

précision de l’espace, ou décroissante pour les tests de précision du temps. La précision de

la discrétisation temporelle est d’abord évaluée. Dans ce cas de test, un domaine périodique

est considéré et l’erreur numérique est calculée avec un pas de temps adimensionnel allant

de ∆t = 5 10−3 et d’une maille de taille h = 1/256. Le maximum des erreurs absolues
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pendant 10 périodes est retenu pour vérifier la précision du schéma temporel. Les erreurs

numériques sur la vitesse et de pression, en fonction de pas de temps, sont reportées dans

la figure 4.4. Les figures 4.4 montrent que les erreurs numériques diminuent avec une pente

(a) (b) (c)

Figure 4.4 – Précision numérique en fonction du pas de temps (a) taille de maillage, (b)
Différence absolue entre solutions en séries et en parallèles.

−2 qui est l’ordre attendu d’exactitude du schéma de Runge-Kutta [49]. Ensuite, l’ordre

d’exactitude du schéma spatial est évalué en considérant l’état stationnaire de l’équation

(4.29) pour α = 0. Les solutions sont calculées sur plusieurs mailles non uniformes dont la

taille varie entre N = 16 à N = 256. Les erreurs numériques pour la vitesse et la pression

par rapport à la taille des mailles sont tracées dans la figure 4.4-b. Il est à noter que les

erreurs numériques augmentent lorsque la taille du maillage diminue avec une pente de

−4. Afin de souligner l’effet de l’algorithme PDD, les solutions stables déterminées sur les

domaines partitionnés sont comparés à celles calculées sur les domaines non partitionnés.

Le maillage est composé de N = 90 nœuds dans chaque direction, qui sont reparties sur p

intervalles, menant à p2 sous-domaines carrés. Le paramètre p est tel que la taille de sous-

domaine N/p est entre 5 et 45. Alors pour chaque itération, les différences absolues des

champs de vitesse et de pression entre les solutions parallèles et les solutions en séries sont

calculées. Les données qui sont indiquées sur la figure 4.4-c, nous indique que la différence

absolue maximale obtenue pour la partition la plus fine est autour de 10−6, i.e. 5 nœuds par

sous-domaine. La différence absolue décroît rapidement par rapport au nombre de nœuds

par sous-domaine. Donc, au delà de 18 nœuds par sous-domaine, la différence absolue

est autour de 10−13, et on pourrait considérer que l’algorithme PDD ne détériore pas la

précision du présent schéma. Ensuite, il est observé un taux de décroissance exponentielle
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de la différence absolue. Cette caractéristique peut être attribuée à la nature intrinsèque

des schémas compacts.

4.3.2 Écoulement périodique

En supposant que l’écoulement est incompressible et non visqueux, l’énergie cinétique

reste constante par rapport au temps. Un tel écoulement est considéré dans un domaine

périodique cubique de longueur 2π basée sur un maillage uniforme de taille N3 partitionné

en p2 sous-domaines. L’énergie cinétique et la divergence d’un écoulement turbulent qui

se développe à partir des champs initiaux de pression et de vitesse donnés par le ’Taylor

Green Vortex’ sont calculées. Les simulations sont incrémentées dans le temps jusqu’à

tsim = 8. L’énergie cinétique totale et la divergence sont calculées par :

K = 〈k〉 = 1
|Ω|

∥∥∥∥1
2u · u

∥∥∥∥
1

= 1
2 |Ω|

∑
i,j,k

(
uxijku

x
ijk + vyijkv

y
ijk + wzijkw

z
ijk

)
(4.30)

avec

div = max
Ω
|∇ · u| = max

i,j,k
|δxuijk + δyvijk + δzwijk| (4.31)

L’énergie cinétique totale doit être conservée dans le temps (K = 0, 125) et la divergence

doit être nulle à chaque pas de temps. La figure 4.5 présente l’énergie cinétique calculée

Figure 4.5 – Énergie cinétique en fonction du pas de temps (a) divergence, (b) différence
de l’énergie cinétique, (c) en fonction au nombre de nœuds par sous-domaine.

pour plusieurs pas de temps et sans décomposition du domaine (p = 1). L’énergie cinétique

n’est pas exactement conservée, mais diminue par rapport à l’intervalle de temps avec
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une pente −3. Cette diminution est due à la faible diffusion numérique introduite par

le schéma de Runge-Kutta de troisième ordre, et ne provient pas de la discrétisation du

schéma compacte. Cela prouve que le présent schéma spatial conserve l’énergie cinétique.

Dans ce cas, la divergence a été trouvée autour de 10−13 à chaque pas de temps. Pour

mettre en évidence l’effet de la taille de partition N/p sur l’erreur d’énergie cinétique et la

divergence, les deux paramètres sont considérés par rapport à N/p. Les simulations sont

effectuées avec un pas de temps ∆t = 2.10−2 sur une grille de taille N = 140. Le paramètre

de partition p varie tel que N/p sont compris entre 5 et 140. La divergence par rapport à

la taille de la partition est représentée dans la figure 4.5-b. Pour les faibles valeurs de N/p,

la divergence est autour de 10−6, et diminue rapidement à la précision machine. Il semble

raisonnable de concevoir que pour plus de 10 nœuds par sous-domaine, l’algorithme PPD

n’introduit pas d’erreur. Ceci est en accord avec les prédictions de l’équation d’erreur

de délimitation (eq 4.31) De même, pour chaque taille de partition, l’énergie cinétique

à la simulation tsim = 8 est comparée à celle calculée pour le paramètre p = 1. Comme

nous pouvions nous attendre, la différence principale, à savoir 10−4, est trouvée pour

N/p = 5 et diminue jusqu’à la précision machine au-delà de N/p = 20 (Fig.4-c)). Le taux

de décroissance semble être exponentiel. Ainsi, combinée à la présente discrétisation de

quatrième ordre, l’algorithme PDD n’a pas d’effet notable sur la conservation de l’énergie

cinétique et la divergence pour les tailles de partition au-delà d’environ 15 à 20 nœuds.

Cette plage de validité semble être en adéquation avec cet algorithme sur les architectures

parallèles.

4.3.3 Analyse des performances

La méthode numérique proposée est basée sur l’évaluation des termes explicites et sur

les solutions des problèmes de Helmholtz/Poisson. En raison de la discrétisation du sys-

tème compact, le calcul des termes explicites implique des solutions de systèmes linéaires

tridiagonaux multiples qui sont considérés avec l’algorithme PDD décrit dans la section

4.2.4. Les problèmes de Helmholtz/Poisson sont résolus avec la méthode de diagonalisa-

tion. La version parallèle basée sur une décomposition 2d-pencil, est représentée dans la
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section 4.2.5. Ici, la performance de la parallélisation est étudiée au moyen d’une analyse

forte d’échelle. Le solveur considéré pour simuler l’écoulement de la cavité entraînée est

décrit dans la section 4.2.5.

Cette configuration est considérée parce que les trois directions sont non périodiques et

correspond aux calculs les plus coûteux. La taille du maillage varie de 1283 jusqu’à 10243,

et le nombre de cœurs de processeurs atteint 4096 cœurs. L’analyse d’échelle est réalisée

avec le superordinateur Bull «occigen» hébergé au CINES. Le cluster est composé de

50544 cœurs étalés sur 2016 nœuds. Chaque nœud comprend deux processeurs Intel 12-

Cores E5-2690 avec une fréquence d’horloge de 2,6 GHz. Les communications sont reliées

à une interconnexion infiniBand (IB 4xFDR). Le compilateur Intel (16.0) et la biblio-

thèque Math Kernel (MKL 16.0) sont choisis pour le flux de compilation. La bibliothèque

Message Passing Interface est celle proposée par la société Intel, intelmpi 5.0.

L’analyse des performances porte sur le cout CPU de l’évaluation des termes explicites et

des solutions des problèmes de Helmholtz/Poisson. Il convient de noter qu’une étape de

Runge-Kutta se compose de trois sous-étapes, chacune impliquant une méthode classique

à une étape telle que Adams-Bashforth/Crank-Nicolson. La figure 4.6 illustre la forte sca-

Figure 4.6 – "Strong scaling" des différentes parties du solveur de Navier-Stokes

labilité du code DNS actuel. La couleur désigne les tailles de maille et les symboles carrés

remplis se réfèrent à l’exécution par pas de temps. De plus, des symboles de cercle et de

diamant vides sont associés à l’évaluation des termes temporels explicites (PDD) et des
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solutions des problèmes de Helmholtz/Poisson (2d-pencil), respectivement. La scalabilité

forte de l’algorithme de PDD et de la décomposition 2d-pencil sont évaluées séparément.

La scalabilité du présent code est vérifiée pour chaque maille. Pour le nombre minimal

de processeur utilisés, la scalabilité est bonne mais pour le nombre maximal une perte de

scalabilité est observée. Nous observons que la décomposition 2d-pencil ne fournit pas un

bon scaling. Cela provient probablement de la grande quantité de communication impli-

quée dans la transposition globale des données. L’algorithme PDD montre une très bonne

scalabilité jusqu’à 4096 cœurs. Ainsi, pour le plus grand maillage, le temps de la CPU

est de 15.5 s avec 576 noyaux et seulement 2.1 s avec 4096 noyaux. Ce résultat doit être

associé à la topologie de communication qui ne concerne que les processus des voisins. Il

convient de noter que ces résultats ont été obtenus sans une bonne optimisation du code,

ce qui conduit à penser que la scalabilité peut être améliorée.

4.3.4 Écoulement turbulent dans un canal

Plusieurs simulations d’un écoulement de canal plan sont effectuées. Le nombre de Rey-

nolds, basé sur la vitesse de frottement uτ et la moitié de la largeur du canal h, est

Reτ = uτh/ν = 180, ν étant la viscosité cinématique du fluide. Ceci correspond à un

nombre de Reynolds, basé sur la vitesse moyenne, d’environ Reb = um2h/ν ' 5600.

Ici, l’objectif est de vérifier que l’algorithme PDD ne modifie pas les données déduites

des simulations d’écoulements turbulents, telles que les statistiques de la turbulence ou le

spectre. L’article récent de Vreman et Kuerten donne un aperçu de plusieurs bases de

données d’écoulement turbulents dans des canaux à ce nombre de Reynolds. La configura-

tion géométrique de cette référence est conservée pour faciliter les comparaisons avec leurs

résultats. Le domaine physique est une boîte rectangulaire de taille 4π × 2h× 4/3π dans

le sens de la paroi, normal et dans le sens de l’envergure, respectivement. Le maillage est

uniforme pour les directions périodiques en sens du courant et de l’envergure, et affiné à

proximité des parois supérieure et inférieure. Une fonction tangente hyperbolique [85] est

utilisée pour le regroupement des nœuds. Quelle que soit la décomposition du domaine,

les simulations ont été réalisées avec 3 maillages différents. Le tableau (4.2) présente les
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nx × ny × nz Prow × Pcol ∆x+ ×∆z+ ∆y+
min −∆y+

max

maillage (a) 96× 48× 48 5× 4 23.56× 15.71 0.12− 11.19
maillage (b) 128× 64× 64 5× 4 17.67× 11.78 0.12− 7.92
maillage (c) 192× 96× 96 5× 4 11.78× 7.85 0.12− 4.83

Table 4.2 – Détails de calcul de la simulation de l’écoulement turbulent.

paramètres de calcul des simulations. Le premier nœud dans la direction perpendiculaire

à la paroi horizontale inférieure est situé à y+ = 0, 12, alors que les dimensions les plus

grandes correspondent aux directions homogènes et vont de 11 à 23. Un état de turbulence

statistiquement stable est établi sur un intervalle de temps de longueur 20h/uτ , qui a été

réduit par une initialisation de flux spécifique. Un écoulement laminaire est perturbé par

des stries artificielles situées au voisinage de la paroi [105]. Toutes les simulations sont

effectuées avec une constante CFL = 1.0, et les statistiques sont rassemblées des l’inter-

valle de temps 20h/uτ ≤ Tstat ≤ 70h/uτ . La grille de calcul est partagée en une grille

5 × 4. Cette partition, appliquée au maillage le plus grossier (a), conduit à 12 nœuds

par sous-domaine, tandis que pour le maillage le plus fin (c) cette partition conduit à 24

nœuds par sous-domaine. Le maillage le plus grossier (a) ne satisfait pas à l’exigence de

précision précédemment démontrée. Cette sous-résolution permet d’évaluer la fiabilité de

la simulation dans une telle configuration. Les spectres Euu, Evv et Ewwsont représentés

dans la figure 4.8, pour u, v, w et p. Ces spectres sont calculés à y+ ' 30 afin de faire

des comparaisons avec ceux calculés par des différences finies et des méthodes spectrales.

Les symboles Euu, Evv et Eww représentent les spectres de vitesse. Pour chaque spectre de

la vitesse et taille du maillage, les simulations actuelles sont capables de reproduire des

données de [104] à des nombres d’ondes faibles. Des divergences sont perceptibles à des

nombres d’onde élevés. Cette caractéristique est associée à la coupure de grille et malgré

cela, les basses fréquences restent bien décrites. Ce résultat ne montre pas de compor-

tement erroné des spectres malgré la troncature introduite par le PDD. Ces remarques

restent vraie avec un partitionnement de 12 nœuds par sous-domaine.
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Figure 4.7 – Écoulement turbulent dans un canal : (a) Profil de vitesse moyenne et (b)
fluctuations de vitesse et profils de contraintes de cisaillement de Reynolds calculés avec
différentes tailles de maillage.

4.3.5 Simulations à grandes échelles d’une cavité entraînée

Plusieurs travaux ont été consacrés à l’écoulement turbulent de la cavité entraînée

[106, 99, 107]. Les caractéristiques intéressantes de cet écoulement sont la simplicité des

conditions aux limites et les trois directions non périodiques. Ce cas test est étudié ici

pour montrer la capacité de la présente méthode à traiter ce type de d’écoulement. Le

nombre de Reynolds est basé sur la vitesse de la paroi supérieure u0 et la longueur L du

domaine cubique. Les expériences de Prasad de Koseff [106] nous indiquent qu’au-delà d’un

nombre de Reynolds Re = 104, l’écoulement est turbulent et est dominé par des cellules

de recirculations de grandes tailles. Ce nombre de Reynolds est retenu, car les résultats

fournis par les simulations numériques [99, 107] ou les expériences de [106] sont disponibles.

Le modèle de simulation WALE est considéré pour les simulations actuelles. Ben cheikh

et al. [99] montre que les résultats dépendent fortement de la valeur de la constante Cw,

ce qui amène à proposer une constante de modèle "optimal" à cette configuration. Plus

particulièrement, au nombre de Reynolds Re = 104, ils trouvent une valeur optimale pour

le modèle WALE qui est Copt
w = 0, 13. Pour faciliter les comparaisons, nous utilisons dans

nos calculs la même constante de modèle. Une simulation numérique est réalisée sur un
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maillage de 64× 64× 64, raffiné près des parois au moyen d’une transformation de maille

hyperbolique. Le domaine de calcul est divisé en une grille de processeur 2d MPI de taille

5×4. Le pas de temps est dynamiquement mis à jour afin d’assurer des conditions de CFL

égal à 1. Après un temps adimensionnel d’intégration d’environ 500, l’état statistiquement

stable est atteint. Les moments statistiques sont collectés sur l’intervalle de temps 500 ≤

t ≤ 1000. Le champ de vitesse moyenne u et w et les composantes de stress de Reynolds

urms = 10
√
u′u′, wrms = 10

√
w′w′ and uwrms = 500

√
u′w′ sont calculés dans le plan de

symétrie y = 0.5, et considérés dans les lignes verticales et horizontales. La figure 4.8

Figure 4.8 – Spectre de turbulence : (a) courant de turbulence, (b) vitesse transversale.

montre les composantes de vitesse moyenne sans dimension U et W aux lignes centrales

du plan de symétrie. Comme le montre cette figure, les solutions calculées sont en bon

accord avec les résultats expérimentaux de [106]. Bien que le même modèle de [99] a été

pris en compte, certaines différences sont perceptibles et en particulier pour la valeur

maximale des couches limites. La figure 4.8 représente les intensités de turbulence urms,

wrms et la composante de la contrainte de Reynolds uw. Les statistiques de turbulence

calculées, à partir de la présente méthode sont en bon accord quantitatif avec les données

expérimentales de [106] et les résultats de [99]. Les résultats présentés décrivent la fiabilité

de la discrétisation du schéma compact combinée à l’algorithme PDD pour simuler les

écoulements turbulents.
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Figure 4.9 – (a) Profils de vitesse moyenne, (b) iso-surface du critère λ2 (b).

Figure 4.10 – Comparaisons de rms (a) u, (b) w et (c) uw vitesse et contrainte de
cisaillement de Reynolds. [99, 106].

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une stratégie de calcul des solutions des équations de Navier-Stokes

incompressibles discrétisées avec des schémas compacts a été développée. Cette stratégie

est basée sur deux caractéristiques principales qui nous permettent de calculer des flux

turbulents totalement non homogènes sur des architectures informatiques distribuées. Le

solveur tridiagonal approximatif, Parallèle Diagonale Dominante, permet de calculer les

approximations des schémas compacts des dérivées et des interpolations avec une mise

à l’échelle parallèle. Les termes diffusifs sont discrétisées implicitement et l’équation de

correction de pression est résolue au moyen de la méthode de diagonalisation tridimension-

nelle complète. Une version parallèle, basée sur une décomposition 2D, et la transposition

globale des données a été mise en œuvre avec succès. Cette stratégie bénéficie d’une bonne
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scalabilité jusqu’à 4096 opérations MPI, tout en conservant les principales caractéristiques

d’ordre élevé du code DNS, tels que la divergence du champ de vitesse et la conserva-

tion de l’énergie cinétique. Plusieurs expériences numériques ont également été réalisées

pour décrire la précision et la fiabilité de la présente méthode. Les précisions spatiale et

temporelle ont été vérifiées par des solutions analytiques stables et instables. L’influence

du PDD approximatif du solveur tridiagonal a été évalué sur la divergence et l’énergie

cinétique. Des simulations d’un écoulement turbulent dans un canal ont été effectuées,

montrant la capacité du code à calculer précisément le spectre d’écoulement et les statis-

tiques indépendamment de la décomposition du domaine. L’écoulement turbulent dans un

écoulement à cavité entraînée a également été simulé en utilisant le modèle LES WALE.

Un bon accord avec des données expérimentales et numériques a été trouvé, montrant la

capacité de la méthode proposée pour traiter trois configurations non périodiques. Cette

méthode pourrait avoir des perspectives intéressantes sur une machine massivement paral-

lèle, en particulier avec le modèle de programmation OpenMP/MPI hybride. Cependant,

le grand coût algorithmique impliqué dans la solution du Helmholtz/Poisson demeure un

problème d’actualité.
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Chapitre 5

Application du code à un écoulement

tridimensionnelle turbulent dans une

cavité ventilée

Ce chapitre est consacré à une application du solveur haute précision

développée à l’étude d’un écoulement d’air dans une cavité ventilée tridi-

mensionnelle isotherme et anisotherme. Il débute par une présentation du

modèle physique et des équations qui régissent l’écoulement dans une cavité

ventilée. Il se poursuit par une analyse dans le cas isotherme des conditions

aux limites et du modèle de turbulence DNS/LES sur la structure de l’écou-

lement. Le cas anisotherme est ensuite considéré en appliquant à la paroi

inférieure de la cavité un flux de chaleur uniforme de densité constante

positif ou négatif.

5.1 Formulation mathématique

5.1.1 Modèle physique

La cavité rectangulaire tridimensionnelle qui fait l’objet de notre étude est similaire à

celle de Nielsen [108, 109]. Le modèle physique est présenté sur la figure 5.1. La hauteur

de la cavité est H = 127mm, la largeur W = H et la longueur L = 3H. L’orifice d’entrée,

d’une largeur h = 0, 056H, est situé en haut de la paroi gauche. L’orifice de sortie de

largeur f = 0.16H est localisé dans la partie inférieure de la paroi droite. La largeur des
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Figure 5.1 – Schéma de la cavité ventilée.

ouvertures d’entrée et de sortie est égale à la largeur de la cavité W . Toutes les parois de

la cavité sont considérées adiabatiques sauf la paroi inférieure qui est soumise à un flux

de chaleur uniforme de densité constante.

L’adimensionnalisation des équations de transfert est présentée dans le paragraphe sui-

vant.

5.1.2 Hypothèses simplificatrices

L’air à l’intérieur de la cavité est un fluide Newtonien, incompressible, l’hypothèse de

Boussinesq est retenue et la dissipation visqueuse est négligée.

5.1.3 Conditions initiales et aux limites

Conditions initiales

∀ t < t0, t0 étant l’instant à partir duquel l’air entre dans la cavité. u(x, y, z, t) =

v(x, y, z, t) = w(x, y, z, t) = 0 et T (x, y, z, t) = T0.

Conditions aux limites

— Conditions de non glissement sur les parois.

— Entrée : pour, x = 0, y = H − h, 0 < z < w, u(x, y, z, t) = uref .
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5.1. Formulation mathématique

Pour les conditions aux limites d’entrée, nous avons considéré deux types de conditions

aux limites. La première condition aux limites, suppose que l’écoulement à l’entrée est la-

minaire. Pour la deuxième, des conditions aux limites turbulentes basées sur une méthode

numérique pour générer la turbulence artificielle, la Synthetic Eddy Method (SEM).

La SEM consiste à considérer la turbulence comme étant la superposition de structures

cohérentes. Ces structures cohérentes sont générées à travers l’orifice d’entrée de la cavité

ventilée et sont définies par une fonction de forme qui englobe les caractéristiques spatiales

et temporelles de la structure de l’écoulement. Dans le cas unidimensionnel, la fonction

de forme est fσ(x), définie sur un support compact [−σ, σ]. Pour produire des fluctuations

corrélées, des données aléatoires seront crées et filtrées. Les emplacements aléatoires des

tourbillons à l’entrée sont générés puis appliqués aux fluctuations. Les emplacements des

tourbillons sont générés dans un espace tridimensionnel qui est convecté à travers l’orifice

d’entrée. Pour chaque tourbillons k, la position est aléatoirement définie dans l’espace à

l’emplacement xik ; l’intensité de la fluctuation, εk est choisie aléatoirement et est prise

égale soit −1 ou 1. Le signal de la vitesse au point x est la somme de la contribution de

tous les tourbillons synthétiques sur le domaine d’étude. Pour N tourbillons :

u(x) = 1√
N

N∑
i=0

εifσ(x− xi) (5.1)

— Sortie : pour, x = L, y = f , 0 < z < w, ∂u
∂x

= 0.

La sortie est située en bas de la paroi droite, où un gradient de vitesse important peut

se produire. Ce problème de gradient est surmonté au moyen des conditions aux limites

convectives au niveau de l’orifice de sortie. Les parois sont adiabatiques à l’exception de

la paroi inférieure qui est soumise à un flux uniforme de chaleur, z = 0, 0 < x < 3H,

0 < y < W , q = q0.

105



Partie , Chapitre 5 – Application du code à un écoulement tridimensionnelle turbulent dans
une cavité ventilée

5.1.4 Adimensionnalisation

L’adimensionnalisation des équations de transfert, des conditions initiales et aux limites

qui leurs sont associées est basée sur des grandeurs de références : largeur de l’ouverture de

l’entrée h, vitesse de référence à l’entrée uref , viscosité cinématique ν, coefficient d’expan-

sion volumique β, accélération gravitationnelle g et l’augmentation de la température due

à l’apport de flux de chaleur à la paroi inférieure ∆T0 qui est définie par ∆T0 = qS
mCp

, avec

q : densité de flux de chaleur en Wm−2, S : surface en m2, m : débit massique du fluide

en kg/s et Cp chaleur massique J/kgK. Le nombre de Reynolds est défini par Re = huref

ν
,

et le nombre de Richardson par Ri = β.g.h.∆T0
u2

ref
. Le nombre de Richardson caractérise l’im-

portance relative des forces flottabilité et le cisaillement dues à la turbulence ; il est défini

par le rapport entre l’énergie gravitationnelle et son énergie cinétique. Il est noter que

le gradient de température de référence ∆T0 est déduit du flux de chaleur appliqué à la

paroi et du débit massique d’air [109]. Par exemple, pour les simulations présentés par

Nielsen [109], le nombre Ri, assimilé par Nielsen au nombre d’Archimède (Ar) est égale

à Ar = 0.02, 0.04 0.08 et 0.12, le nombre de Reynolds est égale à Re = 5000. Le nombre

d’Archimède pour ces simulations numériques dépendent de la valeur du flux de chaleur

imposé sur la paroi inférieure de la cavité.

Lorsque le modèle LES est utilisé il s’agit du modèle WALE développé dans le chapitre

précédent.

5.1.5 Calcul des grandeurs statistiques

Nous rappelons dans ce paragraphe les expressions mathématiques des grandeurs statis-

tiques moyennes et fluctuantes qui font l’objet des résultats présentés. Toutes les quantités

statistiques présentées dans la suite de chapitre ont été obtenues à partir d’une moyenne

sur l’ensemble des grandeurs obtenues. Le nombre total utilisé pour calculer ces quanti-

tés est noté N . La première grandeur utilisée est la vitesse moyenne u. Elle est évaluée
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simplement à partir de la relation :

u = 1
N

N∑
k=1

uk (5.2)

ou N définit le nombre d’échantillon total et uk la "kième" vitesse mesurée de l’échantillon.

Les moments centrés d’ordre k sont obtenus à partir de la relation :

ui = 1
N

N∑
k=1

(uk − u)i (5.3)

L’intensité turbulente Iu rend compte de la fluctuation de vitesse par rapport à la vitesse

moyenne prise localement. Elle est définie par :

Iu =
√
u′u′ =

√√√√√ 1
N

N∑
k=1

(uk − u)2 (5.4)

5.2 Cavité isotherme : comparaisons LES/DNS

Dans ce paragraphe, nous simulons par DNS/LES l’écoulement de cavité ventilée de type

Nielsen isotherme. Notre étude s’appuie sur l’analyse des champs statistiques. Une mé-

thode pour générer la turbulence à l’entrée de la cavité a été utilisée "Synthetic Eddy

Method".

5.2.1 Paramètres numériques

Le temps d’intégration CPU nécessaire pour la convergence des ces simulations est de 60s,

le pas de temps adimensionnel est égal à 10−2. La vitesse à l’entrée est uref = 0, 455 m/s et

la hauteur de l’orifice d’entrée de la cavité h = 16, 8 cm ce qui correspond à un nombre de

Reynolds Re = 4900. Cette configuration géométrique et de fonctionnement est identique

à celle de l’étude expérimentale de Nielsen [24].
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5.2.2 Qualification de SEM

Il s’agit de qualifier la technique SEM pour créer une turbulence artificielle à l’entrée

de la cavité. Pour cela, nous procédons à une comparaison de la vitesse moyenne et de

l’intensité de turbulence à l’entrée de la cavité avec les résultats expérimentaux de Nielsen

[109]. Les profils de la vitesse moyenne u et de l’intensité de turbulence Urms à l’entrée

sont présentés sur la figure 5.2. Ces profils sont tracés à la position x/H = 0 et à y = h/2.

Il est à noter que des écarts entre les profils de la vitesse moyenne obtenues par DNS et

Figure 5.2 – Cavité ventilée (section horizontale)

par LES sont observés avec les résultats expérimentaux [109]. Une analyse de la figure

?? montre que le maximum de l’intensité de turbulence est localisé à x = L/H = 1, plus

précisément au niveau de la paroi supérieure de la cavité. Ce comportement peut être

expliqué par l’existence d’un jet d’air confiné par la paroi supérieure à cette position. Les

profils de vitesse à l’entrée obtenus par la LES et la DNS sont quasiment identiques.

5.2.3 Analyse statistique des résultats

La figure 5.4 présente les lignes de courant et les composantes u et v de la vitesse. Nous

observons que l’écoulement de type jet, à l’entrée de la cavité, engendre l’apparition

d’une grande cellule rotative centrale de grande dimension et de deux cellules secondaires ;

l’une en bas à gauche et l’autre en haut à droite. La composante u met en évidence

le développement de l’écoulement de type jet à l’entrée de la cavité. La valeur de la

composante v est importante au centre de la cavité et elle devient faible à l’approche de

l’orifice de sortie. Cette valeur de la composante v est élevée dans les zones de recirculation

et faible quand l’écoulement de type jet est localisé dans les zones d’entrée et de sortie de
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(a) vitesse moyenne à l’entrée.

(b) intensité de turbulence

Figure 5.3 – Statistique en sortie de jet.
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la cavité.

Figure 5.4 – (a) Lignes de courant, (b) composante vitesse moyenne u, (c) composante
de vitesse moyenne v.

Les figures 5.5a et 5.5b présentent les profils de la composante de vitesse u et de l’intensité

turbulente Iu =
√
u′u′. Ces profils sont extraits dans les plans respectifs z/W = 0.0 (mi-

cavité) et à z/W = 0.4 (près de la paroi) et aux positions respectives x/H = 1.0 et

x/H = 2.0. En traversant la cavité, l’écoulement s’y développe et les valeurs maximales

de la vitesse et de l’intensité turbulente sont atteintes en x/H = 1.0. Les valeurs négatives

de la composante u de la vitesse, observées dans la partie inférieure gauche de la cavité,

indiquent la présence d’une importante cellule de recirculation. Il est à noter des faibles

écarts entre les résultats des simulations par LES et par DNS. Ces simulations ont donc

tendance à reproduire avec succès les résultats expérimentaux [108, 109]. Les figures

5.6a et 5.6b présentent les profils verticaux de l’intensité de turbulence en deux positions

z/W = 0.5 et z/W = 0, 9. La figure 5.7b montre que, le maximum de l’énergie cinétique

est localisé à proximité de x = H. Ce comportement pourrait être expliqué par un jet qui

"flappe", du à l’ interaction entre la zone de recirculation centrale et le jet d’air d’entrée.

Ce résultat est corroboré par le champ de l’intensité turbulente en x/H = 1, 0 (Fig.

5.6b). Ces résultats préliminaires obtenus par la DNS et la LES (WALE) permettent de

reproduire les données expérimentales. En outre, ceux obtenus par la DNS et par la LES
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(a) profiles à x/H = 1.0 (b) profiles à x/H = 2.0

Figure 5.5 – Vitesse moyenne et intensité turbulente
√
u′u′ à z/W = 0.5.

(a) profiles à x/H = 1.0 (b) profiles à x/H = 2.0

Figure 5.6 – Vitesse moyenne et intensité turbulente
√
u′u′ à z/W = 0.9.
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(a) intensité de turbulence près de la paroi, z/W = 0, 9

(b) intensité de turbulence à mi-cavité, z/W = 0, 5

Figure 5.7 – Coupe de l’intensité de turbulence.

(WALE) sont très proches.

5.3 Cavité anisotherme : influence du flux de chaleur

pariétal

Afin de modéliser le chauffage par plancher chauffant et la climatisation par plancher

refroidissant, Limane et al. [110] ont à l’aide d’un modèle RANS/3D analysé l’influence

d’un flux pariétal appliqué à la paroi inférieure d’une cavité ventilée sur les transferts qui

s’y déroule. L’étude présentée ci-après s’inspire de celle de Limane et al. et est basé sur

une approche LES.

5.3.1 Paramètres numériques

Trois simulations numériques ont été conduites avec le modèle LES WALE en imposant

sur la paroi inférieure un flux nul, positif et négatif. Le maillage retenue est de dimension

150 × 80 × 80 pour les 3 simulations. A l’entrée de la cavité, une vitesse constante est

imposée. Le nombre de Reynolds dans ce cas est Re = uih/ν = 455. Pour la configuration

anisotherme le nombre d’Archimède vaut Ar = gβh∆T0
u2

0
= 0, 004 ce qui correspond à une
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densité de flux de q = 22, 6 W/m2 pour une dimension H = 127mm. Il est à noter que

ces dimensions correspondent à celles utilisées par [109] dans leurs expérimentations. Le

temps d’intégration des simulations est de 60s.

5.3.2 Analyse statistique

La figure 5.8 présente les lignes de courant pour les trois configurations : adiabatique,

chauffée et refroidie. L’écoulement pour les trois configurations présentent une structure

(a) Adiabatique (b) Chauffé

(c) Refroidi

Figure 5.8 – Lignes de courant.

identique : une cellule contrarotative principale et deux cellules contrarotative secondaires.

L’application d’un flux pariétal a pour conséquence de modifier la position des centres

des cellules ainsi que leurs tailles. Les centres des recirculations principales sont situés en

(x/L = 2, 8, z/H = 0, 57) pour le cas adiabatique, (x/L = 2, 8, z/H = 0, 6) pour le cas

chauffé et (x/L = 2, 7, z/H = 0, 55) pour le cas refroidi.

La structure de l’écoulement semble être modifiée par les forces de flottabilité. En effet,

si la paroi est chauffée on constate que ces dernières ont tendance à élargir la taille de

la recirculation secondaire située en bas à gauche. Si le paroi inférieure est refroidie alors

l’effet inverse est observé.

La figure 5.9 présente les iso-valeurs de l’énergie cinétique k pour les trois cas : adia-
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batique, chauffé et refroidie. Pour les deux cas adiabatique et chauffé les valeurs les

(a) Adiabatique (b) Chauffé

(c) Refroidi

Figure 5.9 – Iso-valeurs de l’énergie cinétique k = 1/2.

plus importantes de l’énergie cinétique sont observées au niveau de la paroi supérieure

à (x/L = 1, 2, z/H = 0, 9) pour le cas adiabatique et (x/L = 1.5, z/H = 0, 9) pour

le cas chauffé. Par contre pour le cas refroidi cette zone importante de l’énergie ciné-

tique n’apparaît pas au niveau de la paroi supérieure, et une autre zone apparaît entre

(x/L = 2, 5− 3, z/H = 0, 4− 1).

L’énergie cinétique pour les deux cas adiabatique et chauffé montre l’existence d’un écou-

lement de type jet qui interagit avec la paroi supérieure. Cet écoulement disparaît lorsque

la paroi inférieure est le siège d’un refroidissement, cela peut être expliqué par la tendance

des forces de flottabilité à décaler l’écoulement vers le bas.

La figure 5.10a présente les profils de la composantes horizontales de la vitesse verticales

(u/ui) sur le plan médian y = 0, 5H, aux positions respectives x = 0, 5H, 1, 0H, 1, 5H,

2, 0H et 2, 5H pour les trois cas simulés : adiabatique, chauffé et refroidi. Nous observons

bien sur cette figure l’étalement du jet d’air à l’entrée tout au long de la paroi supérieure

dans l’intervalle 0, 6H < z < 1, 0.

La vitesse maximale en x = 0, 5H est proche de la valeur de la vitesse à l’entrée, et

l’épaisseur de jet est 0, 1H. En aval de l’entrée, à x = 2, 0H l’épaisseur du jet augmente
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(a) (b)

Figure 5.10 – Profiles de vitesses moyennes (u/ui).

légèrement qu’à une valeur égale à 0, 2H. Nous observons que ce comportement n’influe

pas sur la vitesse maximale. Dans cette partie de la cavité, l’écoulement semble ne pas

être influencé par le flux de chaleur imposé sur la paroi inférieure. En effet, pour les

trois simulations les profils de la composante horizontale de la vitesse sont quasiment

superposables. Cependant, une différence apparaît en x = 2, 5H quand la paroi inférieure

est le siège d’un refroidissement. Il est à noter que l’effet de flux de chaleur imposé sur la

paroi inférieure est important dans la zone inférieure de la cavité comprise (0, 0H < z <

0, 4H). Cette zone correspond à la présence de cellules de recirculation contrarotatives

dans la partie inférieure de la cavité. Prés de l’orifice de sortie et à la position x = 2, 5H,

la vitesse maximale est pour le cas adiabatique supérieure aux vitesses obtenues pour les

deux cas chauffé et refroidi. Dans la zone située entre les positions respectives x = 2, 0H

et x = 0, 5H, il est observé pour le cas chauffé un ralentissement de la vitesse : les profils

de vitesses tendent vers zéro dans la partie inférieure. Le même ralentissement est localisé

entre les positions x = 1, 5H et x = 1, 0H. Ce résultat peut être par l’action des forces de

flottabilité qui l’emportent sur les forces d’inerties.

5.3.3 Analyse des champs de température

La figure 5.11 présente les champs de la température moyenne dans le plan médian de

la cavité. Le fux de chaleur positif appliqué à la paroi inférieure de la cavité engendre

une augmentation locale 0 < x < 2H de la température (Fig. 5.11a). Sur cette zone
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(a) Chauffé

(b) Refroidi

Figure 5.11 – Champs de la température moyenne.

la température atteint les 295K. Cette augmentation est moins perceptible sur la partie

2H < x < 3H. Ce phénomène est à mettre en relation avec l’intensité de la recirculation

principale qui favorise le transport de la chaleur sur la partie droite de la paroi inférieure.

Lorsque la paroi inférieure est refroidie 5.11b, il est à noter une diminution de la tempé-

rature à proximité la paroi inférieure 0H < x < 2.5H : la température atteint des valeurs

inférieures à 295K. Comme pour le cas chauffé, la recirculation principale intensifie les

transferts thermiques, ce qui se traduit par un gradient thermique plus important.

La figure 5.12 présente l’évolution en fonction de x de la température de la paroi inférieure

sur le plan médian pour les deux cas anisothermes.

L’analyse de cette figure montre que pour le cas chauffé, la température pariétale demeure

sensiblement constante jusqu’en x = 2h puis diminue fortement pour atteindre une valeur

de 298K. Dans le cas où la paroi inférieure de la cavité est refroidie, la température

pariétale augmente avec l’abscisse jusqu’à une valeur inférieure à celle du cas chauffé

en sortie de cavité. L’évolution en fonction de l’abscisse de cette température démontre

l’importance des forces de flottabilité sur les transferts de chaleur qui se développe dans

la cavité. En effet, dans le cas de la cavité chauffée les forces de flottabilité se combinent
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Figure 5.12 – Profils de température sur la paroi inférieure, rouge et bleue correspondent
à une paroi chauffée et refroidie, respectivement.

aux transferts convectifs de l’écoulement, pour maintenir la température pariétale à une

valeur sensiblement constante. Pour le cas refroidi ces forces de flottabilité ont tendances

à s’opposer aux transferts convectifs de l’écoulement. Il en résulte un accroissement de

la température pariétale au fur et à mesure que la distance comptée à partie de la paroi

gauche augmente.

5.4 Conclusion

Des simulations numériques d’un écoulement d’air dans une cavité ventilée ont été

menées en considérant le cas d’une cavité isotherme, chauffée et refroidie par sa paroi

inférieure. Dans le cas isotherme les résultats obtenus par DNS/LES sont très proches

pour la résolution spatiale. De plus la technique SEM conduit à des résultat en bon accord

quantitatif avec ceux de Nielsen [109]. Dans le cas anisotherme les résultats présentés

mettent en évidence l’influence su flux de chaleur et les distributions de température. Ces

calcul préliminaires soulignent la faisabilité des discrétisations d’ordre élevé pour ce type

d’écoulement.
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Conclusion générale et perspectives

Ce travail a pour objet la simulation des écoulements et des transferts thermiques dans

des cavités ventilées. La motivation première a été d’apporter une contribution d’ordre

méthodologique à l’aéraulique et à la thermique de l’habitat. Ce travail a donc été articulé

autour de deux axes : la modélisation asymptotique d’une plaque couverte d’une couche

de MCP (chapitres 2 et 3) et la simulation d’écoulement tridimensionnel anisothermes

turbulent (chapitres 4 et 5). Concernant la modélisation asymptotique d’une plaque cou-

verte par une couche de MCP, l’objectif premier était d’étudier l’influence d’une couche de

MCP apposée à une paroi sur les caractéristiques de l’écoulement et des transferts ther-

miques dans une cavité fermée. Pour cela, nous avons proposé un modèle mathématique

basé sur une approximation asymptotique de l’épaisseur de la couche de MCP. Ce modèle

conduit a une formulation qui fait intervenir des inégalités portant sur la température et

sur la fraction de liquide. Cette formulation peut s’exprimer sous la forme d’un problème

de Signorini qui est résolue à l’aide d’un processus itératif de type point fixe. La méthode

numérique, ainsi développée, a été mise en œuvre pour décrire l’évolution de la tempéra-

ture d’un fluide dans une cavité différentiellement chauffée dont l’une des parois verticales

est soumise à un flux de chaleur périodique dans le temps. La résolution des équations

de Navier-Stokes, est assurée par un code de type différences finies multiblock qui est

détaillé et validé dans le deuxième chapitre. Ainsi, les expériences numériques montrent

que l’ajout d’une couche de faible épaisseur de la couche de MCP sur l’une des parois de

la cavité permet de limiter les pics locaux de la température.

La seconde partie de ce mémoire de thèse a été consacré la simulation d’écoulement tur-

bulent se rapprochant de configurations réalistes d’un habitat. Pour cela, la cavité de type

Nielsen a été retenue car elle correspond à la définition d’un benchmarck connu, et que sa

géométrie est suffisamment simple pour autoriser des simulations des champs de vitesse
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et de température tridimensionnelles et instationnaires. Ceci a été possible grâce à un

code de recherche qui combine la précision numérique des schémas aux différences finies

compactes et le calcul massivement parallèle. Un bon niveau de parallélisation est atteint

grâce à l’utilisant de l’algorithme PDD et du solveur de diagonalisation successif adapté

à une distribution des données en pinceaux. L’ensemble du solveur a été détaillé et validé

dans le chapitre 4. Il a été mis en œuvre pour simuler des écoulements turbulents dans

une cavité ventilée. Les caractéristiques des simulations et l’analyse des résultats y sont

détaillées dans le chapitre 5. Plus particulièrement, nous analysons l’influence du flux de

chaleur imposé à la paroi inférieure de la cavité sur la structure de l’écoulement et les

transferts de chaleur qui s’y déroulent. Il est montré que ce flux de chaleur provoque une

modification significative de la structure de l’écoulement et des champs de température,

des grandeurs moyennes fluctuantes des composantes de vitesse et de température.

Perspectives

A l’issue de ce travail nous suggérons quelques perspectives afin d’appliquer les schémas

développés à des configurations plus complexes. Par exemple, les méthodes à frontières

dites immergées permettraient de traiter des géométries complexes tout en conservant la

nature structurée des schémas aux différences finies. En outre une stratégie de type sol-

veur linéaire itératif pourrait être une issue à la grande complexité algorithmique de l’al-

gorithme de diagonalisation. Concernant l’aspect applicatif, une analyse détaillée s’avère

nécessaire pour l’établissement de corrélations entre les structures turbulentes et les trans-

ferts de chaleur. Ceci pouvant contribuer à une meilleure compréhension des transferts

dans le bâtiment. L’intégration d’un modèle de type MCP pariétal pour les écoulements

tridimensionnels est une problématique intéressante pour la climatisation passive dans

l’habitat.

-
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Ecoulements anisothermes turbulent: Application à la cavité ventilée.  

Résumé : Ce travail concerne une étude numérique d’écoulements incompressibles 

anisothermes dans une cavité. Dans un premier temps, nous procédons à une modélisation des 

transferts de chaleur dans une paroi dont l’une de ses faces est recouverte d’une couche de 

matériau à changement de phase (MCP)  de faible épaisseur. Cette modélisation est basée sur 

une condition aux limites de type  Signorini.  Les équations de transfert sont résolues par une 

procédure itérative spécifique. Cette procédure est ensuite appliquée aux transferts dans une 

cavité différentiellement chauffée dont l’une des parois est recouverte d’une couche de MCP 

de faible épaisseur. Les équations qui régissent les transferts d’air sont résolues par une 

méthode semi-implicite aux différences finies de second ordre et l’algorithme de projection. 

Nous validons la procédure en l’appliquant à la  cavité entrainée,  la marche descendante, 

l’écoulement autour d’un barreau de section carrée et la convection naturelle dans une cavité 

différentiellement chauffée. Dans un deuxième temps, une étude d’écoulements turbulents 

incompressibles dans une cavité ventilée a été effectuée en utilisant un solveur de haute 

précision parallèle développée au LAMPS. Les équations de transfert sont résolues par un 

schéma compact aux différences finies et l’algorithme de projection. Il est montré notamment  

que le flux de chaleur appliqué à la paroi inférieure de la cavité influence considérablement la 

structure de l’écoulement et les transferts de chaleur ainsi que les champs moyens et 

fluctuants de la vitesse et de la température.  

Mots clés: Modélisation, Simulation numérique directe, simulation des grandes échelles, 

schémas compacts, convection mixte turbulente. 

Turbulent anisothermal flows: Application to the ventilated cavity. 

Abstract:  

The aim of this work is about a numerical study of anisothermal incompressible flows 

confined in a cavity. We perform a modeling of heat transfer in a wall where one of its faces is 

covered with a thin layer of phase change material (PCM). This modeling is based on a 

Signorini boundary condition. The transfer equations are solved by a specific iterative 

procedure. This procedure is then applied to a differentially heated cavity, one of the walls of 

which is covered with a thin layer of PCM. The transfer equations are solved by a semi-

implicit method with finite second order differences and the projection algorithm. We validate 

the procedure by applying it to the lid-driven cavity, downward motion, flow around a square 

section bar and natural convection in a differentially heated cavity. In a second step, the study 

of incompressible turbulent flows in a ventilated cavity was carried out using a parallel high 

precision solver developed at LAMPS. The transfer equations are solved by a finite difference 

compact scheme and the projection algorithm. It is shown in particular that the heat flow 

applied to the lower wall of the cavity greatly influences the structure of the flow and the heat 

transfers, as well as the mean and fluctuating fields of velocity and temperature. 

Key words: Modeling, Direct numerical simulation, large scale simulation, compact scheme, 

turbulent mixed convection. 
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