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Résumé

Les travaux de reherhe présentés dans e mémoire portent sur la synthèse

d'observateurs intervalles pour la ommande tolérante aux fautes de systèmes

inertains. La présene de défauts, d'inertitudes et de perturbations peut provoquer

des réations indésirables du système ommandé. Dans e ontexte, nous avons

développé deux approhes de ommande tolérante aux fautes basées sur des

observateurs intervalles dans le as où les défauts et les inertitudes sont inonnus

mais bornés. La première approhe, dite passive, permet de garantir la stabilité

du système en boule fermée y ompris en présene de défauts ationneurs et/ou

omposants. La seonde approhe, dite ative, permet de ompenser l'e�et des

défauts et d'assurer la stabilité et les performanes désirées du système. Ces

ontributions sont validées par des simulations numériques.

Mots-lés : Commande tolérante aux fautes, systèmes linéaires à paramètres

variables, observateurs intervalles, FTC ative, FTC passive, inertitudes.
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Abstrat

The researh work presented in this thesis fouses on the design of interval

observers for fault-tolerant ontrol of unertain systems. The presene of faults,

unertainties and disturbanes in automated systems often auses undesirable

reations. In this ontext, two approahes of fault tolerant ontrol have been

developed based on interval observers in the ase where the faults and the

unertainties are unknown but bounded. The �rst approah is passive and onsists

in ensuring the losed-loop system stability even in the presene of atuator and/or

omponent faults. The seond approah, an ative one, ompensates the fault e�et

and ensures the system stability and desired performanes. These ontributions are

validated through numerial simulations.

Keywords : Fault tolerant ontrol, linear parameter varying systems, interval

observers, ative FTC, passive FTC, unertainties.
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Introdution générale

Aujourd'hui, en raison de la omplexité roissante des tehnologies industrielles,

le traitement des défauts des systèmes automatiques est devenu une tâhe di�ile.

En e�et, bien que les systèmes industriels soient généralement onçus pour

fontionner de manière optimale, la dégradation des performanes se produit

inévitablement. Cela est dû au vieillissement des omposants du système, qui

doivent être surveillés pour éviter des pannes dont les onséquenes peuvent être

néfastes. Le traitement des défauts est également néessaire pour permettre la

reon�guration de la ommande de manière à réupérer, autant que possible, une

performane optimale. À e fait, les herheurs de la ommunauté de la ommande

des systèmes se sont onentrés sur une stratégie de synthèse d'une ommande

spéi�que, appelée ommande tolérante aux fautes (Fault Tolerant Control (FTC)).

Dans la littérature, la ommande tolérante aux fautes est généralement lassée

en deux approhes : passive et ative. L'approhe passive utilise des tehniques de

la ommande robuste pour rendre la boule fermée insensible à un ensemble onnu

de défauts. L'avantage de ette approhe est qu'elle ne néessite pas d'information

en ligne lors de l'apparition de fautes. En e�et, elle n'a besoin ni d'un module de

diagnosti pour déteter la présene de défauts ni d'un blo de reon�guration.

Cependant, elle est uniquement appliable pour ertains types de défauts dont les

aratéristiques sont onnues à l'avane. L'approhe ative de ommande tolérante

aux fautes, au ontraire de l'approhe passive, utilise des tehniques d'ajustement
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

en temps réel des régulateurs de la boule de ommande. A�n de maintenir la

stabilité et les performanes imposées dans le ahier des harges, il est néessaire

d'identi�er en ligne les fautes.

Les systèmes linéaires à paramètres variants (LPV) ont été largement étudiés

dans la littérature de la ommunauté automatiienne. Un système LPV est un

système linéaire dont les matries de sa représentation d'état dépendent d'un

veteur de paramètres variants dans le temps. La plupart des méthodes FTC ont

été proposées pour les systèmes linéaires invariants dans le temps. Cependant, es

dernières années, l'intérêt des systèmes LPV a augmenté en raison de la possibilité

d'utiliser une telle méthodologie pour traiter les systèmes non linéaires.

Les problèmes d'analyse et de synthèse de ommande tolérante aux fautes

(FTC) pour les systèmes LPV ont été largement traités dans la littérature. Dans

[Bennani, Van der Sluis, Shram, and Mulder 1999℄, une approhe LPV robuste

pour la ommande FTC dans le ontexte d'un problème de ontr�le des avions

a été proposée. Réemment, [Sloth, Esbensen, and Stoustrup 2010℄ propose une

étude omparative de ommande LPV passive et ative pour les éoliennes. Dans

[de Oa, Puig, Witzak, and Dziekan 2012℄, une proédure de synthèse d'une

ommande FTC pour l'identi�ation des défauts en utilisant des tehniques LPV

est proposée. L'identi�ation des défauts est basée sur l'utilisation d'un observateur

à entrée inonnue. Les auteurs de [Patton and Klinkhieo 2010℄ ont proposé de

ombiner l'estimation de défauts réalisée à l'aide d'un estimateur LPV et leurs

ompensations a�n d'assurer ertaines performanes.

Généralement, la détetion et la ommande tolérante aux fautes sont fondées

sur l'observation/estimation de l'état/paramètres du système, leurs performanes

dépendent ruialement de la qualité de es estimations. Cependant, la dynamique

2



INTRODUCTION GÉNÉRALE

du système est souvent a�etée par des variations de paramètres, de perturbations

et de bruits de mesure. De plus, dans la majorité des appliations réelles, ertains

paramètres physiques ne sont pas onnus, seules les bornes de variation peuvent être

disponibles. Ainsi, es inertitudes peuvent avoir des in�uenes sur le omportement

du système, d'où l'intérêt des observateurs intervalles. Ces derniers permettent de

aluler l'ensemble des valeurs admissibles et fournissent une borne inférieure et

une borne supérieure de l'estimée à haque instant. Les observateurs intervalles

ont initialement été introduits dans [Gouzé, Rapaport, and Hadj-Sadok 2000℄

et appliqués dans de nombreux travaux tels que [Mazen and Bernard 2010℄,

[Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2013℄, [Wang, Bevly, and Rajamani

2015℄, [Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2015b℄, [Briat and Khammash

2016℄ . . .

Dans e ontexte, les ontributions de ette thèse peuvent être divisées en deux

parties : la première partie est de onevoir une stratégie de ommande passive

tolérante aux fautes pour des systèmes LPV soumis à des défauts ationneurs et

omposants. La deuxième partie est dédiée à la synthèse d'une ommande ative

tolérante aux fautes pour les systèmes LPV en présene des défauts ationneurs.

Le manusrit est struturé omme suit :

Le hapitre 1 présente un état de l'art sur la ommande onventionnelle

tolérante aux fautes et sur les observateurs intervalles. Tout d'abord, les prinipaux

onepts et dé�nitions des systèmes tolérants aux fautes sont dérits. Ensuite, les

di�érentes méthodes de ommande tolérante aux fautes proposées dans la littérature

sont présentées.

La seonde partie du hapitre 1 est onsarée à l'étude des observateurs

intervalles pour les systèmes linéaires et non-linéaires. Des résultats sur les

3



INTRODUCTION GÉNÉRALE

observateurs intervalles lassiques se basant sur la théorie des systèmes oopératifs

sont rappelés. Finalement, des travaux développés réemment sur les observateurs

intervalles pour des systèmes LPV à temps disrets sont présentés.

Dans le hapitre 2, nos ontributions dans la ommande passive tolérante

aux fautes sont présentées en deux parties. Dans la première, la onstrution

d'un observateur intervalle assoié aux systèmes LPV ave défauts ationneurs

est détaillée. La synthèse d'observateur est basée sur une struture de Luenberger

à temps disret où les inertitudes et les défauts sont onsidérés inonnus mais

bornés. Dans la deuxième partie, le problème de synthèse de la FTC passive

pour des systèmes LPV disrets en présene de défauts omposants est traité.

Basée sur l'observateur intervalle et un retour d'état linéaire, la ommande passive

tolérante aux fautes est proposée. La loi de ommande permet d'aommoder

l'e�et des défauts et préserver la stabilité du système en boule fermée pour le as

sain et défaillant. Des exemples de simulation sont détaillés tout au long du hapitre.

Dans le hapitre 3, nous nous intéressons au développement de la loi de

ommande ative tolérante aux fautes. Dans la première partie du hapitre, nous

proposons une approhe d'estimation, basée sur le prinipe de déouplage des

défauts, en utilisant des observateurs intervalles à entrées inonnues.

Une méthode de ompensation de défauts ationneurs pour des systèmes LPV

est proposée dans la deuxième partie. Une loi de ommande additive est alulée en

utilisant les observateurs intervalles permettant de ompenser l'e�et de défaut. Les

méthodologies développées sont illustrées à travers des exemples numériques.

En�n, une onlusion générale résume les travaux présentés et dresse un ensemble

de perspetives pour des travaux de reherhe.
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Chapitre 1

Commande tolérante aux fautes et

observateurs intervalles

1.1 Introdution

Au ours des dernières déennies, la omplexité des installations industrielles

n'a essé d'augmenter ave le développement tehnologique. Cette omplexité peut

entraîner des défaillanes pouvant avoir un impat négatif sur les performanes.

Ces défauts proviennent essentiellement des ationneurs, des apteurs ou du

proédé lui-même. Par onséquent, a�n d'améliorer la �abilité et la séurité

d'une installation industrielle tout en garantissant des performanes satisfaisantes,

di�érentes stratégies ont été proposées dans la littérature pour minimiser les

dommages humains et matériels. Dans e rapport, nous nous intéressons à la

ommande tolérante aux fautes qui a omme objetif prinipal de maintenir le bon

fontionnement du système en présene de défauts.

Les travaux de reherhe sur la ommande tolérante aux fautes ont mobilisé

une large ommunauté de herheurs dans plusieurs domaines. Des synthèses

bibliographiques intéressantes ont été proposées par exemple dans [Zhang and Jiang

2008℄ et [Staroswieki and Gehin 2001℄. Plusieurs axes de reherhe ont été

développés tels que l'analyse de la reon�gurabilité du système, la redondane
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matérielle et analytique et l'analyse de la �abilité. Dans le domaine industriel,

la ommande tolérante aux fautes a été implantée dans diverses appliations

militaires et iviles pour aommoder l'e�et des défauts dans di�érents

domaines tels que les systèmes de ontr�le des avions, les véhiules sous-

marins, les entrales nuléaires et aussi les systèmes de guidage de missiles

[Noura, Sauter, Hamelin, and Theilliol 2000℄,[Ye, Wang, Bing, Malik, and Zeng

2001℄,[Liao, Wang, and Yang 2002℄,[Jiang and Zhang 2006℄,

[Alwi, Edwards, and Tan 2009℄,[Pirmoradi, Sassani, and De Silva

2009℄,[Varma and Kumar 2010℄.

Dans la majorité des appliations réelles, la dynamique du système est

a�etée par des inertitudes, de perturbations et de bruits de mesure. Dans le

as où il est di�ile de dérire les perturbations par des lois de probabilité, les

tehniques onventionnelles omme les �ltres de Kalman, basés sur des lois de

probabilité, ne sont plus e�aes pour résoudre le problème d'estimation. Une

alternative intéressante est d'utiliser des observateurs intervalles. Ces derniers

permettent de aluler l'ensemble des valeurs admissibles et fournissent une borne

inférieure et une borne supérieure de l'estimée à haque instant. Les observateurs

intervalles ont été introduits dans [Gouzé, Rapaport, and Hadj-Sadok 2000℄

et appliqués dans de nombreux travaux tels que [Bernard and Gouzé 2004℄,

[Moisan, Bernard, and Gouzé 2009℄, [Nejjari, Puig, de Oa, and Sadeghzadeh

2009℄, [Mazen and Bernard 2010℄, [Wang, Bevly, and Rajamani 2015℄,

[Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄ . . . .

Ce hapitre introdutif présente un état de l'art sur les systèmes de ommande

tolérante aux fautes et les observateurs intervalles. La première partie est onsarée

à la présentation des notions de ommande tolérante aux fautes. Après quelques

dé�nitions sur les terminologies employées dans le domaine des systèmes soumis à
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Chapitre 1. Commande tolérante aux fautes et observateurs intervalles

des défauts, les prinipaux onepts de systèmes tolérants aux fautes seront dérits.

Cette partie se termine par une présentation de quelques méthodes de ommande

tolérante aux fautes onventionnelle et ensembliste.

La deuxième partie de e hapitre présente le ontexte général des observateurs

intervalles. Plusieurs méthodes de synthèse d'un observateur intervalle pour des

systèmes linéaires et non-linéaires invariants dans le temps seront détaillées.

1.2 Système ave défauts

1.2.1 Dé�nitions

Un défaut peut être dé�ni omme un éart, non souhaité, d'au moins un

paramètre du système par rapport à son état normal [Isermann and Ballé 1997℄. La

défaillane est une interruption permanente de la apaité du système d'aomplir

sa mission dans des onditions de fontionnement spéi�ées.

1.2.2 Type de défauts

Selon sa loalisation dans la boule, un défaut peut être de type : ationneur,

proédé et apteur, ette déomposition onduit à trois types de défauts omme le

montre la �gure 1.1 [Blanke and Shröder 2006; Staroswieki and Gehin 2001℄.

PSfrag replaements

Entrées

de ommande

Mesures

Ationneurs

CapteursProédé

Défauts ationneurs

Défauts omposants Défauts apteurs

Figure 1.1 � Di�érentes loalisations de défaut.

1.2.2.1 Défaut ationneur

Un défaut ationneur agit au niveau de la partie opérative et détériore ainsi le

signal de ommande du système. Il est un dysfontionnement pouvant onduire à
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une perte totale (une vanne qui reste bloquée dans sa position initiale ou oupure

d'un �l életrique) ou partielle (fuite hydraulique ou pneumatique ou enore la

hute de la tension d'alimentation) de l'ationneur [Staroswieki and Gehin 2001;

Blanke and Shröder 2006℄.

1.2.2.2 Défaut omposant

Un défaut omposant est dû à des hangements dans les paramètres physiques

du proédé, il orrespond à une dégradation des omposants du système et peut

être modélisé par un hangement sur les paramètres internes. C'est un défaut qui ne

peut pas être lassi�é ni parmi les défauts apteurs, ni parmi les défauts ationneurs

[Staroswieki and Gehin 2001; Blanke and Shröder 2006℄.

1.2.2.3 Défaut apteur

Un défaut apteur se aratérise par un éart entre la valeur réelle de la

grandeur et sa mesure. Il fournit une mauvaise image de l'état physique du système

[Staroswieki and Gehin 2001; Blanke and Shröder 2006℄.

1.2.3 Evolution des défauts

Les défauts peuvent être distingués par leur forme et leur évolution dans le temps

[Szigeti 1991; Isermann, Shwarz, and Stolzl 2002℄. Ils peuvent être de faible ou de

forte amplitude, brusques, intermittents ou plut�t graduels (Figure 2.3).

PSfrag replaements

Défaut

Temps

(a) Défaut brusque

PSfrag replaements

Défaut

Temps

(b) Défaut intermittent

PSfrag replaements

Défaut

Temps

() Défaut graduel

Figure 1.2 � Evolution temporelle des défauts.
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1.2.3.1 Défaut abrupte ou brusque

Le défaut brusque (dit aussi abrupte) se produit instantanément suite à un

dommage matériel (Figure (1.2.a)). Il est aratérisé par un omportement temporel

disontinu. Il peut onduire à une panne brutale et a�eter la stabilité du système.

1.2.3.2 Défaut intermittent

Un défaut intermittent apparaît et disparaît rapidement (Figure (1.2.b)). Ce type

de défaut aratérise par exemple des faux ontats ou une panne intermittente des

apteurs.

1.2.3.3 Défaut graduel

Un défaut graduel représente des hangements paramétriques lents dans le temps

(suite au vieillissement par exemple) omme le montre la �gure (1.2.). Il est plus

di�ile à déteter à ause de ses dynamiques lentes en fontion de temps. Mais il

est également moins sévère.

1.2.4 Modélisation des défauts

Les défauts sont souvent modélisés par des signes additifs ou multipliatifs

modi�ants le signal sein omme le montre la �gure (1.3).
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PSfrag replaements

Signal

Défaut

Signal défetueux

(a) Défaut additif

PSfrag replaements

Signal

Défaut

Signal défetueux

(b) Défaut multipliatif

Figure 1.3 � Modélisation des défauts.

1.2.4.1 Défaut additif

Un défaut additif est modélisé par un terme additif qui peut in�uer l'entrée ou la

sortie du système. Cependant, il n'a�ete pas la struture du système. Les défauts

additifs sont souvent traités par la ommande FTC. La représentation d'état d'un

système linéaire invariant dans le temps ave un défaut additif est donnée par :

{

xk+1 = Axk +Buk + Ffk

yk = Cxk +Duk + Efk
(1.1)

ave xk est l'état, uk l'entrée, yk la sortie du système et fk est un signal dérivant

le défaut additif. Les matries A,B,C et D sont respetivement les matries

d'évolution, de ommande, d'observation et transmission direte du système. Les

matries F et E sont les matries des diretions d'e�ets du défaut sur l'état et sur

la sortie.

1.2.4.2 Défaut multipliatif

Un défaut multipliatif est modélisé par des erreurs sur les paramètres des

matries du modèle du système. Ce type de défaut est généralement utilisé

pour représenter des défauts ationneurs et apteurs. Un défaut multipliatif sur
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l'ationneur peut être modélisé par un hangement abrupt sur l'ation nominale de

la ommande, omme suit :

ufk = Γkuk (1.2)

ave Γk = diag (γa1 , γ
a
2 , ..., γ

a
m) ∈ R

m×m
, γai ∈ R.

La représentation d'état d'un système linéaire invariant dans le temps ave un

défaut multipliatif sur l'ationneur peut s'érire sous la forme suivante :

{

xk+1 = Axk +BΓkuk

yk = Cxk +DΓkuk
(1.3)

1.3 Système tolérant aux fautes

La ommande tolérante aux fautes permet au système de ontinuer sa mission en

présene de défaut éventuellement ave des performanes dégradées. Si le système

en boule fermée reste stable ave des performanes aeptables, la ommande est

dite ommande tolérante aux fautes (FTC) [Donghua and Ding 2000℄. Souvent, e

type de système se ompose de deux modules en asade : un module de diagnosti

et détetion de défauts et un module de ommande tolérante aux fautes. Le prinipe

général d'une boule de ommande tolérante aux fautes est expliqué par la �gure 1.4.
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II

I
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Régulateur
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Figure 1.4 � Prinipe d'une boule de ommande tolérante aux fautes.

1.3.1 Diagnosti et détetion de défauts

Le rôle du module FDD dans la boule de FTC est d'extraire, à partir des signes

d'entrée et sortie, les informations omplètes sur l'apparition, l'emplaement et la

sévérité des défauts. Il permet généralement de garantir trois tâhes : Détetion,

Isolation et Identi�ation [Blanke and Shröder 2006; Staroswieki and Gehin

2001℄.

1.3.1.1 Détetion

La détetion de défaut permet d'indiquer si un défaut s'est produit ou non sur

le système.

1.3.1.2 Isolation

L'isolation de défaut permet de déterminer l'emplaement d'un défaut dans le

système. Le défaut peut être au niveau du apteur, de l'ationneur ou interne au

système.
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1.3.1.3 Identi�ation

L'identi�ation de défaut permet d'estimer préisément la taille et la nature d'un

défaut et de lassi�er e défaut par son degré de sévérité.

1.3.2 Commande tolérante aux fautes

La ommande tolérante aux fautes est un module qui assure un fontionnement

aeptable du système défetueux pour que e dernier puisse atteindre ses

objetifs. Généralement, e module est aussi appelé aommodation de défaut ou

reon�guration de la ommande.

1.3.2.1 Reon�guration

La ommande tolérante aux fautes basée sur la reon�guration peut être

onsidérée omme étant une ommande à ommutation. En e�et, basée sur les

informations des défauts données par le module de diagnosti, ette ommande

permet de reon�gurer la struture du régulateur pour maintenir un degré

aeptable de tolérane aux fautes.

1.3.2.2 Aommodation

L'aommodation onsiste en une modi�ation des paramètres ou de la struture

du régulateur pour éviter les onséquenes d'un défaut. Les entrées sorties entre le

régulateur et le système restent inhangées. L'objetif initial de la ommande est

atteint même si les performanes peuvent se dégrader.

13



Chapitre 1. Commande tolérante aux fautes et observateurs intervalles

1.4 Méthodologies de ommande tolérante aux

fautes

1.4.1 Approhes onventionnelles

La ommande tolérante aux fautes est généralement omposée de deux approhes

passive et ative. Les tehniques FTC passives sont des lois de ommande qui traitent

les défauts omme de perturbations du système. Ainsi, dans ertains as, la loi de

ommande possède des apaités inhérentes de tolérane aux défauts, permettant

au système de faire fae à la présene de défaut. D'autre part, les tehniques FTC

atives ompensent les défauts soit en utilisant une loi de ommande préalulée,

soit en synthétisant en ligne une nouvelle stratégie de ommande. L'adaptation de

la loi de ommande se fait en utilisant ertaines informations sur le défaut pour

satisfaire les objetifs de ommande ave une dégradation de performane minimale

après l'ourrene de défauts.

1.4.1.1 Approhe passive

Les systèmes FTC passifs sont basés sur des tehniques de ommande robuste.

L'objetif prinipal de l'approhe passive est de synthétiser un régulateur ave

des paramètres �xes qui rend le système en boule fermée robuste à un ensemble

onnu de défauts sans utilisation d'information en ligne sur les défauts. Basée sur

la onnaissane a priori des défauts, l'approhe passive n'a besoin ni d'un module

de diagnosti pour déteter la présene de défauts, ni d'un blo de reon�guration.

Ave e type de ommande, le système altéré ontinue à fontionner ave le même

régulateur.

Un shéma général d'un système de FTC passive est représenté sur la �gure 1.5.
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Figure 1.5 � Prinipe d'un système de ommande passive tolérante aux fautes.

Dans la littérature, il existe deux approhes prinipales de la FTC passive :

l'approhe de ommande �able et l'approhe de ommande robuste.

Commande �able : Cette approhe a pour but de rendre le système en boule

fermée �able de sorte qu'il assure la stabilité et les performanes désirées en présene

d'un ensemble donné des défauts apteurs et ationneurs [Sebe and Suyama 2014℄.

La synthèse onsiste à reherher un régulateur qui optimise les performanes

de fontionnement défetueux dans le pire as pour tous les défauts possibles

(souvent pannes de apteur ou d'ationneur). Dans [Akermann 2012℄, une méthode

graphique a été proposée permettant de hoisir un gain de ommande par retour

d'état pour que le système atteigne la stabilité même en présene d'un défaut

apteur. D'autres méthodologies de synthèse sont disutées dans [Jiang and Zhao

2000℄, [Zhao and Jiang 1998℄ et [Yang, Wang, and Soh 2000℄.

Commande robuste : La ommande passive tolérante aux fautes peut être

abordée par l'approhe robuste des systèmes inertains. En e�et, si les erreurs de

modélisation et les perturbations a�etent la dynamique nominale du système à un

niveau inaeptable, elles peuvent être onsidérées, dans un ertain sens, omme des

défauts. Ainsi, l'analyse de robustesse aide à synthétiser un régulateur de sorte que

le système devienne insensible à es défauts. Ces approhes sont généralement basées
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sur la théorie de retour d'état [Keating, Pahter, and Houpis 1997℄ ou la théorie

de la ommande robuste H∞ [Zhou and Ren 2001℄, [Niemann and Stoustrup 2003℄.

La FTC passive peut être mise en oeuvre aisément en tant que régulateur

�xe. Il peut ompenser les défauts antiipés en utilisant la redondane matérielle

telle que des ationneurs et des apteurs multiples. Cependant, l'inonvénient d'une

telle approhe est sa apaité de tolérane aux pannes très limitée et néessite une

onnaissane a priori des défauts.

Il faut noter aussi que la plupart des systèmes à ommander peuvent avoir

une redondane physique limitée. Il n'est pas faile d'augmenter la on�guration

matérielle en raison des oûts ou des restritions physiques. Ceux-i peuvent limiter

l'appliation de FTC passive pour ommander e type de systèmes. Une alternative

est d'utiliser une autre approhe de FTC, dite FTC ative, qui peut être synthétisée

en utilisant à la fois une redondane physique et analytique pour s'adapter à des

défauts imprévus.

1.4.1.2 Approhe ative

Contrairement à l'approhe passive, l'approhe ative de ommande tolérante aux

fautes (AFTC) utilise des tehniques d'ajustement en ligne des régulateurs a�n de

maintenir, au moins, la stabilité du système et, au mieux, le omportement nominal.

Un shéma global de FTC ative est représenté par la �gure 1.6.
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Figure 1.6 � Prinipe d'un système de ommande ative tolérante aux fautes .

Les approhes FTC atives sont lassiquement aratérisées par un module

de détetion et de diagnosti de défauts en ligne (FDD) et un méanisme de

reon�guration de ommande. A partir des informations fournies par le module

FDD, la reon�guration permet de modi�er la loi de ommande ou la struture du

régulateur. Sur la base de ette arhiteture, les objetifs de synthèse d'une FTC

ative sont : l'élaboration d'un shéma e�ae de FDD pour fournir des informations

sur les défauts et la reon�guration du système de ommande pour assurer la stabilité

et des performanes aeptables en boule fermée.

Plusieurs méthodes de AFTC ont été proposées dans la littérature

[Zhang and Jiang 2008; Khelassi 2011; Kanev 2004℄, telles que la méthode

de pseudo-inverse, plaement de struture propre, multi-modèle, régulateur à

ommutation, ommande adaptative, ommande préditive, neuro-�ou, approhes

par modèles de référene. Dans le paragraphe suivant, nous présenterons brièvement

quelques-unes de es méthodes.
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Pseudo inverse : La méthode de pseudo-inverse (PIM) a été proposée dans

[Caglayan, Allen, and Wehmuller 1988℄. Elle est l'une des plus itées en raison de

sa simpliité de alul et de sa apaité à gérer une très grande lasse de défauts du

système [Gao and Antsaklis 1991℄. La PIM onsidère un système linéaire nominal

ave une loi de ommande par retour d'état linéaire, sous l'hypothèse que le veteur

d'état est disponible. Elle permet une représentation générale du système défetueux

où la nouvelle loi de ommande reon�gurée est alulée ave la même struture. Le

prinipe de la méthode de pseudo-inverse (PIM) est de modi�er la matrie de gain

de retour d'état dans la loi de ommande de telle sorte que le système reon�guré

se rapprohe approximativement du modèle nominal.

Les avantages de ette approhe résident dans le fait qu'elle est bien adaptée

à la mise en oeuvre en ligne en raison de sa simpliité. En outre, elle permet des

hangements dans toutes les matries du modèle du système défetueux. Le prinipal

inonvénient de ette méthode est que la loi de ommande optimale ne stabilise pas

toujours le système en boule fermée. Une méthode pseudo-inverse modi�ée a été

développée dans [Gao and Antsaklis 1991℄ permettant de résoudre e problème sous

la ontrainte supplémentaire que le système en boule fermée résultant reste stable.

Plaement de struture propre : La méthode de plaement de struture propre

pour la reon�guration de régulateur est onsidérée omme étant une tehnique

plus puissante que PIM [Konstantopoulos and Antsaklis 1996℄. Le prinipe est de

plaer les valeurs propres du système en boule fermée et leurs veteurs propres

assoiés, en utilisant des lois de ommande par retour d'état, a�n d'assurer les

performanes du système en boule fermée. L'objetif prinipal est préisément de

synthétiser une matrie de gain de retour d'état de sorte que les valeurs propres en

boule fermée du système reon�guré soient équivalentes à elles du système nominal

[Zhang and Jiang 2001℄.

L'avantage de ette méthode est que les spéi�ations de performane sont
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données en fontion de la struture propre du système qui peut être déterminée pour

assurer la stabilité et atteindre des performanes dynamiques spéi�ées. Il s'avère

que les performanes du système utilisant ette méthode pourraient ne pas être

optimales, puisque les problèmes de désadaptation de modèle et les inertitudes du

module FDD ne peuvent pas être failement intégrés dans e adre d'optimisation.

Multi-Modèles : L'idée d'utiliser plusieurs modèles pour la

ommande reon�gurable a été introduite au début des années 1990

[Narendra, Driollet, Feiler, and George 2003℄. Cette méthode appartient à la

lasse des méthodes basées sur la struture de la ommande adaptative. Dans ette

approhe, un ensemble de modèles linéaires est utilisé pour dérire le système pour

di�érents modes de fontionnement ou dans diverses onditions défetueuses.

De ette façon, étant donnée une batterie prédé�nie de modèles, une

batterie de régulateurs est synthétisée. La notion de modèle multiple a

été utilisée pour di�érentes appliations dans la ommunauté FTC. Dans

[Theilliol, Sauter, and Ponsart 2004℄, [Zhang and Jiang 2001℄, ette notion est

utilisée pour aratériser le module FDD au lieu de la reon�guration du régulateur.

Régulateur à ommutation : De façon similaire à la méthode multi-modèles,

le point de départ de la méthode basée sur un régulateur à ommutation est

un ensemble de modèles loaux qui représentent le système à ertaines situations

prédé�nies de défauts. Un régulateur est alors synthétisé pour haque modèle

a�n qu'il puisse être atif lorsque le modèle assoié orrespond le mieux au

omportement dynamique atuel du système. La di�érene ave la méthode multi-

modèles est qu'auune fusion d'ations de ommande n'est e�etuée ii, mais

seulement une ommutation, 'est-à-dire, qu'un seul régulateur est atif à haque

instant [Yamé, Kinnaert, Staroswieki, and Wu 2003; Mahmoud, Jiang, and Zhang

2001℄.
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Un inonvénient des approhes basées sur la ommutation du régulateur est

qu'elles ne peuvent traiter qu'un ensemble limité de défauts prédé�nis. Néanmoins,

l'avantage est que l'inertitude du modèle peut failement être onsidérée en

synthétisant les régulateurs loaux robustes par rapport à es inertitudes.

Commande adaptative : Les méthodes de ommande adaptative sont très

appropriées pour l'approhe FTC ative en raison de leur apaité à ajuster

automatiquement les paramètres du régulateur en fontion des hangements du

système pour assurer les performanes désirées [Rodrigues 2005℄. Ces méthodes

ne néessitent pas des blos de "méanisme de reon�guration" et de "FDD".

Cependant, ei est souvent vrai pour les défauts omposants et ationneurs, mais

pas pour ertains défauts apteurs.

Il existe deux approhes de ommande adaptative : direte et indirete

[Åström and Wittenmark 2013℄ [Dumont and Huzmezan 2002℄. Dans l'approhe

indirete, il y a deux étapes pour la synthèse de régulateur. La première étape

permet l'estimation des paramètres du système. La deuxième onsiste à utiliser ette

information pour la synthèse du régulateur. Dans l'approhe direte, le régulateur

est synthétisé diretement sans estimer les paramètres du système.

Commande préditive : L'approhe à base de ommande préditive pour les

systèmes AFTC est une stratégie pertinente industriellement et a reçu dernièrement

beauoup d'attention [Maiejowski 2002; Maiejowski and Jones 2003℄. Elle est

e�ae pour résoudre des problèmes de ommande optimale à ontraintes multiples

multivariables.

Dans ette stratégie, un modèle interne du proédé est utilisé pour prédire

la dynamique du système sur un horizon de temps �ni. Ave sa apaité d'auto

reon�guration, la ommande préditive est onsidérée omme et une stratégie

intéressante pour la tolérane aux pannes. Le problème ave es approhes déoule du
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fait qu'un proessus d'optimisation est exéuté à haque instant d'éhantillonnage,

e qui rend le problème di�ile à traiter.

Méthode neuro-�oue : Les méthodes basées sur les réseaux de neurones et la

logique �oue ont également reçu une grande attention dans le domaine de la FTC

[Rodrigues 2005℄. Ces méthodes ont l'avantage d'être appliables à la FTC pour

des systèmes non linéaires qui sont habituellement modélisés au moyen d'un modèle

�ou de Takagi-Sugeno omme, par exemple, dans [Takagi and Sugeno 1985℄. Les

apaités d'apprentissage de es méthodes permettent d'adapter le modèle et le

régulateur après l'apparition d'un défaut dans le système.

Approhes par modèles de référene : L'approhe de modèles de référene

pour les systèmes FTC atifs est intéressante pour onevoir un régulateur en

ligne. L'objetif est d'imiter les aratéristiques de performane du modèle de

référene, ave ou sans défauts. Un avantage de l'utilisation de ette approhe est

qu'elle ne néessite pas un shéma FDD. En outre, ette méthode a une apaité

d'aommodation de défauts en ligne limitée en raison de la néessité d'un modèle

en défaut, e qui introduit des di�ultés pour traiter les inertitudes de modèle

[Zhang and Jiang 2002; Bodson and Groszkiewiz 1997℄.

1.4.2 Approhes ensemblistes

1.4.2.1 Problématique

La synthèse d'une ommande tolérante aux fautes néessite souvent la

détermination d'un modèle du système. Ce modèle peut être obtenu par des

méthodes probabilistes ou ensemblistes. Les méthodes probabilistes permettent une

estimation des paramètres (ou de l'état) du système lorsque les inertitudes et les

perturbations sont onnues. Cependant, en pratique, il existe de nombreux as où

on ne dispose pas des propriétés statistiques sur les inertitudes. La solution ii
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est d'utiliser l'approhe ensembliste. Son prinipe général est de supposer que les

variables inertaines appartiennent à un ensemble borné onnu. Puis, une méthode

ensembliste est appliquée pour obtenir un ensemble, onsistant ave les bruits et les

perturbations, ontenant de manière garantie l'état réel du système.

Dans ette thèse, l'approhe ensembliste est utilisée en raison de sa apaité

à gérer les inertitudes et les perturbations. Le paragraphe suivant présente les

di�érentes formes géométriques d'ensembles.

1.4.2.2 Représentation ensembliste

Dans le domaine de l'estimation ensembliste, l'ensemble admissible ontenant de

manière garantie l'état du système peut être approximé par une forme géométrique

tels que : le polytope, le zonotope, l'ellipsoïde et l'intervalle.

Polytope

Le polytope est onsidéré omme l'ensemble onvexe le plus utilisé dans le domaine

de l'automatique. Grâe à sa �exibilité et sa représentation (représentation par des

sommets ou représentation par des demi-espaes), il permet une approximation

très préise de n'importe quel ensemble onvexe [Bronstein 2008℄, [Lay 2007℄,

[Sibilia, Olaru, and Hovd 2011℄. Le prinipal inonvénient du polytope est lié

au nombre de ses sommets. En e�et, même si un polytope permet d'approximer

n'importe quel ensemble onvexe, la omplexité des aluls peut augmenter ave le

nombre de sommets même dans une dimension d'espae faible.

Zonotope

Le zonotope est un as partiulier de polytope onvexe, plus préisément 'est un

polytope symétrique. Similaire au polytope, un zonotope peut être représenté par des

demi-espaes et par ses sommets. L'avantage majeur du zonotope est la rédution

de omplexité des aluls.
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Ellipsoïde

L'ellipsoïde a reçu une grande importane dans le domaine de l'estimation

ensembliste en raison de sa faible omplexité [Shweppe 1968℄. Il est utilisé dans

plusieurs domaines de l'automatique (estimation, identi�ation, diagnosti, et.)

[Durieu, Walter, and Polyak 2001℄, [Chernousko 1993℄, [Kurzhanskiy and Varaiya

2006℄, [Polyak, Nazin, Durieu, and Walter 2004℄. Malgré sa simple représentation.

En e�et, l'ensemble ellipsoïdal ne permet pas une approximation préise sous

ertaines opérations (somme, intersetion, et.).

Intervalle

Un moyen très simple de dé�nir les inertitudes onsiste à utiliser la

notion d'intervalle. Cei est basé sur l'idée d'inlure des erreurs numériques

dans un intervalle. De plus, l'analyse par intervalles permet de simpli�er

la plupart des opérations standards [Moore 1966℄, [Hansen 1965℄,

[Jaulin, Kie�er, Didrit, and Walter 2001℄. Cette approhe est développée dans de

nombreux domaines tels que l'identi�ation, le diagnosti, l'estimation, et.

En dépit de la simpliité de l'analyse par intervalles, un inonvénient de ette

approhe est le pessimisme des résultats de alul en raison des e�ets de dépendane

et d'enveloppement [Moore 1966℄, [Kühn 1999℄, [Jaulin, Kie�er, Didrit, and Walter

2001℄.

1.4.2.3 Méthodes existantes

Généralement, le diagnosti et la ommande tolérante aux fautes sont basés sur

l'observation de l'état ou/et des paramètres du système. Dans et esprit, plusieurs

méthodes de ommande tolérante aux fautes utilisant les approhes ensemblistes

d'estimation d'état ont été réemment proposées.

Dans [Puig 2010℄, une ommande tolérante aux fautes basée sur des méthodes

ensemblistes a été développée. Ces dernières ont pour but de véri�er la onsistane
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entre le omportement observé et prédit en utilisant des formes géométriques simples

et approximer l'ensemble exat de l'état ou des paramètres. Un défaut est indiqué

lorsqu'une inonsistane entre le omportement mesuré et le omportement prédit

par un modèle du système sain est détetée. Le même prinipe a été utilisé pour

estimer les modèles intervalles pour la détetion de défauts.

Une autre méthodologie d'estimation ensembliste basée sur les polytopes pour

la ommande tolérante aux fautes a été étudiée dans [Stoian 2013℄. Une étude sur

l'apparition de défauts pour des systèmes multi-apteurs et les modes de détetion,

ainsi que la oneption de lois de ommande a été développée.

[Blesa, Rotondo, Puig, and Nejjari 2014℄ développe un algorithme de détetion

et d'isolation de défauts et une ommande tolérante aux fautes pour des éoliennes

en se basant sur des observateurs intervalles et des apteurs/ationneurs virtuels.

En e�et, seule la détetion des défauts est basée sur l'utilisation d'observateurs

intervalles ave une desription inonnue mais bornée du bruit et des erreurs de

modélisation. Ensuite, l'isolation des défauts est basée sur l'analyse en ligne des

signatures des défauts observées et leur adéquation aux signatures obtenues à l'aide

d'une analyse struturelle. Finalement, la ommande tolérante aux fautes est basée

sur l'utilisation de apteurs/ationneurs virtuels.

Réemment, une tehnique de ommande tolérante aux fautes, basée

sur l'approhe de multi-modèles pour les systèmes linéaires ave des

perturbations et des bruits des mesures bornés, a été proposée dans

[Chabane, Maniu, Camaho, Alamo, and Dumur 2016℄. La onsistane de haque

modèle ave les mesures est véri�ée à haque période d'éhantillonnage en utilisant

une estimation d'état ensembliste.

Le travail présenté dans e manusrit porte sur la ommande tolérante aux fautes

basée sur l'estimation ensembliste en utilisant des intervalles.
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1.5 Observateurs intervalles

Dans la suite du rapport, les notations et les dé�nitions suivantes sont utilisées.

1.5.1 Observabilité et ommandabilité

La ommandabilité et l'observabilité sont deux onepts majeurs de la théorie

de la ommande développées pour la représentation d'état des systèmes. Elles

permettent de aratériser respetivement la possibilité que la ommande exere

une in�uene sur un des états et la possibilité d'obtenir une ertaine information

d'un des états. Elles ont été introduites par Kalman en 1960 et peuvent être dé�nies

de la façon suivante.

Observabilité : Si la onnaissane d'un veteur de sorties sur un horizon

temporel d'un système dynamique permet de reonstituer tout l'état de elui-i,

alors on dit que le système ave e veteur de sorties est observable.

Pour un système linéaire ave représentation d'état (A,B,C,D), la paire (A,C)

est observable si et seulement si la matrie d'observabilité

OA,C =

















C

CA

.

.

.

CAn−1

















est de rang n égale à la dimension du système.

Commandabilité : Si un système dynamique peut de se déplaer d'un point

quelonque de son espae à un autre point quelonque au moyen d'une ommande

appropriée, on dit alors qu'il est ommandable.

Pour un système linéaire ave représentation d'état (A,B,C,D), la paire (A,B)

est ommandable si et seulement si la matrie de ommandabilité
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CA,B = (B|AB|...|An−1B)

est de rang n égale à la dimension du système.

1.5.2 Dé�nitions et lemmes préliminaires

Pour une entrée mesurable et loalement bornée u : N → R, le symbole ‖u‖[t0,t1)
désigne sa norme L∞ dé�nie par ‖u‖[t0,t1) = sup{|ut|, t ∈ [t0, t1)}, ‖u‖ = ‖u‖[0,+∞).

Pour deux veteurs x1, x2 ∈ R
n
et deux matries A1, A2 ∈ R

n×n
, les relations

d'ordre x1 ≤ x2 et A1 ≤ A2 doivent être interprétées élément par élément.

max(A,B) de deux matries A = (ai,j) ∈ R
r×s

et B = (bi,j) ∈ R
r×s

de même

dimensions est une matrie d'entrée mi,j = max(ai,j, bi,j).

Lemme 1.1 [Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2013℄ Soient x, x, x ∈ R
n
,

si x ≤ x ≤ x alors,

x+ ≤ x+ ≤ x+ et x− ≤ x− ≤ x− (1.4)

De même, soient A,A,A ∈ R
m×n

, si A ≤ A ≤ A alors,

A+ ≤ A+ ≤ A
+
et A

− ≤ A− ≤ A−
(1.5)

✷

Lemme 1.2 [Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2013℄ Soit x, x, x ∈ R
n
tel

que x ≤ x ≤ x.

1. Si A ∈ R
m×n

est une matrie onstante, alors

A+x− A−x 6 Ax 6 A+x− A−x (1.6)

2. Si A ∈ R
m×n

est une matrie véri�ant A ≤ A ≤ A pour A,A ∈ R
m×n

, alors

A+x+ −A
+
x− − A−x+ + A

−

x− ≤ Ax ≤ A
+
x+ − A+x− −A

−

x+ + A−x−(1.7)

✷
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Dé�nition 1.1 La matrie A ∈ R
n×n

est dite stable au sens de Shur si la norme

de toutes ses valeurs propres est inférieure à 1 ; elle est dite non négative si tous ses

éléments sont non négatifs, et elle est Metzler si tous ses éléments hors diagonale

ne sont pas négatifs.

Lemme 1.3 Un système dérit par :

xk+1 = Axk + uk

ave xk ∈ R
n
, A ∈ R

n×n
est non négatif si et seulement si la matrie A est

non négative, uk ≥ 0 et xk0 ≥ 0. Dans e as le système est dit oopératif

[Hirsh and Smith 2005℄.

Lemme 1.4 [Farina and Rinaldi 2011℄

Toute matrie A ∈ R
n×n
+ est stable au sens de Shur si et seulement s'il existe

une matrie diagonale D ∈ R
n×n
+ tel que ATDA−D ≺ 0.

1.5.3 Struture générale

Pour les systèmes non linéaires, des tehniques d'estimation d'état ont été

développées grâe à l'analyse par intervalles et à la propagation des ontraintes

[Kie�er, Jaulin, and Walter 2002; Walter and Kie�er 2003℄. Dans e adre, on

distingue prinipalement deux approhes pour l'estimation d'état. La première est

basée sur le méanisme de prédition/orretion similaire au �ltre de Kalman

[Jaulin 2002; Raïssi, Ramdani, and Candau 2004℄. La deuxième approhe est

basée sur une struture en boule fermée où le gain de l'observateur est

hoisi pour imposer une dynamique oopérative pour l'erreur d'observation

[Gouzé, Rapaport, and Hadj-Sadok 2000; Moisan, Bernard, and Gouzé 2009℄.

Cette ondition de oopérativité est étroitement liée à la notion de monotonie

[Gouzé, Rapaport, and Hadj-Sadok 2000℄.

Les strutures des observateurs intervalles sont en général basées sur des

observateurs lassiques de type Luenberger [Moisan, Bernard, and Gouzé 2009;
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Bernard and Gouzé 2004; E�mov, Fridman, Raïssi, Zolghadri, and Seydou 2012℄.

Dans e as, l'idée onsiste à transformer un problème inertain en un problème

déterministe en utilisant les théorèmes de omparaison [Müller 1927; Smith 1995℄.

Deux observateurs déterministes sont ainsi onstruits pour aluler les bornes

inférieure et supérieure du domaine du veteur d'état.

On onsidère le système à temps disret suivant [Dinh 2014℄ :

{

xk+1 = f(xk, uk, wk)

yk = h(xk, vk)
(1.8)

où xk ∈ R
n
est l'état, uk ∈ R

q
est l'entrée, yk ∈ R

p
est la sortie, f et h sont deux

fontions et wk et vk sont respetivement la perturbation et le bruit. L'état initial, la

perturbation et le bruit sont bornés par des quantités onnues telles que pour tout

k ≥ 0, on a :



















wk 6 wk 6 wk

vk 6 vk 6 vk

x0 6 x0 6 x0

(1.9)

Une struture de l'observateur intervalle pour le système (1.8) peut être donnée

par :































zk+1 = f(zk, zk, wk, wk, vk, vk, uk, yk)

zk+1 = f(zk, zk, wk, wk, vk, vk, uk, yk)

xk = h(zk, zk, wk, wk, vk, vk, uk, yk)

xk = h(zk, zk, wk, wk, vk, vk, uk, yk)

(1.10)

ave z0 = g(x0, x0) et z0 = g(x0, x0) où f, f, h, h, g, g sont des fontions dans les

domaines appropriés.

Le système (1.10) est un enadreur du système (1.8) si pour toute ondition

initiale x0 6 x0 6 x0 nous avons xk 6 xk 6 xk.
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Ce système est un observateur intervalle du système (1.8) si dans le as où

w = v = 0, il existe un réel positifM et un tempsK tels que ∀k ≥ K ‖xk − xk‖ ≤M .

Dans la suite, quelques résultats réents de la littérature sont rappelés. Ils portent

sur la onstrution d'observateurs intervalles pour les systèmes non linéaires, linéaires

invariant dans le temps et linéaires à paramètres variables.

1.5.4 Observateurs intervalles pour des systèmes non

linéaires

Le problème de l'estimation d'état pour les systèmes non linéaires a été envisagé

dans plusieurs travaux. Une struture d'observateur intervalle pour les systèmes

non-linéaires à temps ontinu a été proposé dans [Meslem and Ramdani 2011℄.

Une autre solution a été présenté dans [Raïssi, E�mov, and Zolghadri 2012℄ où une

synthèse d'observateur intervalle pour les systèmes non-linéaires a été développé.

Il a été prouvé aussi qu'un observateur intervalle stable peut être onstruit pour

des systèmes pour lesquels une linéarisation partielle est disponible. Réemment,

dans [Zheng 2015℄ un observateur a été synthétisé pour les systèmes non-linéaires

inertains et non observables où les inertitudes sont présentées par un veteur des

paramètres invariant dans le temps et inonnues.

Cette setion présente la tehnique de [Dinh 2014℄ pour la onstrution

d'observateur intervalle pour les systèmes non-linéaires à temps disret invariant

dans le temps.

Soit le système non-linéaire invariant dans le temps suivant :

{

xk+1 = f(yk, xk, wk), k ∈ N

yk = h(xk)
(1.11)

ave xk ∈ R
n
, wk ∈ R

l
où yk ∈ R

p
est la sortie.

Soit l'hypothèse suivante :
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Hypothèse 1.1 [Dinh 2014℄

Il existe une fontion fc : R
p × R

n × R
n × R

l × R
l 7→ R

n
tel que

f(y, x, w) = fc(y, x, x, w, w), ∀(y, x, w) ∈ R
p × R

n × R
l

(1.12)

et, pour toute y, b, d �xes, la fontion (a, c) 7→ fc(y, a, b, c, d) est non déroissante, et

pour tout y, a, c �xes, la fontion (b, d) 7→ fc(y, a, b, c, d) est non roissante. De plus,

pour toute séquene yk qui onverge en norme vers zero, les solutions du système

suivant :

{

ak+1 = fc(yk, ak, bk, 0, 0),

bk+1 = fc(yk, bk, ak, 0, 0),
(1.13)

onvergent vers l'origine.

Le théorème suivant permet de dé�nir une struture de l'observateur intervalle pour

le système (1.11)

Théorème 1.1 [Dinh 2014℄

Supposons que le système (1.11) satisfait l'hypothèse (1.1). Soit la séquene wk

bornée par deux séquenes onnues wk, wk, pour tout entier k ≥ 0 tel que :

wk ≤ wk ≤ wk (1.14)

alors le système

{

zk+1 = fc(yk, zk, zk, wk, wk),

zk+1 = fc(yk, zk, zk, wk, wk),
(1.15)

ave les onditions initiales

zk0 = xk0 , zk0 = xk0, (1.16)

et les bornes de xk

xk = zk, xk = zk, (1.17)

est un observateur intervalle pour le système (1.11).
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Preuve 1.1 La preuve est donnée dans [Dinh 2014℄

Le paragraphe suivant développe l'approhe de

[E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri 2013a℄ pour la onstrution

d'observateur intervalle des systèmes LTI en se basant sur la théorie des systèmes

oopératifs.

1.5.5 Observateurs intervalles pour les systèmes LTI

On onsidère le système LTI suivant :

{

xk+1 = Axk + bk,

yk = Cxk + vk,
(1.18)

ave xk ∈ R
n
est l'état ; yk ∈ R

p
est la sortie ; b : Z+ → R

n, b ∈ L∞ est l'entrée ;

v : Z+ → R
p, v ∈ L∞ est le bruit des mesures ; A et C sont des matries réelles.

Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite.

Hypothèse 1.2 L'état xk est borné (x ∈ L∞)

Hypothèse 1.3 Il existe une matrie L ∈ R
n×p

tel que :

1. La matrie A− LC est stable au sens de Shur.

2. La matrie A− LC est non négative.

Hypothèse 1.4 Il existe deux fontions b, b : Z+ → R
n, b, b ∈ L∞ tel que ∀k ∈ Z+

bk ≤ b ≤ bk

Hypothèse 1.5 ‖v‖ < V ave 0 ≤ V < +∞ est une onstante.

Une struture de l'observateur intervalles pour le système (1.18) est donnée par :

{

xk+1 = Axk + bk + L(yk − Cxk)− LV,

xk+1 = Axk + bk + L(yk − Cxk) + LV,
(1.19)

ave xk et xk sont les bornes supérieure et inférieure de l'état xk, L = (L++L−)E(p×1)

31



Chapitre 1. Commande tolérante aux fautes et observateurs intervalles

Théorème 1.2 [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri 2013a℄

Supposons que les hypothèses 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5 sont véri�ées. Alors, ∀t ∈ Z+

les variables xk, xk données par l'équation (1.20) sont bornées et

xk ≤ xk ≤ xk

tel que x0 ≤ x0 ≤ x0

Preuve 1.2 L'équation (1.18) peut être réérite sous la forme suivante :

xk+1 = (A− LC)xk + L[yk − vk] + bk

alors les dynamiques de l'erreur d'observation ek = xk − xk et ek = xk − xk sont

données par :

{

ek+1 = (A− LC)ek + dk,

ek+1 = (A− LC)ek + dk,
(1.20)

où dk = [Lvk−Lvk]+[bk−bk], dk = [Lvk−Lvk]+[bk−bk]. D'après les hypothèses 1.4
et 1.5, on a d, d ∈ L∞ et dk ≥ 0, dk ≥ 0 ∀k ∈ Z+. Par la suite, selon l'hypothèse 1.2,

les variables ek et ek sont aussi bornées. D'après l'hypothèse1.3, ek ≥ 0 et ek ≥ 0

∀k ∈ Z+, ei implique la relation de bornitude suivante : xk ≤ xk ≤ xk∀k ∈ Z+.

Il est important de noter qu'il n'est pas toujours possible de trouver un gain L tel

que la matrie A−LC est stable au sens de Shur et non négative à la fois. A�n de

relaxer ette restrition un hangement de oordonnées invariant dans le temps pour

les systèmes LTI a été proposé dans [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri

2013a℄. Cette transformation est donnée par le théorème suivant.

Théorème 1.3 [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri 2013a℄

Supposons que les hypothèses 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5 sont véri�ées. Il existe une

matrie R ∈ R
n×n
+ tel que λ(A−LC) = λ(R) et les paires (A−LC, e1), (R, e2) sont

observables pour e1, e2 ∈ R
1×n

. Alors, pour tout k ∈ Z+, les variables xk, xk sont

bornées et

xk ≤ xk ≤ xk
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tel que x0 ≤ x0 ≤ x0, ave

xk = S+zk − S−zk, xk = S+zk − S−zk,

zk+1 = Rzk + Fyk − FV + (S−1)+bk − (S−1)−bk,

zk+1 = Rzk + Fyk + FV + (S−1)+bk − (S−1)−bk,

z0 = (S−1)+xk − (S−1)−x0, z0 = (S−1)+x0 − (S−1)−x0.

où S = ORO
−1
A−LC (OA−LC et OR sont respetivement les matries d'observabilité des

paires (A− LC, e1), (R, e2) ), F = S−1L et F = (F+ + F−)Ep×1.

Preuve 1.3 La preuve est donnée dans [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri

2013a℄.

Étant donné la di�ulté de satisfaire la oopérativité tout en assurant la stabilité

de l'observateur dans la base initiale, un hangement de oordonnées invariant dans

le temps a été présenté dans la setion préédente pour relaxer ertaines limitations

liées à es deux onditions. Dans [Mazen and Bernard 2010, 2011℄ , e problème

a été aussi résolu en utilisant un hangement de oordonnées variant dans le temps

pour la synthèse des observateurs pour les systèmes à temps ontinu. Réemment,

ette transformation a été entendue à la lasse des systèmes à temps disret. Dans

[Dinh 2014℄, un hangement de oordonnées pour les systèmes à temps disret a

été proposé. Il permet de transformer un système LTI stable en un système stable

et oopératif. La transformation est basée sur une représentation de Jordan.

1.5.6 Transformation des systèmes linéaires aux systèmes

non négatifs

Il a été démontré dans [Dinh 2014℄ que tout LTI stable peut être transformer

en un système stable et oopératif, et ainsi un observateur intervalle peut être

synthétisé.

33



Chapitre 1. Commande tolérante aux fautes et observateurs intervalles

Théorème 1.4 On onsidère le système suivant :

xk+1 = Axk, k ∈ N, (1.21)

ave xk ∈ R
n
, où A ∈ R

n×n
est une matrie onstante stable au sens de Shur. Alors,

il existe un hangement de oordonnées à temps variant hx = Rkxk, où (Rk) ∈ R
n×n

est une sequene des matries inversibles tel qu'il existe une onstante C ≥ 0 tel que

pour tout k ∈ N, |Rk|+ |R−1
k | ≤ C, qui permet de transformer (1.21) en un système

linéaire exponentiellement stable et positif.

Deux as se présentent. Le premier est elui d'une matrie d'état supposée

stable où toutes ses valeurs propres sont réelles. Le problème de non négativité

est alors diretement résolu par un hangement de oordonnées que représente

la jordanisation. Le seond est elui d'une matrie d'état supposée stable mais

possédant des valeurs propres omplexes alors la forme de Jordan n'est plus

oopérative et un deuxième hangement de oordonnées, variant dans le temps,

est néessaire pour obtenir une forme oopérative.

Transformation LTI

La mise en oeuvre de ette transformation est basée sur la forme anonique de

Jordan où pour tout r ∈ {0, 1, . . . , n}, s ∈ {0, 1, . . . , n− 1} il existe un hangement

de oordonnées linéaire invariant dans le temps

gk = Pxk (1.22)

qui transforme le système (1.21) en

gk+1 = J gk (1.23)

ave

J = diag{J1,J2, . . . ,Js} ∈ R
n×n

(1.24)

où les matries Ji peuvent être partitionnées en deux groupes. Les premières r

matries Ji sont assoiées aux r valeurs propres réelles de A de multipliité ni. Les
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autres matries orrespondent aux valeurs propres omplexes de multipliitémi. On

a alors n =
∑r

i=1 ni +
∑s

i=r+1 2mi. Les r premières matries sont données par

Ji =

















−µi 1 · · · 0

0 − µi
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1

0 · · · 0 − µi

















∈ R
ni×ni, (1.25)

où les µi sont des nombres réels positifs. Les matries Ji, i = r+1, . . . , s sont données

par

Mi =

























Mi I2 0 · · · 0

0 Ji I2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

.

.

.

.

.

.

.

.

. I2

0 · · · · · · 0 Mi

























∈ R
2mi×2mi , (1.26)

ave

Mi =

(

−κi ωi

−ωi −κi

)

∈ R
2×2. (1.27)

Étant donné que le système (1.21) est supposé stable, les valeurs de κi et µi sont

positifs. De plus, ωi 6= 0. Lorsque la matrie A ne possède auune valeur propre

omplexe alors le hangement de oordonnées LTI gk = Pxk transforme le système

initial en un système oopératif. En présene de valeurs propres omplexes, ette

transformation n'est pas su�sante et ei est dû à la présene des termes ωi et

−ωi hors de la diagonale. Il onvient alors d'appliquer un seond hangement de

oordonnées qui ne touhe pas aux r premières matries Ji, mais transforme les

matries Ji assoiées aux valeurs propres omplexes en une forme oopérative.

Transformation LTV

On onsidère le système (1.23). En utilisant les Lemmes A.2 et A.3 dans [Dinh 2014℄,

on peut déduire que pour tout système

ak+1 = Jiak, (1.28)
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Il existe une matrie non négative et stable au sens de Shur hi et une séquene

(Qk,i) des matries inversibles bornée en norme par 1 et d'inverse borné en norme

par 1 tel que le hangement de oordonnées suivant :

bk = Qi,kak (1.29)

donne

bk+1 = hibk. (1.30)

Dans la suite, on onsidère le hangement de oordonnées suivant :

hk = Qkgk, (1.31)

ave

Qk = diag{Qk,1,Qk,2, . . . ,Qk,s} ∈ R
n×n

(1.32)

Alors

hk+1 = Qk+1J gk = Qk+1JQk
−1
hk = hhk. (1.33)

Finalement, le hangement de oordonnées

hk+1 = Rkxk, (1.34)

ave R−1
k = QkP donne le système à temps invariant exponentiellement stable

suivant :

hk+1 = hhk, (1.35)

ave R−1
k = P−1Q−1

k , e qui implique que les sequenes Rk et R−1
k sont bornées en

norme.

Dans la suite, quelques résultats réents de la littérature pour la onstrution

d'observateurs intervalles pour le as des systèmes LPV sont introduits.
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1.5.7 Observateurs intervalles pour les systèmes LPV

La desription de dynamiques non-linéaires par des modèles LPV attire de plus

en plus d'attention au sein de la ommunauté sienti�que grâe à la disponibilité

de tehniques génériques de synthèse. Les modèles LPV sont aratérisés par des

équations d'état où les matries d'état et de ommande dépendent d'un veteur

d'ordonnanement ρ variant dans le temps. Le veteur ρ est souvent supposé

mesurable ou fontion de variables diretement mesurables. Dans un ontexte à

erreurs bornées, ρ est supposé inonnu mais variant dans un domaine ompat onnu

a priori.

Plusieurs travaux sont développés pour la synthèse d'observateurs

intervalles pour des systèmes LPV [Raïssi, Videau, and Zolghadri

2010; E�mov, Fridman, Raïssi, Zolghadri, and Seydou

2012; Thabet, Raïssi, Combastel, and Zolghadri 2013;

E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2013b; Wang, Bevly, and Rajamani 2015;

Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2015b℄. Un observateur intervalle

est proposé dans [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri 2013a℄ pour le

as où le paramètre d'ordonnanement ρk est onnu. Un autre observateur

intervalle pour la lasse des systèmes LPV à temps ontinu a été proposé dans

[Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2015b℄. Dans e travail, deux lasses

de modèles sont onsidérées : le as général des systèmes LPV et eux non

négatifs. Réemment, dans [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄ une

méthodologie d'estimation des systèmes LPV à temps disret ave un veteur

d'ordonnanement non mesurable est étudiée. La stabilité et la oopérativité de

l'observateur intervalle sont exprimées en termes d'inégalité matriielle. Cette

méthodologie sera détaillée dans la suite.
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On onsidère un système LPV dérit par :

{

xk+1 = [A0 +∆A(ρk)]xk +Buk + dk

yk = Cxk + vk
(1.36)

où xk ∈ R
n
est l'état, uk ∈ R

m
est l'entrée, yk ∈ R

p
est la sortie. Le veteur de

paramètres d'ordonnanement ρ ∈ Π est onsidéré inonnu et seulement l'ensemble

des valeurs admissibles Π est donné, ρ ∈ Lr
∞
. Les matries A0 ∈ R

n×n, B ∈ R
n×n

et C ∈ R
p×n

sont onnues. ∆A : Π → R
n×n

est une fontion matriielle supposée

ontinue par moreaux et onnue. dk et vk sont respetivement la perturbation et le

bruit supposés bornés.

Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite.

Hypothèse 1.6 [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄

dk ≤ dk ≤ dk and |vk| ≤ V ∀K ∈ N+, dk, dk ∈ Ln
∞

et V ∈ R+.

Hypothèse 1.7 [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄

∆A ≤ ∆A(ρ) ≤ ∆A ∀ρ ∈ π,∆A,∆A ∈ R
n×n

.

On note que pour une matrie L ∈ R
n×p

, le système (1.36) peut être réérit sous

la forme suivante :

xk+1 = [A0 − LC]xk +∆A(ρk)xk + L[yk − vk] +Buk + dk (1.37)

D'après le Lemme 1.2 et l'Hypothèse 1.7, pour xk ≤ xk ≤ xk, on a :

∆A+ x+k −∆A
+
x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k 6 ∆A(ρk)xk (1.38)

6 ∆A
+
x+k −∆A+x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k

pour xk, xk, xk ∈ R
n, ρk ∈ π et k ∈ N+.
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Une struture de l'observateur intervalle est donnée par le système suivant :































xk+1 = (A− LC)xk +Buk + [∆A
+
x+k −∆A+x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k ] + dk

+Lyk + |L|V Ep

xk+1 = (A− LC)xk +Buk + [∆A+x+k −∆A
+
x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k ] + dk

+Lyk + |L|V Ep

(1.39)

où xk et xk sont les bornes supérieure et inférieure de l'estimé xk, L et L sont les

gains de l'observateur.

L'objetif est de determiner deux gains L et L a�n que l'observateur (1.39) assure

la stabilité de xk et xk en supposant que l'état xk est borné et la ommande uk est

onnue.

Hypothèse 1.8 [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄

Il existe deux gains L et L tels que : A0 − LC, A0 − LC ∈ R
n×n
+

Théorème 1.5 [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄

Supposons que les hypothèses 1.6, 1.7 et 1.8 sont valides, xk ∈ Ln
∞

et u ∈ Lm
∞
.

Alors, les solutions de (1.36) et (1.39) véri�ent :

xk ≤ xk ≤ xk , ∀k ∈ N+

tel que x0 ≤ x0 ≤ x0. De plus, s'il existe des matries dé�nies positives et symétriques

P ∈ R
2n×2n, Q ∈ R

2n×2n
et H ∈ R

2n×2n
et une onstante γ > 0 telle que l'inégalité

matriielle suivante est véri�ée :

Φ =





Ψ GTP GTP
PG P − γI2n P
PG P P −H



 � 0, (1.40)

Ψ = GTPG− P + γη2I2n +Q (1.41)

G =

[

A0 − LC +∆A+ 0

0 A0 − LC +∆A
+

]

, (1.42)

ave η =
√
2(‖∆A+ −∆A

+‖2 + ‖∆A−‖2 + ‖∆A−‖2), alors, xk, xk ∈ Ln
∞
.
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Preuve 1.4 La preuve est donnée dans [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri

2016℄.

Le Théorème 1.5 permet une étude de stabilité de l'observateur intervalle pour le

système LPV (1.36). Une analyse permettant de quanti�er la préision d'estimation

intervalle et de aluler une limite onservative pour la onvergene de x − x pour

les systèmes LPV à temps disret sera développé dans le hapitre 2.

1.6 Conlusions

Dans e hapitre, quelques résultats de la littérature portant sur la ommande

tolérante aux fautes ont été rappelés en premier lieu. Di�érentes méthodes de

ommande tolérante aux fautes ont été présentées dans les as onventionnel

et ensembliste. En seond lieu, les méthodologies de synthèse d'un observateur

intervalle pour les systèmes linéaires et non-linéaires ont été détaillées. Cet

observateur est omposé de deux observateurs inférieur et supérieur basés sur

une struture de Luenberger. La onstrution des observateurs est basée sur la

oopérativité de l'erreur d'observation. Cette propriété peut être relaxée en utilisant

deux hangements de oordonnées invariant dans le temps puis variant dans le temps

pour la onstrution des observateurs intervalles destinés au as des systèmes LTI.

La dernière partie de e hapitre a été dédiée à la onstrution d'un observateur

intervalle pour le système LPV.

Dans le hapitre suivant, nous allons nous appuyer sur les résultats présentés

pour onstruire des observateurs intervalles pour la ommande passive tolérante aux

fautes pour des systèmes LPV.
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Approhe passive à base

d'observateurs intervalles

2.1 Introdution

La méthode de la FTC passive onsiste à utiliser un régulateur robuste qui

traitera tous les défauts onnus a priori. Étant donné que ni la détetion et le

diagnosti en temps réel des défauts (FDD) ni la reon�guration du régulateur ne

sont néessaires, le même régulateur est utilisé en absene ou en présene de défauts

sur le système. En présene d'un défaut, un fontionnement dégradé doit assurer

l'objetif prinipal en termes de performanes sans reon�guration du ontr�leur.

L'inonvénient majeur de l'approhe FTC passive est que le régulateur ne peut

être �able que pour une lasse de défauts onnus a priori. Cependant, elle présente

l'avantage d'éviter le temps de retard requis dans l'approhe FTC ative pour le

diagnosti en ligne des défauts et la reon�guration du régulateur. Cet avantage est

très important dans des situations pratiques où le temps pendant lequel le système

défetueux reste stabilisable est très ourt.

Di�érents travaux ont été proposés, basés prinipalement sur la ommande

robuste tels que : optimisation linéaire multi-objetifs et tehniques basées

sur les Inégalités Matriielles Linéaires (LMI) [Liao, Wang, and Yang 2002℄,

la théorie de retour d'état [Keating, Pahter, and Houpis 1997℄, la méthode
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H∞ [Niemann and Stoustrup 2002℄, la théorie de la stabilité absolue

[Benosman and Lum 2009℄.

Dans un ontexte à erreurs inonnues mais bornées, plusieurs tehniques

d'estimation d'état ont été développées pour les systèmes non linéaires,

grâe à l'analyse par intervalles et à la propagation de ontraintes

[Kie�er, Jaulin, and Walter 2002; Walter and Kie�er 2003℄. Parmi es tehniques,

on distingue l'approhe basée sur une struture en boule fermée où le gain de

l'observateur est hoisi a�n d'imposer une dynamique oopérative pour l'erreur

d'observation. Cette approhe utilise deux observateurs déterministes basés sur

une struture de Luenberger. Elle permet d'estimer des bornes minorante et

majorante pour le veteur d'état [Lamouhi, Raïssi, Amairi, and Aoun 2016b℄.

En utilisant la théorie des observateurs intervalles, une ommande tolérante aux

fautes pour les systèmes Linéaires à Paramètres Variants (LPV) est développée

[Lamouhi, Amairi, Raïssi, and Aoun 2016a℄.

La première partie de e hapitre est onsarée à l'étude des systèmes LPV à

temps disrets soumis à des défauts ationneurs. Dans une deuxième partie des

défauts omposants sont onsidérés. Des observateurs intervalles sont synthétisés

dans les deux as. Par la suite, une ommande tolérante aux fautes basée sur un

retour d'état linéaire est alulée en fontion des bornes de l'observateur.

2.2 Préliminaires

Dé�nition 2.1 [Jiang and Wang 2001; Sontag 2008℄

Une fontion α : R+ → R+ est une fontion de lasse K si elle est ontinue

stritement roissante et α(0) = 0. Elle est dite de lasse K∞ si elle est de lasse K
et lims→+∞ α(s) = +∞ (radialement non bornée). Une fontion β : R+ ×R+ → R+

est une fontion de lasse KL si pour une valeur �xe t ≥ 0, β(., t) est de lasse K
et pour une valeur �xe s ≥ 0, β(s, .) est déroissante et limt→+∞ β(s, t) = 0. ✷
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Dé�nition 2.2 [Jiang and Wang 2001; Sontag 2008℄

Un système dérit par :

xk+1 = f(xk, wk) (2.1)

est globalement stable entrée-état s'il existe une fontion β : R+×R+ → R+ ∈ KL et

une fontion α ∈ K tel que pour haque entrée (ou perturbation) w ∈ L∞ et haque

ondition initiale x(0) ∈ R
n
, la relation

|x(k, w)| ≤ β(|x(0)| , k) + α(||w||), ∀k ≥ 0 (2.2)

est véri�ée. ✷

Dé�nition 2.3 [Jiang and Wang 2001; Sontag 2008℄

Une fontion ontinue V : R
n → R+ est dite fontion ISS-Lyapunov pour le

système (2.1) s'il existe α1, α2, α3 ∈ K∞ et σ ∈ K tel que

α1(|x0|) ≤ V (x0) ≤ α2(|x0|) (2.3)

V (f(x0, w))− V (x0) ≤ −α3(|x0|) + σ(|w|) (2.4)

✷

Lemme 2.1 [Jiang and Wang 2001; Sontag 2008℄

Si le système (2.1) admet une fontion ISS-Lyapunov, alors il est stable entrée-

état. ✷

2.3 Systèmes LPV ave défauts ationneurs

2.3.1 Position du problème

Soit un système à temps disret dérit par :

{

xk+1 = (A +∆A(ρ))xk +Buk + wk

yk = Cxk + vk
(2.5)
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où xk ∈ R
n
est l'état, uk ∈ R

q
est l'entrée, yk ∈ R

p
est la sortie ; wk et

vk sont respetivement la perturbation et le bruit. Le veteur de paramètres

d'ordonnanement ρ ∈ Π est onsidéré inonnu et seulement l'ensemble des valeurs

admissibles Π est donné. ∆A : Π → R
n×n

est une fontion matriielle supposée

ontinue par moreaux et onnue.

Dans la suite, un défaut ationneur additif est onsidéré dans le système (2.5).

Par onséquent, le système ave défaut peut être dérit par :

{

xk+1 = (A+∆A(ρ))xk +Buk + Ffk + wk

yk = Cxk + vk
(2.6)

où F ∈ R
n×q

est une matrie onnue et fk ∈ R
q
est le veteur des défauts ationneurs.

Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite.

Hypothèse 2.1 ∆A 6 ∆A(ρ) 6 ∆A, ∀ ρ ∈ Π et ∆A,∆A ∈ R
n×n

. ✷

Hypothèse 2.2 f
k
6 fk 6 fk, ∀ fk ∈ R

q
ave f

k
, fk ∈ R

q
. ✷

Hypothèse 2.3 Pour deux séquenes onnues wk et wk, les inégalités wk 6 wk 6

wk sont véri�ées pour tout k ∈ N et −V Ep < vk < V Ep, où V est une onstante

positive. ✷

L'hypothèse 2.1 indique que la matrie ∆A(ρ) est bornée et elle appartient

à l'intervalle [∆A,∆A]. Même si la valeur du veteur d'ordonnanement ρ n'est

pas disponible pour la mesure, le alul de ∆A et ∆A est possible pour un

ensemble donné Π et une fontion ∆A : Π → R
n×n

onnue. Les hypothèses 2.2

et 2.3 indiquent, respetivement, que le veteur de défaut appartient à l'intervalle

[f
k
, fk] et que la perturbation wk et le bruit de mesure vk sont inonnus mais bornés.
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L'objetif est de stabiliser de manière robuste le système (2.6) ave une

ommande par retour d'état même en présene de défauts ationneurs et de

perturbations externes.

2.3.2 Observateur Intervalle

Le système LPV (2.6) peut être réérit sous la forme suivante :

{

xk+1 = Axk + ψ(xk) +Buk + ϕ(fk) + wk

yk = Cxk + vk
(2.7)

ave ψ(xk) = ∆A(ρ)xk et ϕ(fk) = Ffk.

Une struture d'observateur intervalle pour le système (2.7) est donnée par

[Lamouhi, Raïssi, Amairi, and Aoun 2017b℄ :







xk+1 = (A− LC)xk +Buk + ψ(xk, xk) + ϕ(fk, fk
) + wk + Lyk + |L|V Ep

xk+1 = (A− LC)xk +Buk + ψ(xk, xk) + ϕ(fk, fk
) + wk + Lyk − |L|V Ep

(2.8)

où xk et xk sont des bornes supérieure et inférieure de xk, ψ(xk, xk) = ∆A
+
x+k −

∆A+x−k − ∆A
−

x+k + ∆A−x−k , ψ(xk, xk) = ∆A+x+k − ∆A
+
x−k − ∆A−x+k + ∆A

−

x−k ,

ϕ(fk, fk
) = F+fk − F−f

k
, ϕ(fk, fk

) = F+f
k
− F−fk.

L'observateur intervalle (2.8) dépend des fontions ψ, ψ, ϕ et ϕ. Ces

fontions dépendent aussi des variables x−, x+, x−, x+, qui sont alulées par la

fontion max(.). L'observateur intervalle (2.8) est alors non-linéaire et globalement

lipshitzien.

On introduit les erreurs d'observation ek = xk − xk et ek = xk − xk. Leur

dynamiques sont dé�nies par :

{

ek+1 = (A− LC)ek + Γk(xk, xk)

ek+1 = (A− LC)ek + Γk(xk, xk)
(2.9)

ave Γ(xk, xk) = ψ(xk, xk) − ψ(xk) + ϕ(fk, fk
) − ϕ(fk) + wk − wk + |L|V Ep + Lvk

et Γ(xk, xk) = −ψ(xk, xk) + ψ(xk)− ϕ(fk, fk
) + ϕ(fk)− wk + wk + |L|V Ep − Lvk.
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Remarque 2.1 Les fontions Γk(xk, xk) et Γk(xk, xk) sont globalement

Lipshitziennes, alors pour xk ≤ xk ≤ xk et pour une norme sous-

multipliative ‖.‖, il existe des onstantes positives a1, a2, a3, b1, b2 et b3 tels

que [Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄ :

{

∥

∥Γk(xk, xk)
∥

∥ 6 a1 ‖xk − xk‖+ a2 ‖xk − xk‖+ a3

‖Γk(xk, xk)‖ 6 b1 ‖xk − xk‖+ b2 ‖xk − xk‖+ b3
(2.10)

Les valeurs de a1, a2, a3, b1, b2, b3 peuvent être alulées en utilisant le Lemme 6 dans

[Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄. ✷

Les onditions pour l'estimation intervalle de (2.7) à travers (2.8) sont données

par le théorème 2.1.

Théorème 2.1 [Lamouhi, Raïssi, Amairi, and Aoun 2017b℄

Supposons que les hypothèses 2.1, 2.2 et 2.3 sont véri�ées, la matrie A−LC est

non négative et xk ∈ Ln
∞
. Si l'état initial x0 véri�e x0 ≤ x0 ≤ x0, alors la solution

de (2.8) xk satisfait :

xk ≤ xk ≤ xk, ∀k ∈ N. (2.11)

De plus, s'il existe des matries dé�nies positives et symétriques Q,P et W tel

que l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φ =

[

Υ −DTP
−PD −W

]

� 0, (2.12)

Υ = DTPD − P + α(‖W + P‖)I +Q (2.13)

ave D = A− LC et α = 3 max((a1
2 + b1

2), (a2
2 + b2

2)), alors xk, xk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 2.1 D'après le Lemme 1.2 et l'hypothèse 2.1, on a pour xk ∈ R
n
:

∆A+ x+k −∆A
+
x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k 6 ψ(xk) (2.14)

6 ∆A
+
x+k −∆A+x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k
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D'après le Lemme 1.2 et l'hypothèse 2.2, on a pour tout fk ∈ R
q
:

F+f
k
− F−fk 6 Ffk 6 F+fk − F−f

k
(2.15)

Alors, les veteurs ψ(xk, xk), ψ(xk, xk), ϕ(f
k
, fk) et ϕ(f

k
, fk) sont onstruits

tels que : ψ(xk, xk) ≤ ψ(xk) ≤ ψ(xk, xk), ϕ(f
k
, fk) ≤ ϕ(fk) ≤ ϕ(f

k
, fk).

De plus, le bruit de mesure et les perturbations véri�ent : wk ≤ wk ≤ wk et

−V Ep < vk < V Ep. Cei implique que, ψ(xk, xk)−ψ(xk) ≥ 0, ψ(xk)−ψ(xk, xk) ≥ 0,

ϕ(xk, xk) − ϕ(xk) ≥ 0, ϕ(xk) − ϕ(xk, xk) ≥ 0, wk − wk ≥ 0, wk − wk ≥ 0,

|L| V Ep + Lvk ≥ 0, |L| V Ep − Lvk ≥ 0. Dans e as, Γk et Γk sont non négatives.

Étant donné que A − LC est positive, Γk et Γk sont positives, si x0 et x0

sont hoisis de telle sorte que e0 et e0 sont positives, les dynamiques des erreurs

d'observation ek et ek sont alors positives pour tout k ∈ N.

Il reste maintenant à montrer que les variables xk, xk restent bornées ∀k ∈ N.

Pour et objetif, soit la fontion de Lyapunov suivante :

V (ek, ek) = ek
TPek + ek

TPek (2.16)

La variation de la fontion de Lyapunov est donnée par :

∆V = V (k + 1, ek+1, ek+1) − V (k, ek, ek)

= eTk (D
TPD − P )ek + 2eTkD

TPΓk + Γ
T

kPΓk + eTk (D
TPD − P )ek

+ 2eTkD
TPΓk + ΓT

kPΓk (2.17)

Pour avoir un déouplage omplet entre {ek, ek} et {Γk,Γk}, une matrie W est

introduite pour obtenir les inégalités suivantes :

2eTkD
TPΓk = 2eTkD

TPW−0.5W 0.5Γk ≤ eTkD
TPW−1PDek + Γ

T

kWΓk (2.18)

2eTkD
TPΓk = 2eTkD

TPW−0.5W 0.5Γk ≤ eTkD
TPW−1PDek + ΓT

kWΓk (2.19)
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L'utilisation de es inégalités dans (2.17) donne :

∆V ≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ Γ
T

k (W + P )Γk + ΓT
k (W + P )Γk

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ 3 ‖W + P‖ (a21 ‖ek‖2 + a22 ‖ek‖2 + a23) + 3 ‖W + P‖ (b21 ‖ek‖2 + b22 ‖ek‖2 + b23)

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ α ‖W + P‖ eTk ek + α ‖W + P‖ eTk ek + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23)

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD + α ‖W + P‖ I)ek + eTk (D

TPD − P

+ DTPW−1PD + α ‖W + P‖ I)ek + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23)

≤ −eTkQeTk − eTkQe
T
k + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23).

En utilisant (2.12) on a ∆V ≤ −eTkQeTk − eTkQe
T
k + β ave β = 3 ‖W + P‖ (a23 +

b23), e qui implique la bornitude des dynamiques des erreurs d'estimation ek, ek. Les

variables xk, xk sont alors bornées ∀k ∈ N. ✷

Souvent, il n'est pas possible de trouver un gain L pour que A − LC soit non

négative. Cette restrition peut être relaxée par un hangement de oordonnées

zk = Rxk pour lequel E = R(A−LC)S est non négative ave S = R−1
. L'existene

d'une telle transformation est assurée par le lemme suivant :

Lemme 2.2 [E�mov, Perruquetti, Raïssi, and Zolghadri 2013a℄

Soient les matries suivantes A ∈ R
n×n

, S ∈ R
n×n

et C ∈ R
p×n

. S'il existe une

matrie L ∈ R
n×p

tel que A−LC et S ont les mêmes valeurs propres et deux veteurs

e1 ∈ R1×n
, e2 ∈ R1×n

tels que les paires (A−LC, e1), (S, e2) sont observables, alors, il
existe une matrie non singulière R ∈ R

n×n
tel que R(A−LC)R−1

est non négative.

✷

Une proédure simple pour hoisir R peut être proposée pour le as de valeurs

propres réelles (non néessairement simples). Par exemple, si la paire (A,C) est
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observable, on peut déterminer un gain L tel que (A − LC) possède des valeurs

propres réelles. On hoisit alors une matrie R sous une forme triangulaire inférieure

ave les valeurs propres de (A − LC) sur la diagonale et des éléments non négatifs

en dehors de ette diagonale.

En outre, il a été démontré dans [Mazen, Dinh, and Niulesu 2014℄ en

utilisant la forme anonique de Jordan, qu'il est toujours possible de transformer

n'importe quelle matrie arrée onstante à une matrie non négative ave une

transformation onstante ou variable dans le temps.

En introduisant la variable zk = Rxk, le système (2.7) peut être représenté par :

{

zk+1 = Ezk + ψ(zk) +RBuk + ϕz(fk) +Rwk

yk = CSzk + vk
(2.20)

ave ψ(zk) = R∆A(ρ)Szk et ϕz(fk) = RFfk.

L'observateur intervalle de système (2.20) dans la base z est donné par :






zk+1 = Ezk +RBuk + ψ(zk, zk) + ϕz(fk, fk
) + ρz(wk, wk) +RLyk +R|L| V Ep

zk+1 = Ezk +RBuk + ψ(zk, zk) + ϕ
z
(fk, fk

) + ρ
z
(wk, wk) +RLyk − R|L| V Ep

(2.21)

où ψ(zk, zk) = (σ+z+k − σ+z−k − σ−z+k + σ−z−k ), ψ(zk, zk) = (σ+z+k − σ+z−k −
σ−z+k + σ−z−k ), σ = S+(R+∆A−R−∆A)− S−(R+∆A−R−∆A), σ = S+(R+∆A−
R−∆A)−S−(R+∆A−R−∆A). ϕ

z
(fk, fk

) = R+(F+fk−F−fk)−R−(F+fk−F−fk),

ϕz(fk, fk
) = R+(F+fk − F−fk) − R−(F+fk − F−fk), ρz(wk, wk) = R+wk − R−wk

et ρz(wk, wk) = R+wk − R−wk. ave la ondition initiale :

{

z0 = R+x0 − R−x0

z0 = R+x0 − R−x0
(2.22)

Les erreurs d'estimation sont maintenant dé�nies dans la nouvelle base par :

ek = zk − zk et ek = zk − zk. Leurs dynamiques sont représentées par :

{

ek+1 = Eek + Γ(zk, zk)

ek+1 = Eek + Γ(zk, zk)
(2.23)
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ave Γ(zk, zk) = −ψ(zk) − ϕz(fk) + ψ(z+k , z
−

k ) + ϕz(fk, fk
) + ρz(wk, wk) − Rwk +

R|L| V Ep + RLvk et Γ(zk, zk) = ψ(zk) + ϕz(fk) − ψ(z+k , z
−

k ) − ϕ
z
(fk, fk

) −
ρ
z
(wk, wk) +Rwk +R|L| V Ep − RLvk.

Les fontions Γk(zk, zk) et Γk(zk, zk) sont globalement lipshitziennes, alors pour

zk ≤ zk ≤ zk et pour une norme sous-multipliative hoisie ‖.‖, il existe des

onstantes positives c1, c2, c3, d1, d2 et d3 tel que :
{

∥

∥Γ(zk, zk)
∥

∥ 6 c1 ‖zk − zk‖+ c2 ‖zk − zk‖+ c3

‖Γ(zk, zk)‖ 6 d1 ‖zk − zk‖+ d2 ‖zk − zk‖+ d3
(2.24)

Dans la nouvelle base, la struture de l'observateur (2.21) est similaire à elle

dans (2.8).

Théorème 2.2 [Lamouhi, Raïssi, Amairi, and Aoun 2017b℄

Soit une matrie R non singulière telle que la matrie R(A − LC)S est non

négative. Alors, la solution de (2.21) satisfait :

zk ≤ zk ≤ zk, ∀k ∈ N (2.25)

ave z0 ≤ z0 ≤ z0.

De plus, s'il existe des matries symétriques dé�nies positives Q,P et W telle

que l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φz =

[

Υz −ETP
−PE −W

]

� 0, (2.26)

Υz = ETPE − P + αz(‖W + P‖)I +Q (2.27)

ave E = R(A−LC)S et αz = 3 max((c1
2+ d1

2), (c2
2+ d2

2)), alors zk, zk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 2.2 La preuve est similaire à elle du Théorème 2.1. ✷

2.3.3 Synthèse de la ommande tolérante aux fautes

Cette setion est dédiée à la synthèse d'une loi de ommande assurant la stabilité

du système (2.6) en présene de défauts et de perturbations. L'avantage prinipal de
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ette approhe est de stabiliser deux systèmes omplètement déterministes (la borne

inférieure et supérieure de l'observateur) au lieu du système LPV dont le veteur

d'ordonnanement est inonnu.

Puisque l'observateur intervalle (2.8) est omposé de deux observateurs

lassiques, une loi de ommande peut être alulée en utilisant la borne inférieure

ou supérieure (xk, xk) tel que suggéré dans [Mazen, Dinh, and Niulesu 2013℄.

Théorème 2.3 Supposons que les hypothèses 2.1, 2.2 et 2.3 sont véri�ées et l'état

initial x0 véri�e x0 ≤ x0 ≤ x0. Soit

uk = −Kxk (2.28)

où K est un gain de retour. S'il existe des matries P ∈ R
2n×2n, P = P T ≻ 0,

Q ∈ R
2n×2n, Q = QT ≻ 0, W ∈ R

2n×2n,W = W T ≻ 0 et une onstante γ > 0 tel que

l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φ =





Υ GTP GTP
PG P − γI2n P
PG P P −W



 � 0,

Υ = GTPG− P +Q+ γα2I2n, (2.29)

G =

[

A− LC +∆A
+ −BK 0

−BK A− LC +∆A+

]

,

et

α =
√
2(
∥

∥

∥
∆A+ −∆A

+
∥

∥

∥

2
+
∥

∥∆A−
∥

∥

2
+
∥

∥

∥
∆A

−

∥

∥

∥

2
),

alors xk, xk et xk ∈ L∞

n . ✷

Preuve 2.3 L'observateur intervalle (2.8) peut être réérit omme suit :







xk+1 = (A− LC +∆A
+
)xk +Buk + ψ̃(xk, xk) + δk

xk+1 = (A− LC +∆A+)xk +Buk + ψ̃(xk, xk) + δk

(2.30)
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ave



































ψ̃(xk, xk) = (∆A
+ −∆A+)x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k

ψ̃(xk, xk) = (∆A+ −∆A
+
)x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k

δk = ϕ(fk, fk
) + wk + Lyk + |L|V Ep

δk = ϕ(fk, fk
) + wk + Lyk − |L|V Ep.

(2.31)

En remplaçant la ommande (2.28) dans (2.30), on obtient :







xk+1 = (A− LC +∆A
+ − BK)xk + ψ̃(xk, xk) + δk

xk+1 = (A− LC +∆A+)xk −BKxk + ψ̃(xk, xk) + δk

(2.32)

Les dynamiques de xk et xk dans (2.32) sont ouplées (les dynamiques xk et

xk dependent à la fois de xk et xk). Les fontions ψ̃ and ψ̃ sont globalement

Lipshitziennes. De plus, on a

∣

∣x−k
∣

∣ ≤ |xk|,
∣

∣x+k
∣

∣ ≤ |xk|,
∣

∣x−k
∣

∣ ≤ |xk| et
∣

∣x+k
∣

∣ ≤ |xk|,
alors :











∣

∣

∣
ψ̃(x, x)

∣

∣

∣
6

∥

∥

∥
∆A+ −∆A

+
∥

∥

∥

2
|x|+ (

∥

∥∆A−
∥

∥

2
+
∥

∥

∥
∆A

−

∥

∥

∥

2
) |x| ,

∣

∣

∣
ψ̃(x, x)

∣

∣

∣
6

∥

∥

∥
∆A

+ −∆A+
∥

∥

∥

2
|x|+ (

∥

∥

∥
∆A

−

∥

∥

∥

2
+
∥

∥∆A−
∥

∥

2
) |x| .

(2.33)

Pour étudier la stabilité asymptotique du système (2.32), on introduit le système

auxiliaire suivant :

ξk+1 = Gξk + χ(ξk) + δk (2.34)

ave ξk =

[

xk

xk

]

, χ(ξk) =





ψ̃
k

ψ̃k



 , δk =

[

δk

δk

]

, |χ(ξk)| 6 α |ξk| et δk ∈ L2n
∞
.

Soit la fontion de Lyapunov quadratique dé�nie positive donnée par :

Vk = ξk
TPξk (2.35)
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La variation ∆V de la fontion V est donnée par :

∆V = Vk+1 − Vk

= ξTk G
TPGξk − ξTk Pξk + ξTkG

TPχ(ξk) + χT (ξk)PGξk + χT (ξk)Pχ(ξk) + 2ξTkG
TPδk

+ 2δk
TPχ(ξk) + δk

TPδk

≤ ξTk (G
TPG− P )ξk + ξTkG

TPχ(ξk) + χT (ξk)PGξk + χT (ξk)Pχ(ξk) + 2ξTkG
TPδk

+ 2δk
TPχ(ξk) + δk

T (P −W )δk + γα2ξTk ξk − γχT (ξk)χ(ξk) + ξTkQξk

− ξTk Qξk + δk
TWδk

≤











ξk

χ(ξk)

δk











T

Φ











ξk

χ(ξk)

δk











− ξTk Qξk + δTkWδk

Si les onditions du théorème 2.3 sont véri�ées, alors xk et xk restent bornées pour

tout uk ∈ R
q
, k ∈ N, e qui implique la bornitude de xk. ✷

Remarque 2.2 Si A − LC n'est pas positive, une transformation de oordonnées

zk = Rxk est néessaire tel que E = R(A − LC)S est non négative ave S = R−1
.

Dans e as, la stabilité peut être obtenue dans la base de oordonnées zk = Rxk. ✷

Dans la base z, l'observateur intervalle (2.21) peut être réérit omme suit :







zk+1 = (E + σ+)zk +RBuk + ψ̃(zk, zk) + δ
z

k

zk+1 = (E + σ+)zk +RBuk + ψ̃(zk, zk) + δzk

(2.36)

ave



































ψ̃(zk, zk) = (σ+ − σ+)z−k − σ−z+k + σ−z−k

ψ̃(zk, zk) = (σ+ − σ+)z−k − σ−z+k + σ−z−k

δ
z

k = ϕz(fk, fk
) + ρz(wk, wk) +RLyk +R|L| V Ep

δzk = ϕ
z
(fk, fk

) + ρ
z
(wk, wk) +RLyk −R|L| V Ep.

(2.37)
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Sous ertaines hypothèses 2.1, 2.2 et 2.3 et en se basant sur le hangement de

variables zk = Rxk, la proédure de stabilité est donnée par le théorème 2.4.

Théorème 2.4 Soit une matrie R non singulière telle que la matrie R(A−LC)S
est non négative. Alors, la solution de (2.36) satisfait :

zk ≤ zk ≤ zk, ∀k ∈ N (2.38)

ave z0 ≤ z0 ≤ z0. Soit

uk = −Kxk (2.39)

où K est un gain de retour. S'il existe des matries P ∈ R
2n×2n, P = P T ≻ 0,

Q ∈ R
2n×2n, Q = QT ≻ 0, W ∈ R

2n×2n,W = W T ≻ 0 et une onstante γ > 0 tel que

l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φz =





Υ GT
z P GT

z P
PGz P − γI2n P
PGz P P −W



 � 0,

Υ = GT
z PGz − P +Q+ γα2

zI2n, (2.40)

Gz =

[

E + σ+ − RBKS+ RBKS−

−RBKS− E + σ+ − RBKS+

]

,

et

αz =
√
2(
∥

∥σ+ − σ+
∥

∥

2
+
∥

∥σ−
∥

∥

2
+
∥

∥σ−
∥

∥

2
),

alors zk, zk et zk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 2.4 La preuve est similaire à elle du Théorème 2.3.

2.3.4 Appliation à un système à trois réservoirs

Soit un système de trois réservoirs (Figure 2.1) inspiré de

[Noura, Theilliol, Ponsart, and Chamseddine 2009; Rotondo, Nejjari, and Puig

2014℄. Ce système se ompose de trois réservoirs pouvant être remplis par trois

pompes identiques et indépendantes délivrant les �ux de liquide Q1, Q2 et Q3.
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Les réservoirs sont interonnetés l'un à l'autre par l'intermédiaire de deux tuyaux

Q12 et Q23, tandis que le tuyau de sortie du système est situé au niveau du

troisième réservoir et fournit un éoulement QN3 au onsommateur. Les niveaux

de liquides h1, h2 et h3 sont utilisées omme variables d'état dans le modèle.

L'aire de haque réservoir ylindrique est A = 1, 54 × 10−2m2
et les onstantes

d'éoulement des tuyaux d'interonnexion et du tuyau de sortie sont respetivement

c12 = 6× 10−4m5/2/s, c23 = 13× 10−4m5/2/s et c3 = 15× 10−4m5/2/s.
PSfrag replaements

Q1 Q2 Q3

h3
h2

h1
Q12 Q23 QN3

Figure 2.1 � Système à trois réservoirs.

Le modèle non-linéaire du système de trois réservoirs est obtenu à partir du bilan

de masse et de la loi de Torrielli.

En supposant que h1(t) > h2(t) > h3(t), le modèle s'érit onformément à :



































































dh1
dt

=
1

A
(Q1(t)−Q12(t))

dh2
dt

=
1

A
(Q2(t) +Q12(t)−Q23(t))

dh3
dt

=
1

A
(Q3(t) +Q23(t)−QN3(t))

Q12(t) = c12
√

h1(t)− h2(t)

Q23(t) = c23
√

h2(t)− h3(t)

QN3(t) = c3
√

h3(t)

(2.41)
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Le système d'équations (2.41) peut être réérit sous la forme quasi-LPV suivante :















dh1
dt
dh2
dt
dh3
dt















=





−υ1(ρ(t)) 0 0
υ1(ρ(t)) −υ2(ρ(t)) 0

0 υ2(ρ(t)) −υ3(ρ(t))















h1(t)

h2(t)

h3(t)











+





b11 0 0
0 b22 0
0 0 b33















u1(t)

u2(t)

u3(t)











(2.42)

ave u1(t) = Q1(t) est le �ux de la première pompe, u2(t) = Q2(t) est le �ux de

la deuxième pompe, u3(t) = Q3(t) est le �ux de la troisième pompe et υ(ρ(t)) =

[υ1(ρ(t)) υ2(ρ(t)) υ3(ρ(t))]
T
est le veteur des paramètres d'ordonnanement où

ρ(t) = [h1(t) h2(t) h3(t)]
T
tel que :

υ1(ρ(t)) =
Q12(t)

Ah1(t)
=
c12
A

√

h1(t)− h2(t)

h1(t)

υ2(ρ(t)) =
Q23(t)

Ah2(t)
=
c23
A

√

h2(t)− h3(t)

h2(t)

υ3(ρ(t)) =
QN3(t)

Ah3(t)
=
c3
A

√

h3(t)

h3(t)

b11 = b22 = b33 =
1

A

(2.43)

Pour permettre une implémentation numérique du shéma global, un modèle

quasi-LPV à temps disret peut être obtenu en utilisant une approximation d'Euler

ave une période d'éhantillonnage Ts = 0.1s :





h1,k+1

h2,k+1

h3,k+1



 =





1− υ1(ρk)Ts 0 0
υ1(ρk)Ts 1− υ2(ρk)Ts 0

0 υ2(ρk)Ts 1− υ3(ρk)Ts









h1,k
h2,k
h3,k





+





b11Ts 0 0
0 b22Ts 0
0 0 b33Ts









u1,k
u2,k
u3,k





(2.44)

Le système (2.44) soumis à des défauts, des perturbations et des bruits de mesure

est dé�ni par :
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h1,k+1

h2,k+1

h3,k+1











=





1− υ1(ρk)Ts 0 0
υ1(ρk)Ts 1− υ2(ρk)Ts 0

0 υ2(ρk)Ts 1− υ3(ρk)Ts















h1,k

h2,k

h3,k











+





b11Ts 0 0
0 b22Ts 0
0 0 b33Ts

























u1,k

u2,k

u3,k











+











f1,k

f2,k

f3,k





















+











w1,k

w2,k

w3,k





















y1,k

y2,k

y3,k











=





1.1 0 0
0 0.9 0
0 0 0.89















h1,k

h2,k

h3,k











+











v1,k

v2,k

v3,k











(2.45)

Dans la suite, la deuxième pompe est onsidérée omme omplètement en panne,

seules la première et la troisième restent fontionnelles, e qui mène à un système

de trois réservoirs ave deux pompes.

Des sénarios de défauts ationneurs additifs sont onsidérés omme suit :

fk =



















[

0 0 0
]T

t < 100s

[

f1,k 0 0
]T

100s 6 t < 250s

[

f1,k 0 f3,k
]T

t > 250s

(2.46)

Cela signi�e que le système fontionne dans des onditions nominales non

défetueuses jusqu'à t = 100s. À partir de t = 100s, un défaut additif apparaît

dans la première pompe f1,k. À t = 250s un autre défaut additif apparaît dans la

troisième pompe f3,k.

Dans et exemple, on suppose que le système fontionne ave h1, h2 et

h3 appartenant respetivement aux intervalles [0.6m, 1.8m], [0.5m, 0.3m] et

[0.1m, 0.25m] et Ts = 0.1s. Les perturbations wk, le bruit de mesures vk et les

défauts f1,k et f3,k sont des signaux uniformément distribués supposés appartenir
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respetivement aux intervalles [−0.05m 0.05m], [−0.05m 0.05m], [4×10−2 8×10−2]

et [4× 10−2 8× 10−2].

Le gain d'observation L = [0.6364 0 0; 0 1.1 0; 0 0 1.0899] véri�e la ondition

de non négativité du matrie A−LC. Alors, toutes les onditions du théorème 2.1 et

2.3 sont véri�ées. Par onséquene, le système est un observateur intervalle de (2.44).

Soit uk = −Khk la ommande qui permet de stabiliser robustement le système

en boule fermée ave K = [0.0539 0 0; 0 0.0169 0; 0 0 0.0077]. Les états initiaux

sont hoisis omme suit h = [1 0.4 0.15]T , h = [1.8 0.5 0.25]T , h = [0.6 0.3 0.1]T .

Cet exemple ne traite que la stabilisation du système des trois réservoirs. La

régulation de sortie peut être onsidérée en utilisant un gain de preonnetion ou un

intégrateur.

Les résultats des simulations sont présentés sur les �gures 2.2, 2.3 et 2.4, où les

lignes en pointillés orrespondent aux bornes inférieure et supérieure de l'état estimé

et les lignes ontinues orrespondent à l'état réel.
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Figure 2.2 � Niveau de liquide du premier réservoir h1[m℄.
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Figure 2.3 � Niveau de liquide du deuxième réservoir h2[m℄.

59



Chapitre 2. Approhe passive à base d'observateurs intervalles

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Time(s)

h 3

 

 

h
3

h3

h3

Figure 2.4 � Niveau de liquide du troisième réservoir h3[m℄.

Les sénarios de défauts ationneurs additifs entraînent une perte des

performanes du système à l'instant t = 100s (défaut ationneur sur la première

pompe) et l'instant t = 200s (défaut ationneur sur la troisième pompe). A partir

de l'analyse des �gures, on peut remarquer que l'apparition de défauts ause une

modi�ation par rapport aux niveaux nominales de liquide si auune stratégie de

ommande FTC n'est utilisée.

L'approhe proposée montre la apaité de réupérer les performanes nominales

du système en évitant la perte de stabilité due à l'apparition de défauts additifs sur

l'ationneur et de perturbations

60



Chapitre 2. Approhe passive à base d'observateurs intervalles

2.4 Système LPV ave défauts omposants

2.4.1 Position du problème

On onsidère un système LPV dérit par :

{

xk+1 = A(ρk, ηk)xk +Buk + wk

yk = Cxk + vk
(2.47)

Le veteur des paramètres d'ordonnanement ρk ∈ Π est supposé inonnu mais

borné. Seulement l'ensemble des valeurs admissibles Π est donné. ηk est le veteur

des paramètres des défauts omposants, supposé appartenir à l'ensemble des valeurs

admissibles Ξ.

Dans e travail, on onsidère le as où la matrie A(ρk, ηk) dépend de ρk et ηk

tel que :

A(ρk, ηk) = A0(ρk) + η1,kA1(ρk) + ...+ ηr,kAr(ρk) (2.48)

ave ηi,k, i = 0, 1....., r aratérisent des défauts omposants du système et Ai(ρk), i =

0, 1..., r sont des matries qui dépendent de manière a�ne de ρk.

Deux as peuvent être onsidérés : as sans défaut (ηi,k = 0) et as ave défaut

(ηi,k 6= 0) :










A(ρk, ηk) = A0(ρk) +
r

∑

i=1

ηi,kAi(ρk) si ηi,k 6= 0, ∀k

A(ρk, ηk) = A0(ρk) si ηi,k = 0, ∀k
(2.49)

ave A0(ρk) = A0 + ∆A(ρk) et ∆A(ρk) : Π → R
n×n

est une fontion matriielle

ontinue par moreaux.

En présene de défaut, le système (2.47) est dérit par :











xk+1 = [A0 +∆A(ρk) +
r

∑

i=1

ηi,kAi(ρk)]xk +Buk + wk

yk = Cxk + vk

(2.50)

Hypothèse 2.4 ρ
k
6 ρk 6 ρk et η

i,k
6 ηi,k 6 ηi,k, ∀ρk ∈ Π, ∀ηk ∈ Ξ ave ρ

k
, ρk

η
i,k
, ηi,k ∈ R. ✷
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Hypothèse 2.5 ∆A(ρ
k
, ρk) 6 ∆A(ρk) 6 ∆A(ρ

k
, ρk) et Ai(ρk, ρk) 6 Ai(ρk) 6

Ai(ρk, ρk), ∀ρk ∈ Π ave ∆A(ρ
k
, ρk),∆A(ρk, ρk), Ai(ρk, ρk), Ai(ρk, ρk) ∈ R

n×n
. ✷

Hypothèse 2.6 w 6 wk 6 w, tel que w,w et −V Ep ≤ vk ≤ V Ep, ave V est une

onstante positive. ✷

Dans la suite, pour des raisons de simpliité, on note, respetivement :

∆A(ρ
k
, ρk), ∆A(ρk, ρk), Ai(ρk, ρk), Ai(ρk, ρk) par ∆Ak,∆Ak, Ai,k et Ai,k.

L'objetif du travail suivant est de stabiliser le système (2.50) ave une ommande

par retour d'état en préservant la stabilité en présene de défauts internes et de

perturbations.

2.4.2 Observateur intervalle

Le système LPV (2.50) peut être réérit omme suit :

{

xk+1 = A0xk + ϕ(xk) + ψ(xk) +Buk + wk

yk = Cxk + vk
(2.51)

où ϕ(xk) = ∆A(ρk)xk, ψ(xk) =
r
∑

i=1

ηi,kAi(ρk)xk =
r
∑

i=1

Hi(ρk, ηk)xk ave Hi(ρk, ηk)

donné par :

Hi(ρk, ηk) = ηi,kAi(ρk) (2.52)

Hypothèse 2.7 Il existe un gain L ∈ R
n×p

tel que A0 − LC est non négative. ✷

On onsidère une struture d'observateur intervalle pour le système (2.51) dérite

par :







xk+1 = (A0 − LC)xk + ϕ(xk, xk) + ψ(xk, xk) +Buk + w + Lyk + |L| V Ep

xk+1 = (A0 − LC)xk + ϕ(xk, xk) + ψ(xk, xk) +Buk + w + Lyk − |L| V Ep

(2.53)
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où















































ψ(xk, xk) =
r

∑

i=1

(H
+

i,kx
+
k −H+

i,kx
−

k −H
−

i,kx
+
k +H−

i,kx
−

k )

ψ(xk, xk) =

r
∑

i=1

(H+
i,kx

+
k −H

+

i,kx
−

k −H−

i,kx
+
k +H

−

i,kx
−

k )

ϕ(xk, xk) = ∆A
+

k x
+ −∆A+

k x
− −∆A

−

k x
+ +∆A−

k x
−

ϕ(xk, xk) = ∆A+
k x

+ −∆A
+

k x
− −∆A−

k x
+ +∆A

+

k x
−

(2.54)

et







H i,k = η+i,kA
+

i,k − η+
i,k
A

−

i,k − η−i,kA
+
i,k + η−

i,k
A−

i,k

H i,k = η+
i,k
A+

i,k − η+i,kA
−

i,k − η−
i,k
A

+

i,k + η−i,kA
−

i,k

(2.55)

ave H+
i,k = max{0, H i,k}, H

+

i,k = max{0, H i,k}, H−

i,k = max{0,−H i,k} et

H
−

i,k = max{0,−H i,k}.

Pour montrer la bornitude de l'observateur (2.53), une analyse de stabilité basée

sur la théorie de Lyapunov est introduite dans la suite.

Théorème 2.5 Supposons que les hypothèses 2.4, 2.5, 2.6 et 2.7 sont véri�ées, xk ∈
Ln

∞
et uk ∈ Lq

∞
. Si l'état initial x0 véri�e x0 ≤ x0 ≤ x0, alors l'état xk solution de

(2.53) satisfait :

xk ≤ xk ≤ xk, ∀k ∈ N (2.56)

De plus, s'il existe des matries symétriques dé�nies positives Q,P et W tel que

l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φx =

[

Υx −DTP
−PD −W

]

≺ 0, (2.57)

Υx = DTPD − P + αx(‖W + P‖)I +Q (2.58)

où D = A0 − LC et α = 3 max((a′1
2 + b′1

2), (a′2
2 + b′2

2)), ave a′1, a
′

2, b
′

1, b
′

2 sont des

onstantes positives, alors xk, xk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 2.5 [Lamouhi, Raïssi, Amairi, and Aoun 2017b℄
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Les dynamiques des erreurs d'observations ek et ek sont dé�nies par :

{

ek+1 = Dek + Γ(xk, xk)

ek+1 = Dek + Γ(xk, xk)
(2.59)

ave







Γ(xk, xk) = ψ(xk, xk)− ψ(xk) + ϕ(xk, xk)− ϕ(xk) + w − wk + |L| V Ep + Lvk

Γ(xk, xk) = ψ(xk)− ψ(xk, xk) + ϕ(xk)− ϕ(xk, xk) + wk − w + |L| V Ep − Lvk
(2.60)

D'après le Lemme 1.2 et l'hypothèse 2.5, on a pour tout xk ∈ R
n
:

∆A+
k x

+
k −∆A

+

k x
−

k −∆A−

k x
+
k +∆A

+

k x
−

k 6 ϕ(xk) (2.61)

6 ∆A
+

k x
+
k −∆A+

k x
−

k −∆A
+

k x
+
k +∆A−

k x
−

k

D'après le Lemme 1.2, l'hypothèse 2.4 et l'hypothèse 2.5, on a :

H i,k = η+
i,k
A+

i,k − η+i A
−

i,k − η−
i,k
A

+

i,k + η−i,kA
−

i,k 6 Hi(ρk, ηk) (2.62)

6 H i,k = η+i,kA
+

i,k − η+
i,k
A

−

i,k − η−i,kA
+
i,k + η−

i,k
A−

i,k

Ainsi, pour xk ∈ R
n
on obtient :

ψ(xk, xk) =
r

∑

i=1

(H+
i,kx

+
k −H

+

i,kx
−

k −H−

i,kx
+
k +H

−

i,kx
−

k ) 6 ψ(xk) 6 (2.63)

ψ(xk, xk) =

r
∑

i=1

(H
+

i,kx
+
k −H+

i,kx
−

k −H
−

i,kx
+
k +H−

i,kx
−

k )

Comme A0−LC est supposée non négative, et les termes w−wk+ |L| V Ep+Lvk

et wk −w + |L| V Ep − Lvk sont aussi non négatifs grâe à l'hypothèse 2.6, on a Γk

et Γk sont non négatives. Ainsi, le système (2.59) est oopératif et si x0 et x0 sont

hoisis de telles sorte que e0 et e0 sont positives, alors les dynamiques des erreurs

d'estimation ek et ek restent positives pour tout k ∈ N. Par onséquent, l'inégalité

(2.56) est obtenue.

Montrons maintenant que les variables xk, xk restent bornées ∀k ∈ N.
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La struture de l'observateur intervalle (2.53) peut être réérite sous la forme

suivante :

{

xk+1 = Dxk +Π(xk, xk)

xk+1 = Dxk +Π(xk, xk)
(2.64)

ave







Π(xk, xk) = ϕ(xk, xk) + ψ(xk, xk) +Buk + w + Lyk + |L| V Ep

Π(xk, xk) = ϕ(xk, xk) + ψ(xk, xk) +Buk + w + Lyk − |L| V Ep

(2.65)

Sahant que les fontions Π(xk, xk) et Π(xk, xk) sont globalement

Lipshitiziennes, le Lemme 6 dans [Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄

montre que pour uk ∈ Lq
∞
, xk ≤ xk ≤ xk et pour une norme sous-multipliative ‖.‖,

il existe des onstantes a′1, a
′

2, a
′

3, b
′

1, b
′

2 et b′3 tel que :

{

∥

∥Πk(xk, xk)
∥

∥ 6 a′1 ‖xk − xk‖+ a′2 ‖xk − xk‖+ a′3

‖Πk(xk, xk)‖ 6 b′1 ‖xk − xk‖+ b′2 ‖xk − xk‖+ b′3

(2.66)

Pour étudier la stabilité, soit la fontion de Lyapunov quadratique dé�nie positive

suivante :

V (xk, xk) = xk
TPxk + xk

TPxk (2.67)

∆V est donné par :

∆V = V (xk+1, xk+1) − V (xk, xk) (2.68)

= xTk (D
TPD − P )xk + 2xTkD

TPΠ+ Π
T
PΠ+ xTk (D

TPD − P )xk

+ 2xTkD
TPΠ+ ΠTPΠ
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L'équation (2.68) donne :

∆V ≤ xTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)xk + xTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)xk

+ Π
T
(W + P )Π + ΠT (W + P )Π

≤ xTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)xk + xTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)xk

+ 3 ‖W + P‖ (a′1
2 ‖xk‖2 + a′2

2 ‖xk‖2 + a′3
2
) + 3 ‖W + P‖ (b′1

2 ‖xk‖2 + b′2
2 ‖xk‖2 + b′3

2
)

≤ xTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)xk + xTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)xk

+ αx ‖W + P‖xTk xk + αx ‖W + P‖xTk xk + 3 ‖W + P‖ (a′3
2
+ b′3

2
)

≤ xTk (D
TPD − P +DTPW−1PD + αx ‖W + P‖ I)xk + xTk (D

TPD − P

+ DTPW−1PD + αx ‖W + P‖ I)xk + 3 ‖W + P‖ (a′3
2
+ b′3

2
).

Si l'inégalité matriielle (2.57) est véri�ée, on a

∆V ≤ −xTkQxTk − xTkQx
T
k + 3 ‖W + P‖ (a′3

2
+ b′3

2
) (2.69)

Comme Q est dé�nie positive, la fontion quadratique V satisfait les propriétés

(2.3) et (2.4). Alors, en utilisant le Lemma 2.1 il en résulte que le système (2.53)

est ISS, e qui implique la bornitude des variables xk, xk ∀k ∈ N.

2.4.3 Analyse quantitative de l'estimation

L'analyse quantitative de l'estimation par intervalle a été étudiée

pour les systèmes à temps ontinu par des nombreuses méthodes. Dans

[Raïssi, Videau, and Zolghadri 2010℄, une solution pour déterminer la onvergene

de l'observateur intervalle en utilisant l'erreur totale est proposée. Dans

[Chebotarev, E�mov, Raïssi, and Zolghadri 2015a℄, la robustesse et la préision de

l'estimation par rapport à l'inertitudes du modèle sont analysées en appliquant

les normes L1/L2. Une extension de e dernier artile au as des systèmes à temps

disret est proposée dans ette setion.

La onvergene de l'observateur intervalle (2.53) est étudiée en onsidérant
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l'erreur d'estimation totale ek = xk − xk donnée par :

ek+1 = ek + ek (2.70)

= Dek + ϕ(xk, xk)− ϕ(xk, xk) + ψ(xk, xk)− ψ(xk, xk) + δk

= Dek + φk + χk + δk

où



















φk = ϕ(xk, xk)− ϕ(xk, xk)

χk = ψ(xk, xk)− ψ(xk, xk)

δk = w − w + 2|L| V Ep

En appliquant la norme eulidienne ‖.‖, on obtient :







‖φk‖ = ‖ϕk − ϕ
k
‖ = ‖ϕk − ϕk + ϕk − ϕ

k
‖ 6 ‖ϕk − ϕk‖+ ‖ϕ

k
− ϕk‖

‖χk‖ = ‖ψk − ψ
k
‖ = ‖ψk − ψk + ψk − ψ

k
‖ 6 ‖ψk − ψk‖+ ‖ψ

k
− ψk‖

(2.71)

Les fontions ϕk, ϕk
, ψk and ψk

sont globalement Lipshitziennes. En utilisant le

Lemme 6 dans [Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄, ave xk ≤ xk ≤ xk et pour

une norme sous-multipliative ‖.‖, il existe des onstantes positives a′′i , b′′i , c′′i et d′′i ,

i = 1..3 tel que :







‖ϕk − ϕk‖ 6 a′′1‖ek‖+ a′′2‖ek‖+ a′′3

‖ϕ
k
− ϕk‖ 6 b′′1‖ek‖+ b′′2‖ek‖+ b′′3

(2.72)

et







‖ψk − ψk‖ 6 c′′1‖ek‖+ c′′2‖ek‖+ c′′3

‖ψ
k
− ψk‖ 6 d′′1‖ek‖+ d′′2‖ek‖+ d′′3

(2.73)

À partir des équations (2.71), (2.72) et (3.18), on obtient :

{‖φk‖ 6 (a′′1 + b′′1) ‖ek‖+ (a′′2 + b′′2) ‖ek‖+ (a′′3 + b′′3)

‖χk‖ 6 (′′c1 + d′′1) ‖ek‖+ (c′′2 + d′′2) ‖ek‖+ (c′′3 + d′′3)
(2.74)

Aussi on a,

{‖φk‖ 6 (a′′1 + b′′1 + a′′2 + b′′2) ‖ek‖+ (a′′3 + b′′3)

‖χk‖ 6 (c′′1 + d′′1 + c′′2 + d′′2) ‖ek‖+ (c′′3 + d′′3)
(2.75)
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Il existe deux onstantes σ > 0 et ̺ > 0 tel que :

{

(a′′1 + b′′1 + a′′2 + b′′2) ‖ek‖+ (a′′3 + b′′3) 6 σ(a′′1 + b′′1 + a′′2 + b′′2) ‖ek‖

(c′′1 + d′′1 + c′′2 + d′′2) ‖ek‖+ (c′′3 + d′′3) 6 ̺(c1 + d1 + c2 + d2) ‖ek‖
(2.76)

Alors, à partir des équations (2.75) et (2.76) on a :

{‖φk‖ 6 σ(a′′1 + b′′1 + a′′2 + b′′2) ‖ek‖ = ᾰ ‖ek‖

‖χk‖ 6 ̺(c′′1 + d′′1 + c′′2 + d′′2) ‖ek‖ = β̆ ‖ek‖
(2.77)

ave

{

ᾰ = σ(a′′1 + b′′1 + a′′2 + b′′2)

β̆ = ̺(c′′1 + d′′1 + c′′2 + d′′2)
(2.78)

Théorème 2.6 S'il existe une matrie P ∈ R
n×n, P = P T ≻ 0 et des onstantes

γ > 0, σ > 0 et ̺ > 0 telles que l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φ =









Υ DTP DTP DTP
PD P − γ2In P P
PD P P − γ2In P
PD P P P − γ2In









≺ 0,

Υ = DTPD − P + In + γ2(ᾰ2 + β̆2)In, (2.79)

Alors le transfert des inertitudes δk à l'erreur totale ek a un gain L2 inférieur à γ.

✷

Preuve 2.6 On onsidère la fontion de Lyapunov suivante

Vk = ek
TPek (2.80)
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La variation ∆V de Vk est donnée par :

∆V = Vk+1 − Vk

= eTkD
TPDek − eTkPek + eTkD

TPφk + φT
kPDek + φT

kPφk + eTkD
TPχk

+ χT
k PDek + χT

kPχk + 2eTkD
TPδk + 2δk

TPφk + 2δk
TPχk + φT

kPχk

+ χT
k Pφk + δk

TPδk

≤ eTk (D
TPD − P )ek + eTkD

TPφk + φT
kPDek + φT

kPφk + eTkD
TPχk

+ χT
k PDek + χT

kPχk + 2eTkD
TPδk + 2δk

TPφk + 2δk
TPχk + 2φT

kPχk

+ δk
TPδk + γ2ᾰ2eTk ek − γ2φT

kφk + γ2β̆2eTk ek − γ2χT
kχk + eTk ek

− eTk ek + γ2δk
T δk − γ2δk

T δk

≤

















ek

φk

χk

δk

















T

Φ

















ek

φk

χk

δk

















− eTk ek + γ2δTk δk ≤ −eTk ek + γ2δTk δk

Alors, en utilisant le Lemme 2.1 et selon [Jiang and Wang 2001℄, le système est

ISS et le transfert de δk à ek a un gain L2 inférieur à γ.

Remarque 2.3 L'analyse préédente permet de quanti�er la préision d'estimation

intervalle et de aluler une limite onservative pour la onvergene de x − x.

Pour l'optimisation du gain d'observateur, une solution en minimisant la norme

L1 de l'erreur pour les systèmes à temps ontinu sans inertitudes a été développée

dans [Rami, Cheng, and De Prada 2008℄. Une autre approhe a été introduite dans

[Briat and Khammash 2016℄ pour onevoir un observateur intervalle atteignant

un gain minimum L∞ de l'opérateur permettant le transfert des perturbations à

la sortie observée. Des onditions de programmation linéaire sont obtenues pour le

alul d'un observateur intervalle optimal L∞-vers-L∞ pour les systèmes linéaires

à temps invariant, les systèmes à temps disret et les systèmes à retards à temps
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ontinu.

2.4.4 Synthèse de la ommande tolérante aux fautes

Cette setion est dédiée à la synthèse d'une loi de ommande stabilisant

le système (2.50) en présene de défauts et de perturbations. Étant donné

qu'un observateur intervalle fournit l'ensemble des trajetoires d'état, toutes es

trajetoires réalisables peuvent être utilisées dans la synthèse de la ommande

FTC. Pour des raisons de simpliité, on a hoisi dans e travail d'utiliser la borne

supérieure de l'état [Mazen, Dinh, and Niulesu 2013℄. Néanmoins, il est possible

d'utiliser la borne inférieure ou une ombinaison linéaire u = −K1x −K2x omme

dans [E�mov, Raïssi, Perruquetti, and Zolghadri 2016℄.

L'observateur intervalle (2.53) peut être réérit sous la forme suivante :







xk+1 = (A0 − LC +∆A
+
)xk +Buk + ϕ̃(xk, xk) + ψ(xk, xk) + δk

xk+1 = (A0 − LC +∆A+)xk +Buk + ϕ̃(xk, xk) + ψ(xk, xk) + δk

(2.81)

où































ϕ̃(xk, xk) = (∆A
+ −∆A+)x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k

ϕ̃(xk, xk) = (∆A+ −∆A
+
)x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k

δk = w + Lyk + |L| V Ep

δk = w + Lyk − |L| V Ep.

(2.82)

La stabilisation de (2.81) mène alors à la stabilisation de (2.53).

Théorème 2.7 Supposons que les hypothèses 2.4, 2.5, 2.6, et 2.7, sont valides.

L'état initial x0 véri�e x0 ≤ x0 ≤ x0. Soit

uk = −Kxk (2.83)

ave K un gain de retour. S'il existe P ∈ R
2n×2n, P = P T ≻ 0, Q ∈ R

2n×2n, Q =

QT ≻ 0 et W ∈ R
2n×2n,W = W T ≻ 0 et une onstante γ > 0 tel que l'inégalité

suivante est véri�ée :
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Φ =









Υ GTP GTP GTP
PG P − γI2n P P
PG P P − γI2n P
PG P P P −W









� 0,

Υ = GTPG− P +Q+ γ(α̃2 + β̃2)I2n, (2.84)

G =

[

A0 − LC +∆A
+ −BK 0

−BK A0 − LC +∆A+

]

,

ave

α̃ =
√
2(‖∆A+ −∆A

+‖2 + ‖∆A−‖2 + ‖∆A−‖2),

β̃ =
√
2

r
∑

i=0

(‖Hi
+‖

2
− ‖Hi

+‖2 + ‖Hi
−‖2 − ‖Hi

−‖
2
)

Alors xk, xk et xk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 2.7 .

En remplaçant la ommande (2.83) dans l'observateur intervalle (2.81), on

obtient :







xk+1 = (A0 − LC +∆A
+ − BK)xk + ϕ̃(xk, xk) + ψ(xk, xk) + δk

xk+1 = (A0 − LC +∆A+)xk − BKxk + ϕ̃(xk, xk) + ψ(xk, xk) + δk

(2.85)

Les dynamiques de xk et xk dans (2.85) sont ouplées. Les fontions ψ, ψ, ϕ̃ et ϕ̃

sont globalement Lipshitiziennes. De plus, étant donné que

∣

∣x−k
∣

∣ ≤ |xk|,
∣

∣x+k
∣

∣ ≤ |xk|,
∣

∣x−k
∣

∣ ≤ |xk| et
∣

∣x+k
∣

∣ ≤ |xk|, alors :







|ϕ̃(x, x)| 6 ‖∆A+ −∆A
+‖2|x|+ (‖∆A−‖2 + ‖∆A−‖2)|x|,

|ϕ̃(x, x)| 6 ‖∆A+ −∆A+‖2|x|+ (‖∆A−‖2 + ‖∆A−‖2)|x|.
(2.86)

et
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|ψ(x, x)| 6
r

∑

i=0

[

(‖Hi
+‖

2
− ‖Hi

+‖2)|x|+ (‖Hi
−‖2 − ‖Hi

−‖
2
)|x|

]

,

|ψ(x, x)| 6
r

∑

i=0

[

(‖Hi
+‖2 − ‖Hi

+‖
2
)|x|+ (‖Hi

−‖
2
− ‖Hi

−‖2)|x|
]

.

(2.87)

Pour montrer la stabilité du système, on introduit le système auxiliaire suivant :

ξk+1 = Gξk + φ(ξk) + χ(ξk) + δk (2.88)

ave ξk =

[

xk

xk

]

, φ(ξk) =

[

ϕ̃
k

ϕ̃k

]

, χ(ξk) =

[

ψ
k

ψk

]

, δk =

[

δk

δk

]

, |φ(ξk)| 6

α̃|ξk|, |χ(ξk)| 6 β̃|ξk| et δk ∈ L2n
∞
.

Pour établir la stabilité asymptotique du système (2.32), on onsidère la fontion de

Lyapunov suivante :

Vk = ξk
TPξk (2.89)

Ainsi, on obtient :

∆V = Vk+1 − Vk

= ξTk G
TPGξk − ξTk Pξk + ξTkG

TPφ(ξk) + φT (ξk)PGξk + φT (ξk)Pφ(ξk) + ξTkG
TPχ(ξk)

+ χT (ξk)PGξk + χT (ξk)Pχ(ξk) + 2ξTkG
TPδk + 2δk

TPφ(ξk) + 2δk
TPχ(ξk)

+ φT (ξk)Pχ(ξk) + χT (ξk)Pφ(ξk) + δk
TPδk

≤ ξTk (G
TPG− P )ξk + ξTkG

TPφ(ξk) + φT (ξk)PGξk + φT (ξk)Pφ(ξk) + ξTkG
TPχ(ξk)

+ χT (ξk)PGξk + χT (ξk)Pχ(ξk) + 2ξTkG
TPδk + 2δk

TPφ(ξk) + 2δk
TPχ(ξk)

+ 2φT (ξk)Pχ(ξk) + δk
T (P −W )δk + γα̃2ξTk ξk − γφT (ξk)φ(ξk) + γβ̃2ξTk ξk

− γχT (ξk)χ(ξk) + ξTk Qξk − ξTkQξk + δk
TWδk

≤

















ξk

φ(ξk)

χ(ξk)

δk

















T

Φ

















ξk

φ(ξk)

χ(ξk)

δk

















− ξTk Qξk + δTkWδk
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La fontion quadratique dé�nie positive V satisfait la propriété (2.3) ave

α1(|ξ0|) = λmin(P )|ξ0|2 et α2(|ξ0|) = λmax(P )|ξ0|2. Étant donné que Φ est dé�nie

négative, Q est dé�nie positive et δk est borné, alors ∆V satisfait la propriété (2.4)

ave σ(|δ|) = δTkWδk. En utilisant le Lemme 3, le système (3.63) est stable entrée-

état.

xk et xk sont alors bornés pour tout uk ∈ R
q, k ∈ N. Finalement, la bornitude de

xk et xk implique la même propriété pour xk.

2.4.5 Exemple numérique

On onsidère le système LPV suivant :











xk+1 = [A0 +∆A(ρk) +

r
∑

i=1

ηi,kAi(ρk)]xk +Buk + wk

yk = Cxk + vk

(2.90)

Pour la simulation, A(ρk, ηk) est hoisie tel que :

A(ρk, ηk) =





1.1 + 2ρη1 −0.1 + 0.5ρ 0.35 + 0.5ρη2
0.9 + 0.2ρ 0.2 + 0.1η1 −0.2 + 0.2ρ
0.85 + 0.2η2 −0.2 0.25 + 0.5ρ+ 0.8ρη1



 ,

où η = (η1, η2)
T
sont les paramètres modélisant deux défauts internes et sont

supposés appartenir à l'intervalle [−1.5, 1.5].

Les paramètres de défaut η1 et η2 sont donnés par :

η1 =



















0 0 < t < 200

sin(50 t) 200 6 t < 350

0.5 sin(50 t) t > 350

; η2 =



















0 0 < t < 200

0 200 6 t < 350

1.5 cos(50 t) t > 350

A0 =





1.1 −0.1 0.35
0.9 0.2 −0.2
0.85 −0.2 0.25



 , A1(ρ) =





2ρ 0 0
0 0.1 0
0 0 0.8ρ





,
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A2(ρ) =





0.05 0 0
0 0 0.01ρ
0 0 0.8ρ



 ,∆A(ρ) =





0 0.5ρ 0
0.2ρ 0 0.2ρ
0 0 0.5ρ





,

ave ρ ∈ [0.01 0.03], B = [ 1 − 1 0 ]T , C = [1 0 0], wk =

[0 0.1 sin(100 k) 0]T ,

wk = −wk = [0 0.1 0]T , vk = 0.01 cos(k) et V = 0.01.

Pour L = [1 1 0.5]T , la matrie A0 − LC est négative.

Une transformation xk = Szk ave S =











−0.058 0.997 − 0.052

0.134 − 0.044 − 0.99

0.989 0.064 0.131











, est utilisée

tel que E = R(A0 − LC)S, ave R = S−1
, est non négative.

Toutes les onditions du théorème 5 sont satisfaites. Par onséquent, le système







zk+1 = Ezk +RBuk + ψ(zk, zk) + ϕ(zk, zk) + f(wk, wk) +RLyk + |F |V Ep

zk+1 = Ezk +RBuk + ψ(zk, zk) + ϕ(zk, zk) + f(wk, wk) +RLyk − |F |V Ep

(2.91)

est un observateur intervalle pour le système (2.90) ave uk = −K xk et K =

[0.7657 0.7697 0.4111].

Le as défaillant est onsidéré, tel que, avant 200s, le système fontionne en

régime normal (η1 = 0, η2 = 0). À t = 200s, le défaut omposant modélisé par

η1 6= 0 et η2 6= 0 apparaît dans le système.

Les résultats de simulations sont représentés dans les �gures 2.5, 2.6 et 2.7.
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0 100 200 300 400 500 600
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Temps (s)

x 1

Temps d’occurence de ρ
1

Temps d’occurence de ρ
2

Figure 2.5 � Evolution de la première omposante x1.
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Figure 2.6 � Evolution de la deuxième omposante x2.
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Figure 2.7 � Evolution de la troisième omposante x3.

Comme le montrent les �gures i-dessus, les bornes supérieure et inférieure de

l'observateur intervalle onvergent vers un domaine ontenant les états atuels x1, x2

et x3. La largeur du domaine du veteur depend des bornes d'inertitudes et des

défauts.

Les résultats de simulation montrent lairement que l'approhe proposée assure la

stabilité du système de ommande tolérante aux fautes en boule fermée en présene

des défauts et des inertitudes paramétriques.

2.5 Conlusions

Ce hapitre présente de nouveaux résultats dans le domaine de la ommande

passive tolérante aux fautes. Il est onstitué de deux parties. La première traite

le problème de la FTC passive pour des systèmes LPV en présene de défauts

ationneurs et la seonde étudie la stabilité de systèmes LPV soumis à des défauts

omposants.

La première partie ommene par la onstrution d'un observateur intervalle
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assoié aux systèmes LPV ave défauts ationneurs. La synthèse de l'observateur

est basée sur une struture de Luenberger à temps disret où les inertitudes et les

défauts sont onsidérés inonnus et bornés. Cet observateur est utilisé dans la suite

pour le alul d'une loi de ommande assurant la stabilité du système en présene

de défauts et de perturbations.

La deuxième partie développe un observateur intervalle pour des systèmes

LPV disrets en présene de défauts omposants. L'idée onsiste à onstruire deux

observateurs lassiques (la borne inférieure et la borne supérieure de l'observateur)

qui englobent toutes les trajetoires possibles du système. Ensuite, une ommande

passive tolérante aux fautes est proposée. Elle est basée sur un retour d'état linéaire

permettant d'aommoder l'e�et des défauts en préservant la stabilité du système

en boule fermée pour le as sain et défaillant.

Du point de vue performane, l'approhe passive se onentre sur la robustesse

du système de ommande pour s'adapter à des multiples défauts sans herher à

obtenir une performane optimale. Étant donné que la stabilité est la première

onsidération dans une approhe passive, le régulateur est plus onservatif du point

de vue performane. Cependant, l'approhe ative est destinée à assurer la stabilité

et ertaines performanes, éventuellement dégradées, en reon�gurant en ligne le

régulateur à travers un module de diagnosti et détetion de défaut (FDD). Dans

e ontexte, le hapitre suivant est dédié à l'étude de la ommande ative tolérante

aux fautes.
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Approhe ative à base

d'observateurs intervalles

3.1 Introdution

Dans le hapitre préédent, une méthodologie de synthèse d'une ommande

passive tolérante aux fautes pour les systèmes LPV a été développée en utilisant la

théorie des observateurs intervalles. Dans la FTC passive, le régulateur est synthétisé

pour être robuste vis-à-vis d'un ensemble des défauts prédé�nis, il n'est pas don

néessaire de diagnostiquer les défauts. Par onséquent, le défaut est traité de la

même manière que des perturbations. Un inonvénient majeur d'une telle approhe

est que seulement un nombre limité de défauts peut être toléré. Dans e hapitre,

on va étendre ette méthodologie à la synthèse d'une ommande ative tolérantes

aux fautes qui, ontrairement à la FTC passive, réagit ativement aux défauts en

reon�gurant les lois de ommande a�n de maintenir la stabilité et les performanes

aeptables de l'ensemble du système. Dans e as, l'utilisation du module de

diagnosti de défaut et d'un régulateur reon�gurable dans la struture du système

est indispensable.

Dans la littérature, il existe deux approhes pour la synthèse d'une FTC

ative. La première onsiste à déterminer un ensemble de régulateurs hors ligne

et à les stoker dans une base de données. Puis, en fontion des déisions
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du module du diagnosti, le régulateur le plus approprié est séletionné pour

reon�gurer le système [Zhang and Jiang 2008℄. La seonde approhe onsiste à

synthétiser un nouveau régulateur en ligne [Cieslak, Henry, Zolghadri, and Goupil

2008; Yuan and Yang 2008; Shin, Calise, and Johnson 2008℄. La FTC ative a

été étudiée en utilisant di�érentes méthodes, y ompris la ommande par retour

linéaire [Mhaskar, Gani, El-Farra, MFall, Christo�des, and Davis 2006℄, les multi-

modèles [Zhang and Jiang 2001℄, la ommande adaptative [Tao and Joshi 2001℄,

la ommande préditive [Boskovi and Mehra 2002℄, le plaement de strutures

propres [Jiang 1994℄, la logique �oue [Zhang, Wang, Hesketh, Clements, and Eaton

2005℄, les réseaux de neurones [Zhang, Wang, and Yu 2004℄. Malgré ette étude

extensive de la FTC ative par la ommunauté sienti�que, il existe des sujets

de reherhe qui sont enore des problèmes ouverts omme la robustesse dans

les systèmes inertains et l'évaluation des performanes pour les as extrêmes

[Stoustrup and Zhou 2008℄.

La première setion de e hapitre est onsarée à l'estimation des défauts basée

sur le prinipe de déouplage. Ce prinipe a été onsidéré dans plusieurs travaux de

reherhe [Ihalal, Marx, Ragot, and Maquin 2015℄. Dans [Sun, Patton, and Goupil

2012℄, un estimateur de défaut adaptatif et robuste basé sur un modèle linéaire à

temps invariant ave déouplage d'entrée inonnue est proposé pour l'estimation

de défauts. Un observateur à entrée inonnue est généralisé pour un système LPV

desripteur dans [Hamdi, Rodrigues, Mehmehe, Theilliol, and Braiek 2012℄. La

tehnique proposée se base sur un observateur intervalle à entrée inonnue pour

estimer de manière garantie le défaut.

La deuxième setion présente une méthode de synthèse pour la ommande

tolérante aux fautes basée sur la tehnique de reon�guration. Cette ommande

FTC ative est appliquée sur les système LPV soumis à des défauts ationneurs.

L'idée générale est de synthétiser un régulateur basé sur des observateurs intervalles

permettant de garantir la stabilité en boule fermée et ompenser l'e�et des défauts.
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3.2 Observateur intervalle pour l'estimation des

défauts

Au ours des dernières déennies, l'estimation des défauts, permettant de

déterminer la taille, l'emplaement et la dynamique du défaut, a reçu une grande

attention. Pour les systèmes LPV, plusieurs travaux ont été présentés dans la

littérature. Dans [Abdullah and Zribi 2013℄, un shéma d'estimation de défauts

ationneurs et apteurs est présenté et des onditions assurant sa stabilité sont

données. Une estimation robuste des défauts pour les systèmes LPV soumis à

des défauts ationneurs et apteurs est proposée dans [Seron and De Doná 2015℄.

Dans [Luspay, Kulsár, and Grigoriadis 2015℄, une estimation de défauts pour les

systèmes LPV à temps disret en présene des perturbations est étudiée.

Une des méthodes les plus utilisée dans la littérature est basée

sur l'estimation des entrées inonnues. Dans le ontexte ensembliste,

peu de travaux ont été onsarés à l'estimation des entrées inonnues.

En e�et, dans [Guik-Derigny, Raïssi, and Zolghadri 2014℄ et

[Guik-Derigny, Raïssi, and Zolghadri 2016℄, un observateur intervalle

a été développé pour l'estimation d'état et d'entrée inonnue pour les

systèmes linéaires à temps invariant. Un autre travail présenté dans

[Xu, Tan, Wang, Puig, Liang, Yuan, and Liu 2017℄ propose un observateur à entrée

inonnue pour les systèmes LPV basé sur une approhe d'estimation ensembliste.

Réemment, une nouvelle méthode développée dans [Robinson, Marzat, and Raïssi

2017℄ est adressée au problème d'estimation d'état et d'entrée inonnue pour les

systèmes linéaires invariants dans le temps en utilisant les observateurs intervalles.

Dans la suite, une approhe pour l'estimation de défauts en utilisant les

observateurs intervalles à entrée inonnue est proposée. Cette méthode est basée

sur le prinipe de déouplage de défauts et appliquée sur un système LPV disret

soumis à des défauts ationneurs additifs.
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Le système LPV onsidéré a la forme suivante :

{

xk+1 = (A +∆A(ρ))xk +Buk + wk

yk = Cxk + vk
(3.1)

ave xk ∈ R
n
est l'état, uk ∈ R

q
est l'entrée, yk ∈ R

p
est la sortie ; wk,

vk sont respetivement la perturbation et le bruit. Le veteur des paramètres

d'ordonnanement ρ ∈ Π est onsidéré inonnu et seulement l'ensemble des valeurs

admissibles Π est donné. ∆A : Π → R
n×n

est une fontion matriielle supposée

ontinue par moreaux et onnue.

Un défaut ationneur est représenté par un terme additif dans le système (3.1).

Par onséquent, le système ave défaut ationneur est dérit par :

{

xk+1 = (A+∆A(ρ))xk +Buk + Ffk + wk

yk = Cxk + vk
(3.2)

ave F ∈ R
n×q

une matrie onnue et fk ∈ R
q
le veteur des défauts ationneurs.

Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite.

Hypothèse 3.1 ∆A 6 ∆A(ρ) 6 ∆A pour tout ρ ∈ Π et ∆A,∆A ∈ R
n×n

. ✷

Hypothèse 3.2 Il existe w, w, v et v tel que : w 6 wk 6 w et v 6 vk 6 v sont

véri�és ∀ k ∈ N. ✷.

La méthodologie présentée dans ette setion se déompose en deux étapes.

La première étape onsiste à estimer les bornes de l'état xk, xk ∈ R
n
. Ensuite,

l'estimation des bornes f
k
, fk ∈ R

q
est onsidérée dans la deuxième étape.

3.2.1 Déouplage

On onsidère l'hypothèse 3.3 qui présente une ondition lassique de l'existene

d'observateurs à entrée inonnue [Hou and Muller 1992℄.
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Hypothèse 3.3 C est une matrie de rang ligne plein et F est une matrie de rang

olonne plein. ✷

Cette hypothèse permet de trouver une transformation de oordonnées zk =

HTxk ave H ∈ R
n×n

tel que :

F = H
[

R0 0
]T
KT

0

où R0 ∈ R
q×q

et K0 ∈ R
q×q

.

Le système (3.2) peut être réérit dans les oordonnées z omme suit :















zk+1 = (Ã+∆Ã(ρ))zk + B̃uk +

[

R0

0

]

f̃k + w̃k

yk = C̃zk + vk

(3.3)

ave

H =

[

H11 H12

H21 H22

]

, Ã = HTAH =

[

Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]

,

∆Ã(ρ) = HT∆A(ρ)H =

[

∆Ã11(ρ) ∆Ã12(ρ)

∆Ã21(ρ) ∆Ã22(ρ)

]

,

B̃ = HTB =
[

B̃1 B̃2

]T
, C̃ = CH =

[

C̃1 C̃2

]

, f̃k = KT
0 fk,

w̃ = HTw =
[

w̃1,k w̃2,k

]T

La matrie HT
est supposée bornée, alors, on obtient |w̃| ≤ w̃ où w̃ est un veteur

positif et onstant. Par onséquent, le système (3.3) peut être réérit omme suit :



















z1,k+1 = (Ã11 +∆Ã11(ρ))z1,k + (Ã12 +∆Ã12(ρ))z2,k + B̃1uk +R0f̃k + w̃1,k

z2,k+1 = (Ã21 +∆Ã21(ρ))z1,k + (Ã22 +∆Ã22(ρ))z2,k + B̃2uk + w̃2,k

yk = C̃1z1,k + C̃2z2,k + vk

(3.4)

où C̃1 est une matrie de rang olonne plein [Hou and Muller 1992℄ qui peut être

déomposée sous la forme suivante :

C̃1 = N
[

R1 0
]T
KT

1
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où N =
[

N11 N12

]

et ỹk = NTyk.

L'équation des mesures peut maintenant être déomposée omme suit :







ỹ1,k = R1K
T
1 z1,k +NT

11C̃2z2,k +NT
11vk

ỹ2,k = NT
12C̃2z2,k +NT

12vk = C2z2,k +NT
12vk

(3.5)

Comme on a ỹ1,k = GT
s ỹk où GT

s =
[

Iq Oq×(p−q)

]

, l'expression de z1 est issue de

(3.5) omme suit :

z1,k = E(yk − C̃2z2,k − vk) (3.6)

où E = K1R
−1
1 GT

sN
T
.

En remplaçant l'expression de z1,k dans la deuxième équation de (3.4), on obtient :







z2,k+1 = A2z2,k +∆Ã2(ρ)z2,k +B2uk +D2(ρ)yk −D2(ρ)vk + w̃2,k

ỹ2,k = C2z2,k +NT
12vk

(3.7)

où



















A2 = Ã22 − Ã21EC̃2

∆Ã2(ρ) = ∆Ã22(ρ)−∆Ã21(ρ)EC̃2

B2 = B̃2, D2(ρ) = Ã21E +∆Ã21(ρ)E,C2 = NT
12C̃2.

(3.8)

Pour onstruire un observateur du système (3.7), l'hypothèse suivante est onsidérée.

Hypothèse 3.4 La paire (A2, C2) est détetable. ✷

Il su�t maintenant de trouver un gain de l'observateur pour que (A2−LC2) soit non

négative. Toutefois, si ela n'est pas possible, une autre transformation du système

est néessaire omme l'énone le lemme 3.1.

Lemme 3.1 Il existe un gain L ∈ R
(n−q)×(p−q)

et une matrie de transformation P

tel que R = P (A2 − LC2)S, où S = P−1
, est non négative. ✷

Remarque 3.1 Dans le as où A2 −LC2 est non négative, on n'a pas besoin d'une

transformation de oordonnées et un observateur intervalle peut être onstruit pour
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le système (3.7) dans la base initiale z2 sous la forme suivante :







z2,k+1 = A2r2,k +B2uk + ϕ(z2,k, z2,k) + Γ(y+k , y
−

k )− ϑ(v, v) + w̃2

z2,k+1 = A2z2,k +B2uk + ϕ(z2,k, z2,k) + Γ(y+k , y
−

k )− ϑ(v, v) + w̃2

(3.9)

ave







































































































ϕ(z2,k, z2,k) = ∆Ã
+

2 z
+
2,k −∆Ã

+

2 z
−

2,k −∆Ã
−

2 z
+
2,k +∆Ã

−

2 z
−

2,k

ϕ(z2,k, z2,k) = ∆Ã2

+
z+2,k −∆Ã2

+

z−2,k −∆Ã2

−

z+2,k +∆Ã2

−

z−2,k

∆Ã2 = ∆Ã22 − (∆Ã21(EC̃2)
+ −∆Ã21(EC̃2)

−)

∆Ã2 = ∆Ã22 − (∆Ã21(EC̃2)
+ −∆Ã21(EC̃2)

−)

Γ(y+k , y
−

k ) = D2y
+
k −D2y

−

k ,Γ(y
+
k , y

−

k ) = D2y
+
k −D2y

−

k

ϑ(v, v) = D
+

2 v
+ −D+

2 v
− −D

−

2 v
+ +D−

2 v
−

ϑ(v, v) = D+
2 v

+ −D2
+
v− −D2

−v+ +D2
−

v−

D2 = Ã21E + (∆Ã21E
+ −∆Ã21E

−) + LNT
12

D2 = Ã21E + (∆Ã21E
+ −∆Ã21E

−) + LNT
12

(3.10)

✷

Selon le Lemme 3.1, une fois la matrie de transformation P trouvée, le système

peut être dérit dans la nouvelle base r2 = Pz2 omme suit :







r2,k+1 = Rr2,k + P∆Ã2(ρ)Sr2,k + PB2uk +M(ρ)yk −M(ρ)vk + Pw̃2,k

ỹ2,k = C2P
−1r2,k +NT

12vk
(3.11)

où M(ρ) = P (D2(ρ) + LNT
12).

Dans la suite, une synthèse d'observateur intervalle est proposée pour estimer

l'état du système et le défaut ationneur.

3.2.2 Estimation d'état

Pour le système (3.11), une struture de l'observateur intervalle est donnée par :







r2,k+1 = Rr2,k + PB2uk + ϕ(r2,k, r2,k) + Γ(y+k , y
−

k )− ϑ(v, v) + ∆(w̃2, w̃2)

r2,k+1 = Rr2,k + PB2uk + ϕ(r2,k, r2,k) + Γ(y+k , y
−

k )− ϑ(v, v) + ∆(w̃2, w̃2)
(3.12)
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ave







































































ϕ(r2,k, r2,k) = σ+r+2,k − σ+r−2,k − σ−r+2,k + σ−r−2,k

ϕ(r2,k, r2,k) = σ+r+2,k − σ+r−2,k − σ−r+2,k + σ−r−2,k

σ = (P+∆Ã2 − P−∆Ã2)S
+ − (P+∆Ã2 − P−∆Ã2)S

−

σ = (P+∆Ã2 − P−∆Ã2)S
+ − (P+∆Ã2 − P−∆Ã2)S

−

∆Ã2 = ∆Ã22 − (∆Ã21(EC̃2)
+ −∆Ã21(EC̃2)

−)

∆Ã2 = ∆Ã22 − (∆Ã21(EC̃2)
+ −∆Ã21(EC̃2)

−)

Γ(y+k , y
−

k ) =My+k −My−k ,Γ(y
+
k , y

−

k ) =My+k −My−k

(3.13)

et























































































M = (P+D2 − P−D2) + PLNT
12

M = (P+D2 − P−D2) + PLNT
12

D2 = Ã21E + (∆Ã21E
+ −∆Ã21E

−)

D2 = Ã21E + (∆Ã21E
+ −∆Ã21E

−)

ϑ(v, v) =M
+
v+ −M+v− −M

−

v+ +M−v−

ϑ(v, v) =M+v+ −M
+
v− −M−v+ +M

−

v−

∆(w̃2, w̃2) = P+w̃2 − P−w̃2

∆(w̃2, w̃2) = P+w̃2 − P−w̃2

(3.14)

Étant donnée que ∆A(ρ) est borné et ∆A 6 ∆A(ρ) 6 ∆A, alors :

∆Ã 6 ∆Ã(ρ) = HT∆A(ρ)H 6 ∆Ã,

où







∆Ã = ((HT )+∆A− (HT )−∆A)H+ − ((HT )+∆A− (HT )−∆A)H−

∆Ã = ((HT )+∆A− (HT )−∆A)H+ − ((HT )+∆A− (HT )−∆A)H−

(3.15)

Par onséquent,

∆Ã =

[

∆Ã11 ∆Ã12

∆Ã21 ∆Ã22

]

,∆Ã =

[

∆Ã11 ∆Ã12

∆Ã21 ∆Ã22

]
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On note respetivement par er2,k = r2,k − r2,k et er2,k = r2,k − r2,k les erreurs

d'observation supérieure et inférieure. Alors, les dynamiques de es erreurs sont

données par :







er2,k+1
= Rer2,k + φk + δk

er2,k+1
= Rer2,k + φ

k
+ δk

(3.16)

où































φk = ϕ(r2,k, r2,k)− P∆Ã2(ρ)Sr2,k

φ
k
= P∆Ã2(ρ)Sr2,k − ϕ(r2,k, r2,k)

δk = Γ(y+k , y
−

k )−M(ρ)yk − ϑ(v, v) +M(ρ)vk +∆(w̃2, w̃2)− Pw̃2,k

δk =M(ρ)yk − Γ(y+k , y
−

k )−M(ρ)vk + ϑ(v, v) + Pw̃2,k −∆(w̃2, w̃2)

(3.17)

Les fontions φ and φ sont globalement lipshitziennes. En utilisant le Lemme

6 dans [Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄, il en résulte que er2,k ≤ er2,k ≤ er,k

et pour une norme sous-multipliative hoisie |.|, il existe des onstantes positives

a1, a2, a3, b1, b2 et b3 tels que :







|φk| 6 a1|er2,k|+ a2|er2,k|+ a3

|φ
k
| 6 b1|er2,k|+ b2|er2,k|+ b3

(3.18)

Le Théorème3.1 présente les onditions néessaires de la onstrution

d'observateur intervalle pour le système (3.11) dans les oordonnées r2.

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 sont véri�ées, R

est non négative et l'état initial r2,0 véri�e r2,0 ≤ r2,0 ≤ r2,0. Alors, pour tout k ∈ R+

l'état r2,k solution du système (3.11) satisfait :

r2,k ≤ r2,k ≤ r2,k (3.19)

De plus, s'il existe des matries P1 ∈ R
n×n, P1 = P T

1 ≻ 0, W ∈ R
n×n,W =

W T ≻ 0, Q ∈ R
n×n, Q = QT ≻ 0 et une onstante γ > 0, tel que l'inégalité
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matriielle suivante est véri�ée :

Ψ =





Υ GTP1 GTP1

P1G P1 − γIn P1

P1G P1 P1 −W



 ≺ 0,

Υ = GTP1G− P1 + γα2In +Q,

G =

[

R 0
0 R

]

,

ave α = 2max{(a1 + b1), (a2 + b2)}. Alors, er2,k , er2,k ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 3.1 Étant donné que la matrie R est supposée non négative, et par

onstrution φk, φk, δk et δk sont aussi non négatives, alors, si r2,0 et r2,0 sont

hoisis tel que e0 et e0 sont non négatives, les dynamiques des erreurs d'observation

er2,k et er2,k restent non négatives pour tout k ∈ N.

Montrons maintenant la stabilité de solutions xk et xk de l'observateur intervalle.

Pour ette raison, on introduit le système auxiliaire suivant :

ξr2,k+1 = Gξr2,k + φ(ξr2,k) + δk (3.20)

où ξr2,k =

[

er2,k

er2,k

]

, φk =

[

φ
k

φk

]

, δk =

[

δk

δk

]

,|φ(ξr2,k)| 6 α|ξr2,k| et δk ∈ L2n
∞
.

Pour assurer la stabilité asymptotique du système (3.12), on onsidère la fontion

de Lyapunov suivante :

Vk = ξr2,k
TP1ξr2,k (3.21)
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La variation ∆V est donnée par :

∆V = Vk+1 − Vk

= ξTr2,kG
TP1Gξr2,k − ξTr2,kP1ξr2,k + ξTr2,kG

TP1φ(ξr2,k) + φT (ξr2,k)P1Gξr2,k

+ φT (ξr2,k)P1φ(ξr2,k) + 2ξTr2,kG
TP1δk + 2δk

TP1φ(ξr2,k) + δk
TP1δk

≤ ξTr2,k(G
TP1G− P1)ξr2,k + ξTr2,kG

TP1φ(ξr2,k) + φT (ξr2,k)P1Gξr2,k + φT (ξr2,k)P1φ(ξr2,k)

+ 2ξTr2,kG
TP1δk + 2δk

TP1φ(ξr2,k) + δk
T (P1 −W )δk + γα2ξTr2,kξr2,k − γφT (ξr2,k)φ(ξr2,k)

+ ξTr2,kQξr2,k − ξTr2,kQξr2,k + δk
TWδk

≤











ξr2,k

φ(ξr2,k)

δk











T

Ψ











ξr2,k

φ(ξr2,k)

δk











− ξTr2,kQξr2,k + δTkWδk

Alors, le système (3.12) est stable et ξr2,k est borné. ✷

Calulons maintenant les bornes xk, xk de l'état dans la base initiale xk.

Dans e as, on a r2 = Pz2, alors z2,k ≤ z2,k ≤ z2,k ave :

{

z2,k = S+r2,k − S−r2,k

z2,k = S+r2,k − S−r2,k
(3.22)

Soit xk = Hzk et en se basant sur le Théorème 3.1 et l'équation (3.22), les bornes

de l'état xk sont données par :






























x1,k = H11Eyk +H+
12z2,k −H−

12z2,k + (−E1)
+z2,k − (−E1)

−z2,k + (−E2)
+v − (−E2)

−v

x1,k = H11Eyk +H+
12z2,k −H−

12z2,k + (−E1)
+z2,k − (−E1)

−z2,k + (−E2)
+v − (−E2)

−v

x2,k = H21Eyk +H+
22z2,k −H−

22z2,k + (−E3)
+z2,k − (−E3)

−z2,k + (−E4)
+v − (−E4)

−v

x2,k = H21Eyk +H+
22z2,k −H−

22z2,k + (−E3)
+z2,k − (−E3)

−z2,k + (−E4)
+v − (−E4)

−v
(3.23)

ave E1 = H11EC̃2, E2 = H11E, E3 = H21EC̃2 et E4 = H21E.

Théorème 3.2 Supposons que les onditions du Théorème 3.1 sont véri�ées et x0 ≤
x0 ≤ x0. Alors, pour tout k ∈ Z+ les variables
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xk =

[

x1,k
x2,k

]

et xk =

[

x1,k
x2,k

]

satisfont :

xk ≤ xk ≤ xk. (3.24)

✷

Preuve 3.2 On a xk = Hzk, alors :

[

x1
x2

]

=

[

H11 H12

H21 H22

] [

E(yk − C̃2z2,k − vk)
z2,k

]

(3.25)

Par onséquent,

{

x1,k = H11Eyk + E1z2,k +H12z2,k − E2vk

x2,k = H21Eyk + E3z2,k +H22z2,k − E4vk
(3.26)

On introduit les erreurs d'observation pour l'état xk :































ex1,k = x1,k − x1,k

ex1,k = x1,k − x1,k

ex2,k = x2,k − x2,k

ex2,k = x2,k − x2,k

(3.27)

Alors, on obtient :































ex1,k = (H+
12 + (−E1)

+)ez2 − (H−

12 + (−E1)
−)ez2 + (−E2)

+(v − vk)− (−E2)
−(v + vk)

ex1,k = (H+
12 + (−E1)

+)ez2 − (H−

12 + (−E1)
−)ez2 + (−E2)

+(v + vk)− (−E2)
−(v − vk)

ex2,k = (H+
22 + (−E1)

+)ez2 − (H−

22 + (−E1)
−)ez2 + (−E2)

+(v − vk)− (−E2)
−(v + vk)

ex2,k = (H+
22 + (−E3)

+)ez2 − (H−

22 + (−E3)
−)ez2 + (−E4)

+(v + vk)− (−E4)
−(v − vk)
(3.28)

D'une façon similaire à la preuve du théorème 3.1, les erreurs d'observation (3.28)

sont positives. Alors, xk ≤ xk ≤ xk, ∀ k ≥ k0.
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On dé�nit la variable suivante ξx =
[

eTx1
eTx1

eTx1
eTx1

]T
et les matries

F =

















H+
12 + (−E1)

+ H−

12 + (−E1)
−

H−

12 + (−E1)
− H+

12 + (−E1)
+

H+
22 + (−E3)

+ H−

22 + (−E3)
−

H−

22 + (−E3)
− H+

22 + (−E3)
+

















J =

















(−E2)
+ − (−E2)

−

−(−E2)
− + (−E2)

+

(−E4)
+ − (−E4)

−

−(−E4)
− + (−E4)

+

















Alors, ξx ≤ Fξz2 + 2Jv.

On a ξz2 = Rξr2,k ave R =

[

R+ −R−

−R− R+

]

. Cei implique que ξx ≤ FRξr2,k +

2Jv. Étant donné ξr2,k est borné, on peut onlure que ξx est aussi borné . ✷

À e stade, on peut aluler les bornes du veteur de défaut en utilisant les bornes

de l'état xk. Cei est détaillé dans le paragraphe suivant.

3.2.3 Estimation de défaut

À partir de l'équation (3.5), le veteur de défaut peut être exprimé par :

fk = K0R
−1
0 [z1,k+1 − Ã11z1,k −∆Ã11(ρ)z1,k − Ã12z2,k −∆Ã12(ρ)z2,k − B̃1uk

− w̃1,k] (3.29)

En remplaçant z1 par son expression dans (3.6), l'équation (3.29) devient :

fk = K0R
−1
0 [Eyk+1 +G1z2,k+1 + (−E)vk+1 −G2(ρ)yk +G3z2,k +G4(ρ)z2,k +G2(ρ)vk

− B̃1uk − w̃1,k] (3.30)
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ave































G1 = −EC̃2

G2(ρ) = (Ã11 +∆Ã11(ρ))E

G3 = Ã11EC̃2 − Ã12

G4(ρ) = ∆Ã11(ρ)EC̃2 −∆Ã12(ρ)

(3.31)

Les bornes du défaut ationneur sont données par :



































fk = K0R
−1
0

(

Eyk+1 − Γf(y
+
k+1, y

−

k+1) + ϕ1(z2,k+1, z2,k+1)

+ϑ1(v, v) + ϕ2(z2,k, z2,k) + ϑ2(v, v) + ϕ3(z2,k, z2,k)− B̃1uk − w̃1

)

f
k
= K0R

−1
0

(

Eyk+1 − Γf(y
+
k+1, y

−

k+1) + ϕ
1
(z2,k+1, z2,k+1)

+ϑ1(v, v) + ϕ
2
(z2,k, z2,k) + ϑ2(v, v) + ϕ

3
(z2,k, z2,k)− B̃1uk − w̃1

)

(3.32)

ave























































































Γf(y
+
k+1, y

−

k+1) = G2y
+
k+1 −G2y

−

k+1

Γf(y
+
k+1, y

−

k+1) = G2y
+
k+1 −G2y

−

k+1

ϕ1(z2,k+1, z2,k+1) = G+
1 z2,k+1 −G−

1 z2,k+1

ϕ
1
(z2,k+1, z2,k+1) = G+

1 z2,k+1 −G−

1 z2,k+1

ϕ2(z2,k, z2,k) = G+
3 z2,k −G−

3 z2,k

ϕ
2
(z2,k, z2,k) = G+

3 z2,k −G−

3 z2,k

ϕ3(z2,k, z2,k) = G4
+
z+2,k −G4

+z−2,k −G4
−

z+2,k +G4
−z−2,k

ϕ
3
(z2,k, z2,k) = G4

+z+2,k −G4
+
z−2,k −G4

−z+2,k +G4
−

z−2,k

(3.33)
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et























































































ϑ1(v, v) = (−E)+v − (−E)−v

ϑ1(v, v) = (−E)+v − (−E)−v

ϑ2(v, v) = G2
+
v+ −G2

+v− −G2
−

v+ +G2
−v−

ϑ2(v, v) = G2
+v+ −G2

+
v− −G2

−v+ +G2
−

v−

G4 = (∆Ã11(EC̃2)
+ −∆Ã11(EC̃2)

−)−∆Ã12

G4 = (∆Ã11(EC̃2)
+ −∆Ã11(EC̃2)

−)−∆Ã12

G2 = Ã11E + (∆Ã11E
+ −∆Ã11E

−)

G2 = Ã11E + (∆Ã11E
+ −∆Ã11E

−)

(3.34)

Théorème 3.3 Supposons que les onditions du théorème 3.1 sont véri�ées. Alors,

pour tout k ∈ Z+ les estimés de défaut fk et f
k
satisfont :

f
k
≤ fk ≤ fk. (3.35)

✷

Preuve 3.3 Les bornes supérieure et inférieure de l'erreur d'observation du veteur

de défaut sont données par :







ef,k = fk − fk

ef,k = fk − f
k

(3.36)

Alors, les dynamiques de es erreurs sont alulées par les équations suivantes :







ef,k = K0R
−1
0 [G+

1 ez2,k+1
−G−

1 ez2,k+1
+G+

3 ez2,k −G−

3 ez2,k + ϕ3 − ϕ3 + δf,k]

ef,k = K0R
−1
0 [G+

1 ez2,k+1
−G−

1 ez2,k+1
+G+

3 ez2,k −G−

3 ez2,k − ϕ
3
+ ϕ3 + δf,k]

(3.37)

ave



















ϕ3 = G4(ρ)z2,k

δf,k = (−E)+(v − vk+1)− (−E)−(v + vk+1) + (w̃1 + w̃1) + ϑ2 −G2vk − Γ +G2yk

δf,k = (−E)+(v + vk+1)− (−E)−(v − vk+1) + (w̃1 − w̃1) +G2vk − ϑ2 + Γ−G2yk
(3.38)

92



Chapitre 3. Approhe ative à base d'observateurs intervalles

Ave le même raisonnement de la preuve du théorème 3.1, on peut onlure à partir

de l'équation (3.37) que l'erreur d'observation du défaut sont positives. Étant donné

que ez2, ez2, v et w̃1 sont bornés, alors f et f sont aussi bornés.

Si on dé�nit les variables suivantes :

ξf =

[

ef
ef

]

, F1 =

[

|G+
1 | |−G−

1 |
|−G−

1 | |G+
1 |

]

, F2 =

[

|G+
3 | |−G−

3 |
|−G−

3 | |G+
3 |

]

, F3 =
[

c1 c2
d1 d2

]

, δ̃ = |δf,k|+ c3 et δ̃ = |δf,k|+ d3. Alors

|ξf | ≤ |K0R
−1
0 |(F1 + F2 + F3)|ξz|+

[

δ̃f,k
δ̃f,k

]

(3.39)

Étant donné |ξz2| = |R||ξr2,k|, on obtient :

|ξf | ≤ |K0R
−1
0 |(F1 + F2 + F3)|R||ξr2,k|+

[

δ̃f,k
δ̃f,k

]

(3.40)

On a ξr2,k est borné. Par onséquent, ξf est borné aussi. ✷

3.2.4 Exemple numérique

Soit le système LPV suivant :

{

xk+1 = (A+∆A(ρ))xk +Buk + Ffk + wk

yk = Cxk + vk
(3.41)

A =





−1 1 0
−1 0 0
0 −1 −1



 , C =

[

1 0 0
0 0 1

]

, B =





1
0
0



 , F =





−1
0
0



 ,

∆A(ρ) =





0.1ρ1,k 0.5 0.1
0.1 0.2 0.4
0.3 0.5 0.05ρ2,k



 .

ave ρ1,k = sin(0.2 k) et ρ2,k = cos(0.1 k). La perturbation vk et le bruit

wk sont des distributions uniformes qui appartiennent respetivement à l'intervalle

[−0.01 0.01]. Le défaut ationneur est noté f .

Trois types de signaux de défaut sont traités par la suite :
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� Défaut f1 de type sinusoïdal : fk = sin(0.5k).

� Défaut f2 de type aléatoire de bornes ±0.75.

� Défaut f3 omposé d'une partie aléatoire de bornes ±0.5 et une autre

sinusoïdale 0.5 sin(0.2k).

Étant donné F est une matrie de rang olonne plein et C est une matrie de

rang ligne plein, alors l'hypothèse 3.1 est véri�ée. Par la suite, on obtient les matries

suivantes :

H =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1





, K0 = 1, R0 = 1

Pour L = [−0.3 − 2.1]T , la matrie A − LC n'est pas non négative. Une

transformation de oordonnées P =

[

10 − 5

−10 6

]

est utilisée tel que R = P (A −

LC)S est non négative.

Les onditions initiales sont hoisies omme suit x0 = [2 2 2]T , x0 = [3 3 3]T ,

x0 = [0.5 0.5 0.5]T . Les bornes du défaut sont alulées en utilisant l'équation (3.32).

Les résultats de simulation des états pour le premier type de défaut sont donnés par

les �gures 3.1 et 3.2. L'estimation du défaut est montrée pour haque défaut par les

�gures 3.3, 3.4 et 3.5.
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Figure 3.1 � Evolution de la deuxième omposante x2.
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Figure 3.2 � Evolution de la troisième omposante x3.
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Figure 3.3 � Evolution du défaut f1.
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Figure 3.4 � Evolution du défaut f2.
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Figure 3.5 � Evolution du défaut f3.

Les �gures préédentes montrent que les bornes supérieure et inférieure de

l'estimation de défaut enadrent la valeur réelle du défaut malgré la présene de

perturbations et de bruit des mesures.

Les résultats de l'algorithme d'estimation proposé peuvent être utilisé pour une

éventuelle ompensation de défaut omme le montre la setion suivante.

3.3 Observateur intervalle pour la ompensation

ative des défauts

Dans ette setion, on propose une loi de ommande, basée sur le méanisme de

reon�guration, qui onsiste à modi�er l'ation du régulateur a�n de ompenser

l'e�et du défaut agissant sur le système. L'objetif est de aluler une loi de

ommande en utilisant les observateurs intervalles permettant de ompenser l'e�et

de défaut et d'assurer la stabilité du système en présene des perturbations.
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La �gure 3.6 présente un diagramme shématique général de la méthode

proposée. Le module de diagnosti est omposé de trois sous-modules : la détetion

de défaut indique si un défaut se produit ou non, l'isolation de défaut est utilisée

pour déterminer la loalisation du défaut dans le système et l'estimation de défaut

qui onsiste à estimer l'amplitude et la nature du défaut. L'observateur intervalle

permet d'estimer des bornes inférieure et supérieure de l'état du système utilisées

pour le alul de la loi de ommande a�n de ompenser l'e�et des défauts.

PSfrag replaements

uk yk

fk

x
x

Observateur

intervalle

Calul

de la loi

de ommande

Système

Diagnosti

Figure 3.6 � Compensation ative de défaut basée sur un observateur intervalle.

Dans la suite, le système onsidéré est elui représenté par l'équation 3.2 et les

hypothèses 3.1, 3.2 et 3.5 sont supposées véri�ées.

Hypothèse 3.5 f
k
6 fk 6 fk, ∀ fk ∈ R

q
. ✷

Il onvient de souligner que le module de diagnosti n'est pas pris en ompte dans

ette partie et seulement le alul de la loi de ommande est onsidéré en supposant

que les informations sur les défauts sont disponibles.

3.3.1 Observateur intervalle

Une struture de l'observateur intervalle pour le système (3.2) est donnée par :







xk+1 = (A− LC)xk + χk +Buk + ϕk + wk + Lyk + |L|V Ep

xk+1 = (A− LC)xk + χ
k
+Buk + ϕ

k
+ wk + Lyk − |L| V Ep

(3.42)
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ave χk = ∆A
+
x+k − ∆A+x−k − ∆A

−

x+k + ∆A−x−k , χk
= ∆A+x+k − ∆A

+
x−k −

∆A−x+k +∆A
−

x−k , ϕk = F+fk − F−f
k
et ϕ

k
= F+f

k
− F−fk.

Soient les erreurs d'observation supérieure et inférieure suivantes :

{

ek = xk − xk

ek = xk − xk

(3.43)

Les dynamiques des erreurs d'observation sont données par :







ek+1 = (A− LC)ek + ψk

ek+1 = (A− LC)ek + ψ
k

(3.44)

où ψk = χk −∆A(ρ)xk + ϕk − Ffk + wk − wk + |L|V Ep + Lvk et ψk
= ∆A(ρ)xk −

χ
k
+ Ffk − ϕ

k
+ wk − wk + |L| V Ep − Lvk.

Théorème 3.4 Supposons que les hypothèses 3.1, 3.2 et 3.5 sont véri�ées, la

matrie A − LC est non négative et l'état initial x0 véri�e x0 ≤ x0 ≤ x0. S'il

existe des matries dé�nies positives et symétriques Q,P et W tel que l'inégalité

matriielle suivante est véri�ée :

DTPD − P +DTPW−1PD + α(‖W + P‖)I +Q ≤ 0 (3.45)

où D = A− LC et α = 3max((a1
2 + b1

2), (a2
2 + b2

2)), alors xk, xk ∈ Ln
∞
.

Preuve 3.4 D'après le Lemme 1.2 et l'hypothèse 3.1, on a pour xk ∈ R
n
:

∆A+x+k −∆A
+
x−k −∆A−x+k +∆A

−

x−k 6 ∆A(ρ)xk 6 (3.46)

∆A
+
x+k −∆A+x−k −∆A

−

x+k +∆A−x−k

D'après le Lemme 1.2 et l'hypothèse 3.5, on a pour fk ∈ R
q
:

F+f
k
− F−fk 6 Ffk 6 F+fk − F−f

k
(3.47)
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Étant donné que la matrie A−LC est non négative, ψk et ψk
sont non négatives,

alors si x0 et x0 sont hoisis tel que e0 et e0 sont non négatives, les dynamiques des

erreurs d'observation ek et ek sont positives pour tout k ∈ N.

Montrons maintenant que les variables xk, xk restent bornées ∀k ∈ N. Dans e

as, on onsidère la fontion de Lyapunov suivante :

V (ek, ek) = ek
TPek + ek

TPek (3.48)

La variation ∆V de ette fontion est donnée par :

∆V = Vk+1 − Vk

= eTk (D
TPD − P )ek + 2eTkD

TPψk + ψ
T

kPψk + eTk (D
TPD − P )ek

+ 2eTkD
TPψ

k
+ ψT

k
Pψ

k

De plus, d'après [Zheng, E�mov, and Perruquetti 2016℄, on peut obtenir les

inégalités suivantes :

2eTkD
TPψk = 2eTkD

TPW−0.5W 0.5ψk ≤ eTkD
TPW−1PDek + ψ

T

kWψk

2eTkD
TPψ

k
= 2eTkD

TPW−0.5W 0.5ψ
k
≤ eTkD

TPW−1PDek + ψT

k
Wψ

k

Cei implique :

∆V ≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ ψ
T

k (W + P )ψk + ψT

k
(W + P )ψ

k

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ 3 ‖W + P‖ (a21 ‖ek‖2 + a22 ‖ek‖2 + a23) + 3 ‖W + P‖ (b21 ‖ek‖2 + b22 ‖ek‖2 + b23)

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD)ek + eTk (D

TPD − P +DTPW−1PD)ek

+ α ‖W + P‖ eTk ek + α ‖W + P‖ eTk ek + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23)

≤ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD + α ‖W + P‖ I)ek

+ eTk (D
TPD − P +DTPW−1PD + α ‖W + P‖ I)ek + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23)

≤ −eTkQeTk − eTkQe
T
k + 3 ‖W + P‖ (a23 + b23).
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En utilisant (3.45), on a ∆V ≤ −eTkQeTk − eTkQe
T
k +β ave β = 3 ‖W + P‖ (a23+

b23) e qui implique la bornitude des dynamiques des erreurs d'observation ek, ek,

alors les variables xk, xk restent bornées ∀k ∈ N. ✷

La prinipale restrition du théorème 3.4 est de trouver un gain L tel que

la matrie A − LC est non négative. Néanmoins, il est possible de relaxer ette

restrition en déterminant une matrie non singulière R tel que E = R(A − LC)S

est non négative où S = R−1
. En e�et, en e�etuant le hangement de oordonnées

zk = Rxk, un observateur intervalle pour le système (3.2) peut être réérit sous la

forme suivante :







zk+1 = Ezk + χz
k +RBuk + ϕz

k + ρzk +RLyk + |F |V Ep

zk+1 = Ezk + χz

k
+RBuk + ϕz

k
+ ρz

k
+RLyk − |F |V Ep

(3.49)

où































χz
k = (σ+z+k − σ+z−k − σ−z+k + σ−z−k )

χz

k
= (σ+z+k − σ+z−k − σ−z+k + σ−z−k )

σ = S+(R+∆A− R−∆A)− S−(R+∆A− R−∆A)

σ = S+(R+∆A− R−∆A)− S−(R+∆A− R−∆A)

(3.50)

et















































ϕz

k
= R+(F+fk − F−fk)− R−(F+fk − F−fk)

ϕz
k = R+(F+fk − F−fk)− R−(F+fk − F−fk)

ρz
k
= R+wk −R−wk

ρzk = R+wk −R−wk

F = RL

(3.51)

Théorème 3.5 Soit une matrie non singulière R tel que E = R(A−LC)S est non

négative. L'état initial z0 véri�e z0 ≤ z0 ≤ z0. S'il existe des matries symétriques

dé�nies positives Q,P et W telle que l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

ETPE − P + ETPW−1PE + αz(‖W + P‖)I +Q ≤ 0 (3.52)

où E = R(A− LC)S et αz = 3 max((c1
2 + d1

2), (c2
2 + d2

2)), alors zk, zk ∈ Ln
∞
. ✷
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Preuve 3.5 La preuve est similaire à elle du Théorème 3.4 . ✷

Une fois on a trouvé les bornes xk et xk de l'état xk, alors on peut maintenant

aluler la loi de ommande en utilisant es bornes. Cei sera détaillé dans le

paragraphe suivant.

3.3.2 Compensation de défaut et analyse de stabilité

3.3.2.1 Compensation de défaut

La loi de ommande nominale est hoisie sous la forme d'un retour d'état linéaire

donné par l'équation suivante :

un,k = −K (xk + xk)

2
(3.53)

où K est le gain de retour.

En remplaçant la loi de ommande nominale (3.53) dans le système d'équations

(3.2), la représentation d'état en boule fermée est obtenue sous la forme suivante :

{

xk+1 = (A +∆A(ρ))xk +Bun,k + Ffk + wk

yk = Cxk + vk
(3.54)

On propose dans ette partie de aluler une loi de ommande uk,ad à ajouter à la

loi de ommande nominale pour ompenser l'e�et de défaut dans le système. Alors,

la loi de ommande totale appliquée au système (3.2) est donnée par :

uk = un,k + uad,k (3.55)

Par onséquent, la représentation d'état en boule fermée devient :

{

xk+1 = (A+∆A(ρ))xk +Bun,k +Buad,k + Ffk + wk

yk = Cxk + vk
(3.56)

La loi de ommande additive uad,k doit être alulée pour rendre le omportement

du système défetueux aussi prohe que possible de elui en mode nominal. En
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d'autres termes, uad,k doit satisfaire l'équation suivante :

Ffk +Buad,k ≈ 0 (3.57)

En utilisant les bornes supérieure et inférieure du défaut dérites dans la setion

préédente, la solution de (3.57) peut être obtenue par la relation suivante si la

matrie B est du rang omplet :

uad,k = −B∗F
f
k
+ fk

2
(3.58)

où B∗
est la matrie pseudo-inverse de B.

Dans le paragraphe suivant, une analyse de stabilité de système en boule fermée

sera étudiée.

3.3.2.2 Analyse de stabilité

En présene de défaut ationneur additif, le système en boule fermée est dé�ni

par :







xk+1 = (A+∆A(ρ))xk −
BK

2
(xk + xk) + Ffk +Buad,k + wk

yk = Cxk + vk

(3.59)

Un observateur intervalle pour le système (3.59) est dérit par :











xk+1 = (A− LC − BK

2
)xk −

BK

2
xk + χk + δk

xk+1 = (A− LC − BK

2
)xk −

BK

2
xk + χ

k
+ δk

(3.60)

où δk = ϕk − 1
2
F (fk + f

k
) + wk + Lyk + |L| V Ep et δk = ϕ

k
− 1

2
F (fk + f

k
) + wk +

Lyk − |L| V Ep.

Théorème 3.6 Supposons que les hypothèses 3.1, 3.2 et 3.5 sont véri�ées. L'état

initial x0 véri�e les inégalités x0 ≤ x0 ≤ x0. De plus, soit la loi de ommande

suivante [Lamouhi, Amairi, Raïssi, and Aoun 2017a℄ :

uk = un,k + uad,k (3.61)
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S'il existe des matries P ∈ R
2n×2n, P = P T ≻ 0,Q ∈ R

2n×2n, Q = QT ≻ 0 et

W ∈ R
2n×2n,W =W T ≻ 0 telles que l'inégalité matriielle suivante est véri�ée :

Φ =





GTPG− P +Q GTP GTP
PG P P
PG P P −W



 � 0, (3.62)

ave

G =

[

A− LC − BK
2

−BK
2

−BK
2

A− LC − BK
2

]

,

Alors, xk, xk et xk ∈ Ln
∞
. ✷

Preuve 3.6 Pour prouver la bornitude des solutions de l'observateur xk et xk, on

introduit le système auxiliaire suivant :

ξk+1 = Gξk + χk + δk (3.63)

où ξk =

[

xk

xk

]

, χk =

[

χ
k

χk

]

, δk =

[

δk

δk

]

Par la suite, onsidérons la fontion de Lyapunov suivante :

Vk = ξk
TPξk (3.64)

La variation ∆V de ette fontion est donnée par :

∆V = Vk+1 − Vk

= ξTkG
TPGξk − ξTk Pξk + ξTkG

TPχk + χT
kPGξk + χT

kPχk + 2ξTkG
TPδk

+ 2δk
TPχk + δk

TPδk

= ξTk (G
TPG− P )ξk + ξTk G

TPχk + χT
kPGξk + χT

kPχk + 2ξTk G
TPδk

+ 2δk
TPχk + δk

T (P −W )δk + ξTk Qξk − ξTk Qξk + δk
TWδk

=











ξk

χk

δk











T

Φ











ξk

χk

δk











− ξTkQξk + δk
TWδk

En utilisant l'équation (3.62), on a : ∆V ≤ −ξTk Qξk + δk
TWδk, on peut don

onlure à partir du théorème 3.6 que les variables xk et xk restent bornées pour tout

uk ∈ R
q, k ∈ N.
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3.3.3 Exemple numérique

On onsidère le système LPV disret suivant soumis à des défauts ationneurs

additifs :

{

xk+1 = (A+∆A(ρ))xk +Buk + Ffk + wk,

yk = Cxk + vk,
(3.65)

A =











1.1 − 0.1 0.35

0.9 0.2 − 0.2

0.85 − 0.2 0.25











, B =











1

−1

0











, C =











1

0

0











T

Pour la simulation, on hoisit :

∆A(ρ) =











0.01 sin(k) 0 0

0 0.02sin(k) 0

0 0 0.05 cos(k)











,

∆A = −∆A =











0.01 0 0

0 0.02 0

0 0 0.05











, wk = [0 0.01 sin(k) 0]T ,

wk = −wk = [0 0.01 0]T , vk = 0.01 cos(k) et V = 0.01.

Un défaut ationneur se produit dans le système omme suit :

fk =

{

0 si k < 400

sin (0.01 k) si k > 400

ave F = [0 0.05 0]T , et on suppose que le module de diagnosti fournit une

estimation inertaine de fk tel que f
k
≤ fk ≤ fk ave f

k
= 0.95 sin(0.01 k) et

fk = 1.05 sin(0.01 k).

Pour L = [0.9 1.1 0.5]T , la matrie A−LC n'est pas non négative. Alors, une

transformation des oordonnées,
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S =











−0.058 0.997 − 0.052

0.134 − 0.044 − 0.99

0.989 0.064 0.131











est utilisée tel que E = R(A − LC)S, est non

négative.

Par onséquent, le système d'équations (3.49) est un observateur intervalle pour

le système (3.65) ave uk = un,k + uad,k, K = [0.9365 − 0.3135 1.0157] et uad,k =

−B∗F
fk+f

k

2
.

Le as défetueux est onsidéré dans les simulations, tel que, avant t = 400s,

le système fontionne en régime nominal. À t = 400s, un défaut additif se produit

dans l'ationneur. Supposons que les informations sur le défaut sont disponibles, la

ompensation du défaut est appliquée à t = 600.

Les résultats de simulations sont données par les �gures 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11.
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Figure 3.7 � Evolution de la première omposante x1.
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Figure 3.8 � Evolution de la deuxième omposante x2.
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Figure 3.9 � Evolution de la troisième omposante x3.
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Figure 3.10 � Zoom de la deuxième omposante x2.
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ompensation.

La Figure 3.10 présente un zoom de la deuxième omposante x2. La Figure 3.11
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présente l'évolution des bornes de l'erreur dans le as défetueux et sain. Ces �gures

permettent de omparer les réponses de système vis-à-vis des défauts ave et sans

ompensation.

Les résultats de l'utilisation de la loi de ommande proposée montrent que l'e�et

du défaut est traité et que la robustesse en termes de stabilité du système FTC en

boule fermée est assurée en présene de défauts ationneurs additifs et ave des

perturbations externes.

3.4 Conlusions

Dans e hapitre, nous avons proposé une méthodologie pour la synthèse de la

ommande ative tolérante aux fautes.

En premier lieu, une approhe d'estimation en utilisant les observateur intervalles

à entrée inonnue pour les systèmes LPV est proposée. Cette approhe est basée sur

le prinipe de déouplage des défauts. En e�et, deux étapes se présentent : la première

onsiste à estimer l'état du système et la deuxième onsiste à estimer le défaut. Une

analyse de stabilité, exprimée en termes d'inégalité matriielle, est étudiée pour les

deux étapes.

En seond lieu, une tehnique de ompensation de défauts ationneurs a été

développée pour les système LPV. Un observateur intervalle est onstruit pour e

système permettant une estimation des bornes de l'état. Par la suite, les bornes de

l'observateur sont utilisées pour le alul d'une loi de ommande additive permettant

la ompensation de défauts.

109



Conlusion générale

Dans e mémoire, nous avons présenté nos travaux de reherhe menés dans le

adre d'une thèse dédié à l'étude de la ommande tolérante aux fautes. Le ontexte

à erreurs inonnues mais bornées dans lequel sont situés nos travaux, a permis

de onstruire des méthodologies robustes, vis-à-vis des défauts, des perturbations

externes et des inertitudes du modèle. L'objetif prinipal de ette thèse est

de synthétiser un régulateur tolérant aux défauts en utilisant des observateurs

intervalles.

Dans le hapitre 1, nous avons présenté en premier lieu un état de l'art sur

les prinipales tehniques de ommandes tolérantes aux fautes. Deux prinipales

méthodes sont détaillées à savoir la ommande ative et la ommande passive.

De plus, nous avons rappelé les résultats de quelques travaux sur la synthèse

d'observateurs intervalles basée sur la théorie des systèmes oopératifs pour

di�érentes lasses des systèmes linéaires et non-linéaires. Des solutions ont été

développées pour la relaxation des onditions liées à la onstrution d'un observateur

intervalle. Elles onsistent à utiliser un hangement de oordonnées invariant ou

variant dans le temps en fontion de l'approhe proposée.

Dans le hapitre 2, nous avons développé de nouveaux résultats pour la

ommande passive tolérante aux fautes pour les systèmes LPV à temps disret. Deux

méthodologies ensemblistes ont été proposées dans e hapitre. La première onsiste
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à développer un observateur intervalle assoié à des systèmes LPV ave défauts

ationneurs. La synthèse d'observateur est basée sur une struture de Luenberger à

temps disret où les inertitudes et les défauts sont onsidérés inonnus mais bornés.

Ensuite, et observateur est utilisé pour le alul d'une loi de ommande.

Dans la deuxième méthode, nous nous sommes intéressés aux problèmes de la

FTC passive pour des systèmes LPV disrets en présene de défauts omposants.

Une ommande passive robuste vis-à-vis aux défauts a été proposée. Elle est basée

sur un retour d'état linéaire, permettant d'assurer la stabilité du système même en

présene de perturbations externes. Ces deux méthodes sont illustrées à travers des

résultats de simulation.

Dans le hapitre 3, nous avons étendu les résultats obtenus pour la ommande

ative tolérante aux fautes. Un observateur intervalle à entrée inonnue basée sur

le prinipe de déouplage des défauts est développé. Deux étapes se présentent :

la première onsiste à estimer les bornes de l'état du système. La deuxième

fournit une estimation des bornes du défaut. Nous avons développé une méthode

de ompensation de défauts ationneurs pour les systèmes LPV. L'idée est

de synthétiser un observateur intervalle fournissant des bornes minorantes et

majorantes de l'état. Ces bornes sont utilisées par la suite pour le alul d'une loi

de ommande additive permettant la ompensation des défauts. Les méthodologies

développées sont illustrées à travers des exemples numériques.

Les travaux présentés dans e mémoire font apparaître un ertain nombre de

perspetives pour des développements ultérieurs. Une diretion à développer et à

formaliser onerne l'évaluation des performanes de l'observateur intervalle à savoir

la préision et la rapidité. Il serait aussi intéressant de réutiliser les observateurs

intervalles proposés pour la ommande tolérante aux fautes des systèmes à retard et

systèmes hybrides en présene de défauts et d'inertitudes bornés.
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Rihab LAMOUCHI

Contributions à l'observation et à

la ommande tolérante aux fautes

des systèmes inertains

Abstrat :

The researh work presented in this thesis fouses on the design of interval observers for

fault-tolerant ontrol of unertain systems. The presene of faults, unertainties and disturbanes

in automated systems often auses undesirable reations. In this ontext, two approahes of fault

tolerant ontrol have been developed based on interval observers in the ase where the faults and

the unertainties are unknown but bounded. The �rst approah is passive and onsists in ensuring

the losed-loop system stability even in the presene of atuator and/or omponent faults. The

seond approah, an ative one, ompensates the fault e�et and ensures the system stability and

desired performanes. These ontributions are validated through numerial simulations.

Keywords :

Fault tolerant ontrol, linear parameter varying systems, interval observers, ative FTC, passive

FTC, unertainties.

Résumé :

Les travaux de reherhe présentés dans e mémoire portent sur la synthèse d'observateurs

intervalles pour la ommande tolérante aux fautes de systèmes inertains. La présene de

défauts, d'inertitudes et de perturbations peut provoquer des réations indésirables du système

ommandé. Dans e ontexte, nous avons développé deux approhes de ommande tolérante aux

fautes basées sur des observateurs intervalles dans le as où les défauts et les inertitudes sont

inonnus mais bornés. La première approhe, dite passive, permet de garantir la stabilité du

système en boule fermée y ompris en présene de défauts ationneurs et/ou omposants. La

seonde approhe, dite ative, permet de ompenser l'e�et des défauts et d'assurer la stabilité et les

performanes désirées du système. Ces ontributions sont validées par des simulations numériques.

Mots lés :

Commande tolérante aux fautes, systèmes linéaires à paramètres variables, observateurs

intervalles, FTC ative, FTC passive, inertitudes.
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