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INTRODUCTION GENERALE

MOTIVATION ET CONTEXTE

De nos jours, les matériaux composites sont utilisés pour la fabrication de grandes structures
de formes complexes dans les domaines du naval, I'aéronautique ou encore de I'automobile. En
effet, ce sont des matériaux plus qu’intéressants lorsque les criteres de légereté et de grande
résistance deviennent des facteurs déterminants et prépondérants pour le design des structures.
On peut citer par exemple, les matériaux composites stratifiés tissés carbone/époxy ou
verre/époxy qui possedent de trés bonnes propriétés en fatigue en regard des matériaux
métalliques. C’est pour cela qu’ils sont naturellement retenus pour la réalisation de pales
d'hélicoptere ou d’éolienne [1], [2], [3], [4]- Actuellement, on tend méme a utiliser des matériaux
composites avec des architectures de fibres plus complexes (tridimensionnelles) que l'on
retrouve dans la réalisation des aubes de la soufflante des moteurs Leap Snecma [5], [6]. Pour
tous ces matériaux destinés a la réalisation de structures primaires supportant de grands efforts,
la phase de validation doit inclure les simulations des essais mécaniques. Les cas de chargements
dynamiques ou de fatigue (cas qui nous intéressera plus particulierement dans nos travaux)
demeurent un des points essentiels devant étre maitrisé par les industriels en vue de la
certification des structures.

La détermination expérimentale des limites de fatigue d’'un matériau composite requiert un
grand nombre d’essais sur plusieurs stratifications de maniere a identifier les différentes
composantes du tenseur des contraintes. Cette détermination sur une stratification donnée, est
faite habituellement grace a la construction de courbes, appelées courbes de Wohler: on
applique sur une éprouvette des chargements cycliques pendant une durée assez conséquente
(habituellement plusieurs semaines) afin que les chargements se rapprochent de la limite de
fatigue de I'éprouvette. Pour estimer en quelques heures seulement cette limite de fatigue, une
approche alternative a été développée au laboratoire en se basant sur l'effet d’auto-
échauffement du matériau composite [7]. Ce type d’approche a été initialement proposée pour
évaluer la limite de fatigue de matériaux isotropes comme les alliages métalliques [8], les
élastomeres [9] et plus récemment sur des composites a fibres courtes [10]. Dans le cas des
matériaux composites a fibres de carbone, cette méthode consiste a appliquer a une éprouvette
une séquence de blocs de chargement cyclique avec un niveau de contrainte fixe et a mesurer la
température stabilisée de I’échantillon sur chaque bloc de chargement imposé. Lorsque la valeur
de la température stabilisée augmente de maniére significative, on considere que la limite en
fatigue est atteinte. Des études tomographiques combinées a des essais traditionnels de fatigue
ont permis de mettre au point la méthode. Au cours des campagnes expérimentales menées tant
sur des unidirectionnels carbone/époxy que tissés carbone/PA66, les résultats obtenus par la
meéthode « d’auto-échauffement » ont été corrélés de maniere plus que satisfaisante a ceux issus
des essais classiques de fatigue conduisant a la construction de la courbe de Wohler. Des
simulations numériques ont aussi été effectuées en utilisant un modele élasto-plastique
endommageable [11] : elles ont montré que la dissipation des boucles d’hystérésis devait étre

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 15



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’'un modéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

prise en compte pour retrouver la température de I'éprouvette observée lors des différents blocs
de chargement de la méthode « d’auto-échauffement». La simulation de la dégradation du
comportement mécanique du matériau composite tissé ainsi que celle des dissipations
responsables de I’élévation de la température de I'éprouvette passent donc par I'élaboration d'un
modele de comportement qui soit fiable d’'un point de vue mécanique et dissipatif. En
conséquence, nous proposons d’utiliser le cadre de la thermodynamique des processus
irréversibles combiné a la théorie des dérivées fractionnaires pour élaborer un tel modeéle. Cette
théorie des dérivées fractionnaires a été initialement introduite au 19¢me siecle [12], [13], [14],
[15], [16], [17], [18]. Cependant, ce n’est que dans la seconde partie du 20ime siecle que cet outil
mathématique a été employé dans les sciences de I'ingénieur [19], [20] et en particulier dans le
domaine antivibratoire automobile [21], [22], [23].

OBJECTIFS

L’objectif de cette these est de développer un modele de comportement dédié aux matériaux
composites tissés carbone a matrice thermodurcissable ou thermoplastique et qui soit capable
de reproduire simultanément les essais mécaniques et a terme les élévations de température du
matériau. Le modele proposé est de type élasto-plastique endommageable et integre les effets de
vitesse du matériau dus a la matrice polymere. Le cadre des dérivées fractionnaires a été utilisé
pour représenter les boucles d’hystérésis survenant lors de chargements cycliques qui sont
issues des mécanismes visqueux combinés a la dégradation du matériau. Ce modele permet par
conséquent de reproduire les contributions des différents mécanismes de dissipation.

La modélisation retenue est dite collaborative puisqu’elle sera composée de deux sous-
modeles : le premier est basé sur les travaux initialement proposés par Ladeveze [11] au LMT de
Cachan. Ce modeéle est de type élasto-plastique endommageable [24] et prend en compte la
sensibilité a la vitesse de déformation [25], [26], [27], [28]. Il agira uniquement lors de
’évolution de la surface de charge correspondant a la description des déformations irréversibles.
Le second sous-modele est une loi de comportement écrite a 'aide de dérivées fractionnaires
afin d’y intégrer les effets visqueux survenant dans les boucles d’hystérésis. Ce second modele
n'agira que lorsque le matériau subit une décharge et tant que l'état des déformations
irréversibles précédent n’est pas atteint de nouveau. Nous avons donc une modélisation que I'on
peut décrire comme « collaborative » et qui constitue le point innovant de ces travaux. Nous
montrerons que cette modélisation collaborative prend toujours en compte les effets de vitesses
de déformation, notamment lors de chargements cycliques et qu’elle est tout a fait adaptée a
représenter non seulement le comportement mécanique mais aussi a terme les sources de
dissipations conduisant a I’évolution de la température du matériau lors de sollicitations de type
dynamique et de fatigue.

ORGANISATION DU MEMOIRE
Le mémoire est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre correspond a une breve introduction des éléments essentiels permettant
d’aborder la théorie du calcul fractionnaire. Nous rappelons les principaux points que 1'on peut
trouver dans les ouvrages mathématiques de référence portant sur le calcul fractionnaire. Les
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éléments mathématiques utilisés pour construire ou identifier le modele de comportement de
composite tissé sont présentés et plus particulierement les fonctions auxiliaires Gamma, Beta et
Mittag-Leffler permettant d’obtenir des solutions aux problemes fractionnaires. Les définitions
et principales propriétés des intégrales et dérivées fractionnaires classiquement rencontrées
dans la littérature sont étudiées et illustrées. Les transformations de Fourier et de Laplace qui
peuvent étre employées pour résoudre les équations fractionnaires sont aussi présentées. Enfin
un des points forts du chapitre est de présenter des méthodes d’approximation numérique
dédiées aux dérivées fractionnaires. La présentation de I'ensemble de ces aspects théoriques a
propos des dérivées fractionnaires nous semble important car ils sont mis en ceuvre dans les
chapitres ultérieurs, notamment afin de proposer et d’identifier le modele de comportement
dédié aux tissus a fibres de carbone.

Dans le deuxieme chapitre, on rappelle les spécificités du comportement mécanique des
matériaux composites a matrice organique. Nous présentons en particulier des exemples
d’applications simples permettant de mettre en ceuvre des modeles fractionnaires pour des
matériaux viscoélastiques correspondant a des matrices polymeres. Nous poursuivons la
présentation par des modeles fractionnaires plus complexes comme ceux dit de Kelvin-Voigt
[29], Maxwell [30], [31], [32], Zener [33] et Rabotnov [34], [35], [36]. Ces modeles de
comportement permettent de décrire les processus de fluage et de relaxation des polymeres
pour de larges gammes de temps caractéristiques. Ensuite, nous proposons aussi de nous
attarder sur les résultats intéressants dans le domaine temporel pour le cas de modeles
fractionnaires développés pour les polymeres initialement dans le domaine fréquentiel [20],
[37]. Enfin nous terminons par linterprétation physique des dérivées fractionnaires, en
illustrant les liens qui existent entre le modele moléculaire de Rouse [38] et la physique
fractionnaire. Dans une derniéere section, nous rappelons que d’autres modeles sont également
capables de représenter le comportement hystérétique des matériaux Drozdov [39], Caputo [40]
et Matéos [41].

Le troisieme chapitre constitue le coeur de notre travail. Le modele théorique développé pour
représenter le comportement du matériau composite tissé sous chargements cycliques est
présenté. L’endommagement du pli élémentaire de composite est décrit a I'aide de la mécanique
continue de I'endommagement. Le modele du pli élémentaire est élasto-plastique
endommageable. L'écrouissage du modeéle de plasticité est supposé isotrope. Les effets de vitesse
de déformation sont pris en compte pour décrire I'évolution du comportement du pli
élémentaire pour des chargements dynamiques. Afin de décrire le comportement hystérétique
observé lors de charges/décharges, nous étendons la loi précédente en y adjoignant un modele a
base des dérivées fractionnaires. Nous proposerons les points clés de la collaboration entre ces
deux modeles.

Le chapitre quatre propose les validations numériques du modele développé en regard
d’essais expérimentaux de caractérisation pour des matériaux composites tissés a matrice
thermodurcissable ou thermoplastique. Nous proposons aussi la méthodologie d’identification
de I'ensemble des parametres de la modélisation collaborative.

Nous terminerons ce mémoire par une conclusion et un bilan général sur les travaux menés et
nous proposerons les perspectives futures, plus qu’intéressantes a propos non seulement des
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possibilités offertes par ce modele collaboratif en regard de la sensibilité a la vitesse de
déformation mais aussi de son implémentation au sein d’'un code de calcul commercial.
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CHAPITRE 1 : THEORIE MATHEMATIQUE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Ce chapitre introduit le cadre mathématique du calcul fractionnaire utilisé dans cette these afin de
modéliser le comportement viscoélastique des polymeres ou celui des matériaux composites a
matrice thermodurcissable ou thermoplastique. Dans un premier temps, les fonctions auxiliaires
(Gamma, Beta, Mittag-Leffler, etc.) sont rappelées car elles servent de base aux méthodes
fractionnaires. Ensuite, les différentes définitions des intégrales et dérivées fractionnaires ainsi que
leurs propriétés sont présentées. Puisqu’ils sont le fondement du développement des lois de
comportement viscoélastique, nous poursuivons l’exposé sur le cadre théorique des transformations
intégrales de Fourier et de Laplace ainsi que sur les équations différentielles fractionnaires et leurs
méthodes de résolution. Les méthodes d’approximation numérique des opérateurs fractionnaires
sont enfin étudiées en détail et nous permettent de justifier 'approximation utilisée pour la suite de
nos travaux.

1.1 INTRODUCTION

Dans le cadre de ce travail de these, on s’intéresse au développement d’'un modele de
comportement dédié aux matériaux composites soumis a des chargements cycliques. Comme on
I'a évoqué dans l'introduction générale, les modeles de comportement classiques [11], [28] ne
permettent pas de représenter les boucles d’hystérésis associés aux mécanismes de
viscoélasticité du matériau. Afin de décrire de tels phénomeénes dissipatifs, il est important que
ces modeles de comportement puissent prendre en compte 'histoire des sollicitations. Nous
proposons donc d’introduire les dérivées fractionnaires dans le développement de lois afin de
représenter les effets de mémoire dans le comportement mécanique des matériaux.

La théorie de la dérivation non entiére est une branche des mathématiques qui a trouvé
récemment des applications multiples dans les sciences de l'ingénieur. Classiquement en
thermodynamique des processus irréversibles, on propose un modele impliquant des variables
primales et des lois d’évolution exprimées en fonction des variables duales. La solution est
recherchée a 'aide d’équations différentielles respectant le premier et le second principe de la
thermodynamique [42]. Cependant I’évolution des variables primales mesurées
expérimentalement en fonction des variables duales est parfois la solution d’équations
différentielles a exposant non entier traduisant un mécanisme physique de type fractal. C’est
notamment le cas pour la viscosité des polymeres [30], [32], [33]. C'est dans ce cadre que les
dérivées fractionnaires ont été introduites afin de décrire de facon réaliste les courbes
expérimentales tout en limitant le nombre de parametres dans les modélisations viscoélastiques
des matériaux.

Le calcul fractionnaire est un domaine des mathématiques qui a pour objet d’étendre les
définitions des intégrales et des dérivées traditionnelles a des ordres non entiers. L'intégrale et
la dérivée fractionnaires représentent respectivement la généralisation a des ordres non entiers
de I'intégrale et de la dérivée, tout comme la fonction puissance a exposant réel qui correspond a
la « prolongation » de la fonction puissance a exposant entier. Plusieurs définitions ont été
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proposées pour la dérivation non entiére. Il faut cependant noter que ces définitions ne menent
pas toujours a des résultats identiques mais sont globalement équivalentes pour un grand
nombre de fonctions.

A titre d’illustration, considérons '’exemple de la fonction puissance, les exposants entiers
correspondent a une multiplication répétitive d’'une valeur, par exemple x3 = x * x * x. Par
contre cette définition n’est visiblement pas applicable si I'exposant prend une valeur réelle.
L’expression de x3* ne peut pas étre calculée comme une multiplication de la valeur x par elle-
méme 3.4 fois. Par contre, cette valeur existe si 'on revient a la définition générale qui inclut les
fonctions exponentielle et logarithmique et elle peut étre déterminée aisément en utilisant une
calculatrice.

De la méme facon, si on considere les définitions de I'intégrale et de la dérivée d'une fonction,
elles sont définies uniquement pour des ordres entiers. Pour des intégrales et des dérivées
d’ordre entier n supérieur a 1 (n € N), cela ne pose évidemment pas de difficultés car il suffit
d’appliquer l'intégration ou la dérivation comme une opération répétitive. Mais finalement que
représente et comment calculer une intégrale ou une dérivée avec un ordre non entier ? En
particulier, il faut se souvenir que la fonction puissance a exposant réel est couramment utilisée
en physique. Il convient de noter que les solutions des équations différentielles fractionnaires
font plutdt intervenir des fonctions puissances [43], [44] alors que les solutions des équations
différentielles ordinaires s’expriment sur une base exponentielle...

Le sens a donner a ces opérateurs différentiels d’'ordre non entier est une question essentielle
que les mathématiciens se sont rapidement posée. Cette question fondamentale a été abordée
dans une lettre de L’Hdpital adressée a Leibniz concernant la signification de la dérivée d’ordre
un demi (n = 1/2). Leibniz a répondu de la maniére elliptique suivante : c’est « Un paradoxe
apparent, d'ou des conséquences utiles seront établies un jour » [12]. Cette réponse est datée du
30 septembre 1695 et elle est considérée comme 'origine du calcul fractionnaire. Cependant la
premiére « réelle » application du calcul fractionnaire semble étre proposée par Niels H. Abel en
1823 [13] qui montra que le probleme de la Tautochrone généralisée s’écrivait a 'aide d’une
équation différentielle d’ordre non entier dont il exprima la solution a I'aide d'une équation
intégrale.

La plus grande partie de la théorie mathématique fractionnaire a été développée au 19iéme
siecle. Par contre, 'augmentation des capacités de calcul numérique a provoqué un important
accroissement de la mise en ceuvre du calcul fractionnaire pour des applications scientifiques et
industrielles durant le 20i¢me siecle. Cette théorie est appliquée dans toutes les branches ou des
équations différentielles sont utilisées pour décrire des phénomenes physiques [19], [45].

Ce chapitre constitue une introduction aux principes fondamentaux de la théorie du calcul
fractionnaire. Afin de simplifier I'identification des solutions issues d’équations différentielles
fractionnaires, on introduit les fonctions auxiliaires suivantes : la fonction Gamma (paragraphe
1.2), la fonction Beta (paragraphe 1.3), le coefficient binomial (paragraphe 1.4) et la fonction de
Mittag-Leffler (paragraphe 1.5). On fait un rappel d’analyse fonctionnelle dans le paragraphe 1.6
qui permet d’établir la différence entre les définitions des intégrales et dérivées fractionnaires.
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Historiquement, la premiere définition de I'intégrale et de la dérivée d’ordre non entier a été
établie par Riemann et Liouville comme une conséquence de la solution aux équations intégrales
d’Abel [13]. Ces intégrales et dérivées ont été nommeées en leur honneur comme les opérateurs
fractionnaires de Riemann-Liouville [14], [15]. Ces définitions sont présentées dans le
paragraphe 1.7.1. Les définitions déférentes ont été développées comme des cas particuliers de
la définition de Riemann-Liouville. On peut notamment citer les dérivées de Caputo [46] qui sont
utilisées lorsque la condition initiale d’'un systeme d’équations différentielles fractionnaires a un
sens physique. Ensuite, dans le cas de problemes posés sur des domaines non-bornés, on utilise
couramment la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud [47]. Enfin, Weyl [48]
a proposé une définition de la dérivée fractionnaire applicable pour des problémes ou il est
important de conserver la fréquence de fonctions périodiques.

Dans le paragraphe 1.7.5, une définition alternative de la dérivée fractionnaire est proposée
par Grunwald-Letnikov [17], [18]. Elle se base sur la définition de la dérivée a l'aide de la
formule des accroissements finis. Les propriétés générales des intégrales et dérivées
fractionnaires sont présentées dans le paragraphe 1.8. A titre d’illustration, on présente la
transformation de Fourier de l'intégrale et de la dérivée de Riemann-Liouville dans les
paragraphes 1.9. En effet, cette méthode est trés souvent utilisée lorsque I'on recherche les
solutions de problémes physiques formulés dans le domaine fréquentiel [20], [37], [40].

L’utilisation de la transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
est une des méthodes utilisées pour résoudre les équations différentielles fractionnaires qui sont
étudiées au paragraphe 1.10. Dans le domaine de la mécanique des matériaux, les équations
différentielles fractionnaires sont souvent appliquées pour décrire les processus de relaxation et
de fluage des matériaux viscoélastiques [29], [30], [33], [35], [36], [49]. Nous développerons
quelques exemples d’illustration dans le chapitre 2.

L’'implémentation numérique du calcul fractionnaire est présentée dans le paragraphe 1.11.
On considere différentes méthodes d’approximation numérique d’intégrale et de dérivée
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Grunwald-Letnikov. La précision de ces méthodes
est étudiée sur I'exemple de la fonction puissance et la fonction linéaire comme cas particulier
(paragraphe 1.12). Les résultats des approximations sont comparés avec les solutions
analytiques. Les conclusions a partir des résultats en erreur, nous amenent a proposer la
meéthode la plus adéquate pour nos travaux.

1.2 FONCTION GAMMA : INTEGRALE D’EULER DE 2EME ESPECE

La fonction Gamma, correspondant a l'intégrale d’Euler de deuxieme espeéce, est largement
présente dans les définitions des dérivées et intégrales fractionnaires. Cette fonction permet de
généraliser la définition de la fonction factorielle aux nombres réels. On peut donc calculer la
fonction factorielle d’'un réel a partir de la fonction Gamma. Cette fonction est définie par
I'intégrale suivante :

400
r(z)= f e *x?ldx, zeR: (1.1)
0
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Propriétés
Lorsque z est positif, on montre la relation de récurrence suivante :
I'z+1)=2zI(z) (1.2)

Elle peut étre obtenue par intégration par parties de I'expression (1.1). Cette relation (1.2)
permet de définir un prolongement de la fonction I sur R\Z_.

Apres I'application successive de la formule (1.2), la relation suivante apparait :

r(z) = ——— (1.3)

ou (), estla fonction de Pochhammer qui se définit par la formule :

@)p=2(2z+1)..(z+n—-1), pourneN
(2)o=1 (1), =n

Comme nous l'avons déja souligné, la fonction Gamma représente le prolongement de la

(1.4)

définition de la factorielle d’'un entier naturel pour des nombres réels. Elle est également
compatible avec la définition classique de factorielle :

'n+1)=n! pourneN (1.5)

1.3 FONCTION BETA : INTEGRALE D’EULER DE 1Rt ESPECE

Classiquement, on introduit lors du calcul de l'intégrale fractionnaire d’'une fonction
puissance, la fonction Beta. Cette fonction est définie par I'intégrale :
1
B(z,w) = j xZ711—x)""ldx, z€eRY weR} (1.6)
0

On peut exprimer la fonction Beta a I'aide de la fonction Gamma grace a la relation suivante :

_ I'@rw)
= Tarm

(1.7)
1.4 COEFFICIENT BINOMIAL

Le coefficient binomial est utilisé lorsque l'on recherche la définition d'une dérivée
fractionnaire a I'aide de développements en série. Soit ¢ € R et j € Z. Les coefficients binomiaux
se définissent sous la forme suivante :

(j{) = (-1’ (_J—(f)] (1.8)

ou (—a); représente la fonction de Pochhammer (1.4).
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Dans le cas particulier ou m et n sont entiers positifs, les coefficients binomiaux s’expriment a
partir de la factorielle :

m!

m S im >

(n)=ntGm—my = *7=" (19)
0, , si0<m<n

La définition (1.9) peut étre étendue pour deux réels n et m. Dans le cas général aveca € R\
Z_,F €R,etf <a+1, les coefficients binomiaux s’expriment par la formule (1.10). Cette
définition s’obtient en utilisant les propriétés de la fonction Gamma (1.1).

ay a+1) 110
(s) = rgor@—75+D (1.10)
Propriétés

Soita € Retj € Z. En utilisant la définition des coefficients binomiaux (1.8), la propriété
suivante peut étre obtenue :

(=57 1

La formule (1.11) peut étre exprimée a partir de la fonction Gamma (1.1). Le coefficient
binomial s’écrit alors sous la forme suivante :

j—a-1y_  TI'(-a)
( J >_F(j+1)F(—a) (1.12)

1.5 FONCTION MITTAG-LEFFLER

Pour mémoire, la solution d’'une équation différentielle ordinaire se construit a I'aide de la
fonction exponentielle. Dans le cas des équations différentielles fractionnaires, nous montrerons
que les solutions s’expriment a l'aide des fonctions de Mittag-Leffler (paragraphe 1.9). La
fonction de Mittag-Leffler est définie par la série :

+oo K
Z
= E _— 1.1

On peut aussi définir la fonction Mittag-Leffler généralisée :

Ea‘ﬁ(Z) = ;m, a>0 >0 (1.14)

ou I'(z) estla fonction Gamma définie par la relation (1.1).

A titre d’illustration, on présente quelques exemples ou des fonctions connues sont
approchées par des séries de Mittag-Leffler. Dans le cas ou @ = f = 1, on retrouve l'expression
d’'une exponentielle :
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Ei1(2) = Z i e’ (1.15)
k=0

Sia = 0etf =1, on obtient la somme d'une suite géométrique :

[o9)

1
Ey,(2) = Z zF = =, Ppowr lz| < 1 (1.16)
k=0
Sia=1etf =2,0na:
e’ —1
Ei,(2) = 2 (1.17)

1.6 ELEMENTS D'ANALYSE FONCTIONNELLE

On rappelle quelques définitions d’analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les définitions
des intégrales et dérivées fractionnaires.

1.6.1 Espace des fonctions sommables L, ([a, b])

Soit ¢ une fonction définie et mesurable sur [a, b] qui appartient a I'ensemble L,([a, b]), ol
p est un entier positif. La norme L, ([a, b]) est définie par:

b
[locol dx < e (1.18)

1.6.2 Espace des fonctions absolument continues AC ([a, b])
Définition
La fonction f est dite absolument continue sur un intervalle [a,b] si pour tout réel &

strictement positif, il existe un réel § strictement positif, tel que pour tout systéme fini
d'intervalles disjoints [a, b] € [a,b],k = 1,2,...n, on alarelation :

n n

D =) <8= ) If by~ flanl <e (119)

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] est noté AC([a, b]).
Théoréeme

Les fonctions absolument continues sur un intervalle [a, b] possédent une dérivée sommable
sur [a, b], dit autrement :

X

f e AC([a,b]) I @ € Ly([a,b])/Vx € [a,b], f(x) = f(a) + j p(t)dt (1.20)

a
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1.7 INTEGRATION ET DERIVATION D’ORDRE NON ENTIER ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Dans cette partie les définitions des dérivées et intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
[14], [15], Caputo [46], Marchaud [47], Weyl [48] et Grunwald-Letnikov sont rappelées [17],

[18].
1.7.1 Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

L'intégration successive de la fonction f(x) se définit par la formule de Cauchy qui s’écrit sous

la forme suivante :
(1.21)

Lxdx Lxdx ...fo(x)dx = ﬁj;}x — )" ()dt,n €N

En généralisant cette relation, I'intégrale d’ordre non entier de la fonction f(x) peut étre
définie en utilisant la fonction Gamma (1.5).

Définition
Soit ¢ € L1([a, b]). L'intégrale fractionnaire d’ordre a au sens de Riemann-Liouville s’écrit :

() dt, a>0 (1.22)

(UGp)pL(x) & @) x-pi—=

L'intégrale fractionnaire d’une fonction puissance f(x) = x* peut étre obtenue avec des

manipulations algébriques simples. Le résultat s’écrit sous la forme suivante :

r(A+1)
a. A — A+
(6" “Ta+itra”

(1.23)

Sia =1, en utilisant la formule (1.23), on obtient I'’expression classique de l'intégrale d'une

fonction puissance :
(1.24)

xl+1

(I(:}x/l)RL = A + 1

La dérivée fractionnaire est introduite comme une opération inverse a lintégration
fractionnaire. Soit @ un réel strictement positif et n I'entier vérifiantn — 1 < a < n. La dérivée

d’ordre a s’obtient en dérivant n fois la fonction f intégrée a l'ordre n — a.
Par exemple, pour 0 < a < 1, la dérivée d’ordre a de f s’obtient en dérivant 1 fois la fonction

intégrée a l'ordre 1 — «, ce qui peut se noter :
(1.25)

d
(D& fr(x) = a(lé_af)m(x)

25
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Ce qui amene a la forme alternative suivante :

1 d [ f©
1-a)dx) (x—0)

(DEfpp(x) & T dt, 0<a<1 (1.26)

avec f € L,([a, b)).
La définition (1.26) correspond a la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
Lemme

Sif € AC(Ja,b]) et @ un réel compris entre 0 et 1, alors la dérivée (DS f)g, existe et est

continue sur [a, b] ; elle peut étre représentée sous la forme :

f@ , [_f®
1-a)|(x—a)* (x —1t)x

DEHrL(x) = T dt], 0<a<l1 (1.27)

A titre d’exemple, on s’intéresse a la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'une
fonction puissance de la forme :

f)=@x-a), 0<1<1 (1.28)

La définition (1.26) est utilisée afin d’obtenir la dérivée a I'ordre « :

. - d [ (t—a)
(Dgfr(x) =1 (1.29)

(1—a)dx] (x—0)*

On peut intégrer directement en utilisant les propriétés des fonctions Gamma (1.2) et Beta
(1.6). On obtient les résultats suivants :

r(A+1)

(D& frL(x) = m(x —a)t @ (1.30)

Le calcul de la limite de la dérivée (DZf)g.(x) (équation (1.30)), lorsque x tend vers a par
valeur supérieure, donne :

+o00 , Sil<a
im(DEf)p(x) = r(A+1) , sil=a«a (1.31)
xoa 0 , SiAl>a

Cette condition est présentée sur la Figure 1.1. Les dérivées fractionnaires d’ordre a = 0.5
ont été calculées pour trois valeurs de A différentes :

/11 = 0.3 /12 = 0.5 /13 S 0.8
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X

Figure 1.1. Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’'une fonction puissance

Un autre exemple intéressant est la dérivée fractionnaire d'une fonction constante
f(x)=c,c>0:

a (x—a)™@®
(Dgfr(x) = ‘Tad—a) (1.32)
avec une limite de dérivée lorsque x tend vers a par valeur supérieure :
lim (Dg f)rL(x) = 4 (1.33)
X—>a

On établit ainsi que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’'une constante est non
nulle. Pour que la dérivée fractionnaire D& f d’'une fonction f reste bornée sur [a, b], il faut que
f(a) soit nul afin que sa dérivée d’ordre @ ne diverge pas lorsque x tend vers a par valeur
supérieure.

1.7.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Pour calculer la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a € ]0,1], il faut calculer
I'intégrale d’ordre 1 — « et ensuite dériver le résultat obtenu. Pour la définition de Caputo, une
construction différente est utilisée avec un ordre d’opération inverse : en premier la fonction
f(x) est dérivée et puis l'intégrale d’'ordre 1 — a est déterminée.

Définition
Soit f € AC([a, b]), la dérivée fractionnaire d’ordre a,a € ]0,1[ au sens de Caputo est
donnée par:

(DE)c(x) d:ef a)j(f © dt, 0<a<1 (1.34)

x —t)%
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La condition d’existence de la dérivée d’ordre non-entier au sens de Caputo de la fonction
f(x) est que la fonction f soit absolument continue sur [a,b] et que la dérivée premiere f'
appartienne a ’ensemble des fonctions sommables sur [a, b] :

f(x) € AC([a,b]) f'(x) € Li([a, b]) (1.35)

Dans le cas général, la dérivée fractionnaire de Caputo (1.34) ne coincide pas avec la dérivée
de Riemann-Liouville (1.26). La relation entre les deux définitions peut s’exprimer sous la forme
suivante :

f(a)
(1-0a)(x—a)

(DE PR () = (DEN ) + (136)

On remarque que, de toute évidence, les définitions seront équivalentes uniquement si
fl@) = 0.

Cela amene a la principale différence avec la dérivée de Riemann-Liouville qui est que la
dérivation fractionnaire au sens de Caputo d’'une constante (f(x) = c), est égale a zéro :

(Dgflc(x) =0 (1.37)

L’utilisation des dérivées fractionnaires au sens de Caputo permet de formuler des équations
différentielles fractionnaires avec des conditions initiales de type Dirichlet ou Neumann. Par
contre, nous montrerons dans la partie 1.10 que des équations différentielles fractionnaires
résolues avec la définition de Riemann-Liouville possedent des conditions initiales en termes
d’intégrale fractionnaire [43], [44], [50]. Dans ce cas, cela peut engendrer un probleme lors de
l'identification de cette condition initiale ; c’est pour cela que les dérivées fractionnaires au sens
de Caputo sont préférées a celles au sens de Riemann-Liouville.

1.7.3 Dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

Dans certains problemes physiques, la représentation des dérivées fractionnaires sur un
intervalle non borné peut étre nécessaire. La prolongation de la dérivée fractionnaire sur un
intervalle infini peut étre obtenue directement en utilisant la définition de Riemann-Liouville
(1.26). Ce type de dérivée fractionnaire est nommé d'apres Liouville et elle est définie sous la
forme suivante :

(fo)L(x)défr ! df f® dt, —o<x<ow 0<a<l (1.38)

(1 —a)%_ (x —t)*

La dérivée fractionnaire de Liouville peut étre représentée sous une forme différente qui est
plus commode a utiliser que I'équation (1.38).

Soit f(x) une fonction décroissante et dérivable. Sa dérivée est supposée monotone
décroissante. Dans le cas x € (0, +0), la dérivée fractionnaire au sens de Liouville (1.38) peut
étre réduite :
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1 d

(o] 1 (o]
DD =t f O O dt = s f O £) dt =
0 0

¢ ‘ [ FG) = fx—9) (1:39)
a —1-a _ a X)— X —
=m0ff(x_t)dtjf df_['(l—a)o El+a d¢

Définition

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud se dérive de la formule
précédente dans le cas x € [0, +oo] :

(DG fIm(x) & r(1a_ 3 ] A4S ;a]i(lx "D 0<a<t (1.40)
0

Les conditions d’équivalence entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de
Marchaud sont présentées dans l'article de Samko et al. [44]. La différence la plus remarquable
est que la dérivée de Marchaud appliquée a une fonction constante f(x) = c est égale a zéro, ce
qui n’est pas vrai pour la dérivée de Riemann-Liouville.

1.7.4 Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de Weyl

Dans le cas des fonctions périodiques ¢, il peut étre utile de définir les opérations
d’intégration et de dérivation fractionnaires de maniere a ce que la période des fonctions soit
conservée apres application des opérateurs d’intégration ou de dérivation. La définition de
Riemann-Liouville, dans le cas général, ne répond pas a cette condition. C’est pour cette raison
que l'intégrale de Weyl a été initialement introduite.

Définition
Soit ¢ une fonction 2w — périodique et de valeur moyenne nulle :
2
2Py = f e(t)dt=0 (1.41)
0

L'intégrale fractionnaire d'ordre a au sens de Weyl est définie sous la forme suivante :

1 r o ikt
a def _— —
Ugp)w(x) = an kz (iik)aw(x t)dt, 0<a<1 (1.42)
0 =—00
k+0

La dérivée fractionnaire de Weyl d'ordre a se définit a partir de l'intégration au sens de
Weyl. En constatant que 0 < a < 1, il vient:

d
(Dgpw(x) = Uz~ (x) (1.43)

ou (11 %)y et (D&¢),, représentent respectivement I'intégration et la dérivation d’ordre a
de la fonction f au sens de Weyl.
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1.7.5 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

On peut utiliser une approche alternative pour définir les expressions des dérivées
fractionnaires en considérant des différences finies. Il est connu que la dérivée entiere d'une
fonction f(x) s’exprime sous la forme suivante :

a _
dx  ax0

ORI (Gt (1.44)

X

En utilisant la définition (1.44), la dérivée seconde est définie par:

@f_ fE = f - () = 2f (= Ax) 4 fx = 28%) (1.45)

dx? Ax—0 Ax Ax—0 Ax?

Pour généraliser les relations précédentes, la dérivée générale d’ordre, n € N, aura la forme
suivante :

daf ] 1 - o _
o = lm s ;(—1)1 (7) £ = jax) (1.46)

n
ou (]) représentent les coefficients binominaux définis par la relation (1.8).

La dérivée d'ordre non entier peut étre obtenue en remplacant un entier n par un réel a
positif et en utilisant les égalités (1.11) et (1.12).

Définition
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b] et f(a) = 0. La dérivée fractionnaire au
sens de Grunwald-Letnikov est définie par |'expression :

K-1
a def 7 1 r(] B a) . _
(DafleL(x) = Lim 5L Z, TG+ D f(x — jAx) avec K = [

=

— (1.47)

ou [z] représente la partie entiere de z.

L’intégrale fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov se définit en utilisant la propriété
suivante :

U)oL (x) = (Dg“fgL(x) avec a > 0 (1.48)

En effet, dans le cas @ = 1, on peut écrire :

K-1
e rg+1 o
(Dz*Feu() = lim oosmy ) ooy [ =A%) = lim ) f(x)a
/=0 = (1.49)

X
= jf(x)dx = (2f)e(x) aveci =K —jetx; = a + iAx
a
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La définition de Grunwald-Letnikov présente la dérivée fractionnaire sous la forme d’une
série infinie. Cette formulation est moins utilisée dans le cadre de I'analyse fonctionnelle.
Cependant cette forme est généralement employée pour obtenir une approximation numérique
des dérivées ou intégrales fractionnaires.

1.7.6 Exemples d'illustration a propos des dérivées fractionnaires

A titre d’exemple, les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville des fonctions
linéaire f; = x et sinusoidale f, = sin(x) sont présentées respectivement sur la Figure 1.2 et
sur la Figure 1.3. L’ordre de la dérivation a varie de 0 a 1. Sia@ = 0, on a les fonctions f; et f,. Si
a = 1 on retrouve les dérivées d’ordre 1 des fonctions respectivement f; = x et f,' = cos(x). Les
dérivées d’ordre non entier correspondent finalement a I'état de la fonction entre sa propre

valeur et sa dérivée premiére.

D%x

Figure 1.2. Dérivées fractionnaires d’ordre a au sens de Riemann-Liouville pour f; = x

D%sin(x)

Figure 1.3. Dérivées fractionnaires d’ordre a au sens de Riemann-Liouville pour la fonction
fo,=sin(x)avec0<a <1
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1.7.7 Résumé des définitions des dérivées fractionnaires

En résumé, différentes définitions de dérivées et intégrales fractionnaires ont été présentées
dans ce chapitre. Elles sont rappelées dans le Tableau 1.1. Toutes les expressions des dérivées
sont définies pour un ordre de dérivation appartenant a I'intervalle ]0, 1[.

Du point de vue mathématique, I'intégration peut étre interprétée comme l'opération inverse
a la dérivation, et vice versa. Ceci permet de distinguer deux fagons différentes de définir les
opérations fractionnaires qui sont nommeées comme : Riemann-Liouville et Grunwald-Letnikov.

L’approche de Riemann-Liouville se base sur la définition d’intégrale fractionnaire comme
une « prolongation» de lintégration d’ordre entier a un ordre réel. Ensuite, la dérivée
fractionnaire se définit comme une opération inverse a l'intégration fractionnaire en dérivant un
nombre entier de fois une fonction intégrée a un ordre non entier.

Par exemple, afin de calculer la dérivée fractionnaire d’ordre a, @ € ]0,1[ au sens de Riemann-
Liouville, il est nécessaire de :

e déterminer I'intégrale fractionnaire d’ordre 1 — a de la fonction considérée ;
e dériver al'ordre 1 l'intégrale fractionnaire obtenue.

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le cas particulier des dérivées
au sens de Riemann-Liouville. Si la fonction est absolument continue et si I'intégrale de sa
dérivée existe, les opérations d’'intégration et de dérivation peuvent étre permutées : on calcule
I'intégrale fractionnaire de la dérivée de la fonction. On dit alors que la dérivation fractionnaire
obtenue ainsi est définie au sens de Caputo. Les deux définitions des dérivées coincident lorsque
f(a) = 0. Les dérivées au sens de Caputo sont plus familieres du point de vue physique car elles
conduisent a une valeur nulle pour la dérivée d’'une constante. De plus, les conditions initiales
d’'une équation différentielle fractionnaire au sens de Caputo s’expriment en termes de dérivée
d’ordre entier tandis que les conditions initiales d’'une équation différentielle fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville s’expriment par des opérateurs fractionnaires qui n’ont pas de sens
physique défini [43], [50].

Les intégrales fractionnaires utilisées dans les définitions de Riemann-Liouville et Caputo sont
définies sur un segment. Par contre dans certains problemes physiques, la définition des
opérateurs fractionnaires sur un intervalle non borné est nécessaire. Dans ce cas, la définition de
Marchaud doit étre utilisée. Pour les fonctions périodiques, la définition de Weyl est plus
adaptée. Dans le cadre de cette these, on ne s’intéresse qu’aux problemes définis sur un segment
par conséquent ces définitions ne seront pas utilisées.

La définition de Grunwald-Letnikov, contrairement a la définition de Riemann-Liouville,
n’utilise pas l'intégration. Elle définit la dérivée fractionnaire comme la limite des différences
finies pour un ordre réel. L’existence de ces différentes formulations pose la question de leur
équivalence. Dans le cas général, les définitions de Grunwald-Letnikov et Riemann-Liouville sont
identiques. La justification de ce fait est assez longue cependant la preuve détaillée est présentée
dans le travail de Samko [44].
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D(?rlvee. Définition Remarque
fractionnaire
Riemann- « ger f(@)
tiemann PEPR0) & st f e f € Ly(la,bD),
L
t
Caputo (DEf)c(x) & Fl= a) CEDL dt f € AC([a, b])
et ( f (x) flx— t)
Marchaud (D§fHu(x) & I a) e x €[0,+oo[
D& ) g __j z ¥ — t)dt ¢ est une fonction
Weyl (D&l 2m dx (Hik)t-« G ) 21 — périodique
k;tO
K—1 f estla fonction
Grunwald- « dgef rg-oa . dérivable sur un
Letnikov (Dafla(x) & llm (Ax)“ F (—)Ir(j+1) fle=jhx) intervalle [a, b] et

f(a) = 0.

Tableau 1.1. Définitions des dérivées fractionnaires

1.8 PROPRIETES DES INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques propriétés générales des intégrales et dérivées

fractionnaires.

1.8.1 Linéarité

Soient f et g deux fonctions appartenant a L;([a, b]) et 1 et u deux réels. On a alors linéarité
de 'opérateur de dérivée fractionnaire :

Dg (Af +ug) = ADZ(f) + uDg (g)

(1.50)

Ceci résulte directement des propriétés de I'intégration. Cette relation peut étre étendue. Soit
f une suite de fonctions appartenant a L;([a,b]) tel que Yy-, fx et Xreo(D& fi) convergent
uniformément sur [a, b], alors :

DE Y feld) = Y (DEf) @)
k=0 k=0

1.8.2 Regle de la composition des ordres d’intégration

153ef(x) = 1P F(x)

avec f € Li([a,b]),a >0etB >0

(1.51)

(1.52)
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1.8.3 Opération inverse

La dérivée d’'une intégrale du méme ordre fractionnaire est la fonction elle-méme :

Dg(Ugf(x)) = f(x) (1.53)
avec f € Li([a,b]) eta >0

Par contre, la relation inverse ne donne pas le méme résultat. SiI2~%f € AC([a, b]), pour
I'intégrale et la dérivée au sens de Riemann-Liouville on obtient (cf. [44]) :

(x —a)*?

e (1.54)

I§Dgf(x) = f(x) = Uz~ *f)(a)

Ces résultats sont du méme type que ceux obtenus pour un ordre « entier. Soita = 1, de
(1.53) on obtient classiquement :

d X
— [ rae = reo (1.55)
Etla formule (1.54) nous donne :
rd
[Lat =700 - @ (156)

a

1.9 TRANSFORMATIONS INTEGRALES
Les transformations intégrales d’'une fonction f se représentent sous la forme suivante :

+o00

K(f) = f k(x, OF (©)dt = ) (157)

— 00

ou k(x,t) représente le noyau de la transformation, f est la fonction originale définie dans
'ensemble des fonctions et K(f) également notée f est une transformée de la fonction f. Les
transformations de Fourier et Laplace sont usuelles dans la résolution des équations
différentielles. Elles sont généralisables au cas des dérivées fractionnaires.

1.9.1 Transformation de Fourier

Soit f une fonction satisfaisant a fj;olf(x)ldx < 400, La transformation de Fourier est définie

par:

+ o0

F(f) = j e~ f(H)dt = f(iw) (1.58)

—00
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La transformation inverse se définit par la formule suivante :
1
FAf) =5 j et f (1) dt (1.59)

1.9.2 Transformation de Fourier de l'intégrale de Riemann-Liouville
Soit f une fonction tel que F(f) et F(I*f) existent. La transformée de Fourier de l'intégrale

de Riemann-Liouville satisfait la relation :

FUYF) = (iw) " *F(f) = (iw) *f(iw) 0<a<1 (1.60)

1.9.3 Transformation de Fourier de la dérivée de Riemann-Liouville

De méme, soit f une fonction pour laquelle F(f) et F(I*f) sont définies. Alors la transformée
de Fourier de la dérivée au sens de Riemann-Liouville est définie par :

F(D*f) = (iw)*F(f) = (iw)*f (iw) (1.61)

1.9.4 Transformation de Laplace

La transformation intégrale de Laplace généralise la transformation de Fourier. Elle se définit
de la fagon suivante :

+o00

L(f) =f e Stf(t)dt (1.62)

0
Le produit de convolution est défini par I'intégrale :

X

g+ f] = f 90— O f(Ddt (1.63)

0

Théoréme (Théoreme de la convolution)

Si f,o €Ly([0,b]),¥vb > 0 alors (f * @) € L1([0,b]) et la transformation de Laplace du
produit de convolution des deux fonctions originales est le produit des transformées de Laplace
des fonctions f et ¢.

L(f * @) = LHL(p) (1.64)

Sife AC™([0,b]),Vb > 0et L(f) et L(f(")) existent la transformation de Laplace de la
dérivée d’ordre n est définie par:

n-—1

£(f™) = snL(f) = Y smAk £ (0) (1.65)

k=0
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1.9.5 Transformation de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville

Soit f € L,([0, b]),Vb > 0. L'intégrale de Riemann-Liouville peut étre définie comme un
produit de convolution de deux fonctions :

X
xa—l (x _ t)a—l

@ *fl def J Wf(t)dt (1.66)

op |

La transformation de Laplace est définie par la formule (1.62) comme une conséquence du
théoréme de convolution et de la formule (1.66) :

LAYf) = s7L) (1.67)

1.9.6 Transformation de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville

Soit f, ¢ € L;[0,b], Vb > 0. On suppose que 0 < a <1 et que L(f) et L(f') existent. La
transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est déduite de
(1.65) :

LDf) = s*L(f) — I'"%f(0) (1.68)

Si on suppose que la fonction f(x) est continue en 0 on a I'=%f(0) = 0 et la formule (1.69) se
déduit de la relation (1.68) :

LDf) = s“L(f) (1.69)

1.10 EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

Les équations différentielles fractionnaires peuvent étre classifiées tout comme les équations
différentielles ordinaires d’ordre entier. Il existe des équations différentielles fractionnaires
dites linéaires homogenes et non homogenes. Les équations différentielles fractionnaires
peuvent étre a coefficients constants ou non constants.

Considérons le probleme de Cauchy associé a 1'équation différentielle fractionnaire linéaire
d’ordre a présenté en (1.70) avec sa condition initiale (1.71) :

(D§p)(x) —Ap(x) = f(x), x€[0,b]Yb>0, 1>0, 0<a<1 (1.70)

(%)) =1n neR (1.71)

avec (D§p)(x) = (D§@)r.(x) dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et
@ € L;1[0,b], Yb > 0. Dans cette partie on considéere que la borne inférieure est nulle a = 0.

1.10.1 Transformation en une équation intégrale

L’existence et I'unicité de la solution de I'équation (1.71) est donnée par Samko et al. [44].
Une des méthodes de résolution de probleme Cauchy (1.70), (1.71) consiste a intégrer a 'ordre
a I'équation (1.70). On obtient :
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I§(Dgp)(x) —Ap(x) — f(x)) =0 (1.72)

D’ou, on déduit que :

I5 (D5 ) (x) — Al () (x) = Ig (f) (%) (1.73)

En utilisant la relation (1.54),on a:

BOSO@ = () = 1 9)0) 1 (1.74)
On obtient finalement :
a—-1
P(x) = AUFP) () = 0 s + UG (1.75)
ou la forme équivalente :
x (x _ t)a—l B xzx—l x (x _ t)a—l
p(x) — /10 W(p(t)dt =7 '@ + Of @) f(t)dt (1.76)

Les équations (1.75) et (1.76) sont des équations intégrale de Volterra de second type [51].
On peut trouver la solution de ces équations par une méthode itérative [43]. La suite des
fonctions est construite selon la regle :

Po(x) = r( 3% x*1 (1.77)
01(2) = Po() + U@ + AUE00) () =
= T A (S + UENG) =
:%x“"1+ - (Z Sx2 7 ()00 = (1.78)
. P A U2
k=1

(1.79)

X 2
Ak_l(x _ t)ka—l
Z I (ka) ]f (Ot
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Pn(X) = @o(x) + (1 &)+ 2Ugpn-1)(x) =

n+1

Ae=1yka-1 AL — pykat (1.80)
=1 Z I'(ka) Of LZZl I'(ka) ]f(t)dt

Sin — +oo, la suite de fonctions ¢, (x) converge vers la solution exacte de I'équation intégrale
de Volterra

Xr oo
x(k+1)a 1 Ak(x _ t)(k+1)a—1
p(x) =n Z (ke + @) j ; Tha+a | O% (1.81)
En utilisant la fonction Mittag-Leffler (1.14),on a:
X
0() = 1X Eq () + [ BaRx = 99 = 0% (00 (1.82)

0

L’expression précédente est une solution du probleme Cauchy (1.70) et (1.71). La solution de
I’équation différentielle homogene se présente sous la forme :

@(x) = nx " Eg o (Ax%) (1.83)

Sia =1etf(t) =C,larelation (1.82) s’écrit :
X

0) = 1By () + [ By G = )f e (1.84)

0

avec:

0 K
El,l(Z) = Zm =e“et f(t) =C (185)

Ce qui donne :

X
o(x) = ne? + f e =O¢dt (1.86)
0
Soit:
C C
9(x) = ne™ + e — - (1.87)

Ce qui correspond bien a la solution du probléeme de Cauchy (1.70) et (1.71) lorsque « = 1:

' —Ap=C (1.88)
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p0)=n neR (1.89)

1.10.2 Méthode de transformation de Laplace

Pour le probleme de Cauchy défini par les relations (1.70) et (1.71), on peut rechercher la
solution a l'aide de la transformation de Laplace de I'équation différentielle fractionnaire a
second membre constant. La transformée s’écrit :

sL(p) — AL>p) = L(f) + ' %p(0) (1.90)

La solution de I'équation (1.90) peut étre obtenue a I'aide de la transformation inverse :

L(f)  I'%¢(0)
— -1
px)= L <s“—/1+ ) (%) (1.91)
Pour trouver la transformation inverse on représente le multiplicateur Sal_ 5 sous la forme
suivante :
11 1 1 i Ak
@ _ ] <a I\ <a/, oka (1.92)
s¥—1 s (1_5_“) $* L s
En utilisant le fait que :
1 xtx—l
L1 (—) = 1.93
s% I'(a) ( )
On obtient:
-1 1 N kpr-1 1 a-1 S Akxka a-1 a
L (S“ — /1) = ;ﬂ. L (ska+a) =X k_()m =X Elw(Ax ) (1.94)

ou E, ,(x) represente la fonction de Mittag-Leffler (1.14). En utilisant le théoreme de la
convolution (1.64) :

1—/1L(f) =L (xa_lEa,a(Axa)) L(f) = L(xa_lEa,a(/lxa) * f) (1.95)

SO_’
On obtient la solution du probleme de Cauchy (1.70) et (1.71):

X

() = nx T Eqq(Ax®) + j(x — ) Eg o (Ax — ) f(D)dt (1.96)
0

Cette solution coincide avec la solution définie par (1.82).
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1.11 IMPLEMENTATION NUMERIQUE

Dans cette partie on présente les schémas numériques des intégrales et des dérivées
fractionnaires. Ces schémas peuvent étre utilisés pour résoudre numériquement le modele de
comportement dédié aux matériaux composites tissés présenté dans le chapitre suivant. En
particulier, les approximations des intégrales et des dérivées au sens de Riemann-Liouville et de
Grunwald-Letnikov utilisées dans nos travaux sont exposées.

1.11.1 Approximation de l'intégrale et de la dérivée de Grunwald-Letnikov

L’approximation de la dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov est la plus facile a mettre
en ceuvre numériquement car cette dérivée est définie par une série de fonctions. En considérant
le fait que la série infinie K — oo peut étre tronquée (1.47) on obtient I'algorithme G1 :

K-1
1
DS () = (D§F (), = e ), Afenf (e = j ) (1.97)
=0

ou A, s'appelle le coefficient de Grunwald. Il est défini par la formule suivante :

« __TIG-a)
T T (—a)r (G + 1)

(1.98)

Afin d'éviter 'utilisation explicite de la fonction Gamma, le coefficient de Grunwald (1.98)
peut étre exprimé par la formule de récurrence :

N rg-—oa _(j—a—l)F(i—a—l)_(i—a—l)Aa

v = = 1.99
T T CrG + ) Fa)jr Q) T (199
Sachant que Af =1, et en tenant compte que0 < a <1, la valeur absolue |@| est
inférieure a 1, par conséquent on obtient :
|4%, 1] < |AF] (1.100)

La condition précédente signifie que la valeur du coefficient de Grunwald A7, ; décroit lorsque
j augmente. Autrement dit, cette condition caractérise le principe de I'évanescence de la
mémoire : a un instant donné, le passé lointain a moins d’influence que le passé récent. On
retrouve ici le fait que les dérivées fractionnaires sont des opérateurs héréditaires au sens ou
I'entend Volterra [45], a savoir qu’elles permettent de prendre en compte le passé en
introduisant une atténuation de plus en plus forte pour des événements lointains.

1.11.2 Approximation de l'intégrale de Riemann-Liouville - algorithme R1

Soienta = 0 et a > 0. La définition de l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
(1.22) se réécrit sous la forme suivante :
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Igf(x) =

f@®) jf(x—t) (1.101)

F(a)](x )t~ o 0

SoitAx ==,N € N et xj = jAx avecj = 0,1...N — 1. L'intégrale apparaissant dans la formule
N

(1.101) peut étre transformée en une somme :

N-1%i+1
N Fe—1)
Iy f(x) = m; f tl——adt (1.102)

En utilisant I'approximation de I'intégrale de (1.102) sous la forme suivante :

f f(txl__at) dt = fla x’“;: flx _x’) [x41% — ;9] (1.103)

On obtient I'algorithme R1 :

Zf(x_xﬁl)"'f(x_xj) x;

180 = (I§F ()., = 1= %7 (1.104)

F(1+a)

Pour augmenter la précision du calcul numérique de I'intégrale, Oldham et Spanier proposent
de choisir une approximation d’ordre supérieur a la place de (1.103) [19]. Cette approximation
consiste a supposer que sur l'intervalle [x]-, x]-+1], f (x) varie linéairement.

1.11.3 Approximation de la dérivée de Riemann-Liouville — algorithme L1

Soienta = 0 et 0 < a < 1. Les dérivées fractionnaires d’ordre a au sens de Riemann-Liouville
(1.27) peuvent étre réécrites sous la forme suivante :

wp_ 1 [fO [1dfa-b
Do fCx) = ra- a)[ x4 +Oft“( dt )dt] (1.105)

On considere Ax = %,N € Netx; = jAxavecj =0,1..N — 1. L'intégrale dans la formule

précédente peut étre présentée sous la forme d’'une somme :

1%j+1

N-—
1 0 d _
DEFC) = = f( ), Z f f(x t)> (1.106)

L’approximation d’intégrale dans (1.106) s’écrit:
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Xj+1
f l(df(x - t)) g S %41) = Fe = %) [aa ™ — 5777 (1.107)
ta dt Ax 1—«a '
xj
L’algorithme L1 basé sur I'approximation (1.107) s’écrit :
1 f@)
Dgf(x) = (Dgf(x))m = ——a)x_“
(1.108)

+1 0 TX

f(x x1+1) f(x - x]) 1-a 1-a
F(Z —a) Z ]

Dans les approximations (1.104) et (1.108), I'erreur de calcul numérique dépend des valeurs
de a et du nombre de points N utilisés pour discrétiser le domaine d’intégration. On remarque
aussi que I'expression (1.108) pose un probléme lorsque f(0) # 0. Pour contourner ce point, on
se propose d’utiliser la formule générale (1.26) pour calculer la dérivée fractionnaire.

1.11.4 Approximation de l'intégrale et de la dérivée de Riemann-Liouville

Soita = 0. L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (1.26) se réécrit sous la
forme suivante :

f@®
F(a)f(x 3

I18f(x) = dt (1.109)

Avec le changement de variable t = xu, l'intégrale (1.109) se représente dans la forme
alternative suivante :

a

5 = s

f(l —u)* 1f (xu) du (1.110)

0
On propose le changement des variables comme suit :

1
v=(1-w)™ > u=1-vita (1.111)
v=—(g+a)(1—u)?*du

Ce qui permet de réécrire le terme suivant :

__a _
v (@+a)

(1.112)
(q+a) v

(1—-w)*du=—

Si on fait le choix que g = 0, alors :
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1
v=>N1-w* - u=1-ve

1 (1.113)
1-w*du=——dv
a
L’expression pour intégrale (1.109) sera la suivante :
1
§ x 1 @ d 1.114
(Iof(x))Ml—mjf x( —W> v (1.114)
0
On note I'expression (1.114) comme intégrale M1.
Si on fait le choix g = —% :
a 2
v=(_1-w)z2 - u=1-va
2 (1.115)
1-w*'du=——dv
a
On obtient I'intégrale M2 :
1
u 2x“ 2
(IO f(x))MZ = mff <x <1 - 'Ua)> dv (1116)
0

L’'implémentation numérique des intégrales (1.114), (1.116) est simple si la forme analytique
de la fonction f est connue. L’approximation des intégrales est alors possible a l'aide par
exemple de la méthode de quadrature de Gauss. L'intérét de ces deux formulations consiste dans
le fait que toutes les intégrales sont a prendre sur un intervalle fixe [0,1]. Les abscisses des
points d’intégration ainsi que leurs poids sont définis en début de calcul. Il suffit uniquement,
pour chaque nouvelle valeur de x ou il faut calculer [§ f (x), de calculer la valeur de I'intégrant a
chaque point de Gauss.

Pour obtenir les approximations des dérivées fractionnaires en accord avec (1.25), la dérivée
d’ordre 1 doit étre calculée a partir des intégrales M1 (1.114), M2 (1.116). Les approximations
des dérivées fractionnaires M1, M2 sont obtenues en utilisant le schéma des différences finies :

(o fGe+an),, - (),

(D(t)xf(x))Ml — e (1.117)
(D§f(x)),,, = S Ax))AMfC ~ U ) (1.118)

1.12 EXEMPLE AVEC LES DERIVEES FRACTIONNAIRES

La précision de chaque approximation numérique est examinée sur I'’exemple de la fonction
puissance pour x € [0,1] :

fx)=x% 0<a1<1 (1.119)
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La dérivée fractionnaire d’ordre a de la fonction (1.119) se calcule par la formule suivante :

ri+1

A-a
Fari=a” (1.120)

Dgf(x) =

Soit A =0.5,a = 0.3 et N = 20 alors le pas Ax = 0.05. Pour la fonction puissance, les

approximations des dérivées fractionnaires (1.97), (1.108), (1.117) et (1.118) sont comparées
avec la formule analytique (1.120). Les résultats sont présentés sur la Figure 1.4.

Afin d’estimer la précision de chaque méthode les valeurs des erreurs relatives (1.121) sont
calculées en chaque point. Les résultats sont présentés sur la Figure 1.5 et dans le Tableau 1.2.
La somme des erreurs numériques ¢ est calculée suivant la formule (1.122). Les résultats sont
présentés dans le Tableau 1.3.

Srelative |Daf(ti)analyt - Daf(ti)approxl
l

= 100% (1.121)
Daf(ti)analyt
1 N
S5 = NZ S{elative (1.122)
i=1

Dans les équations (1.121) et (1.122), D*f(t)anaiye représente la dérivée fractionnaire
analytique et D*f(t) zpprox COrrespond respectivement aux approximations numériques (1.97),
(1.108), (1.117) et (1.118). La méthode de Gauss a été utilisée pour calculer les approximations
M1, M2 (1.117) et (1.118). L'intervalle [0,1] est divisé en dix sous-intégrales et cinq points de
Gauss sont utilisés dans chaque sous-intervalle. On constate que les plus grandes erreurs sont
observées autour de la valeur initiale zéro. Les algorithmes M1 et M2 sont les plus précis. Ils
donnent des valeurs d’erreurs relatives inférieures a 1%. Dans la suite de ce travail on utilisera
les algorithmes M1 et M2 pour intégrer la partie fractionnaire du comportement.

0.8

flx) = x*
o (D°f (x))m1
&= (D%F (w2
0.2 - == (Df())
=+ (D (X))

T (Dﬂf(x))mmlyt

f(x) et D“f(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 &
X

Figure 1.4. Comparaison des approximations numériques des dérivées fractionnaires d’ordre
a = 0.3 pour une fonction puissance f(x) = x*, 1= 0.5
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80 I
reiative
= 6.‘1{1

— relative
(SMZ

relative
60 011

o 5 relative
(\Gl

& (%)

Figure 1.5. Erreurs relatives des approximations numériques des dérivées fractionnaires d’ordre
a = 0.3 pour une fonction puissance f(x) = x},1=0.5

x sirMe{ative (%) sirMezlative (%) 6i:ilative (%) aira'ellative (%)
0.025 4.272 4.266 73.608 15.847
0.075 0.302 0.296 24.390 3.261
0.125 0.104 0.099 16.352 1.714
0.175 0.051 0.045 12.159 1.147
0.225 0.030 0.024 9.516 0.857
0.275 0.019 0.013 7.669 0.683
0.325 0.013 0.007 6.292 0.566
0.375 0.009 0.003 5.219 0.483
0.425 0.006 0.000 4.355 0421
0.475 0.004 0.002 3.643 0.373
0.525 0.003 0.003 3.043 0.334
0.575 0.002 0.004 2.530 0.303
0.625 0.001 0.005 2.086 0.277
0.675 0.000 0.006 1.697 0.255
0.725 0.000 0.006 1.353 0.236
0.775 0.000 0.006 1.046 0.220
0.825 0.001 0.007 0.771 0.206
0.875 0.001 0.007 0.523 0.193
0.925 0.001 0.007 0.297 0.182
0.975 0.002 0.008 0.091 0.172

Tableau 1.2. Comparaison des erreurs relatives des approximations numériques pour chaque
point dans le cas d’une fonction puissance f(x) = x*
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6m1 (%) 6m2(%) 611(%) 661(%)

0.241 0.240 8.832 1.387

Tableau 1.3. Comparaison des sommes des erreurs relatives pour la fonction f(x) = x*

A titre d’exemple d’utilisation de l'algorithme, on considere la dérivée fractionnaire d’'une
fonction linéaire (1.123). Cet exemple est important car on choisit régulierement d’'interpoler les
courbes expérimentales de maniére linéaire par morceau.

fx)=x (1.123)

Par conséquent, la formule (1.120) est utilisée pour calculer les dérivées fractionnaires
d’ordre a. DanslecasA =1ona:

1-a

Dif) =+ x (1.124)

2-a)

Soit @ = 0.3 et N = 20 points de contréle sur le domaine. Les approximations (1.97), (1.108),

(1.117) et (1.118) sont comparées avec la solution analytique (1.124) sur la Figure 1.6.

Comme dans le cas précédent, les erreurs les plus importantes sont localisées au début de
l'intervalle (Figure 1.7). Les valeurs relatives des erreurs sont présentées dans le Tableau 1.4.

Su1 (%) Om2(%) 611 (%) 861(%)

0.261 0.261 5.712 2.927

Tableau 1.4. Comparaison des sommes des erreurs relatives pour la fonction f(x) = x*

0.8

fx) = x*

= (D“f (X))
o= (D*f(x))pz
&= (DY f(x))11
=+ (D%f(x))e

= (Daf(x))mmlyt

0.2

0 0.2 04 0.6 0.8 1
X

Figure 1.6. Comparaison des approximations numériques des dérivées fractionnaires d’ordre
a = 0.3 pour une fonction f(x) = x
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80
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Figure 1.7. Erreurs relatives des approximations numériques des dérivées fractionnaires pour la
fonction linéaire f(x) = x

1.12.1 Estimation d’une erreur du calcul au premier point
La plus grande erreur numeérique obtenue lors du calcul des dérivées fractionnaires est
‘ . . ’ . \ Ax
observée au premier point de l'intervalle. Ce point correspond a la valeur x = - Dans cette

partie on analyse cette erreur pour le calcul de la dérivée fractionnaire d’ordre a de la fonction
puissance (x) = x%. Les résultats sont présentés pour les algorithmes M1 et M2 retenue pour la
suite de nos travaux. La valeur analytique de l'intégrale fractionnaire d’ordre 1 — a pour une
fonction puissance est :

ri+1)

_ TN S L A—a+l 1.12
TA+2—a) (1.125)

I~ f(x) =
) s . : s . . . A
D’ou on obtient la valeur analytique de la dérivée fractionnaire au point 7x par la formule :

A-a
ra+1 Ax) (1126)

(DS“ f (%)) -4 (3)= rarica 5

Si on considére que I;~*(0) = 0, alors la valeur numérique de la dérivée fractionnaire définie

. L A,
par le schéma central au point ~ S'écrit:

(o)

En conséquence, 'erreur relative peut étre calculée sous la forme suivante :

RO - B0) A TG+ D)

A-a
Ax Ax " T(A+2-a) Ax (1.127)

>numerique
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(oer () (s (3)
(57 ()

En utilisant les expressions (1.126) et (1.127), on obtient la valeur de I'erreur relative :

numerique

Srelative —

100% (1.128)

analytique

A-a

(Srelative =1 - N
| A+l—-a

‘ 100% (1.129)

On remarque que l'erreur déterminée par la formule (1.129) ne dépend pas de la valeur du
pas.

Sid=0.5eta = 0.3, 0on trouve §7¢14W¢ = 4.27%, valeur qui correspond a ce qu’on a obtenu
numériquement (Tableau 1.3).

Afin de corriger ces valeurs mal calculées, on propose la méthode suivante :

e Calculer numériquement la valeur suivante :

I *f(x + &) = Ig”“f (x — ) (1.130)

deriv(x) = P

avec € K Ax;

e Comparer le résultat obtenu deriv(x) avec les données analytiques (D(‘)" f (x))analytique.

Si I'écart est supérieur a la tolérance, on conserve deriv(x) comme valeur estimée de
A , . n L .
D§f (7x) Cette méthode de correction peut étre appliquée pour chaque valeur ou D§ f(x) est

estimée.

Afin de limiter le volume de calcul, on arréte de calculer les corrections des que I'écart relatif
entre (Dg‘f(x))M1 et deriv(x) est inférieur a une tolérance donnée.

1.13 CONCLUSION

Dans ce chapitre on a rappelé des éléments mathématiques liés aux définitions usuelles
utilisées lors de calculs fractionnaires [19], [43], [44], [45]. Les intégrales et les dérivées
fractionnaires sont définies avec leurs principales propriétés. Parmi toutes les définitions
présentées, on distingue deux approches principales : la définition de Riemann-Liouville [14],
[15] qui se base sur une formulation intégrale et la définition de Grunwald-Letnikov [17], [18]
obtenue en considérant une série infinie. L'intégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville ont été introduites en premier. Des définitions alternatives ont été proposées par
Caputo [46], Marchaud [47] et Weyl [48]. Elles peuvent étre obtenues comme des cas
particuliers de la définition de Riemann-Liouville. Dans le cadre de cette these, on utilise la
dérivée fractionnaire proposée par Riemann-Liouville ou la dérivée fractionnaire de Caputo qui
est un cas particulier bien adapté lors d’'une intégration exacte. Les transformations intégrales de

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 48



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’un modeéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

Fourier et de Laplace des intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville sont
présentées. Ces transformations peuvent é&tre utilisées pour résoudre les équations
différentielles fractionnaires linéaires d’ordre . Comme on le verra au chapitre suivant, dans le
cas de matériaux polymeres viscoélastiques, les processus de fluage et de relaxation sont décrits
par ce type d’équations différentielles si on convient d’exprimer les lois de comportement a
I'aide de dérivées fractionnaires [29], [30], [31], [32], [33], [35], [36]. Un autre intérét de la
transformation de Fourier réside dans le fait qu’elle permet de définir des caractérisations des
matériaux qui correspondent a des grandeurs mesurables expérimentalement lors d’essais en
vibration [20], [21], [37].

La résolution d’équation différentielle fractionnaire est obtenue de deux facons différentes. La
premiere méthode implique la transformation de I’équation initiale en équation intégrale de
Volterra de second type. Cette équation peut alors étre résolue par une méthode itérative. La
deuxiéme approche de résolution consiste a utiliser une transformation de Laplace.

Lors de nos travaux, une attention particuliere a été portée sur la précision des algorithmes
numériques d’évaluation des opérateurs fractionnaires. Différentes méthodes d’approximation
ont été programmeées et comparées a la solution analytique dans le cas des fonctions puissances.
La dérivation fractionnaire de la fonction linéaire et de la fonction puissance ont permis de tester
les performances des algorithmes M1 et MZ2. Les résultats numériques sont confrontés aux
solutions exactes. Dans les deux cas évoqués, ces algorithmes consistent a déterminer 'intégrale
d’ordre 1 — a d'une fonction analytique. La méthode de quadrature de Gauss est finalement
employée pour calculer 'expression de l'intégrale permettant d’obtenir la dérivée fractionnaire
d’ordre a. L’erreur relative dans les deux cas traités est inférieure a 1%. L’écart le plus grand est
observé pour le premier point de la discrétisation. On a montré que cette erreur est finalement
indépendante de la taille du pas et doit étre corrigée pour atteindre une erreur nulle. Dans la
suite des travaux, I'algorithme d’approximation M1 est utilisé pour évaluer numériquement la
dérivée fractionnaire.
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CHAPITRE 2 : ETUDE GENERALE DU COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE

Ce chapitre met l'accent sur la modélisation du comportement viscoélastique en utilisant la
théorie des dérivées fractionnaires. Aprés un bref apercu du comportement des polymeres, les
limites des modeles viscoélastiques existants sont présentées. Ensuite, nous nous intéresserons aux
chargements de fluage et de relaxation et nous montrerons qu'’ils peuvent étre reproduits grdce aux
modeles fractionnaires de Kelvin-Voigt [29], Maxwell [30], [31], [32], Zener [33] et Rabotnov [34],
[35]. Nous proposerons, aussi, un apergu des modéles de comportement viscoélastique dans le
domaine fréquentiel [20], [37]. On montre que la relation fractionnaire entre la déformation et la
contrainte peut étre retrouvée en utilisant la théorie moléculaire des polymeéres [38], [52], [53].
Pour finir, on présente quelques modeles tels que ceux de Drozdov [39], Caputo [40] et Mateos [54]
qui sont capables de représenter le comportement hystérétique des matériaux composites.
L’hystérésis du matériau apparait classiquement lors d’essais de fatigue.

2.1 INTRODUCTION

Les matériaux composites initialement réservés aux industries aéronautiques et aérospatiales
sont maintenant mis en ceuvre dans de nombreux secteurs industriels tels que I'automobile et
celui du naval. Ils sont effectivement employés pour réaliser les structures primaires qui
supportent les efforts. En fonction du niveau d’optimisation désiré, des campagnes
expérimentales doivent étre mises en place afin de valider le comportement mécanique de ces
matériaux pour différents types de chargements (statique, dynamique, fatigue). Ensuite, il
convient de proposer un modele de comportement mécanique afin de pouvoir simuler au mieux
la réponse de ces structures. Actuellement, les modeles de comportement classiques ne peuvent
toujours pas décrire le comportement de ces matériaux pour l'ensemble des sollicitations
précitées. Les composites étant des matériaux fortement hétérogenes, qui de surcroit possedent
dorénavant des microstructures de plus en plus complexes, imposent le développement
d’actions de recherche afin de mieux les comprendre et les modéliser. Développer ou améliorer
donc les modeles de comportement existants afin de prendre en compte les nouvelles
spécificités des matériaux composites constitue un axe de recherche actif [11], [55], [56], [57].

Une des approches envisagées qui répond aux problématiques précédentes, serait d’ajouter
des parametres supplémentaires dans les lois phénoménologiques existantes afin de les enrichir.
Cependant, cette solution entraine impérativement une augmentation significative des temps de
calculs, sans forcément introduire plus de sens physique. C'est pourquoi le développement de
nouveaux modeles plus adaptés est nécessaire. Ce travail peut étre appréhendé de différentes
facons, et notamment comme on I'a vu dans le chapitre précédent, par le biais des modeles
fractionnaires. Les modeles constitutifs a base de dérivées fractionnaires sont de plus en plus
utilisés pour décrire des phénomenes physiques [20], [21], [36], [45]. Ils sont particulierement
bien adaptés a la modélisation des phénomenes héréditaires viscoélastiques. En accord avec les
propriétés principales des opérateurs fractionnaires, cette approche est prometteuse pour
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décrire le comportement mécanique des structures hétérogénes naturelles ou artificielles:
polymeres, alliages, strates géologiques.

Dans ce chapitre, on propose une analyse critique des modéles de comportement visqueux
dédiés a I'étude des polymeres et des matériaux composites (paragraphe 2.2). Afin de décrire le
comportement mécanique, on rappelle les méthodes phénoménologiques globales dans le
paragraphe 2.3. Ensuite, notre attention se porte sur I'application du calcul fractionnaire a
différents problemes viscoélastiques. On présente les modeles viscoélastiques fractionnaires de
Kelvin-Voigt [29], Maxwell [30], [31], [32] et Zener [33] (paragraphe 2.4). Ces modeles
permettent de faire apparaitre des fonctions de relaxation et de fluage dédiées a I'étude des
polymeéres. Nous résumerons aussi la théorie proposée par Rabotnov [35] concernant la
mécanique héréditaire et son ensemble de fonctions d’exponentielles fractionnaires. Ensuite,
nous exposerons le traitement dans le domaine fréquentiel des modeles fractionnaires [20], [37]
qui permettent de correctement représenter la réponse des structures viscoélastiques amorties
(paragraphe 2.5). Enfin, nous terminerons cette partie par les relations qu'il peut y avoir entre
un modele empirique fractionnaire et un modele moléculaire pour polymeres développé par
Rouse [38] (paragraphe 2.6) : cela nous permettra de démontrer les fondements physiques des
équations fractionnaires.

Pour conclure ce chapitre (paragraphe 2.7), les modeles destinés a décrire les boucles
d’hystérésis lors d’essais de fatigue sont présentés. On s’intéressera plus particulierement au
modele de Drozdov [39] qui permet de déterminer la limite en fatigue de polymeres grace a une
représentation des quelques premiers cycles, a l'aide d'équations polynomiales. Nous
proposerons ensuite un résumé de l'approche de Caputo [40] qui permet également de
déterminer la limite en fatigue par la modélisation des boucles d’hystérésis avec des dérivées
fractionnaires dans le domaine fréquentiel. Nous terminerons enfin cette présentation par le
modele de comportement développé par Mateos [41] pour représenter les boucles d’hystérésis
lors de chargements cycliques pour des matériaux composites. Dans un tout dernier point, nous
décrirons les grandes lignes d’'une méthode « d’auto-échauffement » qui a été développée au sein
de notre laboratoire [7], [58] pour déterminer rapidement la limite en fatigue de matériaux
composites a matrice thermodurcissable ou thermoplastique. Les fondements de cette méthode
reposent sur l'identification de quantités d’énergie dissipée au cours des essais expérimentaux :
posséder un modele permettant d’identifier numériquement et rapidement ces quantités
d’énergie perdues, entre autres dans les boucles d’hystérésis, se révelerait donc plus
qu’intéressant et étre un atout majeur.

2.2 COMPORTEMENT MECANIQUE

2.2.1 Comportement des polymeres

Le comportement d'un matériau polymere est fonction de sa structure moléculaire. Il est
possible de trouver des polymeres non-organiques et organiques, amorphes et cristallins. Ces
derniers se composent de monomeres connectés formant de longues macromolécules
(polymere). Les polymeres ont un comportement mécanique qui est fonction du poids
moléculaire. Le nombre de monomeres dans le polymere (ou le degré de polymérisation) doit
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étre suffisamment grand pour atteindre de bonnes propriétés mécaniques. On considere que le
nombre de monomeres dans la chaine est suffisamment grand si en ajoutant un autre
monomere, les propriétés moléculaires ne changent pas [59]. Un polymere est dit
thermodurcissable si les molécules sont connectées par des réactions chimiques et il est dit
thermoplastique si les liaisons entre les molécules sont obtenues par des forces de Van der
Waals. A hautes températures le polymeére thermoplastique va fondre puis « re-polymériser »
apres refroidissement alors que le polymere thermodurcissable va s’endommager jusqu’a briler.
A cause de ce fait, les polymeres thermoplastiques peuvent étre mis en forme plusieurs fois et

recyclés.
décomposition
A Lo X
Etat fluide
= . déformation
o) Etat caoutchouteux / |q'ecoulement
T
: !
—
S , :
Q déformation
= hautement élastique
Etat vitreux i
A A
déformation élastique
v Y >
Température

Figure 2.1. Dépendance des propriétés de polymere de la température

Les propriétés mécaniques des polymeres sont fortement dépendantes de la température. Un
polymeére peut se trouver dans trois états différents en fonction de la température du matériau
(Figure 2.1). L’augmentation de la température conduit a I'accroissement des volumes libres
intermoléculaires et a la diminution des forces de liaisons [60].

L’état vitreux. Dans cet état les déformations élastiques (ou réversibles) sont relativement
petites (1-10%). Un polymere vitreux est plus rigide s’il a un fort poids moléculaire. Le polymere
a I’état vitreux peut étre représenté par un corps solide fragile.

L’état caoutchouteux. Le polymeére dans cet état est dit caoutchoutique. Il se présente sous la
forme de tres longues molécules reliées entre elles par des points de jonction relativement rares.
Le polymere caoutchoutique est capable de se déformer réversiblement pour des déformations
de plusieurs centaines de pourcent. Cet état est spécifique aux polymeres.

L’état fluide. Le polymeére a I'état fluide se comporte comme un liquide tres visqueux. Les
déformations réversibles sont absentes. Cet état est généralement réalisé aux températures
élevées. Le polymere a I'état fluide est utilisé dans la production de structures de polymeres.
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2.2.2 Comportement des composites

Un matériau composite est un matériau qui se compose de deux phases: la matrice et le
renfort. Parmi tous les types de matériau composite possibles, notre attention se concentre sur
le comportement de composites a fibres longues et a matrice polymeére.

Le comportement des matériaux composites est assez complexe : il dépend du comportement
de la matrice, des fibres et de la liaison entre eux. La matrice du composite, comme la plupart des
polymeres, possede un comportement viscoélastique [61], [62]. Dans le domaine réversible, les
efforts sur le composite sont partiellement repris par le polymere, ce qui provoque le
mouvement et le réarrangement des chalnes mais pas leurs destructions. Les déformations sont
élastiques. Par contre un phénomene dissipatif demeure présent, traduisant une viscosité du
polymere. Cette dissipation est associée a l'existence de phénomenes thermiques actifs. Ces
phénomenes sont dépendants de la contrainte et de la vitesse de déformation. A partir d’'une
certaine valeur de chargement, les réarrangements des chaines deviennent irréversibles et des
déformations plastiques apparaissent. Les déformations plastiques sont supérieures aux
déformations élastiques. L’apparition de ces déformations permanentes est associée a la
destruction de la structure moléculaire : les liaisons se rompent et de nouvelles liaisons peuvent
se former en rapprochant des éléments de polymere actifs. Si le niveau du chargement augmente
encore, I'amorgage de la rupture se forme aux endroits ou des liaisons moléculaires
disparaissent. Ces ruptures sont favorisées par les sollicitations externes. Ce phénomeéne est
également dépendant de la vitesse de déformation. Le mécanisme de rupture peut varier en
fonction de la température. On considere que la rupture a un caractere fragile si le polymeére est
a l'état vitreux ou un caractere ductile pour les polymeres a I'état caoutchoutique. L'interface
entre la matrice et les fibres est un endroit potentiellement faible ou la rupture peut se localiser.

2.3 METHODE PHENOMENOLOGIQUE GLOBALE

La méthode phénoménologique globale consiste a étudier le comportement du matériau par
un élément de volume représentatif au sens de la mécanique des solides. L’élément de volume
doit étre choisi suffisamment grand pour inclure les hétérogénéités de matiere et suffisamment
petit pour que les dérivées partielles des équations de la mécanique des milieux continus aient
un sens.

Afin de modéliser le comportement des matériaux, il existe trois grandes méthodes
phénoménologiques différentes :

L’approche microscopique. Les mécanismes de rupture et de déformation sont modélisés a
I’échelle des atomes ou des molécules. Le comportement du matériau a I'échelle macroscopique
est le résultat d'une intégration ou d'une homogénéisation des variables microscopiques a
I’échelle de I'élément de volume de la mécanique.

L’approche thermodynamique. En suivant cette approche, le milieu réel se représente par un
milieu équivalent homogénéisé. Les phénomeénes physiques microscopiques sont représentés
par des « variables internes » macroscopiques. Un exemple d’application de cette approche est
montré dans le chapitre 3.
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L’approche fonctionnelle. Avec cette approche, les lois sont représentées sous une forme
héréditaire faisant intervenir un produit de convolution, afin de décrire le comportement des
matériaux a mémoire. Cette approche décrit correctement le comportement des matériaux
viscoélastiques. Par contre, I'histoire des variables observables doit étre connue.

Chacune de ces approches a des avantages et des inconvénients et doit étre choisie en
fonction du type de problémes, des parametres mesurables, du matériau, etc.

Au cours d’'un essai on peut mesurer quatre grandeurs mécaniques : le déplacement, la force,
la température, le temps. En utilisant ces grandeurs, on peut construire les variables
physiquement sur I'élément de volume représentatif :

e La déformation totale &, les déformations élastiques réversibles € ou permanentes ePet
leurs vitesses,

e La contrainte o,
e Latempérature T,
e Letempst oule nombre de cycles a rupture Np.

L’application généralisée en industrie des polymeres et des composites a matrice polymere
nécessite une étude complexe de leur comportement en fonction du type de chargement. Il serait
souhaitable d'obtenir un modéle général avec un ensemble de parametres qui permettrait de
décrire le comportement sous différentes sollicitations : fluage, relaxation, chargement cyclique
quasi-statique, fatigue, chargement dynamique, etc. Malheureusement cela n’est toujours pas
possible et on a donc des modeles spécifiques adaptés pour tel type de matériau et pour telle
sollicitation : c’est l'objet des paragraphes suivants ou nous faisons une revue des modeles
existants afin de décrire le comportement des polymeres et des matériaux composites pour
différentes sollicitations.

2.4 ETAT DE L’ART DES MODELES VISCOELASTIQUES A BASE DE CALCULS FRACTIONNAIRES

2.4.1 Introduction

Aujourd'hui, de nouveaux matériaux apparaissent dans de nombreux secteurs d’activités tels
que l'aéronautique, l'industrie automobile, navale ou encore le domaine spatial. Le
comportement mécanique de ces matériaux ne peut pas étre toujours décrit par des modeles
classiques. De fait, ces nouveaux matériaux ont une structure complexe et souvent hétérogene.
Par conséquent, cette hétérogénéité localisée majoritairement a 1'échelle microscopique induit
des couplages physiques observables, par exemple, lors de chargements mécaniques. C’est
pourquoi un axe de recherche consiste a développer de nouveaux modeles correspondant aux
spécificités de ces nouveaux matériaux ou alors, tout au moins, a améliorer les modeles existants.
Une premiere approche envisageable est d’enrichir les modeles existants en ajoutant des
parametres dans la loi constitutive. Cette solution va entralner cependant une augmentation
significative des temps de calculs. C’est pourquoi le développement de nouveaux modeles plus
adaptés est nécessaire: les dérivées fractionnaires apparaissent étre un outil idéal et a
investiguer.

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 55



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’'un modéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

Dans les parties suivantes, on analyse les modeles fractionnaires existants qui sont appliqués
a différentes situations. Nous verrons que l'application du calcul fractionnaire peut décrire le
comportement mécanique héréditaire. Nous proposerons aussi les liens qui existent pour les
modeles fractionnaires avec les phénomenes physiques. Enfin, nous montrerons que les modeles
fractionnaires peuvent également étre utilisés pour décrire le comportement mécanique
viscoplastique des polymeres et des composites.

2.4.2 Les processus de relaxation et de fluage

L’équation viscoélastique est une des premieres applications du calcul fractionnaire. Il a été
constaté expérimentalement que la fonction de la relaxation des contraintes est proportionnelle
au temps élevé a une puissance fractionnaire pour certains matériaux au comportement
viscoélastique [63]. Cette conclusion est en contradiction avec la loi classique décrivant la
relaxation comme une fonction exponentielle du temps [49], [52], [64], [65]. La loi de
comportement sous une forme intégrale permet de prendre en compte I'histoire du chargement
du matériau contrairement a une équation sous une forme différentielle.

En fonction des données expérimentales, la relation entre la contrainte et la déformation peut
étre présentée comme une fonction des valeurs précédentes des vitesses de déformation [66].
Dans ce cas, la relation constitutive se représente sous la forme suivante :

t

o(t) = fK(t —1)é(1)dt (2.1)

0
ou K(t — 7) est un noyau d’intégrale.

Le comportement héréditaire des matériaux polymeres peut étre représenté par la loi
intégrale de type (2.1) avec le noyau de type Abel qui est une fonction puissance [63] :

K(t—1) = —— ¢ (2.2)
I(1—a)(t—1)

ou G est un parametre du matériau strictement positif, I'(1 — @) est la fonction Gamma définie
par I'équation (1.1) et « est une valeur comprise entre zéro et un. Avec un noyau de la forme
précisée par la relation (2.2), et en considérant que £(0) = 0, la relation entre le contrainte et
déformation se représente sous la forme suivante [66]:

c [ @
1—0()0 (t—1)

o(t) = I dt = GD§e(t) (2.3)

ou D§ f (t) estla dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (1.26).

De cette maniére, la loi viscoélastique occupe une position intermédiaire entre le corps
élastique (a = 0) et un état visqueux anélastique (a = 1) :
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Ee(t), Loide Hooke

t) = de(t 2.4
o(®) v d(t)' Loi de Newton (2:4)

Au sens rhéologique, la dérivée fractionnaire dans la loi de comportement peut étre
interprétée comme un élément qui s’appelle le spring-pot [29]. Cet élément est une
représentation asymptotique d’assemblage d’éléments élastiques (spring) et viscoélastiques
(dash-pot) connectés en série et en parallele (Figure 2.2) [67]. De cette fagon, I'élément spring-
pot permet de modéliser plusieurs types de comportement mécanique en faisant varier I'ordre
de dérivation a. Sia — 0, le comportement de I'élément fractionnaire tend vers la réponse
élastique ; dans le cas ou a — 1, la viscosité augmente.

o

—

Figure 2.2. L’élément rhéologique fractionnaire « spring-pot »

Les modeles rhéologiques fractionnaires standards et leurs réponses pour les essais de fluage
et relaxation sont présentés dans les parties suivantes.

Rappel

Soit un modele, initialement au repos, sans historique du chargement, soumis a une contrainte
externe g, appliquée a partir d'un instantt = 0 :

0 si t<0

o(t) = 0¥ (1) = {00 si 0<t<rt (2.5)

ou H (t) est la fonction d’Heaviside.

La contrainte reste constante pendant I'intervalle de temps 0 < t < t. La fonction de fluage ou
fonction retard J(t) détermine la déformation £(t) correspondante a une charge constante
o(t) =g

Soit une extension constante g, appliquée au modele a l'instantt = 0:

0 si t<0
S(t):‘so}[(t):{eo si 0<t<t (2.6)
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Afin de définir la réponse en contrainte o(t) a une extension constante £(t) = &g, on introduit
une fonction de relaxation G(t).

Dans les calculs suivants on suppose que (I'1™%¢)(0) = (I*"%5)(0) = 0.

2.4.3 Modele fractionnaire de Kelvin-Voigt

Le modele fractionnaire de Kelvin-Voigt a été proposé dans [29]. Ce modele est composé d'un
ressort et d'un élément fractionnaire (le spring-pot) qui sont connectés en parallele (Figure 2.3).

E

W

1%

=

Figure 2.3. Modéle fractionnaire de Kelvin-Voigt

L’équation différentielle de ce modele est:
Ee(t) +vD%(t) =a(t), 0<a<1 (2.7)

ou E estle module élastique et v est une constante viscoélastique.

La solution de I'équation différentielle fractionnaire (2.7) en accord avec (1.82) ou (1.96)
est:

t

e(t) = f Eqa (—%(t — x)“) (t —x)*1 @dx (2.8)

0

Grace a cette solution, la fonction du fluage J(t) peut étre définie. Soit le systeme soumis a une
sollicitation sous la forme comme (2.5), la réponse du systeme est donnée par:

1 E
() = J()o, avec J(b) = E(l — Eos (—;t"‘))}[(t) (2.9)
En admettant que a = 1, on retrouve la forme de la réponse du modele de Kelvin-Voigt
classique :

E

e(t) =J(t)o, avec J(t)= %(1 — e_7t> H(t) (2.10)

La fonction retard J(t) tend exponentiellement vers la loi de Hooke J = %quand t - oo,

La fonction relaxation G(t) est définie par la dérivation fractionnaire d’ordre a d’une
constante :
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-

a(t) = G(t)e, avec G(t) = (E + vm

)}[(t) (2.11)

On rappelle que dans le cas du modele de Kelvin-Voigt classique, la réponse en contrainte a un
échelon s’écrit :

o(t) = EgaH (t) +veyd(t) (2.12)
ou 6(t) est une fonction de Dirac.

On retrouve dans [65], les études correspondant aux fonctions de fluage et de relaxation pour
le modele de Kelvin-Voigt fractionnaire.

2.4.4 Modele fractionnaire de Maxwell

Le modele de Maxwell est un autre modele rhéologique souvent utilisé dans la littérature.
L’'implémentation des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville dans ce modeéle a été étudiée
dans les travaux [30], [31], [32]. Le modele de Maxwell est composé d'un ressort et d'un spring-
pot connectés en série (Figure 2.4).

E V

—IN——

Figure 2.4. Modéle fractionnaire de Maxwell

L’équation différentielle de ce modele est :

D% (t) + %a(t) = ED%¢(t) (2.13)

La réponse du systeme et la fonction de relaxation G(t) sont définies sous la forme :

a(t) =G(t)e, avec G(t) =EE,, (—gﬁ‘) H(t) (2.14)

On rappelle que pour un modele Maxwell classique, I'équation (2.14) s’écrit sous la forme
suivante :

o(t) =G(t)g, avec G(t)= Ee“gt}[(t) (2.15)

La fonction de fluage (2.16) est obtenue par l'intégration d’ordre a de I'’équation (2.13) avec
un o (t) défini par la formule (2.5).

a

1 1
E(t) =](t)00 avec ](t) = (E +

Lo
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2.4.5 Modele fractionnaire de Zener

Les modeles de Kelvin-Voigt ou de Maxwell ne permettent pas de décrire correctement le
comportement viscoélastique d'un matériau lors de sollicitations de fluage et de relaxation. Le
modele de Kelvin-Voigt fractionnaire est associé a un module de relaxation infinien t = 0 (2.11).
Le modele de Maxwell fractionnaire est associé a une fonction retard qui croit sans admettre de
borne supérieure lorsque t devient grand (2.16). Afin de reproduire a 'aide d’'un modele unique
les deux modes de sollicitation, on peut introduire un modele fractionnaire de Zener [33]. Ce
modele se compose du modele de Kelvin-Voigt et d'un élément élastique connecté en série
(Figure 2.5).

E,
vV
Figure 2.5. Modéle fractionnaire de Zener

L’équation constitutive du modele de Zener fractionnaire est :

o(t) + bD%a(t) = E(e(t) + aD%e(t)) (2.17)

avec :
b= v _ EyE; v 218
T E,+E ~ E+E ‘TE (2.18)

Comme conséquence de la définition de ce modele, on constate que a > b. Ce fait peut étre
prouvé par I'application de cas particuliers de chargement sur le modele de Zener classique en
admettant que a = 1.

o(t) + bo(t) = E(e(t) + aé(t)) (2.19)

Soit le systeme (2.19) sous une charge dynamique telle que la valeur 6(t) soit tres grande.
Alors la valeur £(t) sera également grande et donc les valeurs o(t) et e(t) peuvent étre
négligées. Dans ce cas on retrouve que :

6(t) = E%é(t) (2.20)

oukE % s’appelle le module d'élasticité instantanée.

Supposons maintenant que la charge évolue tres lentement en fonction du temps. Puisque la
déformation évoluera également lentement, les valeurs d(t) et €(t) seront négligeables.
L’équation (2.19) se simplifiera de la facon suivante :
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o(t) = Ee(t) (2.21)

ou E est le module d'élasticité de longue durée.

Considérons l'application soudaine d'une charge qui reste ensuite constante. Au début
apparait la déformation qui correspond au module d’élasticité instantanée E %. Cette déformation
croit et tend vers une valeur qui se définit avec le module d'élasticité de longue durée E. Pour
que le second principe de la thermodynamique soit vérifié, il est nécessaire que J(t) soit une

fonction positive et croissante et G(t) une fonction positive et décroissante, ce qui conduit a un
travail des forces externes positif lorsque la déformation augmente. Alors, la déformation

by

instantanée est inférieure a la déformation de longue durée. Donc, a l'inverse, le module
' . a7 ye , a ;. 12 . ay s 7
d'élasticité d’instantanée E;est supérieur au module d'élasticité de longue durée E. On en

déduit que a doit étre supérieur a b.

En supposant que o(t) est déterminé par la formule (2.5), la réponse du systéme mécanique
et la fonction du fluage sont définies comme la solution d’équation (2.17). On retrouve que :

1 b «
e(t) =J(t)o, avec J(t)= E(l - (1 - E) Euq (— %))H(t) (2.22)

Dans le cas ou a = 1, la solution d’équation fractionnaire (2.22) se transforme sous la forme
classique suivante :

1 b t
e(t) =J(t)o, avec J(t)= E(l — (1 — E) e_E)ﬂ-[(t) (2.23)
On considere un essai de recouvrance. Soit un systéme mécanique soumis a la charge
constante g, appliquée de linstantt = 0a linstantt =t;:0(t) = gy pour 0 <t <t eto(t) =

0 pourt > t;. Dans ce cas, la réponse a un essai de recouvrance, avec un modele de Zener
fractionnaire se définit par la formule :

£(t) = %(1 - g) (Ea,l (— @) —E,, (— %)) GoH (£ — t) (2.24)

Ou sous la forme alternative suivante, sia = 1:

£(t) = %(1 - g) (a‘t_atl - e_é) oo (t — ;) (2.25)

La réponse du systeme définie par les équations (2.24) et (2.25) est illustrée sur la Figure 2.6.

On remarque que la différence entre les valeurs de £(t) obtenues par la formule (2.24) et

(2.25) a l'instant t = t; correspond a la valeur inverse du module instantanée (E) Sile tempst

b
tend vers infini, la déformation devient élastique.
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—+—Essai de recouvrance du modele classique
—a—Essai de recouvrance du modeéle fractionnaire
- - La solution asymptotique

ty
t

Figure 2.6. Essai de recouvrance

La fonction de la relaxation G(t) peut étre obtenue de la méme fagon que la fonction du fluage
(2.22) sous la forme suivante :

a t*
o(t) = G(t)e, avec G(t)=E (1 + (E - 1) Eys (— F))?—[(t) (2.26)
L’équation (2.26) se transforme sous la forme classique suivante,sia = 1:
a _t
o(t) = G(t)e, avec G(t)=E (1 + (E - 1) e b)?—[(t) (2.27)
On considere un essai d’effacement. Soit un systéme mécanique soumis a la déformation
constante €, de l'instantt = 0a linstantt =t;:&(t) = g pour 0 <t < t; ete(t) = 0 pourt >

t;. Dans ce cas, la réponse a un essai d'effacement, avec un modeéle de Zener fractionnaire se
définit par la formule :

o(t) = —E (% -1) (Ea,l (—#) — Ens (—%)) e (t — t) (2.28)
ou encoreaveca = 1:
o(t) = —E (% 1) (e‘t% - e_%) eoH (t — t;) (2.29)

Le graphe sur la Figure 2.7 représente les essais d’effacement définis par les équations (2.28)
et (2.29) sur un intervalle temporel : 0 < t < t;.

Ainsi, avec un modele de Zener, si on impose at = 0 un échelon de déformation unitaire ¢, la

. R IT) P e . , a .
contrainte a l'instant initial correspond au module instantanée E > Cette contrainte se relaxera

jusqu’a atteindre une valeur correspondant au module de longue durée E.
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—+—Essai d'effacement du modele classique

Fa —=—Essai d'effacement du modéle fractionnaire
— gy . )
bl - - La solution asymptotique
7 e S T e ——
L]
~
el
®
a
E—¢g
[} b

Figure 2.7. Essai d’effacement

Les coefficients a et b sont les temps caractéristiques respectivement de fluage et de
relaxation. Sachant que I'on a démontré que a > b, cela montre que le temps de relaxation est
inférieur au temps du fluage.

Le modele (2.17) permet de reconstruire les données expérimentales plus précisément que
les modeéles standards entiers. Les résultats de ce modeéle avec les dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville et les fonctions de fluage (2.22) et de relaxation (2.26) sont présentés dans
les travaux [64], [68], [69], [70] et [71]. Le comportement mécanique d’élastomeres sous un
chargement harmonique dans le domaine des basses fréquences a été étudié par Cosson [72].

L’'implémentation de dérivées fractionnaires de Caputo dans le modele (2.17) a été proposée
dans les travaux [73] et [74]. Les résultats de ce modele ont été validés pour le verre et les
métaux. Les parametres E, a, b, et a ont été définis pour les métaux dans le cadre de la théorie de
la thermodynamique par Zener [75]. La fonction Mittag-Leffler a été proposée par Gross [76]
pour améliorer I'approximation des données expérimentales dans les essais de fluage.

2.4.6 Modeéle héréditaire de Rabotnov

Rabotnov, dans ses travaux sur la mécanique héréditaire, a développé un modele de
comportement dédiée aux matériaux a mémoire [35] et [36]. [l a montré que le comportement
des matériaux peut étre décrit par I'équation intégrale de Volterra de deuxieme type sous la
forme suivante :

o(t) =E, le(t) -1 ft3a(,8, t— T)S(T)d’[l (2.30)
0

ou sous une forme équivalente telle que :

e(t) = %0 la(t) + 1 ft3a(,8, t— T)a(r)drl (2.31)
0
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ou J,(B, t) s’appelle la fonction de Rabotnov qui est définie par la somme :

o had ﬁntn(l—a)
I.(B.t) =t ;r[(n DA )] (2.32)

La fonction (2.32) appartient a la classe de fonctions exponentielles fractionnaires. La théorie
de ces fonctions est développée dans [36]. L’intégrale avec le noyau 3,(p,t) satisfait les

conditions héréditaires de Volterra [51].

La représentation graphique de la fonction exponentielle fractionnaire (2.32) est illustrée sur
la Figure 2.8 pour différents valeurs de n,n = {0, 1, 3,10} en supposant 8 = 1 eta = 0.3. Le cas
particulier de la fonction (2.32) pour @ = 0 (équation (2.33)) est présenté sur la Figure 2.8.

(B, )

t

Figure 2.8. Fonction exponentielle fractionnaire de Rabotnov pour différents nombres n, n =
{0,1,3,10} en supposant 8 = 1,a = 0.3 et la fonction exponentielle e’

Si a =0, la fonction exponentielle fractionnaire (2.32) se transforme en fonction
exponentielle :

(B, t) = et (2.33)

Soita > 0. Les premiers membres de la série (2.32) tendent vers l'infini quand ¢ tend vers
zéro. Par exemple, sin = 0, la formule (2.32) se transforme en un noyau simple de type Abel
(2.34):

-

9«(B,6) = 1 = K(0) (2.34)

(1—a)

A partir d'un certain n, I'exposant de parameétre t est positif et la série (2.32) tend vers
l'infini :

Je(B,0) = [>0 (2.35)
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Il a été montré que les équations intégrales avec le noyau de type Abel (2.34) représentent
correctement le comportement du matériau dans les premiers instants apres l'application du
chargement. Par contre, expérimentalement, la relaxation du matériau se passe plus rapidement
que ne le prévoit la modélisation. Il est par conséquent préférable d’utiliser une équation
intégrale avec un noyau exponentiel fractionnaire de type (2.32) pour représenter le
comportement plus précisément.

L’influence des facteurs climatiques, comme la température ou I'’hygrométrie, a été prise en
compte dans le travail [36]. Les équations de Rabotnov sont enrichies avec des fonctions qui
dépendent de la température et de I'humidité, sous la forme suivante :

o(e) = o(t) + 1 j (Bt = DT fs(W)a(D)de (2.36)

ou T estla température et W est le taux d’humidité.

Dans [34] Rabotnov introduit 'équation rhéologique généralisée (2.37) avec une dérivée
fractionnaire pour décrire le comportement des milieux héréditaires.

ZQDJ@—ZmDS@ 2.37)

Koeller étudie une forme particuliere de I'équation (2.37) pour certains problemes de
meécanique viscoélastique. Il s’intéresse a une relation contrainte déformation sous la forme
suivante [77]:

Z@Da@—szew (2.38)

Les formules (2.37) et (2.38) s’appellent les équations de Rabotnov-Koeller [78].

2.5 MODELE FREQUENTIEL DE BAGLEY-TORVIK

Des recherches importantes pour les modeéles viscoélastiques ont été réalisées par Bagley et
Torvik [37]. Ils considerent une équation générale de type (2.17) avec des ordres de dérivation
différents :

o(t) + bDBa(t) = Ee(t) + E;D%(t) (2.39)

oua,pB,E,aetbsont les parametres réels du modele. Ils appliquent la transformation de
Fourier (1.61) sur l'équation (2.39) pour obtenir I'expression suivante dans le domaine
fréquentiel :

6(iw) = E(iw)é(iw) (2.40)

ol £ (iw) est le module fréquentiel défini par la formule suivante :
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E+E (iw)“

E(iw) = 7= b(iw)P

(2.41)
Dans les domaines des basses fréquences, le module E(iw) tend vers E (le module de la
résine) et le comportement du matériau tend vers une réponse absolument élastique. En

. A , . . Na-BE .
augmentant la fréquence, le module E(iw) peut s’approximer par (iw)“ ﬁﬁ; de ce fait, la
réponse de matériau correspond au domaine vitreux. Dans le cas ou @ = f3, lorsque w devient

A E , L
grand, le module E (iw) tend vers la constante:f. De nombreux résultats expérimentaux

valident I'existence de la zone de transition entre I'état vitreux et 1'état caoutchoutique des
polymeres. Bagley et Torvik [37], démontrent, a 'aide du travail interne et du taux de dissipation
qui doit demeurer non négatif, les conditions que doivent satisfaire les parametres du modele.
Ces conditions s’écrivent :

a=f E>0 b>a (2.42)

Dans le cadre de ce travail, la réponse du matériau soumis a une sollicitation sinusoidale en
déformation est une contrainte sinusoidale. Cela a pour conséquence la création d’'une boucle
d’hystérésis elliptique. Il a été prouvé que la fonction de dissipation d’énergie par cycle est
toujours positive pour les parametres respectant les conditions thermodynamiques (2.42).

Les résultats sont valides pour de nombreux matériaux polymeres. Le modele nécessite
quatre parametres. L’équation du modele (2.39) est également liée a la théorie moléculaire
présentée par Rouse [38]. Le modele de Bagley et Torvik peut étre tres pertinent pour
reproduire la réponse de structures viscoélastiques amorties.

2.6 MODELE MOLECULAIRE DE ROUSE : LIAISON ENTRE LES MICRO ET MESO-MECANIQUES

L’explication physique du modele fractionnaire pour les solutions diluées de polymeres est
démontrée a partir de la théorie moléculaire proposée par Rouse [20], [38]. Une molécule de
polymere se compose de chaines de N-atomes ou de groupes atomiques (monomeres) dont les
actions sont modélisées par des ressorts élastiques de module K. Les segments connectés
tournent librement autour de leurs extrémités. Les molécules sont dans un fluide newtonien a la
température T (Figure 2.9). On suppose une sollicitation de forme sinusoidale transverse
entrainant la déformation de la surface. En conséquence, chacune des N molécules de la chaine
aura une vitesse composée de :

e ]a vitesse du fluide,
¢ lavitesse due au déplacement relatif des molécules les unes par rapport aux autres.

La théorie statistique proposée par Rouse conduit a établir un module de cisaillement de la
solution visqueuse de polymere. Le module de cisaillement complexe s’écrit sous la forme
suivante :

G(w) = G(w) +iG,(w) (2.43)
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L wir,? 5wt

E : p E : p
G,(w) = nkT TT o2 G,(w) = wug + nkT TT o2 (2.44)
p=1 P p=1 P

avec 7, le temps de relaxation du polymere, N le nombre d’atomes dans une chaine, nle
nombre de molécules dans le volume unitaire de polymere, k la constante de Boltzmann et T la
température absolue.

O, ~_ . l N
,SIj>J?"““ﬂwwn

f ;"\' \ /\
\:‘-\f\‘/\"\ v""ﬂl “, ‘[’\(‘; /v VA ? fluide
~~ €V U ' >—‘

N TN TN Y

Figure 2.9. Modeéle moléculaire

L’approximation du temps caractéristique de relaxation (2.45) est proposé par Rouse sous
certaines hypotheses concernant les longueurs de la chalne et la fréquence de rotation du

. o N N2
dispositif (avec | < setwr < E).

T 6(vg — vs)

T, - avec T;= T (2.45)

ol vy, Us sont respectivement la viscosité du fluide et du polymere pour un écoulement
stationnaire.

A partir des expressions (2.44) et (2.45), le module complexe se représente sous la forme
suivante :

217t

[N/5]
G(w) = iwvg + nkT Z [1 —i— (2.46)
p=1

wT

La somme dans l'expression précédente peut étre remplacée par une intégrale. En utilisant
I’équation (2.45) pour 74, le module complexe devient :

3 1/2
G(w) = iwvs + [E (vo — vs)nkT] [iw]Y/? (2.47)

La transformation intégrale inverse de 'expression (2.48) conduit au résultat souhaité dans
le domaine temporel exprimé par la formule (2.49).

G (w) = G(w)é(w) (2.48)
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1
a(t) = vsé(t) + ;(vo — v )nkT : DY2g(t) (2.49)

Le premier terme de la formule (2.49) correspond a la réponse en contrainte du fluide
newtonien. Le deuxiéme terme correspond a la contribution de chalnes moléculaires [20].
L’histoire du chargement est prise en compte. Le modele moléculaire de Rouse permet de
montrer la présence des dérivées non-entieres dans la loi empirique. Cette dérivée provient
essentiellement de la modélisation des interactions par un réseau de ressorts infini.

Dans les travaux [53], une théorie de Rouse modifiée est proposée pour des polymeres
concentrés. Dans ce cas, la composante des contraintes associée au fluide newtonien est négligée.
Avec une modification du temps de relaxation, I'équation (2.49) devient :

1
O'(t) — [31/2'01\571]21)1/28(15) (2.50)

ou M est la masse moléculaire, p est la densité, R,, est la constante universelle des gaz, T est la
température absolue et v est la viscosité pour un écoulement stationnaire.

Dans les travaux de Schiessel et de ses collaborateurs [52], le modele (2.49) est généralisé a
tous les matériaux possédant une structure moléculaire complexe réticulée. IIs ont montré que le
modele fractionnaire d’ordre a, 0 < a < 1, reproduit trés bien la fonction de relaxation de
nombreux polymeres.

En conclusion, on peut finalement considérer que I'utilisation des dérivées fractionnaires dans
la construction d'un modele de comportement mécanique dédié aux polymeéres est
physiquement justifiée par des modélisations moléculaires.

2.7 MODELISATION DES BOUCLES D’"HYSTERESIS ET APPLICATIONS A LA FATIGUE

2.7.1 Modéle de Drozdov

Le modele proposé par Drozdov dans [39] permet de décrire le comportement d’'un polymere
semi-cristallin sous un chargement cyclique. La campagne expérimentale proposée par Drozdov
consiste en des essais de traction cyclique avec des déformations maximales variées. Le matériau
étudié est un polypropylene isotactique Moplen HP 400R. C’est un polymere thermoplastique
semi-cristallin de consommation courante. Pour chacun des tests expérimentaux, un échantillon
est étiré avec une vitesse de déformation ¢ = 1.6 1072 s71 jusqu’a la déformation maximale &,,,,
et ensuite déchargé jusqu'a une contrainte minimale g,,;, avec une vitesse de déformation —¢.
Les valeurs de déformation maximale sont g,,, = 0.04, 0.08, 0.12 et 0.16. La contrainte
minimale o,,,;,, est posée égale a1 MPa au lieu de g,,;, = 0 MPa pour éviter le flambage du
spécimen. Les essais se composent de 150 cycles du charge-décharge.

Afin d’estimer les propriétés mécaniques de polypropyléne lors des essais cycliques, la
contrainte maximale a,,,, (atteinte a &,,,,) et la déformation minimale ¢,,;, (mesurée a g,,;y)
sont enregistrées pour chaque série d’essais. A partir des résultats expérimentaux, on constate

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 68


https://fr.wikipedia.org/wiki/Polym%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/Thermoplastique

Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’un modeéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

que la contrainte maximale par cycle diminue alors que la déformation minimale croit avec
I'augmentation du nombre de cycles (Figure 2.10).
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Figure 2.10. Contrainte maximale g,,,, et déformation minimale &,,;,, par cycle par rapport au
nombre de cycles n

Le but ultime de ce travail est de développer un modele de comportement destiné a prédire
les contraintes maximales g,,,, et les déformations minimales ¢,,;,, pendant le chargement
cyclique et pour un grand tres grand nombre de cycles. Le modéle proposé par Drozdov est
capable de représenter le comportement du polymere sous un chargement cyclique possédant
un grand nombre de cycles en utilisant uniquement la modélisation des quelques premiers
cycles de charge-décharge. La description de chaque cycle individuel de charge-décharge est
faite a I'aide du modele viscoplastique sous I'hypothese des petites déformations en utilisant les
hypotheéses suivantes :

1. Le tenseur de déformation totale € se représente comme une somme des tenseurs de la
déformation élastique &, et plastique &, :

E=E& + & (2.51)

2. La vitesse de déformation viscoplastique est supposée proportionnelle a la vitesse de
déformation totale :

dsp de

. 2.52
at Pt (2.52)

ou ¢ représente une fonction non negative qui est nulle dans I'état de référence et qui croit de
facon monotone pendant le cycle de charge-décharge. La fonction est comprise entre zéro et un.

3. L’équation de comportement liant la contrainte a la déformation et qui inclut le parameétre
@ qui dépend du temps se représente sous la forme suivante :

o0 =—-Pl+u(l—¢)e, (2.53)

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 69



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’'un modéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

ou P est une pression inconnue, I un tenseur unité et u la rigidité.
4. Le concept de mémoire lointaine des déformations précédentes.

Lors du premier cycle de charge-décharge (quand le polymere vierge est soumis a la
premiere déformation), le changement du coefficient ¢ en fonction du temps t est décrit
par I’équation phénoménologique suivante :

d
d(f = al(‘If1 + K€l — (p)zéeq (charge)
(2.54)
deg 2 00 oo
Fri az(‘If2 + Kpel? — (p) £¢1 (décharge)

avec la condition initiale ¢ (0) = 0.
Ici a,,, ¥, et K,,, (m = 1,2) sont des constantes, .7 = 3 Ee © € représente I'intensité de la

, . , . .e 2de de . , . , .
déformation élastique et £.7 = ’Ed—; : d—te la vitesse de déformation équivalente.

Afin de décrire la perte de mémoire au cours du chargement cyclique, la fonction ¢ au cycle
n se représente comme une somme :

=+, (2.55)

ou le coefficient ¢, correspond au coefficient « ancien » qui décrit la réponse mécanique au
cyclen — 1 et qui diminue au cycle n et ¢, est la variation de la fonction ¢ durant le cycle n
(2.52).

La perte de mémoire du cycle précédent n — 1 est décrit par les équations suivantes :

do,

T —A,,2£% (charge)

(2.56)
% = 0 (décharge)
dt
ou A4,, est un parametre d’ajustement qui reste constant dans chaque cycle.

L’évolution du coefficient ¢, durant le cycle n est déterminée par le systéme suivant
d’équations :

d
D02 y(Pin + Ky (7 — £23) — 9,) 9 (charge)
dt
d (2.57)
;Ptz a2n(q’2n + Ky (el —eg) — (pz) £ (décharge)

avec la condition initiale ¢, (t,,) = 0.

e .
1T = g29(t,), que les coefficients a,,, a,,

Dans les équations (2.57), nous considérons que &5y
et ¥,,, W,, restent constants pour chaque cycle de déformation et enfin que les coefficients

K, et K, coincident avec les coefficients initiaux de ’équation (2.54).
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Pour diminuer le nombre de parametres, Drozdov constate que les parametres ¥;,, et a,, ne

dépendent pas du nombre de cycles n pour n > 2 [39]. Par contre les valeurs initiales ¥; = 11’1(1)

eta, = agl), qui correspondent au premier chargement appliqué sur le polymere initialement

vierge, sont différentes des valeurs des cycles suivants ¥;,, = Wl(z)et Ay = agz).

En conclusion, la déformation tridimensionnelle du polymere semi-cristallin peut étre décrite
par une relation entre la déformation et la contrainte (2.53) prenant en compte les équations
cinématiques (2.51) et (2.52), et les équations cinétiques (2.54) - (2.57).

Enfin, les équations incluent :
e quatre parametres du matériau : y, a,, Ky, ’Pl(l),
e quatre parametres dépendants du point du début de rétraction : agl), agz), K, 11’1(2),

e trois fonctions qui dépendent du nombre des cycles : A,,, a1y, Por, -

Afin de prédire correctement le comportement des polymeres pour un chargement
comportant un grand nombre de cycles, I'évolution de l'écoulement plastique et de
I'endommagement doit étre pris en compte. L’évolution de I'écoulement plastique est décrite par
des fonctions des variables internes A, et a,,,. Le variation de ¥,,, en fonction de nombre de
cycles n décrit I'accumulation d’'endommagement et le développement de I'écoulement plastique.

Il a été montré que le modele est capable de prédire qualitativement I’évolution de la
contrainte maximale o,,,, et de la déformation minimale &,,;,, en fonction de nombre des cycles
n. Les résultats de la simulation sont présentés sur la Figure 2.11 et la Figure 2.12. Ce type de
modélisation peut étre utile pour estimer le nombre de cycles définissant la limite de fatigue.

Pour augmenter l'efficacité de ce modele, on doit ajouter des parametres internes
complémentaires qui représentent I'’évolution de 'endommagement dans un matériau.

40.0 Ligne continu : modele
Symbole : expérimental

MPa [

" 0 €max = 0.16
® €y = 0.12
* €max = 0.08
* €max = 0.04

0.0 ] | |

0.0 € 0.2

Figure 2.11. Comparaison modéle/expérimental pour la représentation des hystérésis.
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Figure 2.12. Contrainte maximale o,,,, et déformation minimale &,,,;,, par cycle par rapport a un
nombre de cycle n.

2.7.2 Modele fractionnaire de Caputo

Le comportement d'un milieu viscoélastique (non-élastique) peut étre décrit en utilisant une
dérivée fractionnaire. Cette approche a été initialement proposée par Caputo et al. [40] dans le
domaine fréquentiel. La relation entre la contrainte et la déformation se base sur le modele de
Kelvin-Voigt fractionnaire :

o(t) = ue(t) +n % 0<axl1 (2.58)

. . . e R o
ou u et n représentent respectivement les modules de rigidité et de pseudo-rigidité et— est

la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo :

d%e(t)
dte  TI(1

L 48 2.59
_a)of(t—:o T dx (2.59)

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 72



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’un modeéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

En utilisant la transformation de Fourier (1.61), I’équation (2.58) peut étre présentée dans le
domaine fréquentiel sous la forme suivante :

6(w) = p(w)é(w) (2.60)
ou fi(w) = u + (iw)*n est le module de rigidité complexe avec w la pulsation.

Afin de montrer la capacité de ce modeéle a reproduire les boucles d’hystérésis, un chargement
en déformation est imposé. Le signal est un signal en dents de scie (Figure 2.13). La période de
la fonction esta = 4 s et I'amplitude este = g;. Les boucles d’hystérésis sont obtenues en
utilisant le second terme de I’équation (2.58) qui représente la contribution anélastique du
comportement du matériau. Les résultats sont présentés sur les Figure 2.14 et Figure 2.15 pour
des ordres de dérivation respectivement de @ = 0.1 et @« = 0.5. Il convient de noter que la taille
de la boucle d’hystérésis augmente avec I'accroissement de I'ordre «a de la dérivation non-entier.

Ce modele est capable de représenter des boucles d’hystérésis avec une contrainte qui croit
avec I'augmentation du nombre de cycles. Ce phénomene s’appelle I'écrouissage cyclique et il
peut étre observé dans le comportement de différents matériaux métalliques ou polymeres. Ce
processus de dissipation d’énergie visqueux lié a 'endommagement est la cause des chutes de
propriétés mécaniques lors des essais de fatigue. En général, les critéres de fatigue estiment le
nombre des cycles avant la rupture du matériau comme une valeur inversement proportionnelle
a I'amplitude et a la fréquence de déformation appliquée. Les résultats obtenus par le modele
proposé sont en bonne correspondance avec les données expérimentales dans le cas de plusieurs
métaux [40]. Par contre ce modele ne permet pas de distinguer la propagation
d’endommagement et d’écoulement plastique. Afin de l'améliorer, il faut introduire la
dégradation et les déformations irréversibles. C’est la voie que nous retiendrons pour établir
notre modélisation présentée dans le chapitre 3. Cette voie a également été retenue dans le
modele [41].

Figure 2.13. Fonction du signal en forme de dents de scie
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Figure 2.14. Boucle d’hystérésis modélisée par la dérivée de Caputo d’ordre a = 0.1
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Figure 2.15. Boucle d’hystérésis modélisée par la dérivée de Caputo d’ordre a = 0.5

2.7.3 Modélisation de la boucle d’hystérésis pour le matériau composite

Dans le cas des matériaux composites carbone époxy, un modele de comportement du pli
élémentaire a été initialement proposé par Ladeveze et al. [11], [79]. Les effets de délaminage
ont été inclus dans la modélisation des stratifiés [80], [81], [82]. Des versions des modeéles pour
des chargements de fatigue ont été plus récemment développées [83], [84] [85]. Ces
modélisations décrivent parfaitement le comportement des matériaux composites a I’'exception
de la boucle d’hystérésis qui est liée aux effets combinés de I'endommagement et de la viscosité
de la matrice. Ces modeles adaptés en fatigue peuvent correctement représenter le
comportement mécanique. Cependant ils sont incapables de décrire les bons niveaux de
dissipation. En conséquence, ils ne permettent pas de simuler les échauffements du matériau
durant les sollicitations de fatigue.
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Un premier travail a été mené au Laboratoire en développant un modele fractionnaire
permettant de décrire le comportement d'un composite carbone en cisaillement plan [41]. La
dégradation du pli est décrite a l'échelle mésoscopique a l'aide de la mécanique de
I'endommagement [79]. Les déformations irréversibles sont prises en compte et sont supposées
étre liées aux endommagements.

La loi de comportement correspond a une extension du modele fractionnaire de Kelvin-Voigt.

La contrainte de cisaillement est définie sous la forme suivante :

012(t) = 2G15(1 — d12)efz () + 2Gi,Def, (b) (2.61)

e GY, estle module élastique au cisaillement,
e ¢f, estla déformation élastique,

e d,, correspond a 'endommagement pendant le chargement,

e Gl, et a sont des fonctions de 'endommagement d,, et de la déformation irréversible !5,

e Et D% estla dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Ce modele permet de représenter les boucles d'hystérésis que le matériau composite montre
en cisaillement. La loi constitutive dépend de quatre parametres déterminés a partir des
données expérimentales par identification inverse. Les dérivées fractionnaires sont calculées par
I'algorithme L1 (1.108). Les résultats sont présentés sur les Figure 2.16 a Figure 2.18 pour les
trois premieres boucles du matériau carbone/époxy en cisaillement.
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Figure 2.16. Relation déformation - contrainte pour la premiéere boucle d’hystérésis
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Figure 2.17. Relation déformation - contrainte pour la deuxiéme boucle d’hystérésis
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Figure 2.18. Relation déformation - contrainte pour la troisiéme boucle d’hystérésis

Les résultats sont en bonne correspondance avec les données expérimentales. Le modele
permet de décrire les boucles d’hystérésis avec seulement quatre parametres. Ce modele est
développé dans le domaine temporel et ne dépend pas de la fréquence. Aussi, 'endommagement
étant inclus, la dissipation d’énergie associée a celui-ci peut étre calculée. Dans le travail [41],
Mateos montre que le modele est sensible au changement de vitesse de déformation et peut étre
appliqué aux problemes dynamiques.

Par contre, les dérivées fractionnaires sont des opérateurs non locaux. A cause de cela, les
parametres associés aux dérivées fractionnaires changent a chaque instant du temps. La solution
du probléeme d’optimisation pour les parametres du matériau n’est donc pas unique. Un autre
désavantage de ce modele est que toute I'histoire du chargement a partir de t = 0 doit étre prise
en compte, ce qui conduit a une augmentation importante du temps de calcul et du volume de
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stockage des données. Pour augmenter les performances du modele, I'écrouissage isotrope doit
étre pris en compte.

2.7.4 Méthode d’auto-échauffement

La limite de fatigue peut étre déterminée rapidement en utilisant une instrumentation
prenant en compte les aspects mécanique et thermique lors d’un essai d’auto-échauffement [7],
[58]. La détection des premiers échauffements du matériau pendant le chargement cyclique
représente la base de la méthode dite « d’auto-échauffement ». L’échauffement est corrélé a la
limite de fatigue et la valeur identifiée est en accord avec celle provenant de la méthode
classique (courbe de Wohler). Cette méthode a été appliquée dans le passé avec succes pour
certains métaux [8], [86] et résines [9], [87] et composites a fibres courtes [10].

La méthode «d’auto-échauffement» consiste en l'application d'un ensemble de cycles
successifs a contrainte moyenne constante mais qui croit a chaque ensemble de cycle. Pour
chaque niveau de contrainte moyenne, le changement de la température est mesuré jusqu’a sa
valeur statique. Au-dela d'une limite donnée, la température commence a croitre
significativement. Cette augmentation de la température est associée au phénomene de
dissipation qui gouverne le processus de la fatigue: c’est pour cela que l'on observe un

emballement considérablement lorsque le niveau de fatigue est dépassé.

L’application de cette méthode aux matériaux composites carbone époxy unidirectionnels a
été effectuée dans [58]. Les mesures de la température ont été effectuées pour différentes
stratification ([£45]s, [£67.5]s [0/90/0/90]s et [£45/90/0/90]s) pendant des essais classiques
en tension et des essais charge-décharge. A partir des données expérimentales, on constate que
la température décroit linéairement avant que la limite d’élasticité soit atteinte et que la
température augmente immédiatement quand des fissures apparaissent. Ce comportement du
matériau composite observé expérimentalement coincide avec les observations de
comportement des matériaux connus.

Dans les travaux [58], la limite de fatigue a été estimée avec la méthode «d’auto-
échauffement » pour les stratifiés [+45]s et [0/90/0/90]s en carbone/époxy et les résultats
obtenus sont en bonne correspondance avec ceux issus de I'approche classique de Wohler. Le
principal avantage de la méthode « d’auto-échauffement » par rapport a la méthode classique est
que l'identification de la limite en fatigue est réalisée beaucoup plus rapidement.

Cependant, il est a noter que l'implémentation numérique de cette approche permettrait
encore d’augmenter son efficacité. Afin de faire la liaison entre le comportement mécanique et
thermomécanique, la modélisation des boucles d’hystérésis doit étre ajoutée au modele du
comportement élasto-plastique endommageable du matériau composite. Ceci nous permettrait
de déterminer la quantité d’énergie dissipée et de calculer numériquement 'augmentation de la
température. De cette facon, la limite de fatigue peut étre déterminée facilement pour les
différents types de matériau composite.
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2.8 CONCLUSION

Ce chapitre présente quelques modeles viscoélastiques qui peuvent étre une source
d’inspiration pour décrire le comportement des matériaux polymeres. Les propriétés visqueuses
des matériaux composites sont liées aux caractéristiques de la matrice (résine), le renfort
(fibres) pouvant étre considéré comme inerte. Dans le cas de la plupart des polymeres, la
déformation a un caractére non-linéaire. Ce fait peut étre expliqué par la structure moléculaire
du polymere. Le frottement entre les molécules génere un phénomeéne de dissipation qu’'on
représente comme une viscosité apparente. Ces phénomeénes thermiques modifient les
contraintes seuils et font apparaitre une dépendance a la vitesse de déformation des propriétés
mécaniques. Le comportement mécanique du matériau composite peut donc étre modélisé par
une réponse héréditaire, ce qui complique la méthode de description de son comportement. Des
modeles simplifiés spectraux [88], [89] sont alors parfois employés pour prendre en compte la
viscosité, le nombre de temps caractéristiques étant alors limité lors de la construction du
modele [62].

Parmi les différentes facons de construire des modeles de comportement dépendant du
temps, la méthode fonctionnelle est une approche efficace car elle permet de prendre en compte
I'influence de I'histoire du chargement dans le comportement du polymere. L’approche
fonctionnelle est liée au choix du noyau dans l'intégrale. En fonction du noyau retenu, on fait
apparaitre la notion de dérivée fractionnaire. Des modeles fractionnaires de Kelvin-Voigt,
Maxwell et Zener peuvent étre construits pour décrire plus précisément les processus de fluage
et de relaxation. Ces modeles, contiennent des dérivées des déformations d’ordre non-entier
compris entre zéro et un. Bagley et Torvik ont développé des modeles fractionnaires dans le
domaine fréquentiel afin de décrire le comportement des résines [20], [37]. Dans ses travaux,
Rabotnov a développé des lois généralisées fractionnaires avec un ordre de dérivation arbitraire
(ainsi qu'un ensemble de fonctions exponentielles fractionnaires) [34], [35], [36]. Les facteurs
climatiques (humidité et température) peuvent également étre pris en compte et modélisés a
I'aide de théorie fractionnaire de Rabotnov [36]. La modélisation moléculaire des polymeres
introduite par Rouse [38] conduit a établir un modele a dérivées fractionnaires.

Un des objectifs de nos travaux est de parfaitement décrire les dissipations thermiques liées
aux boucles d’hystérésis. Les modeles fractionnaires sont donc la piste que nous suivrons pour
décrire le comportement viscoélastique des polymeres et les dissipations thermiques associées.
L’aire des boucles correspond a la quantité d’énergie dissipée pendant les chargements cycliques
et elle peut étre utilisée pour déterminer I’état du matériau vis-a-vis de son état limite de fatigue.
Le modele de Drozdov décrit les boucles d’hystérésis a I'aide de lois polynomiales. Ce modeéle
permet d’avoir une caractéristique précise du comportement de certaines résines sous un
chargement cyclique en utilisant uniquement la modélisation des premieres boucles [39]. Par
contre, ce modele ne permet pas de déterminer 'endommagement du matériau. Le modele
proposé par Caputo et al. [40] permet également de reproduire une boucle d’hystérésis mais,
tout comme celui de Drozdov, il ne permet pas de distinguer 'endommagement de I"’écoulement
plastique. La derniere approche de modélisation des boucles d’hystérésis est proposée par
Mateos [41]. Elle permet de reproduire le comportement hystérétique du matériau composite
carbone/époxy en cisaillement. L’endommagement et les déformations irréversibles sont pris en
compte également. Cependant la généralisation dans le cas tridimensionnel pour des matériaux
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composites épais est délicate car il faut introduire des tenseurs supplémentaires pour décrire les
déformations irréversibles liées aux endommagements [90]. Dans le cadre de nos travaux, un
modele destiné a reproduire le comportement du matériau composite sous des chargements
cycliques est proposé dans le chapitre 3. Il est fondé sur les dérivées fractionnaires. L’objectif
final est d’obtenir une modélisation des échauffements du composite lors de sollicitations
cycliques en vue de simuler au mieux les essais d’auto-échauffement. La méthode « d’auto-
échauffement » est considérée comme une approche rapide destinée a déterminer la limite de la
fatigue d’'un matériau par observation de la quantité d’énergie dissipée. Le point de départ était
le modeéle de comportement développé par Mateos [41]. Dans le chapitre suivant, un modele de
comportement collaboratif élasto-plastique-endommageable fractionnaire sera proposé afin de
conserver les avantages des modélisations largement utilisées [11], [25], [27] tout en
I'enrichissant de la description des boucles d’hystérésis.
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CHAPITRE 3 : MODELE COLLABORATIF ELASTO-PLASTIQUE
ENDOMMAGEABLE A DERIVEES FRACTIONNAIRES

Ce chapitre porte sur la modélisation du comportement mécanique des composites tissés soumis a
des sollicitations quasi-statiques, dynamiques ou de fatigue. L’objectif est de proposer un modele
collaboratif permettant d’une part une représentation « classique » du comportement élasto-
plastique endommageable (avec [25], [26], [27], [28] ou sans prise en compte de la vitesse de
déformation [11], [79], [82], [83], [91]) et d’autre part une représentation des boucles d’hystérésis.
En effet, comme nous l'avons souligné dans le chapitre précédent, peu de modéles existent et sont
disponibles afin de répondre a la problématique de lidentification de la limite en fatigue par la
méthode d’auto-échauffement. Nous avons donc développé un modele dit collaboratif dont l'objectif
est de prendre en compte les déformations élastiques, irréversibles, les endommagements et la
sensibilité a la vitesse de déformation dans le cas d’'un chargement continu du composite tissé. Il a
aussi pour objectif de décrire I'hystérésis via un modele a dérivées fractionnaires lorsque le
composite est déchargé. Nous proposons dans ce chapitre aussi, l'algorithme complet de ce modele
collaboratif avec une description détaillée de la méthodologie d’identification des parametres des
boucles d’hystérésis.

3.1 INTRODUCTION

L’utilisation intensive des matériaux composites dans les applications industrielles requiert
une meilleure compréhension de leur comportement mécanique. Ce dernier doit traduire
généralement non seulement I'évolution de déformations irréversibles mais aussi des
endommagements et ce quelle que soit la direction d’orthotropie. Par ailleurs, il est aussi
nécessaire de prendre en compte les phénomenes visqueux, tels que l'influence de la vitesse de
déformation.

Depuis de nombreuses années, plusieurs modeles ont été développés et permettent de
prendre en compte les déformations élastiques et inélastiques, les endommagements [24], [81],
[83] et la sensibilité a la vitesse de déformation [25], [27]. Comme on 'a vu dans le chapitre
précédent, I'approche a base de dérivées fractionnaires permet de décrire des phénomenes
visqueux, dépendant de I'histoire du matériau, comme les boucles d’hystérésis [41]. Par contre, il
n’y a pas de la loi « globale » qui inclut 'ensemble des phénomenes précédemment cités et cela
peut étre un inconvénient pour certaines problématiques ou les dépouillements nécessitent une
description précise des dissipations (comme par exemple les problemes thermomécaniques
appliqués a la détermination de la limite en fatigue d’'un matériau composite).

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle méthode pour représenter le comportement
élasto-plastique endommageable avec description des boucles d’hystérésis des matériaux
composites sous un chargement quasi-statique ou dynamique. L’approche proposée se base sur
la collaboration de deux modeles: le premier consiste a caractériser le comportement du
composite pendant une phase de chargement. Les déformations élastiques et inélastiques sont
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déterminées ainsi que I'endommagement dans le pli élémentaire. La sensibilité a la vitesse de
déformation est également prise en compte. La deuxiéme partie du modele utilise une approche
par dérivées fractionnaires pour décrire le comportement pendant une phase de « décharge -
recharge ». Notre modele collaboratif est développé pour un matériau composite tissé a I’échelle
mésoscopique d'un pli élémentaire sous ’hypothése de contraintes planes.

Dans un premier temps, nous rappelons la modélisation du comportement d'un pli
élémentaire de type élasto-plastique endommageable pour un matériau composite tissé
(paragraphe 3.2). On utilise pour cela la mécanique continue de I'endommagement ainsi qu'un
écrouissage de type isotrope. Enfin, I'effet de vitesse de déformation est ajouté pour décrire le
comportement du pli élémentaire en dynamique. Nous présenterons ensuite l'algorithme
d'implémentation au point d’intégration (paragraphe 3.3). Dans un second temps, nous
présentons le modele a base des dérivées fractionnaires utilisé pour représenter les boucles
d’hystérésis (paragraphe 3.4). Nous y détaillerons aussi 'influence des parameétres du modele
fractionnaire sur la réponse du matériau. Enfin, nous décrirons la collaboration existante entre
ces deux modeles dans le paragraphe 3.5 et nous reviendrons sur les détails du calcul numérique
d'une boucle d’hystérésis (paragraphe 3.6). Nous terminerons par l'implémentation
informatique de ce modele collaboratif (paragraphe 3.7) au point d’intégration.

3.2 MODELE ELASTO-PLASTIQUE ENDOMMAGEABLE AVEC PRISE EN COMPTE DES VITESSES DE
DEFORMATION

3.2.1 Introduction

La modélisation que nous avons adoptée est basée sur les travaux initiés dans les années
1980-1990 par Ladeveze et al. [11], [79], [80], [92]. Ces travaux ont abouti a I’élaboration de lois
de comportement pour matériaux composites stratifiés unidirectionnels a matrice
thermodurcissables pour des sollicitations quasi-statiques. Elles prenaient en compte cinq
modes de dégradation différents: les ruptures de fibres, le micro-flambement des fibres, la
fissuration matricielle, la décohésion fibre/matrice et enfin le délaminage. Ce dernier
phénomene a fait 'objet d’études et de travaux un peu plus particulier [82], [91], [93], [94],
[95]. On précise que dans le cadre de ce travail, nous supposerons une interface parfaite entre
chaque pli élémentaire et donc nous ne nous intéresserons pas au délaminage.

Ces lois constitutives sont développées a I'échelle mésoscopique [79], [82]: I'échelle
mésoscopique (1073m) se trouve entre I'échelle micromécanique qui correspond a celle des
constituants (fibres/matrice) (10~°m) et I'échelle des stratifiés (10~2m). Pour les tissus, I'échelle
mésoscopique est associée a celle des torons de fibres.

Sur la base des travaux précédemment cités, des lois de comportement ont été établies pour
des matériaux composites stratifiés tissés a fibre de verre ou carbone et résine époxy [24], [25],
[26], [84]. Ces lois permettent de transcrire les comportements longitudinaux, transversaux et
de cisaillement. Typiquement, les travaux ont montré des comportements longitudinaux et
transversaux de type non-linéaire fragile alors que le comportement en cisaillement est non-
linéaire de maniére globale puisqu’on constate un endommagement (chute du module de
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cisaillement réguliere), la présence de déformations irréversibles et enfin la présence de boucles
d’hystérésis en cas de chargement cyclique.

Le modele du comportement mécanique que nous présentons [25], [26], [28] est écrit dans le
cadre thermodynamique des processus irréversibles en utilisant la méthode de I'état locale.
Cette méthode peut se définir de la fagon suivante : « I'état thermomécanique d’un milieu matériel
en un point et a un instant donné est complétement défini par la connaissance des valeurs a cet
instant d’un certain nombre de variables (variables internes ou variables d’état) ne dépendant que
du point considéré » [42]. Dans le cadre des petites perturbations, le choix de variables internes
conduit a la définition des forces thermodynamiques associées.

Nous rappelons aussi que la loi de comportement est développée dans le systeme de
coordonnées orthotropes du pli élémentaire défini en Figure 3.1. Le repére global (0, %,y) est

utilisé pour décrire le comportement du stratifié et le repere local (O,T, i) est attaché au pli

élémentaire (1: direction chaine et 2: direction trame [84], [96]). On suppose un état de
contraintes planes, hypothese justifiée par I'épaisseur des plis de stratifiés qui est petite.

Ay

\ A,

zZ=3

Figure 3.1. Pli élémentaire

Le pli élémentaire du composite tissé est modélisé comme un matériau élastique orthotrope
considéré homogene [25]. La matrice de rigidité du matériau élastique non-endommagé
orthotrope est définie sous la forme suivante :

0 0 0 0 0
Ci1 v21C1; 0 0 _ Ety et CO = E3>
0 _ 0 0 0 11 — 0.,0 22 — 0.,0
0 0 20 _ .0 -0
0 0 G1z vz1E11 = vi2E3;

ol v, et v2; sont les coefficients de Poisson, EY et EY sont les modules d’Young longitudinal et
transversal et G, est le module de cisaillement.

3.2.2 Aspect thermodynamique

En suivant le travail de Lemaitre et Chaboche [60], nous considérons un modele élasto-
plastique endommageable dans le cadre de la théorie thermodynamique des processus
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irréversibles avec des phénomenes thermiques négligeables (processus isothermes). On
s'intéresse a la modélisation des déformations élastiques, des endommagements et de la
plasticité a l'aide d’'un écrouissage isotrope. Pour décrire ces processus, nous choisissons les
variables internes suivantes :

o g estle tenseur des déformations élastiques,
e d; sontles variables internes d’endommagement,
e p estladéformation plastique cumulée.

Apres que les variables internes aient été choisies, on suppose l'existence d'un potentiel
thermodynamique qui permettra d’écrire les lois d’état. Elles définissent les liaisons entre les
phénomenes observables et les variables internes. Il y a quatre potentiels thermodynamiques
couramment utilisés : I’énergie interne, I'enthalpie, I'énergie libre de Helmholtz et I'enthalpie
libre de Gibbs (on en utilise que 2 classiquement). Afin de faciliter la réalisation numérique et
afin d’exprimer les équations en déformation, on choisit le potentiel d’énergie libre volumique de
Helmholtz py qui dépend des variables internes :

plp = pl/)(ge; di: p) (3'2)
En accord avec le deuxieme principe de la thermodynamique, la condition des
transformations irréversibles s’exprime par I'inégalité de Clausius-Duhem :

o:&—pP =0 (3.3)

La dérivée du potentiel thermodynamique est définie sous la forme suivante :

9 dpp . 0
plp-ée+ﬂdi+ai;pp (3.4)

PV =0 & T o

L'hypothese classique de partition de la déformation totale pour les petites déformations est :

el=¢g°+ ¢ (3.5)

N

ou:
o &t estle tenseur des déformations totales,
e £P estle tenseur des déformations irréversibles.

En utilisant les équations (3.4) et (3.5) et en tenant compte de l'inégalité de Clausius-Duhem
(3.3), les variables associées a I'élasticité, a la plasticité et a 'endommagement deviennent :

(5= dpy
oe®
dpy
Vi = ~ 94, (3.6)
0
g =20¥
\ dp
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\

ou :

e 0 estle tenseur des contraintes de Cauchy,

e Y, sont les forces thermodynamiques associées aux endommagements,
¢ R estlafonction seuil associée a I’écrouissage isotrope.

Le potentiel thermodynamique nous permet de définir les relations d’état entre les
parametres associés et les variables internes. Par contre, afin de définir les relations inverses, il
faut introduire les lois complémentaires. Pour cette raison, on introduit le potentiel dissipatif (ou
pseudo-potentiel) @ qui s’exprime comme une fonction scalaire, continue et convexe par rapport
a la dérivée des variables internes (3.7) [41], [42]. On remarque que pour les processus
isothermes, le potentiel dissipatif @ se compose uniquement de la dissipation mécanique (ou
intrinseéque) car la dissipation thermique est négligeable.

® = (&P,p,d) (3.7)

En accord avec l'inégalité de Clausius-Duhem (3.3), le potentiel dissipatif @ doit étre une
fonction convexe, positive et nulle a I'origine dans I'espace des variables internes &, p et d.

®>0 et @(0,00)=0 (3.8)
La dissipation mécanique est définie comme la dérivée du potentiel dissipatif :

_8@_,p+8¢>.+661§d 3.9
Les conditions complémentaires pour les variables associées ou les variables duales (o, R,Y)
s’expriment en utilisant la propriété de normalité (ou dissipativité normale) :

( _acb

7= e
R = i 3.10

0P

Y =—

\ od

Alors, I'équation (3.9) peut étre écrite de la maniére suivante :
©=0:8"+(-R)p+Yd (3.11)

Selon le deuxieme principe thermodynamique, le potentiel ¢ est une fonction positive et
convexe.

Les lois complémentaires (3.10) peuvent étre exprimées pour les variables internes en
fonction des variables duales. La transformation de Legendre-Fenchel permet de définir le
potentiel dissipatif @*(a,R,Y) dual du potentiel dissipatif @ par rapport aux variables internes
&P, petden gardant la propriété de dissipativité normale. Alors les lois complémentaires
d’évolution sont désignées par :
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( . Of
oD — )
& /160'
.. Of
— L 3.12
<d Y (3-12)
. s Of
P =138

ou f est la fonction de seuil qui définit le domaine élastique endommagé. Les propriétés de
normalité conduisent 3 introduire un multiplicateur plastique A. Les lois d’évolution des
variables d’endommagement sont définies dans le cadre non standard. En conséquence, les lois
d’évolution respectant les observations expérimentales des endommagements sont définies a
partir des forces thermodynamiques associées. La positivité de la dissipation doit étre vérifiée a
tout instant.

3.2.3 Modélisation d’endommagement

Sous une sollicitation donnée, 'endommagement peut se propager dans un pli élémentaire. Ce
fait conduit a la dégradation des propriétés mécaniques puis a la rupture du matériau. Afin de
décrire la dégradation du matériau, on utilise la mécanique d’endommagement des milieux
continus a I’échelle mésoscopique [97]. En utilisant la notation des contraintes effectives [60],
on introduit la matrice de rigidité dégradée de la maniere suivante :

1- d11)C101 VS1C101 0
C= szng 1- dzz)ng 0 (3.13)
0 0 (1 —dy3)Gyy

Les parametres d’endommagement (dq;,d;,, d;,) sont des variables internes qui
représentent I'état dégradé du matériau dans les directions d’orthotropie. Ces parametres sont
définisentre O et 1:

e Quand le matériau n’est pas dégradé ona: d;; = 0,{i,j = 1,2}
e S’ily aun endommagement « complet» ona:d;; = 1,{i,j = 1,2}.

Dans le cadre de la théorie thermodynamique, on introduit I'énergie de déformation élastique

du matériau endommagé W, (qui est équivalente au potentiel thermodynamique d’énergie libre
de Helmholtz i) :

1
Wt = E{C&(l —dy1)(ef)? + €2, (1 — dpp) (e5,)? + 2v3, €1y €8 €5, (3.14)
+ G (1 — dy5)(2¢5,)%}

La loi de comportement mécanique d'un pli élémentaire du composite tissé est définie en
utilisant (3.6) :
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011 (1—dqyy)C v, C 0 €11
< 022 ) = v, CY, (1 —dy,)Co, 0 €32 (3.15)
V20, 0 0 2(1 — dy,)6%) \V2¢8,

Les forces thermodynamiques associées aux endommagements sont définies quant a elles
par:

owe

= "5

1 1 1
. Yii = 2 6101(8161)2 ;o Yo = 2 ng (552)2 ;o Y= 2 sz (251e2)2 (3.16)
3]

Les forces thermodynamiques associées caractérisent la propagation d’endommagement.
L’état d’endommagement ne peut que croitre [11], [79], [98], par conséquent les forces

thermodynamiques sont bornées a leur valeurs maximales pour toute I'histoire du chargement
[24]:

Yij = supr<; (Yij(t)) (3.17)

L’évolution des variables d’'endommagement est choisie sous la forme :

( ’_ ’_ — —

d11 = Fld < Y11 - Y101>Si d11 <let Yll < Yl}?l’ sinon d11 =1

dzz S de ( ’YZZ - ’Y202> Si dzz < 1 et ?22 < YZRZ; sinon dzz = 1 (3.18)
d12 = Fldz < ’712 - ’7102> Si d12 <let ?12 < Yle, sinon d12 =1
\

ou Y}, Y2, et ¥ correspondent aux taux d’énergie initiaux d’endommagement et Y2, V.5 et V%
représentent les taux d’énergie a rupture relatifs aux directions longitudinale, transversale et de

N

cisaillement. Les fonctions F{, F{, FY doivent étre choisies en fonction des observations
expérimentales afin de représenter les évolutions identifiées :

Y= %
dij :T
Cc

Loi polynomiale

N n
n=1

Loi logarithmique

dij = aj; <ln ’}7” —In /Yf}) sidij <letV; <YE sinond;; =1 (3.21)
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Fonction de Heaviside. (Cette fonction peut étre utilisée pour décrire le comportement
élastique fragile)

3.2.4 Couplage plasticité-endommagement

Lors des observations expérimentales liées au comportement mécanique de matériaux
composites tissés [24], [25], [27], [96], on remarque I'apparition des déformations irréversibles
et ce principalement dans la direction de cisaillement. Ces phénomeénes doivent étre intégrés
dans la loi de comportement élastique endommageable précédente. Pour cela, on considere la
partition de la déformation totale :

el =g+ ¢P (3.23)

Pour satisfaire aux observations expérimentales, on considere pour les composites tissés que
la rigidité des fibres ainsi que le tissage bloque I'’écoulement plastique dans les directions
longitudinales et transversales :

=&, =0 ; €,#0 (3.24)

Le couplage en cisaillement de 'endommagement et de la plasticité est réalisé par le biais de
la contrainte effective :

Grp = 3.25
2T 0 —dy) (5:25)
En considérant un écrouissage isotrope, la fonction critére f est définie de la maniere
suivante :
|02
f=———%——R()-R (3.26)
(1-dy2) °

ou R, est la limite élastique, R(p) est la fonction d’écrouissage. Cette derniere fonction, R(p),
doit étre choisie en fonction des observations expérimentales et est souvent prise sous une
forme de loi puissance :

R(p) = pp™ (3.27)

La correction de la déformation plastique est effectuée avec le multiplicateur de plasticité A :

of Of
s p =L A>0 3.28
dos, p AaR , ( )

.p _ 1
£, =4

Qui se déduit de la condition de consistance f = 0:
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A=

f
9f

f 500 1 of
60-12 2612(1 dlZ) 60-12 +

aR (3.29)
dp

La déformation plastique cumulée s’exprimera sous la forme suivante :

p
€12

D= ] (1 = dyp)der, (3-30)
0

3.2.5 Prise en compte de la sensibilité a la vitesse de déformation

'E‘ [
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Figure 3.2. Courbe contrainte-déformation a [+45°] a différentes vitesses de déformation [99]

Une des propriétés importantes des matériaux composites a matrice polymere est leur
sensibilité a la vitesse de déformation. Cela est conditionné principalement par les propriétés
viscoélastiques de la matrice et par la cohésion relativement fragile entre la matrice et les fibres.
Dans les travaux de Gilat et al. [99], la sensibilité au changement de la vitesse de déformation a
été étudiée expérimentalement pour un composite IM7/977-2 carbone/époxy dans différentes
configurations : [10°], [90°], [45"] et [*45°]. Les conclusions montrent que la dépendance du
comportement a la vitesse de déformation est surtout importante dans les directions [45°] et
[£45°] (Figure 3.2). On remarque que 'augmentation de la vitesse de déformation conduit a des
changements non-négligeables du module élastique, de la contrainte d’écoulement initiale et de
la déformation a rupture. Ces phénomenes importants doivent étre pris en compte au sein de la

modélisation pour la prise en compte de chargements dynamiques, comme on le retrouve dans
les travaux [24], [25], [26], [62], [100] et [101].

De maniere générale, la réponse typique du matériau composite au changement de vitesse de
déformation peut étre illustrée comme sur la Figure 3.3. On constate généralement qu’avec
I'augmentation de la vitesse de déformation, les modules d’Young varient plus que sensiblement,
les contraintes d’écoulement limite s’accroissent, tout comme les contraintes a rupture et enfin
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I'aire sous la courbe «contrainte - déformation» diminue, ce qui tend a supposer que
I'’endommagement croit beaucoup plus rapidement. Afin de prendre en compte I’ensemble de ces
phénomenes, des ajustements doivent étre implémentés dans le modele du comportement.

o

courbe dynamique

0 courbe statique

dynamique

.

€

Figure 3.3. Influence de la vitesse de déformation sur le comportement d’'un matériau composite

Dans les travaux de [25], [28], un modele visqueux est proposé pour la prise en compte de la
sensibilité a la vitesse de déformation des matériaux composites unidirectionnels et tissés en
fibres de verre et matrice époxy. Dans les travaux [26] et [27], ce modele a été appliqué avec
succes a d’autres types de composites, notamment en carbone époxy. L'idée principale est I'ajout
d’'une contrainte visqueuse dans la loi constitutive ce qui permet de représenter le
comportement du matériau avec le modeéle viscoélastique de Kelvin-Voigt :

oc=0%+a" (3.31)

L’'influence de cette contrainte visqueuse supplémentaire permet de décrire 1'accroissement
des modules élastiques et de la contrainte d’écoulement initiale en fonction de la vitesse de
déformation. Cela revient pour les cas de chargements rapides [25], a faire évoluer les modules
d’élasticité en fonction de la vitesse de déformation tels que :

0= CO1+FE(¢60))e = A%, é0)e = A% = CY(1+ FE(£,40) (3.32)

ol A°(¢, é,) est la matrice de rigidité en dynamique, Fg- sont les fonctions de viscosité, € est la

vitesse de déformation et &, est la vitesse de déformation« seuil » a partir de laquelle la vitesse
de déformation a une influence sur le comportement du matériau.

La contrainte d’écoulement initiale varie aussi en fonction de la vitesse de déformation en
cisaillement et I'on prend cette évolution sous la forme équivalente a I'expression (3.32) :

RI™ = R§T (1 + FR(¢, &) (3.33)

ou FR(&,€,) est la fonction d’évolution de la contrainte d’écoulement initial R3*** en fonction

de la vitesse de déformation &.
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Les fonctions FE (¢, &,) et FR(E, é,) sont dépendantes de la vitesse de déformation courante &
et de la vitesse de déformation « seuil » £, a partir de laquelle la vitesse de déformation affecte le
comportement du matériau composite: si€ < &,, les fonctions de viscosité sont nulles
(FE = FR = 0). Les fonctions de viscosité FE (&, &,) et FR(¢, &,) doivent étre identifiées avec les
données expérimentales a partir des essais de traction a différentes vitesses de déformation.
Elles peuvent étre exprimées dans sous forme linéaire, polynomiale, puissance, etc. (tout comme
pour les endommagements).

On remarque que le changement des parametres élastiques Cl-(} et R3' provoque

respectivement I'évolution des seuils initiaux associés a 'endommagement et a la plasticité. En
effet, les seuils de non endommagement des relations (3.18) suivent la forme :

st 1T FR(¢, &)
Y 1+ F;( &)

Comme la valeur des modules d’élasticité augmente avec la vitesse de déformation, on peut

pdyn _
" =

(3.34)

postuler raisonnablement que l'endommagement évolue plus rapidement. Alors, le
comportement du matériau composite qui est élasto-plastique endommageable en quasi-
statique tend a étre un comportement élastique endommageable « fragile » en dynamique. Cela
implique que pour les coefficients des fonctions FZ, F{, F% des équations (3.18), I'évolution se
fera sous une forme identique a I’équation (3.34).

3.3 IMPLEMENTATION NUMERIQUE DU MODELE ELASTO-PLASTIQUE ENDOMMAGEABLE

Dans cette partie, on décrit I'algorithme (Figure 3.4) d'implémentation du modele précédent
pour matériaux composites tissés au point d’'intégration: cet algorithme integre Ile
comportement élasto-plastique endommageable avec la sensibilité a la vitesse de déformation. Il
se base aussi sur une méthode classique de type « prédiction - correction » qui été développée
dans les travaux [25] [26] et [91].

Les entrées du programme sont constituées des déformations totales correspondant au cas de
chargement désiré (traction ou compression, longitudinal /transversal ou de cisaillement), de la
vitesse de déformation de I'essai, des constantes élastiques ainsi que des parametres des lois
d’évolution pour les endommagements, la plasticité et les vitesses de déformation.

La premiere étape consiste a adapter les constantes élastiques (3.32) ainsi que la contrainte
initiale d’écoulement en cisaillement (3.33) en fonction de la vitesse de déformation de I'essai.
Les parametres d’évolution des endommagements sont ensuite aussi modifiés en conséquence
(3.34). Rappelons que cet étape n’existe que si la vitesse de déformation courante est supérieure
a la vitesse de déformation seuil, dans le cas contraire, les valeurs utilisées sont celles provenant
du cas quasi-statique.

La seconde étape consiste a considérer que l'incrément de déformation courant est un
incrément de déformation purement élastique. Grace a cette prédiction, I'état d’endommagement
(3.16), (3.17), (3.18) pour I'essai est déterminé et aboutit a obtenir I’état de contraintes associé
(3.15). Cela permet aussi d’identifier la déformation plastique cumulée (3.30) et donc la valeur
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de la fonction seuil (3.27). On teste ensuite la valeur de la fonction critére f (3.26) pour laquelle
il existe deux cas possibles :

¢ La fonction critere f est négative ou nulle. Cela signifie que la prédiction était correcte et
donc qu’a I'instant courant, la solution a été déterminée.

e La fonction critere f est positive. Cela signifie que la prédiction de l'incrément de
déformation élastique n’est pas exacte (elle a été surévaluée) : il est nécessaire d'introduire
une étape de correction des déformations plastiques.

Pour ce dernier cas, une méthode de Newton-Raphson peut étre utilisée. On rappelle que
I’écoulement plastique est bloqué dans les directions des fibres et donc que seule la correction
de la déformation plastique en cisaillement e, est nécessaire. Pour cela, on calcule le
multiplicateur de plasticité A (3.29) afin de corriger la déformation plastique P, (3.28), la
plasticité cumulée p (3.30). Ensuite, la déformation élastique, I'état d’'endommagement et de
contraintes ainsi que la fonction d’écrouissage sont mis a jour et la fonction critere f est de
nouveau évaluée. Tant que la condition de nullité de la fonction critére f n’est pas satisfaite a une
tolérance donnée, le processus est itéré sinon cela veut dire que la solution a été identifiée. Nous
tenons a rappeler que ce processus itératif ne nécessite normalement que tres peu d’itérations.
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ENTREES

 Déformation totale &f;

e Parameétres du modéle associés a I’élasticité, la plasticité, 'endommagement
o Lois d’évolution des endommagements et des déformations irréversibles

e Vitesse de déformation référence &,

e Fonctions FE(&,£,) et FR(E, &)

CALCUL DES PARAMETRES VISQUEUX
ey _ |-

Calcul de la vitesse de déformation : &;; = o p”

Sié; = éo:
e Modification des modules élastiques A?j
e Modification de la contrainte d’écoulement initiale R&"™
e Modification des forces thermodynamiques associées aux endommagements ¥; jetde

leurs parameétres associés

PREDICTION ELASTIQUE

e . c€ — ot p

* Calcul de la déformation élastique &  :&; = &; . Eij,

e Calcul des forces thermodynamiques Y; X

1 2
o Y= EAij(Eiej)  Yip = supee (Yij(f))
e Calcul de I'endommagement d; :

e Calcul des contraintes oy, 0y, = A&y,

e Calcul de la fonction critére f : f = (J‘?:l = Ry — R(p)
—l12

Sif>0

CORRECTION PLASTIQUE

tant que |f| > tolerance et j < 50 itérations maximales
e Calcul de multiplicateur de plasticité A
e Actualisations des variables plastiques :

. df . .
© gfzfmj = Ef?-j t A5, P =Pt A Ry = Ry R

e Mettre a jour la déformation élastique 55, ,,
e Mettre a jour la force thermodynamique associé Y,
e Mettre a jour 'endommagement d,,
e Mettre a jour la contrainte gy, ,,
e Mettre a jour la fonction critére f,j = j + 1
fin

fin

Figure 3.4. Algorithme du modéle élasto-plastique endommageable pour matériaux tissés
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3.4 LoOIDE COMPORTEMENT A BASE DE DERIVEES FRACTIONNAIRES

3.4.1 Introduction

Pour certains cas de chargement (comme les chargements cycliques), les matériaux
composites tissés ont un comportement développant des boucles d’hystérésis principalement
dans la direction de cisaillement. Le précédent modele permet, comme on le constate sur la
Figure 3.5, de représenter correctement I'’enveloppe de la charge, les déformations irréversibles
et les endommagements. Par contre, ce modele ne peut représenter les boucles d’hystérésis
consécutives a une décharge/recharge du fait du modele élastique (déformations irréversibles et
endommagements constants). Cela peut étre fortement pénalisant par exemple dans I'étude d'un
couplage thermomécanique (comme pour les essais d’auto-échauffement).

L’idée principale pour la modélisation de ces boucles d’hystérésis est de représenter les
déformations provenant de celles-ci a 'aide de dérivées fractionnaires. Nous montrerons que ce
modele écrit est complémentaire par rapport a la loi élasto-plastique endommageable
précédente. Ces deux modeles travaillent effectivement de maniere collaborative, mais le modele
a base de dérivées fractionnaires est optionnel et n’agira que si la modélisation des boucles
d’hystérésis est nécessaire. Nous montrerons enfin qu’il sera possible de représenter des boucles
d’hystérésis sous des sollicitations dynamiques.
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Figure 3.5. Comparaison numérique/expérimental pour un essai en cisaillement pour un
composite carbone/époxy

3.4.2 Relation constitutive fractionnaire

Considérons une décharge-recharge qui correspond a une boucle d’hystérésis. Conformément
au modele élasto-plastique endommageable (paragraphe 3.2), la déformation plastique reste
constante et la déformation élastique est une fonction linéaire. Par contre, une non-linéarité peut
étre observée pendant la décharge-recharge (Figure 3.6 et Figure 3.7).
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Figure 3.6. Contrainte - déformation correspondant a une boucle d’hystérésis
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Figure 3.7. Déformation - temps correspondant a une boucle d’hystérésis

De maniére classique, pour prendre en compte la non-linéarité observée, une déformation
viscoélastique "¢ peut étre ajoutée (Figure 3.8). Dans ce cas, la déformation totale est
représentée comme une somme de trois déformations : élastique, plastique et viscoélastique :

ef, = €8, + &b, + &l (3.35)

Par contre, cette approche conduit vers un modele complexe associé a un grand nombre de
parametres dans le cadre standard de développement de lois de comportement.

Nous proposons une approche alternative. Afin de modéliser la non-linéarité, on exprime la
déformation totale dans la boucle comme une fonction non-linéaire de déformation élastique
grace au calcul fractionnaire. La déformation dans la boucle £22%¢!¢ est donc une fonction a une

dérivée fractionnaire de la déformation élastique qui s’écrit :
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ghoucle = A + 2BD%S, (t) (3.36)

ou &, est la déformation élastique déterminée avec le modele élasto-plastique
endommageable, D¢ est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (1.26) et 4, B et «
sont les parametres du modeéle fractionnaire.
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Figure 3.8. Composition des déformations

Comme la plasticité est constante, la contrainte s’écrit sous la forme d’une loi élastique :
012(t) = G (1 — dy;) €05 (t) (3.37)
En substituant I'’équation (3.36) dans (3.37), le modele devient :
012(t) = GPp(1 — d12)A + 2G{,D%ef, (1) (3.38)

ol Gi,, A et a sont les parameétres associés au modéle fractionnaire qui seront définis dans la
partie suivante.

L’équation (3.38) est une forme non-standard du modele de Kelvin-Voigt fractionnaire. On
consideére que A est une fonction de 'endommagement d;, ou de la déformation élastique &7, en
prenant en compte que d;, = dq,(&5,). Enfin, on rappelle que le modele fractionnaire est
intrinséquement sensible a la vitesse de déformation donc aucune modification de ce parametres
n’est nécessaire [41].

3.4.3 Explication des parametres du modele fractionnaire

Pour essayer de comprendre ce que représentent les parametres de la loi fractionnaire
(3.38), on se propose d’étudier I'influence de ceux-ci sur la réponse du matériau :

e La dérivée fractionnaire de la déformation élastique D%ef,(t) transforme la déformation
linéaire en non-linéaire, ce qui fait apparaitre la boucle d’hystérésis (Figure 3.9). L’ordre
de dérivée non-entier a représente l'ouverture de la boucle. L’augmentation de «
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détermine la croissance de l'aire de la boucle et en conséquence la dissipation de I'énergie

viscoélastique.

e Le multiplicateur G}, corrige la pente de la boucle en accord avec les données
expérimentales (Figure 3.10). Grace a ce coefficient, le niveau d’endommagement est
corrigé a la valeur provenant du modele élasto-plastique endommageable.

e Le terme G{,(1 — d;,)A correspond a une contrainte de raccordement qui lie les deux
modeles : le modele fractionnaire et le modele élasto-plastique endommageable (Figure

3.11).
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Figure 3.9. Représentation graphique de la dérivée fractionnaire ¢4, (t) = D%&%,(t)
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Figure 3.10. Représentation graphique du terme o, (t) = G},D%£%,(t)
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Figure 3.11. Représentation graphique du modéle fractionnaire o4, (t) = G$,(1 — d;,)A +
G1De5, ()

3.5 COUPLAGE DES DEUX MODELES

Dans cette partie, le couplage entre le modele élasto-plastique endommageable et le modele
fractionnaire est présenté afin de décrire la réponse hystérétique du matériau composite.

A titre d’exemple, on considére la réponse typique pour un matériau composite
carbone/époxy tissé en cisaillement qui est illustré sur la Figure 3.12.

50 N _
A Modeéle élastoplastique endommageable

® Modeéle fractionnaire

0.06

Figure 3.12. Couplage entre le modéle élasto-plastique endommageable et le modéle fractionnaire

La collaboration entre les deux modeles est assurée via la fonction critére f (3.26). Deux cas
sont possibles :

e Si la fonction critére f et sa dérivée f sont nulles (f = f = 0), on considére le
développement d'un écoulement plastique et la propagation de '’endommagement. Le
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modele élasto-plastique endommageable est alors utilisé. C'est ce qui est illustré sur la
Figure 3.12 par des triangles bleus.

e Sila fonction critére f est négative ou si la fonction critére f est nulle et sa dérivée f est
inférieure a zéro (f <Oouf =0etf <0), on considére alors une décharge
viscoélastique. Les niveaux de plasticité et d’endommagement demeurent alors constants
et égaux aux derniers calculs provenant du modele élasto-plastique endommageable. C’est
ce qui est illustré sur la Figure 3.12 par des cercles rouges.

3.6 METHODOLOGIE DE CALCUL NUMERIQUE D’UNE BOUCLE D’HYSTERESIS

Dans cette partie, nous proposons de nous attarder sur la méthodologie de calcul d’'une boucle
d’hystérésis a 'aide du modele fractionnaire.

Pour clarifier la démarche, on considére un des intervalles « décharge -recharge » sur la
courbe « contrainte-déformation » de la Figure 3.12 (qui est marqué par les cercles rouges).
Cette zone est reproduite dans le domaine « déformation-temps» sur la Figure 3.13. On
considére que le premier point de la décharge correspond a 'instant du temps t,, (le début de la
boucle d’hystérésis) et le dernier point est noté party. Sur l'intervalle temporel [ty ty], la
fonction critére f satisfait les conditions: f <0 ou f =0etf < 0. Cest donc le modéle
fractionnaire qui est utilisé.

Dans ce modele (3.38), la dérivée d’ordre non-entier de la déformation élastique D%¢ef,(t)
doit étre calculée sur l'intervalle temporel [ty,, ty]. Toutefois, comme nous I'avons noté dans le
chapitre 1, la fonction que 'on dérive doit étre nulle a I'origine et malheureusement ceci n’est
pas vrai dans notre cas: €7,(ty) # 0. Sans la précédente condition, la dérivée non-entiere au
sens de Riemann-Liouville tendrait vers l'infini au premier point de calcul : D%¢5,(t)) — oo. Afin
d’éviter cette singularité, on propose d’'inclure la déformation de la charge précédente ce qui
revient a étendre l'intervalle temporel de calcul de la dérivée fractionnaire et de prendre comme
support maintenant [t;, ty] (Figure 3.13). Dans ce nouvel intervalle, la condition &f,(t;) = 0 est
dorénavant satisfaite. Cette technique nous permet de définir la valeur de dérivée fractionnaire
au premier point de la boucle D%{,(ty). En d’autres termes, pour modéliser la boucle
d’hystérésis qui correspond a lintervalle temporel de «décharge-recharge » [ty ty], nous
utilisons les valeurs de la dérivée fractionnaire sur l'intervalle « charge-décharge-recharge »
[t,, ty] afin d’éviter des problemes d’ordre purement mathématique.

Afin de calculer informatiquement les dérivées fractionnaires, différentes approximations
numériques peuvent étre utilisées. Comme nous l'avons décrit dans le paragraphe 1.11.4,
I'erreur minimale du calcul numérique des dérivées fractionnaires correspond a I'approximation
M1 (1.114), (1.117) qui peut étre représentée de la fagon suivante pour I'application a notre
cas:

1

1-a

I8y = It“(a) j 1o <t (1 - vﬁ>> dv (3.39)
0
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(Ig™%ef, (t + At) g — (I~ %5 () 3.40
At o

(Dget2(E))m1 =

Enfin, afin d’utiliser les formules (3.39) et (3.40), il est nécessaire de reconstruire
I'expression analytique de la fonction &5, (t) par des fonctions décrites par morceaux.
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Figure 3.13. Portion de déformation pour I'identification des parameétres de dérivées
fractionnaires

3.7 IMPLEMENTATION NUMERIQUE DU COUPLAGE DES MODELES

Dans cette section, nous proposons I'implémentation numérique du couplage entre le modele
élasto-plastique endommageable et le modeéle fractionnaire. L’algorithme retenu, se base sur le
schéma numérique du modele élasto-plastique endommageable qui est décrit au paragraphe 3.3.
Le modele fractionnaire y est intégré de maniere simple.

Dans un premier temps, il est nécessaire d’ajouter aux données d’entrée I'’ensemble des
paramétres du modéle fractionnaire : 4, G, et a ainsi que avec les points-indices (t;, t), et ty) du
début et de la fin de chacune boucle d’hystérésis. Ces points-indices peuvent étre déterminés
comme les instants du temps qui correspondent aux déformations élastiques (ou également aux
déformations totales) maximales ef, et minimalesef, .. Grace a cela, on peut obtenir

I'intervalle des déformations élastiques [e7,(t;), €1, (ty)] nécessaire au calcul de la dérivée
fractionnaire (Figure 3.14). Cette technique nous permet ensuite de diminuer le temps du
calcul. L’activation du modele fractionnaire commence avec une décharge pour laquelle la
fonction critere doit satisfaire des conditions (f <0) et pour laquelle bien entendu
I'’endommagement d;, est constant. Quand c’est le cas, des étapes supplémentaires sont a
insérer :

¢ On forme un tableau x,4,., qui contient la déformation élastique a partir de la recharge

précédente : xgqtq = [€12(€L): €12 (EN)]-

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 100



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’un modeéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

L’expression analytique Xxg,q;¢ €St reconstruite pour les données de déformation élastique

collectée x;4:, grace a une fonction définie par morceaux.

Ensuite, pour obtenir les dérivées fractionnaires d’ordre «, I'intégrale fractionnaire d’ordre
1 — a de la fonction X4p4y. est calculée avec la méthode M1 (I&‘“xanalyt(t))m (3.39).

Afin de calculer numériquement I'intégrale de (3.39), une méthode de quadrature de Gauss
est utilisée. L'intervalle du calcul est divisé en 100 sous-intervalles et 7 points de Gauss
sont utilisés dans chaque sous-intervalle. Ce choix a été fait apres plusieurs essais
numériques. On a remarqué que ce nombre de sous-intervalles et de points Gauss est
suffisant pour avoir une erreur de calcul acceptable et minimiser ainsi le temps de
traitement et les ressources informatiques nécessaires.

On dérive l'intégrale fractionnaire ainsi déterminée (I&‘“xanalyt(t))mé I'aide d’'un schéma
basé sur la différence finie (3.40) dans lintervalle temporel considéré [t,,ty] qui

correspondent aussi a la boucle d’hystérésis (« décharge-recharge »).

De cette fagon, les dérivées d’ordre a de la déformation élastique sont calculées pour la
boucle d’hystérésis. Ensuite, la contrainte est recalculée en utilisant la formule (3.38).

L’algorithme d’implémentation numérique du modeéle collaboratif élasto-plastique
endommageable a dérivées fractionnaire est présenté sur la Figure 3.15.

0.025

Développement

d'écoulement plastique
0.02 [ty ty

0.015

Boucle

d'hystérésis

-0.005 . R . .
Calcul de deérivee fractionnaire

t,s

Figure 3.14. Zone du calcul fractionnaire et de la boucle d’hystérésis
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ENTREES

 Déformation totale &

e Parametres du modéle associés a I'élasticité, la plasticité, 'endommagement
o Lois d’évolution des endommagements et des déformations irréversibles

e Vitesse de déformation référence &,

e Fonctions FE(E, &) et FR(&, &)

¢ Parameétres du modéle fractionnaire 4, G{, et «

e Points-indices

CALCUL DES PARAMETRES VISQUEUX

c.f. Figure 3.4

PREDICTION ELASTIQUE

c.f Figure 3.4

Sif< Oetdlzﬁm—dlzt =0

CALCUL DES BOUCLES D'HYSTERESIS

e (réation du tableau de déformation élastique a partir du minimum précédant
Xaata = [e12(t,): €2 (ty)]

e Reconstruction de la fonction analytique Xgpq1y¢ AVEC Xggtq

e Calcul de la dérivée fractionnaire de la déformation dans la boucle d’hystérésis :
o Calcul d'intégrale fractionnaire : (I~ *Xanaiyt ),

o Dérivation d'intégrale fractionnaire dans l'intervalle temporel [t,, t + At]

e Calcul de la déformation dans la boucle d’hystérésis s22ucte

e Recalcul de la contrainte dans la boucle d’hystérésis g%c*¢

Sif>0

CORRECTION PLASTIQUE

cf Figure 3.4

fin

Figure 3.15. Algorithme du modéle élasto-plastique endommageable fractionnaire

3.8 CONCLUSION

Dans ce chapitre, une stratégie est développée afin de modéliser le comportement du
matériau composite tissé sous la charge quasi-statique ou dynamique. Le modeéle se base sur la
collaboration d'un modele élasto-plastique endommageable complet et d'un modele
fractionnaire.

Le modele élasto-plastique endommageable est écrit dans le cadre de la thermodynamique
des processus irréversibles isothermes. Grace a la méthode d’état local, les lois de comportement
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sont obtenues pour un état de contraintes planes. Ce modele permet de prendre en compte des
comportements non linéaires avec endommagements dans la direction des fibres
(longitudinalement et transversalement) et permet dans le cas du cisaillement de prendre en
compte, en plus, les déformations irréversibles. Enfin, ce modele intégre aussi une sensibilité a la
vitesse de déformation. L'implémentation numérique a été faite, au point d’intégration, avec un
algorithme de type « prédicteur-correcteur ».

Pour avoir une simulation plus « complete », un modeéle a base de dérivées fractionnaires a été
ajouté [41]. L'approche fractionnaire permet de décrire des phénomenes historico-dépendants
et est donc tout a fait adapté pour la représentation des boucles d’hystérésis. A la modélisation
élasto-plastique endommageable, seuls trois parametres supplémentaires doivent étre ajoutés,
ce qui constitue un atout majeur en regard de modélisations plus classiques. La jonction entre les
deux modeles est réalisée a 'aide d’'un parametre du modele fractionnaire qui représente une
contrainte de raccordement. Nous rappelons que le modele fractionnaire est complémentaire du
modele élasto-plastique endommageable: il est possible de I'ajouter uniquement si la
modélisation requiert la représentation des boucles d’hystérésis. Enfin, le modele fractionnaire
est naturellement sensible a la vitesse de déformation : il ne nécessite donc aucune modification
car ces parametres sont amplement suffisants afin d’étendre le modele aux problemes
dynamiques [41].

En conclusion, nous avons a disposition un modele collaboratif élasto-plastique
endommageable a base de dérivée fractionnaire pour les matériaux composites tissés qui peut
étre utilisé pour des sollicitations allant de la quasi-statique a la dynamique. Il permet la
simulation numérique des boucles d’hystérésis ce qui peut étre tres utile pour certains types de
problémes comme par exemple, tout probleme nécessitant I'expression de la quantité d’énergie
dissipée lors de sollicitations thermomécaniques. On peut aussi souligner que cette modélisation
peut ouvrir des voies d'un point de vue expérimental en ce qui concerne l'identification de la
propagation et de la progression de I'’endommagement en dynamique : en effet pour des raisons
pratiques, il n’existe pas de moyens expérimentaux permettant de faire des chargements
cycliques en dynamique « rapide ».
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CHAPITRE 4 : IDENTIFICATION ET VALIDATION DU MODELE COLLABORATIF
POUR MATERIAU COMPOSITE TISSE

Ce chapitre est consacré a la validation du modele développé dans le chapitre précédent. Dans une
premiere partie, nous nous attarderons sur lidentification expérimentale de l'ensemble des
parametres alimentant le modele collaboratif. Cette identification sera faite pour des matériaux
composites tissés a matrice thermodurcissable et thermoplastique. Dans une seconde partie, nous
nous attacherons a reproduire grdce a la modélisation au point d’intégration, les comportements
expérimentaux pour des sollicitations quasi-statiques ou dynamiques avec un chargement cyclique
ou non. Les résultats des simulations seront comparés avec les données expérimentales et
permettront de conclure sur les développements menés.

4.1 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un modele élasto-plastique endommageable
couplé avec un modele fractionnaire avec pour objectif la représentation du comportement
hystérétique de matériau composite tissé sous chargement cyclique quasi-statique. Nous avons
aussi montré que ce modele collaboratif peut prendre en compte la sensibilité a la vitesse de
déformation et donc est tout a fait adapté pour des chargements dynamiques. Dans ce chapitre,
nous aborderons maintenant l'identification expérimentale de l'ensemble des parametres
constitutifs et les validations numériques au point d’intégration en regard des essais
expérimentaux.

Les matériaux que nous avons choisi pour nos validations sont de deux types : composite tissé
carbone a matrice thermodurcissable (époxy) et composite tissé carbone a matrice
thermoplastique (PA66). Nous les décrirons dans les paragraphes 4.2 et 4.3. Pour ces deux
matériaux, une campagne expérimentale compléte de caractérisation quasi-statique a été menée
(paragraphe 4.4). Les vitesses de sollicitations ont toujours été identiques a l'’exception des
essais de cisaillement sur le composite tissé carbone/époxy pour lesquels nous avons a
disposition deux vitesses différentes ce qui nous permettra d’étudier |'effet de ces vitesses sur le

comportement du matériau.

Dans les paragraphes 4.7 a 4.9, nous présentons I'exploitation des données expérimentales
pour les deux types de matériaux et ce pour chacune des directions d’orthotropie. Les
exploitations et observations expérimentales nous conduiront a proposer les parametres de la
loi élasto-plastique endommageable. Une premiere validation numérique au point d’'intégration
sera effectuée dans le paragraphe 4.10.

Suite a cela, nous détaillerons la méthodologie d’identification des parametres de la loi
fractionnaire (paragraphe 4.11). Nous exposerons ensuite une validation numérique de la loi
collaborative en relation avec la représentation des boucles d’hystérésis, au sein du paragraphe
4.12, toujours pour les deux matériaux.
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Enfin, nous cloturerons ce chapitre par les possibilités offertes par la loi collaborative d’'un
point de vue chargement dynamique (paragraphe 4.13). Nous détaillerons l'identification des
parametres de la loi élasto-plastique endommageable et nous proposerons une validation de
cette loi pour terminer par la validation du modele complet en regard des essais expérimentaux.
Nous conclurons par une discussion des résultats.

4.2 DESCRIPTION DU MATERIAU COMPOSITE A MATRICE THERMODURCISSABLE

Le matériau composite a matrice thermodurcissable qui est utilisé dans cette these, a été
élaboré dans le cadre du travail de Mateos [41]. C’est un matériau composite avec une matrice
époxy et des fibres de carbone stratifiées a plis tissés équilibrés.

Une résine époxy a deux composants (SiComine et SR 8100) est choisie comme matrice avec
un durcisseur SD 822 afin d’avoir une haute performance mécanique. La résine est mélangée
avec le durcisseur dans un rapport de poids de 100:31. Ce dosage est souvent utilisé pour les
procédeés tels que l'injection a basse pression et I'infusion.

En ce qui concerne les fibres (Hexcel HexForce ® 43199) ce sont des fibres de carbone tissées
planes qui ont été utilisées comme renfort. Le poids nominal est de 200 g/m3 avec une chaine
de 5 fils/cm et une trame de 5 torons/cm (Figure 4.1).

Enfin, le matériau composite est fabriqué par une méthode d’infusion.

Figure 4.1. Tissu utilisé comme renfort

4.3 DESCRIPTION DU MATERIAU COMPOSITE A MATRICE THERMOPLASTIQUE

Le matériau composite choisi pour I’étude possede une matrice PA66 et des fibres de carbone
T700 a plis tissés équilibrés stratifiés (Figure 4.2). C’est un matériau utilisé pour une these de
doctorat portant sur I'étude expérimentale du comportement d’assemblage [102], [103]. Ces
travaux sont réalisés en collaboration avec I’école Centrale de Nantes et le Centre Technique des
Industries Mécaniques (CETIM).
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o

Figure 4.2. Représentation schématique du V.E.R. du stratifié T700/PA66 (TexGen®)

4.4 PROCEDURE EXPERIMENTALE ET POST-TRAITEMENT

L’identification des parametres de la loi élasto-plastique endommageable requiert des essais
dans chaque direction d’orthotropie. Dans le cas particulier de nos matériaux, ces derniers sont
des tissus quasi-équilibrés. Par conséquent, le canevas expérimental se résume aux essais
suivants :

e Traction cyclique/a rupture sur des stratifiés orientés a 0° ou 90°,
e Traction cyclique/a rupture sur des stratifiés orientés a 45°.

Il convient de rappeler que le nombre de cycles ne doit pas étre supérieur a six afin de rester
dans le cadre du chargement quasi-statique [25] sinon des phénomeénes de fatigue peuvent
apparaitre.

Les essais sont effectués pour des composites stratifiés tissés avec deux types de matrices
différentes :

e thermodurcissable [41],
e thermoplastique [102], [103].

Comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe 3.2.1, il est nécessaire pour le post-
traitement d’effectuer des changements de base entre les repéres globaux et d’orthotropie
(Figure 3.1). Pour cela, on utilise les formules classiques (4.1) et (4.2) de changement de repere
pour les tenseurs de déformation et de contrainte.

€11 cos? 0 sin? 0 V2 cos 6 sin6 Exx
( €22 > = sin? 0 cos? 0 —V2cosOsinb Eyy (4-1)
V2ey, —V2cos0sin® 2cosOsin® cos?6 —sin?6 \/E‘Sxy
011 cos? 0 sin? 0 V2 cos 6 sin6 Oxx
( 922 > = sin? 0 cos? 0 —V2cosOsinb Tyy (4-2)
V2ay, —2cosOsin® V2cosOsinb cos 20 \/Eaxy

4.5 ESSAIS DE TRACTION SUR DES STRATIFIES ORIENTES A 0°

Dans cette partie, on décrit les essais en traction sur des stratifiés orientés a 0° pour les
matériaux composites précédemment cités. Dans ce cas, le repere du matériau coincide avec le

Alina KRASNOBRIZHA — Institut de Recherches en Génie Civil et Mécanique — Ecole Centrale de Nantes 107



Modélisation des mécanismes d’hystérésis des composites tissés
a l'aide d’'un modéle collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivées fractionnaires

repere global. En conséquence, les équations (4.1) et (4.2) pour 8 = 0° conduisent aux formules

suivantes :
011 = Oxx
€11 = Exx (4-.3)
€22 = &yy

La loi de comportement se réduit aux équations suivantes :

o1 = EN(1—diefy, 0,2=0 01,=0
B}, (4.4)
011 = — 75 €22

12

De ce type d’essai, les parametres peuvent étre identifiés facilement: en effet on a acces
rapidement au module d’Young longitudinal, au coefficient de Poisson v{, ainsi qu’a la contrainte
de rupture o .

Nous rappelons enfin que nos composites tissés, quelle que soit leur matrice, sont considérés
comme équilibrés: ainsi ce qui aura été identifié dans cette partie pourra étre transposé
completement a la direction transversale.

4.5.1 Traction longitudinale pour le composite a matrice thermodurcissable

Les essais en traction sur stratifiés tissés a 8 couches ([0]g) a matrice thermodurcissable sont
effectués en suivant la norme ASTMP D3039 [104]. La géométrie de I’échantillon et les
dimensions sont présentées sur la Figure 4.7.

Oxx Oxx
f— ‘_'. —

)

55

250

Figure 4.3. Eprouvette de traction pour le matériau composite carbone/époxy a 0°

Les essais de traction sont effectués sur une machine INSTRON 3369 avec une vitesse de
sollicitation de 5 mm/min. Les mesures d’effort sont effectuées par une cellule de force
INSTRON 2580-108. Les déformations longitudinale et transversale sont mesurées en utilisant
des jauges TML FCA-3-23-1L. L’acquisition des données se fait avec un systéme externe
(National Instruments®). Les résultats des essais en traction sont illustrés sur la Figure 4.4 dans
le systéme de coordonnées du matériau.
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Figure 4.4. Courbe de traction longitudinale pour le matériau composite carbone/époxy

Les parametres identifiés de cet essai sont collectés dans le Tableau 4.1.

Parametre Valeur
E%, = EY, 57.3 GPa
v, =Y, 0.07

¥ = a3, 687 MPa

Tableau 4.1. Parameétres élastiques du matériau composite carbone/époxy

Des cycles de charge/décharge ont été aussi réalisés mais n’ont pas démontré une évolution
d’endommagement suffisante pour étre pris en compte: le composite carbone/époxy a un
comportement linéaire fragile dans les directions longitudinales et transversales.

4.5.2 Traction longitudinale pour le composite a matrice thermoplastique

Dans ce paragraphe, on consideére des essais en traction cyclique sur des stratifiés orientés a
0° d’'une éprouvette en T700/PA66. La géométrie d’éprouvette et ses dimensions sont illustrées
sur la Figure 4.5.

Orx ¥
— A\T&. —

Ee

50

250

Figure 4.5. Eprouvette de traction pour le matériau composite carbone/PA66 a 0°

Les essais ont été effectués sur une machine a pilotage servo-hydraulique MTS. Les
déformations longitudinale et transversale sont mesurées par des jauges instrumentées sur
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I’éprouvette. Le pilotage des essais s’effectue a déplacement imposé a une vitesse de chargement
de 2 mm/min (= 0.00022 1/s). Les résultats du test expérimental sont proposés sur la Figure
4.6 dans le systeme de coordonnées du matériau.

400 /

300

011 Mpg
o
o

100

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

€11

Figure 4.6. Courbe de traction longitudinale pour le matériau composite T700/PA66

Les parametres élastiques identifiés pour le comportement longitudinal du composite
T700/PA66 sont présentés dans le Tableau 4.2

Parameétre Valeur
EY, = EY, 56 GPa
v, =Y, 0.08

R _ _R
011 = 03, 603 MPa

Tableau 4.2. Paramétres élastiques du matériau composite T700/PA66

Tout comme le composite a matrice thermodurcissable, le composite T700/PA66 ne semble
pas montrer de non-linéarité suffisante pour prendre en compte un endommagement des
modules longitudinaux et transversaux: en effet, sur la Figure 4.6 on observe bien que les
différents cycles se font a pente moyenne constante et que de surcroit le niveau de déformation
irréversible est tres faible. Par conséquent dans ces directions-la, le composite T700/PA66
posséde tout comme l'autre composite un comportement de type élastique fragile.

4.5.3 Résumé de la campagne expérimentale de traction longitudinale (transversale)

A partir des résultats des essais en traction sur les stratifiés orientés a 0° (et donc a 90°
puisque les composites tissés sont supposés équilibrés), le comportement observé dans les deux
cas de composites est de type élastique fragile. Les tractions cycliques réalisées dans la direction
des fibres ne font pas apparaitre suffisamment de déformations irréversibles et dissipent peu
d’énergie puisque les boucles d’hystérésis sont absentes. Une synthese des parameétres est
proposée dans le Tableau 4.3.
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Parameétre Valeur Valeur
EY, = EY, 57.3 GPa 56 GPa
vl =vY, 0.07 0.08

o, = o5, 687 MPa 603 MPa

Tableau 4.3. Synthese de I'identification longitudinale (transversale) des composites étudiés

4.6 ESSAIS DE TRACTION SUR DES STRATIFIES ORIENTES A +4.5°

Dans cette partie, on s’intéresse a des tractions cycliques quasi-statiques en cisaillement pour
les matériaux composites précédemment cités.

Le rapport entre les variables liées a la direction d’application de la sollicitation par la
machine et les directions d’orthotropie du matériau sont calculées par les formules (4.1) et (4.2)
avec 8 = 45°. On obtient les relations suivantes :

_ Oxx
2=
o Exx — £y (4.5)
12 2
La loi de comportement élastique se présente sous la forme suivante :
01 = 2G1,(1 — dyp)ef, (4.6)

D’'une facon similaire aux essais précédents, certains parametres peuvent étre identifiés
directement a partir des données expérimentales : il s’agit du module de cisaillement GY,, de la
contrainte d’écoulement initiale R, et de la contrainte a rupture o5, (identification proposée
dans les sections suivantes). En ce qui concerne les parametres liés a la propagation de
I'endommagement de cisaillement, de la plasticité et des boucles d’hystérésis, nous proposons
leur identification respectivement dans les paragraphes 4.7 a 4.11.

4.6.1 Tractions cycliques en cisaillement pour le composite a matrice thermodurcissable
avec différentes vitesses de déformation

Pour ces essais, ils ont été réalisés suivant la norme ASTMP D3518 [105]. La géométrie de
I’échantillon et ses dimensions sont présentées sur la Figure 4.7.

Les essais cycliques en cisaillement sont effectués sur une machine INSTRON 3369. Afin de
mesurer respectivement le chargement et les déformations longitudinale et transversale, une
cellule de charge INSTRON 2580-108 et des jauges TML FCA-3-23-1L sont utilisées. L’acquisition
des données se fait avec un systeme externe (National Instruments®). Les essais sont realisés
avec les vitesses de déformation différentes:5 mm/min (= 0.00036 1/s) et 50 mm/min (=
0.0036 1/s). Les résultats de ces essais sont présentés sur les Figure 4.8 et Figure 4.9.
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Figure 4.7. Eprouvette de traction pour le matériau composite carbone/époxy a 45°
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Figure 4.8. Courbe contrainte/déformation de cisaillement a 5 mm/min pour composite a matrice

thermodurcissable
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Figure 4.9. Courbe contrainte/déformation de cisaillement a 50 mm/min pour composite a
matrice thermodurcissable

Le module de cisaillement non-endommagé G;, est obtenu a partir d’'une régression linéaire
sur le début de la courbe. La contrainte de la rupture o5, correspond a la contrainte maximale
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pendant 'essai. On observe pour ce composite une sensibilité a la vitesse de déformation des
parametres (a l'exception du module de cisaillement) et ce malgré la faible vitesse de

chargement. Ces parameétres sont regroupés dans le Tableau 4.4.

Parameétre Valeur pour 5 mm/min Valeur pour 50 mm/min
GY, 3.36 GPa 3.37 GPa
R, 12 MPa 20.2 MPa
%, 80 MPa 94 MPa

Tableau 4.4. Parameétres élastiques en cisaillement du composite carbone/époxy

4.6.2 Tractions cycliques en cisaillement pour le composite a matrice thermoplastique

Pour les essais cyclés sur ce type de composite, nous avons utilisé des éprouvettes dont la
géométrie est donnée sur la Figure 4.10.

T . ]
5 1o,

w

Oxx

50

250

Figure 4.10. Eprouvette de traction pour le matériau composite T700/PA66 a 45°

Les essais expérimentaux ont été réalisés sur une machine a pilotage servo-hydraulique MTS
d’'une capacité de 10 t. Le pilotage des essais s’effectue a déplacement imposé a une vitesse de
chargement de 2 mm/min (= 0.00022 1/s). Les mesures des déformations dans le plan sont
réalisées par une méthode classique, via des jauges de déformation bidirectionnelles. Le résultat
du test expérimental est proposé sur la Figure 4.11 dans le systeme de coordonnées du
matériau.

Les parametres du matériau identifiés de la méme maniere que dans le point précédent sont
regroupés dans le Tableau 4.5.

Parametre Valeur
GY, 2.66 GPa
R, 10.4 MPa
ok, 250 MPa

Tableau 4.5. Parameétres élastiques en cisaillement du matériau composite T700/PA66
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Figure 4.11. Courbe contrainte/déformation de cisaillement a 2 mm/min pour composite a
matrice thermoplastique

4.6.3 Résumé de la campagne expérimentale en cisaillement

L’ensemble des parametres élastiques en cisaillement pour les deux matériaux sont regroupés
dans le Tableau 4.7.

e B oo B R e
GY, 3.36 GPa 3.37 GPa 2.66 GPa
R, 12 MPa 20.2 MPa 10.4 MPa
ok, 80 MPa 94 MPa 250 MPa

Tableau 4.6. Synthese de I'identification de cisaillement des composites étudiés

Quel que soit le composite, les courbes de comportement de cisaillement (Figure 4.8, Figure
4.9, Figure 4.11) montrent qu'il existe :

e Des déformations irréversibles,

e Une diminution de la rigidit¢é du matériau au cours des cycles caractérisant un
accroissement de 'endommagement de cisaillement,

e Une dissipation d’énergie plus importante au fur et a mesure des cycles (boucles
d’hystérésis),

e Une sensibilité a la vitesse de déformation (tout du moins pour le composite a matrice
thermodurcissable).

Dans les sections suivantes, nous allons nous attarder sur l'identification de I’évolution non
seulement des déformations irréversibles mais aussi des endommagements ce pour toutes les
directions d’orthotropie. Cela nous permettra d’avoir I'ensemble des parametres nécessaires a
l'utilisation de la loi de comportement élasto-plastique endommageable sans prise en compte
des vitesses de déformation dans un premier temps.
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4.7 METHODE D’'IDENTIFICATION DES PARAMETRES DU MODELE ELASTO-PLASTIQUE
ENDOMMAGEABLE

Dans le cadre du modele élasto-plastique endommageable quasi-statique, les relations entre
les parametres internes et associés doivent étre déterminées en fonction du comportement du
matériau pour chaque direction d’orthotropie. On distingue les parametres en trois groupes
appropriés aux différents processus, tels que : I'élasticité, les endommagements et la plasticité.
Les parametres élastiques ont déja été identifiés (Tableau 4.3 et Tableau 4.6).

Afin de décrire les dégradations subies par le matériau, il est nécessaire de déterminer les lois
(3.18) qui relient 'endommagement (d;;,d,,d;2) aux forces thermodynamiques associées

(\/W, \/f, \/E) que 'on calcule via les équations (3.16) et (3.17). Pour cela, on identifie pour
chaque cycle, les modules associés ce qui permet en connaissant les modules initiaux de pouvoir
remonter a 'endommagement; a titre d’exemple, en cisaillement les endommagements sont
donnés par:

G
d12 =1- ﬁ (4'7)

Pour chacun de ces cycles, on peut donc relever aussi les déformations élastiques
correspondantes ce qui permet d’identifier les forces thermodynamiques associées. Une fois cela
fait, il est nécessaire d’ajuster le type de loi d’évolution (3.19), (3.20), (3.21) ou (3.22) en
fonction des observations expérimentales. L’identification de la contrainte initiale d’écoulement
permet d’accéder aussi a la déformation associée. Cela permet de déterminer les différents seuils
initiaux d’endommagement (171-(}). Les taux maximum de restitution d’énergie (Yl-lf) sont quant a

eux identifiés sur les derniers cycles, proches de la rupture du matériau.

En ce qui concerne I'évolution des déformations irréversibles en cisaillement, il est nécessaire
de relever pour chaque cycle les déformations plastiques. Connaissant les endommagements
associés, il est possible d’évaluer la déformation plastique cumulée (3.30). L'identification de la
fonction d’écoulement plastique R(p) est effectuée par:

lo12] _
(1 —dy3)

Une fois les deux quantités calculées, il est possible de choisir la meilleure approximation

R(p) = R, (4.8)

pour trouver I'évolution de la fonction d’écrouissage en fonction de la déformation plastique
cumulée.

4.8 IDENTIFICATION DES EVOLUTIONS DE L'ENDOMMAGEMENT DANS LA DIRECTION DES
FIBRES

4.8.1 lIdentification pour le composite a matrice thermodurcissable

Comme nous l'avons noté dans les points précédents, le comportement du matériau
composite dans le sens des fibres est de type élastique fragile. La rupture du matériau apparait
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« instantanément ». Par conséquent, nous proposons d’utiliser une fonction de type Heaviside
(3.22) afin de décrire ce comportement. Dans ce cas, le seuil initial d’'endommagement coincide
avec le seuil de la rupture:Y’ = YR . Les paramétres associés a 'endommagement sont
présentés dans le Tableau 4.7. La propagation d’endommagement est illustrée sur la Figure

4.12.
dll = }[( /}_,11 - ’}_/1}?[> Si dll <let }_,11 < Yllg; sinon dll =1 (4‘.9)
Parameétre Valeur

/72 = /71121 2 MPal/?

Tableau 4.7. Parameétres d’endommagement du matériau composite carbone/époxy

12
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Figure 4.12. Evolution de la fonction d’endommagement longitudinal pour le composite
carbone/époxy

4.8.2 Identification pour le composite a matrice thermoplastique

Comme nous I'ont montré les essais expérimentaux, la propagation d’endommagement dans
la direction des fibres pour le composite T700/PA66 est identique a celui-ci du composite
carbone/époxy. Les résultats de l'identification de I'endommagement sont présentés dans le
Tableau 4.8 et sur la Figure 4.14.

Parameétre Valeur

/72 = /71121 1.13 MPa'/?

Tableau 4.8. Parameétres d’endommagement du composite T700/PA66
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Figure 4.13. Evolution de la fonction d’endommagement longitudinal pour le composite
T700/PA66

4.8.3 Résumé de l'évolution de I'endommagement dans le sens des fibres

Le Tableau 4.9 propose une synthese de lidentification des lois d'évolution
d’endommagement pour les deux composites de notre étude. Rappelons que ces derniéres, du
fait des comportements de type élastique fragile, sont prises sous des approximations de type
Heaviside.

Parameétre Carbone/époxy Carbone/PA66

/7(1) = /71121 2 MPa*/? 1.13 MPa'/?

Tableau 4.9. Synthese des parametres d’endommagement longitudinal (transversal) des
composites étudiés

4.9 IDENTIFICATION DES EVOLUTIONS DE L'ENDOMMAGEMENT EN CISAILLEMENT

4.9.1 lIdentification pour le composite a matrice thermodurcissable

L’identification de la loi d’évolution de 'endommagement de cisaillement est proposée pour la
plus faible vitesse de sollicitation (5 mm/min) considérée comme quasi-statique. Apres avoir
appliqué la méthode proposée dans le point 4.7, nous obtenons I'évolution proposée par la
Figure 4.14. Les conclusions que I'on peut obtenir de I'aspect de cette évolution, nous pousse a
proposer une évolution sous une forme linéaire (3.19).

Dans ce cas particulier de loi, rappelons que le coefficient /Y, représente la vitesse de la
propagation de 'endommagement de cisaillement. Les parametres de cette loi sont proposés
dans le Tableau 4.10.
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Figure 4.14. Evolution de la fonction d’endommagement en cisaillement pour le composite
carbone/époxy
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Figure 4.15. Fonction d’écrouissage R(p) pour le composite a la matrice thermodurcissable

Parametre Valeur
Y§, 2.25 MPa'/?
Y?, 0.15 MPa'/?
YR, 0.8 MPa'/?

Tableau 4.10. Parameétres d’endommagement du composite carbone/époxy

Comme I'évolution de 'endommagement de cisaillement a été effectuée, il est possible
maintenant de construire I'évolution de la fonction d’écrouissage sur la base des données
identifiées. En regard de notre identification (Figure 4.15), la meilleure approximation
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correspond a une loi puissance (3.27). Les parametres associés sont regroupés dans le Tableau
4.11.

Parametre Valeur
B 266.6 MPa
m 0.36

Tableau 4.11. Parametres de plasticité du composite carbone/époxy

4.9.2 Identification pour le composite a matrice thermoplastique

L’exploitation des données expérimentales dans le cas du composite a matrice
thermoplastique, en ce qui concerne I'évolution de 'endommagement de cisaillement, est tres
différente du composite a matrice thermodurcissable. En effet, 'approximation la plus adéquate
aux résultats est un polynéme de degré 3 :

dip = Zap <\/a - \/%)p (4.10)

2.5

0.5

@ Points expérimentaux

—Approximation

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6
dy;

Figure 4.16. Evolution de la fonction d’endommagement en cisaillement pour le composite
T700/PA66

Avec les données identifiées, on constate effectivement que la propagation d’endommagement
a un comportement visiblement plus non-linéaire pour la matrice thermoplastique (Figure
4.16). En effet, on remarque qu'au fur et a mesure des cycles, les boucles d’hystérésis
commencent a perdre leur forme symétrique et elles prennent une forme de « haricot » (Figure
4.11). Du fait de la nature de la matrice, le matériau dissipe plus d’énergie : on a effectivement
une largeur de boucle beaucoup plus importante que dans le cas de la matrice
thermodurcissable. Par ailleurs, cette nature de matrice impose aussi probablement une
réorientation des fibres plus forte que dans le cas du composite a matrice thermodurcissable.
Cela se traduit par des hystérésis sous une forme de « haricot ». Cela veut dire aussi que nous
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commettons une erreur lors de la mesure de I'endommagement, notamment sur les derniers
cycles et cela se répercute sur la loi d’évolution obtenue. Il faudrait prendre en compte la
réorientation des fibres au cours de la sollicitation afin d’obtenir une meilleure description de la
propagation de 'endommagement. Ce point constitue une perspective importante pour les
développements futurs.

Les parametres de la loi d’évolution polynomiale sont regroupés dans le Tableau 4.12.

Parameétre Valeur
as 0.013 MPq~3/?
a, -0.167 MPa™!
a, 0.575 MPa~1/?
Y9, 0.145 MPa'/?
YR, 2.833 MPa'/?

Tableau 4.12. Parameétres d’endommagement du composite T700/PA66
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Figure 4.17. Fonction caractéristique R(p) du matériau a matrice thermoplastique

En ce qui concerne I'évolution de la fonction d’écrouissage, la meilleure approximation en
regard de I’exploitation des résultats correspond a une loi de type puissance tout comme pour le
composite carbone/époxy. Les parametres de cette loi sont présentés dans le Tableau 4.13 et
une représentation graphique est proposée sur la Figure 4.17.

Parameétre Valeur
B 260.85 MPa
m 0.33

Tableau 4.13. Parametres de plasticité du composite T700/PA66
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4.9.3 Résumé de I'évolution de 'endommagement et de la plasticité en cisaillement

Les Tableau 4.14 et Tableau 4.15 proposent une synthése de l'identification des lois
d’évolution d’endommagement et des déformations irréversibles pour les deux composites de

notre étude.

\ Carbone/époxy Carbone/PA66
Parametre Cre g . R .
Loi linéaire Loi polynome degré 3

/?gz 2.25 MPa'/? -
as - 0.013 MPa=3/?
a, - -0.167 MPa™1
a, - 0.575 MPa~1/?
/7‘1’2 0.15 MPa*/? 0.145 MPa'/?
/7’;2 0.8 MPa'/? 2.833 MPa'/?

Tableau 4.14. Synthése des parameétres d endommagement en cisaillement des composites

étudiés
Parameétre Carbone/époxy Carbone/PA66
B 266.6 MPa 260.85 MPa
m 0.36 0.33

Tableau 4.15. Synthése des parameétres de plasticité en cisaillement des composites étudiés

4.10VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE ELASTO-PLASTIQUE ENDOMMAGEABLE

Suite a l'identification des parametres du modele élasto-plastique endommageable quasi-
statique, nous proposons de valider les comportements et I'identification par des simulations
numériques des essais expérimentaux au point d’intégration. Les résultats pour les différentes
orientations sont donnés sur les Figure 4.18 et Figure 4.19 pour le matériau composite a
matrice thermodurcissable et sur les Figure 4.20 et Figure 4.21 pour le matériau composite a
matrice thermoplastique.

On remarque que l'identification menée sur les deux composites et que la loi de
comportement développée permettent d’obtenir des résultats plus que satisfaisants pour le
composite a matrice thermodurcissable et satisfaisants pour le composite a matrice
thermoplastique. Il est a noter que dans la direction longitudinale, pour le composite
thermoplastique, des incertitudes sur la mesure ont surement entaché les données
expérimentales d’erreurs. Mais de maniére générale l'approximation proposée demeure
correcte. La différence observée sur la Figure 4.21 entre les données expérimentales et la
simulation en cisaillement provient de l'identification « imprécise » de 'endommagement. Une
meilleure méthode doit alors étre utilisée pour la détermination de I'évolution de
I'endommagement dans le matériau a matrice thermoplastique comme nous I'avons souligné
afin de prendre en compte la réorientation des fibres au cours de la sollicitation.
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D’'une maniere tres générale, on peut conclure que la loi de comportement élasto-plastique
endommageable ainsi que l'identification effectuée permettent de prendre en compte différents
phénomenes de maniére assez précise et donc de reproduire les comportements de composites
quelle que soit leur matrice et quelles que soient les directions d’orthotropie (hormis les boucles
d’hystérésis).
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Figure 4.18. Comparaison expérimental/numérique pour une traction dans la direction des fibres
pour le composite carbone/époxy
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Figure 4.19. Comparaison expérimental/numérique pour une traction en cisaillement pour le
composite carbone/époxy
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Figure 4.20. Comparaison expérimental/numérique pour une traction dans la direction des fibres
pour le composite T700/PA66
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Figure 4.21. Comparaison expérimental/numérique pour une traction en cisaillement pour le
composite T700/ PA66

4.11METHODE D’IDENTIFICATION DES PARAMETRES DU MODELE FRACTIONNAIRE

4.11.1 Description de la méthode d’identification des parametres
Cette partie s’adresse a la méthodologie d’identification, pour les deux matériaux, des
parametres de la loi fractionnaire (3.38). Cela revient a identifier la déformation que l'on

dénommera gJiodete .
Sgodéle = A + BD%5,(¢) (4.11)
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Les parametres du modele fractionnaire A, B et @ sont déterminés par la résolution d'un
probléeme d’optimisation non-linéaire sous contraintes. La contrainte principale est imposée sur
les valeurs de 'ordre de la dérivation fractionnaire qui doit étre tel que 0 < a < 1. La fonction
« objectif » s’exprime sous la forme d'une fonction d’erreur (4.12) entre les déformations
expérimentales (757 ) et celles calculées par le modéle fractionnaire (¢]2°%¢%¢) (3.38).

. \/Zéil(elefp(ti) — e (t))? (4.12)
= N

Les trois parametres du modele fractionnaire A4, B et a sont associés a chaque boucle
d’hystérésis. En effet, comme nous 'avons indiqué dans le paragraphe 3.4.2, I'évolution de ces
parametres au cours de la charge compléete est exprimée en termes d’endommagement qui reste
constant pendant la « décharge-recharge ». Ensuite, on identifie les meilleures approximations
qui décrivent les relations entre les parametres fractionnaires et 'endommagement.

4.11.2 Identification des parameétres pour le composite a matrice thermodurcissable

Suite a la méthodologie proposée précédemment qui consiste a identifier par optimisation les
parametres fractionnaires, il est possible d’obtenir les évolutions de chacun d’entre eux en
fonction des endommagements obtenus pour chaque cycle. Leurs évolutions sont représentées
sur la Figure 4.22, Figure 4.23 et Figure 4.24.

On remarque que les approximations les plus adaptées sont de type linéaire :

A = mAdlz + bA (4’.13)
B = de12 + bB (4.14‘)
a = madlz + ba (4’.15)

Les coefficients correspondant aux approximations (4.13), (4.14) et (4.15) sont donnés dans
le Tableau 4.16.

Parameétre Valeur Parameétre Valeur
my 0.0189 b, -0.0013
mg 1.795 bg 0.8605
m, 0.6944 b, -0.0035

Tableau 4.16. Coefficients de I’évolution des parameétres du modele fractionnaire pour le
composite carbone/époxy
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Figure 4.22. Evolution de paramétre A pour le composite carbone/époxy
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Figure 4.23. Evolution de parametre B pour le composite carbone/époxy
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Figure 4.24. L’évolution de parameétre a pour le composite carbone/époxy
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4.11.3 Identification des parameétres pour le composite a matrice thermoplastique

De la méme maniére que précédemment, on post-traite les résultats en ce qui concerne les
boucles d’hystérésis du composite a matrice Tout comme pour
I'’endommagement, les approximations qui relient les parametres du modele fractionnaire a
I'’endommagement de cisaillement (Figure 4.25, Figure 4.26 et Figure 4.27) ne sont pas

thermoplastique.

identiques a celles du composite a matrice thermodurcissables, de maniere générale. Cela peut
étre imputé a la nature différente de la matrice. Les meilleures approximations sont donc des
fonctions polynomiales de troisieme degré qui s’expriment sous les formes suivantes :

A =mysdi,” + mypdin” + myidi, +my, (4.16)

B = mpsdy,” + mpadyn” + mprdys + Mg (4.17)

Par contre pour l'ordre de la dérivation non entiére, la meilleure approximation est une
fonction linéaire :

a = Mgydy; + My

(4.18)

Les constantes associées aux différentes évolutions sont regroupées dans le Tableau 4.17.

Parameétre Valeur Parameétre Valeur Parameétre Valeur Parameétre Valeur
mys 0.1918 my, -0.121 my, 0.042 my, -0.0005
mpg3 31.486 mg, -16.7832 mpg, 4.1613 mpg 1.071
meys3 - mg, - myq 0.4453 Mgy 0.0742

Tableau 4.17. Parameétres du modele fractionnaire pour le composite T700/PA66
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Figure 4.25. Evolution du parametre A pour le matériau composite T700/PA66
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Figure 4.26. Evolution du parametre B le matériau composite T700/PA66
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Figure 4.27. Evolution du parametre a pour le matériau composite T700/PA66

4.12 VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE FRACTIONNAIRE

Grace aux parametres précédemment identifiés, il est possible de déterminer Iles
déformations correspondant aux boucles d’hystérésis avec le modele fractionnaire (3.36)(3.38).
Les résultats de la simulation concernant ces déformations en fonction du temps sont illustrées
sur la Figure 4.28 pour le composite carbone/époxy et sur la Figure 4.30 pour le composite
T700/PA66. On remarque que les parametres identifiées permettent, dans le cas du composite a
matrice thermodurcissable de reproduire fidelement les déformations expérimentales et d’'une
maniere satisfaisante dans le cas de 'autre matrice.

Une fois ces déformations identifiées, on calcule les contraintes en multipliant les
déformations déterminées par le module élastique dégradé (4.19). Les résultats de la simulation
des boucles d’hystérésis en termes de « déformation-contrainte » sont présentés sur la Figure
4.29 pour le composite a matrice thermodurcissable et sur la Figure 4.31 pour le composite a
matrice thermoplastique.
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012(t) = G, (1 — dyp) efi°®e(¢) (4.19)

Les résultats de la simulation sont en bonne corrélation avec les données expérimentales pour
le matériau composite carbone/époxy. De petites erreurs entre les données peuvent étre
observées au début et a la fin de la boucle d’hystérésis et au point du changement de signe de la
déformation (transmission de la décharge en recharge). L’écart au début de la boucle est lié au
probléeme mathématique du calcul des dérivées fractionnaires qui sont décrits dans le chapitre 1.
Le décalage entre les données a la fin de la boucle est associé aux problémes du calcul numérique
car la solution du probleme d’optimisation ne peut pas étre déterminée précisément sur les
derniers points. La différence entre la courbe expérimentale et la simulation au bas de la boucle
associée au changement du signe de la déformation provoque une erreur dans le calcul des
dérivées fractionnaires ou entieres pour les fonctions par morceaux. L’identification
d’endommagement inexacte peut étre une raison supplémentaire qui provoque l'erreur sur le
calcul numérique.

Une erreur plus importante est observée pour les résultats de la simulation numérique du
modele fractionnaire pour le matériau composite T700/PA66. L’'identification non-exacte des
parametres ('endommagement et la plasticité) provoque un décalage supplémentaire entre les
données en plus des erreurs associées aux problemes numériques et mathématiques qui sont
notés pour le matériau composite carbone/époxy. On peut observer néanmoins qu’avec le
modele fractionnaire, l'aire des boucles d’hystérésis semble étre quant a elle identifiée
correctement malgré les erreurs successives. C’est un point important notamment pour les
objectifs futurs a ce travail de doctorat.

D’une maniere trés générale, on peut signaler que la collaboration entre les deux modeles, les
choix qui ont été faits pour l'un et pour l'autre, permettent d’apporter une solution plus que
satisfaisante pour la simulation de matériaux composites quelle que soit la nature de la matrice
en quasi-statique et pour des chargements cycliques.
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Figure 4.28. Comparaison des déformations de cisaillement pour le composite carbone/époxy
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Figure 4.29. Comparaison expérimental/numérique pour le composite carbone/époxy
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Figure 4.30. Comparaison des déformations de cisaillement pour le composite T700 /PA66
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Figure 4.31. Comparaison expérimental/numérique pour le composite T700 /PA66
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Afin de montrer les potentiels de la loi collaborative développée, nous proposons une
derniere simulation numérique : nous allons imposer un chargement fictif qui possede 8 cycles
(Figure 4.32) et non 6 comme lors des essais réels expérimentaux. Cela permettra de montrer la
capacité du modele fractionnaire a prédire I'apparence des boucles d’hystérésis additives. Le
matériau composite que nous avons retenu est a matrice thermoplastique et nous utiliserons les
parametres identifiés tant pour le modele élasto-plastique endommageable que pour le modele
fractionnaire. Les résultats de la simulation numérique sont présentés sur la Figure 4.33. On
peut remarquer que la position et la taille des boucles d’hystérésis supplémentaires sont tout a
fait correctes en regard de la courbe expérimentale. Cela justifie les choix que nous avons faits
tant d'un point de vue modele que méthodologie d’identification expérimentale des parametres.
Cela nous permet aussi d’entrevoir des perspectives plus qu’intéressantes pour de futurs

travaux.
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Figure 4.32. Cycle de chargement fictif pour le composite T700/PA66
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Figure 4.33. Simulation avec un chargement fictif pour un essai en cisaillement sur le composite

T700/PA66
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4.13 VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE EN CHARGE DYNAMIQUE

4.13.1 Identification des paramétres du modele dynamique

Dans les paragraphes précédents, on a montré que le modele élasto-plastique
endommageable fractionnaire était capable de représenter le comportement des matériaux
composites subissant des tractions cycliques ou non en quasi-statique. Dans cette partie, notre
attention se concentre sur la modélisation de l'effet de sensibilité du matériau a la vitesse de
déformation.

Dans nos travaux, nous ne disposons pas de plusieurs essais expérimentaux a différentes
vitesses. En effet, d’apres les préconisations des travaux [25], [26], il serait nécessaire de
disposer au moins de 5 vitesses de déformation différentes afin d’établir correctement une loi
d’évolution des parametres élastiques et de la contrainte d’écoulement initiale en fonction de la
vitesse de déformation. De plus, il faudrait avoir un large spectre de vitesse de déformation pour
affiner encore plus les résultats.

Malheureusement, nous ne disposons dans le cadre des travaux de cette these que de deux
essais cycliques a des vitesses de déformation différentes (basses de surcroit) et uniquement
pour le composite tissé a matrice thermodurcissable. Mais nous allons voir qu’il est possible
d’obtenir des conclusions plus qu’encourageantes.

Les parameétres du matériau du modele élasto-plastique endommageable sont identifiés pour
les vitesses de sollicitations différentes (5 mm/min et 50 mm/min). Les données identifiées
expérimentalement sont proposées dans le Tableau 4.18.

Paramétre Valeur pour Valeur pour
5 mm/min 50 mm/min
G1, 3.36 GPa 3.37 GPa
Ro 12 MPa 20.2 MPa
Y¢ 2.25 MPal/? 2.54 MPqal/?
Yo 0.15 MPal/? 0.25 MPal/?
Y 0.8 MPa'/? 0.99 MPal/?
B 266.6 MPa 227.6 MPa
n 0.36 0.28

Tableau 4.18. Synthése des parametres fonction de la vitesse de déformation pour le composite
carbone/époxy

Comme nous l'avons stipulé précédemment, par manque d’information (nombre de vitesses
de déformation différentes), nous utiliserons des lois d’approximation linéaires. Comme proposé
dans les travaux [25], nous introduisons la notion de module normalisé par rapport a une vitesse
de référence :
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X t
Xnormalise = = (4.20)

Xré férence

OU Xcoyrane €St la valeur du parametre a la vitesse de déformation courante et Xyrerence
correspond a la valeur du parametre a la vitesse de déformation référence (la vitesse en quasi-
statique). Dans notre cas, la vitesse de déformation de référence est donnée pour la vitesse de
sollicitation la plus petite, autrement dit pour 5 mm/min.

Ensuite, on introduit la notation de parametre normalisé rapporté sous la forme suivante :

Xnormalisé rapporté = Xnormalisé -1 (4-21)

Enfin, I'identification des fonctions de viscosité (paragraphe 3.2.5) s’effectue en fonction sur
rapport des vitesses de déformation courante et de référence :

Ecourant
Xnormalisé rapporté = f—) (4.22)
Eré férence

La dépendance des parametres normalisés rapportés en fonction de la vitesse de déformation
normalisée est illustrée sur la Figure 4.34.

0.8 =
YU
normalisé rapporté

0.6 Ro normalisé rapporté

0.4

0.2 normalisé rapporté

normalisé rapporté

12normalisé rapporté
12.0 15.0

Buormatise rapporté

Paramétres normalisés rapportés

-0.2

Myormalisé rapporté

-0.4

Elznormatisée

Figure 4.34. Evolution des parametres normalisés rapportés du modéle élasto-plastique
endommageable en fonction de la vitesse de déformation normalisée

4.13.2 Modéele élasto-plastique endommageable en dynamique

En utilisant les évolutions des fonctions de viscosité (Figure 4.34), on peut reproduire la
réponse du matériau sous un chargement dynamique (Figure 4.35). A partir de la comparaison
des résultats entre simulation et expérimental, on observe que lidentification
d’endommagement n’est pas correcte et donc celle des déformations irréversibles non plus. En
effet, étant donné le nombre réduit de mesures expérimentales, les erreurs commises sur les
mesures entachent l'identification expérimentale des parametres et donc la qualité de la
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simulation numérique. Cependant on remarque quand méme que la courbe enveloppe est
représentée de maniere plus que satisfaisante.

70

-=-=--Données expérimentale en quasi-statique
——Données expérimentale & la vitesse 50 mm/min
Résultats de la simulation numérique

012 MPa

0.06
-10

Figure 4.35. Comparaison expérimental/numérique pour le modele élasto-plastique
endommageable pour un chargement dynamique

4.13.3 Modélisation des boucles d’hystérésis en chargement dynamique

Dans cette partie, nous proposons d’utiliser le modeéle élasto-plastique endommageable avec
prise en compte des vitesses de déformation (étudié dans le paragraphe précédent) couplé au
modele a dérivée fractionnaire. Rappelons que dans ce cas, les parametres du modele
fractionnaire ne nécessitent pas de nouvelles identifications et seront strictement ceux
déterminés en quasi-statique dans le paragraphe 4.11.2.

70 -
----Données expérimentale en quasi-statique

—— Données expérimentale a la vitesse 50 mm/min
Résultats de la simulation numérique
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Figure 4.36. Comparaison expérimental/numérique avec le modele collaboratif pour un
chargement dynamique
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L’analyse des résultats (Figure 4.36) de la simulation numérique montre que les deux
premieres boucles sont en accord avec les données expérimentales. Par contre, une erreur est
présente dans les résultats pour les boucles suivantes. La source de cette erreur réside, comme
nous en avons discuté précédemment, dans la détermination incorrecte de la déformation
élastique et de I'endommagement par le modele élasto-plastique endommageable. En effet, le
manque de données expérimentales ne permet pas de décrire finement I'évolution des
caractéristiques en fonction de la vitesse de déformation. Ceci provoque donc une
représentation inexacte des boucles d’hystérésis. Mais il faut noter que la représentation
générale est quand méme satisfaisante et ouvre des perspectives diverses et variées pour peu
que le canevas expérimental soit un peu plus étoffé.

4.14 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons proposé une étude du comportement de deux matériaux
composites tissés. La différence principale entre ces deux matériaux résidait dans la nature de la
matrice qui était soit thermodurcissable soit thermoplastique. Cette étude a été menée d’'un
point de vue numérique en utilisant notre modele collaboratif.

Expérimentalement, nous avons constaté que le comportement de ces matériaux dans la
direction des fibres est principalement de type élastique fragile. La méthodologie d’identification
des parametres s’en trouve simplifiée. Enfin, dans ce cas, le modeéle élasto-plastique
endommageable permet avec des lois d’évolution d’endommagement adaptée de reproduire
correctement les observations expérimentales.

En ce qui concerne le cisaillement, les deux matériaux ont montré expérimentalement que
leur comportement était sujet au développement de 'endommagement et d'une déformation
irréversible, que la forme des hystérésis pouvait étre différente (du fait de la nature de la résine)
et enfin que la vitesse de déformation pouvait jouer un réle non négligeable. Néanmoins, la
procédure de caractérisation expérimentale demeure dans le cadre du modele élasto-plastique
endommageable ainsi que dans le cas du modeéle fractionnaire simple a mettre en ceuvre et de
compréhension aisée. Les résultats des simulations numériques pour les deux composites
permettent de conclure a une « bonne » identification expérimentale et a une validation des
choix en ce qui concerne les modéles adoptés (extension des lois d’évolution a des formes de
type polynomiale par exemple). Cependant, comme nous l'avons souligné, il demeure encore
quelques problématiques en ce qui concerne les matériaux tissés a matrice thermoplastique telle
que la prise en compte de la réorientation des fibres qui entachent les résultats de simulation
numériques.

La prise en compte de la sensibilité a la vitesse de déformation est, rappelons-le, naturelle
pour le modele fractionnaire. En ce qui concerne la loi élasto-plastique endommageable, les
résultats des simulations numériques ont montré, malgré le manque d’information pour une
meilleure précision, qu’elle était capable de reproduire correctement la relation
contrainte/déformation en fonction de la vitesse de déformation. La collaboration des deux
modeles permet elle aussi de pouvoir représenter des boucles d’hystérésis pour des vitesses
différentes sans avoir recours a la modification des parametres des lois fractionnaires.
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Enfin le dernier point, qui nous est apparu important de montrer, est le fait qu'imposer un
autre chargement comportant un nombre de cycles plus important était réalisable via le modele
collaboratif élasto-plastique endommageable a dérivée fractionnaire. Ce fait constitue le point de
départ de perspectives futures et intéressantes en ce qui concerne la caractérisation
expérimentale du matériau composite.

En conclusion de cette partie, le modele élasto-plastique endommageable a dérivées
fractionnaires est donc capable de représenter le comportement des matériaux composites
tissés subissant un chargement cyclique en quasi-statique en incluant les boucles hystérésis. Le
modele est simple et efficace et donne une bonne corrélation entre les résultats numériques et
les données expérimentales. Afin d’augmenter la précision du modele, plusieurs essais
identiques sont nécessaires pour identifier correctement les parametres du matériau. Une
nouvelle méthode doit également étre proposée afin de déterminer la propagation de
I'endommagement en cisaillement pour l'essai avec les boucles non-symétriques. Pour
augmenter la performance du modeéle aux chargements dynamiques, I’évolution des parametres
élastiques doit étre déterminée correctement en utilisant plusieurs essais en traction a
différentes vitesses de déformation.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

« Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk. »!
Leopold Kronecker.

Pendant des dizaines de siecle, les humains ont utilisé les nombres entiers, puis ils ont
découvert les fractions et ensuite les nombres réels et complexes. Les nombres réels forment la
base de I'analyse mathématique qui fournit une propriété importante : la continuité. Grace a
I'extension du calcul aux nombres réels, les opérations mathématiques relatives aux puissances
et également aux racines sont apparues. De la méme maniere, les nombres réels peuvent étre
implémentés dans le calcul d’'intégration et de dérivation. Les opérateurs des intégrales et des
dérivées fractionnaires ont rempli «l'espace» entre ces opérations entieres. La théorie
mathématique développée permet facilement d’appliquer ces opérateurs aux lois physiques.

Les dérivées fractionnaires par rapport au temps décrivent les processus héréditaires. Ceci
permet de les appliquer aux lois viscoélastiques afin de décrire le comportement des polymeres
ou des matériaux composites a matrice organique. Une des applications importantes de la
théorie du calcul fractionnaire est la modélisation des processus de relaxation et de fluage. Pour
les décrire, les modeles rhéologiques fractionnaires de Kelvin-Voigt [29], Maxwell [30], [31],
[32] et Zener [33] et Rabotnov [34], [35], [36] sont utilisés dans plusieurs travaux afin de
représenter le comportement des matériaux réels avec une structure complexe, non-homogene.
D’une autre maniere, les lois fractionnaires peuvent étre exprimées en fonction de I'amplitude
dans le domaine fréquentiel. Cela permet d'écrire le comportement des polymeres soumis a des
vibrations. La justification physique des opérateurs fractionnaires dans les équations
constitutives est obtenue a partir de la théorie moléculaire des polymeres. Ce fait confirme le
caractére raisonnable de l'utilisation des dérivées fractionnaires dans la loi de comportement.
Les boucles d’hystérésis sont encore un des phénomenes qui est lié aux propriétés
viscoélastiques du matériau. Parmi les travaux considérés [39], [40] pour représenter les
boucles d’hystérésis, on s’intéresse au travail de Mateos [41] qui est appliqué aux matériaux
composites. Ce modeéle permet de représenter le comportement endommagé hystérétique sous
une charge cyclique a 'aide du modele Kelvin-Voigt fractionnaire mais pas le développement de
la plasticité.

De plus, plusieurs modeles existants sont capables de prendre en compte la description de la
plasticité et de 'endommagement [11], [55], [56], [57] ainsi que la sensibilité au changement de
vitesse de déformations [25], [26], [41], [100]. Par contre, il n’y a pas un modele unifié qui
permet de reproduire I'ensemble des phénomenes suivants: endommagement, plasticité,
boucles d’hystérésis et sensibilité au changement de la vitesse de déformation.

L« Dieu a fait les nombres entiers, tout le reste est I'ceuvre de I'homme. » Leopold Kronecker
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Dans ce travail, nous avons proposé un modele unique pour des matériaux composites tissés
en faisant collaborer deux modeles: le premier un modele élasto-plastique endommageable
complet [25] et le second un modele fractionnaire. La capacité du modele élasto-plastique
endommageable de reproduire correctement le comportement du matériau composite a été
validée de nombreuses fois. Le modele fractionnaire est représenté par un schéma de Kelvin-
Voigt non-standard a trois parametres qui utilise la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville. Ce modele est appliqué seulement pendant la « décharge-recharge », ce qui permet de
diminuer le temps de calcul. En plus, le modele fractionnaire est complémentaire du modele
élasto-plastique endommageable car il peut étre utilisé de maniere optionnelle.

La validation du modele a été effectuée pour deux matériaux composites a matrice différente :
thermodurcissable et thermoplastique. On constate que le modele proposé est capable de
représenter le comportement élasto-plastique endommageable hystérétique a différentes
vitesses de déformation. Les résultats sont en bonne concordance avec les données
expérimentales. Cependant, on peut remarquer que le modele fractionnaire n’est pas capable de
représenter les boucles non-symétriques qui sont observées dans la réponse du matériau
composite a matrice thermoplastique. En effet, il est nécessaire de poursuivre les travaux,
notamment en ce qui concerne la prise en compte de la variation des angles des fibres en cours
de chargement.

Néanmoins, les perspectives offertes par ce modele collaboratif sont plus qu’encourageantes
pour les probléemes thermomécaniques tels que celui proposé par la méthode d’auto
échauffement pour identifier la limite en fatigue de matériaux composites. Il permet en effet de
calculer assez précisément les quantités d’énergie dissipée pendant un chargement cyclique. Il
permettrait donc d’étre un outil numérique en support de la méthodologie expérimentale
développée au sein de notre laboratoire. Ce modele collaboratif propose un autre aspect: les
possibilités qu’il offre d'un point de vue caractérisation et développement d’outils
expérimentaux appropriés pour déterminer I’'évolution des endommagements en dynamique
rapide. En effet, pour l'instant la caractérisation expérimentale patit fortement du manque de
moyens expérimentaux adaptés a contrdler ces évolutions.

Les conclusions générales et les observations que nous avons pu avoir en ce qui concerne
cette loi collaborative permettent d’avoir des perspectives riches et novatrices pour certaines
telles que :

e L’utilisation de la loi collaborative pour améliorer la quantification de I'évolution de
I’endommagement en dynamique rapide.

e L’identification du sens physique des parameétres fractionnaires liés a la matrice : sont-ils
propres au tissage du composite ?

e [L’utilisation du modele collaboratif pour faciliter les campagnes expérimentales de
caractérisation : si un sens physique ainsi que des propriétés sont identifiés pour les
parametres des dérivées fractionnaires, on pourrait alors envisager de simplifier les
campagnes expérimentales de caractérisation.
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e L’extension de cette loi a d’autres matériaux composites a architecture de fibres différentes
comme par exemple les 2.5D ou 3D. Pour ces composites, les boucles d’hystérésis sont
présentes dans toutes les directions d’orthotropie.

¢ L’implémentation dans un code éléments finis afin de pouvoir servir de support a des
calculs numériques qui nécessitent une description fine des quantités d’énergie dissipée
principalement par la viscosité.

e L’application de cette loi collaborative en tant qu’outil d’aide a la décision pour la
détermination de la limite en fatigue par la méthode d’auto-échauffement [7].
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