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Titre Approximation numérique et modélisation de l’ablation liquide

Résumé Lors de sa rentrée dans l’atmosphère d’une planète, un engin spatial subit un échauffement
important dû aux frottements des gaz atmosphériques sur la paroi. Cette élévation de température
conduit à une dégradation physico-chimique du bouclier thermique de l’objet constitué de matériaux
composites. Un composite est constitué de divers matériaux qui s’ablatent différemment. Dans cette
thèse, nous nous intéressons essentiellement à la fusion d’un matériau durant sa phase de rentrée
atmosphérique. Nous sommes donc en présence de trois phases : solide, liquide et gaz. Pour simuler
ce phénomène, des méthodes numériques robustes ont été mises au point pour calculer l’écoulement
diphasique compressible autour de l’objet. Le couplage entre le solide et l’écoulement fluide a aussi été
étudié.

Les méthodes numériques développées durant cette thèse sont basées sur une approche volumes
finis. Une stratégie de décomposition d’opérateurs est utilisée pour résoudre le modèle diphasique à
cinq équations avec les termes de dissipation modélisant l’écoulement fluide. L’idée principale de cette
décomposition d’opérateurs est de séparer les phénomènes acoustiques et dissipatifs des phénomènes
de transport. Un traitement implicite de l’étape acoustique est réalisé tandis que l’étape de transport
est résolue explicitement. Le schéma semi-implicite global est alors très robuste, conservatif et préserve
les discontinuités de contact.

Les conditions d’interface entre les domaines fluide et solide sont déduites des bilans de masse
et d’énergie à la paroi. Le front de fusion est suivi explicitement grâce à une formulation ALE des
équations. La robustesse de l’approche et l’apport de la formulation semi-implicite sont finalement
démontrés grâce à des expériences numériques mono et bidimensionnelles sur maillages curvilignes
mobiles.

Mots-clés Écoulements diphasiques, Navier-Stokes compressible, Écoulements bas Mach, Méthode
implicite, Schémas de type Godunov.

Laboratoire d’accueil Laboratoire de Mécanique des Fluides et Aérothermie, CEA-CESTA, 15
avenue de Sablières, CS 60001–33116, Le Barp cedex.

Title Numerical approximation and modelling of liquid ablation

Abstract During atmospheric re-entry phase, a spacecraft undergoes a sudden increase of the tem-
perature due to the friction of atmospheric gases. This rise drives to a physical-chemical degradation
of the thermal protective system of the object made of composite material. A composite is made of
several materials with ablates differently. In this thesis, we mainly focus on the melting of an object
during its re-entry phase. Therefore there are three phases: solid, liquid and gas phases. In order to
simulate this phenomenon, robust numerical methods have been developed to compute a compressible
multiphase flow. The coupling strategy between the solid and the fluid have also been studied.

Solvers developed in the present work are based on Finite Volume Method. A splitting strategy
is used to compute compressible two-phase flows using the five-equation model with viscous and heat
conduction effects. The main idea of the splitting is to separate the acoustic and dissipative phenomena
from the transport one. An implicit treatment of the acoustic step is performed while the transport step
is solved explicitly. The overall scheme resulting from this splitting operator strategy is very robust,
conservative, and preserves contact discontinuities.

The boundary interface condition between the solid and the multiphase flow is enforced by mass
and energy balances at the wall. The melting front is tracked explicitly using an ALE formulation of
the equations. The robustness of the approach and the interest of the semi-implicit formulation are
demonstrated through numerical simulations in one and two dimensions on moving curvilinear grids.

Keywords Two-phase flow, Compressible Navier-Stokes, Low Mach, Implicit method, Godunov-type
schemes.
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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Contexte physique

Lors de sa rentrée dans l’atmosphère d’une planète, un engin spatial subit un freinage im-
portant dû aux frottements des gaz atmosphériques sur sa paroi. La conversion de l’énergie
cinétique en énergie thermique entraîne une élévation de la température de l’objet. Pour contenir
l’échauffement de la structure et garantir l’intégrité de l’objet, la face de la capsule qui subit le
freinage est recouverte d’une protection thermique réalisée en matériaux composites permettant
d’absorber en grande quantité le flux thermique. Cette élévation de température conduit à une
dégradation physico-chimique du bouclier thermique de l’objet.

Un composite est un assemblage de deux matériaux dont l’un assure la tenue mécanique,
les fibres de carbone, et l’autre la cohésion de la structure, la matrice. L’architecture des fibres
de carbone varie en fonction des applications visées. Cet arrangement de fibres de carbone, ou
préforme, assure la rigidité mécanique dans des directions privilégiées ainsi que d’autres propriétés
telles que l’anisotropie de la conduction thermique. La matrice, qui est infiltrée dans la préforme
lors de la fabrication, rigidifie l’ensemble et crée une protection pour le renfort. Dans la phase de
rentrée atmosphérique, compte tenu de la structure hétérogène du matériau, il va donc se créer
une ablation différentielle à la surface du bouclier thermique. Sous l’effet de l’échauffement, la
matrice se liquéfie et la structure en carbone s’ablate. On peut ainsi observer à la surface du
matériau composite la formation de rugosités dans lesquelles s’écoulent la résine liquide ainsi que
les gaz atmosphériques. La dynamique de ces écoulements de type diphasique peut être complexe.
En effet, de nombreux phénomènes entrent en jeu, dont le changement de phase, la turbulence
(ou non) de l’écoulement, l’apparition de points triples (interfaces solide-gaz-liquide) ou encore
les effets de tension de surface par exemple.

Par ailleurs, notons que dans les conditions de rentrée atmosphérique, l’écoulement gazeux
autour de l’objet se situe en régime hypersonique et une onde de choc détachée se crée en amont
du véhicule. Dans la zone située derrière le choc détaché, la température de l’écoulement est à
son maximum. Cette augmentation de température conduit à une augmentation de l’agitation
moléculaire et à des réactions physico-chimiques dans l’écoulement. Ces réactions homogènes
de dissociation ou de recombinaison dépendent de la composition en éléments de l’atmosphère
considérée. Dans cette thèse, nous ne considérerons pas ces réactions homogènes dans l’écoule-
ment et nous nous concentrerons sur les réactions hétérogènes, c’est-à-dire les interactions entre
le bouclier thermique et l’écoulement fluide.
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1.2 Présentation des différentes interactions entre l’écoulement
fluide et le bouclier thermique

Ces réactions hétérogènes peuvent être regroupées en quatre grandes catégories et sont re-
présentées schématiquement sur la figure 1.1. Nous pouvons considérer les réactions suivantes :

— les effets de pyrolyse et le couplage thermique entre les matériaux du composite résine-
fibres,

— les processus d’ablation à l’interface entre la fibre de carbone et l’écoulement gazeux,
— le changement de phase de la matrice avec l’apparition d’une phase liquide,
— les interactions entre la phase liquide et l’écoulement gazeux.

Notons enfin que des réactions catalytiques où la paroi va favoriser la recombinaison des atomes
gazeux à la surface sont aussi possibles, mais ce mécanisme ne sera pas détaillé dans ce manuscrit.

Figure 1.1 – Représentation schématique de l’ablation d’un matériau composite [Lat13].

1.2.1 Effets de pyrolyse et couplage thermique entre les matériaux du com-
posite résine-fibres

Le matériau composite du bouclier thermique est l’assemblage d’un tissage 3D de fibres de
carbone et d’une matrice. Ces matériaux sont retenus en raison de leur tenue mécanique à haute
température, de leur basse densité et de leur résistance à l’ablation. Comme le montre la figure 1.2,
les fibres de carbone sont entrelacées et immergées dans la matrice. Le bouclier thermique lors de
la rentrée atmosphérique reçoit un important flux thermique sur la paroi. Celui-ci va se propager
dans le composite à travers les surfaces de contact entre les différents constituants (fibres et
résine). De plus, le matériau peut pyrolyser sous l’effet de ce flux thermique : le matériau se
décompose, des gaz chauds vont alors être créés et se propager jusqu’à la surface et où ils seront
injectés dans la couche limite. Ce phénomène de pyrolyse modifie les propriétés physiques du
matériau en profondeur.
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Figure 1.2 – Structure d’un matériau composite C/C d’un bouclier thermique [YZX+08].

1.2.2 Réactions d’ablation à l’interface entre la fibre de carbone et l’écoule-
ment gazeux

La détérioration du matériau de manière progressive et superficielle par un ensemble complexe
de réactions physico-chimiques constitue ce que l’on appelle l’ablation. Les fibres de carbone du
bouclier thermique interagissent avec les éléments de l’écoulement gazeux. Les modèles d’abla-
tion tiennent compte de la diffusion des éléments dans la couche limite et la création de nouvelles
espèces à la paroi. Pour le carbone, les principales réactions d’ablation sont l’oxydation et la
sublimation. Le mécanisme d’oxydation entre le matériau et l’air conduit à la formation de mo-
noxyde de carbone à partir du dioxygène présent dans l’atmosphère. La figure 1.3 représente le
débit massique d’ablation réduit en fonction de la température pour des pressions différentes.
Nous pouvons observer que pour des températures inférieures à 1000 K, l’oxydation est la réac-
tion dominante de l’ablation. Entre 1000 K et 2500 K, le flux de masse induit par l’oxydation est
quasiment constant car il est limité par la présence de l’oxygène dans la couche limite. L’intégra-
lité de l’oxygène dans la couche limite est consommée immédiatement par le carbone. Au-delà
de 2500 K, la réaction de sublimation est largement prépondérante. La fibre de carbone passe
directement de l’état solide à l’état gazeux en injectant des espèces carbonées dans l’écoulement.

1.2.3 Changement de phase de la matrice (réaction de fusion)

La matrice assure la cohésion du matériau composite en liant les fibres de carbone entre
elles. Cette matrice peut être constituée d’une résine, d’un alliage de métaux ou un matériau
réfractaire contenant de la silice ou du carbone. Quand le bouclier thermique est soumis à un
flux de chaleur intense, l’ablation différentielle peut conduire à la fusion de la matrice avant la
dégradation des fibres de carbone. Comme nous pouvons le voir sur la figure 1.4, la fusion de la
matrice laisse à nu les fibres. La phase liquide issue de la fusion va dans un premier temps couler
sous l’effet du cisaillement de la couche limite. Elle peut également s’accumuler dans les creux
de la paroi. Ceci peut avoir des effets notables sur l’aérodynamique du corps. Le ruissellement de
la phase liquide sur la paroi modifie la répartition du flux thermique et peut protéger certaines
fibres de carbone. En effet, la phase liquide peut empêcher l’oxygène présent dans la couche
limite d’atteindre la paroi, et donc limiter la réaction d’oxydation.
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Figure 1.3 – Débit d’ablation en fonction de la température de surface pour le graphite [Vel07].

1.2.4 Interactions entre la phase liquide (issue de la fusion de la résine) et
l’écoulement gazeux

Les propriétés physiques (densité, viscosité, capacité calorifique, etc.) de l’écoulement gazeux
et du métal fondu sont très différentes. La phase liquide est dense, extrêmement visqueuse et
quasiment incompressible. L’écoulement gazeux est lui fortement compressible. Des points triples
vont apparaître à l’interface entre le gaz, le solide et le liquide. De plus, les effets de la tension
de surface au sein des coulées de liquide peuvent entraîner la formation de gouttes qui vont être
emportées par l’écoulement gazeux. La topologie de l’interface entre la phase liquide et la phase
gazeuse est donc très complexe et peut varier énormément au cours du processus.

1.3 Objectifs de la thèse

Dans cette thèse, nous nous intéressons essentiellement à la fusion d’un matériau durant sa
phase de rentrée atmosphérique. Nous étudierons donc principalement le processus de changement
de phase ainsi que les interactions entre la phase liquide et l’écoulement gazeux. Nous sommes
donc en présence de trois phases : le bouclier thermique sous forme solide, la phase liquide issue
de la fusion de la résine et l’écoulement gazeux. Rappelons que les deux phases fluides ont des
propriétés physiques très différentes avec de grands rapports de densité. De plus, contrairement
à l’écoulement gazeux fortement compressible, la phase liquide résultant du phénomène de fusion
est quasi-incompressible. Dans le contexte de l’ablation multiphasique envisagé ici, les méthodes
numériques développées pour simuler l’écoulement diphasique autour de l’objet doivent donc être
très robustes. Elles doivent également être capables de retrouver le comportement compressible
du gaz et la quasi-incompressibilité du liquide. De plus, compte tenu des maillages utilisés pour
capturer les phénomènes de couches limites, les schémas numériques doivent être implicités pour
pouvoir prendre de grands pas de temps. Enfin, pour simuler le processus de fusion d’un solide,
il est nécessaire de développer une stratégie de couplage entre les domaines fluide et solide. Cela
implique donc la gestion d’une interface mobile entre les deux domaines et la discrétisation des
équations sur un maillage mobile.
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Figure 1.4 – Simulation 3D de l’ablation d’un matériau composite de type PICA [LCM]. L’abla-
tion de la résine avant celle des fibres laisse à nu celles-ci.

L’objectif principal de cette thèse est donc de contribuer au développement de tels outils
de simulation numérique permettant d’étudier et de comprendre les différents mécanismes de
l’ablation multiphasique décrits brièvement dans les sections 1.2.3 et 1.2.4.

1.4 Descriptif des travaux

Les travaux présentés dans ce mémoire sont regroupés en 6 chapitres.

Modèles mathématiques (chapitre 2)

Dans le chapitre 2, les différents modèles diphasiques et l’étude de leurs propriétés mathé-
matiques sont présentés. Nous avons fait le choix des méthodes à interfaces diffuses dans la
mesure où cela permet de traiter à la fois l’écoulement gazeux hypersonique amont et l’écou-
lement diphasique dans la couche limite. De plus, la gestion de nouvelles interfaces est natu-
relle, ce qui est important dans notre application puisque la phase liquide est injectée dans la
phase gazeuse au niveau de la paroi. Les deux phases en présence sont considérées à l’équilibre
en vitesse et en pression. Les modèles diphasiques de Kapila [KMB+01] ou celui proposé par
[ACK00, ACK02, MSNA02] permettent de décrire de tels écoulements diphasiques. Le modèle
de Kapila permet de décrire des écoulements diphasiques où les deux phases peuvent être mélan-
gées mais possède l’inconvénient de faire intervenir un terme non conservatif dans les équations.
Ce produit non conservatif complique la résolution numérique. A contrario, le modèle proposé
par [ACK00, ACK02, MSNA02], que l’on désignera par modèle diphasique à cinq équations ré-
duit dans la suite du document, est plus simple mais ne permet de décrire que des problèmes
diphasiques à interface, c’est-à-dire avec deux phases ne se mélangeant pas. Dans la probléma-
tique considérée ici, les deux phases en présence sont très différentes, il est donc raisonnable de
supposer qu’elles sont non miscibles. Ce modèle diphasique est complété avec l’ajout des termes
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de diffusion pour tenir compte des effets visqueux et de dissipation thermique. Néanmoins, les
effets de la tension de surface ne sont pas pris en compte dans cette thèse. Après avoir présenté
les différents modèles diphasiques, des rappels de thermodynamique vont nous permettre d’intro-
duire les lois d’état utilisées pour le liquide et pour le gaz. La phase liquide est modélisée à l’aide
de l’équation d’état de type gaz raide (ou stiffened gas en anglais). Les paramètres de cette loi
sont obtenus à partir des courbes d’Hugoniot qui caractérisent le comportement mécanique en
tenue sous choc du liquide considéré [LMMS04]. La partie gazeuse est classiquement modélisée
à l’aide d’une équation d’état de type gaz parfait. Nous présentons ensuite la fermeture isobare
du système, puis nous détaillons les propriétés mathématiques des modèles à cinq équations. Les
deux modèles diphasiques considérés ici sont très similaires mais ils possèdent des propriétés (vi-
tesse du son, entropie, ...) très différentes. Finalement, nous concluons le chapitre 2 en montrant
la convexité de certains domaines pour chaque modèle diphasique, en particulier le domaine des
solutions physiquement admissibles. Ceci est d’une importance capitale pour la construction de
schéma numérique robuste.

Méthodes Lagrange-Transport pour les écoulements diphasiques (chapitre 3)

Dans l’application visée ici, les deux phases en présence ont des propriétés physiques complè-
tement différentes avec des ratios de densité pouvant aller de 2000 à 10000 selon le métal liquide
considéré. Le rapport des coefficients de compressibilité isotherme est d’environ 1010, tandis que
celui des coefficients de dilatation thermique peut s’élever jusqu’à 103. Ceci pose des problèmes
de robustesse pour le schéma numérique permettant de simuler l’écoulement diphasique. De plus,
compte tenu des maillages utilisés pour capturer les couches limites, il est nécessaire d’utiliser des
méthodes implicites permettant de prendre des grands pas de temps. Nous souhaitons donc avoir
un schéma numérique implicite et robuste pour simuler l’écoulement diphasique et le coupler
avec la partie solide. Dans le chapitre 3, nous présentons des schémas numériques robustes pour
les modèles diphasiques de Kapila et à cinq équations réduit. Pour simplifier la construction des
schémas, nous ne considérons que la partie hyperbolique des équations dans un premier temps.
La prise en compte des termes visqueux sera réalisée dans le chapitre 4. Les schémas numériques
développés dans cette thèse sont basés sur un splitting d’opérateurs de type Lagrange-Transport
inspiré de [CNPT10, CGK16, CGK17]. L’idée est de décomposer les équations en une étape
acoustique et une étape liée au transport. L’étape acoustique est résolue implicitement ce qui
permet de s’affranchir de la contrainte liée à la vitesse du son dans le fluide et de pouvoir prendre
des grands pas de temps de simulation. La résolution numérique de l’étape de transport est com-
mune aux deux modèles diphasiques considérés et sera explicite en temps. Dans cette étude,
nous considérons essentiellement des écoulements diphasiques où les deux fluides en présence ne
sont pas mélangés initialement. Cependant, le schéma numérique de l’étape de transport peut
diffuser. Cela peut donc entraîner un étalement numérique de l’interface avec l’apparition d’une
zone de mélange numérique. Plusieurs schémas de transport seront alors présentés pour limiter
la diffusion numérique de l’interface. Finalement, le schéma global résultant de la stratégie de
décomposition d’opérateurs est globalement conservatif, positif et préserve les discontinuités de
contact. Les solutions obtenues avec les deux modèles diphasiques sont ensuite comparées sur
des configurations où les phases fluides sont initialement non mélangées. Notons que la résolution
de l’écoulement fluide a fait l’objet d’une parallélisation avec la librairie MPI pour diminuer le
temps de calcul.

Extensions du modèle et de la méthode numérique (chapitre 4)

Dans le chapitre 4, nous présentons la prise en compte des termes de dissipation ainsi qu’une
modification du schéma numérique permettant de capturer correctement la limite incompressible
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quand le nombre de Mach est faible. L’écoulement diphasique considéré est constitué d’une
phase gazeuse compressible et d’une phase liquide quasi-incompressible non miscibles séparées
par une interface mobile. Cependant, dans le modèle à interfaces diffuses utilisé pour modéliser
l’écoulement air-métal fondu, les mêmes équations (compressibles) sont résolues dans tout le
domaine. Cela impose donc de modéliser un écoulement incompressible en utilisant un modèle
compressible à faible nombre de Mach. Il est alors nécessaire d’apporter une correction au schéma
numérique pour calculer correctement ce type d’écoulement. Pour tenir compte du caractère
incompressible de la partie liquide, nous avons choisi d’utiliser la correction proposée par Chalons
et al. [CGK16]. L’analyse de l’erreur de troncature du schéma nous permettra de montrer la
précision du schéma numérique à bas Mach. Nous étudierons la limite du schéma numérique
dans le régime bas Mach sur un maillage cartésien, à l’aide d’une analyse asymptotique.

Application à la fusion d’un matériau (chapitre 5)

Dans le chapitre 5, nous présentons le couplage entre les domaines fluide et solide pour simuler
le phénomène de fusion. Les relations de couplage sont basées sur les bilans de masse et d’énergie
à la paroi. La discrétisation des équations sur un maillage mobile et le déplacement de celui-ci
sont ensuite présentés. Nous utilisons des maillages curvilignes conformes pour représenter les
domaines fluide et solide. Cela permet d’imposer facilement les conditions de bord à la paroi, et de
déplacer simplement la grille suivant les lignes de maillage. Une étude des temps caractéristiques
des différents domaines montre que la partie fluide et la partie solide doivent être résolues de façon
instationnaire. Un algorithme de couplage entre les deux domaines pour simuler la fusion d’un
matériau métallique est finalement proposé. Des simulations numériques de la fusion d’un bloc
d’aluminium solide permettent de démontrer la robustesse de notre schéma numérique implicite.

Écoulements supersoniques : phénomène de carbuncle (chapitre 6)

Finalement, dans le chapitre 6, nous étudions le comportement des schémas numériques basés
sur une décomposition d’opérateurs de type Lagrange-Transport pour des écoulements superso-
niques. Dans ce type de configurations, nous verrons que des instabilités numériques connues sous
le nom de carbuncle peuvent apparaître au niveau du choc détaché en amont de l’objet. Pour
contrer l’apparition de ce phénomène, plusieurs méthodes existent dans le cas des schémas numé-
riques classiques, c’est-à-dire en une seule étape. Nous appliquerons ces différentes corrections sur
nos schémas utilisant une décomposition d’opérateurs. Nous constaterons alors que le phénomène
de carbuncle semble apparaître avec toutes les méthodes de type Lagrange-Transport utilisant un
schéma basé sur un solveur unidimensionnel à chaque interface dans l’étape acoustique. Néan-
moins, l’utilisation du schéma numérique réellement bidimensionnel EUCCLHYD [MABO07]
dans la phase acoustique permet de supprimer les instabilités et de retrouver une solution phy-
siquement acceptable.

1.5 Publications et communications

Les travaux effectués durant cette thèse ont fait l’objet de publications et ont été présentés
à plusieurs conférences internationales.

— Présentation orale à la conférence 5th International ARA Days en Mai 2015. Titre :
Numerical simulation of ablation : study of fluid/solid coupling methods.

— Présentation orale à la conférence 51st International Conference on Applied Aerodynamics
en Avril 2016. Titre : Numerical simulation of ablation.
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1.5. Publications et communications

— Publication dans les actes du congrès et présentation orale à ECCOMAS (European
Congress on Computational Methods in Applied Sciences and Engineering) en Juin 2016.
Some acoustic-transport splitting schemes for two-phase compressible flows [PGM16].

— Article publié au Journal of Computational Physics. Titre : A robust implicit-explicit
acoustic-transport splitting scheme for two-phase flows [PGM17].

— Présentation orale au congrès USNCCM 14 (14th U.S. National Congress on Computa-
tional Mechanics) en Juillet 2017. Titre : A Robust Lagrange-Projection Splitting Scheme
for Compressible Multiphase Flows with Viscous and Heat Conduction Effects.
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Ce chapitre a pour but de présenter les différents modèles physiques permettant de simuler des
écoulements diphasiques et leurs propriétés mathématiques. À partir du modèle le plus général
développé par Baer et Nunziato [BN86], il est possible de construire des modèles réduits à l’aide de
processus de relaxation. Tous les systèmes alors décrits sont composés d’une partie hyperbolique.
C’est pourquoi de brefs rappels sur les systèmes hyperboliques sont effectués avant de détailler
les propriétés mathématiques des systèmes considérés.
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2.1. Présentation des modèles diphasiques

2.1 Présentation des modèles diphasiques

L’objectif de cette section est de rappeler les différents modèles utilisés pour représenter les
écoulements diphasiques compressibles.

La modélisation et la simulation des écoulements diphasiques a fait l’objet de nombreux
travaux durant les dernières années. Il existe deux approches principales pour simuler des écou-
lements compressibles comportant des interfaces : les méthodes à diffusion nulle ou quasi-nulle
(sharp interface methods en anglais) et les méthodes à interfaces diffuses (diffuse interface me-
thods). Dans la première approche, l’interface entre les deux fluides est suivie explicitement et
chacune des deux phases peut être calculée avec un modèle différent. Dans les méthodes lagran-
giennes ou ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian), le maillage se déplace pendant la simulation
pour suivre le déplacement de l’interface. Dans ce cas, les grandes déformations et les change-
ments topologiques de l’interface sont difficiles à prendre en compte. Dans les méthodes Level Set
[OS88], l’interface est repérée comme le zéro d’une fonction implicite. Avec les méthodes Volume
Of Fluid [HN81] ou Moment Of Fluid [AS07, DS08], l’interface est reconstruite à partir de la
fraction volumique de chaque fluide.

Dans la seconde approche, les méthodes à interfaces diffuses [BN86, KMB+01, ACK02,
MSNA02, FBC+11, KL10, SA99b] autorisent la diffusion numérique de l’interface. Dans ce cas,
un maillage eulérien ne s’appuyant pas sur l’interface est utilisé. Les mêmes équations sont alors
résolues dans tout le domaine. De plus, ces modèles permettent de prendre en compte la créa-
tion de nouvelles interfaces et de forts changements de topologie pendant la simulation. Dans le
contexte de notre étude, la fusion de la partie métallique entraîne un changement topologique
important. C’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser les méthodes à interfaces diffuses pour
simuler les écoulements diphasiques compressibles mis en jeu.

Dans la suite nous allons présenter différents modèles diphasiques en partant du modèle à
7 équations de Baer-Nunziato. Les autres modèles se déduisent comme limites asymptotiques
d’une phase de relaxation. Nous renvoyons aux travaux de Flåtten et Lund [FL11, Lun12] pour
une présentation plus complète d’une hiérarchie de modèles diphasiques issus de méthodes de
relaxation.

2.1.1 Modèle à sept équations de Baer-Nunziato [BN86]

Le modèle plus complet présenté ici est un modèle de type Baer-Nunziato [BN86]. Il s’agit
d’un modèle où les deux phases sont en déséquilibre de vitesse, de pression et de potentiel
chimique. Chaque fluide k (k = 1 ou 2) est caractérisé par sa densité ρk, sa vitesse uk et son
énergie totale Ek. L’énergie interne de la phase k est définie par la relation εk = Ek− |u|

2

2 tandis
que la pression thermodynamique pk est définie par la loi d’état de chaque fluide pk = pk(ρk, εk)

(voir la section 2.2.2 pour une discussion sur les lois d’état). À chacune des deux phases est
associée une équation de bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie. Des termes
source traduisant le couplage entre les deux phases complètent ces équations. En plus de ces six
équations, une équation d’évolution de la fraction volumique zk de chaque phase est considérée.
Dans la suite, le numéro de l’autre phase sera noté k′ = 3− k. Les modèles diphasiques de type
Baer-Nunziato s’écrivent alors

∂tzk + uI ·∇zk = Rk′p ,

∂t (zkρk) + ∇ · (zkρkuk) = Rkµ,

∂t (zkρkuk) + ∇ · (zkρkuk ⊗ uk) + ∇(zkpk) − pI∇zk = Rku,

∂t (zkρkEk) + ∇ · (zkρkEkuk + zkpkuk) − pIuI ·∇zk = uI · Rku + pIRkp + µIRkµ,
(2.1)
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pour k = 1, 2. Les termes Rkp = Θp(pk′−pk), Rku = Θu(uk′−uk) et Rkµ = Θµ(µk′−µk) au second
membre sont les termes source traduisant les échanges entre les deux phases. Les termes Θp, Θu

et Θµ représentent les paramètres de relaxation en pression, vitesse et potentiel chimique.
Le système (2.1) est composé de huit équations. Cependant la relation de saturation sur les

fractions volumiques
2∑

k=1

zk = 1, (2.2)

permet de se ramener à un système à sept équations.
Les coefficients pI et uI représentent la pression et la vitesse à l’interface entre les deux fluides.

Plusieurs choix sont possibles pour ces coefficients. Dans le modèle originel [BN86], la vitesse est
donnée par le fluide le moins compressible tandis que la pression à l’interface provient du fluide le
plus compressible. Dans la configuration classique air/eau liquide, le gaz va donner la pression et
le liquide la vitesse. De nombreux auteurs [SA99a, CGHS02, GHS04, RH84, Gui07] modélisent
la vitesse et la pression au niveau de l’interface par des combinaisons convexes des vitesses et
des pressions phasiques. Cependant, dans le cadre de notre étude le choix de ces quantités n’est
pas primordial puisque nous allons supposer que les deux phases ont une vitesse et une pression
égale à l’interface. De plus, nous négligerons les effets des potentiels chimiques, i.e. Θµ = 0. Il est
alors possible de construire des modèles diphasiques simplifiés en forçant l’équilibre mécanique
entre les deux phases.

2.1.2 Modèle à six équations

Lorsque le paramètre de relaxation en vitesse Θu du modèle à 7 équations de Baer-Nunziato
tend vers l’infini, nous pouvons obtenir un modèle réduit à 6 équations ne faisant intervenir
qu’une seule vitesse u et deux pressions. Dans ce cas, nous avons toujours les deux équations
sur les énergies internes de chaque phase, mais nous n’avons plus qu’une seule équation sur la
quantité de mouvement. Le système à six équations s’écrit alors :

∂tz1 + u ·∇z1 = Θp(p1 − p2),

∂t (z1ρ1) + ∇ · (z1ρ1u) = 0,

∂t (z2ρ2) + ∇ · (z2ρ2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇(z1p1 + z2p2) = 0,

∂t (z1ρ1ε1) + ∇ · (z1ρ1ε1u) + z1p1∇ · u = −pIΘp(p1 − p2),

∂t (z2ρ2ε2) + ∇ · (z2ρ2ε2u) + z2p2∇ · u = pIΘp(p1 − p2),

(2.3)

où la densité de mélange est définie par :

ρ =
2∑

k=1

zkρk. (2.4)

Ce système est utilisé en pratique d’un point de vue numérique. En effet, pour résoudre
le modèle avec équilibre des vitesses et des pressions présenté ci-dessous, Saurel et al. [SPB09]
utilisent ce modèle à six équations (et donc avec deux pressions). Une relaxation de la pression
au niveau numérique est alors effectuée pour se ramener à l’équilibre des pressions.

2.1.3 Modèle à cinq équations de Kapila [KMB+01]

Il est possible de continuer à réduire le nombre d’inconnues en supposant l’équilibre des
pressions. En effet, Murrone et Guillard ont démontré [MG05] que la relaxation en vitesse et
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pression à partir du modèle à 7 équations de Baer-Nunziato permettait de retrouver le modèle
à cinq équations de Kapila [KMB+01]. Ce modèle ne comporte plus qu’une seule vitesse u et
qu’une seule pression p et s’écrit :

∂tz1 + u ·∇z1 = −K∇ · u,

∂t (z1ρ1) + ∇ · (z1ρ1u) = 0,

∂t (z2ρ2) + ∇ · (z2ρ2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0,

(2.5)

où le terme de Kapila K devant la divergence de la vitesse dans l’équation d’évolution de la
fraction volumique du fluide 1 est défini par :

K = z1z2

τ2 − τ1

z1τ1 + z2τ2
. (2.6)

La notation
τk =

1

ρkc
2
k

, (2.7)

désigne la compressibilité isentropique du fluide k et ck est la vitesse du son du fluide k (voir la
section 2.2.1 pour des rappels de thermodynamique). Le terme de Kapila est lié à la différence
de compressibilité des différentes phases et traduit les effets de compression ou de dilatation
pour un mélange. Au passage des ondes de détente ou de compression, ce terme va entraîner une
modification de la fraction volumique. Notons que ce terme n’a pas d’influence au niveau des
discontinuités de contact où la divergence de la vitesse ∇ · u est nulle.

Comme pour le modèle à six équations, la densité de mélange est définie par (2.4) tandis que
l’énergie totale du mélange vérifie la relation

ρE =
2∑

k=1

zkρkEk. (2.8)

Kreeft et Koren [KK10] ont récemment obtenu une formulation équivalente du modèle à 5
équations de Kapila [KMB+01]. Cette formulation fait intervenir une équation sur l’énergie totale
et une équation sur une énergie phasique, mais il ne comporte plus d’équation d’évolution de la
fraction volumique.

2.1.4 Modèle à cinq équations réduit [ACK02, MSNA02]

Dans cette étude, nous considérons essentiellement des configurations où la donnée initiale
est non mélangée, i.e. zkzk′ = 0. Dans ce cas, le terme K (2.6) dans l’équation sur la fraction
volumique dans le modèle de Kapila (2.5) devient nul et la solution exacte reste non mélangée.
Pour une telle donnée initiale, la solution exacte est donc solution du système suivant :

∂tz1 + u ·∇z1 = 0,

∂t (z1ρ1) + ∇ · (z1ρ1u) = 0,

∂t (z2ρ2) + ∇ · (z2ρ2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0.

(2.9)
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Ce système a été proposé indépendamment par Massoni et al. [MSNA02] et par Allaire et
al. [ACK02, ACK00]. Il conserve les masses de chacune des deux phases du mélange, la quantité
de mouvement ainsi que l’énergie totale du mélange. Nous montrerons dans la suite qu’il est
hyperbolique. Dans ce manuscrit, nous appellerons ce modèle le modèle à cinq équations réduit.

Remarque 1
Il est possible de trouver une forme conservative de ce système. En effet, en sommant les équa-
tions sur les masses de chaque phase et en combinant avec l’équation d’évolution sur la fraction
volumique, on obtient une équation conservative sur ρz1,

∂t (ρz1) +∇ · (ρz1u) = 0.

Cependant une fois discrétisée, cette forme conservative engendre des oscillations de pression au
niveau de l’interface entre les deux fluides [Abg96]. C’est pourquoi elle n’est généralement pas
utilisée.

2.1.5 Prise en compte des termes de dissipation

Dans le processus d’ablation liquide que nous voulons étudier, il est nécessaire de prendre en
compte les termes de dissipation dus aux effets visqueux et thermiques.

Braconnier et Nkonga [BN09] ont démontré qu’il est possible de mener une analyse asymp-
totique similaire à celle présentée précédemment en supposant que les deux phases sont régies
par les équations de Navier-Stokes :

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q,

(2.10)

où T = −2
3µ∇ · uId + 2µD est le tenseur symétrique des contraintes visqueuses avec µ la visco-

sité dynamique du fluide et D = 1
2(∇u + ∇Tu) le tenseur des taux de déformation. Le terme

q = −κ∇T désigne quant à lui le flux thermique où κ est la conductivité thermique et T la
température.

En écrivant un système à 7 équations de type Baer-Nunziato couplant les deux phases avec
les termes de dissipation puis en relaxant sur les vitesses et les pressions, on obtient le système
diphasique réduit à 5 équations [BN09] suivant

∂tz1 + u ·∇z1 +K∇ · u = 0,

∂t (z1ρ1) + ∇ · (z1ρ1u) = 0,

∂t (z2ρ2) + ∇ · (z2ρ2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q,

(2.11)

où T = −2
3µ∇ · uId + 2µD avec la viscosité du mélange µ =

∑2
k=1 zkµk et le flux de chaleur

du mélange est défini par q = −
∑2

k=1 zkκk∇Tk. Notons qu’une analyse similaire avait déjà été
effectuée dans [Pér03] sans les effets de dissipation thermique.

Le terme non conservatif dans l’équation sur la fraction volumique peut encore être négligé
puisque nous voulons traiter des cas où les deux fluides sont non miscibles. De plus, nous né-
gligerons les termes de tension de surface entre les fluides. Ceux-ci ont été considérés par divers
auteurs [BN09, Pér03, PS05, LMNS13, SPD+17].
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Dans la suite, nous nous focaliserons sur l’étude des modèles à 5 équations, à savoir le modèle
de Kapila (2.5) et son équivalent réduit pour deux fluides non mélangés (2.9) avec les termes de
dissipation. Ces deux modèles peuvent s’écrire sous la forme

∂tz1 + u ·∇z1 + Ξ∇ · u = 0,

∂t (ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0,

∂t (ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q,

(2.12)

où Ξ = 0 pour le modèle à cinq équations réduit, et Ξ = K pour le modèle de Kapila. Rappelons
enfin que la densité et l’énergie totale de mélange vérifient les relations (2.4) et (2.8) :

ρ =

2∑
k=1

zkρk et ρE =

2∑
k=1

zkρkEk.

Ces deux modèles semblent très similaires surtout pour des problèmes à interfaces où le terme K
sera proche de zéro. Cependant, nous verrons que leurs propriétés mathématiques sont différentes.
Avant de détailler ces propriétés mathématiques, nous allons présenter la fermeture du système
et les lois d’état que nous utiliserons dans la suite.

2.2 Fermeture des modèles diphasiques et lois d’état

2.2.1 Rappels de thermodynamique

En thermodynamique, une équation d’état fondamentale d’un système à l’équilibre thermo-
dynamique est une relation entre différents paramètres physiques (appelés variables d’état) qui
déterminent son état. Parmi ces variables d’état, on retrouve par exemple la température, la
pression, le volume spécifique ou l’énergie interne. À partir de l’équation d’état fondamentale
d’un système physique, il est possible de déterminer la totalité des quantités thermodynamiques
décrivant ce système.

Dans la suite, nous rappelons les principales relations et définitions pour les quantités ther-
modynamiques pour un système composé d’une seule phase à l’équilibre. Nous renvoyons aux
travaux de thèse de Polner [Pol05] pour plus de détails.

L’une des variables d’état fondamentales est l’entropie par unité de masse

s = s(ϑ, ε),

exprimée en fonction des deux variables d’état indépendantes ϑ = 1
ρ et ε qui sont respectivement

le volume spécifique et l’énergie interne. Si la fonction d’entropie est connue, toutes les variables
thermodynamiques peuvent être déterminées en fonction des variables indépendantes ϑ et ε. À
chaque couple de variables indépendantes est associée une équation d’état fondamentale. Ainsi
la relation fondamentale de Gibbs

Tds = dε+ pdϑ, (2.13)

définit la température T = T (ϑ, ε) telle que

T =
∂ε

∂s

∣∣∣∣
ϑ

, (2.14)

et la pression p = p(ϑ, ε) telle que p = T ∂s
∂ϑ

∣∣
ε
.
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De la même manière, pour le couple de variables indépendantes volume spécifique et tempé-
rature (ϑ, T ), on peut introduire l’énergie libre de Helmholtz

F (ϑ, T ) = ε− Ts. (2.15)

Dans ce cas, la relation fondamentale de Gibbs (2.13) devient

dF = −pdϑ− sdT,

ce qui permet de définir la pression et l’entropie en fonction des variables indépendantes (ϑ, T ) :

p(ϑ, T ) = − ∂F

∂ϑ

∣∣∣∣
T

, (2.16)

s(ϑ, T ) = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
ϑ

. (2.17)

Pour le couple de variables indépendantes densité et entropie (ρ, s), nous avons la relation

dp = c2dρ+ ρΓTds, (2.18)

où c est la vitesse du son du fluide considéré définie par la relation

c =

√
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
s

, (2.19)

et Γ = ϑ
T

∂p
∂s

∣∣∣
ρ
le coefficient de Grüneisen. En utilisant la définition de la température (2.14),

nous obtenons la définition classique du coefficient de Grüneisen

Γ = ϑ
∂p

∂ε

∣∣∣∣
ϑ

. (2.20)

En considérant la pression p et la température T comme variables indépendantes, on définit
le coefficient de dilatation isobare

αp =
1

ϑ

∂ϑ

∂T

∣∣∣∣
p

, (2.21)

ainsi que le coefficient de compressibilité isotherme

βT = − 1

ϑ

∂ϑ

∂p

∣∣∣∣
T

. (2.22)

Nous allons maintenant introduire les notions de capacité thermique à volume constant cv
et de capacité thermique à pression constante cp. La capacité thermique à volume constant est
définie par

cv =
∂ε

∂T

∣∣∣∣
ϑ

. (2.23)

La différentielle de l’énergie interne ε = ε(ϑ, T ) donne alors

dε = cvdT +
∂ε

∂ϑ

∣∣∣∣
T

dϑ,

pour le couple (ϑ, T ) de variables indépendantes. La capacité thermique à pression constante cp
est quant à elle définie par

cp =
∂h

∂T

∣∣∣∣
p

, (2.24)
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où h = ε+ pϑ est l’enthalpie par unité de masse. Le rapport entre les deux capacités thermiques
est le coefficient adiabatique γ =

cp
cv

du fluide considéré.
L’équation d’état fondamentale étant parfois difficile à déterminer, on peut se contenter de

lois d’état partielles. Par exemple dans le cadre des équations d’Euler pour le fluide, seule la loi
reliant les trois quantités p, ρ (ou ϑ) et ε est utile. De même, dans le cadre des équations de
Navier-Stokes, il faut relier quatre quantités p, ρ (ou ϑ), ε et T . Dans ce cas, la loi d’état partielle
reliant la pression, la densité et l’énergie interne n’est pas suffisante et il est nécessaire d’introduire
une deuxième loi d’état partielle reliant l’énergie interne, la température et la densité. Dans la
suite, nous détaillons les lois d’état utilisées dans notre étude.

2.2.2 Lois d’état retenues

Loi d’état de type gaz parfait

Pour un fluide donné, l’équation d’état de type gaz parfait est entièrement déterminée par
l’énergie libre de Helmholtz [Men07]

Fγ(ϑ, T ) = cvT

(
1− ln

(
T

T0

)
− (γ − 1) ln

(
ϑ

ϑ0

))
− s0T. (2.25)

où le coefficient adiabatique γ > 1 et la capacité thermique à volume constant cv > 0 sont des
paramètres constants du fluide. Les paramètres T0, ϑ0 et s0 sont respectivement une tempéra-
ture, un volume spécifique et une entropie de référence. En utilisant les relations thermodyna-
miques (2.16), (2.15), (2.19) et (2.17) définies précédemment, nous en déduisons les lois d’état
partielles, la vitesse du son et l’entropie pour un gaz parfait

p(ρ, ε) = (γ − 1)ρε, (2.26)

ε(ρ, T ) = cvT, (2.27)

c2 = γ
p

ρ
, (2.28)

s(p, ϑ) = cv ln

(
pϑγ

p0ϑ
γ
0

)
+ s0 = f (pϑγ) , (2.29)

où p0 est une pression de référence.
Pour l’équation d’état de type gaz parfait, le coefficient de Grüneisen (2.20) est donné par

Γ = γ− 1. Les coefficients de dilatation isobare et de compressibilité isotherme définis par (2.21)
et (2.22) deviennent

αp =
1

T
et βT =

1

p
. (2.30)

Loi d’état de type gaz raide

La plupart du temps, pour la partie liquide nous nous limiterons aux équations de type gaz
raide. Dans ce cas, l’énergie libre de Helmholtz est donnée par [Men07, MP89]

F (ϑ, T ) = Fγ(ϑ, T ) + ϑπ + q, (2.31)

où Fγ(ρ, T ) est l’énergie libre de Helmholtz d’un gaz parfait, q est une énergie interne de référence
et π une pression de référence. La valeur de q peut être utilisée pour ajuster le zéro de l’énergie
interne et ne sera nécessaire que dans les applications avec du changement de phase pour tenir
compte de l’enthalpie de formation. Nous pouvons directement noter que l’équation de type gaz
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parfait est un cas particulier de l’équation de type gaz raide pour π = q = 0. De la même façon
que pour la loi d’état de type gaz parfait, nous pouvons en déduire les lois d’état partielles

p(ρ, ε) = (γ − 1)ρ(ε− q)− γπ, (2.32)

ε(ρ, T ) = q + cvT +
π

ρ
. (2.33)

Dans l’équation (2.32), le terme (γ − 1)ρ(ε − q) traduit des effets répulsifs tandis que le terme
γπ traduit les effets d’attraction moléculaires garantissant la cohésion de la matière [LMMS04].

En inversant la relation (2.32), nous obtenons la relation pour l’énergie interne en fonction
de la pression et de la densité

ρε = ρq +
p+ γπ

γ − 1
. (2.34)

La vitesse du son (2.19) pour un gaz raide est donnée par

c2 = γ
p+ π

ρ
. (2.35)

Pour l’entropie, nous obtenons

s(p, ϑ) = cv ln

(
(p+ π)ϑγ

(p0 + π)ϑγ0

)
+ s0 = f ((p+ π)ϑγ) , (2.36)

Comme dans le cas d’un gaz parfait, le coefficient de Grüneisen (2.20) est égal à Γ = γ − 1.
Les paramètres de la loi d’état de type gaz raide sont déterminés en ajustant les courbes

d’Hugoniot théoriques et expérimentales [LMMS04]. Cette loi d’état permet de traiter des gaz,
des liquides ainsi que des solides dans le domaine des grandes pressions. Latige [Lat13] montre
qu’elle restitue bien le comportement mécanique grâce au paramètre π mais que la dilatation
thermique de la phase liquide sera exagérément amplifiée. En effet, les coefficients de dilatation
isobare (2.21) et de compressibilité isotherme (2.22) pour un gaz raide sont égaux à

αp =
1

T
et βT =

1

p+ π
. (2.37)

Pour un liquide, le coefficient de dilatation isobare réel mesuré est de l’ordre de 10−4 à 10−6 K−1.
Les expressions (2.37) montrent que les variations du volume en fonction de la température à
pression constante seront exagérées.

2.2.3 Fermeture isobare des modèles diphasiques

Pour fermer le système (2.12), une relation supplémentaire est nécessaire. Nous devons définir
la loi de mélange pour la pression. La fermeture isobare du modèle diphasique s’écrit [ACK02]

p1(ρ1, ε1)− p2(ρ2, ε2) = 0, (2.38)

ρε = z1ρ1ε1 + z2ρ2ε2. (2.39)

Dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, en utilisant la relation (2.34) pour chaque phase,
la fermeture isobare s’exprime alors par

ρε = z1

(
p+ γ1π1

γ1 − 1
+ ρ1q1

)
+ z2

(
p+ γ2π2

γ2 − 1
+ ρ2q2

)
,

=

(
z1

1

γ1 − 1
+ z2

1

γ2 − 1

)
p+ z1

γ1π1

γ1 − 1
+ z2

γ2π2

γ2 − 1
+ z1ρ1q1 + z2ρ2q2.

(2.40)
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On définit alors les paramètres du mélange γ(z), π(z) et q où z = z1 par

1

γ(z)− 1
=

2∑
k=1

zk
1

γk − 1
,

γ(z)π(z)

γ(z)− 1
=

2∑
k=1

zk
γkπk

γk − 1
,

ρq = z1ρ1q1 + z2ρ2q2.

(2.41)

Dans ce cas, la pression du mélange est donnée par :

p(ρ, ε, z) = (γ(z)− 1)ρ(ε− q)− γ(z)π(z). (2.42)

Dans le cas d’un mélange de gaz raides, la pression du mélange est donc de la même forme que
la pression de la phase pure avec les coefficients de mélange (2.41).

En introduisant la fraction massique yk du fluide k telle que

yk =
ρkzk
ρ

, (2.43)

nous pouvons écrire les relations suivantes sur l’énergie interne et le volume spécifique de mélange

ε =
2∑

k=1

ykεk, (2.44)

ϑ =

2∑
k=1

ykϑk. (2.45)

Nous pouvons donc en déduire que l’enthalpie de mélange est donnée par

h = ε+ pϑ =
2∑

k=1

ykhk. (2.46)

où l’on rappelle que l’enthalpie pour la phase k est définie par hk = εk + pϑk.
Dans la suite, nous noterons z = z1 la fraction volumique de la phase 1 et y = y1 la fraction

massique du fluide 1. Les quantités (1− z), respectivement (1− y), désigneront quant à elles la
fraction volumique, respectivement massique, de la phase 2.

Remarque 2
Dans le cas particulier d’un mélange de deux gaz raides avec qk = 0, nous pouvons remarquer
que la loi de pression (2.42) ne dépend pas des masses volumiques de chaque phase. Si de plus
les effets dissipatifs ne sont pas pris en compte, la température n’intervient pas. Il n’est donc
pas nécessaire de conserver les deux équations d’évolution des masses volumiques. En sommant
les deux premières équations du système diphasique, nous nous ramenons alors à un système à
4 équations 

∂tz1 + u ·∇z1 + Ξ∇ · u = 0,

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0.

(2.47)

Dans notre étude, nous serons amenés à considérer les effets de dissipation, ce qui nécessite la
connaissance de la température de chaque phase et donc de leur masse volumique. C’est pourquoi
nous ne retenons pas ce modèle à 4 équations.
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2.3 Généralités sur les systèmes hyperboliques

Dans la section précédente, les modèles diphasiques pour les équations d’écoulements dipha-
siques ont été présentés, ainsi que les lois d’état thermodynamiques pour chacune des phases.
Dans nos applications, les deux phases de l’écoulement diphasique ne vont pas se mélanger au
niveau continu mais seulement au niveau numérique à cause de la diffusion de l’interface. C’est
pourquoi nous avons retenu les modèles de Kapila et celui à cinq équations réduit qui ne possèdent
qu’une seule vitesse et qu’une seule pression. Avant de détailler les propriétés mathématiques de
ces modèles dans la section suivante, nous allons présenter de brefs rappels sur les systèmes
hyperboliques. Nous renvoyons à [GR96, Bou04, Smo83] pour une présentation plus détaillée de
ces systèmes hyperboliques de loi de conservation.

Soit Ω un ouvert de Rp, où p est un entier positif. On considère Fi, 1 ≤ i ≤ d, des fonctions
régulières de Ω dans Rp. L’entier d représente la dimension de l’espace physique considéré. Dans
la suite, nous prendrons d = 1 ou d = 2. La forme générale d’un système de lois de conservation
est donnée par

∂U

∂t
+

d∑
i=1

∂

∂xi
Fi(U) = 0, t > 0,x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, (2.48)

où U(t,x) est un vecteur à p composantes.
Une forme non conservative du système précédent est donnée par

∂U

∂t
+

d∑
i=1

Ai(U)
∂U

∂xi
= 0, (2.49)

où Ai = ∇UFi(U) est la matrice Jacobienne de Fi(U).
Nous considérons maintenant ω = (ω1, . . . , ωd) un vecteur non nul de Rd. Nous pouvons

définir la matrice de taille p× p,

A(ω,U) =

d∑
i=1

ωiAi(U). (2.50)

Définition 1 (Hyperbolicité)
Le système (2.48) ou (2.49) est dit hyperbolique si et seulement si la matrice A définie par (2.50)
vérifie les propriétés suivantes pour tout vecteur ω non nul :

— A est diagonalisable,
— toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Le système est dit strictement hyperbolique si de plus les valeurs propres de A sont distinctes.

On peut noter que cette propriété d’hyperbolicité est invariante par changement d’inconnues
V = V (U).

Définition 2 (Vecteur propre à droite)
Pour chaque valeur propre (λj(U))j=1,...,p, le vecteur propre à droite associé rj est défini par

Arj = λjrj .

Définition 3 (Nature des champs)
On dira que le vecteur propre, ou j-champ, associé à la valeur propre λj(U) est

— vraiment non linéaire si pour tout état U ,

∇Uλj(U) · rj 6= 0,
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2.4. Propriétés mathématiques

— linéairement dégénéré si pour tout état U ,

∇Uλj(U) · rj = 0.

Définition 4 (Couple entropie-flux)
Une fonction strictement convexe η : Ω → R est une entropie du système de lois de conserva-
tion (2.48) s’il existe d fonctions régulières qi : Ω → R, i ≤ 1 ≤ d appelées flux d’entropie, telles
que :

(∇Uη(U))T∇UFi(U) = (∇Uqi)
T , i ≤ 1 ≤ d.

Définition 5 (Couple entropie-flux pour un système non conservatif)
Une fonction strictement convexe η : Ω→ R est une entropie du système non conservatif (2.49)
s’il existe d fonctions régulières qi : Ω→ R, i ≤ 1 ≤ d appelées flux d’entropie, telles que :

(∇Uη(U))TAi(U) = (∇Uqi)
T , i ≤ 1 ≤ d.

Définition 6 (Solution entropique)
On dira qu’une solution U est entropique si elle vérifie au sens des distributions l’inégalité
d’entropie suivante :

∂tη +

d∑
i=1

∂

∂xi
qi ≤ 0. (2.51)

2.4 Propriétés mathématiques des modèles diphasiques à 5 équa-
tions

Les propriétés mathématiques des modèles considérés sont présentées dans cette section. Pour
simplifier l’étude, nous ne conserverons que la partie hyperbolique des équations, c’est-à-dire le
membre de gauche du système (2.12) et nous ne nous intéresserons pas aux termes dissipatifs.

2.4.1 Vitesse du son de mélange

L’objectif de cette partie est de déterminer l’équation vérifiée par la pression, pour ensuite
définir une vitesse du son du mélange indépendamment du système diphasique considéré. Nous
vérifierons par la suite que le système est bien hyperbolique avec cette définition de vitesse du
son. Dans les modèles diphasiques considérés, la loi de pression du mélange est de la forme
p = p(ρ1z1, ρ2z2, ρε, z). On peut alors exprimer la différentielle de la pression

dp =
2∑

k=1

∂p

∂ρkzk

∣∣∣∣
ρk′zk′ ,ρε,z

d(ρkzk) +
∂p

∂ρε

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

d(ρε) +
∂p

∂z

∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,ρε

dz. (2.52)

De la même façon que dans les travaux d’Allaire et al. [ACK02], nous pouvons exprimer les
dérivées partielles de la pression.

Proposition 1 (Allaire et al. [ACK02])
Les dérivées partielles de la pression sont données par

∂p

∂ρε

∣∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,z

=
1

ξ
,

∂p

∂ρkzk

∣∣∣∣∣
ρk′zk′ ,ρε,z

= −
δk

ξ
,

∂p

∂z

∣∣∣∣∣
ρ1z1,ρ2z2,ρε

=
M

ξ
.

(2.53)
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où ξ =
∑2

k=1 zkξk, ξk = ∂ρkεk
∂p

∣∣∣
ρk
, δk = ∂ρkεk

∂ρk

∣∣∣
p
, et M = ρ1(δ1 − ε1)− ρ2(δ2 − ε2).

Démonstration. On rappelle que l’énergie interne de mélange (2.44) s’écrit ρε =
∑2

k=1 ρkzkεk.
Sa différentielle s’exprime donc de la façon suivante

d(ρε) =

2∑
k=1

ρkεkdzk +

2∑
k=1

zkd(ρkεk).

Or d(ρkεk) = δkdρk + ξkdp, et nous avons alors

dp =
1

ξ
d(ρε)−

2∑
k=1

zkδk
ξ

dρk −
ρ1ε1 − ρ2ε2

ξ
dz.

En utilisant la relation zkdρk = d(ρkzk)− ρkdzk, on trouve les dérivées partielles de la pression
données dans la proposition.

On introduit maintenant la notion de dérivée particulaire d’une quantité f

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ u ·∇f. (2.54)

En partant du système (2.12) sans les termes dissipatifs, nous pouvons déduire que

Dz

Dt
= −Ξ∇ · u,

Dρkzk
Dt

= −ρkzk∇ · u, k = 1, 2.

En combinant les équations de quantité de mouvement et d’énergie totale, nous obtenons aussi
la relation

Dρε

Dt
= −ρh∇ · u.

où l’on rappelle que l’enthalpie de mélange (2.46) est définie par h =
∑2

k=1 ykhk, où hk = εk+ p
ρk
.

Ainsi, la dérivée particulaire de la pression vérifie

Dp

Dt
= −ρ1

ξ

(
2∑

k=1

yk(hk − δk)− Ξ

(
y1

z1
(ε1 − δ1)− y2

z2
(ε2 − δ2)

))
∇ · u.

Après simplifications, on trouve finalement

Dp

Dt
= −ρ1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k

(
1 +

(−1)k

zk
Ξ

)
∇ · u,

où la vitesse du son de la phase pure k est donnée par c2
k = hk−δk

ξk
.

Par analogie avec le cas monophasique où l’équation d’évolution sur la pression est donnée

par
Dp

Dt
+ρc2∇·u = 0, nous pouvons définir la vitesse du son du mélange pour le système (2.12).

Nous synthétisons ici les résultats connus de [ACK02, KMB+01, MG05] dans la proposition
suivante.

Proposition 2
La vitesse du son du mélange pour le système diphasique à cinq équations (2.12) est donnée par

c2 =
1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k

(
1 +

(−1)k

zk
Ξ

)
, (2.55)
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où ξk et ck sont respectivement l’inverse du coefficient de Grüneisen et la vitesse du son de la
phase pure k. Le terme ξ est égal à ξ =

∑2
k=1 zkξk. Rappelons enfin que le paramètre Ξ est nul

dans le cas du modèle à cinq équations réduit, tandis que pour le modèle de Kapila, nous avons
Ξ = K = z1z2

τ2−τ1
z1τ1+z2τ2

.

Par abus de langage, nous avons noté c2 le terme précédent. Nous montrerons dans la suite
que sa positivité caractérise l’hyperbolicité du système. Nous allons maintenant expliciter la
vitesse du son obtenue pour les deux modèles diphasiques considérés.

2.4.1.1 Modèle à cinq équations réduit

Pour le modèle à cinq équations réduit, le terme Ξ est nul. Nous en déduisons donc que la
vitesse du modèle est donnée par

c2 =
1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k. (2.56)

La vitesse du son de mélange est donc une moyenne des vitesses du son de chaque phase prises
séparément.

Si la phase k est modélisée par une loi d’état de type gaz raide, l’inverse du coefficient
de Grüneisen ξk est égal à 1

γk−1 . La vitesse du son de la phase pure (2.35) est donnée par
c2
k = γk

p+πk
ρk

. Ainsi, d’après la formule (2.56), la vitesse du son du mélange pour deux gaz raides
est donc donnée par :

c2 = γ(z)
p+ π(z)

ρ
. (2.57)

Pour un mélange de deux gaz raides, la vitesse du son du mélange est donc de la même forme
que la vitesse du son de la phase pure avec les coefficients de mélange définis par (2.41).

2.4.1.2 Modèle de Kapila

Pour le modèle diphasique de Kapila, le terme devant la divergence de la vitesse dans l’équa-
tion d’évolution de la fraction volumique de (2.12) est égal à Ξ = K = z1z2

τ2−τ1
z1τ1+z2τ2

. On rappelle
que la notation τk = 1

ρkc
2
k
désigne la compressibilité isentropique du fluide k. Notons ensuite que

2∑
k=1

ykξkc
2
k

(−1)k

zk
K =

1

z1τ1 + z2τ2

2∑
k=1

ykξkc
2
kzk′(τk − τk′),

où k′ est toujours égal à 3−k. En injectant la relation précédente dans la la formule de la vitesse
du son (2.55), nous obtenons

c2 =
1

z1τ1 + z2τ2

1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k(zkτk + zk′τk′ + zk′(τk − τk′)),

puis, en utilisant la relation entre les fractions volumiques et massiques ρyk = ρkzk, nous avons

ρc2 =
1

z1τ1 + z2τ2

1

ξ

2∑
k=1

zkξkρkc
2
kτk(zk + zk′).

Finalement, d’après la relation de saturation (2.2) et la définition de la compressibilité isentro-
pique du fluide k, on trouve

ρc2 =

(
2∑

k=1

zkτk

)−1

,
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Figure 2.1 – Comparaison des vitesses du son pour le modèle à cinq équations réduit et celui
de Kapila.

ce qui peut encore s’écrire sous la forme

1

ρc2
=

2∑
k=1

zk
ρkc

2
k

. (2.58)

Cette vitesse du son est nommée vitesse du son de Wood [Woo30] dans la littérature.

Nous pouvons comparer les vitesses du son des deux modèles dans le cas d’un mélange air/eau
à pression atmosphérique. Pour l’air nous prenons une densité égale à 1 kg.m−3 avec une loi d’état
de type gaz parfait avec γ = 1.4, tandis que la densité de l’eau est 1000 fois plus grande. Pour
l’eau, les paramètres des lois d’état sont γ = 4.4 et π = 6.8 × 108. Sur la figure 2.1, on voit
que la vitesse du son du modèle de Kapila est toujours plus faible que celle du modèle à cinq
équations réduit. Ces différences se situent au niveau de la zone de mélange. Cependant, dans
notre étude nous considérons des problèmes où la condition initiale n’est pas mélangée. Ainsi, la
zone de mélange est seulement due à la diffusion numérique des schémas utilisés, et devrait donc
être limitée spatialement. Les différences de vitesses du son dans la zone de mélange ne devraient
pas avoir d’impact au niveau de la solution globale. Nous vérifierons cela à l’aide des résultats
numériques présentés dans le chapitre suivant.

Après avoir détaillé l’expression de la vitesse du son pour les deux modèles diphasiques
considérés, nous allons montrer que le système diphasique à 5 équations est hyperbolique si la
vitesse du son est bien définie.

2.4.2 Hyperbolicité

Pour démontrer l’hyperbolicité du système (2.12) sans les termes de dissipation, nous allons
le réécrire sous une forme non conservative (2.49). Pour cela, nous définissons le vecteur des
variables primitives

W = (ρ, y,u, p, z)T ,

où le vecteur vitesse u = (u1, u2)T . Rappelons que z = z1 désigne la fraction volumique de la
phase 1 et y = ρ1z1

ρ la fraction massique de la phase 1. Le système diphasique considéré (2.12)

23



2.4. Propriétés mathématiques

s’écrit alors 

∂tρ + u1∂x1ρ + ρ∂x1u1 + u2∂x2ρ + ρ∂x2u2 = 0,

∂ty + u1∂x1y + u2∂x2y = 0,

∂tu + u1∂x1u1 + 1
ρ∂x1p + u2∂x2u1 = 0,

∂tv + u1∂x1u2 + u2∂x2u2 + 1
ρ∂x2p = 0,

∂tp + u1∂x1p + ρc2∂x1u1 + u2∂x2p + ρc2∂x2u2 = 0.

∂tz + u1∂x1z + Ξ∂x1u1 + u2∂x2z + Ξ∂x2u2 = 0.

(2.59)

Ce système peut s’écrire sous la forme plus compacte

∂tW + A1(W )∂x1W + A2(W )∂x2W = 0

où W = (ρ, y, u1, u2, p, z)
T est le vecteur des variables primitives, et

A1(W ) =



u1 0 ρ 0 0 0

0 u1 0 0 0 0

0 0 u1 0 1
ρ 0

0 0 0 u1 0 0

0 0 ρc2 0 u1 0

0 0 Ξ 0 0 u1


, A2(W ) =



u2 0 0 ρ 0 0

0 u2 0 0 0 0

0 0 u2 0 0 0

0 0 0 u2
1
ρ 0

0 0 0 ρc2 u2 0

0 0 0 Ξ 0 u2


. (2.60)

On peut montrer que si le carré de la vitesse du son (2.55) est strictement positif, le sys-
tème (2.12) est hyperbolique.

En effet, soit ω = (ω1, ω2)T un vecteur unitaire. Définissons la matrice A = ω1A1 +ω2A2 telle
que

A =



u · ω 0 ρω1 ρω2 0 0

0 u · ω 0 0 0 0

0 0 u · ω 0 ω1
ρ 0

0 0 0 u · ω ω2
ρ 0

0 0 ρc2ω1 ρc2ω2 u · ω 0

0 0 Ξω1 Ξω2 0 u · ω


.

Soit λ un réel, nous pouvons calculer le polynôme caractéristique de A. Nous trouvons alors

det (A− λId) = (u · ω − λ)4
(
(u · ω − λ)2 − c2

)
.

Ainsi, si le carré de la vitesse du son est strictement positif, la matrice A est diagonalisable, et
ses valeurs propres sont égales à λ1 = u · ω − c, λ2,...,5 = u · ω (avec une multiplicité égale à 4)
et λ6 = u · ω + c. Dans ce cas, d’après la définition 1, le système (2.12) est hyperbolique.

Remarque 3
Pour le modèle à cinq équations réduit, la vitesse du son est définie par la relation

c2 =
1

ξ

2∑
k=1

ykξkc
2
k.

Étant donné que les fractions volumiques et massiques ainsi que les vitesses du son de chaque
phase sont positives, la positivité du carré de la vitesse du son est déterminée par le signe des
coefficients ξk. D’un point de vue thermodynamique, ces coefficients possèdent le même signe
que le coefficient de dilatation isobare défini par

αp =
1

ϑ

∂ϑ

∂T

∣∣∣∣
p

.
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Nous nous limiterons donc à des matériaux dont le coefficient de dilatation isobare, et donc le
coefficient ξk, est positif pour assurer que le carré de la vitesse du son du mélange soit positif.
En d’autres termes, nous ne considérerons que des matériaux dont le volume augmente avec
la température, à pression constante. Ce choix exclut notamment l’eau liquide entre son point
de fusion et 277 K. En effet lors de sa solidification, l’eau augmente de volume alors que la
température diminue.

D’après la définition 2, les vecteurs propres à droite associés sont donnés par Arj = λjrj . Ici,
nous en déduisons les vecteurs propres suivants

r1 =



ρ

0

−cω1

−cω2

ρc2

Ξ


, r2 =



1

0

0

0

0

0


, r3 =



0

1

0

0

0

0


, r4 =



0

0

ω2

−ω1

0

0


, r5 =



0

0

0

0

0

1


et r6 =



ρ

0

cω1

cω2

ρc2

Ξ


.

2.4.3 Entropies

Pour déterminer l’entropie mathématique du système diphasique à cinq équations, nous réuti-
lisons les variables primitives W = (ρ, y, u1, u2, p, z)

T définies dans la section précédente. Le
système diphasique (2.12) sans les termes de dissipation se réécrit alors

∂tW + A1∂x1W + A2∂x2W = 0, (2.61)

avec les matrices A1 et A2 définies par (2.60).
Classiquement, on cherche l’entropie du système sous la forme η = ρs, l’entropie spécifique

s étant transportée le long des lignes de courant pour des écoulements réguliers. D’après la
définition 5, voir section 2.3, l’entropie η du système doit vérifier les relations

(∇W η)T Ai = (∇W qi)
T , pour i = 1, 2, (2.62)

avec ∇W η = (∂ρη, ∂yη, ∂uη, ∂vη, ∂pη, ∂zη)T .
Les fonctions q1 et q2 sont les flux d’entropies associés. Ici nous cherchons à déterminer les

entropies du système pour lesquelles l’entropie spécifique s sera transportée par les lignes de
courant. Pour cela, nous considérons des flux d’entropie qi = ηui. En effet, pour ce choix de flux
d’entropie, le cas d’égalité de (2.51) devient

∂tη +∇ · (ηu) = 0. (2.63)

D’après les définitions des matrices Ai (2.60), nous pouvons voir que les vecteurs lignes (∇W ρ)T Ai
et (∇W (ρui))

T sont égaux. Les relations (2.62) sont donc équivalentes à

(∇W s)T Ai = ui (∇W s)T , pour i = 1, 2. (2.64)

En développant (2.64), nous obtenons alors les relations suivantes pour l’entropie du système

su1 = su2 = 0, (2.65a)

ρsρ + ρc2sp + Ξsz = 0, (2.65b)

où, pour alléger les notations, nous avons noté φα la dérivée partielle de φ par rapport à l’une
de ses variables α. D’après la première relation (2.65a) nous en déduisons que l’entropie est
une fonction de quatre variables, soit s = s(ρ, y, p, z). De plus, l’entropie s est solution de
l’équation (2.65b).

Dans la suite, nous détaillons les entropies mathématiques pour les deux systèmes diphasiques
suivant la valeur du terme Ξ.
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2.4.3.1 Modèle à cinq équations réduit

Dans [ACK02], les auteurs n’ont pas réussi à définir les entropies du système diphasique sauf
dans le cas d’un mélange de deux gaz parfaits. Néanmoins, Périgaud et Saurel [PS05, Pér03] ont
réussi à déterminer des entropies du système à cinq équations réduit dans le cas particulier d’un
mélange de deux gaz raides. En effet, ils considèrent l’entropie du mélange

s = ys1 + (1− y)s2, (2.66)

où
sk(p, ρk, zk) =

p+ π

ργk
k = 1, 2.

Notons que s1 et s2 ne sont pas les entropies physiques de chaque phase prise séparément (2.36).
En effet, elles dépendent des paramètres du mélange γ et π. Nous pouvons facilement vérifier que
ce choix définit bien une entropie pour le système. En effet, en utilisant la relation entre la densité
de mélange, la densité de la phase k et les fractions massiques et volumiques, i.e. ρyk = ρkzk,
nous pouvons transformer (2.66) en une expression qui ne dépend que de z, y, ρ et p :

s =
p+ π

ργ

(
zγ

yγ−1
+

(1− z)γ

(1− y)γ−1

)
. (2.67)

Nous voyons directement que su1 = su2 = 0. De plus, sachant que la vitesse du son pour ce
modèle est donnée par (2.57) nous avons

ρsρ + ρc2sp = ρ

(
−γ p+ π

ργ+1
+
c2

ργ

)(
zγ

yγ−1
+

(1− z)γ

(1− y)γ−1

)
= ρ

(
−γ p+ π

ργ+1
+ γ

p+ π

ργ+1

)(
zγ

yγ−1
+

(1− z)γ

(1− y)γ−1

)
= 0.

L’entropie considérée est donc bien une entropie du système.

Remarque 4
Pour un mélange de gaz raides, les entropies définies par

s(p, ρ, z, y) = s0

(
p+ π

ργ
, z, y

)
, (2.68)

vérifient la relation (2.65b) et sont donc bien des entropies mathématiques pour le modèle di-
phasique à cinq équations réduit.

Plus récemment, Latige [Lat13] a déterminé la forme générale des entropies mathématiques
du modèle diphasique à cinq équations réduit pour une loi d’état plus générale.

Proposition 3 (Latige [Lat13])
Pour une loi d’état du mélange du type,

p = Γ(ϑ, z, y)ρε+ p∞(ϑ, z, y), (2.69)

les entropies mathématiques du système diphasique à cinq équations réduit sont les fonctions
convexes de la forme

s(ϑ, ε, z, y) = s0

(
ea(ϑ)

[
ε+

∫ ϑ

ϑ0

p∞(τ, z, y)ea(τ)−a(ϑ)dτ

]
, z, y

)
, (2.70)

où la fonction a(ϑ) =

∫ ϑ

ϑ0

Γ(τ, z, y)

τ
dτ dépend de ϑ, z et y.
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Notons que les entropies définies par (2.70) sont bien cohérentes avec celles trouvées par
Périgaud et Saurel dans le cas d’un mélange de gaz raides.

Remarque 5
Murrone et Guillard [MG05] ont démontré que les entropies de chaque phase prises séparément ne
sont pas des entropies pour le système à cinq équations réduit. Elles ne sont donc pas transportées
sur les lignes de courant, contrairement au modèle de Kapila, comme cela est redémontré ci-
dessous.

2.4.3.2 Modèle de Kapila

Pour le modèle de Kapila, les entropies de chaque phase prises séparément sont des entropies
du système diphasique [KMB+01, MG05]. Nous allons redémontrer ce résultat avec une preuve
différente, en utilisant les relations (2.64) déterminées auparavant.

Proposition 4
Soit l’entropie phasique de la phase k = 1, 2

sk = sk(p, ρk) = sk

(
p,
ρyk
zk

)
,

où sk est une fonction vérifiant la relation (2.18)

ρkTkΓkdsk = dp− c2
kdρk, (2.71)

où l’on rappelle que Γk = ϑk
∂p
∂ε

∣∣∣
ϑk

est le coefficient de Grüneisen du fluide k. Cette entropie

phasique est une entropie du système de Kapila.

Démonstration. Par souci de clarté, dans la suite nous considérons l’entropie de la phase 1. Les
calculs pour la phase 2 sont identiques.

Nous pouvons directement noter que l’entropie phasique ne dépend pas de la vitesse u. Ainsi,
pour montrer que s1 est une entropie du système, nous devons vérifier la relation (2.65b). En
notant D1 (respectivement D2) la dérivée partielle de la fonction s1 par rapport à sa première
(respectivement deuxième) variable, nous pouvons exprimer les dérivées partielles de l’entropie
phasique :

sp = D1s1

(
p,
ρy

z

)
,

sz = −
ρy

z2
D2s1

(
p,
ρy

z

)
,

sρ =
y

z
D2s1

(
p,
ρy

z

)
.

(2.72)

Pour le modèle de Kapila, la relation (2.65b) à prouver s’écrit

ρsρ + ρc2sp +Ksz = 0.

Les dérivées partielles (2.72) donnent alors la relation équivalente

ρy

z
D2s1 + ρc2D1s1 −

ρy

z2
KD2s1 = 0. (2.73)

Nous avons déjà montré que la vitesse du son pour le modèle de Kapila est donnée par

ρc2 =
1

zτ1 + (1− z)τ2
,
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où τk = 1
ρkc

2
k
.De plus, d’après la définition (2.6) du terme de Kapila K nous avons

z −K = z − z(1− z) τ2 − τ1

zτ1 + (1− z)τ2
=

zτ1

zτ1 + (1− z)τ2
= zτ1ρc

2.

Ainsi, la relation (2.65b) devient

ρsρ + ρc2sp +Ksz = ρc2
(ρy
z2
zτ1D2s1 +D1s1

)
= ρc2

(
1

c2
1

D2s1 +D1s1

)
,

car ρy
z = ρ1 d’après la définition de la fraction massique (2.43). Sachant que la fonction s1 vérifie

la relation (2.71), nous avons bien

D1s1 (p, ρ1) = − 1

c2
1

D2s1 (p, ρ1) .

Nous avons donc bien démontré que l’entropie phasique vérifie l’équation (2.65b), et donc qu’elle
est bien une entropie du système de Kapila.

Après avoir vérifié que les entropies phasiques sont bien des entropies du système de Kapila,
nous en déduisons donc directement le corollaire suivant.

Corollaire 1
Les entropies de mélange définies par

s =
2∑

k=1

fk(yk)sk,

sont des entropies pour le système diphasique de Kapila. En particulier, nous pouvons définir
l’entropie de mélange

s = ys1 + (1− y)s2.

Remarque 6
Notons que dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, les entropies phasiques s’expriment

sk(p, ρk) = s

(
p+ πk
ργkk

)
k = 1, 2. (2.74)

2.4.4 Structure du problème de Riemann

2.4.4.1 Problème de Riemann

Dans ce paragraphe, nous considérons le problème unidimensionnel

∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
= 0, (2.75)

avec la condition initiale suivante

U(x, t = 0) =

{
Ug, si x < 0,

Ud, si x > 0.
(2.76)

La donnée initiale est constituée de deux états constants séparés par une discontinuité en x = 0.
Le système (2.75)-(2.76) est appelé problème de Riemann [Tor97, Smo83]. Cette notion est

très importante dans la mesure où la résolution numérique du système considéré repose sur une
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solution exacte ou approchée du problème de Riemann. Le problème de Riemann est invariant par
des transformations du type (t, x) 7→ (λt, λx) avec λ > 0. La solution du problème de Riemann
ne dépend donc que du rapport x/t. On dit qu’elle possède un caractère auto-semblable. Pour un
système de lois de conservation hyperbolique, la structure générale de la solution du problème
de Riemann se présente sous la forme d’une succession d’états constants Ug = U0, U1, · · · ,
Um+1 = Ud séparés par une onde émanant de l’origine.

Dans le cas des systèmes diphasiques étudiés ici, la solution se décompose en quatre régions
dans l’espace (x, t). Les états Ug et U∗g , ainsi que les états Ud et U∗d , sont séparés par une
onde non linéaire (choc ou détente). A contrario, les états U∗g et U∗d sont séparés par une onde
linéairement dégénérée (discontinuité de contact).

Dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, la résolution du problème de Riemann peut être
détaillée. Pour le système diphasique à cinq équations réduit, cela est effectué dans la thèse de
Périgaud [Pér03], tandis que Franquet et al. [Fra06, PFSLM07] présentent la résolution pour le
modèle diphasique de Kapila. Dans le chapitre suivant, nous donnerons un solveur de Riemann
approché pour la résolution numérique des systèmes diphasiques.

Pour définir la solution exacte d’un problème, la notion d’invariants de Riemann est utilisée.
Par souci d’exhaustivité, nous rappelons dans la suite la forme de ces invariants de Riemann
pour les systèmes diphasiques à cinq équations.

2.4.4.2 Invariants de Riemann

Les invariants de Riemann, notés Φ, sont définis par la relation

∇WΦ · rj = 0, (2.77)

où rj sont les vecteurs propres à droite du système diphasique à 5 équations détaillés dans la
section 2.4.2.

Modèle à cinq équations réduit

Pour le modèle à cinq équations réduit, le calcul des invariants de Riemann est détaillé
dans [Pér03]. Les invariants associés à la valeur propre u · ω sont

Φu·ω = {u · ω, p} , (2.78)

tandis que ceux associés aux valeurs propres u·ω±c, sont définis par (dans le cadre d’un mélange
de gaz raides)

Φu·ω±c =

{
z,u · ω ∓ 2c

γ(z)− 1
, s1, s2

}
, (2.79)

où sk =
p+ π(z)

ρ
γ(z)
k

est une entropie pour la phase k et c la vitesse du son du modèle à cinq

équations réduit (2.56).

Modèle de Kapila

Muronne et Guillard [MG05] détaillent le calcul des invariants de Riemann pour le modèle
de Kapila. Les invariants de Riemann associés à la valeur propre u · ω sont

Φu·ω = {u · ω, p} . (2.80)
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Les invariants de Riemann associés aux valeur propres u · ω ± c, sont définis par

Φu·ω±c =

{
z,u · ω ∓

∫
p

dp

ρc
, s1, s2

}
. (2.81)

où sk =
p+ πk
ργkk

est l’entropie phasique de la phase k. Dans le cas du modèle de Kapila, la vitesse

du son c est la vitesse du son donnée par (2.58).

2.4.5 Domaines de convexité

Dans la partie numérique nous utiliserons des schémas de type Godunov. Les solutions de
ces schémas peuvent s’écrire comme une combinaison convexe entre les états intermédiaires des
problèmes de Riemann. C’est pourquoi nous cherchons à déterminer les ensembles convexes
contenus dans le domaine d’hyperbolicité de chaque système.

Pour les modèles à cinq équations considérés, le domaine d’hyperbolicité est donné par

DE =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)T ∈ R6/ρ > 0, c2 > 0
}
,

où la vitesse du son c est donnée par (2.56) dans le cas du modèle à cinq équations réduit, et
par (2.58) pour le modèle diphasique de Kapila. Rappelons que y et z sont respectivement les
fractions massiques et volumiques du fluide 1.

Pour simplifier les calculs, nous allons utiliser les variables lagrangiennes ϑ = 1
ρ , y, u, E et

z. Soit
DL =

{
(ϑ, y,u, E, ϑz)T ∈ R6/ϑ > 0, c2 > 0

}
,

le domaine d’hyperbolicité du système à cinq équations écrit en variables lagrangiennes.
Nous allons démontrer que la transformation Euler-Lagrange

L : DE → DL

U = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)T 7→ V = (ϑ, y,u, E, ϑz)T ,

conserve les ensembles convexes.

Proposition 5
Soit AE ⊂ DE un ensemble d’états fluides pour le système diphasique eulérien. Cet ensemble est
convexe si et seulement si son image par la transformation Euler-Lagrange AL = L

(
AE
)
⊂ DL

l’est aussi.

Démonstration. Soit Ua = (ρa, ρaya, ρaua, ρaEa, za)
T et Ub = (ρb, ρbyb, ρbub, ρbEb, zb)

T deux
états fluides inclus dansAE . On suppose que l’ensembleAE est convexe. Ainsi, pour tout nombres
positifs x et y tels que x + y = 1, la combinaison convexe U = xUa + yUb est aussi dans le
domaine AE . Montrons que son image par la transformation Euler-Lagrange AL = L

(
AE
)
est

aussi convexe.
Nous avons

ρ = xρa + yρb,

et donc

ϑ =
1

xρa + yρb
=

x

xρa + yρb
+

y

xρa + yρb
,

=
xρa

xρa + yρb
ϑa +

yρb
xρa + yρb

ϑb,

= λϑa + µϑb.
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où λ et µ sont deux nombres positifs dont la somme est égale à 1.
Soit φ ∈ {y,u, E, ϑz}. Par hypothèse

ρφ = xρaφa + yρbφb,

et nous avons alors

φ = λφa + µφb,

avec λ = xρa
ρ et µ = yρb

ρ .
Ainsi, V = L(U) = λL(Ua) + µL(Ub) avec λ > 0, µ > 0 et λ + µ = 1. L’ensemble AL est

donc bien convexe.
La réciproque se démontre de manière analogue.

En plus de la contrainte d’hyperbolicité du système, nous souhaitons aussi rajouter des
contraintes physiques. En effet, les fractions volumiques et massiques doivent être comprises
entre 0 et 1 et l’énergie interne doit être supérieure à l’énergie interne de référence q. Nous défi-
nissons alors les domaines des solutions physiquement admissibles écrits en variables eulériennes

AE =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)T ∈ R6/ρ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), c2 > 0
}
,

et en variables lagrangiennes

AL =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz)T ∈ R6/ϑ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), c2 > 0
}
.

Dans la suite, nous allons seulement considérer la convexité du domaine des solutions phy-
siquement admissibles écrit en variables lagrangiennes AL. La convexité pour les variables eulé-
riennes est déduite de la proposition 5. Pour démontrer la convexité de ces ensembles dans le cas
des modèles diphasiques à cinq équations réduit et de Kapila, nous considérons deux solutions
admissibles Va = (ϑ, y,u, E, ϑz)Ta et Vb = (ϑ, y,u, E, ϑz)Tb . Nous souhaitons montrer que pour
tous nombres positifs λ et µ tels que λ+µ = 1, la combinaison convexe V = λVa+µVb est aussi
dans le domaine des solutions physiquement admissibles AL.

Dans la suite, nous nous limitons à un mélange de deux gaz raides. Rappelons que la loi
d’état pour un gaz raide (2.32) est de la forme p = (γk − 1)ρk(εk − qk) − γkπk. Pour simplifier
l’écriture, nous introduisons les notations suivantes. Pour chaque fluide k = 1 ou 2, on note

ξk =
1

γk − 1
et ωk =

γkπk
γk − 1

, (2.82)

où ξk est l’inverse du coefficient de Grüneisen. En utilisant la définition des paramètres de mé-
lange (2.41), nous introduisons aussi les notations

ξ(z) =
1

γ(z)− 1
= zξ1 + (1− z)ξ2 et ω(z) =

γ(z)π(z)

γ(z)− 1
= zω1 + (1− z)ω2. (2.83)

Avec ces notations, la pression de mélange (2.42) s’écrit

ϑξ(z)p = ε− q(y)− ϑω(z),

où l’on rappelle que l’énergie interne de référence est définie par q(y) = yq1 + (1− y)q2.
Nous pouvons alors démontrer le lemme suivant qui sera utile dans la suite.
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Lemme 1
Pour un mélange de gaz raides, nous avons les relations suivantes

ϑξ(z) = λϑaξ(za) + µϑbξ(zb),

ϑω(z) = λϑaω(za) + µϑbω(zb),

q(y) = λq(ya) + µq(yb).

(2.84)

Démonstration. Pour le terme ϑξ(z), nous utilisons la définition du paramètre de mélange
ξ(z) (2.83) et le fait que l’état fluide V est la combinaison convexe entre les états Va et Vb.
Nous avons alors

ϑξ(z) = ϑzξ1 + ϑ(1− z)ξ2 = (λ(ϑz)a + µ(ϑz)b))ξ1 + (λ(ϑa − (ϑz)a) + µ(ϑb − (ϑz)b))ξ2

= λϑa(zaξ1 + (1− za)ξ2) + µϑb(zbξ1 + (1− zb)ξ2)

= λϑaξ(za) + µϑbξ(zb).

La relation sur le terme ϑω(z) se démontre de la même façon. Pour l’énergie interne de référence
définie par (2.41), nous avons

q(y) = yq1 + (1− y)q2 = (λya + µyb)q1 + (λ(1− ya) + µ(1− yb))q2

= λ(yaq1 + (1− ya)q2) + µ(ybq1 + (1− yb)q2)

= λq(ya) + µq(yb).

Dans la suite, pour alléger les notations nous noterons ξa = ξ(za) et ξb = ξ(zb) les para-
mètres de mélange pour les états Va et Vb. Nous utiliserons les mêmes notations pour les autres
paramètres de mélange ω et q ainsi que pour la pression.

Nous allons maintenant déterminer les domaines de convexité pour les deux modèles dipha-
siques considérés.

2.4.5.1 Modèle à cinq équations réduit

Dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, rappelons que le carré de la vitesse du son pour
le modèle à cinq équations réduit (2.57) est donné par

c2 = γ(z)
p+ π(z)

ρ
.

Dans ce cas, la condition c2 > 0 garantissant l’hyperbolicité du système est équivalente à p +

π(z) > 0 et ρ > 0. Si la pression de référence du fluide est non nulle, on peut avoir des zones où
la pression est négative mais la vitesse du son reste bien définie.

Proposition 6
Si on considère un mélange de deux gaz raides vérifiant

(γ2 − γ1)(π2 − π1) ≥ 0, (2.85)

les ensembles

ALπ =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz) ∈ R6/ϑ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
,

AEπ =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z) ∈ R6/ρ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}
,

sont convexes.

32



Chapitre 2. Modèles mathématiques

Démonstration. Comme expliqué précédemment, nous allons seulement considérer la convexité
du domaine ALπ . La convexité pour les variables eulériennes est déduite de la proposition 5. Soient
Va = (ϑ, y,u, E, ϑz)Ta et Vb = (ϑ, y,u, E, ϑz)Tb deux solutions admissibles. On veut montrer que
pour tous nombres positifs λ et µ tels que λ + µ = 1, la combinaison convexe V = λVa + µVb
est aussi dans le domaine ALπ .

Positivité du volume spécifique. Par définition, nous avons

ϑ = λϑa + µϑb.

Puisque Va et Vb sont des solutions admissibles, leurs volumes spécifiques sont positifs. Ainsi, le
volume spécifique de la combinaison convexe ϑ est aussi positif.

Encadrement sur la fraction massique. Par définition, nous avons la fraction massique
y = λya + µyb qui est une combinaison convexe de ya et yb. Ces deux valeurs étant comprises
entre 0 et 1, la fraction massique y l’est aussi.

Positivité de l’énergie interne ε − q. On peut exprimer l’énergie totale de V de deux
manières,

E = λEa + µEb = λεa + µεb +
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2

)
,

et

E = ε+
1

2
|u|2 ,

où u = λua + µub. Ainsi, l’énergie interne est donnée par

ε = λεa + µεb +
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2 − |u|2

)
.

Notons L, le terme en vitesse. Nous avons alors

L = λ |ua|2 + µ |ub|2 − |λua + µub|2

= λµ |ua − ub|2 ≥ 0.

D’après le lemme 1, nous avons

ε− q = λ(εa − qa) + µ(εb − qb) +
L

2
.

Le terme en vitesse est positif, ainsi que les énergies internes εa− qa et εb− qb. Nous avons donc
démontré que l’énergie interne de la combinaison convexe est bien supérieure à l’énergie interne
de référence q.

Encadrement sur la fraction volumique. Par définition, on a ϑz = λϑaza + µϑbzb, d’où

z = λ
ϑa
ϑ
za + µ

ϑb
ϑ
zb.

On a déjà montré que ϑa
ϑ > 0 et ϑb

ϑ > 0. De plus, λϑaϑ +µϑbϑ = ϑ
ϑ = 1. Donc z est une combinaison

convexe de za et zb. Comme ces deux valeurs sont comprises entre 0 et 1, z l’est aussi.
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Positivité de p + π(z). Dans un premier temps, nous allons exprimer π(z) en fonction de
πa et πb. En utilisant les notations définies précédemment, on remarque que π(z) = ω(z)

1+ξ(z) . En
utilisant le lemme 1, il vient

π(z) =
ω(z)

1 + ξ(z)
=

ϑω(z)

ϑ (1 + ξ(z))

=
λϑaωa + µϑbωb
ϑ (1 + ξ(z))

= xπa + yπb. (2.86)

où x = λϑa(1+ξa)
ϑ(1+ξ) et y = µϑb(1+ξb)

ϑ(1+ξ) = 1− x.
Nous considérons ici un mélange constitué de deux gaz raides. La pression du mélange (2.42)

est alors donnée par p = (γ(z)− 1)ρ(ε− q(y))− γ(z)π(z). Nous avons donc la relation

ε = q + ϑ
p+ γπ

γ − 1
.

De la même manière que pour la positivité de l’énergie interne, on va exprimer l’énergie totale
de deux façons :

E = λEa + µEb = λεa + µεb +
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2

)
= λ

(
q + ϑ

p+ γπ

γ − 1

)
a

+ µ

(
q + ϑ

p+ γπ

γ − 1

)
b

+
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2

)
,

et
E = q(y) + ϑ

p+ γ(z)π(z)

γ(z)− 1
+

1

2
|u|2 .

En utilisant les notations définies précédemment, on trouve

ϑξp = λϑaξapa + µϑbξbpb + λϑaωa + µϑbωb − ϑω + λqa + µqb − q +
1

2
L.

D’après le lemme 1, les termes λϑaωa + µϑbωb − ϑω et λqa + µqb − q sont nuls. On a donc une
expression pour la pression

p = λ
ϑaξa
ϑξ

pa + µ
ϑbξb
ϑξ

pb +
L

2ϑξ
. (2.87)

Ainsi, en utilisant la relation (2.86) nous obtenons

p+ π(z) = λ
ϑaξa
ϑξ

pa + µ
ϑbξb
ϑξ

pb +
L

2ϑξ
+ π(z)

= λ
ϑaξa
ϑξ

(pa + πa) + µ
ϑbξb
ϑξ

(pb + πb) +
L

2ϑξ
+

(
x− λϑaξa

ϑξ

)
πa +

(
y − µϑbξb

ϑξ

)
πb.

Or

x− λϑaξa
ϑξ

= λ
ϑa
ϑ

(
1 + ξa
1 + ξ

− ξa
ξ

)
,

= λµ
ϑaϑb

ϑ2ξ(1 + ξ)
(ξb − ξa).

En remarquant que y − µϑbξbϑξ = −(x− λϑaξaϑξ ), on trouve finalement :

p+ π(z) = λ
ϑaξa
ϑξ

(pa + πa) + µ
ϑbξb
ϑξ

(pb + πb) +
L

2ϑξ
+ λµ

ϑaϑb
ϑ2ξ(1 + ξ)

(ξb − ξa)(πa − πb).
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Nous savons que les coefficients γk des deux fluides sont supérieurs à 1, ce qui implique ξk > 0.
Comme les fractions volumiques de Va et Vb sont positives, on a ξa,b > 0. Ainsi ϑξ est positif.
Par hypothèse, pa + πa et pb + πb sont positifs. Ainsi, les deux premiers termes sont positifs. On
a déjà démontré que le terme de vitesse était positif. Ainsi, il ne reste plus qu’à étudier le signe
de (ξb − ξa)(πa − πb).

— Tout d’abord, nous avons
ξa,b = za,bξ1 + (1− za,b)ξ2.

Alors, le terme ξb − ξa devient

ξb − ξa = (zb − za)(ξ1 − ξ2)

=
zb − za

(γ1 − 1)(γ2 − 1)
(γ2 − γ1).

— Le deuxième terme peut se réécrire :

πa − πb =
ωa − ωb + ξbωa − ξaωb

(1 + ξa)(1 + ξb)
,

où
ωa − ωb = (zb − za)(ω2 − ω1),

ξbωa − ξaωb = (zb − za)(ξ1ω2 − ξ2ω1).

Ainsi, on a

πa − πb =
zb − za

(1 + ξa)(1 + ξb)
(ω2(1 + ξ1)− ω1(1 + ξ2))

=
(zb − za)(1 + ξ1)(1 + ξ2)

(1 + ξa)(1 + ξb)
(π2 − π1).

On a donc montré que le terme (ξb−ξa)(πa−πb) est du même signe que (γ2−γ1)(π2−π1) qui
est positif par hypothèse. Le terme p+ π(z) est donc bien positif, et nous avons donc démontré
que l’ensemble ALπ est convexe si la condition (2.85) est vérifiée.

Remarque 7
Dans sa thèse, Jung [Jun13] considère le système diphasique suivant

∂tU + ∂x1F + ∂x2G = 0

où

U = (ρ, ρu1, ρu2, ρE, ρz)
T ,

F =
(
ρu1, ρu

2
1 + p, ρu1u2, (ρE + p)u1, ρu1z

)T
,

G =
(
ρu2, ρu1u2, ρu

2
2 + p, (ρE + p)u2, ρu2z

)T
.

Dans le cas d’un mélange de deux gaz raides avec π1 6= π2, il démontre que si l’interpolation des
paramètres de la loi d’état z 7→ π(z) est continue en 0 et 1 alors l’ensemble{

(ρ, ρu1, ρu2, ρE, ρz) ∈ R5/ρ > 0, z ∈ [0, 1], p(ρ, ε, z) + π(z) > 0
}

n’est pas convexe.
Pour le modèle à cinq équations réduit (2.9), nous venons de démontrer que l’ensemble{

(ρ, ρy, ρu1, ρu2, ρE, z) ∈ R6/ρ > 0, y > 0, ε > q, z ∈ (0, 1), p+ π(z) > 0
}

est convexe sous condition pour un mélange de deux gaz raides. Il est donc préférable de prendre
la fraction volumique z comme dernière inconnue et non ρz.

35



2.4. Propriétés mathématiques

2.4.5.2 Modèle de Kapila

Pour le modèle diphasique de Kapila, la vitesse du son est définie par la formule (2.58) :

1

ρc2
=

2∑
k=1

zk
ρkc

2
k

. (2.88)

Ainsi pour assurer l’hyperbolicité du système, une condition suffisante est d’imposer ρkc2
k > 0

pour chaque fluide. Dans le cas d’un gaz raide cela se traduit par p+ πk positif. Ainsi, pour un
mélange de gaz raides, nous souhaitons imposer que la pression plus le minimum des pressions
de référence de chaque fluide soit positif, i.e. p+ min(π1, π2) > 0.

Proposition 7
Soit p0 une constante positive. Pour un mélange de deux gaz raides, les ensembles de solutions
admissibles

ALp0 =
{

(ϑ, y,u, E, ϑz) ∈ R6/ϑ > 0, y > 0, ε > q, z ∈ (0, 1), p+ p0 > 0
}
,

AEp0 =
{

(ρ, ρy, ρu, ρE, z) ∈ R6/ρ > 0, y > 0, ε > q, z ∈ (0, 1), p+ p0 > 0
}
,

sont convexes.

Démonstration. La positivité de la densité et de l’énergie interne ainsi que les encadrements sur
les fractions volumiques et massiques se démontrent de façon analogue au cas du système à cinq
équations réduit.

Positivité de la pression. Dans la cas du modèle de Kapila, la pression du mélange (2.42)
est aussi donnée par p = (γ(z)− 1)ρ(ε− q(y))− γ(z)π(z). Nous avons donc encore la relation

ε = q + ϑ
p+ γπ

γ − 1
.

De la même manière que pour le système à cinq équations réduit, nous allons exprimer l’énergie
totale de deux façons :

E = λEa + µEb = λεa + µεb +
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2

)
= λ

(
q + ϑ

p+ γπ

γ − 1

)
a

+ µ

(
q + ϑ

p+ γπ

γ − 1

)
b

+
1

2

(
λ |ua|2 + µ |ub|2

)
,

et

E = q(y) + ϑ
p+ γ(z)π(z)

γ(z)− 1
+

1

2
|u|2 .

En utilisant les notations définies précédemment et le lemme 1, on trouve

p+ p0 = λ
ϑaξa
ϑξ

(pa + p0) + µ
ϑbξb
ϑξ

(pb + p0) +
L

2ϑξ
.

On sait que les coefficients γk des deux fluides sont supérieurs à 1, ce qui implique ξk > 0.
Comme les fractions volumiques de Va et Vb sont positives, on a ξa,b > 0. Ainsi ϑξ est positif.
Par hypothèse, pa + p0 et pb + p0 sont positifs. Ainsi la pression de la combinaison convexe plus
une constante positive p0 est une somme de termes positifs.

On a donc bien démontré que l’ensemble Ap0 est convexe.
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Pour assurer que la solution numérique du modèle de Kapila reste dans le domaine d’hyper-
bolicité nous allons considérer les ensembles convexes ALp0 et AEp0 où p0 est égal à la plus faible
pression de référence des deux phases min(π1, π2), c’est-à-dire p0 = min(π1, π2). Ce choix est
très restrictif dans le cas d’un mélange entre un gaz parfait, typiquement un gaz comme l’air, et
un gaz raide, l’eau liquide par exemple. En effet, cela impose que la pression doit rester positive
dans tout le domaine, même dans les zones où il n’y a que du liquide. On peut donc se demander
s’il n’existe pas un domaine convexe plus grand dans le domaine d’hyperbolicité du modèle de
Kapila.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différents modèles physiques à interfaces diffuses uti-
lisés pour modéliser des écoulements diphasiques. Pour nos applications, nous avons retenu deux
modèles à cinq équations : le modèle de Kapila (2.5) et le modèle à cinq équations réduit (2.9).
Après avoir présenté les propriétés thermodynamiques d’une phase pure à l’aide de l’équation
d’état de type gaz raide, nous avons détaillé la fermeture isobare de ces modèles diphasiques.
Les propriétés mathématiques des deux modèles diphasiques retenus ont ensuite été étudiées et
comparées. Finalement, nous avons déterminé les domaines de convexité pour chaque modèle
diphasique.

Dans le chapitre suivant, la résolution numérique des systèmes diphasiques sera abordée.
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Dans ce chapitre, nous allons détailler la résolution numérique des systèmes diphasiques
présentés au chapitre précédent. Ce champ de recherche a fait l’objet d’un développement très
important ces dernières années avec de nombreuses publications sur le sujet. Un panorama, non
exhaustif, de ces travaux est présenté ci-dessous.

Le modèle à cinq équations réduit a été initialement proposé par [ACK00, ACK02] et de façon
indépendante par [MSNA02]. Pour la résolution numérique du système, Allaire et al. [ACK02]
proposent un schéma de Roe tandis qu’un schéma de type Godunov avec des flux de Rusanov est
utilisé par Massoni et al. [MSNA02]. Par la suite, Périgaud et Saurel [PS05] ont étendu le modèle
en ajoutant les termes de viscosité ainsi que la tension de surface. Kokh et Lagoutière [KL10]
présentent un schéma numérique robuste en explicite pour le modèle à cinq équations réduit.
Celui-ci est basé sur une approche Lagrange Remap décomposant la résolution en deux étapes.
Une approche directe basée sur un solveur de Riemann positif et entropique est présentée dans
[Lat13]. La formulation implicite de l’approche s’avère cependant peu robuste.

Pour le modèle de Kapila [KMB+01], la présence du terme non conservatif dans l’équa-
tion sur la fraction volumique pose des problèmes pour la construction d’un schéma numérique.
Dans [MG05, DGGB14], l’équation non conservative sur z est réécrite en un terme conservatif
moins un terme proportionnel à la divergence de la vitesse. Pour calculer les flux numériques,
Murrone et Guillard [MG05] utilisent un schéma VFROE tandis que Daude et al. [DGGB14] se
basent sur un solveur de type HLLC. Petitpas et al. [PFSLM07] utilisent une méthode Lagrange
projection pour résoudre le système de Kapila. Eikelder et al. [EDKT17] utilisent une formula-
tion explicite basée sur un splitting d’opérateurs Lagrange-transport permettant de séparer la
partie acoustique de la partie transport. De leur côté, Kreeft et Koren [KK10] développent une
nouvelle écriture du modèle de Kapila basée sur une équation d’énergie phasique à la place de
l’équation d’évolution sur la fraction volumique et un schéma numérique de type Osher. Enfin,
Saurel, Petitpas et Berry [SPB09] proposent quant à eux un modèle à 6 équations avec deux
pressions plus une étape de relaxation en pression pour simuler numériquement le modèle de
Kapila. Plusieurs travaux récents sont basés sur cette approche [SPD+17, LMNS13, CBS17] ou
des variantes [PS14]. De multiples extensions au modèle de Kapila ont été développées durant
ces dernières années comme par exemple pour résoudre la transition de phase [SPA08] ou le
problème de cavitation [PMS+09].

Dans les applications visées dans cette thèse, les deux phases fluides possèdent des propriétés
physiques très différentes. En effet, la densité du métal fondu peut être 2000 à 10000 fois plus
grande que la densité du gaz environnant. Ceci pose des problèmes de robustesse pour le schéma
numérique. De plus, compte tenu des maillages employés pour capturer les couches limites, il
est nécessaire d’utiliser des méthodes implicites permettant de prendre des grands pas de temps.
C’est pourquoi dans ce chapitre nous présentons un schéma numérique implicite et robuste pour
le modèle à cinq équations réduit et celui de Kapila basé sur un splitting d’opérateurs inspiré
de [CNPT10, CGK16, CGK17]. L’idée est de décomposer les équations en une étape acoustique
et une étape liée au transport. Dans un premier temps nous présentons le splitting d’opérateurs,
puis le schéma numérique pour l’étape acoustique du modèle à cinq équations réduit. La partie
acoustique du modèle de Kapila est aussi étudiée. Une formulation implicite de cette étape est
développée pour permettre de prendre des grands pas de temps indépendants de la vitesse du
son dans le fluide. Dans un deuxième temps, nous nous focalisons sur l’étape de transport dont
la résolution numérique ne dépendra pas du modèle diphasique choisi. Ensuite nous présenterons
les différentes propriétés du schéma global. Enfin, des résultats numériques pour les différents
modèles diphasiques seront présentés. Une comparaison des deux modèles sur des cas tests initia-
lement non mélangés sera aussi effectuée. Notons que seule la partie hyperbolique des équations
sera traitée ici. La discrétisation des termes dissipatifs sera abordée dans le chapitre 4.
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Avant de détailler le schéma numérique, nous allons procéder à une réécriture du système
diphasique (2.12) sans les termes dissipatifs :

∂t (ρ1z1) + ∇ · (ρ1z1u) = 0,

∂t (ρ2z2) + ∇ · (ρ2z2u) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0.

∂tz1 + Ξ∇ · u + u ·∇z1 = 0.

(3.1)

Nous pouvons noter que l’équation d’évolution de la quantité ρ2z2 dans (3.1) peut être remplacée
par l’équation d’évolution sur la densité de mélange ρ qui s’écrit ∂tρ+∇ · (ρu) = 0. Cette forme
du système sera utilisée dans l’étape acoustique du splitting, où nous combinerons cette équation
sur la densité de mélange avec les autres équations. De plus, rappelons que la fraction volumique
du fluide 1 est notée z = z1 tandis que sa fraction massique est donnée par y = y1 = ρ1z

ρ . Cela
nous permet de réécrire l’équation d’évolution de ρ1z1. Ainsi, le système (3.1) s’écrit :

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = 0,

∂tz + Ξ∇ · u+ u · ∇z = 0.

(3.2)

où Ξ = 0 pour le modèle à cinq équations réduit et Ξ = K pour le modèle de Kapila.
De la même manière que dans [GR96, CGK16, KL10], l’idée est de séparer les phénomènes

acoustiques et ceux liés au transport en fonction de leur propre vitesse de propagation. Le système
diphasique à 5 équations (3.2) peut se réécrire :

∂tρ + ρ∇ · u + u ·∇ρ = 0,

∂t (ρy) + ρy∇ · u + u ·∇ (ρy) = 0,

∂t (ρu) + ρu∇ · u + ∇p + u ·∇ (ρu) = 0,

∂t (ρE) + ρE∇ · u +∇ · (pu) + u ·∇ (ρE) = 0,

∂tz + Ξ∇ · u + u ·∇z = 0.

(3.3)

Ce système est découpé en deux sous-systèmes. Le premier sous-système, appelé système acous-
tique dans la suite, ne tient compte que de la propagation des ondes acoustiques. Il est donné
par : 

∂tρ + ρ∇ · u = 0,

∂t (ρy) + ρy∇ · u = 0,

∂t (ρu) + ρu∇ · u + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ρE∇ · u +∇ · (pu) = 0,

∂tz + Ξ∇ · u = 0.

(3.4)

Ce système est hyperbolique et les vitesses de propagation associées sont 0 et ±c, où c correspond
à la vitesse du son du modèle à cinq équations réduit (2.56) ou celle de Kapila (2.58) selon la
valeur de Ξ.
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Figure 3.1 – Illustration de la procédure de splitting. L’étape acoustique revient à résoudre le
système (3.4) de manière explicite ou implicite. Le système (3.5) est résolu explicitement dans
la phase de transport.

Le second sous-système ne tient compte uniquement que de la propagation des ondes maté-
rielles à travers le fluide. Ce système de transport s’écrit :

∂tρ + u ·∇ρ = 0,

∂t (ρy) + u ·∇ (ρy) = 0,

∂t (ρu) + u ·∇ (ρu) = 0,

∂t (ρE) + u ·∇ (ρE) = 0,

∂tz + u ·∇z = 0.

(3.5)

La vitesse de propagation de ce système est la vitesse matérielle du fluide u.
Nous pouvons déjà remarquer que l’étape de transport ne dépendra pas du modèle diphasique

choisi.
L’algorithme global de la méthode des pas fractionnaires ou de splitting pour un pas de temps

entre les instants tn et tn+1 se décompose comme ceci (voir figure 3.1) :

Étape 1 : À partir de l’état (ρ, ρy, ρu, ρE, z)n, calculer une approximation de la solution du
système acoustique (3.4) (ρ, ρy, ρu, ρE, z)†.

Étape 2 : Trouver la solution du système diphasique (ρ, ρy, ρu, ρE, z)n+1 en résolvant le
système de transport (3.5) à partir de l’état initial (ρ, ρy, ρu, ρE, z)†.

Ce type d’algorithme a déjà été utilisé dans [FBC+11, KL10] dans une version explicite du modèle
à cinq équations réduit. Chalons et al. [CGK16, CGK17] utilisent aussi une approche de splitting
avec un traitement implicite de la première étape pour la dynamique des gaz et pour un système
diphasique régi par les modèles homogénéisés HEM ou HRM [BK90]. Récemment, Eikelder et
al. [EDKT17] ont développé un schéma numérique explicite pour le modèle de Kapila basé sur
la même stratégie de splitting.

Les schémas numériques pour chaque étape sont décrits dans les sections suivantes. Dans
un premier temps nous étudions la construction d’un solveur de Riemann approché pour la
résolution numérique de l’étape acoustique pour le modèle à cinq équations réduit et celui de
Kapila. Ensuite, nous présenterons les différents schémas numériques pour résoudre l’étape de
transport en essayant de limiter la diffusion numérique de l’interface. Une présentation des outils
numériques utilisés dans les sections suivantes est donnée en Annexe A.
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3.1 Étape acoustique

3.1.1 Étape acoustique pour le modèle à cinq équations réduit

Par souci de clarté, la version unidimensionnelle du problème est détaillée dans un premier
temps. L’extension au cas multidimensionnel est abordée dans la section 3.1.1.5. Tout d’abord,
nous allons écrire le système non conservatif (3.4) sous une autre forme. Les dernières équations
sont combinées avec l’équation d’évolution de la densité de mélange. Ensuite, nous divisons
la première équation par le carré de la densité de mélange pour obtenir une équation sur le
volume spécifique ϑ = 1

ρ . Finalement, le système acoustique pour le modèle à cinq équations
réduit s’écrit : 

∂tϑ− ϑ∂xu = 0,

∂ty = 0,

∂tu+ ϑ∂xp = 0,

∂tE + ϑ∂x (pu) = 0,

∂t (ϑz)− zϑ∂xu = 0.

(3.6)

Bien que ce ne soit pas cette forme qui nous intéresse en tant que telle, c’est celle-ci qui va
nous permettre de contruire un schéma pour le systeme acoustique (3.4) et un schéma global
conservatif pour le système à cinq équations réduit (3.3). Le système (3.6) peut se réécrire sous
la forme plus compacte :

∂tV + ϑ∂xG + Pϑ∂xB(V ) = 0, (3.7)

où V = (ϑ, y, u, E, ϑz)T ,G = (−u, 0, p, pu, 0)T ,B = (0, 0, 0, 0, u)T et P =


0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 −z

.

Notons que ce système est très proche du système de la dynamique des gaz lagrangienne.
Ce système est écrit sous une forme non conservative, ce qui rend délicat la construction d’un

schéma numérique adéquat. La définition des produits non conservatifs ϑ∂xG(V ) et Pϑ∂xB(V )

ne sera pas détaillée ici. Nous renvoyons à [DMFM95] pour les détails de la définition des produits
non conservatifs.

Ce système est strictement hyperbolique et les cinq valeurs propres sont égales à (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) =

(−Cϑ, 0, 0, 0, Cϑ), où C = ρc est la “vitesse” du son lagrangienne. Le premier et le cinquième
champs caractéristiques sont vraiment non linéaires tandis que les champs associés aux valeurs
propres λ2, λ3 et λ4 sont linéairement dégénérés.

Des schémas numériques pour des systèmes hyperboliques non conservatifs appelés path-
conservative schemes ont été introduit par Parés [Par06]. De tels schémas ont été étudié plus
récemment par Abgrall et Karni [AK10] et par Chalons et Coquel [CC17] pour la dynamique
des gaz lagrangienne. Une approche classique pour résoudre un système de lois de conservation
hyperbolique repose sur l’utilisation de schéma de type Godunov [HLL83]. Plus précisément,
nous utilisons ici la notion de solveur de Riemann simple [Gal00, Gal03, Bou04] : un solveur de
Riemann simple W est composé de (m+1) états constants (Vk)

m+1
k=1 séparés par m discontinuités

(voir Annexe A).
Dans [Gal02], cette notion est utilisée pour construire des schémas de type Godunov pour

des systèmes non conservatifs de la forme (3.7). La solution obtenue après un pas de temps est
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Vg =


ϑg
yg
ug
Eg

(ϑz)g



V ∗g =


ϑ∗g
yg
u∗

E∗g
(ϑz)∗g

 V ∗d =


ϑ∗d
yd
u∗

E∗d
(ϑz)∗d


Vd =


ϑd
yd
ud
Ed

(ϑz)d



t

x

x
t

= C̄+ϑd
x
t

= −C̄−ϑg

Figure 3.2 – Solveur de Riemann pour le système (3.7).

donnée par :

V n+1
i =

1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t
;V n

i−1,V
n
i

)
dx+

∫ x
i+1

2

xi

W

(x− xi+ 1
2

∆t
;V n

i ,V
n
i+1

)
dx

 .

(3.8)
Ici, nous présentons un schéma numérique pour le système non conservatif (3.7) basé sur les
travaux de Gallice [Gal02]. Soit W (x/t;Vg,Vd), une approximation du problème de Riemann
défini par le système (3.7) à chaque interface entre l’état gauche Vg et l’état droit Vd. Cette
fonction auto-similaire W est constituée de quatre états constants (voir Fig. 3.2) séparés par des
discontinuités se propageant à la vitesse −C̄−ϑg et C̄+ϑd. Ainsi, nous avons :

W (x/t;Vg,Vd) =


Vg si x/t ≤ −C̄−ϑg,
V ∗g = Vg + δVg si − C̄−ϑg < x/t ≤ 0,

V ∗d = Vd − δVd si 0 < x/t ≤ C̄+ϑd,

Vd si C̄+ϑd < x/t,

(3.9)

où de façon analogue au traitement de la dynamique des gaz [Gal03], nous prenons δVg = φ−R−
et δVd = φ+R+ avec

R± =
(
−1, 0,±C̄±, p1−α ± uαC̄±,−z±

)T
,

φ± =
∆p± C̄∓∆u

C̄−C̄+ + (C̄±)2
.

Nous avons utilisé ci-dessus les notations p1−α = (1 − α)pg + αpd, uα = αug + (1 − α)ud, où
le coefficient α sera défini plus tard. Nous définissons z− = zg et z+ = zd. De façon classique,
∆p = pd−pg et ∆u = ud−ug. Nous pouvons noter que les vitesses des états intermédiaires u∗g et
u∗d sont égales. Néanmoins, les pressions des états intermédiaires p∗g = p(ρ∗g, ε

∗
g) et p∗d = p(ρ∗d, ε

∗
d)

sont différentes. Le choix des quantités positives C̄− et C̄+, qui représentent les pentes du solveur
de Riemann sera détaillé dans la section 3.1.1.1. Le choix de ces pentes du solveur de Riemann
permettra d’assurer que les états intermédiaires conservent de bonnes propriétés de positivité et
d’hyperbolicité.

Le solveur de Riemann simple (3.9) que nous venons de définir induit un schéma de type
Godunov. D’après la formule (3.8), nous avons

V †i =
1

∆x

(
C̄+
i− 1

2

ϑni ∆tV ∗
d,i− 1

2

+

(
∆x−

(
C̄+
i− 1

2

+ C̄−
i+ 1

2

)
ϑni ∆t

)
V n
i + C̄−

i+ 1
2

ϑni ∆tV ∗
g,i+ 1

2

)
,

(3.10)
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ou de façon équivalente

V †i = V n
i −

∆t

∆x
ϑni

(
C̄+
i− 1

2

(
V n
i − V ∗

d,i− 1
2

)
− C̄−

i+ 1
2

(
V ∗
g,i+ 1

2

− V n
i

))
.

En utilisant les définitions des états intermédiaires du solveur de Riemann (3.9), le schéma
numérique (3.10) peut s’écrire sous la forme

V †i = V n
i −

∆t

∆x
ϑni

(
Hn
i+ 1

2

−Hn
i− 1

2

)
−

∆t

∆x
ϑni z

n
i

(
Bn
i+ 1

2

−Bn
i− 1

2

)
, (3.11)

où le “flux” numériqueHn
i+ 1

2

= H
(
V n
i ,V

n
i+1

)
est défini ci-dessous. Le terme enBn

i±1/2 correspond

à l’équation non conservative sur la fraction volumique. Le choix usuel du paramètre α = C̄−

C̄−+C̄+

conduit à un flux numérique égal au flux continu évalué en un certain état intermédiaire. En effet,
dans ce cas nous avons :

H (Vg,Vd) = (−ū, 0, p̄, p̄ū, 0)T ,

B (Vg,Vd) = (0, 0, 0, 0,−ū)T ,
(3.12)

où la vitesse et la pression à l’interface entre les états Vg et Vd sont données par

ū =
C̄−ug + C̄+ud −∆p

C̄− + C̄+
et p̄ =

C̄+pg + C̄−pd − C̄−C̄+∆u

C̄− + C̄+
. (3.13)

Notons que la vitesse ū utilisée dans le flux est égale à la vitesse des états intermédiaires du
solveur de Riemann u∗g = u∗d. A contrario, la pression p̄ n’est égale ni à p∗g ni à p∗d.

En développant le schéma numérique (3.11), nous obtenons les relations suivantes :

ϑ†i = ϑni +
∆t

∆x
ϑni

(
ūn
i+ 1

2

− ūn
i− 1

2

)
,

y†i = yni ,

u†i = uni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄n
i+ 1

2

− p̄n
i− 1

2

)
,

E†i = Eni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄n
i+ 1

2

ūn
i+ 1

2

− p̄n
i+ 1

2

ūn
i− 1

2

)
,

ϑ†iz
†
i = ϑni z

n
i +

∆t

∆x
ϑni z

n
i

(
ūn
i+ 1

2

− ūn
i− 1

2

)
.

(3.14)

Remarque 8
Le solveur de Riemann (3.9) et le schéma de type Godunov associé (3.14) sont des extensions
naturelles pour le système non-conservatif (3.7) de ceux obtenus dans [Gal03] pour le système
conservatif de la dynamique des gaz.

Le schéma que nous venons d’introduire peut être implicité en prenant le flux numérique aux
temps t†. Les versions explicite et implicite du schéma numérique pour le système acoustique (3.7)
peuvent alors s’écrire :

V †i = V n
i −

∆t

∆x
ϑni

(
H#

i+ 1
2

−H#

i− 1
2

)
−

∆t

∆x
ϑni z

n
i

(
B#

i+ 1
2

−B#

i− 1
2

)
, (3.15)

avec la notation # = n ou # = †. Dans le cas explicite, nous avons

H#

i+ 1
2

= Hn
i+ 1

2

= H
(
V n
i ,V

n
i+1

)
et B#

i+ 1
2

= Bn
i+ 1

2

= B
(
V n
i ,V

n
i+1

)
,
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tandis que dans le cas implicite

H#

i+ 1
2

= H†
i+ 1

2

= H
(
V †i ,V

†
i+1

)
et B#

i+ 1
2

= B†
i+ 1

2

= B
(
V †i ,V

†
i+1

)
.

Les formulations explicite et implicite seront respectivement analysées dans les sections 3.1.1.2
et 3.1.1.3.

Remarque 9
Comme dans [CGK16], le terme non conservatif ϑ est toujours traité explicitement.

Finalement, le schéma numérique pour les variables eulériennes ρ, ρy, ρu, ρE et z du système
acoustique (3.4) pour le modèle à cinq équations réduit se déduit de la façon suivante. En notant
ρ†i = 1

ϑ†i
la densité au temps t†, la première composante du schéma (3.15) donne l’évolution de

la densité durant l’étape acoustique :
Liρ
†
i = ρni , (3.16)

avec Li = 1 +
∆t

∆x

(
ū#

i+ 1
2

− ū#

i− 1
2

)
. En utilisant les autres équations de (3.15), les équations

d’évolution des variables eulériennes (ρy)†i = ρ†iy
†
i , (ρu)†i = ρ†iu

†
i , (ρE)†i = ρ†iE

†
i et z†i = ρ†i (ϑz)

†
i

sont données par 

Liρ
†
i = ρni ,

Li (ρy)†i = (ρy)ni

Li (ρu)†i = (ρu)ni −
∆t

∆x

(
p̄#

i+ 1
2

− p̄#

i− 1
2

)
,

Li (ρE)†i = (ρE)ni −
∆t

∆x

(
p̄#

i+ 1
2

ū#

i+ 1
2

− p̄#

i+ 1
2

ū#

i− 1
2

)
,

z†i = zni .

(3.17)

À l’aide de la deuxième et de la dernière équation de (3.17), on note que les fractions volumiques
et massiques ne sont pas modifiées par le schéma numérique de l’étape acoustique.

3.1.1.1 Choix des pentes du solveur de Riemann et conditions de positivité

Dans cette section, nous détaillons le choix des pentes du solveur de Riemann. Ce choix est
basé sur un critère de positivité de la solution. Sous condition de stabilité, le schéma de type
Godunov pour l’étape acoustique (3.10) est une combinaison convexe de la solution à l’instant n
et des états intermédiaires. Ainsi, pour assurer que la solution reste dans l’ensemble convexe des
solutions admissibles, il est suffisant de prouver la positivité des états intermédiaires.

Dans la section 2.4.5.1 du chapitre 2, nous avons étudié les domaines de convexité pour le
modèle à cinq équations réduit. Pour définir l’ensemble des solutions admissibles nous imposons
que certaines variables telles que la densité ou l’énergie interne doivent rester positives. De plus
il est nécessaire que la vitesse du son soit réelle pour assurer l’hyperbolicité du système. La
convexité, sous condition (2.85) sur les paramètres de loi d’état des deux fluides, de l’ensemble
des solutions admissibles

ALπ =
{
V = (ϑ, y,u, E, ϑz)T |ϑ > 0, y ∈ (0, 1), ε > q, z ∈ (0, 1) et p+ π(z) > 0

}
a déjà été démontrée dans la section 2.4.5.1. La condition (2.85) sur les paramètres de l’équation
d’état n’est pas restrictive en général, voir par exemple [LMMS04, Shy04], et sera toujours vérifiée
dans les cas tests.
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Comme le schéma (3.14) ne modifie par les fractions volumiques z et massiques y, ces variables
restent comprises entre 0 et 1. De plus, pour un mélange de deux gaz raides, les conditions de
positivité sur la densité et p + π impliquent directement que l’énergie interne est supérieure à
l’énergie interne de référence q. En effet, la pression de mélange (2.42) est donnée par

p = (γ − 1)ρ(ε− q)− γπ.

Nous avons alors
p+ π > 0⇔ ρ(ε− q)− π > 0⇔ ε− q > ϑπ > 0.

Il ne reste donc qu’à étudier les conditions de positivité du volume spécifique ϑ et de la quantité
p+ π.

L’analyse suivante s’inspire de celle menée pour le système conservatif de la dynamique des
gaz dans [Gal03]. Soit r = C̄+

C̄−
le rapport entre les pentes du solveur de Riemann. Le résultat

suivant donne les conditions exactes pour garantir que les états intermédiaires restent dans le
domaine des solutions admissibles dans le cas explicite.

Proposition 8
Pour r fixé, nous avons les conditions de positivité exactes suivantes :

ϑ∗g ≥ 0 si dϑg ≤ 0, ou si dϑg > 0 et C̄− ≥
− r∆u+

√
dϑg

2(1 + r)ϑg
,

ϑ∗d ≥ 0 si dϑd ≤ 0, ou si dϑd > 0 et C̄− ≥
−∆u+

√
dϑd

2r(1 + r)ϑd
,

(p+ π)∗g ≥ 0 si dc2g ≤ 0, ou si dc2g > 0 et C̄− ≥
r∆u(Πg + ∆p+ 2r(1 + r)πg) +

√
dc2g

4(1 + r)2ε̂g + 2r2(∆u)2
,

(p+ π)∗d ≥ 0 si dc2d ≤ 0, ou if dc2d > 0 et C̄− ≥
∆u(Πd − r∆p+ 2(1 + r)πd) +

√
dc2d

4(1 + r)2ε̂d + 2r(∆u)2
,

(3.18)
où,

dϑg = r2(∆u)2 + 4 ϑg(1 + r)∆p,

dϑd = 2(∆u)2 − 4rϑd(1 + r)∆p,

Πg = 2(rpg + pd)− ∆p, ε̂g = εg − ϑgπg,

Πd = 2(rpg + pd) + r∆p, ε̂d = εd − ϑdπd,

dc2g = r2(∆u)2( ∆p+ Πg + 2r(1 + r)πg)
2 − 4∆p(Πg + 2(1 + r)πg)(2 (1 + r)2ε̂g + r2(∆u)2),

dc2d
= (∆u)2(r∆p−Πd − 2 (1 + r)πd)

2 + 4∆p(Πd + 2(1 + r)πd)(2r(1 + r)2ε̂d + r(∆u)2).

Démonstration. En utilisant les relations V ∗g = Vg + φ−R− et V ∗d = Vd − φ+R+ (voir (3.9)),
la positivité de ϑ et p + π conduit à des inégalités quadratiques en C̄− et aux conditions de la
proposition. Les détails des calculs sont donnés dans l’annexe B.

La proposition précédente donne, pour un r fixé, la valeur minimale de la pente C̄− notée
C̄−(r) qui assure la positivité des états intermédiaires. En pratique, nous pouvons prendre r = 1

ou r = ρdcd
ρgcg

et nous avons alors

C̄− = kmax
(
C̄−(r), ρgcg

)
, (3.19)
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où k ≥ 1 est une constante. En général, nous avons k = 1.01. Ensuite, l’autre pente du solveur
de Riemann est égale à C̄+ = rC̄−. Avec le choix r = ρdcd

ρgcg
, nous avons directement la relation :

C̄+ = kmax
(
C̄+(r), ρdcd

)
, (3.20)

avec C̄+(r) = rC̄−(r).

3.1.1.2 Stabilité du schéma explicite

Les formules explicites pour les variables eulériennes sont directement données par (3.17) où
le flux est calculé au temps tn. Dans ce cas, la vitesse et la pression aux interfaces (3.13) sont
directement calculées en utilisant l’état fluide au temps tn :

ūn
i+ 1

2

=
C̄−uni + C̄+uni+1

C̄− + C̄+
−
pni+1 − pni
C̄− + C̄+

,

p̄n
i+ 1

2

=
C̄+pni + C̄−pni+1

C̄− + C̄+
−

C̄−C̄+

C̄− + C̄+

(
uni+1 − uni

)
.

(3.21)

Pour assurer que le schéma numérique (3.10) pour l’étape acoustique est bien une combinaison
convexe, nous devons assurer la positivité du terme

1−
(
C̄+
i− 1

2

+ C̄−
i+ 1

2

)
ϑni

∆t

∆x
,

pour tout i. Ainsi, l’étape acoustique est stable, i.e. la solution numérique reste dans le domaine
de convexité, sous la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy :

∆t

∆x
max
i∈Z

 C̄−i+ 1
2

+ C̄+
i− 1

2

ρni

 ≤ 1. (3.22)

Dans les résultats numériques (voir section 3.4), nous montrons que le choix r0 = ρdcd
ρgcg

pour les
pentes du solveur de Riemann permet de réduire cette contrainte sur le pas de temps.

3.1.1.3 Différentes versions implicites de l’étape acoustique

Plus la vitesse matérielle u est faible, plus la condition CFL (3.56) de transport permet de
prendre des grands pas de temps tandis que la condition de stabilité (3.22) de l’étape acoustique
reste inchangée. Ainsi, dans le cas où la vitesse du fluide est faible, la condition CFL (3.22) de
l’étape acoustique peut être très restrictive par rapport à celle de l’étape de transport (3.56)
basée sur la vitesse matérielle. Pour surmonter cette difficulté, l’idée est d’utiliser un schéma
implicite pour calculer l’étape acoustique dans le but d’avoir de grands pas de simulations qui ne
soient pas contraints par la vitesse du son du fluide. Dans cette partie, nous proposons différentes
méthodes pour construire une formulation implicite pour le système acoustique.

Dans la mesure où les fractions massiques et volumiques ne sont pas modifiées pendant l’étape
acoustique, nous allons nous focaliser sur l’évolution du volume spécifique, de la vitesse et de
l’énergie dans cette section. Soit V ϑuE = (ϑi, ui, Ei)

T
i le vecteur des inconnues et

[[HϑuE ]] =
(
−(ūi+ 1

2
− ūi− 1

2
), p̄i+ 1

2
− p̄i− 1

2
, p̄i+ 1

2
ūi+ 1

2
− p̄i− 1

2
ūi− 1

2

)T
i

les sauts du flux numérique pour ces variables.
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La première version de ce schéma implicite est donnée par la formule (3.15) où # = †. Cette
formulation est plus simple que la formulation équivalente en variables eulériennes (3.17). Cela
revient à déterminer l’état fluide V † qui est solution du système non linéaire :

V ϑuE −
(
V ϑuE

)n
+

∆t

∆x
ϑn[[HϑuE ]] = 0. (3.23)

Pour résoudre le système non linéaire (3.23), la première idée est d’utiliser une méthode
de Newton avec les inconnues classiques V ϑuE du système. Néanmoins, sachant que le flux
numérique ne dépend que de la vitesse et de la pression, il semble naturel de prendre la vitesse et
la pression comme inconnues. Le choix de la troisième inconnue n’est quant à lui pas évident. En
effet, le volume spécifique, l’entropie ou encore la température peuvent être utilisés. On notera
X cette troisième inconnue non précisée pour le moment. Cela conduit à considérer un autre
jeu d’inconnues W = (ui, pi, Xi)

T
i pour résoudre le système non linéaire (3.23), qui peut s’écrire

sous la forme plus compacte F (W ) = 0. Enfin, nous remarquons que le produit non conservatif
peut s’écrire ϑn[[HϑuE ]] = MW , où la matrice tridiagonale M est donnée par :

M =


. . 0

. . .

Ai Bi Ci
. . .

0 . .

 (3.24)

avec

Ai = ϑni



(
C̄−

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

1(
C̄− + C̄+

)
i− 1

2

0(
− C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

(
− C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

0

A3,1
i A3,2

i 0


,

Bi = ϑni



(
C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
− C̄−

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

(
− 1

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
− 1

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

0(
C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

(
− C̄−

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

0

B3,1
i B3,2

i 0


,

et

Ci = ϑni



(
− C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

1(
C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

0(
− C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

(
C̄−

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

0

C3,1
i C3,2

i 0


.

Les coefficients de la troisième ligne de chaque bloc sont détaillés dans l’annexe C.
Pour déterminer la solution du système non linéaire (3.23) nous utilisons la méthode de

Newton définie par
∂F

∂W

(
W k+1 −W k

)
= −F (W k), (3.25)

où
∂F

∂W
=

∂V

∂W
+

∆t

∆x

(
M +

∂M
∂W

W

)
. (3.26)
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Dans la suite, cette première méthode implicite pour l’étape acoustique sera notée IMN. La
résolution de l’algorithme de Newton peut être coûteux en termes de temps CPU. Il peut être plus
efficace d’utiliser une approximation de la matrice ∂F

∂W (3.26). Dans la suite, deux approximations
différentes sont proposées. La première est basée sur l’idée suivante.

Dans la mesure où le flux numérique ne dépend que de la vitesse et de la pression, l’idée est
de résoudre un sous-système plus simple afin de déterminer une prédiction de ces deux quantités.
Ensuite, le flux numérique pourra être calculé. Cette prédiction est basée sur l’observation sui-
vante. Pour des solutions régulières, i.e. en absence de choc, l’entropie est constante c’est-à-dire
∂ts = 0 et l’équation d’évolution du volume spécifique peut être remplacée par une équation sur
la pression. Dans ce cas, nous obtenons le système suivant en vitesse-pression : ∂tu + ϑ∂xp = 0,

∂tp + C2ϑ∂xu = 0.
(3.27)

Puisque ∂ts = 0 nous en déduisons que l’entropie s = s(x), la vitesse du son lagrangienne
C = C(p, x) et le volume spécifique ϑ = ϑ(p, x) ne dépendent que de (p, x). Ainsi, la pression et
la vitesse peuvent être calculées avec le système (p, u) (3.27). L’idée est donc de résoudre les deux
premières équations du système non linéaire (3.23) avec la méthode de Newton pour obtenir une
prédiction du flux numérique. Ensuite, la troisième équation sera directement résolue dans sa
forme non linéaire.

Pour cela, la méthode de Newton (3.25) est encore utilisée et nous choisissons l’entropie
comme troisième inconnue X du vecteur W . Tout d’abord, le vecteur d’inconnues W est ré-
agencé en séparant l’entropie des inconnues de vitesse et de pression. Soit W up = (ui, pi)

T
i et

W s = (si)
T
i les différents sous-vecteurs d’inconnues. De même, nous introduisons le vecteur

V ϑu = (ϑi, ui)
T
i et la matrice Mϑu

up définie par ϑn[[Hϑu]] = Mϑu
upW

up. En utilisant ces notations,
nous pouvons écrire la méthode de Newton (3.25) pour les deux premières lignes du système non
linéaire (F1, F2) = 0, soit[

∂V ϑu

∂W up
+

∆t

∆x

(
Mϑu
up +

∂Mϑu
up

∂W up
W up

)
∂V ϑu

∂W s

](
W upk+1 −W upk

W sk+1 −W sk

)
= −F1,2

(
W k

)
.

Premièrement, nous fixons la valeur des pentes du solveur de Riemann au temps tn. Sous cette
hypothèse, la matrice Mϑu

up ne dépend plus de W . De plus, si l’on considère que les variations
d’entropie sont faibles, le terme W sk+1 −W sk peut être négligé. Dans ce cas, la méthode de
Newton pour le sous-système en vitesse-pression s’écrit :(

∂V ϑu

∂W up
+

∆t

∆x
Mϑu
up

)(
W upk+1 −W upk

)
= −F1,2

(
W k

)
,

ou de manière équivalente,(
Id +

∆t

∆x
M̃

)(
W upk+1 −W upk

)
= −∂W

upk

∂V ϑu

(
V ϑuk − V ϑun

)
−

∆t

∆x
M̃W upk

où M̃ = ∂W up

∂V ϑu Mϑu
up et ∂W up

∂V ϑu est une matrice définie par :

∂W up

∂V ϑu i
=

[
0 1

−C2
i 0

]
.
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Nous pouvons remarquer que la matrice ∂W up

∂V ϑu ne dépend que de la vitesse du son. La matrice
M̃ a la même structure que la matrice M, cf. (3.24), mais avec

Ãi = ϑni



(
− C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

(
− C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

C2
i

(
− C̄−

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

− C2
i(

C̄− + C̄+
)
i− 1

2

 ,

B̃i = ϑni



(
C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

(
− C̄−

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

C2
i

( − C̄+

C̄− + C̄+

)
i− 1

2

+

(
C̄−

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

 C2
i(

C̄− + C̄+
)
i− 1

2

+
C2
i(

C̄− + C̄+
)
i+ 1

2

 ,

et

C̃i = ϑni



(
− C̄−C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

(
C̄−

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

C2
i

(
C̄+

C̄− + C̄+

)
i+ 1

2

− C2
i(

C̄− + C̄+
)
i+ 1

2

 ,

où l’on rappelle que les valeurs de pentes du solveur de Riemann C̄− et C̄+ sont figées au
temps tn. Dans la mesure où nous cherchons une prédiction du flux numérique, la valeur de la
vitesse du son lagrangienne Ci est aussi figée au temps tn, ce qui permet de ne garder que la
première itération de la méthode de Newton. Finalement, pour effectuer une prédiction de la
vitesse et de la pression, nous résolvons le système linéaire suivant :

(
Id +

∆t

∆x
M̃

)
W up† = W upn . (3.28)

Les nouvelles valeurs de la vitesse et de la pression sont déterminées en résolvant ce système
linéaire. Grâce à cette prédiction de pression, le flux numérique H† de l’étape acoustique peut
être calculé en utilisant la formule (3.12). Ensuite, les valeurs du volume spécifique ϑ† et de
l’énergie E† sont mises à jour avec les formules (3.15). Comme dans la formulation explicite de la
phase acoustique, les fractions massiques et volumiques ne sont pas modifiées. Après avoir calculé
toutes les variables conservatives, la véritable pression est déterminée à l’aide de l’équation d’état.
Cette seconde approche pour dériver une formulation implicite de l’étape acoustique, notée IM1
dans la suite, est résumée dans l’algorithme suivant :
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Algorithme 1 Formulation implicite pour la phase acoustique : version IM1.
— calcul des pentes du solveur de Riemann C̄+(ϑn, yn, un, εn, zn, pn) et

C̄−(ϑn, yn, un, εn, zn, pn),
— résolution du système linéaire (3.28),

u†i = uni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄†
i+ 1

2

− p̄†
i− 1

2

)
,

p†i = pni −
∆t

∆x
(Cni )2ϑni

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)
,

avec

ū†
i+ 1

2

=
C̄−u†i + C̄+u†i+1

C̄− + C̄+
−

p†i+1 − p†i
C̄− + C̄+

,

p̄†
i+ 1

2

=
C̄+p†i + C̄−p†i+1

C̄− + C̄+
−

C̄−C̄+

C̄− + C̄+

(
u†i+1 − u

†
i

)
,

— calcul du flux numérique H†
i+ 1

2

=

(
−ū†

i+ 1
2

, 0, p̄†
i+ 1

2

, p̄†
i+ 1

2

ū†
i+ 1

2

, 0

)T
à l’aide des nouvelles

valeurs de vitesse et de pression,
— mise à jour du volume spécifique et de l’énergie avec les formules (3.15),

ϑ†i = ϑni +
∆t

∆x
ϑni

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)
,

E†i = Eni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄†
i+ 1

2

ū†
i+ 1

2

− p̄†
i− 1

2

ū†
i− 1

2

)
,

— calcul de la pression cohérente avec l’équation d’état p†i = p(ϑ†i , E
†
i ).

Pour éviter toute confusion, nous avons noté p la prédiction de la pression au temps t† dans
l’algorithme précédent. Cette quantité n’est a priori pas égale à la valeur de la pression calculée
à partir de l’équation d’état.

Remarque 10
La résolution du système linéaire (3.28) est consistante avec le système vitesse-pression (3.27)
pour des solutions régulières.

Remarque 11
Quand les pentes du solveur de Riemann sont égales, la formulation implicite IM1 coïncide avec
le schéma proposé par [CGK16] basé sur une méthode de relaxation de type Suliciu.

Finalement, une troisième formulation implicite peut être obtenue si on itère sur l’algo-
rithme 1. Dans ce cas, à convergence, la vitesse du son lagrangienne et les pentes du solveur
de Riemann sont évaluées au temps t†. La pression obtenue à convergence de l’algorithme n’est
toutefois pas égale à la pression calculée à partir de l’équation d’état. Ainsi, la solution de ce
troisième algorithme, noté IM2 dans la suite, n’est pas égale à la solution du système non linéaire.
Cette dernière formulation implicite est détaillée dans l’algorithme 2.
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Algorithme 2 Formulation implicite pour la phase acoustique : version IM2.
Initialisation : r = +∞, k = 0 et V 0 = V n,
Tant que r > tol faire

— calcul des pentes du solveur de Riemann C̄+(V k, pk) et C̄−(V k, pk),
— résolution du système linéaire (3.28),

uk+1
i = uni −

∆t

∆x
ϑni

(
p̄k+1
i+ 1

2

− p̄k+1
i− 1

2

)
,

pk+1
i = pni −

∆t

∆x
(Cki )2ϑni

(
ūk+1
i+ 1

2

− ūk+1
i− 1

2

)
,

avec

ūk+1
i+ 1

2

=
C̄−(V k, pk)uk+1

i + C̄+(V k, pk)uk+1
i+1

C̄−(V k, pk) + C̄+(V k, pk)
−

pk+1
i+1 − pk+1

i

C̄−(V k, pk) + C̄+(V k, pk)
,

p̄k+1
i+ 1

2

=
C̄+(V k, pk)pk+1

i + C̄−(V k, pk)pk+1
i+1

C̄−(V k, pk) + C̄+(V k, pk)
−

C̄−(V k, pk)C̄+(V k, pk)

C̄−(V k, pk) + C̄+(V k, pk)

(
uk+1
i+1 − u

k+1
i

)
,

— calcul du flux numérique Hk+1
i+ 1

2

=

(
−ūk+1

i+ 1
2

, 0, p̄k+1
i+ 1

2

, p̄k+1
i+ 1

2

ūk+1
i+ 1

2

, 0

)T
à l’aide des nouvelles

valeurs de vitesse et de pression,
— mise à jour du volume spécifique et de l’énergie avec les formules (3.15),

ϑk+1
i = ϑni +

∆t

∆x
ϑni

(
ūk+1
i+ 1

2

− ūk+1
i− 1

2

)
,

Ek+1
i = Eni −

∆t

∆x
ϑni

(
p̄k+1
i+ 1

2

ūk+1
i+ 1

2

− p̄k+1
i− 1

2

ūk+1
i− 1

2

)
,

— calcul de la pression cohérente avec l’équation d’état pk+1
i = p(ϑk+1

i , Ek+1
i ),

— calcul du résidu

r =
‖V k+1 − V k‖
‖V n‖

. (3.29)

fin Tant que
Mise à jour des inconnues au temps t† : V † = V k+1.

Remarque 12
Si un schéma implicite est utilisé dans l’étape acoustique, la condition CFL (3.56) pour l’étape
de transport devient implicite. Dans ce cas, il est nécessaire de vérifier a posteriori que la condi-
tion (3.56) est vérifiée avec la nouvelle vitesse d’interface ūi+ 1

2
. Le cas échéant, l’étape acoustique

est recalculée avec un pas de temps plus petit.

Avant de conclure ce volet sur les différentes formulations implicites de l’étape acoustique,
montrons que le système linéaire (3.28) est inversible. Ce résultat est une extension immédiate
d’un résultat de Chalons et al. [CGK16] au cas d’un schéma avec des pentes du solveur de
Riemann différentes.

Proposition 9
Nous considérons des conditions aux limites de type périodique sur le bord du domaine. Nous
supposons que le volume spécifique ϑni est positif pour tout i. Dans ce cas, le système linéaire (3.28)
admet une unique solution pour tout ∆t > 0.
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Démonstration. Pour simplifier les notations, l’exposant † ne sera pas indiqué dans la suite. Le
système linéaire (3.28) s’écrit

ui + ϑni
∆t

∆x

(
pi+ 1

2
− pi− 1

2

)
= uni ,

pi + (Cni )2 ϑni
∆t

∆x

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
= pni .

(3.30)

Le système est inversible et admet une unique solution si et seulement si la solution u = p = 0

est la seule solution du système linéaire (3.30) pour un second membre nul. Supposons alors que
la vitesse et la pression sont nulles à l’instant n. Pour démontrer l’unicité de la solution, nous
utilisons une preuve basée sur une estimation de l’énergie. La première équation est multipliée
par ∆x

ϑni ∆tui tandis que la seconde est multipliée par ∆x
ϑni (Cni )2∆t

pi. On additionne les deux équations
et on somme sur toutes les cellules i. Ainsi, on trouve

∑
i

∆x

ϑni ∆t

(
u2
i +

p2
i

(Cni )2

)
+
∑
i

ui

(
pi+ 1

2
− pi− 1

2

)
+ pi

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
= 0. (3.31)

Notons qu’il n’y a pas de termes de bord car nous avons utilisé des conditions aux limites pério-
diques. Rappelons maintenant l’expression des vitesses et des pressions sur une interface (3.13) :

ui+ 1
2

=

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

ui +

(
r

1 + r

)
i+ 1

2

ui+1 −

(
1

(1 + r)C̄−

)
i+ 1

2

(pi+1 − pi) ,

pi+ 1
2

=

(
r

1 + r

)
i+ 1

2

pi +

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

pi+1 −

(
rC̄−

1 + r

)
i+ 1

2

(ui+1 − ui) .

Nous décomposons ces quantités en une partie centrée

uc
i+ 1

2

=

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

ui +

(
r

1 + r

)
i+ 1

2

ui+1,

pc
i+ 1

2

=

(
r

1 + r

)
i+ 1

2

pi +

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

pi+1,

et un terme de dissipation

ud
i+ 1

2

= −

(
1

(1 + r)C̄−

)
i+ 1

2

(pi+1 − pi) ,

pd
i+ 1

2

= −

(
rC̄−

1 + r

)
i+ 1

2

(ui+1 − ui) .

Montrons que les termes provenant des parties centrées s’annulent dans (3.31). En effet, nous
avons

uc
i+ 1

2

− uc
i− 1

2

=
(

r
1+r

)
i+ 1

2

ui+1 +

((
1

1+r

)
i+ 1

2

−
(

r
1+r

)
i− 1

2

)
ui −

(
1

1+r

)
i− 1

2

ui−1,

pc
i+ 1

2

− pc
i− 1

2

=
(

1
1+r

)
i+ 1

2

pi+1 +

((
r

1+r

)
i+ 1

2

−
(

1
1+r

)
i− 1

2

)
pi −

(
r

1+r

)
i− 1

2

pi−1.
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Ce qui donne alors

∑
i

ui

(
pc
i+ 1

2

− pc
i− 1

2

)
+ pi

(
uc
i+ 1

2

− uc
i− 1

2

)
=
∑
i

((
1 + r

1 + r

)
i+ 1

2

−
(

1 + r

1 + r

)
i− 1

2

)
uipi

+
∑
i

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

uipi+1 −
∑
i

(
1

1 + r

)
i− 1

2

ui−1pi

−
∑
i

(
r

1 + r

)
i− 1

2

uipi−1 +
∑
i

(
r

1 + r

)
i+ 1

2

ui+1pi,

= 0.

Pour les termes de dissipation de la pression, nous trouvons∑
i

ui

(
pd
i+ 1

2

− pd
i− 1

2

)
= −

∑
i

(
rC̄−

1 + r

)
i+ 1

2

ui (ui+1 − ui) +
∑
i

(
rC̄−

1 + r

)
i− 1

2

ui (ui − ui−1) ,

=
∑
i

(
rC̄−

1 + r

)
i+ 1

2

(ui+1 − ui)2 ≥ 0.

De même, nous avons∑
i

pi

(
ud
i+ 1

2

− ud
i− 1

2

)
= −

∑
i

(
1

(1 + r)C̄−

)
i+ 1

2

pi (pi+1 − pi) +
∑
i

(
1

(1 + r)C̄−

)
i− 1

2

pi (pi − pi−1) ,

=
∑
i

(
1

(1 + r)C̄−

)
i+ 1

2

(pi+1 − pi)2 ≥ 0.

Ainsi, en combinant les différents termes dans l’équation (3.31), nous obtenons :

∑
i

∆x

ϑni ∆t

(
u2
i +

p2
i

(Cni )2

)
+
∑
i

(
1

1 + r

)
i+ 1

2

(rC̄−)
i+ 1

2
(ui+1 − ui)2 +

1

C̄−
i+ 1

2

(pi+1 − pi)2

 = 0.

Étant donné que la densité ϑni , le pas de temps ∆t, les pentes du solveurs de Riemann C̄−
i+ 1

2

et leur rapport ri+ 1
2
sont positifs, on en déduit que ui = pi = 0 pour tout i.

3.1.1.4 Passage à l’ordre 2 en espace

Le schéma défini précédemment (3.17) est d’ordre 1 en temps et en espace. Il induit naturel-
lement de la diffusion numérique. Pour améliorer la précision numérique, il est alors nécessaire
d’utiliser un schéma d’ordre deux en espace.

La méthode choisie ici consiste à utiliser le limiteur de pente MUSCL (Monotone Ustream-
centred Scheme for Conservation Laws) [Tor97, GR91]. Il permet de limiter l’écart de valeur d’une
même variable entre deux cellules voisines par des méthodes de reconstructions. Contrairement
au schéma d’ordre 1 où les valeurs sont constantes par maille, les variables sont ici reconstruites
linéairement, voir figure 3.3.

Le limiteur de pente est appliqué sur les variables (ρ,u, p) [FBC+11]. Il est possible de
retrouver les autres variables à partir de celles-ci.

Pour une variable φ, on définit deux états φg,i+ 1
2
et φd,i+ 1

2
à chaque interface i+ 1

2 par

φd,i+ 1
2

= φi+1 −
1

2
minmod (φi+2 − φi+1, φi+1 − φi) , (3.32)

φg,i+ 1
2

= φi +
1

2
minmod (φi+1 − φi, φi − φi−1) , (3.33)
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•
φi−1

•
φi

•
φi+1

(a) ordre 1

•

•
•

•
φd,i− 1

2
•

φg,i+ 1
2

(b) ordre 2

Figure 3.3 – Schéma d’ordre 1 à gauche, reconstruction MUSCL à droite.

où la fonction minmod est définie par

minmod(x, y) = max(0,min(x, y)) + min(0,max(x, y)).

Les propriétés du schéma d’ordre 1, à savoir positivité et stabilité, ne sont pas nécessairement
préservées par son extension à l’ordre 2. Cependant, des techniques existent pour cela [Ber06].

3.1.1.5 Extension au cas bidimensionnel

Les notations relatives aux maillages bidimensionnels sont celles définies dans l’annexe A.
Dans la mesure où nous utilisons des maillages structurés curvilignes, l’extension à la dimension
2 se fait naturellement. En effet, comme pour le cas unidimensionnel, le schéma numérique pour
l’étape acoustique avec le modèle à cinq équations réduit s’écrit

V †i = V n
i −

∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij |H#
ij + z#

i

∑
j∈v(i)

|Γij |B#
ij

 , (3.34)

où V =(ϑ, y,u, E, ϑz)T , Hij = (−ūij , 0, p̄ijnij , p̄ij ūij , 0)T et Bij = (0, 0, 0, 0,−ūij)T , La pres-
sion et la vitesse normale sur la face Γij sont données par :

ūij =
C̄−ijui + C̄+

ijuj

C̄−ij + C̄+
ij

· nij −
pj − pi
C̄−ij + C̄+

ij

,

p̄ij =
C̄+
ijpi + C̄−ijpj

C̄−ij + C̄+
ij

−
C̄−ijC̄

+
ij

C̄−ij + C̄+
ij

(uj − ui) · nij .

où les pentes du solveur de Riemann sont calculées en utilisant les formules (3.19) et (3.20) à
chaque interface. Le système non linéaire induit par la version implicite du schéma numérique
de l’étape acoustique est résolu de la même manière que dans le cas unidimensionnel, voir sec-
tion 3.1.1.3. De plus, il est aussi possible de démontrer que le sous système linéaire en vitesse
et pression admet une unique solution pour tout ∆t > 0 dans le cas de conditions aux limites
périodiques [CGK16].
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Vg =


ϑg
yg
ug
Eg

(ϑz)g



V ∗
g =


ϑ∗g
yg
u∗

E∗
g

(ϑz)∗g

 V ∗
d =


ϑ∗d
yd
u∗

E∗
d

(ϑz)∗d


Vd =


ϑd
yd
ud
Ed

(ϑz)d



t

x

x
t = C̄+ϑd

x
t = −C̄−ϑg

Figure 3.4 – Solveur de Riemann pour le système de Kapila.

3.1.2 Étape acoustique pour le modèle de Kapila

Pour le modèle de Kapila, nous allons suivre la même démarche que pour le modèle à cinq
équations réduit. Le système acoustique (3.6) s’écrit dans le cas du modèle de Kapila :

∂tϑ− ϑ∂xu = 0,

∂ty = 0,

∂tu+ ϑ∂xp = 0,

∂tE + ϑ∂x (pu) = 0,

∂t (ϑz) + (K − z)ϑ∂xu = 0.

(3.35)

Ce système non conservatif peut aussi s’écrire sous la forme plus compacte

∂tV + ϑ∂xG + Pϑ∂xB(V ) = 0,

où V = (ϑ, y, u, E, ϑz)T ,G = (−u, 0, p, pu, 0)T ,B = (0, . . . , 0, u)T et P =


0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 K − z

.

De la même façon que pour le modèle à cinq équations réduit, nous considérons le solveur de
Riemann approché suivant, (cf. Fig. 3.4)

W (x/t;Vg;Vd) =


Vg si x/t ≤ −C̄−ϑg,
V ∗g = Vg + φ−R− si − C̄−ϑg < x/t ≤ 0,

V ∗d = Vd − φ+R+ si 0 < x/t ≤ C̄+ϑd,

Vd si C̄+ϑd < x/t,

(3.36)

où

φ± =
∆p± C̄∓∆u

C̄−C̄+ + (C̄±)2
,

R± = (−1, 0,±C̄±, p1−α ± uαC̄±, (K − z)±)T .

Plusieurs choix sont possibles pour définir le terme (K − z)±. Ici, nous faisons le choix le
plus simple et nous définissons (K − z)+ = Kd − zd et (K − z)− = Kg − zg. Ainsi, les états
intermédiaires s’écrivent :

(ϑz)∗g = (ϑz)g + φ−(Kg − zg),
(ϑz)∗d = (ϑz)d − φ+(Kd − zd).
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On définit un schéma de type Godunov à partir du solveur de Riemann (3.36)

V †i =
1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t
;V n

i−1,V
n
i

)
dx+

∫ x
i+1

2

xi

W

(x− xi+ 1
2

∆t
;V n

i ,V
n
i+1

)
dx

 .

(3.37)
Après intégration, on trouve,

V †i =
1

∆x

(
C̄+
i− 1

2

ϑni ∆tV ∗
d,i− 1

2

+

(
∆x−

(
C̄+
i− 1

2

+ C̄−
i+ 1

2

)
ϑni ∆t

)
V n
i + C̄−

i+ 1
2

ϑni ∆tV ∗
g,i+ 1

2

)
.

(3.38)
Les équations sur le volume spécifique, la fraction massique, la vitesse et l’énergie sont inchangées
par rapport au modèle à cinq équations réduit

ϑ†i = ϑni +
∆t

∆x
ϑni

(
ū#

i+ 1
2

− ū#

i− 1
2

)
,

y†i = yni ,

u†i = uni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄#

i+ 1
2

− p̄#

i− 1
2

)
,

E†i = Eni −
∆t

∆x
ϑni

(
p̄#

i+ 1
2

ū#

i+ 1
2

− p̄#

i+ 1
2

ū#

i− 1
2

)
.

où la vitesse et la pression sur une interface sont encore données par

ū# =
C̄−u#

g + C̄+u#
d −∆p#

C̄− + C̄+
et p̄ =

C̄+p#
g + C̄−p#

d − C̄
−C̄+∆u#

C̄− + C̄+
. (3.39)

Comme pour le modèle à cinq équations réduit, l’exposant # est égal à n dans le cas explicite
et # = † pour le schéma implicite. Pour la quantité ϑz, le schéma numérique explicite donne

(ϑz)†i = (ϑz)ni − ϑni
∆t

∆x
(Kn

i − zni )
(
ūn
i+ 1

2

− ūn
i− 1

2

)
. (3.40)

Dans le cas implicite, le schéma numérique pour la quantité ϑz est obtenu d’une façon différente
et nous renvoyons à la section 3.1.2.2 pour cela.

Remarque 13
Dans les zones où le terme K est nul, en combinant les équations sur le volume spécifique et sur
ϑz, nous retrouvons bien le fait que la fraction volumique ne varie pas dans la phase acoustique,
i.e. z†i = zni .

Remarque 14
Le schéma proposé par [EDKT17] pour le modèle de Kapila peut se voir comme un solveur
de type Godunov qui découle d’un solveur de Riemann simple. En effet, en prenant la fraction
volumique z comme dernière variable du système acoustique (3.35) et en définissant les états
intermédiaires pour la fraction volumique par :

z∗g = zg + φ−Kg,

z∗d = zd − φ+Kd.

nous retrouvons le schéma proposé par Eikelder et al [EDKT17]. Néanmoins, l’utilisation de
la fraction volumique comme dernière variable ne permet pas de trouver des conditions sur les
pentes pour rester dans le domaine convexe des solutions admissibles du modèle de Kapila.
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Le schéma numérique en variables eulériennes ρ, ρy, ρu, ρE et z pour l’étape acoustique du
modèle de Kapila se déduit de la même façon que pour le modèle à cinq équations réduit. Les
équations d’évolution pour l’étape acoustique sont alors données par :



Liρ
†
i = ρni ,

Li (ρy)†i = (ρy)ni

Li (ρu)†i = (ρu)ni −
∆t

∆x

(
p̄#

i+ 1
2

− p̄#

i− 1
2

)
,

Li (ρE)†i = (ρE)ni −
∆t

∆x

(
p̄#

i+ 1
2

ū#

i+ 1
2

− p̄#

i+ 1
2

ū#

i− 1
2

)
,

(3.41)

où le terme Li est toujours égal à 1 +
∆t

∆x

(
ū#

i+ 1
2

− ū#

i− 1
2

)
. Pour la fraction volumique, le schéma

explicite donne

Liz
†
i = Liz

n
i −

∆t

∆x
Kn
i

(
ū#

i+ 1
2

− ū#

i− 1
2

)
.

Le schéma implicite pour la fraction volumique est détaillé dans la section 3.1.2.2.

3.1.2.1 Choix des pentes du solveur de Riemann et conditions de positivité

La solution obtenue à l’aide du schéma numérique (3.38) est une combinaison convexe entre
les états intermédiaires gauche et droit et la solution à l’instant tn. Ainsi, pour que la solution
au temps n + 1 soit toujours dans le domaine des solutions admissibles qui est convexe (voir la
section 2.4.5.2 du chapitre 2), il faut s’assurer que les états intermédiaires sont aussi positifs. On
peut trouver des conditions exactes sur la pente C̄− pour assurer la positivité du volume spécifique
et de l’énergie interne. On peut aussi assurer que les fractions volumiques seront comprises entre
0 et 1. Les différentes conditions sur les pentes du solveur de Riemann sont données dans la
proposition suivante :

Proposition 10
Notons r = C̄+

C̄−
le rapport entre les pentes du solveur de Riemann, nous avons les conditions
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3.1. Étape acoustique

exactes de positivité :

ϑ∗g ≥ 0 si dϑg ≤ 0, ou si dϑg > 0 et C̄− ≥
− r∆u+

√
dϑg

2(1 + r)ϑg
,

ϑ∗d ≥ 0 si dϑd ≤ 0, ou si dϑd > 0 et C̄− ≥
−∆u+

√
dϑd

2r(1 + r)ϑd
,

ε∗g ≥ 0 si dεg ≤ 0, ou si dεg > 0 et C̄− ≥
r∆u(∆p+ Πg) +

√
dεg

4(1 + r)2εg + 2r2(∆u)2
,

ε∗d ≥ 0 si dεd ≤ 0, ou si dεd > 0 et C̄− ≥
∆u(Πd − r∆p) +

√
dεd

4r(1 + r)2εd + 2r(∆u)2
,

z∗g ≥ 0 si dzg ≤ 0, ou si dzg > 0 et C̄− ≥
− r∆u+

√
dzg

2(1 + r)ϑg

(
zg + (1− zg)γ1(pg+π1)

γ2(pg+π2)

),
z∗g ≤ 1 si d1−zg ≤ 0, ou si d1−zg > 0 et C̄− ≥

− r∆u+
√
d1−zg

2(1 + r)ϑg

(
zg

γ2(pg+π2)
γ1(pg+π1) + 1− zg

),
z∗d ≥ 0 si dzd ≤ 0, ou si dzd > 0 et C̄− ≥

−∆u+
√
dzd

2r(1 + r)ϑd

(
zd + (1− zd)γ1(pd+π1)

γ2(pd+π2)

),
z∗d ≤ 1 si d1−zd ≤ 0, ou si d1−zd > 0 et C̄− ≥

−∆u+
√
d1−zd

2r(1 + r)ϑd

(
zd

γ2(pd+π2)
γ1(pd+π1) + 1− zd

),
(3.42)

où dϑg , dϑd, Πg et Πd sont définis dans la proposition 8, et les discriminants sont donnés par

dεg = r2(∆u)2( ∆p+ Πg)
2 − 4Πg∆p(2 (1 + r)2εg + r2(∆u)2),

dεd = (∆u)2(r∆p−Πd)
2 + 4Πd∆p(2r(1 + r)2εd + r(∆u)2),

dzg = r2(∆u)2 + 4 ϑg(1 + r)∆p
(
zg + (1− zg)γ1(pg+π1)

γ2(pg+π2)

)
,

dzd = (∆u)2 − 4rϑd(1 + r)∆p
(
zd + (1− zd)γ1(pd+π1)

γ2(pd+π2)

)
,

d1−zg = r2(∆u)2 + 4 ϑg(1 + r)∆p
(
zg

γ2(pg+π2)
γ1(pg+π1) + 1− zg

)
,

d1−zd = (∆u)2 − 4rϑd(1 + r)∆p
(
zd

γ2(pd+π2)
γ1(pd+π1) + 1− zd

)
.

Démonstration. La démonstration est basée sur les mêmes arguments que dans le cas du modèle
à cinq équations réduit. Les détails des calculs sont aussi donnés en annexe B.

Nous n’avons pas réussi à exprimer les conditions exactes pour assurer que les pressions des
états intermédiaires gauche et droit p(ϑ∗g,d, ε

∗
g,d, z

∗
g,d) soient supérieures à min(π1, π2). Il est néan-

moins possible de calculer les pentes à partir des conditions exactes de la proposition précédente,
puis de vérifier si les pressions des états intermédiaires ont les bonnes propriétés. Si ce n’est pas
le cas, nous augmentons les pentes jusqu’à ce que la vitesse du son du modèle de Kapila soit bien
définie.

3.1.2.2 Version implicite de l’étape acoustique

Comme pour le modèle à cinq équations réduit, nous allons dériver un schéma numérique
implicite pour résoudre l’étape acoustique du modèle de Kapila. Nous réutilisons la formulation
IM1 détaillée dans l’algorithme 1 pour calculer de façon implicite le volumique spécifique, la
vitesse et l’énergie interne. Ainsi, il ne reste plus qu’à impliciter la fraction volumique. Pour cela,
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nous considérons l’équation sur la fraction volumique sous la forme

∂tz +K∂xu = 0, (3.43)

où K = z(1− z) ρ1c21−ρ2c22
(1−z)ρ1c21+zρ2c22

= z(1− z) τ2−τ1
zτ1+(1−z)τ2 . Pour rappel, la compressibilité du fluide k

est égale à τk = 1
ρkc

2
k
.

Dans la formulation implicite du schéma 3.43, nous cherchons à résoudre :

z†i − z
n
i +

∆t

∆xi
z†i

(
1− z†i

) τ2 − τ1

z†i τ1 +
(

1− z†i
)
τ2

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)
= 0,

ou de façon équivalente

(τ1−τ2)

(
1 +

∆t

∆xi

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

))(
z†i

)2
+

(
τ2 − (τ1 − τ2)

(
zni +

∆t

∆xi

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)))
z†i−τ2z

n
i = 0.

(3.44)
Ainsi le schéma implicite pour la fraction volumique peut s’écrire comme une relation quadra-
tique en z†i . Il est alors possible de résoudre cette équation de façon exacte comme le montre la
proposition suivante, tout en garantissant des bornes sur la solution.

Proposition 11
Sous la condition

1 +
∆t

∆x

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)
> 0 ∀i ∈ Z, (3.45)

le schéma implicite (3.44) a pour solution

z†i =
−b+ ∆

1
2

2a
,

avec

∆ = b2 − 4ac, (3.46)

a = (τ1 − τ2)

(
1 +

∆t

∆xi

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

))
, (3.47)

b = τ2 − (τ1 − τ2)

(
zni +

∆t

∆xi

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

))
, (3.48)

c = −τ2z
n
i . (3.49)

Ce schéma assure que la fraction volumique z†i reste comprise entre 0 et 1.

Remarque 15
Nous retrouverons la condition (3.45) dans l’étape de transport où elle apparaîtra comme une
condition CFL (voir sections 3.2 et 3.3.1).

Avant de démontrer la proposition 11, nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 2
Avec les notations définies précédemment, si la fraction volumique à l’instant n est inférieure à
1, nous avons l’inégalité suivante :

a+ b+ c > 0. (3.50)
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Démonstration. Pour alléger les notations, on pose λ = ∆t
∆xi

(
ū†
i+ 1

2

− ū†
i− 1

2

)
. Nous avons alors,

a+ b+ c > 0,

⇔ (τ1 − τ2) (1 + λ) + τ2 − (τ1 − τ2) (zni + λ)− τ2z
n
i > 0,

⇔ (τ1 − τ2) (1− zni ) + τ2 (1− zni ) > 0,

⇔ τ1 (1− zni ) > 0,

(3.51)

ce qui est vrai car zni < 1 et τ1 > 0.

Passons maintenant à la démonstration de la proposition 11.

Démonstration. Par souci de clarté, l’exposant † ne sera pas indiqué dans la démonstration. Dans
la première partie de la preuve, nous supposons que le discriminant ∆ = b2 − 4ac de la forme
quadratique (3.44) est positif. Nous voulons donc vérifier que la racine z+ est toujours comprise
entre 0 et 1. Les deux racines de l’équation sont données par

z± =
−b±∆

1
2

2a
.

Nous allons distinguer les cas a positif et a négatif. Si a > 0, nous savons que z+z− = c/a < 0

car c est négatif (voir (3.49)) et donc z+ et z− sont de signes distincts. De plus, on sait que
z+ > z−, donc nécessairement z+ est positif. Ainsi, il reste à montrer que z+ < 1.

z+ < 1⇔ −b+ ∆
1
2

2a
> 1⇔ ∆

1
2 < 2a+ b⇔ b2 − 4ac < 4a2 + b2 + 4ab⇔ a+ b+ c > 0,

ce qui est vrai d’après le lemme 2. Ainsi, nous avons bien z+ entre 0 et 1 si a > 0.
Si a est négatif, nous savons que z+ < z− et que les deux racines sont du même signe. On

veut montrer que z+ est compris entre 0 et 1. Tout d’abord, montrons que z+ est positif. z+ est
positif si et seulement si

0 < ∆
1
2 < b⇔ b2 − 4ac < b2 ⇔ −4ac < 0,

ce qui est vrai dans le cas a négatif, c étant toujours négatif.
Pour montrer que la racine z+ est inférieure à 1, nous allons utiliser un raisonnement par

l’absurde. Supposons que 1 < z+, nous avons alors

1 < z+ ⇔ −b+ ∆
1
2 < 2a⇔ 0 < ∆

1
2 < 2a+ b⇔ b2 − 4ac < 4a2 + b2 + 4ab⇔ a+ b+ c < 0,

ce qui est en contradiction avec le lemme précédent. Ainsi la racine z+ est bien comprise entre 0
et 1.

Nous voulons maintenant démontrer que le discriminant de la forme quadratique (3.44) est
positif. Pour alléger les notations, on note λ = ∆t

∆xi

(
ūi+ 1

2
− ūi− 1

2

)
, ∆τ = (τ1 − τ2) et τ = τ2.

L’équation (3.44) peut ainsi s’écrire :

∆τ(1 + λ)z2 + (τ −∆τ(zni + λ)) z − τzni = 0. (3.52)

On peut calculer le discriminant de (3.52) :

∆ = (τ −∆τ(zni + λ))2 + 4τ∆τ(1 + λ)zni .
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Nous cherchons à montrer que ce discriminant est positif pour tout zni compris entre 0 et 1. Tout
d’abord, on remarque que la fonction ∆ : zni 7→ ∆(zni ) est quadratique. On peut ensuite vérifier
que la fonction est positive sur les bords du domaine de définition :

∆(zni = 0) = (τ −∆τλ)2 > 0,

∆(zni = 1) = (τ + ∆τ(1 + λ))2 > 0.

Il reste donc à montrer que le discriminant ne s’annule pas sur le domaine [0, 1]. Pour cela, nous
dérivons le discriminant par rapport à zni

∆′(zni ) = 2∆τ(∆τ(λ+ zni )− τ) + 4τ∆τ(1 + λ),

= 2∆τ (λ(τ1 + τ2) + τ + zni ∆τ) .

Nous pouvons noter que

∆′(zni = 0) = 2∆τ (λ(τ1 + τ2) + τ2) ,

∆′(zni = 1) = 2∆τ (λ(τ1 + τ2) + τ1) .

Ainsi,
∆′(0)∆′(1) = 2 (∆τ)2 (λ(τ1 + τ2) + τ2) (λ(τ1 + τ2) + τ1) .

Si λ est positif, le produit des dérivées du discriminant en zni = 0 et zni = 1 est positif. Dans ce
cas, le discriminant ne peut pas être négatif sur l’intervalle [0, 1].

Plaçons nous dans le cas λ négatif. Dans ce cas, il peut exister un extremum à l’intérieur
de l’intervalle [0, 1]. Soit ze = −λ(τ1+τ2)+τ

∆τ tel que ∆′(ze) = 0. Nous voulons vérifier le signe du
discriminant pour l’extremum zni = ze. Après calculs, on trouve

∆(ze) = −4λ(1 + λ)τ1τ2.

Si la condition CFL (3.56) de la partie transport est respectée, nous avons 1 + λ > 0. Ainsi, on
trouve bien que ∆(ze) > 0. Le discriminant de l’équation du second degré (3.52) est donc bien
positif pour tout zni compris entre 0 et 1.

Dans cette section, nous avons présenté les schémas numériques pour l’étape acoustique avec
les modèles à cinq équations réduit et de Kapila. Dans les deux cas, le schéma numérique repose
sur l’utilisation d’un solveur de Riemann simple induisant un schéma de type Godunov. Ce
formalisme nous permet d’assurer la positivité de la solution via des conditions sur les pentes
du solveur de Riemann. De plus, des formulations implicites ont aussi été dérivées pour les deux
modèles.

3.2 Étape de transport

Dans cette section, nous présentons la résolution numérique de l’étape de transport (3.5) de
la méthode de splitting. La discrétisation retenue va permettre d’avoir un schéma globalement
conservatif. Pour cela, les équations de transport sont réécrites avec un terme conservatif et un
terme non conservatif proportionnel à la divergence de la vitesse. En utilisant la même discré-
tisation pour ce terme en vitesse que dans l’étape acoustique, le schéma global aura les bonnes
propriétés. Notons que la résolution numérique de l’étape de transport ne dépend pas du modèle
diphasique considéré.

L’étape de transport (3.5) consiste à résoudre le système d’advection des inconnues à la
vitesse matérielle du fluide

∂tφ + u ·∇φ = 0, (3.53)
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où φ peut représenter ρ, ρy, ρu, ρE ou z. Il peut se réécrire sous la forme suivante, avec un terme
conservatif moins un terme non conservatif proportionnel à la divergence de la vitesse :

∂tφ + ∇ · (φu) − φ∇ · u = 0. (3.54)

La version unidimensionnelle de l’équation (3.54) est alors discrétisée par le schéma volumes finis
suivant :

φn+1
i = φ†i +

∆t

∆x
φ†i

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
−

∆t

∆x

(
ui+ 1

2
φ†
i+ 1

2

− ui− 1
2
φ†
i− 1

2

)
, (3.55)

Le choix de la vitesse de propagation de la phase de transport ui+ 1
2
est défini dans la suite pour

assurer le caractère conservatif du schéma global qui sera démontré dans la section 3.3.1.
Notons que la condition de stabilité associée à l’étape de transport s’écrit

∆t

∆x
max
i∈Z

(
u+
i− 1

2

− u−
i+ 1

2

)
< 1. (3.56)

avec la notation classique u± = u±|u|
2 . Sous cette condition de stabilité, la solution reste dans le

domaine convexe des solutions admissibles pour les modèles à cinq équations réduit et de Kapila.
En effet, toutes les inconnues φn+1

i s’écrivent comme une combinaison convexe des valeurs de φ†

dans les mailles voisines.

Remarque 16
Par définition, nous avons u+

i− 1
2

≥ ui− 1
2
et u−

i+ 1
2

≤ ui+ 1
2
. Si la condition de stabilité de l’étape de

transport est vérifiée, nous avons la relation

1 +
∆t

∆x

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
> 0 ∀i ∈ Z.

3.2.1 Schéma décentré

Plusieurs choix sont possibles pour le flux φ†
i+ 1

2

. Le choix le plus naturel consiste à prendre
le flux décentré ou upwind défini parφ

†
i+ 1

2

= φ†i si ui+ 1
2
> 0,

φ†
i+ 1

2

= φ†i+1 sinon.
(3.57)

Le schéma décentré se généralise naturellement dans le cas bidimensionnel sous la forme

φn+1
i = φ†i +

∆t∣∣Ωi

∣∣φ†i ∑
j∈v(i)

|Γij | uij −
∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij | uijφ†ij , (3.58)

où uij est la vitesse à l’interface entre les cellules i et j. Le terme φ†ij est quant à lui défini par{
φ†ij = φ†i si uij > 0,

φ†ij = φ†j sinon.

Il est aussi possible de dériver une version à l’ordre deux du schéma décentré pour l’étape de
transport. Pour cela, en dimension 1, nous allons encore reconstruire des états gauche φg,i+ 1

2
et

droit φd,i+ 1
2
pour chaque interface. Dans ce cas, le flux upwind devientφ

†
i+ 1

2

= φ†
g,i+ 1

2

si ui+ 1
2
> 0,

φ†
i+ 1

2

= φ†
d,i+ 1

2

sinon.
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Chapitre 3. Méthodes Lagrange-Transport pour les écoulements diphasiques

Le passage à l’ordre deux du schéma décentré permet d’augmenter la précision du schéma mais
ne fait pas totalement disparaître la diffusion sur la fraction volumique.

Dans cette étude, nous sommes essentiellement concernés par des écoulements diphasiques
où les fluides en présence ne sont pas mélangés initialement. Pour de telles conditions initiales,
nous avons vu que l’étape acoustique ne faisait pas varier les fractions volumiques et massiques.
Cependant, le schéma décentré pour l’étape de transport va naturellement diffuser et notamment
sur la fraction volumique. Ceci va donc entraîner un étalement numérique de l’interface avec
l’apparition d’une zone de mélange.

Plusieurs approches existent dans la littérature pour limiter la diffusion numérique lors de la
résolution d’une équation de transport. Nous pouvons notamment citer les méthodes de recons-
truction d’interface Volume of Fluid [HN81], Moment of Fluid [AS07, DS08, BHMS13] ou Simple
Line Interface Calculation [NW76] et le schéma Vofire [DLL07, FK13]. Nous pouvons aussi men-
tionner la méthode antidiffusive détaillée dans les travaux de thèse de Lagoutière [Lag00, DL99].
Cette technique est basée sur un décentrement aval de la solution, ce qui est équivalent à l’utilisa-
tion du limiteur UltraBee [Tor97]. Cette approche d’antidiffusion a été étendue au modèle à cinq
équations réduit par Kokh et Lagoutière [KL10] dans le cadre d’une méthode Lagrange-Projection
explicite. Une extension aux écoulements multiphasiques a aussi été proposée [FK14]. Chiapolino
et al. [CSN17] ont récemment proposé une méthode pour limiter la diffusion de l’interface maté-
rielle entre deux fluides. Une autre approche consiste à utiliser le schéma de Glimm [Gli65] pour
éviter totalement la diffusion numérique de l’interface. Cette méthode a été utilisée en 2D sur
grilles cartésiennes pour la simulation d’écoulements compressibles diphasiques [Jun13, HJ13].
Pour plus de détails sur les méthodes garantissant la préservation des profils raides, nous ren-
voyons à [DKL16].

Pour limiter la diffusion numérique des interfaces matérielles, nous avons choisi d’utiliser les
méthodes d’antidiffusion de [KL10] et la méthode de Glimm proposée par Jung [Jun13].

3.2.2 Antidiffusion sur la fraction volumique

Dans cette section, nous détaillons brièvement le schéma d’antidiffusion proposé par Kokh et
Lagoutière [KL10] pour l’étape de transport. L’objectif est de déterminer les flux ρ†

i+ 1
2

, (ρy)†
i+ 1

2

,

(ρu)†
i+ 1

2

, (ρE)†
i+ 1

2

et z†
i+ 1

2

pour le schéma (3.55) de l’étape de transport.
L’idée consiste essentiellement à construire une valeur d’interface adéquate pour la fraction

volumique z†
i+ 1

2

. Les autres valeurs d’interface pour ρ, ρy, ρu, ρE sont calculées en utilisant les

valeurs décentrés aux interfaces des quantités ρ†k et (ρkεk)
† de chaque phase :

ρ†
i+ 1

2

= z†
i+ 1

2

(ρ1)†
i+ 1

2

+ (1− z†
i+ 1

2

)(ρ2)†
i+ 1

2

,

ρ†
i+ 1

2

y†
i+ 1

2

= z†
i+ 1

2

(ρ1)†
i+ 1

2

,

ρ†
i+ 1

2

ε†
i+ 1

2

= z†
i+ 1

2

(ρ1ε1)†
i+ 1

2

+ (1− z†
i+ 1

2

)(ρ2ε2)†
i+ 1

2

.

(3.59)

Pour les variables ρ†1, ρ
†
2, (ρ1ε1)† et (ρ2ε2)†, nous avons choisi la valeur décentrée suivant le signe

de ui+ 1
2
:(ρk)
†
i+ 1

2

= (ρk)
†
i si ui+ 1

2
> 0,

(ρk)
†
i+ 1

2

= (ρk)
†
i+1 sinon.

et

(ρkεk)
†
i+ 1

2

= (ρkεk)
†
i si ui+ 1

2
> 0,

(ρkεk)
†
i+ 1

2

= (ρkεk)
†
i+1 sinon.

(3.60)

Il reste donc à définir le flux z†
i+ 1

2

. L’idée est de déterminer l’intervalle Ii+ 1
2
qui assure la stabilité

et la consistance pour la fraction volumique puis de prendre la valeur la plus décentrée en aval.
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3.2. Étape de transport

Pour assurer la consistance du flux z†
i+ 1

2

, nous cherchons à imposer que la fraction volumique
reste comprise entre les valeurs minimales et maximales de la fraction volumique à l’instant n.
Dans la suite, nous notons

mi+ 1
2

= min(zni , z
n
i+1) et Mi+ 1

2
= max(zni , z

n
i+1),

les valeurs minimales et maximales.
La deuxième condition à respecter consiste à assurer la stabilité de la solution zn+1

i . Dans le
cas où les vitesses ui− 1

2
et ui+ 1

2
sont positives, une condition suffisante de stabilité pour zn+1

i est
donnée par

mi− 1
2
≤ zn+1

i ≤Mi− 1
2
.

En utilisant la forme du schéma (3.55), on peut déduire que le flux z†
i+ 1

2

doit être contenu dans

l’intervalle
[
ai+ 1

2
, Ai+ 1

2

]
, où

ai+ 1
2

= zni + (Mi− 1
2
− zni )

(
ui− 1

2

ui+ 1
2

− ∆x

∆t

1

ui+ 1
2

)
, (3.61)

Ai+ 1
2

= zni + (mi− 1
2
− zni )

(
ui− 1

2

ui+ 1
2

− ∆x

∆t

1

ui+ 1
2

)
. (3.62)

De la même façon, dans le cas où ui+ 1
2
< 0 et ui+ 3

2
< 0, l’intervalle de stabilité est défini par[

ai+ 1
2
, Ai+ 1

2

]
, où

ai+ 1
2

= zni+1 + (Mi+ 3
2
− zni+1)

(
ui+ 3

2

ui+ 1
2

+
∆x

∆t

1

ui+ 1
2

)
, (3.63)

Ai+ 1
2

= zni+1 + (mi+ 3
2
− zni+1)

(
ui+ 3

2

ui+ 1
2

+
∆x

∆t

1

ui+ 1
2

)
. (3.64)

Nous pouvons ainsi définir l’intervalle Ii+ 1
2

=
[
mi+ 1

2
,Mi+ 1

2

]
∩
[
ai+ 1

2
, Ai+ 1

2

]
qui assure la

stabilité et la consistance pour la fraction volumique. La valeur du flux z†
i+ 1

2

est alors choisie en
prenant la valeur la plus décentrée en aval :

— Si ui+ 1
2
> 0

— si ui− 1
2
> 0, on calcule les bornes de l’intervalle Ii+ 1

2
= [ωi+ 1

2
,Ωi+ 1

2
], puis

si zni+1 ≤ ωi+ 1
2

alors z†
i+ 1

2

= ωi+ 1
2
,

si ωi+ 1
2
< zni+1 < Ωi+ 1

2
alors z†

i+ 1
2

= zni+1,

si Ωi+ 1
2
≤ zni+1 alors z†

i+ 1
2

= Ωi+ 1
2
.

— si ui− 1
2
≤ 0, on prend la valeur upwind

z†
i+ 1

2

= zni .

— Si ui+ 1
2
< 0

— si ui+ 3
2
≥ 0, on prend la valeur upwind

z†
i+ 1

2

= zni+1.
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— Si ui+ 3
2
< 0, on calcule les bornes de l’intervalle Ii+ 1

2
= [ωi+ 1

2
,Ωi+ 1

2
], puis

si zni ≤ ωi+ 1
2

alors z†
i+ 1

2

= ωi+ 1
2
,

si ωi+ 1
2
< zni < Ωi+ 1

2
alors z†

i+ 1
2

= zni ,

si Ωi+ 1
2
≤ zni alors z†

i+ 1
2

= Ωi+ 1
2
.

Pour l’extension à l’ordre deux du schéma d’antidiffusion, nous utilisons la méthode décrite
dans [FBC+11]. L’idée est de reconstruire des états gauche et droit pour toutes les variables ap-
paraissant dans la définition du flux, sauf la fraction volumique z pour laquelle le flux antidiffusif
est utilisé.

Pour traiter des configurations bidimensionnelles, Kokh et Lagoutière [KL10] utilisent un
splitting directionnel. Si l’on note u = (u1, u2)T la vitesse du fluide, le système à cinq équa-
tion (3.2) s’écrit  ∂tU + ∂x1F + ∂x2G = 0,

∂tz + Ξ∂x1u1 + u1∂x1z + Ξ∂x2u2 + u2∂x2z = 0,
(3.65)

avec U = (ρ, ρy, ρu1, ρu2, ρE)T et

F =
(
ρu1, ρyu1, ρu

2
1 + p, ρu1u2, (ρE + p)u1

)T
,

G =
(
ρu2, ρyu2, ρu1u2, ρu

2
2 + p, (ρE + p)u2

)T
.

L’utilisation du splitting directionnel revient à résoudre successivement les problèmes unidimen-
sionnels ∂tU + ∂x1F = 0,

∂tz + Ξ∂x1u1 + u1∂x1z = 0,
puis

 ∂tU + ∂x2G = 0,

∂tz + Ξ∂x2u2 + u2∂x2z = 0,

dans chaque direction d’espace. Cette méthode n’est valable que pour des maillages cartésiens.
Cependant, dans le problème d’ablation multiphasique considéré ici, la fusion de la partie solide va
entraîner une déformation de nos maillages structurés. Nous proposons une approche légèrement
différente pour résoudre l’équation de transport

∂tφ+∇ · (φu)− φ∇ · u = 0 où φ ∈ {ρ, ρy, ρu, ρE, z}, (3.66)

sur des maillages 2D cartésiens peu déformés. Une discrétisation bidimensionnelle de l’équa-
tion (3.66) est donnée par

φn+1
i = φ†i +

∆t∣∣Ωi

∣∣φ†i ∑
j∈v(i)

|Γij | uij −
∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij | uijφ†ij . (3.67)

Nous allons décomposer le schéma précédent suivant les deux directions d’espace. Dans la suite,
nous utilisons la notation à deux indices i = (l,m) pour plus de clarté. Soit φx1 et φx2 tels que

(φx1)n+1
l,m = φ†l,m + 2

∆t∣∣∣Ωl,m

∣∣∣φ†l,m
(∣∣∣Γl+ 1

2
,m

∣∣∣ ul+ 1
2
,m −

∣∣∣Γl− 1
2
,m

∣∣∣ ul− 1
2
,m

)

− 2
∆t∣∣∣Ωl,m

∣∣∣
(∣∣∣Γl+ 1

2
,m

∣∣∣ ul+ 1
2
,mφ
†
l+ 1

2
,m
−
∣∣∣Γl− 1

2
,m

∣∣∣ ul− 1
2
,mφ
†
l− 1

2
,m

)
,
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et

(φx2)n+1
l,m = φ†l,m + 2

∆t∣∣∣Ωl,m

∣∣∣φ†l,m
(∣∣∣Γl,m+ 1

2

∣∣∣ ul,m+ 1
2
−
∣∣∣Γl,m− 1

2

∣∣∣ ul,m− 1
2

)

− 2
∆t∣∣∣Ωl,m

∣∣∣
(∣∣∣Γl,m+ 1

2

∣∣∣ ul,m+ 1
2
φ†
l,m+ 1

2

−
∣∣∣Γl,m− 1

2

∣∣∣ ul,m− 1
2
φ†
l,m− 1

2

)
.

Les deux composantes φx1 et φx2 vérifient alors

φn+1
i =

1

2

(
(φx1)n+1

i + (φx2)n+1
i

)
.

Nous utilisons alors la méthode proposée par Kokh et Lagoutière sur chaque composante
pour déterminer les flux. Pour la première direction d’espace, nous prenons la valeur décentrée
suivant le signe de ul+ 1

2
,m pour les variables ρ†1, ρ

†
2, (ρ1ε1)† et (ρ2ε2)†. Pour le flux sur la fraction

volumique z†
l+ 1

2
,m
, nous cherchons à déterminer l’intervalle Il+ 1

2
,m qui assure la stabilité et la

consistance pour la fraction volumique puis de prendre la valeur la plus décentrée en aval. Pour
assurer la consistance, nous voulons assurer que le flux z†

l+ 1
2
,m

soit contenu dans l’intervalle[
ml+ 1

2
,m,Ml+ 1

2
,m

]
, où

ml+ 1
2
,m = min(znl,m, z

n
l+1,m), (3.68)

Ml+ 1
2
,m = max(znl,m, z

n
l+1,m). (3.69)

Dans le cas où les vitesses ul− 1
2
,m et ul+ 1

2
,m sont positives, pour assurer la stabilité de la solution,

le flux zl+ 1
2
,m doit être contenu dans l’intervalle

[
al+ 1

2
,m, Al+ 1

2
,m

]
, où

al+ 1
2
,m = znl,m +

Ml− 1
2
,m − znl,m∣∣∣Γl+ 1

2
,m

∣∣∣ ul+ 1
2
,m

∣∣∣Γl− 1
2
,m

∣∣∣ ul− 1
2
,m −

∣∣∣Ωl,m

∣∣∣
2∆t

 , (3.70)

Al+ 1
2
,m = znl,m +

ml+ 1
2
,m − znl,m∣∣∣Γl+ 1

2
,m

∣∣∣ ul+ 1
2
,m

∣∣∣Γl− 1
2
,m

∣∣∣ ul− 1
2
,m −

∣∣∣Ωl,m

∣∣∣
2∆t

 . (3.71)

Les autres cas suivant le signe de la vitesse peuvent être calculés de façon analogue. Après avoir
déterminé les différents intervalles, la valeur du flux z†

l+ 1
2
,m

est calculée de la même façon que
dans le cas 1D.

Cette approche basée sur une décomposition de la solution suivant les directions de maillage
n’est valable que pour des maillages cartésiens peu déformés. L’utilisation d’un schéma vraiment
bidimensionnel pour empêcher la diffusion de l’interface matérielle permettrait de surmonter
cette limitation.

3.2.3 Méthode de Glimm

La dernière méthode de résolution pour l’étape de transport n’est pas basée sur un schéma
volumes finis mais sur la méthode de la projection aléatoire de Glimm [Jun13]. Pour cette mé-
thode, nous avons besoin de définir un nombre aléatoire ω compris strictement entre 0 et 1. La
projection aléatoire associée au nombre aléatoire ω est définie par

φn+1
i =


φ†i−1 si ω < ∆t

∆xi
ui− 1

2
,

φ†i si ∆t
∆xi

ui− 1
2
≤ ω ≤ 1 + ∆t

∆xi
ui+ 1

2
,

φ†i+1 si ω > 1 + ∆t
∆xi

ui+ 1
2
.

(3.72)
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Notons que le nombre aléatoire ω ne dépend pas de la maille considérée mais seulement de
l’itération en temps. Pour déterminer ce nombre aléatoire, nous utilisons la (5,3) suite de Van
der Corput à chaque itération. Une illustration de la méthode est fournie en figure 3.5.

xi− 3
2

xi− 1
2

xi+ 1
2

xi+ 3
2

• • •
ω∆xi−1 ω∆xi ω∆xi+1

∆tui− 3
2

∆tui− 1
2

∆tui+ 1
2

∆tui+ 3
2

φn+1
i−1 = φ†i−1 φn+1

i = φ†i−1 φn+1
i+1 = φ†i+1

Figure 3.5 – Calcul de la solution dans les mailles i− 1, i et i+ 1 pour la méthode de Glimm.

Si cette méthode de projection aléatoire est appliquée dans tout le domaine de calcul,
Jung [Jun13] montre que la méthode introduit des instabilités pour des chocs forts. Il propose
alors de n’utiliser la projection de Glimm qu’au niveau des interfaces matérielles entre les deux
phases. Dans les zones de phase pure, le schéma décentré sera utilisé. Dans la suite et par souci de
simplicité, nous appellerons la méthode de Glimm cette méthode mixte entre le schéma décentré
pour les zones pures et la projection aléatoire de Glimm pour les zones de mélange. Dans le cas
bidimensionnel, nous utiliserons un splitting directionnel. Cette méthode de projection ne pourra
donc être utilisée que sur des maillages cartésiens dans les configurations 2D.

Remarque 17
Les méthodes d’antidiffusion et de Glimm présentées précédemment n’ont de sens que pour des
problèmes à interface. Nous ne les utiliserons pas avec le modèle de Kapila pour traiter des
véritables mélanges physiques.

3.3 Propriétés du schéma global

Après avoir présenté la résolution numérique de l’étape acoustique pour les deux modèles
diphasiques et de l’étape de transport, l’objectif de cette section est de détailler les propriétés
du schéma global. Ce schéma global est défini par les relations (3.17) et (3.55) pour le modèle
à cinq équations réduit. Pour le modèle de Kapila, l’étape acoustique est remplacée par les
relations (3.41).

3.3.1 Caractère conservatif du schéma global

Tout d’abord, nous pouvons montrer que le schéma est conservatif si la même vitesse d’in-
terface discrète est utilisée dans les étapes acoustique et de transport. En effet, nous avons la
proposition suivante :

Proposition 12
Le schéma global obtenu à partir de la méthode de splitting pour les deux modèles diphasiques
considérés est conservatif pour les variables ρ, ρy, ρu, ρE si la vitesse de la phase de transport est
égale à l’opposée de la première composante du flux numérique H#

i+1/2 de l’étape acoustique, i.e.
u = ū#. Ceci est vrai indépendamment du traitement explicite ou implicite de l’étape acoustique.
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Démonstration. Le schéma numérique pour l’étape de transport (3.55) s’écrit dans le cas des
flux décentré ou antidiffusif

φn+1
i =

(
1 +

∆t

∆x

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

))
φ†i −

∆t

∆x

(
ui+ 1

2
φ†
i+ 1

2

− ui− 1
2
φ†
i− 1

2

)
.

Comme pour l’étape acoustique, notons Li le terme 1 +
∆t

∆x

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
. Dans la suite, nous

utiliserons la notation [[F ]]i = Fi+ 1
2
−Fi− 1

2
, pour désigner la différence de toute quantité F définie

aux interfaces. Ainsi, le schéma (3.55) pour l’étape de transport s’écrit

φn+1
i = Liφ

†
i −

∆t

∆x
[[uφ†]]i, (3.73)

où φ vaut ρ, ρy, ρu, ρE ou z.
En combinant le schéma numérique (3.73) pour l’étape de transport avec les formules de

l’étape acoustique (3.17) ou (3.41), nous pouvons écrire le schéma global qui permet de calculer
l’état au temps tn+1 à partir de celui au temps n. En effet, nous avons

ρn+1
i =

Li

Li
ρni −

∆t

∆x
[[uρ†]]i,

(ρy)n+1
i =

Li

Li
(ρy)ni −

∆t

∆x
[[u(ρy)†]]i,

(ρu)n+1
i =

Li

Li
(ρu)ni −

∆t

∆x

(
[[u(ρu)†]]i +

Li

Li
[[p̄#]]i

)
,

(ρE)n+1
i =

Li

Li
(ρE)ni −

∆t

∆x

(
[[u(ρE)†]]i +

Li

Li
[[p̄#ū#]]i

)
.

(3.74)

Nous pouvons voir que le schéma global (3.74) est conservatif si nous avons Li = Li. Ce choix
détermine la vitesse de propagation à une interface comme l’opposée de la première composante
du flux numérique H#

i+1/2 du schéma acoustique. En effet, Li = Li équivaut à [[u]]i = [[ū#]]i, ce qui

est vrai si ui+1/2 = ū#
i+1/2 à chaque interface, où l’on rappelle que ū#

i+1/2 est définie par (3.13),
soit

ui+1/2 = ū#
i+1/2 =

C̄−u#
i + C̄+u#

i+1

C̄− + C̄+
−
p#
i+1 − p

#
i

C̄− + C̄+
. (3.75)

Finalement, avec ce choix de vitesse de propagation (3.75), le schéma global pour la version
1D du système (3.2) s’écrit :

ρn+1
i = ρni −

∆t

∆x
[[ū#ρ†]]i,

(ρy)n+1
i = (ρy)ni −

∆t

∆x
[[ū#(ρy)†]]i,

(ρu)n+1
i = (ρu)ni −

∆t

∆x
[[ū#(ρu)† + p̄#]]i,

(ρE)n+1
i = (ρE)ni −

∆t

∆x
[[ū#(ρE)† + p̄#ū#]]i.

(3.76)

où les quantités au temps t† sont définies par (3.17) et # = n ou †. Ce schéma global est
clairement conservatif pour les variables ρ, ρy, ρu, ρE indépendamment du traitement implicite
ou explicite de la phase acoustique.
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Remarque 18
Dans le cas bidimensionnel, la proposition reste vraie. En utilisant la vitesse de face issue de
l’étape acoustique dans la phase de transport, le schéma global 2D est conservatif. En effet, le
schéma global résultant de la stratégie de splitting s’écrit :

ρn+1
i = ρni −

∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij | ū#
ijρ
†
ij ,

(ρy)n+1
i = (ρy)ni −

∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij | ū#
ij(ρy)†ij ,

(ρu)n+1
i = (ρu)ni −

∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij |
(
ū#
ij(ρu)†ij + p̄#

ijnij

)
,

(ρE)n+1
i = (ρE)ni −

∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij |
(
ū#
ij(ρE)†ij + p̄#

ij ū
#
ij

)
.

(3.77)

Le schéma est clairement conservatif pour les masses de chaque fluide, la quantité de mouvement
et l’énergie totale.

Si la méthode mixte entre le schéma décentré et la projection de Glimm est utilisé dans
l’étape de transport, le schéma global dépend de la variable aléatoire ω. Jung démontre que dans
ce cas, le schéma global est conservatif en moyenne [Jun13].

3.3.2 Préservation des discontinuités de contact

Une autre propriété importante d’un schéma numérique consiste à ne pas créer d’oscillations
à l’interface entre les deux fluides. Nous avons vu dans le chapitre précédent que la vitesse et la
pression étaient les invariants de Riemann pour la discontinuité de contact. Ainsi, nous souhaitons
vérifier que les schémas présentés préservent bien des profils de vitesse et de pression constants
au travers des interfaces matérielles.

Définition 7
On dira qu’un schéma préserve les discontinuités de contact si en partant d’un état tel que

pni = p0, uni = u0, ∀i ∈ Z,

où p0 et u0 sont des constantes, le schéma numérique conserve les profils de pression et de vitesse
constants

pn+1
i = p0, un+1

i = u0, ∀i ∈ Z.

Dans un premier temps, nous montrons que les schémas proposés pour l’étape acoustique
préservent les discontinuités de contact.

Proposition 13
Pour le modèle diphasique à cinq équations réduit et celui de Kapila, les schémas (3.17) ou (3.41)
de l’étape acoustique préservent les discontinuités de contact.

Démonstration. En effet, d’après la formule (3.13), nous avons en explicite

ūni+1/2 =
C̄−uni + C̄+uni+1

C̄− + C̄+
−
pni+1 − pni
C̄− + C̄+

= u0,

p̄ni+1/2 =
C̄+pni + C̄−pni+1

C̄− + C̄+
−

C̄−C̄+

C̄− + C̄+

(
uni+1 − uni

)
= p0.

71



3.3. Propriétés du schéma global

Dans la formulation implicite IM1, la résolution du système linéaire (3.30) nous donne u†i = u0

et p†i = p0 pour tout i. Par conséquent, les vitesses et pressions sur l’interface ū†i+1/2 = u0 et

p̄†i+1/2 = p0 d’après la relation (3.13). Donc, nous avons bien ū#
i+1/2 = u0 et p̄#

i+1/2 = p0 en
explicite et en implicite avec la formulation IM1.

Rappelons que l’étape acoustique (3.17) ou (3.41) s’écrit

Liρ
†
i = ρni ,

Li (ρy)†i = (ρy)ni ,

Li (ρu)†i = (ρu)ni −
∆t

∆x

(
p̄#
i+1/2 − p̄

#
i−1/2

)
,

Li (ρE)†i = (ρE)ni −
∆t

∆x

(
p̄#
i+1/2ū

#
i+1/2 − p̄

#
i+1/2ū

#
i−1/2

)
,

Liz
†
i = zni −

∆t

∆x
(Ξni − zni )

(
ū#
i+1/2 − ū

#
i−1/2

)
,

où Li = 1 +
∆t

∆x

(
ū#
i+1/2 − ū

#
i−1/2

)
.

Ainsi, le fait que ū#
i+1/2 et p̄#

i+1/2 soient constants implique directement que Li = 1 et

(ρ, ρy, ρu, ρE, z)†i = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)ni . Par conséquent, la densité, la vitesse, l’énergie totale
et les fractions volumiques et massiques restent constantes durant l’étape acoustique. Nous en
déduisons directement que l’énergie interne n’est pas modifiée par l’étape acoustique ce qui im-
plique que la pression p†i = p(ρ†i , ε

†
i , z
†
i ) = p(ρni , ε

n
i , z

n
i ) est égale à p0.

Ainsi, les schémas numériques de l’étape acoustique préservent bien les discontinuités de
contact.

Proposition 14
Le schéma décentré (3.55)-(3.57) pour l’étape de transport préserve aussi les discontinuités de
contact.

Démonstration. L’étape de transport s’écrit

φn+1
i = φ†iLi −

∆t

∆x
[[ūφ†]]i,

Dans le cas d’une discontinuité de contact, nous avons ū = u0 et Li = 1, et donc

φn+1
i = φni −

∆t

∆x
u0

(
φ†
i+ 1

2

− φ†
i− 1

2

)
,

Dans la suite, nous supposons sans perte de généralité que la vitesse de référence u0 est
positive. Dans ce cas, le schéma de transport décentré pour la quantité de mouvement s’écrit

(ρu)n+1
i = (ρu)†i −

∆t

∆x
u0

(
(ρu)†i − (ρu)†i−1

)
= u0

(
ρ†i −

∆t

∆x
u0

(
ρ†i − ρ

†
i−1

))
= u0ρ

n+1
i ,

ainsi un+1
i = u0 pour tout i : le profil de vitesse constant est bien préservé. De la même façon,

nous pouvons écrire le schéma pour la fraction volumique :

zn+1
i = z†i −

∆t

∆x
u0

(
z†i − z

†
i−1

)
. (3.78)
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Pour une loi d’état de type gaz raide avec une énergie interne de référence nulle, rappelons que
la pression de mélange (2.42) s’écrit

pξ = ρε− ω,

où ξ = 1
γ−1 et ω = γπ

γ−1 sont les paramètres de mélange (2.41). Dans le cas d’un mélange de gaz
raides, les paramètres du mélange pour la cellule i, ξ(zi) =

∑2
k=1 (zk)i ξk et ω(zi) =

∑
k (zk)i ωk,

sont des combinaisons linéaires de la fraction volumique. Ainsi ξ(zn+1
i ) et ω(zn+1

i ) vérifient des
relations du type (3.78) :

ξ
(
zn+1
i

)
= ξ

(
z†i

)
−

∆t

∆x
u0

(
ξ
(
z†i

)
− ξ

(
z†i−1

))
,

ω
(
zn+1
i

)
= ω

(
z†i

)
−

∆t

∆x
u0

(
ω
(
z†i

)
− ω

(
z†i−1

))
.

(3.79)

Nous allons maintenant déterminer l’évolution de la pression à partir de la relation sur l’éner-
gie. L’équation (3.55) implique

(ρE)n+1
i = (ρE)†i −

∆t

∆x
u0

(
(ρE)†i − (ρE)†i−1

)
.

Comme ρE = ρε+ ρu
2

2 , on a(
ρε+ ρ

u2

2

)n+1

i

=

(
ρε+ ρ

u2

2

)†
i

−
∆t

∆x
u0

((
ρε+ ρ

u2

2

)†
i

−
(
ρε+ ρ

u2

2

)†
i−1

)
,

soit

(ρε)n+1
i = (ρε)†i −

∆t

∆x
u0

(
(ρε)†i − (ρε)†i−1

)
.

Sachant que nous avons ρε = p+γ(z)π(z)
γ(z)−1 = pξ(z) + ω(z), l’équation d’évolution de la pression est

alors donnée par

pn+1
i ξ(zn+1

i ) = p0

(
ξ
(
z†i

)
−

∆t

∆x
u0

(
ξ
(
z†i

)
− ξ

(
z†i−1

)))
,

− ω(zn+1
i ) + ω(z†i )−

∆t

∆x
u0

(
ω
(
z†i

)
− ω

(
z†i−1

))
.

D’après (3.79), on a donc pn+1
i = p0 pour tout i. Les profils de pression constants sont donc aussi

conservés par le schéma décentré pour l’étape de transport.

Pour le schéma antidiffusif, Kokh et Lagoutière ont démontré qu’il préserve aussi les discon-
tinuités de contact :

Proposition 15 (Kokh et Lagoutiere [KL10])
Le schéma antidiffusif préserve les états suivants. Si

pni = p0, uni = u0, (ρ1)ni = (ρ1)0 , (ρ2)ni = (ρ2)0 , ∀i ∈ Z,

alors, la solution de l’étape de transport vérifie

pn+1
i = p0, un+1

i = u0, (ρ1)n+1
i = (ρ1)0 , (ρ2)n+1

i = (ρ2)0 , ∀i ∈ Z.

Pour la méthode mixte entre le schéma décentré et la projection de Glimm présentée dans
la section 3.2.3, Jung [Jun13] démontre que les états u et p constants sont conservés. De plus, le
schéma préserve les discontinuités sur la vitesse transverse à l’interface entre deux fluides.
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Proposition 16 (Jung [Jun13])
Le schéma de Glimm préserve les états suivants. Si

pni = p0, uni = u0, ∀i ∈ Z,

avec éventuellement une discontinuité sur la vitesse transverse telle que

vni =

{
v0 si zni = 0,

v1 si zni = 1,

alors, la solution de l’étape de transport vérifie

pn+1
i = p0, un+1

i = u0, ∀i ∈ Z.

De plus, la solution préserve le saut sur la vitesse transverse

vn+1
i =

{
v0 si zn+1

i = 0,

v1 si zn+1
i = 1.

3.4 Résultats numériques pour le modèle à cinq équations réduit

Dans cette partie, nous présentons les résultats numériques obtenus sur des cas tests mono
et bi-dimensionnels avec le schéma basé sur l’approche Lagrange-Projection présentée précé-
demment. Dans la suite, on note EXEX le schéma explicite pour l’étape acoustique et l’étape
de transport. Dans ce schéma, notons que les pentes du solveur de Riemann sont identiques,
C̄− = C̄+. On désignera par EXEX(r 6=1) le schéma explicite-explicite avec des pentes du sol-
veur de Riemann différentes, voir section 3.1.1.1. Dans ce cas, le ratio entre les pentes est égal
à r0 = ρdcd

ρgcg
. Rappelons que nous avons présenté dans la section 3.1.1.3 trois versions implicites

du schéma de l’étape acoustique : IMN et IM1 et IM2. Dans la suite, sauf mention contraire, le
schéma IMEX désignera la version implicite IM1 du schéma pour l’étape acoustique et le schéma
explicite pour l’étape de transport.

Les résultats obtenus avec les schémas basés sur l’approche splittée présentés précédemment
sont comparés avec les schémas directs reposants sur des schémas de type Roe [ACK02]. La
version explicite est notée EX dans la suite, et la formulation implicite est désignée par IM.

3.4.1 Comparaison des schémas implicites

Les différents schémas implicites présentés dans la section 3.1.1.3 sont comparés sur des cas
tests classiques de tube à choc. Ces cas tests sont caractérisés par un domaine de un mètre de
long rempli avec deux gaz parfaits. À l’instant initial, l’interface entre les deux gaz est située au
milieu du tube à choc, en x = 0.5m. Les conditions initiales des trois cas tests sont données dans
le tableau 3.1. Pour le premier cas test, les ratios de pression et de densité sont faibles. Le ratio
de pression entre les deux gaz est de 106 pour le second cas. Finalement, pour le dernier cas test,
il y a un ratio de densité de 100 et un ratio de pression de 106.

Dans les formulations implicites, le pas de temps est calculé avec seulement la condition
de stabilité de l’étape de transport (3.56) avec une CFL de 0.5. Dans les résultats présentés
ci-dessous, pour la version IMN du schéma implicite basée sur une méthode de Newton, nous
prenons l’entropie comme troisième inconnue X du schéma (voir section 3.1.1.3).

Le premier tube à choc est calculé sur un maillage comportant seulement 300 cellules. On peut
voir sur la figure 3.6 que toutes les formulations implicites de l’étape acoustique donnent le même
résultat sur ce premier cas. Les courbes sont relativement proches de la solution exacte. En effet,
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Cas ρg ug pg γg ρd ud pd γd Tfin
1 1 0 1 1.4 0.125 0 0.1 1.6 0.1
2 1 0 105 1.4 0.125 0 0.1 1.6 3.10−4

3 12.5 0 105 1.4 0.125 0 0.1 1.6 1.10−3

Table 3.1 – Comparaison des schémas implicites : données initiales. Les valeurs des densités
sont données en kg.m−3, les vitesses en m.s−1, les pressions en Pa et le temps final en secondes.

la vitesse de choc est bien calculée et la pression reste constante au travers de la discontinuité
de contact.
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Figure 3.6 – Comparaison des schémas implicites : cas 1.

Quand le rapport de pression est grand, comme dans le cas du deuxième cas test, le schéma
implicite IMN basé sur la méthode de Newton s’arrête avant le temps final. Néanmoins, la
figure 3.7 montre que les autres approches IM1 et IM2 présentent un bon accord avec la solution
exacte. La simulation a été réalisée sur un maillage de 500 cellules. Les résultats de la convergence
en maillage pour le schéma IM1 sont donnés sur la figure 3.9(a). Avec un maillages de 1000 points,
la bonne valeur du plateau de densité est calculée avec le schéma implicite.
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Figure 3.7 – Comparaison des schémas implicites : cas 2.

Pour le dernier tube à choc, un maillage composé de 1000 points a été utilisé. Pour de grands
ratios de densité et de pression, les approches itératives IMN et IM2 ne fonctionnent pas. Dans
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ce cas, seule la variante IM1 du schéma implicite donne une solution numérique, voir figure 3.8.
On remarque que le schéma, malgré le fait qu’il soit conservatif, ne semble pas retrouver la
bonne vitesse de choc sur ce maillage. En réalité, ce n’est pas le cas et ceci est dû à un sous-
échantillonnage de la solution. En effet, sur un maillage plus fin, les résultats sont beaucoup plus
précis, voir figure 3.9(b). Notons que ce cas est très raide et que le schéma utilisé ici n’est qu’à
l’ordre 1. Sur la figure 3.10, nous pouvons voir que le passage à l’ordre 2 améliore la précision
du calcul. Notons par ailleurs que le schéma direct (non splitté) implicite s’arrête avant la fin du
temps de simulation sur ce cas test.

Étant donné que nous sommes intéressés par des simulations faisant intervenir de forts ratios
de densité et de pression, nous conservons donc l’approche la plus robuste et la plus simple, à
savoir le schéma implicite IM1.
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Figure 3.8 – Comparaison des schémas implicites : cas 3.
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Figure 3.9 – Comparaison des schémas implicites : convergence en maillage pour les profils de
densité.
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Figure 3.10 – Comparaison des schémas implicites : comparaison schéma IM1 à l’ordre 1 et 2
avec 1000 cellules pour le cas 3.

3.4.2 Tube à choc diphasique

Dans cette section, on considère un cas classique de tube à choc diphasique faisant intervenir
de l’air et de l’eau. Une équation d’état de type gaz raide est utilisée pour le liquide tandis que
l’air est modélisé par un gaz parfait. À l’instant initial, l’interface entre les deux fluides au repos
est positionnée en x = 0.7m. Les conditions initiales de l’air et de l’eau sont données par

{
(ρ, p, u, γ, π) =

(
1000 kg.m−3, 109 Pa, 0 m.s−1, 4.4, 6× 108 Pa

)
pour 0m ≤ x < 0.7m,

(ρ, p, u, γ, π) =
(
50 kg.m−3, 105 Pa, 0 m.s−1, 1.4, 0 Pa

)
pour 0.7m ≤ x ≤ 1m.

Notons que l’hypothèse (2.85) de la proposition 6 est vérifiée. En effet, nous avons bien (γ2 −
γ1)(π2 − π1) ≥ 0. Cela assure que le domaine d’admissibilité de la solution est convexe et que le
schéma est positif.

Le domaine de calcul est discrétisé sur 1000 mailles et des conditions aux limites transparentes
sont utilisées de chaque côté. Pour le schéma implicite-explicite, le pas de temps est calculé grâce
à la condition (3.56) avec un nombre de Courant égal à 0.9. Pour le schéma EXEX, le pas de
temps est donné par les conditions (3.22) et (3.56), toujours avec un nombre de Courant égal
à 0.9. La figure 3.11 détaille les résultats de notre simulation et la solution exacte du problème
obtenue après t = 240 µs.
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Figure 3.11 – Tube à choc diphasique : solution exacte et résultats numériques pour l’approche
splittée avec les schémas explicite EXEX et semi-implicite IMEX. Les profils de pression sont
tracés en échelle logarithmique.

On peut voir que le gradient de pression entre les deux fluides crée une onde de choc qui se
propage dans le gaz. Une onde de détente est aussi générée au niveau de la discontinuité initiale
et se propage à travers le liquide. Il y a un bon accord entre la solution numérique et la solution
exacte en dépit de la diffusion numérique importante due à notre schéma d’ordre 1. Le profil de
densité montre que l’onde de choc et la discontinuité de contact sont biens distincts.

Nous comparons les résultats obtenus précédemment avec un schéma numérique de Roe [ACK02]
basé sur une formulation directe des équations, c’est-à-dire un schéma sans splitting. Une condi-
tion de stabilité de 0.9 est également utilisée pour la version explicite. Pour la version implicite
du schéma de Roe, nous avons pris des pas de temps du même ordre de grandeur que pour le
schéma implicite-explicite IMEX. Nous pouvons voir sur la figure 3.12 que les résultats obtenus
avec l’approche directe et l’approche splittée sont très proches à la fois pour les versions explicite
et implicite.
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Figure 3.12 – Tube à choc diphasique : comparaison des profils de densité pour l’approche
splittée et l’approche directe, en explicite et en implicite.

Convergence en maillage L’ordre de convergence du schéma basé sur le splitting est obtenu
en calculant l’erreur relative entre la solution numérique et la solution exacte en norme L1 pour
plusieurs maillages. Pour l’inconnue φ ∈ {ρ, u, z, p}, l’erreur relative est donnée par

EL1(φ) = ‖φ− φexacte‖L1 / ‖φexact‖L1 ,

où φexacte est la solution exacte au temps t = 240 µs. Sur la figure 3.13, l’erreur relative pour
ρ, u, z est p est tracée en échelle log-log en fonction du pas d’espace. Les ordres de convergence
obtenus par une simple régression linéaire sont détaillés dans le tableau 3.2. On peut remarquer
que les ordres de convergence pour le schéma explicite-explicite et implicite-explicite sont très
proches. Par ailleurs, les résultats du schéma explicite sont en excellent accord avec les résultats
de la littérature sur ces cas de tube à choc [KL10, FBC+11].

Variable Taux de convergence, EXEX Taux de convergence, IMEX
Densité ρ 0.603 0.657
Vitesse u 0.883 0.795
Fraction volumique z 0.494 0.507
Pression p 0.810 0.747

Table 3.2 – Tube à choc diphasique : taux de convergence pour différents schémas par rapport
à la densité, la vitesse, la fraction volumique et la pression en norme L1.

3.4.3 Interaction liquide-gaz 2D

Nous considérons ensuite le cas bidimensionnel de l’interaction entre une bulle de gaz et un
choc se propageant dans un liquide. Ce cas test a déjà été étudié dans la littérature [SA99b,
KL10, Jun13]. Le domaine de calcul Ω = [0, 2]m × [0, 1]m est détaillé dans la figure 3.14. Le gaz
est contenu dans un cylindre de rayon 0.4m centré sur la position (0.5m, 0.5m). La zone de choc
est délimitée par l’abscisse x < 0.04m. Les conditions initiales sont fournies dans le tableau 3.5.
Ce cas test présente de forts ratios de densité et de pression entre les deux fluides.
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Figure 3.13 – Tube à choc diphasique : erreur relative en échelle Log-Log.
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Figure 3.14 – Interaction liquide-gaz 2D : description géométrique du cas test.

Densité (kg.m−3) Pression (Pa) Vitesse (m.s−1) γ π (Pa)
Liquide (choc) 1030.9 3× 109 (300, 0) 4.4 6.8× 108

Liquide 1000. 105 (0, 0) 4.4 6.8× 108

Gaz 1. 105 (0, 0) 1.4 0

Table 3.3 – Interaction liquide-gaz 2D : données initiales.

Pour cette simulation, un maillage régulier composé de 600 × 300 cellules est utilisé. Des
conditions aux limites de type paroi sont imposées pour les frontières supérieure et inférieure.
Des conditions d’entrée et de sortie sont imposées sur les autres frontières. Pour le schéma
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explicite EXEX, le pas de temps est calculé à partir de la condition de stabilité de l’étape
acoustique (3.22) et de celle de l’étape de transport (3.56) avec un nombre de Courant de 0.5.
Pour le schéma IMEX, le pas de temps est uniquement déterminé par la condition de l’étape de
transport (3.56), où la CFL est toujours égale à 1/2.

Sur ce cas test bidimensionnel, nous souhaitons tout d’abord comparer les schémas EXEX et
IMEX présentés précédemment. Pour cela, la fraction volumique du gaz est tracée à différents
instants sur la figure 3.15. Le choc qui se propage de la gauche vers la droite vient percuter la
bulle (cylindrique) de gaz. Celle-ci est alors comprimée et nous pouvons voir apparaître deux
poches de gaz symétriques. La topologie de l’interface est fortement modifiée au cours du calcul.

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(a) schéma EXEX(r 6= 1)

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(b) schéma IMEX

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(c) schéma EX

Figure 3.15 – Interaction liquide-gaz 2D : fraction volumique du gaz à différents instants,
schémas EXEX(r 6= 1), IMEX et EX.
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Figure 3.16 – Interaction liquide-gaz 2D : coupe de la densité et de la pression à t = 600µs le
long de l’axe de symétrie x2 = 0 pour les schémas EX, EXEX(r 6= 1), EXEX(r = 1) et IMEX.

Le champ de fraction volumique du gaz est similaire aux résultats présentés dans [SA99b] ou
[KL10]. Les résultats des versions explicite et semi-implicite du schéma basé sur le splitting sont
en excellent accord. Nous avons aussi confronté le schéma splitté avec le schéma numérique basé
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sur une approche directe. Sur ce cas test très raide, le schéma de Roe n’est pas assez robuste.
En effet, le code s’arrête après quelques pas de simulation. Nous utilisons à la place un schéma
de type Godunov basé sur un solveur de Riemann à 2 états intermédiaires [Lat13]. Ceci montre
bien que les contraintes sur les pentes du solveur de Riemann pour garantir la positivité et
l’hyperbolicité assurent la robustesse du schéma. Les résultats de la version directe du schéma
sont donnés dans la figure 3.15(c). Les schémas présentés ici et le schéma explicite basé sur la
formulation directe présentent des résultats très similaires. Sur la figure 3.16, nous avons tracé des
coupes de la pression et de la densité au niveau de l’ordonnée x2 = 0. Nous pouvons voir que les
différents schémas fournissent des résultats relativement proches, même si les profils obtenus avec
le schéma direct semblent plus raides. La version implicite du schéma direct n’est pas capable de
fournir une solution sur ce cas test très raide. Cela démontre la robustesse du schéma IMEX en
présence de forts ratios de densité et de pression sur la condition initiale.

Sur ce type de cas test, un bon moyen pour visualiser les ondes se propageant dans le liquide
et dans l’air consiste à calculer numériquement des images de strioscopie (schlieren en anglais).
Ces images, présentées sur la figure 3.17, sont calculées comme dans le papier de Quirk et Karni
[QK96]. En effet, nous traçons la quantité exp(−k |∇ρ|

max |∇ρ|) dans tout le domaine de calcul. Nous
pouvons remarquer que les résultats sont très proches entre les schémas explicites et le schéma
semi-implicite. En effet, on retrouve les vitesses de propagation des ondes avec les différents
schémas. Nous pouvons toutefois noter que le schéma explicite direct semble un peu moins
diffusif que l’approche splittée.

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(a) schéma EXEX(r 6= 1)

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(b) schéma IMEX

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(c) schéma EX

Figure 3.17 – Interaction liquide-gaz 2D : strioscopie à différents instants, schémas EXEX(r 6=
1), IMEX et EX.

L’évolution du pas de temps au cours de la simulation pour les différents schémas est tracée
sur la figure 3.18. On remarque qu’il y a un facteur 103 entre le pas de temps du schéma semi
implicite IMEX et le schéma splitté explicite avec des pentes du solveur de Riemann égales.
En effet, le pas de temps du schéma implicite ne dépend pas des ondes acoustiques. Cependant,
quand on choisit des pentes différentes, la contrainte sur le pas de temps acoustique est fortement
réduite.
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Figure 3.18 – Interaction liquide-gaz 2D : variation du pas de temps au cours de la simulation
pour les schémas EXEX(r 6= 1), EXEX(r = 1) et IMEX.

Comparaison des différents schémas pour l’étape de transport Sur les simulations
précédentes, nous avons utilisé le schéma décentré (upwind) dans l’étape de transport. Sur la
figure 3.15 nous pouvons remarquer que l’interface entre le liquide et le gaz est fortement diffusée
au cours du calcul. À la fin de la simulation, il y a un nombre très important de mailles mixtes,
représentées en vert sur la figure 3.15, et presque plus de cellules ne contenant que du gaz pur,
c’est-à-dire telles que z = 1. Pour limiter cette diffusion, nous avons introduit différents schémas
pour l’étape de transport dans la section 3.2. Sur les figures 3.19 et 3.20 la fraction volumique
du gaz et les images de strioscopie au cours de la simulation sont tracées pour le schéma semi-
implicite couplé avec les schémas d’antidiffusion et de Glimm pour l’étape de transport.

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(a) schéma IMEX + antidiffusion pour l’étape de transport

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(b) schéma IMEX + Glimm pour l’étape de transport

Figure 3.19 – Interaction liquide-gaz 2D : fraction volumique du gaz à différents instants,
schémas antidiffusion et de Glimm pour l’étape de transport.

Il est clair que la diffusion de l’interface est fortement diminuée avec les deux schémas. Les
résultats sont en bon accord avec les travaux de Kokh et Lagoutière [KL10] pour le schéma
d’antidiffusion et ceux de Jung [Jun13] pour le schéma de Glimm. Nous pouvons noter que du
fait du caractère aléatoire de la projection dans le schéma de Glimm, la solution n’est plus
parfaitement symétrique par rapport à l’axe x2 = 0.
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125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(a) schéma IMEX + antidiffusion pour l’étape de transport

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs
(b) schéma IMEX + Glimm pour l’étape de transport

Figure 3.20 – Interaction liquide-gaz 2D : strioscopie à différents instants, schémas antidiffusion
et de Glimm pour l’étape de transport.

Comparaison ordre 1 et ordre 2 Le passage à l’ordre 2 en espace est un autre moyen de
réduire la diffusion numérique et d’augmenter la précision. Dans les résultats présentés dans la
suite, les CFL acoustique et de transport ont été abaissées à 0.25. Sur la figure 3.21, on peut
voir que le schéma numérique diffuse moins à l’ordre 2 qu’avec la version à l’ordre 1. De plus, la
figure 3.22 permet de voir que les ondes se propageant dans le liquide sont plus marquées que
dans les simulations à l’ordre 1.

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs

Figure 3.21 – Interaction liquide-gaz 2D : fraction volumique du gaz à différents instants, schéma
EXEX(r 6= 1) à l’ordre 2 avec le schéma décentré pour l’étape de transport.

125 µs 375 µs 500 µs 600 µs

Figure 3.22 – Interaction liquide-gaz 2D : strioscopie à différents instants, schéma EXEX(r 6= 1)
à l’ordre 2 avec le schéma décentré pour l’étape de transport.

Ce cas test diphasique très raide nous a permis de valider plusieurs aspects de notre méthode
numérique. En effet, nous avons démontré que les critères de positivité sur les pentes permettent
d’assurer la robustesse du schéma. De plus, la version implicite du schéma retenue est plus
robuste que l’approche implicite directe qui ne fonctionne pas sur ce cas test. Nous avons ensuite
démontré qu’un choix judicieux sur le rapport des pentes du solveur de Riemann permettait
de réduire drastiquement la contrainte sur le pas de temps acoustique. Les différents schémas
pour l’étape de transport ont été comparés et ils permettent de limiter la diffusion numérique de
l’interface. Enfin, l’extension du schéma à l’ordre 2 a aussi été validée sur ce cas test. D’un point
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de vue informatique, nous avons validé l’aspect parallélisme du code grâce à ces simulations. En
effet, les simulations présentées ici ont été effectuées sur 16 processeurs.

Remarque 19
Dans ce cas test, des pressions négatives apparaissent dans des zones qui ne contiennent que du
liquide pur. Ceci n’est pas un problème pour un mélange de gaz raides décrit par le modèle à cinq
équations réduit dans la mesure où le domaine de validité des solutions est tel que p+ π(z) > 0.
Sachant que la pression de référence du liquide est égale à π = 6.8× 108, la solution reste dans
le domaine d’admissibilité et la vitesse du son est bien définie.

3.5 Résultats numériques pour le modèle de Kapila

Dans cette partie, nous présentons les résultats numériques obtenus avec le schéma exposé
précédemment pour le modèle de Kapila (2.5). Ici, nous considérons uniquement des cas tests
où la donnée initiale est constituée d’un mélange entre les deux fluides. En effet, contrairement
au modèle à cinq équations réduit, le modèle de Kapila est aussi capable de simuler de vrais
mélanges physiques.

3.5.1 Tube à choc avec un mélange air-eau

Le premier cas test que nous considérons est un tube à choc avec un mélange d’air et d’eau.
Ce cas test a été étudié par Murrone et Guillard [MG05] pour comparer le modèle de Baer
Nunziato et le modèle de Kapila. Kreeft et Koren [KK10] ont aussi étudié ce problème pour
valider leur nouvelle formulation du modèle de Kapila. Plus récemment, Eikelder et al. [EDKT17]
ont considéré ce cas test avec leur stratégie de splitting pour le modèle de Kapila. Ici, le tube à
choc est rempli d’un mélange entre de l’air et de l’eau modélisés par des équations d’état de type
gaz parfaits et raides. Dans la suite, le fluide 1 représentera l’air (γ = 1.4) et l’eau sera le fluide
2 (γ = 4.4, π = 6× 108). Les données initiales du cas test sont regroupées dans le tableau 3.4.

ρ (kg.m−3) p (Pa) u (m.s−1) ρ1 (kg.m−3) z1

État gauche 525 109 0 50 0.5
État droit 525 105 0 1000 0.5

Table 3.4 – Tube à choc avec un mélange air-eau : données initiales.

Les résultats numériques présentés en figure 3.23 sont en bon accord avec ceux obtenus
dans la littérature [MG05, EDKT17]. Si l’on regarde la courbe de la fraction volumique de gaz,
nous pouvons observer que nous retrouvons la même valeur pour z sur le plateau compris entre
x1 = 0.65 m et x1 = 0.76 m. Notons que si le modèle à cinq équations réduit est utilisé pour
simuler ce cas test, la fraction volumique du gaz reste constante et égale à 0.5.

3.5.2 Cavitation

Pour ce deuxième cas test, nous reprenons un cas de cavitation étudié par Saurel et al. [SPB09].
Un tube unidimensionnel d’un mètre de long est rempli d’eau liquide à la pression atmosphé-
rique p = 105 Pa. De plus, une petite quantité d’air avec z = 10−2 est présente au début de la
simulation dans tout le liquide. Dans la partie gauche du tube, la vitesse du mélange est égale
à 100 m.s−1. Dans l’autre partie du tube, la vitesse est opposée. Pour cette simulation, nous
utilisons un nombre de Courant de 0.5 et un maillage constitué de 1000 mailles. Les solutions nu-
mériques obtenues à l’instant t = 1.85 ms avec les schémas explicite et implicite sont présentées
en figure 3.24
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Figure 3.23 – Tube à choc avec un mélange air-eau : profils de fraction volumique, de densité, de
pression et de vitesse à l’instant t = 200 µs obtenus avec les schémas explicite EXEX et implicite
IMEX pour le modèle de Kapila.
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Figure 3.24 – Cavitation : profils de fraction volumique, de densité, de pression et de vitesse
obtenus avec les schémas explicite EXEX et implicite IMEX pour le modèle de Kapila.

Les deux ondes de détente se propagent dans le tube à choc entraînant une diminution de
la pression au centre du domaine. Ceci entraîne l’apparition d’une poche de gaz dans la zone
centrale comme nous pouvons le voir sur la figure 3.24(a). En effet, dans la mesure où du gaz
était initialement présent dans le domaine, la pression du mélange ne peut pas devenir négative.
L’apparition de la phase gazeuse permet de maintenir la pression positive. Les résultats obtenus
sont en très bon accord avec ceux présentés dans [SPB09].

Remarque 20
Si l’on choisit de prendre le rapport des pentes du solveur de Riemann r0 = ρdcd

ρgcg
, et donc d’avoir

des pentes C̄− et C̄+ différentes (voir section 3.1.1.1 où cette notion est définie), la solution
numérique n’est pas parfaitement symétrique. Ceci n’est pas surprenant dans la mesure où le
choix du r0 n’est pas symétrique.

3.6 Comparaisons des modèles de Kapila et à cinq équations ré-
duit sur des cas non mélangés

Nous concluons cette partie en comparant les modèles de Kapila et à cinq équations réduit sur
deux cas tests classiques de la littérature : les interactions entre un choc et une bulle (cylindrique)
d’hélium ou de R22. Nous allons comparer nos résultats de simulations numériques avec les
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résultats des expériences menées par Haas et Sturtevant [HS87]. Il existe de nombreuses études sur
ce cas test qui sert de validation pour l’étude des écoulements diphasiques compressibles [QK96,
DGGB14, KL10, KK10, BHMS13]. Dans ce cas test, une onde de choc plane se propageant à Mach
1.22 dans de l’air va percuter une bulle cylindrique de gaz. La configuration géométrique du cas
test est présentée sur la figure 3.25. Étant donnée la forte vitesse du choc et la taille relativement
petite de la bulle, les deux fluides ne se mélangent quasiment pas. Il est donc possible de simuler
ce cas test avec les modèles diphasiques de Kapila et celui à cinq équations réduit. Deux types
de gaz sont étudiés dans [HS87] : l’hélium et le réfrigérant R22. Le premier possède une vitesse
du son plus grande que l’air environnant, tandis que le R22 a une vitesse du son plus faible que
l’air. Cette différence de vitesse du son va avoir une incidence forte sur la propagation des ondes
acoustiques et sur la forme finale de la bulle.

Pour simuler ce cas test, nous avons utilisé 1600 × 712 cellules. Nous utilisons le schéma
à l’ordre 2 et le schéma décentré pour l’étape de transport. Les seules différences devraient se
trouver dans les zones de mélange numérique. Nous voulons voir si cela à un impact sur la solution
globale. Les données initiales sont regroupées dans le tableau suivant :

Densité (kg.m−3) Pression (Pa) Vitesse (m.s−1) γ π (Pa)
Air (choc) 1.92691 1.5698× 105 (−114.42, 0) 1.4 0

Air 1.4 105 (0, 0) 1.4 0

He 0.25463 105 (0, 0) 1.648 0

R22 4.41540 105 (0, 0) 1.249 0

Table 3.5 – Interaction choc bulle : données initiales.

Dans les sections suivantes nous détaillons les résultats numériques obtenus pour les bulles
d’hélium et de R22.

Air
(choc)

Air

He/R22

200 mm

70 mm

50 mm

89 mm

44.5 mm

Figure 3.25 – Interaction choc bulle : description géométrique des cas tests.

3.6.1 Interaction air-hélium

Sur les figures 3.26 et 3.27, nous avons tracé les images de strioscopie. La colonne de gauche
correspond au schéma numérique pour le modèle à cinq équations réduit. Au centre, nous avons
indiqué les résultats obtenus pour le modèle de Kapila. Sur la colonne de droite, nous avons placé
les images de strioscopie tirées des expériences de Haas et Sturtevant [HS87]. Pour faciliter la
comparaison avec les résultats expérimentaux, nous avons indiqué la position initiale de la bulle
en pointillé sur nos résultats numériques.

Étant donné que la vitesse du son de l’hélium est plus grande que celle de l’air, la bulle
d’hélium se comporte comme un milieu convergent pour les ondes acoustiques. En effet, nous
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voyons que le choc incident se propage moins vite que le choc à l’intérieur de la bulle cylindrique,
voir figure 3.26(a). Les résultats obtenus avec les deux modèles diphasiques, le modèle à cinq
équations réduit et celui de Kapila sont en excellent accord avec les résultats expérimentaux
comme le montrent les figures 3.26 et 3.27. L’évolution du choc incident, des différentes réflexions
et de la forme de la bulle sont quasiment identiques.

3.6.2 Interaction air-R22

Sur les figures 3.28 et 3.29, nous avons tracé les résultats obtenus dans le cas de la bulle de
R22 avec les schémas numériques pour le modèle à cinq équations réduit (colonne de gauche), de
Kapila (au centre) et les résultats expérimentaux (colonne de droite). Contrairement à l’hélium,
le réfrigérant R22 a une vitesse du son plus faible que l’air. Comme nous pouvons le voir sur les
figures 3.28(a), 3.28(b) et 3.28(c), l’onde transmise dans la bulle se propage moins vite que le
choc incident. Les instabilités de type Kelvin-Helmholtz qui se développent à l’interface sont bien
capturées par les deux schémas numériques. Pour une description plus détaillée de la physique
de l’écoulement, nous renvoyons à [HS87, QK96, KK10].

Dans les deux cas, et malgré l’apparition d’une zone de mélange numérique liée à la diffusion
de l’interface, les solutions obtenues pour les deux modèles diphasiques sont quasiment identiques.
Cela semble donc indiquer que le terme de Kapila dans l’équation de la fraction volumique n’a
pas d’impact sur la solution macroscopique. Ainsi, pour des configurations où les données initiales
ne sont pas mélangées, le modèle à cinq équations réduit est suffisant.

Remarque 21
Nous avons voulu comparer les solutions obtenues avec les modèles diphasiques de Kapila et à cinq
équations réduit sur le cas test présenté dans la section 3.4.3. Rappelons que cas test représente
l’interaction entre un choc se propageant dans un liquide et une bulle cylindrique de gaz. Avec le
schéma numérique développé pour le modèle à cinq équations réduit, nous obtenons des résultats
similaires à ceux présentés dans la littérature [SA99b, KL10, Jun13]. Comme expliqué dans la
remarque 19, des pressions négatives apparaissent dans des zones qui ne contiennent que du
liquide pur. Ceci n’est pas un problème pour un mélange de gaz raides décrit par le modèle à cinq
équations réduit dans la mesure où le domaine de validité des solutions est tel que p+ π(z) > 0.
Cependant, le schéma numérique développé pour le modèle de Kapila ne fonctionne pas sur ce cas
test. En effet, pour le modèle de Kapila, nous avons défini le domaine d’admissibilité des solutions
de telle sorte que la pression soit supérieure à min(π1, π2) = 0. Ce choix empêche l’apparition de
zone de pression négative, même dans les zones où seule la phase liquide est présente.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des schémas numériques pour les modèles diphasiques
à cinq équations réduit et de Kapila. Ces schémas numériques sont basés sur une décomposition
d’opérateurs de type Lagrange-Transport inspirée des travaux de Chalons et al. [CGK16, CGK17],
voir aussi [CNPT10]. L’idée consiste à séparer les phénomènes acoustiques des phénomènes liés
au transport.

L’étape acoustique est résolue sous une forme non conservative grâce à l’utilisation d’un
schéma de type Godunov basé sur un solveur de Riemann simple. Cette résolution est une ap-
plication des travaux de Gallice [Gal02] sur les schémas non conservatifs. Les pentes des solveurs
de Riemann sont calculées pour assurer la positivité de la solution. Dans le cas du modèle di-
phasique à cinq équations réduit, nous avons réussi à exprimer des conditions sur les pentes du
solveur pour assurer que la solution reste bien dans le domaine des solutions admissibles. Pour
le modèle de Kapila, des conditions sur les pentes permettent d’assurer la positivité du volume
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(a) 32 µs

(b) 57 µs (simulations) et 62 µs (expériences)

(c) 72 µs

(d) 82 µs

Figure 3.26 – Interaction cylindre Hélium-air : strioscopie pour les modèles à cinq équations
réduit (à gauche) et de Kapila (au centre). Photographies des résultats expérimentaux de Haas
et Sturtevant [HS87] (à droite).
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s
(f) 102 µs

(g) 245 µs

(h) 427 µs

(i) 674 µs

Figure 3.27 – Interaction cylindre Hélium-air : strioscopie pour les modèles à cinq équations
réduit (à gauche) et de Kapila (au centre). Photographies des résultats expérimentaux de Haas
et Sturtevant [HS87] (à droite). (suite)
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(a) 55 µs

(b) 115 µs

(c) 135 µs

(d) 187 µs

Figure 3.28 – Interaction cylindre R22-air : strioscopie pour les modèles à cinq équations ré-
duit(à gauche) et de Kapila (au centre). Photographies des résultats expérimentaux de Haas et
Sturtevant [HS87] (à droite).
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(e) 247 µs

(f) 342 µs

(g) 417 µs

(h) 1020 µs

Figure 3.29 – Interaction cylindre R22-air : strioscopie pour les modèles à cinq équations ré-
duit (à gauche) et de Kapila (au centre). Photographies des résultats expérimentaux de Haas et
Sturtevant [HS87] (à droite). (suite)
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spécifique et de l’énergie interne. Notons que pour ce modèle diphasique, la fraction volumique
peut être modifiée durant l’étape acoustique. Nous avons donc déterminé les pentes minimales
permettant d’assurer que la fraction volumique reste bien comprise en 0 et 1. Néanmoins, nous
n’avons pas réussi à exprimer les conditions exactes pour garantir la positivité de la pression
(et donc l’hyperbolicité du système). Une correction a posteriori est utilisée pour assurer que la
vitesse du son est bien définie.

Pour chaque modèle diphasique, nous avons développé des formulations implicites de l’étape
acoustique. La formulation finalement retenue pour le modèle à cinq équations réduit peut être
interprétée comme une prédiction de la pression dans le but de calculer, de façon implicite, le flux
numérique de l’étape acoustique. Cette méthode s’avère être très robuste et ne nécessite qu’une
seule inversion de matrice à chaque pas de temps. Pour le modèle de Kapila, nous utilisons la
même approche sauf pour la fraction volumique où un schéma ad hoc a été développé. Ce schéma
implicite permet de garantir que la fraction volumique reste bien comprise en 0 et 1.

L’étape de transport est quant à elle résolue de façon explicite. Pour limiter la diffusion
numérique de l’interface entre les deux fluides, nous avons utilisé les schémas d’antidiffusion de
Kokh et Lagoutière [KL10] et une méthode basée sur la projection aléatoire de Glimm [Jun13].

Nous avons ensuite montré que le schéma global obtenu à partir de cette stratégie de splitting
est conservatif si la discrétisation de la vitesse utilisée dans le schéma de transport décentré ou
antidiffusif est cohérente avec celle utilisée dans l’étape acoustique. De plus, le schéma global
préserve les discontinuités de contact.

La robustesse du schéma numérique pour le modèle à cinq équations réduit a pu être illustrée
sur diverses expériences numériques 1D et 2D. La formulation semi-implicite est plus efficace que
le schéma totalement explicite au niveau du temps de calcul. Néanmoins, nous avons constaté
qu’un choix judicieux sur le rapport des pentes du solveur de Riemann permettait de réduire
drastiquement la contrainte sur le pas de temps acoustique quand le rapport des densités entre
les deux phases était grand. Nous avons montré que les différents schémas de l’étape de transport
permettent bien de limiter la diffusion de l’interface et la taille de la zone de mélange numérique.
Pour le modèle de Kapila, nous avons considéré des configurations initiales où les deux phases sont
mélangés. Les résultats obtenus avec les formulations explicite et semi-implicite du schéma sont
en accord avec ceux de la littérature, notamment sur la fraction volumique. Rappelons néanmoins
que dans l’application visée, les deux phases fluides sont supposées non miscibles. Nous avons donc
comparé les deux modèles diphasiques sur des configurations où les deux fluides sont initialement
non mélangés. Dans ce cas, et malgré l’apparition d’une zone de mélange numérique liée à la
diffusion de l’interface, les solutions obtenues pour les deux modèles diphasiques sont quasiment
identiques. Cela semble donc indiquer que le modèle à cinq équations réduit est suffisant pour ce
type de configurations.

Dans le chapitre suivant, nous allons enrichir notre modèle grâce à la prise en compte des
termes dissipatifs. Une correction du schéma numérique pour les écoulements à faible nombre de
Mach sera aussi présentée et analysée.
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Chapitre 4

Extensions du modèle et de la méthode
numérique
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Dans le chapitre précédent, la méthode de résolution numérique pour les modèles diphasiques
de Kapila et à cinq équations réduit a été présentée. Dans le cas particulier où les deux phases
fluides ne sont pas mélangées initialement, nous avons vu que les deux modèles donnent des
résultats similaires. Dans le problème d’ablation liquide que nous voulons traiter, la phase liquide
n’est pas présente initialement. En effet, rappelons qu’au niveau de la paroi du solide, l’énergie
cinétique est transformée en énergie thermique par friction. Sous l’effet de cet échauffement, la
partie métallique de la protection thermique de l’objet se liquéfie. La phase liquide va donc être
injectée dans la phase gazeuse environnante au cours du processus. L’air et le métal fondu sont des
fluides très différents que nous considérons comme non miscibles. Il ne va donc pas apparaître
de zone de mélange dans l’écoulement. C’est pourquoi dans la suite nous ne retenons que le
modèle diphasique à cinq équations réduit qui permet de traiter convenablement les problèmes à
interfaces. Il est cependant nécessaire de compléter le modèle diphasique en ajoutant les termes
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de dissipation pour tenir compte des effets visqueux et de la diffusion de la chaleur à travers le
fluide.

L’écoulement diphasique considéré est constitué d’une phase gazeuse compressible et d’une
phase liquide quasi-incompressible non miscibles séparées par une interface mobile. Cependant,
dans le modèle à interfaces diffuses utilisé pour modéliser l’écoulement air-métal fondu, les mêmes
équations (compressibles) sont résolues dans tout le domaine. Cela impose donc de modéliser un
écoulement incompressible en utilisant un modèle compressible à faible nombre de Mach. Il est
alors nécessaire d’apporter une correction au schéma numérique pour calculer correctement ce
type d’écoulement. En effet, la solution discrète d’un modèle compressible ne tend pas forcément
vers celle du modèle incompressible lorsque le nombre de Mach tend vers 0.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la prise en compte des termes de dissipation dans
le modèle diphasique à cinq équations réduit, puis nous étudierons une correction du schéma
numérique permettant de capturer correctement la limite incompressible quand le nombre de
Mach est faible.

4.1 Prise en compte et résolution numérique des termes de dissi-
pation dans le modèle diphasique

Le modèle à cinq équations réduit avec les termes de dissipation peut s’écrire [BN09] :

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρy) + ∇ · (ρyu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q,

∂tz + u ·∇z = 0.

(4.1)

où l’énergie totale de mélange est donnée par E = ε+ |u|2
2 , avec ε l’énergie interne de mélange.

Les densités de chaque phase fluide sont définies par

ρ1 = ρ
y

z
et ρ2 = ρ

1− y
1− z

. (4.2)

Rappelons enfin que la densité et l’énergie interne de mélange vérifient les relations

ρ = zρ1 + (1− z)ρ2 et ε = yε1 + (1− y)ε2. (4.3)

Les effets visqueux sont pris en compte grâce au tenseur symétrique des contraintes visqueuses
T dans les équations de quantité de mouvement et d’énergie. En supposant que les deux phases
sont des fluides Newtoniens, le tenseur de viscosité s’exprime

T = −2

3
µ∇ · uId + 2µD,

avec la viscosité du mélange µ =
∑2

k=1 zkµk et D = 1
2(∇u + ∇Tu) le tenseur des taux de

déformation.
Le flux de chaleur q =

∑2
k=1 zkqk dans l’équation sur l’énergie traduit les effets de la dissipa-

tion thermique. Nous supposerons que la diffusion de la chaleur dans la phase k est isotrope et
que son flux de chaleur qk est défini par la loi de Fourier qk = −κk∇Tk où κk est la conductivité
thermique du fluide. Cependant, les termes ∇Tk ne sont pas clairement définis au niveau de l’in-
terface pour des écoulements diphasiques où les deux phases sont non mélangées. C’est pourquoi
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nous allons supposer que le flux de chaleur de mélange suit une loi de Fourier q = −κ∇T avec
une conductivité de mélange définie par κ = zκ1 + (1− z)κ2 et T une température de mélange.
Nous pouvons remarquer que les deux définitions du flux de chaleur de mélange coïncident pour
des solutions continues non mélangées. Comme pour le terme de Kapila, les différences sont
seulement situées dans la zone de mélange. Dans cette étude, nous considérons principalement
des configurations où la condition initiale est non mélangée. Par conséquent, si l’interface entre
les deux phases n’est pas diffusée numériquement, grâce à l’utilisation de la méthode de Glimm
dans l’étape de transport par exemple, le choix de la définition du flux de chaleur de mélange
n’aura aucun impact. Si l’interface est numériquement diffusée, comme c’est le cas avec les autres
schémas pour l’étape de transport, l’écart sur la solution globale devrait rester faible.

Pour définir la température de mélange T qui apparaît dans le flux de chaleur q = −κ∇T ,
nous utilisons la relation vérifiée par l’énergie interne de mélange

ε = yε1 + (1− y)ε2. (4.4)

Avec les lois d’état considérées, voir la section 2.2.2 du chapitre 2, nous avons la relation suivante
entre l’énergie interne d’une phase k et sa température :

εk(Tk, ϑk) = qk + cvkTk + fk(ϑk),

où fk(ϑk) = πkϑk pour un gaz raide. En définissant cv =
∑

k ykcvk , et la température de mélange

T =
1

cv

2∑
k=1

ykcvkTk, (4.5)

l’énergie interne (4.4) du mélange s’écrit

ε(T, ϑ, z, y) = q(y) + cvT +
2∑

k=1

ykfk(ϑk), (4.6)

où q(y) = yq1 + (1 − y)q2 est le paramètre de mélange défini via la fermeture isobare du sys-
tème (2.41).

Remarque 22
Nous aurions pu définir une autre température de mélange basée sur l’entropie de mélange
du modèle diphasique à cinq équations réduit. Nous verrons cependant dans les illustrations
numériques que ce choix conduit à des artefacts numériques sur la température dans la zone de
mélange.

Dans ce travail, nous avons supposé que les coefficients de viscosité µk et de conductivité
thermique κk de chaque phase fluide sont constants. Il n’est sans doute pas difficile de s’affranchir
de cette hypothèse même si ce n’est pas fait ici.

De la même façon que pour la partie hyperbolique présentée dans le chapitre 3, nous allons
utiliser une décomposition d’opérateurs pour résoudre numériquement le modèle à cinq équations
réduit avec les termes de dissipation. Pour pouvoir calculer précisément les termes de dissipation,
des maillages raffinés doivent être utilisés le long des parois. Les temps caractéristiques de dif-
fusion thermique et visqueuse étant proportionnels au carré de la longueur caractéristique, cela
induit des contraintes sur le pas de temps explicite très grandes et inconcevables en pratique.
C’est pourquoi nous avons fait le choix de mettre les termes de dissipation dans l’étape acous-
tique du splitting présenté précédemment. Le premier système regroupant les effets acoustiques
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et de dissipation s’écrit alors :

∂tρ + ρ∇ · u = 0,

∂t (ρy) + ρy∇ · u = 0,

∂t (ρu) + ρu∇ · u + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ρE∇ · u +∇ · (pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q,

∂tz = 0.

(4.7)

Une résolution implicite de cette étape sera réalisée dans le but de s’affranchir des contraintes
liées au pas de temps explicite.

Le second système est inchangé et ne tient compte que de la propagation des ondes matérielles
à travers le fluide. 

∂tρ + u ·∇ρ = 0,

∂t (ρy) + u ·∇ (ρy) = 0,

∂t (ρu) + u ·∇ (ρu) = 0,

∂t (ρE) + u ·∇ (ρE) = 0,

∂tz + u ·∇z = 0.

(4.8)

Finalement, la prise en compte des termes dissipatifs dans le modèle diphasique n’impacte
que l’étape acoustique du splitting. Dans la suite nous présentons la discrétisation des termes
dissipatifs sur un maillage curviligne, puis nous détaillerons les formulations explicite et implicite
de l’étape acoustique avec les termes de dissipation. Enfin, des simulations numériques nous
permettront de valider les schémas retenus.

4.1.1 Discrétisation des termes dissipatifs

Pour présenter la discrétisation des termes de dissipation, nous allons seulement considérer
l’équation de diffusion de la quantité θ

∂tθ = ∇ · (λ∇θ) , (4.9)

où le paramètre de diffusion λ peut varier spatialement. Le principe sera le même pour les
équations de Navier-Stokes.

La construction d’un schéma numérique pour l’équation de diffusion (4.9) est détaillée en
annexe D. Sa construction est basée sur une transformation entre un maillage structuré curviligne
et un maillage cartésien régulier. Le schéma obtenu s’écrit alors

θn+1
i = θni +

∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

(
λ

|Ω|

)
ij

(
(n |Γ|)ij (θj − θi) + (t |Γ|)ij(θAij − θBij)

)
· (n |Γ|)ij . (4.10)

Dans la suite, nous allons détailler les différents termes du flux numérique. Notons que ce flux
peut être décomposé en deux contributions : une contribution normale faisant intervenir les
valeurs θi et θj des cellules de part et d’autre de l’interface et une contribution transverse où
apparaissent les valeurs des points auxiliaires A et B, voir figure 4.1.
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Γij

×
i

×
j

•
B

•A

nij

Figure 4.1 – Notations utilisées pour la discrétisation des termes de dissipation sur la face Γij

entre les mailles i et j.

Pour calculer le terme
(
λ
|Ω|

)
ij
, nous utilisons une moyenne harmonique entre les valeurs de

part et d’autre de l’interface, c’est-à-dire(
λ

|Ω|

)
ij

= 2
λiλj

λi

∣∣∣Ωj

∣∣∣+ λj
∣∣Ωi

∣∣ .
Contrairement à la moyenne arithmétique, l’utilisation d’une moyenne harmonique permet de
conserver les champs linéaires par morceaux [Cha04].

Pour la contribution normale, le terme (n |Γ|)ij est égal à la normale (unitaire) à la face nij

multipliée par la longueur de la face |Γij |.
Le terme (t |Γ|)ij correspond quant à lui à la contribution transverse. Pour la définir, il est

plus simple d’utiliser la notation à deux indices, voir figure D.2 en annexe D. Ainsi, si les cellules
i et j sont respectivement notées (l,m) et (l + 1,m), nous avons

(t |Γ|)ij = (t |Γ|)l+1/2,m =
1

4

(
(n |Γ|)l,m+1/2 + (n |Γ|)l+1,m+1/2 + (n |Γ|)l,m−1/2 + (n |Γ|)l+1,m−1/2

)
.

Notons que le vecteur t n’est pas nécessairement orthogonal à la normale n. Finalement, pour
déterminer complètement le flux du schéma numérique (4.10), il est nécessaire de calculer les
valeurs de points auxiliaires A et B. Dans le schéma numérique proposé, les valeurs des points
auxiliaires sont calculées comme la somme des valeurs des quatre sommets adjacents pondérées
par un poids de 0.25. Toujours pour la face Γl+1/2,m, nous obtenons

θAl+1/2,m =
1

4
(θl,m + θl+1,m + θl,m+1 + θl+1,m+1) ,

θBl+1/2,m =
1

4
(θl,m−1 + θl+1,m−1 + θl,m + θl+1,m) .

Le schéma numérique proposé ici pour les termes de diffusion (4.10) peut s’écrire avec le même
formalisme que le schéma linéaire de diffusion proposé par Sheng et Yuan [SY08]. Néanmoins,
dans le cas du schéma de Sheng et Yuan [SY08] l’interpolation des valeurs des points auxiliaires
tient aussi compte de la géométrie.

Pour un maillage structuré non cartésien, le schéma proposé (4.10) conduit à un stencil de
neuf points. Cependant, dans le cas d’un maillage cartésien le schéma dégénère vers le schéma
à cinq points, voir figure 4.2. En effet, pour un maillage cartésien le terme (n |Γ|)ij · (t |Γ|)ij
dans le flux numérique du schéma (4.10) est nul. Si en plus, le maillage cartésien est régulier, i.e.
|Ωi| = |Ω| = (∆x)2 pour toutes les cellules, nous retrouvons le schéma classique à cinq points

θn+1
i = θni +

∆t

(∆x)2

∑
j∈v(i)

λij (θj − θi).
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Figure 4.2 – Discrétisation des termes de diffusion. Stencil à neuf points pour un maillage
curviligne (à gauche), à cinq points pour un maillage cartésien (à droite).

Remarque 23
La discrétisation des termes de diffusion que nous venons de présenter sera d’ordre 2 sur des
maillages curvilignes peu déformés. Elle ne respecte cependant pas le principe du maximum. Des
travaux récents [LP09, BL15, Wu17, ZSW17] sur les schémas de diffusion utilisant des méthodes
non linéaires permettent d’assurer la positivité de la solution.

4.1.2 Formulation explicite de l’étape acoustique avec les termes de dissipa-
tion

Dans un premier temps et de la même façon que dans le chapitre 3, nous réécrivons le système
non conservatif (4.7) sous une forme qui va nous permettre de construire un schéma numérique.
Les dernières équations sont combinées avec l’équation d’évolution de la densité. La première
équation est quant à elle divisée par le carré de la densité de mélange. Nous obtenons alors



∂tϑ− ϑ∇ · u = 0,

∂ty = 0,

∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · T,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (Tu)− ϑ∇ · q,

∂t (ϑz)− zϑ∇ · u = 0.

(4.11)

En utilisant le schéma de type Godunov (3.34) pour la partie hyperbolique et la discrétisation
des termes de dissipation présentée dans la section précédente, nous avons le schéma suivant

ϑ†i = ϑni +
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij | ūnij ,

y†i = yni ,

u†i = uni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij | p̄nij −∇i · Tn
 ,

E†i = Eni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij | p̄nij ūnij −∇i · (Tnun) +∇i · qn
 ,

z†i = zni ,
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où la notation ∇i ·• désigne la discrétisation des termes dissipatifs présentée dans la section 4.1.1.
Nous rappelons que la pression et la vitesse normale sur la face Γij sont données par :

ūnij =
C̄−iju

n
i + C̄+

iju
n
j

C̄−ij + C̄+
ij

· nij −
pnj − pni
C̄−ij + C̄+

ij

,

p̄nij =
C̄+
ijp

n
i + C̄−ijp

n
j

C̄−ij + C̄+
ij

−
C̄−ijC̄

+
ij

C̄−ij + C̄+
ij

(
unj − uni

)
· nij .

(4.12)

Pour le flux de chaleur de mélange q, nous avons supposé qu’il suit une loi de Fourier q = −κ∇T

avec κ = zκ1 + (1− z)κ2 et T la température de mélange définie par

T =
1

cv

2∑
k=1

ykcvkTk. (4.13)

Pour la version unidimensionnelle du schéma, la contrainte de stabilité explicite sur le pas de
temps dépend des trois contributions suivantes :

— condition liée à l’acoustique

∆t

∆x
max
i∈Z

 C̄−i+ 1
2

+ C̄+
i− 1

2

ρni

 ≤ 1,

— condition liée à la diffusion visqueuse

∆t

∆x2
max
i∈Z

(
µi
ρni

)
≤ 1

2
,

— condition liée à la diffusion thermique

∆t

∆x2
max
i∈Z

(
κi
ρni cvi

)
≤ 1

2
.

Ces conditions sur le pas de temps sont très restrictives en pratique, surtout avec des maillages
raffinés en proche paroi pour capter les phénomènes de couche limite visqueuse et thermique.
C’est pourquoi nous souhaitons construire une formulation implicite pour le schéma de l’étape
acoustique.

4.1.3 Formulation implicite de l’étape acoustique avec les termes de dissipa-
tion

Pour la formulation implicite de l’étape acoustique avec les termes de dissipation, nous allons
nous appuyer sur la formulation IM1 pour la partie hyperbolique présentée dans l’algorithme 1
du chapitre 3. Nous allons cependant effectuer une hypothèse supplémentaire en négligeant des
termes dans l’équation d’évolution de la pression utilisée pour la résolution du système vitesse-
pression. Ceci nous permettra d’avoir un système en vitesse et pression linéaire et autonome.
Après avoir inversé ce système linéaire nous pourrons mettre à jour le volume spécifique du
mélange. Enfin, pour résoudre implicitement l’équation d’énergie nous allons encore supposer que
le flux de chaleur du mélange suit une loi de Fourier avec une conductivité thermique moyenne et
une température de mélange compatible avec la définition de l’énergie interne de mélange. Cela
nous permettra de résoudre l’équation d’énergie grâce à une méthode de Newton en utilisant
comme variable la température de mélange.

Dans un premier temps, nous allons préciser la résolution implicite du système vitesse pres-
sion.
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Résolution du système vitesse-pression

Pour calculer les flux de la partie hyperbolique, nous voulons résoudre le sous-système en
vitesse et en pression. L’équation d’évolution de la vitesse est donnée par

∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · T. (4.14)

Pour la pression, nous avons

∂tp+ C2ϑ∇ · u =
T : D−∇ · q

ρ
∑

k yk
∂εk
∂p

∣∣∣
ρk

. (4.15)

Nous allons détailler les termes du second membre de l’équation d’évolution de la pression. Pour
un mélange de gaz raides, le dénominateur est égal à

ρ

2∑
k=1

yk
∂εk
∂p

∣∣∣∣
ρk

= ρ

2∑
k=1

yk
ϑk

γk − 1
=

2∑
k=1

zk
γk − 1

=
1

γ(z)− 1
.

Pour rappel, le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre deux A et B est le
scalaire noté A : B défini par A : B = tr

(
BTA

)
. En explicitant les composantes du tenseur

symétrique des contraintes

T =

(
τx1x1 τx1x2
τx1x2 τx2x2

)
, (4.16)

nous avons T : D = τx1x1∂x1u1 + τx1x2 (∂x2u1 + ∂x1u2) + τx2x2∂x2u2. Ainsi, le premier terme
du second membre rajoute des non linéarités au système vitesse-pression. Bien que sa prise en
compte soit possible de façon non linéaire, nous négligerons ce terme dans la suite.

Le deuxième terme du second membre de l’équation d’évolution de la pression relie l’équation
d’énergie au système en vitesse-pression. Dans ce cas, il n’est plus possible de déterminer une
prédiction du flux numérique de la partie hyperbolique avec seulement le sous-système en vitesse
et pression. C’est pourquoi nous négligerons ce terme dans la formulation implicite. Nous verrons
dans la suite que ce terme est lié à la dilatation thermique du fluide dans le régime bas Mach.
Néanmoins, dans les applications visées, la variation de température du liquide (incompressible)
est faible comparée à celle du gaz environnant.

Finalement, pour prédire les flux de la partie hyperbolique, nous considérons le système
vitesse-pression suivant  ∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · T,

∂tp + C2ϑ∇ · u = 0.
(4.17)

Cette simplification est importante d’un point de vue pratique et numérique dans la mesure où
elle permet de garder un système linéaire à deux inconnues et nous verrons qu’elle est acceptable
dans les illustrations numériques. En effet, nous pourrons estimer l’impact de ces simplifications
en comparant les résultats numériques obtenus avec les formulations explicite et implicite.

Une discrétisation implicite de ce système (4.17) est alors donnée par

u†i = uni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij | p̄†ij −∇i · T†
 ,

p†i = pni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni (Cni )2
∑

j∈v(i)

|Γij | ū†ij ,
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avec

ū†ij =
C̄−iju

†
i + C̄+

iju
†
j

C̄−ij + C̄+
ij

· nij −
p†j − p

†
i

C̄−ij + C̄+
ij

,

p̄†ij =
C̄+
ijp
†
i + C̄−ijp

†
j

C̄−ij + C̄+
ij

−
C̄−ijC̄

+
ij

C̄−ij + C̄+
ij

(
u†j − u†i

)
· nij .

(4.18)

Notons que comme dans le cas non visqueux, les pentes du solveur de Riemann ainsi que la vitesse
du son lagrangienne sont figées au temps n. Nous avons donc à résoudre un système linéaire de
la forme (

Id +
∆t

|Ω|
M

)
Wup† = Wupn , (4.19)

où Wup = (ui, pi)
T
i est le vecteur des inconnues de vitesse et de pression. La matrice M est une

matrice avec neuf blocs diagonaux sur un maillage curviligne en deux dimensions.

Mise à jour du volume spécifique

Après avoir résolu le système en vitesse-pression, on peut déterminer les flux ū†ij et p̄
†
ij grâce à

la relation (4.18). L’équation d’évolution sur le volume spécifique est alors donnée explicitement
par

ϑ†i = ϑni −
∆t∣∣Ωn
i

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij | ū†ij .

Résolution de l’équation sur l’énergie

À ce stade de la résolution implicite de l’étape acoustique, le volume spécifique ϑ†, le champ
de vitesse u† et les flux de pression p̄†ij sont connus à l’instant t†. Dans la mesure où l’étape
acoustique ne modifie pas les fractions volumiques et massiques, il nous reste seulement à déter-
miner la nouvelle énergie totale. Dans la partie acoustique, l’équation sur l’énergie totale s’écrit

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (Tu)− ϑ∇ · q. (4.20)

A cause du terme lié à la dissipation thermique, nous ne pouvons pas directement mettre à jour
l’énergie du mélange. Pour résoudre implicitement cette équation, nous allons changer d’inconnue.
Nous savons que l’énergie totale du mélange vaut E = ε + |u|2

2 , où ε est l’énergie interne du
mélange (4.4). Nous pouvons alors réécrire l’équation d’évolution de l’énergie totale (4.20) en
fonction de l’énergie interne

∂tε+ ϑ∇ · q = ϑ∇ · (Tu)− ϑ∇ · (pu)− ∂t
|u|2

2
. (4.21)

Une discrétisation implicite de cette équation donne

ε†i − ε
n
i −

∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni∇i · q† =
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
∇i ·

(
T†u†

)
−
∑

j∈v(i)

|Γij |
(
p̄†ij ū

†
ij

)− 1

2

(∣∣∣u†i∣∣∣2 − |uni |2) .
(4.22)

Tous les termes du second membre du schéma numérique sont déjà connus grâce à la résolution
du système en vitesse et pression. Dans la suite, nous noterons ce second membre SM †i .

De la même façon que pour la formulation explicite, nous allons supposer que le flux de
chaleur du mélange suit une loi de Fourier q = −κ∇T avec une conductivité de mélange définie
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par κ = zκ1 + (1− z)κ2 et T la température de mélange définie par

T =
1

cv

2∑
k=1

ykcvkTk,

où la température de la phase est donnée par la loi d’état Tk(p, ϑk) = ϑk
p+πk

cvk (γk−1) . Cela va nous
permettre d’écrire l’équation d’évolution de l’énergie dans la variable température de mélange.
En effet, la discrétisation implicite en temps de l’équation sur l’énergie (4.22) s’écrit

ε(T †i , ϑ
†
i, z
†
i , y
†
i)− ε

n
i −

∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni∇i ·
(
κ∇T †

)
= SM †i . (4.23)

L’équation précédente est résolue avec une méthode de Newton en température de mélange. À
convergence, nous pouvons en déduire la nouvelle énergie interne via la relation (4.6) et l’énergie
totale via

E†i = ε†i +

∣∣∣u†i∣∣∣2
2

.

En conclusion, contrairement au cas non visqueux où il n’y avait qu’une seule inversion d’un
système linéaire penta-diagonal pour le schéma implicite, ici nous avons besoin de résoudre un
système linéaire à 9 blocs pour le système vitesse-pression et un processus itératif pour déterminer
la nouvelle énergie du mélange.

4.1.4 Validation numérique

L’objectif de cette section est de valider le schéma numérique proposé précédemment pour
prendre en compte les termes de diffusion dans le modèle diphasique. Tout d’abord nous allons
étudier le choix de la température de mélange basée sur la forme de l’énergie interne. Pour cela,
nous allons utiliser le cas test présenté dans la section 3.4.2. Afin de valider la discrétisation des
termes de dissipation, nous regarderons le cas test classique d’un écoulement de type Couette
monophasique. Nous pourrons aussi déterminer l’impact des termes négligés dans l’équation
d’évolution sur la pression (4.15) pour la formulation implicite. Finalement, nous validerons la
discrétisation des termes de dissipation pour un mélange de deux fluides et l’implicitation de
l’équation sur l’énergie à l’aide d’un écoulement de type Couette diphasique.

4.1.4.1 Tube à choc diphasique : choix de la température de mélange

Pour illustrer le choix de la température de mélange, nous allons reprendre le cas test du
tube à choc diphasique présenté dans la section 3.4.2. Nous rappelons que les conditions initiales
pour ce cas test sont données par{

(ρ, p, u, γ, π) =
(
1000 kg.m−3, 109 Pa, 0 m.s−1, 4.4, 6× 108 Pa

)
pour 0m ≤ x < 0.7m,

(ρ, p, u, γ, π) =
(
50 kg.m−3, 105 Pa, 0 m.s−1, 1.4, 0 Pa

)
pour 0.7m ≤ x ≤ 1m.

Pour calculer la température, nous devons en plus nous donner la capacité thermique à volume
constant cv de chaque phase. Pour le liquide, nous prenons cv = 4180 J.kg−1.K−1. Pour le gaz,
nous avons cv = 1000 J.kg−1.K−1 Le domaine de calcul est discrétisé sur 1000 mailles et des
conditions aux limites transparentes sont utilisées de chaque côté. Nous utilisons ici le schéma
explicite à l’ordre 2 et le pas de temps est calculé grâce aux conditions (3.22) et (3.56) avec un
nombre de Courant égal à 0.2.

Dans ce cas test où les termes dissipatifs ne sont pas pris en compte, la température est un
sous-produit de la simulation. Le choix de la définition de la température de mélange n’influencera
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donc pas le calcul des autres variables physiques. En partant de la définition de l’énergie interne
de mélange, nous avons pu définir une température de mélange

Tε(p, ϑ, z, y) =
1

cv(y)

2∑
k=1

ykcvkTk, (4.24)

qui est une combinaison convexe des températures de chaque phase Tk(p, ϑk) = ϑk
p+πk

cvk (γk−1) .
Néanmoins, il est aussi possible de définir une température de mélange en considérant l’entropie
de mélange pour deux gaz raides

s = cv(y) ln
(

(p+ π(z))ϑγ(z)
)
.

En effet, d’après la relation de Gibbs Tds = dε + pdϑ + fdz + gdy, nous obtenons que la

température est égale à T =
(
∂s
∂ε

∣∣
ϑ,z,y

)−1
. Nous en déduisons alors que la température Ts liée à

l’entropie est donnée par

Ts(p, ϑ, z, y) = ϑ
p+ π(z)

cv(y)(γ(z)− 1)
. (4.25)

Remarque 24
Dans le cas où les deux pressions de référence π1 et π2 sont égales, les deux définitions de
température coïncident. Ceci n’est plus vrai si les pressions de référence sont différentes comme
dans le cas d’un mélange air-eau.

Sur la figure 4.3, nous avons tracé les deux températures de mélange définies par (4.24)
et (4.25) pour un maillage de 1000 mailles. Nous pouvons constater que les deux courbes sont bien
superposées et très proches de la solution de référence dans les zones de fluide pur. Cependant,
un pic de température apparaît dans la zone de mélange avec la température liée à l’entropie.
De plus, cette surestimation de la température ne disparaît pas si l’on raffine le maillage comme
nous pouvons le voir sur la figure 4.4 où un maillage dix fois plus fin a été utilisé. C’est pourquoi
dans la suite, nous utiliserons la température de mélange calculée en utilisant la formule (4.24)
déduite de la forme de l’énergie interne de mélange.
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Figure 4.3 – Tube à choc diphasique pour 1 000 mailles : comparaison entre la température de
mélange déduite de l’énergie interne de mélange et celle déduite de l’entropie de mélange.
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Figure 4.4 – Tube à choc diphasique pour 10 000 mailles : comparaison entre la température
de mélange déduite de l’énergie interne de mélange et celle déduite de l’entropie de mélange sur
un maillage dix fois plus fin.

4.1.4.2 Écoulement monophasique de type Couette

Dans les sections 4.1.4.2 et 4.1.4.3, par souci de lisibilité, nous noterons x = (x, y)T la variable
spatiale et u = (u, v)T le vecteur vitesse. Pour ce cas test, nous considérons un écoulement
laminaire entre deux parois horizontales infinies séparées par une distance ye − yw. La paroi
supérieure se déplace à la vitesse constante ue tandis que la paroi inférieure est fixe. De plus, la
paroi supérieure est chauffée à la température Te et la paroi inférieure à la température Tw avec
Te > Tw. La géométrie du cas test est schématisée sur la figure 4.5.

yw
u = 0 et T = Tw

Gaz

ye
u = (ue, 0)T et T = Te

Figure 4.5 – Écoulement monophasique de type Couette : représentation schématique de la
géométrie du cas test et des conditions de bord.

La résolution exacte de ce problème est détaillée dans la section E.1 de l’annexe E. Le profil
de vitesse est donné par

u(y) = ue
y − yw
ye − yw

, (4.26)

tandis que le profil de température est donné par

T (y) = Tw +

(
Te − Tw +

µu2
e

2κ

(
1− y − yw

ye − yw

))
y − yw
ye − yw

. (4.27)

Il est possible de simplifier l’écriture précédente en introduisant la longueur adimensionnée ỹ =
y−yw
ye−yw et la température adimensionnée T̃ = T

∆T où ∆T = Te − Tw. Le profil de température se
réécrit alors

T̃ (ỹ) =

(
1 +

1

2
PrEc (1− ỹ)

)
ỹ.

106



Chapitre 4. Extensions du modèle et de la méthode numérique

avec les nombres sans dimension de Prandtl Pr =
µcp
κ et d’Eckert Ec = u2e

cp∆T , Nous pouvons
remarquer que pour des situations telles que PrEc > 2, le maximum de température est atteint
à l’intérieur du domaine.

Pour ce cas test, nous considérons que la plaque située en yw = 0 m est chauffée à la
température Tw = 280 K. Pour la plaque supérieure située en ye = 0.2 m, nous prenons les
conditions limites suivantes : Te = 330 K et ue = 10 m.s−1. Le fluide entre les deux plaques est
assimilé à un gaz parfait avec γ = 1.4 et un nombre de Prandtl égal à 0.72. Le gaz est initialisé à
la pression atmosphérique et avec ρini = 1 kg.m−3. Nous fixons la viscosité du fluide à µ = 1 Pa.s.
En imposant que le produit PrEc = 5, nous en déduisons les autres propriétés du gaz. Nous
trouvons alors : κ = 0.4 W.m−1.K−1, cp = 0.288 J.kg−1.K−1 et cv = 0.206 J.kg−1.K−1.

Le nombre de Courant utilisé pour ce cas test est égal à 0.8. Nous avons utilisé 25 mailles
dans la direction y. Pour déterminer la solution stationnaire du problème, nous effectuons un
processus instationnaire et la solution sera obtenue à convergence en temps. Pour caractériser
cette convergence, nous calculons le résidu r en comparant la norme L2 de la différence des vec-
teurs des inconnues conservatives aux pseudo-temps n+1 et n. Nous normalisons cette différence
par la norme du vecteur conservatif à l’instant initial t0. Ainsi, le résidu est donné par

r =
‖Un+1 −Un‖
‖U0‖

,

où U = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)T . Nous considérons que nous avons atteint la solution stationnaire
lorsque le résidu est inférieur à un critère de convergence. Pour ce calcul, nous avons pris un
critère de convergence égal à 10−10.

Sur la figure 4.6, nous avons tracé les profils de température et de vitesse obtenus avec les
formulations explicite et implicite du schéma. Nous pouvons voir que les deux courbes sont
superposées et très proches de la solution théorique. Ce cas test simple permet de valider la
discrétisation des termes visqueux en monophasique. L’excellent accord entre les schémas EXEX
et IMEX montre que la contribution du terme lié au flux de chaleur dans l’équation d’évolution
de la pression (4.15) est faible.
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Figure 4.6 – Écoulement monophasique de type Couette : profils de vitesse et de température
pour les schémas EXEX et IMEX pour un maillage comportant 25 mailles.

Dans le tableau 4.1, nous avons calculé l’erreur relative en norme L2 entre la température
obtenue par le schéma IMEX et la solution exacte (4.27). Nous pouvons alors vérifier que la
discrétisation des termes de dissipation est bien d’ordre 2.
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Nombre de mailles Erreur relative ordre de convergence
10 9.57× 10−4 2.00
25 1.53× 10−4 2.00
50 3.83× 10−5 2.00
100 9.57× 10−6

Table 4.1 – Écoulement monophasique de type Couette : erreur relative en norme L2 et ordre
de convergence pour le champ de température obtenu avec le schéma IMEX.

Remarque 25
Avec la méthode de splitting présentée précédemment, il est possible de montrer que, à conver-
gence, la solution stationnaire du schéma global dépend toujours du pas de temps. Cependant,
nous n’avons pas vu l’impact de cette dépendance dans nos essais numériques.

4.1.4.3 Écoulement diphasique de type Couette

Comme pour le cas test précédent, nous considérons un domaine physique délimité par deux
parois horizontales infinies séparées par une distance ye − yw. La paroi supérieure se déplace à
la vitesse constante ue tandis que la paroi inférieure est fixe. De plus, la paroi supérieure est
chauffée à la température Te et la paroi inférieure à la température Tw avec Te > Tw. Pour ce cas
test, nous considérons un écoulement diphasique entre les deux parois. La position de l’interface
entre les deux fluides est située en y = y0. Durant la phase transitoire, l’interface entre les deux
fluides va se déplacer. La géométrie du cas test est schématisée sur la figure 4.7.

yw
u = 0 et T = Tw

Fluide 1
y0

Fluide 2

ye
u = (ue, 0)T et T = Te

Figure 4.7 – Écoulement diphasique de type Couette : représentation schématique de la géo-
métrie du cas test et des conditions de bord.

L’étude théorique de ce problème est détaillée dans la section E.2 de l’annexe E. Il est
possible d’exprimer les profils de vitesse, de température et de pression en fonction de la position
de l’interface y0 entre les deux fluides. En effet, en notant L1 = y0 − yw et L2 = ye − y0, nous
avons le profil de vitesse suivant

u(y) =


u0

y − yw
L1

yw < y < y0,

u0 + (ue − u0)
y − y0

L2
y0 < y < ye,

(4.28)

avec u0 la vitesse à l’interface entre les deux fluides

u0 =

µ2
L2
ue

µ1
L1

+ µ2
L2

.
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Le profil de température est parabolique dans chaque zone. Il s’exprime

T (y) =


−
µ1u

2
0

2κ1

(
y − yw
L1

)2

+

(
T0 − Tw +

µ1u
2
0

2κ1

)
y − yw
L1

+ Tw yw < y < y0,

−
µ2 (ue − u0)2

2κ2

(
y − y0

L2

)2

+

(
Te − T0 +

µ2 (ue − u0)2

2κ2

)
y − y0

L2
+ T0 y0 < y < ye,

(4.29)
où T0 est la température à l’interface entre les deux fluides

T0 =
1

κ1
L1

+ κ2
L2

(
κ1

L1
Tw +

κ2

L2
Te +

µ1u
2
0

2L1
+
µ2 (ue − u0)2

2L2

)
.

La pression est constante dans tout le domaine, et sa valeur est donnée par

P =
Mini − π1I1

(γ1−1)cv1
− π2I2

(γ2−1)cv2
I1

(γ1−1)cv1
+ I2

(γ2−1)cv2

. (4.30)

avec Mini la masse initiale, I1 =

∫ y0

yw

dy
T (y)

et I2 =

∫ ye

y0

dy
T (y)

les intégrales de l’inverse de la

température dans les deux zones.
Finalement, nous avons pu déterminer le profil de vitesse (4.28), de température (4.29) et

la valeur de la pression P (4.30) en fonction de la position y0 de l’interface fluide. Il nous
manque cependant une relation pour pouvoir déterminer complètement l’état stationnaire. Nous
ne pouvons pas utiliser le principe de conservation de l’énergie dans la mesure où nous apportons
de l’énergie en imposant des températures sur les parois du domaine. Pour valider ce cas test,
nous allons donc utiliser la position de l’interface à l’état stationnaire calculée numériquement
pour ensuite en déduire les profils de température et de vitesse. La valeur de la pression théorique
sera calculée à partir de la relation (4.30) et comparée avec la valeur de la pression obtenue par
le schéma numérique.

Pour ce cas test diphasique, nous considérons que la plaque située en yw = 0 m est chauffée
à la température Tw = 310 K. Pour la plaque supérieure située en ye = 0.2 m, nous prenons les
conditions limites suivantes : Te = 330 K et ue = 10 m.s−1. Nous considérons que le fluide 1,
situé en bas du domaine, est un liquide avec une équation d’état de type gaz raide tandis que le
fluide 2 est un gaz parfait. Les paramètres pour les deux fluides sont donnés dans le tableau 4.2.

fluide 1 fluide 2
viscosité µ 10 1
conductivité thermique κ 10 1.376
capacité thermique cv 3.229 0.708
coefficient adiabatique γ 3 1.4
pression de référence π 105 0

Table 4.2 – Écoulement diphasique de type Couette : paramètres des deux fluides.

Dans un premier temps, nous fixons l’interface entre les deux fluides à l’instant initial au
milieu du domaine, i.e. y0,ini = 0.1 m. Pour les densités de l’état initial, nous prenons ρ1,ini =

25 kg.m−3 pour le liquide et ρ2,ini = 1.7085 kg.m−3 pour le gaz. La masse initiale dans le domaine
est donc égale à

Mini = ρ1,ini(y0,ini − yw) + ρ2,ini(ye − y0,ini) = 2.67085 kg.
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Nous avons réussi à exprimer la valeur de la pression ainsi que l’expression de la température
et de la vitesse en fonction de la position de l’interface entre les deux fluides y0. Nous vou-
lons maintenant calculer une valeur de référence pour la position de l’interface. Pour cela, nous
utilisons dans l’étape de transport la méthode de Glimm qui ne crée pas de zone de mélange.
Rappelons que cette méthode est en fait une méthode mixte avec l’utilisation du schéma décentré
dans les zones de fluide pur et la projection aléatoire de Glimm à l’interface (voir la section 3.2.3
du chapitre 3). Nous utilisons un maillage très raffiné avec 4000 mailles et nous trouvons nu-
mériquement que la position de l’interface entre les deux fluides est située en y0 = 0.050194 m
à l’état stationnaire. Grâce à cette valeur de référence, nous pouvons en déduire les profils de
température, de vitesse et de pression théoriques.

Comme pour la version monophasique de l’écoulement de type Couette, nous cherchons la
solution stationnaire avec un critère de convergence égal à 10−10.

Tout d’abord, nous souhaitons comparer les formulations explicite et implicite de l’étape
acoustique avec les termes de dissipation. Sur la figure 4.8, nous avons tracé les profils de vitesse
et de température obtenus avec les schémas EXEX et IMEX. Dans l’étape de transport, nous
avons utilisé le schéma décentré. Nous verrons dans la suite que le choix du schéma de transport a
un impact sur la solution. Les solutions obtenues avec les formulations implicite et explicite sont
très proches ce qui permet de valider la discrétisation implicite proposée pour l’étape acoustique.
L’intérêt du schéma IMEX peut être mis en évidence si nous comparons le nombre d’itérations
nécessaires pour converger vers l’état stationnaire. En effet, la formulation implicite ne nécessite
que 236 itérations tandis que 2 108 056 itérations sont nécessaires dans le cas totalement explicite.
Dans la suite, nous n’utiliserons plus que le schéma IMEX et nous allons étudier l’impact du
schéma de transport sur la solution.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18  0.2

V
it
e
s
s
e
 u

 (
m

.s
−

1
)

y (m)

EXEX ordre 1 (Upwind)
IMEX ordre 1 (Upwind)

(a) Profils de vitesse

 310

 315

 320

 325

 330

 335

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18  0.2

T
e
m

p
e
ra

tu
re

 (
K

)

y (m)

EXEX ordre 1 (Upwind)
IMEX ordre 1 (Upwind)

(b) Profils de température

Figure 4.8 – Écoulement diphasique de type Couette : profils de vitesse et de température pour
les schémas EXEX et IMEX.

Sur la figure 4.9, nous avons tracé les profils de vitesse, de température, de fraction volumique
et de pression pour le schéma IMEX. Nous avons utilisé les schémas upwind à l’ordre 1 et 2 et la
méthode de Glimm pour l’étape de transport. Nous n’avons pas tracé les résultats obtenus avec
le schéma d’antidiffusion [KL10] pour l’étape de transport car ils étaient superposés avec ceux du
schéma de Glimm. Nous pouvons voir qu’avec la méthode de Glimm nous retrouvons parfaitement
la solution de référence avec seulement 100 mailles. Si le schéma décentré est utilisé dans l’étape
de transport, nous voyons que la diffusion numérique de l’interface impacte les profils de vitesse et
de température. Le passage à l’ordre deux de l’étape acoustique et de transport permet de réduire
la diffusion numérique de l’interface et de se rapprocher de la solution de référence non mélangée.
Pour comparer quantitativement les différents schémas, nous pouvons regarder l’erreur relative
entre la pression calculée par le schéma et la pression de référence calculée avec la formule (4.30),
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Chapitre 4. Extensions du modèle et de la méthode numérique

voir tableau 4.3. Nous retrouvons bien le fait que les schémas d’antidiffusion et Glimm donnent
la solution de référence avec seulement 100 mailles.
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Figure 4.9 – Écoulement diphasique de type Couette : profils de vitesse, de température, de
fraction volumique (pour le fluide 1) et de pression pour le schéma IMEX avec les schémas upwind
à l’ordre 1 et 2 et la méthode de Glimm pour l’étape de transport.

schema Erreur relative (%)
IMEX ordre 1 (Upwind) 7.33
IMEX ordre 2 (Upwind) 4.91
IMEX (Antidiffusion) 0.122
IMEX (GLIMM) 0.160

Table 4.3 – Écoulement diphasique de type Couette : erreur relative sur la pression pour les
différents schémas.

Il n’est pas évident que la solution stationnaire continue soit indépendante de la position
initiale de l’interface entre les deux fluides. Nous faisons donc un autre test, avec une condition
initiale telle que l’interface entre les deux fluides est proche de la valeur stationnaire, y0,ini = 0.05.
Pour avoir la même masse initiale dans le domaine de calcul, nous prenons ρ1,ini = 50 kg.m−3 et
ρ2,ini = 1.1390 kg.m−3. Sur la figure 4.10 nous pouvons voir que nous retrouvons bien le même
état stationnaire. De plus, avec ce choix de condition initiale, l’interface entre les deux fluides ne
varie presque pas durant la phase transitoire de la simulation. Ainsi, cette configuration initiale
diminue la durée de la phase transitoire et donc la diffusion numérique de l’interface par le
schéma. Le choix de la méthode numérique pour l’étape de transport impacte beaucoup moins la
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solution obtenue : toutes les courbes sur la figure 4.10 sont superposées. Cela met en évidence le
fait que la solution stationnaire numérique obtenue avec le schéma décentré dépend de la position
initiale de l’interface entre les deux fluides.
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Figure 4.10 – Écoulement diphasique de type Couette : profils de vitesse et de température pour
le schéma IMEX avec les schémas upwind à l’ordre 1 et 2 et la méthode de Glimm pour l’étape
de transport. L’interface entre les deux fluides est initialement proche de la valeur stationnaire.

Finalement, ces différents cas test nous ont permis de valider la discrétisation des termes dis-
sipatifs dans le modèle diphasique. Nous avons pu vérifier que la contribution des termes négligés
dans la prédiction de la pression pour la formulation implicite était faible. Pour des écoulements
diphasiques, le choix du schéma numérique utilisé dans l’étape de transport joue un rôle impor-
tant sur la solution. Nous avons vu que la diffusion numérique de l’interface engendrée par le
schéma décentré impacte les profils de température et de vitesse. L’utilisation d’un maillage plus
raffiné ou le passage à l’ordre deux du schéma permettent de limiter cette diffusion numérique et
de retrouver la solution non mélangée. Les schémas limitant la diffusion numérique de l’interface
entre les deux fluides tels que le schéma d’antidiffusion et la méthode de Glimm seront donc à
privilégier dans ce genre de configurations.

Dans la suite du chapitre, nous allons présenter et étudier une correction du schéma numérique
dans le régime bas Mach.

4.2 Correction bas Mach

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’un modèle à interfaces diffuses est utilisé pour modéliser
l’écoulement diphasique gaz-liquide. Cela implique que les mêmes équations sont résolues pour les
deux phases fluides. Dans le contexte de l’ablation liquide traitée ici, l’écoulement diphasique est
composé d’un gaz compressible et d’un métal fondu pour la partie liquide. C’est pourquoi nous
avons opté pour un modèle diphasique à cinq équations qui traite les deux phases comme un fluide
compressible. Pour résoudre ce système diphasique nous utilisons des schémas de type Godunov
qui sont très bien adaptés pour simuler des problèmes de propagation d’ondes acoustiques ou
de chocs comme nous avons pu le démontrer dans le chapitre 3. Cependant, ce type de schémas
possède d’importantes limitations dans le régime bas Mach à savoir une contrainte très forte sur
le pas de temps pour un schéma explicite (qui est du même ordre que le nombre de Mach), un
manque de précision et la non consistance avec le problème limite incompressible. Dans notre cas,
la contrainte sur le pas de temps pour un schéma explicite ne sera pas gênante dans la mesure
où l’étape acoustique de l’approche Lagrange-Transport est résolue implicitement. Nous allons
nous concentrer essentiellement sur la précision du schéma numérique pour un nombre de Mach
faible ainsi que sur sa limite asymptotique dans le régime bas Mach. De plus, pour un problème
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diphasique de type gaz-liquide, les variations du nombre de Mach peuvent être très importantes
dans le domaine de calcul. C’est pourquoi il est nécessaire d’utiliser une correction pour tout
nombre de Mach (all regime, all speed ou all Mach correction en anglais) qui permet de résoudre
les problèmes listés auparavant dans le régime bas Mach et de retrouver le schéma classique pour
un nombre de Mach de l’ordre de l’unité. Le solveur doit être à la fois capable de capturer les
ondes de choc et d’être précis dans les zones faiblement compressibles.

La problématique de la limite bas Mach des équations compressibles a fait l’objet de nom-
breuses publications. Des études théoriques sur la limite des équations compressibles dans le
régime bas Mach ont été réalisées pour les équations d’Euler [Sch86, KM81] et de Navier-
Stokes [Ala06, JO11]. Sur le plan numérique, une analyse asymptotique [GV99, GM04, Rie11,
Del10, DJOR16] de divers schémas permet de montrer que la perte de précision dans le régime bas
Mach est liée à la création de fluctuations de pression à une puissance du nombre de Mach trop
élevée. En effet, pour des données initiales bien préparées c’est-à-dire un champ de pression initial
possédant des fluctuations de l’ordre du nombre de Mach au carré, le schéma numérique génère
des fluctuations de pression à l’ordre un en nombre de Mach. Cette imprécision sur la pression
empêche le champ de vitesse d’être à divergence nulle. Un moyen efficace pour réduire cette impré-
cision des schémas de type Godunov consiste à utiliser une technique de préconditionnement ini-
tialement introduite par Turkel [Tur87, Tur93, TFL94]. Une autre approche consiste à introduire
une modification du flux numérique permettant de réduire la diffusion numérique dans le régime
bas Mach [Rie11, TMD+08, CGK16]. Notons que même si la majorité des études sur le régime
bas Mach ont été faites pour les équations monophasiques d’Euler, quelques travaux ont étendu
ces corrections bas Mach aux modèles diphasiques [MG08, BN09, LMNS13, CGK17, Pel17].

Pour tenir compte du caractère incompressible de la partie liquide, nous avons choisi d’utiliser
la correction proposée par Chalons et al. [CGK16]. En effet, celle-ci a été développée et validée
dans le cadre des méthodes basées sur une décomposition Lagrange-Transport des équations. De
plus, comme nous le montrerons dans la suite, cette correction est très simple à mettre en œuvre
et ne revient qu’à modifier la partie décentrée du flux numérique de la pression. Pour montrer la
précision du schéma numérique à bas Mach, nous rappellerons un résultat important démontré
par Chalons et al. [CGK16] sur l’erreur de troncature du schéma numérique. Ensuite, à l’aide
d’une analyse asymptotique, nous étudierons la limite du schéma numérique dans le régime bas
Mach sur un maillage cartésien. Soulignons que le type de maillage utilisé est important pour
la problématique bas Mach. En effet, sur les maillages triangulaires les schémas numériques ne
présentent pas de problème de précision dans la limite bas Mach [RB09, Del10, DJOR16].

4.2.1 Présentation de la correction

La correction bas Mach proposée par Chalons et al. [CGK16, CGK17] se traduit par une
modification du solveur de Riemann pour l’étape acoustique (3.9) sans les termes visqueux. La
prise en compte des termes dissipatifs sera faite dans la section 4.2.5. L’étape de transport n’est
pas impactée par la correction bas Mach. Pour rappel, la forme unidimensionnelle de l’étape
acoustique pour le modèle diphasique à cinq équations réduit s’écrit

∂tV + ϑ∂xG + Pϑ∂xB(V ) = 0, (4.31)

où V = (ϑ, y, u, E, ϑz)T ,G = (−u, 0, p, pu, 0)T ,B = (0, 0, 0, 0, u)T et P =


0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 −z

.

Dans le chapitre précédent, nous avons détaillé le schéma de type Godunov (3.11) utilisé pour
résoudre l’étape acoustique. Ce schéma est basé sur un solveur de Riemann unidimensionnel (3.9)

113



4.2. Correction bas Mach

pour chaque face du maillage. Ici, le solveur de Riemann pour la correction bas Mach s’écrit :

W θ (x/t;Vg,Vd) =


Vg si x/t ≤ −C̄−ϑg,
V ∗,θg = Vg + φ−R− + LM− si − C̄−ϑg < x/t ≤ 0,

V ∗,θd = Vd − φ+R+ −LM+ si 0 < x/t ≤ C̄+ϑd,

Vd si C̄+ϑd < x/t,

(4.32)

où
R± =

(
−1, 0,±C̄±, p1−α ± uαC̄±,−z±

)T
,

LM± =
C̄∓(θ − 1)∆u

C̄− + C̄+
(0, 0, 1, ū, 0)T ,

φ± =
∆p± C̄∓∆u

C̄−C̄+ + (C̄±)2
.

Les notations utilisées ici sont les mêmes que dans la section 3.1.1. Le coefficient α est toujours
égal à C̄−

C̄−+C̄+ . La correction que nous proposons ici est une extension naturelle au système
diphasique à cinq équations réduit de celle proposée par Chalons et al. dans le cas monopha-
sique [CGK16].

En pratique, le paramètre θ de la correction bas Mach est égal au nombre de Mach local si
nous sommes dans une zone subsonique

θ = min

(
|ū|

max(cg, cd)
, 1

)
. (4.33)

La modification du solveur de Riemann simple (4.32) induit aussi un schéma de type Godunov.
En procédant de la même manière que dans la section 3.1.1, le schéma numérique pour l’étape
acoustique (4.31) s’écrit :

V †i = V n
i −

∆t

∆x
ϑni

(
Hn,θ

i+ 1
2

−Hn,θ

i− 1
2

)
−

∆t

∆x
ϑni z

n
i

(
Bn
i+ 1

2

−Bn
i− 1

2

)
, (4.34)

où le “flux” numérique Hn,θ
i+1/2 = Hθ

(
V n
i ,V

n
i+1

)
est donné par :

Hθ (Vg,Vd) =
(
−ū, 0, p̄θ, p̄θū, 0

)T
,

avec

ū =
C̄−ug + C̄+ud −∆p

C̄− + C̄+
et p̄θ =

C̄+pg + C̄−pd − C̄−C̄+θ∆u

C̄− + C̄+
.

La correction bas Mach correspond finalement à une simple modification du flux numérique. En
effet, seul le terme décentré du flux de pression est modifié.

Remarque 26
La correction bas Mach proposée par Rieper [Rie11] pour le solveur de Riemann approché de
Roe est basée sur une idée similaire. Le saut de vitesse est aussi multiplié par un nombre de
Mach local.

Remarque 27
Les conditions sur les pentes du solveur de Riemann pour assurer la positivité des états intermé-
diaires (cf. section 3.1.1.1) peuvent être naturellement étendues au cas bas Mach.

Nous pouvons noter que dans les zones où le nombre de Mach est élevé, le paramètre θ défini
par (4.33) est égal à un et nous retrouvons bien le schéma que nous avons étudié dans le chapitre
précédent. La correction utilisée est donc bien une correction valable pour tout nombre de Mach.
Il nous reste donc à étudier la précision du schéma numérique dans le régime bas Mach ainsi que
sa limite quand le nombre de Mach tend vers 0.
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4.2.2 Comportement du schéma dans le régime bas Mach

Dans cette partie, nous souhaitons étudier le comportement du schéma numérique en fonc-
tion du nombre de Mach. Pour cela, nous allons nous appuyer sur les travaux de Chalons et
al. [CGK16, CGK17] basés sur une analyse de l’erreur de troncature du schéma.

Introduisons les grandeurs de référence suivantes : x0, u0, ρ0 et c0 qui sont respectivement une
longueur, une vitesse, une densité et une vitesse du son de référence. Notons que les fractions
massiques et volumiques sont déjà sans dimension. Toutes les variables dimensionnées φ sont
remplacées par le produit entre la variable adimensionnée φ̃ et la grandeur de référence associée :

t = t̃
x0

u0
, (x, y) = (x̃1x0, x̃2x0), ρ = ρ̃ρ0, u = (ũ1u0, ũ2u0), p = p̃ρ0c

2
0, ε = ε̃c2

0. (4.35)

Le système diphasique à cinq équations réduit adimensionné s’écrit alors

∂t̃ρ̃ + ∇̃ · (ρ̃ũ) = 0,

∂t̃ρ̃y + ∇̃ · (ρ̃yũ) = 0,

∂t̃ (ρ̃ũ) + ∇̃ · (ρ̃ũ⊗ ũ) +
1

M2
∇̃p̃ = 0,

∂t̃

(
ρ̃Ẽ
)

+ ∇̃ ·
((
ρ̃Ẽ + p̃

)
ũ
)

= 0,

∂t̃z + ũ · ∇̃z = 0,

(4.36)

avec Ẽ = ε̃+ M2

2 |ũ|
2 et M =

u0

c0
est le nombre de Mach.

De la même façon, il est possible d’adimensionner la version bidimensionnelle du schéma
numérique pour l’étape acoustique (4.34). Par souci de simplicité, nous supposerons que les
pentes C̄− et C̄+ du solveur de Riemann sont égales. Les variables définies à une interface entre
deux cellules sont aussi remplacées par le produit entre la variable adimensionnée et la grandeur
de référence associée : ū = ˜̄uu0, p̄ = ˜̄pρ0c

2
0 et C̄ = ˜̄Cρ0c0. Pour plus de lisibilité, nous omettrons

la notation •̄ sur ces quantités dans la suite. Nous obtenons alors

ϑ̃†i = ϑ̃ni +
∆t̃∣∣∣Ω̃i

∣∣∣ϑ̃ni
∑

j∈v(i)

∣∣∣Γ̃ij

∣∣∣ ũij ,
y†i = yni ,

ũ†i = ũni −
∆t̃∣∣∣Ω̃i

∣∣∣ϑ̃ni
1

M2

∑
j∈v(i)

∣∣∣Γ̃ij

∣∣∣ p̃θijñij ,

Ẽ†i = Ẽni −
∆t̃∣∣∣Ω̃i

∣∣∣ϑ̃ni
∑

j∈v(i)

∣∣∣Γ̃ij

∣∣∣ p̃θf ũij ,
z†i = zni ,

(4.37)

où
ũij =

ũi + ũj

2
· nij −

1

M

p̃j − p̃i
2C̃

et p̃θij =
p̃i + p̃j

2
− θMC̃

ũj − ũi

2
· nij .

L’adimensionnement du schéma numérique pour l’étape de transport (3.58) donne

φ̃n+1
i = φ̃†i +

∆t̃∣∣∣Ω̃i

∣∣∣φ̃†i
∑

j∈v(i)

∣∣∣Γ̃ij

∣∣∣ ũij − ∆t̃∣∣∣Ω̃i

∣∣∣
∑

j∈v(i)

∣∣∣Γ̃ij

∣∣∣ ũij φ̃†ij , (4.38)
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pour φ̃ ∈
{
ρ̃, ρ̃y, ρ̃ũ, ρ̃Ẽ, z

}
.

En suivant la même démarche que [CGK16, CGK17], nous allons regarder l’équation équiva-
lente des schémas numériques pour les étapes acoustique et de transport. Nous supposons que
la solution adimensionnée est une fonction régulière. Par abus de notation, nous considérons
que φ̃(xl, ym, t) = φ̃l,m pour φ̃ ∈

{
ρ̃, ρ̃y, ρ̃ũ, ρ̃Ẽ, z, p̃

}
et nous substituons ces fonctions dans les

relations précédentes. L’objectif étant de déterminer l’erreur de troncature du schéma définie
par l’écart entre l’équation équivalente et l’équation aux dérivées partielles. Nous étendons ici
le résultat de Chalons et al. [CGK16, CGK17] au cas du système diphasique à cinq équations
réduit.

Proposition 17
Dans le régime bas Mach, c’est-à-dire pour un nombre de Mach M << 1 et une fluctuation
de pression ∇̃p̃ = O(M2), la discrétisation adimensionnée (4.37) de la partie acoustique est
consistante avec

∂t̃ϑ̃ − ϑ̃∇̃ · ũ = O(∆t̃) +O(M∆x̃),

∂t̃y = O(∆t̃),

∂t̃ũ +
ϑ̃

M2
∇̃p̃ = O(∆t̃) +O

(
θ∆x̃

M

)
,

∂t̃Ẽ + ϑ̃∇̃ · (p̃ũ) = O(∆t̃) +O(M∆x̃) +O(Mθ∆x̃),

∂t̃z = O(∆t̃).

La discrétisation adimensionnée de la partie transport (4.38) est consistante avec

∂t̃φ̃+ ũ · ∇̃φ̃ = O(∆t̃) +O(∆x̃) +O(M∆x̃) pour φ̃ ∈
{
ρ̃, ρ̃y, ρ̃ũ, ρ̃Ẽ, z

}
,

et l’équation équivalente vérifiée par le schéma adimensionné complet est donnée par

∂t̃ρ̃ + ∇̃ · (ρ̃ũ) = O(∆t̃) +O(∆x̃) +O(M∆x̃),

∂t̃ρ̃y + ∇̃ · (ρ̃yũ) = O(∆t̃) +O(∆x̃) +O(M∆x̃),

∂t̃ (ρ̃ũ) + ∇̃ · (ρ̃ũ⊗ ũ) +
1

M2
∇̃p̃ = O(∆t̃) +O(∆x̃) +O

(
θ∆x̃

M

)
,

∂t̃

(
ρ̃Ẽ
)

+ ∇̃ ·
((
ρ̃Ẽ + p̃

)
ũ
)

= O(∆t̃) +O(∆x̃) +O(M∆x̃) +O(Mθ∆x̃),

∂t̃z + ũ · ∇̃z = O(∆t̃) +O(∆x̃) +O(M∆x̃).

Ainsi, si l’on impose θ = O(M), l’erreur de troncature du schéma est uniforme par rapport au
nombre de Mach M .

La démontration de cette proposition est la même que dans [CGK16].

Remarque 28
L’analyse précédente ne dépend pas du traitement implicite ou explicite de l’étape acoustique.

4.2.3 Analyse asymptotique bas Mach

L’analyse précédente a permis de montrer que l’erreur de troncature du schéma avec la
correction bas Mach reste bornée quand le nombre de Mach tend vers 0. Néanmoins, cela ne
permet pas de conclure quant à la consistance asymptotique vis-à-vis de la limite incompressible
des équations.
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Au niveau continu, Murrone et Guillard [MG08] ont démontré que la limite asymptotique
quand le nombre de Mach tend vers 0 du système de Kapila (cela reste vrai pour le modèle à
cinq équations réduit) s’écrit

∂tz + u ·∇z = 0,

ρ1 = constante,

ρ2 = constante,

ρ(z) [∂tu +∇ · (u⊗ u)] + ∇p = 0,

∇ · u = 0.

(4.39)

Ce système limite ressemble fortement aux équations d’Euler incompressible monophasique. De
plus, lors du développement asymptotique, il est possible d’obtenir les fluctuations du champ
de pression. En effet, Murrone et Guillard montrent que les fluctuations d’ordre 0 et 1 sont
constantes en espace. En se plaçant dans un domaine ouvert où la pression extérieure est aussi
constante en temps, on peut démontrer que le terme d’ordre 0 ne dépend pas du temps. Ainsi,
la pression s’écrit

p(x, t) = p(0) +M2p(2)(x, t).

Ce type de champ de pression est caractéristique d’un écoulement incompressible. Finalement,
au niveau continu, les solutions du modèle compressible à cinq équations réduit tendent vers les
solutions du modèle incompressible.

L’objectif de cette partie est de montrer que la limite asymptotique du schéma numérique
est une discrétisation de la limite incompressible (4.39). Ce type de schémas est appelé Asymp-
totic Preserving (AP) schemes dans la littérature [Jin99]. De tels schémas AP ont été étudiés
par [DJY07, CDK12, HJL12, Zak17] pour les systèmes monophasiques. Dans [Zak17], l’auteur
étudie le comportement AP du schéma Lagrange-Projection présenté par Coquel et al. [CNPT10]
pour les équations d’Euler isentropique en 1D.

Moyennant quelques hypothèses, nous souhaitons savoir si, sur un maillage cartésien uni-
forme, le schéma Lagrange-Transport IMEX(θ) défini par la formulation implicite de l’étape
acoustique (4.34) et le schéma (3.58) pour l’étape de transport avec des données initiales bien
préparées donne une discrétisation consistante avec la version incompressible du modèle à cinq
équations réduit dans la limite bas Mach. Nous ne considérons que la formulation implicite de
l’étape acoustique dans la mesure où le pas de temps explicite de cette phase dépend du nombre
de Mach, et va donc tendre vers 0 lorsque le nombre de Mach diminue. Nous considérons la
formulation IM1 détaillée dans l’algorithme 1, voir la section 3.1.1.3 du chapitre 3, pour calculer
de façon implicite l’étape acoustique du schéma. Pour éviter toute confusion, nous noterons p

la prédiction de la pression au temps t†. Cette quantité n’est a priori pas égale à la valeur de
la pression calculée à partir de l’équation d’état. De plus, nous nous plaçons sur un maillage
cartésien régulier où l’on rappelle que v(i) = {(l − 1,m), (l + 1,m), (l,m − 1), (l,m + 1)} est
l’ensemble des indices des cellules voisines de la cellule i = (l,m). Dans la suite, nous noterons

σij =
|Γij|
|Ωi|

.

Rappelons que la formulation IM1 revient à résoudre dans un premier temps le système
linéaire vitesse-pression (adimensionné)

u†i = uni − ∆tϑni
1

M2

∑
j∈v(i)

σijp
θ,†
ij nij ,

p†i = pni − ∆t(Cni )2ϑni

∑
j∈v(i)

σiju
†
ij ,

(4.40)
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où l’on rappelle que la quantité Ci correspond à la vitesse du son lagrangienne dans la maille i,
i.e. Ci = ρici. Nous rappelons aussi que les vitesses et les pressions à l’interface sont données
par

u†ij =
(

Σu†n

)
ij
− 1

M

(
∆p†

)
ij

Cij
et pθ,†ij =

(
Σp†

)
ij
−MθCij

(
∆u†n

)
ij
.

La notation (Σ•)ij désigne la moyenne arithmétique •i+•j2 , tandis que (∆•)ij =
•i−•j

2 . Pour
simplifier l’écriture, nous avons aussi introduit la notation un = u · n. Dans la mesure où les
fractions volumiques et massiques ne varient pas durant l’étape acoustique, i.e. y†i = yni et
z†i = zni , nous nous focalisons sur les équations d’évolution du volume spécifique, de la vitesse
et de l’énergie. Après avoir inversé le système linéaire en vitesse et pression (4.40), les équations
d’évolution du volume spécifique et de l’énergie sont ensuite résolues de la façon suivante

ϑ†i = ϑni + ∆tϑni

∑
j∈v(i)

σiju
†
ij ,

E†i = Eni − ∆tϑni

∑
j∈v(i)

σijp
θ,†
ij u

†
ij .

(4.41)

Nous pouvons regrouper les différents termes du système (4.40) et des relations sur le volume
spécifique et l’énergie en fonction des puissances du nombre de Mach.

Pour l’équation d’évolution de la vitesse, nous avons

M−2

∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
Σp†

)
ij
nij

+θM−1

−∆tϑni
∑

j∈v(i)

σijCij

(
∆u†n

)
ij
nij

+M0
(
u†i − ui

)
= 0.

(4.42)
Pour l’équation sur la pression p, nous avons

M−1

−∆t(Cni )2ϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
∆p†

)
ij

Cij

+M0

p†i − p
n
i + ∆t(Cni )2ϑni

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu†n

)
ij

 = 0.

(4.43)
Pour l’équation d’évolution du volume spécifique nous avons

M−1

∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
∆p†

)
ij

Cij

+M0

ϑ†i − ϑni −∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
Σu†n

)
ij

 = 0. (4.44)

Enfin, pour l’équation d’évolution de l’énergie, nous avons

M−1

−∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
Σp†

)
ij

(
∆p†

)
ij

Cij

+M0

E†i − Eni + ∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
Σp†

)
ij

(
Σu†n

)
ij


+ θ

∆tϑni
∑

j∈v(i)

σij

(
∆p†

)
ij

(
∆u†n

)
ij

+ θM

−∆tϑni
∑

j∈v(i)

σijCij

(
Σu†n

)
ij

(
∆u†n

)
ij

 = 0.

Dans toute la suite, nous supposons que la correction bas Mach est activée, i.e. θ = M .
Nous effectuons alors un développement asymptotique en fonction du nombre de Mach pour les
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variables suivantes :
ϑ = ϑ(0) + Mϑ(1) + M2ϑ(2) + O(M2),

u = u(0) + Mu(1) + M2u(2) + O(M2),

E = E(0) + ME(1) + M2E(2) + O(M2),

p = p(0) + Mp(1) + M2p(2) + O(M2),

p = p(0) + Mp(1) + M2p(2) + O(M2),

C = C(0) + MC(1) + M2C(2) + O(M2).

En injectant ces développements asymptotiques dans l’équation sur la vitesse, nous trouvons
— à l’ordre M−2 : ∑

j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij
nij = 0, (4.45)

— à l’ordre M−1 :

ϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(1),†

)
ij
nij + ϑ

(1),n
i

������������∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij
nij = 0, (4.46)

— à l’ordre M0 :

u
(0),†
i − u

(0),n
i + ∆tϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
nij − C

(0)
ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij
nij

]
+ ∆tϑ

(1),n
i

������������∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(1),†

)
ij
nij + ∆tϑ

(2),n
ij

������������∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij
nij = 0.

Pour l’équation sur la pression p (4.43), nous obtenons
— à l’ordre M−1 : ∑

j∈v(i)

σij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0, (4.47)

— à l’ordre M0 :

p(0),† − p(0),n
i + ∆t

(
C

(0),n
i

)2
ϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(Σu
(0),†
n

)
ij

+

(
∆p(1),†)

ij

C
(0)
ij

−

(
∆p(0),†)

ij
C

(1)
ij(

C
(0)
ij

)2


+ ∆t

(
(Cni )2 ϑni

)(1)

����������∑
j∈v(i)

σij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0.

Pour l’équation sur le volume spécifique (4.44), nous trouvons
— à l’ordre M−1 : ∑

j∈v(i)

σij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0, (4.48)

— à l’ordre M0 :

ϑ
(0),†
i − ϑ(0),n

i −∆tϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(Σu
(0),†
n

)
ij

+

(
∆p(1),†)

ij

C
(0)
ij

−

(
∆p(0),†)

ij
C

(1)
ij(

C
(0)
ij

)2


+ ∆tϑ

(1),n
i

����������∑
j∈v(i)

σij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0.

(4.49)
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Enfin, pour l’équation sur l’énergie (4.45), nous avons

— à l’ordre M−1 : ∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†)

ij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0,

— à l’ordre M0 :

E
(0),†
i − E(0),n

i + ∆tϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij

(
Σu(0),†

)
ij
· nij

+ ∆t
∑

j∈v(i)

σij

((
Σp†

)
ij

(
∆p†

)
ij
ϑni

)(1)

= 0.

Guillard et Viozat [GV99] ont démontré que les relations (4.45) et (4.47) assurent que le
terme à l’ordre 0 de la pression p(0),† est constant en espace. En effet, sur un maillage cartésien
uniforme, l’équation (4.45) pour la cellule i = (l,m) implique

p
(0),†
l,m+1 − p

(0),†
l,m−1 = 0 et p

(0),†
l+1,m − p

(0),†
l−1,m = 0.

Le terme d’ordre 0 pour la pression p ne peut donc être qu’une solution en damier à quatre états
représentée sur la figure 4.11.

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

C

C

C

C

C

C

D

D

D

D

Figure 4.11 – Solution en damier à quatre états.

En remarquant que les termes devant
(
∆p(0),†)

ij
dans l’équation (4.47) sont positifs (les

pentes du solveur de Riemann C(0)
ij sont positives), le principe du maximum discret s’applique.

Le terme à l’ordre 0 en nombre de Mach du champ de pression p(0),† est donc constant en espace.
Dans la suite, nous noterons p

(0),†
i = p(0),† pour tout i. Notons enfin que cela implique que les

termes
(
∆p(0),†)

ij
sont nuls.

Pour le terme à l’ordre 1 du champ de pression nous avons seulement l’équation (4.46) à notre
disposition. Cela autorise encore une solution en damier. Cependant, en effectuant une analyse
similaire pour le schéma de Roe, Rieper [Rie11] montre que ces solutions en damier doivent
disparaître après un certain temps. Ainsi nous supposerons que le terme d’ordre 1 de la pression
p(1),† est aussi constant en espace. Les termes

(
∆p(1),†)

ij
sont donc nuls.

Sachant que les deux premiers termes du développement asymptotique de la pression p sont
constants en espace, les équations d’évolution de la vitesse, de la pression, du volume spécifique

120



Chapitre 4. Extensions du modèle et de la méthode numérique

et de l’énergie à l’ordre 0 en nombre de Mach vérifient alors

u
(0),†
i − u

(0),n
i + ∆tϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
− C(0)

ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij

]
nij = 0, (4.50a)

p(0),† − p(0),n
i + ∆t

(
C

(0)
i

)2
ϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0, (4.50b)

ϑ
(0),†
i − ϑ(0),n

i −∆tϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0, (4.50c)

E
(0),†
i − E(0),n

i + ∆tϑ
(0),n
i p(0),†

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0. (4.50d)

Le schéma numérique (4.50a) sur la vitesse est consistant avec la partie acoustique du système
incompressible (4.39).

De plus, dans le cas d’un mélange de deux gaz raides, le carré de la vitesse du son lagran-

gienne est égal à C2 = ρ2γ p+πρ . Nous pouvons donc remarquer que le terme
(
C

(0)
i

)2
ϑ

(0),n
i =

γi

(
p

(0),n
i + πi

)
. Ainsi, si nous supposons que les conditions initiales sont bien préparées, à savoir

que les termes d’ordre 0 en nombre de Mach de la pression p(0),n et de la fraction volumique
z(0),n sont des constantes, le terme d’ordre M0 de l’équation sur la pression (4.50b) devient

p(0),† − p(0),n + ∆tγ(p(0),n + π)
∑

j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0.

En sommant sur toutes les mailles, et si les conditions limites imposent
(

Σu
(0),†
n

)
ij

= 0 sur les

faces ij du bord (condition de type paroi par exemple), nous en déduisons que

p(0),† = p(0),n. (4.51)

En réinjectant la relation précédente dans l’équation (4.50b), nous en concluons que la divergence
discrète de la composante à l’ordre M0 de la nouvelle vitesse est nulle

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0. (4.52)

D’après l’équation (4.50c), nous en déduisons aussi que le schéma numérique ne fait pas varier
le termes d’ordre 0 du volume spécifique, c’est-à-dire ϑ(0),†

i = ϑ
(0),n
i pour tout i. En rappelant que

les fractions massiques et volumiques ne sont pas modifiées par l’étape acoustique et utilisant les
définitions (4.2) des densités de chaque phase, nous avons aussi ρ(0),†

k,i = ρ
(0),n
k,i . De la même façon,

en utilisant la relation (4.50d), nous obtenons que le terme d’ordre 0 de l’énergie ne varie pas
durant l’étape acoustique : E(0),†

i = E
(0),n
i pour tout i. De plus, rappelons que l’énergie totale

s’écrit E = ε + 1
2 |u|

2 en variables dimensionnées. Cela se traduit par E = ε + 1
2M

2 |u|2 après
adimensionnement. Ainsi, le terme d’ordre 0 de l’énergie l’interne ε(0) n’est pas modifié par le
schéma de la phase acoustique.
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Pour résumer, avec le schéma implicite, nous avons à la fin de l’étape acoustique

z
(0),†
i = z

(0),n
i , (4.53a)

ρ
(0),†
1,i = ρ

(0),n
1,i , (4.53b)

ρ
(0),†
2,i = ρ

(0),n
2,i , (4.53c)

u
(0),†
i − u

(0),n
i + ∆tϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
− C(0),n

ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij

]
nij = 0, (4.53d)

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0. (4.53e)

Ce schéma numérique est consistant avec la partie acoustique du système incompressible (4.39).
En effet, en appliquant le schéma de Rusanov [Tor97] sur l’équation

∂tu
(0) + ϑ(0)∇p(2) = 0,

nous retrouvons la formule (4.53d).
Pour l’étape de transport, nous allons nous concentrer sur le schéma décentré présenté dans

la section 3.2. Dans ce cas, le schéma numérique adimensionné (4.38) pour l’étape de transport
s’écrit

φn+1
i = φ†i + ∆tφ†i

∑
j∈v(i)

σiju
†
ij −∆t

∑
j∈v(i)

σiju
†
ijφ
†
ij , (4.54)

pour φ ∈ {ρ, ρy, ρu, ρE, z} et où l’on rappelle que

u†ij =
(

Σu†n

)
ij
− 1

M

(
∆p†

)
ij

Cij
.

En rappelant que les termes
(
∆p(0),†)

ij
et
(
∆p(1),†)

ij
sont nuls et en utilisant la relation (4.53e),

le terme d’ordre 0 en nombre de Mach se simplifie alors en

φ
(0),n+1
i = φ

(0),†
i −∆t

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij
φ

(0),†
ij . (4.55)

En supposant que les densités de chaque fluide sont constantes à l’instant initial, nous trouvons
que le terme dominant de la densité vaut

ρ
(0),n+1
i = ρ(0),† −∆t

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij
ρ(0),†

= ρ(0),n,

et est donc constant en temps et en espace.
Pour la fraction volumique, nous avons

z
(0),n+1
i − z(0),n

i

∆t
+
∑

j∈v(i)

σijz
(0),†
ij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0, (4.56)

ce qui est une discrétisation implicite de l’équation ∂tz +∇ · (zu) = 0. Cela est équivalent à une
équation de transport sur la fraction volumique ∂tz+u ·∇z = 0 dans le cas où la divergence de
la vitesse est nulle.
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En utilisant la relation (4.53d), le schéma de l’étape de transport (4.54) pour la vitesse u

donne

ρ(0)u
(0),n+1
i = ρ(0)u

(0),n
i −∆t

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
− C(0),n

ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij

]
nij

−∆tρ(0)
∑

j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij
u

(0),†
ij ,

ce qui est équivalent à

ρ(0)

u(0),n+1
i − u

(0),n
i

∆t
+
∑

j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij
u

(0),†
ij

+
∑

j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
− C(0)

ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij

]
nij = 0,

(4.57)
qui est une discrétisation consistante de l’équation

ρ [∂tu +∇ · (u⊗ u)] + ∇p = 0.

Malheureusement, nous ne sommes pas capables, pour le moment, de démontrer que la diver-
gence discrète du terme d’ordre 0 de la vitesse au temps tn+1 est nulle. Nous avons donc montré
que le schéma limite est consistant avec toutes les équations du système incompressible (4.39)
sauf peut-être la contrainte de divergence nulle.

4.2.4 Validation numérique

4.2.4.1 Vortex dans une boîte

Pour cette première illustration du comportement bas Mach du schéma, nous considérons un
cas test classique de la littérature [CP99, DJOR16, CGK16]. Le domaine considéré Ω = [0, 1]2 m
est une boîte carrée initialement remplie d’un gaz parfait avec un coefficient γ = 1.4. La condition
initiale est donnée par

ρ0(x1, x2) = 1− 1
2 tanh(x2 − 1

2),

u10(x1, x2) = 2 sin2(πx1) sin(πx2) cos(πx2),

u20(x1, x2) = −2 sin(πx1) cos(πx1) sin2(πx2),

p0(x1, x2) = 1000.

Des conditions de type paroi sont imposées sur la frontière du domaine. Pour ce cas test, le
nombre de Mach est de l’ordre de 2.6 × 10−2. Comme solution de référence, nous considérons
la solution obtenue par le schéma explicite sans correction bas Mach sur un maillage cartésien
régulier composé de 400 × 400 cellules. Ainsi, le pas d’espace ∆x1 = ∆x2 = 2.5 × 10−3 m est
environ 10 fois plus petit que le nombre de Mach. D’après la proposition 17, l’erreur de troncature
du schéma est donc petite : le schéma de type Godunov (avec θ = 1) est précis dans le régime
bas Mach quand le pas d’espace est inférieur au nombre de Mach. Nous pouvons vérifier cela sur
la figure 4.12. Sur ce maillage, la solution numérique est très peu diffusée par le schéma.
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(a) Amplitude de la vitesse (b) Nombre de Mach

Figure 4.12 – Vortex dans une boîte : amplitude de la vitesse et nombre de Mach au temps
t = 0.125 s pour le schéma explicite EXEX(θ = 1) sans correction bas Mach sur maillage cartésien
400× 400 (Solution de référence).

Sur la figure 4.13(a), nous avons tracé le nombre de Mach et l’amplitude de la vitesse obtenus
par le schéma numérique EXEX(θ = 1) sans correction bas Mach sur un maillage plus grossier
composé de 50×50 cellules. Pour ce maillage où le pas d’espace est de l’ordre de 10 fois le nombre
de Mach, nous pouvons remarquer que le schéma numérique n’est pas précis. En effet, la solution
numérique est fortement diffusée au cours de la simulation. A contrario, pour le même maillage,
la solution du schéma EXEX(θ = O(M)) avec la correction bas Mach présentée précédemment
est très proche de la solution de référence, comme nous pouvons le voir sur la figure 4.13(b). Ainsi,
comme énoncé dans la proposition 17, la précision du schéma EXEX(θ = O(M)) est uniforme
par rapport au nombre de Mach et ne dépend que de la taille du maillage. Sans la correction bas
Mach, la précision du schéma de type Godunov dépend de la taille des mailles et du nombre de
Mach.

(a) EXEX(θ = 1) (b) EXEX(θ = O(M))

Figure 4.13 – Vortex dans une boîte : amplitude de la vitesse au temps t = 0.125 s pour le schéma
explicite EXEX(θ = 1) sans correction bas Mach (a) et le schéma explicite EXEX(θ = O(M))
avec correction bas Mach (b) sur maillage cartésien 50×50. La solution du schéma EXEX(θ = 1)
est fortement diffusée au cours de la simulation. Avec la correction bas Mach, le schéma reste
précis même sur un maillage grossier.

Des résultats similaires peuvent être obtenus en utilisant la formulation implicite du schéma.
Sur la figure 4.14 nous pouvons remarquer que la solution numérique obtenue avec le schéma semi-
implicite sans correction IMEX est fortement altérée par la diffusion numérique sur le maillage
grossier. Pour le schéma IMEX(θ = O(M)), les résultats obtenus sont très proches de la version
explicite avec correction bas Mach et de la solution de référence.
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(a) IMEX(θ = 1) (b) IMEX(θ = O(M))

Figure 4.14 – Vortex dans une boîte : amplitude de la vitesse au temps t = 0.125 s pour
le schéma IMEX(θ = 1) sans correction bas Mach (a) et le schéma IMEX(θ = O(M)) avec
correction bas Mach (b) sur maillage cartésien 50× 50. La solution du schéma IMEX(θ = 1) est
fortement diffusée au cours de la simulation. Avec la correction bas Mach, le schéma reste précis
même sur un maillage grossier.

Dans le tableau 4.4, nous avons rassemblé le nombre d’itérations et le temps de calcul né-
cessaires pour obtenir les différents résultats présentés auparavant. La condition de stabilité de
l’étape acoustique dépend du nombre de Mach. Ainsi, dans ce type de cas test où le nombre de
Mach est faible, la contrainte sur le pas de temps pour la formulation explicite du schéma est
très grande. Pour la formulation implicite, la contrainte sur le pas de temps ne dépend que de la
condition CFL de l’étape de transport et non du nombre de Mach. Nous pouvons ainsi voir que
le schéma IMEX(θ = O(M)) est quatre fois plus rapide que le schéma EXEX(θ = O(M)).

Schéma EXEX EXEX EXEX IMEX IMEX
Correction bas Mach non non oui non oui
Maillage 400× 400 50× 50 50× 50 50× 50 50× 50

Nombre d’itérations 5386 672 672 16 20
Temps CPU (s) 688.8 1.40 1.42 0.29 0.35

Table 4.4 – Vortex dans une boîte : nombre d’itérations et temps CPU.

4.2.4.2 Écoulement dans une tuyère

Pour le prochain cas test, nous considérons la configuration classique d’un écoulement bas
Mach dans une tuyère [Del10]. Le domaine de calcul est inclus dans le domaine Ω = [0, 4] m
× [0, 1] m. La frontière inférieure est définie par :

x2(x1) =

{
0.1 (1− cos ((x1 − 1)π)) si x1 ∈ [1, 3] m,
0 sinon.

Le fluide considéré est un gaz parfait avec un coefficient γ = 1.48. L’état amont du domaine est
défini par la pression p∞ = 105 Pa, les densités ρ∞ = ρ1,∞ = ρ2,∞ = 14.8 kg.m−3 et la vitesse
(u∞, 0). La vitesse u∞ est choisie de sorte que le nombre de Mach Ma= u∞√

γ p∞
ρ∞

soit égal à 10−2.

Dans notre cas, la vitesse d’entrée est égale à 1 m.s−1.
À l’entrée de la tuyère, en x1 = 0m, une condition d’entrée subsonique est imposée. Ainsi,

la vitesse et la densité sont données par les valeurs à l’infini amont (u∞, ρ∞). La pression est
quant à elle calculée en remontant la caractéristique. Pour la condition de sortie en x1 = 4, nous
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imposons la pression p = p∞, tandis que la vitesse est déduite de l’autre équation caractéristique.
Les conditions limites pour les parois supérieure et inférieure sont des conditions de type paroi.
L’état initial du fluide est donné par (ρ, u, p) = (ρ∞, u∞, p∞).

Les premiers calculs sont effectués sur un maillage structuré comportant 40x10 cellules. Un
critère basé sur l’erreur relative des variables conservatives est utilisé pour juger de la convergence
vers la solution stationnaire. Notons que tous les résultats présentés ici ont été obtenus avec le
schéma implicite-explicite IMEX.

Sans la correction bas Mach présentée précédemment, la solution incompressible [Del10] n’est
pas capturée par le schéma numérique comme le montre la figure 4.15. La pression normalisée que
nous avons tracé sur la figure 4.15(b) est définie par p−p∞

p∞
. Nous pouvons voir sur la figure 4.16

que le schéma numérique converge vers un état stationnaire mais il ne capte pas la solution de
l’état incompressible que nous cherchons à calculer.

Avec la correction bas Mach de [CGK16], nous pouvons voir sur la figure 4.17 que le schéma
numérique converge vers une approximation raisonnable de la solution incompressible. En effet,
les fluctuations de pression sont de l’ordre du nombre de Mach au carré et sont quasi symétriques.

(a) Isovaleurs du nombre de Mach (b) Isovaleurs de la pression normalisée

Figure 4.15 – Écoulement dans une tuyère : isovaleurs du nombre de Mach et de la pression
normalisée (schéma sans correction bas Mach, M = 10−2).
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Figure 4.16 – Écoulement dans une tuyère : convergence des résidus (schéma sans correction
bas Mach, M = 10−2).
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(a) Isovaleurs du nombre de Mach (b) Isovaleurs de la pression normalisée

Figure 4.17 – Écoulement dans une tuyère : isovaleurs du nombre de Mach et de la pression
normalisée (schéma avec correction bas Mach, M = 10−2).

Dans cette configuration bas Mach, la condition de stabilité sur le pas de temps basée sur les
ondes acoustiques est très restrictive. Sur ce cas test, nous pouvons voir dans le tableau 4.5 que
la version semi-implicite du schéma est 35 fois plus rapide pour ce qui est du temps CPU que la
formulation explicite. Notons que dans ce cas, le schéma explicite EXEX(r 6=1) avec des pentes
de Riemann différentes donne des temps de calcul identiques à ceux du schéma EXEX dans la
mesure où le ratio des vitesses lagrangiennes entre deux mailles est proche de 1.

EXEX IMEX
Nombre d’itérations 222 476 574
Temps CPU (s) 85.67 2.39

Table 4.5 – Écoulement dans une tuyère : nombre d’itérations et temps CPU.

Une comparaison avec un solveur direct de type Roe a aussi été réalisée. Nous avons utilisé
la version implicite IM du schéma direct avec différentes corrections bas Mach. Les corrections
proposées par Rieper [Rie11], Dellacherie [Del10] et Thornber et al. [TMD+08] sont comparées
sur ce cas test.

Avec le schéma direct, nous retrouvons des résultats semblables vis-à-vis de la pression nor-
malisée (figure 4.18). La condition CFL pour le schéma IM est de 500. Cependant, la formulation
directe nécessite un nombre plus important d’itérations (plus de 1600 itérations) pour converger
vers un état stationnaire. Nous ne comparons pas les temps de calcul dans la mesure où les deux
schémas ne sont pas implémentés dans le même code. Notons toutefois qu’un processus itératif
est utilisé à chaque itération en temps dans la version directe du schéma pour calculer la solution
implicite. Dans le cas du schéma Lagrange-Transport présenté auparavant, une seule inversion
est nécessaire pour calculer l’étape acoustique de façon implicite. Ce schéma est donc a priori
moins coûteux.

(a) Correction bas Mach de Rie-
per [Rie11]

(b) Correction bas Mach de Della-
cherie [Del10]

(c) Correction bas Mach de Thorn-
ber et al. [TMD+08]

Figure 4.18 – Écoulement dans une tuyère : isovaleurs de la pression normalisée, schéma direct
avec plusieurs corrections bas Mach, Ma=10−2, maillage 40× 10.

4.2.5 Prise en compte des termes de dissipation

Dans les sections précédentes, nous avons considéré le système diphasique à cinq équations
réduit non visqueux. Dans cette section, nous détaillons la prise en compte des termes de dissipa-
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tion dans le cas bas Mach. Nous présentons dans un premier temps la correction bas Mach avec
les termes dissipatifs puis nous analyserons la limite asymptotique du schéma numérique avec les
termes de dissipation. Comme dans le cas non visqueux, la correction bas Mach n’impacte pas
l’étape de transport du schéma. Le schéma numérique avec la correction bas Mach pour l’étape
acoustique du système diphasique avec les termes visqueux est donné par

ϑ†i = ϑni + ∆tϑni

∑
j∈v(i)

σij ū
#
ij ,

y†i = yni ,

u†i = uni − ∆tϑni

 ∑
j∈v(i)

σij p̄
θ,#
ij −∇i · T#

 ,

E†i = Eni − ∆tϑni

 ∑
j∈v(i)

σij p̄
θ,#
ij ū#

ij −∇i · (T#u#)−∇i · (κ∇T#)

 ,

z†i = zni ,

(4.58)

où l’exposant # = n pour le schéma explicite et # = † pour la formulation implicite, voir
sections 4.1.2 et 4.1.3. La notation ∇i · • désigne la discrétisation des termes dissipatifs présentée
dans la section 4.1.1. Nous rappelons enfin que la pression et la vitesse normale sur la face Γij

sont données par :

ū#
ij =

C̄−iju
#
i + C̄+

iju
#
j

C̄−ij + C̄+
ij

· nij −
p#
j − p

#
i

C̄−ij + C̄+
ij

,

p̄θ,#ij =
C̄+
ijp

#
i + C̄−ijp

#
j

C̄−ij + C̄+
ij

− θ
C̄−ijC̄

+
ij

C̄−ij + C̄+
ij

(
u#
j − u#

i

)
· nij .

(4.59)

Comme dans le cas non visqueux, le paramètre θ (4.33) de la correction bas Mach est égal au
nombre de Mach local si nous sommes dans une zone subsonique.

Afin de compléter notre étude, nous allons maintenant analyser le comportement en régime
bas Mach du schéma numérique avec les termes de dissipation. Dans cette section, nous nous
plaçons dans un cadre monophasique pour simplifier l’analyse et nous considérons une équation
d’état de type gaz parfait. Nous voulons étudier la limite bas Mach des équations de Navier-Stokes
compressible 

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu) +∇ · (κ∇T ) ,

(4.60)

où T = µ
(
∇u +∇Tu− 2

3 (∇ · u) Id
)
.

Pour cela, nous réutilisons les variables adimensionnées définies précédemment (4.35) et nous
introduisons en plus une viscosité µ0, une conductivité κ0 et une capacité thermique cp0 de
référence telles que

T̃ =
T

µ0u0
et T̃ = T

cp0
c2

0

.
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Le système adimensionné s’écrit alors

∂t̃ρ̃ + ∇̃ · ρ̃ũ = 0,

∂t̃ (ρ̃ũ) + ∇̃ · (ρ̃ũ⊗ ũ) +
1

M2
∇̃p̃ =

1

Re
∇̃ · T̃,

∂t̃

(
ρ̃Ẽ
)

+ ∇̃ ·
(
ρ̃Ẽũ + p̃ũ

)
=
M2

Re
∇̃ ·
(
T̃ũ
)

+
1

Pe
∇̃ ·
(
κ̃∇̃T̃

)
,

(4.61)

avec Re = ρ0u0x0
µ0

le nombre de Reynolds, Pr =
µ0cp0
κ0

le nombre de Prandtl et Pe = RePr le
nombre de Péclet.

Au niveau continu, la limite bas Mach du système de Navier-Stokes sur un domaine ouvert
est donnée par [Ala06, Del12, KM81]

γP∇ · u =
(γ − 1)

Pe
∇ · (κ∇T ),

ρ(∂tu + u · ∇u) + ∇π =
1

Re
∇ · T,

ρcp(∂tT + u ·∇T ) =
1

Pe
∇ · (κ∇T ),

(4.62)

où ρ = P
cv(γ−1)T . Le terme P est la valeur de la pression à l’infini supposée constante en temps.

Nous pouvons noter que la limite bas Mach usuelle est un cas particulier de cette limite où le
nombre de Mach tend vers 0. En effet, la divergence de la vitesse n’est pas nulle en général et
dépend du flux de chaleur κ∇T .

Nous souhaitons étudier la limite bas Mach du schéma numérique et vérifier si elle est com-
patible avec une discrétisation du système (4.62). Nous avons vu précédemment que la prise en
compte de termes dissipatifs n’impactait pas l’étape de transport. Nous allons donc nous concen-
trer sur l’étape acoustique avec les termes de dissipation. Pour rappel, l’étape acoustique avec
les termes de dissipation s’écrit

∂tϑ − ϑ∇ · u = 0,

∂tu + ϑ∇p = ϑ∇ · T,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = ϑ∇ · (κ∇T ) + ϑ∇ · (Tu) ,

(4.63)

où T = µ
(
∇u +∇Tu− 2

3 (∇ · u) Id
)
. Le système adimensionné pour l’étape acoustique s’écrit

alors
∂t̃ϑ̃ − ϑ̃∇̃ · ũ = 0,

∂t̃ũ +
1

M2
ϑ̃∇̃p̃ =

1

Re
ϑ̃∇̃ · T̃,

∂t̃Ẽ + ϑ̃∇̃ · (p̃ũ) =
1

Pe
ϑ̃∇̃ ·

(
κ̃∇̃T̃

)
+
M2

Re
ϑ̃∇̃ ·

(
T̃ũ
)
.

(4.64)

Dans la suite, nous omettrons la notation •̃ pour les variables adimensionnées.
Nous souhaitons montrer que la limite asymptotique du schéma numérique utilisé pour l’étape

acoustique donne une discrétisation de la partie acoustique du système (4.62).
Nous considérons encore une fois le formulation IM1 pour le schéma implicite dans l’étape

acoustique. Le schéma adimensionné consiste donc à résoudre le sous système en vitesse et
pression

u†i − uni + ∆t
1

M2
ϑni

∑
j∈v(i)

σij p̄
θ,†
ij nij = ∆t

1

Re
ϑni∇i ·

(
T†
)
,

p†i − p
n
i + ∆t(Cni )2ϑni

∑
j∈v(i)

σij ū
†
ij = 0,

(4.65)
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avec

ū†ij =
(

Σu†n

)
ij
− 1

M

(
∆p†

)
ij

Cij
et p̄θ,†ij =

(
Σp†

)
ij
−MθCij

(
∆u†n

)
ij
.

Nous pouvons ensuite utiliser les relations sur le volume spécifique et l’énergie

ϑ†i − ϑ
n
i − ∆tϑni

∑
j∈v(i)

σij ū
†
ij = 0,

E†i − E
n
i + ∆tϑni

∑
j∈v(i)

σij p̄
θ,†
ij ū

†
ij = ∆t

1

Pe
ϑni∇i ·

(
κ∇T †

)
+ ∆t

M2

Re
ϑni∇i ·

(
T†u†

)
.

(4.66)

Comme dans le cas non visqueux, on effectue un développement asymptotique en fonction du
nombre de Mach. L’équation sur la vitesse donne alors

— à l’ordre M−2 : ∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij
nij = 0, (4.67)

— à l’ordre M−1 :

ϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(1),†

)
ij
nij + ϑ

(1),n
i

������������∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij
nij = 0, (4.68)

— à l’ordre M0 :

u
(0),†
i −u(0),n

i +∆tϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
nij − C

(0)
ij

(
∆u(0),†

)
ij

]
= ∆t

ϑ(0),n

Re
∇i·T(0),†.

Dans la mesure où nous avons négligé le second membre de l’équation d’évolution de la pres-
sion (4.15), nous trouvons que p(0),† et p(1),† sont constants en espace de la même façon que
dans le cas non visqueux. L’équation sur le volume spécifique n’est pas modifiée par les termes
visqueux (cf. les relations (4.48) et (4.49)). L’équation sur l’énergie donne quant à elle

— à l’ordre M−1 : ∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†)

ij

(
∆p(0),†)

ij

C
(0)
ij

= 0,
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i + ∆tϑ
(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σp(0),†

)
ij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

+ ∆t
∑

j∈v(i)

σij

((
Σp†

)
ij

(
∆p†

)
ij

Cij
ϑni

)(1)

= ∆t
ϑ

(0),n
i

Pe
∇i ·

(
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.

En utilisant le fait que les termes
(
∆p(0),†)

ij
et
(
∆p(1),†)

ij
sont nuls, les équations à l’ordre

M0 pour la vitesse, la pression, le volume spécifique et l’énergie se simplifient alors en

u
(0),†
i − u

(0),n
i + ∆tϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

[(
Σp(2),†

)
ij
− C(0)

ij

(
∆u

(0),†
n

)
ij

]
nij = ∆t

ϑ
(0),n
i

Re
∇i · T(0),†,

p(0),† − p(0),n
i + ∆t

(
C

(0),n
i

)2
ϑ

(0),n
i

∑
j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0, (4.69a)
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∑
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. (4.69c)
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Pour un gaz parfait, nous avons la relation
(
C

(0),n
i

)2
ϑ

(0),n
i = γp

(0),n
i . Nous supposons, comme

dans le cas non visqueux, que le terme d’ordre 0 en nombre de Mach de la pression au temps tn

est contant. En sommant sur toutes les mailles la relation (4.69a), et si les conditions aux limites
imposent que

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0 sur le bord du domaine, on montre que la composante d’ordre 0 de

la pression est constante en temps p(0),† = p(0). Il en résulte donc que la divergence de la vitesse
à l’ordre 0 est nulle ∑

j∈v(i)

σij

(
Σu

(0),†
n

)
ij

= 0.

En réinjectant cette condition de divergence nulle dans l’équation d’énergie (4.69c) et en utilisant
la relation E(0) = ε(0) = cvT

(0), nous obtenons

ρ
(0),n
i cv

(
T

(0),†
i − T (0),n

i

)
= ∆t

1

Pe
∇i ·

(
κ∇T (0),†

)
. (4.70)

Finalement, la limite bas Mach du schéma implicite pour l’étape acoustique est donnée par∑
j∈v(i)
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(4.71)

Notre version implicite de l’étape acoustique tend donc vers la limite incompressible du système et
ne rend donc pas compte du terme au second membre de l’équation sur la divergence de la vitesse
du système (4.62). Dans les applications visées, la partie bas Mach correspond au liquide résultant
de la fusion. Il n’est donc pas problématique de retrouver une divergence nulle pour le liquide.
De plus, nous verrons que la température varie peu dans la zone liquide dans les cas tests de
fusion. Pour des applications avec des fluides compressibles en régime bas Mach et des gradients
de température non négligeables, des problématiques de combustion par exemple [Ala06], les
termes négligés peuvent jouer un rôle important. Pour retrouver la bonne dilatation thermique
dans le cas implicite, nous aurions dû considérer l’équation d’évolution pour la pression (en
variables dimensionnées) suivante

∂tp + C2ϑ∇ · u = (γ − 1)∇ · (κ∇T ).

4.2.6 Validation numérique du schéma bas Mach avec les termes de dissipa-
tion

4.2.6.1 Cavité entraînée

Pour illustrer le comportement bas Mach du schéma avec les termes de dissipation, nous
considérons le cas classique d’une cavité entraînée. Le domaine de calcul est une boîte carrée
Ω = [−0.5, 0.5]2 qui est initialisée avec un fluide de densité ρ = 1 kg.m−3, une vitesse nulle et
une pression p = 105 Pa égale à la pression atmosphérique. Le fluide est modélisé par une loi
d’état de type gaz parfait avec γ = 1.4. La viscosité dynamique du fluide est prise à µ = 10−2 Pa.s
tandis que la conductivité thermique est négligée κ = 0 dans ce cas test. Une condition limite
d’entraînement à la vitesse u = (1, 0) m.s−1 est imposée sur la partie supérieure du domaine. Pour
les autres côtés du domaine, une condition aux limites de type paroi est appliquée. Le nombre
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de Mach correspondant à la vitesse d’entraînement de la paroi est égal à M = 2.67×10−3 tandis
que le nombre de Reynolds est égal à Re = 100. Un maillage composé de 100× 100 cellules est
utilisé et nous cherchons une solution stationnaire.

Nous allons regarder l’effet de la correction bas Mach et comparer les formulations explicite
et semi-implicite de notre schéma avec les résultats obtenus par Ghia et al. [GGS82]. Sur la
figure 4.19, nous avons tracé l’amplitude la vitesse pour les schémas IMEX avec et sans la
correction bas Mach. Nous pouvons remarquer que, sans modification pour le régime bas Mach, le
schéma numérique ne capte pas la recirculation à l’intérieur de la cavité. En activant la correction
bas Mach, la recirculation induite par la condition d’entraînement sur la partie supérieure est
bien calculée.

(a) schéma IMEX(θ = 1) sans cor-
rection bas Mach

(b) schéma IMEX(θ = O(M)) avec
correction bas Mach

Figure 4.19 – Cavité entraînée : amplitude de la vitesse pour le schéma semi-implicite avec et
sans correction bas Mach.

Sur la figure 4.20, nous comparons les résultats obtenus avec les schémas explicite EXEX(θ =

O(M)) et semi-implicite IMEX(θ = O(M)) avec les résultats présentés dans l’article de Ghia et
al. [GGS82]. Nous pouvons voir que les résultats des versions explicite et implicite sont superposés
et sont en excellent accord avec la solution de référence de [GGS82], qui est calculée par un schéma
discrétisant les équations de Navier-Stokes incompressible.
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Figure 4.20 – Cavité entraînée : comparaison entre les coupes des vitesses calculées avec les sché-
mas EXEX(θ = O(M)) et IMEX(θ = O(M)) et les solutions obtenues par Ghia et al. [GGS82].
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux extensions du modèle et de la méthode numérique :
l’extension du modèle diphasique à cinq équations réduit pour prendre en compte les termes de
dissipation et l’extension du schéma numérique permettant de capturer correctement la limite
incompressible quand le nombre de Mach est faible.

Pour la prise en compte des termes de diffusion, la méthode numérique est encore basée sur
une décomposition des équations en deux étapes. La première étape regroupe les effets acous-
tiques, visqueux et ceux liés à la diffusion de la chaleur tandis que la seconde étape de la résolu-
tion numérique est liée au transport. L’ajout des termes diffusifs n’impacte donc que la première
étape de la méthode Lagrange-Transport présentée au chapitre 3. Nous avons ensuite détaillé
la discrétisation des termes de diffusion sur un maillage curviligne. Les formulations explicite et
implicite de l’étape acoustique+diffusion ont ensuite été présentées et validées sur des cas tests
académiques.

Concernant la modification du schéma numérique pour améliorer la précision dans la zone
bas Mach, nous avons utilisé la correction proposée par Chalons et al. [CGK16]. Cette correction
est très simple à mettre en œuvre dans la mesure où la modification du solveur de Riemann ne
conduit qu’à modifier la partie décentrée du flux numérique de la pression dans l’étape acous-
tique. Nous avons ensuite rappelé que l’erreur de troncature du schéma avec la correction bas
Mach est uniforme par rapport au nombre de Mach, puis nous avons étudié la limite du schéma
numérique avec et sans les termes de dissipation dans le régime bas Mach sur un maillage car-
tésien. Finalement, différents cas tests nous ont permis de valider la correction pour le régime
bas Mach. Notons que dans cette étude, nous n’avons pas testé numériquement de problème bas
Mach diphasique. En effet, la plupart des cas test de la littérature sur le sujet sont monopha-
sique. Cependant, l’application de notre schéma avec la correction bas Mach sur un problème
diphasique sera faite dans le prochain chapitre.

Dans le chapitre suivant, nous présentons le couplage entre la partie fluide et le solide pour
pouvoir appréhender le phénomène de fusion d’un matériau.
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Chapitre 5

Application à la fusion d’un matériau
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Lors de la rentrée atmosphérique d’un objet métallique ou partiellement métallique, un dé-
bris de satellite par exemple, la paroi de l’objet subit un échauffement important dû à la fric-
tion des gaz atmosphériques environnants. La conversion de l’énergie cinétique en énergie ther-
mique entraîne une forte augmentation de la température de l’objet et conduit à la dégradation
physico-chimique de la protection thermique de l’engin et à un recul de la paroi. Les deux
principales causes de l’ablation d’un solide durant sa phase de rentrée atmosphérique sont la
sublimation, avec l’injection de nouvelles espèces gazeuses dans l’atmosphère, et la fusion de
la partie métallique, avec la création d’une phase liquide dans le gaz. L’air et le métal fondu
sont des fluides très différents que l’on peut supposer non miscibles. Pour traiter ce problème
très complexe, une approche zonale est envisagée, voir figure 5.1. Dans la zone de l’écoulement
gazeux, c’est-à-dire loin de l’objet ou proche d’une partie de la paroi constituée de carbone
où le processus d’ablation est régi par le phénomène de sublimation, des schémas classiques
peuvent être utilisés. Des simulations numériques du processus de sublimation ont déjà été étu-
diées dans [MB14, MC13, BNM10, Mul10, Lat13, Tur13]. Dans la région proche d’une paroi
métallique, la vitesse du gaz est faible et avec l’apparition de la phase liquide, la dynamique de
l’écoulement est fortement modifiée. De notre propre expérience, les schémas numériques clas-
siques utilisés pour simuler le phénomène de sublimation ne sont pas très robustes pour calculer
de tels écoulements diphasiques de façon implicite avec de grand pas de temps.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le phénomène d’ablation d’un matériau métallique
par un processus de fusion. De plus, pour simplifier le problème, nous nous limiterons principale-
ment au cas d’une cavité entraînée qui peut résulter de la présence d’un défaut dans le matériau.
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Pour cela, nous devons donc coupler un domaine fluide, constitué d’un écoulement diphasique,
et un domaine solide séparés par une interface mobile. Après avoir écrit les équations de conser-
vation dans chaque domaine, nous détaillerons les conditions de couplage, à savoir les bilans de
masse et d’énergie. La discrétisation des équations sur un maillage mobile et le déplacement de
celui-ci seront ensuite présentés. Un algorithme de couplage entre les deux domaines fluide et
solide pour simuler la fusion d’un matériau métallique sera finalement proposé.

Figure 5.1 – Illustration de l’approche zonale utilisée pour décrire la phase de rentrée d’un
matériau métallique.

5.1 Présentation des équations de conservation dans chaque do-
maine et conditions de couplage

5.1.1 Équations de conservation pour les domaines fluide et solide

Dans le domaine fluide nous considérons le modèle diphasique à cinq équations réduit avec
les termes de dissipation présenté au chapitre 2 :

∂t (ρgzg) + ∇ · (ρgzguf ) = 0,

∂t (ρlzl) + ∇ · (ρlzluf ) = 0,

∂t (ρfuf ) + ∇ · (ρfuf ⊗ uf ) = ∇ · Sf ,

∂t (ρfEf ) + ∇ · (ρfEfuf ) = ∇ · (Sfuf ) +∇ · (κf∇Tf ) ,

∂tzl + uf ·∇zl = 0,

(5.1)

où nous rappelons que la densité et l’énergie interne de mélange vérifient les relations

ρf = zgρg + zlρl et εf = ygεg + ylεl. (5.2)

Pour faciliter l’écriture, nous avons introduit le tenseur des contraintes Sf = Tf − pf Id. L’indice
•f indique les quantités du domaine fluide et pour plus de clarté nous avons considéré que la
phase 1 était associée à la phase liquide notée •l et la phase 2 à la phase gazeuse notée •g.

Nous avons présenté aux chapitres 3 et 4 une approximation numérique de ce modèle dipha-
sique permettant de simuler convenablement des écoulements diphasiques avec deux phases non
miscibles ayant de grands ratios de densité.
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Pour le domaine solide, nous supposerons que sa densité ρs, sa capacité thermique cv et sa
conductivité thermique κs sont constantes. De plus, il n’y a pas de déplacement de matière dans
le solide. L’équation d’énergie dans le solide donne alors

∂t (ρsEs) = ∇ · (κs∇Ts) . (5.3)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons un schéma direct implicite, où les flux numériques
sont de la même forme que ceux utilisés dans la discrétisation des termes de dissipation pour le
fluide, voir section 4.1.1.

5.1.2 Conditions à la paroi

Pour déterminer les conditions de couplage à la paroi entre les domaines fluide et solide, nous
allons écrire les bilans à l’interface comme des relations de saut. Pour cela, nous allons assimiler
le solide à un fluide compressible avec une vitesse et un tenseur de contrainte nuls. Nous avons
donc deux fluides compressibles séparés par une interface mobile. La normale espace-temps à
l’interface est égale à (nt,nX).

À partir de ces relations de conservation, nous allons définir les relations de saut à la paroi
pour les équations de masse et d’énergie. Dans la suite, la notation [φ] représente le saut φf −φs.

Bilan de masse

En sommant les deux premières équations du modèle diphasique fluide (5.1), nous obtenons
l’équation de conservation de la masse fluide : ∂tρf +∇ · (ρfuf ) = 0. Pour le solide, nous avons
supposé que sa densité ρs était constante et sa vitesse nulle. Ainsi, la conservation de la masse
globale s’écrit

∂tρ+∇ · (ρu) = 0. (5.4)

La relation de Rankine-Hugoniot donne alors :

[ρnt] + [ρu · nX ] = 0.

Le vecteur vitesse de déplacement normal de l’interface est donné par witf = witf
nX
||nX ||

avec

witf = − nt
||nX ||

. Ainsi, nous avons la relation nt = −witf · nX . Nous obtenons alors

ρf (uf −witf ) · nX + ρswitf · nX = 0.

Dans la suite, on notera n =
nX
||nX ||

la normale spatiale à l’interface. Le flux de masse à travers

la paroi est alors donné par

ṁ = ρf (uf −witf ) · n = −ρswitf · n. (5.5)

Nous pouvons donc en déduire les deux relations suivantes à la paroi

witf · n = −
ṁ

ρs
, (5.6)

uf · n =

(
1−

ρs

ρf

)
witf · n. (5.7)

Le bilan de masse nous permet donc de déterminer la vitesse normale de récession de la paroi
witf · n = witf ainsi que la vitesse d’injection de liquide dans la partie fluide uf · n à l’aide du
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flux de masse ṁ. Dans la suite, nous supposerons qu’il n’y a pas de glissement et que l’injection
de la phase liquide dans le fluide se produit suivant la normale à l’interface, i.e. uf = ufn.

Dans les applications numériques de ce chapitre, nous étudierons la fusion d’un bloc d’alumi-
nium. Dans ce cas, le ratio entre les densités du solide et du métal fondu est égal à 1.08. Ainsi,
nous pouvons en déduire que la vitesse d’injection uf (5.7) et de récession de la paroi witf sont
de signe opposé. Notons que dans le cas particulier où ρs = ρf , la vitesse d’injection est nulle :
il y a donc adhérence du liquide sur la paroi mobile.

Bilan d’énergie

Pour le bilan d’énergie, nous allons utiliser la relation de Stefan [Ste91] qui permet donc de
déterminer le flux de masse ṁ à partir des flux de chaleur à la paroi du fluide et du solide. Le
bilan d’énergie s’écrit alors

ṁL = [κ
∂T

∂n
]. (5.8)

où L est la chaleur latente de fusion.
Nous avons déterminé les équations du problème dans les deux domaines (fluide et solide)

ainsi que la condition de couplage sur l’interface. Nous allons maintenant présenter la prise en
compte du déplacement de maillage dans la résolution numérique des équations.

5.2 Prise en compte du déplacement du maillage

Dans cette section, nous présentons la prise en compte du déplacement du maillage dans la
résolution numérique. Nous avons opté pour une approche Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE),
équivalente à une méthode volumes finis espace-temps.

Dans cette thèse, nous considérons des maillages structurés curvilignes et le déplacement des
nœuds se fait sur les lignes de maillage. Pour simplifier la gestion des bilans de masse et d’énergie,
nous supposerons que les maillages fluide et solide sont conformes : les mailles fluides sont en
vis-à-vis des mailles solides.

5.2.1 Formulation et résolution des équations sur maillages mobiles

Pour la partie fluide, le modèle diphasique à cinq équations réduit (5.1) peut s’écrire sous la
forme plus compacte

∂tU +∇ · F + H∇z = 0, (5.9)

avec U = (ρ, ρy, ρu, ρE, z)T et F = (ρu, ρyu, ρu ⊗ u − S, ρEu − Su + q, 0)T . Le vecteur H =

(0, 0, 0, 0,u)T . Rappelons aussi les définitions de la fraction massique yk = ρkzk
ρ de la phase k, du

tenseur des contraintes S = T− pId et du flux de chaleur q = −κ∇T . Par souci de clarté, nous
n’avons pas noté l’indice •f pour la partie fluide, ni l’indice •l pour les fractions volumiques et
massiques de la phase 1.

Nous intégrons le système précédent (5.9) sur le volume de contrôle ω(t) se déplaçant à la
vitesse w pour trouver ∫

ω(t)
(∂tU +∇ · F + H∇z) dv = 0.

En remarquant que le flux F peut s’écrire sous la forme F = uU+G0 avecG0 = (0, 0,−S,−Su+

q,−uz)T , nous avons∫
ω(t)

(
∂tU + U∇ · u +∇ ·G0 + H∇z + u ·∇U

)
dv = 0. (5.10)
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Lorsque des maillages mobiles ou déformables sont considérés, nous devons assurer que la loi
de conservation géométrique (Geometric Conservation Law ou GCL en anglais) est bien vérifiée
au niveau discret pour garantir la préservation des champs constants malgré la déformation du
maillage [LF96]. Au niveau continu la GCL s’exprime

d
dt

(|ω(t)|)−
∫
∂ω(t)

w · n dσ = 0, (5.11)

où ∂ω(t) désigne la frontière du volume de contrôle et n la normale unitaire sortante.
De la même façon que dans la cas où le maillage reste fixe, voir chapitre 3, nous allons

utiliser une décomposition d’opérateurs pour résoudre numériquement le modèle diphasique à
cinq équations réduit sur maillage mobile tout en assurant la loi de conservation géométrique.
Pour cela, nous allons encore décomposer les équations précédentes en deux parties : une étape
acoustique regroupant les effets acoustiques et les termes de dissipation


∫
ω(t)

(
∂tU + U∇ · u +∇ ·G0 + H∇z

)
dv = 0,

d
dt

(|ω(t)|) = 0,

(5.12)

et une étape de transport


∫
ω(t)

(∂tU + u ·∇U) dv = 0,

d
dt

(|ω(t)|)−
∫
∂ω(t)

w · n dσ = 0.
(5.13)

Étape acoustique avec les termes de dissipation

Dans la première étape du splitting, nous allons résoudre le système diphasique sur un
maillage fixe. Nous fixons ω(t) = ω(tn) = ωn. Ainsi, les équations de la partie fluide pour
l’étape acoustique s’écrivent

d
dt

∫
ωn
ρ dv +

∫
ωn
ρ∇ · u dv = 0,

d
dt

∫
ωn
ρy dv +

∫
ωn
ρy∇ · u dv = 0,

d
dt

∫
ωn
ρu dv +

∫
ωn

(ρu∇ · u−∇ · S) dv = 0,

d
dt

∫
ωn
ρE dv +

∫
ωn

(ρE∇ · u−∇ · (Su− q)) dv = 0,

d
dt

∫
ωn
z dv = 0.

Comme dans le chapitre 3, nous pouvons discrétiser le système précédent. Les dernières équations
sont alors combinées avec la première relation sur la densité au niveau discret. De plus, la première
équation est multipliée par 1

ρ2
. Pour la cellule Ωi, le schéma numérique explicite pour l’étape
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acoustique avec les termes de dissipation est donné par

ϑ†i = ϑni +
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij | ūnij ,

y†i = yni ,

u†i = uni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij | p̄nij −∇i · Tn
 ,

E†i = Eni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni
 ∑

j∈v(i)

|Γij | p̄nij ūnij −∇i · (Tnun) +∇i · qn
 ,

z†i = zni ,

(5.14)

où la pression et la vitesse normale sur la face Γij sont données par le solveur de Riemann
développé pour la partie hyperbolique du modèle à cinq équations réduit dans la section 3.1.1 du
chapitre 3. La notation ∇i ·• désigne quant à elle la discrétisation des termes dissipatifs présentée
dans le chapitre 4 à la section 4.1.1.

La formulation implicite de l’étape acoustique avec les termes de dissipation reste identique
à celle présentée dans les sections 3.1.1.3 et 4.1.3 dans la mesure où le maillage reste fixe.

Étape de transport

En notant que u ·∇U = ∇ · (uU)−U∇ ·u, le système de l’étape de transport (5.13) s’écrit
sous la forme ∫

ω(t)
(∂tφ+∇ · (uφ)− φ∇ · u) dv = 0, (5.15)

où φ peut valloir ρ, ρy, ρu, ρE ou z.

Pour calculer le terme
∫
ω(t)

∂tφ dv, nous allons utiliser la formule de transport de Reynolds.

Soit ω(t) un volume arbitraire se déplaçant à la vitesse w, c’est-à-dire que pour tout point x(t)

de ω(t), on a
dx
dt

(t) = w(x(t)). Soit f : (x, t) 7→ f(x, t) une fonction scalaire que l’on supposera

de classe C1. D’après la formule de transport de Reynolds, nous avons la relation

d
dt

∫
ω(t)

f dv =

∫
ω(t)

(
∂f

∂t
+∇ · (fw)

)
dv,

ce qui donne en appliquant la formule de Green∫
ω(t)

∂f

∂t
dv =

d
dt

∫
ω(t)

f dv −
∫
∂ω(t)

fw · n dσ. (5.16)

En utilisant la relation précédente (5.16), le système pour l’étape de transport (5.15) s’écrit
donc :

d
dt

∫
ω(t)

φ dv −
∫
∂ω(t)

φw · n dσ +

∫
ω(t)

(∇ · (uφ)− φ∇ · u) dv = 0,

pour φ ∈ {ρ, ρy, ρu, ρE, z}. Ce qui s’écrit de façon équivalente

d
dt

∫
ω(t)

φ dv +

∫
∂ω(t)

φ(u−w) · n dσ −
∫
ω(t)

φ∇ · u dv = 0.

Pour la cellule Ωi(t), une approximation de la formule précédente donne

d
dt

(|Ωi|φi) +

∫
∂Ωi(t)

φ(u−w) · n dσ − φi
∫
∂Ωi(t)

u · n dσ = 0.
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Nous avons donc le schéma explicite suivant pour l’étape de transport si le maillage bouge à
la vitesse w :∣∣Ωn+1

i

∣∣φn+1
i = |Ωn

i |φ
†
i −∆t

∑
j∈v(i)

|Γij |φij(ūij − w̄ij) + ∆tφ†i

∑
j∈v(i)

|Γij | ūij , (5.17)

où w̄ij est la vitesse de déplacement du maillage sur la face Γij . Dans le cas où le maillage
reste fixe, la vitesse matérielle ūij est donnée par le solveur de Riemann de l’étape acoustique
pour assurer le caractère conservatif du schéma global (voir la section 3.3.1 du chapitre 3). Nous
conserverons ce choix de vitesse matérielle sur la face lorsque le maillage se déplace. Le flux φij
dépend quant à lui du choix du schéma dans la phase de transport. Pour le schéma décentré, le
flux est donné par {

φ†ij = φ†i si ūij − w̄ij > 0,

φ†ij = φ†j sinon.
Pour le schéma d’antidiffusion sur la fraction volumique, sa construction est analogue à celle
présentée dans la section 3.2.2 du chapitre 3.

5.2.2 Déplacement du maillage

Dans cette partie nous détaillons le déplacement du maillage. Pour simplifier le problème,
nous nous limiterons au cas où le déplacement se fait suivant des lignes de maillage qui sont
supposées être des droites. Les différentes étapes de la stratégie de déplacement du maillage sont
illustrées sur la figure 5.2.

À partir des flux de chaleur calculés aux centres des faces, le bilan d’énergie (5.8) permet
de déterminer le flux de masse aux centres des faces de l’interface. Le bilan de masse (5.6) nous
donne ensuite une vitesse de maillage aux centres des faces de la paroi entre la partie fluide et le
solide, voir figure 5.2(a). À partir de ces vitesses de déplacement aux centres des faces, nous en
déduisons une vitesse de déplacement de maillage pour tous les nœuds de l’interface fluide solide
par une méthode d’interpolation, cf. figure 5.2(b). Pour chaque nœud p du maillage, sa vitesse
de déplacement wp est calculée à partir d’une interpolation linéaire entre la vitesse nodale située
sur l’interface fluide solide et la vitesse de la face que l’on suppose fixe (figure 5.2(c)). Après
avoir déterminé les vitesses nodales de tous les sommets, nous pouvons calculer la position de
tous les nouveaux points du maillage à partir de la relation explicite

xn+1
p = xnp + ∆twp. (5.18)

Pour résoudre l’étape de transport (5.17) dans la cellule Ωi, nous avons besoin de connaître
la vitesse du maillage w̄ij sur toutes les faces de la cellule. La vitesse du maillage au centre de
la face Γij est calculée avec la formule [LF96]

w̄ij =
1

∆t

(
xn+1
A + xn+1

B

2
−

xnA + xnB
2

)
· nn+ 1

2
ij , (5.19)

où xA et xB sont les coordonnées des sommets de la face Γij . La normale au temps n+ 1
2 est

calculée en construisant le maillage au temps n+ 1
2 tel que

xn+ 1
2 =

1

2
(xn + xn+1). (5.20)

Finalement, la nouvelle aire de la cellule est recalculée avec la loi conservation géomé-
trique (5.11) ∣∣Ωn+1

i

∣∣ = |Ωn
i |+ ∆t

∑
j∈v(i)

|Γij |wij . (5.21)

Ce choix permet d’assurer que les constantes sont bien préservées même sur un maillage mobile,
ce qui est particulièrement important pour la fraction volumique par exemple.
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(a) Les vitesses au centre des faces
sur l’interface sont calculées à par-
tir du bilan de masse.
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(b) Les vitesses nodales à l’interface
sont calculées à partir des vitesses
au centre des faces.
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(c) Les vitesses nodales sont inter-
polées linéairement entre la valeur à
l’interface et la paroi fixe.

(d) Le maillage est déplacé à sa
nouvelle position

Figure 5.2 – Illustration de la méthode de déplacement du maillage.

5.3 Algorithme de couplage

Après avoir présenté la prise en compte du mouvement de maillage dans la résolution des
équations, nous allons détailler l’algorithme de couplage entre les deux domaines. Dans un premier
temps, une analyse dimensionnelle nous permettra de comparer les temps caractéristiques des
domaines fluide et solide ainsi que du déplacement de l’interface.

Analyse dimensionnelle

Pour effectuer cette analyse dimensionnelle, nous allons introduire des grandeurs de référence
pour les différentes variables de notre système. Pour le domaine fluide, nous introduisons x0, uf,0,
ρf,0, cf,0, µf,0, κf,0 et cp,f,0 les grandeurs de référence de la longueur caractéristique, de la vitesse
uf , de la masse volumique ρf , de la vitesse du son cf , de la viscosité µf , de la conductivité
thermique κf et de la capacité calorifique à pression constante cp,f du fluide. Les variables
adimensionnées sont données par

(x̃1, x̃2) =

(
x1

x0
,
x2

x0

)
, ρ̃f =

ρf
ρf,0

, ũf =

(
u1,f

uf,0
,
u2,f

uf,0

)
. (5.22)
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La pression, l’énergie interne, le tenseur de viscosité et la température du fluide sont adimen-
sionnés par :

p̃f =
pf

ρf,0c
2
f,0

, ε̃f =
εf
c2
f,0

, T̃f =
Tf

µf,0uf,0
et T̃f = Tf

cp,f,0
c2
f,0

. (5.23)

Pour le domaine fluide, le temps caractéristique de l’écoulement est donné par

tf,0 =
x0

uf,0
. (5.24)

Au niveau de l’interface entre les domaines fluide et solide, nous introduisons la vitesse de
référence witf,0 liée au déplacement de la paroi. Le temps caractéristique de l’interface est

titf,0 =
x0

witf,0
. (5.25)

De même pour le domaine solide, nous définissons le temps caractéristique pour le processus
thermique

ts,0 =
x2

0ρs,0cp,s,0
κs,0

, (5.26)

où ρs,0, cp,s,0 et κs,0 sont respectivement la densité, la capacité thermique et la conductivité de
référence pour le solide.

Le temps caractéristique du système complet (fluide+interface+solide) est égal au temps de
référence de l’interface titf,0. Nous choisissons ce temps de référence pour effectuer l’adimension-
nement du système couplé. Pour le domaine fluide, nous obtenons

tf,0
titf,0

∂ρ̃f

∂t̃
+ ∇̃ · (ρ̃f ũf ) = 0, (5.27)

tf,0
titf,0

∂ρ̃f ũf

∂t̃
+ ∇̃ · (ρ̃f ũf ⊗ ũf ) +

1

Ma2
∇̃p̃f =

1

Re
∇̃ · T̃f , (5.28)

tf,0
titf,0

∂ρ̃f Ẽf

∂t̃
+ ∇̃ · (ρ̃f Ẽf ũf + p̃f ũf ) =

1

Pe
∇̃ · (κ̃f∇̃T̃f ) +

Ma2

Re
∇̃ · (T̃f ũf ). (5.29)

où nous avons introduit, comme pour l’analyse dimensionnelle à faible nombre de Mach (voir
la section 4.2 du chapitre 4), les nombres sans dimension suivants : le nombre de Reynolds
Re =

ρf,0x0uf,0
µf,0

, le nombre de Prandtl Pr =
µf,0cp,f,0
κf,0

, le nombre de Péclet Pe = RePr et le
nombre de Mach Ma =

uf,0
cf,0

.
Pour le domaine solide, nous obtenons

ts,0
titf,0

∂ρ̃sẼs

∂t̃
− ∇̃ ·

(
κ̃s∇̃T̃s

)
= 0. (5.30)

Pour le processus de fusion d’un matériau métallique, nous nous concentrons sur l’écoule-
ment en proche paroi qui possède une vitesse de référence beaucoup plus faible que la vitesse
de l’écoulement amont. De plus, dans les simulations numériques, nous nous restreignons à la
configuration plus simple d’une cavité entraînée. Ainsi, pour simuler le phénomène d’ablation
multiphasique, nous considérons la vitesse d’entraînement de la cavité comme vitesse de réfé-
rence. Cette vitesse caractéristique est proche de la vitesse d’interface. Le rapport des temps
caractéristiques du domaine fluide et de l’interface

tf,0
titf,0

=
witf,0
uf,0

, (5.31)
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est alors proche de 1. Nous pouvons donc en conclure que le calcul dans le domaine fluide doit
être mené en instationnaire pour simuler le phénomène d’ablation multiphasique.

Pour le domaine solide, le rapport entre les temps caractéristiques

ts,0
titf,0

=
x0ρs,0cp,s,0witf,0

κs,0
,

n’est pas négligeable. En effet, si l’on considère un bloc d’aluminium de largeur 1 mm avec les pro-
priétés suivantes : ρs,0 = 2550 kg.m−3, cp,s,0 = 1240 J.kg−1.K−1 et κs,0 = 208 W.m−1.K−1 [Dev],
nous trouvons numériquement que la vitesse de fusion est de l’ordre de 2× 10−2 m.s−1. Dans ce
cas, le rapport des temps caractéristiques est égal à 0.30. Le calcul de la thermique du domaine
solide sera donc traité en instationnaire.

Algorithme de couplage entre la partie fluide et le solide

Nous pouvons maintenant définir un algorithme de couplage entre les domaines fluide et
solide pour simuler le processus de fusion d’un matériau métallique. Nous proposons l’algorithme
de couplage suivant :

Algorithme 3 Algorithme de couplage entre les domaines fluide et solide pour simuler la fusion
d’un matériau métallique.

1. La première étape consiste à initialiser les domaines fluide et solide en tout point. La
position de la paroi est connue.

2. Le flux de masse ṁ est calculé à partir du bilan d’énergie (5.8).

3. À partir du bilan de masse (5.5) et du flux de masse ṁ, la vitesse de l’interface witf (5.6)
et la vitesse d’injection uf (5.7) sont calculées.

4. Les pas de temps pour les domaines fluide et solide sont calculés en tenant compte de la
vitesse de déplacement de l’interface. Le pas de temps du processus global sera le minimum
des deux pas de temps.

5. L’interface est déplacée vers sa nouvelle position. Les maillages des deux domaines sont
reconstruits de part et d’autre de l’interface.

6. La solution instationnaire dans le domaine fluide est calculée à partir de la solution du
pas de temps de couplage précédent. L’étape acoustique avec les termes de dissipation
du domaine fluide est résolue sur le maillage au temps n. L’étape de transport (5.17) est
quant à elle résolue sur le nouveau maillage. Pour les conditions aux limites, il y a une
condition de Dirichlet pour imposer la température de fusion Tw à la paroi. La vitesse du
fluide à l’interface entre le fluide et le solide est donnée par la vitesse d’injection uf (5.7).

7. La solution instationnaire de l’équation de la chaleur (5.3) dans le domaine solide est
calculée à partir de la solution du pas de temps de couplage précédent. Une condition aux
limites de type Dirichlet à la température de fusion Tw est imposée à l’interface fluide
solide.

8. La solution du pas de temps de couplage actuel est déterminée : on connaît la position
de la paroi ainsi que les champs de variables respectifs des domaines fluide et solide. On
passe au pas de temps de couplage suivant en démarrant à l’étape 2 de l’algorithme.

Dans le cas de l’ablation multiphasique traitée ici, nous pouvons noter que les étapes de
résolution des parties fluide 6 et solide 7 de l’algorithme proposé ci-dessus peuvent être résolues
en même temps. De plus, une condition de type Dirichlet est imposée pour les deux domaines.
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Le bilan d’énergie permet ici de déterminer le flux de masse lié au changement de phase solide-
liquide.

Remarque 29
Dans le cas classique de l’ablation d’un matériau par le processus de sublimation, la vitesse de
référence du domaine fluide est égale à la vitesse de l’écoulement amont. Cette vitesse est de
l’ordre de plusieurs milliers de mètres par seconde. Pour simuler le phénomène de sublimation
d’un matériau, le rapport entre les temps de référence du domaine fluide et de l’interface (5.31)
est donc très petit. Ainsi, l’écoulement gazeux est souvent considéré comme stationnaire dans les
simulations d’ablation classiques [BNM10, Tur13, Lat13].

De plus, notons que l’algorithme 3 proposé pour coupler les domaines fluide et solide dans le
cas de la fusion d’un matériau est différent de l’algorithme classique utilisé pour le processus de
sublimation. En effet, pour simuler l’ablation d’un solide par sublimation, la solution stationnaire
dans le domaine fluide est tout d’abord calculée grâce à une condition aux limites de type Dirichlet
imposée à la paroi. Le bilan d’énergie (5.8) permet ensuite de déterminer le flux à imposer du
côté du solide. Ainsi la résolution de la partie fluide et du solide est réalisée de façon séquentielle
en imposant successivement une condition de type Dirichlet pour le fluide et de type Neumann
pour le solide.

5.4 Résultats numériques

5.4.1 Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée
remplie d’aluminium liquide

Le cas test proposé dans cette partie concerne la simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium
solide par une cavité entraînée remplie d’aluminium liquide. Le domaine initial est un rectangle
de [0, 1] mm×[−1, 1] mm séparé par la paroi en x2 = 0. La partie fluide est située dans le sous-
domaine [0, 1]2 mm. Le bloc solide correspond au sous-domaine caractérisé par x2 < 0. Nous
considérons que les parois latérales de la cavité sont des parois adiabatiques. La paroi supérieure
se déplace de la gauche vers la droite à une vitesse d’entraînement de ue = 10 m.s−1 et elle est
chauffée à une température de 2000 K.

Dans ce cas test, nous supposerons que la température à l’intérieur du solide est égale à
la température de fusion de l’aluminium T = 933 K. Pour déterminer les données physiques
de l’aluminium solide et liquide, nous nous sommes basés sur le formulaire de Develay [Dev]
regroupant les valeurs numériques de l’aluminium non allié. La masse volumique de l’aluminium
solide proche de son point de fusion est égale à ρs = 2550 kg.m−3. Il possède une conductivité
thermique de κs = 208 W.m−1.K−1 et une capacité calorifique égale à cp,s = 1240 J.kg−1.K−1.

Pour l’aluminium liquide, la conductivité thermique est égale à κ = 90 W.m−1.K−1 [Dev].
La viscosité de la zone liquide est donnée par µ = 1.235 × 10−3 Pa.s. À l’instant initial, nous
supposerons que la partie fluide, entièrement constituée d’aluminium liquide, est au repos, à
la température de fusion et à la pression atmosphérique p = 105 Pa. L’enthalpie latente de la
transformation solide-liquide à la température de fusion est égale à h0 = 3.97×105 J.kg−1 [Dev].
Le nombre de Reynolds pour ce cas test est de l’ordre de Re ≈ 20 000.

Dans ce cas test, la plage de variation de la température de l’aluminium liquide est très
grande. Nous avons vu dans le chapitre 2 que l’équation d’état de type gaz raide amplifie la
dilatation thermique. En effet, pour une équation d’état de type gaz raide (2.32) définie via les
relations

p(ρ, ε) = Γρ(ε− q)− (Γ + 1)π, (5.32)

ε(ρ, T ) = q + cvT +
π

ρ
, (5.33)
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le coefficient de dilatation thermique est donné par αp = 1
T . Rappelons enfin que le coefficient

de Grüneisen (2.20) est donné par Γ = γ − 1 dans le cas d’un gaz raide.
Pour ce cas test, nous utiliserons la loi d’état élaborée par Latige [Lat13] pour retrouver

la bonne dilatation thermique. Il s’agit d’une loi d’état de type Mie Grüneisen définie par les
relations

p(ρ, ε) = Γρ(ε− q)− (Γ + 1)π, (5.34)

ε(ρ, T ) = q + cvT + f(ρ). (5.35)

avec f : ρ 7→ π
ρ +

(
ρ
ρ0

)Γ (
p0+π
ρ0Γ − cvT0

)
. Les paramètres ε0, T0, p0 et ρ0 correspondent à un

état de référence pour le fluide. Les données de l’aluminium autour de son point de fusion sont
fournies dans le tableau 5.1.

coefficients valeurs unités
p0 105 Pa
ρ0 2368 kg.m−3

cv 970 J.kg−1.K−1

βT,0 2.38× 10−11 Pa−1

αp,0 1.17× 10−4 K−1

h0 397000 J.kg−1

T0 933 K

Table 5.1 – Propriétés physiques de l’aluminium liquide près de son point de fusion à la pression
atmosphérique [AH75, Dev].

Dans la loi d’état de type Mie Grüneisen (5.35), les coefficients Γ et π sont supposés constants.
Pour déterminer leurs valeurs, Latige utilise les relations thermodynamiques pour définir les
constantes de la loi d’état en fonction des paramètres de dilatation isobare αp,0 et de compressi-
bilité isotherme βT,0 liés à l’état de référence. Il trouve alors

Γ =
αp,0

ρ0cvβT,0
, (5.36)

(Γ + 1)π =
1

βT,0
− (Γ + 1)p0 + Γ2ρ0cvT0. (5.37)

En utilisant les propriétés physiques de l’aluminium liquide près de son point de fusion re-
groupées dans le tableau 5.1, nous en déduisons les paramètres de la loi d’état de type Mie
Grüneisen (5.35) : Γ = 2.14 et π = 1.651× 1010 Pa.

Dans un premier temps, nous allons comparer les formulations explicite et semi-implicite sur
un maillage grossier constitué de 50 × 50 cellules. Pour le schéma explicite, le pas de temps est
calculé à partir de la condition de stabilité de la partie acoustique (3.22) et de celle de la partie
transport (3.56) avec un nombre de Courant de 0.5. Pour le schéma IMEX, le pas de temps
est uniquement déterminé par la condition de la partie transport (3.56), où la CFL est toujours
égale à 0.5. La correction bas Mach présentée au chapitre 4 est utilisée dans ce calcul. Sur la
figure 5.3, nous avons tracé l’évolution du flux à la paroi en fonction du temps. Le flux est évalué
au point de l’interface entre le fluide et le solide situé en x1 = 0.8 mm. Nous pouvons remarquer
que les courbes obtenues avec le schéma totalement explicite EXEX et le schéma semi-implicite
IMEX sont confondues. Cependant au niveau du temps de calcul, le schéma EXEX nécessite
plus de 11 600 secondes de simulation tandis que le même calcul avec le schéma IMEX ne dure
que 381 secondes. Nous avons donc un gain d’un facteur 30 au niveau du temps CPU grâce à
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Figure 5.3 – Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’aluminium liquide : comparaison du flux à la paroi en fonction du temps pour les schéma EXEX
et IMEX pour un maillage de 50× 50 cellules.

l’implicitation de l’étape acoustique. Dans la suite, nous n’utiliserons que la formulation implicite
du schéma.

Sur la figure 5.4, nous avons tracé l’évolution du champ de température et de l’amplitude
de la vitesse dans le domaine fluide au cours du temps pour un maillage constitué de 400× 400

cellules. Dans cette configuration, le fluide est chauffé par la paroi supérieure puis entraîné par
adhérence vers la droite du domaine. Le liquide chaud se déplace alors vers le bloc d’aluminium
solide guidé par le bord adiabatique droit du domaine. Il apporte un flux de chaleur important
à l’interface fluide-solide ce qui enclenche le processus de fusion. Une recirculation à l’intérieur
de la phase liquide se forme principalement du côté droit ce qui explique pourquoi la réaction de
fusion est préférentiellement accentuée sur la droite du domaine.

La figure 5.6 montre le champ de masse volumique à l’instant t = 2.×10−3 s pour différentes
équations d’état sur un maillage grossier. La variation spatiale de la masse volumique est due à
la répartition du champ de température, il y a un écart de plus 1000 K entre les températures
extrêmes. Pour la loi d’état de type Mie Grüneisen, voir figure 5.6(b), la variation relative de
la densité est de l’ordre de 10%. Ceci témoigne de la bonne prise en compte du coefficient de
dilatation thermique par la loi d’état élaborée par Latige [Lat13]. Avec une équation d’état de
type gaz raide, la variation spatiale de densité est de l’ordre de 72%, ci qui confirme que la
dilatation thermique dans le liquide est amplifiée.

5.4.2 Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée
remplie d’air

Pour ce dernier cas test, nous considérons la fusion d’un bloc d’aluminium solide par une
cavité entraînée remplie d’air. Un mouvement de convection va permettre à l’écoulement gazeux
d’apporter un flux de chaleur important à la paroi du solide. Ce flux de chaleur va entraîner la
fusion du bloc d’aluminium solide et l’injection d’une phase liquide dans l’écoulement fluide.

Pour ce cas d’ablation liquide, le domaine initial est un rectangle de [0, 10] mm×[−10, 10] mm
séparé par la paroi en x2 = 0. Comme dans le cas test précédent, la partie fluide est située dans
la partie supérieure du domaine, c.-à-d. x2 > 0, tandis que le bloc solide correspond au sous-
domaine caractérisé par x2 < 0. Nous considérons encore une fois que les parois latérales de la
cavité sont des parois adiabatiques. La paroi supérieure se déplace à une vitesse d’entraînement
de ue = 1 m.s−1 dirigée de la gauche vers la droite. Pour accélérer le processus d’ablation, la
paroi supérieure est chauffée à une température de 8000 K.
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Comme pour le cas précédent, nous supposerons que la température à l’intérieur du solide est
égale à la température de fusion de l’aluminium T = 933 K. Pour la partie solide nous gardons
les mêmes valeurs pour les paramètres physiques : une densité égale à ρs = 2550 kg.m−3, une
conductivité thermique de κs = 208 W.m−1.K−1 et une capacité calorifique égale à cp,s =

1240 J.kg−1.K−1.
La partie fluide est initialisée avec un écoulement gazeux assimilé à un gaz parfait (2.26)

avec γ = 1.4 à la pression atmosphérique p = 105 Pa et avec une densité initiale égale à ρg =

0.296 kg.m−3. La viscosite de l’air est prise égale à µg = 1.8×10−5 Pa.s, sa conductivité thermique
est fixée à κg = 2 × 10−2 W.m−1.K−1. La capacité thermique à volume constant de la phase
gazeuse est égale à cv,g = 905 J.kg−1.K−1.

L’aluminium liquide résultant de la fusion de la partie solide possède une densité égale à
ρl = 2368 kg.m−3 pour une température proche du point de fusion et une pression atmosphérique,
une viscosité µl = 1.235× 10−3 Pa.s, une conductivité thermique égale à κl = 90 W.m−1.K−1 et
une capacité thermique prise à cv,l = 970 J.kg−1.K−1.

Nous avons vu que la loi d’état de type Mie Grüneisen (5.35) permet de retrouver la bonne
dilatation thermique dans la phase liquide quand la température varie fortement. Cependant,
dans la configuration envisagée, la température de la phase liquide restera proche de la tem-
pérature de fusion. Ainsi, la variation spatiale de la densité dans la phase liquide sera faible.
Par ailleurs, pour ce cas test où nous considérons un écoulement diphasique dans le domaine
fluide, des mailles de mélange vont apparaître. Dans ces mailles mixtes, la densité de la phase
liquide varie énormément et il s’avère que la loi d’état de type Mie Grüneisen (5.35), qui est
une linéarisation autour du point de fusion de l’aluminium liquide, possède une plage de validité
assez restreinte. Nous allons donc utiliser la loi d’état de type gaz raide (5.33) qui se trouve être
plus robuste pour ce cas test. Pour limiter la diffusion numérique de l’interface entre la phase
gazeuse et le liquide résultant de la fusion, nous utilisons le schéma antidiffusif sur la fraction
volumique [KL10] dans l’étape de transport.

Pour la simulation numérique, nous avons utilisé un maillage composé de 300× 300 cellules.
Pour diminuer le temps de calcul, nous utilisons 100 processeurs en parallèle de telle sorte que
chaque processeur calcule un bloc de taille 30 × 30 cellules. Pour de tels maillages, et dans
le cas où les trois phases (solide, liquide et gaz) sont présentes, le schéma explicite n’est pas
viable. En effet, le pas de temps explicite (limité par les termes de diffusion) est de l’ordre de
∆tEXEX ∼ 2×10−11 s. Avec le schéma semi-implicite IMEX, la contrainte de pas de temps liée à
la vitesse matérielle est de l’ordre de ∆tIMEX ∼ 10−6 s. Nous avons donc un facteur 50 000 entre
le schéma semi-implicite IMEX et le schéma totalement explicite EXEX. La correction bas Mach
présentée au chapitre 4 est utilisée dans ce calcul pour tenir compte du caractère incompressible
de la phase liquide.

L’évolution de la fraction volumique de liquide, de la température, du champ de vitesse
ainsi que la déformation du maillage à différents instants sont représentés sur les figures 5.7
et 5.8. L’air est chauffé par la paroi supérieure puis entraîné vers la droite. Une recirculation
se crée au centre du domaine ce qui va permettre à l’écoulement gazeux d’apporter un flux de
chaleur important au bloc solide situé en dessous. Cet apport d’énergie fait fondre le solide.
La phase liquide, représentée par la couleur rouge sur la colonne de gauche sur les figures 5.7
et 5.8, est alors injectée dans l’écoulement gazeux. La diffusion numérique de l’interface entre
les deux phases fluides (liquide et gaz) est limitée grâce à l’utilisation du schéma antidiffusif sur
la fraction volumique [KL10] dans l’étape de transport. Nous pouvons remarquer que l’interface
entre la phase liquide et la phase gazeuse dans l’écoulement diphasique reste horizontale.

Le schéma semi-implicite avec la prise en compte des termes de diffusion développé dans cette
thèse est assez robuste pour traiter des configurations impliquant un écoulement diphasique avec
de forts rapports de densité entre les deux phases et une partie solide. La parallélisation du code
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a permis d’utiliser des maillages raffinés tout en limitant l’impact sur le temps de calcul.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la stratégie de couplage entre un écoulement fluide
diphasique et un solide pour la simulation de la fusion d’un matériau métallique. Les bilans de
masse et d’énergie ont permis de déterminer le flux de masse, la vitesse de récession ainsi que
la vitesse d’injection de liquide à la paroi. Une formulation ALE des équations a été présentée
pour tenir compte du déplacement du maillage dans la résolution numérique. Une analyse di-
mensionnelle des différents temps caractéristiques nous a permis de conclure que, contrairement
au cas d’ablation classique où l’on cherche à obtenir un écoulement stationnaire dans le fluide,
les deux domaines fluide et solide doivent être traités en instationnaire pour simuler le phéno-
mène d’ablation liquide. Le dernier cas test suggère que les méthodes numériques développées
durant cette thèse sont capables de simuler efficacement des configurations triphasiques où un
écoulement diphasique est couplé avec la fusion d’un solide.
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(a) t = 5× 10−4 s

(b) t = 1× 10−3 s

(c) t = 1.5× 10−3 s

Figure 5.4 – Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’aluminium liquide : évolution de l’interface, du champ de température et de l’amplitude de la
vitesse dans le domaine fluide pour quatre temps différents 5× 10−4 s, 1× 10−3 s, 1.5× 10−3 s
et 2× 10−3 s pour un maillage de 400× 400 cellules.
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(d) t = 2× 10−3 s

Figure 5.5 – Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’aluminium liquide : évolution de l’interface, du champ de température et de l’amplitude de la
vitesse dans le domaine fluide pour quatre temps différents 5× 10−4 s, 1× 10−3 s, 1.5× 10−3 s
et 2× 10−3 s pour un maillage de 400× 400 cellules (suite).

(a) Équation d’état de type gaz raide (b) Équation d’état de type Mie Grüneisen

Figure 5.6 – Champs de masse volumique dans le domaine fluide à l’instant 2× 10−3 s pour les
lois d’état de type gaz raide (5.33) et Mie Grüneisen (5.35) pour un maillage composé de 50×50

cellules.
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(a) t = 0 s

(b) t = 0.053 s

(c) t = 0.15 s

(d) t = 0.25 s

Figure 5.7 – Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’air : évolution de la fraction volumique de liquide (à gauche), de la température (au milieu) et
du champ de vitesse ainsi que le maillage (à droite) pour le domaine fluide à différents instants.
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(e) t = 0.347 s

(f) t = 0.445 s

(g) t = 0.5 s

Figure 5.8 – Simulation de la fusion d’un bloc d’aluminium par une cavité entraînée remplie
d’air : évolution de la fraction volumique de liquide (à gauche), de la température (au milieu) et
du champ de vitesse ainsi que le maillage (à droite) pour le domaine fluide à différents instants
(suite).
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Écoulements supersoniques :
phénomène de carbuncle
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Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement des schémas du type Lagrange-
Transport pour des écoulements supersoniques. Nous verrons que pour ce type d’écoulement,
nous sommes confrontés au phénomène de carbuncle. Dans un premier temps, nous allons rap-
peler le comportement des schémas directs, c’est-à-dire sans splitting, vis-à-vis du phénomène de
carbuncle. Nous présenterons ensuite des corrections classiques pour contrer l’apparition de ce
phénomène, que nous appliquerons ensuite sur nos schémas utilisant une décomposition d’opé-
rateurs.

6.1 Utilisation des schémas directs pour les écoulements super-
soniques et suppression du phénomène de carbuncle

Les méthodes de capture de choc (shock-capturing methods en anglais) sont maintenant très
utilisées pour calculer des écoulements supersoniques ou hypersoniques. Ces méthodes sont géné-
ralement basées sur des solveurs de Riemann approchés. Cependant, ce type de schéma conduit
à des solutions anormales et présente des instabilités numériques au niveau des chocs pour des
écoulements à très grandes vitesses comme cela a pu être observé par Peery et Imlay [PI88]. Par
la suite, Quirk [Qui94] a recensé les principaux défauts des solveurs de Riemann approchés parmi
lesquels figurent ces instabilités numériques au niveau du choc connues sous le nom de carbuncle.
Ce phénomène représenté sur la figure 6.1(b) engendre une perturbation dans la zone du choc
détaché au niveau de l’axe et entraîne une perte de symétrie de la solution numérique. De très
nombreuses publications traitent de ce phénomène de carbuncle en proposant de possibles correc-
tions [IRN06, NK08, SYY16, Rod17] ou au travers d’analyses de stabilité [CMG05, SYY16, AS17]
pour déterminer l’origine du phénomène. Avant de poursuivre et de détailler les principales mé-
thodes pour supprimer le carbuncle, notons que ce phénomène n’est pas limité aux solveurs
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résolvant les équations d’Euler et peut apparaître dans des solutions visqueuses [PD01] sur un
maillage raffiné en proche paroi.

La méthode la plus populaire pour résoudre le problème numérique lié à l’apparition du
carbuncle consiste à utiliser un schéma numérique plus dissipatif dans l’ensemble du domaine
de calcul ou localement via une méthode d’hybridation. En effet, Quirk [Qui94] remarque que
le phénomène de carbuncle apparaît avec les schémas qui résolvent exactement la discontinuité
de contact. Ce type de solveurs tels que le schéma de Roe [Roe81] ou HLLC [Tor97] donne une
excellente résolution de l’écoulement mais le carbuncle peut apparaître dans la zone du choc.
A contrario, les schémas plus dissipatifs comme HLL [HLL83] ou HLLE [Ein88] ne présentent
pas ce problème mais sont trop dissipatifs pour être utilisés dans le reste du domaine. Sur la
figure 6.1, issue de [CMG05], représentant les isovaleurs de la densité pour un écoulement à
Mach 10 autour d’une sphère, nous pouvons remarquer que le schéma direct très dissipatif HLL
ne présente pas de problème au niveau du choc. Au contraire, l’utilisation du schéma de Roe,
résolvant exactement la discontinuité de contact, fait apparaître des instabilités au niveau du choc
détaché. Une solution pour remédier au phénomène de carbuncle consisterait donc à utiliser une
combinaison de ces deux types de schéma [NK08, SYY16, Rod17] pour rajouter de la dissipation
dans le schéma numérique au niveau du choc.

(a) schéma HLL (b) schéma de
Roe

Figure 6.1 – Écoulement à Mach 10 autour d’une sphère : isovaleurs de la densité pour différents
schémas directs. Images tirées de [CMG05].

Par ailleurs, pour résoudre les équations d’Euler bidimensionnelles, la majorité des schémas
classiques s’appuie sur un solveur de Riemann approché unidimensionnel à chaque interface.
Cependant, il semble que le phénomène de carbuncle soit un mécanisme vraiment bidimensionnel.
En effet, Dumbser et al. [DMG04] remarque que les instabilités sont liées à la valeur propre
correspondante à la vorticité. Cette onde de vorticité n’existant que dans le cas bidimensionnel,
cela indique que le carbuncle est un mécanisme réellement 2D. Une deuxième possibilité présentée
dans la littérature pour supprimer le phénomène de carbuncle consiste donc à utiliser un schéma
vraiment multidimensionnel tel qu’un solveur de Riemann pivoté (rotated Riemann solver en
anglais) [Ren03, NK08] ou un solveur de Riemann approché vraiment bidimensionnel [SYY14,
CHRZ17].

Dans notre approche utilisant une décomposition d’opérateurs, nous allons étudier les deux
principaux types de correction pour le phénomène de carbuncle. Pour cela, nous allons remplacer
le schéma développé dans la section 3.1.1 du chapitre 3 pour l’étape acoustique par le schéma HLL
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qui est très dissipatif ou par un schéma vraiment multidimensionnel : EUCCLHYD [MABO07,
Mai09].

Par souci de simplicité, nous ne considérerons pas les termes de dissipation dans la suite de ce
chapitre. Rappelons que le système acoustique pour le modèle à cinq équations réduit est donné
par 

∂tρ + ρ∇ · u = 0,

∂t (ρy) + ρy∇ · u = 0,

∂t (ρu) + ρu∇ · u + ∇p = 0,

∂t (ρE) + ρE∇ · u +∇ · (pu) = 0,

∂tz = 0.

(6.1)

Comme dans le chapitre 3, le système précédent est réécrit sous une autre forme qui nous per-
mettra de construire des schémas numériques pour l’étape acoustique. Ainsi, nous réécrivons le
système de l’étape acoustique sous la forme

∂tϑ− ϑ∇ · u = 0,

∂ty = 0,

∂tu + ϑ∇p = 0,

∂tE + ϑ∇ · (pu) = 0,

∂t (ϑz)− zϑ∇ · u = 0.

(6.2)

En combinant la dernière équation et l’équation sur le volume spécifique ϑ = 1
ρ , nous remarquons

que les fractions volumique z et massique y ne sont pas modifiées par l’étape acoustique. Par
conséquent, nous considérons uniquement le système suivant

∂tV + ϑ∇ ·G(V ) = 0, (6.3)

où V = (ϑ,u, E)T et G = (−u, pId, pu)T .
Dans la suite, nous rappelons les schémas HLL et EUCCLHYD que nous souhaitons utiliser

dans l’étape acoustique pour discrétiser le système (6.3).

6.1.1 Présentation du schéma HLL

Par souci de simplicité, nous présentons la formulation unidimensionnelle du schéma. La
résolution des équations bidimensionnelles s’appuie sur une résolution 1D à chaque interface
du maillage comme pour le schéma présenté dans le chapitre 3, voir section 3.1.1.5. Le schéma
HLL [HLL83] développé par Harten, Lax et van Leer est un schéma de type Godunov. L’idée
de base est de considérer que la solution est constituée de trois états constants séparés par deux
ondes. Le solveur de Riemann approché associé à ce schéma est représenté sur la figure 6.2.
Notons qu’avec ce schéma la discontinuité de contact ne peut être capturée. Nous n’utiliserons
donc ce schéma que dans des configurations monophasiques.

Pour déterminer la forme de l’état intermédiaire, nous utilisons le fait que le solveur de
Riemann simple est de type Godunov. Ainsi, nous avons

G(Vd)−G(Vg) =
m∑
j=1

λj(Vj+1 − Vj), (6.4)

où λj sont les vitesses des m interfaces (avec m = 2 ici) entre les états intermédiaires Vj du
solveur de Riemann simple. Dans la suite, nous considérerons que les deux pentes du solveur de
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Vg

V ∗

Vd

t

x

x
t = ϑgC̄

− x
t = ϑdC̄

+

Figure 6.2 – Structure du solveur de Riemann pour le schéma HLL.

Riemann sont égales C̄− = C̄+ = C̄. La relation précédente nous permet de déterminer la forme
de l’état intermédiaire

V ∗ =
Vg + Vd

2
− G(Vd)−G(Vg)

2C̄
. (6.5)

Le flux numérique associé est alors donné par

H =
1

2

G(Vg) + G(Vd)−
m∑
j=1

|λj | (Vj+1 − Vj)


=

G(Vg) + G(Vd)

2
− C̄Vd − Vg

2
.

Finalement, l’utilisation du schéma HLL dans l’étape acoustique donne

ϑ†i = ϑni +
∆t

∆x
ϑni

(
H

(1)

i+ 1
2

−H(1)

i− 1
2

)
,

u†i = uni −
∆t

∆x
ϑni

(
H

(2)

i+ 1
2

−H(2)

i− 1
2

)
,

E†i = Eni −
∆t

∆x
ϑni

(
H

(3)

i+ 1
2

−H(3)

i− 1
2

)
,

avec le flux numérique

Hi+ 1
2

=


−
ui+1 + ui

2
− C̄i+ 1

2

ϑi+1 − ϑi
2

pi+1 + pi

2
− C̄i+ 1

2

ui+1 − ui
2

pi+1ui+1 + piui

2
− C̄i+ 1

2

Ei+1 − Ei
2

 . (6.6)

D’après la proposition 12 du chapitre 3, la vitesse d’interface u utilisée dans l’étape de trans-
port doit être égale à l’opposée de la première composante du flux numérique pour assurer le
caractère conservatif du schéma global. Ainsi, nous choisissons de prendre la vitesse

ui+ 1
2

= −H(1)

i+ 1
2

=
ui+1 + ui

2
+ C̄i+ 1

2

ϑi+1 − ϑi
2

, (6.7)

dans l’étape de transport

φn+1
i = φ†i +

∆t

∆x
φ†i

(
ui+ 1

2
− ui− 1

2

)
−

∆t

∆x

(
ui+ 1

2
φ†
i+ 1

2

− ui− 1
2
φ†
i− 1

2

)
, (6.8)

où φ peut représenter ρ, ρy, ρu, ρE ou z.
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6.1.2 Présentation du schéma EUCCLHYD

Un autre choix possible pour le schéma de l’étape acoustique consiste à utiliser le schéma
Lagrangien EUCCLHYD (Explicit Unstructured Cell-Centered Lagrangian HYDrodynamics) dé-
veloppé par Maire et al. dans [MABO07, Mai09] pour la dynamique des gaz. Dans la suite, nous
ne donnerons que les éléments principaux du schéma et nous renvoyons à [MABO07, Mai09]
pour une présentation plus complète. Pour le schéma EUCCLHYD, le calcul de flux est basé sur
l’utilisation d’un solveur nodal. En effet, le flux numérique sur la face Γij = [A,B] pour la cellule
Ωi est défini par

Hij = (−uij · nij , pijnij , (pu)ij · nij)T , (6.9)

avec

uij =
1

2

(
uA + uB

)
,

pij =
1

2

(
p
A
i + pBi

)
,

(pu)ij =
1

2

(
p
A
i uA + pBi uB

)
,

où uA et uB sont des vitesses nodales et pAi et pBi des pressions nodales, voir figure 6.3. Nous
pouvons directement remarquer que contrairement au schéma présenté dans le chapitre 3, le flux
numérique associé à l’équation d’énergie (pu)ij ·nij n’est pas égal à l’opposé du produit des flux
numériques associés aux équations de volume spécifique et de la vitesse. Par ailleurs, notons que
les pressions pij et pji ne sont pas égales dans ce schéma. Ainsi, pour une face Γij , le flux du coté
de la cellule Ωi ne sera pas égal au flux du coté de la cellule voisine Ωj . Néanmoins, le schéma
EUCCLHYD est globalement conservatif.

•
•
B

•

•
•A •

×
i

×
j

uB

uA

pBi � p
B
j

�

p
A
i

� pAj�

nBi = n
A
i

+

Figure 6.3 – Schéma EUCCLHYD : notations concernant les vitesses et pressions nodales pour
la face Γij .

Les vitesses et les pressions sur la face Γij sont définies via des vitesses nodales uA et uB

et des pressions nodales pAi et pBi . L’évaluation de ces quantités repose sur des arguments de
conservation. Les pressions nodales sont calculées à partir des vitesses nodales grâce à des demi
problèmes de Riemann :

pi − pAi = ρici(u
A − ui) · nAi ,

pi − pAi = ρici(u
A − ui) · nAi .

(6.10)

Les normales nAi et n
A
i qui apparaissent dans le calcul des pressions nodales sont les normales

des arêtes de la cellule Ωi contenant le point A, voir figure 6.4.
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Figure 6.4 – Schéma EUCCLHYD : position des pressions nodales calculées à partir des demi
problèmes de Riemann pour un point A vu de la cellule Ωi.

La construction du solveur nodal permettant de calculer les vitesses nodales repose sur un
argument de conservation de la quantité de mouvement et d’énergie autour du nœud considéré.
En notant C(A) l’ensemble des cellules contenant le sommet A, le solveur nodal d’EUCCLHYD
s’exprime

MAuA =
∑

j∈C(A)

(
(n |Γ|)Aj pj + MA

j uj

)
, (6.11)

où (n |Γ|)Ai = nAi |Γi|A + n
A
i |Γi|A est la normale de coin relative au point A et la matrice

MA
i = ρici

(
|Γi|AnAi ⊗ nAi + |Γi|An

A
i ⊗ n

A
i

)
est une matrice 2 × 2 symétrique définie positive.

La matrice MA =
∑

j∈C(A) MA
j est symétrique définie positive par construction. Elle est donc

bien inversible, ce qui permet de calculer les vitesses nodales en inversant la relation (6.11).
Dans la mesure où la vitesse nodale uA dépend de toutes les cellules autour du point A, le

schéma ainsi obtenu est basé sur un stencil à neuf points pour des maillages structurés bidimen-
sionnels.

Finalement, si le schéma EUCCLHYD est utilisé dans l’étape acoustique, les équations d’évo-
lution pour les variables lagrangiennes s’écrivent

ϑ†i = ϑni +
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij |H
(1)
ij ,

u†i = uni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij |H
(2)
ij ,

E†i = Eni −
∆t∣∣Ωi

∣∣ϑni ∑
j∈v(i)

|Γij |H
(3)
ij ,

où le flux numérique est donné par les relations (6.9) avec les vitesses nodales (6.11) et les
pressions nodales (6.10)

Comme pour le schéma HLL, si nous voulons utiliser le schéma EUCCLHYD dans la phase
acoustique, nous devons adapter la vitesse uij dans le schéma de l’étape de transport

φn+1
i = φ†i +

∆t∣∣Ωi

∣∣φ†i ∑
j∈v(i)

|Γij | uij −
∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij | uijφ†ij , (6.12)

en prenant uij égal à l’opposé de la première composante du flux numérique Hij (6.9).
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6.2 Résultats numériques

6.2.1 Écoulement à Mach 10 autour d’une sphère

Pour ce premier cas test hypersonique, nous étudions le cas test classique d’un écoulement
gazeux à Mach 10 autour d’un cylindre. Le rayon du cylindre est égal à 1 m. Le domaine de calcul
est discrétisé par un maillage structuré comportant 100 × 200 mailles. L’écoulement amont est
modélisé par un gaz parfait où γ = 1.4, avec une pression p = 1 Pa et une densité ρ = 1.4 kg.m−3.
Nous prenons une vitesse u = (10, 0) m.s−1 pour l’écoulement amont, ce qui correspond bien à
un nombre de Mach égal à 10. Pour trouver la solution stationnaire de l’écoulement, la version
explicite des schémas est utilisée.

L’objectif de ce cas test est d’étudier le comportement du schéma présenté dans le chapitre 3
et basé sur une méthode Lagrange-Projection sur un cas test hypersonique. Sur la figure 6.5(a),
nous pouvons remarquer que des instabilités apparaissent au niveau du point d’arrêt et que la
solution n’est plus symétrique.

Habituellement, ces simulations hypersoniques sont réalisées à l’aide de schémas volumes fi-
nis directs en formulation eulérienne. Comme expliqué au début de ce chapitre, une correction
possible pour le phénomène de carbuncle consiste à utiliser un schéma très dissipatif, comme
le schéma HLL [HLL83]. En effet, ce schéma est très robuste pour calculer des écoulements
supersoniques ou hypersoniques avec des chocs détachés mais possède l’inconvénient de trop dis-
siper dans la couche limite. Une autre approche consiste donc à utiliser une combinaison d’un
flux classique avec un flux dissipatif [NK08]. Dans notre approche basée sur une décomposi-
tion de type Lagrange-Transport, nous avons remplacé le schéma de l’étape acoustique par le
schéma HLL. Nous pouvons voir que les isovaleurs de la densité tracées sur la figure 6.5(b) ne
sont pas symétriques. Contrairement à la formulation Euler direct, l’ajout de dissipation dans le
schéma numérique ne permet pas de résoudre le phénomène de carbuncle. En utilisant le schéma
HLLC [Tor97] ou le solveur de chocs dans l’étape acoustique, nous obtenons des résultats simi-
laires, à savoir une perte de symétrie de la solution et des instabilités numériques au niveau du
choc. Ainsi, dans l’approche Lagrange-Transport, il semble donc que le phénomène de carbuncle
apparaisse avec tous les schémas basés sur un stencil à cinq points aussi dissipatifs soient-ils.

Cependant, si nous utilisons le schéma vraiment multidimensionnel EUCCLHYD pour l’étape
acoustique, la solution obtenue est de bien meilleure qualité, voir figure 6.5(c). La solution ne
présente aucune perturbation et est parfaitement symétrique. Des résultats similaires ont été
présentés dans [SYY14], où l’utilisation d’un schéma eulérien à neuf points permet d’éliminer
le phénomène de carbuncle. L’utilisation d’un schéma vraiment multidimensionnel dans l’étape
acoustique semble donc offrir une solution pour le phénomène de carbuncle pour les schémas
basés sur une décomposition de type Lagrange-Transport.

6.2.2 Interaction entre une goutte d’eau et un écoulement d’air à Mach 15

Finalement, nous considérons un cas test instationnaire diphasique. Nous nous intéressons à
l’interaction entre une goutte d’eau et un écoulement d’air à Mach 15. Le domaine de calcul est
un rectangle de 5 mm de longueur par 6 mm de largeur. Une goutte cylindrique de liquide de
rayon r = 0.25 mm est initialement située au point (1, 0) mm. La goutte d’eau est modélisée par
une équation d’état de type gaz raide avec les coefficients γ = 4.4 et π = 6.108 Pa. Le liquide
est initialement au repos à la pression atmosphérique avec une densité égale à 1000 kg.m−3. Une
équation de type gaz parfait avec γ = 1.4 est utilisée pour la partie gazeuse. À l’instant initial,
la densité du gaz est égale à 1.293 kg.m−3, la vitesse de l’écoulement amont u = (5000, 0) m.s−1

et la pression p = 105 Pa. Le nombre de Mach correspondant est alors égal à M = 15.2.
Pour cette simulation, nous avons utilisé un maillage composé de 500 × 300 cellules dans la
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(a) schéma à cinq
points présenté au
chapitre 3

(b) HLL
(stencil à cinq points)

(c) EUCCLHYD
(stencil à neuf points)

Figure 6.5 – Écoulement à Mach 10 autour d’une sphère : isovaleurs de la densité pour différents
schémas dans l’étape acoustique : le schéma à 5 points (à gauche), HLL (au milieu) et le schéma
EUCCLHYD à 9 points (à droite).

moitié supérieure du domaine. Nous avons imposé une condition de symétrie par rapport à l’axe
x2 = 0. La version explicite des schémas est utilisée avec une CFL égale à 0.9. Nous voulons
comparer l’utilisation du schéma à 5 points pour l’étape acoustique avec le schéma vraiment
multidimensionnel EUCCLHYD. Pour l’étape de transport, nous avons utilisé le schéma décentré.

Sur la figure 6.6, nous avons tracé l’amplitude de la vitesse pour les deux schémas de l’étape
acoustique au temps t = 1.57 µs. De plus, la ligne noire sur la figure 6.6 indique l’interface entre
la partie gazeuse et le liquide. Nous pouvons voir que la position du choc détaché en amont de la
goutte est la même pour les deux solveurs. La position de la goutte est aussi identique mais sa
forme est très différente. Les isovaleurs de la vitesse sont tracées sur la figure 6.7, et nous pouvons
remarquer que des instabilités semblables au phénomène de carbuncle apparaissent sur ce cas
test diphasique avec le schéma à cinq points. Ces instabilités semblent perturber l’écoulement
gazeux entre la goutte de liquide et le choc détaché. Notons que l’apparente symétrie n’est que
la conséquence de la visualisation, puisque le calcul n’a été fait que dans la moitié supérieure
du domaine. A contrario, avec le schéma EUCCLHYD dans l’étape acoustique, il n’y a pas
d’instabilité et l’écoulement n’est pas perturbé entre le choc détaché et la partie liquide. Le
schéma basé sur un stencil à neuf points empêche donc l’apparition du phénomène de carbuncle
même sur ce cas diphasique instationnaire.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude numérique a été menée concernant le comportement des sché-
mas de type Lagrange-Transport pour des écoulements à très grandes vitesses. Nous avons pu
remarquer que comme les schémas classiques, c’est-à-dire non splittés, les solveurs de Riemann
approchés résolvant exactement la discontinuité de contact capturent une solution non symé-
trique et présentent des instabilités au niveau du choc. Ce phénomène, appelé carbuncle dans la
littérature est généralement résolu en augmentant la dissipation numérique du schéma. Cepen-
dant, nous avons remarqué que l’utilisation du schéma HLL dans l’étape acoustique du splitting
ne permettait pas de supprimer les instabilités. Cela nous amène donc à conjecturer que le phéno-
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(a) schéma à cinq points présenté au chapitre 3 (b) schéma à neuf points EUCCLHYD

Figure 6.6 – Interaction entre une goutte d’eau et un écoulement d’air à Mach 15 : amplitude
de la vitesse pour les deux schémas de l’étape acoustique après 1.57 µs. La ligne noire représente
l’interface entre le gaz et le liquide.

mène de carbuncle apparaît avec toutes les méthodes de type Lagrange-Transport utilisant dans
l’étape acoustique un schéma basé sur un solveur unidimensionnel à chaque interface. Néan-
moins, l’utilisation du schéma numérique réellement bidimensionnel EUCCLHYD dans la phase
acoustique a permis de supprimer les instabilités et de retrouver une solution symétrique.

Des instabilités similaires ont également pu être observées sur un cas test diphasique simulant
les premiers instants de l’interaction entre une goutte d’eau et un écoulement à Mach 15. Comme
pour le cas monophasique, l’utilisation du schéma à neuf points EUCCLHYD dans l’étape acous-
tique supprime les instabilités au niveau du choc détaché.

Enfin, soulignons le fait que la construction d’une formulation implicite pour le schéma à neuf
points EUCCLHYD dans le cadre des schémas de type Lagrange-Transport semble possible. Ce-
pendant, la stratégie de splitting implicite-explicite n’est pas très utile dans le cas d’écoulement
supersonique. En effet, la vitesse matérielle du fluide est très grande, ce qui va induire une
contrainte forte sur le pas de temps explicite de l’étape de transport. Cependant, dans le cas
de simulations visqueuses nécessitant des maillages raffinés en proche paroi pour capter les phé-
nomènes de couches limites, l’implicitation de l’étape acoustique avec les termes de dissipation
peut s’avérer intéressante. L’approche présentée dans les chapitres précédents devrait pouvoir être
appliquée au schéma EUCCLHYD sans trop de difficulté et fera l’objet d’un travail ultérieur.
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(a) schéma à cinq points (b) schéma à neuf points EUCCLHYD

Figure 6.7 – Interaction entre une goutte d’eau et un écoulement d’air à Mach 15 : isovaleurs
de la vitesse pour les deux schémas de l’étape acoustique après 1.57 µs.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

L’objectif des travaux présentés dans cette thèse était de contribuer au développement d’ou-
tils de simulation numérique robustes permettant d’étudier et de comprendre les différents méca-
nismes de l’ablation multiphasique. Dans ce problème, rappelons que nous sommes en présence
de trois phases : le bouclier thermique sous forme solide, la phase liquide quasi-incompressible
issue de la fusion de la résine et l’écoulement gazeux fortement compressible. Les méthodes
numériques développées pour simuler l’écoulement diphasique doivent donc être très robustes,
précises, implicites et capables de retrouver à la fois le comportement compressible du gaz et
la quasi-incompressibilité du liquide. Enfin, pour simuler le processus de fusion d’un solide, il
est nécessaire de développer une stratégie de couplage entre les domaines fluide et solide. Cela
implique donc la gestion d’une interface mobile entre les deux domaines et la discrétisation des
équations sur un maillage mobile.

Nous avons fait le choix des méthodes à interfaces diffuses pour simuler l’écoulement di-
phasique. En particulier, nous avons retenu deux modèles diphasiques pour lesquels les deux
phases fluides sont à l’équilibre des vitesses et des pressions. Le premier modèle est celui de Ka-
pila [KMB+01] qui dérive de modèles diphasiques plus généraux [BN86] et qui permet de traiter
de véritables mélanges. Le deuxième modèle retenu est le modèle diphasique à cinq équations
réduit [ACK00, ACK02, MSNA02] qui n’est valable que pour des phases non mélangées. Dans
l’application visée, les deux fluides (le métal fondu et l’écoulement gazeux) sont très différents et
sont supposés non miscibles. Pour de tels écoulements, les solutions continues des deux modèles
diphasiques coïncident. Néanmoins, dans le cas des méthodes à interfaces diffuses retenues ici,
l’interface matérielle entre les deux fluides va naturellement être diffusée par le schéma numé-
rique. Nous avons donc construit des schémas numériques pour les deux modèles diphasiques
dans le but de comparer les solutions numériques sur des configurations non mélangées.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté des schémas numériques pour les modèles diphasiques
à cinq équations réduit et celui de Kapila. Ces schémas numériques sont basés sur une décom-
position d’opérateurs de type Lagrange-Transport [CGK16, CGK17, CNPT10]. L’idée consiste
à séparer les phénomènes acoustiques des phénomènes liés au transport. Nous avons mis au
point un solveur de Riemann positif pour l’étape acoustique en s’inspirant des travaux de Gal-
lice [Gal02]. Une formulation implicite du schéma de l’étape acoustique a aussi été développée
pour les deux modèles diphasiques. L’étape de transport est quant à elle résolue de façon expli-
cite. Pour limiter la diffusion numérique de l’interface entre les deux fluides, nous avons utilisé
les schémas d’antidiffusion de Kokh et Lagoutière [KL10] et une méthode basée sur la projection
aléatoire de Glimm [Jun13]. Finalement, les schémas obtenus sont conservatifs et se sont avérés
très robustes sur les différentes simulations numériques 1D et 2D que nous avons considérées.
Dans le cas où les deux phases fluides sont initialement non mélangées, les solutions obtenues
pour les deux modèles diphasiques sont quasiment identiques, et ce malgré l’apparition d’une
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zone de mélange numérique liée à la diffusion de l’interface. Cela semble donc indiquer que le
modèle à cinq équations réduit est suffisant pour ce type de configurations.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté l’extension du modèle diphasique à cinq équations
réduit pour prendre en compte les termes de dissipation. La modification du schéma numérique
permettant de capturer correctement la limite incompressible quand le nombre de Mach est faible
a aussi été présentée. Les termes de diffusion ont été ajoutés à la partie acoustique de notre schéma
numérique de type Lagrange-Transport. Nous avons ensuite détaillé la discrétisation des termes
de diffusion sur un maillage curviligne et la formulation implicite du schéma. La prise en compte
des termes dissipatifs a été validée sur des cas tests académiques. Concernant la modification
du schéma numérique pour les écoulements bas Mach, nous avons utilisé la correction proposée
par Chalons et al. [CGK16]. Une analyse asymptotique a permis d’étudier le comportement bas
Mach du schéma.

Après avoir présenté le schéma numérique pour la partie fluide, nous avons détaillé la stratégie
de couplage entre un écoulement fluide diphasique et un solide utilisée pour la simulation de la
fusion d’un matériau métallique. Une formulation ALE des équations a été présentée pour tenir
compte du déplacement du maillage dans la résolution numérique. Une analyse dimensionnelle
des différents temps caractéristiques nous a permis de conclure que les deux domaines fluide et
solide doivent être traités de façon instationnaire pour simuler de tels phénomènes.

Finalement, nous avons étudié numériquement le comportement des schémas de type Lagrange-
Transport pour des écoulements à très grandes vitesses. Nous avons montré que des instabilités
de type carbuncle apparaissent avec les schémas de type Lagrange-Transport. Contrairement aux
schémas directs, l’utilisation d’un schéma plus dissipatif dans l’étape acoustique n’empêche pas
l’apparition de ces instabilités. Nous avons cependant montré que le schéma vraiment bidimen-
sionnel EUCCLHYD [MABO07] permet de supprimer le phénomène de carbuncle.

Plusieurs perspectives existent à l’issue de ces travaux. La première concerne l’utilisation
d’une méthode de capture d’interface vraiment bidimensionnelle de type Volume of Fluid ou
Moment of Fluid pour l’étape de transport. Cela permettrait de traiter des configurations plus
complexes et plus réalistes tout en limitant la diffusion numérique de l’interface.

Au niveau de l’analyse théorique de notre schéma, une question reste en suspens concernant le
caractère entropique au niveau discret. Pour les schémas de type Lagrange-Transport utilisant une
méthode de relaxation pour gérer les non linéarités dues à la loi d’état, il est possible de trouver
une condition d’entropie discrète [CNPT10, CGK16, Ren17], voir aussi [Bou04]. L’obtention
d’inégalités d’entropie discrètes semble donc possible pour nos schémas.

Un enrichissement de la physique du modèle peut aussi être envisagé. L’ajout de la tension
de surface dans le schéma de type de Lagrange Transport semble possible en suivant les travaux
de [PS05]. Finalement, la gestion de l’ablation différentielle d’un matériau composite avec une
partie carbonée qui se sublime et une partie métallique qui va fondre reste encore à étudier.
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Annexe A

Présentation des outils numériques

A.1 Présentation des notations utilisées

Dans le cas unidimensionnel, nous utiliserons les notations suivantes. Nous considérons une
discrétisation de la variable spatiale x ∈ R en cellules

(
[xi−1/2, xi+1/2]

)
i∈Z. Les interfaces du

maillages sont données par xi+1/2 = i∆x pour i ∈ Z, où ∆x > 0 est le pas de maillage. Le centre
de la cellule i est quant à lui donné par xi =

xi+1/2+xi−1/2

2 . La variable temporelle est discrétisée
par tn = n∆t pour n ∈ N, où ∆t > 0 est le pas de temps.

Considérons un système hyperbolique général de la forme suivante :

∂tU + ∂xF (U) = 0, t ∈ R+, x ∈ R. (A.1)

Le vecteur des inconnues U(t, x) est à valeurs dans Ω qui est un ensemble ouvert de Rp. La
fonction régulière F : Ω 7→ Rp est appelée fonction flux.

On supposera que le système possède un couple entropie-flux (η, q), ce qui signifie qu’il
existe une fonction strictement convexe η(U) et un flux d’entropie q(U) vérifiant la relation
(∇Uη(U))T∇UF (U) = (∇Uq)

T . On dira qu’une solution U est entropique si elle vérifie au sens
de distributions l’inégalité d’entropie suivante :

∂tη + ∂xq ≤ 0. (A.2)

La méthode des volumes finis revient à intégrer l’équation (A.1) sur le rectangle [xi−1/2, xi+1/2]× [tn, tn+1]∫ xi+1/2

xi−1/2

U(tn+1, x) dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

U(tn, x) dx−

(∫ tn+1

tn
F (U(t, xi+1/2)) dt−

∫ tn+1

tn
F (U(t, xi−1/2)) dt

)
.

Soit Un
i l’approximation de

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

U(tn, x) dx.

Cette approximation numérique du système (A.1) est constante sur chaque maille [xi−1/2, xi+1/2]

du maillage. En divisant par le pas d’espace, on obtient alors

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
Hi+1/2 −Hi−1/2

)
, (A.3)

où Hi+1/2 est une approximation de la moyenne en temps du flux sur l’interface xi+1/2 qui
dépend des valeurs de U dans les mailles voisines

Hi+1/2 = H(..., uni−1, u
n
i , u

n
i+1, ...) ≈

1

∆t

∫ tn+1

tn
F (U(t, xi+1/2)) dt.
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A.1. Présentation des notations utilisées

Définition 8 (Consistance)
Le flux numériqueH est consistant avec le flux physique F si et seulement siH(u, . . . , u) = F (u).

Définition 9 (Schéma entropique)
Le schéma sera dit entropique (au sens classique du terme), s’il vérifie un équivalent discret de
l’inégalité d’entropie (A.2). Autrement dit, si pour tout couple entropie flux (η, q), il existe un
flux numérique Q consistant avec q tel que le schéma vérifie l’inégalité d’entropie discrète

η(Un+1
i ) ≤ η(Un

i )−
∆t

∆x

(
Qi+1/2 −Qi−1/2

)
, (A.4)

alors le schéma numérique (A.3) est entropique.

Dans le cas 2D, il nécessaire d’introduire quelques notations supplémentaires pour décrire un
maillage structuré. On considère un maillage de R2 constitué de cellules, appelées aussi volumes
de contrôle, Ωl,m. L’aire de cette cellule sera notée

∣∣∣Ωl,m

∣∣∣. On appelle Γl+1/2,m la face qui sépare

les cellules Ωl,m et Ωl+1,m. Sa longueur sera désignée par
∣∣Γl+1/2,m

∣∣. De même, on désignera par
Γl,m+1/2 la face séparant deux cellules suivant la deuxième direction du maillage. On appelle
nl+1/2,m (resp. nl,m+1/2), la normale extérieure (unitaire) à la face Γl+1/2,m (resp. Γl,m+1/2),
voir Figure A.1. On note v(l,m) l’ensemble des indices des faces de la cellule Ωl,m. Dans le cas
d’un maillage bidimensionnel structuré, nous avons :

v(l,m) = {(l + 1/2,m), (l − 1/2,m), (l,m+ 1/2), (l,m− 1/2)} .

Par souci de clarté, nous utiliserons la plupart du temps une notation à un seul indice,
i = (l,m), pour les maillages 2D. L’aire d’une cellule Ωi sera donc notée |Ωi| tandis que les
quantités définies sur la face entre les cellules Ωi et Ωj seront repérées par l’indice ij.

•

•

•

• ∣∣Γl+1/2,m

∣∣
∣∣Γl,m+1/2

∣∣
nl+1/2,m

nl,m+1/2

Ωl,m

Figure A.1 – Notations pour les maillages structurés 2D.

Considérons un système hyperbolique général de la forme suivante :

∂tU +∇ · F (U) = 0, t ∈ R+,x ∈ R2. (A.5)

Le vecteur U est encore le vecteur des inconnues et F = (F1,F2) est le vecteur des fonctions de
flux. On note Un

i une approximation de la solution exacte du problème (A.5) sur le volume de
contrôle Ωi au temps tn, c’est-à-dire

Un
i ≈

1∣∣Ωi

∣∣ ∫
Ωi

U(tn,x) dx,
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Annexe A. Présentation des outils numériques

En intégrant sur le domaine Ωi× [tn, tn+1] le système (A.5), on obtient le schéma numérique
suivant

Un+1
i = Un

i −
∆t∣∣Ωi

∣∣ ∑
j∈v(i)

|Γij |Hij , (A.6)

où Hij est une approximation du flux sur la face Γij séparant les cellules Ωi et Ωj . Pour dé-
terminer ce flux numérique, nous nous appuierons sur une résolution 1D suivant la normale à la
face.

Pour résoudre les systèmes hyperboliques 1D de la forme (A.1), nous utilisons les notions de
solveurs de Riemann et de schémas de type Godunov [HLL83, Gal02] rappelées ci-dessous.

A.2 Rappels sur les schémas de type Godunov et les solveurs de
Riemann simples

Nous considérons le système hyperbolique conservatif suivant :

∂tU + ∂xF (U) = 0, t ∈ R+, x ∈ R. (A.7)

On supposera que le système possède un couple entropie-flux (η, q) tel que

∂tη + ∂xq ≤ 0. (A.8)

Pour définir un schéma numérique conservatif pour le système (A.7), il est classique de consi-
dérer le problème de Riemann suivant

∂tU + ∂xF (U) = 0,

U(t = 0, x) =

{
Ug, si x ≤ 0.

Ud, si x > 0.

Soit W une approximation du problème de Riemann, et (Un
i )i une approximation numérique du

système (A.7). Nous avons alors la définition suivante.

Définition 10 (Consistance avec la forme intégrale de la loi de conservation [HLL83])
On dit que W (x/t;Ug,Ud) est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation (A.7)
si et seulement si l’égalité suivante est vérifiée pour τ suffisamment petit :∫ ∆x/2

−∆x/2
W (x/τ ;Ug,Ud) dx =

∆x

2
(Ug + Ud)− τ (F (Ud)− F (Ug)) . (A.9)

Proposition 18 ([HLL83])
Si l’approximation W du problème de Riemann est consistant avec la forme intégrale de la loi
de conservation (A.7), alors le schéma défini par

Un+1
i =

1

∆x

∫ xi

x
i− 1

2

W

(x− xi− 1
2

∆t
;V n

i−1,V
n
i

)
dx+

∫ x
i+1

2

xi

W

(x− xi+ 1
2

∆t
;V n

i ,V
n
i+1

)
dx

 ,

(A.10)
est conservatif. Il existe alors un flux numérique H tel que le schéma (A.10) s’écrit sous la
forme :

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
Hi+1/2 −Hi−1/2

)
.

Ce schéma est appelé schéma de type Godunov.

171



A.2. Rappels sur les schémas de type Godunov et les solveurs de Riemann simples

U1 = Ug

U2 Uk Um

Um+1 = Ud

t

x

x
t = λ1

x
t = λ2

x
t = λk−1

x
t = λk

x
t = λm−1

x
t = λm

Figure A.2 – Solveur de Riemann simple à m+ 1 états.

Il est aussi possible de définir la consistance vis-à-vis de l’inégalité d’entropie

Définition 11 (Consistance avec la forme intégrale de l’inégalité d’entropie [HLL83])
On dit que W (x/t;Ug,Ud) est consistant avec la forme intégrale de l’inégalité d’entropie (A.8)
si et seulement si l’inégalité suivante est vérifiée pour τ suffisamment petit :∫ ∆x/2

−∆x/2
η (W (x/τ ;Ug,Ud)) dx ≤ ∆x

2
(η(Ug) + η(Ud))− τ (q(Ud)− q(Ug)) . (A.11)

Proposition 19 ([HLL83])
Si l’approximation W du problème de Riemann est consistant avec la forme intégrale de l’inégalité
d’entropie (A.8), alors le schéma défini par (A.10) est entropique. Ce schéma est alors appelé
schéma de type Godunov entropique.

ηn+1
i ≤ ηni −

∆t

∆x

(
Qi+1/2 −Qi−1/2

)
.

Dans [Gal00, Gal03], Gallice introduit les solveurs de Riemann simples.

Définition 12 (Solveur de Riemann simple [Gal00, Gal03])
On dira que le solveur de Riemann W est simple si et seulement si W (x/t) a la structure de la
solution d’un problème de Riemann linéaire ; i.e. W (x/t) est constitué de (m+1) états constants
(Wk)k=1,m+1, séparés par des discontinuités, avec W1 = Ug et Wm+1 = Ud. Il existe donc des
réels (λk)k=1,m tels que :

W (x/t;Ug,Ud) =


Ug si x/t < λ1,

Uk si λk−1 ≤ x/t < λk pour k = 2,m,

Ud si λm ≤ x/t.

Sur la figure A.2, nous avons tracé une représentation schématique d’un solveur de Riemann
simple à m+1 états. Notons que les solveurs HLL [HLL83], HLLC [Tor97] et de Roe [Roe81] sont
des solveurs de Riemann simples. Cependant les solveurs de Godunov [GP79] et d’Osher [OS82]
ne sont pas des solveurs de Riemann simples.

Dans la suite, nous utilisons la notation δXk = Xk+1−Xk pour toute suite (Xk)k. Le principal
intérêt de cette notion réside dans le fait qu’il est extrêmement facile de caractériser un solveur
simple. En effet, Gallice montre le résultat suivant

Proposition 20 (Gallice [Gal00])
Un solveur de Riemann simple est de type Godunov si et seulement si :

(F (Ud)− F (Ug)) =

m∑
k=1

λkδUk. (A.12)
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Annexe A. Présentation des outils numériques

Dans ce cas, le flux est donné par :

Hi+1/2 =
1

2

(
Fi + Fi+1 −

m∑
k=1

|λk| δUk

)
. (A.13)

Un solveur de Riemann simple est de type Godunov entropique si et seulement si :

(q(Ud)− q(Ug)) ≤
m∑
k=1

λkδηk. (A.14)

tn + ∆t

xixi− 1
2

xi+ 1
2

U
∗
d,
i−

1
2

U
∗ g,
i−

1 2

Un
i Un

i

U∗
g,i+ 1

2

Figure A.3 – Schéma de type Godunov associé à un solveur de Riemann simple à quatre états
(Ug, U∗g , U∗d et Ud).

A.3 Rappels pour le non conservatif

Considérons maintenant le système non conservatif suivant

∂tU + ∂xF (U) + P(U)∂xB(U) = 0, (A.15)

où U et F sont encore des vecteurs de Rp. La matrice P est de taille p× p et B est un vecteur
de Rp.

Gallice [Gal02] étend la notion de solveur de Riemann simple aux systèmes non-conservatifs
de la forme (A.15).

Définition 13 (Solveur de Riemann simple pour le non conservatif [Gal02])
On dira que W est de type Godunov pour le système (A.15) s’il est consistant, i.e. si et seulement
si il existe une matrice P telle que P(U ,U) = P(U) et vérifiant la relation

m∑
k=1

λkδUk = ∆F + P∆B. (A.16)

Dans ce cas, Gallice [Gal02] montre que le schéma numérique induit par la définition précé-
dente s’écrit :

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
Hi+1/2 −Hi−1/2

)
− ∆t

2∆x

((
P∆B

)
i−1/2

+
(
P∆B

)
i+1/2

)
. (A.17)

où Hi+1/2 = 1
2 (Fi + Fi+1 −

∑m
k=1 |λk| δUk) .
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Annexe B

Preuves des conditions de positivité

Cette annexe donne les détails des calculs pour trouver les conditions de positivité des pro-
positions 8 et 10.

En utilisant la relation V ∗l = Vl + φ−R−, nous avons

ϑ∗g = ϑg −
∆p− rC̄−∆u

(1 + r)(C̄−)2
,

y∗g = yg,

u∗g = ug −
∆p− rC̄−∆u

(1 + r)C̄−
,

E∗g = Eg +
∆p− rC̄−∆u

(1 + r)(C̄−)2
(p1−α − uαC̄−),

(ϑz)∗g = (ϑz)g +
∆p− rC̄−∆u

(1 + r)(C̄−)2
(Ξg − zg),

(B.1)

où r = C̄+

C̄−
et α = C̄−

C̄−+C̄+ . Comme précédemment, le terme Ξg est nul dans le cas du modèle à
cinq équations réduit et il vaut Kg pour le modèle de Kapila.

Positivité du volume spécifique

La première relation de (B.1) conduit directement à l’équation du second degré en C̄−

(1 + r)(C̄−)2ϑ∗g = (1 + r)ϑg(C̄
−)2 + r∆uC̄− −∆p. (B.2)

Étant donné que les pentes et le volume spécifique de l’état gauche ϑg sont positif, si le discrimi-
nant dϑg de l’équation du second degré est négatif, le volume spécifique de l’état intermédiaire ϑ∗g
sera positif sans aucune restriction sur la pente C̄−. Si le discriminant est positif, ϑ∗g sera positif

si C̄− ≥
− r∆u+

√
dϑg

2(1 + r)ϑg
.

Positivité de l’énergie interne

En utilisant les relations sur la vitesse et l’énergie totale des états intermédiaires, nous obte-
nons (

C̄−
)2
ε∗g =

(
C̄−
)2
εg +

(rC̄−∆u−∆p)(rC̄−∆u−Πg)

2(1 + r)2
, (B.3)

ce qui peut encore s’écrire

2(1 + r)2(C̄−)2ε∗g =
(

2 (1 + r)2 εg + r2 (∆u)2
)

(C̄−)2 − (r∆u (∆p+ Πg)) C̄
− + ∆pΠg. (B.4)

175



Avec les mêmes arguments que pour le volume spécifique, nous obtenons les conditions de posi-
tivité exactes pour l’énergie interne.

Positivité de p+ π (modèle à cinq équations réduit)

Pour un mélange de deux gaz raides, l’équation d’état du mélange s’écrit

p = (γ − 1)ρε− γπ. (B.5)

Ainsi,
(p+ π)ϑ = (γ − 1)(ε− πϑ) = (γ − 1)ε̂. (B.6)

Pour démontrer la positivité de p+π, nous pouvons donc chercher des conditions sur la positivité
de ε̂ = ε− πϑ. En combinant la première et la dernière équation de (B.1), nous remarquons que
z∗g = zg pour le modèle à cinq équations réduit. Ainsi, les paramètres du mélange pour l’état
intermédiaire gauche γ∗g and π∗g sont égaux à γg et πg. À partir des relations (B.2) et (B.3), on a

(C̄−)2ε̂∗g = (C̄−)2ε̂g +
(rC̄−∆u−∆p)(rC̄−∆u−Πg)

2(1 + r)2
+ πg

∆p− rC̄−∆u

1 + r
. (B.7)

Ceci permet de déterminer les conditions de positivité données par la proposition 8.

Encadrement sur la fraction volumique (modèle de Kapila)

Pour le modèle de Kapila, la fraction volumique z est modifiée au cours de l’étape acoustique.
Nous cherchons donc à déterminer les conditions sur les pentes du solveur de Riemann qui
assurent que la fraction volumique reste entre 0 et 1. Puisque nous avons déjà trouvé les conditions
de positivité pour le volume spécifique, nous cherchons à avoir (ϑz)∗g ∈ (0, ϑ∗g). Tout d’abord nous
pouvons remarquer que le terme

zn −Kn =
znρ2c

2
2

(1− zn)ρ1c2
1 + znρ2c2

2

=
znτ1

znτ1 + (1− zn)τ2
,

est compris entre 0 et 1. Ensuite, en utilisant la dernière équation de (B.1), nous obtenons

(ϑz)∗g >0,

(1 + r) (ϑz)ng
(
C̄−
)2 − r∆u(Kn

g − zng )C̄− + ∆p(Kn
g − zng ) >0,

(1 + r)ϑng

(
zng + (1− zng )

τ2

τ1

)(
C̄−
)2

+ r∆uC̄− −∆p >0.

Ainsi, la positivité de la fraction volumique de l’état intermédiaire gauche se traduit aussi par
une inégalité quadratique sur la pente C̄−. L’étude du signe du polynôme du second degré en
C̄− permet de trouver la condition pour z∗g > 0 donnée dans la proposition 10.

De même, en réutilisant la dernière équation de (B.1) et la relation (B.2) nous avons

(ϑz)∗g <ϑ
∗
g,

(1 + r) (ϑz)ng
(
C̄−
)2 − r∆u(Kn

g − zng )C̄− + ∆p(Kn
g − zng ) <(1 + r)ϑng

(
C̄−
)2

+ r∆uC̄− −∆p,

(1 + r)ϑng (1− zng )
(
C̄−
)2

+ r∆u(Kn
g − zng + 1)C̄− −∆p(Kn

g − zng + 1) >0,

(1 + r)ϑng

(
zng
τ1

τ2
+ (1− zng )

)(
C̄−
)2

+ r∆uC̄− −∆p >0.

De la même façon, nous pouvons en déduire la condition détaillée dans la proposition 10 pour
assurer que la fraction volumique de l’état intermédiaire gauche reste inférieure à 1.
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Annexe B. Preuves des conditions de positivité

Remarque 30
Pour rappel, la condition ϑ∗g > 0 est équivalente à

(1 + r)ϑng
(
C̄−
)2

+ r∆uC̄− −∆p > 0.

Ainsi si nous avons ρ1c
2
1 > ρ2c

2
2, la condition de positivité sur le volume spécifique implique que

la fraction volumique est positive. Dans le cas contraire, la condition de positivité sur ϑ∗g implique
que la fraction volumique est inférieure à 1.

Remarque 31
Les conditions de positivité pour l’état intermédiaire droit sont obtenues de la même façon en
utilisant la relation V ∗d = Vd − φ+R+.
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Annexe C

Coefficients de la matrice M

Dans cette annexe, nous détaillons les coefficients de la matrice M utilisée dans la sec-
tion 3.1.1.3 pour le schéma implicite de l’étape acoustique. Afin d’alléger les formules, intro-
duisons les notations suivantes :

∆ =
C̄+ − C̄−(
C̄− + C̄+

)2, et Π =
C̄+C̄−(

C̄− + C̄+
)2.

Les coefficients de la troisième ligne des blocs Ai, Bi et Ci de la matrice globale M sont donnés
par

A3,1
i =

(
−C̄−Π

)
i− 1

2
ui−1 −Πi− 1

2
pi−1 −

(
C̄−C̄+∆

)
i− 1

2

ui
2

+
(
C̄−∆

)
i− 1

2

pi
2
,

A3,2
i = (−Π)i− 1

2
ui−1 −

(
Π

C̄−

)
i− 1

2

pi−1 −
(
C̄+∆

)
i− 1

2

ui
2

+ ∆i− 1
2

pi
2
,

B3,1
i =−

(
C̄−C̄+∆

)
i− 1

2

ui−1

2
−
(
C̄+∆

)
i− 1

2

pi−1

2
+
((
C̄+Π

)
i− 1

2
+
(
C̄−Π

)
i+ 1

2

)
ui +

(
−Πi− 1

2
+ Πi+ 1

2

)
pi

+
(
C̄−C̄+∆

)
i+ 1

2

ui+1

2
−
(
C̄−∆

)
i+ 1

2

pi+1

2
,

B3,2
i =

(
C̄−∆

)
i− 1

2

ui−1

2
+ ∆i− 1

2

pi−1

2
+
(
−Πi− 1

2
+ Πi+ 1

2

)
ui +

((
Π

C̄+

)
i− 1

2

+

(
Π

C̄−

)
i+ 1

2

)
pi

+
(
C̄+∆

)
i+ 1

2

ui+1

2
−∆i+ 1

2

pi+1

2
,

C3,1
i =

(
C̄−C̄+∆

)
i+ 1

2

ui
2

+
(
C̄+∆

)
i+ 1

2

pi
2
−
(
C̄+Π

)
i+ 1

2
ui+1 + Πi+ 1

2
pi+1,

C3,2
i =

(
−C̄−∆

)
i+ 1

2

ui
2
−∆i+ 1

2

pi
2

+ Πi+ 1
2
ui+1 −

(
Π

C̄+

)
i+ 1

2

pi+1.
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Annexe D

Discrétisation des termes de dissipation
sur maillages curvilignes

Pour présenter la discrétisation des termes de dissipation, nous allons considérer l’équation
de diffusion de la quantité θ

∂tθ = ∇x,y · (λ∇x,yθ) , (D.1)

dans le repère (x, y) curviligne. Dans toute la suite, on note ∇ = ∇x,y.
Pour discrétiser le second membre de l’équation (D.1), nous allons utiliser le fait que nous

travaillons sur des maillages structurés. Nous considérons la transformation entre le maillage
structuré curviligne (t, x, y) et le maillage structuré cartésien (T,X, Y ) représentée sur la fi-
gure D.1. Toutes les mailles du maillage cartésien sont de taille 1. Ici nous supposons que le
maillage n’évolue pas au cours du temps, i.e. T = t. En notant A la jacobienne de la transforma-
tion (t, x, y) 7→ (T,X, Y ), et A−1 la jacobienne de la transformation inverse (T,X, Y ) 7→ (t, x, y),
nous avons

A =

 1 0 0

0 Xx Yx
0 Xy Yy

 , A−1 =

 1 0 0

0 xX xY
0 yX yY

 .

Nous pouvons alors calculer l’inverse de la matrice A et identifier les termes, ce qui donne les
relations suivantes :

xX =
Yy
J
, xY =

−Xy

J
, yX =

−Yx
J

, yY =
Xx

J
,

où J =
∣∣∣dXdYdxdy

∣∣∣ est le jacobien de la transformation. Nous avons alors

∇X

J
= (yY ,−xY )T =

1

∆Y
(δy,−δx)T =

(δx2 + δy2)1/2

∆Y
(nXx , n

X
y )T ,

où δ• représente une variation de la quantité • le long d’une ligne de maillage. En définissant
nXdlX = (δy,−δx)T la normale multipliée par la longueur sur une ligne de maillage telle que
X = cste, nous avons alors

∇X

J
=

nXdlX

∆Y
. (D.2)

De la même façon, nous avons
∇Y

J
=

nY dlY

∆X
, (D.3)

où nY dlY = (−δy, δx)T sur une ligne de maillage telle que Y = cste.
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x

y

X

Y

Figure D.1 – Transformation entre le maillage structuré curviligne (à gauche) et le maillage
structuré cartésien (à droite)

L’équation (D.1) peut s’écrire sous la forme générale ∂tU+∂xF+∂yG = 0. Pour déterminer la
formulation dans le nouveau repère on multiplie l’équation par une fonction test ϕ et on intègre∫

(∂tU + ∂xF + ∂yG)ϕ dtdxdy = 0.

Après une intégration par parties, nous trouvons∫
U∂tϕ+ F∂xϕ+G∂yϕ dtdxdy = 0.

Ensuite, en effectuant le changement de variables (t, x, y) 7→ (T,X, Y ), nous obtenons∫
(U∂tϕ+ F∂xϕ+G∂yϕ)

∣∣∣∣ dtdxdy
dTdXdY

∣∣∣∣ dTdXdY = 0.

Nous pouvons également écrire les relations entre les dérivées en (t, x, y) et en (T,X, Y )

∂tϕ = ∂Tϕ,

∂xϕ = Xx∂Xϕ+ Yx∂Y ϕ,

∂yϕ = Xy∂Xϕ+ Yy∂Y ϕ.

Ainsi, nous avons∫
(U∂Tϕ+ F (Xx∂Xϕ+ Yx∂Y ϕ) +G(Xy∂Xϕ+ Yy∂Y ϕ))

1

J
dTdXdY = 0,∫

U

J
∂Tϕ+

(
F
Xx

J
+G

Xy

J

)
∂Xϕ+

(
F
Yx
J

+G
Yy
J

)
∂Y ϕ dTdXdY = 0.

Finalement, après une intégration par parties, on trouve∫ (
∂T

(
U

J

)
+ ∂X

(
F
Xx

J
+G

Xy

J

)
+ ∂Y

(
F
Yx
J

+G
Yy
J

))
ϕ dTdXdY = 0.

En conclusion, dans le repère (T,X, Y ), l’équation (D.1) se reformule

∂T

(
θ

J

)
= ∂X

(
λ
Xx

J
θx + λ

Xy

J
θy

)
+ ∂Y

(
λ
Yx
J
θx + λ

Yy
J
θy

)
, (D.4)
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Annexe D. Discrétisation des termes de dissipation sur maillages curvilignes

où

θx = XxθX + YxθY ,

θy = XyθX + YyθY ,

L’équation (D.4) peut se réécrire sous la forme plus compacte

∂T

(
θ

J

)
= ∂X

(
λJ

∇X

J
· ∇θ

J

)
+ ∂Y

(
λJ

∇Y

J
· ∇θ

J

)
. (D.5)

En intégrant l’équation (D.5) sur un volume de contrôle (en X,Y ), nous trouvons

θn+1
l,m = θnl,m + ∆tJl,m

1∣∣∣ΩX,Y
l,m

∣∣∣
((

λJ
∇X

J
· ∇θ

J
|Γ|X,Y

)
l+1/2,m

−
(
λJ

∇X

J
· ∇θ

J
|Γ|X,Y

)
l−1/2,m

+

(
λJ

∇Y

J
· ∇θ

J
|Γ|X,Y

)
l,m+1/2

−
(
λJ

∇Y

J
· ∇θ

J
|Γ|X,Y

)
l,m−1/2

)
.

Étant donné que le maillage en X,Y est unitaire, nous savons que |Γ|X,Y = 1 et
∣∣∣ΩX,Y

l,m

∣∣∣ = 1.
Nous obtenons alors le schéma suivant :

θn+1
l,m = θnl,m + ∆tJl,m

((
λJ

∇X

J
· ∇θ

J

)
l+1/2,m

−
(
λJ

∇X

J
· ∇θ

J

)
l−1/2,m

+

(
λJ

∇Y

J
· ∇θ

J

)
l,m+1/2

−
(
λJ

∇Y

J
· ∇θ

J

)
l,m−1/2

)
.

Par définition, le jacobien de la cellule (l,m) est égal à l’inverse de l’aire de la cellule Ωl,m dans
le repère curviligne (x, y). Il reste finalement à déterminer les grandeurs sur chaque face. Pour le
produit entre le jacobien et la conductivité thermique sur la face ij séparant les cellules i et j,
nous utilisons une moyenne harmonique

(λJ)ij = 2
λiJiλjJj
λiJi + λjJj

= 2
λiλj

λi

∣∣∣Ωj

∣∣∣+ λj
∣∣Ωi

∣∣ .
Contrairement à la moyenne arithmétique, l’utilisation d’une moyenne harmonique permet de
conserver les champs linéaires par morceaux [Cha04].

À partir des formules (D.2) et (D.3) et en se rappelant que le maillage cartésien en X,Y est
unitaire, nous pouvons déduire les relations suivantes pour calculer les normales au centre de
chaque face(

∇X

J

)
l+1/2,m

= (n |Γ|)l+1/2,m ,(
∇Y

J

)
l+1/2,m

=
1

4

(
(n |Γ|)l,m+1/2 + (n |Γ|)l+1,m+1/2 + (n |Γ|)l,m−1/2 + (n |Γ|)l+1,m−1/2

)
,(

∇X

J

)
l,m+1/2

=
1

4

(
(n |Γ|)l+1/2,m + (n |Γ|)l+1/2,m+1 + (n |Γ|)l−1/2,m + (n |Γ|)l−1/2,m+1

)
,(

∇Y

J

)
l,m+1/2

= (n |Γ|)l,m+1/2 ,

où (n |Γ|)f est la normale à la face multipliée par la longueur sur le maillage physique en (x, y),
voir figure D.2.
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×
l,m

•
nl+1/2,m

nl+1,m−1/2

nl,m−1/2

nl+1,m+1/2

nl,m+1/2

(a) face l + 1/2,m

×
l,m

nl−1/2,m

nl+1/2,m
nl−1/2,m+1

nl+1/2,m+1

•

nl,m+1/2

(b) face l,m+ 1/2

Figure D.2 – Contributions pour calculer les coefficients métriques sur une face

Finalement pour le terme
∇θ

J
=

∇X

J
θX +

∇Y

J
θY ,

nous utilisons les relations précédentes et les dérivées dans le maillage cartésien

θXl+1/2,m
= θl+1,m − θl,m,

θYl+1/2,m
=

1

4
(θl+1,m+1 − θl+1,m−1 + θl,m+1 − θl,m−1) ,

θXl,m+1/2
=

1

4
(θl+1,m+1 − θl+1,m + θl−1,m+1 − θl−1,m) ,

θYl,m+1/2
= θl,m+1 − θl,m.

Nous avons donc entièrement déterminé le schéma numérique pour résoudre une équation de
diffusion de la forme (D.1).

184



Annexe E

Solutions des problèmes de Couette
monophasique et diphasique

Dans cette annexe, nous détaillons les solutions théoriques des écoulements plans de type
Couette monophasique et diphasique.

E.1 Écoulement monophasique de type Couette

Nous considérons un écoulement laminaire entre deux parois horizontales infinies séparées
par une distance ye − yw. La paroi supérieure se déplace à la vitesse constante ue tandis que la
paroi inférieure est fixe. De plus, la paroi supérieure est chauffée à la température Te et la paroi
inférieure à la température Tw avec Te > Tw. La géométrie du cas test est schématisée sur la
figure E.1.

yw
u = 0 et T = Tw

Gaz

ye
u = (ue, 0)T et T = Te

Figure E.1 – Écoulement monophasique de type Couette : représentation schématique de la
géométrie du cas test et des conditions de bord.

Les équations de Navier-Stokes compressibles sont données par
∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t (ρu) + ∇ · (ρu⊗ u) + ∇p = ∇ · T,

∂t (ρE) + ∇ · (ρEu + pu) = ∇ · (Tu)−∇ · q.

(E.1)

Nous cherchons la solution stationnaire du problème. Toutes les dérivées temporelles du
système (E.1) sont nulles. Les dérivées partielles en x sont aussi nulles dans la mesure où les
deux plaques sont considérées comme infinies. L’équation de conservation de la masse et les
conditions aux limites nous indiquent que le champ de vitesse est de la forme u = (u(y), 0)T .
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E.2. Écoulement diphasique de type Couette

Nous pouvons en déduire que la pression est constante dans tout le domaine. Dans ce cas, le

tenseur des contraintes se simplifie T =

(
0 τxy
τxy 0

)
, où τxy = µ∂yu. L’équation de quantité

de mouvement nous donne alors
∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

)
= 0.

Dans le cas monophasique, la viscosité est constante dans tout le domaine. Ainsi, en utilisant les
conditions aux limites u(yw) = 0 et u(ye) = ue, nous obtenons le profil de vitesse linéaire

u(y) = ue
y − yw
ye − yw

. (E.2)

L’équation d’évolution de l’énergie s’écrit

∂

∂y

(
κ
∂T

∂y

)
+ µ

(
∂u

∂y

)2

= 0.

Puisque nous avons supposé que la conductivité thermique était uniforme dans le fluide, le
profil de température est parabolique. Après avoir utilisé les conditions de bord T (yw) = Tw et
T (ye) = Te, nous en déduisons que le profil de température est donné par

T (y) = Tw +

(
Te − Tw +

µu2
e

2κ

(
1− y − yw

ye − yw

))
y − yw
ye − yw

. (E.3)

Pour déterminer la valeur de la pression p(y) = P , nous pouvons utiliser la conservation de
la masse. ∫ ye

yw

ρ(y)dy = Mini, (E.4)

où Mini est la masse initiale. Dans le cas où le fluide est un gaz raide, nous avons P = (γ −
1)ρcvT − π et nous en déduisons la valeur de la pression

P = (γ − 1)cv

(∫ ye

yw

dy
T (y)

)−1

Mini. (E.5)

Nous avons donc bien déterminé les profils de vitesse, de température et de pression dans le
cas d’un écoulement de type Couette monophasique.

E.2 Écoulement diphasique de type Couette

Comme pour le cas monophasique, nous considérons un domaine physique délimité par deux
parois horizontales infinies séparées par une distance ye − yw. La paroi supérieure se déplace à
la vitesse constante ue tandis que la paroi inférieure est fixe. De plus, la paroi supérieure est
chauffée à la température Te et la paroi inférieure à la température Tw avec Te > Tw. Pour ce cas
test, nous considérons un écoulement diphasique entre les deux parois. La position de l’interface
entre les deux fluides est située en y = y0. Durant la phase transitoire, l’interface entre les deux
fluides va se déplacer. La géométrie du cas test est schématisée sur la figure E.2.

Nous cherchons encore la solution stationnaire du problème donc toutes les dérivées tempo-
relles de (4.1) sont nulles. Les dérivées en x sont aussi nulles dans la mesure où les deux plaques
sont considérées comme infinies. Nous avons encore un champ de pression p(y) = P constant
dans tout le domaine et un champ de vitesse de la forme u = (u(y), 0)T . Dans ce cas, le système
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Annexe E. Solutions des problèmes de Couette monophasique et diphasique

yw
u = 0 et T = Tw

Fluide 1
y0

Fluide 2

ye
u = (ue, 0)T et T = Te

Figure E.2 – Écoulement diphasique de type Couette : représentation schématique de la géo-
métrie du cas test et des conditions de bord.

à cinq équations avec les termes de dissipation (4.1) se simplifie et nous avons les équations
suivantes

∂y (µ∂yu) = 0, (E.6a)

µ (∂yu)2 + ∂y(κ∂yT ) = 0. (E.6b)

avec les conditions aux limites

u(y = yw) = uw et u(y = ye) = ue,

T (y = yw) = Tw et T (y = ye) = Te.

Les conditions de raccord entre les deux fluides en y = y0 imposent la continuité de la vitesse,
du cisaillement τxy, de la température et du flux de chaleur.

Il est possible d’intégrer l’équation sur la vitesse (E.6a) pour trouver

u(y) =


u0

y − yw
L1

yw < y < y0,

u0 + (ue − u0)
y − y0

L2
y0 < y < ye,

(E.7)

avec L1 = y0− yw, L2 = ye− y0 et u0 la vitesse à l’interface entre les deux fluides. La continuité
du cisaillement τxy = µ∂yu à l’interface entre les deux fluides permet de trouver la valeur de la
vitesse u0

u0 =

µ2
L2
ue

µ1
L1

+ µ2
L2

.

Après avoir déterminé la forme du champ de vitesse, l’équation sur la température (E.6b)
s’écrit

∂y(κ∂yT ) =


−µ1

(
u0

L1

)2

yw < y < y0,

−µ2

(
ue − u0

L2

)2

y0 < y < ye.

Le profil de température est donc parabolique dans chaque zone. En utilisant les conditions aux
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E.2. Écoulement diphasique de type Couette

limites, nous obtenons

T (y) =


−
µ1u

2
0

2κ1

(
y − yw
L1

)2

+

(
T0 − Tw +

µ1u
2
0

2κ1

)
y − yw
L1

+ Tw yw < y < y0,

−
µ2 (ue − u0)2

2κ2

(
y − y0

L2

)2

+

(
Te − T0 +

µ2 (ue − u0)2

2κ2

)
y − y0

L2
+ T0 y0 < y < ye,

(E.8)
où T0 est la température à l’interface entre les deux fluides à déterminer. La continuité du flux
de chaleur en y = y0 nous permet de calculer la valeur de la température d’interface

T0 =
1

κ1
L1

+ κ2
L2

(
κ1

L1
Tw +

κ2

L2
Te +

µ1u
2
0

2L1
+
µ2 (ue − u0)2

2L2

)
.

Il nous reste à déterminer la position y0 de l’interface entre les deux fluides et la valeur de la
pression P de l’état stationnaire. Pour cela, nous pouvons utiliser l’équation de conservation de
la masse ∫ ye

yw

ρ(y)dy = Mini, (E.9)

où Mini est la masse initiale. Dans le cas où les deux fluides sont des gaz raides, nous obtenons
alors

P + π1

(γ1 − 1)cv1

∫ y0

yw

dy
T (y)

+
P + π2

(γ2 − 1)cv2

∫ ye

y0

dy
T (y)

= Mini. (E.10)

Nous avons vu que la température est de la forme T (y) = ay2 + by + c dans chaque zone. Il
est possible d’intégrer les termes

I =

∫ y2

y1

dy
ay2 + by + c

, (E.11)

avec ∆ = b2− 4ac > 0 et r1 < y1 < y2 < r2 où r1 = min
(
−b±
√

∆
2a

)
et r2 = max

(
−b±
√

∆
2a

)
. Après

calculs, nous trouvons

I =
1

a(r1 − r2)
ln

(
(y2 − r1)(y1 − r2)

(y1 − r1)(y2 − r2)

)
.

Il est donc possible de déterminer la valeur de la pression P à partir de la position de l’interface

y0. En notant I1 =

∫ y0

yw

dy
T (y)

et I2 =

∫ ye

y0

dy
T (y)

les intégrales de la température dans les deux

zones, nous obtenons

P =
Mini − π1I1

(γ1−1)cv1
− π2I2

(γ2−1)cv2
I1

(γ1−1)cv1
+ I2

(γ2−1)cv2

. (E.12)

Dans le cas d’un écoulement de type Couette diphasique, nous avons réussi à exprimer la
pression ainsi que les profils de vitesse et de température en fonction de la position à l’interface
entre les deux fluides. Il nous manque cependant une équation pour déterminer complètement
l’état stationnaire. Nous ne pouvons pas utiliser le principe de conservation de l’énergie dans la
mesure où nous apportons de l’énergie en imposant des températures sur les parois du domaine.
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Résumé

Lors de sa rentrée dans l’atmosphère d’une planète, un engin spatial subit un échauffement impor-
tant dû aux frottements des gaz atmosphériques sur la paroi. Cette élévation de température conduit à
une dégradation physico-chimique du bouclier thermique de l’objet constitué de matériaux composites.
Un composite est constitué de divers matériaux qui s’ablatent différemment. Dans cette thèse, nous
nous intéressons essentiellement à la fusion d’un matériau durant sa phase de rentrée atmosphérique.
Nous sommes donc en présence de trois phases : solide, liquide et gaz. Pour simuler ce phénomène, des
méthodes numériques robustes ont été mises au point pour calculer l’écoulement diphasique compres-
sible autour de l’objet. Le couplage entre le solide et l’écoulement fluide a aussi été étudié.

Les méthodes numériques développées durant cette thèse sont basées sur une approche volumes
finis. Une stratégie de décomposition d’opérateurs est utilisée pour résoudre le modèle diphasique à
cinq équations avec les termes de dissipation modélisant l’écoulement fluide. L’idée principale de cette
décomposition d’opérateurs est de séparer les phénomènes acoustiques et dissipatifs des phénomènes
de transport. Un traitement implicite de l’étape acoustique est réalisé tandis que l’étape de transport
est résolue explicitement. Le schéma semi-implicite global est alors très robuste, conservatif et préserve
les discontinuités de contact.

Les conditions d’interface entre les domaines fluide et solide sont déduites des bilans de masse
et d’énergie à la paroi. Le front de fusion est suivi explicitement grâce à une formulation ALE des
équations. La robustesse de l’approche et l’apport de la formulation semi-implicite sont finalement
démontrés grâce à des expériences numériques mono et bidimensionnelles sur maillages curvilignes
mobiles.

Mots-clés Écoulements diphasiques, Navier-Stokes compressible, Écoulements bas Mach, Méthode
implicite, Schémas de type Godunov.

Abstract

During atmospheric re-entry phase, a spacecraft undergoes a sudden increase of the temperature
due to the friction of atmospheric gases. This rise drives to a physical-chemical degradation of the
thermal protective system of the object made of composite material. A composite is made of several
materials with ablates differently. In this thesis, we mainly focus on the melting of an object during its
re-entry phase. Therefore there are three phases: solid, liquid and gas phases. In order to simulate this
phenomenon, robust numerical methods have been developed to compute a compressible multiphase
flow. The coupling strategy between the solid and the fluid have also been studied.

Solvers developed in the present work are based on Finite Volume Method. A splitting strategy
is used to compute compressible two-phase flows using the five-equation model with viscous and heat
conduction effects. The main idea of the splitting is to separate the acoustic and dissipative phenomena
from the transport one. An implicit treatment of the acoustic step is performed while the transport step
is solved explicitly. The overall scheme resulting from this splitting operator strategy is very robust,
conservative, and preserves contact discontinuities.

The boundary interface condition between the solid and the multiphase flow is enforced by mass
and energy balances at the wall. The melting front is tracked explicitly using an ALE formulation of
the equations. The robustness of the approach and the interest of the semi-implicit formulation are
demonstrated through numerical simulations in one and two dimensions on moving curvilinear grids.

Keywords Two-phase flow, Compressible Navier-Stokes, Low Mach, Implicit method, Godunov-type
schemes.
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