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Introduction

Cette thése a pour sujet ’étude d’un point de vue modéle théorique de
corps valués algébriquement clos enrichis de sous-groupes ou de sous-corps.
Ce sont les travaux d’Abraham Robinson [Rob77] sur les corps valués algébri-
quement clos (ACV F') qui entament la théorie des modéles des corps valués.
Elle prendra son essor au milieu des années 1960 lorsque James Ax et Simon
Kochen [AK65a] [AK65b] [AK66] d'une part et Yuri Ershov [Ers65] d’autre
part montrent que deux corps valués henséliens d’équicaractéristique nulle,
ou que deux corps valués henséliens de caractéristique mixte, non ramifiés,
et dont les corps résiduels sont parfaits, sont élémentairement équivalents si
et seulement si leurs corps résiduels et leurs groupes de valeurs le sont. Une
des motivations premiéres d’Ax et Kochen était la conjecture d’Emil Artin
affirmant que le corps Q, est Cy, c’est-a-dire que tout polynéme homogeéne
de degré d en au moins d? + 1 variables a un zéro non-trivial. Leur résultat
permettra d’établir une forme faible de cette conjecture.

On voit apparaitre dans ce théoréme une idée trés importante. Un corps
valué est une structure en partie controlée par un corps et par un groupe
ordonné. Dans les cas considérés par Ax-Kochen et Ershov le controle de la
théorie élémentaire est total.

Dans le cas des corps valués Nj-saturés on peut considérer que le groupe de
valeur « vit » dans le corps valué, dans le sens ou il existe un sous-groupe
multiplicatif du corps valué isomorphe au groupe de valeur par la valuation.
La situation est un peu plus complexe pour le corps résiduel. Dans le cas des
corps valués henséliens d’équicaractéristique nulle, il existe un sous-corps du
corps valué isomorphe au corps résiduel par 'application de passage au reste.
En revanche, dans le cas des corps valués de caractéristique mixte un tel
sous-corps ne peut exister. Toutefois, il a été montré par Oswald Teichmiiller
[Tei36] au milieu des années 1930 que, pour tout corps valué complet, de
caractéristique (0, p), et de groupe de valeur v(p)Z, il existe un unique sous-
groupe multiplicatif du corps valué isomorphe (par I'application de passage
au reste) au sous-groupe multiplicatif du corps résiduel. A la méme période,
Ernst Witt [Wit37] montre que, pour tout corps parfait k de caractéristique
p il existe, a isomorphisme prés, un unique corps valué complet noté W (k) et
appelé corps des vecteurs de Witt, de caractéristique 0, de corps résiduel k,
et de groupe de valeur v(p)Z. Ces deux objets jouent un role important dans
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la théorie des corps valués henséliens de caractéristique mixte non ramifiés.
Dans une partie de notre travail nous allons nous intéresser a la théorie
des modéles des corps valués algébriquement clos enrichis d’un prédicat qui
pourra représenter soit un sous-groupe multiplicatif soit un sous-corps du
type W (k). Nos résultats s’inscrivent dans la continuité de plusieurs travaux.
D’une part, celui de Lou Van den Dries [dD99] qui & la fin des années 1990
donne une axiomatisation compléte des structures valués du type (W, T'), ou
W est un corps de vecteurs de Witt et ot 1" est le reléevement de Teichmiiller
du corps résiduel dans W. D’autre part, ceux de Walter Baur [Bau82|, Gé-
rard Leloup |Lel90], et Francoise Delon |Del88| et [Dell4] sur les paires de
corps valués séparées.

Dans le cas de C, le relevement de Teichmiiller correspond aux racines de
l'unité d’ordre premier & p, cela nous conduira & nous intéresser a la struc-
ture valuée (Cp, U), on U désigne le sous-groupe multiplicatif des racines de
I'unité. D’autres structures (non valués) approchantes avaient déja fait 1’ob-
jet d’études. Au début des années 1990 Boris Zilber [Zil90] a montré que la
structure (C,U) est w-stable. Il utilisait dans sa démonstration un résultat

prouvé par Henry Mann [Man65| au milieu des années 1960 affirmant pour
n

tous entiers ay, . .., a, fixés, que 'ensemble {({1,...,(,) € U™ > a;i(; = 1}
=1
est « essentiellement » fini. Dans la continuité de Zilber, cette propriété al-

gébrique sera & la base de 'é¢tude d’un point de vue modeéle théorique des
paires de Mann par Lou Van den Dries et Ayhan Giinaydin [dDG06] [dDG10]
[dDG11]. Ces derniers montreront [dDGO6] que les structures du type (W, T)
(définis plus haut) satisfont la propriété de Mann. Au milieu des années 1990
John Tate et José Felipe Voloch [TV96] montrent un résultat « proche » de

celui de Mann dans le cas valué, & savoir : pour tous ay,...,a, € C, fixés,
n n

Uensemble {v(>_ a;(;) 5 Ciy..., G € U, > a;¢; # 0} est borné. Ce type de
i=1 1=1

résultat jouera un role important dans notre étude de (C,, U).

Le chapitre 0 est consacré aux préliminaires, nous y rappelons les notions
de théorie des modéles des corps valués qui nous seront utiles par la suite.
Nous y introduisons aussi les notations que nous utiliserons dans le reste du
manuscrit.

Dans le chapitre 1 nous nous intéressons au cas des corps valués algébrique-
ment clos enrichis d’un prédicat pour une section partielle, nous y obtenons
un résultat d’élimination partiel des quantificateurs.

Le chapitre 2 est divisé en plusieurs sections distinctes. Dans la premiére
nous présentons les vecteurs de Witt et le reléevement de Teichmiiller, et
quelques résultats classiques les concernant. Dans la seconde nous obtenons
une axiomatisation compléte des structures valuées de caractéristique mixte
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du type (W(k:)“lg,T(k:)), out k est un corps parfait de caractéristique p, on
W (k) est le corps des vecteurs de Witt au-dessus de k, et ou 7(k) est le
relévement de Teichmiiller de k£ dans W (k). Dans la troisiéme nous étudions
en détails les paires de corps valués fortement séparées, la proposition 2.3.13
nous permettra en particulier de définir un certain nombre de conditions
assurant que des extensions de paires fortement séparées restent fortement
séparées. Dans la quatriéme section nous appliquons les résultats de la troi-
siéme section pour obtenir une axiomatisation compléte des paires de corps
valués du type (W(k)alg, W(k)), ol k est un corps parfait de caractéristique
p (théoréme 2.4.2). Dans la cinquiéme section nous appliquons les résultats
de la troisiéme section pour présenter un résultat d’élimination partielle des
quantificateurs lorsque & est un corps fini (théoréme 2.5.3).

Le chapitre 3 est consacré a I'étude de la structure valuée (C,, U). Dans une
premiére section nous appliquons le résultat de John Tate et José Felipe Vo-
loch en nous servant de I'axiomatisation de la structure valué (C,, U) établie

au chapitre 2 pour montrer que pour tous ai,...,a, € C, fixés, 'ensemble
n

n
{v(> aiGi) 5 Ciy--.5G € Up, > ai; # 0}, ou Uy désigne le sous-groupe
i=1 i=1
des racines de l'unité d’ordre premier & p, est fini. Dans une seconde section

nous introduisons la notion de V-longueur pour les racines de l'unité et dé-
veloppons les outils qui lui sont associés pour comprendre la structure valuée
(Cp,U). Nous terminons cette section par le théoreme 3.3.22,qui affine le ré-

sultat de Tate et Voloch et qui exprime que, pour tous a1, ...,a, € C, fixés,
n n

I'ensemble {v(> a;(;) ; Ci,...,G € U, > a;(; # 0} admet un maximum.
i=1 i=1

Dans la troisiéme section nous utilisons les outils développés dans la seconde
section pour présenter un résultat qui sera au coeur de ’axiomatisation de la
structure (Cp, U). Le reste du chapitre est consacré a démontrer le théoreme
3.4.3 qui donne une axiomatisation compléte de la structure (C,, U).



TABLE DES MATIERES



Chapitre 0
Préliminaires

Nous présentons ici les faits et notions basiques dont nous aurons be-
soin. Certaines notions plus élaborées comme les vecteurs de Witt seront
introduites dans le corps du texte.

Groupes

Définition 0.0.1. Soient G un groupe abélien et H un sous-groupe de G.
On dira que H est pur dans G si G/H n’a pas de torsion.

Fait 0.0.2. Soient G un groupe abélien Xy-saturé et H un sous-groupe pur de
G. Alors H est facteur direct dans G, ¢’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe

G’ de G tel que G=HPG'.

Z~groupes

Définition 0.0.3. On dira que (I',+,<,0,1) est un Z-groupe si :
— (T, +,0) est un groupe abélien non trivial,
— (I, <) est un ensemble discrétement ordonné (on notera alors 1 son
plus petit élément strictement positif)
lordre est compatible avec la loi de groupe, c’est-a-dire :

Ve, Vy,Vz,e <y=—ax+2<y+2z,

pour tout entier n on a :

n—1

Vi, Jy, \/ T +1=ny.
=0
Fait 0.0.4 ([Mar02], corollary 3.1.21). La théorie des Z-groupes est une
théorie compléte qui élimine les quantificateurs dans le langage L := {+, —, <
,0,1}U{Qn; ne NZQ}, ol Qn est un prédicalt unaire qui est interprété par
étre divisible par n.
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Le fait suivant est une conséquence facile du fait 0.0.2 :

Fait 0.0.5. Soit G un Z-groupe Xi-saturé. Alors G = Z& D, ot D est un
sous-groupe divisible de G.

Corps valués
Les faits présentés dans cette section proviennent de [dD]| et [Rib64].

Définition 0.0.6. Soient K un corps et I' un groupe ordonné. Une valuation
sur K a valeur dans T est une application v : K — I'U {oco}, ot 0o est un
élément plus grand que tous les éléments de I, vérifiant pour tout x,y € K :

1. v(x) = oo si et seulement si v =0,
2. v(zy) =v(z) +v(y),
3. v(z +y) > min (v(z),v(y)).

S’il existe x non nul tel que v(x) # 0 on dira que la valuation est non triviale.
Un corps muni d’une valuation est appelé un corps valué.

Remarque 0.0.7. Si (K,v) est un corps valué alors pour tous z,y € K
vérifiant v(z) # v(y) on a v(z + y) = min (v(z),v(y)).

Soit (K,v) est un corps valué non trivial. On appellera groupe de valeur
de K le groupe ordonné v(K*) et on le notera I'. On notera O et Mg
les ensembles définis par Og = {z € K ; v(z) > 0} et Mg = {z €
K ; v(z) > 0}. O est un anneau local dont 'unique idéal maximal est
M. On appellera O /Mg le corps résiduel de K et on le notera K/v.
On appellera application résiduelle et on notera res la projection canonique

OK — OK/MK.

Soit (K,v) un corps valué. On dira que K est d’équicaractéristique nulle
si car(K) = car(K/v) = 0. On dira que K est de caractéristique mixte si
car(K) # car(K/v), dans ce cas on a car(K) = 0 et car(K/v) = p, ou p
est un nombre premier. Si K est de caractéristique mixte on dira que K est
non ramifié si v(p) est le plus petit élément strictement positif de I'g, dans
ce cas on on posera 1 := v(p).

Définition 0.0.8. Soit (K,v) un corps valué. On dira que K est hensé-
lien si pour tout polynome unitaire P € Og[X] et tout a € Ok vérifiant
res(P(a)) = 0 et res(P'(a)) # 0, il eziste b € Ok tel que P(b) = 0 et
res(b) = res(a).

Définition-Fait 0.0.9. Si (K, v) un corps valué, il existe une extension K"
de K telle que :
— K" soit hensélien,



— K" se plonge au-desssus de K dans tout corps valué hensélien qui
contient K.
Cette extension est unique, a K-isomorphisme de corps valué prés, on l’ap-
pellera la cloture hensélienne de K.

Définition 0.0.10. Soit (K,v) C (L,v) une extension de corps valué. On
dira que L est une extension immédiate de K si 'y, =Tk et si L/v = K/v.

Fait 0.0.11. Si (K,v) est un corps valué il admet des extensions immédiates
mazimales.

Fait 0.0.12. Soit (K,v) un corps valué d’équicaractéristique nulle ou de
caractéristique mizte non ramifié. Alors :

1. 4l existe, a 1somorphisme prés, une unique extension de corps valué
immédiate maximale de K,

2. s1 K est hensélien il est algébriguement mazimal, c’est-a-dire qu’il
n’admet pas d’extension immédiate algébrique propre.

Soient (K, v) un corps valué, 8 un ordinal limite, et (z4)a<p une suite
d’éléments de K. On dira que la suite (24)q<pg est pseudo-convergente s'il
existe un ordinal pg inférieur a S tel que pour tous p, 7,0 vérifiant pg < p <
T <6 < fonait v(rg —x,) > v(xr — x,). Soit (Ta)a<p une suite pseudo-
convergente. Alors la suite (”(%‘))oKB est strictement croissante ou station-
naire a partir d'un certain ordinal. On dira que la suite (z4)a<pg pseudo-

converge vers x si la suite (v(a: — xa))a<ﬁ est strictement croissante a partir

d’un certain ordinal. Pour tout polynéme P € K[X] la suite (P(xa))a<ﬁ

est pseudo-convergente. S’il existe P € K[X] tel que la suite (P(xa))a<ﬁ
pseudo-converge vers 0 on dira que la suite (z4)a<p est de type algébrique
au-dessus de K, on définit alors son degré au-dessus de K comme étant le
plus petit entier d tel qu’il existe un polynéme P de degré d tel que la suite
(P(a:oé))oK/j pseudo-converge vers 0. Sinon on dira que la suite (4)q<p €st
de type transcendant au-dessus de K, on définit alors son degré au-dessus

de K comme étant oo.

Fait 0.0.13. Soit (K(x),v) - (K, U) une extension immédiate propre de
corps valués. Alors il existe une suite (xo)a<p d’éléments de K qui pseudo-
converge vers x et qui n’admet pas de pseudo-limite dans K. Si x est algé-
brique sur K il existe une telle suite de type algébrique. Si K est algébrique-
ment mazimal la suite (To)a<p est de type transcendant.

Corps valués et sections

Définition 0.0.14. Soient (K,v) un corps valué, A un sous-groupe de 'k
et s: A — K. On dira que s est une section de A ou une section partielle
si s est un morphisme de groupe de (A, +) dans (K*, X) tel que vos = ida.
Si A =Tk on dira que s est une section totale.
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Fait 0.0.15. Si (K,v) un corps valué Ny-saturé il admet une section totale.

Ce fait est une conséquence directe du fait 0.0.2. En effet soit (K, v) un
corps valué R;-saturé. Notons Oj Uensemble des éléments inversibles de Ok,
c’est-a-dire ’ensemble des éléments de valuation nulle. Il est clair que Oj; est
un sous-groupe pur de K*. D’aprés le fait 0.0.2, O admet un supplémentaire
direct H dans K*. Alors vz est isomorphisme de groupe de H dans I'x et
son inverse est une section totale.

Conventions

Dans cette thése on utilisera les conventions suivantes.

p désignera toujours un nombre premier.

U désignera le groupe des racines de l'unité.

Uy désignera le sous-groupe de U engendré par les racines de I'unité
d’ordre premier a p.

U, désignera le sous-groupe de U engendré par les racines de 'unité
d’ordre une puissance de p.

Si A est un ensemble on notera |A| son cardinal.

Si (A, 4+, x) est un anneau intégre on notera A* le groupe multiplicatif
des inversibles de A.

Si K est un corps, on notera K% la cloture algébrique de K.

Si G est un groupe et si (g;);er est une famille d’éléments de G, on
notera ((g;)icr) le sous-groupe de G engendré par la famille (g;);er. Si
H est un sous-groupe de G on notera parfois H((gi)iej), a la place de
(H, (gi)ier), le sous-groupe de G engendré par H et la famille (g;);er.
Si (K,v) est un corps valué et si A est un sous-ensemble de K, on
notera I'4 := {v(a) ; a € A}.

Si (K, v) est un corps valué et si x € O, on notera x/v := res(z).
Si (K,v) est un corps valué et si P € Og[X], on notera P/v :=
res(P).

Si (K,v) et (K',v") sont des corps valués et si f : K — K’ est un
isomorphisme de corps valué, on notera fr l'isomorphisme de groupe
ordonnés induit par f de I'k dans I'k/, et on notera f,, Iisomor-
phisme de corps induit par f de K/v dans K'/v.



Chapitre 1

Corps valués algébriquement
clos munis d’une section
partielle

Le résultat de complétude pour les corps de type Ax-Kochen-Ershov équi-
pés d’une section totale est plus ou moins classique. Nous allons nous inté-
resser dans ce chapitre a des paires du type (M, G), ou (M,v) est un corps
valué algébriquement clos et ot G est un sous-groupe multiplicatif de M sur
lequel la valuation est injective, cela correspond & une section partielle de la
valuation. Nous montrerons pour ces paires un résultat d’élimination relative
des quantificateurs.

1.0.1 Présentation du résultat

Notons L, le langage a deux sortes des corps valués (une sorte pour le
corps valué et une sorte pour le groupe de valeur et un élément infini) défini
par Ly := Lannean U {01, +1, —1, 0or} U {v}. Dans le reste de ce chapitre £
désignera le langage défini par £ := £, U{G,\} U{Gr}, ou G est un symbole
de prédicat unaire de la sorte corps valué, o A est un symbole de fonction
unaire de la sorte corps valué, et ou G est un symbole de prédicat unaire de
la sorte groupe de valeur. L désignera le langage défini par Lg := £\ {\}
et Lr désignera le langage défini par Lr := {Op, +1, —, oor, Gr}.

T désignera la L-théorie constituée :
1. des L,-axiomes des corps valué algébriquement clos,
2. des axiomes exprimant que G est un groupe multiplicatif divisible,

3. del’axiome exprimant que la valuation est injective sur G, c’est-a-dire
Yg1,¥92, (91 € G A g2 € G Av(g1) = v(g2)) — g1 = g,

4. de laxiome exprimant que v(G) = Gp,

11
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5. et des axiomes
Yz, Vg, (g e GANAv(x) = v(g)) — AMz) =g
et

vz, (Vg € G,v(z) # v(g)) — Az) =0.

Notre but sera de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.0.1. T élimine les quantificateurs de corps valué dans L, c’est-
a-dire que pour toute L-formule ®(T, @), ot T est un uplet de variables de la
sorte corps valué et & est un uplet de variables de la sorte groupe de valeur,
il existe une L-formule VU(Z, @), ou les seules variables quantifiées sont de la
sorte groupe de valeur, telle que

T +Vz,a, (®(z, @) +— ¥ (7, @)).

1.0.2 Préliminaires et notations

Notations. Soit M = (M,Gp, A\, Ty, Gr,,) un modele de 7.
1. Si A est un sous-groupe de I'j7, on notera Ga := AN Gr,,.

2. Si K est un sous-corps de M, on notera G := Gy N K.

Lemme 1.0.2. Soient M un modéle de T', K un sous-corps de M et H un
sous-groupe de G . Si 'y =T'q, alors H = Gg.

Démonstration. Trivial. O

Lemme 1.0.3. Soient M un modéle de T et K un sous-ensemble de M.
Alors il y a équivalence entre :

1. K est un corps stable par X,
2. K est un corps tel que I'g,, =I'r NT'g,,.

Démonstration. 1) = 2). 1l est clair que I'g,, € I'x N T'g, montrons que
' NTg C Tgp. Soit z € K tel qu'il existe g € G vérifiant v(z) = v(g).
Alors A\(z) = g, et comme K est stable par A\, g € K, donc g € G. Ainsi
'k NTg C FGK-

2) = 1). Soit z € K tel qu'il existe g € G vérifiant v(z) = v(g). Comme
I'gy, =T'kNI'g,onage Gg. Comme A(z) =g, on a A\(z) € K. Ainsi K
est stable par A. ]

Lemme 1.0.4. Soient respectivement M et M’ deuz modeéles de T, K et
K’ des sous-corps de M et M' stables par X et X', A et A’ des sous-groupes
de Ty et Ty qui contiennent Ui et T, et f @ (K, A) — (K',A") un
La-isomorphisme partiel. Alors f est un L-isomorphisme partiel.
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Démonstration. Il faut montrer que fox = Ajg,of. Soit x € K*. Siv(x) ¢
g, ,d’apréslelemme 1.0.3, v(z) ¢ I',,. Comme f est un Lg-isomorphisme,

v(f(z)) ¢ Ta,,, donc v(f(z)) ¢ Tq,,, et foXax) = No flx) =0 Si
v(x) € I'g,, notons g 'unique élément de G tel que v(g) = v(x). Alors

f(A@))

Il
—

(9)
"(f

g)) car f(g) € Gy puisque f est un Lg-isomorphisme

I
> >

(f(9)
'(f(:n)) car v(f(m)) = v(f(g)) puisque f est un isomorphisme de corps valué.

O]

1.0.3 Démonstration du théoréme 1.0.1

Dans le reste de ce chapitre M = (M, Gar, A\, Ty, Gry,) et M = (M', Gppr, N, Ty, Gy,
désigneront deux modeéles Nj-saturés de T'.

On utilisera le fait facile suivant de théorie des modéles (que ’on peut trouver
dans [Cha| lemme 4.2) pour prouver le théoréme 1.0.1.

Fait 1.0.5. Soient £ un langage (contenant au moins un symbole de constante),
k un cardinal infini > |L|, Q@ un ensemble de formules clos par combinaisons
booléennes, et T une L-théorie. Supposons que si M et M’ sont deux mo-
deles k-saturés de T, et si f : K — K est un L-isomorphisme entre des
sous-structures K de M et K' de M’ avec |K| < k, qui préserve les formules
de Q (c’est-a-dire, pour toute formule p(T) € Q et uplet k dans K, on a
M E o(k)) = M' = ¢(f(k))), alors pour tout x € M on peut prolonger f
en un L-isomorphisme qui préserve les formules de ) et qui contient x dans
son domaine. Alors, si ¢¥(T) est une formule, il existe o(T) € Q telle que

T =VZ(¢(T) «— ¢(T)).

On notera €2 'ensemble des L-formules dans lesquelles les seules variables
quantifiées sont des variables de la sorte groupe de valeur. Pour montrer le
théoréme 1.0.1, il est clair d’apreés le fait précédent, qu’il suffit de prouver
que la famille F des L-isomorphismes entre L-sous-structures dénombrables
de M et M’ qui préserve les formules de Q a la propriété de va.

Remarque 1.0.6. Soient respectivement (A, A) et (A’,A’) des L-sous-
structures de M et M’ et f: (A, A) — (A, A’) un L-isomorphisme partiel.
Alors A et A’ sont des groupes car —p € L et A et A’ sont des anneaux.
Comme il est clair que l’on peut prolonger f en un L-isomorphisme de (K, A)
dans (K',A’), on K et K’ sont les corps de fractions de A et A’, dans la
suite on restreindra notre étude aux L-structures dont I’ensemble de base de
la sorte corps valué est un corps.
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Extensions valuationnelles

Lemme 1.0.7. Soient (K,T'x) et (K',Tg/) des L-sous-structures de M et
M, f:(K,Tkg) — (K',Tgs) un L-isomorphisme, h un Lr-isomorphisme
partiel qui prolonge fir,, a un élément de I'g,, qui appartient au domaine de
h, et g l'unique élément de Gy tel que v(g) = a. Alors T'ggy = I'ic(a) et on
peut prolonger f en un L-isomorphisme partiel de domaine (K(g),FK(a))

avec f(FK(a) = h[FK(a)'

Démonstration. On va raisonner par cas.

ler cas : v(g) appartient & la cloture divisible de I'i. Il existe alors un
plus petit entier n tel que nv(g) appartienne a I'k. Soit z € K tel que
nv(g) = v(x). Comme v(g") = v(x), on a A(¢") = A(x). Comme ¢g" € Gy,
on a A\(¢") = g", et comme K est stable par A\, on a A(z) € K, donc ¢" € K.
I1 est alors clair que X™ — ¢g" est le polynéme minimal de g sur K et que
[K(g) : K] = [Tk (v(g)) : Tk]. En particulier, I' gy = g (c). Alors,

FK(g) N FG’M = FK(CY) N FGM
=g NTg,)(a) carae Gy
=T¢g,(a) d’aprés le lemme 1.0.3

= FGK(Q)'

Comme Gg(g) C GK(g)a on a FGK(g) - FGK(g)i et comme FGK(g) - FK(g) N
LGy, onalg, g = FGK(9> = I'k(y) N T'g,,- D’apres le lemme 1.0.2, on a
Gk = Gk(g), et d’aprés le lemme 1.0.3, K (g) est stable par A.
Notons o/ := h(a). Comme h est un Lp-isomorphisme, n est le plus petit
entier tel que na’ appartienne a ' et o € T'g,,,. Soit ¢’ 'unique élément
de Gy tel que v(¢’) = . On montre comme ci-dessus que X" — (¢")"
est le polynome de ¢’ sur K', que [K'(¢') : K'] = [ (v('g)) : Txr], que
Grrgy = Grr(g') et que K'(g') est stable par X'. On peut donc prolonger f
en un isomorphisme de corps valué de K(g) dans K(¢') vérifiant f(g) = ¢'.
Comme f(Gg) = Gk, on a par construction de f que f(Gr(g)) = Gg/(¢').
Comme Gk(g9) = Gg(g) et comme Ggi(g') = Ggr(gy, on a f(Ggy) =
Gi(g)- D’aprés le lemme 1.0.4, f est un L-isomorphisme partiel.

2nd cas : v(g) n’appartient pas a la cloture divisible de I'c. Alors [K(g) =
K] = [I'k(a) : T'k] = 0o et 'k gy = I'k(ar). On montre comme dans le cas
précédent que G (y) = Gk (g) et que K(g) est stable par A.
Notons o := h(«). Comme h est un Lp-isomorphisme, o réalise la méme
coupure sur ' que o sur ' et o’ € T, ,. Soit ¢’ 'unique élément de Gy
tel que v(¢’) = &. On a comme ci-dessus que [K'(¢') = K'] = [Tg/() :
Igr] = o0, que G gy = Grr(g') et que K'(g') est stable par \'. On peut
donc prolonger f en un isomorphisme de corps valué de K(g) dans K(g')
vérifiant f(g) = ¢’. On montre comme dans le cas précédent que f est un
L-isomorphisme partiel. O
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Lemme 1.0.8. Soient (K,T'x) et (K',T'gs) des L-sous-structures de M
et M, f: (K,Txg) — (K',Tgs) un L-isomorphisme partiel, h un Lp-
isomorphisme partiel qui prolonge fir,., a un élément du domaine de h tel
que T (o) N T, = Lgy. Alors il existe v € M tel que I'g(y) = T'k(a)
et tel que l'on puisse prolonger f en un L-isomorphisme partiel de domaine

(K(x),FK(oz)) vérifiant fir (o) = hirg(a)-

Démonstration. On va raisonner par cas.

ler cas : « appartient a la cloture divisible de I'k. 1l existe alors un plus
petit entier n tel que na appartienne a I'e. Soit x € K tel que naw = v(z). Soit
£ une racine n-ieme de z dans M. Alors, [K(az%) : K] =[g(a): T'k] =n.

En particulier, FK(I%) =Tk (). Il est clair que

I'ge, €T'¢ |, CT

1
K(zn) (xzm)

NT'g, = I'g() NTa,,-

Commel'g, =T'g(e)Nl'g,,,onal'g, =T'¢ | = FK Nlq,,. D’apres

1
K(zm) (zn)

le lemme 1.0.2, on en déduit que GK 1. = G, et d’apres le lemme 1.0.3,

(zm)
on en déduit que K(x%) est stable par A.
Notons o' := h(«). Comme h est un Lp-isomorphisme, n est le plus pe-
tit entier tel que na’ appartienne a I'xs et I'gr(o') NTq,,, = T'q,,. Soit

1
f(z)7 une racine n-itme de f(x) dans M’. On montre comme précédem-

ment aue [K'(f(@)7)] = [Cjo(e) : Ti = maue Ty 0 = Do) aue

K’(f(a:)%) est stable par \' et que I'g =T'g,.,. On peut donc prolon-

K’ (f(a:)%)
ger f en un isomorphisme de corps valué de K(CC%) dans K’(f(a:)%) vérifiant
f(:c%) = f(x)% Comme I'¢ |, = I'g, et comme I'g = la,

f est un Lg-isomorphisme partiel. D’aprés le lemme 1.0.4, f est un L-
isomorphisme partiel.

2nd cas : « n’appartient pas a la cloture divisible de I'. Soit x € M tel
que v(r) = a. Alors [K(x) : K| = [['g(a) : '] = o0 et ['g(y) = ['k(a).
On montre comme dans le cas précédent que K(z) est stable par A et que
GK(;):) =Gk
Notons o := h(«). Comme h est un Lp-isomorphisme, o réalise la méme
coupure sur I'r que a sur ' et T (o) NTg,,, = Tq,,. Soit 2’ € M’ tel
que v(z') = a. Comme ci-dessus on a [K'(2') : K'| = [['g/(a/) : Tgr] = o0,
Cgr(zy = Trer(f), que K'(2') est stable par X, et que Ggr(yry = Ggr. On
peut donc prolonger f en un isomorphisme de corps valué de K(z) dans
K'(2") vérifiant f(z) = 2/. On montre comme dans le cas précédent que f
est un L-isomorphisme partiel. O
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Démonstration du théoréme

Démonstration du théoréme 1.0.1. Soient respectivement (K, A) et (K', A’)
des L-sous-structures dénombrables de M et M’ f : (K,A) — (K',A')
un L-isomorphisme partiel qui préserve les formules de €2, x un élément de
M, et o un élément de I'p;. On va montrer que 'on peut prolonger f en un
L-isomorphisme partiel qui préserve les formules de Q2 et dont le domaine est
une L-sous-structure dénombrable qui contient = et a.

Comme f préserve les formules de 2, par Nj-saturation, on peut prolonger
fia en un Lr-isomorphisme partiel de domaine A(a) qui préserve les Lr-
formules. Notons o' := f(a). Alors f : (K,A(a)) — (K’,A’(a)) est un
L-isomorphisme partiel qui préserve les formules de 2.

D’apres le lemme 1.0.7, on peut prolonger f en un L-isomorphisme partiel
de domaine (Kl, A(a)), ot K est un corps dénombrable tel que Ga = G, .
Il est immeédiat que f préserve les formules de 2.

D’aprés le lemme 1.0.8, on peut prolonger f en un L-isomorphisme partiel de
domaine (K2, A()), ot K3 est un corps dénombrable tel que I'r, = A(a).
Il est immédiat que f préserve les formules de €.

Par Nj-saturation, on peut prolonger f[pK2 en un Lr-isomorphisme partiel
de domaine I'g,(,) qui préserve les Lp-formules. D’apres le début de la dé-
monstration, on peut prolonger f en un L-isomorphisme partiel qui préserve
les formules de €2, de domaine (K3, FKQ(x)), ou K3 est un corps dénombrable
tel que ', = FKQ(JD).

Par un argument de chaine, on peut prolonger f en un L-isomorphisme par-
tiel, qui préserve les formules de €2, de domaine (Ko,I'x_ ), ot K est un
sous-corps dénombrable de M tel que I'k,, = ' ()-

Comme la théorie des corps valués algébriquement clos élimine les quantifi-
cateurs dans le langage £, (voir par exemple ...), par N;-saturation, on peut
prolonger f en un isomorphisme de corps valué de domaine (Koo(x), k).
Comme ', = 'k (s), dapreslelemme 1.0.2, Gg () = Gk,,- Comme Ko
est stable par A, d’aprés le lemme 1.0.3, ', = 'k, . Ainsi, FGKOO(Q:) =
['k..(x), donc d’aprés le lemme 1.0.3, K () est stable par A. On montre de

méme que f(Koo) (f(m)) est stable par A et que Gf(Koo) (f(m)) = Gf(K.)-
Comme fx,, est un L-isomorphisme partiel, f(Grk,) = Gyk.). Donc
f(Gro(z) = Gf (Koo) (f(w))’ ainsi f est un Lg-isomorphisme partiel. D’aprés
le lemme 1.0.4, f est un L-isomorphisme partiel. Comme 'k = T'g_ (), il

est clair que f préserve les formules de € puisque fx., préserve les formules
de Q. O



Chapitre 2

Autour des vecteurs de Witt

2.1 Introduction

Les définitions et faits suivants sont tirés de [Haz09] et [Ser97|, on pourra
les consulter pour plus de détails.

Définition-Fait 2.1.1. Si k est un corps parfait de caractéristique p alors
il existe, a isomorphisme d’anneau valué prés, un unique anneau commutatif
de caractéristique 0 valué dans 7, complet, et de corps résiduel k.

On appellera cet anneau [’anneau des vecteurs de Witt au-dessus de k et on
le notera Wk]. On notera W (k) son corps de fraction.

Remarque 2.1.2. W (k) est hensélien car valué dans Z et complet.

Il résulte alors aisément du théoréme d’Ax-Kochen-Ershov et du fait 0.0.4,
que W (k) = W(K') si et seulement si k = k.

Définition-Fait 2.1.3. Soit k un corps parfait de caractéristique p. Alors il
existe un unique morphisme de groupe multiplicatif, que l’on notera T, de k*
dans Wk|* tel que pour tout x € k on ait 7(x)/v = x. On dira que 7(k) est
le relevement de Teichmiiller de k dans Wk].

Lemme 2.1.4. Pour toute suite d’entiers m = (ni,...,ny) € Z™, il existe

Ny € N et des polynomes Qo,...,Qn, dans Fp[Xq,..., Xp], tels que pour

tout corps parfait k de caractéristique p et tous x1,..., T, dans k, on ait :
1.

m N
Wkl =Y nir(zi) =0<= k= /\ Qi(x1,...,2m) =0.
i=1 i=0

2.
m Nz m

Wk =Y nir(a) #0 <= Wkl = \/ v(D_nir(x:) = j.
i=1 j=0 =1

17
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Démonstration. On peut montrer que W[k] est isomorphe a kY, muni d'une
multiplication que ’on n’explicitera pas ici et d’'une addition définie par :

(ao,a1,...) + (bo, b1, ...) = (So(ao, bo), S1(ao, a1,bo, b1),...),

ot les S; sont des polynomes de F,[ X, ..., X;, Yo,...,Y;] qui ne dépendent
pas de k. Muni de cette structure, pour tout (ag, a1, ... ) non-nul appartenant
a W/k], la valuation de (ap,a,...) est égal au plus petit entier r tel que
a, soit différent de 0. On montre aussi que pour tout a appartenant a k,

7(a) = (a,0,...,0,...). Il est alors clair que pour toute suite d’entiers 7 =
(n1,...,nm) € Z™ il existe une suite de polynomes Q;7 € Fp[X1,..., Xp]
telle que, pour tout corps parfait k et tous x1,...,z, € k, on ait

Znﬂ'(l‘l) = (Qo’ﬁ(l‘l, . ,:L'm),Qlﬁ(l‘l, e ,:Em), .. )

i=1
Comme Fp[X1,..., X;,] est noethérien, il existe Ny € N tel que I'idéal en-
gendré par la suite (); 7 soit engendré par Qogz,...,Qn, n Le lemme s’en
déduit immeédiatement. O

Lou Van den Dries [dD99] a utilisé le premier point du lemme préce-
dent pour donner une axiomatisation des structures du type (W (k),7(k)).
Plus précisément énoncons son résultat. Soit £ le langage défini par £ =
Laiv U{G}, oit G est un symbole de prédicat unaire, et soit T’ la L-théorie
constituée :

1. des axiomes des corps valués henséliens de caractéristique (0, p) non
ramifiés,

2. de l'axiome exprimant que le corps résiduel est parfait,

3. de l'axiome exprimant que G est un groupe qui est un relévement

multiplicatif du corps de reste privé de zéro,

4. pour toute suite d’entiers m = (ny,...,n,y) € Z™, de 'axiome

m Nw
Vg e G, nigi=0< \Qilg1/v,...,9m/v) =0

i=1 i=1

(ot Ny est Uentier introduit dans le lemme 2.1.4).

Alors si (M, G ) et (M', Gpp) sont deux modeles de T', (M, G ) = (M, G )
si et seulement si M/v = M'/v et I'yy = I'jp. En particulier d’apres le fait
0.0.4, si k et k' sont des corps parfaits de caractéristique p tels que k = £/, on a
(W(k),(k)) = (W(K'),7(K')). On obtient alors que la théorie T”, constituée
des axiomes de T, et des axiomes exprimant que le corps de reste est algé-
briquement clos et que le groupe de valuation est un Z-groupe, est compléte.
C’est la théorie compléte de (W(Fglg ), Up), car il est clair que le relévement
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de Teichmiiller dans W (F4) est I'ensemble des racines de I'unité d’ordre
premier & p. Dans la premiére partie de ce chapitre nous allons caractériser
les structures du type (W (k)®9, 7(k)) ot k est un corps algébriquement clos
de caractéristique (0, p). Cela sera cette fois le second point du lemme précé-
dent qui jouera un réle crucial, car il nous permettra d’exprimer au premier
ordre que v(Z[r(k)]) = N. On verra que dans tout modeéle suffisamment sa-
turé de la théorie que nous introduirons, un sous-corps isomorphe au corps
des vecteurs de Witt contient Z[7(k)]. Ce qui nous aménera naturellement a
étudier dans la suite de ce chapitre les structures du type (W (k)*9, W (k))
ou k est un corps algébriquement clos de caractéristique (0, p).

2.2 Structures du type (W(k)alg,T(k:))

2.2.1 Présentation du résultat

Dans le reste de cette section L¢;, désignera le langage défini par Lg,; :=
Liny U {Gp}, o Gp est un symbole de prédicat unaire.

T¢, désignera la L -théorie constituée :

1. des axiomes des corps valué algébriquement clos de caractéristique
(0,p),

2. de l'axiome exprimant que Gy est un sous-groupe multiplicatif qui est
un relévement multiplicatif du corps de restes privé de zéro,

3. pour toute suite d’entiers m = (ny,...,n,) € Z", de 'axiome

m Nﬁ m
Vg € Gp, > mnigi 0=\ v(Q_nigi) =k,
i=1 k=0 =1
(ott Ng est Uentier introduit dans le lemme 2.1.4).

Notre but sera de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. La théorie T, est compléte.

Avant de passer a la démonstration du théoréme 2.2.1, disons quelques
mots sur les modeles de Tt Il est clair d’aprés le lemme 2.1.4, que pour tout

corps valué k algébriquement clos de caracteéristique (0, p), (W(k)“lg,T(k))
et (Q (T(k))alg, T(k)) sont des modéles de Tz En particulier, (I/V(IF)glg7 Up)

et (Q¥9,Up) sont des modeles de T, 1l est aussi clair que (Cp, Up) est un
modele de Tg,. Dans le schéma d’axiomes 3. de T, les vecteurs de Witt
n’apparaissent pas explicitement, néanmoins pour tout modele (M, Gys) de
Tc,, Gu est un relevement de Teichmiiller de M /v dans un corps valué
isomorphe & W(M/v). C’est ce que montre le lemme qui suit.
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Lemme 2.2.2. Soit (M,G ) un modéle de Tg.. Alors il existe un corps W
isomorphe a W (M /v) qui contient Q(Gpr) et tel que Gy soit le relevement
de Teichmiller de M/v dans W. Si de plus M est Wy-saturé en tant que
corps valué, alors il existe un tel W contenu dans M.

Pour démontrer la seconde partie du lemme 2.2.2 nous aurons besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.2.3. Soient K un corps valué de caractéristique (0, p) non ramifié
et K une extension immédiate mazimale de K. Alors on peut plonger K au-
dessus de K dans toute extension de corps valué de K, qui soit hensélienne
et [T k| -saturée.

Démonstration. Soient L une extension de corps valué¢ de K, immeédiate,
hensélienne, et |I'x|*-saturée, et K une extension immédiate maximale de
K. Pour montrer que K se plonge dans L il est suffisant, d’aprés le fait
0.0.12, de montrer qu’il existe une extension immédiate maximale M de K
contenue dans L. Par le lemme de Zorn, il existe une extension immédiate
M de K inclus dans L, et n’admettant pas d’extensions immédiates propres
dans L. Comme L est un corps valué hensélien contenant M, il contient aussi
sa cloture hensélienne. Or M n’a pas d’extension immeédiate propre dans L,
donc M est hensélien. Supposons par ’absurde qu’il existe une suite pseudo-
convergente (a;);ec; de M qui n’ait pas de pseudo-limite dans M. Comme M
est hensélien, (a;);cs serait une suite pseudo-convergente de type transcen-
dant. Comme L est |T'k|T-saturé,et I'y; = Tk, il existerait une pseudo-limite
[ de (a;)ier dans L, M () serait alors une extension immeédiate propre de M
dans L, ce qui est impossible. Donc M est une extension immédiate maximale
de K. O

Démonstration du lemme 2.2.2. Soit (M, G ) un modeéle de Ti . Alors Gy /v =
M /v et v(Q(Ghr)) = Z. D’apres le fait 0.0.11, il existe W une extension im-
meédiate maximale de Q(G ). Comme W est maximal et de groupe de valeur
Z, il est complet. Ainsi W est un corps valué complet, de caractéristique 0,
de corps résiduel M /v, et de groupe de valeur Z. Donc W est isomorphe a
W(M/v). Comme Gjs est un relévement multiplicatif de M /v dans W, il
est clair d’aprés 'unicité de la définition-fait 2.1.3, que G est le relévement
de Teichmiiller. D’aprés le lemme précédent, si M est Ni-saturé en tant que
corps valué, il existe une extension immeédiate maximale de Q(Gs) contenue
dans M. O

2.2.2 Démonstration du théoréme 2.2.1

Dans le reste de cette sous-section, sauf mention contraire, le mot iso-
morphisme sera employé dans le sens isomorphisme de corps valués.

Soient (M,Gpr) et (M',Gppr), deux modeles saturés de cardinalité Ny de
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Tq,. D’apres le lemme 2.2.2, il existe respectivement des sous-corps W et
W' de M et M’, contenant Q(Gys) et Q(Gpyr), et isomorphes & W (M /v)
et W(M'/v). Comme M /v et M'/v sont des corps algébriquement clos de
caractéristique p et de cardinalité Ny, ils sont isomorphes en tant que corps.
Donc d’aprés la définition-fait 2.1.1, W et W’ sont isomorphes. Notons h cet
isomorphisme.

Remarque 2.2.4. h est un Lg_-isomorphisme. En effet, h(Gy) est un re-
levement multiplicatif de (M'/v)* dans W', donc d’apres la définition-fait
2.1.3, h(Gar) = G

Proposition 2.2.5. La famille F des isomorphismes f : K — K’ entre
sous-corps valués respectifs de M et M', qui prolongent h, et tels que Ik soit
dénombrable, est non vide et a la propriété de va-et-vient.

Démonstration. F est non vide car h lui appartient. Par symétrie il est juste
nécessaire de montrer la propriété de va. Soit f : K — K’ un élément de
F.

On va montrer dans un premier temps que l'on peut se ramener au cas o
K est algébriquement clos. En effet K9 C M et K'™ C M’'. Comme K
et K’ sont isomorphes leurs clotures algébriques le sont aussi. On peut donc
prolonger f & K. C’est encore un élément de F car I' ary est dénombrable
(puisque I'gaig est la cloture divisble de I').

A partir de maintenant on supposera K algébriquement clos. Soit x € M\ K.
Comme Gy C K, K/v = M /v, donc soit K (x) est une extension immédiate
de K soit il existe y € K(z) tel que v(y) ¢ I'k.

1" cas : il existe y € K(z) tel que v(y) ¢ T'x. Comme 'y est divisible
v(y) réalise une coupure sur I'i. Comme ' est dénombrable il existe, par
N;-saturation, un élément ' € M’ tel que v(y’) réalise la méme coupure sur
['f(k). Par un résultat classique K(y) et K(y') sont isomorphes et I'g(,) =
Lk @ v(y)Z. Donc T'g () est aussi dénombrable. On peut donc prolonger f
en un élément de F de domaine K (y). Comme y est transcendant sur K, x
est algébrique sur K (y). Donc d’aprés ce que nous avons vu précédemment
on peut prolonger f en un élément de F de domaine K (z).

204 cas : K (z) est une extension immeédiate de K. Il existe un ordinal
B et une suite (z4)a<p d’éléments de K qui psendo-converge vers z et qui
n’admet pas de pseudo-limite dans K. Comme 'y est dénombrable, 5 est
un ordinal dénombrable. Considérons le type partiel au-dessus des f(zq),
p(2) == {v(z = f(za)) <v(z — f(za)) ; @ < < B} Comme (f(xa))(K/B
est une suite de pseudo-Cauchy de K’, p(z) est finiment réalisé dans K.
Comme 3 est dénombrable, et M’ Ri-saturé¢, il existe un élément z’ qui réalise
p(z) dans M’'. Alors la suite (f(xoé))w<ﬂ pseudo-converge vers x’. Comme
K est algébriquement clos il est en particulier algébriquement maximal donc
la suite de pseudo-Cauchy (24)a<p est de type transcendant sur K. Par un
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résultat classique on peut prolonger f en un isomorphisme entre K(z) et
K(2'). O

Remarque 2.2.6. Tout élément f de F est un Lg -isomorphisme partiel
puisque c¢’est un isomorphisme tel que f(Gyr) = G-

Corollaire 2.2.7. Tous les modéles saturés de cardinalité Ny de Te, sont
élémentairement équivalents.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la remarque et de la pro-
position précédente. O

Corollaire 2.2.8. Théoréme 2.2.1.

Démonstration. Sous I'hypothese du continu tout modele de T¢; est élémen-
tairement équivalent & un modeéle de cardinalité Xy et Ni-saturé, le théoréme
se déduit alors du corollaire précédent. O

2.3 Paires de corps valués fortement séparées

Dans la section précédente nous avons vu que pour tout modeéle (M, Gpy)
Ny-saturé de T, il existe un sous-corps W de M isomorphe & W (M /v). Cest
maintenant I'é¢tude des structures du type (W (k)™9, W (k)) qui va nous inté-
resser. C’est la notion de paires de corps valués fortement séparées qui nous
permettra de comprendre de telles structures. Cette section est entiérement
consacrée & I’étude des paires de corps valués fortement séparées.

2.3.1 Définitions et généralités

Définition 2.3.1. Soit (E C L,v) une extension de corps valués.

1. On dira qu’une suite ly, ..., l, € L est séparée au-dessus de E si pour
tous e1,...,en, € E on a

v(;eili) = 1ér[[111r711]] (v(eili)).

2. On dira que lextension (E C L,v) est séparée si tout sous E-espace
vectoriel de L de dimension finie admet une base séparée.

Fait 2.3.2 (Voir [Bau82|). Toute extension d’un corps valué mazimal est
Séparée.

Définition 2.3.3. Soient (E C L,v) une extension de corps valués, x un
élément de L, ety = (y1,-..,yn) € L. On notera

n
In(.T/y,E) = {U<$+ Zelyz) ; €1,...,6n € E}
=1
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Lorsque I, (z/y, E) a un élément mazimal on le notera v,(x/y, E).
On dira que extension (E C L,v) est fortement séparée lorsque pour tous
x,y € K, y(z/y, E) existe.

Remarque 2.3.4. On voit facilement qu’une suite x1, ..., x, est séparée si
et seulement si vn—1(2;/(x;);) existe pour chaque i et est égale a v(z;).
On en déduit qu'une extension fortement séparée est séparée.

Proposition 2.3.5. Toute extension d’un corps valué maximal est fortement
séparée.

Démonstration. Soient (E,v) un corps valué maximal et (M,v) une ex-
tension de corps valué de (E,v). Supposons par I'absurde que ’extension
(E C M,v) ne soit pas fortement séparée. Il existerait alors un plus petit
entier n € N* et ,y1,...,yn € M tels que I,,(z/y, F) n’ait pas de maximum.
D’aprés le fait 2.3.2, l'extension (E C M,v) est séparée. Donc le E-espace
vectoriel engendré par yi,...,y, admettrait une base séparée (b1,...,bn).
On aurait alors I,(2/y, E) = I,(x/b, E). Par minimalité¢ de n on aurait

m = n. Il existerait alors une suite ((elya,...,enya))a<a0 d’éléments de

n
E telle que la suite (v(z + Y ei,abi))a<a0 soit croissante et cofinale dans
i=1

— n
I(z/b, E). Comme la suite (v(z + Y ei’abi))a<a0 serait croissante, pour
i=1

n n
tous o < B < o on aurait v(z + Y €; b)) = v( > (eip— ew)bi). Comme
i=1 i=1
n
(b1,...,by) est séparée au-dessus de E, on aurait U( (eip — ei,a)bi) =

)

—

Ze1%[111]%1] (v((ew—ew)bi)) Ainsi, v(a:—kiil eiabi) = fﬁ%ﬂ (v((ei,g—ei,a)bi)).

Quitte & extraire une sous-suite cofinale, on peut supposer sans perte de
généralité qu’il existerait ig € [1,n] tel que pour tout o < «p on ait

n
v(x+Y eiabi) = v((eio,g—eio,a)bio). On en déduirait que la suite (€i,.a)a<ag
i=1

serait pseudo-Cauchy. Comme E est maximal, il existerait une pseudo-limite
ei, de la suite (€jy.4)a<a, appartenant a E. Pour tous a < 8 < ap on aurait
alors v(ej, — €ig,a) = v(€iy.8 — €ig,a). On en déduirait que

v( + eiobiy + Z ei,ab;) > min (’U(l’ + Z eiabi), v((eiy — eio,a)bio)>
iio i—1

n
> min (v(x + Z embi),v((eimg — eio,a)bio)) pour a < 8 < g
i=1

n
> v(x + Z €i.abi).
i=1
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Ainsi, In—1 (z+eibig/ (b1, - .., big—1,big+1, - - -+ bn), E) serait cofinal dans I,,(z /7, E).

Par minimalité de n, I,, 1 (.%' + eiobio/(bh ey big—1, bigr1s - ,bn), E) admet-
trait un maximum. Donc I,(x/7, E) admettrait aussi un maximum, ce qui
serait absurde. On en déduit que 'extension (E C M, v) est fortement sépa-
rée. OJ

Remarque 2.3.6. Cette proposition montre que les extensions du type
(W(k) - W(k)“lg), ol k est un corps parfait de caractéristique p, sont for-
tement séparées. En effet, comme T'yy () = Z et comme W (k) est complet,
W (k) est un corps valué maximal.

Notations. Soit (E C L, v) une extension de corps valués fortement séparée.
1. On notera L := (E C L,v).
2. Si K est un sous-corps de L, on notera Fx = K N Ef.

3. Si K est un sous-corps de L et D un sous-ensemble de L, on notera
K(D) := (Ex(py C K(D)).

Définition 2.3.7. Soient L une paire de corps valués fortement séparée et
K un sous-corps de L. On dira que K := (Ex C K), est une sous-paire
fortement séparée de L, si K est une paire fortement séparée, et si pour tout
entier n, pour tous x,y € K, on a v,(x/7, Ex) = v (z/y, Er). On notera
K C, L.

Remarque 2.3.8. Si F est un sous-corps de Ey, alors E C,, L.

2.3.2 Résultats sur les paires fortement séparées quelconques

Dans toute cette sous-section, L := (Er, C L,v) désignera une paire de
corps valué fortement séparée quelconque.

Certains résultats que nous obtiendrons sont une généralisation des travaux
de Frangoise Delon [Del14]. La proposition 2.3.16 y est montré pour certaines
paires d’équicaractéristique nulle avec des hypothéses de théorie des modéles
supplémentaires et le lemme 2.3.18 y est prouvé pour certaines paires d’équi-
caractéristique nulle.

Soient x et y des éléments de L. Notons v := ~(z/y, Er). Supposons que
l'on veuille connaitre la valuation d’'une somme du type x 4+ ey, ot e € Ef.
En écrivant o + ey = x + &y + (e — &)y, ou & est un élément de Ey, vérifiant
v(x+&y) =, on obtient v(z + ey) = min (’y, v(e—¢§) —i—v(y)). Ainsi il appa-
rait que la valuation de x + ey dépend seulement de « et de la valuation d'un
élément de Ey, a savoir e — £. La généralisation de ce genre de résultat aux
sommes ayant un nombre de termes arbitraire sera ’objet du lemme 2.3.10,
et les notations introduites ci-dessous permettrons d’énoncer le résultat.
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Notations. On note (P;);en+ la suite de polynomes de Z[X;, Yj]; jen+ définie
par :
- P, € Z[Xl, e, X, Y1, 7Yn(n71)],

2
- P (Xy) = X,
- Py(X1, X2, Y1) = Xo — Xa Y1,
- et la relation d’induction suivante, pour n > 2,

Pn+1(X1, N ,Xn+1, Yl, ‘e ,Yn(n2+1))

:Pn<P2(X17X27Y1)7 oo 7P2(X17Xn+17Yn)7Yn+17 s 7Yn("+1>>'
2

Remarque 2.3.9. On peut facilement montrer par induction que pour tout
n € N* il existe a1, ...,an—1 € Z[Y1,...,Yum-1] tels que
2

n—1
Pn(Xl, e, X, Y1, ,Yn(nfu) =X, + Z a; X;.
2 i=1

Notations. 1. Soit T = (z1,...,2,) € L. Pouri < n, on notera 7\ (%) =
Yr—i(Ti/Tiv1s -5 Tn)-
2. Soient e = (e1,...,en),& = (£1,...,€nwm-1)) € Er. Onnotera P (¢, &) =
_ 2
Pl(el)a et pour @ > 2, Pl(év"s) = Rﬂ(ela <o 7ei7§i7 v agi(iz—l))'

3. Soient T = (x1,...,2,) € Lyete = (e1,...,en),& = (&1, -, {nmay) ) €
2

n n
Ep. Siv(@+ Y &ami) = vV (@), v(w2+ Y &uorizi) =72 (@), ..,
= =3

V(T + Entmeny Tn) = YV (ZF), on notera v(ET) = 7.
2

Lemme 2.3.10. SoientT = (z1,...,2,) € L et€e = (e1,...,e,) € Er. Pour
tout £ = (&1, ..., &nwm-1)) € Er vérifiant v(§T) =, on a
2

( Z eir;) = min ('U(Pi(el,...,€i,§1,...,§i(i2—1))> —i—’y(i)(m)).

ic 1
15i<n i€l,n]
Démonstration. On va procéder par induction sur n.
Pour n =1, c’est trivial.

Pour n = 2. Soit &; tel que v(x1+E&122) = Y(21/22). L'égalité ejx1+eqxe =
e1(x1 + &1x2) + (e2 — e1&1)x2, entraine que

v(e1x1 + eax2) = min (U(el) +y(21/72),v(€2 — e1&1) + 7(952))-

Supposons maintenant que la propriété est vraie au rang n avec n > 2 et
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montrons-la au rang n + 1.
Soient T = (x1,...,Zp+1) et & = (&1, ... Ennsr) ) verifiant v(€x) = . On a
2

n+1 n
v(z eir;) = min (v(el) +y(x1/22, - o Tnp1), U(Z(€i+1 — elfl)wiH))
i=1 1=1

= min (v (P1(61)> +y(z1 /22, ..., xn+1),v<zn:P2(el, ei+1,§1)xi+1)>

1=1

= min (U (Pl(el)) + y(x1 /22, .. ., aan),v(Pl (P2(€1, 62,51))) +v(xo/x3,. .. Tp),
.. ,U(Pn(P2(€1,€2,£1), .- '7P2(61aen7£n)a£n+17 cee 75@)) + 7($n))
= min <U<P1(€1)> +7($1/$2,---,$n+1),U(P2(€1,€2751)> +y(x2/23,. .., T0),

.. 7U(Pn+1(617 .. ')enagla cee 7€’ﬂ(’ﬂ2+1))) +7(£ﬂ)> .

O

Corollaire 2.3.11. Soient K C L et D un sous-corps de Er,. Si pour tous
x,y € K, y(x/7y, D) existe et est égal a v, (x/y, EL), et siv,(z/y, Er) € Tk,
alors U'gpy = ' + I'p. En particulier, si K C, L et si D est un sous-
ensemble de Ey, on a U'gpy =Tk + gy (D)

Démonstration. On va montrer que I'gp) = 'k + I'p, le résultat voulu s’en
déduira immédiatement. Soient k = (k1,...,k,) € K et d = (dy,...,d,) €

D. Par hypothése, il existe £ € D tel que v(€k) = . D’aprés le lemme 2.3.10,

on a v(>_ dik;) = min (U <PZ-(8, E)) 4~ (k)) Par hypothése, pour tout i,
7

7D (k) € Tk, et v(Pi(d,§)) € I'p car d,§ € D. O

Définition 2.3.12. Soientm e N*, n e N, T = (z1,...,2m), ¥ = (J1,-- -+ Tm),
ot Ui = (Yi1,---,Yin), des éléments de L, € = (e1,...,en) € Ep et ] =

(M ...mm) € . On note 6p, n(Z,7,7,€) = .Iﬁllin]] (v(:cl +ey;) + m) et
i€[l,m

Apn (T, 9,7, EL) = {0mn(T,7,7,€) ; € € Er}. Si de plus Ay, o (T,9,7, EL)

a un mazimum, on note 6y, (T,7,7, Er) ce mazimum.

Proposition 2.3.13. Soient T, y et 1 comme dans la définition précé-
dente. Alors 6, n(T,Y,7, EL) existe. Si de plus K C, L et 7,y € K alors
Omn (T, 9,7, Ex) existe et 6pn(T,7,7, Ex) = 0mn(T, 7,7, EL).

Avant de passer a la démonstration de cette proposition nous allons mon-
trer quelques lemmes qui nous seront utiles.
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Lemme 2.3.14. Soient n1,...,n, des éléments de 'y, et &1, ...,&, des élé-
ments de L. Sim; = minjc[ ] (nj), alors pour tout e € L,

min (ve — &) +m) < min (v~ &) +m)-

ke[1,n] ke[l,n]

Démonstration. Soit j € [1,n] tel que v(&§ — &;) + nj = mingep (v(fz —

&) + le>- On va montrer que pour tout e € L, il existe [ € [1,n] tel que
v(e—=&)+m < v(&§—E;)+n;. Pour cela raisonnons par ’absurde et supposons
qu’il existe e € L, tel que pour tout k € [1,n], on ait v(e — &) + nx >
v(&—&5)+n;j. On aurait alors v(e—§;)+n; > v(§—¢5)+n;. On en déduirait
que v(e — &) > v(& — &), ce qui impliquerait que v(e — &) = v(§ — &).
D’autre part on aurait v(e — &) +n; > v(& — &) + n;. Comme 7; < 75, on
en déduirait que v(e — &) > v(§ — &;). Ce qui serait absurde. O

Lemme 2.3.15. Soientm € N*, n € N, T = (z1,...,2m), Y= (Y1, -, Ym),
avec Ji = (Yi1, - > Yin+1), des éléments de L, et & = (&1,...,&m) € EL, avec
& = (&G, -- 'Ei,(”“);”“))’ vérifiant, pour tout i € [1,m], v(ﬁz(:c,,y])) = 9.
Alors il existe Qo,...,Qn € Z[Y1,... ,Yw], et k € [1,m], tels que pour

toute = (e1,...,ent+1) € Er, on ait

5m,n+1(fa Y1, E) < 6m,n+1 <f, Y, 1, (617 <oy Cny QO(Ek) + Z Qz (ék)ez)) .

1<i<n

Démonstration. On a 6y, 41(T,7,7,€) = Iﬁlinﬂ <v ($i+2j<n+1 ejyi,j)—i—m).
ie[l,m -

D’apres le lemme 2.3.10, on en déduit que pour tout € = (e1,...,e,4+1) € FL
on a

5m,n+1(f7 Y, ﬁa é) = min <U (Pj(17 €l1y..,65-1, gl)) + ’7(]) («’Ez/.ﬁz) + 777,>

i<m,j<n+2
Notons Q(eq,...,e,) := min <U(Pj(1, €1y, 63;1,51')) + m) et
i<m,j<n+1

Oe1,. .., eny1) = ierﬁlli%]] <U(Pn+2(17€17'-'a€n+17£~i)) +77i>- Alors

Smns1(T, 7, 7,€) = min (Q(el, Cyen), O, . .., en+1)).
D’aprés la remarque 2.3.9, il existe Qq, ..., Qn € Z[Y1,...,Yamsy ], tels que
2

pour tous ey, ...,ent1 € B, et tous §:~€ L, on ait .
Pn+2(17 €l,y... 7en+17§) = €En+1 — QU(&) - Zlglgn Ql(&)el' Soit k € [[17m]]:
tel que v("*2) (2, /1) + Nk soit minimal. D’apres le lemme 2.3.14, appliqué

aux Prio(l,e1,. .. eng1,&), avec e = eny1, & = Qo(&) + X1 <icp Qu(&i)en,

et v(a;) = n;, on obtient que pour tous ej,...,ent1 € Ep, et tous £ € L,
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onaO(er,...,en,ent1) < O(eq,...,en, Qo(gk) + Zlglgn Ql(gk)el). Comme
Qey,...,e,) ne dépend pas de e, 41, pour tous eq,...,e,11 € Ff,

(Q(el,...,en),@(el,...,en+1)>
< min(Q(el,...,en),@(el,.. s €, Qol gk Z Ql )

1<i<n

C’est-a-dire

5n+1,m(fa ?7 ﬁa €1, 7€n+1) S 5n+1,m (57 ya ﬁa (617 -5 En, QO gk Z Qk é.k € )

1<i<n

O

Démonstration de la proposition 2.3.13. On va raisonner par induction sur
n.

Pour n = 0. Pour tout m € N* tout T € K, et tout 7 € 'y, les
dm,0 au-dessus de Ex et Ep, existent, et 0,,0(Z,7, Ex) = 0mo(T,7, EL) =
ielﬁlll,gz}] (v(azz) + m).

Supposons maintenant que la propriété soit vraie au rang n, et montrons-
la au rang n + 1. Soient 7,y et 7 fixés. D’apreés le lemme 2.3.15, il existe
Qo,...,Qn € Z[Y1,... ,Y%] et & = (&1,... ,{(n+1)2(n+2)) € Ek tels que,

pour tous ey, ...,ep11 € Er, on ait

5m,n+1 <E7 @7 ﬁ? (61, sy en—l—l)) S 5m,n+1 (Ea yv ﬁ? (61, c. 5 Eny, QO Z Qz e’L )

1<i<n

Posqns = (x1—Q0(§~)yl,n+1v cee 7$m—QO(§~)~ym,n+1>) et y = (y~/17 cee ?J’m%
ou gy, = (ym — Q1) Yint1s-- > Yin — Qn(f)yi,n+1). Il est alors facile de

vérifier que, pour tous eq1,...,e, € Er, on a
5m,n+1 (jag7ﬁ7 (ela-- enaQO E Q ) = mn(x/ay/aﬁa (ela"'aen))-
1<i<n

Par hypotheése d’induction, il existe €1, ..., &, € Ex tels que 0y, , (9, Y, 1, (51, . ,sn)) =

Om,n (?, Y7, EL). Donc, pour tous eq,...,e,41 € Ef,
(5m,n+1 <§7 Y, 1, (61, cee 7en+1)) < 6m,n+1 (fa Y, 1, (617 -5 €n, QO Z QZ el )
1<i<n
S (7,77 (1, en))

b (7,57 (21,1 20))
gém,%l(f,y,ﬁ, (e1,- 1 6n, Qo(€) + Z Qi(é)ai)).

IN

IN
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Ainsi 0y n11(Z,7,7, Ex) et 0mnt1(Z,7,7, EL) existent et sont tous deux
égaux a 5m,n+1 <§7 Y, 1, (817 -5 Emy QO( ) + Zl<z<n (£)51)> [

Proposition 2.3.16. Soient K C 1L, et D un sous-ensemble de Ey, tel que
pour tous ., € K, v,(x /7, Ex(D)) eziste et soit égal a v, (x/7, Er). Alors
K(D) Sy L, et Egpy = Ex(D). En particulier, si K C, L et si D est un
sous-ensemble quelconque de Er,, alors K(D) C, L.

Démonstration. Commencons par montrer, que pour tout d € D et tous
R,...,P, € K[X], %(PO(E)/Pl(E),...,Pn(E),EK(D)> existe et est égal
A %(PO(E)/Pl(E),...,Pn(E),EL). Soient d € D et Ry,...,P, € K[X].

Par hypothése, pour tous z,7 € K, v, (a;/y, EK(D)) = v (x/7g, EL). Ainsi,
le Ex(D)-espace vectoriel engendré par les coefficients des P; admet une
base, (I1,...,l.), séparée au-dessus de Er. On peut alors écrire P;(X) =

T J—
> P j(X)l; avec P, j € Ex(D)[X]. Donc, pour tous eq,...,e, € Ef, on a
j=1

r

U(PO(E) + Zn: eiPi(8)> = v(Z (Po,j(d) + Zn: eiP@j(E))lj)
i—1 =1 i—1
= min <U<P0,j(d) + eiPw(E)) +v(lj)>~

jell,r] 1Sien
POSODS?O == (Povl(a), ce ,Po,r(a)),? = (ﬁl, ey pr); ou pz = (PU(E), ce ,PM(E))
et v(l) = (v(ly),...,v(l)). Alors, pour tous ey, .., e, € Ef,

v(po(a) + zn: eiPZ-(E)) - (?0, P,o), (e1, .. .. en)>.
=1

Py et P ont leurs coefficients dans Ex (D), et E ( ) C car Ex (D) C Ey.
Donc d’apres la proposition 2.3.13, §,.,, (Po, P,v(l), Fx ) et &, p (Po, P v(l) EL)
Ex

existent et sont égaux. Ainsi, 7, (Po(d)/Pl (d),...,Pu(d), (D)) existe, et

est égal a v, (Pg(a)/Pl (d),...,Pu(d), EL). Un simple jeu d’écriture sur les

valuations montre que le résultat reste vrai si Py,..., P, € K(X). Donc
pour tous z,y € K(D), %(:n/y, EK(D)) existe et est égal a vn(a:/y, EL).
Comme Ek (D) C Egpy, on en déduit que K(D) C, L. De plus, comme
x € Er,NK(D) est équivalent a v1(z/1, E) = 00, qui est équivalent, d’aprés
ce que nous venons de montrer, a vy (:U/l, EK(D)) = 00, qui est équivalent
ax € Ex(D), ona BN K(D)= Ek(D), c’est-a-dire Eg(py = Ex(D). O

Lemme 2.3.17. Soient K C, L et v € L. Si [Ugp,)(v(2)) : g(my] =
[K(z) : K], alors K(z) €, L et Eg () = Ek.
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Démonstration. Posons d := [K(z) : K]. Pour montrer le lemme, il est suffi-
sant, pour des raisons analogues a celles de la preuve de la proposition précé-
dente, de montrer que pour tous Py, ..., P, € Kq_1[X|, 7 (Po(x)/Pi(z),..., Py(x), Ex)

existe et est égal a ~, (Po(x)/Pl(a;),...,Pn(w),EL). Soient Py,..., P, €

d—1
Kq-1[X], avec P;(X) = Y a;, X*. Pour tous ey,...e, € EL,
k=0
n d—1 n .
o(Po@) + Y eiPi0) = (Y (a0g+ Y ewaig)e)
i=1 §=0 i=1
n .
= min vlag; + €;a; ~>—|—v 7
jelo.d-1] ( (0 ; i)+ )>
(car [K(x): K] = [FK(EL)(U(@")) : FK(EL)])
= ddn ((To,a,v(a:), (e1,..., en)),
ol ag = (ao,g, ... ,a()’d_l), a = (Cf(), ... ,ad~_1), avec a; = (al,i, e an,i), et

v(x) = <0,v(x),2v(a:), ooy (d— 1)v(x)> On montre, grace a la proposition
2.3.13, de la méme facon que dans la démonstration de la proposition pré-
cédente, que cela implique que v, (Py(x)/Pi(x), ..., P,(z), Ex) existe et est

égal & v, (Po(:v) JPi(z), ..., Pu(z), EL>. O

Lemme 2.3.18. Soient K C, L et x € L un élément de valuation nulle. Si
[K(EL)/v(z/v) : K(EL)/v] = [K(x) : K], alors K(z) €, L et Eg () = Ek-

Démonstration. Posons d := [K(x) : K]. Pour prouver le lemme, il est suffi-
sant de montrer que pour tout P, ..., P, € Kq_1[X], vo(FPo(x)/Pi(x), ..., Py(z), Fk)

existe et est égal a -, (Po(:z:)/Pl(x),...,Pn(a;),EL). Soient Pp,..., P, €
d—1 d—1 4
Kg-1[X], avec P{(X) = Y a;p XF et er,...,e, € Ep.Soit P(X) =3 p; X' €
k=0 i=0
n
K[EL]dfl[X], ou p; = ap; + Z €. Alors
j=1

U(Po(az)—l—ieiPi(x)) = v(P(x))
i=1
=  min <v(pl)>

i€[0,d—1]
(car [(K(EL)/v)(z/v) : K(EL)/v] = [K(z) : K])
= z'e[][%l,izllu] (U(ao,z‘ + ; ejaj,z‘))

— 5d7n (CLiO? a’ 67 (615 “ee aen)>?
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ou ag = (aoyo, e aovd_l), a = (do, S ,a([_l), avec a; = (alyi, ey an,i), et ) =
(0,...,0). On montre, grace a la proposition 2.3.13, comme précédemment,
que cela implique que v, (Py(x)/Pi(x),..., Py(x), Ex) existe et est égal a

T <P0(:c) /Pi(z), ..., Pu(2), EL>. 0

Lemme 2.3.19. Soient K C, L, (za)a<p une suite pseudo-convergente
d’éléments de K, suite de degré d (vu comme élément de N U {o0}) au-
dessus de K. S’il existe une pseudo-limite x € L de (vo)a<p telle que
[K(z) : K] = d, que K(z) Cy L, et que Eg(y) = Ek, alors pour toute
pseudo-limite y € L de (z)a<p telle que [K(z) : K| =d, on a K(y) C4 L et
Ery) = Ek-

Démonstration. Pour prouver le lemme il est suffisant de montrer que pour
tout n € N, pour tous Py, P1,..., P, € Kq_1[X] (avec la convention d — 1 =

ocosid = o0) et tousey,...,e, € Er, lasuite <v (Po(sca)—FZ?:l eiPi(xa)>>
a<f
est asymptotiquement constante (ce qui revient, en d’autres termes, a mon-

trer que d est aussi le degré de la suite pseudo-convergente (z4)q<g au-dessus
de K(EL)). On va raisonner par I'absurde. Supposons que cette propriété
ne soit pas vraie. Il existerait alors un plus petit entier n pour lequel il
existerait Py, P1,..., P, € K4 1[X] et e1,...,e, € EL tels que la suite

n

<U<Po(xa) + > eiB(a:a)) soit strictement croissante & partir d'un
=1 a<ﬁ

certain ordinal «ag. Par définition de d, (e1,...,e,) ne peut pas apparte-

nir & (Ex)"™, donc quitte a ré-indexer les P;, on peut supposer que e, ¢ E.
Par hypothése il existerait hq,...h, € Ex tels que

o(Pole) +ii1 hiPi@)) = (Po(a) [ Pr(@), ..., Pa(a), By ).

n
Comme Py(X)+ " hiPy(X) € Kq_1([X], 1a suite <v (Po(xa)+z hiPi(xa)>>
=1 =1 a<f
serait constante a partir d’un certain ordinal a;. Pour a > max(ag + 1, 1)

on aurait

v(Po(:ra) + i e@-Pi(xa)) < ’U(Po(aj‘) + i eiP@-(w))
i=1 =1

IN

v (Po(x) + i hiPi(:I:))

v (Po(xa) + Zn: hiPi(xa)> )
i=1
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D’ou

n n n

o(Po(a) + Y eiPiwa)) = v(Po(aa) + Y eiPi(aa) = (Po(wa) + > hiPi(aa))

i=1 i=1 i=1
n

= o(D(ei— h)P(wa))

i=1

n—1
= v(en — hn) + v(Pn(:ra) + Z

=1

(en, — hyy # 0 car e, ¢ E).

=t )

€ n

n—1
Par minimalité de n, la suite (U(Pn(xa) + > thpz(xa))> , serait
i=1 a<

en—hn

asymptotiquement constante. Il en serait donc de méme de la suite

n
(’U (Po(za) + > eiPZ-(:Ua))) 5 ce qui impliquerait une contradiction. O
i=1 a<

2.3.3 Résultats sur des paires fortement séparées spécifiques

Notation. Soit K une paire de corps valués fortement séparée telle que

I'r, posséde un plus petit élément strictement positif noté 1. On emploiera
r

la notation —— C [0,1] si pour tout a € I' il existe ¢ € ', tel que

Ex
0<a—e<1.

Dans le reste de cette sous-section 1L désignera une paire de corps valués
fortement séparée telle que 1 := v(p) soit le plus petit élément strictement
positif de I', .

Lemme 2.3.20. Soient K une sous-paire de corps valués de 1L, vérifiant

T
KC, L et T K ¢ [0,1], et D un sous-ensemble de Ey,. Alors K(D) C, L,
K
I
Eg(py = Ex(D), et D) ¢ [0, 1.
Ex(p)
Démonstration. D’apres la proposition 2.3.16, K(D) C, L, Egp) = Ex (D).

Lk

D’apres le corollaire 2.3.11, I'x(py = ['k +1'g, (D), donc 0,1[. O

Ex(p)
Lemme 2.3.21. Soient K une sous-paire de corps valués de L, vérifiant
T
KC, L et —=
I,

K[D]/v = K/v[D/v], et K(D)/v = K/v(D/v).

C [0,1[, et D un sous-corps de Er, qui contient Ex. Alors

Démonstration. Commengons par prouver que K[D]/v = K/v[D/v]. Pour

n
n € N* posons K[D], := {)_ diki;d; € D,k; € K}. On va montrer, en
i=1
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procédant par induction, que pour tout n € N*, K[D],,/v C K/v[D/v]. Cela
impliquera que K[D]/v = K/v[D/v].

Pour n = 1. Soient d € D et k € K tels que v(dk) = 0. Par hypothese, il
existe e € Fx tel que 0 < v(k) —v(eg) < 1. D’ott v(ex) < v(k) < 1+ v(ex),
puis v(dey) < 0 < 14wv(dey), c’est-a-dire —1 < v(deg) < 0. Donc v(dey) = 0,
car —1 est le plus grand élément négatif de I', . Ainsi v(k) = v(eg), et en

écrivant dk = (ﬁ)(dek), on voit que dk € K /v[D/v].
ek

n+1
Supposons maintenant que K|[D],/v C K/v[D/v]. Soit x = ) d;k; avec
i=1
d; € D et k; € K, tel que v(x) = 0. Comme z est non nul, on peut supposer,
quitte & ré-indexer la somme, que d; et ki sont non nuls. Soient §1, o én €

Exk tels que v(zy + Z &ikit1) = n(k1/ka, ..., kny1). Posons k = Z Eikitn.

Comme v(k) = ’yn(kl/kg, ooy kny1), v(dik) > v(x), c'est-a-dire v(dlk) > 0.
On en déduit que v(x — dik) > 0, puis que /v = (z — dik)/v + (dik)/v.
Comme = — dik € K[D], et dik € KI[D];, par hypothése d’induction,
(x — dik)/v € K/v[D/v] et (dik)/v € K/v[D/v], d’ou /v € K/v[D/v].
Ainsi, K[D]p41/v C K/v[D/v]. Ce qui termine de montrer I'induction.
Montrons maintenant que K(D)/v = K/v(D/v). Soient o, € K[D]

avec  # 0 et U(%) = 0. D’aprés le corollaire 2.3.11, il existe d € D et

k € K, tels que v(dk) = v(a) = v(B). Notons o/ := % et g = %
Comme o/ /v, ' /v € K[D]/v, d’aprés ce que nous avons montré précédem-

ment, o/ /v, ' /v € K/v[D/v]. Ainsi ( )/v = ; (D/v). O

r
Lemme 2.3.22. Soient K C, L tel que K
Ex
L de valuation nulle. Si K(x) C, L et Eg(,) = Ek, alors [K(EL)/v(z/v) :

K(Ep)/v] = [K/v(z/v) : K/v].

C [0,1] et x un élément de

Démonstration. 11 est clair que

[K(EL)/v(z/v) : K(EL)/v] < [K/v(x/v) : K[v].

Pour montrer que [(K(z,Ep))/v: (K(EL))/v] = [(K(z))/v: K/v], raison-
nons par ’absurde et supposons que

[K(EL)/v(z/v): K(Ep)/v] < [K/v(z/v) : K/v].

En particulier [K(Er)/v(xz/v) : K(EL)/v] serait fini. Il existerait donc P un
polynome minimal de z /v sur K(Ey)) /v. D’aprés le lemme 2.3.21, K (EL) /v =
K/v(Er/v), donc quitte & multiplier P par un élément non nul de K /v(Er /v),
on pourrait supposer que P appartiendrait a K/v[Er /v][X]. Pour tout n €
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N*, notons

n
K/o[X][Ep/vln = {D &P & € Er/v, P € K/v[X]}.

i=1
Soit n le plus petit entier tel que P € K/v[X][EL/v],. Quitte a remplacer P
par aP, avec a € (K/U(EL/’U))*, on pourrait supposer qu’il n’existe aucun
entier m strictement inférieur a n et aucun Q € {aP ; a € (K/v(EL/v))"}
tels que Q € K/v[X]|[EL/v]m. Il existerait alors €1,...,€6, € (Ea/v)*, et

n

Py, ..., P, € K/v[X] tels que P = ) ¢;P;. On pourrait supposer sans perte

i=1

de généralité que pour tout i € [1,n], deg(F;) < deg(P). On aurait nécessai-
rement n > 2, car si n était égal a 1, quitte & multiplier P par un élément non-
nul de E /v, on aurait que P appartiendrait a K/v[X], ce qui contredirait
I'hypothese [K(EL)/v(z/v) : K(EL)/v] < [K/v(z/v) : K/v]. Par minimalité
de n, aucun des P; ne serait le polynome nul. Comme pour tout ¢ € [1,n],
deg(P;) < deg(P), aucun des P, ne s’annulerait en z/v, car cela contredi-
rait 'hypothese [K(EL)/v(z/v) : K(EL)/v] < [K/v(z/v) : K/v]. Montrons
maintenant que Py, ..., P, seraient linéairement indépendants au-dessus de

Er/v. Raisonnons par ’absurde et supposons qu'il existe (,...,(, € EL/v
n
non tous nuls tels que > (;P; = 0. Quitte & permuter les P;, on pourrait sup-
i=1
€1

G

n
ser que (1 = €1. On aurait alors P = > (¢;—(;) P;, ce qui contredirait la mini-
i=2
malité de n. Donc Py, ..., P, seraient linéairement indépendants au-dessus de
Er/v. Soient Q1,...,Q, € Ok[X] tels que pour tout i € [1,n], Q;/v = F;.
Comme pour tout i € [1,n], P;(z/v) # 0, on aurait v(Q;(x)) = 0. Montrons

poser que (1 # 0, et quitte & multiplier tous les (; par —, on pourrait suppo-

maintenant que la famille (Qg(:r),...,Qn(x)) serait séparée au-dessus de
E;,. Pour ce faire, il serait suffisant de prouver que pour tous es, ..., e, € Ef,
avec v(es) = --- = v(ey,) = 0, on aurait v( i e;Qi(z)) = 0. Supposons
par I’absurde que cela ne soit pas le cas, et Z(?1121’11 existe es,...,e, € Ef
avec v(eg) = -+ = v(e,) = 0 et que v éeiQi(x)) > 0. On aurait alors,
i

iei/vPi(m/v) = 0. Notons R = zn%ei/vPi. Comme deg(R) < deg(P),
i= i=

ou bien R = 0 ou bien R = aP avec a € (K/v(Ep/v))". Par mini-

malité de n, le second cas ne pourrait pas se produire, on aurait donc

R = 0. Cela contredirait I'indépendance linéaire de P,..., P, au-dessus

de E'r/v, ce qui serait absurde, donc la famille (Qg(x), ... ,Qn(x)) serait sé-

parée au-dessus de Epr. Quitte a diviser P par €1, on pourrait supposer que

€1 = 1. Soient eg, ..., e, € Er/v tels que ea/v = €9,...,e,/v = €,. Puisque
n

Pi(z/v) + 3 Pi(z/v) = 0, on aurait v(Q1(x) + zn: eiQi(z)) > 0. Donc
1=2 1=2
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Tn—1 <Q1(x)/(Q2(a:), e Qn(x)),EL> > 0. Par hypothése, il existerait donc

ha, ..., hy € Epy tels que U(Ql(aj)—i— Zn: hZQZ(x)) > 0. Comme U(Ql(a))) =0,
i=2

on aurait aussi v( Y h;Qi(z)) = 0. Puisque la famille (Q2(2),...,Qn(x))

=2
serait séparée au-dessus de Ep, et que pour tout ¢ € [2,n], v(Ql(:c)) =0, on

n
aurait que pour tout i € [2,n], v(h;) > 0. Notons alors S = Py + > h;/vF;.

=2
Par construction S € K/v[X] et S(z/v) = 0. Comme deg(S) < deg(P),
ou bien S = 0 ou bien S = aP avec a € (K/U(EL/’U))* Comme S €
K /v[X], on ne pourrait pas avoir S = P avec «a € (K/U(EL/’U))*, car cela
contredirait I'hypothese [K(Ep)/v(z/v) : K(EL)/v] < [K/v(xz/v) : K/v].
Comme P, ..., P, seraient linéairement indépendants au-dessus de £ /v, S
ne pourrait pas non plus étre le polynéme nul. Ce qui serait absurde, donc

[K(EL)/v(z/v): K(EL)/v] = [K/v(z/v) : K/v]. O

r

Lemme 2.3.23. Soient K C, L tel que F—K C [0,1], et = un élément de
Ex

L de valuation nulle tel que [K(z) : K] = [K/v(z/v) : K/v]. Alors il y a

équivalence entre :
1. [K(EL)/v(z/v) : K(EL)/v] = [K(z) : K],

r
2. K(x) Cy L, Exa) = Exc, et —L C[0,1].

Ex(2)

Démonstration. 1) = 2). D’aprés le lemme 2.3.18, K(z) C, L et B,y =

Eg. Comme [K(z) : K] = [K/v(z/v) : K/v], on a 'k, = 'k, d’ou

LK) o1,
EK T

2) :(>) 1). D’apres le lemme précédent [K(Er) /v(z/v) : K(EL)/v] = [K/v(z/v) :

K/v], et comme [K(x) : K] = [K/v(z/v) : K/v], on a [K(EL)/v(z/v) :

K(Ep)/v] = [K(z) : K]. O

r
Lemme 2.3.24. Soient K C, L tel que F—K C [0,1], et = un élément de
E

L. S’il existe e, € Ex tel que 0 < v(z) — U(I;z) < 1, alors [U'g(g,)(v(z)) :
Pl = Tk (v(z)) : Tk].

Démonstration. Posons d := [[g g, )(v(z)) : Tgppl, et d = [Tk (v(x)) :
I'k]. L'inégalité d < d' étant triviale, on montrera seulement que d > d'.
Prouvons dans un premier temps, que pour tout n € N, il existe e;n € Fi,
tel que 0 < v(z"™) — v(egn) < 1. Par hypothése, il existe e, € K tel que
0 <w(z)—v(eg) < 1.Don 0 <w(z")—wv(el) < n. Il existe donc ! € [0,n—1],
tel que I < v(z") —wv(el) <1+ 1. Alors egn = p~le? convient. Par définition
de d, v(2?) € T(p,). D'apres le corollaire 2.3.11, T (p,) = Ix +Tpg,. 1l
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existe donc e € Ey et k € K, tels que v(x?) = v(ek). Par hypothése il existe
er € K tel que 0 < v(k) —v(er) < 1. Dot 0 < v(z?) — v(eer) < 1. On en
déduit que —1 < v(ega) —v(eex) < 1. Comme 1 et —1 sont, respectivement,
le plus petit élément strictement positif et le plus grand élément strictement
négatif de I'g, , v(e,a) = v(eey). Ainsi v(zd) = U(eg—:k), donc v(z?) € Tk et
d>d. O

r
Lemme 2.3.25. Soient K C, L tel que
Ex

tel que [K(z) : K] = [Pk (v(z)) : Tk]. Alors il y a équivalence entre :

C [0,1], et x un élément de L

1. il existe e, € Ex tel que 0 < v(z) —v(er) <1,

I'k K@)

2. K(x )C L, EK(ac) = FEg, et c [0, 1].

B ()

Démonstration. 2) = 1) est trivial.

Montrons que 1) = 2). D’aprés le lemme précédent, [[g (g, (v(z)) : Tx

Lk (v(z)) : T'k]. Donc [Lg(g)(v(n)) @ Tk(g,)l = [ (x) : K. Dapres
le lemme 2.3.17, K(z) €, L et Eg,) = Ek. Soit h € K(z). Comme
[K(z) : K] = Pk (v(z)) : Tk], on a [Pk : Tx] = [Tk (v(z)) : Tk
Lr(z) = T (v(2)). Ainsi, il existe | € Net k € K tels que v(h) v(x )—l—v(k:).
Soit e € Ei tel que 0 < wv(k) — v(er) < 1. On montre comme dans le
lemme précédent qu’il existe e,i € Fx tel que 0 < v(x!) —v(e,) < 1. Alors,
0 <wv(h)—v(ege,) < 2. I existe donc j € {0, 1} tel que j < v(h) v(egey) <
j + 1. Posons e, = plepe,. Alors e € Ex et 0 < v(h) —v(ep) < 1. Donc

r
K@) 0,1 O

Ey)]

Ek (2)

2.4 Structures du type (W (k)"9, W (k))

2.4.1 Présentation du résultat

Dans le reste de cette section £ désignera le langage défini par £ =
Lgiv U{E}, ou E est un symbole de prédicat unaire.

T désignera la L-théorie constituée :
1. des Lgp,-axiomes des corps valués algébriquement clos de caractéris-
tiques (0, p),
des axiomes exprimant que E est un sous-corps hensélien,
des axiomes exprimant que la paire est fortement séparée,

de l'axiome exprimant que E /v est un corps parfait,

Ot = W N

des axiomes exprimant que I'g est un Z-groupe dont 1 := v(p) est le
plus petit élément strictement positif,
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6. de 'axiome

Vo #£0,3e € E,v(e) <wv(z) <wv(e)+ 1.

Notre but sera de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. Soient M et M/ deuz modeles de T. Si (M /v, Err/v) =
(M /v, EpprJv), alors M = M.

Jerome Keisler a montré dans [Kei64] que pour tous corps non réels clos Ej et
F) et tous corps algébriquement clos M et Ms contenant respectivement Ey
et E2 on a . E1 = EQ, E1 75 Ml, et E2 75 MQ implique (ElaMl) = (EQ,MQ).
Si M est un modeéle de T', comme F)j;/v est un corps de caractéristique p,
il n’est pas réel clos. On peut donc reformuler le théoréme 2.4.1 de la facon
suivante :

Théoréme 2.4.2. Soient M et M deuz modeéles de T.
— Si Exp/v # M/v, si Epyp /v # M v, et si Ey/v = Epyr, alors M =
M.
— Si Eyi/v=M/v et si Eyp/v=M"/v, alors M = M.

Corollaire 2.4.3. Pour tous corps parfait k et k' de caractéristique p si
k=K' alors (W(k)"9, W(k)) = (WK )9, W(K)).

Démonstration. Soient k et k' des corps parfait k et k' de caractéristique
p tels que & = k. D’aprés la remarque 2.3.6, les paire de corps valués
(W (k)™9, W (k)) et (W(K')"9,W('k)) sont fortement séparées. Ainsi, les
paires (W (k)*9, W (k)) et (W (k")*9, W ('k)) sont des modeles de T". Si k et &’
sont algébriquement clos, on a W (k)% /v = W (k) /v (= k) et W (k)% Jv =
W (K')/v (= k). D’aprés le théoréme 2.4.2, on en déduit que (W (k)™9, W (k)) =
(W (K", W (K")). Si k et k' ne sont pas algébriquement clos, on a W (k)9 /v #
W(k)/v et W (k') /v # W (K')/v. D’aprés le théoréme 2.4.2, on en déduit
que (W (k)"9, W (k)) = (W (K')"9, W (K')). O

2.4.2 Préliminaires et notations

Dans cette section (M, s) et (M',s") désigneront deuz modéles de T, sa-
turés de cardinalité Ny, munis de sections totales.

Définition 2.4.4. Soit K C M. On dira que K est une bonne sous-paire de
M si -
K est dénombrable,
— K §7 M;

T

7 K g [07 1[;
Ex

— s(I'py) C Ex
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— FEx /v est parfait.

Définition 2.4.5. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de
M et M/, et f: K — K' un L-isomorphisme. On dira que f est un bon
1somorphisme partiel si :
— f commute aux sections, c’est-a-dire : fos=5s"o fr,
— il existe un isomorphisme de groupe ordonné g de I'g,, dans I'g,,,
qui prolonge fr,
il existe un isomorphisme de corps h, de M /v dans M'/v, vérifiant

h(E /v) = Enp /v, qui prolonge f,.

Pour démontrer le théoréme 2.4.1, on se raménera a I’étude des bonnes
sous-paires et des bons isomorphismes partiels entre bonnes sous-paires grace
a la proposition suivante :

Proposition 2.4.6. Soient respectivement M et M deux modéles saturés de
cardinalité Ny de T munis de sections totales s et s’ de I'g,, et de FEM,,
vérifiant s(1) = p et §'(1) = p. Si (M /v, Exr/v) = (M’ /v, Eyp/v), alors la
famille F des bons isomorphismes partiels entre bonnes sous-paires de M et
M’ est non-vide et a la propriété de va-et-vient.

Le théoréeme 2.4.1 s’en déduit facilement. En effet, soient LL et 1" des mo-
deles de T tels que (L/v, Er/v) = (M'/v, Er//v). 1l existe sous 'hypothése
du continu, M et M’ deux modéles saturés de cardinalité N; de T tels que
M =L et M’ = L. En particulier, (M /v, Epr/v) = (M'/v, Epp/v). On peut
munir M d’un section partielle s : Z — M vérifiant s(1) = p. D’aprés le
fait 0.0.5, I'g,, = Z& D, ou D est un sous-groupe divisible de I'g;,,. Comme
D est divisible et comme M Nj-saturé, il est facile de voir que 'on peut
prolonger s en une section totale de I'g,,. De méme on peut munir M’ d'une
section totale s’ de g, tel que §'(1) = p. D’aprés la proposition précédente,

M =M, donc L' = L.

On va maintenant se consacrer a la démonstration de la proposition 2.4.6.

2.4.3 Extensions de bonnes sous-paires
Extensions par des éléments de E

Lemme 2.4.7. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et e et € des éléments de
En et Eyp. Sil'on peut prolonger fig, en un isomorphisme de corps valué
de Ex(e) sur Ex:(€e') vérifiant f(e) = €', alors on peut prolonger f en un
L-isomorphisme de K (e) sur K'(€).

Démonstration. Commencons par montrer que l'on peut étendre f en un
L gin-isomorphisme partiel de domaine K (e) vérifiant f(e) = €’. Pour cela il
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est suffisant de prouver que pour tous P,Q € K[X], on a

o(P(e)) < v(Q(e)) <= v(f(P)(e)) < v(F(Q)E)).

Soient P,Q € K[X]. Comme K C, M, il existe des éléments ki,..., ky
de K tels que le Ex-espace-vectoriel engendré par les k; contiennent les
coefficients de P et de @, et que la suite (ky,...,ky) soit séparée au-dessus
de Ej;. Comme F—K C [0,1], on peut supposer que pour tous i € [1,n],
Ex
0 < wv(k;) < 1. Comme f est un L-isomorphisme, la suite (f(k1),..., f(kn))
est séparée au-dessus de Exs. Comme K' C, M/, la suite (f(k1),..., f(kn))
est séparée au-dessus de Eyp. Il existe alors S1,...,5,,T1,...,T, € Ex[X]

tels que P(X) = 3 8;(X)ki et Q(X) = S Ti(X)ki. Notons
i=1 =1

Jp={j € [1,n]; v(S;(e)) = min (v(Sz'(@))}

i€[1,n]
et
Jo =i € [Lnl s o(T3(0)) = min, (v(Ti(e)) )}
Alors,

v(P(e)) < v(Q(e))

4
—
W0
—~~
Q)
N—
&
~
AN
4
—
e
O
o
SN—

=1 =1
= Zg[lllrrll]] (v(Si(e)ki)) < lgﬂlllr;]] (U(Tl(e)k@))
= Lain, (5©)) < i (+7:9) ]
| min (0(5:(0)) = min (v(Ti(e))) A min (u(ky)) < min (k)]

(_car pour tout ¢ € [1,n], v(k;) < 1)
= min (v(f(Sﬁ(e’))) < min (v(f(Ti)(e’))) \Y%

:ie[[l,n]] i€1,n]
| min (0(f(50() = min (o(£(T)(€))) A
min (v(7(k))) < min (0(7(k)))]
= min (o(/(S))f (k) < min (v(FTN)SR))

!

v(3"FSHEN (k) <v( D FT)(E)f (ki)
=1 i=1
v(F(P)(e") <v(F(Q)(e)).

!
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Ainsi on peut prolonger f en un Lg;,-isomorphisme partiel de domaine K (e)
vérifiant f(e) = €¢/. Pour montrer que f est un L-isomorphisme partiel, il est
maintenant suffisant de prouver que pour tous P,Q € K[X] avec Q(e) # 0,
on a

Ple) f(P)(€)
Q(e) (ICH

Soient P, @ € K[X] vérifiant Q(e) # 0. Alors,

P(e)
Q(e)

€ Fy — € Eyp.

c By —

=

111

O]

Lemme 2.4.8. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et e un élément de Eys tel
que Ex(e) soit une extension immédiate de Er. Alors K(e) est une bonne
sous-paire de M, et on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel de
domaine K (e).

Démonstration. Comme respectivement Fj; et Fjy sont Ni-saturés en tant
que modeles de T'g, il existe d’aprés le fait 2.2.3, des extensions immédiates
maximales Fy et Ep de Ek(e) et Exs contenues dans Fjs et Eyp. Comme
Ek(e) est une extension immédiate de Fi, Ey est aussi une extension immé-
diate maximale de Ex. D’aprés le fait 0.0.12, il existe un isomorphisme de
corps valué h, de Er sur Ep, qui prolonge fiz,. Notons ¢’ = h(e). D’aprés
le lemme 2.4.7, on peut prolonger f en un L-isomorphisme partiel de do-
maine K(e) vérifiant f(e) = ¢/. D’aprés le lemme 2.3.20, K(e) €, M et

Ire
_K@©) C [0,1]. Comme e = ey et (EK(e))/v = Ex /v, K(e) est une

EK(E)
bonne sous-paire de M. On montre de méme que K'(¢’) est une bonne sous-

paire de M. Tl est alors clair que f est un bon isomorphisme partiel. O

Lemme 2.4.9. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et v un élément de I'g,, .
Alors K(s('y)) est une bonne sous-paire de M, et on peut prolonger f en un
bon isomorphisme partiel de domaine K (s(v)).
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Démonstration. Comme f est un bon isomorphisme partiel entre K et K/, il
existe un isomorphisme de groupe ordonné g, entre I'g,, et I'g, ,, qui pro-
longe fr. Notons 7' = g(y). Commengons pas montrer que I’on peut prolon-
ger fig, en un isomorphisme de corps valué de Ex (s(v)) dans Ex(s'(7)),
vérifiant f(s(y)) = s'(7/). Siy n’est pas dans la cloture divisible de I'g,. dans
I'g,,, alors 4/ n’est pas non plus dans la cloture divisible de g, dansl'g, ,,
et il alors classique que I’on peut prolonger fg, en unisomorphisme de corps
valué de Ex (s(v)) dans Eg/(s'(v)), vérifiant f(s(v)) = §'(7'). Si 7 est dans
la cloture divisible de I'g,. dans I'g,,, notons n le plus petit entier tel que
ny € I'g,.. Comme s(I'g, ) est inclus dans Ey, s(ny) € Ek. Ainsi X" —s(nv)
est un polynome annulateur de s(y) sur Ex, comme n le plus petit entier tel
que ny € Iy, [Ex(s(7)) : Ex] > n, donc X™ — s(ny) est le polynéme mi-
nimal de s(7) sur Fx. On montre de méme que X" — s'(nv’) est le polynoéme
minimal de s'(7’) sur Ex. Il est alors classique que l'on peut prolonger fip,
en un isomorphisme de corps value de E (s(v)) dans Eg(s'(7)), vérifiant
f(s(v)) = §'(9/). D’aprés le lemme 2.4.7, on peut prolonger f en un L-
isomorphisme partiel entre K (s(7)) et K'(s'(7)) vérifiant f(s(7)) = s'(7).
Montrons maintenant que f : K(s(y)) — K’(s'(7)) est un bon isomor-
phisme partiel. Commencons par prouver que K(s(’y)) est une bonne sous
paire de M. D’aprés le lemme 2.3.20, K(s(’y)) M, EK(S(V)) = Fg (s(’y)),

K(s()

et I‘E(” C [0,1[. Comme [Ex(s(7)) : Ex] = [Tee(y) : Tggl, on
w(stn)

a g ( ) = I'g, (7). Par hypothese s(I'g,) € Ek, on en déduit que
K\ s(v)

T CFE . > | B  Eg|l = : T
s( EK(M)) € By (o) Comme [By( )y # Brl = Lo (7) = Tl on a
EK(S(,Y)) /v = Ek/v. On en déduit que K(s(v)) est une bonne sous paire de

M. On montre de méme que K'(s'(7')) est une bonne sous paire de M. Par
construction de f, g prolonge f, en un isomorphisme de groupe ordonné de
I'g,, d r t =5 .C E =F déduit

By dans ', , et fos =s"o fr. Comme K(S(v))/v /v, on en dédui

que f est un bon isomorphisme partiel. O

Lemme 2.4.10. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et € un élément de Epr/v
algébrique sur Ex [v. Alors il eviste e € Epy tel que Eg o) /v = (Ek [v)(e),
que K(e) soit une bonne sous-paire de M, et que l’on puisse prolonger f en
un bon isomorphisme partiel de domaine K (e).

n .

Démonstration. Soit P, = > a; X" le polynome minimal de € sur Ex /v.
i=0

Comme Ef /v est parfait, P/, n’appartient pas a (Ex /v)[X?], donc P/’v(e) #

0. Pour tout i € [0,n] il existe a; € Ek tel que a;/v = «;. Posons P :=
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n

> a; X' Comme E); est hensélien, il existe e € Eyy tel que e/v = € et
i=0

- Uk
P(e) = 0. D’apreés le lemme 2.3.20, K(e) C, M, Eg(e) = Ek(e) et Th -
K(e

[0,1]. Comme [Ex/v(e) : Ex| = [Ek(e) : Ek], on a Ex(e)/v = EK}’L))(E)
et I'gy(e) = (g Comme (Ef /v)(€) est une extension algébrique de E /v,
(E'x/v)(€) est un corps parfait. On en déduit que K(e) est une bonne sous-
paire de M. Par hypotheése, il existe un isomorphisme de corps h de M /v
dans M'/v, vérifiant h(Ey/v) = Epp/v, qui prolonge f/,. Notons € :=
h(e). On montre comme précédemment qu’il existe ¢’ € Ej tel que €' /v =
€ et f(P)(e/) = 0. On prouve de méme que K'(¢/) est une bonne sous-
paire de M. Comme P(e) = 0, f(P)(¢/) = 0, [Ex/v(e) : Ex] = [Ex(e) :
Ek|, et [Eg/v(€') : Ex/] = [Ex/(€') : Eg], on peut prolonger fig, en un
isomorphisme de corps valué de Ef(e) dans Eg/(€’), vérifiant f(e) = €.
D’apres le lemme 2.4.7, on peut prolonger f en un L-isomorphisme de K(e)
dans K'(e’). Par construction de f, h est isomorphisme de corps h de M /v
dans M’ /v, vérifiant h(Ey/v) = Enp /v, qui prolonge f/,,. Comme UEr, =
I'g, . [ est un bon isomorphisme partiel.

Lemme 2.4.11. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de
M et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et ¢ un élément de
Er/v transcendant sur Eg /v. Alors il existe un sous-ensemble dénombrable
D de Eyr tel que Egpy/v soit la cloture parfaite de Ex /v(e), que K(D)
soit une bonne sous-paire de M, et que l’on puisse prolonger f en un bon
isomorphisme partiel de domaine K (D).

1 _ .
Démonstration. Pour tout ¢ € N* notons e»* la racine p’-iéme de € dans

Ejyy/v. Par Ry-saturation, il existe e € E)y tel que e/v = ¢, et qu’il existe une
L .
famille (e?’ );cn, de racines p’-émes de e dans Eyy, telle que pour tous i < j €
1 g A L . .
N, (e» )p(J ' = ¢»". Notons D = {e?" ; i € N}. Montrons maintenant que
K(D) est une bonne sous-paire de M. D’aprés le lemme 2.3.20, K(D) C, M,

Ex(py = Ex(D) et Lrw) [0, 1[. Comme [Ex /v(e) : Ex] = [Ex(e) : Ex],

Ex (D)
on a Fx(e)/v = Ex/v(e) et I'g, () = I'gy. Comme e est transcendant sur

Ex /v, on a Eg(e)/v = Eg/v(e). Prouvons que XP' — ¢ est le polynome
minimal de eﬁ sur Ex /v(e). Notons II(X) le polynéme minimal de eﬁ sur
Ex /v(€). Comme XP' — ¢ = (X —e# )" et comme XP' — ¢ est un polynome
annulateur de ei sur Fg /v(e), II(X) = (X—ei)’“, pour un certain r appar-
tenant a [1,p’]. Ainsi le terme constant de TI(X) est eﬁ, et comme pour tout

r appartenant a [1,p'[, e?” n’appartient pas a (Ex /v)(e) car € est transcen-
dant sur Ef /v, on ar = p' et II(X) = X? —e. On en déduit immédiatement
1

. 1 L
que XP' — e est le polynome minimal de er’ sur Ex(e). Ainsi Ex(er’)/v =
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1 1
(Ex /v)(er'), et FE ( ﬁ) = I'g. Do, Egpy/v = (EK/U)((eﬁ)iEN*) et
e
ey = DBk Corﬁme Ex /v est un corps parfait, Egpy/v est aussi un
corps parfait puisqu’il contient toutes les racines p*-émes de €. On en déduit
que K(D) est une bonne sous-paire de M. Par hypotheése, il existe un iso-
morphisme de corps h de M /v dans M’ /v, vérifiant h(Ey/v) = Epp /v, qui
prolonge f/,. Notons €' := h(e). On montre comme précédemment qu'il existe

. . . 1L .
¢/ € Epp tel que € /v = €, et qu'il existe une famille (e »" );en, de racines
;i . . 1 G—i 1L
p'-iémes de €’ dans E)yyr, telle que pour tous i < j € N, (e #/ )p“ ' =¥ . No-
L N
tons D' = {e " ; i € N}. On prouve de méme que K’'(D’) est une bonne sous-

. 1L
paire de M, que Eg(pry/v = (Egr/v)((€ ¥ )ien+), €t que Leripn = TEg-
Il est clair que l'on peut prolonger fig, en un isomorphisme de corps valué
L L
de Ex (D) dans Eg/ (D), vérifiant pour tout i € N, f(er') = ¢'» . D'aprés
le lemme 2.4.7, on peut prolonger f en un L-isomorphisme de K(D) dans
K'(D’). Par construction, f,/v(e) = ¢ = h(e). Comme € a une unique racine
1 1

p'-iéme dans Ej /v, f/v(eﬁ) = h(er"). Ainsi, h[EK(m/v = f}u, donc h pro-
longe f/,. Comme I'g, =g, on en déduit que f est un bon isomorphisme
partiel. O

Lemme 2.4.12. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et e un élément de E);.
Alors il existe D un sous-ensemble dénombrable de Ep; qui contient e, tel
que K(D) soit une bonne sous-paire de M, et que 'on puisse prolonger f en
un bon isomorphisme partiel de domaine K (D).

Démonstration. D’aprés les lemmes 2.4.10 et 2.4.11, on peut prolonger f en
un bon isomorphisme de domaine K, ou Fk, /v est la cloture parfaite de
FEk(e)- D’aprés le lemme 2.4.9, on peut étendre f en un bon isomorphisme
de domaine Ko, avec FEK2 = FEK1<E>- En itérant ces constructions, on peut
par un argument de chaine, prolonger f en un bon isomorphisme de domaine
K tel que Eg_(c) soit une extension immédiate de E_,. D’apres le lemme
2.4.8, Ko (e) est une bonne sous-paire de M et on peut étendre f en un bon
isomorphisme de domaine K (e). O

Extensions valuationnelles

Lemme 2.4.13. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de
M et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et x un élément de
M tel que [K(z) : K] = [['g(v(z)) : Tk]. Sl eziste e, € Ex tel que
0 < v(x)—v(ey) < 1, alors K(z) est une bonne sous-paire de M, E () = Fk,
et on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel de domaine K(x).

Démonstration. D’apres le lemme 2.3.25, K(z) €, M, Fg,) = Ek, et
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il existe 2’ € M’ tel que I’on puisse prolonger f en un isomorphisme de corps
valué de K(x) dans K'(a'), vérifiant f(x) = /. En particulier, [K'(2) :
K'| = [Pgr(v(a’)) : Tgr] et 0 < wv(2') —v(f(er)) < 1. Donc d’aprés le lemme

F / /

2.3.25, K'(2') Sy M, Egr(yy = Egv, et K@) [0, 1[. Donc K'(z') est
EK’(z’)

une bonne sous-paire de M’. Comme FEx@) = Ek et Egi(py = Eg/, [ est un

L-isomorphisme partiel. Comme Fpy () = Ek, [ est un bon isomorphisme

partiel. O

Extensions résiduelles

Lemme 2.4.14. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de M
et M/, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et x un élément de M de
valuation nulle tel que [K(z) : K] = [K/v(xz/v) : K/v]. Si K(x) &y M et si
Ex () = Ek, alors K(z) est une bonne sous-paire de M, et on peut prolonger
f en un bon isomorphisme partiel de domaine K (x).

Démonstration. Comme [K(z) : K| = [K/v(z/v) : K/v], on a I'g(y) = k.
P _ T
I‘EK(QC) o
donc K(z) est une bonne sous-paire de M. Comme f est un bon isomorphisme
partiel, il existe un isomorphisme de corps h de M /v dans M'/v, vérifiant
h(Ex/v) = Epp /v, qui prolonge f,. Notons x;, := h(x/v). 1l est facile de
montrer qu'il existe ' € M’ tel que 2’ /v = !, et que I'on puisse prolonger
f en un isomorphisme de corps valué de K (x) dans K'(2'), vérifiant f(z) =
a’/. D’aprés le lemme 2.3.23, [K/v(Ey/v)(x/v) @ K/v(Ep/v)] = [K(2) :
K]. Comme h est un isomorphisme de corps de M /v dans M’'/v, vérifiant
h(Ey/v) = Eprp /v, on a [K' Ju(Eyp o) (2hv) « K/v(Ey /)] = [K'(2)) : K.
D’aprés le lemme 2.3.23, K'(2') C;, M, Eg(y) = Egr, et %(x/) C [0,1].
K/ (2!
On en déduit que K'(z') est une bonne sous-paire de M. Comme L(?[;(I) = Eg
et Egi(py = Bk, [ est un L-isomorphisme partiel. Comme Fy(,) = Ek, f
est un bon isomorphisme partiel. O

Donc

C [0,1[. Par hypothese K(z) €, M et Eg(,) = Fk,

Extensions immédiates

Lemme 2.4.15. Soient respectivement K et K' des bonnes sous-paires de
M et M, f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, (o)a<p une suite
pseudo-convergente d’éléments de K, suite de degré d (vu comme élément
de N U {o0}) au-dessus de K, et x une pseudo-limite de cette suite telle
que [K(z) : K] = d, que K(x) C; M, et que Eg () = Ex. Alors K(x) est
une bonne sous-paire de M, et on peut prolonger f en un bon isomorphisme
partiel de domaine K (x).
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Démonstration. Par hypothese, K(z) C, Met Eg () = E. Comme ['g () =
L@ _ I
FEK(x) o
M. Par Ri-saturation, il existe 2’ € M’ tel que I’on puisse prolonger f en un
isomorphisme de corps valué de K (x) dans K'(z'), vérifiant f(z) = z’. Mon-
trons maintenant que K'(z") est une bonne sous-paire de M’. Commengons
par prouver que pour tous Py, P € K} (X), v, (Po(z")/P(2'), Ex+) existe,
et est égal & v, (Py(2')/P(2'), Ear). 1l existe un sous-ensemble dénombrable
D' de Eyp, tel que pour tous Py, P € K/ | (X), v (Po(2')/P(2’), D) existe et
soit égal a v, (Po(x "/ P(z'), Ej). D’aprés le lemme 2.4.12, on peut prolonger
fr_Kl, en un bon isomorphisme partiel & dont le domaine contient K'(D’). Par
N;-saturation, il existe y € M tel que I'on puisse prolonger h en un isomor-
phisme de corps valué de K'(D’)(z') dans K (h(D"))(y), vérifiant h(z’) = y.
En particulier, y est un pseudo-limite de la suite (zq)a<p et [K(y) : K] =d.
Par construction de D',

'k, on a C [0,1[. Donc K(x) est une bonne sous-paire de

o (Po(z') /P(x"), Exrr) = Y (Po(')/P(@), Exr(pry).-

Par hypothése,

(S (R) @)/ (P (@), Bar ) = (£ (Po) @)/ 1 (P) (), B ).

Comme y est un pseudo-limite de la suite (24)q<p et [K(y) : K] = d, d’apres
le lemme 2.3.19,

(SR W/ T (P) @) Bar ) = (S (B) )/ (P) (), B ).

En particulier, v (7 (Po) (y)/f~ (P) (1), Eh(K/(D/))) = (1P W)/ (P) (), ).
et comme h est un isomorphisme de corps valué vérifiant h(Eg/(pry) =

Eh(K’(D’)) et h’(EK') - EK:

Y (Po(2")/P(2'), Exr(pry) = (Po(a’)/P(2), Ex).
Ainsi,
o (Po(a) /P ("), Exrr) = v (Po(a')/ P(a'), Exr).

Donc K'(2") €, M/, et d’aprés la proposition 2.3.16, Fg(,r) = Exs. Comme
FK’(Q:’) Iy
Uey TEg
paire de M. Comme Ex(@) = Ex et Exr(y = Exr, [ est un L-isomorphisme
partiel. Comme Ef(,) = Ek, f est un bon isomorphisme partiel. O

LCgr(ary = Tk, C [0,1]. Donc K'(2") est une bonne sous-



46 CHAPITRE 2. AUTOUR DES VECTEURS DE WITT

2.4.4 Démonstration du théoréme

D’aprés ce que nous avons vu en sous-section 2.4.1, il est suffisant de
démontrer la proposition 2.4.6.

Démonstration. Soient respectivement M et M’ deux modéles saturés de car-
dinalité N; de T munis de sections totales s et s’ de I'g,, et de FEM” vé-
rifiant s(1) = p et (1) = p, et (M/v, Ep/v) = (M’ /v, Epp/v). Comme
(M/v, Ep/v) = (M’ /v, Epp/v), il existe un isomorphisme de corps h, de
M /v dans M'/v, vérifiant h(Ey/v) = Epp/v. Comme la théorie des Z-
groupes est compléte, il existe un isomorphisme de groupe ordonné de I'g,
dans I'g, ,. Alors, idg est un bon isomorphisme partiel. En effet, il est facile
de vérifier que Q est une bonne sous-paire de M et de M/, que idpy, = idg =
gz, et que idg/, = idy, = hyp,. Ainsi F est non-vide. Montrons maintenant
que F a la propriété de va-et-vient. Par symétrie, il est suffisant de montrer
le va. Soient respectivement K et K’ des bonnes sous-paires de M et M/,
f: K — K’ un bon isomorphisme partiel, et x un élément de M.

Par un argument de chaine, il existe H, un sous-ensemble dénombrable de
E) vérifiant les conditions suivantes : pour tous 2,7 € K(H)(z)™9, il existe
h € H vérifiant 0 < ~,(2/7) —v(h) < 1, et v,(2/7, H) existe et soit égal
a Yn(2/9, Ear). D’aprés le lemme 2.4.12; il existe D, un sous ensemble dé-
nombrable de Fj; contenant H, tel que 'on puisse prolonger f en un bon
isomorphisme partiel de domaine K (D). Par un argument de chaine, on peut
se ramener au cas otl, pour tous z,7 € K (D)(x)™, il existe d € D, vérifiant
0 < Y(z/7) —v(d) < 1, v(2/7, D) existe et soit égal a v,(z/7, Enr), et
Lpgp est égal a sa cloture divisible dans I'g,,. Notons K; := K (D).

Soit 7 € I'ps, tel que n appartienne a la cloture divisible de 'y, . Il existe
alors un plus petit entier n, tel que nn € 'k, . Soit k € K; tel que nn = v(k).
Notons k= une racine n-ieme de k dans M. D’apres le lemme 2.4.13, on peut
prolonger f en un bon isomorphisme partiel de domaine K (k= ). Ainsi, par
un argument de chaine, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel
de domaine Ko, tel que 'k, soit divisible et que Ko C Kflg.

Soit ¢ € (Ka/v)™9. 1 existe alors z € K59, tel que z/v = C, et [Ka(z) :
Ks| = [(K2/v)(C) : K3/v]. D’aprés le lemme 2.4.14, on peut prolonger f en
un bon isomorphisme partiel de domaine Ks(z). Ainsi, par un argument de
chaine, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel de domaine K3,
tel que K3/v soit algébriquement clos et que K3 C K;lg. De plus, comme
'k, =T'k,, 'k, est divisible.

Soit z € Kglg, comme [, est divisible et K3/v est algébriquement clos,
K3(z) est une extension immédiate de K3, alors d’apres le lemme 2.4.15, on
peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel de domaine K3(z). Par un
argument de chaine, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel de
domaine K% = K (D)™ (= KM = K§9).
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Alors, soit K(D)®9(z) est une extension immeédiate de type transcen-
dant de K (D)9, soit il existe y € K(D)™9(z) tel que v(y) = 0 et y/v ¢
K (D)™ /v, soit il existe y € K (D)9 (z) tel que v(y) ¢ L'k (pyats- Dans le
premier cas, d’aprés le lemme 2.4.15, on peut prolonger f en un bon isomor-
phisme partiel de domaine K (D)*9(z). Dans les deux derniers cas, d’aprés
les lemmes 2.4.14 et 2.4.13, on peut prolonger f en un bon isomorphisme
partiel de domaine K (D)9 (y). Comme z € K (D, y)®9, d’aprés ce que nous
avons fait ci-dessus, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel
dont le domaine contient K (D)(x). O

2.5 EQrelative pour les structures du type (W (F,)"9, W (F,.))

2.5.1 Préliminaires

Dans cette section nous allons présenter un résultat d’élimination partiel
des quantificateurs. Plus précisément nous allons montrer que dans un lan-
gage approprié on peut borner la quantification sur le petit corps pour les
paires de corps valués de type (W(]Fp)“lg , W(]qu)). Ce type de résultat avait
déja été obtenu par Francoise Delon dans [Dell4| pour certaines paires de
corps valués fortement séparées en équicaractéristique nulle.

Soit ¢ € N* fixé. Pour commencer intéressons nous a la théorie de la structure
valuée W(Fpq). Notons Ly le langage défini par L,cp = Lginy U{P, ; n €
N*} U {a}, ou les P, sont des prédicats unaires et ot a est un symbole de
constante. Soit € Fpa tel que Fpe = ]Fp(f) et soit @ € Z[X] tel que Q/v
soit le polynome minimal de ¢ sur F,. Comme W (Fpq) est hensélien, il existe
¢ € W(Fp) tel que Q(¢) = 0. On notera pCFg la L,cp-théorie constituée :

1. des axiomes des corps valués henséliens,

2. de ’axiome exprimant que P, est I’ensemble des puissances n-iémes,

3. des axiomes exprimant que le groupe de valeur est un Z-groupe dont
1 :=v(p) est le plus petit élément strictement positif,
4. de I’axiome exprimant que le corps résiduel est Fq,
5. de l'axiome exprimant que Q(«) = 0.
Il est clair que W (Fpq) est un modeéle de pC'Fg, et d’aprés un résultat clas-
sique (voir par exemple [Cha| ), pCFg est compléte et élimine les quantifi-
cateurs dans L,cF.

On utilisera la notion d’élimination des imaginaires dont on se contente ici
de rappeler la définition. On pourra consulter [Rid12| pour plus de détails.

Définition 2.5.1. Soit T une L-théorie. On dira que T élimine les ima-
ginaires si pour toute L-formule qui définit une relation d’équivalence E
dans T il existe une L-formule qui définit une fonction f dans T telle que

THE[ZY «— f(T) = f(7)
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Soit . = (Er, € L, v) une paire de corps valués fortement séparée. Pour tout
n

(x,7y) € Lx L™ 'ensemble {(e1,...,e,) € EL ; v(z+) €yi) = Yu(x/7, EL)}
i=1

est définissable. On peut le voir comme un imaginaire de L. Grace au lemme

suivant on verra que dans les cas qui nous intéressent on pourra voir cet

ensemble comme un imaginaire de E,, ce qui sera un point essentiel dans la

démonstration d’élimination relative des quantificateurs que nous ferons.

Lemme 2.5.2. Pour tout entier n, il existe une Lg;,-formule (sans quantifi-
cateurs) pn (W, W), avec [u| = n, telle que dans toute paire de corps fortement
séparée L := (Er, C L,v), dans lesquelles 1 := v(p) est le plus petit élément

strictement positif de I'g, , et vérifiant C [0,1], on ait

Er
V.%',V?, Jz ¢ ELavE S EL; ( v(x + Zezyz = Tn a:/y) <~ Qon(e Z))

r
Si K Cy L et P—K C [0,1[, pour tous x,y € K, on peut choisir un tel

Ex
z € Fg.

Démonstration. Soient K C, L et 2,7 € K. Comme K C, L il existe € Ex
tel que U(E(:U,ﬂ)) = 7. D’apreés le lemme 2.3.10, pour tout € = (e1,...,e,) €
n
Ep,v(z+ > ey)= min ( ( (1€ f)) + l)((l‘ y))> Pour tout i €
i=1 1€[1,n+1]
[1,n+ 1] tel que 'y(i)((x,y)) # 00, posons [; = 0, et pour tout i € [1,n + 1]
tel que 7% ((2,)) = oo, posons i = 1. Si YV ((2,7)) ( = ya(2/y)) # o
r .
comme F—K C [0,1], pour tout i € [1,n+1] tel que (@) ((x,@)) # 00, il existe
Ex
e € Ex tel que v,(x/7) =79 ((2,9)) < v(ei) < ml@/y) = ((z,7)) + 1.
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Alors,
v(z + Z eiyi) = m(z/Y)
i=1

— vz + Z eiyi) = (z/Y)
i=1

= min (0(R01.2)+17(@.D)) 2 n6/D)

— (’yn(:n/y) =00 A /\ (’y(i)((x,y)) = oo Vu(Fi(1,€¢)) = oo>> V

ie[1,n+1]

(vn(w/y) #oo N (W) ((@.7)) = o0V (v(P(L,2,8)) = u(2/7) - v<">((x,y)))>>

ie[1,n+1]

= <vn<m/y>=ooA A (10(@) = velred) =oo)> v

1€[1,n+1]

(W/y) Foo A (10(@) = (o(Red) 2 v@))
1€[1,n+1]
(car 1 est le plus petit élement srtictement positif de I'f;, )

n+1
— <l1 SV (li — 1V P(1,2,8) :0))
i=1

n+1
v<11 =0A 1:/\1 <li =1Vvo(P(1,e¢)) > v(ai))>>.

Ce qui prouve le lemme avec

9071(617 .- '7671727 €1y« .- 75n+17l17 .o '7l’n+1) =
n+1 n+1
(zl SV, (li =1V P(1,86) = 0)) v (zl —on A (li —1vo(P(L,778) > v(gi))))
i=1 i=1

0

On va maintenant s’intéresser a l’élimination des imaginaires dans les
structures du type W ([Fpq).
Soit (L,v) un corps valué. On notera S, (L) l’ensemble des réseaux de rang
n de L, c’est-a-dire I’ensemble des sous-Op-modules libres de rang n de L.
Remarquons que S; est I’'ensemble des boules fermées centrées en 0 de rayon
fini appartenant & L. On a donc &1 ~ I'p. Par ailleurs, la surjection cano-
nique L* — §; ~ L*/O] =T, est v.
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Notons £gCF le langage obtenu en enrichissant £,cr, pour chaque n € N*,
d’une sorte S, pour les réseaux de rang n. Silvain Rideau a montré dans
[Rid12] que pCFé, ol pCFé est I'enrichissement par définition de pCFg
correspondant a l’ajout de ces sortes (voir [Rid12]) élimine les imaginaires
dans le langage E%C - généralisant ainsi un résultat obtenu par Ehud Hru-
shovski et Ben Martin dans [HMRC]|.

Dans la suite, pour alléger les notations nous ne préciserons pas la sorte lors-
qu’il s’agira des variables de la sorte principale.

Comme pC’FCI2 élimine les imaginaires, pour tout entier n, il existe une fonc-
tion r, définie sur la sorte principale et définissable dans le langage EII,CF
telle que

VT, 7, ((VZ, on(Z,T) < on(Z,7)) +— r(T) = rn(y)>,

ol ¢, est la formule définie dans le lemme 2.5.2.

2.5.2 Présentation du résultat

Dans le reste de ce chapitre on notera Lg le langage défini par Lp =
Laiw U{E}, ou E est un symbole de prédicat unaire. On notera L7 le langage
défini par L7 := Ly U ‘C%CFFE' On notera Lgg le langage défini par Lgg =
L7U{gn, hn, ; n € N*} o g, et h,, sont des symboles de fonction n+ 1-aires
de domaine la sorte principale.

T désignera la Lpg-théorie constituée :
1. des axiomes de la théorie introduite dans la section 2.4,

2. des axiomes exprimant que E est un modéle de pC'Fg, et des schémas

de définition exprimant que E |J Sp(F) est un modele de pCF%,
neN*

3. de axiome

Ve, y,Vz € E,
(Ve € B, (v(a + Y ei) = m(@/) = ¢a(6,2) — ha(@,7) = 1a(2),
i=1

4. de l'axiome

Va7, Ve € B, (v(e) < yn(z/7) < v(e) +1) — ga(@,7) = v(e).

Notre but sera de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.3. T élimine les quantificateurs dans Lpg relativement a
E, c’est-a-dire que pour toute Lpg-formule ®(T), il existe une Lpg-formule
U(Z), ou les seules variables quantifiées de la sorte principale sont quantifiées
sur E, telle que

T vz, (®(z) +— U(T)).
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2.5.3 Démonstration du résultat

Notations. Soient M un modele de T' et K une Lpg-sous-structure de M.

1. On notera M D’ensemble de base de la sorte principale de M et K
I’ensemble de base de la sorte principale de K.

2. On notera Epq la Lz-sous-structure engendrée par Ejy.

3. On notera & Spor Em si Eg < Epm en tant que Lz-structures.

Lemme 2.5.4. Soient M un modéle de T et K une Lz-sous-structure de

r

M. SiK Cy M, si F—K C [0,1], et si Ex SpcF Em, alors K est Lpg-sous-
E

structure de M. "

Démonstration. 11 suffit de montrer que IC est stable par les fonctions h,, et

gn. Commencons par prouver que K est stable par les fonctions h,,. Soient
r ,

z,y € K. Comme K C, M et comme F—K C [0,1[, d’apres le lemme 2.5.2,

Ex :
il existe Z € Ei, tel que

Ver,...,en € Eyyp, (v(::: + Zeiyi) =Y (2/7Y) +— gpn(é,f)).

Par définition de hy,, hy(2,7y) = rp(Z). Comme E <pcr Eam et comme
T, est une fonction définissable dans le langage L7, on a r,(z) € &, d’on
hn(z,7) € Ec. Ainsi K est stable par les fonctions h,. Prouvons maintenant
que K est stable par les fonctions g,. Soient z,7 € K tels que v,(z/y) #

r
0o. Comme K C, M et comme F—K C [0,1], il existe e € Ek tel que

Ex
v(e) < y(z/y) < v(e) + 1. Par définition de g, gn(z,7) = v(e). Comme
Ex <pcr Em et comme t est une fonction définissable dans le langage Lz,
on a t(e) € &, d'ou g,(z,7) € E. O

Définition 2.5.5. Soient M un modéle de T' et K une Lpg-sous-structure
de M. On dira que IC est une bonne sous-structure de M si K est un corps

T
dénombrable, si K C, M, si % C [0,1], et si & <pcF Em-
K

Lemme 2.5.6. Soient respectivement M et M’ deux modéles de T, K et
K’ des bonnes Lpq-sous-structures de M et M', et f: K — K' un Lgj,-

isomorphisme partiel tel que fig, ., soit un Lz-isomorphisme partiel. Alors f
est un Lpg-isomorphisme partiel.

Démonstration. 11 faut montrer que f commute avec les fonctions h,, et g,.
Commencons par prouver que f commute avec les fonctions h,,. Soient x,7y €

T
K. Comme K C, M et comme F—K C [0,1], d’apres le lemme 2.5.2, il existe
Ex
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Z € Ex et 2/ € Eg tels que

i=1

W7 € Eno(0) 4 30 0)) = 10 (J@/FD) = 0ul@ )
i=1

Par définition de hn, on a ho(z,7) = 7(2) et hn (f( ),f@)) = (7).
Comme f est un Lg;,-isomorphisme partiel, on a

W7 & B (1) + Y et 0) = (1) 5@)) = (. 13).
i=1

Ainsi, Ve/ € EK/,gon(g,?) <~ ©p (g, f(f)) Comme v <por Epmnvs Ve €

Eypyon(e,2) <= oy (Q,f(?)). Donc 7,(2') =, (f(?)) Alors,

Ainsi f commute avec les fonctions h,,. Prouvons maintenant que f commute
avec les fonctions g,. Soient z,7 € K. Si y,(x/y) = oo il est clair que

f(gn(a?,@)) = gn(f(x)/f@)) = v(0) = co. Si Y (x/y) # oo, comme K C; M

r
et comme P—K C [0,1], il existe e € Ex tel que v(e) < y,(x/7) < v(e) + 1.
Ex

On a alors v(f(e)) < v (f ( )/f(y)) v(f(e)) + 1. Par définition de gy, on
a gn(z,7) = v(e) et gn(f(2), F(7)) =v(f(e)). Alors,

f(gn(x,y)) = f(U(e))

= v(f(e)) car fig,, est un Lz-isomorphisme
= gu(f(2), f())-
Ainsi f commute avec les fonctions g,. Ol

Notation. On notera {2 I'ensemble des Lpg-formules dont les seules va-
riables quantifiées de la sorte principale sont quantifiées sur FE.

Définition 2.5.7. Soient respectivement M et M’ deuz modéles de T, K
et K' deur Lpg-sous-structures de M et M', et f : K — K' un Lgg-
1somorphisme partiel. On dira que f est un bon isomorphisme partiel si f
préserve les formules de Q, c’est-a-dire si pour toute formule ®(T) € Q et

tout uplet k de K on a M = ®(k) = M’ = @(f(k)).
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Dans le reste de ce chapitre M et M’ désigneront deux modeles saturés de
cardinalité 8y de T'. D’aprés le fait 1.0.5, pour prouver le théoréme 2.5.3 il
est suffisant de montrer que la famille des bons isomorphismes partiels entre
sous-structures dénombrables de M et M’ a la propriété de va.

Extension par des éléments de E

Lemme 2.5.8. Soient respectivement K et K' des Lpg-sous-structures dé-
nombrables de M et M', f: K — K" un bon isomorphisme partiel et D un
sous-ensemble dénombrable de Eyy, tel que Ex(D) <por Em et que pour tous
x, Y € K, yo(x/Y, D) existe et soit égal a vp(x/y, En), et qu’il existe dyy € D
vérifiant 0 < vp(2/y) —v(dyz) < 1. Notons K(D) la Lz-structure engendrée
par K(D). Alors Ex(py = Ex(D), K(D) est une bonne Lpq-sous-structure
de M, et on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes
sous-paires de domaine K(D).

Démonstration. Commengons par montrer que /(D) est une bonne Lpg-
sous-structure de M. D’aprés la proposition 2.3.16, K(D) €, M, et Ex(p) =
Ex (D). D’aprés le corollaire 2.3.11, T'g(p) = Ubwpy + (7), ou (y) de-

1§02

signe le groupe engendré par les y(x/y), pour x,y € K. Donc C

Ex(D

[0,1[. Comme Ex(D) <pcr Em, d’apres le lemme 2.5.4, (D) est unlé(E)EQ—
structure. Ainsi (D) est une bonne £gg-sous-structure de M.

Comme fig, préserve les formules de 2, par Nj-saturation, on peut prolonger
fiex en un Lz-isomorphisme de domaine Ex (D) qui préserve les formules de
Q. Notons D' := f(D) et K'(D’) la Lz-structure engendrée par K'(D’). On
va maintenant prouver que K'(D’) est une bonne £ pg-sous-structure de M’
Soient z,75 € K, et [ € D. Alors,

v+ Y liyi) = w(e/y) < 3z € Ex(D),0n(l,2) A <rn(z) - hn(x,y)>
i=1
(d’apreés le lemme 2.5.2)
= 3z e Be(D)on(FD: £(2) A (F(ra(2) = F(hn(@.7)) )

car fig.(p) est un Lz-isomorphisme

= 3z e Be(D)on(FD: £(2) A (ral£(2) = (hn(@.9)) )

car fig.(p) est un Lz-isomorphisme

= 3z Bx(D) (. £(2) A (ra(£(2) = b (F(2). £7))

car fix est un Lpg-isomorphisme

= o(J@) + 2 L)) = 30 (@)1 @).
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Ainsi, pour tous o,y € K', v, (2',y, D') existe, et est égal & v, (z', 9/, Epr).
D’aprés la proposition 2.3.16, K(D) €, M/, et Eg/(pry = Egs(D’). Soient
x,y € K tels que v,(x/y) # oo et d € D. Alors

v(d) < (2/y) <v(d)+1 = gn(2,7) =v(d)
= [f(gn(2,7) = f(v(d))
= gu(f(2), f(@) = v(f(d))
= v(f(d) <Y(f(=)/f@) <o(f(d)+1.

En particulier, comme pour tous z,y € K tels que v,(z/y) # oo il existe
d € D tel que v(d) < yn(z/y) < v(d) + 1, alors pour tous z’,y’ € K’ tels
que v, (2'/y') # 0 il existe d' € D' tel que v(d') < v,(2'/y) < v(d') + 1.

F / !
On en déduit, comme dans le cas de K (D), que K C [0,1]. D’apres
EK/(D/)
le lemme 2.5.4, K'(D’) est une Lgg-structure. Ainsi, K'(D’) est une bonne
L pg-sous-structure de M’. Montrons maintenant que 1’on peut prolonger f
en un isomorphisme de corps valué de K (D) dans K'(D’). Pour cela il est
suffisant de prouver que pour tous Z,y € K et tous d,€ € D on a

v(> dii) <v(>ewi) <= v (D Fdi) () <v(D ] fle) ).
i=1 i=1 i=1 i=1
Sment T,y € K et d,e € D, avec [z] = [y| = [g| = [I] = n. Comme K(D) C,

M, il existe £4,& € D, tels que v(§,7) = v(Z) et v(§Y) = v(y). Comme
'k (p)
Uk (D) A
tel que 0 < 4(z) — v(e,) (7)) < 1, de méme, pour tout i € [1,n] tel que
/(@) () # oo, il existe €4 () € D tel que 0 < ~® (y) — U(e,\/(i) @)) < 1. Pour

C [0,1[, pour tout i € [1,n] tel que v (Z) # oo, il existe e i) €D

tout i € [1,n] tel que v (Z) = oo, posons e

~O) (@) = 0, de méme, pour tout
i € [1,n] tel que 4 (7) = oo, posons e,z = 0- Notons N I'ensemble défini
par
N:={je[1,n]; v(Pi(d &) +v(e o) z) = léﬁlllf;]] (U(Pz‘(a,@)) + U(%unz)))}-

D’aprés ce que nous avons montré précédemment il est clair que v ( f&)f (E)) =
(f@), aue v(fE)F@) = (FF), aue pour tout i € [1,n] tel que
7(x) # 00 on a0 <~ (f(z)) —v( (e >(§))) < 1, que pour tout i € [1,n]
tel que 7 (%) # 0o on a 0 < 4 ( ) (f )<1 et que

N:={jelLn]; v(a(f@,f@)) + v(f(ew@)) =
win (o(PU@.5E)) + o(7(e;00) )

i€[1,n]
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Alors,
v(zn: diz;) < v(zn: Liys)
i=1 i=1
— 13[111%] (v(PZ-(E,Q)) - v(i)(f)) < 23[1111711]] (U(H(Z@)) + V(i)(?))
R (i% (+(R@&) + ) < min (o(RLE) + ew(y))) v

<< min (U(Pi(a7 5)) + %(0@)) = min (U(Pi(Zv a)) + e'y(“(?)) 7 OO> A

i€[1,n] i€[1,n]

. @)= _ . : O(5) — e .
min (v (7) ewxz)) <y (7 ®) 67(1)(-1!)))

i€[1,n] i€[1,n]

— ( min <v(1%-(f(d),f(&1))> +f(€7(i><x))) <. <”(R’(f(l)’f(&))) +f(e”<”(y))>>

i€[1,n]

V[( min (U<Pi(f<d)af(§d))) +f(€7<i)($))> =

min <U (Pz (f(@), f@))) + f(%(i)@))) - OO) A

i€[1,n]

1EN eEN

min (v (£(2)) = f(ey0) ) < min (+O(F@) = Fleo (y))))]

= min (o(RU@. @) +169@)) < min (o(RUO.1E)) +76OD) )

i€[1,n] i€[1,n]

— U(Zf(di)f($i)) < U(Zf(li)f(yi))‘
i—1 i=1

Ainsi on peut prolonger f en un isomorphisme de corps valué de K (D) dans
K'(D"). D’apreés le lemme 2.5.6, f est un £Lpg-isomorphisme partiel. Comme
J1&x(p) préserve les formules de 2, il est clair que f préserve les formules de
Q). Donc f est un bon isomorphisme partiel. ]

Extensions résiduelles

Lemme 2.5.9. Soient respectivement K et K’ des bonnes Lpg-sous-structure
de M et M, f: K — K' un bon isomorphisme partiel, et x un élément de
valuation nulle de M tel que [K(z) : K] = [K/v(z/v) : K/v]. Notons K(x)
la Lz-structure engendré par K(x). Alors KC(x) est une bonne Lpg-sous-
structure de M, Er ;) = Ek, et on peut prolonger f en un bon isomorphisme
partiel entre bonnes sous-paires de domaine K(x).
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Démonstration. D’apresle lemme 2.3.21, K(Ey) /v = K/v(Ep /v). Or Epr/v =
Fpe, done K (Ep) /v = K/v. Ainsi, [K(En)/v(z/v) : K(Eam)/v] = [K/v(z/v) :
K/v] = [K(x) : K]. Donc d’aprés le lemme 2.3.23, K(x) €, M et Eg(,) =

Eg. Comme [K(x) : K] = [K/v(z/v) : K/v], on a I'g(;) = I'x. Donc

lrw _ I
FEK(x) Ui
sous-structure de M. Par Xj-saturation on peut prolonger f en un isomor-
phisme de corps valué de domaine K (z). Notons 2’ := f(z). On montre exac-
tement comme ci-dessus que K'(2'), la Lz-structure engendrée par K'(x),
est une bonne Lpg-sous-structure de M’, vérifiant Eri(ey = Exr. D’apres
le lemme 2.5.6, f est un Lpg-isomorphisme partiel. Comme Eg () = Ek,
comme Egr () = E/, et comme fc préserve les formules de €2, il est clair
que f préserve les formules de €. Ainsi f est un bon isomorphisme par-
tiel. O

C [0,1[. D’apreés le lemme 2.5.4, IC(x) est une bonne Lpg-

Extensions valuationnelles

Lemme 2.5.10. Soient respectivement IC et K' des bonnes L g-sous-structure
de M et M, f: K — K' un Lgg-isomorphisme partiel, et x un élément
de M tel que [K(z): K] = [k (v(z)) : Tk] et qu'il existe e € Ex vérifiant
0 <w(z) —v(e) < 1. Notons K(z) la Lz-structure engendré par K (x). Alors
K(z) est une bonne Lpq-structure de M, E ) = Ex, et on peut prolonger
f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de domaine K(x).

Démonstration. D’apres le lemme 2.3.25, K(z) €, M, FEg,) = Pk, et
r

I‘I(& C [0,1[. D’apres le lemme 2.5.4, K(z) est une bonne Lpg-sous-

Ex(a)

structure de M. Par Ni-saturation on peut prolonger f en un isomorphisme
de corps valué de domaine K (x). Notons 2’ := f(z). On montre exactement
comme ci-dessus que K'(z), la Lz-structure engendrée par K'(2), est une
bonne Lpg-sous-structure de M’ vérifiant Egi(ey = Err. D’apreés le lemme
2.5.6, f est un Lpg-isomorphisme partiel. Comme Fy(,) = FEk, comme
Exi(zy = Ekr, et comme fic préserve les formules de €2, il est clair que f
préserve les formules de ). Ainsi f est un bon isomorphisme partiel. O

Remarque 2.5.11. Dans le lemme précédent, si [K (x) : K] est fini, il existe
forcément e € Ek tel que 0 < v(x) — v(e) < 1. En effet, notons n le degré
de x sur K. Par hypothése sur la théorie, il existe e € Ejs tel que 0 <
v(z) —wv(e) < 1, dou 0 < v(z™) —v(e™) < n. Il existe donc I € [0,n — 1]
tel que 0 < v(z") — v(p~'e™) < 1. Comme v(2") € 'k, il existe e, € Eg,
tel que 0 < v(2™) —v(ex) < 1, on en déduit que v(er) = v(p~le™). Ainsi
v(e™) € gy, et comme Eg <pcr Em, 1l existe € € Ei, tel que v(e’) = v(e).
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Extensions immédiates

Lemme 2.5.12. Soient respectivement KC et K' des bonnes L pg-sous-structure
de M et M, f: K — K" un bon isomorphisme partiel, (xo)a<p une suite
pseudo-convergente d’éléments de K, suite de degré d (vu comme élément
de NU{oo}) au-dessus de K, et x une pseudo-limite de cette suite vérifiant
[K(z) : K] =d, K(z) €, M, et Eg(,) = Ex. Notons K(x) la Lz-structure
engendré par K(x). Alors K(z) est une bonne Lpg-structure de M et on
peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de

domaine K(x).

Démonstration. Comme K (z) est une extension immédiate de K, on a I'g(,) =
I'k, par hypothese I'g, = I'g,, donc L) = IFK C [0,1[. D’apres
Ex (z) Ex

le lemme 2.5.4, K(x) est une bonne Lpg-sous-structure de M. Par ¥;-
saturation on peut prolonger f en un isomorphisme de corps valué de do-
maine K (z). Notons 2’ := f(x). On va montrer que K'(z'), la Lz-structure
engendrée par K'(z'), est une bonne Lgg-sous-structure de M’. Commen-
cons par prouver, que pour tout Py, P € K'(X), %(Po( "/ P(z'), EK/)
existe, et est égal & v, (Po(x "/ P(x'), Er). 1l existe un sous-ensemble dénom-
brable D' de Eypr, tel que pour tous Py, P € K'(X), yu(Py(2")/P(2'), D)
existe et soit égal a v, (Py(z /P (z'), Ewm), et que /(D) <por Eav. Dapres
le lemme 2.5.8, on peut prolonger f[_Kl, en un bon isomorphisme partiel A
de domaine K'(D’). Par Nj-saturation on peut prolonger h en un isomor-
phisme de corps valué de domaine K'(D')(z’). Notons y := h(x’). Soient
Py, P € K'(X). Par construction de D',

W (Po(a")/P(x"), Enrr) = (Pola’)/P(x'), Egr(pr))-

Par hypothése,

(S (R0) @)/ T (P (@), Bar ) = 3 (£ (P) @)/ 7 (P) (@), B )-

Comme h est un isomorphisme de corps valué qui prolonge fFKI,, on a en
particulier que [K(y) : K| = d et que y est une pseudo-limite de la suite
(Za)a<p. D’apres le lemme 2.3.19,

(SR W/ T ()W) Bar ) = (£ (R) W)/ (P) (), B ).

En particulier, 10 (= (P0) )/ T (P)(0). B ) ) = (47 (Po) W)/ 71 (P) (), Bic).

et comme h est un ismorphisme de corps valué,

ry( ( )/P( )EK/(D/)):'Yn(PO( )/P( )EK')
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Alinsi,

’)’n(P()(l‘/)/P(J,"), EM’) = ’Yn(PD(x/)/P(‘r/)v EK’)

D’aprés le lemme 2.3.16, K'(2') & M/, et Eg(,) = Egr. Comme Tgrpr) =

Tk, o) Y S C [0,1]. D’apres le lemme 2.5.4, K'(z') est une
UBrir) o

bonne Lgg-sous-structure de M’. D’apres le lemme 2.5.6, f est un Lgq-

isomorphisme partiel. Comme F(,) = Ff, comme Eg () = Ef, et comme

fix préserve les formules de €2, il est clair que f préserve les formules de €.

Ainsi f est un bon isomorphisme partiel. O

Démonstration du théoréme 2.5.3

Démonstration du théoréme 2.5.3. Soient respectivement IC et K’ des Lgq-
sous-structure de M et M’, f : K — K’ un bon isomorphisme partiel, et
x un élément de M. On va montrer que 'on peut prolonger f en un bon
isomorphisme partiel dont le domaine contient K (z).

Il existe un sous-ensemble dénombrable D de Ej;, tel qu’il existe d € D vé-
rifiant 0 < v(z) — v(d) < 1, tel que pour tous z,7 € K(D)(x)™9, v,(2/7, D)
existe et soit égal a v,(2/y, Enm), et tel que Ec(D) <pcr Em. D’apres le
lemme 2.5.8, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre
bonnes sous-paires de domaine (D). Notons K = K(D).

Soit n € I'ps, tel que n appartienne a la cloture divisible de I'g,. Il existe
alors un plus petit entier n tel que nn € 'k, . Soit k € K tel que nn = v(k).
Notons k# une racine n-iéme de k dans M. D’apres le lemme 2.5.10 et la
remarque 2.5.11, on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre
bonnes sous-paires de domaine Ky (k7= ). Ainsi, par un argument de chaine,
on peut prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires
de domaine Ky tel que I'g, soit divisible.

Soit ¢ € (Ka/v)™9. 1l existe alors z € K;lg (= Kflg), tel que z/v = (, et
[K2(2) : Ko] = [(K2/v)(C) : Ko/v]. D’apres le lemme 2.5.9, on peut prolon-
ger f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de domaine
K2(z). Ainsi, par un argument de chaine, on peut prolonger f en un bon
isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de domaine K3 tel que K3/v
soit algébriquement clos. De plus, comme I'i, = I'k,, ', est divisible.
Soit (2a)a<p une suite pseudo-convergente d’éléments de K3 de type algé-
brique, de degré d au-dessus de K. Il existe alors une pseudo-limite de cette
suite z € K39, tel que [K3(z) : K3] = d. D’apres le lemme 2.5.12, on peut
prolonger f en un bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de do-
maine K3(z). Ainsi, par un argument de chaine, on peut prolonger f en un
bon isomorphisme partiel entre bonnes sous-paires de domaine ICglg. De plus,
K$9 = K(D)"s.

Alors, soit K (D)®9(x) est une extension immédiate de type transcendant de
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K(D)™9, soit il existe y € K (D) (z) tel que v(y) = 0 et y/v ¢ K(D)% /v,
soit il existe y € K (D)™9(z) tel que v(y) ¢ L' (pyats- Dans le premier cas,
d’aprés le lemme 2.5.12, on peut prolonger f en un bon isomorphisme par-
tiel entres bonnes sous-paires de domaine K(D)™9(z). Dans les deux derniers
cas, d’aprés les lemmes 2.5.9 et 2.5.10, on peut prolonger f en un bon iso-
morphisme partiel entres bonnes sous-paires de domaine K (D)™ (y). Comme
T € K(D,y)“lg, d’aprés ce que nous avons fait ci-dessus, on peut prolonger
f en un bon isomorphisme partiel dont le domaine contient K(D)(z). O
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Chapitre 3

La structure valuée (C,, U)

3.1 Introduction

Dans la premiére section du chapitre précédent nous avons donné une
axiomatisation compléte de la structure valuée (C,, Up). Que se passe-t-il si
au lieu de considérer le corps valué C, enrichi d'un prédicat pour Ug, on le
considére enrichi d’un prédicat pour U? C’est ce que nous allons voir dans
ce chapitre.

On sera amené a étudier deux sous groupes de U, Uy et U, de nature trés
différente du point de vue de la valuation. En effet , Q(Up) a le méme corps
résiduel que Q(U) et le méme groupe de valeur que Q, tandis que l'on verra
que pour U, la situation est « duale » dans le sens ou Q(U,) a le méme
corps résiduel que Q et le méme groupe de valeur que Q(U). On verra que
ces deux sous-groupes sont tous les deux définissable sans paramétres dans
la structure valuée (C,,U).

Pour axiomatiser la structure (C,, Up) nous nous sommes servis du fait que

n
pour ai,...,a, € Q fixés 'ensemble {v(} a;z) ; 21,...,2, € Up} est fini,
i=1

permettant ainsi d’exprimer au premier ordre que I'gy,) = I'g. La finitude
de tels ensembles est en fait un cas particulier d’un théoréeme de John Tate
et José Felipe Voloch [TV96] (cité dans l'introduction générale et que nous
rappelons ici) qui affirme que pour ay,...,a, € C, fixés, 'ensemble

{U(Z a;iZi) 5 Z1y...,2n €U, Zaizi # 0}
i=1 i=1

est borné.
On verra toutefois que pour ay,...,a, € Q fixés, bien que I'’ensemble

{’U(Z a;z;i) ; #1,---,2n € Up, Zaizi # 0}
i=1

i=1

61
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soit borné, il n’est en général pas fini. On développera alors un outil pour
comprendre la valuation de telles sommes, qui nous permettra d’une part
d’améliorer le résultat de John Tate et José Felipe Voloch dans le sens sui-
vant : pour arg,...,a, € C, fixés, 'ensemble

n n
{U(Z a;i%i) 5 21,-.-,2n €U, Zaizi # 0}
=1 i=1

admet un élément maximal, et d’autre part de donner une axiomatisation
compléte de la structure valuée (C,, U).

3.2 Retour sur (C,, Up)

On reprend ici les notations de la section 2 du chapitre 2.

On va voir une conséquence intéressante du résultat de John Tate et José
Felipe Voloch et de la complétude de la théorie Tq. .

Proposition 3.2.1. Pour tous ai, . ..,an, € Cp, Uensemble {v(>_; aij;) 5 p1a,- ..

Uz} est fini.
Démonstration. On va commencer par montrer que Tg. satisfait la formule :

va, 3, (0 < v(a))A

<Wﬂ7 € Gy, U(Z aifi;) # U(Z ain;) = v(a) < \U(Z aifti) — U(Z sz’)|>-

Comme Tg, est complete, il suffit de vérifier que cette formule est vraie
dans la structure (Q“lg,[Uﬁ), qui est modéle de T¢.. Soient ay, ..., a, € Q.
Comme Low,) = Z, L'g(ay,....an)(Uy) dui en est une extension finie, est aussi
un groupe ordonné discret. Or, d’aprés le résultat de John Tate et José Felipe
Voloch , 'ensemble {v(>_; aipi) 5 p1, ..o pn € Up . >, aspes # 0} est borné,
il est donc fini. Donc (Q9,Uy) est modeéle de la formule voulue.

Soient maintenant ay,...,a, € C,. Comme (C,, Up) est un modele de T,
d’aprés ce qui précede, I'ensemble {v(} ", aipi) 5 p1, ..., pn € Up} est dis-
cret. D'aprés le résultat de John Tate et José Felipe Voloch, 1’ensemble
{32 aips) 5 pay- o pmn € Up LY, aips # 0} est borné, donc 'ensemble
{32, aipi) 5 - ., pn € Up} est fini. O

Remarque 3.2.2. De fagon plus générale on montre que pour tout mo-
dele (M, G ) de Tg, dont le groupe de valeur est archimédien et pour tout

n
aiy,...ap € M fixés, 'ensemble {v(>_ a;g;) ; 91,---,9n € Gpr} est fini.
i=1

7/-1%6
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3.3 Valuation et racines de 'unité

Dans toute cette section, pour tout & € U on notera ord(§) le plus
petit entier r tel que & = 1. Pour tout & € U" on notera ord(§) :=

Max;e[i,n] <ord(§i)> .

3.3.1 Racines d’ordre une puissance de p et V/-longueur

Dans cette sous-section on va introduire des outils permettant de décrire
la valuation des sommes du type > ;a;& ou & € U,. Pour motiver leur

introduction traitons de fagon informelle deux cas simples. Soient aq, ..., a,
des rationnels. Supposons dans un premier temps que &1,...,&, sont des
racines p-iémes de l'unité et que & # 1. On verra par la suite que v(&§; —1) =
1 n p—1 )
7 On peut alors réécrire la somme ) a;&; sous la forme ) «;&}, puis
p— i=1 i=0
p—2 ) 1 p—2
sous la forme Y /&l (en utilisant que &7 = — 3" &) et enfin sous la
=0 i=0

—2
forme > 5;(& — 1)%, ot les «;, o, et les f3; sont des rationnels. Sous cette
=0

derniére forme, comme les 5; sont des rationnels, chaque terme de la somme
a une valuation différente, ce qui permet de conclure. Supposons maintenant
que &1,...,&, sont des racines p?-iémes de I'unité et que &’ # 1. On verra
1
p(p—1)

tout i € [1,n], il existe k; € [0,p — 1] et & une racine p-iéme de 'unité

par la suite que v(§; — 1) = . On montre alors facilement que pour

n
tels que & = 5{”51’». On peut alors réécrire la somme Z a;&; sous la forme

i=1
p—1 ) p—1 )
> i, o les o sont des rationnels, puis sous la forme Y 8;(§1 — 1)%, ou
i=0 =0

les 5; sont des sommes & coefficients rationnels de racines p-iémes de 'unité.
On pourrait ensuite décomposer chaque 3; comme dans I'exemple précédent,
et obtenir une somme dont chaque terme a une valuation différente. Dans le
cas général on introduira la notion de V-longueur d’un uple de racines pour
faire ce type de décomposition. Les deux lemmes suivants sont des résultats
classiques, qui se trouvent par exemple dans [Goul3| (p.171) ou [Ser97| (p.85)
sous des formes différentes.

Lemme 3.3.1. Soit £ € U, tel que ord(§) = p™ avec n € N*. Alors
1

v(E—-1) = ————.

prHp—1)
Démonstration. On va raisonner par induction sur n.
Pour n = 1, on a & = 1, d’ot v(£) = 0. On a alors £ = 1 dans Fglg et
comme IFZZQ est de caractéristique p on en déduit que & = 1. Ainsi on peut
écrire £ = 1+ ¢ avec v(g) > 0. En élevant cette égalité a la puissance p on
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p—l .
obtient 0 = e? + 3 (?)e’. En regroupant dans cette somme tous les termes
i=1

de degré supérieur ou égal & 2 et en utilisant que v(e) > 0 et que p | ()
pour i € [2,p — 1] on obtient que 0 = &P + pe + &’ avec v(e’) > v(pe). Cette
1

derniére égalité implique que v(eP) = v(pe) c’est a dire que v(e) = ce

p—1
qui termine la preuve pour le cas n = 1.

Supposons maintenant le résultat vrai a I'ordre n et montrons-le a 'ordre
n + 1. Soit ¢ € U, avec ord(¢) = p"Tl. On montre de la méme maniére

que précédemment que £ = 1+ ¢ avec v(e) > 0. En élevant cette égalité
p—1 )

a la puissance p on obtient & — 1 = &P 4+ > (’;)El. En regroupant tous
i=1

les termes de cette somme et en utilisant que p | (Z;) pour i € [1,p — 1]
on obtient & — 1 = &P + £ avec v(¢/) > 1. Or ord(&?) = p™ donc par

hypothése d’induction v(&P — 1) = . Comme v(&P — 1) < 1 et

ptp—1)
v(e") > 1 légalité &2 — 1 = &P + &' implique que v(&P — 1) = v(eP), d’on
v(e) = ——— ce qui termine la démonstration. O
pip—1)
1

Lemme 3.3.2. Q(U,)/v =T, et Touw,) = Upeny 77—~ 2

p*(p—1)
Démonstration. Soit ¢ une racine primitive p™-iéme de I'unité. D’aprés un
résultat classique de théorie des corps [Q(¢) : Q] = p"~L(p — 1). Comme

1
(¢ —1) = iy — 1) Loy = mz et Q(¢)/v = Q/v =T, car
[Q(¢) : Q] = [ : To) x [Q()/v : Q/v]. On en déduit immédiatement le
lemme. O

Introduisons maintenant quelques notations qui nous seront utiles dans
la suite.

Notations. 1. Pour tout n € N* on notera P, I’ensemble des partitions
de [1,n] en p ensembles.

2. Pour tout n € N*, toute partition B = (By,...,Bp_1) € Py et tout
i € [1,n], on notera B(i) 'élément de [0,p — 1] tel que i € Bp;).

3. On utilisera la convention (;) =0sit<y.

4. Pour tout £ € U, on notera V(§) := v(§ — 1).

5. Pour tout n € N* et tout & = (&1,...,&,) € Uy on notera V(€)=

min;ey 5] (V(&)) :

Lemme 3.3.3. Soient & € U, \ {1} et & € U, Si V(&) < V(&2), alors
il existe un unique couple (k,&,) € [0,p — 1] x U, tel que V(&) < V(&) et

& = &5
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Démonstration. Notons U, = {€ € C, ; &" = 1}. Alors le lemme est
équivalent & dire que pour tout n € N, on a (Uppnt1/Upn,.) =~ (Z/pZ,+).
Or pour tout n € N, on a |U,,| = p", dou |Uppt1/Upny donc
(Upint+1/Upm, ) = (Z/pZ, +). O

Définition 3.3.4. Pour tout & = (&1,...,&,) € U\ {1}, on définit E, que

l’on notera simgolememf§~ dans la suite pour alléger la notation, par € := &io s
ot i est le plus petit indice tel que V(&;,) = miniepi o) (V(gz)), et on définit

les ensembles Bg ..., Bz , | par Bg; := {jel,n]; V() < V(?Z)} pour

i € [0,p—1]. Pour € =1, on définit € par € :=1, et on définit les ensembles
B s Bz, g par Bg ) == {1,...,n} et Bg; := {0} pouri € {0}U[2,p—1].
D’apres le lemme 3.3.3, Beg, .- Bg, y est une partition de [1,n], on dira
que By = (Bgoj...,ngil) est la partition adaptée o €. On notera & =

(&1,...,&,) ou & est défini par & = i _
f g(z)

Remarque 3.3.5. ord(§) = ord(€), en particulier € = T est équivalent a
E=1.

Définition 3.3.6. Pour tout & € Uy, on définit par induction la suite
(E@)ien par €0 = et €0+ = (0.

Remarque 3.3.7. Si £—1) £ T alors on a V( ) << V(E("))

Lemme 3.3.8. Pour tout £ € Uy on a 5(” 1.

Démonstration. Notons Az := {j € [1,n] ; & = 1}. Par construction A7
A——. Fixons i. Si Ag(z # [1,n], alors A C A

le plus petit élément de [1,n] tel que V(fj(o) = Minje[ ] (V(ﬁj(z))), alors

g(z)

€G- 0 & A en effet, notons jg

Jo ¢ AgT) car AgT) # [1,n] et jo € Am par construction de £6+1). On en

déduit que A-— = [1,n], donc £ =T. O

gln)
Définition 3.3.9. Soit £ = (&1,...,&,) € Uy On appelle V-longueur de £
et on note (&) le plus petit entier i tel que £ =T.
Remarque 3.3.10. Soit £ € Uy. Alors 1(€) < n, et 1(€) =0 si et seulement
si & =1.

n
Lemme 3.3.11. Ona X" —1= Y (})(X - 1)*.

k=1

Démonstration. X" —1 = (X —1)+1)" -1

S ()X -1k 0

k=1

I
—
>3
~—
~~
P

|
—
~—
o

|
[

I
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Lemme 3.3.12. Pour tout T = (z1,...,z,) € Cpp et tout £ = (&1,...,&,) €

IU;} on a
n p—1 n w7
dwmibi=> (E—-1) (Z (Bg.(z)>:rz’§§>-
i=1 =0 i=1 J
Démonstration.
n p—1
Z ;& = Z Z &
i=0 k=0i€Bg
p—1 ~
=> Y ag
k=04€Bg
p—1 p—1 ~
=3 > wg+ Y@ - Y w)
k=04€Bg , k=1 i€Bg
/ p—1 k k _ ' /
= infi + (Z < > (&— 1)J> ( Z %’fi) (par le lemme 3.3.11)
i=1 =0 j=0 i€Bg ,
n / p—1 p—1 k ~ /
= Z!Ezﬁz + ( < > (€ - 1)J> ( Z 301'51‘)
i=1 k=0 ;=0 J iEBE,k
n / p—1 ' p—1 L /
=Y @+ -1 () ( )m)
i=1 §=0 k=0i€Bg ,
n p—1 n
=S a+ S (E -1y ( (B 5(1))31:15:)
i=1 =0 i=1
p—1 n
=) (£-1) (Z (Bé.(z)>xz§§>
=0 =1 N/

O

Lemme 3.3.13. Pour tout T = (x1,...,2,) € C}, tout E=(&,...,&) €
Uy et tout r € N on a

; ne= Y (€01 -1y (Z (Bg(o)(z')) N (Bw@))xi&n).

JEN0,p=1]7+1 =1 70 Ir

Démonstration. On va montrer par induction sur r que pour tout T =
(x1,...,2,) € Cp et tout €= (&1,...,&,) €Upon a

5 @i = Yreio oyt (€O —1)i0 . (€0 —1)r ( 3 (Pt (Bw(“)xigg””).

=1 =1 Jo Jr
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Le lemme 3.3.12 montre que la propriété est vraie pour r = 0.
Supposons maintenant que la propriété est vraie au rang r et montrons-la
au rang r + 1. Par hypothése d’induction on a

n ~ . ~ . " B—(i B——(i
3 @il = Z}e[[o,p—l]]”l (5(0)_1)30 o (f(r)_l)]r ( D ( 5390) (l)) N ( E<jT> (z))%fl(r#—l))
i=1 i=1 r

et pour tout j = (jo, ..., Jjr) € [0,p — 1”1, on a d’aprés le lemme 3.3.12,

n . . —1 ~ n . .
& Fary (Bg(?(z))xiglgm) ISR ( 3 () () P T+2)>7

i=1 Jo r k=0 i=1 Jo Ir

d’o, z & = Z}e[[oyp_lﬂr+2 (5(0)_1)3'0 . (f(;—&_l)—l)jr+1 ( i ( (O) oM ) .. (Bs(f+1)(i))xif£r+2)>.

i=1 Jr+1

3.3.2 V-longueur pour I’ensemble des racines de I'unité

Comme U, N Uy = {1}, pour tout & € U il existe un unique couple
(&, &) € U, x Up tel que € = £,&. On va se servir de ce fait pour étendre
la notion de V-longueur a U.

Définition 3.3.14. Pour tout & € U, on définit V (§) par V(€) := V (&), ou
&p est la composante de & sur U,.
Définition 3.3.15. Pour tout £ € U™, on définit 1(€), §(~i) et £0) par 1(§) =

1(&), f(Ni) = pz et § 577@(;), ot &, et & désignent respectivement les
composantes de & sur [Up et sur Ug.

On peut maintenant généraliser la proposition 3.2.1 de la fagon suivante :

Proposition 3.3.16. Pour tous ay,...,a, € C, et tout € € Q% , l'ensemble
(oS i) ; €€ UM, V(E) > e} est fini
Démonstration. Soient ai,...,a, € C, et ¢ € QF fixés. L’ensemble {€ €

Uy ; V(€) > e} est fini, donc il existe N € N* et (1,...,(y € U, tels que

{6, &) e VO >eb= | {Gé- G E€ TR

Jis--Jn€[1,N]
Ainsi
Q&) €U VE©>eb = () {0 ai&); €€ Uz}
i J1,-dn€[1,N] i

D’aprés la proposition 3.2.1, chaque ensemble {v(}; a;(;,&) 5 € € U3} est
fini, donc Pensemble {v(}"; a;&) 5 &1,...,6, € U,V(§) > &} est fini. O

Les lemmes 3.3.12 et 3.3.13 se généralisent, avec des démonstrations iden-
tiques, de la fagcon suivante :
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Lemme 3.3.17. Pour tout T = (z1,...,2,) € C} et tout E=(&,...,6) ¢

U" on a
gxi& = pil(g — 1) <i (Bé.(i)>$z‘f§>-

j=0 i=1

Lemme 3.3.18. Pour tout T = (x1,...,2,) € C}, tout E=(&,...,&) €
U" et tout r € N on a

Zn:xigi = Y (01 (D1 (Zn: <Bf<°><i)> (Bw(i)>xi§§””>.
=1

En pratique on utilisera ce lemme quand tous les termes de la somme
du membre de gauche auront des valuations différentes. Les deux lemmes
suivants vont nous servir & montrer que c’est le cas dans une situation que
nous rencontrerons par la suite.

Lemme 3.3.19. Soient &,...,&, € Uet q1,...,q, € [-p+ 1,p—1]. Si

V(&) < <V(&,), alors | >3, ¢V (&)| < pV(&n)- De plus si(qu, ..., qn) #
(0,...,0) alors 0 < | >"7_; iV (&)

Démonstration. Sin = 1 lerésultat est trivial. Sinon, pour tout i € [1,n—1],

1 1
on a, V(&) < ]—)V(gm), dou V(&) < V(&,). Alors on a,

n—i

D aV(E) < lalvig)
=1 =1
<Y - 1HV(&)
=1

<D Ve
=1

n—1
g%jwm
<pV (&),

ce qui montre la premiére partie du lemme. Si (q1,...,q,) # (0,...,0),
notons r le plus grand entier tel que ¢, # 0. Si r = 1, on a trivialement
Y1 aiV (&) #0. Sir>1, dapres la premiere partie du lemme

r—1
1> aV(E)| <pVi(E)

=1
< V(&)
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Alors,
T r—1
> aVEN = eV (€D = 1D aV (&)l
i=1 i=1
> |Q7"’V(§7“) - V(gr)
> (IQT‘ - 1)V<§r)
>0 (car g, #0).
]
Lemme 3.3.20. Soient &,...,&, € U et (a;);e[[ojp_l]]nﬂ une suite d’élé-

ments de Cp. Si

pV (&) < min ({v(a;) —v(az) 7.7 €[0,p—1]""}n Qi)

et si V(&) <--- < V(&) alors

v( 3 aj(ﬁo—l)jo...(fn—l)j”):minje[[op_l]]nﬂv(a;(ﬁo—l)jo...(fn—l)j").

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tous j,j’ avec j # j/, az #0et
a#0,ona v(a;(fo—l)jo . (gn—1)a‘n) ” u(aj—,(go—wé . (gn—1)j%). On

va raisonner par I'absurde en supposant que v( az(§o — 1) (& — 1)j") =

fu(aj—,(go 1)L — 1)1‘%). On aurait alors Y1 (j; — j)V (&) = v(a) —
v(az). D'aprés le lemme précédent, 0 < [ 37010 (ji — )V (&)] < pV(6n). ce
qui impliquerait une contradiction. O

Afin de convaincre le (la) lecteur (lectrice) de 'utilité de cette décompo-
sition montrons (méme si ne nous en servirons pas directement dans ’axio-
matisation de la théorie) comment 'utiliser pour obtenir la

Proposition 3.3.21. Soient ay,...,a, € C,. On ne peut pas extraire de
suite strictement croissante de l'ensemble {v(>°" | a;&;) ; £ € UM}

Démonstration. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe aq, ..., a, €
C,, et une suite (§;);en € (UMY, tels que la suite (U(Z;;l aiiji)> , Soit
JEN

strictement croissante. Quitte & extraire une sous-suite de ({j)jENa on peut

supposer qu’il existe des partitions By,..., B, de [1,n], telles que pour

tout 7 € N, on ait, By = Bg(—o),...,Bn = BgT)' D’apres la proposition
j j

3.3.16, pour tout e € Q, ensemble {v(}_7"  a;z;) ; zZ € U, V(Z) > €}

est fini. Donc quitte a extraire une sous-suite de (&;);jen, on peut suppo-

ser que la suite (V(g)) N est strictement décroissante et converge vers
je
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0. Or V(f(o)) V (&), donc la suite (V(fj(.o))) - est strictement décrois-
j€

sante et converge vers 0. Notons r le plus grand entier (qui existe d’aprés le

lemme 3.3.8) tel que, quitte & extraire une sous-suite de (&;);en, on puisse

supposer que les suites (V(g(-o))) ey (V(g(.”)) , soient strictement
. 7 jen 0 geN .

décroissantes et convergent vers 0. Par définition de r, quitte a extraire une

sous-suite de (&;);en, on peut supposer qu’il existe n € Q% tel que pour tout

7 €N, on ait, V(ﬁyﬂ)) > 7. D’apres le lemme 3.3.18, pour tout j € N, on
aurait

zn:alfj,i: > (53‘70)_1)’“0...(Sgr)—l)kr<zn:(Bz(i)> <Bk( )> S(’”“)
i—1 Fe[0.p—1]7+1 i—1 0 r

Quitte a extraire une sous-suite de (?j)jeN, on peut supposer d’aprés le lemme
3.3.16, que pour ko, ..., k. € [0,p — 1] fixés,

) (ot - () (s

i=1 i=1

pour tous j,j’ € N. De plus, on peut supposer que,

< mm({v(i(ﬁg@)...(B;§i>> i) =o( 30 () (P

=1 i=
R ep- ]]"“}mm)

Alors d’aprés le lemme 3.3.20, pour tout j € N, on aurait,

U(zz:; ai&j,i)
_ Eeﬂof;lijw“ <v<(§§~0) )k (gj(}) _ l)kr(i (BZ(()Z')> (B;;Ez'))ai 1(7;+1)>)>

i=1

Quitte a extraire une sous-suite de (?j)jeN, on peut supposer que, pour tout

j € N, le minimum est toujours atteint pour le méme multi-indice k. En
n . .

notant alors a = v( Zl (Bgéz)) . (B,’;fz))ai (()ZH)), on aurait que pour tout
1=

jeN,

Zazgﬂ =+~ € - 1)

=a+ Y kV(ED).
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. (V(gj(})))jeN; on

en déduirait que la suite (”(2?21 aifﬂ)) - serait strictement décroissante,
je

D’apreés la stricte décroissance des suites (V(gj(-o))) Ny
jE

ce qui absurde. ]

Théoréme 3.3.22. Soient ay,...,a, € C,. L’ensemble

{U(Zaifi) ;815,860 €T, Zaz‘& # 0}
=1

i=1
admet un mazimum.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précé-
dente. ]

3.3.3 Maximum sur certains ensembles algébriques

On va démontrer dans cette sous-section une proposition qui sera au
coeur de 'axiomatisation de la théorie de la structure (C,, Up, U,). Avant de
présenter cette proposition commencons par quelques notations utiles pour
formuler le résultat.

Notations. 1. Pour tousn,m € N*, onnotera Z[ X, ..., X, Y, Z1, ..., Zn]
le sous-ensemble de Z[X1,..., X, Y, Z1,...,Z,] des polynomes li-
néaires en les Z;.

2. Pour tout r € N, tous n,m € N*, tout P € Z[X1,..., Xm,Y, Z1,..., Zn]
ot P(X1,..., X, Y, 21, Zn) = S0, Pu(X1, o, Xon, V) 2, tout
B = (By,...,B;) € P! et tout j = (jo,...,5-) € [0,p—1]"L, on
notera

"\ (By(k B.(k
P5s(X1,.. X Y, 21, Zn) ::Z( ‘;[() ))< j( )>Pk(X1,...,Xm,Y)Zk.
k=1 T

3. Pour tous n,m € N* et tout P € Z[Xy,...,Xm,Y,Z1,..., %], on
notera

Ay(Pg) ={y € C,; I €U, P(a,y,§) = 0}.
4. Pour tout € € Q% , on notera U, :={£ € U; V(§) > e}.

Avec ces notations on peut reformuler le lemme 3.3.18 de la fagon sui-
vante :

Lemme 3.3.23. Pour tout T = (x1,...,2,) € C}, tout E=(&,...,&) €
0", tout y € C,p, tout P € Z[Xl,...,Xm,Y,Zl,...,Zn] et tout r € N on a

jelop—-1]r+t
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On peut maintenant énoncer la proposition :

Proposition 3.3.24. Soient P € Z[Xl, oy Xy, Y, 20,000 Zn], @ € CF et
xz € Cp. L'ensemble {v(z—y) ; y € Ay(Pg)} admet un mazimum, si pour tout
r € [0,n—1], tout B € P tout j € [0,p—1]"FL, et tout € € U™, il existe
yo € Au(Pa), tel que pour tout y € Ay(Pa) vérifiant v(z —y) > v(z — yo),

on ait v(PEJ(E,y,E)> = v(PEj(a,x,E)).
Le reste de cette section va étre consacré & la démonstration de cette

proposition.

Lemme 3.3.25. Soient P € Z[X1,...,Xp,Y,Z1,...,Z,), @ € C, z €

Cp. S'il existe ¢ € QF tel que l'ensemble {v(x —y) ; y € Cp, I €

U7, P(a,y,&) = 0} soit infini alors © € Ay(Pg).

Démonstration. Soit (s'il en existe) ¢ € QF, tel que I'ensemble {v(z —
y) ; y € Cp, I € U, P(a,y,§) = 0} soit infini. Notons PO et d res-
pectivement le i-éme polyndéme dérivé et le degré de P vu comme polynome
de Z[Xy,..., Xm, Z1,..., Zy][Y]. D’aprés la formule de Taylor, pour tout

d . .
y € Cp, P(@,y,2) = 5. P(a,2,%)(y — z)’. D’apreés la proposition 3.3.16,
i=0

I’ensemble

{v(PV(@,2,6)) ;i€ [0.d], U, V() > e}
est fini. Comme ’ensemble

{v(—y); yeCp, I e, PGy, &) =0}

est infini, il existe y € C, et £ € UT tels que P(a,y,£) = 0 et que pour
tout i,j € [0,d] avec i # j et (P9 (@,x,&), PY)(@,x,£)) # (0,0) on ait
’U(P(i) (@ z,8)(x—y)') # U(P(j) (@,,£)(z —y)7). On en déduit que

o(P@.8) = oin, (o(PO @2 -0)) ).
Or P(a,y,&) = 0, donc en particulier P(a,x,£) = 0. O]

Lemme 3.3.26. Soient P € Z[X1,..., X, Y, Z1,..., Zn], @ € CI' et x €
C,. Sil'ensemble {v(x—y) ; y € Au(Pg)} n'a pas de mazimum alors il existe
n € Qf etrec[0,n—1] tels que pour tout ¢ € Q% , I'ensemble

{v(w—y); T U, V(D) <e, V(ETHD) > n, P@,y,§) =0}

soit cofinal dans {v(x —y); y € Ay(Ps)}.
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Démonstration. Comme pour tout & € U™, V(£(")) = oo, pour tout p € QL
on a

{v(z—y); I €U, V(EM) > p, Play,) =0} = {v(z—y); y € Au(Pa)}.

On en déduit qu’il existe un plus petit entier k € [0,n], tel qu’il existe
n € QY tel que I'ensemble

{v(z —y); I €U, V(W) >n,Pay,§) =0}

soit cofinal dans {v(x —vy) ; y € Ay(Pg)}. Comme I'ensemble {v(z—vy) ; y €
Ay(P;)} n’a pas de maximum = ¢ Ay(P;) (car sinon oo serait un maxium).
Donc d’aprés le lemme précédent, pour tout p € QF, I'ensemble {v(x —
y); 3 € U, P(a, y,€) = 0} est fini, donc n’est pas cofinal dans {v(z —
y); y € Ay(Pz)}, ainsi k # 0. Posons » = k — 1. Par définition de r, pour
tout € € Q7, I'ensemble

{v(@—y); F eV, V(D) >, P@ay,g) =0}
n’est pas cofinal dans {v(z —y) ; y € Ay(Pz)}. On en déduit que I'ensemble
{o(w—y) ;s LU, V(ED) <e, V(EU) > 9. P@.y.€) =0}
est cofinal dans {v(z —y) ; y € Ay(Fa)}- O

Lemme 3.3.27. Soient P,Q € Z[X1,...,Xm,Y, Z1,..., Zy], a € C, x €

Cp et e € Q7. Supposons que l'ensemble {v(x —y) ; y € Ay(Pg)} est in-
fini. Supposons de plus pour tout & € U2, il existe yo € Ay(Pz), tel que

pour tout y € Ay(Pg) vérifiant v(z —y) > v(z —yo), on ait, v(Q(a, Y, 5)) =
U(Q(E, 3:,5)) Alors il existe yo € Ay(Pyg), tel que pour tout y € Ay(Pg) véri-
fiant v(x—y) > v(z—yo) et tout & € UT, on aitv(Q(&, y,g)) = U(Q(E, x,g))

Démonstration. Notons QU et d respectivement le i-éme polynome dérivé et
le degré de @ vu comme polynéme de Z[ X1, ..., X, Z1,..., Zy][Y]. D’aprés

la proposition 3.3.16, ’ensemble { (v (Q(O) (@, $,E)>, . ,v(Q(d) (@, $,§)>> €€

IU?} est fini. Notons N son cardinal. Soient &;,...,&y des éléments de U?

tels que
{ v(cz“))(a,x,si)),...,v(Q<d><a,x,si>)) e L]} =

(
{<U(Q<o><a,x,g>),...,U(Q<d><a,x,g>)) Eewr).
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Par hypothése, pour tout j € [1, N] il existe y; € Ay(Pg) tel que pour
tout y € Ay(Py) vérifiant v(z —y) > v(z — y;) on ait U(Q(a, y,@)) =

v (Q(a x g)) D’aprés la formule de Taylor, pour tout y € Ay(Pz), Q(@, vy, €)

Z QW (@, z,€)(y—=z)". Comme Pensemble {v(z—y) ; y € Ay(Pyz)} est infini,
11 ex1ste Yy, tel que pour tout y € Ay(Py) vérifiant v(z —y) > v(x —y}) on ait

v(Q(&,y,f)) = min <v (Q( )@, x,€)(z —y)° )) Soit yo € Ay(Pg) tel que

0<i<d
v(z —yo) > v(x — yp) et v(z —yo) > v(z — y;) pour tout j € [1, N]. Soient
y € Ay(Pg) vérifiant v(x—y) > v(x—yo) et £ € UL. Par construction il existe
j € [1, N] tel que pour i € [0,d] on ait U<Q(Z (a,x,f)) = (Q( )(a,:c,éj)),
alors

o(Q@.0.9) = pin, (v(QV@. 2.8 - o))

0<i<d

— min <v (Q(")(@fﬂfj)(ﬂc - y)z))

0<i<d
= v(Q(@,2,8))
—(Q@.9)).
]

Démonstration de la proposition 3.5.24. Supposons par ’absurde que cela
ne soit pas le cas. Alors il existerait P € Z[Xy,..., Xm,Y,Z1,..., 2], @ €
Cy, et x € Cp, tels que, I'ensemble {v(z —y) ; y € Ay(Pz)} n’admette
pas de maximum, et que, pour tout r € [0,n — 1], tout B € PrT1 tout
j € [0,p—1]"*! et tout € € U™, il existe yo € Ay(Ps), tel que pour
tout y € Ay(Pg) vérifiant v(x — y) > v(z — yo), on ait v(PEJ(E,y,E)) =

’U(PEE(E,{E,E)>. D’aprés le lemme 3.3.26, il existerait r € [0,n — 1] et
n € Q7, tels que pour tout € € Q7 , I'ensemble

(v(@—y); IE U, V(M) <e, V(ETD) > n, P@,y,€) =0}

soit cofinal dans {v(x—y) ; y € Ay(Pz)}. D’autre part, comme les ensembles
Prtlet [0, p—1]""! sont finis, d’aprés le lemme 3.3.27 appliqué a Q = Bg?
il existerait yo € Ay(Fz) tel que pour tout y € Ay(Fy) vérifiant v(z —y) >
v(z — yo), tout B € Pt tout j € [0,p — 1]""! et tout £ € Uy, on ait

U(PEJ(av y,g)) = U(PEJ(E,I‘,E)). Soit maintenant £ € Q% tel que,

pe < min< { B] (a,,§) ) (ng,(a,a:,é)) : E,FEP;;H,
j 7 €lop-1"" EeUp}n@y).
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Par cofinalité de
(o(x—y); T U, V(ED) <e, V(ErD) > p, P(ay,&) = 0}

dans {v(z —y) ; y € Ay(Fa)}, il existerait y € Ay(FPg) et & € U tels que
V(EM) <e, V(ErtD) > n, P(@,y,€) =0 et v(z —y) > v(z — yo). On aurait
alors, que pour tout B € Pr 1 et tout 5 € [0, p—1]"*1, 'U(PEJ(E, y, EHD)) =

v(Ppz(@ z,§0H)). Soit B = (Bgy,- .- Beay

). Alors d’apres le lemme
3.3.23, on aurait,

P(av yaz> = Z Pﬁj(aa y7€(T+1))(€(~0) - 1)]0 s (é‘(r) - 1>]T

Jjefo,p—1]+1

et

P(a,l',g) = Z P§]<avx7€(r+l))(€(~0) - 1)j0 ce (é‘(r) - l)jr'

D’aprés le lemme 3.3.20, on aurait,

v(P(@,y,§)) = min (v (PEJ(E,Z/,f(TH))(f(O) —1)do ... (f(N’”) - 1)jr))

et

v(P(a,z,§)) = je[[o,r;IoliI}]]“rl (U(PPJ(E,LS(TH))(&(O) —1)70 .. (&) — 1)”)).
On en déduirait que v(P(a,y,§)) = v(P(a,z,&)). Comme P(a,y,§) = 0,
on aurait aussi P(a,x,&) = 0, donc x appartiendrait & Ay(Py), ce qui im-
pliquerait que l'ensemble {v(z —y) ; y € Ay(FPz)} admettrait un maximum
(qui serait 0o), ce qui est absurde. Donc I'ensemble {v(z —y) ; y € Ay(Ps)}
admet un maximum. 0

3.4 Présentation du résultat

Notre but va étre de donner une axiomatisation compléte de la struc-
ture valuée (Cp,U). Par commodité, on donnera une axiomatisation de la
structure valuée (C,, Up, Up,) pour pouvoir distinguer ces deux sous-groupes
de U de nature tres différente par rapport a la valuation. Comme on verra
que Uy et U, sont définissables dans la structure valuée (C,,U), il est clair
que l'on peut déduire une axiomatisation compléte de la structure valuée
(Cp,U) d’'une axiomatisation compléte de la structure valuée (C,, Uy, U,). 11
est facile de voir que U, est I’ensemble défini par {z € U; v(x —1) > 0}. Le

fait que Uy soit définissable fait ’objet du lemme qui suit.
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Lemme 3.4.1. Le groupe Uy est définissable sans paramétres dans les struc-
tures (Cp, U, |, +, %,0,1) et (Qalg U,|,+, x,0,1).

Démonstration. Comme Uy est le relevement de Teichmiiller de F%¢ dans
W(Fglg), d’aprés le lemme 2.1.4, 'ensemble {v(1+ 21 +22) ; 21, 22 € Up} est
un sous-ensemble fini de NU{oo}. Comme I'équation 14 z1+ 25 a des solutions
ot les deux termes sont différents de 0 dans Fglg, I'ensemble {v(1 + 21 +
22) 5 21,22 € Up} n'est pas réduit & 0. Notons N := {v(1+21+22) ; 21,22 €
Up} N (N* U {o0}). Si p # 3, on va montrer que

Up={zreU; yelUv(l+z+y)ec N}
Si p = 3, on va montrer que
UpU{j,j*t={z€U; yeUnv(l+z+y) € N}.

Comme I'ensemble {j, j2} est définissable, dans tous les cas Uy sera définis-
sable. 11 est clair que Uz U {4,7°} C{x € U; Iy € U,u(1 +z +y) € N} (et
que si p # 3, {4, 7%} € Up). Prouvons I'inclusion inverse. Soient z1, 22 € Ug et
&1,& € Uy avec (&1,82) # (1,1). On va voir que v(1 + 21&1 + 22€2) ¢ N, sauf
si on a simultanément p = 3, 21 = 20 = 1, {£1,&} = {j, 5%}, cela prouvera
le lemme.

ler cas : v(1 4 21 + 22) = 0. Alors v(1 4+ z1&1 + 22&) = 0, donc v(1 +
2161 + 2282) ¢ N.
2nd cas : v(14 21+ 22) # 0. Quitte a faire une permutation on peut supposer
que V(&) < V(&). D’apres le lemme 3.3.3, il existe [ € [0,p — 1] tel que
& = €heh avec V(&) < V(&). Alors

1+ 216 + 2262
=1+ 2161 + 2618}
=(1+ 2161+ 22&) +z1(& — 1) + zgﬁé({i -1)

l
=(1+4 21+ 228) + (21 +128) (& — 1) + > ( >22§2 & —1)%  daprés le lemme 3.3.11
k=2

l
=(1+ 214 22) +22(&5 — 1) + (21 + 122) (&1 — 1) + l22(&h — 1) (& — 1) + Z ( >22§2 — 1)k
k=2

ler sous-cas : [ = 0. En utilisant la décomposition ci-dessus on voit
facilement que v(1+21&1 + 22&2) = v(§1 — 1) < 1. En particulier v(1+ 211 +
228§2) ¢ N.

2éme sous-cas : [ = 1. Comme v(1+2z1+22) > 0, on a v(z1 +22) = 0. En
utilisant la décomposition ci-dessus on voit facilement que v(1421£1+2282) =
v(&1 — 1) < 1. En particulier v(1 + 21&1 + 2282) ¢ N.

3éme sous cas : [ > 2 et 20(§, —1) < 1. On a v((é)zﬁé(& -1)?) =
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2v(& — 1) < 1. En utilisant la décomposition ci-dessus on voit facilement
que v(1 + 21§ + 2262) = min (v(z1 + l22) + v(& — 1),2v(& — 1) < 1. En
particulier v(1 + 21&1 + 2262) ¢ N.

4eéme sous-cas : [ > 2 et 2v0(§—1) > 1. Comme | > 2 on a p > 3. Comme
v(é — 1) <
ou (£1,&) = (42,7). Quitte a faire une permutation on peut supposer que
(§1752) = (]7]2) Alors

14+ 21604 2060 = (1 + 21 + 22) 4 (21 + 220)(j — 1) + 20(5 — 1)%.

7o on a nécessairement | = 2, p = 3, et (£1,&) = (4,5°)

1
Si v(21 + 222) = 0, alors v(1 + 21j + 225%) = v(j — 1) = 3 En particulier,
v(l+4 215 + 225%) € N.
Si v(z1 + 222) > 0, comme v(1 + 21 + 22) > 0, on a v(1 — 22) > 0. On en
déduit que zz = 1 car resjy, est injective. De méme, il vient ensuite que
zZ1 = 1. ]

Dans la suite on travaillera avec le langage £ := Lg;,, U {Gp, G}, o Gy
et G sont des symboles de prédicats unaires. Par commodité on notera G
I'ensemble constitué des produits d'un élément de G et d'un élément de G,

Afin de faciliter la lecture nous regroupons ici toutes les notations et conven-
tions que nous utiliserons par la suite, dont certaines ont déja été introduites
précédemment.

Notations et conventions. 1. Pour tout n € N* on notera P, l'en-
semble des partitions de [1,n] en p ensembles.
2. Pour tout n € N*, toute partition B = (By,...,Bp—1) € Py, et tout
i € [1,n], on notera B(7) I'élément de [0,p — 1] tel que i € Bp.
3. On utilisera la convention (;) =0sii<j.
4. Pour tout g € G}, on notera V(g) :=v(g —1).
5. Pour tout n € N* et tout g = (g1,...,9,) € G}, on notera V(g) :=

MiNje (1,0 (V(gz')> :

6. Pour tous n,m € N*, on notera Z[Xl, s X, Y, 20, ..., Zy] le sous-
ensemble de Z[ X1, ..., X, Y, Z1, ..., Z,] des polynomes linéaires en
les Z;.

7. Pour tout r € N, tous n, m € N* tout P € Z[Xl, s X, Y 20, 2y
oun P(Xy,...,. Xm,Y, Z1,...,Z,) = ZZ:I Pu(X1,...,Xm,Y)Z, tout

B = (By,...,B;) € Pl et tout j = (jo,...,j-) € [0,p—1]"L, on

notera

"\ /Boy(k B, (k
P53(X1,.. X Y, 21, Zn) :_Z< ‘;E ))< j( )>Pk(X1,...,Xm,Y)Zk.
k=1 T
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8. Pour tous n,m € N*, tout P € Z[X1,...,Xm,Y, Z1,...,Zy], toute
L-structure (M, Gy, G)) et tout @ € M™, on notera

Ag(Pg):={ye M ; 3¢ € G, P(a,y,&) =0}.

9. On notera Lg := Lajy U {GF}-

10. Onnotera L¢, v := {1, ., “'}U{|v}, ou {1, ., ~'} désigne le langage
des groupes multiplicatifs et ou |y désigne un symbole de prédicat

binaire.
11. Pour toute L-structure (M, Gy, G),) on notera 'y g o := {0}, et pour
tout n € N*
FV,G,n
n
= { SRV s ki € [-p+ 1011 g1, 00 € Gy Vig) <, Vign) |
i=1
et

I'vg = Uienl'v,g,.

On va s’intéresser & la £-théorie T constituée des axiomes suivants :

1. les axiomes des corps valués algébriquement clos de caractéristique
(0, p),

2. les axiomes de Tg; (ot T, est la théorie introduite dans la section 2
du chapitre 2),

3. la série des axiomes relatifs & G, suivants :

(a) les axiomes exprimant que G, est un sous-groupe multiplicatif
divisible,
(b) T'axiome exprimant que Gy, est clos par racines p-iémes, c’est-a-
dire :
Va,y, (:cer/\yp:at) =y € G),

(¢) Vaxiome

Vo € G, 0 < V(x) <wv(p),
(d) Paxiome
v,y € Gy, (V(a;) <V(y) = V() < V(y))/\(a:p #1=V(a?) = pV(az)),
(e) Taxiome

v, (0 < o(e) < 1) = (Iy € G}, V() < v(a) <oV ().
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(f) laxiome

Vo, y € Gy, (V(:E) =V(y) Nx # 1) = (p\/l V(z) < V(:ryk)),
i=1

4. le schéma d’axiomes qui exprime la proposition 3.3.24, c’est-a-dire,
pour tout n, m € N* et tout P € 2[X1, ces X, Y, 24, ..., Zy), Vaxiome
qui exprime que pour tout @ et tout z, 'ensemble {v(z —y) ; y €
Ac(Pz)} admet un maximum si, pour tout r € [0,n — 1], tout
B e Prtltout j € [0,p—1]"1, et tout £ € G™, il existe yo € Ag(Pz),
tel que pour tout y € Ag(Pg) vérifiant v(x — y) > v(z — yp), on ait

v (PEJ(E’ Y, E)) = <P§J(E, T, E)) )

Remarque 3.4.2. D’aprés axiome 3.¢, pour tout g € G)p, v(g) = 0. En
particulier, pour tout g € G, V(g) = V(g7 '). En effet,

V(g) =v(g—1)
v(g(l—g™h)
=v(l-g7")
=V(g™

D’aprés 'axiome 2 de Tg, et I'axiome 3.c, Gz N Gy, = {1}. On peut ainsi
pour tout élément g de G définir de fagcon unique sa composante g, sur G,
et sa composante g5 sur Gp. De méme que dans le cas des racines de ['unité,
on peut étendre V' a G en posant V(g) = V(gp) pour tout g € G.

On va maintenant s’attacher & démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.3. La L-théorie T' est compléte et la structure (Cp,, Up, Up)
en est un modéle.

Commengons par montrer la partie facile du théoréme, c¢’est-a-dire mon-
trer que (Cp, Uz, Up) est un modele de T'. D’apres le théoreme 2.2.1, (C,, Up, Up)
est modele des schémas d’axiomes 1 et 2. Il est clair que (C,, Uy, U,) est mo-
dele de 3.b et il est facile de vérifier que cette structure est aussi modéle
de 3.a, c’est-a-dire que U, est divisible. D’aprés les lemmes 3.3.1 et 3.3.3,
(Cp,Up, U,) est modele des axiomes 3.c, 3.d, 3.e, et 3.f. D’aprés la proposi-
tion 3.3.24, (C,, U, U,) est modéle du schéma d’axiome 4. Ainsi (C,,, Up, Up)
est bien un modele de T'.

Remarque 3.4.4. (leg,Uf,, U,) et (W(F,)%9, Uy, U,) sont aussi des mo-
deles de T
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3.5 Préliminaires sur les modéles de T

Dans toute cette sous-section (M, Gy, G),) désignera un modele de T'.

3.5.1 Théorie compléte de G, en tant que groupe valué

Définition 3.5.1. Un groupe valué (H, V') est un groupe abélien H (noté ici
multiplicativement), muni d’une application V', qui va de H dans un ensemble
ordonné tel que :

1. pour tous x,y € H,V(xy) > min <V(x), V(y)),

2. pour tout x # 1, V(z) < V(1),
3. pour tout x € H, V(x) = V(z71).

Remarque 3.5.2. Si (H,V) est un groupe valué alors pour tous z,y € H
tel que V(z) # V(y) on a V(zy) = min (V(x), V(y)).

Remarque 3.5.3. L'é¢galité zy—1 = (x—1)(y—1)+(z—1)+(y—1), 'axiome
3.c, et la remarque 3.5.2, entrainent que (G, V') est un groupe valué.

Soit T, v la Lg,,v théorie constituée :

1. des axiomes des groupes valués,

2. des axiomes exprimant que le groupe est divisible,

3. de 'axiome exprimant qu’il existe exactement p éléments d’ordre p,
4

. de l'axiome exprimant que V(aP) est le successeur de V(z), c’est-a-
dire;

Vm,y(V(az) < V(y)) = (V(acp) < V(y)> /\ Ve, (x +* 1) = (V(xp) # V(a?)),

5. de l'axiome :
vV, y, (V(:L’) =V(y) Nz # 1) = ( \/1 Viz) < V(myk)>

Il est clair que G}, muni de la relation z|yy <= V(z) < V(y) est un modéle
de Tgz,,v- Notre but maintenant va étre de montrer que T, v est une théorie
complete. Par abus de langage on notera ici U,, le groupe U, enrichi de la
relation z|yy <= ord(x) < ord(y).

Remarque 3.5.4. 1. Pour tout entier k premier a p, on a, V(x) =
V(z¥). Si z = 1 le résultat est trivial, sinon il existe u,v € Z, tels que
uk-+vp = 1, ainsi V(z) > min (V (z*%), V(2°P)) > min (V (2*), V(aP)).
Comme, d’aprés l'axiome 4, V(z) < V(zP), on en déduit que V' (x) >
V(z¥), donc V(z) = V(2F).
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2. D’apres la remarque 3.5.2 et ’axiomes 5, on a,

p—1

Ta,v F Vo #1,Vy, (V(:U) < V(y)) — ( /\ V(x) = V(:L‘yk))

k=1

3. D’aprés 'axiome 4, et le premier point de la remarque, pour tout
k € N* on a,

Ta,v =V, y, (wk £ 1nyF £ 1) = ((V(m) = V(y)) — (V(xk) = V(yk))>

Proposition 3.5.5. Le théorie T, v est compléte et U, est une sous-structure
de tout modéle.

Démonstration. Comme (C,, Uy, Up) est un modele de 7', U, est un modéle
de Tg,,v et il est clair qu'il est sous-structure de tout modele. Pour montrer
que Tg,,v est compléte, on va en considérer deux modeles, H et H' Ry-
saturés, et montrer que la famille $ des Lg, v-isomorphismes partiels entre
H et H', dont le domaine est un sous-groupe dénombrable contenant U,,
est non-vide et a la propriété de va-et-vient. Par symétrie il est suffisant de
montrer le va.

$ est non-vide car (Up, V') se plonge dans tout modele de Tg,, v .

Soit f: L — L' un élément de §.

On va montrer dans un premier temps que 'on peut prolonger f en un
élément de $ dont le domaine est la cléture divisible de L. Si L n’est pas
divisible alors il existe # € H \ L et k € N* tels que 2¥ € L et 2/ ¢ L
pour j € [1,k —1]. Alors f(2¥) € L’ et comme H' est divisible il existe
2’ € H tel que 2’ = f(2¥), 2’ ¢ L' car sinon on aurait x € L. Comme
tout élément du groupe (L, z), engendré par L et x, s’écrit de fagon unique
sous la forme x%l avec i € [0,k — 1] et [ € L, on peut prolonger f en un
isomorphisme de groupe g de domaine (L, z) en posant g(z°l) = 2" f(I) pour
tout i € [0,k — 1] et tout I € L. D’aprés la remarque 3.5.4.2, pour montrer
que g est un isomorphisme de groupe valué il suffit de montrer que g respecte
I'égalité de valuation. Pour tout i € [1,k — 1] et tout [ € L (respectivement
tout I’ € L') on a (2°1)¥ # 1 (respectivement (z''')¥ # 1), donc pour tous
l1,lo € Let tousiy,ig € [1,k—1] on a, d’apres la remarque 3.5.4.3, appliquée
plusieurs fois, les équivalences,

V(z"l) = V(zRly) <= v<(a;ilzl)’f> = V((wi2l2)k>

<f (2'1y)* ):V<f((1'i212)k))
<g (z'1) ) V(g(x“lz)’“)
) - o)
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Ainsi g est un isomorphisme de groupe valué de domaine (L, z) qui prolonge
f, c’est donc un élément de §. Par un argument de chaine on voit qu’il existe
un élément de $ qui prolonge f et dont le domaine est la cléture divisible
de L dans H.
On suppose a partir de maintenant que L est divisible. Soit x € H \ L, on
va montrer que 1’on peut prolonger f en un élément de $ de domaine (L, x)
en faisant une disjonction de cas.

ler cas : V((L,z)) # V(L). 1l existe alors n € N* et |y € L, tels que,
V(z"lp) ¢ V(L). Posons y := z"ly. Alors par Xj-saturation, il existe y' € H’
tel pour tout I € L, on ait V(y) < V(I) <= V'(y') < V'(f(l)). En particulier
y' ¢ L' et on peut prolonger f en un isomorphisme de groupe g de domaine

(L,y) en posant g(y'l) = 4" f(I), pour tout i € Z et tout [ € L. Remarquons
que si V(y) < V(I), alors d’apres axiome 4, V(y) < V(l%), L désigne
une racine p-ieme de [. Comme V(y) ¢ V(L), V(y) < V(l%), donc d’apres
la remarque 3.5.4.3, V(aP) < V(I) (car P # 1). D’ou, pour tout i € Z*,
V(z%) < V(1). On en déduit immédiatement que pour tous i1, € Z, et tous
l1,l15 € L, on a,

V(y"h) =V(y?l) < V(9(y"h)) = V(9(y?l)).

Donc g est un élément de $ de domaine (L, y). D’aprés ce que nous avons
prouvé ci-dessus, on peut prolonger g en un élément de $ dont le domaine est
la cloture divisible de (L,y). Or x appartient a la cloture divisible de (L, y)
donc il existe un élément de $ qui prolonge g et dont le domaine contient x.,

2éme cas : V((L,z)) = V(L). Introduisons les formules oy, 1, (y, 1, l2) :=
V(y*111) = V(y*2ly), 'ensemble de formules

A = {Spkl,kQ(y?ll’lQ) 7 ll7l2 € L7 k17k2 € Z? H ): gpkl,k‘g(xallul2)}7

et les sous-ensembles de V(H), B := {V(zl); l € L} et C:= {V(2Fl) ; I €
L,k € Z} . On va commencer par montrer que B n’a pas de maximum et qu'il
est cofinal dans C'. Supposons par I’absurde que B posséde un maximum.
Alors, il existerait m € L, tel que pour tout [ € L, on ait V(zm) > V(xl).
Mais par hypothese, il existe I’ € L tel que V(xm) = V(I'), donc d’apres
l'axiome 5, il existerait k € [1,p — 1] tel que V(zmi’®) > V(zm) (car zm #
1), ce qui est absurde, donc B n’a pas de maximum. Soient k € Z*, [ € L
et I¥ un élément de L tel que (l%)k = . Notons 7 := v,(k). Alors, V(2¥1) =
V((xl%)k), et d’aprés le remarque 3.5.4.1, V(21) = V((xl%)pr). Comme B
n’a pas de maximum, il existe I1,...l,11 € L tels que, V(a:l%) < V(zlh) <
oo < V(xly41). On en déduit, d’aprés axiome 4, que V(z*1) < V(x4 1).
Donc B est cofinal dans C. On va maintenant montrer que A est finiment
réalisable dans L. Soient I1,...,ls, € L et ky,..., ko, € Z tels que

H = 0py gy (2,1, 12) Ao A Pl eon (T3 lon—1, l2n).
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Si (k1,...,kan) = (0,...,0) alors pour tout [ € L on a

H ): Pl ko (lv lla l2) AR AN ) S (la l2n71y l2n)'

Si (k1,...,kon) # (0,...,0), comme B est cofinal dans C, il existe [ € L tel
que pour tout i € [1,2n] avec k; # 0 on ait V(x*il;) < V(xl). Alors pour
tout i € [1,2n], V(2*il;) = V(I7%;), donc

HE 0y o (T 1) A A gy oo (U Lot lon).-

A est donc finiment réalisable dans L. On en déduit que

A/ = {Spk‘l,kz (yaf(ll)af(ZQ)) ; l17l2 S L7 kl,kQ S Za H ): (pkl,k:z(l‘all)ZZ)}

est finiment réalisable dans L. Par Nj-saturation il existe z’ € H’ tel que
pour tous hi, ho € H et tous ki, ko € Z on ait

V(Fy) = V(a"lh) <= V(2 f(lh) = V(2 f(I2)).

On peut alors prolonger f en un isomorphisme de groupe valué g de domaine
(L,x) (donc g € §) en posant g(xil) = 2''f(I) pour tout i € Z et tout
lelL. O

3.5.2 Extension de la notion de V-longueur aux modéles de
T et conséquences

Lemme 3.5.6. Soient g1 € G, et g2 € Gy. Si V(g1) < V(gz2), alors il existe
un unique couple (k, gh) € [0,p—1] x G, tel que V(g1) < V(gb) et go = g¥gb.

Démonstration. On va commencer par montrer I'existence. Si V(g1) < V(g2)
alors le couple (0, g2) convient . Si V(g1) = V(ga), comme V(g1) = V(g7 1),
il existe d’aprés I'axiome 3.f de T, k € [1,p — 1] tel que V(gag7 ") > V(g1),
alors le couple (k‘,gle_k) convient. Montrons maintenant l'unicité. Soient

(k,g5) et (K, ¢g5) deux couples qui conviennent. Alors glf*k/ = gigh . Comme
Vig1) < V(gygy "), d’apres la remarque 3.5.4.1, k — k' € pZ, d'ou k = ¥/,
puis gh = ¢5. O

Ce lemme qui est ’analogue du lemme 3.3.3 permet de définir, comme
dans le cas des racines de 'unité, § et la suite (g(")),.cy pour tout g € Gy.
Comme tout élément de G se décompose de facon unique en un produit d'un
¢lément de G, et d'un élément de G, on peut étendre ces notions, comme
dans le cas des racines de I'unité, a G tout entier.

Remarque 3.5.7. Pour tout g € G, g est un élément de G).
De facon analogue au lemme 3.3.8, on montre le :

Lemme 3.5.8. Pour tout g € G on a (n) =1.
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Ce lemme permet d’étendre la notion de V-longueur a tous les modéles
de T

De facon analogue aux lemmes 3.3.18 et 3.3.20, on montre les :

Lemme 3.5.9. Pour tout™ = (z1,...,z,) € M"™, toutg = (g1,...,9,) € G"
et tout r € N on a

n ~ ) ~ ) n Bi . Bi .
Sagi= S (gO-1).. (g0—1) (Z < o (Z)> < o) (Z)>$ig§r+1)>_
i=1 Fe[o,p—1]7+1 i=1 Jo Jr

et

Lemme 3.5.10. Soient gg,...,g, € G et (a;)jeﬂo’pfl]]nﬂ eM. Si

PV (gn) < min({vla;) = vl(az) ; 7,7 € 0.p = 1"} (T )

et si V(go) <--- < V(gn), alors

v( Z a;(go—l)jo . (gn—l)jn> = min;e[[ojp_lﬂnﬂv<a3-(go—1)j° . (gn—l)jn>.

Remarque 3.5.11. Soit g € G. Si g, n’est pas une racine de l'unité, alors
d’apres les axiomes 3.c et 3.d de T (page 78), pour tout n € NonanV(g) < 1.

1

— 7+ Pug.
p(p—1)

Lemme 3.5.12. Q(Gp)/v =TF; et I'gg,) = Unen
Démonstration. On va commencer par montrer que Q(Gp)/v = F,. Soient
acQ"etyge Gy tels que v(} ;L aig;) = 0. Sige Uy, dapres le lemme
332,ona) " ag/vel,. Sig¢ Uy, on note r le plus petit entier tel

que g(r) € Uy. Alors d’apres le lemme 3.5.9,

n _ n B .
Zaigi = Z (g —1)d0 (g(T O Z < <0) ) ) < 9(T1)(Z)>az‘g§r).
i=1

Felop—1]r i=1 -t

Comme pour tout [ € N on a lV(g(Tll)) < 1, on a d’aprés le lemme 3.5.10,

E:agl nnn< @@)Um..490”n1yr1§é<?2®‘”>”.(Bﬁflxw> MYU).

i=1 Jo Jr—1

De I’égalitée (> ; a;gi) = 0 on déduit que le minimum est atteint unique-
ment pour j = 0. Alors "' | a;gi/v =D 1, aigy)/v, dou Yo | aigi/v € Fp.

Montrons maintenant que I'gg,) = U,en ﬁz + I'vg. L’inclusion
pep —
2 est clair. Réciproquement, soient @ € Q" et g € G". S5i g € Uy alors
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v(d iy aigi) € Unen pn(pl_l)

le plus petit entier tel que ¢(") € Uy Alors, comme précédemment on a

Z d’apres le lemme 3.3.2. Si g ¢ Up, notons r

v Y a;g;) = min (v (0) Jo . r=1)_1)lr-1 ” Bw(i) Bﬁ(z) a; (r) .
() = min (o(g -1y 60 S () (P st

O

3.5.3 Valuation de Q(G) et L, v-formules

Dans cette sous-section notre but sera de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.5.13. Pour toutn € N*, il existe N € N*, 0,(7,7,%,t),...,0n(T,7,Z, 1)
des Lgi,-formules sans quantificateurs et Y1(Z,y), ..., YN (Z,Y) des Lg, v-
formules sans quantificateurs tels que, pour tout modeéle M de T et tous

a,b e M™ vérifiant To@ =7 et FQ@ =7, on ait

n n N
M {=Vg,h € G", U(Z aigi) < U(Z bihi) <= \/ 0:(@, 75, b, hp) Nbi(Gp, hp).-
i=1 i=1 i=1

Pour y arriver nous aurons besoin d'un certain nombre de lemmes pré-
paratoires.

Lemme 3.5.14. Soient g1,...,9n+1 € G et q1,...,qnt1= € [-p+ 1,p—1].
SiV(g) < <V(gn+1) < V(1) alors on a

1. | Zl%V(gi)! < V(gn+1)s

n+1

2. (gn1 — DV (gnt1) < ; ¢V (9i) < (qn+1+ 1)V (gnt1),

n+1
3. 21 ¢V (gi) #0 si (q1,--.,qns1) # (0,...,0).

Démonstration. 1) Comme gn+1 # 1, pour tout i € [0,n] on a V(g;) <
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1

= ]mv(gn—&-l)- Alors,

1
pV(gH_l) d'ont V(g;) <

> aVig) < lalVig:)
=1 i=1

<Sp-1)V(g)
=1

<> (- 1)pnjHV(9n+1)

i=1
< Z : Q(Dnﬂl)v(gnﬂ)

p" —1
< pn V(gn-i-l)

< V(gnt1).

2) C’est une conséquence directe de 1).
3) Supposons que (qi,-...,qn+1) 7 (0,...,0). Notons r le plus grand entier
tel que ¢, # 0. Si r = 1 le résultat est immédiat. Sinon d’aprés 2, on a,

(@ =DV (gr) < X1y @V (9i) < (gr +1)V(gr), on en déduit immédiatement
n+1

que 21 ¢V (g:) #0. 0

Lemme 3.5.15. Soient g1,...,9n,h1,...,hm € G et q1,. .., qnyT1,---,Tm €
[Lp—1]. St V(g1) < -+ < Vgn) et si V(h1) < -+ < V(hy,) alors
n m

> aiV(gi) = > iV (h;) si et seulement sim =n et g =r; et V(g;) = V(hi)
£ ~

1= 1=
pour tout i € [1,n].

Démonstration. Supposons que nf:l aV(gi) = mil r;V (h;). On peut réécrire
nt1 m+1 = = k

la somme Z qiV(gi) — Z riV (h;) sous la forme Z siV(nm;) avec 1 < k <

n+m, 171,1. -1-777k € G, V(m) < Ving), sz,lil, sk € [-p+ 1,p—1].

Comme Z siV(n;) = 0, on a d’aprés le lemme précédent que pour tout

i€ 1, k‘]] 82 = 0. On en déduit que m = n, ¢; = r; et V(g;) = V(h;) pour
tout i € [1,n]. O

Lemme 3.5.16. Pour tous qi,...,qn,T1,.-.,"m € [0,p — 1] il existe une
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La,,v-formule sans quantificateurs pg5(Z,y) telle que :

T Vg eGrvheGr, <V(gl) << V(g AV(R) < - < V(hm)) —

(Z% (9:) <Zn <:>90q7"(g’h)>'

Démonstration. 1l est suffisant de traiter le cas ot (g1, ..., qn, 71, -, "m) =
(0,...,0)etlescasou qi,...,qn,sT1,y -+, "m € [1,p—1]. Si (g1, -y Gn,T1s- - Tm) =
(0,...,0),laformule @676(5, y) :=Vz,z =zconvient. Siqi,...,qn,T1,...,Tm €

[1,p — 1], on va raisonner par cas.
ler cas : ¢p < Ty Si V(gn) < V(hy,), alors d’aprés le lemme 3.5.14, on a

ZQZ (9i) Gn + 1)V(gn)

(gn + D)V (i)
iV (hm)

ijw(hi) < (e + D)V ()
=1
< pV(hm)
< Vi(gn)
<Y aiV(g) carg, #0.
=1

Ainsi Z qiV(gi) < Z V(hi) <= V(gn) < V(h), on peut donc prendre

ear(7.) = V(a) < V). .

n
2¢éme cas : g > ry,. D’aprés le ler cas,ona, > r;V(h) < > ¢V (gi) <=
i=1 i=1

V(hm) < V(gy). Do Zlqz'V(gz‘) < Zl?“z‘v(hz‘) = Vign) < V(hm).

Or d’aprés le lemme 3.5.15, > r;V(h;) # > ¢V (g:) puisque g, # 7.
i=1 i=1

Ainsi Y ¢V (gi) < Z riV(hi) <= V(gn) < V(hs,), on peut donc prendre

i=1
par(®.5) = Vi(ea) < V(ym)
3éme cas : ¢, = Tim- Si V(gn) < V(hp,) alors pV(gn) < V(hy,), d’ou, par
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le lemme 3.5.14

Z ¢V (i) < (rm +1)V(gn)

< ZmV(hi) car ry, # 0.

On montre de méme que si V(g,) > V(hy,) alors > ¢V (gi) > > iV (hi).
i=1 i=1
Donc

I[]=
:9
;Q
IA

i Mg

S\

:“

En répétant avec la formule > ¢;V(g;) < Z r;V (h;) ce qui vient d’étre
i=1 ;
fait, on voit facilement qu’il existe une Lg, v- forrnule sans quantificateurs

©q7(T,7) telle que Z 4V (g:) < Z iV (hi) <= ¢q7(g. h). [

Lemme 3.5.17. Il existe une Lg;,-formule sans quantificateurs 7(T,7y), telle
que, pour tout modele M de T, tous a,b € MP vérifiant Ugq) = Z, et
FQ(E) = 7 et toutes racines primitive p-iémes de l'unité et &, on ait

p—1 p—1
v(>ai¢’) <v(>_big') <= 7(a,b).
=0 =0

Démonstration. Posons a; = a;—a,_; et b, = b;—b,_1 pour tout i € [0, p—2].

Comme ( est une racine primitive p-iéme de 1'unité on a (P~1 = — 3 (7,
p—1 ) p—2 p—2 )

dou Y a;¢" = Y al¢?, de méme Z bi¢t = > V¢t D’aprés le lemme 3.5.9,
i=0 1=0 =0

on a,

p—2 p—2

- EE e v Sie-EE v

j=0 =0 =0 1
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p—2

Par hypothése, pour tout j € [0,p — 2], v( > (;)a;) € Z, et comme v(¢ —
i=0

1 =
) PRE on a
v(Y ai¢')= min (v(
P j€l0.p—2] ,

p— . .
. Ly J

= min v Cag )+ — ),

je[[o,p—z]]< <i_0 (J) ) p— 1>

p—2 ‘ p i
AN 3 .
e = o, («(3 ;)

de méme,

D’on

p—2 A p—2 ‘
v(>aich) < v Hieh)
1=0 1=0
2

= (G 00+ 555) < e (S 000 +529)

=0
Ainsi la formule 7(Z,y) définie par
2

0y (AE Qo) < (B i o2

convient. O

Démonstration du lemme 3.5.13. Pour tout g € G™ on définit I'(g) comme
étant le plus petit entier r tel que V(F) >

tit entier r tel que, gI(H, cee 1(;7)1 soient tous des racines p-iémes de 1'unité.

Comme [(g) < non al'(g) <n pour tout g € G™. 1l est clair que pour tout
B = (By,...,By) € P! et tout r € [0,n], il existe une L, v-formule
sans quantiﬁcateurs qui exprime que I'(g) = r et que pour tout i € [0,n],
B; = B . Ainsi, pour prouver le lemme, il est suffisant de montrer que pour

tousr,s € IIO n], tous B = (By, ..., By), B’ = (B}, ..., B) € PnL il existe
une Lg;,-formule sans quantificateurs 0(T, 7, z,t), et une L, v-formule sans

T c’est-a-dire le plus pe-

quantificateurs (Z, ), telles que pour tout modeéle M de T, tous g,h € G"
vérifiant I'(g) = r, I'(h) = s, B; = B—~ PO Bl = B;LT) pour tout i € [0,n],

et tous @, b € M™ vérifiant Lo@ = Z et FQ@) = 7, on ait

M o> aigi) < v bihi) <= 0@, 75, b, hp) A (Fp, byp)-
=1 =1
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Fixons 7,5 € [0,n], B = (Bo,...,Bn),B’ = (B},...,Bl) € P! et M un
modeéle de T. Soient @, b € M™ et g, h € G™ vérifiant les conditions ci-dessus.
On va raisonner dans le cas ou r et s sont différents de 0, les cas o1t r = 0
ou s = 0 se traitent de fagon analogue. D’aprés le lemme 3.5.9, on a,

Sagi= Y (g0 (g1 Y <B°.(Z>) . (Bf‘l(”> aig”.
=1 jelo,p—1]" i=1 Jo Jr—1

et

n 5 A N A n Iy , .
Shihi= S (AO—1y0 L (AN —1pe (Bq(2)> <Bs,_1(l)>bihz('8)-
=1 j€[0,p—1]* i=1 Jo Js—1

Pour alléger les notations dans la suite de la démonstration on notera

B “~ (By(i Bya(i r
<.>ag(r) =3 < Q(Z)> < ‘ 1(2)>a¢gi( )

J i1 Jo Jr—1

57 n ][ / .
(3 )bh<r> = (BO,(Z)> . <Bfl(z)>bih§r).

J =1 Jo Jr—1

(") 1
= ——Z, I'gag) = Z, et comme

Comme (F)agh) = (3)ag591”, (o) = ;=1

1
, d’apres le lemme 3.5.10,
p(p—1)

et

V(gr=1) <

U(Zn: a;g;) = min (v((g(o) —1)0... (g(7”~—1) — 1)Jr—1 (B)ag(r)))
i=1

On montre de méme que

" = _min v 0 — jo .. s=1) _ 1)ds1 ?7 ).
v(;bihi)_ <((h(0) 1) (h(s=1) — 1) (,)bh( )))

36[[0,])71}]5 -]
Alors,
’U(Z a;gi) < U(Z bih;) <
i=1 i=1

JjElFm —0 kEIE

<m;n (v((f>ag<r>)) — min @((?)W))) A min (fﬁv(g@)) < min (gle(hm))

)
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ol Iz désigne 'ensemble des j” tels que v (]E,) Ew) = min (v ( (?)*g(’")»

j€lo,p—1]"
et I désigne 'ensemble des k' tels que v ( (%)Eﬁ) = min (v (( E/)*g(r))> .
ke0,p—1]s

D’apreés le lemme précédent, les formules du type

nin(o(5)a0) < o (5 7)
min (v (?)ag(”)) = min (v((i) b)Y,

J

sont équivalentes a des L 4;,,~-formules sans quantificateurs, et d’apreés le lemme
3.5.16 les formules du type

r—1 s—1
min (D5 (9®)) < min (S k(D).
1€l5 Y15 kelgr * 120

sont équivalentes a des KGP,V—formules sans quantificateurs, ce qui montre
le lemme. O

3.5.4 Répartition de I'y; dans I'y,

Le but de cette sous-section sera de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.5.18. Soient v € T'py, k,m € N* et n € N. Si l'ensemble {« €
%FV,G,n i a < v} est non-vide, il admet un mazimum, et si l’ensemble
{Be %PV,G,n i B>~} est non-vide, il admet un minimum.

Remarque 3.5.19. 1. Pour tout n € N*, I'y g, est symétrique par
n—1
rapport a 0, p-divisible, posséde un maximum qui est »_ —, et un
i=0 P

n—=11
minimum qui est — > —.
i=0 P

).

2. T'v¢ n’est pas un groupe (car borné par T
p J—

Lemme 3.5.20. Soient g1,...,9, € G et ky,....k, €Z. SiV(g1) < -+ <
Vign) < V(1) et si 3500 kiV(gi) # 0, alors V(g1) < [ 327 kiV (9i)]-

Démonstration. On va raisonner par induction sur n.

- Sin =1, c’est trivial.

- Supposons maintenant I’hypothése d’induction vraie jusqu’au rang n et
n+1

montrons-la au rang n + 1. Si > k;V(¢g;) = 0, il n'y a rien & montrer.
i=1
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n+1
Supposons maintenant que Z kiV(gi) # 0. Notons r le plus grand en-
tier de [1,n + 1] tel qu’il ex1ste m € N* vérifiant V(g,) < mV(g1). Alors
il existe K € Z*, tel que ZkV(gZ) = KV(g1). Sir = n+ 1, ou si
i=1

n+1 n+1 n+1

> kiVi(gi) =0, alors > k;V(g;)) = KV (g1). Donc V(g1) < | > kiV(gs)l|-

i=r+1 =1 =1
n+1

Sir #n+1etsi > kV(g) # 0, alors par hypothése d’induction,
i=r+1

V(grs1)| < | Z k;V(g;)|. Par définition de r, (|K|+ 1)V (g1) < V(gr+1)-

i=r+1
D’ou,

V(g1) £ V(gr1) — |K|V(g1)
n+1

<| Z kiV(gi)| — | K[V (g1)
i=r+1
n+1

<| Zkv.gz‘_’zkv.gz

i=r+1
n+1

<> EV(g)-
=1
O

Lemme 3.5.21. Soient g1,...,9n,h1,...,hym € G, k1,1 € [-p+1,p—1]\
{0} et koy.oyknyqoy e sqm €Z. Si V(1) < ...V(gn) < V(1), si V(h1) <

< V(hm) < V() etsiy, kiV(gi) = > aiV(hi), alors V(g1) = V(h1) et
i=1 i=1
k1 =q (mod p).

Démonstration. Commengons par montrer que V(g1) = V' (h1). Raisonnons
par l'absurde et supposons que V(g1) # V(h1). On peut sans perte de gé-
n

néralité supposer que V(h1) < V(g1). On aurait 1V (h1) = > kV(g:) —
i=1
> q;V (h;). Alors d’une part, on aurait
1Y kV(g) =D aV(h)| = |V (h) < (p— 1)V (1) < V(RY).
i=1 i=2

n m
D’autre part, comme g1 # 0, | > kiV(g:) — > ¢V (h;)| est aussi différent de
i=1 i=2
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0, donc d’apres le lemme 3.5.20, on aurait,

min (V(g1), V(h2)) <13 kiV(g) = D aiV (k).
=1 1=2

On en déduirait que min (V(gl), V(hg)) < V(hY), ce qui est absurde. Donc

V(g1) = V(h).
Notons r et s respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne
de q; — k1 par p. On va raisonner par I'absurde en supposant que r # 0.

Comme Y k;V(gi) = > @V (hy),
; i=1

i=1
V(g = —sV(g))+ > kiVi(g) = > aiV(hi).
i=2 =2
Comme 7 # 0, —sV(g]) + > kiV(g:) — > ¢V (hi) # 0. On aurait alors
i=2 i=2
7|V(g1) < V(g1)
n m
<|—sV(g))+ Z kiV(g:) — Z%‘V(hi)| d’apres le lemme 3.5.20.
=2 =2
Ce qui est absurde, donc r = 0. O

Définition 3.5.22. Soit v € I'[, . On définit g, comme étant un élément
de G*, tel que pour tous k1, ..., ky, € [-p+1,p—1] et tous g1,...,9n € G*,
avec V(g1) < -+ < V(gn) et v =Y 11 kiV(g:), on ait V(g1) = V(gy) (un
tel g, existe bien d’aprés le lemme 3.5.21).

Remarque 3.5.23. Si~ n’est pas le maximum de I'y g ,, on vérifie facilement
que v+ V(gy) € I'vg,n. De méme, on vérifie facilement que si v n’est pas le
minimum de I'vg,, v — V(95) € v n-

Définition 3.5.24. Pour tout v € I'v,¢ on notera p(7y) le plus petit entier r
tel que v € 'y,

Lemme 3.5.25. Soient v € I'l, et g € G. Posons p(y) = n. Si V(g) <
V(gy) alors :

1. pour tout k € [—p+ 1,p — 1]\ {0}, on a v+ kV(g) € T'vigni1 et
V(g'erkV(g)) = V(g);

. pour tout i,j € [1,p— 1], on a p(y +V(g)) = p(y + jV (),
3. pour tout i,j € [-p+1,1], on a p(’y + iV(g)) = p(’y +jV(g)).
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Démonstration. 1) trivial.

2) Soit ¢ € [[1,p— 1]. Posons p(’y—i—iV(g)) = r. Il est clair que r # 0. Alors il
existe v € T'yg, 7 € [-p+1,p—1] et ¢ € Gtelsque p(y') =r—1,V(¢) <
V(gy) et v+iV(g) =+ +7'V(g'). D’aprés le lemme 3.5.21, V(g) = V(¢') et
i’ =i (mod p). Pour j € [1,p—1] fixtonay+;V(g) =+ + (@' —i+5)V(g),
et comme i —i=0oui —i=—-p, (' —i+j) € [-p+ 1,p— 1] donc
p(7 + jV(g)) < r. On montre de fagon symétrique que p(’y + iV(g)) <
p(y+iV(g), dou p(y+iV(g)) = p(y+iV(9))-

3) Se montre de la méme fagon que 2). O

Lemme 3.5.26. Soient 7,6 € I'{, ;. Siy # 0 et si |y — 6] < V(gy) alors
V(gs) < V(gy)-

Démonstration. Comme vy # ¢, d’aprés le lemme 3.5.20, min (V(g(g), V(gy)) <
|y — 6| et comme par hypothese [y — | < V(gy), on a V(gs) < V(gy). O

Lemme 3.5.27. Soienty,7' € I}, 5 eta € 'y . Sip(a) < min(p(’y),p(fy’)),
si v est compris entre y ety au sens large, et si |[y—'| < min (V(gw), V(gy)>,

alors a =~ ou v =7/,

Démonstration. Posons n = min (p(’y),p(’y’)). Sin=0o0usivy=+le
résultat est trivial. On peut donc supposer sans perte de généralité que n # 0
et que v # +'. On va raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe a €
17,7/[ avec p(a) < m. On peut supposer que « est tel que p(«) soit minimal.
Posons p(a) = r. On ne peut pas avoir r = 0 car sinon on aurait a = 0, ce qui
impliquerait que |y| < V(gy) ce qui entrainerait une contradiction d’aprés
le lemme 3.5.20. Comme r # 0, il existerait k € [-p + 1,p — 1] \ {0} et
o €Tygr—1 avec V(ga) < V(go) tels que a = &/ +kV (g, ). Par minimalité
de r, o ¢]y,7/[. Si k > 0 on aurait o/ <y < o' 4+ kV(ga), il existerait alors
q€[0,k—1] tel que &/ +qV(ga) <7<+ (¢+1)V(go). Comme r — 1 <
n on ne pourrait pas avoir o’ = « et comme d’aprés le lemme précédent
V(9a) < V(gy) , on ne pourrait pas non plus avoir, d’apres le lemme 3.5.21,
o + qV(ga) = v pour ¢ € [1,k]. On aurait alors o + ¢V (ga) < v <
&'+ (g+1)V(ga). Posons o = o'+ (g+ 1)V (ga). D’apres le lemme 3.5.25.1
on aurait V(ga) = V(ga), ce qui impliquerait que o’ — V(gar) < v < o”.
Alors d’aprés le lemme précédent on aurait V(g,) < V(ga~), ce qui est en
contradiction avec le fait que V(go) < V(gy). On montre de la méme fagon
que le cas o1 k < 0 entraine aussi une contradiction. ]

Lemme 3.5.28. Soit v € I'yr. Alors pour tout n € N, si l’ensemble {a €
Lvan: o <~} est non-vide, il admet un mazimum, et si l’ensemble {5 €
T'vign; B>7} est non-vide, il admet un minimum.
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Démonstration. On a raisonner par induction sur n.

- Pour n =0, I'y,go = {0} et le résultat est trivial.

- Supposons le résultat vrai au rang n et montrons le au rang n 4+ 1. Si v €
I'v.gnt1 le résultat est trivial. Dans la suite on supposera que v ¢ I'v.g 41
(cela permettra de remplacer plusieurs inégalités larges par des inégalités
strictes). On va raisonner par cas.

1¢" cas : l'ensemble {8 € T'vign ; B > 7} est vide. Si I'ensemble
{8 € T'vignt1 ; B > 7} est vide, alors max(I'y.gnt1) < 7, et le résultat
est trivial. On va donc supposer dans la suite que { € I'v.gny1; 6 > 7}
est non-vide. Alors max(I'v.gn) < v et max(I'v.gny1) > 7, cest-a-dire
1 1 1 _ .
Z?:()l — <y < )iy Donc0 <y~ Z?:ol — < — et d’apres I'axiome
p p p p

T

1
3.f, il existe g € G tel que V(g) < v — Z?;Ol—i < pV(g), et comme
1 1 1
-1
y=>Y"rsi—=< —onaV(g) < —
=0pt T opr (p— 1)p"

1 1
tel que 307 —+qV(g) <7 < Sy — 4 (¢ + 1)V (g). On vérifie alors
p p

. Ainsi il existe ¢ € [1,p — 1]

1
facilement que "7 — +qV(g) est le maximum de {a € I'v,gny1; @ <7}
p
11 .
et que Z:‘L:ol pei + (¢ + 1)V (g) est le minimum de {8 € I'v.gny1; B> 7}

2¢M¢ cas : 'ensemble {o € I'y. g 5 a < v} est vide. Ce cas se traite de
fagon similaire au premier cas.

3°¢ cas : les ensembles {a € Ty g, ; a <~} et {f€lyvan;: B>}

sont tous deux non-vides. Notons a := max ({a € Tvan ; o <7}) et

B := min ({ﬁ elvgn; B> 7}) On va montrer le résultat dans le cas

ony—a < f—7,lecason f—~v < v— « se traitant de fagon similaire.
Commengons par remarquer que p(a) = p(8) = n. En effet si p(a) < n, il
existerait d’apres 'axiome 3.e, g € G tel que V(g9) <yv—aet V(g) < V(ga).
Alors d’apreés le lemme 3.5.25.1, a + V(g) € I'y.gn. Comme o+ V(g) < 7,
I’hypothése de maximalité de « serait contredite. On montre de méme que
p(B) = n. Comme {f € TI'vgyn ; B > 7} est non-vide, o n’est pas le
maximum de T'y,q , donc d’aprés la remarque 3.5.23, a + V(ga) € Tv,an.
Comme a < a+ V(ga), B < a+V(ga), do1 0 < v—a < V(gy). Comme
V(ga) < 1l,ona0 < y—a <1, donc d’aprés 'axiome 3.e il existe g € G
tel que V(g) < v — a < pV(g). Ainsi il existe ¢ € [1,p — 1] tel que
a+qV(g) <y <a+(g+1)V(g). Comme V(g) <vy—aonaV(g) < V(ga).
Posons o' = a+ ¢V (g) et " =a+ (¢+1)V(g).

1" sous-cas : ¢ # p—1. Alors d’aprés le lemme 3.5.25.1, o/, & € 'y, n41,



96 CHAPITRE 3. LA STRUCTURE VALUEE (Cp,U)

p(e) = p(”) = p(a +V(g)) et V(go) = V(gar) = V(g). Comme a <
a+ V(g) <, on ne peut pas avoir p(a + V(g)) < n par maximalité de a,
donc p(a+V(g)) =n+1et p(a’) = p(”) =n+1. En appliquant le lemme
précédent a o/ et @, on a que o est le maximum de {a € T'y.gpt1; @ <7}
et que o est le minimum de {8 € T'v.gnt1; B> 7}

2¢M€ gsous-cas 1 ¢ = p — 1 et pV(g9) < V(gq). Comme dans le sous cas
précédant on a p(af) = n+1 et V(go) = V(g). Par le lemme 3.5.25.1 on
a o € Tygni1 et V(gar) = pV(g). On ne peut pas pas avoir p(a”) < n,
car sinon par minimalité de 8 on aurait 8 < «”, ce qui impliquerait que
f —v < a” — v et dautre part 'inégalité a + (p — 1)V (g) <y < a + pV(g)
impliquerait o’ —« < v — a, on en conclurait que  — v < v — a, ce qui ab-
surde par hypothése. Ainsi p(y”) = n+ 1. En appliquant le lemme précédent
a o et @’ on aque o est le maximum de {a € T'y.gnt1 ;5 o < 7} et que
o est le minimum de {8 € Tv.gny1; 5> 7}

3¢ sous-cas : ¢ = p — 1 et pV(g9) = V(ga). On va montrer que ce
sous cas est impossible. Dans ce sous cas o’ = a + V(g,), et comme «
n’est pas le maximum de 'y, d’aprés la remarque 3.5.23, o” € T'y g, et
par minimalité de 8 on aurait 8 < o”. On montrerait comme dans le sous
cas précédent que cela impliquerait que 8 — v < v — a, ce qui absurde par
hypothése. L

Démonstration du lemme 3.5.18. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent a
m

m_ 0
k:’y

3.6 Démonstration du théoréme 3.4.3

3.6.1 Les structures de la forme K(G)

Dans toute cette sous-section (M, Gy, G)p) désignera un modele de T' et
K un sous-corps dénombrable de M.

Lemme 3.6.1. Soient H C L des corps valués et x € L. Alors 'y, est
engendrée par une quantité dénombrable d’éléments au-dessus de I'g.

Démonstration. Si I'g,) = 'y le lemme est vide. Sinon il existe un po-
lynome P; € HI[X] de plus petit degré d; tel que ’U(Pl (;v)) ¢ T'y. Si
v(H[z]) C v(Pi(x))Z+T i, le lemme est montré. Sinon il existe un polynome
P; € H[X] de plus petit degré da tel que v(P2(z)) ¢ v(Pi(x))Z+T 5. Comme
v(PQ(a:)) ¢ Ty, on a dy < da, et en effectuant la division euclidienne de P»
par Pj, on voit que dy # di, donc d; < ds. En itérant le procédé on construit
une suite de polynomes (P;);en+ € H[X]N, éventuellement stationnaire, telle
que v(H[z]) C ey v(Pi(2))Z + Ty, ce qui montre le lemme. O
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Lemme 3.6.2. Il existe une suite (7;)ien € I, telle que

FK(G) = Z’in + FV,0.
1€N

Démonstration. Comme K est une extension dénombrable de Q, c’est une
conséquence directe du lemme 3.5.12 et du lemme précédent. OJ

Lemme 3.6.3. Soit x € M. Alors il existe un ensemble (au plus) dénom-
brable cofinal dans {o ; a € I'ggyas, @ < v(x)} et un ensemble (au plus)
dénombrable cofinal dans {c; o € I'g(gpag, @ > v(z)}.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, il existe une suite (;)ien € F%
telle que I'ge(q) = Y jen %iZ + L'v,g. Comme I (yatg est la cloture divisible

de 'y on a I'g(gyas = Y oien iQ + Uk,mEN* %Fv,(;. Alors

! l
k
{a € Lr(qyas 5 @ < v(z)} = U {E Yia; + B ; B € EPV’G’M E via; + B < wv(x)}
I,n,k,meN* =1 i=1
at,...,a;€Q

= U {Z via; + B B € *FVG n, B<v(x Z%az}

l,k,n,meN* =1
a,...,a;€Q

Pour I,n, k,m,aq,...,a, fixés, 'ensemble
M ) ) ) ) ) n )

{Z%az +8; B¢ PanB < U Z'Yzaz}

=1

est un translaté de ’ensemble

{B;Be FGn,5<v Zm}

D’aprés le lemme 3.5.18, s’il est non-vide, il admet un maximum, que I’on no-
tera myn km.ar,...an - 11 €st alors clair que Pensemble {my » kmoa1,..an 5 1,7k, m €
N*, a1,...,a; € Q} est (au plus) dénombrable et cofinal dans {a € ' (gyars 5 @ <
v(x)}. On montre de méme qu’il existe un ensemble (au plus) dénombrable
cofinal dans {a € I'g(gyars 5 @ > v(2)}- O

Lemme 3.6.4. Soit v € M. Si K(G)™9(x) est une extension immédiate de
K(G)9 alors il existe une suite (y;)ien d’éléments de K(G)9 qui pseudo-
converge vers x et qui n’a pas de pseudo-limite dans K(G)™9.

Démonstration. On va commencer par montrer qu’il n’existe aucun P €
Z[(X:)ien, Y, (Zi)ien], et aucun @ € K, tels que 'ensemble {v(z —y) ; y €
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Ac(Py)} soit cofinal dans {v(z —y) ; y € (K(G)*9)}. Raisonnons par 1’ab-
surde, et supposons qu'un tel P et qu'un tel @ existent. Comme K (G)%9 est
algébriquement maximal, K (G)™9(z) est une extension immédiate de type
transcendant de K (G)9. Donc pour tout polynéme Q € K (G)¥9[X], il exis-
terait yo € Ag(Pa) tel que pour tout y € M veérifiant v(x —y) > v(x — yo),
on ait U(Q(x)) = U(Q(y)) En particulier, pour tout r € [0,n — 1], tout
B € Prtlotout j € [0,p — 1)L et tout § € G”, il existerait yg €
Aqg(Pg) tel que pour tout y € Ag(Pg) vérifiant v(z — y) > v(x — yo), on
ait v PEJ(E, y,§)> = U(PEJ(E,JU,@)). D’aprés 'axiome 4 de T, on en dé-
duirait que I'ensemble {v(x —y) ; y € A(Pg)} admettrait un maximum. Par
cofinalité, I'ensemble {v(x —y) ; y € K(G)™9)} admettrait aussi un maxi-
mum, ce qui est absurde. Il n’existe donc aucun P € Z[(X;)ien, Y, (Zi)ien], et
aucun a € K, tels que I'ensemble {v(x — y) ; y € Ag(P5)} soit cofinal dans
{v(x —y) ; y € (K(G)™)}. Ainsi, pour tout P € Z[(X;)ien, Y, (Zi)ien],
et tout @ € K, il existe ypz € K(G) tel que, pour tout y € Ag(Py),
on ait v(z — ypz) > v(z —y). Comme K est dénombrable, l'ensemble

)

)
{v(r —ypa) ; P € Z[(Xi)ien, Y, (Zi)ien], @ € K} est aussi dénombrable.
Soit y € K(G)¥. 11 existe P € Z[(X;)ien, Y, (Zi)ien] et @ € K, tels que
y € Aq(Pg). Alors v(z — ypg) > v(x — y). On en déduit que {v(z —
ypa) ; P € Z[(Xi)ien, Y, (Zi)ien), @ € K} est cofinal dans {v(z —y) ; y €
(K(G)9)}. a

3.6.2 Démonstration du théoréme 3.4.3

Démonstration du théoréme 3.4.3. On va considérer deux modeles (M, G, G)p)
et (M', G5, Gy) de T, saturés de cardinalité Ry, et on va montrer que la fa-
mille F des L-isomorphismes partiels entre M et M’ dont le domaine est de
la forme K(G), on K est un sous-corps dénombrable de M, est non-vide et
a la propriété de va-et-vient.

Commencgons par montrer que F est non-vide. On montre comme dans la
démonstration du théoréme 2.2.1 qu’il existe un Lg_-isomorphisme partiel h
entre Q(Gp) et Q(Gy). Comme I'g(q) = Loy =Z,ona Q(Gp)NG, = {1}
et Q(G) NGy, = {1}, donc h respecte G, et est un L-isomorphisme partiel.
Comme G, et G;) sont des modeles de cardinalité Ry et Ny-saturés de Tg,, v,
qui est une théorie compléte d’aprés la proposition 3.5.5, il existe un L, v-
isomorphisme f de G, sur Gj,. Soit k I'application définie sur Q(G5)UG), par
k‘\Q(Gﬁ) = het k|g, = f. D’aprés le lemme 3.5.13 on peut prolonger k en un
isomorphisme de corps valué entre Q(G) et Q(G’) (toujours noté k). Comme
k(Gp) = G5 et k(Gp) = k(Gy), il est évident que k est un L-isomorphisme
partiel, ce qui montre que F est non-vide.

On va maintenant montrer que F admet la propriété de va-et-vient. Par sy-
métrie il est suffisant de montrer le va. Soit f un élément de F de domaine
K(G). Comme G est inclus dans le domaine de f, tout isomorphisme de
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corps valué qui étend f est un L-isomorphisme partiel.

Comme M et M’ sont algébriquement clos on peut étendre f a K(G)
Soit x € M \ K(G)¥. D’aprés les axiomes de Ta,, Gy/v = M/v, donc
K(G)® /y = M /v, ainsi x ne peut pas étre dans une extension résiduelle de
K(G)® . 1l y a alors seulement deux cas possibles, z est dans une extension
immédiate de K(G)%, ou x est dans une extension purement valuation-
nelle de K (G)™9, c’est-a-dire K(G)™(z)/v = K(G)% v et Ur(ayets(z) #
FK(G)aZg-

1" cas : x est dans une extension immédiate de K (G)%9. D’apreés le
lemme 3.6.4, il existe une suite (y;)ien € (K(G)™9)N qui pseudo-converge
vers x et qui n’a pas de pseudo-limite dans K(G)™9. Par Ni-saturation il
existe 2’ € M’ tel que 2’ soit une pseudo-limite de la suite (f(yi))ieN. On
peut alors prolonger f en un isomorphe de corps valué noté g de domaine
K(G)®9(z) et tel que g(x) = 2'. La restriction de g & K(G)(x) est un élé-
ment de F qui prolonge f.

2°M€ cas @ x est dans une extension purement valuationnelle de K(G)
D’apres le lemme 3.6.3, il existe un ensemble dénombrable (7;);en € FI;L(G)

alg

alg

alg
cofinal dans {a € I'j(gyats ;@ < v(z)} et un ensemble dénombrable (6;);en €
FI;I((G)QZQ cofinal dans {a € I'g(gyas ;o > v(x)}. Par Ry-saturation il existe
x' € M’ tel que pour tout ¢ € N on ait f(v;) < v(z') < f(d;). On peut alors
prolonger f en un isomorphe de corps valué noté g, de domaine K (G)%9(x),
et tel que g(z) = 2/. La restriction de g & K(G)(x) est un élément de F qui

prolonge f. O
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Résumé : Cette thése est consacrée a 1'étude d’'un point de vue modéle théorique de corps valués algé-
briquement clos enrichis d’un prédicat qui représente soit un sous-groupe multiplicatif soit un sous-corps.
Nous donnons un résultat d’élimination partielle des quantificateurs pour les structures du type (M, G),
ou M est un corps valué algébriquement clos et ot G un sous-groupe multiplicatif sur lequel la valuation
est injective.

Nous nous concentrons ensuite sur les corps valués de caractéristique mixte. Nous donnons une axiomati-
sation compléte des structures valuées du type (W(k)“lg, T(k:)), ol k est un corps parfait de caractéristique
p, oit W (k)™ est la cloture algébrique du corps des vecteurs de Witt au-dessus de k, et ot 7(k) est le
relévement de Teichmiiller de k dans W (k). Nous étudions ensuite les paires de corps valués fortement
séparées et appliquons nos résultats pour donner une axiomatisation compléte des structures valuées du
type (W (k)“, W (k)).

Enfin, nous étudions la structure valuée (C,,U), ot U est le groupe des racines de l'unité. Nous déve-

b

loppons un outil, la notion de V-longueur, qui nous permet de prouver que, pour tous ai,...,a, € C,
n n

fixés, 'ensemble {| > a;Gil, ;5 CGi,---, ¢ € U, > a;¢; # 0} admet un minimum non nul. Nous nous servons
i=1 i=1

ensuite de ce type de résultat pour obtenir une axiomatisation compléte de la structure valuée (C,, U).

Mots clés : théorie des modéles; axiomatisation ; vecteurs de Witt ; relévement de Teichmiiller ; racines
de l'unité.

Model theory of expansions of valued fields : separation phenomena

Abstract : This thesis is dedicated to the model theoretic study of algebraically closed valued fields
equipped with a additional unary predicate for either a multiplicative subgroup or a subfield.

We give a result of relative quantifier elimination for structures of the kind (M, G), where M is an alge-
braically closed valued field and G is a multiplicative subgroup on wich the valuation is injective.

We then focus on valued fields of mixed caracteristic. We give a complete axiomatization of valued struc-
tures of the kind (W (k)™ 7(k)), where k is a perfect field of charateristic p, where W (k)9 is the algebraic
closure of Witt’s vectors field over k, and where 7(k) is the subgroup of Teichmiiller’s vectors. Then we
study strongly separated extensions of valued fiels and apply our results to obtain a complete axiomati-
zation of structures of type (W (k)*9, W (k)).

Finally, we study the valued structure (C,,U), where U is the group of roots of unity. We deve-
lop the notion of V-length, wich allows us to prove that, for any fixed ay,...,a, € C,, the set

n

n
{13 aiGily: Gy G €U, > a;(; # 0} as a non zero minimum. We use this kind of result to obtain a
i=1 i=1
complete axiomatization of the valued structure (C,, U).

Keywords : model theory ; axiomatization ; Witt’s vectors; Teichmiiller’s vectors; roots of unity.

Image en couverture : Description trés courte de I'image (facultative). Crédit image : xxx yyy.
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