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R É S U M É

Les problèmes de tournées de véhicules sont des problèmes d’optimi-
sation combinatoire épineux avec des enjeux économiques et environne-
mentaux importants au sein de la chaîne logistique. Le problème fonda-
mental est de desservir des clients avec un ensemble de véhicules de façon
à minimiser la distance totale parcourue. En pratique, il y a une grande va-
riété d’objectifs et de contraintes additionnelles, liées à la législation et à la
diversité des domaines d’applications. Ces problèmes de tournées sont très
fréquents pour de nombreuses industries et la conception d’approches de
résolution génériques est devenue une question de recherche importante.

Cette thèse porte sur la conception et le développement d’un nouveau
moteur de résolution pour les logiciels de tournées de véhicules proposés
par l’entreprise GEOCONCEPT. Le solveur mis au point s’appuie sur la
programmation par contraintes (PPC) pour améliorer la flexibilité (prise
en compte de contraintes additionnelles), la déclarativité et la maintenance
qui sont les limites des solveurs actuels de GEOCONCEPT fondés sur la
recherche locale.

Dans un premier temps, un modèle de graphe est établi pour la repré-
sentation unifiée des données et de nombreuses contraintes métiers. La ré-
solution s’effectue par des approches à base de voisinage large disponibles
dans les solveurs de PPC modernes. On peut ainsi traiter des instances
de très grandes tailles efficacement tout en conservant une approche dé-
clarative pour exprimer une classe très large de problèmes de tournées de
véhicules. Dans un second temps, des modèles PPC s’appuyant sur des
représentations redondantes du problème sont proposés afin de renforcer
le filtrage. Nous nous intéressons en détails aux mécanismes de filtrage
c’est-à-dire aux processus d’élimination des valeurs infaisables ou sous-
optimales dans les domaines des variables. Ces algorithmes permettent de
simplifier rapidement le problème et de fournir des bornes inférieures afin
d’évaluer la qualité des solutions obtenues. Les bornes inférieures sont ob-
tenues en résolvant des relaxations du plus célèbre des problèmes de la
Recherche Opérationnelle : le problème du voyageur de commerce (TSP).
Ce problème est le cœur de la contrainte globale weightedcircuit permet-
tant de modéliser les problèmes de tournées en PPC. Nous proposons de
nouveaux mécanismes de filtrage pour cette contrainte s’appuyant sur trois
relaxations du TSP. Ces relaxations sont comparées sur les plans théorique
et expérimental. L’originalité de ce travail est de proposer un nouvel algo-
rithme de filtrage permettant de raisonner à la fois sur les successeurs di-
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rects d’un client et sur sa position dans la tournée. Ces raisonnements sont
particulièrement utiles en présence de contraintes de fenêtres de temps,
très communes dans les problèmes industriels.

Le nouveau moteur de résolution offre d’excellentes performances sur
des problèmes académiques et industriels tout en proposant des bornes
inférieures informatives à des problèmes industriels réels.
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A B S T R A C T

Vehicle routing problems are very hard combinatorial optimization
problems with significant economic and environmental challenges. The
fundamental problem is to visit a set of customers with a given fleet of
vehicles in order to minimize the total distance travelled. Moreover, these
problems arise with a wide variety of objectives and additional constraints,
related to the legislation and the diversity of industrial sectors. They are
very common for many industries and the design of generic solvers has
become an important research issue.

This thesis focuses on the design and implementation of a new solver
for the vehicle routing services offered by the company GEOCONCEPT.
The proposed solver is based on constraint programming (CP) to improve
flexibility (ability to take additional constraints into account), declarative
modelling and maintenance, which are the limits of current GEOCON-
CEPT solvers based on local search.

Firstly, a graph model is established to provide a common represen-
tation of the input-data and the numerous business constraints. The reso-
lution is performed using large neighbourhood search methods available
in modern CP solvers. It is thus possible to deal with large instances effi-
ciently with a declarative approach where a broad class of vehicle routing
problems can be modelled. Secondly, several CP models based on redun-
dant views of the problem are proposed to strengthen the filtering. We
focus on the filtering mechanisms for removing infeasible or suboptimal
values in the domains of the variables. These algorithms can quickly sim-
plify the problem and derive lower bounds to assert the quality of the
solutions found. The lower bounds are obtained by solving relaxations of
the most famous problem in Operations Research: the Traveling Salesman
Problem (TSP). This problem is the core of the global constraint weighted-
circuit for modelling routing problems in CP. We propose new filtering
algorithms for this constraint based on three relaxations of the TSP. These
relaxations are compared theoretically and experimentally. The originality
of this work is to propose a new filtering algorithm for reasoning on the
direct successors of a customer as well as his position in the tour. It is par-
ticularly useful in the presence of time window constraints, which are very
common in industrial problems.

The new solver shows excellent performance on academic and indus-
trial problems and can compute informative lower bounds for real-life prob-
lems.
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I N T R O D U C T I O N

La logistique et le transport sont devenus des éléments essentiels de
l’économie moderne. L’optimisation de tournées de véhicules est donc un
enjeu important pour une meilleure maîtrise des coûts et de la satisfac-
tion client. Les problèmes de tournées de véhicules consistent à desservir
des clients avec un ensemble de véhicules tout en minimisant la distance
totale parcourue. Ce problème de base est plus complexe en présence de
contraintes métiers, comme l’utilisation de véhicules différents ou encore
la livraison de multiples produits, qui permettent d’être au plus proche de
la problématique de l’utilisateur. Depuis 25 ans, la société GEOCONCEPT
propose des solutions pour l’optimisation de tournées de véhicules. L’ex-
périence acquise par l’entreprise justifie aujourd’hui la mise au point d’un
nouveau moteur de résolution de tournées de véhicules. Par ailleurs, la dé-
clarativité des contraintes métiers et la maintenance sont devenues pour
GEOCONCEPT des enjeux de plus en plus importants. L’objectif de cette
thèse est donc la conception et le développement d’un nouveau solveur ré-
pondant à ces enjeux actuels.

De nombreuses méthodes, s’appuyant sur la programmation mathé-
matique ou la théorie des graphes, ont été proposées pour répondre à ces
problèmes combinatoires. Ces dernières sont très efficaces pour des pro-
blèmes spécifiques dont les caractéristiques sont clairement définies. Ce-
pendant, elles manquent de flexibilité quant à la prise en compte de la
diversité des contraintes métiers. De plus, la taille des problèmes peut être
très grande (plusieurs centaines de clients à visiter) et l’utilisation de mé-
thodes exactes est souvent inappropriée en termes de temps de résolution.
Des méthodes heuristiques ont donc été proposées pour obtenir de bonnes
solutions dans des temps de résolutions acceptables.

La programmation par contraintes (PPC) est un paradigme de program-
mation permettant de modéliser et résoudre des problèmes d’optimisation
combinatoire. Elle offre des possibilités de résolution très variées dans un
langage déclaratif très riche, ce qui permet une meilleure intégration des
diverses contraintes métiers. La PPC se présente comme un cadre adapté
à l’implémentation et la coopération de techniques de résolution très diffé-
rentes comme la recherche locale, la théorie des graphes ou la relaxation
lagrangienne.

Pour toutes ces raisons, GEOCONCEPT a choisi la programmation par
contraintes comme outil de résolution pour le nouveau solveur industriel
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introduction

de tournées de véhicules.

Le problème cœur des tournées de véhicules est le problème du voyageur
de commerce (TSP). C’est pourquoi une partie de nos travaux ont porté sur ce
dernier. Dans un premier temps, nous proposons une étude des relaxations
pour le TSP. La résolution de ces relaxations permet d’obtenir des bornes
inférieures du problème afin d’évaluer la qualité des solutions obtenues
par le solveur.

Dans un second temps, nous proposons différentes modélisations en
PPC pour le problème du voyageur de commerce. Nous améliorons les tech-
niques de résolution grâce à de nouveaux mécanismes de filtrage pour
la contrainte globale weightedcircuit. Ces algorithmes s’appuient sur les
trois relaxations du TSP étudiées précédemment. Les différents algorithmes
de filtrage s’avèrent complémentaires dès lors que des contraintes addition-
nelles viennent s’ajouter au problème, comme par exemple la contrainte de
fenêtres de temps, très commune dans les problèmes industriels.

Nous étendons ces développements au problème de tournées de véhicules
avec fenêtres de temps et capacité (CVRPTW) . Nous proposons de considé-
rer le CVRPTW comme un problème du voyageur de commerce avec fenêtres
de temps à travers une modélisation qui permet de réutiliser les résultats
obtenus sur la weightedcircuit.

Les modèles proposés pour les problèmes fondamentaux, le TSP et le
CVRPTW, servent de briques de base aux modèles intégrant les contrain-
tes additionnelles dans le moteur de résolution. De plus, les algorithmes
conçus pour la weightedcircuit peuvent fournir des bornes inférieures
informatives pour des problèmes industriels réels. Le moteur de résolution
montre de très bons résultats sur des données réelles avec différentes con-
traintes métiers.

Les différentes contributions de la thèse sont les suivantes :

1. un nouvel algorithme de filtrage pour la weightedcircuit permet-
tant d’exploiter et de raisonner sur les successeurs directs d’un
client et sa position dans la tournée. Les bornes inférieures ainsi
obtenues améliorent significativement les bornes d’Held et Karp
et du problème d’affectation pour des problèmes avec fenêtres de
temps,

2. l’intégration des différents résultats dans le nouveau solveur de
problèmes industriels. Ce dernier montre de bonnes performances
sur divers problèmes clients et permet de fournir des bornes infé-
rieures informatives sur ces problèmes.
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Le chapitre 1 se focalise sur le contexte industriel et les objectifs de
la thèse. Le Chapitre 2 présente un état de l’art et donne les notions né-
cessaires à la lecture de cette thèse. Le Chapitre 3 est dédié à l’étude de
bornes inférieures pour le problème du voyageur de commerce avec et sans fe-
nêtres de temps. Ce dernier est traité du point de vue de la programmation par
contraintes en analysant différents modèles (Chapitre 4). Nous retrouvons,
dans ce chapitre, la description des différents algorithmes de filtrage pour
la contrainte weightedcircuit. Le problème de tournées de véhicules avec fe-
nêtres de temps et capacité est étudié dans le Chapitre 5. Nous terminons par
la comparaison expérimental du nouveau moteur de résolution, OtSolver,
avec le moteur actuel, TourSolver, pour des problèmes réels de tournées de
véhicules (Chapitre 6).
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1
C O N T E X T E E T A P P L I C AT I O N S I N D U S T R I E L L E S

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au contexte de cette thèse
afin de mieux comprendre les enjeux industriels. Les choix de recherche
effectués tant au niveau industriel qu’au niveau académique seront explici-
tés.

1.1 présentation de geoconcept

Cette section est dédiée à la présentation de l’entreprise GEOCON-
CEPT et du contexte de la thèse CIFRE.

1.1.1 Généralités

Sous l’effet de l’industrialisation et de la mondialisation, la logistique
et le transport sont devenus des éléments essentiels de l’économie moderne.
En effet, en 2013, en France, la branche transport et entreposage représen-
tait 5% de la production nationale et les dépenses de transport représen-
taient 18% du produit intérieur brut [Repb]. C’est pourquoi ces secteurs
sont devenus des enjeux stratégiques de développement et de compétiti-
vité. De plus, en France, 80% des transports de marchandises s’effectuent
par la route [Repa]. Il est donc important de maitriser et d’optimiser ces
échanges de marchandises.

GEOCONCEPT propose entre autres des solutions pour l’optimisation
de tournées de véhicules. C’est une société française d’édition de logiciels
d’optimisation et d’applications cartographiques destinés à l’industrie. Elle
a été fondée en 1990 et se place déjà parmi les sociétés les plus perfor-
mantes d’Europe en la matière. Son siège social se situe à Bagneux et em-
ploie environ 60 personnes. À la fin de l’année 2012, GEOCONCEPT a
acheté Opti-Time, une société spécialisée dans l’optimisation de tournées
de véhicules.
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1.1.2 Contexte de l’entreprise

Le rachat d’Opti-Time a permis à GEOCONCEPT de faire l’acquisition
de leurs produits, notamment le moteur d’optimisation TourSolver. GEO-
CONCEPT possédait également son propre moteur d’optimisation nommé
Dispatcher s’appuyant sur le solveur d’IBM du même nom. Ces deux mo-
teurs ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients. A titre d’exemple,
TourSolver est reconnu pour posséder une plus grande adaptabilité que son
ancien concurrent Dispatcher qui lui, se caractérise par une plus grande ro-
bustesse, dans la mesure où la taille des problèmes qu’il peut traiter est
plus élevée. Les deux moteurs d’optimisation sont redondants, puisqu’ils
cherchent tous les deux à optimiser des tournées de véhicules, mais ils sont
aussi complémentaires, ayant chacun des points forts. Par sa volonté d’amé-
liorer et d’uniformiser la performance de ses produits, GEOCONCEPT sou-
haite fusionner les deux produits en développant un nouveau moteur d’op-
timisation plus robuste et plus adapté aux problèmes typiques rencontrés
par les clients. Ma thèse s’inscrit dans ce contexte, la construction du nou-
veau moteur d’optimisation fondé sur la programmation par contraintes.

1.1.3 Contraintes des utilisateurs

Le principe des deux moteurs d’optimisation est de gérer une flotte de
véhicules ainsi qu’un ensemble de clients. Le but est d’affecter les différents
clients aux différents véhicules, d’ordonnancer les visites pour chaque vé-
hicule, tout en minimisant un coût global. Dans la littérature, nous retrou-
vons ce problème sous le nom de problème de tournées de véhicules (VRP).
Ce dernier consiste généralement à minimiser le nombre de véhicules utili-
sés pour ensuite minimiser la distance totale parcourue. Or, en pratique, la
minimisation ne concerne pas seulement le nombre de véhicules. En effet,
elle peut concerner aussi le coût de transport des véhicules, le coût de non
prise en compte d’un client par un véhicule, ou encore, le coût du temps
de travail des chauffeurs.

De plus, les deux moteurs d’optimisation doivent répondre à une mul-
titude de contraintes données par les utilisateurs. Nous retrouvons des con-
traintes largement étudiées dans la littérature telles que l’ajout de fenêtres
de temps pour les visites, l’hétérogénéité des véhicules de la flotte ou en-
core la présence de plusieurs dépôts (point de départ des camions). Cepen-
dant, il y a aussi des demandes très particulières, comme par exemple la
possibilité pour un chauffeur de s’arrêter dans un hôtel la nuit ou encore
de pouvoir effectuer des visites entrecoupées de pauses. Ces différentes
contraintes des utilisateurs permettent au mieux de s’approcher des con-
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traintes métiers, comme par exemple la prise en compte de la législation
du temps de conduite ou encore la gestion des équipages.

Beaucoup de contraintes sont venues s’ajouter au fil des années, ce qui
rend aujourd’hui plus complexe l’ajout de nouvelles demandes des utilisa-
teurs. En effet, la modélisation utilisée au départ rend très difficile l’intégra-
tion de certaines contraintes, qui parfois peuvent compliquer la résolution.
De plus, les méthodes de résolution ne s’adaptent pas obligatoirement aux
nouvelles demandes. C’est pourquoi, il devient nécessaire de construire un
nouvel outil permettant d’une part, d’appréhender ces demandes déjà exis-
tantes et d’autre part, d’offrir une plus grande adaptabilité du produit aux
problèmes futurs.

1.1.4 Le choix de la programmation par contraintes

De part les différences entre les deux moteurs d’optimisation et de l’ex-
périence acquise au fil du temps par ses concepteurs, le nouveau moteur
se doit avant tout d’être modulaire et évolutif. En effet, il devra répondre
à des contraintes diverses et variées tout en étant capable de pouvoir en
intégrer de nouvelles. Cette modularité devra se retrouver à chaque étape
du processus de résolution c’est-à-dire aussi bien au niveau de l’interface
utilisateur qu’au niveau des méthodes de résolution. La modélisation des
problèmes à traiter sera une étape importante dans la conception de l’outil,
tout comme son architecture.

Pour garantir cette modularité et cette évolutivité de l’outil, le choix à
été fait d’utiliser la programmation par contraintes (PPC). En effet, l’un des
avantages de la programmation par contraintes est sa grande flexibilité. Il est
aisé d’exprimer un problème et ses contraintes dans un programme en PPC,
car la modélisation est intuitive. L’ajout de contraintes ne provoque pas
d’incompatibilité vis-à-vis des autres contraintes. C’est-à-dire qu’il est pos-
sible d’ajouter des contraintes sans redéfinir un nouveau modèle. Certes les
performances peuvent être impactées mais le problème respectera toutes
les contraintes ajoutées.

Nous pouvons utiliser la programmation par contraintes de deux façons
différentes. La première consiste à l’utiliser comme une boîte noire conte-
nant toutes les contraintes d’un problème et permettant de vérifier très
rapidement, grâce au processus propre de la PPC, si une solution respecte
toutes les contraintes. La seconde consiste à exprimer clairement un modèle
en programmation par contraintes et de pouvoir utiliser tous les outils of-
ferts par la PPC (propagation de contraintes, recherche locale...) pour trou-
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ver une solution satisfaisante. Ces deux utilisations de la PPC permettent
d’augmenter la modularité du moteur d’optimisation. La première utilisa-
tion permet de vérifier facilement si une solution, trouvée grâce aux méca-
nismes propres de la PPC ou bien grâce à des algorithmes dédiés, satisfait
toutes les contraintes des utilisateurs.

Le choix s’est porté sur la bibliothèque ortools [OPF14] comme solveur
pour la programmation par contraintes. Ce solveur a l’avantage d’être open-
source, sous licence Apache 2.0, et d’être reconnu dans la communauté
PPC, grâce au challenge Minizinc [Net+07]. De plus, il possède une librairie
dédiée aux problèmes de tournées de véhicules permettant de mettre en
place beaucoup de techniques utiles.

1.2 modélisation

Pour modéliser les différents problèmes à résoudre, il est important
d’identifier les contraintes essentielles auxquelles le solveur doit absolu-
ment répondre. Ensuite les contraintes plus spécifiques doivent pouvoir
être intégrées facilement.

1.2.1 Identification des contraintes essentielles

De façon générale, le solveur doit gérer une flotte de véhicules ainsi
qu’une base de clients à visiter. L’objectif est de visiter tous les clients, ou
le maximum d’entre eux, par la flotte de véhicules. Les visites sont de deux
types.

Le premier type de visite consiste à livrer chez le client une certaine
quantité d’un produit. Le plus souvent les véhicules ont une capacité fixée,
qui peut varier d’un véhicule à l’autre. Dans la pratique, les véhicules ne
transportent pas obligatoirement un seul type de produit. Un véhicule peut
posséder une capacité maximale globale (charge, poids et/ou volume, à ne
pas dépasser) mais aussi une capacité maximale pour chaque type de pro-
duits. De plus, chaque véhicule peut avoir des caractéristiques différentes,
aussi bien pour les capacités que pour les coûts d’utilisation. Ce type de
problème est alors appelé problème de tournées de véhicules avec flotte hétéro-
gène.

Nous pouvons aussi retrouver des contraintes de type collecte et livrai-
son (PDP), c’est-à-dire que chaque véhicule peut, chez le client, livrer ou
collecter les produits. Dans la littérature, ce type de problème se nomme
problème de tournées de véhicules avec collecte et livraison (PDPVRP). Il existe
plusieurs types de problèmes de PDPVRP. Il est possible pour un véhicule
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de collecter en premier tous les produits chez des clients pour ensuite li-
vrer les produits chez d’autres clients (problème de tournées de véhicules avec
rechargement (VRPB)). Le problème symétrique existe avec d’abord les li-
vraisons, puis des collectes. Nous pouvons citer à titre d’exemple le cas des
sociétés de ramassage de linge sale pour l’hôtellerie puisque le linge sale
ne doit pas être en contact avec le linge propre. Ainsi, le véhicule livre du
linge propre dans différents hôtels pour ensuite récupérer le linge sale.

Un second type de visites classiques représente des visites de main-
tenance. Il ne s’agit plus ici de livrer ou récupérer un produit, mais de
déplacer un technicien de maintenance entre ses sites d’interventions. Pour
ce type de visite, il est fréquent d’avoir des temps de visite longs et devant
être parfois découpés en plusieurs visites. Ces visites peuvent en effet se
dérouler pendant toute une journée voire plusieurs journées et il faut donc
gérer les différentes pauses des techniciens. Quand elles se déroulent sur
plusieurs jours, il faut alors gérer les nuits du technicien et les prendre en
compte au moment de la résolution du problème. Des plannings sur plu-
sieurs jours doivent être alors pris en compte. Cette gestion est l’une des
grandes difficultés des solveurs de tournées. La plupart sont destinés à ré-
soudre des problème de tournées de véhicules sur une journée et il est alors
difficile de modéliser un horizon temporel plus grand. Les nuitées peuvent
être de différents types car le technicien peut retourner au dépôt poser son
véhicule ou bien passer la nuit dans un hôtel sur le chemin entre deux vi-
sites.

Pour les deux problèmes décrits, nous retrouvons bien évidemment
les contraintes de législation sur le temps de travail et le temps de conduite
lorsque les temps de trajet sont longs.
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Types contraintes Problèmes académiques

Demandes de différents produits Multi-produits

Véhicules de capacités différentes Flotte hétérogène

Collectes et livraisons Collecte et livraison

Livrer avant, collecter ensuite Rechargement

Tournées de maintenance Multi-périodes

Durée de visites longues Multi-jours

Legislation du temps de travail Planning des conducteurs

Tableau 1 – Récapitulatif des contraintes et des problèmes académiques associés

Le Tableau 1 donne un récapitulatif des différents types de contraintes
rencontrées avec leurs dénominations académiques.

1.2.2 Modélisation des contraintes utilisateurs et des objectifs

La première étape du travail a consisté à recenser les différentes con-
traintes que l’outil doit gérer. Ensuite, les contraintes importantes ont été
formalisées pour être incorporées à un unique modèle. Pour ne pas alourdir
ce chapitre, le modèle détaillé est proposé dans l’Annexe A. Il est à noter
que les contraintes présentées correspondent aux contraintes récurrentes
que 80% des utilisateurs demandent.

La fonction objectif est une partie importante dans l’optimisation de
tournées de véhicules, et celle-ci diffère en fonction des utilisateurs et de
leurs attentes. Nous pouvons voir dans l’Annexe A que les coûts sont
aussi très divers. Chaque utilisateur a sa vision du problème et son objectif
propre. Certains utilisateurs préfèrent minimiser le nombre de véhicules
utilisés et ensuite minimiser la distance totale parcourue (comme on peut
le retrouver classiquement dans la littérature). Cependant, d’autres utilisa-
teurs veulent utiliser la totalité de leur flotte de véhicules mais minimiser
le temps d’attente ou équilibrer le temps de travail des différents chauf-
feurs. La fonction objectif du problème sera alors décidée par l’utilisateur
de l’outil avec le catalogue des coûts pouvant être utilisés.

1.3 modélisation des problèmes par un graphe unifié

Dans cette section, nous allons étudier les choix effectués en terme de
modélisation des problèmes utilisateurs au sein du moteur d’optimisation.
Cette modélisation sera utilisée par les différentes techniques de résolution
dans le moteur d’optimisation.
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1.3 modélisation des problèmes par un graphe unifié

1.3.1 Modèle commun fondé sur les graphes

Afin de modéliser au mieux les problèmes utilisateurs, le moteur d’op-
timisation doit utiliser un modèle commun afin de pouvoir retranscrire les
données et les résultats. Ce modèle peut s’apparenter à un graphe avec
des caractéristiques spécifiques et des règles spécifiques. Ce graphe est
construit à partir des données épurées (déjà pré-traitées, voir Section 1.4.1)
et un module de vérification est intégré directement afin de vérifier rapide-
ment, grâce à la PPC, si une solution est valide. Un diagramme UML est
fourni Annexe B.

On modélise un arrêt d’un véhicule par un sommet dans le graphe.
Chaque sommet possède des caractéristiques, comme par exemple la de-
mande, le temps de service qui sont propres aux visites. Un sommet peut
être de différents types. Le premier est un sommet représentant directe-
ment une visite. Le deuxième correspond à un sommet de début d’un tour,
par exemple un dépôt, un hôtel. Enfin, le troisième est le sommet de fin
d’un tour. Ces deux derniers types sont reliés par une ressource. Cette der-
nière représente un tour (ou un véhicule), elle possède des données de
restriction, comme par exemple, le temps total maximum du tour, la dis-
tance totale maximum ou encore la capacité du tour.

Les sommets sont aussi connectés par des arcs qui sont caractérisés par
un sommet source et un sommet puits. Ces arcs contiennent des consom-
mables, c’est-à-dire des quantités propres consommées entre les deux vi-
sites, ce peut être par exemple la distance les séparant. Si deux visites ne
sont pas connectées par un arc alors on peut aussi en déduire qu’elles ne
peuvent pas se faire l’une après l’autre.

Un autre objet est une spécialisation d’un arc possédant une ressource,
arcResource. Cet objet possède aussi des consommables comme un arc, à la
différence que ce consommable est propre à une ressource et que par consé-
quent, il peut être restreint. On peut prendre comme exemple le temps de
trajet entre deux sommets, qui peut varier selon la ressource utilisée ce qui
va se traduire par des arcResources différents pour chaque ressource.

Le dernier objet du modèle sont des arêtes possédant plusieurs som-
mets. Ces arêtes permettent de modéliser des propriétés communes que
doivent posséder les sommets. Par exemple, un utilisateur va vouloir qu’un
ensemble de sommets soit traité par une même ressource (sans forcément
connaître la ressource à l’avance), ou encore que les visites soient effec-
tuées avec un espacement de temps prédéfini. Une solution contient donc
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une succession de sommets commençant tous par un sommet de début et
finissant par un sommet de fin.

Ce modèle permettra à la fois de communiquer sur les différentes con-
traintes associées aux problèmes utilisateurs mais aussi d’offrir un proces-
sus de vérification.

2

0

1

6

7

3

4

5

Visite

StartEnd

Caractéristiques :
Demande
Fenêtre de temps
Durée
Collecte/Livraison

Resource

Restrictions :
Heure de départ
Heure d’arrivée
Capacité
Temps de travail

Arc

Consommables :
Distance

Arêtes

Propriétés :
Resource commune
Espacement entre visites

Figure 1 – Exemple d’un graphe commun

Un exemple de graphe commun est donné Figure 1. Ce dernier pos-
sède 8 sommets, dont deux sommets de début de tournées (sommets 0 et
1), deux sommets de fin de tournées (sommets 6 et 7) et 4 sommets re-
présentant des visites (sommets 2, 3, 4 et 5). Chaque sommet de début et
de fin de tournée est lié par une ressource. De plus, les sommets peuvent
être connectés entre eux par des arcs. Plusieurs sommets peuvent être re-
groupés dans des arêtes (sommets 3, 4 et 5) afin d’expliciter leur propriétés
communes.

1.3.2 Modélisation des contraintes de nuitées

Parmi les contraintes les plus difficiles à traiter, nous pouvons rete-
nir les nuitées extérieures ainsi que les pauses déjeuners. Lorsque ce type
de problème apparait, plusieurs possibilités de modélisation peuvent être
mises en œuvre. Dans ce cas, une modélisation particulière est utilisée per-
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1.4 architecture globale de l’outil

mettant de représenter les contraintes des pauses des véhicules. En effet,
pour chaque sommet de visite, une structure particulière est utilisée repré-
sentant les différentes transitions possibles. Ces dernières peuvent être les
pauses déjeuners et les nuitées. Cette structure est représentée Figure 2.

x L1 N1
. . . LK NK xo

Structure X

Figure 2 – Structure d’un nœud

Lorsque le véhicule traverse un nœud X, il entre dans la structure par
le sommet x et en ressort par le sommet xo. Les sommets L représentent
les pauses déjeuners et les sommets N les nuitées. Un chemin de x à xo
représente les différentes transitions effectuées par le véhicule. À la sortie
au sommet xo les variables de temps et de distance sont mises à jour.

x L1 N1 L2 N2 L3 N3 xo

Structure X

Figure 3 – Instanciation d’une structure d’un
noeud

Un exemple d’instanciation d’une structure est donné Figure 3. Le vé-
hicule effectue deux pauses déjeuners et deux nuitées. Le sommet xo est
alors connecté à la visite suivante avec la mise à jour des temps et des
distances correspondantes au sein de la structure.

1.4 architecture globale de l’outil

Le nouveau moteur d’optimisation doit pouvoir remplacer les anciens
moteurs et fonctionner avec les applications externes utilisées par les ou-
tils actuels. Pour cela, la conception doit prendre en compte les différents
modules.

13
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1.4.1 Communication des différents modules

Le point d’entrée du moteur d’optimisation est constitué des données
utilisateurs actuelles des deux outils d’optimisation de tournées, TourSolver
et Dispatcher. Pour gérer cette diversité, nous avons décidé d’établir des for-
mats de données en XML, en définissant le schéma dans un modèle xsd.
Ce premier ensemble correspond au module d’entrée du solveur (Parseur
XML).

Ces données sont les données brutes des utilisateurs, il est important
alors d’épurer ces données pour faire une première modélisation qui sera
envoyée au moteur de résolution. Ce modèle appelé modèle de transition
est le module intermédiaire entre l’interface utilisateur et le moteur de réso-
lution (Transition Model). Il sert notamment à vérifier les données, à récupé-
rer les matrices de distance et de temps mais aussi à simplifier les données
pour le moteur de résolution.

Ce dernier correspond au dernier module (OtSolver) qui a pour but
de résoudre/trouver une solution au problème envoyé par le modèle de
transition. Le modèle commun basé sur les graphes, vu Section 1.3.1 est
alors instancié dans ce module.

Graphe 
commun

Table de 
référence

Parseur
XML

Transition
Model OtSolver

API

Matrice

Out

In

Figure 4 – Architecture globale

Ce principe est résumé sur la Figure 4. On y retrouve les trois mo-
dules présentés précédemment avec leurs communications en interne. Le
module de modèle intermédiaire est connecté avec les différentes matrices
de distances et de temps calculées avec un logiciel externe.
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1.4.2 Architecture et procédure de résolution du module de résolution

Le moteur d’optimisation doit être modulaire et doit pouvoir répondre
à des contraintes variées. En optimisation, il existe beaucoup de techniques
de résolution et chacune peut être plus adaptée qu’une autre pour résoudre
un type de problème. C’est pourquoi, nous proposons une architecture du
module de résolution composée de plusieurs sous-modules. Ces derniers
pourront utiliser des techniques d’optimisation diverses et répondre à des
problèmes spécifiques.

De plus, tous ces modules doivent utiliser la représentation du mo-
dèle unifié présenté Section 1.3.1 permettant la vérification rapide d’une
solution. Cette vérification utilise la programmation par contraintes pour in-
diquer si une solution est valide ou non. Le module de résolution propo-
sera une identification du cas client utilisé afin d’activer ou non certaines
briques pouvant résoudre ce type de problème. Un exemple de procédure
de résolution est montré sur la Figure 5

Données Vérification et 
correction

Clustering

Classification

Heuristiques

H1

LNS

Voisinage 1

VNS

LNS

Voisinage 1

Voisinage 2
H2Voisinage 2

Graphe commun 
Vérification par la CP

Figure 5 – Procédure de résolution

Le module de classification permet d’activer ou non certains modules
de résolution afin de résoudre au mieux le problème d’entrée. Il est souvent
utile de décomposer spatialement le problème afin d’être plus efficace sur
les sous-problèmes générés, c’est le rôle du module de clustering.
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conclusion

Ce chapitre a permis de mieux appréhender le contexte dans lequel
la thèse a été élaborée. Après avoir présenté l’entreprise GEOCONCEPT et
cerné davantage ses besoins ainsi que ceux de ses utilisateurs, nous avons
pu exposer différentes modélisations des contraintes clients. La modélisa-
tion choisie pour le moteur d’optimisation a par la suite été explicitée.
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2
É TAT D E L’ A RT

Dans ce chapitre, nous introduirons, dans un premier temps, des no-
tions de programmation linéaire. Dans un deuxième temps, nous étudierons
le problème du voyageur de commerce. Dans un troisième temps, nous aborde-
rons le problème de tournées de véhicules. Enfin, nous finirons par une intro-
duction à la programmation par contraintes.

2.1 notions de programmation linéaire

2.1.1 Modélisation

La programmation linéaire est une technique qui permet de modéliser
et de résoudre un problème d’optimisation combinatoire [Chv83]. Un pro-
blème modélisé en programmation linéaire minimise ou maximise une fonc-
tion objectif sous certaines contraintes. Chaque équation (fonction objectif
et contraintes) est linéaire, c’est-à-dire qu’elle peut être interprétée comme
une fonction linéaire affine. Un programme linéaire est donc de la forme
suivante :

(PL1) Min
n∑
j=1

cjxj (1a)

s.t.
n∑
j=1

ai,jxj


=

6

>

bi ∀i = 1, . . . ,m (1b)

x ∈ X (1c)

Le vecteur x de dimension n correspond aux variables. Le domaine
de définition des variables est noté X. Le vecteur c correspond au vecteur
des coûts. Les m contraintes 1b sont des fonctions affines. Dans le cas où
X représente l’ensemble des réels (X = Rn), nous parlons de programmation
linéaire (PL). Si X représente l’ensemble des entiers (X = Nn) alors c’est
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un programme linéaire en nombres entiers (PLNE). Il existe aussi le cas où
certaines variables peuvent être entières et d’autres réelles, nous parlerons
alors de programmation linéaire mixte [Dan98].

Un programme linéaire peut être représenté sous forme matricielle :

(PL2) Min cx (2a)
s.t. Ax 6 b (2b)

x ∈ X (2c)

Sous cette forme, nous pouvons exprimer l’ensemble des solutions réa-
lisables par un polyèdre :

P = {x ∈ Rn : Ax 6 b, x ∈ X}

Une solution x∗ ∈ P est optimale si et seulement si cx∗ 6 cx , ∀x ∈ P.

2.1.2 Résolution

L’ensemble des solutions réalisables d’un programme linéaire est un
polyèdre et l’ensemble des solutions optimales sont sur ces faces. L’algo-
rithme du simplexe [Dan90] permet alors d’explorer les sommets du poly-
èdre, plus précisément les points extrêmes, jusqu’à atteindre une solution
optimale si elle existe.

Un concept fondamental en programmation linéaire est la notion de dua-
lité. Reprenons le programme linéaire sous forme matricielle (PL2) appelé
primal, avec x le vecteur des n variables, c le vecteur des coûts, A la matrice
m×n des contraintes et b le vecteur colonne des seconds membres.

(PL3) Min cx (3a)
s.t. Ax 6 b (3b)

x > 0 (3c)
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2.1 notions de programmation linéaire

On associe pour chaque contrainte i (i = 1, . . . ,m) une variable duale
yi, le dual du programme linéaire (PL3) est alors :

(PL4) Max yb (4a)
s.t yA 6 c (4b)

y 6 0 (4c)

Nous pouvons remarquer que la matrice des contraintes du dual est
la transposée de la matrice des contraintes du primal. De plus, le vecteur
des coûts du primal (c) devient le vecteur des seconds membres du dual et
inversement.

Un des théorèmes fondamentaux de la dualité est le théorème fort :
si (PL3) admet une solution optimale x∗, alors (PL4) admet une solution
optimale y∗ et cx∗ = by∗. Il existe alors des algorithmes primal-dual afin
de résoudre un programme linéaire.

La dualité permet aussi d’effectuer de l’analyse de sensibilité sur un
problème. En effet, le dual nous donne accès à ce que l’on nomme les coûts
marginaux. La valeur optimale de la variable duale yi représente le coût
d’une petite variation du second membre bi (coût marginal).

2.1.3 Relaxation lagrangienne

L’analyse et la compréhension d’un problème est important en program-
mation linéaire et plus particulièrement en programmation linéaire en nombre
entiers. En effet, certains problèmes peuvent contenir des sous-problèmes
connus avec des algorithmes efficaces pour les résoudre. Une des tech-
niques utiles dans ces situations est de recourir à la relaxation lagrangienne
[Ree93], [HKW72]. Soit le programme linéaire en nombre entiers suivant,
avec A = A1 ∪A2 et |A1| = m ′ :

(PL5) Min cx (5a)
s.t. A1x 6 b1 (5b)

A2x 6 b2 (5c)
x > 0 (5d)
x ∈Nn (5e)
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Supposons que le problème soit beaucoup plus facile sans les contrain-
tes 5b qui compliquent significativement la résolution. L’idée de la relaxa-
tion lagrangienne est de relaxer ces contraintes en les incluant dans la fonc-
tion objectif avec une pénalité. Associons à chaque contrainte de A1 un
multiplicateur λi ∈ R+, ∀i = 1, . . . ,m ′, appelé multiplicateur lagrangien.
Pour des vecteurs données de λ, le sous-problème lagrangien, noté L(λ) est
le suivant :

(RL6) L(λ) = Min cx+ λ(A1x− b1) (6a)
s.t. A2x 6 b2 (6b)

x > 0 (6c)
x ∈Nn (6d)

Nous définissons le dual lagrangien de (PL5) comme :

(DL7) max
λ∈Rm ′

+

L(λ) (7a)

Remarquons que pour tout λ ∈ Rm ′
+ et pour toute solution x réalisable

de (RL6), L(λ) 6 cx. De plus, (DL7) est une fonction linéaire par morceau.
Le dual lagrangien peut donc se résoudre avec des techniques de program-
mation linéaire mais aussi en utilisant un algorithme de sous-gradient afin
d’obtenir une valeur proche de l’optimum du dual lagrangien.

Un théorème sur l’étude générale de la relaxation lagrangienne permet
de faire un lien entre la valeur de la relaxation linéaire du problème géné-
ral (PL5) et la valeur optimale du dual lagrangien (DL7). Le théorème de
Geoffrion [Geo10] explique que si le sous-problème lagrangien (RL6) res-
pecte la propriété d’intégralité, alors la valeur optimale de (PL5) est égale
à celle de (DL7). Autrement dit, si le sous-problème vérifie la propriété
d’intégralité, il est plus facile d’utiliser la relaxation linéaire pour obtenir
la même borne.

2.2 problème du voyageur de commerce

Le problème du voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem - TSP)
est un problème combinatoire largement étudié. Le problème rencontré par
ce voyageur est de visiter chacun de ses clients une et une seule fois avant
de revenir chez lui tout en parcourant une distance minimale.
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2.2 problème du voyageur de commerce

2.2.1 Problèmes généraux et notations

Dans cette section, nous allons étudier différentes formulations du TSP.
Soit N l’ensemble des nœuds représentant l’ensemble des clients devant
être visités (N = {0, . . . , n − 1}). Généralement, le nœud 0 représente le
dépôt où le voyageur doit commencer et terminer sa tournée. Les nœuds
de {1, . . . , n− 1} représentent les n− 1 clients devant être visités une et une
seule fois.

2.2.1.1 Graphe non-orienté et modélisation PLNE

Historiquement, le TSP était défini dans un graphe non-orienté. Soit
un graphe Gno = (N,E), E est l’ensemble des arêtes du graphe Gno. Pour
chacune des arêtes, un poids ci,j représente la distance entre les nœuds i et
j. Le problème du voyageur de commerce consiste à trouver dans Gno un cycle
hamiltonien de poids minimum i.e. un cycle passant par chaque nœud
exactement une seule fois.

La Figure 6 montre un exemple de graphe non orienté pondéré (Figure
6a). La Figure 6b donne une solution réalisable pour le TSP (cycle hamil-
tonien) et la Figure 6c expose un cycle hamiltonien de longueur minimum
qui constitue une des solutions optimales du TSP. Le coût de la solution
associée est de 8.

Nous supposons que l’inégalité triangulaire est respectée, c’est-à-dire :

ci,j 6 ci,k + ck,j ∀(i, j, k) ∈ N3

Le problème peut être formulé comme un programme linéaire en nom-
bres entiers (PLNE). La formulation suivante est la plus souvent utilisée
dans le cadre du TSP, elle a été proposée par Dantzig et al. dans [DFJ54].
Les variables de décision sont les suivantes, pour tout (i, j) ∈ E :

xi,j =

{
1 si l’arête (i, j) est utilisée dans le tour
0 sinon
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Figure 6 – Exemple de graphe non orienté

Nous notons Γ(i), ∀i ∈ N l’ensemble des nœuds des arêtes incidentes
au nœud i. Le programme linéaire est le suivant :

(PL8) Min
∑

(i,j)∈E
ci,jxi,j (8a)

s.t.
∑

j∈Γ(i)|j>i
xi,j +

∑
j∈Γ(i)|j<i

xj,i = 2 ∀i ∈ N (8b)

∑
i∈S,j∈S|(i,j)∈E

xi,j 6 |S|− 1 ∀S ⊂ N, |S| > 2 (8c)

xi,j = {0, 1} ∀(i, j) ∈ E (8d)

L’objectif 8a représente la somme des poids des arêtes utilisées dans
le tour. La contrainte 8b impose que le degré de chaque nœud soit de
deux. La contrainte 8c, souvent appelée contrainte d’élimination de sous-
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tours, implique qu’il n’existe aucun tour de taille inférieure à |N| dans la
solution. Cette dernière contrainte impose la connexité du tour. Un graphe
est dit connexe s’il existe pour chaque paire de nœuds une chaîne entre
ces nœuds. La dernière contrainte 8d impose le domaine de définition des
variables. Nous appelons relaxation linéaire le fait de relâcher la dernière
contrainte (xi,j ∈ [0, 1], ∀(i, j) ∈ E).

2.2.1.2 Graphe orienté et modélisation PLNE

Le problème du TSP se pose souvent dans un graphe orienté Go =

(N,A), où A représente l’ensemble des arcs du graphe. En effet, lorsque les
coûts sont asymétriques, il est nécessaire de définir une orientation. Nous
supposons toujours l’inégalité triangulaire valide. Comme précédemment,
un exemple est donné Figure 7.
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Figure 7 – Exemple de graphe orienté
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Nous pouvons étendre la formulation de Dantzig et al. (section 2.2.1.1)
dans le graphe orienté Go. Les variables de décisions sont les suivantes,
pour tout (i, j) ∈ A :

xi,j =

{
1 si l’arc (i, j) est utilisé pour le tour
0 sinon

Le programme linéaire est le suivant :

(PL9) Min
∑

(i,j)∈A
ci,jxi,j (9a)

s. t.
∑
j∈Γ+(i)

xi,j = 1 ∀i ∈ N (9b)

∑
i∈Γ−(j)

xi,j = 1 ∀j ∈ N (9c)

∑
i∈S,j∈S|(i,j)∈A

xi,j 6 |S|− 1 ∀S ⊂ N, |S| > 2 (9d)

xi,j = {0, 1} ∀(i, j) ∈ A (9e)

Nous notons ∀i ∈ N, Γ+(i) (resp. Γ−(i)) l’ensemble des nœuds des arcs
sortants (resp. entrants) du nœud i. La contrainte 9b indique que chaque
nœud du graphe doit avoir un degré d’arcs sortant égale à 1. Il en est de
même pour les arcs entrants avec la contrainte 9c. Nous retrouvons aussi la
contrainte d’élimination des sous-tours 9d et le domaine de définition des
variables 9e. Une relaxation linéaire consiste donc à relâcher cette dernière
contrainte.

Une formulation particulière a été proposée par Vadja [S.61] pour le
TSP et qui nous sera utile par la suite. Cette formulation utilise une repré-
sentation par couche où chaque couche représente la position d’un nœud
dans la séquence de la tournée. Les variables de décisions suivantes sont
ajoutées, pour tout (i, j) ∈ A et ∀k ∈ {0, . . . , n} :

yki,j =

{
1 si l’arc (i, j) est le kième arc du tour
0 sinon
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Voici le programme linéaire utilisant ce modèle dit modèle de flot.

(PL10) Min
∑

(i,j)∈A
ci,jxi,j (10a)

s.t. xi,j −
∑

k∈{0,...,n}
yki,j = 0 ∀(i, j) ∈ A (10b)

∑
j∈Γ+(i)

xi,j = 1 ∀i ∈ N (10c)

∑
i∈Γ−(j)

xi,j = 1 ∀j ∈ N (10d)

∑
j∈Γ+(0)

y00,j = 1 (10e)

∑
i∈Γ−(0)

yni,0 = 1 (10f)

∑
j∈Γ+(i)

yki,j −
∑
j∈Γ−(i)

yk−1j,i = 0
∀i ∈ N,
∀k ∈ {1, . . . , n}

(10g)

xi,j ∈N ∀(i, j) ∈ A

yki,j = {0, 1}
∀(i, j) ∈ A,
∀k ∈ {0, . . . , n}

Les contraintes 10e et 10f imposent un degré 1 au nœud de la pre-
mière et dernière couche. La contrainte 10g représente une contrainte de
conservation du flot. Cela signifie que ce qui rentre dans un nœud doit en
ressortir avec la même quantité.

Une étude des différentes formulations pour le TSP dans un graphe
orienté est proposée dans [OW06].

2.2.1.3 Problème du voyageur de commerce avec fenêtre de temps

Souvent, des fenêtres de temps pour chaque client sont ajoutées au
problème de base afin de modéliser la disponibilité des clients. Ainsi, le
voyageur doit visiter chacun de ses clients une seule fois tout en respec-
tant leurs fenêtres de temps avant de revenir chez lui en parcourant une
distance minimale. Cette extension du TSP est appelée problème du voya-
geur de commerce avec fenêtres de temps (Traveling Salesman Problem with Time
Windows - TSPTW). Le temps de trajet entre un nœud i et un nœud j est
noté ti,j et la fenêtre de temps pour chaque nœud i est donnée par [ai, bi].
Le temps de service d’un nœud i est inclus, sans perte de généralité, dans
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chaque temps de trajet ti,j vers les nœuds j.

Afin d’inclure cette contrainte dans les différentes modélisations, nous
devons ajouter des variables starti ∈ [ai, bi], ∀i ∈ N représentant le temps
de début de service chez le client i. Les contraintes additionnelles sont les
suivantes et présentées dans [SD88] :

starti + ti,j − startj 6M(1− xi,j) ∀(i, j) ∈ A (11a)
ai 6 starti 6 bi ∀i ∈ N (11b)

M représente l’horizon de temps du problème. La contrainte d’élimination
des sous-tours 9d devient alors redondante en présence de la contrainte
11a.

Une formulation en flot a été proposé dans [Lan+93] en modélisant le
TSPTW comme un problème d’ordonnancement. Un modèle de programma-
tion par contraintes a aussi été proposé par Pesant et al. dans [Pes+98].

2.2.2 Relaxations du TSP et bornes inférieures

En optimisation combinatoire, il est important de connaître des bornes
inférieures ou supérieures aux problèmes. Pour cela, une des techniques
utilisées consiste à relâcher une contrainte afin de résoudre un problème,
dans la plupart des cas, plus facile. Une solution d’un problème relâché
représente une borne inférieure au problème de base dans le cas d’un pro-
blème de minimisation. Dans la suite de la section, nous présentons diffé-
rentes relaxations du TSP. Celles-ci constituent donc des bornes inférieures.

2.2.2.1 Affectation

L’une des premières relaxations étudiées du TSP est le problème d’af-
fectation. De façon générale, les problèmes d’affectation consistent à ré-
partir ou connecter un premier ensemble B1 vers un second ensemble B2.
Dans le cas de problèmes d’optimisation, il est intéressant d’effectuer des
affectations tout en minimisant ou maximisant une certaine fonction. Nous
nous intéressons au problème d’affectation de poids minimum qui consiste
à affecter des éléments de l’ensemble B1 à l’ensemble B2 tout en mini-
misant le coût d’affectation. En l’occurence dans notre cas (|B1| = |B2|),
nous cherchons à affecter exactement un élément de B1 vers un élément
de B2. Dans cette restriction, le problème revient à trouver un couplage
parfait de poids minimum dans un graphe biparti. Soit un graphe biparti
GB = (B1 ∪B2,AB) tel que :
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(i, j) ∈ AB ⇔ i ∈ B1 & j ∈ B2

Chaque arc (i, j) ∈ AB possède un poids ci,j. Soit les variables de déci-
sions suivantes :

xi,j =

{
1 si l’arc (i, j) ∈ AB appartient au couplage
0 sinon

Le programme linéaire du problème d’affectation de poids minimum
est le suivant :

(PL12) Min
∑

(i,j)∈AB

ci,jxi,j (12a)

s.t.
∑
j∈B2

xi,j = 1 ∀i ∈ B1 (12b)

∑
i∈B1

xi,j = 1 ∀j ∈ B2 (12c)

xi,j = {0, 1} ∀(i, j) ∈ AB

Nous pouvons souligner que le programme linéaire (PL9) sans la con-
trainte 9d correspond au programme linéaire (PL12). En effet, un problème
d’affectation est une relaxation du TSP lorsque la contrainte d’élimina-
tion des sous-tours (de connexité) n’est plus vérifiée. Ainsi, toute solution
du TSP est une solution réalisable pour le problème d’affectation, puique
chaque nœud d’une solution du TSP est affecté au précédent nœud de la
tournée. Cependant toute solution du problème d’affectation ne constitue
pas une solution au TSP et ces solutions procurent des bornes inférieures
sur l’objectif du problème de base.

Pour obtenir une relaxation du TSP, il suffit de dupliquer tous les
nœuds du graphe considéré. Ainsi, les nœuds de base constituent le pre-
mier ensemble de nœuds du graphe biparti et les nœuds dupliqués le
deuxième ensemble de nœuds. Cette relaxation peut être définie aussi bien
pour les graphes orientés que pour les graphes non orientés.

La Figure 8 montre la transformation du graphe Figure 6 (Figure 8a)
ainsi que la solution du TSP et du problème d’affectation Figure 8b. L’al-
gorithme hongrois dédié à ce problème permet de résoudre ce dernier en
O(n3) [Kuh10].
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Figure 6a
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(b) Solution du TSP et du problème
d’affectation du graphe Figure 6a

Figure 8 – Graphe biparti et problème d’affectation

2.2.2.2 Held-and-Karp

La seconde relaxation du TSP étudiée et présentée dans [HK70 ; HK71]
est fondée sur la recherche d’arbres dans un graphe, couplée à des tech-
niques de relaxation lagrangienne. En théorie des graphes, un arbre est un
graphe qui ne comporte pas de cycles (acyclique) et qui est connexe. Soit
un graphe Gno = (N,E), un arbre couvrant de Gno est un ensemble d’arêtes
(sous-graphe) de E acyclique tel que chaque sommet dans N est atteint
par au moins une arête de ce sous-graphe et qu’il existe un chemin entre
toutes paires de nœuds. Lorsque les arêtes sont pondérées, nous pouvons
rechercher un arbre couvrant de poids minimum. Ce dernier est un arbre
couvrant dont la somme des arêtes sélectionnées est minimale (voir Figure
9a).

Un 1-arbre (One-Tree) [HK70] dans un graphe Gno = (N,E) est un arbre
couvrant de poids minimum de N\{0} plus deux arêtes de poids minimum
incidentes au nœud 0 (voir Figure 9b).

Un 1-arbre est une relaxation du TSP. En effet, toute solution du TSP
vérifie les propriétés d’un tel arbre : la connexité de la solution ainsi que le
coût minimum. Cependant, l’inverse est vérifié si et seulement si le degré
des sommets du 1-arbre de poids minimum est égal à deux.

Il existe deux algorithmes principaux pour la recherche d’arbres cou-
vrants de poids minimum : l’algorithme de Kruskal [Kru56] et l’algorithme
de Prim [Pri57]. Il suffit ensuite de rajouter les deux arêtes de poids mini-
mum connectées au nœud 0 pour obtenir un 1-arbre de poids minimum.
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0

1

2 3

4

1 2

2

1

1

(b) 1-arbre du graphe Figure 6a

Figure 9 – Arbre couvrant et 1-arbre

Nous pouvons étendre cette relaxation dans sa version lagrangienne
(Section 2.1.3). En effet, une condition pour qu’un 1-arbre soit un tour est
que tous les degrés des nœuds soient égaux à deux. Nous pouvons donc
appliquer une procédure de résolution s’appuyant sur la relaxation lagran-
gienne de cette contrainte ([HK70 ; HK71]). Pour cela, un potentiel est as-
socié à chaque nœud. Ce dernier équivaut au coût de violation de la con-
trainte. Ainsi, si un nœud dans un 1-arbre a un degré supérieur à deux, on
aura tendance à augmenter le coût des arêtes incidentes afin de les exclure
de l’arbre et inversement pour inclure des arêtes. Plusieurs algorithmes per-
mettent de résoudre le dual lagrangien. Le plus utilisé est l’algorithme de
sous-gradient. On peut aussi citer les méthodes de Bundle [Lem01].

2.2.2.3 Plus court chemin

La dernière relaxation étudiée est une relaxation s’appuyant sur les
plus courts chemins. Il s’agit de la n-path présentée par Christofides et al.
[CMT81b]. Soit un graphe orienté pondéré Go = (N,A), la relaxation du
TSP consiste à rechercher un plus court chemin du nœud 0 jusqu’au nœud
0 dans Go utilisant |N| arcs.

La Figure 10 montre un plus court chemin possible du graphe Figure
7a d’un poids total de 5. On s’aperçoit qu’il est possible de passer plusieurs
fois par un même nœud (nœud 1) et il est aussi possible de ne pas visiter
de nœud (nœud 2). De plus, il est possible de sélectionner plusieurs fois le
même arc.
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Figure 10 – Plus court chemin utilisant 5 arcs associé au graphe Figure 7a

Le problème du plus court chemin utilisant n arcs est résolu par un
programme dynamique. Soit un graphe orienté Go = (N,A) avec n = |N|

et ci,j, ∀(i, j) ∈ A le coût d’un arc. Le programme dynamique est défini
comme suit :

(PD13) f∗(1, i) = c0i ∀i ∈ N\{0} (13a)
f∗(k, 0) = +∞ ∀k ∈ {2, . . . , n− 1} (13b)
f∗(k, i) = min

j∈Γ−1(i)
(f∗(k− 1, j) + cj,i) ∀k ∈ {2, . . . , n}, ∀i ∈ N (13c)

Γ−1(i) est l’ensemble des nœuds prédécesseurs du nœuds i, ∀i ∈ N. La
solution du problème est obtenue par la valeur f∗(n, 0). La complexité tem-
porelle du programme dynamique est en O(n3) et la complexité spatiale
est en O(n2).

Comme présenté précédemment Section 2.2.2.2, nous pouvons éten-
dre l’étude par une relaxation lagrangienne. En effet, si le degré des nœuds
d’une solution de la n-path est égale à deux, alors la solution est une solu-
tion valide pour le TSP. Ainsi, la contrainte de degré sur les nœuds est relâ-
chée, le dual lagrangien peut être résolu par un processus de sous-gradient
afin d’améliorer la borne inférieure du TSP.

2.2.2.4 Classification des relaxations

Nous pouvons définir les propriétés d’un tour de plusieurs façons. La
Figure 11 résume les différentes propriétés qu’une solution du TSP doit
respecter.

— La première propriété définit un tour comme étant un sous-graphe
connexe et où chaque nœud possède un degré égal à deux.
— Si le degré des nœuds n’est pas égal à deux, alors ce sous-

graphe respecte les contraintes d’un 1-arbre (Section 2.2.2.2).
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Figure 11 – Propriétés du sous-graphe induit du TSP et classification des diffé-
rentes relaxations

— Si le sous-graphe n’est pas connexe, alors ce sous-graphe res-
pecte les contraintes d’un problème d’affectation (Section 2.2.2.1).

— La seconde propriété définit un tour comme étant un sous-graphe
constitué d’un chemin de n arcs et où chaque nœud possède un
degré égal à deux.
— Si le degré des nœuds n’est pas égal à deux, alors ce sous-

graphe représente un chemin de n arcs (Section 2.2.2.3)
— Si le sous-graphe ne constitue pas un chemin de n arcs, alors

ce sous-graphe respecte les contraintes d’un problème d’affecta-
tion.

Une solution du TSP est un sous-graphe de poids minimum vérifiant
les propriétés d’un tour.

2.2.3 Algorithmes exacts

Les approches exactes de résolution du TSP sont nombreuses. Nous
pouvons citer tout d’abord Held et Karp avec l’utilisation de la relaxation
lagrangienne et les 1-arbres dans un environnement de branch and bound
[HK70 ; HK71]. Ensuite, dans [BC81], les auteurs utilisent aussi la relaxa-
tion lagrangienne ainsi que la borne du problème d’affectation. Le meilleur
algorithme connu pour les purs problèmes de TSP reste le moteur de calcul
Concorde [App+11] utilisant des techniques de programmation linéaire. Ce-
pendant, lorsque des contraintes additionnelles viennent s’ajouter, comme
les fenêtres de temps, il est alors difficile d’utiliser la programmation linéaire.
Pour le TSPTW, nous pouvons citer les approches exactes de Dumas et al.
[Dum+95], ainsi que Focacci et al. [FLM02] qui utilisent des approches de
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programmation par contraintes. Le meilleur algorithme connu pour le TSPTW
utilise la programmation dynamique combiné à la génération de colonne
et est présenté dans [BMR12a]. De plus, l’idée de cette approche repose sur
la relaxation proposée par Christofides et al. [CMT81b] (Section 2.2.2.3).

2.3 problèmes de tournées de véhicules

Dans cette section, nous étudions les formulations associées aux pro-
blèmes de tournées de véhicules avec capacité (CVRP) ainsi que la version avec
fenêtres de temps (CVRPTW). De plus, nous présentons des méthodes heu-
ristiques pour résoudre des problèmes de tournées de véhicules.

2.3.1 Problème de tournées de véhicules avec capacité

2.3.1.1 Modélisation

Nous disposons d’une flotte de véhicules ainsi qu’un ensemble de
clients ayant demandé chacun une certaine quantité de produit (demande
qi du client i ) [DR59]. Nous devons alors satisfaire toutes les demandes
des clients en affectant ces derniers à un des véhicules disponibles. L’af-
fectation d’un certain nombre de clients à un véhicule forme une tournée.
Par ailleurs, la somme des demandes d’une tournée ne doit pas excéder la
capacité C du véhicule utilisé.

Le CVRP peut être vu comme une extension du problème du voyageur de
commerce avec plusieurs véhicules. La formulation de Dantzig et al. [DFJ54]
est alors étendue pour le CVRP [LND85]. Soit un graphe orienté Go =

(N,A), les variables de décisions sont les suivantes pour tout arc (i, j) de
A.

xi,j =

{
1 si l’arc (i, j) est utilisé
0 sinon
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Le programme linéaire est le suivant avec K le nombre de véhicules
utilisés :

(PL14) Min
∑

(i,j)∈A
ci,jxi,j (14a)

s. t.
∑
j∈Γ+(i)

xi,j = 1 ∀i ∈ N\{0} (14b)

∑
i∈Γ−(j)

xi,j = 1 ∀j ∈ N\{0} (14c)

∑
j∈Γ+(0)

x0,j = K (14d)

∑
i∈Γ−(0)

xi,0 = K (14e)

∑
i∈S,j∈S|(i,j)∈A

xi,j 6 |S|− r(S) ∀S ⊂ N\0, |S| > 2 (14f)

xi,j = {0, 1} ∀(i, j) ∈ A (14g)

La fonction objectif 14a minimise la somme des distances parcourues.
Nous retrouvons les contraintes de degré sur les arcs sortants 14b et sur
les arcs entrants 14c. En revanche, ces dernières ne s’appliquent pas au
nœud 0 puisque le nœud de dépôt doit posséder un degré d’arc sortant
égale au nombre de véhicules utilisés (contrainte 14d), de même pour les
arcs entrants (contrainte 14e). La contrainte d’élimination des sous-tours
est aussi étendue dans le cas de plusieurs véhicules (contrainte 14f) avec
r(S) le nombre minimum de véhicules nécessaires à la demande totale de
S. La prise en compte du respect des capacités se retrouve dans le calcul
de r(S). Ce dernier peut être pré-calculé en résolvant un problème de Bin-
Packing [MT90] sur l’ensemble S. Les conditions d’intégralité sont données
par les contraintes 14g.

Christofides et al. [CMT81a] propose une formulation différente qui
permet de s’affranchir de la contrainte d’élimination des sous-tours en se
rapprochant de la formulation en flot d’un TSP.

De la même façon que pour le TSPTW, nous ajoutons les contraintes de
fenêtre de temps au modèle afin de modéliser le respect des disponibilités
des clients, contraintes 11a et 11b (Section 2.2.1.3).
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2.3.1.2 Relaxation et résolution

Divers relaxations ont été étudiées pour le CVRP et CVRPTW. Une
étude est proposée dans [TV02].

Nous retrouvons l’utilisation du problème d’affectation pour calculer
une borne inférieure du problème. En effet, si la contrainte d’élimination
des sous-tours (eq. 14f) du (PL14) est relachée, alors le programme linéaire
est un problème de transport. Ce dernier peut être transformé et résolu en
problème d’affectation, ce qui a été proposé dans [CT80] et [LMN86].

L’emploi des arbres et arborescences a été utilisé afin de caractériser
la borne inférieure du CVRP. L’extension d’un 1-arbre pour le CVRP a été
utilisée [CMT81a] et [Fis94]. Le problème relâché est alors appelé k-arbre et
consiste à rechercher un arbre couvrant de poids minimum avec un degré
au nœud 0 égal à k. On obtient ce problème en relâchant les contraintes de
degré du programme linéaire du CVRP. Nous avons aussi la version orien-
tée du k-arbre, la k-arborescence de poids minimum. La version lagrangienne
a été utilisé dans [TV97].

Une relaxation s’appuyant sur les plus courts chemins a été utilisée
dans [CMT81a] pouvant être étendue au CVRPTW. Elle a été reprise avec
succès par Baldacci et al. dans [BMR11 ; BMR12b] permettant des résolu-
tions efficaces en utilisant des algorithmes de Branch and Price.

Toutes ces relaxations ont été utilisées afin de résoudre le CVRP et le
CVRPTW grâce à des algorithmes de Branch and Bound ou Branch and
Cut.

2.3.2 Heuristiques pour les problèmes de tournées de véhicules

Les problèmes de tournées de véhicules sont en général très difficiles à
résoudre à l’optimum. C’est pourquoi, il a été proposé des approches heu-
ristiques afin de trouver de bonnes solutions dans des temps de résolutions
acceptables. De plus, les approches heuristiques permettent de résoudre
de nombreuses variantes pour les problèmes de tournées de véhicules.
Gendreau et al. [Gen+08] propose une étude de six métaheuristiques pour
les problèmes de tournées de véhicules comme par exemple les tabu-search,
les colonies de fourmis ou encore les algorithmes génétiques. Des études
se sont aussi focalisées sur des problèmes de tournées de véhicules larges
[GT10 ; Lap+00]. Ces études décrivent les différents voisinages utilisés et
les techniques de recherche du voisinage pour les problèmes de tournées
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de véhicules avec fenêtres de temps.

Par ailleurs, des méthodes unifiées ont été proposées afin de résoudre
un maximum de variantes avec un seul algorithme. Dans [Vid+13], Vidal et
al. propose une étude et une classification des différentes contraintes pour
les problèmes de tournées de véhicules. Cette étude propose de trouver
quels éléments des différentes heuristiques sont les plus performants. Il
identifie les éléments importants comme par exemple l’utilisation de diffé-
rents voisinages, l’acceptation de solutions irréalisables (de préférence les
fenêtres de temps non respectées) ou encore l’utilisation de mécanismes
d’orientation de la recherche. Ces caractéristiques sont incluses dans une
méthodes unifiées afin de trouver de bonnes solutions pour une grande
variété de problèmes de tournées de véhicules.

2.4 la programmation par contraintes

La programmation par contraintes (PPC) est un paradigme de program-
mation qui permet de résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire
[VHSD95], [RVBW06]. Trois ingrédients essentiels composent la PPC : la
modélisation, le filtrage et la recherche. Nous allons voir en détails ces dif-
férentes composantes.

2.4.1 La modélisation

La programmation par contraintes est une technique pour résoudre des
problèmes de satisfaction de contrainte (CSP).

Définition 2.4.1. Un CSP est caractérisé par trois ensembles [Mon74] :
— X = (x1, . . . , xn) : l’ensemble des variables du problème,
— D = (Dx1 , . . . , Dxn) : l’ensemble des domaines de définitions des va-

riables. Autrement dit, Dxi ∈ D est l’ensemble des valeurs que peut
prendre xi ∈ X. Nous notons xi (resp. xi) la borne inférieure (resp. su-
périeure) de la variable xi,

— C = (c1, . . . , cm) : l’ensemble des contraintes. Une contrainte c est une
relation définie sur une séquence d’un sous ensemble (X ′ ⊂ X) de va-
riables X(c) = (xi, ∀xi ∈ X ′). Il s’agit d’un ensemble qui contient les
combinaisons de valeurs (appelées tuples τ) qui satisfont c.

— Soit xi ∈ X(c) et vi ∈ Dxi , nous appelons support de (xi, vi) pour c un
tuple τ vérifiant xi = vi qui satisfait la contrainte c.

L’arité d’une contrainte c est le nombre de variables concernées par
c. Des contraintes unaires sont des relations posées sur une seule variable,
par exemple xi 6 9. Des contraintes binaires lient deux variables entre
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elles, comme par exemple xi + xj 6 5. Il existe aussi des contraintes d’arité
supérieure avec des ensembles de plusieurs variables.

Exemple 2.4.1. Soit l’ensemble des variables X = (x1, x2, x3) et l’ensemble des
domaines de définitions Dxi = {1, 2, 3}, ∀i ∈ {1, 2, 3}. Soit la contrainte c sui-
vante :

x1 + 2x2 + x3 6 4

Ainsi X(c) = (x1, x2, x3) et les tuples permettant de satisfaire la contrainte c
sont (1, 1, 1), (2, 1, 1) et (1, 1, 2). Par ailleurs, (x1, 1) possède un support pour c,
car il existe au moins un tuple (1, 1, 1) qui satisfait la contrainte et qui utilise la
valeur de 1 dans le domaine Dx1

Il existe aussi ce qu’on appelle des contraintes globales qui permettent
de mettre en relation un ensemble de variables afin de satisfaire un même
postulat ([Rég11], [Bel+07]). La contrainte globale alldifferent(x1, . . . , xn),
par exemple, impose que toutes les variables prennent des valeurs diffé-
rentes. Il est possible de décomposer la contrainte alldifferent avec des
contraintes binaires, mais l’interêt d’utiliser une contrainte globale réside
dans la modélisation simplifiée et dans les raisonnements spécifiques pour
résoudre le postulat donné. De plus, certaines contraintes globales peuvent
inclure plusieurs contraintes, même globales. Par exemple, la contrainte
circuit(next1, . . . , nextn), qui impose que les variables next forment un
circuit dans un graphe, implique une contrainte alldifferent.

Définition 2.4.2. Une solution d’un CSP est un tuple (s1, . . . , sn) de valeurs
pour chaque variable qui satisfait toutes les contraintes de C.

Exemple 2.4.2. Soit le CSP comprenant trois variables X = {x1, x2, e} de do-
maines Dx1 = {0, . . . , 5}, Dx2 = {1, . . . , 10}, De = {1, . . . , 10} et les contraintes
suivantes :

x2 + e = 5 (15a)
element(x1, t = [1, 3, 5, 7, 9], e) (15b)

La contrainte element introduite dans [VHC88] permet d’indexer un tableau t
à partir de la valeur d’une variable x1. Par exemple, la contrainte 15b impose que
la variable e soit égale au xème

1 élément du tableau t. Dans la suite nous préférons
noter e = tx1 pour signifier la contrainte element.

Une solution de ce CSP est par exemple x1 = 0, x2 = 4 et e = 1.

2.4.2 Filtrage

Dans cette section, nous aborderons les raisonnements effectués par
les contraintes. Nous finirons par une étude sur les contraintes globales.
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2.4.2.1 Raisonnements effectués par les contraintes

Une des composantes importantes en programmation par contraintes est
le filtrage des contraintes. Chaque contrainte en PPC possède un ou plu-
sieurs algorithmes de filtrage. Ces derniers permettent d’éliminer certaines
valeurs incohérentes d’une variable i.e. qui n’appartiennent à aucune solu-
tion de la contrainte. Les algorithmes peuvent utiliser des raisonnements
logiques ou bien utiliser des outils de recherche opérationnelle, comme par
exemple la relaxation lagrangienne ou la théorie des graphes [Rég11].

Il existe plusieurs niveaux de cohérence pour les contraintes.

Définition 2.4.3. Une contrainte c est arc-cohérente (GAC) [VHSD95] si pour
toute variable xi ∈ X(c) et pour toute valeur v ∈ Dxi , il existe une affectation,
telle que xi = v, qui satisfait la contrainte c. Autrement dit, une contrainte c est
arc-cohérente si toutes les valeurs des variables possèdent un support pour c.

Ainsi, l’arc-cohérence garantit l’élimination de toutes les valeurs inco-
hérentes d’une contrainte.

Définition 2.4.4. Une contrainte c est borne-cohérente (BC) [RVBW06 ; Der15]
si pour toute variable xi ∈ X(c) et chaque valeur des bornes de Dxi (vi ∈ {Dxi ,
Dxi}), il existe un tuple τ = (v1 ∈ [Dx1 , Dx1 ], . . . , vi, . . . , vn ∈ [Dxn , Dxn ]) qui
satisfait la contrainte c.

Les algorithmes garantissant la borne-cohérence ne prennent en compte
et ne mettent à jour que les bornes des domaines. C’est un niveau moins
élevé que l’arc-cohérence mais la complexité des algorithmes qui permet
de maintenir ce niveau est, dans la plupart des cas, plus faible.

Exemple 2.4.3. Reprenons l’exemple précédent 2.4.2. Nous séparons l’égalité 15a
en deux inégalités et effectuons la borne-cohérence sur ces deux inégalités :

x2 6 5− e

x2 > 5− e

Les bornes de la variables x2 peuvent être réduites à [1, 4]. De façon symé-
trique pour e, nous pouvons réduire sa borne supérieure à 4, De = [1, 4].

En ce qui concerne la contrainte element 15b, le domaine de la variable x1
peut être réduit. En effet, De = [1, 4], il est alors impossible pour e de prendre les
valeurs 5, 7 et 9 de t (De = {1, 3}). La variable x1 ne peut alors pas prendre une
valeur supérieure à 1, Dx1 = {0, 1}.

Nous remarquons que l’ensemble de définition de e ne contient pas toutes
les valeurs de l’intervalle [1, 4]. Tentons alors de réaliser le filtrage arc-cohérence
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sur la contrainte 15a. Étant donné que les valeurs de e sont impaires, il est alors
nécessaire pour x2 de prendre des valeurs paires afin de respecter la contrainte. En
conséquence, nous pouvons déduire que Dx2 = {2, 4}.

Lorsque des domaines sont mis à jour, les algorithmes de filtrage sont
activés pour d’autres contraintes (ou parfois la même contrainte), nous ap-
pelons cela en PPC la propagation de contraintes.

2.4.2.2 Contraintes globales et contraintes NP-difficiles

Les contraintes globales possèdent le plus souvent des algorithmes
de filtrage spécifiques afin d’éliminer les valeurs incohérentes du postulat
proposé. Ces algorithmes exploitent la structure du problème sous-jacent
et permettent efficacement de maintenir l’arc-cohérence. Par exemple, l’un
des algorithmes de la contrainte alldifferent utilise la théorie des graphes
[Hoe01].

Il existe aussi des niveaux de cohérences plus faibles que la borne-
cohérence ou arc-cohérence. En effet, lorsque le problème de trouver un
support d’une contrainte globale est NP-Complet, il est alors impossible de
maintenir la cohérence en temps polynomiale. C’est pourquoi, il est utile
de dédier des algorithmes de filtrage spécifiques pour ce type de contrainte.
Nous pouvons citer la contrainte circuit [Lau78] permettant de maintenir
un circuit dans un graphe.

Face à un problème d’optimisation, i.e. un problème de minimisation
ou de maximisation d’une fonction objectif, il est possible d’étendre la dé-
finition d’une contrainte globale en incluant le coût de cette fonction ob-
jectif. Nous pouvons prendre comme exemple la contrainte globale alldif-
ferent et sa version intégrant des coûts d’affectation minimumweightall-
different [FLM99]. Dans cette version, les valeurs des variables doivent
être toutes différentes tout en minimisant le coût associé. L’algorithme de
filtrage proposé dans [Sel02] modélise le problème comme un problème
d’affectation de poids minimum. Il permet ainsi d’évaluer une borne in-
férieure sur le coût et de détecter les valeurs incohérentes afin de ne pas
dépasser la borne supérieure du coût. Ce principe est appelé filtrage fondé
sur les coûts [FLM99].

2.4.3 La recherche arborescente

Dans cette section, nous étudierons les principes de la recherche. Nous
finirons par l’introduction de différentes stratégies de branchement.
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2.4.3.1 L’espace de recherche

Une fois la propagation initiale effectuée, il est dans la plupart des cas
nécessaire d’explorer l’espace de recherche afin de trouver une ou des solu-
tions. L’exploration de l’espace de recherche est guidée par des stratégies
de branchement afin de diviser l’espace de recherche.

Une stratégie de branchement consiste à ajouter une contrainte au mo-
dèle qui affecte une valeur dans le domaine de la variable sélectionnée. Un
exemple de stratégie pour parcourir l’arbre de recherche consiste à prendre
la première variable non affectée et lui affecter la première valeur de son
domaine (recherche lexicographique).

Exemple 2.4.4. Reprenons l’exemple précédent (15a et 15b). Après la propagation
initiale, l’état des domaines est le suivant : x1 ∈ {0, 1}, x2 ∈ {2, 4} et e ∈ {1, 3}.

-

- -

- - - -

1 2 3 4 5 6 7 8

x1
= 0 x

1 = 1

x 2
=
2 x

2 =
4 x 2

=
2 x

2 =
4

e
=

1 e
=

3 e
=

1 e
=

3 e
=

1 e
=

3 e
=

1 e
=

3

Figure 12 – Arbre de recherche complet

La Figure 12 montre l’espace de recherche complet pour le problème avec la
stratégie de branchement lexicographique. Il existe seulement deux solutions pour
ce problème (sommet 3 et sommet 6). Le reste des feuilles représente des incohé-
rences et ne satisfait pas toutes les contraintes.

Dans la pratique, il n’est pas concevable de parcourir l’ensemble de
l’espace de recherche, il faut alors réduire l’espace de recherche. Pour cela,
en PPC, la propagation des contraintes est effectuée à chaque nœud, c’est-
à-dire à chaque décision prise. Ainsi, l’espace de recherche est réduit et
permet de détecter plus rapidement les incohérences ou de filtrer davan-
tage de valeurs des domaines des variables.

— Si la contrainte ajoutée lors du branchement aboutit à une incohé-
rence dans ce nœud, celui-ci correspond à un nœud d’échec. Par
exemple, les nœuds en pointillés sur la Figure 12 sont des nœuds
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d’échecs. Il faut alors retourner en arrière afin de continuer l’explo-
ration. C’est ce que l’on appelle le backtrack.

— Si au moins une des variables n’est pas affectée à une valeur, alors
il est nécessaire de continuer l’exploration.

— Si toutes les variables sont instanciées et sont compatibles avec les
contraintes, nous sommes en présence d’une solution au problème.
Par ailleurs, nous pouvons continuer l’exploration afin de trouver
toutes les solutions du problème ou une solution de plus faible
coût.

Exemple 2.4.5. Effectuons la propagation des contraintes à chaque nœud pour
le problème précédent. La Figure 13 montre l’ensemble de l’espace de recherche

-

1 2

x1
=
0 x

1 6=
0

Figure 13 – Arbre de recherche avec la propagation des contraintes à chaque
nœud

lorsque le filtrage des contraintes est effectué à chaque nœud. L’espace de recherche
est alors réduit et les deux solutions du problème sont obtenues immédiatement.

2.4.3.2 Stratégies de branchement

Il est important de définir la stratégie de branchement afin de réduire
le nombre de nœuds à parcourir. Un grand principe en programmation par
contrainte est le first-fail [HE80] qui consiste à détecter les échecs le plus tôt
possible. Nous retrouvons sous cette appellation beaucoup de stratégies de
branchement. Ainsi en est-il de mindom qui sélectionne la variable ayant le
plus petit domaine ou encore de maxdeg qui est une stratégie de branche-
ment similaire sélectionnant la variable influant sur le plus grand nombre
de contraintes.

Nous pouvons également citer comme stratégie de branchement l’im-
pact-based search [Ref04] qui consite à détecter les variables ayant le plus
d’impact sur le filtrage des contraintes. L’impact-based search évalue pour
chaque variable la réduction de l’espace de recherche lorsque cette variable
est affectée. Ainsi plus la valeur est grande, plus la variable influe sur l’es-
pace de recherche.

Il existe aussi des techniques qui consistent à identifier et à retenir les
affectations partielles, i.e. succession de conditions, provoquant des contra-
dictions. De telles affectations se nomment des nogoods [FD94]. Le principe
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est de stocker les nogoods car ces affectations aboutissent à un échec. Lors-
qu’un nogood est identifié, nous ne parcourons pas la suite du sous-arbre
de recherche. Ceci permet d’éviter d’explorer des sous-arbres identiques
menant à des contradictions.

Lorsque nous sommes face à un problème d’optimisation, outre les
contraintes globales qui peuvent se généraliser en prenant en compte des
coûts (Section 2.4.2.2), la fonction objectif est prise en compte lors de la
recherche. En effet, lorsqu’une solution est trouvée, nous pouvons repartir
d’un autre nœud (backtrak) en ajoutant une contrainte sur la variable de
coût à minimiser. Cela signifie que lors de la recherche de la prochaine
solution, le coût devra être inférieur à celui de la meilleure solution connue.
Ainsi, un problème d’optimisation peut être vu comme une séquence de
problèmes de satisfaction de contraintes.

conclusion

Ce chapitre a tout d’abord permis d’aborder des notions de program-
mation linéaire pour ensuite approfondir le problème du voyageur de commerce
ainsi que différentes relaxations associées au problème. Nous avons éga-
lement étudié le problème de tournées de véhicules, qui peut être considéré
comme une extension du TSP. Enfin, une introduction à la programmation
par contraintes a pu être présentée afin de mieux comprendre l’un des outils
essentiels à la réalisation de cette thèse.
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3
É T U D E T H É O R I Q U E D E S B O R N E S I N F É R I E U R E S P O U R
L E P R O B L È M E D U V O YA G E U R D E C O M M E R C E

Dans cette section, nous allons étudier d’un point de vue théorique
les bornes inférieures du TSP données par les différentes relaxations vues
dans la Section 2.2.2. Ces travaux ont fait l’objet d’un article présenté à
AAAI-2017 [DCP16].

3.1 rappel des bornes étudiées

Nous allons commencer par rappeler et détailler les différentes bornes
inférieures étudiées.

3.1.1 1-arbre et Held et Karp

La borne inférieure obtenue par la relaxation d’Held et Karp (Section
2.2.2.2) se base sur la recherche de 1-arbre. Nous définissons 1-arbre({xi,j|
∀(i, j) ∈ E}) comme la contrainte imposant aux variables xi,j ∈ {0, 1} as-
sociée aux arêtes (i, j) ∈ E de former un 1-arbre. Nous appliquons alors
une procédure de relaxation lagrangienne en relâchant et pénalisant la con-
trainte de degré d’un nœud, contrainte 8b de (PL8) :∑

j∈Γ(i)|j>i
xi,j +

∑
j∈Γ(i)|j<i

xj,i = 2 ∀i ∈ N

Le sous-problème lagrangien sur le graphe Gno = (N,E) avec les mul-
tiplicateurs lagrangiens λi ∈ R, ∀i ∈ N est alors défini comme suit :

(RL16) Min
∑

(i,j)∈E
(ci,j − λi − λj)xi,j + 2

∑
j∈N

λj (16a)

1-arbre({xi,j|∀(i, j) ∈ E}) (16b)
xi,j ∈ {0, 1}
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Cette relaxation est proposée pour des graphes non orientés. Il est pos-
sible d’étendre la définition d’un 1-arbre pour des graphes asymétriques,
c’est-à-dire les graphes pour lesquels ∃(i, j) ∈ N2|ci,j 6= cj,i. Pour cela, deux
stratégies peuvent être mises en place.

La première stratégie consiste à transformer le graphe orienté en un
graphe non orienté. Nous effectuons alors la transformation proposée par
Jonker et Volgenant [JV83]. Les nœuds initiaux ({0, . . . , n− 1}) sont dupli-
qués afin d’obtenir des nœuds fictifs ({n, . . . , 2n− 1}). Entre un nœud initial
et son nœud fictif, la distance est considérée comme −∞. Pour un nœud
initial i, chaque arc sortant (i, j) est transformé en arête du nœud i au nœud
fictif n+ j. À l’inverse, chaque arc entrant (j, i) est transformé en arête du
nœud fictif (n + i) au nœud j. Pour le reste, une distance de +∞ est at-
tribuée. Ainsi pour un graphe asymétrique avec la matrice des distances
suivantes : ∞ c0,1 c0,2

c1,0 ∞ c1,2

c2,0 c2,1 ∞


La transformation de Jonker et Volgenant engendre la matrice symé-
trique suivante : 

∞ ∞ ∞ −∞ c1,0 c2,0∞ ∞ ∞ c0,1 −∞ c2,1∞ ∞ ∞ c0,2 c1,2 −∞
−∞ c0,1 c0,2 ∞ ∞ ∞
c1,0 −∞ c1,2 ∞ ∞ ∞
c2,0 c2,1 −∞ ∞ ∞ ∞



La Figure 14 donne un exemple de la transformation de Jonker et Vol-
genant sur un graphe asymétrique composé de trois nœuds (Figure 14a).
Le graphe ainsi obtenu est donné Figure 14b. Le lecteur pourra vérifier que
la solution (0− 1− 2− 0) du graphe orienté (Figure 14a) produit alors la
solution (0− 3− 1− 4− 2− 5− 0) dans le graphe obtenue par la transfor-
mation de Jonker et Volgenant.

La seconde stratégie utilise la généralisation d’un 1-arbre pour les gra-
phes orientés : la 1-arborescence présentée dans [HK70]. Une 1-arborescence
dans un graphe orienté Go = (N,A) est une arborescence sortant du nœud
0 plus un arc supplémentaire entrant au nœud 0. Une arborescence sortant
du nœud 0 signifie que n’importe quel nœud i dans N peut être atteint
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(a) Graphe asymétrique avec 3 nœuds
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(b) Transformation de Jonker et Volge-
nant du graphe Figure 14a

Figure 14 – Transformation de Jonker et Volgenant sur un graphe avec 3 nœuds

depuis le nœud 0. Il est alors possible de rechercher une 1-arborescence de
poids minimum.

La Figure 15a montre un exemple de graphe asymétrique. Une 1-arbo-
rescence est donnée Figure 15b et une 1-arborescence de poids minimum est
proposée sur la Figure 15c avec un poids de 7.

Dans le cas de graphes asymétriques (orientés), il est alors possible de
définir la relaxation d’Held et Karp utilisant la 1-arborescence. Nous définis-
sons 1-arborescence({xi,j|∀(i, j) ∈ A}) comme la contrainte imposant aux xi,j
de former une 1-arborescence. Une relaxation lagrangienne est effectuée sur
le (PL9) en relâchant et pénalisant la contrainte de degré des arcs entrants
(eq. 9c) : ∑

i∈Γ−(j)

xi,j = 1 ∀j ∈ N

Soit un graphe orienté Go = (N,A) et les multiplicateurs lagrangiens
λi ∈ R, ∀i ∈ N, le sous-problème de la relaxation d’Held et Karp utilisant
la 1-arborescence est alors définie comme suit :

(RL17) Min
∑

(i,j)∈A
(ci,j − λi)xi,j +

∑
i∈N

λi (17a)

1-arborescence({xi,j|∀(i, j) ∈ A}) (17b)
xi,j ∈ {0, 1}
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(b) Une 1-arborescence de poids 11 du
graphe Figure 15a
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(c) Une 1-arborescence minimale de
poids 7 du graphe Figure 15a

Figure 15 – Graphe asymétrique et 1-arborescence

La première méthode utilisant la transformation de Jonker et Volge-
nant n’augmente pas la complexité temporelle au pire cas (O(n)) mais
double la taille du problème. Suivant l’algorithme utilisé pour la recherche
de 1-arbre, la complexité de l’algorithme de Kruskal est en O(m log(n)) et
celle de l’algorithme de Prim en O(m + n log(n)). n étant le nombre de
nœuds dans le graphe et m le nombre d’arêtes. Pour la recherche de 1-arbo-
rescence, la complexité temporelle est de O(m+n log(n)) [Gab+86]. Cepen-
dant la recherche des multiplicateurs lagrangiens optimums pour (RL17)
est beaucoup plus instable [Ben+12] que celle pour (RL16) en terme de
temps et de qualité de la borne inférieure.

3.1.2 n-path

La relaxation n-path peut être définie par le programme dynamique
donné dans la Section 2.2.2.3. Nous définissons n-path({xi,j|∀(i, j) ∈ A})

46



3.1 rappel des bornes étudiées

comme la propriété imposant aux xi,j de former un chemin de n-arcs donné
par le programme dynamique (PD13).

Comme pour la relaxation d’Held et Karp, la contrainte de degré sur
les nœuds est relâchée. Une relaxation lagrangienne est donc appliquée sur
la contrainte de degré afin de pénaliser la violation de cette dernière. Pour
cela, un multiplicateur lagrangien λi ∈ R est associé à chaque nœud i ∈ N.
Le sous-problème lagrangien est défini comme suit :

(RL18) Min
∑

(i,j)∈A
(ci,j − λi − λj)xi,j + 2

∑
j∈N

λj (18a)

n-path({xi,j|∀(i, j) ∈ A}) (18b)
xi,j ∈N

Le sous-problème implique que le domaine de définition des xi,j soit
N, ∀(i, j) ∈ A. En effet, il est possible de passer plusieurs fois par le même
arc.

3.1.3 n-path sans 1-circuit

Il est possible d’améliorer la borne inférieure de la relaxation n-path
sans modifier la complexité temporelle de l’algorithme. En effet, la relaxa-
tion représentée par le programme dynamique (PD13) autorise les sous-
circuits de taille 1. Soient les nœuds x,y, un sous-circuit de taille 1 est de la
forme x→ y→ x (Figure 16).

x y

Figure 16 – Sous-circuit de taille 1

Comme mentionné dans [CMT81b], il est possible d’interdire ce type
de sous-circuit sans modifier la complexité temporelle. Pour cela, nous de-
vons stocker la valeur φ∗(k, i), ∀i ∈ N, ∀k ∈ {2, . . . , n}, correspondant à
la valeur du meilleur chemin pour atteindre i en k arcs ayant un prédé-
cesseur différent de celui obtenu avec f∗(k, i). La fonction π(k, i), ∀i ∈
N, ∀k ∈ {2, ..., n} retourne le dernier nœud visité du meilleur chemin de
valeur f∗(k, i).
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Le programme dynamique est le suivant, ∀i ∈ N :

(PD19) f∗(1, i) = c0,i φ∗(1, i) =∞ (19a)
f∗(k, i) = min{ min

j∈Γ−(i)|π(k−1,j) 6=i
(f∗(k− 1, j) + cj,i),

min
j∈Γ−(i)|π(k−1,j)=i

(φ∗(k− 1, j) + cj,i)}

∀k ∈ {2, . . . , n} (19b)
φ∗(k, i) = min{ min

j∈Γ−(i)|π(k,i) 6=j∧π(k−1,j)=i
(φ∗(k− 1, j) + cj,i),

min
j∈Γ−(i)|π(k,i) 6=j∧π(k−1,j) 6=i

(f∗(k− 1, j) + cj,i),∞},

∀k ∈ {2, . . . , n} (19c)

Les équations 19a définissent les valeurs initiales pour la fonction f∗ et
φ∗. La valeur f∗(k, i) provient soit de la meilleure valeur de f∗(k− 1, i), soit
de la meilleure valeur de φ∗(k− 1, i), équation 19b. Si le nœud i n’est pas le
prédécesseur de j dans le chemin utilisant k− 1 arcs (π(k− 1, j) 6= i), alors
la meilleure valeur provient de f∗(k− 1, i). Sinon la condition suivante est
vérifiée π(k− 1, j) = i et pour éviter l’apparition d’un sous-circuit, la valeur
de φ∗(k− 1, i) doit être sélectionnée. L’équation 19c définissant φ∗(k, i) est
similaire à l’équation précédente, nous devons cependant nous assurer que
le prédécesseur de j ∈ Γ−(i) ne soit pas i (π(k, i) 6= j).

La Figure 17 montre l’amélioration obtenue pour un graphe donné (Fi-
gure 17a) entre la n-path originale (Figure 17b) et la n-path sans les 1-circuits
(Figure 17c). La borne inférieure obtenue par la n-path est de 5 (Figure 17b)
avec des séquences 1→ 4→ 1→ 4. La borne inférieure obtenue en interdi-
sant de telles séquences est de 9 (Figure 17c) et correspond ici à un tour (la
solution optimale du TSP).

Dans la suite, nous définissons n-pathno1Circuit({xi,j|∀(i, j) ∈ A}) comme
un chemin de n-arcs ne possédant pas de 1-circuit. De la même façon, il est
possible d’appliquer une relaxation lagrangienne pénalisant la contrainte
de degré d’un nœud. Pour cela, la contrainte 18b de (RL18) est remplacée
par n-pathno1Circuit({xi,j|∀(i, j) ∈ A}).

48



3.2 caractérisation par la programmation linéaire

0

41 3

2

1
1 4

1

1

3

3

(a) Graphe composé de 5 nœuds
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(b) n-path autorisant les 1-circuits du
graphe Figure 17a
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(c) n-path sans 1-circuit du graphe Fi-
gure 17a

Figure 17 – n-path avec 1-circuit et n-path sans 1-circuit

3.2 caractérisation par la programmation linéaire

3.2.1 Held et Karp

La valeur optimale de la relaxation d’Held et Karp utilisant les 1-
arbres (Maxλ(RL16), Section 3.1.1) peut se caractériser par la valeur opti-
male de la relaxation linéaire de (PL8) (Section 2.2.1.1). En effet, le sous
problème lagrangien respecte la propriété d’intégralité et d’après le théo-
rème de Geoffrion, Held et Karp ont montré que l’optimisation sous λ
(Maxλ(RL16)) produisait la même valeur que la relaxation linéaire de (PL8)
(Section 2.2.1.1).

De la même façon, il est démontré dans [Wil90] que la valeur optimale
de la relaxation d’Held et Karp utilisant les 1-arborescences (Maxλ(RL17))
produit la même valeur que la relaxation linéaire de (PL9) pour les graphes
orientés (Section 2.2.1.2).
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Observation 3.2.1. Les valeurs des relaxations lagrangiennes données par les
sous-problèmes (RL16) et (RL17) ne dépendent pas du nœud de départ choisi.

Démonstration. En effet, dans les définition des relaxations linéaires de (PL8)
(équivalente à la relaxation lagrangienne constitué du sous-problème (RL16))
et (PL9) (équivalente à la relaxation lagrangienne constitué du sous-problème
(RL17)), il n’y a pas de différence entre les nœuds et aucune contrainte n’est
imposée sur le nœud 0.

Cela signifie que n’importe quel nœud du graphe peut être utilisé
comme point de départ pour la recherche de 1-arbre ou de 1-arborescence.

Observation 3.2.2. Soit un graphe orienté Go = (N,A) symétrique (ci,j = cj,i,
∀(i, j) ∈ A), alors la résolution des relaxations lagragiennes (RL16) et (RL17)
donnes des bornes inférieures identiques.

Démonstration. Held et Karp ont démontré que la valeur optimale de la
relaxation lagrangienne utilisant le 1-arbre était équivalente à la valeur op-
timale de la relaxation linéaire de (PL8), nous rappelons sa définition :

(PL8) Min z =
∑

(i,j)∈E
ci,jxi,j (20a)

s.t.
∑

j∈Γ(i)|j>i
xi,j +

∑
j∈Γ(i)|j<i

xj,i = 2 ∀i ∈ N (20b)

∑
i∈S,j∈S

xi,j 6 |S|− 1
∀S ⊂ E,

|S| > 2
(20c)

xi,j ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ E (20d)
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Williamson dans [Wil90] a prouvé que la relaxation lagrangienne utili-
sant la 1-arborescence était équivalente à la relaxation linéaire de (PL9) :

(PL9) Min z ′ =
∑

(i,j)∈A
ci,jx

′
i,j (21a)

s.t.
∑
j∈Γ+(i)

x ′i,j = 1 ∀i ∈ N (21b)

∑
i∈Γ−(j)

x ′i,j = 1 ∀j ∈ N (21c)

∑
i∈S,j∈S

x ′i,j 6 |S|− 1 ∀S ⊂ A, |S| > 2 (21d)

x ′i,j ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ A (21e)

Il faut donc montrer que les relaxation linéaires de (PL8) et (PL9) sont
équivalentes lorsque ci,j = cj,i, ∀(i, j) ∈ N2.

— Démontrons d’abord que z∗ 6 z ′∗. Soit x ′ une solution fractionnaire
réalisable de (PL9) :

xi,j = x
′
i,j + x

′
j,i ∀(i, j) ∈ E

Il faut vérifier que les contraintes de (PL8) sont respectées. En som-
mant les contraintes 21b et 21c, nous obtenons alors la contrainte
20b. La contrainte 21d implique la contrainte 20c. De plus, l’en-
semble de définition est bien vérifié. Nous avons donc :

z∗ =
∑

(i,j)∈E
ci,j(x

′
i,j + x

′
j,i) =

∑
(i,j)∈E

ci,jx
′
i,j +

∑
(i,j)∈E

ci,jx
′
j,i

Étant donné que ci,j = cj,i, nous obtenons alors :

z∗ =
∑

(i,j)∈A
ci,jx

′
i,j = z

′∗

— Démontrons maintenant que z ′∗ 6 z∗. Soit x une solution fraction-
naire réalisable de (PL8) :

x ′i,j =
xi,j

2
∀(i, j) ∈ N2|i < j (22a)

x ′j,i =
xi,j

2
∀(i, j) ∈ N2|i > j (22b)

Les équations 22a et 22b assurent que ∀i ∈ N :∑
j∈N|j>i

x ′i,j =
∑

j∈N|j<i

x ′j,i
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De plus l’équation 20b nous donne l’égalité suivante ∀i ∈ N :∑
j∈N|j>i

x ′i,j +
∑

j∈N|j<i

x ′j,i = 2

Ainsi, nous pouvons en déduire que 21c et 21b sont vérifiées. Les
équations 20c et 20d impliquent respectivement les équations 21d et
21e. La fonction objectif peut donc s’exprimer de la façon suivante :

z ′∗ =
∑

(i,j)∈A
ci,jx

′
i,j =

∑
(i,j)∈A|i<j

ci,j
xi,j

2
+

∑
(i,j)∈A|i>j

ci,j
xi,j

2

=
∑

(i,j)∈E
ci,jxi,j = z

∗

Il a été montré que z∗ 6 z ′∗ et z ′∗ 6 z∗, c’est à dire z∗ = z ′∗, alors les
relaxations linéaires de (PL8) et (PL9) sont équivalentes pour les graphes
orientés symétriques.

Autrement dit, pour les graphes symétriques, l’emploi de la relaxa-
tion d’Held et Karp utilisant les 1-arbres ou celle utilisant les 1-arborescences
donnent les mêmes valeurs.
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3.2.2 n-path

Nous utilisons une formulation par couches proche de celle de Vajda
[S.61] pour modéliser le TSP. Soit un graphe orienté Go = (N,A), une for-
mulation valide du TSP est donnée par :

(PL23) Min
∑

(i,j)∈A
ci,jxi,j (23a)

s.t.
∑
j∈Γ+(i)

xi,j +
∑
j∈Γ−(i)

xj,i = 2 ∀i ∈ N (23b)

xi,j −
∑

k∈{0,...,n}
yki,j = 0 ∀(i, j) ∈ A (23c)

∑
j∈Γ+(0)

y00,j = 1 (23d)

∑
i∈Γ−(0)

yni,0 = 1 (23e)

∑
j∈Γ+(i)

yki,j −
∑
j∈Γ−(i)

yk−1j,i = 0
∀i ∈ N,
∀k ∈ {1, . . . , n}

(23f)

xi,j ∈N ∀(i, j) ∈ A

yki,j ∈N
∀(i, j) ∈ A,
∀k ∈ {0, . . . , n}

Il apparait que les contraintes 10c et 10d du (PL10) pour le TSP ont été
additionnées pour donner la contrainte 23b. De plus, les variables x et y ne
sont pas restreintes à l’ensemble {0, 1} du fait des contraintes 23d et 23e.
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Une relaxation lagrangienne, avec les multiplicateurs λi ∈ R, ∀i ∈ N,
est appliquée sur la contrainte de degré 23b. Le sous-problème lagrangien
est le suivant :

(PL24) f24λ (x) = Min
∑

(i,j)∈A
(ci,j − λi − λj)xi,j + 2

∑
i∈N

λi (24a)

s.t. xi,j −
∑

k∈{0,...,n}
yki,j = 0 ∀(i, j) ∈ A (24b)

∑
j∈Γ+(0)

y00,j = 1 (24c)

∑
i∈Γ−(0)

yni,0 = 1 (24d)

∑
j∈Γ+(i)

yki,j −
∑
j∈Γ−(i)

yk−1j,i = 0
∀i ∈ N,
∀k ∈ {1, . . . , n}

(24e)

xi,j ∈N ∀(i, j) ∈ A

yki,j ∈N
∀(i, j) ∈ A,
∀k ∈ {0, . . . , n}

Ainsi le (PL24) équivaut au sous-problème lagrangien (RL18) (Section
3.1.2).

Observation 3.2.3. L’optimisation sous λ du (PL24), à savoir Maxλ(f24λ (x))

donne la même valeur optimale que la relaxation linéaire du (PL23).

Démonstration. D’après le théorème de Geoffrion [Geo10] (Section 2.1.3), il
faut démontrer que (PL24) respecte la propriété d’intégralité. Soit le graphe
donné par la Figure 18.

Le (PL24) consiste à rechercher le plus court chemin du nœud 0 de la
couche 0 au nœud 0 de la couche n dans le graphe Go. Les contraintes 24d,
24c et 24e consistent à rechercher un flot de valeur 1 de coût minimum. Or,
la matrice d’un problème de flot à coût minimum est totalement unimodu-
laire. Les variables y sont donc entières. La contrainte 24b impose donc les
variables x entières, puisque les variables y sont entières. Nous pouvons en
déduire que les contraintes du (PL24) vérifient la propriété d’intégralité.

3.2.3 n-path sans 1-circuit

Le sous-problème formulé comme un problème de plus court chemin
(Figure 18) peut se généraliser en interdisant les 1-circuits. En effet, il suffit
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0

couche 0

1

2

...

...

n

1

1

2

...

...

n

2

. . .

1

2

...

...

n

k

1

2

...

...

n

k + 1

. . .

1

2

...

...

n

n− 1

0

n

c̃0,1

c̃0,2

c̃0,n

c̃1,1

c̃1,2

c̃1,n

c̃1,0

c̃2,0

c̃n,0

Figure 18 – Graphe par couches
c̃i,j = ci,j − λi − λj, ∀(i, j) ∈ A

de considérer les paires de nœuds (arcs) à chaque couche du graphe. La
Figure 19 montre un exemple de la couche k et k− 1 lorsque les nœuds
correspondent à un arc.

. . .

...

(i, j)

(l, j)

...

(n, j)

couche k

...

(j, i)

(j, l)

...

(j, n)

k + 1

. . .

yki,j,i = 0

yki,j,l
yki,j,n
ykl,j,i

ykl,j,l = 0

ykl,j,n

Figure 19 – Graphe par couches suivant les arcs

Nous introduisons donc une formulation sur 4 indices afin d’éliminer
les 1-circuits. Les variables de décisions sont donc xi,j et yki,j,l , ∀(i, j, l) ∈
A2, ∀k ∈ {0, . . . , n}.

Ainsi pour éliminer les 1-circuits, il faut imposer la condition suivante :

yki,j,i = 0 ∀(i, j) ∈ A, ∀k ∈ {0, . . . , n}
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Voici une reformulation valide pour le TSP, s’appuyant sur le (PL23).

(PL25) Min
∑

(i,j)∈A
ci,jxi,j (25a)

s.t.
∑
j∈Γ+(i)

xi,j +
∑
j∈Γ−(i)

xj,i = 2 ∀i ∈ N (25b)

∑
k∈{0,...,n}

(
∑
l∈Γ+(j)

yki,j,l +
∑
l∈Γ−(j)

ykl,j,i) = xi,j ∀(i, j) ∈ A (25c)

∑
l∈Γ+(0)

y00,0,l = 1 (25d)

∑
j∈Γ−(0)

∑
i∈Γ−(j)

yni,j,0 = 1 (25e)

∑
l∈Γ+(j)

yki,j,l −
∑

l∈Γ−(i)

yk−1l,i,j = 0
∀(i, j) ∈ A,
∀k ∈ {1, . . . , n}

(25f)

yki,j,i = 0
∀(i, j) ∈ A,
∀k ∈ {0, . . . , n}

(25g)

xi,j ∈N ∀(i, j) ∈ A

yki,j,l ∈N
∀(i, j, l) ∈ A2,
∀k ∈ {0, . . . , n}

Nous retrouvons la contrainte 25g permettant d’éliminer les 1-circuits.
La complexité spatiale du programme linéaire est en O(n4), tandis que celle
du programme dynamique (PD19) est en O(n2).

De la même façon que pour la n-path, une relaxation lagrangienne
est appliquée sur la contrainte 25b. Ceci équivaut à une reformulation de
(RL18) avec la contrainte n-pathno1Circuit (Section 3.1.3).

Observation 3.2.4. L’optimisation sous λ de (RL18) avec la n-pathno1Circuit, à
savoir Maxλ(RL18) donne la même valeur optimale que la relaxation linéaire du
(PL25).

Démonstration. La démonstration est la même que pour la n-path (obser-
vation 3.2.3), il nous suffit, d’après le théorème de Geoffrion, de montrer
que le sous-problème respecte la propriété d’intégralité. Le sous-problème
consiste à rechercher un plus court chemin dans le graphe représenté par
la Figure 19.
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Observation 3.2.5. La valeur de la relaxation lagrangienne du sous problème qui
utilise la n-pathno1Circuit Maxλ(RL18) dépend du nœud de départ choisi.

Démonstration. La preuve utilise un graphe particulier étudié Section 3.3.2.
Le lecteur pourra se reporter sur l’Annexe C pour la preuve complète.

3.3 comparaison théorique des bornes

Dans cette section, nous allons étudier les différentes bornes du TSP
présentées précédemment. En effet, cette étude permet, avec des exemples,
de montrer les limites des différentes relaxations utilisées. La borne utili-
sant les arborescences couvrantes de poids minimum est notée zoa (Section
3.1.1). Nous notons zap la borne obtenue grâce à la relaxation utilisant le
problème d’affection (Section 2.2.2.1). znp désigne la borne de la relaxation
utilisant un chemin de n-arcs sans 1-circuit (Section 3.1.3). Les versions
lagrangiennes des bornes 1-arborescence et n-pathno1Circuit sont notées res-
pectivement zrloa et zrlnp.

3.3.1 Version non-lagrangienne

Dans cette section, nous nous intéressons aux bornes fournies par les
relaxations 1-arborescence, affectation et n-pathno1Circuit. Cette étude permet
de mettre en lumière les cas extrêmes des différentes relaxations et de mon-
trer qu’elles sont incomparables.

Proposition 3.3.1. Les valeurs des bornes inférieures zoa, zap et znp sont incom-
parables.

Démonstration. Notre démonstration s’effectue en deux étapes en s’appuyant
sur des exemples. Soit les graphes G1 et G2 définis sur la Figure 20.

Nous allons tout d’abord prouver que zap < zoa < znp pour le graphe
G1 pour ensuite démontrer l’inégalité inverse pour le graphe G2.

— zap < zoa < znp : nous utilisons le graphe G1 Figure 20a pour
montrer l’inégalité.
• zap(G1) = 6 : l’affectation présentée Figure 21a est optimale

puisqu’elle utilise uniquement des arcs de poids minimum.
• zoa(G1) = 10 : une arborescence de poids minimum sur le

graphe G1 consiste à sélectionner les arcs de poids minimum si
le nœud incident n’a pas encore été atteint. Ainsi, l’algorithme
sélectionnera, dans l’ordre, l’arc (0, 1), (5, 4), (3, 2), (4, 2) et en-
fin (1, 5). Il faut compléter par l’arc entrant au nœud 0 de poids
minimum (1, 0) (Figure 21b).
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Figure 20 – Graphe G1 et G2
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(c) Solution de n-pathno1Circuit

Figure 21 – Solutions des relaxations sur le graphe G1 Figure 20a

• znp(G1) = 12 : la relaxation n-pathno1Circuit possède deux so-
lutions symétriques avec un coût de 12, l’une d’entre elle est
donnée Figure 21c. Supposons que nous démarrons notre che-
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min par l’arc (0, 1), alors deux choix sont ensuite possibles : l’arc
(1, 2) ou l’arc (1, 5). Si l’arc (1, 5) est sélectionné, alors il sera im-
possible d’atteindre le nœud 0 en utilisant 6 arcs sans créer de
1-circuit (0− 1− 5− 4− 5− 1− 0). Ainsi, le seul choix possible
pour ne pas créer de 1-circuit est l’arc (1, 2). Le même raisonne-
ment s’applique en commençant avec l’arc (0, 5).

Nous avons donc zap(= 6) < zoa(= 10) < znp(= 12)

— zap > zoa > znp : nous utilisons le graphe G2 Figure 20b pour
montrer l’inégalité.

0

1

2 3

4

1

2

2

2

1

2

1

(a) Solution de affectation
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(b) Solution de 1-arborescence
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4
1
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11

1

(c) Solution de n-pathno1Circuit

Figure 22 – Solutions des relaxations sur le graphe G2 Figure 20b

• zap(G2) = 8 : deux solutions optimales ayant en commun les
arcs incidents au nœud 0 sont possibles pour le problème d’af-
fectation sur le graphe G2. Ces deux solutions sont représentées
sur la Figure 22a avec un coût de 8. Supposons l’arc (0, 1) sélec-
tionné dans le couplage. Alors l’arc (2, 1) est rejeté, ce qui im-
plique l’utilisation de l’arc (2, 3) dans le couplage car il n’existe
qu’un seul arc sortant du nœud 2. De la même façon, l’arc (4, 0)
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est sélectionné pour le couplage. Il y a donc deux couplages par-
faits possibles. Le premier utilise les arcs (1, 2) et (3, 4), le second
les arcs (3, 2) et (1, 4) avec comme coût 8. La démonstration est
la même si nous avions sélectionné l’arc (0, 4) en premier.
• zoa(G2) = 6 : une arborescence sortant du nœud 0 dans le

graphe est obligée d’atteindre le nœud 2. Pour cela, un arc de
poids 2 ( (1, 2) ou (3, 2) ) est obligatoirement sélectionné. Pour
atteindre les autres nœuds, il est possible de prendre les arcs de
poids 1. L’arc entrant au nœud 0 est l’arc de poids minimum,
à savoir l’arc (1, 0). Nous obtenons donc une 1-arborescence de
poids 5. Une des solutions de la relaxation est donnée Figure
22b.
• znp(G2) = 5 : un plus court chemin utilisant 5 arcs consiste à

passer par les arcs de poids 1 en passant deux fois par le nœud
1. La solution est représentée Figure 22c.

Ainsi zap(= 8) > zoa(= 7) > znp(= 5)

Nous avons démontré les deux inégalités suivantes : zap > zoa > znp et
zap < zoa < znp pour deux graphes différents. Ainsi les bornes des relaxa-
tions affectation, 1-arborescence et n-pathno1Circuit sont incomparables.

3.3.2 Version lagrangienne

Seules les relaxations n-pathno1Circuit et 1-arborescence ont été étendues
dans leur version lagrangienne en pénalisant une contrainte de degré ((RL18)
et (RL17) Section 3.1).

Proposition 3.3.2. Les valeurs des bornes inférieures zrloa et zrlno sont incompa-
rables.

Démonstration. De la même façon que la proposition précédente, nous al-
lons nous appuyer sur des exemples. Soit les graphes G3 et G4 définis sur
la Figure 23.

— zrloa < zrlnp : nous utilisons le graphe G3 Figure 23a pour montrer
l’inégalité.
• zrloa = 9 : l’étude faite dans [BB08] exhibe des graphes où la

relaxation d’Held et Karp ne donne pas la valeur optimale du
TSP, mais possède un écart d’optimalité bien définie. Ainsi, sur
le graphe G3, il a été montré que la marge d’erreur était de 10/9.
L’étude est proposée pour la relaxation d’Held et Karp utilisant
les 1-arbres. Le graphe G3 est symétrique, donc la valeur de la
relaxation qui utilise la 1-arborescence est la même que celle qui
utilise l’1-arbre sur ce graphe (Observation 3.2.2), soit zrloa = 9.
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Figure 23 – Graphe G3 et G4

• zrlnp = 10 : tous les chemins provenant du nœud 0 sans 1-circuit
de 6 arcs possèdent un coût de 10. Or zrlnp > znp = 10, donc
zrlno > 10.

Nous avons donc zrloa < zrlno sur le graphe G3.

— zrloa > z
rl
no : nous utilisons le graphe G4 Figure 23b pour démontrer

l’inégalité.
• zrloa > 8 : pour un graphe composé de 7 nœuds, il a été montré

dans [BB08] que l’écart d’optimalité pour la relaxation d’Held
et Karp était de 8/9 par rapport au tour optimal. Sur le graphe
G4 la valeur du tour optimal est de 9 puisque au moins l’un des
deux arcs (3, 4) et (4, 3) doit apparaitre dans un tour. D’après
l’observation 3.2.2, le graphe G4 étant symétrique nous pouvons
en déduire que zrloa > 8.
• zrlnp 6 0 : le dual lagrangien du programme défini par les équa-

tions 25 possède, entres autres, les deux contraintes suivantes :

zrlnp = maxw

w 6 −2λ1 − 2λ2 − 2λ3 + 2λ4 + 2λ5 + 2λ6 (26a)
w 6 +2λ1 + 2λ2 + 2λ3 − 2λ4 − 2λ5 − 2λ6 (26b)

La contrainte 26a correspond au chemin possible (0− 1− 2− 3−

1−2−3−0). Les nœuds 1, 2 et 3 possèdent un degré de 4, il faut
donc soustraire 2 fois leurs multiplicateurs lagrangiens dans la
fonction objectif de (PL25), inversement pour les nœuds 4, 5 et
6 qui possèdent un degré nul. La contrainte 26b correspond au
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chemin (0− 6− 5− 4− 6− 5− 4− 0). En faisant la somme de
ces deux contraintes, nous montrons que zrlnp 6 0.

Ainsi zrloa > zrlnp sur le graphe G4.

Nous avons donc démontré les deux inégalités zrloa < zrlnp et zrloa > zrlnp,
ce qui implique que les relaxations lagrangiennes qui utilisent les 1-arbores-
cences et n-pathno1Circuit sont incomparables.

Nous pouvons observer que le graphe G3 montre un exemple où la
relaxation lagrangienne utilisant la n-pathno1Circuit (RL18) donne le tour
optimal tandis que le graphe G4 montre un exemple où la relaxation reste
complètement non informative et ce, malgré l’utilisation de multiplicateurs
lagrangiens.

conclusion

Nous avons pu expliciter les différentes bornes inférieures obtenues
grâce aux relaxations utilisées pour le problème du voyageur de commerce.
Cela a permis de caractériser les diverses relaxations en programmation
linéaire. Une comparaison théorique des différentes bornes inférieures a
permis de montrer qu’elles pouvaient être incomparables.
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4
A P P R O C H E S E N P R O G R A M M AT I O N PA R
C O N T R A I N T E S P O U R L E T S P E T L E T S P T W

Dans ce chapitre, nous allons voir les différents modèles et algorithmes
pour le TSP et la variante avec fenêtres de temps en programmation par con-
traintes. Deux articles ont été présentés pour ces travaux [DCP16 ; DCP15].

4.1 modèles

Soit un graphe Go = (N,A) avec N = {0, . . . , n+1}. L’ensemble {1, . . . , n}

correspond aux clients à visiter. Contrairement au modèle classique de TSP
(Section 2.2), le nœud de dépôt est dupliqué. Le nœud du début du tour
correspond au nœud 0 et le nœud de fin de tour correspond au nœud n+ 1.
Ce modèle est explicité dans [BMR12a]. Ainsi pour une instance avec n = 4,
nous disposons de 4 clients ({1, . . . , 4}), du nœud de départ ({0}) et du nœud
de fin ({5}) du tour. On note di,j (resp. ti,j) la distance (resp. le temps de tra-
jet) entre le nœud i et le nœud j. Chaque nœud i possède une fenêtre de
temps, notée [ai, bi]. Sans perte de généralité, le temps de service du nœud
i est compris dans les temps de trajet partant de ce nœud. Le principe du
problème du voyageur de commerce avec fenêtres de temps est de visiter tous les
nœuds en commençant par le nœud 0 et en finissant par le nœud n+ 1 tout
en minimisant la distance parcourue et en respectant les fenêtres de temps
des clients. Nous notons Dx, le domaine de la variable x et x (resp. x) la
borne supérieure (resp. inférieure) de x.

Un exemple de graphe est donné Figure 24. La Figure 24a montre le
graphe d’entrée du problème composé de quatre clients (nœuds 1, 2, 3
et 4) ainsi que le nœud de début de tournée (nœud 0) et le nœud de fin
de tournée (nœud 5). La fenêtre de temps de chaque nœud est aussi indi-
quée. Le Tableau 24b donne la matrice des distances entre les nœuds. Nous
considérons dans cet exemple que le temps de trajet entre chaque nœud est
égal à la distance entre les nœuds. Cet exemple sera le fil conducteur pour
illustrer les modèles présentés dans ce chapitre.
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5
[0, 15]

1

[2, 6]

2

[1, 20]

3

[5, 8]

4

[7, 9]

0
[0, 15]

(a) Exemple de graphe pour le
TSPTW avec 4 clients

0 1 2 3 4 5

0 0 2 3 3 3 0

1 3 0 2 4 4 3

2 4 2 0 2 3 4

3 3 3 2 0 1 3

4 4 4 4 1 0 4

5 0 2 3 3 3 0

(b) Matrice des distances (égales
aux temps de trajets dans
l’exemple)

Figure 24 – Exemple de données pour le TSPTW avec n = 4

4.1.1 Modèle de base

Le modèle de base s’appuie sur les variables nexti pour chaque nœud
i ∈ N. Ces variables représentent le successeur immédiat du nœud i dans
le tour (par convention nextn+1 = 0). Des variables représentant une accu-
mulation de quantité sont aussi utilisées. Nous introduisons les variables
starti ∈ [ai, bi], ∀i ∈ N pour le temps accumulé le long du trajet. Ces der-
nières représentent le temps de début du service au nœud i. Le modèle de
base est le suivant :

(MO27) : Min z (27a)

z =

n∑
i=0

(di,nexti) (27b)

circuit(next0, ..., nextn+1) (27c)
startnexti > starti + ti,nexti ∀i ∈ N\{n+ 1} (27d)
start0 = 0 (27e)

L’équation 27b définit l’objectif à minimiser. Elle correspond à la somme
des distances utilisées pour le tour. disti,nexti est la distance parcourue
entre le nœud i et son successeur dans le tour. Cette variable utilise la con-
trainte globale element présentée dans [VHC88]. Il en est de même pour
les variables startnexti et ti,nexti . La contrainte 27c, présentée dans [Lau78]
et impliquant notamment la contrainte alldifferent(next0, . . . , nextn+1),
permet de maintenir un circuit dans le graphe en visitant une seule fois
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chaque nœud.

Exemple 4.1.1. Reprenons l’exemple donné dans la Figure 24 et examinons les
domaines des différentes variables après la première propagation (Tableau 2) :

i 0 1 2 3 4 5

nexti {1, 2, 3, 4} {2, 3, 4, 5} {1, 3, 4, 5} {1, 2, 4, 5} {2, 3, 5} {0}

starti 0 [2, 6] [3, 13] [5, 8] [7, 9] [0, 15]

di,nexti [2, 3] [2, 4] [2, 4] [1, 3] [1, 4] 0

startnexti [2, 13] [4, 15] [3, 15] [6, 15] [8, 15] 0

Tableau 2 – État des domaines des variables

Pour les variables successeurs next, seule la valeur 1 de next4 a été fil-
trée. En effet, du fait des fenêtres de temps des nœuds 1 et 4, le nœud 1 ne peut
être visité après le nœud 4. Le domaine de la variable di,nexti (dans cet exemple
ti,nexti = di,nexti) d’un nœud i correspond à l’intervalle entre la distance mini-
mum et maximum partant du nœud i. Nous avons pu aussi diminuer le domaine
de la variable start2 qui initialement était de [1, 20]. En effet, la valeur maximum
de la variable start5, correspondant au nœud de fin de tournée, est égale à 15. Le
temps de trajet entre le nœud 2 et 5 est de deux. Il est alors impossible de partir du
nœud 2 après le temps 13, d’où la réduction de la variable start du nœud 2. La va-
riable startnext0 prend ces valeurs entre la borne minimum et la borne maximum
des variables start correspondant au domaine de next0, d’où le domaine [2, 13].

Il est très courant de rajouter des variables et contraintes supplémen-
taires afin d’augmenter le filtrage. Nous ajoutons donc des variables pré-
décesseurs predi, ∀i ∈ N, afin de représenter le prédécesseur immédiat
du nœud i dans le tour. Ces variables sont liées aux variables next par la
propriété suivante : nexti = j ⇔ predj = i pour chaque paire (i, j) ∈ A ou
nextpredi = i, ∀i ∈ N. Cette propriété se traduit en termes de programmation
par contraintes par l’utilisation de la contrainte globale inverse :

inverse({next0, . . . , nextn+1}, {pred0, . . . , predn+1})

L’utilisation des prédécesseurs renforce la borne inférieure sur z. En
effet, z peut être défini de la façon suivante :

z =

n∑
i=0

(di,nexti) =

n+1∑
i=1

(dpredi,i)
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Les quantités
∑n
i=0(di,nexti) et

∑n+1
i=1 (dpredi,i) ne sont pas forcément

égales (en particulier dans les problèmes asymétriques) ce qui explique la
contrainte précédente.

Exemple 4.1.2. Lorsque nous incluons les variables prédécesseurs pred, l’état des
domaines est le suivant (Tableau 3) :

i 0 1 2 3 4 5

predi {5} {0, 2, 3} {0, 1, 3, 4} {0, 1, 2, 4} {0, 1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}

dpredi,i 0 [2, 3] [2, 4] [1, 4] [1, 4] [3, 4]

Tableau 3 – État des domaines des variables des variables pred

Nous nous apercevons que
∑n
i=0(di,nexti) = 8. L’utilisation des prédéces-

seurs permet d’obtenir une borne inférieure
∑n+1
i=1 (dpredi,i) = 9 meilleure que

celle proposée seulement par les variables next.

Cependant, ces quantités sont égales lorsque les variables sont instan-
ciées. En outre, ces variables offrent des possibilités supplémentaires lors
de l’étape de recherche (Section 2.4.3).

4.1.2 Modèles redondants

Dans cette section, nous allons étudier différents modèles redondants.
Pour le problème du voyageur de commerce avec fenêtres de temps, de nom-
breuses contraintes supplémentaires ont été étudiées afin d’améliorer la
résolution. Ainsi, on ajoute au modèle de base la contrainte sur l’élimina-
tion des arcs proposée dans [Lan+93]. Elle permet l’élimination des valeurs
dans le domaine des next en considérant les fenêtres de temps :

starti + ti,j > startj ⇒ nexti 6= j ∀(i, j) ∈ A (28)

Cette contrainte logique signifie simplement qu’au moment de servir
le client i, si le temps de trajet entre le client i et j est supérieur à la date au
plus tard de visite de j, alors le client j ne peut pas être le successeur immé-
diat de i. Cette contrainte est vérifiée dès lors que nous avons la condition
suivante :

starti + ti,j > startj

La contrainte 28 permet un meilleur filtrage que la contrainte 27d du mo-
dèle (MO27).
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Exemple 4.1.3. Lorsque nous ajoutons cette contrainte au modèle précédent, l’état
des domaines est le suivant (Tableau 4) :

i 0 1 2 3 4 5

nexti {1, 2, 3, 4} {2, 3, 4, 5} {1, 3, 4, 5} {2, 4, 5} {2, 3, 5} {0}

predi {5} {0, 2} {0, 1, 3, 4} {0, 1, 2, 4} {0, 1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}

Tableau 4 – État des domaines des variables modifiées avec l’ajout de la contrainte
d’élimination d’arc

Les variables modifiées par rapport au modèle précédent sont en gras. L’ajout
de la contrainte d’élimination d’arcs permet de supprimer la valeur 1 du domaine
de next3.

Cette contrainte est couplée avec la contrainte de réduction des va-
riables start présentée dans [DDS92].

starti > min
k∈D(predi)

(startk + tk,i) ∀i ∈ N\{0}

starti 6 max
k∈D(nexti)

(startk − ti,k) ∀i ∈ N\{n+ 1} (29)

Les contraintes 29 permettent d’affiner les bornes des variables start
en parcourant le domaine des next ou pred. Dans [Pes+98], les deux der-
nières contraintes peuvent se généraliser en utilisant le temps de plus court
chemin entre chaque paire de clients (i, j). En conséquence, il est possible
de considérer non plus les successeurs et prédécesseurs directs d’un nœud,
mais l’ensemble des clients devant être visités avant ou après le nœud. Tou-
tefois, dans [FLM02], les expérimentations ont montré que le calcul du plus
court chemin était trop coûteux pour le gain obtenu.

Exemple 4.1.4. L’ajout de ces deux contraintes 29 permet d’obtenir l’état des do-
maines des variables suivant (Tableau 5) :

i 0 1 2 3 4 5

starti 0 [2, 6] [3, 11] [5, 8] [7, 9] [5, 15]
startnexti [2, 11] [4, 15] [5, 15] [6, 15] [8, 15] 0

Tableau 5 – État des domaines des variables modifiées avec l’ajout des contraintes
de mise à jour des fenêtres de temps

Nous nous apercevons que les bornes inférieures des variables start et les va-
riables startnext, qui utilisent la contrainte element, sont principalement mises
à jour.
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Dans la suite, nous présentons deux modèles redondants pour le pro-
blème du voyageur de commerce avec fenêtres de temps.

4.1.2.1 Modèle logique

Les fenêtres de temps apportent une dimension asymétrique et ordon-
née par rapport au problème de base (TSP). En effet, la temporalité du pro-
blème permet de définir et de raisonner sur les visites pouvant être faites
au début du tour ou à la fin du tour. C’est pourquoi, des variables boo-
léennes bi,j ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ A peuvent être ajoutées permettant d’indiquer
si le nœud i est visité avant le nœud j : bi,j = 1. Inversement, si le nœud i
est visité après le nœud j : bi,j = 0. Au lieu de raisonner uniquement sur
les successeurs et prédécesseurs directs, nous nous intéressons aux clients
situés avant et après dans le tour. Cela aura pour conséquence de mieux
prendre en compte la temporalité du problème dans les raisonnements. On
associe les contraintes suivantes au modèle (MO27), ∀(i, j) ∈ N2 avec i 6= j :

(MO30) : (MO27)

bi,j + bj,i = 1 (30a)
(bi,j = 1∧ bj,k = 1)⇒ bi,k = 1 ∀k ∈ N\k 6= i 6= j (30b)
(bi,j = 1)⇒ nextj 6= i (30c)
(bi,j = 1)∧ (bj,k = 1)⇒ nexti 6= k ∀k ∈ N\k 6= i 6= j (30d)
(bi,j = 1)⇒ startj > starti + ti,j (30e)

La contrainte 30a implique qu’un nœud i ne peut pas être visité avant
et après un nœud j. L’équation 30b, appelée fermeture transitive, permet de
définir les successeurs et prédécesseurs indirects, c’est-à-dire que s’il existe
un nœud j devant être visité après i et avant k, alors i doit être visité avant
k. Évidemment, si le nœud i est visité avant le nœud j, alors i ne peut pas
être le successeur direct de j, équation 30c. L’équation 30d permet de lier
cette fermeture transitive aux valeurs des variables next. De plus, cette con-
trainte est équivalente à la contrainte 28 d’élimination des arcs. Les valeurs
des variables start sont aussi filtrées grâce à la contrainte 30e. L’équiva-
lence startj > starti+ ti,j ⇒ (bi,j = 1) est alors implicite car l’équation 30e
est définie sur les paires (i, j) ∈ A et grâce à l’équation 30a.

Ce modèle apporte beaucoup en termes de raisonnement sur les rela-
tions de précédences entre les nœuds. Il ajoute malheureusement de l’ordre
de O(n3) contraintes supplémentaires, à cause des contraintes 30b et 30d.
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Ce modèle permet d’encoder un graphe de précédence utilisé en PPC
pour des problèmes d’ordonnancement, notamment avec la contrainte no-
overlap [Car82 ; Vil04].

4.1.2.2 Modèle positionnel

Le modèle précédent (MO30) apporte une représentation précise des
relations de précédence. Les équations 30b ajoutent malheureusement de
l’ordre de O(n3) contraintes supplémentaires. Cependant, il est possible de
relâcher ce modèle tout en gardant un niveau de cohérence proche. Pour
cela, nous introduisons pour chaque nœud i ∈ N une variable position
posi ∈ {0, . . . , n+ 1} permettant de représenter la position du nœud dans
le tour. Il est évident que pour le nœud de début (resp. fin), pos0 = 0

(resp. posn+1 = n + 1). Les contraintes de ce modèle sont les suivantes,
∀(i, j) ∈ N2 avec i 6= j :

(MO31) : (MO27)

posi =
∑
j∈N\{i}

bj,i (31a)

bi,j + bj,i = 1 (31b)
(bi,j = 1)⇒ nextj 6= i (31c)
(bi,j = 1)⇒ startj > starti + ti,j (31d)
posj > posi ⇔ bi,j = 1 (31e)
posj > posi + 1⇒ nexti 6= j (31f)
alldifferent(pos0, . . . , posn+1) (31g)

La contrainte 31a permet de définir les variables pos. Nous retrouvons
les contraintes 30a, 30c et 30e du modèle logique (MO30). La contrainte 31e
permet de remplacer la contrainte 30b. Un filtrage des variables next grâce
aux variables pos est effectué par la contrainte 31f. Cette contrainte est
équivalente à la contrainte d’élimination des arcs 28. Évidemment, chaque
position d’un nœud dans le tour est unique et les positions sont donc toutes
différentes, d’où la contrainte 31g.

4.1.2.3 Approche de type ordonnancement

Le problème du voyageur de commerce avec fenêtres de temps peut être vu
également comme un problème d’ordonnancement sur une seule machine
avec un temps de set-up dépendant de la séquence et des dates de dispo-
nibilités et de fins de tâches. Le modèle précédent (MO31) est adapté à
la mise en oeuvre de raisonnements énergétiques semblables à ceux de la
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contrainte nooverlap [Car82] utilisés en ordonnancement. L’application
du filtrage de cette contrainte est trop coûteux dans ce contexte et pas tou-
jours utile. Une des grandes difficultés est la prise en compte des temps de
set-up entre les différentes activités dues au temps de trajet entre chaque vi-
site. Dans ce sens, les bornes inférieures pour le TSP ont été utilisées pour
la contrainte nooverlap [DVCS15]. Nous souhaitons renforcer le filtrage
sur les variables pos grâce à des raisonnements énergétiques simples.

Un filtrage supplémentaire est alors ajouté au modèle qui utilise les
positions (MO31), noté (MO31)

+ permettant de mettre à jour les variables
positions pos par rapport à l’ensemble des autres clients et de leurs possi-
bilités de placement avant ou après.
Soit Ai l’ensemble des clients qui doivent être placés après le client i et Bi
l’ensemble des clients pouvant être visités avant ou après le client i :

Ai = {j ∈ N | bi,j = 1}

Bi = {j ∈ N | bi,j = 1∧ bi,j = 0}

Le temps minimum requis après i est noté EAi :

EAi = ti,nexti +
∑
j∈Ai

tj,nextj

Dans un premier temps, nous remarquons que la borne supérieure de
starti ne peut pas dépasser le temps minimum requis par les visites de Ai :

starti 6 startn+1 − EAi

Dans un second temps, nous filtrons la borne inférieure de posi. Consi-
dérons les visites x1, . . . , xk de Bi rangées par ordre croissant de distance
aux successeurs :

tx1,nextx1 6 tx2,nextx2 6 . . . 6 txk,nextxk

Soit c le plus grand entier tel que :

EAi +

c∑
j=0

txj,nextxj 6 (startn+1 − starti)

c + |Ai| est donc le nombre de visites maximum pouvant avoir lieu
après la visite i, ce qui nous donne une borne inférieure pour posi :

posi > n− (c+ |Ai|+ 1)
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Un raisonnement symétrique est effectué pour la borne inférieure de
starti et la borne supérieure de posi en prenant en compte le nombre mi-
nimum de visites pouvant se placer avant le client i.

Ce raisonnement est un cas particulier de raisonnement énergétique
que ferait la contrainte nooverlap [Car82] pour l’algorithme d’edge-finding.
On pourrait écrire un modèle PPC s’appuyant sur une nooverlap avec
des durées variables pour les tâches en ajoutant une variable endi telle que
starti+ ti,nexti = endi. Ce modèle n’a pas été testé car les développements
sur les durées de transition variables sont encore faibles pour les raisonne-
ments de la contrainte nooverlap [DVCS15].

4.1.2.4 Comparaison des différents modèles

Nous pouvons classer les différents modèles proposés (MO27), (MO30)

et (MO31) selon le niveau de propagation atteint. En effet, le modèle de
base (MO27) possède un niveau de propagation plus faible comparé au
modèle (MO30) qui possède la plus forte propagation. Le modèle (MO31)

est un modèle intermédiaire en termes de propagation. Par ailleurs, nous
verrons dans les résultats numériques que le modèle (MO31)

+ peut avoir
un niveau de propagation plus élevé que le (MO30).

Modèle i 0 1 2 3 4 5

(MO27)
nexti {1, 2, 3, 4} {2, 3, 4, 5} {1, 3, 4, 5} {2, 4, 5} {2, 3, 5} {0}

starti 0 [2, 6] [3, 11] [5, 8] [7, 9] [5, 15]

(MO30)
nexti 1 {2, 3, 4} {3, 4, 5} {2, 4, 5} {2, 3, 5} {0}

starti 0 [2, 4] [4, 11] [6, 8] [7, 9] [11, 15]

(MO31)
+

nexti 1 {2, 3, 4} {3, 4, 5} {2, 4, 5} {2, 3, 5} {0}

starti 0 [2, 4] [4, 11] [6, 8] [7, 9] [11, 15]

posi 0 1 {2, 3, 4} {2, 3, 4} {2, 3, 4} 5

Tableau 6 – État des domaines des variables avec le modèle position

Exemple 4.1.5. Le Tableau 6 montre l’état des domaines des variables next et
start suite à la première propagation des trois modèles étudiés. Les modèles (MO30)

et (MO31)
+ filtrent davantage que le modèle de base pour l’exemple. Cependant le

filtrage est identique entre les deux derniers modèles.

4.2 filtrage pour la contrainte weightedcircuit

Les modèles précédents souffrent de l’absence d’une borne inférieure
globale de la fonction objectif. Nous allons donc étudier dans cette section,
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le remplacement de la contrainte circuit (27c) par la contrainte weigh-
tedcircuit présentée dans [Ben+12] ainsi que les différents algorithmes
de filtrage. La contrainte weightedcircuit permet de maintenir un circuit
dans un graphe pondéré et fournit une borne inférieure sur z. Les différents
filtrages proposés s’appuient sur les coûts [FLM99] ce qui signifie qu’ils uti-
lisent des relaxations du problème afin de procéder au filtrage. Pour cela,
les trois relaxations étudiées dans le Chapitre 3 sont utilisées.

Soit Gno = (N,E), nous notons Grelaxation = (N,Erelaxation) le sous-graphe
induit de Gno respectant la propriété de la relaxation utilisée. On note z
l’objectif à minimiser et w(i, j) le coût de l’arête (i, j) et w(G) la somme des
coûts des arêtes du graphe G. Une notation similaire est utilisée pour les
graphes orientés Go = (N,A).

4.2.1 Filtrage avec Held et Karp

L’un des filtrages utilisés est celui s’appuyant sur la relaxation d’Held
et Karp définie pour les graphes non orientés. L’algorithme de filtrage uti-
lisant la relaxation d’Held et Karp est décrit dans [Ben+12]. Dans cette
version, la contrainte weightedcircuit se note :

weightedcircuit(next, z)

Deux composantes importantes sont identifiées dans l’algorithme de
filtrage présenté : le processus de résolution du dual lagrangien et le filtrage
par le sous-problème de recherche de 1-arbre.

4.2.1.1 Résolution du dual lagrangien

L’intérêt de la relaxation d’Held et Karp ( Section 3.2.1) réside dans
la résolution de la relaxation lagrangienne associée au sous-problème de
1-arbre. La fonction associée au dual lagrangien est une fonction concave.
C’est pourquoi, pour résoudre le dual lagrangien, une procédure de sous-
gradient est appliquée. Chaque nœud se voit attribuer un multiplicateur la-
grangien λ. Ces derniers sont inclus dans le coût d’une arête (i, j), w(i, j) =
ci,j− λi− λj. L’idée pour résoudre le dual lagrangien par une procédure de
sous-gradient est de pénaliser les nœuds ne respectant pas la contrainte de
degré. Pour cela, lorsqu’un nœud possède un degré strictement supérieur
à 2, le multiplicateur lagrangien augmente afin de réduire son degré dans
une nouvelle solution. De façon symétrique, lorsqu’un nœud possède un
degré strictement inférieur à 2, le multiplicateur lagrangien diminue pour
tenter de l’inclure dans la solution suivante.
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À chaque étape du sous-gradient, les multiplicateurs lagrangiens sont
mis à jour. Nous utilisons alors la formule proposée par Held et Karp
[HK70 ; HK71] :

λt+1i = λti + τ
t

(
z−w(G1-arbre)

||Ct||

)
cti ∀i ∈ N

||Ct|| =
∑
i∈N

(cti)
2

cti = deg(i) − 2 ∀i ∈ N

0 < τt 6 2

La fonction deg renvoie le degré du nœud. Ainsi cti permet de quan-
tifier la violation de la contrainte de degré pour un nœud i à l’étape t. De
plus, nous divisons, après un certain nombre d’itérations, la valeur de τ
par deux lors du processus de sous-gradient.

Le filtrage du 1-arbre peut être appliqué à chaque étape du sous-gradient,
c’est à dire pour chaque valeur de λ utilisée par le sous-gradient.

4.2.1.2 Filtrage pour le 1-arbre

Le sous-problème associé à la relaxation d’Held et Karp est la re-
cherche de 1-arbre.

0
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Figure 25 – Graphe G1-arbre pour un coût w(G1-arbre) = 10 avec n = 4

Exemple 4.2.1. La Figure 25 montre le 1-arbre de poids minimum pour le pro-
blème de TSP présenté précédemment après la première propagation donnée par le
Tableau 6.

L’algorithme de filtrage de la weightedcircuit est principalement
fondé sur le filtrage d’un 1-arbre. Dans ce filtrage, les arêtes interdites et
les arêtes obligatoires sont identifiées.
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arêtes interdites L’identification des arêtes interdites s’inspire de
l’analyse de sensibilité pour la recherche d’arbres couvrants de poids mi-
nimum [Tar82]. En effet, le coût marginal d’une arête est calculé. Le coût
marginal d’une arête w̃(i, j), (i, j) ∈ E représente le coût supplémentaire
lorsque l’on force l’arête (i, j) à être dans le graphe G1-arbre. Nous avons
alors la relation suivante :

w(G1-arbre) + w̃(i, j) > z⇒ nexti 6= j

Rappelons que la recherche d’1-arbre est définie sur un graphe non
orienté et que nous utilisons la transformation de Jonker et Volgenant (Sec-
tion 3.1.1) permettant de transformer un graphe orienté en graphe non
orienté. Ainsi lorsque nous forçons l’arête (i, j) dans la solution du 1-arbre
et que cela entraine le dépassement de la borne supérieure de l’objectif,
alors aucune solution ne peut contenir l’arête (i, j).

Tous les coûts marginaux sont alors calculés. Ce calcul, similaire à la
contrainte spanningtree [Rég08], s’exécute en O(mn) en utilisant l’algo-
rithme de Kruskal. Le filtrage des arêtes interdites est donc en O(m+ n+

n log(n)) [Rég+10].

arêtes obligatoires Nous pouvons aussi identifier les arêtes obliga-
toires, c’est-à-dire celles qui se trouvent dans les solutions de coût inférieur
à z. Pour cela, le coût de remplacement ŵ(i, j) d’une arête (i, j) ∈ E1-arbre est
calculé. Nous avons alors la relation suivante :

w(G1-arbre) + ŵ(i, j) > z⇒ nexti = j

Le coût de remplacement d’une arête correspond au coût supplémen-
taire minimum si cette arête ne devait pas être dans le 1-arbre. Si ce dernier
entraine une augmentation importante, alors l’arête se trouve dans toutes
les solutions ayant un coût inférieur à la borne supérieure actuelle. Elle de-
vient alors obligatoire.

Le calcul des coûts de remplacement découle du calcul des coûts mar-
ginaux et peut s’effectuer en O(mα(m,n)) [Tar82] avec α représentant la
fonction inverse de la fonction d’Ackermann. Le filtrage des arêtes obliga-
toires est donc en O(mα(m,n)) [Rég+10].

4.2.2 Filtrage avec n-path

Nous étudions dans cette section un autre algorithme de filtrage pour
la contrainte weightedcircuit. Il s’agit d’un filtrage fondé sur les coûts et
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qui utilise la relaxation n-pathno1Circuit (Section 3.2.3). Nous pouvons ren-
forcer la borne obtenue grâce à la relaxation lagrangienne. Tout comme
le filtrage avec la relaxation d’Held et Karp, le même processus de sous-
gradient est utilisé pour résoudre le dual lagrangien.

Le sous-problème associé à la relaxation est défini par un programme
dynamique (PD19) (Section 3.1.3). Dans le cadre du TSP, le programme
dynamique est redéfini afin d’inclure les variables de position dans la
recherche de plus court chemin. Ainsi, nous incluons dans la contrainte
weightedcircuit les variables pred et pos :

weightedcircuit(next, pred, pos, z)

4.2.2.1 Redéfinition du programme dynamique

La n-path consiste, dans cette version, à trouver le plus court chemin du
nœud 0 au nœud n+ 1 en utilisant exactement n+ 1 arcs. Le programme
dynamique de la n-path est redéfini grâce aux variables dans la portée de
la weightedcircuit, ∀i ∈ {1, . . . , n} :

(PD32) f∗(1, i) = c0,i s.t 1 ∈ Dposi
f∗(1, i) =∞ s.t 1 /∈ Dposi (32a)

f∗(k, i) = min
j∈Dpredi

(f∗(k− 1, j) + cj,i)
∀k ∈ {2, . . . , n},
i s.t k ∈ Dposi

(32b)

Rappelons que f∗(k, i) représente la valeur optimale du plus court
chemin entre le nœud 0 et le nœud i avec k arcs. Nous pouvons noter
l’utilisation des domaines des variables pred et des variables pos afin de
réduire l’espace de recherche. La borne inférieure sur z est alors donnée
par f∗(n + 1, n + 1). f∗rev(k, i) est aussi calculé et représente le plus court
chemin entre le nœud i et le nœud n+ 1 utilisant k arcs. La complexité spa-
tiale du programme dynamique est en O(n2) et la complexité temporelle
est de O(n2m) avec m la taille maximale des domaines des variables pred.
En outre, nous utilisons la n-pathno1Circuit en redéfinissant de la même fa-
çon le programme dynamique associé (Section 3.1.3).

Exemple 4.2.2. La Figure 26 montre le plus court chemin de n+ 1 arcs qui ne
contient pas de 1-circuit sur le graphe obtenu après la première propagation donnée
Tableau 6.

Grâce à ces modifications, les positions d’un nœud (Section 4.1.2.2)
peuvent être prises en compte et ainsi réduire la complexité du programme
dynamique, ce qui n’est pas le cas lors de la recherche de 1-arbre.
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Figure 26 – Graphe Gn-pathno1Circuit pour un coût w(Gn-pathno1Circuit) = 11 pour
l’exemple avec n = 4

4.2.2.2 Filtrage grâce au programme dynamique

Grâce au programme dynamique, le domaine de plusieurs variables
peut être filtré. Ainsi, nous filtrons les arcs interdits et les positions in-
terdites d’un nœud. Rappelons que la relaxation lagrangienne est étudiée
Section 3.1.3.

identification des arcs interdits Pour identifier les arcs inter-
dits, le coût supplémentaire de l’ajout de cet arc à chaque position possible
doit être estimé. Nous notons w(i, j) = ci,j − λi − λj et C = 2

∑
j∈N λj. La

relation suivante ∀i ∈ N, ∀j ∈ Dnexti identifie les arcs interdits :

(∀k ∈ Dposi , f∗(k, i) +w(i, j) + f∗rev(n− k, j) −C > z)⇒ nexti 6= j

f∗(k, i) représente le coût minimum pour atteindre le nœud i à partir
du nœud 0 en utilisant k arcs. f∗rev(n − k, j) représente le coût minimum
pour atteindre le nœud n + 1 à partir de j en n − k arcs. Il nous suffit
alors de tester si l’ajout de l’arc (i, j) est acceptable pour n’importe quelle
position, ce qui correspond bien à un plus court chemin composé de n+ 1

arcs. Or, si cette augmentation n’est pas valide pour toutes les positions
possibles, alors cet arc ne fait pas partie d’une solution de coût inférieur à
z.

identification des positions interdites Il est possible aussi d’id-
entifier les positions interdites pour un nœud. En effet, nous avons redéfini
le programme dynamique de façon à prendre en considération le domaine
des variables pos. Ainsi, ∀i ∈ N, ∀k ∈ Dposi :

f∗(k, i) + f∗rev(n− k+ 1, i) −C > z⇒ posi 6= k (33)

Le principe est de comparer le coût minimum pour atteindre i en k arcs
et celui en partant de i utilisant n− k+ 1 arcs. Si ces coûts sont supérieurs
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à la valeur de la meilleure solution courante, alors le nœud i ne peut pas
se trouver à la position k.

filtrage sans relaxation lagrangienne Il est possible de filtrer
les variables start avec la relaxation n-pathno1Circuit sans la présence des
multiplicateurs lagrangiens. En effet, le programme dynamique peut être
appliqué sur la matrice de temps puisque cij = ti,j, ∀(i, j) ∈ A. En consé-
quence, nous pouvons filtrer les bornes des variables start grâce aux rela-
tions suivantes, ∀i ∈ N :

starti > f
∗(posi, i) (34a)

starti 6 startn+1 − f
∗
rev(n− posi + 1, i) (34b)

Lorsque cij = ti,j, f∗(k, i) correspond au temps minimum pour at-
teindre le nœud i en utilisant k arcs. C’est pourquoi, les variables start
peuvent être bornées à l’aide du programme dynamique. Le temps mini-
mum pour atteindre le nœud i est représenté par f∗(posi, i), starti ne peut
donc pas prendre des valeurs inférieures au temps minimum (contrainte
34a). De la même façon, la contrainte 34b réduit la borne supérieure de la
variable start.

Il est aussi possible de réduire les bornes des variables positions pour
un nœud i. Nous avons les relations suivantes, ∀i ∈ N, ∀k ∈ Dposi :

f∗(k, i) > starti ⇒ posi < k (35a)
starti + f

∗
rev(n− k+ 1, i) > startn+1 ⇒ posi > k (35b)

Si en utilisant k arcs, le temps minimum pour atteindre le nœud i est
supérieur à la borne supérieure de la variable start, alors le nœud i ne
pourra jamais se trouver après la position k (contrainte 35a). Nous avons le
raisonnement symétrique grâce à la contrainte 35b.

4.2.3 Filtrage avec l’affectation

La troisième relaxation étudiée pour le TSP est le problème d’affecta-
tion (Section 2.2.2.1). Cette relaxation est utilisée pour augmenter la borne
inférieure pour la weightedcircuit mais aussi pour apporter du filtrage
sur les variables next.
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filtrage existant Le problème d’affection consiste à trouver un cou-
plage parfait de poids minimum dans un graphe biparti. Dans le cas de la
weightedcircuit, le graphe biparti correspondant est noté GB = (N\{n+

1}∪V,AB), avec V = {n+ i, ∀i ∈ N\{0}} tel que :

(i, j) ∈ AB ⇔ i ∈ N\{n+ 1} ∧ (j−n) ∈ Dnexti (36)

Afin d’obtenir une borne inférieure pour le TSP, nous résolvons le
problème par l’algorithme de Kuhn [Kuh10]. Notons Gaffectation = (N\{n+

1} ∪ V,Aaffectation), le graphe ainsi obtenu et w(Gaffectation) la valeur optimale
du problème d’affectation.

Exemple 4.2.3. Reprenons l’exemple de l’état des domaines des variables avec le
modèle position, Tableau 6. Nous pouvons alors utiliser le problème d’affectation
dans la contrainte weightedcircuit : La Figure 27 montre la modélisation en
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(a) Graphe biparti GB défini par la re-
lation 36
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(b) Graphe Gaffectation avec le coût asso-
cié w(Gaffectation) = 10.

Figure 27 – Graphe biparti et résolution du problème d’affectation

problème d’affectation. La Figure 27a représente le graphe biparti défini par l’équa-
tion36. La Figure 27b représente la solution du problème d’affectation, nous notons
le graphe obtenu Gaffectation et le coût associé w(Gaffectation).

Le filtrage utilisant la relaxation du problème d’affectation a été étudié
dans [FLM02]. Les auteurs utilisent les coûts réduits w̃(i, j) d’un arc (i, j) ∈
AB. Ce dernier correspond à l’augmentation minimum du coûtw(Gaffectation)

si la valeur de nexti est égale à j. Nous avons donc la relation suivante :

w(Gaffectation) + w̃(i, j) > z⇒ nexti 6= j (37)
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Les coûts réduits peuvent être approximés grâce au programme li-
néaire associé et en utilisant la notion de dualité [FLM02]. Cependant, le
calcul des coûts réduits exacts peut néanmoins se faire en temps polyno-
mial.

calcul des coûts réduits exacts Les coûts réduits exacts d’un arc
(i, j) ∈ AB sont obtenus à partir du graphe résiduel [Rég02]. Ce dernier est
un graphe obtenu à partir du graphe GB dont tous les arcs ayant une capa-
cité résiduelle nulle ont été supprimés. La capacité résiduelle d’un arc (i, j)

correspond à la quantité de flot pouvant encore traverser l’arc (i, j) dans la
solution Gaffectation.

Il est alors nécéssaire d’identifier les chemins augmentants alternatifs
dans le graphe résiduel. Pour cela, nous utilisons l’algorithme de Floyd-
Warshall permettant de calculer les plus courts chemins entre toutes les
paires de nœuds d’un graphe. Cet algorithme a une complexité en O(n3).
Notons spij, ∀(i, j) ∈ AB la valeur du plus court chemin de l’arc (i, j) ob-
tenue à partir du graphe résiduel. Le coût réduit w̃(i, j) d’un arc (i, j) cor-
respond à l’augmentation du coût global w(Gaffectation) lorsque l’arc (i, j) se
trouve dans le graphe Gaffectation.
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Figure 28 – Graphe résiduel de Gaffectation

Exemple 4.2.4. La Figure 28 montre le graphe résiduel correspondant à l’exemple
Gaffectation.

Notons j ′ ∈ V le nœud puits de l’arc (i, j) ∈ Aaffectation dans la solution
du graphe Gaffectation. De la même façon, i ′ ∈ N\{n+ 1} le nœud source de
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l’arc (i, j) ∈ Aaffectation dans le graphe Gaffectation. Le coût réduit exact s’obtient
de la façon suivante, ∀(i, j) ∈ AB :

w̃(i, j) = (w(i, j) + spi ′j ′) − (w(i, j ′) +w(i ′, j)) (38)

Le premier terme représente le coût minimum qu’impliquerait l’ajout
de l’arc (i, j) dans la solution, tandis que le second terme enlève les coûts
relatifs aux arcs de la solution. Grâce à la contrainte 37 et au calcul des
coûts réduits exacts (38), il est possible d’identifier les arcs interdits.

Il n’est pas nécessaire d’identifier les arcs obligatoires car un arc (i, j) ∈
V est un arc obligatoire si tous les autres arcs (i, k) ∈ V sont des arcs
interdits.

4.3 stratégies de branchement

Les stratégies de branchement sont la troisième composante impor-
tante en programmation par contraintes (Section 2.4.3). Elles visent à parcourir
l’espace de recherche le plus efficacement possible. Dans cette section, nous
présentons différentes stratégies de branchement étudiées dans le cadre du
problème du voyageur de commerce. Nous commencerons par étudier trois
stratégies de branchement classiques. Nous finirons par trois stratégies de
branchement alternatives.

4.3.1 Stratégies de branchement classiques

La première stratégie étudiée est une stratégie de branchement dyna-
mique courante en programmation par contraintes : mindom. Cette stratégie
consiste à sélectionner la variable ayant le plus petit domaine. Dans le
cadre du problème du voyageur de commerce, les variables comparées sont
les variables next ainsi que les variables pred. Lorsque la variable x (nexti
ou predi) est sélectionnée, nous devons lui affecter une valeur dans le do-
maine de Dx. Pour cela, nous décidons de sélectionner la valeur j dont
le coût associé w(i, j) est le plus faible. Ceci correspond au nœud le plus
proche de i. Cette stratégie de branchement est notée MinDom.
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La deuxième stratégie de branchement étudiée est une stratégie de
branchement développée par Pesant et al. dans [Pes+98]. L’idée de cette
heuristique est de sélectionner la variable qui, dans son domaine, possède
les valeurs qui apparaissent le plus de fois dans le domaine des variables
non affectées. Pour sélectionner la variable, les règles suivantes sont appli-
quées :

1. Soit s la taille du plus petit domaine des next et pred. Soit V =

{nexti | |Dnexti | = s, ∀i ∈ N}∪ {predi | |Dpredi | = s, ∀i ∈ N},

2. Si |V| = 1, nous choisissons la variable contenue dans V,

3. Sinon

a) Pour chaque valeur e dans ∪v∈VDv, calculer e] le nombre d’ap-
parition de e dans le domaine des variables de V,

b) Choisir la variable qui maximise f(v) =
∑
e∈Dv

e].

Lorsque la variable est sélectionnée, nous décidons d’affecter la valeur dont
le nœud correspond au coût le plus faible. Cette stratégie de branchement
est notée Pesant.

La troisième stratégie de branchement étudiée consiste à choisir la va-
riable correspondant à la valeur précédemment sélectionnée. Ce schéma
de branchement étend un chemin partant du nœud 0. Après avoir affecté
nexti à j, la prochaine variable sélectionnée est nextj afin de prolonger
le chemin en cours. La valeur choisie est le nœud le plus proche. Cette
stratégie de branchement est notée Path.

Le Tableau 7 récapitule les différentes stratégies de branchement.

Sélection variables Sélection valeurs

Heuristique 1 MinDom Client le plus proche

Heuristique 2 Pesant Client le plus proche

Heuristique 3 Path Client le plus proche

Tableau 7 – Récapitulatif des stratégies de branchement

4.3.2 Stratégies de branchement alternatives

Nous présentons dans cette section trois stratégies de branchement
alternatives. Elles s’appuient sur les stratégies de branchement étudiées
précédemment.
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4.3.2.1 nogoods

Nous proposons d’améliorer la stratégie Path en enregistrant des no-
goods (Section2.4.3.2). Un nogood est une affectation partielle qui ne peut
être étendue à une solution réalisable. L’enregistrement de nogoods peut
permettre d’éviter l’exploration redondante de sous-arbres de recherche.
La stratégie de branchement Path représente un chemin partiel depuis le
nœud 0. Cette affectation est définie par :

— S ⊂ N l’ensemble de clients visités sur ce chemin,
— k ∈ S le dernier nœud parcouru,
— w le coût atteint au dernier nœud,
— t le temps indiquant le service au plus tôt du nœud k.

On caractérise donc une affectation partielle de l’heuristique Path par
le quadruplet (S, k,w, t). Si l’affectation (S1, k1, w1, t1) est un nogood, alors il
est inutile d’essayer d’étendre toutes affectations (S2, k2, w2, t2) telles que :

S2 = S1, k2 = k1, w2 > w1 ∧ t2 > t1

Sachant que (S1, k1, w1, t1) est un nogood, il est sans intérêt d’explo-
rer un chemin partiel contenant les mêmes nœuds S1, terminant au même
nœud k1 et arrivant plus tard que t1 tout en ayant un coût plus élevé.

Les nogoods sont enregistrés au backtrack de la stratégie de branche-
ment Path, c’est-à-dire à chaque fois où le parcours de l’arbre conduit à un
échec ou à l’obtention d’une solution. De plus, à partir du dernier nœud i
sur le chemin partiel, le nœud j ∈ Dnexti est éliminé si le chemin partiel est
prouvé irréalisable par un nogood connu.

Exemple 4.3.1. Reprenons l’exemple précédent et supposons que lors de la re-
cherche nous avons stocké le nogood suivant, Figure 29a :

— S1 = {0, 1, 2, 3},
— k1 = 3,
— w1 = 6,
— t1 = 6

La recherche continue et nous arrivons à l’état suivant, Figure 29b :
— S2 = {0, 2, 1, 3},
— k2 = 3,
— w2 = 9,
— t2 = 9

Il est alors inutile de continuer la recherche puisque nous avons déjà un no-
good ((S1, k1, w1, t1) de meilleure qualité.
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Figure 29 – Exemples de nogoods

4.3.2.2 Stratégies de branchement guidées par la relaxation lagrangienne

Nous étudions aussi des stratégies de branchement guidées par la re-
laxation lagrangienne utilisée dans certains filtrages de la weightedcir-
cuit. L’idée de ces stratégies de branchement est d’utiliser le support de
la dernière solution obtenue grâce aux relaxations lagrangiennes et de sé-
lectionner le nœud ayant la somme de ses coûts réduits la plus élevée. Les
stratégies de branchement MinDom et Pesant sont alors étendues.

Pour la stratégie de branchement MinDom, lorsque plusieurs variables
possèdent le plus petit domaine, nous départageons les variables en calcu-
lant la somme de leurs coûts réduits dans le dernier support de la relaxa-
tion lagrangienne. La variable possédant la somme la plus élevée est alors
sélectionnée. Nous affectons alors la valeur dont l’arc possède le plus faible
coût réduit. Cette stratégie de branchement est notée MinDomLag.

Nous procédons de la même façon pour Pesant. Lors du choix de la
variable dans l’heuristique Pesant (étape b), nous devons sélectionner la va-
riable qui maximise la fonction f(v) (Section 4.3.1). Si plusieurs variables
existent, alors la variable ayant la somme des coûts réduits la plus élevée
est sélectionnée. Nous lui affectons ensuite la valeur dont le coût réduit
de l’arc correspondant est le plus faible. Cette stratégie de branchement se
nomme PesantLag.
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Sélection variables Sélection valeurs

NoGoods Path + enregistrement de
nogoods

Client le plus proche

MinDomLag MinDom + maximum des
sommes des coûts réduits

Client dont l’arc formé
possède le plus faible coût

réduit

PesantLag Pesant + maximum des
sommes des coûts réduits

Client dont l’arc formé
possède le plus faible coût

réduit

Tableau 8 – Récapitulatif des stratégies de branchement alternatives

Le Tableau 8 récapitule les différentes extensions des stratégies de
branchement.

4.4 résultats numériques

Cette section présente les résultats numériques obtenus pour différents
benchmarks du TSP et TSPTW. Nous commencerons par une présenta-
tion des outils et instances utilisés pour réaliser ces tests. Ensuite, nous
aborderons les différents modèles proposés (Section 4.1) puis une compa-
raison des différentes weightedcircuit étudiées (Section 4.2). Enfin, les
différentes stratégies de branchement (Section 4.3) seront comparées.

4.4.1 Machine et benchmarks

Les tests sont lancés sur un seul processeur sur un ordinateur In-
tel(R) Xeon(R) CPU, 2,27GHz avec 20 Go de mémoire vive avec Windows
7 comme système d’exploitation. Le langage utilisé pour l’implémentation
des différentes études est le langage c++ 11. Nous utilisons, par ailleurs, la
bibliothèque ortools 4.3 [OPF14] pour la programmation par contraintes.
Les instances prises en compte sont des instances académiques pour le TSP
et le TSPTW. Les instances pour le TSP proviennent de la TSPLIB. Nous
considérons seulement les problèmes symétriques et asymétriques avec un
nombre de nœuds inférieur à cent. Nous avons alors 28 instances pour le
TSP symétrique et 13 instances pour le TSP asymétrique. Nous décidons de
classifier les différentes instances suivant leurs nombres de nœuds. Ainsi,
nous notons TSP< et ATSP< les instances possédant au plus 50 nœuds et
TSP> et ATSP> les instances ayant un nombre de nœuds supérieur à 50.
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Les instances utilisées pour le TSPTW proviennent de la base de don-
nées de Manuel López-Ibáñez et Christian Blum 1. Nous avons alors 110 ins-
tances symétriques de [Dum+95] séparées suivant la taille des problèmes :
25 problèmes de taille 20 (noté D20), 25 problèmes de taille 40 (noté D40),
25 problèmes de taille 60 (noté D60), 20 problèmes de taille 80 (noté D80) et
15 problèmes de taille 100 (noté D100). Nous utilisons aussi 30 problèmes
symétriques de [PB96] (noté SPO) ainsi que 27 problèmes symétriques de
[Pes+98] (SPE). Les 70 instances de [Lan+93] ont été utilisées et séparées
suivant leurs nombres de nœuds. On note L< pour 40 instances dont le
nombre de nœuds est inférieur à 50, noté L> pour les 30 autres instances.
Pour finir, nous avons testé sur les 39 instances asymétriques de [Asc95],
dont 30 problèmes avec un nombre de nœuds inférieur à 50 (noté AFG<)
et 9 problèmes restants (noté AFG>).

L’intérêt principal est d’évaluer l’impact des différents niveaux de fil-
trage proposés par les modèles ou les algorithmes de filtrage de la weigh-
tedcircuit. Par ailleurs, l’efficacité des algorithmes de filtrage qui s’ap-
puient sur les coûts augmente lorsque la borne supérieure est proche de
la borne inférieure. Ainsi, pour chaque instance, la borne supérieure de
l’objectif correspond à la meilleure solution connue, cette méthode est pro-
posée dans [Ben+12]. Nous imposons aussi un temps limite de calcul de 10
minutes.

4.4.2 Récapitulatif des résultats numériques

Notre étude se décompose en trois parties. Dans un premier temps,
nous allons comparer les trois modèles étudiés dans la Section 4.1 : le mo-
dèle de base (Section 4.1.1) noté (MO27) ainsi que les deux modèles redon-
dants. L’un des modèles redondants est fondé sur l’encodage du graphe
de précédence par des variables booléennes (Section 4.1.2.1) noté (MO30).
L’autre modèle redondant s’appuie sur des variables positions d’un nœud
dans le tour (Section 4.1.2.2) noté (MO31)

+.
Dans un deuxième temps, nous analysons les différentes relaxations

utilisées pour la contrainte weightedcircuit étudiée Section 4.2. Notons
AP la relaxation utilisant le problème d’affectation (Section 4.2.3), HK la
relaxation utilisant les 1-arbres (Section 4.2.1) et NP la relaxation utilisant
les plus courts chemins (Section 4.2.2).

Dans un troisième temps, nous étudions les différentes stratégies de
branchement vues Section 4.3.

1. http ://iridia.ulb.ac.be/ manuel/tsptw-instances
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Afin de rendre le chapitre lisible, nous décidons de reporter l’ensemble
des résultats dans les Annexes D, E et F. Ainsi, des extraits de résultats
numériques seront utilisés afin d’appuyer nos propos dans les sections
suivantes. Par ailleurs, les meilleures valeurs sont reportées en gras. De
plus, l’analyse des résultats se décompose en deux parties. Nous étudions
d’abord l’apport des différents modèles ou weightedcircuit au nœud ra-
cine, c’est-à-dire après la propagation initiale. Pour cela, nous étudions
la valeur de la borne inférieure de l’objectif, colonne (%Opti), c’est-à-dire
l’écart entre la borne inférieure et la borne supérieure. L’écart est calculé
comme suit : 100z−zz . Nous étudions aussi le gain apporté aux domaines
des variables next (notée Next), position (notée Pos) et start (notée Start)
pour les instances de TSPTW. Ce gain est exprimé en pourcentage de la
réduction du domaine des variables après la propagation.

La résolution sur les différents problèmes est ensuite comparée. Pour
cela, nous devons retrouver la solution optimale (valeur optimale fournie
par la borne supérieure) et prouver l’optimalité dans le temps limite im-
parti. Nous notons le nombre de problèmes dont l’optimum a été prouvé
dans le temps limite imparti. La colonne notée CPU (resp. Branche) corres-
pond au temps de calcul en seconde (resp. nombre de branches parcourues)
du parcours de l’arbre de recherche.

Quand cela est nécessaire, nous notons Moy la moyenne des résultats,
EcTy la valeur de l’écart type des résultats et Méd la valeur médiane des
résultats.

TSP sym TSP asym TSPTW sym TSPTW asym

Modèles (MO31)
+ (MO31)

+ (MO31)
+ (MO31)

+

Filtrage des
weightedcircuit

HK HK NPath NPath

AP AP

Stratégies de
branchement

MinDom MinDom MinDom MinDom

Pesant Pesant Pesant Pesant

Tableau 9 – Récapitulatif des comparaisons des résultats numériques

Le Tableau 9 récapitule les différentes comparaisons effectuées dans
ce chapitre ainsi que les principales observations. Dans la section suivante,
nous allons montrer que le choix du modèle utilisant les variables position
est un bon compromis entre temps de résolution et filtrage. Ensuite, nous
verrons, Section 4.4.4, que suivant les caractéristiques des problèmes, il sera
parfois plus intéressant d’utiliser tel ou tel type de filtrage. Enfin, Section
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4.4.5, nous montrons que les stratégies de branchement efficaces restent
celles de la littérature.

4.4.3 Comparaison des différents modèles

Dans cette section, nous analysons les résultats numériques obtenus
pour les différents modèles proposés Section 4.1.

4.4.3.1 Propagation initiale

Commençons par étudier l’apport des différents modèles après la pro-
pagation initiale. Le Tableau 10 propose des extraits des Tableaux 26, 27 et
28 en Annexe D.

Benchs Modèle
%Opti Next

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd
TSP< (all) 31.76 7.54 28 4.17 1.83 4.11

ATSP< (all) 42.02 35.29 23.85 5.01 7.15 2.5

D60

(MO27) 38.05 9.36 37.73 45.08 7.16 44.7
(MO31)

+ 25.93 9 25.31 80.68 11.09 84.15
(MO30) 25.61 8.77 25.31 81.73 10.14 84.85

AFG<
(MO27) 9.49 6.82 6.59 27.67 14.65 25.01
(MO31)

+ 4.87 2.95 3.74 45.44 21.57 45.24
(MO30) 4.9 2.92 3.74 45.81 21.3 45.72

Tableau 10 – Extrait de résultats numériques pour la comparaison des modèles au
noeud racine

Pour les problèmes de type TSP symétrique et asymétrique, nous nous
apercevons que quel que soit le modèle, il n’y a pas de différence de filtrage.
En effet, les raisonnements apportés par les modèles de précédence jouent
un rôle important lorsque nous sommes en présence de fenêtres de temps.

Pour les instances de TSPTW, les modèles de précédences (MO30) et
(MO31)

+ sont plus efficaces en termes de propagation. En effet au nœud ra-
cine, la borne inférieure de l’objectif est nettement plus proche de sa borne
supérieure pour les deux modèles pré-cités. De plus, les domaines des va-
riables next sont aussi davantage réduits grâce à ces modèles.

Cependant, il y a une légère différence entre les deux modèles puisque
le modèle utilisant les variables booléennes (MO30) est en général légère-
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ment plus efficace que le modèle utilisant les variables position (MO31)
+.

Ce dernier évite l’utilisation de l’ordre de O(n3) contraintes par rapport
au modèle (MO30), sans toutefois perdre beaucoup de raisonnement. Par
ailleurs, ce modèle permet parfois d’être plus proche de l’optimum comme
pour les instances AFG< grâce à l’ajout de filtrages supplémentaires don-
nés par l’approche de type ordonnancement (Section 4.1.2.3).

4.4.3.2 Résolution

Dans cette section, nous allons comparer les trois modèles présentés
lors du parcours de l’arbre de recherche ainsi que les stratégies de branche-
ment. Les Tableaux de l’Annexe D correspondants sont les Tableaux 29, 30

et 31. Nous présentons seulement les problèmes de TSP dont le nombre de
nœuds est inférieur à 50 car aucun des modèles ne prouve l’optimalité pour
les problèmes de taille supérieure. Par ailleurs, nous ne représentons pas
les problèmes L< car pour les trois modèles, l’optimum des 40 problèmes
est facilement prouvé.

Nous pouvons d’ores et déjà conclure, d’après les tableaux de l’Annexe
D, que les stratégies de branchement efficaces sont les stratégies MinDom
et Pesant car pour tous les modèles l’optimum a été trouvé et prouvé sur
davantage d’instances.

Le Tableau 11 propose des extraits des tableaux précédents avec les
moyennes des différentes colonnes associées.

En ce qui concerne la différence entre les modèles, le modèle de base
(MO27) prouve l’optimum sur un plus grand nombre de problèmes pour
les problèmes de TSP symétrique et asymétrique. Du fait de la complexité
temporelle des raisonnements proposés par les modèles de précédences
(MO30) et (MO31)

+, nous ne pouvons pas parcourir suffisamment de bran-
ches dans l’arbre de recherche dans le temps imparti.

En moyenne le nombre de branches parcourues est bien inférieur à
celui du modèle de base dans le temps limite. Il en est de même entre le
modèle (MO30) et le modèle (MO31)

+ puisque le modèle (MO30) qui uti-
lise seulement les variables booléennes propose un raisonnement plus fort
que le modèle mixte qui utilise les variables booléennes et positions.

Pour les problèmes de TSPTW, l’apport des raisonnements sur les pré-
cédences devient important. Les modèles (MO30) et (MO31)

+ prouvent
l’optimum dans beaucoup plus de problèmes que le modèle de base qui
ne propose pas de raisonnements propres liés aux fenêtres de temps.
Pour la même raison que pour les problèmes de TSP, le modèle utilisant les
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Benchs Modèle
Preuve CPU (s) Branches

Moy Moy Moy

TSP<
(MO27) 6.67 336.38 1753575.00
(MO31)

+ 6.00 377.92 591231.31
(MO30) 5.33 398.07 288152.71

ATSP<
(MO27) 1.33 523.23 3067165.96
(MO31)

+ 1.00 568.43 1058543.67
(MO30) 0.33 593.92 545023

D60

(MO27) 4.00 533.28 1216652.40
(MO31)

+ 5.67 497.39 337198.57
(MO30) 5.33 505.23 233099.43

AFG<
(MO27) 11.67 390.61 3624961.77
(MO31)

+ 17 298.07 1224442.52
(MO30) 16.33 302.27 1085042.01

Tableau 11 – Extrait de résultats numériques pour la comparaison des modèles
lors de la recherche

variables pos parcourt plus de branches lors du temps imparti par rapport
au modèle (MO30).

4.4.4 Comparaison des relaxations de la weightedcircuit

Dans cette section, nous comparons les différentes relaxations utili-
sées pour la contrainte weightedcircuit. Le modèle utilisé est le modèle
(MO31)

+ car il offre un bon compromis en termes de propagation et de
temps de résolution. Les résultats numériques sont répertoriés dans l’An-
nexe E. Nous trouvons dans cette annexe le Tableau 33 pour les instances
de TSP après la propagation initiale ainsi que le Tableau 34 pour les ins-
tances de [Dum+95] et le Tableau 35 pour le TSPTW.

Le Tableau 12 présente des extraits des résultats numériques pour les
instances de TSP après la propagation initiale.

Pour tous les problèmes de TSP, la valeur obtenue par la relaxation
d’Held et Karp (HK) est beaucoup plus proche de l’optimum que les autres
relaxations, en particulier pour les problèmes symétriques.

Cependant, pour les problèmes asymétriques, nous nous apercevons
d’un éloignement à la valeur optimum. De plus, pour les problèmes de plus
de 50 nœuds, la valeur de la relaxation n-path est beaucoup plus proche de
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Benchs WC
%Opti Next

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

TSP<
AP 17.18 4.77 17.68 22.01 14.24 19.91
HK 0.21 0.45 0.04 89.74 3.49 90.68
NP 3.47 2.75 3.47 68.01 18.8 71.65

ATSP<
AP 30.42 42.21 7.42 44.86 25.81 56.86
HK 13.47 30.82 0.58 21.5 26.68 4.59
NP 17.48 30.25 4.1 58.8 29 70.92

Tableau 12 – Extraits des résultats numériques pour le TSP au nœud racine

Benchs WC
%Opti Next

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

D60

AP 10.28 8.86 10.51 80.95 11.35 84.34
HK 5.96 6.29 4.66 82.06 11.9 84.34
NP 3 3.45 2.24 85.6 12.38 86.54

AFG<
AP 0.79 1.14 0.22 75.06 12.26 73.8
HK 4.54 2.98 4.22 45.21 21.6 43.78
NP 0.45 0.73 0.2 76.75 13.76 77.48

Tableau 13 – Extraits des résultats numériques pour le TSPTW au nœud racine

celle des autres relaxations.

Pour les problèmes symétriques, le filtrage utilisant Held and Karp
permet une réduction significative des domaines des variables next. Ce-
pendant, la tendance s’inverse lorsque les problèmes sont asymétriques.
Les deux autres relaxations permettent alors une plus forte réduction.

La relaxation qui utilise le problème d’affectation ne jouit pas de l’ef-
ficacité proposée par l’utilisation des relaxations lagrangiennes. Par consé-
quent, elle reste plus faible mais obtient de meilleures bornes inférieures
pour les problèmes asymétriques.

Le Tableau 13 présente des extraits des résultats numériques pour les
instances de TSPTW après la propagation initiale.

Pour les problèmes de TSPTW, le filtrage proposé avec la relaxation
n-path est plus efficace que les autres filtrages étudiés. En effet, dans la plu-
part des instances, nous sommes en moyenne plus proche de l’optimum
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avec une réduction des domaines des variables plus élevée.

Le filtrage proposé par la relaxation d’Held et Karp reste efficace par
rapport au problème d’affectation.

Cependant, pour les problèmes asymétriques (AFG), ce dernier de-
vient moins efficace et le filtrage qui utilise le problème d’affectation s’avère
aussi performant que la relaxation utilisant les plus courts chemins.

4.4.5 Comparaison des stratégies de branchement

Dans cette section, nous analysons les différentes stratégies de branche-
ments étudiées Section 4.3.1. Nous comparons aussi les différentes relaxa-
tions utilisées. L’annexe correspondant aux résultats est l’Annexe D avec
les Tableaux 36, 37, 38, 39, 40 et 41.

Le Tableau 14 présente des extraits des résultats numériques pour les
instances de TSP lors du parcours de l’arbre de recherche.

Quels que soient les problèmes et grâce à la contrainte weightedcir-
cuit, la solution optimale est trouvée et prouvée pour un plus grand nom-
bre de problèmes.

Comme pour la comparaison des modèles, les stratégies de branche-
ment les plus efficaces sont les stratégies MinDom et Pesant.

Pour le TSP, la relaxation d’Held et Karp est beaucoup plus efficace en
termes de résolution que la relaxation n-path.

Par ailleurs, pour chaque relaxation, les stratégies alternatives per-
mettent de prouver un plus grand nombre de problèmes à l’optimum.
En moyenne, un problème de plus est prouvé à l’optimum par rapport
aux stratégies de branchement de base. En outre, grâce aux stratégies de
branchement alternatives, nous arrivons à parcourir plus de branches en
moyenne dans le temps imparti.

Le Tableau 15 présente des extraits des résultats numériques pour les
instances de TSPTW lors du parcours de l’arbre de recherche.

La contrainte weightedcircuit qui utilise le filtrage n-path est beau-
coup plus performante que celle qui utilise le filtrage d’Held et Karp pour
les problèmes du voyageur de commerce avec fenêtres de temps. En effet,
pour les problèmes de 60 nœuds (D60), nous arrivons à prouver plus de
problèmes à l’optimum en utilisant n-path que Held et Karp.
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Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy Moy

TSP<

AP
Path 9 270.72 96888.36

MinDom 13 147.71 19884.21
Pesant 12 139.28 18506.14

HK

Path 13 44.07 34268.5
NoGoods 13 43.87 34911.6
MinDom 13 43.58 8716.14

MinDomLag 13 43.16 14261.86
Pesant 13 43.49 9346

PesantLag 13 43.16 17945.64

NP

Path 11 173.33 103336.93
NoGoods 11 166.26 147521.29
MinDom 11 112.47 15650.36

MinDomLag 12 99.51 14965.36
Pesant 12 111.30 21705.43

PesantLag 12 99.87 29855.43

ATSP<

AP
Path 4 319.73 258308

MinDom 7 126.05 33446

Pesant 7 112.61 29574

HK

Path 5 226.39 140672.63
NoGoods 5 412.3 291458.86
MinDom 6 206.54 93170.63

MinDomLag 6 189.37 95398.38
Pesant 5 245.26 112823.13

PesantLag 6 199.93 93590.38

NP

Path 5 326.52 146536.00
NoGoods 6 244.12 10681.38
MinDom 5 309.19 47265.25

MinDomLag 7 310.67 43665.25
Pesant 5 259.56 50670.00

PesantLag 6 322.48 43960.00

Tableau 14 – Extrait des résolutions pour les instances de TSP symétrique et asy-
métrique
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Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy Moy

D60

AP
Path 11 375.16 36475.12

MinDom 13 348.48 31022.64
Pesant 13 348.51 30114.68

HK

Path 9 402.21 208548.72
NoGoods 9 420.38 246485.33
MinDom 10 385.13 162869.12

MinDomLag 10 390.63 203685.36
Pesant 10 377.73 141614.12

PesantLag 10 401.15 150394.2

NP

Path 15 300.88 59399.16
NoGoods 15 313.22 61834.53
MinDom 17 241.20 42854.36

MinDomLag 17 255.91 45468.48
Pesant 17 239.27 37086.48

PesantLag 17 249.08 38607.03

AFG<

AP
Path 26 83.68 25466.47

MinDom 28 58.28 11317.77
Pesant 28 49.28 9642.33

HK

Path 18 280.19 164616.47
NoGoods 18 277.63 297670.21
MinDom 18 245.96 116509.93

MinDomLag 18 264.31 188414.07
Pesant 19 226.02 184699.63

PesantLag 19 264.87 194512.53

NP

Path 27 93.11 43515.13
NoGoods 27 75.02 40690.53
MinDom 27 65.55 32145.67

MinDomLag 27 60.82 31087.27
Pesant 27 80.96 47314.63

PesantLag 27 60.88 411084.07

Tableau 15 – Extrait des résolutions des instances de TSPTW symétrique et asymé-
trique
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Par ailleurs, il est intéressant de noter que pour les problèmes avec un
grand nombre de nœuds, les stratégies de branchement Path et NoGoods
semblent efficaces avec la weightedcircuit n-path.

Une forte progression est constatée pour les problèmes TSPTW asymé-
triques (AFG) avec la contrainte weightedcircuit utilisant les plus courts
chemins.

Par ailleurs, la contrainte weightedcircuit qui utilise le filtrage du
problème d’affectation est aussi efficace par rapport au filtrage défini avec
la relaxation d’Held et Karp.

conclusion

Nous avons d’abord étudié trois modèles en programmation par con-
traintes pour le problème du voyageur de commerce avec fenêtres de temps. L’un
des modèles est un modèle intermédiaire entre le modèle de base et le mo-
dèle booléen permettant un filtrage efficace tout en gardant une complexité
acceptable. Ensuite, nous nous sommes concentrés sur la contrainte weigh-
tedcircuit en présentant différents filtrages s’appuyant sur les relaxations
étudiées dans le chapitre précédent. Enfin, il était nécessaire de définir des
stratégies de branchement afin d’explorer au mieux l’arbre de recherche.

Nous avons vu que les différents filtrages proposés pour la contrainte
weightedcircuit influaient sur la résolution selon le type de problèmes.
En effet, pour les problèmes avec peu de relations de précédence, il est
préférable d’utiliser le filtrage qui utilise Held et Karp. A l’inverse, pour des
problèmes avec de fortes relations temporelles, l’utilisation du filtrage avec
la n-path est beaucoup plus efficace. Par ailleurs, dans les filtrages d’Held
et Karp et de n-path, nous résolvons le dual lagrangien par un processus
de sous-gradient. Nous pensons que l’utilisation de méthode de bundle
[Lem01] permettrait de résoudre plus efficacement le dual lagrangien. En
effet, cela diminuerait le nombre d’itérations nécessaires à la résolution tout
en garantissant la valeur optimale du dual lagrangien.
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5
A P P R O C H E S C P P O U R L E P R O B L È M E S D E T O U R N É E S
D E V É H I C U L E S AV E C F E N Ê T R E S D E T E M P S

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de tournées de véhicules avec
fenêtres de temps et capacité (CVRPTW) (Section 2.3) en programmation par con-
traintes. Nous définissons d’abord le modèle utilisé ainsi que les contrain-
tes redondantes. Nous abordons, ensuite, le problème de tournées de véhicules
comme un problème de TSP afin d’utiliser les raisonnements décrits dans
le chapitre précédent. Enfin, nous étudions différentes stratégies de bran-
chement dans le cadre du CVRPTW.

5.1 modèles

Soit un ensemble M de m véhicules et un ensemble N de n clients.
Chaque client i a une demande qi et chaque véhicule possède une capacité
maximale C. Notons [ai,, bi] la fenêtre de temps d’un nœud i. Le principe
du problème de tournées de véhicules avec fenêtres de temps est de satisfaire
toutes les demandes des clients sans dépasser la capacité maximale d’un
véhicule tout en respectant les fenêtres de temps des clients et en minimi-
sant la distance totale parcourue.

Comme pour le TSP, les nœuds de début et de fin de tournée d’un vé-
hicule sont dupliqués. Nous définissons ainsi M = {o1, . . . , om} l’ensemble
des nœuds de départ des véhicules et M ′ = {f1, . . . , fm} l’ensemble des
nœuds de fin des véhicules. Soit V = M ∪N ∪M ′ l’ensemble des nœuds
du graphe. Soit Go = (V,A) le graphe sur lequel le problème de tournées de
véhicules avec fenêtres de temps est résolu. di,j (resp. ti,j) représente la dis-
tance (resp. le temps) entre le nœud i et le nœud j.

Un exemple de graphe est donné Figure 30a. L’exemple montre un
graphe composé de 4 clients ainsi que deux véhicules. Ces derniers sont
chacun décomposés par leurs nœuds de départ (nœuds o1 = 0 et o2 = 1) et
leurs nœuds d’arrivée (nœuds f1 = 6 et f2 = 7). La Figure 30b montre une
solution possible. Le premier véhicule distribue le nœud 5 puis le nœud 2.
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(a) Exemple de graphe pour le
CVRPTW avec 4 clients et
deux véhicules
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(b) Exemple de solution

Figure 30 – Exemple de modélisation pour le CVRPTW

Le second véhicule visite le nœud 4 puis le nœud 3 avant de terminer sa
tournée.

5.1.1 Modèle de base

Le modèle de base en programmation par contraintes s’appuie sur les
variables nexti pour chaque nœud i ∈ V. Ces variables représentent le
successeur immédiat du nœud i dans la tournée.

— nexti ∈ N ∪M ′, ∀i ∈M∪N,
— nextfr = or, ∀r ∈ {1, . . . ,m}.
Chaque nœud de fin d’une tournée est connecté à son nœud de début

de tournée. Nous définissons aussi les variables prédécesseurs predi pour
chaque nœud i.

— predi ∈M∪N, ∀i ∈ N ∪M ′,
— predor = fr, ∀r ∈ {1, . . . ,m}.
Les variables starti pour chaque nœud i représentent le temps accu-

mulé le long du trajet :
— starti ∈ [ai, . . . , bi], ∀i ∈ N ∪M ′,
— starti = 0, ∀i ∈M.
En outre, des variables d’accumulation de quantité loadi sont intro-

duites pour chaque nœud i.
— loadi ∈ [0, . . . , C], ∀i ∈ N ∪M ′,
— loadi = 0, ∀i ∈M.
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Le modèle de base est le suivant :

(MO39) : Min z (39a)

z =
∑

i∈M∪N
(di,nexti) =

∑
i∈N∪M ′

(dpredi,i) (39b)

alldifferent({nexti|∀i ∈ V}) (39c)
inverse(next, pred) (39d)
startnexti > starti + ti,nexti ∀i ∈M∪N (39e)
loadnexti = loadi + qi ∀i ∈M∪N (39f)

L’équation 39b définit l’objectif à minimiser. Elle correspond à la somme
des distances utilisées pour les tournées. La contrainte 39e représente l’ac-
cumulation du temps de trajet le long des tournées et évite ainsi les sous-
tours. La contrainte 39f permet de mettre à jour les variables de quantité le
long des tournées.

5.1.2 Modèle redondant

Afin d’améliorer le modèle, des variables redondantes sont ajoutées :
— posi, variables positions pour chaque nœud i ∈ V

— posi ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀i ∈ N ∪M ′,
— posi = 0, ∀i ∈M.

— routei, variables d’appartenance d’un nœud i ∈ V à une tournée.
— routei ∈ {1, . . . ,m}, ∀i ∈ N,
— routeor = routefr = r, ∀r ∈ {1, . . . ,m}.

— cardr, variables du nombre de clients d’une tournée r ∈M.
— cardr ∈ {0, . . . , n}, ∀r ∈M.
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Les contraintes suivantes sont alors ajoutées au modèle (MO39) :

(MO40) : (MO39) (40a)
posnexti = posi + 1 ∀i ∈ N (40b)
pospredi = posi − 1 ∀i ∈ N ∪M ′ (40c)
posj > posi + 1⇒ nexti 6= j ∀i ∈ N (40d)
nexti = j⇒ routei = routej ∀(i, j) ∈ A (40e)∑
r∈M

(cardr) = n (40f)

gcc({routei|∀i ∈ N},
{1, . . . ,m}, {cardr|∀r ∈M})

(40g)

binpacking({loadr|∀r ∈M ′},
{routei|∀i ∈ V}, {qi|∀i ∈ V})

(40h)

Les contraintes 40b et 40c permettent de mettre à jour les variables
positions pos. Nous pouvons éliminer des valeurs des variables next grâce
aux positions des nœuds (contrainte 40d). Lorsqu’un nœud i possède un
successeur j, alors ces nœuds font partie de la même tournée (contrainte
40e). Tous les nœuds doivent être visités, ainsi la somme du nombre de
clients des tournées est égale à n (contrainte 40f).

La contrainte gcc (40g) ou globalcardinality permet à chaque va-
leur prise par les variables route d’apparaitre exactement le nombre de fois
que la valeur de la variable card, représentant le nombre de clients dans la
tournée. Par exemple, si cardo1 = 3, alors exactement trois variables route
doivent prendre la valeur 0. Cette contrainte globale est présentée dans
[OMT89].

La contrainte 40h permet de borner les variables load des nœuds de
fin de tournée suivant les demandes des clients ainsi que leur affectation
dans les tournées correspondantes. Cette contrainte globale dérive de la
contrainte cumulative [AB93] utilisée pour des problèmes d’ordonnance-
ment. Ainsi, les véhicules peuvent être vus comme des bin avec une capacité
maximum (variable load) à ne pas dépasser. L’affectation des clients aux
routes doit être compatibles avec les capacités.

5.2 utilisation du modèle tsp

Dans cette section, nous allons étendre le modèle vu précédemment
afin d’utiliser les résultats obtenus pour le TSP (Chapitre 4), le but étant
d’obtenir, grâce à une modélisation différente du CVRPTW, une borne in-
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férieure globale. Grâce à cette modélisation, les différents filtrages de la con-
trainte weightedcircuit étudiés précédemment peuvent être appliqués.

5.2.1 Modélisation chromosomique

Le CVRPTW peut être modélisé grâce à la modélisation dite chromoso-
mique. Celle-ci a été très largement utilisée dans les algorithmes génétiques
pour résoudre des problèmes de tournées de véhicules [Pri04 ; Vid+14]. Elle
permet un encodage facile et une comparaison des coûts simplifiée.
Pour ce faire, les nœuds fr ∈ M ′ de fin de tournée peuvent être connec-
tés à la tournée suivante et donc au véhicule suivant. Dès lors, les variables
nextfr pour les nœuds de fin de tournée sont instanciées au nœud de début
de tournée suivante. Le principe est alors de trouver un circuit hamiltonien
de poids minimum dans ce graphe.

0

1

6

7

2

3 4

5

(a) Exemple de modélisation
chromosomique fondé sur la
Figure 30a

0 16 7

2 345

(b) Exemple de solution pour
la modélisation chromoso-
mique

Figure 31 – Exemple de modélisation chromosomique pour le CVRPTW

La Figure 31a montre un exemple de modélisation chromosomique à
partir de la Figure 30a. Les nœuds de fin de tournée (nœuds 6 et 7) sont
connectés aux nœuds de début de la tournée suivante. Un exemple de so-
lution est présenté Figure 31b.

L’intérêt de cette modélisation en PPC est de pouvoir poser une con-
trainte unique de weightedcircuit afin de calculer une borne inférieure
globale pour le problème.
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5.2.2 Modèle étendu

Le modèle (MO40) est donc étendu en utilisant le modèle chromo-
somique. Nous avons en conséquence les variables supplémentaires sui-
vantes :

— Variables successeur :
— next

tsp
i ∈ N ∪M ′, ∀i ∈M∪N

— next
tsp
fr

= or+1, ∀r ∈ {1, . . . ,m− 1}.
— next

tsp
fm

= o1
— Variables prédécesseur :

— pred
tsp
i ∈M∪N, ∀i ∈ N ∪M ′

— pred
tsp
o1 = fm

— pred
tsp
or = fr−1, ∀r ∈ {2, . . . ,m}

— Variables position :
— pos

tsp
i ∈ {1, . . . , n+ 2m− 1}, ∀i ∈ V\{0}

— pos
tsp
o1 = 0

Les contraintes suivantes sont ajoutées au modèle (MO40) :

(MO41) : (MO40) (41a)

weightedcircuit({nexttspi |∀i ∈ V}, z) (41b)
inverse(nexttsp, predtsp) (41c)

alldifferent({postspi |∀i ∈ V}) (41d)

Nous pouvons alors utiliser la contrainte weightedcircuit (41b) pré-
sentée précédemment (Section 4.2). Ceci permettra d’obtenir une borne in-
férieure sur z globale au problème. Nous retrouvons la relation entre les
variables nexttsp et les variables predtsp (contrainte 41c). Dans ce modèle,
toutes les valeurs des variables positions postsp doivent être différentes
(contrainte 41d).
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Il faut de plus connecter les variables du modèle TSPTW aux variables
du modèle de CVRPTW. Les contraintes suivantes sont ajoutées :

(MO42) : (MO41) (42a)

next
tsp
i = nexti ∀i ∈M∪N (42b)

pred
tsp
i = predi ∀i ∈ N ∪M ′ (42c)

pos
tsp
fr

= postspor + cardor + 1 ∀r ∈ {1, . . . ,m} (42d)

posi = pos
tsp
i − postsproutei ∀i ∈ N ∪M ′ (42e)

routei < routej ⇒ pos
tsp
i < pos

tsp
j ∀(i, j) ∈ A (42f)

Les variables next et nexttsp sont équivalentes pour les nœuds de
début de tournée et les nœuds de visite (contrainte 42b), seules les variables
next des nœuds de fin de tournée doivent être modifiées. Nous retrouvons
l’équivalence symétrique pour les variables pred et predtsp (contrainte 42c).

La contrainte 42d permet de mettre à jour les variables positions des
nœuds de fin de tournée et de début de tournée. En effet, dans la modélisa-
tion chromosomique, la position du nœud de fin de tournée est la somme
de la position du nœud de début de tournée et du nombre de nœuds asso-
ciés à la tournée (variables card).

Il est possible aussi de connecter les variables positions des deux mo-
dèles (contrainte 42e). Pour cela, la contrainte element sur les variables
postsp et route permet d’identifier la position du nœud de début de la
route considérée dans le modèle chromosomique. Ainsi, la position locale
(dans le modèle CVRPTW) d’un nœud dans le tour est égale à sa position
dans le modèle chromosomique moins la position du nœud de début de
tournée.

Puisque le modèle chromosomique ordonne les différents nœuds de
départ et de fin, il est alors possible d’ordonner les positions dans le modèle
chromosomique suivant les variables routes afin de casser les symétries
(contrainte 42f).

5.3 stratégies de branchement

Dans cette section, nous allons voir les stratégies de branchement mises
en place pour le CVRPTW. Pour ces problèmes, nous devons classer les
solutions trouvées. En effet, nous imposons que les premières routes pos-
sèdent au moins autant de clients que les suivantes. Nous obtenons donc
la relation suivante :

cardor > cardor+1
∀r ∈ {1, . . . ,m− 1} (43)
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C1 C2 RC1 RC2 R1 R2

25 nœuds 9 8 8 8 12 11

50 nœuds 9 8 8 7 12 9

100 nœuds 9 8 6 3 10 1

Tableau 16 – Nombre de problèmes testés pour chaque instance

Deux stratégies de branchement sont utilisées pour le CVRPTW :
— La première stratégie de branchement consiste à utiliser la stratégie

de branchement Pesant (Section 4.3.1),
— La seconde stratégie de branchement affecte d’abord les variables
card puis utilise la stratégie de branchement Pesant. Pour affecter
les variables card, nous décidons de sélectionner la première va-
riable non bornée et de lui affecter la plus petite valeur de son
domaine.

5.4 résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats numériques obtenus
pour des instances de CVRPTW. Nous utilisons les mêmes outils que pour
le chapitre précédent. Les instances testées sont les instances de CVRPTW
présentées par Solomon dans [Sol87]. Les instances sont composées de 25
clients, 50 clients et 100 clients. Chaque groupe d’instances se décompose
en trois sous-groupes : le sous-groupe C concerne les clients qui sont géo-
graphiquement regroupés. Le sous-groupe R indique que les clients sont
placés géographiquement de façon aléatoire. Le sous-groupe RC est un
mélange des deux groupes précédents. Pour chaque sous-groupe, il existe
deux variétés de problèmes : les problèmes avec un horizon de temps court
(les problèmes C1, R1, RC1) et les problèmes avec un grand horizon de
temps (les problèmes C2, R2, RC2).

De la même façon que pour les résultats numériques du chapitre pré-
cédent, nous étudions d’abord les résultats après la propagation initiale et
ensuite la résolution des différentes instances. Le Tableau 16 récapitule le
nombre de problèmes testés pour les différents groupes de benchmarks de
Solomon [Sol87].

5.4.1 Propagation initiale

Nous présentons dans cette section les résultats numériques pour les
différents benchmarks après la propagation initiale.
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Benchs
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1 13.42 11.92 18.08 54.85 35.45 33.16 45.70 41.65 8.22

C2 18.41 20.40 8.09 60.65 18.54 56.10 27.67 34.14 5.01

RC1 28.44 3.92 27.72 23.22 11.92 22.47 9.20 1.47 8.22

RC2 22.06 5.84 23.80 22.45 13.06 17.39 9.78 3.72 8.22

R1 19.34 5.57 20.69 22.09 13.98 14.56 16.07 4.59 14.10

R2 11.07 3.75 10.01 25.76 13.11 18.05 7.52 2.31 8.22

Tableau 17 – Propagation initiale CVRPTW 25 nœuds

Benchs
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1 29.20 19.93 33.55 52.44 37.47 30.17 38.58 33.93 8.04

C2 7.54 2.10 8.52 49.69 16.19 52.35 14.94 19.87 4.07

RC1 45.43 7.10 46.38 27.89 13.90 28.43 11.02 1.73 10.03

RC2 33.67 4.88 34.20 17.73 8.58 19.17 6.91 1.30 8.04

R1 25.22 9.26 30.43 24.58 15.21 17.00 13.23 3.33 12.01

R2 17.82 5.48 17.24 15.44 7.46 12.62 6.28 1.62 6.06

Tableau 18 – Propagation initiale CVRPTW 50 nœuds

Les Tableau 17, 18 et 19 présentent les résultats obtenus pour les ins-
tances de [Sol87] 25, 50 et 100 clients après la propagation initiale.

Pour les problèmes clusterisés (C1 et C2), l’écart à l’optimum est plus
proche que pour les autres problèmes. Cependant, nous restons assez loin
de la valeur optimum (en moyenne 10 %). De plus, pour ce type de pro-
blème, il est intéressant de voir que nous arrivons à filtrer en moyenne la
moitié des arcs du problème. Étonnamment, nous sommes plus proche de
l’optimum pour les problèmes où les clients sont placés aléatoirement (les
problèmes R) par rapport aux problèmes mixtes (RC). En outre, il semble-
rait que les problèmes avec un horizon de temps court (les problèmes 1)
soient plus difficiles à résoudre. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’ils pos-
sèdent un plus grand nombre de véhicules par rapport aux problèmes 2.
Nous ne présentons pas les instances R1 et RC1 pour les problèmes avec
100 nœuds car pour ces instances nous ne parvenons pas à terminer la
propagation initiale de toutes les contraintes dans le temps imparti.

103



approches cp pour le problèmes de tournées de véhicules avec

fenêtres de temps

Benchs
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1 38.86 28.56 40.70 64.18 35.62 91.06 45.21 36.27 36.01

C2 6.41 1.60 7.30 53.20 16.87 54.87 14.12 21.18 2.02

RC2 49.29 25.36 37.81 45.30 27.35 30.52 30.26 34.87 7.51

R2 12.09 0.00 12.09 36.01 0.00 36.01 7.01 0.00 7.01

Tableau 19 – Propagation initiale CVRPTW 100 nœuds

Benchs Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1

Pesant 5 271.36 292.34 39.77 1249.33 1333.04 232.00
Card 9 159.11 172.06 83.02 651.00 769.11 274.00

C2

Pesant 5 15.75 15.80 7.05 39.38 38.81 17.50
Card 4 27.10 27.90 12.21 80.25 83.88 37.00

RC1

Pesant 1 600.21 0.11 600.23 6665.38 5366.81 3492.00
Card 4 462.33 189.76 600.05 6795.13 5099.41 4855.50

RC2

Pesant 4 477.96 183.43 600.12 3092.88 2238.78 2234.00
Card 5 248.02 176.11 174.60 5196.75 7329.31 857.00

R1

Pesant 2 551.09 90.18 600.16 2775.75 1177.58 2563.00
Card 5 550.93 90.37 600.11 5732.00 2503.17 4965.50

R2

Pesant 5 482.12 172.22 600.24 3342.18 1834.74 2708.00
Card 7 467.00 169.72 600.08 3379.45 1472.51 3859.00

Tableau 20 – Résolution des instances de CVRPTW 25 nœuds

5.4.2 Résolution

Nous présentons dans cette section les résultats numériques pour les
différentes instances lors du parcours de l’arbre de recherche.

Les Tableaux 20, 21 et 22 présentent les résultats obtenus pour les ins-
tances de [Sol87] 25, 50 et 100 clients pour la preuve d’optimalité.

Nous pouvons conclure que la stratégie de branchement consistant à
instancier en premier les variables card est beaucoup plus efficace que la
stratégie de branchement Pesant. Les résultats restent faibles même pour
les problèmes avec 25 nœuds. Il est étonnant de remarquer la différence de
résolution entre les problèmes où les clients sont placés aléatoirement (les
problèmes R) par rapport aux problèmes mixtes (RC). En effet, la méthode
semble plus efficace pour les problèmes R.
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Benchs Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1

Pesant 3 338.14 292.72 600.21 163.67 120.81 210.00
Card 4 337.52 292.67 600.18 326.56 275.16 403.00

C2

Pesant 2 486.51 172.92 600.48 400.75 151.13 452.00
Card 3 526.68 131.49 600.65 331.00 85.75 364.00

RC1

Pesant 0 600.66 0.36 600.52 519.25 168.50 496.00
Card 0 600.73 0.63 600.32 1022.63 466.28 899.50

RC2

Pesant 0 601.08 0.83 600.74 456.57 132.08 440.00
Card 0 600.37 0.25 600.25 3040.14 2219.31 1871.00

R1

Pesant 1 599.34 2.61 600.50 332.15 136.50 285.00
Card 1 600.60 0.42 600.43 620.69 268.13 457.00

R2

Pesant 0 601.09 0.86 600.71 378.33 86.81 359.00
Card 0 600.64 0.35 600.45 637.33 126.30 602.00

Tableau 21 – Résolution des instances de CVRPTW 50 nœuds

Benchs Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

C1

Pesant 1 546.23 120.69 607.64 53.22 77.46 4.00
Card 1 561.96 124.18 623.62 70.33 106.30 2.00

C2

Pesant 1 531.97 132.21 603.43 33.75 16.25 35.50
Card 1 534.31 132.79 607.88 47.88 14.41 51.00

RC2

Pesant 0 664.70 74.51 620.76 8.50 5.50 9.50
Card 0 673.78 73.85 635.10 5.50 3.50 6.00

R2

Pesant 0 600.85 0.00 600.85 13.00 0.00 13.00
Card 0 630.50 0.00 630.50 8.00 0.00 8.00

Tableau 22 – Résolution des instances de CVRPTW 100 nœuds
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conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une modélisation en program-
mation par contraintes pour le problème de tournées de véhicules avec fenêtres
de temps. Cette modélisation est renforcée par l’utilisation d’un modèle
chromosomique de CVRPTW permettant d’appliquer la contrainte globale
weightedcircuit étudiée dans le chapitre précédent et d’obtenir une borne
inférieure. Les deux stratégies de branchement utilisées sont des stratégies
de branchement classiques de la littérature.

Les résultats numériques sont satisfaisants et nous espérons pouvoir
les améliorer en proposant une contrainte weightedsouscircuit appliquée
à chaque route.
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6
O T S O LV E R : P R E M I E R S T E S T S S U R D E S D O N N É E S
I N D U S T R I E L L E S

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur le nouvel outil en
développement, OtSolver, à travers des exemples clients ainsi que la com-
paraison avec le moteur actuellement opérationnel TourSolver. La partie in-
dustrielle de cette thèse porte sur la conception d’un moteur de résolution
pour des problèmes variés de tournées de véhicules (Chapitre 1). Un mo-
dèle unifié s’appuyant sur les graphes permet la représentation des don-
nées et intègre des contraintes métiers variées.

Nous présenterons d’abord plus en détail les contraintes prises en
compte dans le module de résolution OtSolver. Nous effectuerons ensuite
une première comparaison expérimentale entre ce nouveau solveur à base
de PPC et le solveur actuel s’appuyant sur la recherche locale : TourSolver.

6.1 contraintes prises en compte dans le moteur de résolu-
tion otsolver

Dans cette section, nous présentons brièvement le fonctionnement du
moteur de résolution. Le point d’entrée d’OtSolver est le graphe unifié qui
représente les données du problème de tournées de véhicules. Actuelle-
ment, ce moteur est composé d’un module principal de résolution fondé
sur la librairie de programmation par contraintes ortools [OPF14]. Cette librai-
rie permet de mettre en place facilement le modèle PPC des problèmes de
tournées de véhicules. Elle offre aussi des possibilités de résolution efficace
par des algorithmes de recherche locale avec ou sans voisinage large. Il est
aussi aisé d’intégrer des développements spécifiques tout en garantissant
l’intégrité des modèles déjà mis en place. Ainsi, les calculs des bornes in-
férieures des relaxations étudiées Chapitre 3 sont intégrés en utilisant la
modélisation chromosomique (Section 5.2).

Ce moteur de résolution intègre plusieurs contraintes essentielles. Nous
différencions les contraintes relatives aux ressources et celles appliquées
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sur les visites. Une ressource peut être un véhicule ou une personne selon
les applications. Pour les tournées de livraison de biens volumineux ou
lourds, ce sera le véhicule et sa capacité qui seront importants. Pour de
la distribution de journaux ou des interventions de maintenance, c’est la
personne qui sera la ressource. Chaque contrainte est optionnelle. Si l’uti-
lisateur ne définit pas la contrainte alors elle ne sera pas prise en compte.
Nous présentons les contraintes liées aux ressources actuellement prises en
compte :

— Lieu de départ et de fin d’une tournée,
— Fenêtres de temps : définition de l’heure de début et de fin d’utili-

sation d’une ressource,
— Coût horaire de travail : permet de définir le coût horaire de travail

d’une ressource,
— Coût kilométrique : définit le coût kilométrique d’une ressource,
— Coût d’utilisation : définit le coût d’utilisation de la ressource,
— Liste de capacités : définit la capacité maximale de la ressource

pour chaque produit du problème,
— Distance/temps de trajet/ temps de travail maximale : permet de

définir des limitations maximales sur la distance, le temps de trajet
et le temps de travail,

— Coût de compatibilité : définit une liste de compétences que la res-
source possède ainsi qu’un coût associé pour chaque compétence.

Nous présentons les contraintes liées aux clients actuellement prises
en compte :

— Liste de fenêtres de temps : définit les différentes fenêtres de temps
possibles pour une visite. Un même client peut avoir plusieurs fe-
nêtres de temps distinctes,

— Temps de service : définit le temps de service nécessaire pour effec-
tuer la visite,

— Liste de demandes : définit la demande du client pour chaque pro-
duit du problème,

— Coût de non-visite : coût supplémentaire si la visite ne peut pas être
effectuée ou qu’il est préférable qu’une entreprise externe fasse la
visite,

— Service inclus dans la fenêtre de temps : contrairement à la littéra-
ture, cette contrainte impose que la ressource parte (service com-
pris) avant la fin de la fenêtre de temps,

— Affectation/exclusion de ressources : définit une liste de ressources
que la visite autorise ou exclut,

— Coût de compatibilité : définit une liste de compétences dont la
visite a besoin ainsi qu’un coût associé.
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Nom Nb ressources Nb clients Caractéristiques

Italie 6 95
Affectation ressources

1produit

Mexico 5 172
Affectation ressources

1 produit

Belgique 5 65 Plusieurs produits

Espagne 5 123
Multi fenêtres de temps

Service inclus dans la fenêtre

France 69 2191 Service time

France agglo 6 601
Service time

Livraison de journaux

Tableau 23 – Caractéristiques des instances testées

6.2 instances clients et comparaison

Dans cette section, nous allons décrire différentes instances utilisateurs
avec des contraintes différentes. Nous proposons également la comparai-
son des résolutions du nouveau moteur d’optimisation OtSolver et l’un des
moteurs actuellement en place TourSolver. La version de TourSolver est la
version 7.0 pour MapInfo.

Nous avons six instances utilisateurs avec des caractéristiques diverses.
Le Tableau 23 montre les différentes instances testées en indiquant le nom-
bre de ressources, le nombre de clients et leurs caractéristiques. Les ins-
tances Italie et Mexico sont assez classiques. Les clients demandent une
certaine quantité d’un seul produit. De plus, chaque client est pré-affecté
à une ressource du problème. L’instance Belgique est une instance avec
plusieurs produits. Chaque ressource possède une capacité maximale dif-
férente pour les produits (cela peut être zéro pour certains produits) et les
clients ont une demande sur les produits. Le client doit être visité une et
une seule fois. Ainsi, si aucun véhicule ne peut satisfaire la demande d’un
client, celui-ci ne pourra pas être visité. L’instance Espagne est une ins-
tance avec plusieurs fenêtres de temps pour les clients et la contrainte du
service inclus dans la fenêtre. Il n’y a pas de capacité, seulement un temps
de service pour chaque client. Les instances France sont des instances avec
beaucoup de clients. Les clients ont seulement un temps de service, ils
n’ont aucune demande ni de fenêtre de temps. Les ressources du problème
possèdent une fenêtre de temps. France agglo à la particularité d’être un
problème de livraison de journaux. Ce sont des problèmes assez denses et
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otsolver : premiers tests sur des données industrielles

Nom Solveur Nb res-
sources

Nb
clients

non
visité

Temps
de réso-
lution

(s)

Coût
total

Coût
de

trajet

Coût
de
tra-
vail

Italie
TourSolver 6 0 144 897 301 596

OtSolver 6 0 106 887 295 591

Mexico
TourSolver 5 0 600 1163 212 951

OtSolver 5 0 75 1089 218 871

Belgique
TourSolver 5 0 600 1681 1098 583

OtSolver 5 0 81 1562 1107 457

Espagne
TourSolver 5 0 600 833 201 632

OtSolver 5 0 416 819 189 630

France
TourSolver 51 0 600 10977 4945 6032

OtSolver 47 0 600 10491 4781 5710

France agglo
TourSolver 6 33 600 6231 52 180

OtSolver 6 0 472 6220 42 178

Tableau 24 – Résultats numériques des différentes instances

les clients sont généralement très proches les uns des autres.

Nous avons testé les instances sur le même ordinateur que précédem-
ment. Nous définissons un temps limite de résolution de 10 min mais
chaque moteur de résolution peut s’arrêter automatiquement lorsqu’au-
cune amélioration n’est détectée après un certain nombre d’itérations.

Le Tableau 24 présente les résultats numériques des différentes ins-
tances entre les deux solveurs TourSolver et OtSolver. Sur toutes les ins-
tances, le nouveau solveur OtSolver donne de meilleurs résultats. Ces der-
niers sont meilleurs en terme de temps de résolution mais aussi en terme de
réduction du coût total. De plus le solveur OtSolver réussit à utiliser moins
de véhicules pour l’instance France que TourSolver tout en diminuant le
coût global.

Un des développements d’OtSolver consiste à utiliser les bornes in-
férieures étudiées Chapitre 3. Pour cela, la modélisation chromosomique
(Section 5.2) est utilisée afin de pouvoir appliquer le calcul des bornes infé-
rieures.
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6.2 instances clients et comparaison

Nom Coût total
Bornes inférieures

% Opti
AP HK NP

Italie 887 707 751 818 7.8

Mexico 1089 1011 1005 941 7.2

Belgique 1562 1191 1271 1494 4.3

Espagne 819 666 675 716 12.5

France 10491 10026 9356* - 4.4

France agglo 220 192 180* - 12.6

Tableau 25 – Bornes inférieures des différentes instances obtenues par OtSolver

Le Tableau 25 donne les bornes inférieures obtenues au nœud racine
pour les différentes instances testées. Notons AP la borne obtenue à par-
tir de la relaxation qui utilise le problème d’affectation. HK représente la
borne inférieure en appliquant la relaxation d’Held et Karp et NP celle de
la n-path. La colonne % Opti donne le meilleur gap obtenu en pourcentage
par rapport au coût total. Pour l’instance France agglo, le coût total est égal
à la somme du coût de trajet et du coût de travail. En effet, dans l’instance
les ressources possèdent un coût fixe d’utilisation.

Il existe une grande différence entre les bornes inférieures obtenues.
En effet, pour l’instance Belgique, la relaxation n-path est beaucoup plus
proche de la borne supérieure alors que pour l’instance Mexico c’est la
relaxation qui utilise le problème d’affectation qui est plus proche. Malheu-
reusement, pour des problèmes de plus de 500 clients, nous n’arrivons pas
à calculer la relaxation utilisant les plus courts chemins. De plus, pour ces
problèmes, seule la recherche d’un 1-arbre est effectué pour obtenir la borne
inférieure sans résolution du dual lagrangien. Sur ces instances, nous ga-
rantissons un gap par rapport à la borne supérieure entre 4% et 13% .

Nous allons maintenant étudier en détail trois des instances. Ces trois
instances représentent diverses problématiques rencontrées par les solveurs
actuels et constituent un large éventail d’utilisateurs.

6.2.1 Instance Mexico

L’instance Mexico est une instance assez classique où l’utilisateur fi-
nal dispose d’une flotte de véhicules avec des points de départs différents.
Chaque véhicule possède une capacité maximale pour chaque type de pro-
duit et doit donc livrer les clients demandant ce produit.
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otsolver : premiers tests sur des données industrielles

Il est souvent conseillé aux utilisateurs d’utiliser au préalable le logi-
ciel Territory Manager afin de répartir l’ensemble des clients en secteurs. Il
est alors possible de définir les caractéristiques des secteurs voulus pour
une équité entre les différents secteurs suivant plusieurs paramètres, par
exemple le chiffre d’affaire réalisé. Cela permet donc d’avoir une affecta-
tion des clients aux différents véhicules disponibles. Ainsi lorsque la pré-
affectation est effectuée nous pouvons lancer l’optimisation de chaque tour-
née.

(a) Résultat graphique de TourSolver pour l’instance Mexico

(b) Résultat graphique de OtSolver pour l’instance Mexico

Figure 32 – Résultat graphique pour l’instance Mexico

La Figure 32 montre les résultats graphiques sur l’instance Mexico
pour les deux solveurs testés TourSolver (Figure 32a) et OtSolver (Figure
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6.2 instances clients et comparaison

32b). Sur ce type d’instance, comme pour Italie, il y a très peu de différences
entre les deux solveurs. Il y a seulement un gain de temps de résolution et
un changement d’ordre de passage des clients dans les tournées.

6.2.2 Instance Belgique

L’instance Belgique ne bénéficie pas de la pré-affectation. La principale
caractéristique de cette instance est la possibilité d’avoir plusieurs produits.
C’est-à-dire que chaque véhicule possède une quantité maximale possible
pour chaque produit. De plus, chaque client peut demander une certaine
quantité de chaque produit. Le but est toujours de visiter tous les clients
en les livrant une seule fois. Autrement dit, le client ne peut pas être visité
deux fois, la première fois pour le premier produit, la seconde fois pour le
second produit.

Nous pouvons voir sur les Figures 33 les résultats graphiques de l’ins-
tance Belgique pour les deux solveurs TourSolver (Figure 33a) et OtSolver
(Figure 33b). Nous pouvons noter une répartition différente des clients aux
véhicules. Le coût total est un peu amélioré pour cette instance, mais nous
voyons que le coût de trajet est plus élevé que la solution proposée par
TourSolver. Cependant, le coût total est balancé avec le coût de travail qui
est nettement diminué dans la solution proposée par OtSolver.

6.2.3 Instance France agglo

L’instance France agglo est une instance dite dense. Le problème cor-
respond à de la livraison de journaux. Nous disposons donc de beaucoup
de clients (601) avec un temps de service faible (30 secondes à 1 minute)
dans un secteur géographique resseré. Les ressources, au nombre de six,
doivent visiter un maximum de client entre 5h30 et 7h00.

La Figure 34 montre les résultats graphiques pour l’instance France
agglo pour les deux solveurs TourSolver (Figure 34a) et OtSolver (Figure
34b). Nous résolvons le problème en deux fois moins de temps et en visitant
tous les clients. A l’inverse, TourSolver ne parvient pas à livrer 33 des 601
clients. Graphiquement, les clients sont très proches les uns des autres et
beaucoup de clients se situent dans la même rue.
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otsolver : premiers tests sur des données industrielles

(a) Résultat graphique de TourSolver pour l’instance Belgique

(b) Résultat graphique de OtSolver pour l’instance Belgique

Figure 33 – Résultat graphique pour l’instance Belgique

conclusion

Le nouveau moteur de résolution de tournées de véhicules est encore
en cours de développement mais nous avons vu qu’il est aisé de pouvoir
prendre en compte des contraintes utilisateurs variées grâce au modèle de
graphe unifié (Chapitre 1). Les premiers résultats expérimentaux sont très
prometteurs face au solveur actuel TourSolver. De plus nous avons vu que
le nouveau moteur de résolution intègre des parties de développement étu-
diées dans les chapitres précédents. Il permet, grâce à la modélisation chro-
mosomique, de fournir des bornes inférieures provenant des différentes
relaxations étudiées.
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6.2 instances clients et comparaison

(a) Résultat graphique de TourSolver pour l’instance France agglo

(b) Résultat graphique de OtSolver pour l’instance France agglo

Figure 34 – Résultat graphique pour l’instance Franceagglo

Dans les prochaines étapes, il est prévu d’inclure d’autres contraintes
et d’intégrer le filtrage de la contrainte weightedcircuit pour les instances
industrielles. L’intégration complète du calcul des bornes inférieures est
perfectible pour les instances de grandes tailles. La relaxation qui utilise
la n-path doit être approfondie pour une meilleure intégration. De plus,
l’arrêt dans un temps limite de la relaxation lagrangienne nous permettrait
d’affiner les bornes inférieures.
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C O N C L U S I O N

La conception et le développement d’un nouveau moteur de résolution
pour des problèmes de tournées de véhicules ont été proposés dans cette
thèse (Chapitre 1). Pour représenter un large éventail de problématiques
utilisateurs, un modèle unifié s’appuyant sur des graphes est intégré dans
le solveur. Ce nouveau moteur s’appuie sur des mécanismes de programma-
tion par contraintes et l’utilisation de recherche locale avec ou sans voisinage
large pour résoudre au mieux les problèmes industriels.

Nous avons réalisé une étude sur différentes relaxations du problème
du voyageur de commerce (Chapitre 3). Ces relaxations permettent de fournir
des bornes inférieures au TSP. De plus, nous avons démontré, à travers des
exemples, que les relaxations sont incomparables.

Nous proposons trois modèles en PPC ainsi que l’utilisation de la con-
trainte weightedcircuit pour le TSP (Chapitre 4). L’étude se concentre
sur l’efficacité des différents algorithmes de filtrage proposés pour cette
contrainte qui permet de faciliter la résolution. Les résultats expérimen-
taux démontrent, suivant les caractéristiques des problèmes, la nécessité
de sélectionner des filtrages appropriés. En particulier, avec l’utilisation
des positions et de la relaxation n-path, nous améliorons l’algorithme de fil-
trage historique qui utilise la relaxation d’Held et Karp pour des problèmes
avec des contraintes additionnelles, telles que des fenêtres de temps et des
précédences.

Nous avons aussi étudié le problème de tournées de véhicules avec fenêtres
de temps et capacité en proposant un modèle en PPC (Chapitre 5). Ce modèle
est renforcé par la modélisation chromosomique permettant d’appliquer la
contrainte weightedcircuit. Les premiers résultats sont encourageants et
montrent l’intérêt d’utiliser la contrainte weightedcircuit sur l’ensemble
du problème, d’une part pour obtenir une borne inférieure du problème et
d’autre part pour éliminer des valeurs infaisables ou sous-optimales dans
les domaines des variables.

Le Chapitre 6 a présenté les résultats du nouveau moteur de résolu-
tion sur des données réelles. Le solveur fournit par ailleurs les bornes infé-
rieures des différentes relaxations étudiées grâce à la modélisation chromo-
somique pour le problème du voyageur de commerce. Les premiers résultats
expérimentaux sont très prometteurs et dominent significativement les ré-
sultats obtenus avec le solveur actuel.
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conclusion

Certes, toutes les contraintes utilisateurs ne sont pas encore prises en
compte mais le solveur est encore en cours de construction et il est néces-
saire de prendre en compte les contraintes les plus communes aux utilisa-
teurs.

Cette thèse s’est déroulée en deux étapes : la première étape consistait
à étudier les problèmes fondamentaux de tournées de véhicules, le TSP
et CVRPTW. La seconde étape met en application de façon plus pragma-
tique les résultats obtenus sur les problèmes fondamentaux pour des cas
industriels réels. Ces deux étapes sont complémentaires et peuvent très
bien interagir ensemble sans perte de performances, comme par exemple
l’utilisation de bornes inférieures informatives dans le solveur. Pour une
meilleure intégration, nous mettrons en place les différents filtrages propo-
sés pour la weightedcircuit dans le solveur OtSolver.

La programmation par contraintes offre un cadre de résolution pour des
problèmes variés et de grande taille. Nous espérons renforcer l’interaction
des techniques de résolutions exactes avec les techniques de recherches
locales proposées par la PPC. Ainsi, il nous sera possible de mieux informer
les utilisateurs sur les solutions obtenues par nos outils d’aide à la décision,
à travers des indicateurs tels que les bornes inférieures.
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A
M O D É L I S AT I O N D E S D I F F É R E N T E S C O N T R A I N T E S

a.1 données

a.1.1 Ensemble

— I+ : ensemble des visites de collecte
— I− : ensemble des visites de livraison
— I : ensemble des visites : I = I+ ∪ I−
— V : ensemble des véhicules
— Dv : ensemble des localisations de départ du véhicule v ∈ V
— Mv : ensemble des localisations de fin du véhicule v ∈ V
— K : ensemble des jours de planification
— Pi : ensemble des successeur de la visite i ∈ I+
— Vi : ensemble des véhicules pouvant visiter le noeud i ∈ I
— Ki : ensemble des jours ouvrés pour la visite i ∈ I

a.1.2 Caractéristiques des visites

Voici les différentes caractéristiques liée aux visites i ∈ I.
— qi : quantité, qi > 0 si i ∈ I+ et qi 6 0 si i ∈ I−
— durationi : durée de la visite
— [A1,ki , B

1,k
i ] et [A2,ki , B

2,k
i ] : fenêtre de temps forte , k ∈ Ki

— [a1,ki , b
1,k
i ] et [a2,ki , b

2,k
i ] : fenêtre de temps souple, k ∈ Ki avec A1,ki 6

a1,ki 6 b1,ki 6 B1,ki et A2,ki 6 a2,ki 6 b2,ki 6 B2,ki
— rci : coût de retard

a.1.3 Caractéristiques des véhicules

Voici les différentes caractéristiques liées aux véhicules v ∈ V au jour
k ∈ K.

— ck,v : capacité du véhicule
— fck,v : coût fixe d’utilisation
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modélisation des différentes contraintes

— fcnk,v : coût fixe de non utilisation
— dk,v : distance maximum à parcourir
— dck,v : coût kilométrique
— tk,v : temps de conduite maximum
— [Fk,v, Gk,v] : fenêtre de temps
— Wk,v : temps maximum de travail
— wk,v : temps maximum de travail sans heures supplémentaires,
wk,v 6Wk,v

— wck,v : coût horaire de travail
— ock,v : coût des heures supplémentaires
— [LAk,v, LBk,v] : fenêtre de temps des pauses déjeuners [LAk,v, LBk,v]

— ldk,v : durée des pauses déjeuners
— nck,v : coût d’une nuitée à l’extérieur
— mcnov : nombre maximum de nuitées à l’extérieur consécutives
— acv : coût d’attente

a.2 variables

— xk,vi,j = 1 si j est visité après i par v le jour k, 0 sinon
— zk,vi = 1 si i est visité par v le jour k, 0 sinon
— sk,vi : temps de début de la visite i si i est visité par v le jour k
— waitk,vi : temps d’attente du véhicule v avant la visite i.
— Sk,v : temps de début du tour (k, v)
— Ek,v : temps de fin du tour (k, v)
— lsk,v : temps de début de la pause déjeuner du tour (k, v)
— lpk,v = 1 si la pause déjeuner est effectué par le véhicule v le jour k,
0 sinon

— loadk,vi : charge du véhicule v après la visite du client i
— timek,vi : temps de trajet cumulé du véhicule v après la visite i le

jour k
— distk,vi : distance parcourue par le véhicule v après la visite i le jour
k

— worktimek,vi : temps de travail cumulé du véhicule v après la visite
i le jour k

— NOk,v = 1 si le véhicule v ne revient pas au dépôt à la fin du jour k
et fait une nuitée à l’extérieur, 0 sinon

— usedk,v : 1 si le véhicule v est utilisé le jour k
— ∆k,vi 1 si A1,k,vi 6 sk,vi 6 C1,k,vi , 0 si A2,k,vi 6 sk,vi 6 C2,k,vi
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A.3 contraintes

a.3 contraintes

a.3.1 Contraintes liées aux visites

— Toutes les visites doivent être visitées :
∑
k∈K
∑
v∈V z

k,v
i = 1, ∀i ∈ I.

— Respect des fenêtres de temps : (A1,k,vi 6 sk,vi 6 C1,k,vi ) et (A2,k,vi 6
sk,vi 6 C2,k,vi ), si zk,vi = 1

— Compatibilité des tours (véhicules et/ou jour) : il existe k ∈ K et
v ∈ V où zk,vi = 0

a.3.2 Contraintes liées aux véhicules

— Respect de la capacité : 0 6 loadk,vi 6 ck,v , ∀v ∈ V, ∀i ∈ I∪Dv, ∀k ∈
K,

— Respect des fenêtres de temps : Fk,v 6 Sk,v 6 Ek,v 6 Gk,v

— Temps de travail maximum : Ek,v − Sk,v 6Wk,v.
— Pause déjeuner

— Respect des fenêtres de temps LAk,v 6 lsk,v 6 LBk,v).
— Durée non incluse dans le temps de travail si la pause déjeuner

à lieu Ek,v − Sk,v − ldk,v 6Wk,v

— La pause déjeuner à lieu si Ek,v > LBk,v et Sk,v 6 LAk,v

— Respect de la distance maximum de conduite : distk,vi 6 dk,v , ∀i ∈
I∪M, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V

— Respect du temps de conduite maximum : timek,vi 6 tk,v, ∀i ∈
I∪M, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V

— Respect du temps de travail maximum : worktimek,vi 6 Wk,v ,∀i ∈
I∪M, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V

— Retour au dépôt (si les nuitées extérieures sont autorisées) si les
trois conditions suivantes sont respectées pour la dernière visite i
du tour (v, k) :
— distk,vi + di,Mv 6 dk,v

— timek,vi + ti,Mv 6 tk,v

— worktimek,vi + ti,Mv 6Wk,v

— Respect du nombre maximum de nuitées extérieures consécutives :∑h+mcnov+1
k=h NOk,v 6 mcnov, ∀h ∈ [1, |K|−mcnov − 1], ∀v ∈ V

a.3.3 Collecte et livraison

a.3.3.1 Problème de tournées de véhicules avec rechargement

— VRPCB : nous devons satisfaire une catégorie avant l’autre
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modélisation des différentes contraintes

— Les collectes se font avant les livraisons : sk,vi 6 sk,vj , ∀i ∈
I+, ∀j ∈ I−

— Les livraisons se font avant les collectes : sk,vi 6 sk,vj , ∀i ∈
I−, ∀j ∈ I+

— VRPSB : les visites ont une quantité de collecte (q+i ) et une quantité
de livraison (q−i ) :

— Définition de la demande : qi = q+i − q−i , ∀i ∈ I

a.3.3.2 Collecte et livraison

— Toutes les requêtes de collecte et livraison doivent être effectuées
par le même véhicule :

∑
j∈Pi z

k,v
j = |Pi|z

k,v
i , ∀i ∈ D, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V

— La collecte se fait avant la livraison : sk,vi 6 sk,vj , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Pi, ∀k ∈
K, ∀v ∈ V

a.4 coût

— Coût d’utilisation : fcv,k si v est utilisé le jour k, fcnv sinon
— Coût de distance parcourue : (

∑
i∈I∪D

∑
j∈I∪M di,jx

k,v
i,j )dc

k,v , ∀k ∈
K, ∀v ∈ V

— Coût d’attente : waitk,vi ac
k,v avec waitk,vi = sk,vi − ak,vi

— Coût de retard :
— Si C1,k,v > sk,vi > B1,k,vi , alors (ak,vi −B1,k,vi )rci
— Si ak,vi > B2,k,vi , alors (ak,vi −B2,k,vi )rci

— Coût horaire de travail : si (Ek,v − Sk,v − ldk,vlpk,v) 6 wk,v, alors
(Ek,v − Sk,v)wck,v

— Coût des heures supplémentaires : si (Ek,v−Sk,v− ldk,vlpk,v) > wk,v,
alors wk,vwck,v + (Ek,v −wk,v)ock,v

— Coût des nuitées extérieures : si NOk,v , alors nck,v
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M O D È L E U M L C O M M U N A U X M O D U L E S D E
R É S O L U T I O N
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modèle uml commun aux modules de résolution

Figure 35 – Diagramme de classe UML
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C
P R E U V E D E L’ O B S E RVAT I O N 3 . 2 . 5 S E C T I O N 3 . 2 . 3

Observation : La valeur de la relaxation lagrangienne du sous-problème
qui utilise la n-pathno1CircuitMaxλ(RL18) dépend du nœud de départ choisi.

Démonstration. Reprenons le graphe G4 étudié Section 3.3.2.
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(a) Graphe G4

Figure 36 – Graphe G4

Si le nœud de départ de la relaxation lagrangienne qui utilise la n-
pathno1Circuit est le nœud 0, alors la valeur obtenue est 0. (Section 3.3.2).
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preuve de l’observation 3 .2 .5 section 3 .2 .3

Supposons que le nœud de départ est le nœud 5. Le dual lagrangien du
programme défini par les équations du programme linéaire (PL25) possède
les contraintes suivantes :

zrlnp = maxw

w 6 9 (44a)
w 6 9 −2λ4 + 2λ6 (44b)
w 6 9 −2λ0 + 2λ1 +2λ2 − 2λ6 (44c)
w 6 9 −2λ0 + 2λ1 +2λ2 −2λ4 (44d)
w 6 9 +2λ2 − 2λ6 (44e)
w 6 9 +2λ2 −2λ4 (44f)
w 6 9 + 2λ1 +2λ2 −2λ4 − 2λ6 (44g)
w 6 18 +2λ0 − 2λ3 −2λ4 + 2λ6 (44h)
w 6 18 +2λ2 − 2λ3 −2λ4 + 2λ6 (44i)
w 6 −2λ0 +2λ2 −2λ4 + 2λ6 (44j)
w 6 −2λ0 +2λ2 +2λ4 − 2λ6 (44k)
w 6 −2λ0 +2λ2 (44l)
w 6 −2λ0 + 2λ1 +2λ2 + 2λ3 −2λ4 − 2λ6 (44m)

Les différentes contraintes représentent les chemins possibles de 7 arcs
commençant par le nœud 5. Il en existe 15 sur le grapheG4, ce qui conduit à
13 contraintes dans le dual lagrangien. L’équation 44a correspond au tour
optimal de coût 9 dans le graphe G4 (5 − 4 − 3 − 2 − 1 − 0 − 6 − 5). Les
autres équations correspondent à différents plus courts chemins composés
de 7 arcs partant du nœud 5. Par exemple, l’equation 44h correspond au
chemin (5− 4− 3− 2− 1− 3− 4− 5) et l’équation 44e au chemin (5− 6− 0−

3− 4− 0− 6− 5). Si λ2 = 4.5 et λi = 0, ∀i ∈ {0, 1, 3, 4, 6}, alors la valeur du
dual lagrangien est égale à 9 (coût du tour optimal) si le nœud de départ
est 5.

Il est possible donc d’améliorer la relaxation lagrangienne qui utilise
la n-pathno1Circuit en recherchant la meilleure valeur du nœud de départ.
Cependant en pratique, il semble trop coûteux de rechercher le meilleur
nœud de départ.
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D
R É S U LTAT S N U M É R I Q U E S C O M P L E T D E S
C O M PA R A I S O N D E S M O D È L E S

d.1 propagation initiale

d.1.1 TSP

Benchs Modèle
%Opti Next

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

TSP<
(MO27) 31.76 7.54 28 4.17 1.83 4.11
(MO31)

+ 31.76 7.54 28 4.17 1.83 4.1
(MO30) 31.76 7.54 28 4.17 1.83 4.11

TSP>
(MO27) 30.93 7.56 32, 8 1.29 0.38 1, 04

(MO31)
+ 30.93 7.56 32, 8 1.29 0.38 1, 04

(MO30) 30.93 7.56 32, 8 1.29 0.38 1, 04

ATSP<
(MO27) 42.02 35.29 23.85 5.01 7.15 2.5
(MO31)

+ 42.02 35.29 23.85 5.01 7.15 2.5
(MO30) 42.02 35.29 23.85 5.01 7.15 2.5

ATSP>
(MO27) 27.56 10.97 26.64 1.63 0.22 1.56
(MO31)

+ 27.56 10.97 26.64 1.63 0.22 1.56
(MO30) 27.56 10.97 26.64 1.63 0.22 1.56

Tableau 26 – Comparaison des modèles au nœud racine des instances de TSP
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résultats numériques complet des comparaison des modèles

d.1.2 TSPTW

Benchs Modèle
%Opti Next Start

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

D20

(MO27) 32.42 13.96 31.65 48.66 17.43 41.31 24.05 24.64 5.18
(MO31)

+ 19.69 12.04 22.87 73.97 15.9 74.04 43.91 20.93 38.34
(MO30) 18.98 11.42 20.54 74.55 15.21 74.49 43.86 20.96 38.34

D40

(MO27) 39.85 8.47 42.38 43.94 9.23 41.06 14.61 16.57 41.06
(MO31)

+ 26.64 10.32 25.91 77.52 13.14 76.89 36.64 17.21 76.89
(MO30) 26.41 10.05 25.91 78.69 11.91 77.6 36.62 17.17 77.6

D60

(MO27) 38.05 9.36 37.73 45.08 7.16 44.7 13.77 14.35 13.22
(MO31)

+ 25.93 9 25.31 80.68 11.09 84.15 34.47 16.09 32.22
(MO30) 25.61 8.77 25.31 81.73 10.14 84.85 34.46 16.09 32.22

D80

(MO27) 38 10.79 41.72 47.11 6.5 45.28 12.96 14.1 6.94
(MO31)

+ 25.56 8.84 26.35 85.97 7.21 87.54 35.16 12.13 32.99
(MO30) 25.31 8.6 26.35 86.7 6.58 87.86 35.13 12.13 32.99

D100

(MO27) 35.32 7.45 36.59 49.01 3.63 47.62 18.97 10.48 17.45
(MO31)

+ 24.11 6.92 22.77 89.71 5.32 89.9 37.56 12.3 31.78
(MO30) 23.69 6.68 22.77 90.2 4.9 90.42 37.56 12.3 31.78

Tableau 27 – Comparaison des modèles au nœud racine des instances de
[Dum+95]
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D.1 propagation initiale

Benchs Modèle
%Opti Next Start

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

SPO
(MO27) 27.67 6.42 27.79 21.01 12.35 22.79 1.36 0.93 1.38
(MO31)

+ 24.97 5.31 25.64 31.73 22.95 26.19 10.49 6.52 7.42
(MO30) 24.64 5.19 25.2 34.34 23.44 28.53 10.46 6.55 7.42

SPE
(MO27) 22.2 5.21 21.3 20.95 12.23 22.71 1.18 0.81 0.77
(MO31)

+ 20.06 4.38 20.38 32 22.34 29.82 10.37 5.71 8.33
(MO30) 19.87 4.21 20.38 35.23 22.58 37.58 10.34 5.75 8.33

L<
(MO27) 9.39 8.4 8.29 81.36 13.03 85.36 68.11 16.58 68.69
(MO31)

+ 3.93 4.68 2.4 94.5 1.87 94.78 78.84 11.04 81.1
(MO30) 3.93 4.68 2.4 94.5 1.87 94.78 78.81 11.08 81.1

L>
(MO27) 17.51 6.9 17.46 63.13 8.05 62.73 46.81 12.16 46.18
(MO31)

+ 8.12 4.48 7.92 95.9 1.38 95.92 66.35 9.94 66.39
(MO30) 8.11 4.48 7.92 95.91 1.37 95.96 66.24 10.1 66.39

AFG<
(MO27) 9.49 6.82 6.59 27.67 14.65 25.01 2.69 5.54 0.53
(MO31)

+ 4.87 2.95 3.74 45.44 21.57 45.24 27.04 24.17 15.73
(MO30) 4.9 2.92 3.74 45.81 21.3 45.72 26.9 23.96 15.73

AFG>
(MO27) 10.93 6.89 8.58 40.97 16.88 34.97 2.82 4.42 1.18
(MO31)

+ 4.79 2.78 4.31 62.28 20.39 56.51 39.35 28.53 24.97
(MO30) 4.67 2.72 4.31 63.3 18.93 56.63 39.35 28.53 24.97

Tableau 28 – Comparaison des modèles au nœud racine des instances de TSPTW
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résultats numériques complet des comparaison des modèles

d.2 résolution

d.2.1 TSP
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résultats numériques complet des comparaison des modèles

d.2.2 TSPTW
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D.2 résolution
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résultats numériques complet des comparaison des modèles
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D.2 résolution
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E
R É S U LTAT S N U M É R I Q U E S C O M P L E T P O U R L A
C O M PA R A I S O N D E S F I LT R A G E S D E L A
W E I G H T E D C I R C U I T

e.1 tsp

Benchs WC
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

TSP<
AP 17.18 4.77 17.68 22.01 14.24 19.91 0 0 0

HK 0.21 0.45 0.04 89.74 3.49 90.68 0 0 0

NP 3.47 2.75 3.47 68.01 18.8 71.65 25.93 33.71 8.28

TSP>
AP 19.69 7.25 19.5 6.12 8.01 1.72 0 0 0

HK 0.8 0.82 0.61 73.24 33.74 88.94 0 0 0

NP 5.97 3.15 6.1 45.68 25.22 44.1 5.04 9.8 2.46

ATSP<
AP 30.42 42.21 7.42 44.86 25.81 56.86 0 0 0

HK 13.47 30.82 0.58 21.5 26.68 4.59 0 0 0

NP 17.48 30.25 4.1 58.8 29 70.92 5.04 2.76 5.86

ATSP>
AP 8.5 4.65 9.44 35.22 14.63 35.44 0 0 0

HK 8.5 10.66 7.08 18.63 33.44 1.92 0 0 0

NP 5.63 4.19 4.77 51.06 28.76 61.19 1.97 1.43 1.59

Tableau 33 – Comparaison au nœud racine des différents filtrages de la weighted-
circuit pour les instances de TSP
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résultats numériques complet pour la comparaison des filtrages

de la weightedcircuit

e.2 tsptw

Benchs wc
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

D20

AP 7.54 9.38 2.78 81.08 15.22 87.36 80.72 14.88 84.83
HK 3.66 5.83 1.77 81.45 16.69 92.33 82.13 15.53 92.54
NP 0.96 2.74 0 90.82 9.99 95.03 90.41 9.7 94.53

D40

AP 10.31 8.68 8.19 78.79 14.25 79.32 83.14 10.59 82.27
HK 5.15 5.86 3.55 80.83 14.46 79.32 83.71 11.07 82.27
NP 1.96 3.01 0 88.17 12.55 96.79 87.91 11.57 96.57

D60

AP 10.28 8.86 10.51 80.95 11.35 84.34 85.57 8.2 87.84
HK 5.96 6.29 4.66 82.06 11.9 84.34 86.08 8.7 87.84
NP 3 3.45 2.24 85.6 12.38 86.54 87.82 9.76 89.01

D80

AP 7.69 5.22 8.49 84.23 7.53 81.9 88.21 5.5 86.79
HK 3.66 2.54 4.16 84.8 7.72 82.77 88.32 5.61 86.79
NP 2.53 2.66 3.03 87.17 9.3 84.78 89.77 6.77 87.5

D100

AP 6.03 4.62 3.25 90.97 4.75 90.39 93.25 3.35 92.74
HK 2.95 2.63 2.38 91.81 5.31 91.44 93.65 3.73 93.48
NP 1.69 1.31 1.19 93.12 5.15 93.13 94.09 3.95 93.61

Tableau 34 – Comparaison au nœud racine des différents filtrages de la weighted-
circuit des instances de [Dum+95]
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E.2 tsptw

Benchs wc
%Opti Next Position

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

SPO
AP 17.06 6.37 17.14 36.9 24.87 36.67 34.91 28.21 29.51
HK 10.06 6.66 11.25 42.8 27.35 41.16 40.55 30.54 40.77
NP 8.2 5.76 9.13 44.41 30.81 36.67 46.16 31.04 43.11

SPE
AP 12.87 5.09 1.74 38.29 23.35 37.86 38.87 25.44 40.71
HK 6.31 4.88 0 48.86 25.58 47.81 38.84 25.38 40.71
NP 5.25 3.95 0 51.55 27.43 49.28 44.68 28.83 50

L>
AP 0.83 1.19 0.2 97.09 1.56 97.89 97.25 1.18 97.76
HK 0.55 0.79 0.13 97.09 1.51 97.92 97.28 1.18 97.99
NP 0.17 0.47 0 97.97 0.88 98.31 97.99 0.67 98.25

AFG<
AP 0.79 1.14 0.22 75.06 12.26 73.8 59.77 24.84 67.6
HK 4.54 2.98 4.22 45.21 21.6 43.78 48.77 25.32 51.75
NP 0.45 0.73 0.2 76.75 13.76 77.48 65.89 24.09 71.95

AFG>
AP 0.57 0.22 0.48 66.39 17.55 56.51 68.63 18.84 61.09
HK 4.48 2.63 3.47 62.28 20.39 56.51 68.56 18.77 61.09
NP 0.31 0.25 0.25 72.09 17.35 84.89 69.52 18.23 61.93

Tableau 35 – Comparaison au nœud racine des différents filtrages de la weighted-
circuit des instances de TSPTW
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F
R É S U LTAT S N U M É R I Q U E S C O M P L E T P O U R L E S
D I F F É R E N T E S S T R AT É G I E S D E B R A N C H E M E N T

f.1 tsp
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résultats numériques complet pour les différentes stratégies de

branchement

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

TSP<

AP
Path 9 270.72 289.06 77.5695 96888.36 169894.11 46934

MinDom 13 147.71 250.95 3.2005 19884.21 33449.61 1637

Pesant 12 139.28 251.86 1.73 18506.14 33511.41 722

HK

Path 13 44.07 160.06 0.17 34268.5 129136.35 5.00
NoGoods 13 43.87 159.55 0.13 34911.6 122689.35 3

MinDom 13 43.58 160.18 0.19 8716.14 32315.82 7

MinDomLag 13 43.16 160.29 0.08 14261.86 53068.97 5

Pesant 13 43.49 160.2 0.21 9346 34792.73 8

PesantLag 13 43.16 160.29 0.11 17945.64 66871.93 5

NP

Path 11 173.33 239.82 67.17 103336.93 110977.11 79100

NoGoods 11 166.26 241.91 46.34 147521.29 292159.26 11647.5
MinDom 11 112.47 210.68 23.47 15650.36 32528.79 1350.5

MinDomLag 12 99.51 212.82 17.4 14965.36 30685.79 1291.39
Pesant 12 111.3 210.04 37.69 21705.43 28740.32 5160

PesantLag 12 99.87 213.53 17.88 29855.43 23650.32 7097.49

TSP>

AP
Path 0 600.56 0.63 600.412 25539.79 20068.32 12970

MinDom 2 568.14 104.99 600.4095 20608.36 13852.13 12291

Pesant 2 543.42 153.67 600.401 17107.21 11206.36 10897

HK

Path 2 518.51 208.73 600.41 79985.71 67931.45 65088

NoGoods 2 511.62 217.24 600.44 125815.15 106300.84 107028

MinDom 3 477.79 244.48 600.38 47864.07 27204.05 55466.5
MinDomLag 4 465.93 244.79 600.34 57731.53 43066.11 52993

Pesant 4 445.29 257.47 600.35 48547.86 40528.5 46062

PesantLag 4 482.64 244.82 600.39 55527.8 48876.55 44140

NP

Path 1 577.57 100.94 603.46 40067.71 52818.41 8020.5
NoGoods 2 535.77 180.57 602.57 38667.71 59818.41 18026

MinDom 3 497.8 218.38 602.94 22911.93 29322.81 3160

MinDomLag 3 546.92 358.6 602.07 29811.93 32322.81 4111.64
Pesant 3 496.51 218.14 603.17 21748.36 34957.77 18356

PesantLag 3 568.26 342.09 602.16 28648.36 39657.77 24179.72

Tableau 36 – Résolution des instances de TSP symétrique
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F.2 tsp asymétrique

f.2 tsp asymétrique

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

ATSP<

AP
Path 4 319.73 267.9 20.312 258308 593141.38 52766

MinDom 7 126.05 254.78 24.169 33446 50077.01 1051

Pesant 7 112.61 245.58 1.611 29574 46993.13 1249.5

HK

Path 5 226.39 309.42 5.05 140672.63 195541.25 9529

NoGoods 5 412.3 284.65 600.03 291458.86 226717.35 318136

MinDom 6 206.54 274.11 37.84 93170.63 119791.15 24604

MinDomLag 6 189.37 271.98 12.34 95398.38 135209.35 7670

Pesant 5 245.26 298.74 80.83 112823.13 140275.26 51020

PesantLag 6 199.93 277.95 12.53 93590.38 129098.68 7967

NP

Path 5 326.52 243.21 251.79 146536 152004.15 110872

NoGoods 6 244.12 234.12 140.14 10681.38 12800.01 56766.5
MinDom 5 309.19 274.03 270.72 47265.25 51263.92 24757.5

MinDomLag 7 310.67 263.61 308.15 43665.25 3266.36 22871.82
Pesant 5 259.56 284.1 89.85 50670 59190.89 15277

PesantLag 6 322.48 273.73 341.45 43960 51824.32 5687

ATSP>

AP
Path 0 600.1 0.03 600.098 46051.8 14344.36 118858

MinDom 5 93.97 115.61 600.068 6019.4 6509.52 59445

Pesant 5 86.24 121.22 600.103 4804.4 5585.61 118858

HK

Path 1 480.15 268.29 600.13 107765.8 64165.67 130127

NoGoods 1 450.13 299.93 600.08 138825.5 108726.65 146359

MinDom 1 498.23 227.83 600.12 103035.8 55277.36 133727

MinDomLag 1 539.98 134.57 600.13 79848.2 66682.42 96722

Pesant 0 600.14 0.06 600.13 133551.4 56185.02 152958

PesantLag 1 535.38 144.95 600.12 80488.4 66446.18 82030

NP

Path 0 604.58 9.31 600.46 90833.8 61618.33 74070

NoGoods 0 600.81 0.57 600.89 192233.8 224109.25 111306

MinDom 0 601.68 0.71 601.78 44405.2 18481.64 44547

MinDomLag 0 602.84 2.17 601.53 43264.6 17122.48 43402.76
Pesant 2 583.37 32.08 602.91 62929.8 23542.98 61086

PesantLag 2 588.59 28.49 601.06 61267.4 20101.48 39134

Tableau 37 – Résolution des instances de TSP asymétrique
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résultats numériques complet pour les différentes stratégies de

branchement

f.3 tsptw dumas

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

D40

AP
Path 14 268.15 300.41 32.68 78368.92 88922.21 8319

MinDom 20 156.86 246.58 3.31 39277.68 62211.52 834

Pesant 21 138.38 226.45 3.28 32852.04 53408.6 819

HK

Path 15 252.22 290.85 56.1 180873.6 271851.86 55768

NoGoods 15 257.17 287.17 57.2 209658.76 290377.11 55891

MinDom 20 182.3 257.18 12.12 113615.4 170939.02 4622

MinDomLag 20 183.4 255.9 12.48 13045.4 150396 4036

Pesant 20 180.45 255.31 9.14 104822.36 158149.17 5594

PesantLag 20 189.47 268.08 9.45 110063.48 166056.63 5962

NP

Path 22 80.76 197.97 0.26 63687.48 150655.32 4

NoGoods 22 82.46 202.13 0.27 65024.92 153819.08 4.08
MinDom 23 56.94 164.87 0.3 5848.36 13835.19 4

MinDomLag 23 58.14 168.33 0.31 5971.18 14125.73 4.08
Pesant 23 57.07 164.93 0.27 9222.76 30989.81 5

PesantLag 23 58.27 168.39 0.28 9416.44 31640.6 5.11

D60

AP
Path 11 375.16 267.1 600.12 36475.12 26150.38 49231

MinDom 12 348.48 277.68 600.12 31022.64 24378.58 45139

Pesant 13 348.51 274.81 446.51 30114.68 23682.42 44274

HK

Path 9 402.21 274.49 600.12 208548.72 214807.51 90874

NoGoods 9 420.38 275.06 600.12 246485.33 249434.72 95417.7
MinDom 10 385.13 282.92 600.12 162869.12 131804.74 192819

MinDomLag 10 390.63 236.5 600.12 203685.36 123604.78 202459.95
Pesant 10 377.73 281.2 281.2 141614.12 125436.35 156445

PesantLag 10 401.15 298.63 295.26 150394.2 133213.4 164267.25

NP

Path 15 300.88 296.49 458.7 59399.16 87075.15 9210

NoGoods 15 313.22 308.65 477.51 61834.53 90645.23 9587.61
MinDom 17 241.2 272.99 51.33 42854.36 55440.42 10540

MinDomLag 17 255.91 289.64 54.46 45468.48 58822.29 11182.94
Pesant 17 239.27 270.84 66.7 37086.48 52191.24 9556

PesantLag 17 249.08 281.94 69.43 38607.03 54331.08 9947.8

Tableau 38 – Résolution des instances de [Dum+95] D40 et D60
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F.3 tsptw dumas

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

D80

AP
Path 5 476.51 227.35 600.24 20387.9 10076.41 22930

MinDom 5 473.77 238.28 600.24 19852.3 10310.99 24287

Pesant 5 474.69 239.67 600.24 19205.15 10096.53 23154.5

HK

Path 3 531.14 183.09 600.23 260205.25 121430.55 274657

NoGoods 3 496.25 202.55 600.23 244454.93 134049.39 285643.28
MinDom 4 525.83 187.39 600.24 185350.65 85846.73 197620.5

MinDomLag 4 555.59 198 600.23 195841.5 90705.65 205525.32
Pesant 3 518.99 200.02 600.23 179993.7 84375.58 191016

PesantLag 4 549.92 211.94 600.23 190721.32 89404.36 198656.64

NP

Path 11 291.79 298.05 118.73 84429.85 97959.08 47491

NoGoods 11 297.92 304.31 121.22 86202.88 100016.22 48488.31
MinDom 9 357.53 299.13 120.63 84227.4 87567.37 58692

MinDomLag 9 375.05 313.79 126.54 88354.54 91858.17 61567.91
Pesant 8 360.45 301.34 108.59 77792.6 74969.25 76955.5

PesantLag 9 386.04 322.74 116.3 83315.87 80292.07 82419.34

D100

AP
Path 1 565.63 134.78 600.42 14116.67 3631.55 14793

MinDom 1 593.32 27.54 600.41 13779.93 1252.88 14105

Pesant 1 584.32 62.54 600.44 13404.27 2079.32 13522

HK

Path 0 600.41 0.03 600.38 221880.53 67058.17 239754

NoGoods 0 600.41 0.03 600.38 313535.92 85711.54 246946.62
MinDom 0 600.41 0.04 600.38 179548.87 61144.16 185002

MinDomLag 0 600.41 0.03 600.38 198649.64 55369.14 190552.06
Pesant 0 600.41 0.04 600.38 173003.4 52691.71 170168

PesantLag 0 600.41 0.04 600.38 180926.96 55104.99 175273.04

NP

Path 6 361.4 303 600.42 88771.4 81330.64 116460

NoGoods 6 383.45 321.48 600.42 94186.46 86291.81 123564.06
MinDom 4 440.57 274.35 600.42 101495.47 82780.83 98517

MinDomLag 4 449.82 280.11 600.42 103626.87 84519.23 100585.86
Pesant 4 440.59 274.31 600.48 87556.6 67158.28 117279

PesantLag 4 458.65 285.56 600.48 91146.42 69911.77 122087.44

Tableau 39 – Résolution des instances de [Dum+95] D80 et D100
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résultats numériques complet pour les différentes stratégies de

branchement

f.4 tsptw symétrique et asymétrique

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

SPO

AP
Path 17 284.46 288.75 94.3 184904.73 193580.7 139961.5

MinDom 17 268.65 295.54 51.15 150456 173097.5 44553

Pesant 17 268.25 295.69 53.31 141659.5 162324.19 47241

HK

Path 17 279.87 287.94 124.58 250906.53 319764.18 103567

NoGoods 17 284.99 291.5 147.52 220965.55 313394.32 76824

MinDom 17 274.35 291.94 114.91 235470.33 269797.3 102647

MinDomLag 17 279.81 288.17 139.37 234615.57 263740.46 142918

Pesant 17 272.97 292.75 96.82 201604.2 246624.31 91638.5
PesantLag 17 278.33 289.05 131.95 233688.53 263430.44 111893

NP

Path 16 294.37 293.67 138.49 104240.6 122143.67 49040.39
NoGoods 16 293.7 294.24 135.22 106325.41 124586.54 48951.32
MinDom 17 278.73 288.59 104.33 76867.2 94928.41 28771.77

MinDomLag 17 278.96 288.79 89.59 78404.54 96826.98 25179.34
Pesant 17 279.18 288.23 98.06 85338.3 112284.05 29974.02

PesantLag 17 281.23 287.59 102.32 87045.07 114529.73 31670.72

SPE

AP
Path 20 190.52 256.77 20.76 106891.11 153203.95 19094

MinDom 19 211.71 264.79 92.39 103214.52 135137.19 54686

Pesant 19 209.94 265.94 71.83 101606.33 136043.67 52062

HK

Path 19 213.48 270.83 10.14 213533.74 272719.31 12416

NoGoods 19 211.29 267.54 25.41 180412.38 228441.53 43122

MinDom 19 200.5 273.7 10.05 153967 212815.75 7490

MinDomLag 19 209.56 274.27 12.42 181974.78 247121.89 15544

Pesant 20 191.24 266.05 13.15 140629.63 196019.57 15856

PesantLag 20 208.61 273.7 10.7 179845.33 243975.55 12962

NP

Path 19 194.53 271.1 31.33 142305.11 526411.56 22921.85
NoGoods 19 193.46 272.03 20.15 145305.1 506148.66 15132.13
MinDom 19 214.77 275.05 38.72 143107.89 525842.64 25801

MinDomLag 19 215.05 279.1 35.39 145970.05 536359.49 24020.4
Pesant 18 218.73 277.36 39.06 147274.78 526901.18 26302.48

PesantLag 18 217.87 277.73 37.54 150220.27 537439.2 25880.88

Tableau 40 – Résolution des instances de TSPTW symétrique
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F.4 tsptw symétrique et asymétrique

Benchs WC Strat Preuve
CPU (s) Branches

Moy EcTy Méd Moy EcTy Méd

AFG<

AP
Path 26 83.68 206.51 0.05 25466.47 70319.98 33

MinDom 28 58.28 177.72 0.03 11317.77 34577.12 15.5
Pesant 28 49.28 157.95 0.04 9642.33 31579 16

HK

Path 18 280.19 283.83 151.89 164616.47 221531.7 59486.5
NoGoods 18 277.63 297.26 67.77 297670.21 390449.4 26622

MinDom 18 245.96 294.5 8.6 116509.93 199663.48 12084

MinDomLag 18 264.31 298.96 15.37 188414.07 330812.39 11683.5
Pesant 19 226.02 289.77 15.02 184699.63 338093.24 16509.5

PesantLag 19 264.87 298.43 25.8 194512.53 323739.62 24152

NP

Path 27 93.11 208.21 0.9 43515.13 128089.96 18

NoGoods 27 75.02 193.15 0.77 40690.53 102042.49 21.5
MinDom 27 65.55 182.28 0.77 32145.67 82928.95 14.5

MinDomLag 27 60.82 182.87 0.7 31087.27 83967.93 14.3
Pesant 27 80.96 207.11 0.74 47314.63 140068.57 15

PesantLag 27 60.88 182.83 0.67 411084.07 133998.97 14.5

AFG>

AP
Path 0 600.2 0.15 600.16 59613 24167.91 70643

MinDom 3 400.47 299.62 600.1 41135.89 38896.95 26165

Pesant 3 400.52 299.57 600.1 38728.33 38528.14 19474

HK

Path 0 600.19 0.11 600.15 146550.89 135173.83 86942

NoGoods 0 600.18 0.14 600.13 271523.13 159973.27 304571

MinDom 0 600.21 0.14 600.13 106905.33 90430.7 59515

MinDomLag 0 600.17 0.12 600.11 104632.22 104145.05 71304

Pesant 0 600.18 0.12 600.11 222705.11 117159.41 230549

PesantLag 0 600.19 0.16 600.11 134565.22 123108.61 105483

NP

Path 3 442.88 252.88 600.19 187397.11 185754.02 188672

NoGoods 3 461.58 250.82 600.34 193206.42 191512.4 165457

MinDom 3 404.33 294.07 600.12 153209 91852.56 165540

MinDomLag 3 432.88 286.71 600.28 157958.48 94699.99 170671.74
Pesant 3 404.14 294.54 600.16 187397.11 185754.02 108010

PesantLag 2 432.59 287.15 600.14 193206.42 191512.4 111358.31

Tableau 41 – Résolution des instances de TSPTW asymétrique
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Sylvie Gélinas et Fraňlois Soumis. A two-commodity flow
formulation for the traveling salesman and the makespan pro-
blems with time windows. Networks 23.7 (1993), p. 631–640.

[Lap+00] Gilbert Laporte, Michel Gendreau, J-Y Potvin et Frédéric Se-
met. Classical and modern heuristics for the vehicle routing
problem. International Transactions in Operational Research 7.4-5
(2000), p. 285–300.

[Lau78] Jean-Louis Laurière. A language and a program for stating
and solving combinatorial problems. Artificial Intelligence 10.1
(1978), p. 29–127.

[Lem01] Claude Lemaréchal. Lagrangian relaxation. Computational Com-
binatorial Optimization. Springer, 2001, p. 112–156.

154



Bibliographie

[MT90] Silvano Martello et Paolo Toth. Knapsack problems : algorithms
and computer implementations. John Wiley & Sons, Inc., 1990.

[Mon74] Ugo Montanari. Networks of constraints : Fundamental pro-
perties and applications to picture processing. Information Sciences
7 (1974), p. 95–132.

[Net+07] Nicholas Nethercote, Peter J Stuckey, Ralph Becket, Sebas-
tian Brand, Gregory J Duck et Guido Tack. MiniZinc : To-
wards a standard CP modelling language. International Confe-
rence on Principles and Practice of Constraint Programming. Sprin-
ger Berlin Heidelberg. 2007, p. 529–543.

[OMT89] A. Oplobedu, J. Marcovitch et Y. Tourbier. CHARME : Un
langage industriel de programmation par contraintes, illustré
par une application chez Renault. the Ninth International Work-
shop on Expert Systems and their Applications : General Conference
1. 1989, p. 55–70.

[OPF14] Nikolaj van Omme, Laurent Perron et Vincent Furnon. or-
tools user’s manual. Rapp. tech. Google, 2014.

[OW06] AJ Orman et H Paul Williams. A survey of different integer
programming formulations of the travelling salesman problem.
Optimisation, Economics and Financial Analysis. Advances in Com-
putational Management Science 9 (2006), p. 93–106.

[PB96] Jean-Yves Potvin et Samy Bengio. The vehicle routing pro-
blem with time windows part II : genetic search. INFORMS
Journal on Computing 8.2 (1996), p. 165–172.

[Pes+98] Gilles Pesant, Michel Gendreau, Jean-Yves Potvin et Jean-
Marc Rousseau. An exact constraint logic programming algo-
rithm for the traveling salesman problem with time windows.
Transportation Science 32.1 (1998), p. 12–29.

[Pri04] Christian Prins. A simple and effective evolutionary algorithm
for the vehicle routing problem. Computers & Operations Re-
search 31.12 (2004), p. 1985–2002.

[Pri57] Robert Clay Prim. Shortest connection networks and some ge-
neralizations. Bell System Technical Journal 36.6 (1957), p. 1389–
1401.

[RVBW06] Francesca Rossi, Peter Van Beek et Toby Walsh. Handbook of
Constraint Programming. Elsevier, 2006.

[Ree93] Colin R Reeves. Modern heuristic techniques for combinatorial pro-
blems. John Wiley & Sons, Inc., 1993.

155



Bibliographie

[Ref04] Philippe Refalo. Impact-based search strategies for constraint
programming. Principles and Practice of Constraint Programming–
CP 2004. Springer, 2004, p. 557–571.

[Repa] Chiffres clés du transport. Rapp. tech. Ministère de l’Ecologie, du
développement durable, des Transports et du logement, 2012.

[Repb] Chiffres clés du transport. Rapp. tech. Ministère de l’Ecologie, du
développement durable, des Transports et du logement, 2015.

[Rég+10] Jean-Charles Régin, Louis-Martin Rousseau, Michel Rueher

et Willem-Jan van Hoeve. The weighted spanning tree constraint
revisited. Integration of AI and OR Techniques in Constraint Pro-
gramming for Combinatorial Optimization Problems. Springer, 2010,
p. 287–291.

[Rég02] Jean-Charles Régin. Cost-based arc consistency for global car-
dinality constraints. Constraints 7.3-4 (2002), p. 387–405.

[Rég08] Jean-Charles Régin. Simpler and incremental consistency che-
cking and arc consistency filtering algorithms for the weighted
spanning tree constraint. Integration of AI and OR Techniques in
Constraint Programming for Combinatorial Optimization Problems.
Springer, 2008, p. 233–247.

[Rég11] Jean-Charles Régin. Global constraints : A survey. Hybrid opti-
mization. Springer, 2011, p. 63–134.

[S.61] Vajda S. Mathematical Programming. London : Addison-Wesley,
1961.

[SD88] Marius M Solomon et Jacques Desrosiers. Survey Paper-Time
Window Constrained Routing and Scheduling Problems. Trans-
portation Science 22.1 (1988), p. 1–13.

[Sel02] Meinolf Sellmann. An arc-consistency algorithm for the mini-
mum weight all different constraint. International Conference on
Principles and Practice of Constraint Programming. Springer. 2002,
p. 744–749.

[Sol87] Marius M Solomon. Algorithms for the vehicle routing and
scheduling problems with time window constraints. Operations
Research 35.2 (1987), p. 254–265.

[TV02] Paolo Toth et Daniele Vigo. Models, relaxations and exact ap-
proaches for the capacitated vehicle routing problem. Discrete
Applied Mathematics 123.1 (2002), p. 487–512.

[TV97] Paolo Toth et Daniele Vigo. An exact algorithm for the ve-
hicle routing problem with backhauls. Transportation Science
31.4 (1997), p. 372–385.

156



Bibliographie

[Tar82] Robert Endre Tarjan. Sensitivity analysis of minimum span-
ning trees and shortest path trees. Information Processing Letters
14.1 (1982), p. 30–33.

[VHC88] Pascal Van Hentenryck et Jean-Philippe Carillon. Genera-
lity versus Specificity : An Experience with AI and OR Tech-
niques. AAAI. 1988, p. 660–664.

[VHSD95] Pascal Van Hentenryck, Vijay Saraswat et Yves Deville. De-
sign, implementation, and evaluation of the constraint language
cc (FD). Constraint Programming : basics and trends. Springer,
1995, p. 293–316.

[Vid+13] Thibaut Vidal, Teodor Gabriel Crainic, Michel Gendreau et
Christian Prins. Heuristics for multi-attribute vehicle routing
problems : A survey and synthesis. European Journal of Opera-
tional Research 231.1 (2013), p. 1–21.

[Vid+14] Thibaut Vidal, Teodor Gabriel Crainic, Michel Gendreau

et Christian Prins. A unified solution framework for multi-
attribute vehicle routing problems. European Journal of Opera-
tional Research 234.3 (2014), p. 658–673.

[Vil04] Petr Vilím. O (nlog n) filtering algorithms for unary resource
constraint. Integration of AI and OR Techniques in Constraint Pro-
gramming for Combinatorial Optimization Problems. Springer, 2004,
p. 335–347.

[Wil90] David Paul Williamson. Analysis of the Held-Karp heuristic
for the traveling salesman problem. Thèse de doct. Massachu-
setts Institute of Technology, 1990.

157







R É S U M É

Les problèmes de tournées de véhicules sont des problèmes d’optimisation com-
binatoire épineux avec des enjeux économiques et environnementaux importants au
sein de la chaîne logistique. Le problème fondamental est de desservir des clients
avec un ensemble de véhicules de façon à minimiser la distance totale parcourue. En
pratique, il y a une grande variété d’objectifs et de contraintes additionnelles, liées à
la législation et à la diversité des domaines d’applications. Ces problèmes de tournées
sont très fréquents pour de nombreuses industries et la conception d’approches de
résolution génériques est devenue une question de recherche importante.

Cette thèse porte sur la conception et le développement d’un nouveau moteur de
résolution pour les logiciels de tournées de véhicules proposés par l’entreprise GEO-
CONCEPT. Le solveur mis au point s’appuie sur la programmation par contraintes
(PPC) pour améliorer la flexibilité (prise en compte de contraintes additionnelles), la
déclarativité et la maintenance qui sont les limites des solveurs actuels de GEOCON-
CEPT fondés sur la recherche locale.

Dans un premier temps, un modèle de graphe est établi pour la représentation
unifiée des données et de nombreuses contraintes métiers. La résolution s’effectue
par des approches à base de voisinage large disponibles dans les solveurs de PPC
modernes. On peut ainsi traiter des instances de très grandes tailles efficacement tout
en conservant une approche déclarative pour exprimer une classe très large de pro-
blèmes de tournées de véhicules. Dans un second temps, des modèles PPC s’appuyant
sur des représentations redondantes du problème sont proposés afin de renforcer le
filtrage. Nous nous intéressons en détails aux mécanismes de filtrage c’est-à-dire aux
processus d’élimination des valeurs infaisables ou sous-optimales dans les domaines
des variables. Ces algorithmes permettent de simplifier rapidement le problème et de
fournir des bornes inférieures afin d’évaluer la qualité des solutions obtenues. Les
bornes inférieures sont obtenues en résolvant des relaxations du plus célèbre des pro-
blèmes de la Recherche Opérationnelle : le problème du voyageur de commerce (TSP).
Ce problème est le cœur de la contrainte globale weightedcircuit permettant de
modéliser les problèmes de tournées en PPC. Nous proposons de nouveaux méca-
nismes de filtrage pour cette contrainte s’appuyant sur trois relaxations du TSP. Ces
relaxations sont comparées sur les plans théorique et expérimental. L’originalité de
ce travail est de proposer un nouvel algorithme de filtrage permettant de raisonner à
la fois sur les successeurs directs d’un client et sur sa position dans la tournée. Ces
raisonnements sont particulièrement utiles en présence de contraintes de fenêtres de
temps, très communes dans les problèmes industriels.

Le nouveau moteur de résolution offre d’excellentes performances sur des pro-
blèmes académiques et industriels tout en proposant des bornes inférieures informa-
tives à des problèmes industriels réels.
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