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Résumé

Les matériaux granulaires présentent un large spectre de propriétés mécaniques. Déve-
lopper des modèles constitutifs permettant d'intégrer ces caractéristiques dans le cadre de
simulations à l'échelle de l'ouvrage demeure un réel challenge scienti�que. A cet égard, les
approches multi-échelles constituent aujourd'hui une voie très prometteuse. Elles permettent
de faire émerger des propriétés macroscopiques à partir de modèles micromécaniques calibrés
à l'échelle microscopique.

Parmi les modèles multi-échelles, le modèle H (Nicot and Darve, 2011a) marque une avan-
cée majeure pour la prise en compte des e�ets de la microstructure dans le comportement des
matériaux granulaires. La structure du matériau granulaire est décrite par une distribution
d'hexagones orientés dans l'espace. A partir d'opérations d'homogénéisation, les contraintes
et les déformations incrémentales sont reliées à l'échelle de la distribution, donnant lieu à un
modèle de comportement qui a la capacité à reproduire propriétés mécaniques essentielles
des matériaux granulaires.

Nous étudions dans un premier temps les propriétés mécaniques de l'assemblage hexagonal
de grains, élément de base du modèle H, a�n d'identi�er les conditions menant à sa déstabili-
sation. Nous réalisons dans un deuxième temps une étude de sensibilité du modèle constitutif
vis-à-vis des paramètres micro-mécaniques et microstructurels. En�n, nous démontrons les
capacités opérationnelles du modèle à partir d'essais triaxiaux non drainés réalisés sur un
sable lâche liqué�able.

Dans un troisième temps, le modèle H est implémenté en tant que loi constitutive dans un
code de calcul aux di�érences �nies. Des simulations d'essais biaxiaux non homogènes sont
conduites a�n d'explorer les capacités du modèle à reproduire les di�érents modes de rupture
observés en laboratoire. L'utilisation du modèle H pour modéliser des essais biaxiaux drainés
et non drainés met clairement en évidence l'in�uence de la microstructure sur la réponse
mécanique des matériaux granulaires. En�n, le modèle H est utilisé dans le cadre d'une
simulation hydro-mécanique couplée à l'échelle de l'ouvrage pour modéliser le chargement
d'une fondation super�cielle et la rupture d'une digue soumise à une crue.

Mots clés : rupture, instabilités, liquéfaction, micro-structure, modèle constitutif, multi-
échelle, ouvrages hydrauliques, sol, matériaux granulaires, méthode des di�érences �nies.
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Abstract

Granular materials generally exhibit a broad spectrum of mechanical properties. Deve-
loping constitutive models to integrate these properties in the context of simulations at the
structure scale remains a real scienti�c challenge. In this respect, multi-scale approaches
o�er very promising solutions as they allow the emergence of macroscopic properties from
micromechanical models calibrated on a microscopic scale.

Among the multiscale models, the H model (Nicot and Darve, 2011a) marks a major step
forward in taking into account the e�ects of the microstructure in the behavior of granular
materials. The structure of the granular material is described by an assembly of hexagons,
oriented in space. From homogenization operations, stresses and incremental strains are re-
lated to the scale of the assembly, giving rise to a constitutive model that has the ability to
reproduce the essential mechanical properties of granular materials.

We �rst study the mechanical properties of the hexagonal grain assembly in order to
identify the conditions leading to the triggering of its instability. We then carry out a study of
the sensitivity of the constitutive model with respect to micro-mechanical and microstructural
parameters. Finally, we demonstrate the operational capacities of the model from triaxial
undrained tests carried out on a lique�able loose sand.

In a second step, the model H is implemented as a constitutive law in a �nite di�erence
code. Simulations of non-homogeneous biaxial tests are carried out in order to explore the
model's capacities to reproduce the di�erent failure modes observed in the laboratory. The
use of the H model to model drained and undrained biaxial tests highlights the in�uence of
the microstructure on the mechanical response of granular materials. Finally, model H is used
in numerical simulations at the structure scale to model the loading of a shallow foundation
and the failure of a levee subjected to a �ooding event.

Key words : failure, instabilities, liquefaction, microstructure, constitutive model, multis-
cale, hydraulic structure, soil, granular materials, �nite-di�erence method.
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Introduction générale

Une grande partie de la matière solide à la surface de la Terre est constituée de grains. La
taille des grains peut s'étendre sur une grande gamme d'échelles : depuis quelques dizaines
de microns pour les poudres jusqu'à plusieurs mètres pour des rochers reposant sur les �ancs
d'une montagne. Les activités humaines s'inscrivent donc dans un environnement façonné
par l'interaction entre des matériaux granulaires et leur environnement (intempéries, séismes,
etc.).

Les matériaux granulaires se comportent très di�éremment selon le mode de sollicitation
auquel ils sont soumis. Un matériau granulaire peut se comporter comme un solide, un gaz
ou s'écouler comme un �uide (Fig. 1). Sous certaines conditions de chargement mécanique
et/ou hydraulique, un matériau granulaire peut perdre temporairement toute capacité de
résistance et s'e�ondrer sur lui-même en s'écoulant comme un liquide. Ce mécanisme est
appelé liquéfaction.

(a) (b) (c)

Figure 1 � Les trois états de la matière granulaire : (a) solide, (b) liquide et (c) gazeux.

Le déclenchement du mécanisme de liquéfaction des matériaux granulaires peut avoir des
conséquences désastreuses sur les infrastructures et les structures du génie civil (Fig. 2). Le
retour d'expérience montre, au plan international, que les ouvrages hydrauliques font partie
des structures les plus concernées par ce mécanisme. La France compte plusieurs milliers
de kilomètres de digues de protection contre les crues et les inondations. Ces digues, qui
protègent environ 2 millions de personnes, sont bien souvent anciennes et parfois constituées
ou fondées sur des matériaux susceptibles de se liqué�er sous l'e�et de crues, de vagues, de
sollicitations sismiques, etc. Les enjeux sociétaux liés à la compréhension du mécanisme de
liquéfaction sont donc colossaux.

La compréhension des conditions conduisant au déclenchement du mécanisme de liquéfac-

1



(a) (b)

Figure 2 � Illustration des conséquences des ruptures par liquéfaction : (a) glissement
de terrain d'Oso (Iverson and George, 2016) et (b) rupture du barrage de Van Norman
(http ://damfailures.org/).

tion nécessite la réalisation de simulations numériques complexes à l'échelle de l'ouvrage pre-
nant en considération l'ensemble de l'histoire de chargement de l'ouvrage depuis sa construc-
tion. Il existe donc un fort besoin de disposer de codes de calculs généraux incluant des
lois constitutives robustes capables de modéliser le comportement mécanique des matériaux
granulaires liqué�ables sur des chemins de sollicitation quelconques. C'est autour de cette
question scienti�que majeure que s'organise le présent manuscrit.

Dans la première partie, nous décrivons les bases théoriques pour l'étude de la rupture des
matériaux granulaires. Nous proposons une description phénoménologique du mécanisme de
liquéfaction sur la base de cas de rupture d'ouvrages et d'études expérimentales réalisées en
laboratoire. En�n, nous dressons un aperçu des modèles constitutifs existants pour identi�er
leurs spéci�cités et pointer leurs limites. Nous montrons en�n l'intérêt des approches multi-
échelles pour la modélisation des matériaux granulaires.

Dans la seconde partie de la thèse, nous présentons en détail le modèle H qui décrit le
matériau granulaire par une distribution d'assemblages hexagonaux orientés dans l'espace.
Nous étudions les propriétés mécaniques de l'assemblage hexagonal élémentaire de grains,
notamment celles liées à la topologie du domaine de bifurcation. Nous réalisons ensuite une
étude de sensibilité sur les paramètres du modèle et testons ses capacités à reproduire le
mécanisme de liquéfaction, aussi bien qualitativement que quantitativement.

Dans la troisième partie, nous détaillons les modalités d'implémentation du modèle dans
un code de calcul aux di�érences �nies. Après avoir validé l'implémentation du modèle, nous
réalisons des simulations non homogènes d'essais triaxiaux drainés et non drainés. En�n,
nous utilisons le modèle H pour simuler le chargement d'un massif de sol par une fondation
super�cielle et la rupture d'une digue en remblai soumise à un épisode de crue.
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Première partie

État de l'art
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Chapitre 1

La rupture des matériaux granulaires

Au sens strict, un matériau granulaire est un ensemble de particules solides interagis-
sant essentiellement par contact. Les grains sont plongés dans un environnement constitué
de phases �uides (liquides et/ou gazeuses). Le milieu granulaire peut être sec, si le �uide
interstitiel est un gaz (de l'air en général). Il peut se trouver à l'état non saturé, si il y a
deux �uides interstitiels de nature di�érente : un liquide et un gaz (de l'eau et de l'air dans
la plus part des cas). Les interactions entre les deux phases �uides créent alors des forces
d'attraction entre les grains via des ponts capillaires. L'intensité de ces forces dépendent de
la géométrie des ponts et de leur quantité. Il est à noter que la capillarité peut jouer un rôle
important même à très faible niveau d'humidité. En�n, le milieu peut être saturé, si le �uide
interstitiel est un liquide (de l'eau en général) et que toute la phase gazeuse a pu être évacuée
hors du matériau.

La force de réaction d'un grain sur l'autre se décompose en une réaction normale et une
réaction tangentielle. L'origine de ces forces à l'échelle microscopique met en jeu de nombreux
phénomènes tels que la rugosité des surfaces de contact, leurs états physico-chimiques ou en-
core les propriétés locales des matériaux (élasticité, plasticité, �uage,...). A l'échelle du grain,
les lois de contacts sont dominées par la répulsion élastique (contact de Hertz) et le frotte-
ment (lois d'Amontons-Coulomb). La dimension des grains doit être supérieure à environ 100
µm car en-dessous, les forces électrostatiques, les interactions de Van der Waals, les e�ets de
l'humidité et le rôle de l'air peuvent devenir signi�catifs. Les grains sont caractérisés par la
nature des matériaux qui les constituent, leur morphologie et leur granulométrie. Les grains
peuvent être constitués de tous types de matériaux (verre, acier, graines, etc.). La morpholo-
gie des grains est généralement évaluée selon deux critères : i) leur sphéricité qui dépend du
rapport entre la plus grande dimension du grain et la plus petite et ii leur angularité dé�nie
comme le rapport entre le rayon de courbure moyen des arêtes et le rayon maximum de la
sphère inscrite au grain. La nature et la morphologie des grains sont les principaux facteurs
qui in�uencent les paramètres de la loi de contact inter-grains.

Les matériaux granulaires sont le siège de ruptures dont les conséquences peuvent avoir
un impact immense sur les sociétés humaines. On peut par exemple citer les ruptures des
digues de la Nouvelle-Orléans lors de l'ouragan Katrina (2005) qui a fait plus de 1800 morts,
les glissements de terrains de la province chinoise du Gansu (2010) qui ont fait près de 2000
morts, les avalanches qui ont fait plus de 300 morts au cours des quinze dernières années dans
les montagnes françaises, etc. La compréhension des mécanismes conduisant à la rupture des
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milieux granulaires ainsi que leur modélisation constituent donc un enjeu fondamental pour
les domaines des risques naturels et du génie civil.

1.1 Dé�nitions

La rupture. Au sens étymologique (lat. rumpere), la rupture fait référence au fait de
casser un solide en deux ou plusieurs morceaux. En mécanique des matériaux, la rupture est
caractérisée par l'état limite de contrainte que peut soutenir l'échantillon du matériau étudié.
Un matériau est dans un état de rupture lorsqu'une petite augmentation de charge conduit
à des déformations très grandes. Le terme d'e�ondrement est parfois utilisé pour décrire le
comportement post-rupture du matériau caractérisé par des vitesses de déformation élevées
et une perte totale de résistance.

La rupture comme une instabilité. Historiquement, la première tentative de dé�nition
de la notion de stabilité d'un système mécanique, appliquée à l'analyse des trajectoires cé-
lestes, peut être attribuée à Lyapunov (1907). Cette dé�nition était basée sur le principe selon
lequel si l'on introduit une petite perturbation sur les positions ou les vitesses initiales des
corps célestes, la di�érence entre les trajectoires et les vitesses avec et sans perturbation doit
rester bornée. Il est possible d'étendre la notion de stabilité aux milieux continus : soit un
matériau donné ayant une histoire de chargement donnée auquel on applique un incrément
de chargement δl. Notons δr la réponse du matériau. Un état de contrainte-déformation est
stable si et seulement si ∀µ > 0 , ∃η > 0 tel que ‖δl‖ < η ⇒ ‖δr‖ < µ. En clair, un système
est stable si toute sollicitation bornée produit une réponse bornée ou encore un système est
instable si et seulement si une perturbation in�nitésimale induit des changements �nis dans
l'état du système. Pour ce qui est des instabilités matérielles qui nous intéressent ici, la notion
de stabilité a été actualisée par Darve and Laouafa (2000) : Pour un matériau non visqueux
et une histoire de déformation donnée, un état de contrainte-déformation est considéré stable
si pour toutes "petites" variations de sollicitation, la réponse reste "petite". L'état de rupture
d'un matériau est donc un état instable.

La rupture comme une bifurcation. Selon la dé�nition donnée par Petryk (1993), une
bifurcation correspond à un changement soudain et discontinu dans l'état du système ou du
mode de réponse du système sous évolution continue et graduelle des variables d'état. L'état de
rupture d'un matériau peut donc être vu comme un état à partir duquel, sous un chargement
constant, une bifurcation est possible. Lorsqu'on s'intéresse aux mouvements gravitaires, la
bifurcation est généralement associée à une transition d'un régime quasi-statique à un régime
transitoire dynamique.

1.2 Description phénoménologique

1.2.1 Les ruptures dans la nature

Dans la nature, la rupture d'un massif constitué d'un matériau granulaire se traduit par
la mise en mouvement d'une masse de sol initialement au repos sous l'action de la gravité
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(Hungr et al., 2014). La vitesse des phénomènes va de quelques centimètres par an pour un
glissement de terrain, à plusieurs dizaines de mètres par seconde pour une coulée de boue ou
une avalanche de neige. Quelques exemples de rupture ayant des cinématiques diverses sont
donnés sur la Figure 1.1.

La zone de transition entre la fondation immobile et la masse en mouvement correspond à
une surface où se concentrent les déformations de cisaillement. La plupart du temps, l'épais-
seur de la zone de transition est petite devant celle de la masse glissante si bien que l'on a
tendance à parler de surfaces rupture ou de glissement. De plus, les ruptures interviennent
souvent dans le cadre de scénarios comprenant plusieurs phases échelonnées dans le temps et
les surfaces de rupture associées à chacune des phases sont susceptibles de s'imbriquer. Les
expérimentations de Eckersley (1990) donnent une illustration de la notion de scénario de
rupture et de surface de glissement (Fig. 1.2). Le déclenchement de l'instabilité dont témoigne
la mise en mouvement de la masse de sol a pour origine l'atteinte d'un état de contrainte
limite au niveau de la surface de rupture. La compréhension des ruptures survenant dans la
nature passe donc par l'étude des matériaux en laboratoire.

1.2.2 Les ruptures en laboratoire

Volume Élémentaire Représentatif. Le volume élémentaire représentatif (VER) est le
plus petit volume permettant une représentation statistique correcte du matériau étudié.
Pour pouvoir considérer un volume de matériau granulaire comme homogène et s'a�ranchir
des e�ets d'échelle, il a été montré que la plus petite de ses dimensions doit être supérieure
à 50 à 100 fois le diamètre maximum des particules ou bien 200 à 300 fois le diamètre
médian (Habib, 1985; Jewell and Wroth, 1987; Omar and Sadrekarimi, 2015). Ainsi, lorsque
les particules dépassent quelques millimètres de diamètre (une dizaine en pratique), il est
di�cile d'étudier leur comportement en raison du grand volume nécessaire à la constitution
d'échantillons représentatifs et de la dimension importante des machines permettant de les
tester. Ainsi, les milieux granulaires étudiés en géomécanique sont typiquement constitués de
sables.

Ruptures localisées. A l'échelle d'un VER supposé initialement homogène, une rupture
localisée correspond à la transition d'un champ de déformation homogène vers un champ
de déformation discontinu caractérisé par l'apparition de bandes à l'intérieur desquelles les
déformations se concentrent. Cette concentration des déformations est vraisemblablement la
conséquence d'hétérogénéités locales à partir desquelles le phénomène de localisation se déve-
loppe. En fonction des conditions de chargement appliquées à l'échantillon, une ou plusieurs
bandes se développent selon des con�gurations symétriques ou non.

Une rupture localisée peut par exemple être observée à l'issue d'essais triaxiaux classiques
où on observe généralement une localisation des déformations selon un ou plusieurs plans de
cisaillement (Fig. 1.3). Le mécanisme de formation des bandes de cisaillement a été étudié par
de nombreux auteurs. Sadrekarimi and Olson (2010) se sont appuyés sur des essais au cylindre
creux réalisés sur du sable mis en place par pluviation à sec pour montrer que le matériau
est cisaillé uniformément sur toute sa hauteur avant localisation. Ils ont montré que lorsque
la résistance au cisaillement mobilisable est atteinte, les déformations se concentrent dans
une bande qui se développe progressivement jusqu'à atteindre une épaisseur limite comprise

6



(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.1 � Exemples de ruptures dans des milieux granulaires naturels : (a) glissement de
terrain (La Clapière, France) (b) glissement de déblais (Taiwan, 2010) (c) coulée de débris
(La Conchita, 1995) et (d) avalanche de neige.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.2 � Description des phases de rupture observées au cours d'une expérimentation en
semi-grandeur : (a) phase 1 initiée à 31.4s, (b) phase 2 initiée à 35.7s et (c) phase 3 initiée à
37.5s. La séquence entière de rupture est synthétisée sur la �gure (d). On distingue clairement
les di�érentes surfaces de rupture qui s'imbriquent les unes dans les autres (Eckersley, 1990)

(a) (b)

Figure 1.3 � Exemple de rupture localisée à l'issue d'essais triaxiaux réalisés sur des sables
(a) �ns et (b) grossiers (Desrues and Ando, 2015).
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(a) (b)

Figure 1.4 � Exemples de rupture di�use à l'issue d'essais triaxiaux non drainés (Nguyen,
2014).

entre 10 et 14 fois le diamètre médian des grains. Cet ordre de grandeur (10-20 fois le D50) a
été retrouvé par d'autres auteurs à partir de travaux expérimentaux (Vardoulakis and Graf,
1985; Finno et al., 1997; Alshibli and Sture, 1999; Desrues and Ando, 2015), analytiques
(Vardoulakis and Aifantis, 1992) ou de simulations numériques (Bardet and Proubet, 1991;
Oda et al., 1997; Iwashita and Oda, 1998; Zhu et al., 2015).

Dans les milieux granulaires cimentés et les roches, la localisation des déformations peut
également se manifester sous la forme de bandes de compaction (Rice and Rudnicki, 1980;
Holcomb et al., 2007) qui peuvent être observées à l'issue d'essais triaxiaux (Das et al., 2013)
ou d'essais oedométriques (Arroyo, 2005).

Ruptures di�uses. Lorsque la rupture du matériau se produit sans localisation visible,
on parle de rupture di�use. Au cours du régime transitoire correspondant à la rupture du
matériau, le champ de déplacement à l'intérieur de l'échantillon semble erratique et ne pré-
sente pas de signe de discontinuité visible : l'échantillon semble s'e�ondrer sur lui-même sous
l'e�et du chargement appliqué (Figure 1.4). Un exemple de rupture di�use couramment étu-
dié est celui de la liquéfaction (Daouadji et al., 2011). La description précise du mécanisme
de liquéfaction sera développée au chapitre suivant. D'autres exemples de rupture di�use ont
été mis en évidence par des études sur les l÷ss qui présentent des structures méta-stables
pouvant s'e�ondrer à l'occasion de leur saturation sous charge constante (Feda, 1988; Wang
and Bai, 2006).

1.2.3 Bifurcations et brisures de symétries

En réalité, les observations expérimentales montrent que les mécanismes de rupture des
matériaux granulaires sont variés. En e�et, sous conditions de chargement identiques, il a
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Figure 1.5 � Exemple d'une cascade de brisures de symétries observée lors d'un essai triaxial
réalisé sur un échantillon de sable (Ikeda et al., 1997).

été constaté que l'homogénéité initiale apparente des échantillons conduit à une grande di-
versité des états de rupture �naux. Pour expliquer cet aspect du comportement des milieux
granulaires, Ikeda et al. (1997) ont cherché à dé�nir le problème dans le cadre théorique de
la brisure de symétrie à partir d'un état uniforme. Selon cette approche, la rupture d'un
échantillon de sol (essais triaxiaux de révolution) est interprétée comme une série de brisures
de symétries géométriques correspondant à une cascade de modes de bifurcation dont l'en-
chaînement est déterminé par les imperfections locales du milieu (en terme d'homogénéité ou
d'uniformité). Plus précisément, le nombre de modes de bifurcation possibles semble inverse-
ment corrélé au nombre d'imperfections du milieu. De plus, sur la base de la conduite d'essais
triaxiaux sur des sables denses associés à une procédure d'analyse d'images, il a été montré
(Ikeda et al., 2008) que le mode de bifurcation di�us agit comme un catalyseur permettant
la brisure d'uniformité initiale et rend ainsi possible la cascade de bifurcations localisées qui
s'ensuivent. La description d'un exemple de scénario de bifurcation observé au cours d'un
essai triaxial est donnée sur la Figure 1.5.

Dans le cas des matériaux granulaires, ce qu'on appelle imperfection du milieu relève
en fait de la microstructure. Ainsi, un échantillon possédant de nombreuses imperfections
procurant une anisotropie au milieu serait, pour un chemin de sollicitations donné, préféren-
tiellement guidé vers un mode de bifurcation di�us ayant pour e�et de produire une plus
grande homogénéité avant de connaître éventuellement une explosion des modes de bifurca-
tion localisés possibles.

1.2.4 Imbrication des échelles

Il est également important de souligner que le caractère di�us ou localisé de la rup-
ture semble relatif à l'échelle à laquelle le matériau est considéré. En e�et, certains travaux
semblent montrer que l'aspect apparemment homogène de la déformation des éprouvettes
correspond en fait à des schémas de localisation di�us. Ces shémas de localisation dépendent
du matériau concerné mais aussi des modes de chargement de l'essai (Alshibli et al., 2003).
Réciproquement, de nombreuses études tant expérimentales que numériques (Zhu et al.,
2016a) tendent à montrer que la structure du milieu à l'intérieur de la bande de cisaillement
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(a) (b)

Figure 1.6 � (a) Visualisation par tomographie au rayon X de la densité du matériau gra-
nulaire en grandes déformations (Alshibli et al., 2003). (b) Courbe d'évolution de l'indice des
vides en fonction de la déformation axiale pour des échantillons ayant soumis à une rupture
di�use (S4) ou localisée (S3). La courbe S3* correspond à l'indice des vides local évalué dans
la bande de cisaillement (Zhu et al., 2016a).

est identique à celle qui est observée lors d'une rupture di�use (Fig. 1.6). Ainsi, les mesures
globales d'indice des vides à l'échelle de l'échantillon ne sont pas pertinentes pour caractériser
l'état critique du matériau après localisation (Desrues et al., 1996).

1.3 Mécanismes à l'origine de la rupture dans les maté-
riaux granulaires

Les milieux granulaires possèdent un large spectre de propriétés mécaniques et de modes
de rupture (Darve et al., 2004; Nicot et al., 2009). La microstructure, à travers le réseau des
contacts inter-grains et les encombrements géométriques, joue un rôle fondamental dans la
variété et la complexité des comportements observés. En deux dimensions, la microstructure
s'organise en deux familles de structures : les chaînes de forces et les cycles de grains. Ces
structures sont dé�nies à une échelle mésoscopique, c'est-à-dire à une échelle intermédiaire
entre celle du contact inter-grains (échelle microscopique) et du VER (échelle macroscopique).

Les chaînes de forces. De nombreux travaux expérimentaux et numériques ont montré
que les contraintes appliquées à un volume de matériau granulaire se di�usent à travers un
réseau de forces de contact très hétérogène (Sidoro� et al., 1993; Jaeger et al., 1996; Radjai
et al., 1998). Il a été montré, à travers des travaux expérimentaux (Oda et al., 2004) et
numériques (Tordesillas et al., 2009), que la résistance mécanique des milieux granulaires
s'organise autour de colonnes quasi-rectilignes de plusieurs grains orientées dans la direction
du chargement et appelées chaines de forces (Fig. 1.7a). Ce sont ces chaines de forces qui
supportent l'essentiel des charges appliquées au milieu.
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(a) (b)

Figure 1.7 � Représentations des deux types de mésostructures : (a) les chaines de forces :
l'épaisseur des ignes en fonction de l'intensité des forces de contact (Radjai and Richefeu,
2009) et (b) les cycles de grains représentés par les polygones constitués des vecteurs branches
des contacts inter-grains (Zhu et al., 2016b).

Les cycles de grains. La déformabilité des milieux granulaires est la conséquence des
déplacements relatifs entre les grains. Elle dépend donc de leur arrangement et de l'encom-
brement stérique associé. Dans les assemblages bidimensionnels, l'arrangement des grains
entre eux peut être décrit par la distribution des cycles de grains, dé�nis comme les poly-
gones dont les arêtes sont constituées des vecteurs branches reliant les centres géométriques
de chaque grain (Fig. 1.7b). Les vides locaux et déplacements relatifs entre grains peuvent
alors être quanti�és à l'échelle de chaque cycle (Satake, 1992; Kruyt and Rothenburg, 1996;
Nguyen et al., 2009) et reliés aux grandeurs macroscopiques correspondantes (Bagi, 1996;
Bonelli et al., 2012; Nguyen et al., 2012).

Dualité et interaction des mésostructures. La complexité du comportement des ma-
tériaux granulaires dérive de l'évolution de l'organisation spatiale de ces deux types de méso-
structures. L'évolution de la distribution des chaines de force a une in�uence cruciale sur la
capacité du matériau à résister au chargement appliqué tandis que celle des cycles de grains
détermine les propriétés de déformabilité du milieu (Tordesillas et al., 2010). Les popula-
tions de ces mésostructures évoluent de manière à ce que le matériau granulaire s'adapte
aux conditions limites qui lui sont appliquées. Lorsque la structure de l'assemblage n'est plus
compatible avec les conditions limites qui lui sont appliquées, il se produit un réarrangement
de la microstructure. Le réarrangement de l'assemblage peut rester localisé à l'échelle de
quelques grains (phénomène de stick-slip) ou bien conduire à l'e�ondrement des chaines de
forces et provoquer ainsi la rupture du matériau granulaire (Tordesillas, 2007; Tordesillas
and Muthuswamy, 2009; Zhang et al., 2016; Zhu et al., 2016a). Si l'e�ondrement des chaines
de force se concentre dans une zone localisée du matériau, on observe une localisation des
déformations là où les chaines de forces s'e�ondrent (Fig. 1.8).

Les deux types de mésostructures collaborent nécessairement entre elles. En e�et, les
chaines de force ne peuvent exister sans la présence de cycles de grains qui les supportent
latéralement (Fig. 1.9). La capacité des cycles de grains à stabiliser les chaines de force
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(a) (b)

Figure 1.8 � Représentation du milieu granulaire dense à l'état de rupture : (a) Distribution
des déformations locales dans le milieu (la déformation locale augmente du bleu vers le
rouge), (b) représentation des chaînes de force qui �ambent (en rouge). On peut voir que
l'e�ondrement des chaines de force a essentiellement lieu dans la bande de cisaillement (Zhu
et al., 2016a).

dépend de leur topologie et de leur géométrie (Tordesillas et al., 2011; Zhu et al., 2016b). En
particulier, l'instabilité des chaines de force a pu être attribuée dans une grande mesure à la
présence de cycles de grains lâches et déformables, en particulier les cycles comportant les
nombres de grains les plus élevés (Zhu et al., 2016b).

1.4 Cadre théorique de l'étude de la rupture

1.4.1 Critère d'instabilité matérielle

En mécanique des solides, l'état d'un matériau est généralement caractérisé par des va-
riables internes : les tenseurs de contraintes σ et de déformations ε. Ce matériau est soumis
à l'action de variables externes ou variables de contrôle qui dé�nissent les conditions de
chargement ou les conditions aux limites du système.

Critère de Hill. Considérons un point matériel dont l'évolution de l'état est caractérisé
par les grandeurs incrémentales de ses variables internes δσij et δεij. Selon la condition de
Hill (1958), un état de contrainte-déformation est instable si il existe au moins une direction
de chargement pour laquelle les déformations associées peuvent se poursuivre de manière
in�nitésimale sans apport d'énergie extérieure. En pratique, cela signi�e que les déformations
se poursuivent sous chargement extérieur constant. La condition d'instabilité matérielle d'un
volume élémentaire V s'exprime donc sous la forme d'un critère énergétique faisant intervenir
le travail du second ordre :

W2 =

∫
V

δσijδεijdv ≤ 0 (1.1)
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(a) (b)

Figure 1.9 � Description du milieu granulaire en termes de mésostructures : (a) dé�nition des
mésostructures et (b) exemples de distribution des mésostructures dans un milieu granulaire.
Les grains en bleu foncé constituent les chaines de force, la surface est bleu correspond aux
cycles de grains reliés à ces chaines de force et les cycles en gris aux cycles non reliés au
chaines de force (Zhu et al., 2016b).

L'équivalence entre le critère de Lyapunov, énoncé précédemment, et la condition de Hill
n'est pas générale (Chambon and Caillerie, 1999). En fait, cette équivalence est probablement
véri�ée pour les matériaux non visqueux si l'on exclut les instabilités de �ottement.

Cônes d'instabilité. Le signe du travail du second ordre dépend de la direction du char-
gement. Dans le cas bidimensionnel, la direction du chargement est caractérisée par un angle
unique dé�ni par rapport à la direction principale majeure du tenseur des contraintes ou des
déformations (Fig. 1.10). La direction de chargement en contraintes e�ectives est dé�nie par
l'angle θσ qui s'exprime :

Rσ = tan θσ =
δσ2

δσ1

(1.2)

et la direction de chargement en déformation est dé�nie par l'angle θε qui s'exprime :

Rε = tan θε =
δε2

δε1

(1.3)

Il est possible de déterminer les directions d'instabilité à partir d'une représentation gra-
phique pertinente du signe du travail du second ordre. La représentation polaire du travail du
second ordre normalisé consiste à représenter dans le plan (δσ1,δσ2) la fonction r2(θ) dé�nie
par :

r2(θ) =
W2(θ)

‖δσ‖ ‖δε‖
+ 1 (1.4)

Dans l'expression le terme représenté par une fraction correspond à la valeur du cosinus
de l'angle entre les vecteurs contrainte et déformation. La fonction r2(θ) est alors comprise
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Figure 1.10 � Dé�nition des angles caractérisant les directions de chargement et de réponse.

Figure 1.11 � Exemple de représentation du paramètre r2 (Hadda, 2013) en fonction de
l'orientation des contraintes dans le plan de Rendulic de incréments de déformation au cours
d'un essai triaxial (η = q/p′).

entre 0 et 2 et le critère d'annulation du travail du second ordre revient alors simplement
à r2(θ) = 1. Les directions de l'espace pour lesquelles r2(θ) > 1 sont des directions stables,
alors que celles pour lesquelles r2(θ) ≤ 1 correspondent à des directions instables.

La détermination des cônes d'instabilité peut se faire de manière analytique lorsque l'on
peut écrire la matrice de rigidité tangente explicitement. Dans les autres cas, il convient d'ef-
fectuer une recherche directionnelle par simulation numérique (Gudehus, 1979). Le principe
de la recherche directionnelle est d'étudier la réponse incrémentale du matériau en fonction
de la direction des incréments de contraintes imposés.

La représentation polaire du travail du second ordre normalisé peut également être faite
dans le plan (δε1,δε2). Un exemple de diagramme représentant r2 dans le repère des déforma-
tions incrémentales est donné sur la Figure 1.11. Le cercle en pointillé noir désigne la courbe
r2 = 1. On voit apparaître un cône d'instabilité pour η = q/p = 0.44 pour les directions θε
comprises entre 120° et 150°.

Le déclenchement de la rupture d'un matériau dépend donc de deux variables : i) l'état
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du matériau, qui détermine les bornes supérieures et inférieures du cône d'instabilité et ii)
la direction du chargement appliqué. La direction du chargement dépend des conditions aux
limites appliquées au milieu et des conditions de drainage. L'état du matériau à un instant
donné dépend de son état initial et de l'accumulation des déformations irréversibles qu'il a
subies au cours de son chargement.

Exemple d'un essai triaxial monotone en conditions non drainées. Considérons
un essai triaxial de chargement monotone non drainé. Nous allons nous intéresser au chemin
de contrainte suivi par l'échantillon dans le diagramme de Cambridge (p′, q) (Figure 1.12).
Le chargement étant axisymétrique, le déviateur des contraintes s'exprime q = σ1 − σ3 avec
σ1 la contrainte principale majeure (axiale pour un essai en compression) et σ3 la contrainte
principale mineure (latérale pour un essai en compression). Le travail du second ordre s'ex-
prime :

W2 = δσ1δε1 + 2δσ3δε3 (1.5)

i.e.
W2 = δqδε1 + δσ3δεv (1.6)

avec δεv = δε1 + 2δε3. La condition non drainée impose un cisaillement à volume constant,
soit δεv = 0 , d'où :

W2 = δqδε1 (1.7)

En supposant une consolidation préalable isotrope, le point représentatif A de l'état initial
est situé sur la droite des abscisses. Lors de la première phase de chargement, le travail du
second ordre est positif : le système est stable. Durant cette phase, il y a diminution de
la contrainte e�ective moyenne et augmentation progressive de la surpression interstitielle.
Lorsque le système atteint le point B, le déviateur des contraintes atteint un maximum local
(δq = 0) et il y a annulation du travail du second ordre. Entre B et C, le travail du second
ordre est négatif : le matériau s'e�ondre sur lui-même, les contraintes e�ectives diminuent
et le matériau se réorganise jusqu'à ce que sa microstructure lui permette de retrouver une
capacité à résister au chargement appliqué. Le système redevient stable (travail du second
ordre positif) et la pression interstitielle se met à diminuer. A partir du point C, les contraintes
e�ectives augmentent à nouveau jusqu'à ce que le critère de rupture soit atteint (point D).

1.4.2 Critères de bifurcation

Lorsque le matériau est soumis à une évolution continue de ses variables internes et de
contrôle, la bifurcation du système correspond à un changement de nature de la réponse du
système.

Critère énergétique. D'après les ré�exions du paragraphe précédent, on peut dé�nir le
domaine de bifurcation comme étant l'ensemble des états à partir desquels le système peut
passer d'un régime quasi-statique à un régime dynamique (Nicot et al., 2012) alors que
les paramètres de chargement évoluent continûment. Physiquement, cette transition doit se
traduire dans la variation de l'énergie cinétique du système. Ainsi, les limites de ce domaine
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(a) (b)

Figure 1.12 � Représentation d'un essai triaxial non drainé : (a) réponse en contraintes
déformations q − ε1 et (b) chemin des contraintes dans le diagramme de Cambridge q − p′.

peuvent être dé�nies à partir d'une équation exprimant comment l'énergie cinétique varie en
fonction des e�orts internes et externes :

δEc(t) =

∫
Γ

σijnjδuidΓ−
∫
V

σij
∂(δui)

∂xj
dV (1.8)

où δEc(t) représente la variation de l'énergie cinétique du système à l'instant t. Il peut être
intéressant d'exprimer cette relation en fonction de la con�guration initiale du système en
adoptant un point de vue semi-Lagrangien :

δEc(t) =

∫
Γ0

ΠijNjδuidΓ0 −
∫
V0

Πij
∂(δui)

∂Xj

dV0 (1.9)

où Π représente le tenseur des contraintes de Piola-Kircho� du premier type et Γ0 la frontière
du volume initial V0 (cf. Annexe A). En di�érentiant l'expression précédente et en appliquant
la formule de Green, on obtient (Nicot and Darve, 2007a) l'expression de la dérivée seconde
de l'énergie cinétique du système à partir d'un état d'équilibre :

δ2Ec(t) =

∫
Γ0

δΠijNjδuidΓ0 −
∫
V0

δΠij
∂(δui)

∂Xj

dV0 (1.10)

Ainsi, si l'on considère l'apparition d'une bifurcation comme étant caractérisée par une bou�ée
d'énergie cinétique (δ2Ec > 0) et en dé�nissant le travail du second ordre par la relation :

W2 =

∫
V0

δΠij
∂(δui)

∂Xj

dV0 (1.11)

on obtient la condition de bifurcation suivante :

W2 <

∫
Γ0

δΠijNjδuidS0 (1.12)

Dans le cas où il n'y a pas de variation des charges appliquées aux frontières du système,
cette condition s'exprime simplement par :

W2 < 0 (1.13)
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1.5 Application aux lois de comportement incrémentales

Le principe de déterminisme appliqué à l'étude du comportement des matériaux stipule
que si l'on applique à un matériau un chemin de sollicitation donné, alors le chemin de réponse
est déterminé et unique. L'état de contrainte du matériau à un instant donné dépend donc
de son état initial et de toute l'histoire du chargement auquel il a été soumis. Dans le cas
de déformations irréversibles, la connaissance de l'état de déformation à un instant donné ne
su�t donc pas pour déterminer l'état de contrainte. Une des solutions à ce problème consiste
à écrire la loi de comportement sous une forme incrémentale.

1.5.1 Écriture tensorielle

Le principe du déterminisme incrémental consiste à considérer que si l'on applique un
incrément de sollicitation au matériau pendant un intervalle de temps δt, l'incrément de dé-
formation résultant δε est déterminé et unique. Cette dé�nition se traduit mathématiquement
par l'existence d'une fonctionnelle FH qui véri�e :

FH (δε, δσ, δt) = 0 (1.14)

où FH est une fonction dépendant de l'histoire des sollicitations représentée par le paramètre
de mémoire H. Cette relation peut également s'écrire sous une forme tensorielle :

δσ = Lij (δε) (1.15)

où L est une fonction tensorielle non linéaire. L'hypothèse de non viscosité permet d'a�rmer
que Lij est une fonction homogène d'ordre 1 et l'identité d'Euler implique (Nicot and Darve,
2005a) :

Lij (δε) =
∂Lij
∂ (δεkl)

δεkl (1.16)

On peut alors dé�nir un opérateur linéaire tangent L d'ordre 4 dont les composantes sont
dé�nies par :

Lijkl (v) =
∂Lij
∂ (δεkl)

(1.17)

où les composantes du vecteur v dé�nissant la direction de l'incrément de déformation sont
données par vk = δεk/

√
δεlδεl. Selon ce formalisme, on peut linéariser la relation précédente

sous la forme :
δσij = Lijkl (v) δεkl (1.18)

Dans l'hypothèse de déformations in�nitésimales, le tenseur des déformations est symétrique,
et on a Lijkl = Ljikl et Lijkl = Lijlk.

1.5.2 Écriture matricielle

L'équilibre des moments véri�é en tout point matériel impose la symétrie du tenseur des
contraintes. Ainsi, il su�t de six composantes pour décrire les variables internes du matériau :
le vecteur des contraintes de composantes δσα et le vecteur déformations de composantes δεβ.
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Selon ces notations, la relation incrémentale s'exprime δσα = Kα(δεβ) et on peut alors, de
manière analogue à celle précédemment développée, dé�nir la matrice de rigidité tangente K
relative à un incrément de déformation de direction v :

Kαβ (v) =
∂Kα
∂ (δεβ)

(1.19)

avec vk = δεl/
√
δεlδεk. La matrice de rigidité tangente dépend donc de la direction de

l'incrément de déformation. Finalement, la loi de comportement incrémentale peut s'écrire
sous la forme générale :

δσα = Kαβ (v) δεβ (1.20)

La dépendance directionnelle de la relation 1.20 caractérise l'aspect incrémentalement non
linéaire de toute loi élasto-plastique.

Une zone tensorielle est une partie de l'espace des sollicitations incrémentales dans la-
quelle la relation constitutive incrémentale est linéaire. Une loi élastique est incrémentalement
linéaire et possède une seule zone tensorielle. Une loi élasto-plastique est a minima linéaire
par morceaux et possède au minimum deux zones tensorielles : une zone plastique en charge
et une zone élastique en décharge. Dans chaque zone tensorielle, l'expression de la matrice
de rigidité tangente est unique.

1.5.3 Critère de bifurcation

A partir de la relation matricielle incrémentale 1.20 et de la dé�nition du travail du second
ordre, on obtient :

W2 = δσαδεα = Kαβδεαδεβ (1.21)

Décomposons alors la matriceK en une matrice symétriqueKs ≡ (K +t K) /2 et une matrice
antisymétrique Ka ≡ (K−t K) /2. On a par dé�nition :

Ka
αβδεαδεβ = (Kαβδεαδεβ −Kβαδεβδεα)/2 (1.22)

d'où
Ka
αβδεαδεβ = 0 (1.23)

Le travail du second ordre s'écrit donc :

W2 = Ks
αβδεαδεβ (1.24)

Le travail du second ordre est donc une forme quadratique dont le signe dépend de la direction
du chargement. L'étude du critère de bifurcation nécessite l'étude des propriétés spectrales
de la partie symétrique de la matrice de rigidité tangente et le domaine de bifurcation est
délimité par une hypersurface dé�nie par la condition suivante :

detKs = 0 (1.25)

L'annulation du déterminant de Ks a lieu pour un ensemble de directions de chargement
dé�nies par les vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles. Ces vecteurs dé�nissent
des directions de déformation v qui véri�ent Ksv = 0 : cette relation dé�nit une règle
d'écoulement à l'intérieur du domaine de bifurcation. Par ailleurs, on montre que le critère
spectral donné par l'équation 1.25 reste valable dans le cas des chargements mixtes pour
lesquels les variables de chargement sont contrôlées en contraintes et en déformations (Nicot
et al., 2011).
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Figure 1.13 � Représentation du domaine de bifurcation dans le plan axisymétrique des
contraintes de Rendulic obtenu à partir d'essais triaxiaux en compression.

1.5.4 Critère de plasticité

La dé�nition classique de la plasticité consiste à dire que lorsque le seuil de plasticité
est atteint, il existe au moins une direction de chargement selon laquelle une déformation
incrémentale ||δε|| 6= 0 produit une contrainte incrémentale ||δσ|| = 0. On a alors :

Kδε = 0 (1.26)

Cette équation dé�nit la direction de l'écoulement du matériau une fois l'état-limite atteint :
c'est la règle d'écoulement introduite dans la théorie de la plasticité. Lorsque le matériau
atteint le seuil de plasticité, il y a perte d'unicité dans la relation entre les contraintes et les
déformation (Nicot and Darve, 2007b). La matrice de rigidité K devient non inversible, et
on a :

detK = 0 (1.27)

Cette équation dé�nit une surface de dimension six et correspond à la surface limite de charge
du matériau dans la théorie de la plasticité standard.

Dans le cas des matériaux associés, la matrice de rigidité est symétrique. Le critère de
plasticité correspond donc au critère de bifurcation. En revanche, dans le cas de matériaux
non-associés (ce qui est le cas de la plupart des géomatériaux), la matrice de rigidité n'est
pas symétrique. Le théorème de Bromwich (Willam and Iordache, 2001) établit alors que :

detKs < detK (1.28)

ce qui démontre que detK = 0 ⇒ detKs < 0. Le domaine de plasticité est donc inclus dans
le domaine de bifurcation.

1.5.5 Domaine de bifurcation

L'ensemble des états pour lequel une bifurcation est possible est appelé domaine de bifur-
cation. Le domaine de bifurcation est généralement représenté dans l'espace des contraintes
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(a) (b)

Figure 1.14 � Représentation du domaine de bifurcation dans le plan axisymétrique des
contraintes et des cônes de directions instables (en rouge) dans le cas d'une sable (a) dense
ou (b) lâche (Darve et al., 2004)

sous la forme d'un domaine conique dont la borne supérieure correspond à la surface li-
mite plastique detK = 0 et dont la borne inférieure est donnée par le critère de bifurcation
detKs = 0 (Fig. 1.13).

Dans le cas général, on ne peut pas déterminer l'expression analytique de la matrice de
rigidité pour un chargement quelconque. La détermination du domaine de bifurcation néces-
site donc la réalisation de simulations numériques dont les résultats ne sont pas valables en
dehors des chemins de sollicitation considérés. Darve et al. (2004) ont par exemple déterminé
les limites du domaine de bifurcation dans l'espace des contraintes à partir d'une recherche
directionnelle fondée sur l'utilisation d'une loi incrémentalement non linéaire calibrée sur le
comportement observé d'échantillons de sables d'Hostun lâches et denses sollicités en ex-
tension et en compression (Fig. 1.14). Les états de contrainte appartenant au domaine de
bifurcation sont ceux pour lesquels il existe un cône d'instabilité, i.e. au moins une direction
de chargement conduisant à l'annulation du travail du second ordre .

1.5.6 Critère de localisation

L'expérience montre que certains modes de rupture se produisent avant que le critère de
plasticité ne soit atteint dans tout le volume de l'échantillon. Ces modes de rupture sont
caractérisés par une perte d'homogénéité de l'échantillon. La déformation du matériau ini-
tialement homogène se concentre alors dans une ou plusieurs bandes de cisaillement (Desrues
and Viggiani, 2004; Desrues and Ando, 2015). Pour décrire ce phénomène, les conditions
de localisation des déformations selon une bande de cisaillement à partir d'un état initial
homogène peuvent être établies (Rudnicki and Rice, 1975; Rice, 1976).

Condition de localisation. Considérons un échantillon composé de deux zones : une zone
homogène au sein de laquelle la déformation incrémentale est donnée par δεhij et une bande
de cisaillement dans laquelle la déformation incrémentale est donné par δεbij (Fig. 1.15). On
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(a) (b)

Figure 1.15 � Schéma de localisation dans les milieux granulaires : (a) distribution de
porosité mesurée par tomographie à rayon-X au cours d'un essai triaxial drainé (Desrues
and Ando, 2015) et (b) dé�nition des grandeurs intervenant dans le critère de localisation
(Rudnicki and Rice, 1975)

peut montrer que la relation entre ces champs de déformations incrémentales s'exprime en
fonction du gradient des incréments de déformation g projeté sur la normale à la discontinuité
n (Rice, 1976) :

δεbkl = δεhkl + gknl (1.29)

D'autre part, la condition de continuité des incréments de contraintes à l'interface de la bande
s'exprime (Nicot and Darve, 2011b) :

δσbijnj = δσhijnj (1.30)

En supposant la relation tensorielle décrite par l'équation 1.18, la relation précédente devient :

Lijklδε
b
klnj = Lijklδε

h
klnj (1.31)

i.e.
Lijkl

(
δεhklnj + gknl

)
= Lijklδε

h
klnj (1.32)

d'où
Lijklnlgk = 0 (1.33)

ou encore
(niLijklnl) gk = 0 (1.34)

Trouver les directions pour lesquelles la relation 1.34 est véri�ée revient à étudier les propriétés
spectrales du tenseur nLn, appelé tenseur acoustique 1. La condition de localisation devient :

det(tnLn) = 0 (1.35)

1. Cette dénomination est héritée du cadre théorique de l'étude des ondes élastiques dans un milieu
homogène. Les valeurs propres du tenseur nLn divisées par la densité du matériau correspondent au carré
de la célérité des ondes de propagation dans la direction n. L'annulation du déterminant de nLn correspond
à l'apparition d'ondes stationnaires qui témoignent d'une localisation des déformations élastiques dans le
milieu.
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Orientation des bandes de cisaillement. L'orientation des bandes de localisation des
déformations sont données par leurs normales n. Notons η l'angle que fait la bande de cisaille-
ment avec la direction de la contrainte principale (Fig. 1.15b). Les données expérimentales
(Arthur et al., 1977; Scarpelli and Wood, 1982) montrent que l'orientation des bandes de
cisaillement varie entre deux valeurs limites :

ηC =
π

4
− ϕ

2
(1.36)

et

ηR =
π

4
− ψ

2
(1.37)

où ϕ est l'angle de frottement interne du matériau et ψ son angle de dilatance. Ces limites ont
fait l'objet de justi�cations théoriques (Roscoe, 1970; Arthur and Dunstan, 1982; Vermeer,
1990). Il a par ailleurs été observé que les angles d'orientation des bandes de cisaillement
dépendent de la dimension des grains (Vermeer, 1990). L'orientation des bandes de cisaille-
ment dans les sols �ns a tendance à se rapprocher de ηC alors que les sols plus grossiers ont
tendance à développer des bandes de cisaillement dans une direction proche de ηR. Pour une
roche granulaire, sollicitée à des niveaux de contraintes très élevés, l'inclinaison des bandes
de cisaillement dépend directement de la pression de con�nement (Papamichos et al., 1998).

Localisation et domaine de bifurcation. Il est intéressant de noter que la condition
de localisation véri�e le critère d'annulation du travail du second ordre. En e�et, supposons
qu'il existe des vecteurs n et g tels que la relation 1.34 est véri�ée. On en déduit (Nicot and
Darve, 2011b) :

gj (niLijklnl) gk = 0 (1.38)

En rappelant que l'incrément de déformation est dé�ni par δεij = (nigj + njgi) /2 (Bigoni
and Hueckel, 1991), le travail du second ordre s'exprime :

W2 = δεijδσij = δεijLijklδεkl =
1

4
(nigj + njgi)Lijkl (nkgl + nlgk) (1.39)

Grâce aux symétries mineures du tenseur constitutif, on obtient :

W2 = gj(niLijklnl)gk (1.40)

La véri�cation de la condition de localisation 1.34 implique donc nécessairement la condition
d'annulation du travail du second ordre. Cela démontre que la véri�cation de la condition de
localisation implique l'appartenance au domaine de bifurcation.
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Chapitre 2

Le mécanisme de liquéfaction

2.1 Identi�cation du mécanisme

Historique. Ishihara (1993) suggère que le terme de "liquéfaction" soit à attribuer à Ter-
zaghi and Peck (1948) qui l'avaient utilisé pour décrire le changement soudain de dépôts de
sable de l'état solide à l'état liquide sous l'e�et d'une légère perturbation. Cependant, le terme
"liqué�é" a été employé pour la première fois dans le domaine de la mécanique des sols par
Hazen (1920) pour décrire la rupture du barrage de Calaveras (Californie) survenue en 1918 :
"Si la pression interstitielle est assez élevée pour reprendre la totalité de la charge appliquée,
cela aura pour e�et de séparer les grains et de créer une situation pratiquement équivalente à
celle d'un sable mouvant... la déformation initiale d'une partie du matériau pourrait conduire
à une accumulation de pression et à la liquéfaction du matériau qui se propagerait de proche
en proche aux points du voisinage". Il est alors le premier à faire le lien entre le mécanisme de
liquéfaction, les pressions interstitielles et les contrainte e�ectives. Je�eries and Been (2016)
font référence au Colonel Lynman (US Army Corps of Engineering) qui, à la �n des années
1930, aurait procédé à la densi�cation du matériau de remblai du barrage de Franklin Falls
a�n de se prémunir d'une rupture par liquéfaction en se référant au concept d'indice des
vides critique proposé par Casagrande (1936). En�n, dans une intervention dédiée aux glisse-
ments sous-marins, Koppejan et al. (1948) rapporte le cas de rupture de talus par liquéfaction
survenue en 1918 au voisinage d'un pont ferroviaire dont le déclenchement est attribué aux
vibrations induites par le passage des trains.

Liquéfaction en conditions partiellement drainées. Dans la nature, les matériaux
granulaires sont le plus souvent soumis à des conditions de drainage partiel. Dans ce cas, un
matériau granulaire dense aura tendance à se dilater et à aspirer l'eau, ce qui augmentera les
contraintes e�ectives dans le milieu. Un matériau granulaire lâche aura quant à lui tendance à
se contracter et à expulser l'eau. Un écoulement vertical relatif entre le �uide et les grains vient
alors diminuer la contrainte e�ective du milieu. Les grains peuvent se retrouver en suspension
et les contraintes e�ectives s'annuler. Le comportement du matériau est donc celui du �uide
interstitiel et on dit que le matériau est liqué�é. L'annulation des contraintes e�ectives est
temporaire (et très rapide dans le cas où le �uide interstitiel est l'air). Le matériau retrouve
une résistance au cisaillement après le drainage du �uide interstitiel.

Le mécanisme de liquéfaction en condition de drainage partiel a été mis en évidence
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(a) (b)

Figure 2.1 � Photographies de la mise en mouvement de la pente dans les cas lâche (a) et
dense (b) tirées des �lms des expérimentations réalisées par Iverson et al. (1997) - source
http ://pubs.usgs.gov

expérimentalement en semi-grandeur (Iverson et al., 1997; Iverson, 2000; Iverson et al., 2000).
L'expérimentation consistait à construire une même pente avec un sable préparé dans un
état dense (e=0.69) et dans un état lâche (e=1.08). La pente faisait un angle de 31° avec
l'horizontale, avait une hauteur d'environ 3 m. Le matériau était disposé sur une épaisseur de
40 cm et était stabilisé par une butée de pied. Des pressions interstitielles étaient introduites
dans la pente par aspersion jusqu'à ce que la pente se mette à s'écouler. Dans le cas dense,
il a été observé que la mise en mouvement de la masse était lente et s'e�ectuait par à-coups.
Dans le cas lâche, la mise en mouvement donnait lieu à une accélération soudaine et très
rapide où toute la masse dévalait la pente comme un �uide.

Le plus souvent, il est considéré que le déclenchement de la liquéfaction est su�samment
rapide pour se faire en conditions non drainées. Cette hypothèse simpli�catrice est justi�ée
par le fait qu'à l'échelle d'un ouvrage ou d'une pente naturelle, la cinétique d'évacuation de
l'eau du milieu est bien plus lente que celle du réarrangement des grains. On associe donc
généralement le mécanisme de liquéfaction à un chargement en conditions drainées.

Liquéfaction en conditions non drainées. En conditions non drainées, le chargement
d'un matériau contractant s'accompagne d'une diminution des contraintes e�ectives due à
l'e�ondrement des chaines de forces. Si les déformations imposées au milieu conduisent à
l'extinction des chaines de forces, les contraintes e�ectives s'annulent. Le comportement du
milieu granulaire est proche de celui du �uide interstitiel 1 : c'est la liquéfaction (Fig. 2.2).

Le schéma de principe de la liquéfaction d'un matériau granulaire sous l'e�et d'un ci-
saillement simple en conditions non drainées est donné en Figure 2.2. La structure initiale est
volontairement choisie pour être très contractante. La déformation engendrée par le cisaille-
ment conduit à une déstabilisation puis un e�ondrement complet de la structure granulaire.
Les grains sont mis en suspension puis sédimentent au fond de l'échantillon sous l'e�et de
la gravité. Dès la phase de déstabilisation, la contrainte totale appliquée au milieu est inté-
gralement reprise par le �uide et on a u = σ0. La contrainte e�ective est alors nulle et le

1. La présence des grains induit certainement une viscosité additionnelle.
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Figure 2.2 � Di�érentes étapes de la liquéfaction d'un sol sous l'e�et cisaillement simple en
conditions non drainées (déformation à volume constant). (a) Etat initial, (b) déstabilisation
de l'assemblage granulaire et mis en suspension des grains et (c) sédimentation des grains
sous l'e�et de la gravité.

comportement du matériau est proche de celui du �uide interstitiel : le matériau est liqué�é.

Liquéfaction cyclique. La liquéfaction cyclique est déclenchée par l'accumulation de dé-
formations irréversibles de la structure granulaire au cours des cycles de charge-décharge.
Les e�ets de ce mécanisme ont été observés dans la plupart des séismes importants sous la
forme de perte de portance des fondations de bâtiments, de fondations de ponts ou du terrain
naturel, d'étalement latéral de remblais, de remontée de canalisation ou de volcans de sable,
etc. (Fig. 2.3). Depuis le séisme de Niigata (1964), dont le coût des dommages estimés à un
milliard de dollars a été très majoritairement dû à la liquéfaction des sols, des e�orts considé-
rables ont été déployés pour étudier le mécanisme de liquéfaction des sols sous sollicitations
dynamiques. On trouve donc dans la littérature de nombreux exemples de rupture d'ouvrages
par liquéfaction sous sollicitations dynamiques (Seed et al., 1969, 1975; Ishihara, 1984; Youd
and Bennett, 1983) et une grande quantité de travaux sur le comportement des sables soumis
à des essais triaxiaux cycliques non drainés (Seed and Lee, 1966; Seed, 1979). Les travaux
menés par Talaganov (1996) méritent d'être cités dans la mesure où ils sont les premiers à
reproduire expérimentalement le mécanisme de liquéfaction cyclique sur des échantillons de
sables soumis à un cisaillement à volume constant en conditions sèches.

Il existe par ailleurs des méthodes empiriques d'évaluation du risque de liquéfaction per-
formantes basées sur des résultats d'essais in situ (Youd and Idriss, 2001; Serratrice, 2013).

Liquéfaction statique. Ce terme désigne les cas où la liquéfaction est déclenchée en
condition de chargement constant ou monotone. Les mécanismes menant à la liquéfaction
statique et cyclique sont vraisemblablement analogues. La di�érence provient essentiellement
des conditions d'accumulation des déformations irréversibles menant au déclenchement du
mécanisme. Nous pouvons donc focaliser notre analyse sur le mécanisme de liquéfaction
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 2.3 � Exemples d'e�ets de la liquéfaction sismique des sols : (a-b) e�ondrement
de bâtiments du pont de Showa lors du séisme de Niigata (Japon, 1964), (c) rupture d'un
remblai routier par étalement latéral (Alaska, 1964), (d) remontée de canalisation lors du
séisme de Tohoku (Japon, 2011) et (e-f) volcans de sables et engloutissement d'une voiture
dans le terrain naturel lors du séisme de Canterbury (Nouvelle Zélande, 2011).
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statique sous chargement monotone et les conclusions qui en seront tirées permettront de
progresser dans notre compréhension du mécanisme de liquéfaction cyclique.

Il est à noter que Robertson (2010) a développé une méthode in situ permettant d'évaluer
la susceptibilité des sols à la liquéfaction statique à partir des résultats d'essais de pénétration
au cône. Le critère de susceptibilité est à la fois fondé sur i) la corrélation entre les mesures de
résistance de pointe et de frottement latéral et les propriétés de dilatance et de contractance
des matériaux, ii) un retour d'expérience sur une trentaine de cas de liquéfaction tirés de la
littérature. Il est intéressant de constater que cette approche présente une grande analogie
avec la méthode d'évaluation du potentiel de liquéfaction sous séisme.

2.2 Exemples de ruptures d'ouvrages par liquéfaction sta-
tique

Les cas documentés de rupture par liquéfaction statique sont peu nombreux dans la
littérature. Les cas recensés concernent principalement des barrages, des digues et des pentes
sous-marines (Table 2.1). Nous présentons ici trois exemples de rupture par liquéfaction
statique tirés de la littérature. D'autres exemples sont fournis en Annexe A.

2.2.1 Barrage de Fort Peck, Etats-Unis (1938)

La rupture du barrage de Fort Peck a fait l'objet de nombreuses publications (USACE,
1939). Cet ouvrage barre la rivière Missouri au nord-est de l'état du Montana. Il s'agit
d'un barrage réalisé par remblaiement hydraulique ayant une hauteur de 76,3m au-dessus
de l'ancien lit de la rivière et une longueur en crête égale à 3224 m. Le volume total de la
retenue est de l'ordre de 24 000 Mm3. La construction du barrage, débutée en octobre 1934,
était presque achevée le 22 septembre 1938. La hauteur du barrage atteignait 62,8m lorsqu'un
glissement du talus amont d'un volume compris entre 4 et 8 millions de mètres cubes s'est
déclenché. La masse de sol s'est répandue en amont du barrage sur une distance comprise
entre 365 et 460 m, provoquant un a�aissement maximum de la crête de l'ordre de 40 m (Fig.
2.4).

Le scénario ayant conduit à la rupture semble avoir été initié par un glissement du talus le
long de lits argileux. Ce glissement a provoqué un tassement de la crête et des déformations
au sein du remblai sableux. Lorsque les déformations ont atteint une valeur critique, le sable
constitutif du remblai s'est liqué�é, provoquant alors une rupture rapide de l'ouvrage. Dans
la zone liqué�ée, le remblai était constitué de sables silteux �ns ayant un diamètre médian
D50 compris entre 0,06 et 0,20 mm et une teneur en �nes FC ≈ 55%.

2.2.2 Barrage de stériles miniers de Merriespruit, Afrique du Sud
(1994)

En 1994, le barrage de stériles de la mine d'or de Merriepruit (31 m de hauteur) s'est
rompu, causant la mort de 17 personnes. Alors que les stériles issus des quartzites de Wit-
watersrand étaient réputés avoir un comportement fortement dilatant (Blight, 1998) et que
le mode de dépôt était supposé favoriser leur consolidation, la liquéfaction de 600 000 m3
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(a)

(b)

Figure 2.4 � Barrage de Fort Peck : (a) vue aérienne du barrage après rupture et (b) coupe
transversale (Olson et al., 2000).
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et leur écoulement sur plus de 3 km a été une grande surprise pour la communauté des
géotechniciens d'Afrique du Sud (Fig. 2.5).

Les investigations post-rupture ont montré que, suite à un épisode pluvieux intense (30
à 55 mm en 30 minutes), une surverse du barrage a eu lieu au droit de la brèche pendant
1 à 2 h avant la rupture de l'ouvrage (Fourie et al., 2001; Fourie and Papageorgiou, 2001).
Il a été montré que l'absence de contrôle lors des opérations de dépôt a conduit à la mise
en place d'un grand volume de matériaux ayant des indices de vide in situ élevés et une
proportion de particules �nes importante leur conférant un comportement contractant. Ce
comportement est visible sur les diagraphies réalisées au piézocône (Fig. 2.5c) : alors que
la résistance de pointe est de l'ordre de qc = 500 kPa et varie très peu avec la profondeur,
la surpression interstitielle croît avec la profondeur pour atteindre près de u2 = 400 kPa
à 15 m de profondeur. L'érosion du talus aval et de son pied ont provoqué un relèvement
local des pentes du talus et ainsi généré une augmentation des contraintes de cisaillement,
un décon�nement d'un matériau saturé et conduit à sa liquéfaction.

2.2.3 Barrage de Dychow, Pologne (1997)

Le barrage hydro-électrique de Dychow est un barrage en remblai construit en 1936 au
pied d'un versant naturel de la vallée de la Bohr. Les conditions géotechniques du site sont
particulièrement complexes en raison de la morphogénèse de la fondation et des di�érents tra-
vaux de réparation et confortement que le barrage a subi depuis sa construction. La fondation
est essentiellement sableuse avec quelques couches argileuses. Des fosses d'érosion remplies
de matériaux grossiers, en plus de blocs morainiques, créent des cheminements d'in�ltration
d'eau préférentiels. Le corps du remblai était constitué de sables (Fig. 2.6).

En avril 1997, une rupture soudaine se produit. Une dizaine de milliers de mètres cube de
sable et de boue percutent l'usine hydro-électrique située en aval côté rive gauche. Des blocs
de sables non saturés sont projetés contre les murs de l'usine tandis que les sols saturés plus
en profondeur s'écoulent le long du bâtiment et se déposent en contre-bas avec une pente de
l'ordre de 8-10°.

Une campagne d'investigation géotechnique a permis d'attribuer la cause de la rupture
au mécanisme de liquéfaction statique de zones de sables lâches (densité relative ID comprise
entre 14 et 22%) situés en-dessous de la surface piézométrique (Dluzewski, 1998). Peu de
temps avant l'accident, une campagne d'injection ayant pour but de diminuer les débits de
fuite de l'ouvrage et le dépôt de sable dans le système de drainage avait eu pour conséquence
une augmentation de la piézométrie dans le remblai. L'érosion interne par su�usion avait alors
provoqué une diminution de la densité de la fondation et produit des tassements di�érentiels
en crête de l'ouvrage. La rupture a lieu quelques secondes après le passage d'un convoi lourd
en crête du barrage. La surcharge, les vibrations et le choc produit par le passage du convoi
sur une "marche" créée par les tassements di�érentiels ont vraisemblablement été les éléments
déclencheurs de la liquéfaction du remblai.

2.2.4 Synthèse

L'analyse des cas d'ouvrages hydrauliques ayant subi une rupture par liquéfaction statique
permet de tirer les premières conclusions suivantes :
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(a)

(b) (c)

Figure 2.5 � Barrage stériles miniers de Merriespruit : (a) photo aérienne du barrage de
Merriespruit après rupture, (b) scénario de rupture et (c) exemple de piézocône réalisé dans
les stériles (Fourie et al., 2001).
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(a)

(b)

Figure 2.6 � Barrage en remblai de Dychow : (a) photo de l'usine hydro-électrique située
en aval de l'ouvrage après rupture, (b) coupe géotechnique de l'ouvrage (Fry and Courivaud,
2013).
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Table 2.2 � Synthèse des caractéristiques des sols constitutifs de barrages et digues ayant
subi une liquéfaction statique (Olson et al., 2000)

Site Type de sol D50 (mm) FC (%) N1,60 qc MPa DR (%)

Barrage de Wachusett Sables 0.42 5-10 7 3.5 30-40
Barrage de Calaveras Sables silteux > 0.10 30 8 5.5 35
Barrage de Fort Peck Sables �ns silteux 0.06-0.20 55 8 3.4 40-50

Barrage de Van Norman Sables �ns 0.075 50 11.5 4.7 40-50
Digue d'Asele Road Sables silteux 0.30 30 7 4.0 50-60

Berge du lac Ackerman Sables 0.40 0 3 1.9 0
Barrage de Merriespruit Stériles miniers - - - 0.5 15-25
Barrage de Dychow Sables - - - - 14-22

� le déclenchement de la liquéfaction peut être produit par un chargement mécanique
(chargement monotone, vibrations, perturbations, ...) ou hydraulique (surpression in-
terstitielle ou forces d'écoulement interne),

� la liquéfaction ne concerne la plupart du temps qu'un volume de sol limité,
� à l'échelle d'un ouvrage, le mécanisme de liquéfaction intervient dans le cadre d'un

scénario de rupture constitué par l'enchaînement de plusieurs mécanismes (érosion par
surverse, érosion interne,...),

� la liquéfaction statique concerne les sables et sables silteux saturés dont le diamètre
médian varie entre 0.10 mm et 0.40 mm

� la densité relative des sols liqué�és varie entre 0 et 60% et semble corrélée à la teneur
en particules �nes : plus la teneur en �nes est élevée, plus la densité relative est élevée
(Tab. 2.2).

2.3 Étude de la liquéfaction en laboratoire

L'étude des conditions de déclenchement du mécanisme de liquéfaction a été l'occasion
d'une somme importante de travaux expérimentaux à l'échelle du VER. L'étude expérimen-
tale de la liquéfaction s'appuie très majoritairement sur la réalisation d'essais triaxiaux. Ce
dispositif a l'avantage de permettre un contrôle direct de l'orientation et de l'intensité des
contraintes principales qui se développent dans le matériau.

2.3.1 Mise en évidence du mécanisme

Les premiers travaux qui ont mis en évidence le mécanisme de liquéfaction en laboratoire
ont été réalisés par Bjerrum et al. (1961) dans le cadre de l'étude de glissements observés
dans les fjords situés sur la côte ouest de la Norvège. Leur étude a consisté à réaliser des
essais triaxiaux drainés et non drainés sur des sables �ns préparés à di�érentes densités.
Ils ont observé une diminution importante de l'angle de frottement mobilisable lorsque la
porosité des échantillons dépassait 0.44. En conditions non drainées, ils ont observé pour des
sables très lâches une forte augmentation de la pression interstitielle ainsi que des angles de
frottement mobilisable aussi faibles que 11°.
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Les travaux de Castro (1969) ont établi les fondements de l'étude expérimentale de la
liquéfaction sur lesquels tous les travaux ultérieurs se sont appuyés. Sur la base d'essais
triaxiaux non drainés pilotés en contraintes sur le sable appelé "Banding sand" (D50=0.11-
0.18 mm), l'auteur a montré que les états résiduels, i.e. les états appelés steady states, se
répartissent autour d'une ligne dans le plan (p',e). Cette ligne, qu'il note F, est appelée
steady state line (SSL). L'auteur a également identi�é trois types de réponse (Fig. 2.7) :

(a) Liquéfaction. La courbe du déviateur de contrainte présente un pic suivi d'une
réduction brutale et très marquée de la résistance jusqu'à atteindre un état résiduel. La
pression interstitielle augmente de manière monotone et atteint une valeur maximale
proche de la contrainte de consolidation au moment où le matériau atteint l'état
résiduel. Le matériau se déforme alors à volume, pression interstitielle et résistance au
cisaillement constants. Ce type de comportement est observé pour des sables lâches
saturés.

(b) Liquéfaction limitée. La résistance au cisaillement augmente jusqu'à atteindre un
pic, subit une baisse limitée puis augmente à nouveau pour de grandes déformations.
Dans le plan des contraintes (p′, q), le chemin de contraintes est caractérisé dans un
premier temps par une diminution de p′. L'état du matériau atteint des valeurs mini-
males de p′ et q, puis les contraintes e�ectives augmentent à nouveau en remontant le
long de la droite de Coulomb. Le point de rebroussement correspond à l'état de trans-
formation de phase dé�ni par Ishihara et al. (1975). Pour ce type de comportement, la
pression interstitielle augmente moins que dans le cas précédent et se stabilise autour
de sa valeur à l'état caractéristique. Elle baisse ensuite légèrement lors de la remontée
le long de la droite de rupture.

(c) Pas de liquéfaction. La résistance au cisaillement augmente de manière monotone
tout au long du chargement jusqu'à la rupture de l'échantillon. La courbe du déviateur
de contrainte présente cependant un point d'in�exion aux petites déformation corres-
pondant à un maximum de la pression interstitielle. La pression interstitielle diminue
ensuite jusqu'à s'annuler. Ce comportement est généralement est observé pour des
sables denses.

Ces trois types de réponse ont été associés à 3 régions dans le plan (p′, e) délimitées par
deux lignes notées P et L (Fig. 2.8). La ligne L constitue la limite inférieure de la zone de
liquéfaction : si l'état initial de l'échantillon est situé au-dessus de cette ligne le matériau
développera un comportement de type (a). La ligne P constitue la limite inférieure de la
zone de liquéfaction limitée : si l'état initial de l'échantillon est situé en-dessous de cette
ligne le matériau développera un comportement de type (c). Si l'état initial de l'échantillon
est compris entre ces deux limites, le matériau développera un comportement de type (b).

D'autres chercheurs (Alarcon-Guzman et al., 1988; Konrad, 1990) ont cependant montré
que, pour un même indice des vides, la résistance au cisaillement non drainée à l'état per-
manent de déformation pouvait varier pour une même contrainte de consolidation. Konrad
(1990) suggère alors l'existence d'une limite supérieure UF et inférieure LF de la résistance
non drainée à l'état permanent de déformation, la courbe F étant située entre ces deux
limites. Une approche analogue dans le cas drainé a été proposée par Mooney et al. (1998).
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Figure 2.7 � Types de comportements observés au cours d'essais triaxiaux non drainés sur
le sable "Banding sand" (Castro, 1969).

(a) (b)

Figure 2.8 � Dé�nition (a) de la ligne F représentant l'ensemble des états permanents de
déformation et des lignes L et P délimitant les di�érentes zones de comportements, (b) les
lignes UF et LF constituant les limites supérieures et inférieures de la ligne F (Konrad,
1990).
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(a) (b)

Figure 2.9 � Essai de compression triaxiale non drainé réalisé sur des échantillons de sables
de Toyoura préparés par damage humide pour une même contrainte de con�nement pc=490
kPa (Yoshimine and Ishihara, 1998).

2.3.2 In�uence de l'indice des vides initial

Le comportement mécanique des sables est gouverné par ses propriétés contractantes ou
dilatantes. Elles sont déterminées par l'arrangement des grains entre eux. L'in�uence déter-
minante de la densité initiale du milieu a été établie par de nombreuses études expérimentales
réalisées sur une grande variété de sables (Castro, 1969; Sladen et al., 1985; Alarcon-Guzman
et al., 1988; Kramer and Seed, 1988; Konrad, 1990; Yamamuro and Lade, 1997; Zlatovic and
Ishihara, 1997; Yoshimine and Ishihara, 1998). La Figure 2.9 illustre l'in�uence de l'indice
des vides initial qui a été étudiée sur la base d'essais triaxiaux consolidés non drainés réalisés
sur le sable de Toyoura (D50=0.20 mm). Pour des sables très lâches (e=0.930), le chargement
conduit à une liquéfaction complète de l'échantillon. Pour des échantillon lâches (e=0.910-
0.901), le comportement est de type "liquéfaction". A mesure que l'indice des vides diminue,
la réponse du matériau passe du type "liquéfaction limitée" (e=0.883-0.868) au comporte-
ment purement dilatant (e=0.881-0.762). La propriété de dépendance du comportement avec
la densité du matériau s'appelle la pyknotropie.

2.3.3 In�uence de la pression de consolidation

Pour une densité donnée, une augmentation de la contrainte moyenne de consolidation a
pour e�et de faire apparaître ou d'accentuer le pic du déviateur de contraintes. Ce phénomène,
illustré sur la Figure 2.10, a été exploré par de nombreux auteurs (Alarcon-Guzman et al.,
1988; Kramer and Seed, 1988; Konrad, 1990; Vaid and Thomas, 1995; Vaid and Sivathayalan,
1996; Yamamuro and Lade, 1997). On y observe qu'à contrainte moyenne de consolidation
faible à moyenne (p′c=100-1000 kPa) l'augmentation du déviateur des contraintes est continue
alors qu'à forte pression de consolidation (p′c=2000-3000 kPa), la réponse du matériau est
caractérisée par un pic du déviateur des contraintes suivi d'un adoucissement, à l'image des
comportements de type "liquéfaction limitée".

Sur la base d'essais triaxiaux non drainés réalisés sur du sable d'Hostun RF, Gay et al.
(2003) ont montré que pour les contraintes moyennes de consolidation très faibles (p′c < 20
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(a) (b)

Figure 2.10 � Essai de compression triaxiale non drainé réalisé sur des échantillons de sables
de Toyoura préparés par damage humide pour un même indice des vides initial e=0.833
(Yoshimine and Ishihara, 1998).

Figure 2.11 � Variation des directions principales de chargement le long d'une surface de
rupture (Uthayakumar and Vaid, 1998).

kPa), on observait une augmentation sensible de l'angle de frottement mobilisable au pic de
déviateur. Une diminution de l'ordre de 5° à 7° de l'angle de frottement mobilisable au pic
était observée lorsque la contrainte de con�nement variait de 5 à 20 kPa. Au-delà de 20 kPa,
la diminution de l'angle de frottement était moins marquée. La propriété de dépendance du
comportement avec la pression de con�nement s'appelle la barotropie.

2.3.4 In�uence de l'histoire de chargement

Considérons le cas d'un glissement de terrain dont la surface de rupture a une forme
circulaire (Fig. 2.11). En partie supérieure, le mode de chargement se rapproche de celui
d'un essai triaxial en compression. Au niveau de son point bas, où la surface de rupture est
horizontale, le matériau est soumis à un cisaillement simple. En�n, dans la partie où la surface
de rupture remonte vers la surface en pied de pente, le mode de sollicitation du matériau se
rapproche de celui d'un essai triaxial en extension. Ainsi, le long d'une surface de rupture,
l'état de contrainte initial du matériau n'est pas isotrope et les chemins de sollicitation sont
hétérogènes.
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Déviateur initial. Di Prisco et al. (1995) ont étudié les conditions d'instabilité spontanée
d'une pente en réalisant une série d'essais triaxiaux sur le sable d'Hostun RF. Les résultats
obtenus montrent que le rapport des contraintes q/p au pic de q est in�uencé par l'histoire
du chargement. En particulier, ils montrent qu'une anisotropie de contraintes initiale (Kc =
σ′3c/σ

′
1c < 1) augmente le rapport q/p au pic de q. Ces analyses rejoignent les observations

expérimentales faites notamment par Sladen et al. (1985).
En étudiant l'in�uence du déviateur initial sur la réponse non drainée des sables, Vaid

and Sivathayalan (2000) ont montré que les densités relatives initiales que l'on peut atteindre
dépendent du rapport des contraintes initialKc. Leurs résultats suggèrent que l'augmentation
de Kc permet d'atteindre la liquéfaction pour des valeurs plus fortes de densité relative.
D'autres études sont venues con�rmer la grande in�uence de Kc sur l'état de contrainte
auquel la liquéfaction se déclenche (Vaid and Thomas, 1995; Fourie and Tshabalala, 2005;
Fing and Dubujet, 2006).

Mode de sollicitation. Vaid et al. (1990) ont étudié l'e�et du chemin de sollicitation sur la
ligne d'état permanent de déformation d'un sable liqué�able. Des résultats d'essais triaxiaux
non drainés en compression et en extension sur des échantillons de sable d'Ottawa (D50=0.40
mm, Cu=2) préparés par déposition sous eau montrent que la ligne d'état permanent de
déformation d'un sable donné, quoiqu'elle soit unique dans l'espace des contraintes (p′, q), ne
l'est pas dans l'espace (e, p′) (Fig.2.12). En extension, le sable montre un comportement de
type "liquéfaction limitée" sur une plage beaucoup plus étendue d'indice de vide qu'en com-
pression. Alors qu'une seule ligne d'état permanent de déformation ressort du chargement
en compression, le chargement en extension fournit plusieurs lignes, chacune étant caracté-
ristique d'une déposition à un indice de vide initial donné. Toutes ces lignes en extension se
situent à gauche de la ligne de compression dans l'espace (p',e). Ainsi, à un indice de vide
donné, la résistance à l'état permanent est plus faible en extension qu'en compression, la
di�érence augmentant à mesure que l'indice des vides initial du sable augmente. Selon les
auteurs, la di�érence de comportement observée en compression et en extension serait due à
l'anisotropie inhérente au mode de dépôt par pluviation sous eau qui se rapproche en prin-
cipe du mode de dépôt rencontré dans la nature. Des résultats analogues ont été publiés pour
d'autres types de sables (Negussey and Islam, 1994; Riemer and Seed, 1997; Yoshimine and
Ishihara, 1998; Vaid and Sivathayalan, 2000). L'utilisation de la ligne d'état permanent de
déformation en compression dans des cas d'états de rupture qui font intervenir un cisaillement
en extension conduirait à une surestimation des résistances et à des évaluations de stabilité
non sécuritaires.

Yoshimine et al. (1998) ont réalisé des essais triaxiaux monotones non drainés sur des
échantillons de sable de Toyoura préparés par pluviation à sec. Tous les échantillons testés
en compression ont manifesté un comportement du type "liquéfaction limitée" ou "pas de
liquéfaction" alors qu'en extension leur sollicitation conduisait à la liquéfaction, souvent com-
plète, des échantillons. Cette di�érentiation des réponses a été attribuée par les auteurs à
l'anisotropie inhérente des sables qui résulte de leur mode de déposition par pluviation à sec
ou sous eau. En compression, la contrainte principale majeure agit dans la direction verticale
qui est dans la majorité des cas la direction de déposition, alors qu'en extension, celle-ci est
horizontale et parallèle au plan de litage (Vaid and Sivathayalan, 1996).

De Gennaro et al. (2004) ont mis en ÷uvre un programme expérimental d'essais à l'ap-
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(a) (b)

Figure 2.12 � In�uence de la direction de sollicitation sur le comportement des sables en
condition non drainée : (a) Comparaison des réponses du sable du delta de la rivière Fraser
en fonction de la direction de sollicitation (Vaid and Sivathayalan, 2000), (b) position des
lignes d'état permanent de déformation (SSL) en extension et en compression (Riemer and
Seed, 1997).

pareil triaxial a�n de caractériser le comportement non drainé du sable d'Hostun. L'étude a
été réalisée sur des échantillons moyennement lâches saturés, en imposant di�érents chemins
de chargement (essais monotones et cycliques en compression et extension). Les résultats des
essais monotones, e�ectués en conditions drainées et non drainées, montrent que le comporte-
ment mécanique du sable est très di�érent selon que l'on considère des chemins de chargement
en compression ou en extension. Il a été observé qu'en conditions non drainées le matériau
possède des caractéristiques mécaniques plus faibles en extension qu'en compression. La ré-
ponse mécanique non drainée de l'échantillon ne montre pas de liquéfaction et reste stable
au cours d'un essai monotone de compression triaxial alors qu'elle conduit au déclenchement
du mécanisme de liquéfaction au cours d'un essai triaxial monotone en extension.

D'autres études (Vaid and Sivathayalan, 1996; Yoshimine and Ishihara, 1998; Yang et al.,
2008) ont comparé les résultats d'essais triaxiaux en compression et en extension avec ceux
issus d'essais à la cellule de cisaillement simple ou au cylindre creux. Il a été observé que la
réponse des échantillons sollicités en cisaillement simple avaient un comportement intermé-
diaire entre les réponses triaxiales en compression et en extension (Fig. 2.13).

Wanatowski and Chu (2007) ont présenté des résultats pour étudier la liquéfaction des
sables en conditions de déformations planes. Ils ont montré que le comportement non drainé
du sable en condition de déformations planes est comparable à celui en conditions axisymé-
triques. Cependant, les lignes représentant l'ensemble des états permanents de déformation
dans les plans (p′, q et (p′ − e) dépendent des conditions de déformation. Il est montré que
la pente de ces lignes varie sous l'in�uence de la variation de la contrainte intermédiaire au
cours du chargement en déformations planes.

40



(a) (b)

Figure 2.13 � E�et du mode de sollicitation sur la réponse de sables (a) sables de Toyoura
préparé par damage humide à une densité relative Dr=30% (Yang et al., 2008) et (b) sables
du delta de la rivière Fraser préparé par pluviation à la densité relative Dr=0% (Vaid and
Sivathayalan, 1996)

2.3.5 In�uence de la microstructure initiale

Mode de déposition. L'importance du mode de déposition sur la réponse des sables a été
mise en évidence depuis longtemps par des essais triaxiaux drainés (Mitchell et al., 1976; Been
and Je�eries, 1985) ou non drainés cycliques (Mulilis et al., 1977; Tatsuoka et al., 1986) . En
ce qui concerne la liquéfaction statique, Canou and El Hachem (1989) sont les premiers à avoir
montré que, pour un même indice des vides, une éprouvette préparée par damage humide peut
se liqué�er alors que celle préparée par pluviation à sec montre un comportement dilatant.
Des résultats analogues ont par la suite été publiés pour des sables propres (Vaid et al., 1999;
Sadrekarimi and Olson, 2008; Della et al., 2011; Aris, 2012) et silteux (Zlatovic and Ishihara,
1997; Yamamuro and Covert, 2001; Yamamuro et al., 2008)(Fig. 2.14). Benahmed et al. (2004)
ont con�rmé ces résultats sur du sable d'Hostun RF en utilisant deux méthodes de préparation
des éprouvettes : la pluviation à sec et le damage humide. En e�ectuant des observations au
microscope électronique à balayage, ils ont mis en évidence deux types de microstructure bien
di�érenciés : une structure organisée en agrégats et en macropores de tailles comparables dans
le cas du damage humide et une structure constituée d'un empilement régulier de grains dans
le cas de la pluviation à sec (Fig. 2.15).

Orientation du plan de déposition. Plusieurs auteurs ont également étudié l'e�et de
la rotation des contraintes sur la réponse des sables, notamment en termes de dilatance.
En particulier, Nakata et al. (1998) et Yoshimine et al. (1998) ont montré que, pour un
même sable soumis à un essai de compression non drainé, tous les types de comportement
pouvait être obtenu en faisant varier la direction de la contrainte principale par rapport
à l'orientation du plan de déposition du matériau. Poursuivant les travaux précurseurs de
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(a) (b) (c)

Figure 2.14 � In�uence du mode de préparation des éprouvettes sur les comportements
observés pour un état lâche : (a) courbe du déviateur des contraintes en fonction de la
déformation axiale (b) courbe de la pression interstitielle en fonction de la déformation axiale
et (c) chemin des contraintes e�ectives. Les essais de compression triaxiale non drainé on été
réalisés sur du sable d'Hostun H31 (D50=0.345 mm). (Aris, 2012).

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.15 � Photographies prises en microscope électronique à balayage (a-b) du sable
d'Hostun RF (D50=0.35 mm) et (c-d) du sable de Fontainebleau. On peut distinguer l'in-
�uence des deux modes de confection des éprouvettes sur la microstructure du matériau.
(a-c) Damage humide DH et (b-d) Pluviation à sec PS (Benahmed et al., 2004).
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(a) (b)

Figure 2.16 � E�et de la direction des contraintes principales par rapport au plan de dé-
position sur la réponse du sable soumis à des essais au cylindre creux. Le coe�cient b est le
rapport des contraintes intermédiaire. L'angle ασ sur la �gure correspond à l'angle θσ dé�ni
précédemment.

Figure 2.17 � Description de la morphologie des grains de sables.

Arthur and Menzies (1972), ces auteurs ont montré l'importance des e�ets de la direction de
l'anisotropie microstructurelle sur le déclenchement de la liquéfaction (Fig. 2.16).

2.3.6 In�uence de la nature des matériaux

Les sables sont le produit de la décomposition d'une roche du fait de l'érosion. Les élé-
ments dominants sont le quartz ou la calcite. Ils peuvent être associés à d'autres éléments
particuliers tels que les micas ou les feldspaths. La morphologie des grains de sable est géné-
ralement évaluée selon deux critères : i) leur sphéricité qui dépend du rapport entre la plus
grande dimension du grain et la plus petite et ii) leur angularité dé�nie comme le rapport
entre le rayon de courbure moyen des arêtes et le rayon maximum de la sphère inscrite au
grain (Fig. 2.17). Pour un sable, la majorité des grains doivent avoir une dimension com-
prise entre 75µm et 2 mm. Les grains dont la dimension est inférieure à 75µm sont appelées
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(a) (b) (c)

Figure 2.18 � Vue à la loupe de grains de sables d'origine (a) �uviatile (sablière en vallée de
Seine) (b) marine (île Chausey, Manche) et (c) éolienne (erg de Merzouga, Maroc) - source
http ://svt.ac-rouen.fr/

�nes. La granulométrie et la morphologie des grains renseignent sur les modalités de leur
sédimentation. Les sables �uviatiles sont souvent subanguleux et ont une granulométrie as-
sez étendue, les sables marins ont tendance à être subarrondis avec une granulométrie plus
resserrée, et les sables éoliens sont arrondis avec une granulométrie resserrée autour de 0.5
mm (Fig. 2.18).

Granulométrie. La granulométrie d'un matériau granulaire correspond à la distribution
de la taille des grains. Elle est représentée par une courbe exprimant le diamètre dx des
grains en fonction du pourcentage en masse x% de grains dont la dimension est inférieure
à d. Elle est généralement caractérisée par des paramètres scalaires tels que le diamètre de
grain médian (d50), le coe�cient d'uniformité Cu = d60/d10 ou le coe�cient de courbure
Cc = d2

30/(d10d60). La granulométrie est dite uniforme (Cu < 4) lorsque la distribution de
la taille des grains est resserrée autour d'une valeur. Elle est étendue lorsque la dimension
des grains s'étend sur une large gamme de diamètres (Cu > 4). Elle est mal graduée si la
distribution est irrégulière (Cc > 3) et qu'il existe une dimension prédominante de dimension
de grains ou bien graduée (Cc < 3) dans le cas contraire.

Iai et al. (1989) synthétise les analyses granulométriques réalisées sur de nombreux sols
sableux dont on sait qu'ils se sont liqué�és ou non au cours de séismes. Il propose ainsi des
bornes supérieures ou inférieures délimitant les sols liqué�ables des sols non liqué�ables (Fig.
2.19).

En réalisant des essais non drainés sur des sables uniformes (Cu=1,3-3,5), Poulos and
Castro (1985) ont montré que plus le coe�cient d'uniformité Cu est grand, plus la position
de la steady state line (SSL) est basse dans le diagramme (p',e) (Fig. 2.20).

Forme des grains. Poulos and Castro (1985) ont également montré que les SSL des sables
ayant des grains arrondis ou subarrondis possèdent des pentes plus faibles que celles des
sables à grains angulaires ou sub-angulaires. De plus, dans le plan (p',e), les lignes d'état
permanent de déformation des sables se décalent vers la gauche à mesure que l'angularité des
grains augmente. Les auteurs montrent également que plus le coe�cient d'uniformité Cu est
grand, plus la position de la ligne des états permanents de déformation est basse (Fig. 2.20).
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(a) (b)

Figure 2.19 � Limites granulométriques des sols susceptibles de se liqué�er dans les cas où
la granulométrie est bien graduée (a) ou uniforme (b) (Iai et al., 1989).

(a) (b)

Figure 2.20 � (Poulos and Castro, 1985).
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Hird and Hassona (1990) ont quant à eux montré qu'à contrainte e�ective donnée, l'in-
dice des vides à l'état permanent de déformation augmente à mesure que la sphéricité des
grains diminue. Ils suggèrent que la capacité des grains à s'imbriquer entre eux augmenterait
avec leur allongement et que cette imbrication rendrait plus di�cile le développement d'une
structure d'écoulement propre à l'état permanent de déformation.

Tsomokos and Georgiannou (2010) ont étudié l'e�et de la forme et l'angularité des grains
sur la réponse de quatre sables moyens à �ns (D50=0.15-0.29 mm) ayant la même granulo-
métrie uniforme. Dans le cas des sables ayant des grains arrondis, des essais de cisaillement
au cylindre creux et à l'appareil triaxial en conditions non drainées ont mis en évidence une
diminution de la résistance au cisaillement. Dans le cas des sables de même densité mais
ayant des grains anguleux, les résultats d'essais ont montré une augmentation continuelle de
la résistance au cisaillement.

Teneur en particules �nes. Les études expérimentales concernant l'e�et des particules
�nes (D < 75µm) sur la liquéfaction des sols, et plus généralement sur la courbe d'état
permanent de déformation, peuvent apparaître contradictoires.

Les analyses menées par Ishihara (1993) l'ont conduit à considérer que les sables conte-
nant des �nes o�raient une plus grande résistance à la liquéfaction que les sables propres. Il
expliquait ce phénomène par le fait que les sols contenant des �nes développent des forces de
cohésions inter-grains qui les rendent moins susceptibles de se liqué�er. Ces conclusions ont
été con�rmées par Pitman et al. (1994) qui ont montré que la contractance des matériaux
diminuait avec l'augmentation de la teneur en �nes.

Au contraire, dans le cadre d'investigations menées après la rupture des remblais sous-
marins de Nerlek, Sladen et al. (1985) ont constaté qu'une augmentation de la teneur en �nes
tendait à diminuer la densité maximale du matériau. Ils en déduisaient alors que le potentiel
de liquéfaction est plus élevé pour les sables propres que pour les sables contenant des �nes.

Plus tard, plusieurs auteurs ont étudié l'e�et de la teneur en �nes sur la densité relative
limite permettant de liqué�er le matériau. Lade and Yamamuro (1997) puis Fourie and Papa-
georgiou (2001) ont montré que lorsque la teneur en �nes augmente, la liquéfaction peut être
déclenchée pour une densité relative plus élevée. Les premiers ont montré que pour les sables
propres, la densité relative devait être supérieure à 20% pour les rendre non liqué�ables alors
que cette limite passait à 60% pour une teneur en �ne égale à 60%. Les seconds ont trouvé
une limite de 25% pour les sables propres et de 90% pour les sables contenant une teneur en
�nes égale à 60%.

Sur la base d'essais réalisés sur une cinquantaine de sables plus ou moins silteux, Cubri-
novski and Ishihara (2000) ont observé que la présence de particules �nes rendait les sables
plus vulnérables à la liquéfaction. Ils ont établi une relation entre la densité relative à l'état
permanent de déformation et le paramètre emax−emin qui dépend principalement de la forme
des grains (Cubrinovski and Ishihara, 2002). Si la densité relative du matériau est inférieure
à la densité relative à l'état permanent de déformation, le mécanisme de liquéfaction est
susceptible de se développer. Selon leur approche, les sables propres sont susceptibles de se
liqué�er pour des densités relatives inférieures à 9 à 24% (selon la valeur de la contrainte
moyenne e�ective à l'état permanent de déformation) alors que les sables contenant 20 à
30% de �nes sont susceptibles de se liqué�er jusqu'à des densités relatives de 4 à 60% (Fig.
2.21).

46



(a) (b)

Figure 2.21 � In�uence de emax− emin sur la susceptibilité à la liquéfaction des sols sableux
pour des grains de sables (a) ronds ou (b) anguleux (Cubrinovski and Ishihara, 2000). Les
zones grisées correspondent aux zones liqué�ables pour les sables propres (gris clair) et avec
20% de �nes (gris foncé).

Yamamuro et al. (2008) ont étudié l'e�et de la teneur en silts non plastiques sur le sable
de Nevada consolidé à faible pression (25 kPa). Ils ont développé un procédure consistant
à imprégner les échantillons de résine époxy et de réaliser des observations au microscope
électronique à balayage. Ils ont ensuite cherché à quanti�er la microstructure des sables silteux
en termes de potentiel de stabilité et d'instabilité des grains. Ils ont constaté que lorsque la
teneur en particules �nes augmente le pourcentage de grains potentiellement stables (i.e.
ayant au moins 3 contacts avec les grains voisins) décroit. Les auteurs ont également observé
que les échantillons préparés par déposition à sec possédaient un taux de "contacts instables" 2

plus grand que les échantillons préparés par pluviation sous eau, ce qu'ils interprétaient
comme l'e�et d'une structure plus compressible.

En se situant dans la poursuite des travaux de Rahman et al. (2011), Benahmed et al.
(2015) ont réalisé deux séries d'essais triaxiaux monotones non drainés sur des mélanges
sables/silts en faisant varier la teneur en particules �nes. La première série était préparée
à indice des vides constant et la seconde à indice des vides inter-granulaire constant (sans
prendre en compte les particules �nes). Les résultats obtenus montrent que la teneur en
particules �nes a une grande importance sur le déclenchement de la liquéfaction et sur la
pente de la droite d'état critique. D'autre part, les essais ont mis en évidence l'existence
d'une teneur en particules �nes critique de l'ordre de 20% en-dessous de laquelle les �nes
ont un e�et déstabilisant et au-delà de laquelle elles ont un e�et stabilisant. Une analyse
comparable a été menée par Bensoula (2015) et conduit les auteurs à une teneur de particules
�nes critique de l'ordre de 30%. Leurs résultats les conduisent à considérer que l'indice des
vides équivalent et la densité relative équivalente associée sont des paramètres clé dans la

2. Les auteurs parlent d'unstable grain contacts. Considérant que seule une quantité de matière peut être
stable ou instable, nous ne reprenons pas cette notion à notre compte et la mettons entre guillemets.
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susceptibilité des sables silteux vis-à-vis de leur liquéfaction. Il est important de souligner
que ces analyses ont été menées sur des matériaux reconstitués comprenant deux familles
granulométriques bien distinctes. Ces résultats ne peuvent donc pas être étendus directement
aux granulométries bien graduées caractéristiques des sols naturels.

Monkul et al. (2016) se sont intéressés à des mélanges de sables et de silts non plastiques
pour des teneurs en �nes inférieures à 25%. Leurs résultats con�rment que la granulométrie
du sable a une in�uence importante sur son potentiel de liquéfaction. La susceptibilité à la
liquéfaction d'un sable propre augmente lorsque son diamètre médian diminue alors que le
phénomène s'inverse lorsqu'on y ajoute des �nes. De même, alors que pour les sables propres
le potentiel de liquéfaction diminue lorsque le coe�cient d'uniformité augmente, cette relation
s'inverse dans le cas des mélanges sables/silts.

Malgré les travaux expérimentaux menés ces dernières années, il reste di�cile de formuler
une conclusion dé�nitive sur l'in�uence de la teneur en �nes sur la liquéfaction des sables.

Minéralogie. La minéralogie des grains a une in�uence sur le comportement mécanique
des grains à travers leur forme, leur angle de frottement, leur compressibilité et leur résis-
tance à l'écrasement. L'étude de l'in�uence de la rupture des grains sur le comportement des
matériaux granulaires est un domaine de recherche très actif (Lade et al., 1996; Daouadji and
Hicher, 2009; Ovalle et al., 2015). La rupture des grains peut être vue comme une modi�-
cation de la granulométrie au cours du chargement avec les conséquences que cela a sur les
indices des vides emin et emax et donc sur la densité relative du matériau. Plusieurs études
ont montré que la rupture des grains pouvait avoir une in�uence sur la contractance des ma-
tériaux (Sadrekarimi and Olson, 2008) et l'augmentation des pressions interstitielles (Okada
et al., 2004).

2.3.7 Cadres d'interprétation issus des travaux expérimentaux

Le cadre conceptuel majoritairement utilisé aujourd'hui en géomécanique pour interpréter
le comportement de sols liqué�ables est de nature phénoménologique (Poulos, 1981; Sladen
et al., 1985; Lade, 1992). Il a été établi au cours des quarante dernières années sur la base
d'observations faites à partir d'essais en laboratoire, principalement d'essais triaxiaux (i.e.
en condition de chargement axisymétrique).

Indices d'état. L'utilisation des indices d'état a pour objet de permettre l'intégration de
l'in�uence conjointe de l'indice des vides du milieu e et de la contrainte de con�nement p′c.

Been and Je�eries (1985) ont postulé que le comportement d'un sable pouvait être ca-
ractérisé par un couple de variables : un paramètre d'état combinant l'in�uence de l'indice
des vides e et du champ de contrainte à travers son premier invariant p′ ; et un paramètre
supposé re�éter la microstructure de l'assemblage granulaire et son évolution : le déviateur
des contraintes q 3. Constatant que le paramètre d'état devait faire référence à un état indé-
pendant des conditions initiales de l'essai, les auteurs ont fait l'hypothèse de l'existence d'une

3. Il est clair que le déviateur des contraintes n'est pas un paramètre microstructurel. Cependant, l'auteur
considère, faute de mieux, qu'il est possible de relier l'évolution de la microstructure à celle du déviateur des
contraintes.
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Figure 2.22 � Représentation des di�érentes zones dans le plan des contraintes (Sladen et al.,
1985).

microstructure unique à l'état d'écoulement permanent (grandes déformations) en soulignant
toutefois qu'il n'existait alors aucune preuve expérimentale de l'unicité de cet état. Le pa-
ramètre d'état a alors été dé�ni pour une contrainte moyenne donnée comme la di�érence
entre l'indice des vides initial et l'indice des vides de référence évalué à l'état permanent de
déformation :

ψ = e (p′)− eref (p′) (2.1)

où eref est l'indice des vides à l'état de référence. Des approches analogues et complémentaires
ont été proposées par d'autres auteurs Ishihara (1993) sans que cela ne permette d'interpréter
les résultats expérimentaux indépendamment du chemin de chargement suivi.

Surface d'e�ondrement. Dans le but de comprendre le mécanisme responsable de l'aban-
don de la construction du remblai sous-marin de Nerlerk, Sladen et al. (1985) ont réalisé une
campagne d'essais triaxiaux non drainés contrôlés en déformation ou en contraintes. Les in-
dices de vides des échantillons de sable testés variaient entre 0.7 et 0.9. Les auteurs on mis en
évidence l'existence d'une surface d'e�ondrement ("collapse surface") dé�nie dans l'espace
(p′, q, e) délimitant un domaine stable et un domaine instable (Fig.2.22). Plus précisément,
trois zones sont dé�nies dans le plan (p′, q) :

� une zone stable (A) correspondant aux état tels que le déviateur de contrainte est
inférieur à celui atteint à l'état d'écoulement permanent ;

� une zone instable (C) regroupant les états de contraintes situés au-dessus de la
surface d'e�ondrement ;

� un zone instable (B) correspondant aux état situés en-dessous de la droite d'ef-
fondrement mais dont le déviateur est supérieur à celui atteint à l'état d'écoulement
permanent.

Dans tous les cas, la liquéfaction a lieu lorsque le chemin des contraintes franchit la surface
d'e�ondrement.

Ce cadre interprétatif est le premier qui dé�nisse l'état du matériau en fonction d'un état
de contrainte, mais aussi d'une variable décrivant la microstructure puisque l'indice des vides
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Figure 2.23 � Surface d'e�ondrement dans l'espace (p′, q, e). Les chemins de contraintes-
indices des vides typiques sont représentés pour un essai de compression triaxial (a) non
drainé et (b) drainé (Sladen et al., 1985).

peut être vu comme un tenseur représentatif de la microstructure d'ordre 0. Cette approche
o�re un moyen d'évaluer la résistance au cisaillement résiduelle du matériau pour un indice
des vides donné en vue de réaliser des calculs de stabilité des pentes. Malheureusement, il a été
montré que la surface d'e�ondrement dé�nie sur la base d'essais triaxiaux non drainés après
consolidation isotrope est di�érente si l'on réalise une consolidation anisotrope. La dé�nition
de la surface d'e�ondrement n'est pas intrinsèque : elle dépend du chemin de chargement
suivi après la consolidation (Canou, 1991).

Droite d'instabilité. Sur la base d'essais expérimentaux en conditions non drainées, Lade
(1992) dé�nit le concept de Droite d'Instabilité ("Instability Line") dans le plan (p′, q). Le
domaine situé entre la droite de Coulomb ("Failure Line") et la droite d'instabilité est dé�nie
comme une région potentiellement instable (Fig. 2.24). La construction de la droite d'insta-
bilité se fait en reliant les points correspondant aux pics du déviateur q correspondant aux
di�érentes pression de consolidations testées. La notion de droite d'instabilité repose le choix
expérimental de considérer des chemins de sollicitation non drainés.

2.4 Premières conclusions

Ce chapitre nous a permis d'identi�er et de décrire le mécanisme de liquéfaction d'un
point de vue phénoménologique. Nous avons ainsi montré que ce mécanisme concerne prin-
cipalement les milieux granulaires saturés et que son déclenchement est lié aux propriétés de
dilatance du matériau sous cisaillement. Par ailleurs, le retour d'expérience publié dans la
littérature internationale montre que le mécanisme de liquéfaction statique concerne princi-
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Figure 2.24 � Schéma décrivant la dé�nition de la droite d'instabilité dans le plan (p′, q) à
partir d'une série d'essais triaxiaux non drainés (Lade, 2002).

palement les ouvrages hydrauliques et les pentes sous-marines.
La liquéfaction des sols est un mécanisme transitoire mais à l'échelle d'une couche de

sol ou d'un ouvrage, l'évacuation du �uide interstitiel peut être relativement lente au regard
de la vitesse de déformation du milieu. Pour cette raison, on considère généralement que la
liquéfaction se produit à volume constant. Les essais en laboratoire réalisés pour étudier le
mécanisme de liquéfaction sont donc conduits en conditions non drainées.

D'après les travaux expérimentaux réalisés en laboratoire, les paramètres qui in�uencent le
déclenchement de la liquéfaction relèvent de la nature du matériau (nature et forme des grains,
distribution granulométrique) et de son état (en termes de contraintes, de microstructure).
L'analyse des résultats expérimentaux montre en e�et que l'état d'un matériau granulaire
ne peut pas être décrit par le seul état des contraintes qui y règne. Il ressort des travaux
expérimentaux que l'utilisation d'un simple paramètre scalaire (indice des vides, densité
relative) ne permet de prévoir le comportement du matériau que dans le cadre de classes de
chemins de chargement particulières.

Cette dépendance s'explique par le fait que toute l'histoire du chargement agit sur l'état
du matériau à travers l'évolution de la microtructure qui lui est associée. La microstructure
d'un matériau granulaire dépend à la fois de sa microstructure initiale mais également de
l'ensemble des déformations irréversibles subies par le matériau. Un bon modèle doit donc
permettre de prendre en compte la microstructure initiale du matériau et reproduire son
évolution au cours de toute l'histoire de chargement auquel il est soumis.
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Chapitre 3

Modélisation des sols liqué�ables

Les déformations irréversibles des milieux granulaires résultent des déplacements relatifs
des grains sous l'action de contraintes extérieures. On sait par ailleurs depuis les travaux
d'Amontons et Coulomb que l'aptitude du milieu granulaire à résister au cisaillement est liée
au frottement entre grains. La modélisation des milieux granulaires nécessite donc la prise
en compte du rôle de l'arrangement géométrique des grains qui permet de faire le lien entre
l'échelle microscopique du grain et l'échelle macroscopique de l'échantillon ou de l'ouvrage.

3.1 Microstructure et modèles constitutifs

Surface limite de charge. Dans un milieu composé de grains rigides interagissant par
contact et frottement de Coulomb, le comportement macroscopique est nécessairement du
type rigide-plastique. Comme ces interactions ne comportent aucune échelle de contrainte, le
comportement global ne peut pas présenter d'échelle de contrainte particulière (Radjai and
Roux, 2005). Il est important de souligner que l'absence d'échelle de contrainte n'est justi�ée
que dans le cas où les grains sont très rigides et ne se fracturent pas au cours du chargement
et où les surfaces de contact entre grains ne subissent pas de matage. La surface limite de
charge doit donc être invariante par homothétie dans l'espace des contraintes. La surface
limite de charge est donc un cône caractérisé par un angle ϕ, appelé angle de frottement
interne, dé�ni par ϕ :

sinϕ =
q

p
(3.1)

où p et q sont respectivement le déviateur des contraintes et la contrainte moyenne dans un
élément de volume représentatif. L'angle de frottement est une grandeur macroscopique qui
évolue au cours du chargement.

Règle d'écoulement. Il est bien connu que la loi de frottement de Coulomb qui régit les
contacts inter-grains peut être vue comme une loi rigide-plastique non associée : la vitesse
de glissement n'a aucune composante dans la direction normale au plan de contact. Il n'y a
donc a priori aucune raison que la loi d'écoulement du matériau granulaire suive la règle de
normalité. La direction de l'incrément de déformation plastique doit donc être décrite indé-
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pendamment de la surface de charge. On dé�nit alors un angle ψ, appelé angle de dilatance 1

(Rowe, 1962) :
sinψ = −δεv/δεd (3.2)

où δεv et δεd représentent les déformations volumiques et déviatoriques incrémentales respec-
tivement. Le signe négatif assure ici qu'une dilatance correspond à un angle positif. L'angle
de dilatance dé�nit une direction dans l'espace des déformations et sa valeur est dictée par
la condition que l'état de contrainte du matériau reste sur la surface limite de charge précé-
demment décrite.

Le travail fourni au milieu lors d'un incrément de déformation s'écrit δW = pδεv + qδεd.
Si l'on suppose que la déformation se produit en régime quasi-statique, c'est-à-dire que la
déformation s'arrête en l'absence de sollicitation, il faut fournir du travail au système pour
qu'il continue à se déformer. On a donc nécessairement δW > 0, ce qui implique :

ϕ > ψ (3.3)

Variables d'état. Les deux angles ϕ et ψ caractérisent respectivement la surface limite
de charge et la règle d'écoulement du matériau pour un état quelconque de la microstruc-
ture. Ce ne sont pourtant pas des propriétés invariantes du matériau : ils évoluent avec la
microstructure. Désignons par {Mi} un ensemble de variables décrivant la microstructure
du matériau granulaire. Les angles de frottement et de dilatance mobilisés sont donc des
fonctions de ces variables microstructurelles. L'évolution de ces variables microstructurelles
dé�nit les lois d'écrouissage du matériau :

δMi = fi(εij, {Mi}) (3.4)

Lorsqu'un cisaillement monotone se poursuit su�samment longtemps, le milieu atteint un
état stationnaire (état critique, steady state) tel que δMi = 0. Dans cet état particulier,
les variables d'état, en tant que grandeurs moyennes dé�nies à partir de la microstructure,
n'évoluent plus et leurs valeurs asymptotiques M∗

i sont indépendantes du chemin des dé-
formations subies. Les angles ϕ∗ et ψ∗ correspondants sont alors des paramètres matériels
proprement dits. Par ailleurs, le volume ne peut pas évoluer indé�niment, ce qui implique
que ψ∗ = 0.

Construction d'un modèle. Une loi de comportement pour un matériau granulaire doit
donc comporter trois ingrédients essentiels :

� Une surface limite de charge décrite par la fonction d'état ϕ({Mi})
� Une règle d'écoulement décrite par la fonction d'état ψ({Mi})
� Une loi d'écrouissage décrite par δMi(εij, {Mi})

Dans la pratique, les variables d'état peuvent être scalaires ou tensorielles (Cambou et al.,
2000).

Plusieurs approches peuvent être mises en ÷uvre pour établir ces di�érentes fonctions.
On distingue les modèles continus basés sur une approche purement phénoménologique, les
modèles discrets basés sur la modélisation directe des grains en interaction et les modèles

1. Le phénomène de dilatance a été décrit scienti�quement pour la première fois par Reynolds (1885)
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multi-échelles qui se fondent sur des approches micro-mécaniques à l'échelle microscopique
pour développer une loi de comportement exploitable à l'échelle macroscopique. Il n'est ici
pas question de prétendre à l'exhaustivité des modèles existants, mais d'en présenter les
fondements pour identi�er leurs limites propres. Cela nous permettra d'étayer notre choix
pour la modélisation du mécanisme de liquéfaction des sols à l'échelle de l'ouvrage.

3.2 Modèles continus

Parmi l'ensemble des modèles continus développés à ce jour, les modèles élasto-plastiques
constituent l'essentiel de ceux qui sont implémentés dans les logiciels de calcul du commerce.
En e�et, la théorie de l'élasto-plasticité, qui est fondée sur une approche phénoménologique,
s'est imposée au cours des années comme le premier cadre conceptuel et mathématique per-
mettant de rendre compte des principales caractéristiques du comportement des géomaté-
riaux observés en laboratoire ou in situ (Di Prisco et al., 1995; Andrade, 2009; Buscarnera
and Whittle, 2012).

La théorie standard de l'élasto-plasticité est basée sur la décomposition de l'incrément du
tenseur de déformation δεij, dé�ni comme le produit du tenseur de taux de déformation ε̇ij
avec l'incrément de temps dt, sous la forme :

δεij = δεeij + δεpij (3.5)

où les exposants e et p correspondent aux composantes élastique et plastique respective-
ment. Les incréments de contrainte sont reliés aux incréments de déformation élastiques par
l'intermédiaire d'un tenseur d'élasticité :

δεeij = Dijkl δσkl (3.6)

ou réciproquement :
δσij = Eijkl δε

e
kl (3.7)

En chaque état du milieu issu d'une histoire de chargement donnée, le domaine élastique est
délimité par une surface de charge fermée. Lorsque le chargement a conduit à l'apparition
de déformations plastiques, la limite élastique varie selon une loi d'écrouissage. La surface de
charge, décrite par une fonction f , doit donc faire intervenir les tenseurs de contrainte et de
déformation plastique et véri�er :

f
(
σij, ε

p
ij

)
= 0 (3.8)

Le domaine élastique correspond à l'ensemble des états véri�ant f(σij, ε
p
ij) < 0. La direction

normale à la surface de charge est alors dé�nie par le vecteur ∂f/∂σij si bien que la condition
de chargement est déduite du signe du produit δσij∂f/∂σij (positif pour un chargement et
négatif pour un déchargement). Ainsi, pour un incrément de contrainte δσij > 0 donné, le
système subit un incrément de déformation plastique δεpij si l'état de contrainte du système
atteint la surface de charge. Lorsque des déformations plastiques se développent, la direction
de ces incréments de déformation est déterminée par une règle d'écoulement dé�nie par :

δεpij = δλ
∂g

∂σij
(3.9)
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où g(σij, ε
p
ij) = 0 dé�nit l'équation d'une surface fermée dans l'espace des contraintes (la

fonction g est appelée potentiel plastique). L'introduction du paramètre scalaire δλ, appelé
multiplicateur plastique, permet d'assurer que l'état du système reste sur la surface de charge.
Il est déterminé en écrivant la condition de consistance :

δf =
∂f

∂σij
δσij +

∂f

∂εpij
δεpij = 0 (3.10)

D'après cette équation, la direction de l'écoulement plastique est donnée par la normale à la
surface dé�nie par le potentiel plastique g, indépendamment de la direction de l'incrément
de contrainte δσij. Les lois de comportement véri�ant le principe de normalité f = g la
règle d'écoulement est dite plastique associée. Lorsque f 6= g, la règle d'écoulement est dite
plastique non associée. On dé�nit également le module d'écrouissage du matériau :

Hδλ =
∂f

∂σij
δσij (3.11)

Le paramètre H permet de contrôler les déformations plastiques lorsque l'état du matériau
est sur la surface de charge. On montre alors que la relation incrémentale entre contraintes
et déformations s'écrit :

δεij =

(
Dijkl +

1

H

∂g

∂σij

∂f

∂σkl

)
δσkl (3.12)

ou réciproquement :

δσij =

(
Eijkl −

Eijkl
∂g
∂σkl

∂f
∂σij

Eijkl

H + ∂f
∂σij

Eijkl
∂g
∂σkl

)
δεkl (3.13)

Les fonctions de charge et potentiels plastiques peuvent être exprimés en fonction des
invariants des contraintes et des déformations. La loi de comportement peut alors s'écrire
sous la forme :

δεv =
1

K
δp′ + δλ

∂g

∂p′
(3.14)

δεd =
1

3G
δq + δλ

∂g

∂q
(3.15)

où K est le module de compressibilité du matériau et G le module de cisaillement, tous deux
supposés indépendants de l'état de contrainte du matériau. La règle selon laquelle lorsque le
matériau est plasti�é l'état de contrainte reste sur la surface de charge, permet de déterminer
la valeur du multiplicateur plastique et d'obtenir �nalement :

(
δεv
δεd

)
=


1

K
+

1

H

∂g

∂p′
∂f

∂p′
1

H

∂g

∂p′
∂f

∂q
1

H

∂g

∂q

∂f

∂p′
1

3G
+

1

H

∂g

∂q

∂f

∂q

( δp′

δq

)
(3.16)

L'e�et de l'écrouissage du matériau est généralement intégré explicitement dans la fonc-
tion de charge f en introduisant une dépendance explicite avec les déformations plastiques
cumulées du matériau (Li and Dafalias, 2012). L'e�et de l'écrouissage du matériau est par
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(a) (b)

Figure 3.1 � Comparaison de la réponse du modèle élasto-plastique développé par Andrade
(2009) avec les données expérimentales issues de Doanh et al. (1997).

ailleurs également présent de manière implicite dans les relations qui existent entre l'indice
des vides e du milieu et la pression moyenne p′ et les modules élastiques G et K.

On remarque que l'existence de cette relation incrémentale repose sur l'hypothèse de
régularité des fonctions f et g. Or, il a été démontré (Nicot and Darve, 2007b) que cette
hypothèse, valable en condition axisymétrique, ne l'est plus dans le cas de chargement quel-
conque : la relation entre contraintes et déformations à l'état plastique devient tensorielle et
dépend de la direction de la sollicitation.

Critère de bifurcation. Considérons le cas d'un essai triaxial non drainé (δεv = 0).
L'annulation du travail du second ordre intervient lorsque δq = 0 (Équation 1.7). Le critère
de bifurcation devient alors : (

1

K
+

1

H

∂g

∂p′
∂f

∂p′

)
δp′ = 0 (3.17)

On dé�nit alors le module plastique critique Hcr :

Hcr = −K ∂g

∂p′
∂f

∂p′
(3.18)

Lorsque le module plastique atteint cette valeur, l'incrément δp′ n'est plus dé�ni de ma-
nière unique (Iai and Bardet, 2001; Andrade, 2009). Cette perte d'unicité ne permet plus la
prédiction de l'évolution ultérieure du modèle. Il faut alors faire intervenir des hypothèses
supplémentaires qui peuvent s'appuyer sur la prise en compte de la microstructure du milieu
granulaire.

Prise en compte de la microstructure. La plupart des modèles de comportement phé-
noménologiques ont été développés en intégrant l'hypothèse d'état critique qui suppose l'iso-
tropie du matériau. L'in�uence de la microstructure n'est donc pas prise en compte explici-
tement. En l'absence de modèle permettant la prise en compte explicite de la microstructure
du milieu, Je�ries (1993) propose de calibrer le modèle sur une large gamme de conditions de
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(c) (d)

Figure 3.2 � Comparaison de la réponse du modèle élasto-plastique développé par Wan and
Guo (2001) (c-d) avec les données expérimentales issues de Oda (1972) (a-b).

chargement, de densités, de méthodes de préparation des échantillons, etc. Cette approche,
même si elle semble pragmatique, introduit néanmoins un niveau d'incertitude nuisible aux
capacités prédictives du modèle.

Certains auteurs ont tenté d'introduire de manière explicite mais phénoménologique l'in-
�uence de la direction de chargement sur le comportement du matériau. Par exemple, Li and
Dafalias (2002) ont introduit une surface de charge dépendante de l'angle de Lode. Oda (1993)
a intégré explicitement les composantes du tenseur de texture dans l'expression des fonctions
f et g. L'évolution du tenseur de texture est alors déterminée en fonction de la contrainte
déviatorique incrémentale et de l'angle entre la direction de la contrainte principale et celle
du tenseur de texture. Wan and Guo (2001) ont choisi d'introduire explicitement les com-
posantes du tenseur de texture dans l'expression de la dilatance du matériau D = δεpv/δε

p
d.

L'évolution du tenseur de texture est ensuite reliée à l'évolution du rapport des contraintes
q/p′. Li and Dafalias (2012) ont développé un modèle reliant les variations du tenseur de
texture à celles des déformations déviatoriques plastiques du milieu δεpd. La loi d'évolution
des déformations plastiques en fonction de l'évolution du rapport des contraintes est quant
à elle purement phénoménologique. Gao et al. (2014) ont proposé un modèle intégrant ex-
plicitement un tenseur de texture et une loi d'évolution des composantes de celui-ci faisant
intervenir la valeur du multiplicateur plastique.

Si ces modèles ont démontré leurs capacités prédictives sur des essais triaxiaux en com-
pression (Fig. 3.2), la validité de ces hypothèses supplémentaires pour d'autres chemins de
chargement est di�cile à justi�er. De plus, l'introduction de paramètres supplémentaires est
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(a) (b)

Figure 3.3 � Représentation du gradient du déplacement relatif entre grains dans le cas
d'une rupture localisée (a) et d'une rupture di�use (b) survenues au cours d'un essai de
chargement biaxial modélisées en DEM (Zhu et al., 2016a)

nécessaire, mais rendue délicate par le caractère peu physique de ces paramètres et l'inter-
dépendance potentielle des paramètres entre eux. Cette démarche ne permet donc pas de
s'a�ranchir des problèmes de calibration intrinsèques à l'approche phénoménologique.

3.3 Modèles discrets

Une solution alternative aux modèles phénoménologiques consiste à décrire les sols gra-
nulaires par un assemblage d'éléments discrets (des disques en deux dimensions) en contact
les uns avec les autres (Cundall and Strack, 1979). Les simulations par éléments discrets sont
de véritables expériences numériques qui permettent une compréhension �ne des mécanismes
de rupture et d'instabilité à l'échelle locale. La complexité et la diversité des comportements
ne viennent plus de l'introduction de paramètres supplémentaires (paramètres d'écrouissage,
de mémoire, etc.), puisque les lois de contact sont très simples (Mohr-Coulomb), mais de la
prise en compte de la topologie des assemblages granulaires. La capacité des modèles micro-
mécaniques à reproduire toute la richesse constitutive des géomatériaux provient du grand
nombre de particules introduites, chaque contact se comportant de manière spéci�que en
fonction de son orientation. C'est cette variété géométrique qui confère à l'assemblage gra-
nulaire sa richesse de comportement à l'échelle macroscopique (Rothenburg and Bathurst,
1989; Gutierrez and Ishihara, 2000; Collins and Muhuntan, 2003; Guo and Zhao, 2013). Cette
méthode est un outil d'investigation analytique puissant permettant de comprendre le rôle
de la microstructure dans le comportement des milieux granulaires (Radjai et al., 2012; Guo
and Zhao, 2013; Hadda et al., 2015; Sibille et al., 2015; Zhu et al., 2015, 2016a).

La principale limite de cette approche réside dans le fait qu'elle ne permet pas de traiter
des assemblages au-delà de quelques millions de grains. Elle est donc aujourd'hui impossible à
utiliser pour des modélisations à l'échelle de l'ouvrage. De plus, la prise en compte de la forme
réelle des grains et de la granulométrie des matériaux est aujourd'hui encore un problème
di�cile à traiter. En�n, la méthode de constitution réaliste et maîtrisée de l'assemblage initial
reste à ce jour une question délicate.
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Figure 3.4 � Modélisation de la localisation au cours d'un essai biaxial modélisé par une
approche multi-échelles FEM×DEM (Guo and Zhao, 2014)

3.4 Modèles multi-échelles

Au-delà de quelques dizaines de milliers de grains, l'utilisation de modèles discrets devient
couteuse. La réalisation de simulations à l'échelle de l'ouvrage nécessite donc la mise en ÷uvre
de modèles multi-échelles. L'approche multi-échelle consiste calculer en chaque point de Gauss
d'un maillage donné la réponse d'un assemblage de grains réduit supposé représentatif d'un
VER. Les modèles multi-échelles di�èrent selon le modèle micro-mécanique implémenté à
l'échelle du VER.

3.4.1 Modèles FEM×DEM
L'approche FEM×DEM appliquée aux milieux granulaires a récemment émergé (Miehe

and Dettmar, 2004; Meier et al., 2008) et se développe intensivement depuis plusieurs années
(Nitka et al., 2011; Guo and Zhao, 2014; Nguyen et al., 2014). La modélisation à l'échelle mé-
soscopique est basée sur la méthode des éléments discrets (DEM) appliquée à un assemblage
de quelques centaines de grains et le problème macroscopique est traité par la méthode des
éléments �nis (FEM), en combinant les avantages des deux méthodes : bonne représentation
de la physique des milieux granulaires au niveau de la loi de comportement fournie par la
DEM à l'échelle mésoscopique, souplesse et économie des éléments �nis au niveau de la re-
présentation de la structure complète. Cette approche a montré sa capacité à reproduire les
mécanismes de contractance et dilatance, la non-coaxialité de la réponse et le développement
des bandes de cisaillement avec des conditions aux limites initialement symétriques (Guo and
Zhao, 2014; Nguyen et al., 2014) (Fig. 3.4).

Il faut noter que l'obstacle du coût numérique élevé de ces approches peut être e�cace-
ment contourné en utilisant les méthodes de parallélisation du calcul intensif. Cependant, la
di�culté liée à la dé�nition de la microstructure initiale des assemblages en DEM reste un
problème ouvert.

59



3.4.2 Modèle C-H

La prise en compte de l'in�uence de la microstructure locale sur le comportmenent de
l'assemblage granulaire peut être faite en introduisant explicitement un tenseur de texture
décrivant l'orientation dans l'espace des contacts inter-grains. Dans le modèle tridimensionnel
développé par Chang and Hicher (2005), la déformation du volume représentatif du milieu
granulaire est déduite de la mobilisation de chacun des contacts.

L'interaction entre les grains est décrite par une partie élastique basée sur la formulation
de Hertz-Mindlin sous sa forme révisée par Chang et al. (1989) et par une partie plastique
rendant compte de l'e�et d'une dilatance. Le critère de rupture de Mohr-Coulomb intègre
également une fonction d'écrouissage. Au total, la loi de contact est décrite par 6 paramètres.
La dé�nition du tenseur de texture ne permet pas de prendre en compte l'arrangement réel des
grains entre eux. L'e�et de l'enchevêtrement des grains est donc introduit en introduisant une
relation entre la pression moyenne dans le milieu et son indice des vides critique ainsi qu'une
relation entre l'indice des vides courant du milieu et l'angle de frottement inter-granulaire.
Ces deux relations nécessitent l'introduction de 4 paramètres supplémentaires.

La texture du milieu est prise en compte à travers un tenseur qu'il est possible de dé�-
nir à partir de deux paramètres microstructuraux : l'un représentant la densité moyenne des
contacts dans une direction donnée et l'autre le degré d'anisotropie du milieu. Le modèle per-
met, à partir d'un incrément de contrainte donné, de déterminer l'incrément de déformation
résultant via un processus d'intégration numérique itératif.

Ce modèle a montré sa capacité à modéliser le comportement de sables saturés ou par-
tiellement saturés (Hicher and Chang, 2007), d'argiles naturelles (Chang et al., 2009) ou
traitées (Yin and Hicher, 2013) sous sollicitations triaxiales (Figure 3.5). La première limite
du modèle vient de l'absence d'évolution du tenseur de texture au cours du chargement.
Ainsi, l'écrouissage du matériau ne peut être pris en compte qu'à travers la loi de contact via
l'angle de frottement inter-grains et la rigidité plastique. Dans ce modèle, l'e�et de l'évolution
de la microstructure a donc une base phénoménologique.

3.4.3 Modèle µ-D

Une autre approche consiste à enrichir le modèle micro-directionnel (µ-D), initialement
développé pour décrire le comportement mécanique de la neige (Nicot, 2003). Les modèles
microdirectionnels considèrent un assemblage granulaire comme étant une distribution de
contacts (Nicot and Darve, 2005b) orientés dans l'espace, les directions étant indépendantes
les unes des autres. La loi de comportement, c'est-à-dire la relation entre un incrément
de déformation et l'incrément de contrainte correspondant, est dé�nie par un processus de
localisation-homogénéisation décrit schématiquement sur la �gure 3.6.

On considère un matériau monodisperse constitué d'un assemblage de grains sphériques
de même rayon rg qui subit un incrément de déformation δεij. Chaque contact est dé�ni par
un vecteur normal ~n . L'approche développée dans le modèle micro-directionnel repose sur
l'hypothèse que l'incrément de déplacement au contact entre les grains est proportionnel à
l'incrément de déformation moyenne de l'échantillon :

δui = 2rgδεijninj (3.19)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.5 � Comparaison des résultats d'essai triaxiaux sur du sable d'Hostun (a-b) avec
les simulations issues du modèle de Chang and Hicher (2005) (c-d)

Figure 3.6 � Processus général d'homogénéisation reliant les incréments de contrainte aux
incréments de déformation.
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(a) (b)

Figure 3.7 � Comparaison de la réponse du modèle µ-D avec des courbes expérimentales
(a) courbe contraintes-déformation (b) courbes déformation volumique-déformation axiale
(Nicot and Darve, 2005b)

L'incrément de déplacement est ensuite décomposé selon les directions normale et tangen-
tielle au contact. Les composantes normale et tangentielle de la force de contact sont alors
déterminées en considérant une loi de comportement élasto-plastique :

δFn = knδun (3.20)

δ ~Ft = min
{∥∥∥~Ft + knδ~ut

∥∥∥ , tan (Fn + knδun)
} ~Ft + knδ~ut∥∥∥~Ft + knδ~ut

∥∥∥ − ~Ft (3.21)

où kn est la raideur élastique normale inter-granulaire, kt est la raideur élastique tangentielle
inter-granulaire et ϕg l'angle de frottement inter-granulaire. L'incrément de contrainte est
alors déduit sur la base de la formule d'homogénéisation (Love, 1927; Cambou et al., 2000;
Nicot and Darve, 2005b) :

δσij = 2rg

(∫∫
D

δF̂injωdΩ +

∫∫
D

F̂injδωdΩ

)
(3.22)

La prise en compte de l'évolution de la microstructure de l'assemblage nécessite la dé�-
nition d'une fonction permettant de reproduire le mécanisme d'e�ondrement des chaînes de
forces. En première approche, la notion de cône d'extinction est introduite (Nicot and Darve,
2005b). Elle consiste à supprimer les contacts orientés dans un cône dé�ni par une direction
parallèle à la direction de la contrainte principale majeure et un angle d'ouverture. Cette
approche revient en fait à introduire de l'anisotropie dans la distribution initiale des contacts
et permet de modéliser l'e�et de cette anisotropie, notamment observé expérimentalement
par Oda (1972), sur le comportement du milieu en termes de résistance au cisaillement et de
dilatance (Fig. 3.7).
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(a) (b)

Figure 3.8 � Réponse du modèle H pour (a) des chargements biaxiaux drainés σ2=cste et
(b) des chemins de déformations proportionnelles dé�nis par R = δε2/δε1 Nicot and Darve
(2011a)

3.4.4 Modèle H

La principale limitation du modèle µ-D réside dans l'hypothèse cinématique traduite par
l'équation 3.19. D'une part, cela conduit à des pénétrations inter-grains irréalistes. D'autre
part, cette hypothèse n'est pas cohérente avec les observations selon lesquelles les assem-
blages granulaires se déforment en se réarrangeant par glissement, rotation et ouverture de
contact entre grains. Il en résulte que le champ de déplacement relatif des grains n'est pas
proportionnel au champ de déformation macroscopique. Il est donc clair que l'établissement
d'un modèle de comportement nécessite une description cinématique plus �ne du terme �uc-
tuant basée sur la dé�nition de la microstructure de l'assemblage à l'échelle mésoscopique. Le
modèle H-microdirectionnel (H-µ) reprend donc les principes du modèle µ-D en introduisant
une échelle intermédiaire constituée d'un assemblage hexagonal de 6 grains permettant de
rendre compte de la �uctuation locale du champ de déformation (Nicot and Darve, 2011a).

La pertinence du choix d'un cycle à 6 grains a été validée a posteriori par des simulations
d'essais biaxiaux menées par la méthode des éléments discrets (DEM) en 2D (Zhu et al.,
2015, 2016b). Les analyses conduites ont mis en évidence le rôle des cycles de grains dans
le comportement mécanique des assemblage granulaires. Il a notamment été montré que les
groupes des cycles à 3 et 6 grains sont ceux dont les populations varient le plus au cours des
chargements. De plus, il a été constaté une corrélation négative forte entre l'évolution de ces
deux populations, indiquant une conversion mutuelle des cycles de 3 et 6 grains.

Dans les échantillons denses, le chargement de l'assemblage granulaire produit une aug-
mentation de son volume. Le volume occupé par les cycles de grains augmente ce qui conduit à
une conversion des cycles à 3 grains en cycles à 6 grains avant l'atteinte de l'état permanent de
déformation. La résistance de l'assemblage diminue alors en raison de la conversion de cycles
rigides en cycles plus déformables. Les cycles à 6 grains constituent donc les éléments clés
du couplage entre les comportements mécanique et volumique des matériaux granulaires. Les
premiers résultats de simulations (Nicot and Darve, 2011a; Nicot et al., 2013) ont démontré
la capacité du modèle à modéliser la rupture des milieux granulaires de manière qualitative
pour des essais biaxiaux drainés et des chemins de déformation proportionnels (Fig. 3.8).
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3.5 Objectif de la thèse

Dans cette première partie, nous avons tenté de poser les bases phénoménologiques pour
l'étude du mécanisme de liquéfaction et identi�é les conditions de déclenchement de ce mé-
canisme à l'échelle de l'ouvrage et d'un échantillon de laboratoire. Nous avons développé le
cadre d'interprétation théorique permettant l'analyse des instabilités dans les milieux granu-
laires et présenté un état de l'art des grandes familles de lois de comportement existantes pour
modéliser la réponse des sols liqué�ables. Nous avons en�n conclu au caractère adapté des
modèles multi-échelles et en particulier du modèle H pour la modélisation de la liquéfaction
des sols.

L'objectif de cette thèse est donc de mettre en ÷uvre le modèle H pour décrire le méca-
nisme de rupture par liquéfaction des sols granulaires. Il sera implémenté dans un code de
calcul numérique aux di�érences �nies a�n de conduire des calculs à l'échelle de l'ouvrage.
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Deuxième partie

Un modèle constitutif pour les sols
liqué�ables
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Chapitre 4

Le modèle H

4.1 Relations constitutives

Le modèle H-microdirectionnel est développé dans le plan de référence (~x1,~x2). Les direc-
tions ~x1 et ~x2 sont choisies de manière à coïncider avec les directions principales du tenseur
de déformation qui sont supposées ne pas subir de rotation.

On sait que la cinématique locale des grains d'un assemblage granulaire ne peut pas être
décrite correctement en décrivant seulement la distribution des contacts. Le déplacement rela-
tif entre deux grains en contact n'est pas la variable cinématique locale pertinente. C'est pour
cette raison qu'une variable cinématique tensorielle dé�nie à l'échelle mésoscopique doit être
introduite. Une mésostructure doit donc être choisie de manière à permettre le développe-
ment d'une cinématique su�samment complexe tout en étant compatible avec une résolution
analytique des équations constitutives du système. L'assemblage hexagonal, constitué de 6
grains sphériques de même diamètre rg, a été choisi car il permettait notamment de coupler
le comportement mécanique (résistance) et volumique (dilatance/contractance) à l'échelle
mésoscopique.

Dans le modèle H-microdirectionnel, le milieu granulaire est décrit comme une distribution
d'hexagones orientés selon une direction ~n faisant un angle θ par rapport à ~x1 (Figure 4.1).
Chaque hexagone présente deux plans de symétrie par rapport aux directions ~x1 et ~x2. On
sait que la déformation de chaque vecteur branche ne dérive pas directement du tenseur de
déformation dé�ni à l'échelle macroscopique. Il a été montré que l'hypothèse a�ne pouvait
être raisonnablement appliquée pour décrire la déformation locale à l'échelle de quelques
grains (Agnolin and Kruyt, 2008). Ainsi, la déformation de chaque hexagone dérive du tenseur
de déformation macroscopique comme suit :

δln = −lnδεijninj (4.1)

δlt = −ltδεijtitj (4.2)

où ln et lt représentent les dimensions de l'hexagone dans les direction axiale ~n et latérale
~t. De plus, la rotation des grains n'est pas permise. Cette hypothèse, si elle est assurément
douteuse pour des grains sphériques pour lesquels la rotation est un élément important de
la déformation des assemblages granulaires (Kuhn and Bagi, 2004), semble raisonnable si
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Figure 4.1 � Mésostructure hexagonale orientée dans l'espace.

l'on cherche à modéliser des matériaux granulaires réels qui sont constitués de grains dont la
forme contient de nombreuses facettes ou irrégularités (Oda et al., 1982).

La loi de contact est décrite par un modèle élastique-plastique reliant les forces incré-
mentales normale et tangentielle aux composantes normale et tangentielle des déplacement
relatifs entre grains. Il est important de noter que ce modèle de contact est couramment
utilisé dans la plupart des codes de calcul en DEM (Discrete Element Method) tels que
'Yade' (Cundall and Strack, 1979; Smilauer et al., 2010) ou PFC (Itasca Consulting Group,
2014). L'utilisation de ce modèle s'est révélée pertinente pour simuler le comportement des
sols granulaires (Calvetti, 2008) : dilatance (Yang et al., 2012), rupture des chaines de forces
(Cates et al., 1998), développement des bandes de cisaillement (Bardet and Proubet, 1992),
écrasement des grains Cheng et al. (2004), in�uence de l'histoire du chargement (Ting et al.,
1989), détection de la liquéfaction au cours d'essais triaxiaux non drainés (Gong et al., 2012),
etc. Ce modèle de contact introduit une raideur normale élastique kn et une raideur tangen-
tielle élastique kt, toutes deux constantes. L'intensité de la composante tangentielle T1 est
limitée par un critère de Coulomb dépendant d'un angle de frottement inter-granulaire ϕg.
Bien que ϕg soit considéré ici comme un paramètre intrinsèque, il est intéressant de noter
que celui-ci peut dépendre d'autres paramètres comme la rugosité du contact, la présence
d'eau ou l'intensité de la force normale (Singer and Pollock, 1992; Bardet, 1998).

4.1.1 Équations de compatibilité.

Les variables géométriques du modèle sont : d1 la longueur du vecteur branche reliant
les grains 1 et 2, d2 la longueur du vecteur branche reliant les grains 2 et 3 et α l'angle
d'ouverture de l'hexagone (Fig. 4.2). Ces variables sont reliées à ln et lt selon les relations :

ln = d2 + 2d1 cosα (4.3)

lt = 2d1 sinα (4.4)
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Figure 4.2 � Description des variables géométriques de l'hexagone.

4.1.2 Équations d'équilibre.

Les forces extérieures appliquées à l'assemblage granulaire sont supposées véri�er les
mêmes conditions de symétrie si bien que la symétrie de l'assemblage est préservée tout
au long du chargement et l'orientation de l'hexagone est préservée. Ainsi, la détermination
des forces de contact entre les grains se résume à l'évaluation des composantes normale N1

et tangentielle T1 de la force de contact qui s'applique entre les grains 1 et 2 ainsi que la
composante normale N2 de la force de contact qui s'applique entre les grains 2 et 3 (Figure
4.3). Les grains diamétralement opposés peuvent également entrer en contact (Fig. 4.4). Si
ln ≤ 2rg, alors les grains 1 et 3 entrent en contact et on a la création d'une force de contact
normale N3. De même, si lt ≤ 2rg, les grains 2 et 6 (et donc 3 et 5, par symétrie) entrent
en contact et on a la création d'une force de contact N4. Les contacts sont supposés ne pas
pouvoir reprendre d'e�ort en traction si bien que l'on véri�e Ni ≥ 0 avec i = 1, ..., 4.

L'équation d'équilibre du grain 2 projetée selon la direction ~n s'écrit :

N2 = N1 cosα + T1 sinα (4.5)

De même les équations d'équilibre relatives aux grains 1 et 2 projetées sur les directions
verticale et horizontale donnent respectivement :

Fn = 2(N1 cosα + T1 sinα) +N3 (4.6)

Ft = N1 sinα− T1 cosα +N4 (4.7)

Si l'on adopte la convention de signe classique en mécanique des sols (signe positif en
compression), les composantes normales des forces de contact peuvent s'écrire en fonction
des variables géométriques du modèle :

N1 = kn(2rg − d1) (4.8)
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Figure 4.3 � Description des forces de contact et des forces externes appliquées à l'hexagone.

Figure 4.4 � Conditions de mobilisation des forces de contact N3 et N4.
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N2 = kn(2rg − d2) (4.9)

Les forces de contact N3 et N4 s'expriment directement en fonction des dimensions axiale et
latérale de l'hexagone ln et lt :

N3 = kn(2rg − ln) (4.10)

N4 = kn(2rg − lt) (4.11)

4.1.3 Formulation incrémentale.

Les composantes normales des forces de contact incrémentales sont obtenues en dérivant
les équations 4.8-4.11 :

δN1 = −knδd1 (4.12)

δN2 = −knδd2 (4.13)

δN3 = −knδln (4.14)

δN4 = −knδlt (4.15)

La composante tangentielle de la force de contact incrémentale entre les grains 1 et 2 dépend
du régime de contact déterminé en utilisant le critère de Mohr-Coulomb. En régime élastique :

δT1 = ktd1δα (4.16)

Comme il a été mentionné par Nicot and Darve (2005b) et Nicot et al. (2016), l'expression
de δT1 en régime élastique n'est pas une di�érentielle totale car elle ne peut pas être intégrée.
En fait, l'évolution de T1 dépend de l'évolution des variables géométriques d1, d2 et α qui
dépend du chemin de chargement imposé. Ainsi, même en régime élastique et sans dissipa-
tion d'énergie, l'évolution de T1 dépend directement de l'histoire du chargement. En régime
plastique :

δT1 = ξ(N1 + δN1) tanϕg − T1 (4.17)

où ξ est le signe de la quantité T1 + ktd1δα. La valeur de δα étant in�nitésimale, il est
raisonnable de supposer que ξ et T1 ont le même signe.

Les équations 4.3 et 4.4 s'écrivent sous les formes incrémentales suivantes :

δln = δd2 + 2 cosαδd1 − 2d1 sinαδα (4.18)

δlt = 2 sinαδd1 + 2d1 cosαδα (4.19)

De même, la di�érentiation de l'équation d'équilibre 4.5 s'écrit :

δN2 = δN1 cosα−N1 sinαδα + T1 cosαδα + δT1 sinα (4.20)

Les équations 4.18, 4.19 et 4.20 combinées avec les relations 4.12 à 4.17 peuvent s'écrire sous
la forme algébrique suivante : 2 cosα 1 −2d1 sinα

2 sinα 0 2d2 cosα
cosα + A −1 H

 δd1

δd2

δα

 =

 δln
δlt
δC

 (4.21)
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où H = [(N1−B) sinα−T1 cosα]/kn. Il est intéressant d'observer que les forces de contact N3

et N4 dépendant directement des dimensions axiale et latérale des hexagones, la création de
ces forces de contact n'a pas d'in�uence sur l'évolution des variables géométriques du modèle
et donc sur les forces de contact N1, T1 et N2. En régime élastique,

A = 0
B = ktd1

(4.22)

et en régime plastique :
A = ξ tanϕg sinα

B = 0
(4.23)

Le terme incrémental δC correspond à un terme correctif qui garantit que le critère de Mohr-
Coulomb ne soit pas violé. Il est nul sauf lorsque l'incrément correspond à une transition
du régime élastique vers le régime plastique où il vaut alors sinα(ξN1 tanϕg − T1)/kn. La
résolution du système linéaire 4.21 permet de déterminer les incréments δd1, δd2 et δα et
donc des incréments des forces de contact δN1, δN2 et δT1.

Dans la pratique, on inverse dans un premier temps l'équation 4.21 en supposant le régime
de contact élastique. S'il n'y a ni ouverture des contacts (N1−knδd1 > 0 et N2−knδd2 > 0) ni
violation du critère de Mohr-Coulomb (glissement inter-grains), on réalise l'incrément suivant.
S'il y a décollement d'un des contacts, alors les forces de contact N1, T1 et N2 sont annulées
pour éviter la mise en tension du contact entre les grains. Si le critère de Mohr-Coulomb est
violé, on reprend le calcul d'inversion à l'état précédent en supposant un régime de contact
plastique.

4.1.4 Tenseur des contraintes.

Le tenseur de contrainte dé�ni à l'échelle de l'hexagone est obtenu en intégrant les
forces extérieures sur les directions axiale et latérale de l'hexagone. En rappelant que ~n =
[cos θ sin θ] T, le tenseur des contraintes à l'échelle de l'hexagone exprimé dans le repère global
a pour expression :

σh = P−1

[
σn 0
0 σt

]
P =

[
σn cos2 θ + σt sin2 θ (σn − σt) sin θ cos θ
(σn − σt) sin θ cos θ σn sin2 θ + σt cos2 θ

]
(4.24)

avec
σn = Fn/lt (4.25)

σt = 2Ft/ln (4.26)

où P est la matrice de rotation permettant de passer du repère global ( ~x1, ~x2) au repère
local

(
~n,~t
)
. Le calcul du tenseur de contrainte se fait par homogénéisation (Nicot and Darve,

2011a) :

σ =
N

V

∫ π

0

ω(θ)v(θ)σh dθ (4.27)

où N est le nombre total d'hexagones contenus dans le volume V , ω(θ) est la fonction de
distribution des hexagones en fonction de leur angle d'orientation θ et v(θ) est le volume
élémentaire des hexagones orientés dans la direction θ.
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Figure 4.5 � Représentation du volume élémentaire associé à chaque hexagone.

4.1.5 Porosité du milieu.

Dans le modèle H, les hexagones sont a priori indépendants les uns des autres. Il n'y a
donc pas à ce stade de relation entre le nombre d'hexagones N et le volume de matériau
considéré V . Or, les calculs à l'échelle de l'ouvrage impose la mise en ÷uvre d'un couplage
hydro-mécanique qui nécessite d'établir un lien entre le comportement mécanique du modèle
(résistance) et son comportement volumique (porosité). Il convient donc d'introduire une
relation entre le nombre d'hexagones N caractérisés par leurs volumes élémentaires v et le
volume V de l'échantillon dé�nis par le rectangle ln × lt (Fig. 4.5) :

v(θ) = 2d1 sinα(θ)(d2 + 2d1 cosα(θ)) (4.28)

Nous ferons ici l'hypothèse que le volume total du matériau modélisé V est égal à la somme
des volumes élémentaires de chaque hexagone :

V = N

∫ π

0

ω(θ)v(θ)dθ (4.29)

ou sous la forme discrétisée :

V = Nπ

nθ∑
i=1

ωivi (4.30)

L'hypothèse cinématique a�ne précédemment décrite (équations 4.1 et 4.2) impose l'égalité
entre la déformation volumique incrémentale à l'échelle macroscopique et la déformation
volumique incrémentale à l'échelle de chaque hexagone. En e�et, on montre aisément que
pour chaque hexagone :

δv/v = δε1 + δε2 = δV/V (4.31)

Ainsi, si le nombre d'hexagones compris dans le volume V reste constant tout au long du
chargement, il y a cohérence entre le comportement volumique local des hexagones et le com-
portement volumique de l'assemblage à l'échelle macroscopique. La véri�cation de l'équation
4.29 permet de mettre en cohérence les comportements volumiques et mécaniques du matériau
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et de rendre les relations constitutives du modèle H indépendantes du nombre d'hexagones
N .

Si l'on néglige l'interpénétration des grains, on montre que la porosité dé�nie à l'échelle
d'un hexagone s'écrit :

n = 1− 3π − (β − sin β)

8 sinα(1 + 2 cosα)
(4.32)

avec β = 0 lorsque α ≤ π/3 et β = 2 arccos(2 cosα) si α > π/3. Lorsque α varie entre 30o et
90o, la porosité varie entre 0,13 et 0,33. La porosité moyenne d'une distribution d'hexagones
se calcule par homogénéisation :

n =
1

V

∫ π

0

ω(θ)v(θ)n(θ) dθ (4.33)

où n(θ) est la porosité associée à chaque hexagone orienté dans la direction θ. La porosité
moyenne n du milieu correspond à la partie sphérique de ce tenseur. On peut alors en déduire
les valeurs de l'indice des vides e, de la fraction volumique φ et de la densité ρ :

e =
n

1− n
(4.34)

φ = 1− n (4.35)

ρ = ρs(1− n) (4.36)

avec ρs la densité spéci�que des grains, prise égale à 2750 kg/m3.

4.2 Schéma de résolution.

La loi de comportement constitutive relie la contrainte incrémentale à une déformation
incrémentale donnée (Fig. 4.6). La première étape consiste à e�ectuer un premier changement
d'échelle pour évaluer la déformation de chaque hexagone δn et δt à partir de la déformation
incrémentale du milieu δε1 et δε2 (Eq. 4.1 et 4.2. Les déplacements relatifs entre grains en
sont déduits par inversion de la relation 4.21, puis l'écriture des équations d'équilibre permet
de déterminer les incréments des forces agissant aux contacts entre les grains (Eq. 4.12 à
4.17). Il su�t alors de déterminer les contraintes correspondantes à l'échelle mésoscopique de
l'hexagone σn et σt (Eq. 4.25 et 4.26) puis de remonter aux contraintes macroscopiques σ1 et
σ2 par homogénéisation (Eq. 4.27).

4.3 Paramètres du modèle

Deux familles de paramètres peuvent être distinguées : i) les paramètres micromécaniques
qui caractérisent la loi de contact inter-grains et ii) les paramètres microstructuraux qui
décrivent la distribution des hexagones dans l'espace ainsi que leur géométrie. A�n de garantir
le sens physique propre à chacun de ces paramètres, il convient de déterminer les intervalles
de valeurs crédibles associés à ces paramètres.
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Figure 4.6 � Schéma de résolution du modèle H.

Table 4.1 � Exemples de diamètres médians pour quelques sables.
Sables d50 (mm)

Hostun H31 0,32
Fontainebleau 0,10
Sherbrooke 0,60
Ticino 0,50

4.3.1 Paramètres micro-mécaniques

Les paramètres micromécaniques permettent de décrire la loi de contact inter-grains.

Rayon des grains. Le rayon des grains doit être choisi en fonction des caractéristiques
granulométriques du matériau que l'on souhaite modéliser. On peut par exemple choisir le
critère suivant :

rg =
d50

2
(4.37)

où d50 correspond au diamètre médian de la distribution granulométrique. Pour des sables,
le rayon des grains variera donc entre 0,1 mm et 1 mm (Tab. 4.1).

Raideur normale des contacts. Les raideurs élastiques des contacts intergranulaires sont
des éléments déterminants du comportement de l'assemblage granulaire en petites déforma-
tions. Le niveau de rigidité du matériau peut être caractérisé par le paramètre adimensionnel
(Combe, 2004) :

κµ =
kn
pref

(4.38)
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où pref est une pression de référence qui sera en pratique prise égale à la moyenne géométrique
de la pression atmosphérique patm=100 kPa et de la pression de condolidation de l'échantillon
pc :

pref =
√
pc patm (4.39)

Les niveaux de rigidité κµ utilisés pour pref = patm dans la littérature pour des simulations
bidimensionnelles en dynamique moléculaire varient entre 500 et 40000 (Combe, 2004).

Il est intéressant de comparer ce paramètre à la constante élastique macroscopique κM
correspondant à la pente de la courbe de gon�ement dans le plan (1 + e, ln p). Par dé�ni-
tion, κM = (1 + e)p/K où K est le module de compressibilité volumique. Par ailleurs, Liao
et al. (1997) ont établi une relation entre les paramètres élastiques de l'assemblage à l'échelle
macroscopique et les rigidités des contacts. Leur analyse, qui prend en compte la �uctuation
locale des déplacements inter-grains par rapport au champ de déplacement moyen imposé à
l'échelle macroscopique, les a conduits à proposer une relation que l'on peut écrire sous la
forme kn = π(1 + e)K. Ainsi, il vient κM = π(1 + e)2p/kn d'où �nalement :

κµ =
π(1 + e)2

κM
(4.40)

où κM est généralement compris entre 0,002 et 0.008 pour des sables, avec une valeur moyenne
de 0,005 (Yu, 1998). Pour des sables, l'indice des vides est généralement compris entre 0,5
et 1,2 (Cubrinovski and Ishihara, 2002). L'approche développée par Hoomans et al. (1996)
permet ensuite d'estimer l'intervalle des indices des vides correspondant à ces deux états en
deux dimensions : 0.2 ≤ e0 ≤ 0.53. On en déduit que la formulation conduit à un intervalle
de niveaux de rigidité 550 ≤ κµ ≤ 3700 compris dans celui issu de la littérature.

Raideur tangentielle des contacts. Il a été montré, aussi bien théoriquement (Mindlin,
1949) que numériquement (Bathurst and Rothenburg, 1988), que le rapport des rigidités kt/kn
est relié au coe�cient de Poisson de l'assemblage granulaire. Parmi les formules existantes
dans la littérature, nous retiendrons celle de Liao et al. (1997) :

kt
kn

=
1− ν
1 + 3ν

(4.41)

Sachant que le coe�cient de poisson varie entre 0,10 et 0,40 pour des sables, le rapport des
rigidités devrait véri�er 0, 25 ≤ kt/kn ≤ 0, 75.

Angle de frottement intergranulaire. L'angle de frottement interne d'un matériau gra-
nulaire (ϕ) a pour borne inférieure la valeur de l'angle de frottement intergranulaire ϕg (Rowe,
1969). L'angle de frottement intergranulaire doit donc nécessairement véri�er 0 ≤ ϕg ≤ ϕ
avec 30o ≤ ϕ ≤ 45o (Terzaghi, 1955). Il convient de garder à l'esprit que l'angle de frotte-
ment inter-granulaire rend également compte de l'e�et de la géométrie réelle des grains sur la
résistance au glissement des grains entre eux. Pour des grains anguleux, il n'est pas anormal
d'avoir recours à des valeurs de ϕg élevées.
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Table 4.2 � Intervalles des paramètres de la loi de contact.
Paramètres Intervalle

rg 0,1 - 1,0 mm
κµ 500 - 10000
kt/kn 0,25 - 0,75
ϕg 10o − 40o

Figure 4.7 � Exemples de distributions tensorielles d'ordre 2.

4.3.2 Paramètres microstructurels

Angle d'ouverture initial. L'angle d'ouverture initial des hexagones (α0) peut varier
entre 30° et 90°. On déduit des équations 4.32 et 4.34 l'expression de l'indice des vides propre
à un hexagone :

e =
8 sinα(1 + 2 cosα)

3π(β − sin β)
− 1 (4.42)

avec β = 0 lorsque α ≤ π/3 et β = 2 arccos(2 cosα) si α > π/3. Chaque angle d'ouverture
initial correspond donc à un indice des vides. La relation n'est cependant pas bijective, comme
il sera discuté au chapitre 5.

Distribution initiale des hexagones. La microstructure du milieu granulaire est décrite
par une distribution ω(θ) de l'orientation des hexagones que l'on peut écrire sous la forme :

ω(θ) =
1

π
(1 + aω cos 2(θ − βω)) (4.43)

où aω représente le degré d'anisotropie de la distribution et βω la direction principale d'ani-
sotropie. Lorsque aω = 0, la distribution est isotrope : il y a le même nombre d'hexagones
dans toutes les directions de l'espace. Il convient de noter que la fonction ω(θ) est supposée
ne pas changer au cours du chargement. Cela signi�e que l'orientation des hexagones reste
constante vis-à-vis des directions principales du tenseur des déformations. Quelques exemples
de distributions sont donnés sur la �gure 4.7.
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Figure 4.8 � Exemple de représentation de la fonction de distribution des contacts c(θ) et
des fonctions de distribution de l'orientation des hexagones ω(θ) pour α0=45°, aω=1 et βω=0.

Distribution initiale des contacts. Une distribution initiale de ce type correspond à une
distribution d'orientations des contacts c(θ). Pour un angle d'ouverture initial α0, on a :

c(θ) =
1

3
(ω(θ) + ω(θ + α0) + ω(θ − α0)) (4.44)

Après quelques développements, on montre que la distribution des contacts s'écrit :

c(θ) =
1

π
(1 + ac cos 2(θ − βω)) (4.45)

avec ac = aω(1+2 cos 2α0)/3. La distribution des contacts correspond donc également à un dé-
veloppement tensoriel d'ordre 2 dont le degré d'anisotropie est fonction de l'angle d'ouverture
initial des hexagones. Par exemple, pour α0 = π/4, le degré d'anisotropie de la distribution
des contacts vaut le tiers de celui de la distribution des hexagones (Fig. 4.8).
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Chapitre 5

Étude de l'instabilité de l'assemblage
hexagonal

L'étude des conditions menant à la déstabilisation des cycles de grains revêt une im-
portance capitale dans la compréhension des mécanismes à l'origine de la rupture dans les
milieux granulaires (Tordesillas and Muthuswamy, 2009; Hadda, 2013; Hadda et al., 2015).
Nous nous proposons ici d'étudier la topologie du domaine de bifurcation des cycles hexa-
gonaux qui constituent les briques élémentaires du modèle H. Ce domaine de bifurcation,
dé�ni à l'échelle mésoscopique, n'a a priori aucune raison d'être semblable à celui qui peut
être dé�ni à l'échelle macroscopique du VER. En e�et, on peut s'attendre à ce que le passage
de l'échelle macroscopique, à laquelle des hétérogénéités sont moyennées, à l'échelle méso-
scopique accentue l'e�et de la microstructure sur les modes de rupture et les conditions de
déclenchement des instabilités (Tordesillas and Muthuswamy, 2009; Nicot et al., 2016).

Nous excluons de l'analyse les con�gurations où il y a contact entre les grains 1-4 (N3 > 0)
ou 2-6 et 3-5 (N4 > 0). A�n de simpli�er les notations, nous considérerons dans ce chapitre
un hexagone orienté selon la direction principale du tenseur des déformations (~n = ~x1).

5.1 Établissement de la matrice de rigidité tangente

Contraintes de Cauchy. L'introduction des expressions de N1 (Eq. 4.8) et N2 (Eq. 4.9)
dans l'équation 4.6 permet de déterminer l'expression de T1 en fonction des variables géomé-
triques du modèle :

T1 = kn
(2rg − d2)− (2rg − d1) cosα

sinα
(5.1)

En utilisant les équations 4.6 et 4.7, les longueurs des vecteurs branches peuvent être expri-
mées comme suit :

d1 = 2rg − (Fn cosα + 2Ft sinα)/(2kn) (5.2)

d2 = 2rg − Fn/(2kn) (5.3)

Les expressions des forces exterieures deviennent :

Fn = 2kn(2rg − d2) (5.4)
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2Ft = 2kn
(2rg − d1)− (2rg − d2) cosα

sinα
(5.5)

Ainsi, les deux composantes du tenseur de contraintes peuvent être exprimées en fonction
des variables géométriques :

σ1

kn
=

(2rg − d2)

d1 sinα
(5.6)

σ2

kn
= 2

(2rg − d1)− (2rg − d2) cosα

sinα(d2 + 2d1 cosα)
(5.7)

Ces équations, qui relient l'état de contrainte, représenté par σ1 et σ2, et l'état géométrique,
représenté par le triplet (d1, d2, α), est formellement indépendant du régime de contact. Elles
sont également indépendantes des paramètres de la loi de contact kt et ϕg. La dépendance
explicite de l'état de contrainte vis-à-vis de la variable microstructurelle α est cruciale et a
des conséquences importantes sur la topologie du domaine de bifurcation, comme nous le
verrons plus loin.

Relations incrémentales. Les propriétés du système constitué par l'assemblage hexagonal
dérivent de celles de la matrice de rigidité tangente. La dernière ligne du système linéaire de
l'équation 4.21 donne une relation explicite entre δα, δd1 et δd2. Il est donc possible de relier
la déformation de l'hexagone aux variations incrémentales des vecteurs branches :[

2 cosα + 2d1 sinα(cosα + A)/H 1− 2d1 sinα/H
2 sinα− 2d1 cosα(cosα + A)/H 2d1 cosα/H

] [
δd1

δd2

]
=

[
δln
δlt

]
(5.8)

avec H = [(N1−B) sinα−T1 cosα]/kn. Les paramètres A et B sont donnés par les équations
4.22 et 4.23. Les déformations incrémentales peuvent être dé�nies par δε1 = −δln/ln et
δε2 = −δlt/lt. On peut donc écrire :

δdi = Lijδεj (5.9)

où les composantes Lij sont données par :

L11 = −2knd1 cosα(d2 + 2d1 cosα)/∆
L12 = [d1(−B − 4d1kn + 4knrg + 2kn(d2 − 2rg) cosα

+(B + 2d1kn) cos 2α)]/∆
L21 = −(d2 + 2d1 cosα) + 4d1kn(d2 + 2d1 cosα)/∆

L22 = 2d1 cosα− 4d2
1kn(A+ 3 cosα)/∆

(5.10)

avec ∆ = B+7d1kn−4knrg+2kn(Ad1−d2 +2rg) cosα+(−B+d1kn) cos 2α. On constate que
les termes Lij dépendent des valeurs de A et B. L'expression de la matrice de rigidité tangente
doit donc logiquement dépendre du régime du contact entre les grains 1 et 2. Il convient alors
de dé�nir une zone tensorielle pour chaque régime de contact (Darve and Labanieh, 1982).
Dans une zone tensorielle donnée, les composantes des contraintes incrémentales peuvent
s'exprimer comme suit :

δσi =
∂σi
∂d1

δd1 +
∂σi
∂d2

δd2 +
∂σi
∂α

δα (5.11)
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i.e., en utilisant la dernière ligne de la relation algébrique 4.21 :

δσi =

(
∂σi
∂d1

− cosα + A

H

∂σi
∂α

)
δd1 +

(
∂σi
∂d2

+
1

H

∂σi
∂α

)
δd2 (5.12)

En introduisant les termes de la matrice de rigidité tangente K :

δσi = Kijδεj (5.13)

où (i, j)=1,2 avec

Kij =

(
∂σi
∂d1

− cosα + A

H

∂σi
∂α

)
L1j +

(
∂σi
∂d2

+
1

H

∂σi
∂α

)
L2j (5.14)

Les dérivées partielles des composantes du tenseur des contraintes s'obtiennent par simple
dérivation des équations 5.6 et 5.7 :

∂σ1
∂d1

= kn
(d2 − 2rg)
d2

1 sinα
∂σ1
∂d2

= −kn 1
d1 sinα

∂σ1
∂α

= kn
(d2 − 2rg) cosα

d1 sin2 α
∂σ2
∂d1

= −2kn[(4rg + 2d2 cosα− 4rg cosα) cosα + d2]

/[sinα(d2 + 2d1 cosα)2]
∂σ2
∂d2

= 2kn[2d1 + 2rg(cosα− 1) + d1 cos 2α]

/[sinα(d2 + 2d1 cosα)2]
∂σ2
∂α

= −kn[(4d2rg + d1(−6rg + d2)) cosα− 4d1(d1 − 2rg) cos 2α

+(d2 − 2rg)(2d2 + d1 cos 3α)]
/[sin2 α(d2 + 2d1 cosα)2]

(5.15)

Dans une zone tensorielle donnée, les dérivées partielles des composantes du tenseur des
contraintes sont indépendantes du régime de contact. Toutefois, l'expression de la matrice
de rigidité tangente dépend du régime de contact à travers les termes A et B. Pour un état
géométrique caractérisé par un triplet (d1,d2,α), il existe deux matrices de rigidité propres à
chaque zone tensorielle. En régime élastique :

Kel
11 = kn(2kn + 4kn cosα− 2σ1 sinα + σ1 sin 2α)

(−4kn(kn + kt)− 2σ1σ2 + 4kn(−kn + kt) cos 2α
+σ2(σ1(cosα + 2 cos 2α− cos 3α)

+(5kn + 3kt) sinα + 4kn sin 2α + (kn − kt) sin 3α))/
(−2kn sinα + σ2 sin2 α)∆

(5.16)

Kel
12 = (8k2

nσ1 + 4kn(5kn + kt)σ2 + 2σ1σ
2
2

−σ2(2kn(kn − kt) + σ1σ2)(cosα + cos 3α)
−2(4k2

nσ1 + 2kn(−kn + kt)σ2 + σ1σ
2
2) cos 2α

−σ2(6knσ1 + 13knσ2 + 3ktσ2) sinα
−4kn(2kn(−kn + kt) + σ2

2) sin 2α
+σ2(2knσ1 − knσ2 + ktσ2) sin 3α)/∆

(5.17)
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Kel
21 = (4kn(5kn + kt)σ1 + 2(4k2

n + σ2
1)σ2

+σ2(2kn(3kn + kt)− σ2
1) cosα

+2(−2knktσ1 − σ2
1σ2 + 2k2

n(σ1 + 2σ2)) cos 2α
+σ2(2kn(kn − kt) + σ2

1) cos 3α
−σ1σ2(11kn + 3kt) sinα

+8kn(k2
n − knkt − σ1σ2) sin 2α

+σ1σ2(kn + kt) sin 3α)/∆

(5.18)

Kel
22 = 4kn sinα(σ2 sinα− 2kn)(−4kn(kn + 2kt)− σ1σ2

−σ1σ2(cosα− cos 3α) + (4kn(kn − kt) + σ1σ2) cos 2α
+(5kn + 3kt)σ2 sinα + 2kn(3σ1 + σ2) sin 2α

+(−kn + kt)σ2 sin 3α)
/(2kn + 4kn cosα− 2σ1 sinα + σ1 sin 2α)∆

(5.19)

où ∆ = 4kn(5kn + kt) + 2σ1σ2 − σ1σ2 cosα + σ1σ2 cos 3α − 2σ2(7kn + kt + 4kn cosα) sinα −
2 cos 2α(2kn(−kn + kt) + σ1σ2 + (kn − kt)σ2 sinα).

En régime plastique :

Kpl
11 = kn(2kn(1 + 2 cosα) + σ1(−2 sinα + sin 2α))

(4k2
n + 2σ1σ2 − σ2 cosα(σ1 + ξkn tanϕg)

+(4k2
n − 2σ2σ1) cos 2α + σ2 cos 3α(σ1 + ξkn tanϕg)

−5knσ2 sinα + 4kn(−σ2 + ξkn tanϕg) sin 2α− knσ2 sin 3α)/
(2kn sinα− σ2 sin2 α)∆

(5.20)

Kpl
12 = (2σ1σ

2
2 + 4k2

n(2σ1 + 5σ2)− 8k3
nξ tanϕg

+σ2(2k2
n + σ1σ2 + knξσ2 tanϕg)(cosα + cos 3α)

−2(k2
n(4σ1 − 2σ2) + σ1σ

2
2 + 4k3

nξ tanϕg) cos 2α
+knσ2(−6σ1 − 13σ2 + 2knξ tanϕg) sinα

+4kn(2k2
n − σ2

2 + knσ2ξ tanϕg) sin 2α
+knσ2(2σ1 − σ2 + 2knξ tanϕg) sin 3α)/∆

(5.21)

Kpl
21 = (2σ2

1σ2 + 4k2
n(5σ1 + 2σ2) + 8k3

nξ tanϕg
+(6k2

n − σ2
1 − knξσ1 tanϕg)σ2 cosα

−2(σ2
1σ2 − 2k2

n(σ1 + 2σ2) + 4k3
nξ tanϕg) cos 2α

+(2k2
n + σ2

1 + knξσ1 tanϕg)σ2 cos 3α
−knσ2(11σ1 + 6knξ tanϕg) sinα

+4kn(2k2
n − 2σ1σ2 + knξσ1 tanϕg) sin 2α

+knσ2(σ1 + 2knξ tanϕg) sin 3α)/∆

(5.22)

Kpl
22 = (4kn sinα(−2kn + σ2 sinα)(

−4k2
n − σ1σ2 + 2kn(σ1 − σ2)ξ tanϕg
−σ2(σ1 + 3knξ tanϕg) cosα

+(4k2
n + σ1σ2 − 2kn(σ1 + σ2)ξ tanϕg) cos 2α

+σ2(σ1 + knξ tanϕg) cos 3α + σ2(5kn − 2σ1ξ tanϕg) sinα
+(6knσ1 + 2knσ2 + 4k2

nξ tanϕg + σ1σ2ξ tanϕg) sin 2α
−knσ2 sin 3α))/

((2kn + 4kn cosα− 2σ1 sinα + σ1 sin 2α)∆)

(5.23)
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où ξ représente le signe de T1 et ∆ = 20k2
n + 2σ1σ2 − σ2(σ1 + ξkn tanϕg) cosα + (4k2

n −
2σ1σ2) cos 2α + σ2(σ1 + ξkn tanϕg) cos 3α − 13knσ2 sinα + 4kn(−σ2 + ξkn tanϕg) sin 2α −
knσ2 sin 3α.

5.2 Caractérisation de la microstructure

Texture. La microstructure des milieux granulaires peut être décrite à l'aide d'un tenseur
de texture F décrivant la distribution des directions normales nk des contacts k (Satake,
1982) :

Fij =
1

Nc

Nc∑
k=1

nki n
k
j (5.24)

où Nc représente le nombre total de contacts (égal à 6 dans le cas spéci�que de l'assemblage
hexagonal). En raison des propriétés de symétrie de l'hexagone, les composantes du tenseur
véri�ent F12 = F21 = 0. On peut alors montrer que les valeurs principales du tenseur de
texture ne dépendent que de α :

F1 = (1 + 2 cos2 α)/3 (5.25)

F2 = 2 sin2 α/3 (5.26)

La projection des composantes du tenseur de texture selon la direction n faisant un angle θ
avec la direction principale majeure donne :

Fn(α, θ) = pF + qF (α) cos 2θ (5.27)

où pF = (F1 + F2)/2 = 1/2 et qF (α) = (F1 − F2)/2 = (1 + 2 cos 2α)/6 sont les invariants
sphérique et déviatorique du tenseur de texture. La fonction Fn(α, θ) fournit une description
de la microstructure de l'assemblage granulaire. La Figure 5.1 montre que les relations entre
α et les composantes principales du tenseur de texture sont bijectives. Cela signi�e qu'une
valeur donnée de α correspond à une unique valeur de qF . Ainsi, la microstructure peut être
décrite de manière équivalente par α ou qF . Le paramètre α o�re donc un moyen pratique
de décrire la texture à l'échelle mésoscopique. Des petites valeurs de α correspondent à des
valeurs positives de qF , i.e. une distribution préférentielle des contacts selon la direction axiale
de l'hexagone. Des valeurs élevées de α correspondent à des valeurs négatives de qF , i.e. à
une distribution préférentielle des contacts selon la direction transversale de l'hexagone.

Notons ac = |qF | le coe�cient d'anisotropie de la distribution des contacts. Lorsque
α < 60o, on a ac = qF alors que ac = −qF pour α > 60o. On peut écrire la relation 5.27 en
faisant intervenir la direction principale d'anisotropie θc :

Fn(α, θ) = 1/2 + ac(α) cos 2(θ − θc) (5.28)

où θc = 0 pour α < 60o et où θc = 90o pour α > 60o. L'équation 5.28 correspond à un
développement en série de Fourier d'ordre 2 classiquement employé dans l'analyse micro-
structurelle des milieux granulaires (Radjai et al., 1998). La Figure 5.2 montre l'évolution
du coe�cient d'anisotropie ac en fonction de α. L'anisotropie est maximale pour α = 30o

(ac = 1) puis diminue jusqu'à ce que ac s'annule pour α = 60o. Lorsque α augmente de 60o

à 90o, l'anisotropie augmente de ac = 0 à ac = 1/2.

82



Figure 5.1 � Invariants du tenseur de texture sphérique (pF ) et déviatorique (qF ) en fonction
de l'angle d'ouverture de l'hexagone (α).

Indice des vides. Le relation reliant l'indice des vides et l'angle d'ouverture de l'hexagone
est donné par l'équation 4.42. On peut voir sur la Figure 5.2 que, dans le cas d'un chemin à
α croissant, le comportement de l'hexagone est dilatant sur l'intervalle α ∈ [30o; 53.6o] alors
qu'il est contractant sur l'intervalle α ∈ [53.6o; 90o]. Réciproquement, dans le cas d'un chemin
à α décroissant, le comportement de l'hexagone est dilatant sur l'intervalle α ∈ [53.6o; 90o].
Ainsi, pour des conditions de chargement données, la dilatance de l'assemblage granulaire
provient de ses propriétés microstructurelles. Il est intéressant de noter que l'indice des vides
n'est pas une fonction bijective de α. L'indice des vides ne peut donc pas être considéré
comme une variable caractéristique de la microstructure de l'assemblage.

En résumé, la variable microstructurelle α apparaît explicitement dans l'expression de
l'état de contrainte de l'hexagone. De plus, α est reliée à la composantes déviatoire du tenseur
de texture et à l'indice des vide dé�nis à l'échelle de l'hexagone. En�n, l'évolution de α est
responsable du comportement dilatant ou contractant de l'assemblage granulaire.

5.3 Surfaces limites de Coulomb

Aucun déplacement relatif tangentiel entre les grains 2 et 3 n'est admis par le modèle.
Entre ces grains, la direction de la force de contact est normale et son intensité n'est pas
bornée par le critère de plasticité. La condition de Coulomb au contact entre les grains 1 et
2 peut s'écrire :

ξT1 −N1 tanϕg ≤ 0 (5.29)

où ξ représente le signe de T1. En se rappelant les équations 4.8 et 5.1, la condition de
Coulomb peut s'exprimer en fonction des variables géométriques :

ξ[(2rg − d2)− (2rg − d1) cosα]− (2rg − d1) sinα tanϕg ≤ 0 (5.30)
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Figure 5.2 � Indice des vides e, degré d'anisotropie ac et direction principale d'anisotropie
θc en fonction de l'angle d'ouverture de l'hexagone α.

Après réarrangement des équations 5.6 et 5.7, on obtient :

d1 = 2knrg
σ2 sinα− 2kn

σ1σ2 sin2 α− 2kn(σ1 + σ2) cosα sinα− 2k2
n

(5.31)

d2 = 4knrg
σ1 sinα− (σ1 + σ2) cosα sinα− kn

σ1σ2 sin2 α− 2kn(σ1 + σ2) cosα sinα− 2k2
n

(5.32)

La combinaison des équations 5.31 et 5.32 avec l'équation 5.30 aboutit �nalement à l'expres-
sion de la surface limite de Coulomb :

A(α)σ1 +B(α)σ2 − C(α)σ1σ2 = 0 (5.33)

où
A(α) = 2 sinα[tanϕg cosα− ξ sinα]

B(α) = tanϕg sinα(2 cosα + 1) + ξ cosα(2 cosα + sinα)
C(α) = sinα[tanϕg sinα + ξ(cosα + 1)]/kn

(5.34)

Ainsi, deux surfaces limites de Coulomb existent en fonction du signe de T1 (representé
par ξ). Sachant que la condition limite plastique (Eq. 5.29) ne peut être violée, l'ensemble des
états d'équilibre de l'hexagone est borné par ces deux surfaces. Le résultat, formalisé par les
équations 5.33 et 5.34 remet en cause la notion d'état limite en tant que fonction du simple
état de contrainte du système. En e�et, l'équation 5.33 montre que la dé�nition des limites du
domaine de bifurcation intègre la variable microstructurelle α. Or, la microstructure évolue
au cours de la déformation de l'hexagone en fonction du chemin de sollicitation auquel il est
soumis. L'appartenance d'un état de contrainte donné à la surface limite de Coulomb dépend
donc du chemin de sollicitation considéré.
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Table 5.1 � Paramètres constitutifs de l'assemblage hexagonal
rg kn kt/kn ϕg α0 pc/kn

0.5 mm 109 N/m 0.5 20o 55o 0.2

Figure 5.3 � Courbes de réponses du système en contrainte-déformation au cours d'une
compression isotrope suivie d'une compression axiale non drainée. Le point I correspond à
l'état pour lequel detKs s'annule, le point A à la �n de la compression isotrope et au début
du chargement non drainé, le point B à la transition entre le régime élastique et le régime
plastique.

5.4 Investigations numériques

Les équations constitutives développées dans les paragraphes précédents ont été réso-
lues numériquement a�n d'analyser l'in�uence du chemin de sollicitation sur la topologie du
domaine de bifurcation. Les paramètres considérés dans cette étude sont reportés dans le
tableau 5.1. A partir d'une con�guration d'hexagone non chargé (grains en contact), dont la
géométrie initiale est dé�nie par α0, on applique à l'assemblage une consolidation isotrope (pc)
puis un chargement non drainé (δε2 = −δε1) monotone contrôlé en déformation (δε1 > 0).
L'expression du travail du second ordre est donc :

w2 = δε1δq (5.35)

où q = σ1−σ2 représente le déviateur des contraintes. L'équation 5.35 montre que l'annulation
du travail du second ordre se produit lorsque δq = 0. Le comportement de l'assemblage
hexagonal est analysé à partir des trois grandeurs suivantes :

� les contraintes σ1 et σ2, normalisées par la raideur normale des contacts kn ;
� le déterminant detKs, normalisé par k2

n ;
� le travail du second ordre w2, normalisé par ||δε|| ||δσ||.
La Figure 5.3 montre que la réponse en contraintes-déformations du système devient non

linéaire avant même que la pression de consolidation pc = 0.2 kn ne soit atteinte. Le régime
non linéaire débute un peu avant le point I, qui correspond à l'annulation du déterminant
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Figure 5.4 � Evolution des variables géométriques au cours d'une compression isotrope
suivie d'une compression axiale non drainée. Le point I correspond à l'état pour lequel
detKs s'annule, le point A à la �n de la compression isotrope et au début du chargement
non drainé, le point B à la transition entre le régime élastique et le régime plastique.

Figure 5.5 � Réponse du système dans l'espace des contraintes au cours d'une compression
isotrope suivie d'une compression axiale non drainée. Le point I correspond à l'état pour
lequel detKs s'annule, le pointA à la �n de la compression isotrope et au début du chargement
non drainé, le point B à la transition entre le régime élastique et le régime plastique.
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Figure 5.6 � Evolution du travail du second ordre normalisé w2 (ligne pointillée) et du dé-
terminant detKs (ligne pleine) au cours d'une compression isotrope suivie d'une compression
axiale non drainée. Le point I correspond à l'état pour lequel detKs s'annule, le point A
à la �n de la compression isotrope et au début du chargement non drainé, le point B à la
transition entre le régime élastique et le régime plastique.

detKs (Fig. 5.6). La non-linéarité de la réponse est associée à une diminution du travail du
second ordre normalisé. Le système étant alors en régime élastique, ce comportement ne peut
avoir qu'une origine géométrique. En e�et, la Figure 5.4 montre que le point I correspond à
un changement de pente de la courbe représentant α en fonction de la déformation axiale. Au
début du chargement non drainé (point A), le contact entre les grains 1 et 2 commence à se
décomprimer, alors que le contact entre les grains 2 et 3 poursuit sa compression (Fig. 5.4).
Les contraintes axiale et latérale diminuent, mais le déviateur des contraintes augmente, ce
qui conduit à une augmentation du travail du second ordre normalisé. Le déterminant detKs

diminue jusqu'à ce que le système entre dans le régime plastique (point B). Au-delà de ce
point, le système reste en régime plastique. La contrainte axiale σ1 diminue et la contrainte
latérale σ2 augmente légèrement. La transition entre le régime élastique et le régime plastique
se manifeste par un saut discontinu de w2 et detKs en dessous de zéro, ce qui suggère
que l'état mécanique du système entre dans le domaine de bifurcation lorsque le critère de
Coulomb est atteint. La discontinuité de ces courbes est liée à l'évolution discontinue des
termes A et B intervenant dans l'expression de la matrice de rigidité tangente (Eq. 4.22 et
4.23). Les deux courbes contrainte-déformation se croisent juste après le point B, autour de
ε1 = 0.35. Dans l'espace des contraintes, ce point correspond à l'état où la courbe σ1 − σ2

s'annule, i.e. lorsque l'état de contrainte croise la droite de compression isotrope (Fig. 5.5).
Au-delà de ce point, le déviateur des contraintes devient négatif. La contrainte latérale atteint
un pic autour de ε1 = 0.40 puis diminue brutalement, plus rapidement que la contrainte axiale
σ1, si bien que le travail du second ordre redevient positif. L'annulation des contraintes se
produit pour une déformation axiale ε1 = 0.65.

Le caractère non intuitif du comportement observé au-delà du point B peut s'expliquer
par le fait que la décompression du contact entre les grains 1 et 2 se produit avant celle du
contact entre les grains 2 et 3. En e�et, il y a deux mécanismes en compétition : la diminution

87



Figure 5.7 � Réponse du système dans l'espace des contraintes obtenue pour un chargement
non drainé après compression isotrope pour pc = 0.16 kn et pc = 0.17 kn.

des forces de contact due à la décompression des contacts entre grains et l'augmentation de
α qui provoque l'alignement des contacts dans la direction latérale (augmentation de F2 et
diminution de qF ). Avant ε1 = 0.40, le déviateur du tenseur de texture qF évolue rapidement
avec α si bien que l'in�uence de la variation de α est dominante. Pour des déformations plus
grandes et des valeurs de α plus élevées, la variation de qF est plus modérée et c'est l'e�et
de la décompression des contacts qui devient dominant.

Cette analyse montre que l'hexagone peut atteindre le domaine de bifurcation en régime
élastique au cours d'une compression isotrope. Au cours du chargement non drainé, le déter-
minant detKs et le travail du second ordre w2 augmentent tous deux, que ce soit en régime
élastique ou en régime plastique. Cependant, le déterminant ne s'annule pas avant de de-
venir négatif. C'est la transition du régime élastique au régime plastique, qui provoque un
saut discontinu de w2 et detKs en dessous de zéro, et place le système dans le domaine de
bifurcation.

Revenons à la question soulevée par la dépendance de la surface limite plastique avec la
variable microstructurelle α (Eq. 5.34) et analysons la consistance de la notion de domaine
de bifurcation dé�nie à partir du seul état de contrainte du système. Considérons pour cela
deux réponses dans l'espace des contraintes correspondant à deux pressions de consolidation
pc = 0.16 kn et pc = 0.17 kn. Les deux réponses se croisent au point C (Fig. 5.7) qui correspond
à σ1 ≈ 0.164 kn et σ2 ≈ 0.154 kn. En ce point, le déterminant detKs est positif dans le cas
pc = 0.16 kn alors qu'il est négatif dans le cas pc = 0.17 kn. Au point C, on a α = 59.5o pour
pc = 0.16 kn alors que α = 64.7o pour pc = 0.17 kn (Fig. 5.8). Ainsi, l'état de contrainte au
point C appartient ou non au domaine de bifurcation en fonction de la valeur de la variable
microstructurelle α. La topologie du domaine de bifurcation doit donc être étudiée dans un
espace incluant la variable microstructurelle α.

88



Figure 5.8 � Réponse du système dans l'espace (σ1,α) obtenue pour un chargement non
drainé après compression isotrope pour pc = 0.16 kn et pc = 0.17 kn.

5.5 Analyse du domaine de bifurcation

Le domaine de bifurcation sera analysé dans l'espace (σ1,σ2,α). Le domaine rassemblant
l'ensemble des états de contraintes pouvant être atteints est borné par les deux surfaces
limites de Coulomb représentées sur la Figure 5.9. Le domaine élastique est compris entre
ces deux surfaces qui sont dé�nies par l'équation 5.33.

On peut montrer que l'équation de la surface detK = 0 peut être développée sous la
forme d'un polynôme de degré 4 :

P4(σ1, σ2, α) = 0 (5.36)

En régime élastique, la surface detK = 0 intersecte les deux surfaces limites de Coulomb
(Fig. 5.10(a)). Ce résultat suggère que la matrice de rigidité tangente peut devenir singulière
en régime élastique. En régime plastique, la surface detK = 0 di�ère des surfaces limites de
Coulomb et ne les intersecte que le long de la droite σ1 = σ2 = 0 (Fig. 5.10(b)). Ces résultats
montrent que la surface detK = 0 ne peut être atteinte par le système en régime plastique.
En réalité, le déterminant detK devient négatif dès que le système entre en régime plastique.
Il n'y a donc pas d'équivalence entre la condition de Coulomb et la condition detK = 0,
généralement admise à l'échelle macroscopique.

Cependant, si l'on considère que le comportement d'un assemblage granulaire à l'échelle
macroscopique résulte des contributions cumulées des cycles de grains (Zhu et al., 2016b),
detK décroît progressivement à mesure que de plus en plus d'hexagones entrent en régime
plastique. Lorsqu'un nombre su�sant d'hexagones sont en régime plastique, le déterminant
detK dé�ni à l'échelle macroscopique s'annule. Ainsi, le découplage entre la condition de
Coulomb et le critère detK = 0 observé à l'échelle mésoscopique disparaît lorsqu'on passe à
l'échelle macroscopique.

On peut également montrer que l'équation de la surface detKs = 0 peut s'exprimer sous
la forme d'un polynôme de degré 6 :

P6(σ1, σ2, α) = 0 (5.37)
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Figure 5.9 � Représentation des surfaces limites de Coulomb pour ξ = 1 et ξ = −1.

(a) (b)

Figure 5.10 � Représentation de la surface detK = 0 (dégradé arc-en-ciel) dans l'espace
tridimensionnel (σ1,σ2,α) (a) en régime élastique et (b) en régime plastique (les surfaces en
dégradé de gris correspondent aux surfaces limites plastiques).
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(a) (b)

Figure 5.11 � Représentation des surfaces detK = 0 (dégradé arc-en-ciel) et detKs = 0
(niveaux de gris) dans l'espace tridimensionnel (σ1,σ2,α) (a) en régime élastique et (b) en
régime plastique.

La �gure 5.11 permet de visualiser l'écart qui existe entre les surfaces detK = 0 et detKs = 0
en régimes élastique et plastique. En régime élastique, lorsque le tenseur de texture est
isotrope (α ≈ 60o), ces deux surfaces sont quasiment confondues (Fig. 5.11(a)). Lorsque
la microstructure est fortement anisotrope, les surfaces detK = 0 et detKs = 0 di�èrent
signi�cativement. En régime plastique, la surface detKs = 0 reste bien en dessous de la
surface detK = 0. Il est important de noter qu'un état (σ1,σ2,α) donné appartenant à la
surface detKs = 0 véri�e detK > 0. En d'autres termes, la surface detK = 0 appartient au
domaine de bifurcation.

La surface detKs = 0 en régime élastique intersecte les deux surfaces limites de Coulomb
(Fig. 5.10(a)). Ainsi, le domaine élastique est composé d'un domaine à l'intérieur duquel
tout état est inconditionnellement stable et pour lequel le déterminant detKs est positif
(Fig. 5.12(a)) et d'un domaine complémentaire faisant partie du domaine de bifurcation et
pour lequel le déterminant detKs est négatif (Fig. 5.12(b)). Ces deux sous-domaines sont
délimités par la surface de bifurcation detKs = 0. En régime plastique, la surface detKs = 0
n'intersecte pas les surfaces limites de Coulomb dans le domaine des contraintes positives.
Ce résultat démontre que la surface detKs = 0 ne peut pas être atteinte par le système en
régime plastique. En fait, dans le domaine des contraintes positives, le déterminant detKs est
négatif dès que le système entre en régime plastique. Ainsi, tout état (σ1,σ2,α) appartenant
aux surfaces limites de Coulomb appartient au domaine de bifurcation.

A�n d'analyser les conditions mécaniques conduisant à la bifurcation, des chemins de
sollicitation à α constant sont appliqués aux hexagones. Les simulations sont réalisées pour
des angles d'ouverture variant entre 30o et 90o. L'exemple d'un chemin de sollicitation à α
constant pour α = 55o est donné sur la Figure 5.13. Toutes les simulations que nous avons
conduites montrent que le système reste en régime élastique tout au long des chemins à α
constant. En e�et, le modèle ne permet pas de déplacement relatif tangentiel entre les grains
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(a) (b)

Figure 5.12 � Représentation des deux sous-domaines élastiques dans l'espace tridimension-
nel (σ1,σ2,α) : (a) le domaine des états inconditionnellement stables et (b) le domaine de
bifurcation.

2 et 3. Comme α reste constant, le déplacement incrémental au contact entre les grains 1 et 2
ne peut être qu'une translation selon la direction normale au contact. Le déplacement relatif
tangentiel est donc nul et aucun contact ne peut atteindre le critère limite plastique.

Il est possible de déterminer, pour chaque valeur de α, les vecteurs branches d1 et d2, les
dimensions axiale et latérale ln et lt, les forces normales de contact N1 et N2 et les forces
extérieures Fn et Ft correspondant à l'état où le critère detKs = 0, i.e. lorsque le domaine
de bifurcation est atteint. La Figure 5.14 montre que le domaine de bifurcation en régime
élastique est atteint lorsque le contact entre les grains 1 et 2 est su�samment comprimé. Le
vecteur branche d1 pour lequel detKs = 0 diminue de d1/2rg = 0.83 à d1/2rg = 0.72 lorsque
α augmente de 30o à 90o. Au contraire, le vecteur branche d2 correspondant à detKs = 0
augmente de d2/2rg = 0.86 à d1/2rg = 1.0 lorsque α augmente de 30o à 90o. Comme on peut
s'y attendre, l'évolution des forces de contact normales N1 et N2 suit la tendance inverse à
celle des vecteurs branches d1 et d2 (Fig. 5.15).

On peut observer sur la �gure 5.15 que les forces extérieures correspondant à detKs = 0
diminuent lorsque α augmente. La moyenne des forces extérieures correspondant à detKs = 0
suit la même tendance que qF en décroissant à mesure que l'hexagone s'aplatit. Notons que
la courbe représentative des forces extérieures latérales 2Ft en fonction de α est celle qui
montre la décroissance la plus rapide.

La Figure 5.14 montre que les dimensions de l'hexagone varient également avec α. La
dimension latérale lt augmente lorsque α augmente de α = 30o à une valeur maximum
autour de α = 75o puis décroît pour α > 75o. De plus, comme le prévoient les équations 4.25
et 4.26, l'état de contrainte de l'hexagone résulte de la compétition entre la variation des
forces extérieures et des dimensions de l'hexagone. La Figure 5.16 montre que la contrainte
axiale σ1 correspondant à detKs = 0 est une fonction croissante de α, alors que la contrainte
latérale σ2 correspondant à detKs = 0 est une fonction décroissante de α. La contrainte
moyenne correspondant à detKs = 0 n'est quant à elle pas une fonction monotone de α :
elle est croissante pour α < 45o et décroissante pour α > 45o.
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Figure 5.13 � Représentation du chemin de sollicitation à α constant pour α = 55o. Le
point noir correspond au point où detKs = 0.

Figure 5.14 � Représentation des variables géométriques correspondant à detKs = 0 pour
des chemins de sollicitation à α-constant.
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Figure 5.15 � Représentations des forces de contact et des forces extérieures correspondant
à detKs = 0 pour des chemins de sollicitation à α-constant.

Figure 5.16 � In�uence de la variable microstructurelle α sur l'état de contrainte correspon-
dant à detKs = 0 pour des chemins de sollicitation à α-constant.
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Figure 5.17 � Projection du domaine de bifurcation (gris foncé) et du domaine incondi-
tionnellement stable (gris clair) sur le plan α = 55o. On peut noter que les courbes de
Mohr-Coulomb font partie du domaine de bifurcation.

Plans α-constant. L'étude des plans α-constant permet d'analyser l'in�uence de la va-
riable microstructurelle α sur les frontières du domaine de bifurcation. La coupe transversale
du domaine de bifurcation selon le plan α = 55o est représentée sur la Figure 5.17. Le domaine
élastique est délimité par des courbes de Mohr-Coulomb quasi linéaires qui passent par l'ori-
gine et qui confèrent au domaine élastique une topologie conique. Le domaine de bifurcation
est quasi-symétrique par rapport à la droite des contraintes isotropes σ1 = σ2. La ligne de
bifurcation, dé�nie comme la projection de la surface de bifurcation sur le plan α-constant,
est quasiment perpendiculaire à la droite des contraintes isotropes, ce qui suggère que pour
une valeur donnée de α la valeur de la contrainte moyenne est la variable déterminante de
l'état mécanique de l'hexagone vis-à-vis de l'appartenance au domaine de bifurcation.

La Figure 5.18 illustre l'in�uence de α sur les frontières du domaine de bifurcation dans
l'espace des contraintes. Lorsque α augmente, les courbes de Mohr-Coulomb pivotent dans
le sens horaire alors que la surface du domaine élastique ne varie pas. Ainsi, α peut être
vue comme une variable d'écrouissage cinématique du domaine de bifurcation. Au contraire,
l'orientation de la ligne de bifurcation dans l'espace des contraintes reste quasi-constante.
Lorsque α augmente, le domaine des états de contrainte inconditionnellement stables se
dilate selon la direction des contraintes isotropes. La contrainte moyenne minimale nécessaire
pour atteindre le domaine de bifurcation varie de 0.16 kn pour α = 45o à 0.20 kn pour α =
65o (Fig. 5.18). Ce résultat est en accord avec les simulations de chemins de sollicitation
à α constant pour lesquelles il a été montré que la contrainte moyenne correspondant à
detKs = 0 augmente avec α lorsque α > 45o. La présente analyse montre qu'un état de
contrainte donné peut appartenir au domaine de bifurcation ou non selon la valeur de la
variable microstructurelle α.

Plans σ2-constant. Le plan σ2-constant correspond à l'ensemble des états (σ1,σ2,α) poten-
tiellement atteint au cours d'un chargement biaxial drainé. La coupe transversale du domaine
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Figure 5.18 � In�uence de la variable microstructurelle α sur les frontières du domaine de
bifurcation projeté dans l'espace des contraintes.

de bifurcation selon le plan σ2 = 0.2 kn est représentée sur la Figure 5.19. Pour un état de
contrainte donné, représenté par une droite horizontale, l'état d'équilibre ne peut être atteint
que dans un intervalle limité de valeurs de α. Cet intervalle est délimité par les courbes de
Mohr-Coulomb qui correspondent à la projection des surfaces limites plastiques sur le plan σ2

constant. Les courbes de Mohr-Coulomb décroissent lorsque α augmente. Ainsi, la contrainte
axiale nécessaire à l'atteinte de la limite plastique diminue lorsque l'hexagone s'aplatit.

Tout état d'équilibre qui véri�e σ1 > 0.2 kn appartient au domaine de bifurcation. De
même, tout état d'équilibre qui véri�e α < 50o appartient également au domaine de bifurca-
tion. Lorsque 0.12 kn ≤ σ1 ≤ 0.2 kn, un même état de contrainte peut être atteint en régime
élastique ou plastique, et appartenir ou non au domaine de bifurcation. En régime élastique,
le domaine de bifurcation est délimité par des faibles valeurs de α correspondant à une ani-
sotropie orientée dans la direction axiale (qF > 0 et θc = 0). Dans le cas d'une compression
axiale de l'hexagone (augmentation de α), les états mécaniques appartenant au domaine de
bifurcation correspondent à un comportement dilatant des hexagones (Fig. 5.2). En régime
élastique, il a déjà été montré que le contact entre les grains 1 et 2 devait atteindre un certain
niveau de compression pour que le système entre dans le domaine de bifurcation. Pour un
état de contrainte donné, ce contact est d'autant plus comprimé que la normale du contact
est orientée dans la direction du chargement de l'hexagone. Pour une contrainte latérale σ2

donnée, plus α augmente, plus la contrainte axiale σ1 doit être élevée pour que le système
entre dans le domaine de bifurcation. Cela explique pourquoi la ligne de bifurcation est une
fonction croissante de α.

L'in�uence de la contrainte latérale sur les limites du domaine de bifurcation peut être
visualisée sur la Figure 5.20. En régime plastique, les limites supérieure et inférieure de la
contrainte axiale augmentent lorsque la contrainte latérale augmente. En régime élastique,
l'augmentation de la contrainte latérale conduit à une translation de la ligne de bifurcation
vers des valeurs de α plus élevées et à une augmentation de la surface du domaine de bifurca-
tion. La translation du domaine de bifurcation s'explique par le fait que lorsque α augmente,
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Figure 5.19 � Projection du domaine de bifurcation (gris foncé) et du domaine incondition-
nellement stable (gris clair) sur le plan σ2 = 0.2 kn. Notons que les lignes de Mohr-Coulomb
appartiennent au domaine de bifurcation.

la contrainte latérale σ2 doit augmenter pour assurer un niveau de compression su�sant du
contact entre les grains 1 et 2.

Pour σ2 = 0.1 kn, la ligne de bifurcation en régime élastique est quasi-horizontale ce
qui suggère que c'est l'état de contrainte qui est le critère déterminant de l'appartenance
au domaine de bifurcation. Lorsque la contrainte latérale augmente, la pente de la ligne de
bifurcation augmente. Pour σ2 = 0.3 kn et σ1 ≤ 0.2 kn, c'est α qui devient le paramètre
déterminant. Ainsi, l'in�uence de α sur la borne inférieure du domaine de bifurcation devient
de plus en plus déterminante à mesure que la contrainte latérale augmente.

L'analyse du domaine de bifurcation selon des plans σ2 constant montre que les limites
du domaine de bifurcation sont in�uencées par la contrainte moyenne et par la variable
microstructurelle α. Dans le plan (σ1,α), les limites plastiques se déplacent vers le haut
lorsque σ2 augmente. La limite inférieure du domaine de bifurcation en régime élastique est
une fonction croissante de α et subit une translation vers la droite dans le plan (α,σ1/kn)
lorsque σ2 augmente.

5.6 Synthèse des analyses

Dans ce chapitre, nous avons étudié la topologie du domaine de bifurcation pour une classe
de chargement consistant en une compression isotrope suivie d'une compression biaxiale non
drainée. Il a été montré que le domaine de bifurcation, exprimé en termes d'état de contrainte,
dépend du chemin de sollicitation. La notion de domaine de bifurcation, entendue au sens
classique du terme, doit donc être remise en cause. La dé�nition du domaine de bifurcation
et de son évolution au cours du chargement nécessite donc d'intégrer des variables micro-
structurelles pertinentes dans la description de l'état du système. A l'échelle mésoscopique
de l'hexagone, le domaine de bifurcation doit être dé�ni dans l'espace (σ1,σ2,α).

Il a été montré que lorsque le système est en régime plastique, les surfaces limites de
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Figure 5.20 � In�uence de la contrainte latérale σ2 sur les frontières du domaine de bifur-
cation dans le plan (σ1/kn,α).

Coulomb sont incluses dans le domaine de bifurcation. A l'échelle mésoscopique, les sur-
faces limites de Coulomb ne véri�ent pas le critère detK = 0. De plus, il existe des états
de contrainte tels que detKs ≤ 0 en régime élastique et, par conséquent, un domaine de
bifurcation élastique peut être dé�ni dans l'espace (σ1,σ2,α).

Dans l'espace bidimensionnel des contraintes, la variable microstructurelle α peut être
vue comme un paramètre d'écrouissage cinématique. En étudiant le domaine de bifurcation
projeté selon des plans à contrainte latérale σ2 constante, nous avons constaté que les lignes
de Mohr-Coulomb et de bifurcation sont in�uencées par l'état de contrainte et par la variable
microstructurelle α. En régime élastique, il a été montré que les états appartenant au do-
maine de bifurcation correspondent à des microstructures anisotropes dont les contacts sont
préférentiellement orientés dans la direction du chargement. En�n, nous avons établi que
l'in�uence de α sur les frontières du domaine de bifurcation augmente lorsque la contrainte
moyenne augmente.

Nos analyses ont mis en évidence la relation qu'il y a entre la topologie du domaine
de bifurcation des cycles de grains et leur microstructure. Ces investigations donnent un
éclairage nouveau sur les conditions conduisant à la rupture des cycles de grains en cause
dans la déstabilisation des chaînes de force. Ce travail ouvre donc de nouvelles perspectives
pour la compréhension des propriétés du modèle H et des mécanismes impliqués dans la
rupture des matériaux granulaires.
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Chapitre 6

Comportement mécanique d'une
distribution d'hexagones

Nous allons à présent nous intéresser au comportement mécanique d'une distribution
d'hexagones. Lorsqu'on réalise des simulations à l'échelle du point matériel, il n'est pas né-
cessaire de modéliser explicitement le �uide interstitiel. Le �uide interstitiel utilisé en labora-
toire a pour seule fonction de permettre la mesure de la variation de volume de l'échantillon
(lorsque le drainage est ouvert) ou le contrôle du volume de l'échantillon (lorsque le drainage
est fermé). Les conditions de chargement des principaux essais en laboratoire peuvent donc
être introduites en termes de relations entre incréments de contrainte ou de déformation, i.e.
en termes de direction de chargement (Tableau 6.1).

Le modèle H sera testé selon des chemins de sollicitation correspondant à des essais de
compression biaxiale en conditions drainées et non drainées après avoir subi une consolidation
isotrope. Le matériau est supposé chargé selon la direction axiale (δε1 > 0). Les directions
axiale et transversale sont confondues avec les directions principales majeure et mineure
respectivement.

6.1 Dé�nitions

Invariants. Le modèle H est dé�ni en deux dimensions. Par conséquent, les invariants des
contraintes s'expriment en fonction de la contrainte principale majeure σ1 et mineure σ2. Le
déviateur des contraintes q et la contrainte moyenne p s'écrivent :

p =
σ1 + σ2

2
(6.1)

Types d'essais Chemin de chargement Direction de chargement

Consolidation K0 δσ2=K0 δσ1 θσ = atan(K0)
Cisaillement Non Drainé δε2 = −δε1 θε = −45o

Cisaillement Drainé δσ2 = 0 θσ = 0
Essai oedométrique δε2 = 0 θε = 0

Table 6.1 � Conditions de chargement imposées pour les essais triaxiaux classiques.
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q =
σ1 − σ2

2
(6.2)

Les invariants du tenseur des déformations s'expriment quant à eux en fonction des défor-
mations principales majeure ε1 et mineure ε2. La déformation volumique moyenne εv et la
déformation déviatorique s'écrivent γ :

εv = ε1 + ε2 (6.3)

γ = ε1 − ε2 (6.4)

Modules tangents. Par dé�nition, les modules tangents de déformation isotrope K (bulk
modulus) et de cisaillement G (shear modulus) relient les incréments des invariants des
contraintes à ceux des déformations :

K =
δp

δεv
(6.5)

G =
δq

δγ
(6.6)

Angles de frottement et de dilatance. Le comportement déviatorique du sol est carac-
térisé par l'angle de frottement mobilisé ϕ (Han and Vardoulakis, 1991) :

sinϕ =
q

p
(6.7)

qui ne dépend que des contraintes principales majeure et mineure. Les angles de frottement
dépendent des conditions de chargement. En particulier, les angles de frottement mesurés en
déformations planes ont tendance à être plus élevés que ceux mesurés lors d'un essai triaxial.

Le comportement volumique du matériau soumis à une compression drainée en déforma-
tion plane est quant à lui caractérisé par l'angle de dilatance mobilisé (Bolton, 1986) :

sinψ = −δεv
δγ

(6.8)

Un angle de dilatance positif correspond à un comportement dilatant sous cisaillement alors
qu'un angle de dilatance négatif correspond à un comportement contractant sous cisaillement.
On considère généralement que cet angle est indépendant des conditions de chargement : il
est identique qu'on soit en déformations planes ou en conditions axisymétriques. En petites
déformations, le comportement volumique du matériau est caractérisé par son coe�cient de
Poisson. Celui-ci peut être évalué à partir des incréments de déformations principales :

ν =
1

2

(
1− δεv

δε1

)
(6.9)

En deux dimensions, le coe�cient de poisson ν varie entre 0 et 1.
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Identi�cation des états-limites. Les grandeurs dé�nies ci-dessus évoluent au cours du
chargement. L'analyse quantitative des résultats de simulations nécessite donc de se référer
à des états particuliers qu'il convient de dé�nir.

L'état de transition de phase (T) qui est atteint au cours d'un essai non drainé (Ishihara
et al., 1975) délimite le domaine dans lequel la pression e�ective moyenne diminue et le
domaine dans lequel la pression e�ective moyenne augmente. Lorsque le matériau présente un
pic du déviateur des contraintes suivi d'une chute temporaire de résistance au cisaillement, le
point de transition de phase peut être associé à un état de déformation appelé "Quasi Steady
State" pendant lequel la résistance au cisaillement reste constante. L'état de transition de
phase est l'analogue de l'état caractéristique qui est dé�ni dans le cas d'essais drainés (Luong,
1980).

L'état limite de Coulomb est atteint lorsque l'angle de frottement mobilisable est maxi-
mum (Lizcano et al., 1997) :

δ sinϕ

δγ
= 0 (6.10)

L'angle de frottement à l'état limite de Coulomb est noté ϕC .
L'état limite de Tresca est atteint lorsque le déviateur des contraintes est maximum :

δq/δγ = 0 (6.11)

L'angle de frottement à l'état limite de Tresca sera noté ϕT . En condition drainée, l'état limite
de Tresca correspond à l'état limite de Coulomb. En conditions non drainées, l'ensemble des
points d'état limite de Tresca dans le plan (p′, q) correspond à l'instability line dé�nie par
Lade (1992).

L'état permanent de déformation ("Steady state"), introduit dans le cadre de l'analyse
d'essais triaxiaux non drainés (Castro and Poulos, 1977; Poulos, 1981), est l'état ultime qui
suit le pic de résistance et durant lequel le sable se déforme à volume, état de contraintes
et pression interstitielle constants. Le sol développe alors une structure d'écoulement qui ne
dépend que de la vitesse de déformation et de la contrainte e�ective moyenne (Poulos, 1981).
Cet état est atteint pour de grandes déformations et est indépendant des conditions initiales
(mode de dépôt, état de contrainte initiale, etc.) et de l'histoire du chargement. En pratique,
l'état permanent de déformation sera identi�é comme un état limite de Tresca en grande
déformation. L'angle de frottement à l'état permanent de déformation sera noté ϕss.

La notion d'état critique (Roscoe et al., 1958) et celle d'état permanent de déformation
sont très proches (Been and Je�eries, 1985; Sladen et al., 1985). Toutes les deux caracté-
risent un état de plasticité parfaite pour lequel la déformation est continue et se poursuit à
volume et état de contraintes constants. L'état permanent de déformation se di�érencie de
l'état critique par le fait que celui-ci est associé à une structure d'écoulement et requiert donc
une vitesse de déformation constante alors que ces deux notions ne sont pas introduites dans
la dé�nition de l'état critique. De nombreux travaux menés à partir d'essais triaxiaux ont
démontré que les di�érences entre ces deux états ne sont pas signi�catives du point de vue
pratique (Been and Je�eries, 1991; Chu, 1995; Riemer and Seed, 1997; Zhang and Garga,
1997). Cependant, a�n d'éviter les confusions, nous réserverons le terme d'état critique à
l'interprétation d'essais en conditions de chargement drainées et le terme d'état d'écoulement
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Table 6.2 � Valeurs de référence des paramètres de la loi de contact.
Paramètres Valeurs de référence

rg 0,5 mm
κµ 2000
kt/kn 0,5
ϕg 30o

Table 6.3 � Grandeurs macroscopiques calculées pour les paramètres de référence après
consolidation isotrope à 200 kPa.

Paramètre de consolidation pc 200.0 kPa
Essai non drainé (CU) G0 49.6 MPa

ϕC 30.6°
ϕss 26.2°

Essai drainé (CD) G0 49.6 MPa
ν0 0.29
ϕC 31.8°
ψC 5.9°
ϕcs 24.6°

stationnaire à l'interprétation des essais en conditions de chargement non drainées. En pra-
tique, l'état critique sera identi�é en grande déformation au pic de déformation volumique :

δεv/δγ = 0 (6.12)

L'angle de frottement à l'état critique sera noté ϕcs.

6.2 Comportement du matériau de référence

Les simulations seront conduites à partir d'un jeu de paramètres de la loi de contact
de référence (Tab. 6.2). La réponse du matériau isotrope a été calculée en simulant des
essais biaxiaux en compression consolidés drainés (CD) et non drainés (CU). Les grandeurs
caractéristiques de ces réponses sont synthétisées dans le Tableau 6.3. L'angle d'ouverture
initial α0 = 45o est supposé identique pour chaque hexagone et correspond à un matériaux
lâche (ID=0.13).

Le module de cisaillement d'un sable en petites déformations peut être déterminé à partir
de la vitesse des ondes de cisaillement Vs transitant dans un sol de densité ρ par la relation
G = ρ V 2

s . La masse volumique des sables lâches pouvant varier entre 1700 et 1900 kg/m
3 et

les vitesses associées des ondes de cisaillement pouvant varier entre 100 m/s et 200 m/s (Aris,
2012), on peut s'attendre à ce que les modules de cisaillement en petites déformations varient
entre 17 et 76 MPa. L'ordre de grandeur du module de cisaillement en petites déformations
issue du modèle est donc raisonnable.

En ce qui concerne l'essai non drainé, l'angle de frottement mobilisé à l'état limite de
Coulomb est d'un ordre de grandeur acceptable pour un sable lâche.
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(a) (b)

Figure 6.1 � Réponse du matériau de référence soumis à un essai de compression biaxiale
CU.

Analyse détaillée de l'essai non drainé. L'état initial après consolidation est repré-
senté par le point I (Figure 6.1). En ce point, le déviateur des contraintes q est nul et tous
les hexagones sont en régime élastique. Lorsque le chargement biaxial débute q augmente
linéairement avec γ jusqu'à ce que les premiers hexagones entrent en régime plastique (point
P ). A partir de ce point, q n'augmente plus linéairement avec γ. Le module de cisaillement
tangent et la pression moyenne p diminuent jusqu'au point T à partir duquel la pression
moyenne augmente à nouveau.

Le point T correspond à l'état de transition de phase. En dehors des directions θ = 45o

et θ = 135o, les hexagones entrent en régime plastique ou en tension (direction horizontale).
A ce stade, la microstructure de l'assemblage n'a que très peu évolué puisque la distribution
des angles d'ouverture des hexagones est quasi-identique à celle observée avant le chargement
biaxial à l'issue de la phase de consolidation (Figure 6.2 (a)). En revanche, l'analyse direction-
nelle montre l'apparition d'un pic très marqué de la courbe r2(θ) (Eq. 1.4) dans la direction
du chargement ainsi qu'un point bas où la courbe vient toucher la courbe r2(θ) = 1 pour
θε ≈ −50o. Le point T est donc situé sur la limite du domaine de bifurcation du matériau.

La plasti�cation des hexagones orientés axialement et la mise en tension des hexagones
orientés latéralement se poursuivent alors jusqu'au point C représentant la mobilisation de
l'angle de frottement maximum. En ce point, les hexagones orientés dans la direction axiale
sont quasiment tous en régime plastique (Figure 6.4 (d)) et ceux orientés latéralement sont
en tension (il y a perte de contact entre les grains). La contribution des hexagones orientés
latéralement est donc nulle (Figure 6.3 (d)) que ce soit en termes de contraintes locales axiale
σn ou latérale σt.

Le chemin de chargement compris entre les points C et E est marqué par la poursuite
de la mise en tension des hexagones orientés latéralement jusqu'à θ = 45 − 90o. Du point
de vue microstructurel, cette phase de chargement se traduit par une augmentation sensible
de l'angle d'ouverture des hexagones orientés dans la direction axiale. La contribution des
hexagones orientés dans la direction axiale continue d'augmenter malgré leur plasti�cation
jusqu'au point E où les hexagones orientés dans la direction θ = 0o reprennent une contrainte
axiale de l'ordre de 3 MPa. Au point E, le déviateur de contraintes est maximal. L'analyse
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(a) (b)

Figure 6.2 � Réponse du matériau de référence en termes de distributions angulaires (a) des
angles d'ouverture α des hexagones et (b) de la représentation polaire du travail du second
ordre r2 calculée par analyse directionnelle au cours du chargement. La direction θε = −π/4
�gurée par la �èche correspond à la direction de chargement de l'essai non drainé.

directionnelle montre que la tangente de la courbe r2 vient s'aligner sur la direction de
chargement. La direction de chargement entre dans le cône d'instabilité et le point E marque
donc le déclenchement de la rupture du milieu.

Cette rupture se poursuit jusqu'à la �n du chargement (point F ). La rupture progressive
du milieu se caractérise par une augmentation de la borne supérieure du cône d'instabilité.
Du fait de leur ouverture continue, la contribution des hexagones orientés dans la direction
axiale diminue au béné�ce des hexagones orientés selon les directions θ = 45o et θ = 135o

(Figure 6.3 (f)).

6.3 In�uence de la pression de consolidation

La pression de consolidation isotrope intervient dans la dé�nition du chemin de charge-
ment mais également dans le calcul de la raideur élastique des contacts, conformément à
l'équation dé�nissant kn en fonction de la pression moyenne du milieu (Eq. 4.38). Le module
de cisaillement élastique varie donc avec la pression de consolidation proportionnellement
à
√
pc. Les résultats des simulations montrent que la résistance maximale au cisaillement

augmente avec la pression de consolidation (Fig. 6.5). Cependant, le pic du rapport des
contraintes q/p diminue lorsque la pression de consolidation augmente, pour les essais drai-
nés comme non drainés. On constate également que plus on augmente la pression de conso-
lidation, plus la déformation à laquelle le pic est atteint est élevée. Dans le cas des essais
drainés, on constate que le comportement volumique du modèle montre bien deux phases :
la réponse commence par une phase contractante (diminution du volume sous cisaillement)
et est suivie par une phase dilatante (augmentation du volume de l'échantillon associée à un
mécanisme de désenchevêtrement des grains). On remarque également que plus la pression
de con�nement est élevée, plus la plage de déformation correspondant à un comportement
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(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.3 � Distributions angulaires des contraintes locales σn et σt (a) au début du char-
gement γ = 0 (point I), (b) à la première plasti�cation d'un hexagone γ = 0.0023 (point P ),
(c) au point de transformation de phase γ = 0.0086 (point T ), (d) à l'état limite de Coulomb
γ = 0.046 (point C), (e) à l'état limite d'écoulement permanent γ = 0.166 (point E) et (f) à
la �n du chargement γ = 0.30 (point F ).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.4 � Distributions angulaires des régimes de contact des hexagones (a) au début
du chargement γ = 0 (point I), (b) à la première plasti�cation d'un hexagone γ = 0.0023
(point P ), (c) au point de transformation de phase γ = 0.0086 (point T ), (d) à l'état limite
de Coulomb γ = 0.046 (point C), (e) à l'état limite d'écoulement permanent γ = 0.166 (point
E) et (f) à la �n du chargement γ = 0.30 (point F ).
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Figure 6.5 � Réponse d'un matériau isotrope pour un angle d'ouverture initial α0 = 45o

soumis à un essai de compression biaxiale CU.

contractant est étendue et moins l'angle de dilatance semble marqué (Fig. 6.6). La réponse
du modèle vis-à-vis de l'in�uence de la pression de consolidation (i.e. la barotropie) est donc
conforme aux données expérimentales sur des matériaux granulaires tels que les sables.

6.4 In�uence de l'angle d'ouverture initial

Le paramètre α0 est un paramètre microstructurel associé à la densité moyenne du milieu.
Pour une distribution isotrope, les angles d'ouverture initiaux 40°, 45° et 50° correspondent à
des indices de vides initiaux égaux à 0.45, 0.54 et 0.60 (Eq. 4.32). Sachant que les indices des
vides des hexagones varient entre emin = 0.160 et emax = 0.494, ces angles d'ouverture initiaux
correspondent à des indices de densité relative égaux à 0.34, 0.13 et 0.02 respectivement.

L'angle d'ouverture initial des hexagones a une in�uence faible sur les paramètres de
déformabilité du matériau en petites déformations. Le module de cisaillement G0 diminue de
moins de 10% lorsque α0 passe de 45° à 50°, i.e. lorsque la densité relative initiale passe de
0.13 à 0.02.

La densité relative initiale du matériau a une grande in�uence sur le comportement du
matériau à la rupture. Ainsi, une diminution de l'indice des vides de 0.54 (α0 = 45o) à 0.45
(α0 = 40o) conduit à l'augmentation de l'angle de frottement à l'état limite de Coulomb de
l'ordre de 7° sur le chemin non drainé et de 9° sur le chemin drainé (Tableau 6.4).

La dépendance de la réponse du modèle en fonction de sa densité (pyknotropie) peut
être expliquée par son comportement volumique que l'on peut observer sur le chemin drainé.
Lorsque le milieu est dense (indice des vides initial égal à 0.45), le domaine de déformation
contractant est réduit et le matériau est très dilatant (Fig. 6.7). Lorsque le milieu est lâche
(indice des vides initial égal à 0.60), le matériau est purement contractant et l'angle de
dilatance est très faible, voire négatif. Au-delà de γ = 0.10, la résistance au cisaillement
diminue et son volume également : le matériau s'e�ondre sur lui-même.

Sur le chemin non drainé, on observe une légère diminution du rapport q/p consécutive
au premier pic en γ ≈ 1% (Fig. 6.8). Cette perte de résistance s'explique par une diminution
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(a) (b)

Figure 6.6 � Réponse d'un matériau isotrope pour un angle d'ouverture initial α0 = 45o

soumis à un essai de compression biaxiale CD.

(a) (b)

Figure 6.7 � In�uence de l'angle d'ouverture initial des hexagones sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CD.
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Figure 6.8 � In�uence de l'angle d'ouverture initial des hexagones sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CU.

Table 6.4 � In�uence de l'angle d'ouverture initial α0 sur la réponse du matériau isotrope
consolidé (pc=200 kPa) soumis à une compression biaxiale.

Angle d'ouverture initial α0 40° 45° 50°

Déformabilité ν0 0.30 0.29 0.28
G0 55.5 MPa 49.6 MPa 46.4 MPa

Résistance non drainée (CU) ϕC 37.5° 30.6° 22.4°
ϕss 29.6° 26.2° 21.8°

Résistance drainée (CD) ϕC 40.6° 31.8° 21.5°
ψC 11.8° 5.9° -0.5°
ϕcs 30.6° 24.6° 21.0°

rapide de p jusqu'à γ ≈ 2.5%. Le matériau regagne ensuite de la résistance et �nit par
s'e�ondrer à nouveau pour γ ≥ 5%.

6.5 In�uence des paramètres micro-mécaniques

L'in�uence des paramètres micro-mécaniques sera étudiée à partir d'un matériau de réfé-
rence constitué d'une distribution isotrope d'hexagones ayant tous le même angle d'ouverture
initial α0 = 45o. Les grandeurs macroscopiques issues des calculs sont synthétisés dans le Ta-
bleau 6.3. L'étude de sensibilité ne vise pas l'exhaustivité, mais a pour but d'identi�er les
paramètres micro-mécaniques les plus in�uents et de quanti�er leur in�uence sur la réponse
du modèle.

6.5.1 In�uence du niveau de raideur des contacts

Le niveau de raideur des contacts est introduit à travers le paramètre κ. Ce paramètre
a évidemment une grande in�uence sur le module de cisaillement en petites déformations,
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Figure 6.9 � In�uence du niveau de raideur κ sur la réponse du matériau isotrope (α0=45°)
soumis à un chargement consolidé (pc=200 kPa) drainée.

Table 6.5 � In�uence du niveau de raideur κ sur la réponse du matériau isotrope (α0=45°)
consolidé (pc=200 kPa) soumis à une compression biaxiale.

Niveau de raideur κµ 1000 2000 4000

Déformabilité ν0 0.29 0.29 0.29
G0 24.6 MPa 49.6 MPa 99.1 MPa

Résistance non drainée (CU) ϕC 29.0° 30.6° 31.8°
ϕss 25.8° 26.2° 26.4°

Résistance drainée (CD) ϕC 28.4° 31.8° 34.8°
ψC 4.8° 5.9° 7.3°
ϕcs 23.1° 24.6° 24.7°

mais il agit également sur le comportement du milieu à l'état limite de Coulomb. Ainsi, si
l'on divise par 2 le niveau de raideur initial, l'angle de frottement mobilisé à l'état limite
de Coulomb diminue de 1,6° en condition non drainée et de plus de 3° en condition drainée.
De même, une augmentation de 100% du niveau de raideur produit une augmentation de
ce même angle de l'ordre de 1,2° en condition non drainée et de 3° en condition drainée.
Le niveau de raideur n'a cependant que peu d'in�uence sur l'état d'écoulement permanent.
Les angles de frottement à l'état permanent de déformation ne varient que de 0,6° lorsque
le niveau de raideur varie de 1000 à 4000. En revanche, la réponse volumique du matériau
est fortement in�uencée par le niveau de raideur des contacts. Qualitativement, on voit que
la plage de déformation correspondant à un comportement contractant s'étend lorsque le
niveau de raideur diminue. Inversement, plus le niveau de raideur est élevé, plus le matériau
est dilatant. Ce phénomène se retrouve sur l'évolution de l'angle de dilatance en fonction du
niveau de raideur : il passe de 4.8° à 7.3° lorsque le niveau de raideur varie entre 1000 et 4000.
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Figure 6.10 � In�uence du niveau de raideur κ sur la réponse du matériau isotrope (α0=45°)
soumis à un chargement consolidé (pc=200 kPa) non drainé.

Table 6.6 � In�uence du rapport des raideurs kt/kn sur la réponse du matériau isotrope
(α0=45°) consolidé (pc=200 kPa) soumis à une compression biaxiale.

Rapport des raideurs kt/kn 0.25 0.50 0.75

Déformabilité ν0 0.17 0.29 0.40
G0 28.6 MPa 49.6 MPa 68.5 MPa

Résistance non drainée (CU) ϕC 30.6° 30.6° 30.6°
ϕss 26.2° 26.2° 26.2°

Résistance drainée (CD) ϕC 31.9 ° 31.8° 31.8°
ψC 6.0° 5.9° 5.9°
ϕcs 24.5° 24.6° 24.6°

6.5.2 In�uence du coe�cient de raideur tangentielle

Le rapport des raideurs kt/kn n'a aucune in�uence sur la réponse du matériau en grandes
déformations : les angles de frottement associés aux di�érents états-limites restent inchangés
lorsque kt/kn varie entre 0.25 et 0.75 (Tableau 6.6).

En revanche, le rapport des raideurs a une grande in�uence sur la déformabilité du ma-
tériau en petites déformations. Lorsque le rapport des raideurs est divisé par 2, le module de
cisaillement et le coe�cient de Poisson diminuent de 40% (Tab. 6.6). De même, lorsque le
rapport des raideurs est multiplié par 2, le module de cisaillement et le coe�cient de Poisson
augmentent de 38%. L'augmentation de la rigidité globale de l'assemblage (représentée par
le module de cisaillement G0) avec le rapport des raideurs est intuitif et a été observée par de
nombreux auteurs. L'in�uence du rapport des raideurs kt/kn sur le coe�cient de Poisson des
assemblages granulaires a également été observée dans le cadre de modélisations en éléments
discrets (Liao et al., 1997; Kruyt and Rothenburg, 1998). La corrélation entre le rapport des
raideurs kt/kn et le coe�cient de Poisson était alors négative.
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Figure 6.11 � In�uence du coe�cient de raideur tangentielle sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CD.

Figure 6.12 � In�uence du coe�cient de raideur tangentielle sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CU.
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Figure 6.13 � In�uence de l'angle de frottement inter-granulaire sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CD.

Figure 6.14 � In�uence de l'angle de frottement inter-granulaire sur la réponse du matériau
isotrope de référence soumis à un essai de compression biaxiale CU.

6.5.3 In�uence de l'angle de frottement inter-granulaire

Sur les chemins drainés, une augmentation de ϕg a pour e�et d'augmenter la valeur
maximale du rapport q/p. De plus, le pic de la courbe est décalé vers des déformations
déviatoriques plus élevées (Fig. 6.13). Sur les chemins non drainés, l'augmentation du rap-
port q/p maximal est également constatée dans les mêmes proportions mais la déformation
déviatorique associée n'augmente pas (Fig. 6.14).

Le paramètre ϕg n'a pas d'in�uence sur le comportement du matériau en petites défor-
mations : G0 et ν0 ne varient pas lorsque ϕg varie entre 20° et 40° (Tableau 6.7).

L'augmentation de ϕg diminue la dilatance du matériau. La plage de déformations cor-
respondant à un comportement contractant s'étend et la déformation volumique maximale
diminue lorsque ϕg augmente. L'angle de dilatance à l'état limite de Coulomb passe de 6.6°
à 5° lorsque ϕg varie entre 20° et 40° (Tableau 6.7). Pour une variation de ϕg de l'ordre de
30%, les angles de frottement de Coulomb varient entre 23% et 30%, les angles de frottement
à l'état d'écoulement stationnaire et à l'état critique entre 27% et 32%.
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Table 6.7 � In�uence de l'ange de frottement inter-granulaire ϕg sur la réponse du matériau
isotrope (α0=45°) consolidé (pc=200 kPa) soumis à une compression biaxiale.

Angle de frottement inter-granulaire ϕg 20° 30° 40°

Déformabilité ν0 0.29 0.29 0.29
G0 49.5 MPa 49.6 MPa 49.5 MPa

Résistance non drainée (CU) ϕC 23.1° 30.6° 39.7°
ϕss 19.2° 26.2° 34.6°

Résistance drainée (CD) ϕC 24.4° 31.8° 40.0°
ψC 6.6° 5.9° 5.0°
ϕcs 17.5° 24.6° 31.8°

6.6 In�uence de l'anisotropie microstructurelle

6.6.1 Anisotropie d'orientation des hexagones

L'in�uence de la distribution des hexagones est étudiée en considérant un chemin de
sollicitation non drainé. Nous considérerons ici un degré d'anisotropie maximal (aω = 1)
et un angle d'ouverture initial α0 = 50o identique pour tous les hexagones. La direction
d'anisotropie sera choisie variable entre βω = 0o et βω = 90o. Il est important de noter que
toutes ces simulations sont menées à partir de matériaux ayant la même porosité initiale
n = 0.33 (correspondant à une densité relative proche de 0). Le matériau est donc considéré
comme très lâche.

Aux petites déformations, les courbes q − ε1 sont toutes confondues (Figure 6.15(a)).
Ainsi, la direction d'anisotropie n'a pas d'in�uence sur le module de cisaillement en petites
déformations du milieu. La pente initiale des courbes p− q varie quant à elle en fonction de
la direction d'anisotropie (Figure 6.15(b)). Elle est positive lorsque la direction d'anisotropie
est axiale (βω < 45o) et négative lorsque la direction d'anisotropie est latérale (βω > 45o).

Lorsque l'axe principal d'anisotropie est orienté parallèlement à la direction du chargement
(βω = 0o), le déviateur des contraintes et la contrainte moyenne dans le milieu augmentent
de manière monotone jusqu'à la rupture pour une déformation axiale de l'ordre de ε1 =
3.5%. Lorsque l'axe principal d'anisotropie est orienté perpendiculairement à la direction du
chargement (βω = 90o), on obtient une rupture du milieu par liquéfaction.

A l'échelle d'un hexagone, deux mécanismes interviennent au cours d'un chargement : i)
la variation de volume due à l'évolution de α et ii) la variation de volume liée à l'évolution de
l'interpénétration entre grains. Lorsqu'un hexagone est orienté dans le sens du chargement,
α augmente. Puisque α ≤ 60o, le comportement de l'hexagone est dilatant et la condition
de déformation à volume constant a pour e�et d'augmenter l'interpénétration des grains,
i.e. l'augmentation de la pression moyenne du milieu. Réciproquement, lorsque l'hexagone
est orienté dans le sens perpendiculaire au chargement, α diminue. Puisque α ≤ 60o, le
comportement de l'hexagone est contractant et la condition de déformation à volume constant
a pour e�et de diminuer l'interpénétration des grains, i.e. la diminution de la pression moyenne
du milieu. Le comportement d'un assemblage d'hexagones résulte de la concurrence de ces
deux mécanismes (l'un intrinsèque à l'hexagone, l'autre lié aux conditions aux limites) et
dépend de la distribution de l'orientation de ces hexagones.
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Figure 6.15 � In�uence de la direction d'anisotropie βω sur la réponse du matériau soumis
à un essai de compression biaxiale non drainé. Dans ces simulations, α0 = 50o et aω = 1.

Lorsque les hexagones sont orientés dans la direction du chargement, la rupture survient
lorsque l'augmentation de α des hexagones orientés dans la direction du chargement induit
une réduction de leur volume. Lorsque les hexagones sont orientés dans la direction per-
pendiculaire au chargement, la rupture survient par décompression progressive des contacts
(initialement comprimés lors de la phase de consolidation).

Il est intéressant de noter que l'e�et de la direction d'anisotropie βω peut être rapproché
de celui de l'angle de sédimentation d'un sable par rapport à la direction du chargement dont
l'in�uence a été étudiée expérimentalement par Wan and Guo (2001). Les auteurs ont utilisé
le modèle élasto-plastique développé par Wan and Guo (1998) pour reproduire ces essais.
Nous avons obtenu avec le modèle H des courbes contrainte-déformation similaires à celles
établies par les auteurs.

L'allure des courbes de réponse p−q du modèle H dans les cas de liquéfaction montre une
augmentation quasi-linéaire du déviateur en fonction de la pression moyenne puis une chute
brutale après avoir atteint le pic de résistance au point L′. La brutalité de cette diminution
n'est généralement pas observée expérimentalement.

6.6.2 Anisotropie de distribution des angles d'ouverture

Nous avons donc étendu le modèle H en enrichissant la distribution des paramètres dé�-
nissant la géométrie initiale des hexagones. On sait que la distribution des vides locaux dans
un milieu granulaire n'est pas homogène. Les travaux expérimentaux qui ont été menés sur
des sables montrent que leur distribution est assez étendue et évolue au cours d'un charge-
ment (Desrues et al., 1996; Frost and Jang, 2000; Evans and Frost, 2010). Nous avons donc
introduit une distribution de vides locaux par le biais d'une distribution des angles d'ouver-
ture initiaux fonction de l'orientation des hexagones. La distribution de l'angle d'ouverture
initial est alors dé�nie par une fonction dépendant de deux paramètres aα et βα :

α0(θ) = α0 (1 + aα cos 2(θ − βα)) (6.13)
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Figure 6.16 � Analyses directionnelles menées au cours de chargements non drainés pour
(a) βω = 0o et (b) βω = 90o. Dans ces simulations, α0 = 50o et aω = 1.

La direction βα correspond à la direction dans laquelle les hexagones ont l'angle d'ouverture
le plus grand. Le paramètre α0 correspond à l'angle d'ouverture moyen. Le paramètre aα
correspond au degré d'anisotropie de la distribution, i.e. l'amplitude de l'intervalle des valeurs
d'angle d'ouverture générées. Le cas aα = 0 correspond au cas d'une distribution isotrope :
tous les hexagones ont initialement le même angle d'ouverture. Il est important de noter que la
distribution des angles d'ouverture des hexagones est dé�nie initialement par la fonction α0(θ)
mais que ces angles d'ouverture évoluent au cours du chargement appliqué. L'utilisation de la
distribution d'ordre 2 peut conduire à générer des angles d'ouverture inadmissibles au regard
des conditions de compatibilité du modèle. Dans les directions pour lesquelles la fonction de
distribution conduit à un angle d'ouverture inférieur à 30o, on imposera α0 = 30o, ce qui
revient à avoir deux cycles à 3 grains et un cycle à 4 grains (Fig. 6.17(a)). Dans les directions
pour lesquelles la fonction de distribution conduit à un angle d'ouverture supérieur à 90o,
on imposera α0 = 90o, ce qui revient à deux cycles à 4 grains (Fig. 6.17(b)). Cette nouvelle
distribution de la géométrie initiale des hexagones permet donc i) de générer de la variabilité
dans la distribution des vides locaux et ii) d'enrichir la description microstructurelle du milieu
en introduisant des cycles à 3 et 4 grains.

L'in�uence des paramètres aα et βα est di�cile à apprécier dans la mesure où il y a
couplage. Cependant, on constate que ce type de distribution permet d'obtenir des réponses
en contrainte-déformation et des chemins de contrainte réalistes, aussi bien en conditions
drainées que non drainées (Fig. 6.18 et 6.19). Pour une anisotropie dans la direction axiale
de l'échantillon (βα = 0), une augmentation de aα correspond à une diminution de la densité
des contacts dans la direction du chargement. Une augmentation de l'anisotropie induit donc
une diminution de la résistance au cisaillement du modèle. Pour les mêmes raisons, plus la
densité de contacts dans la direction axiale est élevée (aα faible), plus la pente initiale de la
courbe p− q est inclinée vers la droite. Réciproquement, plus la densité de contacts dans la
direction axiale est faible (aα élevé), plus la pente initiale de la courbe p− q est inclinée vers
l'origine.

On observe cependant que pour le degré d'anisotropie le plus élevé (aα=0,3 par exemple),
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Figure 6.17 � Identi�cation des cycles à 3 et 4 grains correspondant aux hexagones ayant
des angles d'ouverture (a) α0=30° et (b) α0=90°.

Figure 6.18 � In�uence du degré d'anisotropie aα pour βα = 0 sur le chemin drainé.

l'écrasement des hexagones dans certaines directions provoque une augmentation irréaliste du
déviateur des contraintes (Fig. 6.18 et 6.19). Ce mécanisme intervient pour une déformation
en cisaillement de l'ordre de 8%. C'est pourtant ce phénomène qui permet de contrôler la
contractance du modèle aux grandes déformations et ainsi d'assurer une tendance réaliste au
comportement volumique du modèle. Nous supposerons par ailleurs que ce phénomène sera
atténué dans le cas des résolutions de problèmes aux limites non homogènes.

6.7 Calibration du modèle dans un cas de liquéfaction

A�n de tester la performance du modèle, nous avons réalisé une calibration des para-
mètres du modèle à partir des résultats d'un essai triaxial consolidé non drainé réalisé sur le
Sable d'Hostun RF (Benahmed, 2001). L'échantillon avait été préparé par damage humide
à un indice des vides initial e0 = 0.965 (ID = 0.16) puis consolidé de manière isotrope à
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Figure 6.19 � In�uence du degré d'anisotropie aα pour βα = 0 sur le chemin non drainé.

Table 6.8 � Paramètres de calibration du modèle permettant de simuler l'essai triaxial
consolidé non drainé.

Paramètre Valeur

κ 1000
pc 100 kPa
ϕg 33°
kt/kn 0.5
α0 60°
βω 0
aω 0
βα 0
aα 0.15

une pression de 100 kPa. La procédure de calibration, réalisée par essai-erreur, a abouti aux
paramètres �gurant dans le tableau 6.8. La comparaison des courbes expérimentales et nu-
mériques est représentée sur la Figure 6.20. On observe qu'il est possible de reproduire à
la fois la courbe contrainte-déformation et la courbe q − p. Il est intéressant de noter que
l'angle d'ouverture initial moyen correspond à un indice de densité ID = 0.07, relativement
proche de celui de l'échantillon réel. Par ailleurs, les valeurs des paramètres micromécaniques
du modèle sont tout à fait réalistes. Cela démontre la capacité du modèle à reproduire des
essais de liquéfaction sur des échantillons de sables.

6.8 Synthèse

Ce chapitre a permis d'étudier la réponse du modèle H lorsqu'il est soumis à une com-
pression biaxiale en conditions drainées et non drainées. Dans un premier temps, nous avons
réalisé une étude de sensibilité en faisant varier les paramètres micromécaniques du modèle
autour d'un jeu de paramètres de référence. Ce travail nous a conduits à quanti�er l'in�uence
de ces paramètres au regard des grandeurs macroscopiques constituant les données d'entrée
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(a) (b)

Figure 6.20 � Comparaison des résultats de l'essai triaxial consolidé non drainé et des
simulations réalisées à l'aide du modèle H (a) en contrainte-déformation et (b) dans l'espace
des contraintes

Table 6.9 � Synthèse qualitative de l'étude de sensibilité sur les paramètres homogènes du
modèle H-microdirectionnel. Les signes + et - correspondent au signe de la corrélation entre
les paramètres micro et macro. Leur nombre indique l'intensité de la corrélation.

Paramètre G0 ν0 ϕC ψC ϕss ϕcs

κ ++ 0 + 0 0
ϕg 0 0 ++ - ++ ++
kt/kn ++ ++ 0 0 0 0
α0 - 0 - - - - - - - -

des modèles classiques (modules, angles de frottement, angle de dilatance,...). Une synthèse
qualitative des résultats obtenus est proposée dans la Table 6.9.

Dans un second temps, nous avons analysé l'in�uence d'une anisotropie de distribution
de l'orientation des hexagones. Nous avons montré que celle-ci permettait de retrouver les
tendances observées expérimentalement mais que dans les cas de liquéfaction, l'allure des
courbes de réponse dans l'espace des contraintes n'était pas réaliste. Nous avons donc pro-
posé une nouvelle approche de dé�nition de l'anisotropie microstructurelle fondée sur une
distribution orientée des angles d'ouverture initiaux des hexagones. Cette approche nous a
permis de simuler des courbes de réponses dans l'espace des contraintes plus réalistes et de
calibrer le modèle à partir d'un essai triaxial non drainé de manière satisfaisante.

Nous avons ainsi véri�é que le modèle H était en capacité de simuler le phénomène de
liquéfaction des matériaux granulaires. Il apparait donc pertinent d'implémenter ce modèle
dans un logiciel de calcul général en vue de conduire des simulations numériques à l'échelle
de l'ouvrage.
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Troisième partie

Modélisations de la rupture à l'échelle de
l'ouvrage
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Chapitre 7

Implémentation du modèle H dans FLAC

7.1 Méthode de résolution du logiciel FLAC

7.1.1 Généralités

Le logiciel FLAC est utilisé pour réaliser des simulations numériques à l'échelle de l'ou-
vrage en conditions statiques ou dynamiques. La modélisation numérique du comportement
des géomatériaux et des ouvrages associés rencontre généralement des di�cultés de trois
ordres :

� la non-linéarité de la relation contrainte/déformation
� la dépendance de la réponse du matériau au chemin de sollicitation
� les instabilités matérielles qui se manifestent par une diminution de la résistance du

matériau après sa rupture
A�n de traiter ces di�cultés, le logiciel FLAC met en ÷uvre une approche Lagrangienne
en adoptant un schéma de résolution dynamique explicite selon la méthode des di�érences
�nies. Nous allons dans un premier temps préciser les principes à la base de la méthode de
résolution implémentée dans FLAC.

Schéma de résolution dynamique explicite. La méthode de résolution en dynamique
explicite mise en ÷uvre dans FLAC permet de s'a�ranchir des di�cultés énoncées ci-dessus
en résolvant les équations dynamiques du mouvement, même pour la résolution de problèmes
statiques. Cette approche permet de simuler les mécanismes physiques de manière réaliste.
Par exemple, lorsqu'une rupture se produit, une partie de l'énergie de déformation est conver-
tie en énergie cinétique qui se propage et se dissipe. Ce mécanisme est explicitement intégré
dans la formulation du problème résolu par le logiciel FLAC. Ainsi, contrairement aux mé-
thodes de résolution implicites qui nécessitent la mise en ÷uvre d'algorithmes de résolution
complexes qui peuvent poser des problèmes de convergence, le schéma explicite reste stable
même lorsque le système physique modélisé est instable. Cette spéci�cité en fait un logiciel
particulièrement adapté à la modélisation du mécanisme de liquéfaction des sols.

Méthode des di�érences �nies. La méthode des di�érences �nies consiste à remplacer
les dérivées des équations constitutives par des expressions algébriques faisant simplement
intervenir les valeurs des champs de variables en des points discrets de l'espace et du temps.
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La simplicité des équations qui en découlent fait que celles-ci peuvent être régénérées à chaque
pas de temps, ce qui évite le stockage de la matrice de rigidité globale du système qui est
couteux en termes de mémoire.

Approche Lagrangienne. La résolution d'un problème aux limites consiste à déterminer
l'évolution des champs de déformation et de contrainte d'un volume de matériau préalable-
ment maillé. Dans le logiciel FLAC, les coordonnées des points du maillage sont mises à jour
à chaque pas de temps. Les incréments de déplacement sont alors ajoutés aux coordonnées
des points du maillage. Cette formulation adopte donc le point de vue Lagrangien dans la
mesure où le maillage se déforme avec le volume de matériau qu'il discrétise. L'intérêt de
l'approche Lagrangienne est qu'elle permet de traiter simplement les problèmes en grandes
déformations.

7.1.2 Formulation théorique

Le traitement des problèmes hydro-méchaniques nécessite la résolution d'un ensemble
d'équations : les équations du mouvement, les relations constitutives et les lois d'écoulement
en milieu poreux. La discrétisation de toutes ces équations est e�ectuée selon la méthode des
di�érences �nies.

Équations du mouvement. En un point donné du maillage, l'équation du mouvement
est régie par la relation :

ρ
∂u̇i
∂t

=
∂σij
∂xj

+ ρgi (7.1)

où ρ représente la densité du matériau, u̇i représente la composante i du vecteur vitesse, σij
les composantes du tenseur des contraintes, xi la ième coordonnée et gi la composante du
vecteur gravité. Les indices i font référence aux composantes dans le repère Cartésien et la
répétition des indices indique une sommation conformément à la convention d'Einstein.

Lois de comportement. Les composantes des taux de déformation du matériau sont
dé�nies à partir des gradients de vitesse évalués en un point donné du maillage :

ε̇ij =
1

2

(
∂u̇i
∂xj

+
∂u̇j
∂xi

)
(7.2)

Les lois de comportement sont implémentées de manière à fournir un tenseur des contraintes
à l'instant t+ ∆t à partir du tenseur des contraintes à l'instant t, de l'incrément du tenseur
de déformation ∆εij = ε̇ij(t)∆t et d'un ensemble de paramètres de mémoires H :

σij(t+ ∆t) = L(σij(t),∆εij,H) (7.3)

où L est la fonctionnelle décrivant une relation incrémentale entre contraintes et déformations.
Lorsque le calcul s'e�ectue en grande déformation, une mise à jour du tenseur des contraintes
prenant en compte la rotation d'un élément au cours d'un pas de temps est réalisée.
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Couplage hydro-mécanique. La modélisation des di�érentes phases de vie d'un ouvrage
nécessite la simulation d'écoulements hydrauliques. Le logiciel FLAC permet de conduire des
simulations hydro-mécaniques couplées dans le cadre de la théorie quasi-statique de Biot. La
loi qui régit le transport du �uide dans le matériau poreux s'écrit :

qi = −Ck
ijκ(s)

∂(P − ρwgkxk)
∂xj

(7.4)

où qi est le débit, Cij le coe�cient de mobilité du �uide, s le degré de saturation, κ(s) la
perméabilité relative (qui vaut 1 lorsque le sol est saturé), P la pression du �uide, ρw la
densité volumique du �uide et gk le vecteur gravité. Les équations d'équilibre s'écrivent :

∂ζ

∂t
= − qi

∂xi
+ qv (7.5)

où ζ est la variation de la teneur en �uide du milieu poreux et qv le débit volumique d'une
éventuelle source. La loi de comportement du milieu en termes d'évolution de la pression
interstitielle s'exprime :

∂P

∂t
= M

(
∂ζ

∂t
− α∂εv

∂t

)
(7.6)

où M est la module de Biot, α le coe�cient de Biot et εv la déformation volumique du maté-
riau. Nous considérerons en première analyse que la compressibilité des grains est négligeable
devant celle de l'assemblage granulaire et postulerons donc :

α = 1 (7.7)

M =
Bw

n
(7.8)

La réalisation de simulations hydromécaniques couplées peut donc se faire à partir de Bw, n,
ρw et Ck

ij.

7.1.3 Formulation numérique

Maillage. Le solide est dans un premier temps maillé en un ensemble d'éléments quadri-
latères. Dans le logiciel FLAC, ce maillage est appelé grille. Chaque élément de ce maillage,
appelé zone, est repéré dans la grille par un couple d'indices (i, j) où i correspond à un
numéro de colonne et j à un numéro de ligne (Fig. 7.1).

Principes de résolution. Le principe de résolution est représenté par le diagramme de
la Figure 7.2. Les équations du mouvement fournissent les incréments de déplacement et de
vitesse aux n÷uds du maillage. On en déduit alors les incréments de déformation puis les
contraintes actualisées via la loi de comportement et les forces nodales correspondantes. Les
équations du mouvement sont alors réécrites avec les variables actualisées. La résolution des
équations n'est pas réalisée à l'échelle des zones, mais au sein de 4 sous-zones triangulaires
issues de deux partitions di�érentes de chaque zone. Ces zones triangulaires sont notées a,
b, c et d (Fig. 7.3). Le vecteur force appliqué en chaque n÷ud de la zone est calculé comme
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Figure 7.1 � Repérage des éléments du maillage dans la grille utilisée dans le logiciel FLAC.

Figure 7.2 � Cycle de calcul explicite du logiciel FLAC

(a) (b)

Figure 7.3 � Dé�nition des deux partitions d'une zone quadrilatère en deux sous-zones
triangulaires.
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étant la moyenne des forces nodales calculées à partir de la résolution des équations sur les
deux partitions de la zone. Si une des partitions est très distordue, i.e. si un des triangles est
beaucoup plus petit que l'autre, celle-ci n'est pas utilisée pour le calcul de la force nodale
résultante. Dans le cas où les deux partitions sont très distordues, FLAC envoie un message
d'erreur. La partition des zones a pour but de permettre un contrôle de leur distorsion. Si cet
algorithme est totalement transparent pour l'utilisateur (sauf en termes de temps de calcul),
il ne l'est pas pour le développeur qui doit fournir les contraintes associées à chacun des
triangles correspondant aux deux partitions.

Principes de discrétisation des équations. Considérons une grandeur f scalaire, vec-
torielle ou tensorielle, dé�nie sur une surface A délimitée par un contour S. Le théorème de
Green-Ostrogradski permet d'écrire :∫

A

∂f

∂xi
dA =

∫
S

f ni ds (7.9)

où xi sont les vecteurs position et ni les normales au contour S. Si l'on dé�nit la valeur
moyenne du gradient de f par :

<
∂f

∂xi
>=

1

A

∫
A

∂f

∂xi
dA (7.10)

la relation 7.9 devient :

<
∂f

∂xi
>=

1

A

∫
S

f ni ds (7.11)

L'approximation aux di�érences �nies appliquée à un élément triangulaire consiste à évaluer
l'intégrale sur les contours par une somme :∫

s

f ni ds ≈
∑
k

< f >(k) n
(k)
i ∆S(k) (7.12)

où ∆Sk est la longueur d'un côté du triangle repéré par la normale nk et la sommation est
e�ectuée sur chacun de ses trois côtés k. La valeur moyenne de < f >(k) est alors calculée
pour chaque côté.

Vitesses nodales. L'application de cette formulation au calcul des gradients de vitesses
nodales (qui permettent de calculer le tenseur des taux de déformation) donne :

∂u̇i
∂xj
≈ 1

A

∑
k

u̇
(M)
i + u̇

(N)
i

2
n

(k)
j ∆S(k) (7.13)

où M et N sont deux points consécutifs du contour, i.e. les points extrémités du segment de
longueur ∆S (Fig. 7.4).
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(a) (b)

Figure 7.4 � Dé�nition des grandeurs utilisées dans le calcul des taux de déformation (a)
et des forces nodales (b).

Forces nodales. Les contraintes appliquées aux contours des triangles créent des forces
nodales dont la résultante provient de la contribution des contraintes appliquées aux deux
côtés adjacents :

Fi =
1

2
σij(n

1
j ∆S1 + n2

j ∆S2) (7.14)

Les conditions aux limites peuvent s'exprimer en termes de contraintes ou de vitesse imposées
en certains points du maillage. Dé�nir une condition aux limites de vitesse en un point du
maillage revient à imposer un vecteur vitesse. Dé�nir une condition aux limites en contraintes
en un point du maillage revient à imposer des composantes de force nodale :

Fi = σbijnj∆S (7.15)

où σbij représente la condition aux limites exprimée en termes de contraintes appliquées sur
la facette de l'élément de frontière dont le vecteur normal a pour composantes ni et pour
longueur ∆S.

Les forces nodales calculées pour chaque sous-zone triangulaire sont moyennées pour obte-
nir les forces nodales appliquées aux zones quadrilatères. Les forces nodales dues à la gravité
sont estimées en a�ectant à chaque n÷ud du triangle la masse mg égale à 1/3 de la masse
totale du triangle :

F g
i = mggi (7.16)

Déplacements nodaux. La forme discrétisée de l'équation du mouvement s'écrit :

u̇i(t+ ∆t/2) = u̇i(t−∆t/2) +
∑

Fi(t)
∆t

mn

(7.17)

où mn représente la masse nodale du n÷ud i. Les coordonnées des n÷uds sont actualisées
suivant la relation :

xi(t+ ∆t) = xi(t−∆t) + u̇i(t+ ∆t/2)∆t (7.18)
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Amortissement mécanique. Les équations du mouvement doivent être amorties a�n de
pouvoir fournir des solutions statiques (non-inertielles). Cependant, l'utilisation d'un amor-
tissement de type visqueux, i.e. dépendant de la vitesse, induit des biais et des di�cultés
d'ordre théoriques et numériques. En particulier, le choix de la viscosité dépend des proprié-
tés spectrales de la matrice de rigidité tangente et peut donc être indé�nie, sa détermination
à chaque pas de temps a des conséquences en termes de temps de calcul et l'introduction
de forces nodales additionnelles est susceptible d'in�uencer les modes de rupture que l'on
cherche à simuler. A�n de contourner ces di�cultés, un modèle d'amortissement local a été
développé et implémenté dans le logiciel FLAC (Cundall, 1982). Le principe est d'introduire
une force nodale supplémentaire F d

i dont la magnitude est proportionnelle à
∑
Fi(t) résul-

tante des forces non équilibrées à l'instant t et dont la direction est choisie de manière à
dissiper de l'énergie :

F d
i = ξ|

∑
Fi(t)|sgn [u̇i(t−∆t/2)] (7.19)

où ξ est un coe�cient de dissipation compris entre 0 et 1. La forme discrétisée de l'équation
du mouvement (Eq. 7.17) devient alors :

u̇i(t+ ∆t/2) = u̇i(t−∆t/2) +
(∑

Fi(t)− F d
i

) ∆t

mn

(7.20)

Pas de temps critique. Le schéma de résolution explicite implémenté dans FLAC appelle
la procédure décrivant le modèle constitutif une fois par sous-zone et par pas de temps. La
stabilité du schéma numérique repose sur l'hypothèse selon laquelle aucune itération n'est
nécessaire car le pas de temps est choisi su�samment petit pour que l'information ne puisse
pas se propager d'une zone à l'autre pendant la durée du pas de temps. Le pas de temps
maximum permettant de véri�er cette hypothèse, appelé pas de temps critique, est dans le cas
d'un volume solide de dimension d caractérisé par une vitesse de propagation de l'information
C :

∆t <
d

C
(7.21)

Pour un élément donné, la distance minimale de propagation de l'information est égale à
A/dmax où dmax est la plus grande dimension de l'élément triangulaire. Le pas de temps
critique s'exprime donc :

∆t =
A

C dmax
(7.22)

Masses nodales �ctives. Dans l'équation du mouvement amortie discrétisée (Eq. 7.20),
le terme ∆t/mn peut être vu comme un terme de relaxation. Il est par ailleurs équivalent
de diminuer ∆t ou d'augmenter mn. Pour un pas de temps ∆t donné, la condition 7.21 peut
donc être traduite en une condition sur la masse modale. Dans ce cas, il s'agit d'une masse
�ctive qui n'a�ecte pas la masse nodale réelle utilisée dans le calcul des forces nodales dues à
l'e�et de la gravité (Eq. 7.16). Chaque n÷ud du triangle se voit attribuer une masse égale au
tiers de la masse du triangle ρA/3. La masse nodale �ctive est ensuite sommée sur l'ensemble
des triangles connectés au n÷ud puis divisée par deux pour tenir compte du recouvrement
entre les deux partitions de la zone quadrilatère :

mn = ∆t
ρC

6

∑
dmax (7.23)
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Figure 7.5 � Système masse-ressort équivalent à un alignement de grains en contact élastique

Célérité des ondes de propagation. Le calcul de la masse nodale �ctive suppose de
disposer d'une estimation de la vitesse de propagation de l'information C. Pour cela, nous
allons considérer un système idéalisé constitué d'un alignement de grains en contact élastique.
Ce système revient à celui d'un alignement de points matériels de masse m reliés par des
ressorts de raideur kn de longueur à vide 2 rg (Fig. 7.5). La célérité des ondes de compression
C est alors donnée par la relation :

C2 = 4r2
g

kn
m

(7.24)

La masse du grains, quant à elle, est égale à ρgπr2
g . On en déduit :

C2 = 4
kn
ρgπ

(7.25)

Le logiciel FLAC détermine la célérité des ondes à partir des modules élastiques de
compression K et de cisaillement G en utilisant la formule C2ρ = K + 4G/3. Il faut donc
fournir au logiciel des modules K et G correspondant à l'équation 7.25. La véri�cation du
critère de pas de temps critique sera donc garantie par le choix de modules K et G pertinents.
Si l'on pose arbitrairement G = K = K0 et que l'on approxime ρ/ρg = 2/3, on obtient :

K0 =
8

7

kn
π

(7.26)

7.2 Implémentation des lois de comportement

7.2.1 Principes généraux

Les modèles constitutifs doivent être implémentés dans FLAC sous une forme incrémen-
tale. Connaissant l'état de contrainte dans un volume de matériau à l'instant t et l'incrément
de déformation auquel est soumis ce volume au cours de l'intervalle de temps ∆t, il s'agit de
déterminer le nouvel état de contrainte à l'instant t+ ∆t. Tous les modèles constitutifs sont
écrits en contraintes e�ectives. A chaque pas de temps, la pression interstitielle est déduite
des contraintes totales avant d'appeler la procédure du modèle constitutif.

Dans la pratique, l'écriture des lois constitutives se décompose en deux fonctions. La
fonction initialize() consiste à initialiser les variables internes à partir des paramètres
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d'entrée de la loi constitutive. La fonction run() contient la procédure calculant les variables
internes et le nouvel état de contrainte à l'instant t + ∆t en fonction de l'incrément de
déformation que subit le matériau pendant l'incrément de temps ∆t.

7.2.2 Application au modèle H

L'implémentation du modèle H suit les mêmes principes. Cependant, contrairement aux
lois élasto-plastiques, il ne nécessite pas la décomposition de la déformation en une compo-
sante élastique et une autre plastique, ni la dé�nition de la surface de charge ou du potentiel
plastique. Comme nous l'avons vu aux chapitres précédents, lorsque le critère de Coulomb
est atteint pour un hexagone donné, ce n'est pas une correction simple de l'état de contrainte
qui est apportée : le calcul incrémental est repris depuis l'état du milieu à l'instant t en
supposant un comportement purement plastique des hexagones tout au long de l'incrément.

La di�culté principale liée à l'implémentation du modèle H réside dans le grand nombre
de variables internes caractérisant l'état du matériau. Bien que le modèle H − µ soit écrit
en considérant θi et ωi �xés, nous avons choisi de les traiter comme des variables associées
à chaque direction d'hexagone. Cela permettra de faire évoluer le modèle ultérieurement en
donnant la possibilité de gérer d'éventuelles créations, suppressions ou rotations d'hexagones.
Ainsi, à chaque pas de temps et en chaque point d'intégration (4 par zone), il faut stocker les
variables internes θi, ωi, αi, d1i et d2i. Ainsi, si on dé�nit Nθ orientations d'hexagones, il faut
stocker 5Nθ variables internes en chaque point d'intégration. Si l'on dé�nit une orientation
d'hexagones tous les 5 degrés (Nθ=36), le nombre de variables à stocker est égal à 720
par zone. C'est la gestion de ce grand nombre de variables internes qui nous a contraint à
implémenter le modèle H en tant que User De�ned Model (UDM) en langage C++.

En pratique, le stockage de ces paramètres associés à chaque orientation est réalisé via
un vecteur data_ dont chaque composante a une structure de type OrientationData qui
contient pour chaque orientation le quintuplet data_=(ωi,θi,αi, d1i, d2i). Le nombre de com-
posantes du vecteur data_ n'est pas �xé a priori et l'allocation de l'espace mémoire corres-
pondant se fait au moment de l'initialisation des valeurs des quintuplets.

7.3 Données d'entrée du modèle

Dans le logiciel FLAC, les données d'entrée sont fournies dans un script de commande
écrit en langage FISH. Le mot-clé qui déclenche l'appel de la loi de comportement du modèle
H est hmicrodir. La dé�nition des paramètres du modèle commence donc par la ligne de
commande :

model hmicrodir

L'utilisation du modèle H nécessite la dé�nition de propriétés d'entrée et de sortie associées
à chaque zone. Les données d'entrée des lois de comportement sont de nature micro-mécanique
ou microstructurelle. Par ailleurs, le couplage hydro-mécanique nécessite d'autres données
d'entrée relatives au �uide interstitiel et des propriétés hydrauliques du matériau dépendantes
de la microstructure du matériau.
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Figure 7.6 � Schéma de principe de l'algorithme de résolution intégrant le modèle H-
microdirectionnel. Les encadrés bleus correspondent aux procédures implémentées dans la
loi constitutive.
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Soulignons que toutes les propriétés dé�nies à l'échelle d'une zone sont susceptibles d'être
modi�ées à chaque itération.

7.3.1 Paramètres mécaniques

Le paramètre density, qui représente la densité du matériau (kg/m3), est générique à
tout modèle constitutif implémenté dans FLAC. Il doit être impérativement renseigné avant
tout calcul et doit être strictement positif. Il convient donc de lui donner une valeur initiale,
qui sera éventuellement modi�ée au cours du calcul. Les paramètres d'entrée spéci�ques au
modèle H-microdirectionnel sont les suivants :

� m_nh : le nombre d'hexagones par point d'intégration NH

� m_rg : le rayon des grains rg (m)
� m_kn : la raideur élastique normale du contact kn (N/m)
� m_kt : la raideur élastique tangentielle du contact kt (N/m)
� m_pg : l'angle de frottement inter-granulaire ϕg (rad.)
� m_mode : mode de dé�nition de la microstructure

En raison du principe de cohérence entre volume total d'échantillon et somme des volumes
des hexagones, le paramètre m_nh correspondant au nombre d'hexagones total utilisé pour le
calcul en chaque n÷ud n'a pas d'in�uence sur les résultats du calcul. La syntaxe à utiliser
est donc la suivante :

prop dens=ρ m_nh=NH

prop m_rg=rg m_kn=kn m_kt=kt m_pg=ϕg

Initialement, tous les hexagones sont supposés non chargés : d1i = d2i = 2rg. La dé�nition
de la microstructure initiale consiste donc à dé�nir un ensemble de nθ triplets (θi,ωi,α0i) où ωi
et α0i représentent la proportion et l'angle d'ouverture initial des hexagones associés à chaque
direction θi. Le paramètre m_mode déterminant le mode de dé�nition de la microstructure
peut prendre les valeurs 1, 2 ou 3. Les paramètres à fournir dépendent du mode de dé�nition
de la microstructure choisi.

m_mode=1. Dans ce mode, les triplets sont dé�nis un par un, de manière explicite. Les
paramètres d'entrée sont les numéros d'instance des tables servant à la dé�nition de chacune
des composantes du triplet :

� m_ntsize : nombre d'orientations d'hexagones nθ
� m_nt1 : numéro d'instance de la table des θi
� m_nt2 : numéro d'instance de la table des ωi
� m_nt3 : numéro d'instance de la table des α0i

où itθ, itω et itα0 désignent les numéros d'instance des tables. Ce mode nécessite la construc-
tion préalable de 3 tables : une pour les θi, une pour les ωi et une pour les α0i. La syntaxe à
utiliser est la suivante :

prop m_mode=1

table itθ 1 θ1 2 θ2 3 θ3 ... nθ θnθ
table itω 1 ω1 2 ω2 3 ω3 ... nθ ωnθ
table itα0 1 α01 2 α02 3 α03 ... nθ α0nθ
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prop m_ntsize=nθ m_nt1=itθ m_nt2=itω m_nt3=itα0

Ce mode de dé�nition a pour but de permettre une modélisation de matériaux cristallins
ayant un faible nombre d'orientations à dé�nir. Cette approche peut notamment permettre
de dé�nir des matériaux monocristallins, i.e. des matériaux dont tous les hexagones sont
orientés dans la même direction (nθ=1).

m_mode=2. Les triplets sont dé�nis par le biais des fonctions de distribution que nous
avons exposées dans les chapitres précédents (Eqs. 4.43 et 6.13). Chaque triplet i = 0, ..., nθ−1
est dé�ni comme suit :

θi =
i

nθ
π (7.27)

ωi =
1

nθ
(1 + aω cos 2(θi − βω)) (7.28)

α0i = α0 (1 + aα cos 2(θi − βα)) (7.29)

L'utilisation de ce mode nécessite donc le renseignement de 6 paramètres : nθ, aω, βω, α0, aα,
βα. La syntaxe utilisée est la suivante :

prop m_mode=2

prop m_ntheta=nθ
prop m_alphaw=aω m_betaw=βω
prop m_alpha0=α0 m_alphaa=aα m_betaa=βα

mode=3. Dans ce mode, la distribution des orientations des hexagones est dé�nie par le
biais d'une fonction de distribution correspondant à un développement tensoriel d'ordre 4.
A�n de limiter le nombre de paramètres, nous avons choisi une fonction de la forme suivante :

ωi =
1

nθ
(1− aω cos 2(2θi − βω)) (7.30)

La distribution des angles d'ouverture est quant à elle dé�nie comme au mode 2. L'utilisation
de ce mode nécessite le renseignement des mêmes paramètres et a la même syntaxe que pour
le mode 2.

7.3.2 Paramètres hydrauliques

La réalisation de calculs hydro-mécaniques couplés nécessite la dé�nition des propriétés
mécaniques du �uide. Le comportement du �uide est supposé élastique linéaire. La limite de
traction de l'eau intervient dans le cas d'un milieu saturé (s = 1) et correspond à la limite
de cavitation. Les propriétés à dé�nir sont les suivantes :

� dens : la masse volumique de l'eau ρw (kg/m3)
� bulk : le module de compression du �uide Bw (Pa)
� tens : la résistance limite du �uide à la traction tw (Pa)
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La syntaxe à utiliser est la suivante :

water dens=ρw bulk=Bw tens=tw

Dans la pratique, la masse volumique de l'eau ρw sera prise égale à 1000 kg/m3, et le
module de déformation Bw à 200 MPa. La traction limite sera quant à elle comprise entre -1
à -10 MPa aux températures usuelles (Caupin and Herbert, 2006). Il est à noter que lorsque
l'option biot n'est pas activée, le coe�cient de Biot α est �xé à 1 et le module de Biot est
calculé à partir de l'équation 7.8.

Les propriétés hydrauliques nécessaire au couplage hydro-mécanique sont :
� porosity : la porosité moyenne du milieu n (-)
� permeability : le coe�cient de mobilité moyen du milieu < Ck > (Pa/s)

Notons que la perméabilité peut être donnée sous une forme tensorielle par le renseignement
des paramètres k11,k22 et k12.

7.4 Propriétés en sortie

Plusieurs propriétés sont calculées dans chaque zone à chaque pas de temps. Il est possible
d'y accéder tout au long du calcul :

� m_poro : la porosité moyenne de la zone
� m_dens : la densité moyenne de la zone
� m_perm : le coe�cient de mobilité hydraulique moyen de la zone
� m_pl : le ratio d'hexagones plasti�és
� m_tens : le ratio d'hexagones en tension
� m_w2 : le travail du second ordre moyen de la zone
Cette fonctionnalité est particulièrement intéressante dans le cadre de simulations hydro-

mécaniques couplées. En e�et, il est possible de mettre à jour les valeurs de m_poro, m_perm
et m_dens calculées à chaque pas de temps pour mettre à jour les valeurs de porosité, de
perméabilité et de densité dans chaque zone. On peut donc prendre en compte l'évolution de
ces variables au cours du chargement. La syntaxe à utiliser est alors la suivante :

density(i,j)=z_prop(i,j,'m_dens')

porosity(i,j)=z_prop(i,j,'m_poro')

permeability(i,j)=z_prop(i,j,'m_perm')

7.5 Véri�cation de l'implémentation

Jusqu'à présent, le modèle H n'était implémenté que dans une routine Fortran permettant
de réaliser des simulations à l'échelle du point matériel. L'implémentation du modèle dans le
logiciel FLAC nécessitait alors une traduction du code en C++ et une restructuration des
données compatibles avec l'architecture interne de FLAC, chacune de ces étapes étant source
potentielle d'erreurs. Nous avons donc véri�é la qualité du travail d'implémentation en réali-
sant des calculs comparatifs de plusieurs distributions d'orientation ou d'angles d'ouverture
des hexagones et pour di�érentes conditions de chargement drainé et non drainé. La Figure
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7.7 donne quelques exemples de comparaison entre les résultats issus du programme Fortran
et ceux issus des calculs menés à l'aide du logiciel FLAC. On peut constater que l'implémen-
tation du modèle H donne des résultats confondus avec ceux issus du programme Fortran.
On en déduit que l'implémentation ne contient pas d'erreur signi�cative et que la méthode
de résolution explicite ne semble pas introduire de biais remettant en cause l'utilisation de
cette approche pour la résolution de problèmes aux limites non homogènes.

134



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 7.7 � Comparaison des réponses calculées par le programme Fortran et l'implémenta-
tion dans le logiciel FLAC : (a) distribution monocristalline orientée horizontalement soumise
à un essai biaxial drainé, (b) distribution monocristalline orientée verticalement soumise à un
essai biaxial non drainé, (c) distribution isotrope soumise à un essai drainé, (d) distribution
isotrope soumise à un essai non drainé, (e) distribution d'orientations d'hexagones anisotrope
soumise à un essai drainé et (f) distribution d'angles d'ouverture anisotrope soumise à un
essai non drainé.
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Chapitre 8

Simulations d'essais biaxiaux

La simulation d'un essai biaxial nécessite la modélisation des conditions d'interface entre
l'éprouvette et les plateaux inférieur et supérieur qui compriment l'échantillon. Il est en
e�et bien reconnu que ces conditions d'interface associées aux e�ets géométriques dus à la
déformation des échantillons ont un e�et important sur le mode de rupture de l'échantillon
(Sheng et al., 1997; Liyanapathirana et al., 2005; Gao and Zhao, 2013; Jiang and Zhang,
2015).

Dans un premier temps, a�n de nous a�ranchir des e�ets géométriques et des conditions
d'interface, nous conduirons des essais biaxiaux "idéalisés" pour lesquels la mise en charge des
échantillons est réalisé à l'aide de parois rigides et parfaitement lisses (Fig. 8.1(a)). Les modes
de rupture et conditions de localisation seront étudiés en suivant des chemins de chargement
en déformations proportionnelles.

Dans un second temps, nous conduirons des simulations d'essais biaxiaux en considérant
des conditions aux limites plus réalistes (Fig. 8.1(b)). Nous étudierons l'e�et de la densité
relative initiale du matériau sur la réponse des échantillons soumis à des essais drainés. En�n,
nous illustrerons l'in�uence de l'anisotropie microstructurelle et du chemin de sollicitation
sur la réponse des échantillons soumis à des essais biaxiaux non drainés.

Pour toutes les simulations, l'échantillon initial est de forme rectangulaire, de dimensions
H=140 mm× L=70 mm maillé en 1152 éléments (24×48) éléments carrés. Les valeurs des
paramètres micro-mécaniques utilisés dans les simulations sont fournies dans le tableau 8.1.

Table 8.1 � Paramètres micromécaniques utilisés pour les simulations d'essais biaxiaux.
Paramètres Symbole Valeur
Rayon des grains rg 0,5 mm
Raideur normale kn 10× 106 N/m
Raideur tangentielle kt 5× 106 N/m
Angle de frottement inter-granulaire ϕg 30°
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(a) (b)

Figure 8.1 � Schéma de principe des essais biaxiaux idéalisés (a) et réalistes (b).

8.1 Essais biaxiaux idéalisés

L'in�uence du chemin de chargement sur la réponse de l'échantillon soumis à un charge-
ment en déformations proportionnelles est étudiée en considérant une distribution isotrope
(aω=0) correspondant à un matériau lâche (α0=50°).

8.1.1 Principes de modélisation

La mise en charge des échantillons est réalisée comme s'ils étaient déformés par des parois
rigides et lisses. Cela permet d'assurer des conditions de déformations homogènes sur chaque
face de l'échantillon. Ce type de modélisation est couramment utilisé pour modéliser des essais
biaxiaux en DEM (Hadda et al., 2015; Zhu et al., 2015; Sibille et al., 2015). En pratique, le
contrôle du chargement est réalisé en déformation. On applique aux frontières de l'échantillon
une vitesse de déplacement normale. Les vitesses tangentielles au contact des parois sont
quant à elles laissées libres. Le caractère proportionnel des déformations appliquées est lié au
coe�cient Rε qui relie les incréments de déformation axial et latéral δε2 = Rεδε1. Exprimée
en termes de vitesse des parois, cette relation devient ẋr/lr = −Rεẏa/la.

8.1.2 Consolidation isotrope

L'échantillon est dans un premier temps soumis à une phase de consolidation isotrope. Les
parois inférieure et supérieure se déplacent à vitesse constante et le déplacement des parois
latérales est asservi de manière à avoir à chaque pas de chargement σ2 ≈ σ1.

La microstructure de l'échantillon et les conditions aux limites qui lui sont appliquées ont
deux plans de symétrie : l'un axial, l'autre vertical. Il n'est donc pas surprenant d'obtenir des
champs de déformation déviatoriques et sphériques présentant les mêmes plans de symétrie
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(a) (b) (c)

Figure 8.2 � État initial de l'échantillon isotrope après consolidation : (a) champ des défor-
mations déviatoriques, (b) champ des déformations volumiques et (c) distribution de porosité.

(Fig. 8.2). La variabilité du champ de déformation déviatorique à la �n de la consolidation
n'excède cependant pas 0,01%.

8.1.3 Chargement en déformations proportionnelles

Les chargements en déformations proportionnelles sont dé�nis par le coe�cient Rε =
δε2/δε1. La dilatance imposée à l'échantillon véri�e à chaque incrément :

δεv = (1 +Rε)δε1 (8.1)

où δεv est compté positivement en compression. Nous avons considéré trois valeurs de coe�-
cients Rε=-0.70, -1.0 et -1.30. Lorsque Rε=-0.70, le rapport δεv/δε1 est positif et l'échantillon
est soumis à une contractance imposée. Réciproquement, le coe�cient Rε=-1.30 correspond
à un chemin à dilatance imposée. Le coe�cient Rε=-1.0 est associé à des conditions de dé-
formations à volume constant. La réponse mécanique des échantillons est analysée à partir
des courbes contrainte-déformation et des courbes de réponse de l'échantillon dans l'espace
des contraintes. Les modes de rupture seront discutés à partir de représentations des champs
de déformation déviatorique et volumique, des distributions spatiales du travail du second
ordre, de la porosité, du ratio des hexagones plasti�és et du ratio des hexagones en tension.

Les simulations montrent une grande in�uence de Rε sur la réponse des échantillons
exprimée sur les courbes contrainte-déformation, dans l'espace des contraintes ainsi qu'à
travers l'évolution des champs de déformations (Fig. 8.3).

Chargement à contractance imposée. Au début du chargement (ε1=0,1%), les champs
des déformations déviatoriques et volumiques restent symétriques par rapport aux deux plans
de symétrie issus de la phase de consolidation (Fig. 8.4). Les hexagones sont tous comprimés
et en régime élastique. La distribution de la porosité montre une faible variabilité (Fig.
8.5). Le déviateur des contraintes augmente rapidement avec la déformation axiale avant de
montrer une petite in�exion correspondant à l'atteinte de la droite de Coulomb dans l'espace
des contraintes.
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(a) (b)

Figure 8.3 � Réponse de matériaux isotropes soumis à des essais biaxiaux en déformations
proportionnelles.

En ε1=1%, les champs de déformation montrent alors l'initiation d'une bande qui se
ré�échit sur les parois de l'échantillon et dans laquelle les déformations déviatoriques et
volumiques sont plus faibles qu'ailleurs. La symétrie axiale des champs de déformation est
brisée. Le ratio d'hexagones plasti�és est supérieur à 75% alors que le ratio d'hexagones
en tension reste nul. Par ailleurs, le travail du second ordre est positif en tout point de
l'échantillon.

Aux alentour de ε1=2%, la courbe contraintes-déformation marque une seconde in�exion.
Elle correspond à l'apparition d'une localisation des champs de déformation, mais également
de la distribution de la porosité, du ratio d'hexagones plasti�és et du ratio d'hexagones en
tension. Le motif des bandes de localisation est symétrique par rapport à l'axe horizontal.
Les bandes de localisation ont une orientation de 45° par rapport à la verticale et semblent se
ré�échir contre les parois de l'échantillon. Le travail du second ordre reste quant à lui positif
sur la quasi-totalité de l'échantillon.

Le pic du déviateur est atteint pour ε1 ≈ 3%. Alors que la pression moyenne dans l'échan-
tillon augmente de manière monotone tout au long du chargement, le déviateur diminue de
manière brutale. Cette diminution est associée à une concentration des éléments présentant
un travail du second ordre négatif dans les bandes de localisation des champs de déformation.
Les localisations des champs de déformation sont associées à une augmentation de la porosité
et à une augmentation du ratio d'hexagones en tension, au détriment du ratio d'hexagones
plasti�és. Il est intéressant de noter que la symétrie des champs de déformation par rapport
à l'axe horizontal est perdue et que seule une symétrie par rapport au centre géométrique de
l'échantillon subsiste.

Chargement à volume constant. Dans la première phase du chargement, l'augmentation
du déviateur se fait à pression moyenne quasi-constante. La pente de la courbe contrainte-
déformation est identique à celle du chargement à contractance imposée. En ε1=0,1%, les
champs de déformation présentent également les plans de symétrie axial et transversal (Fig.
8.6). La symétrie de la distribution de la porosité n'est pas parfaite mais les imperfections
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ont une amplitude inférieure à 0,01% (Fig. 8.5).
En ε1=1%, la courbe contrainte-déformation est décroissante. Les champs de déformation

et les distributions des di�érentes grandeurs montrent une organisation en une multitude de
bandes de localisation croisées. Des éléments présentant un travail du second ordre négatif
se concentrent dans les éléments les moins déformés et où le ratio d'hexagones plasti�és est
le plus élevé.

En ε1=3%, la courbe contrainte-déformation est croissante. La courbe de réponse dans
l'espace des contraintes suit la droite de Coulomb. Les champs de déformation sont plus di�us
et se rapprochent de ceux observés lors du chargement à contractance imposée en ε1=1%. Le
travail du second ordre est strictement positif, le ratio d'hexagones plasti�és est homogène
et de l'ordre de 60% et le ratio d'hexagones en tension de 50%.

Le pic du déviateur est atteint pour ε1 ≈ 5% et est suivi d'un phase de décroissance
brutale jusqu'à une valeur résiduelle de l'ordre de 10 kPa pour ε1 ≈ 7%. Les champs de
déformation montrent alors des localisations très marquées qui ne présentent aucune symétrie.
Les éléments présentant un travail du second ordre négatif sont concentrés dans ces bandes
de localisation. Dans ces bandes, la quasi-totalité des hexagones sont en tension.

Chargement à dilatance imposée. Dans la première phase du chargement, l'augmenta-
tion du déviateur se fait à pression moyenne décroissante. La pente de la courbe contrainte-
déformation est identique aux deux autres chemins de chargement. Les symétries des champs
de déformation et des distributions sont respectées malgré un certaines �uctuations (Fig.
8.8). En ε1 ≈ 0, 1%, le déviateur est proche de sa valeur de pic. C'est sans doute pour cette
raison que le ratio d'hexagones plasti�és est de l'ordre de 25% (Fig. 8.9).

En ε1=0,5%, la quasi-totalité des éléments présente un travail du second ordre négatif.
Les champs de déformation semblent s'organiser en bandes de localisation croisées, mais de
manière moins marquée que pour le chemin de chargement à volume constant. Les ratios
d'hexagones plasti�és ou en tension sont distribués de manière homogène avec des valeurs de
75% et 30% respectivement. A mesure que le chargement se poursuit, le ratio d'hexagones
plasti�és diminue au pro�t du ratio d'hexagones en tension (ε1=1%). Lorsque le contraintes
e�ectives s'annulent (ε1=2,5%), les champs de déformation montrent une très légère locali-
sation, le travail du second ordre tend vers zéro et la totalité des hexagones sont en tension.

Discussion. Les résultats présentés montrent que la nature de la réponse du matériau dé-
pend très largement du mode de chargement qui lui est appliqué. Le chargement à contrac-
tance imposée conduit à une valeur résiduelle non nulle du déviateur alors que le chargement
à dilatance imposée conduit à une annulation des contraintes e�ectives.

Le mode de rupture semble également in�uencé par le chemin de chargement. Le charge-
ment à contractance imposée semble favoriser l'apparition d'un réseau de bandes de localisa-
tion au sein des champs de déformation alors que le chargement à dilatance imposée semble
frustrer le développement de ces bandes de localisation et favoriser un mode de déformation
plus di�us. Il a également été montré que le mécanisme de localisation est associé à un travail
du second ordre négatif. Ces conclusions sont tout-à-fait cohérentes avec celles obtenues par
Sibille et al. (2015) sur la base de simulations DEM.
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8.2 Essais biaxiaux drainés

Des simulations d'essais biaxiaux drainés ont été réalisées sur des matériaux de di�érentes
densités initiales. La densité relative du matériau est déterminée à partir de la relation :

ID =
emax − e

emax − emin
(8.2)

où emax et emin sont les indices des vides maximum et minimum respectivement. L'indice
des vides du matériau est déterminé à partir de l'équation 4.42. Nous nommerons matériau
lâche le matériau pour lequel ID=0.02, (α0=50°), matériau moyennement lâche le maté-
riau pour lequel ID=0.13 (α0=45°) et matériau moyennement dense le matériau pour lequel
ID=0.34 (α0=40°). La réponse des matériaux sera analysée au regard des courbes de réponse
contrainte-déformation, déformation volumique-déformation axiale et réponse dans l'espace
des contraintes (Fig. 8.10). Les modes de ruptures seront discutés à partir des champs de
déformation déviatorique en �n de chargement.

D'une manière générale, la pente initiale de la courbe q − ε1 est très peu in�uencée par
la densité initiale du matériau. La valeur de pic du déviateur q augmentent avec la densité
initiale du matériau. L'angle de frottement au pic varie entre 20° et 35° lorsque la densité
relative varie de 0.02 à 0.34 (Fig. 8.10(b)). Par ailleurs, tous les échantillons montrent un
comportement contractant en début de chargement. Au-delà de ε1 = 1%, le comportement
des échantillons devient dilatant jusqu'à ce que la déformation volumique atteigne un palier.
Le modèle converge vers un état résiduel pour lequel le déviateur et le volume de l'échantillon
varient peu. Le modèle H-microdirectionnel est donc capable de simuler l'atteinte, au moins
temporairement, de l'état critique. Les oscillations des courbes autour des valeurs résiduelles
de q ont vraisemblablement une origine numérique liée à la vitesse de chargement appliquée.

Les modes de rupture des trois échantillons sont analogues. La Figure 8.11 représente le
scénario de localisation du champ de déformation pour le matériau initialement moyennement
lâche. On constate que les plans de symétrie axial et transversal sont conservés jusqu'à la
rupture l'échantillon. La localisation des déformations se produit selon un motif en croix dont
le centre correspond au centre géométrique de l'échantillon.

Les champs de déformation déviatorique en �n de chargement pour les trois densités
initiales sont représentés sur la Figure 8.12. On constate que l'inclinaison des bandes de
localisation par rapport à la direction axiale ηmes (cf. Fig. 1.15(b)) varie avec la densité
initiale de l'échantillon (Tab. 8.2). Les valeurs mesurées peuvent être comparées avec la
borne supérieure de cette inclinaison évaluée à partir de l'équation 1.37 et d'une évaluation
de l'angle de dilatance.

Il est possible d'évaluer un angle de dilatance moyen ψ à partir de la courbe εv − ε1 sur
un intervalle de déformation ∆ε1 :

sinψ =
∆εv/∆ε1

2−∆εv/∆ε1

(8.3)

Les valeurs de ψ données dans le tableau 8.2 correspondent à une moyenne sur l'intervalle
ε1 = 1%−ε1 = 4%. La comparaison des angles mesurés ηmes et de la borne supérieure π/2−ψ
montre qu'il existe un bon accord entre les valeurs d'inclinaison mesurées et celles estimées
à partir des courbes εv − ε1.
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(a) (b)

(c)

Figure 8.10 � In�uence de la densité relative initiale ID sur la réponse du matériau : dé-
viateur des contraintes en fonction de la déformation axiale (a), déformation volumique en
fonction de la déformation axiale (b) et courbe de réponse dans l'espace des contraintes (c).

Table 8.2 � Orientations des bandes de cisaillement. Comparaison des valeurs mesurées et
des valeurs calculées.

ID ∆εv/∆ε1 ψ π/2− ψ ηmes
0.02 0.0 0 45° 45°
0.13 0.22 8° 41° 40°
0.34 0.50 19° 35° 36°
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(a) ε1=0 (b) ε1=1%

(c) ε1=4% (d) ε1=6%

Figure 8.11 � Évolution du champ de déformation déviatorique au cours d'un essai de
compression drainé pour une distribution isotrope d'hexagones et un matériau initialement
moyennement lâche (ID=0.13).

(a) ID=0.34 (b) ID=0.13 (c) ID=0.02

Figure 8.12 � Champs des déformations déviatoriques pour ε1=4% pour les di�érentes
densités relatives initiales.
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8.3 Essais biaxiaux non drainés

Les essais non drainés sont généralement réalisés a�n d'évaluer le comportement d'un
matériau soumis à un chargement rapide, c'est-à-dire sur une échelle de temps très petite au
regard du temps nécessaire au drainage du matériau. Le volume global de l'échantillon est
conservé mais le volume de chaque élément ne l'est en principe pas. De même, si le drainage
du �uide interstitiel à l'extérieur de l'échantillon est interdit, des transferts de �uide se
produisent a�n d'homogénéiser la pression d'eau dans l'échantillon. L'hypothèse de blocage
des écoulements en tout point du milieu n'est donc pas pertinente. La modélisation d'un essai
biaxial non drainé nécessite donc la mise en ÷uvre d'un calcul hydro-mécanique couplé.

Relation entre microstructure et direction de chargement. Nous considérons ici 3
distributions d'hexagones ωθ correspondant à des matériaux lâches ayant des densités rela-
tives identiques ID = 0.02 (α0=50°). Les paramètres microstructurels utilisés �gurent sur le
Tableau 8.3 et les représentations polaires de ces distributions présentent des plans de symé-
trie par rapport aux deux directions principales axiale et latérale (Fig. 8.13(a)). Les courbes
de réponse issues des simulations d'essais de compression et d'extension sont représentées sur
la Figure 8.13. Les angles de frottement mobilisés au pic du déviateur sont donnés dans le
Tableau 8.3.

Tout d'abord, on constate que l'angle de frottement au pic du matériau isotrope est
très proche de celui déterminé par un essai drainé. Ensuite, comme nous l'avions observé
et expliqué au chapitre 6, on constate que la résistance du matériau augmente lorsque la
direction principale d'anisotropie est colinéaire à la direction du chargement. L'angle de frot-
tement au pic du matériau dont l'anisotropie est orientée verticalement (βω=0) est élevée en
compression, mais faible en extension. Réciproquement, lorsque la direction principale d'ani-
sotropie est horizontale (βω = π/2), l'angle de frottement au pic est plus élevé en extension
qu'en compression. De même, pour une microstructure donnée, l'angle de frottement au pic
est plus élevé lorsque le chargement est appliqué dans la direction principale d'anisotropie.
Lorsque la microstructure est isotrope, les angles de frottement au pic sont quasiment iden-
tiques en extension et en compression. Ce résultat suggère que la moindre résistance des
échantillons testés en extension proviendrait des modes de confection des éprouvettes testées
en laboratoire qui favoriseraient la création de microstructures dont la direction principale
d'anisotropie est horizontale.

On constate également que les courbes de réponse (q,ε1) et (q,p′) du matériau βω=0
sollicité en compression sont, aux incertitudes numériques près, confondues avec les courbes
(−q,−ε1) et (−q,p′) du matériau βω = π/2 sollicité en extension. Cela illustre parfaitement
la relation qui existe entre la réponse mécanique d'un matériau granulaire, son anisotropie et
la direction du chargement à laquelle il est soumis.

La comparaison des champs de déformations déviatoriques obtenus pour un même maté-
riau soumis à une compression ou à une extension montre que l'intensité de la localisation
dépend de la direction de chargement par rapport à la direction principale d'anisotropie.
La localisation des déformations déviatoriques est d'autant plus marquée que le chargement
s'applique dans la direction principale d'anisotropie. Lorsque le chargement s'applique dans la
direction orthogonale à la direction d'anisotropie, la localisation des déformations est moins
marquée.
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Distributions α0 aω βω aα βα ϕcomp ϕext

ISO 50° 0.0 - 0.0 - 19.2° 19.6°
TD2-1 50° 1.0 0 0.0 - 21.7° 17.4°
TD2-2 50° 1.0 π/2 0.0 - 15.5° 21.7°

Table 8.3 � Paramètres microstructuraux des di�érentes distributions considérées et angles
de frottement mobilisés au pic en compression (ϕcomp) et en extension(ϕext).

(a)

(b) (c)

Figure 8.13 � Réponse d'un échantillon soumis à une compression biaxiale non drainée
pour di�érentes distributions d'orientations d'hexagones : (a) représentation polaire des dis-
tributions, (b) réponses en contraintes-déformations et (c) courbes de réponse dans l'espace
des contraintes. La densité relative initiale ID = 0, 02 (α0=50°) est identique pour chaque
distribution.
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(a)

(b)
ISO (ε1 = 4.0%) TD2-1 (ε1 = 3.5%) TD2-2 (ε1 = 4.0%)

Figure 8.14 � Champs des déformations déviatoriques après rupture pour les di�érentes
microstructures sollicitées en compression (a) ou en extension (b).
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8.4 Conclusions

L'analyse du comportement d'un échantillon soumis à un chargement biaxial selon des
chemins de déformations proportionnelles montre que l'utilisation du modèle H permet de
reproduire des modes de rupture localisés ou di�us. Les chargements à dilatance imposée
favorisent la concentration des déformations en bandes de cisaillement et la rupture locali-
sée des échantillons tandis que les chargements à contractance imposée frustrent l'apparition
des localisations et favorisent la rupture di�use des échantillons. Pour les chemins à volume
constant ou à contractance imposée, la rupture s'accompagne d'une concentration des défor-
mations déviatoriques dans des bandes de cisaillement et d'une relaxation des zones situées
en dehors de ces bandes.

Les modélisations non homogènes d'essais biaxiaux ont démontré la pertinence du mo-
dèle H à reproduire les principales propriétés des matériaux granulaires. Les simulations
d'essais drainés ont fourni des angles de frottement au pics réalistes et ont mis en évidence
l'augmentation de l'angle de frottement avec la densité du matériau. La réponse volumique
des échantillons s'est montrée satisfaisante et aux grandes déformations, l'échantillon semble
avoir convergé vers un état critique caractérisé par des déformations qui se poursuivent à
déviateur et volume quasi-constants. En�n, les orientations des bandes de cisaillement qui
apparaissent à la rupture sont comprises dans la plage expérimentale observée en laboratoire.
Les simulations d'essais non drainés ont permis de valider le couplage hydro-mécanique du
modèle et mis en évidence l'in�uence conjuguée de l'anisotropie microstructurelle et de la
direction de chargement dans la réponse du matériau.
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Chapitre 9

Modélisation à l'échelle d'un ouvrage

Nous allons à présent réaliser des simulations numériques à l'échelle de l'ouvrage en uti-
lisant le modèle H. L'objectif de ce paragraphe est de démontrer la capacité du modèle à
reproduire le comportement des matériaux granulaires à l'échelle de l'ouvrage. Dans un pre-
mier temps, nous étudierons le cas d'un massif de sol chargé par une fondation super�cielle
puis celui d'une digue en remblai soumise à une crue. La durée des calculs qui ont été menés
dans le cadre de ces simulations varie entre 6 et 12 heures.

9.1 Rupture d'une fondation super�cielle

Cette étude de cas a pour objet de confronter le modèle H à un problème aux limites
classique, largement étudié et dont des solutions analytiques sont connues.

9.1.1 Présentation du problème

Nous considérons ici une fondation super�cielle de largeur B=1.0 m reposant sur un
massif de sol de hauteur H=3m (Fig. 9.1). Le massif de sol s'étend de 4 m de part et d'autre
de la semelle. Les paramètres du modèle constitutif sont donnés dans le tableau 9.1.

Figure 9.1 � Modèle de fondation super�cielle reposant sur un massif de sol.
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Table 9.1 � Paramètres du modèle H retenus pour la modélisation de la rupture d'un massif
de sol chargé par une fondation super�cielle.

Modèle Paramètres Symbole Unité Valeur
Modèle H Masse volumique sèche ρd kg/m3 1600

Raideur normale kn MN/m 100
Raideur tangentielle kt MN/m 50
Angle de frottement inter-grains ϕg degrés 30
Angle d'ouverture initial α0 degrés 45
Degré d'anisotropie aω - 0.0
Direction principale d'anisotropie βω degrés 0

Figure 9.2 � Contrainte moyenne appliquée par la semelle en fonction de l'enfoncement
imposé.

Le maillage est constitué de 3696 éléments rectangulaires. La semelle est chargée à vitesse
verticale imposée avec déplacement horizontal nul. Le contact entre la semelle et le massif
de sol est modélisé par une interface frottante ayant un angle de frottement égal à 28° (cette
valeur correspond à l'angle de frottement mobilisé par le matériau lors de l'essai de com-
pression biaxial drainé réalisé au chapitre 8). La simulation est menée jusqu'à atteindre un
déplacement vertical égal à 30 cm de manière à ce que l'ensemble du mécanisme de rupture
du massif de sol se développe.

9.1.2 Résultats numériques et discussion

La Figure 9.2 représente la contrainte moyenne qref appliquée par la semelle sur le massif
de sol en fonction de l'enfoncement de celle-ci. On constate que la courbe présente plusieurs
pics consécutifs dont la valeur augmente avec l'enfoncement de la fondation. Cependant, aux
grandes déformations (enfoncement > 25 cm), la contrainte moyenne converge vers un palier
dont la valeur correspond au premier pic. C'est donc cette valeur que nous retiendrons pour
caractériser la capacité portante de la fondation. L'existence d'un pic de capacité portante
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suivi d'un radoucissement jusqu'à une valeur minimale est cohérente avec les résultats d'essais
expérimentaux observés sur des sols granulaires non cohésifs (Vesic, 1973).

La capacité portante de la fondation estimée à partir du modèle numérique est égale à
qref=330 kPa environ. Cette valeur peut être comparée à une solution analytique connue.
La capacité portante ultime qult d'une semelle �lante non encastrée reposant sur un sol non
cohésif peut être évaluée à partir de la formulation analytique de Prandtl (Terzaghi and Peck,
1948) :

qult = γB tanϕ
(
eπ tanϕ tan2(π/4 + ϕ/2)− 1

)
(9.1)

où γ représente le poids volumique du sol et B la largeur de la fondation. Si l'on considère
γ = 16kN/m3 et B = 1m, la capacité portante de la fondation calculée numériquement
correspond à un angle de frottement interne de l'ordre de ϕ=35°. Cette valeur est sensiblement
plus élevée que celle obtenue au chapitre précédent lors des essais biaxiaux de compression
en conditions drainées. Cela peut s'expliquer par le fait que les contraintes de con�nement
sont ici bien plus faibles que celle de l'essai biaxial et que le modèle analytique ne prend pas
en compte la dilatance du matériau. La contrainte ultime obtenue numériquement à l'aide du
modèle H reste cependant dans un intervalle de valeurs réalistes pour ce type de problème.

L'évolution des champs de déplacements et de déformations déviatoriques au cours du
chargement permet de préciser le mode de rupture du massif de fondation (Fig. 9.3). Au début
du chargement, les déformations déviatoriques se concentrent aux coins de la fondation puis
s'étendent dans la direction verticale jusqu'à une profondeur de l'ordre de 1,0 m. Au alentours
de s=6cm, des bandes de cisaillement obliques se développent pour former un triangle dont
la pointe se situe à environ 1,0 m de profondeur également. Le développement de ce premier
mécanisme de rupture correspond à la première phase de radoucissement observée sur la
courbe contrainte-enfoncement (Fig. 9.2). A ce stade, on voit clairement que les bandes de
localisation correspondent à des zones de discontinuité dans le champ de déplacement et
délimitent des blocs quasi-rigides qui semblent se déplacer les uns par rapport aux autres.
Entre 9 et 15 cm d'enfoncement, les zones de localisation des déformations déviatoriques
(zone triangulaire et coins de la fondation) s'accentuent et s'élargissent sans que d'autres
zones de localisation n'apparaissent. Lorsque l'enfoncement atteint 30 cm, on voit l'apparition
de bandes de localisation secondaires partant du coin de la fondation à partir desquelles
se développent des bandes de cisaillement circulaires qui remontent jusqu'à la surface du
massif. Le mode de rupture identi�é ici présente de grandes similitudes avec le mode de
rupture simpli�é classiquement admis (Terzaghi and Peck, 1948) et avec celui qui a été
observé en laboratoire (De Beer and Vesic, 1958) ou reproduit numériquement en utilisant le
modèle PLASOL (Nicot et al., 2007). Les di�érences observées pourraient être dues à l'e�et
de l'anisotropie induite par l'hétérogénéité du champ de déformation du massif. La mise
en ÷uvre de cette simulation montre que l'utilisation du modèle H permet de reproduire
de manière réaliste la rupture d'un massif de sol chargé par une fondation super�cielle. Ce
premier calcul con�rme la capacité du modèle H à reproduire le comportement d'un matériau
granulaire dans le cadre d'un problème aux limites classique de géomécanique.
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Figure 9.4 � Coupe transversale d'une section de l'ouvrage hydraulique modélisé.

9.2 Rupture d'une digue en remblai

L'objectif de cette étude de cas est de modéliser le mécanisme de liquéfaction à l'échelle
de l'ouvrage dans le cadre de simulations hydromécaniques couplées.

9.2.1 Présentation de l'ouvrage

Nous avons considéré un ouvrage en remblai homogène fondé sur un sol constitué de
deux couches homogènes et horizontales. Les paramètres géométriques du remblai sont sa
hauteur Hr, la largeur de sa crête Lc, et la pente de ses talus amont et aval β. La géométrie
des couches du sol de fondation est caractérisée par leurs épaisseurs H1 et H2 (Fig. 9.4). La
hauteur d'eau retenue en amont de l'ouvrage est égale à Hw. Le modèle s'étend de part et
d'autre du remblai sur une distance égale à 3Hr de manière à minimiser les e�ets de bord
sur le comportement du remblai.

Le comportement du matériau constitutif du remblai est supposé décrit par le modèle H et
les deux couches de fondation sont supposées décrites par une loi élasto-plastique de Mohr-
Coulomb. Les paramètres du modèle géométrique et des modèles constitutifs sont donnés
dans les Tableaux 9.2 et 9.3 respectivement.

Le maillage du modèle est composé de 1260 éléments rectangulaires et de 1341 noeuds.
Les conditions aux limites mécaniques sont les suivantes :

� déplacements horizontaux nuls sur les faces latérales du modèle
� déplacements nuls dans les deux direction à la base de la fondation
� contrainte normale correspondant à la hauteur de la colonne d'eau appliquée sur la

surface humide du modèle
Les conditions aux limites hydrauliques sont :

� débit nul à la base de la fondation et sur les faces latérales du modèle
� pression nulle à la surface de la fondation et du remblai côté aval
� pression de �uide égale à la colonne d'eau appliquée sur la surface humide du modèle

158



Table 9.2 � Données géométriques du problème.
Paramètres Symbole Valeur
Épaisseur couche L1 H1 5,0 m
Épaisseur couche L2 H2 2,0 m
Hauteur du remblai Hr 5,0 m
Largeur de la crête Lc 4,0 m
Pente des talus β 2,5

Table 9.3 � Paramètres géomécaniques des di�érents matériaux.
Matériau / modèle Paramètres Symbole Unité Valeur
Couche L1 Masse volumique sèche ρd kg/m3 1700
Mohr-Coulomb Module de compression K MPa 200

Module de cisaillement G MPa 100
Cohésion e�ective c′ kPa 0
Angle de frottement e�ectif ϕ′ degrés 35
Angle de dilatance ψ degrés 5
Perméabilité k m/s 10-6

Couche L2 Masse volumique sèche ρd kg/m3 1700
Mohr-Coulomb Module de compression K MPa 200

Module de cisaillement G MPa 100
Cohésion e�ective c′ kPa 10
Angle de frottement e�ectif ϕ′ degrés 30
Angle de dilatance ψ degrés 0
Perméabilité k m/s 10-7

Remblai Masse volumique sèche ρd kg/m3 1600
Modèle H Raideur normale kn MN/m 100

Raideur tangentielle kt MN/m 50
Angle de frottement inter-grains ϕg degrés 30
Angle d'ouverture initial α0 degrés 50
Degré d'anisotropie aω - 0.0
Direction principale d'anisotropie βω degrés 0
Perméabilité k m/s 10-6

Porosité n - 0.327
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9.2.2 Procédure de calcul

La simulation mise en ÷uvre se décompose en trois phases : i) une phase d'initialisation
des contraintes dans le sol de fondation, ii) une phase de construction du remblai et iii) une
phase de crue.

Initialisation des contraintes. La phase d'initialisation des contraintes consiste dans un
premier temps à initialiser le champ des contraintes verticales et à en déduire le champ de
contraintes horizontales à partir d'un coe�cient de poussée des terres au repos K0. La gravité
est ensuite appliquée pour que le champ de contraintes initial converge vers l'équilibre.

Construction du remblai. La construction du remblai est modélisée en activant les zones
constituant le remblai couche par couche. Un calcul mécanique est réalisé à la mise en place
de chaque couche. De cette manière, les champs de contraintes et de déformations obtenus
tiennent compte du phasage de construction et des caractéristiques mécaniques des matériaux
du remblai et de la fondation.

Situation de crue. L'épisode de crue est modélisé par l'augmentation progressive de Hw

jusqu'à la crête de l'ouvrage (si la rupture ne se produit pas avant). En pratique, l'e�et de
la montée de l'eau est simulé par l'application d'une pression interstitielle et d'une pression
mécanique aux points du maillage concernés. L'incrément de pression appliqué est donc
fonction de l'ordonnée du point auquel on l'applique.

A�n d'optimiser les temps de calcul, le calcul hydro-mécanique est conduit par incrément
de hauteur d'eau selon une approche découplée. Dans un premier temps, un calcul hydraulique
est conduit jusqu'à ce que le champ des pressions interstitielles ait convergé. Pendant cette
phase, le calcul mécanique n'est pas activé, c'est-à-dire que les noeuds du maillage sont
bloqués. Dans un second temps, le champ de pression interstitielle est bloqué et le calcul
mécanique est réalisé. Si le modèle converge, on passe à l'incrément de hauteur d'eau suivant.
Si la convergence du calcul n'est pas atteinte après un nombre maximum d'itérations ou si la
distorsion d'un élément devient trop grande, le calcul s'arrête. Lorsque que le niveau d'eau
correspondant à la divergence du calcul est déterminé, le calcul est repris après l'étape de
calcul hydraulique en remplaçant le dernier pas de calcul mécanique découplé ayant divergé
par un calcul hydromécanique couplé en dynamique.

9.2.3 Résultats numériques

Le comportement de l'ouvrage est apprécié en termes de distributions spatiales des pro-
priétés suivantes :

� contraintes moyenne et déviatorique
� vecteurs déplacements
� déformations volumétriques et déviatoriques
� proportion de directions plasti�ées
� proportion de directions en tension
� travail du second ordre normalisé

De plus, la réponse de l'ouvrage est suivie en quelques points particuliers (Fig.9.5) :
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Figure 9.5 � Coupe transversale du modèle et points de suivi de la réponse de l'ouvrage. Les
points B et C correspondent au suivi des déplacements de la base du parement aval et de la
crête aval de l'ouvrage. Les zones a, b et c correspondent au suivi des chemins de contraintes
e�ectives et de pression interstitielle.

� déplacements en crête aval (point C) et à la base du talus aval (point B)
� contraintes e�ectives et pression interstitielle dans le corps de l'ouvrage (zones a, b, c)

Construction du remblai

En �n de construction, on constate que la contrainte e�ective moyenne et le déviateur des
contraintes augmente avec la profondeur (Fig. 9.6 (a) et (b)). Le champ de déplacement est
caractéristique d'un étalement latéral et le déplacement maximum observé en pied de talus est
de l'ordre du centimètre (Fig. 9.6 (g)). Les champs de déformation présentent une symétrie
par rapport à l'axe vertical du remblai. La déformation volumique du matériau varie avec
l'altitude tout en restant inférieure à 1% (Fig. 9.6 (e)). Il semble que le matériau de remblai
se dilate légèrement lors de sa mise en place puis se contracte sous l'e�et du chargement
par les couches supérieures. Les déformations déviatoriques se concentrent quant à elles à la
base du remblai mais leur amplitude reste inférieure à 0.5%. En �n de construction, le ratio
d'hexagones plasti�és est nul mais le ratio des hexagones en tension est non nul sur les 1,5
m super�ciels du remblai. On constate par ailleurs que le travail du second ordre est positif
dans l'ensemble du corps du remblai.

Situation de crue

Mise en charge hydraulique. La montée du niveau d'eau en amont du remblai a pour
e�et de briser la symétrie des champs de contraintes et de déformations. Le mécanisme de
déjaugeage du sol provoqué par l'élévation de la nappe dans le corps du remblai est plus
important côté amont que côté aval. Il en résulte une augmentation des déplacements hori-
zontaux en partie aval du remblai et une diminution des déformations déviatoriques en partie
amont du remblai (Fig. 9.7(f)). Les déformations déviatoriques augmentent également pour
atteindre près de 1% en base aval du corps de remblai. On constate que le ratio d'hexagones
plasti�é reste nul. Le ratio d'hexagones en tension est toujours inversement proportionnel à
la profondeur (Fig. 9.7(d)) et atteint près de 70% près de la surface. Le travail du second
ordre reste quant à lui positif dans la quasi-totalité du corps de l'ouvrage.

Les déplacements augmentent à mesure que le niveau d'eau augmente jusqu'à atteindre
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environ 2,4 cm en pied de talus lorsque Hw=4.5 m (Fig. 9.8(a)). De manière conjointe, on
constate une augmentation graduelle de la pression interstitielle pour les zones a et b. En
zone c, les contraintes e�ectives varient très peu et la pression interstitielle reste nulle (la
zone est située au-dessus de la ligne phréatique). Sur les courbes issues des calculs découplés,
les décrochements des courbes des pressions interstitielles vers le bas correspondent à la
relaxation des pressions en début de calcul hydraulique.

Phase de rupture. L'application du dernier palier de chargement hydraulique (Hw = 5.0
m) conduit à une divergence de la courbe des déplacements (Fig. 9.8(b)) et à l'annulation
du travail du second ordre global (Fig. 9.11(a)). Si l'on réinitialise le temps t=0 au début
de l'analyse dynamique couplée, on observe le déclenchement de la rupture de l'ouvrage peu
après t=0,8s.

On constate tout d'abord que les déplacements en pied d'ouvrage atteignent des valeurs
importantes. En �n de calcul, le déplacement horizontal dépasse 50 cm, i.e. plus de 10% de
la hauteur de l'ouvrage (Fig. 9.10(g)). On observe que les déformations déviatoriques sont
concentrées en pied du talus aval avec des valeurs qui atteignent 35% (Fig. 9.10(d)). La
zone de concentration des déformations déviatoriques correspond également à une zone de
compression importante du matériau (Fig. 9.10(e)). La zone de concentration des contraintes
ne correspond pas à une zone fortement plasti�ée : la proportion d'hexagones plasti�és y
reste nul (Fig. 9.10(c)) alors qu'il atteint 30% au centre du corps de remblai. Au contraire,
la concentration des déformations se traduit par une proportion d'hexagones en tension très
élevé approchant localement 100% (Fig. 9.10(d)), ce qui témoigne d'une perte massive de
contacts au sein du matériau granulaire. La zone à l'état de rupture (wn2<0) englobe la zone
de concentration des déformations et tend à s'étendre jusqu'en crête (Fig. 9.10(h)). Toutefois,
la zone à l'état de rupture n'est pas continue, ce qui empêche probablement le développement
d'une surface de rupture intéressant la crête de l'ouvrage. Ainsi, si le calcul a pu être mené
jusqu'à des déformations importantes, le mécanisme de rupture n'a pas pu se développer
complètement avant l'arrêt du calcul en raison d'une distorsion trop importante de certains
éléments du maillage.

Nous avons représenté les réponses des di�érentes zones dans l'espace des contraintes
e�ectives (Fig. 9.11). On peut tout d'abord remarquer que les chemins de sollicitation aux-
quels sont soumis les zones du remblai di�èrent signi�cativement de ceux que l'on reproduit
en laboratoire. Dans la zone c, i.e. en partie supérieure du remblai, la pression interstitielle
reste nulle et les contraintes e�ectives varient peu (Fig. 9.9(e)). A partir de t=1.0s envi-
ron, on observe des oscillations dues à la mise en mouvement de la masse glissante. Dans
la zone c, le travail du second ordre normalisé reste positif tout au long du calcul (Fig.
9.10(b)). L'ensemble des états de contraintes atteints par le matériau dans cette zone cor-
respond à un angle de frottement mobilisé compris entre 20° et 32° (Fig. 9.11(a)). Dans la
zone b, i.e. à mi-hauteur du remblai, on constate dans un premier temps une augmentation
des contraintes e�ective associée à une diminution de la pression interstitielle (Fig. 9.9(c)).
L'état de contraintes du matériau se stabilise puis oscille autour d'une valeur constante à
partir de t=1.0s. Au cours de l'ensemble du chargement, l'angle de frottement mobilisé varie
entre 20° et 30° (Fig. 9.11(c)). Dans la zone a, on constate également une augmentation des
contraintes e�ectives pendant la phase de montage du remblai, puis une diminution pendant
sa mise en charge hydraulique. Pendant la phase de rupture, les contraintes e�ectives di-
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(a) Mise en charge hydraulique - calcul décou-
plé

(b) Phase de rupture - calcul hydromécanique
couplé

Figure 9.8 � Courbes représentatives du déplacement de l'ouvrage aux points B (en pied
d'ouvrage) et C (en crête).

minuent de manière monotone jusqu'à une quasi-liquéfaction vers t=0.9s. Après un pic des
contraintes e�ectives centré autour de t=0.95s, le matériau se liqué�e totalement pendant
quelques centièmes de seconde avant que les contraintes e�ectives ne remontent légèrement
puis connaissent des oscillations. En raison de l'amplitude des oscillations post-liquéfaction,
qui rendent l'interprétation de la réponse dans l'espace des contraintes di�cile, seule la ré-
ponse du matériau jusqu'au premier épisode de liquéfaction a été représentée (Fig. 9.9(b)).
L'analyse de la réponse du matériau de la zone a (Fig. 9.9(a)) montre que les épisodes de
liquéfaction sont temporaires et correspondent à des phases d'augmentation de la pression
interstitielle. Par ailleurs, comme pour la zone c, l'angle de frottement mobilisé au cours du
chargement varie entre 20° et 32° (Fig. 9.11(b)).

La réalisation de calculs hydromécaniques couplés a permis de reproduire le mécanisme de
liquéfaction. Toutefois, ce couplage peut être quali�é de faible dans la mesure où les propriétés
hydrauliques du matériau n'évoluent pas au cours du temps. La mise en ÷uvre d'un couplage
hydromécanique fort du modèle H nécessitera la prise en compte de l'évolution des propriétés
hydrauliques du matériau avec la microstructure.

9.3 Conclusion

Nous avons utilisé le modèle H dans le cadre de deux simulations numériques : i) la rupture
d'un massif de sol chargé par une fondation super�cielle et ii) la rupture par liquéfaction d'une
digue soumise à une crue.

La première simulation montre que l'utilisation du modèle H permet de reproduire la rup-
ture d'un massif de sol chargé par une fondation super�cielle. La valeur de capacité portante
obtenue est réaliste et la simulation permet de décrire un mode de rupture similaire à celui
observé en laboratoire ou reproduit numériquement à l'aide d'autres modèles constitutifs.

La seconde simulation permet de montrer que l'utilisation du modèle H permet de repro-
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 9.9 � Courbes de réponse en contraintes dans les zones a (a-b), b (c-d) et c (e-f). Pour
les calculs découplés (à gauche), les courbes sont représentées en fonction du pas d'incrément
Nstep. Pour le calcul couplé (à droite), les courbes sont représentées en fonction du temps t.
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(a) Travail du second ordre normalisé (b) Réponse dans l'espace des contraintes
dans la zone a

(c) Réponse dans l'espace des contraintes dans
la zone b

(d) Réponse dans l'espace des contraintes
dans la zone c

Figure 9.11 � Travail du second ordre et courbes de réponse dans l'espace des contraintes
pour les zones a, b et c. Les phases de construction et de mise en charge hydraulique �gurent
en noir et la phase de rupture en couleur.
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duire la liquéfaction des matériaux granulaires à l'échelle de l'ouvrage. En particulier, nos
investigations con�rment que le mécanisme de liquéfaction statique peut expliquer la rupture
d'une digue soumise à une crue. Nos investigations montrent également que les chemins de
sollicitation ayant conduit à la liquéfaction de l'ouvrage sont très di�érents de ceux qui sont
reproduits au cours des essais triaxiaux réalisés en laboratoire. En particulier, la diminu-
tion des contraintes e�ectives dans le remblai ne se fait ni à déviateur constant ni à volume
constant. Par ailleurs, les calculs dynamiques mettent en évidence une période transitoire
post-liquéfaction pendant laquelle les contraintes e�ectives locales varient fortement. Ce phé-
nomène est compatible avec les observations de certains témoins de rupture d'ouvrage qui
ont ressenti des vibrations juste avant l'e�ondrement d'une digue. Des investigations sont
toutefois nécessaires pour pouvoir attribuer à ce phénomène un caractère physique représen-
tatif.
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Conclusion générale

Synthèse des résultats

Le modèle H recèle une grande complexité en raison du nombre de variables microstructu-
relles (jusqu'à plusieurs centaines) qui décrivent l'état initial du matériau granulaire considéré
et qui évoluent au cours du chargement. Ce travail de thèse s'est concentré autour de la com-
préhension du modèle H et de l'exploration de ses capacités à décrire le comportement des
matériaux granulaires dans le cadre de la résolution de problèmes aux limites.

Nous avons étudié la topologie du domaine de bifurcation de l'assemblage hexagonal élé-
mentaire pour une classe de chargement consistant en une compression isotrope suivie d'une
compression biaxiale non drainée. Nos analyses ont mis en évidence la relation entre l'évolu-
tion du domaine de bifurcation et la microstructure de l'hexagone, ce qui nous a conduits à re-
mettre en cause la notion de domaine de bifurcation dé�ni dans le seul espace des contraintes.
Ces investigations apportent un éclairage nouveau sur les conditions conduisant à la déstabi-
lisation des chaînes de force et ouvrent de nouvelles perspectives pour la compréhension des
mécanismes impliqués dans la rupture des matériaux granulaires.

Nous avons réalisé une étude de sensibilité en faisant varier les paramètres microméca-
niques du modèle H autour d'un jeu de paramètres de référence. Ce travail nous a conduits à
quanti�er l'in�uence de ces paramètres au regard des grandeurs macroscopiques constituant
les données d'entrée des modèles classiques. Nous avons ensuite analysé l'in�uence d'une
anisotropie de distribution de l'orientation des hexagones. Nous avons montré que celle-ci
permettait de retrouver les tendances observées expérimentalement mais que dans les cas de
liquéfaction, l'allure des courbes de réponse dans l'espace des contraintes n'était pas réaliste.
Nous avons donc proposé une nouvelle approche de dé�nition de l'anisotropie microstructu-
relle fondée sur une distribution orientée des angles d'ouverture initiaux des hexagones. Cette
approche nous a permis de simuler des courbes de réponses dans l'espace des contraintes plus
réalistes et de calibrer le modèle à partir d'un essai triaxial non drainé de manière satisfai-
sante. Nous avons ainsi véri�é que le modèle H était en capacité de reproduire les propriétés
essentielles des matériaux granulaires et de simuler le mécanisme de liquéfaction.

Le modèle H a ensuite été implémenté dans le logiciel FLAC. Le verrou technique était
alors constitué par la nécessité de gérer un grand nombre de variables de mémoire à stocker
d'un pas de temps à l'autre. Nous avons réalisé l'analyse du comportement d'un échantillon
soumis à un chargement biaxial selon des chemins en déformations proportionnelles. Nos
investigations ont montré que les simulations d'essais biaxiaux idéalisés permettent de re-
produire des modes de rupture localisés ou di�us. Nous avons observé que les chargements
à contractance imposée favorisent la concentration des déformations en bandes de cisaille-
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ment et la rupture localisée des échantillons tandis que les chargements à dilatance imposée
frustrent l'apparition des localisations et favorisent la rupture di�use des échantillons. Pour
les chemins à volume constant ou à contractance imposée, la rupture s'accompagne d'une
concentration des déformations déviatoriques dans des bandes de cisaillement et d'une re-
laxation des zones situées en dehors de ces bandes. Les modélisations non homogènes d'essais
biaxiaux ont démontré la pertinence du modèle H à reproduire les principales propriétés des
matériaux granulaires. Les simulations d'essais drainés ont donné des angles de frottement
au pic réalistes et ont mis en évidence l'augmentation de l'angle de frottement avec la densité
du matériau. La réponse volumique des échantillons s'est révélée satisfaisante et aux grandes
déformations, l'échantillon semble converger vers un état critique. En�n, les orientations des
bandes de cisaillement qui apparaissent à la rupture sont comprises dans la plage des valeurs
expérimentales observées en laboratoire. Les simulations d'essais non drainés ont permis de
valider le couplage hydromécanique du modèle et mis en évidence l'in�uence conjuguée de
l'anisotropie microstructurelle et de la direction de chargement dans la réponse du matériau.

Nous avons conduit des simulations à l'échelle de l'ouvrage pour modéliser le chargement
d'une fondation super�cielle et la rupture d'une digue soumise à une crue. Nous avons montré
que l'utilisation du modèle H permet de reproduire la rupture d'un massif de sol chargé par
une fondation super�cielle. La valeur de capacité portante obtenue est réaliste et la simulation
permet de décrire un mode de rupture similaire à celui observé en laboratoire ou reproduit
numériquement à l'aide de modèles élasto-plastiques classiques. De même, l'utilisation du
modèle H permet de reproduire la liquéfaction des matériaux granulaires à l'échelle de l'ou-
vrage. Nous avons en e�et montré que le mécanisme de liquéfaction statique peut expliquer
la rupture d'une digue soumise à une crue et que les chemins de sollicitation ayant conduit
à la liquéfaction de l'ouvrage se sont révélés très di�érents de ceux généralement reproduits
au cours des essais triaxiaux réalisés en laboratoire. En particulier, il a été montré que la
diminution des contraintes e�ectives dans le remblai ne se fait ni à déviateur constant ni à
volume constant. En�n, les calculs dynamiques couplés que nous avons menés ont mis en
évidence une période transitoire post-liquéfaction pendant laquelle les contraintes e�ectives
locales varient fortement. Ce phénomène est compatible avec les observations de certains té-
moins de rupture d'ouvrage qui ont ressenti des vibrations juste avant l'e�ondrement d'une
digue sollicitée par un épisode de crue.

Les simulations numériques que nous avons menées nous ont permis de démontrer la per-
tinence de l'utilisation du modèle H pour la réalisation de calculs hydromécaniques couplés.
Nous disposons donc aujourd'hui d'un outil d'analyse intégrant le modèle H et permettant
de modéliser le mécanisme de liquéfaction et de traiter des problèmes aux limites complexes
depuis l'échelle du VER jusqu'à celle de l'ouvrage.

Perspectives

A court terme, les perspectives naturelles de ce travail de thèse consisteraient à confron-
ter les résultats d'essais biaxiaux en déformation plane à ceux d'une simulation numérique
non homogène. Il conviendrait également de réaliser une étude complémentaire sur un cas
d'ouvrage bien documentée a�n valider dé�nitivement les capacités prédictives du modèle H
pour des calculs à l'échelle de l'ouvrage. De même, il semblerait intéressant de poursuivre les
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(a) (b)

Figure 9.12 � Perspectives d'enrichissement du modèle H : critère de rupture pour la mo-
délisation des ponts solides inter-grains (a) et assemblage élémentaire du modèle H tridimen-
sionnel (b).

investigations initiées dans cette thèse à d'autres chemins de sollicitation tels que le cisaille-
ment simple ou les essais biaxiaux de consolidation K0. Il serait intéressant d'élargir le champ
d'application du modèle H à des simulations d'essais biaxiaux cycliques, à la modélisation de
la liquéfaction de la fondation d'une digue ou à la modélisation du comportement sismique
d'un barrage en remblai. Ces analyses mettrons probablement en évidence la nécessité de
compléter le modèle H en prenant en compte la rotation des hexagones ou leur cisaillement,
ou bien à introduire d'autres types de distributions pour les angles d'ouverture ou l'orienta-
tion des hexagones 1. Ces travaux pourraient avantageusement s'appuyer sur la richesse des
informations microstructurelles accessibles via le modèle H a�n d'étudier les relations exis-
tant entre la réponse des échantillons aux chemins de sollicitations considérés et l'évolution
des propriétés microstructurelles.

Un des principaux besoins identi�és en termes de modélisation des ouvrages hydrauliques
réside dans la prise en compte de la saturation partielle des sols pendant les phases transi-
toires de crues. D'autre part, les exigences en termes de développement durable conduiront
l'ingénierie à concevoir des projets utilisant moins de matériaux, à choisir des solutions mi-
nimisant l'impact environnemental et des méthodes de mise en ÷uvre plus sobres en énergie.
La réutilisation des sols du site deviendra certainement une des clés des projets à venir. Il
existe donc un fort besoin de disposer d'un outil numérique capable de modéliser, en condi-
tion saturée ou partiellement saturée, toute la palette de sols utilisés dans la construction des
ouvrages hydrauliques ou rencontrés dans leur fondation : les sables (plus ou moins silteux),
les argiles, les résidus miniers, les sols résiduels (latérites), les sols traités (à la chaux, au
ciment ou bio-cémentés). Il nous semble donc important, à moyen terme, de poursuivre ce
travail de thèse en étendant le modèle H aux milieux granulaires cohésifs. Un torseur d'action
sera introduit a�n de modéliser i) les forces capillaires ou ii) les ponts solides dans la loi de
contact inter-grains (Fig. 9.12(a)).

Le passage du modèle H au cas tri-dimensionnel nous semble également indispensable
(Fig. 9.12(b)). Il sera conduit en s'appuyant sur les résultats obtenus dans le cadre d'une

1. L'impossibilité de modéliser l'état critique à l'échelle du VER est une limite identi�ée du modèle H.
Certaines pistes évoquées ici ont été étudiées sommairement au cours de cette thèse sans pouvoir aboutir à
la levée de cette limite.
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thèse en cours 2. De plus, la description micro-mécanique explicite à la base du modèle H
tridimensionnel permettra d'envisager un couplage entre l'état microstructurel du matériau
et ses propriétés hydrauliques. On pourra alors considérer chaque assemblage élémentaire
comme un milieu poreux constitué d'un réseau de conduits dont les caractéristiques hydrau-
liques dépendent de sa microstructure. Il sera alors possible de déterminer à l'échelle de
chaque hexagone une porosité et un tenseur de perméabilité en postulant une loi d'écoule-
ment de Poiseuille dans chacun des conduits. Il est donc envisageable de réaliser un couplage
hydromécanique complet du modèle H tridimensionnel et d'en évaluer les conséquences sur
des simulations à l'échelle de l'ouvrage.

2. Thèse de Hao Xiaong, Irstea Grenoble, dirigée par F. Nicot
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A. Autres exemples de ruptures
d'ouvrages par liquéfaction statique

Barrage de Wachusett, États-Unis, 1907.

Le 11 avril 1907, une rupture du talus amont du barrage de Wachusett (USA, Massachu-
setts) s'est produite. Ce cas d'étude a fait l'objet de plusieurs études synthétisées par Olson
et al. (2000).

Le remblai était constitué de sable �n (D50≈0,42mm, FC = 5 − 10%, k≈10−5m/s) mis
en place à l'état humide par déversement sans compactage, favorisant ainsi la création d'une
microstructure macro-poreuse potentiellement instable. Les sondages de pénétration au ca-
rottier (SPT) réalisés lors des campagnes de reconnaissance de 1983 et 1991 ont montré que
dans le remblai amont, le nombre de coups pour 30 cm de pénétration était de l'ordre de
N1,60 = 7, soit une résistance de pointe corrigée estimée à qc1 = 3, 5MPa (Stark and Olson,
1995).

La rupture s'est produite après la �n de la construction pendant la phase de premier
remplissage sans qu'aucune activité sismique ou dynamique n'ait été répertoriée a proximité
de l'ouvrage. Le sol du talus amont s'est écoulé sur environ 100 m vers l'intérieur de la retenue
en s'e�ondrant de plus de 12 m verticalement, le pro�l d'équilibre après rupture s'établissant
à un angle de 5-6° (Fig. 9.13). La rupture a eu lieu au droit du lit de l'ancienne rivière,
là où le barrage était le plus haut, et donc les contraintes de cisaillement les plus élevées.
L'ensemble des observations laisse supposer que la liquéfaction s'est produite sous chargement
purement statique. Le chantier du barrage s'étant déroulé plus de 3 ans avant son remplissage,
il est très improbable que des surpressions interstitielles aient pu perdurer jusqu'à la rupture.
L'accumulation des déformations qui conduit au déclenchement de la liquéfaction s'est donc
vraisemblablement produite en conditions drainées, suivant un chemin de chargement qu'il
est possible de reproduire en laboratoire (Sasitharan et al., 1993).

Barrage de Calaveras, Etats-Unis, 1918.

En 1918, le barrage de Calaveras (USA, Californie) était alors le plus grand barrage en
remblai du monde, avec une hauteur de 73 m. La construction de ce barrage, débutée en
1914, avait été e�ectuée selon la méthode du remblaiement hydraulique pour ce qui est de
son noyau et par déversement sans compactage pour la majeure partie de ses talus amont
et aval. Le matin du 24 mars 1918, alors qu'il était en pleine phase de construction et qu'il
atteignait 61 m de hauteur pour une profondeur de retenue de l'ordre de 23 m, une rupture
intéressant plus de la moitié de la longueur du talus amont (215 m sur 385m) s'est produite
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(a)

(b)

Figure 9.13 � Digue Nord du barrage de Wachusett : (a) vue de l'ouvrage depuis la crête
le lendemain de la rupture (www.digitalcommonwealth.org) et (b) coupe transversale de
l'ouvrage (Olson et al., 2000).
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(a)

(b)

Figure 9.14 � Barrage de Calaveras : (a) vue du talus amont du barrage après rupture et
(b) coupe transversale (Hazen, 1918).

(Fig. 9.14), provoquant l'écoulement de plus de 600 000 m3 de matériau dans la retenue
(Hazen, 1918). Cette rupture faisait suite à 3 alertes sérieuses ayant nécessité l'arrêt de la
construction au cours de 10 derniers mois, dont une la veille de la rupture suite à la mesure
d'un déplacement horizontal du parement amont de l'ordre de 1,2 m.

Les investigations menées par la suite (Hazen, 1920) ont in�rmé l'hypothèse selon laquelle
le glissement aurait été provoqué par la présence de lentilles argileuses provenant du noyau.
L'hypothèse d'un mécanisme de liquéfaction du matériau de remblai a alors été avancée. Le
remblai était constitué de sables peu graveleux à sables silteux (FC ≈ 30%) ayant un poids
volumique saturé compris entre 18,9kN/m3 en partie basse et 17,3kN/m3 en partie haute.
D'autre part, les analyses menées par di�érents auteurs (Olson, 2001) suggèrent que la valeur
représentative N1,60 devrait être de l'ordre de 8, soit une résistance de pointe corrigée estimée
à qc1 = 5, 5MPa.

Barrage de Van Norman, Etats-Unis, 1971.

A la suite du séisme de San Fernando (Mw=6.6, amax = 0,55-0,60 g), le talus amont du
barrage de San Fernando (USA, Californie) a subi un glissement important. Ce cas d'étude
est, de loin, l'exemple de rupture par liquéfaction le plus documenté de la littérature. Les
analyses menées par les di�érents auteurs (Seed et al., 1975; Lee et al., 1975) ont conclu à
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la liquéfaction des sables �ns silteux et silts sableux constitutifs du corps du remblai et au
glissement de gros blocs du remblai dans la retenue (Fig. 9.15). Il est intéressant de noter que
la rupture s'est produite entre 20 et 40 secondes après la �n du séisme. On peut donc consi-
dérer la liquéfaction comme statique dans la mesure où ce n'est pas la sollicitation sismique
elle-même qui a produit la liquéfaction, mais la propagation des pressions interstitielles à
travers le massif qui ont déclenché la rupture. Une fois le glissement stabilisé, le sol liqué�é
a été retrouvé en surface dans l'interstice entre les blocs ainsi que plus de 61 m en aval du
pied de l'ouvrage. Le pied du talus amont a également glissé de près de 46 m et le talus s'est
a�aissé d'environ 15 m.

Le barrage est fondé sur des alluvions constituées d'argiles compactes et de couches de
sables et de graviers. La majeur partie du barrage a été réalisée par remblaiement hydraulique
entre 1912 et 1915. Le remblai était essentiellement constitué de sables �ns et silts strati�és
alors que le noyau est principalement constitué de sols argileux. La granulométrie du remblai
aval, supposée identique à celle du remblai amont en raison du mode de construction symé-
trique de l'ouvrage, était caractérisée par un D50 = 0,075 mm et une teneur en �nes moyenne
FC = 50%. Le nombre de coups normalisé N1,60 représentatif a été évalué à 11,5 (5-15), ce
qui correspond à une résistance de pointe corrigée estimée à qc1 = 4,7 MPa (2,1-6,2 MPa).

Aéroport de Nice, France, 1979.

Le 16 octobre 1979, un glissement sous-marin d'au moins huit millions de mètres cubes
s'est produit en bordure du remblai de l'aéroport de Nice alors que des travaux étaient en
cours pour la réalisation d'un nouveau port (Fig. 9.16). Cet évènement a fait l'objet d'un
grand nombre de travaux pour tenter de déterminer les causes de l'accident. Ne disposant
que de témoignages partiels et le corps du glissement ayant disparu, son interprétation reste
encore aujourd'hui assez fragile.

Seed et al. (1988) ont attribué la cause du glissement à une tsunami généré par un glisse-
ment sous-marin profond situé dans le canyon du Var à environ 15 km des côtes. L'abaisse-
ment temporaire du niveau marin engendré par ce glissement aurait conduit à un déjaugeage
du remblai provoquant une augmentation des contraintes de cisaillement dans le sol de fonda-
tion. Les déformations alors engendrées auraient été su�santes pour provoquer la liquéfaction
des couches de sables présentes dans la fondation qui montraient des résistances de pointe de
l'ordre de qc=3,0 MPa (1,0-10,0 MPa).

D'autres scénarios ont été avancés pour expliquer l'origine du glissement (Habib, 1994;
Sultan et al., 2010), comme la mise en pression des sables par la nappe sous-marine du
Var. En toute hypothèse, la rapidité de la disparition du nouveau port et la forme du talus
sous-marin résiduel qui est en partie convexe et �nalement avec une pente assez douce à
l'emplacement de ce qui fut le nouveau port font penser de manière à peu près certaine que
le sol de fondation s'est liqué�é.

Remblai d'Asele Road, Suède, 1983.

Au cours d'une opération de réparation de la chaussée qu'il supportait, le remblai de la
route n°351 près d'Asele, au nord de la Suède, s'est rompu lors du passage d'un compacteur
vibrant de 3,6 tonnes. D'après les témoignages, le glissement s'est produit en une dizaine de
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(a)

(b)

Figure 9.15 � Barrage de San Fernando : (a) vue aérienne du barrage de San Fernando
après rupture et (b) coupe transversale du barrage de San Fernando avant et après rupture
(Castro et al., 1992).
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(a) (b)

(c)

Figure 9.16 � Photographies aériennes de l'aéroport de Nice (a) avant rupture, (b) après
rupture et (c) coupe schématique du talus du delta du var (Habib, 1994).

secondes alors que le compacteur e�ectuait son premier passage du côté amont du remblai. Le
glissement s'étendait sur environ 60 m de longueur et aucune �ssuration ni aucun tassement
des épaulements n'a été observé immédiatement après la rupture. Bien que la sollicitation soit
vibratoire, l'énergie transmise au massif est su�samment faible pour que l'on puisse considé-
rer la sollicitation comme une perturbation plutôt qu'une véritable sollicitation dynamique
cyclique.

Le sol de fondation du remblai était constitué de dépôt morainiques compacts. Le remblai
avait été construit en hiver suivant la technique du remblaiement humide, laissant le remblai
soumis au gel. Le gel du sol du remblai a empêché le compactage e�cace du remblai, ce
qui favorise la création d'une microstructure lâche du sol (Ekstrom and Olofsson, 1985). Les
investigations postérieures à la rupture ont mis en évidence des couches de dépôt morainique
sableux très lâches disséminées dans le remblai de part et d'autre de la zone de rupture.
L'épaisseur cumulée de ces couches atteignait 1 à 2 m sur les 7,5 m de hauteur du remblai.
Les caractéristiques du remblai étaient celles d'un sable silteux (D50=0,30 mm, FC = 32%)
dont la valeur représentative N1,60 est de l'ordre de 7, soit une résistance de pointe corrigée
estimée à qc1 = 4.0MPa.

Remblai routier du lac Ackerman, Etats-Unis, 1987.

Le 24 juillet 1987, une rupture du remblai supportant une autoroute s'est produite au
cours d'une campagne d'auscultation par ré�exion sismique en vue d'une recherche de gise-
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(a)

(b)

Figure 9.17 � Remblai d'Asele Road : (a) vue de l'ouvrage après rupture (Ekstrom and
Olofsson, 1985) et (b) coupe transversale de l'ouvrage (Olson et al., 2000).
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(a)

(b)

Figure 9.18 � Remblai routier du lac Ackerman : (a) vue de l'ouvrage après rupture et (b)
coupe transversale de l'ouvrage (Hryciw et al., 1990).

ments pétroliers. La liquéfaction du remblai, mis en ÷uvre par déversement sous eau sans
compactage au milieu des années 1950, a été déclenchée par le passage de plusieurs camions
de 22 tonnes émettant des vibrations à intervalles réguliers à des fréquences variant entre 8 et
58 Hz. La rupture a concerné une longueur de 91 m et a généré une vague de 4,5 m de hauteur
qui a traversé les 122 m du lac et détruit un ponton de débarquement. Les conducteurs des
camions ont rapporté une impression de chute libre plutôt que de glissement progressif dans
le lac.

Les investigations menées (Hryciw et al., 1990) ont montré que le remblai était constitué
de sables propres (D50=0,40 mm, FC = 0%) de granulométrie très uniforme (CU=2,5) dont
les grains avaient une forme subarrondie. La densité relative a été estimée proche de 0%. La
valeur représentative de N1,60 à 3 (1-7), soit une résistance de pointe corrigée estimée à qc1
= 1 ; 9 MPa (0,6-4,4 MPa).
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�Si vous pensez que l'aventure est dangereuse,
je vous propose d'essayer la routine... elle est mortelle !�

Paolo Coelho


