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Résumé

En application, on souhaite générer des nombres aléatoires avec une loi précise
(méthode de Monte Carlo par chaines de Markov - MCMC (Markov Chaine Monte
Carlo)). La méthode consiste a trouver une diffusion qui a la loi invariante souhaitée et
a montrer la convergence de cette diffusion vers son équilibre avec une vitesse exponen-
tielle. L’exposant de cette convergence est le trou spectral du générateur. Il a été montré
par Chii-Ruey Hwang, Shu-Yin Hwang-Ma, et Shuenn-Jyi Sheu qu’on peut agrandir
le trou spectral, en rajoutant un terme non-symétrique au générateur auto-adjoint
(souvent utilisé en MCMC). Ceci correspond a passer d'une diffusion réversible (en
detailed balance) a une diffusion non réversible. Un moyen de construire une diffusion
non-réversible avec la méme mesure invariante est de rajouter un flot incompressible a
la dynamique de la diffusion réversible.

Dans cette these, nous étudions le comportement de la diffusion lorsqu’on accélere
le flot sous-jacent en multipliant le champ des vecteurs qui le décrit par une grande
constante. P. Constantin, A.Kisekev, L.Ryzhik et A.Zlatos [10] ont montré que si le flot
était faiblement mélangeant alors ’accélération du flot suffisait pour faire converger la
diffusion vers son équilibre en un temps fini. Dans ce travail, on explicite la vitesse
de ce phénomene sous une condition de corrélation du flot. L’article de B. Franke, C.-
R.Hwang, H.-M. Pai et S.-J. Sheu [17] donne I’expression asymptotique du trou spectral
lorsque le flot sous-jacent est accéléré vers l'infini. Ici aussi, on s’intéresse a la vitesse
avec laquelle le phénomene se manifeste. Dans un premier temps, nous étudions le cas
particulier d’une diffusion du type Ornstein-Uhlenbeck qui est perturbée par un flot
préservant la mesure gaussienne. Dans ce cas, grace a un résultat de G. Metafune, D.
Pallara et E. Priola [35], nous pouvons réduire I’étude du spectre du générateur a des
valeurs propres d’une famille de matrices. Nous étudions ce probleme avec des méthodes
de développement limité des valeurs propres. Ce probleme est résolu explicitement
dans cette these et nous donnons aussi une borne pour le rayon de convergence du
développement. Nous généralisons ensuite cette méthode dans le cas d’une diffusion
générale de facon formelle. Ces résultats peuvent étre utiles pour avoir une premiere
idée sur les vitesses de convergence du trou spectral décrites dans ’article de Franke
et al. [17].



Motivation

L’estimation du maximum de vraisemblance est une technique statistique utilisée
pour estimer les valeurs des parametres d'un modele de probabilité sur la base des
données. Les objectifs de cette méthode est de trouver les valeurs des parametres qui
maximisent la vraisemblance. Il est souvent possible de construire une mesure de Gibbs

w(x) = (2°) " exp(BH(x)), on 27 = " exp(BH(x)), 8 > 0

qui sera concentrée autour de la valeur maximale de la fonction de vraisemblance
H : X — R pour 8 de plus en plus grand (voir [42]). La simulation de cette mesure
7 permet alors d’approximer le maximum K (x). La loi des grands nombres fournit
une méthode de calcul approché d’intégrales lorsque la fonction a intégrer est tres
irréguliere ou lorsque la dimension de ’espace est élevée ce qui est le cas par exemple
dans I'imagerie (voir [42]). Supposons que 'on souhaite effectuer un calcul approché
de l'intégrale :

w(f) = / f (@) de

ot 7 est une densité en grande dimension. Soit X ... X une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) suivant la loi 7. En utili-
sant la loi forte des grands nombres, nous obtenons que :

n)

1 < ‘
L D00 X)) = [tz
j—

Ceci donne un moyen d’approximer U'intégrale 7( f) par une somme. Pour pouvoir faire
cette approximation il est nécessaire de générer des variables aléatoires qui suivent la
loi 7. La Méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC - Markov Chain
Monte Carlo) est une méthode numérique qui permet de générer de telles variables
aléatoires. L’idée est de construire un processus de Markov irréductible X; dont la loi
invariante est 7. Il est connu que dans ce cas la loi de X; converge vers 7 lorsque ¢ tend
vers l'infini. On obtient donc une approximation :

E[f(X,)] = / f (@) (2)da.

Il est alors important de savoir a quelle vitesse a lieu la convergence dans cette ap-
proximation. Si 7 a une densité de la forme m(z) = 7Y@ alors S. Geman et C.-R.
Hwang ([24]) ont proposé d’utiliser la diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck généralisée qui
est définie par I’équation stochastique suivante :

dX (t) = =VU(X(t))dt + V2dW (t), X(0) = .



Notons que la diffusion proposée par Hwang et German est réversible ce qui veut dire
qu’il est statistiquement impossible de déterminer l'orientation dans le temps d’une
série d’observation de ce processus. La majorité des autres MCMC sont aussi des
processus réversibles (par exemple Gibbs sampling, Metropolis-Hastings algorithm).
La raison pour laquelle la plupart des processus de Markov utilisés en MCMC sont
réversibles est qu’ils sont généralement introduits a partir de la loi 7 en utilisant la
propriété du detailed balance : m(x)p(x,y) = w(y)p(y, x) pour tout couple (x,y). Cela
implique directement la réversibilité du processus obtenu. Cependant il a été montré
par C.-R.Hwang, S.-Y. Hwang-Ma et S.-J. Sheu [30] que la perturbation d’un pro-
cessus réversible converge vers 1’équilibre. Concretement ils proposent de perturber le
générateur auto-adjoint Lo = A — VU - V de processus X en ajoutant un opérateur
antisymétrique u - V oll u est un champ de vecteur qui vérifie div(u.e=Y) = 0 (voir
[30]). On obtient alors le générateur L, = A—VU-V+u-V qui est associé a I'équation
stochastique suivante :

dX,(t) = (=VU(X,(t)) + u(X,(t))dt + V2dW (2), X,(0) = .

Les mémes auteurs ont aussi considéré le cas de la perturbation d’un processus d’Orn-
stein Uhlenbeck classique par un champ de vecteurs linéaire. La convergence de la
diffusion vers I’équilibre est souvent exponentielle :

[l (u@n) = ()| < et 7 = m(p). 1)

Ici, || - || est la notation de la norme dans L?(7). L’exposant p(u) dans cette formule
est le trou spectral définie par :

p(u) := —sup{Re(2); = € Spec(Ly)\{0}}.

Hwang, Hwang-Ma et Sheu ont prouvé que p(u) > p(0) (voir [30]). Il est intéressant
d’multiplier une constante devant le champ de vecteurs u et d’étudier le comporte-
ment de la diffusion lorsque cette constante tend vers l'infini. On a donc une famille
d’opérateurs L2 = A — VU -V + A.u - V correspondant a 1’équation stochastiques :

AXA(t) = (=VU(XA(1)) + Aw(XA(4))dt + V2dW (t), X(0) = .

En 2008, P. Constantin, A.Kisekev, L.Ryzhik et A.Zlatos [10] ont prouvé que pour ¢
fixé

[ELrCxdn - (0] == 0

si et seulement si 'opérateur différentiel u-V n’a pas de fonction propre dans ’espace de
Sobolev H*. Ceci est le cas par exemple si le flot est faiblement mélangeant. Il est donc
important de comprendre la vitesse de convergence dans le résultat de Constantin et
al. [10]. Pour mieux comprendre le phénomeéne on souhaite donc avoir une borne pour

la norme HE[f(Xf(t))] - 7r(f)H en fonction du parametre A. Nous allons traiter le

probleme quand le flot généré par le champ de vecteurs satisfait le décroissement de
corrélation. De I'autre coté, quand il existe des fonctions propres de 'opérateur u - V
dans l'espace de Sobolev H!, en 2010, B. Franke, C.-R.Hwang, H.-M. Pai et S.-J.
Sheu [17] ont calculé la limite du trou spectral lorsque A — oco. Comme montré plus
haut, le trou spectral est un des facteurs qui affectent la convergence dans (1). Donc
la connaissance de 'asymptotique du trou spectral lorsque A devient grand permet



d’optimiser le choix de la diffusion qui sera utilisé pour approximer 7. En changeant

e = 1/A, nous nous intéressons donc a considérer le comportement du trou spectral

d’une famille d’opérateurs de la forme 7"+ €17 quand € tend vers zéro avec T' = u - V

et T1 = A — VU - V. Le comportement des valeurs propres d'un opérateur perturbé a

été étudié dans un grand nombre d’articles (voir [40], [37], [31], ...). Un des objectifs de
oo

cette these est de caractériser le développement limité des valeurs propres A, = Z ozjej
j=1

de T + €T7. Ici nous allons nous contenter d’étudier le cas particulier de la famille

d’Ornstein—Uhlenbeck ou U est une fonction quadratique U(x) = 5:1:th, et D est une

matrice symétrique, et u(z) = SD(z) = C(x) ou S est anti-symétrique; c’est-a-dire,
nous étudierons le spectre de l'opérateur

L& =A+(-D+ AC)2V.

En 2002, G. Metafune, D. Pallara et E. Priola [35] ont réduit le calcul du spectre de
LA A celui de la matrice (=D + A.C)). En utilisant ce résultat, nous allons expliciter
les coefficients dans le développement des valeurs propres et aussi son rayon de conver-

gence. Dans le cas ou la fonction U(z) est une constante sur la variété compacte, on
o

peut caractériser les a; dans le développement limité de la valeur propre A\, = Z €’
j=1
de u - V + €A. Par contre, on ne peut pas donner le rayon de convergence.



Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne sans bord de dimension d. La métrique g donne
une mesure de volume sur M notée par Vol. Notons 'opérateur de Laplace-Beltrami
par —A et la dérivée covariante par V. Ceci implique que I'opérateur A a un spectre
négatif. Soit U(x) une fonction définie sur M telle que exp(—U) soit une densité de
probabilité par rapport a Vol. Pour un champ de vecteurs u tel que div(uexp(—U)) = 0,
nous étudions 'opérateur :

L.f =Af—-VU-Vf+u-Vf. (2)

Cet opérateur génere une diffusion X qui décrit une particule brownienne dans un
liquide en mouvement dont la vitesse locale en x est égale a —VU () + u(x). On peut
décrire cette particule par ’équation différentielle stochastique suivante :

dX"(t) = (=VU +u) (X (t))dt + V2dW (t).

On peut montrer que pour tous les champs vectoriels u, les diffusions X (¢) ont toutes la
méme mesure invariante qui est 7(dr) = e"Y®Vol(dz). Sous certaines conditions sur
U, la diffusion s’approche de cet équilibre quand le temps devient de plus en plus grand.
Par exemple, pour M = R% 4 = 0 et U(x) = 2® on obtient la diffusion d’Ornstein-
Uhlenbeck dont la mesure invariante est la loi gaussienne. Soit T} f(z) = E,[f(X}")] le
semi-groupe associé a la diffusion X*(¢). Ce semi-groupe converge vers la mesure de
probabilité invariante 7(dz) = e"V®Vol(dx) avec une vitesse exponentielle :

|

Ici || - ||2 est la norme dans L?*(7), le nombre K, est une constante non explicite et p,
est le trou spectral de 'opérateur L£,,. Celui-ci est défini par

pu = —sup {Re(2); z € Spec(L,)\{0}} .

C.-R. Hwang, S.-Y. Hwang-Ma et S.-J. Sheu (2005) [30] ont prouvé que p, > po.
L’inégalité est stricte si le flot généré par le champ de vecteurs u ne préserve pas
I’espace propre associé a la premiere valeur propre non nulle du Laplacien. C’est-a-dire
on observe une convergence vers 1’équilibre plus rapide lorsque u est non nul. Le cas
u = 0 correspond a une diffusion réversible dont le générateur est auto-adjoint dans
L?(7). Pour u # 0 la diffusion est non-réversible et le générateur n’est pas auto-adjoint.
Donc Hwang et al. [30] ont montré que les diffusions non-réversibles ont une convergence
plus rapide que les réversibles. Nous nous intéressons donc a comparer la vitesse de
cette convergence pour les différents choix de u. Dans ce contexte, il est intéressant
de savoir déterminer les champs vectoriels avec une forte capacité d’accélération de la

T —(f)||, < Kue

f=m(f)

(3)

2



Introduction

diffusion. Un moyen de les caractériser est d’étudier pour un u fixé le comportement
de la famille de diffusions dépendant d’un parametre A € R :

AXAI (1) = (=VU + Au) (XA (1)) dt + V2dW ().

Ceci modélise une diffusion dans un milieu qui est en mouvement selon le flot généré
par A.u. Lorsque A devient grand le flot est accéléré et la diffusion se déplace a grande
vitesse. Les générateurs correspondant a ces diffusions ont la forme :

Lanf =Af—VU-Vf+Au-Vf. (4)

Pour mesurer la capacité d’accélération d’'un champ de vecteurs u on peut étudier le
comportement asymptotique de la diffusion pour A — oo. Cette problématique a été
étudiée par Freidlin et Wentzell [22], Freidlin et Weber [23], Barret et Renesse [3]. Les
deux résultats suivants étudient le phénomene selon lequel 'accélération du flot pour-
rait pousser la diffusion vers son équilibre :

* Soient Tt(A) les semi-groupes associés aux diffusions X Y (¢). En 2008, P. Constan-
tin, A. Kiselev, L. Ryzhik et A. Zlatos [10] ont prouvé que : ‘ Tt(A)f—w(f)H —0
2

si et seulement si v -V n’a pas de fonction propre dans

H' :={feL*n):n(f)=0,|Vf] € L*(m)}.

Ce résultat implique que p,(A) — oo sous cette condition d’irrégularité de
fonctions propres de I'opérateur u - V.
* Concernant le trou spectral des opérateur L4, :

pu(A) == —sup {Re(z); z € Spec(L;)\{0} } .
Si 'opérateur u-V a des fonctions propres dans H!, ce qui veut dire qu’il existent
i avec p € R de sorte que H) = {f c H': u-Vfii,uf} # {0} alors une

limite pour p,(A) est donnée par B. Franke, C.-R. Hwang, H.-M. Pai et S.-J.
Sheu (2010) dans [17] :

lim p,(A) = inf inf Vfdr; =1,feH, ;.
Jim_pu(4) = intint { [ 194171 = 1.1 € 11
Cette étude était inspirée d’'un travail sur la valeur principale d’une diffusion accélérée
par un flot fait par H. Berestycki, F. Francois et N. Nadirashvili [6].

Le but de mon projet de these est de comprendre la vitesse de convergence dans ces
deux résultats. Pour traiter cette question dans le cas de 'article de Constantin et al.
[10], nous allons faire une condition supplémentaire qui est plus forte que leur condition.
En effet, leur condition est satisfaite si le flot (®y);er généré par le champ de vecteurs
u’
d

%q)t(x) = u(Py(2)), Po(z) = x,

est faiblement mélangeant. Un moyen de mesurer le taux de mélange d'un flot est
donné par la corrélation. Le Chapitre 2 est consacré a expliciter la vitesse dans le
résultat de convergence de Constantin et al [10] sous une condition de décroissement
de la corrélation. Nous allons nous limiter au cas ou M est une variété compacte et la

fonction U(z) est une constante. Voici la condition que nous allons utiliser :

6
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Hypothése H (Décroissement de la corrélation). Il eziste trois constantes positives
Ch,Cy, k> 0 telles que pour tout fi, fo € C*(M) et t > 0, nous avons

[(f1, fao @) — (f1, 1)(1, f2)] < Cre” || fullen |l fol o - (H)

Cette propriété est valable par exemple pour la classe des flots d’Anosov avec k = 5
(voir [13]). Sous I'hypothese H, on réussit a trouver une borne explicite pour la norme
L? des semi-groupes Tt(A). Le résultat principal est contenu dans le théoreme suivant :

Théoréme 0.0.1 (Résultat principal). [18] Si (Py)er vérifie Uhypothése H, alors pour
tout t > 0 il ewiste trois constantes Ay, ©;, = > 0 telles que :

TW - w(f)H2 < exp [—@t(ln(EA))isdiw?} pour tout A > Ay, ||f|l2 = 1.

ot 2
= ._ GsllullLip O, — t 1 3dT2rt2
- 9044 t = 30 05(1 n QHUHLip) )
90d* (03 + 1)2 (203)2 1 3d/2+k+1
A= 0 1+ 2||ul| ) C 1. | | |
! C5||U||Lip P ( * Hu”Lp) 5HlaX{ Q%l Q?l 90d4t

Les informations sur les constantes et la démonstration se trouvent au Chapitre 2.
Un cas particulier que 'on considere comme un exemple est le probleme sur le tore
T? = [0, 1]?. Dans ce cas particulier, certaines constantes peuvent étre améliorées.

Théoréme 0.0.2. [18] Si (D;)ier vérifie Uhypothése H, alors pour tout 7 > 0 et || f||2 =
1, on a

1 2
T Cor? [[wllLip 2
<exp |—— 1 A ~3
, = P70 ((Cw + 16000 [|u]| 22" n( 10d a

H 2k+4
160 exp {(1 4 16000kl 2 ) ( " 37r> ]

[[eelluip

A>

Nous souhaitons maintenant traiter la vitesse de convergence du trou spectral dans
le résultat de Franke et al. [17]. On considere le probleme sur R?. C.-R. Hwang, S.-Y.
Hwang-Ma et S.-J. Sheu (1993) [29] ont étudié la diffusion dans le cas particulier ou
la dérive est linéaire VU (x) = D(x) et u(xz) = SD(z) ici D est une matrice stricte-
ment positive et S est une matrice réelle anti-symétrique dans R%. La diffusion X ()
devient alors un processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé au moment ou S = 0. Ils
ont montré que la diffusion réversible avec la dérive D(z) est le pire choix pour le taux
de convergence. Dans ce contexte, T. Lelievre, F. Nier et G.A. Pavliotis [34] ont étudié
I'optimisation du choix de la matrice S pour avoir une vitesse de convergence maxi-
male. Maintenant, on revient a notre probleme : Comment se comporte le trou spectral
si on augmente la dérive en multipliant un grand nombre A € R devant la matrice
SD ? Dans le cas d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, G. Metafune, D. Pallara et E.

7
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Priola (2012) [35] ont montré un résultat qui nous indique la relation entre le spectre
du générateur et celui de la matrice (—D + SD). C’est la combinaison linéaire des
spectres de la matrice —D + SD :

Spec(L,) = {7 = an/\j;nj € N, \; € Spec(—D + SD)} :

J=1

Maintenant nous ajoutons un nombre A € R devant la partie non-symétrique SD. Si
on connait le spectre de (—D + A.SD), on a le controle sur le spectre de L4,. Clest
la raison pour laquelle on va étudier le spectre de la matrice (=D + A.SD) lorsque
A — o00. Ces travaux sont issues d’une coopération avec Shuenn-Jyi Sheu et Brice
Franke (voir [19]).

La théorie des perturbations pour le probleme des valeurs propres d’une matrice est un
probleme classique qui a débuté avec des problemes en physique appliquées. L’asymp-
totique du spectre d’une famille de matrice M + e N pour des petites valeurs de € a été
étudié par M.-I. Visik et L.-A. Lyusternik [40] dans les années 60. On peut se référer
aussi au chapitre 2 du livre de T. Kato [31]. Ils ont étudié le comportement des va-
leurs propres p. et des vecteurs propres & de M + eN pour € — 0. Le probleme y est
traité de fagon tres générale. Ils ont aussi étudié la convergence des développements de

o o0
fhe = Z ozjej et & = Z ¢Wel 11y a une approche du rayon de convergence des séries

j=1 j=1
dans ces travaux (voir Remarque 3.4.9). Ici, dans notre résultat, on considere le cas par-
ticulier ou M est symétrique et N est antisymétrique. Avec ces propriétés particulieres,
nous pouvons aller plus loin. En particulier nous trouvons des caractérisations des co-
efficients «; et €U) et nous obtenons un lien entre le rayon de convergence des séries
et les nombres de Motzkin (voir Chapitre 3). Ces nombres sont liés a des problemes
combinatoires géométriques. De plus, les travaux de Visik et Lyusternik traitent la
question dans le cadre ou la matrice M a un seul bloc de Jordan et ils semblent sup-
poser que la dimension des espaces propres est de dimension un. Nous travaillons dans
le cas particulier ou la longueur du bloc du Jordan est égale a un et ne supposons pas
nécessairement que des espaces propres sont 1-dimensionnels, on a réussi a trouver un
chemin pour avoir les o et £ (). Par contre, pour avoir une ”jolie” expression explicite
pour les coefficients générales de a; et £ (7). on considere le probleme dans le cas ot des
espaces propres sont 1-dimensionnels.

Dans cette partie, nous présentons les idées principales de notre démarche pour calculer
les coefficients. Pour simplifier, on va changer la base de telle facon que SD devienne
une matrice diagonale A. Avec cette base, la matrice D devient une matrice hermitienne
D. On définit le produit scalaire auxiliaire :

(,y)p, = (Dz,y) = T Dy.

Indiquons briévement comment construire D et A, soit {€;}, une base orthonormale
correspondante aux valeurs propres {v} de iSD, c’est-a-dire (£, &), = Og;. Soit D la
matrice telle que

Dyj = (D& &) -

8



Introduction

Alors, D est hermitienne. Soit A la matrice diagonale dont les coefficients de la diagonale
sont les valeurs propres de ¢1SD,

151
Vo

Um

Au lieu de travailler avec un grand nombre A, on préfere travailler avec un petit nombre
e:=1/A € R. 1l est alors équivalent d’étudier les valeurs propres des matrices iA —eD.
Nous pouvons supposer que

e = iU + €1 + €20 + Eag + - . (5)
De méme, on suppose que le vecteur propre associé a . ait le développement :
=60 4 ec® 4 2@ 4 3B oo (6)
C’est-a-dire
(iA — Eﬁ) (5(0) + e 4 2@ 4 3B 4 )
= (iv, + eas + €ar + az + -+ ) X (5(0) + W 4 2@ 4. H). (7)

Notre but est de trouver a; et €U & partir d’une comparaison des coefficients dans
(7). C’est une approche classique pour obtenir un développement dans un probleme
de perturbation qui a déja été utilisé par F. Rellich [37], C. Davis [12], M.-I. Visik et
L.-A. Lyusternik [40], T. Kato [31], etc... La majorité des travaux dans cette direction
se sont orientées vers des familles holomorphes M + eN + ¢2N + --- et utilisent des
arguments d’analyse complexe pour montrer que . est holomorphe aussi.

Tout d’abord, on considere une valeur propre v, de A et on pose o := iv,. La notation
H () désigne I’espace propre de A correspondant a la valeur propre vy,

H®) = {¢ € C™ 1 A& = 1t}

et P(%) est la projection orthogonale sur H?). Ici, nous supposons que dim H (%) = 1.
Pour éviter une notation encombrante, nous utilisons par la suite des multi-parametres
6] = (Olo,Oél, T ,O@),V] Z 1.

On définit
Fpo = Mdrar,  Fp = [—iX(D+a1)], et Fp, i= Fa + (—iaeX)Fp,,

avec X := (A — )71 (I — P®)). Pour n > 3 :

Fon = FoFpuy + Y (=i X) Fp,_, + (—ian 1 X)F5, + (—icn X) Fp,.

n

Voici les principaux théoremes concernant les coefficients a;; et § () dans les développements
(5) et (6).
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Théoréme 0.0.3. [19] Chaque €9 peut se décomposer comme suit : £U) = géj) + 59)7
ot 5(()1) = Fp, £, f(()Q) = .7:515(0) + .7:51&1) et pour tout n > 3, §§n) e H®Bo) ot

n—1

n n—j—1 n—2 n—1
& =Y Fo &+ R + Falm

j=2
Ici €§O)a 5;1)7 T ’€§”) € H(IBO)'
Dans un cas particulier, ou dim H®) = 1, soient

Kg, := PPIDPE) - Ky = PU(D + ay)Fp, et Kg, := PP)(D + a,) F3

17

et pour tout n > 3, N
’an = P(’BO)(D + &1)an_l.

Le nombre —a, est une valeur propre de g, , et & () est un vecteur propre associé.
Autrement dit,

[]anﬂ + Ozn] 5(0) =0.

Notons que le fait que D est une matrice positive implique que a; < 0, ce qui
correspond au fait que 'opérateur différentiel £ 4, a son spectre dans C situé a gauche
de la droite imaginaire (voir Figure 3).

Nous avons découvert aussi une propriété de parité de la suite des coefficients «,,. Plus
précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 0.0.4. [19] Les opérateurs Kg, = PP (D + o) Fs, , satisfont :

hermitienne dans H®) sin € 2N
Ks, est

anti-hermitienne dans H®) sin ¢ 2N.

Ce qui équivaut a

ani1 € R sin € 2N
i1 € iR sin ¢ 2N.

On trouve aussi un résultat asymptotique pour les «a,,. En effet, on trouve une
relation un peu inattendue avec les nombres de Motzkin. Ces nombres sont définis par
la relation de récurrence suivante :

n—2
Mo =1, My =M1+ ) MMy oy
k=0

Le nombre M,, représente le nombre de différentes facons de tracer des cordes reliant
n points sur un cercle qui ne se croisent pas (ne touchant pas nécessairement chaque
point par une corde). Par exemple on a My = 2, M3 = 4.

P.-R. Stein et M.-S. Waterman [38] ont démontré que lorsque n — oo on a

M, ~ V3 tan
T

NG

10
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O ¢

FIGURE 1 — M,y =2

ORORGEY

FIGURE 2 - M35 =14

On obtient une relation entre ces nombres et la norme des matrices F3, qui ont été
définies ci-dessus. En effet, nous allons voir que :

| Fs,| < M, K"t

(ici K :=|X|-|D+ ] et | - | est la notation de la norme de la matrice qui est définie
comme le plus grand module des valeurs propres de la matrice (voir le Théoreme 3.4.4
du Chapitre 3)). Ce résultat nous permet de controler I'asymptotique des coefficients

.
|| ~ L(n — 2)_%|l~7 + 041|(3/C)"_1

6/
Soient ,u,(ﬁA) = —a,(cA)+ib§€A) les valeurs propres de (—D+A.SD). Sans perte de généralité,
on peut supposer que

0<a <M <., (8)

On en déduit la valeur propre de L4, par la formule de Metafune et al. [35].
Spec(Lay) = { an Rt zb(A)) n; € N}

On peut visualiser le rapport entre le trou spectral de —D + A.SD et celui de L4,

. . o , ) (A) . :
par la Figure 3. Ici, les étoiles représentent les coordonnées de p, 7, les points noirs
représentent les coordonnées de Spec(L4,). On peut montrer que :

pu(A) = —sup {— ana§-A),nj € N} = agA).
j=1

D’apres notre résultat nous avons le développement suivant pour ,ugA) :

1 1
p(A) = —,u6 ; (iul +eay + a2 + Eag + - )

= A, + —l——l +—1 +
w4+ o a g+ -
1 1 (42T

11
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iR

FIGURE 3 — Le trou spectral

Ici les —a; sont précisés dans le Théoreme 0.0.3. D’apres le Théoreme 0.0.4, la partie

réelle de uﬁA) est égale a
o9 = + (o) + -

1
Pour que (8) soit valable il faut choisir les a; tels que agA) =—ap + E(—O@,) + -

devienne minimal. Nous décrivons la procédure a suivre pour déterminer les coefficients
r; du développement du trou spectral.

o Le nombre r; est la plus petite valeur propre de Ky =: I,

o Pour r; fixé, soit

Koo = P(ao’”)(ﬁ + rl)[—iX(ﬁ +171)] = K, pour 1 = (g, 71).

On fixe ensuite un ensemble & = {valeurs propre de Ko, ., }, ici g € {iAy, -+, i)}
o Le nombre 73 est la plus petite valeur propre de la famille des matrices Kqp 11 as
ol Kayri.a, €St la matrice de la famille KCg, avec B2 = (ag, 71, a2) ici ag € &s.
Apres avoir obtenu r3, on revient sur le choix de ro qui est dans la branche de
3.
o On continue avec les autres r;...
Par conséquent, on obtient directement le résultat de p,(A) suivant :

Théoréme 0.0.5 (Résultat principal). [19] Si le développement de la valeur propre
existe alors le trou spectral de Lz, satisfait

1 = 1
pu(A) = (7"14-@7”34-"') ZZﬁT%H-
k=0

ici les rj ont été construits comme décrit plus haut (voir Figure 4). De plus, on a

\/§ 317 n—1
]rn\wm(n—m D+ aq|(3KC)" .

12



Introduction

p € {il/l, e :iVA-}
AN
Iy
Iy
/RN
y |
r1 = min{valeurs propres de K, }
I ¥
N
N
v X

ro € € = {valeurs propres de K, }
A A I
\ 7\ I\
\ // \ I\
Voo N remonter pour
X 4 L S | fixer la valeur ro
rs = min{valeurs propres de K, .}

FIGURE 4 — La facon de choisir les 7;

Le détail de la démonstration se trouve dans le Chapitre 3. On donnera aussi un
exemple concret avec des matrices 2 x 2.

Le dernier chapitre présente une tentative de généraliser les résultats du Chapitre
3 ol on étudie le comportement asymptotique du trou spectral de l'opérateur L2 =
A+ A - V. Les idées pour trouver la valeur propre de 'opérateur perturbé sont
inchangées. Comme d’habitude, en changeant le parametre A en € := 1/A, on travaille
avec l'opérateur L, = eA + u -V et on étudie les coeflicients dans le développement
de la valeur propre pu. et le vecteur propre associé & de cet opérateur. Dans ce cas
général, on ne change pas les notations qui ont été utilisées au Chapitre 3. Par contre,
les formules d’itération sont un peu différentes. Nous allons maintenant adresser la
question de déterminer les coefficients dans les développements :

& = 5(0) + 65(1) + 625(2) + 635(3) 4.

. 2 3
e = W + €0y + € Qg + € g + - - -

Tout d’abord, on va supposer une hypothese qui garantit que la démarche est bien
définie. Soient {\;}; des valeurs propres de —A et {¢;}, des vecteurs propres ortho-
normés correspondants formant une base de L?*(r). On présente 'espace de Sobolev
H™, c'est I'ensemble des vecteurs ¢ = 3. a;p; tels que [|p[|3m = 30 a3 AT < oo.

Hypothese K. Supposons que notre champ des vecteurs u satisfait la condition :
i
(H(5°)> c H® (K)

e

HP) = (¢ e H' : A~ - VE = apATLE}

13
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Sous cette condition, on a des formules sur les opérateurs Fp; :

Fpo = (=X +Fp)Fp,_, + > XA Fy .

k=2

avec
Fio = Idem, Fg, = an XA X = (A7 -V — apA™Y) (T — PW0)),

Ici, P() est la projection orthogonale sur I'espace H®). Pour simplifier les notations,
on pose B := (—Id + a;A™!). Par la méthode analogue & celle du Chapitre 3, on a
réussi a trouver les expressions des o et €9 pour j =1,2,3,4, ...

Malheureusement, on n’a pas de controle asymptotique sur les a,, comme dans le Cha-
pitre 3. L'une des raisons est que (A7'u -V — qpA™1) = A7 (u -V — ap) est un
opérateur compact dans H', car A~ est compact dans H' C L?. De plus, (A u -
V — apA71)\{0} est un ensemble infini. Les valeurs propres 9,, de (A7 u -V — apA™1)
satisfont : ¢,, — 0 quand n — oo. Par conséquent, les valeurs propres 5 de X, peuvent

n
tendre vers 'infini. Ainsi, on a :

1

1 = sup XUl _
fuizo Nullar o 10n

= OQ.

Par contre, les études des coefficients a; et aiz nous permettent de retrouver et anticiper
le résultat principal dans le papier de Franke et al.[17]. Tous les détails se trouvent dans
le Chapitre 4.

14



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on présente des définitions basiques et les théoremes utiles pour
montrer nos résultats. La majorité des preuves ne vont pas étre présentées. Nous indi-
querons des références exactes dans la littérature.

1.1 L’opérateur laplacien et la formule de Weyl

1.1.1 L’opérateur laplacien

On débute par des concepts de base sur 'opérateur laplacien. Pour plus de détails,
on peut se référer au livre de Isaac Chavel [9].

Soit (M, g) une variété riemannienne. On se donne une carte locale :

M>U — R?
m— (z1(m), -, xq4(m)).

d
On peut écrire la métrique g en coordonnées locales comme g = Z gijdz;dx;. Notons
ij=1
que la matrice (g;j(x));; est symétrique et définie positive en tout point x € M. On
note (¢g*) I'inverse de la matrice (g;;).

Définition 1.1.1. L’opérateur gradient associé a la métrique g, que 'on note V est
défini en coordonnées locales par :

0
gn gld 8_;;
Vo = :
d1 dd ¢
g g Dz,

pour tout ¢ € C!.

d

.0

Définition 1.1.2. Soit X = E 77]8— € e (TM). La divergence de X, que I'on note

N
j=1 I

divX est une fonction qui est définie par

divX =

1 ‘o
V| det g| ;axj <77j ’detgo

15
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Exemple 1.1.1. Si F' est un champ de vecteurs et g une métrique euclidienne, on
appelle divergence de F' la fonction :

divF =V . F = @ +-- @.
81’1 8l’d

Définition 1.1.3. L’opérateur laplacien sur (M, g) que I'on note A est définie par
A:C*—C™
f — Af =div(Vf).
Nous avons donc la formule (voir [9] p.5) :

\/|dTg Z O, (g""v\detgla%> : (1.1)

Exemple 1.1.2. Soit g la métrique euclidienne sur R?. Puisque g;;(x) = d;; pour tous
reReti,j=1,---,d,ona
2

d
9,
:;ﬁ

Théoréme 1.1.4. (Théoréme de Green) Soit (M, g) une variété riemannienne de bord
OM. Soient o € CY(M) et ¢ € C*(M), nous avons

/gp-Agdeol:—/Vgo-V(deolJr/ 02 4q
M M oM a

ou v est le vecteur normal unitaire de OM, do est la mesure volume induite sur OM
par la métrique riemannienne restreinte aux vecteurs tangents a M.

On note (-, ) le produit scalaire sur M

()= [ -5 avol
M
Corollaire 1.1.5. Si (M, g) est une variété riemannienne sans bord, alors on a :

Corollaire 1.1.6. Si (M, g) est une variété riemannienne sans bord, alors 'opérateur
laplacien est auto-adjoint et négatif. C’est-a-dire pour tout o, ¢ € C*(M) :

(¢, Ag) = (Ap, ¢) (1.2)
(p, Ap) <0. (1.3)

1.1.2 La formule asymptotique de Weyl

La formule asymptotique de Weyl donne une relation mathématique entre le volume
du domaine et le taux de croissance des valeurs propres.

Soit (M, ¢g) une variété compacte riemannienne sans bord. Soit {1, ¢2,...} une base
orthonormale complete de L?*(M) et une suite croissante (\,),>1 de réels vérifiant :

0< A <A< = 4ooet —Ap; = \jp; pour tout i.
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1.2. Spectre d’opérateur et Flots mélangeants

Notons N (z) = Z 1 la fonction comptage, c¢’est-a-dire le nombre de valeurs propres,
A<z

comptées avec multiplicité, qui sont inférieures ou égales a . Le théoreme suivant est

tiré d’un livre de I.Chavel [9].

Théoreme 1.1.7. (Formule asymptotique de Weyl) Nous avons

Q

( 27r) - Vol(M)zz2,

En particulier,

. V2 2/
7 (wq Vol(M))2/d

ol wq est le volume du disque unitaire dans R?.

d

—(43 st d pair,
= g2 e
2 (T>

i st d impair.

47 w2
Exemple 1.1.3. On peut calculer wy = 7, w3 = ?,M =T

1.2 Spectre d’opérateur et Flots mélangeants

1.2.1 Spectre

Dans cette sous-section, on donne quelques notions élémentaires ainsi que les pro-
priétés immédiates de celles-ci.

Définition 1.2.1. Soient E un espace de Banach et A un opérateur non borné dans
I'espace L(E) des applications linéaires continues de E dans E.
1. On définit ’ensemble résolvante de A par :
Res(A) :={X € C: A\ — A est inversible}.

Un élément de Res(A) est appelé valeur résolvante de A.
2. Si A € Res(A), on définit la résolvante Ry de A au point A par

Ry(A) == (M — A)~*
3. Le spectre Spec(A) de A est 'ensemble
Spec(A) := C\ Res(A).

Un élément de Spec(A) est une valeur spectrale de A.

4. On dit que A est une valeur propre de A si A\ — A n’est pas injectif. Autrement
dit, 'ensemble des valeurs propres o,(A), que l'on dit spectre ponctuel, est
constitué des valeurs propres de A et est donné par

p(A) : ={A € C: Ker(AM — A) # 0}
={AeC:3Jue D), N —Au=0}

17
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1.2.2 Transformation mélangeante

Nous allons maintenant présenter les notations et les propriétés de bases en théorie
ergodique (voir Chapitre 1 dans le livre de P. Walters [41]).

Définition 1.2.2. Soient (X, By, p1), (Xa, Bo, j12) deux espaces de probabilité.
1. Une transformation 7' : X; — X, est mesurable si T-(By) C By, ce qui veut
dire que By € By = T (B,) € B;.
2. On dit que T préserve la mesure si T est mesurable et pui(T71(By)) = po(Bo)
pour tout By € Bs.
3. On dit que T est une transformation mesurable inversible préservant la mesure
psi T est bijective, et T, T—! préservent la mesure p.

Exemple 1.2.1. On donne deux exemples pour illustrer la définition.
(a) L’exemple trivial est la transformation identique I sur (X, B, u).
(b) T(z) = 2™ préserve la mesure de Haar sur le cercle unité si n € Z\{0}.

Définition 1.2.3. Soit T" une transformation mesurable inversible préservant la mesure
p de Pespace de probabilité (X, B, 1). On dit que T" est faiblement mélangeant si pour
tout A, B € B, on a

n—1
1 ,
lim — TANB) — u(A)u(B)| = 0.
nffoon;|“< ) = 1(A)u(B)]

Définition 1.2.4. Soit T une transformation mesurable de l’espace de probabilité
(X, B, it). On dit qu'un nombre complexe A est une valeur propre de T', s’il existe une
fonction f € L?(u)\{0} telle que f(Tx) = Af(z), pour tout z € X. On dit f est une
fonction propre associée a A.

Remarque 1.2.5. D’apres la définition, on a les deux remarques suivantes :
(i) Si A est une valeur propre de T', on a toujours |A| = 1 puisque

AP = U fI? = (Urf, Urf) = (A AF) = IAPIFIP

Ici, on rappelle que Ur est une isométrie définie par Urf = foT.
(ii) Une transformation mesurable a toujours une valeur propre A = 1 et toute
fonction constante est une fonction propre associée a 1.

Définition 1.2.6. On dit qu’une transformation mesurable préservant la mesure p a
un spectre continu si 1 est la seule valeur propre de T et T' n’a pas de fonctions propres
sauf les constantes.

On présente ici, sans preuve, le théoreme qui donne une relation entre les deux pro-
priétés suivantes : “spectre continu” et “faiblement mélangeant”. Pour plus de détails,
voir [41] p. 48.

Théoreme 1.2.7. Soit T une transformation mesurable inversible préservant la mesure

p de lespace de probabilité (X, B, i), alors T est faiblement mélangeant si et seulement
st T a un spectre continu.
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1.2. Spectre d’opérateur et Flots mélangeants

1.2.3 Flot et décroissement de corrélation

Définition 1.2.8. Un flot ® sur un ensemble ouvert U de R? est une application
différentiable ® : R x U — U, (on écrit ®(t,z) = $;(x)) tel que :

1. &y : U — U satisfait ®o(z) = x;

2. @y (1) = Dy (Dy(2)).
Si z € U, la ligne de flot par z est la courbe v(t) = ®,(z) avec t € R.

FiGURE 1.1 — Flot &,

Théoréme 1.2.9 (Théoreme de Liouville). Soit U un ouvert de R?, et u : U — R un
champ de vecteur C*. Si div(u) = 0, alors le flot ®; préserve le volume d-dimensionnel.

On va introduire la définition du flot d’Anosov et le théoréme de décroissement de
corrélation.

Définition 1.2.10. Soit M une variété C*°- riemannienne compacte de dimension d.

Soit ¢, : Ml — M un flot de classe C*, c’est-a-dire ses trajectoires sont définies par
d

I'équation différentielle do _ v(¢i(y)), ot v(y) est un C*-champ de vecteurs sur M.

Le flot ¢; est dit un flot d’Anosov si :
(A1) M n’a pas de point fixe, c’est-a-dire v(y) # 0 pour tout y € M.
(A2) Pour tout y € M il existe une section du fibré tangent en trois sous-fibrés

supplémentaires
TM=E®E DE;

telle que
1) Le fibré Ej engendré par les tangents au flot.
2) Il existe deux constantes positives Cy, et Ay € (0, 1) telles que

D@y (v)]| < Cye||v|| pour tout v € &t >0,
D¢ (v)|| < Cye™?||v]| pour tout v € EY,t > 0.

Les fibrés £ et £ sont appelés respectivement stables et instables.
Cette notation est indépendante du choix de la métrique sur M.

Théoréme 1.2.11. Soit ¢' un flot d’Anosov sur une variété compacte M. Supposons
que les fibrés stables et instables sont de classe Ct. Alors, il existe deuw constantes
positives C, Cy telles que

[ At < e alel Bl
pour toutes les fonctions A, B € C°.
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Chapitre 1. Préliminaire

Démonstration. Voir dans [13]. O

Ce théoreme est un cas particulier d’une propriété qui s’appelle décroissement de
corrélation. On va lancer I'hypothese pour notre flot (®;)ser :

Hypothése H (Décroissement de corrélation). Pour chaque k > 0, il existe deux
constantes positives Cy, Cy telles que pour toutes les fonctions fi, fo € C*(M) et pour
tout t > 0, nous avons

[{fro foo @) = (f1, (L, fo) | < Cre™ @ || fullew | follen -

L’énoncé du Théoreme 1.2.11 implique le décroissement de corrélation pour la classe
des flots d’Anosov sur une variété compacte, avec k = 5.

Proposition 1.2.12. Le flot qui satisfait a ’hypothése (H) est faiblement mélangeant.

Démonstration. Supposons qu'’il existe une fonction propre non constante f dans H*
de u-V, cest-a-dire u- Vf = iuf, ou encore : f(®y(z)) = e “Vif = e f. Alors, on a

[(fr, fo @) — (fi, (L ) = |(fre ™ F)] = [{f )]

Avec I'Hypothese 1.1, on en déduit

[{fi O < Cre™® [l fallen 1 folle -

Ce qui n’est pas vrai, car I’expression a droite tend vers 0 quand ¢ — oo. O

1.3 L’espace de Sobolev sur une variété

Cette section est consacrée a la présentation de ’espace de Sobolev sur une variété
riemannienne M de dimension d. On va présenter seulement les définitions et les
théoremes nécessaires pour notre travail. Les détails sont exposés dans les livres de
E. Hebey [27], et de R. A. Adams [1]. Soient 2 un ouvert quelconque de M, et m un
entier naturel. On appelle, espace de Sobolev, que 'on note H™(£2), 'ensemble :

H™Q)={f € L*Q): D*f € L*(Q),V0 < |a| < m},

ou o= (g, e, - ,q) et |a]| = a;+---+ag; D* est une dérivée partielle de f au sens
faible (au sens des distributions). Pour tout k entier positif, on note C*(€2) avec k > 0,
I’ensemble des fonctions k- fois différentiables sur 2 a valeurs dans R, dont toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre k sont continues sur 2. Pour £ = 0, c’est I'espace des fonctions
continues.

Autrement dit, C¥(Q) : espace vectoriel des fonctions f : Q — R telles que pour tout
a, la| < k, x — Df(z) existe et appartient a C°(2).

CF(Q) = {f, D“f sont continues V|a| < k}.

La norme sur cette espace est C*

Iflles = > sup | D f ()]

la|<k €
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1.4. Nombre de Motzkin

Remarque 1.3.1. Notons que U'espace H™(Q) est égal & W™? qui est introduit dans
Adams [1], W™? = ™.

Théoreme 1.3.2. (Théoréme de plongement de Sobolev) Soit j un entier positif. Sup-
posons que dim ) = d = 2(m — 1), alors

HIT™(Q) — Q) (1.4)
pour tout 0 < X\ < 1 (voir [1] p.98).
Théoréme 1.3.3. Soit j un entier positif, le plongement suivant existe :
CIQ) — CI(Q) (1.5)
pour tout 0 < X\ < 1 (voir [1] p.11).
Les deux théoremes ci-dessus permettent d’obtenir le suivant :
Théoreme 1.3.4. Soit j un entier positif. Supposons que dimQ = d = 2(m —1), alors
HIT™(Q) — C7(Q). (1.6)

Lemme 1.3.5 (Lemme de Rellich). Si 2 est un ouvert borné de classe de régularité
C', alors de toute suite bornée de H'(Q2) on peut extraire une sous-suite convergente

dans L*(Q) qui converge aussi faiblement dans H'(Q)(on dit que linjection canonique
de H'(Q) dans L*(2) est compacte).

Démonstration. Voir [1] p.146. O

1.4 Nombre de Motzkin

La raison pour laquelle on s’intéresse aux nombres de Motzkin se trouve au Chapitre
3. Ici, on présente la définition de cette suite.

Définition 1.4.1. Les nombres de Motzkin forment une suite d’entiers naturels et
vérifient la relation de récurrence suivante :

n—2
Mo =1, My =M1+ MMy p.
k=0

En voici les premiers :

1,1,2,4,9,21,51,127, 323, 835, 2188, 5798, 15511, 41835, 113634, 310572, 853467,
2356779, 6536382, 18199284, 50852019, 142547559, 400763223, 1129760415,
3192727797, 9043402501, 25669818476, 73007772802, 208023278209, 593742784829, ...

Ils sont nommeés par le mathématicien Théodore Samuel Motzkin.

Remarque 1.4.2. [14] Un nombre de Motzkin pour un nombre donné n est le nombre
de différentes facons de tracer des cordes reliant n points sur un cercle qui ne se croisent
pas (ne touchant pas nécessairement chaque point par une corde).

On présente ici deux exemples, quand n = 4 et n = 5.
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FIGURE 1.2 - My =9 (source : https : //en.wikipedia.org/wiki/Motzkin_number)
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FIGURE 1.3 — M; = 21 (source : https : //en.wikipedia.org/wiki/M otzkin_number)
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Chapitre 2

Vitesse de relaxation sur une
variété compacte M sans bord

Sur la variété compacte M sans bord, on considere I'opérateur
Laf =Af+Au-Vf

ou u est un champ de vecteurs de divergence nulle et A une constante réelle. Cet
opérateur génere un processus de diffusion qui satisfait I’équation stochastique :

AXA(t) = A-w(XA))dt + V2dW (1),

Soit Tt(A) le semi-groupe défini sur L? par Tt(A)f(x) = E,[f(X4(t))]. Le semi-groupe
converge vers une mesure invariante m avec la vitesse exponentielle lorsque ¢ tend vers

I'infini :
| f=lf)

ici K4 est une constante non explicite et p(A) est le trou spectral de L4 avec la
définition

Tt(A)f o 7r[f] HL2 < KAe—p(A)t

L2

p(A) i= —sup {Re(2); 2 € Spec(L4)\{0}}

Quand |A| — oo, on s’intéresse au comportement de ‘

Tt(A)f—W[f] H , bour un temps
L

t fixé. Constantin et al [10] ont donné un résultat qui dit que cette norme tend vers 0

sous certains conditions. La question naturelle qui se pose est : Peut-on comprendre la

vitesse de cette convergence ?

Dans cette partie, on va répondre a cette question.

2.1 Premier résultat principal

Soit (M, ¢g) une variété Riemannienne compacte sans bord de dimension d. La
métrique g donne une mesure de volume sur M notée par Vol. Notons l'opérateur
de Laplace-Beltrami par —A et la dérivée covariante par V. Pour un champ de vec-
teurs de divergence zéro u et A € R, nous étudions la solution ¢(t) de 1’équation aux
dérivées partielles paraboliques :

07 (1) = Au- V() + Agh(8), 1)
¢*(0) = ¢o.
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

Ici, pour simplifier nous écrivons ¢ (¢) au lieu de ¢ (x, ). Nous sommes intéressés par
le comportement asymptotique des solutions ¢ (¢) quand ¢, satisfait :

/ PodVol = 0.
M
Il est bien connu que

[ @) < Kae (|, (2.2)
ol p4 est le trou spectral de 'opérateur Ly = A+ Au-V et K4, une constante positive
non explicite. Ici et dans tout le reste, ||-|| est la L?-norme sur (M, Vol).

En 2010, Constantin, Kiselev, Ryzhik et Zlatos [10] ont donné un résultat qui se dit
que ||¢A(t)‘ est proche de 0 quand A — oo si et seulement si v -V n’a pas de fonctions
propres dans

H' = {f € L2(M, Vol) : /deol =0,|Vf| € LQ(M,VOI)} .

On présente ici la vitesse de cette convergence, notre but est de trouver une autre
expression, en A et en t, qui tend vers 0 quand A — oo. Pour le faire, on considere une
classe particuliere de flots qui vérifient une propriété que 1'on appelle la décroissance
de la corrélation.

Hypothése H (Décroissement de la corrélation). On dit qu’un flot (®;), satisfait le
décroissement de la corrélation s’il existe trois constantes positives Cy, Co, k > 0 telles
que pour tout fi, fo € C*(M) et t > 0, nous avons

[{f1, fo 0 @) = (fi, (L, fo)] < Cre™ [ fillew 1 f2llen -

Cette propriété est valable par exemple pour le flot d’Anosov avec k = 5 (voir [13]).
Sous cette supposition, on peut trouver une borne explicite pour la norme L* dans le
résultat de Constantin et al. [10]. Nous démontrons le théoréme suivant :

Théoreme 2.1.1 (Résultat principal). [18] Si (P)er satisfait Uhypothése du décroissement
de la corrélation, alors pour tout t > 0 il existe trois constantes A, Oy, = > 0 telles
que :

ngﬁA(t)H < exp [—@t(ln(EA))m] pour tout A > A;.

o

_ C5||u||Lip t 1 IaTanTE
2= @t —_
90d* 80 \ C5(1 + 2||u|Lip)
90d* (Cs+1)2 (2052 1 3d/2+r+1
A= —— 1+2 in)C 1, 7 :
t C5HUHLip €xp ( + HUHLp) 5max{ Q?l le 904t

ici, les constantes se trouvent dans la démonstration.

2.2 Quelques outils

Dans cette section, on va représenter quelques ingrédients pour cuisiner notre plat.
Ils contiennent la formule de Weyl, I'inégalité de Sobolev, le Théoreme de R.A.G.E et
quelques éléments de I’article de Constantin et al. [10] dont nous aurons besoin par la
suite.
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2.2. Quelques outils

2.2.1 Formule de Weyl

Si M est une variété compacte, 'opérateur de Laplace —A est un opérateur auto-
adjoint défini positif, avec spectre discret, composé de valeurs propres 0 < A\; < Ay < ...
La fonction de comptage N (z) =5 N<o 1 est le nombre de valeurs propres, comptées
avec multiplicité, qui sont plus petites ou égales a x. Nous avons le résultat asympto-
tique classique suivant.

Proposition 2.2.1 (Corollaire 2.5 [15]). Quand x — 400, nous avons
N(z) = (2m) Ywa Vol(M)z2 + O(z"7 ), (2.3)
ot wy est le volume de la boule unitaire dans RY.

Pour faciliter la notation, nous écrivons €y := (27)~%wyVol(M). Pour des informa-
tions plus détaillées sur la fonction O(z(?~Y/2), on peut voir I'article de Duisterlaat et
Guillemin [15]. Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 2.2.2. Il existe une constante C3 > 0 telle que pour tout x > (2C3)%/Q3,
nous avons
Qg 4

7235 < <Qd — 031’_

d
2

)x% < N(z) < (Qd + Cgﬂf_%> z5 < deaj ) (2.4)

[T

Démonstration. D’apres la formule (2.3), il existe une constante Cj telle que

‘N(I) —Qurt| < Cya'T,

Nous déduisons (2.4) directement pour z > (2C5)?/Q2. O
Corollaire 2.2.3. Pour tout x > max {1, %;21)2}, nous avons N (9z) — N'(z) > 1.
d

Démonstration. D’apres le Corollaire 2.2.2, on a bien, pour tout x > 1 qui satisfait
aussi z > (C5 + 1)%/Q2

d
2

N(9z) — N(z) > (Qd — 03(91/’)_%) (9z)2 — (Qd + ng_%) xt
= Qd$%(3d - 1) — Cgl‘%(Sdil + 1)
> 27 (371 4+ 1) (Quaz — Cy) > 1.

Ceci montre le résultat. O

Ce corollaire nous permet de confirmer 'existence d’au moins une valeur propre

entre deux nombres réels z et 9x pour tout x > max {1, (C?;);gl)z}
d

2.2.2 Inégalité de Sobolev

On rappelle ici I'espace de Sobolev H™ associé¢ a —A. Notons par @1, s, ... des
fonctions propres de 'opérateur —A correspondantes aux valeurs propres Ay, Ag, ... On
peut supposer qu’elles forment une base orthonormale de ’espace de Hilbert

H = {f € L*(M, Vol) : / fdVol = o} :
M
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

L’espace de Sobolev H™, associé a —A, est 'ensemble de toutes les fonctions

+o0o
v = Z cjp; € H qui satisfont :
j=1
+o0
9 = D2 esl” < +oo.

J=1

On rappelle aussi la norme C*

Illes = sup[0° f(x)-

| <k

Il sera par la suite important de passer de la norme ||.||.. & la norme de Sobolev car
I'hypothese sur la corrélation contient ||.||.. et la norme de Sobolev permet un bon
controle de I’équation de la chaleur. Le rapport entre ces deux normes est donné par
le théoreme de plongement de Sobolev.

Proposition 2.2.4 (Plongement de Sobolev [1]). Il existe une constante Cy > 0 telle
que pour tout n > 1, nous avons

d4+2k+42

HCIDTLHCN < C4 H()OTLHH%J,-R+1 = 04)\71 4

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme de plongement de Sobolev 1.3.4,
avec Witmr = Hitm gi p = 2. Ici, dans notre cas, j = Kk, d = (m — 1)p, et donc
j+m=rx+d/2+1. O

2.2.3 L’article de Constantin, Kiselev, Ryzhik et Zlatos

Nous préférons rappeler certains éléments de 'article de Constantin et al. [10] car
notre analyse se base sur leur démonstration. Dans notre cas leur démonstration se
simplifie car nous avons une condition plus restrictive.

Quelques rappels sur D’article

On considere la solution de I’équation différentielle :

(2.5)

SO (1) = Au- V(1) + Ap?(t),
¢A(0) = ¢o

ou —A est opérateur de Laplace-Beltrami, V est la dérivée covariante, u € Lip(M)
est un champ de vecteurs de divergence nulle et A € R.

Chaque u € Lip(M) engendre un groupe d’évolution unitaire U* = eV sur L*(M),
que 'on note par U'f(x) = f(®_i(x)). Ici, ®;(x) est une transformation mesurable
inversible préservant le volume. Elle est définie par L@y (z) = u(®;(z)), Po(z) = =.

Rappelons que si @, est faiblement mélangeant, alors 'opérateur U n’a que du spectre
continu sur 'espace restreint aux fonctions qui ont une moyenne nulle. En appliquant
le théoreme spectral, on a la méme propriété avec u - V.

On suppose désormais que P, est faiblement mélangeant.
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2.2. Quelques outils

Dans ce paragraphe, on va introduire quelques propriétés des solutions de (2.5) sans
les démontrer (pour les preuves, voir [10]).

Suivant 'article, nous allons travailler avec une équation équivalente a (2.5). On pose

e = A"t et ¢p(t) = ¢°(t/€), on a donc

F(@)(1) = (u-V +ed)g (1), (26)
¢*(10) = ¢o.
Pour € = 0, on considere la solution ¢°(¢) de I'équation
#0°() =u-Ve(t),
dt 2.7
{¢0<o> ~ 6o, 0]l = 1. 2D

Pour tout ¢ € H' et t > 0, nous avons He“'wgoﬂl < B() ll¢ll, ou B(t) = C[|®4]14,
et |lu- V| < |1, C et C" sont des constantes (voir la preuve de Théoreme 1.2
[10]). Ils vérifient les deux conditions de l'opérateur dans [10]. Pour cette raison, on a
les propriétés suivantes.

Lemme 2.2.5. Admettons les résultats de Constantin et al.[10]
(i) Pour tout T < 400, la solution de (2.6) satisfait

6°() € L0, T) H) N C(0,T), 1Y), 50() € T(0,T), 7).

(i1) Pour tout t, nous avons
d € €
o O = —2¢ ¢ D5 - (2.8)
(iii) Supposons que pour tout t € (a,b), nous avons ||¢¢(b)||? > N||¢¢(b)||?, alors
lg“®)I? < eV |g(a) .
(iv) Les solutions ¢<(t) et ¢°(t) satisfont (2.6) et (2.7), respectivement. De plus,

2.
o) - SO < gellanli [ By

pour tout t < T.
Démonstration. Voir [10] p.649 et p.650.

Proposition 2.2.6. Pour tout t € R nous avons |||, < el
Démonstration. Voir [10] p. 661. O

Soit Py la projection orthogonale sur le sous-espace de N premieres fonctions
propres ©1, @2, ..., on. On cite le lemme suivant :

Lemme 2.2.7. Soit K C S = {¢ € H : ||¢|| = 1} un ensemble compact. Pour tous
N,o > 0, il existe une constante T.(N, o, K) telle que pour tout T > T.(N,o,K) et
pour tout ¢ € K, nous avons

1

T
7 | ipveol <o

Démonstration. Voir [10] p.652. O
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Théoréme de Constantin et al. [10] dans le cas ou le flot ¢, est faiblement
mélangeant.

Dans ce cas, la démonstration est simplifiée. Si ®; est faiblement mélangeant,
I'opérateur u - V n’a que de spectre continu, la projection spectrale sur 1’espace en-
gendré par le spectre continu de 'opérateur u - V est l'identité. C’est la raison pour
laquelle, nous n’avons pas besoin du Lemme 3.3 dans 'article de Constantin et al.[10].

Théoréme 2.2.8. Soit ¢*(t) la solution de (2.6) et supposons que le flot D, généré par
u est faiblement mélangeant. Alors pour tous €, 7 > 0, il existe une constante € telle
que pour tout € < €y, NOUS AGVONS

l¢° (/)| <6 (2.9)
pour toute fonction initiale ¢y avec ||po|| = 1.

Démonstration. Etant donné que —A est un opérateur non borné, ses valeurs propres
tendent vers I'infini. On peut alors choisir N suffisamment grand tel que e *N7/80 < §.
Définissions K := {¢ € S : ||¢]|? < An}. D’apres le lemme de Rellich (voir le Lemme
1.3.5), on peut voir que K est compact. Choisissons 7 = T,.(N, %, K) ou T, vient du
Lemme 3.2 [10]. Enfin, choisissons € tel que 7 < 7/2¢ et

B*(t)dt < —— 2.1
o [ B0 < g (2.10)

ot B(t) est la fonction dans la condition |le* V||, < B(t)|[¢]|:.
Nous allons choisir C; tel que

T T
< —. 2.11
07—7'1 27’1 ( )
Ce choix nous permet de conclure que si
< T < !
0= Crm — 20max B(t)2An7

alors ]

comax B(t)* Ay < — (2.12)

— 20
Pour prouver le théoreme, nous allons distinguer deux cas :

Premitrement, si ||¢°(s)||7 > Ay ||¢<(s)||* pour tout s € [0,7/€], alors en regardant le
Lemme 2.2.5 (iii), nous avons, par le choix de NV :

Jor (D) < e
€

Ce qu’il fallait démontrer.

ANT

P(0)]* = e <71 < 62

Deuxiémement, soit 7y le premier temps dans [0, 7 /€] tel que

o (o)1 < An (o) I (2.13)

Notons que 7y pourrait étre zéro. Nous allons d’abord montrer que
—ANET
l6° (70 + )1 < e 20 l¢(mo)|* (2.14)
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Pour simplifier la notation, on écrit ¢y au lieu de ¢(7p), c’est-a-dire ¢“(79) = ¢g. Sur
intervalle 1o, T + 71], nous considérons la solution ¢°(t) de

F0°(t) =u-Ve'(t)
¢O(To) = Qo

D’apres le Lemme 2.2.5 (iv) et I'inégalité (2.12), nous avons pour tout t € |1, 7o + 71/,
0 9 To+T1 )
W= d O < geloolt [ B

9 T0+T1
<sewlal? [ B
70

1
< 56)\]\[ o ||* 71 max B2(t)
1

2
— ) 2.15
< 55160l (215)
Si on utilise la Proposition 2.2.7 avec f = ”z || et T'= 11,0 = 1/20, on obtient
0
To+T1
1 Jr H¢0|| 20
De plus,
1 T0+T71 2 1 To+7'1
_/ tu-V ¢0 dt:—/ tuV¢ H
i /5 [l T Jx H¢o|l
1 /To+T1 9
— Py¢° dt
1 7 | H<250H2
Cela nous donne
1 To+T1 0112 1 9
— | Pne®||” dt < 20 l[poll” - (2.16)

1l est clair que ||a — b]|? a||2 — ||b]|* pour tous a,b € R. Ceci implique

_2||

| = PO@OI = 5 IO ~ | o) (2.17)

Le fait que le groupe eV est unitaire implique

T0+T1 To+T1
= [ e [ e
T Jr T Jro

1 To+7T1
- / |G dt = 6o (2.18)

Les relations (2.16), (2.17) et (2.18) entrainent :

T0+T1 o
R, lapositaz s | (5 Il - 1 Pvorte)

1 2 1 2
> _
> = ol = o Nl
9
= = lloll”. (219)
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

On vérifie assez facilement que

= [ PosPa> S (2.20)
En effet, nous avons
(= B30I = 5|7~ Po)a @ |1~ Pa)(6(t) — )
> 2|0~ PO ~ ) — 0]

Apres intégration et par (2.15), (2.19) nous avons

_/m "= PP dt > > 0 D 6ol = [l65() — )|

9
> (35 15) 19l = 5 ol

En outre par la définition de la projection Py, on a

lo“@)IIF = An (I = Pr)ot ()11

Ainsi, I'inégalité (2.20) est bien prouvée.

Ce qui donne avec (2.20) :

To+T1 9 To+T71 9 1 9
[ le@iaz [T - Pl d > prowlal’, (220

70 70

et donc d’apres (2.8),

27’1)\]\[

T0+T1
l9(ro + 7)1 = [l () |* = —26/ lge()17 dt < — ol

70
Ainsi,

2em /\N 26T1 —2eT AN

H¢m+aW<<L— )wwmu 165 (o) 1. (2.22)

Ce qui termine la preuve de (2.14).

D’aprés tout ce que I'on vient de démontrer, si ||¢¢(70)[|7 < An [|¢(70)]|, alors

16 (70 + ) 1* < e~ 20 || ¢ (7o) (2.23)

Par contre, si [|¢¢()]|7 > Ay [|¢¢(¢)]|> sur tout Iintervalle I = [a, b], nous avons par le
Lemme 2.2.5 (iii) :
lo“(0)I* < e ||g<(a)|*. (2.24)

Par (2.23) et (2.24), et par la relation des parametres : 71 < 7/2¢ (choix de €), il existe
Ty € [1/2€,7 /€] (voir la preuve dans le Lemme 2.2.9) tel que

()2 < e wemls < el < g2 (2.25)
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2.2. Quelques outils

d’apres le choix de N. Ensuite, par

d
ZNOI” = (o5, 0f) + (67, 6%) = =2[l¢°[13,

on a bien [|¢(7/€)| < [|¢(72)]| < 0, d’ou la conclusion désirée.

Lemme 2.2.9. [] existe 7o satisfaisant (2.25) dans la preuwve du Théoréme 2.2.8.

Démonstration. Nous considérons les quatre cas suivants :
Cas 1. 7y nexiste pas, c’est-a-dire : ||¢°(t)||7 > Ay [|¢¢(¢)||* pour tout t € [0, 7/e].
Dans ce cas, nous prenons I = [a,b] = [0,7/¢]. On en déduit pour 7 = 7/€¢ que

6 (m2) 1> = [ (7/€)||? < eXveT/e = e72nT < =T/,

Cas 2. 7 existe et 79 € [7/2¢,7/€]. On pose 79 = 19 et [ = [0, 72]. Alors de (2.24),
nous obtenons

6 (ra)||* < 72 [|gF(0) | < e vem/20,

Cas 3. 79 € [0,7/2¢] et 19 + 11 € [7/2¢,7/€]. Nous choisissons 75 = 79 + 71 et
I =10, 79]. En appliquant (2.23) et (2.24), nous avons

()1 = [l (70 + 7)|I* < e T/ 1o (7o) |7,
¢ ()[[* < &5 [l 0) | = e,
Par suite, on obtient :
H¢6(7_2>H2 < e*/\NG(Tl/S*FZTO) < 67)\]\767'2/8.

Cas 4. 19 € [0,7/2¢] et 79+ 711 < 7/2€. On choisit & tel que 79 +71 + & € [17/2€,7/€].
Soit 7 := 71 + &, et soit € < 7/27, avec €7 max B?(t)\y < 1/8.

L’inégalité (2.23) est vraie avec 7. Avec ces choix on retrouve la situation du
Cas 3. Avec les mémes arguments, on trouve pour 7, = 79 + 7.
Ce qui acheve la preuve de la Remarque 2.2.9. O

2.2.4 Théoréme de RAGE

Par la suite, nous allons trouver des bornes explicites pour le Lemme 2.2.7 dans
Constantin et al. [10]. Ce lemme est basé sur le théoréme de RAGE (prouvé par Ruelle
et prolongée par Amrein, Georgescu et Enss, d’ou son nom RAGE). On cite ici la
version originale qu’on trouve dans le livre de Cycon, Froese, Kirsch, Simon [11] :

Théoreme 2.2.10. Soient A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H,
C' un opérateur compact et f une fonction dans le sous-espace PeonH (ici, Peont €St la
projection sur son sous-espace spectral continu). Nous avons

T
%/ HC’eiitAfHZdt — 0 quand T' — oo.
0
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

Dans notre contexte, 'opérateur C' est la projection orthogonale Py sur le sous-
espace engendré par les N premieres fonctions propres ¢, o, ..., pn. C’est un opérateur
compact car son rang est fini. Si on choisit pour A 'opérateur auto-adjoint A = iu -V
alors on peut remplacer e~#4 f par f o ®,. La proposition suivante explicite la vitesse
de convergence du théoreme de RAGE dans notre cas concret. Elle est la clé dans la
démonstration du résultat principal de ce chapitre.

Proposition 2.2.11. Sous [’hypothése (H), on a, pour tous N,T > 0 et pour toute
fonction f € H telle que ||f]| =1 :

1/T 9 0104 d+2n+2
= Py(fod dt < ——— :
1 [ iestro el ar < 2N

Démonstration. Comme { ¢y}« est une base orthonormale de H, on considere la décomposition

f= Z {(pk, ) @r. Par la notation ci-dessus, nous avons

N
Pnf =Y {orf)en
k=1

T
Posons Q(T) f := / (Pn(fo®_))o®udt, on a:
0

1
T

N 1 T
:Z_/ <80k0q)t7f>§0koq>tdta
k::lT 0

qui implique

QATQADS) = ! / (o0 0 Dp, QT)()) 01 0 Budt

«T
N

Z / / (0 Dy, pj 0 Dy) (p; 0 Py, f) i 0 Drdsdt.

WMz ™=

Puisque Q(T') est auto-adjoint, on obtient :

N
ZTQ// (i 0 Buripy 0 @) dsi |l

i / / (¢r; pj 0 Py y)| dsdt. (2.26)

k=1 j=1

1Q(T i::
>

D’apres 'hypothese (H), il existe des constantes positives C, Cy telles que

[(or, 905 0 oe)] < Cre™ = gl [los e - (2.27)

D’apres la Proposition 2.2.4, pour tout n, nous avons

d+2k+2

I@nlles < Callonll g inms = Carn * (2.28)
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2.2. Quelques outils

Avec (2.26), (2.27) et (2.28), on obtient

+2n+2 d+2k+2

N
lQ(T ZZTQ/ / Cre” B ICEN A 1 dsdt
k=1 j=1

2 N dizede T T
C}f‘* (Z I ) / / e~ @l dsdt. (2.29)
0 0

k=1

En outre, nous avons

T T —Cy

/ / e=Cels=tl gggp — 92T Z; ol g (2.30)

Il est évident que Z /\d+2‘f+2 <N )\;H“HQ. En combinant cette inégalité avec (2.29) et
(2.30), on obtient =

Q) < 20 e 231

D’autre part, pour toute f € H telle que || f||*> = 1, nous avons
—/ | Px(f 0 ®)||° dt = —/ (fody))od_,)dt

_ <f, ?/0 (P (f o ®,)) o <I>tdt>
<)~ IlfF < ()] (2.32)

Combiner ceci avec (2.31) et (2.32) donne

1

T 2 d+2k+2
1 [ IPsre @) e < YA,
0

VTC,

Ce qui acheve la preuve de la proposition. O

Remarque 2.2.12. La Proposition 2.2.11 nous donne une expression explicite de la
constante T.(N, &, K) dans le Lemme 2.2.7. Rappelons que ce lemme dit que pour tous
N, & > 0 et pour tout ensemble compact K C {f € H, || f|| = 1}, il existe T (N, ¢, K)
tel que

T
R AIRUEY:

pour tout T > T(N, ¢, K) et tout f € K.
En utilisant la Proposition 2.2.11, on peut choisir explicitement la constante :

d/2+k+1
20, C2N2 N>t

T(N.§) = as

1 /T
Ce qui nous amene a T/ | Px(f o @)||” dt < & pour tout T > T(N, €). Notons que
0

le choix de la constante dans le Lemme 2.2.7 ne dépend pas de K. Pour cette raison
nous utilisons la notation T'(N, &) au lieu de T(N, &, K).
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

2.3 Démonstration du résultat principal

Nous présentons ici le résultat principal : le théoreme ci-dessous qui nous permet
de connaitre la vitesse de convergence de ¢(t) quand ¢ est fixé et A tend vers I'infini.
On obtient ce résultat grace au théoreme de Constantin et al. en ajoutant la condition
du décroissement de corrélation et la Proposition 2.2.11.

D’apres la Proposition 1.2.12, si (®;);cr vérifie 'hypothese (H) (décroissement de la
corrélation), alors (®;):cr est faiblement mélangeant. Il satisfait donc la condition du
Théoreme 2.2.8.

Théoréme 2.3.1 (Résultat principal). Si (®y)icr vérifie Uhypothése du décroissement
de la corrélation, alors pour tout T > 0, il existe trois constantes A,,©,,= > 0 telles
que

HQSA(T)H < exp [_@TGD(EA))m] pour tout A> AT.

Les constantes ont les expressions suivantes :

= Gl o T 1 ST
T 904t T80 \ C5(1 4 2||ullLip)

90d*

A= ———
T Csllullup

exp | (1 + 2||ul|Lip)Cs max {1,

02 Q2 ' 90dir

Démonstration. Notre démonstration suit le schéma de la preuve donnée par Constan-
tin, Kiselev, Ryzhik et Zlatos dans [10]. Ils ont prouvé que pour tous 7 et 4, il existe
un €y(0) tel que pour tout € < €y(d), on a : ||¢°(7/€)|| < 6.

Notre but ici est d’expliciter les constantes, c¢’est-a-dire la relation entre € et  quand
7 est fixé. Nous allons introduire une fonction explicite e*P!(§) qui satisfait e*P!(§) <
€0(9). Il en résultera que

Nous allons faire de sorte que la fonction €P!(§) a une inverse explicite 6°®!(¢) et nous
obtiendrons donc :

67O e o)]| 6, pour tout 5

6 (7/€)|| < 0°P!(e), pour tout e suffissament petit.

Premierement, nous allons rappeler comment est construite la fonction €,(d) dans [10].
Ils définissent :

. T 1
0(9) := min {271(5)’ 20An (8) [ B2(t)dt} ’

olt Ay(6) est une valeur propre Ay (s) satisfaisant e MO/ < 5 et B(t) = d? [P lip
(voir les démonstrations du Théoreme 1.2 dans [10] et du Théoreme 2.2.2 dans [43])
ou 71(0) est une constante de sorte que :

I 1
T/ | Py (f o @) dt < g Pour tout T > 71(0)
0

et pour tout f € {f € H : 117 < An(6)}.
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2.3. Démonstration du résultat principal

Si nous pouvons trouver deux fonctions explicites 7°%'(8) et ASP!(6) qui satisfont :

TOP(8) > 7 (0) et ASP(8) > An(6),
alors la fonction

T 1
expl ? expl
2177 (0) 20a8%Y(5) [T B2(t)dt

ePL(§) := min

sera explicite et satisfera g™ (8) < €y(8). Nous trouverons par la suite une fonction

e=*PL(§) qui satisfait €P(§) < eP/(8) et qui a une fonction inverse explicite §°®!(e).

Nous choisissons la fonction AP (8) := —7201n(0) /7. Le Corollaire 2.2.3 implique que :

NOASP6)) — N (ﬂ) > 1, (2.33)
pour tout 6 > 0 tel que :
—801n(9) (C5+1)2

Cela équivaut a l'existence d’'une valeur propre Ay(s) telle que

—801n(0) <Ay < —7201n(0)

T T

= AP (5). (2.35)
On obtient donc un Ay(s) qui fonctionne dans la démonstration de Constantin et al. et
un /\?\’;pl(é) qui satisfait la bonne inégalité avec Ay (s).

Puisque 'on peut supposer que Ay(s)+1 > An(s), le Corollaire 2.2.2 donne :

pour tout > 0 tel que
—801n(0)
T Q2

D’un autre coté, avec la Remarque 2.2.12, nous obtenons

(2.36)

1 :800010§N(5)2A%(25”“
20 Cy
3d/24+r+1
) 1800C; C3Q3AN/
< &

_ 3d/2+rk+1
e ( 80 111(5)) N

T

7(0)=T (N((S),

ou
1800C, C?%

C- = 93d/2+n+192
5 d 02
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

On pose

€exp1(§) — ||U||Lip (237)
! 10d4NP(8) exp (2] ul|ripT ' ()]

pour tout § > 0 satisfaisant les relations (2.34), (2.36) et

—80In(6) > —. (2.38)

expl

Pour montrer que €'(8) < e2®(), notons que

T _ =720 fulluy el
2rPH(6) 1044 =L |, 7 P(8) T T0dAAGT(6) expl2fullwipTi ™ ()]

Ensuite, avec la Proposition 2.2.6, nous avons :

Texpl ((S) TEXPI (5) 4 . expl
/1 Bz(t)dt < / ! d4e2||u||Liptdt < d eXp[2HuHL1P7—1 (6)]
0 0 2||ullLip
et alors,
1 [[ullLip
expl expl expl :
20222 (5) [0 B2(tyar 10dAN"(0) exp[2[ullLipi™ ()]
En tout on obtient
1
7P (8) < min i = L)),

2177(0) 2005P (8) [ B2 (t)dt

D’aprés (2.34), nous avons AP () < C%Tf’(pl(é) et donc,

Etlaxpl((s) > CSHUHLip
= 90d47P(8) exp 2] ul Lip TP (8)]
Cs||u||uip

e = (), (2:39)
90d* exp[(1 + 2|u||Lip) ™ (9)]

. . I
ou nous avons utilisé e* > x pour x = 77~ (§) > 0.

La fonction €*P!(§) dans (2.39) a une fonction inverse explicite

1 O [l 1) 775
5P () 1= T In (2 Lip - . 2.40
(€) eXp[ 80 (c5<1+2|yu|\mp) n( 9044 e> (240)

La démonstration est complete en prenant

=._ Cs||ullLip o, — T 1 3dT2rt2
o= 9044’ T = 80 05(1 —+ 2||u||L1p)

et A, dans la remarque suivante. n
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2.4. Exemple sur le tore T? = [0, 1]?

Remarque 2.3.2. La relation entre 7 et ¢™P' est déduite de (2.39) et (2.37). Les
relations (2.34), (2.36) et (2.38) nous donnent :

—801n(s) (C3+1)° (2G5 1
> 1 241
—7- = maX{ 5 Qg ) Q?l 9 90d4T ( )
Finalement,
1 90d" exp[(1 + 2[|ul|Lip)T expl((s)]
€exP1(§) Cs|lullvip
3d/2+r+1
904" exp [(1 o 2lfuflip) Cs (2222 }
B Cs |ullwip
> A
avec
90d* (Cs+1)2 (2052 1 3d/2+k+1
AT = 1 2 i C 17 ) ) :
oy % |+ 2o {1, S S

Cette condition garantit que Csllul|rip/(90d%€) > 1, et le logarithme dans la formule
(2.40) est positif.

2.4 Exemple sur le tore T? = [0, 1]*

Cette section est entierement consacrée aux systemes dans le cas du tore T? = [0, 1)?,
ol nous connaissons explicitement les valeurs propres de I'opérateur laplacien. Dans
ce cas particulier, les Corollaires 2.2.2 et 2.2.3 seront simplifiés par le Corollaire 2.4.1.
En outre, nous pouvons donner, dans la Proposition 2.4.2, la valeur explicite de la
constante Cy de la Proposition 2.2.4. Les valeurs propres de 'opérateur laplacien —A

FIGURE 2.1 — Le tore T? = [0, 1]?

sur le tore sont :
A € {(2m)*(m? +n?), (m,n) € Z*},

avec comme fonctions propres correspondantes : @y, ,(x,y) = e2milmatny),

Formule de Weyl

Notons toujours A (z) le nombre des valeurs propres, comptées avec multiplicité,
qui sont plus petites ou égales a x.

N(z) = Zl =#{(m,n) € Z*: 2m)*(m* +n?) < z}.

A<z
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

Corollaire 2.4.1. Pour tout x > 0, nous avons N (z) < (v/z/7 + 1)2. De plus,
N((Vz +27)?) — N(x) > 1.

Démonstration. On pose : A(a) = # {(m,n) € Z* : m* + n? < a*}.
11 est facile de voir que

A(a) = # {(m,n) € Z* : 2m)*(m* + n®) < (2ma)*} = N (27a)’.
Pout tout a > 0, nous avons

Ala) =#{(m,n) € Z* :m* +n* < a’} < (2a+ 1)%.

Ce qui nous donne

De plus,

Cela veut dire que
#{(m,n) €Z® :m*+n* < (a+1)} —#{(m,n) €2’ :m*+n* <a*} > 1.

Ce qui est équivalent a

N@2r(a+1))? — N(271a)? > 1.
\/_5
2w

Le changement de variables (2ma)? = z donne a = et on en déduit

N((Vz +27)?) — N(x) > 1. (2.43)

Donc, le corollaire est bien démontré. O

Inégalité de Sobolev

Nous connaissons exactement les fonctions propres et les valeurs propres de I'opérateur
de Laplace sur le tore. C’est la raison pour laquelle on n’a pas besoin de I'inégalité de
Sobolev. On peut la remplacer par une autre inégalité plus simple, en évaluant les
propriétés des fonctions propres.

Proposition 2.4.2 (Plongement de Sobolev sur le tore). Soit k un nombre positif,
alors pour toute fonction propre v, de —A dans H, nous avons

lnllex < 25RAL. (2.44)
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2.4. Exemple sur le tore T? = [0, 1]?

Démonstration. On a :

”QOnHC"v = He

_ XR: H (627ri(mx+ny))(j)
j=1

(627ri(m:r+ny)) (%)

2mi(mx+ny) ch

sup

S/f‘

sup
De plus,

H (627ri(m:r;+ny)) (%)

= Z (2m) "l Liy - L,

(i1,ig,...in)€{l,2}
< (2m)"(m +n)".

sup

Cette inégalité implique que

Par conséquent, on obtient
lonllex < 22K

Théoreme de RAGE

Dans ce cas, le théoreme de RAGE ne change pas au niveau du schéma de la
démonstration, la seule différence concerne les constantes qui changent grace aux Pro-

positions et Corollaires ci-dessus.

Proposition 2.4.3. Pour tous N,T > 0 et pour toute fonction f avec ||f|| =1, nous

avons

V20,

K22 NN,
Ny

—/ |PNf cI)tH dt < ———

Démonstration. Nous avons déja vu dans la démonstration de la Proposition 2.2.11

1 /T
que Q(T)f = T/ (Pn(f o ®_y)) o ®ydt satisfait 'inégalité :
0

1Q(T

N
> // (105 © o) dsdl.

k=1 j=1

5

D’apres 'hypothese (H), il existe des constantes positives C, Cy telles que

[{or, 905 0 o) < Cre™ gl [lsl e -
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

D’apres la Proposition 2.2.4, pour tout n, nous avons

[ipnllee < 285
Avec (2.45), (2.46) et (2.47) on obtient

N T K K
1Q(T SZZ = / / Cre~Cls=tar N2 A2 dsdt

k=1 j=1
Oﬂ“( )// ~Cala—t|

= Hdsdt.

2
7\ &
En outre, nous avons

T T —CT
T 28— 1 2T
/ / el gsdt = 2C2 te - < =
0 C3 Cs

N
Il est évident que Z A2 < NA3. Ceci avec (2.48) et (2.49), nous donne
k=1

1Q(T)||” < T—CQNQ)\?V'

Nous avons pour toute f telle que || f||* = 1,

I 5 I
7| ipvseenita= £ [ ur o w00 a

1 (T
= <f, T/o (Py(fody))o q)_tdt>
< [|QUI)AANIAAN < 1R -

Finalement, (2.50) et (2.51) nous donnent le résultat

V20,

K22 NN,
VTG,

—/ 1Pu(f o B dt < Y250

Vitesse de relaxation sur le tore

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Les résultats obtenus précédemment dans le cas du tore nous permettent de donner

une version du Théoreme 2.3.1 avec les constantes meilleures.

Théoréme 2.4.4. Si (P;)er vérifie Uhypothese (H) du décroissement de la corrélation,

alors pour tout T > 0, nous avons

1 2
) . O ol )Y
< —= : A o0
6@l < e | -5 ((wwwoocluuumpw (156 il

ou
29k 2k+4
160 exp {(1 + —160001£7;,‘lf11p 2 ) ( oo + 37r> }

[[eelluip

A>
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2.4. Exemple sur le tore T? = [0, 1]?

Démonstration. Notons qu’on est dans un cas particulier avec dimension d = 2. Dans la
7 . PR . . A o 1
démonstration du théoréme principal (dans le cas général), nous choisissons Ay (0) =

2
( /_—80Tln5 + 27r> . D’apres (2.43), nous avons

2
N < —801n6+27r) _N(—801n5) -
T T

Cela est équivalent a l’existence d’une valeur propre Ay telle que

2

T T

Ajoutant (2.42), nous avons

2
2 —80Ind
= J73ms o
N =N(w) <N ( 801“%%) <<T—+1

T s

2
1 —80Ind
S —2 +37T
7 T

Alors,
(v L) 20220 Ny
20 Cy
4 2K
800C, k22" 1 —801Iné —801nd
<——F—— + 37 + 27
Cy md T T
80001225 [ [~801nd .
1R " - n . _expl
< Gyt ( —+ 37T> =710 2(9).
Pour
—801In¢ 1
> J
T~ 14407
nous définissons €*'(§) comme suit :
ex U||Li
€5 Pl(é) — ol H H p i
10d*XN" () exp(2||ul|LipT ™ ()
) el
2 . 2r14
10a4 (/22222 4 27) " exp {woocﬂj,'lfz“’“ 2 (/222 4 3r) }
2 “uHLiP — Ecxpl<5)

R 2k+47
e [ (1 B (/S 3™

La fonction inverse est donnée par :

1

0271'4 ||U||L 1 2n+4
6expl — _l 1 p ~ -3
(&) =exp | =55 ((Cﬂ‘*—l—160001|]uHLip/£22“ n( 160 ¢ i
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Chapitre 2. Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord

Donc,

L 2
A T Com? HuHLip 1 .
£ <exp |~ ! . -3
[67 @Il < exp | =55 (<027r4+160001||u||up/-c22“ n( 160 e Al

ou

B " 2k+4
| 160exp | (14 02t (| fos0hd 5] }
A = - = —
€ [Jwl|Lip
B . 2k+4
160 exp (1 + 1600012;'1?“{22 ) ( =+ 37T) }
2 L
[foafos
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Chapitre 3

L’expansion du trou spectral du
processus Ornstein-Uhlenbeck

3.1 Motivation

Dans cette partie, nous voulons étudier le comportement asymptotique du trou
spectral

p(A) := —sup {Re(z); z € Spec(L4)\{0}}

de la famille des opérateurs
Li=A+ (—D + AO)%V

Ici, A € R, C' et D sont des matrices symétriques réelles, d’ordre m, telles que D est
définie positive et (Cx, Dx) = 0, pour tout x € R™. Cela est vérifié pour C' = SD, ou
S est une matrice anti-symétrique réelle d’ordre m (voir Théoreme 3.1 [30]).

La limite du trou spectral des opérateurs L4 quand |A| tend vers 'infini peut étre
déterminée par la méme méthode que dans le papier de Franke, Hwang, Pai et Sheu
(2010) (voir [17]).Dans ce chapitre, nous voulons comprendre la vitesse de cette conver-
gence. Dans un article de G. Metafune, D. Pallara et E. Priola (2002) on peut trouver
une représentation du spectre Spec(L4) en termes de valeurs propres de la matrice F

(voir [35]). Ils ont montré que si juq, - - , p,. sont les valeurs propres de E alors
Spec(L4) = {7 = anuj ‘n; € N} :
j=1

Par conséquent, nous devons étudier le comportement asymptotique des valeurs propres
des matrices E quand A tend vers 'infini.

On va définir ici un nouveau produit scalaire (.,.), qui nous permettra de changer la
matrice C' = S'D en une matrice diagonale et D en une matrice hermitienne.

Définition 3.1.1. Pour tout z,y € C™, on écrit
ij=1
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

Notons que toutes les considérations d’orthogonalité et les projections orthogonales
dans ce manuscrit seront faites avec cette variante du produit.

Proposition 3.1.2. DC +C"D = 0.

Démonstration. Nous avons : (Cz, Dz) = 0, ce qui est équivalent a <x, CTD;E> = 0.
On note B = CTD ou C et D sont des matrices réelles donc B est réelle. On a donc
pour tout x € C™,

0 = (z, Bx) = (Bz,z) = (z, B"x).

Donc, (z, (BT + B)z) = 0 pour tout z, et (BY + B) =0, i.e DC' +C"D = 0. O
Comme DC + CTD = 0, nous avons
<C:U7y>D - <DC.T,y> = - <CTD[L',y> = - <D.’IZ,Cy> - - <x,Cy>D .

Par conséquent, la matrice iC' est auto-adjointe (ou hermitienne),

(iCx,y)p = (x,iCy) .

On en déduit que iC' a des valeurs propres réelles {vy, - - , v, } (comptées avec multipli-
cité). On peut supposer que les vecteurs propres correspondants {&x}x, k= 1,2,--- ,m
forment une base orthonormée de C™, i.e (§;,&;) , = Ok;-

Soit A la matrice diagonale formée par les valeurs propres de iC,

1
Vo

On note N
ij = <D§k7£j>[) . (31)

Soit K := |(A — 1) (I — P)| - |D + ay| ot Py la projection orthogonale sur I'espace

Hy ={{ € C™ : AL = &}

et —a; est une valeur propre de la matrice hermitienne P,D. Ici, | - | est la norme de
la matrice en particulier, c¢’est la plus grande valeur singuliere de la matrice.

Proposition 3.1.3. D est une matrice hermitienne, c’est-a-dire B = DT,
Démonstration. Parce que D est symétrique réelle, on a :

Dy = (D&, &) p = (D6, &) = (&, D*;) = § DG
De plus,

Djr = (D€, &), = (D%;,&,) = €T D%,

AlOI‘S, Ekj = Djk- ]
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3.2. Méthode pour trouver les o; et £

Nous voulons donner un développement asymptotique des valeurs propres de la ma-
trice iA—eD. Supposons qu’une valeur propre de cette matrice ait comme développement :

e = iU + €01 + 0 + Eag + - - - (3.2)
et que celui d'un vecteur propre correspondant soit :
E=EO 4 ecM 4 2@ 4 3¢B) oo (3.3)
Comme (iA — eﬁ)fe = u., on obtient :

(iA — D) (6O + e 4 2@ 1 S¢® ..

= (i +ear + g+ Eag+ ) x (€0 + eV 2@ 4 P )
(3.4)

Nous souhaitons trouver les aq, o, - -+ et &1 ¢@) ...

3.2 Meéthode pour trouver les «; et ¢U)

Dans cette section, nous déterminerons les coefficients a;; et § @), pour j < 4.
Soit Hj, le sous-espace propre de A correspondant a la valeur propre vy, c’est-a-dire

Hy = {€ € C™: AS = &),
Soit P la projection orthogonale sur 'espace Hy.

Remarque 3.2.1. On a P,(A—vil)z = 0 pour tout x € C™. En effet, y = (A—vpl)z €
Im(A — 1) = (Ker(A — . 0))" = H-.

Remarque 3.2.2. On a £© ¢ H,. En effet, en identifiant le coefficient de € dans
(3.4), nous avons : iAE©® = 1,0 et donc AE©) = 1, £0O).

On note PW) = p.. H®) = H, et o = iv,. Pour tenir compte que 'itération
suivante a lieu sur une structure d’arbre, nous introduisons des multi-parametres 5; =
(ap, 1, -, ) pour tout j > 1. On adoptera aussi les notations suivantes.

Notations 3.2.3. Pour simplifier la notation dans la suite, A — v}, et D+ a; désignent
respectivement A — ;I et D + a;I. Notons que (I — PPO)(A — )(I — P)) est un
opérateur inversible dans (H (BO))L. Nous utiliserons fréquemment son inverse :

X = (I — PP (A — 1)1 (1 — P,

3.2.1 Coefficients du premier ordre : a; et £
On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.2.4. Le nombre —ay est une valeur propre de la matrice hermitienne
Ka, = PBIDPB) et £O) est un vecteur propre associé. C’est-a-dire

< plso) P plo) 4 a1> ¢ — g, (3.5)
Ainsi, aq € R.
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Démonstration. On identifie les coefficients de €' dans (3.4). On a
iAW — DEO = 1 6D 40,0,

Ce qui équivaut a B
i(A =)W = DEO 4 0,60, (3.6)

On applique la projection P%) de deux coté de (3.6), et on combine avec les Remarques
3.2.1et3.22:

0 = pPo) [Z(A _ Vk)f(l)} = p(ﬁo)ﬁg(o) + oy PP 0) — P(ﬁo)ﬁp(ﬁo)g(o) + o €O, (3.7)

On en déduit que —ay est une valeur propre de PBo) D PBo) et €0 un vecteur propre
associé. Comme P%) est symétrique et D hermitienne, nous avons pour tout z,y €
H(BO) :

(Koo y) p = <p(ﬁo)ﬁp(ﬁo)x’ y>D — <jjp(ﬁo)x, p(ﬂo)y>D
_ <p(50)x7 ﬁp(ﬁo>y>D — <$ p<50>5p<ﬁo>y>D = (z. Kpot)

Ainsi, Kpg, est hermitienne et alors oy € R. O

Proposition 3.2.5. Le vecteur €1 dans Uezpression (3.3) peut se décomposer comme :
W = 5(()1) +€§1), ol 551) est choisi arbitrairement dans HP) et 581) est déterminé par :

& = Fpe® (3:8)
avec Fp, := —iX(D + al)] :
Démonstration. D’apres (3.7), on a
DEO 4 6@ = pBo) De0) (I — PPN DEO 4 0,6
- p(Bo)ﬁé:(U) + a8+ (I - p(ﬁo))[jf(O)
= (I — p(ﬂo))ﬁg(O)‘
La relation (3.6) devient
i(A — )€ = (I — PP Dg®), (3.9)

On a la solution générale ¢ = 5(()1) + 551) ou 5(()1) est déterminé uniquement par (3.9)
e

&Y = —i(I — P))(A — 1) (I — P)) Dg®
- [—iX(f) + al)} ¢
et fil) € H™) quelconque. Notons que (I — P¥0))¢0) =0, ]
On introduit le sous-espace
HP = {ee H) Kg &+ a1 =0} c HP). (3.10)

Ici, le parametre 3, = (ap, ;). On note P la projection orthogonale sur I'espace
H(B1)
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3.2. Méthode pour trouver les o; et £

3.2.2 Coefficients du deuxiéme ordre : ay et ¢?

En se basant sur le résultat précédent, on a des informations sur as.

Théoréme 3.2.6. Le nombre —aw est une valeur propre de la matrice anti-hermitienne
K, := PP)(D + a;)Fs PP et €O un vecteur propre associé. Ainsi, ag € iR.

Démonstration. On identifie les coefficients de €* dans (3.4). Nous avons
IAED — DEW Z ine® 4 0,60 4 qe®
Ce qui équivaut a
i(A — )P = (D + ap)EW + a6 ©, (3.11)

On applique la projection P(®) sur les deux cotés de (3.11) et on combine avec les
Remarques 3.2.1 et 3.2.2. Cela donne :

0 = pWo) [Z(A _ Vk)g(Q)] — P(ﬁo)(ﬁ + 061)5(1) + OzQP(BO)é(O)
— PP)(D + ap)eW + a6 ®. (3.12)

On décompose £ en : €M) = {’él) +§§1) suivant la Proposition 3.2.5. La relation (3.12)
devient

_ P(Bo)(ﬁ + 061)59) _ P(ﬁo)(ﬁ +a )5(()1) T o 5(0)
—(Kgy + )€Y = PE(D + a1)ElY + ane® (3.13)

Comme (Kg, + Cn)f}l) € Im(KCq, + 1) = [Ker(Ks, + a))t = (H(ﬁl))L (voir (3.10)),
on a P (K, + al)fll) = 0. Maintenant, on applique la projection P sur les

deux cotés de (3.13) et on remplace {0 par son expression dans (3.8), on obtient
p(ﬁl)(f) + 1) Fp, €0 4 apy6® =

Puisque € € H®Y on peut écrire :
(p(fh)(f) + al)]:ﬁlp(ﬂl) + a2> 5(0) —0.

On conclut que —ay est une valeur propre de g, et & () est un vecteur propre associé a
cette valeur propre. Puisque D est hermitienne et oy € R, on a pour tout z,y € HP)

(Kp,x, y <P(61) D+a1 )Fs, P y>

/\

PED + o)) (—iX)(D + a1) PPz, y>
2, PP)(D + ay)(—iX)(D + ay) P )y>
i <{L‘, Kﬂ1y>D

Ainsi, Kp, est anti-hermitienne et oo € iR.

D
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On cherche le vecteur €@, de facon analogue & la Proposition 3.2.5.

Proposition 3.2.7. Le vecteur €2 dans (3.3) a la décomposition : £ = 582) + 5%2),
ot £§2) est un élément arbitraire de HP0) et

&) = F2e0 1 FpelV. (3.14)

Démonstration. Comme £© € HB) = [gF0) ot ¢1) = &(]1) + él), nous avons, a partir
de (3.12) :

(D + n)EW + ap6© = (1 — P) <(f) +ane® 4 a2€(0)>
= (I = PP) (D + ay)e®
= (I — PP (D + )&l + (I - PP (D + an)ey”.

La relation (3.11) devient
i(A = 1)E@ = (I = PO)Y(D + an)el” + (I — PEY(D + )¢l

On obtient la solution générale £ = 5(()2) + §§2), ou

= —i(A = v) " (I = PYOY(D + ay)&s —i(A — )" (I = PPOY(D + )€V
= —iX(D+ a)&Y —iX (D + ay)eV
= ‘F/31§(gl) + ‘Fﬁ1§§1)'
Ici, §§ est arbitraire dans H®). Avec I’expression de fo Y dans (3.8), on peut écrire
&(]2) = ‘/__-5216(0) + ]:5159)‘
D’ou le résultat. O
On introduit le sous-espace
HP) = ¢ e HP Kg & +axt =0} ¢ H? ¢ g™, (3.15)
On note P?2) la projection orthogonale sur I'espace H(%2).

Remarque 3.2.8. Nous cherchons la formule suivante pour (1-— P(ﬁl))P(fBO)él).

Nous avons P Bl)f(l) e H®) donc PP)(D + al)P(ﬁl)f = (Ka + al)P(ﬁl)ff) =0
(voir la définition de H®) dans (3.10), alors, lopérateur P (D + o) est inversible
dans H) N (HBV)- d’apres (3.13), on déduit que

— PU(D + ay)gt” = PPN(D + 0n)& + 0ne®
o _P(ﬁo)(ﬁ + al)(l _ P(Bl))P(ﬂo)gl) _ (1 _ P(ﬁl))P(ﬁo) (ﬁ + Ozl)&(]l) + @25(0)] .

On rappelle que {é .7:515(0 et £© ¢ HBY ¢ HG) donc on a
(1 _ P(ﬂl))P(ﬁo)él) _ (1 _ P(51)) P(ﬁo)(ﬁ + 041)_1(1 _ P(ﬂl))P(Bo)(ﬁ + 041)-7:515(0)
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3.2. Méthode pour trouver les o; et £

Pour simplifier la notation dans la suite, on note
Y = (1—P@)) PEND 4 )7 (1 — PP plio),
On a donc
(1= PENPEID — _y(D + ay) Fs, O, (3.16)
Notations 3.2.9. On utilise fréquemment cette notation

Y = (1= PP)) PE(D 4 ay) (1 — PO plio), (3.17)

3.2.3 Coefficients du troisieme ordre : a3 et £©)

On répete la procédure de la sous-section précédente.

Théoreme 3.2.10. Le nombre —ag est une valeur propre de la matrice hermitienne
K i = PO(D+ ) |7, = Fo, V(D + o) F, | P
et €O un vecteur propre associé. Ainsi, as € R.
Démonstration. Si on identifie les coefficients de €3 dans (3.4), on obtient I’équation
iNE®) — DE@ = 1@ 4 €@ 4 ™ 4 e ©,
Ce qui est équivalent a
i(A = 1)E® = (D + 1)@ + apt® + aze®, (3.18)

On applique la projection P(®) sur les deux cotés de (3.18) et on combine avec les
Remarques 3.2.1 et 3.2.2 pour obtenir

0= PPND + )P + ap PP 4 aze®. (3.19)

D’apres la Proposition 3.2.7, nous avons £ = 562) + Sf). De plus, la Proposition 3.2.5
implique :

—P(BO)(E + 041)59) = P(ﬂ0)<ﬁ + @1)562) + 062551) + 0435(0). (320)
Par I'expression de 5((]2) dans (3.14), nous avons

_p(ﬁo)(ﬁ + 041)5?) _ p(ﬁo)(ﬁ + aq) [.7'%15(0) + }‘Blél)} + 042{:9) + a¢©

— P(ﬁo)(ﬁ + al)Fél + &3] 5(0) + [P(ﬁo)(ﬁ +041)-7'_/31 + Q{2i| §§1)
(3.21)

Par la définition de H®) et par le fait que £§2) e H®) on a

PPN(D + an)ef? =(Kg, + an)ef” € Im(ucﬁo - al)) = (Ker(KCs, + )t = (H)".
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Maintenant, on applique la projection P%t) sur les deux cotés de (3.21). Ceci donne
0= [P(Bl)(f) +a1)F3, + 043:| ¢0 4 [PW(E + ;) Fs + aQPW] D (3.22)
On peut écrire le coté gauche de cette équation comme suivante :
[PW(B + 1) Fy + aQPwl)] €W = [PW(E + 1) Fy + azpwﬂ} pEeD
+ [POND + ) Fs, + PP (1= POV
= (K + az) POV
+ PBO(D + a1) Fp, (1 — PP)eh.
La relation (3.22) devient

0= |POI(D +an)F, +as] €0+ (K, +02) POE + POID 4 ) Fy, (1= P,
(3.23)

Puisque P(ﬁl)él) € H®) on a
(Kp, + ag)P(ﬁl)él) e Im(Kps, + a3) = (Ker(Kg, + as))" = (H('@))L.
On applique la projection P2 sur (3.23). Comme ¢ € H®) on a
0= [P(BZ)(ﬁ + o) F5 + 043} ¢O 4 PE(D 4 o) Fy, (1 — PENYED,
D’apres la Remarque 3.2.8, cette relation est équivalente a
0= [P(BQ)(ZND + o) F5 + 043} ¢O — PO(D 4 ay) Fp, V(D + o) F, E©
= PO)(D + 1) [F3, = Fo, Y (D + ) Fy, | PAIED 4 g,

On en déduit que —ag est une valeur propre de Kg, et £ () est un vecteur propre associé.
Comme D est hermitienne et a; € R, nous avons pour tous x,y € H (B2) .

<P(ﬂ2) (ﬁ + &1)F§1P(62)$, y>
D

- <P<ﬂ2>(f) 4 ) (—iX)(D + an)(—iX)(D + a)) PPy, y>D

— <x, P(ﬁz)(f) + al)(—iX)(ﬁ + al)(—iX)(ﬁ + al)p(ﬁz)y>D

= <$, P(ﬁQ)(ﬁ + al)fglp(62)y> )
D

D’une maniére analogue, on peut montrer que P2 (D + ay)Fs, Y (D + o) Fa, PP est

hermitienne. Par suite, Kg, est hermitienne et a3 € R. O

Proposition 3.2.11. Le vecteur €3 dans lezpression (3.3) peut se décomposer : €3 =
(()3) + §§3), ot §£3) est arbitraire dans H%) et

&9 = Foe® 4 720 4 Fip e (3.24)

avec
Fay = Fj 4 (—ia X) Fp,. (3.25)
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3.2. Méthode pour trouver les o; et £

Demonstmtion D’apres la formule (3.19), on a : () = 562) + 5%2), W = (()1) + §§1), ol
(2) 51 et £©) sont tous dans H %),
Par conséquent,

(D +a1)e® + ast™ + ae®
= (I — P)) [(f) +ap)E® 4 a,e® agg(ﬂ)]
= (I = PP)Y(D + an)el? + (I = PP)(D + a1)e? + (1 — PE)elD.
La relation (3.18) devient
i(A = 1)E®) = (I = PO (D + a)ef? + (I — PP (D + ay)e? + ap (I — PO e,

La solution générale ¢® peut se décomposer comme : £6) = 5(()3) + ff)
ou ff’) est arbitraire dans H%) et 5(()3), déterminé par (appliquer (3.14) et (3.8)) :

&) = —i(A — ) (I = PPY(D + a)e) —i(A — 1)1 (I = PP)(D + o)
—iag(A —v) NI — PPV
= —ZX(D + o)l —iX (D + ay)EP —iay xel)
= f61£0 + f61§1 - @042X§0
= Fou (FREQ + Fatl") + Fae + (- z’cmX) Fi 60
= (73, + (—i0aX) Fp, )60 + FRel" + Fagl?
= F® + 756" + Fo g
Ceci termine la preuve. O

On rappelle que Kg, = P (D + ay) [.7:51 - ]—"BIY(E + 1) Fp, | P2, et on définit

le sous-espace
HB) . {g e H(’62),1C52§ + a3 = 0} c HB2) — gB) — o) (3.26)

On note P®) la projection orthogonale sur I'espace H ().

Remarque 3.2.12. Nous cherchons la formule suivante pour (1 — P(ﬂl))P(ﬁo)ff).

D’apres (3.20), nous avons
—P(ﬁo)(ﬁ + oq)éf) = P(ﬂo)(ﬁ + 041)562) + 042551) + a5,
Lopérateur P%) (D + ay) est inversible dans H®) 0 (H®)L on déduit que
—PY)(D + ay)(1 — P(B1))p(ﬂo)§§2)

= (1 — p¥))pbo) [p(ﬁo) 54—041) (2) +042§1 +a3£(0)]

= (1= PP [(D +ay) (f;f“” + Fat") + st
Alors, avec I'expression de (1 — P))pi&) ) dans la Remarque 3.2.8, on a
(1= PONPHED =~y [(D + ) (Féls“” + Fal’) — 0oV (D + ) Fy €|

=-Y [(5 + 041)]:521 — agY(ﬁ + 041)./—"51:| O — Y(E + al)]—“51§§1).
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

Remarque 3.2.13. Nous cherchons la formule pour (1 — P(BQ)) P(Bl)él). On rappelle
la relation (3.23),

0= | PO(D + )3, + as| €0 + (K, +a2) PP + POY(D + ) Foy (1 = PO,
Ceci est équivalent a

~ (K, +a2) POVE = [PO(D ) F3, + ] €9 POVY(D + 00) F (1 = POV

L’opérateur (Kg, + ag) PP est inversible dans H®#) N (H(BQ))L, on note
7 = (1 — P(ﬁz)) p61) (’C51 +Q2)—1 (1 _ P(ﬁQ)) pB)
Alors

(1— P@)) PP = —Z(D + ) [fgl — FaY (D + al)fﬁl} ¢©

ici on a utilisé le résultat de 'expression (1 — P(Bl))ffl) dans la Remarque 3.2.8 et
5(0) c HB2) « B,

3.2.4 Coefficients du quatriéme ordre : a, et £

On continue & déterminer les coefficients du quatrieéme ordre de €* dans le développement
(3.4).

Théoreme 3.2.14. Le nombre —ay est une valeur propre de la matrice anti-hermitienne
Kgs, := PP)(D + ay) %
x(Fo. = Fa Y (D + a)Fh, = FAY (D + 1) Fs,
+ F3,Y (D 4 1) Fs,Y (D + ay) Fs, + asFs, YD + o) F,
— | P8, = FaY (D +a)Fa, | 2(D + ) |[FE, = Fo Y (D + 1) Fy, | ) PO
et £O) est un vecteur propre associé. Ainsi, oy € iR.
Démonstration. On identifie les coefficients de e* dans (3.4) pour obtenir :
iAW — DE® = ixeé™ + 6@ 4 6@ + g™ 4,60,
Ce qui équivaut a
i(A =)D = (D + 01)E® + 6@ + age® 4 . (3.27)

On applique la projection P®Bo) sur les deux cotés de (3.27), en tenant compte des
Remarques 3.2.1 et 3.2.2. De plus, par les Propositions 3.2.5 et 3.2.7, 5(()2) et 5(()1) sont
dans (H¥))+. Dou :

0= P(BO)(E + 061)5(3) + 062§§2) + Oé3§§1) + 0645(0).
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D’apres la Proposition 3.2.11, on a :

— PO (D + ;)¢
= P)(D + 041)5(()3) + 04259) + ast) + a,
= PEO(D + o) [Fu€® + F3 0 + Faut?] + ol + sl + au®

— [PO)(D 4 ay)Fs, + a4] £ 4 [P(Bo)(f) +a1)F2 o+ ag} £

+ [PWD + ) Fo, +az| €. (3.28)
Par la définition de H®) et par le fait que ég) € H®) on a
PE(D + an)et” =(Ka, + an)e” € (s, + 1)) = (Ker(K, +an))™ = (H®)"
Maintenant, on applique la projection PV sur les deux cotés de (3.28). Ceci donne
0= [P(ﬁl)(f} + aq)Fp, + oq] 5(0) + [P(ﬁl)(ﬁ + ozl)]:gl + agP(ﬁl)] f{l)

+ [PW(E + 1) F, + a2p<51>] P (3.2

On réécrit
[p(bﬁ)(ﬁ + 1) Fs, + a2p(ﬂ1)} e® _ [p(ﬁl)(f) + 1) Fs, + a2p(51)} pBe®

I [P(ﬁl)(ﬁ +a1)Fs + a2p(ﬁ1)} (1— PO

= (a1 + ) PPg"
+ P(ﬁl)(ﬁ + 051)-7:,81(1 _ p(ﬁﬂ)g?)‘

1 1
(Kﬁl + ag)P(ﬁl)é’p) S Im(/Cm + O[Q) C <Ker(/C51 + Oég)) = <H(52)> .

On applique la projection P%) & (3.29). De plus, £ € H) et on va utiliser I'expres-
sion de (1 — P(ﬁl))éz) dans le Remarque 3.2.12 pour obtenir :

0= |:P(,32)(ﬁ + Oél)fﬁg + 044:| 6(0) + [P(BZ)(E + al)fgl + OCSP(/BQ):| 5%1)
= PU(D + ) F, (Y [(D+ )3, = a2V (D + 1) Fy, | €0+ V(D + an) Fpgl”)
Ceci est équivalent a

0= P(ﬁz)(ﬁ + 041) (F52 - ,FEIY(E + Oél)fgl + OéQf51Y2<ﬁ + @1)?51) 5(0) + 0445(0)

+ (P(52)(E + al)f621 _ P(ﬁ2)(i§ + al)f51Y(5 + al)}_ﬁl + CY3P(52))5£1)
(3.30)
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

On réécrit

(P('32)<l~) + 041>'F§1 _ p(ﬁz)(f) + al)f-'BlY(f) + ay)Fp, + OégP(ﬁz))él)
= (POID + ) B, — PPD + ) Fo, Y (D + 1)y, + 0P ) POIELY

+ (PPI(D + an)F3, = PP)(D + 1) F3,Y (D + 1) Fo, + agP™) ) (1 — P
= (K, + ag) PP

+ PPN(D + ay) (F§1 — Fa,Y(D + Oél)f&) (1— PO,

On a
s 1
(Kg, + a3) PPN € Im(KCg, + a3) C (Ker(lC52 + a3)> - (H(53)> _
On réécerit

PO (D +a) (F, = Fo Y (D + 1) Fa, ) (1 — POl
= p(ﬂﬁ(ﬁ + ay) (-7:51 _ fﬁly(ﬁ + 041)]:51) (1— p(ﬁz))p(ﬁl)él)

+ POD + 1) (F4, = Fo Y (D + 1) Fa, ) (1= PO (1 = Pl

On applique maintenant la projection P¥) sur (3.30), et on utilise I’expression de
(1—P®B) PB)¢Y dans la Remarque 3.2.13 et I'expression de (1—P®#2)(1— Pl =
(1= PG e® = (1 — pBYPBEID dans la Remarque 3.2.8 on obtient

0=P*) (D +a) (]:ﬁz — F5Y (D + an)Fj, + anF,Y(D + 041)7:51> £ + au®

— PB)(D + ay) []?521 — Fs,Y(D + 041>]:61} Z(D + o) [}"gl — Fs,Y(D + 041)7:61] ¢©

— P@)(D + ) [Fgl — Fa,Y(D + al)fﬁl} Y (D + a1)Fp €.
Ce qui montre que —ay est une valeur propre de

Ks, == PU)(D + ay) x
% (‘Fﬁz — F5,Y(D +a1)F3, — FAY(D + o) Fp
+ FuY(D+ 1) Fs Y(D + 1) Fs, + 0aFp Y (D + on) F,
— | P8, = FaY (D +a)Fa, | 2(D + ) |G, = FoY (D + 1) Fy, | ) PO

et £ est un vecteur propre associé. Comme D est hermitienne, a; € R et ay € 1R, on
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3.2. Méthode pour trouver les o; et £

a pour tout z,y € H) .

<P(50>(1~) + ) Fa,a, y>D

= (PED + an) [F§, + (—icsX)Fp] . y>D

= (P®)(D + ) (=iX)(D + an) (=iX)(D + an)(=iX) (D + an)a )
+ <P<ﬁo>(f> +an) (i X)(—iX)(D + a1, y>D

= = (2, PUD + ar)(=iX)(D + an) (=iX)(D + an) (=iX)(D + ar)y )
— (2, PO(D + ay)(—iaz X) (i X)(D +an)y)

= = (@, PPUD + ) [Ff, + (—icoX)F] y)

On procede de la méme facon pour les autres parties dans 'opérateur Kg,. On conclut
que g, est anti-hermitienne et oy € iR. ]

On définit le sous-espace
HBa) .— {5 c H(63),IC53§ + il = O} c HB3) « gB2) - g — gbo), (3.31)

On note PP la projection orthogonale sur I'espace H).

Par analogie a la Proposition 3.2.11, on a :

Proposition 3.2.15. Le vecteur €4 dans lexpression (3.3) peut se décomposer comme :
€W = 5(()4) + W €W est arbitraire dans H®0) et

§" = Fut® 4+ Foull) + FLEY + Fantl”

avec

Fay = Fp,Fp, + (—ioX) F5, + (—iczX)Fg,. (3.32)

Démonstration. Comme PB)¢® = ¢ ploc) = ¢ op ¢ ¢ FE) 1a formule
(3.28) donne :

DE® 4+ 0163 4 6@ 4 5™ 4 q,6©
= (I - P) [(5 4 a)E® 4 agt® 4 age® 1 Oé4€(o>}
= ([ _ P(ﬂo))(ﬁ + 041) (()3) + (I _ P(Bo))(ﬁ + al)éff)
+ (I _ p(ﬂo))&(}?) T ag (] _ p(ﬁo))g(()l).
La relation (3.27) devient donc
Z(A — Vk)£(4)

= (I = PEY(D + ay)&l + (T — PO (D + 1)l + an (1 — PE)¢?
T ag(I — PEO)E),
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

La solution générale £® = (()4) + 5%4) ici 54) est libre dans H%) et
= —i(A = p) (I = PYY(D + ay)es? —i(A — 1) (I = PPOY(D + )€l
—iag(A —v) (I = PPN —iag(A — 1)L (I — PP) eV

— —iX(D+ )&l —iX(D+ a1)e? —ia Xl —iasxel)

= Fals) + Fa&l” —ion X&) —iag X"

= Fo [ PO + Fhe + Fpl?] + Fae?
o X [fﬂ2g<°> + fﬁlgﬂ — oy X Fp €0

= [F5,Fp, + (—icnX) F3 + (—icsX)Fp, | €O
+ [F3 + (—ianX) Fp ] €Y + F2.6) + Fp el

= Fp, €0 + Fo eV + F2 e 4 Fpe®. (3.33)

Dans ce calcul, on a utilisé I'expression de 5(()3) dans (3.24), celle de 552) dans (3.14) et
celle de 531) dans (3.8). O

Remarque 3.2.16. Comme avant, on va chercher les expressions pour
(1 _ P(ﬁl))P(ﬁo)gﬁ)
(1— p(ﬁz))p(ﬁl)é?)
(1— p(ﬁs))p(ﬁz)él)‘

Avec ces expressions, on répete le schéma pour trouver as et Kgs,. Les développements
des autres Kg, sont expliqués dans la Remarque 3.3.2, d'une facon sommaire.
Jusque-13, nous avons traité explicitement les coefficients au cas par cas de : €°, ¢!,
€2, €3, ¢*. Dans la suite, nous allons présenter une méthode générale récursive. La raison
pour laquelle on s’arréte & € est qu'on peut deviner la formule générale pour la partie
f(()n) apres €*. Les formules et les démonstrations se trouvent dans la prochaine section.

Notons que la série de sous-espaces
H®) o gBo o g ... o gBi-) o gBi) o ...
va s’arréter. Ici, pour tout j =3,--- ,n:
HP) = {¢e HP-) (Kg,_, +a;)¢ =0} .

On va supposer qu’il existe N € N tel que H¥¥) = HB~x+1) = ... (voir la Figure 3.1).

3.3 Deuxieme résultat principal

Nous allons maintenant présenter une procédure itérative qui poursuit le processus
de détermination des coefficients a; et § () dans le développement asymptotique de vj.
On définit la matrice F3, comme suit :

n—2
fﬁn = ‘FBI‘Fﬁn—l + Z<_ian)'F5”*j + (-ian,1X)Fgl + (—ioan)fﬁl (3.34)

Jj=2
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3.3. Deuxieme résultat principal

FIGURE 3.1 — Les sous-espaces H (%)

avec
Fo = Idem, Fpy, = [—iX(D + an)], Fp, = Fi + (—icaX) Fp,.

Nous allons maintenant adresser la question de déterminer les coefficients dans les
développements :

Ee=80 4 eeM 4 2@ 4 S3¢B) .o

. 2 3
e = W + €0y + € Qg + €y + - - -

3.3.1 Comment trouver ™ et o, ?

Dans cette section, nous présentons les formules de a, et £, pour un entier donné
n. Le résultat est donné sous forme d’une relation de récurrence.

Théoreme 3.3.1. Soit n un entier tel que n > 3, alors : le vecteur €M) peut se
décomposer comme : €M = f(()") + 5@, ou £§]) e H®) V5 et

n—1
n n—j—1 n—=2 n—1
&7 =Y Foa T+ PR + Fag . (3.35)
j=2
Démonstration. On va démontrer le théoreme par récurrence sur n.

Pour n = 3, on a déja montré 5(()3) = F5,&0 + F3, %1) + .7:51552) (voir Proposition

(3.2.11)). De plus, pour n = 4, on a 584) = Fp, 0 + ]:52&1) + f21§§2) + }'glﬁf’) avec
Fpy = Fp, Fpy + (—iaaX)F5 + (—iaz X ) Fp, (voir Proposition (3.2.15)). Ceci montre le
théoreme dans les cas n =3 et n = 4.

On suppose que les deux résultats sont valables pour tous les k # n, c’est-a-dire

n—1
0 =S Y 4 R 4 g (3.:30)

=2
ol les F, ont été définis dans (3.34).
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

Nous allons prouver la formule (3.35) pour n + 1. Dans la relation (3.4), on identifie
les coefficients de €"*! pour obtenir I’équation :

i(A = 1)) = (D + a1)e™ + ) a9 (3.37)

J=1

Si on applique la projection P¥0) & cette équation on obtient, par la Remarque 3.2.1,
I’équation suivante :

0= PEND + )™ + PP " 609, (3.38)
j=1

Comme ¢ ¢ H¥0) et fi"ij) € H®0) on peut utiliser (3.38) pour transformer (3.37)
en :

i(A — )Y = ([ _ p(ﬁo))(f) + ay)E™ + (I _ p(ﬁo)) Z ajﬂg(n*j)
j=1
n—1

= (] — P(ﬂo))(ﬁ + Oél)f(n) + ([ _ P(ﬁo)) Z aj+1§(gn_j).
j=1

D’apres 'hypothese de récurrence (3.36), nous avons :

n—1
(()n+1) = (A — Vk)_l(f _ P('BO))(D + 041)5(”) — (A — Vk>_1(l — P(BO)) Zaj+1§én—9)

J=1

n—1
= B —iX 3 gl

j=1
n—1 '
= Fa & + Fp&” —iX > &
j=1
n—1
n—j—1 n—2 n—1 n
= P | Fa el 4 PR+ Bl Y| gl
j=2

n—j—1

n—1
. n—j—Ii—1 n—j—2 n—j—1
—ZXZ%H[Z Fotl Y 4 FR eI 4 eV
j=1 1=2

Dans cette équation, on cherche le coefficient devant £©) =: £§0). On trouve :

n—3
Fa, Fs, , + Z<_i05j+1X)an7jf1 + (—ianle).Fgl + (—ia, X)Fpa,
j=1
n—2
= T3, Fp, + > (=i, X)Fs, , + (—icn 1 X)F3, + (—ic, X) Fp,
j=2

= ]%%.
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3.3. Deuxieme résultat principal

Ceci correspond au coefficient associé a 550) a l'étape (n + 1) dans la formule (3.35).
De méme, nous calculons le coefficient devant 551) :

n—4
"T_-&‘F,Bn_z + (—Z'onj+1)‘/_"ﬂn7j72 + (_iOén_QX)Fgl + (—z’an_lX)}"ﬂl
j=1
n—3
= FpFppn+ O _(—ia; X)Fp,__, + (—ian 2 X)F3, + (—icn_1X)Fp,
=2

Nous pouvons continuer cette procédure en calculant les coefficients devant 552), 5%3), e
jusqu’a ce que nous obtenions le coefficient devant §§n72). Le coefficient devant ff”fl)

est égal a F; 521 tandis que le coefficient devant én) est égal a Fp,. Par conséquent, (3.35)
est vrai pour n + 1. L]

La figure suivante peut permettre de mieux comprendre les constructions des 59 ),

5(0) e HBn) c HBn-1) ... c H(Bo)

Jﬁ/d” i -9 g
@ = F2E0 4 Fp, (1) €2 ¢ g0 €@ = ¢ 4 @
(()3) _ .7'-,325(0) +]:§] §1) +]_-ﬂl£§2) £§3) c H(Bo) €3 — €(()3) +€§3)
n n—1 n—j—1 n—2 n—1 n n n
=T P T+ BT+ Fa " ) e HO) £m = gl + ¢V

FIGURE 3.2 — Les constructions de 59) a I’étape N

Remarque 3.3.2. En regardant le schéma pour trouver ay, il nous semble que 1’'on
puisse trouver «,, avec le méme chemin. On peut conclure que le nombre —a,, est une
valeur propre d’'une matrice Kg, ,. En d’autres termes, nous avons

[Kﬁn—1 + O./n:| f(o) =0.

Ici, la matrice Kp,_, est construite par les matrices Kp; et 'expression de

(1-— P(Bj))P(ﬁjfl)é"H_j) pour tout 0 < j < n — 1. En effet, supposons que —a,, est
une valeur propre de K, , et que 'on a

H®) > gBy o g ..o gBi-) o5 g6 o ...
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

ou, pour tout j =3,--- ,n :
1Y) = {¢e HP-) (Kg,_, +a;)¢ =0} .

On suppose qu’on a trouvé la matrice Kg, pour tout j < n —1, maintenant on cherche
Kg,. Tout d’abord, on doit chercher les expressions de

(1— p(ﬂl))p(ﬁo)én)
(1— p(ﬁz))p(ﬁl)é"—l)

(1— p(ﬁj))p(ﬂj—ﬂé”“‘j)

(1— P(ﬁn))P(Bn—l)é‘gl)

A l'étape j, on prend le projection P%) sur Iéquation (3.37) et on va utiliser le fait
que
PO (K, + ag) PO0gm ) =0,

puisque
e i 1
(K, , + aj) PP=Iert77 ¢ Im(lCﬂF1 + aj> C <Ker(IC5j71 + ozj)> = <H(’Bﬂ')> :

On va continuer jusqu’a ’étape n, on va trouver une relation entre les opérateurs ou il
y a des matrices Fg,), les a; (0 < j < n+ 1), on en déduit I'opérateur IC,.

3.3.2 Les propriétés de Fj,

Dans cette partie, nous présentons les propriétés de Fz, qui nous permettent de
trouver le comportement de «, et comprendre que la propriété des o; est alternée entre
imaginaire et réelle. D’apres la définition de Fg,, on a :

n—2
Fs, = Fa,Fp,_, + Z(_ij>‘FfB"*j + (_ian—lX>F521 + (—ion X) Fg,

=2

n—3
= f@l [f@lf5n2 -+ Z(—ian)f5n7j71 + (—iOén,QX)fgl + (—iaan)fgll

j=2
n—2 n—j—2

T Z<_ij) Fr B0 T Z (_ialX)F'B”*f*l
j=2 1=2

+ (_Z-Cknfjle)fgl + (—Z&n]X)Fgll

+ (—ian,lX)]:gl + (=i, X)Fp,

Ce qui conduit a une expression de Fj3, en termes des Fpg,.

60



3.3. Deuxieme résultat principal

Théoréme 3.3.3. Pour tout n > 3, la matrice Fg, vérifie la relation suivante :

n+1 \m b a b a
=Fi + E E (=)™, -y, E E X Fgh - X Fy!
m21 ki+-+kn<n p>1 ag+-+ap=n+1-Y_k
Vi,k;>2 by+-tbp=m
ki Sho <<k ap>1,a;>0,b,>0
(3.39)

Démonstration. Nous procédons par récurrence.

Pour n = 3, par les Propositions 3.2.11 et 3.2.7, on a :

fgg = ]:,31]:,32 + (—iOéQX).Fgl + (—iOégX).Fgl
— P (T, + (mi0aX)Fy, ) + (—i0aX) T3, + (—iagX) F,
= ]—“41 + (—ic) <f51X]—“51 - XJ—“§1> + (—iaz) X Fp, .
Ici, on a prism =1,k; =2 ou ky = 3.

De fagon plus précise, avec k; = 2, on obtient les deux termes (de la somme) :
(=)o F3, X Fp, + (—i)as X Fj,, et avec ky = 3, on obtient le terme (—i)as X Fp, .

Supposons que la formule est vraie pour 7 < n. On va la démontrer pour j =n + 1.
D’apres la formule (3.34) et par hypothese de récurrence, nous avons

n—1
Fao = Fp, Fp, + g —i0; X ) Fp, .0, + (=i, X) Fj, + (—ian1X)Fp,
— n+2 + E E (_i)makl . § E f Xbl a1 . 'Xbpfgf
m21 ki+--+kn<n p>1 a1 +-+ap=n+1-3 Kk
Vi,k>2 by 4+ +bp=m
k1<ko<---<kpm ap>1,a;>0,b->0
n—1
. n+2—
+ E (—ic; X) | Fy 77+
=2
E E _qg\m E b1 a1 | ybp
+ ( Z) akl akru X ﬁl X
m21 kit Fkm<ntl—j p>1 a1+ +ap=n+2—j—Y ki
Vi,k>2 by 4+ +bp=m
k1<ko<--<km ap>1,a;20,b->0
. 2 .
+ (—ian X)F5, + (—ion1X) Fp,
= T3+ AL+ Ay + As.
ou
o b a b a
A=Y > (), Y > Fo XU g XUy,
m2>1 ki+-+kn<n p>1 a1+-~+ap:n+1—z k;
Vi,k;>2 by+-tbp=m
ki<ho < <km ap>1,a;>0,b,>0
n—1 n+1
- . n+2—7 . 2 . o . n+2—j
Ay = E (—zosz)}" + (=10, X) F3, + (—ian 1 X) Fp, = E (—ia; X)Fp "7,

Jj=2

j=2
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Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

et
n—1
— E v E E P\ § § b1 a1 by TAp
./43 = (—’LOé]X) (—z) ok, O, X f/31 oo X pffﬁ
Jj=2 m>1ki++kn<ntl—j p>1laj+-tap=n+2—5-3"k
Vi,k;>2 bi+--dbpy=m
ki <ka<- <kpm ap>1,a>0,b,>0
. N1 b1+1 rax by, 0p
= E g (—1) gy - O, O E E X Fg e X FgT
m2>1ki+-+kpm+j<n+1 p>lai+-4ap=n+2-3 k;—j
Vi, ki >2 bi+-+by=m
k1<k2<--<km ap>1,a;20,b,.2>0

On peut prouver que A; + A + A3 est égale a la somme

Syt = Z Z (=)™t vy - - - O, Z Z Xh}"gll .. .Xbpf;f.

m2>1ki+-+km<n+1 p>1 a1 +Fap=n+2-3"k
Vik>2 by 4 +bp=m
kiske S-Sk ap>1,a;>0,by>0

En effet, les termes de S,, 1 qui correspondent respectivement au choix b; = 0, au choix
(by # 0 et m = 1) et au choix (by # 0 et m > 2) se trouvent dans A, Ay et As. O

Voici un exemple qui donne une vision plus claire de la preuve du Théoreme 3.3.3.
Exemple 3.3.1. Pour n = 4, d’apres la formule on calcule (3.34), on a
2
Foo = Fo, Foy + Y (i X) Fp,_ + (—iasX) T3, + (—iaaX)Fp,
j=2
= Fp, Fay + (—iaX) Fp, + (—ias X ) Fj, + (=i X) Fp, (3.40)

On va montrer que Fp, peut s’écrire sous la forme :

Foo=Fo+ Y. (=) ok o, > XU Fgr . XPapgr o (3.41)

ki4-+km<4 ar+-+ap=5—>_k;
Vi, k;>2 b1 +bo++bg=m
m=1 ap>1,a;>0,b, >0

En effet, on considere la somme dans les cas suivants :
o Pourm =1, o0n ak; €{2,3,4}.

Si k1 = 2, on obtient le terme
(=) (fgl X Fy, + Fo, XF2 + X]—“?’l) .
Si ky = 3, on trouve le terme
(~i)os (o, X Fo, + XF3,).

Si ky =4, on a le terme
(—i)au (X Fs,)

o Pour m = 2, on a k; + ko = 4. Ce qui donne une seule possibilité k; = ko = 2.
On obtient le terme
(—i)2a2a2 <X2.Fgl> .
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Donc,
Fou = Fhy + (=i)s (FE X Fo, + Fy, XF3, + XF3,)
+ (=i)as(Fo, X Fp, + XFE, ) + (=i)ou (X Fy,)
+ (=i)?azas (X2F,).

Ceci est exactement la forme de Fz, dans (3.40) apres avoir utilisé les formules de Fp,
dans (3.32) et de Fp, dans (3.25).

Exemple 3.3.2. Maintenant on traite le cas n = 5. D’apres (3.34) on a :

3
Foy = Fo T+ > (o X)Fo,_, + (—icuX)Fj, + (—ios X) Fp, (3.42)
j=2
= f51f54 + (—iagX)fﬁ3 + (—Z'Ong)]:/BQ + (—Z‘Oz4X)JT"B21 + (—ia5X).F51
=X+

avec
X = f51f54 et y = (—i()ng)fg3 + (—iOégX)ng + (—Z'OZ4X).F521 + (-iOé5X).F51.

On va montrer que Fa, a la méme forme que dans la formule du Théoréme 3.3.3 :

Fp = FS + Z (=)™ eu, - v, Z Xt Zf"‘qu o (3.43)

kit +km <5 art-+ap=6-3"k
Vi,k >2 b1+ba+-+bg=m
mz1 ap>1,a;>0,b,->0

On considere la somme (3.43) dans les cas suivants :

o Pourm=1,ona:k €{23,4,5}
- Si k; = 2, on obtient le terme

(=)o (F3, X Fo, + FEXFR, + F XF, + XF ).

On voit que les trois premiers termes se trouvent dans Fz, Fs, (voir 'Exemple
3.3.2). De plus, le dernier terme se trouve dans ).

- Si ky = 3, on a le terme
(=)o (]—'ngfgl + Fa X T2 + X]-"?’l)

Les deux premiers termes se trouvent dans Fz, Fg, (voir I'Exemple 3.3.2) et le
dernier terme se trouve dans ).

- Si ki =4, on a le terme
(_i)a4(‘7,31X"t;31 +X‘F21>

Le premier terme se trouve dans X (voir I'Exemple 3.3.2) et le dernier terme se
trouve dans ).
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- Si ky =5, on a le terme

(=) (X]-"gl>

o Avec m =2, on a ki + ks € {4,5}, donc

- Si k; = ko = 2 on obtient le terme
(_i)2&2a2 (*F/BlXQ]:ﬁl + XfﬁlX‘F,Bl + XQJ:521>

Le premier terme se trouve dans X et les derniers termes se trouvent dans ).
-Si k1 =2,ky =3 on a le terme

(—i)ZOéQCYgXQFgl

Ce terme se trouve dans V.

-Si ky =3,ky =2 on a le terme
(—Z')2Oé3042X2fB1

Ce terme se trouve dans ).
En additionnent tous les termes de , X et de )V on obtient Fg, :

Fy = oz (F3 X Fo, + FLXF, + Fo, XF, + XF})

s (FEXFs, + Fo XFEX + X T, )

1) (XFm)

(=)

(=)

(=)o (Fo X Fo, + XFE,)

(—i)

(~i)az0z (Fa, X2Fs, + XFa, XFy, + X2F3, )
2(—i)2a3a2<X2]:51>.

Ceci a la méme représentation dans la formule (3.42).

3.4 Le cas particulier dim H") =1

Notre objectif est de comprendre le comportement de «,,. La formule de Kpg,_; est
donc intéressante a savoir. Vu que l'expression de Kpg, est déja longue et compliquée,
il n’est pas facile de donner une formule dans le cas général n. Pour avoir une ”jolie”
expression explicite de g, , on travaille dans un cas particulier ot dim A (Bo) = 1.
Notons que £© € H®) pour tout j, on a donc

HBo) — g — gB) . .. — gBi-1) — gBi) — ... (3.44)

64



3.4. Le cas particulier dim H) =1

3.4.1 Formule de K3,
D’apres la supposition (3.44), on a
pbo) — pB) — pB2) ... — pBi-1) — pBi) — ...

et doncY =27 =0.
Par les formules dans les Théoremes 3.2.4, 3.2.6, 3.2.10, on a :

% Le nombre —ay est valeur propre de Ky, = PF) Do),
* Le nombre —ay est valeur propre de Kpg, = P('Bl)(ﬁ + oy ) Fa, PPV,
% Le nombre —ay est valeur propre de Kz, = P2 (D + ) F3, P2

Pour tout n > 4 on a une formule générale pour IC,.
Théoreme 3.4.1. Le nombre —a,, pour tout n > 4 est une valeur propre de la matrice
Kg,_, = PP=)(D + ay)Fp, , PP
et €0 est un vecteur propre associé. En d’autres termes, nous avons
[Ks,  +a,] €9 = 0.
Démonstration. En effet, on a

pbo) — pBr) — pB2) ... — pBi-1) — pBi) — ...

Donc Y = Z = 0, par la formule dans le Théoreme 3.2.14, le nombre —ay est valeur
propre de K, = P¥)(D + ay)F,.

Supposons que —a, est une valeur propre de Kg, ,. On va montrer pour le cas n + 1.
Pour commencer notre argument de récurrence, on prend la formule (3.37) et on la
rééerit :

n—1
0= p(ﬂo)(f) + ap)EM 4 po) Z j oY), (3.45)
=0
Si on utilise la décomposition £¢™1 = 5(()"_1) + ¢ alors Déquation (3.45) est
équivalente a
n—1
— PPY(D + a1)&l” = POUD + a1)e” + ) ajpal™ Y. (3.46)
=0

D’apres (i), on a

n—1
n n—j—1 n—2 n—1
=Y Fe T+ R+ Falm

=2
La relation (3.46) devient
n—1
_p(b’o)(D 4 al)én) — Zp(ﬁo) [(D + o) Fp, + Osz] énﬂfl)
=2

+ [POD + ) + g€ + [POID + ) F, + aa] e,
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Ce qui est équivalent a

n—2
_(]Cﬁo + O‘l)fin) - (’C51 + a2>€§n*1) - (IC32+053) }n*Q) - Z(’Cﬁj+1 + Oéj+2)£§nijil)
j=2
= P (D + 1) P, +ania | &
(3.47)
D’apres 'hypothese de récurrence (3.44), on a pour tout 0 < j <n —1
n—j 1 1
(ICBJ + Oéj+1)§£ 7) - Im((/ng + Osz)) = (Ker(ng + Oéj+1)) = (H(ﬁo)) .
Maintenant on applique la projection P(®) & (3.47) pour déduire que
P(ﬂO) [<5 + al)Fﬁn—l + an+1:| £§O) =0. (348)

Ainsi, —a,4; est une valeur propre de Kg, := PB)(D + 1) Fp, PP et €O est un

n—

vecteur propre associé. O

Remarque 3.4.2. Les matrices K, pour tout j devient un vecteur qui correspond a
H)  Autrement dit, nous pouvons écrire pour tout n,

a, = _p(ﬁo)(ﬁ + Ofl)fﬁn,lp(ﬁ())g(o)-

3.4.2 La propriété hermitienne ou anti-hermitienne de K3,

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer par récurrence que les matrices Kg,
définies au paragraphe précédent, sont hermitiennes ou anti-hermitiennes, suivant la
parité de n.

De par les résultats précédents, on note que la propriété de la parité des «; est
périodique. Plus précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.3. On considére 'opérateur Kg, = PG (D + ay)Fg, . Alors,

K, est { hermitienne dans H®) sin € 2N (3.49)

anti-hermitienne dans H®) sin ¢ 2N .

Par conséquent, a1 € R sin € 2N et a1 € iR sin ¢ 2N.

Démonstration. On a montré dans les Théoremes 3.2.4, 3.2.6, 3.2.10, 3.2.14 que g, et
KCs, sont hermitiennes et que K, et g, sont anti-hermitiennes (et donc ay, a3 € R et
ag, ay € iR). Maintenant, on suppose que

hermitienne si m € 2N
Ks,. es : . .
anti-hermitienne si m ¢ 2N

est vrai pour m < n. On va prouver (3.49) pour m = n + 1.
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3.4. Le cas particulier dim H) =1

On a d’apres la formule pour Fp,

Ks,\ = P(ﬂo)(f) +ay)Fs, = P(ﬁo)(f) + &1)fg1+l + P(ﬁo)(f) + 01)S,

ol
— 7\ b1 a1 bp T0p
Sp = E E (=)™, g, - g, g XU Fglh- - X Fyr. (3.50)
m21 ki+--+km<n ar+-tap=n+1-3"k
Vik >2 bi+--4bp=m
k1<ko<--<km ap>1,a;>0,b->0

Comme Fp, = (—=iX)(D + o), on a pour tout z,y € H ),
(POD + ag) X" Fg X2 Fgz - X, y)
D

— (=)= (@, PA(D + an) Fgy Xt P X2 T X" Fayy ) (3.51)

X
Cela signifie que pour chaque terme dans la somme P(%) (ﬁ+a1)8n, nous avons toujours

un terme correspondant dans la méme somme. Donc P (D + a4)S, se décompose en
une somme de termes qui sont couplés a deux par l'identité (3.51). Ceci implique que

P(ﬂo)(ﬁ + a1)S,, est symétrique ou antisymétrique en fonction des a; pour j > 2.
D’apres 'hypothese de récurrence, on a pour tout j < n:
a; €iRsije2Net a;j € Rsij¢2N.

On peut réécrire
(—i)kl_lakl € R,Vk’l <n.

Donc, P(BO)(ﬁ + a1)S,, est hermitienne ou anti-hermitienne suivant que

(_i)m+2k,—m+2aj _ (_Z-)n+1'
De plus, on a
<P(6°)(13 + ozl)]:glﬂx, y>D = (—i)"*! <x, P(BO)(ﬁ + ozl)fgly>D
Donc KCg,,, est hermitienne si n ¢ 2N ou anti-hermitienne si n € 2N. ]

3.4.3 Majorant de Fjp,

Maintenant, on va majorer les Fg, . Tout d’abord, on rappelle I'expression de Fg,, :

n—2
Fp = Fp.Fp + Y _(—ic;X)Fp,_, + (—icu 1 X)F5, + (—ia, X) Fp,
j=2
ol
Fio = Idem, Fp, = [ —iX(D+ )], Fp, = Fo + (—iaaX)Fp,.
On pose

K:=|X|-|D+ o

67



Chapitre 3. L’expansion du trou spectral du processus O-U

ou |-| désigne une norme de matrice, en particulier, ¢’est la plus grande valeur singuliere
de la matrice.

On a donc, |Fgz,| < K.

Par récurrence, on peut préciser un majorant de Fg, , par le théoreme suivant. Elle
s’exprime en fonction des nombres de Motzkin M,, dont on rappelle ici la définition
(voir Section 1.4). La suite de nombres entiers définie par

MO = 1,M1 = 1,M2 = 2,M3 = 4, M4 = 9,M5 = 21,
n—2

My =M, + Z M M, 5y

k=0
est appelé les nombres de Motzkin.

Théoréme 3.4.4. On a |Fps,| < M, K" pour tout n > 2.

Démonstration. On va prouver le théoreme par récurrence. B
o Pour n = 2, puisque —ay est une valeur propre de P%)(D + a1)Fp, on a

o] - [X] < (D + )| - [X] - | Fs| < K2

D’ou on a :
| Fa,| = |5, + (i X )Fs | < 2K° = MoK,

o Pour n = 3, puisque —ag3 est une valeur propre de P(BO)(ZS + 041).7-"51 on a
s - |X] < (D +aa)| - |X] - |75, | < K.
Ainsi,
|‘Fﬂ3| = |]:,31]:ﬂ2 + (_iQQX)‘Fél + (_ia3X)‘7-—ﬂ1|
< 2K + K* + K = 4K = MK

o Pour n = 4, puisque —ay est une valeur propre de P (D + 1) Fs,, on a
] - | X] < (D + )] - | X - | Fy| < 2%
Et alors,

|Fﬂ4‘ = ’./—"51./—"53 + (_ia2X)f52 + <_ia3X)f§1 + (_ia4X)f51|
< AKCP 4+ 2KC° 4+ KC5 4 2K° = 9K° = M,KCP.

o Pour n = 5, puisque —as est une valeur propre de P(ﬂo)(jj + ay)Fga,, on a
s || X| < (D + )| - [ X] - | Fy| < 4K°.
Ceci implique

| Fas| = | Fa, Fa, + (—iceX) Fa, + (—iasX) Fp, + (—iouX ) Fj, + (—ics X) Fg, |
< 9KS 4+ 4K° 4+ 2K° 4 2K° 4+ 4K° = 21K5 = M;KE.
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o Supposons que pour tout j <n — 1, on a |Fg, | < M;KIT
o Maintenant on montre le cas j = n pour n > 6. Puisque pour 6 < j < n, «; est
une valeur propre de P%)(D + ay)Fg,_,, donc

oy - [X] < 1D+ a)| - [X] - 15, ] = Kol Fpy ] < K- Mok = MoK,

On en déduit,

n—2
j=2
n—2
- ‘Fﬁlfﬁnfl + (_iOé?X)]:ﬂn—z + (_iQSX)Fﬁn—B + Z(_ian)FBn—j
j=4

+ (i1 X ) F5, + (—ic, X ) F,

n—2
< Mooy + Moo + My + > M oM, + M5 + Mn_2> Kt
j=4
= Mn—l + Z Mj—QMn—j> ICn+1
=2
n—2
= | Mur+) Man2k> Kt o= M, K"
k=0
Donc on voit que | Fg, | < M,K"*! pour tout n > 2. O

Stein et Waterman [38] ont démontré le résultat suivant pour le comportement
asymptotique du nombre de Motzkin.

Théoreme 3.4.5. Le nombre de Motzkin satisfait lorsque n — 400,

M,, ~ ﬁn_%?{”.
2\/m

Démonstration. Voir [38]. O

3.4.4 Comportement asymptotique de «,,

Dans cette partie, on étudie le comportement asymptotique de «,, pour n grand.
D’apres les Théoremes 3.4.4 et 3.4.5, on en déduit le corollaire suivant, en tenant compte
du fait que —a, est une valeur propre de PP»=1(D + o) Fp, ,.

Corollaire 3.4.6. Pour tout n assez grand, on a :

~ ﬁn_%@l@"“.

Gy/m

(ii) |on| ~ %(n —2)73|D + oy |(3K)" 1.

(1) | Fs,
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Pour ce résultat, on a la remarque suivante :

Remarque 3.4.7. Notre rayon spectral est le plus grand € tel que

V3
27

On a donc un tres joli résultat qui nous permet de controler le terme de correction
pour le développement des valeurs propres fi.

(n—2)"2|D + oy |(3K)" " "] < 1.

3.4.5 Le trou spectral de L4
Soient ,u(A) = —a,gA) + ib,gA) les valeurs propres de (—D + A.SD). Sans perte de
généralité, on peut supposer que

0<a <aM <. (3.52)

On en déduit la valeur propre de L. par la formule de Metafune et al. [35].

Spec(L4) = { Zn] +zb )njeN}.

iR
[ ] [ ]
[ ] [ ]
L] [ ]
L] L] [ ] [ ]
R
—pu(A)

[ ] ® [ ] [ ]

L] [ ] L]
[ ]
[ ]
L]

FI1GURE 3.3 — Le trou spectral

On peut visualiser le rapport entre le trou spectral de —D + A.SD et celui de L4,

par la Figure 3. Ici, les étoiles représentent les coordonnées de M;A), les points noirs

représentent les coordonnées de Spec(L4,). D’apres (3.52), on a

Sl 2 el 2
i=1 i=1

On obtient donc que

pu(A) = —sup {—ana§A),nj € N} = agA).



3.4. Le cas particulier dim H) =1

D’apres notre résultat nous avons le développement suivant pour ,ugA) :
1 1,
/LEA) = E'ue == (21/1 +eay + a2 + Eag + - )
Aivy + aq + L + = +
= Ay + « Q@ Qg+ .-
1 LTt 2508

Ici les —a; sont précisés dans le Théoreme 3.3.1. D’apres le Théoreme 3.4.3, la partie
réelle de u(lA) est égale a

1
) — o+ (o)

A2

1
Pour que (3.52) soit valable il faut choisir les o tels que —ay + E(—Oé;;) + - - - devient

minimal. Nous décrivons la procédure a suivre pour déterminer les coefficients r; du
développement du trou spectral.

o Le nombre ry est la plus petite valeur propre de Ky =: IC;,

o Pour r; fixé, soit

Koo = P(O‘O’”)(f) + rl)[—iX(ﬁ +11)] = Kps, pour 1 = (v, 71).

On fixe ensuite un ensemble & = {valeurs propre de Ko, },ici g € {ivy, -+ v}
o Le nombre 73 est la plus petite valeur propre de la famille des matrices Kqp 1 ay
ol Koyri.ae €8t la matrice de la famille ICg, avec By = (ag, 71, a2) ici as € &s.
Apres avoir obtenu r3, on revient sur le choix de ro qui est dans la branche de
Trs.
o On continue avec les autres r;...

ag € {ivy, - -, iy}
NN
TEENEN
IovN
I\ N
14 \| N
r1 = min{valeurs propres de K, }
| %
(RN
N
v 3
ro € E9 = {valeurs propres de K, }
A A D —
\ 7\ I
\ / 1\
\ 7\ 1\

\ / Vo1 remonter pour
v/ A I A | fixer la valeur ro
rs3 = min{valeurs propres de K,, o, }

FIGURE 3.4 — La facon de choisir les «;

Par conséquent, on obtient directement le résultat de p,(A) suivant :
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Théoreme 3.4.8 (Résultat principal). [19] Le trou spectral de L4, satisfait

1 = 1
pu(A) = (T1+FT3+"') :Zﬁr%—i—b
k=0

ici les rj ont été construits comme décrit plus haut (voir Figure 5.4).
De plus, on a

\/§ 317 n—1
]rn\wm(n—m D+ aq|(3KC)" .

Dans un livre de T. Kato ([31]), une autre approche du rayon de convergence du
développement de la valeur propre p. a été présentée (voir section 3, Chapitre 2 [31]).
Nous la présentons ici comme une remarque :

Remarque 3.4.9. [31] Soit 79 = min.rr(s), ou I' est un cercle de centre iy ne
contenant pas d’autres valeurs propres de iA, et

1

R e

Posons ¢ = maxcer |¢ — ivg| On a l'estimation suivante :

n

[be — TV — Zepap <

p=1

Q|€|n+1

rg(ro — lel)

3.5 Le trou spectral dans le cas des matrices 2 x 2

On peut tout calculer explicitement dans le cas des matrices 2 x 2. Le trou spectral
peut étre calculé directement. En effet, soit A la matrice

A_< 0 wz)

[ a1 a1z
D =
(21 A2
ici a1, a2 € R et ajp = aa1 € C. Nous considérons la matricer D + cA avec ¢ € R,

l~)+cA: a1 + cipy a12. .
asq 929 + Cllio

avec i1, itz € R. Soit

Le polynome caractéristique de la matrice est donné par :

X(A) =

ail + ciprgp — A a2
a2 Q9o + Cifls — A

xX(\) = A — [a11 + ag + ic(pr + pu2)] A+ [Gnagz +ic(anpio + agepr) — |a12|2 - 02,u1,u2} .
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Les valeurs propres de D + cA sont les racines du polynome caractéristique y(A). Ce
sont les racines du polynome quadratique avec

Ax(c) = [an + age + ic(p + /Lz)]Q —4 [anazz +ic(aype + agapiy) — |CL12’2 - Cz,ul,uz}
= (a1 + ax)? — A(py + p2)? + 2ic(a + ag)(p + p2) — dayiagy + 42 o
— dic(ar g + agapn) + 4ars]?
= (a1 — a)® — (1 — p2)? + 4|ap)?® + 2icay — ag) (g1 — pa2).

Nous sommes intéressés a trouver une expression explicite pour le trou spectral

p(c) = inf {—Re)\, X est une valeur propre de D + cA}
. { ai + agx + Rey/Ax(c) }
= inf ¢ — )

2

Pour tout X,Y € R, on a la formule

VX24+Y2+ X vVX24+Y?2 - X
vX +1Y = \/ + + \/ +

(3.53)

Afin de calculer Rey/Aj(c), on applique cette formule avec

X = (a1 — a22)® — (1 — p2)® + 4larz]® et Y = 2c(arr — as2)(pn — pa).

Pour éviter tout encombrement, on note
Ko = A — p2)® — [(an —ag)? + 4|6l12|2] )
alors K. tend vers I'infini quand ¢ — oo et

V? = 4(ay; — axn)’ (Kc + [(all — ag)’ + 4|a12|2]) :

On a donc
. L VE2 +4(an — as)? (K. + [(an1 — ag)? + 4]arn]?]) —
g Rev/dale) = ;inﬂoo\/ ;

A(ary — ag2)? (K. + [(a11 — a2)? + 4|ai2|?))
\/_

Kc—>oo \/K2 + 4 (IH — a22> (KC —+ [((111 — a22)2 + 4|a12|2]) + Kc
= a1 — a99)?
\/§ ( 11 22)

= |CL11 - Cl22|-

Ala fin, on obtient

: . ain + ag + |an — ag
lim p(c) = — limsup 5
c—00

= —sup{ai, axn}

= inf{—a1, —a}.
Remarque 3.5.1. Ceci correspond a un résultat analogue au théoreme principal de
Franke et al. [17] ou les coefficients de A correspondent aux valeurs propres de u - V

dans une base de ses vecteurs propres, et les coefficients de D sont calculés dans cette
base, avec 'opérateur A.
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3.6 Un exemple concret avec des matrices 2 X 2

Dans cette section, on donne un exemple avec des matrices 2 x 2. On va trouver le
développement asymptotique d’une valeur propre de deux facons : par calculs directs
et par la méthode décrite ci-dessus. On comparera ensuite les deux résultats.

On considere les deux matrices réelles D et S suivantes, ou D est définie positive
et S est anti-symétrique :

Y|
On a )
C=8D= [_21 _52] et iC = B@ _552 |
La matrice :C a deux valeurs propres 1y = —1 et 15 = 1, et les deux vecteurs propres

associés &1, & suivants :

2 —24i
= 2 |et&=( ¥ |.
V2 V2

Ces deux vecteurs forment une base orthonormale de R?, c’est-a-dire :

<§z‘,fj>D = <D§z‘,fj> = 5z‘j.

r=10 )

On considere la matrice

Maintenant, on calcule D.

B o o 1 | 912 (=2

Dy = (D&, &), =& D& = ( NG 7—2> {2 5] ( g )
21 5 o] (=2
(5 [ =

. N
:—(—5i+2,—12i+5)( 2“) —3.

S-S

2 1

12 — 1,62/p — S1 2 — \/§ 7\/§ 2 5 \/Li
_(—Q—i L) {5 121 5
S\ V2 Tve) 12 29\ 5

) N
:5(—5¢+2,—12z+5)( 21 Z):—Qi—Z.
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Doy = (D&, &) = §D¥?:<_2;a$%>[§éﬂ2<ﬂﬁ)
(a0

1
— 5(5i+2,12i +5) ( 2t

S-S

QI

)

21 — 2.

" o —9 1 1 9 2 [—2—4
C(-2+i 1\[5 12
U V2 VR 12 29

1, . . —2—1
—5(52—1-2,1224-5)( 1 )—3.

/\
ey
~__—

Donc
~ 3 —21— 2
D_{Qi—2 3 ]

Maintenant, on étudie les valeurs propres de iA — eD :

= =i 0 3 —2i-2] [~i—3c 2+ 2
ZA_ED_{O i]_e[%—? 3 }_{26—2@' i — 3¢

On trouve deux valeurs propres :
py = —3€ — iv1 — 8€? et o = —3e+ V1 — 8e2.
Le développement de Taylor en 0, de p{ donne :
— 3¢ — iv/1T— 862 = —i — 3¢ + die® + 8ie* + 32i€eS + - - (3.54)
En identifiant avec
[ = ivy + ey + €ay + Eag + -
on obtient : a; = =3 € R, ay = 41 € iR, - --

Maintenant on revient a notre méthode. On considere v; = —1. Le sous-espace propre
de A qui correspond a vq est :

H®) — {5 = (avb)th£ = _6} = {<a70)t7a’ € C}

On note P 1la projection sur H®) D’apres la théorie, —a; est une valeur propre
de Po) D p! o) . Considérons ¢ = (a,0)" # 0 dans H¥) tel que P¥) Dy 4 ayp = 0.

Dy = [21.3_2 _2’; 2} (8) — (3a, (2 — 2)a)’,
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on a : P(ﬂo)ﬁgo +aip = (3a + ma, 0) = (0,0) pour a # 0. D’ou, ay = —3.
On considere le sous-espace H ]55 v
HE — {5 € Hy, (PP DPE) 4 q)¢ = 0} .

Pour tout ¢ = (m,0) € H™) on compare

p(ﬁo)ﬁp(ﬁo)f — p(bo) [27,3— 5 _223_ 2} <7Z)1> — p(Po) (3m7 (2i — 2>m)t = (3m, O)t.

Par conséquent, (P(ﬁo)lN)P(ﬂo) + a1)€ = 0, pour tout £ € Hy.
On en déduit que H ,gﬂ Y = f,. De plus, 550) = F5,£0 cela veut dire que

i(A — 7)Y = (1 — PP DO,

Pour (¥ = (a,0), on a
(0)
' [8 g] (?é)> - (07 (2i - 2)a)t et donc 55(2)) = (1+1i)a.
12

Ceci implique f%o) = (O, (1+ i)a)t.
Selon la théorie, —aw est une valeur propre de Kg, = P(BO)(ZB + ) Fp,. Cela veut dire

[P(BO)(ﬁ + al)Fﬁl + 042:| E(O) =0
~ P(BO)(ﬁ + ozl)éo) + 0625(0) =0

0 —21—2 0
(Bo) t_
P {21. 5 0 } ((1 2) ) —{—OzQ(a, 0) 0.

Cela est équivalent a (—2i — 2)(1 + 7)a + aga = 0. Donc ay = 41.

On obtient donc le méme résultat que par le développement limité direct qu’on a vu
avant.

Remarque 3.6.1. Notre exemple permet aussi d’observer la succession des espaces
H®%) En effet, si on considere le sous-espace H#2) :

HB2) — {5 c H(Bl), (Kﬁl + )€ = 0} — HB1) — fBo)

On peut continuer le processus. On obtient donc la suite «,,,n > 1 et on peut vérifier
que les sous-espaces satisfont

HBo) — ) — gB2) — pBs) — ...

Remarque 3.6.2. Un exemple avec des matrices 3 x 3 est traité dans I’Annexe. On
utilise la programmation Maple pour obtenir le résultat.
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Chapitre 4

L’expansion formelle du trou
spectral de opérateur L 4

Dans cette partie, nous voulons généraliser le chapitre 3. On remplace les matrices
par les opérateurs. Pour étudier le comportement asymptotique du trou spectral de la
famille des opérateurs : L4 = A+ A -V, on utilise la méme méthode que la Chapitre
3. Par contre, le développement de valeur propre reste formel car nous ne savons pas
donner une borne pour les valeurs absolues comme nous savons faire dans le chapitre
précédent.

Les résultats de ce chapitre sont intéressants puisqu’on retrouvera le résultat prin-
cipal du papier de Franke, Hwang, Pai et Sheu (2010) (voir [17]) et on peut anticiper
les résultats potentiels pour avoir une piste pour généraliser la démonstration dans [17]
et obtenir les résultats sur la vitesse de convergence du trou spectral.

4.1 Motivation

On voudrait étudier le comportement asymptotique du trou spectral :

p(A) := —sup {Re(z); z € Spec(L4)\{0}}
de la famille des opérateurs :
Lai=A+Au-V.
Ici, A € R, u est un champ de vecteurs divergence zéro.
La limite du trou spectral des opérateurs L4 quand |A| tend vers linfini peut étre

déterminée avec la méme méthode que dans le papier de Franke, Hwang, Pai et Sheu
(2010) (voir [17]). On a :

i p(4) = utinf { [ 957 a1 = 1. € 1)} (1)

|A|—=o0

ol dv est le volume riemannien, ici H) := {f eH :u-Vf= z'uf}. On présente

I'espace H, soient 0 < A\; < Xy < --- les valeurs propres du —A et e; les vecteurs
propres orthonormés correspondants formant une base en M, on définit I’espace Sobolev
H™ qui est ’ensemble de vecteurs ¢ = > ; @j€; tels que

lollzrm =Y APlay ) < oo

J

77



Chapitre 4. L’expansion formelle du trou spectral de 'opérateur L4

En particulier, m = 1, pour tout f,g € H', on définit le produit scalaire :

<f7.g>H1 = <Afag>L2 .

Dans cette partie, nous voulons comprendre la vitesse de la convergence dans (4.1).

1
Proposition 4.1.1. Soit € := T On a le rapport entre les spectres de L4 et ceuz de
Lo=eA+u-V :

Spec(Le) = € - Spec(L4). (4.2)

Démonstration. Soit A4 € Spec(L4) et {4 est une fonction propre associé avec 4. On
a donc :

)\AfA = EAQ“A = (A + A - V)fA = A(EA +u - V)fA
ot (e + 1 V)ea = 1 as = ()i

On en déduit que : e\y € Spec(L,). O

D’apres cette proposition, on peut étudier le spectre de £, au lieu de ceux de
L 4. Nous voulons donner un développement asymptotique des valeurs propres de
I'opérateur L.. Supposons qu'une valeur propre de cet opérateur ait comme développement :

fe = g + €0y + Eay + Eag+ - (4.3)
et que celui d’une fonction propre dans H' correspondant soit :
£ = 5(0) + 65(1) + 625(2) + 635(3) R (4.4)
Comme (eA 4+ u - V) = pe, c’est équivalent a
(e+ A7 u-V)E = p AT (4.5)
On obtient :
(e+ A u- V) (5(0) FeeM 4 26 4 3eB) 4. )

= (ap + €a1 + €as + Eag + -+ ) X (Aflﬁ(o) +eATLED L EATIED) L SATLB) )
(4.6)

Nous souhaitons trouver les ay, ag, - -- et €1 €3 ...

La raison qu’on utilise A~" parce que la domaine de définition des fonctions &™)
sont dans H'. Cette idée est tiré d'un article de R. N. Bhattacharya, V. K. Gupta et
H. F. Walker [7] ou cette technique est utilisée pour calculer la limite de la variance
asymptotique d’une diffusion sous I'influence d’une forte dérive. Ceci consiste a étudier
le comportement des solutions f4 lorsque A — oo des équations aux dérivées partielles
Lifa = g avec g est une fonction fixée de moyenne zéro. Le développement contient
uniquement des termes dans lesquels le degré du e est positif puisqu’on travaille dans
le cas, H i est non-vide, il en déduit donc que le trou spectral du 'opérateur est fini
quand € tend vers 0.
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4.2. Méthode pour trouver les o; et £

4.2 Méthode pour trouver les o; et f(j)

Dans cette section, nous déterminerons les coefficients «; et £ @), pour j < 4.
Pour tenir compte que l'itération suivante a lieu sur une structure d’arbre, nous intro-
duisons des multi-parametres 5; = (g, a1, - - - , ;) pour tout j > 1. On adoptera aussi
les notations suivantes. Soit H ) le sous-espace de H' tel que :

HP) = ¢ e H' : A~ - VE = apALE}
Soit P¥) la projection orthogonale sur 'espace H (%),

Proposition 4.2.1. Si l'opérateur T' est symétrique (ou anti-symétrique) alors si T*
existe, il ’est aussi.

Démonstration. Pour toutes les fonctions f,g € D(T') et u,v € Im(T),on a T'f = u et
Tg = v, cest-a-dire f = T"'u et g = T~ 'v. On va monter pour T est symétrique (le
cas T est anti-symétrique est similaire), on a :

(T7u,v) = (f,Tg) =(Tf.9) = (u,T " v).
On en déduit que T~! est symétrique. O

Remarque 4.2.2. L'opérateur A~! est symétrique , 'opérateur X est anti-symétrique
dans l'espace H'.

Démonstration. Le résultat se déduit directement de la Remarque 4.2.1 et A est
symétrique, u - V est anti-symétrique, oy € iR. En effet, pour toutes les fonctions

fr9 € DA™ (u-V)) et u,v € Im(A™ (u-V)), on a A~ (u- V) f = u, on peut avoir
(u-V)f =Au
<A_1(U ) v)f’ g>H1 = <U,g>H1 .

Ceci équivaut a
<(U : V)f? g>L2 = <AU’7 g>L2 .
On peut écrire
—(f.(u-V)g) 2 = (u, Ag) o ou = (f, A7 (u-V)g) 1, = (u,9) g -
Enfin, nous avons

<A_1(u ' V)fag>H1 = - <va_1(u ’ v)g>H1 .

On a donc (A7'u -V — apA™!) est anti-symétrique dans H'. Par la Remarque 4.2.1,
on a X est anti-symétrique dans H'. O]

Remarque 4.2.3. Pour un opérateur symétrique (ou anti-symétrique) 7" avec le pro-
duit scalaire (-,-), on a Im(7T") C (Ker(T))*.

Démonstration. On montre pour 1" est symétrique, les démarches pour les opérateurs
anti-symétriques sont similaires. Soit y € Im(7), il existe donc x tel que Tz = y. Pour
tout z € ker(T") on a :

(y,2) = (Tz,z) = (z,Tz) = (£,0) = 0.
On en déduit que y € (Ker(T))*. O
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Remarque 4.2.4. On a P (A~ -V —agA~1)€E = 0 pour tout £ € H'. En effet, par
les Remarques précédentes, on a y = (A7 u -V — qpA™HE € Im(A™ -V — A1) C
(Ker(A™u - V — apA~1))" = (H0))L,

Remarque 4.2.5. On a £© € H®) En effet, en identifiant le coefficient de € dans
(4.6), nous avons : A™lu - VE© = ag A0 et donc €0 € HP0),

Notations 4.2.6. Nous utiliserons fréquemment les deux opérateur :
X = (A*lu i vA. aOAfl)fl([ N P(ﬁo)) et B = (—Id + OélAfl)_

Notons que (A™'u -V — apA™!) se restreint & (H%))+ est inversible. Donc, (A~ u -
V — apA~1) 7! est bien définie sur 'espace (H%0))+ et cette espace est le complément
de H¥) dans H'.

Hypothese K. Pour les démarches suivantes sont correctes, on doit avoir une condi-
tion de Uespace H\%) . Supposons que notre champs des vecteurs u satisfait la condition :

(HW)l c H?. (K)

4.2.1 Coefficients du premier ordre : oy et £

On a le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.7. Le nombre —oq et £©) satisfont la contrainte suivante :
— O 4 @ PIA-LPBIEO) — g, (4.7)

De plus, a; € R.
Démonstration. On identifie les coefficients de €' dans (4.6). On a

€0 4 A7y - VEW = qpATIED 4 0 ATLEO),
Ce qui équivaut a

(A7 -V — qpA™HEW = O 4 o A71eO), (4.8)
Notons que

(A -V — apA™HEW € Im(A™'u - V — apA™)
C (Ker(A™'u- ¥ — agA )t = (HW),

Alors si on applique la projection P®) de deux c6tés de (4.8), on a
0 = pbo) (A_1u~V—oz0A_1)£(1)] — p(bo) [—§<0>+a1A—1§<0) = —£O 4o PBIA-1O),

Ici on a utilisé Remarque 4.2.5. On en déduit que —a; et ) sont satisfaits a une
contrainte
—£O 4 g, PBIATI pBO©) —

De plus, on peut déduire aq € R puisque PPIA~TPB0) est symétrique. O
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4.2. Méthode pour trouver les o; et £

On introduit le sous-espace
HB) .— {f c H(ﬂo)’P(ﬁo)Bg — 0} c HPo),
On note P%) la projection orthogonale sur I'espace H).

Remarque 4.2.8. Le résultat principal de Franke, Hwang, Pai, Sheu [17] peut étre
retrouvé dans ce cadre.

Démonstration. Nous avons &0 = a; PPIA=1£0) On multiplie deux cotés de cette
équation avec £ pour obtenir

<A£(0), 5(0)>L2 — <§(0)7 5(0)>H1 =y <P(BO)A_1§(O), 5(0)>H1
= <A_1£(0), P(B°)€(0)>H1
- O[l <A_1€(0)7 5(0)>H1 = O[l <§(0)7 5(0)>L2 .

On a donc
(AL €O =y (¢0,£0) .

Alors nous obtenons

<A£(O)’£(O)>L2 B <v§(0)’v§(0)>L2 B f|V§(0)|2

T OOy, T T (€0 ey, T 0P

Par u - V est anti-symétrique donc ag € iR. On déduit donc le trou spectral
pu(A) = —sup {Re(z); z € Spec(L£4)\{0}}
1
= ——_sup {Re(z); z € Spec(L:)\{0}}

e R

:—ésup{ecn%—---}
=inf{—a; +---}

s s

-t {4 g+

avec €O € HW) = {¢ € H' : A~ - VE = oA} = {6 € H' 1 u-VE = apé}.
Alors,

. e IV }
] w(A) = infinf feHP
A pu(4) %?%{fuw*f

Ceci est le résultat de Franke et al.[17]. O

Proposition 4.2.9. La fonction €1 dans Uexpression (4.4) peut se décomposer comme
suit €1 = (()1) + él), ot f%l) est choisi arbitrairement dans HP) et {él) est déterminé

par :
&Y = XA,

Démonstration. On a :
O 4 g A1) — pl6o) [ y ONE ozlA_lf(O)] 4 (1 — Pl [ — €O 4 gy ATIE©
= (I — Py [ O alA—1§<0>]
= oy (I — PP)A2O),
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La relation (4.8) devient

(A -V — apA™HEW =y (T — PP ATIEO), (4.9)
On a la solution générale £V = Sél) + Sil) ol 5(()1) est déterminé uniquement par (4.9)
ie 53” — (A -V — gAY LT — PEATEO = o XA L©®
et 551) c H) quelconque. Notons que (A~ u-V —agA~1) ! restreint a (H %))+ ¢ H3,
est bien définie. En effet, par I’'Hypothese K, on a :

—1

Hl A——1> H3 T—pP(Bo) (H(BO))J_ - H3 (A—lu-VfOéQA_l) Hl.

Alors la formule de 581) a un sens. O

A partir de maintenant, on utilise : H* £> H'et H' X 0.
Remarque 4.2.10. Notons que, oy XA™'¢ = X (—Id + oy A™1)¢ pour tout & € H)
car X¢ = (A7 u -V — qpA™Y) YT — PW))¢ = 0 puisque

[7]3(50)\ 0 (A= Tu-V—apA~1)~1

5 c H(ﬁO) 0.

A partir de maintenant, on peut écrire
1
&) = F O (4.10)
avec l'opérateur Fp, : H' — H'.

Fs = X(~1d + ;A7) == XB. (4.11)

4.2.2 Coefficients du deuxiéme ordre : ay et ¢?
En se basant sur le résultat précédent, on a des informations sur as.

Théoréme 4.2.11. Le nombre —as et £ satisfont
p(ﬁl)gfﬁlp(ﬁl)g(ﬂ) + a2p(ﬂ1)A—1p(B1)§(0) = 0. (4.12)
De plus, oy € iR.
Démonstration. On identifie les coefficients de €* dans (4.6). Nous avons
W L A7 - VED = qpATE® 4 o ATIED 4 ATEO),
Ce qui équivaut a

(A7 -V — apA™ER = (—1d + au ATHEW 4 ap A1e@ = BeW 4 0y A71O)
(4.13)

On applique la projection P(®) sur les deux cotés de (4.13) et on combine avec la
Remarque 4.2.4. Ceci donne :

0 = pbo) [(Aflu .V — %Afl)g(z)] = PBIBeM 4 q, PPIATIEO), (4.14)
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4.2. Méthode pour trouver les o; et £

On décompose £ en : ¢ = 531) + &M suivant la Proposition 4.2.9. La relation (4.14)
devient

_p(ﬁo)Bél) _ P(ﬁo)Bgél) + PP A0, (4.15)
Comme P B¢ € Im [PPIB] [Ker(P(BO)ZS’)]L = [H(ﬁl)r. On a donc

pB) <p(ﬁo)85§1)> —0.

Maintenant, on applique la projection Pt sur les deux cotés de (4.15). On obtient la
relation suivante :

0= pW) p(ﬁo)lgfél) +a2p(ﬁo)A—1§(0)] - p(&)lg&gl) +a2p(51)A—1€(0)'

Si on remplace 5(()1) par son expression dans (4.10), et notons que £ € H¥1 on obtient
p(ﬁ1)3fﬁ1p(61)§(0) + a2p(b’1)A*1p(ﬁl)§(0) —0. (4.16)

On conclut que —as et £ satisfont nouvelle contrainte. Par cette relation, on en déduit
que ay € iR. En effet, d’apres la formule (4.11) et £ € H(®)on a

<P(51)BFBIP(’31)§(O), 5(0)>H1 — <Bf51p(51)€(0)’ p(61)€(0)>H1
— <BXBP(61)§(0)7 p(ﬁ1)£(0)>H1
—— <p(,31)§(0)’ BXBP(51)§(0)>H1
S <§(0)7 p(B1)BXBp(B1)§(0)>H1 )

On a donc PPIBF, PP est anti-symétrique dans H%). De plus, PPIAI PG est
symétrique dans H®), on en déduit donc o, dans le contrainte (4.16) est un nombre
imaginaire. O

On introduit le sous-espace

HB2) .— {g c H(Bl)’P(ﬁl) [8-7:/31 +a2A_1} €= 0} c H®B) — gbo),

Par la suite, P(%2) désignera la projection orthogonale sur H#). On cherche la fonction
€@ de facon analogue & la Proposition 4.2.9.

Proposition 4.2.12. La fonction £? dans (4.4) a la décomposition : €2 = (()2) +£§2),
ot ff) est un élément arbitraire de HP0) et

& = Foul 0 + Frit” (4.17)
ot Fp, est un opérateur H' —s H' définit par :
f52 = (—X + ‘Fﬂl)fﬁl + OéQXA_l.

Démonstration. Comme £© ¢ HB) ¢ HBo) et £0) = 5(()1) + 5§”, nous avons, a partir
de (4.14) :

BED 4, A1) = (1 — plo)) [3(59) MY 4 apAT1eO]
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La relation (4.13) devient

(A V — qpA D = (] _ p(ﬁo)) [(—Id + alﬁ_l)(él) i gél)) + QQA_lf(O)]

= ([ _ p(ﬁo))Aflél) + ([ _ P(BO))Bfél)
+ ap (I — PP)ATTEO),

On obtient la solution générale ¢?) = 5(()2) + 59, ou

P = XA + X B + 0710
= Fa &l — X560 + F560 + apX A0,

Ici, f§2) est arbitraire dans H®). Avec lexpression de fél) dans (4.10), on peut écrire

& = Fut® + Fa&i”

ol
]:52 = (—X + fﬁl)fﬂl + OZQXA_I. (418)

D’ou le résultat. De plus, on a

Fs Fs 73 X A1 X
H' L gt gt g gt S HY, HY=— H3 S HY

Dot Fy, : H' — H. 0O

Remarque 4.2.13. On va chercher une expression pour (1 — P(Bl))P(ﬁo)él). On rap-
pelle la relation (4.15)

—PUIBEY = POBEY + ay P ATIED),
i
En regardant que P%)B est inversible dans H ) N <H (51)> , donc

(1— p(ﬁ&))p(ﬂo)él) —_y (B}_bﬁ + azA—l) £©
ici

Y= (1 _ P(ﬁl))P(Bo)B—l(l _ P(ﬂl))P(ﬂo).

4.2.3 Coefficients du troisiéme ordre : a3 et ¢

On répete la procédure de la sous-section précédente.
Théoréme 4.2.14. Le nombre —as et £ satisfont
PP IBFs, + oA Fg, + asA™ — [BFs, + oA Y (BFs, + A1)} €O = 0.
(4.19)
De plus, az € R.
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Démonstration. Si on identifie les coefficients de €* dans (4.6), on obtient I’équation
€D 4+ A7y - VE®) = 0pATLED) 0y ATHED 4 ap AT 4 s ATO)
Ce qui est équivalent a

(A -V — apA™ED = (=1d + oy ATHED 4 ap AW 4 AT
= BE® 4+ ap AW 4y ATHEO), (4.20)

On applique la projection P%) sur les deux cotés de (4.20) et on combine avec la
Remarque 4.2.4 pour obtenir

0 = PPIBeR) 4 qy PEIATLEM) 4 PBOATLO),
D’apres la Proposition 4.2.12, nous avons £¢?) = 582) + 5&2). Ceci implique :
—P(’BO)BéQ) _ P(EO)B&(]Q) + apgPPIALW) 4 oy pl) A=1£(0) (4.21)
Avec l'expression de 5(()1) dans (4.10) et 5(()2) dans (4.17), nous avons

_P(Bo)Bé?) — pBoR [.7:526(0) + }“ﬁlél)] + QQP(BO)A_I(fél) + 551)) + a3P(BO)A_1§(O)

= P [BFs, + asA 7 Fp, + gAY €® 4 PO [BF + an A7 €Y.
(4.22)

Comme avant, nous avons

PEIBe? — pEIgpBe® ¢ Iy ( pBog p(ﬁo)) c (Ker ( pog p(ﬁo)) )L = ( HO)*

Maintenant, on applique la projection P%) sur les deux cotés de (4.22). Ceci donne
0 = P [BFg, + s A~ Fp, + azA] €0 4 PO [BFy + apA~] eV, (4.23)

On rééerit

pBr) [Bfﬁl + Ong_l] él) — p®) [B]‘.’B1 + a2A—1] P(ﬂl)él)
+ PO [BFs, + ap A7 (1 — POl

Nous avons
P [BFy, + ;7] PO € T (P [BFy, + ;071 P

C (Ker (P [BFs, + 207! PW))l — (H®))".

Maintenant, on applique la projection P sur les deux cotés de (4.23) et on remplace
I'expression de (1 — P(ﬁl))fg) dans la Remarque 4.2.13. Ceci donne
p62) [8]:52 + OézAfl}-gl + agAfl] 5(0) — pB2) [B]:gl + OzQAfl] y (B]:ﬁl + OézAfl) 6(0) =0.

On en déduit que —ag et £ satisfont cette contrainte ce qui implique que oy réel. La
démonstration est similaire comme celle de . O
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Notons H¥) < H®) < HB) < H®) le sous-espace définit par I'ensemble des
vecteurs & € HP2) tels que

2 [BFp, + oA Fp, + asA™ — (BFp, + aA™) Y (BFp, + A7) £ =0.
Notons P¥) la projection orthogonal sur H %),
Remarque 4.2.15. On calcule le a3. D’apres (4.19) on a
—agPPIATIED) = PP [BFy, + AT Fp, — (BFs, + anA™) Y (BFs, + anA™)] €0
On multiplie deux coté de cette équation avec £ et notons que :
<—a3P(’32)A_15(0), 5(0)>H1 = —aj < L@ pB2) gl )>H1 = —q3 <A_1§(0), 5(0)>H1
car £© € H®2) On remplace la formule F5, = XB pour obtenir :

Faoy = (=X + Fp)Fp + XA = (=X + XB)XB+ ax XA

Alors on a :
(PPIBF0,9) 0 = (B(=X + XB)XBEYW,£©) 1+ a (BXATIED ¢
Et

<P(50)042A*1]-"51§(0), 5(0)>H1 = Qo <A71XB£(O), £(0)>H1 _
Par A~! et B sont autoadjoints et X est non autoadjoint. On a donc
—ag (AT (O = ((BXXB— BXBXB)EW,£9) .
Ceci est équivaut a

(BXXB—BXBXB — (BFp, + s A ) Y (BFs, + aA™))g® )
(AT O

Si on note : p,(00) = lim) 4|00 pu(A), on en déduit donc

. pulA) = pu(0)
lim
|A|1—>oo A2

_ag —

= infinfinf inf
ap a1 az fep(Bo)

(BXXB — BXBXB — (BFs, + asA~) Y (BFs, + 0sA~))f, £
<A_1f7 f>H1 .
(4.24)

Il serait intéressant donc d’utiliser ce résultat pour généraliser la démonstration dans
Franke et al. [17].

Proposition 4.2.16. La fonction ¢®) dans Uexpression (4.4) peut se décomposer :
B = 5((]3) + §§3), ot §§3) est arbitraire dans H™) et

&) = Foul® + Fp&l!) + Fyu)? (4.25)
avec lopérateur Fg, : H' — H' est définit par :

Fay = (=X + F) F + s XA Fy, + ag XA 4.26
B B B B
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Demonstmtion D’apres la formule (4.21), on a : (@) = 5((]2) + 5%2), W = (()1) + §§1)
(2) 51 et £©) sont tous dans H %),
Par conséquent,

(=Id + an A™HED AWM 4 A~

= ([ — p(ﬁo)) [(—Id + alAfl)f(” T apATED ¢ OégA—lér(o)}

= oy (I = PY)YATED) 1 (1 = PO)BE? + (I — PP AW
+ag(I — PP AT,

La relation (4.20) devient

(A_lu i v OloA_l)f(S) = ay (] _ p(ﬁo))A—lg(Q) (I _ p(ﬁo))lgg(?)
+ay(I — PPYATTEW 4 ay (1 — PPI)ATIED

La solution générale £¢® peut se décomposer comme : £©) 503) + 5(3)
ol 5%3) est arbitraire dans H®) et 5(()3), déterminé par (appliquer (4.17) et (4.10)) :

Y = fﬁlfi” + (=X + Fa)EY + aa X AW + 0y XA
= '/—-535 + ‘F,32§11) + ‘F,31 (2)

ol
]:53 = (—X + fﬁl)f52 + OngA_lfﬁl + OngA_l.

Ceci termine la preuve. Pour la démonstration du domaine de définition et image de
Fs, est pareille comme celle du Fp,. O

Remarque 4.2.17. On chercher une expression de (1 — P(ﬁl))P(ﬁo)ff). On rappelle la
relation (4.21),

p(ﬁo)Bf%Q) — P(ﬁo)B&(} + ay pBo) A 15 1) T o PBoA —15(0)
L
Puisque PP)BP) est inversible dans H %) N (H(ﬁ1)> , donc
(1— p(ﬂl))p(ﬁo)é?) —_y (B&(]Q) FapAte® 4 Ong_lf(O)>

Remarque 4.2.18. On chercher une expression de (1 — P(*BQ))Q’ On rappelle la
relation (4.23),

0= PP [BFs, + as A~ Fp 4 asA™1 €O 4 PO [BF,, + A~ €
1
L’opérateur PV [BFs, + ap A~ est inversible dans H¥) N (H(BQ)) , donc on a

(1= PO =~ (BFs, + asd 15, + aa ) €0

avec

Z = (1 - PP [BFy +apA™] 7 (1 — PP,
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Chapitre 4. L’expansion formelle du trou spectral de 'opérateur L4

4.2.4 Coefficients du quatriéme ordre : oy et @

On continue & déterminer les coefficients du quatrieéme ordre de €* dans le développement
(4.6).

Théoréme 4.2.19. Le nombre —ay et €9 satisfont
PO [BFg, + 027 Fa, + A7 Fy, + g™ +
— [BFs + A Y (Foy + a2 Fy, + 037 )¢
= P [BF, + aa07 Fo, + A7) = [BFs, + 0207 D (BFs, +ax7") |
x Z (BFs, + o A7 Fg, + azA™Y) ¢O
— PU | [BFy, + aaA7 Fyy + A7) = [BFy, + 0287 D (BFy, +a27") |
x Y (BFs, +axA™) (0 = 0. (4.27)
Démonstration. On identifie les coefficients de ¢* dans (4.6) pour obtenir :
O + A7 - VEW = apATIED 4 an ATHED) 4 0 ATIED 4 0 ATIED 4 0 AT,
Ce qui équivaut a

(A7 -V — apA™HED = (=1d + oy A™HED + 4, A7HD 4 ag AW 4 g A1e©)
= BE®) + apATED 4 AW 4y AT, (4.28)

On applique la projection P¥) sur les deux cotés de (4.28), en tenant compte de
Remarque 4.2.4.

0 = P [BE® 4+ ap AT 4 AW 4 ATIEO] (4.29)

D’apres la Proposition 4.2.16, on a :
_p(ﬂo)lgé?)) — p(Bo) [B&(ﬁ) 4 azAflg(Q) + agAflg(l) + 044A*1§(0)}
Ce qui est équivalent a
—pPIBe® — Pwo)( [BFs, + as A" Fp, + ar A7 Fp, + ag AT €04
+ [BFa + A7 Fy, + agAT 6V + [BFs, + 28] ).
On répete les mémes arguments que dans 1’étape avant on a P(ﬁo)Bff’) € (H(ﬁl))L.
Maintenant on applique la projection PV on obtient
0= P(ﬁ1)< [B]—};B + agA_l]:52 + oqA_lfgl + oz4A_1} 5(0)+
+ [BFs, + 0287 Fy, + agA7] 6V + [BFs, + 287 €P). (4.30)
On réécrit
PO [BFg, + ap A~ €2 = PO [BFy, + ap A1) PPVED
+ PO [BFs + A1 (1 — PBD)e?),

88



4.2. Méthode pour trouver les o; et £

On a PBY) [BFs, + apA™1 POV f( ) € (H®2))L+. On applique la prOJeCtIOIl PB2) sur les

deux cotés de (4.30) et on remplace 'expression de (1 — PV )é dans la Remarque
4.2.17, on obtient :

0= P(B2)( [BFBS + OCQAilfBQ + OZ1A71.F,31 + 054A71} 5(0)_1_
+ [B]:gQ + OQA_l}“Bl + (IgA_l} %1)
— [BFs, + A7 Y (Bf(()g) FapAle® 4 QSA—lf(O)) >

On utilise la formule de f(()Q) = Fp, &0+ Fp, {1 et &0 (1) +§(1) on trouve ’expression
devant fil)

PO LIBFs, + as A7 Fp + az A~ — [BFs, + aw A Y (BFs, +anA™Y)}
Ceci est la meéme formule de Kpg,, on continue a séparer

%1) — p(ﬁz)ggl) + (1 _ p(ﬁz))fil)
— P 4 (1 = p@)pee® | (1 _ p)y( — p)e®
_ PO 4 (1~ P PG 1 (1 — PO

Maintenant on applique la projection P(%) et on remplace I’expression de (l—P('BQ))fF)
dans la Remarque 4.2.18 et (1 — P(Bl))él) dans la Remarque 4.2.13 obtient

0 =P (([BFs, + 0207 Fy, + 0y A7 Fy, + auA™] +
— [BFs + 0207 Y (Fay + A7 Fy, + a5 A7) YO+
= PU | [BFy, + 0o Fyy + A7) = [BFy, + 0207 Y (BFy, +a27") |
x Z (BFp, + e A7 Fp, + azA™H) €0
PO [BFs, +azA7 Fy, + agA™"] = [BFs, + asA'] ¥ (B, +aza™) |
x Y (BFs, + ax A7) €0 (4.31)

Ce qui montre que —ay et £ satisfont une nouvelle contrainte. Par conséquent,
oy est réel car les propriété de symétrique et non symétrique des opérateurs dans la
contrainte. N

En analogie a la Proposition 4.2.16, on a :

Proposition 4.2.20. La fonction ¢ dans Uexpression (4.4) peut se décomposer comme :
€W = 5(54) + 5%4), §§4) est arbitraire dans H®) et

§" = Fa ™+ Foull + Full? + Fnl”
avec un l’opérateur symétrique est définit par :
Fo, = (=X + Fp,) Fpy + o XA 1 Fp, + a3 XA Fp + g XA (4.32)
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Chapitre 4. L’expansion formelle du trou spectral de 'opérateur L4

Démonstration. Comme PP0)¢(2) = 552), pBoe) = 551) et €O ¢ H) la formule
(4.29) donne :

(—Id + A, A™HE®) 4 0, AR 4 0y AW 4 qy AT1©
= (I — PY)) [(=1d + s A™HED + AP 4 o AW + 0, A7)
= a, (I — PPN AP 4 (1 — PO Bel?
+az (1 = PPYATIED 4 (I — PP)ATIED oy (T — PO AT,

On a donc la solution générale £ = 5(()4) + 554) ici 5%4) est libre dans H %) et
9 = Fo e + (=X + F5)E + X AP 4 ay XA LD 4, XAHO
= P8 + F&t + Fou &l + Fo&” (4.33)

avec

f54 = (—X + .F@l)f53 + OégXA_l.FBQ + agXA_l./T'bl + CY4XA_1.

Dans ce calcul, on a utilisé 'expression de 5(()3) dans (4.25), celle de féz) dans (4.17) et
celle de 531) dans (4.10). O

Remarque 4.2.21. Avec les résultats trouvés précédemment, on peut aussi traiter la
formule de Fj, et le chemin pour trouver la relation entre a, et £©).

4.3 Le trou spectral de L4

D’apres notre résultat, avec A = 1/e nous avons le développement suivant pour le
spectre p(A) de L4 :

1 1
€

N(A) = Eple = (Oéo + € + 62042 + €3a3 + .. )

1 1
:Aa0+a1+za2+ﬁa3+---

Ici les —a; sont précisés dans Théoreme précédent. D’apres ces Théoremes, la partie
réelle de p(A) est égale a

1 1
Ozl—l—ﬁag—i‘mO%‘i‘“'
D’apres la définition du trou spectral, on a
pu(A) = —sup{Re(z), z € Spec(L4)\{0}}

1
:—sup{al—l—ﬁag—i—---}.

Nous décrivons la procédure a suivre pour déterminer les coefficients o;; du développement
du trou spectral.
o Le nombre

2
—Qq = irflf {f}vf"]j . f € H(BO)}
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4.3. Le trou spectral de L4

o Pour a; fixé, on fixe ensuite un ensemble & = { les valeurs as} telles que
P(’BU)Bfglﬁ(O) + agP(ﬁO)A_lf(o) =0.

o Le nombre a3 est la plus petite valeur

—ag3 =inf inf
az feH(Bo)

((BXXB — BXBXB — (BFs, + A1) Y (BFs, +asA ) f, f)
(AL ) '

Apres d’avoir as, on revient le choix de aip qui est dans le branche de as.
o On continue avec les autres «;...

Remarque 4.3.1. On ne peut pas suivre les démarches dans la Chapitre 3 pour trouver
le comportement des «,, puisque |X| peut tends vers infini.

En effet, on rappelle un théoréeme dans le livre de Bernard Beauzamy [4].

Théoreme 4.3.2. [Spectral Decomposition of Compact Operators] Soit T un opérateur
compact. Alors si o(T)\{0} est un ensemble infini, on peut numéroter ses éléments en
suite (Un)n>0 avec : |01 > [0o| > -+ > |0,| et ¥, = 0 quand n — oo.

Un autre fagon a dire : 0 est la seul point d’accumulation de o(u)\{0}.
Démonstration. Voir [4]. O

Ici, on a (A7 -V — qpA™) = A7 u - V — ) est un opérateur compact dans H'!
puisque A™! est compact dans H' C L?. De plus, (A u - V — apA™H\{0} est un
ensemble infini. D’apres le Théoreme 4.3.2, son valeur propre ¢,, — 0 quand n — oo,

1
il des donc la valeur propre de X, 5 peut tends vers infini. Alors

) = sup X0l )
ufl0 [l
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Discussion et Perspective

Dans cette partie, nous donnons un court paragraphe résumant les travaux de cette
these et ajoutons une discussion sur des possibles questions de recherche qui se pro-
posent suite a cette these. Nous expliquons également les difficultés techniques ren-
contrées durant la these qu’on souhaite surpasser dans un avenir proche.

Sommaire et Conclusion

Dans cette these, on a présenté deux résultats principaux. Ils nous permettent
a mieux comprendre le comportement du trou spectral d’un opérateur de la forme
Li=A+ VUV + Au -V quand A tend vers infini. Pour le premier résultat, on
s’est restreint a la situation ou le champ de vecteurs u engendre un flot mélangeant.
Dans ce cas Constantin, Kislev, Ryzhik et Zlatos (2008) [10] ont montré que le trou
spectral devient arbitrairement grand lorsque A tend vers U'infini. Plus précisément ils
ont prouvé que la solution de I’équation parabolique engendrée par 'opérateur £ 4 tend
vers sa moyenne en un temps fini si v - V n’a pas de fonctions propres dans H'. Nous
avons réussi de déterminer une vitesse pour cette convergence en nous basant sur leur
démonstration et en y ajoutant une condition de décroissement des la corrélation (voir
condition (H)). Pour le deuxieme résultat, nous avons essay¢ de déterminer la vitesse de
convergence dans le résultat de Franke, Hwang, Pai, Sheu (2010) [17]. Nous avons utilisé
un résultat de représentation spectrale de Metafune, Pallara et Priola (2002) [35] pour
réduire I’étude du spectre du générateur d'une diffusion Orntein-Uhlenbeck a I’étude des
valeurs propres de matrices fini dimensionnelles. La méthode de perturbation marche
bien dans le cas des matrices et on a réussi a trouver une asymptotique pour le trou
spectral. Le Chapitre 4 présente une discussion formelle du méme type dans le cas
des opérateurs infini dimensionnels en rajoutant une condition de régularité (K) mais
on ne peut pas aller jusqu’au bout. Puisque les opérateurs qui donnent les coefficients
du développement restent non bornés. On a donc des difficultés a trouver le rayon de
convergence du développement.

Perspective

Dans la démonstration du premier résultat, les inégalités qu'on a utilisées sont
peut-étre loin d’étre idéales. Il existe peut-étre des meilleures fagons pour évaluer les
inégalités plus précisément. De plus, on s’est restreint au cas ot u-V n’a que du spectre
continue (ceci est le cas lorsque le flot est mélangeant). Se pose alors la question natu-
relle, de comprendre ce qui se passe dans le cas ou il y a des fonctions propres de u -V
qui ne sont pas dans H'.
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Nous avons atteint notre objective dans le Chapitre 3 dans le cas particulier du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck et les espaces propres sont 1-dimensionnels. Il reste
a faire la formule générale si les espaces propres ne sont pas 1-dimensionnels dans le
cas de processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Pour aller plus loin dans le cas général des
opérateurs, que nous avons commencé a discuter au Chapitre 4, cette discussion reste
formelle car nous n’avons pas de controle sur le rayon de convergence. Néanmoins
I'étude du coefficient oy permet de retrouver le résultat principale de Franke et al. [17].
Il serait intéressant d’utiliser le coefficient du troisieme ordre ag pour généraliser la
démonstration dans Franke et al. [17] (voir la formule (4.24)).

Nous avons aussi essayé de quantifier le taux de mélange en utilisant des notions de
la théorie du transport optimal [39] pour utiliser des criteres géométriques a la place
de la corrélation dans la démonstration du premier résultat. Ce travail est en cours et
on rencontre des nombreuses difficultés dans le processus de trouver le comportement
asymptotique du cott du transport par rapport au flot.
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Annexe

Exemple de calculs (par Maple) avec des matrices 3 x 3. Ici, on note par De, la ma-
trice définie positive D puisque en langage Maple, D est la notation de la différentielle.

> with(linalg):

> a:=1:b:=1:c:=1:
> x:=l:y:=1:t:=2:u:=1l:z:=1:v:=2:
> S:=matrix(3,3,[0,a,b,-a,0,c,-b,-c,0]);
[0 1 1]
S := [-1 0 1]
[-1 -1 0]
De : matrice définie positive
> De:=matrix(3,3, [x,y,z,y,t,u,z,u,v]);
[1 1 1]
De := [1 2 1]
[1 1 2]

C=SD, khil : polyndme caractéristique de C, valeurs et vecteurs propres de C

> C:=multiply(S,De);

> khil:=collect(charpoly(C,X),X);

> eigenvals(C);

> eigenvectors(C);
[ 2 3 3]

c:=10 0 1]
[-2 -3 -2]
3

khil =X + 5 X
0, I sqrt(5), -I sqrt(b)
(o, 1, {[-3/2, 1, 01}], [I sqrt(5), 1, {[1 - I sqrt(5), 1, I sqrt(5)]1}],

[-I sqrt(5), 1, {[1 + I sqrt(5), 1, -I sqrt(5)]1}]
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iC, valeurs propres et vecteurs propres de 1iC :
> iC:=evalm(I*C);eigenvals(iC); eigenvectors(iC);

21 31 311
iC := [0 0 I 1]
[(2 I -31 -2 1]

0, sqrt(s), -sqrt(5)

[sqrt(5), 1, {[1/5 I sqrt(5) - 1, 1/5 I sqrt(5), 11}],
[-sqrt(5), 1, {[-1/5 I sqrt(5) - 1, -1/5 I sqrt(5), 11}]1,

[0, 1, {[-3/2, 1, 0]}]

> prodscalaire:=proc(ul,u2) multiply(multiply(transpose(ul),evalm(De)),
conjugate(u2)) [1,1];end:

> carrenorme:=proc(ul) prodscalaire(ul,ul);end:

> norme:=proc(ul) sqrt(prodscalaire(ul,ul));end:

les valeurs propres et vecteurs propres de iC :

> lambdal:=0:1lambda2:=sqrt(5) :lambda3:=-sqrt(5):
> el:=matrix(3,1,[-3/2,1,0]):e2:=matrix (3,1, [-1+Ixsqrt(5)/5,I*sqrt(5)/5,1]):
> e3:=matrix (3,1, [-1-I*sqrt(5)/5,-I*sqrt(5)/5,1]):

> simplify(evalm(multiply(iC,e3)-lambda3*e3));

(0]
(0]
(0]

Base orthonormale par Gram-Schmidt : {epriml, eprim2, eprim3}
> epriml:=evalm(simplify(el/norme(el)));

[- 3/5 sqrt(5)]
epriml := [ 2/5 sqrt(5) ]
[ 0 ]

la matrice Dchapeau est hermitienne
> ee2:=matrix (3,1, [-1+I*sqrt(5)/5,I*sqrt(5)/5,1]1):

> prodscall:=prodscalaire(ee2,eepriml):

> eprim2:=simplify(e2-(prodscall/carrenorme(eepriml,eepriml))*eepriml);
> eprim3:=simplify(e3/norme(e3));
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> al:=evalm(multiply(De,epriml)) :bl:=evalm(epriml):
> Dchapll:=simplify(prodscalaire(al,bl));

[1/5 I sqrt(5) - 1]
eprim2 := [ 1/5 I sqrt(5) ]
[ 1 ]

[-1/5 T sqrt(5) - 1]
eprim3 := sqrt(2)/2 [ -1/5 I sqrt(5) ]
[ 1 ]

Dchapll := 3/5

A\

a2:=evalm(multiply(De,eprim2)) :b2:=evalm(eprim?2) :
Dchap22:=simplify(prodscalaire(a2,b2));

\

Dchap22 := 22/5

A\

a2:=evalm(multiply(De,eprim2)) :b3:=evalm(eprim3) :
Dchap23:=simplify(prodscalaire(a2,b3));

Vv

Dchap23 := - 6/5 sqrt(2) + 2/5 I sqrt(2) sqrt(5)

\2

a3:=evalm(multiply(De,eprim3)) :b3:=evalm(eprim3) :
Dchap33:=simplify(prodscalaire(a3,b3));

Vv

Dchap33 := 11/5

\4

Dchap12:=simplify(prodscalaire(al,b2));

Dchap12 := 1/5 I - 1/5 sqrt(5)

\4

Dchap21:=simplify(prodscalaire(a2,bl));

Dchap21 := -1/5 I - 1/5 sqrt(b)

\2

Dchap32:=simplify(prodscalaire(a3,b2));

Dchap32 := - 6/5 sqrt(2) - 2/56 I sqrt(2) sqrt(5)

\

Dchap13:=simplify(prodscalaire(al,b3));

Dchap13 := -1/10 I sqrt(2) - 1/10 sqrt(2) sqrt(5)

\2

Dchap31 := simplify(prodscalaire(a3,bl));
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Dchap31 := 1/10 I sqrt(2) - 1/10 sqrt(2) sqrt(b)

> Dchap23 := simplify(prodscalaire(a2,b3));

Dchap23 := - 6/5 sqrt(2) + 2/5 I sqrt(2) sqrt(5)
> Dchapeau:=matrix (3,3, [Dchapll,Dchapl12,Dchap13,Dchap21,Dchap22,Dchap23,
Dchap31,Dchap32,Dchap33]):

> khil:=charpoly(Dchapeau,X);
> eigenvals(Dchapeau) :

3 2
khil := X - 36/5 X + 44/5 X - 2

> Lambda:=matrix(3,3,[0,0,0,0,sqrt(5),0,0,0,-sqrt(5)]);

[0 0 0 ]
Lambda := [0 sqrt (5) 0 ]
[0 0 -sqrt(5)]

> iLambDchap:=evalm(I*Lambda-epsilon*Dchapeau) :
> khi2:=collect(charpoly(iLambDchap,X),X);
> eigenvals(iLambDchap) :

3 2
khi2 := X + 36/5 X epsilon

2
+ (44/5 epsilon + 5 + 11/5 I sqrt(5) epsilon) X + 3 epsilon

2 3
+ 6/5 I sqrt(5) epsilon + 2 epsilon

> LLambdal:=eigenvals(iLambDchap) [1]:
> LLambda2:=eigenvals(iLambDchap) [2] :
> LLambda3:=eigenvals (iLambDchap) [3]:

> taylorl:=simplify(taylor(LLambdal,epsilon));

> taylor2:=simplify(taylor(LLambda2,epsilon));
> taylor3:=simplify(taylor (LLambda3,epsilon));
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2 146 3

taylorl := - 3/5 epsilon + 3/125 I sqrt(5) epsilon + --- epsilon
625
-1699 4 22972 5 6
+ - I sqrt(5) epsilon - ----- epsilon + O(epsilon )
15625 78125
-62 2 426
taylor2 := I sqrt(5) - 22/5 epsilon + --- I sqrt(5) epsilon - ---
125 625
3 1943 4 14567 5 6
epsilon + ----- I sqrt(b) epsilon + --—--- epsilon + O(epsilon )
15625 156250
59 2 56
taylor3 := -I sqrt(5) - 11/5 epsilon + --- I sqrt(5) epsilon + ---
125 125
3 -244 4 31377 5 6
epsilon + ----- I sqrt(b) epsilon + —------ epsilon + O(epsilon )
15625 156250
On a donc
146 1699 22972
)\(1) e o 3
ZO"“ ‘ €+ 125fE T 625° T 15625 T 781
Alors 5
1 1 1
aé):();ag):—gER;aé)—ﬁ\/_ZEZR
Par notre méthode, on a
0 0 0
A=10 V5 0
0 0 —v5

Si on choisit Oé(()) = 0, alors I'espace H (%) {f (a,b,c) € C3*,A{ =0} = {(a,0,0),a €

C}. D’apres le Théoreme 3.2.4, le nombre ay (" est une valeur propre de P B)D. On a

3 i—5 o
_ > 5 e
_ —i—/5 22 — 2+/10i
D= 5 5 5 T 75
L i —-6v2 _ 2V/10i 11
V10 T 52 5 5 5

Ainsi, on a pour tout & = (a,0,0) € H®)\{0} :

~ 3
P Dy + agl)w =0 c’est-a-dire : <ga, 0, 0> + (agl)a, 0,0) =0.
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(1) (1)

3 3
D’ou : 4 + a;’a=0. On en déduit que o’ = —x et on obtient :
B — {¢ e FBo) . (p(ﬁo)f) + agl))f =0} = 1 Bo)

On calcule F3, = —iX(E + agl)) avec X = (A —0)~1(I — P(ﬁo))‘
Pour tout £ € H®) on a

o5 (e )

De la relation : P(%) (D + agl))]—"ﬁlf + aél)f = 0, on déduit que

- [(ﬂgﬁ) (i_5\/g> o (Jlio ! 535) (\;11_0 ) 535) ’

et donc

+ ozél)a =0,

(1) 3\/5i

O{2 — .
125

On continue le processus. Les autres ag-l) seront trouvés par récurrence et les résultats

coincident avec ceux trouvés par la formule Taylor calculée par la programmation Maple

ci-dessus.

De maniere similaire, on peut comparer les «; dans les expressions de )\9) et /\Eg) de
la form)ule Taylor ci-dessus et par la méthode du Chapitre 3. On rappelle les expressions
des AEJ :

© % ), 16, 1699 , 22072
— 2 VBie2 + —
Za’f ¢ €+ 125\f + 6256 * 15625 ¢ ~ 78125°
@ 62 oo 4265 1043 o 14567
= e - /i — =2
Za’“ " =iv5- 6 125V Ts¢ T 15625\/_ 156250¢ T
11 9244 31377
3) _ (3 k _ 5_ = 27 /Bie 3 4y P
ZO"“ ¢ 5eT 125\/— + 5 15625\/_ 156250°

Par le Théoreme 3.4.1 et la Figure 3.4, nous allons choisir les 7; comme suit :

ro € {0,iV5, —iv/5}

; 3 22 11 3
r1 = min { valeurs propres de K,,} = min {—agj )} = min ==,
j 555 5

alors 1y = 0, on va donc choisir la premiere expression,

3
rg = ———
2 125

146

r3 = ——
3 625

Dans ce cas, le trou spectral est alors :
3 146 1 22972 1

(A) =r v 23 el 2921
Pu LT 2’3 5 625 A2 | 78125 A%
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Ainsi, dans cet exemple, on peut choisir les r;, dans la figure suivante, pour avoir le
trou spectral.

La fonction du trou spectral est représentée par les trois lignes rouge, bleu et noir
correspondantes & 79 = 0, 179 = iv/5 et 79 = —iv/5. On a besoin de celle qui est la
plus proche de ’axe horizontal quand A devient grand, donc on choisit celle de couleur
rouge (ro = 0).

10 I

FIGURE 4.1 — Trou spectral
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Titre de la these : Etude de Pasymptotique du phénomeéne d’augmentation de
diffusivité dans des flots a grande vitesse

Résumé

En application, on souhaite générer des nombres aléatoires avec une loi précise (méthode
de Monte Carlo par chaines de Markov - MCMC (Markov Chaine Monte Carlo)). La
méthode consiste a trouver une diffusion qui a la loi invariante souhaitée et a montrer la
convergence de cette diffusion vers son équilibre avec une vitesse exponentielle. L’exposant
de cette convergence est le trou spectral du générateur. Il a été montré par Chii-Ruey
Hwang, Shu-Yin Hwang-Ma, et Shuenn-Jyi Sheu qu’on peut agrandir le trou spectral,
en rajoutant un terme non-symétrique au générateur auto-adjoint (souvent utilisé en
MCMC). Ceci correspond a passer d’'une diffusion réversible (en detailed balance) a une
diffusion non réversible. Un moyen de construire une diffusion non-réversible avec la méme
mesure invariante est de rajouter un flot incompressible a la dynamique de la diffusion
réversible.

Dans cette these, nous étudions le comportement de la diffusion lorsqu’on accélere le flot
sous-jacent en multipliant le champ des vecteurs qui le décrit par une grande constante.
P. Constantin, A.Kisekev, L.Ryzhik et A.Zlatos (2008) ont montré que si le flot était
faiblement mélangeant alors 1’accélération du flot suffisait pour faire converger la diffu-
sion vers son équilibre en un temps fini. Dans ce travail, on explicite la vitesse de ce
phénomene sous une condition de corrélation du flot. L’article de B. Franke, C.-R.Hwang,
H.-M. Pai et S.-J. Sheu (2010) donne l'expression asymptotique du trou spectral lorsque
le flot sous-jacent est accéléré vers 'infini. Ici aussi, on s’intéresse a la vitesse avec laquelle
le phénomene se manifeste. Dans un premier temps, nous étudions le cas particulier d’une
diffusion du type Ornstein-Uhlenbeck qui est perturbée par un flot préservant la mesure
gaussienne. Dans ce cas, grace a un résultat de G. Metafune, D. Pallara et E. Priola (2002),
nous pouvons réduire I’étude du spectre du générateur a des valeurs propres d’une famille
de matrices. Nous étudions ce probleme avec des méthodes de développement limité des
valeurs propres. Ce probleme est résolu explicitement dans cette these et nous donnons
aussi une borne pour le rayon de convergence du développement. Nous généralisons en-
suite cette méthode dans le cas d'une diffusion générale de facon formelle. Ces résultats
peuvent étre utiles pour avoir une premiere idée sur les vitesses de convergence du trou
spectral décrites dans l'article de Franke et al. (2010).

Mots-clés : Opérateur non auto-adjoint, dérive incompressible, vitesse de relaxation,
décroissement de la corrélation, trou spectral, développement limité.



Title of thesis : The asymptotic of the phenomenon of enhancement of diffusivity
in high speed flow

Abstract

In application, we would like to generate random numbers with a precise law MCMC
(Markov Chaine Monte Carlo). The method consists in finding a diffusion which has
the desired invariant law and in showing the convergence of this diffusion towards its
equilibrium with an exponential rate. The exponent of this convergence is the spectral gap
of the generator. It was shown by C.-R. Hwang, S.-Y. Hwang-Ma and S.-J. Sheu that the
spectral gap can grow up by adding a non-symmetric term to the self-adjoint generator.
This corresponds to passing from a reversible diffusion to a non-reversible diffusion. A
means of constructing a non-reversible diffusion with the same invariant measure is to
add an incompressible flow to the dynamics of the reversible diffusion.

In this thesis, we study the behavior of diffusion when the flow is accelerated by multi-
plying the field of the vectors which describes it by a large constant. In 2008, P. Constantin,
A. Kisekev, L. Ryzhik and A. Zlatos have shown that if the flow was weakly mixing then
the acceleration of the flow was sufficient to converge the diffusion towards its equilibrium
after finite time. In this work, the speed of this phenomenon is explained under a condi-
tion of correlation of the flow. The article by B. Franke, C.-R.Hwang, H.-M. Pai and S.-J.
Sheu (2010) gives the asymptotic expression of the spectral gap when the large constant
goes to infinity. Here we are also interested in the speed with which the phenomenon
manifests itself. First, we study the special case of an Ornstein-Uhlenbeck diffusion which
is perturbed by a flow preserving the Gaussian measure. In this case, thanks to a result of
G. Metafune, D. Pallara and E. Priola (2002), we can reduce the study of the generator
spectrum to eigenvalues of a family of matrices. We study this problem with methods of
limited development of eigenvalues. This problem is solved explicitly in this thesis and we
also give a boundary for the convergence radius of the development. We then generalize
this method in the case of a general diffusion in a formal way. These results may be useful
to have a first idea on the speeds of convergence of the spectral gap described in the article
by Franke et al. (2010).

Keywords : non self-adjoint operator, incompressible drift, relaxation speed, decay of
correlation, spectral gap, limited development.



	Résumé
	Motivation
	Introduction
	Préliminaire
	L'opérateur laplacien et la formule de Weyl
	L'opérateur laplacien
	La formule asymptotique de Weyl

	Spectre d'opérateur et Flots mélangeants
	Spectre
	Transformation mélangeante
	Flot et décroissement de corrélation

	L'espace de Sobolev sur une variété
	Nombre de Motzkin

	Vitesse de relaxation sur une variété compacte M sans bord
	Premier résultat principal
	Quelques outils
	Formule de Weyl
	Inégalité de Sobolev
	L'article de Constantin, Kiselev, Ryzhik et Zlatoš
	Théorème de RAGE

	Démonstration du résultat principal
	Exemple sur le tore T2=[0,1]2

	L'expansion du trou spectral du processus O-U
	Motivation
	Méthode pour trouver les j et (j)
	Coefficients du premier ordre : 1 et (1)
	Coefficients du deuxième ordre : 2 et (2)
	Coefficients du troisième ordre : 3 et (3)
	Coefficients du quatrième ordre : 4 et (4)

	Deuxième résultat principal
	Comment trouver (n) et n ?
	Les propriétés de Fn

	Le cas particulier dimH(0) =1
	Formule de Kn
	La propriété hermitienne ou anti-hermitienne de Kn
	Majorant de Fn
	Comportement asymptotique de n 
	Le trou spectral de LA 

	Le trou spectral dans le cas des matrices 22
	Un exemple concret avec des matrices 22

	L'expansion formelle du trou spectral de l'opérateur LA
	Motivation
	Méthode pour trouver les j et (j)
	Coefficients du premier ordre : 1 et (1)
	Coefficients du deuxième ordre : 2 et (2)
	Coefficients du troisième ordre : 3 et (3)
	Coefficients du quatrième ordre : 4 et (4)

	Le trou spectral de LA 

	Discussion et Perspective
	Sommaire et Conclusion
	Perspective

	Annexe
	Bibliographie

