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ETUDE DE MESURES NON-UNIFORMEMENT HYPERBOLIQUES POUR
LES APPLICATIONS MEROMORPHES

RESUME

Nous montrons un résultat du type Closing Lemma pour les mesures non uni-
formément hyperboliques associées a des applications méromorphes. Nous prouvons
aussi qu’il est possible d’approximer la dynamique de telles mesures par des codages
du type Bernoulli.

STUDY OF NONUNIFORMLY HYPERBOLIC MEASURES FOR
MEROMORPHIC MAPS

ABSTRACT

We prove a Closing Lemma for nonuniformly hyperbolic measures of meromor-
phic maps. We prove also a theorem of approximation of the dynamics of such
measures by Bernoulli coding maps.

Mots-clés : dynamique complexe, Closing Lemma, entropie, approximation par
des horsehoes.

Institut Galilée, UMR 7539, Université Paris XIII,
99 Avenue Jean Baptiste Clément, 93430 Villetaneuse, France.



Introduction

Soit X une variété Riemannienne lisse compacte de dimension ket f: X — X
un diffeomorphisme de classe C'+2.

On considére ;1 une mesure de probabilité invariante par f, ergodique et hyper-
bolique (c’est-a-dire que ses exposants de Lyapounov sont non nuls).

Un résultat majeur, obtenu par A. Katok (voir [12]), est la construction dans ce
contexte d’orbites périodiques. C’est le Closing Lemma : sous certaines hypothéses,
lorsqu’un point x et son itéré f™(x) (avec m > 1) sont proches, on peut trouver
un point périodique prés de x. Ce résultat est crucial pour approximer le systéme
dynamique par des horseshoes (voir A. Katok et L. Mendoza dans [13]).

L’objet de cette thése est d’étendre ces théorémes en dynamique méromorphe.

Soit donc X une variété complexe compacte de dimension ket f: X — X une
application méromorphe dominante. Nous noterons I son ensemble d’indétermina-
tion.

On considére ;i une mesure de probabilité qui vérifie [logd(z, I)du(z) > —oc.
On suppose p invariante par f, ergodique et hyperbolique, c’est-a-dire que ses ex-
posants de Lyapounov vérifient :

X1 > Xmo > 0> Xomgr1 > -+ > xp pour un 1 <mg < k — 1.

Sous ces hypothéses, en suivant la stratégie d’A. Katok (voir [12]), nous démon-
trons le Closing Lemma (voir le chapitre 2 et le théoréme 5).

Ensuite, grace a la démonstration de ce résultat, nous pouvons approcher la dy-
namique de p par des ensembles qui sont codés par des Bernoulli. Plus précisément,
on a :

Théoréme 1. On suppose en plus que h,(f) > 0.
Alors pour tout p >0 et o1, ,pp, € CO(X,R) on a :

1. Il existe n > 1 et un codage :



{17... 7]\7}2_"){17... 7N}Z

y

Ag I Ao

ou N = elwlhn=em_ fnoG8 = Syoo, o est le décalage a droite et Sy est continue.
De plus vy = (So)«Ao (00 Ao est la mesure de Bernoulli) est une mesure inva-
riante par f" et d’entropie métrique supérieure ou égale a n(h,(f) — p).

2. htop(f|A0) 2 hu(f) —p (OU, ici AO - SO({17 Tt 7N}Z))
3. Si on note A = ANy U f(Ag) U---U f""1(Ag), on a que A est contenu dans un
p-voisinage de supp(p) et la mesure

V= %(VO + f*VO + -+ (fn_l)*yo)a

portée par A\, est f-invariante et vérifie :

Vi=1,-- ko ‘/<pidv—/soidu‘<p-

Remarque. Dans le théoréme précédent, si on sait de plus que f est inversible et
que [logd(z,I(f~"))du(z) > —oco (o I(f~') est Pensemble d’indétermination de
f71), alors Sy est un homéomorphisme et A est un horseshoe comme dans le cas des
diffeomorphismes (voir [13]).

Signalons que I'hypothése [logd(x, I)du(z) > —oo est assez faible et qu’elle est
naturelle pour faire de la théorie de Pesin. Lorsque f est inversible et que p est plus
réguliére, typiquement une mesure SRB (voir la condition 1.1 de [14]), il existe aussi
des résultats d’approximation des systémes dynamiques dits singuliers (voir [14])
qui se basent sur I'approche de Pesin (voir [17]).

Ce type de théoréme est aussi vrai pour les applications avec singularités lorsque
tous les exposants de Lyapounov sont strictement positifs (voir [11]).

Par ailleurs, il existe aussi des résultats de codage par des Bernouilli pour la
mesure d’entropie maximale d'un endomorphisme holomorphe de P*(C) (voir [1] et
6)-

Le Closing Lemma de notre thése est a comprendre en tant que fermeture d’une
orbite sans changement de I'application f. Il y a aussi des théorémes en dynamique
holomorphe ou I'orbite est fermée en faisant varier f (voir [8] et [9]).

Voici maintenant le plan de notre thése : dans un premier chapitre nous faisons
des rappels sur la théorie de Pesin et sur les théorémes de transformées de graphes



que nous utiliserons. Dans le second, nous donnons un énoncé précis du Closing
Lemma et nous le démontrons. Le troisiéme chapitre est consacré a la preuve du
théoréme 1, c’est-a-dire a I'approximation du systéme dynamique par des Bernoulli.
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Chapitre 1

Théorie de Pesin et transformeées de
graphes

Dans ce chapitre nous rappelons la théorie de Pesin ainsi que les théorémes de
transformées de graphes.

1.1 Théoréme d’Oseledets et théorie de Pesin

Soit X une variété complexe compacte de dimension k et f : X — X une
application méromorphe dominante. On notera I son ensemble d’indétermination.

On munit X d’une famille de cartes (7,).cx qui vérifient 7,(0) = x, 7, est définie
sur une boule B(0,¢y) C CF avec ¢ indépendant de z et la norme de la dérivée
premiére et seconde de 7, sur B(0, €y) est majorée par une constante indépendante
de z. Pour construire ces cartes il suffit de partir d’'une famille finie (U, 1;) de cartes
de X et de les composer par des translations.

On considére une probabilité x telle que [logd(x, I)du(z) > —oco. On la suppose
aussi invariante par f et ergodique. On note Q = X \U;>of *(I). Comme p ne charge
pas [ et qu’elle est invariante par f, y est une mesure de probabilité sur €.

On définit I'extension naturelle :

0= (F=( .m0, ) €N, flzn) = Ty ).

Dans cet espace, f induit une application fqui est le décalage a droite. Si on
note 7 la projection canonique 7(¥) = z( alors p se reléve en une unique probabilité
[i invariante par f qui vérifie m.Ji = p.

Dans toute la suite, on notera f, = Tf_(;) o f o1, qui est définie au voisinage de
0 quand z n’est pas dans I. Le cocycle auquel nous allons appliquer la théorie de

11



CHAPITRE 1. THEORIE DE PESIN ET TRANSFORMEES DE GRAPHES

Pesin est :
A:Q —s M(C)
T — Df,;(0)
ot M (C) est 'ensemble des matrices carrées k x k a coeflicients dans C et 7(z) = .

Grace a ’hypothése d’intégrabilité de la fonction logd(z, I), on a (voir le lemme 8
de [4])

/ log™ | A(®)[|dA() < +oo.

I en découle que 'on a un théoréme du type Oseledets (voir [10] et [18] ainsi
que le théoréme 2.3 de [16], le théoréme 6.1 dans [7] et [15]) :

Théoréme 2. Il eriste des réels Ay > Ao > -+ > N\ > —0o0, des entiers mq,--- ,my
et un ensemble T de mesure pleme pour i tels que pour T € T on ait une decomposz—
tion de C* de la forme C* = @izl E;(Z) ou les E;(T) sont des sous-espaces vectoriels
de dimension m; qui vérifient :

1) A(Z)E;(Z) C Ei(f(Z)) avec égalité St \j > —00.
2) Pour v € E;(Z) \ {0}, on a :

. 1 Tn—1/~ ~ _
i Llog AP (3) - A@)] = A

Si de plus, \i > —00, on a la méme limite quand n tend vers —oo. R

Pour tout fy > 0, il eziste une fonction C, : I' — GL(C) telle que pour T € I :

1) lim,,_ = log ||C’i1(f”( )| =0 (on parle de fonction tempérée).

2) C.(T) envoie la décomposition standard @2:1 C™ sur @221 Ei().

3) La matrice A, (T) = C’;l(f(ff))A(/x\)Cv(f) est diagonale par bloc (AL(Z),--- , AL (%))
ot chaque A%(T) est une matrice carrée m; X m; et

Yo € C™ ona N 7|v]| < ||AZW(§?)UH < M|

st A; > —o0 et

Yo e C™ AL @)l < e ]|
St )\l = —

Pour le dernier point, voir la remarque apreés le théoréme 14 de [3].
Notons maintenant gz la lecture de f, dans les cartes C, c’est-a-dire gz =

CH(f(@)) o fo 0 C,(2) ot 7(3) = =,
Nous allons construire des cartes de Pesin qui seront adaptées pour montrer le
Closing Lemma.

12



1.1. THEOREME D’OSELEDETS ET THEORIE DE PESIN

Proposition 1.1.1. Il existe un ensemble IV de mesure pleine pour i et une appli-
cation mesurable r : T —10,1] tels que pour tout T € IV on ait e < % < e
et

1) gz(0) =

2) Dgx(()) = A\ (7).

3) gz(w) est holomorphe pour ||w|| < r(Z) et on a |D?gz(w)]|| < Tli) pour ||w|| <
r(7).

En particulier, si on note gz(w) = Dgz(0)w + h(w), on a ||[Dh(w)| < = ||w||
pour ||w|| < r(T).

Preuve. On se place sur T. Les deux premiers points proviennent du théoréme pré-
cédent.

La démonstration de la troisiéme propriété est basée sur la proposition 8 de |2|
(voir aussi la proposition 10 de [4]). On reprend les notations de [4].

On a l'existence d’'une constante ¢; > 0 telle que gz(w) estAholomorphe pour
ol < 472K De plus, pour ] < $A54F. on a Dys(w) = 5 (F(@)oD £2(C (@) (w))e
C,(Z), ce qui donne la majoration :

1D gz (w)|| < |CT (F@DIID? £o(Co (@) (w))[1C (@)

Comme dans la preuve de la proposition 10 de |4], en utilisant que ||D?f(z)|| <
Cd(x,I)7? (voir le lemme 2.1 de [5]) et que I'image par 7, du segment [0, C,(Z)(w)]

vit dans la boule B(z, K||/C,(Z)(w)]||) ot K est une constante qui ne dépend que de

erd(z, )Py .
< T)

X, on a (toujours pour ||wl]| C, @)

1D g (w)l| < CICTH(F@)IIC, @70, C (@) (w)]), 1)
< C(1— Ke)l|C (F@)IIC, @), )77
< 20| G (F@)INC, @) P d(, )~

Notons maintenant (avec z = 7(7)) :

af@) = max (1 ”(j(—ﬁi' 21C; FENINC, @ dte. 1))

Comme [logd(w(z),I)di(z) = [logd(x, I)du(z) > —oo, le théoréme de Bir-
khoff implique qu’il existe un ensemble de mesure pleine A pour p sur lequel :

13



CHAPITRE 1. THEORIE DE PESIN ET TRANSFORMEES DE GRAPHES

nETooﬁzlogd :nﬁlfoogzlogd @) 1)

- / log d(n(2), D)df(@) > —oo.

Classiquement, cela implique que pour = € A, on a :

lim ~logd(x(F"(3)), 1) = 0.

n—=+oo N,

Comme les ||C’ ( T)|| sont aussi tempérées, on obtient que «(Z) est une fonction

tempérée sur '="TnA
Par le lemme S.2.12 dans [13], il existe une fonction o, > « qui vérifie e <

% < ¢ pour tout 7 € IV.

On pose alors r(Z) = m (qui est plus petit que 1). On a e™7 < (f(g)) < e
pour tout 7 € IV, la fonction gz(w) est holomorphe pour ||w|| < r(Z) = avl(x) <
1 erd(z,I)P
a@ < T ot enfin :

RN . _ ~ ~ 1
1D?gz(w)l < 2C1CTHF@DIIC, @) I*d(z, 1) P < a(Z) < 0y (7) = r(@)
pour ||w|| < r(Z). C’est ce que I'on voulait démontrer.
o

1.2 Transformées de graphes

Nous utiliserons les théorémes de transformées de graphes en avant et en arriére
par des applications non inversibles.

Commencons par la transformée de graphe en avant (voir le paragraphe 4 de [2]).

On se place dans C* et dans la suite || - || désignera la norme Euclidienne et
Bi(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R dans C'.

On considere :

g(X, Y) = (91(X7 Y)>92(X7 Y)) = (AX + R(X> Y)7BY + U(Xv Y))

avec (X,0) € E (abscisses), (0,Y) € E, (ordonnées) et A : Ck* — C* B : Ck2 —
C*2 des applications linéaires avec k = k; + ky. On suppose que g : By(0, Ry) —

14



1.2. TRANSFORMEES DE GRAPHES

By (0, Ry) est holomorphe avec Ry < Ry, g(0) = 0 et max(||DR(Z)||, ||[PU(Z)||) < o
sur Bk(O, RO)

On supposera aussi A inversible, || B|| < ||[A7'||7! et on note £ = 1—||BJ|[|[A7!]| €
10,1].

Nous utiliserons la version raffinée suivante du théoréme de la transformée de
graphe (voir le paragraphe 4 de [2] ) :

Théoréme 3. Soit {(X, (X)), X € D} un graphe dans By(0, Ry) au-dessus d’une
partie D de Ey qui vérifie Lip(¢) < v < 1.

Si S||A7HI(1 + ) < 1 alors limage par g de ce graphe est un graphe au-
dessus de my(g(graphe de ¢)) ou my est la projection sur les abscisses. Par ailleurs,
si (X, (X)) désigne ce nouveau graphe, on a :

|B|70 + 6(1 + 70)
Hw(Xl) - %D(Xz)H < HA71H71 o 5(1 +'YO)

X1 — Xo]

qui est inférieur a || X7 — Xa|| si § < €(,€).

Enfin, si de plus By, (0,a) C D et ||¢(0)]] < B, alors mo(g(graphe de ¢)) contient
B, (0, (JJAHI 7T =6(1470))a—08) et | (0)]] < (1+0) (1Bl B+05+[D?gll 5, 0.80)5%)
(si 6 < €(0,€))-

Preuve. 11 s’agit de reprendre la preuve de 2| et de modifier juste la fin.

Tout est identique jusqu’a la ligne 11 p.102 sauf qu’ici les graphes sont au-dessus
des abscisses.

FEnsuite, on a :

IACXD) = M) = (AT = 01+ 70)) | X7 = Xa|.

En particulier,
IAC) = AO) = (AT = (1 + ) IX]
= (|A7Y7 =51+ y0))e si X € 0B(0, ).
Mais A(0) = A0 + R(0,¢(0)) est de norme inférieure a :

12(0, o(0)[ = [R(0, ¢(0)) = R(0,0)]| < 4[le(0)]| < o5.

On en déduit que 7o(g(graphe de ¢)) contient By, (0, (||A7Y| 7 =8(14+70))a—4853).
C’est, la modification que 'on voulait montrer.
o

15



CHAPITRE 1. THEORIE DE PESIN ET TRANSFORMEES DE GRAPHES

Nous utiliserons aussi la transformée de graphe en arriére dans le cas non-
inversible (voir |7| théoréme 6.4).

Théoréme 4. Soit (¢(Y),Y) un graphe dans By(0, Ry) au-dessus de By, (0, a) qui
vérifie ||¢(0)]] < B et Lip(¢p) < vo < 1 pour un certain < a < Ry/4. Soit v > 0
tel que e*’ < %

On suppose que :

(1 =& +20(L+7) AT <1 et
(ol BIF+ (1 +70)) (JATHI ™" = 6(1 +790)) ™" < e 7o et

(IBIl +20)e* +0 <1 et d(1+70) < min{([JA7H|7" —~llBI) /2, [|A7H ™ — e}

Alors il existe ¥ : By, (0, e®) — Ck* avec Lip(v)) < e o, [|90(0)|| < Be7 et
g(graphe(y)) C graphe(¢).

Preuve. 1l s’agit d’une légére adaptation de la preuve du théoréme 6.4 dans [7]. Nous
en reprenons aussi les notations.
Soit Y € By, (0, ae?) et

Lge-zr = {(X,Y) , | X < [[Y[| + Be™*"}.
Tout d’abord, on a Lg.—2 C By(0, Ry) car pour (X,Y) € Lg.—2,

I < IXT+ Y] < 20V + Be™ < 20e* +a

< fo

R
2 _O<R
_26 +4 0-

Ensuite, toujours pour (X,Y’) € Lg.—2, on a :
(X, V)| < BV} + [UX, YY) = IBII[Y]] + [U(X,Y) = U(0,0)]]

< BIIY I+ s (X, ) < [IBIIY I+ 6[[X] + ol]Y]]
< (|B|| +20)||Y|| +6Be™* < (|| B|| + 20)ae® + da < a
car (|| B]| +28)e*” + 4§ < 1.

On en déduit que [|g2(X,Y)|| < a pour tout (X,Y) € Lg.—2+. En particulier, si
on note :

16



1.2. TRANSFORMEES DE GRAPHES

U = {Y - Bkz (O, R()) s gg(Lﬁef%/) C BkQ(O, O./)},

on a By, (0,ae?’) C U.
Soit Y € By, (0, ae®) fixé. On veut trouver (X,Y) € Lg.-2, avec ¢(g2(X,Y)) =
g1(X,Y). C'est équivalent a trouver (X,Y') € Lg.—2, avec :

AY<X) - A_l [¢(92(X, Y)) - (gl(X7 Y) - AX)] =X.

Pour cela montrons d’abord que Ay : By, (0, ||Y]] + Be=2) — By, (0, ||[Y]| + Be=27).
Pour X € By, (0, ||Y|| + fe=27), on a :

1Ay (O < 1A 16 (92(X, Y)) = $(O)| + [[@(0)] + [lg1 (X, Y) — AX]]]
< AT DoIBIYI + U X, V) + 8+ [ RX Y]
< AT DoIBIIY I+ SllX N + YN + 8 + 6l1X ] + a1y ]
< |47
= A7

WUBINY |+ 20[[Y]) + v00Be™ + B + 28[|Y|| + 68"
(l1B]l +20(1L + 7)) V]| + AL + (1 +70)e™)] -

o

Mais || Bl + 26(1 4+ 7o) < [|[A7Y| 7 et e® + (1 + ) < |JA7Y| 7Y, d’on

1Ay (I < [IATH TTATHITHIY I+ Be ™ [JATH T < 1Y+ Be™™.

C’est, ce que 'on voulait.
Maintenant, en suivant mot pour mot la preuve de [7], on a que Ay est une

contraction ce qui donne lexistence et I'unicité d'un point fixe dans By, (0, || Y]] + fe=27)
que I'on note U(Y').
Ensuite, toujours en suivant [7] et en utilisant ’hypothése

(ol Bl +0(1 +350)) (AT = 6(1 +)) 7" < e "o,

on a Lip(1) < e .
Enfin, comme Ay : By, (0,8e=2Y) — By, (0, fe~27), on obtient que [[1)(0)] <
Be27. Cela termine la démonstration.

O
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CHAPITRE 1. THEORIE DE PESIN ET TRANSFORMEES DE GRAPHES
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Chapitre 2

Le Closing Lemma

2.1 Cadre et énoncé du théoréme

On commence par donner le cadre du théoréme. On utilisera les notations et les
résultats du chapitre 1.

Soit p une mesure de probabilité avec [logd(z,I)dpu(z) > —oo. On la suppose
invariante par f, ergodique et hyperbolique, c’est-a-dire que ses exposants de Lya-
pounov vérifient :

X1 > Xmo > 0> Xmga1 > -+- > xp pour un 1 <mg < k — 1.

Comme les exposants de Lyapounov ne dépendent pas du choix des cartes pour
X, on peut supposer que u ne charge pas le bord des cartes (U;, 1).

On fixe 7 > 0 petit devant les exposants de Lyapounov avec 4v < Xmy — Xmo-+1
et on applique le théoréme d’Oseledets avec ce 7.

Soit 0 < 6 < %. Pour ¢, > 0 suffisamment petit, la masse pour pu d’un €p-voisinage
des bords des cartes qui recouvrent X (pour une métrique fixée sur X) est plus petite
que g.

On note V,, ce voisinage et on a fi(r~ 1 (V<)) = p(V<) > 1 — 2.

Par le théoréme de Lusin, on peut trouver un ensemble As compact, inclus dans
7N (V) avec [i(As) > 1 — 6 et T CFY(T), T+ r(T) continues sur As.

On fixe une métrique standard sur Q qui vérifie d(Z,7) > d(w(Z), 7(3)) pour tout
7,7 € Q et on a alors le théoréme :

Théoréme 5 (Closing Lemma). Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que si T € As,

f™(Z) € As pour un certain m > 1 avec d(Z, fAm(/x\)) < n alors il existe z € X tel
que :
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1. f(z) ==z
2. d(fi(x), fi(2)) < emax(e™", e ")) pour 0 < i < m (ot v = 7(T)),
3. z est hyperbolique.

2.2 Preuve du Closing Lemma

2.2.1 Démonstration de I’existence du point périodique z

Pour démontrer le Closing Lemma, nous suivons l’approche d’A. Katok (voir

[12]). Ce qui change c’est que f n’est pas inversible et qu’il y a un ensemble d’in-
détermination I sur lequel f n’est méme pas définie. Pour surmonter ces difficultés,
nous utiliserons des transformées de graphes par des applications non inversibles
(voir le théoréme 4) et des cartes de Pesin qui prennent en compte I.

~

Soit 0 < v < % fixé suffisamment petit pour que 7o < et — 1,79 < 1 —e 2 et

_ _7I
706X1+’Y + e 4’\/ < e 27‘

As est compact, donc il existe ry > 0 tel que :

Y 1
VZ € As, 7(T) =g et mo < O (@) < —
7’0

Dans un premier temps, nous faisons des transformées de graphes en avant et en
arriére dans des boites de taille hr(f*(Z)) avec h suffisamment petit (nous préciserons

a quel point au fur et & mesure).

1) Poussées en avant de graphes a partir de x par 95, 95@) o Ifmrz) ¢
Soit ¥ € As. On note E,(7) la somme directe de tous les E;(Z) correspondants

aux exposants strictement positifs et F (Z) la somme directe des E;(Z) avec des
exposants strictement négatifs.

On a dim Eu(/ff) = k‘l et dim ES<&]\> = kQ =k — k?l.
Pour ¢ compris entre 0 et m — 1, on se place dans le repére :

CYU @) EF@) P C M F @) E(f (7))

et on a :

Lemme 2.2.1. Soit (X, d(X)) un grcig)he au-dessus de By, (0, a) C C;l(ﬁ(f))Eu(ﬁ(f))
ot a = hr(f'(Z)), 8= [|¢(0)[| < hr(f'(Z)) et Lip() < 7o.

Alors limage par 9 @) de ce graphe est un graphe (X, V(X)) au-dessus d’une partie

de C (J”H( 7)) u(f”l( )) au moins pour || X|| < hr(f“rl( e et |(0)| < e=278,

Lip() < yoe™7.
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Preuve. Si Xpm,+1 = —00, les calculs qui vont suivre restent valables en remplagant
Xmo+1 Par —57.

Dans le repere précédent gz - s'écrit (voir le chapitre 1.1) :

o~

avec (A, B) = diag(A;(f'(2)), - AQ(J?( z))). On a |[ATH|7H > eXma™ et | B|| <
eXmot ™ et pour [[(X,Y)[| < 5h ( (2))

max(|[DR(X,Y)||, |DU(X,Y)) <

1
= X,Y)| <5h.
Gy I

On applique le théoréme de la transformée de graphe en avant avec Ry =

5hr(f(%)).
Tout d’abord, le graphe (X, ¢(X)) est bien dans By (0, Ry) car

-~ -~ ~

[o(X)]| < 1@(0) [+l X < hr(f*(@)v0+hr(f'(Z)) < hr(f*(2)) (Yo +1) < 2hr(f(T)).
Ensuite, pour les hypothéses du théoréme on a d’une part
SIIATH(1 + 7o) < Bhe XmatT x 2 < 1
pour h petit par rapport a v et d’autre part

|Bllno + 81 +10) _ q0exme+1+7 + 6h
HAilHil —5(14—70) - eXmo=Y — Gh

<e T

toujours pour h petit car 4y < Xmg — Xmo-+1-
Le théoréme permet alors d’affirmer que I'image par 95 a) du graphe de ¢ est un

graphe (X, 1(X)) au-dessus d’une partie de C’W_l(ﬁ“( 7))E (f“rl( 7)) qui contient
By, (0,t) avec :

t> (AT = 8(1 +70))a — 658 > (Xm0~ — 6h)hr(f1(T)) — 5h x hr(f'(%))

> hr(f(®))(eXmo™ — 6h — 5h) > hr(f(Z)) (¥ — 11R) car si on veut eXmo™7 > %,
——

>e2v Sl h<<y

Cette derniére quantité est supérieure a hr(f*(Z))e car (rf
;
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Enfin on a :

16O < (1+20)IBIS + 66 + D205l 50,205
; 1 -
e (eXmot1 ™Y + 5h + ———hr(f'(2)))3
r(f{(@))
e2(e™ + 5h 4 h)J car si on veut eXmot1 Y < g™ h

e 1B si h << 7.

IN

IN A

Cela achéve la démonstration du lemme. o

On applique maintenant ce lemme de la maniére suivante.

On part d'un graphe (X, $o(X)) dans le repére C71(Z)E,(7) @ C; ' (7)E()
avec ¢o(X) = 0 pour | X|| < hr(Z).

En poussant en avant par gz on obtient un graphe (X, ¢,

(X))
IX]| < hr(f(@))e” avec [[¢1(0)]| =0 < hr(F(@))e™ et Lip(¢r) < Yoo~

o~

au moins pour

Dans ce graphe on ne garde que la partie pour || X| < hr(f(Z )) (on fait un
cut-off) et on recommence en prenant l'image par 95 @) Aprés m étapes (poussées
SuCcessives par gz, gz, ,gfm_1@)), on obtient un graphe (X, ¢,,(X)) dans le re-
peére :

“LF™@) )P @) E((7))

au moins pour || X|| < hr(f™(Z))e” avec ||¢n(0)] =0 < hr(f (Z))e™ 7 et Lip(¢p,) <

Vo€~ .
On veut maintenant remettre le graphe (X, ¢,,(X)) obtenu dans le repére initial :

5P @EE
afin de recommencer I'opération.

Remarque. On va le faire en supposant seulement que [|¢,,(0)]| < hr(f™(@))e™ (et
non ||¢,,(0)]| = 0) car cela nous sera utile dans la suite.

Cela revient a prendre I'image de (X, ¢,,(X)) par 'application :

CX,Y) = 7 @)7, 7pmn) O (J (@) (XLY).

.
Par définition, A ne contient pas des points de 7=1(V,). En particulier, si 7,7 €
As avec d(z,9) <np < eonad(z,y) <dZ,¥y) < €, ¢’est-a-dire que z et y sont dans
une méme carte.
On peut supposer que la famille (7,), est choisie de sorte que dans ce cas 7, ' o,
soit juste une translation (on rappelle que 7, est la composée 1) o t, o ¥ est une
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carte et t, une translation). On supposera que les (7,), vérifient cette propriété dans
la suite. R

Comme d(7, f™(Z)) <N < €y, on a1, =1 ol, et Tpmg) =P 0lim(y).

On en déduit qu’il existe un vecteur a,, tel que T;lem(x) (w) = w + a,, ce qui
permet de simplifier I'expression de C' sous la forme :

C(w) = gi(w) + C ' @)ay,
oit g (w) = C; 1 (@)C, (f™(7))(w).

Commencons par prendre I'image du graphe (X, ¢,,(X)) par g;. On a :

gi(w) = CTY@) 0 Oy (@)w + C7HT) 0 (C4(f™ (@) — C,(@))w
= w+ C7 (@) o (Co(f™(3)) — C,(@))w

avec [ C7(3) 0 (4 (F7(@) — L@ < S0, (F (@) - ¢ @)
Par ailleurs y — C,(y) est continue sur le compact A, donc y est uniformé-
ment continue. En particulier, il existe une fonction €(n) —2 0 telle que l'on ait
n—

I’implication suivante :

P SR 1 . .
(d(z,9) < navec 2,7 € As) = aIICw(Z) — O, < en).

Pour 7 petit par rapport a v et 7o 'image du graphe (X, ¢,,(X)) par g; va étre
un graphe (X, 9! (X)). En effet, g; s’écrit sous la forme ¢;(X,Y) = (AX+CY, BY +
DX) avec A1 2 1 en), 1B < 1+ €(n), [C]| < en) et D] < en).

Si on reprend les notations du théoréme de la transformée de graphe on a donc :

1
X 2 < 1 t
= e(n) -
pour n petit

IBllvoe™ +6(1 +10) _ (L+e€(m))e 0 + 2€(n)

AT =51+ 1—e(n) —2 <~
[A7 =501+ 0) -2 S

S ATHI(L +70) < e(n) x

Yo-

Les hypothéses de ce théoréme étant vérifiées, on obtient un graphe (X} (X))
avec Lip(1)) < 7o au moins au-dessus de By, (0,t) avec :

> (1= e(n) = 3e(n)ehr(J™(@)) = (1 — de(n))ehr (™ (@),
Mais T(fm(/f)) > e~ ir(Z) si n est petit par rapport a .

~+
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En effet, ¥ — r(Z) est uniformément continue sur As et on peut donc supposer
que :

(d(Z,7) <y avec Z,7 € As) = |r(@) — r(H)] < (1 — e )rg

ce qui donne :

r(@) > r@) — (L—e 1) > (@) — (1 —e 1)r(@) = e 1r(2).
On a donc t > (1 — 4e(n))ehe 1r(Z) > heir(Z) sin << 1.
Enfin comme ¢; est linéaire,

[0, ()] < (1 +30) (1 + €(n) + €(n))he r(f™(Z))
< e (14 2e(n)he (7)) < e

car comme précédemment on a r(f™(7)) < eir(%).
Ainsi, |11 (0)]| < e~ Thr(Z) sin << 7.
Il reste désormais & translater ce graphe par CJ'(Z)a,, (on rappelle que C(w) =

g1(w) + C 1 (T)am).
Le Vecteur CH(@)ap, s'écrit (t1,t2) donc Vimage de (X, 4, (X)) est :

(X' hm (X)) i= (X + 1,0, (X) + 1)
Ol (X') = ), (X) + 12 = ) (X' — t1) + L.

C’est donc un graphe au-dessus d’une partie de axe des abscisses C1(Z) E, (7).

De plus, Lip(v,) = Lip()l) < v et c’est un graphe au moins au-dessus de
~ X 1~
B(0, hr(@)et — [CTH@) [ l|am])-

Mais en utilisant que a,, = ¢~ (z)yY 1 (f™(x)), on a :

—1/ Lo 21 em —1 hQTg 2 2 [~
1€ @) l[[am|l < T—OW (f"@) =y (@) £, ——=hro<hr(@).

e To
S1 n<<h,ro

Dot hr(Z)ei — 1CSHE) [ aml| > hr(Z) (e — h) > hr(Z) si h << 7.
Enfin :

[ O) 1 = Nl (—t1) + 2]l < [y (—t1) = Uy ()] + [ (O] + 2]
< Yol = ol + [lta]| + e~ hr(z) < ( +10)1C5 @) |aml| + e 5 hr(@)

~

< eih*r(Z) + e Thr(Z) < hr(Z)(he® + e~ 7) < hr(Z) pour h << .
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On a donc bien récupéré un graphe avec les bonnes estimées pour pouvoir re-
commencer tout le processus (voir le lemme précédent) avec (X, ,,(X)) a la place

de (X, ¢o(X)).

On notera By le graphe initial (X, ¢o(X)), By le graphe obtenu (X, ,,(X)) et
ainsi de suite. On a ainsi construit une suite (5;); de graphes.

On va maintenant faire la méme chose en tirant en arriére.

2) Tirés en arriére de graphes a partir de f™(x) par Gpn-1(zy, " 97

Par hypothése fm( ) € As. Pour le lemme qui suit, on se place dans le repére :

CO P @)EH @) PO @) E(FH @)

(pour i compris entre 0 et m — 1).

Lemme 2.2.2. Soit (Y(Y),Y) un graphe au-dessus de By, (0,a) C C’;l(ﬁﬂ(’x\))Es(fiH(f))

ot a = hr(f*1(@)), B = [(0)|| < hr(FH(E)), Lip(¥) < vo0. -
Alors il existe un graphe (¢(Y),Y) au-dessus d’une partie de C7*(f*
pour au moins |V < e*a avec 97z (graphe ¢) C graphe ¢, [|¢(0)

Lip(¢) < e .

Preuve. Si Ypmy+1 = —00, les calculs qui vont suivre restent valables en remplagant
Xmo+1 Par —57y. Dans le repere :

CTUF@)EF @) P @) E( (@)

(|f)) (F (@)

| < e[ et

95 @) s’écrit :
ott (A, B) = diag(AL(F'(2)), -+, AL(FI(@))), A7 = exmo~ et || B < exmori .

Comme dans la démonstration du lemme précédent, on a pour [|(X,Y)| <
S5hr(f{(Z)) = Ry :
max([| DR(X,Y)]|, |DU(X,Y)]]) < 5h.

On a aussi :

5~ R
f<a<dh(fi(@) <.
La deuxiéme inégalité vient du fait que r(f*(z)) < e'r(fi(z)). La derniére
découle de 4e” < 5 (qui est vraie pour v suffisamment petit).
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On peut alors appliquer le théoréme de la transformée de graphe en arriére. En
effet, on a :

"}/0(1 — 6) + 2(5(1 + ")/[))HAilu § Yo + 6h X 2 X e*Xmo‘F’Y S Yo + 12h <1

car vy < % et h petit. Ensuite,

,YOHBH + 5(1 + ’}/0) < ’)/Oexmo+1+'7 + 6h
||A_1||_1 - 6(1 + ’Yo) - €Xm0*’}/ _ 6h

<e '
ih Xmo+1T7=XmotY < =27 Pyi
S1 h << 7,7 car ermo 0 e “'. Puis,

(|| B]] + 26)e*” + 4 < (eXmot ™7 4 10h)e* + 5h < 1
pour h <<~y car eXmo+1tY < ¢~ Enfin, d'une part,
[AH™ — %l Bl

2

car ||A7H|TH = || B > eXmomY —qpeXmotitY > eV — 4 > 7 > 12h par Phypothése
faite sur 7o au début et le fait que €*’ > 12h pour h petit. D’autre part,

AT —e® > Xm0 —e® > e — e > 6h
aussi. Ce qui achéve la démonstration du lemme. o

On va maintenant appliquer ce lemme. On commence par se placer dans le re-
peére :

CoH (@) B @) P O (T @) E(F(@))

et on part de (¢,,(Y),Y) avec ¢, =0 et Y € By, (0, hr(fm(f)))
Par le lemme précédent, on a l'existence d'un graphe (¢,-1(Y),Y) avec

gfmfl(i:) (graphe 77Z}m—1) - gra’phe ¢m7

Lip(thm_1) < Y0~ et ce graphe est défini au moins pour ||Y]| < e2"hr(f™()), c’est-
a-dire au moins pour |Y|| < ’hr(f™1(Z)). De plus ||thm_1(0)|| = 0 < e~ hr(f™(7)) <
ehr(frN(@)).

Dans ce graphe on ne garde que la partie pour ||Y|| < hr(f™ (%)) (on fait un
cut—off) et on recommence avec gfm,z( )

z
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Aprés m étapes (tirés en arriére successifs par G103y Ifm—2(z)> """ ,gz), on ob-
tient un graphe (¢(Y),Y’) dans le repére :

2E 5)@0;1(53)15 z
au moins pour ||V < e hr(f(%)) (done au moins pour ||V < e7hr(Z)), [|¢(0)]| =

0< e‘QVhr(f( ) < e Thr(Z) et Lip(vg) < e V0.
On veut maintenant remettre ce graphe dans le repére initial :

(@) )P @)E @)
afin de recommencer 'opération.

On va le faire en supposant seulement ||10(0)|| < e~ 7hr(Z) et non pas 0 car cela
nous servira pour les étapes suivantes.

On prend I'image de (¢0(Y),Y) par C~!. Par les mémes arguments que précé-
demment, I'image de (¢o(Y),Y) est un graphe (¢o(Y),Y’) au moins pour [[Y]| <
hr(f™ (%)), avec Lip(do) < o et [[o(0)[| < hr(f™(Z)).

Ce sont les bonnes estimées pour pouvoir recommencer le processus avec (¢o(Y),Y)
a la place de (1,,(Y),Y).

On note Ag le graphe initial (¢,,(Y),Y), Ay celui obtenu (¢o(Y),Y). On a donc
construit de cette maniére une suite de graphes (A;);>o.

Nous noterons aussi A? le graphe obtenu juste avant de prendre 'image par C~!
et créer Apyy. Le graphe A} est dans le repére CH(7)E,(7) @ C'(7) Es(2).

Les ensembles B; et A} se coupent en un seul point (voir la démonstration de la
proposition S.3.7 dans [13] car 73 < 1).

Pour [,5 > 0, on pose :

= 0
2 = 7o 0 Cy(Z)(B; N Ap).
Le lemme suivant énonce des propriétés de la suite (z;;);;.

Lemme 2.2.3. La suite (2,;),; vérifie :
1. f™(zj) = z1-1,j41 pour 1 > 1,5 > 0.
2. 105N @) o 7 (2 5) — CFH(@) o Tz )| < eVNCTHE) 0 T (2 —1g41) —
CH (@) o1, 2p—1,541) || pour ly,la > 1 et j > 0.
3. HC_ (@)ory H(215) = CF (@) oy a0 || 2 N CTHE) o7 (21-1,5y11) = CFH(F) o0
T (zl 1J2+1)|| pour jl,jg >0etl>1.

Preuve. On commence par la :

Démonstration du point 1 :
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Par construction des AY, on a pour [ >1:

Gfniiz) 0+ © ga(A) C Ay C By, (0, her(f7(2))) x By (0, hr(f™(2))

etpouri=0,--- ,m—1:

gfi—l(g) ©---0 g’i(A?) C Bk‘l (07 h?“(ﬁ(j’f))) X Bk2 (07 h@vT(‘}/c\Z(j’L‘\)))

(car_[[¢:(Y) < [[u(Y) = 0:(O)[ + [l (0)]] < Yoe e hr(f(7)) + he r(fi(7)) <
hr(f*(2)))-
Les abscisses de ces ensembles sont donc dans la partie que I'on garde quand on

fait le cut-off pour le poussé en avant, c¢’est-a-dire dans la construction des B;.
En particulier, C(Z) 17, ' 7pm () C, (" @) (Gpn-1(zy 00 9z (CTHT) 7, 2 5)) est

dans A) | N B;;1. D’ou

{Cy@) 7 ™ (=)} = ALy N Bi = {C7 (@), a1 g }-

Donc f™(z;) = 1,0 Cy(Z )C Y21 241 = 2im1 411

Ce qui achéve la démonstration du point 1.

Passons aux points 2 et 3 du lemme. Leurs démonstrations utiliseront les deux
lemmes suivants :

Lemme 2.2.4. Notons B} pour i = 0,--- ,m les étapes intermédiaires (aprés cut-
off) entre B; et Bji1 lorsque Uon fait les cut-off successifs. En particulier, pour
i=1,---m—1, Bji. est un graphe (X, (X)) dans le repére :

S D) P P @)E( (@)
au moins au-dessus de By, (0, hr(fZ(A))) C C”l(fi(A)) (fZ(A)) Lip(v)) < yoe 7 et
[(0)] < hr(ﬁ(m))e 7 (pour i =0 ce sont les mémes estimées sans les e™” et pour
i =m c’est By, (0, hr(fm( ))e?) au liew de By, (0, hr(f™(Z)))).

BY = Bj et CTHT), ' rym x)C’ (fm( z))Bj* O BJH (cut-off ).
Alors Si 21, %o GB’ (1=0,---,m—1) on a:

Hgfi(y)(zl) - 9ﬁ(§)<22)H > M|z — 2.

Preuve. On a vu au précédemment (voir lemme 2.2.1) que 95 (@) s’écrit :
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ot (A, B) = diag(AL(F1(@)), -, AL(F{(@)), [A7Y 7! = e¥mo™7, || B]| < eXmot*7 et
max (|| DR(X,Y)|,[|DU(X,Y)|) < 5h pour [[(X,Y)|| < 5hr(f'(Z)).
Notons (X, ¢(X)) le graphe qui représente Bj. On a 21 = (X1, ¢(X1)) et zp =
(X2, 9(X2)).

Dot |97 (X1, 9(X1)) = 975 (X2, 9(X2)) || est supérieur a

|A(XT — Xo)|| = [|R(X1, 6(X1)) — R(X2, 6(Xy))||

— [[U(X1,9(X1)) — U(Xa, ¢(X2))|| — | B][|¢(X1) — o(Xo)||

> [JATH Y Xy = Xa|| = (1 + 50) [ X1 — Xal| = 5R(1 4 70) | X1 — Xa]
— e T Xy = X > (eXmoTY — 12k — yeXmo T [ X — Xo|

(on a utilisé que [[AX]| > ||A7Y|~H|X]]). Or

eXmo™ ,-),OeXmo+l+’Y > et — %6747 > e

— Y
Yo<<vy
donc pour h << 7,7 on a :

eXmgffY _ ’YO@XWO+1+7 _ 12h Z 637 _ 12h Z 657’\/_

De plus, [|21 — 2| < (1 +70)|| X1 — Xo|| < €| X1 — X3]| ce qui donne :

5y
1972 (X1, 6(X1)) = gz (X2, 6(X2))[| = €7 | X1 = Xs| > €[] 21 — 2.
Cela achéve la démonstration. o

Lemme 2.2.5. Notons Af pour i = 0,--- ,m les étapes intermédiaires (apreés cut-
off) entre A, et Apq lorsque Uon fait les cut-off successifs. En particulier, pour
i=1,---,m—1, Al est un graphe (¢(Y),Y) dans le repére

C U F (@) )P F@)E(F (@)
au moins au-dessus de By, (0, hr(f’(A))) c C7 (f( 7)) Es (]?( )) avec Lip(¢) <

Yoe Y et ||p(0)] < hr(f( z))e™ Y (pour i = m ce sont les mémes estimées sans les
e~ et pour i =0 c’est By, (0, hr(Z)e”) au lzeu de By, (0, hr(Z))).

AY est le méme que défini précédemment et AT = A,

Alors si 21,22 € Al (i=0,--- ,m—1) ona:

||9fi(§)(zl) - gfi(f)(ZQ)H <e - 2.
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Preuve. On reprend les mémes notations que dans le lemme précédent.

Notons (¢(Y),Y) le graphe qui représente Al On a z; = (¢(V7),Y1) et zp =
(6(Y2),Y2). Dot :

Hgﬁ(g)@(yl)vyl) - gﬁ@w(i@),l@)\l

< [[A[lllo(Y1) = o(Y2)l| + [[R(¢(Y1), Y1) — R(6(Y2), Ya) |
+[U(¢(11), Y1) = U((Y2), V)| + | B[ Y1 — Y2

< X 50]|Ys = Yal| + 5h(1+30) V1 = Yall + 5h(L +50) Vi — Yo
Y, = Yol < (10045 4 120+ X0 ) Y - Vo

7
,yoexrl—v +6Xm0+1+7 < ,yoexﬁ—v _’_6—4w < 6_%.
Yo<<v

Donc pour h << 7,7, on a Xt 4+ 12k + eXmo+1 77 < =37,
De plus |[z1 — 22| > (1 — 7)[|Y1 — Ya|| > e77||Y1 — Y]] ce qui donne :

1972y ((Y1), Y1) = gz (6(Y2), V2)l| < e7™[[¥1 = Ya| < €721 — 22

C’est ce que 'on voulait démontrer.

<

Utilisons maintenant ces deux lemmes pour montrer les points 2 et 3 du lemme
2.2.3.

Démonstration du point 2 :

On a vu que pour i =0, ,m—1,0ona gpo- 0 gz(CH (@), (2,,5)) dans la
partie que 'on garde quand on fait le cut-off pour construire B, ;, c’est-a-dire qu’il
est dans B;.H. En particulier, par le lemme 2.2.4 on a :

||9fm71(33) 00 ga?\(C'y_l(/x\)T:B_lzlhj) T Ypm-1z) 0 © QE(CJI(@TEIZIM)H

> M CTNE) T g — OF @) -

Or:

Tma) © Co(F™(E)) © Gpmrzy © -+ 0 92(C (@) 77 L2y 5) = F™(210) = 21-154
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

par le premier point du lemme 2.2.3.
Donc si on note C' = C;H(Z)7, ' 7pm(2) Cs (f™(%)), on a :

1C @) 75 2y — CH (@) 2
< eI CTHC 0 gpurgg 0 0 92(CF @) T )
— CHC 0 gz 0+ 0 g2(CF (@)7, 2, 5)

< DO x 07 (@) 2yt — O @ 21

Or C™H(w) = C7M(f™(@))Cy (@) w+C5 (f™(2))bm, done DO = CT(f™())C4(7)
ce qui implique ||DC’ H<ersin<<n.
On en déduit le point 2 du lemme 2.2.3.

Démonstration du point 3 :
Pour i = 0,---,m —1, on a gug o---o 95(C5H (@) 2 ,) dans A7 (par
construction des A}) d’ou par le lemme 2.2.5 :

||9fm—1(55) ©-r0 g’m\(c_l({f)%_lzl,ﬁ) T Gpm-1z 000 g’x\(Cy_l({E\)Tac_lzl,jz)”

< e MICT @) g, — CF @) 2l

Or:

Tm(ay © Co(F™(F)) 0 Gpmr(zy © -+ 0 92(CTH (@) 2y) = [ (2150) = 211041

-~

D’ot, si on note toujours C' = CH(Z) 7, 7m0 Oy (f™(T)), on a

1C (@), (zim15i41) — O (@) 7y (Zi—1gos) |
= 1C @) ™ (m,) — O @) ™ () |
= [C o gpnigz o0 g:(C N (@)1, 2,) — Co Gfm-1(z) © " O 9:(CH (@), 21|
< [DClle™™|CTH @) (20) — CFH @), (o) -
Comme précédemment on a DC(w) = C’;l(/x\)C’v(j/‘"\m(i?))w avec ||[DC|| < €7 si

n << 7, d’ou le point 3 du lemme 2.2.3.
Cela termine la démonstration du lemme 2.2.3.
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CHAPITRE 2. LE CLOSING LEMMA

On continue la démonstration de I’existence du point z et on va utiliser le lemme
2.2.3 pour cela.

L’idée est de démontrer que la suite (2;41,); converge vers un point périodique
de f.

Par le lemme 2.2.3, on a

I1C @) 72 g — O (@) 7

.
<e “HC Y2ty o — C,y’l(fv\)T;le,ng < 2hr(§:\)e’71

car C7 YZ)1 2 et Cs Y(Z)7, 202 sont dans By,.

De méme :
1G5 @), 210 — CH @) 7, o
<e 'Yl||C' @) e — C;l(E)Tx_lel,OH < 2hr(z)e ™,
et pour [ > 1,

||C Ny, 1—(];1(57\)7_12””

eV CN @) 10 — O (@) Ty || < 2 (@)e Y.

En combinant ces inégalités, on obtient :
1CH (@), 210 — O @) 7, L] < Ahr(T)e D),

Cela implique que la suite (C'(Z)7, ' z11,4)i>0 est une suite de Cauchy de CF.
En effet, si¢g>1lon a:

IC @) 241 — €5 (@), 2

< ||C ( z)T, 1ZquLq C’y_l(@T;qu,q—l” +e

+1C @), araa — O (@) 7, g € 4he™ — 0.

v l—+o0
i>l

La suite (C71(Z)7, ' 2141,): converge donc vers un point que 'on note C2(Z)7, " 2.
De plus,

| @)t 2141 —C;l(fc\)T;leHH < 2hr(Z)e " + 2hr(Z)e " — 0

=400
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

ce qui montre que z;;4; — 2z aussi.
l—+o00

Montrons que le point z obtenu vérifie f™(z) = z.
Pouri =0,---,m—1lepoint g, o -0g:(C ()7,  2141,) est dans 'ensemble

By, (0, hr(fi(7))) x By, (0, e7hr(fi(Z))) sur lequel 97i(z) est continue. Ainsi,

" Git) = Tym@ Co (P (@) ggm13) © -+ 0 9505 @77 (z141) - ).

l—

Comme f"™(2411) = 21141 l—> z, on obtient bien que f™(z) = z.
—+00

Cela termine donc la démonstration du point 1 du Closing Lemma, c¢’est-a-dire
I’existence du point périodique z.

2.2.2 Démonstration du deuxiéme point du Closing Lemma

1l ’agit d’estimer la distance entre fi(x) et fi(z) pour i =0,--- ,m.
On se place dans le repére C71(7) E,(7) @ C; 1 (Z) Eo(T) et on note y; := ByNAj.
Pour i =0,--- ., m—1,on a:

97z © -+ 0 9a(CTH (@) 77 21 |

< |9ﬁ(5) o gi(Cf;l@)T;lzl,lH) —Y9Fi@°° gz(w)| + ||gfi(§) oo gz(y)l|-

Mais gz 0 - 0gz(y) € 9F@° -0gz(AY) est dans la partie que 'on garde quand
on fait le cut-off pour construire By (voir le début de la démonstration du lemme
2.2.3), il est donc dans B(Z)H. Par le lemme 2.2.4, on a donc pour ¢ =0,--- ,m —1:

Hgfi(a) o---ogz(y)| = ||gfi(5g) o---0gz(0) — Ifiz @ ° gz (1)
< 6_27(m_i_1)”gfm71(55) ©---0 ggg((]) “Gfm-13) 0 ° gi(yl)H
< e 2m=iml) o 2hr(]?m(§)) < 2he 2 (m—izl)

Par ailleurs, par le lemme 2.2.5, on a aussi pour ¢ =0,--- ,m —1:
19750 -0 9:(C (D)7, 2101) = gy © - 0 gz (i)
< 672%“0,;1(@\)7';1217l+1 — || < 2hr(Z)e " < 2he 7.
En combinant les deux inégalités, on en déduit que :
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CHAPITRE 2. LE CLOSING LEMMA

Hgfz‘@) 0--+0 gf(c;l(§)75121,1+1)|! < 2h€*2’7(m7i71) + 2h672'ﬂ

< 4hmax (e 27, e~ 2 m=i1),

On fait tendre [ vers Uinfini, et par continuité (comme précédemment), on ob-
tient :

197z 0o gx(CTY @)1 2)|| < 4hmax(e” 2 e~ 2 (m=i=b)y,

Maintenant comme f'(z) = 7yi(y) o C. L(Fi(@)) o Iz © 0 g2(CH@)T, 12) et

fi(z) = sz oC (f’( 7))(0), par le théoréme des accroissements finis, on a pour
1=0,-

d(fi(@), f1(2)) < COONCLUF @I * 1971 © - 0 92(CT @) " 2)].

Mais ||C, (]/”\Z(A))H < e CL(@)| < Toi car |C,(Z)|| est tempérée et T € As. De
méme, comme f"(Z) € Ay, on a IO(F@)I < 015, (Fr@)l < =5
On obtient donc, pour i =0,--- ,m,

A(f'(x), 1(2)) < CEONIC(F (@) ]| 4h max(e>07D, e =0)
< COOE|C, (F(@) 4 max(e 2, e n=) < TR

To

IN

max (e, 7M7),

%‘M < e et on obtient

11 suffit alors de prendre h suffisamment petit pour que
Iestimée que 'on voulait.

Il reste le point 3 du Closing Lemma a montrer, c¢’est-a-dire que z est hyperbo-
lique.

2.2.3 Démonstration de I’hyperbolicité de z

Nous allons montrer que D f(z) a my valeurs propres de module supérieur a ¥
et k — mg valeurs propres de module inférieur & e=7 (on compte avec multiplicité).

Pour cela on va construire des variétés stables et instables en z a partir des suites
(B,); et (A;); précédentes. Commencons par la variété instable.

On se place dans le repére CJ () E, (T) @ C; ' (Z) Es(Z) et on note G, 'ensemble
des graphes de fonctions holomorphes (X, /(X)) au-dessus de By, (0, hr (7)) C C'(2)
avec Lip(v) < g et [|¢(0)|| < hr(Z). Les B; sont dans G, par construction.
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

On munit G}, de la métrique suivante :

d(graphe ¢, graphe ) = _max _[|o(t) — ()]

tEBy, By, (0,hr (%))

Par le théoréeme d’Ascoli, (Gj,d) est relativement compact (on a une famille
équicontinue car Lip()) < 7o et [ (6)]| < [[(0)][ + (¢ (8) = O)]] < hr(Z) +0llt]] <

hr(@)(1 4+ 70))-
Une limite uniforme de fonctions holomorphes étant holomorphe, (Gj,d) est
méme compact. On a alors :

Lemme 2.2.6. (B;); est une suite de Cauchy de (G, d). En particulier il existe
B € Gy, tel que B; — B.

Jj——4oo
Preuve. Comme dans la fin de la preuve de I'existence de z, il suffit de démontrer
que :
Vi >0, d(Bj, Bj11) < e 7d(By, By) < e V3hr(7).

Pour cela il est suffisant de voir que :

Vj >0, d(Bji1, Bjy2) < e 7d(Bj, Bjt).
Dans le repére o' (f1(7)) E.(f1(7)) @ C; ' (F1(2)) Eo(f'(7)), on considére pour
i=0,---,m—1, Uensemble Gj des graphes de fonctions holomorphes (X, (X))

au-dessus de By, (0, hr(fl(f)) avec Lip(¢) < vy et |[£(0)|] < hr(f’(ff)) muni de la
distance d; définie par :

di(graphe ¢, graphe 1) =  max  [|¢(t) — ¥(t)].
te By, (0.hr(Fi(2)))

On a dy = d. On considére aussi G} 'ensemble des graphes de fonctions holo-

morphes (X, (X)) au-dessus de By, (O,thr(fm(ij\)) avec Lip(1) < o et ||¢(0)] <
hr(f™(7)) muni de la distance d,, définie par :

dyn(graphe ¢, graphe ) = max [[o(t) — (1]
t€By, (0,e7hr(f7(2)))
Les B! (i =0, - ) sont dans GY.
Onapourz—O, ,m—1letj>0:

diH(B’“ B;ﬂ) < e 24, (BZ B; )
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CHAPITRE 2. LE CLOSING LEMMA

En effet g7 5 (X,Y) = (AX + R(X,Y), BY + U(X,Y)) avec |A7|7Y > exmo™,
[B| < eXmom™ et max(|[DR(X, Y|, | DU(X, Y)||) < 5hpour [|(X,Y)|| < 5hr(f (%)),
Donc si on note (X, $1(X)) le graphe de B, (X,11(X)) le graphe image par

97i(z) qui contient B, (X, ¢2(X)) le graphe de B’+1 et (X, 19(X)) le graphe image

Par gz qui contient B;ﬂ, on a :

|1 (AX + R(X, $1(X))) — ¥2(AX + R(X, ¢1(X))) ||
< e (AX + R(X, 6,(X))) — 1 AX + R(X, o(X)))]
 a(AX + R(X, $2(X))) — a(AX + R(X, (X))

Mais g7 5(X, 01(X)) = (AX + R(X,¢1(X)), Bo(X) + U(X, ¢1(X))) est un
point de (X, wl( )) (et de méme en remplagant ¢; par ¢, et 1by par 1), d’ou :

11 (AX + R(X, 61(X))) — ¥a(AX + R(X, 61(X)))]|
< | Béu(X) + U(X, 61(X)) — Bin(X) — U(X, do(X))|

+ 70l R(X, ¢2(X)) — R(X, 61(X))]|

< BIl1(X) — $o(X)| + 5h]|¢1(X) — da(X) | + 705kl d1(X) — da(X)
< (oY 1 5h(1 4 70))|61(X) — d2(X)[| < e [[91(X) — da(X))].

BZJrl et B;ﬂ sont des sous-parties de (X, 9 (X)) et (X, 15(X)) d’ou :

Wi=0,,m— 1,55 >0, dipa(BiY, Bt < e 2dy(BL BL,).

On obtient ainsi :

dm(Bj*, Bi'y ) = e "d(By, Bjs1).

Il faut maintenant passer de Bi" a Bj,

On a Bjy qui est le cut-off de C7H(Z )or 0 Tym(zy 0 Cy ( ™(@))(Bj").

On reprend les notations utlhsees a savoir C'= C1(Z) o7, " 0 Tpm(g) 0 C (fm( 7))
qui s’écrit C(w) = g1(w) + C5 Y(Z)a,, avec g;(w) = C;l(f) ( "(Z))w.

Ona g (X,Y) = (AX+C’Y BY +DX) avec ||[A7Y|~ > 1—6( ), | Bl < 14€(n),
|CI, D[] < e(n). En notant 1 (Z)ay, = (t1,t2), on peut écrire,

) < e—MdO(BO B;)H

C(X,Y) = (t; + AX + CY,ty + BY + DX).

Si on reprend le calcul précédent avec C a la place de 9@ (X, ¢1(X)) pour
B, (X, ¢2(X)) pour By, et (X,91(X)), (X, (X)) les images respectives de ces
graphes par C, on a :
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

[th1(t1 + AX + C1(X)) — tho(ts + AX + Co (X)) ||

< [t + AX + Co1 (X)) — ot + AX + Cha (X))

+ [Pty + AX + Cho(X)) — 2(ts + AX + Coi (X))

<|[[Bg1(X) + DX — DX — Bdo(X) + ta — taf| + 70/ Cl[[¢1(X) — g2(X)|
< (1Bl +7%lICINN¢1(X) = ¢2(X)[| < (1 + €(n) + v0e(n)[[¢1(X) — ¢2(X)]
< €791 (X) — ¢2(X)|| pour n << 7,70.

Comme Bj i, et Bjs sont inclus dans (X, ¢1(X)) et (X,¢2(X)), on obtient :

d(Bji1, Bjia) < €dy (B}, Bjy) < €7e” "™ d(By, Bja1) < e d(Bj, Bj).

C’est ce qu’on voulait démontrer. La suite (B;); converge donc vers B € G,.
Remarquons aussi que de la méme facon, les B} convergent quand j — +00 vers
B € G pouri=0,---,m (cela découle des inégalités que 1’on vient de montrer).
o

Passons maintenant a la variété stable.

Dans le repére C1(2) E,(Z) @ C; (7)) E4(Z), on note G, I'ensemble des graphes
de fonctions holomorphes (¢(Y),Y) au-dessus de By, (0, he?r(Z)) C CSH(Z)Ey(T)
pour lesquels Lip(¢) < 7o et ||¢(0)]] < hr(Z). Les A? sont dans G,,.

On munit G, de la métrique :

d(graphe ¢, graphe ) = max _{[|¢(t) — ¢ ()]

L€ By, (0,he7r (7))

Comme précédemment, par le théoréme d’Ascoli, (G,,d) est compact.
On a alors :

Lemme 2.2.7. (AY); est une suite de Cauchy de (G,,d). En particulier il existe
A% € G, avec A? o A°,

— 400

Preuve. On va montrer que :
vi Z 1’ d(A?v A?—H) S e_wd(A?—lv A?)
et cela impliquera le résultat comme au lemme précédent.
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Dans le repére C’;l(ﬁ(/x\))EH(ﬁ(”x\)) @C’;l(ﬁ(/x\))Es(f’(f)), on considére, pour
i =1,---,m, Uensemble G! des graphes de fonctions holomorphes (¢(Y),Y) au-

—~ ~

dessus de By, (0, hr(fi(T)) avec Lip(¢) < 7o et [|[¢(0)|| < hr(f'(Z)) muni de la
distance d; définie par :

di(graphe ¢, graphe ¢) = max  [[¢(t) — ¢ (1)].
L€ By, (0,hr(fH(Z)))
Les Al sont dans G par construction pour ¢ = 1,--- ,m. De plus, on a (en notant
dy = d)

Vi=0,---,m—1et VI >0, di(A]}, Aj,,) < e diq (AT AT,

En effet comme dans le lemme précédent 95z (X,Y)=(AX+ R(X,Y),BY +
U(X,Y))avec [[A7| 7! = exmo™ || B| < eXmot1®™ et max(|| DR(X, Y|, |DU(X,Y)]]) <
5h pour [|(X,Y)]| < 5hr(f'(2)).

Donc si on note (¢;(Y),Y) le graphe de A, (¢1(Y),Y) son graphe image par
97i(z) qui est inclus dans A (¢2(Y),Y) le graphe de A7, et (12(Y),Y) son graphe

image par 95 @) qui est inclus dans A;ﬂ, on a :

[01(BY + U(¢1(Y),Y)) = ¢2(BY + U(¢1(Y),Y))]]
> [[P1(BY + U(¢1(Y),Y)) = 1ha(BY + U(¢2(Y),Y))|
— [[92(BY + U(¢2(Y),Y)) = a(BY + U(o1(Y), V)]

972 (01(Y),Y) est un point de (¢1(Y),Y) (et de méme en remplacant ¢; par
¢ et 1y par 1) d’ou la quantité précédente est supérieure a

[Ag1(Y) + R(91(Y),Y) = Aga(Y) — R(02(Y), Y)|| = 705h[[¢1(Y) — d2(Y))]
= [[A(@1(Y) = ¢2(Y))[| = (1 + 70)5h[[¢1(Y) — d2(Y)]

> (Xm0 = Bh(1 + 7)) [|01(Y) — ¢2(Y)]]

> M 1(Y) = ¢2(Y)|| car (X077 —5h(1 + 7)) > €.
L’image de A} par 97z est incluse dans A doou

z

Vi = 0, e, — 1etVl Z O, dH_l(A;J'—l,A;i%) Z €2ydi(A§,A§+1).

On obtient ainsi :
do(A}, A y) < e dy (AT, AL ).
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Si €71 = C7H(f™@)) © Thby © T © Cy(T), on @ C7HAY ) D A} = A (car on

gl
fait un cut-off) d’ou :

dO(A?7 A?Jrl) - d(A?v A?+1) < 6_2ﬂ{mdm( lm7 ln}rl)
< e M (CTHAL), CTHAY)
<ele ™M d(A) |, AY) (exactement comme au lemme précédent)
<ed(AY) |, AD).

C’est ce qu’on voulait démontrer.
o

Remarquons aussi que les A} convergent quand [ — +oo vers A* dans G pour
1 =20,---,m par les inégalités que 1'on a prouvées.

Rappelons que le point 2z, vérifie CJI(Q)TQI(ZUH) € By NAY. En particulier
quand [ — +oc on a C; (7)1, (2) € BN A",

B et AY sont des graphes de fonctions holomorphes comme limites uniformes de
fonctions holomorphes.

On va maintenant utiliser ces deux ensembles pour montrer que z est hyperbo-
lique.

Cela va se faire en deux étapes : tout d’abord nous construisons des espaces
invariants E,(z) et Es(z) puis dans une deuxiéme étape nous estimerons les valeurs
propres de D f™(z) dessus.

Construction de sous-espaces invariants :
On 8 g7 15,0+ 0 630 C; (2)7 (7 0 C4 (B) (D)) € A et
AP Cc N (f™(@)) o Tf_w}(x) o7, 0 C,(Z)(A) ;) ce qui implique :

Ty (@) Co(J™ (@) 0 gm 15y 0+ 0930 O ()7, (T2 0 Oy (B)(AD)) C 70O (B)(ALL,).

En passant a la limite sur [, on obtient f™(7, o C,(Z)(A°)) C 7, 0 C,(Z)(A") (et
2= ["(2) € [ (7 0 C4(F)(A?))).
En particulier si on note Fs(z) espace tangent a 7, o C.,(Z)(A") en z, on a :
Df™(2)(Es(2)) C Es(2).

On verra que si 0 est valeur propre de D f™(z), l'inclusion Df™(z)(E;(z)) C
E4(z) peut étre stricte.
Faisons un raisonnement analogue pour 'espace F,(z).
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Dans la suite, on note Ag = By, (0, hr(Z))x By, (0, eYhr(Z)), pouri = 1,--- ;m—1,

A; = By, (0, hr(F(#))) % Bi, (0, hr(F(2))) et Ay, = By, (0, e7hr(f7 (7)) % By, (0, hr(f™(7))).
En passant a la limite sur les B; on a :

CH @)y 7o) O (@) (913 (- (9 (9 (B)NAD N Ag) -+ )N AN A = B

(cut-off successifs).

Le point C_71(Z)7, ' (2) est dans B, ensuite 9Fiz)©- oggc(C7 YZ)717 (%)) est dans
Vintérieur de A;yy pour i =0,--- ,m—1et CTHZ)7,  Tpm @) Oy (f m(:z:))gfm 1(7©" 0
9z(CTH(Z)7, " (2)) est dans l'intérieur de A,.

On peut donc trouver un voisinage U de C'(Z)7, ' (2) tel que gf,(A) —0gz(U) C
Ajerpour i =0, m—1et C;H@)7; 7pm(a) O (F™(3))gpur(zy 0 -0 92(U) C Ao

En particulier :

CTM @) 7y (P (@))g 713y 0 -+ 0 95(U N B) € B

ce qui implique que f"(7,C,(Z)(U N B)) C 7,C,(z)(B).
Si on note E,(z) I'espace tangent & z en 7,C., () (B), on a comme précédemment :

Df™(z)E.(z) C Eu(2).

Remarque. On verra qu’ici on a une égalité, c’est-a-dire que D f™(z) est un isomor-
phisme de F,(z) dans lui-méme.

Estimation des valeurs propres de Df"(z) :

Soit v un vecteur tangent a A° au point C7'(Z)7, " (2) avec v # 0.

On note g = gpn 17z © - © gz et on va évaluer |[Dg(CH(Z)7, ' (2))v].
Supposons dans un premier temps que cette quantité est non nulle. On a :

IDg(C5 (@)r; " (=)ol

= [1Dgm—1(3)(gpm-2@ 0o gac;l(f)T_l(z)
DG (Gpnag © - 0 60T (@)7 1 (2)
! ID(g g2y 0 -+ 0 92)(C71 (@) 0 71 (2) ()]
% D(g7n-sq) 0+ 0 927 @) 0 7 ()W)

D(gfn-2zy © 0 92)(C (@)7, 1 (2)) (0]
D(gpn-az © -0 92)(C5 (@)1, (2)) (W)

puis on recommence ce que l'on vient de faire avec Jfm-2(z) © *** © gz au lieu de
Ypm-1(3)© """ © - Aprés m fois on a :
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1Dg7m-1(3)(Zm—1)(Un-1)|| 1 Dgs(Zo) (Up)

|
X T
U1l 1Tol|
(2.1)
avec Z; = G130 -09:C; H(2)7,1(2) et Ui = D10+ -092) (C5 (@) 7, (2)) (v)
pour ¢ =0,--- ,m — 1.

Maintenant on a :

I1Dg(CSH (@) (2)vll =

gfi-13) 0 © g:(AY) C A" = lim Al par construction.

=400

Cela signifie que U; est tangent & A’ au point Z;.

A" est un graphe de la forme (¢'(Y),Y) avec ||[Y|| < hr(f( )) pouri=1---,m
et [|Y]| < e hr(Z) pour i = 0. On a aussi Lip(¢") < 4o pour i =0, -+ ,m. Le vecteur
U; est donc de la forme U; = (D¢'(Y)ay, ay).

On a alors || Dy, (Z:)(U)l| < e |[Uj]l. En effet, pour [|(X,Y)]| < 5hr(f(7)) :

Dy (X, Y ) (w1, w2) = (Awy + DR(X,Y) (w1, ws), Bws + DU(X,Y) (w1, ws))
d’ou :
1Dg5: @) (Zi) (wr, wa) || < [[A]l[[wr]] + 10h][ (w1, we) || + || B[] w2l

avec (wy,wy) = U;. Mais ||wy] = || D" (Y )|l < vollai]| = 7oljwz|| et done :

1Dg7: 5 (Zi) (wi, w2) || < (ol|All + 10R(1 + 7o) + [| BI|) w2 ||
< (e + 10h(1 + 7o) + Xm0t ) Jws || < €77 ||ws|

(voir la démonstration du lemme 2.2.5 pour la derniére inégalité).
Cette derniére quantité est bien plus petite que e=7||U;]| car

|Uil] > [Jwa|| = Jwi]] > (1 = 70)|lwa|| = 77 |Jwa]|.

Si on reprend I’équation (2.1), on obtient ainsi

1Dg(CTH @), ()l < e ™ |Ju]).

C’est aussi vrai si le membre de gauche est nul.
Considérons encore C' = CH(Z)7, ' 7pm 2y C, (f™(%)). On a :
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CHAPITRE 2. LE CLOSING LEMMA

ID(C 0 g)(CTH(@) 7 (2)) (V)]

< [[DC(go CFH(@) o 7 () Dg(CTH (@) 7 (2)) (v)]
<071 @) o Cy(f(@ ))H?%mHUH

< eI car p << v

<e ol

Maintenant on va itérer cette inégalité. Pour cela, on remarque que :

(Cog)(C71 (@) o (2)) = CTH(@)r; ' o f(2) = O (@) o7, (2)
et (Cog)(A%) c C(A™) c A°
On peut donc recommencer et par une formule du méme type que celle de ’équa-
tion (2.1), on a pour k > 1:

ID(Cogo--0Cog)CTH @) or () ()] < e ull.

xT

-~

k fois
Ensuite :

D(Cogo---ocog)(C H@) o M (2))v
=D(CT (@) o, o f™ o1, 0 CL(@))(CFH(E) 077 (2))v
=D(C]H(@) o f)(fmk( )) o Df™(2) 0 D(7; 0 C,(@))(CT(E) 0 7, (2)v,

v

d’ou :

ID(Cogo--oCog)(C7H (7)o, (2))ll
> DS @) or, H(2) T HDfm’“(Z)OD(TxOCw@))(C‘l(fv\)OTQI(Z))UH-

¥
Soit w € Fy(z). Par définition de Ey(z), w s’écrit w = D(7,0C,(Z))(C;(Z)7, ' (2))(v)
avec v tangent a A% en C71(Z)7, '(2). D’ou :

IDf™ (2)w] < [ID(CTH@) ) () e loll < C(X, ro)e™*[Jwl].

T

Donc D f™(z) est contractante sur E(z) et ses valeurs propres sont de module
inférieur ou égal a e™7.

Passons a E,(z). Soit v un vecteur tangent a B au point C'(Z)7,'(z) avec
v # 0. Notons Z; = gfiaz © v O 9:CTH (@), (2) et Uy = D(ggi-a(zy © -+ ©
gg)(C’Jl(m)ngl(z))(v) pour i =1,--- ,m— 1.
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

On commence par estimer |[Dgz 4 (Z:)Ui].

V-1

Si U est un petit voisinage de C7'(Z)7,'(2) on a :

gfi,l(f)muoyg(UﬂB)CBi: lim B! pouri=0,---,m.

Jj—+oo

En particulier U; est tangent & B' en Z;. N

Comme B' est un graphe du type (X,v¢'(X)) avec | X|| < hr(f'(Z)) pour i =
0,---,m—1, || X| < ehr(f™(@)) pour i = m et que Lip(1*) < v pouri=0,--- ,m,
le vecteur U; est de la forme U; = (g, DY'(X)y).

On a alors :

D97 (Z:)Us|| > e || Uil
En effet :

Dgf,-@)(X, Y)(wy, we) = (Aw; + DR(X,Y) (w1, ws), Bws + DU (X, Y )(wy, ws)),

d’on :

|Dgj iy (Z0) ()|
> || Awr]| = | DR(Z:) (ws,ws) || - Bl — | DU(Z)(wy, ws)]
> A e | = Al (wr, wa) | — [Blllwel] — 5kl (ws, ws)]l-

Or U; = (o, DY (X)) = (wy, ws) done ||wsl|| < yollas|| = yollwy|, et ainsi

1Dg 7y (Z6)(0n, 3)]
> €0 Jwy || = 5h(1 + o) [[wn || — €m0y [y || = 51+ o) |fwn]
= (Xm0~ — 10h(1 + 7o) — Yoo [Jwy ||

Comme ||(wy,ws)|| < (14 0)|lwi| on obtient :

X1 = 10R(1 + ) = gt

+
L Ul = )
1+’70

||D9fi(f)(Zi)Ui|| >

(voir la preuve du lemme 2.2.4 pour la derniére inégalité).
Remarquons que cela implique aussi que Dgﬁ@)(Zi)(Ui) = U;;1 est non nul si
U; # 0.
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CHAPITRE 2. LE CLOSING LEMMA

En particulier, comme Uy =v # 0, on a U; # 0 pour 1 =0,--- ,m — 1.
Maintenant, si on utilise la formule de 'équation (2.1), on a :

I1Dg(CSH @), ()]l = e™ ]l

et si on compose par C' = CH(Z)7, ' Tpm () C, (f (Z)), on obtient

ID(C 0 g)(CT (@), (2))v]
= HDC(QOQ (2)7; () 0 Dg(CTH(@)7, " (2))v
> ||DC(9 o CTH@) T (=) 27m||U||
=M@ ))OC’Y( e ™ vl = ee™|Ju]| sin <<~y
> e|[v]l.
On va itérer cette inégalité.
Pour cela, on remarque C o g(C; (Z)7,"'(2)) = C;H(Z)7,'(2) et si W) est un
voisinage suffisamment petit de C-7'(Z)7,'(2), on a Cog(BNW;) C BNU.
On peut donc recommencer ce que 1'on vient de faire. En itérant k fois le procédé

(quitte & prendre Wj a chaque fois), on a par une formule du méme type que celle
de I'équation (2.1) :

ID(Cogo---0Cog)(CTH @) () ()l > e*v]l.

T

Ensuite comme précédemment :

D(Cogo---0Cog)(CT ()7, (2))(v)
= D(CTH(@)7;")(2) o D™ (2)(D(r; 0 Co(T))(C (@) 77 '2) (v)),

Y

d’onu :

ID(Cogo---oCog)(CT (@), (2)(v)]
< IDCTH @) (@) X (1D (2)(D(70 0 Cy@)(CTH @) 77 2) ()]

(z
Soit w € E’u(z) Par définition w = D(7, o C( N(CHZ) T (2))(v) avec v
tangent a B en C7(Z)7,(2). Donc e |jof| < [|D(CTH(@)7 IIDF™ ()] ou
encore ’*||w| < C(X 70)|| Df™ (2)wl]. En part1cuher Df™(z) est dilatante sur
E.(2) et ses valeurs propres sont de module supérieur ou égal a e”.

Cela termine la démonstration du Closing Lemma.

Faisons deux remarques supplémentaires :
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2.2. PREUVE DU CLOSING LEMMA

1. Tout d’abord comme D f™(2) g, (- est dilatante, D f™(z) est un isomorphisme
de E,(z) dans lui-méme. On a donc Df"(2)E,(z) = E,(2).

2. L'inclusion Df™(z)Es(z) C Es(z) peut étre stricte. En effet KerDf™(z) C
E4(z) (pour le voir faire une décomposition de v € KerD f™(z) dans une base
composée de vecteurs de Es(z) et E,(2)).
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Chapitre 3

Approximation par des Bernoulli

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme 1. Nous allons pour cela suivre
la méthode d’A. Katok et L. Mendoza (voir [13]). Comme dans le Closing Lemma, ce
qui change c’est que f n’est pas inversible et posséde un ensemble d’indétermination.

On garde les v, et € du chapitre 2. Soit p > 0 et -+, ¢p, € CO°(X,R).

On fixe 0 < r < 1 petit de sorte que 0 < r < p et h“—m—3r>hu(f)—p.

1+r
On choisit ensuite € > 0 suffisamment petit pour que d(z,y) < € implique |p;(x)—

wi(y)] < g pouri=1,--- ko. C'est possible car les fonctions ; sont uniformément
continues (X est compact).
Par le théoréme de Brin-Katok, si on note

Bin(x,€) = {y € X, d(f"(x), f’(y)) < e pour p=0,---m — 1},

on a

1
h,(f) = limlim inf - log (B (x,€)) pour p — presque tout x.

e—0 m—+4o0

On pose :

P€7m0 - {xavm > My M(Bm(I, 6)) < e_h#(f)m-i-?“m}.

Si € est assez petit, on a :

m

J 1
1= 3 <o ({otimind — L og(00,) 2 1,7) = 5} ) < UnaT)
2 m——+oo 2 ’
donc p(T'cmy) > 1 — 6 si mg est assez grand.

Dans la suite on considére le 4o (qui était petit par rapport a ), le h et le n du
Closing Lemma et de sa preuve. On mettra des conditions un peu plus fortes sur ces
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION PAR DES BERNOULLI

quantités que 'on aurait pu supposer dans la démonstration du Closing Lemma si
on voulait.

Voici maintenant le plan de la preuve :

Dans un premier temps, on va construire J € As avec beaucoup de récurrence
autour de lui. Ensuite nous utiliserons ce point pour fabriquer le codage et vérifier
les trois points du théoréme.

3.1 Construction du y € Ay avec de la récurrence

Les {B(y,n),y € As} forment un recouvrement de As qui est compact : on peut
donc trouver un sous-recouvrement fini Ut_, B(7i, 7).

Soit & une partition finie de I'extension naturelle X plus fine que (As, X\A(;) et
telle que le diameétre des éléments de & soit plus petit que la constante de Lebesgue
du recouvrement de As par Ul_, B(y;,n).

On note :

As, f—{xGAg,‘v’m>moonaf‘1() £(Z) pour un g € [m,m(1+7)| et

/ pidp

Lemme 3.1.1. Pour my assez grand, on a [i(As;) > 1 — 20,

MS

1
Vi=1,--- kyona |—
m

r
< =
5

=0

Preuve. Les fonctions ;o sont continues sur X, donc par le théoréme de Birkhoff,
on a sur un ensemble de masse 1 pour i :

m—1
%z pron(P@) 2 [oionda@ = [ o

Cela implique que

MS

/ pidp

1
m

U{E,szml,Vizl,--- ko on a

mi =0

<7"
2

est de mesure 1 pour Ji.
Si my est assez grand on a donc :
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3.1. CONSTRUCTION DU ¥ € A; AVEC DE LA RECURRENCE

ﬁ({f,VmZml,W—l,-~,k’oona

=Y wion(F@) - [ udn
=0

< ! >1 0
2 - 2
Soit maintenant C' € £ avec C' C As. On suppose que 1(C') > 0.
Si on applique le théoréme de Birkhoff a la fonction © — x¢(7) (qui vaut 1 sur
C' et 0 ailleurs), on a :

sur un ensemble de masse 1 pour /.
Cela signifie en particulier que :

m—1
i@ 9m = ms ona 3" (@) < AOY1+5) et
ma =0
1 [m(1+7)] i R .
T X @) > RO - D)
est de mesure 1 pour Ji.
Si mg = mo(C') est assez grand, on a donc :
m—1
A(C) = A{F € C.¥m > my on & = 3" xo((@) < HO(1+ ) e
1=0
1 [m(14r)] . R . R 5
T S xel®) > HO0 - D) 2O - g
Si T est dans I'(C) et si U z) ¢ C pour L =m, - [m(1+7r)] (avec m > may),
on a :
r p 1= r
1+ = 3)uC) < — ; xe(F'(@) = m 2 Xe(F'(@) < AC)(1+ 3)
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION PAR DES BERNOULLI

7"2

(1+7r)(1— §) <1+4- 3 = ; < = 5 e qui est absurde.
Cela signifie que pour z € I'(C) on a : Vm = my(C), T € C et il existe ¢ €

(m, m(1 + r)] avec f1(F) € C = £(7). Soit

my = max ma(C).
Ceg,CCAs,u(C)>0

L’ensemble {T € As,Vm > my il existe ¢ € [m,m(1 + r)] avec FUz) € ()}
contient donc Ucee oca, ()0 ['(C). On en déduit que :

1({z € As,Ym > my il existe ¢ € [m, m(1 + )| avec fq( ) €£(2)})

J 39

>TAs) — 2 >1- 2

_M( 5) 5 = 9"

Ainsi si m{, = max(mq,msy), on a :
. d 30
Allsy) > 1= 5 = 5 =1-25
car Ag, contient
m—1
~ 1 N r
{x,Vm>m1 Vi=1,--- kgona |—» g on(f (7)) /gpld,u <§}
m

1=0

intersecté avec

{/x\ € A5, Vm > my il existe ¢ € [m, m(1 +1)] avec f4(F) € £(@ )}

Cela démontre le lemme.
o

Maintenant on a p(m(Asmy) N Tem) > 1 — 35, Pour m > max(mq, my), soit Ep,
un ensemble (m, €)-séparé de cardinal maximal dans m(As ;) N e -
Siz € By, onau(By(z,¢) < e hulHImtrm Te cardinal de E,, est donc supérieur
A (1 — 38)ehu(Hm—rm
Pour ¢ = m,---,[(1 4+ r)m], on pose V, = {x € Em,fq(ff) € £(7)} on T est un
point de Afim& qui se projette sur x.
Soit n qui maximise le cardinal de V. On a :
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3.2. CONSTRUCTION DU CODAGE

(1 — 35)ehu(Sm—rm

card V,, >
rm+ 1

1
> (1 RE) hu(f)m—2rm > hu(f)m—Q’rm'
> (1—3d)e 2 e

Soit x € V,,. Ona f"(7) € &(7) et alors d(Z, f™(%)) < diam(&(F)) qui est lui-méme
plus petit que la constante de Lebesgue du recouvrement de As par Ul_, B(7;, 7).

En particulier il existe i € {1,--- ,t} tel que T et f*(Z) sont dans B(y;,n).

Soit ¢ qui maximise le nombre de z € V;, qui vérifient cette propri¢té. On notera
Y= Ui, y=m(y), et Nle nombre de z € V,, avec T et f"(Z) dans B(y,n). On a
N > ehu(f)mf%”m

= 2 o
C’est le point iy € As que 'on voulait construire.

hy (fym—2rm _ .
el T > ehulf)m=3mm i on prend m grand et que ce nombre

Remarquons que
est supérieur a e TH=3" car m < n < (14 r)m.

On a donc N > ()= grjce 3 hypothése faite sur r au début. En particulier,
quitte a réduire le nombre de points, on prendra dans la suite NV = ehu(n=pn ot nous
noterons xy,--- ,xy les x de V), tels que T et f*(Z) sont dans B(y,n).

Par construction y,- -+, 2y sont dans m(As,,;) et nous appellerons 71, , Ty

des points de Az, qui se projettent sur eux (et qui vérifient z;, J/C\"(@) dans B(y,n)).
Nous allons maintenant utiliser ces points pour construire le codage.

3.2 Construction du codage

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Pour n > 0 petit, on a :

pour tout T,y € As avec d(Z,y) < n, si (X,¥(X)) est un graphe au-dessus d’une
partie de CTHY)Ey(y) (dans le repere CT1(Y)EL(Y) ® C7'(§)Es(y)) pour || X| <
ezr(§)h (respectivement | X || < e'r(§)h) avec ||¥(0)|| < e~ 2r()h (respectivement
[1(0)]| < e r(G)h) et Lip() < voe 2 (respectivement Lip(y)) < ~voe~) alors
limage de ce graphe par C' = C7H ()1, '7,C, () est un graphe (X, (X)) au-dessus
d’'une partie de C'(Z)Ey(Z) pour au moins || X| < r(Z)h (respectivement || X|| <
ezr(Z)h) avec ||¢(0)|| < r(Z)h (respectivement ||¢(0)]| < e*%r(fﬁ)h) et Lip(¢) < v
(respectivement Lip(¢) < ype™ 2 ).

Preuve. C’est exactement ce que I'on a fait dans la démonstration du Closing Lemma
(voir apreés le lemme 2.2.1). 1l suffit de remplacer f™(7) par y et de mettre des condi-
tions un peu plus fortes sur les 7g, h et 1. Ces conditions pouvaient étre supposées
dans le Closing Lemma si on voulait. o
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION PAR DES BERNOULLI

Remarque. On a un lemme du méme type en remplacant E,(Z) et E,(y) respecti-
vement par F(7) et FEq(y) et des graphes (¢(Y),Y) au lieu de (X, (X)).

Le codage va étre construit a partir de graphes provenant de transformées de
graphes en arriére et en avant.

Commencons par ceux construits par des tirés en arriére.

On se place dans le repere C7H(y) E, () ® C(§) Es(y) pour le § construit dans
le paragraphe précédent.

Soit AY I'ensemble constitué de I'union des graphes d’applications holomorphes
((Y),Y) au-dessus de C7H(7)E(y) avec ||V < hr(g)ez, ¢(Y) = constante,
[4(0)]| < hr(g)e2 et Lip(¥h) = 0 < ype™ 2.

L’image de ces graphes par C; = C L f(E)T _n e TwCH () (pour i =1,--- N)
sont des graphes (¢(Y),Y) au-dessus d’une partie de C;l(f”(@))Es(f”(@)) pour
au moins ||[Y| < hr(f*(%)) avec [|¢(0)|| < hr(f™(F)) et Lip(¢) < 4o grace a la
remarque précédente car d(f™(%;),7) < n et ["(x;) € () C A, § € As.

Ensuite on tire en arriére ces graphes (¢(Y),Y) par Ipn-r(z) " 2 97 (voir le
lemme 2.2.2). On obtient a la fin des graphes (¢o(Y),Y’) au-dessus d’une partie de
CoH (%) Es(7;) pour au-moins [|Y|| < e7hr(z;), [|¢o(0)|| < e Vhr(Z;) et Lip(¢o) <
e .

Maintenant, on remet ces graphes dans le repére initial C(7) E.(7)®C () Es(Y)
c’est-a-dire que I'on prend leur image par C; (7)1, "7, C, (75).

Comme d(z;,y) < mn, la remarque precedente implique que l'on obtient des
graphes (wo( ),Y) pour au moins ||Y]| < ezhr(j) avec ||[th(0)|| < e T hr(f) et

Lip(to) < e 2.
Ce sont exactement les mémes conditions qu’au départ (c’est-a-dire que I'on

pourra recommencer le procédé avec un :E\J pas nécessairement égal au z;), sauf

qu’en plus on a ||¢g(0)| < e*%hr(/\)
Grace a cette marge, si on prend |Y|| < ezhr(7) on a (quitte & supposer que 7,
est suffisamment petit pour que e~ 7 + v < e 2) :

~y

(V)| < ()l + 1%0(Y) = %o (O] < €= hr(@) +70e ™3 V|| < hr(G)e?

¢’est-a-dire que les graphes (1(Y), Y) ne sortent de By, (0, e~ 2hr(3)) X B, (0, ez hr (7))
que par le bord By, (0, e~ 2hr(3)) X B, (0, ez hr(7)). Ce sont des graphes verticaux.

Notons A?, --- | A% les ensembles constitués de I'union de ces graphes obtenus
pour i = 1,--- /N. On a donc A? C A° On notera aussi A; I'image de AY par
7, 0 Cy(9).

On a alors :
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Lemme 3.2.2. Les ensembles A; sont disjoints pour i =1,--- , N.

Preuve. Soit z € A;. Pour [ =0,--- ,n—1ona:

975y @+ 0 98 0 CF 1 (F)7s, (2)]
< Hgfl(@) ©: 005 © CA?l(@)T:;l(Z) “Y9p@)° - ° 9z W) + Hgfl(fi) o ogz (Y
ou y est le point d’intersection entre le graphe de la forme (¢o(Y'),Y") précédent qui
contient C(Z;)7,.'(2) et le plan complexe horizontal (X,0) pour || X|| < hr(Z;).
On obtient donc (voir le paragraphe 2.2.2) :

19715 © 0 9z © C;l(fi)T;l(z)H < 4hmax(e” 2! e~ (=11

Par continuité cette inégalité est encore vraie si z € A,;.
Ainsi, toujours par le paragraphe 2.2.2,

C(X)e*4h

max(e !, e (D)
To

d(f'(2), f'(xi)) <

car f*(;) € £(F;) C As.
Si h est assez petit, on a donc :

d(f(2), f(a:)) < g pour 1 =0, n.

Comme les points x; sont (m, €)-séparés, ils sont (n,€)-séparés car n > m. En
particulier si i # j il existe [ compris entre 0 et n avec d(f'(z;), f'(z;)) > e
Si on avait un point z € A; N A, on aurait alors :

€
€ < d(f (@), f(7)) < A ), 1) + AR, ) < 2%
ce qui est absurde.
Les ensembles A; sont donc bien disjoints et cela démontre le lemme. o

Les graphes qui constituent I’ensemble A? vérifient les mémes conditions qu’au
départ. On peut donc recommencer le processus par rapport a T;, c’est-a-dire que
Pon passe ces graphes dans le repére CH(f(2;)) By (f™(2:)) DC (f™(Z3)) Eo(f"(23))
puis on tire en arriére par Ipnr(zy) " 2 9 et on repasse dans le repére initial, a
savoir C(5) B (7) & C(5) Es (7).

On obtient ainsi, en faisant varier i et j, N* ensembles A}, (avec le méme type
de notation que précédemment).

On a alors :
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Lemme 3.2.3. A%CA? pour tout i =1,--- N etj=1,--- N.

Preuve. Soit z € AJ;. Par construction z appartient a un graphe (¢(Y),Y) au-
dessus de By, (0, hr(g)e?) C CHY)EL().

Soit B un plan complexe paralléle a C;l@)Eu@) et qui passe par z.

B est un graphe (X, ¢(X)) au-dessus de By, (0, hr(g/])e%) avec ¢ constante (donc
Lip(¢) = 0) et [|6(0)]| < hr(g)e?

Par le lemme 3.2.1 (en remplacant h par 7 h) Vimage de B par C;*(z;) 7, 7,C. (7)
est un graphe By de la forme (X, ¢o(X)) au moins pour | X| < e"hr(z;) avec
[60(O)] < ¥ (&) et Lip(éo) < 0.

Maintenant on peut pousser en avant ce graphe par gz, - - - s Y- @) comme dans
le lemme 2.2.1 avec e?h & la place de h. A chaque étape on fait aussi le cut-off (pour
1X1 < herr(F(2).

A la fin on obtient un graphe B,, de la forme (X, ¢,,(X)) au-dessus d'une partie de

(f"(:cl)) L(™(2)) qui contient B(0, hr(f™(Z3))e) avec ||¢,(0)]| < e~ hr(f™(23))
et "Lip(én) < Yoe .

Pour [ =0,--- ,n, notons :

2= Gp-1ig) © 0 9a (O (F)7, 7 CL ()(2))-

Par construction de A;, z est dans un graphe (¢j(Y),Y’) avec au pire [|Y| <
ehr(FA@)), [W(0)]| < hr(FA&)) et Lip() < .

On a donc :

[ (V) < 1125 (0)]] + 1|25 (V) — 2}(0)]]
< hr(F1(3)) + e hr(FU(T) < ehr(fU(7))

car 7y est petit par rapport a -.
Le point z; est donc dans la partie de B; que 'on garde quand on fait les cut-off.
Maintenant, quand on prend I'image du dernier graphe (X, ¢n(X)) par

Cor W)y i@y Cy (f (Z;)) on obtient un graphe B de la forme (X, (X)) au
moins au-dessus de B(0, hr(§)e?) avec [|¢(0)| < hr(y) et Lip(d) < voe~? (toujours
par le lemme 3.2.1 avec T h au lieu de h).

Par définition de A%,

= O @)7, o Oy (FM(E0)) (20) € AJ C A,
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3.2. CONSTRUCTION DU CODAGE

Le point 2, appartient donc & un graphe A qui constitue 1’'ensemble A". Ce
graphe A fait partie des graphes que I'on utilise pour construire A? via le processus
qui utilise gz, - - - s Gfn-1(z)-

Soit A le graphe de A issu de A via ce procédé.

A est un graphe (/(Y),Y) au-dessus de B(0,hr(y)ez) C CH(Y)Es(y) avec
[1(0)|| < e 2hr(g) et Lip(y)) < ype 2. A coupe donc B en un unique point que
I’on note 2’

Montrons que z = 2’ : cela impliquera que z € Ay et terminera la démonstration
du lemme.

Supposons que z # .

Leurs images par C'(z;)7,.'7,C, () donnent deux points zy et z; distincts de
Bo.

Comme précédemment les points zj = g1z ©***© gz (CTHT) 7 1y CL () ()
restent dans la partie de B; que 1'on garde quand on fait le cut-off (par construction
de AY).

De plus, par un résultat du méme type que le lemme 2.2.4 on a :

Hgﬁfl(@)(zl—l) - gﬁfl(@)<zl/71>” > e”||z1-1 — 24 || pour tout I =1,--- ,n.

Par récurrence cela donne que, pour [ = 0,--- ,n, le point 2 est distinct de 2.
En particulier z, # 2. Mais CJ1(§)7, ' Tpn (@, Cy (f"(Z3))(2,) est dans AN B qui est
réduit & 5, = O7 @)y 700 O (7)) (20).

On obtient ainsi la contradiction recherchée. o

A la deuxiéme génération on a donc construit N? ensembles AY. avec AY. C AY
] i )

pour j =1,--- , N. On va maintenant itérer le processus.

On part de A?j qui rappelons le provient de .A? via le procédé qui utilise gz, - - - s fn-1(z):

A? contient N ensembles A(]J'z pour [ =1,---,N. Sion applique le processus aux
graphes de A%, (via gz, --- ,gfu-1(z)> on obtient un ensemble que I'on note AY
(l=1,---,N). Ils vérifient A);, C A); par le méme raisonnement que A, C A.

Et on continue le procédé.

A'la (I + 1)-éme génération on a N ensembles A5, . avec w; =1,--- N,

. , ok AN
A, est constitué de graphes (¢(Y),Y) avec |[Y| < ezhr(y), [v(0)] <

e_%hr@) et Lip(y)) < e 2.
Ces graphes proviennent des graphes de A°

w_1w_, Via le procédé qui utilise gz
, e ’gfn_l(x/w\o).
Comme précédemment on a AV c A° pour tout wg, -, w_; €

W W1 wo W41
{1,---,N}etl>0. :
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION PAR DES BERNOULLI

De plus on a :

Lemme 3.2.4. Les Nt ensembles A9

wo-w_, Sont disjoints.

Preuve. On démontre le lemme avec une récurrence sur /.
Pour [ = 0, c’est déja fait. Supposons la propriété vraie au rang [ — 1 avec [ > 1.

: 6 0 0

Au rang [ considérons deux ensembles A), ., et Aw6-~~w’_l avec (wg, -+ ,w_;) #

/ /
(wp, -+, w'y).

On distingue les deux cas suivants :

i e Lo ! 0 0 :
- si (wo, + -+ s wopgr) # (wp, -+ wlyy ) alorsona AY L, et Aw(’)~~~w’_l+1 qui sont
C \ . 0 0 0

disjoints par hypothese de récurrence . Comme A9~ C Awo~--w,l+1 et ‘Aw6~~~w’_l C
VU : 0 0 .
./411}6,“1”%rl on obtient que les deux ensembles A) . et Aw6~~~w’_l sont disjoints.

- si (wo, -y wog) = (wp, - ,w ) alors nécessairement w_; # w’,. Par

~ 2 0 0 . e .
hypotheése de récurrence, A9 |, et AwL1-~~w’_l sont disjoints.
0 . 0 . . .. . . =N
Comme Aw0~~-w_l vient de Aw_lmw_l via le processus qui utilise G+ » 91 (o)

0 . 0 . N 2 14 . / /. .
et que Aw6-~~le vient de Ale--'w’ via le méme procédé car wy = wy, on en déduit

que AY est disjoint de A ;o

0
wWo Wy ww’,
Cela termine la démonstration du lemme.
o

On veut maintenant évaluer la distance entre les graphes d’'un méme ensemble
0 ; P
AY ., dela (14 1)-éme génération.

Pour cela, soit G, I'ensemble des graphes de fonctions holomorphes (¢(Y),Y)
au-dessus de By, (0, e/2hr(3)) avec ||¢(0)|| < e~ 2hr(y) et Lip(d) < 7o

Les graphes qui constituent les A&O_._wfl sont dans G,,.

Sur G, on met la métrique :

d(graphe ¢, graphe ¢) = max _ |[l¢ — ||
By, (0,e7/2hr(y))
On a alors :
Lemme 3.2.5. Pour tout | > 1 et pour tout wg, -+ ,w_j41 € {1,--- N} on a :
VA, A7 graphes qui constituent A&O,,,wim, d(A}, A}) < 2he 2t

0

Preuve. A} vient d'un graphe A} | de A qui vient d'un graphe A} , de

W1 W]
A, > et ainsi de suite. On notera A7, (p = 0,--- 1) les graphes de A7,

qui font partie du processus pour construire A}l. On fait de méme pour A?.

W41
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3.2. CONSTRUCTION DU CODAGE

On a alors :
Vp=1,---,1, d(A), A2) < e 2" 2q(A]_ A2 ).
En effet, pour passer de A} ; a A} et de A> | a A2 on prend tout d’abord les
images de A}, et A | par I'application C;l(f”(m))rfnl(w l 7 C5 (1)
W—lt+p

~

Mais on a vu dans la démonstration du lemme 2.2.6 que comme f”(m) est
trés proche de 7, cette opération multiplie la distance entre les graphes d(A}_,, A2 )
par au plus €7. Ensuite, on tire en arriére par Ifnt@a ) 1 o On a montré

W—l4p P
précédemment (voir la preuve du lemme 2.2.7) qu’a chaque étape la distance entre
les graphes est divisée par au moins e?7.

Enfin & la derniére étape on prend I'image par C7H(§)7, 'm0, Cy(Tw ;) et 1a
cela multiplie encore la distance par au plus e”.

En appliquant I'inégalité :

Vp=1,--- 1, d(A}, A2) < e 2" Fd(A)

p—1»

A}%*l)?

on obtient :

d(A}, A7) < e (AL AZ) < P s 26 i (f) < 2he T,

C’est ce que I'on voulait démontrer. o

Grace a ce lemme on peut définir une application de {1,---, N} dans G, de la
facon suivante.

Soit w = (wg,w_1,+ - ,w_q,-++) € {1,--- , N}\. On prend A; un graphe qui

constitue A, , ., , pour [ > 0.

A; est dans G, et par le théoréme d’Ascoli, il existe une sous-suite (A;) qui
converge vers A € G, (une limite uniforme de fonctions holomorphes est holo-
morphe).

Montrons que (A;); converge aussi vers A.

Soit B > 0. Il existe jo tel que d(A, A;,) < g si j > jo. Ensuite

0 0 0
Alj - Awo---w,lj - Awo---w,j
donc d(A;;, A;) < 2he~ 2D+ op ytilisant le lemme précédent. Cette quan-
tité est plus petite que g si j > j1 (car n > 3 si on veut).
Pour j > max(jo, j1) on a donc :

d(A;, A) < d(Aj, A) + d(A,, A) < B.
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION PAR DES BERNOULLI

La suite (A;) converge vers A et on a donc bien défini une application :

o,: {1,--- N}V — @G,
w — A

Remarque. L’application o, est injective et on a méme o, (w)No, (W) = I si w # w'.

En effet, soit w,w’ € {1,---, N} avec w # w’. On considére [ le plus petit
entier avec w_; # w’,. Soit A, € A?UO w_, €t Al € A?vamw’,p pour p > 0 (on a donc

Ap — oy(w) et A — o, (w')).

Comme w_; # w',, les ensembles A9 et A%, . sont disjoints.
0 —1

W wW_ g
Or pour tout p > 1, A, C A, ., C A0 et AL C A?%mw,_ C .AO e donc

oy(w) No,(w') = @. En particulier o, est injective.

On refait maintenant ce que l'on a réalisé avec des transformées de graphes en
avant.

Comme précédemment on se place dans le repére CH()EL(7) ® C;H(Y) Es(Y)
pour le §y € As fixé.

On part de I'ensemble des graphes de la forme (X, ¢(X )) au-dessus de C () Ey ()
avec || X|| < hr(9)ez, ¢(X) = constante, ||¢(0)| < hr()e~2 et Lip(¢p) =0 < ype~ 2.

On notera BY 'ensemble constitué par I'union de ces graphes.

L’image de ces graphes par C; = C,Y_l(.i"\i)Tl,_ilTyC,y(:l//\) (pouri=1,---, N)sont des
graphes (X, (X)) au-dessus d’une partie de C7'(7;) E, (;) pour au moins || X|| <
hr(z;) avec ||¢(0)| < hr(z;) et Lip(¢) < 7o par le lemme 3.2.1 car d@,@) <.

Ensuite on pousse en avant ces graphes (X, ¢(X)) par gz, - I . On ob-

tient & la fin des graphes (X, 1, (X)) au-dessus d'une partie de C (f”(xz)) u(f (7))
pour au moins || X|| < eYhr(f(F)) avec ||1b,(0)]| < e”hr(f”(xi)) et Lip(¢,) <
e "y (voir le lemme 2.2.1).

Maintenant, on remet ces graphes dans le repére initial C2(7) E.(7)®C; ' (9) Es(9)

~

c’est-a-dire que 1 on prend leur image par CH(y)7, " 7sn (2 Cy (f(T3)).

Comme d(f"(xz),ﬁ) < 1, on obtient des graphes (X, gbn( )) pour au moins
|X]| < ezhr(y) avec [|¢,(0)] < e_%hr(g/j) et Lip(¢n) < e 27y (toujours par le
lemme 3.2.1).

Ce sont exactement les mémes conditions qu’au départ (c’est-a-dire que I'on
pourra recommencer le procédé avec un z; pas nécessairement égal au z;), sauf

3 ~
qu’en plus on a ||¢,(0)|| < e 7 hr(y).
Grace a cette marge, si on prend | X|| < ezhr(y) on a :

~

160X < ()] + 6n(X) = 6 (O)]] < €™ hr(G) + 70e ™3 | X|| < hr(§)e?
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3.2. CONSTRUCTION DU CODAGE

’est-a-dire que les graphes (X, ¢, (X)) ne sortent de B(0, ezhr (7)) x B(0,e~2hr (7))
que par le bord 9B(0, ez hr(5)) x B(0,e~2hr(g)). Ce sont des graphes horizontaux.

Notons BY,---,B% les ensembles constitués de 'union de ces graphes obtenus
pour i = 1,--- /N. On a donc B? C B°. On notera aussi B; I'image de B par
7, 0 Cy(7).

Ici les BY ne sont pas forcément disjoints car f n’est pas a priori injective.

On recommence le processus. On fixe ¢ et j dans {1,--- N} et on considére
les graphes de BJ. On les met dans le repére C'(Z;)E,(7;) ©® C'(7;) Es(Z;) en
appliquant C;, puis on les pousse en avant par gz, - - - s 9fn-1(z;) €t on repasse dans
le repére initial.

On note B?j (i,j =1,--- ,N) les N? ensembles ainsi obtenus. On a alors :

Lemme 3.2.6. B, C B} pour touti,j=1,--- ,N.

Preuve. Soit z € B?j. Par construction z est dans un graphe de B?j qui provient d'un
graphe de B? via le processus qui utilise gz, - - - s 9fn-1(5)- En particulier,

y = C’;l(g’])Ty_len(m)Cv(f"(@))gfn,l(@) 0-++0gz O C’,Y_l(@)TI_ilTyCv(’y\)(zo)

ol zg est dans un graphe de BY.

Cela signifie que C 1 (7:)7,,'7,C () (20) et gz 0 - -095,0C (T)7,, 7, C5 () (20)
(pour [ =0,--- ,n — 1) et z sont toujours dans la partie du cut-off que I'on garde.
Maintenant zo € B) C B° donc z, appartient a un graphe de 8°. Quand on applique
le processus a ce graphe de B° via gz, - - - , Gfn-1(z;) ON obtient a la fin un graphe de
BY et le point z est dedans car les images successives de zg restent dans la partie du
cut-off que I'on garde par la remarque précédente. On a donc z € BY et le lemme
est démontré. o

A la deuxiéme génération on a donc construit N? ensembles B?j avec B?j C B
On va maintenant itérer le processus.
0 . O . . .
B; contient N ensembles 5 (Il =1,---,N). Si on applique le processus aux

graphes de B?z (via gz, ,gfn,l(@)), on obtient un ensemble que 1'on note B?jl.
Comme précédemment, on a B?jl
ainsi le procédé.

A la [-éme génération on a N'! ensembles Bgl"‘wl avec wy, -+ ,wy; = 1,--- /N

B° est constitué de graphes (X,¢(X)) avec | X|| < ezhr(y), ||¢(0)]] <

w1 Wy

- B?j pour tout 7,7,l = 1,--- , N. Et on continue

e~ zhr(g) et Lip(¢) < yoe 2. Ces graphes proviennent de graphes de By, . ., via
le procédé qui utilise gz-, - s Gt (- On a encore BY c BY pour tout
wy

w1 wy w1 Wy —1
[ > 1 et pour tout wy,--- ,w; =1,---,N.
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Comme expliqué plus haut, les B,?Ul,,,wl ne sont pas nécessairement disjoints.

On veut maintenant évaluer la distance entre les graphes qui constituent un méme

ensemble B?Ulmwl. Pour cela, soit GG}, 'ensemble des graphes de fonctions holomorphes

(X, ¢(X)) au-dessus de By, (0, hr(7)e/2) avec ||¢(0)| < e™/2hr (7)) et Lip(¢) < Yo.
Sur G}, on met la métrique :

d(graphe ¢,graphe ¥) = max ¢ — ¢
By (0,hr(g)e/2)
On a alors :
Lemme 3.2.7. Pour tout | > 1 et tout wy,--- ,wy=1,---,N on a :

VB/, B; graphes qui constituent By, d(B}, B}) < 2he” "+,

cewp

0
w3 Wy’

qui font

Preuve. B} vient d’'un graphe B} | de B? qui vient d’un graphe B} , de B

wao W
et ainsi de suite. On note B, pour p = (2), o .l les graphes de ngl_pﬂmwl
partie du processus pour construire B}. On fait de méme pour B?.

On a alors pour p=1,--- ,[:
d(B,,BY) < e *"™*d(B!_|, B> ).
La démonstration est la méme que dans le lemme 3.2.5, en utilisant ce que I'on
a fait dans la preuve du lemme 2.2.6.
En particulier on a maintenant :

d(Bll, Blz) < e—2fynl+2'yld(B(1), B(Q)) < 26—%hr(z/y\)e—2ynl+2fyl < 2h6—2'ynl+2fyl.
Cela démontre le lemme. o

Grace a ce lemme on peut définir une application de {1,---, N} dans G}, de la
facon suivante.

Soit w = (wy, -+ ,wy,-+-) € {1,--- , N}. On prend B; un graphe qui constitue
B?Ul,_,wl pour [ > 1. B; est dans G}, et par le théoréme d’Ascoli, il existe une sous-
suite (Blj) qui converge vers B € G},. Alors comme pour les A°, grace au lemme
précédent, on a aussi (B;) qui converge vers B. Cela définit une application oy, :
{1,--- N} — G, par o,(w) = B.

Si f n’est pas inversible, o n’est pas a priori injective.

Par contre si f est inversible et [logd(z, I(f~!))du(xz) > —oo, comme dans le
cas A°, oy, est injective (il suffit de prendre des r(Z) adaptés a la fois pour f et f~1).

Voici maintenant le codage que ’on cherchait :
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SOlt w = (...w_l’... LW, W, * e 7wl7...) [ {17... ,N}Z_
(«+ ,w_y, -+ ,wp) définit un élément A € G, (qui est égal & o, (wo, w_1, -+ ,wW_y, - -
et (wy,- -+ ,wy,---) définit un B € G, (qui est op(wy, -+ ,w, -+ )).

L’intersection de A avec B est composée d'un unique point (voir la démonstration
de la proposition S.3.7 dans [13] car 72 < 1).

On notera Sy(w) 'image de ce point par 7,C,(y). On a obtenu ainsi une applica-
tion Sy : {1,---, N}2 — X. C’est le codage que 'on cherchait. Il s’agit maintenant
de vérifier les propriétés du théoréme 1.

3.3 Propriétés du codage

Montrons tout d’abord que I'on a le diagramme suivant :

{17... 7N}Z_">{1’... 7]\7}2

sol lso

X i X

avec o le décalage a droite et f" 0 .Sy = Syo 0.

Soit w = (- ,w_g, -+ ,w_1,wo,wy, ) € {1, N}~

So(w) = 7,CL(7) (AN B) avec A =lim A) et B = lim B} ot A} est un graphe de
A , (pour tout [ > 0) et By est un graphe de BY, _ ~(pour tout [ > 1).

WOW—1 "+ W_

Pour [ > 1, on a par construction C;l(@)Ty_lrfn(rwo)Cw(f”(@U\O))gfn_l( y o0

T
Girs © Cv_l(:vwo)T;jO 7C(9)(A}) qui est inclus dans un graphe A} de A} |, .
A} converge donc vers o,(w_1,- -+ ,w_;,---) quand | — +oo.

Maintenant les g, 1 z—0- - -0gay; oC;l(m)T;wlo 7,C+(9)(A}) sont dans des boites
By, (0, e=72hr (7 (Tay))) X B, (0, hr(F7(Tag))) pour p = 1,-++ ,n — 1 grace aux pro-
priétés des graphes, C. 1 (Tu,) 7, 7,04 () (A7) est dans la boite By, (0, e77/2hr (Ty,)) X
By, (0, e7hr(Zn)) et pour p = n le point précédent est dans By, (0, e1/2hr (f(Tag))) X
By, (0, hr(f*(Twy))) (toujours par les propriétés des graphes et 1+ o < e3).

En particulier, g, 1 ;—0 -0 g C5 ' (Tug) o7, 7,04 (§)(A7) vit dans un endroit
UJO

w

ol 9o () est holomorphe donc continue. On peut donc passer a la limite quand
wo
[ — 400 et on obtient que :

Oy @y 1 (So(w)) = O @7y o) Co (P @)1y 0
0 gz © O3 (a7 7, CL () (O @)y (Solw))
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est dans o, (w_1, -+ ,w_g, ).
Par ailleurs on obtient aussi que :

Ifr1(zmm) © @ Gy © O (Tug) T, G (D) (CS ()7, (So(w)))

se trouve dans By, (0, 6*7/2hr(fp(fw\0))) X By, (0, hr(fp(@))) pourp=1,--- ,n—1,
dans By, (0, e=7/2hr Ty )) X B, (0, €1 hr (Tag)) pour p = 0 et dans By, (0, e/2hr(f(Tn))) X
Bkz(o h’/’(f (Iwo))) pour p = n.

Soit (b;) une suite de By qui converge vers C'(3)7, " (So(w)). Par continuité pour
[ assez grand on a : 9fr1(5m)°" O amg oC (:cwo) . TyCW(/y\)(bl) qui est au-dessus de

B, (0, hr(fP(zan))) pour p =0, - - - ,n—1 et au-dessus de By, (0, evhr(f*(Tuy))) pour

p = n: ce sont donc des points qui sont dans la partie du cut-off que I'on garde quand

on passe de By a son successeur via le processus qui passe de gz— w5 91 ()
wo

Le successeur de BY est par définition un graphe B} qui constitue B2
On a B} —)Jh(wo,wl, wy, - -+ ) et ainsi :

wow1 wy

C @)y " (So(w)) = C @)y ) o (P (@) 1) © -
© Gy © O3 (Tug) Ty G5 () (CF ()7, (So(w)))

est dans oy, (wq, wy, - ,wy, ).
Si on fait le bilan on a que C7H(7)7, ' f*(So(w)) est I'unique point de

O-v<w717"' ,w,l,"‘)mO'h(U)O,'wl,"' ,'LUl,"').

En particulier cela signifie que :

f*(So(w)) = 1G5 () (ow(w-r,---) Non(wo, -+ -)) = Solo(w))

ou o est le décalage a droite. C’est bien ce que I'on voulait démontrer.

Montrons maintenant que Sy est continue. Sur {1, -- ,N}Z on met la métrique :
Z|wl—w| Z|wl w|
1=—00

Soit 8 > 0. Si p est suffisamment grand, on a 8he=2"PT27P < Cﬁ&)

Maintenant, si d(w,w) < 2,1%, on a forcément :

/ / /
Wo = Wp,**+ , Wp = W_,, W = Wy, -+, Wy = W,
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ou(Wo, w_1, -+ ,w_y,---) est limite de A} avec A} graphe de A} . = pour
[>0.

Pour [ > p on a All C .Ag]o,,_w_l C A?UO,,,wip. En prenant la limite quand [ tend
vers 400, on obtient que o, (wo, w_1,---) C A%, . Le point CT'(7)7, " (So(w))
est donc dans A9, . De méme C-' ()7, " (So(w')) est dans Aow(,)._.w,_p qui est égal
a A,

Par un raisonnement similaire, C'(7)7,' (So(w)) et CT'(y)7, " (So(w')) sont
dans B?Ul,,_wp.

Comme C (7)1, " (So(w)) est dans A5, ., il existe une suite de points de
Ay, qui converge vers lui. Par définition la suite de points s’écrit (¢ (Y;),V;) ot

IYill < €3hr(@), Lip(d}) < et [HO)] < e 3hr(7).

Par le théoréme d’Ascoli, il existe une sous-suite (gbllj) qui converge uniformément
vers ¢! qui est dans G,. Par ailleurs, si C7'(7)7, ' (So(w)) = (X,Y), on a ¥} —
Yoet [|6,(Y) — o (V) < 2llY = Yyl — 0 done ¢'(Y) = X clest-a-dire que
CH ()7, ' (So(w)) appartient au graphe (¢'(Y),Y) de G,.

De méme, C1(y)7, " (So(w')) appartient a un graphe (¢*(Y),Y") construit par le
méme procédé.

Par le lemme 3.2.5, on a d(graphe ¢}, graphe ¢?) < 2he 2"P+D+2(+D) ot ainsi,
en passant a la limite sur I, on a d(graphe ¢!, graphe ¢?) < 2he=2m(P+D+27(p+1),

De la méme fagon, C1(y)7, " (So(w)) appartient a un graphe (X, ¢! (X)) de G,
(limite de graphes de By, .., et C-"'(7)7, " (So(w")) est dans un graphe (X,¢*(X) de
G- On a aussi, en utilisant cette fois-ci le lemme 3.2.7 que d(graphe ¢!, graphe 4?) <
2he 2 mp+2yp.

Le point d’intersection C7'(3)7, " (So(w)) entre les graphes (¢'(Y),Y) et (X, ¢! (X))
est de la forme (¢'(Y7), Y1) ot Y] est I'unique point fixe de o' : By, (0, e7/2hr(y)) —
B, (0,e72hr(y)) (voir la démonstration de la proposition S.3.7 dans [13] car on
a 75 < 1). De méme le point d’intersection C'(y)7, " (So(w’)) entre les graphes
(¢*(Y),Y) et (X,9?(X)) est de la forme (¢*(Y3),Y5) ot Y est Punique point fixe
de 1? 0 2. On a alors :

V1 =Yl = [0 0 6" (Y1) — 97 0 ¢*(Y2) |
< [Pt o ¢! (V1) = 9?0 ' (V1)|| + [[9* 0 6" (Y1) — ¥% 0 ¢*(Y2)]|
< d(graphe ', graphe ¢%) + 70" (Y1) — ¢*(Y2)|
< d(graphe 9", graphe %) + 7o ([l¢" (Y1) — ¢’ (V1) || + [|° (Y1) — ¢*(Ya)])
< d(graphe ', graphe 1?) + yod(graphe ¢', graphe ¢?) +~3||Y1 — Ya|.
D’ou :
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(graphe ¢!, graphe ¥?) + yod(graphe ¢', graphe ¢*)

d
Yi—-Y <
Iv; - Y2l "

De la on en déduit que :

I @)7,  So(w) — CTH@)7,  So(w))]| < V1 = Yal + [|¢' (V1) — ¢*(Ya)

< |Y: = Yal| + [|¢' (Y1) — ¢* (Y1) || + [|¢° (Y1) — ¢*(Ya) ||
< (14170)||Y1 — Ya| + d(graphe ¢', graphe ¢%)

< (d(graphe ', graphe ¥*) + d(graphe ¢', graphe ¢?)).

1=

Autrement dit,

Sy 1N — ’ —9vm Bro
HCV 1(y)Ty 150(“’) - C’y 1(y)7_y 150(w )“ < 8he 2ymp+27p < m

et par le théoréme des accroissements finis, comme ||C,(7)| < %, on a finalement :

CiX) % CB(Z(;)

On a donc montré que Sy est uniformément continue.

d(So(w), Sp(w')) < = p.

Remarque. Lorsque f est inversible et que 'on a en plus [logd(z, I(f~1))du(z) >
—00, Sp est un homéomorphisme de {1,---, N}Z sur son image.

En effet, tout d’abord Sy est injective : si w,w’ € {1,--- , N} avec w # w' on a
SOit (- yw_y, -+ wp) # (- sy, wh), S0it (W, -+ wy, o) A (W, W)

Dans le premier cas C(y)7, " So(w) et C7(y)7, " So(w') sont respectivement
dans o, (wg, -+ ,w_g, -+ ) et o, (wp, -+ ,w’ - -+ ) quisont disjoints. On a donc Sy(w) #
So(w/).

Dans le second cas, comme f est inversible et que [logd(x,I(f~!))du(xz) >
—00, on a aussi op(wy, -+ ,wy, -+ ) et op(wy, -+ ,wy, - -+) qui sont disjoints et ainsi
So(w) # So(w').

Montrons, toujours sous I'hypothése f inversible et [logd(x, I(f~1))du(z) >
—00, que Sy est continue sur Ag = Sp({1,---, N})Z.

Soit 8 > 0. Si p est suffisamment grand on a 21% < 3. On a vu que les Ay..n_,
sont disjoints. Comme f est inversible et [logd(z, I(f~1))du(x) > —oo, il en est de
méme pour les By, .., Soit donc o > 0 plus petit que la distance minimale entre
deux Ayy...._, et que la distance minimale entre deux By,...y,-

Soit z et 2’ € Ag avec d(z,2') < ook
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)

Comme on 'a vu quand on montrait que Sy est continue, C7'(y)7,"(2) €
1

Ao, VB, o, O1 So(z) = (- Jw_p, -+ ;wo, -+ ,wp,---). Deméme, CT1(7)7,(#) €
A?U/Ow/_p N Bg)/lw;] oil SO—I(Z/> — ( .. 7wLp7 N ’w67 PN 7w;” e )
Par le théoréme des accroissement finis,
C(X) arg
P | —1/~\ =1/ —
||ny (y)Ty (Z) - C’y (y)Ty (Z)H < o X C(X) =

car [CTH@)II < 5

ro "

On en déduit que CH(7)7, ' (2) et CSH(y)7, ' (2) ne peuvent pas étre dans deux

AS .., ou dans deux By, ., différents.
On a donc wy = wy, -+ ,w_, = w' et wy = w}, -+ ,w, = w,.
En particulier
U e e R (Rt
Ay (2). 551 () = Y =g+ D e
i=1 i=—o0
+o0o —p—1
N N
< -
SRS
1=p+1 1=—00
N N 4N
Sﬁx2+%x2§2p+l <ﬁ

L’application Sy est donc uniformément continue sur Ay.

Revenons au cas général.
Pour terminer la démonstration du premier point du théoréme 1 il reste a étudier
la mesure vy = (Sp). Ao (00t g est la mesure de Bernoulli sur {1,--- , N}%). On a :

(") = (f")(S0)s Ao = (f" ©S0)s Ao = (S0 0 7)Ao = (So): Ao = 1.

C’est donc une mesure (f")-invariante. Calculons maintenant h,,(f").

Soit o > 0 la distance minimale entre deux A; pouri=1,--- ,N. On a
Lemme 3.3.1. Pour tout z; € Awgw_, € 22 € Aypoay | avee (wo, - ,w_p) #
(wp, - -+ ,w',), les points 21 et zo sont (I + 1, a)-séparés pour f™.

Preuve. On considére deux points 2y, zo comme ci-dessus et soit p le plus petit entier
avec w_, #w', (0 <p <),
On a vu au début du paragraphe 3.3 que :
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@)y Oy () (A ,) C A,

vy Yy W—1-W—1

c’est-a-dire f"(Awpw_,) C Aw_yow_,
Ainsi f"( Ay ;) C Aw_pw, C Ay, et de la méme fagon fnp(Awg---wgl) C

Ay ar, C Ay . Par continuité [ (Aygw) C Aw_, et [ (Ayg.wr ) C Aur

1
On a donc d(f™(z1), f"(22)) > « et ¢’est ce que I'on voulait démontrer.

o
Siwe {1,---,N}~ on avu que pour [ >0, on a Sp(w) € Ayy.w_,-
Le support de 1 est donc inclus dans
U A
wo,+ w_ =1, N
De plus,
VO(Awo wfz) = )‘U(S()il(Awo-"wfz»
= Mo({w', wy = wp, -+ ,w";, =w_}) carles Ay,...o, sont disjoints
1\

_ N)

Soit 2 € Uy, w21, v Awpw_y- Ona 2z € Ayy.p_, pour un certain (wo, - -+ ,w—;) €
{1,---, N}*1 et donc, par le lemme précédent, si on note :

Bl+1(fn,Oé,Z) = {y €X ) d(fnp(z)v fnp(y)) < apourp=0,--- 7l}’

on a :

VO(BlJrl(fnaau Z)) =1 Bl+1(fn70572) N U Awo---w,l

wo, -, w_j=1,-- N
1 +1
= Vo(Bl+1(fn, Oé, Z) ﬂ AwO"'w—l) S (N) .

Par le théoréme de Brin-Katok, on a :

oo (f7) = lim lim sup ——— log v (Bt (7, o 2)

a=0 5400 [+1
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pour 1 presque tout point (car comme \q est ergodique, vy l'est aussi grace a la
relation " o0 Sy = Syo o).

Size ﬂlzo Uwo,---,w,lzl,---,N Awol..wil (qui est de masse 1 pour yo), on a pour tout
[>0:

1
[+

1
. log vo(Bio1(f", o, 2)) > —logﬁ = log N,

ce qui implique h,,(f") > log N = h,(f)n — pn. C’est que I'on voulait démontrer.

Il reste & démontrer les points 2 et 3 du théoréme 1.

Tout d’abord, huep(fiag) = huop((f™)jae) X + car un ensemble (I, a)-séparé pour
f™est (In—n+ 1, «)-séparé pour f.

Ensuite on a (par exemple en utilisant le théoréme de Brin-Katok), hiop(( ")) >
huo (f™) = hu(f)n — pn. On a donc hyop(fia,) = hu(f) — p. Clest ce que I'on voulait.

Passons au dernier point.

On note A = Ag U f(Ag) U---U f"1(Ay).

Soit z € Ag. On a z = So(w) avec w = (- ,w_y, -+ ,Wo, -+ ,Wy,-+) €
{1,--- ,N}Z.

z € Ay, et on a vu dans la démonstration du lemme 3.2.2 que d(f'(2), f(7yw,)) <
Spourl =0,---,n. Le point z,, est dans le support de x si on veut (on peut toujours
intersecter m(As ) N e m, par le support de p si on le souhaite).

Cela signifie que A est inclus dans un {-voisinage de support de p. Si on prend

7 < p, on a donc la premiere partie du point 3.
Si z € Ag, on a z = Sp(w) et on a vu aussi que g7 — est continue au voisinage
wo

de ga_y— 0+ 0gs= 0 C7 Ty )7,  (2) pour [ =0,--- ,n — 1. Cela implique que
f (mwo) wo v 07" Zwq
[ est continue au voisinage de f'(Sy(w)) pour [ =0,--- ,n— 1.

On peut donc définir :

1 _
v = E(V0+f*7/o+"'+<fn Y.v0)
et on a :

f*l/ - 1(f>s<VO + (f2)*V0 + -+ (fn)*Vo) = V.
n N——

=10

La mesure v est donc bien invariante par f et portée par A. Enfin, pour i =
1,--- kg, on a
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I= /cpidu—/goidu‘ = '/gpi%d(y0+-..+(f”_1)*yo) _/%dﬂ‘
/Z% ))dvo(z) — /%d“ = '%/S%(fl(so(w)))d)\o(w)—/%du

= /(;;%(fl(k%(w)))—/%du> dAo(w)]| .

Mais pour [ = 0,---,n, on a d fl(SO(w)),fl(xwo)) <
<3

L’hypothése faite au

I
début implique donc que |p;(f'(So(w))) pour [ =0,--- ,n—1.

— i fH(wuy))] <
D’ou :

/ E P(f'(Twp)) / pidp| dAo(w) + 5
Enfin par définition de A57m6’ on a:
-1
1 r
LS o dp| < T
n (Zwo) /@ H| < 5

ce qui donne I < r < p et cela termine la démonstration du théoréme
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