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❆♠❜"♦✐5❡✱ ▼❛"✐♦♥✱ ▲✉❝❛5✳✳✳ ❊# ❝❤❛♣❡❛✉ ❜❛5 @ ♠❡5 ❝♦❜✉"❡❛✉① ➱#✐❡♥♥❡ ❡# ■❧❛♥♥✱ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡③ "✐❡♥✱

❝✬*#❛✐# ♣❛"❢❛✐#✳



❘!"✉♠!

▲❡" ❣❧❛❝❡" ❞❡ ❧✬❆♥+❛,❝+✐.✉❡ ❝♦♥"+✐+✉❡♥+ ✉♥ ♠❛+2,✐❛✉ ❞✬❛,❝❤✐✈❛❣❡ ✉♥✐.✉❡ ♣♦✉, ❣❛,❞❡, ❧❛ +,❛❝❡ ❞❡

❧✬❛+♠♦"♣❤6,❡ ❞✉ ♣❛""2✳ ▲❛ ♣❧✉" ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❛,❝❤✐✈❡ ❣❧❛❝✐❛✐,❡ ❛❝+✉❡❧❧❡♠❡♥+ ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ ✭✽✵✵ ❦❛✮ ♥❡

♣❡,♠❡+ ♠❛❧❤❡✉,❡✉"❡♠❡♥+ ♣❛" ❞✬2+✉❞✐❡, ✉♥❡ +,❛♥"✐+✐♦♥ ❝❧✐♠❛+✐.✉❡ ♠❛❥❡✉,❡ .✉✐ "✬❡"+ ❞2,♦✉❧2 ❡♥+,❡

✶✳✷▼❛ ❡+ ✵✳✾▼❛ ✭+,❛♥"✐+✐♦♥ ❞✉ ♠✐✲D❧❡✐"+♦❝6♥❡✮✳ ▲♦❝❛❧✐"❡, ✉♥ "✐+❡ ❛②❛♥+ ♣❡,♠✐" ❧❛ ❝♦♥"❡,✈❛+✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ❛✉""✐ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❡"+ ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉, ❛✉ "❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉+2 ❞❡" ❝❛,♦++❡"

❞❡ ❣❧❛❝❡✳ D❧✉"✐❡✉," ,2❣✐♦♥" ❛✉+♦✉, ❞✉ ❉G♠❡ ❈ ✭❆♥+❛,❝+✐.✉❡ ❞❡ ❧✬❊"+✮ ♣,2"❡♥+❡♥+ ❞❡ ❜♦♥♥❡"

❝❛,❛❝+2,✐"+✐.✉❡" ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ +❤❡,♠✐.✉❡ ❡+ ♠2❝❛♥✐.✉❡✳ ▲❡ ❜✉+ ❞❡ ❝❡" +,❛✈❛✉① ❡"+ ❞✬✐❞❡♥+✐✜❡,

♣,2❝✐"2♠❡♥+ ❞❡" "✐+❡" ♣,♦♣✐❝❡" L ✉♥ ❛,❝❤✐✈❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣ +❡,♠❡✱ ❡♥ ✉+✐❧✐"❛♥+ ❞✐✛2,❡♥+" ♠♦❞6❧❡"

"✉❝❝❡""✐❢"✳ ❉✬❛❜♦,❞ ✉♥ ♠♦❞6❧❡ +❤❡,♠✐.✉❡ ✶❉✱ .✉✐ ♣❡,♠❡+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❡ ✢✉① ❣2♦+❤❡,♠✐.✉❡ ❧♦❝❛❧✱

❡+ ❞✬❛✣,♠❡, .✉❡ ❧❡" ❤❛✉+❡✉," ❞✉ "♦❝❧❡ "♦♥+ ❡①❡♠♣+❡" ❞❡ ❢✉"✐♦♥ ❞❡♣✉✐" ❛✉ ♠♦✐♥" ✽✵✵ ❦❛✳ ❊♥"✉✐+❡

✉♥ ♠♦❞6❧❡ ✸❉ ❞✬2❝♦✉❧❡♠❡♥+✱ .✉✐ ♣❡,♠❡+ ❧❛ ❞❡"❝,✐♣+✐♦♥ ❞❡" +,❛❥❡❝+♦✐,❡" ❞❡" ♣❛,+✐❝✉❧❡" ❞❡ ❣❧❛❝❡

❞❡♣✉✐" ❧❛ "✉,❢❛❝❡ ❥✉".✉✬❛✉ "♦❝❧❡✳ D♦✉, ♠✐♥✐♠✐"❡, ❧❡" ♣❡,+✉,❜❛+✐♦♥" "+,❛+✐❣,❛♣❤✐.✉❡"✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞,❛

❞❡ ♣❧❛❝❡, ❧❡ "✐+❡ ❞❡ ❢♦,❛❣❡ ♣,♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝,S+❡✱ ❡+ ♣♦✉, ❛""✉,❡, ✉♥❡ ,2"♦❧✉+✐♦♥ "✉✣"❛♥+❡ ❧❡ "✐+❡

♥❡ ❞❡✈,❛ ♣❛" "❡ +,♦✉✈❡, L ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✉ "♦♠♠❡+ ❞✉ ,❡❧✐❡❢ ❜❛"❛❧✱ ♠❛✐" "✉, "♦♥ ✢❛♥❝✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥

✉+✐❧✐"❡ ✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ❞❛+❛+✐♦♥ ✶❉ ❝♦♥+,❛✐♥+" ♣❛, ❧❡" ✐"♦❝❤,♦♥❡"✱ ♣♦✉, ❝♦♥♥❛T+,❡ ❧❛ ❞✐"+,✐❜✉+✐♦♥

❞❡" U❣❡" ❜❛"❛✉① ❡+ ,2"♦❧✉+✐♦♥" ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡" ❛✈❡❝ ❧❡" ✐"♦❝❤,♦♥❡" ♦❜"❡,✈2❡"✱ ❡+ ❡"+✐♠❡, ❧❡" ,✐".✉❡"

❞❡ "✉❝❝6" ♦✉ ❞✬2❝❤❡❝ ❞✉ ❢♦,❛❣❡✳ ❖♥ ♣,♦♣♦"❡ .✉❡❧.✉❡" "✐+❡" ❞❡ ❢♦,❛❣❡ ❞✐"+❛♥+" ❞✬❡♥✈✐,♦♥ ✸✼ ❦♠ ❞❡

❉G♠❡❈✱ ♣♦✉, ❧❡".✉❡❧" ❧❛ ♣,2"❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡①♣❧♦✐+❛❜❧❡ ❞❡ ✶✳✺▼❛ ❡+ ❞✬✉♥❡ ,2"♦❧✉+✐♦♥ "✉✣"❛♥+❡

❡"+ ❤❛✉+❡♠❡♥+ ♣,♦❜❛❜❧❡✳

❆❜"'(❛❝'

❆♥+❛,❝+✐❝ ✐❝❡ ✐" ❛♥ ❡①❝❡♣+✐♦♥❛❧ ❛,❝❤✐✈❡ ♦❢ +❤❡ ❛♥❝✐❡♥+ ❛+♠♦"♣❤❡,✐❝ ❝♦♠♣♦"✐+✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❧❞❡"+

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐❝❡ ❛,❝❤✐✈❡ ✭✽✵✵ ❦❛✮ ✐" ♥♦+ ♦❧❞ ❡♥♦✉❣❤ +♦ "+✉❞② ❛ ♠❛✐♥ ❝❧✐♠❛+✐❝ +,❛♥"✐+✐♦♥ +❤❛+ ♦❝❝✉,,❡❞

❜❡+✇❡❡♥ ✶✳✷▼❛ ❛♥❞ ✵✳✾▼❛ ✭♠✐❞✲D❧❡✐"+♦❝❡♥❡ +,❛♥"✐+✐♦♥✮✳ ▲♦❝❛+✐♥❣ ❛ ❢✉+✉,❡ ♦❧❞✲✐❝❡ ❞,✐❧❧ "✐+❡ ✐"

♥♦✇ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ +❤❡ ✐❝❡✲❝♦,❡ ❝♦♠♠✉♥✐+②✳ ■♥ +❤❡ ,❡❣✐♦♥ ♦❢ ❉♦♠❡ ❈ ✭❊❛"+ ❆♥+❛,❝+✐❝❛✮✱

"❡✈❡,❛❧ ♦❧❞✲✐❝❡ +❛,❣❡+" ❤❛✈❡ ,❡.✉✐,❡❞ ❝❤❛,❛❝+❡,✐"+✐❝"✱ ❢,♦♠ ❛ +❤❡,♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥+ ♦❢

✈✐❡✇✱ +♦ ❤♦"+" ✈❡,② ♦❧❞ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ +❤✐" ✇♦,❦ ✐" +♦ ♣,❡❝✐"❡❧② ❧♦❝❛+❡ "✉✐+❛❜❧❡ ❝♦,✐♥❣ "✐+❡"✱

✉"✐♥❣ "❡✈❡,❛❧ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧"✳ ❋✐,"+ ❛ ✶❉ ❤❡❛+ ♠♦❞❡❧ +♦ ❝♦♥"+,❛✐♥ +❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦+❤❡,♠❛❧ ✢✉①✱

+❤❛+ ♠❛❦❡ ✉" ❝♦♥✜❞❡♥+ +❤❛+ ❜❡❞,♦❝❦ ❤❡✐❣❤+" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢,❡❡ ♦❢ ❜❛"❛❧ ♠❡❧+✐♥❣ ❢♦, ❛+ ❧❡❛"+ +❤❡ ❧❛"+

✽✵✵ ❦❛✳ ■+ ✐" ✈❡,② ❧✐❦❡❧② +❤❛+ "✉❝❤ "✐+❡" ❛,❡ ❛❜❧❡ +♦ ❤♦"+ ❛ ✶✳✺▼❛ ✐❝❡ ❛,❝❤✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ✸❉ ✐❝❡ ✢♦✇

♠♦❞❡❧✱ +♦ ❞❡"❝,✐❜❡ +❤❡ ✐❝❡ +,❛❥❡❝+♦,✐❡" ❢,♦♠ +❤❡ ✐❝❡ "✉,❢❛❝❡ +♦ +❤❡ ❜❡❞✳ ❉,✐❧❧✐♥❣ ❧❡"" +❤❛♥ ✶✵ ❦♠

❢,♦♠ +❤❡ "✉,❢❛❝❡ ,✐❞❣❡ ♠✐♠✐♠✐③❡" +❤❡ ,✐"❦" ♦❢ "+,❛+✐❣,❛♣❤✐❝ ❞✐"+✉,❜❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❞,✐❧❧✐♥❣ ♦♥ +❤❡

✢❛♥❦" ♦❢ +❤❡ ❜❡❞ ,❡❧✐❡❢ ✕ ❛♥❞ ♥♦+ ♦♥ ✐+" +♦♣ ✕ ✐" ♠❛♥❞❛+♦,② +♦ ❡♥"✉,❡ ❛ "✉✣❝✐❡♥+ ❛❣❡ ,❡"♦❧✉+✐♦♥✳

❚❤✐,❞✱ ❛ ✶❉ ❞❛+✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥"+,❛✐♥❡❞ ❜② ✐"♦❝❤,♦♥❡" ❧❡+ ✉" ❞❡"❝,✐❜❡ +❤❡ ❞✐"+,✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❜❛"❛❧

❛❣❡" ❛♥❞ ❛❣❡ ,❡"♦❧✉+✐♦♥" ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ✇✐+❤ ♦❜"❡,✈❡❞ ✐"♦❝❤,♦♥❡"✱ ❛♥❞ ❛""❡"" +❤❡ ,✐"❦ ♦❢ "✉❝❝❡"" ♦,

❢❛✐❧✉,❡ ♦❢ +❤❡ ❞,✐❧❧✐♥❣✳ ❲✐+❤ ❝✉,,❡♥+❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛+❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ +♦♦❧"✱ ❛ ❢❡✇ ❞,✐❧❧✐♥❣ "✐+❡"

❛,❡ ♣,♦♣♦"❡❞ +❤❛+ ❛,❡ ❧♦❝❛+❡❞ ✸✼ ❦♠ ❢,♦♠ ❉♦♠❡ ❈✱ ❛+ ✇❤✐❝❤ ✶✳✺▼❛✲♦❧❞ ✐❝❡ ✐" ✈❡,② ❧✐❦❡❧② +♦ ❜❡

❛,❝❤✐✈❡❞ ✐♥ ,❡.✉✐,❡❞ ❝♦♥❞✐+✐♦♥" ❛♥❞ ✇✐+❤ "✉✣❝✐❡♥+ ,❡"♦❧✉+✐♦♥✳



✳
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■♥$'♦❞✉❝$✐♦♥ ✿ ❧❡) ❛'❝❤✐✈❡) ❣❧❛❝✐❛✐'❡) ❞✉ ❝❧✐♠❛$ ✶✺

▲❡" ❣❧❛❝❡" ❝♦♠♠❡ ❛)❝❤✐✈❡" ♣❛❧.♦❝❧✐♠❛/✐0✉❡" ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

❈❖2 ❡/ /❡♠♣.)❛/✉)❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

▲❛ /)❛♥"✐/✐♦♥ ❞✉ ♠✐✲<❧.✐"/♦❝=♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

▲❡" ❞♦♥♥.❡" ❞❡" ❝❛)♦//❡" ♠❛)✐♥❡" ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

▲❡" ❤②♣♦/❤="❡" ❛❝/✉❡❧❧❡" "✉) ❧❛ ▼<❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

❆//❡♥❞✉" ❞❡ ❧❛ ❝❛)♦//❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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❙②♠❜♦❧❡ ❉*✜♥✐#✐♦♥ ❯♥✐#*

A ❋❧✉✐❞✐#* 9❛

−n
'

−1

a ❚❛✉① ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛#✐♦♥ ❡♥ '✉"❢❛❝❡ ♠❛

−1
✭❣❧❛❝❡ *F✉✐✈❛❧❡♥#✮

b ❆❧#✐#✉❞❡ ❞✉ '♦❝❧❡ ♠

a(i)
❚❡♥'❡✉" ❞✬♦"✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞✬♦"❞"❡ i

c ❱❡❝#❡✉" ♣❡"♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐"❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞*❢♦"♠❛#✐♦♥ ♣"✐♥❝✐♣❛❧

c ❈❛♣❛❝✐#* #❤❡"♠✐F✉❡ ❏❑

−1
❦❣

−1

e ➱♣❛✐''❡✉" ❞❡' ❝♦✉❝❤❡' ❛♥♥✉❡❧❧❡' ♠

ei ❱❡❝#❡✉" ✉♥✐#❛✐"❡ ❞❛♥' ❧❡ "❡♣6"❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠

oei ❱❡❝#❡✉" ✉♥✐#❛✐"❡ ❞❛♥' ❧❡ "❡♣6"❡ ❧♦❝❛❧ ♦"#❤♦#"♦♣❡ ♠

g ❈❤❛♠♣ ❞❡ ♣❡'❛♥#❡✉" ❧♦❝❛❧❡ ♠❛

−2

H ➱♣❛✐''❡✉" ♠

K ❈♦♥❞✉❝#✐✈✐#* #❤❡"♠✐F✉❡ ❲♠

−1
❑

−1

L ❈❤❛❧❡✉" ❧❛#❡♥#❡ ❞❡ ❢✉'✐♦♥ ❏ ❦❣

−1

m ❚❛✉① ❞❡ ❢♦♥#❡ ❜❛'❛❧ ♠ ❛

−1

n ❊①♣♦'❛♥# ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●❧❡♥

P 9"❡''✐♦♥ ▼9❛

p 9❛"❛♠6#"❡ ❞❡ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡''❡ ✈❡"#✐❝❛❧❡

Q ➱♥❡"❣✐❡ ❞✬❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❏♠♦❧

−1

R ❈♦♥'#❛♥#❡ ❞❡' ❣❛③ ♣❛"❢❛✐#' ❏♠♦❧

−1
❑

−1

R(x) ❘❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉"❜✉"❡ ❞❡' ❧✐❣♥❡' ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠

s ❆❧#✐#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ '✉"❢❛❝❡ ♠

T ❚❡♠♣*"❛#✉"❡ ❑

u ❱❡❝#❡✉" ✈✐#❡''❡ ♠❛

−1

x, y, z ❈♦♦"❞♦♥♥*❡' ❞✉ "❡♣6"❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠

X, Y, Z ❈♦♦"❞♦♥♥*❡' ❞✉ "❡♣6"❡ ❧♦❝❛❧ ♠

ǫ̇ ❚❡♥'❡✉" ❞❡' ❞*❢♦"♠❛#✐♦♥' ❛

−1

ζ 9"♦❢♦♥❞❡✉" "*❞✉✐#❡

η ❱✐'❝♦'✐#* ❡✛❡❝#✐✈❡ ▼9❛ ❛

ρ ▼❛''❡ ✈♦❧✉♠✐F✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❦❣ ♠

−3
✭♦✉ ▼9❛ ♠

−2
❛

2
✮

ρw ▼❛''❡ ✈♦❧✉♠✐F✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❦❣ ♠

−3
✭♦✉ ▼9❛ ♠

−2
❛

2
✮

σ ❚❡♥'❡✉" ❞❡' ❝♦♥#"❛✐♥#❡' ▼9❛

τ ❚❡♥'❡✉" ❞❡' ❝♦♥#"❛✐♥#❡' ❞*✈✐❛#♦✐"❡' ▼9❛

τE ❙❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛"✐❛♥# ❞✉ #❡♥'❡✉" ❞❡' ❝♦♥#"❛✐♥#❡' ❞*✈✐❛#♦✐"❡' ▼9❛

φ 9♦#❡♥#✐❡❧ ❤②❞"❛✉❧✐F✉❡ ▼9❛

Φg ❋❧✉① ❣*♦#❤❡"♠✐F✉❡ ❲♠

−2

χ ➶❣❡ ❛

ω ❋♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❢♦"♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡''❡ ✈❡"#✐❝❛❧❡



✳



❆✈❛♥$✲♣'♦♣♦)

❈❡ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤*+❡ ❝♦♥+✐+"❡✱ ❞❛♥+ +♦♥ ♦❜❥❡" ❛✉"❛♥" 3✉❡ ❞❛♥+ +❡+ ♠5"❤♦❞❡+✱ ❡♥ ✉♥❡ 5"✉❞❡ ❞❡

❣5♦♣❤②+✐3✉❡ ❡①"❡#♥❡✳ ❚♦✉"❡❢♦✐+✱ ❧❛ ♥5❝❡++✐"5 ❞❡ ❧❡ ♠❡♥❡# ❛ 5"5 ❞✐❝"5❡ ♣❛# ❧❡+ ❜❡+♦✐♥+ ❞✬✉♥❡ ❛✉"#❡

❞✐+❝✐♣❧✐♥❡✱ ❧❛ ♣❛❧5♦❝❧✐♠❛"♦❧♦❣✐❡✱ ❞❛♥+ ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧❡ ▲❛❜♦#❛"♦✐#❡ ❞❡ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣✐❡ ❡" ❞❡ ❣5♦♣❤②+✐3✉❡

❞❡ ❧✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥" ✭▲●●❊✮ +✬❡+" ✐❧❧✉+"#5 ❛✉ ❝♦✉#+ ❞❡+ ❞❡#♥✐*#❡+ ❞5❝❡♥♥✐❡+✳ ❉❡♣✉✐+ ❧❡+ ❛♥♥5❡+

✶✾✻✵ +♦✉+ ❧✬✐♠♣✉❧+✐♦♥ ❞❡ ❈❧❛✉❞❡ ▲♦#✐✉+✱ ❧❡ ♣❡#+♦♥♥❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦#❛"♦✐#❡ ❛ ❣#❛♥❞❡♠❡♥" H✉✈#5 I ❧❛

❞5♠♦♥+"#❛"✐♦♥ +♣❡❝"❛❝✉❧❛✐#❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥"#❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❝❧✐♠❛"✐3✉❡ ❡" 5♠✐++✐♦♥+ ❞❡ ❣❛③ I ❡✛❡"

❞❡ +❡##❡✱ ♠❛✐+ 5❣❛❧❡♠❡♥" ❞✉ ❢❛✐" 3✉❡ "♦✉"❡+ ♥♦+ ❛❝"✐✈✐"5+ ❤✉♠❛✐♥❡+ ♦♥" ✉♥ ✐♠♣❛❝" ♣❧❛♥5"❛✐#❡✱

❧❡+ ❣❧❛❝❡+ ❞❡ ❧✬❆♥"❛#❝"✐3✉❡ ❥♦✉❛♥" ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬❡♥#❡❣✐+"#❡♠❡♥" ❝♦♥"✐♥✉❡✳ ▲❡✉#+ #5+✉❧"❛"+

♦♥" ♥♦♥ +❡✉❧❡♠❡♥" ❢❛✐" ❢❛✐#❡ ✉♥ ❜♦♥❞ I ❧❛ #❡❝❤❡#❝❤❡ +✉# ❧❡ ❝❧✐♠❛"✱ ♠❛✐+ ❜✐❡♥ ♣❧✉+ ❡♥❝♦#❡ ✿ ✐❧+

♦♥" ❝❤❛♥❣5 ♥♦"#❡ #❛♣♣♦#" ❛✉ ♠♦♥❞❡✱ ❡" ♥♦"#❡ #❡❣❛#❞ +✉# ♥♦✉+✲♠O♠❡+✳ ❈❡" 5❞✐✜❝❡ ✐♠♠❡♥+❡ ♥♦✉+

❡+" ❧5❣✉5 ♣❛# ❝❡+ ♣#5❝✉#+❡✉#+ ❀ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❧❡ ♣#✐✈✐❧*❣❡ ❞❡ ❧✬❛❣#❛♥❞✐# ❡" ❞❡ ❧❡ #❡♥❢♦#❝❡# ♣❛# ❧❛

#❡❝❤❡#❝❤❡ ❞✬❛✉❥♦✉#❞✬❤✉✐✳

▲❡+ ❞5❜❛"+ +❝✐❡♥"✐✜3✉❡+ +♦♥" ❛✉❥♦✉#❞✬❤✉✐ ♥♦♠❜#❡✉① ❛✉"♦✉# ❞❡ ❧✬♦♣♣♦#"✉♥✐"5 ❞❡ ❞5✜♥✐# ✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ *#❡ ❣5♦❧♦❣✐3✉❡ ❞♦♥" ❧✬❍♦♠♠❡ +❡#❛✐" ❧❛ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡ ❢♦#❝❡ ❞❡ "#❛♥+❢♦#♠❛"✐♦♥✳ ◗✉❡❧❧❡ 3✉❡ +♦✐"

❧❛ ❞❛"❡ #❡"❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞5❜✉" ❞❡ ❧✬❆♥"❤#♦♣♦❝*♥❡ ✕ ❡" ✐♥❞5♣❡♥❞❛♠♠❡♥" ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ ❡✛❡❝"✐✈❡

❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣" ✕✱ ❧❡ ❢❛✐" ♠O♠❡ 3✉❡ ❝❡""❡ 3✉❡+"✐♦♥ +♦✐" ❞5❜❛""✉❡ ❝♦♥+"✐"✉❡ ❡♥ +♦✐ ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡

❛✈❛♥❝5❡✱ ❡" 3✉✐ ♣❡#♠❡" ❞✬✐♥"❡##♦❣❡# ♥♦"#❡ ❝❛♣❛❝✐"5 I ❛♥"✐❝✐♣❡# ✉♥ ❛✈❡♥✐# ❝❧✐♠❛"✐3✉❡ ✐♥3✉✐5"❛♥"✳

▲✬5"✉❞❡ ❞✉ +②+"*♠❡ ❝❧✐♠❛"✐3✉❡ ♣#5+❡♥"❡ ❞♦♥❝ ❧I ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥"5#O" ✿ ♣✉#❡♠❡♥" +❝✐❡♥"✐✜3✉❡ ❜✐❡♥

+U#✱ ♠❛✐+ 5❣❛❧❡♠❡♥" ❝✐"♦②❡♥✳ ❙✐ ❧❛ +✉❝❝❡++✐♦♥ ❞❡+ ♣5#✐♦❞❡+ ❣❧❛❝✐❛✐#❡+ ❡" ✐♥"❡#❣❧❛❝✐❛✐#❡ ❡+" ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉❡ ❛✉❥♦✉#❞✬❤✉✐✱ #❡"#♦✉✈❡# ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣❧✉+ ✈✐❡✐❧❧❡ 3✉✬✶♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥5❡+ ♣❡#♠❡""#❛ ❞❡ ❝♦♠✲

♣#❡♥❞#❡ ♣♦✉#3✉♦✐ ❧❡ +②+"*♠❡ ❝❧✐♠❛"✐3✉❡ ❛ ✈✉ +♦♥  ②"❤♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✱ ❡" ❧❡+ ♠5❝❛♥✐+♠❡+ 3✉✐ ❡♥ +♦♥"

#❡+♣♦♥+❛❜❧❡+✳ ■❧ #❡+"❡ ❡♥❝♦#❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥"❡##♦❣❛"✐♦♥+ +✉# ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡+ ❝♦✉♣❧❛❣❡+ ♠✉❧✲

"✐♣❧❡+ ❡♥"#❡ ❣❛③ I ❡✛❡" ❞❡ +❡##❡ ❡" "❡♠♣5#❛"✉#❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♥♦"❛♠♠❡♥" ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡+ ❝❛❧♦""❡+

♣♦❧❛✐#❡+ ❡" ❧❡+ ♦❝5❛♥+✳

▲❡ +♦✉❤❛✐" ❞❡+ ❣❧❛❝✐♦✲❝❧✐♠❛"♦❧♦❣✉❡+ ❞❡ #❡♠♦♥"❡# "#*+ ❧♦✐♥ ❞❛♥+ ❧❡ "❡♠♣+ +❡ ✈♦✐" ❝♦♥"#❛#✐5 ♣❛# ❧❡

❝❛#❛❝"*#❡ ✈✐✈❛♥" ❞✉ ♠❛"5#✐❛✉ 3✉✐ ❧❡✉# +❡#" ❞✬❛#❝❤✐✈❡✳ ▲❛ ❣❧❛❝❡ +✬5❝♦✉❧❡✱ +❡ ❞5❢♦#♠❡✱ ❢♦♥❞ ♣❛#❢♦✐+✱

❡" ❧❡+ ❡♥#❡❣✐+"#❡♠❡♥"+ ❝♦##❡+♣♦♥❞❛♥"+ ♣❡✉✈❡♥" +❡ ♣❡#❞#❡ ♦✉ ❞❡✈❡♥✐# ✐❧❧✐+✐❜❧❡+✳ ❆✈❛♥" ❞❡ ♣#♦❝5❞❡#

I ✉♥ ❢♦#❛❣❡ ❧♦♥❣ ❡" ❝♦U"❡✉①✱ ♠✐❡✉① ✈❛✉" ❞♦♥❝ +✬❛++✉#❡# ❞❡ ❧❛ 3✉❛❧✐"5 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ 3✉✐ ✈❛ O"#❡

#❡♠♦♥"5❡ ❞❡+ ♣#♦❢♦♥❞❡✉#+✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✛♦#"+ +♦♥" ❞♦♥❝ ♣♦#"5+ ♣❛# ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉"5 +❝✐❡♥"✐✜3✉❡
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✶✹

♣♦✉# ♦❜%❡#✈❡# ( )#❛✈❡#% ❧❡% ✸ ✵✵✵♠ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥)❛#❝)✐4✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛8)#❡ ❧❛ %)#✉❝)✉#❡✱ ❡)

♣♦)❡♥)✐❡❧❧❡♠❡♥) ❧✬9❣❡✳ ❚♦✉)❡❢♦✐%✱ ❝❡% ♦❜%❡#✈❛)✐♦♥% %♦♥) ✐♠♣✉✐%%❛♥)❡% ( ❝❛#❛❝)=#✐%❡# ♣#=❝✐%=♠❡♥)
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❞❡ ❧❛ )7❛♥1✐)✐♦♥ ❞✉ ♠✐✲+❧"✐1)♦❝>♥❡✱ ❡1) ✐❞❡♥)✐✜"❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣7❛♥❞❡ ♣7✐♦7✐)" ✭❏♦✉③❡❧ ❡) ▼❛11♦♥✲

❉❡❧♠♦))❡✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲✬❡①✐1)❡♥❝❡ ❡♥ ❆♥)❛7❝)✐5✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ❞❛)❛♥) ❞✬✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥1 ❞✬❛♥♥"❡1 ❡1) )7>1

♣7♦❜❛❜❧❡ ❀ ❧❡ ❞"✜ 7"1✐❞❡ ♣❧✉)g) ❞❛♥1 ♥♦)7❡ ❝❛♣❛❝✐)" = ✿

✖ ✐❞❡♥)✐✜❡7 ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥) 1✉1❝❡♣)✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ 7❡❝❡❧❡7 ✭❋✐1❝❤❡7 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❀

✺✳ ➱✈$♥❡♠❡♥() ❞❡ +$❝❤❛✉✛❡♠❡♥( (+1) +❛♣✐❞❡)✱ (②♣✐6✉❡♠❡♥( ❞❡ 6✉❡❧6✉❡) ❞✐③❛✐♥❡) ❞✬❛♥♥$❡)✱ )✉✐✈✐) ❞❡ +❡❢+♦✐❞✐)✲

)❡♠❡♥( ❞✉+❛♥( 6✉❡❧6✉❡) ❝❡♥(❛✐♥❡) ❞✬❛♥♥$❡)✳
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✖ ❞❛#❡% ❝❡##❡ ❣❧❛❝❡✱ ❞♦♥# ❧✬-❝♦✉❧❡♠❡♥# ❛ ♣✉ 1#%❡ ♣❡%#✉%❜- ❞❛♥3 ❧❛ ③♦♥❡ ❜❛3❛❧❡ ✭❆❧❧❡② ❡! ❛❧✳✱

✶✾✾✼❀ <❡#✐# ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳

✖ ❡①♣❧♦✐#❡% ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡3 3✐❣♥❛✉① ✐3♦#♦♣✐A✉❡3 ❡# ❞❡ #❡♥❡✉% ❡♥ ❣❛③ B ❡✛❡# ❞❡ 3❡%%❡✱ A✉✐ ♦♥#

3✉❜✐ ✉♥❡ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❛♥3 ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ B ❧❛ ❢❛✈❡✉% ❞✉ #❡♠♣3 ❞✬❛%❝❤✐✈❛❣❡ #%G3 ❧♦♥❣ ❡# ❞✬✉♥

❛♠✐♥❝✐33❡♠❡♥# ❡①#%1♠❡ ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3 ❧❡3 ♣❧✉3 ❛♥❝✐❡♥♥❡3 ✭<♦❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇❡%❡✐#❡% ❡! ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮✳

▲✬♦❜❥❡❝#✐❢ ❞❡ ❝❡ #%❛✈❛✐❧ ❞❡ #❤G3❡ ❡3# ❞♦♥❝ ❞✬✐❞❡♥#✐✜❡% ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# ♣♦33✐❜❧❡ ♣♦✉% ❝❡##❡ ❣❧❛❝❡

#%G3 ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ A✉✐ 3♦✐# ♣%-3❡%✈- ❞❡3 ♣❡%#✉%❜❛#✐♦♥3 ❜❛3❛❧❡3✳ ❊♥ ♣%❛#✐A✉❡✱ ❡# ♣♦✉% ❞❡3 %❛✐3♦♥3

❡①♣♦3-❡3 ❛✉ ❝❤❛♣✐#%❡ ✶✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ 3❡%❛ %❡3#%❡✐♥# ❛✉#♦✉% ❞❡ ❉Q♠❡ ❈✱ 3✉% ❧❡ ♣❧❛#❡❛✉

❛♥#❛%❝#✐A✉❡✳ ■❧ 3✬❛❣✐%❛ ❞❡ ♠♦❞-❧✐3❡% ❧✬-❝♦✉❧❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❛♥3 ❧❡3 ❡♥✈✐%♦♥3 ❞❡ ❉Q♠❡ ❈✱ ❡♥

❝♦♥#%❛✐❣♥❛♥# ❝❡##❡ ♠♦❞-❧✐3❛#✐♦♥ ♣❛% ❧❡3 ♦❜3❡%✈❛#✐♦♥3 ♠❡♥-❡3 ❞❡♣✉✐3 ✉♥❡ ✈✐♥❣#❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥-❡3 ♣❛%

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉#-✳

❊♥ %❛✐3♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠✐♥❝✐33❡♠❡♥# ❞❡3 ❝♦✉❝❤❡3 ❡# ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉3✐♦♥ ❞❡3 ❣❛③ ❞❛♥3 ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ ✐❧ ❡3# B

❝%❛✐♥❞%❡ A✉❡ ❧✬✐♥#❡%♣%-#❛#✐♦♥ ❞❡3 ♠❡3✉%❡3 ❞❡ ❧❛ ❝❛%♦##❡ 3♦✐# %❡♥❞✉❡ -A✉✐✈♦A✉❡✳ <♦✉% ❣❛%❛♥#✐%

❧✬✐♥#-❣%✐#- ❞❡ ❧✬✐♥❢♦%♠❛#✐♦♥ %❡❝✉❡✐❧❧✐❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥3 ❞❡✉① ❝❛%♦##❡3 ✐33✉❡3 ❞❡ ❞✐✛-%❡♥#3 3✐#❡3 ❞❡✈%♦♥#

1#%❡ ❡①#%❛✐#❡3 ❡# ❝♦♠♣❛%-❡3 ✭❋✐3❝❤❡% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧✬❛♥❛❧②3❡ ❞❡3 ❝❛%♦##❡3 ♣%♦❢♦♥❞❡3 ❛

-#- ♠❡♥-❡ ❞❡ ♠❛♥✐G%❡ ❞✐3❝%G#❡ ❥✉3A✉✬B ♣%-3❡♥# ❀ ✉♥ -❝❤❛♥#✐❧❧♦♥ ❡3# ♠❡3✉%- B ♣❛3 %-❣✉❧✐❡%✱ ❡# ❡3#

❝♦♥3✐❞-%- ❝♦♠♠❡ %❡♣%-3❡♥#❛#✐❢ ❞✉ #%♦♥V♦♥✳ <♦✉% ❝❡##❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛%♦##❡ ❞♦♥# ❧❡3 ❝♦✉❝❤❡3 3❡%♦♥#

#%G3 ✜♥❡3✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②3❡ ❡♥ ❝♦♥#✐♥✉ ✭❈♦♥!✐♥✉♦✉* ❋❧♦✇ ❆♥❛❧②*✐* ✮ 3❡%❛ ♥-❝❡33❛✐%❡✳

▲❡ ❞-✜ #❡❝❤♥✐A✉❡ A✉❡ %❡♣%-3❡♥#❡ ❧❛ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞✬✉♥❡ #❡❧❧❡ ❣❧❛❝❡ ❛ ❞-❥B ♠♦❜✐❧✐3- ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉#-

3❝✐❡♥#✐✜A✉❡ ❞❡3 ❝❛%♦##❡3 ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞❡♣✉✐3 ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥-❡3✱ ❛ ♣❡%♠✐3 ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉3❡3 ❝❛♠✲

♣❛❣♥❡3 ❞✬♦❜3❡%✈❛#✐♦♥ ❡# ❞❡ ♣♦✉33❡% ❧✬❛♥❛❧②3❡ ❛♣♣%♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡3 ❝❛%♦##❡3 ❞✐3♣♦♥✐❜❧❡3✳ ▲❛ 3❡❝#✐♦♥

3✉✐✈❛♥#❡ ♣%-3❡♥#❡ ❝♦♠♠❡♥# 3♦♥# ❞-❥B ❡①♣❧♦✐#-3 ❧❡3 -❝❤❛♥#✐❧❧♦♥3 ✐33✉3 ❞❡ ❢♦%❛❣❡3 ❡①✐3#❛♥#3✱ ❛✐♥3✐

A✉❡ ❧❡3 ❢✉#✉%3 -❝❤❛♥#✐❧❧♦♥3 ❞❡3 ❢♦%❛❣❡3 ❡♥ ❝♦✉%3✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦%❛❣❡ 3❡%❛ ❡♥ ❢❛✐# ♥-✲

❝❡33❛✐%❡✱ ❧❛ 3❡❝#✐♦♥ ❞✬❛♣%G3 ❢❛✐# ❧❡ ♣♦✐♥# 3✉% ❧❡3 ♠-#❤♦❞❡3 ✉#✐❧✐3-❡3 ♣♦✉% ❧❛ ❞-#❡%♠✐♥❛#✐♦♥ ❞❡3

♣%-❝-❞❡♥#3 3✐#❡3 ❞❡ ❢♦%❛❣❡3✳

❖! ❡♥ ❡$% ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ %(-$ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❄

➱❝❤❛♥%✐❧❧♦♥) ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡)

❊①♣❧♦✐&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❡ ❱♦.&♦❦

<❛%♠✐ ❧❡3 ❢♦%❛❣❡3 ♣%♦❢♦♥❞3 ❞-❥B ❡✛❡❝#✉-3✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❱♦3#♦❦ ❛ ♣✉ 1#%❡ ❞❛#- ❥✉3A✉✬B ✉♥❡ ♣%♦❢♦♥❞❡✉%

❞❡ ✸✸✶✵♠✱ ❝♦%%❡3♣♦♥❞❛♥# B ✉♥ Z❣❡ ❞❡ ✹✷✵ ✵✵✵ ❛♥3 ✭<❡#✐# ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳ ❉❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣❧✉3 ♣%♦❢♦♥❞❡

❛ -❣❛❧❡♠❡♥# -#- %❡♠♦♥#-❡✱ ❛##❡✐❣♥❛♥# ❧❡ ❧❛❝ 3♦✉3✲❣❧❛❝✐❛✐%❡ ✭❑♦#❧②❛❦♦✈ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ♠❛✐3 ❡❧❧❡ ❡3#

❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥# ❡①♣❧♦✐#❛❜❧❡✱ ❧❛ 3#%❛#✐❣%❛♣❤✐❡ ❛②❛♥# -#- ♣❡%#✉%❜-❡ ✭♣❧✐33❡♠❡♥#3 ❞✬-❝❤❡❧❧❡ ♠-#%✐A✉❡

❡# 3✉❜♠-#%✐A✉❡✮✳ ❚♦✉#❡❢♦✐3✱ ❧❡ #②♣❡ ❞❡ #❡①#✉%❡ ♦❜3❡%✈-❡

✻

♣♦✉%%❛✐# ♣❡%♠❡##%❡ ❞❡ ❞✐✛-%❡♥❝✐❡%

❧❡3 ❞✐✛-%❡♥#❡3 ♣-%✐♦❞❡3 ❝❧✐♠❛#✐A✉❡3 ♣❛33-❡3 ✭▲✐♣❡♥❦♦✈ ❡# ❘❛②♥❛✉❞✱ ✷✵✶✺✮✳ ❖♥ ♦❜3❡%✈❡ A✉❡ ❧❡3

❝♦✉❝❤❡3 ❝♦%%❡3♣♦♥❞❛♥# ❛✉① ♣-%✐♦❞❡3 ❣❧❛❝✐❛✐%❡3 ❝♦♠♣♦%#❡♥# ❞❡3 ❣%❛✐♥3 ♣❧✉3 ♣❡#✐#3 A✉❡ ❝❡❧❧❡3

❞❡3 ♣-%✐♦❞❡3 ✐♥#❡%❣❧❛❝✐❛✐%❡3 ✭✜❣✳ ✽✮✳ ❉❡ ♣❧✉3✱ ❧✬♦%✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉%3 ❛①❡3 c ✼

❡3# ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥#

✻✳ ❉✐$%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡$ ❣&❛✐♥$ ❞❡ ❣❧❛❝❡✳ 1♦✉& ♣❧✉$ ❞❡ ❞3%❛✐❧$✱ ✈♦✐& ➓✳✶✳✶✳

✼✳ ❆①❡ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐&❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞3❢♦&♠❛%✐♦♥ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❝&✐$%❛❧ ❞❡ ❣❧❛❝❡✳
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❛❝❝✐❞❡♥&' ✭♠♦♥&+ ●❛♠❜✉/&+❡✈✮✱ ❝❡ 3✉✐ ❡+& +✉+❝❡♣&✐❜❧❡ ❞❡ ♣❡/&✉/❜❡/ ❧✬'❝♦✉❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

❜❛+❛❧❡✳ ❆♣/:+ 3✉❛&/❡ +❛✐+♦♥+✱ ❧✬'3✉✐♣❡ ❞❡ ❢♦/❛❣❡ ❝❤✐♥♦✐+❡ ❛✈❛✐& /❡♠♦♥&' ❡♥✈✐/♦♥ ✻✵✵♠ ❞❡ ❣❧❛❝❡✳

▲❛ ♣/'+❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ &/:+ ❛♥❝✐❡♥♥❡ @ ❑✉♥❧✉♥✱ ❜✐❡♥ 3✉❡ ♣♦++✐❜❧❡✱ ♥✬❡+& ❞♦♥❝ 3✉✬❤②♣♦&❤'&✐3✉❡ @

❧✬❤❡✉/❡ ❛❝&✉❡❧❧❡✳

❈♦♠♠❡♥% ♦♥% &%& ❞&%❡(♠✐♥&* ❧❡* *✐%❡* ❞❡ ❢♦(❛❣❡ ♣(♦❢♦♥❞*

♣(&❝&❞❡♥%* ❄

❊♥ ❧✬'&❛& ❛❝&✉❡❧✱ ❧❡+ ♣/♦❥❡&+ ❡①♣♦+'+ ❝✐✲❛✈❛♥& ♥❡ ♣❡✉✈❡♥& ❢♦✉/♥✐/ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♥♦♥ ♣❡/&✉/❜'❡

+&/❛&✐❣/❛♣❤✐3✉❡♠❡♥& ❡& 3✉✐ ♣✉✐++❡ G&/❡ ❞❛&'❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣/'❝✐+✐♦♥ +✉✣+❛♥&❡ ✭3✉❡❧3✉❡+ ❞✐③❛✐♥❡+

❞❡ ♠✐❧❧✐❡/+ ❞✬❛♥♥'❡+ ♠❛①✐♠✉♠✮ ♣♦✉/ ♦❜&❡♥✐/ ✉♥ +✐❣♥❛❧ ❝❧✐♠❛&✐3✉❡ ♣/'❝✐+✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛/♦&&❡

❞♦✐& G&/❡ ❡①&/❛✐&❡ @ ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥& ❥✉❞✐❝✐❡✉①✳ ■❧ ❡+& ❞♦♥❝ ✐♥+&/✉❝&✐❢ ❞❡ ❝♦♥♥❛L&/❡ ❧❡+ ♣❛/❛♠:&/❡+

3✉✐ ♦♥& ♣/'✈❛❧✉ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡+ +✐&❡+ ❞❡+ ♣/'❝'❞❡♥&+ ❣/❛♥❞+ ❢♦/❛❣❡+ ♣♦❧❛✐/❡+✳ ❖♥ ♥✬'✈♦3✉❡/❛

✐❝✐ 3✉❡ ❧❡+ ❝/✐&:/❡+ +❝✐❡♥&✐✜3✉❡+✱ ♠❛✐+ ❧❡+ ❝♦♥&/❛✐♥&❡+ ❧♦❣✐+&✐3✉❡+ ❥♦✉❡♥& ♣❛/❢♦✐+ ❛✉ ♠♦✐♥+ ❛✉&❛♥&

❞❛♥+ ❝❡+ ✐♠♠❡♥+✐&'+ ❣❧❛❝'❡+ ✭❈❧❛✉+❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮✳

▲❡+ ❢♦/❛❣❡+ ♣/♦❢♦♥❞+✱ 3✉✬✐❧+ +♦✐❡♥& ❡♥ ❆♥&❛/❝&✐3✉❡ ♦✉ ❛✉ ●/♦❡♥❧❛♥❞✱ /❡3✉✐:/❡♥& ❞❡+ ♠♦②❡♥+

❤✉♠❛✐♥+✱ ❧♦❣✐+&✐3✉❡+ ❡& ✜♥❛♥❝✐❡/+ ❝♦♥+✐❞'/❛❜❧❡+✳ S♦✉/ ❝❤♦✐+✐/ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥& ♣/'❝✐+ ❞✬✉♥ +✐&❡ ❞❡

❢♦/❛❣❡✱ ♦♥ ❞♦✐& ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦/❞ ♣/♦❝'❞❡/ @ ❞❡+ ♠❡+✉/❡+ ❣'♦♣❤②+✐3✉❡+ ♣❡/♠❡&&❛♥& ❞❡ ✈'/✐✜❡/ ❧✬✐♥&'/G&

❞✉ +✐&❡✳ ▲❡+ ♠❡+✉/❡+ /❛❞❛/ ❛'/♦♣♦/&'❡+ +♦♥& ❞✬❛❜♦/❞ ✐♥❞✐+♣❡♥+❛❜❧❡+ ♣♦✉/ ❝♦♥♥❛L&/❡ ❧✬'♣❛✐++❡✉/

❞❡ ❣❧❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❛✐♥+✐ 3✉❡ ❧✬❛+♣❡❝& ❞✉ +♦❝❧❡ /♦❝❤❡✉①✳ S♦✉/ ♣❧✉+✐❡✉/+ ❢♦/❛❣❡ +❡ &/♦✉✈❛♥& +✉/ ❞❡+

❞T♠❡+✱ ❧❡ +♦♠♠❡& +❡ &/♦✉✈❡ @ ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✬✉♥ /❡♣❧❛& &♦♣♦❣/❛♣❤✐3✉❡ ❞✉ +♦❝❧❡✱ ❝❡ 3✉✐ ❡+& ❢❛✈♦/❛❜❧❡

♣♦✉/ +❡ ♣/'♠✉♥✐/ ❞❡+ ♣❡/&✉/❜❛&✐♦♥+ ❜❛+❛❧❡+ ❞✉❡+ ❛✉ +♦❝❧❡✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉/ ❧❡+ ❢♦/❛❣❡+ ❊❉❈

✭❚❛❜❛❝❝♦ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ ❞❡ ❉T♠❡ ❋✉❥✐ ✭❉♦♠❡✲❋ ❉❡❡♣ ❈♦/✐♥❣ ●/♦✉♣✱ ✶✾✾✽✮ ♦✉ ❞❡ ●❘■S ✭❍♦❞❣❡

❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮✮✳ ▲❡+ ❝❛♠♣❛❣♥❡+ /❛❞❛/ ♠♦♥&/❡♥& '❣❛❧❡♠❡♥& ❧❛ +&/✉❝&✉/❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡+ ✐♥&❡/♥❡+ ❞❛♥+

❧❛ ❣❧❛❝❡ ✭❝♦✉❝❤❡+ ✐+♦❝❤/♦♥❡+✱ ✜❣✳ ✶✵✮✳ ❊❧❧❡+ ♣❡✉✈❡♥& /'✈'❧❡/ ❞❡+ ♣❡/&✉/❜❛&✐♦♥+ ❞❛♥+ ❧✬'❝♦✉❧❡♠❡♥&✱

❧❛ /'❣✉❧❛/✐&' ❞❡+ ❝♦✉❝❤❡+ ✐♥&❡/♥❡+ ❞♦✐& ❛❧♦/+ G&/❡ ♣/✐✈✐❧'❣✐'❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❢✉& ❧❡ ❝❛+ @ ◆♦/&❤●❘■S

✭❉❛❤❧✲❏❡♥+❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ♦✉ @ ❉T♠❡❈ ✭❚❛❜❛❝❝♦ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

▲♦/+3✉❡ ❧❡ +♦❝❧❡ ♥❡ ♣/'+❡♥&❡ ♣❛+ ❞❡ /❡♣❧❛&✱ ✐❧ ❢❛✉& ❛/❜✐&/❡/ ❡♥&/❡ ♣❧✉+✐❡✉/+ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥&+✱ ❡& ❝❡❧❛

♣❡✉& +❡ ❢❛✐/❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧✬'♣❛✐++❡✉/✳ ❆✉ ❉T♠❡ ❆✱ ❧❛ ♣/'+❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦/&+ /❡❧✐❡❢+ +♦✉+✲❣❧❛❝✐❛✐/❡+

/❡♥❞ ❧✬'♣❛✐++❡✉/ ❞❡ ❣❧❛❝❡ /❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ❢❛✐❜❧❡ ✭+♦✉✈❡♥& ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ✷ ✵✵✵♠✮✱ +❛✉❢ ❞❛♥+ ✉♥❡

✈❛❧❧'❡ &/:+ ♠❛/3✉'❡✱ ♣♦✉/ ❧❛3✉❡❧❧❡ ❧✬'♣❛✐++❡✉/ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡+& ❞❡ ✸✶✸✾♠ ✭❈✉✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ S♦✉/

/❡♠♦♥&❡/ &/:+ ❧♦✐♥ ❞❛♥+ ❧❡ &❡♠♣+✱ ❢♦/❡/ ❞❛♥+ ✷ ✵✵✵♠ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ✉♥✐3✉❡♠❡♥& +❡/❛✐& ✐♥+✉✣+❛♥&✳ ❯♥

+✐&❡ ❞✬'♣❛✐++❡✉/ ✐♥&❡/♠'❞✐❛✐/❡ ♣❡/♠❡&&/❛✐& ❞✬'✈✐&❡/ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡✱ ♠❛✐+ ❧❡ ✢✉① ❣'♦&❤❡/♠✐3✉❡

❡+& ♠❛❧ ❝♦♥♥✉ ❛✉ ❉T♠❡ ❆✱ ❡& ❧❡ ❜✐❧❛♥ &❤❡/♠✐3✉❡ ❡+& ❞♦♥❝ ✐♥❝❡/&❛✐♥✳ ■❧ ✈❛❧❛✐& ❞♦♥❝ ♠✐❡✉①

♣/✐✈✐❧'❣✐❡/ ✉♥ +✐&❡ ❞✬'♣❛✐++❡✉/ ✐♠♣♦/&❛♥&❡✳ ▲❡ ❝❛+ ❞❡ ❉T♠❡ ❆ ✐❧❧✉+&/❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥& ❧✬❛❜+❡♥❝❡

❞✬✐♥❢♦/♠❛&✐♦♥ +✉/ ❧❡ ✢✉① ❣'♦&❤❡/♠✐3✉❡ ♦❜❧✐❣❡ @ ❢❛✐/❡ ✉♥ ❝❤♦✐① +✉/ ❞❡+ ❝/✐&:/❡+ ❡++❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥&

❣'♦♠'&/✐3✉❡+✳

▲✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❞✬✉♥ ❢♦/❛❣❡ ❡+& ♥♦&❛♠♠❡♥& ❞✬'&✉❞✐❡/ ✉♥❡ ♣'/✐♦❞❡ ❝❧✐♠❛&✐3✉❡ ♣/'❝✐+❡✱ ❡& ❧❡ ❝❤♦✐①

❞✉ +✐&❡ ❞♦✐& ❞♦♥❝ &❡♥✐/ ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧✬'♣❛✐++❡✉/ ❞❡+ ❝♦✉❝❤❡+ ❝♦//❡+♣♦♥❞❛♥& @ ❝❡&&❡ ♣'/✐♦❞❡✱ 3✉✐

❡+& ♥♦&❛♠♠❡♥& ❝♦♥&/T❧'❡ ♣❛/ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛&✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ♥❡✐❣❡✳ ▲❡ +✐&❡ ❞❡ ◆♦/&❤●❘■S ❛ ❛✐♥+✐

'&' +'❧❡❝&✐♦♥♥' ❞❡ ❢❛_♦♥ 3✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦//❡+♣♦♥❞❛♥& @ ❧✬➱'♠✐❡♥ ✭−125 ❦❛✮ ✕ 3✉✐✱ ❛✉ ❝❡♥&/❡

❞✉ ●/♦❡♥❧❛♥❞✱ ❝♦//❡+♣♦♥❞ @ ❧❛ ♣❛/&✐❡ ❜❛+❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ✕✱ +♦✐& ❧❛ ♣❧✉+ '♣❛✐++❡



✷✼

❋✐❣✉$❡ ✶✵ ✕ #$♦✜❧ $❛❞❛$ ❞✬✉♥ -$❛♥.❡❝- ♣❛..❛♥- ♣❛$ ◆♦$-❤●❘■#✱ ●$♦❡♥❧❛♥❞✳ ❚✐$; ❞❡ ❉❛❤❧✲

❏❡♥.❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳

♣♦..✐❜❧❡ ✭❉❛❤❧✲❏❡♥.❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡.- ❝❤♦✐.✐❡ ♣❧✉. ❢❛✐❜❧❡ F✉✬G ●❘■#✱

❡- ❧❡. ✐.♦❝❤$♦♥❡. .♦♥- ❞♦♥❝ ♣❧✉. ;❧♦✐❣♥;❡. ❞✉ .♦❝❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉.✱ ❧❡ .✐-❡ ❞❡ ◆♦$-❤●❘■# ❛ ;-; .✐-✉;

.✉$ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝$I-❡✱ ♣♦✉$ ♠✐♥✐♠✐.❡$ ❧❡. ✈✐-❡..❡. ❞✬;❝♦✉❧❡♠❡♥- ❡- ❞♦♥❝ .❡. ♣❡$-✉$❜❛-✐♦♥.✳ ▲❛

♠I♠❡ ❞;♠❛$❝❤❡ ❛ ;-; ♠❡♥;❡ ❡♥ ❆♥-❛$❝-✐F✉❡ ♣♦✉$ ❧❡. .✐-❡. ❞❡ ❙✐♣❧❡ ❉♦♠❡ ❡- ❲❡.- ❆♥-❛$❝-✐❝

■❝❡ ❙❤❡❡- ✭◆❡$❡.♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✱ ❡- ❝❡❧✉✐ ❞✬❊#■❈❆ ❉$❛✉♥♥✐♥❣ ▼❛✉❞ ▲❛♥❞ ✭❊❉▼❧✱ ❙❛✈✈✐♥

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ❛✜♥ F✉❡ .♦✐- ❝♦✉✈❡$-❡ ❧❛ ❞❡$♥✐S$❡ ♣;$✐♦❞❡ ✐♥-❡$❣❧❛❝✐❛✐$❡✳ ❈❡--❡ ❞❡$♥✐S$❡ ;-✉❞❡ ❛

;❣❛❧❡♠❡♥- ♣$♦❝;❞; G ✉♥❡ ♠♦❞;❧✐.❛-✐♦♥ -$✐❞✐♠❡♥.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬T❣❡ ♣♦..✐❜❧❡ ♣$S. ❞✉ .♦❝❧❡ ❞❛♥.

❧❛ $;❣✐♦♥ ❞✬✐♥-;$I-✱ ❛✐♥.✐ F✉❡ ❞❡ ❧❛ -❡♠♣;$❛-✉$❡ ❜❛.❛❧❡✳ ▲❡✉$ ♠♦❞S❧❡ -$❛♥.✐-♦✐$❡ ;-❛✐- ❢♦$❝;

♣❛$ ❧❡. $❡❝♦♥.-✐-✉-✐♦♥. ♣❛❧;♦❝❧✐♠❛-✐F✉❡. ✐..✉❡. ❞❡. ❞♦♥♥;❡. ❞❡ ❧❛ ❝❛$♦--❡ ❞❡ ❱♦.-♦❦ .✉$ ❧❡.

❞❡$♥✐❡$. ✷✹✷ ✷✵✵ ❛♥.✳ #♦✉$ ❧♦❝❛❧✐.❡$ ✉♥ .✐-❡ ❞❡ ❢♦$❛❣❡ ❛✐❧❧❡✉$. F✉❡ .✉$ ✉♥ ❞X♠❡✱ ❧❡. .✐♠✉❧❛-✐♦♥.

-❤❡$♠♦♠;❝❛♥✐F✉❡. ♣❡$♠❡--❡♥- ❞❡ $❡-$❛❝❡$ ❧❡. -$❛❥❡❝-♦✐$❡. ❞❡. ♣❛$-✐❝✉❧❡. ❞❡ ❣❧❛❝❡✱ ❛✐♥.✐ F✉❡ ❧❡✉$

T❣❡ ❡- ❧❛ $;.♦❧✉-✐♦♥ ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉-✉$❡ ❝❛$♦--❡✳

❘❡❝❤❡$❝❤❡ % ♠❡♥❡$

◗✉❡❧. .♦♥- ❧❡. ❝$✐-S$❡. G $❡-❡♥✐$ ❞❛♥. ♥♦-$❡ ❝❛. ❄ ❖✉-$❡ ❧❡. ❝$✐-S$❡. ;✈✐❞❡♥-. F✉❡ .♦♥- ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡

❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ❡- ✉♥❡ ;♣❛✐..❡✉$ .✉✣.❛♥-❡ ✭> 2500♠✮✱ ✐❧ ❢❛✉- .✬❛..✉$❡$ ❛✉-❛♥- F✉❡ ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡

❧✬❛❜.❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥-❡ ❜❛.❛❧❡✱ F✉✐ ❞;-$✉✐- ❧❡. ❝♦✉❝❤❡. ❧❡. ♣❧✉. ❛♥❝✐❡♥♥❡.✳ ▲❡ $;❣✐♠❡ -❤❡$♠✐F✉❡ ❞❡ ❧❛

❣❧❛❝❡ ❜❛.❛❧❡ ❡- ❧❡. -$❛♥.❢❡$-. ❞❡ ❝❤❛❧❡✉$ ❡♥ .♦♥ .❡✐♥ ❞♦✐✈❡♥- ❞♦♥❝ I-$❡ ♠✐♥✉-✐❡✉.❡♠❡♥- ❛♥❛❧②.;.✳

❊♥.✉✐-❡✱ .✐ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ✐❧ ② ❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞$❛ I-$❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②.❡$ ❡♥ ❧❛❜♦$❛-♦✐$❡✱ ❡- ✉♥❡

$;.♦❧✉-✐♦♥ ❡♥ T❣❡ ❞❡ ✶✵ ✵✵✵ ❛♠

✲✶

❛ ;-; ✜①;❡ ❝♦♠♠❡ ❜♦$♥❡ .✉♣;$✐❡✉$❡✳ ▲❛ ♠;❝❛♥✐F✉❡ ❜❛.❛❧❡ ❞❡

❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞♦✐- ❞♦♥❝ I-$❡ .✐♠✉❧;❡ ❝♦$$❡❝-❡♠❡♥- ❞❡ ❢❛`♦♥ G ✐❞❡♥-✐✜❡$ ✉♥ .✐-❡ ♦a ❝❡--❡ ❜♦$♥❡ ♥❡ .♦✐-

♣❛. ❞;♣❛..;❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❡..❛✐❡$❛ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐.❡$ ✉♥ .✐-❡ ♣♦✉$ ❧❡F✉❡❧ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉$❛ .✉❜✐ ✉♥❡ ❤✐.-♦✐$❡ ❧❛



✷✽

♠♦✐♥$ ❢❛✈♦(❛❜❧❡ ♣♦$$✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡(/✉(❜❛/✐♦♥$ ❜❛$❛❧❡$ ✭❞✐✈❡(❣❡♥❝❡ ♦✉ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬5❝♦✉❧❡♠❡♥/✱

❝✐$❛✐❧❧❡♠❡♥/✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ $♦❝❧❡ (♦❝❤❡✉①✮✳ ;♦✉( (5♣♦♥❞(❡ < ❝❡$ ✸ ❝(✐/>(❡$✱ ❡/ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉( ❧❡$

❢♦(❛❣❡$ ♣(5❝5❞❡♥/$✱ ✐❧ ❡$/ ❞♦♥❝ ♥5❝❡$$❛✐(❡ ❞❡ ♠❡♥❡( ❞❡$ ❝❛♠♣❛❣♥❡$ ❞✬♦❜$❡(✈❛/✐♦♥ (❛❞❛( ❝✐❜❧5❡$

?✉✐ ❞♦✐✈❡♥/ ♣❡(♠❡//(❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ✈✐$✉❛❧✐$❡( ❧❛ $/(✉❝/✉(❡ ❞❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ✐♥/❡(♥❡$ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡/ $♦♥ 5/❛/

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ $♦❝❧❡✳ ■❧ ❢❛✉/ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❧❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❧❛ ♣❧✉$ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ✿

✶✳ ❉5/❡(♠✐♥❡( ✉♥❡ (5❣✐♦♥ ♣(♦♣✐❝❡✱ ❡/ ❡♥ 5/✉❞✐❡( ❧❛ ❣5♦♣❤②$✐?✉❡✳

→ ❖♥ ♣(5$❡♥/❡ ❞✬❛❜♦(❞ ❧❛ ♣❤②$✐?✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡♥ /❛♥/ ?✉❡ /❡❧❧❡ ✭❝❤❛♣✳ ✶✮✱ ❡/ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❉F♠❡❈ ❡♥ ♣❛(/✐❝✉❧✐❡( ✭❝❤❛♣✳ ✷✮✱ ❝♦♥♥✉❡ ❣(I❝❡ < ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉$❡$ ❝❛♠♣❛❣♥❡$ ❞❡ ♠❡$✉(❡$✳

✷✳ ➱/❛❜❧✐( ✉♥ ❜✐❧❛♥ /❤❡(♠✐?✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳

→ ▲❛ ♣(5$❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞5♣❡♥❞ ❣(❛♥❞❡♠❡♥/ ❞❡ ❧❛ ❢✉$✐♦♥ ❜❛$❛❧❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡$

/(❛♥❢❡(/$ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉( ❞❛♥$ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐/(❡ ✸ ♠♦♥/(❡ ❝♦♠♠❡♥/ ❝♦♥/(❛✐♥❞(❡ ❧❡ ✢✉①

❣5♦/❤❡(♠✐?✉❡ ❡/ ❧❡ /❛✉① ❞❡ ❢✉$✐♦♥ ❜❛$❛❧✱ < ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞>❧❡ /❤❡(♠✐?✉❡✳

✸✳ ❙✬❛$$✉(❡( ?✉❡ ❧❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ❜❛$❛❧❡$✱ ❝♦((❡$♣♦♥❞❛♥/ ❛✉ ♠✐✲;❧❡✐$/♦❝>♥❡✱ $♦✐❡♥/ $✉✣$❛♠♠❡♥/

5♣❛✐$$❡$✳

→ ▲❡$ ❝❤❛♣✐/(❡$ ✹ ❡/ ✺ ♣(5$❡♥/❡♥/ ❞❡$ $✐♠✉❧❛/✐♦♥$ /❤❡(♠♦♠5❝❛♥✐?✉❡$ ?✉✐ $✬❡✛♦(❝❡♥/ ❞✬5✈❛✲

❧✉❡( ❧❡$ ❝❛(❛❝/5(✐$/✐?✉❡$ ❞❡ ❧✬5❝♦✉❧❡♠❡♥/ $✉( ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥/5(S/ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✹✳ ◗✉❡❧$ $♦♥/ ❧❡$ (✐$?✉❡$ ❞✬5❝❤❡❝ ❄

→ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡$ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥$ ❝❤✐✛(5❡$ ❞❡$ ❝❤❛♣✐/(❡$ ♣(5❝5❞❡♥/$ ❡/ ❞❡$ ♦❜$❡(✈❛/✐♦♥$ (❛❞❛(

✭❝♦✉❝❤❡$ ✐$♦❝❤(♦♥❡$✮ ♦♥ ♠♦♥/(❡(❛ ❡♥✜♥ ❝♦♠♠❡♥/ ❛✈♦✐( ✉♥❡ ❡$/✐♠❛/✐♦♥ $/❛/✐$/✐?✉❡ ❞❡ ❧✬I❣❡

❜❛$❛❧ ✭❝❤❛♣✳ ✻✮✳

❈❡ /(❛✈❛✐❧ ❞❡ /❤>$❡ $✬✐♥$❝(✐/ ❞❛♥$ ✉♥ ❝❛❞(❡ ❝♦❧❧❛❜♦(❛/✐❢ ♣❧✉$ ❣❧♦❜❛❧✱ ❇❡②♦♥❞ ❊;■❈❆ ✲ ❖❧❞❡$/

■❝❡✱ (❡❣(♦✉♣❛♥/ ♣❧✉$✐❡✉($ ❧❛❜♦(❛/♦✐(❡$ ❡✉(♦♣5❡♥$ ❡/ ✉♥ ❛♠5(✐❝❛✐♥✱ /❛♥/ ♣♦✉( ❧❡$ ♦❜$❡(✈❛/✐♦♥$ ❞❡

/❡((❛✐♥ ?✉❡ ♣♦✉( ❧❡$ /(❛✈❛✉① ❞❡ ♠♦❞5❧✐$❛/✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛(❛❧❧>❧❡ ❞❡ ❝❡ /(❛✈❛✐❧ ♣(5♣❛(❛/♦✐(❡ ❝♦♠♠✉♥✱

❧✬5?✉✐♣❡ ❞✉ ♣(♦❥❡/ ❙✉❜❣❧❛❝✐♦( < ❧✬■●❊ ♠❡/ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛(♦//✐❡( /(>$ (❛♣✐❞❡✳ ■❧ ❞❡✈(❛✐/

S/(❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦(❡( ❧✬5♣❛✐$$❡✉( ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡♥ ✉♥❡ $❛✐$♦♥ ❞✬5/5 ❛✉$/(❛❧✱ ❝❛( ✐❧ ❡$/ ❞❡$/(✉❝/✐❢ ❡/

❛♥❛❧②$❡ ❧❛ /❡♥❡✉( ❡♥ ♠5/❤❛♥❡ ❡/ ❧❡ ❢(❛❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ✐$♦/♦♣✐?✉❡ ❡♥ ❞❡✉/5(✐✉♠ ✐♥ "✐#✉ ✭●(✐❧❧✐ ❡# ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮✳ ■❧ $❡(❛ ❛✐♥$✐ 5/❛❜❧✐ $✐ ❧❡ $✐/❡ ♣(♦♣♦$5 ♣♦✉( ✉♥ ❢♦(❛❣❡ ♣(♦❢♦♥❞ ❝♦♥/✐❡♥/ ❡✛❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ❧❛

❣❧❛❝❡ (❡❝❤❡(❝❤5❡✳ ❊♥✜♥✱ $✐ ❝✬❡$/ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛$✱ ✉♥ ❢♦(❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡/ ♥♦♥ ❞❡$/(✉❝/✐❢ $❡(❛ ❡✛❡❝/✉5✱ ❛✈❡❝

(5❝✉♣5(❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛(♦//❡ ❡/ ❛♥❛❧②$❡ ❡♥ ❧❛❜♦(❛/♦✐(❡✳
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❈❛)❛❝+,)✐.+✐/✉❡. ♠,❝❛♥✐/✉❡. ❡+ +❤❡)♠✐/✉❡. ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

 ♦✉# ✐❞❡♥(✐✜❡# ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥( /✉/❝❡♣(✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦##❡/♣♦♥❞#❡ ❛✉① ❝#✐(2#❡/ ❞❡ #❡❝❤❡#❝❤❡ ♠❡♥(✐♦♥✲

♥5/ ❞❛♥/ ❧✬✐♥(#♦❞✉❝(✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐( ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#(❡♠❡♥( ♣❤②/✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ (❛♥( ❞✉

♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ #❤5♦❧♦❣✐9✉❡ ✭= ❧✬5❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝#♦/❝♦♣✐9✉❡ ❡( ♠❛❝#♦/❝♦♣✐9✉❡✮✱ 9✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡

(❤❡#♠✐9✉❡✳ ❈❡/ ❞❡✉① ❛/♣❡❝(/ 5(❛♥( ♣#5/❡♥(5/✱ ♦♥ ♦#✐❡♥(❡#❛ ❧❡/ #❡❝❤❡#❝❤❡/ ✈❡#/ ✉♥ /✐(❡ #5✉♥✐//❛♥(

❧❡/ ❝❛#❛❝(5#✐/(✐9✉❡/ ✈♦✉❧✉❡/ ❡♥ ❛❞59✉❛(✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②/✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳

✶✳✶ ❈❛$❛❝&'$✐)&✐*✉❡) ❝$✐)&❛❧❧✐♥❡) ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♠'&'♦$✐*✉❡

✶✳✶✳✶ ❙#$✉❝#✉$❡ ❝$✐)#❛❧❧✐♥❡

❉❛♥/ ❧❡/ ❣❧❛❝✐❡#/✱ ❧❛ ❣❧❛❝❡ /❡ ❢♦#♠❡ ♣❛# ❝♦♠♣❛❝(✐♦♥ ♣#♦❣#❡//✐✈❡ ❞❡/ ✢♦❝♦♥/ ❞❡ ♥❡✐❣❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

♥5✈5 ❧❡/ ❝♦✉❝❤❡/ ❞❡ /✉❜/✉#❢❛❝❡ ❝♦♥/(✐(✉❛♥( ✉♥ ♠❛(5#✐❛✉ ♣♦#❡✉①✱ ✐♥(❡#♠5❞✐❛✐#❡ ❡♥(#❡ ❧❛ ♥❡✐❣❡

❢#❛E❝❤❡ ❡( ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ❙♦✉/ ❧✬❡✛❡( ❞✉ ♣♦✐❞/ ❞❡/ ❝♦✉❝❤❡/ ♣❧✉/ #5❝❡♥(❡/ /✐(✉5❡/ ❛✉✲❞❡//✉/ ❞❡ ❧✉✐✱ ❧❡

♥5✈5 /❡ ❝♦♠♣❛❝(❡ ❥✉/9✉✬= ❢♦#♠❡# ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❀ ❧❡/ ♣♦#❡/ /♦♥( ♣❡✉ = ♣❡✉ #❡❢❡#♠5/✱ ❡♠♣#✐/♦♥♥❛♥(

❛❧♦#/ ❧✬❛✐# ❡( ❝♦♥/(✐(✉❛♥( ❛❧♦#/ ✉♥❡ ❛#❝❤✐✈❡✳ ▲❛ ❣❧❛❝❡ ❛✐♥/✐ ❢♦#♠5❡ ❡/( ❞♦♥❝ ✐//✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝(✐♦♥

❞❡ ♠✉❧(✐♣❧❡/ ❣!❛✐♥%✱ ♦#✐❡♥(5/ ❞❛♥/ (♦✉/ ❧❡/ /❡♥/✱ ❡( ❞✐#❡❝(❡♠❡♥( ✐//✉/ ❞❡/ ✢♦❝♦♥/ ❞❡ ♥❡✐❣❡✳

▲❛ /(#✉❝(✉#❡ ❝#✐/(❛❧❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❝♦♥/(✐(✉❛♥( ❝❡/ ❣#❛✐♥/ ❡/( ❞❡ ❢♦#♠❡ ♣#✐/♠❛(✐9✉❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡

✭♠♦♥♦❝#✐/(❛❧✱ ✜❣✳ ✶✳✶✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧❛♥ ❜❛%❛❧ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❜❛/❡ ❞✉ ♣#✐/♠❡✱ ❡( ❛①❡ c ❧✬❛①❡ ❞❡

/②♠5(#✐❡ ❞✉ ♣#✐/♠❡✱ ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❜❛/❛❧✳ ▲❡/ ♣#♦♣#✐5(5/ ♠5❝❛♥✐9✉❡/ ❞✉ ❣#❛✐♥ /♦♥(

(#2/ ❞✐✛5#❡♥(❡/ /❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❝♦♥/✐❞5#5 ✭❛♥✐/♦(#♦♣✐❡ ♠5❝❛♥✐9✉❡✮✳ ❊♥ ♣❛#(✐❝✉❧✐❡#✱ ✐❧ ❡/( ✻✵ ❢♦✐/ ♣❧✉/

❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞5❢♦#♠❡# ❧❡ ❝#✐/(❛❧ ♣❛# ❝✐/❛✐❧❧❡♠❡♥( ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡♠❡♥( = ❧✬❛①❡ c 9✉❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♣❧❛♥

♣❛#❛❧❧2❧❡ = ❝❡ ♠O♠❡ ❛①❡ ✭❉✉✈❛❧ ❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✽✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝#✐/(❛❧ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ♣#5/❡♥(❡ ✉♥ ❛①❡ ❞❡

/②♠5(#✐❡ ❞❡ #5✈♦❧✉(✐♦♥ ❡( ❛❞♠❡( ✉♥❡ /②♠5(#✐❡ ♣❛# #❛♣♣♦#( ❛✉① ♣❧❛♥/ ♣❛//❛♥( ♣❛# ❝❡( ❛①❡✱ ❧❡

❝#✐/(❛❧ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡/( ✉♥ ♠❛(5#✐❛✉ ♦#(❤♦(#♦♣❡ ❞❡ #5✈♦❧✉(✐♦♥✳ ❈❡((❡ ❝❛#❛❝(5#✐/(✐9✉❡ /❡#❛ ✉(✐❧❡ ♣♦✉#

❞5✜♥✐# ✉♥ #❡♣2#❡ ❞❡ (#❛✈❛✐❧ ❧♦❝❛❧ ✭✈♦✐# ➓✶✳✷✳✷✮✳
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,❡, ♣&♦♣&✐+%+, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ♠❛❝&♦,❝♦♣✐-✉❡, ,♦♥% ❧❡ &+,✉❧%❛% ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥, ❡♥%&❡

❧❡, ❣&❛✐♥,✳ ❙♦✉, ❧✬❡✛❡% ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ✐♠♣♦,+❡, ❧♦&, ❞❡ ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥%✱ ❝❤❛-✉❡ ❣&❛✐♥ ,❡ ❞+❢♦&♠❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥% ♣❛& ❞❡, ♠♦✉✈❡♠❡♥%, ❞❡ ❞✐,❧♦❝❛%✐♦♥ ❞❛♥, ,❡, ♣❧❛♥, ❜❛,❛✉①✱ ❝❡ -✉✐ ❡①♣❧✐-✉❡
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❞♦♥❝ -✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❡% ❧❛ ❞✐,%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ %❛✐❧❧❡ ❞❡, ❣&❛✐♥, ✭&❡①&✉"❡✮ ❡% ❧❛ ❞✐,%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦&✐❡♥%❛%✐♦♥

❞❡, ❣&❛✐♥, ✭❢❛❜"✐-✉❡✱ ❍♦♦❦❡✱ ✶✾✽✶✮ ♣❡✉✈❡♥% ♥♦♥ ,❡✉❧❡♠❡♥% +✈♦❧✉❡& ❛✉ ❝♦✉&, ❞✉ %❡♠♣, ,♦✉, ❝❡,

❝♦♥%&❛✐♥%❡,✱ ♠❛✐, ✐♥✢✉❡♥❝❡& +❣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ &+,✉❧%❛♥%❡✳ ❈❡, ❝❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ❞+♣❡♥❞❡♥%

❞♦♥❝ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬❤✐,%♦✐&❡ ♠+❝❛♥✐-✉❡ ,✉❜✐❡ ♣❛& ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣&❡,,✐♦♥✱ %&❛❝%✐♦♥ ❡%✴♦✉

❝✐,❛✐❧❧❡♠❡♥%✳

❊♥ ,✉&❢❛❝❡✱ ❧❡, ❣&❛✐♥, ,♦♥% ♦&✐❡♥%+, ❞❡ ❢❛O♦♥ ♥♦♥ ♣&+❢+&❡♥%✐❡❧❧❡✱ ❡% ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ❡,% ❞♦♥❝ ❡♥ ❣+♥+&❛❧ ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐,♦%&♦♣✐❡✳ ❊♥ ,✬❡♥❢♦♥O❛♥% ,♦✉, ❧❡ ♣♦✐❞, ❞❡, ❝♦✉❝❤❡,

❛♥♥✉❡❧❧❡, ✉❧%+&✐❡✉&❡,✱ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ,✉❜✐% ✉♥ ❡✛❡% ❞❡ ❝♦♠♣&❡,,✐♦♥ ✈❡&%✐❝❛❧❡✱ -✉✐ ❛ %❡♥❞❛♥❝❡ P ❢❛✐&❡

❣❧✐,,❡& ❧❡, ♣❧❛♥, ❜❛,❛✉① ❧❡, ✉♥, ❝♦♥%&❡ ❧❡, ❛✉%&❡,✱ ❡% ❞♦♥❝ P &❡❞&❡,,❡& ❧❡, ❛①❡, c ✈❡&, ❧✬❛①❡ ❞❡

❝♦♠♣&❡,,✐♦♥ ✭❆③✉♠❛ ❡% ❍✐❣❛,❤✐✱ ✶✾✽✺✮✳ ❆✉ ❝♦♥%&❛✐&❡✱ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❡♥ %&❛❝%✐♦♥✱

❧❡, ❛①❡, c ♦♥% %❡♥❞❛♥❝❡ P ,✬+❧♦✐❣♥❡& ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ %&❛❝%✐♦♥✳ ▲❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ,✉❜✐❡, ♣❛& ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♦♥%

❞♦♥❝ ❡♥ ❣+♥+&❛❧ %❡♥❞❛♥❝❡ P ♦&✐❡♥%❡& ❧❡, ♠♦♥♦❝&✐,%❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠T♠❡ ❢❛O♦♥✱ ❡% ❧❡ ♠❛%+&✐❛✉ ❞❡✈✐❡♥%

❞❡ ♣❧✉, ❡♥ ♣❧✉, ❛♥✐,♦%&♦♣❡ ♠❛❝&♦,❝♦♣✐-✉❡♠❡♥% ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❢♦♥❞❡✉& ❀ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥% +❣❛❧❡♠❡♥% ♠♦✐♥,

✈✐,-✉❡✉① ❡♥ ❝✐,❛✐❧❧❡♠❡♥% ✭✜❣✳ ✶✳✷✮✳

❙✐ ❧✬❛①❡ c ❞❡ ❝❤❛-✉❡ ❣&❛✐♥ ❡,% ♦&✐❡♥%+ ,❡❧♦♥ ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ✉♥✐%❛✐&❡✱ ♦♥ ♣❡✉% ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉

♣&♦❞✉✐% %❡♥,♦&✐❡❧ ❞❡, ❞✐✛+&❡♥%, ❛①❡, c ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❣&❛✐♥,✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐Y&❡ ❞❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣%❡

❞✬✉♥❡ ❢❛❜&✐-✉❡ ❞♦♥♥+❡ ❡,% ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥,✐❞+&❡& -✉❡ ❧❛ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜&✐-✉❡ ❞✬✉♥❡
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❛♣♣❡❧+ %❡♥,❡✉& ❞✬♦&✐❡♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ,❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡✳ ▲❡, %&♦✐, ✈❛❧❡✉&, ♣&♦♣&❡, a1, a2, a3 ❛,,♦❝✐+❡, P ❝❡
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✶✳✷ ❘❤%♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡

▲❛ ❣❧❛❝❡ ❡,% ✉♥ ♠❛%+&✐❛✉ ❞♦♥% ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ♣❡✉% E%&❡ ❝♦♥,✐❞+&+ ❝♦♠♠❡ +❧❛,%✐-✉❡ ,✐ ❡❧❧❡ ❡,%

,♦✉♠✐,❡ K ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ❞❡ ❞✉&+❡ ❜&A✈❡ ✭✐♥❢+&✐❡✉&❡ K -✉❡❧-✉❡, ♠✐♥✉%❡,✮✱ ♠❛✐, ♣❧✉%4% ❝♦♠♠❡

✈✐,❝♦♣❧❛,%✐-✉❡ ♣♦✉& ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ♣❧✉, ❧♦♥❣✉❡, ✭,✉♣+&✐❡✉&❡, K -✉❡❧-✉❡, ❤❡✉&❡,✮✳ ❖♥ ,✬✐♥%+&❡,,❡

❞♦♥❝ ❞❛♥, ❝❡ ❞❡✉①✐A♠❡ ❝❛, K ❧❛ ♠❛♥✐A&❡ ❞♦♥% ❧❛ ✈✐%❡,,❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ &+❛❣✐% ,♦✉, ✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡

❞♦♥♥+❡ ✭❧♦✐ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥%✮✳ \♦✉& ✉♥ ✈❡❝%❡✉& u(ux, uy, uz) ❞+❝&✐✈❛♥% ❧❛ ✈✐%❡,,❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛&%✐❝✉❧❡

❞❡ ❣❧❛❝❡✱ ❧❡ %❡♥,❡✉& ❞❡, %❛✉① ❞❡ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ǫ̇ ❞+♣❡♥❞ ❞❡, ❣&❛❞✐❡♥%, ❞❡ ✈✐%❡,,❡ ,♣❛%✐❛✉① ❞❛♥,

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡, ❞✐&❡❝%✐♦♥, x, y, z ✿



✶✳✷✳ ❘❤%♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡ ✸✸

ǫ̇ij =
1

2

[

∂uj

∂xi

+
∂ui

∂xj

]

✭✶✳✶✮

■❝✐ ❧❡1 2❡0♠❡1 xi ❡2 xj ❝♦00❡1♣♦♥❞❡♥2 ❛❧2❡0♥❛2✐✈❡♠❡♥2 9 x✱ y✱ ❡2 z✳ ❙✐ i = j ❞❛♥1 ❧✬❡①♣0❡11✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱

❧❡ 2❡0♠❡ ❝♦00❡1♣♦♥❞ 9 ✉♥❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ♥♦0♠❛❧❡ 1❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ i ❀ ❡♥ ❝❛1 ❝♦♥20❛✐0❡ ❧❡ 2❡0♠❡ ❝❛0❛❝✲

2%0✐1❡ ✉♥❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ❞❡ ❝✐1❛✐❧❧❡♠❡♥2✳ ▲❛ ❣❧❛❝❡ ❡12 ✉♥ ♠❛2%0✐❛✉ ✐♥❝♦♠♣0❡11✐❜❧❡✱ ❞♦♥❝ 2♦✉2❡

❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ %❧%♠❡♥2❛✐0❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ 1❡❧♦♥ ✉♥ ❛①❡ ♣0♦✈♦D✉❡ ✉♥❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ❞❛♥1

❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧❡1 ❞❡✉① ❛✉20❡1 ❞✐0❡❝2✐♦♥1✱ ❞❡ ❢❛E♦♥ 9 ❝♦♥1❡0✈❡0 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡22❡ ♣0♦♣0✐%2% 1✬❡①♣0✐♠❡

♥❛2✉0❡❧❧❡♠❡♥2 ♣❛0

Σi
∂ui

∂xi

= 0 ⇔ ∇ · u = 0 ✭✶✳✷✮

❝❡ D✉✐ 1✐❣♥✐✜❡ D✉❡ ❧❛ 1♦♠♠❡ ❞❡1 2❡0♠❡1 ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞✉ 2❡♥1❡✉0 ❞❡1 ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥1 ❡12 ♥✉❧❧❡✳ ❈❡22❡

%D✉❛2✐♦♥ 20❛❞✉✐2 ❧❛ ❝♦♥1❡0✈❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛11❡ ❛✉ 1❡✐♥ ❞✉ 1②12H♠❡✳ ▲❡1 ❝♦♥20❛✐♥2❡1 ❧♦❝❛❧❡1 D✉✐

1✬❛♣♣❧✐D✉❡♥2 1✉0 ✉♥❡ ♣❛02✐❝✉❧❡ %❧%♠❡♥2❛✐0❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ 1♦♥2 D✉❛♥2 9 ❡❧❧❡1 ❞%❝0✐2❡1 ♣❛0 ✉♥ 2❡♥1❡✉0 σ✱

❞❡ ❝♦♦0❞♦♥♥%❡1 σij✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡12 ✐♥❝♦♠♣0❡11✐❜❧❡✱ ❧❛ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ♥❡ ❞%♣❡♥❞0❛ ♣❛1 ❞❡ ❧❛

❝♦♥20❛✐♥2❡ 2♦2❛❧❡✱ ♠❛✐1 ❞❡ ❧❛ ❞%✈✐❛2✐♦♥ ♣❛0 0❛♣♣♦02 9 ❝❡22❡ ❝♦♥20❛✐♥2❡ ✉♥✐D✉❡♠❡♥2✱ ❝✬❡12✲9✲❞✐0❡

❝❡❧❧❡ D✉✐ 1❡ 1✉♣❡0♣♦1❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣0❡11✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥2 ❡2 ✐1♦20♦♣❡ P ✭❞%✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣♦1✐2✐❢ ❡♥

❝♦♠♣0❡11✐♦♥✮✳ ❖♥ ♣❡✉2 ❛❧♦01 %❝0✐0❡ ❧❡ 2❡♥1❡✉0 ❞%✈✐❛2♦✐0❡ τ ❝♦♠♠❡





τxx τxy τxz
τxy τyy τyz
τxz τyz τzz



 =





σxx + P σxy σxz

σxy σyy + P σyz

σxz σyz σzz + P





✭✶✳✸✮

K♦✉0 ❧❡1 ❧✐D✉✐❞❡1 20H1 ✈✐1D✉❡✉①✱ ❧❡1 ❡✛❡21 ❝♦♥✈❡❝2✐❢1 1♦♥2 ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡1 ❞❡✈❛♥2 ❧❡1 ❡✛❡21 ✈✐1D✉❡✉①✳

▲✬%D✉❛2✐♦♥ ❞✬%❝♦✉❧❡♠❡♥2 ❞❡ ◆❛✈✐❡0✲❙2♦❦❡1 ❡12 ❛❧♦01 1✐♠♣❧✐✜%❡✱ ❡2 ❧❛ ❝♦♥1❡0✈❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ D✉❛♥2✐2%

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥2 ❞❛♥1 ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣❡✉2 ❛❧♦01 1✬❡①♣0✐♠❡0 ♣❛0

∇ · τ −∇P + ρg = 0 ✭✶✳✹✮

▲❡1 %D✉❛2✐♦♥1 ✭✶✳✷✮ ❡2 ✭✶✳✹✮ ❝♦♥12✐2✉❡♥2 ❡♥1❡♠❜❧❡ ❧❡1 %D✉❛2✐♦♥1 ❞❡ ❙2♦❦❡1✱ ❞%❝0✐✈❛♥2 ❧❡ ♠♦✉✲

✈❡♠❡♥2 ❞❡ ♣❛02✐❝✉❧❡1 ❞❡ ❣❧❛❝❡✳ ▲❡ 1②12H♠❡ ❞✬%D✉❛2✐♦♥1 ❛✐♥1✐ ❞%❝0✐2 ❡12 ✐♥❝♦♠♣❧❡2✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥20❡

❝♦♥20❛✐♥2❡1 ❞%✈✐❛2♦✐0❡1 τ ❡2 ✈❡❝2❡✉0 ✈✐2❡11❡ u ♥✬❛②❛♥2 ♣❛1 ❡♥❝♦0❡ %2% ❞%❝0✐2✱ ❞✬♦P ❧❛ ♥%❝❡11✐2%

❞✬❛❞♦♣2❡0 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦02❡♠❡♥2 ♣♦✉0 ❞%❝0✐0❡ ❧❛ 0❤%♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳

✶✳✷✳✶ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦+,❡♠❡♥, ✐.♦,+♦♣❡

▲❡ ❝♦♠♣♦02❡♠❡♥2 0❤%♦❧♦❣✐D✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡ ✐1♦20♦♣❡ ♥✬❛ %2% ❝♦00❡❝2❡♠❡♥2 ❞%❝0✐2

D✉❡ ❞❛♥1 ❧❡1 ❛♥♥%❡1 ✶✾✺✵ 9 ♣❛02✐0 ❞❡ ♠❡1✉0❡1 ❞❡ ❧❛❜♦0❛2♦✐0❡✳ ❊♥ 1♦✉♠❡22❛♥2 ❞❡1 ❝②❧✐♥❞0❡1 ❞❡

❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡ 9 ❞❡1 ❝♦♥20❛✐♥2❡1 ❞❡ ❝♦♠♣0❡11✐♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡✱ ●❧❡♥ ✭✶✾✺✺✮ ❛ ♠♦♥20% D✉❡ ❧✬♦♥

♣♦✉✈❛✐2 0❡♥❞0❡ ❝♦♠♣2❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥20❡ ❝♦♥20❛✐♥2❡ ❞%✈✐❛2♦✐0❡ τ ✐♠♣♦1%❡ ❡2 2❛✉① ❞❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ǫ̇

❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣❛0 ❧❛ 0❡❧❛2✐♦♥



✸✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

ǫ̇ = Aτn ✭✶✳✺✮

♦8 n ❡,% ✉♥ ❡①♣♦,❛♥% ❝♦♥,%❛♥% ❡% A ✉♥ ♣❛&❛♠:%&❡ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❞+♣❡♥❞❛♥% ❞❡ ❧❛ %❡♠♣+&❛%✉&❡

❡% ❞❡ ❧❛ ❢❛❜&✐-✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n = 1 ❝♦&&❡,♣♦♥❞&❛✐% @ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇%♦♥✐❡♥✱ ♠❛✐, ●❧❡♥ ✭✶✾✺✺✮

♠♦♥%&❡ -✉❡ ❧❡, ✈❛❧❡✉&, ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡, ❛✈❡❝ ❧❡, ❡①♣+&✐❡♥❝❡, ,♦♥% ♣❧✉%F% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✸ @ ✹✳ ❆✐♥,✐

+❝&✐%❡✱ ❝❡%%❡ ❧♦✐ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ♥❡ ❞+♣❡♥❞ ♣❛, ❞❡ ❧❛ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥%&❛✐♥%❡✱ ♦& ❧❛ ❣❧❛❝❡ ,✉❜✐%

❡♥ ♣❡&♠❛♥❡♥❝❡ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ♦&✐❡♥%+❡,✱ ❡♥ %&❛❝%✐♦♥✱ ❝♦♠♣&❡,,✐♦♥ ❡% ❝✐,❛✐❧❧❡♠❡♥%✳

■❧ ❢❛✉% ❞♦♥❝ ❢❛✐&❡ ❞+♣❡♥❞&❡ ❝❤❛-✉❡ ❝♦♠♣♦,❛♥%❡ ❞✉ %❡♥,❡✉& ❞❡, ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥, ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦,❛♥%❡

❞✉ %❡♥,❡✉& ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥%❡ ✭◆②❡✱ ✶✾✺✼✮ ✿

ǫ̇ij ∝ τij ✭✶✳✻✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❡,% ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥%❡ ❞✉ ,②,%:♠❡ ❞❡ ❝♦♦&❞♦♥♥+❡, ❝❤♦✐,✐✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%

❞❡ ♣&♦♣♦&%✐♦♥♥❛❧✐%+ ❞♦✐% ❞+♣❡♥❞&❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛&✐❛♥% ❞✉ %❡♥,❡✉& ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡,✱ ❝✬❡,%✲@✲❞✐&❡ ❞✬✉♥❡

❣&❛♥❞❡✉& ❝❛&❛❝%+&✐,❛♥% ❝❡ %❡♥,❡✉& ✐♥❞+♣❡♥❞❛♠♠❡♥% ❞❡ %♦✉%❡ ♦♣+&❛%✐♦♥ ❞❡ &♦%❛%✐♦♥ ♦✉ %&❛♥,❧❛✲

%✐♦♥✳ ▲❡ ,❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛&✐❛♥% ❞✬✉♥ %❡♥,❡✉& ❡,% ✉♥❡ ♠❡,✉&❡ ❞❡ ,❛ ♠❛❣♥✐%✉❞❡✱ ❡% ❧❡ ❝❛&❛❝%+&✐,❡ %♦✉%

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦&♠❡ ❝❛&❛❝%+&✐,❡ ✉♥ ✈❡❝%❡✉&✳ S♦✉& ❧❡, %❡♥,❡✉&, ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ❞+✈✐❛%♦✐&❡, ❡% ❞❡,

%❛✉① ❞❡ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥,✱ ❝❡, ✐♥✈❛&✐❛♥%, ,✬❡①♣&✐♠❡♥%

τ 2E =
1

2
(τ 2xx + τ 2yy + τ 2zz) + τ 2xy + τ 2yz + τ 2xz ✭✶✳✼✮

❡%

ǫ̇2E =
1

2
(ǫ̇2xx + ǫ̇2yy + ǫ̇2zz) + ǫ̇2xy + ǫ̇2yz + ǫ̇2xz ✭✶✳✽✮

◆②❡ ✭✶✾✺✼✮ ♠♦♥%&❡ -✉❡ ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ ✭✶✳✺✮ ♣❡✉% ❛❧♦&, ,✬+❝&✐&❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡ ,❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛&✐❛♥% ❞❡,

❝♦♥%&❛✐♥%❡, ✿

ǫ̇ij = A(T )τn−1
E τij ✭✶✳✾✮

▲✬+-✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ❡,% ❛♣♣❡❧+❡ ❧♦✐ ❞❡ ●❧❡♥ ❣+♥+&❛❧✐,+❡✱ ❡% ❡,% ✉%✐❧✐,❛❜❧❡ ♣♦✉& ✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐,♦%&♦♣❡✳

❘❡♥❞&❡ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥+❛&✐%+ ❞❡ ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❡,% ♣❡✉ ❛✐,+✱ ❝❛& ❧❡, ✈❛❧❡✉&, ❞❡ n -✉✐ ♦♥% ♣✉

V%&❡ ♠❡,✉&+❡, ❡♥ ❧❛❜♦&❛%♦✐&❡✱ ♦✉ ♦❜,❡&✈+❡, ,✉& ❧❡ %❡&&❛✐♥ ✈❛&✐❡♥% ❧❛&❣❡♠❡♥%✳ ❉❡, ✈❛❧❡✉&, ❛❧❧❛♥%

❞❡ ✶ ✭✢✉✐❞❡ ♥❡✇%♦♥✐❡♥✮ @ ✹✳✷ ,♦♥% &❡❝♦♠♠❛♥❞+❡, ♣❛& ❈✉✛❡② ❡% S❛%❡&,♦♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ♠❛✐, ❞✬❛✉%&❡,

❛✉%❡✉&, ,✉❣❣:&❡♥% -✉❡ ❞❡, ✈❛❧❡✉&, ❡♥❝♦&❡ ,✉♣+&✐❡✉&❡, ,❡&❛✐❡♥% ♠V♠❡ ♣♦,,✐❜❧❡,✳ ❖♥ &❡♥✈❡&&❛ ❛✉

❝❤❛♣✐%&❡ ✺ ♣♦✉& ✉♥❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ♣❧✉, ❝♦♠♣❧:%❡ ,✉& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧✬❡①♣♦,❛♥% n✳

✶✳✷✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦+,❡♠❡♥, ❛♥✐/♦,+♦♣❡

❖♥ ♥❡ ❢❡&❛ ♣❛, ✐❝✐ ❞❡ ❞❡,❝&✐♣%✐♦♥ ❝♦♠♣❧:%❡ ❞❡, ❞✐✛+&❡♥%, ♠♦❞:❧❡, -✉✐ ♦♥% +%+ ♣&♦♣♦,+, ♣♦✉&

&❡♥❞&❡ ❝♦♠♣%❡ ❞✉ ❝❛&❛❝%:&❡ ❛♥✐,♦%&♦♣❡ ❞❡ ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❀ %♦✉%❡❢♦✐, ❧❡ ❧❡❝%❡✉& ✐♥%+&❡,,+



✶✳✷✳ ❘❤%♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡ ✸✺

♣♦✉00❛ 1❡ 0%❢%0❡0 6 ●❛❣❧✐❛0❞✐♥✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♣♦✉0 ❞❡ ♣❧✉1 ❛♠♣❧❡1 ❞❡1❝0✐♣2✐♦♥1✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞>❧❡

✐♠♣❧%♠❡♥2% ♣❛0 ●✐❧❧❡2✲❈❤❛✉❧❡2 ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❞❛♥1 ❊❧♠❡0✴■❝❡ 1❡0❛ ♣0%1❡♥2% ❝✐✲❛♣0>1✳

❆♥✐#♦%&♦♣✐❡ ♠✐#❝&♦#❝♦♣✐+✉❡ ▲❛ ❣❧❛❝❡ %2❛♥2 ✉♥❡ ❛❣0%❣❛2✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧2✐♣❧❡1 ❣0❛✐♥1 ♠♦♥♦❝0✐1✲

2❛❧❧✐♥1✱ ♦♥ ♣0%1❡♥2❡ ❞✬❛❜♦0❞ ✐❝✐ ❧❡1 ♣❛0❛♠>20❡1 ✉2✐❧❡1 6 ❧❛ ❝❛0❛❝2%0✐1❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐1❝♦1✐2% ❞✬✉♥

❣0❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ J♦✉0 ✉♥ ♠♦♥♦❝0✐12❛❧✱ ❧✬❛♥✐1♦20♦♣✐❡ ♠✐1❝0♦1❝♦♣✐K✉❡ ♣0%1❡♥2❡ ✉♥❡ 1②♠%20✐❡ ❞❡

0%✈♦❧✉2✐♦♥ ❡2 ♣❡✉2 L20❡ ❞%❝0✐2❡ ♣❛0 ❧❡1 ♣❛0❛♠>20❡1 1✉✐✈❛♥21 ✿

✖ ηs ❡12 ❧❛ ✈✐1❝♦1✐2% ❡♥ ❝✐1❛✐❧❧❡♠❡♥2 ♣❛0❛❧❧>❧❡♠❡♥2 ❛✉ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧ ❀

✖ β ❡12 ❧❡ 0❛2✐♦ ❡♥20❡ ✈✐1❝♦1✐2% ❡♥ ❝✐1❛✐❧❧❡♠❡♥2 ♣❛0❛❧❧>❧❡♠❡♥2 ❛✉ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧ ❡2 ❝❡❧❧❡ ❡♥

❝✐1❛✐❧❧❡♠❡♥2 ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧ ❀

✖ γ ❡12 ❧❡ 0❛2✐♦ ❡♥20❡ ✈✐1❝♦1✐2% ❡♥ 2❡♥1✐♦♥ ♦✉ ❝♦♠♣0❡11✐♦♥ 1❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ c ❡2 ❝❡❧❧❡ ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥

❜❛1❛❧✳

■❧ 1❡♠❜❧❡ ✈0❛✐1❡♠❜❧❛❜❧❡ K✉❡ γ 1♦✐2 ♣0♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ♣✉✐1K✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣0❡11✐♦♥ ♥✬❡12 ♣❛1 ❜❡❛✉❝♦✉♣

♣❧✉1 ❢❛❝✐❧❡ 1❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ c K✉❡ ♣❡0♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐0❡♠❡♥2 6 ❧✉✐✳ ❊♥ 0❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ✈✐1❝♦1✐2% ❡♥ ❝✐1❛✐❧❧❡♠❡♥2

♣❛0❛❧❧>❧❡♠❡♥2 ❛✉ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧ ❡12 ❡♥✈✐0♦♥ ✶✵ ❢♦✐1 ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡

❞♦♥2 ❧❡1 ❛①❡1 c 1❡0❛✐❡♥2 ❛❧✐❣♥%1 K✉❡ ♣♦✉0 ✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐1♦20♦♣❡ ❞❡ ✈✐1❝♦1✐2% ❞❡ 0%❢%0❡♥❝❡ η̄0✳ ❉❡

♠L♠❡✱ ✐❧ ❡12 ✶✵✵ ❢♦✐1 ♣❧✉1 ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞%❢♦0♠❡0 ♣❛0❛❧❧>❧❡♠❡♥2 ❛✉ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧ K✉❡ ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ❜❛1❛❧

✭J✐♠✐❡♥2❛ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✮✳ ❉❛♥1 ❧❛ 1✉✐2❡ ❞❡ ❝❡1 20❛✈❛✉①✱ ♥♦✉1 ♣0❡♥❞0♦♥1 ❞♦♥❝ ❧❡1 ✈❛❧❡✉01 ♣0♦♣♦1%❡1

♣❛0 ●✐❧❧❡2✲❈❤❛✉❧❡2 ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ 6 1❛✈♦✐0 η̄0/ηs = 10✱ β = 0.04 ❡2 γ = 1✳

▲✐❡♥ ❡♥%&❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ♠✐❝&♦#❝♦♣✐+✉❡ ❡% ♠❛❝&♦#❝♦♣✐+✉❡ ❯♥ ♣♦❧②❝0✐12❛❧ ❡12 ✉♥ ❡♥✲

1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣0❛✐♥1 ♠♦♥♦❝0✐12❛❧❧✐♥1 ❛②❛♥2 ❧❡1 ♣0♦♣0✐%2%1 ✐♥20♦❞✉✐2❡1 ❝✐✲❛✈❛♥2✳ ❯♥❡ ❞❡1 ❞✐✣❝✉❧2%1

❞❡ ❧✬%2❛❜❧✐11❡♠❡♥2 ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬%❝♦✉❧❡♠❡♥2 6 ❜❛1❡ ♣❤②1✐K✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧②❝0✐12❛❧❧✐♥❡ ✈✐❡♥2 ❞❡ ❧❛

♥%❝❡11✐2% ❞❡ ❞%❝0✐0❡ ❝♦00❡❝2❡♠❡♥2 ❧❛ ♠❛♥✐>0❡ ❞♦♥2 ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣0❛✐♥1 1❡ ❞%❢♦0♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥

❞❡1 ❝❛0❛❝2%0✐12✐K✉❡1 ❞❡ ❝❤❛K✉❡ ❣0❛✐♥✳ ❆✉20❡♠❡♥2 ❞✐2✱ ✐❧ ❢❛✉2 ❞%❝0✐0❡ ❧❡1 0❡❧❛2✐♦♥1

¯̇ǫij = 〈ǫ̇ij〉 et σ̄ij = 〈σij〉 ✭✶✳✶✵✮

♦W 〈〉 ❞%1✐❣♥❡ ❧✬♦♣%0❛2❡✉0 ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✈♦❧✉♠✐K✉❡ 1✉0 ❧❡1 ❝♦♥20❛✐♥2❡1 ♦✉ 2❛✉① ❞❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥

♠✐❝0♦1❝♦♣✐K✉❡1✱ ❡2 .̄.. ❧❛ ❝♦♥20❛✐♥2❡ ♦✉ 2❛✉① ❞❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ♠❛❝0♦1❝♦♣✐K✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1

❣0❛✐♥1✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠♦❞>❧❡ ♠✐❝0♦✲♠❛❝0♦ ✭µ✲▼✮ ✉♥ 2❡❧ ♠♦❞>❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞>❧❡ ❝❤♦✐1✐✱ ❱✐'❝♦✲+❧❛'!✐❝

❙❡❧❢✲❈♦♥'✐'!❡♥! ♠♦❞❡❧ ✭❱J❙❈✮ ♣❛02 ❞✉ ♣0✐♥❝✐♣❡ K✉❡ ❝❤❛K✉❡ ❣0❛✐♥ ❡12 ❡♥✈✐0♦♥♥% ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉

❤♦♠♦❣>♥❡ ❞♦♥2 ❧❡ ❝♦♠♣♦02❡♠❡♥2 ❡12 ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣♦❧②❝0✐12❛❧ ✭❈❛12❡❧♥❛✉ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ▲❡ ♠♦❞>❧❡

❡12 ♣❛0❛♠%20❛❜❧❡ ❡♥20❡ ❞❡✉① ❜♦0♥❡1✱ ❝❡❧❧❡ ♦W 2♦✉1 ❧❡1 2❛✉① ❞❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥1 ♠✐❝0♦ 1♦♥2 %❣❛❧❡1

❛✉ 2❛✉① ❞❡ ❞%❢♦0♠❛2✐♦♥ ♠❛❝0♦ ✭♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦0✮✱ ❡2 ❝❡❧❧❡ ♦W ❧❡1 ❝♦♥20❛✐♥2❡1 ♠✐❝0♦ 1♦♥2 %❣❛❧❡1

6 ❧❛ ❝♦♥20❛✐♥2❡ ♠❛❝0♦ ✭♠♦❞>❧❡ 12❛2✐K✉❡✮✳

❉❡#❝&✐♣%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜&✐+✉❡ ▲❡ ♠♦❞>❧❡ µ✲▼ 0❡K✉✐❡02 ✉♥❡ ❞❡1❝0✐♣2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜0✐K✉❡ ♣♦✉0

❡♥1✉✐2❡ %2❛❜❧✐0 ❧❛ 120✉❝2✉0❡ ♠❛❝0♦1❝♦♣✐K✉❡ %K✉✐✈❛❧❡♥2❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ▲❛ ❢❛❜0✐K✉❡ ♣❡✉2 L20❡ ❞%❝0✐2❡

6 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡1 2❡♥1❡✉01 ❞✬♦0✐❡♥2❛2✐♦♥ ❞✉ 1❡❝♦♥❞ ♦0❞0❡ a(2)
❡2 ❞✉ K✉❛20✐>♠❡ ♦0❞0❡ a(4)

❞%✜♥✐❡1

❝♦♠♠❡

a(2) = 〈c⊗ c〉 et a(4) = 〈c⊗ c⊗ c⊗ c〉 ✭✶✳✶✶✮



✸✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

♦5 c ❡,% ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ✉♥✐%❛✐&❡ ,❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ c ❞✬✉♥ ❣&❛✐♥ ❡% 〈〉 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡,
❣&❛✐♥, ❞✉ ♣♦❧②❝&✐,%❛❧✳ ;❛& ❞+✜♥✐%✐♦♥✱ tr(a(2)) = 1✱ ❡% ,❡✉❧❡, ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&, ♣&♦♣&❡, ❞✉ %❡♥,❡✉&

a(2)
,♦♥% ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥%❡,✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ♠♦②❡♥♥❛♥% ✉♥❡ ❤②♣♦%❤?,❡ ,✉& ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ %❡♥,♦&✐❡❧❧❡ ❡♥%&❡

❧❡, %❡♥,❡✉&, ❞✉ ,❡❝♦♥❞ ❡% ❞✉ -✉❛%&✐?♠❡ ♦&❞&❡ ✭●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ♦♥ ♣❡✉% &+❞✉✐&❡ ❧❡

♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♣❛&❛♠?%&❡, ❡% ❞+❝&✐&❡ ❧❛ ❢❛❜&✐-✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐?&❡ ❝♦♥❞❡♥,+❡ H ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&,

♣&♦♣&❡, ❞✉ %❡♥,❡✉& ❞✬♦&✐❡♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ,❡❝♦♥❞ ♦&❞&❡ ✉♥✐-✉❡♠❡♥%✱ ❡% ❞❡ %&♦✐, ❛♥❣❧❡, ❞✬❊✉❧❡& ✭▼❛

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

▲♦✐ ❞✬%❝♦✉❧❡♠❡♥, ❛♥✐.♦,/♦♣❡ ▲❡, ❢❛❜&✐-✉❡, ❛✐♥,✐ ❞+❝&✐%❡, ,♦♥% ♦&%❤♦%&♦♣❡,✳ ❇✐❡♥ -✉✬✐❧

,✬❛❣✐,,❡ ❞✬✉♥❡ ,✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❞✉ ❝❛&❛❝%?&❡ ❛♥✐,♦%&♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❣+♥+&❛❧✱ ❧❡, ❢❛❜&✐-✉❡,

♦❜,❡&✈+❡, ,♦♥% %♦✉❥♦✉&, ❛,,❡③ ♣&♦❝❤❡, ❞❡ ❧✬♦&%❤♦%&♦♣✐❡✳ ■❧ ❛♣♣❛&❛P% ❞♦♥❝ ♥❛%✉&❡❧ ❞❡ %&❛✈❛✐❧❧❡& ❞❛♥,

✉♥ &❡♣?&❡ ❧♦❝❛❧ ④

oR⑥ ❞♦♥% ❧❡, ✈❡❝%❡✉&, ❞❡ ❜❛,❡ oer ,♦♥% ♦&%❤♦❣♦♥❛✉① ❛✉① ✸ ♣❧❛♥, ❞❡ ,②♠+%&✐❡✳

▲❛ ❧♦✐ ❣+♥+&❛❧❡ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ♣♦✉& ❧❡, ♠✐❧✐❡✉① ♦&%❤♦%&♦♣❡, ♣&♦♣♦,+❡ ♣❛& ❇♦❡❤❧❡& ✭✶✾✽✼✮ ❞❡✈✐❡♥%✱

❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣&❡,,✐❜✐❧✐%+✱

σ̄ = η̄0 Σ
3
r=1

[

η̄r tr(M̄ r · ¯̇ǫ)M̄D
r + η̄r+3(¯̇ǫ · M̄ r + M̄ r · ¯̇ǫ)D

]

✭✶✳✶✷✮

♦5 η̄0 ❡,% ✉♥❡ ✈✐,❝♦,✐%+ ❞❡ &+❢+&❡♥❝❡✱ M̄ r = oer ⊗ oer ❡,% ❛♣♣❡❧+ %❡♥,❡✉& ❞❡ ,%&✉❝%✉&❡ ❞❛♥, ❧❡

&❡♣?&❡ ❧♦❝❛❧✱ ❡% ❧✬❡①♣♦,❛♥%

D
✐♥❞✐-✉❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❞+✈✐❛%♦✐&❡ ❞❡, %❡♥,❡✉&, ✭❧♦✐ ●❖▲❋

✶

✱ ●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡%

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❈❡%%❡ &❡❧❛%✐♦♥ %❡♥,♦&✐❡❧❧❡ ❞+♣❡♥❞ ❞❡ ,✐① ♣❛&❛♠?%&❡, ❞❡ ✈✐,❝♦,✐%+ η̄r ❞✐✛+&❡♥%,✱

❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥% ❛✉① %&♦✐, ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥, ♥♦&♠❛❧❡, ✭ ǫ̇ii✮ ❡% ❛✉① %&♦✐, ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥, ❡♥ ❝✐,❛✐❧❧❡♠❡♥%

✭ǫ̇ij, i 6= j✮✳ ❈❡, ,✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥%, ♣❡✉✈❡♥% \%&❡ ❝❛❧❝✉❧+, ♣♦✉& ❝❤❛-✉❡ ❢❛❜&✐-✉❡ ✭a
(2)
ii ✮✱ ,❡❧♦♥ ✉♥❡

♠+%❤♦❞❡ ♣&+,❡♥%+❡ ❝✐✲❛♣&?,✳ ;♦✉& ✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐,♦%&♦♣❡✱ ♦♥ ❛ η̄1 = η̄2 = η̄3 = 0 ❡% η̄4 = η̄5 = η̄6 = 1 ❀

❧✬+-✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮ ,❡ &+❞✉✐% ❛❧♦&, H ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●❧❡♥ ❣+♥+&❛❧✐,+❡ ♣♦✉& n = 1✱ ❛✈❡❝ η̄0 = (2A)−1
✳

❆✐♥,✐ ❝♦♥,%&✉✐%❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ●❖▲❋ ❝❛&❛❝%+&✐,❡ ✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥✐,♦%&♦♣❡ ♥❡✇%♦♥✐❡♥♥❡✱ ♠❛✐, ✐❧ ❡,% ♣♦,,✐❜❧❡

❞✬+%❡♥❞&❡ ,♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉ ❝❛, ♥♦♥ ❧✐♥+❛✐&❡ ♣❛& ❧✬✐♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛&✐❛♥% ✐,♦%&♦♣❡ ✭▼❛

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❉❡✉① ,♦❧✉%✐♦♥, ,♦♥% ♣♦,,✐❜❧❡,✱ ❞♦♥% ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡,% ❛ ♣&✐♦&✐ ♣❧✉, ♣❤②,✐-✉❡♠❡♥%

❢♦♥❞+❡ -✉✬✉♥❡ ❛✉%&❡ ✿ ❢❛✐&❡ ❞+♣❡♥❞&❡ ❧❛ ✈✐,❝♦,✐%+ ❞✉ ,❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛&✐❛♥% ❞✉ %❡♥,❡✉& ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡,✱

♦✉ ❜✐❡♥ ❞✉ %❡♥,❡✉& ❞❡, %❛✉① ❞❡ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥,✳ ❉❛♥, ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❝❛, ❧❡, ♣❛&❛♠?%&❡, ❞✬❛♥✐,♦%&♦♣✐❡

,♦♥% ✐❞❡♥%✐-✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ❝❛, ❧✐♥+❛✐&❡ ❡% ♥♦♥ ❧✐♥+❛✐&❡ ♣♦✉& ✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❞♦♥♥+❡ ❀ ❞❛♥, ❧❡ ,❡❝♦♥❞

❝❛,✱ ♣♦✉& ✉♥❡ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞♦♥♥+❡✳ ❉❛♥, ❧❛ ,✉✐%❡ ✭❝❤❛♣✐%&❡ ✺✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐,✐&❛ ❞✬✉%✐❧✐,❡& ❧❡ ,❡❝♦♥❞

✐♥✈❛&✐❛♥% ❞❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, τE✱ ❝❡ -✉✐ &❡✈✐❡♥% H ♣♦,❡& ✿

η̄0 = (2Aτn−1
E )−1

✭✶✳✶✸✮

1❛/❛♠%,/❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❖▲❋ ;♦✉& ✉♥❡ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❡% ✉♥❡ ❢❛❜&✐-✉❡ ❞♦♥♥+❡✱ ❧❛ &+♣♦♥,❡

❡♥ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❞✉ ♠♦❞?❧❡ ❱;❙❈ ❝❛&❛❝%+&✐,❡ ❧❛ ✈✐,❝♦,✐%+ ❞❡ ❝❡%%❡ ❢❛❜&✐-✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡❝%✉❛♥% ✉♥

❣&❛♥❞ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ,✐♠✉❧❛%✐♦♥, ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❱;❙❈✱ ✐❧ ❡,% ❛❧♦&, ♣♦,,✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡&,❡& ❧❡, ✈❛❧❡✉&,

❞❡, ♣❛&❛♠?%&❡, ❞❡ ✈✐,❝♦,✐%+ ηr -✉✐ ♠✐♥✐♠✐,❡♥% ❧✬+❝❛&% ❡♥%&❡ ❧❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ❞✉ ♠♦❞?❧❡ ❱;❙❈

❡% ❝❡❧❧❡, ❝❛❧❝✉❧+❡, ♣❛& ❧❛ ❧♦✐ ●❖▲❋✳ ;♦✉& ♣❧✉, ❞❡ &❛♣✐❞✐%+✱ ❧❡, ✈❛❧❡✉&, ❞❡, ♣❛&❛♠?%&❡, ♦♥% +%+

%❛❜✉❧+❡, ♣♦✉& ✉♥❡ ❧❛&❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉&, ♣&♦♣&❡, a
(2)
ii ✱ ❞❡ ❢❛c♦♥ -✉❡ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ,♦✐% ✉%✐❧✐,❛❜❧❡

❞✐&❡❝%❡♠❡♥%✳

✶✳ ●❡♥❡#❛❧✐③❡❞ ❖#*❤♦*#♦♣✐❝ ❋❧♦✇ ▲❛✇



✶✳✸✳ ❚$❛♥'❢❡$*' ❞❡ ❝❤❛❧❡✉$ ❞❛♥' ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✸✼

✶✳✷✳✸ ❉%♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐0% 1 ❧❛ 0❡♠♣%3❛0✉3❡

▲❡' ♠❡'✉$❡' ❞❡ ❧❛❜♦$❛*♦✐$❡ ♦♥* ♣✉ ♠♦♥*$❡$ 7✉❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐*9 A ✐♥*$♦❞✉✐*❡ ❞❛♥' ❧❛ ❧♦✐ ❞✬9❝♦✉❧❡♠❡♥*

❞9♣❡♥❞❛✐* *$;' ❢♦$*❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ *❡♠♣9$❛*✉$❡ T ✭❇❛$♥❡' ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✼✶❀ ❲❡❡$*♠❛♥✱ ✶✾✽✸✮✳ ❯♥❡ ❧♦✐

❞✬❆$$❤9♥✐✉' ❢❛✐'❛♥* ✐♥*❡$✈❡♥✐$ ✉♥❡ 9♥❡$❣✐❡ ❞✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥ Q ❡'* ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ $❡♥❞$❡ ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❝❡'

❢♦$*❡' ✈❛$✐❛*✐♦♥' ✿

A(T ) = A0e
−

Q

R
( 1

Th
−

1

T∗ )
✭✶✳✶✹✮

♦J Th = T + 7 × 10−8 P ❡* T ∗ = 263 + 7 × 10−8 P ❡'* ✉♥❡ *❡♠♣9$❛*✉$❡ ❞❡ $9❢9$❡♥❝❡✳ ❈❡**❡

*❡♠♣9$❛*✉$❡ ❛ 9*9 ❝❤♦✐'✐❡ ❝❛$ ❡❧❧❡ ❝♦$$❡'♣♦♥❞ L ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ❝♦♠♣♦$*❡♠❡♥* $❤9♦❧♦❣✐7✉❡

❛❜$✉♣* ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡' ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*' ❞❡ ♣❤❛'❡ L ❧✬✐♥*❡$❢❛❝❡ ❡♥*$❡ ❧❡' ❣$❛✐♥'✳ ❊♥

❝♦♥'97✉❡♥❝❡✱ ❧✬9♥❡$❣✐❡ ❞✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥ L ✉*✐❧✐'❡$ ❡♥ ❞❡''♦✉' ❞❡ ❧❛ *❡♠♣9$❛*✉$❡ '❡✉✐❧ ❞9♣❡♥❞ ✉♥✐7✉❡✲

♠❡♥* ❞❡' ❝❛$❛❝*9$✐'*✐7✉❡' ❞❡ ❧✬9❝♦✉❧❡♠❡♥* ❞✬✉♥ ❝$✐'*❛❧ ❞❡ ❣❧❛❝❡✱ ❡* ♣❧✉*O* ❞❡ ❧✬✐♥*❡$❛❝*✐♦♥ ❡♥*$❡

❧❡' ❣$❛✐♥' ❛✉✲❞❡''✉' ❞❡ ❝❡**❡ ✈❛❧❡✉$✳ ❖♥ ✉*✐❧✐'❡$❛ ❞❛♥' ❧❛ '✉✐*❡ ❞❡ ❝❡ *$❛✈❛✐❧ ❧❡' ✈❛❧❡✉$' ✉'✉❡❧❧❡'
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The geothermal ux warms the base

but the melting point is not reached.
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Temperate bed, basal ice melts !
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❆♥%❛&❝%✐-✉❡✳ ❙✉& ❧❡ ♣❧❛%❡❛✉ ❛♥%❛&❝%✐-✉❡✱ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❡,% ♠♦✐♥❞&❡✱ ♠❛✐, ❝❡% ❡✛❡% ❞♦✐% K%&❡ ♣&✐,

❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❝❛& ✐❧ ,✉✣% ❞❡ ♣❡✉ ♣♦✉& ❜❛,❝✉❧❡& ❞✬✉♥ &+❣✐♠❡ ❢&♦✐❞ H ✉♥ &+❣✐♠❡ %❡♠♣+&+ ✭♠+❝❛♥✐,♠❡

H ,❡✉✐❧✮✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❡,% ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛&❛♠P%&❡ ✐♠♣♦&%❛♥% -✉✐ ❛ ✉♥ ❡✛❡% ❞✐&❡❝% ,✉& ❧❡

&+❣✐♠❡ %❤❡&♠✐-✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❜❛,❛❧❡✳

D&P, ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡✱ ❧❡, ✈✐%❡,,❡, ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡, ,✬❛♥♥✉❧❡♥% ✭✜❣✳ ✶✳✺✱ ③♦♥❡, ♦&❛♥❣❡ ❢♦♥❝+✮✱

❡% ❧❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉& ♣❛& ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❡,% ❞♦♥❝ %♦%❛❧❡♠❡♥% ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✉%♦✉& ❞✬✉♥❡ %❡❧❧❡

❧✐❣♥❡✳ ❊♥ ,✬❛♣♣&♦❝❤❛♥% ❞❡, ❜♦&❞, ❞✉ ♣❧❛%❡❛✉ ❛♥%❛&❝%✐-✉❡✱ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛❝❝+❧P&❡ ❞❡ ♣❧✉,✐❡✉&, ♦&❞&❡, ❞❡

❣&❛♥❞❡✉& ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① &+❣✐♦♥, ❝❡♥%&❛❧❡,✱ ❡% ❧❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉& ♣❛& ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉%

❛❧♦&, ♣❧✉, K%&❡ ♥+❣❧✐❣+❡✳ ❈❡%%❡ ,♦✉&❝❡ ✐♥%❡&♥❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉& ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ❞❡, ♣&♦✜❧, ✈❡&%✐❝❛✉①

❞❡ %❡♠♣+&❛%✉&❡✱ ❡% ❧❡ ♣♦✐♥% ❞❡ ❢✉,✐♦♥ ♣❡✉% ❛❧♦&, K%&❡ ❛%%❡✐♥% ❜✐❡♥ ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❢❛❝❡ ❛✈❡❝

❧❡ ,♦❝❧❡ ✭❘✐%③✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ♣❡&,♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❈❡%%❡ +♣❛✐,,❡✉& ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❜❛,❛❧❡ %❡♠♣+&+❡ ❡,% %&P,

✢✉✐❞❡✱ ❡% ♣&♦♣✐❝❡ H ❧❛ ❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡, ❝♦✉❝❤❡,✳

➚ ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥%✐♥❡♥%❛❧❡✱ ✐❧ ❡,% ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞+❧✐,❡& ❧❛ ❞✐✛✉,✐♦♥ ❡% ❧✬❛❞✈❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉& ❞❛♥,



✶✳✸✳ ❚$❛♥'❢❡$*' ❞❡ ❝❤❛❧❡✉$ ❞❛♥' ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✸✾

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❋❧✉① ❣5♦*❤❡$♠✐9✉❡ ♥5❝❡''❛✐$❡ ♣♦✉$ ❛**❡✐♥❞$❡ ❧❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ❢✉'✐♦♥ ✭♠❲♠

−2
✮✱ ❡♥

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬5♣❛✐''❡✉$ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡* ❞❡ ❧❛ *❡♠♣5$❛*✉$❡ ❞❡ '✉$❢❛❝❡✳ ❚$❛✐* ✜♥ ✿ a = 0, 5♠❛

−1
❀ *$❛✐*

5♣❛✐' ✿ a = 0, 05♠❛

−1
✳ ❚✐$5 ❞❡ C❛**②♥ ✭✷✵✶✵✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❱✐*❡''❡' ❞❡ '✉$❢❛❝❡✱ ✐''✉❡' ❞❡ ♠❡'✉$❡' $❛❞❛$ ✐♥*❡$❢5$♦♠5*$✐9✉❡'✳ ❚✐$5 ❞❡ ❘✐❣♥♦*

❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❧❛ ❝❛❧♦**❡ ♣♦❧❛✐$❡ ❡* ❞✬✐❞❡♥*✐✜❡$ ❞❡' $5❣✐♦♥' J ❜❛'❡ ❢$♦✐❞❡ ✭✜❣✳ ✶✳✻✱ ❱❛♥ ▲✐❡✛❡$✐♥❣❡ ❡* C❛**②♥✱

✷✵✶✸✮✳ ❙❡✉❧❡' ❧❡' $5❣✐♦♥' ❛✉ ❝❡♥*$❡ ❞✉ ❝♦♥*✐♥❡♥* ❛♥*❛$❝*✐9✉❡ '♦♥* ❛ ♣&✐♦&✐ ❢❛✈♦$❛❜❧❡'✱ ❝❛$ ❡❧❧❡'

❜5♥5✜❝✐❡♥* ❞❡ *❡♠♣5$❛*✉$❡' ❛*♠♦'♣❤5$✐9✉❡' ♠♦②❡♥♥❡' *$Q' ❜❛''❡'✳



✹✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

✖ ▲❛ ♣&+,❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛,,✐❢ ♠♦♥%❛❣♥❡✉① ❞❛♥, ❧❛ &+❣✐♦♥ ❞❡ ❞:♠❡ ❆ ② ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬+♣❛✐,,❡✉& ❞❡

❣❧❛❝❡✱ ❝❡ -✉✐ ❡①♣❧✐-✉❡ ❧❛ ♣&+,❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♠❡♥,❡ ③♦♥❡ ❝❡♥%&❛❧❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥%

❢&♦✐❞❡✳

✖ ▲❡, &+❣✐♦♥, ❞❡ ❉:♠❡ ❋✉❥✐✱ ❉:♠❡ ❈✱ ❱♦,%♦❦ ❡% D:❧❡ ❙✉❞ ♣&+,❡♥%❡♥% -✉❛♥% F ❡❧❧❡, ♣❧✉%:%

✉♥❡ ❞✐,♣❡&,✐♦♥ ❞❡ ,♣♦%,✱ ❜+♥+✜❝✐❛♥% ❞✬✉♥❡ +♣❛✐,,❡✉& ♠♦✐♥❞&❡✳

✖ ❊♥✜♥✱ ❝❡&%❛✐♥❡, ③♦♥❡, ❢❛✈♦&❛❜❧❡, ,♦♥% +❧♦✐❣♥+❡, ❞❡ ♣❧✉,✐❡✉&, ❝❡♥%❛✐♥❡, ❞❡ ❦✐❧♦♠K%&❡, ❞❡,

❞:♠❡, ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝&L%❡ -✉✐ ❧❡, ❥♦✐♥% ❧❡, ✉♥, ❛✉① ❛✉%&❡,✳

D❧✉, ,♣+❝✐✜-✉❡♠❡♥% F ❉:♠❡ ❈✱ ❋✐,❝❤❡& ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♠♦♥%&❡♥% -✉✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ♠♦✐♥, +♣❛✐,,❡

❞❡ ✼✵✵♠ -✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞:♠❡ ❧✉✐✲♠L♠❡ ,❡&❛✐% ♥+❝❡,,❛✐&❡ ♣♦✉& ❝♦♥,❡&✈❡& ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝❡%%❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ ❞+♣❡♥❞ ❢♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ✢✉① ❣+♦%❤❡&♠✐-✉❡✱ %&K,

♣❡✉ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ❆♥%❛&❝%✐-✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❙✐%❡, ♣♦%❡♥%✐❡❧, ❞✬❛&❝❤✐✈❛❣❡, ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❡♥ ❆♥%❛&❝%✐-✉❡✳ ❚✐&+ ❞❡ ❱❛♥ ▲✐❡❢✲

❢❡&✐♥❣❡ ❡% D❛%%②♥ ✭✷✵✶✸✮✳

D♦✉& &❡,%&❡✐♥❞&❡ ❧❡, ♣♦,,✐❜❧❡, ♣❛&♠✐ ❝❡, ③♦♥❡, ❛ ♣&✐♦&✐ ✐♥%+&❡,,❛♥%❡,✱ ❡% ♣♦✉& ♣♦,❡& ❧❡, ♣&✐♥❝✐♣❡,

❣+♥+&❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❤②,✐-✉❡ ✉%✐❧❡ ❞❛♥, ❝❡%%❡ +%✉❞❡✱ ✐❧ ❡,% ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ♥+❝❡,,❛✐&❡ ❞❡ ♣&+,❡♥%❡& ❧❡,

♠+❝❛♥✐,♠❡, ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❞✬✉♥❡ ❝❛❧♦%%❡ ❣❧❛❝✐❛✐&❡✳

✶✳✹ ➱❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛❧♦++❡

✶✳✹✳✶ #$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬-❝♦✉❧❡♠❡♥1

❉❛♥, ✉♥❡ ❝❛❧♦%%❡ ❣❧❛❝✐❛✐&❡✱ ❧✬+-✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✹✮ %&❛❞✉✐% ❧❡ ❢❛✐% -✉❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ,✬+❝♦✉❧❡ ,♦✉, ❧✬❡✛❡% ❞❡

,♦♥ ♣&♦♣&❡ ♣♦✐❞, ✭+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❣&❛✈✐%❛✐&❡✮✳ ❊♥ ♣&+,❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡♥%❡ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡✱ ❧❡, ♣❛&%✐❝✉❧❡,

❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠L♠❡ ❛❧%✐%✉❞❡ ,✉❜✐,,❡♥% ✉♥ ❣&❛❞✐❡♥% ❞❡ ♣&❡,,✐♦♥ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❞✐&✐❣+ ❞❛♥, ❧❡ ,❡♥,

✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥%❡ ✭❈✉✛❡② ❡% D❛%❡&,♦♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡,% ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦%❡✉& ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❛✉



✶✳✹✳ ➱❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛❧♦++❡ ✹✶

♣3❡♠✐❡3 ♦3❞3❡✱ ❡+ ❝❡ ♠5♠❡ ❡♥ ♣36/❡♥❝❡ ❞✬♦❜/+❛❝❧❡/ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ /♦❝❧❡✳ ❆✉+♦✉3 ❞✬✉♥ ❞:♠❡ ❧❛

❣❧❛❝❡ /✬6❝♦✉❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡♣✉✐/ ❧❡ /♦♠♠❡+ +♦♣♦❣3❛♣❤✐<✉❡ ✭♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✐+❡//❡ ❤♦3✐③♦♥+❛❧❡ ♥✉❧❧❡✮ ✈❡3/ /❛

♣63✐♣❤63✐❡✱ ❡+ ❝❡ ❞✬❛✉+❛♥+ ♣❧✉/ 3❛♣✐❞❡♠❡♥+ <✉❡ ❧❛ ♣❡♥+❡ ❡/+ ❢♦3+❡✳

❊♥ 6+❛+ /+❛+✐♦♥♥❛✐3❡✱ ❧✬❛♣♣♦3+ ♠6+6♦3✐<✉❡ ❞❡ ♥❡✐❣❡ ❡/+ 6<✉✐❧✐❜36 ♣❛3 ❧✬6❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✈❡3/

❧❡/ ❜♦3❞/ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧♦++❡✱ ♣❛3 ❧❛ ❢♦♥+❡ ❜❛/❛❧❡✱ ❡+ ❡♥ /✉3❢❛❝❡ ♣❛3 ❧❛ ❢♦♥+❡ ❞✉ ♥6✈6 ❡+ ❧❛ /✉❜❧✐♠❛+✐♦♥✳

❖♥ ♥❡ ❝♦♥/✐❞63❡3❛ ✐❝✐ <✉❡ ❧❡/ ❞❡✉① ♣3❡♠✐❡3/ ❡✛❡+/✱ ♣✉✐/<✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡ ❢♦♥+❡ ❞❡ /✉3❢❛❝❡ /✉3 ❧❡
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❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳

❉✉ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ &❡❝❤❡&❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ✐❧ ♣♦✉&&❛✐% O%&❡ %&P, ✐♥%+&❡,,❛♥% ❞❡ ❝❤❡&❝❤❡&

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❜♦,,❡ ❞❡ ❘❛②♠♦♥❞✱ ♣✉✐,-✉❡ ❧❡, ✐,♦❝❤&♦♥❡, ② ,♦♥% ❞+❝❛❧+❡, ✈❡&, ❧❡ ❤❛✉%✱ ❡% ❧✬E❣❡

♣♦✉&&❛✐% O%&❡ ❥✉,-✉✬R ✶✵ ❢♦✐, ♣❧✉, +❧❡✈+ R ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✬✉♥❡ ❝&O%❡ -✉❡ ,✉& ,❡, ✢❛♥❝, ✭▼❛&%K♥ ❡%

●✉❞♠✉♥❞,,♦♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚♦✉%❡❢♦✐,✱ ♣♦✉& ❧❡, ♣&✐♥❝✐♣❛✉① ❞U♠❡, ❛♥%❛&❝%✐-✉❡,✱ ❝❡, ❜♦,,❡, ♥❡ ,♦♥% ♣❛,

✈✐,✐❜❧❡,✱ ♦✉✱ ,✐ ❡❧❧❡, ❡①✐,%❡♥%✱ ❡❧❧❡, ♥✬♦♥% ♣❛, +%+ ❞+%❡❝%+❡, ❝❛& ❞+❝❛❧+❡, ,♣❛%✐❛❧❡♠❡♥% ♣❛& &❛♣♣♦&%

❛✉ ❞U♠❡ ❛❝%✉❡❧✳

❊♥ ❡✛❡%✱ ♦♥ ❞♦✐% ✐❝✐ ❞✐,%✐♥❣✉❡& ✉♥ ❡✛❡% ,%❛%✐-✉❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡% ❞②♥❛♠✐-✉❡✳ ▲❛ ,❡✉❧❡ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛

,✉&❢❛❝❡ ✐♠♣♦,❡ ✉♥❡ ♣❧✉, ❣&❛♥❞❡ ✈✐,❝♦,✐%+ R ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡✱ ♠❛✐, ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡

❡♥ &✐❡♥ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡, ✐,♦❝❤&♦♥❡, ❡♥ ❧✬+%❛%✳ ❈✬❡,% ,❡✉❧❡♠❡♥% ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ,%❛❜✐❧✐%+ ❞❡ ❝❡%%❡

❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ -✉❡ ❧✬❛❞✈❡❝%✐♦♥ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ♣❧✉, ❢❛✐❜❧❡ ,❡ %&❛❞✉✐&❛ ♣❛& ✉♥❡ ♣♦,✐%✐♦♥ ❞❡, ✐,♦❝❤&♦♥❡,

♣❧✉, ❤❛✉%❡ -✉❡ ❞❡ ♣❛&% ❡% ❞✬❛✉%&❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ❧✐❣♥❡✳ ▼❛&%K♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮ ♦♥% ✐❧❧✉,%&+ -✉❡ ❧❡ %❡♠♣,

❝❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡ ♥+❝❡,,❛✐&❡ ♣♦✉& ❢♦&♠❡& ❝❡, ❜♦,,❡, +%❛✐% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ H/a✳ ❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡, ❣&❛♥❞,

❞U♠❡, ❛♥%❛&❝%✐-✉❡,✱ ❝❡ %❡♠♣, ❝❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡ ❡,% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ✷✵✵ ✵✵✵ ❛♥,✳ ▲❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ ,✉&❢❛❝❡

❛ ❞♦♥❝ ,✉❜✐ ♣❧✉,✐❡✉&, ♣+&✐♦❞❡, ❣❧❛❝✐❛✐&❡, ❡% ✐♥%❡&❣❧❛❝✐❛✐&❡, ♣❡♥❞❛♥% ❝❡%%❡ ♣+&✐♦❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡% ✐❧ ❡,%

♣&♦❜❛❜❧❡ -✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛&%❛❣❡ ❛✐% ♠✐❣&+ ,✐❣♥✐✜❝❛%✐✈❡♠❡♥%✱ ❡♠♣O❝❤❛♥% ❧❛ ♣❧❡✐♥❡ ❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡,

❜♦,,❡, ❞❡ ❘❛②♠♦♥❞ ♣♦✉& ❝❡, ❞U♠❡,✳



✶✳✼✳ ▼♦❞&❧❡ ❞✬*❝♦✉❧❡♠❡♥/ ✶❉ ✹✼

✶✳✼ ▼♦❞&❧❡ ❞✬*❝♦✉❧❡♠❡♥/ ✶❉

❖♥ ✈❡33❛ ❞❛♥5 ❧❛ 5✉✐/❡ ❞❡ ❧✬*/✉❞❡ 7✉❡ ❧❛ ♣3♦①✐♠✐/* ❞✬✉♥ ❞:♠❡ 3❡♥❞ /3&5 ♣3❛/✐7✉❡ ❧✬✉/✐❧✐5❛/✐♦♥

❞✬✉♥ ♠♦❞&❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥5✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ ♣3*5❡♥/❡ ✐❝✐ ❧❡5 /3❛✈❛✉① 7✉✐ ♦♥/ ♠❡♥* ; ❧❛ ❝♦♥5/3✉❝/✐♦♥ ❞✬✉♥

/❡❧ ♠♦❞&❧❡✳

❊♥ ❝♦♥5✐❞*3❛♥/ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬*❝♦✉❧❡♠❡♥/ *❧♦✐❣♥*❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛3/❛❣❡✱ ❡/ 5✬❛♣♣✉②❛♥/ 5✉3 ✉♥❡

5♦❧✉/✐♦♥ ❧✐♥*❛✐3❡ ❞❡ ❧✬*7✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉3 ❞❛♥5 ❧❡ ❜❛5 ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ✐5♦/3♦♣❡✱ ▲❧✐✲

❜♦✉/3② ✭✶✾✼✾✮ ♣3♦♣♦5❡ ✉♥❡ ❡①♣3❡55✐♦♥ ❛♥❛❧②/✐7✉❡ ♣♦✉3 ❧❛ ✈✐/❡55❡ ❤♦3✐③♦♥/❛❧❡ ux(ζ) ❡♥ 3*❣✐♠❡

5/❛/✐♦♥♥❛✐3❡ ✿

ux(ζ) =
γ̇b H

p+ 1

[

1− ζp+1
]

✭✶✳✶✺✮

❉❛♥5 ❝❡//❡ *7✉❛/✐♦♥✱ p = n − 1 + k ∂zTb H✱ ❡/ k = Q/RT 2
b ✱ ♦J n ❡5/ ❧✬❡①♣♦5❛♥/ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

●❧❡♥✱ Q ❡5/ ❧✬*♥❡3❣✐❡ ❞✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥✱ R ❧❛ ❝♦♥5/❛♥/❡ ❞❡5 ❣❛③ ♣❛3❢❛✐/5 ❡/ Tb ❧❛ /❡♠♣*3❛/✉3❡ ❜❛5❛❧❡✳

▲❛ ❝♦♦3❞♦♥♥*❡ ✈❡3/✐❝❛❧❡ ζ ❡5/ ❧❛ ♣3♦❢♦♥❞❡✉3 3*❞✉✐/❡ ♦J ζ = 1 − z/H✱ 7✉✐ ❡5/ ❞♦♥❝ ♦3✐❡♥/*❡

❞❡ ❧❛ 5✉3❢❛❝❡ ✈❡35 ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ γ̇b ❡5/ ✉♥ /❡3♠❡ ❞❡ ❞*❢♦3♠❛/✐♦♥ ❜❛5❛❧❡ ❞*♣❡♥❞❛♥/

❞❡ ❧❛ /❡♠♣*3❛/✉3❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣3❡55✐❜✐❧✐/* ❡♥/3❛N♥❡ ❡♥5✉✐/❡ ❧✬❡①♣3❡55✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡55❡

✈❡3/✐❝❛❧❡ ✿

uz(ζ) = (µ− us
x (α− β))ω(ζ) ✭✶✳✶✻✮

♦J ❧❛ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❢♦3♠❡ ω(ζ) ❡5/ ❞*✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

ω(ζ) =

[

1− p+ 2

p+ 1
ζ +

1

p+ 1
ζp+2

]

✭✶✳✶✼✮

❡/ ♦J µ ❡5/ ✉♥ /❡3♠❡ ❞❡ ❜✐❧❛♥ ♠❛55✐7✉❡✱ us
x ❧❛ ✈✐/❡55❡ ❤♦3✐③♦♥/❛❧❡ ❡♥ 5✉3❢❛❝❡✱ α ❡/ β ❧❡5 ♣❡♥/❡5

❞❡ 5✉3❢❛❝❡ ❡/ ❞✉ 5♦❝❧❡✱ 3❡5♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✳ Q♦✉3 ❞❡5 ✈❛❧❡✉35 ✉5✉❡❧❧❡5 ❞❡ n✱ ∂zTb ❡/ Tb✱ p ♣3❡♥❞

❞❡5 ✈❛❧❡✉35 ❞❡ ❧✬♦3❞3❡ ❞❡ ✶✵✱ ❝❡ 7✉✐ ❝♦33❡5♣♦♥❞ ; ✉♥ ♣3♦✜❧ ❞❡ ✈✐/❡55❡ ✈❡3/✐❝❛❧❡ 3❡❧❛/✐✈❡♠❡♥/

❧✐♥*❛✐3❡ ✭✜❣✳✶✳✶✹✮✳ ❈❡ /②♣❡ ❞❡ ♣3♦✜❧ ❛ ♥♦/❛♠♠❡♥/ */* ✉/✐❧✐5* 5✉3 ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬*❝♦✉❧❡♠❡♥/ ❞❡ ❱♦5/♦❦

♣♦✉3 ❧✬✐♥/❡3♣3*/❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛3♦//❡✱ /❛♥/ ❝♦♥❝❡3♥❛♥/ ❧❛ /❡♠♣*3❛/✉3❡ ✭❘✐/③✱ ✶✾✽✾✮ 7✉❡ ❧❛ ❞❛/❛/✐♦♥

✭Q❛33❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✹✮✳

❇✐❡♥ 7✉✬❛②❛♥/ */* ❝♦♥5/3✉✐/ ♣♦✉3 ❞❡5 *❝♦✉❧❡♠❡♥/5 *❧♦✐❣♥*5 ❞❡5 ❧✐❣♥❡5 ❞❡ ♣❛3/❛❣❡✱ ❝❡ /②♣❡ ❞❡

♣3♦✜❧ ❛ ❛✉55✐ */* ✉/✐❧✐5* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡5 ❞:♠❡5✱ 7✉❡ ❝❡ 5♦✐/ ; ❉:♠❡ ❋✉❥✐ ♦✉ ; ❉:♠❡ ❈ ✭❍♦♥❞♦❤

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ Q❛33❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✮✳ ❆✉ ❞:♠❡✱ ❧❛ 5②♠*/3✐❡ 3❡♥❞ ❧✬*❝♦✉❧❡♠❡♥/ ✉♥✐❞✐3❡❝/✐♦♥♥❡❧✱ ❡/

✐❧ ❡5/ /3&5 ♣3❛/✐7✉❡ ❞✬❡♥ 3❡♥❞3❡ ❝♦♠♣/❡ ♣❛3 ✉♥ ♣3♦✜❧ ✈❡3/✐❝❛❧ ❞❡ ✈✐/❡55❡✳ ■❧ ❢❛✉/ ❛❧♦35 ♣❡3♠❡//3❡

❛✉ ♣❛3❛♠&/3❡ p ❞❡ ♣3❡♥❞3❡ ❞❡5 ✈❛❧❡✉35 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉5 ♣❡/✐/❡5 7✉❡ ❝❡❧❧❡5 ♣3*✈✉❡5 ♣❛3 ▲❧✐❜♦✉/3②

✭✶✾✼✾✮✱ ♣❛3 ❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸ ; ❉:♠❡ ❈ ✭Q❛33❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✮✳ ❯♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉3 ❛✉ ❞:♠❡ /3❛❞✉✐/

❧❛ ♠♦✐♥5 ❣3❛♥❞❡ ❝♦♠♣3❡55✐❜✐❧✐/* ✈❡3/✐❝❛❧❡ ❞❡5 ❝♦✉❝❤❡5✱ ❝❡ 7✉✐ 5❡3❛✐/ ♣♦/❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ❧❡ 5✐❣♥❡

❞✬✉♥ ❡✛❡/ ❞❡ ❘❛②♠♦♥❞✱ ♠d♠❡ 5✐ ❧❡ 3*5✉❧/❛/ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡5/ ♣❛5 ✈✐5✐❜❧❡ %!&✐❝!♦ %❡♥%✉ ❞❛♥5 ❧❡5

3❛❞❛3❣3❛♠♠❡5✳ ▼❛/❤*♠❛/✐7✉❡♠❡♥/✱ p ♣❡✉/ ✈❛3✐❡3 ❡♥/3❡ −1 ❡/ +∞✱ ♠❛✐5 ❝♦♥❝3&/❡♠❡♥/ ❧❡ ♣3♦✜❧

❞❡ ✈✐/❡55❡ ❡5/ ♣❡✉ ❛✛❡❝/* ❛✉✲❞❡❧; ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ❞❡ ✶✵ ; ✶✺✳

▲❛ ✜❣✉3❡ ✶✳✶✹ ♠♦♥/3❡ ❞✐✛*3❡♥/❡5 ❢♦3♠❡5 ❞❡ ♣3♦✜❧5 ❞❡ ✈✐/❡55❡5 ❤♦3✐③♦♥/❛❧❡ ❡/ ✈❡3/✐❝❛❧❡✳ ■❧ ❡5/



✹✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

❝❧❛✐& -✉❡ ♣❧✉, ❧❡ ♣&♦✜❧ ❞❡ ✈✐%❡,,❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡ ❡,% ♥♦♥ ❧✐♥+❛✐&❡ ✭❞+❢♦&♠❛%✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥%&+❡ ❞❛♥, ❧❡,

❝♦✉❝❤❡, ❜❛,❛❧❡,✮✱ ♣❧✉, ❧❡ ♣&♦✜❧ ❞❡ ✈✐%❡,,❡ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ❡,% ❧✐♥+❛✐&❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♣♦✉& ✉♥❡ ♠?♠❡ ✈✐%❡,,❡

❞❡ ❜✐❧❛♥✱ ♣❧✉, ❧❛ ✈✐%❡,,❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ❡,% ♣❡%✐%❡✱ ♣❧✉, ❧❛ ✈✐%❡,,❡ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡♥

,✉&❢❛❝❡ ❡,% ❣&❛♥❞❡✱ ♣❛& ❝♦♥,❡&✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛,,❡✳ ❖♥ ✈❡&&❛ -✉❡ ❝❡% ❡✛❡% ,❡&❛ ♠❛♥✐❢❡,%❡ ❞❛♥, ❧❡

❝❛, ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥✐,♦%&♦♣❡✱ ❜✐❡♥ -✉❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ♣&♦✜❧ ❛✐% +%+ ❞+&✐✈+ ♣♦✉& ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✐,♦%&♦♣❡✳

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Normalized horizontal velocity u

x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N
o
r
m
a
l
i
z
e
d
d
e
p
t
h
ζ

0

1

2.5

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Normalized vertical velocity u

ζ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N
o
r
m
a
l
i
z
e
d
d
e
p
t
h
ζ

−2

−1

−0.5

0

1

2.5

10

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ $%♦✜❧) )②♥,❤.,✐0✉❡) ❞❡ ✈✐,❡))❡) ❤♦%✐③♦♥,❛❧❡ ❡, ✈❡%,✐❝❛❧❡✱ ♣♦✉% ❞✐✛.%❡♥,❡) ✈❛❧❡✉%)

❞❡ p✳ ❇❧❡✉ ✿ ♣%♦✜❧ ❞❡ ▲❧✐❜♦✉,%② ✭✶✾✼✾✮✳ ❘♦✉❣❡ ✿ ♣%♦✜❧ ❞❡ ❇♦❧③❛♥ ✭✶✾✽✺✮✳ ◆♦✐% ✿ ❝❛) ❧✐♠✐,❡

❝♦%%❡)♣♦♥❞❛♥, I p = 0✳ ▲❡ ♣%♦✜❧ ❞❡ ❇♦❧③❛♥ ❡), ❜✐❡♥ ❛❞❛♣,. ❛✉ ❞J♠❡✱ ♦K ❧❛ ✈✐,❡))❡ ❤♦%✐③♦♥,❛❧❡

♣%.)❡♥,❡ ✉♥❡ )✐♥❣✉❧❛%✐,. ✭ux = 0✮✳

❊♥ ❞.✜♥✐,✐✈❡✱ ❧❡ ♣%♦✜❧ ✐♥,%♦❞✉✐, ♣❛% ▲❧✐❜♦✉,%② ✭✶✾✼✾✮✱ ❝♦♥M✉ ♣♦✉% ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✐)♦,%♦♣❡✱ ),❛,✐♦♥✲

♥❛✐%❡✱ ❧♦✐♥ ❞❡) ❧✐❣♥❡) ❞❡ ♣❛%,❛❣❡✱ ❛ .,. ❡, )❡%❛ ✉,✐❧✐). ♣♦✉% ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣❛%❢♦✐) ❛♥✐)♦,%♦♣❡✱ ♥♦♥

),❛,✐♦♥♥❛✐%❡ ❡, ♣%P) ❞❡) ❞J♠❡)✳ ▲❛ %❛✐)♦♥ ❡♥ ❡), 0✉❡ ❝❡) ♣%♦✜❧) ♣❡%♠❡,,❡♥, ❞❡ ❞♦♥♥❡% ✉♥❡ %❡✲

♣%.)❡♥,❛,✐♦♥ ♠.❝❛♥✐0✉❡♠❡♥, %.❛❧✐),❡ ❞❡) ✈✐,❡))❡)✱ )❛♥) ❞❡✈♦✐% %.)♦✉❞%❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) .0✉❛,✐♦♥)

❞❡ ❙,♦❦❡)✱ ❝❡ 0✉✐ %❡0✉✐❡%, ❞❡ ❝♦♥♥❛T,%❡ ❧❡) ❝♦♥❞✐,✐♦♥) ❧✐♠✐,❡) ❧❛,.%❛❧❡)✱ ❧❡ )♦❝❧❡✱ ❧❛ )✉%❢❛❝❡ ❡, ❧❛

,❡♠♣.%❛,✉%❡✳ ❚♦✉,❡❢♦✐)✱ ♦♥ )✬❡✛♦%❝❡%❛ ❛✉ ❝❤❛♣✐,%❡ ✺ ❞✬.✈❛❧✉❡% ❧❡) ❝♦♥❞✐,✐♦♥) ❞❛♥) ❧❡)0✉❡❧❧❡) ❝❡

♥♦♥✲%❡)♣❡❝, ❞❡) ❤②♣♦,❤P)❡) %❡),❡ ❥✉),✐✜.✳ $♦✉% ❝♦♠♣❧.,❡% ❝❡,,❡ ❛♣♣%♦❝❤❡✱ ♦♥ )❛✐, 0✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛%,❛❣❡ ❧❡) ♣%♦✜❧) ❞❡ ✈✐,❡))❡ ✈❡%,✐❝❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥, ♣❧✉) ♣❛%❛❜♦❧✐0✉❡) ✭❘❛②♠♦♥❞✱

✶✾✽✸✮✳ ■❧ ❡), ❞♦♥❝ ♣♦))✐❜❧❡ ❞✬❡♥ %❡♥❞%❡ ❝♦♠♣,❡ I ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❢♦%♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

✭❇♦❧③❛♥✱ ✶✾✽✺✮✳ $❛% ♠❡)✉%❡ ❞❡ ❝♦♥,✐♥✉✐,. ❛✈❡❝ ❧❡ ♣%♦✜❧ ❞❡ ▲❧✐❜♦✉,%②✱ ♦♥ ❞.✜♥✐%❛ ✐❝✐ ❧❡ ♣❛%❛♠P,%❡

♠✐) ❡♥ ❡①♣♦)❛♥, ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣♣♦). ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣%✐) ♣❛% ❇♦❧③❛♥ ✭✶✾✽✺✮ ✿

ω(ζ) = (1− ζ)2−p
✭✶✳✶✽✮

❆✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❢♦%♠❡ ❛✐♥)✐ ❞.✜♥✐❡✱ ❧❡ ♣❛%❛♠P,%❡ p ♣%❡♥❞%❛ ❞❡) ✈❛❧❡✉%) ♥.❣❛,✐✈❡) ♦✉ ♥✉❧❧❡)✳

$♦✉% p = 0✱ ❧❡) ♣%♦✜❧) ❞❡ ▲❧✐❜♦✉,%② ❡, ❞❡ ❇♦❧③❛♥ )♦♥, ✐❞❡♥,✐0✉❡) ✭✜❣✳ ✶✳✶✹✮✳ ▲♦%) ❞❡ ❧❛ %.)♦❧✉,✐♦♥

❞✬✉♥ ♣%♦❜❧P♠❡ ✐♥✈❡%)❡ ♠❡,,❛♥, ❡♥ ❥❡✉ ❧✬❡①♣❧♦%❛,✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠P,%❡ p✱ ✐❧ )❡%❛ ♣♦))✐❜❧❡ ❞✬✉,✐❧✐)❡% ❧❡)

♣%♦✜❧) ❞❡ ▲❧✐❜♦✉,%② ❡, ❇♦❧③❛♥ )❡❧♦♥ 0✉❡ ❧❡) ✈❛❧❡✉%) ❞❡ p )❡%♦♥, ♣♦)✐,✐✈❡) ♦✉ ♥.❣❛,✐✈❡) ✭❝❤❛♣✐,%❡ ✻✮✱

❡, ❝❡✱ )❛♥) 0✉✬❛✉❝✉♥❡ ❜♦%♥❡ ♥❡ ✈✐❡♥♥❡ ❡♥,%❛✈❡% ❧✬❡①♣❧♦%❛,✐♦♥✳



✶✳✽✳ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ ♠♦❞.❧❡% ❞✬$❝♦✉❧❡♠❡♥( ✸❉ ✹✾

✶✳✽ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ ♠♦❞.❧❡% ❞✬$❝♦✉❧❡♠❡♥( ✸❉

❉❡% %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ❞✬$❝♦✉❧❡♠❡♥( ✸❉ ❝♦♥%✐❞$5❛♥( ❞❡% 5$❣✐♦♥% 5❡%(5❡✐♥(❡% ♦♥( $($ ♠❡♥$❡% %✉5 ❞❡✉①

5$❣✐♦♥% ❞❡ ❞8♠❡✱ : ❉8♠❡ ❋✉❥✐ ✭❙❡❞❞✐❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❡( ❉8♠❡ ❆ ✭❙✉♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❞❡%

❝❡% $(✉❞❡% $(❛✐( ❞✬$✈❛❧✉❡5 ❧❛ ♣♦%%✐❜✐❧✐($ ❞❡ 5❡(5♦✉✈❡5 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❛♥% ❝❡% 5$❣✐♦♥%✱ ❞❡

❝♦♠♣❛5❡5 ✐%♦❝❤5♦♥❡% ♦❜%❡5✈$❡% ❡( ♠♦❞$❧✐%$❡%✱ ❡( ❞✬$(✉❞✐❡5 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠$❝❛♥✐L✉❡ ❛♥✐%♦(5♦♣❡

❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ %✉5 ❧❛ %(5✉❝(✉5❡ ✈❡5(✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬M❣❡✳ N❧✉%✐❡✉5% $❧$♠❡♥(% ✐♠♣♦5(❛♥(% %♦♥( ♠✐% ❡♥ ✈❛❧❡✉5

❞❛♥% ❝❡% $(✉❞❡% ✿

✖ ❉✐%♣♦%❡5 ❞✬✐%♦❝❤5♦♥❡% ♣♦✉5 ❝♦♥(5❛✐♥❞5❡ ❧✬M❣❡ ❛✉ %♦❝❧❡ ♥✬❡%( ❡✛❡❝(✐❢ L✉❡ %✐ ❡❧❧❡% %♦♥( %✉❢✲

✜%❛♠♠❡♥( ♣5♦❢♦♥❞❡% ❀ : ❉8♠❡ ❆ %❡✉❧ ❧✬M❣❡ ❞✉ ♣5❡♠✐❡5 (✐❡5% ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡%(

❝♦♥♥✉✱ ❡( ✐❧ ❞$♣❡♥❞ %✉5(♦✉( ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛(✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡✳ ❈❡((❡ ✐♥❢♦5♠❛(✐♦♥ ❡%( %❛♥% ❡✛❡(

♣♦✉5 ❝♦♥(5❛✐♥❞5❡ ❧✬M❣❡ ❜❛%❛❧✱ L✉✐ ❞$♣❡♥❞ %✉5(♦✉( ❞❡ ❧❛ ❢✉%✐♦♥ ❜❛%❛❧❡ ❡( ❞❡ ❧✬❛♠✐♥❝✐%%❡♠❡♥(

❜❛%❛❧✳

✖ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜5✐L✉❡ ❡%( ♣♦(❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❛✉%%✐ ✐♠♣♦5(❛♥(❡ L✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉① ❣$♦(❤❡5✲

♠✐L✉❡✱ ❡♥ ❝❡ %❡♥% L✉✬❡❧❧❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ✈✐(❡%%❡ ❞✬❛❞✈❡❝(✐♦♥ ✈❡5(✐❝❛❧❡✱ L✉✐ ❝♦♥(58❧❡ : ❧❛ ❢♦✐% ❧❛

(❡♠♣$5❛(✉5❡ ❜❛%❛❧❡ ❡( ❧❡ ♣5♦✜❧ ❞✬M❣❡✳

✖ ▲✬❛❞✈❡❝(✐♦♥ ✈❡5(✐❝❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥✐%♦(5♦♣❡ ❡%( ♣❧✉% $❧❡✈$❡ L✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐%♦(5♦♣❡✱

❡( ❧✬M❣❡ ❜❛%❛❧ ❝❛❧❝✉❧$ ❡%( 5❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( ♠♦✐♥% $❧❡✈$ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥✐%♦(5♦♣❡ L✉❡

❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐%♦(5♦♣❡ ✭✜❣✳ ✶✳✶✺✮✳ ❈❡( ❡✛❡( ❛✈❛✐( $❣❛❧❡♠❡♥( $($ ♠♦♥(5$ ♣❛5 ▼❛♥❣❡♥❡② ❡! ❛❧✳

✭✶✾✾✼✮ %✉5 ❧❡% ❜♦%%❡% ❞✉ %♦❝❧❡✱ ❛❧♦5% L✉❡ ❧❡% ❝5❡✉① ♣❡✉✈❡♥( ❛❝❝✉❡✐❧❧✐5 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥✐%♦(5♦♣❡

%(❛❣♥❛♥(❡✳

▲✬M❣❡ ❡%( ❡✛❡❝(✐✈❡♠❡♥( ✐♥✢✉❡♥❝$ ♣❛5 ❧✬❛♥✐%♦(5♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ ❝❛5 ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❢❛✈♦5✐%❡ ❧❛ ❞$❢♦5♠❛(✐♦♥

❡♥ ❝✐%❛✐❧❧❡♠❡♥(✱ L✉✐ ♥❡ ♣❡5♠❡( ♣❛% : ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ %✬❛♠✐♥❝✐5 ❞✐5❡❝(❡♠❡♥( ✭✜❣✳ ✶✳✽✱ ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❆✉

❝♦♥(5❛✐5❡ ♠[♠❡✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝✐%❛✐❧❧$❡✱ ❞♦♥( ❧❡% ❛①❡% c (❡♥❞❡♥( : %✬♦5✐❡♥(❡5 ✈❡5(✐❝❛❧❡♠❡♥(✱ ❡♥ ❞❡✈✐❡♥(

♠♦✐♥% ❝♦♠♣5❡%%✐❜❧❡ ♣♦✉5 ✉♥❡ ♠[♠❡ ❝♦♥(5❛✐♥(❡ ✈❡5(✐❝❛❧❡ ✭❇✉❞❞ ❡( ❏❛❝❦❛✱ ✶✾✽✾✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛5❛✐%♦♥ ❞❡% ♣5♦✜❧% ❞✬M❣❡ ✐%♦(5♦♣❡% ❡( ❛♥✐%♦(5♦♣❡% : ❉8♠❡ ❋✳ ❚✐5$ ❞❡ ❙❡❞❞✐❦

❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳



✺✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ❈❛&❛❝%+&✐,%✐-✉❡, ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

❇✐❡♥ -✉❡ ❧❛ ♣&+,❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ,✉& ❧❡, ❞❡✉① ,✐%❡, ❞❡ ❉7♠❡ ❋✉❥✐ ❡% ❉7♠❡ ❆ ♥❡ ,♦✐% ♣❛,

❡①❝❧✉❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡, ❞❡✉① +%✉❞❡, ♥❡ ❞+♠♦♥%&❡ ❢♦&♠❡❧❧❡♠❡♥% -✉✬❡❧❧❡ ,♦✐% ♣&♦❜❛❜❧❡✱ ♣♦✉& ❧❛ ,✐♠♣❧❡

&❛✐,♦♥ -✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ✢✉① ❣+♦%❤❡&♠✐-✉❡ &❡,%❡ ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉& ✈&❛✐,❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦&❞

❛✈❡❝ ❧❡, ❡,%✐♠❛%✐♦♥, ❢❛✐%❡, C ❧✬+❝❤❡❧❧❡ ❝♦♥%✐♥❡♥%❛❧❡ ✭✈♦✐& ➓✸✮✱ ❡,% ,✐♠♣❧❡♠❡♥% ♣&❡,❝&✐%❡✱ ♠❛✐, -✉✐

♥✬❡,% ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ♦❜,❡&✈❛%✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢✉,✐♦♥ ❜❛,❛❧❡ ❡,% ✉♥ ♠+❝❛♥✐,♠❡ C ,❡✉✐❧✱

✐❧ ,✉✣% ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ❣+♦%❤❡&♠✐-✉❡ ♣♦✉& ❢❛✐&❡ ✈❛&✐❡& ❞❡ ❢❛I♦♥ ✐♠♣♦&%❛♥%❡ ❧✬J❣❡

❜❛,❛❧✳ ❖& ,✉& ❧❡, ❞✐,%❛♥❝❡, ❝♦♥,✐❞+&+❡,✱ ✐❧ ♣❡✉% ♣♦%❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ✈❛&✐❡& ❞❡ -✉❡❧-✉❡, ❞✐③❛✐♥❡, ❞❡

♠❲♠

−2
✳ N♦✉& ❉7♠❡ ❈✱ ❞❡✉① ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡, ❞✐✣❝✉❧%+, ❞❡✈&♦♥% O%&❡ ❧❡✈+❡, ♣❛& &❛♣♣♦&% C ❝❡, +%✉❞❡,

❡✛❡❝%✉+❡, C ❉7♠❡ ❋✉❥✐ ❡% ❉7♠❡ ❆ ✿ ❞✐,♣♦,❡& ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡, ,✉& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ✢✉① ❣+♦%❤❡&♠✐-✉❡✱ ❡%

❞✐,♣♦,❡& ❞✬✐,♦❝❤&♦♥❡, ,✉✣,❛♠♠❡♥% ♣&♦❢♦♥❞❡,✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ,✉✐✈❛♥% ♣&+,❡♥%❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡,

♠❡,✉&❡, ❡✛❡❝%✉+❡, ❞❛♥, ❧❛ &+❣✐♦♥ ❞❡ ❉7♠❡ ❈✱ -✉✐ ♣❡&♠❡%%&♦♥% ❡♥,✉✐%❡ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥❞&❡ ❞✐✛+&❡♥%,

♠♦❞S❧❡,✱ ♠+❝❛♥✐-✉❡, ❡% %❤❡&♠✐-✉❡,✳
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#()*❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①♣❧♦(❛-✐♦♥

▲❡ ❞#♠❡ ❈ ❡&' &✐'✉* &✉+ ❧❡ ♣❧❛'❡❛✉ ❛♥'❛+❝'✐1✉❡ ❡♥ ❆♥'❛+❝'✐1✉❡ ❞❡ ❧✬❊&' ✭✼✺

◦
✵✻✬ ❙ ✲ ✶✷✸

◦
✷✵✬ ❊✮✱

❡' ❝✉❧♠✐♥❡ A ✸✷✸✸ ♠ ✭❚❛❜❛❝❝♦ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ▲❛ '❡♠♣*+❛'✉+❡ ♠♦②❡♥♥❡ ② ❡&' ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ −50 ◦
❈✱

❡' ❧❛ '❡♠♣*+❛'✉+❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥✬❛''❡✐♥' ❥❛♠❛✐& 0 ◦
❈✱ ❝❡ 1✉✐ ✐♠♣❧✐1✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❜&❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥'❡ ❡♥

&✉+❢❛❝❡✱ ♠L♠❡ ❡♥ *'* ✭❲❡♥❞❧❡+ ❡' ❑♦❞❛♠❛✱ ✶✾✽✹✮✳ ▲❡ &✐'❡ ❛ ❢❛✐' ❧✬♦❜❥❡' ❞❛♥& ❧❡& ❛♥♥*❡& ✷✵✵✵ ❞❡

❞❡✉① ❢♦+❛❣❡& ❞✉ ❝♦♥&♦+'✐✉♠ ❊Q■❈❆✱ ❞♦♥' ❧✬✉♥ ❛ ♣❡+♠✐& ❞❡ +❡♠♦♥'❡+ ✽✵✵ ✵✵✵ ❛♥& ❞❛♥& ❧❡ ♣❛&&*✳

❉❛♥& ❧❡ ❝❛❞+❡ ❞❡ ❧❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ '+U& ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❧❡& ❛✈❛♥'❛❣❡& 1✉❡ ♣+*&❡♥'❡ ❧❛ +*❣✐♦♥ ❞❡

❉#♠❡ ❈ &♦♥' ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉+& ♦+❞+❡& ✿

✶✳ ■❧ &✬❛❣✐' ❞✬✉♥ ❞#♠❡✱ '♦♣♦❣+❛♣❤✐❡ ♣+♦♣✐❝❡ A ✉♥❡ ❞❛'❛'✐♦♥ ♣❧✉& ❢❛❝✐❧❡ ✭❢❛✐❜❧❡ ✈✐'❡&&❡ ❞❡ ❧❛

❣❧❛❝❡✱ ♣❡✉ ❞❡ ♣❡+'✉+❜❛'✐♦♥&✮✳

✷✳ ▲❛ ♣+*&❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛&❡ ❢+❛♥❝♦✲✐'❛❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❈♦♥❝♦+❞✐❛ ❡&' ✉♥ ❛'♦✉' ❧♦❣✐&'✐1✉❡ ♣+✐♠♦+❞✐❛❧

❧♦+&1✉✬✐❧ &✬❛❣✐+❛ ❞❡ ♣+♦❝*❞❡+ ❛✉ ❢♦+❛❣❡✳ ■❧ ❡&' ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧❡+ ❡' +❡✈❡♥✐+ A ❧❛ ❜❛&❡ ❡♥ ✉♥❡

❥♦✉+♥*❡ ❞❛♥& ✉♥ +❛②♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡'✐'❡ ❝❡♥'❛✐♥❡ ❞❡ ❦✐❧♦♠U'+❡& ✭❏✳ ❈❤❛♣♣❡❧❧❛③✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥

♣❡+&♦♥♥❡❧❧❡✮✳

✸✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡&' &✉✣&❛♠♠❡♥' ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉+ ♣❡+♠❡''+❡ ❧❛ ❝♦♥&❡+✈❛'✐♦♥ ❞❡ ❣❧❛❝❡

❞❡ ♣❧✉& ❞✬✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥*❡&✳

✹✳ ❉❛♥& ✉♥ +❛②♦♥ ❞❡ 1✉❡❧1✉❡& ❞✐③❛✐♥❡& ❞❡ ❦✐❧♦♠U'+❡&✱ ✐❧ ❡&' ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬② '+♦✉✈❡+ ✉♥❡ *♣❛✐&&❡✉+

❞❡ ❣❧❛❝❡ +❛✐&♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥' ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉+ *✈✐'❡+ ❧❛ ❢✉&✐♦♥ ❜❛&❛❧❡ ✭Q❛''②♥✱ ✷✵✶✵✮✳

✺✳ ❉❡ ♥♦♠❜+❡✉&❡& ❞♦♥♥*❡& ❞✬♦❜&❡+✈❛'✐♦♥ &♦♥' ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡& ❡' 1✉✐ ♣❡+♠❡''+♦♥' ❞❡ ❝♦♥'+❛✐♥❞+❡

♥♦'+❡ ♠♦❞U❧❡ ❞✬*❝♦✉❧❡♠❡♥' ✿ ✈✐'❡&&❡ ❡♥ &✉+❢❛❝❡✱ '♦♣♦❣+❛♣❤✐❡ ❞❡ &✉+❢❛❝❡✱ +❡❧✐❡❢ ❞✉ &♦❝❧❡ ❡'

*♣❛✐&&❡✉+ ❞❡ ❣❧❛❝❡✱ ❤♦+✐③♦♥& ❡' *❝❤♦& +❛❞❛+ +*✈*❧❛♥' ❧❡& ❝♦✉❝❤❡& ✐&♦❝❤+♦♥❡& ❡' ❧✬*'❛' ❞❡ ❧❛

❣❧❛❝❡ ❛✉ &♦❝❧❡✳

✻✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝❛+♦''❡ ❊Q■❈❆ ❛ ❢♦✉+♥✐ ✉♥❡ ♠❡&✉+❡ ❞❡ ❧✬]❣❡ ♣+U& ❞✉ &♦❝❧❡✱ ❞❡& ♠❡&✉+❡& ❞❡ ❧❛

❢❛❜+✐1✉❡ ❡' ❞✉ ♣+♦✜❧ ❞❡ '❡♠♣*+❛'✉+❡✳

❖♥ ♣+*&❡♥'❡ ❝✐✲❛♣+U& ❧❡& ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡& ❝❛+❛❝'*+✐&'✐1✉❡& ❞❡ ❧❛ +*❣✐♦♥ ❞❡ ❉#♠❡ ❈✱ '❛♥' '♦♣♦❣+❛♣❤✐1✉❡&

1✉❡ ❣*♦♣❤②&✐1✉❡&✱ 1✉✐ &❡+♦♥' ✉'✐❧❡& A ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ &✐'❡ ❞❡ ❢♦+❛❣❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳

✺✶



✺✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ *&+,❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①♣❧♦&❛%✐♦♥

❚♦♣♦♥②♠✐❡ ✉)✐❧✐+,❡ ▲❡, ♦❜❥❡%, %♦♣♦❣&❛♣❤✐8✉❡, ♦✉ ♦&♦❣&❛♣❤✐8✉❡, 8✉✐ ,♦♥% ✐❝✐ ♦❜,❡&✈+, ♥✬♦♥%

❡♥ ❣+♥+&❛❧ ♣❛, &❡<✉ ❞❡ ❞+♥♦♠✐♥❛%✐♦♥ ♦✣❝✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉, ✉%✐❧✐,❡&♦♥, ❞❛♥, ❝❡% ♦✉✈&❛❣❡ ❧❡, ❞+♥♦♠✐♥❛✲

%✐♦♥, ❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥% A ❧✬✉,❛❣❡ 8✉❡ ♥♦✉, ❡♥ ❛✈♦♥, ❡✉ ❛✉ 8✉♦%✐❞✐❡♥✱ ❡♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ✿

✖ ❧❡, &❡❧✐❡❢, ❞✉ ,♦❝❧❡ ❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥% A ❞❡, ,✐%❡, ♣♦%❡♥%✐❡❧, ❞❡ ❢♦&❛❣❡ ♦♥% +%+ ♥♦♠♠+, ♣❛&

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉%+ ✓ ❜❧♦❜, ✔✱ ,✉✐✈✐, ❞✬✉♥❡ ❧❡%%&❡✱ ✐♥❞✐8✉+❡ A ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✱ ❞&♦✐%❡✳ ▲❡ ,✐%❡

♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❡,% ,✐%✉+ ,✉& ❧❡ ❜❧♦❜❆ ✭,✉❞✲♦✉❡,% ❞❡ ❉M♠❡❈✮✱ ❧❡ ,✐%❡ ,❡❝♦♥❞❛✐&❡ ❡,% ❧❡ ❜❧♦❜ ❇

✭❡,% ❞❡ ❉M♠❡❈✮✳

✖ ▲✬❡①%&+♠✐%+ ,✉❞✲♦✉❡,% ❞✉ ❞M♠❡✱ ,✉&♣❧♦♠❜❛♥% ❧❡ ❜❧♦❜ ❆✱ ♣&+,❡♥%❡ ✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❞❡ ♣❡%✐%

❞M♠❡✱ 8✉❡ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ,✐♠♣❧❡♠❡♥% ❛♣♣❡❧+ ✓ *❡%✐% ❉M♠❡❈ ✔✳

✷✳✶ ❆❝❝✉♠✉❧❛)✐♦♥

▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❞❡, ❝&✐%P&❡, ♣♦✉& 8✉✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ %&P, ❛♥❝✐❡♥♥❡ ,♦✐% ❝♦♥,❡&✈+❡ ❡,% 8✉❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ,♦✐%

%&P, ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣&+,❡♥%❡ ❝✐✲❛♣&P, ❧❡, ♠❡,✉&❡, ♣&+,❡♥%❡, ❡% ♣❛,,+❡, ❞❡ ❝❡%%❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥✳

✷✳✶✳✶ ❆❝❝✉♠✉❧❛)✐♦♥ ❝♦♥)❡♠♣♦/❛✐♥❡

❙✐%✉+ ❛✉ ❝S✉& ❞✉ ♣❧❛%❡❛✉ ❛♥%❛&❝%✐8✉❡✱ ❉M♠❡ ❈ ❡,% ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❞+♣M% ❡% ❧✬❛❝✲

❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛❝%✉❡❧❧❡♠❡♥% ♠❡,✉&+❡

✶

❡,% ❝♦♠♣&✐,❡ ❡♥%&❡ ✷✳✼ ❡% ✸✳✶ ❝♠❛

✲✶

✭❋&❡③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀

❯&❜✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♣&+,❡♥%❡ ✉♥ ❣&❛❞✐❡♥% ❞✉ ,✉❞ ❛✉ ♥♦&❞ ❞✉ ❞M♠❡ ❀ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡

❞❡ ✵✳✵✵✷±✵✳✵✵✶ ❝♠❛✲✶ ❦♠✲✶

❞✉ ,✉❞ A ❧❛ ❜❛,❡ ❞❡ ❈♦♥❝♦&❞✐❛✱ ❡% ❞❡ ✵✳✵✵✽± ✵✳✵✵✶ ❝♠❛✲✶ ❦♠✲✶

❞❡

❈♦♥❝♦&❞✐❛ ✈❡&, ❧❡ ♥♦&❞✳ ❈❡%%❡ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%+ ,♣❛%✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❞+♣❡♥❞ ❢♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦&✐✲

❣✐♥❡ ❞❡, ♣&+❝✐♣✐%❛%✐♦♥, ♥❡✐❣❡✉,❡, ✭❯&❜✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ❡% ❞❡ ❧✬+❧♦✐❣♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❝M%❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱

❝♦♥♥❛]%&❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛❝%✉❡❧❧❡ ♥✬❡,% ♣❛, ,✉✣,❛♥%❡✱ ❝❛& ♥♦✉, ✈✐✈♦♥, ❛❝%✉❡❧❧❡♠❡♥% ❡♥ ♣+&✐♦❞❡

✐♥%❡&❣❧❛❝✐❛✐&❡✱ 8✉✐ ♥✬❡,% ♣❛, &❡♣&+,❡♥%❛%✐✈❡ ❞✉ ❝❧✐♠❛% ♠♦②❡♥ ❞✉ ❞❡&♥✐❡& ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥+❡,✳

✷✳✶✳✷ ❆❝❝✉♠✉❧❛)✐♦♥ ♣❛001❡

▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♣❛,,+❡ ♣❡✉% _%&❡ ♠❡,✉&+❡ ♣❛& ♠❡,✉&❡ ❞✐&❡❝%❡ ❞❡ ❧✬+♣❛✐,,❡✉& ❞❡, ❝♦✉❝❤❡, ❞❛♥, ❧❡

♥+✈+✱ ❛✐♥,✐ 8✉✬A ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞P❧❡ ❞❡ ❞❡♥,✐✜❝❛%✐♦♥✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ♠♦❞P❧❡ ❞❡ ❞❛%❛%✐♦♥✮✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉✲

❧❛%✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ A ❉M♠❡ ❈ ,✉& ❧❡, ✺✵✵✵ ❞❡&♥✐P&❡, ❛♥♥+❡, ❛ ❛✐♥,✐ +%+ ❡,%✐♠+❡ A ✷✳✼±✵✳✶ ❝♠❛✲✶
✭❋&❡③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ *♦✉& ❞❡, +❝❤❡❧❧❡, ❞❡ %❡♠♣, ♣❧✉, ❧♦♥❣✉❡✱ ❧❡ ❢&❛❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❡♥ ❞❡✉%+&✐✉♠

✭δ❉✮ ❡,% ✉♥ ♣&♦①② ✜❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥✳ ■❧ ❡,% ❝♦&&+❧+ ❛✈❡❝ ❧❛ %❡♠♣+&❛%✉&❡ A ❧❛8✉❡❧❧❡ ,❡ ❢♦&♠❡

❧❡, ♣&+❝✐♣✐%❛%✐♦♥,✱ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❛ 8✉❛♥%✐%+ ❞❡ ✈❛♣❡✉& ❞✬❡❛✉ ❝♦♥%❡♥✉ ❞❛♥, ❧✬❛✐& ❡% ❞♦♥❝ ❧❡ %❛✉① ❞❡

♣&+❝✐♣✐%❛%✐♦♥ ✭❘♦❜✐♥✱ ✶✾✼✼✮✳ ❆✐♥,✐✱ ❧❡, ✈❛&✐❛%✐♦♥, ♣❛,,+❡, ♦♥% +%+ ❡,%✐♠+❡, A ±✶✳✵ ❝♠❛✲✶ ,✉& ❧❡,
❞❡&♥✐❡&, ✹✺ ✵✵✵ ❛♥, ✭❙❝❤✇❛♥❞❡& ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❝❤✉%❡ ❞♦♥❝ ❧✐%%+&❛❧❡♠❡♥% ♣❡♥❞❛♥%

❧❡, ♣+&✐♦❞❡, ❣❧❛❝✐❛✐&❡,✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%+ ❞❡ ❧✬❛✐& A ❡♠♠❛❣❛,✐♥❡& ❞❡ ❧✬❤✉♠✐❞✐%+✳ ▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉& ❧❡, ❞❡&♥✐❡&, ✽✵✵ ✵✵✵ ❛♥, ❛ +%+ +✈❛❧✉+❡ ♣❛& ♠+%❤♦❞❡ ✐♥✈❡&,❡ ,✉& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡

❧❛ ❝❛&♦%%❡ ❊*■❈❆ A ✶✳✾ ❝♠❛

✲✶

✱ ❛❧♦&, 8✉❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❧♦&, ❞✉ ❞❡&♥✐❡& ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧❛❝✐❛✐&❡ ❡,%

❡,%✐♠+❡ A ✶✳✸ ❝♠❛

✲✶

✭*❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✮✳ ❖♥ ✉%✐❧✐,❡&❛ ❞❛♥, ❧❛ ,✉✐%❡ ,♦✐% ✉♥ ❢♦&<❛❣❡ %&❛♥,✐%♦✐&❡

❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥% A ❧✬+✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡, ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥,✱ ,♦✐% ,❛ ♠♦②❡♥♥❡ %❡♠♣♦&❡❧❧❡✳

✶✳ ▲✬✉♥✐'( ✉'✐❧✐*(❡ ♣♦✉. ♣❛.❧❡. ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥ ❡*' ❡♥ ❣(♥(.❛❧ ❧❡ ❦❣♠

✲✷

❛

✲✶

✱ 6✉✬♦♥ '.❛♥*❢♦.♠❡.❛ ❞✐.❡❝'❡♠❡♥' ❡♥

(6✉✐✈❛❧❡♥' ❞✬(♣❛✐**❡✉. ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❬❝♠ ❛

✲✶

❪✱ ♣❛. ❝♦❤(.❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉*❛❣❡ ✉❧'(.✐❡✉.✳
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✺✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ *&+,❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡①♣❧♦&❛%✐♦♥

✷✳✷✳✷ ❙#❛❜✐❧✐#( #❡♠♣♦-❡❧❧❡

▲✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❡,% ❢♦&%❡♠❡♥% ✐♥✢✉❡♥❝+ ♣❛& ❧❛ %♦♣♦❣&❛♣❤✐❡ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡✱ ❛%%❡♥❞✉ <✉❡ ❧❛ ❝♦♥%&❛✐♥%❡

♠♦%&✐❝❡ ❞❛♥, ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞+♣❡♥❞ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♣❡♥%❡ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡✳ ❋♦&❡& > ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✉ ❞@♠❡

✭♣❡♥%❡ ♥✉❧❧❡✱ ♣&♦❜❧B♠❡ ✶❉✮ ♣❡&♠❡% ❞❡ ,✬❛✛&❛♥❝❤✐& ❞❛♥, ✉♥❡ ❝❡&%❛✐♥❡ ♠❡,✉&❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡

❞❡ ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥% ❀ %♦✉%❡❢♦✐, ✐❧ ❡,% ♣&♦❜❛❜❧❡ <✉❡ ❧❡ ❞@♠❡ ,❡ ,♦✐% ❞+♣❧❛❝+ ❛✉ ❝♦✉&, ❞✉ %❡♠♣,✳

 !"✐♦❞❡' "!❝❡♥*❡'

❉❡, ,%❛%✐♦♥, ●*❙ ♣❡&♠❛♥❡♥%❡, ♦♥% +%+ ❞✐,♣♦,+❡, ♣❛& ❧❡, ❣+♦♣❤②,✐❝✐❡♥, ✐%❛❧✐❡♥, ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛

,%❛%✐♦♥ ❈♦♥❝♦&❞✐❛ ❞❡♣✉✐, ✶✾✾✺✳ ❊❧❧❡, ♦♥% ♣❡&♠✐, ❞❡ ♠❡,✉&❡& ❧❡, ✈✐%❡,,❡, ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡, ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ❛✉%♦✉& ❞✉ ❞@♠❡ ❡♥%&❡ ✶✾✾✺ ❡% ✶✾✾✾✱ ♣✉✐, > ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥%&❡ ✷✵✵✾ ❡% ✷✵✶✹✳ ▲❛ ,%&✉❝%✉&❡

,♣❛%✐❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐%❡,,❡ ❡,% ♣❡✉ ♠♦❞✐✜+❡ ❡♥%&❡ ❧❡, ❞❡✉① ♣+&✐♦❞❡,✱ ♣❛& ❝♦♥%&❡ ❧❡ ❞@♠❡

❞②♥❛♠✐<✉❡ ✭♣♦✐♥% ❞❡ ✈✐%❡,,❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡ ♥✉❧❧❡✮ ❛ +%+ ❞+❝❛❧+ ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✶ ❦♠ ❡♥ ❞✐① ❛♥, ✭✜❣✳ ✷✳✷✮✳

▲❛ ❞✐✛+&❡♥❝❡ ❞✬❛❧%✐%✉❞❡ ❞✉ ❞@♠❡ ❧✉✐✲♠T♠❡ ♥✬❡,% <✉❡ ♣❡✉ ,❡♥,✐❜❧❡ ❝@%+ ❙✲❊✱ ♠❛✐, ❡,% ❞❡ ❧✬♦&❞&❡

❞❡ ♣❧✉,✐❡✉&, ❞✐③❛✐♥❡, ❞❡ ❝❡♥%✐♠B%&❡, ❝@%+ ◆✲❖✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❱✐%❡,,❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡ ♠❡,✉&+❡ ♣❛& ●*❙ > ❞❡✉① ♣+&✐♦❞❡, ❞✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ✭♠♠❛

−1
✮✱ ❡%

✈❛&✐❛%✐♦♥, ❞✬❛❧%✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ,✉&❢❛❝❡ ✭♠✮ ❡♥%&❡ ✶✾✾✾ ❡% ✷✵✶✹ ✭❈&+❞✐% ✿ ▼❛,,✐♠♦ ❋&❡③③♦%%✐✱ ❊◆❊❆✮

 !"✐♦❞❡' ❝❧✐♠❛*✐.✉❡'

➚ ❉@♠❡ ❈✱ ❧✬❛❜,❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦,,❡, ❞❡ ❘❛②♠♦♥❞ ✭✈♦✐& ➓✷✳✼✮ ♣♦✉&&❛✐% T%&❡ ❧❡ ,✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❛❜,❡♥❝❡ ❞❡

,%❛❜✐❧✐%+ ❞✉ ❞@♠❡ ❡% ❞❡ ,❡, ♠✐❣&❛%✐♦♥, ♣❛,,+❡,✳ ▲❡, ❞❡✉① ♣&✐♥❝✐♣❛✉① ♠+❝❛♥✐,♠❡, &❡,♣♦♥,❛❜❧❡,

❞❡ ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡, ❞@♠❡, ,♦♥% ❧❛ ♠✐❣&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬+❝❤♦✉❛❣❡ ❞✉❡ > ❧✬+✈♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡, ♠❡&,✱ ❡% ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥ ❞✉ ♣❛%%❡&♥ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ✭❘✐%③ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳

❈♦♠♠❡ ✈✉ ♣&+❝+❞❡♠♠❡♥%✱ ❧❛ ❝❛❧♦%%❡ ❣❧❛❝✐❛✐&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬+♣❛✐,,❡✉& ❛✉ ❝♦✉&, ❞❡, ♣+&✐♦❞❡, ❝❧✐✲

♠❛%✐<✉❡,✱ ❡% ❧❛ ♣♦,✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬+❝❤♦✉❛❣❡ ❡,% ♠♦❞✐✜+❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣&❡♥❞ ❞♦♥❝ <✉❡ ❧❡ ❞@♠❡

♣❡✉% ,❡ &+♦&✐❡♥%❡& ♦✉ ♠✐❣&❡& ,❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦,✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬+❝❤♦✉❛❣❡✱ ❞♦♥❝ ,❡❧♦♥ ❧❡, ♣❡♥%❡,

<✉✐ ♦&✐❡♥%❡♥% ❧❡, ✢✉① ♣&✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❖♥ ♥❡ ❞✐,♣♦,❡ ♣❛, ❞✬✐♥❞✐❝❛%❡✉& ❞✐&❡❝% ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❧✐❣♥❡ ❞✬+❝❤♦✉❛❣❡ ❞❛♥, ❧❡ ♣❛,,+✱ ❡% ❞❡, &+,✉❧%❛%, ❞❡ ♠♦❞+❧✐,❛%✐♦♥ ,♦♥% ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, ,❡✉❧❡♠❡♥% >







✷✳✹✳ ❍②❞&♦❧♦❣✐❡ ,♦✉,✲❣❧❛❝✐❛✐&❡ ✺✼

✷✳✹ ❍②❞&♦❧♦❣✐❡ ,♦✉,✲❣❧❛❝✐❛✐&❡

▲❛ ❣❧❛❝❡ ,✬3❝♦✉❧❡ ,✉&4♦✉4 ❞❡ ❞❡✉① ❢❛7♦♥, ✿ ♣❛& ❞3❢♦&♠❛4✐♦♥ ✈✐,=✉❡✉,❡ ❡4 ♣❛& ❣❧✐,,❡♠❡♥4 ,✉&

❧❡ ,♦❝❧❡✳ ❆✉ ❝❡♥4&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧♦44❡✱ ❧✬3❝♦✉❧❡♠❡♥4 ❡,4 ❞♦♠✐♥3 ♣❛& ❧❛ ❞3❢♦&♠❛4✐♦♥ ✈✐,=✉❡✉,❡✱ ♠❛✐,

❧✬❡✛❡4 ❞✉ ❣❧✐,,❡♠❡♥4 ❡,4 A ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣4❡✱ ❝❛& ✐❧ ❛ 4❡♥❞❛♥❝❡ A ❛❜❛✐,,❡& ❧❡, ✐,♦❝❤&♦♥❡,✱ ❞♦♥❝

A &❛❥❡✉♥✐& ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❜❛,❛❧❡ ✭F❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ F❛& ❝♦♥,3=✉❡♥4✱ ❧❛ ♣&3,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛❝, ,♦✉,✲

❣❧❛❝✐❛✐&❡ ♦✉ ❞✬❡❛✉ A ❧❛ ❜❛,❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧♦44❡ ❡,4 ❛ ♣&✐♦&✐ ♣&3❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ A ❧❛ ❝♦♥,❡&✈❛4✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡,

❛♥❝✐❡♥♥❡,✳

▲❛ ❞34❡❝4✐♦♥ ❞❡, ❧❛❝, ,♦✉,✲❣❧❛❝✐❛✐&❡, ,❡ ❢❛✐4 ♣❛& ♠❡,✉&❡, ❞✬3❝❤♦ &❛❞❛&✳ ❆✉4♦✉& ❞❡ ❉K♠❡ ❈✱ ❝❡,

❧❛❝, ,♦♥4 ♣&3,❡♥4, ❡♥ ❛,,❡③ ❣&❛♥❞ ♥♦♠❜&❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❛44❡,4❡♥4 ❧❡, ❞✐✛3&❡♥4, ✐♥✈❡♥4❛✐&❡, =✉✐ ❡♥

♦♥4 343 ❢❛✐4, ✭❙✐❡❣❡&4 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❀ ❲&✐❣❤4 ❡4 ❙✐❡❣❡&4✱ ✷✵✶✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❧❛ ♣&3,❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉ ❛✉ ,♦❝❧❡

❞❛♥, ❧❛ &3❣✐♦♥ ❡,4 ❛✈3&3❡ ✿ ♥♦♥ ,❡✉❧❡♠❡♥4 ❧✬❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛&♦44❡ ❛ ♠♦♥4&3 =✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉,✐♦♥

❜❛,❛❧❡ A ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✉ ❢♦&❛❣❡ ❊F■❈❆ ✭F❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✮✱ ♠❛✐, ❞❡, ❝❛♠♣❛❣♥❡, &❛❞❛& ♦♥4

&3✈3❧3 ❧❛ ♣&3,❡♥❝❡ ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❞❡ 4&V, ♥♦♠❜&❡✉① ♣♦✐♥4,✱ ❛,,❡③ ❞✐,♣❡&,3, ❛✉4♦✉& ❞✉ ❞K♠❡ ✭❩✐&✐③③♦44✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❈❡44❡ ❞✐,♣❡&,✐♦♥ ✐♥❝✐4❡ ❩✐&✐③③♦44✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ A ♣❧❛✐❞❡& ♣♦✉& ✉♥❡ ③♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥4

❤✉♠✐❞❡ ❛✉ ,♦❝❧❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❙✐❡❣❡&4 ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✺❜✮✱ =✉✐ ♠♦❞3❧✐,❡♥4 ❧✬3♣❛✐,,❡✉& ❞✉ ✜❧♠ ❞✬❡❛✉

❛✉ ,♦❝❧❡ ❣&Y❝❡ ❛✉① ♦❜,❡&✈❛4✐♦♥, &❛❞❛& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ,❛ 4&❛❝❡✳

❈❡&4❛✐♥❡, ③♦♥❡, ❞✉ ,♦❝❧❡ ,❡♠❜❧❡♥4 4♦✉4❡❢♦✐, ❡①❡♠♣4❡, ❞✬❡❛✉ ❞❡ ❢✉,✐♦♥✱ ♥♦4❛♠♠❡♥4 ♣♦✉& ❞❡,

❛❧4✐4✉❞❡, 3❧❡✈3❡, ✭❩✐&✐③③♦44✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ F♦❧❧❛&❞ ❡4 ❉❡❈♦♥4♦✱ ✷✵✶✷✮✳ ❈❡ ♣♦✐♥4 ❡,4 ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐4 =✉❡ ❧❡, 3♣❛✐,,❡✉&, ♣❧✉, ❢❛✐❜❧❡, ❞❡ ❣❧❛❝❡ ,♦✐❡♥4 ❢❛✈♦&❛❜❧❡, ♣♦✉& 3✈✐4❡& ❧❛ ❢✉,✐♦♥ ❜❛,❛❧❡✳

➚ ❧✬✐♥✈❡&,❡✱ ❧❛ 4&❛♥❝❤3❡ ❞❡ ❈♦♥❝♦&❞✐❛ ❡,4 4&V, ❤✉♠✐❞❡ ❡4 ❝♦♥,4✐4✉❡ ✉♥ ❞&❛✐♥ ♣♦✉& ❧✬❡❛✉ ❞❡ ❢✉,✐♦♥

✭&3,❡❛✉ ❤②❞&♦❧♦❣✐=✉❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❘3♠② ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❙✉& ❧❡ ❜❧♦❜ ❆✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛❝, ♣❡&❝❤3, ♦♥4

♠❛❧❤❡✉&❡✉,❡♠❡♥4 343 ❞34❡❝43, ✭❡①❡♠♣❧❡, ✈✐,✐❜❧❡, ❡♥ ✜❣✳ ✷✳✹ ❡4 ✜❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ❚♦✉4❡❢♦✐,✱ ❛✉❝✉♥ ♥✬❡,4

♣❧❛❝3 A ✉♥❡ ❤❛✉4❡✉& ❡❧❧✐♣,♦^❞❛❧❡ ❞3♣❛,,❛♥4 ✹✽✵♠✱ ❝❡ =✉✐ ❧❛✐,,❡ ,✉♣♣♦,❡& ✉♥❡ ❛❜,❡♥❝❡ 4♦4❛❧❡

❞✬❡❛✉ ❞❡ ❢✉,✐♦♥ ❛✉✲❞❡,,✉, ❞❡ ❝❡44❡ ❧✐❣♥❡✱ =✉✐ ❝♦♥,4✐4✉❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐4❡ ✐♥❢3&✐❡✉&❡ A ♥❡ ♣❛, ❞3♣❛,,❡&

❞❛♥, ♥♦4&❡ &❡❝❤❡&❝❤❡✳

❖♥ ♣❡✉4 ,❡ ❞❡♠❛♥❞❡& ♠❛✐♥4❡♥❛♥4 =✉❡❧❧❡ ♣♦✉&&❛✐4 a4&❡ ♣❧✉, ♣&3❝✐,3♠❡♥4 ❧❛ ❝✐&❝✉❧❛4✐♦♥ ❞✬❡❛✉

,♦✉, ❉K♠❡ ❈✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥4✱ ❧❛ ,✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❉K♠❡ ❈ 34❛♥4 ♣&❡,=✉❡ ♣❧❛4❡✱ ❧❡, ✈❛&✐❛4✐♦♥, ❞❡ ♣♦4❡♥4✐❡❧

❤②❞&❛✉❧✐=✉❡ ,♦♥4 ❛,,✐♠✐❧❛❜❧❡, ❛✉① ✈❛&✐❛4✐♦♥, ❞✬❛❧4✐4✉❞❡ ❞✉ ,♦❝❧❡ ✭❩✐&✐③③♦44✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❈❡

❞❡&♥✐❡& ♣♦✐♥4 ❡,4 ❞3✈❡❧♦♣♣3 ♣❧✉, ❡①♣❧✐❝✐4❡♠❡♥4 ❝✐✲❛♣&V,✳

●!❛❞✐❡♥' ❞❡ ♣♦'❡♥'✐❡❧ ❤②❞!❛✉❧✐.✉❡ /♦✉/ ❉1♠❡ ❈ ❙♦✉, ❧❛ ❣❧❛❝❡✱ ❧✬3❝♦✉❧❡♠❡♥4 ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡

❢✉,✐♦♥ ♥✬❡,4 ♣❛, ❧✐❜&❡ ♠❛✐, ❝♦♥4&❛✐♥4 ♣❛& ❧❛ ♣&3,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ =✉✬❡❧❧❡ ,✉♣♣♦&4❡✳ ▲❛ ❞✐&❡❝4✐♦♥

❞❡ ❧✬3❝♦✉❧❡♠❡♥4 ,✉✐4 ❧❡ ❣&❛❞✐❡♥4 ❞✉ ♣♦4❡♥4✐❡❧ ❤②❞&❛✉❧✐=✉❡ φ ✿

φ = pw + ρwgb ✭✷✳✶✮

♦b pw ❡,4 ❧❛ ♣&❡,,✐♦♥ ❞❛♥, ❧✬❡❛✉✱ ρw ,❛ ♠❛,,❡ ✈♦❧✉♠✐=✉❡ ❡4 b ❧✬❛❧4✐4✉❞❡ ❞✉ ,♦❝❧❡✳ ❉K♠❡ ❈ ,❡

4&♦✉✈❛♥4 ❛✉ ❝❡♥4&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧♦44❡ ❛♥4❛&❝4✐=✉❡✱ ❡♥ ❛♠♦♥4 ❞✉ &3,❡❛✉ ❤②❞&♦❧♦❣✐=✉❡✱ ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉

❜❛,❛❧❡ ❡,4 ❧♦❝❛❧❡ ❡4 ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝✐&❝✉❧❡ A ❢❛✐❜❧❡ ✈✐4❡,,❡ ❞❛♥, ❞❡, ❝❛✈✐43, ❜❛,❛❧❡, ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡✣❝❛❝✐43✳

❖♥ ♣❡✉4 ❞♦♥❝ ❡,4✐♠❡& =✉❡ ❧❛ ♣&❡,,✐♦♥ ❞❛♥, ❧✬❡❛✉ ❡,4 ✉♥✐=✉❡♠❡♥4 ❞✉❡ A ❧❛ ♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡
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❧❛ ❝♦♥+2❛✐♥+❡ ♠♦+2✐❝❡ ❞✉❡ M ❧❛ ♣❡♥+❡ ❞❡ 7✉2❢❛❝❡ ❀ ❧✬@❝❛2+ ❡♥+2❡ ❝❡7 ❞❡✉① ❣2❛♥❞❡✉27 ❝♦22❡7♣♦♥❞
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❱❛❧❡✉% ❞✉ ❣❧✐))❡♠❡♥,✳ ▲❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥% ❡,% ✉♥ ♣❛&❛♠8%&❡ 9✉✐ ❞+♣❡♥❞ ❡♥%✐8&❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬+❝❤❡❧❧❡

❞✬❛♥❛❧②,❡ < ❧❛9✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡,% ❞+%❡&♠✐♥+✱ ❝❡&%❛✐♥, ❛✉%❡✉&, ♣❧❛✐❞❛♥% ♣❧✉%>% ♣♦✉& ✉♥❡ ❛❜,❡♥❝❡ ❞❡

❣❧✐,,❡♠❡♥% ✭❙✐❡❣❡&% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❜❀ *♦❧❧❛&❞ ❡% ❉❡❈♦♥%♦✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛❧♦&, 9✉✬♦♥ ❛ ♣♦✉&%❛♥% ♠♦♥%&+ 9✉❡

❧❛ &+❣✐♦♥ ❞❡ ❉>♠❡ ❈ +%❛✐% ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ♣❧✉%>% ❤✉♠✐❞❡ ❛✉ ,♦❝❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ %&❛✈❛✐❧❧❡ < ♣❡%✐%❡

+❝❤❡❧❧❡✱ ,❡✉❧❡, ❧❡, ❡,%✐♠❛%✐♦♥, ❧♦❝❛❧❡, ❞♦✐✈❡♥% I%&❡ ❝♦♥,✐❞+&+❡, ✐❝✐✳ ❯&❜✐♥✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ❡,%✐♠❡♥%
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❛♥♥✉❡❧ ♥✬❡,% ♣❛, ✈✐,✐❜❧❡ ❡♥ %❛♥% 9✉❡ %❡❧ ,✉& ♥♦%&❡ ♣&♦✜❧✱ ♦✉ ❡♥ %♦✉% ❝❛, ✐❧ ♥❡ ,❡ ❞✐,%✐♥❣✉❡ ♣❛, ❞❡

❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉, ❧♦♥❣ %❡&♠❡ ❝❛&❛❝%+&✐,❛♥% ❧❡ ❤❛✉% ❞✉ ❢♦&❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡% ❧❡ ❤❛✉% ❞✉ ♣&♦✜❧ ♣&+,❡♥%❡

✉♥❡ %❡♠♣+&❛%✉&❡ ❞+❝&♦✐,,❛♥%❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&✱ ❧❛ ,✉&❢❛❝❡ +%❛♥% ♣❧✉, ❝❤❛✉❞❡ ❞❡ 0.8❑ 9✉✬<

50♠ ❞❡ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&✳ ❈❡ &+❝❤❛✉✛❡♠❡♥% ❛ ❞♦♥❝ ❡✉ ❧✐❡✉ ♣❡♥❞❛♥% ✉♥❡ ♣+&✐♦❞❡ &+❝❡♥%❡ ❞✬❡♥✈✐&♦♥ ✉♥

,✐8❝❧❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❡,% ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ %❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ 0.1❑ ♣❛& ❞+❝❡♥♥✐❡ &❡❝♦♥,%&✉✐%❡ ❡♥ ❆♥%❛&❝%✐9✉❡

,✉& ❧❡, ❞❡&♥✐❡&, ✼✵ ❛♥, ✭❙%❡✐❣ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
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Projection stéréographique antarctique polaire EPSG:3031 (km)

Données sources : 

 - surface : ICESat (Schutz et al, 2005)

 - socle : Bedmap2 (Fretwell et al, 2013), et campagne OIA 2016 (Young et al, 2017)

Emprise pour l'inversion du flux géothermique (chap. 3), et  le modèle 3D (chap 5)

Ligne d'écoulement le long de la crête (chap. 4).

Zone d'intérêt du modèle 3D (chap. 5)

Zone d'intérêt du modèle 1D (chap. 6 et conclusion)
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&❡❣✐♦♥❛❧ ♠❛♣ ♦❢ %❤❡ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉① ✇❛+ %❤❡♥ ✐♥❢❡&&❡❞ ♦✈❡& ❛ 80 ❦❛×130❦♠ ❛&❡❛✱ ✇✐%❤ ❛ ◆✲❙

❣&❛❞✐❡♥%✱ ❛♥❞ ✇✐%❤ ✈❛❧✉❡+ &❛♥❣✐♥❣ ❢&♦♠ 48 %♦ 60♠❲♠

−2
✳ ❚❤❡ ❢♦&✇❛&❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛+ %❤❡♥ ❡♠✉❧❛%❡❞

❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥✱ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ ❛ %✐♠❡✲❛✈❡&❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ +♣❛%✐❛❧❧② ✈❛&✐❛❜❧❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%

&❛%❡ ♦✈❡& %❤❡ &❡❣✐♦♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ +✉❜&❡❣✐♦♥+ ❛♣♣❡❛& %♦ ❜❡ ❢&❡❡ ♦❢ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢ %❤❡

%❤✐♥ ♦✈❡&❧②✐♥❣ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❛ %❤✐&❞ ♦♥❡✱ ♥♦&%❤ ♦❢ ❉♦♠❡ ❈✱ ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉①✳

✸✳✶✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ♦❧❞❡&' ✐❝❡ *❡&❡❛*❝❤

❇❡%✇❡❡♥ ✶✳✺ ❛♥❞ ✵✳✾ ♠✐❧❧✐♦♥ ②❡❛&+ ❛❣♦✱ %❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡&✐♦❞✐❝✐%② ♦❢ %❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✐♠❛%❡ ❝❤❛♥❣❡❞

❢&♦♠ ✹✶ ❦❛ %♦ ❛❜♦✉% ✶✵✵ ❦❛✱ ❛+ +❤♦✇♥ ❜② %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❛♥❞ +❡❛ ❧❡✈❡❧ ♣&♦①✐❡+ &❡%&✐❡✈❡❞ ✐♥ ♠❛&✐♥❡

+❡❞✐♠❡♥%+ ✭▼✐❞✲P❧❡✐+%♦❝❡♥❡ ❚&❛♥+✐%✐♦♥✱ ▲✐+✐❡❝❦✐ ❡% ❘❛②♠♦✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❝❛✉+❡+ ♦❢ %❤✐+ ♠❛❥♦&

❝❧✐♠❛%❡ %&❛♥+✐%✐♦♥ ❛&❡ +%✐❧❧ ❛ ♠❛%%❡& ♦❢ ❞❡❜❛%❡✱ ❛♥❞ ✐% ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛+✐❡& %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥%

❡①♣❧❛♥❛%✐♦♥+ ♣&♦♣♦+❡❞ ❜② +❡✈❡&❛❧ ❛✉%❤♦&+ ✭❡✳❣✳ ❘❛②♠♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇✐♥%❛♥❥❛ ❡% ❱❛♥ ❞❡ ❲❛❧✱ ✷✵✵✽❀

▼❛&%[♥❡③✲●❛&❝✐❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ■♠❜&✐❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✐❢ ❣&❡❡♥❤♦✉+❡ ❣❛+❡+ ❛♥❞ ♦%❤❡& ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥%❛❧

♣&♦①✐❡+ ♦❢ %❤✐+ ❝❧✐♠❛%✐❝ ♣❡&✐♦❞ ✇❡&❡ ❛♥❛❧②+❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ &❡%&✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ✐❝❡ ❛&❝❤✐✈❡ ❛+ ♦❧❞ ❛+ ✶✳✺♠✐❧❧✐♦♥

②❡❛&+ ✐+ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ❣&❡❛%❡+% ❝❤❛❧❧❡♥❣❡+ ❢❛❝✐♥❣ %❤❡ ✐❝❡ ❝♦&❡ +❝✐❡♥%✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐%② %♦❞❛② ✭❇&♦♦❦

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ❉♦♠❡ ❈ &❡❣✐♦♥ ✭❊❛+% ❆♥%❛&❝%✐❝❛✱ +❡❡ ♠❛♣ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✶✮ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♦❢ ❣&❡❛% ✐♥%❡&❡+% %♦ ♣❛❧❡♦✲

❝❧✐♠❛%❡ +❝✐❡♥%✐+%+ ✐♥ &❡❝❡♥% ❞❡❝❛❞❡+✱ ❛♥❞ %✇♦ ❞❡❡♣ ✐❝❡ ❝♦&❡+ ❤❛✈❡ ❛❧&❡❛❞② ❜❡❡♥ &❡%&✐❡✈❡❞ ✭▲♦&✐✉+

❡! ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❏♦✉③❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ ♦❧❞❡+% ♦♥❡ ❡✈❡& ❞❛%❡❞ ✭✽✵✵ ❦❛✱ ❊❉❈ ✐❝❡ ❝♦&❡✮✳

❚❤❡ &❡❣✐♦♥ ❤❛+ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥%✐✜❡❞ ❛+ ♣♦++✐❜❧② ❤♦+%✐♥❣ ❡✈❡♥ ♦❧❞❡& ✐❝❡ ✭❋✐+❝❤❡& ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀

❱❛♥ ▲✐❡✛❡&✐♥❣❡ ❡% P❛%%②♥✱ ✷✵✶✸✮✳ ❯♥❢♦&%✉♥❛%❡❧②✱ %❤❡+❡ +%✉❞✐❡+ ❧❛❝❦❡❞ ♣&❡❝✐+❡ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ♦♥

%❤❡ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉① ✭●❋✮ ❛% %❤❡ ❜❛+❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡✳ ❚♦ ❡♥+✉&❡ %❤❛% %❤❡ ♣&❡❞✐❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ❛

❢✉%✉&❡ ♦❧❞✲✐❝❡ ❝♦&❡ +✐%❡ ✐+ &❡❧✐❛❜❧❡✱ %❤❡ %❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥+ ❛% %❤❡ ❜❛+❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ♠✉+% ❜❡ ✇❡❧❧

❝♦♥+%&❛✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ +%&♦♥❣❧② ❛✛❡❝%+ %❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ♦❧❞ ✐❝❡ ❜② ❝♦♥%✐✲

♥✉♦✉+❧② &❡♠♦✈✐♥❣ %❤❡ ♦❧❞❡+% ❧❛②❡&+ ✭❘②❜❛❦ ❡% ❍✉②❜&❡❝❤%+✱ ✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❛ ❞♦♠❡ &❡❣✐♦♥✱ %❤❡ ❤❡❛%

❜✉❞❣❡% ♦❢ ✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞+ ♠❛✐♥❧② ♦♥ %❤❡ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛&♠+ %❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ✐❝❡ ❢&♦♠ ❜❡❧♦✇✱

❛♥❞ ♦♥ %❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❛% %❤❡ +✉&❢❛❝❡✳ ❇✉% %❤❡ &❡+✉❧%✐♥❣ ✈❡&%✐❝❛❧ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❣&❛❞✐❡♥% ❛❧+♦

❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++✱ ❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉+❡ %❤❡ ✐❝❡ ❛❝%+ ❛+ ❛♥ ✐♥+✉❧❛%♦&✱ %❤❡ %❤✐❝❦❡& %❤❡ ✐❝❡

❝♦✈❡&✱ %❤❡ ✇❛&♠❡& ✐%+ ❜❛+❡ ✭P❛%%②♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❱❡&%✐❝❛❧ ❝♦❧❞ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ❞✉❡ %♦ ♠♦✈❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ✐❝❡

❛❧+♦ ❛✛❡❝%+ ❜❛+❛❧ %❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥+ ❛♥❞ ♠✉+% ❝♦♥+❡5✉❡♥%❧② ❜❡ %❛❦❡♥ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥%✳ ■%+ ✈❛❧✉❡ ✐+

❧✐♥❦❡❞ %♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡✳ ❙✉&❢❛❝❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡+✱ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡+ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞✐&❡❝%❧② ♠❡❛+✉&❡❞✱ ♦& %❤❡✐& ♣❛+% ✈❛❧✉❡+ &❡❝♦♥+%&✉❝%❡❞✱ +♦ %❤❡ ♣❛&❛♠❡%❡& ❛❜♦✉% ✇❤✐❝❤ %❤❡

❧❡❛+% ✐+ ❦♥♦✇♥ &❡❣❛&❞✐♥❣ ✐%+ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ✐+ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉①✳

■♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ &❡❣✐♦♥✱ +✐❣♥✐✜❝❛♥% +✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ❜❡❞&♦❝❦ ❢❡❛%✉&❡+ ♠❛❦❡ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐♥ ❡♥♦✉❣❤ %♦

❢♦& %❤❡&❡ %♦ ❜❡ ❛ ❝❤❛♥❝❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣&♦%❡❝%❡❞ ❢&♦♠ ♠❡❧%✐♥❣✳ ■♥ %❤❡ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐%②✱ %❤❡+❡

❧♦❝❛%✐♦♥+ ❛&❡ ✇✐❞❡❧② %❤♦✉❣❤% %♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ♦❧❞✲✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡+ ✭✜❣✳ ✸✳✶ ✲ A, B, C ❛♥❞ D✮✳ ■♥ ❛ ❝♦♥%❡①%

♦❢ ❧♦❝❛%✐♥❣ %❤❡ ♦❧❞❡+%✲✐❝❡✱ ♦✉& ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ✇❛+ %♦ ❝♦♥+%&❛✐♥ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞

♦❢ %❤❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡ ❛&♦✉♥❞ ❉♦♠❡ ❈✳ ▲❛%❡&✱ %❤✐+ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉+❡❞ ❛+ ❛ ❜♦✉♥❞❛&②

❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦& ✸❉ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ +✐♠✉❧❛%✐♦♥+✳ ❆+ ✸❉ ♠♦❞❡❧+ &❡5✉✐&❡ ♠❛♥② ✐♥♣✉% ♣❛&❛♠❡%❡&+ ❛♥❞ ❛&❡



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✼✶
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❲❡% ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❞$② ✭❞$②✮ ❜❡❞✱ ❛❞❛♣%❡❞ ❢$♦♠ ❩✐$✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇

-.❛0 -❤♦✇- .❤❡ ❊2■❈❆ ❞0✐❧❧ -✐.❡✱ ❧♦❝❛.❡❞ ❛. ❛ ❞✐-.❛♥❝❡ ♦❢ 1.4 ❦♠ ❢0♦♠ .❤❡ .♦♣♦❣0❛♣❤✐❝ ❞♦♠❡✳

❙✐❞❡ ♥✉♠❜❡0- ❛♥❞ ❧❡..❡0- ❧♦❝❛.❡ ✐♥.❡0-❡❝.✐♦♥ ♣♦✐♥.- ♦♥ .❤❡ 0❛❞❛0 ❣0✐❞✳ ▲❛0❣❡ ❧❡..❡0- ✐❞❡♥.✐❢②

❢♦0 .❤❡ ♠❛✐♥ -✐.❡- ♦❢ ✐♥.❡0❡-. ✭❝❛♥❞✐❞❛.❡- A, B, C ❛♥❞ D✮✳ 20♦❥❡❝.✐♦♥ ✿ ❲●❙✽✹✴❆♥.❛0❝.✐❝ 2♦❧❛0

❙.❡0❡♦❣0❛♣❤✐❝ ✲ ❊2❙● ✿✸✵✸✶ ✭♠❡.0❡-✮✳ ❚❤❡ ♥♦0.❤ ❞✐0❡❝.✐♦♥ ✐- ❜♦..♦♠ 0✐❣❤.✳ ❚❤❡ -✐.✉❛.✐♦♥ ♠❛♣

♦♥ .❤❡ ❜♦..♦♠ ❧❡❢. -❤♦✇- .❤❡ ♣♦-✐.✐♦♥ ♦❢ ♦✉0 ❞♦♠❛✐♥ ✭0❡❞ 0❡❝.❛♥❣❧❡✮✳

❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥♥❛❧❧② ❡①♣❡♥-✐✈❡✱ ❛♥② ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦0♠❛.✐♦♥ ❛❜♦✉. .❤❡ .❤❡0♠❛❧ 0❡❣✐♠❡ ♦❢ .❤❡ ✐❝❡

.❤❛. 0❡❞✉❝❡- ♣❛0❛♠❡.❡0- ✈❛❧✉❡ 0❛♥❣❡ ✐- ✇❡❧❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ -❡❧❡❝. ❛ -✉✐.❛❜❧❡ ❞0✐❧❧ -✐.❡✳

❆!!❡!!✐♥❣ ●❋ ✉♥❞❡* ✐❝❡ !❤❡❡-!

❚❤❡ ❣❡♦.❤❡0♠❛❧ ✢✉① ✐- ✉-✉❛❧❧② ❞❡0✐✈❡❞ ❢0♦♠ .❡♠♣❡0❛.✉0❡ ❣0❛❞✐❡♥.- ♠❡❛-✉0❡❞ ✐♥ ❜♦0❡❤♦❧❡- ✐♥

.❤❡ ❣0♦✉♥❞✱ ❜✉. .❤✐- ✐- ♥♦. ❡❛-② ❜❡❧♦✇ ✐❝❡ -❤❡❡.-✱ ✇❤❡0❡ ✐. ✐- ❞✐✣❝✉❧. .♦ ❛❝❝❡-- .♦ .❤❡ ❜❡❞0♦❝❦✳



✼✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

❍♦✇❡✈❡&✱ ❣❡♦%❤❡&♠❛❧ ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❡+%✐♠❛%❡❞ ❢&♦♠ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ♣&♦✜❧❡+ ✐♥ ✐❝❡ ❝♦&❡ ❜♦&❡❤♦❧❡+

✭❉❛❤❧✲❏❡♥+❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❊♥❣❡❧❤❛&❞%✱ ✷✵✵✹✮✳ ▼♦&❡ ♣&❡❝✐+❡ &❡+✉❧%+ ❛&❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ❢♦& ❝♦❧❞ ❜❛+❛❧

❝♦♥❞✐%✐♦♥+✱ +✐♥❝❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡+ ❛✛❡❝% %❤❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡ ❢♦& %❡♠♣❡&❛%❡ ❜❛+❛❧ ✐❝❡ ✭●&✐♥+%❡❞ ❡%

❉❛❤❧✲❏❡♥+❡♥✱ ✷✵✵✷✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛+❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ●❋ ❝❛♥ ❜❡ ❡+%✐♠❛%❡❞✳

❆+ ❞❡❡♣ ❜♦&❡❤♦❧❡+ ❛&❡ ♥♦% &❛&❡ ✐♥ ❊❛+% ❆♥%❛&❝%✐❝❛✱ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ●❋ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡+%✐♠❛%❡❞

❢&♦♠ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥+✐❞❡&❛%✐♦♥+ ✭Q♦❧❧❛&❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ▲❧✉❜❡+ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ✇❤❡&❡ ✉♥✐❢♦&♠ ✈❛❧✉❡+

✇❡&❡ ❛%%&✐❜✉%❡❞ %♦ ❧❛&❣❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+ ❛&❡❛+✳ ❇✉% +♣❛%✐❛❧ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%② ♦❢ ●❋ ♦❝❝✉& ❛%

❛ ♠✉❝❤ +♠❛❧❧❡& +❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❡✛♦&%+ %♦ ♠♦❞❡❧ %❤✐+ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ %❤❡ ❧❛+% ❞❡❝❛❞❡✳

❚✇♦ ❛♣♣&♦❛❝❤❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❣❡♦♣❤②+✐❝❛❧ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣&♦♣♦+❡❞ %♦ ♣&♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣&❡❤❡♥+✐✈❡

♠❛♣+ ❛% ❝♦♥%✐♥❡♥%❛❧ +❝❛❧❡ ✿ ♦♥❡ ✉+✐♥❣ ❛ +❡✐+♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ %❤❡ ❝&✉+% ❛♥❞ ✉♣♣❡& ♠❛♥%❧❡ ✭❙❤❛♣✐&♦

❡% ❘✐%③✇♦❧❧❡&✱ ✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛ ❝&✉+%❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ♠♦❞❡❧ ❞❡&✐✈❡❞ ❢&♦♠ ♦❜+❡&✈❛%✐♦♥+ ♦❢ %❤❡ ♠❛✲

❣♥❡%✐❝ ✜❡❧❞ ✭❋♦① ▼❛✉❧❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ Q✉&✉❝❦❡&✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡+❡ +%✉❞✐❡+ +❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ●❋ ♦♥ %❤❡

❊❛+% ❆♥%❛&❝%✐❝ ♣❧❛%❡❛✉ ✐+ ❛❜♦✉% 60 ± 25♠❲♠

−2
✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦&%✉♥❛%❡❧② ✐+ ♠✉❝❤ %♦♦ ❝♦❛&+❡ ❛♥

❡+%✐♠❛%✐♦♥ %♦ ❣✐✈❡ ❛♥② ♣&❡❝✐+❡ ✈❛❧✉❡ ❛% ❛ +♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛%✐♦♥✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❚❡&&❡ ❆❞4❧✐❡ ❛♥❞ ●❡♦&❣❡

❱ ▲❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❢♦&♠ ♣❛&% ♦❢ %❤❡ ▼❛✇+♦♥ ❝&❛%♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧+♦ ❢♦&♠+ %❤❡ +♦✉%❤❡&♥ ❝❡♥%&❛❧ ♣❛&% ♦❢

❆✉+%&❛❧✐❛✱ ✇❤❡&❡ %❤❡ ●❋ +❤♦✇+ ❤✐❣❤ +♣❛%✐❛❧ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%② ✭❈❛&+♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ %❤❡ ❡①❛❝%

❡①%❡♥% ♦❢ %❤✐+ ❝&❛%♦♥ ✐♥ ❆♥%❛&❝%✐❝❛ ✐+ ♥♦% ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ ❊❛+% ❆♥%❛&❝%✐❝❛ %❤❡ ●❋ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡

❤♦% +♣♦%+✱ ✇✐%❤ ❛ %②♣✐❝❛❧ ❧❡♥❣%❤+❝❛❧❡ ♦❢ ✶✵ ❦♠✳

❘❛❞✐♦ ❡❝❤♦ +♦✉♥❞✐♥❣ ✭❘❊❙✮ ♠❡❛+✉&❡♠❡♥%+ ♠❛② ❤❡❧♣ ✐♥❢❡& %❤❡ ❜❛+❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥+ ❛% &❡❣✐♦♥❛❧ +❝❛❧❡✱

+✐♥❝❡ %❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛%❡& ❛% %❤❡ ✐❝❡✲❜❡❞ ✐♥%❡&❢❛❝❡ ♣✐+ &❡+♣♦♥+✐❜❧❡ ❢♦& ❛ &❡♠❛&❦❛❜❧❡ ✐♥❝&❡❛+❡ ✐♥

%❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ &❡✢❡❝%❡❞ ❡❝❤♦❡+✳ ❋♦& %❤✐+ &❡❛+♦♥✱ ❘❊❙ ♠❛❞❡ ✐% ♣♦++✐❜❧❡ %♦ ❞❡%❡❝% ♠❡❧%✐♥❣

❛% %❤❡ ❜❛+❡ ♦❢ ✐❝❡ +❤❡❡%+ ✭❄❖+✇❛❧❞ ❡% ●♦❣✐♥❡♥✐✱ ✷✵✶✷❀ ❩✐&✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ %♦ ♠❛♣

+✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ❧❛❦❡+ ✭❙✐❡❣❡&% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛✮✳ ❇✉% %❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛%❡& ✐+ ♥♦% +✉✣❝✐❡♥% %♦ ✐♥❢❡& %❤❡

●❋✱ +✐♥❝❡ ✇❛%❡& ❝❛♥ ♦&✐❣✐♥❛%❡ ❡✐%❤❡& ❢&♦♠ ❧♦❝❛❧ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ♦& ❜❡ &♦✉%❡❞ ❢&♦♠ ❡❧+❡✇❤❡&❡✳

❯+✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✇❛%❡& &♦✉%✐♥❣ ♠♦❞❡❧+✱ ❙❝❤&♦❡❞❡& ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✐♥❢❡&&❡❞ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ●❋

♥❡❡❞❡❞ %♦ ❡①♣❧❛✐♥ %❤❡ ♦❜+❡&✈❡❞ ♣❛%%❡&♥ ♦❢ &❛❞❛& ❡❝❤♦❡+✱ ❛♥❞ ❞❡&✐✈❡❞ ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐%❤ ❛♥

✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♦❢ ±10♠❲♠

−2
❢♦& %❤❡ ❚❤✇❛✐%❡+ ●❧❛❝✐❡& ❝❛%❝❤♠❡♥% ✭❲❡+% ❆♥%❛&❝%✐❝❛✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡+ ❢♦& %❤❡ &❡❣✐♦♥ ♥♦&%❤ ♦❢ ❉♦♠❡ ❈ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡+%✐♠❛%❡❞ ❜② ✜%%✐♥❣ %❤❡

✈❡&%✐❝❛❧ +%&❛✐♥+ ✇✐%❤ ❞❛%❡❞ &❛❞❛& ❧❛②❡&+✱ %♦ ❝♦♥+%&❛✐♥ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐%+ ❡♥❡&❣②

❜✉❞❣❡% ✭❈❛&%❡& ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② ♦♥ %❤❡ ●❋ ❡+%✐♠❛%✐♦♥ ✇❛+ ±12♠❲♠

−2
✱ ✇❤✐❝❤

✐+ ❛ +✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥% ♦✈❡& %❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❡+%✐♠❛%✐♦♥+✱ ❜✉% ✐+ +%✐❧❧ %♦♦ ❧❛&❣❡ %♦ ✐❞❡♥%✐❢② ❛

❧♦❝❛%✐♦♥ ✇✐%❤ ✈❡&② ♦❧❞ ✐❝❡✳ ❲❤❛% ✐+ ♠♦&❡✱ %❤❡✐& +%✉❞② ❛&❡❛ ❞♦❡+ ♥♦% ❝♦✈❡& %❤❡ ♠❛✐♥ ♦❧❞✲✐❝❡

❝❛♥❞✐❞❛%❡+ ❧♦❝❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❡❛+% ❛♥❞ +♦✉%❤✲✇❡+% ♦❢ ❉♦♠❡ ❈✱ +♦ ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ❡+%✐♠❛%✐♦♥ ✐+ ♥❡❡❞❡❞✳

❆+ ❞❛%❡❞ ❧❛②❡&+ ❛&❡ ♥♦% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡✈❡&②✇❤❡&❡✱ ✇❡ ✉+❡❞ ❛ &❡✢❡❝%✐✈✐%②✲❜❛+❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❧✐❦❡ %❤❛%

♦❢ ❙❝❤&♦❡❞❡& ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❜✉% ❛❞❛♣%❡❞ %♦ %❤❡ +♣❡❝✐✜❝ ♣❛%%❡&♥ ♦❢ &❛❞❛& ❡❝❤♦❡+ ✉♥❞❡& ❉♦♠❡❈✱

✇❤❡&❡ %❤❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ✐+ ♥♦% &❡❛❝❤❡❞ ❡✈❡&②✇❤❡&❡✳

❊①♣❧♦✐'❛'✐♦♥ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❊❙ ❞❛'❛1❡' ❛2♦✉♥❞ ❉♦♠❡❈

❇❛+❡❞ ♦♥ &❛❞❛& ❡5✉❛%✐♦♥+✱ ❩✐&✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣&♦♣♦+❡❞ ❛ ♠❡%❤♦❞ %♦ &❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❡% ❛&❡❛+

✉+✐♥❣ %❤❡ ■%❛❧✐❛♥ ❘❊❙ ❞❛%❛+❡% ❝♦❧❧❡❝%❡❞ ❛&♦✉♥❞ ❉♦♠❡ ❈ ✭❤%%♣ ✿✴✴❧❛❜%❡❧✷✳&♠✳✐♥❣✈✳✐%✴❛♥%❛&❝%✐❝❛✴✮✳

❚❤❡+❡ ❛✉%❤♦&+ ✉+❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝%&♦♠❛❣♥❡%✐❝ ✇❛✈❡ ❛❞+♦&♣%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ✐❝❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❜❛+❡❞

♦♥ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ %❤❡ ❊❉❈ ✐❝❡ ❝♦&❡✱ %♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦& %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡+ ✐♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ✭✐♥ ❞❇✮ ❜❡%✇❡❡♥

❡❝❤♦❡+ ❛% %❤❡ +✉&❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ❛♥❞ ❛% %❤❡ ❜♦%%♦♠✳ ❚❤❡ %❤&❡+❤♦❧❞+ ✉+❡❞ %♦ ❛+❝&✐❜❡ ❛♥ ❡❝❤♦



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✼✸

%♦ ❛ ✇❡% ♦$ ❞$② ❜❛6❛❧ ❝♦♥%❛❝% ✇❡$❡ ≥ 7.7 ❞❇ ❛♥❞ < 1 ❞❇ $❡6♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ 6❤♦✇6 %❤❡

❞✐6%$✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ❞$② ❛♥❞ ✇❡% ❛$❡❛6 ✉♥❞❡$ ❉♦♠❡❈✱ ✇❤✐❝❤ $❡✈❡❛❧6 ✐♥%❡$❡6%✐♥❣ ♣❛%%❡$♥6 ✿ (i) %❤❡

❈♦♥❝♦$❞✐❛ %$❡♥❝❤ ✐6 ❝❤❛$❛❝%❡$✐6❡❞ ❜② %❤❡ ♣$❡6❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡% ♣♦✐♥%6 ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❛ ❝♦♥6❡B✉❡♥❝❡

♦❢ %❤❡ ✈❡$② %❤✐❝❦ ✐❝❡ ❀ (ii) %❤❡ %♦♣6 ♦❢ %❤❡ %✇♦ ♠❛✐♥ ❜❡❞$♦❝❦ $❡❧✐❡❢6 ✭❝❛♥❞✐❞❛%❡ A ❛♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛%❡6

B− C− D✮ ❛♣♣❡❛$ %♦ ❜❡ ❞$② ❀ (iii) ❛❧♠♦6% ❛❧❧ %❤❡ ♥♦$%❤❡$♥ ♣♦✐♥%6 ❛$❡ ❞$②✱ ❞❡6♣✐%❡ %❤❡ ✈❡$② %❤✐❝❦

✐❝❡ ❛% %❤✐6 ❧♦❝❛%✐♦♥ ❀ (iv) ✐♥ ❜❡%✇❡❡♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$ ✉♥❞❡$ %❤❡ ❊H■❈❆ ❞$✐❧❧✐♥❣ 6✐%❡✱ ❞$② ❛♥❞

✇❡% ♣♦✐♥%6 ❛$❡ 6❝❛%%❡$❡❞✱ ✇✐%❤ ♥♦ ❝❧❡❛$ %$❡♥❞✳

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ %♦ ❡♠♣❤❛6✐6❡ %❤❛% %❤❡6❡ ♦❜6❡$✈❛%✐♦♥6 ♦♥❧② $❡❢❡$ %♦ %❤❡ ♣$❡6❡♥% ❞❛② ❜❡❞ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6✱

✇❤❡$❡❛6 %❤❡ ❤✐6%♦$✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6 ❝♦✈❡$✐♥❣ %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧✴✐♥%❡$❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡$✐♦❞6 ♥❡❡❞ %♦ ❜❡ ✐♥✈❡6%✐❣❛%❡❞

%♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ B✉❛❧✐%② ♦❢ ❛ ❢✉%✉$❡ ♦❧❞✲✐❝❡ ❞$✐❧❧✐♥❣ 6✐%❡✳ ❚❤❡ ❛❜6❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛6❛❧ ✇❛%❡$ %♦❞❛② ♠❡❛♥6

❝♦❧❞ ❜❛6❛❧ ✐❝❡✱ ❜✉% %❤✐6 ♠❛② 6✐♠♣❧② ❜❡ ❛ ❝♦♥6❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✈❡$② 6%$♦♥❣ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ 6✐❣♥❛❧ ♦❢

%❤❡ ▲❛6% ●❧❛❝✐❛❧ ▼❛①✐♠✉♠ ✭▲●▼✮ ❧❛❣❣❡❞ ❜② %❤❡ %❤✐❝❦ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣$❡6❡♥% ❝♦❧❞ 6%❛%❡ ♠❛② %❤✉6

♥♦% ❜❡ $❡♣$❡6❡♥%❛%✐✈❡ ♦❢ ❛❧❧ %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧✲✐♥%❡$❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡$✐♦❞6✱ ❛♥❞ %❤❛✇✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉$$❡❞ ✐♥

%❤❡ ♣❛6% ✉♥❞❡$ ❞✐✛❡$❡♥% ❝❧✐♠❛%✐❝ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6✳

❍❡♥❝❡✱ %❤❡ ❛✐♠ ♦❢ %❤✐6 ✇♦$❦ ✇❛6 %♦ %♦ ❝♦♥6%$❛✐♥ 6✐%❡6 ❦♥♦✇♥ %♦ ❜❡ ❢$♦③❡♥ %♦❞❛② ❛♥❞ %❤❛% ❛$❡

✈❡$② ❧✐❦❡❧② %♦ ❤❛✈❡ ❛❧6♦ ❜❡❡♥ ❢$♦③❡♥ ✐♥ %❤❡ ❧❛6% 800 ❦❛✱ ✐♥❝$❡❛6✐♥❣ %❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② %❤❛% ✈❡$② ♦❧❞

✐❝❡ ❤❛6 ❜❡❡♥ ♣$❡6❡$✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛%❛6❡% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢$♦♠ ❩✐$✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣$♦✈✐❞❡6 ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥6

♦♥ ✇❤❡%❤❡$ ♠❡❧%✐♥❣ ♦❝❝✉$$6✱ ❜✉% ♥♦% ♦♥ ✐%6 ❛♠♦✉♥% ❛♥❞ ✐%6 %❡♠♣♦$❛❧ ❛♥❞ 6♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥6✳ ❚❤❡

♦♥❧② ✇❛② %♦ ♦❜%❛✐♥ %❤✐6 ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥ ✐6 ✜$6% %♦ $❡%$✐❡✈❡ %❤❡ 6♣❛%✐❛❧ ❞✐6%$✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ●❋ ❛♥❞ %❤❡♥

%♦ ✉6❡ ✐% %♦ ✐♥❢❡$ ❜❛6❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ♦✈❡$ %✐♠❡✳

❍❡$❡ ✇❡ ♣$❡6❡♥% ❛ ✶❉ ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ❢♦$❝❡❞ ❜② $❡❝♦♥6%$✉❝%❡❞ ❝❧✐♠❛%✐❝ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ $❛♥

✐♥ %✇♦ ✇❛②6✳ ❋✐$6%✱ ✇❡ 6♦❧✈❡❞ ❛♥ ✐♥✈❡$6❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✇✐%❤ %❤❡ ♠♦❞❡❧ %♦ ✐♥❢❡$ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ●❋

✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡❈ $❡❣✐♦♥✱ ✉6✐♥❣ $❛❞❛$ ❡❝❤♦❡6 ❛6 ♦❜6❡$✈❛%✐♦♥❛❧ ❝♦♥6%$❛✐♥%6✳ ❚❤❡ ♣❛%%❡$♥ ♦❢ ✇❡% ❛♥❞

❞$② ❛$❡❛6 ♠❛❞❡ ✐% ♣♦66✐❜❧❡ %♦ ❡6%✐♠❛%❡ ❛ ❝$✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 %❤❛% ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❛ %❤$❡6❤♦❧❞

❜❡%✇❡❡♥ ❢$♦③❡♥ ❛♥❞ %❤❛✇✐♥❣ ✐❝❡✳ ❋♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ ●❋ ❛♥❞ ✈❡$%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥✱ %❤✐6 %❤✐❝❦♥❡66 ✐6 ✉♥✐B✉❡✱

6♦ %❤❛% ✐♥ %✉$♥ %❤❡ ❞✐6%$✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ●❋ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ %❤❡ ♣❛%%❡$♥ ♦❢ ❜❛6❛❧ ❡❝❤♦❡6✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❡ $❛♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦$✇❛$❞ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣❛6% ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✉♥❞❡$ %❤❡ ●❋ ✐♥❢❡$$❡❞

❛% %❤❡ ✜$6% 6%❡♣✳ ❲❡ ♣$❡6❡♥% ❛♥ ❡❛6②✲%♦✲✉6❡ ❡♠✉❧❛%♦$ ♦❢ %❤❡ ♣❛6% ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐6

❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥% %❤❡$♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦$ ❢✉%✉$❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇♦$❦6✱ ❛♥❞ ❦❡②✲❝$✐%❡$✐♦♥ ✐♥ %❤❡

❧♦❝❛%✐♦♥ ♦❢ ♦❧❞✲✐❝❡ ❞$✐❧❧✐♥❣ 6✐%❡6✳ ❋♦$ %❤❡ 6❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐6 $❡❢❡$❡♥❝❡❞ ✉6✐♥❣ ♣❛✐$6

♦❢ ❧❡%%❡$ ❛♥❞ ♥✉♠❡$❛❧✱ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❣$✐❞ ♦❢ %❤❡ ■%❛❧✐❛♥ 6✉$✈❡② ✭✜❣✳ ✸✳✶✮✳ ■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱

%✇♦ ♣$♦♠✐6✐♥❣ ♦❧❞✲✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡6 ❛$❡ ❧♦❝❛%❡❞ ❛% ❈✻ ❛♥❞ ❍✶✳

✸✳✶✳✷ ❍❡❛' ♠♦❞❡❧

■♥ %❤✐6 6❡❝%✐♦♥ ✇❡ ♣$❡6❡♥% %❤❡ ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥%✐♥❣ ❢♦$ %❤❡ $❡❧❛%✐♦♥6❤✐♣6 ❜❡%✇❡❡♥ ●❋✱ ✐❝❡

%❤✐❝❦♥❡66✱ ✈❡$%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥✱ ❛♥❞ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛66✉♠♣%✐♦♥6 ✉♥❞❡$

✇❤✐❝❤ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐6 $✉♥ ❛$❡ ♣$❡6❡♥%❡❞ ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ 6❡❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛$❡❛6 ❢♦$ ✇❤✐❝❤ %❤❡6❡

❛66✉♠♣%✐♦♥6 ❛$❡ ✈❛❧✐❞ ❛$❡ ♣$❡6❡♥%❡❞ ✐♥ 6❡❝%✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳



✼✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

●❡♦♠❡$%② ❛♥❞ ❝♦♦%❞✐♥❛$❡ ,②,$❡♠

■♥ ❛ ❞♦♠❡ &❡❣✐♦♥✱ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡+ ❛&❡ ✈❡&② +♠❛❧❧ ✭❛ ❢❡✇ ❝❡♥%✐♠❡%&❡+ ♣❡& ②❡❛&✱ ❱✐%%✉❛&✐ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✹✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ %❡&♠+ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛&❧②✱ %❤❡ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥❛❧ ❤❡❛%

✐+ +❡✈❡&❛❧ ♦&❞❡&+ ♦❢ ♠❛❣♥✐%✉❞❡ +♠❛❧❧❡& %❤❛♥ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ %❡&♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡

+♠❛❧❧ ❛+♣❡❝% &❛%✐♦ ✭%❤✐❝❦♥❡++✴❝❤❛&❛❝%❡&✐+%✐❝ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❧❡♥❣%❤✮✱ %❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ✜❡❧❞ ✐+ ♠❛✐♥❧②

✈❡&%✐❝❛❧❧② +%&❛%✐✜❡❞✱ +♦ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❞✐✛✉+✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞✳ ❚❤✉+✱ %❤❡ ❤❡❛% ❜❛❧❛♥❝❡ ✐+

❛++✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ♦♥❧② ✈❡&%✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥%✳

❍❡&❡ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡& ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✈❡&%✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦&✐❡♥%❡❞ ✉♣✇❛&❞+ ❛❧♦♥❣ %❤❡ z✲❛①✐+✳ ■♥+%❡❛❞

♦❢ ❜❡✐♥❣ +❡% ✐♥ %❤❡ z✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡+✱ %❤❡ ❡5✉❛%✐♦♥+ ❛&❡ ❡①♣&❡++❡❞ ✐♥ &❡❞✉❝❡❞ ❞❡♣%❤ ζ = (s−z)/(s−b)✱

s ❜❡✐♥❣ %❤❡ +✉&❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤%✱ ❛♥❞ b %❤❡ ❜❡❞ ❤❡✐❣❤%✳ ■♥ %❤❡ ζ✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡ +②+%❡♠✱ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ +✐③❡

&❡♠❛✐♥+ %❤❡ +❛♠❡ ✇❤❛%❡✈❡& %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ H✱ ❛♥❞ ♥♦ &❡♠❡+❤✐♥❣ ✐+ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ %❤❡ &❡+♦❧✉%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ✜♥✐%❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ +❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ✐+ ❛ +✐♠♣❧❡ ♣❛&❛♠❡%❡& ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♦✈❡&

%✐♠❡ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ %♦ +✉&❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❢♦&❝✐♥❣✳ ❈❤❛♥❣❡+ ✐♥ %❤✐❝❦♥❡++ ❛&❡ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦& ❜② %❤❡

❝♦♥❝❡♣%✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ O❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦& ❉♦♠❡ ❈✱ ❡♠✉❧❛%❡+ %❤❡ ✸❉ ❧❛&❣❡ +❝❛❧❡

+✐♠✉❧❛%✐♦♥+ ♦❢ ❘✐%③ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆% ❡❛❝❤ %✐♠❡+%❡♣✱ ❢♦& %❤❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛♥❞ %❤❡ ❜❡❞&♦❝❦ ❡❧❡✈❛✲

%✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐% ❡①♣&❡++✐♦♥+ ❛&❡ +♦❧✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡ ❛♥❞ +✐① %❛❜✉❧❛%❡❞

♣❛&❛♠❡%❡&+✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦& %❤❡ +❡♥+✐%✐✈✐%② ♦❢ ♣❤②+✐❝❛❧ 5✉❛♥%✐%✐❡+ ✭✐♥ ♣❛&%✐❝✉❧❛& ❜❡❞&♦❝❦ ❛♥❞

+✉&❢❛❝❡ ❤❡✐❣❤% ❛♥❞ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++✮ %♦ ❝❧✐♠❛%❡ ❢♦&❝✐♥❣✳ ❚❤❡ %②♣✐❝❛❧ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++

✐♥ %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥%❡&❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡&✐♦❞+ ✐+ ✶✺✵♠✳

❍❡❛$ ❡.✉❛$✐♦♥

❚❤❡ ❤❡❛% ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✐❝❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡✱ ❛♥❞ ✐+ ✇&✐%%❡♥ ❢♦& %❤❡ ✐❝❡

%❡♠♣❡&❛%✉&❡ T ❛+ ❢♦❧❧♦✇+ ✐♥ %❤❡ ζ✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡ +②+%❡♠ ✭❘✐%③ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮ ✿

∂T

∂t
=

1

ρcDH2

∂

∂ζ

(

K
∂T

∂ζ

)

− uζ
∂T

∂ζ
✭✸✳✶✮

✇❤❡&❡ K ✐+ %❤❡ %❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❛%❡&✐❛❧ ✭✜&♥ ♦& ✐❝❡✮✱ c ✐%+ ❤❡❛% ❝❛♣❛❝✐%②✱ ρ %❤❡

❞❡♥+✐%② ♦❢ ✐❝❡ ✭917 ❦❣♠−3
✮✱ ❛♥❞ D %❤❡ &❡❧❛%✐✈❡ ❞❡♥+✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❛%❡&✐❛❧ ✭< 1 ❢♦& %❤❡ ✜&♥ ❛♥❞ 1

❢♦& %❤❡ ✐❝❡✱ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❧❡++✮✳ ❚❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② uζ ❛❝❝♦✉♥%+ ❢♦& %❤❡ %&✉❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%②✱ ❜✉% ❛❧+♦

❢♦& ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ %✉&♥ ♠♦❞✐✜❡+ %❤❡ &❡❧❛%✐♦♥+❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ z ❛♥❞ ζ✳

■❝❡ $❤❡%♠❛❧ ♣%♦♣❡%$✐❡, ❚❤❡ +♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛% ❝❛♣❛❝✐%② ❛♥❞ ❤❡❛% ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡

❛❜+♦❧✉%❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ T ❛+ ❢♦❧❧♦✇+ ✭❈✉✛❡② ❡% O❛%❡&+♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✹✵✵✮ ✿

c = 152.5 + 7.122 · T [J K−1 kg−1] ✭✸✳✷✮

K = 9.828 · e−0.0057·T [W m−1 K−1] ✭✸✳✸✮

❚❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✜&♥ ❛% %❤❡ +✉&❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ &❡❞✉❝❡+ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ✐♥ %❤❡ ✉♣♣❡& ♣❛&% ♦❢ %❤❡ ✐❝❡

❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ %❤✐+ ♠✉+% ❜❡ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦& ✭❈✉✛❡② ❡% O❛%❡&+♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✹✵✶✮ ✿



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✼✺

K =
2Ki ×D

3−D
✭✸✳✹✮

✇❤❡$❡ Ki ✐6 %❤❡ ❝♦♥❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥6✐%② ♣$♦✜❧❡ ♦❢ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ ✜$♥ ❧❛②❡$ ✐6 %❛❦❡♥

❢$♦♠ E❛$$❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✳

❇❛"❛❧ ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐-✐♦♥" ❆% %❤❡ ✐❝❡✴❜❡❞ ✐♥%❡$❢❛❝❡✱ %❤❡ %❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

✇❤❡%❤❡$ ♦$ ♥♦% %❤❡ ♣$❡66✉$❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ✐6 $❡❛❝❤❡❞✳ ❋♦$ %❤❛✇✐♥❣ ❣❧❛❝✐❡$ ✐❝❡✱ %❤❡ ♠❡❧%✐♥❣

%❡♠♣❡$❛%✉$❡ Tm ❧✐♥❡❛$❧② ❞❡♣❡♥❞6 ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ ♣$❡66✉$❡ P ❛♥❞ %❤❡ ♣❛$%✐❛❧ ♣$❡66✉$❡ ♦❢ ❛✐$ ❞✐66♦❧✈❡❞

✐♥ %❤❡ ✐❝❡ P ′
✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❡①♣$❡66❡❞ ❛6 ✭❘✐%③✱ ✶✾✾✷✮ ✿

Tm = 273.16− 0.074 · P − 0.024 · P ′
✭✸✳✺✮

■♥ ✐❝❡ 6❤❡❡%6✱ P ′
✐6 ♦❢ %❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ✶▼E❛✳ ❚❤✐6 ❡①♣$❡66✐♦♥ ✐6 ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ✇✐%❤ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡

♣$♦✜❧❡ ❛% %❤❡ ❊❉❈ ❜♦$❡❤♦❧❡✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ❞❡❡♣❡6% ♠❡❛6✉$❡❞ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ✇❛6 270.05❑ ❛% 3223♠✱

50♠ ❛❜♦✈❡ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦✳ ❚❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ♣$♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①%$❛♣♦❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦ ✭✐♥ %❤❡

6❛♠❡ ✇❛② ❛6 ❉❛❤❧✲❏❡♥6❡♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛% ◆♦$%❤ ●❘■E✮ %♦ 271.04❑✱ ✇❤❡$❡ ❊W✳ ✭✸✳✺✮ ❣✐✈❡6

✷✼✵✳✾✻❑✳

❆6 %❤❡ ✐❝❡ ✐♥ %❤❡ ❞♦♠❡ $❡❣✐♦♥ ♠♦✈❡6 ✈❡$② 6❧♦✇❧②✱ ✇❡ ❛66✉♠❡ %❤❛% %❤❡ ♣$❡66✉$❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞6 ♦♥

✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66✳ ❖♥❝❡ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ✜❡❧❞ ✐6 ❝♦♠♣✉%❡❞✱ %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡ m ❛% %❤❡ ❜♦%%♦♠ ❝❛♥ ❜❡

❡①♣❧✐❝✐%❧② ❦♥♦✇♥ ❜②

m =
1

ρL

(

Φg −
K

H

∂T

∂ζ

∣

∣

∣

∣

ζ=1

)

✭✸✳✻✮

✇❤❡$❡ Φg ✐6 %❤❡ ●❋ ❛♥❞ L %❤❡ ❧❛%❡♥% ❤❡❛% ♦❢ ✐❝❡ ✭❏ ❦❣

−1
✮✳ ■♥ %❤✐6 ❡W✉❛%✐♦♥✱ ♥♦ ❢$✐❝%✐♦♥ ❤❡❛%✐♥❣

✐6 ❝♦♥6✐❞❡$❡❞✱ 6✐♥❝❡ %❤❡ ❜❛6❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡6 ❛$❡ ✈❡$② 6♠❛❧❧✱ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❤❡❛%

6♦✉$❝❡ ✐6 ❛ 6❡❝♦♥❞✲♦$❞❡$ %❡$♠ ✭❑$❛❜❜❡♥❞❛♠✱ ✷✵✶✻✮✳ ❋♦$ ❝♦❧❞ ❜❛6❛❧ ✐❝❡✱ ❊W✳ ✭✸✳✻✮ ✐6 ✉6❡❞ ❛6 ❛

◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱ ❡W✉❛%✐♥❣ m %♦ ③❡$♦✳

❇♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❛- -❤❡ ✐❝❡ "✉)❢❛❝❡ ❚❤❡ ❛%♠♦6♣❤❡$✐❝ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ❢♦$❝✐♥❣ ✐6 ❝♦♥%✐✲

♥✉♦✉6❧② %$❛♥6❢❡$$❡❞ %❤$♦✉❣❤ %❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐❝❡ ❝♦❧✉♠♥✱ 6♦ %❤❡ ♣$❡6❡♥% %❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥6 ❛% %❤❡

❜❡❞ ❛$❡ %❤❡ $❡6✉❧% ♦❢ %❤❡ ❡♥%✐$❡ ❝❧✐♠❛%❡ ❤✐6%♦$②✳ ❚❤❡ ❛%♠♦6♣❤❡$✐❝ ♣❛❧❡♦%❡♠♣❡$❛%✉$❡6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡6%✐♠❛%❡❞ ♦✈❡$ %❤❡ ❧❛6% 800 ❦❛ ❢$♦♠ %❤❡ δ❉ ♠❡❛6✉$❡♠❡♥%6 ♠❛❞❡ ♦♥ %❤❡ ❊❉❈ ✐❝❡ ❝♦$❡ ✭❏♦✉③❡❧

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❍❡$❡ ✇❡ ✉6❡ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦%❛%✐♦♥6 ♦❢ E❛$$❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ❧✐♥❦✐♥❣ %❤❡ ❞❡✈✐❛✲

%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞❡✉%❡$✐✉♠ ❝♦♥%❡♥% ∆δD ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ %♦ %❤❡ 6✉$❢❛❝❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ Ts ✇✳$✳%✳ ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡

%❡♠♣❡$❛%✉$❡ T 0
s ✿

Ts = T 0
s + α∆δD ✭✸✳✼✮

✇❤❡$❡ α $❡✢❡❝%6 %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ ♣❛6% ❝❤❛♥❣❡6 ✐♥ Ts✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤♦6❡♥ ❢♦$ α ❤❛6

%♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ 6✐♥❝❡ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡6 ❛✛❡❝% ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ %❤❡ ✐6♦%♦♣✐❝ %❤❡$♠♦♠❡%❡$ ❛% ❧♦♥❣

%✐♠❡6❝❛❧❡6 ✐♥ ❆♥%❛$❝%✐❝❛✱ ❛♥❞ α ❝❛♥ ✈❛$② ❢$♦♠ ✲✶✵✪ %♦ ✰✷✵✪ ✭❏♦✉③❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥



✼✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

%♦ %❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

1
6.04

❑✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡&❢♦&♠ +❡♥+✐%✐✈✐%② +%✉❞✐❡+ ✇✐%❤ %✇♦ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡+ ♦❢

0.13 ❛♥❞ 0.20✱ ❝❤♦+❡♥ +♦ %❤❛% %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ♦✈❡& ❝❧✐♠❛%✐❝ ♣❡&✐♦❞+ ✇✐%❤

%❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ &✉♥ ✐+ ±2❑✳ ❚❤❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡+ ❛&❡ ❛❧+♦ %❛❦❡♥ ❢&♦♠ B❛&&❡♥✐♥

❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ✇❤♦ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❧✐♥❦✐♥❣ %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥

&❛%❡ a %♦ ❛ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡ a0 ✿

a = a0exp(β∆δD) ✭✸✳✽✮

✇❤❡&❡ β &❡✢❡❝%+ %❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ ♣❛+% ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ a✳ ❋♦& ❉♦♠❡ ❈✱ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ β ❝♦❡✣❝✐❡♥%

✇❛+ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ❛% 0.0156± 0.0012 ✉+✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡&+❡ ♠❡%❤♦❞ ❝♦♥+%&❛✐♥❡❞ ❜② ❦♥♦✇♥ ❛❣❡ ♠❛&❦❡&+✳

❲❡ ❝♦♥+❡5✉❡♥%❧② ❝❤❡❝❦❡❞ %❤❡ +❡♥+✐%✐✈✐%② ♦❢ ♦✉& ♠♦❞❡❧ ❢♦& %❤&❡❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ β ✭0.0138✱ 0.0156 ❛♥❞

0.0175✮✳ ❚❤❡ %✇♦ ❡①%&❡♠❡ ✈❛❧✉❡+ ✇❡&❡ ❝❤♦+❡♥ +♦ %❤❛% %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❞✐✛❡&❡♥❝❡

♦✈❡& ❝❧✐♠❛%✐❝ ♣❡&✐♦❞+ ✇✐%❤ %❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ &✉♥ ✐+ ±0.25 ❝♠❛−1
✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❛ ♠♦&❡ ✐♥%✉✐%✐✈❡ ✇❛② %♦

❡①♣&❡++ %❤❡ +❡♥+✐%✐✈✐%②✳

❘❡❣❛&❞✐♥❣ %❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ +%❛%❡✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ %❤❛% %❤❡ ❞✉&❛%✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦& ❛ +%❡♣

❝❧✐♠❛%✐❝ +✐❣♥❛❧ %♦ &❡❛❝❤ %❤❡ ❜❡❞&♦❝❦ ✐+ ∼ 10 ❦❛✱ ♣❧✉+ ∼ 100 ❦❛ %♦ +%❛❜✐❧✐+❡✳ ❆+ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ❦♥♦✇

%❤❡ %&✉❡ ✐♥✐%✐❛❧ +%❛%❡ ♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ♣&♦✜❧❡ ✐♥ %❤❡ ♣❛+%✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ %♦ &✉♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡&

%❤❡ ✇❤♦❧❡ &❡❝♦♥+%&✉❝%❡❞ ♣❡&✐♦❞ ✭800 ❦❛✮✱ +♦ %❤❛% %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✐+ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦❢ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧

+%❛%❡ ❛♥❞ %❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡&%✐❝❛❧ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ♣&♦✜❧❡ ✐+ ❛+ &❡❛❧✐+%✐❝ ❛+ ♣♦++✐❜❧❡✳

❱❡❧♦❝✐&② ♠♦❞❡❧

■♥ %❤❡ ❤❡❛% ❜❛❧❛♥❝❡✱ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ ❛❝%+ ❜② %&❛♥+♣♦&%✐♥❣ ❝♦❧❞ %♦✇❛&❞+ %❤❡ ❜❡❞✳

■♥+%❡❛❞ ♦❢ +♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ❡5✉❛%✐♦♥+ ♦❢ ♠♦%✐♦♥✱ ✐% ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦& ❜② ❛ ✶❉ +❤❛♣❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ω

✭B❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛❀ ❘✐%③✱ ✶✾✽✼✮ ✿

ω(ζ) = 1− p+ 2

p+ 1
· ζ + 1

p+ 1
· ζp+2

✭✸✳✾✮

uz = −(a− ∂H

∂t
−m) · ω(ζ)−m ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡&❡ uz ✐+ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♦❢ ✐❝❡ ✐♥ %❤❡ z✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡ +②+%❡♠✱ a ✐+ %❤❡ +✉&❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥

&❛%❡ ❛♥❞ m ✐+ %❤❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ %♦ ❜❡ ♣♦+✐%✐✈❡ ✇❤❡♥ ♠❡❧%✐♥❣✳ ❚❤❡ +❤❛♣❡

♣❛&❛♠❡%❡& p ✐♥✢✉❡♥❝❡+ %❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ♣&♦✜❧❡✱ +✐♥❝❡ ✐% ❝♦♥%&♦❧+ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡

❢&♦♠ %❤❡ +✉&❢❛❝❡ %♦ %❤❡ ❜❛+❡✳ ❋❛& ❢&♦♠ ❞✐✈✐❞❡+✱ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ✐+♦%&♦♣✐❝ ✐❝❡✱ %❤✐+ ♣❛&❛♠❡%❡&

❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛&✐%② ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ &❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦♥ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❣&❛❞✐❡♥% ❛%

%❤❡ ❜❛+❡ ✭▲❧✐❜♦✉%&②✱ ✶✾✼✾✮ ✿

p = n− 1 +
Q

RT 2
b

∂T

∂ζ

∣

∣

∣

∣

ζ=1

✭✸✳✶✶✮

✇❤❡&❡ n ✐+ %❤❡ ❡①♣♦♥❡♥% ♦❢ %❤❡ ●❧❡♥✬+ ✢♦✇ ❧❛✇✱ Q = 60 ❦❏♠♦❧−1
✐+ ❛♥ ❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ❡♥❡&❣②✱

R = 8.314 ❏♠♦❧−1
❑

−1
%❤❡ ❣❛+ ❝♦♥+%❛♥%✱ ❛♥❞ Tb ✐+ %❤❡ ❜❛+❛❧ %❡♠♣❡&❛%✉&❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊5✳ ✭✸✳✶✶✮✱

%❤❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ p +❤♦✉❧❞ %❤❡♦&❡%✐❝❛❧❧② &❛♥❣❡ ❜❡%✇❡❡♥ ✼ ❛♥❞ ✾ ♦♥ %❤❡ ❊❛+% ❆♥%❛&❝%✐❝ ♣❧❛%❡❛✉✳ ❇✉% ✐♥

♣&❛❝%✐❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉+❡ p ❝❧♦+❡ %♦ ❞✐✈✐❞❡+ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡& &❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡+✱ ❛+ ❛ ♣❛&❛♠❡%❡& ❛❜❧❡ %♦ ❛❝❝♦✉♥%



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✼✼

❢♦$ $❡❛❧✐6%✐❝ ✈❡$%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♣$♦✜❧❡6✳ ❋♦$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦♠❡ ♣$♦✜❧❡6 ❛$❡ ❡①♣❡❝%❡❞ %♦ ❝♦$$❡6♣♦♥❞ %♦

❧♦✇ p ✈❛❧✉❡6 ❞✉❡ %♦ ❘❛②♠♦♥❞ ❛$❝❤❡6 ✭❘❛②♠♦♥❞✱ ✶✾✽✸✮✱ ✇❤❡$❡❛6 ❜❛6❛❧ 6❧✐❞✐♥❣ ♠❛❦❡6 %❤❡ ♣$♦✜❧❡

♠♦$❡ ❧✐♥❡❛$ ❛♥❞ ✐♥❝$❡❛6❡ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳ ❆❜♦✈❡ ❛ %②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p = 10✱ %❤❡ ♣$♦✜❧❡ ✐6 ✈❡$②

❝❧♦6❡ %♦ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛$ ✭✜❣✳ ✸✳✷✮✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ p ❞♦ ♥♦% 6✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ❝❤❛♥❣❡ %❤❡ ♣$♦✜❧❡✳ ■♥

%❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ ❛ 6❤❛♣❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞♦♠❡ $❡❣✐♦♥ ✭J❛$$❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛✮✱ %❤❡ ✈❡$%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② uζ

✐♥ %❤❡ ζ✲❝♦♦$❞✐♥❛%❡ 6②6%❡♠ ✐6 %❤❡♥ ❡①♣$❡66❡❞ ❛6 ❢♦❧❧♦✇6 ✿

uζ =
1

H

(

∂H

∂t
(1− ζ − ω(ζ)) +m(1− ω(ζ)) + aω(ζ)

)

✭✸✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐6 ❡N✉✐✈❛❧❡♥% %♦

uζ =
1

H

(

−uz + (1− ζ)
∂H

∂t

)
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❙❤❛♣❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ω(ζ) ❢♦$ 6❡✈❡$❛❧ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ p ✭♥♦ ❜❛6❛❧ ♠❡❧%✐♥❣✮✳

 !♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛**✉♠♣.✐♦♥*

■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥ %♦ %❤❡ ✶❉ ❣❡♦♠❡%$✐❝ ❛66✉♠♣%✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② %❤❡ ♣$♦①✐♠✐%② ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡✱ %✇♦ ❢✉$%❤❡$

❛66✉♠♣%✐♦♥6 ❛$❡ ♠❛❞❡ ✐♥ %❤✐6 ♣❛♣❡$✱ ❛♥❞ ❛$❡ ♥♦✇ ❥✉6%✐✜❡❞✳ ❋✐$6%✱ ❛6 ♥♦ $♦✉%✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐6 ✉6❡❞ %♦

♠❛❦❡ %❤❡ ❜❛6❛❧ ✇❛%❡$ ❝✐$❝✉❧❛%❡ ❛% %❤❡ ✐❝❡✲❜❡❞ ✐♥%❡$❢❛❝❡✱ %❤✐6 ✐♠♣❧✐❝✐%❧② ♠❡❛♥6 %❤❛% %❤❡ ♣$❡6❡♥❝❡

♦❢ ✇❛%❡$ ❛% %❤❡ ❜❡❞ ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 %♦ ❛ %❤❛✇✐♥❣ ❜❛6❛❧ ✐❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ●❋ ✐6 ❛66✉♠❡❞ %♦ ❜❡ 6♣❛%✐❛❧❧②

✉♥✐❢♦$♠ ♦♥ 6❤♦$% 6♣❛%✐❛❧ 6❝❛❧❡6✳

❈♦!!❡*♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ ✇❡. ❛♥❞ .❤❛✇✐♥❣ ❛!❡❛* ❙✐♥❝❡ %❤❡ ✇❡%♥❡66 ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❜② %❤❡

❜❛6❛❧ ❡❝❤♦❡6 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉6❡❞ ❛6 ❝♦♥6%$❛✐♥%6 ✐♥ %❤❡ ✐♥✈❡$6❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜$6% ❤❛✈❡ %♦ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ ♦$✐✲

❣✐♥ ♦❢ %❤❡ ♦❜6❡$✈❡❞ ❜❛6❛❧ ✇❛%❡$✳ ❊✐%❤❡$ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐❝❡ ✐6 %❡♠♣❡$❛%❡ ❛♥❞ %❤❡ ✇❛%❡$ ❝♦♠❡6 ❢$♦♠



✼✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

❧♦❝❛❧❧② %❤❛✇❡❞ ✐❝❡✱ ♦& %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✭❝♦❧❞✮ ✐❝❡ ❡♥❡&❣② ❜✉❞❣❡% ✇❛+ ✉♣+❡% ❜② %❤❡ ❧❛%❡♥% ❤❡❛% ♦❢ ✇❛%❡&

✢♦✇✐♥❣ ❢&♦♠ ❛ %❡♠♣❡&❛%❡ ❧♦❝❛%✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❣&❛❞✐❡♥% ♦❢ ❤②❞&❛✉❧✐❝ ♣♦%❡♥%✐❛❧✳ ■♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈

❛&❡❛✱ %❤❡ +✉&❢❛❝❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✐+ ✈❡&② ✢❛% ❛♥❞ %❤❡ ❤②❞&❛✉❧✐❝ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❛❧♠♦+% ❢♦❧❧♦✇+ %❤❡ ❜❡❞&♦❝❦

❤❡✐❣❤%+✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ %♦ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❤②❞&❛✉❧✐❝ ♣♦%❡♥%✐❛❧✳ ❚❤❡+❡ %♦♣♦❣&❛♣❤✐❝ ❢❡❛✲

%✉&❡+ ♣&❡✈❡♥% ✇❛%❡& ❢&♦♠ ♠♦✈✐♥❣ ✉♣✇❛&❞+ ✭✜❣✳ ✸✳✸✮✱ +♦ %❤❡ ✇❛%❡& ♦❜+❡&✈❡❞ ♦♥ %❤❡ ❧❡❡ ♦❢ ❛ &❡❧✐❡❢✱

❝❧♦+❡ %♦ %❤❡ %&❛♥+✐%✐♦♥ ✇✐%❤ ❞&② ❛&❡❛+✱ ♠✉+% ❜❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦&✐❣✐♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❚❤✐+ ✜❣✉&❡ ✐❧❧✉+%&❛%❡+ ❤♦✇ ✇❛%❡& ❛♥❞ ❜❛+❛❧ %♦♣♦❣&❛♣❤② ❛&❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐%❤ ❛ &❡❣✐♦♥ ♦❢

✢❛% +✉&❢❛❝❡ ❢♦& ❛ ✉♥✐❢♦&♠ ❧♦❝❛❧ ●❍❋✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ +❤♦✇+ %❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛%❡& ❛% %❤❡ ❜❡❞✱ ❛♥❞

%❤❡ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✐%+ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❜&♦✇♥ ❛&❡❛ ❝♦&&❡+♣♦♥❞+ %♦ ❛ +%&✐♣ ✇❤❡&❡ %❤❡ %❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥+

❛&❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ %❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ❛+ %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ %❤✐❝❦♥❡++ %❤❛% ❛❧❧♦✇+ ❜❛+❛❧

♠❡❧%✐♥❣ %♦❞❛②✳

❈♦✉❧❞ %❤❡ ❞&② ❛&❡❛+ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✶ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ %♦ %❤❛✇✐♥❣ ✐❝❡ ✇❤♦+❡ ♠❡❧%✇❛%❡& ❤❛+ ✢♦✇❡❞ ❛✇❛② ❄

▼❡❧%✇❛%❡& ❝❛♥ ❜❡ ❞&✐✈❡♥ ♦✉% ❜② ❞✐✛❡&❡♥% %②♣❡+ ♦❢ ❤②❞&♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡%✇♦&❦+ ✿ ❝♦♥♥❡❝%❡❞ ❝❛✈✐%✐❡+

✭▲❧✐❜♦✉%&②✱ ✶✾✻✽❀ ❑❛♠❜✱ ✶✾✽✼✮ ♦& ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ♥❡%✇♦&❦ ♦❢ +%&✉❝%✉&❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧+ ✭❘Y%❤❧✐+❜❡&❣❡&✱

✶✾✼✷✮✳ ❲❡❡&%♠❛♥ ✭✶✾✼✷✮ +❤♦✇❡❞ %❤❛% %❤❡+❡ ❝❤❛♥♥❡❧+ ❝❛♥♥♦% ❢♦&♠ ✉♣+%&❡❛♠ ♦❢ %❤❡ ❤②❞&♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡%✇♦&❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ %❤❡ ❝❛+❡ ❤❡&❡✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ &❛%❤❡& %❛❦❡ %❤❡ ❢♦&♠ ♦❢ ❛ ✜❧♠ ♦❢ ✇❛%❡&✳ ❲❤❛%❡✈❡& %❤❡

❡①❛❝% %②♣❡ ♦❢ +%&✉❝%✉&❡ ✭✜❧♠ ♦& ❝❛✈✐%✐❡+✮✱ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ✐+ ❛ ♣❡&♠❛♥❡♥% ♣&♦❝❡++ %❤❛% ❢❡❡❞+ %❤❡

❤②❞&♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡%✇♦&❦✳ ❆ ❝♦♥%✐♥✉♦✉+ ❤②❞&♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡%✇♦&❦ ✉♣+%&❡❛♠ ✐+ ♦♥❧② ❢❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ♠❡❧%✐♥❣✱

+♦ %❤❛%✱ ✉♥❧❡++ %❤❡ ♥❡%✇♦&❦ ✐+ ❞✐+❝♦♥♥❡❝%❡❞✱ %❤❡ %❤❛✇❡❞ ✇❛%❡& ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❞&✐✈❡♥ ♦✉% ❢❛+%❡& %❤❛♥

%❤❡ ♠❡❧% &❛%❡✳ ❆+ ❛ ❝♦♥+❡5✉❡♥❝❡✱ +♦♠❡ ✇❛%❡& ❛❧✇❛②+ &❡♠❛✐♥+ ❛% %❤❡ ❜❛+❡ ♦❢ %❤❡ ♠❡❧%✐♥❣ ✐❝❡✳

❋✉&%❤❡&♠♦&❡✱ ✇❛%❡& ❛% %❤❡ ❜❛+❡ ❡♥❛❜❧❡+ ❜❛+❛❧ +❧✐❞✐♥❣✱ ❛♥❞ &❡❞✉❝❡+ %❤❡ ❜❛+❛❧ ❞&❛❣✳ ❋♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ✐❝❡

✢✉①✱ %❤❡ +✉&❢❛❝❡ +❧♦♣❡ ❣✐✈❡+ +♦♠❡ ✐♥❞✐❝❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ &❡❧❛%✐✈❡ ✐♠♣♦&%❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥%❡&♥❛❧ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥

❛♥❞ ❜❛+❛❧ +❧✐❞✐♥❣ ✐♥ %❤❡ ✐❝❡ ♠♦%✐♦♥✳ ▲♦❝❛❧ +%❡❡♣❡& +✉&❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ ❛++♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ♠♦&❡ ❜❛+❛❧

❞&❛❣ ❛♥❞ ✐❝❡ ❞❡❢♦&♠❛%✐♦♥✱ ✇❤❡&❡❛+ ❧♦❝❛❧ ✢❛%%❡& +✉&❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ ❛++♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ♠♦&❡ +❧✐❞✐♥❣✳

▼♦+% ♦❢ %❤❡ +♣♦%+ ✇❤❡&❡ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ &✉♥ ❛&❡ ❧♦❝❛%❡❞ ♦♥ +❧♦♣❡+ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❧♦❝❛❧❧② +%❡❡♣❡&

%❤❛♥ %❤❡ &❡❣✐♦♥❛❧ +❧♦♣❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐% ✐+ ❧✐❦❡❧② %❤❛% +❧✐❞✐♥❣ ❞♦❡+ ♥♦% ♦❝❝✉& %❤❡&❡✱ ❛♥



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✼✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ >❤②6✐❝❛❧ ♣❛$❛♠❡%❡$6✱ ♦❜6❡$✈❡❞ ✭❝$✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡66 Hc ± 1σ ❬♠❪✱ $❛%✐♦ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❛❧

6✉$❢❛❝❡ 6❧♦♣❡ %♦ $❡❣✐♦♥❛❧ 6✉$❢❛❝❡ 6❧♦♣❡ ✭■❈❊❙❛%✮✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡$%❡❞ ✭●❍❋ Φg ± 1σΦ ❬♠❲♠

−2
❪✮✳ ❚❤❡

6✉$❢❛❝❡ 6❧♦♣❡6 ❛$❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥ ❝✐$❝❧❡6 ✇✐%❤ ❛ ✸✲❦♠ ❛♥❞ ✶✵✲❦♠ $❛❞✐✉6 ❝❡♥%❡$❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ 6♣♦%✱

♦♥%♦ ✇❤✐❝❤ %❤❡ 6✉$❢❛❝❡ ❉❊▼ ✭❇❛♠❜❡$ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✐6 ✜%%❡❞ ❜② ❛ ❜✐U✉❛❞$❛%✐❝ ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ $❛%✐♦

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦ 6❧♦♣❡6 ✐6 ♣$❡6❡♥%❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦$ ❡❛❝❤ 6♣♦%✳ ❆ $❛%✐♦ > 1 ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 %♦ ❛ 6❧♦♣❡

❧♦❝❛❧❧② 6%❡❡♣❡$ %❤❛♥ ✐%6 ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%✳

❙♣♦% Hc Φi
g ± σi

Φ ❙✉$❢✳ 6❧♦♣❡ $❛%✐♦

❇✾ 3157± 46 55.5± 0.9 ✶✳✵✸

❈✸ 2926± 75 59.8± 1.5 ✶✳✷✵

❈✻ 2957± 111 59.3± 2.2 ✶✳✵✾

❊✹ 3181± 46 55.2± 0.9 ✵✳✾✼

❊✻ 3124± 17 56.1± 0.5 ✷✳✵✶

❍✶ 3249± 197 53.9± 3.3 ✶✳✽✵

▲✹ 3319± 209 53.2± 2.9 ✶✳✸✼

▲✼ 3408± 48 51.6± 0.8 ✶✳✹✻

◆✹ 3662± 92 48.1± 1.2 ✶✳✷✼

◆✽ 3698± 49 47.6± 0.7 ✶✳✹✷

❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❝❧✉❡ %❤❛% %❤❡ ❜❛6❡ ✐6 ❝♦❧❞✳ ❆6 ❛ ❝♦♥6❡U✉❡♥❝❡✱ ✇❡ 6✉❣❣❡6% %❤❛% %❤❡ ❞$② ❛$❡❛6 ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✸

♣$♦❜❛❜❧② ❞♦ ❝♦$$❡6♣♦♥❞ %♦ ❝♦❧❞ ✐❝❡✳

●❋ "♣❛%✐❛❧ ✈❛)✐❛❜✐❧✐%② ❇❛6❡❞ ♦♥ %❤❡ ❧✐%%❧❡ %❤❛% ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉% %❤❡ ❣❡♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛66✉♠❡

%❤❛% %❤❡ ●❋ ✐6 ✉♥✐❢♦$♠ ♦♥ ❛ ∼ 10 ❦♠✲❧❡♥❣%❤6❝❛❧❡✳ ❯♥❞❡$ %❤✐6 ❛66✉♠♣%✐♦♥✱ %❤❡ ♣$❡6❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛6❛❧

✇❛%❡$ ✐6 ♦♥❧② %❤❡ ❝♦♥6❡U✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤✐❝❦❡$ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ♥♦% ♦❢ 6♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥6 ✐♥ ●❋✳ ❆6 6✉❝❤✱

%❤✐❝❦♥❡66 ❛♥❞ $❡✢❡❝%✐✈✐%② ❤❛✈❡ %♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦$$❡❧❛%❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ $✉♥ ❢♦$ 6♠❛❧❧

❛$❡❛6 ✇❤❡$❡ %❤✐6 ❝♦$$❡❧❛%✐♦♥ ✐6 $❡❛6♦♥❛❜❧❡ ✭6❡❝%✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳

◆✉♠❡)✐❝❛❧ ♠❡%❤♦❞

❊U✉❛%✐♦♥6 ✇❡$❡ 6♦❧✈❡❞ ✇✐%❤ ❛ ✜♥✐%❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐% 6❝❤❡♠❡ ♦♥ ❛ ✺✵✲❡❧❡♠❡♥% $❡❣✉❧❛$ ♠❡6❤✱

❛♥❞ %❤❡ %❡♠♣♦$❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛6 6♦❧✈❡❞ ❛% ❛ ✶✵✵✵✲②❡❛$ %✐♠❡6%❡♣✳ ❚❤❡6❡ ✈❛❧✉❡6

✇❡$❡ 6❡❧❡❝%❡❞ ❛6 %$❛❞❡✲♦✛6 ❜❡%✇❡❡♥ ♦❜%❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉$❛%❡ $❡6✉❧%6 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ 6♣❡❡❞✳ ❚❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❜❛6❛❧ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ♦♥ ❞✐6❝$❡%✐③❛%✐♦♥ ✐6 ❧✐♠✐%❡❞ %♦ ❛ ❢❡✇ %❡♥%❤6 ♦❢ ❑✳

❚❤❡ ♣❤②6✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ ❤❡❛% ❝♦♥%❡♥% ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✐6 ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦$ ❜② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛$ ✐%❡$❛%✐♦♥6✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛%❡❞ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ m✱ K ❛♥❞ c ❛$❡ ❝♦♠♣✉%❡❞✱ ✉♥%✐❧ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡6 ♥♦ ❧♦♥❣❡$ 6❤♦✇ ❛

❞✐6❝$❡♣❛♥❝② ❧❛$❣❡$ %❤❛♥ 10−5
❑ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ✐%❡$❛%✐♦♥6✳ ❆% ❡❛❝❤ %✐♠❡6%❡♣✱ %❤❡ ❤❡❛% ❡U✉❛%✐♦♥ ✐6

6♦❧✈❡❞ ❢♦$ ❛ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ %❤❡$♠❛❧ 6%❛%❡ ♦❢ %❤❡ ❜❛6❛❧ ✐❝❡ ✭%❡♠♣❡$❛%❡

♦$ ❝♦❧❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ 6♦❧✉%✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥❝♦♥6✐6%❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ✐♠♣♦6❡❞ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱

✐✳❡✳ %❤❛% %❤❡ ♣$❡66✉$❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ♠❛② ❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✭❝♦❧❞ → %❡♠♣❡$❛%❡✮✱ ♦$ %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡ ♠❛②

❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛%✐✈❡ ✭%❡♠♣❡$❛%❡ → ❝♦❧❞✮✳ ■♥ %❤❡6❡ ❝❛6❡6✱ %❤❡ ❡U✉❛%✐♦♥ ✐6 6♦❧✈❡❞ ❛❣❛✐♥ ✇✐%❤ %❤❡ ♥❡✇

❝♦♥6✐6%❡♥% ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✳



✽✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

✸✳✶✳✸ ❙♣♦&' ✇❤❡+❡ ●❋ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❢❡++❡❞

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ %❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ Hc ❛+ %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛% ✇❤✐❝❤ ♣&❡+❡♥% ❜❛+❛❧

♠❡❧%✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡+ ♣♦++✐❜❧❡ ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ●❋ Φg ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ +❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡%❡& p✳ ❚♦ ❞❡%❡&♠✐♥❡ Hc✱

%❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛+ &✉♥ ✇✐%❤ ✐♥❝&❡❛+✐♥❣ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ %❤❡ ●❋✱ ✉♥%✐❧ %❤❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ✇❛+ &❡❛❝❤❡❞ ❛%

♣&❡+❡♥%✱ +♦ %❤❛% ✇❡ ✇❡ ✇❡&❡ ❛❜❧❡ %♦ ❞❡%❡&♠✐♥❡ ❛ ✉♥✐5✉❡ %✉♣❧❡ (Hc, p,Φg)✳ ❆+ %❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐+

%❤❡ ●❋✱ ❛♥ ❡+%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐+ ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ✇❛+ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ %❤✐+ ✇❛+ ❞♦♥❡ ✐♥ %✇♦ +%❡♣+

❢&♦♠ %❤❡ ✇❡%✴❞&② ♠❛♣ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✶✳

❋✐&+%✱ ✇❡ ✐❞❡♥%✐✜❡❞ +♣♦%+ ❛% ✇❤✐❝❤ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛♥❞ &❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛&❡ ❝♦&&❡❧❛%❡❞✱ ✐✳❡✳ ❢♦& ✇❤✐❝❤ %❤❡

%♦♣ ♦❢ ❜❡❞ &❡❧✐❡❢+ ❛&❡ ❞&② ❛♥❞ %❤❡✐& ❧❡❡+ ❛&❡ ✇❡% ✭+❡❡ ✜❣✳ ✸✳✸✮✳ ▼❡❧%✐♥❣ +%❛&%+ %♦ ❜❡❝♦♠❡ ♣❤②+✐❝❛❧❧②

♣♦++✐❜❧❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦✳ ❚❡♥ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ +♣♦%+ ✇❡&❡ +❡❧❡❝%❡❞ ✭❜❧❛❝❦ &❡❝%❛♥❣❧❡+ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✶✮✱

✇❤❡&❡ &❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛&❡ +♦♠❡❤♦✇ ❝♦&&❡❧❛%❡❞✱ ❛♥❞ %❤❛% ❛&❡ ❤❡&❡❛❢%❡& ❞❡♥♦%❡❞ ❜②

%❤❡ ✐♥❞❡①❡+ ♦❢ %❤❡✐& ❝❡♥%&❛❧ ♣♦✐♥% ✭✜❣✳ ✸✳✹✮✳ ❋♦& %✇♦ +♣♦%+ ✭❊✹ ❛♥❞ ❊✻✮✱ %❤❡ ❝♦&&❡❧❛%✐♦♥ ✇❛+ ✇❡❛❦✱

❜✉% ✇❡ ❦❡♣% %❤❡♠ ❛+ %❤❡② ❛&❡ %❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡+ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ %❤❡ ❝❡♥%&❛❧ ♣❛&% ♦❢ ♦✉& +%✉❞② ❛&❡❛✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ %❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❢♦& ❡❛❝❤ +♣♦%✳ ❆❧♦♥❣ %❤❡ &❛❞❛& ❧✐♥❡✱ ♠♦✈✐♥❣

✉♣✇❛&❞+ ❛❧♦♥❣ ❛ ❜❡❞ &❡❧✐❡❢✱ ✇❡ +❡❧❡❝%❡❞ %❤❡ ✇❡% ♣♦✐♥% ❛% ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✐❝❡ ✐+ %❤❡ %❤✐♥♥❡+%✱ ❛♥❞ %❤❡

❞&② ♣♦✐♥% ❛% ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✐❝❡ ✐+ %❤❡ %❤✐❝❦❡+%✳ ❚❤❡ +❛♠❡ ✐+ ❞♦♥❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛&❞+✱ +♦ %❤❛% ❢♦✉&

♣♦✐♥%+ ✇❡&❡ +❡❧❡❝%❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ &❛❞❛& ❧✐♥❡ ✭❜❧❛❝❦ ❛&&♦✇+ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ Hc

✇❛+ ❡+%✐♠❛%❡❞ ❜② %❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ♠❡❛+✉&❡❞ ❛% %❤❡+❡ ♣♦✐♥%+✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%②

♦♥ Hc ✇❛+ %❛❦❡♥ ❛+ ❤❛❧❢ %❤❡ +%❛♥❞❛&❞ ❞❡✈✐❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❢♦✉& %❤✐❝❦♥❡++❡+✱ +♦ %❤❛% ❛❧♠♦+% ❛❧❧

%❤❡ ♣♦++✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡+ ✭Hc ± 2σ✮ &❛♥❣❡❞ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❡①%&❡♠❡ %❤✐❝❦♥❡++❡+ ♠❡❛+✉&❡❞ ❛% %❤❡ +♣♦%

❝♦♥+✐❞❡&❡❞✳ ❋♦& %❤❡ ❧❛&❣❡ +♣♦%+ ❈✸ ❛♥❞ ❈✻✱ %❤✐+ ♦♣❡&❛%✐♦♥ ✇❛+ ♣❡&❢♦&♠❡❞ %✇✐❝❡✱ ♦♥ %❤❡ %✇♦

♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& &❛❞❛& ❧✐♥❡+ ❣♦✐♥❣ %❤&♦✉❣❤ %❤❡♠ ✭&❛❞❛& ❧✐♥❡+ ❈ ❛♥❞ ✸✱ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ ✻ &❡+♣❡❝%✐✈❡❧②✮✱

+♦ %❤❛% ❡✐❣❤% ❞&②✴✇❡% ♣♦✐♥%+ ✇❡&❡ +❡❧❡❝%❡❞✳

✸✳✶✳✹ ●❋ ✐♥✈❡+'✐♦♥

❚❤❡ %✇♦ ♠❛✐♥ ✐♥♣✉% ♣❛&❛♠❡%❡&+ %❤❛% ✐♥✢✉❡♥❝❡ %❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦& ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛%❡& ♦♥ %❤❡ ❜❡❞ ❛&❡

%❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ H ❛♥❞ %❤❡ +❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡%❡& p✱ ❜♦%❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❛✛❡❝%❡❞ ❜② ✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡+✳

❚❤❡ ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ✇❛+ &✉♥ ❢♦& 200 (H, p) ✈❛❧✉❡+ +♣&❡❛❞ ❛❧♦♥❣ ●❛✉++✐❛♥ ❞✐+%&✐❜✉%✐♦♥+✱ +♦ %❤❛% ❛

♣♦+%❡&✐♦& ❞✐+%&✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ Φg ✇❛+ ♣✉% ♦✉% ✭❚❛&❛♥%♦❧❛✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ Hc ♠❡❛+✉&❡❞ ♦♥ %❤❡ ♠❛♣ ✇❛+ ✉+❡❞ ❞✐&❡❝%❧② ❛+ ❛ ♣&✐♦& ❢♦& H✳ ❚❤❡ +❤❛♣❡

♣❛&❛♠❡%❡& p ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❧❡++ %❤❛♥ −1✱ +♦ %❤❡ ✐♥✈❡&+✐♦♥ ✇❛+ ❞♦♥❡ ♦♥ %❤❡ ❞❡&✐✈❡❞ ♣❛&❛♠❡%❡&

p′ ✿

p′ = ln(p+ 1) ✭✸✳✶✹✮

❚❤❡ ♣&✐♦& ✈❛❧✉❡ ❢♦& p′ ✇❛+ %❛❦❡♥ ❛+ ❛ ●❛✉++✐❛♥ ❞✐+%&✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ p̄′ = 1.5 ❛♥❞ +%❛♥❞❛&❞

❞❡✈✐❛%✐♦♥ σp′ = 0.3 +♦ %❤❛% %❤❡ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡+ ❢♦& p ✇❡&❡ ♠❛✐♥❧② ❞✐+%&✐❜✉%❡❞ ❜❡%✇❡❡♥

❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ✶ ❛♥❞ ✶✵✳ ❋♦& ❛ ❣✐✈❡♥ ♣&❡+❡♥%✲❞❛② ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ Hc ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ p✱ %❤❡

✶❉ ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ✇❛+ &✉♥ ❢♦& ✐♥❝&❡❛+✐♥❣ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ Φg ✭❜② +%❡♣+ ♦❢ ✵✳✷✺♠❲♠

−2
✮✱ ❛♥❞ %❤❡ ✜&+% Φg

✈❛❧✉❡ %❤❛% ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡❧%✐♥❣ ❛% %❤❡ ♣&❡+❡♥% %✐♠❡ ✇❛+ +❡❧❡❝%❡❞ ❛+ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ●❋✳ ❚❤❡ %❤✐❝❦❡& %❤❡



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✽✶
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❇❛6❛❧ $❡✢❡❝%✐✈✐%② ✭❞❇✮ ✈6✳ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ✭❦♠✮✱ ❛% ✶✵ ❢❛✈♦✉$❛❜❧❡ 6♣♦%6✳ ❘❡❞ ❛♥❞

❜❧✉❡ ❧✐♥❡6 ❝♦$$❡6♣♦♥❞ %♦ %❤❡ %❤$❡6❤♦❧❞6 ♦❢ ✇❡% ❛♥❞ ❞$② ♣♦✐♥%6✳

✐❝❡✱ %❤❡ ❧♦✇❡$ %❤❡ ●❋ ♥❡❡❞❡❞ %♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦$ ♠❡❧%✐♥❣✳ ❆❧❧ %❤❡ ●❋ ✈❛❧✉❡6 ✇❡$❡ ✐♥ %❤❡ $❛♥❣❡ ❜❡%✇❡❡♥

40 ❛♥❞ 70♠❲♠

−2
✳

✸✳✶✳✺ ❘❡&✉❧)&

■♥✈❡$%❡ ♠♦❞❡ ✿ ❣❡♦+❤❡$♠❛❧ ❤❡❛+ ✢✉①

❚❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ %❤❡ ♠❡❛♥ ●❋ ❢♦$ %❤❡ %❡♥ ♠❡❛6✉$❡♠❡♥% 6♣♦%6 $❛♥❣❡❞ ❜❡%✇❡❡♥ 48 ❛♥❞ 60

♠❲♠

−2
✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛♥❞ %❤❡ ❤✐❣❤❡6% ✈❛❧✉❡6 ♦❢ %❤❡ ●❋ ✇❡$❡ ❢♦✉♥❞ 6♦✉%❤ ♦❢ ❉♦♠❡ ❈✳ ●✐✈❡♥ %❤❡

♠♦❞❡❧ ❛66✉♠♣%✐♦♥6✱ %❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦$ %❤❡ ●❋ ❛% %✇♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧ ❞$✐❧❧✐♥❣ 6✐%❡6 ✭❈✻ ❛♥❞ ❍✶✮

✇❡$❡ $❡6♣❡❝%✐✈❡❧② 59.3± 2.2 ❛♥❞ 53.9± 3.3♠❲♠

−2
✳

❆ ❦$✐❣✐♥❣ ✐♥%❡$♣♦❧❛%✐♦♥ ✇❛6 ✉6❡❞ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ●❋ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ 6♣♦%6 ❡✈❛❧✉❛%❡❞✳ ❯♥❢♦$%✉♥❛%❡❧②✱

%❤❡ 6♣♦%6 ❛$❡ 6❝❛$❝❡ ✭%❤❡$❡ ❛$❡ ♦♥❧② %❡♥ ♣♦✐♥%6✮✱ ❛♥❞ ❛$❡ ✉♥❡✈❡♥❧② ❞✐6%$✐❜✉%❡❞ %❤$♦✉❣❤♦✉% %❤❡

6%✉❞② ❛$❡❛✳ ❆6 6✉❝❤✱ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ ✈❛$✐♦❣$❛♠ ✇❛6 ♣♦♦$❧② ❞❡6❝$✐❜❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛❞

❧✐%%❧❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❦$✐❣✐♥❣ 6%❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛%✐♦♥✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ %❤❡ ♣♦66✐❜✐❧✐%② ♦❢ ❧♦❝❛❧

✈❛$✐❛❜✐❧✐%② ❛% ❛ 6❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ %❡♥6 ♦❢ ❦✐❧♦♠❡%$❡6 ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ 6♦ %❤❛% %❤❡ ✈❛❧✐❞✐%② ♦❢ 6✉❝❤

❛♥ ✐♥%❡$♣♦❧❛%✐♦♥ ✐6 ❧✐♠✐%❡❞✳ ◆❡✈❡$%❤❡❧❡66✱ ✇❡ ✉♥❞❡$❧✐♥❡ %❤❡ ✐♠♣♦$%❛♥❝❡ ♦❢ 6✉❝❤ ❛ ♠❛♣ %♦ 6❤♦✇

%❤❡ $❡❣✐♦♥❛❧ %$❡♥❞ %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ❛$♦✉♥❞ ❉♦♠❡❈✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ 6❤♦✇6 %❤❡ ✐♥%❡$♣♦❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %❡♥ 6♣♦%6✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ●❋ ✜❡❧❞ ❡✈♦❧✈❡6 6♠♦♦%❤❧②



−2 −1

54.5± 3.5 −2

H Φg

p α β 1/6.04 0.0156

400



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✽✸

❆6 ❝♦♠♣✉%✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ 6❡% ♦❢ ♣❛$❛♠❡%❡$ %❛❦❡6 6❡✈❡$❛❧ ♠✐♥✉%❡6✱ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡

❢♦$ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥% ♦❢ %❤❡ ❉♦♠❡ $❡❣✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛$ %♦♦ ❡①♣❡♥6✐✈❡✳ ❍❡$❡✱ %❤❡ $❡6✉❧% ♦❢ %❤❡ ✇❤♦❧❡

❢♦$✇❛$❞ ♠♦❞❡❧ ✐6 ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠✉❧❛%♦$ %❤❛% ❞❡♣❡♥❞6 ♦♥ %❤❡ ✐♥♣✉% ♣❛$❛♠❡%❡$6 H✱ Φg ❛♥❞

p✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ $❡❧❛%✐♦♥6❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣ %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♠❡❧% $❛%❡ %♦ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡%❡$6 ❛♣♣❡❛$6

%♦ ❜❡ ✈❡$② $❡❣✉❧❛$ ✭✜❣✳✸✳✻✮✳ ❚❤❡ 6❧♦♣❡ ♦❢ %❤❡ ✐6♦♠❡❧% ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡6 6❤♦✇6 ❡G✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥

●❋ ❛♥❞ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ✭1♠❲♠

−2
$♦✉❣❤❧② ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 %♦ 60♠✮✳ ❚❤❡ 6❡♥6✐%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡

♦♥ p ✭1 ≤ p ≤ 10) ❛♣♣❡❛$6 %♦ ❜❡ ❡G✉✐✈❛❧❡♥% %♦ ❛ $❛♥❣❡ ♦❢ 2♠❲♠

−2
♦❢ ●❋✳ ❆♥ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧

✢✉① ♦❢ 1♠❲♠

−2
❝♦$$❡6♣♦♥❞ %♦ ❛♥ ✐♥❝$❡❛6❡❞ ♠❡❧% $❛%❡ ♦❢ 0.09♠♠❛

−1
✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ %❤✐6

$❡❧❛%✐♦♥6❤✐♣ ❜② ❛ ♠✉❧%✐✈❛$✐❛❜❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐% 6❡❡♠6 ♥❛%✉$❛❧ %♦ ♠❛❦❡ m ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛$❧② ♦♥ Φg✱

❛♥❞ G✉❛❞$❛%✐❝❛❧❧② ♦♥ H ❛♥❞ p✳ ❖✈❡$ %❤❡ ♣♦6✐%✐✈❡✲♠❡❧%✲✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ✉6❡❞ ❛ ❧❡❛6%✲6G✉❛$❡

♠✐♥✐♠✐③❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❧❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ✈❛❧✐❞ ❢♦$ %❤❡ $❛♥❣❡6 ♦❢ ✈❛❧✉❡6

✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✻ ✿

m =− 5.148× 10−7H2 + 4.688× 10−3H + 89.519Φg

+ 3.08× 10−3p2 − 5.887× 10−2p− 14.335. ✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❡♠✉❧❛%♦$ ✇❛6 ❛66❡66❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛$✐♥❣ %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡ ♦✉%♣✉% ❢$♦♠ %❤❡

%❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐%❤ %❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❡♠✉❧❛%♦$✳ ❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❛❜6♦❧✉%❡ ❡$$♦$ ✇❛6

0.014♠♠❛

−1
✱ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ 6%❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛%✐♦♥ ✇❛6 0.016♠♠❛

−1
✱ 6♦ %❤❛% %❤❡ ❡$$♦$6

❞✉❡ %♦ %❤❡ ❡♠✉❧❛%♦$ ✇❡$❡ 6✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ❧♦✇❡$ %❤❛♥ %❤❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡6 ❞✉❡ %♦ %❤❡ ●❋

❛♥❞ p✳ ❚❤✐6 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❛6 %❤✉6 ❝♦♥6✐❞❡$❡❞ %♦ ❜❡ 6✉✣❝✐❡♥%❧② ♣$❡❝✐6❡ ❢♦$ ♦✉$ ♣✉$♣♦6❡✳

❍❡$❡ ✇❡ ❡♠✉❧❛%❡❞ %❤❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ m ✇✐%❤ H ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❇❡❞♠❛♣ ✷ ❞❛%❛6❡%✱ ❜✉% ✇❤❡♥ ❛ $❡✜♥❡❞

❜❡❞$♦❝❦ ❞❛%❛6❡% ✐6 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ %❤✐6 ❡♠✉❧❛%♦$ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛6② %♦ ✉6❡ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ ✉♣❞❛%❡❞ ❡6%✐♠❛%✐♦♥6

♦❢ %❤❡ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡✳
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−1
✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66✱ ❣❡♦%❤❡$♠❛❧ ❤❡❛% ✢✉①

❛♥❞ ♣❛$❛♠❡%❡$ p✳
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✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✽✺
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❈❤❛♥❣❡6 ✐♥ %❤❡ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ❛♥❞ ♦♥ %❤❡

❣❡♦%❤❡$♠❛❧ ❤❡❛% ✢✉①✳

❙❡♥#✐%✐✈✐%② %❡#%#

◆❡①%✱ ✇❡ ✐♥✈❡6%✐❣❛%❡❞ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✐♠❛%✐❝ ❢♦$❝✐♥❣✱ ❜② $✉♥♥✐♥❣ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐%❤ ❞✐✛❡$❡♥%

6❧♦♣❡6 ♦❢ %❤❡ ✐6♦%♦♣✐❝ %❤❡$♠♦♠❡%❡$✳ ❚❤❡ $❡6✉❧%6 ❢♦$ %❤❡ ●❋ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✉6✐♥❣ %❤❡ ✐♥✈❡$6❡ ♠❡%❤♦❞

6❤✐❢%❡❞ ♣♦6✐%✐✈❡❧② ❜② 1.4♠❲♠

−2
❢♦$ α = 0.20 ❛♥❞ ♥❡❣❛%✐✈❡❧② ❢♦$ α = 0.13✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡

❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐6 ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② 0.1♠♠❛

−1
✐♥ %❤❡ $❡✈❡$6❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥✱ 6♦ %❤❛% %❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥

%❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ♠❡❧% $❛%❡ ✇❛6 ♦♥❧② 0.04♠♠❛

−1
✭❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❇❡❝❛✉6❡ ♣❛$❛♠❡%❡$ α ❛✛❡❝%6 ❜♦%❤ %❤❡

❞❡$✐✈❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ●❋ ❛% %❤❡ 6♣♦%6 ❛♥❞ %❤❡ ❢♦$✇❛$❞ ♠♦❞❡❧ ♠❡❧% $❛%❡✱ %❤❡ %✇♦ 6%❡♣6 ♣❛$%❧② ♦✛6❡%

♦♥❡ ❛♥♦%❤❡$ ✇❤❡♥ ♣$♦❞✉❝✐♥❣ %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡ ♠❛♣✳

❋♦$ ❡①%$❡♠❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ %❤❡ β ❝♦❡✣❝✐❡♥% ✭❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮✱ %❤❡ ●❋ $❡6✉❧%6 6❤✐❢%❡❞ ♣♦6✐%✐✈❡❧②

❜② 0.3♠❲♠

−2
❢♦$ β = 0.0138 ❛♥❞ ♥❡❣❛%✐✈❡❧② ❢♦$ β = 0.175✳ ▲✐❦❡ ❢♦$ α✱ %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❜❛6❛❧ ♠❡❧%

$❛%❡ 6❤✐❢%❡❞ ✐♥ %❤❡ $❡✈❡$6❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥ ❜② 0.01♠♠❛

−1
✱ 6♦ %❤❛% %❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞

♠❡❧% $❛%❡ ✇❛6 ♦♥❧② 0.02♠♠❛

−1
✳

❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥6 $❡❝♦♥6%$✉❝%❡❞ ❛% %❤❡ ❞♦♠❡ ✐%6❡❧❢ ✇❡$❡ 6♣$❡❛❞ ❡P✉❛❧❧② ❛❝$♦66 %❤❡ ✇❤♦❧❡ $❡❣✐♦♥✱

✇❤❡$❡❛6 ✐♥ ♣$❛%✐❝❡ 6♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥6 6✉$❡❧② ❛✛❡❝% %❤❡ 6✉$❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ $❛%❡ ❛$♦✉♥❞ ❉♦♠❡

❈ ✭❋$❡③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ 6❡♥6✐%✐✈✐%② ♦❢ ♦✉$ ♠♦❞❡❧ %♦ ❛ ±10✪ ✈❛$✐❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ 6✉$❢❛❝❡

❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ $❡6✉❧%❡❞ ✐♥ ❛ ±0.3♠❲♠

−2
❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❢♦$ %❤❡ ●❋✱ ❛♥❞ %♦ ❛♥ ♦♣♣♦6✐%❡ ±0.08♠♠❛

−1

❢♦$ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ 6❡♥6✐%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✇❛6 %❤✉6 ±0.05♠♠❛

−1
✳ ❆ ❤✐❣❤❡$

❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ $❛%❡ $❡6✉❧%6 ✐♥ ❛ ❧♦✇❡$ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❡①♣❡❝%❡❞✳

●✐✈❡♥ %❤❛% %❤❡ ❡①♣$❡66✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣$❡66✉$❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ✐6 ❛♥ ✉♥✉6✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣②

✭❊P✳ ✸✳✺✮✱ %❤❡ ✐♥✈❡$6❡ ♠❡%❤♦❞ ✇❛6 $❡✐%❡$❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛ ♠♦$❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ %♦ 6❛%✉✲

$❛%❡❞ ❛✐$ ✐♥ %❤❡ ✐❝❡ ✭Tm = 273.16 − 0.098P ✱ ❈✉✛❡② ❡% W❛%❡$6♦♥✱ ✷✵✶✵✮ ❛6 ❛ %❡6%✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞

●❋ ✈❛❧✉❡6 ✇❡$❡ ❢♦✉♥❞ 6❤✐❢% ❜② −0.6♠❲♠

−2
❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ ♦✉$ ❡①♣$❡66✐♦♥✳ ❚❤❡ $❡6✉❧%6 ✐♥ %❡$♠6

♦❢ ❜❛6❛❧ ♠❡❧%✐♥❣ ✇❡$❡ ♥♦% 6✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ❛✛❡❝%❡❞ ❜② %❤❡ ❡①♣$❡66✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣$❡66✉$❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥%✱



✽✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❙❡♥+✐%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ●❋ ✭❛++❡++❡❞ ❢&♦♠ ✐♥✈❡&+❡ &✉♥+✱ ❬♠❲♠

−2
❪✮ ❛♥❞ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡

✭❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ ❢♦&✇❛&❞ &✉♥+✱ ❬♠♠❛

−1
❪✮ %♦ ✐♥♣✉% ♣❛&❛♠❡%❡&+ α✱ β ❛♥❞ a✳ ❆+ %❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

m ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ ❜♦%❤ %❤❡ ✐♥✈❡&+❡ &✉♥ %♦ ❞❡%❡&♠✐♥❡ Φg✱ ❛♥❞ %❤❡ ❢♦&✇❛&❞ &✉♥ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ♠❡❧%

&❛%❡✱ %❤❡ ❧❛+% ❝♦❧✉♠♥ ❛❝❝♦✉♥%+ ❢♦& %❤❡ +❡♥+✐%✐✈✐%② ♦♥ %❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✭✐♥✈❡&+❡✰❢♦&✇❛&❞✮✳

K❛&❛♠❡%❡& Φg m ❚♦%❛❧ ♦♥ m
α = 0.13 −1.4 +0.1 −0.04
α = 0.20 +1.4 +0.1 +0.04
β = 0.138 +0.3 −0.01 +0.02
β = 0.175 −0.3 +0.01 −0.02
a : −10✪ −0.3 +0.07 +0.05
a : +10✪ +0.3 −0.07 −0.05

♥♦& ✇❛+ %❤❡ &❡❣✐♦♥❛❧ ♣❛%%❡&♥ ♦❢ ●❋✳

❋♦"✇❛"❞ ♠♦❞❡ ✿ ❡♠✉❧❛+♦" ♦❢ +❤❡ ❝"✐+✐❝❛❧ ✐❝❡ +❤✐❝❦♥❡22

❖♥❡ ✇❛② %♦ ❛++❡++ %❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉& ♠♦❞❡❧ ✐+ %♦ ❝♦♠♣❛&❡ ♦❜+❡&✈❡❞ ❜❛+❛❧ +%❛%❡ ✭✇❡% ♦& ❞&②✱

❩✐&✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✮ ✇✐%❤ %❤❡ ♠♦❞❡❧ +✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❢♦& ♣&❡+❡♥% %✐♠❡✳ ❋♦& p = 2✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉%❡❞

%❤❡ ✭Φg, Hc✮ &❡❧❛%✐♦♥✱ ❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ♣&❡+❡♥% ❜❛+❛❧ +%❛%❡✱ ❜② +❛♠♣❧✐♥❣ Hc ❜❡%✇❡❡♥ ✷ ✼✵✵♠

❛♥❞ ✸ ✸✵✵♠✳ ❚❤❡ %✇♦ ♣❛&❛♠❡%❡&+ ❛&❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ &❡❧❛%✐♦♥ ✿

Hc = 1013272.4Φ2
g − 170906Φg + 9486.0 ✭✸✳✶✻✮

❚❤✐+ ♠❛❞❡ ✐% ♣♦++✐❜❧❡ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❝&✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛♥❞ %❤❡ ♣&❡+❡♥%

✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ✭❇❡❞♠❛♣✷✮✱ +♦ %❤❛% ♥❡❣❛%✐✈❡ ✈❛❧✉❡+ ❝♦&&❡+♣♦♥❞ %♦ ♠❡❧%✐♥❣ ❛&❡❛+✱ ❛♥❞ ♣♦+✐%✐✈❡

✈❛❧✉❡+ %♦ ♠❡❧%✲❢&❡❡ ❛&❡❛+✳ ❖✉& ❛✐♠ ✇❛+ %♦ ❜&♦❛❞❧② ♠✐♠✐❝ %❤❡ ✇❡%✴❞&② ♣❛%%❡&♥ ✐♥ ❛&❡❛+ ✇❤❡&❡

♥♦ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♠❡❛+✉&❡❞ ✭♥♦&%❤ ♦❢ ❉♦♠❡ ❈✮✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐%❛%❡ %❤❡ ❝♦♠♣❛&✐+♦♥✱ ✇❡

+❧✐❣❤%❧② %✉♥❡❞ %❤❡ ✐♠♣♦+❡❞ ●❋ ✜❡❧❞✱ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%② &❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳✾ ✇❛+ ❜✉✐❧%

✇✐%❤ Φ̂m
g − 1♠❲ ♠

−2
✳

❙✉♣❡&✐♠♣♦+❡❞ ♦♥ %❤❡ ♦❜+❡&✈❡❞ ❞❛%❛✱ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉%♣✉% +❤♦✇+ %❤❛% ❧❛&❣❡✲+❝❛❧❡ ♣❛%%❡&♥+ ♦❢ ✇❡%✲

❞&② ❛&❡❛+ ✇❡&❡ &❡+♣❡❝%❡❞✱ ❡+♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ +%❡❡♣ ❜❡❞ +❧♦♣❡+ ✭❝❛♥❞✐❞❛%❡ B, C, D✱ ❛♥❞ %♦ ❛ ❧❡++❡& ❡①%❡♥%

❝❛♥❞✐❞❛%❡ A✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛% ❝❡&%❛✐♥ ♣♦✐♥%+ ♦♥ %❤❡+❡ ❜❡❞ &❡❧✐❡❢+✱ %❤❡&❡ ✇❛+ ❛ ❞✐+❝&❡♣❛♥❝② ❜❡%✇❡❡♥

♠♦❞❡❧ ♦✉%♣✉%+ ❛♥❞ ♦❜+❡&✈❡❞ ❞❛%❛✱ ❜✉% %❤❡ ❣❛♣ ✐♥ %❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ✇❛+ ♦❢%❡♥ ❝❧♦+❡ %♦ ✵♠

✭❉✸✱ ❉✺✱ ❉✽✱ ▼✸✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% ❛ +♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●❋ ❢♦&❝✐♥❣✱ ♦& ❛ ❜❡%%❡& ❞❡+❝&✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++✱ ✇♦✉❧❞ ❛++✐❣♥ %❤❡+❡ ♣❛&%✐❝✉❧❛& ♣♦✐♥%+ ♠♦&❡ ❛❝❝✉&❛%❡❧②✳ ❚❤❡ ✶ ❦♠✲&❡+♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❇❡❞♠❛♣ ✷ ❜❡❞&♦❝❦ ❞❛%❛+❡% ✭❋&❡%✇❡❧❧ ❡% ❝♦❛✉%❤♦&+✱ ✷✵✶✸✮ +♠♦♦%❤❡❞ %❤❡ ❛❧♦♥❣✲%&❛❝❦ +✉❜❦✐❧♦♠❡%&✐❝

❢❡❛%✉&❡+ ❞❡%❡❝%❡❞ ❜② ♦✉& ❘❊❙ +✉&✈❡②✳

❚❤❡ +%❡❡♣❡& %❤❡ ❜❡❞✱ %❤❡ +❤❛&♣❡& %❤❡ ❧✐♠✐% ❜❡%✇❡❡♥ ♠❡❧%✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠❡❧%✐♥❣ ❛&❡❛+✳ ■♥ %❤❡

❝❡♥%&❛❧✱ ✢❛%%❡&✱ ♣❛&% ♦❢ %❤❡ +%✉❞② ❛&❡❛✱ %❤❡ ♣♦+✐%✐♦♥ ♦❢ %❤✐+ ❧✐♠✐% ✇❛+ ♠♦&❡ ❜❧✉&&❡❞✳ ❆+ ✇❡ ✇❡&❡

✉♥❛❜❧❡ %♦ ❛++❡++ %❤❡ ●❋ ✐♥ %❤❛% ♣❛& ♦❢ %❤❡ +%✉❞② ❛&❡❛ ✉+✐♥❣ ♦✉& ♠❡%❤♦❞✱ ✐% ✇❛+ ✐♥%❡&♣♦❧❛%❡❞✳

❉❡+♣✐%❡ %❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥+%&❛✐♥%+✱ +❡✈❡&❛❧ +♠❛❧❧✲+❝❛❧❡ ❢❡❛%✉&❡+ ❛&❡ ✇❡❧❧ ♠✐♠✐❝❦❡❞ ✭❞&② ❛&❡❛+ ❛% ■✾✱ ●✲

❍✽✱ ✇❡% ❛&❡❛+ ❛% ●✾ ❛♥❞ ▲✼✮✳ ❖%❤❡& &❡❣✐♦♥+ ✇❡&❡ ♥♦% ❛%%&✐❜✉%❡❞ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ ♦❜+❡&✈❛%✐♦♥+

✭●✻✲✼✲✽✱ ❍✲■✽✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ●❋ ✐+ ♦✈❡&❡+%✐♠❛%❡❞✱ ♣&♦❜❛❜❧② ✉♣ %♦ 3♠❲♠

−2
✱ ✇❤✐❝❤ ✐+

❝♦♥+✐+%❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡+ ♣&♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦✉& ♠❡%❤♦❞ ✭✐♥✈❡&+✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥%❡&♣♦❧❛%✐♦♥✮✳



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✽✼

A
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N O P Q

1
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9

N

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❉✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❡♠✉❧❛%❡❞ ❝$✐%✐❝❛❧ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ❛♥❞ ♦❜6❡$✈❡❞ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66✱ ❢♦$

p = 2 ❛♥❞ Φg = Φ̂m
g − 1♠❲ ♠

−2
✳ ❚❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ❉❊▼ ✐6 %❛❦❡♥ ❢$♦♠ %❤❡ ❇❡❞♠❛♣ ✷ ❞❛%❛6❡%

✭❋$❡%✇❡❧❧ ❡% ❝♦❛✉%❤♦$6✱ ✷✵✶✸✮✳ ■6♦❝♦♥%♦✉$6 6❤♦✇ %❤❡ %✐♠❡ ❧❛❣ ❜❡❢♦$❡ %❤❡ ❝❧✐♠❛%✐❝ 6✐❣♥❛❧ %♦ $❡❛❝❤

%❤❡ ❜❡❞✳

❚❤❡ ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇6 ❡❛6② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✈❡$② 6%$♦♥❣ ❝❧✐♠❛%✐❝ 6✐❣♥❛❧ ♦❢ %❤❡ ▲●▼ ✇❤❡♥ ✐%

$❡❛❝❤❡6 %❤❡ ❜❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞✐♥❣ %✐♠❡ ❧❛❣ ∆t ❢♦$ ❜❛6❛❧ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ❛♣♣❡❛$6 %♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛$❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥% ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡66 ✐♥ %❤❡ $❛♥❣❡ 2700✲3500♠ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❧❛%✐♦♥

∆t = 10H − 16610. ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ✐6♦❝♦♥%♦✉$6 ♦❢ %✐♠❡ ❧❛❣ ∆t ❛$❡ 6✐♠♣❧② ♣❛$❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ %❤✐❝❦♥❡66 ❝♦♥%♦✉$6✱ ❜✉% ❡♥❛❜❧❡ ❛

%❡♠♣♦$❛❧ ✐♥%❡$♣$❡%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✇❡%✴❞$② ♣❛%%❡$♥6 ✭✜❣✳ ✸✳✾✮✳ ❆$♦✉♥❞ ✶✵ ❦❛ ❛$❡ $❡T✉✐$❡❞ ❢♦$ %❤❡

6✐❣♥❛❧ %♦ $❡❛❝❤ %❤❡ %♦♣6 ♦❢ ❜❡❞ $❡❧✐❡❢6✱ ❜✉% ❛❧♠♦6% %✇✐❝❡ %❤❛% ❢♦$ 3 400✲♠✲%❤✐❝❦ ✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱



✽✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

❝♦♥+✐❞❡&✐♥❣ %❤❡ ❞✉&❛%✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣❧❛❝✐❛%✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ %❤❡ %❤❡&♠❛❧ +%❛%❡ ♦❢

%❤❡ ❜❛+❛❧ ✐❝❡ ♠❛② ❝♦&&❡+♣♦♥❞ %♦ ✈❡&② ❞✐✛❡&❡♥% ❝❧✐♠❛%✐❝ ♣❡&✐♦❞+✳

✸✳✶✳✻ ❉✐&❝✉&&✐♦♥

❈♦♥#✐#%❡♥❝② ✇✐%❤ ♣✉❜❧✐#❤❡❞ ❞❛%❛ ❛♥❞ ♠❡❛#✉2❡♠❡♥%#

❖✉& ●❋ ✈❛❧✉❡+ ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ %♦ %❤♦+❡ ✐♥❢❡&&❡❞ ❜② ❋♦① ▼❛✉❧❡ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ H✉&✉❝❦❡& ✭✷✵✶✸✮✱

❜✉%✱ ❜❡❝❛✉+❡ %❤❡ ✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡+ ♦❢ %❤❡✐& ♠❡%❤♦❞ ❛&❡ 5✉✐%❡ ❧❛&❣❡✱ %❤❡② ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ❛+ ❛

&❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛&✐+♦♥✳ ❋♦& %❤❡ ♥♦&%❤❡&♥ ♣❛&% ♦❢ ♦✉& +%✉❞② ❛&❡❛✱ %❤❡ &❡❧❛%✐✈❡❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ●❋

✭∼ 50♠❲♠

−2
♦& ❧❡++✮ ❛&❡ ❝♦♥+✐+%❡♥% ✇✐%❤ %❤♦+❡ ❡+%✐♠❛%❡❞ ❜② ❈❛&%❡& ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛% %❤❡ +❛♠❡

♣❧❛❝❡✱ ❡①❝❡♣% ♦♥ ❛ ❜❡❞ &❡❧✐❡❢ ✭❝❛♥❞✐❞❛%❡ D✮✱ ✇❤❡&❡ %❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ♣♦+✐%✐✈❡ ❤❡❛% ✢✉① ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ ❛

❤✐❣❤ ♠❡❧% &❛%❡ ♦♥ ✐%+ ✢❛♥❦+ ✭∼ 2.5♠♠❛−1
✮✳ ❚❤❡ ❤❡❛% ❛♥♦♠❛❧② ✇❛+ ♥♦% ✐♥❞✉❝❡❞ ✇✐%❤ ♦✉& ♠❡%❤♦❞✱

+✐♥❝❡ %❤❡ ●❋ ✐+ ✐♥%❡&♣♦❧❛%❡❞ ❛% %❤✐+ ❧♦❝❛%✐♦♥✳ ❚❤✐+ +❤♦✇+ %❤❛% ♦✉& ♠❡%❤♦❞ ✐+ &❡❧✐❛❜❧❡ ❛% ❧♦❝❛%✐♦♥+

✇❤❡&❡ ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡+%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ✭❝♦&&❡+♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ♣♦%❡♥%✐❛❧❧② ✐♥%❡&❡+%✐♥❣

❞&②✱ ❧♦✇✲&❡✢❡❝%✐✈❡ ❝♦❧❞ +♣♦%+✮✱ ❛♥❞ ❡❧+❡✇❤❡&❡ ❛% ❧❡❛+% ❞❡+❝&✐❜❡+ ❛ ●❋ &❡❣✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞✳ ❚❤❡

●❋ ✜❡❧❞ ✐+ ❛❧+♦ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ✇✐%❤ %❤❡ ✈❛❧✉❡+ ✐♥❢❡&&❡❞ ❜② ✭❙✐❡❣❡&% ❡% ❉♦✇❞❡+✇❡❧❧✱ ✶✾✾✻✮ %♦ ♠♦❞❡❧

%❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❛❜♦✈❡ +✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ❧❛❦❡+ ❛&♦✉♥❞ ❉♦♠❡❈ ✭41 − 58♠❲♠

−2
✮✳ ❇✉% %❤❡✐& ✈❛❧✉❡+

✇❡&❡ ♦♥❧② ♠✐♥✐♠❛ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ✇✐%❤ ✐❝❡ ❛% %❤❡ ♣&❡++✉&❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥%✱ ✇❤❡&❡❛+ %❤❡ ♣&❡+❡♥% ✇♦&❦

❜❡♥❡✜%+ ❢&♦♠ %❤❡ ❞&② ❛&❡❛+ ❞❡%❡❝%❡❞ ❜② ❘❊❙ ✉+❡❞ ❛+ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞+ ❝♦♥+%&❛✐♥+✳

❆% %❤❡ ❊H■❈❆ ❞&✐❧❧✐♥❣ +✐%❡✱ ✇❡ ❛❧+♦ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❛♥ ❛✈❡&❛❣❡ ♠❡❧% &❛%❡ ♦❢ 0.32± 0.25♠♠❛−1
✱ ❛♥❞

%❤✐+ ✈❛❧✉❡ +❡❡♠+ %♦ ❜❡ +❧✐❣❤%❧② ❧♦✇❡& %❤❛♥✱ ❜✉% ②❡% ❝♦♥+✐+%❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.56±0.19♠♠❛−1

♣&❡✈✐♦✉+❧② ✐♥❢❡&&❡❞ ❜② H❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✱ ✇✐%❤ %❤❡ ✐♥✈❡&+❡ ♠♦❞❡❧ ✉+❡❞ ❢♦& ❞❛%✐♥❣ %❤❡ ✐❝❡

❝♦&❡✳ ❚❤❡ &❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦++✐❜❧❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡+ ✐♥❢❡&&❡❞ ✇✐%❤ ♦✉& ♠❡%❤♦❞ +❡❡♠+ +✉✣❝✐❡♥%❧② &❡❛❧✐+%✐❝

%♦ ❝♦♥%❛✐♥ ✐%+ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛% ❛ ❧♦❝❛%✐♦♥ ✇❤❡&❡ ♥♦ ♦❜+❡&✈❡❞ ❝&✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡++ ✐+ ②❡%

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡ ✐♥❢❡&&❡❞ ❢♦& %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥% ♦❧❞✲✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡+✱ ❢♦& ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛❞

♦❜+❡&✈❛%✐♦♥+ ♦❢ Hc✱ ✐+ %❤✉+ &❡❧✐❛❜❧❡✳

▼♦❞❡❧ ❛##❡##♠❡♥%

▼❡%❤♦❞ ✈❛❧✐❞✐%② ❆&♦✉♥❞ ❉♦♠❡ ❈✱ ✐❝❡ ♠❛② ✢♦✇ ♦✈❡& ❛ ❤✐❧❧② ❜❡❞&♦❝❦✱ ❛♥❞ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ♣&♦✜❧❡

✐+ ♥♦% ♥❡❝❡++❛&✐❧② ❛+ +♠♦♦%❤ ❛+ ❛ ✶❉ +②♥%❤❡%✐❝ +❤❛♣❡ ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ %❤❡ ❡♥❡&❣② ❜✉❞❣❡% ❛%

%❤❡ ❜❛+❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ❛❝%✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ %♦%❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❞ ❢&♦♠ %❤❡ %♦♣✱ ♥♦% ♦♥ +♠❛❧❧

+❝❛❧❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥+ ✐♥ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♣&♦✜❧❡✳ ❯+✐♥❣ ❛ +②♥%❤❡%✐❝ ♣&♦✜❧❡ ✐+ ❥✉+% ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥%

✇❛② %♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦& ❛ &❡❛❧✐+%✐❝ ✈❡&%✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ %♦✇❛&❞+ %❤❡ ❜❡❞✱ ❝♦♥%&♦❧❧❡❞ ❜② ❛ +✐♥❣❧❡

♣❛&❛♠❡%❡&✱ p✳

❙♦♠❡ ♦❢ ♦✉& ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡&✈❛❧+ ❛&❡ 5✉✐%❡ ❧♦✇ ✭❊✹✱ ❊✻✱ ▲✼ ❛♥❞ ◆✽✮✱ ♦♥❡ ❝♦♥+❡5✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %✐♥②

❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧%✐%✉❞❡ ♠❡❛+✉&❡❞ ♦♥ ✜❣✳ ✸✳✶ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❤✐❣❤❡+% ✇❡% ♣♦✐♥%+ ❛♥❞ %❤❡ ❧♦✇❡+% ❞&②

♣♦✐♥%+ ❛% ❛ ❣✐✈❡♥ +♣♦%✳ ❙✐♥❝❡ %❤❡ ❝♦&&❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡++ ❛♥❞ &❡✢❡❝%✐✈✐%② ✇❛+ ✇❡❛❦✱

%❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡&✈❛❧+ ❛% ❊✹ ❛♥❞ ❊✻ ❛&❡ ♣&♦❜❛❜❧② ✉♥❞❡&❡+%✐♠❛%❡❞✱ ❛♥❞ +♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝%+ ✭❡✳❣✳

+♠❛❧❧ &❡❧✐❡❢ ❛♥❞ ●❋ ✈❛&✐❛❜✐❧✐%✐❡+✮ ♠❛② ♥♦% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦& ✐♥ %❤✐+ +%✉❞②✳

❲❡ ❝❛♥♥♦% ❡①❝❧✉❞❡ ❛++✐❣♥♠❡♥% ❡&&♦&+ ✐♥ %❤❡ ❞&② ♣♦✐♥%+✱ ✐❢ ❛ +♠❛❧❧ ✇❛%❡& ✜❧♠ ✐+ ♣&❡+❡♥% ❜✉% ✇❛+

♥♦% ❞❡%❡❝%❡❞✳ ■❢ +♦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛❜❧❡ %♦ ❛++❡++ ❛ ❧♦✇❡& ❜♦✉♥❞❛&② ❢♦& %❤❡ ●❋✳ ❍♦✇❡✈❡&✱



✸✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ ●❡♦%❤❡$♠❛❧ ✢✉① ❛♥❞ ❜❛6❛❧ ♠❡❧% $❛%❡ ✐♥ %❤❡ ❉♦♠❡ ❈ $❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ $❛❞❛$

$❡✢❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✽✾

%❤❡ ❛❜6❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❡❧%✇❛%❡$ ❧✐❦❡❧② ♠❡❛♥6 %❤❛% %❤❡ ✇❛%❡$ ✜❧♠ ✐6 ✈❡$② %❤✐♥ ❛♥❞ %❤❡

♠❡❧% $❛%❡ ✐6 ✈❡$② ❧♦✇✳ ❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ●❋ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♦✛6❡% ❜② ❛ 6♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥%✱ ❛♥❞

%❤❡ $❡❣✐♦♥❛❧ ●❋ ❣$❛❞✐❡♥% ✇♦✉❧❞ $❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❙❡♥#✐%✐✈✐%② %♦ ♣❛+❛♠❡%❡+# ❚❤❡ 6❡♥6✐%✐✈✐%② ♦❢ ♦✉$ $❡6✉❧%6 %♦ ❝❧✐♠❛%✐❝ ❢♦$❝✐♥❣ 6❤♦✇6 %❤❛% %❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡$✈❛❧ ♦♥ %❤❡ ●❋ ❛% %❤❡ ✶✵ 6♣♦%6 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛$❣❡$ %❤❛♥ ♣$❡6❡♥%❡❞ 6♦ ❢❛$✱ ♣♦66✐❜❧② ❜②

∼ 2♠❲♠

−2
✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❢♦$ %❤❡ ❛$❝❤✐✈✐♥❣ ♣$♦❝❡66✱ %❤❡ %$✉❧② ✐♠♣♦$%❛♥% ♣❛$❛♠❡%❡$ ✐6 %❤❡ ❜❛6❛❧

♠❡❧% $❛%❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ♠✉❝❤ ❧❡66 6❡♥6✐%✐✈❡✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❧♦✇❡$ α ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 %♦ ❛ ❧♦✇❡$ ✐♥❢❡$$❡❞

●❋ ✭✐♥✈❡$6❡ $✉♥✮✱ ❜✉% %❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♠❡❧% $❛%❡ ✐6 ❤✐❣❤❡$ ❢♦$ %❤❡ 6❛♠❡ ●❋ ✭❞✐$❡❝% $✉♥✮✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡$

❝♦♠♣❡♥6❛%❡6 ❢♦$ %✇♦ %❤✐$❞6 ♦❢ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ %❤❡ ❢♦$♠❡$✱ 6♦ %❤❛% %❤❡ ♠❡❧% $❛%❡6 ❝♦♠♣✉%❡❞ ❢♦$ %❤❡

%❡♥ ♠❡❛6✉$❡♠❡♥% 6♣♦%6 ❛$❡ J✉✐%❡ $♦❜✉6% %♦ ♦✉$ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❝❧✐♠❛%❡ ❢♦$❝✐♥❣✳

❆6 %❤❡ ♣$❡6❡♥% 6✉$❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♣❛%%❡$♥ 6❤♦✇6 ❛ ◆✲❙ ❣$❛❞✐❡♥%✱ ✇❡ ✇♦♥❞❡$ ✐❢ ♦✉$ ●❋ ❣$❛❞✐❡♥%

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ %♦ ❛♥ ❛$%❡❢❛❝% ♦❢ ♦✉$ ♠❡%❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡6 ♥♦% ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ %❤❡ 6♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥6 ✐♥

❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ 6❡♥6✐%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ ●❍❋ ♦♥ %❤❡ 6✉$❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ✐6 ❧❡66 %❤❛♥ ❛ ❢❡✇ %❡♥%❤6

♦❢ ♠❲♠

−2
6♦ %❤❛%✱ ❛❝❝♦✉♥%✐♥❣ ❢♦$ ✐%6 6♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥6 ✇♦✉❧❞ ♥♦% $❛❞✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② ♦✉$ $❡6✉❧%6✳

❋✉$%❤❡$♠♦$❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦% ❦♥♦✇ ✐❢ %❤❡ ♣❛%%❡$♥ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♦✈❡$ %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧✴✐♥%❡$❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡$✐♦❞6

$❡♠❛✐♥❡❞ 6✱ 6♦ ❛66✉♠✐♥❣ ✐%6 6%❛❜✐❧✐%② ✇♦✉❧❞ $❡6✉❧% ✐♥ ✉♥♥❡❝❡66❛$② ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡6✳

❙♣❛%✐❛❧ ✈❛+✐❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ●❋ ✜❡❧❞ ■♥ ♦✉$ ♣♦✐♥%✲❜②✲♣♦✐♥% ♠❡%❤♦❞✱ %❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦ ❤♦$✐③♦♥%❛❧

$❡❣✉❧❛$✐③❛%✐♦♥ ❝♦♥6%$❛✐♥%6 %♦ ♠❛❦❡ %❤❡ ●❋ $❡❛❧✐6%✐❝ ❛% ❛ $❡❣✐♦♥❛❧ 6❝❛❧❡✳ ❨❡%✱ %❤❡ ✐♥❢❡$$❡❞ ❤❡❛%

✢♦✇ ❛% %❤❡ %❡♥ 6♣♦%6 $❡✢❡❝%6 ❛ ❝❡$%❛✐♥ 6♣❛%✐❛❧ ♣❛%%❡$♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❛ ❣♦♦❞ 6✐❣♥ ♦❢ ♣❧❛✉6✐❜✐❧✐%②✳ ▼♦$❡

❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧❧②✱ ❛% ✜$6% ♦$❞❡$✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ $❡❧❛%✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ♣❛%%❡$♥ ♦❢ ✇❡%✴❞$② ❛$❡❛6 ✐♥ ❛

✇❤♦❧❡ $❡❣✐♦♥ ✇✐%❤ ❛ 6✐♥❣❧❡ ♣❤②6✐❝❛❧ ❦❡② ✭❛ 6♠♦♦%❤❧②✲✈❛$②✐♥❣ ●❋ ✜❡❧❞✮ ✇✐%❤ ♥♦ ✷❉ ✇❛%❡$ $♦✉%✐♥❣

♠♦❞❡❧✱ ♦$ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ❤❡❛% %$❛♥6♣♦$% ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦%❤ ✐❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❜❡❞$♦❝❦ %♦♣♦❣$❛♣❤②✳ ❚❤✐6

♠❡❛♥6 %❤❛% %❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤②6✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐6♠6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %❛❦❡♥ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥%✱ ❛% ❧❡❛6% ✇❤❡$❡ ✐% ✇❛6

♣♦66✐❜❧❡ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ❝$✐%✐❝❛❧ %❤✐❝❦♥❡66✱ ♦♥ 6✐❣♥✐✜❝❛♥% %♦♣♦❣$❛♣❤✐❝ ❢❡❛%✉$❡6✳ ❲❤❡$❡ %❤❡ ●❋ ✐6

✐♥%❡$♣♦❧❛%❡❞✱ ✐♥ ✢❛%%❡$ ❛$❡❛6✱ %❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥6%$❛✐♥6 ♣$❡✈❡♥%6 ✉6 ❢$♦♠ $❡❛❧❧② ❛66❡66✐♥❣ %❤❡ ✈❛❧✐❞✐%②

♦❢ %❤❡ ♠❡%❤♦❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% ♦✉$ ♠❡%❤♦❞ ♥❡❡❞6 ❛ 6✉✣❝✐❡♥% ❤✐❧❧② ❜❡❞$♦❝❦ %♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❖❢ ❝♦✉$6❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡$✲❞✐♠❡♥6✐♦♥ ✐❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❤②❞$♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♦✈❡$ ❛ $❡✜♥❡❞ ❜❡❞$♦❝❦✱ ✇♦✉❧❞

❜❡ ♥❡❝❡66❛$② %♦ ❣♦ ♦♥❡ 6%❡♣ ❢✉$%❤❡$ %♦ ❞❡6❝$✐❜❡ ✇❛%❡$ ✈❛$✐❛❜✐❧✐%② ✐♥ ♠♦$❡ ❞❡%❛✐❧✱ ❜✉% ♠♦$❡

❛66✉♠♣%✐♦♥6 ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡%❡$6 ✇♦✉❧❞ ❛❧6♦ ✐♥❝$❡❛6❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡$%❛✐♥%✐❡6✳ ❚❤❡

●❋ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡$✈❛❧6 ❣✐✈❡♥ ❢♦$ %❤❡ 6✉$$♦✉♥❞✐♥❣6 ♦❢ ❉♦♠❡ ❈ ❛$❡ ♥♦✇ ❛❜♦✉% ✜✈❡ %♦ %❡♥ %✐♠❡6

❧♦✇❡$ %❤❛♥ %❤♦6❡ ♣$❡✈✐♦✉6❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ %❤❡ ♦❧❞❡6%✲✐❝❡ ♣$♦❥❡❝%✱ ✇❡ 6✉❣❣❡6% %❤❛%

Φ̂m
g + 2σΦ ✐6 ❛ $❡❛❧✐6%✐❝ ✉♣♣❡$ ❜♦✉♥❞❛$② ❢♦$ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ●❋ ✈❛❧✉❡✳

▲❡##♦♥# ❞+❛✇♥ ❢♦+ %❤❡ ♦❧❞❡#%✲✐❝❡ +❡#❡❛+❝❤

■♥%❡+♣+❡%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✇❡%✴❞+② ♣❛%%❡+♥ ❛% %❤❡ ❜❛#❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ❚❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ❜❛6❛❧ ♠❡❧%

$❛%❡ ✭❛✈❡$❛❣❡❞ ♦✈❡$ %❤❡ ❧❛6% ✹✵✵ ✵✵✵ ②❡❛$6✮ 6✉❣❣❡6%6 %❤❛% %❤❡ ♦❧❞✲✐❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡6 ❛$❡ ♠❡❧%✲❢$❡❡

❛❝$♦66 %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧✴✐♥%❡$❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡$✐♦❞6✳ ❈♦♥✈❡$6❡❧②✱ %❤❡ ♥♦$%❤❡$♥ ♣❛$% ♦❢ ❉♦♠❡ ❈ ✐6 ❣❡♥❡$❛❧❧② ❛

%❤❛✇✐♥❣ ❛$❡❛✱ ✇❤❡$❡❛6 ❩✐$✐③③♦%%✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♦❜6❡$✈❡❞ ♥♦ ♣$❡6❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛%❡$✱ ❞❡6♣✐%❡ %❤❡ ❧♦❝❛❧

%❤✐❝❦ ✐❝❡✳ ■♥ %❤✐6 $❡❣✐♦♥✱ %❤❡ ❝❧✐♠❛%✐❝ 6✐❣♥❛❧ ♦❢ %❤❡ ❧❛6% ❞❡❣❧❛❝✐❛%✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦% $❡❛❝❤ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦

❧❛%❡$ %❤❛♥ ✐♥ $❡❣✐♦♥6 ♦❢ %❤✐♥♥❡$ ✐❝❡ ✭❋✐❣ ✸✳✾✱ ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡6✮✳ ❲❤❡$❡ %❤❡ ❜❛6❛❧ ✐❝❡ ✇❛6 ❝♦❧❞ ❛% %❤❡



✾✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊+%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❣4♦%❤❡&♠✐5✉❡ ❡% ❞❡ ❧❛ ❢✉+✐♦♥ ❜❛+❛❧❡

▲●▼✱ %❤❡ ♣&❡++✉&❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ❤❛+ ♥♦% ②❡% ❜❡❡♥ &❡❛❝❤❡❞ +✐♥❝❡ %❤❡ ❞❡❣❧❛❝✐❛%✐♦♥ +✐❣♥❛❧ ❤❛+ ❥✉+%

&❡❛❝❤❡❞ %❤❡ ❜❡❞ ❢♦& %❤❡ ❧❛+% ∼ 2 000 ②❡❛&+✳ ■♥ ♣❧❛❝❡+ ✇✐%❤ %❤✐♥♥❡& ✐❝❡✱ %❤❡ ❞❡❣❧❛❝✐❛%✐♦♥ +✐❣♥❛❧ ✐+

❛❧♠♦+% ❝♦♠♣❧❡%❡ ❀ ✐❢ %❤❡ ❜❛+❛❧ ✐❝❡ ✐+ +%✐❧❧ ❝♦❧❞ %♦❞❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡& ✐% ✇❛+ ❛❧+♦ %❤❡ ❝❛+❡ ♦✈❡& %❤❡

✇❤♦❧❡ ❣❧❛❝✐❛❧✴✐♥%❡&❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡&✐♦❞+✳ ▼♦+% ♦❢ %❤❡ ❛❧✇❛②+✲❝♦❧❞ ❛&❡❛+ ❝♦✉❧❞ +✐♠♣❧② ❜❡ ❞❡%❡❝%❡❞ ❜②

❝♦♥+✐❞❡&✐♥❣ %❤❡ ♣&❡+❡♥%✱ ❝♦❧❞✱ +%❛%❡ ♦❢ %❤❡ ❜❛+❛❧ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❧♦♥❣ +✐♥❝❡ %❤❡ ▲●▼ +✐❣♥❛❧ &❡❛❝❤❡❞

%❤❡ ❜❡❞✳ ❇✉% ♦✉& ❤❡❛% ♠♦❞❡❧ ✐+ ❛ ♠♦&❡ ❝♦♠♣&❡❤❡♥+✐✈❡ ❛♣♣&♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣&♦✈✐❞❡+ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧

✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ●❋ ❛♥❞ %❤❡ +♣❛%✐❛❧ ❡①%❡♥% ♦❢ %❤❡ ❝♦❧❞ +♣♦%+✳

❖❧❞✲✐❝❡ '❛)❣❡'+ ❆+ ❡①♣❡❝%❡❞✱ %❤❡ &❡❣✐♦♥+ ✇❤❡&❡ %❤❡ ❜❛+❛❧ ✐❝❡ ✐+ ❛++✉♠❡❞ %♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❞

%❤&♦✉❣❤♦✉% %❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧✴✐♥%❡&❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡&✐♦❞+ ❛&❡ %❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡ A ❛♥❞ %❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡+ B, C ❛♥❞ D✳

❚❤❡+❡ %❤&❡❡ ❧❛+% ♣❧❛❝❡+ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡& ●❋ %❤❛♥ ❝❛♥❞✐❞❛%❡ A ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡%%❡& ♣❧❛❝❡+ %♦

❡①❝❧✉❞❡ %❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐%② ♦❢ ❜❛+❛❧ ♠❡❧%✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ %❤❡② ❛&❡ +❡♣❛&❛%❡❞ ❢&♦♠ %❤❡ %♦♣♦❣&❛♣❤✐❝ ❞♦♠❡

❜② %❤❡ ❈♦♥❝♦&❞✐❛ %&❡♥❝❤✳ ❚❤❡ ❞❡❡♣ ✐❝❡ %❤❛% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞&✐❧❧❡❞ ❛% %❤❡+❡ ❧♦❝❛%✐♦♥+ ❧✐❦❡❧② ❝&♦++❡❞ %❤❡

%&❡♥❝❤✱ ❛♥❞ %❤❡ +%&❛%✐❣&❛♣❤② ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✛❡❝%❡❞ ❜② %❤✐+ %♦♣♦❣&❛♣❤✐❝❛❧❧②✲❞✐+%✉&❜❡❞ &❡❣✐♦♥✳

❋✉&%❤❡&♠♦&❡✱ %❤❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐+ ♣&♦❜❛❜❧② ❤✐❣❤❡& %❤❛♥ ♦✈❡& ❝❛♥❞✐❞❛%❡ A ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢ %❤❡ +%❡❡♣❡&

+❧♦♣❡✱ ❛♥❞ %❤✐+ ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ ❜❛+❛❧ ❞✐+%✉&❜❛♥❝❡✳ ●✐✈❡♥ %❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥%❡&✈❛❧+✱ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ ●❋

❛% ❝❛♥❞✐❞❛%❡ A ✐+ ♥♦% +✐❣♥✐✜❝❛♥% ❡♥♦✉❣❤ %♦ ♠❛❦❡ ❝❛♥❞✐❞❛%❡+ B, C ❛♥❞ D ✜&+% ❝❤♦✐❝❡+✱ ❜✉% %❤❡②

&❡♠❛✐♥ +♣♦%+ ♦❢ ❣&❡❛% ✐♥%❡&❡+%✳ ❚❤&❡❡✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ %♦ +%✉❞②

%❤❡ &❡❣✐♦♥❛❧ ✐❝❡ ✢♦✇ %♦✇❛&❞+ %❤❡+❡ +✐%❡+ ✐♥ ♠♦&❡ ❞❡%❛✐❧✱ ✉+✐♥❣ %❤❡ ❜❛+❛❧ ♠❡❧% &❛%❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✐♥

%❤✐+ +%✉❞② ❛+ ❛♥ ✐♠♣♦&%❛♥% ✐♥♣✉% ♣❛&❛♠❡%❡&✳

❖✉& +%✉❞② ❛❧+♦ +✉❣❣❡+%+ %❤❛% ❛ ❝❡&%❛✐♥ +♣♦% ✐♥ %❤❡ ♥♦&%❤❡&♥ ♣❛&% ♦❢ ❉♦♠❡ ❈ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤

●❋ %♦ ♣&❡✈❡♥% ❜❛+❛❧ ♠❡❧% ❛% ❧♦♥❣ %✐♠❡ +❝❛❧❡+✳ ❆+ %❤❡ ✐❝❡ ✐+ +✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② %❤✐❝❦❡& %❤❛♥ ❛% ♦%❤❡&

♣&❡✈✐♦✉+❧② ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛%❡ +✐%❡+✱ ✈❡&② ♦❧❞ ✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❡%&✐❡✈❡❞ ✇✐%❤ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡%%❡& &❡+♦❧✉✲

%✐♦♥ %❤❛♥ ❡❧+❡✇❤❡&❡✳ ●✐✈❡♥ %❤❛% %❤✐+ ❤✐♥% ♦❢ ❛ ❧♦✇ ●❋ ✈❛❧✉❡ ✐+ %❤❡ &❡+✉❧% ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❜+❡&✈❛%✐♦♥✱
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❞✉ ♠♦❞A❧❡✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

▲❡ ✢✉① ❣3♦1❤❡/♠✐9✉❡ ❡(1 ❧❡ ♣❛/❛♠A1/❡ ❧❡ ♣❧✉( ♠❛❧ ❝♦♥♥✉✱ ❡✉ 3❣❛/❞ = ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ 9✉✬✐❧ ❛ (✉/

❧✬L❣❡ ❜❛(❛❧✳ ❈♦♥1/❛✐♥❞/❡ (❛ ✈❛❧❡✉/ 31❛✐1 ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ 1/A( ❣/❛♥❞❡ ✐♠♣♦/1❛♥❝❡ ❞❛♥( ❧❡ ❝❛❞/❡ ❞❡ ❧❛

/❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ♠31❤♦❞❡ 9✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ❞3✈❡❧♦♣♣3❡ ✉1✐❧✐(❡ ❞❡( ♦❜(❡/✈❛1✐♦♥(

/❛❞❛/✱ ❞✐(❝/✐♠✐♥3❡( (❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦/❝❡ ❞❡ ❧✬3❝❤♦ /3✢3❝❤✐ (✉/ ❧❡ (♦❝❧❡ ❤✉♠✐❞❡ ♦✉ (❡❝✱ ❡1 ❛ ♣❡/♠✐( ❞✬31❛❜❧✐/

❧❡( ✈❛/✐❛1✐♦♥( (♣❛1✐❛❧❡( ❞❡ ✢✉① ❞❛♥( ❧❛ /3❣✐♦♥✱ ♠❛✐( 3❣❛❧❡♠❡♥1 ❝❡❧❧❡( ❞❡ ❧❛ ❢✉(✐♦♥ ❜❛(❛❧❡✱ 9✉✐ ❡(1

❧❡ ♣❛/❛♠A1/❡ ❡✛❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ✐♠♣♦/1❛♥1 ❞❛♥( ❧❛ /❡❝❤❡/❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉( ♦♥ ❛ ♣✉

✐♥13❣/❡/ ❞❛♥( ❧❛ ♠31❤♦❞❡ ❧❡ ❝❛/❛❝1A/❡ 1/❛♥(✐1♦✐/❡ ❞✉ ❢♦/N❛❣❡ ❝❧✐♠❛1✐9✉❡✱ = ♣❛/1✐/ ❞❡ ❧✬✐♥(1❛♥1❛♥3

9✉❡ /❡♣/3(❡♥1❡♥1 ❧❡( ♠❡(✉/❡( ❛❝1✉❡❧❧❡(✳

▲❛ ♣♦((✐❜✐❧✐13 ❞❡ ❢✉(✐♦♥ ❜❛(❛❧❡ (✉/ ❧❡( ❤❛✉1❡✉/( ❞✉ (♦❝❧❡ (❡♠❜❧❡ ♣❡✉ ♣/♦❜❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉/( ❞✉ ❞❡/✲

♥✐❡/ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥3❡(✱ ❝❡ 9✉✐ ❡(1 ❞❡ 1/A( ❜♦♥ ❛✉❣✉/❡ ♣♦✉/ ❧❛ ❝♦♥(❡/✈❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳

❚♦✉1❡❢♦✐(✱ ♠P♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜(❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥1❡ ❜❛(❛❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡(1 ♣❛( ❣❛/❛♥1✐ 9✉❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❡ ✶✳✺▼❛ ❛✐1 ✉♥❡

/3(♦❧✉1✐♦♥ (✉✣(❛♥1❡ ♦✉ (❡ 1/♦✉✈❡ (✉✣(❛♠♠❡♥1 ❤❛✉1❡ ♣♦✉/ ♥❡ ♣❛( (✉❜✐/ ❧❡( ♣❡/1✉/❜❛1✐♦♥( ❞✉❡(

❛✉ (♦❝❧❡ (♦✉(✲❥❛❝❡♥1✳ ❈❡( 3❧3♠❡♥1( ♣♦✉//♦♥1 P1/❡ 3✈❛❧✉3( = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞A❧❡ /3(♦❧✈❛♥1 ❧❡( 39✉❛✲

1✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ♠3❝❛♥✐9✉❡✳ ▲❡( ❞❡✉① ♣/♦❝❤❛✐♥( ❝❤❛♣✐1/❡( ♣/3(❡♥1❡♥1 ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ❞✐✛3/❡♥1❡✳

❉✬❛❜♦/❞ ✉♥ ♠♦❞A❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡❧✱ 9✉✬♦♥ (♦✉❤❛✐1❡ ♣♦✉✈♦✐/ ❛♣♣❧✐9✉❡/ ❛✉ ❝❛( ♣❛/1✐❝✉❧✐❡/ ❞❡ ❧❛

❝/P1❡ ❞❡ ❉T♠❡❈ ✭❝❤❛♣✐1/❡ ✹✮✳ ❊♥(✉✐1❡ ✉♥ ♠♦❞A❧❡ 1/✐❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡❧✱ 9✉✬♦♥ ✉1✐❧✐(❡/❛ ♣♦✉/ ❞3❝/✐/❡

❧❡( 1/❛❥❡❝1♦✐/❡( ❡♠♣/✉♥13❡( ♣❛/ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡1 ❧❡( ❝♦♥1/❛✐♥1❡( 9✉✬❡❧❧❡ ❛ (✉❜✐❡( ✭❝❤❛♣✐1/❡ ✺✮✳
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▼♦❞+❧❡ .❤❡0♠♦♠2❝❛♥✐7✉❡ ✷✳✺ ❉

▲✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ❡♥ #.♦✐& ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ❡&# #.,& ❝♦0#❡✉① ❡♥ #❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ 4✉✐ ❛✉❣♠❡♥#❡

❞✬✉♥ 6 ❞❡✉① ♦.❞.❡& ❞❡ ❣.❛♥❞❡✉. ♣❛. .❛♣♣♦.# 6 ✉♥ ♠♦❞,❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥✳ ▲❡& ❝♦♥❞✐#✐♦♥&

❞❡ ❜♦.❞& &♦♥# 9❣❛❧❡♠❡♥# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❢❛❝✐❧❡& 6 #.❛✐#❡. ❡♥ ✷❉✳ ▲❡& ♠♦❞,❧❡& ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥

♣.9&❡♥#❡♥# 9❣❛❧❡♠❡♥# ✉♥ ❛✉#.❡ ❛✈❛♥#❛❣❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐. ❡♥✈✐&❛❣❡. ❧✬❛&&✐♠✐❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥9❡&

✐&♦❝❤.♦♥❡& ✭❧✐❣♥❡& .❛❞❛.✮ ❞❛♥& ❧❡ ♠♦❞,❧❡✱ ♣❛. ❧❡ ❜✐❛✐& ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ❛❞❥♦✐♥# ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡##❡

❛&&✐♠✐❧❛#✐♦♥ &❡.❛✐# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉& ❞✐✣❝✐❧❡ 6 .9❛❧✐&❡. ❡♥ #.♦✐& ❞✐♠❡♥&✐♦♥✱ 6 ❝❛✉&❡ ❞✉ ❝♦0# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❡♥ ✸❉✳

❖♥ ❝♦♥&✐❞,.❡ ✐❝✐ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬9❝♦✉❧❡♠❡♥# &✐#✉9❡ &✉. ❧❡ ❞F♠❡ &❡❝♦♥❞❛✐.❡ ✭G❡#✐# ❉F♠❡ ❈✱ ✜❣ ✷✳✶✮✳ ▲❛

&✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣.9&❡♥#❡ 6 ❝❡# ❡♥❞.♦✐# ✉♥❡ .❡❧❛#✐✈❡ &②♠9#.✐❡ ❞❡ ♣❛.# ❡# ❞✬❛✉#.❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❧✐❣♥❡✳

▲✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ✷❉ ♣❛.❛K# ❞♦♥❝ ❛❞❛♣#9❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ❞✬9❝♦✉❧❡♠❡♥#✳ G❛. ❝♦♥#.❡✱ ❧❡&

94✉❛#✐♦♥& ✷❉ &♦✉&✲❡♥#❡♥❞❡♥# 4✉❡ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. ❞✉ #✉❜❡ ❡&# ✉♥✐❢♦.♠❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬9❝♦✉❧❡♠❡♥# ❀ ♦. ❞✉

❢❛✐# ❞❡ ❧❛ ♣♦&✐#✐♦♥ ♣❛.#✐❝✉❧✐,.❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬9❝♦✉❧❡♠❡♥#✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝.N#❡✱ ❧❡ #✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉.❛♥#

✈♦✐# &❛ ❧❛.❣❡✉. ✈❛.✐❡.✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞9.✐✈❡. ❧❡& 94✉❛#✐♦♥& ❞❡ ❝♦♥&❡.✈❛#✐♦♥ ✸❉ ❡♥ ✐♥#.♦❞✉✐&❛♥#

❝♦♠♠❡ ♣❛.❛♠,#.❡ ❧❛ ❧❛.❣❡✉. ❞✉ #✉❜❡ W ✭♠♦❞,❧❡ ✷✳✺❉✮✱ ♦✉ ♣❧✉& &✐♠♣❧❡♠❡♥# ❧❡ .❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉.❜✉.❡

R ❞❡& ❧✐❣♥❡& ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❡& ❞❡✉① ❣.❛♥❞❡✉.& 9#❛♥# .❡❧✐9❡& ✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✽✮✳

▲✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ✷✳✺❉ .❡♣♦&❡ &✉. ❞❡& ❤②♣♦#❤,&❡& ❝♦♥❝❡.♥❛♥# ❧❡& ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ❞✬9❝♦✉❧❡✲

♠❡♥#✱ ❡♥ ♣❛.#✐❝✉❧✐❡. 4✉❡ ❧❛ ❞✐.❡❝#✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡♥ &✉.❢❛❝❡ ❡&# ✐❞❡♥#✐4✉❡ 6 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉①

❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡♥ ♣.♦❢♦♥❞❡✉.✳ ❉❡ ♣❧✉& ❧❛ ❞9#❡.♠✐♥❛#✐♦♥ ❞✉ .❛②♦♥ R ♥✬❡&# ♣❛& ✉♥✐✈♦4✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ❞9♣❡♥❞

❞❡ ❧❛ ❢❡♥N#.❡ ❞✬❛♥❛❧②&❡ ❝❤♦✐&✐❡ ♣♦✉. ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❛ ❝♦✉.❜✉.❡✳ ❈❡##❡ &❡♥&✐❜✐❧✐#9 ❡&# ❞✬❛✉#❛♥# ♣❧✉&

❢♦.#❡ 4✉❡ ❧❛ ❝♦✉.❜✉.❡ ❡&# ❢♦.#❡✳ ❖♥ ✈❡..❛ 4✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ③♦♥❡ ❝❤♦✐&✐❡ ❧❛ ❢♦.♠❡ .9❣✉❧✐,.❡ ❞✉ #❡..❛✐♥

♥♦✉& ❛✛.❛♥❝❤✐# ♣❛.#✐❡❧❧❡♠❡♥# ❞❡ ❝❡##❡ ❞✐✣❝✉❧#9✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ❝.N#❡ #.,& ♠❛.4✉9❡

❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❉F♠❡ ❈✱ ❧❡ #✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉.❛♥# ❞✬✉♥ #✉❜❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ &✬9❝♦✉❧❛♥# &✉. ❧❛ ❝.N#❡ ❞✐✈❡.❣❡

#.,& ❢♦.#❡♠❡♥# ✭✜❣✳ ✹✳✶✮✳ G♦✉. ✉♥ #✉❜❡ ❞❡ ❧❛.❣❡✉. ✉♥✐#9 ❡♥ ❛✈❛❧✱ ❧❡ #✉❜❡ ❡&# ❡①#.N♠❡♠❡♥# ✜♥ 6

❧✬♦.✐❣✐♥❡✳

❚♦✉#❡❢♦✐&✱ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦#❤,&❡ ♥✬✐♥#❡.❞✐# ❢♦.♠❡❧❧❡♠❡♥# ❧✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ #❡❧ ♠♦❞,❧❡ ❞❛♥& ✉♥ ❝❛&

❞❡ ❢♦.#❡ ❞✐✈❡.❣❡♥❝❡✱ ♠❛✐& ❧✬❡①♣9.✐❡♥❝❡ ♣.❛#✐4✉❡ ♠♦♥#.❡ 4✉✬✐❧& ♥❡ &♦♥# ❛ ♣"✐♦"✐ ♣❛& ❢❛✈♦.❛❜❧❡&✱

✾✺
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ➱❧❛&❣✐<<❡♠❡♥% ❞✉ %✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝&>%❡ ❛❧❧❛♥% ✈❡&< ❱♦<%♦❦✱ ❝❛❧❝✉❧0

C ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ▼◆❚ ■❈❊❙❛% ✭❞&♦✐%❡ ✿ 0❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛&✐%❤♠✐3✉❡ ✈❡&%✐❝❛❧❡✮✳

❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐%❡<<❡ ❝❛❧❝✉❧0 ♥✬0%❛♥% ♣❛< ♣❤②<✐3✉❡♠❡♥% &0❛❧✐<%❡✳ ◆♦✉< ❞❡✈♦♥< ❞♦♥❝ 0✈❛❧✉❡& ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡< ♠♦❞-❧❡< ✷✳✺❉ ❞❛♥< ❧❡< ❝❛< ❞❡ %✉❜❡< ❞✐✈❡&❣❡♥%<✱ 0%✉❞❡ 3✉✐ ❛ ❢❛✐%

❧✬♦❜❥❡% ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❛♥< ●❡♦#❝✐❡♥'✐✜❝ ▼♦❞❡❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥'✱ &❡♣&♦❞✉✐%❡ ✐❝✐ ❞❛♥< <♦♥ ✐♥%0✲

❣&❛❧✐%0✳

✹✳✶ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲

✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡

Q❛<<❛❧❛❝3✉❛✱ ❖✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ Q❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❚♦❞❞✱ ❏✳✱ ●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡%✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❘✐%③✱ ❈✳ ✿

Q❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺✲❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✱ ●❡♦#❝✐❡♥'✐✜❝

▼♦❞❡❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥'✱ ✾✱ ✷✸✵✶✕✷✸✶✸✱ ✷✵✶✻✳

❆❜"#$❛❝# ❚❤&❡❡✲❞✐♠❡♥<✐♦♥❛❧ ✐❝❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ &❡3✉✐&❡< ❛ ❧❛&❣❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ &❡✲

<♦✉&❝❡< ❛♥❞ ♦❜<❡&✈❛%✐♦♥ ❞❛%❛✱ <✉❝❤ %❤❛% ✷❉ <✐♠✉❧❛%✐♦♥< ❛&❡ ♦❢%❡♥ ♣&❡❢❡&❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✇❤❡♥

%❤❡&❡ ✐< <✐❣♥✐✜❝❛♥% ❧❛%❡&❛❧ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡✱ %❤✐< ♠✉<% ❜❡ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦& ✭✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧<✮✱ ❛♥❞ ❛ ✢♦✇

%✉❜❡ ✐< ❝♦♥<✐❞❡&❡❞ ✭✈♦❧✉♠❡ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ✢♦✇ ❧✐♥❡<✮✳ ■♥ %❤❡ ❛❜<❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐%② ♦❜<❡&✲

✈❛%✐♦♥<✱ %❤✐< ✢♦✇ %✉❜❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❛<<✉♠✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡< ❢♦❧❧♦✇ %❤❡ <%❡❡♣❡<% <❧♦♣❡ ♦❢

%❤❡ <✉&❢❛❝❡✱ ✉♥❞❡& ❛ ❢❡✇ ✢♦✇ ❛<<✉♠♣%✐♦♥<✳ ❚❤✐< ♠❡%❤♦❞ %②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥<✐<%< ♦❢ <❝❛♥♥✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐%❛❧

❡❧❡✈❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❉❊▼✮ ✇✐%❤ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ ❝✉&✈❛%✉&❡ ❛% %❤❡ ❝❡♥%❡& ♦❢

%❤✐< ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧< %♦ ❛❝❝♦✉♥% ♣&♦♣❡&❧② ❢♦& ❛ ✸❉ <%❛%❡ ♦❢ <%&❛✐♥ ❛♥❞

<%&❡<< ❤❛< ♥♦% ❝❧❡❛&❧② ❜❡❡♥ ❡<%❛❜❧✐<❤❡❞✱ ♥♦& %❤❡✐& <❡♥<✐%✐✈✐%② %♦ %❤❡ <✐③❡ ♦❢ %❤❡ <❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱

❛♥❞ %♦ %❤❡ ❣❡♦♠❡%&② ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ <✉&❢❛❝❡✱ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ %❤❡ ❝❛<❡< ♦❢ <❤❛&♣ &✐❞❣❡<✳ ❍❡&❡✱ ✇❡ <%✉❞②

%❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛&♦✉♥❞ ❛ ❞♦♠❡✱ %②♣✐❝❛❧ ♦❢ %❤❡ ❊❛<% ❆♥%❛&❝%✐❝ ♣❧❛%❡❛✉

❝♦♥❞✐%✐♦♥<✳ ❆ %✇✐♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥% ✐< ❝❛&&✐❡❞ ♦✉%✱ ❝♦♠♣❛&✐♥❣ ✸❉ ❛♥❞ ✷✳✺❉ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%✐❡<✱ ♦♥

%❤&❡❡ ❞♦♠❡ ❣❡♦♠❡%&✐❡<✱ ❢♦& <❡✈❡&❛❧ <❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇< ❛♥❞ %❤❡&♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥<✳ ❚❤❡ ❝❤♦<❡♥ <❝❛♥✲

♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✉<❡❞ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ✐❝❡ <✉&❢❛❝❡ ❝✉&✈❛%✉&❡ <❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ %♦ %❤❡ %②♣✐❝❛❧

&❛❞✐✉< ♦❢ %❤✐< ❝✉&✈❛%✉&❡✳ ❋♦& ✐<♦%❤❡&♠❛❧ ✐❝❡✱ %❤❡ ❡&&♦& ♠❛❞❡ ❜② %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✐< ✐♥ %❤❡ &❛♥❣❡

✵✲✶✵✪ ❢♦& ✇❡❛❦❧② ❞✐✈❡&❣✐♥❣ ✢♦✇<✱ ❜✉% ✐< ✷ ♦& ✸ %✐♠❡< ❤✐❣❤❡& ❢♦& ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡&❣✐♥❣ ✢♦✇< ❛♥❞

❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ %♦ ❛ ♥♦♥✲♣❤②<✐❝❛❧ ✐❝❡ <✉&❢❛❝❡ ❛% %❤❡ ❞♦♠❡✳ ❋♦& ♥♦♥✲✐<♦%❤❡&♠❛❧ ✐❝❡✱ ❛<<✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛&

%❡♠♣❡&❛%✉&❡ ♣&♦✜❧❡✱ %❤❡ ♣&❡<❡♥❝❡ ♦❢ ❛ <❤❛&♣ &✐❞❣❡ ♠❛❦❡< %❤❡ ✷✳✺❉ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ✉♥&❡❛❧✐<%✐❝✳ ■♥



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✾✼

=✉❝❤ ❝❛=❡=✱ %❤❡ ❜❛=❛❧ ✐❝❡ ✐= ✇❛$♠❡$ ❛♥❞ ♠♦$❡ ❡❛=✐❧② ❧❛%❡$❛❧❧② =%$❛✐♥❡❞ %❤❛♥ %❤❡ ✉♣♣❡$ ♦♥❡✱ %❤❡

✇❛❧❧= ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❛$❡ ♥♦% ✈❡$%✐❝❛❧✱ ❛♥❞ %❤❡ ❛==✉♠♣%✐♦♥= ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❛$❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡$

✈❛❧✐❞✳

✹✳✶✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈♦♠♣✉%✐♥❣ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❤❛= ❝♦♥%✐♥✉❡❞ %♦ ✐♥❝$❡❛=❡ %❤$♦✉❣❤ %❤❡ ❧❛=% ❞❡❝❛❞❡✱ ❛♥❞ ✸❉ ♥✉♠❡$✐❝❛❧

=✐♠✉❧❛%✐♦♥= %❤❛% ❝♦✉❧❞ ♥♦% ❜❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛ ❢❡✇ ②❡❛$= ❛❣♦ ❛$❡ ♥♦✇❛❞❛②= ❛✛♦$❞❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱

%❤❡ ❙%♦❦❡= ❡G✉❛%✐♦♥= ❝❛♥ ❜❡ =♦❧✈❡❞ ♦♥ ❧❛$❣❡ ✸❉ ❞❛%❛=❡%= ✭❡✳❣✳✱ ●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ =✉❝❤

%❤❛% %❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡ =%❛%❡ ♦❢ =%$❡== ✐= ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦$✳ ◆❡✈❡$%❤❡❧❡==✱ %✇♦✲❞✐♠❡♥=✐♦♥❛❧ (x, z) ♠♦❞❡❧=

❛$❡ =%✐❧❧ ✈❡$② ✉=❡❢✉❧✱ =✐♥❝❡ %❤❡② ❛$❡ ❡❛=✐❡$ %♦ ❤❛♥❞❧❡✱ %❤❡ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %✐♠❡ ✐= ❛% ❧❡❛=% %✇♦ ♦$❞❡$=

♦❢ ♠❛❣♥✐%✉❞❡ ❧❡==✱ ❛♥❞ %❤❡② ♥❡❡❞ ❢❡✇❡$ ♦❜=❡$✈❛%✐♦♥= %♦ ❞❡=❝$✐❜❡ %❤❡ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥=✳ ❚✇♦✲

❞✐♠❡♥=✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧= ❛==✉♠❡ %♦ ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥ %❤❡ %$❛♥=✈❡$=❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥✱ =✉❝❤ %❤❛% %❤❡② ❛♣♣❧②

✇❡❧❧ ✇❤❡♥ %❤❡ %♦♣♦❣$❛♣❤② ✐= ❛❧✇❛②= %❤❡ =❛♠❡ ✐♥ %❤❡ ♠✐==✐♥❣ y✲❞✐$❡❝%✐♦♥✳ ❚❤✐= ✐= ❛ $❡❛=♦♥❛❜❧❡

❛==✉♠♣%✐♦♥ ❢♦$ %❤❡ ❝❛=❡ ♦❢ ❧❛$❣❡ ✐❝❡ =%$❡❛♠=✱ ♦$ ♦♥ %❤❡ ✢❛♥❦= ♦❢ ❛ =②♠♠❡%$✐❝ ✐❝❡✲❝❛♣ ✭❡✳❣✳✱

▼❛$%O♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❯♥❞❡$ %❤✐= ❛==✉♠♣%✐♦♥✱ %❤❡ ✐❝❡ ✉♥❞❡$❣♦❡= ❛ =%$❛✐♥ ✐♥ ❛ ✈❡$%✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦♥❧②✱

❛♥❞ ❛❧❧ %❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥%= ♦❢ =%$❛✐♥ ✐♥ %❤❡ %$❛♥=✈❡$=❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥ ✈❛♥✐=❤ ✭♣❧❛♥❡ '!(❛✐♥ ❝❛=❡✮✳

■♥ %❤✐= =%✉❞②✱ ✇❡ ❞❡=❝$✐❜❡ %❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡♦$❡%✐❝❛❧ =%$❡❛♠ ❧✐♥❡= ❛= ❛ ✧✢♦✇ %✉❜❡✧✳ ✭✜❣✳

✹✳✷✱ $❡❞ ❧✐♥❡=✮✳ ■❢ %❤❡ ✐❝❡ ✢♦✇ ✐= ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡$❣✐♥❣ ♦$ ❞✐✈❡$❣✐♥❣✱ ✷❉ ♠♦❞❡❧= ❛$❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ✈❛❧✐❞✱

❛= %❤❡② ❞♦ ♥♦% ❝♦♥=❡$✈❡ %❤❡ ♠❛== ✐♥ %❤✐= ❝❛=❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦% ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ ❧❛%❡$❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ =%$❡==❡=

✐♠♣♦=❡❞ ❜② %❤❡ ✇✐❞%❤ ✈❛$✐❛%✐♦♥= ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❡$❣✐❡♥❦♦ ✭✷✵✶✷✮ =❤♦✇❡❞ %❤❛%

%❤❡ ✷❉ ✭x✱ z✮ ♠♦❞❡❧= ❝♦✉❧❞ ♥♦% ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ %❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ✐❝❡ ♦♥ ❛ ❜✉♠♣② ❜❡❞✱ ❜❡❝❛✉=❡ %❤❡② ❝♦♥=✐❞❡$

♥♦ ❧❛%❡$❛❧ ✈❛$✐❛❜✐❧✐%②✱ ❛♥❞ $❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ %♦ ✉=❡ =✉❝❤ ♠♦❞❡❧= ♦♥ ❛ ✇✐❞%❤✲❛✈❡$❛❣❡❞ %♦♣♦❣$❛♣❤②✳

■% ✐= ❤♦✇❡✈❡$ ♣♦==✐❜❧❡ %♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ ✈❛$✐❛%✐♦♥= ✐♥ %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✐♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞

=%✐❧❧ ❡①♣$❡== %❤❡ ❡G✉❛%✐♦♥= ✇✐%❤ (x, z) ❝♦♦$❞✐♥❛%❡= ♦♥❧② ✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✽✮ ❀ ✇❡ ❤❡$❡❛❢%❡$ ❝❛❧❧ %❤❡=❡

♠♦❞❡❧= ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧=✳ ❯♥❞❡$ ❛ ❢❡✇ ✢♦✇ ❛==✉♠♣%✐♦♥= ✭%❤❡ ❜❡❞ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ ✈❛$✐❡= =❧♦✇❧② ✐♥ %❤❡

%$❛♥=✈❡$=❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥✱ %❤❡ ✇❛❧❧= ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❛$❡ ✈❡$%✐❝❛❧✱ %❤❡ ❧❛%❡$❛❧ ❝✉$✈❛%✉$❡ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇

❧✐♥❡ ✐= =♠❛❧❧✮✱ =✉❝❤ ♠♦❞❡❧= $❡♣$❡=❡♥% ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥% ♦♥ ✷❉ ♠♦❞❡❧= ❜❡❝❛✉=❡ %❤❡② ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$

❧❛%❡$❛❧ ✈❛$✐❛❜✐❧✐%②✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ =♣❡❡❞ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧= ❧❛❝❦✳

❆ ♣❛$%✐❝✉❧❛$❧② =✐♠♣❧❡ ❝❛=❡ ✐= %❤❛% ♦❢ ❛♥ ❛①✐=②♠♠❡%$✐❝ ❝✐$❝✉❧❛$ ❞♦♠❡✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡

✢♦✇ %✉❜❡ ✐♥❝$❡❛=❡= ❧✐♥❡❛$❧② ❛❧♦♥❣ %❤❡ ✢♦✇❧✐♥❡✳ ■♥ ❛♥② ♦%❤❡$ ❝❛=❡✱ %❤❡$❡ ❛$❡ =❡✈❡$❛❧ ♣♦==✐❜❧❡

♠❡%❤♦❞= ❢♦$ ❞❡%❡$♠✐♥✐♥❣ %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡✳ ❆% ❛ ❧❛$❣❡ =❝❛❧❡✱ %❤❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❝❛♥ ❜❡

❞❡%❡$♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ✐♥%❡$❢❡$♦♠❡%$✐❝ =②♥%❤❡%✐❝✲❛♣❡$%✉$❡ $❛❞❛$ ❞❛%❛ ✭❘✐❣♥♦% ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❜✉% %❤✐=

✐= ♦♥❧② $❡❧✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐= ❧❛$❣❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ %❤❡ ❛==♦❝✐❛%❡❞ ❡$$♦$✳ ■♥ %❤❡ ✐♥%❡$✐♦$

♦❢ ✐❝❡ =❤❡❡%=✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐= ❧♦✇✱ ✈❡❧♦❝✐%② ♠❡❛=✉$❡♠❡♥%= ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉=✐♥❣ =%❛❦❡

♠♦♥✐%♦$✐♥❣✳ ■❢ ❝♦$$❡❝%❧② ♣♦=✐%✐♦♥❡❞✱ %❤❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦=✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ =%❛❦❡= ♠❛② ❣✐✈❡ %❤❡ ✇✐❞%❤

♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✭❲❛❞❞✐♥❣%♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲✐%❤♦✉% ❛♥② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐%② ♦❜=❡$✈❛%✐♦♥=✱ %❤❡

♦♥❧② ♣♦==✐❜✐❧✐%② ✐= %♦ ✉=❡ ❛ ❞✐❣✐%❛❧ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❉❊▼✮ ❞❡=❝$✐❜✐♥❣ %❤❡ =❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡ =✉$❢❛❝❡✳

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ♠❡❛=✉$❡♠❡♥% ♠❡%❤♦❞ ✐= ♣$❡❢❡$❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣♦==✐❜❧❡✱ =✐♥❝❡ %❤❡ ✐❝❡ ❞♦❡= ♥♦% ❛❧✇❛②=

✢♦✇ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ %❤❡ =✉$❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡=✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐✈✐❞❡✱ ♦$ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ❝❡♥%$❡

❧✐♥❡ ♦❢ ❛ ❞$❛✐♥❛❣❡ ❜❛=✐♥✱ %❤❡ ❧♦♥❣✐%✉❞✐♥❛❧ =✉$❢❛❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② $❡❛❝❤❡= ✐%= ♠✐♥✐♠✉♠ ♦$ ✐%= ♠❛①✐♠✉♠

✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ %♦ %❤❡ ❧❛%❡$❛❧ =✉$$♦✉♥❞✐♥❣= ❀ ♠♦$❡♦✈❡$✱ ✐❢ %❤❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡ ❤❛= ❛ =❧✐❣❤% ❤♦$✐③♦♥%❛❧

❝✉$✈❛%✉$❡✱ %❤❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ =❤❡❛$ =%$❛✐♥ $❛%❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞ ✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐=

%❤❡♥ ♦$✐❡♥%❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ =%❡❡♣❡=% =✉$❢❛❝❡ =❧♦♣❡ ❛♥❞ %❤❡ ❝✉$✈❛%✉$❡ ♦❢ %❤❡ =✉$❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡=



✾✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✷✳✺ ❉

R

z
x

y

Surface elevation

contour lines

Stream lines

Scanning window

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❚❤❡ x✲❛①✐< ✐< %❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ %❤❡ &✐❞❣❡ <%&❡❛♠ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ %❤❡ y✲❛①✐< %❛♥❣❡♥% %♦ %❤❡
<✉&❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ ❝♦♥%♦✉&✳ ❚❤❡ <❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐< ✉<❡❞ %♦ ❞❡%❡&♠✐♥❡ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ✐♥ ✐%< ❝❡♥%❡&✳
▲❛%❡&❛❧ <%&❡❛♠ ❧✐♥❡< ❛&❡ &❡♣&❡<❡♥%❡❞ %♦ <❤♦✇ %❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛& ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✐♥ %❤✐<

♣❛&%✐❝✉❧❛& ❝❛<❡✱ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦&&❡<♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ <✉&❢❛❝❡ ✐< ❝♦❧♦&❡❞ ✐♥ ❣&❛②✳

❧✐♥❦❡❞ %♦ %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❀ ❢♦& ❛ ❞♦♠❡ ♦& ❛ %✇♦✲❞✐♠❡♥<✐♦♥❛❧ &✐❞❣❡✱ ❞❡%❡&♠✐♥✐♥❣ %❤❡

❝✉&✈❛%✉&❡ ♦❢ %❤❡ <✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡ ✐< <✉✣❝✐❡♥% %♦ ❞❡<❝&✐❜❡ %❤❡ ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡✳

■♥ %❤✐< ❝❛<❡✱ %♦ ❞❡%❡&♠✐♥❡ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉&✈❛%✉&❡ ♦❢ ❛ <✉&❢❛❝❡✱ %❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦&❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥% ♦❢

❛ ❉❊▼ ✐< ❛♣♣&♦①✐♠❛%❡❞ ✈✐❛ ✐♥%❡&♣♦❧❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ <✐③❡ ♦❢ %❤✐< ♥❡✐❣❤❜♦&❤♦♦❞ ✭<❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✮

❝❛♥ ❜❡ ❢&❡❡❧② ❝❤♦<❡♥✱ ❜✉% ♥♦ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❝&✐%❡&✐❛ ❛&❡ ❝✉&&❡♥%❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ %♦ ♠❛❦❡ %❤✐< ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐<

❛♣♣&♦❛❝❤ ❤❛< ❜❡❡♥ ✉<❡❞ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ <✉&❢❛❝❡ ❝✉&✈❛%✉&❡ ♦❢ ❛♥ ✐❝❡ <❤❡❡% ✭❘0♠② ❡% ▼✐♥<%❡&✱

✶✾✾✼❀ ❘0♠② ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ❜✉% %❤❡ <✐③❡ ♦❢ %❤❡ <❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✇❛< ♥♦% ❞✐<❝✉<<❡❞✳ ❉✉❡ %♦ %❤❡

♥♦✐<❡ ❛✛❡❝%✐♥❣ %❤❡ ❉❊▼ ❛♥❞ %♦ %❤❡ &❡❣✐♦♥❛❧ ❝✉&✈❛%✉&❡✱ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❝✉&✈❛%✉&❡ ♠❛② ❜❡

❛♠❜✐❣✉♦✉<✳

❚❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧< %❤❛% ❛❝❝♦✉♥% ❢♦& %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✈❛&② ✐♥ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ♦❢ %❤❡✐&

♣❤②<✐❝< ❛♥❞ %❤❡✐& ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❛<<✉♠♣%✐♦♥< ✭❡✳❣✳ ▼❛&%T♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❀ ❑♦✉%♥✐❦ ❡% ❲❛❞❞✐♥❣%♦♥✱

✷✵✶✷❀ ❙❡&❣✐❡♥❦♦✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ♣&♦♣♦<❡❞ ❜② ❘❡❡❤ ✭✶✾✽✽✮ ❛<<✉♠❡< %❤❛% %❤❡ <%&❡❛♠❧✐♥❡<

❛&❡ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛& %♦ %❤❡ <✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡< ✭✜❣✳ ✹✳✷✮✱ <♦ %❤❛% %❤❡ ♠❛<< ❝♦♥<❡&✈❛%✐♦♥ ❡3✉❛%✐♦♥

❞✐&❡❝%❧② ❞❡♣❡♥❞< ♦♥ %❤❡ &❛❞✐✉< ♦❢ ❝✉&✈❛%✉&❡ ♦❢ %❤❡ <✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡< ✭❤❡&❡ ❝❛❧❧❡❞ R✮✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦<❡< ❛ ✈❡&%✐❝❛❧ ♣&♦✜❧❡ ❢♦& %❤❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%②✱ ❜② %❤❡ ✉<❡ ♦❢ ❛ <❤❛♣❡ ❢✉♥❝%✐♦♥✱ ❛♥❞

%❤❡ ♠♦♠❡♥%✉♠ ❝♦♥<❡&✈❛%✐♦♥ ❡3✉❛%✐♦♥ ✇❛< %❤✉< ♥♦% ❣✐✈❡♥ ❢♦& ❛♥② ❝❛<❡✳ ❚❤✐< ✈❡&%✐❝❛❧ ♣&♦✜❧❡ ✐<

❛<<✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣✐♥❣ %❤&♦✉❣❤ %❤❡ x✲❞✐&❡❝%✐♦♥ ✭❝♦❧✉♠♥✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❛%❡& ♦♥✱ ❍✈✐❞❜❡&❣

✭✶✾✾✻✮ ✐♠♣&♦✈❡❞ ✉♣♦♥ %❤✐< ❛♣♣&♦❛❝❤ ❜② <❡%%✐♥❣ %❤❡ <%&❡<< ❡3✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡3✉❛%✐♦♥< ✇✐%❤♦✉% ❛♥②

❛<<✉♠♣%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ <❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞✳ ❆❞❞✐%✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥<✐❞❡&✐♥❣ ❛ ✇✐❞%❤✲✈❛&②✐♥❣

✢♦✇ %✉❜❡✱ %❤❡ ❤❡❛% ❡3✉❛%✐♦♥ <❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛< ✇❡❧❧✱ ❜✉% ♦♥❧② ❢❡✇ ❛✉%❤♦&< ❤❛✈❡ ❝♦♥<✐❞❡&❡❞

%❤✐< ❛< ♥❡❝❡<<❛&② ❢♦& %❤❡✐& ♣✉&♣♦<❡ ✭❙❝❤^%% ❍✈✐❞❜❡&❣✱ ✶✾✾✸❀ ❍✈✐❞❜❡&❣✱ ✶✾✾✻❀ `❛%%②♥✱ ✷✵✵✷✮✳

❉✐✛❡&❡♥% ❛✉%❤♦&< ❤❛✈❡ ✉<❡❞ %❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣&♦❛❝❤ ♣&♦♣♦<❡❞ ❜② ❘❡❡❤ ✭✶✾✽✽✮✱ ♦& <✐♠✐❧❛& ♦♥❡<✱

❛% ❞✐✛❡&❡♥% <❝❛❧❡< ❛♥❞ ❢♦& ✈❛&✐♦✉< ❣❡♦♠❡%&✐❡< ✿ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦✉♥%❛✐♥ ❣❧❛❝✐❡& ✭❙❛❧❛♠❛%✐♥ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✵❀ `❛%%②♥✱ ✷✵✵✷✮✱ ✐❝❡✲<❤❡❡% ❞♦♠❡< ✭❘❡❡❤ ❡% `❛%❡&<♦♥✱ ✶✾✽✽❀ ❍✈✐❞❜❡&❣ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❛✮✱ ✐❝❡✲<❤❡❡%

&✐❞❣❡< ✭❍✈✐❞❜❡&❣ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ♦& ❡✈❡♥ ❢♦& %❤❡ ✇❤♦❧❡ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ✭❘❡❡❤ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ <❤❛♣❡



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✾✾

❛♥❞ =✐③❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ❜♦❞✐❡= ❛$❡ ?✉✐%❡ ❞✐✈❡$=❡✱ ❜✉% ✉♥❢♦$%✉♥❛%❡❧② %❤❡ ✈❛❧✐❞✐%② ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ❛♣♣$♦❛❝❤✱

❛♥❞ ✐%= ❛==✉♠♣%✐♦♥=✱ ❢♦$ %❤❡=❡ ❞✐✛❡$❡♥% ❝❛=❡= ❤❛= $❡❝❡✐✈❡❞ ❧✐%%❧❡ ❛%%❡♥%✐♦♥✳ ■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ %❤❡

%$❛♥=✈❡$=❡ ❞❡❢♦$♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✐= ❛==✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❝♦♥=%❛♥% %❤$♦✉❣❤ ❞❡♣%❤ ✭✐✳❡✳ %❤❡ ✇❛❧❧= ♦❢ %❤❡

%✉❜❡ ❛$❡ ✈❡$%✐❝❛❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %❤❡ =✉$❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡%$②✳ ❋✉$%❤❡$♠♦$❡ %❤❡ ❡$$♦$ ✐♥ %❤❡

❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ R ✐= ♦♥❧② ❞✐=❝✉==❡❞ ❜② ❍✈✐❞❜❡$❣ ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✾✼❜✮✱ ✇❤♦ ❡=%✐♠❛%❡❞ %❤❡ ❡$$♦$ ✐♥ %❤❡

❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ R %♦ ❜❡ ✶✺✪✱ ❛♥❞ ❍✈✐❞❜❡$❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❜② ❛❜♦✉% ✺✵✪✳ ❚❤❡ ♠❡%❤♦❞ ✉=❡❞ %♦

♠❡❛=✉$❡ R ✐= ♥♦% ❞❡%❛✐❧❡❞ ❡✐%❤❡$✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦✉❜% %❤❛% ✐%= ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐= ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

◆♦ ❛==✉♠♣%✐♦♥= ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ =♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣$♦❤✐❜✐% ✐%= ✉=❡ ❢♦$ ❛ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡$❣✐♥❣ %✉❜❡✳ ❍♦✲

✇❡✈❡$✱ ✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✾✮ ❞❡%❡$♠✐♥❡❞ %❤❛% %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛= ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ =✉❝❤ ❛ ✢♦✇ $❡❣✐♠❡✱

❜✉% %❤✐= ✇❛= ❡=%❛❜❧✐=❤❡❞ ❢♦$ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛==✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥=%❛♥% ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♣$♦✜❧❡✳ ❋✉$%❤❡$✲

♠♦$❡✱ ❘❡❡❤ ✭✶✾✽✾✮ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦$ %❤❡ =♣❛%✐❛❧ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ R ✇✐%❤ ❛ =✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛$ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛=❡❞

♦♥ %❤❡ =✉$❢❛❝❡ ♦❜=❡$✈❛%✐♦♥✳ ❚❤❡=❡ ❝♦♥=✐❞❡$❛%✐♦♥= =✉❣❣❡=% %❤❛% ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ✷✳✺❉

♠♦❞❡❧= ✇✐%❤ $❡❣❛$❞= %♦ ✢♦✇ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ❛♥❞ =✉$❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡%$② $❡♠❛✐♥= %♦ ❜❡ ❞❡%❡$♠✐♥❡❞✳

❆= ❛ ❝♦♥=❡?✉❡♥❝❡✱ %❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ =❤♦✉❧❞ ♣❛$%✐❝✉❧❛$❧② ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♦♥ ❞♦♠❡

❣❡♦♠❡%$✐❡=✱ ✇❤❡$❡ =✐♠♣❧❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧= ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ %♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ ✢♦✇ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✢♦✇

%✉❜❡= ♠❛② ✇✐❞❡♥ ❜② =❡✈❡$❛❧ ♦$❞❡$= ♦❢ ♠❛❣♥✐%✉❞❡ ♦♥ ❛ ❢❡✇ %❡♥= ♦❢ ❦✐❧♦♠❡%❡$=✱ ❡=♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ %❤❡

=❤❛$♣❡=% $✐❞❣❡ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ %❤✐= =%✉❞② ✐= %♦ ♣❡$❢♦$♠ =❡✈❡$❛❧ ❝♦♠♣❛$✐=♦♥= ❜❡%✇❡❡♥

✷✳✺❉ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧=✱ ❢♦$ ✈❛$✐♦✉= ❞♦♠❡ ❣❡♦♠❡%$✐❡= ❛♥❞ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥=✱ %♦ ❛♥=✇❡$ %❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ?✉❡=%✐♦♥= ✿

✶✳ ❲❤❛% ✐= %❤❡ ❡$$♦$ ❛==♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ R ❢$♦♠ %❤❡ ❉❊▼❄ ❚❤✐= ❣❡♦♠❡%$✐❝

❡$$♦$ ❞❡♣❡♥❞= ❧❛$❣❡❧② ♦♥ %❤❡ =✐③❡ ♦❢ %❤❡ =❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳

✷✳ ❍♦✇ ✇❡❧❧ ❝❛♥ ❛ ✸❉ =%❛%❡ ♦❢ =%$❡== ❜❡ ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦$ ❜② %❤❡ =✐♥❣❧❡ ♣❛$❛♠❡%❡$ R(x) ❛❧♦♥❣ %❤❡ ✢♦✇

❧✐♥❡ ❄ ❚❤✐= ✐= $❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ✐♥❤❡$❡♥% ❡$$♦$ ♦❢ %❤❡ ✷✳✺ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐%= ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ ❛==✉♠♣%✐♦♥=✳

❚♦ ✐♥✈❡=%✐❣❛%❡ %❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛$❡ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞= $❡=✉❧%✐♥❣

❢$♦♠ %❤❡ ✷✳✺❉ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧=✱ %❤❡ ❧❛%%❡$ ❜❡✐♥❣ %❛❦❡♥ ❛= ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡✳ ❚♦ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦

=✉❝❤ ❛ =②=%❡♠❛%✐❝ ❝♦♠♣❛$✐=♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ $❡=✉❧%= ♦❢ ✸❉ ❛♥❞ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧= ❤❛= ❜❡❡♥ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉%✳

❆= =✉❝❤✱ ✇❡ ❤♦♣❡ %❤❡ ♣$❡=❡♥% =%✉❞② ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ❢✉%✉$❡ $❡=❡❛$❝❤ ✉=✐♥❣ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧= ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥%

=❝❡♥❛$✐♦=✳ ■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣$❡=❡♥% %❤❡ ❡?✉❛%✐♦♥= ♦❢ %❤❡ ✸❉✲ ❛♥❞ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ %❤❡♥

$✉♥ %❤❡ =✐♠✉❧❛%✐♦♥= ♦♥ =❡✈❡$❛❧ ❞♦♠❡= ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥% =❤❛♣❡= ✿ ❛ ❝✐$❝✉❧❛$ ♦♥❡ ✭❛①✐=②♠♠❡%$✐❝✮✱ ❛

=❧✐❣❤%❧② ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡$② ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ♦♥❡✳ ❲❡ ✜$=% ❝♦♥=✐❞❡$ %❤❡ ✐=♦%❤❡$♠❛❧ ❝❛=❡✱ ❜❡❢♦$❡

♠♦✈✐♥❣ ♦♥ %♦ ✐♥✈❡=%✐❣❛%❡ %❤❡ ❡✛❡❝%= ♦❢ %❡♠♣❡$❛%✉$❡✳

✹✳✶✳✷ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧

■♥ ❢✉%✉$❡ ✇♦$❦✱ ✇❡ ❤♦♣❡ %♦ ✐♥✈❡=%✐❣❛%❡ ❛ =♠❛❧❧ ❞♦♠❡ ♦♥ %❤❡ ❊❛=% ❆♥%❛$❝%✐❝ ♣❧❛%❡❛✉✳ ❆= =✉❝❤✱

✇❡ ♣$❡=❡♥%❧② ❝♦♥=✐❞❡$ ❛ =②♥%❤❡%✐❝ ❝❛=❡ ✇✐%❤ =✐♠✐❧❛$ ❣❡♦♠❡%$✐❝ ❛♥❞ %❤❡$♠❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥=✳

●❡♦♠❡$%② ❛♥❞ ♠❡*❤

■♥ ♦$❞❡$ %♦ ✐♥✈❡=%✐❣❛%❡ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❛ $✐❞❣❡ ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✱ ❛= %❤✐= $❡=✉❧%=

✐♥ =✐❣♥✐✜❝❛♥% ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ♣❡$❢♦$♠ %❤❡ ♣$❡=❡♥% ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛$✐=♦♥ ♦♥ ❛ =②♥%❤❡%✐❝ ❣❡♦♠❡%$②

✇❤✐❝❤ ❝♦♥=✐=%= ♦❢ ❛ ✶✺ ❦♠✲$❛❞✐✉= ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤♦=❡ =❤❛♣❡ ✐= ❛ ?✉❛$%❡$ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡$ ♦♥❧②✱ ❢♦$ $❡❛=♦♥=



✶✵✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✷✳✺ ❉

x (km
)

z (m)

y

15

0

10

5

3000

BC1

BC4

BC5

BC2

BC3

θ

L

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❱✐❡✇ ♦❢ %❤❡ %✇♦ ♠❡=❤❡= ✉=❡❞ ✐♥ %❤✐= =%✉❞②✳ ❋♦& ❡❛❝❤ &✉♥✱ %❤❡ ✷❉ ♠❡=❤ ✐= ❡①%&❛❝%❡❞

❢&♦♠ %❤❡ ❣❡♦♠❡%&② ♦❢ %❤❡ =%❡❛❞② =%❛%❡ =♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✸❉ =✐♠✉❧❛%✐♦♥✳ ❇❈✶ %♦ ❇❈✺ &❡❢❡& %♦ %❤❡

✺ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐%✐♦♥= ♦❢ %❤❡ ✸❉ ❝❛=❡✳

♦❢ =②♠♠❡%&②✳ ❚❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ %❤✐❝❦♥❡== ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✐= ✸✷✸✾♠ ❛% %❤❡ =✉♠♠✐%✱ %❤❡ ♠❡❛♥ =✉&❢❛❝❡ =❧♦♣❡

✐= ❛&♦✉♥❞ ✵✳✻✴✶✵✵✵ ❛♥❞ %❤❡ ✉♥❞❡&❧②✐♥❣ ❜❡❞ ✐= ✢❛%✳ ❚❤❡ =♣❛❝❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ ✐= ❛ (x, y, z) ❝❛&%❡=✐❛♥

=②=%❡♠✳

❚❤❡ ✸❉ ♠❡=❤ ✐= ❤♦&✐③♦♥%❛❧❧② ✉♥=%&✉❝%✉&❡❞ ❛♥❞ ✈❡&%✐❝❛❧❧② ❡①%&✉❞❡❞ ♦♥ ✶✵ ❧❡✈❡❧=✳ ❚❤❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧

♠❡❛♥ =♣❛❝✐♥❣ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♥♦❞❡= ✐= ✶ ❦♠ ✭✜❣✳ ✹✳✸✮✳

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❈♦♥,❡-✈❛/✐♦♥ ❡0✉❛/✐♦♥, ❲❡ ❞❡♥♦%❡ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✈❡❝%♦& u✱ ✇✐%❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥%= (ux, uy, uz)
t
✳

❚❤❡ =%&❡== ❛♥❞ =%&❛✐♥ &❛%❡ %❡♥=♦&= ❛&❡ ❞❡♥♦%❡❞ σ ❛♥❞ ǫ̇ &❡=♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ %❤❡✐& ❝♦♠♣♦♥❡♥%=✱ σij

❛♥❞ ǫ̇ij✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛%♦&✐❝ ♣❛&% ♦❢ ~σ ✐= ❞❡♥♦%❡❞ τ ✱ ❛♥❞ ✐%= ❝♦♠♣♦♥❡♥%=✱ τij✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ❝♦♥=✐=%= ♦❢ ❛ ❙%♦❦❡= ♣&♦❜❧❡♠ ❢♦& ✐♥❝♦♠♣&❡==✐❜❧❡ ✐❝❡ ♦❢ ❞❡♥=✐%② ρ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ♠❛== ❛♥❞

♠♦♠❡♥%✉♠ ❝♦♥=❡&✈❛%✐♦♥= ❡3✉❛%✐♦♥= ❛&❡ ✇&✐%%❡♥

∇ · u = 0 ✭✹✳✶✮

∇ · σ + ρg = 0 ✭✹✳✷✮

✇❤❡&❡ ~g ✐= %❤❡ ❣&❛✈✐%❛%✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡&❛%✐♦♥ ✈❡❝%♦&✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡= ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥% ♣❛&❛♠❡%❡&= ❛&❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐❝❡ ✐= ❛==✉♠❡❞ %♦ ❞❡❢♦&♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❧❡♥✬= ❣❡♥❡&❛❧✐③❡❞ ✢♦✇ ❧❛✇ ✭●❧❡♥✱

✶✾✺✽✮ ✿

ǫ̇ij = A(T )τn−1
e τij ✭✹✳✸✮

✇❤❡&❡ τe ✐= %❤❡ =❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛&✐❛♥% ♦❢ ~τ ✳ ❲❡ ❝❤♦♦=❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n = 3✳ ❚❤❡ &❛%❡ ❢❛❝%♦& A(T )

♥♦♥ ❧✐♥❡❛&❧② ❞❡♣❡♥❞= ♦♥ %❡♠♣❡&❛%✉&❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❆&&❤❡♥✐✉= ❧❛✇ ✭❈✉✛❡② ❡% Z❛%❡&=♦♥✱ ✷✵✶✵✮✱



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✶✵✶

$❡✢❡❝%✐♥❣ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ✇❛$♠ ✐❝❡ ✐> >♦❢%❡$✳ ■♥ ❆♥%❛$❝%✐❝❛✱ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ $❛♥❣❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡

>✉$❢❛❝❡ ❛♥❞ %❤❡ ❜♦%%♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛$❣❡✱ ❛♥❞ %❤❡ ♣$❡>>✉$❡ ♠❡❧%✐♥❣ ♣♦✐♥% ✐> ❢$❡B✉❡♥%❧② $❡❛❝❤❡❞ ❛% %❤❡

❜❡❞$♦❝❦✳ ❆> ❛ ❝♦♥>❡B✉❡♥❝❡✱ %❤❡ ✈✐>❝♦>✐%② ♦❢ %❤❡ ✉♣♣❡$ ✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ %✇♦ ♦$❞❡$> ♦❢ ♠❛❣♥✐%✉❞❡ ❧❛$❣❡$

%❤❛♥ ♥❡❛$ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦✳ ❚♦ >%✉❞② %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ T ✭❡①♣$❡>>❡❞ ✐♥ ❦❡❧✈✐♥✮ ♦♥

%❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉$ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜$>% ❝♦♥>✐❞❡$ ✐>♦%❤❡$♠❛❧ ✐❝❡ ❛% 245❑✱ ❛♥❞ %❤❡♥ ❛ ♥♦♥✲

✐>♦%❤❡$♠❛❧ ✐❝❡✱ ❢♦$ ✇❤✐❝❤ T (z) = 270− 50 · (z − b)/(s− b)✱ ✇❤❡$❡ s ❛♥❞ b ❛$❡ %❤❡ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ >✉$❢❛❝❡ ❛♥❞ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦✱ $❡>♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❚❤✐> ❧✐♥❡❛$ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ♣$♦✜❧❡ ✐> >✐♠♣❧❡ ❜✉% $❡❛❧✐>%✐❝

❡♥♦✉❣❤ %♦ >❤♦✇ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ ❛ ✇❛$♠❡$ ✐❝❡ ❛% %❤❡ ❜♦%%♦♠✳ ❋♦$ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛> %❤❡ ❜❡❞ ✐>

✢❛%✱ b = 0 ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥%>✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❉❡>❝$✐♣%✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡> ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛$❛♠❡%❡$>✳

+❛$❛♠❡%❡$ ❱❛$✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐%

❆❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ $❛%❡ a ✵✳✵✹ ♠✴❛

❋❧♦✇ ❧✐♥❡ ❧❡♥❣%❤ L ✶✺ ✵✵✵ ♠

❉♦✇♥>%$❡❛♠ ✇✐❞%❤ WL ✶ ♠

❋❧♦✇ ❧❛✇ ❡①♣♦♥❡♥% n ✸✳✵

■♥✐%✐❛❧ ♠❛①✳ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡>> ♠❛①✭s✮ ✸✷✸✾ ♠

■❝❡ ❞❡♥>✐%② ρ ✾✶✼ ❦❣✴♠

3

▼❡❛♥ >✉$❢❛❝❡ >❧♦♣❡ ✵✳✻ ✴ ✶✵✵✵

❇♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐*✐♦♥+ ❙✐♥❝❡ %❤❡ ✸❉ ♠❡>❤ ✐> ❛ B✉❛$%❡$ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡$✱ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥> ❤❛✈❡ %♦

❜❡ >❡% ♦♥ ✺ ❞✐✛❡$❡♥% ❜♦✉♥❞❛$✐❡>✱ ♥✉♠❜❡$❡❞ ❢$♦♠ ❇❈✶ %♦ ❇❈✺ ✭✜❣✳ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥>✐❞❡$ ❛ ❢$♦③❡♥

✐❝❡ ❛% %❤❡ ❜❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ✢♦✇ %❤$♦✉❣❤ %❤❡ ❧❛%❡$❛❧ ❜♦✉♥❞❛$✐❡> ✭>②♠♠❡%$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✮✳ ❈♦♥>✐❞❡$✐♥❣

♥♦ >❧✐❞✐♥❣ ❛% %❤❡ ❜♦%%♦♠ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝%✐♥❣ %❤❡ ❛%♠♦>♣❤❡$✐❝ ♣$❡>>✉$❡ ❛% %❤❡ >✉$❢❛❝❡✱ %❤❡ ❜♦✉♥❞❛$②

❝♦♥❞✐%✐♦♥> ❛$❡ ✇$✐%%❡♥ ❛> ❢♦❧❧♦✇> ✿

BC1 : u.n|y=0 = 0 ✭✹✳✹✮

BC2 : u.n|x=0 = 0 ✭✹✳✺✮

BC3 : u|z=0 = 0 ✭✹✳✻✮

BC4 : σ.n|z=s = 0 ✭✹✳✼✮

✇❤❡$❡ ~n ✐> %❤❡ ♦✉%✇❛$❞ ❢❛❝✐♥❣ ♥♦$♠❛❧ ✈❡❝%♦$ ♦♥ %❤❡ >✉$❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ %❤❡ >✉$❢❛❝❡ ✭❇❈✹✮ ✐> ❧❡% ❢$❡❡✱

❛ ❦✐♥❡♠❛%✐❝ ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦$ %❤❡ >✉$❢❛❝❡ s(x, y, t) ❤❛> %♦ ❜❡ >♦❧✈❡❞ ❛> ✇❡❧❧ ✿

∂s

∂t
+ ux

∂s

∂x
+ uy

∂s

∂y
= uz + a ✭✹✳✽✮

✇❤❡$❡ a ✐> %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ $❛%❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦♥ ❇❈✺ ✐> >❡% %♦ ❝♦♥%$♦❧

%❤❡ >❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡ >%❡❛❞②✲>%❛%❡ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡%❤♦❞ %♦ ❝$❡❛%❡ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ❞♦♠❡ ✐> >✐♠✐❧❛$ %♦

%❤❛% ♦❢ ●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡% ❡% ❍✐♥❞♠❛$>❤ ✭✷✵✶✶✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ >❤❛❧❧♦✇ ✐❝❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛%✐♦♥ ✐> ✉>❡❞

%♦ ♣$❡>❝$✐❜❡ ❛ ♣$♦✜❧❡ ♦❢ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ❛% %❤❡ ❜♦✉♥❞❛$②✳ ❆> >✉❝❤✱ ❇❈✺ ✐> ♥♦% ❛ ♣❤②>✐❝❛❧

❜♦✉♥❞❛$②✱ ❜✉% ✐% ❛❧❧♦✇> %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ %♦ ❜❡ $❡❞✉❝❡❞ %♦ ❛ $❡❛>♦♥❛❜❧❡ ❡①%❡♥%✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✈❡❝%♦$ ✐>

♦$✐❡♥%❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ >✉$❢❛❝❡ >❧♦♣❡✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥%✐♥❣ ♦✉%✇❛$❞>✳ ■% ✐> ✈❛$✐❛❜❧❡ ✇✐%❤ ❞❡♣%❤ %♦ %❤❡ ♣♦✇❡$



✶✵✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✷✳✺ ❉

n+1 ❛♥❞ ✈❛♥✐9❤❡9 ❛% %❤❡ ❜❡❞✳ ■%9 ♥♦&♠ ✐9 %✉♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐%9 ♦&✐❡♥%❛%✐♦♥✱ 9♦ %❤❛% %❤❡ 9❤❛♣❡

♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣&❡❢❡&&❡❞ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ✭✜❣✳ ✹✳✹✮ ✿

ux = ω
2 cos θ

α

(n+ 2)

(n+ 1)
×
(

1−
(

1− z

s

)(n+1)
)

✭✹✳✾✮

uy = ω
2 (α− 1) sin θ

α

(n+ 2)

(n+ 1)
×
(

1−
(

1− z

s

)(n+1)
)

✭✹✳✶✵✮

✇❤❡&❡ θ ✐9 %❤❡ ❛♥❣❧❡ %♦ %❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ α ❛ 9❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡%❡& ❝♦♥%&♦❧❧✐♥❣ %❤❡ ❡❧♦♥❣❛✲

%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❡9✉❧%9 ✇✐❧❧ ❝♦&&❡9♣♦♥❞ %♦ ❛ 9%❛❜✐❧✐③❡❞ 9%❡❛❞②✲9%❛%❡ ❣❡♦♠❡%&②✱ ❢♦&

❛ ✉♥✐❢♦&♠ ❛♥❞ ❝♦♥9%❛♥% ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ a ✐♥ %✐♠❡ ❛♥❞ 9♣❛❝❡✳ ❚♦ ❞♦ 9♦✱ %❤❡ ♦✉%♣✉% ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐%②

ω ✐9 %✉♥❡❞ %♦ ❜❛❧❛♥❝❡ %❤❡ 9✉&❢❛❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥✱ 9♦ %❤❛% ✐% ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡99❡❞ ❛9

ω =
a · Σ
WL · s ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡&❡ Σ ✐9 %❤❡ 9✉&❢❛❝❡ ❛&❡❛ ♦❢ %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ③♦♥❡ ♦♥ %❤❡ %♦♣ ❜♦✉♥❞❛&② ✭❣&❛② ❛&❡❛ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✷✮✱

❛♥❞ WL %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✢♦✇ ❛% %❤❡ ❞♦✇♥9%&❡❛♠ ♣♦9✐%✐♦♥ x = L✳ ■♥ %❤✐9 ♣❛&%✐❝✉❧❛& ❝❛9❡✱ Σ

❛♥❞ WL ❛&❡ 9✐♠♣❧② ❡3✉❛❧ %♦ ✶✴✹ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡ 9✉&❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞♦♠❡ ♣❡&✐♠❡%❡&✱ ❛♥❞ L ✐9 %❤❡ &❛❞✐✉9

♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡✳ ❚❤&❡❡ ❞✐✛❡&❡♥% ✈❛❧✉❡9 ✇❡&❡ %❛❦❡♥ ❢♦& %❤❡ 9❤❛♣❡ ♣❛&❛♠❡%❡& α ✿ ✷ ✭❛①✐9②♠♠❡%&✐❝

❝❛9❡✱ ❝✐&❝✉❧❛& ❣❡♦♠❡%&②✮✱ ✸✱ ❛♥❞ ✻ ✭✜❣✳ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ❛①✐9②♠♠❡%&✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ %❡9% %❤❡ ♣❡❢♦&♠❛♥❝❡

♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦& ❛ ♣❡&❢❡❝%❧② ❦♥♦✇♥ ❝❛9❡✳ ❚❤❡ ❧❛%%❡& %✇♦ ❝❛9❡9 ✇✐❧❧ %❡9% %❤❡ ❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧

%♦ ❛❝❝♦✉♥% ❢♦& ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛&②✐♥❣ ♠❛❣♥✐%✉❞❡9✳
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0.2

0.1

0

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❚❤❡ %❤&❡❡ ❞♦♠❡9 9%❛❜✐❧✐③❡❞ ❛% 9%❡❛❞② 9%❛%❡ ✿ 9✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡9 ✭9♣❛❝✐♥❣ ✿ ✶♠✮✱

❛♥❞ 9✉&❢❛❝❡ 9♣❡❡❞ ✭♠✴❛✮ ❢♦& α = 2 ✭❧❡❢%✮✱ α = 3 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ α = 6 ✭&✐❣❤%✮✳

✹✳✶✳✸ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ 9②9%❡♠ ✉9❡❞ ❜② ❘❡❡❤ ✭✶✾✽✽✮ ✐9 ❛ ❝✉&✈✐❧✐♥❡❛& ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ 9②9%❡♠ ✇✐%❤ &✐❣❤%✲❤❛♥❞❡❞

♦&✐❡♥%❡❞ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ ❛①✐9✳ ❚❤❡ x✲❛①✐9 ✐9 ♦&✐❡♥%❡❞ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡✱ %❤❡ z✲❛①✐9 ✐9 ✈❡&%✐❝❛❧❧②

♦&✐❡♥%❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ y✲❛①✐9 ✐9 %&❛♥9✈❡&9❡ %♦ ✢♦✇✱ ❛♥❞ %❛♥❣❡♥%✐❛❧ %♦ ❛ 9✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡✳ ❆9 ✇❡

♦♥❧② ❝♦♥9✐❞❡& ❤❡&❡ 9%&❛✐❣❤% ✢♦✇ ❧✐♥❡9 ✭❧✐♥❡❛& &✐❞❣❡ ♦❢ ❛♥ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡✮✱ %❤❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ 9②9%❡♠ ✐9

❧♦❝❛❧❧② ❝❛&%❡9✐❛♥ ✭✜❣✳ ✹✳✷✮✳ ❲❡ &❡❢❡& %♦ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ (x, z) ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ 9②9%❡♠✳ ❲❡ ♥♦✇

&❡❝❛❧❧ %❤❡ ❛99✉♠♣%✐♦♥9 ♠❛❞❡ ❜② ❍✈✐❞❜❡&❣ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣❛&%❧② ✐♥❤❡&✐%❡❞ ❢&♦♠ ❘❡❡❤ ✭✶✾✽✽✮✳



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✶✵✸

✶✳ ❚❤❡ ✢♦✇❧✐♥❡> ❛$❡ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ %❤❡ >✉$❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡>✳

✷✳ ❚❤❡ ❞✐$❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ❝♦♠♣♦♥❡♥%> ❛$❡ ❝♦♥>%❛♥% ✇✐%❤ ❞❡♣%❤✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡> %❤❛% %❤❡ ✇❛❧❧> ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❛$❡ ✈❡$%✐❝❛❧✳

✸✳ ❚❤❡$❡ ✐> ♥♦ >❤❡❛$ >%$❡>>❡> ♦♥ %❤❡ ✈❡$%✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛$✐❡> ❞❡✜♥❡❞ ❜② %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡✳

✹✳ ❚❤❡ ✐❝❡ ❞❡❢♦$♠> ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ ●❧❡♥✬> ✢♦✇ ❧❛✇✳

❚❤❡>❡ ❛>>✉♠♣%✐♦♥> %♦❣❡%❤❡$ ♠❡❛♥ %❤❛% %❤❡ >✉$❢❛❝❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ >%$❛✐♥ ✐> %$❛♥>❢❡$$❡❞ %♦ %❤❡ ❜♦%%♦♠✱

>♦ %❤❛% %❤❡ >✉$❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉$ ❧✐♥❡> ❛♥❞ %❤❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ✐♥ %❤❡ ✢♦✇ ❞✐$❡❝%✐♦♥ ✐♠♣♦>❡ %❤❡

%$❛♥>✈❡$>❡ >%$❡>>❡>✳ ❙✉❝❤ ❛>>✉♠♣%✐♦♥> ❛$❡ $❡❛>♦♥❛❜❧❡ ✐♥ %❤❡ ❝❡♥%❡$ ♦❢ ❛♥ ✐❝❡✲>❤❡❡% ❢♦$ ❛ >❧♦✇❧②

✈❛$②✐♥❣ ❜❡❞ ✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✽✮✳ ■❢ %❤❡ ❜❡❞$♦❝❦ >♣❛%✐❛❧ ✈❛$✐❛%✐♦♥> ❛$❡ %♦♦ >%❡❡♣✱ %❤❡② ✇✐❧❧ ✇❛$♣ %❤❡ ✐❝❡

❢$❡❡ >✉$❢❛❝❡ >♦ %❤❛% %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❛% %❤❡ ❜❛>❡ ♠❛② ♥♦% ❜❡ ♣❛$❛❧❧❡❧ %♦ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❛% %❤❡ >✉$❢❛❝❡

✭❙❝❤O%% ❍✈✐❞❜❡$❣✱ ✶✾✾✸❀ ❙❡$❣✐❡♥❦♦✱ ✷✵✶✷✮✳

●❡♦♠❡$%②

❚❤❡ ✷❉ ❞♦♠❛✐♥ ✐> %❛❦❡♥ ❛> ❛ ✈❡$%✐❝❛❧ >❧✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✸❉ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ✐%> ❧❛%❡$❛❧ ❜♦✉♥❞❛$✐❡>

✭✜❣✳ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❡ ❜❡✐♥❣ ❡❧♦♥❣❛%❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ $✉♥ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ %❤❡ >❤❛$♣❡>% $✐❞❣❡ ♦❢

%❤❡ ✸❉ ❞♦♠❡ ✭y = 0✮ ♦$ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ ✐% ✭x = 0✮✳

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❞❡♥♦%❡ %❤❡ ✇✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥>✐❞❡$❡❞ ✢♦✇ %✉❜❡ W (x)✳ ❚❤❡ $❛❞✐✉> ♦❢ %❤❡ >✉$❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉$>

❧✐♥❡> R(x) ✐> %❛❦❡♥ ♣♦>✐%✐✈❡ ❢♦$ ❞✐✈❡$❣✐♥❣ ✢♦✇ ❛♥❞ ♥❡❣❛%✐✈❡ ❢♦$ ❝♦♥✈❡$❣✐♥❣ ✢♦✇✳ ■♥ %❤✐> ♠♦❞❡❧✱

%❤❡ ❛>>✉♠♣%✐♦♥ ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡> %❤❛% W ❤❛> ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ z✱ >♦ %❤❛% ❣❡♦♠❡%$✐❝❛❧ ❝♦♥>✐❞❡$❛%✐♦♥>

>❤♦✇ %❤❛% W (x) ✐> ❞✐$❡❝%❧② ❧✐♥❦❡❞ %♦ R(x) ❜②

1

R(x)
=

1

W (x)

∂W

∂x
✭✹✳✶✷✮

❆♥ ❛①✐>②♠♠❡%$✐❝ ❞♦♠❡ ❧❡❛❞> %♦ %❤❡ >✐♠♣❧❡ $❡❧❛%✐♦♥> R(x) = x ❛♥❞ W (x) ∝ x✳ ■❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡

✐> ❞✐✈❡$❣✐♥❣ ♠♦$❡ %❤❛♥ %❤❡ ❛①✐>②♠♠❡%$✐❝ ✢♦✇ ✭♦♥ ❛ $✐❞❣❡ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✮✱ %❤❡ ❝♦$$❡>♣♦♥❞✐♥❣ %✉❜❡

>✉$❢❛❝❡ ✐> ♥❛$$♦✇❡❞ ❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉*♣✉* ✇✐❞*❤✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞> %♦ ❧♦✇❡$ ♦✉%♣✉% ✈❡❧♦❝✐%✐❡>✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ >❡❝%✐♦♥> ♣$❡>❡♥% %❤❡ ❡U✉❛%✐♦♥> ♦❢ ♠❛>> ❛♥❞ ♠♦♠❡♥%✉♠ ❝♦♥>❡$✈❛%✐♦♥✱ ♠♦❞✐✜❡❞ %♦

❛❝❝♦✉♥% ❢♦$ %❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %✉❜❡✳ ❆> %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞> ♦♥ %❤❡ ✐♥♣✉%✴♦✉%♣✉%

❜❛❧❛♥❝❡✱ >♦♠❡ ❛✉%❤♦$> ♦♥❧② ❝♦♥>❡$✈❡ %❤❡ ♠❛>> ✭❡✳❣✳✱ +❛$$❡♥✐♥ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❚♦❞❞ ❡% ❈❤$✐>%♦✛❡$>❡♥✱

✷✵✶✹✮✱ ❜✉% ♥♦% %❤❡ ♠♦♠❡♥%✉♠ ❀ %❤✐> ❛♣♣$♦❛❝❤ ❝❛♥ ✐♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$ ❜❡ >✉✣❝✐❡♥% ❢♦$ ❛ ✈❡$%✐❝❛❧❧②✲

✐♥%❡❣$❛%❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❍✈✐❞❜❡$❣ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❜✮✳ ❖%❤❡$ ❛✉%❤♦$> ❞♦ ♥♦% ♠♦❞✐❢② %❤❡ ❙%♦❦❡> ❡U✉❛%✐♦♥>

❛% ❛❧❧✱ ❜✉% ✐♥>%❡❛❞ ❛❞❞ ❛♥ ❡①%$❛✲>✉$❢❛❝❡ ♠❛>> ❜❛❧❛♥❝❡ %❡$♠ ✭❈♦♦❦ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞>

♦♥ %❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %✉❜❡✳ ❚❤✐> ❛♣♣$♦❛❝❤ ❤❛> %❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ♦❢ >✐♠♣❧✐❝✐%② ❛♥❞ $❡>✉❧%> ✐♥ ❛

❝♦$$❡❝% ♦✉%♣✉% ✢✉①✱ ❜✉% ♥❡❣❧❡❝%> %❤❡ %$✉❡ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ❛❞✈❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ %❤✐> ❝❛♥ ❜❡

❥✉>%✐✜❡❞ ❢♦$ ✐❝❡ >❤❡❡% ♠❛$❣✐♥>✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ✐❝❡ ♠❛✐♥❧② ✉♥❞❡$❣♦❡> >❧✐❞✐♥❣✳ ❋♦$ ❛❧❧ %❤❡>❡ ♠❛>>✲♦♥❧②

❝♦♥>❡$✈❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧>✱ %❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❧❛%❡$❛❧ >%$❡>> ♦❢ %❤❡ >✉$$♦✉♥❞✐♥❣ ✐❝❡ ✐> ♥♦% ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦$✱ >✐♥❝❡

%❤❡ ❢♦$❝❡ ❡U✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐> ♥♦% ♣$♦♣❡$❧② ♠♦❞✐✜❡❞✳



✶✵✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✷✳✺ ❉

▼❛"" ❝♦♥"❡'✈❛)✐♦♥ ❆% %❤❡ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡✱ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❝♦♠♣♦♥❡♥% v ❛♥❞ ✐%< <♣❛%✐❛❧ ❞❡&✐✈❛%✐✈❡<

✈❛♥✐<❤ ❢♦& &❡❛<♦♥< ♦❢ <②♠♠❡%&②✱ <♦ %❤❛% %❤❡&❡ ✐< ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ <%&❛✐♥ &❛%❡< ♦♥ %❤❡

%&❛♥<✈❡&<❡ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡✳ ❯♥❞❡& %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛<<✉♠♣%✐♦♥< ❛♥❞ ❝♦♥<✐❞❡&✐♥❣ ❛ ✢♦✇ %✉❜❡ ♦❢ ✇✐❞%❤

W (x) ✭❛♥❞ ❝♦&&❡<♣♦♥❞✐♥❣ &❛❞✐✉< R(x)✮✱ %❤❡ ♥♦&♠❛❧ <%&❛✐♥ &❛%❡< ✐♥ %❤❡ ❝✉&✈✐❧✐♥❡❛& <②<%❡♠ ❛&❡

%❤❡♥ ✇&✐%%❡♥ ✭❏❛❡❣❡&✱ ✶✾✻✾✱ ♣✳ ✹✺✮ ✿

ǫ̇xx =
∂ux

∂x
; ǫ̇yy =

ux

R(x)
; ǫ̇zz =

∂uz

∂z
✭✹✳✶✸✮

■❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❤❛< ❛ ❝♦♥<%❛♥% ✇✐❞%❤✱ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R ✐< ✐♥✜♥✐%❡ ❛♥❞ %❤❡ ❡3✉❛%✐♦♥ ❝♦&&❡<♣♦♥❞

%♦ %❤❡ ♣❧❛♥❡ <%&❛✐♥ ❝❛<❡✳ ❋♦& %❤❡ ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧❡%❡ ❢♦&♠ ♦❢ %❤❡<❡ ❡①♣&❡<<✐♦♥<✱ <❡❡ %❤❡ ❞✐<❝✉<<✐♦♥ ♦❢

❘❡❡❤ ✭✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡ ♠❛<< ❝♦♥<❡&✈❛%✐♦♥ %❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇< ✿

∂ux

∂x
+

ux

R(x)
+

∂uz

∂z
= 0 ✭✹✳✶✹✮

▼♦♠❡♥)✉♠ ❝♦♥"❡'✈❛)✐♦♥ ❋♦& ❛ <%&❛✐❣❤% ✢♦✇❧✐♥❡✱ %❤❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ <❤❡❛& <%&❛✐♥ &❛%❡ ✐< ✇&✐%%❡♥

✭❘❡❡❤✱ ✶✾✽✽✮ ✿

ǫ̇xy =
1

2

(

∂ux

∂y
− uy

R(x)
+

∂uy

∂x

)

✭✹✳✶✺✮

❆❧♦♥❣ ❛ ❞✐✈✐❞❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❞&❛✐♥❛❣❡ ❜❛<✐♥<✱ uy ✈❛♥✐<❤❡< ❛♥❞ ux ❛%%❛✐♥< ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ <♦ %❤❛%

∂ux/∂y = 0✳ ■♥ %❤✐< ♣❛&%✐❝✉❧❛& ❝❛<❡✱ %❤❡&❡ ✐< ♥♦ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ <❤❡❛& <%&❛✐♥✱ ❛♥❞ %❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲

③❡&♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥%< ♦❢ <%&❛✐♥ ❛&❡ %❤❡ ♥♦&♠❛❧ ♦♥❡< ❛♥❞ %❤❡ ✈❡&%✐❝❛❧ <%&❛✐♥ &❛%❡ ǫ̇xz✳ ❋♦& ❞♦♠❡

❣❡♦♠❡%&✐❡<✱ ❙❝❤U%% ❍✈✐❞❜❡&❣ ✭✶✾✾✸✮ <❤♦✇< %❤❛% %❤❡ ❝✉&✈✐❧✐♥❡❛& ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ <②<%❡♠ ✐< ❡3✉✐✈❛❧❡♥% %♦

❛ ❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ <②<%❡♠ ❞✐<%♦&%❡❞ ✐♥ %❤❡ y✲❞✐&❡❝%✐♦♥✱ ❢♦& ✇❤✐❝❤ %❤❡ &❛❞✐✉< ♦❢ ❝✉&✈❛%✉&❡

R(x) ❞❡<❝&✐❜❡< %❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐<%♦&%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦&❝❡ ❡3✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡3✉❛%✐♦♥<✱ ❡①♣&❡<<❡❞ ✐♥ %❤❡ (x, z)

❝❛&%❡<✐❛♥ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡ <②<%❡♠✱ ❛&❡ ✐♥❤❡&✐%❡❞ ❢&♦♠ %❤❡✐& ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥ ✐♥ ❝②❧✐♥❞&✐❝❛❧ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡<✱

❛♥❞ ❛&❡ ✇&✐%%❡♥ ✭❍✈✐❞❜❡&❣✱ ✶✾✾✻❀ ❏❛❡❣❡&✱ ✶✾✻✾✱ ♣✳ ✶✷✸✮ ✿

∂σxx

∂x
+

∂σxz

∂z
+

σxx − σyy

R(x)
= 0 ✭✹✳✶✻✮

∂σxz

∂x
+

∂σzz

∂z
+

σxz

R(x)
= ρg ✭✹✳✶✼✮

✇❤❡&❡ σyy ✐< ❦♥♦✇♥ ✐♥ %❡&♠< ♦❢ ux ❛♥❞ R(x) ✭❊3<✳ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✸✮✮✳

❇♦✉♥❞❛'② ❝♦♥❞✐)✐♦♥" ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐%✐♦♥< ❛&❡ ✐♥❤❡&✐%❡❞ ❢&♦♠ %❤❡ ✸❉ ❝❛<❡ ✿ ♥♦ <❧✐❞✐♥❣✱

❢&❡❡ <✉&❢❛❝❡✱ ✈❛♥✐<❤✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐%② ❛% %❤❡ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦<❡❞ ❤♦&✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♣&♦✜❧❡

❞♦✇♥<%&❡❛♠✳ ◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ♠❡❛♥ ♦✉%♣✉% ✈❡❧♦❝✐%② ω ❞✐&❡❝%❧② ❞❡♣❡♥❞< ♦♥ Σ✱ ✇❤✐❝❤

✐< ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

Σ =

∫ L

0

W (x)dx ✭✹✳✶✽✮



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✶✵✺

✇❤❡#❡ L ✐% ♥♦✇ (❤❡ ❧❡♥❣(❤ ♦❢ (❤❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡✳ ❊/✉❛(✐♦♥% ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✽✮ (♦❣❡(❤❡# ♠❡❛♥ (❤❛(

(❤❡ ❡##♦#% ✐♥ (❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ W #❡%✉❧( ✐♥ ❡##♦#% ✐♥ (❤❡ ♣#❡%❝#✐❜❡❞ ♦✉(♣✉( ✈❡❧♦❝✐(②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡

❝♦♥%✐❞❡# ❛ %(#❛✐❣❤( ✢♦✇ ❧✐♥❡✱ (❤❡#❡ ✐% ♥♦ (#❛♥%✈❡#%❡ ✢♦✇ ❛❝#♦%% (❤❡ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❢#❡❡

%✉#❢❛❝❡ ❡/✉❛(✐♦♥ ✐% (❤✉% ❞❡#✐✈❡❞ ❢#♦♠ ❊/✳ ✭✹✳✽✮✱ ❛♥❞ ✐% ❡/✉✐✈❛❧❡♥( (♦ ❛ %✐♠♣❧❡ ✷❉ ❝❛%❡✱ ❤❡#❡ ❣✐✈❡♥

❢♦# (❤❡ (y = 0) ♣❧❛♥❡ ✿
∂s

∂t
+ ux

∂s

∂x
= uz + a ✭✹✳✶✾✮

■♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ✐♥ ❊❧♠❡+✴■❝❡

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡/✉❛(✐♦♥% ❛#❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ ❊❧♠❡#✴■❝❡ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( %♦❢(✇❛#❡

✭●❛❣❧✐❛#❞✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦##❡❝( ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠❛%% ❝♦♥%❡#✈❛(✐♦♥ ✇❛% ❝❤❡❝❦❡❞

❜② ❝♦♠♣❛#✐♥❣ ❞✐✛❡#❡♥( ✷✳✺❉ %✐♠✉❧❛(✐♦♥% ✇✐(❤ (❤❡ ❱✐❛❧♦✈✲(②♣❡ ♣#♦✜❧❡% ✭❱✐❛❧♦✈✱ ✶✾✺✽✮ ❝♦♠♣✉(❡❞

❢♦# ❞✐✛❡#❡♥( ❞✐✈❡#❣✐♥❣ (✉❜❡%✳ ❚❤❡ ❡①♣#❡%%✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❱✐❛❧♦✈ ♣#♦✜❧❡ ✐♥ (❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡#✲❧❛✇

✈❛#②✐♥❣ ✢♦✇ (✉❜❡ ✐% ♣#❡%❡♥(❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✶✳✻✳

❉❡&❡+♠✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&♦✉+ +❛❞✐✉3

❚♦ ❞❡(❡#♠✐♥❡ (❤❡ #❛❞✐✉% ♦❢ ❝✉#✈❛(✉#❡ ♦❢ (❤❡ %✉#❢❛❝❡ ❝♦♥(♦✉# ❧✐♥❡%✱ ✇❡ ✜#%( ❡①♣♦#( ❛ ❉❊▼ ❢#♦♠

(❤❡ %✉#❢❛❝❡ ♥♦❞❡% ♦❢ (❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡%❡ ♥♦❞❡% ❛#❡ ✜((❡❞ ✉%✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡#%❡ ❞✐%(❛♥❝❡ ✇❡✐❣❤(✐♥❣✱

✇✐(❤ ❛ ♣♦✇❡# ♦❢ ✹ ✐♥ ♦#❞❡# (♦ ❡♥%✉#❡ ❛ ❣♦♦❞ %♠♦♦(❤✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ %✉#❢❛❝❡✱ #❡♣#❡%❡♥(❛(✐✈❡

♦❢ ❛ #❡❛❧ ✐❝❡ %❤❡❡(✳ ❋♦# ❝♦♠♣❛#❛❜✐❧✐(② ✇✐(❤ ❛ #❡❛❧ ❝❛%❡✱ (❤❡ %♣❛(✐❛❧ #❡%♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❉❊▼ ✐%

(❛❦❡♥ ❡/✉❛❧ (♦ ✹✵✵♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐% (❤❡ #❡%♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❉❊▼ #❡%✉❧(✐♥❣ ❢#♦♠ (❤❡ ■❈❊❙❛( ♠✐%%✐♦♥ ♦♥

❆♥(❛#❝(✐❝❛ ✭❙❝❤✉(③ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❉❊▼ %✉#❢❛❝❡ ❝✉#✈❛(✉#❡ ✐% ❝♦♠♣✉(❡❞ ❢♦# ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ✉%✐♥❣

❛ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❢♦# ✜((✐♥❣ ✭✜❣✳ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ %✉#❢❛❝❡ ✐♥%✐❞❡ (❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐% ❝✉#✈❡✲✜((❡❞ ❜②

❛ ❜✐✈❛#✐❛(❡ /✉❛❞#❛(✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ ❛♥❞ (❤❡ ❛♥❛❧②(✐❝❛❧ ❝✉#✈❛(✉#❡ ♦❢ (❤✐% ❢✉♥❝(✐♦♥ (❛❦❡♥

❛% (❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉#✈❛(✉#❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ (❤❡ %✐③❡ ♦❢ (❤❡ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✉%❡❞✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱

❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛(❡❞ #✐❞❣❡ ✭✜❣✳ ✹✳✹✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ #✐❣❤(✮✱ (❤❡ %✉#❢❛❝❡ ❝♦♥(♦✉#% ❛#❡ ❝❧♦%❡ (♦ ❡❧❧✐♣%❡%✱

❜✉( ♦♥❧② ❛ %✉✣❝✐❡♥(❧② ❧❛#❣❡ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ (♦ ❛❝❝♦✉♥( ❢♦# (❤✐% ❣❧♦❜❛❧ %❤❛♣❡✳ ❆

%♠❛❧❧ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛② ❝♦♠♣✉(❡ ❛♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛(❡❧② ❝✐#❝✉❧❛# ❝✉#✈❛(✉#❡✳ ❖♥ (❤❡ ❝♦♥(#❛#②✱

❡✈❡♥ (❤♦✉❣❤ ❛ ❧❛#❣❡ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛② ❧❡❛❞ (♦ ❛ ♠♦#❡ ❛❝❝✉#❛(❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❝✉#✈❛(✉#❡ ❣❡♦♠❡(#✐❝❛❧❧②

%♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐( ✐% ♥♦( ♥❡❝❡%%❛#✐❧② (❤❡ ❝❛%❡ (❤❛( ✐( ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❧❡❛❞ (♦ ❛ ♠♦#❡ ❛❝❝✉#❛(❡ ✈❡❧♦❝✐(② ✜❡❧❞✱

%✐♥❝❡ ✐( ✐% ❞✐✣❝✉❧( (♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ %✉##♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥( ✐% ♠❛✐♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ (❤❡ ✐❝❡ ✢♦✇✳

❆% ❛ ❝♦♥%❡/✉❡♥❝❡✱ (❤#❡❡ ❞✐✛❡#❡♥( %✐③❡% ♦❢ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛#❡ ❤❡#❡ (❡%(❡❞ ✿ ✷✳✽ ❦♠✱ ✻ ❦♠ ❛♥❞

✶✵ ❦♠✱ (❤✉% ❝♦##❡%♣♦♥❞✐♥❣ (♦ ❛ ✇✐❞(❤ ♦❢ ✼✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷✺ ♣✐①❡❧%✳ ❋♦# ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R(x)

✐% (❛❦❡♥ ❛% (❤❡ ✐♥✈❡#%❡ ♦❢ (❤❡ ❝✉#✈❛(✉#❡ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥(♦✉#% ♦❢ (❤❡ ✜((❡❞ %✉#❢❛❝❡ ✐♥ (❤❡ ❝❡♥(❡# ♦❢ (❤❡

✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐% ✐% ❞♦♥❡ ✉%✐♥❣ ●❘❆❙❙ ●■❙ %♦❢(✇❛#❡✳

4+♦&♦❝♦❧ ♦❢ ❝♦♠♣❛+✐3♦♥

❲❡ ✜#%( #✉♥ (❤❡ ✸❉ (#❛♥%✐❡♥( ✐%♦(❤❡#♠❛❧ %✐♠✉❧❛(✐♦♥✱ ❛♥❞ %(♦♣ ✇❤❡♥ ❛ %(❡❛❞② %(❛(❡ ✐% #❡❛❝❤❡❞

✭∂s/∂t < 10−6
♠✴❛✳ ❲❡ (❤❡♥ ✉%❡ (❤❡ #❡%✉❧(✐♥❣ ❉❊▼ (♦ ❝♦♠♣✉(❡ (❤❡ ♣#♦✜❧❡ ♦❢ R (♦ ✐♥✐(✐❛❧✐③❡ (❤❡

✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦# ❡❛❝❤ ❞♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉#❛(✐♦♥ ✭α ❂ ✷✱✸✱✻✮ ✇❡ ❝♦♠♣❛#❡ (❤❡ ❞✐✛❡#❡♥( #✉♥% ❝❤♦%❡♥ ✿ ❛✮

✸❉✱ ❜✮ ✷✳✺❉ ❢♦# (❤❡ (❤#❡❡ %❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇%✱ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡(#②✱ ❝✮ ✷✳✺❉ ❢♦# (❤❡ (❤#❡❡ %❝❛♥♥✐♥❣

✇✐♥❞♦✇%✱ ✇✐(❤ ❛ ❢#❡❡ %✉#❢❛❝❡✳ ❋♦# (❤❡ ❛①✐✲%②♠♠❡(#✐❝ ❝❛%❡ ✇❡ ❛❞❞ ❛ (#✉❡ ✷✳✺❉ ❛①✐%②♠♠❡(#✐❝ #✉♥



✶✵✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✷✳✺ ❉

✭✐♠♣♦9✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ R = x✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛&❡ %❤❡ ✸❉ ❛♥❞ ✷✳✺❉ &❡9✉❧%9 ❢♦& ❛ ♥♦♥✲

✐9♦%❤❡&♠❛❧ ✐❝❡✱ %♦ ✐♥✈❡9%✐❣❛%❡ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡&❛%✉&❡✱ ❡9♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛& %❤❡ ❜❛9❡ ♦❢ %❤❡

✐❝❡ 9❤❡❡%✳

✹✳✶✳✹ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❞✐%❝✉%%✐♦♥

❈✐"❝✉❧❛" ❣❡♦♠❡+"② ✭α = 2✮✱ ✐0♦+❤❡"♠❛❧ ✐❝❡

✸❉✴✷✳✺❉ ❛①✐0②♠♠❡+"✐❝ ❝♦♠♣❛"✐0♦♥ ❚❤❡ ❛❜9♦❧✉%❡ ❡&&♦& ♦♥ %❤❡ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❢♦& ❛♥ ❛①✐9②♠✲

♠❡%&✐❝ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✭R = x✮ ✐9 ♦❢ %❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ 10−4
♠✴❛ ✭✜❣✳ ✹✳✻✳❛✱ ✇❤❡&❡ %❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇

❝✉&✈❡9 ❛&❡ ❛❧♠♦9% 9✉♣❡&✐♠♣♦9❡❞✮✳ ❚❤❡ ♦❜9❡&✈❡❞ ❡&&♦& ✐9 ❛ &❡9✉❧% ♦❢ ❞✐9❝&❡%✐③❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ 9❤♦✉❧❞

%❡♥❞ %♦ ③❡&♦ ❛9 %❤❡ ❡❧❡♠❡♥% 9✐③❡9 ❞❡❝&❡❛9❡✳

✸❉✴✷✳✺❉ ❝♦♠♣❛"✐0♦♥ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ &❛❞✐✉9 ♦❢ %❤❡ 9✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡9 ✐9 9%&♦♥❣❧②

✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② %❤❡ 9✐③❡ ♦❢ %❤❡ 9❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳ ❋♦& ❛ ❝✐&❝✉❧❛& ❣❡♦♠❡%&②✱ %❤❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ♦❢ W

❛❧♦♥❣ x 9❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❡❛&✱ ✇❤✐❝❤ ✐9 ❛❧♠♦9% %❤❡ ❝❛9❡ ❢♦& %❤❡ %✇♦ ✇✐❞❡& ✇✐♥❞♦✇9 ✭✜❣✳ ✹✳✺✱ 9♦❧✐❞

❧✐♥❡9✮✳ ❲✐%❤ %❤✐9 &❡❣✉❧❛& ❣❡♦♠❡%&②✱ %❤❡ ❧❛&❣❡& %❤❡ ✇✐♥❞♦✇✱ %❤❡ ♠♦&❡ ♣&❡❝✐9❡ %❤❡ &❛❞✐✉9✱ 9✐♥❝❡

%❤❡ ✜%%❡❞ 9✉&❢❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦&❡ ❛❝❝✉&❛%❡✳ ❖♥ %❤❡ ❝♦♥%&❛&②✱ %❤❡ ✇✐❞%❤ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡

9♠❛❧❧❡& ✇✐♥❞♦✇ ✐9 ❧❡99 &❡❣✉❧❛& ❛♥❞ ✉♥❞❡&❡9%✐♠❛%❡❞ ❜② ❛❜♦✉% ✸✵✪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% ✇❡ ❝❛♥♥♦%
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✭α = 2✱ 9♦❧✐❞ ❧✐♥❡9✮✱ 9❧✐❣❤%❧② ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ✭α = 3✱ ❞❛9❤❡❞ ❧✐♥❡9✮ ❛♥❞ ✈❡&② ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ✭α = 6✱ ❞♦%%❡❞
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❝✉&✈❡ ✐9 %❤❡ ❧✐♥❡ ❢♦& ✇❤✐❝❤ R = x ✐9 ✐♠♣♦9❡❞ ✭❛①✐9②♠♠❡%&✐❝ ❝❛9❡✮✳



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✶✵✼

❊❧♦♥❣❛&❡❞ ❞♦♠❡* ✭α = 3 ❛♥❞ α = 6✮✱ ✐*♦&❤❡0♠❛❧ ✐❝❡

❋♦$ ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ❞♦♠❡?✱ ✇❡ ❝♦♥?✐❞❡$ ❜♦%❤ %❤❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡ ❛❧♦♥❣ %❤❡ ?❤❛$♣❡?% $✐❞❣❡ ✭y = 0✮✱ ❛♥❞

♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ ✐% ✭x = 0✮✳

✸❉✴✷✳✺❉ ❝♦♠♣❛0✐*♦♥✱ ❛❧♦♥❣ &❤❡ 0✐❞❣❡ ❆❧♦♥❣ ❛ $✐❞❣❡✱ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✐? ♥♦♥ ❧✐♥❡❛$❧② ❞✐✈❡$✲

❣✐♥❣✳ ❋♦$ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉%♣✉% ✇✐❞%❤✱ %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛$❡❛ ✐? ?♠❛❧❧❡$ %❤❛♥ ✐♥ %❤❡ ❛①✐?②♠♠❡%$✐❝ ❝❛?❡✱

%❤✉? ❧❡❛❞✐♥❣ %♦ ❧♦✇❡$ ♦✉%♣✉% ✈❡❧♦❝✐%✐❡?✳

❲✐%❤ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡%$✐❡?✱ ✐% ❝❧❡❛$❧② ❛♣♣❡❛$? %❤❛% %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐? ✉♥❞❡$❡?%✐♠❛%❡❞ ❢♦$ ❡❧♦♥❣❛%❡❞

❞♦♠❡? ✭✜❣✳ ✹✳✻✳❜ ❛♥❞ ✹✳✻✳❝✱ ❞❛?❤❡❞ ❧✐♥❡?✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ❧♦❝❛❧ ?✉$❢❛❝❡ ?❧♦♣❡ ❝❛♥♥♦% ❡①♣❧❛✐♥

%❤❡ ✐❝❡ ♠♦%✐♦♥ ❜② ✐%?❡❧❢ ✿ %❤❡ ✐❝❡ ❛❧♦♥❣ %❤❡ $✐❞❣❡ ✐? ❛❧?♦✱ ✐❢ ♥♦% ♠❛✐♥❧②✱ ♣✉❧❧❡❞ ❜② %❤❡ ?✉$$♦✉♥❞✐♥❣

❧❛%❡$❛❧ ✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡? ❞✉❡ %♦ ❛ ?%❡❡♣❡$ ?✉$❢❛❝❡ ?❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❝❛?❡ ♦❢ %❤❡ ?♠❛❧❧ ?❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇

❛♣♣❡❛$? %♦ ❜❡ ❞✐✛❡$❡♥% ✭✜❣✳ ✹✳✻✳❜✱ $❡❞ ❞❛?❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ?✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉?❡ ♦❢ ❛ $❡❛❧❧② ♣♦♦$ ❡?%✐♠❛%✐♦♥

♦❢ W ✱ %❤✉? ♦❢ %❤❡ ♦✉%♣✉% ✈❡❧♦❝✐%②✳

❚❤❡ ❞♦✇♥?%$❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐%✐❡? ❛$❡ ❛❧✇❛②? J✉✐%❡ ❛❝❝✉$❛%❡ ✭✶✵✪ ❡$$♦$✮✱ ?✐♥❝❡ %❤❡② ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

%❤❡ %✉❜❡ ?✉$❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✱ ✐♥❝♦$♣♦$❛%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✳ ❲❤❡♥ $❡❧❡❛?✐♥❣

%❤❡ ?✉$❢❛❝❡✱ %❤❡ ?✉$❢❛❝❡ ?❧♦♣❡ ?❧✐❣❤%❧② ✐♥❝$❡❛?❡? %♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛%❡ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱
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%❤❡ ❞♦✇♥?%$❡❛♠ ♣❛$% ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ ✐? ❝♦♠♣❛$❛%✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡$ ♥❡❛$ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡ ?✐♥❝❡ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%✐❡? ❛$❡

✈❡$② ?♠❛❧❧✳

■♥ ❝❛?❡ ♦❢ ❛ ?❤❛$♣ $✐❞❣❡✱ %❤❡ ✐❝❡ ?✉$❢❛❝❡ ❤❛? %❤❡ ?❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝✐$❝✉? %❡♥% ✭✜❣✳ ✹✳✼✱ ❞♦%%❡❞ ❧✐♥❡✮✱

✐✳❡✳ %❤❡ ✐❝❡ ?❧♦♣❡ ✐♥❝$❡❛?❡? ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ %♦✇❛$❞? %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❚❤✐? ?❤❛♣❡ ✐? ❝❧❡❛$❧② ♥♦% ♣❤②?✐❝❛❧✱
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a/H✱ %❤❡ ❝♦♥?❡$✈❛%✐♦♥ ❡J✉❛%✐♦♥ ❧❡❛❞? %♦ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ∂u/∂x ❛♥❞ u/R ❝❧♦?❡ %♦ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✳

❋♦$ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡$❣✐♥❣ ✢♦✇?✱ u/R ✐? ♠✉❝❤ ?♠❛❧❧❡$ %❤❛♥ ❢♦$ ❛♥ ❛①✐?②♠♠❡%$✐❝ ❝❛?❡ ❛% %❤❡ ?❛♠❡

x ♣♦?✐%✐♦♥ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✶✳✻✮✳ ❆? ❛ ❝♦♥?❡J✉❡♥❝❡✱ ∂u/∂x ?❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛% ❛ ❝♦♠♣❛$❛%✐✈❡❧② ♠✉❝❤

❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❢♦$ u %♦ ✐♥❝$❡❛?❡ ♦✈❡$ ❛ ?❤♦$% ❞✐?%❛♥❝❡ ♥❡❛$ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐? ❢♦$ %❤❡

?✉$❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ %♦ ❞❡❝$❡❛?❡ ?❤❛$♣❧②✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ %❤✐? ❛$%❡❢❛❝%✱ ✇❡ ✐♥❝$❡❛?❡❞ %❤❡ ♠❡?❤ $❡?♦❧✉%✐♦♥

♥❡❛$ %❤❡ ❞♦♠❡✱ ❜✉% ✇✐%❤♦✉% ❛♥② ?✉❝❝❡??❢✉❧ $❡?✉❧%?✳ ❚❤✐? ❛$%❡❢❛❝% ❞♦❡? ♥♦% ❛♣♣❡❛$ ❢♦$ α = 3

✭?❧✐❣❤%❧② ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ❞♦♠❡✮✳

❋♦$ α = 6✱ %❤❡ %✉❜❡ ?✉$❢❛❝❡ ✐? ❜❡%%❡$ ❡?%✐♠❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛♥ ✐♥%❡$♠❡❞✐❛%❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ✇❤♦?❡ ?✐③❡ ✐?

❝❧♦?❡$ %♦ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✐♥ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✐? ✶✷✳✶✪ ❢♦$ %❤❡ ✐♥%❡$♠❡❞✐❛%❡ ✇✐♥❞♦✇

❛♥❞ ✹✹✳✸✪ ❢♦$ %❤❡ ❧❛$❣❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚♦♦ ❧❛$❣❡ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥?✐❞❡$ %❤❡ ✇❤♦❧❡ ?❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡

❞♦♠❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞ %♦ ❛♥ ✉♥❞❡$❡?%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ R✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ♦❢ %❤❡ ❡$$♦$ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❞✐✛❡$❡♥%

$✉♥? ?❤♦✇ %❤❛% ❢♦$ ?❤❛$♣ $✐❞❣❡? ✭♦$ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡$❣✐♥❣ %✉❜❡?✮ %❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ?✐③❡ ✐? ♥♦%

?%$❛✐❣❤%❢♦$✇❛$❞✱ ❛? ❛ ✇✐❞❡$ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥❝$❡❛?❡? %❤❡ $❡❣✉❧❛$✐%② ♦❢ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞✱ ❜✉% ❞❡❝$❡❛?❡?

%❤❡ ❛❜✐❧✐%② %♦ ❝❛♣%✉$❡ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝✉$✈❛%✉$❡✳

❘❡❡❤ ✭✶✾✽✾✮✱ ✉?✐♥❣ ❛ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❞❛%✐♥❣ ♣✉$♣♦?❡?✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ %❤❡ ❧❛$❣❡ ❡$$♦$? ❢♦$ %❤❡ ❞✐✈❡$❣✐♥❣

%✉❜❡ ♦❢ ❈❛♠♣ ❈❡♥%✉$② ♣❛$%❧② ❜② %❤❡ ?✐♠♣❧✐❝✐%② ♦❢ ❤✐? ♠♦❞❡❧✱ ❡?♣❡❝✐❛❧❧② ❤✐? ❧✐♥❡❛$ ♠♦❞❡❧ ♦❢ R✳
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♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ %♦ %❤❡ A❤❛$♣❡A% $✐❞❣❡✱ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ✐A ♠✉❝❤ A♠♦♦%❤❡$✱ ❛♥❞ ✐%A A♣❛%✐❛❧ ❡✈♦❧✉%✐♦♥

❝❧♦A❡$ %♦ %❤❡ ✸❉ $❡❢❡$❡♥❝❡ %❤❛♥ %❤❡ ❛❧♦♥❣✲$✐❞❣❡ ❝❛A❡✳ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✐A ✶✶✳✾✪ ❛♥❞ ✼✳✺✪ ❢♦$ %❤❡

✐♥%❡$♠❡❞✐❛%❡ ❛♥❞ ❧❛$❣❡ ✇✐♥❞♦✇ A✐③❡ $❡A♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ❢♦$ α = 3✱ ❛♥❞ ✶✸✳✼✪ ❛♥❞ ✶✶✳✶✪ ❢♦$ α = 6 ❀

%❤✐A ❡$$♦$ ✐A A❧✐❣❤%❧② ❤✐❣❤❡$ %❤❛♥ ❢♦$ %❤❡ ❝✐$❝✉❧❛$ ❣❡♦♠❡%$② ✭✜❣✳ ✹✳✻✳❞✮✳ ■♥ %❤❡ ❝❛A❡ ♦❢ ❧❛$❣❡ $❛❞✐✉A

✈❛❧✉❡A✱ %♦✇❛$❞A %❤❡ ❡①%❡$✐♦$ ♦❢ %❤❡ ❞♦♠❡✱ %❤❡ ✇✐❞❡$ ✇✐♥❞♦✇ ❣✐✈❡A %❤❡ ♠♦$❡ ❛❝❝✉$❛%❡ $❡A✉❧%A✳

◆♦♥✲✐-♦4❤❡+♠❛❧ ✐❝❡

❆ A✉♣♣❧❡♠❡♥%❛$② ❝♦♠♣❛$✐A♦♥ ✐A ❝❛$$✐❡❞ ♦✉% ♦♥ %❤❡ A❤❛$♣ $✐❞❣❡ ✭y = 0✮ ❢♦$ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ✈❛$②✐♥❣

❧✐♥❡❛$❧② %❤$♦✉❣❤ ❞❡♣%❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ %♦✇❛$❞A %❤❡ ❞✐✈✐❞❡ ✭❧♦✇ x ✈❛❧✉❡A✮ A❤♦✇A ❛

$❡✈❡$A❡❞ ✈❡$%✐❝❛❧ ♣$♦✜❧❡✱ ✐✳❡✳ %❤❡ ❜❛A❛❧ ✐❝❡ ❣♦❡A ❢❛A%❡$ %❤❛♥ %❤❡ ✉♣♣❡$ ✐❝❡ ✭✜❣✳ ✹✳✽✱ ❜♦%%♦♠✮✳ ❚❤✐A

♥♦♥✲♣❤②A✐❝❛❧ $❡A✉❧% ✐♥ ✷✳✺❉ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ %❤✐A ✇❛② ✿ ❛A A♦♦♥ ❛A ❛ ✸❉ %✉❜❡ ❞✐✈❡$❣❡A ♠♦$❡ %❤❛♥

❢♦$ ❛♥ ❛①✐A②♠♠❡%$✐❝ ✢♦✇✱ %❤❡ ✇❛$♠❡$ ❜❛A❛❧ ✐❝❡ ✐A ♠♦$❡ ❡❛A✐❧② ❧❛%❡$❛❧❧② A%$❛✐♥❡❞ %❤❛♥ %❤❡ ❝♦❧❞❡$

A✉$❢❛❝❡ ✐❝❡✳ ❆A ❛ ❝♦♥A❡U✉❡♥❝❡✱ %❤❡ ✇❛❧❧A ♦❢ %❤❡ ✸❉ ✢♦✇ %✉❜❡ ❛$❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ✈❡$%✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✉A✐♥❣ %❤❡

✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ A✉❝❤ ❛ ❝❛A❡ ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛%❡ ❛AA✉♠♣%✐♦♥ ✭✷✮✳ ❚❤✐A ❡✛❡❝% ✐A ♣❛$%✐❝✉❧❛$❧② ♣$♦♥♦✉♥❝❡❞

❝❧♦A❡ %♦ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ %✉❜❡ ✐A ♥❛$$♦✇❡$✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ A❡❡♥ ✐♥ %❤❡ ✸❉ A✐♠✉❧❛%✐♦♥A ❛A

❢♦❧❧♦✇A ✭✜❣✳ ✹✳✾✮✳ ❚❤❡ A%$❡❛♠ ❧✐♥❡A ❣♦✐♥❣ %❤$♦✉❣❤ ❛ ✢✉① ❣❛%❡ ❛% x = 1000♠ ❛$❡ %$❛❝❦❡❞ ♦♥ ❛ ❢❡✇

❤✉♥❞$❡❞ ♠❡%$❡A ✭x = 1200♠ ❢♦$ α = 6✱ x = 1500♠ ❢♦$ α = 3✮✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ A%$❡❛♠

❧✐♥❡A ✐A ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡✐$ ❞❡♣%❤ ✕ %❤❡ %✉❜❡ ✐A ❧❛$❣❡$ ♥❡❛$ %❤❡ ❜♦%%♦♠✱ ✜❣✳ ✹✳✾✱ ❜❧✉❡ ❝✉$✈❡A ✕✱

❛♥❞ %❤✐A ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐A A%$♦♥❣❡$ ❢♦$ ❤✐❣❤ ❞✐✈❡$❣✐♥❣ %✉❜❡A✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛%❡ %❤❡ ❧❛%❡$❛❧ A%$❛✐♥ ✐♥

%❤✐A ❝❛A❡✱ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉%❡A ❤✐❣❤ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡A ✐♥ %❤❡ ❜♦%%♦♠✱ ✇❤❡$❡❛A %❤❡ $❡❛❧

♠♦%✐♦♥ ✐A ✐♥ ❢❛❝% ♠❛✐♥❧② ❧❛%❡$❛❧❧② ♦$✐❡♥%❡❞✳ ◆♦ ♠❡A❤ $❡✜♥❡♠❡♥% ❤❛A ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ %♦ ❝♦$$❡❝% %❤✐A

♣$♦❜❧❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ✐% ❞♦❡A ♥♦% ❤❛♣♣❡♥ ❢♦$ ❛ ❝♦♥A%❛♥% %❡♠♣❡$❛%✉$❡✱ ✐% ❝❡$%❛✐♥❧② ♦$✐❣✐♥❛%❡A ❢$♦♠ %❤❡

❧♦✇❡$ ✈✐A❝♦A✐%② ♦❢ %❤❡ ❜❛A❛❧ ✐❝❡ ✭✜❣✳ ✹✳✾✱ $❡❞ ❝✉$✈❡A✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ❍♦&✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ✭♠✴❛✮✱ ❢♦& %❤❡ ♥♦♥ ✐D♦%❤❡&♠❛❧ ❝❛D❡ ❛♥❞ α = 3✳ ❚♦♣ ✿ ✸❉
♠♦❞❡❧✳ ❇♦%%♦♠ ✿ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐%❤ ❛ D❝❛♥♥✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✶✵ ❦♠✳ ▲❡❢% ✿ α = 3✱ ✇❤✐%❡ ❝♦♥%♦✉&
❧✐♥❡D D♣❛❝❡❞ ❜② ✵✳✵✶♠✴❛✳ ❘✐❣❤% ✿ α = 6✱ ✇❤✐%❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡D D♣❛❝❡❞ ❜② ✵✳✵✵✺♠✴❛✳

❚❤✐D &❡D✉❧% ❛❧D♦ D✉❣❣❡D%D %❤❛%✱ ♦♥ D❤❛&♣ &✐❞❣❡D ❛♥❞ ✇✐%❤ ♥♦♥✲✐D♦%❤❡&♠❛❧ ✐❝❡✱ ✇♦&❦✐♥❣ ✇✐%❤ ❛

✜①❡❞ ✈❡&%✐❝❛❧ ♣&♦✜❧❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐%② ✇✐❧❧ ♣&❡✈❡♥% ❢&♦♠ D✉❝❤ ✉♥✐♥%❡♥❞❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉&✳ ❚❤✐D ❛&%❡❢❛❝% ♠❛②

❛✛❡❝% %❤❡ &❡D✉❧%D ♦❢ ❍✈✐❞❜❡&❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤♦ D%✉❞② ❛ ✢♦✇ ❧✐♥❡ ❜❡%✇❡❡♥ ●❘■W ✭❙✉♠♠✐%✮

❛♥❞ ◆♦&%❤ ●❘■W✱ ❜❡❝❛✉D❡ %❤❡✐& ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥%D ❢♦& %❡♠♣❡&❛%✉&❡✳ ❚❤❡✐& ✢♦✇❧✐♥❡ D%&❡%❝❤❡D ❛❧♦♥❣

❛ &✐❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ 3✉✐%❡ D❤❛&♣✱ ❛♥❞ ❢♦& ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✢♦✇ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ✐D ♣&♦❜❛❜❧② ❤✐❣❤❡& %❤❛♥

❛①✐D②♠♠❡%&②✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐% ✐D ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡& %❤❛♥ ♦✉&D✱ ❛♥❞ %❤❡ &✐❞❣❡ ✐D %❤❡ D❤❛&♣❡D% ❢❛& ❢&♦♠ %❤❡

D✉♠♠✐%✱ ✇❤❡&❡❛D ✐% ✐D %❤❡ ❝♦♥%&❛&② ✐♥ ♦✉& ❝❛D❡✳ ❚❤❡ ❛&%❡❢❛❝% %❤❛% ❛♣♣❡❛&D ✐♥ ♦✉& D✐♠✉❧❛%✐♦♥D

♠❛② ♥♦% ❜❡ ❛D D❡♥D✐%✐✈❡ ✐♥ %❤❡✐& ❝❛D❡✳ ◆❡✈❡&%❤❡❧❡DD✱ ❝❛&❡ ♠✉D% ❜❡ %❛❦❡♥ ✐♥ D✉❝❤ ❝❛D❡D✱ D✐♥❝❡ %❤❡

❜❛D✐❝ ❛DD✉♠♣%✐♦♥D ♠❛② ♥♦% ❜❡ ❥✉D%✐✜❛❜❧❡ ❛♥❞ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐D ❧✐❦❡❧② %♦ ❜❡ ♦✉%✇✐%❤ ✐%D ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥

❞♦♠❛✐♥✳

❋♦& &❡❛D♦♥D ♦❢ ❝♦♥%✐♥✉✐%②✱ %❤❡ ✇❛❧❧D ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❝❛♥♥♦% ❜❡ ✈❡&%✐❝❛❧ ✐♥ %❤❡ ❞✐&❡❝%✐♦♥ ♣❡&✲

♣❡♥❞✐❝✉❧❛& %♦ %❤❡ &✐❞❣❡ ❡✐%❤❡&✱ ❜✉% %❤❡ ❡✛❡❝% ✐D %♦♦ ✇❡❛❦ %♦ ✐♠♣❛❝% %❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%②

✜❡❧❞✳

✹✳✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥

❆ D②D%❡♠❛%✐❝ ❝♦♠♣❛&✐D♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ✷✳✺❉✲ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧D ❤❛D ❜❡❡♥ ♣&❡D❡♥%❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡

%❤❡ ❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ❢♦&♠❡& %♦ ❛❝❝✉&❛%❡❧② ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ♦♥ ❛ D♠❛❧❧ ❞♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐❝❡

D❤❡❡%✳ ❚❤❡ ❡&&♦& ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❡D%✐♠❛%✐♥❣ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ &❛❞✐✉D ♦❢ %❤❡ D✉&❢❛❝❡ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡D ✐D

♦❢ %❤❡ ♦&❞❡& ♦❢ ✶✵✪ ✐❢ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐D ✇❡❧❧ ❝❤♦D❡♥✱ %❤♦✉❣❤ ✐% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛&❛%✐✈❡❧②

❤✐❣❤❡& ❝❧♦D❡ %♦ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❚❤❡ &❛❞✐✉D ♦❢ ❝✉&✈❛%✉&❡ ♦❢ %❤❡ D✉&❢❛❝❡ ❡❧❡✈❛%✐♦♥ ❝♦♥%♦✉& ❧✐♥❡D D❤♦✉❧❞

❜❡ ❞❡%❡&♠✐♥❡❞ ✇✐%❤ ❛ D✉✣❝✐❡♥%❧② ❧❛&❣❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉% ❝❤♦♦D✐♥❣ %❤❡ ♦♣%✐♠✉♠ D✐③❡ ✐D

♥♦% ❝♦♠♣❧❡%❡❧② D%&❛✐❣❤%❢♦&✇❛&❞ ❀ ✐♥ ❛♥② ❝❛D❡ ✇❡ D✉❣❣❡D% ✐% D❤♦✉❧❞ ♥♦% ❜❡ ❧❡DD %❤❛♥ ♦♥❡✲%❤✐&❞ ♦❢

%❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛D✉&❡❞ &❛❞✐✉D✱ ❛♥❞ D❡✈❡&❛❧ ✇✐♥❞♦✇D D❤♦✉❧❞ ❜❡ %❡D%❡❞ %♦ ❡♥D✉&❡ %❤❡ &♦❜✉D%♥❡DD



✹✳✶✳ ❆$%✐❝❧❡ ✿ +❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ✈✐❝✐♥✐%② ♦❢ ❛ ❞♦♠❡✶✶✶
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❲✐❞%❤ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ✭♠✮✱ ❢♦$ %❤❡ ✐D♦%❤❡$♠❛❧ ✭$❡❞✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ✐D♦%❤❡$♠❛❧ ❝❛D❡

✭❜❧✉❡✮✱ ❢♦$ α = 3 ✭x = 1500♠✱ ❧❡❢%✮ ❛♥❞ α = 6 ✭x = 1200♠✱ $✐❣❤%✮ ❚❤❡ ❛D♣❡❝% ♦❢ %❤❡ ❝✉$✈❡D ✐D

D❧✐❣❤%❧② ❛✛❡❝%❡❞ ❜② ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♥♦✐D❡ ❞✉❡ %♦ ❞✐D❝$❡%✐③❛%✐♦♥✳

♦❢ %❤❡ $❡D✉❧%D✳

❚❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉D❡❞ ✇✐%❤♦✉% ❛♥② D♣❡❝✐✜❝ $❡D%$✐❝%✐♦♥ ❢♦$ %✉❜❡D ❞✐✈❡$❣✐♥❣ ❧❡DD %❤❛♥ ❛♥❞

✉♣ %♦ ❛♥ ❛①✐D②♠♠❡%$✐❝ ✢♦✇✳ ❋♦$ ✐D♦%❤❡$♠❛❧ ✐❝❡✱ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉D❡❞ ✇✐%❤ %✉❜❡D ❞✐✈❡$❣✐♥❣

♠♦$❡ %❤❛♥ ❛♥ ❛①✐D②♠♠❡%$✐❝ ✢♦✇✱ ✐❢ %❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ✐D ♥♦% %♦♦ ❤✐❣❤✳ ❋♦$ ✈❡$② ❤✐❣❤ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✱ %❤❡

✐❝❡ ✐D ✐♥ ♦✉$ D%✉❞② ♠❛✐♥❧② ♣✉❧❧❡❞ ❜② %❤❡ ♦✉%♣✉% ❜♦✉♥❞❛$② ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱ ❛♥❞ %❤❡ $❡D✉❧%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%②

✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ D♦♠❡✇❤❛% ✐$$❡❣✉❧❛$✱ ❛♥❞ D✉$❢❛❝❡ ❣❡♦♠❡%$② ✉♥♣❤②D✐❝❛❧ ❝❧♦D❡ %♦ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❚❤✐D

♠❡❛♥D %❤❛%✱ ✐♥ %❤❡ ❝❛D❡ ♦❢ ❛ D❤❛$♣ $✐❞❣❡✱ ❛❝❝♦✉♥%✐♥❣ ❢♦$ ❛ ❝❡$%❛✐♥ D%❛%❡ ♦❢ D%$❡DD ✈✐❛ ❛ D✐♥❣❧❡

♣❛$❛♠❡%❡$ R(x) ✐D ❝❧❡❛$❧② ♥♦% ♣♦DD✐❜❧❡✳ ■♥ ♣$❛❝%✐❝❡✱ %❤❡ ❡①❛♠♣❧❡D ♦❢ D✉$❢❛❝❡ %♦♣♦❣$❛♣❤✐❡D ❣✐✈❡♥

✐♥ %❤✐D D%✉❞② ♠❛② D❡$✈❡ ❛D ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ ✐❢ ✉D✐♥❣ ❛ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❛ $❡❛❧ ❝❛D❡ ✐D

❥✉D%✐✜❛❜❧❡✳

❋♦$ ♥♦♥ ✐D♦%❤❡$♠❛❧ ✐❝❡✱ %❤❡ %✉❜❡ D❤♦✉❧❞ ♥♦% ❞✐✈❡$❣❡ ♠♦$❡ %❤❛♥ ❛①✐D②♠♠❡%$②✱ ❜❡❝❛✉D❡ %❤❡ D♦❢%❡$

❜❛D❛❧ ✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦$❡ ❡❛D✐❧② ❧❛%❡$❛❧❧② D%$❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ ❝❛D❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛%❡❞ ❞♦♠❡✳ ❚❤❡

✇❛❧❧D ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❛$❡ %❤❡$❡❢♦$❡ ♥♦% ✈❡$%✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛%❡D %❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛DD✉♠♣%✐♦♥D✱ ❛♥❞

%❤❡ ❝♦$$❡D♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦$✐③♦♥%❛❧ ✈❡❧♦❝✐%② ♣$♦✜❧❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦% ♣❤②D✐❝❛❧ ♥❡❛$ %❤❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❚❤✐D ❤❛D

D✐❣♥✐✜❝❛♥% ❝♦♥D❡N✉❡♥❝❡D ❢♦$ ❞❛%✐♥❣ ♣✉$♣♦D❡D ✿ ❛D %❤❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ D❤♦✇D %♦♦ D♠❛❧❧

✈❛❧✉❡D ✐♥ %❤❡ ✉♣♣❡$ ❧❛②❡$D✱ %❤❡ ❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ ✐D ♦✈❡$❡D%✐♠❛%❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐D♦❝❤$♦♥❡ ❧❛②❡$D

❛$❡ %♦♦ ❤✐❣❤✳ ■♥ %❤❡ ❛❜D❡♥❝❡ ♦❢ $❡❢❡$❡♥❝❡ ✸❉ D♦❧✉%✐♦♥ ❛D ♣$♦❞✉❝❡❞ ❤❡$❡✱ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞ ♠❛②

♥♦% ♥❡❝❡DD❛$✐❧② ❛♣♣❡❛$ %♦ ❜❡ ✉♥♣❤②D✐❝❛❧✱ ❜✉% %❤✐D ❞♦❡D ♥♦% ♠❡❛♥ %❤❛% %❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛$%❡❢❛❝%

❞♦❡D ♥♦% D✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ❛✛❡❝% %❤❡ ❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥✳

❚❤✐D D%✉❞② D❤♦✇D %❤❛% %❤❡ ✉D❡ ♦❢ ❛ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐D ❛ %$❛❞❡ ♦✛ ❜❡%✇❡❡♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉✱

♠✉D% ❛✈♦✐❞ D❡✈❡$❛❧ ♣✐%❢❛❧❧D✱ ❛♥❞ ✐%D ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣❡❛$D %♦ ❜❡ D✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ♥❛$$♦✇❡$

%❤❛♥ ✐♥✐%✐❛❧❧② %❤♦✉❣❤%✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡%$✐❝ ❡$$♦$✱ $❡D✉❧%✐♥❣ ❢$♦♠ ♠✐D❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ R✱ D❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❧❡DD ✐♠♣❛❝% ♦♥ %❤❡ N✉❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ $❡D✉❧%D %❤❛♥ %❤❡ ✐♥❤❡$❡♥% ❡$$♦$D $❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ✈✐♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✬D ❛DD✉♠♣%✐♦♥D✱ ❡D♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ %❤❡ %❡♠♣❡$❛%✉$❡ ✈❛$✐❡D %❤$♦✉❣❤ %❤❡ ✐❝❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡

✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✇❛D ❞❡D✐❣♥❡❞ ❢♦$ ❞✐✈✐❞❡D ❜❡%✇❡❡♥ ❞$❛✐♥❛❣❡ ❜❛D✐♥D✱ ❜✉% $❡❛❧ ✢♦✇❧✐♥❡D ❛❧♦♥❣ D❤❛$♣
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❞✐✈✐❞❡9 9❤♦✉❧❞ ♥♦% ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ %❤✐9 ✇❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦& ❛ &❡❛❧ ❝❛9❡✱ ✐% ❤❛9 ♥♦% ❜❡❡♥ ❡9%❛❜❧✐9❤❡❞ ❤♦✇

✢❛% %❤❡ ❜❡❞&♦❝❦ 9❤♦✉❧❞ ❜❡ %♦ ❡♥9✉&❡ %❤❛% %❤❡ ❛99✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ✈❡&%✐❝❛❧✐%② ♦❢ %❤❡ ✇❛❧❧9 ♦❢ %❤❡ ✢♦✇

%✉❜❡ ✐9 &❡❛9♦♥❛❜❧② &❡9♣❡❝%❡❞✱ ❡✈❡♥ ❢♦& ❛ 9❧✐❣❤%❧② ❞✐✈❡&❣❡♥% ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ %❤❡

✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦& 9❧✐❣❤%❧② ❤♦&✐③♦♥%❛❧❧② ❝✉&✈❡❞ ✢♦✇❧✐♥❡9 ❤❛9 ♥♦% ❜❡❡♥ ✐♥✈❡9%✐❣❛%❡❞ ❤❡&❡✱ ❜✉% ❢✉&%❤❡&

✉♥❝❡&%❛✐♥%✐❡9 ❛&❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ✐♥ %❤✐9 ❝❛9❡✱ ❢♦& ✇❤✐❝❤ 9♦♠❡ 9❡❝♦♥❞❛&②✲♦&❞❡& %❡&♠9 ❛&❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞ ✐♥

%❤❡ ♠❛99 ❝♦♥9❡&✈❛%✐♦♥✳

❈♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐)②

❚❤❡ ♣&❡9❡♥%❡❞ 9✐♠✉❧❛%✐♦♥9 ✇❡&❡ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✉9✐♥❣ %❤❡ ✜♥✐%❡ ❡❧❡♠❡♥% ♠♦❞❡❧ ❊❧♠❡&✴■❝❡ ✈✳✼✳✵ &❡✈✳

✼✵✶✻✳ ❚❤❡ 9♦✉&❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ✐9 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ %❤❡ ❞✐9%&✐❜✉%✐♦♥ 9✐♥❝❡ ✈✳✽✳✵ &❡✈✳ ❞✾❞✹❛✷❢✱

✐♠♣❧❡♠❡♥%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❆■❋❧♦✇ 9♦❧✈❡&✳

❆✉)❤♦. ❝♦♥).✐❜✉)✐♦♥

❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥%9 ✇❡&❡ ❞❡9✐❣♥❡❞ ❜② ❖●✱ ❋T ❛♥❞ ❏❚✳ ❖T ❝❛&&✐❡❞ %❤❡♠ ♦✉%✱ ❤❡❧♣❡❞ ❜② ❈❘ ❢♦&

❛♥❛❧②%✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%9✱ ❛♥❞ ❜② ❋●❈ ❢♦& %❤❡ ❊❧♠❡&✴■❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ❖T ♣&❡♣❛&❡❞ %❤❡

♠❛♥✉9❝&✐♣% ✇✐%❤ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥9 ❢&♦♠ ❛❧❧ ❝♦✲❛✉%❤♦&9✳

✹✳✶✳✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

❱✐❛❧♦✈ ♣'♦✜❧❡ ❢♦' ❛ ♣♦✇❡'✲❧❛✇ ❞✐✈❡'❣✐♥❣ 0✉❜❡

❚♦ ❝❤❡❝❦ %❤❡ ❝♦&&❡❝% ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛99 ❝♦♥9❡&✈❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❡&❡❛❢%❡&

❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❤❡✐❣❤% ♦❢ ❛ ❱✐❛❧♦✈ ♣&♦✜❧❡ ❝♦&&❡9♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❛ &❡❣✉❧❛&❧② ❞✐✈❡&❣✐♥❣ ✢♦✇ %✉❜❡✳ ◆♦%❡

%❤❛% 9✉❝❤ ❛ 9✉&❢❛❝❡ ✐9 ♦♥❧② &❡♣&❡9❡♥%❛%✐✈❡ ♦❢ ❛ 9✐♥❣❧❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦% ❢♦& ❛ ✇❤♦❧❡ 9✉&❢❛❝❡✱ ❛9

✇❤❛% ✐9 ✉9✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❢♦& ❛ ❱✐❛❧♦✈ ♣&♦✜❧❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ 9%&❛✐♥ ✭❱✐❛❧♦✈✱ ✶✾✺✽✮ ♦& ❛①✐9②♠♠❡%&② ✭❄✮✳

❋✐❣✉&❡ ✹✳✺ 9❤♦✇9 %❤❛% ✇❡ ♠❛② ❛♣♣&♦①✐♠❛%❡ %❤❡ 9❤❛♣❡ ♦❢ %❤❡ ✢♦✇ %✉❜❡ ❜② ❛ ♣♦✇❡&✲❧❛✇ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ %❤❡ x✲❝♦♦&❞✐♥❛%❡✳ ▲❡% ❝♦♥9✐❞❡& ❛ ✢♦✇ %✉❜❡ ♦❢ ✇✐❞%❤ W = WL

(

x
L

)β
✳ ❋♦& ♣❧❛♥❡ ✢♦✇✱ β = 0✱ ❢♦&

❛①✐9②♠♠❡%&② β = 1✱ ❛♥❞ ❢♦& 9❤❛&♣ &✐❞❣❡9 β > 1✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉%✢♦✇ q∗ ❢♦& ❛ ❝❡&%❛✐♥ ❝♦♦&❞✐♥❛%❡

x ♠❛② ❜❡ ❡①♣&❡99❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ %✇♦ ✇❛②9 ✭❈✉✛❡② ❡% T❛%❡&9♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳✸✽✽✮ ✿

q∗ =

∫ x

0

a

(

x′

L

)β

WL dx′ =
ax

(β + 1)

(x

L

)β

WL =
axW

(β + 1)
✭✹✳✷✵✮

q∗ =

(

2A

n+ 2
τnb H

)

HW ✭✹✳✷✶✮

✇❤❡&❡ H ✐9 %❤❡ ✐❝❡ %❤✐❝❦♥❡99✱ τb %❤❡ ❜❛9❛❧ 9❤❡❛&✱ a %❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ &❛%❡✱ L %❤❡ ❧❡♥❣%❤ ♦❢ %❤❡

❣❧❛❝✐❡&✱ A %❤❡ &❛%❡ ❢❛❝%♦& ♦❢ ●❧❡♥✬9 ✢♦✇ ❧❛✇✳ ❊3✉❛%✐♥❣ %❤❡ %✇♦ ❡①♣&❡99✐♦♥9 ②✐❡❧❞9

a · x =
2A(β + 1)

n+ 2
τnb H

2
✭✹✳✷✷✮
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❡❛)♦♥✐♥❣ ✐) 3❤❡♥ )✐♠✐❧❛1 3♦ 3❤❛3 ♦❢ ❈✉✛❡② ❡3 7❛3❡1)♦♥ ✭✷✵✶✵✮✱ )✐♠♣❧② ♠♦❞✐✜❡❞

❜② ❛ (β + 1) ♠✉❧3✐♣❧✐❡1✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣1❡))✐♦♥ ❢♦1 3❤❡ ✐❝❡ 3❤✐❝❦♥❡)) ✐) ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

H = H∗

(

1−
(x

L

)
n+1

n

)
n

2n+2
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❡①❝❡♣3 3❤❡ ❤❡✐❣❤3 ♦❢ 3❤❡ ✐❝❡ )❤❡❡3 H∗
❛3 3❤❡ ❞♦♠❡ ✭x = 0✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ♥♦✇

H∗ =

(

2(n+ 2)1/n

ρg

)

n
2n+2 √

L

(

a

2A(β + 1)

) 1

2n+2

✭✹✳✷✹✮

❚❤✐) ❡①♣1❡))✐♦♥ ✐) ❝♦♥)✐)3❡♥3 ✇✐3❤ 3❤❡ ♦♥❡ ♣1❡✈✐♦✉)❧② ❞❡1✐✈❡❞ ❢♦1 ❛①✐)②♠♠❡31②✳ ❲❡ 3❤❡♥ ✉)❡ 3❤✐)

❡①♣1❡))✐♦♥ 3♦ ❝♦♥31♦❧ 3❤❡ ✷✳✺❉ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠♣❛1✐♥❣ 3❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H∗
❝♦♠♣✉3❡❞ ❜② 3❤❡ ♠♦❞❡❧

✇✐3❤ ✐3) ❛❜♦✈❡ 3❤❡♦1❡3✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❘❛❞✐✉% ❛♥❞ %✉'❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡'✲❧❛✇ ❞✐✈❡'❣✐♥❣ ✢♦✇ 3✉❜❡

❲❡ ❝♦♥)✐❞❡1 3❤❡ )❛♠❡ ✢♦✇ ❛) ♣1❡✈✐♦✉) ❛♣♣❡♥❞✐① )❡❝3✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 3❤❡ 1❛❞✐✉) R(x) ✐) 3❤❡♥

❡①♣1❡))❡❞ ❛)

1

R(x)
=

1

W

dW

dx
=

dln(W )

dx
=

β

x
✭✹✳✷✺✮

❚❤❡ )✉1❢❛❝❡ ❛1❡❛ ♦❢ 3❤❡ 3✉❜❡ ✉♣)31❡❛♠ ♦❢ x ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣1❡))❡❞ ❛)

Σ(x) =

∫ x

0

W (x)dx =
WL

β + 1

xβ+1

Lβ
✭✹✳✷✻✮

❆) ux ✐) ♠♦1❡ ♦1 ❧❡)) ♣1♦♣♦13✐♦♥♥❛❧ 3♦ 3❤❡ ✉♣)31❡❛♠ )✉1❢❛❝❡ ❛1❡❛ Σ✱ ux/R ✐) ❡①♣❡❝3❡❞ 3♦ ❜❡

♣1♦♣♦13✐♦♥♥❛❧ 3♦ WL

(

x
L

)β
✳ ❖♥ 3❤❡ ❝♦♥31❛1②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥)✐❞❡1 3❤❛3 3❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∂u/∂x )❤♦✉❧❞

❜❡ ♦❢ 3❤❡ ♦1❞❡1 ♦❢ ω/L✱ ✐✳❡✳ )✐♠♣❧② ♣1♦♣♦13✐♦♥♥❛❧ 3♦ Σ(L)/L = WL/(β + 1)✳ ◆❡❛1 3❤❡ ❞✐✈✐❞❡✱

ux/R ✐) 3❤❡♥ ❝♦♠♣❛1❛3✐✈❡❧② ♠✉❝❤ )♠❛❧❧❡1 3❤❛♥ ∂ux/∂x ❢♦1 )❤❛1♣ 1✐❞❣❡) 3❤❛♥ ❢♦1 ❛①✐)②♠♠❡31✐❝
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❈❡**❡ '❡❧❛*✐♦♥ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ '❤5♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡* ❞❡% ❝♦♥❞✐*✐♦♥% ❧♦❝❛❧❡% ❞❡ ❧✬5❝♦✉❧❡♠❡♥*✳

✖ ▲❛ ❢❛❜'✐@✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❥♦✉❡ %✉' ❧❛ ❝❛'❛❝*0'❡ ❛♥✐%♦*'♦♣❡ ❞❡ ❧✬5❝♦✉❧❡♠❡♥*✳ ❊❧❧❡ ❡%* ❝♦♥♥✉❡

♣♦✉' ❧❡ ❉:♠❡ ✭❉✉'❛♥❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ❝❡ @✉✐ ♣❡✉* %❡'✈✐' ❞❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ❝♦♠♣❛'❛✐%♦♥ ♣♦✉'

❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ '5❣✐♦♥✳

❖♥ ❡①♣❧♦'❡'❛ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ♣❛'❛♠0*'❡% ♣♦✉' %✬❛♣♣'♦❝❤❡' ❛✉ ♠✐❡✉① ❞❡ ❝❡% ♦❜%❡'✈❛*✐♦♥%✳ ❉❛♥% ✉♥

♣'❡♠✐❡' *❡♠♣%✱ ♦♥ ❝♦♥%✐❞5'❡'❛ @✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐*❡%%❡ ❞❡ %✉'❢❛❝❡ ❞5♣❡♥❞ ✉♥✐@✉❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛

♥♦♥✲❧✐♥5❛'✐*5 ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦'*❡♠❡♥* ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ❖♥ ✉*✐❧✐%❡'❛ *'♦✐% ✈❛❧❡✉'% ❞❡ n✱ 9 %❛✈♦✐' 1

✭❣❧❛❝❡ ❧✐♥5❛✐'❡✮✱ 3 ✭✈❛❧❡✉' ❝♦♠♠✉♥5♠❡♥* ✉*✐❧✐%5❡✮ ❡* 4.5 ✭✈❛❧❡✉' ❞5❥9 ♣'♦♣♦%5❡ ♣♦✉' ❧❡% ❞:♠❡%✮✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●❧❡♥ ❞5♣❡♥❞ ❞✉ %❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛'✐❛♥* ❞✉ *❡♥%❡✉' ❞❡% ❝♦♥*'❛✐♥*❡%✱ ✐❧ ♥✬❡①✐%*❡ ♣❛%

❞✬5@✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉♥✐@✉❡ ❡♥*'❡ ❧❡% ❞✐✛5'❡♥*❡% ❧♦✐% ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥* ❛✉① ❞✐✛5'❡♥*❡% ✈❛❧❡✉'% ❞❡ n✳ ▲❡%

♣'❡♠✐0'❡% %✐♠✉❧❛*✐♦♥% ♦♥* ♠♦♥*'5 @✉❡ ❧❡% *❛✉① ❞❡ ❞5❢♦'♠❛*✐♦♥% %♦♥* ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ 5 · 10−6

❛

−1
✱ %♦✐* ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ τE ≃ 0.01 ▼T❛✳ ❈❡**❡ ✈❛❧❡✉' %❡'❛ ✉*✐❧✐%5❡ ♣♦✉' ❞5'✐✈❡' ❧❡% ✈❛❧❡✉'% ❞❡

✢✉✐❞✐*5 B1 ♣♦✉' n = 1✱ ❡* B4.5 ♣♦✉' n = 4.5✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐*5 A(T ) %❡'❛ ❡♥%✉✐*❡ ❛❥✉%*5❡

♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥* ♣❛' ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ E ✭❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥! ❢❛❝!♦+ ✮ ♣♦✉' %✬❛♣♣'♦❝❤❡' ❞❡%

✈✐*❡%%❡% ♦❜%❡'✈5❡%✳

❈❡ *'❛✈❛✐❧ %❡'❛ ❡✛❡❝*✉5 ♣♦✉' *'♦✐% ♣'♦✜❧% ❞❡ ❢❛❜'✐@✉❡ ❞✐✛5'❡♥*% ✿ ✉♥ ❝♦''❡%♣♦♥❞❛♥* 9 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡

✐%♦*'♦♣❡ ✭a11 = a22 = a33✮✱ ❡* ✉♥ ♣'♦✜❧ ❞✬5✈♦❧✉*✐♦♥ ❧✐♥5❛✐'❡✱ ❞✬✐%♦*'♦♣❡ ❡♥ %✉'❢❛❝❡ 9 ♠❛①✐♠✉♠

%✐♠♣❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ %♦❝❧❡ ✭a11 = 1/3 + 2/3 ζ✮✱ ❡♥✜♥ ✉♥ ♣'♦✜❧ ✐❞❡♥*✐@✉❡ 9 ❝❡❧✉✐ ❞✬❊❉❈ ❡♥

♣'♦❢♦♥❞❡✉' '5❞✉✐*❡✳ ▲❛ ❢❛❜'✐@✉❡ ❛✐♥%✐ ❞5❝'✐*❡ ❡%* ✐♠♣♦%5❡ 9 ❝❤❛@✉❡ ♣❛% ❞❡ *❡♠♣% ✭❧❛ ❢❛❜'✐@✉❡

♥✬❡%* ♣❛% '❡❝❛❧❝✉❧5❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡% ❝♦♥*'❛✐♥*❡%✮

✺✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐)✐♦♥* ❧✐♠✐)❡*

❈♦♥❞✐%✐♦♥& ❜❛&❛❧❡& ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ %♦❝❧❡ ❝♦''❡%♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐* 9 ❧❛ ❢♦♥*❡ ❜❛%❛❧❡✳

❖♥ ✐♠♣♦%❡ ❞♦♥❝ ❞✐'❡❝*❡♠❡♥* ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❢♦♥*❡ ♦❜*❡♥✉ ♦❜*❡♥✉ ♣'5❝5❞❡♠♠❡♥* ✭❝❤❛♣✳ ✸✮✳ ➱*❛♥*

❞♦♥♥5 ❧❡% *'0% ❢❛✐❜❧❡% ✈✐*❡%%❡% ❤♦'✐③♦♥*❛❧❡% ❞❛♥% ❧❛ '5❣✐♦♥✱ ❧❡ ❢'♦**❡♠❡♥* ❜❛%❛❧ ❡%* 5❣❛❧❡♠❡♥*

❢❛✐❜❧❡ ❡* ♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛% ✐♠♣♦%5 ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥*✱ ♠R♠❡ ❧9 ♦b ✐❧ ❛✈❛✐* ❞❡ ❧❛ ❢♦♥*❡✳ ■❧ %✬❛❣✐* ❜✐❡♥

❞✬✉♥❡ ❤②♣♦*❤0%❡ %✐♠♣❧✐✜❝❛*'✐❝❡✱ ♥♦*❛♠♠❡♥* ♣❛'❝❡ @✉✬✐❧ ❡%* ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜'❡' ❧❡% ❞✐✛5'❡♥*%

♣❛'❛♠0*'❡% ✐♥*❡'✈❡♥❛♥* ❞❛♥% ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❢'♦**❡♠❡♥* ✭❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❢'♦**❡♠❡♥*

❡* ✉♥ ❡①♣♦%❛♥* ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❢'♦**❡♠❡♥*✮✳ ◆5❛♥♠♦✐♥%✱ ❝❡**❡ ❤②♣♦*❤0%❡ ♥✬❛ ♣❛% ❞❡ ❝♦♥%5@✉❡♥❝❡

♣♦✉' ❧❡% ❜❧♦❜%✱ ❝❛' ♦♥ ❛ ♠♦♥*'5 ❛✉ ❝❤❛♣✐*'❡ ✸ @✉✬✐❧% 5*❛✐❡♥* ❡♥ ❜♦♥♥❡ ♣❛'*✐❡ ❡①❡♠♣* ❞❡ ❢✉%✐♦♥

❜❛%❛❧❡✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ▼♦❞-❧❡ %❤❡&♠♦♠0❝❛♥✐3✉❡ ✸ ❉

❈♦♥❞✐%✐♦♥& ❧❛%)*❛❧❡& ▲❛ 8✉&❢❛❝❡ ♦❜8❡&✈0❡ ❛✉❥♦✉&❞✬❤✉✐ ❡8% 8✉8❝❡♣%✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦8❡& ❞❡8 ❝♦♥❞✐✲

%✐♦♥8 ❞✬0❝♦✉❧❡♠❡♥% ♥♦♥ &0❛❧✐8%❡8 ❛✉ &❡❣❛&❞ ❞❡ 8♦♥ ❝❛&❛❝%-&❡ ❢♦&❝0♠❡♥% %&❛♥8✐%♦✐&❡✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉❞&❛✐%

♣❛8 3✉✬❡❧❧❡ ❛❣✐88❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛&❝❛♥ ❡♠♣A❝❤❛♥% ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐%❡88❡ ❞❡ 8✬❛❞❛♣%❡& ♥❛%✉&❡❧❧❡♠❡♥%

B ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✉ 8♦❝❧❡ ❡% B ❧❛ &❤0♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛✐% ✐❝✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ &❡❧❛①❡& ❧❛ 8✉&❢❛❝❡ ♣❡♥✲

❞❛♥% ✺✵ ❛♥8✱ ❡♥ ✐♠♣♦8❛♥% ✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ✵✳✵✶✾♠❛

−1
✳ ▲❡8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❧❛%0&❛❧❡8

❞❡✈&❛✐❡♥% ❞♦♥❝ %♦✉% B ❧❛ ❢♦✐8 ♣❡&♠❡%%&❡ ❧❛ ❝♦♥8❡&✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛88❡ ✭❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ✉♥❡

8♦❧✉%✐♦♥ 8%❛%✐♦♥♥❛✐&❡✮✱ ♠❛✐8 ❛✉88✐ &❡8♣❡❝%❡& ❧❛ &❤0♦❧♦❣✐❡ ❝❤♦✐8✐❡ ❡% ❡♥%&❛K♥❡& ✉♥❡ 8♦❧✉%✐♦♥ ♣❤②✲

8✐3✉❡♠❡♥% &0❛❧✐8%❡ ✭●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐ ❡% ▼❡②88♦♥♥✐❡&✱ ✷✵✵✷✮✳ ❈❡8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 8♦♥% ❡①♣&✐♠0❡8 8♦✐% ❡♥

✈✐%❡88❡✱ 8♦✐% ❡♥ ❝♦♥%&❛✐♥%❡✳

■♠♣♦8❡& ✉♥❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ✭♣&❡88✐♦♥ ♥♦&♠❛❧❡ B ❧❛ 8✉&❢❛❝❡ ♣&♦♣♦&%✐♦♥♥❡❧❧❡ B ❧❛ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&✮ ♥❡

♣❡&♠❡% ♣❛8 ❞✬❛✈♦✐& ✉♥ ❝♦♥%&O❧❡ 8✉& ❧❡8 &❡❧❛%✐♦♥8 ❡♥%&❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐%❡88❡ ❡% ❧❛ ♣❡♥%❡ ❞❡ 8✉&❢❛❝❡✳

❊♥ ❧✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡✱ 8✉& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❤♦✐8✐✱ ❞❡ %❡❧❧❡8 ❝♦♥%&❛✐♥%❡8 ❛❜♦✉%✐88❛✐❡♥% B ✉♥❡ ❣0♦♠0%&✐❡ ❞❡

8✉&❢❛❝❡ 3✉✐ %❡♥❞❛✐% B A%&❡ ❝♦♠♣❧-%❡♠❡♥% ♣❧❛%❡✳ ❯♥ %❡❧ &08✉❧%❛% ❡8% ♣❡✉%✲A%&❡ ❧❛ ❝♦♥803✉❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡♥%❡ ❧♦❝❛❧❡ B ❉O♠❡ ❈✱ 3✉✐ ❣0♥-&❡ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ♠♦%&✐❝❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐8✐% ❞♦♥❝

❞✬✐♠♣♦8❡& ❞❡8 ♣&♦✜❧8 ❞❡ ✈✐%❡88❡✱ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠0❝❛♥✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ B ❣&❛♥❞❡ 0❝❤❡❧❧❡ ✭❙❤❛❧❧♦✇

■❝❡ ❆♣♣+♦①✐♠❛/✐♦♥✱ ❍✉%%❡&✱ ✶✾✽✸✮✳ ❊♥ ❝♦♥8✐❞0&❛♥% ✉♥ 0❝♦✉❧❡♠❡♥% ❡♥ ❝✐8❛✐❧❧❡♠❡♥% 8✐♠♣❧❡ ✭1✐♠♣❧❡

1❤❡❛+ ✮✱ 8❡✉❧ ❧❡ %❡&♠❡ τxz ♥✬❡8% ♣❛8 ♥✉❧✱ ❡% ❧❛ ✈✐%❡88❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧❡ ui 8❡ ❞0❞✉✐% ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ♣❛&

✐♥%0❣&❛%✐♦♥ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ✿

ui = − 2AH

n+ 1

(

ρgH
∂s

∂xi

)n
(

1− ζn+1
)

✭✺✳✶✮

▼❛❧❣&0 ❝❡8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❞❡ ❜♦&❞✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛8 0%0 ♣♦88✐❜❧❡ ❞✬❛88✉&❡& B ❧❛ ❢♦✐8 ❧❛ ❝♦♥8❡&✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❛88❡✱ ✉♥❡ 8%❛❜✐❧✐%0 8✉✣8❛♥%❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦8✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝&A%❡✱ ❡% ❞❡ ❝♦♥%&O❧❡& ❧❛ ✈✐%❡88❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡♥

8✉&❢❛❝❡ ❞❡ ❢❛X♦♥ 3✉✬❡❧❧❡8 ❝♦&&❡8♣♦♥❞❡♥% ❡①❛❝%❡♠❡♥% ❛✉① ✈✐%❡88❡8 &0❡❧❧❡8✳ ❈❡8 ❞✐✣❝✉❧%08 ✐❧❧✉8%&❡♥%

3✉❡ ❧❡8 8✐♠✉❧❛%✐♦♥8 ✸❉ ❞0❝&✐✈❛♥% ❞❡8 ✢✉① ❞❡ ❣❧❛❝❡ B %&❛✈❡&8 ❞❡8 ❢&♦♥%✐-&❡8 ✈✐&%✉❡❧❧❡8✱ ❡% ❛ ❢♦+/✐♦+✐

8✉& ✉♥ 8♦❝❧❡ ♥♦♥ ♣❧❛%✱ &❡8%❡♥% ❞❡8 ❡①❡&❝✐❝❡8 8✉&❝♦♥%&❛✐♥%8 ❡% %&-8 8❡♥8✐❜❧❡8 ❛✉ ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❧❛%0&❛❧❡8

✭●✐❧❧❡%✲❈❤❛✉❧❡%✱ ✷✵✵✻✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉%✐❧✐80 ❧❛ ✢✉✐❞✐%0 ♣♦✉& ♣❡&♠❡%%&❡ 8♦✐% ❞✬♦❜%❡♥✐& ❞❡8 ✈✐%❡88❡8

❤♦&✐③♦♥%❛❧❡8 ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡8 ✈✐%❡88❡8 ♦❜8❡&✈0❡8 ✭8❡❝%✐♦♥ ✺✳✷✮✱ 8♦✐% ❞❡8 ✈✐%❡88❡8 ✈❡&%✐❝❛❧❡8 ❡♥

❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡8 [❣❡8 ♦❜8❡&✈08 ✭❛✉%&❡8 8❡❝%✐♦♥8✮✳

❉❡ ♣❧✉8✱ ❛✈❡❝ ❧❡8 ❝♦♥❞✐%✐♦♥8 ❧❛%0&❛❧❡8 ❞❡ ❧✬03✉❛%✐♦♥ ✭✺✳✶✮✱ ❧❛ %♦♣♦❣&❛♣❤✐❡ ❞❡ 8✉&❢❛❝❡ ❞❡✈❡♥❛✐%

✐♥8%❛❜❧❡ ❛♣&-8 8❡✉❧❡♠❡♥% 3✉❡❧3✉❡8 ♣❛8 ❞❡ %❡♠♣8✳ ▲❛ 8✉&❢❛❝❡ ❛✉ ❜♦&❞ ♣&08❡♥%❛✐% ✉♥ ♣&♦✜❧ ♦♥❞✉❧0✱

♥♦♥ ♣❤②8✐3✉❡✳ ▲♦&83✉❡ ❧❛ ♣❡♥%❡ ❡8% ❢♦&%❡ ♣&-8 ❞✉ ❜♦&❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❧✬❡8% 0❣❛❧❡✲

♠❡♥%✱ ❝❡ 3✉✐ %❡♥❞ B &0❤❛✉88❡& ❧❡ ♥\✉❞ ❞❡ ❜♦&❞✳ ▲❛ ♣❡♥%❡ ❡8% ❛❧♦&8 ❞✐♠✐♥✉0❡✱ ❡% ❧❡ ♥\✉❞ ♣❡✉%

&❡✈❡♥✐& ♣❧✉1 ❜❛1 3✉❡ ❧❛ ♣♦8✐%✐♦♥ ✐♥✐%✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛8 ❞❡ %❡♠♣8 ♣&0❝0❞❡♥%✳ ▲❛ &08♦❧✉%✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐%❡ ❞❡

❧❛ 8✉&❢❛❝❡ ❧✐❜&❡ ❞❡✈✐❡♥% ❛❧♦&8 ❞❡ ♣❧✉8 ❡♥ ♣❧✉8 ✐♥8%❛❜❧❡✳ ]♦✉& 0✈✐%❡& ❝❡ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ♦♥ ❝♦♥8❡&✈❡&❛ B

❝❤❛3✉❡ ♣❛8 ❞❡ %❡♠♣8 ❧❡8 ♣❡♥%❡8 ✐♥✐%✐❛❧❡8 ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❧✐♠✐%❡✳

✺✳✶✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬,❣❡

▲✬[❣❡ ♣❡✉% A%&❡ ❝♦♥8✐❞0&0 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ 8✐♠♣❧❡ ❣&❛♥❞❡✉& 8❝❛❧❛✐&❡ ❛❞✈❡❝%0❡ ❧♦&8 ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥%

❞✬✉♥❡ ♣❛&%✐❝✉❧❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬[❣❡ 8✬0❝♦✉❧❡ ✐❞❡♥%✐3✉❡♠❡♥% ❛✉ %❡♠♣8✱ 8♦♥ 03✉❛%✐♦♥ ❡8% ♥❛%✉✲

&❡❧❧❡♠❡♥%

Dχ

Dt
= 1 ✭✺✳✷✮



✺✳✶✳ ❉❡%❝'✐♣*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ✶✶✾

♦2 D '❡♣'3%❡♥*❡ ❧❛ ❞3'✐✈3❡ ♣❛'*✐❝✉❧❛✐'❡✳ ❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ✈✐*❡%%❡

✈❡'*✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ %♦❝❧❡ ♣❡✉* 9*'❡ ♥✉❧❧❡ ✭❛❜%❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥*❡✮ ❡* ❧✬?❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❝♦'✲

'❡%♣♦♥❞❛♥* ❡%*✱ ♠❛*❤3♠❛*✐A✉❡♠❡♥*✱ ✐♥✜♥✐✳ ▲❛ %♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❧✬3A✉❛*✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❡%* ❞♦♥❝ ❞✐✈❡'❣❡♥*❡✱

❝❡ A✉✐ %❡ *'❛❞✉✐* ♣❛' ✉♥❡ ✐♥%*❛❜✐❧✐*3 ❞❡ ❧❛ %♦❧✉*✐♦♥ ♥✉♠3'✐A✉❡ ❡✉❧3'✐❡♥♥❡ ✭%♦❧✈❡✉' ❞✬❛❞✈❡❝*✐♦♥

'3❛❝*✐♦♥✮✳ ❈♦♥❝'0*❡♠❡♥*✱ ♠9♠❡ ❡♥ ✐♠♣♦%❛♥* ✉♥❡ ❜♦'♥❡ %✉♣3'✐❡✉'❡ F ❧✬?❣❡ ✭✷ ▼❛ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡✮✱

❧❛ '❡❧❛*✐♦♥ ?❣❡✲♣'♦❢♦♥❞❡✉' ❡%* ❛✛❡❝*3❡ ❞✬♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥% ♥♦♥ ♣❤②%✐A✉❡%✳ ❘3%♦✉❞'❡ ❝❡**❡ ❞✐✣❝✉❧*3

♣❛' ✉♥ '❛✣♥❡♠❡♥* ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ 3*3 ❡♥✈✐%❛❣3✱ ♠❛✐% ❛✉❣♠❡♥*❡ ❞'❛%*✐A✉❡♠❡♥* ❧❡ *❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❡* ❧❡% '❡%%♦✉'❝❡% ♥3❝❡%%❛✐'❡%✱ %❛♥% ♣♦✉' ❛✉*❛♥* ❣❛'❛♥*✐' A✉❡ ❞❛♥% *♦✉% ❧❡% ❝❛% ❧❛ %♦❧✉*✐♦♥ %❡'❛

%*❛❜✐❧✐%3❡✳

▲✬♦'✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣'♦❜❧0♠❡ ✈✐❡♥* ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣'❛♥❞❡✉' A✉❡ ❧✬♦♥ %♦✉❤❛✐*❡ ❛❞✈❡❝*❡'✱ ❡*

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❛❞✲❤♦❝ ♣❡'♠❡**'❛✐* ❞♦♥❝ ❞❡ *'❛✈❛✐❧❧❡' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❜♦'♥3❡✳ ■❧

❢❛✉* %❡ ♣❧❛❝❡' ❞❛♥% ✉♥ ❝❛% %✐♠♣❧❡ ♣♦✉' %❛✈♦✐' A✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❡✛❡❝*✉❡'✳ ❊♥ ✶❉✱ ❧✬❡①♣'❡%%✐♦♥

❡✉❧3'✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬?❣❡ χ ❡%* ❧❛ %✉✐✈❛♥*❡ ✿

χ =

∫ ζ

1

H

uz(ζ ′)
dζ ′ ✭✺✳✸✮

❊♥ '3❣✐♠❡ %*❛*✐♦♥♥❛✐'❡✱ ❡* ❡♥ ♣'❡♠✐0'❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛*✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐*❡%%❡ ✈❡'*✐❝❛❧❡ uz ♣❡✉# $#%❡ &✈❛❧✉&❡

❝♦♠♠❡ ✿

uz = −(a−m)ζ −m ✭✺✳✹✮

❝❡ 3✉✐ &3✉✐✈❛✉# 5 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ p → ∞ ❞❛♥8 ✉♥ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ✈✐#❡88❡ ❞&❝%✐# ♣❛% ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥

❞❡ ❢♦%♠❡ ✭;❛%%❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛❀ ❘✐#③✱ ✶✾✽✼✮✳ ❈❡##❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛#✐♦♥ 8✐♠♣❧✐8#❡ ♥✬❡8# ✐❝✐ ✉#✐❧❡

3✉❡ ♣♦✉% ♣❡%♠❡##%❡ ✉♥❡ ❡①♣%❡88✐♦♥ ❛♥❛❧②#✐3✉❡ ❞❡ ❧✬J❣❡✳ ▲❡8 &3✉❛#✐♦♥8 ✭✺✳✸✮ ❡# ✭✺✳✹✮ ❞♦♥♥❡♥#

❡♥8❡♠❜❧❡

χ =

[

−H
ln((a−m)ζ ′ +m)

a−m

]ζ

1

=
−H

a−m
ln

(

(a−m)ζ +m

a

)

✭✺✳✺✮

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ χ = −α ln(ξ) ❛♣♣❛%❛Q# ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♥❛#✉%❡❧✱ ❛✈❡❝ ξ ∈ [0, 1]✱ ❡# α ✉♥

%&❡❧ ♣♦8✐#✐❢✳ ▲✬&3✉❛#✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝#✐♦♥ ♣♦✉% ξ ❡8# ❛❧♦%8 ✿

Dξ

Dt
+

1

α
ξ = 0 ✭✺✳✻✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥# α ❡8# ❛ ♣&✐♦&✐ ❛%❜✐#%❛✐%❡✱ ♠❛✐8 ✐❧ ❡8# ♣%✉❞❡♥# ❞❡ ❧❡ ❝❤♦✐8✐% ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡✉% ❞❡

H/a✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡ ♣❡%♠❡# ♣❛%❢♦✐8 ❞❡ 8#❛❜✐❧✐8❡% ❧❛ 8♦❧✉#✐♦♥ ✭✜❣✳ ✺✳✷✮✱ ♠❛✐8 ❝❡ ♥✬❡8#

♠❛❧❤❡✉%❡✉8❡♠❡♥# ♣❛8 8②8#&♠❛#✐3✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡# ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛❜❧❡ ξ ❡8# 8♦✉✈❡♥# #❡❧❧❡♠❡♥#

❢❛✐❜❧❡ 3✉❡ ❧❛ ♣%&❝✐8✐♦♥ %❡❧❛#✐✈❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❡8# ❛✛❡❝#&❡✱ ❡# ❧❡ %&8✉❧#❛# ✐♥8#❛❜❧❡ 8✉% ❧❡8 ✷ ♦✉ ✸

♥W✉❞8 ❧❡8 ♣❧✉8 ♣%♦❢♦♥❞8✳

;♦✉% 8✬❛✛%❛♥❝❤✐% ❞❡ ❝❡8 ❞✐✣❝✉❧#&8 ♥✉♠&%✐3✉❡8✱ ✉♥❡ 8♦❧✉#✐♦♥ ❝♦♥8✐8#❡ 5 ❝❛❧❝✉❧❡% ❧✬J❣❡ ♣❛% ✉♥❡

♠&#❤♦❞❡ ❧❛❣%❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲❛ %&#%♦#%❛❥❡❝#♦✐%❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛%#✐❝✉❧❡ ❡8# ❝❛❧❝✉❧&❡ ❞❡ ♣%♦❝❤❡ ❡♥ ♣%♦❝❤❡

❞❡♣✉✐8 8♦♥ ♣♦✐♥# ❞✬❛%%✐✈&❡ ❥✉83✉✬5 ❧❛ 8✉%❢❛❝❡ ✭J❣❡ ♥✉❧✮✱ ❡# ❧✬J❣❡ ❡8# ❡♥8✉✐#❡ %&❛✛❡❝#& 5 ❝❤❛3✉❡
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✹ ✕ ❱✐%❡::❡: ♠♦❞0❧✐:0❡: ✈:✳ ✈✐%❡::❡: ♦❜:❡&✈0❡: ❛✉%♦✉& ❞❡ ❉=♠❡ ❈✳ ▲❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡: :②♠✲

❜♦❧❡: ❡:% ♣&♦♣♦&%✐♦♥♥❡❧❧❡ A ❧❛ ❞✐:%❛♥❝❡ ❛✉ ❉=♠❡✳

❞❡: ❡&&❡✉&: &❡❧❛%✐✈❡: ❛::❡③ ❣&❛♥❞❡: ✭❥✉:3✉✬A ♣❧✉: ❞❡ ✶✵✵✪✮✳ ▲❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝&L%❡ :❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝

✐♥❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n :✐ ❜❛::❡✳

M♦✉& ❧❡: ♣❧✉: ❣&❛♥❞❡: ✈❛❧❡✉&: ❞❡ n✱ ❧❡: ♥✉❛❣❡: ❞❡ ♣♦✐♥%: :♦♥% ♣❧✉: &❡::❡&&0:✳ ■❧ ❡:% ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥%

❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♥✈❛❧✐❞❡& ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n ♣❧✉: 3✉✬✉♥❡ ❛✉%&❡✱ ❝❛& ❧❡: ♣&♦✜❧: :♦♥% ❛::❡③ &❡::❡♠❜❧❛♥%:

❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n A ✉♥❡ ❛✉%&❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n = 3 :❡♠❜❧❡ %♦✉%❡❢♦✐: ❧❛ ♣❧✉: ❛❞❛♣%0❡✱ ♥♦%❛♠♠❡♥%

♣♦✉& ✉♥❡ ❣❧❛❝❡ ✐:♦%&♦♣❡✱ ❡% ♣&❡♥❞&❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ♣❧✉: 0❧❡✈0❡ ♣❡&♠❡% :❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❛

✈❛❧❡✉& ❞❡ E✳

❈✉♠✉❧❡& ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ n = 4.5 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣&♦✜❧ ❞❡ ❢❛❜&✐3✉❡ ❛♥✐:♦%&♦♣❡ ❛ %❡♥❞❛♥❝❡ A ❞✐❧❛%❡&

❧0❣-&❡♠❡♥% ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥%:✳ ❈♦♠♠❡ ❛♥✐:♦%&♦♣✐❡ ❡% ♥♦♥✲❧✐♥0❛&✐%0 ♦♥% %♦✉%❡: ❞❡✉① %❡♥❞❛♥❝❡ A

❝♦♥❝❡♥%&❡& ❧❛ ❞0❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞❛♥: ❧❡: ❝♦✉❝❤❡: ❜❛:❛❧❡:✱ ✐❧ ❡:% ♣♦::✐❜❧❡ 3✉✬♦♥

:✉&❡:%✐♠❡ ❧❡✉& ✢✉✐❞✐%0 ❡% ❧❛ ✈✐%❡::❡ ❞❡ :✉&❢❛❝❡ ✭✜❣ ✺✳✹✱ ❡♥ ❜❛: ❛✉ ❝❡♥%&❡✮✳
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✺✳✸✳✶ ❩♦♥❡( ❞❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡

▲✬❛♠✐♥❝✐99❡♠❡♥% ❞❡9 ❝♦✉❝❤❡9 ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❜❛9❛❧❡9 ❞0♣❡♥❞ ❢♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬0❝♦✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ 9✉&

❧❡ 9♦❝❧❡ &♦❝❤❡✉①✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥%&❛✐❣♥❛♥% ❧❛ ❣❧❛❝❡ @ ❝♦♥✈❡&❣❡& ♦✉ @ ❞✐✈❡&❣❡& ❧♦❝❛❧❡♠❡♥% ✭✜❣✳ ✺✳✻✮✳

❈❡9 ❡✛❡%9 ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥% G%&❡ ❛♥❛❧②909 @ ❧✬0❝❤❡❧❧❡ 9✉❜❦✐❧♦♠0%&✐3✉❡ ❡♥ ❜0♥0✜❝✐❛♥% ❞❡ ❧❛

✜♥❡99❡ ❞❡ ❞❡9❝&✐♣%✐♦♥ ♣❡&♠✐9❡ ♣❛& ❧❡9 ♦❜9❡&✈❛%✐♦♥9 &❛❞❛& ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ✷✵✶✻ ✭❨♦✉♥❣ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✶✻✮✳ ❊♥ ❝❛9 ❞❡ ❢♦&%❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❜❛9❛❧❡✱ ❧❡9 ❝♦✉❝❤❡9 ♣❡✉✈❡♥% 9✬0♣❛✐99✐& ❛✈❡❝ ❧❛ ♣&♦❢♦♥❞❡✉&

❡% 0❣❛❧❡♠❡♥% 9✬0%✐&❡& ❧♦♥❣✐%✉❞✐♥❛❧❡♠❡♥%✳ ❙✐ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ♣❤0♥♦♠-♥❡ ❡9% ❞♦♠✐♥❛♥%✱ ✐❧ ❝♦♥%&❛✐♥%

❡♥❝♦&❡ ♣❧✉9 ❧✬❡9♣❛❝❡ ❞✐9♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉& ❛&❝❤✐✈❡& ❧❡9 ❣❧❛❝❡9 ❧❡9 ♣❧✉9 ❛♥❝✐❡♥♥❡9✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞✉

✢✉① ♣❡✉% ❞♦♥❝ G%&❡ ♣&0❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ @ ❧✬❛&❝❤✐✈❛❣❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ %&-9 ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❡% &❡♥❞ ♠♦✐♥9 ❛✐90❡ ❧✬0%❛♣❡

❞❡ ❞❛%❛%✐♦♥ ✭❚✐9♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳

Flow direction

Lateral flo
w convergence

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻ ✕ T&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❣❧❛❝❡ 9♦✉9 ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ 9♦❝❧❡ ❝♦♥❝❛✈❡

9♦✉9✲❥❛❝❡♥%✳

❈❡%%❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡9% %&❛❞✉✐%❡ ♣❛& ❧❡ 9✐❣♥❡ ❞✉ %❛✉① ❞❡ ❞0❢♦&♠❛%✐♦♥ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐&❡♠❡♥%

❛✉ ✈❡❝%❡✉& ✈✐%❡99❡ ❤♦&✐③♦♥%❛❧✳ ➚ ♣❛&%✐& ❞❡9 %❛✉① ❞❡ ❞0❢♦&♠❛%✐♦♥9 ❡♥ ❝♦♦&❞♦♥♥0❡9 ❣❧♦❜❛❧❡9 (x, y)✱

♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ %❛✉① ❞❡ ❞0❢♦&♠❛%✐♦♥ ♥♦&♠❛❧ ❞❛♥9 ✉♥ &❡♣-&❡ ❞❡ ❝♦♦&❞♦♥♥0❡9 ❧♦❝❛❧❡9 (X, Y ) ♦&✐❡♥%0

9❡❧♦♥ ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ✈✐%❡99❡ ❧♦❝❛❧✱ @ ✉♥❡ ❝❡&%❛✐♥❡ ❛❧%✐%✉❞❡ Z = z✱ 9✉✐✈❛♥% ❧❛ %&❛♥9❢♦&♠❛%✐♦♥

ǫ̇XX = cos2 θ ǫ̇xx − 2 sin θ cos θ ǫ̇xy + sin2 θ ǫ̇yy ✭✺✳✾✮

ǫ̇Y Y = sin2 θ ǫ̇xx + 2 sin θ cos θ ǫ̇xy + cos2 θ ǫ̇yy ✭✺✳✶✵✮

♦X θ ❡9% ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥%&❡ ❧❡ &❡♣-&❡ ❧♦❝❛❧ ❡% ❧❡ &❡♣-&❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ❧❛ ♠G♠❡ ❢❛Y♦♥✱ ❧❡9 %❛✉① ❞❡ ❝✐9❛✐❧❧❡♠❡♥%

❞❛♥9 ❧❡ &❡♣-&❡ ❧♦❝❛❧ 9❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥% 0❣❛❧❡♠❡♥% 9❡❧♦♥

ǫ̇XY = (cos2 θ − sin2 θ) ǫ̇xy + 2 sin θ cos θ (ǫ̇xx − ǫ̇yy) ✭✺✳✶✶✮

ǫ̇XZ = cos θ ǫ̇xz − sin θ ǫ̇yz ✭✺✳✶✷✮
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✈❡-(✐❝❛❧❡ ✸❉ ✭-♦✉❣❡✮ ❡( ✶❉ ✭❜❧❡✉✮✳ ❱❛❧❡✉-+ ♣-✐+❡+ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ (-❛♥+❡❝( ◆❊✲❙❖ ❝♦✉♣❛♥( ❧❡ ❜❧♦❜❆

✭❜❛+✮✳
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❱❛❧❡✉%& ❞❡ p ❛✉ ❜❧♦❜ ❆✳ ❙✉& ❧❡8 ✢❛♥❝8 ❞✉ ❜❧♦❜ ❆✱ ❧❡8 ♣&♦✜❧8 ❞❡ ✈✐%❡88❡ 8②♥%❤0%✐3✉❡8 8♦♥% ❞♦♥❝

❛❞❛♣%08 ♣♦✉& 8✐♠✉❧❡& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐%❡88❡ %&✐❞✐♠❡♥8✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡8 ♣&♦✜❧8 8♦♥% ♣❧✉8 ❧✐♥0❛✐&❡8 ❞❛♥8 ❧❡

❝❛8 ❛♥✐8♦%&♦♣❡ 3✉❡ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ✐8♦%&♦♣❡✱ A ❝❛✉8❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉8 ❣&❛♥❞❡ ❞0❢♦&♠❛%✐♦♥ ❡♥ ❝✐8❛✐❧❧❡♠❡♥%

❤♦&✐③♦♥%❛❧ ❞❛♥8 ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❝❛8✳ ❊♥ ❝♦♥803✉❡♥❝❡✱ ❧❡8 ✈❛❧❡✉&8 ❞❡ p 8♦♥% %♦✉❥♦✉&8 8✉♣0&✐❡✉&❡8 A ✸

❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ✐8♦%&♦♣❡✱ ❡% 8✉♣0&✐❡✉&❡8 A ✻ ❞❛♥8 ❧❡ ❝❛8 ❛♥✐8♦%&♦♣❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛8 ❞❡ ❧✐♠✐%❡ 8✉♣0&✐❡✉&❡

♥❛%✉&❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ p ♥✬0%❛♥% ♣❛8 ❜♦&♥0❡✱ ♠❛✐8 ❛✉✲❞❡❧A ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉& %②♣✐3✉❡ ❞❡ ✶✺ ❧❡ ♣&♦✜❧

❞❡ ✈✐%❡88❡ ❡8% ♣❡✉ ❛✛❡❝%0 ✭❝❛& %&-8 ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥0❛&✐%0✮✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐%&❡ 8✉✐✈❛♥%✱ ♦♥ ❡①♣❧♦&❡&❛ ❧❡8

✈❛❧❡✉&8 ❞❡ p ❞❛♥8 ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ✶❉ ❝♦♥%&❛✐♥% ♣❛& ❧❡8 ✐8♦❝❤&♦♥❡8✱ ♣&♦♣&❡ A ❞♦♥♥❡& ✉♥❡ ❡8%✐♠❛%✐♦♥

&0❛❧✐8%❡ ❞❡ ❧✬P❣❡ ❜❛8❛❧✳ ❖♥ ✉%✐❧✐8❡&❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉&8 ❝♦♠♣&✐8❡ ❡♥%&❡ ✸ ❡% ✶✵✳

❈♦%%❡❝.✐♦♥ ❞❡& ❡✛❡.& ❞❡ %❡❧✐❡❢ ▲✬✐♥❝❛♣❛❝✐%0 ❞❡ ❞0❝&✐&❡ ❧❡8 ♣&♦✜❧8 ❞❡ ✈✐%❡88❡ &0❡❧❧❡ 8✉& ✉♥

8♦❝❧❡ ❞❡8❝❡♥❞❛♥% ✈✐❡♥% ❞❡ ❧✬❤②♣♦%❤-8❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥8✐♦♥♥❡❧❧❡ 3✉✐ ♥❡ ♣&❡♥❞ ♣❛8 ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡8 ❡✛❡%8

❞✉ &❡❧✐❡❢ ❞✉ 8♦❝❧❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ✷❉ ♣❡&♠❡% ❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❝❡8 ❡✛❡%8✱ ❝❡ 3✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛

❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❢♦&♠❡ ❝♦♠♠❡ 8✉✐% ✭U❛&&❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✿

uz = −m− (a−m)ω(ζ) + ŪX

(

∂b

∂X
+ (1− ζ)

∂H

∂X

)

∂ω

∂ζ
✭✺✳✶✹✮

♦X ŪX ❡8% ❧❛ ✈✐%❡88❡ ❞❡ ❜✐❧❛♥ 8❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞✬0❝♦✉❧❡♠❡♥% ❤♦&✐③♦♥%❛❧✳ ❊♥ X = 20 000♠✱ ♦♥ &❡❝❛❧❝✉❧❡

✉♥ ♣&♦✜❧ ♦♣%✐♠✐80 ❝♦&&✐❣0 ❞❡8 ❡✛❡%8 ❞❡ &❡❧✐❡❢ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬0❝♦✉❧❡♠❡♥% ✭✜❣✳ ✺✳✷✵✮✳ ▲❛ ❝♦&&❡❝%✐♦♥

❛♣♣♦&%0❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❧❡ ❜❛8 ❞✉ ♣&♦✜❧✱ ❡♥ ❛❞03✉❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ 3✉✐ ❡8% ❝♦♥8%❛%0

❡♥ ✸❉✳ ▲❛ ♣❡♥%❡ ❞❡8❝❡♥❞❛♥%❡ &❡♥❞ ❧❡8 ✈✐%❡88❡8 ✈❡&%✐❝❛❧❡8 ❞✬❛✉%❛♥% ♣❧✉8 ❢♦&%❡8✱ ❝❡ 3✉✐ ❝&0❡ ❝❡%%❡

❛♥♦♠❛❧✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥8%❛%❡ 3✉❛♥❞ ♠Y♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧%0 ❞❡ ❞0❝&✐&❡ ❝♦♠♣❧-%❡♠❡♥% ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣&♦✜❧

✸❉✱ 3✉✐ ♣&08❡♥%❡ ✉♥ ♣♦✐♥% ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐&❡ ✐♠♣♦88✐❜❧❡✱ A &❡♥❞&❡ ❡♥ ✷❉✳
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p=[ 36.40773087]

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✵ ✕ U&♦✜❧ ❞❡ ✈✐%❡88❡ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ❝♦&&✐❣0 ❞❡8 ❡✛❡%8 ❞❡ &❡❧✐❡❢ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬0❝♦✉❧❡♠❡♥%✱

8✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✸❉ ✭&♦✉❣❡✮ ❡% ✷❉ ✭❜❧❡✉✮✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❛ ♣❡&♠✐8 ❞✬❛♣♣♦&%❡& ❧❡8 3✉❛♥%✐✜❝❛%✐♦♥8 ♥0❝❡88❛✐&❡8 A ❧❛ ❧♦❝❛❧✐8❛%✐♦♥ ❦✐❧♦♠0%&✐3✉❡ ❞✬✉♥

8✐%❡ ❞❡ ❢♦&❛❣❡✳ ❚♦✉% ❞✬❛❜♦&❞✱ ♦♥ ❝♦♥✜&♠❡ 3✉✬✐❧ ❡8% ♣♦88✐❜❧❡✱ ♠0❝❛♥✐3✉❡♠❡♥% ♣❛&❧❛♥%✱ ❞✬♦❜%❡♥✐&

❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❡ ✶✳✺▼❛ 8✉& ❧❡ ❜❧♦❜ ❆ A ✻✵♠ ❞✉ 8♦❝❧❡✳ U❛& ❝♦♥%&❡✱ ❧✬♦❜%❡♥✐& ❛✈❡❝ ✉♥❡ &08♦❧✉%✐♦♥ ❞❡
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▼♦❞+❧❡ ✶❉ ❝♦♥23❛✐♥2 ♣❛3 ❧❡7 ✐7♦❝❤3♦♥❡7

➱!❛♥! ❞♦♥♥& ❧✬♦❜❥❡❝!✐❢ ❣&♥&0❛❧ ❞✉ ❢✉!✉0 ❢♦0❛❣❡✱ 3✉✐ ❡4! ❞❡ 0❡!0♦✉✈❡0 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣&0✐♦❞❡

❜✐❡♥ ✐❞❡♥!✐✜&❡ ❡! !084 ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❡! &!❛♥! ❞♦♥♥& ❧❡4 ❝♦9!4 ✐♥❤&0❡♥!4 ; ❧❛ ♠✐4❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❢♦0❛❣❡

♣0♦❢♦♥❞ ✭♠>♠❡ 0❛♣✐❞❡✮✱ ✐❧ ❡4! ♣0✐♠♦0❞✐❛❧ 3✉❡ ❧❡4 !0❛✈❛✉① ♣0&❧✐♠✐♥❛✐0❡4 ♣✉✐44❡♥! ❞♦♥♥❡0 ✉♥❡

❡4!✐♠❛!✐♦♥ 4✉✣4❛♠♠❡♥! ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬B❣❡ ❜❛4❛❧ 4✉0 ❧❡ 4✐!❡ ❝❤♦✐4✐✳ ▲✬✐❞❡♥!✐✜❝❛!✐♦♥ ❡! ❧❡ 4✉✐✈✐ ❞❡4

❝♦✉❝❤❡4 ✐4♦❝❤0♦♥❡4 ❞❛!&❡4 ; ♣❛0!✐0 ❞❡ ❧❛ ❝❛0♦!!❡ ❊F■❈❆ ♣❡0♠❡! ❧❛ ❞❡4❝0✐♣!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 0❡❧❛!✐♦♥ B❣❡✲

♣0♦❢♦♥❞❡✉0 4✉0 ❡♥✈✐0♦♥ ❧❡4 ✸✴✹ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞❛♥4 ❧❛ 0&❣✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❜ ❆✳ ❉❛♥4 ❧❛ 4✉✐!❡✱ ♦♥

✉!✐❧✐4❡0❛ ✉♥❡ ♠&!❤♦❞❡ 4✐♠✐❧❛✐0❡ ; ❝❡❧❧❡ ❞❡ F❛00❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ 3✉✐ ❡4!✐♠❡♥! ❧✬B❣❡ ❜❛4❛❧ ♣❛0 ✉♥

♠♦❞8❧❡ ✶❉ ❝♦♥!0❛✐♥! ♣❛0 ❝❡4 ✐4♦❝❤0♦♥❡4✳ ▲; ♦S F❛00❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ♣0♦❝8❞❡♥! ; ✉♥❡ ✐♥✈❡04✐♦♥

❛44❡③ ❧✐❜0❡ ✭♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥!0❛✐♥!❡4 4✉0 p ❡! Φg✮✱ ♦♥ ❜&♥&✜❝✐❡0❛ ✐❝✐ ❞❡4 0&4✉❧!❛!4 ❞❡4 ❝❤❛♣✐!0❡4 ✸

❡! ✺✱ 3✉✐ ♣❡0♠❡!!❡♥! ❞❡ 0❡4!0❡✐♥❞0❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉04 ❞❡ p ❡! m✳ ❉❡ ♣❧✉4✱ ♦♥ ✉!✐❧✐4❡0❛ ♥♦♥

4❡✉❧❡♠❡♥! ❧❡ ♣0♦✜❧ ❞❡ ▲❧✐❜♦✉!0② ✭✶✾✼✾✮✱ ♠❛✐4 &❣❛❧❡♠❡♥! ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇♦❧③❛♥ ✭✶✾✽✺✮✱ ♣❛0 ❝♦♥!✐♥✉✐!&

❞❡ ❧✬✉♥ ; ❧✬❛✉!0❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐3✉& ❡♥ ➓ ✶✳✼✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐!✱ !♦✉!❡4 ❧❡4 ✈❛❧❡✉04 ❞❡ p 4♦♥! ♣♦44✐❜❧❡4✱

♣♦4✐!✐✈❡4 ♦✉ ♥&❣❛!✐✈❡4✱ ❡! ♦♥ ❡①♣❧♦0❡0❛ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡4 p 4❛♥4 !0❛♥4❢♦0♠❛!✐♦♥ ♣0&❛❧❛❜❧❡✳

▲❡ ♣♦✐♥! ♣❛0!✐❝✉❧✐❡0 3✉✐ ❡4! ❝❤♦✐4✐ ❞❛♥4 ❧❛ 4✉✐!❡ ❞✉ !❡①!❡ ❝♦♠♠❡ 4✐!❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❛ ♣♦✉0 ❝♦♦0❞♦♥♥&❡4

x = 1355 824♠✱ y = −857 235♠✳ ❈❡ ♣♦✐♥! ♣0♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥!❡04❡❝!✐♦♥ ❞❡4 ❧✐❣♥❡4 ❞❡ ✈♦❧4 ❳✹✺❛ ❡!

❨✼✼❛ 4❡ 4✐!✉❡ ✉♥ 0❡♣❧❛! !♦♣♦❣0❛♣❤✐3✉❡ ❝♦00❡4♣♦♥❞❛♥! ❛✉① ③♦♥❡4 ❞✬B❣❡ &❧❡✈& ❝❛❧❝✉❧& ❛✉ ❝❤❛♣✐!0❡

♣0&❝&❞❡♥!✳ ❈❡ ♣♦✐♥! 4❡0! ✐❝✐ ; ✐❧❧✉4!0❡0 ❧❛ 3✉❛❧✐!& ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✱ ♠❛✐4 ♥❡ ❝♦♥4!✐!✉❡ ♣❛4 ❡♥ ❧✬&!❛! ✉♥
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❛✉✲❞❡$$✉$ ❞✬❡❧❧❡✳ ▲❡$ ❢❛✐❜❧❡$ ✈❛❧❡✉($ ❞❡ p $❡♠❜❧❡♥- ❞♦♥❝ ♣❧✉$ ❛❞❛♣-.❡$ ✐❝✐ .❣❛❧❡♠❡♥-✱ ❛✈❡❝ ✉♥

?❣❡ ❞❡ 406± 33 ❦❛✳ ❯♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛(✐❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥-❡ ❞❡ ❧❛ (❡❧❛-✐♦♥ ?❣❡✲♣(♦❢♦♥❞❡✉( ❡$- ❛$$♦❝✐.❡ B

❞❡ ❢♦(-❡$ ✈❛(✐❛-✐♦♥$ ❞❡ ❧✬?❣❡✱ ❝❡ K✉✐ ♣❡✉- ❡①♣❧✐K✉❡( ❧✬♦(✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡$ ✐♥❝❡(-✐-✉❞❡$ ❞❡ ❧✬♦(❞(❡ ❞❡ ❧❛

❝❡♥-❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡($ ❞✬❛♥♥.❡$✳ ❆✉ (❡❣❛(❞ ❞❡$ ❞✐✛.(❡♥-❡$ ❡$-✐♠❛-✐♦♥$✱ ❧✬✐$♦❝❤(♦♥❡ ❧❛ ♣❧✉$ ♣(♦❢♦♥❞❡

♣♦✉((❛✐- ❞♦♥❝ N-(❡ ?❣.❡ ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✼✵✵ ✵✵✵ ❛♥$✳ ▲❛ ❢✉-✉(❡ ❝❛(♦--❡ ❛♣♣♦(-❡(❛✐- ❛✐♥$✐ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠

✼✵✵ ✵✵✵ ❛♥$ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ♥♦♥ ♣❡(-✉(❜.❡✱ ❡- ❡♥✈✐(♦♥ ✷✺✵♠ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ♣❧✉$ ❛♥❝✐❡♥♥❡ K✉❡ ❧❡$ ✽✵✵ ✵✵✵ ❛♥$

❞❡ ❧❛ ❝❛(♦--❡ ❊R■❈❆✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ➶❣❡ ❞❡$ ✐$♦❝❤(♦♥❡$ ♥♦♥ ❞❛-.❡$✱ $❡❧♦♥ ❧❡✉( ❤❛✉-❡✉( ❛✉✲❞❡$$✉$ ❞✉ $♦❝❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥-

❞✬✐♥-.(N-✱ ♣♦✉( ❞❡✉① ♣(✐♦($ ❞✐✛.(❡♥-$ ❞❡ p✳

❍❛✉-❡✉( ✭♠✮ ✺✻✵ ✺✷✾ ✹✼✸ ✹✸✾ ✹✵✾ ✸✼✽ ✸✸✶

➶❣❡ ✭❦❛✮✱ ♣(✐♦( ✿ 6.5 367± 24 397± 26 444± 29 499± 33 549± 36 625± 41 732± 48

➶❣❡ ✭❦❛✮✱ ♣(✐♦( ✿ 0 406± 33 433± 36 492± 47 534± 48 577± 54 624± 60 721± 73

✻✳✽ ❈♦♥❝❧✉$✐♦♥

❙✉( ❧❡$ ✢❛♥❝$ ❞✉ ❜❧♦❜ ❆✱ ✐❧ ❡$- ❧.❣✐-✐♠❡ ❡- ♣(❛-✐K✉❡ ❞✬✉-✐❧✐$❡( ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧ ❡-

$②♥-❤.-✐K✉❡ ♣♦✉( (❡♥❞(❡ ❝♦♠♣-❡ ❞❡ ❧✬.❝♦✉❧❡♠❡♥- ✈❡(-✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ❙♦✉$ ❧✬❤②♣♦-❤;$❡ ✶❉✱ ❧❛

♣(.$❡♥❝❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞✬✶✳✺▼❛ ② ❡$- ❤❛✉-❡♠❡♥- ♣(♦❜❛❜❧❡✳ ▲✬❛$♣❡❝- ❞❡$ .❝❤♦$ (❛❞❛( ❡$- .❣❛❧❡♠❡♥-

❢❛✈♦(❛❜❧❡✱ ❧❛ ♣(.$❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉$❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ✈✐$✐❜❧❡$ ♥♦♥ ❞❛-.❡$ .-❛♥- ❞❡$ ✐♥❞✐❝❡$ ❞❡ (.❣✉❧❛(✐-.

❞❡ ❧✬.❝♦✉❧❡♠❡♥-✳ ▲❛ ♣❧✉$ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ♣♦✉((❛✐- N-(❡ ✈✐❡✐❧❧❡ ❞❡ ✼✵✵ ✵✵✵ ❛♥$✳ ❖♥ ♣❡✉-

(❛✐$♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥- ❝♦♠♣-❡( $✉( ✷✺✵♠ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❡①♣❧♦✐-❛❜❧❡ $♦✉$ ❝❡--❡ ❞❡(♥✐;(❡ ✐$♦❝❤(♦♥❡✳ ❈❡--❡

$✐-✉❛-✐♦♥ ❡$- ❞♦♥❝ .K✉✐✈❛❧❡♥-❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛(♦--❡ ❊❉❈✱ ♠❛✐$ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜.♥.✜❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛❜$❡♥❝❡

K✉❛$✐✲❝❡(-❛✐♥❡ ❞❡ ❢✉$✐♦♥ ❜❛$❛❧❡✳

❈♦♥❝❡(♥❛♥- ❧❛ (.$♦❧✉-✐♦♥✱ ♥♦$ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥$ $♦♥- ❞✐✛.(❡♥-❡$ $❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ p K✉✐ ❡$- ❝♦♥$✐❞.(.❡✳

❊♥ .-❛♥- ♣❡$$✐♠✐$-❡✱ ✐❧ ❡$- ♣♦$$✐❜❧❡ K✉✬❡♥ $❡ ♣❧❛_❛♥- B ❧✬❛♣❧♦♠❜ ❞✬✉♥ (❡♣❧❛- -♦♣♦❣(❛♣❤✐K✉❡ ❞.❝(✐-

❝✐✲❛✈❛♥-✱ ❧❛ (.$♦❧✉-✐♦♥ ❡♥ ?❣❡ ❞.♣❛$$❡ ❧❛ ❧✐♠✐-❡ ❞✬❡①♣❧♦✐-❛-✐♦♥ ❞❡ 10 ❦❛♠−1
✱ ❡- ❧❛ ❝❛(♦--❡ ♥❡ $❡(❛✐-

❛❧♦($ ❡①♣❧♦✐-❛❜❧❡ K✉❡ ❥✉$K✉✬B ✶✳✸ ♦✉ ✶✳✹▼❛ ❡♥✈✐(♦♥✳ ❯♥❡ $♦❧✉-✐♦♥ $❡(❛✐- ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧❛❝❡( ❧❡ ❢♦(❛❣❡

♥♦♥ ♣❛$ ❛✉ $♦♠♠❡- ❞✉ (❡♣❧❛- -♦♣♦❣(❛♣❤✐K✉❡✱ ♠❛✐$ $✉( $♦♥ ✢❛♥❝ ❡$- ♦✉ $✉❞✲❡$- ♣♦✉( ❣❛❣♥❡(

K✉❡❧K✉❡$ ❞✐③❛✐♥❡$ ❞❡ ♠;-(❡$ ✭✜❣ ✷✳✶✷✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ $✉( ❧❡ ✢❛♥❝ ❡$- ❞✉ (❡❧✐❡❢ $❡ -(♦✉✈❛♥- ❞❛♥$ ❧❡

❝❛❞(❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠N♠❡ ✜❣✉(❡✳ ❖♥ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❛❧♦($ ❧.❣;(❡♠❡♥- ❧❡ (✐$K✉❡ ❞❡ $✉❜✐( ✉♥ ♣❡✉ ❞❡

❢✉$✐♦♥ ❜❛$❛❧❡✳ R❛( ❝♦♥-(❡✱ ❡♥ .-❛♥- ♣❧✉$ ♦♣-✐♠✐$-❡✱ ♦♥ ♣❡✉- ❝♦♥$✐❞.(❡( K✉❡ $❡✉❧❡$ ❞❡$ ✈❛❧❡✉($ ❞❡

p ♣(♦❝❤❡$ ❞❡ 0 $♦♥- (.❡❧❧❡♠❡♥- ❛❞❛♣-.❡$ ♣♦✉( (❡♣(♦❞✉✐(❡ ❧✬❛$♣❡❝- ❞❡ ❧❛ (❡❧❛-✐♦♥ ?❣❡✲♣(♦❢♦♥❞❡✉(✱

❡- ❞♦♥❝ K✉❡ ❧✬?❣❡✱ ❧❛ (.$♦❧✉-✐♦♥ ❡- ❧❛ ❤❛✉-❡✉( ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞❡ ✶✳✺▼❛ ❛✉✲❞❡$$✉$ ❞✉ $♦❝❧❡ $♦♥-

❝♦♥❢♦(♠❡$ B ♥♦$ ❡①✐❣❡♥❝❡$✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ ✉-✐❧✐$. ✐❝✐ ❧❡$ ♦❜$❡(✈❛-✐♦♥$ (❛❞❛( K✉✐ $♦♥- ❞❡♥$❡$ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡$ ❧✐❣♥❡$ ❞❡ ✈♦❧$✱ ♠❛✐$ K✉✐

❛❣(;❣❡♥- ❧✬✐♥❢♦(♠❛-✐♦♥ ❡♥-(❡ ❧❡$ ❧✐❣♥❡$ ❞❡ ✈♦❧$✱ ❡$♣❛❝.❡$ ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✶ ❦♠✳ R♦✉( ❞.-❡(♠✐♥❡( -(;$
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵ ✕ ▼❡3✉&❡3 ❞✉ 3♦❝❧❡ ✐33✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♠❡3✉&❡ &❛❞❛& ❉❊▲❖❘❊❙ ✷✵✶✼ ✭❘✳

▼✉❧✈❛♥❡②✱ ❇&✐%✐3❤ ❆♥%❛&❝%✐❝ ❙✉&✈❡②✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ♣❡&3♦♥♥❡❧❧❡✮✳

✜♥❡♠❡♥% ❧❡ 3✐%❡ ❞❡ ❢♦&❛❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞&❛ ✉%✐❧✐3❡& ❧❡3 ❞♦♥♥I❡3 ❞❡ ❧❛ ❞❡&♥✐-&❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ &❛❞❛& ❛✉ 3♦❧

❉❊▲❖❘❊❙ ✭✜❣✳✻✳✶✵✱ ✷✵✶✼✮✳



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥
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♠❛✐+ ❛✉++✐ ✐♠♠5❞✐❛&❡ ✭✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥ ❞*+ ❧✬5&5 ❛✉+&.❛❧ ✷✵✶✼✲✷✵✶✽✮ ✿ ♦.✐❡♥&❡. ❧❛ ❞5❝✐+✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝&✐✈❡

❞✉ +✐&❡ ❞❡ ❢♦.❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣❧❛❝❡ &.*+ ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ ■❧ +❡♠❜❧❡ 3✉❡ ❧❡ +✐&❡ ♣.❡++❡♥&✐ +♦✐& ❡✛❡❝&✐✈❡♠❡♥&
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✈❛.✐5❡+ ✭5❝❤♦ .❛❞❛. ❜❛+❛✉① ❡& ✐♥&❡.♥❡+✱ ✈✐&❡++❡+ ❞❡ ❣❧❛❝❡✱ &♦♣♦❣.❛♣❤✐❡ ❞❡ +✉.❢❛❝❡✱ 5♣❛✐++❡✉. ❞❡

❣❧❛❝❡✮✱ ❡& ❞❡+ .5+✉❧&❛&+ ❞✬❛♥❛❧②+❡+ ♣.5❡①✐+&❛♥&❡+ ✭5♣❛✐++❡✉.+ ❞❡ ❣❧❛❝❡✱ &❡♠♣5.❛&✉.❡✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛✲

&✐♦♥✮✱ ❞❛♥+ ❞❡+ ♠♦❞*❧❡+ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&5 ❝.♦✐++❛♥&❡✱ ❞✐.❡❝&+ ♦✉ ✐♥✈❡.+❡+✱ ❛❜♦.❞❛♥& ❞❡✉① ♣.♦❜❧*♠❡+

♣❤②+✐3✉❡+ ❞✐✛5.❡♥&+ ♠❛✐+ ❝♦✉♣❧5+ ✭&❤❡.♠✐3✉❡ ❡& ♠5❝❛♥✐3✉❡✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜.❡✉+❡+ ❝❛.❛❝&5.✐+&✐3✉❡+

❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♦♥& ❞♦♥❝ ❞I L&.❡ ❞✐+❝✉&5❡+ ♣♦✉. &✐.❡. ❧❡ ♣❧✉+ ❞✬✐♥❢♦.♠❛&✐♦♥+ ♣♦++✐❜❧❡ ❞❡+ 5❧5♠❡♥&+

❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ ✿ ♣.♦✜❧ ❞❡ &❡♠♣5.❛&✉.❡✱ ❝♦♥&.N❧❡ ❞❡ ❧✬❤②❞.♦❧♦❣✐❡ +♦✉+✲❣❧❛❝✐❛✐.❡✱ ❢♦.♠❡ ❞❡+ ♣.♦✜❧+

✈❡.&✐❝❛✉① ❞❡ ✈✐&❡++❡✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ❢✉+✐♦♥✱ ♥❛&✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜.✐3✉❡✳✳✳

 !✐♥❝✐♣❛✉① !)*✉❧,❛,*

❘!"✉❧%❛%" ♠!%❤♦❞♦❧♦❣✐-✉❡"

❆♣♣"♦❝❤❡ ❣(♥("❛❧❡✳ ❆✉✲❞❡❧F ❞❡+ ♠5&❤♦❞❡+ ♣❛.&✐❝✉❧✐*.❡+ 3✉✐ ♦♥& 5&5 ❞5✈❡❧♦♣♣5❡+ ♦✉ ♠✐+❡+

❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞.❡ ❞❡ ❝❡&&❡ &❤*+❡✱ ✐❧ ❢❛✉& ❞✬❛❜♦.❞ ✐♥+✐+&❡. +✉. ❧❛ ❞5♠❛.❝❤❡ ❣5♥5.❛❧❡ 3✉✐ ❛

5&5 ♠❡♥5❡✳ ❇✐❡♥ 3✉❡ ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡+ ♦.❞✐♥❛&❡✉.+ ❡& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛.❛❧❧*❧❡ ♣❡.♠❡&&❡♥& ❞❡

.5+♦✉❞.❡ ❞❡+ +✐♠✉❧❛&✐♦♥+ &.✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡+ +✉. ❞❡+ ♠❛✐❧❧❛❣❡+ ❛++❡③ ❣.❛♥❞+✱ ❝❡ ♥✬❡+& ♣❛+ ♣♦✉.

❛✉&❛♥& 3✉✬❡❧❧❡+ +♦♥& ❞❡✈❡♥✉❡+ +✐♠♣❧❡+ ❞✬✉&✐❧✐+❛&✐♦♥ ♦✉ ♣❡.&✐♥❡♥&❡+ ♣♦✉. &♦✉& ✉+❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱

♠L♠❡ ♣♦✉. ✉♥❡ +✐♠✉❧❛&✐♦♥ .❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& +✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ♣❛.❛♠*&.❡+ ♣❛+ +✉✣+❛♠♠❡♥&

❝♦♥♥✉+ ❡+& ❛++❡③ ❣.❛♥❞ ✭n✱ Φg✱ a✱ m✱ A✮✱ +❛♥+ ♠L♠❡ ❝♦♠♣&❡. ❧✬✐♥❝❡.&✐&✉❞❡ 3✉✬♦♥ ❛ +✉. ❧❡ ♣.♦✜❧
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❞❡ ❢❛❜%✐'✉❡ ) ✉*✐❧✐,❡%✳ ■❧ ❡,* ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❡①♣❧♦%❡% ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ♣❛%❛♠7*%❡, ❡♥ ❛,,✐♠✐❧❛♥* ❧❡,

❞♦♥♥8❡, ❞✬♦❜,❡%✈❛*✐♦♥✱ ❞❛♥, ❞❡, ,✐♠✉❧❛*✐♦♥, ✸❉ ♣%❡♥❛♥* ♣❧✉,✐❡✉%, ❞✐③❛✐♥❡, ❞❡ ♠✐♥✉*❡,✱ ✈♦✐%❡

♣❧✉,✐❡✉%, ❤❡✉%❡, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥* ❞♦♥❝ ❞❡ ♣%♦❝8❞❡% ♣❛% 8*❛♣❡, ❡♥ %❡,*%❡✐❣♥❛♥* ) ❝❤❛'✉❡ ❢♦✐,

❧✬✉♥✐✈❡%, ❞❡, ♣♦,,✐❜❧❡,✳ ▲✬✐❞8❡ ❝♦♥❞✉❝*%✐❝❡ ❞✉ *%❛✈❛✐❧ ❛ 8*8 '✉❡ ❝❤❛'✉❡ 8*❛♣❡ %❡,*%❡✐♥* ♣♦✉% ❧❛

,✉✐✈❛♥*❡ ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ♣❛%❛♠7*%❡,✳ ▲❛ ❥✉,*❡,,❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞7❧❡ ♥❡ ,❡ ♠❡,✉%❡ ♣❛, ) ,♦♥ ♥♦♠❜%❡ ❞❡

❞✐♠❡♥,✐♦♥,✱ ♠❛✐, ❛✉ %8❛❧✐,♠❡ ❞❡, ❤②♣♦*❤7,❡, '✉✐ ❧❡ ,♦✉,✲*❡♥❞❡♥*✳ ■❧ ❢❛✉* ❞♦♥❝ 8✈❛❧✉❡% ❧❛ ♠❛♥✐7%❡

❞♦♥* ❧❡, ♠♦❞7❧❡, ♣❡✉✈❡♥* D*%❡ ✉*✐❧✐,8, ❞❡ ❢❛E♦♥ '✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐*8 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦%♠❛*✐♦♥ '✉✬✐❧, ❞8❧✐✈%❡♥*

,♦✐* ❧❛ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥✉❡ ♣♦,,✐❜❧❡✳

❆✉ ✈✉ ❞❡, %8❝❡♥*, *%❛✈❛✉① ❞❡ G❛%%❡♥✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ ❡* ❞✉ ❝❤❛♣✐*%❡ ✻✱ ♦♥ ♣♦✉%%❛✐* ♣❡♥,❡% '✉❡

❝❡**❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ✶❉ ❡,* ,✉✣,❛♥*❡ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠D♠❡ ♣♦✉% %8♣♦♥❞%❡ ) ❧❛ '✉❡,*✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ,✐*❡ ❞❡

❢♦%❛❣❡✱ ♣✉✐,'✉❡ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❡,* ❜✐❡♥ ❝♦♥*%❛✐♥* ♣❛% ❧❡, ✐,♦❝❤%♦♥❡,✱ ✈✐,✐❜❧❡, ♣%♦❢♦♥❞8♠❡♥*✳ ❚♦✉*❡❢♦✐,✱

❧❡, %8,✉❧*❛*, ❞❡ ❝❡ *②♣❡ ❞❡ ♠♦❞7❧❡ ,♦♥* ❞8♣❡♥❞❛♥*, ❞❡ ❧❛ %8❞✉❝*✐♦♥ ❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧❧❡ '✉✐ ❛ 8*8

❢❛✐*❡✱ ❡* ❞❡ ❧✬❤②♣♦*❤7,❡ ,*❛*✐♦♥♥❛✐%❡ ❝♦♥❝❡%♥❛♥* ❧❡ ❜✐❧❛♥ *❤❡%♠✐'✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❧❡, %8,✉❧*❛*, ❞❡,

❛✉*%❡, 8*❛♣❡, ❞✉ ♣%♦❝❡,,✉, ♥❡ ❝♦♥❝❡%♥❡♥* ♣❛, ❧✬✉♥✐'✉❡ '✉❡,*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❡* ✈✐❡♥♥❡♥*

%❡♥❢♦%❝❡% ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ '✉✬♦♥ ❛ ❞❛♥, ❧❡, %8,✉❧*❛*, ❞❡ ❝❡ ♠♦❞7❧❡ ❞✬✐♥✈❡%,✐♦♥ ✶❉✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ '✉❛❧✐*8 ❞❡

❝❡, %8,✉❧*❛*, ❛ ✈%❛✐♠❡♥* ❞8♣❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐,♣♦♥✐❜✐❧✐*8 ❞❡, ✐,♦❝❤%♦♥❡, ❞❛*❛❜❧❡, ❧❡, ♣❧✉, ♣%♦❢♦♥❞❡,✱

'✉✐ ♦♥* %❡'✉✐, ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ *❡♠♣, ❡* ❞✬❡①♣❡%*✐,❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛%* ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡%,✐*8 ❞✉ ❚❡①❛,✱ ❡* ♥✬8*❛✐*

❞♦♥❝ ♣❛, ❣❛%❛♥*✐❡ ❛ ♣&✐♦&✐✳

▼♦❞#❧❡ ✶❉ ✈) ♠♦❞#❧❡ ✸❉✳ ▲❡ ♠♦❞7❧❡ *❤❡%♠✐'✉❡ ✶❉ ♣%❡♥❞ ❝❡%*❡, ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❛ ♠8❝❛♥✐'✉❡ ❞❡

❢❛E♦♥ ,②♥*❤8*✐'✉❡✱ ❞♦♥❝ ,❛♥, %8,♦✉❞%❡ ❧❡, 8'✉❛*✐♦♥, ❞❡ ❧❛ ♠8❝❛♥✐'✉❡✱ ♠❛✐, ❝❡ '✉✐ ❡,* ✐♠♣♦%*❛♥*

❞❛♥, ❧❡ ❜✐❧❛♥ *❤❡%♠✐'✉❡ ❡,* ❧❛ '✉❛♥*✐*8 ❞❡ ❢%♦✐❞ '✉✐ ❡,* ❛❞✈❡❝*8❡ ♣❛% ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✈❡%, ❧❡ ,♦❝❧❡✳ ❉❡

❝❡ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❡①❛❝*❡ ❞✉ ♣%♦✜❧ ❞❡ ✈✐*❡,,❡ ✈❡%*✐❝❛❧❡ ❡,* ♠♦✐♥, ✐♠♣♦%*❛♥*❡ '✉❡ ,♦♥

✐♥*8❣%❛❧❡ ,✉% ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡✳ ❯♥ ♠♦❞7❧❡ ✸❉ ♣♦✉%%❛✐* ♣❡✉*✲D*%❡ ❞♦♥♥❡% ✉♥

♣%♦✜❧ ♣❧✉, %8❛❧✐,*❡✱ ❝❛% *❡♥❛♥* ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞✉ ,♦❝❧❡✱ ♠❛✐, ❧❡, ✐♥❝❡%*✐*✉❞❡, '✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ,✉%

❧❛ ♠8❝❛♥✐'✉❡ ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❜❛,❛❧❡ ❢♦♥* '✉✬✐❧ ,❡%❛✐* ❞❡ *♦✉*❡ ❢❛E♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛✣%♠❡% '✉✬✉♥ *❡❧

♣%♦✜❧ ,❡%❛✐* ♣❧✉, ❥✉,*❡✳ ■❧ ❢❛✉❞%❛✐* ❞♦♥❝ ❡①♣❧♦%❡% ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ♣❛%❛♠7*%❡, 8❣❛❧❡♠❡♥* ❡♥ ✸❉✱ ❝❡ '✉✐

❡,* ❛✉*%❡♠❡♥* ♣❧✉, ❝♦S*❡✉①✳

❙✐ ❧❡ ❜✉* ❞✬✉♥❡ 8*✉❞❡ ❡,* ❞✬♦❜*❡♥✐% ✉♥ %8,✉❧*❛* ♦♣8%❛*✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡, ♠♦❞7❧❡, ✸❉ ♥❡ *%♦✉✈❡♥* ❧❡✉%

✉*✐❧✐*8 '✉❡ ❧♦%,'✉❡ ❧❡, ❝♦♥❞✐*✐♦♥, ❞❡ ❜♦%❞ ♦♥* ♣✉ D*%❡ %❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❜✐❡♥ ❝♦♥*%❛✐♥*❡,✱ ❢❛✉*❡ ❞❡ '✉♦✐

❧❛ ✈❛❧✐❞✐*8 ❞❡, %8,✉❧*❛* ♥✬❡,* ♣❛, 8✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥*✳ ■❝✐ ❧❡ ♣❧✉, ❝%✐*✐'✉❡ 8*❛✐* ❞❡ ❝♦♥♥❛U*%❡ ❡♥

♣%❡♠✐❡% ❧❡, ❝♦♥❞✐*✐♦♥, ❞❡ ❢✉,✐♦♥ ❜❛,❛❧❡✱ ❝❡ '✉✐ ❛✈❛✐* ❡♥,✉✐*❡ ❞❡✉① ❛✈❛♥*❛❣❡, ✿ ✜①❡% ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥

❞❡ ❜♦%❞ ❡♥ ✈✐*❡,,❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ,♦❝❧❡✱ ❡* ,✬8♣❛%❣♥❡% ❧❛ %8,♦❧✉*✐♦♥ ❞❡, 8'✉❛*✐♦♥ *❤❡%♠✐'✉❡,

*%✐❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧❧❡,✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉% ❡,* ✉♥ ♣❤8♥♦♠7♥❡ *%7, ❧❡♥*✱ ❛**❡✐♥❞%❡ ✉♥
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✶✺✸

❢♦"❛❣❡ &❡♥&✐❜❧❡♠❡♥, ♣❧✉& ❧♦♥❣✱ ♠❛✐& ❧✬❛♥❛❧②&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛"♦,,❡ &❡"❛✐, ❛❧♦"& ❜✐❡♥ ♣❧✉& ❛✐&4❡✳

 !♦✜❧ ❞✬❛♠✐♥❝✐,,❡♠❡♥.✳ ❖♥ ❛ ♣"♦❝4❞4 ♣♦✉" ❧❛ ♣"❡♠✐7"❡ ❢♦✐& ✐❝✐ 8 ❧❛ ❝♦♠♣❛"❛✐&♦♥ ❡♥,"❡ ♣"♦✜❧&

❞❡ ✈✐,❡&&❡ ♦❜,❡♥✉& ♣❛" ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ✸❉✱ "4&♦❧✈❛♥, ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& 4=✉❛,✐♦♥& ❞❡ ❧❛ ♠4❝❛♥✐=✉❡✱ ❛✈❡❝

❞❡& ♣"♦✜❧& &②♥,❤4,✐=✉❡& ✶❉✳ ❈❡ ,②♣❡ ❞❡ ♣"♦✜❧ ❡&, ❡♥ ❢❛✐, ✉,✐❧✐&4 ❛❜✉&✐✈❡♠❡♥, ♣❛" "❛♣♣♦", ❛✉①

❤②♣♦,❤7&❡& =✉✐ ❧❡ &♦✉&✲,❡♥❞❡♥,✱ ❡, ✐❧ 4,❛✐, ♥4❝❡&&❛✐"❡ ❞❡ ✈4"✐✜❡" ❧❡✉" ✈❛❧✐❞✐,4 ♣"7& ❞✬✉♥ ❞C♠❡✱

&✉" ✉♥ &♦❝❧❡ ♥♦♥ ♣❧❛,✳ ❖♥ ❛ ♣✉ ♠♦♥,"❡" =✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞7❧❡& &②♥,❤4,✐=✉❡& ✉,✐❧✐&4& 4,❛✐,

♣❡"❢♦"♠❛♥,❡✱ ✈♦✐"❡ ,"7& ♣❡"❢♦"♠❛♥,❡✱ ❞✉ ❞C♠❡ ❥✉&=✉❡ &✉" ❧❡& ✢❛♥❝& ❞❡& "❡❧✐❡❢&✳ ❊♥ "❡✈❛♥❝❤❡✱

❞❡""✐7"❡ ❧❡& "❡❧✐❡❢&✱ ❧❛ ,♦♣♦❣"❛♣❤✐❡ ❞✉ &♦❝❧❡ ❢❛✐, ❝❤❛♥❣❡" ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐,4 ❞❡& ♣"♦✜❧& ✸❉✱ ❝❡ =✉✐ "❡♥❞

✐♠♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬❡♥ "❡♥❞"❡ ❝♦♠♣,❡ ♣❛" ✉♥ ♣"♦✜❧ &②♥,❤4,✐=✉❡✳ ❉❛♥& ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡

❛♥❝✐❡♥♥❡ ❡, ❞❡ &❛ ❞❛,❛,✐♦♥✱ ✐❧ &✬❛❣✐, ❞♦♥❝ ♣❧✉,C, ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛❝✐❧✐,❛♥, ❧❡ ,"❛✈❛✐❧✱ ❝❛" ❧❡& &✐,❡&

❞❡ ❢♦"❛❣❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧& &❡ ,"♦✉✈❡♥, ❜✐❡♥ &✉" ❧❡ ✢❛♥❝ ❢❛✐&❛♥, ❢❛❝❡ ❛✉ ❞C♠❡✱ ❡, ♥♦♥ ❞❡""✐7"❡ ❧❡ "❡❧✐❡❢✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉" ❝♦♠♣"❡♥❞"❡ ❧❛ "❡❧❛,✐♦♥ G❣❡✲♣"♦❢♦♥❞❡✉" ♦❜&❡"✈4❡✱ ✐❧ &❡♠❜❧❡ =✉✬✉♥ ❡✛❡, ❞❡ ❘❛②♠♦♥❞

&♦✐, ♥4❝❡&&❛✐"❡✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥4 ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐=✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❜"✐=✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❜❛&❛❧❡✳ ❯♥❡ ❤❛✉,❡✉"

&✐❣♥✐✜❝❛,✐✈❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❜❛&❛❧❡ ♣♦✉""❛✐, ❛✐♥&✐ K,"❡ &,"✉❝,✉"4❡ ❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ &✐♠♣❧❡✱ ❝❡ =✉✐ ♣❧❛✐❞❡

♣♦✉" ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ "4&♦❧✉,✐♦♥ ❞✬G❣❡✳

❘!"✉❧%❛%" ♦♣!)❛%✐♦♥♥❡❧"

❙✐.❡, ❢❛✈♦!❛❜❧❡,✳ ▲❡& "4&✉❧,❛,& ♦❜,❡♥✉& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❝❡,,❡ 4,✉❞❡ ♣❡"♠❡,,❡♥, ❞❡ ✈❛❧✐❞❡"

❧❡ ❜❧♦❜ ❆ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ &✐,❡ ❞✬✐♥,4"K,✱ ♠❛✐& ❛✉&&✐ ❞✬✐♥✈❛❧✐❞❡" ❧❡& ❜❧♦❜& ❇✱ ❈ ❡, ❉✱ ❝❛" ❧❡&

,"❛❥❡❝,♦✐"❡& ❝❛❧❝✉❧4❡& ♠♦♥,"❡♥, =✉❡ ❧❡& "✐&=✉❡& ❞❡ ♣❡",✉"❜❛,✐♦♥ ❜❛&❛❧❡ &♦♥, ,"♦♣ ❣"❛♥❞&✳ ❙✉" ❧❡

❜❧♦❜ ❆✱ ❧✬4❧♦✐❣♥❡♠❡♥, 8 ❧❛ ❝"K,❡ &❡♠❜❧❡ K,"❡ "4❞❤✐❜✐,♦✐"❡ ♣♦✉" ❧✬G❣❡✳ ▼K♠❡ &✐ ❧❛ ❝"K,❡ ❛ ♣✉ ❜♦✉❣❡"

❛✉ ❝♦✉"& ❞❡& ❝②❝❧❡& ❣❧❛❝✐❛✐"❡&✴✐♥,❡"❣❧❛❝✐❛✐"❡&✱ ✐❧ &❡"❛✐, ❤❛&❛"❞❡✉① ❞❡ &✬❡♥ 4❧♦✐❣♥❡" ✿ ❞✬❛❜♦"❞ ♣❛"❝❡

=✉❡ &❛ ♣♦&✐,✐♦♥ ♣❛&&4❡ "❡&,❡ ❧❛"❣❡♠❡♥, ♠4❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐& 4❣❛❧❡♠❡♥, ♣❛"❝❡ =✉❡ ♣❧✉&✐❡✉"& &✐,❡&

♣"♦♠❡,,❡✉"& &❡ &✐,✉❡♥, =✉❛&✐♠❡♥, 8 &♦♥ ❛♣❧♦♠❜✳

▲❛ ③♦♥❡ ❧❛ ♣❧✉& ❢❛✈♦"❛❜❧❡ 8 ❧✬❛"❝❤✐✈❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ &❡ &✐,✉❡ 8 ♠✐✲❤❛✉,❡✉" &✉" ❧❡& ✢❛♥❝&

❞✉ ❜❧♦❜ ❆✳ ❈❡,,❡ &✐,✉❛,✐♦♥ "4&✉❧,❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣"♦♠✐& ❡♥,"❡ ❧❡& ❞✐✛4"❡♥,& "✐&=✉❡& ❡♥❝♦✉"✉& ✿ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧❛ ❢✉&✐♦♥ ❜❛&❛❧❡ &✐ ❧✬♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡ ,"♦♣ ❜❛&✱ ❡, ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐&❡ "4&♦❧✉,✐♦♥ &✐ ❧✬♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡

,"♦♣ ❤❛✉, ✭✜❣✳ ✶✶✮✳ ❊♥ "4&✉♠4✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ❡&, ❞♦♥❝ ❞❡ ❞4,❡"♠✐♥❡" ❛✉&&✐ ✜♥❡♠❡♥, =✉❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❧❡

♣♦✐♥, &❡✉✐❧ =✉✐ ♦♣,✐♠✐&❡ ❝❡& ❞❡✉① ❝♦♥,"❛✐♥,❡&✳ ■❧ ♠✐♥✐♠✐&❡ 4❣❛❧❡♠❡♥, ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉" &✉" ❧❛=✉❡❧❧❡ ❧❛

,"❛❥❡❝,♦✐"❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ,❛♥❣❡♥,❡ ❧❡ &♦❝❧❡ ❜❛&❛❧✳ ❈❡ ,"❛✈❛✐❧ ❞❡ ,❤7&❡ ❛ ♣✉ ♣❡"♠❡,,"❡ ❞✬❡&,✐♠❡" ❝❡

&❡✉✐❧ ❞❛♥& ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉" ❞✬4♣❛✐&&❡✉" ❞❡ ✶✵✵ ♠ ❡♥✈✐"♦♥ ✭✷✼✵✵✲✷✽✵✵ ♠✮✳

▲♦❝❛❧✐,❛.✐♦♥ ✜♥❡✳ ▲❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❝"✐,7"❡ ❞❡ ❝❤♦✐①✱ 8 ♠♦②❡♥♥❡ 4❝❤❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥ &✐,❡ ❞❡ ❢♦"❛❣❡✱ 4,❛✐,

=✉❡ ❧✬4♣❛✐&&❡✉" ❞❡ ❣❧❛❝❡ ♥❡ &♦✐, ♣❛& ,"♦♣ ❣"❛♥❞❡✱ ❝✬❡&,✲8✲❞✐"❡ =✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐, ❢❛✈♦"✐&❡" ❧❡& "❡❧✐❡❢&

❤❛✉,& ❞✉ &♦❝❧❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡&, ♣❛& ❧❡ ♣❧✉& ♣❡",✐♥❡♥, ♣♦✉" ❧✬❛♥❛❧②&❡ 8 ♣❡,✐,❡ 4❝❤❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ♣✉

♠♦♥,"❡" =✉❡ ❧❛ ❢✉&✐♦♥ ❜❛&❛❧❡ 4,❛✐, ,"7& ♣"♦❜❛❜❧❡♠❡♥, ♥✉❧❧❡ ❛✉ ❝♦✉"& ❞✉ ❞❡"♥✐❡" ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥4❡&✱

❛✉✲❞❡&&✉& ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣❧✉& ❤❛✉, ❧❛❝ &♦✉&✲❣❧❛❝✐❛✐"❡ ❞✉ ❜❧♦❜ ❆✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ♦♥ &❛✐, =✉❡ ❧❛ "4&♦❧✉,✐♦♥

❡♥ G❣❡ ♥❡ ❞♦✐, ♣❛& K,"❡ ♣❧✉& ♠❛✉✈❛✐&❡ =✉❡ ✶✵ ✵✵✵ ❛ ♠

−1
✱ ❝❡ =✉✐ &❡♠❜❧❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❛♥& ❧❡& ❞❡✉①

③♦♥❡& ❡♥❝❛❞"4❡& ❡♥ "♦&❡ 8 ❧❛ ✜❣✉"❡ ✻✳✾✳ ◗✉❡❧& ♣♦✐♥,& ❝❤♦✐&✐" ❞❛♥& ❝❡& ❞❡✉① ③♦♥❡& ❄

▲❛ ♣♦&✐,✐♦♥ ♣❛&&4❡ ❞❡ ❧❛ ❝"K,❡ ❞❡ &✉"❢❛❝❡ ♥♦✉& ❡&, ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣✉ &❡ ♣♦&✐,✐♦♥♥❡" ♣❧✉& ❛✉ ◆✲❖

=✉✬❛✉❥♦✉"❞✬❤✉✐✱ ❡, ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛ ♣✉ ✈❡♥✐" ❞❡ ❝❡,,❡ ❞✐"❡❝,✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ &❡ ♣❧❛❝❡ &✉" ✉♥ ✢❛♥❝ ❞✉ &♦❝❧❡
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Infinite age at the bed 
 Better resolution at bed+60 m 

Better age at the bed
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❋✐❣✉$❡ ✶✶ ✕ "#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ *+❧❡❝-✐♦♥ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉# *✐-❡ ❞❡ ❢♦#❛❣❡ ✿ +✈♦❧✉-✐♦♥ *♣❛-✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬7❣❡ ❡-

❞❡ ❧❛ #+*♦❧✉-✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ♣#♦✜❧ -♦♣♦❣#❛♣❤✐:✉❡ ❡♥ ♣❡♥-❡✱ ♣♦✉# ❧❡:✉❡❧ ❧❛ ❢✉*✐♦♥ ❜❛*❛❧❡ ♣❡✉-

*✬❛♥♥✉❧❡#✳

♦#✐❡♥-+ ◆✲❊✱ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉#❛ *✉❜✐ ❞❡* ❝♦♥-#❛✐♥-❡* ❜❛*❛❧❡* ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡* A ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥- *✐ ❡❧❧❡

✈❡♥❛✐- ❞✉ ◆✲❖✱ ❡- ✈✐❝❡✲✈❡#*❛ ✭✜❣✳ ✶✷✱ ❞#♦✐-❡✱ #♦*❡ ❡- ❝②❛♥✮✳ ●+♦♠+-#✐:✉❡♠❡♥-✱ ✐❧ ❢❛✉❞#❛✐- *❡ ♣❧❛❝❡#

❛✉ *♦♠♠❡- ♦✉ *✉# ✉♥❡ ❞❡* ❛#H-❡* ❞✉ #❡❧✐❡❢ ❜❛*❛❧ ♣♦✉# ♠✐♥✐♠✐*❡# ❧❡* #✐*:✉❡* ❞❡ ♣❡#-✉#❜❛-✐♦♥*
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❞❛A❛ A♦ ✐❞❡♥A✐❢② A❤❡ ❞✐1A&✐❜✉A✐♦♥ ❛♥❞ 1♦✉&❝❡1 ♦❢ 1✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ✇❛A❡& ✿ ❛♣♣❧✐❝❛A✐♦♥ A♦ ❉♦♠❡ ❈✱

❊❛1A ❆♥A❛&❝A✐❝❛✳ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✺✱ ✶✵✷✺✕✶✵✹✵✳

❈❛1A❡❧♥❛✉✱ ❖✳✱ ❚❤♦&1A❡✐♥11♦♥✱ ❚✳✱ ❑✐♣❢1A✉❤❧✱ ❏✳✱ ❉✉✈❛❧✱ ?✳✱ ❛♥❞ ❈❛♥♦✈❛✱ ●✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❢❛❜&✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥A ❛❧♦♥❣ A❤❡ ●❘■? ✐❝❡ ❝♦&❡✱ ❈❡♥A&❛❧ ●&❡❡♥❧❛♥❞✳ ❆♥♥❛❧, ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✷✸✭✶✮✱

✶✾✹✕✷✵✶✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✺✾

❈❛,-❡❧♥❛✉✱ ❖✳✱ ❙❤♦❥✐✱ ❍✳✱ ▼❛♥❣❡♥❡②✱ ❆✳✱ ▼✐❧,❝❤✱ ❍✳✱ ❉✉✈❛❧✱ <✳✱ ▼✐②❛♠♦-♦✱ ❆✳✱ ❑❛✇❛❞❛✱ ❑✳✱ ❛♥❞

❲❛-❛♥❛❜❡✱ ❖✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆♥✐,♦-&♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ●❘■< ✐❝❡, ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ❈❡♥-&❛❧ ●&❡❡♥❧❛♥❞✳

❊❛"#❤ ❛♥❞ '❧❛♥❡#❛"② ❙❝✐❡♥❝❡ ▲❡##❡"/ ✱ ✶✺✹✭✶✮✱ ✸✵✼✕✸✷✷✳

❈❛✈✐--❡✱ ▼✳ ●✳✱ ❇❧❛♥❦❡♥,❤✐♣✱ ❉✳ ❉✳✱ ❨♦✉♥❣✱ ❉✳ ❆✳✱ ❙❝❤&♦❡❞❡&✱ ❉✳ ▼✳✱ <❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ▲❡♠❡✉&✱ ❊✳✱

▼❛❝❣&❡❣♦&✱ ❏✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙✐❡❣❡&-✱ ▼✳ ❏✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❡❡♣ &❛❞✐♦,-&❛-✐❣&❛♣❤② ♦❢ -❤❡ ❊❛,- ❆♥-❛&❝-✐❝

♣❧❛-❡❛✉ ✿ ❝♦♥♥❡❝-✐♥❣ -❤❡ ❉♦♠❡ ❈ ❛♥❞ ❱♦,-♦❦ ✐❝❡ ❝♦&❡ ,✐-❡,✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✻✷✭✷✸✷✮✱

✸✷✸✕✸✸✹✳

❈❛✈✐--❡✱ ▼✳ ●✳ <✳✱ <❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❘✐-③✱ ❈✳✱ ❨♦✉♥❣✱ ❉✳ ❆✳✱ ❇❧❛♥❦❡♥,❤✐♣✱ ❉✳ ❉✳✱ ❋&❡③③♦--✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞

❘♦❜❡&-,✱ ❏✳ ▲✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙-❛❜❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ♣❛--❡&♥, ❛&♦✉♥❞ ❉♦♠❡ ❈✱ ❊❛,- ❆♥-❛&❝-✐❝❛✱ ♦✈❡&

-❤❡ ❧❛,- ❣❧❛❝✐❛❧ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❈"②♦/♣❤❡"❡ ❉✐/❝✉//✐♦♥/ ✱ ✷✵✶✼✱ ✶✕✷✻✳

❈❧❛&❦✱ <✳ ❯✳✱ ❆&❝❤❡&✱ ❉✳✱ <♦❧❧❛&❞✱ ❉✳✱ ❇❧✉♠✱ ❏✳ ❉✳✱ ❘✐❛❧✱ ❏✳ ❆✳✱ ❇&♦✈❦✐♥✱ ❱✳✱ ▼✐①✱ ❆✳ ❈✳✱ <✐,✐❛,✱

◆✳ ●✳✱ ❛♥❞ ❘♦②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ <❧❡✐,-♦❝❡♥❡ -&❛♥,✐-✐♦♥ ✿ ❝❤❛&❛❝-❡&✐,-✐❝,✱ ♠❡❝❤❛♥✐,♠,✱

❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛-✐♦♥, ❢♦& ❧♦♥❣✲-❡&♠ ❝❤❛♥❣❡, ✐♥ ❛-♠♦,♣❤❡&✐❝ ♣❈❖2✳ ◗✉❛#❡"♥❛"② ❙❝✐❡♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇/ ✱

✷✺✭✷✸✮✱ ✸✶✺✵✕✸✶✽✹✳

❈❧❛✉,❡♥✱ ❍✳✱ ●✉♥❞❡,-&✉♣✱ ◆✳✱ ❏♦❤♥,❡♥✱ ❙✳✱ ❇✐♥❞,❝❤❛❞❧❡&✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❩✇❛❧❧②✱ ❏✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ●❧❛❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥✈❡,-✐❣❛-✐♦♥, ✐♥ -❤❡ ❈&❡-❡ ❛&❡❛✱ ❝❡♥-&❛❧ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ✿ ❆ ,❡❛&❝❤ ❢♦& ❛ ♥❡✇ ❞❡❡♣✲❞&✐❧❧✐♥❣ ,✐-❡✳

❆♥♥✳ ●❧❛❝✐♦❧ ✱ ✶✵✱ ✶✵✕✶✺✳

❈♦♦❦✱ ❙✳✱ ❘✉--✱ ■✳✱ ▼✉&&❛②✱ ❚✳✱ ▲✉❝❦♠❛♥✱ ❆✳✱ ❩✇✐♥❣❡&✱ ❚✳✱ ❙❡❧♠❡,✱ ◆✳✱ ●♦❧❞,❛❝❦✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❏❛♠❡,✱

❚✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥-❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡, ♦♥ ❝❛❧✈✐♥❣ ❛- ❤❡❧❤❡✐♠ ❣❧❛❝✐❡& ✐♥ ❡❛,-❡&♥ ❣&❡❡♥✲

❧❛♥❞✳ ❚❤❡ ❈"②♦/♣❤❡"❡ ✱ ✽✭✸✮✱ ✽✷✼✕✽✹✶✳

❈✉✛❡②✱ ❑✳ ▼✳ ❛♥❞ <❛-❡&,♦♥✱ ❲✳ ❙✳ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ '❤②/✐❝/ ♦❢ ●❧❛❝✐❡"/ ✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ <&❡,,✳

❈✉✐✱ ❳✳✱ ❙✉♥✱ ❇✳✱ ❚✐❛♥✱ ●✳✱ ❚❛♥❣✱ ❳✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳✱ ❏✐❛♥❣✱ ❨✳✱ ●✉♦✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▲✐✱ ❳✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■❝❡ &❛❞❛&

✐♥✈❡,-✐❣❛-✐♦♥ ❛- ❉♦♠❡ ❆✱ ❊❛,- ❆♥-❛&❝-✐❝❛ ✿ ■❝❡ -❤✐❝❦♥❡,, ❛♥❞ ,✉❜❣❧❛❝✐❛❧ -♦♣♦❣&❛♣❤②✳ ❈❤✐♥❡/❡

❙❝✐❡♥❝❡ ❇✉❧❧❡#✐♥ ✱ ✺✺✭✹✲✺✮✱ ✹✷✺✕✹✸✶✳

❉❛❤❧✲❏❡♥,❡♥✱ ❉✳✱ ▼♦,❡❣❛❛&❞✱ ❑✳✱ ●✉♥❞❡,-&✉♣✱ ◆✳✱ ❈❧♦✇✱ ●✳✱ ❏♦❤♥,❡♥✱ ❙✳✱ ❍❛♥,❡♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❇❛❧✲

❧✐♥❣✱ ◆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ <❛,- -❡♠♣❡&❛-✉&❡, ❞✐&❡❝-❧② ❢&♦♠ -❤❡ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ✐❝❡ ,❤❡❡-✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✷✽✷✱

✷✻✽✳

❉❛❤❧✲❏❡♥,❡♥✱ ❉✳✱ ●✉♥❞❡,-&✉♣✱ ◆✳ ❙✳✱ ▼✐❧❧❡&✱ ❍✳✱ ❲❛-❛♥❛❜❡✱ ❖✳✱ ❏♦❤♥,❡♥✱ ❙✳ ❏✳✱ ❙-❡✛❡♥,❡♥✱ ❏✳ <✳✱

❈❧❛✉,❡♥✱ ❍✳ ❇✳✱ ❙✈❡♥,,♦♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲❛&,❡♥✱ ▲✳ ❇✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ◆♦&-❤●❘■< ❞❡❡♣ ❞&✐❧❧✐♥❣ ♣&♦✲

❣&❛♠♠❡✳ ❆♥♥❛❧/ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✺✱ ✶✕✹✳

❉❛❤❧✲❏❡♥,❡♥✱ ❉✳✱ ●✉♥❞❡,-&✉♣✱ ◆✳✱ <&❛,❛❞ ●♦❣✐♥❡♥✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡&✱ ❍✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❇❛,❛❧ ♠❡❧- ❛-

◆♦&-❤●❘■< ♠♦❞❡❧❡❞ ❢&♦♠ ❜♦&❡❤♦❧❡✱ ✐❝❡✲❝♦&❡ ❛♥❞ &❛❞✐♦✲❡❝❤♦ ,♦✉♥❞❡& ♦❜,❡&✈❛-✐♦♥,✳ ❆♥♥❛❧/ ♦❢

●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✼✱ ✷✵✼✕✷✶✷✳

❉❛❤❧✲❏❡♥,❡♥✱ ❉✳✱ ❆❧❜❡&-✱ ▼✳✱ ❆❧❞❛❤❛♥✱ ❆✳✱ ❆③✉♠❛✱ ◆✳✱ ❇❛❧,❧❡✈✲❈❧❛✉,❡♥✱ ❉✳✱ ❇❛✉♠❣❛&-♥❡&✱ ▼✳✱

❇❡&❣❣&❡♥✱ ❆✳✲▼✳✱ ❇✐❣❧❡&✱ ▼✳✱ ❇✐♥❞❡&✱ ❚✳✱ ❇❧✉♥✐❡&✱ ❚✳✱ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❊❡♠✐❛♥ ✐♥-❡&❣❧❛❝✐❛❧ &❡✲

❝♦♥,-&✉❝-❡❞ ❢&♦♠ ❛ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ❢♦❧❞❡❞ ✐❝❡ ❝♦&❡✳ ◆❛#✉"❡ ✱ ✹✾✸✭✼✹✸✸✮✱ ✹✽✾✳

❉❡❧♠❛,✱ ❘✳ ❏✳✱ ❆,❝❡♥❝✐♦✱ ❏✳✲▼✳✱ ❛♥❞ ▲❡❣&❛♥❞✱ ▼✳ ✭✶✾✽✵✮✳ <♦❧❛& ✐❝❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ -❤❛- ❛-♠♦,♣❤❡&✐❝

❝♦✷ ✷✵✱✵✵✵ ②& ❜♣ ✇❛, ✺✵✪ ♦❢ ♣&❡,❡♥-✳

❉♦❛❦❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❲♦❧✛✱ ❊✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❋❧♦✇ ❧❛✇ ❢♦& ✐❝❡ ✐♥ ♣♦❧❛& ✐❝❡ ,❤❡❡-,✳ ◆❛#✉"❡ ✱ ✸✶✹✱ ✷✺✺✕✷✺✼✳



✶✻✵ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❉♦♠❡✲❋ ❉❡❡♣ ❈♦&✐♥❣ ●&♦✉♣ ✭✶✾✾✽✮✳ ❉❡❡♣ ✐❝❡✲❝♦&❡ ❞&✐❧❧✐♥❣ ❛; ❉♦♠❡ ❋✉❥✐ ❛♥❞ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧

=;✉❞✐❡= ✐♥ ❊❛=; ❉&♦♥♥✐♥❣ ▼❛✉❞ ▲❛♥❞✱ ❆♥;❛&❝;✐❝❛✳ ❆♥♥❛❧$ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✷✼✱ ✸✸✸✕✸✸✼✳

❉&❡②❢✉=✱ ●✳ ❇✳✱ H❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ▲❡♠✐❡✉①✲❉✉❞♦♥✱ ❇✳✱ ❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ▼❛==♦♥✲❉❡❧♠♦;;❡✱ ❱✳✱ ❏♦✉③❡❧✱

❏✳✱ ❇❛&♥♦❧❛✱ ❏✳✲▼✳✱ H❛♥♥♦✱ ▲✳✱ ❙♣❛❤♥✐✱ ❘✳✱ ❚✐==❡&❛♥❞✱ ❆✳✱ ❙✐❡❣❡♥;❤❛❧❡&✱ ❯✳✱ ❛♥❞ ▲❡✉❡♥❜❡&❣❡&✱

▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆♥♦♠❛❧♦✉= ✢♦✇ ❜❡❧♦✇ ✷✼✵✵ ♠ ✐♥ ;❤❡ ❊H■❈❆ ❉♦♠❡ ❈ ✐❝❡ ❝♦&❡ ❞❡;❡❝;❡❞ ✉=✐♥❣

δ18❖ ♦❢ ❛;♠♦=♣❤❡&✐❝ ♦①②❣❡♥ ♠❡❛=✉&❡♠❡♥;=✳ ❈❧✐♠❛.❡ ♦❢ .❤❡ 1❛$. ✱ ✸✭✷✮✱ ✸✹✶✕✸✺✸✳

❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ●✐❧❧❡;✲❈❤❛✉❧❡;✱ ❋✳✱ ❙✈❡♥==♦♥✱ ❆✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ❑✐♣❢=;✉❤❧✱ ❙✳✱ ▼❡②==♦♥♥✐❡&✱ ❏✳✱

H❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❉✉✈❛❧✱ H✳✱ ❛♥❞ ❉❛❤❧✲❏❡♥=❡♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐❝❡ &❤❡♦❧♦❣② ❞✉&✐♥❣ ❝❧✐♠❛;❡

✈❛&✐❛;✐♦♥=✕✐♠♣❧✐❝❛;✐♦♥= ❢♦& ✐❝❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛;✐♥❣ ♦❢ ;❤❡ ❊H■❈❆ ❉♦♠❡ ❈ ❝♦&❡✳ ❈❧✐♠❛.❡

♦❢ .❤❡ 1❛$. ✱ ✸✭✶✮✱ ✶✺✺✕✶✻✼✳

❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ❙✈❡♥==♦♥✱ ❆✳✱ H❡&==♦♥✱ ❆✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ●✐❧❧❡;✲❈❤❛✉❧❡;✱ ❋✳✱ ❙❥♦❧;❡✱ ❏✳✱ ▼♦♥;❛❣♥❛;✱

▼✳✱ ❛♥❞ ❉❛❤❧✲❏❡♥=❡♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊✈♦❧✉;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ;❡①;✉&❡ ❛❧♦♥❣ ;❤❡ ❊H■❈❆ ❉♦♠❡ ❈ ✐❝❡ ❝♦&❡✳

▲♦✇ ❚❡♠♣❡6❛.✉6❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✻✽✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥;✮✱ ✾✶✕✶✵✺✳

❉✉✈❛❧✱ H✳ ❛♥❞ ❈❛=;❡❧♥❛✉✱ ❖✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ &❡❝&②=;❛❧❧✐③❛;✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ ✐♥ ♣♦❧❛& ✐❝❡ =❤❡❡;=✳ ▲❡

❏♦✉6♥❛❧ ❞❡ 1❤②$✐;✉❡ ■❱ ✱ ✺✭❈✸✮✱ ❈✸✕✶✾✼✳

❉✉✈❛❧✱ H✳✱ ❆=❤❜②✱ ▼✳ ❋✳✱ ❛♥❞ ❆♥❞❡&♠❛♥✱ ■✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❘❛;❡✲❝♦♥;&♦❧❧✐♥❣ ♣&♦❝❡==❡= ✐♥ ;❤❡ ❝&❡❡♣ ♦❢

♣♦❧②❝&②=;❛❧❧✐♥❡ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ 1❤②$✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐$.6② ✱ ✽✼✭✷✶✮✱ ✹✵✻✻✕✹✵✼✹✳

❊✐=❡♥✱ ❖✳✱ ❋&❡③③♦;;✐✱ ▼✳✱ ●❡♥;❤♦♥✱ ❈✳✱ ■=❛❦==♦♥✱ ❊✳✱ ▼❛❣❛♥❞✱ ❖✳✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇&♦❡❦❡✱ ▼✳ ❘✳✱ ❉✐①♦♥✱

❉✳ ❆✳✱ ❊❦❛②❦✐♥✱ ❆✳✱ ❍♦❧♠❧✉♥❞✱ H✳✱ ❑❛♠❡❞❛✱ ❚✳✱ ❑❛&❧^❢✱ ▲✳✱ ❑❛=♣❛&✐✱ ❙✳✱ ▲✐♣❡♥❦♦✈✱ ❱✳ ❨✳✱

❖❡&;❡&✱ ❍✳✱ ❚❛❦❛❤❛=❤✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱❛✉❣❤❛♥✱ ❉✳ ●✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ●&♦✉♥❞✲❜❛=❡❞ ♠❡❛=✉&❡♠❡♥;= ♦❢ =♣❛;✐❛❧

❛♥❞ ;❡♠♣♦&❛❧ ✈❛&✐❛❜✐❧✐;② ♦❢ =♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛;✐♦♥ ✐♥ ❊❛=; ❆♥;❛&❝;✐❝❛✳ ❘❡✈✐❡✇$ ♦❢ ●❡♦♣❤②$✐❝$ ✱

✹✻✭✷✮✳

❊❧❞❡&✜❡❧❞✱ ❍✳✱ ❋❡&&❡;;✐✱ H✳✱ ●&❡❛✈❡=✱ ▼✳✱ ❈&♦✇❤✉&=;✱ ❙✳✱ ▼❝❈❛✈❡✱ ■✳✱ ❍♦❞❡❧❧✱ ❉✳✱ ❛♥❞ H✐♦;&♦✇=❦✐✱

❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊✈♦❧✉;✐♦♥ ♦❢ ♦❝❡❛♥ ;❡♠♣❡&❛;✉&❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ;❤&♦✉❣❤ ;❤❡ ♠✐❞✲H❧❡✐=;♦❝❡♥❡

❝❧✐♠❛;❡ ;&❛♥=✐;✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✸✸✼✭✻✵✾✺✮✱ ✼✵✹✕✼✵✾✳

❊♥❣❡❧❤❛&❞;✱ ❍✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■❝❡ ;❡♠♣❡&❛;✉&❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❣❡♦;❤❡&♠❛❧ ✢✉① ❛; ❙✐♣❧❡ ❉♦♠❡✱ ❲❡=; ❆♥;❛&❝✲

;✐❝❛✱ ❢&♦♠ ❜♦&❡❤♦❧❡ ♠❡❛=✉&❡♠❡♥;=✳ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✵✱ ✷✺✶✕✷✺✻✳

❊H■❈❆ ❝♦♠♠✉♥✐;② ♠❡♠❜❡&= ✭✷✵✵✹✮✳ ❊✐❣❤; ❣❧❛❝✐❛❧ ❝②❝❧❡= ❢&♦♠ ❛♥ ❆♥;❛&❝;✐❝ ✐❝❡ ❝♦&❡✳ ◆❛.✉6❡ ✱

✹✷✾✭✻✾✾✷✮✱ ✻✷✸✕✻✷✽✳

❋✐=❝❤❡&✱ ❍✳✱ ❙❡✈❡&✐♥❣❤❛✉=✱ ❏✳✱ ❇&♦♦❦✱ ❊✳✱ ❲♦❧✛✱ ❊✳✱ ❆❧❜❡&;✱ ▼✳✱ ❆❧❡♠❛♥②✱ ❖✳✱ ❆&;❤❡&♥✱ ❘✳✱

❇❡♥;❧❡②✱ ❈✳✱ ❇❧❛♥❦❡♥=❤✐♣✱ ❉✳✱ ❈❤❛♣♣❡❧❧❛③✱ ❏✳✱ ❈&❡②;=✱ ❚✳✱ ❉❛❤❧✲❏❡♥=❡♥✱ ❉✳✱ ❉✐♥♥✱ ▼✳✱ ❋&❡③③♦;;✐✱

▼✳✱ ❋✉❥✐;❛✱ ❙✳✱ ●❛❧❧❡❡✱ ❍✳✱ ❍✐♥❞♠❛&=❤✱ ❘✳✱ ❍✉❞=♣❡;❤✱ ❉✳✱ ❏✉❣✐❡✱ ●✳✱ ❑❛✇❛♠✉&❛✱ ❑✳✱ ▲✐♣❡♥❦♦✈✱

❱✳✱ ▼✐❧❧❡&✱ ❍✳✱ ▼✉❧✈❛♥❡②✱ ❘✳✱ H❛&&❡♥✐♥✱ ❋✳✱ H❛;;②♥✱ ❋✳✱ ❘✐;③✱ ❈✳✱ ❙❝❤✇❛♥❞❡&✱ ❏✳✱ ❙;❡✐♥❤❛❣❡✱ ❉✳✱

❱❛♥ ❖♠♠❡♥✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❲✐❧❤❡❧♠=✱ ❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❲❤❡&❡ ;♦ ✜♥❞ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ②& ♦❧❞ ✐❝❡ ❢♦& ;❤❡ ■H■❈❙

✧♦❧❞❡=;✲✐❝❡✧ ✐❝❡ ❝♦&❡✳ ❈❧✐♠❛.❡ ♦❢ .❤❡ 1❛$. ✱ ✾✭✻✮✱ ✷✹✽✾✕✷✺✵✺✳

❋♦✉❝❛✉❧; ✭✷✵✵✾✮✳ ❈❧✐♠❛.♦❧♦❣✐❡ ❡. ♣❛❧A♦❝❧✐♠❛.♦❧♦❣✐❡ ✳ ❉✉♥♦❞✱ H❛&✐=✳

❋♦① ▼❛✉❧❡✱ ❈✳✱ H✉&✉❝❦❡&✱ ▼✳ ❊✳✱ ❖❧=❡♥✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ▼♦=❡❣❛❛&❞✱ ❑✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❍❡❛; ✢✉① ❛♥♦♠❛❧✐❡= ✐♥

❆♥;❛&❝;✐❝❛ &❡✈❡❛❧❡❞ ❜② =❛;❡❧❧✐;❡ ♠❛❣♥❡;✐❝ ❞❛;❛✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✸✵✾✭✺✼✸✸✮✱ ✹✻✹✕✹✻✼✳

❋&❡;✇❡❧❧✱ H✳ ❛♥❞ ❝♦❛✉;❤♦&= ✭✷✵✶✸✮✳ ❇❡❞♠❛♣✷ ✿ ✐♠♣&♦✈❡❞ ✐❝❡ ❜❡❞✱ =✉&❢❛❝❡ ❛♥❞ ;❤✐❝❦♥❡== ❞❛;❛=❡;=

❢♦& ❆♥;❛&❝;✐❝❛✳ ❚❤❡ ❈6②♦$♣❤❡6❡ ✱ ✼✭✶✮✱ ✸✼✺✕✸✾✸✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✻✶

❋&❡③③♦--✐✱ ▼✳✱ 1♦✉&❝❤❡-✱ ▼✳✱ ❋❧♦&❛✱ ❖✳✱ ●❛♥❞♦❧✜✱ ❙✳✱ ●❛②✱ ▼✳✱ ❯&❜✐♥✐✱ ❙✳✱ ❱✐♥❝❡♥-✱ ❈✳✱ ❇❡❝❛❣❧✐✱

❙✳✱ ●&❛❣♥❛♥✐✱ ❘✳✱ 1&♦♣♦?✐-♦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ♦-❤❡&? ✭✷✵✵✺✮✳ ❙♣❛-✐❛❧ ❛♥❞ -❡♠♣♦&❛❧ ✈❛&✐❛❜✐❧✐-② ♦❢ ?♥♦✇

❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ✐♥ ❊❛?- ❆♥-❛&❝-✐❝❛ ❢&♦♠ -&❛✈❡&?❡ ❞❛-❛✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✶✭✶✼✷✮✱ ✶✶✸✕✶✷✹✳

❋✉❥✐-❛✱ ❙✳✱ ▼❛❡♥♦✱ ❍✳✱ ❯&❛-?✉❦❛✱ ❙✳✱ ❋✉&✉❦❛✇❛✱ ❚✳✱ ▼❛❡✱ ❙✳✱ ❋✉❥✐✐✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❲❛-❛♥❛❜❡✱ ❖✳ ✭✶✾✾✾✮✳

◆❛-✉&❡ ♦❢ &❛❞✐♦ ❡❝❤♦ ❧❛②❡&✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ❆♥-❛&❝-✐❝ ✐❝❡ ?❤❡❡- ❞❡-❡❝-❡❞ ❜② ❛ -✇♦✲❢&❡Y✉❡♥❝② ❡①♣❡✲

&✐♠❡♥-✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②0✐❝❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤ ✱ ✶✵✹✱ ✶✸✳

●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳ ❛♥❞ ▼❡②??♦♥♥✐❡&✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆♥❛❧②-✐❝❛❧ ❞❡&✐✈❛-✐♦♥? ❢♦& -❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦& ❛♥❞ ❢❛❜&✐❝

❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛& ♦&-❤♦-&♦♣✐❝ ✐❝❡ ♣♦❧②❝&②?-❛❧✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②0✐❝❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤ ✱ ✶✵✹✱ ✶✼✳

●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳ ❛♥❞ ▼❡②??♦♥♥✐❡&✱ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▲❛-❡&❛❧ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐-✐♦♥? ❢♦& ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐?♦-&♦♣✐❝

✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♥❛❧0 ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✺✭✶✮✱ ✺✵✸✕✺✵✾✳

●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ●✐❧❧❡❧✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ▼♦♥-❛❣♥❛-✱ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ &❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥✐?♦-&♦♣✐❝ ♣♦❧❛& ✐❝❡

♠♦❞❡❧? ✿ ❢&♦♠ ❝&②?-❛❧ -♦ ✐❝❡✲?❤❡❡- ✢♦✇ ♠♦❞❡❧?✳ ▲♦✇ ❚❡♠♣❡#❛7✉#❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✻✽✭❙✉♣♣❧❡♠❡♥-✮✱

✶✹✾✕✶✻✻✳

●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ❩✇✐♥❣❡&✱ ❚✳✱ ●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ❋❛✈✐❡&✱ ▲✳✱ ❉❡ ❋❧❡✉&✐❛♥✱ ❇✳✱ ●&❡✈❡✱

❘✳✱ ▼❛❧✐♥❡♥✱ ▼✳✱ ▼❛&-b♥✱ ❈✳✱ ❘c❜❛❝❦✱ 1✳✱ ❡7 ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈❛♣❛❜✐❧✐-✐❡? ❛♥❞ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♦❢

❊❧♠❡&✴■❝❡✱ ❛ ♥❡✇✲❣❡♥❡&❛-✐♦♥ ✐❝❡ ?❤❡❡- ♠♦❞❡❧✳ ●❡♦0❝✐❡♥7✐✜❝ ▼♦❞❡❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥7 ✱ ✻✭✹✮✱ ✶✷✾✾✕

✶✸✶✽✳

●❡♥-❤♦♥✱ ❈✳✱ ❙✐①✱ ❉✳✱ ❙❝❛&❝❤✐❧❧✐✱ ❈✳✱ ❈✐❛&❞✐♥✐✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❋&❡③③♦--✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▼❡-❡♦&♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞

?♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛-✐♦♥ ❣&❛❞✐❡♥-? ❛❝&♦?? ❉♦♠❡ ❈✱ ❊❛?- ❆♥-❛&❝-✐❝ ♣❧❛-❡❛✉✳ ■♥7❡#♥❛7✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ ❈❧✐♠❛7♦❧♦❣② ✱ ✸✻✱ ✹✺✺✕✹✻✻✳

●✐❧❞♦&✱ ❍✳ ❛♥❞ ❚③✐♣❡&♠❛♥✱ ❊✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❙❡❛ ✐❝❡ ❛? -❤❡ ❣❧❛❝✐❛❧ ❝②❝❧❡?✬ ❝❧✐♠❛-❡ ?✇✐-❝❤ ✿ ❘♦❧❡ ♦❢

?❡❛?♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦&❜✐-❛❧ ❢♦&❝✐♥❣✳ A❛❧❡♦❝❡❛♥♦❣#❛♣❤② ✱ ✶✺✭✻✮✱ ✻✵✺✕✻✶✺✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼♦❞B❧✐0❛7✐♦♥ ❞❡ ❧✬B❝♦✉❧❡♠❡♥7 ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ♣♦❧❛✐#❡ ❛♥✐0♦7#♦♣❡ ❡7 ♣#❡✲

♠✐E#❡0 ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥0 ❛✉ ❢♦#❛❣❡ ❞❡ ❉F♠❡ ❈ ✳ 1❤✳❉✳ -❤❡?✐?✱ ❯♥✐✈❡&?✐-h ❏♦?❡♣❤✲❋♦✉&✐❡&✲●&❡♥♦❜❧❡

■✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳ ❛♥❞ ❍✐♥❞♠❛&?❤✱ ❘✳ ❈✳ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋❧♦✇ ❛- ✐❝❡✲❞✐✈✐❞❡ -&✐♣❧❡ ❥✉♥❝-✐♦♥? ✿ ✶✳

❚❤&❡❡✲❞✐♠❡♥?✐♦♥❛❧ ❢✉❧❧✲❙-♦❦❡? ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②0✐❝❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#7❤ ❙✉#❢❛❝❡ ✱

✶✶✻✭❋✷✮✳ ❋✵✷✵✷✸✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ▼❡②??♦♥♥✐❡&✱ ❏✳✱ ▼♦♥-❛❣♥❛-✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❈❛?-❡❧♥❛✉✱ ❖✳ ✭✷✵✵✺✮✳

❆ ✉?❡&✲❢&✐❡♥❞❧② ❛♥✐?♦-&♦♣✐❝ ✢♦✇ ❧❛✇ ❢♦& ✐❝❡✲?❤❡❡- ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✶✱ ✸✕✶✹✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ▼❡②??♦♥♥✐❡&✱ ❏✳✱ ❩✇✐♥❣❡&✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❘✉♦❦♦❧❛✐♥❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳

❋❧♦✇✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥✐?♦-&♦♣② ✐♥ ♣♦❧❛& ✐❝❡ ❛♥❞ &❡❧❛-❡❞ ✐❝❡✲?❤❡❡- ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ◆♦♥✲

◆❡✇7♦♥✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝0 ✱ ✶✸✹✭✶✲✸✮✱ ✸✸✕✹✸✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ❍✐♥❞♠❛&?❤✱ ❘✳ ❈✳✱ ❈♦&&✱ ❍✳ ❋✳✱ ❑✐♥❣✱ ❊✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❏❡♥❦✐♥?✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥✲?✐-✉

Y✉❛♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ &❤❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞✐&❡❝- ♠❡❛?✉&❡♠❡♥- ♦❢ -❤❡ ❘❛②♠♦♥❞ ❊✛❡❝- ❛- ❙✉♠♠✐-✱

●&❡❡♥❧❛♥❞ ✉?✐♥❣ ❛ ♣❤❛?❡✲?❡♥?✐-✐✈❡ &❛❞❛&✳ ●❡♦♣❤②0✐❝❛❧ ❘❡0❡❛#❝❤ ▲❡77❡#0 ✱ ✸✽✱ ✷✹✺✵✸✳

●✐❧❧❡-✲❈❤❛✉❧❡-✱ ❋✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ❙❡❞❞✐❦✱ ❍✳✱ ◆♦❞❡-✱ ▼✳✱ ❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ❘✐-③✱ ❈✳✱ ❩✇✐♥❣❡&✱ ❚✳✱

●&❡✈❡✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❱❛✉❣❤❛♥✱ ❉✳ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ✐❝❡ ?❤❡❡- ❝♦♥-&✐❜✉-✐♦♥ -♦ ?❡❛✲❧❡✈❡❧ &✐?❡ ❢&♦♠

❛ ♥❡✇✲❣❡♥❡&❛-✐♦♥ ✐❝❡✲?❤❡❡- ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈#②♦0♣❤❡#❡ ✱ ✻✭✻✮✱ ✶✺✻✶✕✶✺✼✻✳



✶✻✷ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

●❧❡♥✱ ❏✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❧❛✇ ♦❢ ✐❝❡ ✿ ❆ ❞✐>❝✉>>✐♦♥ ♦❢ @❤❡ ❛>>✉♠♣@✐♦♥> ♠❛❞❡ ✐♥ ❣❧❛❝✐❡& @❤❡♦&②✱

@❤❡✐& ❡①♣❡&✐♠❡♥@❛❧ ❢♦✉♥❞❛@✐♦♥> ❛♥❞ ❝♦♥>❡D✉❡♥❝❡>✳ ■❆❙❍ $✉❜❧ ✱ ✹✼✱ ✶✼✶✕✶✽✸✳

●❧❡♥✱ ❏✳ ❲✳ ✭✶✾✺✺✮✳ ❚❤❡ ❝&❡❡♣ ♦❢ ♣♦❧②❝&②>@❛❧❧✐♥❡ ✐❝❡✳ $(♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ 2❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡2② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✳

❙❡(✐❡0 ❆✳ ▼❛2❤❡♠❛2✐❝❛❧ ❛♥❞ $❤②0✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡0 ✱ ✷✷✽✭✶✶✼✺✮✱ ✺✶✾✕✺✸✽✳

●&✐❧❧✐✱ ❘✳✱ ▼❛&&♦❝❝♦✱ ◆✳✱ ❉❡>❜♦✐>✱ ❚✳✱ ●✉✐❧❧❡&♠✱ ❈✳✱ ❚&✐❡>@✱ ❏✳✱ ❑❡&>@❡❧✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥✐♥✐✱ ❉✳

✭✷✵✶✹✮✳ ■♥✈✐@❡❞ ❛&@✐❝❧❡ ✿ ❙❯❇●▲❆❈■❖❘ ✿ ❆♥ ♦♣@✐❝❛❧ ❛♥❛❧②③❡& ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❆♥@❛&❝@✐❝ ✐❝❡

♣&♦❜❡ ❢♦& ❡①♣❧♦&✐♥❣ @❤❡ ♣❛>@ ❝❧✐♠❛@❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❙❝✐❡♥2✐✜❝ ■♥02(✉♠❡♥20 ✱ ✽✺✭✶✶✮✱ ✶✶✶✸✵✶✳

●&✐♥>@❡❞✱ ❆✳ ❛♥❞ ❉❛❤❧✲❏❡♥>❡♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆ ▼♦♥@❡ ❈❛&❧♦✲@✉♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ @❤❡ ✢♦✇ ✐♥ @❤❡

◆♦&@❤●❘■[ ❛&❡❛✳ ❆♥♥❛❧0 ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✺✱ ✺✷✼✕✺✸✵✳

❍❛>@✐♥❣>✱ ❲✳ ❑✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ▼♦♥@❡ ❈❛&❧♦ >❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡@❤♦❞> ✉>✐♥❣ ▼❛&❦♦✈ ❝❤❛✐♥> ❛♥❞ @❤❡✐& ❛♣♣❧✐✲

❝❛@✐♦♥>✳ ❇✐♦♠❡2(✐❦❛ ✱ ✺✼✭✶✮✱ ✾✼✕✶✵✾✳

❍❡♠♣❡❧✱ ▲✳✱ ❚❤②>>❡♥✱ ❋✳✱ ●✉♥❞❡>@&✉♣✱ ◆✳✱ ❈❧❛✉>❡♥✱ ❍✳ ❇✳✱ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡&✱ ❍✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛&✐>♦♥

♦❢ &❛❞✐♦✲❡❝❤♦ >♦✉♥❞✐♥❣ ❞❛@❛ ❛♥❞ ❡❧❡❝@&✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝@✐✈✐@② ♦❢ @❤❡ ●❘■[ ✐❝❡ ❝♦&❡✳ ❏♦✉(♥❛❧ ♦❢

●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✹✻✱ ✸✻✾✕✸✼✹✳

❍✐❣❣✐♥>✱ ❏✳ ❆✳✱ ❑✉&❜❛@♦✈✱ ❆✳ ❱✳✱ ❙♣❛✉❧❞✐♥❣✱ ◆✳ ❊✳✱ ❇&♦♦❦✱ ❊✳✱ ■♥@&♦♥❡✱ ❉✳ ❙✳✱ ❈❤✐♠✐❛❦✱ ▲✳ ▼✳✱

❨❛♥✱ ❨✳✱ ▼❛②❡✇>❦✐✱ [✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❇❡♥❞❡&✱ ▼✳ ▲✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆@♠♦>♣❤❡&✐❝ ❝♦♠♣♦>✐@✐♦♥ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥
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✼✾✸✕✼✾✻✳

❑❛♠❜✱ ❇✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ●❧❛❝✐❡& 6✉&❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐6♠ ❜❛6❡❞ ♦♥ ❧✐♥❦❡❞ ❝❛✈✐8② ❝♦♥✜❣✉&❛8✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ ❜❛6❛❧

✇❛8❡& ❝♦♥❞✉✐8 6②68❡♠✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✱ ✾✷✭❇✾✮✱ ✾✵✽✸✳

❑❛✇❛♠✉&❛✱ ❑✳✱ ❆❜❡✲❖✉❝❤✐✱ ❆✳✱ ▼♦8♦②❛♠❛✱ ❍✳✱ ❆❣❡8❛✱ ❨✳✱ ❆♦❦✐✱ ❙✳✱ ❆③✉♠❛✱ ◆✳✱ ❋✉❥✐✐✱ ❨✳✱ ❋✉❥✐8❛✱

❑✳✱ ❋✉❥✐8❛✱ ❙✳✱ ❋✉❦✉✐✱ ❑✳✱ ❡= ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙8❛8❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✐♠❛8✐❝ ✐♥68❛❜✐❧✐8② ♦✈❡& 8❤❡

♣❛68 ✼✷✵✱✵✵✵ ②❡❛&6 ❢&♦♠ ❆♥8❛&❝8✐❝ ✐❝❡ ❝♦&❡6 ❛♥❞ ❝❧✐♠❛8❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ❆❞✈❛♥❝❡- ✱ ✸✭✷✮✱

❡✶✻✵✵✹✹✻✳

❑♦8❧②❛❦♦✈✱ ❱✳✱ ▲✐♣❡♥❦♦✈✱ ❱✳ ❨✳✱ ❛♥❞ ❱❛6✐❧✬❡✈✱ ◆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉❡❡♣ ❞&✐❧❧✐♥❣ ✐♥ ❝❡♥8&❛❧ ❆♥8❛&❝8✐❝❛

❛♥❞ ♣❡♥❡8&❛8✐♦♥ ✐♥8♦ 6✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ▲❛❦❡ ❱♦68♦❦✳ ❍❡#❛❧❞ ♦❢ =❤❡ ❘✉--✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡- ✱

✽✸✭✹✮✱ ✸✶✶✕✸✷✸✳

❑♦✉8♥✐❦✱ ▼✳ ❘✳ ❛♥❞ ❲❛❞❞✐♥❣8♦♥✱ ❊✳ ❉✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❲❡❧❧✲♣♦6❡❞ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐8✐♦♥6 ❢♦& ❧✐♠✐8❡❞✲

❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧6 ♦❢ 8&❛♥6✐❡♥8 ✐❝❡ ✢♦✇ ♥❡❛& ❛♥ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✽✭✷✶✶✮✱

✶✵✵✽✕✶✵✷✵✳



✶✻✹ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❑&❛❜❜❡♥❞❛♠✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙❧✐❞✐♥❣ ♦❢ :❡♠♣❡&❛:❡ ❜❛;❛❧ ✐❝❡ ♦♥ ❛ &♦✉❣❤✱ ❤❛&❞ ❜❡❞ ✿ ❝&❡❡♣ ♠❡❝❤❛♥✐;♠;✱

♣&❡;;✉&❡ ♠❡❧:✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛:✐♦♥; ❢♦& ✐❝❡ ;:&❡❛♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❈$②♦'♣❤❡$❡ ✱ ✶✵✭✺✮✱ ✶✾✶✺✕✶✾✸✷✳

▲❛♠❜❡&:✱ ❋✳✱ ❉❡❧♠♦♥:❡✱ ❇✳✱ F❡:✐:✱ ❏✳✲❘✳✱ ❇✐❣❧❡&✱ ▼✳✱ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ F✳ ❘✳✱ ❍✉::❡&❧✐✱ ▼✳ ❆✳✱ ❙:♦❝❦❡&✱

❚✳ ❋✳✱ ❘✉:❤✱ ❯✳✱ ❙:❡✛❡♥;❡♥✱ ❏✳ F✳✱ ❛♥❞ ▼❛❣❣✐✱ ❱✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉✉;:✲❝❧✐♠❛:❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣; ♦✈❡& :❤❡

♣❛;: ✽✵✵✱✵✵✵ ②❡❛&; ❢&♦♠ :❤❡ ❊F■❈❆ ❉♦♠❡ ❈ ✐❝❡ ❝♦&❡✳ ◆❛+✉$❡ ✱ ✹✺✷✭✼✶✽✼✮✱ ✻✶✻✕✻✶✾✳

▲❡❣&❡;②✱ ❇✳✱ ❘✐❣♥♦:✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❚❛❜❛❝❝♦✱ ■✳ ❊✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈♦♥;:&❛✐♥✐♥❣ ✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝; ❛: ❉♦♠❡ ❈✱ ❆♥✲

:❛&❝:✐❝❛✱ ✉;✐♥❣ &❡♠♦:❡❧② ;❡♥;❡❞ ♠❡❛;✉&❡♠❡♥:;✳ ●❡♦♣❤②'✐❝❛❧ ❘❡'❡❛$❝❤ ▲❡++❡$' ✱ ✷✼✭✷✶✮✱ ✸✹✾✸✕

✸✹✾✻✳

▲✐♣❡♥❦♦✈✱ ❱✳ ❛♥❞ ❘❛②♥❛✉❞✱ ❉✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ♠✐❞✲F❧❡✐;:♦❝❡♥❡ :&❛♥;✐:✐♦♥ ❛♥❞ :❤❡ ❱♦;:♦❦ ♦❧❞❡;:

✐❝❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ 3❛❧❡♦❣❧②❛+'✐♦❧♦❣✐②❛ ✱ ✹✱ ✾✺✕✶✵✻✳

▲✐♣❡♥❦♦✈✱ ❱✳ ❨✳✱ ❇❛&❦♦✈✱ ◆✳✱ ❉✉✈❛❧✱ F✳✱ ❛♥❞ F✐♠✐❡♥:❛✱ F✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❈&②;:❛❧❧✐♥❡ :❡①:✉&❡ ♦❢ :❤❡

✷✵✽✸ ♠ ✐❝❡ ❝♦&❡ ❛: ❱♦;:♦❦ ;:❛:✐♦♥✱ ❆♥:❛&❝:✐❝❛✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✺✱ ✸✾✷✕✸✾✽✳

▲✐;✐❡❝❦✐✱ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ ❜❡♥:❤✐❝ δ13❈✲❜❛;❡❞ ♣&♦①② ❢♦& ❛:♠♦;♣❤❡&✐❝ ♣❈❖2 ♦✈❡& :❤❡ ❧❛;: ✶✳✺ ♠②&✳

●❡♦♣❤②'✐❝❛❧ ❘❡'❡❛$❝❤ ▲❡++❡$' ✱ ✸✼✭✷✶✮✳

▲✐;✐❡❝❦✐✱ ▲✳ ❊✳ ❛♥❞ ❘❛②♠♦✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆ F❧✐♦❝❡♥❡✲F❧❡✐;:♦❝❡♥❡ ;:❛❝❦ ♦❢ ✺✼ ❣❧♦❜❛❧❧② ❞✐;:&✐❜✉:❡❞

❜❡♥:❤✐❝ δ18❖ &❡❝♦&❞;✳ 3❛❧❡♦❝❡❛♥♦❣$❛♣❤② ✱ ✷✵✭✶✮✳

▲❧✐❜♦✉:&②✱ ▲✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ●❡♥❡&❛❧ :❤❡♦&② ♦❢ ;✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ❝❛✈✐:❛:✐♦♥ ❛♥❞ ;❧✐❞✐♥❣ ♦❢ :❡♠♣❡&❛:❡ ❣❧❛❝✐❡&;✳

❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✼✱ ✷✶✕✺✽✳

▲❧✐❜♦✉:&②✱ ▲✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❆ ❝$✐+✐❝❛❧ $❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ ❛♣♣$♦①✐♠❛+❡ '♦❧✉+✐♦♥' ❢♦$ '+❡❛❞② '+❛+❡

✈❡❧♦❝✐+✐❡' ❛♥❞ +❡♠♣❡$❛+✉$❡ ✐♥ ❝♦❧❞ ✐❝❡✲'❤❡❡+' ✳

▲❧✉❜❡;✱ ▼✳✱ ▲❛♥;❡❛✉✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❘^♠②✱ ❋✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❘❡❧❛:✐♦♥; ❜❡:✇❡❡♥ ❜❛;❛❧ ❝♦♥❞✐:✐♦♥✱ ;✉❜❣❧❛✲

❝✐❛❧ ❤②❞&♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡:✇♦&❦; ❛♥❞ ❣❡♦:❤❡&♠❛❧ ✢✉① ✐♥ ❆♥:❛&❝:✐❝❛✳ ❊❛$+❤ ❛♥❞ 3❧❛♥❡+❛$② ❙❝✐❡♥❝❡

▲❡++❡$' ✱ ✷✹✶✱ ✻✺✺✕✻✻✷✳

▲♦&✐✉;✱ ❈✳ ❛♥❞ ▼❡&❧✐✈❛:✱ ▲✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❉✐;:&✐❜✉:✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ;✉&❢❛❝❡ ;:❛❜❧❡ ✐;♦:♦♣❡; ✈❛❧✉❡; ✐♥ ❊❛;:

❆♥:❛&❝:✐❝❛ ❀ ♦❜;❡&✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡; ✇✐:❤ ❞❡♣:❤ ✐♥ ❝♦❛;:❛❧ ❛&❡❛✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ &❡♣♦&:✱ ❈❊❆ ❈❡♥:&❡

❞✬❊:✉❞❡; ◆✉❝❧❡❛✐&❡; ❞❡ ❙❛❝❧❛②✱ ✾✶✲●✐❢✲;✉&✲❨✈❡::❡ ✭❋&❛♥❝❡✮✳ ❉❡♣:✳ ❞❡ ❘❡❝❤❡&❝❤❡ ❡: ❆♥❛❧②;❡✳

▲♦&✐✉;✱ ❈✳✱ ▼❡&❧✐✈❛:✱ ▲✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❛♥❞ F♦✉&❝❤❡:✱ ▼✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❆ ✸✵✱✵✵✵✲②& ✐;♦:♦♣❡ ❝❧✐♠❛:✐❝ &❡❝♦&❞

❢&♦♠ ❆♥:❛&❝:✐❝ ✐❝❡✳ ◆❛+✉$❡ ✱ ✷✽✵✱ ✻✹✹✕✻✹✽✳

▲♦&✐✉;✱ ❈✳✱ ❘✐:③✱ ❈✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ▼❡&❧✐✈❛:✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❇❛&❦♦✈✱ ◆✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❆ ✶✺✵✱✵✵✵✲②❡❛& ❝❧✐♠❛:✐❝

&❡❝♦&❞ ❢&♦♠ ❆♥:❛&❝:✐❝ ✐❝❡✳ ◆❛+✉$❡ ✱ ✸✶✻✱ ✺✾✶✕✺✾✻✳

▲d:❤✐✱ ❉✳✱ ▲❡ ❋❧♦❝❤✱ ▼✳✱ ❇❡&❡✐:❡&✱ ❇✳✱ ❇❧✉♥✐❡&✱ ❚✳✱ ❇❛&♥♦❧❛✱ ❏✳✲▼✳✱ ❙✐❡❣❡♥:❤❛❧❡&✱ ❯✳✱ ❘❛②♥❛✉❞✱

❉✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❋✐;❝❤❡&✱ ❍✳✱ ❑❛✇❛♠✉&❛✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙:♦❝❦❡&✱ ❚✳ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❍✐❣❤✲&❡;♦❧✉:✐♦♥ ❝❛&❜♦♥

❞✐♦①✐❞❡ ❝♦♥❝❡♥:&❛:✐♦♥ &❡❝♦&❞ ✻✺✵✱✵✵✵✕✽✵✵✱✵✵✵ ②❡❛&; ❜❡❢♦&❡ ♣&❡;❡♥:✳ ◆❛+✉$❡ ✱ ✹✺✸✭✼✶✾✸✮✱ ✸✼✾✕

✸✽✷✳

▼❛✱ ❨✳✱ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ❘✐:③✱ ❈✳✱ ●✐❧❧❡:✲❈❤❛✉❧❡:✱ ❋✳✱ ❉✉&❛♥❞✱ ●✳✱ ❛♥❞ ▼♦♥:❛❣♥❛:✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥: ❢❛❝:♦&; ❢♦& ❣&♦✉♥❞❡❞ ✐❝❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ;❤❡❧✈❡; ✐♥❢❡&&❡❞ ❢&♦♠ ❛♥ ❛♥✐;♦:&♦♣✐❝ ✐❝❡✲✢♦✇

♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✻✭✶✾✾✮✱ ✽✵✺✕✽✶✷✳

▼❛❝❆②❡❛❧✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❛&❣❡✲;❝❛❧❡ ✐❝❡ ✢♦✇ ♦✈❡& ❛ ✈✐;❝♦✉; ❜❛;❛❧ ;❡❞✐♠❡♥: ✿ ❚❤❡♦&② ❛♥❞



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✻✺

❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ,♦ ✐❝❡ .,&❡❛♠ ❇✱ ❆♥,❛&❝,✐❝❛✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❙♦❧✐❞ ❊❛#5❤ ✱

✾✹✭❇✹✮✱ ✹✵✼✶✕✹✵✽✼✳

▼❛❝●&❡❣♦&✱ ❏✳ ❆✳✱ ❋❛❤♥❡.,♦❝❦✱ ▼✳ ❆✳✱ ❈❛,❛♥✐❛✱ ●✳ ❆✳✱ A❛❞❡♥✱ ❏✳ ❉✳✱ A&❛.❛❞ ●♦❣✐♥❡♥✐✱ ❙✳✱

❨♦✉♥❣✱ ❙✳ ❑✳✱ ❘②❜❛&.❦✐✱ ❙✳ ❈✳✱ ▼❛❜&❡②✱ ❆✳ ◆✳✱ ❲❛❣♠❛♥✱ ❇✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼♦&❧✐❣❤❡♠✱ ▼✳ ✭✷✵✶✺✮✳

❘❛❞✐♦.,&❛,✐❣&❛♣❤② ❛♥❞ ❛❣❡ .,&✉❝,✉&❡ ♦❢ ,❤❡ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ■❝❡ ❙❤❡❡,✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧

❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#5❤ ❙✉#❢❛❝❡ ✱ ✶✷✵✭✷✮✱ ✷✶✷✕✷✹✶✳

▼❛❝●&❡❣♦&✱ ❏✳ ❆✳✱ ❋❛❤♥❡.,♦❝❦✱ ▼✳ ❆✳✱ ❈❛,❛♥✐❛✱ ●✳ ❆✳✱ ❆.❝❤✇❛♥❞❡♥✱ ❆✳✱ ❈❧♦✇✱ ●✳ ❉✳✱ ❈♦❧❣❛♥✱

❲✳ ❚✳✱ ●♦❣✐♥❡♥✐✱ ❙✳ A✳✱ ▼♦&❧✐❣❤❡♠✱ ▼✳✱ ◆♦✇✐❝❦✐✱ ❙✳ ▼✳✱ A❛❞❡♥✱ ❏✳ ❉✳✱ ❡5 ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆ .②♥,❤❡.✐.

♦❢ ,❤❡ ❜❛.❛❧ ,❤❡&♠❛❧ .,❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ■❝❡ ❙❤❡❡,✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#5❤

❙✉#❢❛❝❡ ✱ ✶✷✶✭✼✮✱ ✶✸✷✽✕✶✸✺✵✳

▼❛♥❣❡♥❡②✱ ❆✳✱ ❈❛❧✐❢❛♥♦✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❍✉,,❡&✱ ❑✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ .,✉❞② ♦❢ ❛♥✐.♦,&♦♣✐❝✱ ❧♦✇

❘❡②♥♦❧❞. ♥✉♠❜❡&✱ ❢&❡❡ .✉&❢❛❝❡ ✢♦✇ ❢♦& ✐❝❡ .❤❡❡, ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✱

✶✵✷✱ ✷✷✼✹✾✳

▼❛&,W♥✱ ❈✳ ❛♥❞ ●✉❞♠✉♥❞..♦♥✱ ●✳ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊✛❡❝,. ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛& &❤❡♦❧♦❣②✱ ,❡♠♣❡&❛,✉&❡ ❛♥❞

❛♥✐.♦,&♦♣② ♦♥ ,❤❡ &❡❧❛,✐♦♥.❤✐♣ ❜❡,✇❡❡♥ ❛❣❡ ❛♥❞ ❞❡♣,❤ ❛, ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡.✳ ❚❤❡ ❈#②♦-♣❤❡#❡ ✱ ✻✭✺✮✱

✶✷✷✶✕✶✷✷✾✳

▼❛&,W♥✱ ❈✳✱ ❍✐♥❞♠❛&.❤✱ ❘✳ ❈✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ◆❛✈❛&&♦✱ ❋✳ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❉❛,✐♥❣ ✐❝❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥❣❡ ♥❡❛& ,❤❡

✢♦✇ ❞✐✈✐❞❡ ❛, ❘♦♦.❡✈❡❧, ■.❧❛♥❞✱ ❆♥,❛&❝,✐❝❛✱ ❜② ✉.✐♥❣ ❛ ,❤❡&♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ,♦ ♣&❡❞✐❝,

&❛❞❛& .,&❛,✐❣&❛♣❤②✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#5❤ ❙✉#❢❛❝❡ ✱ ✶✶✶✭❋✶✮✳ ❋✵✶✵✶✶✳

▼❛&,W♥✱ ❈✳✱ ●✉❞♠✉♥❞..♦♥✱ ●✳ ❍✳✱ A&✐,❝❤❛&❞✱ ❍✳ ❉✳✱ ❛♥❞ ●❛❣❧✐❛&❞✐♥✐✱ ❖✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳ ❖♥ ,❤❡ ❡✛❡❝,.

♦❢ ❛♥✐.♦,&♦♣✐❝ &❤❡♦❧♦❣② ♦♥ ✐❝❡ ✢♦✇✱ ✐♥,❡&♥❛❧ .,&✉❝,✉&❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❣❡✲❞❡♣,❤ &❡❧❛,✐♦♥.❤✐♣ ❛, ✐❝❡

❞✐✈✐❞❡.✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#5❤ ❙✉#❢❛❝❡ ✱ ✶✶✹✭❋✹✮✳ ❋✵✹✵✵✶✳

▼❛&,W♥✱ ❈✳✱ ❍✐♥❞♠❛&.❤✱ ❘✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ◆❛✈❛&&♦✱ ❋✳ ❏✳ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❖♥ ,❤❡ ❡✛❡❝,. ♦❢ ❞✐✈✐❞❡ ♠✐❣&❛,✐♦♥✱

❛❧♦♥❣✲&✐❞❣❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❜❛.❛❧ .❧✐❞✐♥❣ ♦♥ ✐.♦❝❤&♦♥❡. ♥❡❛& ❛♥ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧

❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❊❛#5❤ ❙✉#❢❛❝❡ ✱ ✶✶✹✭❋✷✮✳

▼❛&,W♥❡③✲●❛&❝✐❛✱ ❆✳✱ ❘♦.❡❧❧✲▼❡❧^✱ ❆✳✱ ❏❛❝❝❛&❞✱ ❙✳ ▲✳✱ ●❡✐❜❡&,✱ ❲✳✱ ❙✐❣♠❛♥✱ ❉✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❍❛✉❣✱

●✳ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙♦✉,❤❡&♥ ♦❝❡❛♥ ❞✉.,✲❝❧✐♠❛,❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦✈❡& ,❤❡ ♣❛., ❢♦✉& ♠✐❧❧✐♦♥ ②❡❛&.✳ ◆❛5✉#❡ ✱

✹✼✻✭✼✸✻✵✮✱ ✸✶✷✕✸✶✺✳

▼❡❡.❡✱ ❉✳✱ ●♦✇✱ ❆✳✱ ❆❧❧❡②✱ ❘✳✱ ❩✐❡❧✐♥.❦✐✱ ●✳✱ ●&♦♦,❡.✱ A✳✱ ❘❛♠✱ ▼✳✱ ❚❛②❧♦&✱ ❑✳✱ ▼❛②❡✇.❦✐✱ A✳ ❆✳✱

❛♥❞ ❇♦❧③❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡ ●&❡❡♥❧❛♥❞ ■❝❡ ❙❤❡❡, A&♦❥❡❝, ✷ ❞❡♣,❤✲❛❣❡ .❝❛❧❡ ✿ ▼❡,❤♦❞. ❛♥❞

&❡.✉❧,.✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤ ✿ ❖❝❡❛♥- ✱ ✶✵✷✭❈✶✷✮✱ ✷✻✹✶✶✕✷✻✹✷✸✳

▼❡,&♦♣♦❧✐.✱ ◆✳✱ ❘♦.❡♥❜❧✉,❤✱ ❆✳ ❲✳✱ ❘♦.❡♥❜❧✉,❤✱ ▼✳ ◆✳✱ ❚❡❧❧❡&✱ ❆✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❚❡❧❧❡&✱ ❊✳ ✭✶✾✺✸✮✳

❊c✉❛,✐♦♥ ♦❢ .,❛,❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥. ❜② ❢❛., ❝♦♠♣✉,✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡.✳ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ <❤②-✐❝- ✱

✷✶✭✻✮✱ ✶✵✽✼✕✶✵✾✷✳

◆❡&❡.♦♥✱ ◆✳✱ ❲❛❞❞✐♥❣,♦♥✱ ❊✳✱ ❘❛②♠♦♥❞✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜.♦♥✱ ❍✳ ✭✶✾✾✻✮✳ A&❡❞✐❝,❡❞ ❛❣❡✲❞❡♣,❤

.❝❛❧❡. ❢♦& ❙✐♣❧❡ ❉♦♠❡ ❛♥❞ ✐♥❧❛♥❞ ❲❆■❙ ✐❝❡ ❝♦&❡. ✐♥ ❲❡., ❆♥,❛&❝,✐❝❛✳ ●❡♦♣❤②-✐❝❛❧ ❘❡-❡❛#❝❤

▲❡55❡#- ✱ ✷✸✭✷✷✮✱ ✸✶✻✸✕✸✶✻✻✳

◆❡&❡.♦♥✱ ◆✳ ❆✳ ❛♥❞ ❲❛❞❞✐♥❣,♦♥✱ ❊✳ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ■.♦❝❤&♦♥❡. ❛♥❞ ✐.♦,❤❡&♠. ❜❡♥❡❛,❤ ♠✐❣&❛,✐♥❣ ✐❝❡

❞✐✈✐❞❡.✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✹✽✭✶✻✵✮✱ ✾✺✕✶✵✽✳

◆②❡✱ ❏✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ,♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✐❝❡✲.❤❡❡, ❝❡♥,&❡.✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✼✭✶✷✻✮✱ ✷✷✵✕✷✷✼✳



✶✻✻ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

◆②❡✱ ❏✳ ❋✳ ✭✶✾✺✼✮✳ ❚❤❡ ❞✐9:&✐❜✉:✐♦♥ ♦❢ 9:&❡99 ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐:② ✐♥ ❣❧❛❝✐❡&9 ❛♥❞ ✐❝❡✲9❤❡❡:9✳  !♦❝❡❡❞✐♥❣)

♦❢ +❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡+② ❆ ✿ ▼❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧✱  ❤②)✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡) ✱ ✷✸✾✭✶✷✶✻✮✱ ✶✶✸✕

✶✸✸✳

❖*✇❛❧❞✱ ●✳ ❑✳ ❛♥❞ ●♦❣✐♥❡♥✐✱ ❙✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❜❛*❛❧ ♠❡❧< ✉♥❞❡> <❤❡ ♥♦><❤❡>♥ ●>❡❡♥❧❛♥❞ ■❝❡

❙❤❡❡<✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ●❡♦&❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦(❡ ❙❡♥&✐♥❣ ✱ ✺✵✱ ✺✽✺✕✺✾✷✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳ ❛♥❞ E❛✐❧❧❛>❞✱ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆♠♣❧✐<✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛*❡ ♦❢ ❣❧❛❝✐❛❧ ❝②❝❧❡* ❢>♦♠ ❛ ❝♦♥❝❡♣<✉❛❧

♠♦❞❡❧✳ ❊❛#(❤ ❛♥❞ 3❧❛♥❡(❛#② ❙❝✐❡♥❝❡ ▲❡((❡#& ✱ ✷✶✹✭✶✮✱ ✷✹✸✕✷✺✵✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❲❛❡❧❜>♦❡❝❦✱ ❈✳✱ ❘✐<③✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ❇❛>♥♦❧❛✱ ❏✳✲▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉❛<✐♥❣ <❤❡ ❱♦*<♦❦

✐❝❡ ❝♦>❡ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡>*❡ ♠❡<❤♦❞✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②&✐❝❛❧ ❘❡&❡❛#❝❤ ✿ ❆(♠♦&♣❤❡#❡& ✭✶✾✽✹✕✷✵✶✷✮ ✱

✶✵✻✭❉✷✸✮✱ ✸✶✽✸✼✕✸✶✽✺✶✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❘❡♠②✱ ❋✳✱ ❘✐<③✱ ❈✳✱ ❙✐❡❣❡><✱ ▼✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ◆❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ <❤❡

❱♦*<♦❦ ✐❝❡ ✢♦✇ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛<✐♦♥ ❢♦> <❤❡ ❣❧❛❝✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤>♦♥♦❧♦❣② ♦❢ <❤❡ ❱♦*<♦❦ ✐❝❡ ❝♦>❡✳

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②&✐❝❛❧ ❘❡&❡❛#❝❤ ✿ ❆(♠♦&♣❤❡#❡& ✭✶✾✽✹✕✷✵✶✷✮ ✱ ✶✵✾✭❉✷✵✮✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❍✐♥❞♠❛>*❤✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❘Z♠②✱ ❋✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥❛❧②<✐❝❛❧ *♦❧✉<✐♦♥* ❢♦> <❤❡ ❡✛❡❝< ♦❢ <♦♣♦✲

❣>❛♣❤②✱ ❛❝❝✉♠✉❧❛<✐♦♥ >❛<❡ ❛♥❞ ❧❛<❡>❛❧ ✢♦✇ ❞✐✈❡>❣❡♥❝❡ ♦♥ ✐*♦❝❤>♦♥❡ ❧❛②❡> ❣❡♦♠❡<>②✳ ❏♦✉#♥❛❧

♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✺✷✭✶✼✼✮✱ ✶✾✶✕✷✵✷✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❉>❡②❢✉*✱ ●✳✱ ❉✉>❛♥❞✱ ●✳✱ ❋✉❥✐<❛✱ ❙✳✱ ●❛❣❧✐❛>❞✐♥✐✱ ❖✳✱ ●✐❧❧❡<✱ ❋✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❑❛✲

✇❛♠✉>❛✱ ❑✳✱ ▲❤♦♠♠❡✱ ◆✳✱ ▼❛**♦♥✲❉❡❧♠♦<<❡✱ ❱✳✱ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❛✮✳ ✶✲❉✲✐❝❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛<

❊E■❈❆ ❉♦♠❡ ❈ ❛♥❞ ❉♦♠❡ ❋✉❥✐✱ ❊❛*< ❆♥<❛>❝<✐❝❛✳ ❈❧✐♠❛(❡ ♦❢ (❤❡ 3❛&( ✱ ✸✭✷✮✱ ✷✹✸✕✷✺✾✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❇❛>♥♦❧❛✱ ❏✳✲▼✳✱ ❇❡❡>✱ ❏✳✱ ❇❧✉♥✐❡>✱ ❚✳✱ ❈❛*<❡❧❧❛♥♦✱ ❊✳✱ ❈❤❛♣♣❡❧❧❛③✱ ❏✳✱ ❉>❡②❢✉*✱ ●✳✱

❋✐*❝❤❡>✱ ❍✳✱ ❋✉❥✐<❛✱ ❙✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✼❜✮✳ ❚❤❡ ❊❉❈✸ ❝❤>♦♥♦❧♦❣② ❢♦> <❤❡ ❊E■❈❆ ❞♦♠❡

❈ ✐❝❡ ❝♦>❡✳ ❈❧✐♠❛(❡ ♦❢ (❤❡ 3❛&( ✱ ✸✭✸✮✱ ✹✽✺✕✹✾✼✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ▼❛**♦♥✲❉❡❧♠♦<<❡✱ ❱✳✱ ❑`❤❧❡>✱ E✳✱ ❘❛②♥❛✉❞✱ ❉✳✱ E❛✐❧❧❛>❞✱ ❉✳✱ ❙❝❤✇❛♥❞❡>✱ ❏✳✱ ❇❛>✲

❜❛♥<❡✱ ❈✳✱ ▲❛♥❞❛✐*✱ ❆✳✱ ❲❡❣♥❡>✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙②♥❝❤>♦♥♦✉* ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛<♠♦*♣❤❡✲

>✐❝ ❈❖2 ❛♥❞ ❆♥<❛>❝<✐❝ <❡♠♣❡>❛<✉>❡ ❞✉>✐♥❣ <❤❡ ❧❛*< ❞❡❣❧❛❝✐❛❧ ✇❛>♠✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✱ ✸✸✾✭✻✶✷✸✮✱

✶✵✻✵✕✶✵✻✸✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❇❛③✐♥✱ ▲✳✱ ❈❛♣>♦♥✱ ❊✳✱ ▲❛♥❞❛✐*✱ ❆✳✱ ▲❡♠✐❡✉①✲❉✉❞♦♥✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ▼❛**♦♥✲❉❡❧♠♦<<❡✱

❱✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ■❝❡❈❤>♦♥♦✶ ✿ ❛ ♣>♦❜❛❜✐❧✐*<✐❝ ♠♦❞❡❧ <♦ ❝♦♠♣✉<❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ♦♣<✐♠❛❧ ❝❤>♦♥♦❧♦❣②

❢♦> *❡✈❡>❛❧ ✐❝❡ ❝♦>❡*✳ ●❡♦&❝✐❡♥(✐✜❝ ▼♦❞❡❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥( ✱ ✽✭✺✮✱ ✶✹✼✸✕✶✹✾✷✳

E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❈❛✈✐<<❡✱ ▼✳ ●✳ E✳✱ ❇❧❛♥❦❡♥*❤✐♣✱ ❉✳ ❉✳✱ ❈❤❛♣♣❡❧❧❛③✱ ❏✳✱ ❋✐*❝❤❡>✱ ❍✳✱ ●❛❣❧✐❛>❞✐♥✐✱

❖✳✱ ▼❛**♦♥✲❉❡❧♠♦<<❡✱ ❱✳✱ E❛**❛❧❛❝c✉❛✱ ❖✳✱ ❘✐<③✱ ❈✳✱ ❘♦❜❡><*✱ ❏✳✱ ❙✐❡❣❡><✱ ▼✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✱

❉✳ ❆✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ■* <❤❡>❡ ✶✳✺✲♠✐❧❧✐♦♥✲②❡❛>✲♦❧❞ ✐❝❡ ♥❡❛> ❉♦♠❡ ❈✱ ❆♥<❛>❝<✐❝❛ ❄ ❚❤❡ ❈#②♦&♣❤❡#❡ ✱

✶✶✭✻✮✱ ✷✹✷✼✕✷✹✸✼✳

E❛**❛❧❛❝c✉❛✱ ❖✳✱ ❘✐<③✱ ❈✳✱ E❛>>❡♥✐♥✱ ❋✳✱ ❯>❜✐♥✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❋>❡③③♦<<✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ●❡♦<❤❡>♠❛❧ ✢✉①

❛♥❞ ❜❛*❛❧ ♠❡❧< >❛<❡ ✐♥ <❤❡ ❉♦♠❡ ❈ >❡❣✐♦♥ ✐♥❢❡>>❡❞ ❢>♦♠ >❛❞❛> >❡✢❡❝<✐✈✐<② ❛♥❞ ❤❡❛< ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❈#②♦&♣❤❡#❡ ✱ ✶✶✭✺✮✱ ✷✷✸✶✕✷✷✹✻✳

E❛<❡>*♦♥✱ ❲✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❉❡❢♦>♠❛<✐♦♥ ✇✐<❤✐♥ ♣♦❧❛> ✐❝❡ *❤❡❡<* ✿ ❛♥ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ <❤❡ ❜②>❞ *<❛<✐♦♥ ❛♥❞

❝❛♠♣ ❝❡♥<✉>② ❜♦>❡❤♦❧❡✲<✐❧<✐♥❣ ♠❡❛*✉>❡♠❡♥<*✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥& ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✱ ✽✭✷✮✱

✶✻✺✕✶✼✾✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✻✼

+❛,❡&-♦♥✱ ❲✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❲❤② ✐❝❡✲❛❣❡ ✐❝❡ ✐- -♦♠❡,✐♠❡- ✏-♦❢,✑✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✱

✷✵✭✶✮✱ ✼✺✕✾✽✳

+❛,,②♥✱ ❋✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚&❛♥-✐❡♥, ❣❧❛❝✐❡& &❡-♣♦♥-❡ ✇✐,❤ ❛ ❤✐❣❤❡&✲♦&❞❡& ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ✐❝❡✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳

❏♦✉2♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✹✽✭✶✻✷✮✱ ✹✻✼✕✹✼✼✳

+❛,,②♥✱ ❋✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆♥,❛&❝,✐❝ -✉❜❣❧❛❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥- ✐♥❢❡&&❡❞ ❢&♦♠ ❛ ❤②❜&✐❞ ✐❝❡ -❤❡❡,✴✐❝❡ -,&❡❛♠

♠♦❞❡❧✳ ❊❛26❤ ❛♥❞ 7❧❛♥❡6❛2② ❙❝✐❡♥❝❡ ▲❡66❡2) ✱ ✷✾✺✭✸✮✱ ✹✺✶✕✹✻✶✳

+❡,✐,✱ ❏✳✲❘✳✱ ❏♦✉③❡❧✱ ❏✳✱ ❘❛②♥❛✉❞✱ ❉✳✱ ❇❛&❦♦✈✱ ◆✳ ■✳✱ ❇❛&♥♦❧❛✱ ❏✳✲▼✳✱ ❇❛-✐❧❡✱ ■✳✱ ❇❡♥❞❡&✱ ▼✳✱

❈❤❛♣♣❡❧❧❛③✱ ❏✳✱ ❉❛✈✐-✱ ▼✳✱ ❉❡❧❛②❣✉❡✱ ●✳✱ ❡6 ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈❧✐♠❛,❡ ❛♥❞ ❛,♠♦-♣❤❡&✐❝ ❤✐-,♦&② ♦❢

,❤❡ ♣❛-, ✹✷✵✱✵✵✵ ②❡❛&- ❢&♦♠ ,❤❡ ❱♦-,♦❦ ✐❝❡ ❝♦&❡✱ ❆♥,❛&❝,✐❝❛✳ ◆❛6✉2❡ ✱ ✸✾✾✭✻✼✸✺✮✱ ✹✷✾✕✹✸✻✳

+❡,,✐,✱ ❊✳ ❈✳ ❛♥❞ ❲❛❞❞✐♥❣,♦♥✱ ❊✳ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■❝❡ ✢♦✇ ❛, ❧♦✇ ❞❡✈✐❛,♦&✐❝ -,&❡--✳ ❏♦✉2♥❛❧ ♦❢

●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✹✾✱ ✸✺✾✕✸✻✾✳

+❡,,✐,✱ ❊✳ ❈✳✱ ❏❛❝♦❜-♦♥✱ ❍✳ +✳✱ ❛♥❞ ❲❛❞❞✐♥❣,♦♥✱ ❊✳ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❊✛❡❝,- ♦❢ ❜❛-❛❧ -❧✐❞✐♥❣ ♦♥

✐-♦❝❤&♦♥❡- ❛♥❞ ✢♦✇ ♥❡❛& ❛♥ ✐❝❡ ❞✐✈✐❞❡✳ ❆♥♥❛❧) ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣② ✱ ✸✼✭✶✮✱ ✸✼✵✕✸✼✻✳

+✐♠✐❡♥,❛✱ +✳✱ ❉✉✈❛❧✱ +✳✱ ❛♥❞ ▲✐♣❡♥❦♦✈✱ ❱✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❛♥✐-♦,&♦♣✐❝ ♣♦❧❛& ✐❝❡✳

❙②♠♣♦)✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡ 7❤②)✐❝❛❧ ❇❛)✐) ♦❢ ■❝❡ ❙❤❡❡6 ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✱ ✶✼✵✱ ✺✼✕✻✻✳
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