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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐✈❡❧② ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐✲

q✉❡s ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦✈❡r ❞✐s❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢

❝♦♠♦❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛

❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡ ❱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❊ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❛✐♠

t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ G ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❣r❛♣❤

♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡

♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✲ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✲ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

❣♦♦❞ s❡♣❛r❛t♦rs ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s❡♣❛r❛t♦rs✳ ❙❡ts ♦❢

❡❞❣❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❦ s✉❜s❡ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡❞❣❡ s❡♣❛r❛t♦rs✳ ❙❡ts ♦❢

✈❡rt✐❝❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❦ s✉❜s❡ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦rs✳ ■♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ❛❧❧ s❡♣❛r❛t♦rs ❛r❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦rs ✉♥❧❡ss t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡❞❣❡

s❡♣❛r❛t♦rs✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❱❙P✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❜❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r

β(n)✱ ✇❤❡r❡ n = |V | ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❱❙P ❢♦r

s❤♦rt✮ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ V ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♥♦♥❡♠♣t② ❝❧❛ss❡s A✱ B✱ ❛♥❞ C s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✱ ♠❛①{|A|, |B|} ≤ β(n)✱ ❛♥❞ |C| ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡

❱❙P ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s✱ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥

✭❱▲❙■✮ ❞❡s✐❣♥✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛ s❡♣❛r❛t♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②

❛♥❞ t❤❡ ❜r✐tt❧❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ s❡✲

♣❛r❛t♦rs ✐♥ ❣r✐❞ ❣r❛♣❤s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✳



❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡♣❛r❛t♦rs ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬✶✸✱ ✸✼❪✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❱❙P ✭❬✺✱ ✷✻✱ ✷✽✱ ✶✻❪✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡

✭✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs✮ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✶✷✺ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❜✉t ❢❛✐❧ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥✲

❝❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ♠❛♥② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❱❙P✱

s❡❡ ✭❬✶✵✱ ✼✺✱ ✹✺✱ ✻✽✱ ✹✵❪✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦rs ✐♥ ❧❛r❣❡

✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ♥♦❞❡ s❡♣❛r❛t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡♥

s♦✉r❝❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡✲

r✐✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦✲

♥❛❧ st✉❞② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭st✲❈❱❙ ❢♦r s❤♦rt✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❜❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ n = |V | ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ▲❡t s ❛♥❞ t ❜❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ V ✱ ♥♦t ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

s❡♣❛r❛t♦r ♦❢ s ❛♥❞ t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ s❡t S ⊆ V \ {s, t} s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦

♠♦r❡ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ✐♥ G [G \ S]✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ G [S] ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ st✲❈❱❙ ✐s ◆P✲❍❛r❞✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ ❋P❚ ❬✻✵❪✳ ◆❛r❛②❛♥❛s✇❛♠② ❛♥❞ ❙❛❞❛❣♦♣❛♥ ❬✻✸❪

s❤♦✇ t❤❛t st✲❈❱❙ ✐s ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♦♥ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❝❤♦r❞❛❧✐t② ❛t ❧❡❛st ✺ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r st✲❈❱❙ ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧✐t② ✹ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t st✲❈❱❙ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐s W [2]✲

❤❛r❞✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st✲ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① ✭❡❞❣❡✮ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦✲

❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

s♦♠❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ✜♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ st✲❈❱❙ ❛♥❞

t❡st ✐t ♦♥ s♦♠❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ s❤♦rt

t✐♠❡✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱



❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r②✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥

❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①t✐t②✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡

t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ (V SP )✳ ❚❤❡s❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡① ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❛❧s♦

♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❣r❛♣❤s t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ t❤❡♠ ❢r♦♠

t❤❡ ♠❛tr✐① ▼❛r❦❡t ❧✐❜r❛r②✱ ❱❙P ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉■▼❆❈❙ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❬✹✸❪✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① ✭❡❞❣❡✮

s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✭st✲❈❱❙✭❈❊❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ♣r♦✲

❜❧❡♠ ♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳ ❆❧s♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥

❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡②

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❲❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t

♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ❝❛❧❧❡❞ αst✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♥② ❝❛r❞✐♥❛✲

❧✐t② ♦❢ ❛♥② st✲s❡♣❛r❛t♦r✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❡r❦❛ss❦② ❛♥❞ ●♦❧❞❜❡r❣

❬✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ αst✳ ❲❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✉s✐♥❣ ■❧♦❣✲❈P▲❊❳ ✶✷✳✻ ❬✼✽❪ t♦ ✜♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠

st✲s❡♣❛r❛t♦r✳ ❚❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ S✱ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ✭♦♥❡ ♦r ♠♦r❡✮ t❤❛t ♠❛❦❡s S ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✶

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①t✐② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸✳✶ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✷ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥❡ ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✺ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✺✳✶ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺✳✷ ▼❛①✲❋❧♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥✱ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥

t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❇❆❇ ❛♥❞ t❤❡ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥ ♠❡t❤♦❞s✱

❛♥❞ ❛❧s♦ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

✺
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✶✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✭♦r ❞✐s❝r❡t❡✮ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲

t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ ✭♦r ♠✐♥✐✲

♠✐③❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡

♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣

t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r✲

♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t ❊❂{e1, e2, ..., en} ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ❝❛❧❧❡❞ basic set✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

❡❧❡♠❡♥t ei ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t c(ei)✳ ▲❡t Ω ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ E✳ ■❢

π ∈ Ω✱ t❤❡♥ c(π) =
∑

ei∈π
c(ei) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ π✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Ω ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✭♦r s♠❛❧❧❡r✮ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s❡t Ω ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

♠✐♥✭♦r ♠❛①✮{c(π) : π ∈ Ω}

❚❤❡ t❡r♠ combinatorial r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Ω✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s

str✉❝t✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ t❡r♠ optimization s✐❣♥✐✜❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡

❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s s❡t

❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ s♦❧✈❡

❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❞❡✈❡✲

❧♦♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧② ♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥s✳

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ◆❡t✇♦r❦ ❉❡s✐❣♥✱ ❱▲❙■ ❞❡s✐❣♥✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ❱✐s✐♦♥✱ ❆✐r❧✐♥❡ ❈r❡✇ ❙❝❤❡✲

❞✉❧✐♥❣✱ ❈♦r♣♦r❛t❡ P❧❛♥♥✐♥❣✱ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✱ ❉❛t❛❜❛s❡

◗✉❡r② ❉❡s✐❣♥✱ ❈❡❧❧✉❧❛r ❚❡❧❡♣❤♦♥❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❆ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❈♦♥str❛✐♥t ❉✐r❡❝t❡❞ ❘❡❛✲

s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❤❛s ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t ✐t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛r❡❛s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ❆❧❣❡❜r❛✱ ❆♥❛❧②s✐s

❛♥❞ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ●❡♦♠❡tr②✱ ▲♦❣✐❝✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❚♦♣♦❧♦❣②✱ ❛♥❞✱

♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦t❤❡r s✉❜❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s s✉❝❤ ❛s ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ■♥t❡❣❡r
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Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②✱ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡

♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡♥❡ss✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❚❤❡♦r② ❛♥❞

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❚❤❡♦r② ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✶✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①t✐②

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❚❤❡♦r② ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡♦✲

r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❧❡♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ r❡❧❛t✐♥❣ t❤♦s❡ ❝❧❛ss❡s t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✇❛s ❡❛r❧② ❜♦r♥ ❜② ●❛❜r✐❡❧ ▲❛♠❡ ✐♥ ✶✽✹✹✱ ❜✉t t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❛❧❧②

❜❡❣❛♥ t♦ ✢♦✉r✐s❤ ✐♥ ✶✾✻✷ ❜② ❊❞♠♦♥❞s❬✸✵❪ ❛♥❞ ❈♦♦❦ ✐♥ ✶✾✼✶❬✶✾❪ t❤❛t t❤❡② ♦✛❡r❡❞

❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♣r♦❜❧❡♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❞✐✣❝✉❧t②✳ ■♥ ✶✾✼✷✱ ❑❛r♣❬✹✽❪

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✷✶ ❞✐✈❡rs❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡❛❝❤ ✐♥❢❛♠♦✉s ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❚❤❡♦r②✳

❆ problem ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥

✉s✉❛❧❧② ❤❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦s❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♠✉st ❝♦♥❢♦r♠✳

❆♥ instance ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❆♥ algorithm ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡

♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❣✐✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ♦✉t♣✉t ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆ decision problem ✐s q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥❝❡✱

♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♦r ✐ts ✈❛❧✉❡ ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ❝❡rt❛✐♥

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛✲

t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ yes✱ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s



✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ❆◆❉ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚

❡①✐st ♦r no✱ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳

❆♥ algorithm ✐s ❛♥② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t t❛❦❡s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s✱

♦r s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦r s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ♦✉t♣✉t✳ ❆♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♣s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥t♦

t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛

♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ size ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r✲

❝❡s ✐t r❡q✉✐r❡s✱ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣♦♦❞ ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✿ ✭❛✮ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥✲

t❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♣s ✭❤♦✇ ♠✉❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ❜❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✮✮❀ ✭❜✮ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t s♦❧✈❡s ✐t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛s✲

s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss❡s P✲❝❧❛ss

✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❛♥❞ ◆P✲❝❧❛ss ✭◆♦♥❡✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss P ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✧②❡s✧ ♦r ✧♥♦✧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ◆P ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ✧②❡s✧ ❤❛✈❡ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡

✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇✐t♥❡ss✮ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡r ❜❡✐♥❣ ②❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t

✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss P ❜❡❧♦♥❣❡s t♦ ◆P✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ q✉❡✲

st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ◆P ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ◆P−Complete ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s X

✐♥ ◆P ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛♥② ♦t❤❡r ◆P ♣r♦❜❧❡♠ Y t♦ X ✐♥ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧ t✐♠❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ Y q✉✐❝❦❧② ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ X

q✉✐❝❦❧②✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ Y ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ t♦ X✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ f t♦ tr❛♥s❢♦r♠

✐♥st❛♥❝❡s y ♦❢ Y t♦ ✐♥st❛♥❝❡s x = f(y) ♦❢ X ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ y ✐s ②❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ f(y) ✐s ②❡s✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ◆P✲❤❛r❞ ✐s t❤❛t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ X ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ◆P−Complete

♣r♦❜❧❡♠ Y ✱ s✉❝❤ t❤❛t Y ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ t♦ X ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ❛♥② ◆P✲



✶✳✸✳ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ❖❋ P❖▲❨❍❊❉❘❆▲ ❚❍❊❖❘❨ ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✳

❈♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

t✐♠❡✱ ❛❧❧ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥② ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ◆P ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞✳ ❖♥❡

♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤✳

✶✳✸ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ t❤❡♦r② ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

✐♥t❡❣❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❙❝❤r✐❥✈❡r ❬✻✾❪✱ ◆❡♠❤❛✉s❡r ❛♥❞ ❲♦❧s❡②

❬✻✹❪✱ ❛♥❞ ▼❛❤❥♦✉❜ ❬✺✾❪✳
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P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡ts ♦❢ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ polyhedra✳ ◆♦✇✱ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❚❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢

❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t st✉❞✐❡s ❝♦♥✈❡① s❡ts✱ ✭✐✳❡✳✱

s❡ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

✇❛②s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛♥❞ ♣♦❧②t♦♣❡s✳ ❙♦♠❡ t❡①ts ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❖t❤❡rs✱ ❜❡❣✐♥

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡r❛ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❤❛❧❢ s♣❛❝❡s✳

P♦❧②❤❡❞r❛ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ✭s✉❝❤ ❛s P②r❛♠✐❞s✱ t❤❡ ❞✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r

s✐❣♥s ♦❢ ❝✐✈✐❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭❛s P❧❛t♦✱ ❊✉❝❧✐❞✱ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛❧❧ t❤❡s❡ ✇❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ 18th

❝❡♥t✉r②✱ ❊✉❧❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤✐s ❢❛♠♦✉s t❤❡♦r❡♠ ✭❱✲❊✰❋ ❂✷✮ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤❛t

❛r❡ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❛♣♣❧✐❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ 19th ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣♦❧②❤❡❞r❛ s✇✐t❝❤❡❞ t♦ ✭♠♦r❡✲♦r✲❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡❝❧❛r❡❞✮ ❝♦♥✈❡① ♦♥❡s✳

❲❡ s❤❛❧❧ ✜rst r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ t❤❡♦r②✳

●✐✈❡♥ n ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ x ∈ Rn✳ ❲❡ s❛② t❤❛t x ✐s ❛ ❧✐♥❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ x1, x2, ..., xn ∈ Rn ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st m s❝❛❧❡r δ1, δ2, ..., δm s✉❝❤ t❤❛t x =
∑m

i∈1 δixi✳ ■❢
∑m

i∈1 δi = 1✱ t❤❡♥ x ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ x1, x2, ..., xm✳ ✐❢ δi ≥ 0✱

❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, ...,m}✱ ✇❡ s❛② t❤❛t x ✐s ❛ ❝♦♥✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ x1, x2, ..., xm✳ ✐❢ x ✐s

❛✣♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥✐❝ ✱✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ x ✐s ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡t S = {x1, x2, ..., xm} ∈ Rn×m✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts

x ∈ Rn ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ x1, x2, ..., xm ✱ t❤❛t ✐s

conv(S) = {x ∈ Rn | x ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ x1, x2, ..., xm} ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

❚❤❡ ♣♦✐♥ts x1, x2, ..., xm ∈ Rn ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✐❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s②st❡♠
∑m

i=1 δixi = 0 ✐s δi = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, ...,m}✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✣♥❡❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

∑m

i=1 δixi = 0✱
∑m

i∈1 δi = 1✱

✐s δi = 0✱ ✇❤❡r❡ i = 1, ...,m✳

❆ s✉❜s❡t P ♦❢ Rn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ m × n ♠❛tr✐① A ❛♥❞

❛ ✈❡❝t♦r b ∈ Rn ✭❢♦r s♦♠❡ m ≥ 0✮ s✉❝❤ t❤❛t P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}✳ ❚❤✉s✱ P ✐s ❛



✶✳✸✳ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ❖❋ P❖▲❨❍❊❉❘❆▲ ❚❍❊❖❘❨ ✶✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ R2

♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ Ax ≤ b✳ ❆

♣♦✐♥t x ♦❢ P ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❆♥② ✐♥❡q✉❛❧✐t② αTx ≤ β ✐s ❝❛❧❧❡❞

✈❛❧✐❞ ❢♦r P ✐❢ αTx ≤ β ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ P ✳ ❆ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡r❡

❡①✐st ❧✱✉∈ Rn s✉❝❤ t❤❛t ❧ ≤ x ≤ ✉ ❢♦r ❛♥② x ∈ P ✳ ❆ s✉❜s❡t P ♦❢ Rn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛

♣♦❧②t♦♣❡ ✐❢ P ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✈❡❝t♦rs ✐♥ Rn✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ s❡t P ✐s

❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳

❆ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ♦❢ Rn ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✣♥❡❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ P ✐s k + 1✳ ❲❡ t❤❡♥ ✇r✐t❡ dim(P ) = k✳ ■❢ ❞✐♠✭P ✮❂♥✱ t❤❡♥

t❤❡ ♣♦❧②❤❡r❞r♦♥ P ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳

❆ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ax ≤ α ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ∈ Rn ✐❢ ✐t ✐s

s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ P ✱ t❤❛t ✐s P ⊆ {x ∈ Rn : ax ≤ α}✳

▲❡t ax ≤ α ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✿

F = {x ∈ P : ax = α}

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ P ✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ax ≤ α✳ ❚❤❡

❡♠♣t② s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ P ✐ts❡❧❢ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❛❝❡s ♦❢ P ✳ ❆ ❢❛❝❡ ♦❢ P ✐s s❛✐❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❋❛❝❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡ts✳

t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r ✐❢ ✐t ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② ✭F 6= φ✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ P ✭F 6= P ✮✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✶✳✸✮✳

■❢ F ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❢❛❝❡ ❛♥❞ dim(F ) = dim(P ) − 1✱ t❤❡♥ F ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝❡t ♦❢ P ✳

❲❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t ax ≤ α ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢❛❝❡t ♦❢ P ♦r ✐s ❛ ❢❛❝❡t ❞❡✜♥✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡t F ♦❢ P ✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ F ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❆ ✈❡❝t♦r x ∈ Rn ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P

✐❢ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ P ✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ❛ ♣♦✐♥t x ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t

t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s x1 ❛♥❞ x2 ♦❢ P ✱✭x1 6= x2✮✱ s✉❝❤ t❤❛t x =
1

2
x1 +

1

2
x2✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ s❛② t❤❛t x ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✵✳ ❆ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts✳

❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r x ∈ Rn t❤❛t s❛t✐s✜❡s Ax ≤ b ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❧✐♥❡❛r s②st❡♠ Ax ≤ b✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠ Ax ≤ b ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❋❛r❦❛s′ ❧❡♠♠❛✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✳✶ ✭❋❛r❦❛s′ ▲❡♠♠❛✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ Ax ≤ b ✇✐t❤ A ∈ Rm×n ❛♥❞

b ∈ Rn ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✭yT b ≥ 0✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ✭y ≥ 0✮ ✇✐t❤ ✭yT b = 0✮✳
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▲✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

cTx ♦✈❡r ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

♠❛①{cTx : x ∈ P}✳

❚❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥② ✈❡❝t♦r ✐♥ P ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦♥❡♠♣t②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡

♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ cTx ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■❢ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠ ❛s ❜❡❧♦✇✳

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. ✭✶✳✸✳✶✮

❆ ✈❡❝t♦r x ∈ Rn ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡❣❡r ✐❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ x ❜❡❧♦♥❣s

t♦ Zn✳ ▼❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ cTx ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ s♦♠❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P = {x|Ax ≤ b}✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿

max{cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zn}. ✭✶✳✸✳✷✮

❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ P ∩ Zn ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✇✐t❤ t❤❡ s❡t Zn ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦rs✳

◆♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❡①✐st ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❆ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P ✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ P ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ P ❝♦♥✲

t❛✐♥s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡❝t♦r✳ ❙♦ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ P ✐s ✐♥t❡❣❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ P ✐s

✐♥t❡❣❡r✳ ■❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P = {x : Ax ≤ b} ✐s ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ max{cTx : Ax ≤ b} ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ✜♥✐t❡✳ ❍❡♥❝❡✱

✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱

max{cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zn} = max{cTx : Ax ≤ b}✳
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✶✳✸✳✶ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ❢♦r ✈✐r✲

t✉❛❧❧② ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❧♠♦st

❛❧✇❛②s ♣r✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♣r♦❝❡❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r

✉♥t✐❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ♦❢t❡♥ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐✲

♦♥s ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♣❡♥❞ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣

♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❤❛s ❢♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❛r❡✿✭❛✮ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭♣❛rt✐t✐♦♥✮ ✐♥t♦ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ ✭❜✮ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣✮✱

✭❝✮ ❢❛t❤♦♠✐♥❣ ♦❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ✭❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ✭❞✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s

✭❜r❛♥❝❤✐♥❣✮✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜②

S = {x : cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zn}✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r S✱ t❤❡ s❡t ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②

❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r s❡ts ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤

s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝r❡❛t❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ■❢ ✇❡ s♦❧✈❡

t❤❡ ▲P r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ♥♦t ✐♥t❡❣❡r✳ t❤❡ ❝♦st

c(x0) ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ x0 ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦st c(x∗) ✭✇❤❡r❡ x∗ ✐s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✵✮✱ ❛♥❞ ✐❢ x0 ✇❛s ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳

✶✳✸✳✷ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥❡ ▼❡t❤♦❞

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛❧❧❡❞

❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❛❞❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t♦

❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ✭✐✳❡✳✱ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠✳

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❛s t❤❡ ●♦♠♦r② ❈✉tt✐♥❣

P❧❛♥❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✻✵✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ str♦♥❣ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣♦✲

❧②t♦♣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s st❛rts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s



✶✳✸✳ ❊▲❊▼❊◆❚❙ ❖❋ P❖▲❨❍❊❉❘❆▲ ❚❍❊❖❘❨ ✶✺

t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✈❡r②

❧❛r❣❡ ✭❡✈❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦t❛❧❧②

✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝✉tt✐♥❣✲♣❧❛♥❡

♠❡t❤♦❞✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

♦♣t✐♠❛❧❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ■♥t❡❣❡r ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠ ✭■▲P✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✶✳✸✳✷✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ■▲P ❛r❡ t✇♦ ♣♦❧②❤❡❞r❛s✿

✲ P := {x ∈ Rn : Ax ≤ b} ✭t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞

✲ PI := {x ∈ Zn : Ax ≤ b} ✭t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥s✮✳

❆ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ PI ✱ ❜✉t ✐t

✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ P ✳ ❆ ♣r✐♠❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛

❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ■▲P ❞❡♥♦t❡ ❜② x̂✳ ❚❤❡ x̂ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❜♦t❤ P

❛♥❞ PI ✳ ■❢ ♥♦ s✉❝❤ x̂ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ t❤❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦

✜♥❞ ♦♥❡✳ ■❢ x̂ ✐s ❛ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ x̂ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ st♦♣s✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡♥

❛ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦st ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛s✐s✳

❆❧s♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r✐♠❛❧ s✐♠♣❧❡① ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡

❜❛s✐s✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣r✐♠❛❧ s✐♠♣❧❡① ♣✐✈♦t ✐s ♠❛❞❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r x∗✳ ■❢ x∗ ✐s

✐♥t❡❣r❛❧✱ t❤❡♥ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ■▲P s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡✇ x̂✳ ■❢

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ✐s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✱ t❤❡♥ ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝✉ts x∗✳

❚❤❡♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❛tt❡♠♣t ✐s ♠❛❞❡ t♦ ♣✐✈♦t ❢r♦♠ x̂✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t x∗✱ ❛♥❞ s♦

♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ x̂ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡✭✶✳✹✮

s❤♦✇ t❤❛t ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳



✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙ ❆◆❉ ❙❚❆❚❊✲❖❋✲❚❍❊✲❆❘❚

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳



✶✳✹✳ ❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼❙ ✶✼

✶✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❋♦r ◆P✲❤❛r❞ ✐♥t❡❣❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♣♦✲

❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t r❡t✉r♥s ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ r✐❣♦r♦✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t

✐s q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❛❝❦❧✐♥❣

❧❛r❣❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❍❡✉r✐st✐❝ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦r

❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♦❢t❡♥ q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t ✜♥❞✐♥❣ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ r✐❣♦r♦✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ r✉♥t✐♠❡✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ♥♦t ♦♥❧② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ǫ > 0

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ ǫ✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ (1 + ǫ) − approximation ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡

s❛② t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐❢ ❢♦r

❛♥② ✜①❡❞ ǫ > 0✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r✉♥s ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ n ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ✐♥st❛♥❝❡✳

✶✳✺ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♠♦st ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥✲

✈♦❧✈❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❣r❛♣❤s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s

✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❱▲❙■✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❛r❡ ❢r✉✐t❢✉❧❧② ♠♦✲

❞❡❧❡❞ ❜② ❣r❛♣❤s✱ ♣♦ss✐❜❧② t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❛t ❣r❛♣❤✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥
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❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❣r❛♣❤s

✭t❤❡ ❋❧♦✇ ▼❛① ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❙❤♦rt❡st P❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠✮ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛✲

t✐❝❛❧ ✐❞❡❛s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❇♦♦❦s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r

❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡ ❬✻❪ ❛♥❞ ❬✶✼❪✳

❆ ❣r❛♣❤ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts

❝❛❧❧❡❞ ♥♦❞❡s ♦r ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ❢r♦♠ V ✱ ❡❛❝❤ s✉❝❤

♣❛✐r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦r ❛♥ ❛r❝✳ ❆♥② ❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ R2 ❜② ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡

♥♦❞❡s ❛s ❞✐st✐♥❝t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❛s ❛ ❝✉r✈❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞r❛✇✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r m ♦❢ ❡❞❣❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

❋♦r ❛♥ ❡❞❣❡ e = {u, v} ∈ E✱ ✇❡ ✇r✐t❡ e = uv✳ ❙✐♥❝❡ e ✐s ❛♥ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

uv = vu✳ ❲❤❡♥ e = uv ✇❡ s❛② t❤❛t e ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✭ ♦r ❥♦✐♥s ✮ u ❛♥❞ v✱ ❛♥❞ t❤❛t u ❛♥❞

v ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e✳ ❚✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✭♦r ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✮ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❡❞❣❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❛t ❡❞❣❡✳ ❚✇♦ ❡❞❣❡s

❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ ♥♦❞❡✳

❆ ♥♦❞❡ v ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ e ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐❢ v ✐s ❛♥ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ♦❢ e✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦❞❡✲❡❞❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① A ∈

Rn×m ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ✵ ♦r ✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ A ❤❛s ♦♥❡ r♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ i ❛♥❞ ❛

❝♦❧✉♠♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e✱ ❛♥❞ ai,e = 1 ✐❢ i ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e ✭✐✳❡✳✱ i ✐s ❛♥ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ♦❢ e

✮ ❛♥❞ ai,e = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ r♦✇ i ♦❢ A ❛r❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ t❤❡ s❡t δ(i) ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ♥♦❞❡ i✱ t❤✐s s❡t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛r ♦❢

♥♦❞❡ i✳ ❚❤❡ r♦✇ s✉♠ d(i) = di =| δ(i) | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ i✭❂

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s t♦ i✮✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥✉♠❜❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡ i✳ ▼♦r❡

❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r S ⊂ V ✱ ✇❡ ❧❡t δ(S) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ✐♥ S

❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♥♦❞❡s ✐♥ S∗ = V \ S✱ s✉❝❤ ❛ s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝✉t✳

❆♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✵✱ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡✐❣❤❜♦rs ✮✳ ❆ ✇❛❧❦ ✭✐♥

❛ ❣r❛♣❤✮ ✐s ❛ ♥♦❞❡✲❡❞❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ W : v0, e0, v1, e1, ..., vn−1, en−1, vn, en, vn+1 ✇❤❡r❡

ei = {vi, vi+1} ∈ E ❢♦r i = 0, ..., n✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ W ❛r❡ v0 ❛♥❞ vn✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧

W ✐s ❛ v0vn − walk ♦r ❛ ✇❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ v0 ❛♥❞ vn✳ ■♥ ❛ ✇❛❧❦✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ r❡♣❡❛t❡❞

♥♦❞❡s ♦r ❡❞❣❡s✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡♣❡❛t❡❞ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❦ ✐s ❛ ♣❛t❤

P ❜❡t✇❡❡♥ v0 ❛♥❞ vn ✭♦r ❛ v0vn−path✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ♣❛t❤✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ t✇♦ ❡♥❞

♥♦❞❡s✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ✇❛❧❦ ✭♣❛t❤✮ ✐s ✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳
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❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞

✐♥ ♦✉r t❤❡s✐s✳ ▲❡t t❤❡ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❤❛✈❡ ♥♦❞❡ s❡t{v1, ..., vn}✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

♠❛tr✐① A ∈ Rn×n ✐s ❛ 0/1 −matrix ✇❤❡r❡ t❤❡ (i, j)′t❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✶ ✐❢ {vi, vj} ∈ E

❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t A ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❤❛s ③❡r♦s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❚❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❛❧❦s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛♥❞ ❧❡t U ⊆ V ❛♥❞ F ⊆ E✳ ❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② U ✱ ❞❡♥♦t❡❞ G(U)✱ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ (U,E(U))✱ ✇❤❡r❡ E(U) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤♦s❡ ❡❞❣❡s ✐♥

E ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ✐♥ U ✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧ (U,E(U)) ❛ ♥♦❞❡✲✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✳ ■❢

F ⊆ E t❤❡ ❣r❛♣❤ G(F ) = (V, F ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡❞❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t

♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ G∗ = (V,E∗)✱ ✇❤❡r❡ E∗ = {uv : uv /∈ E}✳

❆ ❜❛s✐❝ ❣r❛♣❤ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ♥♦❞❡s u ❛♥❞ v ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ G

❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ G ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ uv − path✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

♦♥ V ✳ ❲❡ ✇r✐t❡ uCv ✐❢ u ❛♥❞ v ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤✐s ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ s♦

✭✐✮ uCu✱

✭✐✐✮ uCv ⇒ vCu✱

✭✐✐✐✮ (uCv and vCw) ⇒ uCw ✳

❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ V ✐♥t♦ s✉❜s❡ts V1, ..., Vp ❜❡✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ V ✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ♦❢ G✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ▲❡t c(G) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ G✳ ❆ ❣r❛♣❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ c(G) = 1✱ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤

✐s♦❧❛t❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ n ♥♦❞❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ Kn✱ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ n ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ❚❤✉s Kn ❤❛s n(n − 1)/2 ❡❞❣❡s✳ ❆ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❛

❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts V1 ❛♥❞ V2 s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❞❣❡

❤❛s ♦♥❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡ ✐♥ V1 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♥♦❞❡ ✐♥ V2✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❦✲♣❛rt✐t❡

❣r❛♣❤ K(n1, ..., nk) ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ♥♦❞❡ s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭❞✐s❥♦✐♥t✮ s❡ts✱ ♦r ❝♦❧♦r

❝❧❛ss❡s✱ Vi ✇✐t❤ | V i |= ni ❢♦r i = 1, ..., k✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡

❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✷✲♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡

❣r❛♣❤✳ ❆ ❦✲♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ❧②✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r
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❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳

❆ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✭ ♦r ❞✐❣r❛♣❤✮✱ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r D = (V,A) ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ ✜♥✐t❡

s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ A ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r

e = (u, v) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛r❝ ❛♥❞ u ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❞ ♥♦❞❡✱ ✭♦r t❛✐❧✮✱ ♦❢ e ❛♥❞ v

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❡♥❞ ♥♦❞❡✱ ✭ ♦r ❤❡❛❞✮✱ ♦❢ ❡❞❣❡ e✳

✶✳✺✳✶ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t G = (V,E) ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥② ♣❛t❤ ✐♥ G ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s✳

❋♦r s, t ∈ V ✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ s t♦ t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥② s− t ♣❛t❤✳ ❚❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ s− t ♣❛t❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t s− t

❝✉ts✳

▲❡t ei,j ❜❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❜♦t❤ vi ❛♥❞ vj✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥

f : E → R✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G✱ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❢r♦♠ s t♦ t ✐s t❤❡ ♣❛t❤

P = (v1, v2, . . . , vn) ✭✇❤❡r❡ v1 = s ❛♥❞ vn = t ✮ t❤❛t ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ n ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡

s✉♠
∑n−1

i=1 f(ei,i+1)✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❤❛s ✉♥✐t ✇❡✐❣❤t ♦r f : E → {1}✱

t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡✇❡st ❡❞❣❡s✳

▼❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❦❡ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s♦✉r❝❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡❇❡❧❧♠❛♥✲❋♦r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

s♦❧✈❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s♦✉r❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ A∗ s❡❛r❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♣❛✐r s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✉s✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ tr② t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡

s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❋❧♦②❞✲❲❛rs❤❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s✳ ❚❤❡

❏♦❤♥s♦♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❛❧❧ ♣❛✐rs s❤♦rt❡st ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s t❤❡

s❤♦rt❡st st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❡❛❝❤

♥♦❞❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬✷✶❪ ✳

✶✳✺✳✷ ▼❛①✲❋❧♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✺✹ ❜② ❚✳❊✳ ❍❛rr✐s ❛♥❞ ❋✳ ❙✳

❘♦ss ❬✹✷❪ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙♦✈✐❡t r❛✐❧✇❛② tr❛✣❝ ✢♦✇✳ ■♥ ✶✾✺✺✱ ▲❡st❡r ❘✳ ❋♦r❞✱

❛♥❞ ❉❡❧❜❡rt ❘✳ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ✜rst ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥ ❛❧✲
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❣♦r✐t❤♠ ❬✸✺❪✳ ❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣r♦✈❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇

♣r♦❜❧❡♠ ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ s❤♦rt❡st ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❊❞✲

♠♦♥❞s ❛♥❞ ❑❛r♣ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❉✐♥✐t③❀ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❉✐♥✐t③❀

t❤❡ ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥❀ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✢♦✇

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❘❛♦✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤r✐st✐❛♥♦✱ ❑❡❧♥❡r✱

▼❛❞r②✱ ❛♥❞ ❙♣✐❡❧♠❛♥ ✜♥❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❜✉t ♦♥❧② ✇♦r❦s

✐♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ✇✐t❤ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ω : V × V −→ R ❞❡♥♦t✐♥❣

❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s s ∈ V ❛♥❞ t ∈ V ❛r❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ♥♦t❡s ✐♥

● ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦✳ ❆ ✢♦✇ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : E −→ R+ ✇❤✐❝❤

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡♠❛♥❞s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡

(u, v) ∈ E t❤❡ ✐♥❡q✉❛t✐♦♥ 0 ≤ f(u, v) ≤ ω(u, v) ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ val(f) ♦❢ ❛ ✢♦✇ f ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s val(f) :=
∑

(s,v)∈E f(s, v)−
∑

(v,s)∈E f(v, s) ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✢♦✇ r♦✉t❡❞ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ t♦ s✐♥❦✳ ❚❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♠❛♥❞s t♦ tr❛♥s❢❡r ❛s

♠✉❝❤ ✢♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ s t♦ s✐♥❦ t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡

✈❛❧✉❡ val(f) ♦❢ ❛ ✢♦✇ f ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

■♥ ❢❛❝t✱t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t ❡❞❣❡s ✭♦r ✈❡rt✐❝❡s✮

✐♥ ❛ ♣❛r✐t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♦r❡♠s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼❡♥❣❡r✬s t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶ ✭▼❡♥❣❡r✬s t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥t st✲

❞✐♣❛t❤s ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✐♥ ❛♥ st✲❝✉t✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡s s❡❡ ❬✻✾❪✳
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥

t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①t✐t② ♦❢ ✐t✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛

❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡①❛❝t ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ st❛❣❡s

♦❢ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢

❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐t✳
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Graphs ❛r❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦❞❡s✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢

❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇♦r❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ s❡t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts✳

■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t X ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rts ♦❢ X

✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡t X✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ X ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜s❡ts✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡♠✳

●r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞

♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇✐t❤ V ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E ❡❞❣❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

♣❛rt✐t✐♦♥ G ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❛t ❛♥② ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞

❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐♥♦r ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② d ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s✐③❡ ❛t ♠♦st ♣♦❧②(d, 1�ε) ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛♥ ε✲❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✱ ❧✐❦❡s s♦❢t✲

✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ ✭❡✳❣✳ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬✶✷❪ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

❞✐❣✐t❛❧ ❝✐r❝✉✐ts ❢♦r ❱❡r② ▲❛r❣❡✲❙❝❛❧❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✭❱▲❙■✮ ❬✺✵✱ ✷✵❪✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞

❉❡s✐❣♥✭❈❆❉✮ ❬✷✵❪ ✮✱ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ r♦❛❞ ❞❡s✐❣♥ ❬✺✷✱ ✺✶❪✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❞❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡

r♦❛❞ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳✮✱ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬✻✼✱ ✶✺❪ ✭♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡

♣✐①❡❧s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜❥❡❝ts✳✮✱ ❜✐♦❧♦❣②❬✹✻✱ ✻✷❪ ✭ ❣❡✲

♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❉◆❆ ✭ ❉❡♦①②r✐❜♦ ◆✉❝❧❡✐❝

❆❝✐❞✱ ❜❛s✐❝ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡✮✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱✐♥ ❱▲❙■ ❞❡s✐❣♥✱ ✐t ✐s

♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♣❧✐t ❞❡s✐❣♥s t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ✜t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤✐♣ ✐♥t♦ ♠❛♥② s♠❛❧❧❡r ♣❛rts

♦❢ ”r♦✉❣❤❧②” ❡q✉❛❧ s✐③❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❤✐♣✳ ❈♦♠♣❛r❡❞

t♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❤✐♣✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤✐♣s ❛r❡ ❝♦st❧②✱ s❧♦✇✱ ❛♥❞ ♣♦✇❡r

❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛

♣❛rt✐t✐♦♥✳

■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ✭✐✳❡✳ ❞❛✲

t❛✢♦✇ ❣r❛♣❤✮✱ ❛ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ♠♦❞❡❧s



✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ●❘❆P❍ P❆❘❚■❚■❖◆■◆●

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♦♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛♥❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦

❝✉t ❡❞❣❡s✱ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s s❧♦✇✱ ✐t

✐s ❛❣❛✐♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉t✳

✷✳✷ ❋♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦✲

❜❧❡♠

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♣❛✐r ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ t❤❡

s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s s❡❡❦

t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♠♦st❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡

♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

▲❡t G = (V,E) ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤ts f : V −→ R✱ n =| V | ❛♥❞ m =| E |

❛♥❞ Pk = {V1, ..., Vk} ❛ s❡t ♦❢ k s✉❜s❡ts ♦❢ V ✳ Pk ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ G ✐❢ :

✲ ♥♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Pk ✐s ❡♠♣t② ✿

∀i ∈ {1, ..., k} 6= φ✳

✲ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Pk ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✿

∀(i, j) ∈ {1, ..., k}2, i 6= j, Vi ∩ Vj = φ❀

✲ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Pk ✐s ❡q✉❛❧ t♦ V ✿

∪k
i=1Vi = V

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts Vi ♦❢ Pk ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r k ✐s

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❆ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡♠❛♥❞s t❤❛t ❛❧❧ ❜❧♦❝❦s ✭♣❛rt✐t✐♦♥s✮ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t✱ ∀i ∈ {1, ..., k} :| Vi |≤ Lmax := (1 + ǫ)⌈| V | �k⌉

❢♦r s♦♠❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ∈ R≥0✳ ❆ ❜❧♦❝❦ Vi ✐s ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ✐❢ | Vi |> Lmax✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pk t❤❛t

♠✐♥✐♠✐③❡s f ✳



✷✳✸✳ ❍❆❘❉◆❊❙❙ ✷✼

✷✳✸ ❍❛r❞♥❡ss

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❖❝t♦❜❡r ♦❢ ✶✾✼✸ ❍②❛✜❧ ❛♥❞ ❘✐✈❡st s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✹✹❪ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❤❛r❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶ ✭❍②❛✜❧ ❛♥❞ ❘✐✈❡st ✶✾✼✸ ❬✹✹❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐❢ ❛♥

✉♥❞✐r❡❝t❡❞✱ ❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ● ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛t ♠♦st r ✈❡rt✐❝❡s

✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝✉t ❡❞❣❡s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❲ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❆♥❞r❡❡✈ ❛♥❞ ❘❛❝❦❡ ❬✶❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥st❛♥t✲❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ (ǫ = 0) ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✳ ■❢

ǫ ∈ (0, 1]✱ t❤❡♥ ❛♥ O(log2n) ❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✷ ✭❆♥❞r❡❡✈ ❛♥❞ ❘❛❝❦❡ ❬✶❪✮✳ ❋♦r k ≥ 3 t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐✲

♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✉♥❧❡ss P ❂ ◆P✳

❆❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② |Vi| ≥ αna ❢♦r

s♦♠❡ α, a > 0 ♦r ✐❢ |Vi| =
n

2
✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ |Vi| ≥ α ❧♦❣ n ❢♦r s♦♠❡ α > 0 ✐s ♦♣❡♥✳

■♥ ❝❛s❡ |Vi| ≥ αna ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇❡✐❣❤ts ✐s ◆P✲❤❛r❞✳

✷✳✹ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❣r❛♣❤

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡

❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤s

♦r ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♦r

♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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✷✳✹✳✶ ❊①❛❝t ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❡t❤♦❞s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛s❡

❛♥❞ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦st ♦❢

t❤❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇♦✉♥❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣

✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❑❛r✐s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❛♥❞ ❆r♠❜r✉st❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ✉s❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ❙❡❧❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❙❡♥s❡♥ ❬✼✶❪ ❡♠♣❧♦② ♠✉❧t✐✲❝♦♠♠♦❞✐t②

✢♦✇s✳ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❇r✉♥❡tt❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ ❋❡rr❡✐r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪

❛♥❞ ❜② ❆r♠❜r✉st❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✱ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❍❛❣❡r

❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✳ ❋❡❧♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ❛♥❞ ❉❡❧❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ✉t✐❧✐③❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

❜♦✉♥❞s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❞❡r✐✈❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛♥❞

②✐❡❧❞ s♠❛❧❧ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ tr❡❡s✱ ❜✉t ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡

s♦♠❡✇❤❛t ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❧❛r❣❡r tr❡❡s ❜✉t ❛r❡ ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ❖♥ ✜♥✐t❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ✇✐t❤♦✉t ❤♦❧❡s✱ t❤❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧②

✐♥ O(n4) t✐♠❡ ❬✸✶❪✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ♦♥❧② ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣

✈❡r② ❧❛r❣❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✱ ♦r ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣

❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ t❤❡② ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ✇✐❞t❤ ♦❢

t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✸✸✱ ✼✶❪ ❤❛✈❡

✐♠♠❡♥s❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs s♠❛❧❧ ❜❧♦❝❦ ♥✉♠❜❡rs k ≤ 4✳

✷✳✹✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s

■t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦✇❛r❞s ✜♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚r❛❞✐t✐✲

♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇❡❧❧ ♦✈❡r ❧❛r❣❡ s♣❛❝❡ t♦ ❣✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❍❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛s t♦ ❛❧✇❛②s ✜♥❞

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛♥② r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ◆P✲❤❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

♦❢t❡♥ ◆P✲❤❛r❞✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❣♦♦❞

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
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♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ▲✐♣t♦♥ ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥ ❬✺✺❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣❧❛♥❛r

❣r❛♣❤s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥ ◆P✲❤❛r❞ ❡✈❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❜r♦❛❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✿ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞

❣❧♦❜❛❧✳

▲♦❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠s t♦ ✐♠♣r♦✈❡

❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t r✉♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦s✮ ❜②

♠♦✈✐♥❣ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❆ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ tr②✐♥❣ t♦

✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✿

✭✐✮ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❛♥❞ ▲✐♥ ❬✹✾❪ ✇❡r❡ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✜rst t❤❛t ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❛♥❞ ▲✐♥ ✇❛s t❤❛t✱ ④ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢

❛ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ t✇♦ ❜❧♦❝❦s V1 ❛♥❞ V2✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜s❡ts A ⊂ V1 ❛♥❞ B ⊂ V2 s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ A t♦ V2 ❛♥❞ t❤❡

♥♦❞❡s ✐♥ B t♦ V1✱ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ⑥✳ ❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❛♥❞ ▲✐♥ t❤❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞

❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ good s❡ts ❆ ❛♥❞ ❇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❋✐❞✉❝❝✐❛✲▼❛tt❤❡②s❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❖✈❡r t✐♠❡ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ t❤❛t ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❋✐❞✉❝❝✐❛

❛♥❞ ▼❛tt❤❡②s❡s ❬✸✹❪ ✐♥ ✶✾✽✷✳ ❚❤❡② r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss

t♦ ❖✭♠✮ ❜② ✉s✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

❋✐❞✉❝❝✐❛✲▼❛tt❤❡②s❡s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♣❛ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ❛t

♠♦st ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❝✉t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r

t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❋✐❞✉❝❝✐❛✲▼❛tt❤❡②s❡s ♠❡t❤♦❞

s❡❧❡❝ts s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡s ❢♦r ♠♦✈❡♠❡♥t✳

●❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡

❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧❡r

❣r❛♣❤s ♦r ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤

♦r ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❦✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥✳

✭✐✮ ❙♣❡❝tr❛❧ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✿

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞s t♦ s♣❧✐t ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ t✇♦ ❜❧♦❝❦s✱ s♣❡❝tr❛❧ ❜✐s❡❝t✐♦♥✱

✐s st✐❧❧ ✐♥ ✉s❡ t♦❞❛②✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ✐♥❢❡rs ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞

s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r

z ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❋✐❡❞❧❡r ✈❡❝t♦r ❀ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛①❡❞ ✐♥t❡❣❡r

♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❝✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡✲

❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ m ✐♥ z ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥tr② s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ m

t♦ V1 ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡rs t♦ V2✳

✭✐✐✮ ●r❛♣❤ ●r♦✇✐♥❣ ✿

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣r❛♣❤ ❣r♦✇✐♥❣✳

■ts s✐♠♣❧❡st ✈❡rs✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦❞❡ v✱ t❤❡

❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ st❛rt✐♥❣ ❛t v✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s t♦✉❝❤❡❞

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❞t❤ ✜rst s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❜❧♦❝❦ V1✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s st♦♣♣❡❞

❛❢t❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ V2 ✐s s❡t

t♦ V \ V1✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❣r❡❡❞② ❣r❛♣❤

❣r♦✇✐♥❣ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞

♣s❡✉❞♦ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♥♦❞❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ greedy ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs ✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥

✐t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✿
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❆ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ❛❧✇❛②s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t

s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❛t t❤❛t ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s ❛

❧♦❝❛❧❧②✲♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐✲

♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦✲

❜❧❡♠s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❢♦r ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ✐t

❞♦❡s✳

▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥✲

❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✲s♣❛♥♥✐♥❣✲tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✱ ❉✐❥❦str❛′s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❤♦rt❡st

♣❛t❤s ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❈❤✈❛t❛❧′s ❣r❡❡❞② s❡t✲❝♦✈❡r✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ▼✐♥✐✲

♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣✲tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥t♦

t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛❧t❡r♥❛t❡❧②

t♦ t❤❡ t✇♦ s❡ts✳ ❆t ❡❛❝❤ st❛❣❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ❛❞❞❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝✉t s✐③❡ ✇✐t❤ t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ❜❡✐♥❣ r❡s♦❧✈❡❞✳

✭✐✐✐✮ ❋❧♦✇s ✿

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡ t♦ s♦❧✈❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❛①✲✢♦✇ ✭♠✐♥✲

❝✉t✮♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❞❡♣❛♥❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♥♦❞❡ s❡ts ✐♥ ❛

❣r❛♣❤ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

✭✐✈✮ ●❡♦♠❡tr✐❝ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✿

■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✉♥✐t

❞✐s❦ ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R2✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

❛♥ ❡❞❣❡ ✐s s❤♦rt ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡♥❞♣♦✐♥ts ✐s s♠❛❧❧✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♣♦✐♥ts ❛r❡ s♣r❡❛❞ ♦✉t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ s❛② ✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✲

✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s

♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✜rst ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳

✭✈✮ ❙tr❡❛♠✐♥❣ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❙●P✮✿

❙tr❡❛♠✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s✇❡❡♣✱
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r❡❛❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✐♥❝✉r O(|V | + |E|) ♠❡♠♦r②

❛❝❝❡ss✱ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ r✉♥ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❖✤✐♥❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱

✇❤❡r❡❛s str❡❛♠✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛② ♣r♦❝❡ss ✈❡rt✐❝❡s ❛s t❤❡② ❛rr✐✈❡✳ ❙tr❡✲

❛♠✐♥❣ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r r❡❝❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ ❜✐❣ ❞❛t❛

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛rr✐✈❡s ✐♥ ❛ ❞❛t❛ str❡❛♠ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡

♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ✉s✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧❡ss s♣❛❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥♣✉t s✐③❡✳ ❙●P

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛st✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡✈❡♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜✉t

❣✐✈❡ ❧♦✇❡r s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

✷✳✺ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❚❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ tr❛✲

❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ♠✉❧t✐❣r✐❞ s♦❧✈❡rs ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t

♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦st❧② ❣r❛♣❤ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛s♣❡❝ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❡❞❣❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ❝❛♥ ❜❡ ❜✐s❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧

❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s ✜rst

❝♦❛rs❡♥❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤ ✭✜♥❡r

❣r❛♣❤✮✱ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❡r ❣r❛♣❤ ❤❛s ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ s✉❝❤ r❡✜♥❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡❞❣❡✲❝✉t✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❣r❛♣❤ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡✐❣✲

❤t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❜♦t❤ ♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❆ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧

❣r❛♣❤ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥

♣❤❛s❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✶✮ ④❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✉♥❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡✲

✜♥❡♠❡♥t⑥✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❝♦❛rs❡♥ ❛ ❣r❛♣❤✳

✷✳✺✳✶ ❈♦❛rs❡♥✐♥❣ P❤❛s❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭✐♥ ♠❛♥② ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✮

♣❤❛s❡ ✐s t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❣r❛♣❤ ✇✐t❤

❢❡✇❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r

❣r❛♣❤s G1, G2, ..., Gm✱ s✉❝❤ t❤❛t |V0| > |V1| > ... |Vm|✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛ ❜❛✲

❧❛♥❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ s✉❜ ❣r❛♣❤s✳❚❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❛r✲

s❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✷✮✳

✷✳✺✳✷ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ P❤❛s❡

❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pm
k ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ Gm ✐♥ k ♣❛rts✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❣r❛♣❤

Gm✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝ s✉❝❤ ❛s s♣❡❝tr❛❧ ❜✐s❡❝t✐♦♥✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜✐s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ❣r❛♣❤ Gm ✐s s♠❛❧❧✱ t❤✉s t❤✐s st❡♣ t❛❦❡s ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ t✐♠❡✳
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✷✳✺✳✸ ❯♥❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡✜♥❡♠❡♥t P❤❛s❡

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❣r❛♣❤ Gk ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❜② ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛♣❤s Gk−1, Gk−2, ..., G1✳ ❋✉rt✲

❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Gi ✐s ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Gi−1

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Gi−1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧

r❡✜♥❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞✳

◆✉♠❡r♦✉s r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡

t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✿ ✭❛✮ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥

❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r t❤❡ ❋✐❞✉❝❝✐❛✲▼❛tt❤❡②s❡s ✈❛r✐❛♥t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ❝❛♥

❡❛s✐❧② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❡r♠ ❞❡s✲

❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦st✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡①t ✈❡rt❡① t♦ ♠♦✈❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st✱ s✉❝❤ ❛s✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ♠❡t❛✲

❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✳

✷✳✻ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

r❡♠♦✈❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦r ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤ s♦ ❛s t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝

♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✷✳✻✳✶ ❚❤❡ k✲✇❛② ✈❡rt❡① ❝✉t ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k > 2✱ t❤❡ k✲✇❛② ✈❡rt❡① ❝✉t ♣r♦✲

❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭s✉❜s❡t✮ S ⊂ V t❤❛t ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✭♠✐♥ | S |✮

s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ G∗(V \ S,E) ❤❛s ❛t ❧❡❛st k ❞✐s❥♦✐♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❡①✐sts ✐✛ G ❤❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ s✐③❡

k✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ k ✐s ♣❛rt ♦❢ ✐♥♣✉t✱❡✈❡♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ▼❛r① ❛♥❞ ❘❛③❣♦♥ ❬✻✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✇❛② ❜② ✜①❡❞✲



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ●❘❆P❍ P❆❘❚■❚■❖◆■◆●

♣❛r❛♠❡t❡r tr❛❝t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ p ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡ 2O(p3).nO(1)

❛♥❞ t❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❜❡ W [1]✲❤❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❝✉t s❡t✳ ❇❡r❣❡r ❡t ❛❧ ❬✼❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉✲

❝❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♣❧❛♥❛r

❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❦✲✇❛② ✈❡rt❡① ❝✉t ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ♦♥ ❣r❛♣❤s

♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❡❡✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜①❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r tr❛❝t❛❜❧❡ ♦♥ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✷✳✻✳✷ ❚❤❡ k✲s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ✈❡rt❡①✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤G = (V,E,w) ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ t❤❡

❦✲s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✲✇❡✐❣❤t s✉❜s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤♦s❡

r❡♠♦✈❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❧❡ss t❤❛♥

♦r ❡q✉❛❧ t♦ k✳ ■❢ k = 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rt❡① ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠✳

■❢ k = 2 ❛♥❞ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛

❣r❛♣❤✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬✼✹❪✳ ❙♣✐❦s♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❇❡♥✲❆♠❡✉r ❡t ❡❧✳ ❬✾❪

s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r s♦♠❡ ❣r❛♣❤ ❝❧❛ss❡s

✭❝②❝❧❡s ❛♥❞ tr❡❡s ✮ ❜② ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r

❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r mK2✲❢r❡❡✱

(G1, G2, G3, P6)✲❢r❡❡✱ ✐♥t❡r✈❛❧✲✜❧❛♠❡♥t✱ ❛ st❡r♦✐❞❛❧ tr✐♣❧❡✲❢r❡❡✱ ✇❡❛❦❧② ❝❤♦r❞❛❧✱ ✐♥t❡r✲

✈❛❧ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r✲❛r❝ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

▲❡♣✐♥ ❬✺✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♦♥ ❛

❣r❛♣❤ G t❤❛t ✐s ♠♦❞✉❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐♥t♦ π(G) ⊆ {P4, ..., Pm} ∪ {C5, ..., Cm} ✐♥

❛♥ O(n2) t✐♠❡✱ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♦♥ s❡r✐❡s✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❛♥ O(n) t✐♠❡✳

✷✳✻✳✸ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r β(n) < n = |V |✱ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥ ♦❢ V ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts A,B,C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✱

|A| ≤ β(n)✱ |B| ≤ β(n)✱ ❛♥❞ |C| ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥



✷✳✻✳ ❋❆▼■▲■❊❙ ❖❋ ●❘❆P❍ P❆❘❚■❚■❖◆■◆● P❘❖❇▲❊▼❙ ✸✼

t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✻✳✹ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V ∪ T,E) ✇✐t❤ V ∪ T t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛ s❡t ♦❢

✈❡rt✐❝❡s ❝❛❧❧❡❞ t❡r♠✐♥❛❧s✱ ❛♥❞ E ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r

♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❚❱❙P✮ ♦r ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✈❡rt❡① ♠✉❧t✐✲t❡r♠✐♥❛❧ ❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❛r✲

t✐t✐♦♥✐♥❣ V ∪T ✐♥t♦ k+1 s✉❜s❡ts {S, V1, ..., Vk}✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ S ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✱

❡❛❝❤ s✉❜s❡t Vi ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦ ✈❡rt❡① ✐♥ Vi ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛

✈❡rt❡① ✐♥ Vj✳ ❚❤❡ ▼❚❱❙P ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ k✲s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡♥ | T |= 2✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ◆P✲❤❛r❞

✇❤❡♥ | T |≥ 3 ❬✽❪✳ ▼❛♥② ❛✉t❤❡rs r❡s❡❛r❝❤❡❞ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤❡♠

✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❬✺✼❪✱ t❤❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛❧❧❡❞ ”st❛r tr❡❡s” ❛♥❞ ”❝❧✐q✉❡ st❛rs”✳

❚❤❡② ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❚❉■ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❬✺✽❪✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞

t❤r❡❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲Pr✐❝❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❈✉t✲❛♥❞✲Pr✐❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬✺✻❪✳

✷✳✻✳✺ ❚❤❡ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼✉❧t✐t❡r♠✐♥❛❧ ❈✉t Pr♦❜❧❡♠✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✉♥❞✐✲

r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ G = (V,E)✱ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✱ w : E −→ R+✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠✐♥❛❧s

S = {s1, s2, ..., sk} ⊆ V ✱ ❛ ♠✉❧t✐✇❛② ❝✉t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❛t ❧❡❛✈❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t Pr♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s E∗ ⊆ E s✉❝❤ t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ E∗ ❢r♦♠ G s❡♣❛r❛t❡s

❛❧❧ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ G(V,E − E∗) ❝♦♥t❛✐♥s

t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧s ❢r♦♠ S✳ ❚❤❡ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t Pr♦❜❧❡♠ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

s− t ❝✉t ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧s ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ S✱ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t ✐s ◆P✲❍❛r❞✳

❲❤❡♥ k ≥ 3 t❡r♠✐♥❛❧s✱ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t ✐s ❆P❳✲❍❛r❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t δ > 1 s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ◆P✲❍❛r❞ t♦ ❡✈❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛
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r❛t✐♦ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ δ✳ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ✜①❡❞ k ✐♥ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ✳

✷✳✻✳✻ ❱❡rt❡① ♠✉❧t✐❝✉t ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ H ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s H ⊂ V × V ✱ ❝❛❧❧❡❞

t❡r♠✐♥❛❧s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ≥ 0✳ ❚❤❡ ❯♥r❡str✐❝t❡❞ ❱❡rt❡① ▼✉❧t✐❝✉t ✭❯❱▼❈✮ ✐s ✜♥✲

❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t V ∗ ♦❢ V ✇✐t❤ | V ∗ |≤ k ✇❤♦s❡ r❡♠♦✈❛❧ s❡♣❛r❛t❡s ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

✐♥ H✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ♣❛✐rs ✐♥ H ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❲❤❡r❡✱

t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❱❡rt❡① ▼✉❧t✐❝✉t ✭❘❱▼❈✮ ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t V ∗ ♦❢ V ✇✐t❤ | V ∗ |≤ k

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ t❡r♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ r❡♠♦✈❛❧ s❡♣❛r❛t❡s ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ H✳

❈❛❧✐♥❡s❝✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❘❱▼❈ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞✲❞❡❣r❡❡ tr❡❡s

❛♥❞ t❤❡ ❡❛s✐❡r ❯❱▼❈ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ tr❡❡s ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥

❜♦✉♥❞❡❞✲❞❡❣r❡❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ tr❡❡✇✐❞t❤ t✇♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❣❛✈❡ ❛ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❚✐♠❡

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡ ✭P❚❆❙✮ ❢♦r ❯❱▼❈ ✐♥ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❡❡✇✐❞t❤✳ P❛♣❛✲

❞♦♣♦✉❧♦s ❬✻✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥ s♣❧✐t ❣r❛♣❤s ✇❤❡✲

r❡❛s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ s♦❧✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦✲❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤s ✳

✷✳✻✳✼ ❈r✐t✐❝❛❧ ◆♦❞❡s Pr♦❜❧❡♠ ✭❈◆❉P✮

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❛♥❞ ❛♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ♣r♦❜❧❡♠ ❡

✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t A ⊆ V ♦❢ ♥♦❞❡s s✉❝❤ t❤❛t | A |≤ k✱ ✇❤♦s❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐✲

③❡s t❤❡ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ G(V \ A)✳

❆r✉❧s❡❧✈❛♥ ❡t ❛❧✳❬✹❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❛

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❱❡♥tr❡s❝❛ ❛♥❞ ❆❧❡✲

♠❛♥ ❬✼✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ t❤❛t r❡q✉✐r❡s

O(k(| V | + | E |)) t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥ ❛

❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r q✉✐❝❦❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❘✳ ❉✐ ❙✉♠♠❛ ❡t ❛❧✳❬✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r

❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜✉t ✇❤♦s❡

❧✐♥❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛✲

t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❈◆❉P ❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s✱ q✉❛✲
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❧✐t② ❛ss✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

s❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥t❛❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤❡s

❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✻✳✽ ❚❤❡ k✲✇❛② ❡❞❣❡ ❝✉t ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❚❤❡ ❦✲❈✉t Pr♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛♥

✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ G = (V,E) ❛♥❞ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts w : E −→ R+✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ k✲❈✉t Pr♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s E∗ ⊆ E

s✉❝❤ t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ E∗ ❢r♦♠ G ❧❡❛✈❡s k ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ k✲❈✉t Pr♦❜❧❡♠

✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ s− t ❝✉t ✇❤❡♥ k = 2 ❛♥❞ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡

s♦❧✈❛❜❧❡✳

✷✳✻✳✾ ❚❤❡ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ (k, υ)− balanced ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❞✐✈✐✲

❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ k ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ s✐③❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❡❛❝❤ s✐③❡ ✐s ❧❡ss

t❤❛♥ υ.
n

k
✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

■❢ k = 2 ❛♥❞ υ = 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ❬✶❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❱❡rt❡① ❙❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✸ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡

t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ (V SP )✳ ❚❤❡s❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❛❧s♦

♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ❣r❛♣❤s t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡

♠❛tr✐① ▼❛r❦❡t ❧✐❜r❛r②✱ ❱❙P ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❉■▼❆❈❙ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♥

❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❬✹✸❪✳

✹✶
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ❢♦r ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤♦s❡ r❡♠♦✈❛❧ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t

t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ G = (V,E) ❛

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r β(n)✱ ✇❤❡r❡ n = |V |✱ t❤❡ ✈❡rt❡①

s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❱❙P ❢♦r s❤♦rt✮ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ V ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♥♦♥❡♠♣t②

❝❧❛ss❡s A✱ B✱ ❛♥❞ C s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B❀

✭✐✐✮ ♠❛①{|A|, |B|} ≤ β(n)❀

✭✐✐✐✮ |C| ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤❡ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ shores ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r C✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛

♣❛rt✐t✐♦♥ {A,B,C} ♦❢ V ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❡♣❛r❛t♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✭✸✳✶✮ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❱❙P✳

❚❤❡ ❱❙P ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬✶✸✱ ✸✼❪✳ ❊✈❡♥ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ❣r❛♣❤s ❱❙P

r❡♠❛✐♥s ◆P✲❤❛r❞✱✭ ✐❢ ● ✐s ♣❧❛♥❡r ❣r❛♣❤❬✸✻❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❬✸✾❪✱ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤s ❬✸✽❪✱

❣r✐❞ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❣r❛♣❤s ❬✷✼❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❱❙P



✸✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✹✸

❲❤❡♥ β(n) = n− k ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t k✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ❬✺❪✳ ❆s ✐t ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪✱ t❤❡ ❱❙P ✐s tr✐✈✐❛❧ ✐❢ β(n) = 1 ❛♥❞

✐t ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ✐❢ β(n) ≥ n− 1✳

❚❤❡ ❱❙P ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠❛♥② ❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿

✭❱▲❙■✮ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝✐r❝✉✐ts ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s✉❜s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❱❙P ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■t

❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝

❣r❛♣❤ ✭❉❆●✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ✭ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱

❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❉r❛✇✐♥❣ ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭s❡❡ ❬✺❪ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢

❱❙P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✮✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❱❙P ❬✺✱ ✷✻✱ ✷✽✱ ✷✺✱ ✶✻❪✳

❚❤❡s❡ ❱❙P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t✐♠❡ ✭✇✐t❤✐♥ ✸ ❤♦✉rs✮ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✶✺✵ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ s♦❧✈❡

❧❛r❣❡r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t

✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❇❡♥❧✐❝ ❛♥❞ ❍❛♦ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❙❤❛♦❬✼✺❪ ✉s❡❞

❜r❡❛❦♦✉t ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❇▲❙ ❢♦r s♦❧✈❡ ❱❙P✳ ❏❡sús✱ ❏✉❛♥ ❛♥❞ ❆❜r❛❤❛♠❬✹✺❪ ✉s❡❞ ❢♦✉r

s❤❛❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❙❡❛r❝❤ s❝❤❡♠❡ t♦

s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙❛♥❝❤❡③✲❖r♦ ❡t ❛❧✳❬✻✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❙❡❛r❝❤✭❱◆❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ s❤❛❦✐♥❣

♣❤❛s❡✳ ❍❛❣❡r ❡t ❛❧✳❬✹✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❍❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r

✈❛r✐♦✉s ◆P✲❤❛r❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♣

✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❢♦r ❱❙P✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✱

t❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ q✉❛❧✐t② ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✛♦rts ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ ✜♥✐t❡✱ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❣r❛♣❤

❜② G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ s❡t ❛♥❞ E ✐s t❤❡ ❡❞❣❡ s❡t✳ ■❢ e ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤

❡♥❞✲♥♦❞❡s u ❛♥❞ v✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ e = (uv)✳ ■❢ W ⊆ V ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❤❛✈✐♥❣
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♦♥❡ ❡♥❞✲♥♦❞❡ ✐♥ W ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ W = V \W ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ cut ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② δ(W )✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ ❡♥❞✲♥♦❞❡s ✐♥ W ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ E(W )✳ ■❢

W1✱ W2 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts ♦❢ V ✱ t❤❡♥ [W1,W2] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ G ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ W1 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ W2✳ ❋♦r U ⊆ V ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② G(U) t❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ♦♥ U ✭✐✳❡✳✱ G(U) = (U,E(U)✮✳ ■❢ F ⊆ E✱ t❤❡♥ V (F ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡

s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ F ❛♥❞ G(F ) t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② F ✳

✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▲❡tG = (V,E) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ β(n) ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ✇❤❡r❡ n = |V |✳

❋♦r ❡✈❡r② s❡♣❛r❛t♦r {A,B,C} ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r (x, y) ∈ R2n ❞❡✜♥❡❞

❜② xv = 1 ✐❢ v ∈ A ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ yv = 1 ✐❢ v ∈ B ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❱❙P ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

max{
∑

v∈V

(xv + yv)

s✳t✳

xu + yv ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✸✳✷✳✶✮

xv + yu ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✸✳✷✳✷✮

xv + yv ≤ 1 ∀v ∈ V ✭✸✳✷✳✸✮

1 ≤
∑

v∈V

yv ≤ β(n) ✭✸✳✷✳✹✮

1 ≤
∑

v∈V

xv ≤ β(n) ✭✸✳✷✳✺✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V ✭✸✳✷✳✻✮

yv ≥ 0 ∀v ∈ V ✭✸✳✷✳✼✮

❋✐rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ A

❛♥❞ B✳ ❚❤✐r❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t A ∩ B = ∅✳ ❋♦✉rt❤ ❛♥❞ ✜❢t❤

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t A 6= ∅ 6= B ❛♥❞ ♠❛①{|A|, |B|} ≤ β(n)✳
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▲❡t u ❛♥❞ v ❜❡ t♦✇ ♥♦♥❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② αuv t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥♦❞❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ v✳ ❉❡✜♥❡

αmin = min{αuv : u, v ∈ V, uv ∈ E}✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s a ∈ A ❛♥❞ b ∈ B✱ t❤❡♥ C ❤❛✈❡

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ |C| ≥ αmin✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ αmin ✐s ❛s ❛

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② s❡♣❛r❛t♦r✳

✸✳✸ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤✐♥❣

■♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s u✱v ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐❢ uv ✐s ❛♥ ❡❞❣❡

✐♥ E✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① u✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② N(u)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s v ∈ V

s✉❝❤ t❤❛t uv ∈ E✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t A ⊆ V ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② N(A)✱ ✐s t❤❡

s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s v ∈ V \ A s✉❝❤ t❤❛t uv ∈ E ❢♦r s♦♠❡ u ∈ A✳

✸✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♦r❞❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ V ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❣r❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡

t❤❡ ✜rst ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ ♣✉t ✐t ✐♥ t❤❡ s❡t ❆ ❛♥❞ ✜♥❞ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✈❡rt❡①

❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✐t ✭♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✐t✮✱ ♣✉t t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ s❡t C = N(A) ❛♥❞ t❤❡

r❡st ✐♥ s❡t ❇✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ |A| + |C| ≥ n − β ✐❢ s❛t✐s❢②✱ st♦♣✱ ❡❧s❡

❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ β = ⌊
2 ∗ n

3
⌋ ❣✐✈❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❱❙P ✐♥ s❤♦rt t✐♠❡✳

❉❡t❛✐❧s ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❱❙P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶

✶✿ ♦r❞❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡❣r❡❡.
✷✿ A = φ;C = φ;B = φ.
✸✿ ▲❡t v = V�(A ∪ C)✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡, A = A ∪ {v};C = N(A);B =

V�(C ∪ A).
✹✿ ✐❢ |A|+ |C| ≤ n− β t❤❡♥ ❣♦t♦ ✸
✺✿ ❡❧s❡ stop.
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✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝❤♦♦s t❤❡ ✈❡rt❡① ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ ♣✉t

✐t ✐♥ t❤❡ s❡t ❆ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ✐t ❛♥❞ ♣✉t t❤❡♠ ✐♥ s❡t C ❛♥❞ t❤❡ r❡st

♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ s❡t B✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝❤♦♦s ❛ ✈❡rt❡① i ♥♦t ✐♥ A ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ B \ {i}✳ P✉t i ✐♥ t❤❡ s❡t ❆✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

|A|+ |C| > n− β✳

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t❡❣r❛❧✐t②✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ αmin ❝❛❧❧❡❞ ✭α∗min✮ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧αmin✳

✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❱❙P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷

✶✿ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈❡rt❡① a t❤❛t ❤❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡✳✭✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡✱ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ♦♥❡✮.
A = {a};C = φ;B = φ.

✷✿ C = N(A);B = V�(C ∪ A).
✸✿ ✇❤✐❧❡ |A|+ |C| ≤ n− β ❞♦
✹✿ ▲❡t i ∈ V \ A s✉❝❤ t❤❛t |N(i) ∩ B| ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ .
✺✿ A = A ∪ {i};C = N(A);B = V \ (A ∪ C).
✻✿ ❊♥❞ ✇❤✐❧❡

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ ✭|A∗|, |B∗|, |C∗|✮ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② ✜♥❞✐♥❣

❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✭|A∗|, |B∗|, |C∗|✮✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ |A+B| s✉❝❤ t❤❛t

|A+B| > |A∗+B∗|✱ t♦ ❞♦ t❤✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ s♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❝✉ts t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ ●◆❯ ❣✰✰ ✉♥❞❡r

●◆❯✴❲✐♥❞♦✇s ✼ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ❉❡❧❧ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✹✽✵✵▼◗ ✇✐t❤ ✷✳✼✵

●❍③ ❛♥❞ ✽ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ✶✶ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉■▼❆❈❙ ❣r❛♣❤s✱

❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❉■▼❆❈❙ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❛✈❡ ✹✺✵

✈❡rt✐❝❡s✳❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❝✳✉♥✐❝❛♠♣✳❜r✴✄❝✐❞✴

Pr♦❜❧❡♠✲✐♥st❛♥❝❡s✴❱❙P✳❤t♠❧✳
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■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✱ ❛ s❡t ♦❢ ✺✹ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❍❡❧♠✲

❜❡r❣ ❛♥❞ ❘❡♥❞❧ ❬✹✸❪✳ ❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t♦r♦✐❞❛❧✱ ♣❧❛♥❛r✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠

❣r❛♣❤ ✐♥st❛♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✽✵✵ t♦ ✸✵✵✵ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡s❡

❣r❛♣❤s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞

❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦♣ts✐❝♦♠✳❡s✴♠❛①❝✉t✴♯✐♥st❛♥❝❡s✳

❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❲❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ αmin✱ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♥② ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② s❡♣❛r❛t♦r✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❡r✲

❦❛ss❦② ❛♥❞ ●♦❧❞❜❡r❣ ❬✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✭ ❙♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t

❬✼✼❪✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✉s✐♥❣ ■❧♦❣✲❈P▲❊❳ ✶✷✳✻

❬✼✽❪✳

Max
∑

v∈V

(xv + yv)

s✉❜❥❡❝t t♦

xu + yv ≤ 1 , xv + yu ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✸✳✹✳✶✮

xv + yv ≤ 1 ∀v ∈ V ✭✸✳✹✳✷✮
∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− αmin ✭✸✳✹✳✸✮

1 ≤
∑

v∈V

xv ≤ ⌊
n− αmin

2
⌋ ✭✸✳✹✳✹✮

1 ≤
∑

v∈V

yv ≤ β(n) ✭✸✳✹✳✺✮

1 ≤
∑

v∈V

xia ≤ β(n) ✭✸✳✹✳✻✮

xv, yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V ✭✸✳✹✳✼✮

❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
∑

v∈V

xv ≤ ⌊
n− αmin

2
⌋ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❧❡t {A,B,C} ❜❡ ❛ s❡♣❛r❛t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② |A| ≤ |B|✳

❙✐♥❝❡ |A|+ |B| ≤ n− αmin✱ ✇❡ ❤❛✈❡ |A| ≤ ⌊n−αmin

2
⌋✳

❙❝✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❤❡✐❣❤t ♦r❞❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡② t❛❦❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❜r❛♥❝❤

♥♦❞❡s t♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ▼✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣❀ t❤❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✲
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✈❡♠❡♥t s♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− αmin

❜②

∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− α∗min ✭✸✳✹✳✽✮

✇❤❡r❡ α∗min > αmin✳

❚❤✐s α∗min ✐s ❛s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜② ❛rr❛♥❣✐♥❣ ❡✈❡r② αi, i ∈ V ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♦r❞❡r ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ αi ❤❛s ♦r❞❡r |A|+ 1✱ ✇❤❡r❡ |A| ✐s ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✱✷✱✸ ❛♥❞

✹✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡✳

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✼✻❪ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s

t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✻❪ s♦ ❛s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ✐t ❛♥❞ t♦ ❦♥♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥s✐st s❡✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✜rst

♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥❛♠❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣

❛ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ s✐①t❤

✐s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♣♣❧❛②✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❜② ❬✶✻❪✳ ❚❤❡

✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❬✶✻❪ ✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♦✉r

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✺ s❡❝♦♥❞s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❬✶✻❪ ❢❛✐❧❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❣r❛♣❤s ❤✐❣❤❡r ♦❢ ✷✺✵ ✈❡rt✐❝❡s✳

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✽ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♥❛♠❡

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ✹✺✵ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ β = ⌊
2 ∗ n

3
⌋✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ αmin✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α∗min✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡

r❡s✉❧ts ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ s✐①t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳ ❚❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥

s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts

❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞ ✷ ❛s ❝✉ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✭t✐♠❡ ❧✐♠✐t
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✷✺ ✐♥st❛♥❝❡s

■♥st❛♥❝❡s |V | ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦♣t✳ t✐♠❡ ▲❛❣r❛♥❣✳ t✐♠❡ ▲❛❣✳

♠✐❧❡s✶✵✵✵ ✶✷✽ ✶✶✵✯ ✶✶✵ ✶✳✽✼ ✶✵✾ ✸✳✵✾

❉❙❏❈✶✷✺✳✾ ✶✷✺ ✷✷✯ ✷✷ ✵✳✺✽ ✷✷ ✹✳✹

▲✶✷✺✳❢s✲✶✽✸✲✶ ✶✷✺ ✾✷ ✾✽ ✶✳✽✾ ✾✻ ✷✳✵✹

❜❝sst❦✵✹ ✶✸✷ ✽✸ ✽✹ ✹✳✽✺ ✽✹ ✸✳✼✹

❛r❝✶✸✵ ✶✸✵ ✽✽✯ ✽✽ ✹✳✺✹ ✽✽ ✺✳✺

▲✶✷✵✳❝❛✈✐t②✵✶ ✶✷✵ ✾✺ ✾✾ ✶✳✷✷ ✾✾ ✸✳✷✹

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✶ ✶✷✵ ✾✸ ✾✽ ✷✳✼✺ ✾✽ ✷✳✶✸

▲✶✷✵✳r❜s✹✽✵❛ ✶✷✵ ✽✼ ✽✽ ✹✳✵✸ ✽✽ ✷✳✸✹

▲✶✵✵✳r❜s✹✽✵❛ ✶✵✵ ✼✷ ✼✸ ✵✳✾✵ ✼✸ ✷✳✸

▲✶✷✵✳❡✵✺r✵✵✵✵ ✶✷✵ ✽✺ ✾✵ ✷✳✻✼ ✾✵ ✷✳✽✷

▲✶✵✵✳✇♠✶ ✶✵✵ ✼✹✯ ✼✹ ✶✳✷✵ ✼✸ ✶✳✻✸

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✷ ✶✷✵ ✽✹✯ ✽✹ ✷✳✺✻ ✽✹ ✷✳✾✺

▲✶✵✵✳✇♠✷ ✶✵✵ ✼✻✯ ✼✻ ✶✳✷✺ ✼✻ ✶✳✻✾

▲✶✵✵✳✜❞❛♣♠✵✷ ✶✵✵ ✻✾✯ ✻✾ ✷✳✵✶ ✻✾ ✷✳✵✹

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✵✶ ✶✷✵ ✽✷✯ ✽✷ ✸✳✺✹ ✽✷ ✸✳✼✻

▲✶✵✵✳❡✵✺r✵✵✵✵ ✶✵✵ ✻✾ ✼✵ ✶✳✶✷ ✼✵ ✶✳✽✶

▲✽✵✳✜❞❛♣♠✵✷ ✽✵ ✺✸✯ ✺✸ ✵✳✹✽ ✺✸ ✶✳✷✶

▲✶✷✵✳✜❞❛♣♠✵✷ ✶✷✵ ✽✺ ✽✻ ✶✳✾✷ ✽✻ ✷✳✾✻

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✵✶ ✶✵✵ ✻✹✯ ✻✹ ✶✳✶✷ ✻✹ ✷✳✻✷

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✷✷ ✶✵✵ ✻✷✯ ✻✷ ✶✳✸✻ ✻✷ ✷✳✸✼

▲✽✵✳✜❞❛♣✵✷✷ ✽✵ ✹✶✯ ✹✶ ✵✳✸✹ ✹✶ ✶✳✽✶

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✷✼ ✶✵✵ ✻✾✯ ✻✾ ✶✳✻✾ ✻✾ ✷✳✺✺

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✵✷ ✶✵✵ ✻✻✯ ✻✻ ✶✳✶✾ ✻✻ ✷✳✺✷

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✵✷ ✶✷✵ ✻✼ ✻✽ ✶✳✼✷ ✻✽ ✸✳✺✽

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✼ ✶✷✵ ✽✸✯ ✽✸ ✶✳✽✹ ✽✸ ✸✳✼✹

✯ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❜② ✸ ❤♦✉rs✮✳ ❚❤❡ ❝✉ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

|A| > t ✭✸✳✹✳✾✮

|A|+ |B| > β + t ✭✸✳✹✳✶✵✮

|A|+ |B| ≤ n− α∗min ✭✸✳✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ n ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

✐♥ ❆ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐t ❢r♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦r ✷✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢

β + αmin > n− 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛❞❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✭✸✳✹✳✶✵✮ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✽ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✭ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ t♦ ✷✵✵✵✳ ❚❤❡

t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢



✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❉■▼❆❈❙ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✶✶ ✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s αmin α∗min t✶ t✐♠❡ t✶ t✷ t✐♠❡ t✷ ❯❇

❧❡✹✺✵✲✺❛ ✶✸ ✶✻ ✸✶✼ ✵✳✶✵ ✸✶✺ ✵✳✵✻ ✸✷✻

❧❡✹✺✵✲✺❜ ✶✷ ✶✻ ✸✶✻ ✵✳✶✶ ✸✶✹ ✵✳✶✸ ✸✷✻

❧❡✹✺✵✲✺❝ ✷✼ ✸✶ ✸✵✽ ✵✳✷✵ ✸✵✼ ✵✳✵✼ ✸✶✽

❧❡✹✺✵✲✺❞ ✷✾ ✸✷ ✸✵✾ ✵✳✻✶ ✸✵✾ ✵✳✶✵ ✸✶✾

❧❡✹✺✵✲✶✺❜ ✶ ✶✷ ✸✷✻ ✵✳✼✷ ✸✷✺ ✵✳✶✹ ✸✸✻

❧❡✹✺✵✲✶✺❝ ✶✽ ✸✷ ✸✵✻ ✵✳✶✶ ✸✵✼ ✵✳✶✵ ✸✶✼

❧❡✹✺✵✲✶✺❞ ✶✽ ✸✸ ✸✵✹ ✵✳✶✻ ✸✵✽ ✵✳✶✹ ✸✶✽

❧❡✹✺✵✲✷✺❛ ✷ ✻ ✸✹✵✯ ✵✳✻✷ ✸✸✽ ✵✳✶✼ ✸✹✵

❧❡✹✺✵✲✷✺❜ ✷ ✽ ✸✸✼ ✵✳✶✹ ✸✸✹ ✵✳✷✷ ✸✹✼

❧❡✹✺✵✲✷✺❝ ✼ ✷✶ ✸✶✶ ✵✳✷✵ ✸✶✶ ✵✳✶✶ ✸✷✷

❧❡✹✺✵✲✷✺❞ ✶✶ ✷✸ ✸✶✶ ✵✳✹✶ ✸✶✵ ✵✳✶✶ ✸✷✶

✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❧❡✹✺✵✲✷✺❛ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✶✵✷ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥♥✐♥❣
✷✷✹✹ ♥♦❞❡s ✳

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦♥❧② s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❡st ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤

❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

rs❡✉❧ts ♦❢ ❇❡♥❧✐❝ ❛♥❞ ❍❛♦ ❬✶✵❪ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✉s❡❞ ❢♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ t❤❛t ✐s ❇▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s✐①t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

t✐♠❡ ♦❢ ❇▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❇▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❈✰✰

❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ ●◆❯ ❣✰✰ ✉♥❞❡r ●◆❯✴▲✐♥✉① r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✺✹✹✵

✇✐t❤ ✷✳✽✸ ●❍③ ❛♥❞ ✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❜✐❣ t❤❡♥ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛❧♦♥❣

t✐♠❡ ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛s ❛ ▲❇ ✭▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞✮ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♥❡✇ t❝❤♥✐q✉❡ t♦

❦♥♦✇ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐♥ ❧❡ss t✐♠❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❝✉t t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱

t❤✐s ❝✉t ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ αmin ❜② αnew = 0.1 ∗ n ✐❢ αmin < αnew❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱

✭✸✳✹✳✶✶✮❜❡❝♦♠s

|A|+ |B| ≤ n− αnew ✭✸✳✹✳✶✷✮

❚❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉t

✭✸✳✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉s❡ ♠✐①❡❞✲ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✉♣t♦ ✶✽✵✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧

β✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❯❇ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦✉t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡

❝✉t ✭✸✳✹✳✶✷✮ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐①❡❞✲ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❜②

✸ ❤♦✉rs✮✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♥❞ ❇▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
❍❡❧♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❘❡♥❞❧ ✭✷✼ ✐♥st❛♥❝❡s✮✳

■♥st❛♥❝❡s ◆ ❛❧❣♦✳✷ t✐♠❡ ❇▲❙ t✐♠❡ ❇▲❙ ▲❇ ❯❇

❣✶ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✾✻ ✺✹✸ ✼✳✷ ✺✹✸

❣✷ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✻✻ ✺✹✸ ✽✳✼ ✺✹✸

❣✸ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✷✸ ✺✹✸ ✻✻✳✸ ✺✹✸

❣✺ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✶✾ ✺✹✸ ✻✺✳✾ ✺✹✸

❣✻ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✷✺ ✺✹✸ ✽✳✺ ✺✹✸

❣✼ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✷✻ ✺✹✸ ✶✵✳✵ ✺✹✸

❣✽ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✷✻ ✺✹✸ ✻✾✳✻ ✺✹✸

❣✾ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✶✺ ✺✹✸ ✸✹✳✵ ✺✹✸

❣✶✵ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✷✶ ✺✹✸ ✼✵✳✼ ✺✹✸

❣✶✶ ✽✵✵ ✼✽✹✯✯ ✷✳✻✽ ✼✽✹ ✵✳✵ ✼✽✹

❣✶✷ ✽✵✵ ✼✻✽✯✯ ✶✳✹✽ ✼✻✽ ✵✳✵ ✼✻✽

❣✶✸ ✽✵✵ ✼✺✺✯✯ ✶✳✹✸ ✼✺✺ ✵✳✷ ✼✺✺

❣✶✹ ✽✵✵ ✻✷✽ ✶✳✷✷ ✻✺✹ ✼✻✽✳✼ ✻✹✹ ✻✽✵

❣✶✺ ✽✵✵ ✻✸✸ ✶✳✷✷ ✻✺✻ ✽✺✻✳✼ ✻✹✷ ✻✽✵

❣✶✻ ✽✵✵ ✻✷✻ ✶✳✶✼ ✻✺✻ ✶✽✽✳✻ ✻✹✻ ✻✽✵

❣✶✼ ✽✵✵ ✻✸✸ ✶✳✶✵ ✻✺✻ ✹✵✶✳✶ ✻✺✶ ✻✽✵

❣✶✽ ✽✵✵ ✻✷✽ ✶✳✶✽ ✻✺✹ ✻✷✸✳✺ ✻✹✺ ✻✽✵

❣✶✾ ✽✵✵ ✻✸✸ ✶✳✶✼ ✻✺✻ ✶✵✽✺✳✽ ✻✹✺ ✻✽✵

❣✷✵ ✽✵✵ ✻✷✻ ✶✳✵✾ ✻✺✻ ✸✺✸✳✷ ✻✹✶ ✻✽✵

❣✷✶ ✽✵✵ ✻✸✹ ✶✳✶✶ ✻✺✻ ✺✺✷✳✺ ✻✹✹ ✻✽✵

❣✷✷ ✷✵✵✵ ✶✹✶✷ ✶✵✳✼✶ ✶✹✶✷ ✻✺✼✳✼ ✶✽✵✵

❣✷✸ ✷✵✵✵ ✶✹✶✵ ✶✵✳✹✵ ✶✹✶✵ ✸✶✵✳✹ ✶✽✵✵

❣✷✹ ✷✵✵✵ ✶✹✶✶ ✶✵✳✻✽ ✶✹✶✶ ✸✼✶✳✺ ✶✽✵✵

❣✷✺ ✷✵✵✵ ✶✹✶✶ ✶✵✳✺✻ ✶✹✶✶ ✽✸✷✳✺ ✶✽✵✵

❣✷✻ ✷✵✵✵ ✶✹✶✸ ✶✵✳✼✵ ✶✹✶✸ ✸✶✸✳✾ ✶✽✵✵

❣✸✸ ✷✵✵✵ ✶✾✺✵✯✯ ✸✾✳✺✾ ✶✾✺✵ ✵✳✷ ✶✾✺✵

✯✯ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳
■♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❣✶✶✱ ❣✶✷✱ ❣✶✸ ❛♥❞ ❣✸✸ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✷✳✻✽✱ ✶✳✹✽✱ ✶✳✹✸
❛♥❞ ✶✳✵✶ s❡❝♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

■♥ t❛❜❧❡ ✸✳✹✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✻ ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲

st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ t♦ ✸✵✵✵✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❚❤❡

❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥✲

t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❇ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉t ✭✸✳✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞✲

✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛① t✐♠❡ ✶✽✵✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❯❇ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦✉t ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉t ✭✸✳✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♠✐①❡❞✲

✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✭t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❜② ✸ ❤♦✉rs✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦♥ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❍❡❧♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❘❡♥❞❧ ✭✷✼
✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s ◆ ❛❧❣♦✳✷ t✐♠❡ ▲❇ ❯❇

❣✹ ✽✵✵ ✺✹✸✯✯ ✵✳✸✹ ✺✹✸

❣✷✼ ✷✵✵✵ ✶✹✶✷ ✶✵✳✶✽ ✶✼✵✵

❣✷✽ ✷✵✵✵ ✶✹✶✵ ✶✵✳✷✾ ✶✼✵✵

❣✷✾ ✷✵✵✵ ✶✹✶✵ ✶✵✳✺✷ ✶✼✵✵

❣✸✵ ✷✵✵✵ ✶✹✶✵ ✶✵✳✻✵ ✶✼✵✵

❣✸✶ ✷✵✵✵ ✶✹✶✶ ✶✵✳✸✻ ✶✼✵✵

❣✸✷ ✷✵✵✵ ✶✾✻✵✯✯ ✸✽✳✻✵ ✶✾✻✵

❣✸✹ ✷✵✵✵ ✶✾✷✵✯✯ ✸✽✳✵✾ ✶✾✷✵

❣✸✺ ✷✵✵✵ ✶✺✽✵ ✸✷✳✶✷ ✶✻✵✷ ✶✼✵✵

❣✸✻ ✷✵✵✵ ✶✺✽✵ ✸✷✳✸✷ ✶✻✵✾ ✶✼✵✵

❣✸✼ ✷✵✵✵ ✶✺✼✻ ✸✶✳✾✶ ✶✺✾✼ ✶✼✵✵

❣✸✽ ✷✵✵✵ ✶✺✼✸ ✸✶✳✻✵ ✶✻✵✻ ✶✼✵✵

❣✸✾ ✷✵✵✵ ✶✺✽✵ ✸✷✳✼✹ ✶✻✶✵ ✶✼✵✵

❣✹✵ ✷✵✵✵ ✶✺✽✵ ✸✷✳✼✹ ✶✻✵✾ ✶✼✵✵

❣✹✶ ✷✵✵✵ ✶✺✼✻ ✸✶✳✻ ✶✻✵✽ ✶✼✵✵

❣✹✷ ✷✵✵✵ ✶✺✼✽ ✸✶✳✻✻ ✶✻✶✽ ✶✼✵✵

❣✹✸ ✶✵✵✵ ✼✵✺ ✵✳✾✼ ✼✺✵

❣✹✹ ✶✵✵✵ ✼✵✺ ✶✳✵✷ ✼✺✵

❣✹✺ ✶✵✵✵ ✼✵✻ ✶✳✵✸ ✼✺✵

❣✹✻ ✶✵✵✵ ✼✵✸ ✵✳✾✼ ✼✺✵

❣✹✼ ✶✵✵✵ ✼✵✹ ✵✳✾✼ ✼✺✵

❣✹✽ ✸✵✵✵ ✷✾✵✵✯✯ ✶✹✸✳✽ ✷✾✵✵

❣✹✾ ✸✵✵✵ ✷✾✹✵✯✯ ✶✹✺✳✼ ✷✾✹✵

❣✺✵ ✸✵✵✵ ✷✾✺✵✯✯ ✶✹✾✳✺ ✷✾✺✵

❣✺✶ ✶✵✵✵ ✼✽✽ ✷✳✾✷ ✽✶✸ ✽✺✵

❣✺✷ ✶✵✵✵ ✼✽✸ ✷✳✽✽ ✽✶✷ ✽✺✵

❣✺✸ ✶✵✵✵ ✼✽✾ ✷✳✾✸ ✽✶✵ ✽✺✵

❣✺✹ ✶✵✵✵ ✼✽✻ ✷✳✼✼ ✽✶✸ ✽✺✵

✯✯ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳
■♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❣✸✷✱ ❣✸✹✱ ❣✹✽✱ ❣✹✾ ❛♥❞ ❣✺✵ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✵✳✾✺✱ ✶✳✶✹✱
✶✹✳✵✸✱ ✶✼✳✻✾ ❛♥❞ ✶✸✳✻✻ s❡❝♦♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✸✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❘❊▼❆❘❑❙ ✺✸

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ r❡s✉❧ts ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❦♥♦✇

t❤❡ ❜❡st ▲❇ ❛♥❞ ❯❇ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❡①❛❝t s♦✲

❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ✇❡ ❣♦t ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❈❛✈❛❧❝❛♥t❡ ❛♥❞ ❞❡ ❙♦✉③❛❬✶✻❪✱ ❛♥❞

❇❡♥❧✐❝ ❛♥❞ ❍❛♦❬✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠♦st t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤

❧❡ss t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✷✼ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ β = ⌊
2 ∗ n

3
⌋ ❜✉t

t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s ❢✉t✉r❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ ❱❙P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼



❈❤❛♣t❡r ✹

st✲❈♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r

♣r♦❜❧❡♠

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✷ ❚❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✸✳✶ ◆❛t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭◆❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✸✳✷ ❊①t❡♥❞❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❊❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✸✳✸ ❚r❡❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❚❊❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✹ P♦❧②❤❡❞r❛❧ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✹✳✶ ❆rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✹✳✷ P❛rt✐t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✺ ❍❡✉r✐st✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡①

✭❡❞❣❡s✮ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✭st✲❈❱❙✭❈❊❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞

✺✺



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❙❚✲❈❖◆◆❊❈❚❊❉ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

❞✐s❝✉ss ✐ts ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞②

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳



✹✳✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✺✼

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❱❡rt❡① ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♥❡t✇♦r❦

r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ❝❧✐q✉❡

✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❬✷✷✱ ✺✸✱ ✻✺❪✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡ ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r❧②

❦♥♦✇♥ ❛s ❋✐①❡❞✲P❛r❛♠❡t❡r ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❋P❚✮ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s t❤❡ s♦✲

❧✉t✐♦♥ s✐③❡✳ ▼❛r① ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st✲❈❱❙ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲❍❛r❞✱ ❛♥❞ ✐t ✐s

✐♥ ❋P❚✳ ◆❛r❛②❛♥❛s✇❛♠② ❛♥❞ ❙❛❞❛❣♦♣❛♥ ❬✻✸❪ s❤♦✇ t❤❛t st✲❈❱❙ ✐s ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♦♥

❣r❛♣❤s ♦❢ ❝❤♦r❞❛❧✐t② ❛t ❧❡❛st ✺ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r st✲❈❱❙

♦♥ ❝❤♦r❞❛❧✐t② ✹ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

♣r♦✈❡❞ t❤❛t st✲❈❱❙ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐s W [2]✲❤❛r❞✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s st✉❞✐❡❞

❜② ❬✺✻❪ ❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❆ s✐♠♣❧❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ ♣❛✐r (V,E) ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐✲

❝❡s ❛♥❞ E ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ n :=| V | t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞

m :=| E | t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ {u, v} ✐s ❞❡♥♦t❡❞ uv✳ ❋♦r ❛❧❧

S, T ⊆ V ✱ ✇❡ ♣✉t δ(S, T ) := {uv ∈ E : u ∈ S, v ∈ T}✱ δ(S) := δ(S, V \ S) ❛♥❞

E(S) := {ij ∈ E : i, j ∈ S}✳ ❋♦r ❛❧❧ F ⊆ E✱ ✇❡ ♣✉t V (F ) := {u, v ∈ V : uv ∈ F}✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣✉t N(S) := {u ∈ V \ S : ∃v ∈ S, uv ∈ E}✳ ❋♦r ❊❛❝❤ ✈❡r✲

t❡① u ∈ V ✱ ✇❡ s❡t δ(u) := δ({u}) t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ✈❡rt❡① u✱

N(u) := {v ∈ V : uv ∈ E} t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① u ❛♥❞ d(u) :=| δ(u) |

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① u✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤s ✇❡ ❤❛✈❡ d(u) =| N(u) |✳ ❋♦r

❛❧❧ S ⊆ V ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② G [S] t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② S✳ ❋♦r ❛❧❧ S ⊆ V ✱ ❢♦r ❛❧❧

u ∈ V ✱ ✇❡ ♣✉t NS(U) := N(u) ∩ S t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① u ✐♥ G [S] ❛♥❞

dS(U) :=| NS(U) | ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① u ✐♥ G [S]✳

✹✳✷ ❚❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t s ❛♥❞ t ❜❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ V ✱ ♥♦t ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ❆♥ st✲ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r

✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ s❡t S ⊆ V \ {s, t} s✉❝❤ t❤❛t

✭✐✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ✐♥ G [G \ S]✱ ❛♥❞

✭✐✐✮ t❤❡ ❣r❛♣❤ G [S] ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❙❚✲❈❖◆◆❊❈❚❊❉ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

❲❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t G ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r S

✐♥ G✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ (A,B) ♦❢ V \ S s✉❝❤ t❤❛t s ∈ A✱ t ∈ B✱

❛♥❞ δ(A,B) = φ✳

✹✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✶ ◆❛t✉r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭◆❋✮

❚❤❡ (s, t)− CV S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠

min{
∑

v∈V

(wvxv), x ∈ Pst(G)}.

❚❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

min
∑

v∈V (xv)

s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✹✳✸✳✶✮

X(VI(Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✹✳✸✳✷✮

X(N(U)) ≥ xu + xv − 1 ∀u, v ⊆ V \ {s, t}✇✐t❤ ✉✈ /∈ E,

∀U ⊆ V \ {s, t}✇✐t❤ ✉ ∈ U, v /∈ U ∪N(U) ✭✹✳✸✳✸✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✹✳✸✳✹✮

✇❤❡r❡ Pst ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t✱ VI(Pst) ≡ V (Pst \{s, t}) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛t❤ Pst ❛♥❞ Γst ✐s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t✱ ❛♥❞ N(u)

✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① u✳

■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭❄❄✮ ♠❡❛♥ t❤❛t ❢r♦♠ ❛♥② ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ✈❡rt❡① ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ S ✳

■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✹✳✸✳✸✮ ❣✐✈❡ ✉s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳



✹✳✸✳ ❋❖❘▼❯▲❆❚■❖◆❙ ✺✾

❋✐❣✉r❡ ✭✹✳✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✸✮✳

•u

U

•v

N(U)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✹✳✸✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

♣r♦♦❢ ✿ ▲❡t x ∈ R
|V |
+ ✳ ❋♦r ❡✈❡r② w ∈ V ✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡rt❡① ❝♦st ❡q✉❛❧ t♦ xw✳ ▲❡t

✉✱✈ ❜❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t (uv) /∈ E✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✭u✱v✮✲s❡♣❛r❛t✐♦♥

Uu,v ⊂ V ✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t u ∈ Uu,v✳ ❚❤❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ x(Uu,v)

❛♥❞ xu + xv − 1✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥②✳

✹✳✸✳✷ ❊①t❡♥❞❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❊❋✮

▲❡t z ∈ {0, 1}|E| ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✱ ze❂✶ ✐❢ t❤❡ ❡❞❣❡ e ✐s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

G [S]✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❢♦r ❛❧❧ e ∈ E✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿ EF

♠✐♥ x(V )✱

s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✹✳✸✳✺✮

X(VI(Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✹✳✸✳✻✮

ze ≤ xu ∀u ∈ V, ∀e ∈ δ(u), ✭✹✳✸✳✼✮

ze ≥ xu + xv − 1 ∀e := uv ∈ E \ (δ(s) ∪ δ(t)), ✭✹✳✸✳✽✮

z(δ(U)) ≥ xu+xv − 1 ∀u, v ∈ V \ {s, t}, uv /∈ E, and ∀U ⊂ V \ {s, t}, u ∈ U, v /∈ U,

✭✹✳✸✳✾✮

ze ∈ {0, 1} ∀e ∈ E, ✭✹✳✸✳✶✵✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✹✳✸✳✶✶✮
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◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ze ∈ {0, 1} ❜② 0 ≤ ze✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ x ✐♠♣❧✐❡s

✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ z✳

❆❧s♦✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✼✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②✿

ze = 0 ∀e ∈ δ(s) ∪ δ(t) ✭✹✳✸✳✶✷✮

✹✳✸✳✸ ❚r❡❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❚❊❋✮

▲❡t y ∈ {0, 1}|E| ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ✐♥ t❤❡ tr❡❡

✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ s❡♣❛r❛t♦r S ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦r ❡✈❡r②

e ∈ E✱ ye❂✶ ✐❢ t❤❡ ❡❞❣❡ e ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ G [S]✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿ TEF

♠✐♥ x(V )✱

s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✹✳✸✳✶✸✮

x(V (Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✹✳✸✳✶✹✮

ye ≤ xu ∀u ∈ V, ∀e ∈ δ(u), ✭✹✳✸✳✶✺✮

y(E) =| V | −1, ✭✹✳✸✳✶✻✮

y(δ(U)) ≥ xu + xv − 1 ∀u, v ∈ V \ {s, t}, uv /∈ E, and ∀U ⊂ V, u ∈ U, v /∈ U,

✭✹✳✸✳✶✼✮

0 ≤ xv ≤ 1 ∀v ∈ V, ✭✹✳✸✳✶✽✮

0 ≤ ye ≤ 1 ∀e ∈ E, ✭✹✳✸✳✶✾✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✹✳✸✳✷✵✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✿ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ TEF ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ EF ✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t (x, y) ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P y(G)✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ TEF ✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ze := max{ye, xuxv} ❢♦r ❛♥② ❡❞❣❡ e :=

uv ∈ E✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ (x, z) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ P z(G)✱ t❤❡

♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ EF ✳
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• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ x

s❛t✐s✜❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✹✮✳

• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✼✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✇♦

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✲ ▲❡t ze = ye✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✶✺✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ze ≤ xu✳

✲ ▲❡t ze = xuxv✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ xv ≤ 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ze ≤ xu✳

• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✽✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

z✱ ✇❡ ❤❛✈❡ xuxv ≤ ze✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡ 0 ≤ xu ≤ 1 ❛♥❞ 0 ≤ xv ≤ 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(1−xu)(xv−1) ≤ 0✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (1−xu)(xv−1) ≤ 0 ⇐⇒ xu+xv−1−xuxv ≤

0 ⇐⇒ xu + xv − 1 ≤ xuxv✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ xu + xv − 1 ≤ ze✳

• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ye ≤ ze

❢♦r ❛❧❧ e ∈ E✱ ❍❡♥❝❡✱ y(δ(U)) ≤ z(δ(U))✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✶✼✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳

• ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ze ≥ 0

❜❡❝❛✉s❡ ye ≥ 0 ❛♥❞ xuxv ≥ 0✱ ❛♥❞ ze ≤ 1 ❜❡❝❛✉s❡ ye ≤ 1 ❛♥❞ xuxv ≤ 1✳⊡

✹✳✹ P♦❧②❤❡❞r❛❧ st✉❞②

❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❧❧ s❡♣❛r❛t♦rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

(s, t) ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ Pst(G)✱ t❤❛t ✐s✱

Pst(G) = conv{xS : S is a st− connected separator }

✳

❈♦♥s✐❞❡r S ✐s ❛♥ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r ✐♥ G✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② C1, ..., Ck t❤❡

s❡ts ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ G [V \ {s, t}] ✳ ▲❡t ✉s

s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❦ ❂ ✶✳

• ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s s ❛♥❞ t✿
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❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t G [Ci∗ ] ♦❢ G [V \ {s, t}] ❛❞❥❛❝❡♥t

t♦ ❜♦t❤ s ❛♥❞ t✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G [Ci] ❛♥❞

G [Cj]✱ s✉❝❤ t❤❛t

s, t ∈ N(Ci) ∩N(Cj)✳

❙✐♥❝❡ S ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ci ∩ S 6= φ ❛♥❞ Cj ∩ S 6= φ✳ ❚❤❡♥✱

G [S] ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci∗ ✱ ❢♦r s♦♠❡ i∗ ∈ {1, ..., k}✱

s✉❝❤ t❤❛t s, t ∈ N(Ci∗)✳

• ▲❡t U := V \ ({s, t} ∪ Ci∗)✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② U ∩ S = φ s✐♥❝❡ G [S] ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡

❤❛✈❡ xS
v = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ U ✳ ❚❤✉s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t G [V \ {s, t}] ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿ ▲❡t ✉s ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥

Pst(G)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✮✿

▲❡t U0, U1, U2 ❛♥❞ U3 ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ V ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• U0 := N(s) ∩N(t)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ s ❛♥❞ t✳

• U∗ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ G [V \ {s, v, t}] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ✐♥ t❤❡

❣r❛♣❤ G [V \ C]✳ ❚❤❛t ✐s✱ U∗ := U1 ∪U2 ∪U3✱ ✇❤❡r❡ Ui ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✿

− U1 t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ v ∈ V \ {s, t} ♦❢ G [V \ {s, t}] s✉❝❤

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st t✇♦ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞ C2 ✐♥ G [V \ {s, t, v}]

❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s s ❛♥❞ t ✐♥ G✿

s ∈ N(Ci) and t ∈ N(Ci), ∀i = 1, 2.
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− U2 t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ v ∈ V \ {s, t} ♦❢ G [V \ {s, t}] s✉❝❤

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ✐♥ G [V \ {s, t, v}] s✉❝❤

t❤❛t✿

s, t ∈ N(C1),

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C2 ❛♥❞ C3 ✐♥ G [V \ {s, t, v}]

s ∈ N(C2), s /∈ N(C3), t /∈ N(C2), t ∈ N(C3)✳

− U3 t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ v ∈ V \ {s, t} ♦❢ G [V \ {s, t}] s✉❝❤

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞ C2 ✐♥ G [V \ {s, t, v}]

s✉❝❤ t❤❛t ✿

s ∈ N(Ci) ❛♥❞ t /∈ N(Ci), ∀i = 1, 2,

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C3 ❛♥❞ C4 ✐♥ G [V \ {s, t, v}]

s✉❝❤ t❤❛t✿

s /∈ N(Ci) ❛♥❞ t ∈ N(Ci), ∀i = 3, 4,

❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ G [V \ {s, t}] s✉❝❤ t❤❛t s, t ∈

N(C)

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐♠ (Pst(G)) = |V | − 2− |U0 ∪ U1 ∪ U2 ∪ U3|✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t x ∈ Pst(G)✳ ❚r✐✈✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐♠ (Pst(G)) ≤ |V |−2 s✐♥❝❡ xs = xt = 0✳

▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t (Pst(G)) = |V | − 2− |U0 ∪ U1 ∪ U2 ∪ U3|✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

• ▲❡t v ∈ U0✳ ❚❤❡♥✱ v ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ s ❛♥❞ t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t v

s❛t✐s✜❡s v ∈ S✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ xv = 1✳

• ▲❡t v ∈ V \ {s, t} s✉❝❤ t❤❛t v /∈ N(s) ♦r v /∈ N(t)✳

− ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t v ∈ U1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞

C2 ❛s

s ∈ N(C1) t ∈ N(C1) s ∈ N(C2) t ∈ N(C2)✳

❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ C1 ∩ S 6= φ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ s t♦ t ✉♥✐q✉❡

❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ C1 ✮ ❛♥❞ C2 ∩ S 6= φ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

❝❤❛✐♥ ♦❢ s t♦ t ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ C2✮✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ G [S]✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ xv❂ ✶✳
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s v t

C1

C2

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶

s v t

C1

C2 C3

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷

s v t

C1 C3

C2 C4

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ss❡♠❜❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s v

− ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t v ∈ U2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

C1 s✉❝❤ ❛s

s, t ∈ N(C1)✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C2 ❛♥❞ C3 ❛s

s ∈ N(C2), t /∈ N(C2), s /∈ N(C3), t ∈ N(C3)✳

❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ C1 ∩ S 6= φ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ s t♦ t ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ✉♥✐q✉❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ C1✮ ❛♥❞ ✭C2 ∪ {v} ∪ C3) ∩ S 6= φ ✭s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✲

✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s − t✲❝❤❛✐♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ C2 ∪ {v} ∪ C3✮✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ G [S]✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ xv❂ ✶✳

− ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t v ∈ U3✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞

C2 ❛s

s ∈ N(C1), t /∈ N(C1), s ∈ N(C2), t /∈ N(C2)✳

❆♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C3 ❛♥❞ C4 ❛s

s /∈ N(C3), t ∈ N(C3), s /∈ N(C4), t ∈ N(C4)✳
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❚❤❡♥✱ ❛s (C1 ∪ C2) ∩ S 6= φ ❛♥❞ (C3 ∪ C4) ∩ S 6= φ✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ G [S]✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ xv❂ ✶✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐♠ (Pst(G)) ≤ |V |−2−|U0∪U1∪U2∪U3|✳ ▲❡t ✉s t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ |V |− 1−|U0∪U1∪U2∪U3| ❛✣♥❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ Pst(G)✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜s❡ts V \{s, t} ❛♥❞ V \{s, v, t} ❢♦r ❛❧❧ v ∈ V \ ({s, t}∪U1∪U2∪U3)✳

❚❤❡s❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧②

❛✣♥❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐♠ (Pst(G)) = |V | − 2− |U0 ∪ U1 ∪ U2 ∪ U3|✳⊡

✹✳✹✳✶ ❆rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

▲❡t U ⊆ V \ {s, t} s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ G [V \ ({s, t} ∪ U)] ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞

G [U ] ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t U ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ s❡t ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤

G [V \ {s, t}]✳ ▲❡t C1, ..., Ck ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ k ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts G [C1] , ..., G [Ck] ♦❢ G [V \ ({s, t} ∪ U)]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✸✳✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s /∈ N(U) ♦r

t /∈ N(U) ❛♥❞ I = {1, ..., k}✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

x(U ∩ (N(v) ∪N(w))) ≥ xv + xw − 1, ✭✹✳✹✳✶✮

✇❤❡r❡ v ❛♥❞ w ❛r❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢G [V \ ({s, t} ∪ U)]✳

❚❤✉s✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① u ∈ U ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❡✐t❤❡r v ♦r w✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡✲

q✉❛❧✐t②✿

x(U) ≥ xv + xw − 1. ✭✹✳✹✳✷✮

■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, ..., k}✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ✐♥ t❤❡

❣r❛♣❤ G [V \ Ci]✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞✿

x(U) ≥ 1 ✭✹✳✹✳✸✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

✜❣✉r❡ ✭✹✳✷✮✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿
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✭❈✶✮ ❚❤❡r❡ ✐s s✉❜s❡t I∗ ♦❢ I s✉❝❤ t❤❛t |I| ≥ 2 ❛♥❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡

s, t ∈ N(Ci).

✭❈✷✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ i∗ ∈ I s✉❝❤ t❤❛t✿

s, t ∈ N(Ci∗).

❆♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥ts s✉❜s❡ts I1 ❛♥❞ I2 ♦❢ I✱ s✉❝❤ t❤❛t

• s ∈ N(Ci) and t /∈ N(Ci) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I1✱ ❛♥❞

• s /∈ N(Ci) and t ∈ N(Ci) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I2

✭❈✸✮ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s /∈ N(Ci) ♦r t /∈ N(Ci)✳ ❆♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥ts

s✉❜s❡ts I1 ❛♥❞ I2 ♦❢ I✱ s✉❝❤ t❤❛t | I1 |≥ 2✱ | I2 |≥ 2 ❛♥❞

• s ∈ N(Ci) and t /∈ N(Ci) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I1✱ ❛♥❞

• s /∈ N(Ci) and t ∈ N(Ci) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I2

s v tU

C1

C2

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶

s v tU

C1

C2 C3

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷

s v tU

C1 C3

C2 C4

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ss❡♠❜❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s U
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❈❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✹✳✸✮✳ ■❢ I∗ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

s✉❜s❡ts ♦❢ I s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② i ∈ I∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡

s, t ∈ N(Ci),

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I∗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② x(Ci) ≥ 1 ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

∑

u∈U

k(u).xu ≥ |I∗|, ✭✹✳✹✳✹✮

✇❤❡r❡ k(u) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ci✱ ✇✐t❤ i ∈ I∗✱ s✉❝❤ t❤❛t✱

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ s♦♠❡ ✈❡rt❡① ♦❢ Ci✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ U ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci✱

i ∈ I∗✱ ✭✐✳❡✳ k(u) = 1✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

x(U) ≥ |I∗|. ✭✹✳✹✳✺✮

▲❡t u ∈ U ✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ k(u)✱ ✐❢ u /∈ ∪i∈Ii∗N(Ci)✱ t❤❡♥✱ x(u) = 0✳ ❚❤✉s✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

✭✹✳✹✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∑

u∈(U∩(∪i∈I∗N(Ci)))

k(u).xu ≥ |I∗|, ✭✹✳✹✳✻✮

✇❡ ❤❛✈❡
∑

u∈(U∩(∪i∈I∗N(Ci)))
k∗.xu ≥

∑

u∈(U∩(∪i∈I∗N(Ci)))
k(u).xu ≥ |I∗|

✇❤❡r❡ k∗ := maxu∈U k(u)✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞

x

(

U ∩
(

⋃

i∈I∗

N(Ci)
)

)

≥

⌈

|I∗|

k∗

⌉

, ✭✹✳✹✳✼✮
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✹✳✹✳✷ P❛rt✐t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

▲❡t U := {v1, ..., vp} ❛ s❡t ♦❢ p ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ (V1, ..., Vp) ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢

✈❡rt✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t vi ∈ Vi✱ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ [1; p]✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈❛❧✐❞✿

y(δ(V1, ..., Vp)) ≥ x(U)− 1. ✭✹✳✹✳✽✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♥♦t s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❡✈❡♥ ❜② ✜①✐♥❣ U ✳

✹✳✺ ❍❡✉r✐st✐❝

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r ✐♥

❛ s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ st❛❣❡s✳ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛

s❡t ♦❢ s❡♣❛r❛t♦r S ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✶✮ ✭✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✮ ✐♥t❡❣❡r

♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ S✱ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡♥ ✐s

❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ tr② t♦ ✜♥❞ ✈❡rt✐❝❡s ✭♦♥❡ ♦r ♠♦r❡✮ t❤❛t ♠❛❦❡s S ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

▲❡t C1, ..., Ck ❜❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r❛♣❤ G(S)✱ ❛♥❞ ❧❡t u /∈ S∪{s, t}✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ Cu
i ❢♦r i = 1, ..., k ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ Cu

i = 1 ✐❢ (uv) ∈ E ❢♦r s♦♠❡ ✈❡rt❡① v ∈ Ci✱

Cu
i = 0 ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈❱❙P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸

✶✿ ❙♦❧✈❡ P✶ t♦ ✜♥❞ ❙.
✷✿ ✐❢ ❙ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡♥ ❙❚❖P
✸✿ ❋✐♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❙ (C1, ..., Ck).
✹✿ ❋✐♥❞ u∗ /∈ S ∪ {s, t} s✉❝❤ t❤❛t

∑k

i=1 C
u∗

i ✐s ♠❛①✐♠✉♠, S := S ∪ {u∗}
✺✿ ❣♦t♦ ✷

✹✳✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ ●◆❯ ❣✰✰ ✉♥❞❡r

●◆❯✴❲✐♥❞♦✇s✼ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❧❛♣t♦♣ ❉❡❧❧ ❤❛s ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✹✽✵✵▼◗ ✇✐t❤ ✷✳✼✵ ●❍③

❛♥❞ ✽ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡ ✸✵ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉■▼❆❈❙ ❣r❛♣❤s✱ ❝♦♠❡

❢r♦♠ t❤❡ ❉■▼❆❈❙ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❛✈❡ ✭✾✺ t♦ ✹✺✵✮



✹✳✺✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ✻✾

✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t✳❣✐s❛✳❝♠✉✳❡❞✉✴

❈❖▲❖❘✴✐♥st❛♥❝❡s✳❤t♠❧✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝❧❛ss✱ s❡t ♦❢ ✹✺ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥

▼❛r❦❡t ▼❛tr✐① r❡♣♦s✐t♦r②✳❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠❛t❤✳♥✐st✳

❣♦✈✴▼❛tr✐①▼❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❧❛ss✱ s❡t ♦❢ ✶✻ ❣r❛♣❤s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ▼✐①❡❞ ■♥t❡❣❡r Pr♦✲

❜❧❡♠ ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠✐♣❧✐❜✳③✐❜✳❞❡✳

❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤ts✳

❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❲❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t ❝❛❧❧❡❞ αst✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢

❛♥② ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② st✲s❡♣❛r❛t♦r✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❡r❦❛ss❦② ❛♥❞

●♦❧❞❜❡r❣ ❬✶✽❪ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ αst✭ ❙♦✉r❝❡

❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❬✼✼❪✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✭✇❡ ❝❛❧❧

✐t P1✮ ✉s✐♥❣ ■❧♦❣✲❈P▲❊❳ ✶✷✳✻ ❬✼✽❪ t♦ ✜♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ st✲s❡♣❛r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ st❡♣s

❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst st❡♣ ❢r♦♠ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Min
∑

v∈V

(xv)

s✉❜❥❡❝t t♦

xs = 0, xt = 0 ✭✹✳✺✳✶✮

xu + xv ≤ 1 , xv + xu ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✹✳✺✳✷✮

xv + xu ≤ 1 ∀v, u ∈ V ✭✹✳✺✳✸✮
∑

v∈V

(xv + xu) = n− αst ✭✹✳✺✳✹✮

xv, xu ∈ {0, 1} ∀v, u ∈ V ✭✹✳✺✳✺✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s ✶✱✷✱✸ ❛♥❞

✹✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡

♥✐♥❡ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ✭♦r❞❡r ♦❢ ❣r❛♣❤✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤

✐s t❤❡ s✐♥❦ t✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ st✲s❡♣❛r❛t♦r S t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ✐t ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t❡❣r❛❧❧②✳ ❚❤❡ s✐①t❤ s❤♦✇s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ✜✈❡❀ ✐❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ s❡t S



✼✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❙❚✲❈❖◆◆❊❈❚❊❉ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡ st❛t✉s yes ❡❧s❡ no✳ ❚❤❡ s❡✈❡♥t❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

✐♥ s❡t S✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ S ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✶✳ ❚❤❡ ❡✐❣❤t❤

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❡r✐❝❡s ✐♥ S t❤❛t ♠❛❦❡ S ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❉■▼❆❈❙ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✸✵ ✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s ♥ s t ♠✐♥✳s❡♣❛r❛t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦✳ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r t✐♠❡

❉❙❏❈✶✷✺✳✶ ✶✷✺ ✺✾ ✶✶ ✻ no ✸ ✽ ✶✳✸

❉❙❏❈✶✷✺✳✺ ✶✷✺ ✶✺ ✶✶✺ ✺✽ yes ✶ ✺✽ ✶✳✵✻

❉❙❏❈✶✷✺✳✾ ✶✷✺ ✹✶ ✶ ✶✵✼ yes ✶ ✶✵✼ ✵✳✽✸

❣❛♠❡s✶✷✵ ✶✷✵ ✹✶ ✷✷ ✶✵ no ✷ ✶✶ ✵✳✷✼

♠✐❧❡s✺✵✵ ✶✷✽ ✻✽ ✽✹ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✷✵

♠✐❧❡s✼✺✵ ✶✷✽ ✶✼ ✶✶✶ ✾ yes ✶ ✾ ✵✳✸✸

♠✐❧❡s✶✵✵✵ ✶✷✽ ✶✼ ✶✶✾ ✶✶ yes ✶ ✶✶ ✵✳✷✵

♠②❝✐❡❧✻ ✾✺ ✹ ✽✻ ✻ yes ✶ ✻ ✵✳✶✶

♠②❝✐❡❧✼ ✶✾✶ ✶✽✵ ✻✹ ✽ no ✽ ✶✹ ✵✳✼✼

q✉❡❡♥✶✵✲✶✵ ✶✵✵ ✸✵ ✺✸ ✷✼ yes ✶ ✷✼ ✵✳✷✷

q✉❡❡♥✶✶✲✶✶ ✶✷✶ ✽✵ ✹✶ ✸✹ yes ✶ ✸✹ ✵✳✸✼

q✉❡❡♥✶✷✲✶✷ ✶✹✹ ✸ ✹✶ ✸✸ yes ✶ ✸✸ ✵✳✶✷

q✉❡❡♥✶✸✲✶✸ ✶✻✾ ✷✺ ✹✶ ✸✻ yes ✶ ✸✻ ✵✳✹✾

q✉❡❡♥✶✹✲✶✹ ✶✾✻ ✶✸ ✶✸✼ ✸✾ yes ✶ ✸✾ ✵✳✷✺

q✉❡❡♥✶✺✲✶✺ ✷✷✺ ✼ ✹✶ ✹✷ yes ✶ ✹✷ ✵✳✷✾

q✉❡❡♥✶✻✲✶✻ ✷✺✻ ✸✷ ✶✵✼ ✹✺ yes ✶ ✹✺ ✵✳✶✽

❧❡✹✺✵✲✺❛ ✹✺✵ ✶✶✶ ✹✶ ✷✹ no ✷ ✷✺ ✵✳✹✵

❧❡✹✺✵✲✺❜ ✹✺✵ ✷✵✵ ✹✶ ✷✸ no ✸ ✷✹ ✶✳✶✻

❧❡✹✺✵✲✺❝ ✹✺✵ ✼✼ ✸✶✷ ✸✶ yes ✶ ✸✶ ✵✳✸✸

❧❡✹✺✵✲✺❞ ✹✺✵ ✸✷✷ ✸ ✸✼ yes ✶ ✸✼ ✵✳✸✺

❧❡✹✺✵✲✶✺❜ ✹✺✵ ✶✵✷ ✹✵✵ ✼ yes ✶ ✼ ✵✳✸✷

❧❡✹✺✵✲✶✺❝ ✹✺✵ ✺✺ ✶✶✷ ✺✾ yes ✶ ✺✾ ✵✳✺✷

❧❡✹✺✵✲✶✺❞ ✹✺✵ ✾ ✽✼ ✽✹ yes ✶ ✽✹ ✵✳✹✵

❧❡✹✺✵✲✷✺❛ ✹✺✵ ✽✽ ✸✾✾ ✷✾ no ✸ ✸✵ ✶✳✵✶

❧❡✹✺✵✲✷✺❜ ✹✺✵ ✹✵✵ ✷✷✷ ✶✽ no ✸ ✷✵ ✷✳✹✵

❧❡✹✺✵✲✷✺❝ ✹✺✵ ✶✷ ✷✽✽ ✺✽ yes ✶ ✺✽ ✵✳✹✼

❧❡✹✺✵✲✷✺❞ ✹✺✵ ✺✾ ✹✶✶ ✺✵ yes ✶ ✺✵ ✵✳✶✺

❛♥♥❛ ✶✸✽ ✶✶ ✶✵✵ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✷✾

✢❛t✸✵✵✲✷✽✲✶ ✸✵✵ ✶✶✹ ✷✽✵ ✶✸✺ no ✶✷ ✶✹✵ ✷✳✹✹

❉❙❏❈✷✺✵✳✶ ✷✺✵ ✽ ✾✸ ✷✸ no ✸ ✷✺ ✶✳✸✸



✹✳✺✳ ❍❊❯❘■❙❚■❈ ✼✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ▼▼✲■■ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✷✵ ✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s ♥ s t ♠✐♥✳s❡♣❛r❛t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦✳ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r t✐♠❡

▲✶✷✺✳❛s❤✻✵✽ ✶✷✺ ✶✹ ✽✷ ✻ yes ✶ ✻ ✵✳✸

▲✶✷✺✳✇✐❧❧✶✾✾ ✶✷✺ ✶✶ ✺✸ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✸

▲✶✷✺✳✇❡st✵✶✻✼ ✶✷✺ ✼✼ ✷ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✷✶

❛s❤✸✸✶ ✶✷✺ ✶✺ ✾✶ ✸ yes ✶ ✸ ✵✳✸

✇❡st✵✶✸✷ ✶✸✷ ✻ ✶✵✶ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✸

r✇✶✸✻ ✶✸✻ ✶✷ ✶✸✸ ✺ yes ✶ ✺ ✵✳✸

❜❝s♣✇r✵✸ ✶✶✽ ✾✺ ✶✶✼ ✼ yes ✶ ✼ ✵✳✷✷

❣r❡✲✶✶✺ ✶✶✺ ✺✹ ✶✵✶ ✽ yes ✶ ✽ ✵✳✸

▲✶✷✺✳❞✇t✲✶✻✷ ✶✷✺ ✸✸ ✶✵✺ ✻ yes ✶ ✻ ✵✳✸✼

▲✶✷✺✳❝❛♥✲✶✽✼ ✶✷✺ ✷✷ ✶✶✷ ✶✹ yes ✶ ✶✹ ✵✳✷✽

▲✶✷✺✳❣r❡✲✶✽✺ ✶✷✺ ✺✻ ✶✶✷ ✶✸ yes ✶ ✶✸ ✵✳✸

▲✶✷✺✳❝❛♥✲✶✻✶ ✶✷✺ ✾✼ ✼✽ ✶✼ yes ✶ ✶✼ ✵✳✷✶

▲✶✷✺✳❧♦♣✶✻✸ ✶✷✺ ✻✶ ✾✺ ✶✻ yes ✶ ✶✻ ✵✳✷✸

❝❛♥✲✶✹✹ ✶✹✹ ✽✷ ✶ ✶✽ yes ✶ ✶✽ ✵✳✷✷

❧✉♥❞✲❛ ✶✹✼ ✶✶ ✶✸✻ ✷✺ yes ✶ ✷✺ ✵✳✸✶

▲✶✷✺✳❜❝sst❦✵✺ ✶✷✺ ✾ ✾✸ ✷✹ yes ✶ ✷✹ ✵✳✹✸

▲✶✷✺✳❞✇t✲✶✾✸ ✶✷✺ ✹✸ ✹✻ ✷✹ yes ✶ ✷✹ ✵✳✸✸

▲✶✷✺✳❢s✲✶✽✸✲✶ ✶✷✺ ✼✸ ✶✾ ✸✻ yes ✶ ✸✻ ✵✳✸✺

❜❝sst❦✵✹ ✶✸✷ ✾✽ ✸✻ ✹✽ yes ✶ ✹✽ ✵✳✸✸

❛r❝✶✸✵ ✶✸✵ ✸✻ ✶✽ ✸✷ yes ✶ ✸✷ ✵✳✸✻



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❙❚✲❈❖◆◆❊❈❚❊❉ ❱❊❘❚❊❳ ❙❊P❆❘❆❚❖❘ P❘❖❇▲❊▼

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ ▼▼✲❍❉ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✷✺ ✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s ♥ s t ♠✐♥✳s❡♣❛r❛t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦✳ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r t✐♠❡

▲✶✵✵✳st❡❛♠✷ ✶✵✵ ✹✾ ✶✻ ✷✽ yes ✶ ✷✽ ✵✳✸✻

▲✶✵✵✳❝❛✈✐t②✵✶ ✶✵✵ ✷✹ ✾✾ ✷✻ yes ✶ ✷✻ ✵✳✸✾

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✷✶ ✶✵✵ ✸ ✼✶ ✶✻ yes ✶ ✶✻ ✵✳✸✶

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✷✺ ✶✵✵ ✹✹ ✷✼ ✶✽ yes ✶ ✶✽ ✵✳✸✻

▲✶✵✵✳✇♠✶ ✶✵✵ ✺✻ ✶✼ ✸✽ yes ✶ ✸✽ ✵✳✸✽

▲✶✵✵✳✇♠✷ ✶✵✵ ✽✷ ✺✵ ✹✺ yes ✶ ✹✺ ✵✳✸✾

▲✶✵✵✳✇♠✸ ✶✵✵ ✻✶ ✺✺ ✸✵ yes ✶ ✸✵ ✵✳✸✽

▲✶✵✵✳✜❞❛♣♠✵✷ ✶✵✵ ✸✹ ✾✻ ✹✵ yes ✶ ✹✵ ✵✳✹✶

▲✶✵✵✳❡✵✺r✵✵✵✵ ✶✵✵ ✸✵ ✹✾ ✸✵ yes ✶ ✸✵ ✵✳✸✺

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✵✶ ✶✵✵ ✶ ✶✼ ✸✾ yes ✶ ✸✾ ✵✳✷✻

▲✶✵✵✳r❜s✹✽✵❛ ✶✵✵ ✾✶ ✽✾ ✸✵ yes ✶ ✸✵ ✵✳✸✺

▲✶✵✵✳✜❛♣✵✷✷ ✶✵✵ ✶✽ ✶✶ ✺✸ yes ✶ ✺✸ ✵✳✸✶

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✷✼ ✶✵✵ ✶✵ ✹✹ ✸✹ yes ✶ ✸✹ ✵✳✸✸

▲✶✵✵✳✜❞❛♣✵✵✷ ✶✵✵ ✷ ✸✶ ✺✷ yes ✶ ✺✷ ✵✳✸✷

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✺ ✶✷✵ ✾✸ ✸ ✶✽ yes ✶ ✶✽ ✵✳✸✸

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✶ ✶✷✵ ✻✾ ✺✽ ✷✹ yes ✶ ✷✹ ✵✳✸✺

▲✶✷✵✳❝❛✈✐t②✵✶ ✶✷✵ ✻ ✸ ✷✶ yes ✶ ✷✶ ✵✳✹✷

▲✶✷✵✳r❜s✹✽✵❛ ✶✷✵ ✼✶ ✹✽ ✸✸ yes ✶ ✸✸ ✵✳✸✽

▲✶✷✵✳✇♠✷ ✶✷✵ ✺✺ ✸ ✷✾ yes ✶ ✷✾ ✵✳✸✽

▲✶✷✵✳❡✵✺r✵✵✵✵ ✶✷✵ ✹ ✷✸ ✹✷ yes ✶ ✹✷ ✵✳✸✸

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✷ ✶✷✵ ✶✽ ✶✶ ✺✹ yes ✶ ✺✹ ✵✳✹✸

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✵✶ ✶✷✵ ✸✻ ✾✸ ✺✷ yes ✶ ✺✷ ✵✳✸✺

▲✶✷✵✳✜❞❛♣♠✵✷ ✶✷✵ ✷ ✷✷ ✺✶ yes ✶ ✺✶ ✵✳✸✺

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✵✷ ✶✷✵ ✵ ✸✸ ✺✼ yes ✶ ✺✼ ✵✳✸✶

▲✶✷✵✳✜❞❛♣✵✷✼ ✶✷✵ ✽ ✹✹ ✸✼ yes ✶ ✸✼ ✵✳✹✻
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❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ ♠✐♣❧✐❜ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✶✺ ✐♥st❛♥❝❡s✮

■♥st❛♥❝❡s ♥ s t ♠✐♥✳s❡♣❛r❛t♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦✳ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r t✐♠❡

❛✐r✵✸✳♣ ✶✷✹ ✷✽ ✶✷✶ ✸✾ yes ✶ ✸✾ ✵✳✸✸

❜❡❧❧✸❛✳♣ ✶✷✼ ✺✷ ✷ ✸ no ✷ ✹ ✵✳✽✻

❜❡❧❧✹✳♣ ✶✵✶ ✻✾ ✷✼ ✹ yes ✶ ✹ ✵✳✸✻

❜❧❡♥❞✷✳♣ ✶✻✾ ✼ ✶✷✾ ✶✵ yes ✶ ✶✵ ✵✳✸✸

❦❤❜✵✺✷✺✵✳♣ ✶✵✵ ✻✼ ✸✵ ✷✺ yes ✶ ✷✺ ✵✳✸✷

❧✶✺✷❧❛✈✳♣ ✾✼ ✾✵ ✶✵ ✶✼ yes ✶ ✶✼ ✵✳✹✻

♠✐s❝✵✸✳♣ ✾✻ ✼✷ ✻✽ ✹✾ yes ✶ ✹✾ ✵✳✹✺

♠✐s❝✵✼✳♣ ✷✶✷ ✶✵ ✶✻✺ ✸✷ yes ✶ ✸✷ ✵✳✺✸

♠♦❞✵✶✵✳♣ ✶✹✻ ✸✸ ✺✶ ✹✼ yes ✶ ✹✼ ✵✳✹✾

♥♦s✇♦t✳♣ ✶✽✷ ✶✺✺ ✶✸✾ ✶✶ yes ✶ ✶✶ ✵✳✸✾

♣✵✷✵✶✳♣ ✶✶✸ ✽✶ ✷✹ ✶✾ yes ✶ ✶✾ ✵✳✸✸

♣✵✽✵✽❛✳♣ ✶✸✻ ✶✻ ✶✶✷ ✷ no ✷ ✶✼ ✶✳✹✼

♣✵✽✵✽❛❈❯❚❙ ✷✹✻ ✹ ✶✸✾ ✻ no ✹ ✽ ✶✳✷✹

st❡✐♥✷✼✲r✳♣ ✶✶✽ ✹✾ ✾ ✸✼ yes ✶ ✸✼ ✵✳✸✻

✈♣♠✶✳♣ ✷✸✹ ✷✷✷ ✶✽✸ ✷ yes ✶ ✷ ✵✳✸✺

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❛❜❧❡ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ♦❢ t❤❡ 30% ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✲

♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞ ✭✵✳✷✲✸✳✷✮% ❢r♦♠ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ✐s

❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

■♥ t❛❜❧❡s ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮✱ ❛❧❧ s❡♣❛r❛t♦rs ✐♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

■♥ t❛❜❧❡ ✭✹✳✹✮✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ♦❢ t❤❡ 20% ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞

✭✵✳✽✲✶✶✮% ❢r♦♠ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
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✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t♦r

♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❣❛✈❡ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡✳

❆❧s♦✱ ✇❡ ❣❛✈❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ✇♦r❦✱

✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡①❛❝t❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❈✉t✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

❡①♣❛♥❞ ♦✉r s❡❛r❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② st✉❞②✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s s✉❝❤

❛s tr❡❡s✱ ✇❤❡❡❧ ❣r❛♣❤s✱ ❍❛❧✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ✳✳✳❡t❝✳



❈♦♥❝❧✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❤❛♣✲

t❡rs✱ ✇❡ ❣❛✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱✳✳✳ ❡t❝✳✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❱❙P✮ ❛♥❞

❣❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❣❛✈❡

t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s❡❛r❝❤✐♥❣✳ ❲❤✐❝❤ ✉s❡ s♦♠❡ ✈❛❧✐❞

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡✲❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦

✈❡rt✐❝❡s αuv ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t β✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❉■▼❆❈❙

❛♥❞ ♦t❤❡rs ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤

[✶✻, ✶✵] ❛♥❞ ✇❡ ❣❛t❡ r❡s✉❧ts ❜❡tt❡r ✐♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛❧s♦ ✇❡ ❛tt❛✐♥❞ ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❛♥②✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞❡ st✉❞② ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡

❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❈✉t ❢♦r ✜♥❞

❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱❙P✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① s❡♣❛✲

r❛t♦r ✭st✲❈❱❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧s♦ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss❝✉ss❡❞ ✐ts ♣♦✲

❧②❤❡❞r❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ❣❛✈❡ t✇♦ t②♣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛rt✐❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✈❡❞ ❧❛r❣ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✭❉■▼❆❈❙✱ ▼❛tr✐① ▼❛r❦❡t✱ ▼■P▲■P✮ ✐♥✲

st❛♥❝❡s✱ q✉✐❝❦❧② ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r ✇✐t❤ ✐t✳

❚❤❡r❡❢♦r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✲❈❱❙ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t st✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt❡① ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❛❧✐❞

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s s♦ ❛s t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛s ❝✉ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❈✉ts t♦ ✜♥❞

❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢

❣r❛♣❤s ❧✐❦❡ tr❡❡s✱ ✇❤❡❡❧ ❣r❛♣❤s✱ ❍❛❧✐♥ ❣r❛♣❤s✱✳✳✳❡t❝✳

✼✺
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❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♠♣t❡✲r❡♥❞✉

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭♦✉ ❞✐s❝rèt❡✮ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ❛❝t✐❢s ❞❛♥s

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐✲

q✉é❡s✳

▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛①✐✲

♠✐s❡r ✭♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡r✮ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ❝❛r❛❝✲

tér✐st✐q✉❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❢♦r♠✉❧és ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙♦✐t ❊❂{e1, e2, ..., en} s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❛♣♣❡❧é ❜❛s✐❝ s❡t

✳ ❙♦✐t Ω ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ E✳ ❙✐ π inΩ✱ ❛❧♦rs c(π) =
∑

ei in pi c(ei)

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ π✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ω ❛✈❡❝ ❧❡s

♣♦✐❞s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ✭♦✉ ♣❧✉s ♣❡t✐ts✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ω ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱

♠✐♥✭♦✉ ♠❛①✮{c(π) : π ∈ Ω}

▲❡ t❡r♠❡ combinatorial ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ Omega✳ ❊♥ ❣é♥é✲

r❛❧✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ optimisation s✐❣♥✐✜❡

q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳

✼✼
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❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❀ ♣❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡♥ é♥✉♠ér❛♥t ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡

❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡ ❞é✜ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s♦♥t ♣r♦✉✈és ♦✉ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s❡ ♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

② ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❱▲❙■✱ ❧❛ ✈✐✲

s✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐♣❡ ❛ér✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡✱ ❧❛

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❖✉tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛ ❞❡s ❛s♣❡❝ts q✉✐ ❧❡ r❡❧✐❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱

❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❞✬❛✉tr❡s s♦✉s✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛✲

t✐q✉❡s ❞✐s❝rèt❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ▲✐♥❡❛r ❡t ■♥t❡❣❡r Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱

✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✮✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t

❢♦r♠✉❧és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡r✲

t❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞♦♥♥é✱ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❞✐s❝rét✐♦♥✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ❡t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡

❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❚❤❡♦r② ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐✣❝✉❧té ✐♥❤ér❡♥t❡ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s

❝❧❛ss❡s✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ♥é❡ tôt ❡♥ ✶✽✹✹ ♣❛r ●❛❜r✐❡❧ ▲❛♠❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛ ✈r❛✐✲

♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝é à ♣r♦s♣ér❡r ❡♥ ✶✾✻✷ ♣❛r ❊❞♠♦♥❞s ❬✸✵❪ ❡t ❈♦♦❦ ❡♥ ✶✾✼✶ ❬✶✾❪ q✉✬✐❧s

♦♥t ♦✛❡rt ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞✐✣❝✉❧té✳ ❊♥ ✶✾✼✷✱ ❑❛r♣ ❬✹✽❪

✐♥tr♦❞✉✐s✐t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ✷✶ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s t❤é♦✲

r✐q✉❡s✱ t♦✉s ✐♥❢â♠❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ✐♥s♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts

❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
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❆ problem ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡

ré♣♦♥s❡✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦sé ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡

❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞♦✐t s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r✳

❯♥❡ instance ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①♣❧✐❝✐t❡s à ❝❤❛❝✉♥

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥st❛♥❝✐é✳

❯♥ algorithme ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❡♥ s♦rt✐❡ ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

❆ decision problem ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡

❞♦♥♥é❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♦✉ s❛ ✈❛❧❡✉r

s♦✐t ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥❡

ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t

êtr❡ yes✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❡ ♦✉ no✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳

❯♥ algorithm ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝❡rt❛✐♥❡s

✈❛❧❡✉rs ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐

tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡♥ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡♥tré❡ ♣♦✉r

❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❡❧é size ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ é✈❛❧✉é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐q✉❡s ❞♦♥t ✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜♦♥ ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té

❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ✭❛✮ ❧❡ t❡♠♣s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

♥é❝❡ss✐t❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮✮ ❀ ✭❜✮ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠é✲

♠♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ r❡q✉✐s❡✮✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❧❡ ré✲

s♦✉t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❧❛ssé ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s

textbfP − class ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❡t textbfNP − class ✭❆✉❝✉♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡ P♦❧②♥♦✲

♠✐❛❧✮ s♦♥t ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ P ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱

❧❛ ré♣♦♥s❡ ✧♦✉✐✧ ♦✉ ✧♥♦♥✧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P❚❊✲❘❊◆❉❯

▲❛ ❝❧❛ss❡ ◆P ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦ù ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✧♦✉✐✧ ♦♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s

q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t ✭♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ✉♥ té♠♦✐♥✮ à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ét❛♥t ♦✉✐✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ P

❛♣♣❛rt✐❡♥t à ◆P✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡①t❜❢ ◆P ♦♥t

♦✉ ♥♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ◆P− Complete ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

♣r♦❜❧è♠❡s X ❞❛♥s ◆P ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡

◆P Y t♦ X ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés♦✉❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t Y s✐ ♥♦✉s s❛✈♦♥s

❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t X✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ Y ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ à X✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥

t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s y ❞❡ Y ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s x = f(y)

❞❡ X ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡❝ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à y ❡st ②❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à f(y) ❡st ♦✉✐✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ◆P✲❤❛r❞ ❡st q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧✬❡♠❡ X ❡st ◆P✲❤❛r❞✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧✬❡♠❡

◆P−Complete Y ✱ t❡❧ q✉❡ Y s♦✐t ré❞✉❝t✐❜❧❡ à X ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡

t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à t♦✉t ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ❡♥

t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❞✉✐ts à ♥✬✐♠♣♦rt❡

q✉❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à t♦✉s ❧❡s ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ◆P ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s♦♥t t❡①t❜❢

◆P✲❤❛r❞✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳

➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦❧②✲

é❞r✐q✉❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❡♥t✐èr❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ré❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❙❝❤r✐❥✈❡r ❝✐t❡

❙✵✸✱ ◆❡♠❤❛✉s❡r ❡t ❲♦❧s❡② ❝✐t❡ ◆❆❲✽✽✱ ❡t ▼❛❤❥♦✉❜ ❝✐t❡ ▼✶✸✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲

♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛♣♣❡❧és polyhedra✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡



✽✶

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛✲

t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t

❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é✜✲

♥✐r ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②t♦♣❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s t❡①t❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥

♣♦❧②t♦♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♠✲

♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②❤❡r❛ ✈✐❛ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡♠✐✲

❡s♣❛❝❡s✳ ▲❡s ♣♦❧②è❞r❡s s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣②r❛♠✐❞❡s✱ ❧❡s

❞és ❡t ❛✉tr❡s s✐❣♥❡s ❞❡ ❝✐✈✐❧✐s❛t✐♦♥✮ ❡t ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ✭❝♦♠♠❡ P❧❛t♦♥✱ ❊✉❝❧✐❞❡✱ ❆r❝❤✐✲

♠è❞❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ét❛✐❡♥t ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▼ê♠❡ ❛✉

♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ✶✽è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❊✉❧❡r ❛ ❞✐s❝✉té s♦♥ ❢❛♠❡✉① t❤é♦rè♠❡ ✭❱✲❊ ✰ ❋ ❂ ✷✮ s❛♥s

♣ré❝✐s❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ P❡♥❞❛♥t ❧❡ 19th s✐è❝❧❡✱ ❧❡

❝❡♥tr❡ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❡st ♣❛ssé à ❞❡s ❝♦♥✈❡①❡s ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é❝❧❛rés✮✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡

♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳

❉♦♥♥é n êtr❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t x dansRn✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

❧✐♥❛r ❞❡ x1, x2, ..., xn ∈ Rn s✬✐❧ ❡①✐st❡ m s❝❛❧❡r δ1, δ2..., δm t❡❧ q✉❡ x =
∑m

i∈1 δixi✳ ❙✐
∑m

i∈1 δi = 1✱ ❛❧♦rs x ❡st ❞✐t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ x1, x2, ..., xm✳ s✐ δi ≥ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ {1, ...,m}✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ x ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✐❝ ❞❡ x1, x2, ..., xm✳ s✐ x ❡st

❛✣♥❡ ❡t ❝♦♥✐❝✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ x ❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ cTx s✉r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ P ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡

♠❛①{cTx : x ∈ P}✳

▲❡ ♣♦❧②è❞r❡ P ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ré❣✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡t t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s P ❡st ✉♥❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡t

✐♥❢❛✐s❛❜❧❡ s✐♥♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ cTx ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❙✐ ♦♥ s❛✐t q✉❡ P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. ✭✺✳✵✳✶✮

❆✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t❡♠♣s ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
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❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐❡r ❡♥t✐❡r ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ P ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡♥t✐❡r s✬✐❧ ❡st ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s P ✳ ❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à P ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❞❡ P

❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥t✐❡r✳ ❉♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②t♦♣❡ P ❡st ❡♥t✐❡r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡

s♦♠♠❡t ❞❡ P ❡st ❡♥t✐❡r✳ ❙✐ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ P ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧✬❡♠❡ ❞❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ max{cTx : Ax leqb} ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥t✐èr❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

✜♥✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

max{cTx : Ax ≤ b, x ∈ Zn} = max{cTx : Ax ≤ b}✳



P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡

Graphs s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és

♥♦❡✉❞s✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠✲

♠❡ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦t ♣❛rt✐t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥

s❡❣♠❡♥t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳ ❊♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ X ❞♦♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐str✐❜✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs

s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ✐❧

♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳

▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ s✐t✉é❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡s

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡♣ré✲

s❡♥té❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❛✈❡❝ V s♦♠♠❡ts ❡t E ❛rêt❡s✱ ❞❡ s♦rt❡

q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r G ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

s♣é❝✐✜q✉❡s✳

❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝

✉♥ ♠✐♥❡✉r ❡①❝❧✉ ✜①❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♠✐té ♣❛r d ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é

❡♥ ♣❡t✐ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣♦❧② (d, 1�ε) ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ε

✲❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❞✐❢✲

❢ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ❞❡ ♠❛tér✐❡❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

❚r❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❬✶✷❪ ❡t ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥té✲

❣r❛t✐♦♥ à très ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭❱▲❙■✮ ❬✺✵✱ ✷✵❪✱ rés❡❛✉① ❡t ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ r♦✉t✐èr❡ ❬✺✷✱ ✺✶❪

✭P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛rêt❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ r♦✉t❡ ❡t ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡

♥÷✉❞s✳✮✱ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬✻✼✱ ✶✺❪ ✭♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s

✽✸
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❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ♦❜❥❡ts✳✮✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❬✹✻✱ ✻✷❪ ✭s❡r✈✐❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡

❡t ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❉◆ ✭❉❡♦①②r✐❜♦ ◆✉❝❧❡✐❝ ❆❝✐❞✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❜❛s✐q✉❡ ❞✉

❣è♥❡✮✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❱▲❙■✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡s

❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣✉❝❡ ❞❛♥s ❞❡ ♣❧✉s

♣❡t✐t❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ” à ♣❡✉ ♣rès ” ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ♠❛♣♣é❡ s✉r

✉♥❡ ♣✉❝❡ sé♣❛ré❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣✉❝❡✱ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s

❡♥tr❡ ❧❡s ♣✉❝❡s s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s✱ ❧❡♥t❡s ❡t ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❞✉ ❣r❛♣❤❡

❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♥÷✉❞ f : V −→ R✱ n =| V | ❡t m =| E | ❡t

Pk = {V1, ..., Vk} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ k s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ V ✳ Pk ❡st ❞✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡G s✐ :

✲ ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Pk ♥✬❡st ✈✐❞❡ ✿

∀i ∈ {1, ..., k} 6= φ✳

✲ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Pk s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ♣❛r ♣❛✐r❡s ✿

∀(i, j) ∈ {1, ..., k}2, i 6= j, Vi ∩ Vj = φ ❀

✲ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Pk ❡st é❣❛❧❡ à V ✿

∪k
i=1Vi = V

▲❡s é❧é♠❡♥ts Vi ❞❡ Pk s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ k ❡st ❛♣♣❡❧é

❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳

❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡①✐❣❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ✭♣❛rt✐t✐♦♥s✮ ❛✐❡♥t ❞❡s ♣♦✐❞s é❣❛✉①✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐❣❡ q✉❡✱∀i ∈ {1, ..., k} :| Vi |≤ Lmax := (1 + ǫ)⌈| V | �k⌉

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ǫ ∈ R≥0✳ ❯♥ ❜❧♦❝ Vi ❡st s✉r❝❤❛r❣é s✐

| Vi |> Lmax✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r

❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Pk q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ f ✳



✽✺

▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t

❛✈❡❝ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥t✐❡r ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐✲

❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♦✉ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s

❞❛♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

♠✉❧t✐♥✐✈❡❛✉①✳

▼ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s

❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t rés♦✉❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ très ♣❡t✐ts ♣r♦✲

❜❧è♠❡s t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t très ❞❡ ❣r❛♥❞s t❡♠♣s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ s✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ré✲

s♦✉❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ ✐❧s ❞é♣❡♥❞❡♥t

❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜✐ss❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❬✸✸✱ ✼✶❪ ♦♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs

✐♠♠❡♥s❡s ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♥÷✉❞s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡t✐ts ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❜❧♦❝s

k ≤ 4✳

▼ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s

❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❡s

♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s ❜✐❡♥ s✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r

❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡

♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧ ❝♦♠♠❡ ◆P✲❞✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s♦♥t tr♦✉✈és ♣❛r ❞❡ ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s

s♦♥t s♦✉✈❡♥t ◆P✲❞✉r✳ ▼❛❧❣ré ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥é❣❛t✐❢s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r

❞❡ ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s r❡str❡✐♥t❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦♥t

été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥s✳



✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P❚❊✲❘❊◆❉❯

❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐✲

t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉ ❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥

❣r❛♣❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s❥♦✐♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s✳

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ✈❡rt❡① à k − way

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ k ✲s❡♣❛r❛t♦r

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ ✈❡rt❡①

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ts ♠✉❧t✐✲t❡r♠✐♥❛✉①

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▼✉❧t✐✇❛② ❈✉t

✭✲✮ Pr♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ❱❡rt❡①

✭✲✮ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝r✐t✐q✉❡s ✭❈◆❉P✮

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❜♦r❞ à k − way

✭✲✮ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ éq✉✐❧✐❜ré



Pr♦❜❧è♠❡ ❱❡rt❡① ❙❡♣❛r❛t♦r

▲❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞♦♥t ❧❛

s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞é❝♦♥♥❡❝t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝♦♥♥❡❝tés ♥♦♥✲✈✐❞❡s✳

❙✐ ♦♥ ❛ G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ β(n)✱ ♦ù n = |V |✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ V ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s

♥♦♥✲✈✐❞❡ A✱ B ❡t C t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✭✐✮ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥tr❡ A ❡t B ❀

✭✐✐✮ ♠❛①{|A|, |B|} ≤ β(n) ❀

✭✐✐✐✮ |C| ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✳

▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B s♦♥t ❛♣♣❡❧és shores ❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r C✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱

✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ {A,B,C} ❞❡ V q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ s❡r❛ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ sé♣❛r❛t❡✉r✳

▲❡ ❱❙P ❡st ◆P✲❞✉r ❬✶✸✱ ✸✼❪✳ ▼ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s s♣é❝✐❛❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s str✉❝t✉rés✱

❱❙P r❡st❡ ◆P✲❞✉r✱ ✭s✐ ● ❡st ♣❧❛♥❡r ❣r❛♣❤ ❬✸✻❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❬✸✾❪✱ ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐t❡s

❬✸✽❪✱ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❡t ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✬✉♥✐té ❬✷✼❪✮✳

▲♦rsq✉❡ β(n) = n − k ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ k✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉❜❧❡ ❬✺❪✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❧❡ ❱❙P ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐

β(n) = 1 ❡t ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t rés♦❧✉❜❧❡ s✐ β(n) ≥ n− 1✳

▲❡ ❱❙P ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ✭❱▲❙■✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❡♥ s♦✉s✲s②stè♠❡s ♣❧✉s

♣❡t✐ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s✳ ▲❛

✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❱❙P ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡t

s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✳ ■❧ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r

❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲

✽✼
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♣✐❧❛t❡✉r✱ ❧❡ ❝♦❞❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té

❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭❉❆●✮ ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡✳ ✭❘és❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✐♦✐♥✲

❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ss✐♥ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ✭✈♦✐r ❬✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥q✉êt❡ s✉r

❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❱❙P✳✮✮✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❱❙P ❬✺✱ ✷✻✱ ✷✽✱ ✷✺✱

✶✻❪✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❱❙P s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① ❞❛♥s ✉♥

t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❞❛♥s ❧❡s ✸ ❤❡✉r❡s✮ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛②❛♥t ❥✉sq✉✬à

✶✺✵ s♦♠♠❡ts✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t é❝❤♦✉❡r à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ ✉♥❡ ✈❛r✐été

❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦♥t été tr♦✉✈és très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s

q✉❛s✐ ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❇❡♥❧✐❝ ❡t ❍❛♦ ❬✶✵❪ ❡t ❩❤❛♥❣ ❡t ❙❤❛♦ ❬✼✺❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❧♦❝❛❧❡ ❇▲❙ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❱❙P✳ ❏❡s ✬✉s✱ ❏✉❛♥ ❡t ❆❜r❛❤❛♠ ❬✹✺❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé q✉❛tr❡

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s❤❛❦❡ ❡t ❧❡s ♦♥t ✐♥❝♦r♣♦rés ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❙❛♥❝❤❡③✲❖r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs

❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❱◆❙ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❙❡❛r❝❤✮✱ q✉✐ ❛❧t❡r♥❡♥t ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❣✐t❛t✐♦♥✳ ❍❛❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ s❡ s♦♥t ré✈é❧é❡s très ✉t✐❧❡s

♣♦✉r ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ◆P✲❤❛r❞✱ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❡♥✈✐s❛✲

❣é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❱❙P✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡

❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡

très ❣r❛♥❞s ❝❛s✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s♦♥t ✜♥✐s✱ ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ❡t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ◆♦✉s

❞és✐❣♥♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r G = (V,E)✱ ♦ù V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t E ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❙✐ e ❡st ✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✜♥❛✉① u ❡t v✱ ❛❧♦rs ♦♥ é❝r✐t e = (uv)✳

❙✐ W ⊆ V ✱ ❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦r❞s ❛②❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬❡①tré♠✐té ❞❛♥s W ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s

W = V \W s✬❛♣♣❡❧❧❡ cut ❡t ❡st ♥♦té ♣❛r δ(W )✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❛②❛♥t ❧❡s ❞❡✉①

♥♦❡✉❞s ❞✬❡①tré♠✐té ❞❛♥s W s❡r❛ ♥♦té E(W )✳ ❙✐ W1✱ W2 s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ V ✱ ❛❧♦rs [W1,W2] ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ G q✉✐ ♦♥t ✉♥ ♥÷✉❞

❞❛♥s W1 ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s W2✳ P♦✉r U ⊆ V ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r G(U) ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡

✐♥❞✉✐t s✉r U ✭❝✬❡st✲à✲ G(U) = (U,E(U)✮✳ ❙✐ F ⊆ E✱ ❛❧♦rs V (F ) ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ F ❡t G(F ) ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G ✐♥❞✉✐t ♣❛r F ✳



✽✾

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té ❡t β(n) ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ ♦ù n = |V |✳ P♦✉r

t♦✉t sé♣❛r❛t❡✉r {A,B,C}✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ (x, y) ∈ R2n ❞é✜♥✐

♣❛r xv = 1 s✐ v ∈ A ❡t 0 s✐♥♦♥✱ ❡t yv = 1 s✐ v ∈ B ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ▲❡ ❱❙P ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t

❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐❡r ✿

max{
∑

v∈V

(xv + yv)

s✳t✳

xu + yv ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✺✳✵✳✷✮

xv + yu ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✺✳✵✳✸✮

xv + yv ≤ 1 ∀v ∈ V ✭✺✳✵✳✹✮

1 ≤
∑

v∈V

yv ≤ β(n) ✭✺✳✵✳✺✮

1 ≤
∑

v∈V

xv ≤ β(n) ✭✺✳✵✳✻✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V ✭✺✳✵✳✼✮

yv ≥ 0 ∀v ∈ V ✭✺✳✵✳✽✮

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡t ❞❡✉①✐è♠❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬é❝❛rt ❡♥tr❡

A ❡t B✳

▲❡s tr♦✐s✐è♠❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ A ∩ B = ∅✳ ◗✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❝✐♥q✉✐è♠❡

✐♥é❣❛❧✐tés ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ A 6= ∅ 6= B ❡t ♠❛①{|A|, |B|} ≤ β(n)✳

❙♦✐t u ❡t v êtr❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r αuv ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡♥tr❡ u ❡t v✳ ❉é✜♥✐r

αmin = min{αuv : u, v ∈ V, uv ∈ E}✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts a ∈ A ❡t b ∈ B✱ ❛❧♦rs C ❛

❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t |C| ≥ αmin✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s

αmin ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ t♦✉t sé♣❛r❛t❡✉r✳
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❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts u✱ v s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✈♦✐s✐♥s s✐

uv ❡st ✉♥ ❢r♦♥t ❞❛♥s E✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t u✱ ♥♦té N(u)✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

s♦♠♠❡ts v ∈ V t❡❧s q✉❡ uv ∈ E✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ V ✱ ♥♦té

N(A)✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts v ∈ V \ A t❡❧ q✉❡ uv ∈ E ♣♦✉r u ∈ A✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷

❉❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡ s♦♠♠❡t ❛②❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡t ❧❡ ♠❡tt♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❆ ❡t tr♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐

❡t ❧❡s ♠❡tt♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ C ❡t ❧❡ r❡st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B✳ ❉❛♥s ❧❛

❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦♠♠❡t i ♣❛s ❞❛♥s A ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s

B \ {i}✳ ▼❡tt❡③ i ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❆✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

|A|+ |C| > n− β✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦✉✲

✈❡❛✉ αmin ❛♣♣❡❧é ✭α∗min✮ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧ αmin✳ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s

❞ét❛✐❧s s✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❱❙P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷

✶✿ ❝❤♦✐s✐ss❡③ ❧❡ s♦♠♠❡t a q✉✐ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠✉♠ ✭s✬✐❧ ② ❡♥ ❛ ♣❧✉s ❞✬✉♥✱ ❝❤♦✐s✐ss❡③✲❡♥ ✉♥✮.
A = {a};C = φ;B = φ.

✷✿ C = N(A);B = V�(C ∪ A).
✸✿ ✇❤✐❧❡ |A|+ |C| ≤ n− β ❞♦
✹✿ ❙♦✐t i ∈ V \ A t❡❧ q✉❡ |N(i) ∩B| ❡st ♠✐♥✐♠✉♠ .
✺✿ A = A ∪ {i};C = N(A);B = V \ (A ∪ C).
✻✿ ❊♥❞ ✇❤✐❧❡

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❛♣♣❡❧♦♥s ✭|A∗|, |B∗|, |C∗|✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s

❡ss❛②❡r♦♥s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ✭|A∗|B∗|, |C∗|✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ |A + B| t❡❧❧❡ q✉❡ |A + B| > |A∗ + B∗|✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t❡r♦♥s ❞❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❝♦✉♣✉r❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳



✾✶

❊①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

■❧s ♦♥t été ré❛❧✐sés ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧é αmin✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢é✲

r✐❡✉r❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ t♦✉t sé♣❛r❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é

♣❛r ❈❤❡r❦❛ss❦② ❡t ●♦❧❞❜❡r❣ ❬✶✽❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠✉♠ ✭❝♦❞❡ s♦✉r❝❡

❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬✼✼❪✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠✐①t❡ s✉✐✈❛♥t ❛✈❡❝

■❧♦❣✲❈P▲❊❳ ✶✷✳✻ ❬✼✽❪✳

Max
∑

v∈V

(xv + yv)

s✉❜❥❡❝t t♦

xu + yv ≤ 1 , xv + yu ≤ 1 ∀(uv) ∈ E ✭✺✳✵✳✾✮

xv + yv ≤ 1 ∀v ∈ V ✭✺✳✵✳✶✵✮
∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− αmin ✭✺✳✵✳✶✶✮

1 ≤
∑

v∈V

xv ≤ ⌊
n− αmin

2
⌋ ✭✺✳✵✳✶✷✮

1 ≤
∑

v∈V

yv ≤ β(n) ✭✺✳✵✳✶✸✮

1 ≤
∑

v∈V

xia ≤ β(n) ✭✺✳✵✳✶✹✮

xv, yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V ✭✺✳✵✳✶✺✮

▲✬✐♥é❣❛❧✐té
∑

v∈V

xv ≤ ⌊
n− αmin

2
⌋ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ❙♦✐t {A,B,C} ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r✳

❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té |A| ≤ |B|✳ ❉❡♣✉✐s |A| + |B| ≤ n− αmin✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s |A| ≤ ⌊n−αmin

2
⌋✳

❙❝✐❡♥❝❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r✱ ❛❧♦rs ✐❧s ♣r❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s

❡t ♣❧✉s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

♠✐①t❡✲❡♥t✐èr❡ ❀ ❛❧♦rs✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s



✾✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❈❖▼P❚❊✲❘❊◆❉❯

r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− αmin

♣❛r

∑

v∈V

(xv + yv) ≤ n− α∗min ✭✺✳✵✳✶✻✮

❈❡ α∗min ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❛rr❛♥❣❡❛♥t ❝❤❛q✉❡ αi, i ∈ V ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t αi ❛ ❧✬♦r❞r❡ |A∗|+ 1✱ |A∗| ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡

❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳



Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡t

st✲❝♦♥♥❡❝té

▲❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té s♦♠♠❡t ❡t ❛r❡t❡s s♦♥t ❞❡✉① ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té rés❡❛✉✳ ■❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ♦♥t ét✉❞✐é ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉✲

❧✐❡r✱ ❧❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭❬✷✷✱ ✺✸✱ ✻✺❪✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞❡ ❝❡tt❡ ♥❛t✉r❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋P❚ ✭❋✐①❡❞✲P❛r❛♠❡t❡r ❚r❛❝✲

t❛❜❧❡✮ ❛✈❡❝ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼❛r① ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ st ✲❈❱❙ ❡st ◆P✲❍❛r❞✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❋P❚✳ ◆❛r❛②❛♥❛s✇❛♠② ❡t ❙❛❞❛❣♦♣❛♥

❬✻✸❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ st ✲❈❱❙ ❡st ◆P✲❈♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦r❞❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s

✺ ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r st ✲❈❱❙ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡

❧❛ ✹è♠❡ ❝♦r❞❡✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❡t ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ st ✲❈❱❙ ♣❛r❛♠étré ❡st W [2] ✲ ❞✉r✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛

été ét✉❞✐é ♣❛r ❬✺✻❪ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡

s✐♠♣❧❡ ♥♦♥ ❞✐r✐❣é G ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (V,E) ♦ù V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t E ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s n :=| V | ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t m :=| E | ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ {u, v} ❡st ♥♦té❡ uv✳ P♦✉r t♦✉t S, T ⊆ V ♦♥

❛ δ(S) : δ(S, T ) := {uv ∈ E : u ∈ S, v ∈ T}✱ δ(S) := δ(S, V \ S) ❡t E(S) := {ij ∈

E : i, j ∈ S}✳✳ P♦✉r t♦✉t F ⊆ E✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s V (F ) := {u, v ∈ V : uv ∈ F}✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s N(S) := {u ∈ V \ S : ∃v ∈ S, uv ∈ E}✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t

u ∈ V ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s δ(u) := δ({u}) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉ s♦♠♠❡t

u✱ N(u) := {v ∈ V : uv ∈ E} ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t u ❡t d(u) :=| δ(u) |✳ ▲❡

❞❡❣ré ❞✉ s♦♠♠❡t u✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s d(u) =| N(u) |✳ P♦✉r

t♦✉t S subseteqV ✱ ♦♥ ♥♦t❡ G [S] ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r S✳ P♦✉r t♦✉t S ⊆ V ✱ ♣♦✉r

t♦✉t u ∈ V ✱ ♦♥ ♣♦s❡ NS(U) := N(u) ∩ S ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t u ✐♥ G [S] ❡t

dS(U) :=| NS(U) | ▲❡ ❞❡❣ré ❞✉ s♦♠♠❡t u ❞❛♥s G [S]✳

✾✸
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❙♦✐t s ❡t t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ V ✱ ♥♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❯♥ sé♣❛r❛t❡✉r st ✲

❝♦♥♥❡❝té ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V \ {s, t} t❡❧ q✉❡

✭✐✮ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ s ❡t t ❞❛♥s G [G \ S]✱ ❡t

✭✐✐✮ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G [S] ❡st ❝♦♥♥❡❝té✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ G ❡st ❝♦♥♥❡❝té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t sé♣❛r❛t❡✉r S ❞❛♥s

G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❜✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ (A,B) ❞❡ V \ S t❡❧❧❡ q✉❡ s ∈ A✱ t ∈ B✱ ❡t

δ(A,B) = φ✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭◆❋✮

▲❡ (s, t)− CV S éq✉✐✈❛✉t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

min{
∑

v∈V

(wvxv), x ∈ Pst(G)}.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r st ✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

min
∑

v∈V (xv)

s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✺✳✵✳✶✼✮

X(VI(Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✺✳✵✳✶✽✮

X(N(U)) ≥ xu + xv − 1 ∀u, v ⊆ V \ {s, t}✇✐t❤ ✉✈ /∈ E,

∀U ⊆ V \ {s, t}✇✐t❤ ✉ ∈ U, v /∈ U ∪N(U) ✭✺✳✵✳✶✾✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✺✳✵✳✷✵✮



✾✺

♦ù Pst ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ s ❡t t✱ VI(Pst) ≡ V (Pst \ {s, t} ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡

❝❤❡♠✐♥ ✐♥t❡r♥❡ Pst ❡t Γst ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ s ❡t t✱ ❡t N(u) ❡st

❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t u✳

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✹✳✻✳✶✽✮ s✐❣♥✐✜❡♥t q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ s ❡t

t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❛♥s S✳

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✺✳✵✳✶✾✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❡ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ❝♦♥♥❡❝té✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ✭❊❋✮

♠✐♥ x(V )✱

s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✺✳✵✳✷✶✮

X(VI(Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✺✳✵✳✷✷✮

ze ≤ xu ∀u ∈ V, ∀e ∈ δ(u), ✭✺✳✵✳✷✸✮

ze ≥ xu + xv − 1 ∀e := uv ∈ E \ (δ(s) ∪ δ(t)), ✭✺✳✵✳✷✹✮

z(δ(U)) ≥ xu+xv − 1 ∀u, v ∈ V \ {s, t}, uv /∈ E, and ∀U ⊂ V \ {s, t}, u ∈ U, v /∈ U,

✭✺✳✵✳✷✺✮

ze ∈ {0, 1} ∀e ∈ E, ✭✺✳✵✳✷✻✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✺✳✵✳✷✼✮

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞✬❛r❜r❡ ✭❚❊❋✮

♠✐♥ x(V )✱
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s✳t✳

xs = xt = 0 ✭✺✳✵✳✷✽✮

x(V (Pst)) ≥ 1 ∀Pst ∈ Γst, ✭✺✳✵✳✷✾✮

ye ≤ xu ∀u ∈ V, ∀e ∈ δ(u), ✭✺✳✵✳✸✵✮

y(E) =| V | −1, ✭✺✳✵✳✸✶✮

y(δ(U)) ≥ xu + xv − 1 ∀u, v ∈ V \ {s, t}, uv /∈ E, and ∀U ⊂ V, u ∈ U, v /∈ U,

✭✺✳✵✳✸✷✮

0 ≤ xv ≤ 1 ∀v ∈ V, ✭✺✳✵✳✸✸✮

0 ≤ ye ≤ 1 ∀e ∈ E, ✭✺✳✵✳✸✹✮

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V. ✭✺✳✵✳✸✺✮

❍❡✉r✐st✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

sé♣❛r❛t❡✉r ❝♦♥♥❡❝té ❡♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❧❛ ♣r❡✲

♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉r S ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭P✶✮ ✭❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✮ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡

❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡✱ ❝✬❡st ❢❛✐t✳ ❙✐♥♦♥✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s

❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ q✉✐ r❡♥❞❡♥t S ❝♦♥♥❡❝té✳

❙♦✐t C1, ..., Ck ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ G(S)✱ ❡t s♦✐t u /∈ S∪{s, t}✱

♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Cu
i ♣♦✉r i = 1, ..., k ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ Cu

i = 1 s✐ (uv) ∈ E ♣♦✉r ✉♥

s♦♠♠❡t v ∈ Ci✱ C
u
i = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❈❱❙P✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸

✶✿ ❘és♦✉❞r❡ P✶ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❙.
✷✿ ✐❢ ❙ ❡st ❝♦♥♥❡❝té t❤❡♥ ❙❚❖P
✸✿ ❚r♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ❙ (C1, ..., Ck).
✹✿ ❚r♦✉✈❡r u∗ /∈ S ∪ {s, t} t❡❧ ❞✉❡

∑k

i=1 C
u∗

i ❡st ♠❛①✐♠✉♠, S := S ∪ {u∗}
✺✿ ❣♦t♦ ✷
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❬✶❪ ❑✳ ❆♥❞r❡❡✈ ❛♥❞ ❘✳ ❘❛❝❦❡✱ ❖♥ ❇❛❧❛♥❝❡❞ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳✱ ❚❤❡♦r② ♦❢

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱♥✳ ✸✾✭✻✮✱✭✷✵✵✻✮✱ ♣♣✳ ✾✷✾✲✾✸✾✳

❬✷❪ ▼✳ ❆r♠❜r✉st❡r ✱ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❈✉t ❢♦r ❛ ❙❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛r❣❡✲

❙❝❛❧❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❇✐s❡❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✳✱ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✼✳

❬✸❪ ▼✳ ❆r♠❜r✉st❡r ✱▼✳ ❋✉❣❡♥s❝❤✉❤ ✱❈✳ ❍❡❧♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❆✳ ▼❛rt✐♥✱ ❆

❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❙t✉❞② ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❙❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❈✉t ▼❡t❤♦❞s ❢♦r

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ●r❛♣❤ ❇✐s❡❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠✳✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❣❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐✲

③❛t✐♦♥✱♥✳ ✺✵✸✺ ♦❢ ▲◆❈❙✱✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✶✶✷✲✶✷✹✳

❬✹❪ ❆✳ ❆r✉❧s❡❧✈❛♥✱ ❈✳❲✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡r✱ ▲✳ ❊❧❡❢t❡r✐❛❞♦✉✱ ❛♥❞ P✳▼✳ P❛r✲

❞❛❧♦s ✱ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ s♣❛rs❡ ❣r❛♣❤s✳✱ ❈♦♠♣✉t✳ ❖♣❡r✳ ❘❡s✱♥✳ ✸✻✭✼✮✱

✭✷✵✵✾✮✱♣♣✳ ✷✶✾✸✲✷✷✵✵✳

❬✺❪ ❊✳ ❇❛❧❛s ❛♥❞ ❈✳ ❞❡ ❙♦✉③❛✱ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♥✳ ✸✱ ✶✵✸✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✺✽✸✕✻✵✽✳

❬✻❪ ❈✳ ❇❡r❣❡✱ ●r❛♣❤s ❛♥❞ ❍②♣❡r❣r❛♣❤s✳✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ✭✶✾✼✸✮✳

❬✼❪ ❆✳ ❇❡r❣❡r ✱❆✳ ●r✐❣♦r✐✈ ❛♥❞ ❘✳ ❞❡r ❩✇❛❛♥✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❦✲✇❛② ✈❡rt❡① ❝✉t✳✱ ◆❡t✇♦r❦s ✱♥✳ ✻✸✭✷✮✱✭✷✵✶✹✮✱ ♣♣✳ ✶✼✵✲✶✼✽✳

❬✽❪ ❲✳ ❇❡♥✲❆♠❡✉r ❛♥❞ ▼♦❤❛♠❡❞ ❉✐❞✐ ❇✐❤❛ ✱ ❖♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t s❡♣❛r❛t♦r

♣r♦❜❧❡♠✳ ✱ ◆❡t✇♦r❦s✱ ♥✳ ✺✾✭✶✮ ✱✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✸✵✲✸✻✳

❬✾❪ ❲✳ ❇❡♥✲❆♠❡✉r✱ ▼✳ ▼♦❤❛♠❡❞✲❙✐❞✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ◆❡t♦✱ ❚❤❡ ❦✲❙❡♣❛r❛t♦r Pr♦✲

❜❧❡♠✳✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✱✭✷✵✶✸✮✱ ♣♣✳ ✸✸✼✲

✸✹✽✳

✾✼
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❬✶✵❪ ❯✳ ❇❡♥❧✐❝ ❛♥❞ ❏✳❑✳ ❍❛♦✱ ❇r❡❛❦♦✉t ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦✲

❜❧❡♠✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❚❤✐r❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥t ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✲

✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❆✉❣✉st✭✷✵✶✸✮✱❇❡✐❥✐♥❣✱❈❤✐♥❛✳

❬✶✶❪ ▲✳ ❇r✉♥❡tt❛ ✱▼✳ ❈♦♥❢♦rt✐ ❛♥❞ ●✳ ❘✐♥❛❧❞✐✱ ❆ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❈✉t ❆❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r t❤❡ ❊q✉✐❝✉t Pr♦❜❧❡♠✳✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱♥✳ ✼✽✭✷✮✱✭✶✾✾✼✮✱ ♣♣✳ ✷✹✸✲

✷✻✸✳

❬✶✷❪ ❊✳ ●✳ ❇♦♠❛♥✱ ❑✳ ❉✳ ❉❡✈✐♥❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❘❛❥❛♠❛♥✐❝❦❛♠✱ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ▼❛tr✐①

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡✲❋r❡❡ ●r❛♣❤s ❯s✐♥❣ ✷❉ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳✱ ■♥

❆❈▼✴■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ❙t♦r❛❣❡

❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ✭❙❈✮✳✱✭✷✵✶✸✮✳

❬✶✸❪ ❚✳◆✳ ❇✉✐ ❛♥❞ ❈✳ ❏♦♥❡s✱ ❋✐♥❞✐♥❣ ●♦♦❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❱❡rt❡① ❛♥❞ ❊❞❣❡ P❛rt✐✲

t✐♦♥s ✐s ◆P✲❍❛r❞✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱✹✷✭✶✾✾✷✮✱ ♣♣✳ ✶✺✸✕✶✺✾✳

❬✶✹❪ ●✳ ❈❛❧✐♥❡s❝✉✱ ❈✳ ●✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❛♥❞ ❇✳ ❘❡❡❞✱ ▼✉❧t✐❝✉ts ✐♥ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞

❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❞✐❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❡❡✲✇✐❞t❤✳✱ ♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆❧❣♦r✐t❤♠s✱♥✳ ✹✽✭✷✮✱✭✷✵✵✸✮✱ ♣♣✳ ✸✸✸✲✸✺✾✳

❬✶✺❪ ❑✳ ❙✳ ❈❛♠✐❧✉s ❛♥❞ ❱✳ ❑✳ ●♦✈✐♥❞❛♥✱ ❆ ❘❡✈✐❡✇ ♦♥ ●r❛♣❤ ❇❛s❡❞ ❙❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥✳✱ ■❏■●❙P✱♥✳ ✹✱✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✶✲✶✸✳

❬✶✻❪ ❱✳❋✳ ❈❛✈❛❧❝❛♥t❡ ❛♥❞ ❈✳❈✳ ❞❡ ❙♦✉③❛✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣

♣❧❛♥❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✱ ✐♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ Pr♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱

❇✳ ❈❤❡♥✱ ▼✳ P❛t❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❩❤❛♥❣✱ ❡❞s✳✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱✭✷✵✵✼✮✱♣♣✳ ✹✼✶✲✹✽✷✳

❬✶✼❪ ●✳ ❈❤❛rtr❛♥❞ ❛♥❞ ▲✳ ▲❡s♥✐❛❦✱ ●r❛♣❤s ❛♥❞ ❞✐❣r❛♣❤s✳✱ ❲❛❞s✇♦rt❤ ❛♥❞

❇r♦♦❦s✱ ✭✶✾✽✻✮✳

❬✶✽❪ ❇✳❱✳ ❈❤❡r❦❛ss❦② ❛♥❞ ❆✳❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣✱ ❖♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ P✉s❤✲❘❡❧❛❜❡❧

▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❋❧♦✇ Pr♦❜❧❡♠✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛✱ ✶✾✭✶✾✾✼✮✱ ♣♣✳ ✸✾✵✲✹✶✵✳

❬✶✾❪ ❇✳❱✳ ❈❤❡r❦❛ss❦② ❀ ❆✳❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❚✳ ❘❛❞③✐❦ ✱ ❙❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥♥✉❛❧

❆❈▼ s✉♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✭✶✾✼✶✮✱ ♣♣✳ ✶✺✶✕✶✺✽✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✾✾

❬✷✵❪ ❏✳ ❈♦♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❙❤✐♥♥❡r❧✳✱ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❱▲❙■❈❆❉✳✱ ❙♣r✐♥✲

❣❡r✱✭✷✵✵✸✮✳

❬✷✶❪ ❙✳❆✳ ❈♦♦❦✱ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡♦r❡♠✲♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ■▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣✳✱♥✳ ✼✸✭✷✮✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✶✷✾✕✶✼✹✳

❬✷✷❪ ❊✳ ❉❛❤❧❤❛✉s ❀ ▼✳ ❑❛r♣✐♥s❦✐ ❀ ❛♥❞ ▼✳❇✳ ◆♦✈✐❝❦✱ ❋❛st ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❢♦r t❤❡ ❝❧✐q✉❡ s❡♣❛r❛t♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲

❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✿❙❖❉❆ ✾✵✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ❯❙❆✱

✭✶✾✾✵✮✱ ♣♣✳ ✷✹✹✕✷✺✶✳

❬✷✸❪ ❉✳ ❉❡❧❧✐♥❣ ✱❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣ ✱■✳ ❘❛③❡♥s❤t❡②♥ ❛♥❞ ❋✳ ❲❡r♥❡❝❦✱ ❊①❛❝t

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ❢♦r ●r❛♣❤ ❇✐s❡❝t✐♦♥✳✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

✶✷t❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❆▲❊◆❊❳

✶✷✮✱✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✸✵✲✹✹✳

❬✷✹❪ ❉✳ ❉❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❋✳ ❲❡r♥❡❝❦✱ ❇❡tt❡r ❇♦✉♥❞s ❢♦r ●r❛♣❤ ❇✐s❡❝t✐♦♥✳ ✱ ■♥

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥✳ ✼✺✵✶ ♦❢

▲◆❈❙✱✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✹✵✼✲✹✶✽✳

❬✷✺❪ ❈✳❈✳ ❞❡ ❙♦✉③❛ ❛♥❞ ❱✳❋✳ ❈❛✈❛❧❝❛♥t❡✱ ❊①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt❡①

s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧✱♥✳ ✸✱✺✼✭✷✵✶✶✮✱

♣♣✳ ✷✶✷✕✷✸✵✳

❬✷✻❪ ❈✳ ❞❡ ❙♦✉③❛ ❛♥❞ ❊✳ ❇❛❧❛s✱ ❚❤❡ ✈❡rt❡① s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♥✳ ✸✱ ✶✵✸✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✻✵✾✕✻✸✶✳

❬✷✼❪ ❏✳ ❉✐❛③ ✱▼✳❉✳ P❡♥r♦s❡✱ ❏✳ P❡t✐t ❛♥❞ ▼✳ ❙❡r♥❛✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❧❛②♦✉t

♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✸✾✭✷✵✵✶✮✱ ♣♣✳ ✷✻✼✲✷✾✷✳

❬✷✽❪ ▼✳ ❉✐❞✐✲❇✐❤❛ ❛♥❞ ▼✳❏✳ ▼❡✉rs✱ ❆♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt❡①

s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❧♦❜❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱♥✳ ✸✱✹✾✭✷✵✶✶✮✱ ♣♣✳ ✹✷✺✕✹✸✹✳

❬✷✾❪ ▼✳ ❉✐ ❙✉♠♠❛✱ ❆✳ ●r♦ss♦✱ ▼✳ ▲♦❝❛t❡❧❧✐✱ ▼✱ ❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥✳ ✺✸✭✸✮✱✭✷✵✶✷✮✱ ♣♣✳ ✻✹✾✲✻✽✵✳

❬✸✵❪ ❏✳ ❊❞♠♦♥❞s✱ ❈♦♥✈❡rs ❛♥❞ ♣❛❝❦✐♥❣s ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧❧② ♦❢ s❡ts✳✱ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡✲

r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱♥✳ ✻✽✱ ✺✭✶✾✻✷✮✱ ♣♣✳ ✹✾✹✕✹✾✾✳
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❬✸✶❪ ❆✳ ❋❡❧❞♠❛♥♥ ❛♥❞ P✳ ❲✐❞♠❛②❡r✱ ❆♥ O(n4) ❚✐♠❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡

❇✐s❡❝t✐♦♥ ❲✐❞t❤ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ●r✐❞ ●r❛♣❤s✳ ✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♥✳ ✻✾✹✷ ♦❢ ▲◆❈❙✱✭✷✵✶✶✮✱ ♣♣✳ ✶✹✸✲✶✺✹✳

❬✸✷❪ ❆✳ ❋❡❧♥❡r ✱ ❋✐♥❞✐♥❣ ❖♣t✐♠❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ❍❡✉r✐st✐❝ ❙❡❛r❝❤✳ ✱ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱

♥✳ ✹✺✱✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✷✾✸✲✸✷✷✳

❬✸✸❪ ❈✳ ❋❡rr❡✐r❛ ✱❆✳ ▼❛rt✐♥ ✱ ❈✳ ❉❡ ❙♦✉③❛ ✱❘✳ ❲❡✐s♠❛♥t❡❧ ❛♥❞ ▲✳ ❲♦❧✲

s❡②✱ ❚❤❡ ◆♦❞❡ ❈❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ✿ ❆ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙t✉❞②✳ ✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♥✳ ✽✶✭✷✮✱✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✷✷✾✲✷✺✻✳

❬✸✹❪ ❈✳ ▼✳ ❋✐❞✉❝❝✐❛ ❛♥❞ ❘✳ ▼✳ ▼❛tt❤❡②s❡s✱ ❆ ▲✐♥❡❛r✲❚✐♠❡ ❍❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ■♠✲

♣r♦✈✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦ P❛rt✐t✐♦♥s✳ ✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡s✐❣♥

❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱✭✶✾✽✷✮✱ ♣♣✳ ✶✼✺✲✶✽✷✳

❬✸✺❪ ▲✳❘✳ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❉✳❘✳ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✱ ▼❛①✐♠❛❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳✱ ❈❛♥❛✲

❞✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳✱♥✳ ✽✱✭✶✾✺✻✮✱ ♣♣✳ ✸✾✾✕✹✵✹✳

❬✸✻❪ ❏✳ ❋✉❦✉②❛♠❛✱ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❛r s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

●r❛♣❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✹✭✷✵✵✻✮✱ ♣♣✳ ✸✶✼✕✸✷✽✳

❬✸✼❪ ▼✳❘✳ ●❛r❡② ❛♥❞ ❉✳❙✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ■♥tr❛❝t❛❜✐❧✐②✱ ❲✳❍✳ ❋r❡❡✲

♠❛♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣❛❣♥②✱ ✭✶✾✼✾✮✳

❬✸✽❪ P✳❲✳ ●♦❧❞❜❡r❣ ✱▼✳❈✳ ●♦❧✉♠❜✐❝✱❍✳ ❑❛♣❧❛♥ ❛♥❞ ❘✳ ❙❤❛♠✐r✱ ❋♦✉r

str✐❦❡s ❛❣❛✐♥st ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❉◆❆✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❇✐♦❧♦❣②✱

✶✷✭✶✾✾✺✮✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✺✷✳

❬✸✾❪ ❏✳ ●✉st❡❞✱ ❖♥ t❤❡ ♣❛t❤✇✐❞t❤ ♦❢ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛s✲

t✐❝s✱ ✹✺✭✶✾✾✸✮✱ ♣♣✳ ✷✸✸✕✷✹✽✳

❬✹✵❪ ❲✳ ❍❛❣❡r ❛♥❞ ❏✳❚✳ ❍✉♥❣❡r❢♦r❞✱ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❣r❛♣❤s✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧

❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✹✵✭✷✵✶✹✮✱ ♣♣✳ ✸✷✽✕✸✸✼✳

❬✹✶❪ ❲✳ ❍❛❣❡r ✱❉✳ P❤❛♥ ❛♥❞ ❍✳ ❩❤❛♥❣✱ ❆♥ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ●r❛♣❤ P❛rt✐✲

t✐♦♥✐♥❣✳ ✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♥✳ ✶✸✼✱✭✷✵✶✸✮✱ ♣♣✳ ✺✸✶✲✺✺✻✳
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❬✹✷❪ ❚✳❊✳ ❍❛rr✐s ❛♥❞ ❋✳❙✳ ❘♦ss✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❛ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❘❛✐❧

◆❡t ❈❛♣❛❝✐t✐❡s✳✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ▼❡♠♦r❛♥❞✉♠✳ ❘❛♥❞ ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✳✱✭✶✾✺✺✮✳

❬✹✸❪ ❈✳ ❍❡❧♠❜❡r❣ ❛♥❞ ❋✳ ❘❡♥❞❧✱ ❆ s♣❡❝tr❛❧ ❜✉♥❞❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✸✻✭✶✾✼✾✮✱ ♣♣✳ ✶✼✼✕✶✽✾✳

❬✹✹❪ ▲✳ ❍②❛❢✐❧ ❛♥❞ ❘✳ ❘✐✈❡st✱ ●r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡✲

❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❘❛♣♣♦rt ❞❡

❘❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥✳ ✸✸✱ ✭✶✾✼✸✮✱ ■❘■❆ ✲ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t

❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❬✹✺❪ ❙✳ ❏❡sú s ✱ ❏✳P✳ ❏✉❛♥ ❛♥❞ ❉✳ ❆❜r❛❤❛♠✱ ❈♦♠❜✐♥❣ ✐♥t❡❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✲

✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❱❙◆✳❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❱❡rt❡① ❙❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠✱

❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱✺✷✭✷✵✶✹✮✱ ♣♣✳ ✷✵✾✕✷✶✾✳

❬✹✻❪ ❇✳ ❏✉♥❦❡r ❛♥❞ ❋✳ ❙❝❤r❡✐❜❡r✳✱ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✳ ✱ ❲✐❧❡②✱

✭✷✵✵✽✮✳

❬✹✼❪ ❙✳ ❑❛r✐s❝❤ ✱❋✳ ❘❡♥❞❧ ❛♥❞ ❏✳ ❈❧❛✉s❡♥✱ ❙♦❧✈✐♥❣ ●r❛♣❤ ❇✐s❡❝t✐♦♥ Pr♦✲

❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❙❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ✱ ■◆❋❖❘▼❙ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱

♥✳ ✶✷✭✸✮✱✭✷✵✵✵✮✱ ♣♣✳ ✶✼✼✲✶✾✶✳

❬✹✽❪ ❘✳ ▼✳ ❑❛r♣✱ ❘❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❆♠♦♥❣ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ Pr♦❜❧❡♠s✳✱ ■♥ ❘✳ ❊✳ ▼✐❧❧❡r

❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ❚❤❛t❝❤❡r ✭❡❞✐t♦rs✮✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ◆❡✇

❨♦r❦✱✭✶✾✼✷✮✱ ♣♣✳ ✽✺✕✶✵✸✳

❬✹✾❪ ❇✳❲✳ ❑❡r♥✐❣❤❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ▲✐♥✱ ❆♥ ❊✣❝✐❡♥t ❍❡✉r✐st✐❝ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r P❛rt✐t✐♦✲

♥✐♥❣ ●r❛♣❤s ✱ ❚❤❡ ❇❡❧❧ ❙②st❡♠ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ♥✳ ✹✾✭✶✮✱✭✶✾✼✵✮✱ ♣♣✳ ✷✾✶✲✸✵✼✳

❬✺✵❪ ❆✳ ❇✳ ❑❛❤♥❣✱ ❏✳ ▲✐❡♥✐❣✱ ■✳ ▲✳ ▼❛r❦♦✈✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍✉✱ ❱▲❙■ P❤②s✐❝❛❧

❉❡s✐❣♥ ✲ ❋r♦♠ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t♦ ❚✐♠✐♥❣ ❈❧♦s✉r❡ ✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✺✶❪ ❚✳ ❑✐❡r✐t③✱ ❉✳ ▲✉①❡♥✱ P✳ ❙❛♥❞❡rs✱ ❛♥❞ ❈✳ ❱❡tt❡r✱ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❚✐♠❡✲

❉❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❍✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ✱ ■♥ ✾t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆❧✲

❣♦r✐t❤♠s✱ ♥✳ ✻✵✹✾ ♦❢ ▲◆❈❙✱✭✷✵✶✵✮✱ ♣♣✳ ✽✸✲✾✸✳

❬✺✷❪ ❯✳ ▲❛✉t❤❡r✱ ❆♥ ❊①tr❡♠❡❧② ❋❛st✱ ❊①❛❝t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❋✐♥❞✐♥❣ ❙❤♦rt❡st

P❛t❤s ✐♥ ❙t❛t✐❝ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ●❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ✱ ■♥ ▼✉♥st❡r ●■✲❉❛②s✱

✭✷✵✵✹✮✳
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❬✺✸❪ ❍✳●✳ ▲❡✐♠❡r✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ❝❧✐q✉❡ s❡♣❛r❛t♦rs✱ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✳✱

♥✳ ✶✶✸✱✭✶✾✾✸✮✱ ♣♣✳ ✾✾✲✶✷✸✳

❬✺✹❪ ❱✳ ❱✳ ▲❡♣✐♥✱ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❦✲s❡♣❛r❛t♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝
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Theoretical and numerical studies on the graph partitioning problem

Abstract     :

   Given G=(V,E) a connected undirected graph and a positive integer β(n), where n is number of 
vertices, the vertex separator problem (VSP) is to find a partition of V into three classes A,B and C 
such that there is no edge between A and B, max{|A|,|B|} less than or equal β(n), and |C| is 
minimum. In this thesis, we consider an integer programming formulation for this problem. We 
describe some valid inequalties and using these results to develop algorithms based on 
neighborhood scheme.
We also study st-connected vertex separator problem.  Let s and t be two disjoint vertices of V, not 
adjacent. A st-connected separator in the graph G is a subset S of V\{s,t} such that there are no more
paths between s and t in G[G\S] and the graph G[S] is connected . The st-connected vertex sperator 
problem consists in finding such subset with minimum cardinality. We propose three formulations 
for this problem and  give some valid inequalities for the polyhedron associated with this problem. 
We develop also an efficient heuristic to solve this problem. 

Keywords: Combinatorial optimization, Partitioning graph,  Heuristics, Greedy algorithm, Branch 
and bound algorithm. 

Études théoriques et numériques du problème de partitionnement dans
un graphe

Résumé:

Étant donné G = (V, E) un graphe non orienté connexe et un entier positif β (n), où n est le nombre 
de sommets de G, le problème du séparateur (VSP) consiste à trouver une partition de V en trois 
classes A, B et C de sorte qu'il n'y a pas d'arêtes entre A et B, max {| A |, | B |} est inférieur ou égal à
β (n) et | C | est minimum. Dans cette thèse, nous considérons une modélisation du problème sous la
forme d'un programme linéaire en nombres entiers. Nous décrivons certaines inégalités valides et et 
développons des algorithmes basés sur un schéma de voisinage.
Nous étudions également le problème du st-séparateur connexe. Soient s et t deux sommets de V 
non adjacents. Un st-séparateur connexe dans le graphe G est un sous-ensemble S de V \ {s, t} qui 
induit un sous-graphe connexe et dont la suppression déconnecte s de t. Il s'agit de déterminer un st-
séparateur de cardinalité minimum. Nous proposons trois formulations pour ce problème et donnons
des inégalités valides du polyèdre associé à ce problème. Nous présentons aussi une heuristique 
efficace pour résoudre ce problème. 

Mots-clés: optimisation combinatoire, partitionnement, Heuristique, algorithme glouton, Séparation
et évaluation.


