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Résumé

La répartition des revenus d’une population, la distribution des instants de défaillance
d’un matériel et I’évolution des bénéfices des contrats d’assurance vie - étudiées en
sciences économiques et de gestion - sont liées a des fonctions continues appartenant a
la classe des fonctionnelles de la fonction de répartition.

Notre these porte sur I'estimation a noyau de fonctionnelles de la fonction de réparti-
tion avec applications en sciences économiques et de gestion.

Dans le premier chapitre, nous proposons des estimateurs polynomiaux locaux dans
le cadre i.i.d. de deux fonctionnelles de la fonction de répartition, notées Lp et Tp,
utiles pour produire des estimateurs lisses de la courbe de Lorenz et du temps total
de test normalisé (scaled total time on test transform). La méthode d’estimation est
décrite dans Abdous, Berlinet et Hengartner (2003) et nous prouvons le bon comporte-
ment asymptotique des estimateurs polynomiaux locaux. Jusqu’alors, Gastwirth (1972)
et Barlow et Campo (1975) avaient défini des estimateurs continus par morceaux de
la courbe de Lorenz et du temps total de test normalisé, ce qui ne respectait pas la
propriété de continuité des courbes initiales. Des illustrations sur données simulées et
réelles sont proposées.

Le second chapitre a pour but de fournir des estimateurs polynomiaux locaux dans
le cadre i.i.d. des dérivées successives des fonctionnelles de la fonction de répartition
explorées dans le chapitre précédent. A part Uestimation de la dérivée premicre de la
fonction T qui se traite a l'aide de I'estimation lisse de la fonction de répartition, la
méthode d’estimation employée est 'approximation polynomiale locale des fonction-
nelles de la fonction de répartition détaillée dans Berlinet et Thomas-Agnan (2004).
Divers types de convergence ainsi que la normalité asymptotique sont obtenus, y com-
pris pour la densité et ses dérivées successives. Des simulations apparaissent et sont
commenteées.

Le point de départ du troisieme chapitre est Iestimateur de Parzen-Rosenblatt (Ro-
senblatt (1956), Parzen (1964)) de la densité. Nous améliorons dans un premier temps
le biais de l'estimateur de Parzen-Rosenblatt et de ses dérivées successives a l'aide
de noyaux d’ordre supérieur (Berlinet (1993)). Nous démontrons ensuite les nouvelles
conditions de normalité asymptotique de ces estimateurs. Enfin, nous construisons une
méthode de correction des effets de bord pour les estimateurs des dérivées de la densité,
grace aux dérivées d’ordre supérieur.

Le dernier chapitre s’intéresse au taux de hasard, qui contrairement aux deux fonc-
tionnelles de la fonction de répartition traitées dans le premier chapitre, n’est pas un
rapport de deux fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition. Dans le cadre
i.i.d., les estimateurs a noyau du taux de hasard et de ses dérivées successives sont
construits a partir des estimateurs a noyau de la densité et ses dérivées successives. La
normalité asymptotique des premiers estimateurs est logiquement obtenue a partir de
celle des seconds. Nous nous placons ensuite dans le modele a intensité multiplicative,
un cadre plus général englobant des données censurées et dépendantes. Nous menons
la procédure a terme de Ramlau-Hansen (1983) afin d’obtenir les bonnes propriétés
asymptotiques des estimateurs du taux de hasard et de ses dérivées successives puis



Résumé

nous tentons d’appliquer 'approximation polynomiale locale dans ce contexte. Le taux
d’accumulation du surplus dans le domaine de la participation aux bénéfices pourra
alors étre estimé non paramétriquement puisqu’il dépend des taux de transition (taux
de hasard d’un état vers un autre) d’une chaine de Markov (Ramlau-Hansen (1991),
Norberg (1999)).

Mots Clés : estimation a noyau non paramétrique, espaces de Hilbert a noyau re-
produisant, approximation polynomiale locale, fonctionnelles de la fonction de répar-
tition, dérivées successives, densité, courbe de Lorenz, temps total de test normalisé,
modele a intensité multiplicative, taux de hasard, participation aux bénéfices, taux
d’accumulation du surplus, effets de bord.
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Abstract

The income distribution of a population, the distribution of failure times of a system
and the evolution of the surplus in with-profit policies - studied in economics and ma-
nagement - are related to continuous functions belonging to the class of functionals of
the distribution function.

Our thesis covers the kernel estimation of some functionals of the distribution function
with applications in economics and management.

In the first chapter, we offer local polynomial estimators in the i.i.d. case of two func-
tionals of the distribution function, written Ly and T, which are useful to produce
the smooth estimators of the Lorenz curve and the scaled total time on test transform.
The estimation method is described in Abdous, Berlinet and Hengartner (2003) and
we prove the good asymptotic behavior of the local polynomial estimators. Until now,
Gastwirth (1972) and Barlow and Campo (1975) have defined continuous piecewise
estimators of the Lorenz curve and the scaled total time on test transform, which do
not respect the continuity of the original curves. Illustrations on simulated and real
data are given.

The second chapter is intended to provide smooth estimators in the i.i.d. case of the
derivatives of the two functionals of the distribution function presented in the last
chapter. Apart from the estimation of the first derivative of the function 7% with a
smooth estimation of the distribution function, the estimation method is the local po-
lynomial approximation of functionals of the distribution function detailed in Berlinet
and Thomas-Agnan (2004). Various types of convergence and asymptotic normality
are obtained, including the probability density function and its derivatives. Simula-
tions appear and are discussed.

The starting point of the third chapter is the Parzen-Rosenblatt estimator (Rosen-
blatt (1956), Parzen (1964)) of the probability density function. We first improve the
bias of this estimator and its derivatives by using higher order kernels (Berlinet (1993)).
Then we find the modified conditions for the asymptotic normality of these estimators.
Finally, we build a method to remove boundary effects of the estimators of the proba-
bility density function and its derivatives, thanks to higher order derivatives.

We are interested, in this final chapter, in the hazard rate function which, unlike the two
functionals of the distribution function explored in the first chapter, is not a fraction of
two linear functionals of the distribution function. In the i.i.d. case, kernel estimators
of the hazard rate and its derivatives are produced from the kernel estimators of the
probability density function and its derivatives. The asymptotic normality of the first
estimators is logically obtained from the second ones. Then, we are placed in the multi-
plicative intensity model, a more general framework including censored and dependent
data. We complete the described method in Ramlau-Hansen (1983) to obtain good
asymptotic properties of the estimators of the hazard rate and its derivatives and we
try to adopt the local polynomial approximation in this context. The surplus rate in
with-profit policies will be nonparametrically estimated as its mathematical expression
depends on transition rates (hazard rates from one state to another) in a Markov chain
(Ramlau-Hansen (1991), Norberg (1999)).
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Abstract

Key words : nonparametric kernel estimation, reproducing kernel Hilbert spaces, local
polynomial estimation, functionals of the distribution function, derivatives, probability
density function, Lorenz curve, scaled total time on test transform curve, multiplica-
tive intensity point process model, hazard rate function, with-profit policies, surplus,
boundary effects.
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La Courbe de Lorenz et la mesure des inégalités

INEGALITE n.f. Caractere, état de choses ou de personnes inégales entre elles.
INEGAL adj. Qui n’est pas égal a quelque chose ou quelqu’un d’autre.
EGAL adj. Semblable en nature, en quantité, en qualité, en valeur.

(Définitions extraites du Grand Larousse Illustré 2016)

Depuis le milieu du XIX¢ siecle, avec la révolution industrielle, les inégalités écono-
miques entre individus dans le Monde ont fortement augmenté. Les pays du Nord ont
en effet connu une forte croissance, creusant ainsi I’écart avec les populations du Sud.
Ce processus s’est ralenti au cours des années 1980-1990, puis renversé depuis une ving-
taine d’années. Le ralentissement des taux de croissance des pays riches, dépassés par
ceux des pays émergents, a conduit mécaniquement a une réduction des inégalités a
I’échelle mondiale.

Mais dans le méme temps, apres une tendance a la baisse au cours du XX¢ siecle, les
inégalités au sein des pays tendent a augmenter. Les pays riches connaissent depuis les
années 1980, et plus récemment en France depuis les années 2000, une réouverture des
inégalités internes. La tendance est méme plus marquée dans les pays émergents, ceci
impliquant une répartition inéquitable des produits de la croissance.

L’exemple de la Chine, devenue rapidement la seconde puissance mondiale, illustre
parfaitement ces deux processus engagés depuis la fin du XX¢ siecle. Du fait de son
poids trés important dans la population mondiale, elle a fortement contribué par son
enrichissement rapide a la réduction des inégalités entre les habitants de la planete,
mais elle a en méme temps connu une forte hausse des inégalités a l'intérieur du pays,
qui perdure aujourd’hui.

Pour plus de détails sur I’évolution de I'inégalité mondiale et son interprétation, nous
renvoyons le lecteur a Bourguignon ([36]).

Comment a-t-on pu affirmer que les inégalités augmentaient ou baissaient ? Impossible
sans avoir préalablement réussi a mesurer les inégalités, qui est un enjeu essentiel en
économie politique. Savoir décrire les inégalités pour espérer les comprendre, comparer
les inégalités au sein d’une population sur plusieurs périodes afin d’avoir une idée de
leur évolution dans le temps ou d’examiner I'impact de politiques économiques ou so-
ciales mises en place par un gouvernement, comparer les inégalités sur des populations
diverses dans le but d’avoir une vision plus globale... voici des objectifs tant recherchés,
et en particulier en ce qui concerne les inégalités économiques.
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Pour mesurer celles-ci, introduisons le concept du revenu présenté par Hicks. Il le définit
comme la consommation maximale d’un individu sur une période donnée sans appau-
vrissement, c’est-a-dire vérifiant ’égalité de son patrimoine en début et fin de période.
En partant de ce concept, plusieurs types de revenus sont définis pour permettre des
mesures utilisables statistiquement.

L’Institut National de la Statistique et des Etudes Economiques (INSEE) définit les
revenus primaires comme les "revenus directement liés a une participation des ménages
au processus de production. La majeure partie des revenus primaires des ménages
est constituée de la rémunération des salariés, laquelle comprend les salaires et les
cotisations sociales. Ces revenus comprennent aussi des revenus de la propriété résultant
du prét ou de la location d’actifs financiers ou de terrains (intéréts, dividendes, revenus
fonciers...)".

Navarro décrit dans [123] le revenu disponible défini par 'INSEE comme la "somme du
revenu primaire, des pensions de retraite, du chémage, des indemnités journaliéres (en
cas d’arrét maladie), des prestations familiales, des allocations logement, des minima
sociaux de laquelle on déduit les cotisations sociales, les contributions sociales (CSG,
CRDS, prélévements sociaux), les impdts directs (impots sur le revenu, prélévement
forfaitaire et taxe d’habitation)". En fait, la notion de revenu disponible suppose 1'in-

tervention de I'Etat. Son role théorique est de redistribuer les revenus de telle maniére
a en fournir une répartition plus égalitaire.

Revenus du Travail o+ Revenus du Capital
(salaires) (propriété)
—_—
—_—
. . Revenus
Revenus primaires + sociaux
(transferts)

Prélévements
]
Revenu disponible

obligatoires
FIGURE 1 — Schéma reliant les revenus primaires et le revenu disponible.

(cotisations, impdts)

Le revenu disponible ne tient pas compte du nombre de personnes composant les mé-
nages qu’on appelle les unités de consommation (UC). Pour 'INSEE, le premier adulte
du ménage compte pour 1 UC, les autres personnes agées d’au moins 14 ans comptent
pour 0,5 UC et les enfants agés de moins de 14 ans comptent pour 0,3 UC. Pour ef-
fectuer des comparaisons entre ménages, il peut étre judicieux de considérer le revenu
disponible par unité de consommation. Le résultat de ce calcul correspond au niveau
de vie.
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Nous sommes malheureusement confrontés a plusieurs difficultés pour obtenir des don-
nées exploitables. Tout d’abord, comment choisir entre les revenus primaires, le revenu
disponible et le niveau de vie ? Les revenus non monétaires (en nature) ne sont pris en
compte dans aucune des trois définitions, ne devrait-on pas pourtant les inclure pour
avoir une idée plus juste des revenus ?

Ensuite, les données proviennent uniquement des revenus déclarés. Les hauts revenus
ont tendance a dissimuler une partie de leurs revenus et 1’économie dite "souterraine"
(travail clandestin, fraude, trafics) est mal connue.

Enfin, les données fournies par les organismes statistiques sont peu nombreuses en
raison du cotit élevé pour leur gestion et leur acces est long. Dans [9], D’Agostino et
Trombert citent les principales sources permettant de recueillir régulierement les reve-
nus du travail, les revenus du capital et les revenus sociaux, indispensables au calcul
des revenus primaires et du revenu disponible mais indique que 'INSEE les exploite
uniquement tous les 5 ans. Des enquétes supplémentaires sont parfois lancées mais a
basse fréquence comme ’enquéte sur les revenus fiscaux des ménages réalisée par I'IN-
SEE qui a seulement lieu tous les 5 ans. Les résumés d’enquétes se font aussi attendre,
souvent durant plusieurs années, a cause du traitement de I'information fastidieux.

Pour un état des lieux récent de la France, Navarro releve dans [123] que les revenus
primaires brut de I’ensemble des ménages est estimé en 2013 a 1522 milliards d’euros, le
revenu disponible brut de ’ensemble des ménages est estimé a 1326,3 milliards d’euros
et le niveau de vie annuel médian est de 20 603 euros en 2012. Elle note la diminution
des inégalités de revenus primaires au cours du XX¢ siecle suivie d’un accroissement a
partir de 'année 2000. La méme tendance et la méme année de transition sont obser-
vées pour les inégalités de niveaux de vie. Entre 2002 et 2012, le niveau de vie des 10%
aux plus hauts revenus s’est élevé tandis que celui des 10% les plus pauvres a baissé,
ce qui a causé indéniablement I’augmentation des inégalités de niveaux de vie au XXI°
siecle.

Plusieurs instruments de mesure ont été proposés pour analyser la distribution des
revenus d’une population. Ils se classent en trois catégories : mesure des disparités des
revenus (étendue, moyenne, médiane, comparaison de la moyenne a la médiane...), me-
sure de dispersion des revenus (rapports interdéciles, rapports interquartiles...), mesure
de concentration des revenus (courbe de Lorenz, indice de Gini). Nous renvoyons le lec-
teur aux ouvrages [9], [114] et [123] pour la description des deux premieres catégories
et nous présentons la derniere.

Max Otto Lorenz ([109]) a eu l'idée de relier la part cumulée des ménages les moins
riches a la part cumulée correspondante du revenu total (somme des revenus de I’en-
semble des ménages) pour étudier la concentration des revenus. Le graphique obtenu
se situant dans le carré unitaire et passant par les points (0,0) et (1,1) se nomme la
courbe de Lorenz en hommage a son créateur. Une répartition des revenus égalitaire
implique que 1% (respectivement 2%, 3%...) des ménages les moins riches détient 1%
(respectivement 2%, 3%...) du revenu total et se représente par la diagonale dans le
carré unitaire appelée ligne d’égalité parfaite. Une répartition totalement inégalitaire
a lieu lorsque tous les ménages sauf un possede un revenu nul. L’illustration est une
ligne brisée dans le carré unitaire qu’on nomme ligne de parfaite inégalité. Finalement,
plus la courbe de Lorenz s’approche de la diagonale et plus les inégalités de revenus
sont faibles.
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Part cumulée du revenu total
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Part cumulée des ménages les moins riches

FIGURE 2 — Un exemple de courbe de Lorenz (en rouge) avec la ligne d’égalité parfaite
(en bleu) et la ligne de parfaite inégalité (en turquoise).

Considérons deux courbes de Lorenz illustrant deux (ou plusieurs) distributions de
revenus ou une méme distribution de revenu sur deux (ou plusieurs) périodes différentes.
Alors la courbe de Lorenz la plus proche de la diagonale correspond a la distribution
la plus égalitaire, a condition qu’elles ne se croisent pas.

1.0

Part cumulée du revenu total
0.4

0.0
1

Part cumulée des ménages les moins riches

FIGURE 3 — 3 courbes de Lorenz : loi de Pareto (3,5) (en noir), loi de Weibull (3,5.5)
(en magenta) et loi de Maxwell (en rouge).

Sur cet exemple, la courbe rouge est la plus éloignée de la diagonale et ne croise aucune
des deux autres courbes donc la loi de Maxwell est la plus inégalitaire. Impossible de
déterminer la loi la plus égalitaire, nous pouvons uniquement affirmer que la loi de
Pareto (3,5) est plus égalitaire pour les 60% les moins riches tandis qu’il s’agit de la loi
de Weibull (3,5.5) pour les 40% les plus riches.
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L’indice de Gini, introduit par le statisticien Corrado Gini, est une valeur numérique
associ¢e a la courbe de Lorenz. Il s’écrit comme le quotient de 'aire comprise entre
la courbe de Lorenz et la diagonale et de l'aire sous la diagonale. On comprend que
I'indice de Gini est nul si 'aire entre la courbe de Lorenz et la diagonale est égale a
0, c’est-a-dire si la courbe de Lorenz et la ligne d’égalité parfaite sont confondues. Par
suite, I'indice de Gini est égal a 1 si la courbe de Lorenz est confondue avec la ligne
de parfaite inégalité. La réalité se situe entre ces deux cas extrémes, c’est-a-dire que
I'indice de Gini est toujours compris entre 0 et 1, et les inégalités varient dans le méme
sens que l'indice de Gini.

Lorsque nous souhaitons comparer plusieurs distributions de revenus, celle ayant 1'in-
dice de Gini le plus faible est la plus égalitaire, ce qui permet de surmonter la difficulté
rencontrée en cas de croisement des courbes de Lorenz. En cas d’égalité des indices de
Gini, il est impossible de conclure. Si 'on reprend I'exemple illustré par la Figure 3,
I'indice de Gini associé a la courbe noire est plus faible que celui associé a la courbe
magenta donc la loi de Pareto (3,5) est la plus égalitaire.

Vue la diversité des outils de mesure des trois catégories, nous pouvons nous question-
ner sur le choix le plus pertinent. Il n’y en a pas, la diversité est complémentaire. Nous
pouvons cependant émettre certaines réserves : les instruments de mesure des dispa-
rités ne sont pas des indices synthétiques, ceux de mesure de dispersion s’expriment
en fonction des extrémes (premier et dernier quartiles pour le rapport interquartiles,
premier et dernier déciles pour le rapport interdéciles...) d’ou une représentativité in-
complete de la répartition des revenus, 1'utilisation limitée de la courbe de Lorenz pour
comparer plusieurs courbes de Lorenz qui se croisent, 'indice de Gini, passant au-dela
de toutes ces limites, mais incapable de décrire la distribution de revenus étudiée.

L’objectif de notre these est de rendre plus juste la mesure des inégalités de reve-
nus. Pour cela, nous nous concentrons sur les outils statistiques les plus employés de
nos jours : la courbe de Lorenz et I'indice de Gini. La courbe de Lorenz, comme son nom
I'indique, est une courbe, c¢’est pourquoi nous tenterons de construire un estimateur
lisse pour cette fonction, d’ou découle une estimation de 'indice de Gini. L’approche
est non paramétrique, c’est-a-dire que nous nous plagons dans un cadre libre, sans au-
cune hypothese et sans imposer de distribution sur les revenus. Gastwirth ([75]) avait
jusque-la défini un estimateur mais continu par morceaux.

Le Temps Total de Test normalisé, indicateur de fia-
bilité

Le concept de fiabilité a émergé dans 'entre-deux-guerres pour étudier les fréquences
des pannes dans l'aéronautique, menagant directement la sécurité des personnes. La
discipline se développe rapidement jusque dans les années 1950 avec son application
aux systemes électroniques, introduits la encore dans l'aéronautique mais également
dans la défense, 1'aérospatial ou le nucléaire. Un systéme étant un ensemble de com-
posants en interaction destiné a accomplir une tache donnée, la fiabilité d’un systeme
s’explique par la fiabilité de ses composants.

Les décennies suivantes connaissent la généralisation de son utilisation (en mécanique,
hydraulique, électricité, informatique...) et aujourd’hui la fiabilité est devenue un outil
clef dans I'étude de la plupart des composants, produits et processus "grand public" :
transport, énergie, batiments, composants électroniques, composants mécaniques, logi-
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ciels, etc.

Le terme de "fiabilité" est parfois utilisé a tort pour parler de la sireté de fonctionne-
ment : ¢’est un abus de langage car la fiabilité n’en est qu’une composante. La stireté
de fonctionnement - en anglais dependability - est une notion plus générale qui mesure
la qualité de service délivrée par un systéme, de maniere a ce que I'utilisateur ait en lui
une confiance justifiée. Elle s’est développée dans les années 1980, a partir de la fiabilité
et la sécurité, avec I'ajout d’autres composantes au service de la maitrise des risques
comme la maintenabilité et la disponibilité : voir ci-dessous une illustration simplifiée
des interactions.

Streté de

fonctionnement
d’une entité

Disponibilité,
probabilité de
fonctionnement
a un instant donné

Sécurité,
absence de danger,
innocuité

Fiabilité, Maintenabilité,
probabilité de durée probabilité de durée
de bon fonctionnement de réparation

FI1GURE 4 — Composantes de la stireté de fonctionnement.

Apres cette clarification, définissons plus précisément la notion de fiabilité (reliability
en anglais). Selon la norme AFNOR X 60-500, la fiabilité est ''aptitude d’une entité
a accomplir une fonction requise, dans des conditions données, pendant un intervalle
de temps donné". La valeur de la fiabilité est donc la probabilité de n’avoir aucune
défaillance - état dans lequel 'entité ne peut plus accomplir sa mission - pendant une
durée de fonctionnement donnée et dans des conditions données.

Prévoir la fiabilité d’un systéme est un enjeu essentiel pour des raisons de sécurité (évi-
ter les défaillances d'un systeme de freinage, systeme nucléaire, systeme informatique,
systeme électrique, systéme de transports, etc.) et pour des raisons économiques : cofits
de maintenance (réparation, gestion de personnel et des stocks de piéces de rechange),
de non production, d’immobilisation, de non qualité et parfois quasi impossibilité de
réparer certains matériels (un satellite par exemple).

Pour la suite nous nous placerons dans le domaine industriel en étudiant comme objet
le composant, mais I’approche est applicable aussi bien a un matériel, un systeme, une
unité de production, un service, etc.

Les composants des systemes industriels sont classés en deux catégories distinctes : les
composants non réparables et réparables.
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Un composant non réparable est un composant qui ne peut pas étre remis en état de
fonctionnement lorsque sa premiere défaillance survient. Les raisons sont essentielle-
ment économiques (faible cotit du composant défectueux, réparation onéreuse) et/ou
techniques (complexité de réparation du composant défectueux). Le remplacement du
composant défaillant est donc privilégié a sa réparation. Un fusible, une batterie, une
dalle d’écran en sont des exemples.

Un composant réparable est un composant qui, au contraire, peut étre remis en état de
fonctionnement plusieurs fois au cours de sa vie. En général, il est maintenu préven-
tivement, par anticipation d’'une anomalie, mais en cas de défaillance, des opérations
de maintenance corrective (ou réparation) lui permettent de continuer a accomplir sa
mission. Une pompe, un robinet, un moteur font partie de cette catégorie.

La modélisation utilisée pour évaluer la fiabilité d’'un composant dépend de sa catégo-
rie.

Un composant non réparable est caractérisé par un instant de défaillance (ou une du-
rée de vie ou une durée de fonctionnement). Pour réaliser une étude statistique, il faut
disposer d’un échantillon de composants semblables dans les mémes conditions et no-
ter leurs instants de défaillances. Dans ces conditions, les instants de défaillances sont
indépendants et identiquement distribués.

Un composant réparable passe par divers états suite a ses différentes dégradations et est
donc caractérisé par les durées entre ses défaillances successives qui ne sont générale-
ment ni indépendantes ni identiquement distribuées. En effet, 'historique du processus
des défaillances et de leur réparation conditionne les défaillances suivantes. Les instants
de défaillances sont alors modélisés par un processus ponctuel d’intensité aléatoire.

Nous traitons dans cette these uniquement de la fiabilité des composants non répa-
rables. Afin de présenter une méthode graphique performante pour évaluer la fiabilité
d’un composant, nous avons d’abord besoin d’introduire le concept du temps total de
test de Barlow et Campo ([16]).

Pour comprendre de quoi il s’agit, supposons que les instants de défaillance des n
composants d'un systeme sont décrits par une variable aléatoire discrete. Alors les n
composants fonctionnent jusqu’a la premiere défaillance, n—1 composants fonctionnent
apres la premiere défaillance et jusqu’a la seconde défaillance,..., et 1 composant (le
dernier en vie) fonctionne apres 'avant-derniere défaillance et jusqu’a la derniére dé-
faillance (sa propre défaillance).

Le temps total de test jusqu’a la k¢ défaillance est le temps de fonctionnement de
I’ensemble des composants jusqu’a la défaillance du k¢ composant, ou k est un entier
compris entre 0 et n (il est nul si k = 0).
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Amp 1 1 X(1)
|
Amp 2 \ 1 X(2)
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FI1GURE 5 — [llustration du temps total de test de n ampoules jusqu’a la k¢ défaillance,
ou k est un entier compris entre 1 et n. Les durées de vie ordonnées des n ampoules
sont notées X(1),...,X(n).

La durée moyenne de fonctionnement de l’ensemble des composants jusqu’a la k¢ dé-
faillance est donc obtenue en divisant le temps total de test jusqu’a la k¢ défaillance
par le nombre total de composants n, ou k est un entier compris entre 0 et n. Barlow et
Campo ([16]) ont eu l'idée de relier la durée moyenne de fonctionnement de I’ensemble
des composants jusqu’a la k¢ défaillance a la proportion % de composants défaillants,
pour tout k entier compris entre 0 et n, dans le but de détecter une tendance au niveau
du composant.

Les durées moyennes de fonctionnement de [’ensemble des composants entre défaillances
successives sont obtenues par différence de la durée moyenne de fonctionnement de
I’ensemble des composants jusqu’a la k¢ défaillance et de la durée moyenne de fonc-
tionnement de I’ensemble des composants jusqu'a la (k — 1)¢ défaillance, pour tout k
compris entre 1 et n. Si elles augmentent alors il y a un accroissement de fiabilité du
composant. Si elles diminuent alors il y a un vieillissement du composant. Si elles sont
constantes alors il y a une absence de tendance. Sur la Figure 6, le premier composant
a tendance a se détériorer tandis que le second gagne en fiabilité. Les durées moyennes
de fonctionnement entre défaillances successives sont respectivement 0, 4, 6.25, 8.25,
10 et 0, 1.5, 2.5, 5, 9. Le troisieme composant débute avec une phase d’accroissement
de fiabilité puis se termine par une phase de vieillissement. Aucune tendance n’est
constatée au niveau du dernier systeme.

Barlow et Campo ([16]) et Bergman (]29]) ont remarqué que la durée moyenne de fonc-
tionnement de I'ensemble des composants était invariante par changement d’échelle
donc qu’il était possible de lui appliquer un coefficient de normalisation sans modifier
la distribution des instants de défaillance. Les nombres sont désormais compris entre 0
et 1 sur I'axe des ordonnées et le graphique obtenu dans le carré unitaire, plus simple a
lire, est appelé TTT-plot. Les nombres sur I'axe des ordonnées n’ont alors plus d’unité,
ce qui permet de comparer les tendances de plusieurs systemes en représentant leurs
TTT-plots. De plus, on peut tracer la diagonale qui caractérise I’absence de tendance.
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FIGURE 6 — Durée moyenne de fonctionnement en fonction de la proportion de com-
posants défaillants de plusieurs systemes de 4 composants.
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FI1GURE 7 — TTT-plots associés aux 3 premiers systemes de la figure précédente. La
courbe bleue représente I’absence de tendance.

Sur la Figure 7, les allures des TTT-plots sont identiques a celle des 3 premiers gra-
phiques de la Figure 6 donc les conclusions sont identiques. Nous pouvons ajouter que
I’accroissement de fiabilité du troisieme composant est moins élevé que celui du second.

La variable aléatoire correspondant aux instants de défaillance est en général conti-
nue puisqu’elle peut prendre toutes les valeurs possibles réelles. Le TTT-plot devient
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alors une courbe dans le carré unitaire nommeée le temps total de test normalisé. Cette
courbe est convexe si le systeme gagne en fiabilité, et concave si le systeme se détériore.
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FIGURE 8 — Temps total de test normalisé traduisant un accroissement de fiabilité (en
rouge), une tendance au vieillissement (en magenta) et ne traduisant aucune tendance

(en bleu).

Le but dans notre these est d’analyser la fiabilité des composants non réparables afin de
mieux maitriser le risque industriel et la sécurité. Le temps total de test normalisé est
une méthode graphique non paramétrique utile pour détecter une tendance au niveau
du composant (tendance au vieillissement et a la détérioration ou accroissement de
fiabilité), mais également pour identifier la loi des défaillances. Par exemple, I'absence
de tendance illustrée par la diagonale dans le carré unitaire caractérise une loi expo-
nentielle. Bergman ([29]) utilise graphiquement le temps total de test normalisé afin de
déterminer le moment optimal de remplacement du composant défaillant. Rechercher
un estimateur du temps total de test normalisé est ainsi essentiel pour rendre une vi-
sion plus conforme de la fiabilité des composants non réparables. Le temps total de test
normalisé est une fonction continue, c¢’est pourquoi nous emploierons une méthode a
noyau. Barlow et Campo ([16]) ont déja proposé un estimateur non paramétrique mais
il ne vérifie pas la continuité.

La Participation aux Bénéfices pour gérer le risque
non diversifiable

'La marge de profit - dit M. Ch. Robert, dans la conclusion de son intéressant rap-
port sur la Participation au jury de Exposition d’Economie sociale - qui appartient
aujourd’hui presque exclusivement a ’entrepreneur, peut se partager entre lui et son
personnel’. Cet extrait de D’Eichtal ([65]) illustre les prémices de la participation aux
bénéfices en France. Le député Gaston Guillemet a souhaité qu’on la définisse par la
suite comme "un contrat par lequel les entrepreneurs s’engagent a réserver a leurs ou-
vriers ou employés une portion déterminée de leurs bénéfices avec droit de controle des
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co-partageants et sans que ceux-ci aident a concourir aux pertes". La participation des
bénéfices était donc a l'origine en direction des salariés. D’Eichtal a mentionné dans
[65] qu’elle était surtout pratiquée par des banquiers et des compagnies d’assurances
alors que peu d’établissements I’avaient mise en place. Aujourd’hui, elle est obligatoire
pour les entreprises d’au moins 50 salariés et se nomme toujours participation aux bé-
néfices ou participation des salariés auzx bénéfices ou participation des salariés.

Une variante du systeme décrit plus haut a vu le jour et se nomme également par-
ticipation aux bénéfices. Elle concerne uniquement les compagnies d’assurances et les
bénéfices sont versés non pas a leurs salariés mais aux souscripteurs de contrats d’as-
surance. La loi francaise du 4 Janvier 1994 relative au droit général de la collectivité
des souscripteurs exige que : "Les entreprises d’assurance sur la vie ou de capitalisa-
tion doivent faire participer les assurés aux bénéfices techniques et financiers qu’elles
réalisent" (Article 1.331-3 du Code des Assurances). Dans la suite, la participation aux
bénéfices désigne cette variante dans le cadre de 'assurance vie.

"Un contrat d’assurance vie est un contrat d’assurance dont le risque, objet du contrat,
dépend de la durée de la vie humaine.", d’apres I'Institut National de la Consommation
(INC). L’assureur ou la compagnie d’assurances s’engage a verser a un bénéficiaire un
capital ou une rente (prestation) en contrepartie de primes payées par le souscripteur
pendant une période déterminée lorsque le risque survient pour la personne désignée
au contrat (I'assuré, souvent le souscripteur). La prestation est versée a une date dé-
terminée dans le contrat si 'assuré est en vie. En cas de déces, elle est versée au déces
de l'assuré.

Le taux de rémunération garanti par un contrat d’assurance vie, appelé aussi tauz
technique, est fixé par le Code des Assurances. Il est déterminé de maniere prudente,
c’est-a-dire de telle sorte que le taux d’intérét observé en réalité soit supérieur. Les
placements d’une partie de I’épargne des assurés sur les marchés financiers sont donc
sous-évalués et des bénéfices financiers sont réalisés par la compagnie d’assurances.
Afin de prédire le risque de mortalité d’'une population, celle-ci emploie des tables de
mortalité. On y lit en général un nombre de déces plus élevé que la réalité, ce qui
conduit & un bénéfice de mortalité.

Le montant des primes inclut des frais (frais de dossier, frais de gestion, frais de ver-
sement, frais d’arbitrage...) surestimés par la compagnie d’assurances. Le bénéfice de
gestion est la différence entre les frais prélevés et les charges réellement supportées par
la compagnie d’assurances.

On désigne par bénéfices techniques, la somme du bénéfice de mortalité et du bénéfice
de gestion.

La participation aux bénéfices, imposée par la loi, consiste a associer les assurés aux
bénéfices techniques et financiers. Les taux de redistribution des bénéfices envers les
assurés sont fixés de la maniere suivante : 90% des bénéfices techniques et 85% des
bénéfices financiers.

L’unique liberté de la compagnie d’assurances concerne le délai de la redistribution.
Soit cette derniere est immédiate - alors une réduction de prime, un versement en es-
peces... peuvent étre proposés -, soit elle est différée, alors les bénéfices sont intégrés a
une réserve, appelée provision pour participation aux bénéfices ou provision pour par-
ticipation auz excédents, mais devront étre reversés aux assurés sous 8 ans maximum,
limite imposée par la loi. La provision pour participation aux bénéfices présente 1’avan-
tage pour la compagnie d’assurances de pouvoir lisser ses rendements (années moins
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favorables que d’autres) et d’avoir une sécurité financiere en cas de coup dur. On note
une augmentation du provisionnement des bénéfices par les compagnies d’assurances
ces derniéeres années, sans doute a cause de la baisse continue des taux d’intérét.
Finalement, la participation aux bénéfices en France est presque totalement encadrée
par la loi. On dit que la participation aux bénéfices est réglementée. De nombreux pays,
notamment en Afrique, sont basés sur ce modele francais. Nous pouvons citer I’ Algérie,
le Maroc, la Conférence Interafricaine des Marchés d’Assurances (zone CIMA) entre
autres.

Il existe un modele de participation aux bénéfices tres répandu et tres différent, ap-
pliqué dans les pays Anglo-saxons mais également dans certains pays Africains comme
I’Afrique du Sud, le Ghana, le Kenya, le Nigéria...

Ce modele d’inspiration anglo-saxonne est fondé sur la liberté des compagnies d’as-
surances. Les tarifs des contrats d’assurance ne requierent aucune validation par une
quelconque autorité de supervision, aucun taux d’actualisation ni aucune table de mor-
talité ne sont imposés, aucun montant minimal annuel de participation aux bénéfices
n’est fixé.

Les regles de partage des bénéfices entre les assurés et la compagnie d’assurances sont
libres, mais la compagnie d’assurances n’en conserve en général que 10% a cause de la
concurrence impitoyable. De plus, une autorité de supervision pourrait intervenir en
cas d’abus de la compagnie d’assurances.

La participation aux bénéfices est dite contractuelle ou sous liberté contractuelle.

Les contrats d’assurance vie sont habituellement a long terme avec des horizons tem-
porels suffisamment lointains pour apercevoir les changements significatifs des taux
d’intérét, taux de mortalité, taux d’incapacité... L’évolution incertaine de tels taux
soumet les compagnies d’assurances a un risque qui est non diversifiable, c¢’est-a-dire
qu’il ne peut étre éliminé en augmentant la taille du portefeuille. Traditionnellement,
ce risque est géré par la participation aux bénéfices.

L’objet de notre these est de gérer le risque non diversifiable des compagnies d’as-
surance, non pas en proposant un nouveau modele de participation aux bénéfices, mais
en tentant de décrire précisément ’évolution des bénéfices dans ce cadre. Norberg dé-
livre une approche moderne de la participation aux bénéfices et générale puisqu’elle
n’exige pas de connaitre le modele (réglementaire, liberté contractuelle...) dans [127],
ou le processus des bénéfices s’exprime mathématiquement en fonction des taux instan-
tanés de transition ou intensités de transition des assurés a chaque instant (la formule
n’est pas nécessaire a ce stade pour la compréhension du lecteur qui attendra le Cha-
pitre 4). Nous avons par conséquent besoin de définir le comportement des intensités
de transition, ce qui nécessite leur estimation ainsi que celle de leurs dérivées succes-
sives. Nous serons capables de produire un estimateur du bénéfice instantané de la
compagnie d’assurances lorsqu’'un assuré se situe dans un certain état et par suite du
taux d’accumulation des bénéfices. Comme les hypotheses paramétriques ne sont pas
légitimes, nous appliquerons des méthodes a noyau.



29

Modélisation

Soit X la variable aléatoire positive correspondant au revenu d’un individu, de fonction
de répartition continue F', de densité f = F’ et d’espérance p finie. La fonction inverse
de F est définie pour tout ¢ € [0, 1] par

F(t) = 316r>1£ {z: F(x) >t}. (1)

Kendall et Stuart dans [94] ont donné la définition de la courbe de Lorenz sous la forme
de deux équations :

p=F(x) (2)

et
1 x
Mmzﬂétﬂwﬁ. (3)

En injectant la solution z = F~'(p) de I’équation (2) dans I'équation (3) puis en
effectuant le changement de variable s = F(t), Gastwirth ([74]) a proposé la définition
de la courbe de Lorenz suivante :

1P
L(p):—/F (s)ds, 0<p<I.
o

Tous les articles évoquant la courbe de Lorenz ont utilisé cette définition, a quelques
exceptions pres. En vertu de I'équation (2), Hart ([82]) a remplacé p par F(z) dans
I’équation (3), d’on

1 T

L(F(z)) = —/ sf(s)ds, x>0.

fJo
Abdous, Berlinet et Hengartner ([4]) et Berlinet et Thomas-Agnan ([34]) ont fait ap-
paraitre la formule de I'espérance p et introduit une nouvelle notation :

o sdF(s
Lelw) = émsd;&)’

Le graphique qui pour tout = > 0, associe a F'(z) la quantité Lg(x) s'intitule la courbe
de Lorenz.

> 0. (4)

Soit X une variable aléatoire positive correspondant a l'instant de défaillance d’un
composant arbitraire, de fonction de répartition continue F' et d’espérance p finie.
La fonction inverse de F' est donnée par (1). Barlow et Doksum ([18]), Barlow et al.
([15]) et Barlow et Campo ([16]) ont étudié le temps total de test (Total Time on
Test-transform ou TTT-transform en anglais) noté

aw = [0 P, 0<p<L (5)

Barlow et Campo ([16]) ont pensé a normaliser le temps total de test en raison de son
invariance par changement d’échelle puis Bergman ([29]) a énoncé la formule du temps
total de test normalisé (scaled TTT-transform en anglais) :

HF@%_{K”@Q—F@»@,OSpSL (6)

Hp'(1)  p
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Gréce au changement de variable p = F'(x) et en écrivant 'expression de p a I’aide d'une
intégration par parties, Abdous, Berlinet et Hengartner ([4])et Berlinet et Thomas-
Agnan ([34]) ont proposé la notation suivante :
Jo(1—F(s))ds
Tr(x) = ,r>0. 7
F( ) 0+00(1 —F(S)) dS ( )
Le temps total de test normalisé est le graphique qui pour tout = > 0, associe a F'(z)
la quantité Tp(x).

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition continue F' et de densité
f = F'. Alors le taux de hasard est défini par

__f)
ap(x) = = F()

En raison de l'intérét porté a la courbe de Lorenz, au temps total de test normalisé et
au taux hasard respectivement en sciences économiques, fiabilité et science actuarielle,
obtenir des estimateurs avec de bonnes propriétés asymptotiques semble essentiel. Nous
avons insisté précédemment sur la recherche d'une estimation lisse plus judicieuse, ce
qui motive I'utilisation des méthodes a noyau. L’approche non paramétrique permet de
se placer dans un cadre libre, sans fixer d’hypotheses ni de distribution sur les données.
En observant les formules (4), (7) et (8), on constate que les fonctions Lg, Tr et ap
appartiennent a la famille des fonctionnelles de la fonction de répartition £, ¢’est-a-dire
les fonctions ® telles que :

, v €R. (8)

o(.,F):ICR — R
r = Pz, F),

Ce point commun justifie notre volonté de les regrouper dans un méme document.

Cette classe de fonctions a été explorée tout d’abord par Abdous, Berlinet et Hengart-
ner ([4]) qui ont développé une formule pour les estimateurs des fonctionnelles lisses de
la fonction de répartition et de leurs dérivées successives pour des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées dans 1’espace des polynomes de degré in-
férieur ou égal a r, r > 0. Berlinet et Thomas-Agnan ([34]) ont ensuite généralisé cette
formule aux espaces de Hilbert a noyau reproduisant. La spécificité de leurs estimateurs
vient de 'emploi de noyaux d’ordre supérieur réduisant considérablement le biais (Ber-
linet ([32])). Nous renvoyons le lecteur a I’Annexe A pour les détails de leurs travaux.

Abdous, Berlinet et Hengartner ont prouvé dans [4] la convergence des estimateurs
des fonctionnelles lisses de la fonction de répartition et de leurs dérivées successives
sous des conditions tres générales. Mais est-il possible d’identifier des conditions plus
précises pour les fonctions Ly et Ty ainsi que leurs dérivées successives 7 Sous quelles
hypothéses obtenir la normalité asymptotique ? Sont-elles identiques quelle que soit
la fonctionnelle de la fonction de répartition étudiée ? Peut-on par exemple traiter les
fonctions Lr et T, qui sont des rapports de fonctionnelles linéaires de la fonction de
répartition, de la méme maniere que la fonctionnelle de la fonction de répartition ap
qui n’en est pas un? Les résultats dans [4] se généralisent-ils aux variables censurées
et dépendantes ? Si oui, qu’apportent-ils par rapport a ceux démontrés par Ramlau-
Hansen ([134]) 7
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Diverses applications découlent de I'estimation des fonctions Lg, Tr et ap.
Hart ([82]) a écrit la formule de l'indice de Gini en fonction de la courbe de Lorenz :

Gpi—=1— 2/0+oo L(z)dF(x). ()

Norberg ([127], [128], [129]) a exprimé le taux d’accumulation des bénéfices (appelé
également taur d’accumulation du surplus) a chaque instant x > 0 en fonction des
intensités de transition, une autre maniere d’appeler le taux de hasard dans la situation
particuliere d’une chaine de Markov.

Organisation de la these et contributions

L’atout principal de notre these est sans aucun doute son emplacement au carrefour
des probabilités, de la statistique, des sciences économiques et de gestion (fiabilité et
science actuarielle).

Quatre chapitres seront consacrés a l'estimation lisse non paramétrique de fonction-
nelles de la fonction de répartition en sciences économiques et de gestion.

Dans le premier chapitre, nous proposons une estimation non paramétrique de la courbe
de Lorenz et de I'indice de Gini en sciences économiques puis du temps total de test
normalisé en fiabilité. La détermination du moment optimal de remplacement des com-
posants non réparables a partir de I'estimation du graphique du temps total de test
normalisé est évoquée. Construire des estimateurs lisses comme les courbes initiales
est nouveau. Le cadre d’étude suppose uniquement des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de fonction de répartition commune continue. La
méthode d’estimation utilisée est I'approximation polynomiale locale découlant de la
théorie des espaces de Hilbert a noyau reproduisant (Berlinet et Thomas-Agnan ([34])).
Divers types de convergence ainsi que la normalité asymptotique sont obtenus, puis dé-
montrés. Les illustrations des estimateurs sur données simulées et données réelles sont
présentées en fin de chapitre.

L’objectif du second chapitre est de compléter I’étude des fonctions Ly et Tr en se
concentrant sur leurs dérivées. Pour cela, nous considérons plus largement, ’estima-
tion non paramétrique des fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition continti-
ment différentiables un certain nombre de fois et de leurs dérivées successives. Le cadre
d’étude ainsi que la méthode d’estimation employée sont identiques a ceux du chapitre
précédent. Apres avoir construit les estimateurs a noyau des fonctionnelles linéaires de
la fonction de répartition et de leurs dérivées successives, le biais est étudié. Dans I'im-
possibilité de fournir une vitesse de convergence générale, nous examinons tout d’abord
le cas incontournable de la densité et de ses dérivées successives. N’étant pourtant pas
notre but initial, les résultats limites de leurs estimateurs sont riches. Nous constatons
ensuite qu’ils servent d’intermédiaire a ’obtention des propriétés asymptotiques des es-
timateurs des dérivées de la fonction T, bien que la dérivée premiere doive étre traitée
séparément de maniere classique. Enfin, le comportement asymptotique des estima-
teurs des dérivées de la fonction Lp est exploré. Les preuves des résultats statistiques
énumérés sont détaillées puis des simulations sur données réelles sont notamment pro-
posées en fin de chapitre.
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Dans le troisieme chapitre, nous nous focalisons sur I'estimation a noyau de la den-
sité et de ses dérivées successives a ’aide de la convolution classique pour des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Le but de ce chapitre est de
détecter les différences et similitudes par rapport a I'approximation polynomiale lo-
cale, méthode d’estimation utilisée dans les deux chapitres précédents. De nombreux
résultats asymptotiques peuvent étre obtenus dans un premier temps. Nous proposons
dans un second temps ’emploi de noyaux d’ordre supérieur et analysons leur effet bé-
néfique sur le biais de ces estimateurs non paramétriques. Dans un dernier temps, nous
développons une méthode de correction des effets de bord des estimateurs a noyau de
la densité et de ses dérivées successives, grace aux estimateurs a noyau des dérivées
d’ordre supérieur de la densité. Cette méthode, qui pourrait se généraliser a de nom-
breuses autres fonctions, marque encore une fois I'utilité de savoir estimer des dérivées.
Les démonstrations des propriétés asymptotiques des estimateurs corrigés ou non sont
rédigées en fin de chapitre.

Le quatrieme chapitre se focalise sur ’estimation non paramétrique du taux de hasard,
ainsi que de ses dérivées successives. Dans le cadre privilégié des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, la normalité asymptotique des estimateurs
a noyau du taux de hasard et de ses dérivées successives est prouvée aisément car ces
derniers sont construits a ’aide des estimateurs a noyau de la densité et de ses déri-
vées successives, dont nous possédons des résultats limites. Dans le modele a intensité
multiplicative, les variables aléatoires peuvent étre dépendantes et censurées. Quelques
rappels sur les martingales dans ce cadre d’étude plus général et quelques hypotheses
sont nécessaires pour démarrer le travail d’estimation. Ramlau-Hansen ([134]) a dé-
montré des résultats de convergence et de normalité asymptotique pour I'estimateur a
noyau de l'intensité a ’aide de la convolution classique. Les résultats sont résumés dans
Andersen et al. ([11]). I a indiqué la procédure pour obtenir les propriétés asympto-
tiques des dérivées successives, que nous menons a terme. Nous examinons ensuite la
possibilité d’adopter 'approximation polynomiale locale dans ce contexte. Apres avoir
mentionné les différences et similitudes entre les deux méthodes d’estimation, nous
évoquons le choix de fenétre. Les preuves des propriétés asymptotiques des estimateurs
a noyau obtenus sont ensuite détaillées. Enfin, nous nous intéressons au taux d’accu-
mulation du surplus en actuariat. Nous fournissons un estimateur a noyau ayant un
bon comportement asymptotique, qui sera démontré en fin de chapitre.



Chapitre 1

Estimation lisse de la courbe de
Lorenz et du temps total de test
normalisé

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous poursuivons deux objectifs. Le premier consiste & me-
surer plus justement les inégalités économiques et pour cela, nous tentons de construire
un estimateur lisse de la courbe de Lorenz ayant de bonnes propriétés asymptotiques,
d’ou peut découler une estimation de I'indice de Gini. Le second concerne la visuali-
sation plus précise de la fiabilité des composants non réparables. Nous nous focalisons
sur le temps total de test normalisé qui représente un outil pertinent, et nous essayons
également de proposer un estimateur lisse possédant un bon comportement asympto-
tique. Nous supposons uniquement que les revenus et les instants de défaillance sont
indépendants et identiquement distribués et nous nous placons dans un cadre non pa-
ramétrique, c’est-a-dire qu’aucune hypothese sur la distribution des revenus ou celle
des instants de défaillance n’est imposée.

La toute premiere définition mathématique de la courbe de Lorenz revient a Ken-
dall et Stuart ([94]), qui 'ont exprimée sous la forme de deux équations en supposant
une distribution de revenus absolument continue. Deux ans plus tard, Gastwirth ([74])
a fourni une définition générale de la courbe de Lorenz, s’appliquant aux lois continues
comme aux lois discretes, sous la forme d’une unique formule :

L(p):;/opFl(u)du, 0<p<1, (1.1)

ot la distribution de revenus et sa fonction inverse sont respectivement notées I et F~1,
et u désigne l'espérance. En raison de ses applications nombreuses dans des domaines
variés tels que les sciences économiques (Gastwirth ([75]) et U'indice de Gini, Hart
([82]), Gail et Gastwirth ([72], [73]) et les tests, la péche (Thompson ([155])) ou encore
la bibliométrie (Burell ([37], [38], [39]), Sarabia ([141])), la courbe de Lorenz a suscité
de nombreux travaux en estimation non paramétrique. Gastwirth ([75]) a proposé un
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estimateur naturel de la courbe de Lorenz, défini par
1 P
L(p) = < | Fi'wdu, 0<p <1, (1.2
n Jo

ou X, représente la moyenne empirique d'un échantillon de n observations indépen-
dantes X1,..., X, et de méme distribution F', F;, la fonction de répartition empirique
de cet échantillon, c’est-a-dire

et
F7't) =inf{z: F,(x) >t}, 0<t <1,

inverse de la fonction de répartition empirique. A partir de cet estimateur, il a pu
construire un estimateur de l'indice de Gini. Les propriétés asymptotiques de L,, ont
été examinées, indépendamment par Gail et Gastwirth ([73]) qui ont démontré sa
convergence presque siire et sa normalité asymptotique a condition que le premier mo-
ment soit fini et non nul, et par Goldie ([78]) qui a prouvé sa convergence presque stire
uniforme sous la méme hypothese. Csorgd et al. ([50]) ont publié une étude unifiée sur
la convergence en loi et la convergence presque stire uniforme du processus de Lorenz
L, — L ainsi que d’autres processus reliés a celui-ci. Rao et Zhao ([137]) ont ensuite
démontré la loi du logarithme itéré du processus de Lorenz qu’ont amélioré Csorgo et
Zitikis ([56], [58]) en assouplissant leurs hypotheses.

La situation de censure a également été étudiée. Csorgé et Horvath ([51]) ont tout
d’abord construit un estimateur pour des données censurées a droite et prouvé sa
convergence en loi, ainsi que sa convergence presque sire uniforme. Tse ([156]) a en-
suite considéré des observations tronquées a gauche et censurées a droite puis démontré
la loi du logarithme itéré du processus de Lorenz et la convergence en loi de I'estimateur
de l'indice de Gini qui en découle.

La limite que 'on peut trouver a tous ces travaux est de proposer des estimateurs
continus par morceaux de la courbe de Lorenz alors que cette derniere est une fonction
continue. Ces dernieres années, Luo ([111]) s’est intéressé a ’estimation a noyau de la
courbe de Lorenz et a obtenu la normalité asymptotique. Quant a Zhang, Wu et Li
([169]), ils ont produit un estimateur grace a une méthode de lissage par splines.
Nous construisons également un estimateur lisse de la courbe de Lorenz et nous établis-
sons sa convergence presque siire, puis sa normalité asymptotique sous des conditions
plus souples que celles posées par Luo ([111]).

Le temps total de test d'une distribution F' s’écrit
o F~(p)
Hi'p)= [ (1= F(s)ds, 0<p <1,
0

ot F~! correspond 4 la fonction inverse de la distribution F. Barlow et Doksum ([18]),
Barlow et al. ([15]) et Barlow et Campo ([16]) ont analysé ses propriétés. Ayant constaté
une invariance d’échelle, Barlow et Campo ([16]) ont introduit le temps total de test
normalisé

T(p) = i/OFl(p)(l — F(s))ds, 0<p<1, (1.3)
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ou u représente ’espérance, puis ont démontré que sa version empirique
)

1 B

L) =< [ (1= Fus)ds, 0<p <1, (14)

X, Jo

appelée TTT-plot, converge vers cette fonction lorsque que le nombre d’observations
est suffisamment élevé. Ce résultat fort permet au TTT-plot d’étre un outil graphique
intéressant pour identifier la loi suivie par les observations (& condition qu’elles soient
suffisamment nombreuses), en le comparant au temps total de test normalisé de lois
connues. IlIs ont de plus, grace au temps total de test normalisé, caractérisé les dis-
tributions a taux de défaillance croissant (IFR) ainsi que celles a taux de défaillance
décroissant (DFR), tout comme Barlow ([14]). Klefsjo ([95]) a illustré d’autres pro-
priétés possibles de vieillissement (DMRL, NBUE, HNBUE) d’une distribution a 'aide
du temps total de test normalisé et nous renvoyons le lecteur a son article pour un
récapitulatif de toutes les définitions des lois IFR, DFR, DMRL, NBUE et HNBUE.
Bergman ([28], [29]) a par ailleurs prouvé l'utilité du temps total de test normalisé
pour déterminer le moment optimal de remplacement de matériel di au vieillissement.
Chandra Singpurwalla ([41]) ont remarqué le lien existant entre le temps total de test
(normalisé) et la courbe de Lorenz (et 'indice de Gini), ainsi que Klefsjo ([97]), d’ou
I’application possible de la courbe de Lorenz en fiabilité et I’application du temps total
de test normalisé en sciences économiques. Plusieurs chercheurs ont étudié ces deux
fonctions. Csorgé et al. ([50]) ont développé les propriétés statistiques des processus
de Lorenz et du temps total de test normalisé¢ T,, — 7', Csérg6 et Horvath ([51]) ont
construit un estimateur du temps total de test normalisé en situation de censure de la
méme maniere que pour la courbe de Lorenz puis Csorgé et Zitikis ([59]) ont prouvé la
loi du logarithme itéré pour le processus du temps total de test normalisé T;, —T', un an
apres avoir publié un article sur la loi du logarithme itéré du processus de Lorenz. Le
TTT-plot, dont la procédure de construction est décrite dans Klefsjo ([98]), ne possede
malheureusement pas la propriété de continuité du temps total de test normalisé. Il
s’agit par la suite de proposer un estimateur lisse du temps total de test normalisé
et de démontrer son bon comportement asymptotique a travers des théoremes sur sa
convergence presque stire et sa normalité asymptotique.

1.2 Cadre d’étude

Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de fonction de répartition F'. Leurs espérances et variance communes sont considérées
finies. La fonction de répartition empirique notée F), associée a ce n-échantillon s’écrit

1 n
Fn(a:) = E Z 1[Xi§:1c} .
i=1

Nous rappelons que F,, converge vers F' uniformément presque stirement. De plus, la
distribution asymptotique de F,, est donnée par

vn(F,—F) 5% B, (1.5)
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ou B est un processus Gaussien d’espérance E B(xz) = 0 et de fonction de covariance
Cov[B(z), B(y)] = F(min(z,y))[1 — F(max(x,y))]. Cela découle de

]El[Xigz} = F(x) s

E [1x<o sy = B 1wy = F(min(z,y)),
et
Cov [11x,<0 x| = Flmin(z,y)) — F(2)F(y) = F(min(z,y))[1 — F(max(z,y))] .

Soit g : R — R? une fonction mesurable de carré intégrable. Alors nous pouvons
déterminer les distributions asymptotiques des fonctions

g, = /ngn,
c’est-a-dire
1 n
gn=— > 8(X;).
=1

Les vecteurs aléatoires g(X3),...,g(X,) sont i.i.d. et la fonction g mesurable nous
assure que Eg(X;) < 400 donc d’apres la loi faible des grands nombres F.1, nous

avons :

g, > Eg,

onEg:=Eg(X;)=[gdF.

La fonction g est de carré intégrable donc les conditions sont réunies pour pouvoir appli-
quer le théoreme de la limite centrale F.2 aux vecteurs aléatoires i.i.d. g(X7),...,g(X,).
Nous en déduisons :

Vit(ga ~Eg) 5 [gdB ~Nu(0,3) (1.6)

avec

S = (Covlgi(X1), g;(X1)] )Z0e -

.....

Gréce a (1.6), nous présentons un résultat sur les fonctions d’intégrales par rapport a
la distribution empirique F,.

Lemme 1.2.1. Soit h : R? — R® une fonction différentiable en Eg. Alors
vn(h(g,) — h(Eg)) 5 N.(0, Dh(Eg)S,Dh” (Eg)), (1.7)

ot Dh est la matrice jacobienne de h.

Ce résultat est obtenu a 'aide de la méthode Delta F.3 avec k = d, m = e, T,, = g,
0=Eget ¢=h.
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Le Lemme 1.2.1 sera d’une aide précieuse pour démontrer les normalités asymptotiques
des fonctions Lp et T définies respectivement par :

Jo sdF(s)
Lp(x) m, x>0, (1.8)
et
Tr () Jld = Fls))ds = (1.9)

o (1 — F(s)) ds’
obtenus respectivement a partir de (1.1) et (1.3) en posant p = F(x).

Pour la suite du chapitre, nous devons ajouter des hypotheses supplémentaires sur les
variables aléatoires X7, ..., X,, et introduire quelques notations.

1.3 Hypotheses et notations

En plus d’étre équidistribuées et indépendantes, Xi,..., X, désignent des variables
aléatoires positives pour respecter les définitions de la courbe de Lorenz et du temps
total de test normalisé. Nous avons mentionné dans la partie Modélisation de I'Intro-
duction que ces deux fonctions sont uniquement définies pour une variable aléatoire
positive. De plus, la fonction de répartition commune aux Xi,...,X,, est supposée
continue et la densité de probabilité F' = f est de support [0, +00|. Les espérance et
variance communes sont supposées finies, strictement positives et notées respective-
ment y; et o2,

La fonction K représente une densité de probabilité de support [—1, 1]. Autrement dit,
Ko(u) > 0 pour tout u € [—1,1]
et
1
/ Ko(u) du = 1.
1

Des illustrations possibles sont les noyaux Uniforme, d’Epanechnikov, Biweight, Tri-
weight, et bien d’autres. Désignons par K°) un noyau satisfaisant (A.16) pour m = 0
et borné sur le support [—1, 1], ce qui signifie :

Hypothese (H1)
(i)

1 . 17 7'207
/ uw KOu)du=1{ 0, ie{l,...,r},
-t OT+17 i>7’,

avec (41 une constante finie ,

(i)
sup ’K(O)(U)‘ < 400,

r
u€[—1,1]
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(iii) Le support de K est [—1,1].

Pour une idée plus précise des noyaux K, nous renvoyons le lecteur & I’Annexe B
ou il trouvera le calcul détaillé des 5 premiers termes de la hiérarchie de noyaux as-
sociée & la densité d’Epanechnikov (c’est-a-dire les noyaux K pour r variant de 0 & 4).

Afin de définir un estimateur a noyau des fonctions Ly et Tr, nous aurons besoin
d’un parametre de lissage qu’on appelle fenétre. Nous adoptons la notation h,, puisque
la fenétre dépend du nombre n d’observations puis fixons les deux conditions suivantes :

Hypothese (H2)

(i) (hy) est une suite décroissante de nombres réels strictement positifs,
(ii) h, — 0 lorsque n — +o0.
Les hypotheses précédentes sont tout-a-fait classiques en estimation non paramétrique.

Nous pouvons maintenant aborder I’estimation lisse de la courbe de Lorenz, de I'indice
de Gini et du temps total de test normalisé.

1.4 Estimation lisse de la courbe de Lorenz et ap-
plication a l’indice de Gini

Dans cette section, x désigne un réel strictement positif.

Il s’agit de produire un estimateur lisse de la courbe de Lorenz (F(x), Lr(x)), z > 0

puis de proposer ensuite une estimation de I'indice de Gini. L’idée est de construire des

estimateurs lisses de la fonction de répartition £’ et de la fonction Ly au point x.

Introduisons F), 'estimateur & noyau de la fonction de répartition F' défini par

~ 1 & - X;
B(2) = ZK(I ) , (1.10)
hn i=1 hn
ou K est une fonction de répartition telle que
K(u) = / Ko(t) dt . (1.11)

Yamato ([165]) a prouvé les bonnes propriétés asymptotiques de cet estimateur et no-
tamment sa convergence uniforme.

Nous tentons maintenant de construire un estimateur a noyau de la fonction Lr au
point x.

1.4.1 Estimation lisse de la courbe de Lorenz

La fonction Ly est une fonctionnelle de la fonction de répartion. Afin d’approximer
Lp(x) en tout point x, nous proposons un estimateur dont la construction est donnée
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par (A.18) que nous notons L (z). Il s’écrit de la maniére suivante :
~ +o0 1 _
L@ = [ Ln(e) KO (50 de, (1.12)
0 hn hn
ou L, est 'estimateur empirique de la fonction Lp décrit dans [146], obtenu en sub-
stituant F,, a F' dans (1.8), c’est-a-dire
Jo 8 dFu(s)
o sdE,(s)
La formule de Lp, résulte également du changement de variable p = F),(x) dans (1.2).
Ainsi, nous avons :

L (2) 2> 0. (1.13)

g sdFu(s)] = KO (52 dz

7O () —
n (7) 0+°°den(s) '
donc
PO — o [f0+°°l(s,z) an(s)} dz
n (I) - —+o0 )
o T sdF,(s)

ot la fonction [ : R? — R est telle que (s, z) := s 1< Kﬁo) (%) Remarquons que :

1

hn
+00

s — / I(s, z) dz est F,-intégrable sur [0, 4+o00],
0
+0o0

z = / I(s,2) dF,(s) est intégrable sur [0, +o0[.
0

En effet, le changement de variable u = 2= et I’hypothese (H1(ii)-(iii)) impliquent

hn
qU(i .
/ )
0

[ i,y az] ar(s) = A“M"skﬂlfﬁm@odqtﬂ%@)

hn

/Omn 5 { /_11 ’ KO (u)‘ du] dF,(s)

=2 sup ‘Kﬁo)(u)’ - ZXil[Xingrhn}
i=1

ue[—1,1]

IN

<2(z+hy) sup [KO(u)
ue[—1,1]

< 400,
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et

/-
0

1 n
= — Z Xz Kﬁo) (u)l[Xi<$+hnu} du
n -1 =
< 2(x+h,) sup ’Kﬁo)(u)‘
ue[—1,1]
< +00.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme de Fubini :

O s e KL (52) de] R

1O () —
n (l’) 0+ooSan(S) )
d’ou
+o0 +oo 1 1(0) (z=z
Aglo)( - o s [fs K (hn ) dz} dF,(s)

o sdE,(s)
A Paide du changement de variable u = ¢ et par (H1)-(iii), nous arrivons & :

Jo 8 oo [ Jie KO (u) du] dF,(s)
o sdE,(s) '

L9 (@) =
En posant pour tout s > 0,

1
U, 0(852) i= Lscptny /ﬂ Kﬁo)(u)du,

hn
il vient que :
o s, o(s;2) dE,(s)
s dF,(s)

(@) =
Grace a l'expression obtenue (1.15), nous présentons une propriété de [A/ﬁlo).

Lemme 1.4.1. Sous les hypothéses (H1) et (H2), on a pour tout x > 0,

L0 ()| <1.

400 z+hn ] < —X 1
I(s,2) an(s)} dz = / — K < ) [ X1 Xi<21 dz

(1.14)

(1.15)

Le résultat du Lemme 1.4.1 montre une similitude entre estimateur L et la fonction

Lp. En effet, pour tout z > 0,

_ JysdF(s)

L = <1.
2P = S5 gy

Remarque :

Nous pouvons également écrire Lp(xz) > 0 pour tout x > 0. Cependant, il nous est
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impossible d’obtenir E;O) (x) > 0 pour tout x > 0 car pour tout r > 0, K n’est pas
une fonction positive.

Pour compléter I’étude de notre estimateur LY (z), nous nous focalisons désormais sur
son comportement asymptotique. Nous établissons plusieurs résultats dont la conver-
gence presque sire.

Théoréme 1.4.1. Nous supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors
pour tout x > 0, [’estimateur LS)) est convergent presque surement,

LO2) 2 Lp(x). (1.16)

Les convergences en probabilité et en moyenne quadratique de l'estimateur ig())(:c)
découlent du Théoréme 1.4.1, d’ou le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.2. Soit x > 0 fizé. Alors sous les hypothéses (H1) et (H2) :
(i) Uestimateur L®) est convergent en probabilité,

LOG@) 5 Lp(z). (1.17)

De plus,
(ii) Uestimateur L{®) est convergent en moyenne quadratique,

E[LO(z) — Li(z)]” = 0. (1.18)

Nous terminons par un résultat sur la convergence en loi de I'estimateur I:ﬁlo) ().

Théoréme 1.4.3. Soit v > 0 fizé. Si les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors
nous avons

Vi (L0(z) = Le(x)) = N0, 0% (2)), (1.19)

avec

2 () = H2(B) i 2u1(:v)uxiz($)u1 i) o (1.20)

ot pg(z) = [ sFdF(s) et i, = pp(+00) pour k =1,2.

Remarque :

Le terme o2 (z) est une généralisation du second parametre de la loi normale asymp-
totique obtenue dans le cas discret avec Lp, dans [73].

Corollaire au Théoreme 1.4.3. Un intervalle de confiance asymptotique pour Lp(x)
au niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes
2
LO(z) + 2_p oLlr) (1.21)
n
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0t z1_¢/2 est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite.

Ainsi, la courbe de Lorenz (F(x), Lp(z)), x > 0 peut étre estimée par (F),(x), L (z)),
x> 0,ou F, et Lg) sont des estimateurs a noyau respectivement donnés par (1 10) et

(1.15).

1.4.2 Application a ’indice de Gini

Rappelons la formule dans [81] de 'indice de Gini noté G découlant de la fonction L :

G- | " Le(z) dF(z). (1.22)

Nous considérons naturellement son estimation en injectant ’estimateur polynomial
local L(® & la place de la fonction Lp, c’est-a-dire par

A +oo A
G, = LO(2)dE,(2), (1.23)
0

ol £, est donné par (1.10).

Le théoreme suivant expose la convergence de 'estimateur G, vers l'indice de Gini G.
Théoréme 1.4.4. Sous les conditions (H1) et (H2), on a
G, — G (1.24)

lorsque n — +00.

1.5 Estimation lisse du temps total de test norma-
lisé et application au remplacement de compo-
sants non réparables

1.5.1 Estimation lisse du temps total de test normalisé

Soit z un réel strictement positif.

Il s’agit de produire un estimateur lisse du temps total de test normalisé (F'(z), Tr(x)),
x > 0. L’idée est de construire des estimateurs lisses de la fonction de répartition F' et
de la fonction T au point x.

Nous utiliserons F, donné par (1.10) comme estimateur lisse de la fonction de réparti-
tion. Il nous reste a déterminer un estimateur lisse de la fonction T, ce qui constitue
I'objectif de cette section. Nous reproduisons les étapes de la section précédente pour
approximer Tr(z) en tout point x cat la fonction T est une fonctionnelle de la fonc-

tion de répartition. Commencons par donner I’écriture de ’estimateur T )(x) dont la
construction est décrite par (A.18) :

7O)( / e K<0>< - )dz (1.25)
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ou Ty, est donné par

Jo (1 = Fu(s)) ds
0 (1= Fu(s))ds’

Cette formule découle du changement de variable p = F, (z) dans (1.4). Tp, est éga-
lement I'estimateur empirique de la fonction Tr présenté dans [146], obtenu en sub-
stituant F,, a F' dans (1.9). En remplacant T, par son expression (1.26) dans (1.25),
nous avons :

Tp, () x>0. (1.26)

0-i-oo [foz (1 . Fn(S)) dS] iKS)) (z—m) dz

F(0) () — P
n ( ) 0+oo (1—Fn(8)) dS
donc
[0 (2) = Wi o™ { 0 H(s,2) ds} dz
" P (1 — Fu(s)) ds ’
0 n
ot la fonction ¢ : R* — R est telle que t(s,2) = 1<y 1[s<xi]ﬁK£0) (Zh_f) Nous

obtenons que les deux fonctions :

+00 +oo
s |—>/ t(s,z)dz et =z H/ t(s,z)ds
0 0

sont dans IL' ([0, +o00[) d’aprés le changement de variable u = - et 'hypothese (H1(ii)-
(iii)). Voici les détails :

+oo “+o00 z+hn 1
/ / t(s, 2) dz] ds = / liex;) [/ KO (u) du] ds
0 0 0 ==

min(X;,z+hn) 1

< / {/ ‘Kﬁo)(u)’ du] ds
0 ~1

< 2(x+h,) sup ‘K(O) (u)‘

,
ue[—1,1]

< +00,

+o0 z+hn ] _ min(X;,z)
/ t(s, 2) ds} dz = / — K (H) / ds| dz
0 z—hn hn hn 0

1
- / KO (u) min(X;, 2 + hou) du

et

/+Oo
0

IN

2(x+ hy,) sup ‘Kﬁo)(u)‘
u€[—1,1]

< +00.
Ainsi, I'utilisation légitime du théoreme de Fubini entraine que :
B %Z?:l 0+oo [ 0+oo 1[s§z} 1[5<X¢}iKr(0) (zh—nz) dZ} ds
0 (L= Fu(s)) ds ’

[\ (x)
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c’est-a-dire
% 1 f0+oo Lis<x;) Lis<athn) [f%z Kﬁo) (u) dz] ds
0+°° (1 —F,(s)) ds

() =

En appliquant le changement de variable u = %-* et utilisant I'hypothese (H1(iii)),
nous obtenons :

% I Leexy 1[s<x+hn][fs1h—7z KO (u)dz] ds

L) = (1~ F(s)) ds ’

et grace a (1.14), il vient que :

7O (g) = LS Jo™ Leex Wao(s; x)ds
! (1 — Fu(s)) ds

(1.27)

Un premier résultat concernant ’estimateur T (0) peut étre proposé grace a I'analyse
de D'écriture (1.27).

Lemme 1.5.1. Sous les hypothéses (H1) et (H2), on a pour tout x > 0,

TO)| <1.

Le Lemme 1.5.1 met en évidence une inégalité commune a l'estimateur TA,(LO) et a la
fonction Tr. En effet, pour tout x > 0,

T ()| = Jo A-F(s))ds

0 (1= F(s)) ds ~

Remarque :

Pour la méme raison que L{)(z), il nous est impossible d’obtenir 7%)(x) > 0 pour tout
x > 0. Pourtant, nous pouvons écrire Tr(z) > 0 pour tout x > 0.

Plusieurs propriétés asymptotiques de I’estimateur T,go) ont été établies. La convergence
presque stire est le sujet du théoreme suivant.

Théoréme 1.5.1. Nous supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors
pour tout x > 0, [’estimateur TT(LO) est convergent presque surement,

PO (2) 25 Tw(x) . (1.28)

Par suite, nous énoncons un théoréme qui traite des convergences en probabilité et en
moyenne quadratique de I'estimateur 7/(%).
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Théoréme 1.5.2. Soit © > 0 fizé. Alors sous les hypothéses (H1) et (H2) :
(i) Uestimateur T est convergent en probabilité,

TO(z) 5 Tw(z) . (1.29)

De plus,
(ii) Uestimateur T'?) est convergent en moyenne quadratique,

E [T0(z) - Tr(z)]” — 0. (1.30)

n

L’exploration de 'estimateur 7)) s’achéve avec I'obtention de sa convergence en loi.

Théoréme 1.5.3. Soit v > 0 fizé. Si les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors
nous avons

Vi (T () = Tp(x)) = NO, o3 (x)). (1.31)
o2 (2) = vo(x) 3 — 2V1(x)ﬂu%3(x)u1 + V() po 7 (1.32)

ot () = [ s*dF(s), p = pur(+00), vi(w) = [§' s dF(s) + 2 [ dF(s),
vo(x) = [ s2dF (s) + 22 [F° dF(s) et v3(x) = [ s> dF(s) +x [,/ sdF(s).

Corollaire au Théoreme 1.5.3. Un intervalle de confiance asymptotique pour Tr(x) au
niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes

2
7OV (@) + 21_c)n o7 (7) : (1.33)

n

0l z1_¢/2 est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite.

Ainsi, le temps total de test normalisé (F(z),Tr(z)), * > 0 peut &étre estimé par

(B, (2), TO(z)), = > 0, ot F, et T sont des estimateurs & noyau respectivement

donnés par (1.10) et (1.27).

1.5.2 Détermination du moment optimal de remplacement
des composants non réparables

Bergman ([29]) puis Bergman et Klefsjo ([30]) ont expliqué 'utilité du temps total de
test normalisé dans les stratégies de remplacement des composants non réparables.
Supposons que des composants d’'un méme type sont indépendants et que leurs instants
de défaillance sont décrits par la distribution continue et strictement croissante F.
A tout moment, un composant peut étre remplacé a condition de payer un codt de
remplacement noté C7. S’il y a défaillance de ce composant, un céut supplémentaire
Cs, que 'on appelle cott de défaillance, doit étre réglé.

Le moment optimal de remplacement des composants non réparables est déterminé
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par un probleme d’optimisation. Il s’agit de trouver l'instant 7" = 7™ qui minimise la
fonction de cotit donnée par

C1+ Cy F(T)
Jo (L= F(s))ds’

correspondant aux cotits générés par les remplacements et défaillances successifs des
composants.

C(T) (1.34)

La fonction F est continue et strictement croissante donc la fonction inverse F~! de la
fonction F' existe. Il résulte que pour tout ¢ appartenant a [0, 1], nous pouvons écrire
t=F(T) et

Cy + Csqt
O(T) = Fﬁl(t)
Jo (1= F(s))ds
O+ Cot
nT(t)
-1
ou T(p) := gilg, 0 < p < 1, est le temps total de test normalisé présenté dans
F
I'Introduction. Nous remarquons que minimiser la fonction de colit C' en T' revient a :
T(t
Maximiser, g(t) = C{‘Jr(c)ﬂ (1.35)

La fonction g est dérivable sur [0, 1]. D’une part, la dérivée de la fonction g s’annule
lorsque

T'(t)(Cy + Cat)

T(t) = =1(1). 1.36
(1) = (1) (1.36)
D’autre part, la dérivée de la fonction g s’annule lorsque
pT'(t)
) = ——=. 1.37
o) = g (1.37)
La définition (1.36) de la fonction [ permet d’écrire que [ (—%) = 0. En utilisant (1.37),

il vient que le probleme d’optimisation (1.35) est équivalent au probléme d’optimisation
suivant :

Maximiser, T"(t). (1.38)
Avec (1.36) et (1.38), le maximum t* du probleme d’optimisation (1.35) est atteint
lorsque la courbe du temps total de test normalisé coupe la droite passant par le point
(—%, 0) ayant la pente la plus élevée. Une représentation pour déterminer graphique-
ment t* se situe ci-apres :
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F1GURE 1.1 — Méthode graphique pour déterminer le moment optimal de remplacement
des composants non réparables, a partir du graphique du temps total de test normalisé
(en magenta).

Une derniere étape est nécessaire pour définir le moment optimal de remplacement des
composants (qui minimise la fonction de cotit C'). Il faut calculer 7% = F~1(¢*), ou F !
désigne la fonction inverse de la fonction de répartition F, ¢’est-a-dire

F(t) = ;r;g {z: F(x) > t}. (1.39)

Lorsque la fonction de répartition F' est inconnue mais que nous disposons d’un échan-

tillon de données issu de F', nous pouvons construire un estimateur lisse (£}, (), T (z)),
x > 0, du temps total de test normalisé (F'(x),Tr(x)), x > 0, ou encore (t,7(t)),

0 <t<1,on Fy(z) est I'estimateur a noyau (1.10) de la fonction de répartition F et
T (z) est I'estimateur polynomial local de la fonction T au point x. Alors la méthode
graphique permettra de déterminer une estimation F),(z*) de ¢* puis F, }(F,(z*)) = z*
estimera le moment optimal de remplacement des composants 7™, avec

E7Nt) = inf {a: o (z) >t} (1.40)

1.6 Preuves

Dans toutes les preuves, x représente un réel strictement positif.
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1.6.1 Preuve du Lemme 1.4.1

D’apres (1.15), 'estimateur ZAL;O) au point x a pour expression :
sW,0(s;x) an(s)’
o™ s dF(s)]

L) = e

ce qui entraine l'inégalité suivante :

S.SUPssg |Yno(s;x)| dF,(s)

2 (0) o™
L, (x)| < 1.41
V()| < (o) (1.41)
Or, grace a la définition (1.14), nous écrivons :
1
up (W5 )] = $up Lo | [, KO ) ]
s>0 s>0 Ton
Puisque pour tout s > 0,
1[s<z+hn] <1
et
1 1
/ KO(u) du| < ’ / K9 (u) du‘ =1 (1.42)
S—T _1
Fn
par (H1(i)), nous déduisons que :
sup W, o(s;2)| <1, (1.43)
>0
d’ou en injectant dans (1.41) :
+oo
dr,
L9()] < ) 1 m
Jo 7 sdEy,(s)

1.6.2 Preuve du Théoréme 1.4.1

D’apres (1.8), nous écrivons

+oo +oo
LF({L’) _ fO jog-[sﬁa:} dF(S) _ fO Sl[sﬁw} dF(S) ‘ (144)
o sdF(s) H1
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La définition (1.15) entraine donc que :
LO(@) = Le(x)|
B ‘f[;roo sW,0(852) dF,(s) — Ji7°° 8 Ljs<y an(s)‘
B S sdF,(s)
‘fo—’_oo S 1[5§z] an(S) — O—i_oo S 1[s§x] dF(S)’
0 s dF,(s)
Jo™ 8 Ljs<ay AF (5)
o sdE,(s)

= |Bl’”| + |B2’”| + ('ul _ yn) f0+oo S l[sS:c] dF(S)

— LF(Q?)

(1.45)

Analysons tout d’abord le terme |By,,|.

+o0o

+o00
|By,| = / sW,o(s;x)dF,(s) — / § Lig<q) dF5, ()
0 0 =

+oo 1 400
= / $ Liscpthn) [/ KO (u) du] dF,(s) — / 5 Ljg<q) dFy(5)
0 =2 0 -

- / 5 1jocain, [ / KO (1) du — 1] dF,(s) + / s dF,(s)
0 % T

En utilisant I'inégalité triangulaire, il résulte que

400 1 T+hn
/ $ Ljscathn) [/ KO () du — 1] dF,(s) / sdF,(s)
0 % z

Par le résultat (1.42), la quantité | % K9 (u) du est bornée. L'utilisation du théoréme

|Bin| < + (1.46)

de convergence dominée et la convergence de [ slh;x K (u) du vers 0 impliquent que le

premier terme de (1.46) converge vers 0. Quant au second terme de (1.46), constatons
que

/:+hn sdF,(s) < (x+ hy,) (Fu(z + hy,) — Fu(x)) .

Or :

|Fn(z + hy) — Fi(o)]
Les deux premieres valeurs absolues convergent vers 0 presque siirement grace au théo-
reme de Glivenko-Cantelli F.5. Quant a la derniéere valeur absolue, elle converge égale-

ment vers 0 presque siirement en raison de la continuité de F' et du fait que x+h,, — x
quand n — +o0o grace a (H2(ii)). Ainsi,

Bl 25 0. (1.48)

Etudions ensuite le terme | Bs,,|. Comme les variables aléatoires X1y, <a, .- -,
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Xnlix,<q sont iid. et EX%]_[Xlgm] < 400, la loi forte des grands nombres F.6 entraine
que :

|Ban| 25 0. (1.49)

La loi forte des grands nombres appliquées aux variables aléatoires i.i.d. Xi,..., X,
nous permet par ailleurs d’obtenir :

X, 2y < +o0. (1.50)

De (1.48), (1.49), (1.50) et d’apres le théoreme des fonctions continues F.7 (car p; n’est
pas nul) , nous déduisons :

’Bl,n’j |B27n‘ If) 0.

n

(1.51)

Enfin, Vintégrale [;"* s 1<, dF(s) est égale & yy supposée finie. En utilisant (1.50) et
en appliquant le théoreme des fonctions continues,
‘ (:ul - Yn) f0+oo S 1[5Sa:] dF(S)

_ 20. (1.52)
,U/IXn

Afin d’obtenir la convergence presque stire de I'expression (1.45), nous devons appli-
quer une derniéere fois le théoreme des fonctions continues (a (1.51) et a (1.52)). Nous
pouvons alors conclure :

LO(z) = Lp(z)| %3 0.

1.6.3 Preuve du Théoréeme 1.4.2

La convergence presque stire entraine la convergence en probabilité donc le Théo-
reme 1.4.1 entraine (i).

Le résultat (i) couplé avec celui du Lemme 1.4.1 nous place dans les conditions de
I’Annexe F.8, d’ou (ii). W

1.6.4 Preuve du Théoréme 1.4.3

Reprenons (1.44) :

Jo'™° 8 Ljsa) dF (s)
T sdF(s)

et introduisons
- f[;roo 5 1s<a) dF,(s)

Ln(z) = s (1.53)
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d’olt
+00 .
LO@) = in(x)fo +iW”’O(S’I)dF”(S>
fO S 1[5335] an(S)
- Ay XU, o( X )
= L) T~ 1.54
Remarque

Le support de la densité f étant [0, 4+00], on suppose pour tout = > 0 fixé, qu'il existe
a la fois des réalisations de X; inférieures ou égales a x ainsi que supérieures a x. Le
dénominateur ne peut donc étre nul.

Lemme 1.6.1. Soit x > 0 fixé. Alors pour tout s > 0, nous avons
Wn0(832) = Lis<a) s (1.55)
lorsque n — +00.
Gréce a (1.55), nous pouvons écrire lorsque n — 400,
W, 0(Xs; ) = X 1x,<4) pour tout 1 <4 <n,
donc . N
D XU o(Xi5 ) ~ le > Xilix,<a

i=1 =1

S|

donc le second facteur de (1.54) converge en probabilité vers 1. Par suite, LO(z) et
L,(x) ont la méme loi asymptotique puis la distribution limite de

Vi (LO (@) = Le(x))

est identique a celle de

Vi (Ln(x) = Le(x)) .
Soit g : R — R? la fonction telle que pour tout s > 0, g(s) = (gl(s), 92(8)) avec

G1(s) = 51js<q) et ga(s) = s.

Alors pour la variable aléatoire positive X; suivant la fonction de répartition F', on a :

]Egl(Xl) = [E |:X1 1[X1§x]]
“+o00
= /0 S 1[8§I} dF(S)

= /OI sdF(s)
= (),

Egg(Xl) = EXl

+00

= / sdF(s)
0

= M1,
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Elp(X)] = E[X?1% )
= E{Xfl[xlﬁfc]}

+oo
= / 52 L<q) dF(s)
0
= /w s*dF(s)

= MQ(x) ’

Elp(X)) = EX7
= /O+OOS2dF(S)

= U2
et

E[g:1(X1) 22(X1)] = E[X} lpxi<op]
—+00
= / 82 1[896] dF(S)
0

= /xSQdF(s)

= p2(z).
D’ou
Vargi(X,) = E[g(X1)] —E?g1(X1)
= () — pi(z),

Var go(X1) = E[ga(X1)]" — E* g2(X1)
= p2— 4y
et
Cov[g1(X1),92(X1)] = E[91(X1) g2(X1)] — E g1(X1) E g2(X1)
= pa(x) — pa(a)p -
D’apres (1.6), nous avons

(R0 - (E i) & o

Vo)

c’est-a-dire

N <<f0+oo 5 1(5<a) an(8)> _ (Nl(fﬂ))) £ Ny (0, )

0 sdF,(s) i



Par (1.7), nous obtenons

avec

07 = Dh(Eg)X;Dh”(Eg)

v V2

\/ﬁ (fo-l—oo
o sdE,(s) I

$ L(s<z) dFy(s) Ml(@) L

- (1) ) = )+ 20 (<)) o) — sty + (-

251

o (i

pa (@) it = 2 () pa () o + pii () iz

Il en résulte que :

It

Vi (Lu(x) = Le()) 5 N(0,02),

avec o7 exprimé ci-dessus.

Pour terminer la preuve, il reste a démontrer le Lemme 1.6.1.

lercas:sis > zx

Tout d’abord,

Par ailleurs,

sS>r —
-

—

—

S>CL’:1[S§I]:0.

s—x >0
s—x A
. — 400 grace a (H2)
1
/S K9 (u)du — 0 par (H1(iii))
Fn
U, 0(s;2) = 0 car Ljgepyp,) = 0oul.

()
It
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avec )
_ (@) = pi(@)  pe(w) — ()
g 2 .
pro(z) — pa (@) i f2 — i
Remarque :
On applique le théoreme de Lindeberg-Feller F.9 aux vecteurs aléatoires i.i.d.
L X 11y <2
Yo = (‘/ﬁ L)?K ]>
Nk
Considérons h : R? — R la fonction telle que pour tout couple (u,v) € R?,
u
h =—
(u7 U) v Y
alors la matrice des dérivées premieres partielles de h s’écrit
0 0 1
Dh — <auh(u,v) (%h(u,v)> _ ( _ “) (1.56)
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Ainsi,
s> 1=V, o(s;2) = 1<y lorsque n — 400.

2nd cas:si s <z
Tout d’abord,

s<ax— 1[531)} =1.
Par ailleurs,
s < x + h, grace a (H1(iii)) et (H2(i))

lscorng =1
1

Wo(six) = [ KO () du
hn

= Y,o(s;2) = 1

Ll

car s —x < 0 donc 5 — —oo grice a (H2(ii)-(iii)).

Ainsi,
s <x =V, o(s;2) = ljz<q lorsque n — +oo. W

1.6.5 Preuve du Théoréme 1.4.4

Gréce aux définitions (1.22) et (1.23), nous écrivons
~ +oo ~ +oo N
Go=G| = |[ T LO@dR@) - [ Le()dF @)
0 0
+o0

+ /0+Oo Lp(x)dE, (z) —/0 Lp(z)dF(z)

En appliquant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

G = G‘ < /0+oo (ﬁ;o)(x) - LF(CL')> dF,(z)| + /DJFOO Lp(x) (dﬁn(x) _ dF(:}:))‘
< [T - e dBuw) + | [T Le(@)d (Fuw) - F)
Or on a
|Lr(z)] <1
et

L0(z) = Lp(x)| < [LO(@)| + | Lp(2)] < 2

n

d’apres le Lemme 1.4.1, donc nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée

F.4. En vertu de (1.18) et des bonnes propriétés de 'estimateur a noyau F, (voir [165])
de la fonction de répartition F', nous écrivons

LO(x) = Lp(x)| = 0

et
d (F,(z) - F(z)) = 0.

On en déduit que G converge vers GG lorsque n — +oo. B
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1.6.6 Preuve du Lemme 1.5.1

D’apres (1.27), l'estimateur TTEO) au point x a pour expression :

RS T Tpeex W (i ) ds|
o™ (1= Fu(s)) ds

9

ce qui entraine l'inégalité suivante :

A(U)(x)‘ < 71L i fo SUDs~g |Wno(s; )| ds (157)
o (L Fu(s)ds :
En injectant (1.43) dans (1.57), nous obtenons :
‘ . Z? 1 fo ds

a Fo(s)) ds’

c’est-a-dire

1.6.7 Preuve du Théoréme 1.5.1

Constatons que (1.9) peut se réécrire comme

f0+oo 1[8SI] (1 — F(S)) ds erOO 1 [s<z] (1 — F(S)) ds

(- F(s) ds o (1.58)

et

= /{)+Ooden(s). (1.59)
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Alors la définition (1.27) entraine que :

}Wm—fwm!

\ S S Leex W (55.2) ds — fo7™ ey (1 = Fu(s)) ds|
o sdE,(s )
Jﬁmlwﬂu—fu@ww—ﬂmlwﬂu—Fw»w\

o sdE,(s)
P 11y (1 — F(s5)) ds
0 [s<a]
- T
* o sdE,(s) r()
Xn ,uan

Analysons tout d’abord le terme |D ,|.

+oo
|Dypn| = Z/ 1<x; U, 0(s;x)ds —/ 1is<q (1 —=F,(s)) ds

_ /0+oo 9F (1) /+oo

—+00 “+o00
- /0 [/0 1[s<t] ]— [s<x+hn) O ] dS] an(t)

ds
“+o00o +oo
_/ / 1[s<t]1[s<x ‘
+o00 +oo
= /0 [/0 1[s<t] ]_ [s<z+hn] ( O du — 1> dS‘| an(t)

“+o00o +oo +oo “+o00
+ /O /0 LoctLscorn] ds] dF,(t) /0 /0 T ds} an(t)‘ .

+o0o
/0 1[s<t}1[s§m] d8:| an<t>’

/0 s<t]\1jn 0(5 l’)

Grace a l'inégalité triangulaire, on a

/(:OO Vomm(tx+h (/ KO () du — 1) ds] an(t)|
/(:OO [/Jmln(t x+hn) ds] dF, (1) — /0+oo [/Omin(t,x) dS] an(t)’-

|D1,n| S

+

(1.61)
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D’ou

|D1,n| <

/ o l / < / KO (u du—1> ds] an(t)‘
/th V (/ KO (u du—1> ds] an(t)‘

T [ / t ds} de, )+ [ [ /0 o ds] dF, (1)

x+hn

+/ [ o] am +/ T as] an)
-1/ o V ( / KO (u 1) ds] an(t)| (1.62)
/HZ Vﬁhn (/ KO (u) du — 1) ds] an(t)| (1.63)

hn

/ ds — / ds} dF( / o l / o ds] an(t)| (1.64)

La quantité fsl . K (0)( )du est bornée d’apres (1.42). Le théoreme de convergence

_|_

+

+

z+hn

dominée, la convergence de f e KO (u) du vers 0 et lim,_, o F(u) = 1 impliquent que

les termes (1. 62) et (1.63) convergent vers 0. Quant au terme (1.64), nous remarquons
qu’il est majoré par

(t + 2)|Fu(x + hy) — Fo(z)] + hy|l — Fy(x + hy)|

Le théoreme de Glivenko-Cantelli F.5 | la continuité de F' et le fait que = + h,, — =
quand n — +oo appliqués a la décomposition (1.47) de |F(x + h,) — F(x)| puis la
majoration de F), par 1 permettent d’obtenir

D1yl 250, (1.65)

Etudions ensuite le terme |Dy,|. Nous pouvons écrire :

Daal =| [ (F(s) = Fuls)) ds| < .5up [F(s) = F(s)

s>0

En appliquant le théoréme de Glivenko-Cantelli, on a :
| Dan| = 0. (1.66)

De (1.65), (1.66), (1.50) et d’apres le théoreme des fonctions continues F.7 (car p est
non nul) , nous déduisons :

‘Dl,n’j |D2,n’ P_~S> 0

n

(1.67)

Enfin, I'intégrale [;">° 1< (1 = F(s)) ds est égale a ju; supposée finie. En utilisant
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(1.50) et en appliquant le théoréeme des fonctions continues,

‘(ul — X)) Jo ™ Ls<a (1 — F(s)) ds

p.s
= — 0. 1.68
:uan ( )

La convergence presque stire de 1’expression (1.60) :

1O () = Tw(x)| 23 0.

découle du théoreme des fonctions continues appliqué a (1.67) et a (1.68). W

1.6.8 Preuve du Théoréme 1.5.2

La démonstration est identique a celle du Théoreme 1.4.2.

La convergence en probabilité (i) est obtenue a 'aide de la convergence presque siire
du Théoreme 1.5.1.

Les conditions de I’Annexe F.8 sont satisfaites grace a la convergence en probabilité (i)
utilisée conjointement avec Lemme 1.5.1. Par conséquent, nous avons (ii). H

1.6.9 Preuve du Théoreme 1.5.3
En utilisant (1.58), nous avons :

Jo7 1<y (1= F(s)) ds

Tr(x) = , 1.69
F(x) 0+oo (1 _ F(S)) ds ( )
et introduisons
7 Jo 7% Lp<ay (1= Fo(s)) ds
Tn(z) = L : 1.70
(l’) O+oo (1 _ Fn(S)) ds ( )
d’ou
1 n +oo .
TéO)(x) - Tn(m)ﬁ ir:;)fo 1[8<Xi]\11n,0(3,$) ds
1o Lis<a) (1 = Fi(s)) ds
~ 1 n +0c0 1 . ‘ \I]n . d
_ fy(p)mziztdo <y ol(s; ) s 1)

LS S0 Lsexy) Ljs<a) ds

Grace a (1.55) et par le théoréme de convergence dominée, nous pouvons écrire
+o0 +oo
/ LoexWno(s;x) ds — / 1s<x,] Ls<a) ds pour tout 1 < i < n,
0 0 =
donc

Z/ 1[s<X nO S5 JZ dS ~ *Z/ 1[5<X] 1[s<:c] ds

donc le second facteur de (1.71) converge en probabilité vers 1. Par suite, les lois
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asymptotiques de 70 (z) et de T}, () sont identiques, d’ou la distribution limite de

V(T () = Tre(w))

est la méme que celle de

Vi (To(x) = Tr(x)).

L’égalité (1.59) conduit a :

(z) = w 2im1 Jo ™ Lsexy Loz ds
0 sdF,(s)

o [ e Lz dt] dF,(5)
s dF,(s)

T,

Nous introduisons g : R — R? la fonction telle que pour tout s > 0, g(s) = (gg(s), gg(s)>
avec

+00
g3(s) = /0 lpcgly<q dt et go(s) =s.

Alors pour la variable aléatoire positive X; suivant la fonction de répartition F', on a :
+o00o
Egs(X1) = E /0 Liex ) Lji<q di
+oo +o0
= /0 /0 Li<s] <o) dt} dF(s)
+o00 +o0o
/ 1[t<m1n (s,x) dt:| dF( )
/O t<m1n (s,x) dt:| dF +/ / 1[t<min(s,z)] dt dF(S)

afaro s [ [[ ]t

" sdF(s) + / dF(s)

Eg(X1) = i,
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E[g3(X1)]2 =

1o 2
/ Lo x) 1<y dt}
2
/ Liicg i<y dt} dF(s)
/ / 1t mino) dt} dF(s)
2 oo [ ptoo 2
/ / 1t <min(s,2)] dt} dF(s) + / / 1t <min(s,2)] dt| dF(s)

_ /0[/0 dt] dF (s +/ U dt} dF(s)

= /Oxs dF(s)+x2/;oo dF(s)

= w(z),

-

Elg(X1)]* = pe
et

Elg3(X1) g2(X1)] =

/0 1< xy)Lji<al dt}
/ 1[t<s]1[t§m dt:| dF(S)
/ 1[t<m1n (s,x) dt} dF( )
+oo “+o0
/ Ljt<min(s.0)) dt | dF S)+/ 5 /O Lit<min(s)) dt | dF(s)
+o0o T
/ / dt} dF(s) + / [ / dt} dF(s)
0

= /0 s dF(s)—irx/;OOSdF(S)

= v3(x).

D’ou
Vargs(X;) = E[g3(X))]* — E? gs(X))

va(w) = vi(2),

Varg2(X1) = po— i
et

Cov [g3(X1), 92(X1)] = El[gs(X1) 92(X1)] — E g3(X1) E g2(X1)
= v3(x) — () -
D’apres (1.6), nous avons :

v ((fo o+°o< )( )Sjiw];d(F)(S)> - (% gzg%;» 5 N, (0, Z)
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c’est-a-dire

NG (( 0+Oo [f0+oo Lip<s Lit<a) dt} dF”<S)> — (Vl(m)>) 5 N3(0, 3g)

o sdE,(s) f
avec
Yo ( vo(w) — vi(z)  va(z) — Vl(x)m)
g v3(x) — vi(z)m p2 — 413 '
Remarque :

On applique le théoreme de Lindeberg-Feller F.9 aux vecteurs aléatoires i.i.d.

1 (4o
Yo = (ﬁ Jo 1[153)((%]1[8@} ds) .
% 7
Nous nous reportons a la Preuve du Théoreme 1.4.3 pour le choix de la fonction h.
Nous obtenons d’apres (1.7) :

+oo +oo
0 o Lp<olpay dt| dFu(s) vy (z
ﬁ% | J150)_n@)) 4 5, 08)

o sdE,(s) [

ou
o3 = Dh(Eg)L,Dh (Eg).

avec Dh défini en (1.56). Ainsi,

2 _ (L 2V x) — v (x 1 (_n@) v3(x) — vy (x _nl@) 2 —u?
%-—<M)<x> A)H4M< M%ygu 1<mn+( M)(m i2)

vo(x) pi — 2v1(x) v3(@) g + Vi () o
- :
Hy

Nous en déduisons que :
Vi (To(x) = Te(x)) 5 N(0,03),

avec o2 exprimé ci-dessus. W

1.7 Simulations

1.7.1 Cadre

On suppose que les n données Xi,..., X, d'un échantillon sont positives, indépen-
dantes et identiquement distribuées. La fonction de répartition commune est notée F.

Les fonctions L et Tr sont définies respectivement par
i s dF(s)

Lp(z) o sdF(s)

, x>0, (1.72)
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et

F(1—-F
To(r) = olL=Fl)ds
o (11— F(s))ds
Deux types d’estimateurs ont été décrits dans ce chapitre.
Tout d’abord, les estimateurs construits naturellement & partir des formules (1.72) et
(1.73), en substituant la fonction de répartition empirique F,, du n-échantillon a la
fonction de répartition F' dans (1.72) et dans (1.73) :

Jo 5 dFn(s)
o sdF,(s)’

x> 0. (1.73)

Lg, (z) x>0, (1.74)

et
o (= Fu(s))ds
Tr. (@) Tl = Fo(s))ds’

Ensuite, les estimateurs lisses des fonctions Ly et Ty, obtenus par la méthode d’ap-
proximation polynomiale locale :

x>0. (1.75)

~ +o0 1 _
LO(z) = Lp, (2)—K© (Z x) dz, ©>0, (1.76)
0 h, h,,
et
A +oo 1 Z—x
O (z) = TFn(z)hKP)( - ) dz, x>0, (1.77)
0 n n

: \ , . <o 0
avec r = 1. Ces deux estimateurs a noyau s’écrivent a ’aide d’'un noyau Kf ) et d'un

parametre de lissage (ou d’une fenétre) h,.
Désignons par Ky la densité d’Epanechnikov, c’est-a-dire une fonction positive, d’inté-
grale égale a 1, donnée par

K()(:L') = i (1 - 3;'2) 1[,1;1] .

D’apres (B.1), le noyau K fo) coincide avec la densité K.
Le parameétre de lissage est considéré fixe.

1.7.2 Données simulées

Pour les simulations suivantes, la taille d’échantillon est fixée a n = 100. De plus, on
choisit h = 0.1 pour la loi Exponentielle de parametre 3 et pour la loi de Maxwell puis
h = 0.8 pour la loi de Weibull de parametres 2 et 1.2.

Nous tragons dans un premier temps, la fonction qui a tout = > 0 associe Lp(x),
Lg, () et LO(z), sur un méme graphique, afin d’illustrer le comportement asympto-

tique (les théorémes obtenus) de lestimateur lisse L9 (z) de la fonction Ly au point .
Dans un second temps, nous tentons d’approcher la courbe de Lorenz (F'(zx), Lr(x)),
x > 0, permettant d’identifier a sa visualisation le degré d’inégalités au sein de la
population, de laquelle est extrait un échantillon de n données. Pour arriver a cette
fin, nous utilisons l'estimateur empirique (F,(z), Lg,(x)), > 0, et I'estimateur lisse
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(E (), LO(z)), 2 > 0, ot F,(x) est un estimateur a noyau (lisse) de la fonction de

répartition F' défini par (C.7), soit

Fy(x)

1 _ X
— - ‘ ) , (1.78)

nZK( hn,

i=1

avec K une fonction de répartition telle que
K(u) = / Ko(t) dt .
—1

La figure suivante illustre I'estimation de la fonction Lz en chaque point z (a gauche)
et de la courbe de Lorenz (F(z), Lp(x)), z > 0, (a droite) pour la loi Exponentielle de
parametre 3 et la loi de Maxwell.

o S
© _| N 2 ]
(=} c o
o
© (s} ©
IS i =
4 S
< _| o T ]
o e o
3 o
N
o 7 O S 7
o | <
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0.0 02 04 06 08 1.0
X Fonction de répartition
o S
© _| N < ]
(=} =y o
o
© o ©
IS i o
4 S
< _| o T _|
o e o
3 o
~N
S © S
o | e
ST T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0.0 02 04 06 08 1.0
X Fonction de répartition

FIGURE 1.2 — Courbe de Lorenz théorique (en rouge) avec son estimateur empirique
(en turquoise), son estimateur lisse (en bleu) et la ligne d’égalité parfaite (en noir).

On constate que L) et (F,(x), L9 (z)), z > 0, fournissent une estimation lisse, contrai-
rement aux estimateurs existants Lg, et (F,(x), Lg, (z)), x > 0. La distribution de Max-
well est moins inégalitaire que la distribution Exponentielle de parametre 3, puisque sa
courbe est plus proche de la ligne d’égalité parfaite. Les estimations sont cohérentes.

Le tableau suivant présente les erreurs d’estimation des deux estimateurs de la courbe
de Lorenz (F(x),Lr(x)), x > 0. La colonne nommée "moyenne" indique 'erreur en
moyenne quadratique intégrée MISE (Mean Integrated Square Error) de ces estima-
teurs. Les résultats sont le résumé statistique de 500 échantillons.
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écart-type max moyenne min
Taille de I'échantillon Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly.
30 0.0077646 0.006806134 0.0757238 0.0403561 0.0072834 0.0066536 0.0002763 0.0002286
100 0.001989103 0.002100703 0.019263 0.02013 0.0020319 0.001882 0.00012 0.00005285
500 0.000387622 | 0.000352281 0.003702 0.002163 0.0003914 0.0003446 0.00002943 0.00002134
écart-type max moyenne min
Taille de I'échantillon Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly.
30 0.006130775 0.005678702 0.0639543 0.0525646 0.0062464 0.0057703 0.0002885 0.0002914
100 0.001640137 0.001368311 0.0160085 0.0088978 0.0017767 0.0015312 0.000133 0.0001326
500 0.000312997 0.000299917 0.003696 0.002768 0.0003425 0.0003231 0.00002863 0.00002064

FIGURE 1.3 — Erreur quadratique intégrée de l'estimateur empirique (Emp.) et de
I'estimateur lisse (Poly.) de la courbe de Lorenz pour la loi Exponentielle de parameétre
3 (en haut) puis pour la loi de Maxwell (en bas), en fonction de 3 tailles d’échantillon.

Nous remarquons que les MISE des deux estimateurs diminuent et leur écart se réduit
lorsque la taille de I’échantillon augmente. L’estimateur lisse semble plus performant
puisque par sa MISE est plus faible que celle de I'estimateur empirique.

Intéressons-nous maintenant au temps total de test normalisé. Dans un premier temps,
nous tragons sur un méme graphique, la fonction qui a tout = > 0 associe Tr(x),

T, (x) et T (z) pour illustrer le comportement asymptotique (les théorémes obtenus)

de I'estimateur lisse 7”)(x) de la fonction 7% au point . Dans un second temps, nous
tentons d’approcher le temps total de test normalisé (F'(z), Tp(z)), > 0, utile pour
détecter une tendance sur la fiabilité d’une population de matériels non réparables,
de laquelle est extrait un échantillon de n données, mais également pour déterminer
I'instant optimal de remplacement des matériels défaillants. Afin de réaliser cet objec-
tif, nous disposons de I'estimateur empirique (F,(z), Tr, (x)), © > 0, et de estimateur

lisse (F,(x), TO(z)), z > 0, ot F,(z) est donné par (1.78).

La Figure 1.4 permet de visualiser 'estimation de la fonction Tx (a gauche) et du
temps total de test normalisé (F(z), Tr(z)), x > 0, (& droite) pour la loi Exponentielle
de parametre 3 et la loi de Weibull de parametres 0.7 et 1.2. Le contraste est visible

entre les estimateurs lisses 70 et (F,(z), T9(z)), z > 0, et les estimateurs existants
Tr, et (Fo(z), Tg,(x)), x > 0, seulement continus par morceaux. La distribution Expo-
nentielle de parametre 3 correspond a une absence de tendance car sa courbe coincide
avec la ligne noire, tandis que la distribution de Weibull de parametres 2 et 1.2 traduit
une tendance au vieillissement. Les estimations vont dans ce sens.
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FIGURE 1.4 — Temps total de test normalisé théorique (en rouge) avec son estima-
teur empirique (en turquoise), son estimateur lisse (en bleu) et la droite d’absence de
tendance (en noir).

Le tableau suivant décrit les erreurs d’estimation des deux estimateurs du temps total
de test normalisé (F'(x),Tp(x)), x > 0. La colonne nommée "moyenne" indique ’er-
reur en moyenne quadratique intégrée MISE (Mean Integrated Square Error) de ces
estimateurs.

écart-type max moyenne min
Taille de I'échantillon Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly.
30 0.005625935 0.003458306 0.07424 0.02634 0.003926 0.00242 0.00001813 0.00003843
100 0.001639935 | 0.001030242 0.01976 0.007238 0.001198 0.0007761 0.000005291 | 0.000005693
500 0.000290162 0.000185665 0.002781 0.00161 0.0002266 0.0001399 0.00000061 0.000001753
écart-type max moyenne min
Taille de I'échantillon Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly. Emp. Poly.
30 0.00485692 0.00384356 0.08094 0.02955 0.003229 0.002772 0.00001015 0.00002311
100 0.001183899 0.000993763 0.01238 0.006494 0.0008727 0.0008258 0.00000357 0.000006359
500 0.000222012 0.000198933 0.004034 0.001296 0.0001681 0.0001648 0.000001145 0.000001407

FIGURE 1.5 — Erreur quadratique intégrée de l'estimateur empirique (Emp.) et de
I'estimateur lisse (Poly.) du temps total de test normalisé pour la loi Exponentielle de
parameétre 3 (en haut) puis pour la loi de Weibull de parametres 2 et 1.2 (en bas), en
fonction de 3 tailles d’échantillon.
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En observant le résumé statistique de 500 échantillons, le constat est identique a celui
de la Figure 1.3 : lorsque la taille de I’échantillon augmente, les MISE des deux esti-
mateurs diminuent et leur écart se réduit. De plus, I'estimateur lisse se distingue par
sa MISE inférieure a celle de I'estimateur empirique.

Finalement, la possession du critére de continuité (propriété des courbes théoriques) et
d’une MISE plus compétitive justifie la préférence des estimateurs lisses (F), (z), LY (1)),

x>0, et (Fy(z), TO(z)), z > 0, aux estimateurs existants (F,(x), L, (z)), z > 0 et
(Ful), T, (£)), % > 0.

1.7.3 Données réelles
Ampoules chez Norris Electronics

L’entreprise Norris Electronics fabrique des ampoules a forte intensité intervenant dans
de nombreux produits électriques. Souhaitant augmenter leur performance, le groupe
de recherche de I'entreprise a créé un nouveau filament dans le but d’allonger la durée
de vie des ampoules. L’entreprise s’est ensuite intéressée a évaluer les avantages de ce
nouveau filament en menant une étude a partir d’un échantillon de 200 ampoules. Les
données indiquent le nombre d’heures d’éclairage avant que le filament ne grille.

La liste des données est fournie dans [12].

1.0

0.8
1

0.4

Durée moyenne relative de fonctionnement
0.2

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Part cumulée d'ampoules défaillantes

FIGURE 1.6 — Estimateur empirique (en turquoise) et estimateur lisse (en bleu) du
temps total de test normalisé des ampoules, avec h = 0.8.

Nous remarquons que les deux estimateurs sont trés proches. Cependant, ’estimateur
lisse est continu comme la courbe intiale alors que 'estimateur empirique ne l’est pas.
Une tendance au fort vieillissement est détectée puisque les estimateurs sont au-dessus
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et tres éloignés de la diagonale dans le carré unitaire. Si 'on connaissait la fonction
de cotit a minimiser, nous pourrions déterminer le moment optimal de remplacement
des ampoules. Il semble que 'on doive considérer un remplacement assez rapide des
ampoules.
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Chapitre 1. Estimation lisse de la courbe de Lorenz et du temps total de test
normalisé




Chapitre 2

Estimation a noyau de
fonctionnelles linéaires de la
fonction de répartition et de leurs
dérivées successives

2.1 Introduction

Le but de ce second chapitre est de compléter I'étude des fonctions Ly et Tr. En s’in-
téressant a leurs dérivées successives, nous tentons de détecter les particularités de ces
deux courbes. Nous proposons d’estimer les dérivées successives a 1’aide de méthodes
a noyau afin de conserver la continuité. Nous supposons que les revenus et les instants
de défaillance sont indépendants et identiquement distribués.

L’estimation polynomiale locale a été introduite par Stone ([150], [151]) et Cleveland
([46]). Fan et Gijbels ([68]), Loader ([108]) puis Hjort et Jones ([84]) I'ont appliquée
pour estimer la densité, Lejeune et Sarda ([107]) pour obtenir un estimateur lisse de
la fonction de répartition ou encore Abdous et Berred ([5]) pour déterminer les esti-
mateurs de la durée de vie résiduelle et de sa dérivée premiere. Abdous, Berlinet et
Hengartner ([4]) ont ensuite utilisé I’approximation polynomiale locale pour estimer la
classe des fonctionnelles de la fonction de répartition (toutes les fonctions dont 1'expres-
sion dépend de la fonction de répartition) ayant une certaine régularité, ainsi que leurs
dérivées successives. Berlinet ([32]) avait motivé I'emploi de noyaux d’ordre supérieur
permettant de réduire considérablement le biais des estimateurs ainsi que d'une hiérar-
chie de noyaux afin de décrire tous les estimateurs des dérivées d’une fonction d’intérét.

Abdous, Berlinet et Hengartner ([4]) ont obtenu la consistance des estimateurs sans
donner de conditions précises. Nous essayons d’identifier ces conditions en considérant
toutes les fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition. La courbe de Lorenz et
le temps total de test normalisé, étant deux illustrations de fonctionnelles de la fonction
de répartition, nous employons la méthode décrite par Abdous, Berlinet et Hengart-
ner ([4]) pour construire les estimateurs de leurs dérivées successives. Nous examinons
ensuite leurs propriétés asymptotiques telles que divers types de convergences et la
normalité asymptotique.
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2.2 Cadre d’étude

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de fonction de répartition F.

Nous considérons la famille des fonctionnelles de la fonction de répartition F', c’est-a-
dire ’ensemble des fonctions :

®(.,F):ICR — R
r = Oz, F)

et notre défi est de proposer des estimateurs (possédant de bonnes propriétés asymp-
totiques) des dérivées, si elles existent, de ces fonctions.

Afin de décrire brievement la construction des estimateurs, nous introduisons plusieurs
hypotheses et notations.

2.2.1 Hypotheses et notations

Soit & un réel fixé.

Hypothese (H1)

F), est un estimateur consistant de F'.

Hypothese (H2)

®(x, .) est continue par rapport a la norme sup.

Nous donnons plus de détails sur ’hypothese (H2). Elle signifie que pour toute suite
de fonctions de répartition F), vérifiant sup,.g |F,(x) — F(z)] — 0, nous obtenons
Sup,eg |@(z, F,) — ®(x, F)| — 0.

Désormais, F), désignera la fonction de répartition empirique classique basée sur les
observations Xi,..., X, :

1 n
Fn(x) = ﬁ Z 1[Xi§x} .
i=1

Alors I'hypothese (H1) est satisfaite et puisque nous supposons (H2), le théoreme de
Glivenko-Cantelli (F.5) entraine la convergence de ®(z, F,,) vers ®(x, F') en tout point
x réel.
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Soit 7 un entier non nul. On a besoin de poser I’hypothese suivante :

Hypothese (H3)

O(., F) est (r+ 1) fois contintiment différentiable en tout point .

Les dérivées de ®(z, ) jusqu’a 'ordre r sont notées ®™ (z, F), m = 0,...,r. Ce sont
les coefficients dans le développement de Taylor au point x comme montré ci-dessous :
T W (g F .
d(z+h,F) = > M(hv)f +0 ((hv)’”“) : (2.1)
7

avec h et v deux réels fixés.

Comme ®(x + hv, F,,) estime ®(z + hv, F'), une idée naturelle est d’approcher ®(z +
hv, F},) localement par un polynéme et d’utiliser la valeur du polynome et ses dérivées
comme estimateurs de (™ (z, F'). Plus clairement, soit K, une densité de probabilité
ayant pour support [—1, 1] et formons la projection de ®(z + h., F},) sur 'espace V des
polynomes d’ordre inférieur ou égal a r. Cela revient a minimiser la fonction objectif :

J(ao(x), - ,ar(x)) = /

Oz + ho, F,) — Zi: aj;!x)(hv)jrf(o(v) dv .

Nommons le minimiseur a;(z), j = 0,...,r. Comme ®(z+ hv, F,,) estime ®(x 4+ hv, F)
et ce dernier a la représentation (2.1), la m® dérivée de ®(.,F') au point z, notée
®(m) (1, F), est estimée par

O™ (z) = Ay () . (2.2)

Puisque le polynéme minimiseur est la projection de ®(x + h., F},) sur espace V des
polynémes d’ordre inférieur ou égal a r, nous avons également la représentation (A.11),

d’ou
.

5 8 0 Z [ B+ b ) Q) dn(u) Qy(v).

7=0 .]'

avec (Q);)j—o,..» une base orthonormale de I'espace V des polynémes d’ordre inférieur
ou égal a r. Or
N 1 (9’" " &J<I>
U () = — ——

7=0 .]‘

(hv)’

v=0
donc grace & (2.2), I'estimateur de ®™) (x, F') peut étre réécrit comme
1 1 —
() = - [ Bz ) 5 K (Z . x) dz (2.3)

avec K™ donné par (A.15) et apres avoir effectué le changement de variable z = x+hu.
On retrouve la formule (A.18).
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Nous imposons au noyau K™ (z) de vérifier (A.16) puis d’étre borné et de support
[—1,1], ce qui se traduit par :

Hypothese (H4)
(1)

1 m!, 1=20,
/ u K™ (u)du=2¢ 0, i#Fmetie{l,...,r},
-t CT+17 i>7ﬁ7

avec (1 une constante finie,

(i)
C:= sup ’Kﬁm)(u)’ < +o00,
u€[—1,1]

(iii) Le support de K™ est [—1,1].

Pour une idée plus distincte des noyaux Kﬁm), nous renvoyons le lecteur a I’Annexe

B ot il y consultera les calculs des premiers termes K™ de la hiérarchie de noyaux
associée a la densité d’Epanechnikov pour » < 5 et m <r.

Nous supposons que la fenétre notée h,, dépend du nombre n d’observations et vérifie
I’hypothese suivante :

Hypothese (H5)

(hy,) est une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que h,, — 0
lorsque n — 4o00.

Ainsi, 'expression (2.3) de l'estimateur de ®™(x, F') est légérement modifiée et de-
vient :

N 1
M (z) = /(ID(Z, F,) WKﬁm)(z —x)dz. (2.4)

Dans [4], il est énoncé que I'estimateur est consistant, mais sans fournir de conditions
précises. Notre travail consistera a les identifier. Nous nous intéresserons également a
la normalité asymptotique. Nous essayons tout d’abord dans le cas des fonctionnelles
linéaires de la fonction de répartition.

2.3 Estimation polynomiale locale des fonctionnelles
linéaires de la fonction de répartition et de leurs
dérivées successives

Soit € R. Nous nous plagons maintenant dans la situation ou la fonctionnelle ®(z, )
est linéaire, c’est-a-dire de la forme

Oz, F) = / oz, s) dF(s). (2.5)
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Alors l'estimateur de (™) (x, F') s'écrit
B0 () = m) (27
b () = //¢zde hm+1K ( - )dz
— (m) (%~
- //gb(z,s) hm+1KT ( W ) dz dF,(s)

_ Z/¢ hmHKW) <z};x> dz | (2.6)

On reconnait une moyenne empirique de copies i.i.d. d'une variable aléatoire

(m) zZ— X
/¢ hm+1 < I >dz’

ou X; a pour distribution F'.

Le lemme suivant fournit le biais de I'estimateur i);m) au point .

Lemme 2.3.1. Soient x un réel fixé et m un entier compris entre O et r. Si les hypo-
théses (H2) a (H4) sont vérifiées, alors

E (" (z) = ®™(x, F) + O (k™) . (2.7)

On dit que & (z) est un estimateur asymptotiquement sans biais de ™ (2, F) sous

Uhypothese (H5).

L’égalité (2.6) combinée a I'indépendance et a I’équidistribution des variables aléatoires
Xi,..., X, nous amene a :

- 1 1 —
Var &™) () = gVar/¢(2,X1) WKﬁm) (Zh x) dz, (2.8)

ou

Var [ o(z X)) hiﬂf(ﬁm) (Zh_nx> dz
V@b 2, X1) hm+1K<m>< - > dzr (2.9)

h
</¢zX1 = m><z ) ) (2.10)

Afin de déterminer la variance exacte asymptotique de notre estimateur @}Slm) (), nous
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avons besoin de calculer le premier terme du membre de droite (2.9). Donc :
1 m) (2~ ?
E /¢<Z7X1> WKT ( hn ) dz
Z—x ?
-/ </¢ hm+1 K ( - ) dz> dF(s)
o 2
i (e (55 ) st

/</‘f’“hnu ) K w) ) f(s)ds. 211)

h2m

A partir d’ici, il est intéressant de remarquer que le prolongement du calcul est impos-
sible sans posséder d’information supplémentaire sur la fonction ¢. De plus, il semble
compliqué d’affirmer que l'ordre de convergence est identique pour toute fonction ¢.
Rappelons qu’a une fonction ¢ donnée est associée une fonction ®(z, F') ainsi que les

estimateurs @5{”) (), 0 < m < r, permettant d’approximer respectivement les fonctions
®(m)(x, F), 0 < m < r. Donc si nous souhaitons estimer la m® dérivée d'une fonction

®(z, F), ce qui consiste notamment & déterminer la variance de son estimateur ®(™(z),
alors il devient nécessaire de spécifier la fonction ¢.

Nous comprenons donc qu’il est impossible de fournir les conditions de consistance
des fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition globalement. Au contraire,
nous analyserons au cas par cas et tenterons d’obtenir la consistance et la normalité
asymptotique pour chacune des fonctionnelles de la fonction de répartition étudiées
dans ce manuscrit.

Gréce a l'expression (2.11), nous constatons également que les cas m = 0 et m > 1

doivent étre distingués, en raison des propriétés des noyaux K (™. La différence essen-
tielle découle de (H4)-(i) et s’écrit :

(m) o 1 s sim = 0,
/Kr (“)d“_{ 0, sim<1.
Voici la raison pour laquelle nous avons traité séparément l’estimation de la courbe

de Lorenz et du temps total de test normalisé (Chapitre 1) et celle de leurs dérivées
successives (dans la Section 2.6).

Pour la suite du chapitre, nous ajoutons que la fonction de répartition commune aux
Xi,...,X, est supposée continue et la densité de probabilité F' = f est de support
[0, +o0].
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2.4 Estimation polynomiale locale de la densité et
de ses dérivées

Nous nous intéressons dans cette section a ’estimation de la densité f et de ses dérivées
successives au point & € R. Nous optons pour

O(2,5) = L(—o00)(5) (2.12)

afin d’obtenir a l'aide de (2.5) :
O(z, F) = F(x). (2.13)
Soit » > 0. Notre but est d’étudier les estimateurs &DT([”)(J:) pour 1 < m < r ou de

manicre équivalente les estimateurs ﬁ(lm) (z) des dérivées f™(z) pour 0 < m < r — 1.

La fonction de répartition F' supposée continue implique que (H2) est satisfaite et I’hy-
pothese (H3) se transforme en :

Hypothese (H37)

f est r fois contintiment différentiable en tout point x.

A

Nous injectons (2.13) dans (2.6) mais nous veillons a prendre 'ordre (m +1) de @, (z).
En effet, pour tout m supérieur ou égal a 0,

fi(@) = & (@, F) (2.14)
pour le choix (2.13). L'estimateur de la dérivée f(™(x) s’exprime donc comme suit :
N 1 & 1 z2—x
(m) _ - (m+1)
Frw) = 3 [t K (55 a: (215)
L s~ 1 g
- o> /Xﬂ K () du . 1oy, < <ash) (2.16)
n =17 "hyp
la derniere ligne résultant du changement de variable u = 5-%.

Nous commengons par montrer un résultat similaire a (3.4), sur la variance exacte
asymptotique de l'estimateur f(™(z).

Lemme 2.4.1. Soient x un réel fizé et m un entier compris entre O et r — 1. Alors
sous les hypothéses (H3’)-(H4),

(m) (1 r—my)?
Var f (@) = s (b (2) + O () - i) + 0 (i) c (217)

nh%m+1 n

avec

1
-1

bt = 1) [ ([ "R () du) do. (2.18)
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Nous continuons avec un théoréme donnant les conditions de convergence IL? et en
probabilité de I'estimateur f(™ (x).

Théoréme 2.4.1. Soient x un réel fixé et m un entier compris entre O et r — 1. Sous
(H3’)-(HY) et si lorsque n — +00,
By — 0 (2.19)

suffisamment lentement tel que

nh2mt o 100, (2.20)
alors [’estimateur ﬁ(lm)(:c) est convergent en moyenne quadratique,
E [f () - 1™ ()] =0, (2.21)
donc également convergent en probabilité,
fim () = (). (2.22)

Nous établissons maintenant la normalité asymptotique de ’estimateur f,(lm) (x), ce qui
conduit a la construction possible d’intervalles de confiance.

Théoréme 2.4.2. Soient x un réel fixé et m un entier compris entre 0 et r — 1. Alors
sous les hypothéses (H3’)-(H4) et si lorsque n — +00, h, — 0 suffisamment lentement
tel que

nh, — +00 (2.23)
et suffisamment vite tel que
nhXtt —0, (2.24)
alors
nh2m+l
—n(fm gy — £ () S N0, 1), 2.25
) @ = f@) S Vo1 (2.25)

avec by,1(x) donné par (2.18).

La condition (2.24) assure le biais négligeable de 'estimateur fT(Lm) (x), ce qui permet
d’obtenir la formule (2.25).

Corollaire au Théoreme 2.4.2. Un intervalle de confiance asymptotique pour f™ (x)
au niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes

Fim(@) £ 21¢pn (2.26)

0l 21—/ est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite. Sa longueur
tend vers 0 si h, tend vers 0 suffisamment lentement tel que la condition de consistance
(2.20) est satisfaite :

nh* 5 4.
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Nous constatons que les conditions de consistance sont plutét convenables : la premiere
(2.19) est identique pour tout m tandis que la seconde (2.20) devient plus contraignante
lorsque m augmente. Les conditions (2.23) et (2.24) pour la normalité asymptotique
sont tres différentes : la premiere est la méme pour tout m alors que la seconde, in-
dépendante de m, dépend de r. Puisque r est fixé avant d’effectuer ’estimation, nous
aurons intérét a le choisir assez grand afin de réaliser plus facilement la condition (2.24).

Sim < r—1, alors nous verrons que la condition (2.24) dans le Théoreme 2.4.2 sera plus
faible que celle a fixer dans le contexte de I'estimation a noyau classique (Chapitre 3).
Cela est dii a la réduction de biais, qui est I'avantage de la méthode d’approximation
locale polynomiale par rapport a la méthode de convolution.

A partir de maintenant, les variables aléatoires X1, ..., X,, en plus d’étre équidistri-
buées et indépendantes, seront positives afin de respecter les définitions de la courbe
de Lorenz et du temps total en test normalisé et leur espérance commune sera notée
u1 > 0. Nous avions vu dans I'Introduction que ces deux fonctions sont uniquement
définies pour une variable aléatoire positive. La moyenne empirique associée a ce n-
échantillon est nommée X,,.

Nous fixons également x dans R} .

2.5 Estimation a noyau des dérivées de la fonction
Tr

Nous rappelons tout d’abord la formule de la fonction T pour tout x > 0 :

_ Jo (1= F(s)) ds

M1 .
Soit r > 0. L’objectif de cette section est de produire les estimateurs de ses dérivées
T, pour 1 < m < r, au point z. Par une investigation rapide, nous percevons une

TF (]3)

régularité dans l'expression de T l(pm)(x) :

T3 (a) { Ty ML (2.27)
r )= Fom=2 () . .
_T S1m Z 2.

Effectivement, un lien existe entre les dérivées T}m) et les dérivées de f si m > 2. D’ou
I'hypothese (H3) qui devient :

Hypothese (H3”)

f est (r — 1) fois contintiment différentiable en tout point x.
Quant a la dérivée premiere, elle dépend de la fonction de répartition F'.

Nous désignons par 7™ (z) I'estimateur de la dérivée me® de la fonction Tr au point
x. Et nous nous concentrons dans un premier temps sur les dérivées d’ordre supérieur
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a 2 de de la fonction Tk.

2.5.1 Dérivées d’ordre supérieur ou égal a 2 a ’aide de I’ap-
proximation polynomiale locale

Soient 7 un entier strictement supérieur a 0 et m un entier compris entre 2 et r. Alors
d’apres (2.27), il est naturel d’exprimer les estimateurs 7™ () de la maniere suivante :

A ()

P () = Ao \T) 2.28
@) = e (225)
c’est-a-dire
. 1 noo1
(m) - - (m—1)
n (x)_nhg—an;/X;j K™ (u) du 1 py<Xi<athn) s (2.29)

en utilisant (2.16).

Grace au travail effectué dans la section précédente, nous déduisons le théoreme suivant
sur la convergence en probabilité de I'estimateur 7™ (z) pour m > 2.

Théoréme 2.5.1. Soient x > 0 et m un entier supérieur ou égal a 2. Sous (H3”)-(H4)

et si lorsque n — 400,
h, — 0 (2.30)

suffisamment lentement tel que

nh*3 — 40, (2.31)
alors lestimateur TT(Lm)(x) est convergent en probabilité,

T (2) 5 T (2) . (2.32)

Nous énongons enfin deux résultats concernant le comportement asymptotique de ’es-
timateur 7™ (x) pour m > 2.

Théoréme 2.5.2. Soient x > 0 et m un entier supérieur ou égal a 2. Sous (H3”)-(H4)
et si lorsque n — +00, h, — 0 suffisamment lentement tel que

n h, — 400 (2.33)
et suffisamment vite tel que
nh*tt — 0, (2.34)
alors
m—3,,2
m (T (@) = T () 5 N(0,1), (2.35)
ol

b () = [() | 1 (/ " Km0 () du) do. (2.36)
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Corollaire au Théoreme 2.5.2. Un intervalle de confiance asymptotique pour T}m)(x)

au niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes

bm—l (ZL‘)

ki 3

TT(Lm) (l’) :l: 21_6/2

0l 21—/ est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite. Sa longueur
tend vers 0 si h,, tend vers 0 suffisamment lentement tel que la condition de consistance
(2.31) est satisfaite :

nh2m? & 40,

La premiere condition de consistance (2.30) coincide avec (2.19). Quant a la seconde,
nous nous attendions & obtenir (2.31), qui correspond a (2.20) avec m — 2 a la place
de m. Cela vient de la relation (2.28) entre les estimateurs des dérivées de la fonction
Tr et de celles de la densité f. On constate le méme phénomene entre les expressions
(2.36) et (2.18). Les conditions pour la normalité asymptotique (2.33) et (2.34) sont

analogues & celles de f™)(x).

Il nous reste a présent a examiner le cas m = 1, c’est le sujet de la prochaine sous-
section.

2.5.2 Dérivée premiere par la méthode a noyau classique

Gréce a (2.27), un choix naturel d’estimateur vient pour la dérivée premiere T} de la
fonction T au point x > 0 :

A

ou I, est un estimateur a noyau de F'. Il n’est pas judicieux d’utiliser la fonction de
répartition empirique F), car l'intérét de notre these est de construire des estimateurs
lisses. Ainsi, nous proposons :

- S5 K (52)

j—,(1) _ n hp,
0(z) Xn
avec K une fonction de répartition telle que
K(u) = / Ko(t)dt . (2.38)
-1

En admettant uniquement 1’hypothése classique sur la fenétre (h,), la convergence

presque stire de I'estimateur ainsi que la normalité asymptotique de T}Ll)(x) sont éta-
blies.

Théoréme 2.5.3. Soit x > 0 firé. Sous (H5), Uestimateur TV (z) converge presque
stirement vers Tp(x),
T () 28 T () . (2.39)

n
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Théoréme 2.5.4. Soit x > 0 fixé. Si 'hypothése (H5) est satisfaite alors

Vi (T0(@) = Ti(w)) 5 NO,07.) (2.40)
o, pa () pi — 2401 () po() pa + pi () pio (2.41)

H1
ot py(z) = [ s*dF(s) et w, = pp(+00) pour k = 1,2.

2.6 Estimation polynomiale locale des dérivées de
la fonction Ly

Soit r > 0. Dans cette section, il est question d’analyser le comportement asymptotique
des estimateurs, notés L™ (z) pour 1 < m < r, des dérivées m® pour 1 < m < r de la
fonction Lp au point & > 0. Pour cela, nous choisissons de travailler avec la fonction ¢
telle que

d(x,5) = 510 4(5) (2.42)
ce qui entraine :
(@, F) = [ 51jeq F(s), (2.43)
a 'aide de (2.5).
Posons :
A 1 & 1 z—x
(m) — , (m)
Gn (.’B) = HZ/Xl 1[X¢§I] hm+1K7’ < hn ) dz (244)
1 & 1
nhf} . le /X e 7, du l[x hn<X; <fc+hn], (245)
obtenu en injectant (2.42) dans (2.6) puis en effectuant le changement de variable
U= =,
hn

Avec le choix (2.43), on constate que (H2) est satisfaite car la fonction de répartition
F' est supposée continue. De plus, on remarque que
O(z, F)

Lrle) = M1

On en déduit 'estimateur naturel de Lgﬂm)(w), la m®-dérivée de la fonction Ly, au point
x:

; _GM()
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c’est-a-dire

Ly ()

thn ; /X a K™ (u) du. lio—h,<xi<athal » (2.46)

avec (2.45).

(m)

Nous donnons ci-dessous la formule des dérivées L au point x > 0, pour 1 <m <7 :

(m) Lﬂ(f) sim=1,
LF (CL’) - (m—1)f(m=2) (z) 4z f(m=1 (z) sim>92. (2.47)

2l

Comme l'ordre le plus élevé de la dérivée de f dont dépend la dérivée LE;”) est (m—1)

alors I'hypothese (H3) doit étre remplacée par I'hypothese (H3’), définie dans la Section
2.4.

En remplagant (2.42) dans (2.11), nous aboutissons a l'ordre de variance de 'estimateur
G () qui est le sujet du lemme suivant.

Lemme 2.6.1. Soient x > 0 et m un entier compris entre 1 et r. Alors sous (H3’)-

(H4),

m _ 2
1 (L (x) + O (hpti=m))

ham1 (bin(7) + O (hy)) — - :

bule) = 2*f(x) [ 11 (/ "R () du) do. (2.49)

Nous découvrons que les ordres de variance de f )(z) et GU™(z) ne sont pas égaux
(respectivement thH dans le Lemme 2.4.1 et hgm r dans le Lemme 2.6.1). De plus,

VarG™ (z) = (2.48)

avec

les expressions (2. 49) et (2.18) ont une forme semblable mais sont tout de méme dif-
férentes. D’ou notre motivation de dissocier l'estimation des dérivées de la densité et
I’estimation des dérivées m® de la fonction Ly pour 1 < m < r.

Le prochain théoreme explicite les conditions de convergence en probabilité de 1'esti-
mateur L™ (z) pour m > 1.

Théoréme 2.6.1. Soient x > 0 et m un entier compris entre 1 et r. Sous (H3’)-(H4)

et si lorsque n — 400,
h, — 0 (2.50)

suffisamment lentement tel que

nh* 1 — 40, (2.51)
alors l’estimateur ZA'J?({”) est convergent en probabilité,

Lo (z) & L (2) . (2.52)
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Nous obtenons les résultats suivants sur le comportement asymptotique de ’estimateur
L) (x) pour m > 1.

Théoreme 2.6.2. Soient x > 0 et m un entier compris entre 1 et r. Sous les hypothéses
(H3)-(H4) et si lorsque n — +00, h, — 0 suffisamment lentement tel que

nh, = 400 (2.53)
et suffisamment vite tel que
nh¥tt — 0, (2.54)
alors
h2m—1 2 m
Bon HL(Em) (@) — L3 () 5 N(0,1) (2.55)

bm(x)

avec by, () donné par (2.49).

Corollaire au Théoreme 2.6.2. Un intervalle de confiance asymptotique pour LE;”)(:(;)
au niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes

b ()
n h2m—1,u% )

n

LI (z) + 21 (2.56)

0t z1_¢j2 est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite. Sa longueur
tend vers 0 si hy, tend vers 0 suffisamment lentement tel que la condition de consistance
(2.51) est satisfaite :

nh2 ! 5 4o,

Les conditions de consistance sont intuitivement raisonnables : la premiere (2.50) est
équivalente a (2.19) et indépendante de m tandis que la deuxieme (2.51) dépend de m
et devient plus stricte quand m augmente, comme (2.20), mais son écriture n’est pas la
méme. Les conditions pour la normalité asymptotique (2.53) et (2.54) concordent avec
(2.23) et (2.24). Remarquons que la seconde (2.54) dépend de l'entier r fixé au départ
et coincide également avec (2.34). Peut-on pour autant en déduire qu’elle est identique
pour toutes les fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition ? Et que dire de la
classe des fonctionnelles de la fonction de répartition 7 Le Chapitre 4 nous éclairera sur
cette derniere interrogation.

Les estimateurs présentés dans ce chapitre dépendent d’une fenétre (h,,). Pour obtenir
la consistance et la normalité asymptotique ainsi que pour construire des intervalles
de confiance, des hypothéses sur ce parametre ont été fixées. Des lors, nous sommes
en mesure de nous demander s'il est possible de trouver une fenétre (h,,) satisfaisant
toutes ces conditions. C’est 1'objet de la section suivante.



2.7 Choix de fenétre 83

2.7 Choix de fenétre

Soient r un entier non nul fixé.

Les hypotheses (H5), (2.23) et (2.24) sont communes pour les estimateurs polynomiaux
locaux de toutes les fonctions étudiées dans ce chapitre, sauf de la dérivée premiere de
la fonction T, et permettent d’aboutir a leur normalité asymptotique. Il faudra vérifier
en plus, I'hypotheése (2.20), pour tout m compris entre 0 et r — 1, pour la densité f
et toutes ses dérivées, I'hypotheése (2.31), pour tout m compris entre 2 et r, pour les
dérivées de la fonction Tr d’ordre supérieur a 2 et I'hypothese (2.51), pour tout m
compris entre 1 et r, pour les dérivées successives de Lp afin d’obtenir les intervalles
de confiance (et la consistance).

Nous pouvons constater que (2.20) pour tout m compris entre 0 et r — 1, (2.31) pour
tout m compris entre 2 et r, et (2.51) pour tout m compris entre 1 et r, impliquent
(2.23). Donc cette derniere hypothese est a ignorer. De plus, (2.20), (2.31) et (2.51)
sont de plus en plus restrictives lorsque l'ordre de dérivation m augmente. Il suffit donc
de poser :

e nh2 ! — 400 pour la densité f et ses dérivées successives, ainsi que pour les
dérivées de la fonction Lp,

e nh2 % — +oo pour les dérivées d’ordre supérieur a 2 de la fonction L.
Ainsi, les conditions permettant de construire des estimateurs polynomiaux locaux

consistants et asymptotiquement normaux avec intervalles de confiance sont indépen-
dantes de l'ordre de dérivation m.

2.8 Preuves

2.8.1 Preuve du Lemme 2.3.1

Pour justifier que la méthode d’approximation polynomiale locale est intéressante en
matiere de réduction de biais, nous calculons I'espérance des estimateurs des fonction-
nelles linéaires de la fonction de répartition et de leurs dérivées successives. Nous avons
par indépendance et équidistribution des variables aléatoires Xi,..., X, :

N 1 Z—x
Ed(r) = B [z X)) hm+1K§m>< - )dz

_ / l/gb(z’ s)dF(s) hnmlﬂKﬁm) (Zh—nl‘ﬂ dz

1 1 Z—x
= [z ) —Km™ ()
hnm/ R e
, (2.57)
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grice a la linéarité de I'espérance et a la linéarité de ®(z,.). Nous appliquons le chan-

gement de variable u = =%, d’ou :
E®™(z) = hlm /_11 O(z + hpu, F) K™ (u) du
- hlm /11 ; o (z, F) (hi;w K™ (1) du
+h1;n /_ 11 QU (z 4 F)(an);;l K™ (u) du

(2.58)

d’apres la formule de Taylor-Lagrange pour «' compris entre 0 et h,u, avec u € [—1, 1].
En utilisant (H4(i)) sur la premiere ligne puis (H3), (H4(i)) sur la seconde ligne, il
résulte que :

EQ((z) = ®™(z,F)+0(h"). m (2.59)

2.8.2 Preuve du Lemme 2.4.1

Nous reprenons l'intégrale [ é(z + hyu, s) K™ (u) du dans I'expression (2.11) et la sim-
plifions dans le cas particulier :

(b(l', S) = 1[s§z} . (260)
Elle devient :
s> x+ hy,

0
]. )
/1 1[8§x+hnu] Kﬁm)(U) du = fslh_Tf” K’SM)(U) duv |S - JZ| S hna
- f}l K (u) du = Omo, §<x—hy,

ol 0 égal & 1 si m = 0 et 0 sinon, d’apres (H4(i)).

Ainsi, en reprenant (2.11), on a pour m > 1 :
1 2
E [/ Lix,<2] ngﬁm)(z — ) dz]

_ /j”“( 1 K,Em>(u>du)2f<8>d8
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en utilisant la formule de Taylor-Lagrange pour s’ compris entre = et s, avec s €

[ — hy, @ + hy], puis le changement de variable v = 5. On obtient donc :

2
1
E [/ 1y, <2 WKﬁm)(Z — ) dZ]

hm( (] CE( du>2 dv f(z) hn+0(hi)>

h2m 7 (bm(2) + O (hn)) , (2.61)

bu(e) = f(2) [ 11 (/ "R () au) o, (2.62)
et grace a (H37), (H4(ii)-(iii)), |v| < 1,
|0 (hn)] < sup{[f'(s")] ;8" € [=hn, hn]} 8C?hyy

A partir de maintenant, m désigne un entier compris entre 0 et r — 1. Puisque

i (@) = & (2, F) (2.63)
pour le choix (2.60), alors grace a (2.59), nous obtenons
E fi™ (x) = f™ () + 0 (™) . (2.64)

Nous utilisons d'une part (2.63) conjointement & (2.61) puis nous substituons a (2.9).
D’autre part, nous injectons (2.64) dans (2.10). Ainsi, grace a (2.8), nous déduisons,
pour tout m compris entre 0 et r — 1, que :

| (£ (@) + O (7))

Var f0™) (z) = oyt (bmaa(2) + O () - W (265)

n

2.8.3 Preuve du Théoréme 2.4.1

Pour m > 0, 'erreur en moyenne quadratique se décompose en un terme de variance
et un terme de biais :
2

E[fim @) = ™ @] = Var [ (@) + (B (@) - /™ (@)

) (z) 4+ O (b))
= M(bmﬂ(:c)qLO(hn))—(f o )>

4o (2

2

n

grace aux résultats (2.65) et (2.64) de la preuve précédente. Sous les hypotheses (2.20)
et (H5), les termes de variance et de biais convergent respectivement vers 0.

La convergence en probabilité de ™ (z) vers ™ (z) est la conséquence de la conver-
gence L2 de f™(z) vers f™(z). W
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2.8.4 Preuve du Théoréme 2.4.2

Soit m > 0. Nous pouvons écrire :

N2y | Var B (@) () — £ () 5 66
) () = 17(2) et N e T B

On considere dans un premier temps la différence normalisée entre I'estimateur et la
valeur a estimer :

Jim (@) = f0(x)

— = Zn + 5n )
Var /™ (z)
ol
, I Ef@)
! Var fi™ (x)
et
- EfM@) )

Var fi™ (x)
On prouve tout d’abord que Z, A N(0,1). Nous obtenons les résultats suivants pour

m=0,...,r—1:

Lp = W 2im1 (f Lixi<s] KD (%) dz —E [ 1ix,< Ky (% dz))

(s @+0(r ™))"

\/nh?}“l (bmt1(z) + O (hy)) — n

est équivalent a la variable aléatoire

7 zn: (f_11 1ix; <ot hny] Kr(m+1)(u) du—E f—ll Lix,<othnul Kr(m+1)(u) du)
i=1 \/nhn (berl(x) + O (hn»

donc Z, a la méme loi asymptotique que Z,. Nous sommes dans le cadre des théorémes
de la limite centrale pour tableaux triangulaires avec k, = n et Y,; des copies i.i.d. de

_ f—ll 1ix, <othnl Kagmﬂ)(u) du
V1 (b (2) + O ()
Puisque Var Z,, = 1 pour tout n, alors lim,,_,,, Var Z, = 1 donc la condition F.9(iv)

est satisfaite. Afin de vérifier la condition de Lindeberg-Feller F.9(iii), la fenétre doit
étre choisie telle que

n

Ve > O, nk [YnQ 1[|Yn\>6]} — 0.

Par le Lemme F.9.2, il suffit d’avoir
Ve >0, P[|Y,]| > ¢ =0.
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Soit € > 0. Alors :

]PHY ’ > e] =0 «— P ‘f 1 1[X1<x+hnu] KmH)(u du‘ 6]

Vil (bra (@) + O ()

ce qui est équivalent & :

1
v H/l Lo K7 (0) d“’ > ey/nhy (b () + O (hnﬂ =0.

Il suffira d’exiger nh,, — +oco car le numérateur de Y, est borné.

En effet,

IN

1
[ 1K ) du
-1

< 2 sup [K"(u)
ue[—1,1]

< +o0.
Ensuite, 'ordre du terme de biais d,, est obtenu en utilisant (2.64) et (2.65) :

r+1—-m
5 O (hyti-m) 2 :0( Fh%,ﬂ) |

\/nh?}”“ (bint1(x) + O (ha)) — (£ (@)+0(h™))

1
’/1 1[X1§r+hnu] K£m+1) (U) du‘

n

Donc sous les conditions (2.23) et (2.24), nous avons :

AR — () N(0, 1), (2.67)
Var fi™ (x)

d’apres la regle de Cramér F.10-1(i).

Nous remarquons dans un second temps, grace a (2.65), que :

(2.68)

Comme nous avons la décomposition (2.66), la regle de Cramér F.10-1(ii) appliquée a
(2.67) et & (2.68) nous permet de conclure que :

n h2m+1

b (2 )(f(m)( )= f™(x)) S N(0,1). ®
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2.8.5 Preuve du Théoréme 2.5.1

Soit m un entier compris entre 2 et r. Alors la formule de 'estimateur de la dérivée m®
de Tr au point x est la suivante :

. £(m—2) (x)

Fom) () = (0 2.69
) = g (269

La loi faible des grands nombres F.1 appliquée aux variables aléatoires Xi,..., X,

de méme espérance p; entraine la convergence en probabilité de X, vers ;. Avec

I’hypothese (2.97), puis en observant que p; # 0, la regle de Cramér F.10-1(iii) implique

que

A

o gy _ ) 5 1D @)

n — =T (). m
<. " Foo(2)

2.8.6 Preuve du Théoréme 2.5.2

Soient x > 0 et m un entier compris entre 2 et r. Nous allons prouver la convergence

en loi de l'estimateur Tém) (). Pour notre aider dans notre quéte, constatons grace a
(2.69) que 'expression :

nhE ST a ) (m)
bm_1(:v)( () =T (@)

est égale a :

Xn 241

nh2m=3pd (fim2(z)  fo ()
bm_l(ZE) ’

ou encore & :

h2m—=3 |
ey (@) = £ ) (2:70)
LY PR
+ (Xn Ml) bo(@) (x). (2.71)

Concentrons-nous dans un premier temps sur le terme (4.79). Le Théoreme 2.4.2 expose

la normalité asymptotique de fT(Lm)(m) pour tout entier m compris entre 0 et » — 1 sous
plusieurs conditions : (H3’)-(H4) doivent étre vérifiées et lorsque n — 400, la fenétre
h,, doit tendre vers 0 suffisamment lentement telle que nh,, — 400 et suffisamment
vite telle que nh? ' — 0. Nous en déduisons que :

2m—3
n h?

bm—l (JZ)

sous les mémes hypotheses.

(fom=2 (@) = 2 (x)) 5 N(0,1),
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Nous nous focalisons dans un second temps sur le terme (4.80). A T'aide de 1écriture
(2.29), nous avons :

1 1 nham—3pi A(m—2)
__ — T - x
(5 - )| i)

11 h2m3
- (%2 g ()
(X u) by () / (i=2) hm L

— 1 L
= Vn(u —X,) - — - /1X<Z — K- 1>< ) dz .(2.72)
bm_l(x)Xn TL n zz; h hn

Remarquons tout d’abord que v/n(pu; — X,,) est borné dans L? donc également en
probabilité, d’ou :

Vi — Xn) = Op(1). (2.73)

1

brn—1(x)p1 X n

vertu de la loi faible des grands nombres F.1 et des regles de Cramér F.10-1(ii)-(iii).
Cela entraine que :

Ensuite, nous prouvons que converge en probabilité vers y/b,,_1(z)u3, en

1

N = Op(1). (2.74)

Enfin, nous appliquons l'inégalité de Markov F.11 pour p = 1 au terme de droite de
(2.72). Pour tout € > 0, nous avons :

P[w—nz/hmm K () a
< B[ % e (50) o
[W—n;/l[“z]h (Z n )‘ ]

[ /]—[X1<z

> €

L’espérance devient :

1 1
(m)
N l/sh_n” K, (u)‘ du] f(s)ds
par le changement de variable v = o la définition de l'espérance et I'hypothese

(H4(iii)). En utilisant successivement la formule de Taylor-Lagrange, le changement de
variable v = (H4(ii)), expression précédente est majorée par :

Vi (1760 s [ 000] 4 00)

u€[—1,1]
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qui converge vers 0 sous (H5). Il vient alors, par le théoréme des gendarmes, que pour
tout € > 0,

=0,

c’est-a-dire

1 & 1 Z—x
o Z/l[xisz}h*f(ﬁmfl) (h) dz = op(1). (2.75)

v i =1
En remplagant (2.73), (2.74) et (2.75) dans (2.72), nous déduisons que
1 1 n h2m73u% Am—2)
(xﬁ ;u) b @) =0p(1) Op(1). 0p(1) = or(1) (2.76)

La regle de Cramér (F.10)-1(i) appliquée a (2.8.6) et a (2.76) nous permet de conclure
que :

nhE g (m) .

2.8.7 Preuve du Théoréme 2.5.3
Rappelons que

To(z) = 1—/5(93) (2.77)
et .
ﬂ%@:Liww. (2.78)

La convergence presque siire de TV (z) vers Ty (x) découle de la convergence presque

stire obtenue par Yamato ([165]) de estimateur & noyau £}, de la fonction de répartition
F', défini par :

A 1 & r— X
F.(z)==>» K “) 2.79
@ = Xk (5 (279)
ot K est donné par (2.38).
D’apres (2.77) et (2.78), il vient que
A 11 . F-F
D) =T () = <—> 1—F,)+ n
n () = Tp(x) <. ( ) ”
~ X N
= B Ey g (2.80)
X 1 H1

Par la loi forte des grands nombres F.6, nous écrivons

X, 2. (2.81)
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Par ailleurs, Yamato ([165]) a prouvé la convergence presque siire de & vers F. Grace
a ce dernier résultat, a (2.80) et aux 3 regles de Cramér F.10 puisque X,, # 0 et u # 0,

/ 3 A ) ! N\
nous déduisons la convergence presque stire de 7V (z) — Tr(z) vers 0, ou de maniére
équivalente

’

TW(2) 2 Tp(x). W (2.82)

2.8.8 Preuve du Théoréme 2.5.4

Par définition, on a
1 n
Fo(w) = ~ > lixi<a) - (2.83)
i=1
Alors l'estimateur (2.79) peut étre réécrit comme

Bo(x) = /K (‘” - S) dF,(s) . (2.84)

hn,
Lemme 2.8.1. Soit x > 0 fizé. Alors pour tout s > 0, nous avons
1 - K (xh_ S) TR (2.85)

lorsque n — +00.

Grace au Lemme 2.8.1, nous pouvons écrire lorsque n — 400,

- X; .
1—K(m N ) — 1x,52) pour tout 1 <7 <mn,

n

donc

n§<1‘K< i ))“’n;lwm%

=1

Or (2.78) et (2.83) conduisent a

1—F,(z) 1 — E,(z)
X, 1-F,(x)
1B AT (1 K () o0
Xn % Z?:l 1[Xi>x}
donc le second facteur de (2.86) converge en probabilité vers 1. Par suite, la loi asymp-

totique de Tr(Ll)(w) et %ﬁl(r)

@) =

n

est identique puis la distribution limite de

V(T () = Ti(x))

Vi (L i)

est la méme que celle de

Xy

ou T} désigne la dérivée premiere du temps total de test normalisé T.



Chapitre 2. Estimation a noyau de fonctionnelles linéaires de la fonction de

92 répartition et de leurs dérivées successives

Soit g : R — R? la fonction telle que pour tout s > 0, g(s) = (g4(s),g2(s)) avec

9a(s) = Ling) €t go(s) =s.

Alors pour la variable aléatoire positive X; suivant la fonction de répartition F', on a :

Egy(X1) = E{l[xlm]}

“+o00
= /0 1[s>$] dF(S)
= 1—F(x),

Egg(Xl) = EXl
+0o0
= / sdF(s)
0

= M1,

E[94(X1)]2 = E[lg }

[(X1>x]

= E [1[X1>xﬂ

—+o0
= /0 1[5>z} dF(S)
= 1—F(x),

Elgp(X1)) = EX7

= /OJFOO s2dF(s)

= U2
et

E[gs(X1) 02(X))] = E[Xi 1,50

+o00
= / § 1gsq) dF ()
0

= /;OO sdF(s)
= px).

D’ou
Vargy(X;) = E [94(X1)]2 — E? g4(Xy)

Var go(X1) = E[g(X1))] —E? g2(X)1)

= po — 1}
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et
(COV[94(X1)>92(X1)] = E[94(X1)92(X1)]—E94(X1)E92(X1)
= pz) — (1 - F()) .

D’aprés (1.6), nous avons
(=) - Ea) & vaom
c’est-a-dire
() () s

avec
ne= (WA o) = (= Fa)my
& \p(@) — (L= F(2) fi2 —
Remarque :
On applique le théoreme de Lindeberg-Feller F.9 aux vecteurs aléatoires i.i.d.

Frlixisal
i

En choisissant la fonction h indiquée dans la Preuve du Théoreme 1.4.3, nous obtenons

a laide de (1.7),

Jo = Ymay dFn(s) 1= F(2)\ & )
— = N(0, o7/
\/ﬁ< OJrooden<S) m ( O )7

ou
o2 = Dh(Eg)S,Dh" (Eg), (2.87)

avec Dh défini en (1.56). Il résulte que

o= (LY re - re 2t (2@ ) - Fa
%w——<M>F<M1-ﬂ)HJM< - )@()(1 F)) )
e e
(= F@) 18— 201 F(@) pla) p + (1~ F@)?
i '

On en déduit que :

avec 07, exprimé ci-dessus.

Pour terminer la preuve, il reste a démontrer le Lemme 2.8.1 et pour cela, introduisons

la notation suivante
—_/x— S T — S
K =1—-K 2.88
(50 (5) 25%)
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avec K donné par (2.38). Comme K est une densité de probabilité sur le support
[—1,1] alors [!, Ko(u)du = 1, d’ot

K(I};S> —/;SKo(u)du. (2.89)

hn

lercas:sis<zx
Tout d’abord,

s<r=— 1[s>x] =0.
Par ailleurs,

s<x — zxz—s5>0
- S
—

— +oo grace a (H5)

) 1(s>4) lorsque n — +oo.

TL

= *(5

Ainsi,

sgx:>K(

2nd cas :sis >
Tout d’abord,

S>:L':>1[s>x)] =1.
Par ailleurs,

s>r — x—s5<0
T — S

— —oo grace a (Hb)

— KE$_8>

Ainsi, grace a (2.88),

s>:1;:>1—K(Ih_S

) — 1[g>q lorsque n — +oo. W

n

2.8.9 Preuve du Lemme 2.6.1

Nous reprenons l'intégrale [ ¢(z + h,u, s) K™ (u) du dans I'expression (2.11) et avec le
choix de la fonction ¢ telle que :

P(x,8) = 5 15<q, (2.90)
nous obtenons
) O, s> x+ hy,
/151[s§x+hnu] K,Em)(u) du = fs z SKm)( )du |S—QZ| S hm

flsKm)( Jdu = Nmo, $<z—hy,

ol Mo égal a s si m =0 et 0 sinon, d’apres (H4(i)).
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Ainsi, pour m > 1, (2.11) devient
1 2

1 pothe [ p1 K ) 2 ;
_hznm/x—hn / s K™ (u) U} f(s)ds

hn
1 jatha [ 1 2
= — K™ (u)du| s*f(s)d
o o | ) ) o
1

hi_m /i+h” /H K™ (u) du] 2 (ac flx) + (23 f(s) + slzf/(s/)) (s — x)) ds
h2m [ [/ KM du}2 (.TQf(.CIZ) hn + (23'f(3’) + sl2f’(s’)) v hi) dv,

les deux derniéres lignes résultant respectivement de la formule de Taylor-Lagrange
pour s’ compris entre x et s, avec s € [x — hy,, x + h,], puis du changement de variable

v = (H3") et (H4(ii)-(iii)) sont admises et |v| < 1, il vient
que :
1 2
h2m (/ [/ KM du] dvxzf(:c)hn—l—O(hi))
1
= 7t (bu(@) + O (b)) 291)
avec

bon() = 22f () /_ 11 ( / 'R () du)2 dv. (2.92)

De (2.59), nous déduisons
EGU(x) = m L (z) + O (R ) . (2.93)

En substituant (2.91) & (2.9), en injectant (2.93) dans (2.10) et en utilisant (2.8), nous
avons :

(1L (@) + 0 (=)

n

Var G () = nhjm_l (bon(2) + O () — (294

2.8.10 Preuve du Théoréme 2.6.1

Soient 7 > 0 et m un entier compris entre 1 et . Alors estimateur L™ () de L%m) (),
la dérivée m® de Lp(x) au point = > 0, converge en probabilité. Pour prouver un tel
résultat, la méthode consiste & passer par 1’objet intermédiaire G{™ (z) qui possede de
bonnes propriétés en matiere de convergence. Nous énongons le lemme suivant.
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Lemme 2.8.2. Soient x un réel fizé et m un entier compris entre 1 et r. Sous (H3”)-
(H}) et si lorsque n — 400,
h, — 0

suffisamment lentement tel que

nh2™ ! & 4o, (2.95)

alors l’estimateur Ggm)(a:) est convergent en moyenne quadratique,
. 2
E G0 (2) — m i (2)] =0, (2.96)

donc également convergent en probabilité,

G () 5 L (). (2.97)
Grace au Lemme 2.8.2, U'objet G (x) converge en probabilité vers ulL%m) (x). Ensuite

on a la convergence de X, vers p; en probabilité, comme cela est expliqué dans la
preuve du Théoreme 2.5.1. Puisque

A~

) (m)
LM (2) = G"X @) (2.98)

il résulte que estimateur L™ (x) converge en probabilité vers L%m) (x), en vertu de la

regle de Cramér F.10-1(iii).

Pour achever notre preuve, il reste a démontrer le Lemme 2.8.2. Pour m > 1, I'erreur
en moyenne quadratique est égale a :

E[G0(2) — L (2)]” = VarGO(z) + (EG (0) — L (@)’

L () 1 0 (rtm))
- nh21m—1 (b () + O (hy)) — (M ( )+n ( >)

+0 (hfj”“—m)) :

d’apres les formules (2.93) et (2.94). Les termes de variance et de biais convergent vers
0 respectivement sous (2.95) et (H5), qui sont supposées dans le Lemme 2.8.2. Enfin,
la convergence IL? entraine la convergence en probabilité. W

2.8.11 Preuve du Théoréme 2.6.2

Soit m un entier supérieur ou égal & 1. Nous prouvons la convergence en loi de L™ (1)
en deux grandes étapes.

La premiere étape consiste a obtenir la normalité asymptotique de églm)(x) Afin d’at-
teindre cet objectif, nous adoptons une procédure similaire a celle employée dans la
preuve du Théoreme 2.4.2. Commencons par noter que :

Var G (2) G (z) — i LS (2)
% Var G (x)

nhp

(2.99)
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Nous considérons tout d’abord la différence normalisée entre 'estimateur et la valeur
a estimer,

G (x) — m LY ()

N - Zn + 6n 3
Var G\ (z)
ol R R
, _ @) ~EGP@)

Var G\ (2)
et R m)

Var G\ (z)
Alors :

7, = e Y (X U KO (52) d2 =B J X 1 KO (52 d2))

(m) r+1—m 2
(NILF (z)+0O (hn ))

$M%lwam+0wmw— :
a la méme loi asymptotique que
- (ffl1 Xi Lix,<athpul K™ (u)du —E [ X; Lixi<athoul K™ (u) du)

Zn _ r
; \/nhn (bm(x) +0 (hn))

Nous envisageons donc d’appliquer un théoréme de la limite centrale pour tableaux
triangulaires avec k,, = n et Y,,; des copies i.i.d. de

R X L <o KU () du
Vb (b (@) + O (b))

La condition F.9(iv) est vérifiée : lim,,, ,, Var Z, =1 di au fait que Var Z, = 1 pour
tout n. En choisissant la fenétre telle que

nlk [YnQ 1[‘Yn|>d:| — 0.

Y,

pour tout € > 0, la condition de Lindeberg-Feller F.9(iii) est satisfaite. Pour cela, il

suffit d’avoir
Ve >0, P[|Y,]| > ¢ =0.

d’apres le Lemme F.9.2. Pour € > 0 :
‘f*ll X1 1, <o) K™ (1) du‘ ]
>e|l =0

P[V,| > =0 < P
[1Ya] > €] V1o (b () + O ()

ce qui équivaut a :

1
F H/_1 X1 Ly <oenn) K57 () d“‘ > ey/nhy, (bu(z) + O <hn)>} =0.
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Il suffira d’exiger nh,, — +o0o car le numérateur de Y,, est borné.

Nous avons en effet
1 1

[ Xz K@ dn| < [t b K)o
-1 - —1

< 2(x+h,) sup |Kr(m)(u)|

o ue[—1,1]

< +00.
Le théoréme de Lindeberg-Feller (F.9) implique donc que Z, 5 N(0,1), d’ou
Z, 5 N(0,1). (2.100)

Afin de déterminer 'ordre du terme de biais d,,, nous utilisons (2.93) et (2.94). Nous
trouvons :

5 = O (™) =0 (W) L (2.101)
J b () + 0 1)) - L OCE)
I1 résulte des conditions (2.53) et (2.54) que :
G (@) — L
Var G (z)
d’apres la regle de Cramér F.10-1(i) appliquée a (2.100) et a (2.101).

() 2 N0, 1), (2.102)

Ensuite, nous déduisons de (2.94) que :

51, (2.103)

Enfin, puisque nous avons la décomposition (2.99), la regle de Cramér F.10-1(ii) appli-
quée a (2.102) et a (2.103) nous permet de conclure que :

G (x) = m L™ (x)) 5 N(0,1) . (2.104)

Dans la deuxiéme et derniere étape, nous utilisons le résultat obtenu a ’étape précé-
dente et en déduisons la normalité asymptotique de L{™(z). Nous nous inspirons de

la preuve du Théoreme 2.5.2. Le lien (2.98) entre G (x) et LU™(z) permet d’écrire
que :

nhim—pd (
b ()
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est égal a :

ou encore & :

h2m—=1

1 1 nh2mE A

— - — ———G" . 2.1
+<Xn Ml) b () i) (2.106)

Constatons tout d’abord que le terme (2.105) converge vers la loi normale centrée ré-
duite grice a (2.104).

Ensuite, intéressons-nous au terme (2.106). Comme dans la preuve du Théoréme 2.5.2,

il s’agit de le contréler par le théoreme des gendarmes pour montrer qu’il converge en
probabilité vers 0. A l'aide de (2.44), nous avons :

1 1 n h2m=1,2 |
. D P A(m) (g
(Xn Hl) bm(x) " ( )

1 1 nh2m=1y31 2 1 z—u
()RS e ()
(Xn u) b () é}/ Xzl pmer S\, )
_ 1 -
= Vn(m —X,) - — T /X1X<z K )(

Par I'inégalité de Markov F.11 pour p = 1, nous écrivons que pour tout € > 0, on a :
[ Z/X s K<m D (“”) dz
TL i=1 hn

[ Z/X ]-[X <z

KD (Z};QC)’ dz]
=E /X11[X<]1\K<m 1>( “) dz| .
Vhy, = h, h

x) dz (2.107)

> €

n

Par le changement de variable u = , la définition de l'espérance et I’hypothese

(H4(iii)) puis en utlhsant Successwement la formule de Taylor-Lagrange, le changement
de variable v = (H4(ii)), il vient que :

- [m— ¥t e (55 dz]
< \/E<4xf(x) sup ‘K,,(,m_l)(u)’_’_O(hn)) :

u€[—1,1]




Chapitre 2. Estimation a noyau de fonctionnelles linéaires de la fonction de
100 répartition et de leurs dérivées successives

Le majorant converge vers 0 sous (H5), d’ot pour tout € > 0,

1 n 1 2 —x
X1y <— KM= <> d
2/ A=y, e )

lim IP)[ >el =0,

n—-+00

n

c’est-a-dire
Z—x

1 & 1
S X 1% ZK<m—1>< )d = op(1). 2.108
n\/h—Z/ a7 B ) 4z =oe(l) (2.108)

n =1

En injectant (2.73), (2.74) et (2.108) dans (2.107), il résulte que :

L _ i nh%m—?’,u% Fm=2) (1) — o — 0
(Xn m) MRV o) () — 0p(1) . O0p(1) . 0p(1) = 0p(1).  (2.109)

La normalité asymptotique de T,gm)(:v) provient de la regle de Cramér F.10-1(i) appli-
quée a (2.104) et a (2.109) :

nhE g s o (m) L
W(Ln (x) = Ly (x)) 5 N(0,1). ®

2.9 Simulations

2.9.1 Cadre

On suppose que les n données Xi,...,X,, d’'un échantillon sont positives, indépen-
dantes et identiquement distribuées. La fonction de répartition commune est notée F.
Les dérivées des fonctions Lp et Ty sont notées respectivement L%m) et T}m) pour
un entier m compris entre 0 et r, r > 0.

Soit m un entier compris entre 0 et r, r > 0.

Pour m = 0, nous renvoyons le lecteur au Chapitre 1 qui se concentre sur l’estimation
polynomiale locale des fonctions Ly et Tr.

Les estimateurs lisses des dérivées m® des fonctions Ly pour m > 1 et T pour m > 2
sont obtenus par la méthode d’approximation polynomiale locale et s’écrivent :

N 1 400 1 .
LiM(x) = I?m/ Lr, (=) K™ <th> dz, m>1, x>0z >0,(2.110)
n 0 n n
et
N 1 400 1 o
T () = 7/ Tp, (2)— K™ <H> dz, m>2, >0, (2111)
hm Jo " hy I,

Les deux estimateurs & noyau (2.110) et (2.111) s’expriment en fonction d’un noyau
K™ et d'un parametre de lissage (ou d'une fenétre) h,,. Désignons par K, la densité



2.9 Simulations 101

d’Epanechnikov, c¢’est-a-dire une fonction positive, d’intégrale égale a 1, donnée par

K()(CL’) = 2 (1 - 172) 1[_1;1] .

Alors le noyau K™ est donné par (B.1) et s’écrit & I'aide de la densité K. La densité
K étant symétrique, nous fixerons r = m + 1 (les détails de ce choix se trouvent dans
I’Annexe B). Le parametre de lissage est considéré fixe.

Quant a la dérivée premiere T} de la fonction F, elle sera estimée par

1YL KO
Xn

P (z) (2.112)

avec K une fonction de répartition telle que
K(u) = / Ko(t) dt
—1

ou K représentera la densité d’Epanechnikov, X, la moyenne empirique du n-échantillon
Xq,..., X, et h, un parametre de lissage que 'on fixera.

2.9.2 Données simulées

Pour les simulations suivantes, la taille d’échantillon est fixée a 100 sauf pour 'estima-
tion de la dérivée seconde de la fonction Lg (1000). De plus, on choisit respectivement
h=0.7 h=08 h=0.1et h=0.8 pour les estimateurs de la dérivée premiere de
la fonction Lp, de la dérivée seconde de la fonction Lg, de la dérivée premiere de la
fonction TF et de la dérivée seconde de la fonction 1Tr.

Nous tragons dans un premier temps, la fonction qui a tout x > 0 associe la déri-

vée premiere Lg)(x) et son estimateur & noyau L) (x), sur un méme graphique.

0.6

0.8
|
0.4

0.4

Dérivée premiére de LF
!
Dérivée premiére de LF
0.2
! !

0.0
|
0.0

FIGURE 2.1 — Dérivée premiere de la courbe de la fonction Lr (en rouge) avec son
estimateur a noyau (en vert) pour la loi Exponentielle de parametre 3 (& gauche) et la
loi de Maxwell (a droite).

Dans un second temps, nous représentons sur le méme graphique la fonction qui a tout
x > 0 associe la dérivée seconde Lg)(m) et son estimateur & noyau L (z).
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00 02 04 06

Dérivée seconde de LF
4
1

Dérivée seconde de LF

-0.4

FIGURE 2.2 — Dérivée seconde de la courbe de la fonction Lp (en rouge) avec son
estimateur a noyau (en vert) pour la loi Exponentielle de parametre 3 (& gauche) et la
loi de Maxwell (& droite). . )

On constate que les estimateurs LY () et L{?)(x) fournissent une estimation lisse des
dérivées premiere et seconde de la fonction L.

Le tableau suivant expose les erreurs d’estimation des estimateurs polynomiaux lo-
caux des deux premieres dérivées de la fonction Lp. La colonne nommée "moyenne"
indique 'erreur en moyenne quadratique MISE (Mean Integrated Square Error) de ces
estimateurs. Les résultats sont le résumé statistique de 500 échantillons.

Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min
30 0.125973 | 0.7844 0.4017 0.165 30 0.086375 | 0.7155 0.2915 0.128
100 0.044267 | 0.3095 0.13119 | 0.06287 100 0.025525 | 0.20621 | 0.08676 | 0.03194
500 0.009604 | 0.06383 | 0.02836 | 0.01096 500 0.023576 | 0.18762 | 0.08545 | 0.03589

Taille de I'échantillon [écart-type max moyenne min Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min
30 0.649792 5.692 3.641 2.549 30 0.170307 | 0.80813 | 0.25055 | 0.01247
100 0.306712 4.578 3.503 2.804 100 0.062373 | 0.42687 | 0.09079 | 0.01124
500 0.176043 3.922 3.455 2.968 500 0.012658 | 0.076989 | 0.023961 | 0.006816

FIGURE 2.3 — Erreur quadratique intégrée de I’estimateur a noyau de la dérivée premiere
(en haut) et de la dérivée seconde (en bas) de la fonction Lg pour la loi Exponentielle
de parametre 3 (a gauche) puis pour la loi de Maxwell (a droite), en fonction de 3
tailles d’échantillon.

Nous remarquons que les MISE des estimateurs a noyau des deux dérivées de la fonc-
tion Lp, pour les lois Exponentielle de parametre 3 et de Maxwell, diminuent lorsque
la taille de I’échantillon augmente. La MISE de 'estimateur a noyau de la dérivée se-
conde pour la loi Exponentielle de parametre 3 est assez élevée. Le remede employé
pour réduire la MISE est d’augmenter la taille de 1’échantillon, d’oti notre choix initial
de prendre 1000 données.

Il s’agit désormais d’illustrer le comportement asymptotique (les théorémes obtenus)
des estimateurs polynomiaux locaux des dérivées premiere et seconde de la fonction Tp.

Les deux prochaines figures permettent de visualiser la continuité et le bon ajuste-
ment des estimateurs construits.
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FIGURE 2.4 — Dérivée premiere de la fonction T (en rouge) avec son estimateur a

noyau (en vert) pour la loi Exponentielle de parametre 3 (a gauche) et la loi de Weibull
de parametres 2 et 1.2 (a droite).
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Dérivée seconde de TF
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-25

FIGURE 2.5 — Dérivée seconde de la fonction Tr (en rouge) avec son estimateur a noyau

(en vert) pour la loi Exponentielle de parametre 3 (& gauche) et la loi de Weibull de
parameétres 2 et 1.2 (a droite).

Le tableau suivant décrit les erreurs d’estimation des estimateurs des dérivées premiere
et seconde des fonctions Ly et Tr. La colonne "moyenne" fournit les erreurs en moyenne
quadratique MISE (Mean Integrated Square Error) de ces estimateurs. En observant le
résumé statistique de 500 échantillons, il vient que les MISE des estimateurs diminuent
lorsque la taille de I’échantillon augmente, quelle que soit la loi.
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Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min

30 0.042585 | 0.298997 | 0.043478 | 0.002654 30 0.017787 | 0.10022 | 0.022439 | 0.002645

100 0.012465 | 0.078125 | 0.013406 | 0.000901 100 0.006807 | 0.049259 | 0.006841 | 0.000799

500 0.0027 | 0.015049 | 0.002662 | 0.000347 500 0.001424 | 0.008294 | 0.001457 | 7.32E-05
Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min Taille de I'échantillon |écart-type max moyenne min

30 1.495723 8.418 4.046 1.665 30 0.460801 | 2.22861 | 0.69269 | 0.08398

100 0.91377 5.861 3.771 2.068 100 0.245462 | 1.2704 0.6213 0.1873

500 0.387331 4.977 3.731 2.627 500 0.103569 | 0.8543 0.594 0.3727

FIGURE 2.6 — Erreur quadratique intégrée de I’estimateur a noyau de la dérivée premiere
(en haut) et la dérivée seconde (en bas) de la fonction T pour la loi Exponentielle de
parameétre 3 (& gauche) puis pour la loi de Weibull de parametres 2 et 1.2 (a droite),
en fonction de 3 tailles d’échantillon.

Finalement, les estimateurs construits des dérivées premiere et seconde des fonctions
Lp et Tp sont performants de part leur continuité et d’autre part, grace a la valeur
basse de leur MISE (proche de 0 et diminuant avec la taille de I’échantillon).

2.9.3 Données réelles

Ampoules chez Norris Electronics

0.004 0.006 0.008 0.010 0.012
1 1 1 1 1

0.002
1

0.000

0 20 40 60 80 100 120

FIGURE 2.7 — Estimateur a noyau de la dérivée premiere de la fonction T, avec h = 0.8.
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FIGURE 2.8 — Estimateur a noyau de la dérivée seconde de la fonction Tx, avec h = 0.8.

La Figure 2.7 montre que la dérivée premiere de la fonction T est estimée par une
fonction positive. La courbe T semble donc croissante. Par ailleurs, la Figure 2.8
propose une estimation de la dérivée seconde de la fonction Tr. L’estimateur est une
fonction positive donc la fonction Tx serait convexe.
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Chapitre 3

Estimation a noyau de la densité et
de ses dérivées successives et
correction des effets de bord

3.1 Introduction

L’estimateur a noyau de la densité a été introduit et étudié par Rosenblatt ([140]),
Parzen ([130]) et Watson et Leadbetter ([158]). Plus tard, Schuster ([142]) a prouvé la
convergence uniforme des dérivées de la densité.

Lorsque le support d’estimation est compact, les estimateurs a noyau sont sujets a
des effets de bord. De nombreuses méthodes ont vu le jour afin d’y remédier. Gasser et
Miller ([70]) ont modifié¢ le noyau aux bords du support, tout comme Gasser, Miiller et
Mammitzsch ([71]) puis Miiller ([116]). Schuster ([143]) et Silverman ([147]) ont adopté
une méthode de réflexion (et méme négative pour le second) autour des bords du sup-
port alors que Hall et Wehrly ([80]) ont employé une méthode géométrique alliant la
réflexion et la modification du noyau aux bords du support. Cowling et Hall ([48]) ont
eu l'idée de générer des pseudodata et de les intégrer a I'estimateur a noyau.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur I'estimation a noyau classique de la densité
et de ses dérivées successives. Nous améliorons tout d’abord le biais des estimateurs a
I’aide de noyaux d’ordre supérieur. Nous développons ensuite une méthode de correc-
tion des effets de bord a partir des dérivées successives de la fonction estimée, ce qui
justifie une fois de plus 1'utilité d’estimer les dérivées successives d'une fonction.

3.2 Estimation a noyau classique de la densité et

de ses dérivées
Soient r € N* et m un entier tels que 1 < m < r. Notons Xi,..., X, des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme fonction de répartition
F.

Soit t € R. Nous faisons suite au cadre C.2 et nous nous tournons maintenant vers le
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but principal de 'estimation a noyau, qui est d’estimer les dérivées de la fonction de
répartition, F'™(t) pour m = 1,...,r. Pour cela, nous avons besoin de poser I’hypo-
these suivante :

Hypothese (H1)

F est (m + 2) fois continiment différentiable en tout point t.
Introduisons un noyau k tel que :

Hypothese (H2)

(i) k est m fois contintiment différentiable ,
(ii) Le support de k™ est [—1,1] ,

(iii)
sup ’k(m)(u)‘ < 400,
ue[—1,1]
puis nommons (h,) une suite de fenétres réelles strictement positives vérifiant h,, — 0
lorsque n — +o0.

Par commodité de notation, nous travaillons avec la densité F’ = f comme fonction

initiale et au lieu de (C.8), considérons l'estimateur de f™ (), m =0,...,r —1:
” 12
fm ) =~ 3" gt = Xi), (3.1)
iz

ot g™ est donné par (C.6). Les propriétés statistiques de Uestimateur f(™(¢) sont
simplement dérivées car il correspond a une moyenne de copies i.i.d. d’'une variable
aléatoire

. 1 oy (t—X
gg>u—<X)=:MnHk<>< - ). (3.2)

Nous énoncgons deux lemmes concernant respectivement le biais et la variance de l'es-

timateur f(™(t).

Lemme 3.2.1. Sit est un réel et m est un entier compris entre 0 et r — 1, alors sous
les hypotheses (H1)-(H2), nous avons

EfiM () = f™ () + O (hn). (3-3)

Lemme 3.2.2. Soientt € R et m un entier compris entre 0 et r — 1. Si (H1) et (H2)
sont satisfaites, alors

. M () + O (hy))
Varf = L+ 0 - LTOTOI) g
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avec

blt) = 710) | 11 B0 ()2 du (3.5)

Sim < r — 1, nous distinguons a quel point 'avantage de ’estimation polynomiale lo-
cale est bénéfique. En effet, 'ordre du biais dans (3.3) est supérieur a celui dans (2.64).
Les expressions (3.5) et (2.18) intervenant dans la variance des estimateurs ne sont

pas tout-a-fait similaires. La premiere dépend d’un noyau k™ (.) et dans la seconde, le
terme [ K"V (u) du (qui représente un lissage du noyau K(™+1) joue son role. Ren-
contrer K™Y pour estimer la dérivée m® de la densité ne doit pas paraitre déroutant
puisque le noyau K™ est utilisé pour estimation de la dérivée m¢ de ®(., F) = F(.).

Nous pouvons maintenant prouver deux résultats sur les propriétés asymptotiques de
I'estimateur (3.1) lorsque n — 4o00. Le premier concerne la consistance.

Théoreme 3.2.1. Soient un réel t et un entier m compris entre 0 et r —1 et supposons
les hypothéses (H1)-(H2) satisfaites. Si lorsque n — +00,
hy, — 0 (3.6)
suffisamment lentement tel que
nh2 5 40, (3.7)

alors 'estimateur fflm) (t) est convergent en moyenne quadratique,

E [f(t) - f™)] -0, (3.8)

n

donc également convergent en probabilité,
Fim) = ). (3.9)

Remarque :
Nous devrions chercher des conditions plus faibles que (3.7) pour la convergence en
probabilité, et pour cela il faudrait consulter [4].

En quéte d’'un résultat sur la normalité asymptotique, le point de départ naturel est la
différence normalisée entre ’estimateur et la valeur a estimer,

Fm () — fo (1)

- = Zn + 0n, (3.10)
Var f™ (1)

ou

St — Efm(?)

Var f{™(t)
est une variable aléatoire normalisée se prétant aux théoremes de la limite centrale, et
_EfM@) - £
N Var f{™(t)

Zy = (3.11)

8 (3.12)
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est un terme de biais qui peut tendre vers 0 avec un choix de fenétre approprié.

Théoreme 3.2.2. Posonst € R et m un entier tel que 0 < m < r — 1 et admettons
les hypothéses (H1)-(H2). Si lorsque n — +00, h, — 0 suffisamment lentement tel que

n h, — 400 (3.13)
et suffisamment vite tel que
nh2*t -0, (3.14)
alors
n R s m) ) L
SNOR (Fm(t) = fm(8) 5 MO, 1), (3.15)

avec by, (t) donné par (3.5).

Corollaire au Théoréme 3.2.2. Un intervalle de confiance asymptotique pour f(™(t)
au niveau de confiance 1 — € est donné par les bornes

fT(L )<t) + Z1—¢/2 W>

(3.16)
0t z1_¢/2 est le quantile d’ordre 1 — €/2 de la loi normale centrée réduite. Sa longueur

tend vers 0 si hy, tend vers 0 suffisamment lentement tel que la condition de consistance
(3.7) est satisfaite :

nh2™t 5 100,

Les conditions de consistance (3.6) et (3.7) sont intuitivement acceptables : la premiere
est la méme pour tout m, alors que la seconde est plus restrictive quand m augmente.
Elles sont analogues a (2.19) et (2.20). Les conditions (3.13) et (3.14) pour la normalité
asymptotique sont moins intuitives : la premiere est identique pour tout m, alors que la
seconde devient moins stricte quand m augmente. Ces observations servent a illustrer
que les deux modes de convergence — en moyenne quadratique et en loi — sont tres
différents. Le Corollaire résout ce puzzle en indiquant que la normalité asymptotique
est utile seulement si la condition de consistance est satisfaite.

Notons que les conditions de consistance et de normalité asymptotique dépendent de
m donc si l'on s’intéresse a l’estimation conjointe des dérivées, on ne peut appliquer la
méme fenétre pour tous les ordres de dérivation.

Sim < r — 1, alors la condition (2.24) est plus souple que la condition (3.14). Cela
est dii a la réduction de biais, qui est 'avantage de la méthode d’approximation locale
polynomiale par rapport a la méthode de convolution. Mais nous expliquons dans la
section suivante comment modifier le cadre afin d’améliorer la condition (3.14).
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3.3 Une amélioration a I’aide de noyaux réducteurs
de biais

Soit v un entier non nul et posons a présent deux nouvelles hypotheses :

Hypothese (H17)

F est (m+ v + 1) fois continiment différentiable en tout point ¢.

Hypothese (H3)

k est un noyau d’ordre v, c’est-a-dire tel que

(1)
/uik(u)du:()pourtoutizl,...,y—l

(i)

/u”k(u)du: 1.
L’ordre d’'un noyau est toujours pair, donc d’ordre 2 ou plus, c¢’est pourquoi v désigne
par la suite un nombre pair. Notons que les noyaux positifs symétriques sont d’ordre

2. Quant aux noyaux d’ordre supérieur a 2, ils possedent des parties négatives et ne
sont pas des densités de probabilité.

Le lemme suivant montre que l'ordre d’'un noyau détermine sa capacité a réduire le
biais de I'estimateur.

Lemme 3.3.1. Sit est un réel et m est un entier compris entre 0 et r — 1, alors sous
les hypothéses (H1’)-(H2)-(H3), nous avons

E [ () = f™ () + 0 (hy). (3.17)

L’estimateur est asymptotiquement sans biais et le biais est d’ordre A, ce qui améliore
le résultat du Lemme 3.2.1 puisque v > 2. Le Théoréme 3.2.2 peut étre ainsi renforcé
comime suit.

Théoreme 3.3.1. Soient t un réel et m un entier puis supposons que les hypotheses
(H1’)-(H2)-(H3) sont satisfaites. Si h, — 0 suffisamment lentement tel que

nh, — +00 (3.18)
et suffisamment vite tel que

n h2MHIFL 0 (3.19)
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alors
n h2m+1
—n (famy — ) 5 N0, 1 3.20
b 0= 10) 5 No., (3.20)

avec by, (t) donné par (3.5).

Siv > 2, la condition (3.19) est moins stricte que (3.14) tandis que les conditions (3.13)
t (3.18) sont similaires.

3.4 Application a une méthode de correction des
effets de bord

Soient m, p et r des entiers, a, b, c et h des réels tels que a < b et h > 0.

Dans le cadre de I'estimation de la densité, les effets de bord surviennent lorsque f a
un support compact [a, b]. Les fonctions f™(b) représentent des dérivées a gauche et
on suppose qu'elles existent. Avec une fenétre donnée h < b_T“, les estimateurs fflm) (t)
sont uniquement définis sur Uintervalle [a + h,b — h]. Pour t € [a,a+ h] U [b — h, b], ils
doivent donc étre modifiés. La méthode standard de correction des effets de bord pour
I’estimation de la densité est I'application d’un noyau ayant un support tronqué, par
exemple [—1, 2] pour h fixé et t € [b— h, b].

Cependant, une méthode alternative basée sur un développement de Taylor peut étre
proposée, a condition que des estimateurs soient connus pour les dérivées successives

de la densité f. Considérons I'estimation de f™(b), pour m < r—1. Grace a la formule
de Taylor-Lagrange de f(™ & I'ordre p < r —m en un point b—c tel que 0 < ¢ < b—a,
nous écrivons : )
1
=Y - +0 (), (3.21)
=0 J

ou

1
+1) (m4p+1) (3, _ 1 +1
O(cp )_(p—i—l)!f P — ) P

avec ¢ compris entre 0 et c. Un estimateur naturel de f(™ (b) est obtenu en injectant

les estimateurs & noyau standards (3.1) des dérivées f("7) (b — c) apparaissant dans la
somme a droite de (3.21) :

(b Z fmﬂ) b—c)d, (3.22)

pourvu que les deux hypotheses suivantes soient satisfaites :

Hypothese (H17)

F est (m + p+ 2) fois contintiment différentiable en tout point ¢.
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Hypothese (H27)

(i) k est (m + p) fois contintiment différentiable |
(ii) Le support de k™*9) est [~1,1] pour j =0,...,p ,

(i)
sup ‘k(mﬂ')(u)‘ < +oopour j =0,...,p
u€[—1,1]
Alors Pestimateur £ (b) est proche de f(™(b) avec un terme d’erreur d’ordre O (¢P*1)
pour n assez grand, d’aprés la consistance des estimateurs £ (b — ¢).

En quéte de résultats asymptotiques plus raffinés, nous remplacons la constante ¢ par
une suite (¢,) convergeant vers 0. Il est désormais nécessaire d’expliquer comment

les fenétres a l'origine des estimateurs ﬁ(lm“) sont déterminées. Rappelant le Théo-
reme 3.2.1, le Théoréme 3.2.2 ainsi que son Corollaire, un choix naturel de fenétre

intervenant dans I’expression des estimateurs f{™+7) est

_ 1
Pt jn = mn 200450 |y (3.23)
ou h > 0 est une constante choisie convenablement. En effet, nous avons hy,,4;, — 0
1 2 3
et nhmffi "1 400, assurant la consistance, et nh (TﬁH — 0, garantissant la

normalite asymptotique et le rétrécissement des mtervalles de conﬁance lorsque la taille
de I’échantillon n croit.
Insérons ¢ = ¢, dans (3.21) et (3.22), alors :

p
~ 1 . .
F@) = £ @) = 3 = (0 —cn) = F b - ) &+ O ()
J=0~7
p m C’Vl
= Z +j ) Ajn Zm-i—jan + @ (C?r)z—i—l) ) (324)
7=0
ou
. 1
azn = (nhnii ) 7 el (3.25)
et
nh T+J)+ R A
Zmsjm = ch) (FmD (b = cn) = (b = ) (3.26)
m-+j n

La décomposition (3.24) est primordiale pour démontrer la consistance de f™(b),
Iestimateur corrigé des effets de bord des dérivées d’ordre supérieur de la densité.

Théoreme 3.4.1. Si les hypothéses (H17) et (H2’) sont vérifiées alors lestimateur
fim)(b) est convergent en probabilité,

(@) = F), (3.27)

n
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avec le choiz de fenétre (3.23).

Or la suite (¢,) doit étre telle que ¢, soit le plus petit possible, et puisque hytin
augmente avec j, nous devrions prendre

Cn = hpp=n" D (3.28)

lorsque nous effectuons le développement de Taylor jusqu’a I'ordre p. Avec un tel choix
pour ¢, nous établissons la normalité asymptotique de I'estimateur f{™(b).

Théoréme 3.4.2. Sous les hypothéses (H17) et (H2’), si la suite (c,) vérifie (3.28),
le choix de fenétre (3.23) conduit a :

B attn) e (F00(8) — £ (1)) S MO, 1) (3.29)
bm+P<b)

by (B) = F(b) /_ 11 kD) (4)2 . (3.30)

Pour p = 0, le résultat est conforme a celui obtenu dans le Théoreme 3.2.2, en fixant
1
h, =mn 2m+D h,

Corollaire au Théoréme 3.4.2. Un intervalle de confiance pour f™(t) au niveau de
confiance 1 — € est donné par les bornes

i 0
fimty + 2, - .
(t) 1 /2p! pmt s ni(#ﬁlﬂf o)

(3.31)

Le résultat est valable seulement si b,,+,(b) > 0. La longueur de 'intervalle de confiance

est égale & 2 1/by,4,(b) fois un facteur qui décroit avec p : 'exposant i (m Jin =+ nf—f;l)
1

augmente avec p, il est supérieur a TEs)] (pour p = 0) et converge vers +oo (lorsque
p — +00).

3.5 Preuves

Dans toutes les preuves, t représente un réel et m correspond a un entier compris entre
0 et r — 1. v est un nombre pair supérieur ou égal a 2.

3.5.1 Preuve du Lemme 3.2.1

Nous avons mis en lumiere précédemment le fait que I'estimateur f(™(¢) est une
moyenne de copies i.i.d. d'une variable aléatoire

- 1 t—X
95 )(t—X):Wk( )< I )
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Ainsi, espérance de lestimateur f™ (¢) est égale au premier moment de 0™ (t — X),
que nous calculons plus bas.

Egi(t—X) = [gf"(t~s)f(s)ds

= [ 1= 5) guls) ds.

d’apres I'identité entre (C.4) et (C.5). En utilisant un développement de Taylor-Lagrange
avec s’ compris entre 0 et s, nous obtenons

Egi™(t—X) = /]:; (f(m)(t) — (= ) 3) gn(s) ds (3.32)
£ () + O (hy), (3.33)
avec
O(hy)| < sup{[f"V(t = )| ;8" € [=hn, hn]} 2D
D’ou

E () = f™ @) +0(h,). N (3.34)

3.5.2 Preuve du Lemme 3.2.2

La formule (3.1) utilisée conjointement avec 'indépendance et I'équidistribution des
variables g™ (t — X;) entraine que

Var g™ (t — X)

Var fi (1) = LT

(3.35)
Déterminer le second moment de ¢g{"™ (t — X) s’avere donc crucial pour disposer d’une
expression de la variance exacte asymptotique de l'estimateur f(™(¢). En appliquant

successivement la définition de l'espérance, le changement de variable u = Sh—_nt puis la
formule de Taylor-Lagrange pour «’ compris entre 0 et h,u, avec v € [—1,1], on a :

-] = B[ (55)

- h2m+1/h <t_ns> fs)ds

— e [ B ) du

- h2m+1( / KO (w)? duu 4O (b )>

Gréce a (3.32), il vient que :

Var g™ (t — X) = h%{ﬂ (but) + O (b)) = (F7(8) + O ()" (3.36)
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avec
1
b () = f(1) / KO (w)? du. (3.37)
En injectant (3.36) dans (3.35), nous obtenons
2
5 1 Fr(t) + O (hn)
Var f™)(t) = T (b () + O (hy)) — ( - ) N | (3.38)
3.5.3 Preuve du Théoreme 3.2.1
L’erreur quadratique moyenne de ﬁgm) (t) est
E [f() - @] = Var fo () + [EFI () — £ (1)
2
1 F(t) + O (hn)
— W(bm(t)nLO(hn)) - ( . ) + 0 (h?)

Par (3.34), le second terme est O(h2), qui tend vers 0 sous la condition (3.6). Le
premier terme est donné par (3.38), qui tend vers 0 si la condition (3.7) est satisfaite.
Cela prouve (3.8), et ensuite (3.9) découle de l'inégalité de Markov F.11 pour p =2 :

E [/ (t) — fo )]

2

PIf() = F™(#)] > €] < m

€

3.5.4 Preuve du Théoréme 3.2.2

On remarque la décomposition suivante :

R Var 770
bm(zf)(f?g 't = 1) W(ann), (3.39)

avec Z, et 9, donnés respectivement par (3.11) et (3.12).

Analysons d’abord le terme Z,,, candidat pour étre asymptotiquement normal. En
insérant les expressions (3.1), (3.2), et (3.4), on a

1 n m) [ t—X; m) [ t—X;
nhptt i1 (k( ) ( hn ) ~E& )< h ))

n

Ly =

(7040 (b))

J e (b (1) + 0 (hy)) — L0

Or la variable Z, a la méme distribution limite que la variable aléatoire Zn dont
I’expression est la suivante :

Y CICORTEICD)Y

i=1 \/n D, (bm<t) + 0 (hn))
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Nous pensons immédiatement a utiliser le théoreme de la limite centrale de Lindeberg-
Feller F.9 avec k, = n et Y,,; des copies i.i.d. de

m —X
N o
\/n iy (b () + O ()
Comme Var Z, = 1 pour tout n, on en déduit que lim,_,,., Var Zn = 1 donc la

condition F.9(iv) est satisfaite. Le noyau &™) est borné selon (H2(iii)) donc par le
Lemme F.9.2, si on suppose (3.13), alors la condition de Lindeberg-Feller F.9(iii) :

Ve >0, nE [V, 1[|V,| > ¢]] = 0

est vérifiée. Ceci entraine que Z,, suit une loi normale centrée réduite, donc y compris
I

Concentrons-nous ensuite sur le terme de biais (3.12). En injectant (3.3) et (3.4), nous
obtenons

5n _ @) (hn) - =0 < /nh%m+3> ,

\/1+ (b(t) + O (hy)) — L 0*O0)
nhZMFTL ATm n

n

qui converge vers 0 sous la condition (3.14).

Finalement, observons que

Var f ()

b'm (t)
nhZm+l

Le résultat énoncé provient alors des regles de Cramér F.10-1(i)-(ii). W

3.5.5 Preuve du Lemme 3.3.1

L’hypothese (H1) nous permet d’effectuer un développement de Taylor de f™ a 1'ordre
v — 1 au point t et par suite, nous pouvons remplacer (3.32) par

hn v—1 i —8 ] SV
/ Z FmH () (') + [ (¢ — ) - gn(s)ds
—hn \ 530 ! V!
pour s’ compris entre 0 et s et obtenir

E fim(t) = fo () + O (hy) . (3.40)

3.5.6 Preuve du Théoréme 3.3.1

Pour démontrer le Théoreme 3.3.1, on s’inspire de la preuve du Théoreme 3.2.2. Toutes
les étapes doivent étre reproduites a l'identique, exceptée celle concernant le calcul du
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terme de biais dans (3.12). Grace a (3.40), celui-ci a pour expression

O (hy,) I, hi(m+u)+1)

R Rl

et converge vers 0 lorsque n — 400 sous la condition (3.19). W

3.5.7 Preuve du Théoréme 3.4.1

Reprenons I'expression (3.24) :

Fo) - gy = 3o Vo=

j' Ajn Zm-&-]}n + O (CT_I) ) (341)
Jj=0 ’

avec a;, et Zy,4;, donnés respectivement par (3.25) et (3.26).

Par inspection de la preuve du Théoreme 3.2.2; avec b — ¢, dans le role de ¢, il vient
que

Zmiim — N(0,1) (3.42)

%TE)H — +00, ¢y = 0, €t by j(b—cn) = by (D),

les régles de Cramér F.10-1(i)-(ii) entrainent que f(™(b) est un estimateur consistant
de f(b). W

pour tout j =0, ..., p. Puisque nh

3.5.8 Preuve du Théoréme 3.4.2

Dans le but d’obtenir un résultat sur la distribution asymptotique de f{™ (b), nous
avons besoin d’identifier le terme a;, dominant dans l'expression a droite de (3.24).
Pour cela, développons le coefficient a;,, donné par (3.25) a l'aide de (3.23) et (3.28),

d’ott :
1
! 2(m+j)+1\ "2 1 J
aj, = (N (n_ 2(m+5+1) h) (n_2<m+1> h)

= poilEEmrra) po(m+d) | (3.43)

Le terme a;, dominant étant celui de plus petit ordre, nous sommes amenés a déter-
miner

argmax,;—o . p g(j) )

ol g : Ry +— R est la fonction définie par

() 1 . 2x
T) = )
g m+z+1 m+1

Puisque
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la fonction g est convexe, donc elle atteint son maximum en z = 0 ou en x = p. Le
dernier cas se produit si g(0) < g(p), c’est-a-dire si

1 29— 1
m+p+1 m+1’

ce qui équivaut a 0 < (2p+2m+1) p. Cette inégalité est toujours vérifiée donc le terme
a;, dominant dans la somme a droite de (3.24) est le p© terme a,,,. Une conséquence
directe est :

0<

Ajn

—— —»0pourj=1,...,p—1. (3.44)
Ap.n
De plus, avec (3.28) et (3.43), on a :
pt+1 1 +1 " L
. _ (nz<m+1> h>p ni Gt atn) pmts
Ap.n
— n_i(mi-‘-l_m-ﬁﬁ-ﬁ-l) hm+p+% ,
d’ou
sl
“— — 0. (3.45)
apn,
En effet,
2 1 B 2p+m+1 -0
m+1 m+p+1l  (m+1)(m+p+1)
En multipliant par # dans (3.24), il vient que
m+p(0) Ap,n
p! m . P ! b+ (b= ¢n) aj,, o+l
() - fW) = Y - 2 L i + O [
bip(b) Ap,n §=0 /b1 (b) J: @p.n @p.n
donc d’apres (3.44) et (3.45) et la regle de Cramér F.10-2, W (ﬁgm)(b) — f(m)(b))

V bin4p(b—cn)

a la méme loi asymptotique que on® Zm+pn- Faisons tendre n vers 400 dans
m+p

cette derniere expression puis utilisons le fait que ¢, — 0, byip(b — ) = bigp(b) et
(3.42). La reégle de Cramér F.3-1(ii) puis la forme de a,, obtenue a l'aide de (3.43)
pour j = p nous permet d’arriver a

_ P () e (@) — £ (1)) 5 N(0, 1), (3.46)
bm+p(b)

avec

by (B) = F(b) /_ 11 k) ()2 . (3.47)
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Chapitre 4

Estimation a noyau du taux de
hasard et de ses dérivées
successives et application au taux
d’accumulation du surplus en
actuariat

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décidons d’explorer I’estimation non paramétrique du taux de
hasard, jouant un réle particulierement conséquent en fiabilité (connu sous le nom de
taux de défaillance) et en actuariat. Il est défini par

_f@)
O =1"rp

Ce n’est ni une fonctionnnelle linéaire de la fonction de répartition, ni un rapport de
deux fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition (contrairement aux fonctions
L P et TF)

Watson et Leadbetter ([159], [160]) se sont intéressés a l'estimation de cette fonction
pour des données indépendantes et identiquement distribuées et ont introduit trois
estimateurs. Rice et Rosenblatt ([139]) ont ensuite étudié les propriétés (espérance,
variance) de ces estimateurs.

Tanner et Wong ([154]), Yandell ([166]), Miiller et Wang ([119]) puis Jiang et Doksum
([87]) ont exclusivement analysé I'estimation a noyau du taux de hasard pour des durées
de vie censurées a droite indépendantes. Les premiers ont prouvé la normalité asympto-
tique de I'estimateur a noyau tandis que le second a fourni des intervalles de confiance
du taux de hasard a Iaide de cet estimateur. Miiller et Wang ([119]) ont construit des
estimateurs lisses pour les dérivées du taux de hasard, a I'aide de polynomes locaux et
de noyaux d’ordre supérieur, puis Jiang et Doksum ([87]) ont démontré la consistance
et la normalité de ces estimateurs.

Sans le savoir, Ramlau-Hansen ([134]) a retrouvé les résultats de Tanner et Wong ([154])
en se focalisant sur le modele a intensité multiplicative pour des processus de comptage,
un cadre qui englobe entre autres la situation de censure et les processus markoviens.

,teR. (4.1)
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Son estimateur est obtenu grace au lissage de I'estimateur de Nelson-Aalen (Nelson
([124])) et possede de bonnes propriétés asymptotiques telles que la consistance et la
normalité asymptotique. En dérivant un certain nombre de fois I’estimateur a noyau,
Ramlau-Hansen ([134]) a défini des estimateurs pour les dérivées du taux de hasard.
Nielsen et Tangaard ([125]) ont indiqué que les estimateurs (du taux de hasard et de
ses dérivées) définis par Ramlau-Hansen ([134]) étaient sujets aux effets de bord. Fan
et Gijbels ([68]) ont souligné que I'approximation polynomiale locale pouvait consti-
tuer un remede, c’est pourquoi nous tenterons de construire des estimateurs du taux
de hasard et ses dérivées successives dans le modele a intensité multiplicative a 1’aide
de I'approximation polynomiale et de démontrer son bon comportement asymptotique.
Ramlau-Hansen ([134]) avait brievement décrit comme obtenir la consistance et la nor-
malité asymptotique des estimateurs du taux de hasard et de ses dérivées successives
a 'aide de la méthode de convolution. Nous menerons cette procédure a terme de ma-
niere rigoureuse.

Savoir estimer (4.1) présente un intérét en science actuarielle. (Hoem ([85])) fait appel
a des processus de Markov pour décrire la trajectoire des assurés au cours de leur vie
et dans le contexte de la participation aux bénéfices dont une approche moderne se
trouve dans (Norberg ([127])), le taux d’accumulation des bénéfices (Ramlau-Hansen
([136]), Norberg ([126], [127], [128], [129])) s’exprime en fonction des taux de transition
d’une chaine de Markov. Pourtant indicés par un état de départ et un état d’arrivée,
les taux de transition ont la méme formule que (4.1) donc leur estimation est similaire
a celle de (4.1) dans le modele & intensité multiplicative, ce qui nous permettra de pro-
poser un estimateur du taux d’accumulation des bénéfices et d’examiner ses propriétés
statistiques.

4.2 Reésultat préliminaire

Nous énongons un résultat découlant de la méthode Delta F.3 qui sera utile tout au
long du chapitre.

Lemme 4.2.1. Fizons k € N*. Soit (a,) = (@1, - .., Qx—1n, Ckn) une suite telle que
agn, — +00, pour j =1,... k,
et
g =0(aj,), pourj=1,....k—1. (4.2)

SiT, = T, Tkn), 0 =(01,...,0,) et T = (T1,...,T}) sont des vecteurs aléa-
toires tels que

(al,n(Tl,n - 91)7 CIE aak—l,n(Tkz—l,n - 6)k:—l)a a'k,n(Tk’,n - ek’)) £> T7

alors :

ak,n(TLn — 01, c. 7Tk—1,n - 01@—17 Tk:,n - Qk) £> (O, c. ,0, Tk) . (43)

Le Lemme 4.2.1 indique que la loi asymptotique obtenue dans (4.3) est déterminée par
la composante de la suite (a,) ayant la vitesse de convergence la plus faible.
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Preuve :
Nous supposons aj, = 0(a;j,), pour j =1,...,k—1 , c’est-a-dire

Ak.n

—go,pour]’:l,...,k—l.
Ajn

Donc en appliquant la regle de Cramér F.10-1(ii), nous obtenons

Ak Ak
( b . al,n(Tl,n - 91)7 EIR) b . akfl,n(kal,n - ekfl)a ak,n(Tk,n - 91{))
Q1n Ak—1,n

5 0.1,...,0. 1, ),

d’ou le résultat. W

4.3 Estimation du taux de hasard et de ses déri-
vées successives pour des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

de fonction de répartition F' et de densité de probabilité f. La fonction de répartition
empirique notée F,, associée a ce n-échantillon s’écrit

1 n
Fu(t) = > 1<y, t €R.

=1

Considérons I'estimation du taux de hasard par sa version empirique

an(t) = % (4.4)

ol f, représente l'estimateur a noyau de la densité f donné par (3.1) pour m = 0.

Rappelant le Théoréme 3.2.2; soit une suite (h,) telle que nh, — +oc et nhd — 0
puis utilisons (1.5). Alors nous pouvons écrire

(Vb Fat) = £, VAL = Fu(®) = (1= F(@))) 5 T

pour un certain vecteur aléatoire T. Grace au Lemme 4.2.1, nous déduisons que

Ve (1 7400) = G 20) ) = (5).

ot Ty £N (0,b9(t)) avec by(t) donné par (3.5) :
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La méthode Delta F.3 avec le choix ¢(u,v) = * implique alors que

. bo(t)
n by (Gn(t) — a(t)) 5 N(O, (1—F(t))2> ,

c’est-a-dire

7 b (Gn(8) — a(t)) 5 N (0, O‘(t)lf-_l ff(g d“) | (4.5)

Prendre (a,) d’ordre v/n h,, est I'unique choix utile. Si (a,) converge plus vite, alors
aucune convergence en loi ne serait obtenue, et si (a,) converge plus lentement, alors
on obtiendrait la convergence triviale vers 0 en loi et donc en probabilité.

La variance asymptotique dans (4.5) est la méme que celle du Théoreme 1V.2.4 dans

[11] avec a, = v/n et Y = n[l — F,(t)] (le nombre de survivants parmi n individus
avec des durées de vie 71, ..., T, i.i.d. non censurées). Le résultat du Théoreme 1V.2.4

yVnha (6™ () = a(1)),

oit &™(t) est la dérivée premicre de 'estimateur de Nelson-Aalen lissé et a(t) =
a(t) J™(t). En fait, estimateur & (t) n’est pas bien défini pour ¢ tel que J™(t) =
Ly =0 = 0. Le fixer égal a 0 pour de tels ¢ signifie que nous utilisons I'estimateur

a™(t) J™(t), et devrions chercher la loi asymptotique de

Vb (8™(8) JO(#) — 1)
Vb (801) J®(1) - a(1)) .

Cependant, ces ajustements sont sans conséquence pour la loi asymptotique puisque

nous montrons facilement que
Vnh (1= JM()) 5 0.

En fait, par 'inégalité de Markov F.11 pour p = 2 et puisque 1 — J™ (¢) est égal & 0
ou 1 donc est égal a son carré, on a :

Ve > 0, p[m (1— ") > < nh, E[1 — J(#)] |

€2

ou peut-étre

ou
nhy B[l — J™ ()] = nhy ()" = hy, emM+n WFO) _ g

pour tout ¢ tel que F(t) < 1.

Supposons désormais que nous sommes intéressés par la dérivée premiere du taux de

hasard
0 F (0
D=1 Fn T Ao FaE
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Nous proposons naturellement l'estimateur &/, (¢) défini par

NP A0 Fult)?
O v OB AT

avec f donné par (3.1) pour m = 1.

D’apres le Théoréme 3.2.2, posons la suite (h,) telle que nh} — +oo et nh> — 0.
Le Lemme 4.2.1 entraine que

() f'(t) . (T
1= F,(t) 1—F(t) 0

ou Ty £N (0,by(t )) avec by (t) donné par (3.5). La méthode Delta F.3 avec le nouveau

choix ¢(u,v,w) = = + 73 a 5 peut ensuite étre appliquée pour obtenir la loi asymptotique
de lestimateur &/ (t) ;

Mnhg@%ﬁy—d@»—3N<Q(lf§QOP>. (4.6)

Analysons enfin la dérivée seconde du taux de hasard
iy - SO0 F@) 4 FOF0) |, PO F0) + F0)
(1—F(t)? (1—-F())?
dont l'estimateur empirique & (t) s’écrit

PO = Fu) + RO B0 - F) + )
n(t) = 0 — E,0) i 1= F0) ’

ol f,’{ correspond & l'estimateur a noyau de la densité f donné par (3.1) pour m = 2.

Introduisons la suite (h,,) telle que nh?> — +oo0 et nh? — 0 en vertu du Théoréeme 3.2.2.
D’apres le Lemme 4.2.1, nous avons

ﬂg fﬁg i

5 fa(t _ £

" Re L)) )
1= F,(t) F(t) 0

ot Ty £N (0,b5(t)) avec by(t) donné par (3.5). La méthode Delta F.3 avec le choix
P(u, v, w, x) = “EGL 4 2 ”“’x}f“’3 permet de déduire que :

Wmﬂ%@-dﬁ»iN@%L%%W>. (4.7)

La procédure décrite pour obtenir la normalité asymptotique de &, (t), &, (t) et &l (t)

semble se généraliser aux estimateurs empiriques des dérivées d’ordre supérieur a 2 du
taux de hasard. Finalement, si m € N et 6{™(t) représente la version empirique de la
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dérivée m® du taux de hasard o™ (t) alors grace au Théoréme 3.2.2, au Lemme 4.2.1
et a la méthode Delta F.3, il vient que :

ynhzrt (a4 (E) — o™ () 5 N (0, %) : (4.8)

avec by, (t) donné par (3.5), & condition que nh?™* — +o0 et nh?™t3 — 0.

4.4 Estimation du taux de hasard et de ses dérivées
successives dans le modele a intensité multipli-
cative

4.4.1 Cadre d’étude

Le taux de hasard n’est pas exclusivement défini pour une variable aléatoire (dont la
fonction de répartition est de support 0, 400]), mais également pour un processus de
comptage dont 'intensité prend la forme multiplicative. Nous nous plagons désormais
dans le modele multiplicatif de Nelson-Aalen, une situation plus générale ou les obser-
vations peuvent étre dépendantes et censurées.

Nous présentons brievement (pour plus de détails, voir [11]) les notions nécessaires a la
compréhension des résultats obtenus. Soit (Q, F,F = (Fi)e>o0. IP’) un espace probabilisé

satisfaisant les conditions habituelles de continuité a droite et de complétion de F. On
note E I'espérance par rapport a la probabilité P et ¢ représente un réel positif. Soit N
un processus de comptage, de compensateur A tel que

t
A(t) = / A(s)ds,
0
ou le processus intensité A\ est de forme multiplicative, c¢’est-a-dire :
At) =Y(t)alt),

avec Y un processus prévisible et o une fonction déterministe appelée taux de hasard
ou taux de risque. Supposons que EA(t) < 400 pour tout ¢ > 0. Le processus de
comptage compensé, noté M, est défini par M(0) = 0 et grace a la décomposition de
Doob-Meyer, on a

dot
dM(t) = AN(t) — Y (£) a(t) dt (4.9)

Le processus M est une martingale (voir définition dans I’Annexe D) de carré intégrable,
c’est-a-dire
EM(t)* < +o0,

d’espérance nulle (EM(t) = EM(0) = 0) et de variance

VarM(t) = EM(t)? = E /0 " (M, MY (s) |
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ou le processus de variation prévisible est donné par
d(M,M)(t) =Y (t)a(t)dt. (4.10)
Introduisons l'intégrale stochastique
t
(H - M)(t) = / H(s)dM(s) (4.11)
0
ou H est un processus prévisible tel que pour tout ¢ > 0,
E(H - M)(t)? < +oo.
Alors (H - M) est une martingale de carré intégrable, d’espérance nulle et de variance
t
Var (H-M)(t) =E(H - M)(t)* = IE/ d{((H-M),(H-M))(s), (4.12)
0
ou le processus de variation prévisible s’écrit
d((H - M), (H - M))(t) = H*(t) d(M, M)(t). (4.13)
Notons J le processus tel que

J(t) == Lywso -

On en déduit que

dN(t) = J(t)dN(t). (4.14)
presque stirement. Ceci semble évident par intuition car les sauts du processus N ont
seulement lieu aux temps ou le processus Y est positif. Voici plus bas un argument

rigoureux.
Tout d’abord, I'expression (4.9) implique que :

t t
M(t) = N~ [ V(s)als)ds = [ J(s)[AN(s) = Y(s) als) ds
0 0
et ensuite, puisque J est un processus prévisible et borné,

[ 76)

est une martingale. Ainsi, leur différence est une martingale et comme Y'(t) = J(t) Y (¢),

/ t (1 _ J(s)) dN(s)

est une martingale. Etant de variation bornée et strictement croissante, elle doit donc
étre nulle, d’ou (4.14).

dN(s) — Y(s) a(s) ds}

En combinant (4.9) et (4.14), nous écrivons
¢
/ dN(s) / J(s)dM(s) +/ J(s)Y(s)a(s)ds,
0
){((Z)) s’annule lorsque Y (s) = 0, nous pouvons diviser par Y'(s)
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sous les intégrales et obtenir :
LdN(s)  tJ(s)
o Y(s) Jo Y(s)

Remarquons que le premier terme du membre de droite est de la forme (4.11), avec

% un processus prévisible borné et M une martingale, donc son espérance est nulle. Il
résulte que

dM(s) + /Ot J(s)a(s)ds. (4.15)

t dN(s)
o Y(s)’

(4.16)

appelé I'estimateur de Nelson-Aalen de la fonction intensité cumulée A(t) := i a(s) ds,
est un estimateur sans biais de

E /OtJ(s)oz(s) ds.

Deux estimateurs lisses des dérivées du taux de hasard a sont proposés dans ce cha-
pitre : 'estimateur a noyau classique dans la Section 4.4.3 et I'estimateur polynomial
local dans la Section 4.4.4. Leurs propriétés asymptotiques sont examinées dans le
cadre d’une suite de modeles multiplicatifs, ou les objets appartenant au n® modele
sont indexés par n, c’est-a-dire N,,, Y,,, J,, M,,,... Afin de les énoncer clairement, il est
nécessaire de fixer plusieurs hypotheses.

4.4.2 Hypotheses et notations

Dans la suite du chapitre, ¢ est un réel positif, et m et r sont deux entiers tels que
0<m<r.

Hypothese (H1)

a est (m + 1) fois contintiment différentiable en ¢.

Hypothese (H17)

a est (r + 1) fois contintiment différentiable en ¢.

Hypothese (H2)

(hy,) est une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que h,, — 0
lorsque n — +o0.

Hypothese (H3)

SUDge (et P[Yn(s) = 0] = o (h*") pour un certain ¢ > 0.
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Hypothese (H3’)

SUDge(s—et1q P1Ya(s) = 0] = o (k') pour un certain ¢ > 0.

Hypothese (H3”)

Il existe une suite croissante (a,) de nombres strictement positifs telle que a,, — +oo

lorsque n — 400 et vérifiant sup,eg; .1 q P[Yn(s) = 0] = 0 (a,?) pour un certain ¢ > 0.

Les hypotheses (H3), (H3’) et (H3”) sont satisfaites dans la situation de durées de vie
i.i.d. non censurées pour Y, (s) ~ B(n, F(s)) avec F(s) =1—F(s). On a :

sup P[Y,(s)=0] < F(t+¢)",

sE[t—c,t+c]

ou le membre de droite converge rapidement et de maniere exponentielle vers 0.

Hypothese (H4)

Il existe une suite croissante (a,) de nombres strictement positifs telle que a,, — 400
lorsque n — 400 et une fonction y positive et continue en ¢ vérifiant

¢ [Y%W - 76

Lo

sup
sE[t—c,t+c]

lorsque n — 400 pour un certain ¢ > 0.

Dans la situation de durées de vie i.i.d. non censurées, définissons la variable aléatoire
Y, (s) telle que Y, (s) ~ B(n, F(s)) avec F'(s) = 1—F(s). Alors une condition suffisante

pour 'hypothese (H4) est : E [5‘7/’;—8} =0 <%) En effet, nous avons

EK/S] - E_1{0<Yn<s>s“;<s>}Yn1<s)]+El1{Yn<s>>%@}Ynl(s>]
= E_l{o<yn<s>gn2<s>} * nF2(s)
< | an(f) ~Fls) 2 Féﬂ * nFQ(s)
: n()? o
_ 415(;— c)F(t+c) 2
- nF(t + c)? nF(t+c)
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Hypothese (H5)

Il existe une suite croissante (a,) de nombres strictement positifs telle que a,, — 400
et une fonction y positive et continue en t vérifiant

sup |a,?Va(s) = y(s)| > 0
s€[t—c,t+c]

lorsque n — 400 pour un certain ¢ > 0.

Nous devons insister sur le fait que la suite (a,) et la fonction y sont respectivement
identiques pour les hypotheses (H3”), (H4) et (H5) puis pour les hypotheses (H4) et
(H5).

Par ailleurs, dans la situation de durées de vie i.i.d. non censurées, si Y,,(s) ~ B (n, F (s))

avec F(s) = 1 — F(s), alors Y, (s) est une suite de Bernoulli indépendantes. D’apres la
loi faible des grands nombres, on a

et en appliquant la fonction inverse, continue sur R*, nous en déduisons que

Ya(s) — F(s)

De plus,
P
Jn(S) = 1[Yn(5)>0} — 1

car nous avons démontré un peu plus haut que
sup  P[Y,(s)=0] =0

sE[t—c,t+c]

était vral dans ce cadre.

On conclut grace aux regles de Cramér :
ndno(s) p 1
- =
Yals)  F(s)
d’ou pour s dans un voisinage de ¢,
ndn(s) p 1
— = .
Yals)  F(t)

Les hypotheses (H3), (H3’), (H4) et (H5) sont tres faibles car elles peuvent étre éga-
lement vérifiées dans d’autres situations, avec des données pas nécessairement i.i.d. ni
non censurées. Par exemple, dans un modele a risques concurrents, comme cela est
expliqué a travers 'Exemple TV.2.2 dans [11].
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4.4.3 Estimation a noyau classique du taux de hasard et de
ses dérivées successives

Nous nous intéressons dans cette section a ’estimation du taux de hasard et de ses déri-
vées successives par un noyau classique. Pour cela, nous avons besoin d’une fonction de
répartition K de support [—1, 1] de densité K’ = k satisfaisant les conditions suivantes :

Hypothese (H6)

(i) k est m fois contintiment différentiable |
(ii) Le support de k™ est [—1,1] ,
(i)

sup ‘/{;(m)(u)‘ < +00.
ue[—1,1]

Définissons 'estimateur de Nelson-Aalen lissé a 1'aide d’une convolution classique par
~ t—s\dN,(s)
A (1) = / K ,
0[50
alors grace a 'hypothese (H6(i)), nous pouvons différentier (m + 1) fois I'estimateur
A, (t) et obtenir Pexpression de Uestimateur de &) (t), la dérivée m de a, au point ¢ :

1 t—s\ dN,(s)
) = L e (125) Ao, i
0 = g (50 T e
En posant
~ 1 t—s\ Ju(s)
NIO™ (8) = / () A2V 41
O = ) ), (1.18)

qui est une intégrale d'un processus prévisible par rapport a une martingale M, donc
un "terme d’erreur” et en utilisant (4.15), on écrit

am)y = M™(t)

1 t—s
+hnm+1

=M™ (t)

i)
hm+1 re (t_8> a(s) ds
hm+1 /k: <t—s>

En appliquant le changement de variable u = S—_nt sur les deux dernieres lignes puis en

In(s
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utilisant les propriétés de la convolution sur la troisieme ligne, cela entraine que :
am(t) —al™(t) = M (m) (¢
/ Jom Tt + hott) — 1] a(t + hyw) du

—i—/ (t—i—hu)—am)())du

Nous verrons que la décomposition précédente est précieuse pour I'étude des propriétés
asymptotiques de notre estimateur & (¢). Nous commencons immédiatement par un
résultat sur le biais de I'estimateur &{™ ().

Lemme 4.4.1. Soient t un réel positif et m un entier. Alors sous les hypothéses (H1)-
(H3)-(H6), on a

Ea!™(t) = a™(t) + O (hy,). (4.19)

Nous poursuivons par un lemme décrivant la variance exacte asymptotique de 1’esti-
mateur (™ ().

Lemme 4.4.2. Soient t > 0 et m un entier. Si les hypothéses (H1)-(H3”)-(H4)-(H6)

sont satisfaites alors :

~(m a(t) 1
VCLT’O[% )(t) = a2 h2m+1 t / k du + o0 <W> . (420)

Les conditions requises pour les convergences en moyenne quadratique et en probabilité
de I'estimateur &™) (¢) sont indiquées dans le théoréme suivant et découlent des deux
lemmes précédents.

Théoreme 4.4.1. Supposons que t est un réel positif, que m un entier et que les
hypothéses (H1)-(H3)-(H3”)-(H4)-(H6) sont vérifiées. De plus, si lorsque n — +o0,

hy — 0 (4.21)
suffisamment lentement tel que
ah?™ ! 5 oo, (4.22)

alors lestimateur &\™ (t) est convergent en moyenne quadratique,

E [a{"(t) — o™ (1)]" - 0, (4.23)

n

donc également convergent en probabilité,

am () S alm™(t) . (4.24)
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Remarque :
Nous pouvons rechercher des conditions plus souples pour la convergence en probabilité
de I'estimateur @™ (t) et obtenir un théoréme semblable au Théoréme IV.2.1 dans [11].

Nous exposons enfin la normalité asymptotique de I'estimateur (™ ().

Théoréme 4.4.2. Soient t > 0 et m un entier. Si les hypothéses (H1)-(H3)-(H4)-
(H5)-(HG6) sont satisfaites et si lorsque n — 400, h, — 0 suffisamment lentement tel
que

azh, — +00, (4.25)

et suffisamment vite tel que
aZh?™t 0, (4.26)

Jazhzr= (g - o™ b))

converge vers une loi normale centrée et de variance

alors

b () = Z‘g)) /_ 11 k0™ (1) 2du (4.27)

Les conditions de consistance (4.21) et (4.22) sont convenables : la premiere est iden-
tique pour tout m, alors que la seconde devient moins souple quand m augmente. Les
conditions (4.25) et (4.26) pour la normalité asymptotique sont moins intuitives : la
premiere est la méme pour tout m, alors que la deuxieme devient plus souple quand
m augmente. Ces observations servent a illustrer que les deux modes de convergence
— en moyenne quadratique et en loi — sont tres différents. Nous retrouvons les condi-
tions du Chapitre 3 pour I'estimation de f™ dans la situation i.i.d. avec a> = n. Par
ailleurs, les conditions et la loi asymptotique coincident avec celles de I'estimation du
taux de hasard et de sa dérivée premiere dans la situation i.i.d. avec a2 = nety = 1—F.

Les conditions de consistance et de normalité asymptotique dépendent de m donc si
I'on s’intéresse a l’estimation conjointe des dérivées, on ne peut appliquer la méme
fenétre pour tous les ordres de dérivation.

Les hypotheses posées dans cette section, pourtant peu nombreuses, vont pouvoir étre
assouplies grace a ’estimation polynomiale locale. Nous traitons cela dans la section
suivante.

4.4.4 Estimation polynomiale locale du taux de hasard et de
ses dérivées successives
Nous utilisons désormais un noyau d’ordre supérieur afin d’estimer le taux de hasard

et ses dérivées successives par des polyndémes locaux. Si K représente une densité de
probabilité sur [—1, 1] et si le noyau reproduisant de I’espace des polynémes de degré

inférieur a 7 est noté V(. .), alors le noyau d’ordre (m,r + 1) a pour expression
OO (z,v)

K () = =500
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et satisfait les conditions suivantes :

Hypothese (H6”)

(i) Le support de K™ est [—1,1] ,
(i)
1 m! s 1=10 y
/ ' K™ (u)du =23 0, i#£metie{l,...,r},
! CT-‘rl ) L > r,
avec C,,1 une constante finie,
(i)
sup ‘Kf,m)(u)‘ < +00.
ue[—1,1]
L’estimateur de Nelson-Aalen lissé a ’aide de I’approximation polynomiale locale s’écrit :
~ s—1\ dNy(s)
Aut) = [ K
=[5 T
et I'estimateur polynomial local noté a{™(t) de la dérivée m® de « est défini par :

) = g [0 T (4.28)

L’estimation polynomiale locale du taux de hasard et de ses dérivées successives pour
des processus de comptage a été considérée par Chen, Huggins, Yip, Lam ([42]) mais
ils emploient des noyaux dont ’expression mathématique est différente.

Introduisons

K (1) = h;ﬂ / K;M(Sl;t) ;:8 M, (s) | (4.29)

qui est une intégrale d’un processus prévisible par rapport a une martingale M, donc
un "terme d’erreur’, alors grace a (4.15), nous avons :

am(t) = MM (1)

n

1 s—1
(m)
+hnm il /Kr < I )Jn(s)a(s) ds

= MM (¢)
+h7n;+1 /Kﬁm) <s};t> [Jn(s) — 1] a(s) ds

1 s—1
(m)
—i—thl/Kr < 0 )a(s)ds,

puis a l'aide du changement de variable u = Sh—_t sur les deux dernieres lignes, nous
n




4.4 Estimation du taux de hasard et de ses dérivées successives dans le modéle a
intensité multiplicative 135

déduisons que

ay(t) —a™(t) = M)

n

1 1
+h—m K™ (u) [Jo(t 4 hpu) — 1] ot + hpu) du
m
1 /1
+h— K™ (u) a(t 4 hpu) du — o™ (t) .
mJ-1

Une telle décomposition nous aidera a décrire le comportement asymptotique de notre
estimateur & (t). Le lemme suivant donne le biais de I’estimateur &™) (t).

Lemme 4.4.3. Soient t un réel positif et m un entier compris entre 0 et r. Alors sous

les hypothéses (H1’)-(H3’)-(H6’), on a
Ea{™(t) = a™(t) + O (™). (4.30)

Le Lemme 4.4.3 illustre 'avantage de 'estimation polynomiale locale par rapport a
I'estimation & noyau classique. Les noyaux K™ impliqués dans I’expression des esti-
mateurs &\ (t) ont pour effet de faire baisser I'ordre du biais. Puisque m < r, 'ordre
du biais dans le Lemme 4.4.3 est inférieur a celui mentionné dans le Lemme 4.4.1.

Nous poursuivons I'étude de notre estimateur &™) (t) avec deux résultats similaires a
ceux de la section précédente. Nous fournissons tout d’abord la variance exacte asymp-
totique de l'estimateur 4™ (¢) qui nous rappelle celle du Lemme 4.4.2.

Lemme 4.4.4. Soient t > 0 et m un entier compris entre 0 et r. Si les hypothéses
(H1’)-(H3”)-(H})-(H6’) sont satisfaites alors :

~(m 1
Vara™(t) = g thH / KO (u)2du + o <W> . (4.31)

On remarque que (4.31) a la méme forme que (4.20). L'unique différence vient du noyau
K™ qui se trouve a la place du noyau k(™)

Nous présentons maintenant la convergence dans L? et en probabilité de I'estimateur

a\™(t) obtenue sous les mémes conditions que celles du Théoréme 4.4.1.

Théoreme 4.4.3. Supposons que t est un réel positif, que m un entier compris entre
0 et r et que les hypothéses (H1')-(H3’)-(H37)-(H4)-(H6’) sont vérifiées. De plus, si
lorsque n — +00,

By — 0 (4.32)
suffisamment lentement tel que
aZh?™ ! = 400, (4.33)
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alors Uestimateur &\ (t) est convergent en moyenne quadratique,

n

E [a0" (1) — o™ ()] = 0, (4.34)
donc également convergent en probabilité,

am () 5 ami(t). (4.35)

Remarque :
Nous pouvons rechercher des conditions plus souples pour la convergence en probabilité

de I'estimateur &{™(¢) et obtenir un théoréme semblable au Théoréme 1V.2.1 dans [11].

Nous établissons finalement un résultat sur la normalité asymptotique de I'estimateur
A (m)
alm (t).

Théoreme 4.4.4. Soient t > 0 et m un entier compris entre 0 et r. Si les hypo-
théses (H1’)-(H3’)-(H4)-(H5)-(H6’) sont satisfaites et si lorsque n — +o00, h, — 0
suffisamment lentement tel que

a2h, — +o0, (4.36)

et suffisamment vite tel que
a?h?t3 -0, (4.37)

Jazhz (8 e) - ot o))

converge vers une loi normale centrée et de variance

alors

b (1) = Z((i)) / 11 KO (u)2du. (4.38)

Les conditions de consistance (4.32) et (4.33) sont les mémes que (4.21) et (4.22) ob-
tenues dans le cadre de l'estimation a noyau classique. La premiere ne dépend pas
de m alors que la deuxieme est plus contraignante lorsque m augmente. La premiere
condition de normalité asymptotique (4.36), indépendante de m, est analogue a (4.25).
Quant a la seconde condition (4.37), elle s’exprime uniquement en fonction de r et est
plus souple que la condition (4.26) car m < r. Remarquons que la condition (4.37) est
différente de (2.24) donc nous pouvons maintenant abandonner l'idée que cette derniere
condition serait commune a toutes les fonctionnelles de la fonction de répartition pour
obtenir la normalité asymptotique de leurs dérivées successives.

Pour terminer, nous constatons que Iexpression des variances (4.27) et (4.38) ne dif-
ferent que par le noyau employé : k™ dans la premiére et K™ dans la seconde.

Nous achevons I'estimation du taux de hasard et de ses dérivées successives en écrivant
quelques mots sur la fenétre (h,,). Pour obtenir la consistance et la normalité asymp-
totique des estimateurs, des hypotheses sur h, ont été fixées. Des lors, nous sommes
en mesure de nous demander s'il est possible de trouver une fenétre (h,,) satisfaisant
toutes ces conditions. C’est 1'objet de la section suivante.
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4.4.5 Choix de fenétre

Soient r un entier fixé et m un entier tel que 0 < m <.
Convolution :

Obtenir la consistance des estimateurs du taux de hasard et de ses dérivées successives
n’est possible qu’en supposant les hypotheses (H2) et (4.22) pour tout m. La normalité
asymptotique des estimateurs et la construction d’intervalles de confiance nécessitent
quant & eux, de poser les hypotheses supplémentaires (4.25) et (4.26) pour tout m.

Nous constatons que (4.26) est de plus en plus souple lorsque m augmente, contraire-
ment & (4.22). Par ailleurs, la condition (4.25) n’est pas a considérer puisqu’elle découle
de (4.22). Les conditions (4.22) et (4.26) s’exprimant toutes les deux en fonction de m,
la fenétre (h,) doit donc absolument dépendre de l'ordre de dérivation m.

Fixons de maniere arbitraire un réel h strictement positif et définissons ensuite pour
tout m :

_ 1
o = an ™ D (4.39)

Les hypothéses décrites précédemment sont validées avec le choix de fenétre (h,,).

Approximation polynomiale locale :

Les conditions (H2) et (4.33) pour tout m entrainent la consistance des estimateurs du
taux de hasard et de ses dérivées successives. Poser en plus (4.36) et (4.37) pour tout
m, permet de conclure a la normalité asymptotique de ces estimateurs et d’obtenir des
intervalles de confiance.

Remarquons que 'hypothese (4.33) entraine I'hypothese (4.36), donc la fenétre (h,,) a
déterminer doit seulement vérifier (H2), (4.33) et (4.37). De plus, lorsque m augmente,
(4.33) devient de plus en plus contraignante (pendant que (4.37) le devient de moins
en moins) donc il suffit de supposer a2h* ! — 400 pour satisfaire (4.33) pour tout m,
puisque m < r. Par suite, nous pouvons "choisir une fenétre indépendante de l'ordre de
dérivation m.

4.5 Un mot sur les effets de bord

Nielsen et Tanggaard ([125]) ont mentionné que les estimateurs décrits dans [134]
étaient sujets aux effets de bord. La méthode développée dans le Section 3.4 pour
remédier aux effets de bord des estimateurs a noyau de la densité et de ses dérivées, se
généralise a I'analyse de survie lorsque les données sont censurées a droite. En rempla-
cant f par o puis n par a?, nous obtenons la convergence et la normalité asymptotique
des estimateurs corrigés des effets de bord du taux de hasard et de ses dérivées succes-
sives.
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4.6 Preuves

Dans les preuves de ce chapitre, t et m désignent respectivement un réel positif et un
entier compris entre 0 et r, avec r € N.

De plus, nous avons besoin de travailler avec une martingale définie sur l'intervalle
[—1,1], construite a l'aide d’'un changement de variable. La fonction utilisée dans le
changement de variable satisfait plusieurs conditions que le Lemme suivant explicite.

Lemme 4.6.1. Soient I un intervalle de la forme [a,b] (ou [a,b[), a et b étant deux réels
positifs avec b pouvant étre égal a +oo, et J un intervalle de la forme [c,d] (ou ]c,d]),
avec ¢ € R_ pouvant étre égal & —oo et d € R,. Nommons (N (t))ier un processus de
comptage d’intensité (A(t))ier par rapport a sa filtration naturelle FN = (]:N(t))tel
et ¢ : I — J une fonction strictement croissante et différentiable. Notons sa_fonction
inverse ¢~ wérifiant ¢~ (c) = a et ¢~ (v) — +00 lorsque v — +o0. Alors (N(v))ver,
défini par N(v) = N (¢71(v)), est un processus de comptage d’intensité (\(v)),es par
rapport a sa filtration naturelle FYN = (]:N(U)> o ou FN = fdj)\il(v) et

Aw) =X (¢7'(v)). (%’a;(“) . (4.40)

L’ unique résultat non trivial (4.40) découle du fait que N(.) — [ A(y) dy est une F¥-
martingale. Soient u et v deux réels appartenant a l'intervalle J tels que v < v alors
en appliquant deux fois le changement de variable y = ¢~'(w), nous obtenons :

J-cgj} - E[N(qb‘l(v))—/CUA(QS_l(w))'de‘fﬂ

E [N(v) - / " Aw) dw
¢~ (v)

- E [N((ﬁ_l(v)) —/ A(y) dy ‘féku)]

a

)

= N ) - [ A dy

- N@)-/C"A(w)dw.

Remarque :
On rencontre la situation fréquente a = ¢ = 0. Cependant, a la page 48 dans [11], il
est indiqué que l'on peut choisir une valeur arbitraire au lieu de 0.

Soient t > 0 et h,, > 0. Posons la fonction ¢ telle que
¢:[t—hp,t+h,] — [—1,1]
s—t
hn,
Cette fonction entre dans le contexte du Lemme 4.6.1 et sa fonction inverse ¢! s’écrit :
ot [=1,1] = [t — hp,t+ hy)
u = t+ hyu.

S
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Donc pour tout u € [—1, 1],
N, (u) = Nyp(t + hyu)
est un processus de comptage d’intensité
A (1) = Yy (t + hpu) ot + hyu) hy,
d’apres le Lemme 4.6.1.
Nous adoptons désormais la notation M, pour définir la martingale associée au pro-

cessus de comptage V,,. Ainsi, dans I’ensemble des preuves :

My(u) = Nyp(t+ hyu)— /u Y, (t + hpw) a(t + hyw) hy, dw (4.41)

-1

est une martingale définie sur [-1,1].

4.6.1 Preuve du Lemme 4.4.1

Reprenons la décomposition de &™) () — o™ (t) :

A\ () —a™(t) = MM (2) (4.42)
1 1
o / KO (=) Lt 4+ h) = 1] a(t + hau) du (4.43)
1
+ / k(—u) (@™ (t + hou) — ™ (1)) du., (4.44)
-1
avec
- 1 1 Jn(t + hypu)
MM () = k) (—u) L B (AN, (t + hyw) — Yo (t + hyw) ot + hou) d
(1) T ) ( U)Yn(thu)[ (T + hpu) = Ya(t + hau) a(t + hyu) du]
1 1 Jn(t + hpu) | -
= ) (=) e M, 4.4
s JLE DY+ hr) () (4.45)
d’apres (4.18) et le changement de variable u = %’5

Par la linéarité de I'espérance, nous avons :
Ea™(t) —a™(t) = ENM™(t)
1 /1
o / KO () E [Ja(t + hntt) — 1] al(t + hou) du
mJ-1

+ /_11 k(—u) (a(m)(t + hpu) — oz(m)(t)) du ,

la seconde ligne résultant du théoreme de Fubini. Les hypotheses (H1) et (H6(iii)) en-
trainent que la fonction « est continue en ¢ donc est bornée dans un voisinage de t puis
le noyau k(™ est borné sur [—1,1]. Comme .J, est une indicatrice, les fonctions sous
I'intégrale dans (4.43) sont bornées. Etant intégrées sur un intervalle fermé, elles sont
intégrables.
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Soit v un réel compris entre -1 et 1 puis introduisons :

v

(- M)(0) 1= [ () AT ().

-1

avec H,(u) := hm—lﬂk( ) (—u) J"giznug pour tout u € [—1,v]. Alors (H, - M,) est une

martingale et on a :

M™(t) = (Hy - My)(v)

v=1"

d’ou :

EN[™(t) = E (H, - M,)(v)] =0.

v=1

La définition du processus J, puis la formule de Taylor-Lagrange pour «' compris entre
0 et hyu, avec u € [—1,1] conduisent a :

Ea™(t) —a™(t) = hlm /1 k™ (—w) P[Y,, (t + hypu) = 0] a(t + hou) du
+/ )t + hyu) — o™ )(t)> du

= /_ 1 k(m)(—u) P, (t + hyu) = 0] a(t + hyu) du

1
+/ k(=) o™ (t 4+ ') hyu du .
-1
Gréce a (Hl) (H3) et (H6(iii)), il vient que
I / Jolm Y, (t + how) = 0] @t + ho) du = o (hy) . (4.46)

Par ailleurs, I'hypothese (H1) implique que la dérivée (m + 1)¢ de a est bornée sur un
voisinage de t donc en utilisant (H6(iii)), on a :

/ 1 k(—u) "™ (t 4+ o) hyudu = O (hy,) . (4.47)

-1
Nous déduisons de (4.46) et (4.47) le résultat suivant :

E &™) (t) — o™ (t) =0 (h,) + O (hy) = O (h,) . B (4.48)

4.6.2 Preuve du Lemme 4.4.2

Par définition :

Vara{™(t) = E[a"(t) - Eal”(1)]

n

1 AN, (
_ (m)
- el [ () g e [ (5

2

)Ejn(s) als) dsr

= ET}+2E[INTL) +ETy, (4.49)
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avec
1 1 Jn(t + hpu) | -
S Ny T A (E TP
1 1
Ty = o [ KO () (Jalt + ) = EJu(t + b)) alt + hou) du,
m )

obtenus en retranchant et ajoutant la quantité Wlﬂ [k (%f) Jn(s) a(s) ds puis en

effectuant le changement de variable u = Sh—_nt

Calculons tout d’abord ET?. On constate que :

Ty = (H, - My)(v)| (4.50)

v=1

avec H, le processus défini dans la preuve précédente. Donc d’apres (4.12), (4.13) puis
le théoréme de Fubini (intégration de fonctions bornées sur un intervalle fermé grace a
(H1), (H6(iii)) et le fait que £ soit un processus borné), on a :

L v ] J2(t 4+ hyu)
E(H, - M,)(v)>? = ]E/ = pmy 2 e T T
( )(v) 1 2D (—u) Y2(t + h,u)

v 1 a2 J,(t + hyu)
— —— pm)_ 2R | Zndnt T )
/_1 a%h%m“k (—u) [ AT ] a(t + hpu) du
1 v a Jo,(t + hyu) 1
- - (m) (42 non n —
T @k J e <E[ Yot + hou) ] y(t—l—hnu)> alt + hyu) du
1 v a(t + hpu)
Em) ()2 n
a2 h2m+1 / (=) y(t + hyu)

An (1) du

Un majorant de E (H,, - M,)(v)? s’écrit sous la forme d’une somme :

[ e e [“;"’giil’jz?] = LR
) ot + )
+ [ W S

de deux termes bornés grace aux hypotheses (H1), (H4) et (H6(iii)), ce qui permet
d’appliquer le théoreme de convergence dominée. En réutilisant les hypotheses (H1) et
(H4), on en déduit que :

- - 1 a(t)
2 __
E (Hn ' Mn)(v) =0 (aih%erl) + a2h2m+1 t / k

donc en particulier pour v =1 :

1 at) [t 1
2 (m) 2
ET; = 212 () [ ™ (u)*du+ o <a%h%m+1> : (4.51)

1
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Intéressons-nous ensuite & 'espérance de T3. L’inégalité de Jensen F.12 permet d’écrire :

ET? <E

1 1
= / KO (—0)2 (Jo(t + hote) — B Jo(t + hou))2 alt + hou)? du
n —1

Les fonctions sous l'intégrale sont bornées grace aux hypotheses (H1), (H6(iii)) et au
fait que J,, soit un processus borné puis I'intégration a lieu sur un intervalle fermé donc
nous pouvons appliquer le théoreme de Fubini. Puisque :

E [J,(t + hpu) — E J,(t + hou))® = Var J, (t + hyu) < PIY,(t + hyu) = 0],
nous obtenons :
1
1
par les hypotheses (H1), (H3”) et (H6(iii)).

E T2 / 11 E) (—a)2 B[Vt + hott) = 0] a(t + ho(w)? du

Déterminons enfin le terme 2E[T7T5]. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz F.13, on
a:

BInT) < (272)° (873)°

donc avec (4.51) et (4.52), nous écrivons :

1 1 \]2
1 3
= |0 a4 pAm+1

1
ahn ?

Gréace aux expressions (4.51), (4.52) et (4.53), on remarque que les termes ETS et
2E[T}Ty) sont négligeables par rapport a ET? donc d’apres la formule (4.49), il résulte
que :

QE[T\Ty] <

at) 1
~(m o (m
Var O[7(.L )(t) = a2 h2m+1 t / kf du + 0] (W) . . (454)
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4.6.3 Preuve du Théoréme 4.4.1

Pour m > 0, l'erreur en moyenne quadratique est une somme d’un terme de variance
et d’'un terme de biais :

E [a{"(t) —a™(t)] = Varal™(t) + (E ()(t)—a(m)(t)>2
1 aft) 1
i R )
O (hy)

en reprenant les résultats (4.48) et (4.54) démontrés sous les hypotheses (H1), (H3),
(H3”), (H4) et (H6). Les termes de variance et de biais convergent vers 0 a condition
que h, — 0 et a2h>™ ! lorsque n — +oo. La régle de Cramér F.10-1(i) entraine la

convergence .2 de &™) (t) vers a(™(t), qui implique la convergence en probabilité de
alm™(t) vers a™(t). W

4.6.4 Preuve du Théoreme 4.4.2
La décomposition de &{™ (t) — o™ (t) en trois termes (4.42), (4.43) et (4.44), entraine

que
Vazhzr (al)(8) — ai(1))

_ \/WM(M( £) (4.55)

+/azh, / ™ (=) Ly o) 07 (E + hy) du (4.56)

-y Ja2h2m+t / Mt 4 hyw) — ™ (1)) du.  (457)
D’apres (4.47), le terme dans (4.57) peut étre remplacé. D’ou :
1
2h2m+1/ k(— (m) (¢ hou) — MY du = 2 p2m+1 0 (,
Vazhzmt [ k(—u) ("t + hyu) = a™()) du = \JaZhZm10 (hy)
- o(,/azhgm+3> . (4.58)

Ensuite, la fonction « est continue en ¢ donc bornée dans un voisinage de t puis le
noyau k(™) est borné sur [—1,1] selon les hypotheses (H1) et (H6(iii)). On en déduit
que le terme dans (4.56) converge en probabilité vers 0, c’est-a-dire :

1
Ja2h, / KO (=) Ly, euy—o) @™t + hott) du 5 0 (4.59)
—1
sion a:
sup a%hnl[yn(s)zo] E) 0. (460)
sE[t—c,t+]

Lemme 4.6.2. Soient (X,,) et (Y,) deuzx suites de variables aléatoires. Si pour tout
n €N, X,, > 0 presque sirement et Y, est une variable de Bernoulli avec P[Y, = 1] =
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1 —P[Y, = 0] = p, tel que p, — 0 lorsque n — +o0, alors pour tout € > 0,
Pl X, Y, > ¢ <PY,=1 -0,

d’ou

XY, —0.

Appliquons le Lemme 4.6.2 pour X,, = \/a2h, > 0 et Y,, = 1y, (5. La convergence

dans (4.60) est donc obtenue en considérant que P |:1[yn(5):0] = 1} =P[Y,(s) =0] =0,
lorsque n — +o0. Cette derniere condition est remplie grace aux hypotheses (H2) et

(H3).

Enfin, intéressons-nous au terme dans (4.55). De (4 45), il vient que :

2 W(t+h -
Ve N 1) = |22 / ) (— Il 4 nt) vy
You(t + hpu)
Soit v un réel compris entre -1 et 1 puis posons :
(H, - M,)(v) = / H,(w)dN,(u) |
~1

avec H,(u) := (/5= k —q) Jp ey iiZ"“% pour tout u € [—1,v]. Alors on a :

/a2h2m+1M(m) H - M. )( )

L’idée est de démontrer la normalité asymptotique de (H,-M,)(v) pour tout v € [—1,1],
a I'aide du théoreme de la limite centrale pour les martingales dit de Rebolledo F.14,
)-

(4.61)

v=1"

afin d’en déduire celle pour v = 1 en particulier, c’est-a-dire de /a2 h2m+1M (m) (¢

Prouvons tout d’abord la condition (i) du Théoreme F.14. (H,) est une suite de pro-

cessus prévisibles telle que B (H, - M,)(v)?> < 4oco. En effet, (4.12), (4.13) puis le

théoreme de Fubini (intégration de fonctions bornées sur un intervalle fermé grace a

(H1), (H6(iii)) et le fait que < soit un processus borné) impliquent que :

E ([, - N,)(v)? = E/lh”k;(m( u)? MX (u) du

(t+ hy
= / km 2El t—|—+huu] a(t + hpu) du

B azJ,(t + h,u) B 1 N o) du
B ( l t+hnu)1 y(t+hnu)> (t+ hnu) d
o ot + hou)
y(t+ hpu)

+/U1km( u) du .
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Donc E (H,, - M,)(v)? est majorée par une somme :

1 2 Jn(t + hpu)
(m)(__,\|2 E y,Jn n .
[1|k (=)l l Y, (t + hyu) ] y(t + hypu) ot + hn)| du
)2 |t + hnu)|
+/ w)l y(t + hpu) o,

bornée grace aux hypotheses (H1), (H4) et (H6(iii)).

Montrons ensuite la condition (ii) du Théoréme F.14. Par (4.13), nous avons :
((Hy - My), (Hy - M) (v)
i ™ ()2 J2(t + hyu)
Y2(t + hyu)
t+ hou) — a,?Y, (t + hy,
—/k (t+h)(_+ u) — a,*Y,(t + hyu)
“2Y,(t + hpuw)y(t + hyu)
+/ ) ()2 at + hpu)

y(t + hnu)
D’une part, notons que le terme

y(t + hpu) — a,?Y,(t + h,u)
a2Y, (t + hpu)y(t + h,u)

est borné sous I'hypothese (H4). Sous la méme hypothese et puisque (H2) est admise,
son numérateur converge en probabilité vers 0 et son dénominateur converge vers y(t)2.
De plus, J,, est un processus borné convergeant en probabilité vers 1 selon (H3) puis
les hypotheses (H1) et (H6(iii)) garantissent que le noyau k(™) est borné sur [—1,1] et
a est continue en ¢ donc bornée dans un voisinage de t. Donc d’apres le théoreme de
convergence dominée, le terme (4.62) converge en probabilité vers 0. D’autre part, les
mémes hypotheses nous assurent que le terme (4.63) est borné car la fonction y est no-
tamment continue en ¢t donc bornée dans un voisinage de t. Le theoreme de convergence

dominée implique que le terme (4.63) converge en probabilité vers 7 f k) (—u)? du.
Il résulte alors de la regle de Cramér F.10-1(i) que :

A (1) du

at + hyu) du (4.62)

(4.63)

» a(t)

(A, - NL), (A, - NI,) o / Jo(m (4.64)
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Enfin, démontrons la condition (iii) du Théoreme F.14. Pour tout € > 0 fixé, on a :

/Ul ﬁQ(“) 111, )1 M, M) (w)

v an  m J2(t + hpu <
/ k’ (- )glnﬁn(unx})\n(u)du

1 hy Y2(t + hyu)
y(t + hpu) — a,?Y,(t +h
x O‘(H ht) 1) 1, () (4.65)
m at + hyu)
+/ ke y(t+h u) 1“1f]n(u)|>e] du . (4.66)
Par définition, nous avons :
{|Hu(w)| > €}
Jn(t + hpu)
= k;(m) _ n n 27
{‘ ) ) >>6Vﬂ%mn}

t+ hou) — a, 2V, (t + hau) 1
— LR () (t + hy, y(t + hn n_In n Jazh, b
{‘ (Zu)dali+ m(aﬁ%@+%@ﬁﬂ%w)*@@+mw -V

On remarque, dans le dernier ensemble, que le membre de gauche est borné, en vertu
des hypotheses (H1), (H4) et (H6(iii)), donc en faisant tendre le membre de droite vers
+00 (possible si 'on pose (4.25)), il vient que :

{{Hu(w)] > e} =0,

d’ou
P
L, )>q = 0-

En réutilisant les hypotheses (H1), (H4) et (H6(iii)) puis le théoreme de convergence
dominée, nous déduisons que :

[1 ff?x(“)lﬂf[n(u)be} d(Mn,Mn)(u)

d’apres la régle de Cramér F.10-1(i) appliquée aux termes (4.65) et (4.66).

P

5o0. (4.67)

Toutes les conditions du théoreme de Rebolledo F.14 sont réunies. Avec (4.64) et (4.67),

on conclut que
(31,0 5 N(0. 28 [ 10

pour tout v € [—1,1]. Ceci est donc vrai en particulier pour v = 1, d’ou :

Ja2h2n (1) 5 N<o, Z((;) /_ 11 k) (1) du> : (4.68)

par la définition (4.61).



4.6 Preuves 147

Reprenons (4. 58) g4.59) et (4.68) puis appliquons la regle de Cramér F.10-2, en consi-
dérant que a?h?>™ 3 — 0 lorsque n — +o00. Ainsi,

2 12m+1 (5 (m _ A (m £ @lm 2
a2zt (am(1) M)QD—+N<Qy@>[4M)QQcm>.I (4.69)

Dans les prochaines démonstrations, nous retrouvons en grande majorité les étapes des
preuves précédentes. La différence essentielle concerne I'utilisation d’'un noyau satisfai-
sant maintenant I’hypothese (H6’), au lieu de I'hypothese (H6).

4.6.5 Preuve du Lemme 4.4.3
Rappelons que :

alm(t) —a™m(t) = M<m>( t) (4.70)
/ K (0) [Tt + hott) — 1]t + hou) du (4.71)
+FJJWW)@+MWM—aKﬂ (4.72)
o)1
avec
~m 1 Lo s In(t+ hpu)
MMM () = i /_1 K! )(u)m [N, (t + hyu) = Y, (t + hpu) ot + hpu) dul
1 Jo(t + hyu)
= —— | K™(uw——"=dM, 4.73
R 2 wm
d’apres (4. 29) et le changement de variable u = 5.
La linéarité de ’espérance mene a :
Eal(1) —at(t) = ENM()
1
+h—m K™ (u)E [J,(t + hou) — 1] a(t 4 hpu) du
mJ
1 1
+h—m K™ (u) a(t 4 hpu) du — o™ (t)
-1

grace au théoreme de Fubini. En effet, les hypotheses (H1%) et (H6(iii)) impliquent que
la fonction « est continue en t donc est bornée dans un voisinage de t puis le noyau
K™ est borné sur [—1,1]. Comme J, est une indicatrice, les fonctions sous 'intégrale

dans (4.71) sont bornées. Etant intégrées sur un intervalle fermé, elles sont intégrables.

Soit v un réel compris entre -1 et 1 puis notons :

v

(- ) (0) o= [ () dM ().

-1

avec H,(u) == hmlﬂ K (u)% pour tout u € [—1,v]. Alors M{™ (t) est la valeur

en v = 1 de la martingale (H, - M,) donc son espérance est nulle. En utilisant la
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définition du processus J,, la formule de Taylor-Lagrange pour «' compris entre 0 et
hyu, avec u € [—1, 1] puis (H6’(ii)) nous écrivons :

EQM(t) — a™(t) = o / KO (w) P[Y, (¢ + how) = 0] at + hyu) du

+7/ Kﬁm)() (t—i—hnu)du—a )(t)

1 ! r (hn u)r+1 m m

_ ! / "R () LYt + htt) = O]t + ho) du

r+1
Uon v) K™ (u) du.

(T‘-I—lt /F
/_ (s B &

1
i)

Grace a (H1"), (H3’) et (H6(iii)), il résulte que

1 / 11 K () PVt + o) = 0] a(t + hyt) du = o (A1) (4.74)

m r
hm J-

Puisque I'hypotheése (H1’) entraine que la dérivée (r + 1)¢ de « est bornée sur un
voisinage de ¢, nous avons par 'hypothese (H6’(ii)) :

1 (ho,

— [ o, F) A K™ (u) du= O (R, ) 4.75

o | 0 ) K ) du = O (1) (4.75)
Le résultat provient des égalités (4.74) et (4.75) :

Ea(" () — o™ (t) = o (™) + O (™) = O (hpm) .m0 (4.76)

)r—l—l

4.6.6 Preuve du Lemme 4.4.4

La variance de l'estimateur 4™ (¢) s’exprime comme suit :
2

Vara{™(t) = E [a{"(t) - Ea{"(1)]

n

1 t—s\ dN,(s) 1 f— s 2
- o s (m)
= ET? +2E [V +ETY, )
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avec
1 Jo(t + hou) -
T, = / K(m)(p) 2 T ) M, (u),
1 hZH»l 1 r (U) Yn(t + hnu) d (U)
1 1
T, = h*m/ K (1) (Jo(t + hot) — B Jn(t + hote)) a(t + hyt)
mJa

obtenus en retranchant et ajoutant le terme ﬁ J K™ (%8) Jn(s) a(s)ds puis en

substituant u = Sh—_t
n

Déterminons E 77 dans un premier temps. On observe que :
Ty = (Hy - M) (0)| (4.78)
grace a la définition de H, donnée dans la preuve précédente.

Donc d’apres (4.12), (4.13) puis le théoreme de Fubini (intégration de fonctions bornées

sur un intervalle fermé grace a (H1"), (H6'(iii)) et le fait que < soit un processus borné),
ona:

. J2(t + hyu) <
. 2 _ (m 2 “n n
E (f, - N,)(v) E/lhanK 0 ey M)
v 1 u)? azJ,(t + h,u)
— / a2h2m+1 ]El AT ] a(t + hyu) du

W(t + hou 1
— K™ (u — t+ hpu)d
a2h2m+1 / ( l t+ hpu) ] y(t + hnu)> alt + hyu) du

1 v t+ h w)
- K (m) du .
+a$lh%m+1 /4 ;) (t + hpu)

Cette expression est majorée par :

1 " ) azJ,(t + h,u)
/_1 [ () |E [ Y, (t + hyu) 1 oyt + haw) ot + hnt)| du
)2 |t + P
) W+ )

En vertu des hypotheses (H1%), (H4) et (H6'(iii)), le théoreme de convergence dominée
peut étre utilisé et il entraine que :

- - 1 t
2
E(f, - M,)(v) —0<a2h2m+1>+a2h2m+1 t/K

d’ou en particulier pour v =1 :

Erz— L o) /1 K ()2 du + 0 <1> . (4.79)

CORE @R

Concentrons-nous a I'espérance de T2 dans un second temps. Par I'inégalité de Jensen
2
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F.12, nous avons :

ET? <]E[ ! /_ K™ (0)2 (Jo(t + hat) — B Jy(t 4 how))? a(t 4+ hyu)? du

th r

Nous pouvons appliquer le théoreme de Fubini puisque 'intégrale est définie sur 'inter-
valle fermé [—1, 1] et les fonctions se trouvant sous cette intégrale sont bornées d’apres
les hypotheses (H1), (H6(iii)) et la définition du processus J,. Comme on a :

E [Jo(t + hott) — E Jo(t 4+ hpw)]® = Var J, (t + hou) < PIY,(t + hyu) = 0],
nous écrivons :
1
1
sous les hypotheses (H1), (H3”) et (H6(iii)).

ET2 / 11 K (w2 PYa(t + hyt) = 0] et + ho ()2 du

Analysons dans un dernier temps le terme 2E[T}T5]. Grace a l'inégalité de Cauchy-
Schwartz F.13, on a :

BT < (BT2)* (BT2)*

donc avec (4.79) et (4.80), nous obtenons :

1 1 \]2
1
1 2
= [O <a4h4m+1 )]

1
= 0 (4m+1 ) . (481>
a2hn ?

QE[T\ Ty <

Constatons que les termes E T§ et 2E[T} T3] sont négligeables par rapport & ET? d’apres

T
les expressions (4.79), (4.80) et (4.81), d’ou :
Var a{™(t olf) 1! K™ (u)*d ! 4.82
ar &/ <)—a2hzmﬂ 0 ) o gz ) - (4.82)

par la formule (4.77). W
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4.6.7 Preuve du Théoréme 4.4.3

Pour m > 0, 'erreur en moyenne quadratique se décompose en un terme de variance
et un terme de biais :
2
E[a{m(t) —a™(t)] = Vara(™(t)+

n

ol™(t))

)+ (B4,
1 1
- @ / ‘”U)
+O(h;+1 m)

grace aux résultats (4.76) et (4.82) vérifiés sous les hypotheses (H1’), (H3), (H3”), (H4)
et (H6). En supposant (H2) et (4.33), les termes de variance et de biais convergent res-

pectivement vers 0. La convergence en moyenne quadratique de @™ (t) vers o™ (t) est
obtenue a l'aide de la regle de Cramér F.10-1(i).

Q)

La convergence en probabilité de @™ (t) vers a™(t) découle de la convergence en
moyenne quadratique de &™) (¢) vers (™ (¢). R

4.6.8 Preuve du Théoréme 4.4.4

En reprenant la décomposition de @™ () — o™ (t) en trois termes (4.70), (4.71) et

(4.72), on a :
Jazham (65 (8) - o™ (1))

a2 h2m+1 N[ () (4.83)
1
+Ja2h, / K<m>(u) ot myo) & (E + o) du (4.84)

oy JaZzp2mt w / K™ ()a(t + hou) du — o™ (t).  (4.85)

Utilisons tout d’abord (4.75). Alors le terme dans (4.85) devient :
m _ m) — m r+l—m
\/ a2h? Hhm/ K™ (u) ot + hpu) du — o™ (t) = \/a2h2 “O(hn )
-0 <,/agh,2;+3) . (4.86)

Ensuite, le noyau K™ est borné sur [—1,1] et la fonction a est continue en ¢ donc
bornée dans un voisinage de ¢ sous les hypotheses (H1%) et (H6’(iii)). Il résulte que le
terme dans (4.84) converge en probabilité vers 0, c’est-a-dire :

Jazh, / K (1) Ly, o ™ (E + hye) du 5 0 (4.87)
pourvu que :

sup a%hnl[yn(s)zo] E) 0. (488)

sE[t—c,t+]
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Nous avons démontré, dans la Preuve du Théoreme 4.4.2, la convergence dans (4.88)
a condition que P[Y,,(s) = 0] — 0, lorsque n — +o0. Ceci est vrai sous les hypotheses
(H2) et (H3").

Enfin, intéressons-nous au terme dans (4.83). Grace a (4 73), nous écrivons :

2
a2 h2m+1 N[ =2 I / Inlt + h) dM,,(u) .
You(t + hpu)

Soit v un réel compris entre -1 et 1 puis introduisons :

v

(o - W,)(0) 1= [ Ha(w)db ().

-1

avec H,(u) == %Kﬁm)(u)% pour tout u € [—1,v]. Alors on a :

a2 (t) = (H,, - M) (v)

Comme dans la preuve du Théoreme 4.4.2, nous allons utiliser le théoréme de Rebolledo
(F.14) pour montrer la normalité asymptotique de (H,, - M, )(v) pour tout v € [—1,1],

(4.89)

v=1"

puis en déduire celle de (/a2 h2m+1N[(™ (t) (correspondant au cas particulier v = 1).

Commengons par démontrer la condition (i) du Théoreme F.14. Avec (4.12), (4.13) puis
le théoreme de Fubini (intégration de fonctions bornées sur un intervalle fermé grace a

(H1), (H6'(iii)) et le fait que £ soit un processus borné), nous avons :

E(H, - M,)(0)? = E/lhnK ) (u)? MXn(u)du

= /_1 K™ (u)?E lc%]n(t—f—hnu)} a(t + hpu) du

Y, (t + hpu)
2
Y ey 2 apJn(t + hou)| 1
/ K () (E [ Y, (t + hyu) y(t + hyu) alt + hou) du
u)? a(t + hpu)
* / y(t + hyu) du.

Ainsi, la quantité B (H, - M,)(v)? est majorée par une somme :
1 az J,(t + hyu) 1
KM )12 || | 2 n —
L [ ) [ Yolt + how) | y(t + hou)
[ e e )
y(t + hpu)

Les hypotheses (H1"), (H4) et (H6(iii)) nous assurent que cette somme est bornée,
donc (H,) est une suite de processus prévisibles telle que E (H,, - M,,)(t)? < 4oc.

la(t + hyu)| du
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Prouvons ensuite la condition (ii) du Théoreme F.14. Par (4.13), il vient que :
((Hy - M), ( M,))(v)
(

J2(t + hyu) <
_ nK 2 “n\v T 'n™) )\ d
/1h S Yt ) ()

n

t+ hou) — a2V, (t + hou)
= [ K" (u)J,(t+ hy yt & o Lt "ot + hou) du (4.90
/ + ) a2Y,(t + hpu)y(t + hyu) alt + hnu) du (4.90)
w)? ot + hpu)
—du. 4.91
+/ y(t + hpu) " (4:91)

Nous avons obtenu, dans la preuve du Théoreme 4.4.2, que le terme

y(t + hou) — a,°Y,(t + hyu)
a2Y,(t + hpu)y(t + hyu)

est borné et converge en probabilité vers 0 sous les hypotheses (H2) et (H4), que J, est
un processus borné convergeant en probabilité vers 1 d’apres (H3'), que la fonction «
est bornée dans un voisinage de t grace a (H1) et que la fonction y est bornée dans un
voisinage de ¢ par (H4). Puisque le noyau K™ est borné sur [—1, 1] d’apres (H6'(iii)),
nous pouvons appliquer le théoreme de convergence dominée et obtenir que le terme
(4.90) converge en probabilité vers 0 et que le terme (4.91) converge en probabilité vers

% I K,(,m) (u)? du. La régle de Cramér F.10-1(i) permet alors d’écrire :

oy i B AD [
(o W), (- SE)) ) 5 /_ () du. (4.92)

Montrons enfin la condition (iii) du Théoreme F.14. Pour tout € > 0 fixé, nous avons :

[ 20 Yy g 4 N ()

2 2
v an m 2 Jn (t + hnu) ~
LR 0 Sy Mo Aol

° t+ hou) — a;, %Y, (t + hou)
2 o t+ aft + hau)
+/ Ky y(t+h u) L a1, () > AU - (4.95)

Par définition, on a :
{|Ha(uw)] > ¢}
Jn(t + hpu)
= |KM™ " n a2h
{| () a2y, (t+ hnu)‘ Z Y ”}

t+ hpu) — a;2Y, (t + hyu) 1

> e\/a%hn}.

Le membre de gauche du dernier ensemble est borné sous les hypotheses (H1"), (H4)
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et (H6°(iii)). En considérant (4.36), le membre de droite converge vers 400 et nous
déduisons que : .
{lHn(u)] > €} =0,
d’ou .
Y >a = 0
En réutilisant les hypotheses (H1’), (H4) et (H6'(iii)) puis le théoreme de convergence
dominée, nous obtenons :

—1

d’apres la régle de Cramér F.10-1(i) appliquée aux termes (4.94) et (4.95).

Toutes les conditions du théoreme de Rebolledo F.14 sont satisfaites. Avec (4.92) et
(4.96), il vient que

(A, - N,)(v) 5 N(O, Z‘g; [ ”1 K ()2 du)

pour tout v € [—1, 1]. Ceci est donc vrai en particulier pour v = 1, d’ou par la définition

(4.89) :
(m) gy L alt) [t o
Jazpzm o ¢y 5 N (o, A / K (u) du | . (4.97)
y(t) /1
En supposant (4.37), avec (4.86), (4.87) et (4.97) puis la regle de Cramér F.10-2, on

conclut :
Jazham (600(t) — a™(1)) S N(O, Z‘((;) /_ 11 K™ (1)? du) N (4.98)

4.7 Application au taux d’accumulation du surplus
en actuariat

4.7.1 Cadre

"Un contrat d’assurance vie est un contrat d’assurance dont le risque, objet du contrat,
dépend de la durée de la vie humaine.", d’apres I'Institut National de la Consommation
(INC). L’assureur ou la compagnie d’assurances s’engage a verser a un bénéficiaire un
capital ou une rente (prestation) en contrepartie de primes payées par le souscripteur
pendant une période déterminée lorsque le risque survient pour la personne désignée
au contrat (I'assuré, souvent le souscripteur). La prestation est versée a une date dé-
terminée dans le contrat si ’assuré est en vie. En cas de déces, elle est versée au déces
de l'assuré.

Au cours de sa vie, un assuré est susceptible de passer par plusieurs états (actif, handi-
capé, déces...). Hoem ([85]) a proposé I'emploi des processus multi-états afin de décrire
la trajectoire de vie d’un assuré.

Considérons une police d’assurance vie avec r états possibles {1,...,r}, débutant a
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la date 0 dans I’état initial 1, et se terminant a une date finie n. Son développement
est modélisé par une chaine de Markov continue Z avec des probabilités de transition
pjk(t,u) et des intensités de transition p;x(t), j # k, t # u. L'intensité totale de tran-
sition de I'état j a la date ¢ est p;.(t) = Yok pzj fje(t).

Nous nous plagons dans le cadre simplifié, ou la durée passée par 'assuré dans un
état n’est pas prise en compte. Ainsi, nous supposons que les prestations de I'assureur
sont indépendantes de la durée.

Décrivons les prestations de 'assureur grace au processus Prest et les primes payées
par l'assuré par le processus Prim. Nous désignons par B le processus de la différence
des flux entrants et sortants du contrat de ’assuré dont la dynamique est

dB(t) = dPrest(t) —dPrim(t). (4.99)

Les prestations honorées par l'assureur sont de deux types : un montant j;(t) versé si
l'assuré occupe I'état j a la date ¢ et un montant bj(t) versé en cas de transition a la
date t de I’état j vers I'état k. Les primes payées par I'assuré lorsqu’il se trouve dans
I'état j a la date ¢ sont notées II;(¢). En supposant toutes ces fonctions déterministes
et en introduisant dB;(t) = d(B;(t) —1L;(t)), la dynamique des flux entrants et sortants
de la police d’assurance est donnée par

AB(t) = Y L,(t)dBy(t) + 3 byn(t) dNyu(t). (4.100)
J J#k

ou le processus I;(t) est égal a 1 ou 0 selon que I'assuré se trouve dans 1’état j ou non

a la date t, et le processus de comptage Nji(t) donne le nombre de transitions de 1'état

j vers I'état k (k # j) pendant la période [0, 2].

Nous ne considérons pas les taux d’intéréts identiques a chaque instant mais préfé-
rons nous placer dans la situation générale ou les taux d’intéréts sont décrits par une

courbe (§($))s>o0-
Le coefficient d’actualisation sur la période [0, ¢] sera alors défini par

o(t) = e ot (4.101)

Sur la période [t, 7] lorsque t < 7, le coefficient d’actualisation sera donc donné par

o(t,7) = e di Ids = ZZ)) (4.102)

Remarquons que v(t) = v(0, ).

Soit G, I'historique complet de la police d’assurance vie. Le montant mis en réserve
par 'assureur est une estimation basée sur l'information disponible a cet instant. La
réserve a la date t est définie précisément comme une espérance conditionnelle sachant
I’historique de la police.

La réserve prospective a la date t est égale a 'espérance de la valeur actuelle des pres-
tations futures diminuée de I'espérance de la valeur actuelle des primes restant a payer
par 'assuré, d’ou :

V() = E [/t” o(t,7)dB(7)

gt:| : (4.103)
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La réserve peut également étre vue comme la différence entre la valeur acquise des
primes et de la valeur acquise des prestations, c¢’est-a-dire

t
U(t) = / u(t, ) d(—B)(r) . (4.104)
0
On la nomme dans ce cas réserve rétrospective.

Afin de gérer le risque non-diversifiable, les flux du contrat d’assurance vie sont tout
d’abord spécifiés en valeur nominale et déterminés sur une base technique, appelée
également base prudente ou base de premier ordre, représentant le pire scénario pos-
sible. On désigne par 0* le taux technique et les intensités de transition, la mesure de
probabilité et I'espérance sur cette base seront respectivement notées y7,, P* et E*. Le

coefficient d’actualisation sur la période [0, ¢] sera alors défini par

t *
V(t) = e Jo ) (4.105)
et sur la période [t, 7] lorsque t < 7, il sera donné par

V)= = e JiT@ds (4.106)

La législation impose que les réserves et les primes soient calculées sur la base prudente
afin que des bénéfices émergent systématiquement du scénario réalisé, autrement dit
base observable ou encore base de second ordre. La base observable sera supposée sto-
chastique et ses éléments seront désignés par ¢, i, P et E. Un contrat géré de cette
maniere résulte d'un dispositif appelé la participation aux bénéfices.

La réserve prospective sur la base prudente a la date t est donc définie par

Vi) = EF [ / v(t,7) dB(7) gt] (4.107)
t
et lorsque 'assuré se trouve dans ’état j, elle s’écrit :
VAt = E° { /t vi(t, ) dB(T) | Z(t) = j} . (4.108)

Les primes sont fixées selon le principe d’équivalence (égalité en moyenne entre la
valeur actuelle des primes payées par I'assuré sur la période [0, n] et la valeur actuelle
des prestations versées par 'assureur sur la période [0,n|, avec n la durée du contrat
d’assurance vie), d’ou

E* { /O "o (7) dB(T)] _0, (4.109)

ou de maniere équivalente,
Vi'(0) =0. (4.110)

Les bénéfices a chaque date t s’obtiennent par différence de la réserve rétrospective sur
la base observable et de la réserve prospective sur la base prudente, c’est-a-dire

S(t) = U(t) — V() (4.111)
= U =X LM V(). (4.112)
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En particulier, on a

S(0) = U(O)—ZIJ-(O)V;*(O) (4.113)
- LV (4.114)
= 0 (4.115)

d’apres (4.110).

Afin d’étudier la dynamique des bénéfices, il nous faut différencier S(t). Grace a (4.112),
on a:

ds(t) = Zdl Z] t) dV;(t
= 5t )dtU( Zdl Z[ t)dv;(t
= §(t)dt S(t) dtZI —dej j*(t)—ZIj(t)de*(t).
L'égalité dI;(t) = zk.k# (dN (t ) — AN, (t )) et la formul(z (4.100) entrainerjlt que
dS(t) = o(t)dt S(t) +d(t)dt ZI - le(t) dB;(t) — Z b (t) N (t)
- % (Vi) ) AN (1) Z I;(t) v (t .

Introduisons R, (t) = b (t) + Vi: (t) — V7 (t) le flux (positif ou négatif) représentant le
capital sous risque en cas de transition de ’état j vers I'état k a la date ¢. En injectant
I’équation de Thiele backward :

AV} (1) = 8°(1) V7 (0 dt — dBy(t) = 37 Riy(t) () di (4.116)
k; k#j

puis en ajoutant et retranchant la quantité Zj Ii(t) Y kps k() pn(t) dt, on obtient
dS(t) = o(t)dtS(t) +6(t)dt ZI (t) = >_ILi(t)dB;(t) = > Ry (t) Nxl(t)
J J7#k
=2 L) Vi dt - Z I;(t)
J
+> L;(t) DR t) w5, (t) dt
J

k; k#j
+ZI D R(t) p(t dt—ZI D R(t) p(t) dt
/ ks k#j / ks k#j
~ syarsio) 0+ 310 (o6 —ﬁunww+@mmﬁmw1%@ﬂw
— > Rj(t) (dNjw(t) — fj( Jjk(t) dt) .

ik
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Posons

ci(t) = (0) =) ;) + X Ry(t) (1) — (1)) . (4.117)

k; k#j

qui correspond au bénéfice instantané généré par la police d’assurance lorsque [’assuré
se trouve dans [’état j obtenu a partir du gain sur les taux d’intérét et les intensités de
transition, comme l'a défini Ramlau-Hansen dans [136]. Norberg ([127]) est arrivé a la
définition (4.117) a partir du concept de bénéfice d'une police individuelle.

L’objectif de la participation aux bénéfices est d’éliminer le risque non diversifiable
des compagnies d’assurances. Pour cela, le taux technique 6* ainsi que les intensités de
transition pj, doivent étre choisis judicieusement afin de dégager des bénéfices (posi-

tifs). Les conditions requises découlent de la formule (4.117) et sont décrites par

a(t) = 6*(¢) (4.118)
en imposant 'hypothese réaliste que toutes les réserves V*(t) soient positives et
sign {105,(t) — (1)} = sign Ry (t) (4.119)

Les conditions (4.118) et (4.119) constituent les marges de sécurité de la compagnie
d’assurances.

4.7.2 Estimation du taux d’accumulation du surplus

Dans [128], Norberg a montré que
t
S(t) = / o(t, 7)Y p1(0,7) ¢;(7) dr, (4.120)
0 -
J

ce qui permet de définir le taux d’accumulation des bénéfices ou taux d’accumulation
du surplus a toute date t > 0 par

c(t) == Zplj(o,t) c;(t). (4.121)

Définissons I'estimateur du taux d’accumulation du surplus par

t) =2 Pnaj(0,1) ény(t), (4.122)

ol Pr,15(0,t) correspond a la premiere ligne de I'estimateur produit-limite P(s,t) donné
par (E.4) pour s =0, et

Cng(t) = (6() = 0" (1) V7 () + D Ri(®) (1a(t) = finju(1)) (4.123)

k; k#j

avec fi, ;i (t) représentant un estimateur a noyau de p;5(¢), 'intensité de transition de
I'état j vers I'état k. Le travail effectué dans la Section 4.4 permet d’envisager deux
choix possibles pour fi, jx(t) : Pestimateur a noyau classique donné par (4.17) et l'es-
timateur polynomial local donné par (4.28) pour m = 0, dont les distributions limites
sont obtenues respectivement grace aux Théoréme 4.4.2 et Théoreme 4.4.4 pour m = 0,
en remplacant &, par fi, jr, o par i et y par y;.
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Remarque :

Le probleme des effets de bord de fi, jx(t),t > 0, pourrait étre traité a l'aide de la
Section 3.3 .

Nous énongons a présent deux théoremes décrivant les propriétés de l'estimateur é,(t)
basé sur l'estimation a noyau classique des intensités de transition pu;;(t), ¢ > 0. Nous
avons besoin au préalable besoin de modifier légerement les hypotheses (H3), (H3”),
(H4) et (H5) en indexant tous les objets par j (Y, J,, et y se transforment en Y, ;, J,,
et y;). Voici maintenant un résultat sur la consistance de l'estimateur ¢,(t).

Théoreme 4.7.1. Supposons que t est un réel strictement positif puis que les hypo-
théses (H1)-(H3) pour m = 0 et (H3”)-(H4)-(H6) sont vérifiées. Sous les conditions
(E.5) et (E.6) pour s =0 et si lorsque n — +00,

- (4.124)

suffisamment lentement tel que
azh, — +00, (4.125)

alors l'estimateur &,(t) est convergent en probabilité,

Ea(t) S c(t). (4.126)

Nous exposons, pour finir, la normalité asymptotique de 'estimateur du taux d’accu-
mulation du surplus.

Théoréme 4.7.2. Soit t > 0. Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) pour m = 0 et
(H4)-(H5)-(H6) sont satisfaites. Si les conditions (E.9), (E.10) et (E.11) sont vérifiées
et si lorsque n — +o00, h, — 0 suffisamment lentement tel que

azh, — 0o, (4.127)
et suffisamment vite tel que
a’h? — 0, (4.128)
alors
Vit 60 =) S M0, ¥ mu0Pe0,00), (@1
J kik#j
avec
. t) 1
o2 (1) = Horl / £ (u)? du . 4.130
ORI (4.130)

Le dernier théoreme peut cependant étre amélioré en utilisant I'estimateur polynomial
local des intensités de transition px(t), t > 0. En effet, en supposant (H1’)-(H3’) pour
m = 0 puis I'hypothese (H6") au lieu de (H1)-(H3) pour m = 0 puis (H6), (4.128) est
remplacée par la condition (4.37), plus simple a vérifier. La variance (4.130) devient
alors

o2 () = Zk((t? /_ 11 KO (u)? du. (4.131)
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4.7.3 Preuve du Théoréme 4.7.1

D’une part, le Théoreme E.2.1 établit la convergence uniforme en probabilité de 1’es-

timateur produit-limite P(s,t) donné par (E.4) vers la matrice des probabilités de
transition P(s,t) donnée par (E.1) pour tout s < ¢, sous les conditions (E.5) et (E.6).

En considérant uniquement la premiere ligne de 1’estimateur produit-limite 15(8, t) pour
s =0 et en la notant p, 1,(0,t), il vient que

B (0,) = p1;(0, 1), (4.132)
ot p1,(0,t) correspond a la premiere ligne de la matrice des probabilités de transition

P(s,t) pour s = 0.

D’autre part, nous prouvons la convergence en probabilité de fi, jx(t) vers p;x(t). 1l
suffit d’utiliser le Théoreme 4.4.1 pour m = 0 puis d’insérer respectivement /i, jx et 1
a la place de &, et de a. Selon (4.123), ¢;,(t) s’exprime en fonction de fi, ;(t) donc
les regles de Cramér F.10-1(i)-(ii) impliquent que

Cin(t) S c;(t). (4.133)
Ainsi, nous obtenons pour tout j,
" . P
Pn15(0,1) E () = p1;(0,1) ¢5(¢)
en appliquant la regle de Cramér F.10-1(ii) a (4.132) et a (4.133). D’ou :
énlt) = (1),
d’apres la définition (4.122) et la regle de Cramér F.10-1(i). W

4.7.4 Preuve du Théoréme 4.7.2

Tout d’abord, supposons que les conditions (E.9), (E.10) et (E.11) soient satisfaites.
Alors le Théoreme E.2.1 entraine que

Vi (D (0,) — piy(0,2)) 5 N(0, 0%(t)) , (4.134)

0,t) représente la premiere ligne de 'estimateur produit-limite f’(s, t) donné
) pour s =0 et

ou ﬁmlj(
par (E.4

t
o2(t) = [ p1j(0,u) dU; (W (u.) (4.135)
avec des martingales U;; Gaussiennes indépendantes.

Par ailleurs, sous les hypotheses (H1)-(H3) pour m = 0 et (H4)-(H5)-(H6) et si lorsque

n — 400, h, — 0 suffisamment lentement tel que a?h, — +oo et suffisamment vite

tel que a2h? — 0, on a pour j # k :

Va2hn (1) — (1)) 5 N(0, 0%(2). (4.136)

avec 0%, (t) donné par (4.130) d’aprés le Théoréme 4.4.2 pour m = 0, puis en substituant
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finjk & G, i & o et y; & y. L'utilisation conjointe de (4.117), (4.123), (4.136) et de
I'indépendance des intensités de transition conduit a :

Va2 h, (6,,(t) — ¢;(1) S N(O, > R;k(t)%fk(t)) : (4.137)
k; k#j
Ainsi, nous avons grace a (4.134) et (4.137) :

(Vi1(501500.0) = p1y(0,0). /(s (8) = (1)) 5 T,

pour un certain vecteur aléatoire T = (77, T3). Puisque /a2 h,, converge vers 4+00 moins
vite que y/n, nous obtenons par le Lemme 4.2.1, nous obtenons :

Va2 R (,15(0,1) — piy(0,1),8,5(8) — ¢5()) 5 (0,Tn)

avec Ty = N (O,Zk;k#j R;k(t)%]?-k(t)). En appliquant la méthode Delta F.3 pour la
fonction ¢(u,v) = w.v, il vient que

Va2l (g (0,1) & (1) = p1;(0,0) (1)) 5 N<07 > R5(t) 05 (1) pi; 0, L‘)) ,

ki k#j
puis
Va2 by (6,(t) — c(t)) iN(@,Z 3 Ri(1)20%(t) p§j<o,t)>, (4.138)
J kik#j

grace aux définitions (4.121), (4.122) et a la propriété d’une somme de lois normales
indépendantes. W
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Conclusion

L’exploration du sujet de theése a pu mettre en lumiere plusieurs atouts. Tout d’abord,
il se situe au carrefour des mathématiques, des sciences économiques et de gestion (fia-
bilité, science actuarielle). Ensuite, il englobe des fonctions appartenant & une méme
classe, les fonctionnelles de la fonction de répartition. Enfin, il fournit une étude com-
plete grace a 'estimation de certaines fonctions, mais également de leurs dérivées.

Le premier chapitre s’est focalisé sur I'estimation non paramétrique de la courbe de
Lorenz et du temps total de test normalisé dans le cadre de variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées. Le challenge, qui consistait a proposer une
estimation lisse de ces deux fonctions, a été rempli. Un estimateur lisse du temps total
de test normalisé n’avait pas encore été proposé. La théorie des espaces de Hilbert a
noyaux reproduisants décrite dans [4] a permis de construire des estimateurs continus
avec de bonnes propriétés asymptotiques (convergence en probabilité, convergence en
moyenne quadratique, convergence presque stire, normalité asymptotique et intervalles
de confiance). Deux applications, 'estimation de I'indice de Gini et la détermination
du moment optimal de remplacement des composants non réparables a partir de 1’es-
timation du graphique du temps total de test normalisé, ont été étudiées puis des
simulations ont illustré la performance des estimateurs.

L’estimation des dérivées des fonctions Lp et Tr n’a jamais été examinée. Le se-
cond chapitre a permis de compléter 1’étude du chapitre précédent, en construisant
les estimateurs lisses des dérivées successives de la fonction Ly et des dérivées d’ordre
supérieur ou égal a 2 de la fonction Tr a I'aide de 'approximation polynomiale locale
et en prouvant leur bon comportement asymptotique (convergence en probabilité, nor-
malité asymptotique, intervalles de confiance), toujours dans la situation de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Dans ce contexte, I’estimation
lisse de la dérivée premiere du temps total de test normalisé s’obtient grace a 1'es-
timateur a noyau de la fonction de répartition et sa convergence presque siire ainsi
que sa normalité asymptotique sont prouvées. Nous nous sommes aventurés sur 1’étude
globale de I'estimation des fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition, mal-
heureusement sans succes. L’ordre de convergence des estimateurs semble fluctuer avec
I’expression de la fonctionnelle de la fonction de répartition, d’ou 'impossibilité de
fournir des conditions précises de convergence et de normalité asymptotique pour les
estimateurs de toutes les fonctionnelles linéaires de la fonction de répartition. Le biais
asymptotique a cependant pu étre fourni. Nous avons par ailleurs obtenu les estima-
teurs polynomiaux locaux de la densité et de toutes ses dérivées successives, qui se sont
avérés d'une grande aide pour l'estimation des dérivées d’ordre supérieur ou égal a 2
de la fonction T%. Enfin, les dérivées premiere et seconde des fonctions Ly et Tk ont
été représentées par des simulations.
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Le troisieme chapitre s’est concentré sur ’estimation a noyau classique de la densité
et de ses dérivées successives. Afin de réduire le biais de ces estimateurs, nous avons
montré 'avantage d’employer des noyaux d’ordre supérieur. La convergence en proba-
bilité et la normalité asymptotique de ces nouveaux estimateurs ont été prouvées. Ce
chapitre a ensuite motivé 'estimation a noyau des dérivées successives de la densité (ou
d’une autre fonction) en montrant qu’elle est utile pour remédier aux effets de bord de
I'estimateur de toute dérivée de la densité (ou d’une autre fonction). Nous avons dé-
veloppé une méthode de correction des effets de bord apparaissant notamment lorsque
le support d’estimation est compact et qui pourrait étre appliquée en analyse de survie.

Le dernier chapitre a traité de ’estimation du taux de hasard et de ses dérivées succes-
sives dans le cadre des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
puis dans le modele a intensité multiplicative, un cadre général permettant d’inclure
la censure et la dépendance des données. Nous avons achevé la procédure décrite dans
([134]) a T'aide de la méthode de convolution et nous avons réussi a adopter la mé-
thode d’approximation locale. La convergence en moyenne quadratique (et donc la
convergence en probabilité) et la normalité asymptotique ont été démontrées, d’ou la
construction possible d’intervalles de confiance pour le taux de hasard et de ses dérivées
successives. A partir de ces travaux d’estimation, les bénéfices (taux d’accumulation
du surplus) émanant du dispositif de la participation aux bénéfices ont pu étre estimés
non paramétriquement. En effet, il n’était pas légitime de fixer des hypotheses para-
métriques et cette application est innovante dans le cadre de ’assurance vie.

Nous pouvons imaginer quelques extensions au contenu de notre these.

Des courbes de concentration s’expriment en fonction de la courbe de Lorenz, comme la
courbe de Bonferroni ou la courbe de Leimkuhler utilisée en bibliométrie. Notre travail
sur la courbe de Lorenz peut alors s’appliquer a d’autres domaines que les sciences
économiques.

Nous aurions pu envisager d’étudier la fiabilité des composants réparables en utilisant
le taux de défaillance (taux de hasard dans un modele a intensité multiplicative).

La correction des effets de bord présentée dans le troisieme chapitre est extensible a
d’autres fonctions que la densité comme le taux de transition. L’introduction de I’esti-
mation corrigée des effets de bord des taux de transition dans les formules du bénéfice
instantané lorsque 'assuré se trouve dans I’état j et du taux d’accumulation du surplus
pourrait aboutir a une meilleure estimation de ces deux derniers objets. La méthode
de correction peut également étre construite a partir de 'approximation polynomiale
locale.

De nombreuses interrogations subsistent et pourront faire I'objet de recherches futures.
Tout d’abord, I'estimation de la courbe de Lorenz et de I'indice de Gini supposent que
les revenus soient positifs, mais dans la réalité les revenus peuvent étre négatifs ou nuls.
Ensuite, la courbe de Lorenz, 'indice de Gini, le temps total de test normalisé ainsi
que les dérivées successives des fonctions Lp et T ont été estimées dans la situation de
données indépendantes et identiquement distribuées. Comment obtenir une estimation
lisse en sortant de ce cadre? Enfin, ne devrait-on pas plutot employer des processus
semi-markoviens dans le dispositif de la participation aux bénéfices ? La durée passée
par un assuré dans un état a probablement une influence sur I'avenir des personnes
mais cela n’est pas pris en compte avec I'usage d'une chaine de Markov.



Annexe A

Espaces de Hilbert a noyaux
reproduisants et approximation
polynomiale locale

A.1 Projection

Soit (H, (-, -)) un espace muni d'un produit scalaire et notons sa norme || - ||, c’est-a-
dire telle que || f]|> = (f, f). Supposons que cet espace soit de Hilbert, ce qui signifie
complet pour sa norme (toute suite de Cauchy de cet espace converge en un point
dans cet espace). Soit V un sous-espace fermé de H. La projection de f € H sur V est
I'unique point

IvfeV (A.1)
satisfaisant les équations normales
(f—Iyf,g)=0, Vge V. (A.2)
L’orthogonalité entraine

AP = [T 1 + 1L = Toe £

A.2 Sous-espaces de dimension finie

Supposons que V est un espace de dimension finie muni d'une base orthonormale @);,
7 =0,...,r, c'est-a-dire telle que

(Qi, Qj) = dij (A.3)

ol d;; est le symbole de Kronecker. Alors la projection (A.1) est de la forme
yf =3 aQ;, (A4)
=0
et les équations normales (A.2) sont réduites a

<f_ianqui>:O, i=0,...,7.
=0
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De (A.3), nous obtenons
<faQ2> _041<Q17Qz> =0, 1=0,...,m

et en déduisons les expressions suivantes pour les coefficients «; :

Q= <f7 Q]> : (A5>

Ainsi, la projection (A.4) a la forme explicite
Iyf => (f,Q;) Q. (A.6)
=0

Si f e Valors f =1Ilyf, donc la représentation de f par rapport a la base Qo, ..., Q.
est

F=Y Q)0 (A7)
Cela signifie que
fw)=(f(), K(,0)), (A.8)
ol K : VXV R est défini par
K(u,v) =3 Q;(u) Q;(v). (A.9)
=0

Définition A.2.1. (/34]) Soient E un espace non vide et C l'espace des nombres
complezes. Une fonction

K:ExFE — C

(s,t) — K(s,t)

est un noyau reproduisant de [’espace de Hilbert H si et seulement st
a)Vte E, K(.,t) e H
b)VEE E, Vo e H, (6, K(,1)) = d(t).
Un espace de Hilbert de ’espace des fonctions a valeurs complexes possédant un noyau
reproduisant est appelé un espace de Hilbert a noyau reproduisant.

Ainsi, V est un espace de Hilbert a noyau reproduisant noté K.

A.3 Espaces de fonctions

Soient (X, X, 1) un espace mesuré, H 'espace des fonctions mesurables sur X & valeurs
réelles dont le carré est intégrable et soit le produit scalaire donné par

(.90 = [ Fgdn.

donc || f||> = [ f?du. Soit V un sous-espace de dimension finie inclus dans H et muni
d’une base orthonormale Qo,...,Q,. La projection de f € H, donnée par (A.6), a
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maintenant la représentation

Iy f(v z [ ) Qi) 47 w) @;0). (A.10)

A.4 Sous-espaces de polynémes

Supposons dorénavant que (X, X) = (R, R) (I'espace des réels muni de la tribu boré-
lienne) et
di(us) = Ko(u) du,

ou Ky est une densité de probabilité. Soit r un entier non nul. En supposant que u
est intégrable par rapport u, le sous-espace V des polynomes de degré inférieur ou égal

2r

a r est un sous-espace fermé de H. Soit @);, 7 = 0,...,r, une base orthonormale (donc
constituée de polynémes orthonormaux). La projection (A.10) devient alors
Iy f (v z [ £60Qst0) st Qs(0) (A11)

et c’est un polynome de degré r.

Soit f une fonction C™™! donc grace a la formule de Taylor avec reste intégral, on

écrit :
.
=>
j=0

Dans [4], il est dit que le polynéme de degré r dans le développement de Taylor (A.12)
est proche de la projection, d’ou :

()
> L0 5 [ 1000 o) 0400

7=0

0 u + O(u). (A.12)

En différentiant m fois au point v =0, on a

gl _ =170 = 3 [ 0@ @iaero) (a1
- / Flu) KO () du, (A.14)
KO0 = 30,0 Q70 Kow) = SR ()| o). (A15)
Pour m=0,...,r, i .
/ui K™ () du = { 6:+1 E; ie{0,....r}, (A.16)

avec C,,, une constante finie. Le cas i > r vient du fait que K™ est borné.



168 Annexes

A.5 Fonctionnelles de la fonction de répartition
Soit F' une fonction de répartition sur R. La classe des fonctionnelles de la fonction de
répartition F est consituée de ’ensemble des fonctions :
(., F):ICR — R
r = Oz, F).

Supposons que ®(., F') € C"*!. Dans le cas particulier f(.) = ®(z+h., F) avecz € R
et h > 0, la formule (A.14) devient

§®(x+iw,F) ~ /<I>(x+hu, F) K™ (u)du,
vm
v=0
d’ott
1 1 Z2—x
M (z F) ~ 7/q> F) —Km ( ) Al
(x7 ) hm (Z’ ) h T h dZ? ( 7)

d’apres le changement de variable z = x + hu.

En substituant un estimateur F,, & F, nous obtenons I'estimateur de ®™ (. F), pour

tout m =0...,7, et pour tout z € R, donné dans [4], que nous notons :
A 1 Z—x
(m) o (m)
() = /cb (2,F,) K (h ) dz, (A.18)

avec h = h(n) > 0 et K™ donné par (A.16).



Annexe B

Calcul de noyaux d’ordre supérieur
d’une hiérarchie

Soit H 'espace des fonctions mesurables et de carré intégrable sur (R, R) (I'espace des
réels muni de la tribu borélienne) a valeurs réelles et

dpu(u) = Ko(u) du,

ou K est une densité de probabilité. Alors I'espace V des polyndémes de degré inférieur
ou égal a r, r € N, est un (sous-)espace de Hilbert a noyau reproduisant, a condition

que u?" est intégrable par rapport a .

.....

K(™(u) = 3 Q;(w) Q" (0) Ko(x) (B.1)
=0
pour m = 0,...,7. Les noyaux (K(™),,—o1..., m < r, sont d’ordre (m, r+1) et décrivent

la hiérarchie de noyaux associée a la densité de probabilité Kj.

Si Ky est symétrique, il est mentionné dans [34] que
/u’"“Kﬁm) (u)du = Criy #0
uniquement pour (r +m) impair (r > m). Si (7 +m) est impair alors Q™ (0) = 0 d’out
KM (u) = K™)(u) dapres (A.15).
Un choix possible de noyau K™ intervenant dans I'expression (A.18) est alors tel que

r=m-+ 1.

Nous nous focalisons maintenant sur la densité d’Epanechnikov, c¢’est-a-dire la fonction
positive, d’intégrale 1, donnée par

Ko(z) = 2 (1-2%) 111(x)

et notre objectif est de déterminer 'expression de K™ pour m = 0, 1,2, 3, 4.
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Voici la formule des polynémes de Jacobi :
L&, j—i j—i i
Pi(e) = 5 3 ChyaClipla = 1) (@ + 1)1
=0

Pour a =1 et § =1, il s’agit des polynémes orthogonaux associés a la densité d’Epa-
nechnikov, d’ou :

1 i j—i = i
Pi(e) = 5 3 ClaClite = 1) @+ 1)1
=0

Ainsi,

(21954 — 1422 + 1) } .

oo | Ut

3
{Pj(x)}j=01234 = {1 ) 2 1 (5:1:2 — 1) - T3 — 31 ;

Or la norme de P; s’écrit

120 = ([ @) Koo)'

2 3 [ 8 /5
Pjl| }iz = Iy—%=3 —/—; el T3 (-
{H JH} 0,1,2,3,4 { \/g \/ﬁ 15 11 }

Les polynomes orthonormaux (); s’obtiennent grace a la formule

B
U =B

donc

d’ou
{Qj(2)}j=01234 = {1 : Vo \21_4<5x2 — 1) ; 1;(71:3 — 3x) ; \/?2(21# — 1422 + 1)}

A Taide de dérivations successives, nous écrivons

(1) , _ . C VI E 2 1) . E? 3
{QV (@) }ico1250 = {o VB e Ty (307 - 1) 1y o (84e® - 28a)

5v14 15 115

{Q('Q)(ff)}z‘:owm = 30505 ——; 42 Z **(252%2 - 28)

J 194y dy 5 8

15 /115

{Q§3)($)}i:0,1,2,3,4 = {0; 0;0; 42 ) ; 504 5896}

115
{QW (@) }ico1054 = {0; 0:0:0;: 504/ 8}




Annezxes 171

et en particulier pour x = 0, nous avons

(0) V14 115

(0) }i= = 1;0; —— 305 4/—=—<
{Q;7(0) }iz0,1.2,3.4 { 1 53

(1) _ . . 15
{Q57(0) 01234 = {05 VB;0; =7 g0

QP (0)}izo1034 =

QP (0)} o034 = {0; 0; %ﬁ ;0 —7\/1572}

115
{QW(0)} im0 1054 = {o; 0:0:0; 504,/58}.

Avec (B.1), nous calculons et obtenons :

e pour m =0 :

K@) = K@) = i (1-2?) 1y (@) = Ko(2)
15

KP) = KP(z) = 5 (72" = 1027 + 3) 1y (2)
15
K@) = KV2) = G (—231x6 + 4412 — 24522 + 35) 1 1()
e pour m=1:
(1) (1) 15/ 4
K (CL’) = K2 ({L‘) = Z (—[E — [L‘) 1[_1;1](J7>
15
KM (@)= KP(z) = 5y (1472° = 2182° + T12) 1y (a)
e pour m=2:
(2) 2) 105 4 2
K (o) = K@) = ¢ (—5:1; + 62° — 1) 1 1(2)
45
KP(z) = KP(x) = o (5392° — 942" + 4412 — 35) 11 ()
e pour m =3 :
(3) (3) 945 5 3
K () = K@) = ¢ (=72° + 102 — 32) 1_y,9(2)
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e pour m =4:
10395

K@) = KP @) = 5 (=212 + 852" — 1527 + 1) 1y ().

Remarque :

.....

de Jacobi. Dans ce cas, il faut appliquer 'orthonormalisation de Gram-Schmidt.



Annexe C

Convolution

C.1 Convolutions

Soient F' et G des mesures finies sur (R, R), 'espace des réels muni de la tribu boré-
lienne. Nous nous permettons le léger abus de notation F(t) = F((—o0,t]). La mesure
produit de F' et GG est la mesure F' x G définie sur ’ensemble des boréliens de R x R
telle que par (F' x G)(A x B) := F(A) G(B) pour tous A, B € R. La convolution de F
et G est la mesure F' x G générée sur (R, R) par application T : R x R +— R définie
par T'(r,s) =r+s:

(F % G)(A) = (F x G)(T7(A)).

Comme T est symétrique, on a F'x G = G = I, ce qui peut également se démontrer par
calcul direct :

(F+G)(t) = (FxG)(T (1))
(Fx G)({(r,s) ;r+s<t})
— /R dG(r) dF(s)

r<t—s

d’apres le théoreme de Fubini. D’ou
(F+G)(t /Gt—de /Ft—sdG() GxF)t).  (C.1)
Si F' et G sont des mesures de probabilité, alors F' x G est la distribution jointe des

variables aléatoires indépendantes X et Y ayant pour distributions respectives F' et GG
et F'x G est la distribution de X + Y.

On sait que si au moins une des mesures F' et GG est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue, alors la mesure F' * G 'est également et, si dG(t) = g(t) dt,

d(F * G)(t /gt—de()dt

Ainsi, si I’ et G sont absolument continues avec densités f et g, respectivement, alors
la densité de (F' x G) est

(F*G)1 /gt—s )dSZ/f(t—s)g(s)ds. (C.2)
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Si, de plus, au moins une des densités f et g est continue, alors F'x G est différentiable
et (C.2) est sa premiere dérivée.

Les intégrales dans (C.2) correspondent a la convolution de f et g notée f*g = g=x* f.
Ainsi,

(f9)0) = [ gt =s) J(s)ds = [ f(t~5)g(s) ds (€.3)

pour toutes fonctions f, g : R +— R telles que les intégrales existent. L’équivalence
des deux expressions dans (C.3) s’obtient par substitution v =t — s. La terminologie
probabiliste et la notation dans (C.1) n’est pas parfaitement conforme a la terminologie
mathématique et la notation dans (C.3). Les deux étant pratiques, nous les utiliserons
de maniere interchangeable.

Supposons que g est r fois contintiment différentiable, et notons sa m¢ dérivée ¢(™ avec
la convention ¢(®) = g. Supposons de plus que g s’annule hors d’un intervalle fini. Alors
f * g est r fois continiiment différentiable et

(/)™ (t) = [ gt = 5) f(s)ds, (C.4)
m = 0,...,r. La preuve s’obtient par récurrence. Pour m = 0, la formule est simplement
(C.3). Supposons qu’elle est vraie pour un m € {0,...,r — 1} fixé, formons le quotient

des différences

(f*g)™(E+h)—(f*g)™ () /g(m)(Hh—S)—g(m)(t—S)
h h

- /g(m+1)(t+ W —s) f(s)ds,

la derniere ligne résultant de la formule de Taylor-Lagrange avec h’ compris entre 0 et
h. Comme g™t est continue et s’annule hors de son support fini, elle est bornée. De
plus, grace au théoréme de convergence dominée, la limite quand h tend vers 0 existe, et
nous arrivons a (C.4) avec m+ 1 a la place de m. La continuité de (f*g)™ est triviale.

f(s)ds

Si de plus f est r fois continiment différentiable, alors nous avons également
(/5 9)™(t) = [ £t = 5) g(s) ds, (C.5)

m = 0,...,r. Cela découle également de la convergence dominée puisque f™ (¢t — s)
(fonction de s pour t fixé) est bornée sur le support fini de g. Constatons que nous
avons également

(f £9)"(t) = [ 19t =) g (5) ds

pour tout £ =0,...,m.

C.2 Estimation a noyau

Soit F' une fonction de répartition (r+1) fois contintiment différentiable. Soient X7, Xs, . ..
des variables aléatoires i.i.d. de méme fonction de répartition F' qu'une variable aléa-
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toire X, et notons F, la fonction de répartition empirique du n-échantillon X1, ..., X,,.

Soit k une fonction bornée de support [—1,1], de r¢ dérivée continue k™, et telle
que [k(u)du = 1. Si elle est positive, alors K(u) = [ k(s)ds est une fonction
de répartition. Soit (hy)n—12, . une suite décroissante de nombres strictement positifs.
Introduisons la fonction G,, définie par

Golt) = K (}fn) .

Sa premiere dérivée est g, donnée par

1 t
() = —k () .
w0 =50,
Cette dérivée a pour support [—h,, h,], son intégrale est égale a 1 (donc est une densité
de probabilité si elle est positive), et sa m® dérivée est

g () = Wk( )<h> ) (C.6)

m=20,...,r.

L’estimateur a noyau de F basé sur le n-échantillon X1, ..., X,,, le noyau k et la fenétre
h,, est la fonction de répartition F), obtenue par convolution de F,, et G,,

F(t) = (Fy % Go)( /G (t — 8) dF,( ZG . (C.7)

L’estimateur hérite des propriétés de K et est (r + 1) fois contintiment différentiable.

Cela motive D'utilisation de £, comme estimateur de F' car F est supposée (r + 1) fois
continiment différentiable. Alors que la fonction de répartition empirique F), n’est pas
différentiable sur 'ensemble { X7, ..., X, } et a des dérivées triviales égales a 0 hors de

cet ensemble, I'estimateur a noyau F,, est lisse jusqu’a lordre (r + 1), et sa m® dérivée
F{™) est en plus un estimateur candidat de F™ :

1 1 & _
=—-> Gt = X,) = - >t - X)) (C.8)
=1 =1

Ainsi, le programme est de déterminer les conditions sur la suite de fenétres permettant
d’obtenir un estimateur consistant, non biaisé, asymptotiquement normal, etc.

Le but premier de I'estimation a noyau est d’obtenir des estimateurs de la densité et
de ses dérivées.

La fonction de répartition empirique F,, est déja un estimateur de la fonction de répar-
tition F' puisqu’elle appartient a ’espace des fonctions de répartition, et converge vers
F' en plusieurs sens. Premierement, le théoreme de Glivenko-Cantelli F.5 affirme que
F,.(t) converge uniformément vers F'(t) presque stirement. Il s’ensuit que F,,(t) converge
presque stirement vers F'(t) en tout point de continuité ¢ de F' (faible convergence), ce
qui signifie que [ ¢(s) dF,(s) converge presque sirement vers [ ¢(s)dF(s) pour toute
fonction continue bornée ¢. Cependant, comme [ ¢(s)dF,(s) est juste la moyenne
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empirique % L, 0(X;), la loi forte des grands nombres (F.6) donne le résultat beau-

coup plus fort : [ @(s) dF,(s) converge presque siirement vers E¢(X) = [ ¢(s)dF(s)
si cette intégrale existe. Deuxiémement, F},(t) converge vers F(t) au sens L.? pour tout
t e R:E[F,(t)— F(t)]*> — 0. Troisi¢mement et derni¢rement, le processus stochastique
Vi (F,(t) — F(t)), t € R, converge faiblement vers un processus Gaussien Y d’espé-
rance 0 et de Cov[Y (s), Y (¢)] = F (min(s,t)) [1 — F (max(s,t))], voir [35].

Par conséquent, 'estimateur a noyau E, va seulement servir & lisser l'estimateur F,
afin d’améliorer son aspect. Puisque G, converge vers la distribution de Dirac 4y,
F, a les mémes propriétés asymptotiques que F,. Pour tout n fini, cela peut néan-
moins introduire un léger biais que nous devrons expliquer. Si K est une distribution
de probabilité, alors G, 'est également, et Fém) est la distribution de X 4 Y,,, ou
L(X| Xy, Xa,...)=F,, L(Y,) = G,, et Y, est indépendant de X, X1, Xo,... Comme
F,, converge vers F' et comme Y,, converge vers 0 en probabilité, E, converge vers F.
Cependant, pour tout n fixé, la distribution de X} + V), est plus dispersée que F' : si
EY, =0, alors

EX+Y,|=EX'=EE[X}|X,,....X,|]=EX, =EX,
et

Var [ X! +Y,] = VarX + VarY,
= VarE[X)|Xy,..., X, + EVar[X}| Xy,..., X,] + Vary,

_ 1 _
= VarX, +E [ZX? —Xﬁ] + Vary,
N

= VarX + Vary,
> VarX.

Si nous sommes intéressés par l'estimation de ®(F), ou @ est une fonctionnelle définie
pour toute fonction de répartition, alors nous utiliserons 'estimateur ®(F,).

Si ® est définie uniquement pour une certaine sous-classe de fonctions de répartition,
alors il sera naturel d’utiliser un estimateur @(Fn), ou F, appartiendra a cette sous-
classe et sera proche de F), en un certain sens. En particulier, si F' est supposée lisse
jusqu’a un certain ordre, alors I'estimateur a noyau offre 'opportunité d’estimer ses
dérivées, c’est-a-dire de la densité ainsi que de ses dérivées successives.
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Martingales

Soit (Q, F.F = (Fi)i>o0, IP’) un espace probabilisé filtré satisfaisant les conditions habi-

tuelles de continuité a droite et de complétion de F. On note E I'espérance par rapport
a la probabilité P et ¢ représente un réel positif.

Un processus stochastique M continu a droite et limité a gauche est une martingale s’il

est adapté a la filtration {F;, t > 0}, intégrable et vérifiant la propriété des martingales.
Autrement dit,

e M (t) est Fy—mesurable pour tout ¢ > 0

e E|M(t)| < oo pour tout t >0

o E[M(t)|Fs] = M(s) pour tout 0 < s <t.
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Annexe E

Estimation de probabilités de
transition d’un processus de
Markov non homogene

E.1 Définition de 'estimateur de Aalen-Johansen

Soient ¢ un réel positif et (Q, F.F = (Fi)io, IP’) un espace probabilisé filtré satisfaisant
les conditions habituelles de continuité a droite et de complétion de F. Nous introdui-
sons un processus de Markov a temps continu avec r états possibles (I’espace d’états
sera noté € = {1,...,r}) et non homogene (ne dépendant pas de la durée passée dans
un état) puis le processus de comptage associé N(t) = (Njx(t));kee, o Nji(t) repré-
sente le nombre de transitions (sauts) du processus de Markov de 1'état j vers 'état k
ala date ¢t > 0.

La matrice des probabilités de transition P(s,t) = (pju(s,t)); e Pour s < ¢ du pro-
cessus de Markov peut étre décrite par le produit-intégral

P(s,1) = TN ey (T+ d A1), (E.1)

ou I est la matrice identité et A(t) = (A;(t));res est la matrice des intensités cumulées
de transition a la date t, c’est-a-dire

t
Ault) = [ pan(t)dt (E2)
avec ik (t) U'intensité de transition de I'état j vers I'état k a la date ¢.

Désignons par Y;(t) le nombre d’individus présents dans 'état j € £ a la date ¢ et
définissons le processus J;(t) = 1jy;1)>0). Alors I'estimateur de Nelson-Aalen Ay (t) de
I'intensité cumulée de transition Aj,(t) pour tous j,k € & s’écrit

oy [F)

Aji(t) = ; %dek(S)- (E.3)

En situation de censure a droite indépendante et de troncature a gauche indépendante,
Aalen-Johansen ([2]) a naturellement proposé d’estimer la matrice des probabilités de
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transition par une matrice P(s,t) = (Djr(5,t)); pee POUT s < T de la méme forme que
(E.1) :
P(s,t) =T ugey T+ dA(u)), (E.4)
ou A(t) = (fljk(t)> g L matrice P(s,t) pour s < t se nomme !estimateur de
D>

Aalen-Johansen de la matrice des probabilités de transition P(s,?) pour s < t.

E.2 Propriétés asymptotiques de ’estimateur de Aalen-
Johansen

Nous énoncons deux théoremes sur le comportement asymptotique de 'estimateur de
Aalen-Johansen (E.4) extraits de ([11]). Certaines notations ont été modifiées afin de
faciliter I'utilisation des théorémes dans les Sous-sections 4.7.2, 4.7.3 et 4.7 4.

Soit 7 le plus grand réel positif w satisfaisant [ pjx(u) du < +oo pour j, k € &£ tels
que j # k. La norme || .|| d'une matrice B = (b;i);res est définie par

| B = sng |bjil -
k

Le premier théoreme présente la convergence uniforme de I'estimateur de Aalen-Johansen.

Théoréme E.2.1. (Théoréme IV.4.1 dans [11])
Soient s,v € [0,T) avec s < v et supposons que lorsque n — +oo, pour tout j # k,

| (= s () du 5 0 (E.5)
et 7 ( )
v n,j\U P
Alors .
sup |[P(s,t) — P(s,t)]| = 0. (B.7)
te(s,v]

Le second théoreme concerne la convergence en loi de 'estimateur de Aalen-Johansen.

Théoréme E.2.2. (Théoréme IV.4.2 dans [11])
Soient s,v € [0,7) avec s < v et supposons qu’il existe des fonctions positives y; définies

sur [s,v] telles que —‘Z]k est intégrable sur [s,v] pour tout j # k. Soit
v e (u)
pn(t) = [ HEY gy E.8
J ( ) s y]<u) ( )

pour tout j # k et supposons que :
(A) Pour tout t € [s,v] et tout j # k,
v Jnj(u)

P
pn;(w) du = pjg(t) lorsque n — +oo (E.9)
s Vo)™ !
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(B) Pour tout € > 0 et tout h # 7,

v (1) P
n : r(u)l (u du — 0 lorsque n — 400 E.10
s Yo, (u) () Hﬁiijﬁui >E} q ( )
(C) Pour tout h # 7,
Vn /v (1—Jn;(w) px(u) du 50 lorsque n — +00. (E.11)

Alors
Vi (Bs,.) —P(s,)) B / P(s,u) dU(u)P(u,.) (E.12)

ou U = (Uj,) est une matrice r X r telle que pour j # k, Uj, sont des martingales
gaussiennes indépendantes avec Uj,(0) = 0 et cov(Uji(t1), Ujk(t2)) = pjr(max(ty,t2))
et Uj; = — Xkz; Ui

Remarque :

Les conditions des Théoreme E.2.1 et Théoreme E.2.2 sont respectivement identiques a
celles de la convergence uniforme et de la convergence en loi de I'estimateur de Nelson-
Aalen, voir [11].
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Annexe F

Théoremes et résultats utiles

F.1 Loi faible des grands nombres

Soit (X,) une suite de n variables aléatoires indépendantes et de méme espérance finie.
Alors

n

S X; B E[X].

F.2 Théoréme de la limite centrale multidimension-
nel

Soient X7, ..., X, des vecteurs aléatoires indépendants et de méme loi dans R?, d’es-
pérance p et de matrice de variance-covariance Y. Alors

ﬁ(ii){,—-@ A N(0,%) .

F.3 Meéthode Delta

Soit ¢ : R*¥ —+ R™ une fonction définie sur un sous-espace de R¥ et différentiable en 6.
Soient T, des vecteurs aléatoires prenant leurs valeurs dans le domaine de ¢.
Lorsque /n(Ty — 0) converge vers une loi normale multivariée Ny (1, ), la suite

V1 (6(Tn) — ¢(0)) converge vers la loi Nm( ;ﬂ,%x(qsg)T), ou ¢y correspond a la
matrice jacobienne de la fonction ¢ en 6.

Remarque :
Voir [157].
F.4 Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Soit (f,) une suite de fonctions mesurables de £ dans R telle que la suite de fonctions
(fn) converge simplement vers une fonction f sur E et telle qu’il existe une fonction
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intégrable g définie sur E vérifiant
Vn e N, Ve e B, |fu(x)] < g(z).
Alors pour tout n € N, f,, est intégrable sur E, f est intégrable sur E et

nl—lgloo/Ef"(x) da::/Ef(x) dx .

F.5 Théoréme de Glivenko-Cantelli

Soient Xi,...,X,, n variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition commune F'.
La fonction de répartition F), associée a ce n-échantillon est définie par :

n

Alors :
sup [, (1) — F(t)] =

zeR

F.6 Loi forte des grands nombres

Soit (X,,) une suite de n variables aléatoires i.i.d. telles que E |X;| < 4+o00. Alors

—ZX PLRIX].

F.7 Théoréme des fonctions continues

Soit g : R¥ — R™ une fonction continue en tout point dun ensemble C' tel que
PX € C] = 1. Alors :

(i) Si X, 5 X, alors 9(Xn) = 9(X)
(i) Si X, = X, alors g(X,) = g(X) ,
(i) Si X, 28 X, alors g(X,) 25 ¢(X) .

Remarque :
Voir [157].

F.8 Convergence en probabilité et convergence L7,
p € N*

Soit p € N*. La convergence dans IL? entraine la convergence en probabilité.

La réciproque n’est pas vraie en général. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
convergeant en probabilité vers une variable aléatoire X. Si P[|X,,| < b] = 1 pour tout
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n et un certain b € R, alors la suite (X,,) converge également vers X dans L? (on dit
aussi que (X,,) converge en moyenne d’ordre p vers X) pour tout p € N*.

F.9 Théoreme de Lindeberg-Feller

Pour tout n = 1,2,... soit Y,1,..., Y, 4, des d-vecteurs aléatoires indépendants de
carré intégrable satisfaisant les conditions

(i)
kn
Ve>0, Y E [HYmH2 1“|Ym‘||>ﬁ]} —0 (Lindeberg-Feller)

i=1

(i)

kn

Z COVYm — X 7é 0

i=1
lorsque n — +o00. Alors le théoreme de la limite centrale de Lindeberg-Feller pour
tableaux triangulaires affirme que

k’ll

S (Y, —EY,;) 5 NO,X).
i=1
Sik, =net Yp,..., Y, sont des copies i.i.d. d'une variable aléatoire Y,,, alors (i) et

(ii) se réduisent a :

(i)
Ve >0, nE [[Yal? Ly, j>q] = 0

(iv)
nCovY, — ¥ # 0.

Nous donnons deux conditions suffisantes pour (iii) faciles a vérifier. La premiere s’ob-
tient a l’aide du théoreme de la convergence dominée.

Lemme F.9.1 La condition de Lindeberg-Feller (iii) est satisfaite si [|[Y,|| = 0 et sl
existe une variable aléatoire intégrable Y telle que sup,,(n |Y,]|*) < Y.

La seconde est particulierement utile dans les situations considérées ici, et sa preuve
résulte clairement par inspection de (iii).

Lemme F.9.2 La condition de Lindeberg-Feller (iii) est satisfaite si, pour tout € positif,
P[|I'Y .| > €] = 0 pour n suffisamment grand.
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F.10 Regles de Cramér

1. Soient X une variable aléatoire et ¢ une constante. (X,,) et (Y},) sont deux suites de
variables aléatoires telles que X, £ X et Y, £ ¢ Alors :
() Xp+Y, 5 X +c,
(i) X,..Y, 5 X |
L .
(iii) %—)%SIC#O .
Remarque :

Grace au théoreme des fonctions continues F.7, ces régles sont vraies en remplacant la
convergence en loi par la convergence en probabilité ou la convergence presque stire.

2. Soit X une variable aléatoire. (X,,) et (Y;,) sont deux suites de variables aléatoires
telles que X, 5 X et | X, — Y, £ 0. Alors Y, 5 X,

F.11 Inégalité de Markov

Soient X une variable aléatoire et p € N*. Alors pour tout € > 0, on a

P(lXIEE)SM-

ep

F.12 Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I réel. Supposons que X une variable
aléatoire a valeurs dans I telle que E[X] < +o0. Alors

SEX]) <E[f(X)].

F.13 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que E[X?] < +oo et E[Y?] < +o0.
Alors
E[XY] < /E[X2] E[y?.

F.14 Théoréeme de Rebolledo

Soient @ € R_ pouvant étre égal & —oo, v > 0 et (M,,) une suite de martingales associée
a (V) une suite de processus de comptage, de compensateurs (A,,).

Introduisons

I(v) = / " Hoy(u) M, (u) |
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avec (H,) une suite de processus prévisibles vérifiant pour tout v > 0,

(1)
E I,(v)? < +oo.

Définissons pour tout € > 0,

I (v) = / Hy (W) Ly, ) > dMn (w) -

Alors si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(ii)

(iii)

on en déduit que I,(v) converge dans D(R) vers un processus Gaussien d’espérance

nulle et de variance V(v), ou D(R) désigne l'espace des fonctions a valeurs réelles,
continues a droite, ayant une limite a gauche, muni de la topologie de Skorohod.
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