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Résumé

L’Europe prépare actuellement le plus grand télescope du monde : l’E-ELT (European

Extremely Large Telescope). Prévu vers 2026, ce télescope géant (diamètre : 39 m) per-
mettra de répondre à des questions fondamentales de l’astrophysique contemporaine,
depuis l’imagerie d’exoplanètes jusqu’à l’étude des grandes échelles de l’univers. Cepen-
dant, l’imagerie d’objets astrophysiques depuis des télescopes au sol est fortement per-
turbée par l’effet des mouvements de masses d’air dans l’atmosphère réduisant ainsi la
capacité des instruments au sol à distinguer deux objets proches.

L’Optique Adaptative (OA) permet de restaurer cette résolution angulaire en corri-
geant les effets de la turbulence atmosphérique. Cette technique, en plein essor en astro-
nomie, s’exporte d’ailleurs actuellement aux nombreux autres domaines où l’imagerie
pâtit d’un milieu inhomogène spatialement et temporellement comme la microscopie
cellulaire, l’ophtalmologie, l’imagerie fonctionnelle, etc. Cette technologie s’appuie sur
un (ou plusieurs) miroir(s) déformable(s) qui corrige(nt) en temps réel le front d’onde
incident en utilisant les données provenant d’un (ou plusieurs) instrument(s) de mesure
de la phase turbulente appelé « Analyseur de Surface d’Onde » (ASO).

Jusqu’à très récemment, la grande majorité des systèmes d’OA utilisaient des ASO de
type Shack-Hartmann. Des concepts concurrents basés sur le filtrage optique de Fourier
viennent cependant d’être mis en fonctionnement dans plusieurs observatoires profes-
sionnels et leurs résultats semblent surpasser les performances du Shack-Hartmann. On
mentionne notamment le senseur Pyramide qui a fourni des images d’une qualité sans
précédent depuis le sol au Large Binocular Telescope ou l’analyseur Zernike qui a permis
d’améliorer considérablement les performances de l’imageur d’exoplanètes du Very Large

Telescope.
En dépit de ces prouesses instrumentales, ces senseurs manquent encore de maturité

et le retour sur expérience des systèmes opérationnels reste très faible. En vue de leur
potentielle utilisation sur les Extremely Large Telescopes, cette thèse vise à consolider leur
compréhension théorique ainsi qu’à optimiser ces ASO basés sur le filtrage de Fourier.

Est développé dans un premier temps un cadre mathématique où les théories de dif-
fraction optiques sont appliquées à l’analyse de front d’onde par filtrage de Fourier. Les
équations très générales qui en émergent permettent de décrire tous les ASO basés sur
ce principe (tels les ASO Pyramide et Zernike) qui se trouvent ainsi pour la première
fois rassemblés sous un unique formalisme. Dans un second temps sont développés des
critères de performance communs inspirés des besoins de l’optique adaptative astrono-
mique en vue d’une comparaison rigoureuse de ces senseurs.

Une conséquence logique de l’effort théorique précédent est ensuite présentée : puis-
qu’un cadre de comparaison existe pourquoi ne pas en profiter pour tester de nouveaux
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ASO qui seraient par exemple générés à partir des designs préexistants ? De ce question-
nement apparaît ainsi naturellement la notion de « classe d’analyseurs de front d’onde »
qui consiste en une généralisation des senseurs existants pour lesquels des grandeurs à
l’origine fixées deviennent des degrés de liberté : des deux ASO Zernike et Pyramide, se
dégage une infinité de dispositifs en les classes d’ASO de Zernike et de la Pyramide.

Celles-ci sont ensuite explorées analytiquement et via des simulations numériques.
L’objectif est d’identifier quel paramètre de classe joue sur quel critère de performance
afin d’envisager une optimisation des designs optiques au regard des attentes instrumen-
tales. Des configurations inédites de la classe Pyramide –ASO que l’on appelle « Pyra-
mides aplaties »– s’avèrent notamment très prometteuses et font l’objet d’une étude plus
poussée.

L’exposé se conclut par la présentation d’un banc optique capable de simuler la quasi-
totalité des ASO à filtrage de Fourier ce qui permettrait de valider expérimentalement
les résultats théoriques prédits.

Mots clés : Analyse de surface d’onde, Analyseur Pyramide, Optique de Fourier, Op-
tique Adaptative, Extremely Large Telescopes.
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Abstract

Europe is currently preparing the largest telescope of the world : the E-ELT (European
Extremely Large Telescope). Planned by 2026, this huge telescope (diameter : 39 m)
will allow to answer fundamental questions of contemporary astrophysics by imaging
exoplanets or studying large scales of universe. However, images of astrophysical objects
done by ground based telescopes suffer from the distortion caused by the atmospheric
turbulence which reduces the capacity of instruments to distinguish objects too close to
each other.

The Adaptive Optics (AO) is a technique which allows to restore this loss of angular
resolution by correcting the effects of atmospheric turbulence. In operation on several
astronomical observatories for almost 20 years, it is now applied to other domains where
imaging suffers from inhomogeneous media as cellular microscopy, ophthalmology, func-
tional imaging, etc. This technology is based on a deformable mirror which corrects in
real time the incoming wave front by using information coming from a sensor which
measures the turbulent phase called « WaveFront Sensor » (WFS).

Until very recently, the great majority of AO systems had used the Shack-Hartmann
WFS. New concepts based on Fourier filtering have however just been put in operation
in several professional observatories and their results seem to outperform the Shack-
Hartmann. We mention in particular the Pyramid WFS which provides images with an
astonishing quality at the Large Binocular Telescope or the Zernike WFS which allows
to considerably improve the performance of the exoplanets imager at the Very Large
Telescope.

In spite of these instrumental achievements, these Fourier based WFSs are still lacking
of maturity. Since they would potentially be chosen for the AO systems of the future Ex-
tremely Large Telescopes, this thesis aims to consolidate their theoretical understanding
and to optimize these Fourier based WFSs.

We firstly developed a mathematical framework where the optical theories of diffrac-
tion are applied to the Fourier based wave front sensing. Resulting in general equations,
it allows to describe all the WFSs based on this concept (as Pyramid and Zernike WFSs).
They are, for the first time, unified under the same formalism. Secondly we developed a
common performance criteria following the usual requirements of astronomical adaptive
optics in order to rigorously compare these sensors.

Another consequence of this theoretical framework’s development is then introduced
to test new WFSs which derive from the pre-existent designs. It allows us to introduce
the notion of « WFSs class » which consists in a generalization of the existing sensors
with original parameters which become flexible : from two Zernike and Pyramid WFSs
we get an infinity of sensors in the Zernike’s and Pyramid’s WFSs classes.
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We then explored these two classes using both numerical simulations and analyti-
cal approach. The objective was to identify the influence of class’ parameters on per-
formance criteria in order to optimize optical designs with regard to the instrumental
requirements. New configurations of the Pyramid class –that we called « Flattened pyra-
mids »– show promising behaviors and are studied in details.

The thesis ends with the presentation of an optical bench able to generate almost all
of the Fourier based WFSs which would allow to validate experimentally the predicted
theoretical results.

Keywords : Wavefront sensing, Pyramid wave front sensor, Fourier optics, adaptive
optics.
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Introduction

Tout système optique destiné à l’imagerie est intrinsèquement limité par la dif-
fraction : sa capacité à distinguer deux objets proches –sa résolution angulaire–
est en effet contrainte par la taille de sa pupille d’entrée et sa longueur d’onde
d’observation. Un système qui aurait par exemple une pupille de diamètre D et
observerait à la longueur d’onde λ ne pourrait en aucun cas espérer voir des
détails plus petits que λ/D en angle apparent. Cette loi s’appelle le critère de
Rayleigh et peut être appliquée à profit au système d’imagerie le plus utilisé
dans le monde : l’œil. L’ordre de grandeur de la pupille humaine est de 0.5 cm
et il observe à 600 nm, c’est le milieu du spectre visible. Le pouvoir de résolution
de l’œil vaut donc 50 secondes d’arc. Cette résolution angulaire signifie que l’hu-
main est normalement capable de séparer les phares d’un voiture à une distance
de 10 km. Si ce résultat ne choque personne, certains préciseront à très juste titre
que cela n’est vrai qu’à condition d’avoir une bonne vue. Là se cache justement la
subtilité du critère de Rayleigh : il donne la résolution angulaire optimale impos-
sible à dépasser à D et λ fixés. Quiconque a des lunettes s’en rend bien compte :
lorsqu’il ne les porte pas, la limitation de résolution angulaire n’est pas imposée
par la diffraction mais bien par la gravité de la myopie ou de l’astigmatisme qui
rend tout "flou".

Les astronomes qui ont construit les grands observatoires terrestres s’en
sont, eux aussi, aperçus. Les quatre télescopes du Very Large Telescope font par
exemple chacun 8,2 mètres de diamètre, ce qui leur octroie une résolution
angulaire maximale théorique de 0.03" à 0.6 µm. Pourtant, les premières images
issues de ces géants n’avaient pas une telle finesse mais tout au plus celle
d’un télescope amateur de 30 cm, c’est-à-dire 1 seconde d’arc... Pour expliquer
ces performances amoindries, on peut se permettre une légère digression qui
demande de prendre une grande respiration.

Ceux qui font de la plongée sous marine connaissent surement cet effet. Au
début de l’été quand la mer est calme et que les eaux de surface commencent
à être d’une température agréable, l’envie de s’aventurer à de plus grandes pro-
fondeurs se fait souvent insoutenable. Le canard effectué, les doigts pincés sur
le nez, on descend alors dans l’eau claire pour se retrouver parfois devant un
étrange mur trouble. Le traversant bien vite –il fait tout au plus un demi-mètre–
on sent au dessous l’eau glaciale glisser dans le dos.
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L’explication physique de ce phénomène est assez simple : deux masses d’eau,
de température et de salinité différentes, sont superposées. Leur indice optique
est différent mais uniforme en leur sein : les rayons lumineux s’y propagent de
façon rectiligne, ces eaux sont limpides. Entre ces deux couches se trouve une in-
terface. Les deux eaux s’y côtoient mais ne se mélangent pas complètement, c’est
une zone de turbulence. L’indice optique y varie spatialement et temporellement.
Suivant le principe de Fermat, les rayons lumineux sont fortement déviés, la vue
devient trouble.

De tels effets existent également dans l’atmosphère. Des couches d’air de
densité et de température différentes se superposent. Chacune a son vent propre.
À chaque interface, de la turbulence s’établit, les airs peinent à se mélanger et
les indices optiques deviennent variables. La lumière qui provient des étoiles,
passant à travers ces couches inhomogènes est déviée et quand elle arrive sur
le miroir primaire du télescope, la qualité de l’imagerie en souffre considérable-
ment. C’est ce qui limite la résolution angulaire des grands télescopes terrestres.
Heureusement, une solution existe.

Si les myopes, astigmates ou autres presbytes voient mal sans lunettes c’est
que leur cornée n’a pas la forme exacte de la lentille. On dit qu’elle présente une
aberration de phase. Pour corriger ce problème, le verre de la lunette a une forme
dite "complémentaire" qui permet de revenir à une lentille parfaite, la lumière
ainsi redressée peut alors focaliser sur la rétine. D’un point de vue formel, la
situation n’est pas différente pour les télescopes terrestres, la déviation induite
par la turbulence atmosphérique peut se résumer à une phase aberrante. Pour
rendre la vue à ces immenses yeux tournés vers le ciel il faut donc leur trouver
un ophtalmologue, pour déterminer quelle correction appliquer, ainsi qu’un bon
opticien, pour leur fabriquer le verre de lunette adéquat.

Cela paraîtra anecdotique mais sachez qu’au début de ma vie, je voyais très
bien. Vers mes sept ans ma vue a commencé à décliner. Heureusement cette
évolution était assez lente, un examen ophtalmologique tous les deux ans, de
nouvelles lunettes et je voyais à nouveau les plus petits caractères même du fond
de la classe. Les physiciens diront que le temps caractéristique d’évolution de
l’aberration de phase de ma cornée est de l’ordre de l’année. En ce qui concerne
l’atmosphère, les choses se compliquent considérablement : le temps caractéris-
tique d’évolution est de l’ordre de la milliseconde... Pas d’autres solutions donc
que de trouver un ophtalmologue et un opticien très réactifs. C’est la raison
essentielle de l’avènement "tardif" de la technologie dite d’Optique Adaptative
qui depuis 1990 révolutionne l’observation au sol.

Voici son principe historique. Un astronome identifie un objet digne d’inté-
rêt scientifique. Il peut avoir diverses natures : nébuleuse, amas, galaxie, etc.,
mais doit cependant avoir dans son voisinage proche au moins une étoile as-
sez brillante –ou étoile guide– qui sert de source de référence. La lumière qui
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provient de l’objet chemine à travers l’espace, est perturbée par l’atmosphère et
finit par atteindre le télescope. Celui-ci en crée dans son plan focal une image
grâce à une caméra. Si on ne fait rien, cette image est affectée par la turbulence
atmosphérique. Pour corriger la perturbation, on analyse d’abord la lumière pro-
venant de la source de référence grâce à une lame séparatrice qui l’isole et pré-
lève un peu de son flux pour l’envoyer vers un "Analyseur de Surface d’Onde
(ASO)" –l’ophtalmologue– qui va coder la phase aberrante en un signal électro-
nique. Un calculateur en temps réel transforme ensuite ce signal en une liste
d’ordre –sorte d’ordonnance– pour contrôler un miroir déformable –l’opticien–
qui s’adapte ainsi à la turbulence en prenant la forme complémentaire du front
d’onde déformé. Via une structure en boucle d’asservissement fonctionnant un
peu plus vite que la turbulence (quelques kHz) la lumière qui se dirige vers la
caméra scientifique se trouve ainsi redressée en temps réel. Le pouvoir de réso-
lution s’améliore alors considérablement.

Analyseur de

Contrôleur

surface d’onde

Caméra

Front d’onde plan

Turbulence atmosphérique

Front d’onde déformé

Front d’onde corrigé

Lame séparatrice

Miroir déformable

Miroir primaire

Principe de l’optique adaptative en astronomie.

L’efficacité d’une boucle d’Optique Adaptative basique comme celle décrite
dans le schéma précédent se juge selon deux critères, à savoir la qualité de la
reconstruction (quelle résolution angulaire est finalement atteinte ? atteint-on la
limite de diffraction ?) et la couverture du ciel (on a vu la nécessité d’une source
de référence assez brillante pour effectuer l’analyse de front d’onde, or certaines
parties du ciel ne possèdent pas de telles étoiles, l’OA ne peut s’exercer pour des
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objets astronomiques dans ces régions "vides").

On donne un bref historique de l’Optique Adaptative en astronomie
[Davies and Kasper, 2012]. Tout commence en 1990 à l’observatoire de La
Silla : le système ComeON [Boyer et al., 1990] fait fonctionner pour la pre-
mière fois une boucle d’OA sur le ciel. 10 ans plus tard, le système NAOS
[Rousset et al., 2003] au Very Large Telescope concrétise le rêve des astronomes
puisque pour la première fois, un télescope terrestre offre une meilleure réso-
lution angulaire que le télescope spatial Hubble. En 2005, une solution astu-
cieuse permet d’étendre considérablement la couverture du ciel : on atténue
la magnitude limite des étoiles guides en leur associant des étoiles artificielles
créées grâce à des LASER. Les observatoires Keck [Wizinowich et al., 2006], Ge-
mini [Neichel et al., 2014], Subaru et le VLT profitent de cette avancée. En 2012,
grâce à un grand nombre de sources de références (naturelles comme LASER),
de plusieurs analyseurs de surface d’onde et miroirs déformables, il devient pos-
sible de compenser la turbulence atmosphérique sur un champ de vue très large.
Un nouveau critère de performance émerge de cette technologie : la taille du
champ de vue corrigé. 2014 voit la mise en service de l’instrument SPHERE
[Beuzit et al., 2008] au VLT qui associe l’OA et la coronographie 1 ouvrant ainsi
la voie à l’imagerie des exoplanètes.

Outre ces francs succès, l’Optique Adaptative s’est également épanouie dans
des domaines où l’imagerie souffre de milieux transparents inhomogènes spatia-
lement et temporellement tels la microscopie biologique, l’imagerie fonctionnelle
ou l’ophtalmologie [Roorda et al., 2002]. Pour ce dernier cas, il est maintenant
possible de compter les cellules de la rétine malgré les mouvements erratiques
des yeux et le film lacrymal sans cesse renouvelé recouvrant la cornée. Ceci per-
met la détection précoce de la DMLA 2.

En ce qui concerne l’avenir de l’OA astronomique, la communauté scientifique
porte son attention vers les colossaux projets d’Extremely Large Telescopes. À titre
d’exemple, l’E-ELT [Gilmozzi and Spyromilio, 2007] pour European-Extermely

Large Telescope, d’ores-et-déjà en construction au Chili, mesurera 39 mètres de
diamètre ! Le Laboratoire d’Astrophysique de Marseille, dans lequel j’ai travaillé
durant ma thèse, est justement co-responsable d’un des deux instruments
de première lumière (prévue en 2024) de l’E-ELT : l’instrument HARMONI 3

[Thatte et al., 2010]. Cette thèse n’est pas sans lien avec la forte implication du
LAM dans ce projet, ses équipes préparent d’ailleurs activement le dimensionne-
ment et le design de cet instrument de l’E-ELT.

Cette thèse ne porte pas sur l’optique adaptative dans son entièreté. On ne se

1. La coronographie est une discipline observationnelle qui a pour vocation d’imager des objets
ténus cachés dans le halo d’une source voisine très brillante.

2. Dégénérescence maculaire liée à l’âge.
3. High Angular Resolution Monolithic Optical and Near-infrared Integral field spectrograph
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focalise que sur le module d’analyse de surface d’onde. Autrement dit, on étudie
le dispositif optique qui utilise les photons de la source de référence pour coder
l’information portant sur la phase aberrante.

Historiquement, cette analyse était assurée par le senseur de Shack-Hartmann
[Shack and Platt, 1971] qui offrit ses bons et loyaux services pour les premières
générations d’OA. Les attentes en termes de performance (couverture du ciel
quasi-totale et qualité de la correction) des futures boucles d’OA pour les ELTs

semblent cependant inadaptées à ce senseur tant la rupture technologique qui
accompagne ces géants est profonde.

Heureusement, de nouveaux ASO fournissent des performances très pro-
metteuses sur les OA actuelles les plus avancées. Ainsi le senseur "Py-
ramide" a fourni des corrections impressionnantes au Large Binocular

Telescope [Esposito et al., 2012] et dans d’autres observatoires renommés
[Close et al., 2012], [Jovanovic et al., 2014]. Le concept de ce senseur pyramide,
développé depuis une quinzaine d’année d’après une idée originale de R. Ra-
gazzoni [Ragazzoni, 1996], permet en effet de combiner de très bonnes perfor-
mances avec une robustesse au bruit plus importante que le Shack-Hartmann.
La robustesse au bruit permet d’asservir la boucle d’OA sur des sources faibles et
donc d’augmenter la couverture de ciel, enjeu majeur pour l’astronomie à haute
résolution au sol. Par ailleurs, le senseur pyramide présente une simplicité de
calcul permettant de gérer le grand nombre de degrés de liberté, ce qui le rend
très attractif dans le contexte applicatif de l’E-ELT.

Un autre ASO, le senseur de Zernike [Zernike, 1934] a prouvé dans l’instru-
ment SPHERE du VLT sa grande efficacité en tant que second étage d’OA pour
la mesure fine des phases résiduelles ou autres aberrations non corrigées par
le système d’OA principal. Cela fait de lui un candidat parfait pour composer
l’OA dite "extrême" qui veut atteindre des niveaux de correction à la limite de la
diffraction.

Si ces deux senseurs ont été développés séparément, il apparaît que leur de-
sign est en réalité assez semblable. Ils sont en effet basés sur le principe de
filtrage optique de Fourier. Si l’objectif initial de cette thèse était essentiellement
de consolider le savoir-faire théorique et technique de l’analyseur Pyramide. Le
rapprochement fait entre ce senseur et l’ASO de Zernike m’a poussé à dévelop-
per une théorie générale sur les ASO basés sur le Filtrage de Fourier. Il apparaît
d’ailleurs que de nombreux autres designs rentrent dans cette catégorie. L’exposé
se structure de la façon suivante :

Un premier chapitre présente de façon très générale ce qu’est l’analyse de
surface d’onde. On y propose une définition du dispositif "ASO". On évoque éga-
lement l’intérêt des systèmes linéaires avec la phase aberrante pour l’estimation
de cette dernière. Le second chapitre présente trois systèmes optiques récurrents
en astronomie dont fait partie le système de filtrage de Fourier. On s’y attarde en
détail dans le chapitre 3 dans lequel on présente un formalisme mathématique
puissant basé sur la notion de pavage du plan focal. Cet effort permet de décrire
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l’entièreté des ASO à filtrage de Fourier dans un cadre unique. Le chapitre sui-
vant fait la synthèse entre l’analyse de surface d’onde et le filtrage de Fourier. Ce
travail a permis la publication de l’article [Fauvarque et al., 2016]. Le chapitre
5 introduit la notion de "méta-intensité" qui est une quantité construite numéri-
quement et qui permet de manipuler les ASO de façon linéaire. Des critères de
performance communs à tous les ASO à filtrage de Fourier sont présentés dans le
chapitre 6. Ils rendent possibles la comparaison et l’optimisation dans la suite de
la thèse. On décrit dans le chapitre 7 le panorama des ASO à filtrage de Fourier
en utilisant le formalisme développé précédemment. On s’attaque enfin dans
le chapitre 8 et 9 à l’étude des ASO inspirés par le Zernike et la Pyramide. Ces
deux designs ont en effet permis de définir des "classes" de senseurs présentant
de nombreux paramètres libres qui permettent d’ajuster les comportements des
ASO vis-à-vis des attentes instrumentales. Ces études ont abouti à la publication
de deux articles [Fauvarque et al., 2015] et [Fauvarque et al., 2017]. Le premier
présente notamment un senseur très prometteur appelé "Pyramide aplatie". On
fournit dans le chapitre 10 des compléments analytiques très éclairants sur
le senseur Pyramide pour évoquer dans un dernier chapitre une méthode de
reconstruction de phase inédite basée sur la déconvolution. Un article dédié à
cette approche qui est une conséquence directe des développements théoriques
présentés au long de l’exposé est en préparation [Fauvarque et al., prep].

Précisons enfin que cette thèse qui porte exclusivement sur des capteurs ne
comporte pourtant aucun aspect à proprement parler expérimental. L’objectif
initial était au contraire de dégager un maximum de prédictions, ainsi qu’un
cadre robuste en vue de faciliter les futures validations expérimentales. Consé-
quemment les mathématiques y jouent un grand rôle même si les outils invoqués
restent assez simples. La première moitié de l’exposé –où est exposé ce cadre
théorique– est donc assez formelle tandis que la seconde n’est qu’applications ;
les simulations numériques y sont légions et les conclusions pratiques exploi-
tables très nombreuses. J’ai mis en annexe les trois articles publiés lors de cette
thèse, ils résument de façon satisfaisante mes travaux en étant bien plus concis,
les mathématiques étant passées sous silence.
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1 Analyse de Surface d’Onde

On introduit dans ce premier chapitre ce qui constituera la ligne directrice de
cette thèse, à savoir : l’analyse de front d’onde. Dans un soucis de généralité
on présente cette notion dans un cadre physique minimal et à l’aide d’outils
mathématiques aussi simples que possible. Le lecteur désireux de compléter cette
approche pourra se référer à l’ouvrage [Roddier, 1999].

Le contexte physique est le suivant : une source lumineuse émet une collec-
tion de champs électromagnétiques incohérents, chacun décrits par leur ampli-
tude complexe. Ceux-ci se propagent et subissent durant cette propagation une
perturbation de leur front d’onde qu’on peut caractériser par une phase dite
aberrante, on la note φ. Les champs perturbés par φ rentrent ensuite dans un
système optique, traversent ses divers éléments et sont enfin convertis en une
intensité I via un détecteur.

Un système optique sera dit "Analyseur de Surface d’Onde" (ASO) si il fournit
une intensité principalement dépendante de la phase aberrante φ ; la lumière
provenant de la source, via les champs qu’elle émet, n’est alors qu’un porteur
d’information. Autrement dit, un ASO est un dispositif optique qui utilise des
photons pour coder une phase aberrante en une intensité. On peut résumer la
situation grâce au schéma suivant :

Phase φ
ASO−−−−−−−−−−→

Propagation optique
Intensité I(φ) (1.1)

1.1 Analyse de surface d’onde et bijectivité

1.1.1 « Tout est ASO, rien n’est ASO. »

On essaye de raffiner la notion de "dépendance de l’intensité vis-à-vis de
la phase" afin de définir plus rigoureusement l’analyseur de front d’onde. On
propose la définition suivante :

Définition : Analyseur de Surface d’onde.
Un dispositif optique est dit "Analyseur de Surface d’Onde (ASO)" si il existe

un sous-ensemble non vide de l’espace des phases qui est en bijection avec son

image –au sens mathématique– à travers le système optique. On appelle alors ce
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sous-ensemble "ensemble des phases descriptibles" et le note Eφ. Son complémentaire

dans l’espace des phases tout entier est noté Ēφ et dit "espace des phases invisibles".

Le point essentiel de cette définition est qu’en soi tout système optique ou
presque peut constituer un analyseur de front d’onde si on cautionne qu’il ne dé-
crive qu’un nombre très restreint de phases aberrantes. À l’inverse, tous les sys-
tèmes optiques actuels reconnus comme "analyseurs de front d’onde" présentent
des limitations intrinsèques les rendant incapables de décrire l’ensemble des
phases possibles et imaginables. Aussi nous affirmons par l’aphorisme « Tout est
ASO, rien n’est ASO » qu’un analyseur de surface d’onde doit toujours être consi-
déré par rapport aux phases qu’il décrit. Le meilleur des ASO dans un contexte
donné sera celui qui a un ensemble Eφ en adéquation avec les attentes expéri-
mentales.

Pour mieux appréhender l’espace des phases descriptibles Eφ associé à un ASO,
on précise la notion mathématique de bijectivité d’après laquelle il a été défini.

1.1.2 Bijectivité

La fonction qui lie l’entrée et la sortie d’un système optique est la fonction
Intensité. Pour savoir si celui-ci constitue un ASO, il faut donc se demander si il
existe un espace Eφ non vide telle que sa fonction intensité :

I : Eφ → I(Eφ)
φ 7→ I(φ)

(1.2)

est bijective. Cette fonction étant par essence surjective –l’espace d’arrivée est
l’image de l’espace de départ– il ne reste qu’à s’assurer de son injectivité ce qui
revient à vérifier que :

I(φ1)=I(φ2) =⇒ φ1=φ2 (1.3)

Autrement dit, si un système optique est un ASO pour l’espace Eφ non vide, il
associe à chacune des phases de cet ensemble une intensité unique. Dans l’espace
complémentaire Ēφ, l’ASO est par contre aveugle : des phases différentes peuvent
donner des réponses identiques , on ne sait alors distinguer sans ambiguïté des
phases aberrantes en observant leur intensité.

1.1.3 Notion de méta-intensité

On peut trouver pertinent –on verra pourquoi très vite– d’effectuer des trans-
formations numériques sur l’intensité. On modifie ainsi l’espace de sortie de
l’ASO. Néanmoins, afin de préserver la bijectivité entre ce nouvel espace et l’es-
pace des phases descriptibles Eφ, on ne considère que des transformations elles-
mêmes bijectives. On les note mI pour méta-intensité, signifiant ainsi qu’elles
dérivent des intensités. On précise d’ailleurs que cette distinction sera faite égale-
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ment entre les pixels qui décrivent les coefficients de l’intensité et les méta-pixels

qui décrivent ceux de la méta-intensité. Ce distinguo permet de traduire le fait
qu’un pixel est forcément associé à un réel positif puisqu’il compte le nombre de
photons le percutant tandis que le méta-pixel ne présente pas cette contrainte.
On prolonge le schéma entrée/sortie de l’introduction (équation (1.1)) :

Phase φ
ASO−−−−−−−−−−→

Propagation optique
Intensité I(φ) Transformation mI−−−−−−−−−−−→

Traitement numérique
Méta-intensité mI(φ)

(1.4)
Un exemple parlant de transformation mI est le calcul du centre de
gravité des tâches focales des sous-pupilles d’un senseur Shack-Hartmann
[Shack and Platt, 1971].

1.1.4 Reconstruction du front d’onde

Enfin, il ne faut pas perdre de vue que l’obtention d’une méta-intensité codant
la phase n’est qu’une étape dans l’analyse de surface d’onde. L’objectif essen-
tiel d’un ASO reste de remonter à la phase aberrante. Dans l’absolu, cette étape
ne présente qu’une difficulté mathématique puisque les espaces des phases et
des intensités sont en parfaite bijection. Il suffit donc, en théorie, de connaître
la fonction réciproque de la méta-intensité que l’on nomme légitimement le "re-
constructeur" pour assurer la mesure du front d’onde. Nous allons voir cependant
qu’une telle reconstruction est dans la quasi-totalité des cas impossible.

Il faut pour cela distinguer la calibration de l’analyseur de l’analyse de sur-
face d’onde à proprement parler. La première vise à connaître un comportement
théorique de l’analyseur dans le but d’en déduire l’algorithmie du reconstructeur.
La seconde consiste en l’utilisation de ce reconstructeur sur la sortie de l’ASO
mesurée pour une phase inconnue dans le but de déterminer cette dernière.

Toutes les difficultés inhérentes à l’analyse de surface d’onde tiennent au fait
que les étapes de calibration et d’analyse ne se font pas la plupart du temps dans
un cadre physique ou théorique identique.

Calibration. On appelle calibration 1 d’un ASO, l’étape visant à connaître le
comportement de celui-ci lorsque la phase parcourt l’ensemble des phases des-
criptibles. Ceci a pour but d’en déduire un algorithme numérique de reconstruc-
tion. Deux approches cohabitent.

La première se veut analytique. Elle explicite, en se basant sur les lois de la
physique, la relation entre l’entrée φ et la sortie mI(φ) lorsque les paramètres du
système (nature de la source, design optique de l’ASO, etc.) sont parfaitement
connus. Dans le meilleur des cas, cette relation qui se veut bijective est facilement
inversible et le reconstructeur correspond alors à la fonction réciproque de la

1. Cette appellation de "calibration" s’avère être un anglicisme puisque le terme français
consacré est plutôt "étalonnage". On prie le lecteur de nous pardonner ce léger impair.
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méta-intensité. Malheureusement, bien souvent, l’inversion de mI ne peut se
faire qu’au prix d’hypothèses simplificatrices, limitant ainsi le champ de validité
du reconstructeur.

La seconde approche consiste à recueillir, pour un jeu de paramètres donné,
la réponse de l’analyseur lorsque des phases connues sont injectées dans le sys-
tème. L’ensemble de ces associations entrées/sorties est ensuite traité numéri-
quement afin de constituer un reconstructeur. On note que cette approche ne
nécessite aucune modélisation physique : les paramètres du systèmes sont certes
donnés, ils n’ont pas besoin d’être connus. Un soucis inhérent à ce genre de
méthode se cache dans le choix des entrées choisies pour calibrer le système.
L’espace des phases descriptibles peut contenir en effet une infinité de phases et
il n’est pas raisonnable d’envisager de calibrer l’ASO sur cette infinité. Il faudra
donc choisir judicieusement celles qui représenteront au mieux cet espace en se
disant qu’il y a de grande chance pour que le reconstructeur ne soit efficace que
dans un voisinage de ces phases ayant servi à la calibration.

Analyse. Lors de l’analyse, une phase φ inconnue est codée par l’ASO en une
méta-intensité. Le reconstructeur utilisé pour estimer cette phase est issu de
l’étape de calibration précédente. De nombreuses raisons peuvent induire une
différence entre la phase en entrée et la phase reconstruite :

- Du bruit est présent sur le détecteur lors de l’analyse alors qu’il n’y en avait
sensiblement moins lors de la calibration. Il peut sembler en effet logique que
l’analyse se fasse parfois à faible flux quand la calibration, protocole maitrisé, se
fasse avec une source puissante.

- Le signal de sortie mI(φ) n’est pas compatible avec les hypothèses faites pour
obtenir un reconstructeur. Celui-ci serait par exemple valable pour les faibles
phases alors que la phase à mesurer serait de grande amplitude.

- Un des paramètres du système (par exemple l’extension spatiale de la source
ou son spectre) a changé entre la calibration et l’analyse.

On distinguera donc la méta-intensité obtenue lors de l’analyse de la méta-
intensité utilisée pendant la calibration. Les performances d’un ASO tiendront
donc essentiellement à la "robustesse" de son reconstructeur vis-à-vis des diffé-
rentes sources de perturbation tout juste évoquées.

1.2 L’importance d’être linéaire

On construit dans cette partie des critères de performance basés sur les ré-
flexions générales précédentes dans l’hypothèse où la méta-intensité contient un
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terme linéaire 2 avec la phase. Ceci constituera l’hypothèse linéaire. Ce terme
sera d’ailleurs utilisé pour construire (on verra comment très vite) le reconstruc-
teur. En d’autres termes, on suppose que :

mI(φ)=mIlineaire(φ)+b(φ) (1.6)

b(φ) reste le terme venant perturber la modélisation linéaire. Comme exposée
dans la partie précédente, ce terme de perturbation b aura essentiellement deux
natures. La première tiendra à la présence inévitable de bruit sur le détecteur
qui se sera propagé vers la méta-intensité. La seconde proviendra des erreurs de
modèle, à savoir dans notre cas de la présence d’une dépendance non-linéaire
de la méta-intensité avec la phase.

1.2.1 Linéarité, calibration et matrice d’interaction

On commence par exploiter la linéarité supposée au sein de la méta-intensité
en utilisant le formalisme matriciel. On munit pour cela l’espace des phases tout
entier (phases mesurables comme phases invisibles) d’une base que l’on notera
Bφ={φi}i∈[[1,+∞]]. Toute phase φ peut donc s’écrire :

φ=
∞
∑

i=1

aiφi (1.7)

où les coefficients ai correspondent à l’amplitude du mode φi. On remarque bien
évidemment que Aφ=̂(a1,a2,...) décrit exactement la phase φ. La linéarité suppo-
sée de mIlineaire implique ensuite que :

mIlineaire(φ)=
∞
∑

i=1

ai mIlineaire(φi) (1.8)

Si l’on définit BmI comme l’image de la base de l’espace des phase par mIlineaire,
c’est-à-dire : BmI=̂mIlineaire(Bφ), on peut réécrire la relation entrée-sortie (1.6)
précédente sous la forme matricielle suivante :

mIlineaire(Aφ)=BmIAφ (1.9)

La matrice BmI caractérise complètement la dépendance linéaire de l’ASO
avec la phase puisqu’elle contient les réponses linéaires de celui-ci à tous les
vecteurs de base de l’espace des phases. On remarque que cette étape correspond
exactement à la calibration évoquée dans la partie précédente. On appellera BmI ,

2. Une fonction f est linéaire sur l’espace des phases si et seulement si elle vérifie :

f(φ1+µφ2)=f(φ1)+µf(φ2) ∀φ1,φ2 ∀µ∈R (1.5)
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la matrice d’interaction. Avec ces notations, la méta-intensité perturbée aura la
forme suivante :

mI(Aφ)=BmIAφ+B(Aφ) (1.10)

où B sera le vecteur de perturbation projeté sur la base des méta-intensités.
(L’usage des minuscules est consacré aux scalaires, des majuscules aux vecteurs
et des majuscules en gras aux matrices.)

On essaye maintenant de distinguer les phases mesurables des phases invi-
sibles en exploitant la forme matricielle de la relation entrée/sortie de l’ASO
dans le cas où aucune perturbation ne serait présente.

1.2.2 Phases descriptibles – Phases invisibles

Bien qu’il n’y ait aucune raison pour que l’espace des phases entier soit des-
criptible par une base de dimension finie, on le suppose tout de même afin de
pouvoir représenter graphiquement les matrices et fixer les idées. On suppose
donc que la base des phases Bφ est de dimension b. On suppose que l’espace des
méta-intensités est descriptible quant à lui par une base de dimension finie égale
à m. La matrice d’interaction BmI a donc une taille m×b. On peut d’ores-et-déjà
affirmer que son rang vérifiera la relation :

rang(BmI)≤min(m,b) (1.11)

qui ne signifie rien d’autre que le nombre de méta-pixels contraint le nombre
de phases descriptibles : au mieux un méta-pixel code un mode, c’est à dire m=b.

Pour connaître quels sont les modes descriptibles et comment ils sont codés
par l’ASO, il faut écrire la décomposition en valeurs singulières de la matrice d’in-
teraction :

BmI=UΣVt (1.12)

V est une matrice unitaire qui contient les modes de phases propres de l’analyseur
de front d’onde que l’on appellera "modes propres d’entrée". Ils sont exprimés
comme des combinaisons linéaires des vecteurs de la base Bφ et on les notera
{φpi } avec i variant de 1 jusqu’à b. La matrice Σ est diagonale de dimension
m×b, elle contient les valeurs singulières λi associées aux modes {φpi } qui sont
sont supposées rangées dans l’ordre décroissant : |λ1|≥|λ2|≥...|λq|. La matrice U
est elle-aussi unitaire, elle fait le passage entre l’espace des phases et l’espace
des méta-intensités. Ses vecteurs correspondent à la réponse de l’ASO à chacun
des modes de phases propres, on les appellera "modes propres de sortie". Sa
dimension est m×m. Les schémas 1.1 et 1.2 clarifient ces résultats dans les cas
où m>b et m<b.

Si cette décomposition est intéressante, c’est qu’elle fait émerger naturelle-
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Figure 1.1 – Décomposition en valeurs singulières de la matrice d’interaction
lorsque la méta-intensité est sur-échantillonné vis à vis du nombre
de phases injectées. m>b.
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Figure 1.2 – Décomposition en valeurs singulières de la matrice d’interaction
lorsque la base de phase injectée est surabondante vis à vis du nombre
de méta-pixels : m<b.
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ment l’espace des phases mesurables Eφ ainsi que son complémentaire, l’espace
des phases invisibles. Les phases mesurables auront en effet pour base les modes
propres d’entrée dont les valeurs singulières ne seront pas nulles. Les modes invi-
sibles quant à eux auront pour base les modes propres d’entrée dont les valeurs
singulières sont nulles.

Notons un fait important : avec la formulation actuelle les modes propres {φpi }
ne sont calculés que vis-à-vis de la base {φi}. Si cette base ne décrit qu’un sous
espace de l’espace des phases tout entier, les modes propres ne caractérisent
pas rigoureusement le comportement linéaire de l’ASO puisqu’ils sont contraints
d’appartenir à ce sous-espace restreint. En d’autres termes, les modes propres de
l’ASO deviennent indépendants de la base {φi} choisie dès lors que celle-ci décrit
l’espace des phases tout entier. Ajoutons évidemment qu’afin d’échantillonner
correctement la réponse à ces phases, on se devra de décrire l’espace des
méta-intensités avec une grande résolution. On aura donc intérêt à utiliser des
bases de grandes dimensions (b,m→∞) lorsque l’on cherchera les modes propres
d’un ASO.

À la lumière de ce premier paragraphe on voit donc qu’une conséquence du
formalisme matriciel est de faire émerger naturellement, grâce à la décomposi-
tion en valeurs singulières de la matrice d’interaction, les modes de phases vus
ou non vus par un ASO lorsqu’il est modélisé de façon linéaire. Avant d’entamer
des réflexions attenantes à la reconstruction de la phase via le formalisme matri-
ciel, on s’attarde un court instant sur le choix de la base des phases Bφ utilisée
pour construire la matrice d’interaction.

Choix de la base des phases. L’étude d’un ASO en particulier peut être un
objectif tout-à-fait défendable. Pour cela, on vient de voir que l’attitude la plus
sensée consiste à se munir d’une base complète de l’espace des phases pour en
construire la matrice d’interaction. On en fait ensuite la décomposition en valeurs
singulières pour obtenir, via la matrice V, une base des modes de phases propres
de l’ASO. Physiquement, celle-ci peut être comprise comme la base des phases la
plus adaptée à la nature de l’ASO.

Cependant, dans bien des cas un ASO ne s’étudie pas isolément. Il est en
effet comparé à d’autres designs. Et qui dit plusieurs designs dit également
plusieurs bases de phases propres (il n’y a aucune raison pour que plusieurs ASO
"diagonalisent" sous la même base). On comprend donc que pour comparer des
ASO entre eux, il est bien plus pertinent de fixer une base des phases communes
à tous plutôt que de privilégier un ASO en particulier en travaillant avec sa
base de modes de phases propres. D’autant qu’il existe une base – celles des
polynômes de Zernike – très pertinente tant d’un point de vue de l’analyse
en fréquences spatiales que de sa compatibilité avec les aberrations optiques
habituellement rencontrées par les opticiens. On en reparlera en détails dans le
chapitre 6.
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On poursuit donc l’exploitation du formalisme matriciel dans cette optique de
comparaison entre eux des ASO et on ne travaille pas avec la base des phases
propre mais avec une base laissée indéterminée pour le moment que l’on sup-
pose simplement orthonormée. On s’intéresse pour cela aux effets du terme de
perturbation B(Aφ) dans la reconstruction de la phase à mesurer.

1.2.3 Reconstruction en présence de perturbation

On rappelle la forme de la méta-intensité en présence de perturbation :

mI(Aφ)=BmIAφ+B(Aφ) (1.13)

L’objectif de la reconstruction consiste à remonter au vecteur Aφ en inversant
l’équation précédente. La meilleure façon de le faire dépend la nature et de notre
connaissance de la perturbation.

Reconstructeurs. Sans aucun a priori quant à la nature du bruit, le recons-
tructeur le plus simple est égal à la pseudo-inverse de la matrice d’interaction :

(BtmIBmI)
−1BtmI (1.14)

Si la perturbation est d’ordre statistique (du bruit sur le détecteur propagé vers
les intensités) et que cette statistique est connue, un meilleur reconstructeur
est l’estimateur de maximum de vraisemblance [Cubalchini, 1979] qui est défini
comme :

(BtmIC
−1
B BmI)−1BtmIC

−1
B (1.15)

où CB est la matrice de covariance de la perturbation définie comme <BBt> où
les bra-kets signifie que la quantité BBt est moyennée sur toutes les réalisations
de la perturbation.

Puisque ce chapitre se veut le plus général possible, on ne tranchera pas quant
à la forme de ce reconstructeur et on le décrira simplement par une matrice R.
On supposera cependant qu’il vérifie :

RBmI=Ib (1.16)

où Ib est la matrice identité de dimension b×b. On pourra donc assimiler le re-
constructeur, avec toutes les précautions nécessaires, à l’inverse de la matrice
d’interaction.

Erreur d’estimation. On cherche à estimer une phase φ codée par son vecteur
Aφ qui aurait été codée par l’ASO en une méta-intensité via l’équation :

mI(Aφ)=BmIAφ+B(Aφ) (1.17)
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On appelle φ̂ la phase estimée et son vecteur projeté Aφ̂. On l’obtient par appli-
cation du reconstructeur sur la méta-intensité :

Aφ̂=RmI(Aφ)=Aφ+RB(Aφ) (1.18)

L’erreur de reconstruction pour la perturbation B se résume donc à :

Aφ̂−Aφ=RB(Aφ) (1.19)

Pour quantifier l’erreur de reconstruction –que l’on souhaite évidemment la plus
faible possible– il faudra donc estimer le terme RB. On se souviendra pour cela
que le reconstructeur peut être vu comme l’inverse de la matrice d’interaction.
Aussi, on souhaitera une matrice d’interaction BmI de norme la plus grande pos-
sible. On voudra par contre une perturbation la plus faible possible. Si l’on ne
peut rien dire d’absolument général sur ces perturbations puisqu’elles dépendent
fortement du design des ASO on peut par contre donner une méthode systéma-
tique de quantification de la matrice d’interaction.

Norme de la matrice d’interaction. L’efficacité d’un ASO linéaire est forte-
ment corrélée à la norme de sa matrice des méta-intensités BmI . On utilise en
l’occurrence la norme matricielle dite de Frobenius 3 définie comme :

||BmI ||F =̂Tr(BtmIBmI) (1.20)

On voit que cette norme fait intervenir une matrice carrée de taille b×b réelle
symétrique et positive qui s’avère être riche d’un point de vue physique puisque
en posant :

S=̂BtmIBmI (1.21)

on s’aperçoit que les coefficients de S correspondent au produit scalaire entre les
vecteurs de sortie d’ASO mI(φi) et mI(φj) :

Sij=<mI(φi)|mI(φj)>, (1.22)

en particulier :
Sii=||mI(φi)||22 (1.23)

On peut donc voir les coefficients diagonaux de S comme les sensibilités au carré
de l’ASO vis-à-vis des différents modes φi. Plus un tel coefficient est élevé mieux
est donc codé le mode φi. La comparaison de ces grandeurs pour différents ASO
permet de savoir lequel d’entre eux est le plus sensible à tel ou tel mode de phase.
On appelle pour cette raison S la matrice de sensibilité. Les coefficients non
diagonaux témoignent quant à eux du mélange dans l’espace des méta-intensités
entre les modes de phase de l’espace d’entrée.

3. Toutes les normes sont de toute façon équivalentes en dimension finie.
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1.2.4 Reconstruction avec variation de système

On évoque dans ce paragraphe l’éventualité où les paramètres du système
(essentiellement des paramètres attenant à la source : flux, spectre, forme) évo-
lueraient entre la calibration et l’analyse. Afin de bien séparer les cas, on sup-
pose qu’aucune autre perturbation n’est présente (ni bruit ni non-linéarité). On
appelle BcmI la matrice d’interaction élaborée lors de la calibration et Rc le re-
constructeur que l’on déduit de celle-ci.

Lors de l’analyse, un des paramètres du système change. En toute vraisem-
blance, la matrice d’interaction BcmI n’est donc plus en capacité de lier la phase
incidente et sa méta-intensité :

mI(Aφ)6=BcmIAφ (1.24)

De part l’hypothèse de linéarité, il existe cependant une autre matrice inconnue

qui lie l’entrée et la sortie. On la note simplement Ba et on a alors :

mI(Aφ)=BaAφ (1.25)

Ba est évidemment la matrice d’interaction de l’ASO pour les paramètres de
système en place lors de de l’analyse mais nous prenons soin de la différencier
d’une matrice d’interaction car aucune calibration n’a été menée pour l’ob-
tenir. Sous ces notations on comprend bien en quoi le reconstructeur risque
de se tromper : il n’y a aucune raison de remonter à Aφ si on l’applique à mI(Aφ).

La robustesse d’un ASO vis-à-vis d’un de ces paramètres tiendra à la possibilité
d’utiliser le reconstructeur Rc –quitte à le modifier un peu– sur mI pour remon-
ter tout de même à la phase à mesurer. On ira du cas idéal où "il est possible
d’utiliser le reconstructeur tel quel pour une grande variété de paramètres
différents" au cas catastrophique où "le reconstructeur est caduque dès lors que
le système subit une légère modification". Entre deux, on devra et on pourra
adapter le reconstructeur.

On peut quantifier la robustesse d’un ASO vis-à-vis d’un paramètre de deux ma-
nières complémentaires. L’une est analytique, l’autre nécessite une calibration.

La première vise à expliciter la dépendance de la matrice d’interaction vis-à-
vis du paramètre auquel on s’intéresse afin de comprendre comment on peut
le prendre en compte pour adapter le reconstructeur. Ce genre de raisonne-
ments analytiques permettent d’estimer la robustesse d’un design au sens où
ils montrent explicitement comment les paramètres jouent sur la méta-intensité
et quelles sont les modifications à apporter à sa définition pour l’adapter à une
nouvelle situation. Ceci permet alors d’avoir des matrices d’interactions "norma-
lisées" et donc des reconstructeurs intrinsèquement adaptés à un grand nombre
de jeu de paramètres.
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La seconde méthode nécessite d’avoir accès à la matrice d’interaction pour
les paramètres de l’analyse, ce qui est dans la pratique assez peu courant (le
problème disparaitrait de fait puisqu’on pourrait refabriquer le reconstructeur
à partir de cette matrice) mais qui est facilement faisable dans un contexte de
simulation numérique. Conservant les notations précédentes (cette matrice est
Ba), l’étude de la robustesse de l’ASO vis à vis du paramètre qui a varié consiste
à quantifier l’écart entre la matrice issue de l’application du reconstructeur sur
Ba et la matrice identité I :

RcBa−I (1.26)

Cette quantification pourra tout à fait se faire grâce à la norme de Frobenius.
Si l’écart est nul, le paramètre en question n’a pas d’impact sur la reconstruc-
tion. Si ce n’est pas le cas, il faudra s’interroger sur la possibilité d’adapter le
reconstructeur pour, au mieux annuler l’écart, sinon le diminuer.

1.3 Méta-intensités

Dans cette section, on explore les possibilités offertes par le traitement nu-
mérique des méta-intensités introduites dans le paragraphe 1.1.3 dans le but
d’améliorer l’analyse de surface d’onde. On rappelle qu’une telle méta-intensité
est sensée créer une bijection entre l’espace des intensités et un nouvel espace
dans lequel on peut espérer une linéarité avec la phase. Cette propriété assure
notamment que les espaces des phases visibles et invisibles restent stables sous
la transformation numérique mI.

L’amélioration éventuelle de la méta-intensité tient essentiellement à la
"condensation" de l’information encodant la phase. On peut par exemple ima-
giner que certains pixels du détecteur ne varient que très peu avec la phase
et qu’il est donc inutile de les traiter lors de la reconstruction du front d’onde.
Dans d’autres cas, des coefficients de mI peuvent réagir de façon fortement non-
linéaire avec la phase, il est donc pertinent de les négliger pour améliorer la
linéarité de l’ASO. D’une façon générale, l’enjeu consiste à consentir à une perte
d’information sur la phase pour privilégier sa "qualité" d’autant qu’il y a toujours
intérêt à minimiser le nombre de données à traiter pour accélérer l’algorithmie
de la reconstruction.

On peut d’ores et déjà restreindre la nature des opérations numériques auto-
risées puisqu’elles ne doivent pas dégrader la linéarité de la méta-intensité avec
la phase. On privilégie donc des transformations induites par des opérateurs
eux-mêmes linéaires, à savoir des opérateurs matriciels. Ils se décomposent
d’abord en une "mise en forme de l’information" puis en une élimination des
coefficients non pertinents.

Pour illustrer ces opérations d’un point de vue mathématique, on se munit d’un
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signal de sortie mI lié à la phase incidente par la relation :

mI(Aφ)=BmIAφ+B(Aφ) (1.27)

On pose m la dimension de mI, b celle de Aφ. La matrice d’interaction a donc
une taille de m×b. On rappelle de plus l’inégalité sur son rang :

rang(BmI)≤min(m,b) (1.28)

La matrice de transformation s’appliquant sur cette méta-intensité peut se dé-
composer par hypothèses en deux matrices, l’une unitaire O qui combine les
méta-pixels du vecteur mI pour réarranger l’information et l’autre de troncature
T venant recueillir cette information en tronquant le vecteur OmI de dimension
m en un vecteur de dimension m′. Mathématiquement, on a donc :

mI ′(Aφ)=̂TOmI(Aφ)=TOBmIAφ+TOB (1.29)

On posera évidemment la nouvelle matrice d’interaction B′
mI=̂TOBmI et le nou-

veau bruit B′=̂TOB. Cette équation est illustrée par le schéma 1.3. On note que

= +

T

O BmI

T

O

Aφ

B

mI ′

1
1

1
1

0

0

0

1
1

1
1

0

0

0

B
′
mI

m×bm×m

m′×m

Figure 1.3 – Transformation matricielle TO effectuée sur une méta-intensité.

la matrice unitaire O laisse inchangé le rang de la matrice d’interaction, il n’y
aucune perte d’information sous cette seule opération :

rang(OBmI)=rang(BmI) (1.30)

La matrice de troncature T (de rang m′≤m) peut quant à elle faire baisser le rang
de la nouvelle matrice d’interaction :

rang(B’mI)≤rang(BmI) (1.31)

1.3.1 Conséquences sur les critères de performance

Nombre de méta-pixels. L’association d’opérations TO assure une diminution
du nombre de méta-pixels. Ceci va dans le sens de l’efficacité numérique puisque
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des gestions de plus petits tableaux assurent une plus grande rapidité de calcul.
En revanche, on a vu que cette diminution était associée à une diminution du
rang de la matrice d’interaction. Ceci peut faire que certains modes de phase ne
soient plus vus après la transformation TO. On notera cependant que cela peut
aussi permettre d’évacuer les redondances en cherchant à atteindre le ratio idéal
d’un méta-pixel par un mode phase ! Cas qui correspond à m′=rang(BmI)=b.

Erreur d’estimation. L’erreur d’estimation après transformation TO sera égale
à R’B′ où R’ est le reconstructeur déduit de B′

mI . On peut donc quantifier l’effi-
cacité de ce reconstructeur en étudiant la matrice de sensibilité associée à la
nouvelle matrice d’interaction :

S′=B
′t
mIB

′

mI=BtmIO
tTtTOBmI (1.32)

On remarque en premier lieu qu’en l’absence de troncature, la matrice de sensi-
bilité ne change pas. On retrouve là le fait qu’un transformation purement uni-
taire, il n’y a aucune perte d’information mais simplement un réarrangement de
celle-ci. Cela veut aussi dire que c’est l’association conjointe d’une matrice uni-
taire et d’une troncature qui permet de modifier les performances de l’ASO. Pour
connaître l’influence d’une transformation TO avec une matrice de troncature,
on étudie la trace de la matrice de sensibilité qui quantifie la capacité globale
de l’ASO à transformer le flux lumineux en information sur la phase. On peut
notamment montrer qu’elle vérifie :

Tr(S′)≤Tr(S) (1.33)

Autrement dit, il est absolument illusoire de croire améliorer la sensibilité
globale d’un ASO via des opérations numériques. La méta-intensité conte-
nant le plus d’information sera toujours celle qui est la plus proche de
l’intensité sur le détecteur.

Si la sensibilité pâtit visiblement des opérations TO, chose essentiellement
néfaste au bon fonctionnement de l’ASO, il faut mettre cette baisse de perfor-
mance en balance avec l’atténuation conjointe des termes de perturbations. On
se souvient en effet que l’erreur d’estimation est conditionnée tant par la norme
de la matrice d’interaction (que l’on veut aussi grande que possible –mais qui
baisse sous TO) que par la force de la perturbation. Et heureusement, ces trans-
formations TO peuvent drastiquement faire diminuer ces perturbations, si bien
que la performance globale de l’ASO peut être améliorée. Ceci est notamment
le cas quand la transformation O est capable de mettre sur des méta-pixels
disjoints le signal utile –c’est-à-dire la partie linéaire de la méta-intensité– et
les perturbations d’autre part car alors la matrice de troncature permet de ne
conserver que les pixels présentant un bon comportement. Ce point sera évoqué
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dans le chapitre 10 ainsi que dans l’annexe B.

*
* *

Ce premier chapitre très général a permis d’appréhender les analyseurs
de front d’onde comme des dispositifs optiques créant des bijections entre
des phases et des intensités. À chaque design est associé un espace de
phases descriptibles qu’il est capable de mesurer sans ambiguïté. On a vu
que cette estimation est facilitée par la possibilité de construire, à partir
de l’intensité, une quantité –appelée méta-intensité– qui contient un terme
linéaire avec la phase. Le formalisme matriciel qui peut alors s’appliquer
permet de construire des reconstructeurs simples ainsi que de définir des
critères de performance clairs et indispensables à la comparaison des ASO.
Enfin, on a indiqué quel était le potentiel du traitement numérique des méta-
intensités quant à l’amélioration éventuelle de leur performance.

On appliquera ces concepts très généraux aux ASO à filtrage de Fourier
dans les chapitres 4 et 6. Notons que cette démarche qui vise à établir un
cadre unifié pour l’analyse de front d’onde est à mettre en parallèle avec
celle de [Guyon, 2005].
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2 Trois systèmes optiques

Le précédent chapitre se veut une introduction au concept d’analyse de front

d’onde. On y manipule des dispositifs optiques –les ASO– qui permettent de trans-
former des variations de phase en variations d’intensité. Néanmoins, aucune
description physique n’est donnée quant à leur design optique. Ceci constitue
justement l’objet de ce second chapitre.

Si cette thèse porte dans sa quasi-totalité sur un système optique appelé "Fil-
trage de Fourier", ce chapitre ne s’y focalise pas seulement et présente deux
autres systèmes optiques : l’imagerie en plan focal et la coronographie. Cette
approche qui peut sembler divergente apparaît néanmoins comme parfaitement
cohérente tant ces trois systèmes optiques présentent des traits communs et s’ar-
ticulent de façon linéaire.

2.1 Cadre théorique

Tous les systèmes optiques étudiés dans cette partie possèdent des carac-
téristiques communes que nous présentons ici. En premier lieu, ils ont la
particularité de ne comporter que trois composants assez simples : des éléments
diffractants, des milieux de propagation libre et un détecteur. Ces systèmes
optiques possèdent également tous un axe optique. Nous supposons que cet
axe particulier a pour direction le vecteur ~ez et que la lumière s’y propage dans
le sens des z croissants. De plus, la description de cette lumière se fait dans
des plans orthogonaux à cet axe optique selon les deux autres axes ~ex et ~ey.
Nous notons également qu’ils ne sont pas des dispositifs interférentiels : si le
faisceau lumineux est parfois divisée par des lames séparatrices, elle n’est jamais
ensuite recombinée. Par ailleurs, nous ne nous intéressons pas à la polarisation
de la lumière. Celle-ci sera donc décrite par un champ complexe scalaire qui
correspond à l’amplitude complexe de la vibration lumineuse que l’on notera
systématiquement ψ. Enfin, nous faisons l’hypothèse que ces systèmes optiques
n’influencent pas la cohérence des champs qui les traversent. Pour cette raison,
nous regrouperons derrière la notation ψ une classe de champs cohérents entre
eux.

Cette remarque à propos de la cohérence de la lumière permet de caractériser
complètement un système optique via l’opérateur linéaire dit "opérateur sys-
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Système optique

Plan d’un des
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Figure 2.1 – Description générale d’un système optique

tème optique" qui lie le champ incident noté ψi qui correspond au champ dans
le plan qui précède juste la pupille d’entrée au champ dans le plan du détecteur
noté ψd. Les prochaines sections présentent les règles élémentaires permettant de
calculer cet opérateur système optique, à savoir les lois qui décrivent la propaga-
tion libre, les éléments diffractants ainsi que la division en plusieurs faisceaux.

2.1.1 Énergie d’un champ électromagnétique

Précisons avant toute chose une propriété physique des champs indispensable
à leur manipulation mathématique, à savoir que leur énergie est finie ; mathéma-
tiquement, on a donc :

||ψ||22=
∫∫

R2
dxdy |ψ(x,y)|2<∞ (2.1)

Ceci a pour conséquence de placer les champs dans l’espace L2(R2).

2.1.2 Propagation libre

Afin d’obtenir l’opérateur système optique, on s’intéresse en premier lieu à la
propagation libre du champ ÉlectroMagnétique (EM). La problématique est la
suivante : connaissant le champ EM pour un z donné, quel sera ce champ EM
dans le plan z′ (>z) sachant qu’aucun élément diffractant n’est présent entre ces
deux plans ? La réponse à cette question nous est donnée par la diffraction de
Fresnel :

ψz′(x′,y′)=
eık(z′−z)

ıλ(z′−z)
∫∫

R2
ψz(x,y)e

ık
2(z′−z) [(x−x′)2+(y−y′)2]dxdy (2.2)

où λ est la longueur d’onde de la vibration lumineuse et k=2π/λ son nombre
d’onde. Il est important de noter que ce résultat est valable sous la condition
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suivante appelée "approximation de Fresnel" :

1
8

ρ4

(z′−z)3λ
<<1 (2.3)

où ρ2=(x−x′)2+(y−y′)2. Physiquement, cela signifie que la distance entre le
champ initial et le champ propagé doit être grande devant la taille typique de
la zone dans laquelle les champs EM doivent être considérés dans des plans es-
pacés d’une distance assez les champs prennent des valeurs significatives. Plus
concrètement, les éléments diffractants ne doivent laisser passer le champ élec-
tromagnétique que sur des zones de tailles caractéristiques petites devant les
distances entre ces éléments.

Notons que l’équation 2.2 peut s’écrire très simplement grâce à l’utilisation du
produit de convolution et d’une quantité appelée "propagateur de Fresnel", en
effet celle-ci prend la forme suivante :

ψz′=ψz⋆Gz′−z (2.4)

avec

Gd(x,y)=
eıkd

ıλd
e

ık
2d(x2+y2) (2.5)

que l’on nomme donc propagateur de Fresnel le long de ~ez sur une distance d.
Dans la pratique, il y a équivalence entre "convoluer un champ avec Gd" et "le
propager le long de l’axe optique d’une distance d".

Ces résultats ne traduisent rien d’autre que le principe de Huyghens-Fresnel
qui affirme que la propagation du champ EM se passe comme si chacun des
points de ce champ réémettait une onde sphérique dont l’amplitude serait propor-
tionnelle au champ initial ; le propagateur de Fresnel correspondant justement à
la propagation d’onde sphérique dans le voisinage de l’axe optique.

2.1.3 Passage à travers des éléments diffractants

On s’intéresse maintenant ici aux règles calculatoires traduisant le passage à
travers les éléments diffractants dans la limite où ils sont infiniment fins. Étu-
dions le cas d’un tel élément de fonction de transparence est notée t et prenons
pour convention d’appeler ψ− le champ EM juste avant l’élément diffractant et
ψ+ le champ juste après. Il est très facile de relier ψ− et ψ+ via la formule :

ψ+=t.ψ− (2.6)

La règle calculatoire de passage à travers un élément diffractant est donc des
plus simples puisqu’il suffit de multiplier le champ entrant par la fonction de
transparence de cet élément pour obtenir le champ sortant.
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Nous profitons de cette section pour présenter trois éléments diffractants
présents de façon récurrentes lors de l’exposé : la pupille d’entrée, la lentille et
le dioptre.

Définition : Pupille d’entrée.
La pupille d’entrée constitue le premier plan d’un système optique. Sa forme géomé-

trique indique quelle partie de la lumière incidente pénètre à l’intérieur de celui-ci.

Puisque cette forme est nécessairement de taille finie, la fonction de transparence de

la pupille d’entrée a un support compact et s’écrit donc :

p(xp,yp)=IP (xp,yp) (2.7)

où IP est la fonction indicatrice de la forme géométrique de la pupille d’entrée. No-

tons qu’il arrive –en coronographie notamment– qu’une densité (ou apodiseur) soit

associée à IP , aussi par soucis de généralité, on utilise dans ce chapitre la notation

générique :

p(xp,yp) (2.8)

Définition : Élément focalisant de focale f .
L’élément focalisant correspond à la version idéale de la lentille. Sa fonction de

transparence sera notée lf où f est la focale de cet élément focalisant. Son expression

est la suivante :

lf(x,y)=exp

(

−2ıπ
λ

x2+y2

2f

)

(2.9)

Définition : Dioptre incliné.
Le dioptre incliné est un élément diffractant transparent. Il est plan et sa pente selon

x est codée par un angle α, tandis que selon y, elle l’est par un angle β. Sa fonction

de transparence est notée dα,β et a pour expression :

dα,β(x,y)=exp
(2ıπ
λ

(αx+βy)
)

(2.10)

2.1.4 Division du faisceau

On évoque la cas où le champ est divisé à l’intérieur du système optique. L’élé-
ment optique effectuant cette opération est appelée "lame séparatrice". Elle sé-
pare le champ en deux, en ne modifiant que son amplitude –et non à sa phase–
qu’elle divise, par exemple, par

√
2 lorsque le faisceau est scindé en deux fais-

ceaux identiques. Ce facteur assure une conservation de l’énergie entre l’amont
et l’aval de la séparatrice. L’étude de tels systèmes optiques contenant plusieurs
chemins ne présente aucune difficulté dès lors que l’on utilise un "opérateur sys-
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tème optique" pour chaque branche. L’ensemble de ces opérateurs caractérisera
le système optique.

Miroir plan

Séparatrice

ψi ψi/
√

2

ψi/
√

2 ψd,2

ψd,1Système
optique 1

Système
optique 2

Figure 2.2 – Modélisation d’un système optique à deux branches.

2.1.5 Intensité sur le détecteur

Intensité continue. Il nous reste à parler du signal effectivement obtenu à la
sortie du système optique. Jusqu’ici, nous n’avons en effet évoqué que le champ
au niveau du détecteur. Malheureusement, ce détecteur n’est pas en capacité
de mesurer directement le champ électromagnétique et n’est sensible qu’à la
valeur intégrée de son module au carré. Pour une collection de champs incidents
incohérents, on a donc une intensité égale à :

I=
∑

ψd incohérents

|ψd|2=
∑

ψi incohérents

∣

∣

∣Opérateur S.O.[ψi]
∣

∣

∣

2
(2.11)

On note en passant que l’intensité n’est pas linéaire avec les champs incidents et
qu’elle est par essence une quantité réelle, positive ou nulle :

∀(xd,yd)∈R2 I(xd,yd)≥0 (2.12)

Intensité pixelisée. Si l’on souhaite pousser jusqu’au bout l’effort de modé-
lisation il faut enfin remarquer que les détecteurs actuels ne sont capables de
fournir qu’une version pixelisée de l’intensité. Explicitons donc comment se
fait le passage entre I et sa version discrète en nous basant sur une définition
mathématique du détecteur.

Définition : Détecteur.
Le support physique d’un détecteur est une surface fermée Ωdetect de l’espace 3D.

Même si a priori cette surface peut être courbe, on se restreint au cas d’un détecteur

plan. Cette surface est découpée en éléments appelés pixels et notés πi avec i
variant dans [[1,d]] où d est le nombre de pixels. Dans la grande majorité des cas ce
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découpage suit le système de coordonnées cartésien et est régulier. Notons qu’il peut

y avoir des "trous" au sein du détecteur au sens où il n’y a pas forcément égalité

entre ∪iπi et Ωdetect mais simplement une inclusion. On précise enfin que les pixels

ne se superposent pas : πi∩πj=∅ si i6=j.

L’intensité pixelisée s’obtient ensuite via l’opération d’échantillonnage qui
consiste en l’intégration de l’intensité continue sur les pixels πi dont les fonc-
tions indicatrices associées sont notées Iπi

. L’intensité pixelisée est alors définie
par la collection des intensités locales indicées {Ii}i∈[[1,d]] égales à :

Ii=
∫∫

Iπi
(xd,yd)I(xd,yd)dxddyd (2.13)

On remarque que l’opération d’échantillonnage est une opération linéaire mais
qu’elle n’est pas bijective. L’intensité discrétisée comporte en effet moins d’in-
formation que l’intensité continue puisque la pixellisation agit comme un filtre
spatial passe-bas. Toutes les fréquences spatiales plus petites que la taille du
pixel ne seront plus accessibles. De plus, l’information au dehors du support est
également perdue.

On mentionne en passant un mode de fonctionnement commun à de nom-
breux détecteurs actuels qui leur permet de regrouper des pixels voisins pour
n’en faire qu’un. C’est l’opération de binning. Cette manipulation a l’avantage
d’être simplement descriptible par une matrice présentant les propriétés sui-
vantes :
- Elle transforme des vecteurs de taille d en vecteurs de taille d′, nouveau nombre
de pixels.
- Ses coefficients valent soit 0 soit 1.
- Son rang vaut d′.
- Dans chaque colonne, il n’y a qu’un et un seul coefficient valant 1. Autrement
dit, chaque pixel ne participe qu’une et unique fois au binning.

La figure 2.3 illustre le passage d’un détecteur initialement en 4x4 pixels vers du
2x2 pixels.

Notons qu’en prenant le binning limite, à savoir celui qui regroupe tous les
pixels en un seul, on obtient simplement le flux total sur le détecteur. La matrice
de binning est alors simplement une matrice ligne de largeur d où tous les
coefficients sont égaux à 1.

2.2 Imagerie en plan focal

On est désormais en capacité de décrire des systèmes optiques, via leur opé-
rateur, qui rentrent dans le cadre défini au paragraphe 2.1. La toute première
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Matrice de binning

Figure 2.3 – En haut : passage d’un échantillonnage 4x4 vers un échantillonnage
2x2 pixels. En bas, matrice de binning associée à cette opération.

étape –la plus simple– consiste en l’imagerie en plan focal.

2.2.1 Système optique

Le système optique se réduit à un élément focalisant f diaphragmé par la
pupille d’entrée et à un détecteur situé à une distance f de cet élément focalisant.

Axe optique

z

Plan de la
pupille d’entrée

Plan du
détecteur

~ex~ey

~ez~ez

Pupille d’entrée p +
Élement focalisant

de focale f f

Figure 2.4 – Système d’imagerie en plan focal.
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2.2.2 Opérateur Système Optique

Appliquant les lois de propagations au design optique précédent, le champ
détecteur ψd est relié au champ incident ψi par la relation :

ψd=(ψi p lf )⋆Gf (2.14)

Explicitant cette équation on obtient :

ψd(xd,yd)=
eıkf

ıλf
exp

(

ık

2f
(x2

d+y
2
d)

)

∫∫

dxpdyp ψi(xp,yp)p(xp,yp)exp

(

−ık
f

[xpxd+ypyd]

)

(2.15)
ce qui s’écrit à l’aide de la transformée de Fourier 2D :

ψd = −ıλfeıkfexp

(

ık

2f
(x2

d+y
2
d)

)

×Gλf◦F [p ψi] (2.16)

∝ Gλf◦F [p ψi] (2.17)

où G est l’opérateur grandissement défini dans l’annexe A. On retrouve avec cette
équation les résultats habituels de la diffraction de Fraunhofer (qui est assurée
par la présence de la lentille) : le champ ψd est proportionnel à la transformée
de Fourier du champ incident diaphragmé dilatée d’un facteur fλ. Autrement
dit, plus la longueur d’onde est grande ou plus la focale est grande, plus la tâche
focale sera large.

2.2.3 Plan pupille - Plan Focal

Nous profitons de ce premier exemple de système optique pour introduire les
notions de plan pupille et plan focal. Un plan focal est, par définition, un plan
dans lequel intervient la transformée de Fourier de la pupille d’entrée. Pour le
système optique présenté ici, le plan du détecteur est un plan focal. On note
d’ailleurs que le plan focal est aussi appelé "plan de Fourier". A contrario, un plan
pupille fait intervenir directement la pupille d’entrée. Dans la cas présent, le seul
plan pupille est le plan de la lentille lf . On peut d’ores-et-déjà remarquer que les
éléments focalisant ne sont rien d’autre que des convertisseurs de plan pupille
en plan focal et réciproquement.

2.3 Filtrage de Fourier
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2.3.1 Système optique

On présente maintenant le système optique qui sera utilisé pour faire de l’ana-
lyse de front d’onde. Il se nomme filtrage de Fourier 1 et est une extension de
l’imagerie en plan focal. On décale le détecteur "un plan plus loin" – en plan
pupille donc – grâce à un élément focalisant de focale f/2 placé dans le plan
focal. On associe à cet élément un masque donc nous noterons la fonction de
transparence m(xm,ym).

Axe optique

z

Plan de la Plan du
détecteur

~ex~ey

~ez~ez

Pupille d’entrée p +
Élement focalisant

de focale f f f

Masque m +
Élement focalisant

de focale f/2

Plan focal
pupille d’entrée

Figure 2.5 – Système de filtrage de Fourier.

2.3.2 Opérateur Système Optique

Appliquant les lois de propagations au design optique précédent, on obtient
que le champ au niveau du détecteur s’écrit :

ψd=
[(

(ψi p lf)⋆Gf

)

m lf/2

]

⋆Gf (2.18)

Explicitant cette équation on obtient :

ψd(xd,yd)=
e2ıkf

ı2λ2f 2
exp

(

ık

2f
(x2

d+y
2
d)

)

∫∫

dxpdyp ψi(xp,yp) p(xp,yp)

∫∫

dxmdym m(xm,ym)exp

(

−ık
f

[xpxm+xmxd+ypym+ymyd]

)

(2.19)

1. Le lecteur désirant compléter sa connaissance du filtrage optique de Fourier –il n’est consi-
déré dans cette thèse que vis-à-vis de l’analyse de front d’onde– pourra se référer à l’ouvrage
[Goodman, 2005].

47



En termes d’opérateurs, la relation entre le champ incident et le champ détecteur
est donc :

ψd = −e2ıkfexp

(

ık

2f
(x2

d+y
2
d)

)

×G−1[p ψi]⋆
(

Gfλ◦F [m]
)

(2.20)

∝ G−1[p ψi]⋆
(

Gfλ◦F [m]
)

(2.21)

En l’absence de masque –m vaut la fonction identité– on observe que le champ
détecteur correspond au champ incident diaphragmé et renversé, fait tout-à-fait
logique –d’un point de vue de l’optique géométrique– au regard du design de ce
système.

2.3.3 Expérience historique d’Abbe

L’expérience d’Abbe [Sextant, 1997] met en lumière ce principe de façon uni-
voque. Le champ incident est un front d’onde plan diaphragmé par un grille à
maille carrée. Dans le plan focal, le champ est lié à la transformée de Fourier
de cette grille. L’expérience d’Abbe (voir la figure 2.6) consiste à appliquer à
ce champ un filtre qui ne laisse passer que les fréquences selon x (resp. selon
y) grâce à une fente. Expérimentalement, on observe dans le plan suivant non
plus une grille mais seulement des traits selon x (resp. selon y). Concrètement
le masque agit comme un filtre ne laissant passer que certains fréquences.

Grille en
plan pupille

pupille

Module du
champ

avant le masque

Masque de
filtrage
pupille

Module du
champ

après le masque

Intensité sur
le détecteur

pupille

Figure 2.6 – Expérience d’Abbe. En haut (resp. en bas), filtrage des fréquences
spatiales sur la direction verticale (resp. horizontale).

Ce principe peut être exporté au traitement optique d’images. En plaçant un ob-
jet contenant une grande variété de fréquences spatiales, une plume par exemple
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(figure 2.7), et en choisissant de ne laisser que les hautes fréquences en coupant
les basses grâce à une pastille opaque autour du voisinage de l’axe optique, il
possible de ne récupérer que les détails de la plume. Réciproquement si on ne
laisse passer que les basses fréquences (le masque n’est opaque qu’à partie d’une
certaine distance – c’est la fréquence de coupure – de l’axe optique) on ne verra
de l’objet que les contours... Notons également qu’il est possible d’étudier de
cette façon les objets de phase en coupant les basses fréquences contenant l’es-
sentiel de la luminosité, correspondant au plan uniformément éclairé. C’est la
raison d’être de la strioscopie qui permet de visualiser grâce à un design optique
de type "filtrage de Fourier" les inhomogénéités d’indice de l’air dans les flux
turbulents [Toepler, 1864].

Plume en
plan pupille

pupille

Masque de
filtrage
pupille

Image de la
plume

après filtrage

Figure 2.7 – Filtrage de Fourier d’une plume placée en plan pupille. En haut le
filtre de Fourier ne laisse passer que les hautes fréquences, l’image
résultante ne contient que les détails de la plume. En bas, seule la
forme globale de celle-ci subsiste puisque le filtre n’a laissé passer que
les basses fréquences spatiales.

2.4 Coronographie

2.4.1 Système optique

Le filtrage de Fourier a été obtenu par prolongement "un plan plus loin" de
l’imagerie en plan focal. Ce processus peut être répété une nouvelle fois : on
décale le détecteur dans un nouveau plan focal tandis qu’on place dans le plan
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pupille dans lequel il se trouvait un nouvel élément diffractant appelé historique-
ment "stop" –qui est lui aussi un masque– et que l’on note s(xs,ys). On lui associe
une lentille de focale f/2. La partie amont du système optique est inchangée :
une pupille d’entrée dans le premier plan pupille et un masque de filtrage en
plan focal.

Axe optique

z

Plan de la Plan conjugué avec
la pupille d’entrée

~ex~ey

~ez~ez

Pupille d’entrée p +
Élement focalisant

de focale f f f

Masque m +
Élement focalisant

de focale f/2

Plan focal
pupille d’entrée

f

Plan du
détecteur

Stop s +
Élement focalisant

de focale f/2

Figure 2.8 – Système optique de la coronographie

Ce type de design est principalement utilisé en astronomie. Il se nomme coro-
nographie et il a pour but, grâce à un masque et un stop bien choisis, d’éteindre
des sources de lumière trop intenses proches de l’axe optique pour discerner dans
leur voisinage des objets plus faibles. De là vient d’ailleurs ce nom de "coronogra-
phie" puisque, historiquement [Lyot, 1931], il s’agissait d’observer la couronne
solaire, objet extrêmement ténu comparée au disque solaire lui-même.

Nous n’entrerons pas dans les détails en ce qui concerne les masques et stops
utilisés en coronographie dans ce paragraphe, nous aurons l’occasion d’en re-
parler. Nous préférons simplement montrer que la propagation de la lumière à
travers ce nouveau système est dans la continuité logique des deux exemples
précédemment évoqués.

2.4.2 Opérateur Système Optique

Appliquant les lois de propagations au design optique précédent, on obtient
que le champ au niveau du détecteur s’écrit :

ψd=
[

([(

(ψi p lf)⋆Gf

)

m lf/2

]

⋆Gf

)

lf/2s
]

⋆Gf (2.22)

Explicitant cette équation on obtient :

ψd(xd,yd)=
e3ıkf

ı3λ3f 3
exp

(

ık

2f
(x2

d+y
2
d)

)

∫∫

dxpdypψi(xp,yp)p(xp,yp)
∫∫

dxmdymm(xm,ym)

∫∫

dxsdys s(xs,ys)exp

(

−ık
f

[xpxm+xmxs+xsxd+ypym+ymys+ysyd]

)

(2.23)
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En termes d’opérateurs, la relation entre le champ incident et le champ détecteur
est donc :

ψd∝Gfλ◦F [s]
(

G−1[m]⋆(Gfλ◦F [ψi p])
)

(2.24)

*
* *

Les lois de la diffraction de Fresnel ont permis de caractériser rigoureu-
sement trois systèmes optiques grâce à des opérateurs linéaires reliant le
champ incident et le champ au niveau du détecteur. Les trois systèmes
en question correspondent à des problématiques instrumentales très diffé-
rentes mais s’articulent dans un prolongement très naturel : à mesure que
le détecteur s’éloigne de la pupille d’entrée, il devient possible de manipuler
de plus en plus le champ lumineux grâce à un nombre croissant d’éléments
diffractants. En témoigne l’élégante progression des formules (2.15), (2.19)
et (2.23) qui illustre à merveille la continuité formelle liée à la communi-
cation entre les plans pupille et focal. En cela réside probablement la plus
grande originalité de ce chapitre même si des travaux similaires existent
déjà, notamment [Dohlen, 2004] qui unifie nombre de designs optiques en
plaçant la notion de "masque" au centre de la réflexion.

51



52



3 Filtrage de Fourier

On s’intéresse dans ce chapitre plus en détail au système optique de Filtrage
de Fourier. On y propose notamment un formalisme mathématique compatible
avec l’objectif imminent d’utiliser ce système à des fins d’analyse de front d’onde.
La figure 3.1 rappelle le schéma de principe d’un tel design.

Axe optique

z

Plan de la Plan du
détecteur

~ex~ey

~ez~ez

Pupille d’entrée p +
Élement focalisant

de focale f f f

Masque m +
Élement focalisant

de focale f/2

Plan focal
pupille d’entrée

Figure 3.1 – Schéma de principe d’un système à filtrage de Fourier. Le masque m
est l’unique paramètre du design.

3.1 Relation entrée-sortie d’un système à Filtrage
de Fourier

Notre étude démarre de la relation entre le champ incident et le champ au
niveau du détecteur obtenue dans le chapitre précédent (équation (2.21)) qui
caractérise, on le rappelle, complètement ce système :

ψd=G−1[ψi p]⋆
(

Gfλ◦F [m]
)

(3.1)

dans laquelle on a omis un facteur de phase sans importance qui disparaît par
passage à l’intensité. Avant toute chose, nous simplifions le problème en négli-
geant le retournement du champ –traduit par l’opérateur grandissement G−1–
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qui ne témoigne que d’un aspect purement géométrique. Nous considérons donc
l’équation :

ψd = (ψi p)⋆
(

Gfλ◦F [m]
)

(3.2)

De cette équation (3.2) dite "équation fondamentale de propagation", on re-
marque que –fors l’opération de diaphragme par la pupille d’entrée– la relation
entre l’entrée et la sortie est entièrement déterminée le masque de Filtrage m.
Ce n’est d’ailleurs pas le masque lui-même qui semble y jouer un rôle significatif
mais plutôt la transformée de Fourier du masque dilatée d’un facteur λf . On
s’évertue donc dans ce chapitre à décrire ce masque dans un formalisme compa-
tible avec les propriétés notables de la transformée de Fourier (rappelées dans
l’annexe A).

On précise tout de suite un point essentiel : le plan dans lequel est contenu
le masque est un plan focal. On a vu précédemment que celui-ci constituait l’es-
pace des fréquences spatiales du champ incident. Aussi, il faut considérer les
coordonnées (xm,ym) comme les coordonnées fréquentielles associées à (xp,yp).
En d’autres termes, la position du masque dans le plan focal fait qu’il affecte le
champ incident dans son espace des fréquences. Ceci a également la conséquence
suivante : l’opérateur Gfλ◦F appliqué sur le masque consiste physiquement à ra-
mener le masque dans un plan pupille. Cela veut dire que les coordonnées (xd,yd),
réciproques de (xm,ym), sont dans le même espace que les coordonnées (xp,yp)
décrivant le champ en entrée.

3.1.1 Interprétation via la réponse impulsionnelle

Une première interprétation du filtrage de Fourier se base sur le fait que la re-
lation entre les champs incident et détecteur est linéaire. On peut en effet s’aper-
cevoir que la réponse à une somme de deux champs est la somme des réponses
pour chacun des deux champs pris indépendamment. Ce fait est d’ailleurs peu
surprenant puisque les lois de propagation sont issues dans l’absolu des équa-
tions de Maxwell, linéaires pour les champs électriques et magnétiques.

On peut donc définir la réponse impulsionnelle du système, que l’on notera
δψm, comme le champ détecteur quand le champ incident est un Dirac. De par les
propriétés de convolution on obtient immédiatement que :

δψm=Gfλ◦F [m] (3.3)

La relation fondamentale de propagation du filtrage de Fourier se réduit donc,
sous ce formalisme, à :

ψd=(ψi p)⋆δψm (3.4)

La théorie de la réponse linéaire assure que la réponse impulsionnelle caractérise
entièrement le filtrage optique puisque qu’un Dirac contient par essence toutes
les fréquences spatiales.
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D’une manière générale on retient donc que, pour un masque arbitraire m
donné, une approche tout-à-fait pertinente pour comprendre le filtrage consiste
à visualiser la quantité complexe ψδm soit via ses parties réelles ou imaginaires,
soit via son module et son argument. Pour connaître la réponse à un champ
incident donné, il "suffira" de se figurer sa convolution avec cette réponse
impulsionnelle.

Définition : Réponse impulsionnelle généralisée.
On profite de l’occasion pour généraliser la notation de la réponse impulsionnelle

δψf tant que celle-ci correspond à l’action de l’opérateur Gfλ◦F sur la fonction quel-

conque g :

δψg =̂Gfλ◦F [g] ∀g∈L2(R2) (3.5)

Précisons, afin de simplifier la tâche à un lecteur qui voudrait vérifier la cohérence

dimensionnelle des équations qui suivront que la réponse impulsionnelle a la dimen-

sion de g divisée par une longueur au carré :

[

δψg
]

=
[

g
]

L−2 (3.6)

3.1.2 Interprétation via l’opérateur de filtrage

Une autre interprétation consiste à formuler le filtrage via un opérateur li-
néaire. En effet, l’action effective du système optique sur le champ incident
consiste à la convolution avec la réponse impulsionnelle. On définit donc l’opé-
rateur de Filtrage associé au masque m et que l’on note Wm comme :

Wm[ψ]=̂ψ⋆ δψm ∀ψ∈L2(R2) (3.7)

L’équation fondamentale de propagation du filtrage de Fourier (3.2) se réduit
cette fois à :

ψd=Wm[ψi p] (3.8)

Quelques propriétés de l’opérateur de filtrage :
- L’opérateur de filtrage laisse invariante la dimension de la fonction sur laquelle
il s’applique : dans notre cas, il convertit des champs EM en champs EM.
- L’opérateur de filtrage est linéaire, en particulier :

Wm[ψ]=Wm

[

ℜ[ψ]
]

+ıWm

[

ℑ[ψ]
]

(3.9)
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- L’opérateur de filtrage va de L2(R2) dans L2(R2), en particulier 1 :

||ψp||22≥||Wm[ψp]||22 (3.10)

qui traduit le fait que l’énergie du champ détecteur ne peut être supérieure à
l’énergie du champ incident. Il y a d’ailleurs égalité si et seulement si le masque
est de phase uniquement. Cette propriété se montre mathématiquement via l’éga-
lité de Parseval puisque le passage d’un plan focal à un plan pupille (et vice versa)
se fait par une transformée de Fourier.
- L’opérateur de filtrage peut être décomposé en deux opérateurs linéaires re-
présentant ses partie réelle et partie imaginaire. On les note Wℜ

m et Wℑ
m. Ces

opérateurs vont également de L2(R2) dans L2(R2). Ils ont de plus la propriété de
laisser stable les fonctions à valeurs dans R. On peut donc écrire :

Wm[ψ]=
(

Wℜ
m

[

ℜ[ψ]
]

−Wℑ
m

[

ℑ[ψ]
])

+ı
(

Wℜ
m

[

ℑ[ψ]
]

+Wℑ
m

[

ℜ[ψ]
])

(3.11)

où les deux fonctions de cette décomposition sont à valeurs dans R.

3.2 Description des masques

Nous proposons dans cette partie une classification générale des masques de
filtrage. Considérés comme des éléments diffractants, ils sont caractérisés par
leur fonction de transparence. Cette fonction étant complexe, on peut la décom-
poser via son module et son argument :

m(xm,ym)=a(xm,ym)exp(ıφmasque(xm,ym)) (3.12)

où a est le module de la fonction de transparence. φmasque est la phase du masque
induite par sa géométrie et son indice optique. On précise tout de suite que la
fonction a prend des valeurs dans [0,1] puisque le masque est considéré comme
passif – à notre connaissance nous ne connaissons aucun masque ajoutant de
l’énergie de façon cohérente à un front d’onde, ce serait pourtant bien pratique...

On dira d’un masque qu’il est "de phase" si il est complètement transparent,
c’est-à-dire si a=1 sur la totalité du plan focal. Un masque dit d’"amplitude" aura
quant à lui une phase constante sur l’ensemble du plan focal. C’est par exemple
le cas d’une densité.

3.2.1 Pavage du plan de Fourier

On propose dans ce paragraphe un formalisme adapté à la description de la
majorité des masques utilisés pour le Filtrage de Fourier. Celle-ci se base sur la

1. Le masque est supposé passif, cf. le prochain paragraphe.
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notion de pavage.

Définition : Pavage.
{Ωi}i est un pavage du plan R

2 si ces éléments vérifient la condition :

∪iΩi=R
2 et Ωi∩Ωj=∅ si i6=j (3.13)

où l’indice i varie dans un ensemble fini ou dénombrable.

La plupart de ces masques présentent en effet la propriété d’être descriptible lo-
calement par une amplitude et des aberrations de phase de piston et de tip/tilt

constants. Ils sont donc descriptibles via une collection de cinq paramètres appe-
lés "paramètres de pavage" que l’on note :

{Ωi,ai,δi,αi,βi}i (3.14)

où l’ensemble des Ωi forment un pavage du plan de Fourier. Le paramètre ai
décrit l’amplitude locale du masque sur l’élément Ωi. Le paramètre δi code le
piston local de la phase sur ce même élément tandis que les deux derniers (αi,βi)
codent la pente locale, c’est-à-dire les coefficients associés aux aberrations de
tip et tilt. Sous ces conditions le masque a une fonction de transparence de la
forme :

m(xm,ym)=
∑

i

aiIΩi
(xm,ym)exp

(2ıπ
λ

(δi+xmαi+ymβi)
)

(3.15)

où IΩi
est la fonction indicatrice de l’élément Ωi du pavage. Notons que l’on

pourrait, afin de décrire plus de masques, envisager d’augmenter le nombre de
"paramètres de pavage" grâce par exemple aux aberrations de phase suivantes, à
savoir : focus, astigmatismes, etc. Nous verrons dans les parties suivantes que la
description proposée est dans l’immense majorité des cas suffisante.

3.2.2 Réponse impulsionnelle du masque

Puisque le masque de filtrage agit via sa réponse impulsionnelle sur le champ
incident nous nous intéressons maintenant à cette quantité en supposant que le
masque est descriptible via le formalisme du pavage du plan de Fourier. Usant
des propriétés notables de la transformée de Fourier (annexe A) on obtient que :

δψm=
∑

i

aiexp

(

2ıπδi
λ

)

Tαi,βi
◦Gfλ◦F [IΩi

] (3.16)

où T est l’opérateur de translation défini dans la même annexe. La formule pré-
cédente peut également s’écrire via les réponses impulsionnelles des éléments
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du pavage :

δψm=
∑

i

aiexp

(

2ıπδi
λ

)

Tfαi,fβi

[

δψ
IΩi

]

(3.17)

L’équation 3.17 est fondamentale au sens où elle illustre que la seule difficulté
mathématique consiste en l’obtention des réponses impulsionnelles et donc des
transformées de Fourier des éléments du pavage du plan de Fourier puisqu’on le
rappelle :

δψ
IΩi

=Gfλ◦F [IΩi
] (3.18)

3.2.3 Opérateur de Filtrage

Dans l’interprétation via l’opérateur de Filtrage et sous l’hypothèse que le
masque est descriptible grâce au formalisme du pavage, on a :

ψd =
∑

i

aiexp
(2ıπ
λ
δi

)

(

(ψi p)⋆
(

Tfαi,fβi
◦Gfλ◦F [IΩi

]
))

(3.19)

De par la compatibilité de l’opérateur translation avec le produit de convolution,
cette équation peut aussi s’écrire :

ψd =
∑

i

aiexp
(2ıπ
λ
δi

)

Tfαi,fβi

[

(ψi p)⋆
(

Gfλ◦F [IΩi
]
)]

(3.20)

On s’aperçoit donc que l’action de filtrage de l’élément Ωi sur le champ incident
est caractérisée par un opérateur que l’on note WΩi

et qui est défini comme :

WΩi
[ψ]=̂ψ⋆

(

Gfλ◦F [IΩi
]
)

=ψ⋆δψ
IΩi

(3.21)

Physiquement, cet opérateur de filtrage indique l’action d’un filtre qui ne laisse-
rait passer que les fréquences spatiales appartenant au domaine Ωi.

Munis de ces résultats, il est maintenant possible de comprendre l’action d’un
masque descriptible dans le formalisme des pavages. En effet, avec l’aide des
opérateurs de filtrage WΩi

, l’équation fondamentale de propagation (3.2) prend
une forme tout à fait intelligible :

ψd∝
(

∑

i

aiexp
(2ıπ
λ
δi

)

Tfαi,fβi
◦WΩi

)

[ψi p] (3.22)

Sous cette forme, on retrouve naturellement l’opérateur de filtrage du masque,
noté Wm qui vaut ici :

Wm=
∑

i

aiexp
(2ıπ
λ
δi

)

Tfαi,fβi
◦WΩi

(3.23)
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L’opération de filtrage pour un masque quelconque se passe donc de la façon
suivante : chaque élément Ωi du pavage va d’abord sélectionner une partie des
fréquences spatiales du champ incident, ce champ filtré s’obtient par l’application
de l’opérateur filtrage de l’élément Ωi sur le champ incident. Le champ filtré subit
ensuite une atténuation via le coefficient d’amplitude locale ai. Il est ensuite
déphasé grâce à l’aberration de piston codée par δi. Ce champ filtré, atténué,
déphasé est enfin décalé dans le plan du détecteur grâce à l’opérateur translation.
Le champ total dans le plan du détecteur correspond à la somme de toutes ces
contributions des divers éléments du pavage.

3.3 Pavages remarquables

Bien que tous les pavages soient a priori possibles, deux seulement présentent
une importance majeure. D’abord parce qu’ils permettent de construire par union
de leurs éléments un grand nombre d’autres pavages et aussi parce qu’ils dé-
crivent directement les masques optiques les plus pertinents (ils seront listés
dans le chapitre 7). Ces deux pavages sont directement associés au type de re-
père utilisé pour décrire le masque, à savoir : les repères cartésien ou polaire.

3.3.1 Pavage cartésien

Le pavage cartésien du plan focal consiste à diviser ce plan en 4 quadrants
symétriques par rapport à l’axe optique. Chaque quadrant sélectionne un quart
des fréquences spatiales. La figure 3.2 illustre ce découpage. L’élément Ω++ filtre

Ω−+

Ω−− Ω+−

Ω++

ym

xm

Figure 3.2 – Pavage cartésien du plan focal.

en ne laissant passer que les fréquences spatiales positives à la fois selon x et y
tandis que le quadrant Ω+− ne sélectionne que les fréquences positives selon x
et négatives selon y. Il est assez facile d’exprimer les fonctions indicatrices des
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ces quatre quadrants à l’aide de la fonction Heaviside Θ :

IΩ++(xm,ym) = Θ(xm)Θ(ym) (3.24)

IΩ+−(xm,ym) = Θ(xm)Θ(−ym) (3.25)

IΩ−+(xm,ym) = Θ(−xm)Θ(ym) (3.26)

IΩ−−(xm,ym) = Θ(−xm)Θ(−ym) (3.27)

La résolution analytique de l’équation 3.18 aboutit aux résultats suivants :

δψ
IΩ++

(xd,yd) =
1
4

(

δ(xd)δ(yd)−
1

π2xdyd

)

− ı

4

(

δ(xd)
πyd

+
δ(yd)
πxd

)

(3.28)

δψ
IΩ+−

(xd,yd) =
1
4

(

δ(xd)δ(yd)+
1

π2xdyd

)

+
ı

4

(

δ(xd)
πyd

−δ(yd)
πxd

)

(3.29)

δψ
IΩ−+

(xd,yd) =
1
4

(

δ(xd)δ(yd)+
1

π2xdyd

)

− ı

4

(

δ(xd)
πyd

−δ(yd)
πxd

)

(3.30)

δψ
IΩ−−

(xd,yd) =
1
4

(

δ(xd)δ(yd)−
1

π2xdyd

)

+
ı

4

(

δ(xd)
πyd

+
δ(yd)
πxd

)

(3.31)

On peut s’inquiéter de l’apparente inhomogénéité des quatre réponses impul-
sionnelles tout juste calculées. Il n’en est rien, elles sont bien de dimension L−2

puisque les Dirac manipulés sont de dimension L−1 et que les fonctions indica-
trices n’ont aucune dimension.

Comme je l’ai souligné plus haut, il est possible de générer d’autres pavages
à partir du pavage cartésien. On peut par exemple considérer deux nouveaux
pavages. Le pavage dit "d’analyse selon x" (resp. "d’analyse selon y") qui est
constitué de deux éléments ne laissant passer que les fréquences positives ou
négatives selon x (resp. y), on note Ω+

x (resp. Ω+
y ) et Ω−

x (resp. Ω+
y ) ces deux

éléments. On remarque bien évidemment que :

Ω+
x=Ω++∪Ω+− et Ω−

x=Ω−−∪Ω−+ (3.32)

ce qui nous donne accès très rapidement à la transformée de Fourier de leur
fonction indicatrice :

δψ
I
Ω+

x

(xd,yd) =
1
2
δ(xd)δ(yd)−

ı

2
δ(yd)
πxd

(3.33)

δψ
I
Ω−

x

(xd,yd) =
1
2
δ(xd)δ(yd)+

ı

2
δ(yd)
πxd

(3.34)

Nous n’explicitons pas le cas du pavage "d’analyse suivant y" puisqu’il suffit d’in-
verser les variables xd et yd dans les équations précédentes pour obtenir sa réso-
lution.
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3.3.2 Pavage polaire

Le second pavage remarquable est associé aux masques à symétrie circulaire.
Il comporte deux éléments : un disque de rayon r paramètre du pavage et son
complémentaire. La figure 3.3 illustre ce découpage.

Ωr

r

ym

xm

Ω̄r

Figure 3.3 – Pavage polaire du plan focal. Le paramètre r règle le rayon du disque
central.

La fonction indicatrice du disque central s’écrit aisément :

IΩr(xm,ym)=Θ
(

r−
√

x2
m+y2

m

)

(3.35)

Contrairement au pavage cartésien, le pavage polaire n’est pas achromatique
puisque l’opérateur G1/λ appliqué sur sa fonction indicatrice introduit une dépen-
dance en λ. La résolution de l’équation 3.17 consiste donc à l’obtention de la
réponse impulsionnelle associée à Ωr :

δψ
IΩr

=Gfλ◦F [IΩr] (3.36)

L’utilisation des fonctions de Bessel de première espèce (dont les expressions
sont rappelées dans l’annexe A) permet alors de remarquer que :

δψ
IΩr

(xd,yd)=
r

fλ
√

x2
d+y

2
d

J1

(

2π
r

fλ

√

x2
d+y

2
d

)

(3.37)

On obtient trivialement pour le complémentaire de Ωr :

δψ
IΩ̄r

(xd,yd)=δ(xd)δ(yd)−
r

fλ
√

x2
d+y

2
d

J1

(

2π
r

fλ

√

x2
d+y

2
d

)

(3.38)

3.3.3 Opérateurs remarquables

Observant les transformées de Fourier obtenues dans la section précédente
il apparait que certains opérateurs jouent un rôle important dans le filtrage de
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Fourier. Nous les détaillons ici.

Définition : Opérateur identité.
Il laisse intacte la fonction qui le subit. Il correspond à la convolution avec un double

Dirac :

I[g]=̂g (3.39)

Définitions : Opérateurs de Hilbert.
Ils sont définis pour illustrer les opérations de filtrage créées par le pavage cartésien.

Ils correspondent à des convolutions avec les trois fonctions suivantes :

hx(x,y) =̂
δ(y)
πx

(3.40)

hy(x,y) =̂
δ(x)
πy

(3.41)

hxy(x,y) =̂
1

π2xy
(3.42)

Les trois opérateurs de Hilbert, selon x, y ou les deux directions à la fois sont définis

par :

Hx[g](x,y) =̂f⋆hx= v.p.

{

1
π

∫

g(u,y)
x−u du

}

(3.43)

Hy[g](x,y) =̂f⋆hy= v.p.

{

1
π

∫

g(x,v)
y−v dv

}

(3.44)

Hxy[g](x,y) =̂f⋆hxy= v.p.

{

1
π2

∫∫

g(u,v)
(x−u)(y−v)

dudv

}

(3.45)

où v.p. signifie "valeur principal de Cauchy".

Illustrons l’utilité de ces opérateurs en déterminant, par exemple l’action du
filtrage sur le quadrant Ω++. Il faut pour cela en expliciter l’opérateur de filtrage
WΩ++ . En se souvenant que la fonction indicatrice IΩ++ est achromatique, et en
utilisant les résultats et définitions précédents on obtient finalement que :

WΩ++=
1
4

(I−Hxy)−
ı

4
(Hx+Hy) (3.46)

Définition : Opérateur de Zernike.
On mentionne enfin l’opérateur de Zernike utile lorsque le masque est décrit dans le

repère polaire. Il dépend du rapport entre le rayon du disque central et la longueur
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d’onde et est défini de la façon suivante :

Zr/fλ[g]=̂g⋆δψ
IΩr

(3.47)

3.4 Extension à la modulation

Le filtrage de Fourier peut être couplé à un étage optique supplémentaire va-
riable dans le temps et placé dans le plan de la pupille d’entrée. Ce dispositif
crée une aberration oscillante et change la forme et la taille de la tâche focale
qui arrive sur le masque de Fourier. Le détecteur est synchronisé avec cette os-
cillation régulière dans l’objectif d’avoir une image par cycle d’aberration. Il est
important de préciser que dans le cadre de notre étude le champ incident est
considérée comme statique durant le cycle. Ce système est appelé modulation et
permet d’ajouter des degrés de liberté au design du filtrage de Fourier.

Axe optique

z

Plan de la Plan
image

~ex~ey

~ez~ez

Modulation +
Pupille d’entrée p +
Élement focalisant

de focale f f f

Masque m +
Élement focalisant

de focale f/2

Plan focal
pupille d’entrée

Détecteur
synchronisé

Figure 3.4 – Système de filtrage de Fourier avec dispositif de modulation.

3.4.1 Phases de modulation

On considère un dispositif de modulation capable de générer N modes d’aber-
rations, que l’on note φi. L’amplitude de ces modes est codée via les scalaires
réels ai. Le vecteur ~a=̂(a1,...aN ) décrit donc complètement la phase de modula-
tion.

3.4.2 Fonction de poids

Le temps passé pour chaque aberration possible est codé via une fonction de
poids que l’on note w (pour weighting). Cette fonction va de l’espace des phases
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de modulation vers les réels positifs. Par ailleurs, afin d’assurer la conservation
de l’énergie, l’intégrale de cette fonction de poids doit être unitaire. On a donc
mathématiquement :

w : R
N → R+

~a 7→ w(~a)
et

∫

RN
w(~a) dN~a=1 (3.48)

3.4.3 Intensité modulée

Pour obtenir l’intensité sur le détecteur, il faut préciser ici un point assez sub-
til sur le temps caractéristique de la modulation correspondant à la durée de
son cycle. Celui-ci est en effet considéré comme très grand devant le temps ty-
pique de cohérence de la source lumineuse utilisée pour faire l’analyse de sur-
face d’onde. En d’autres termes, les champs électromagnétiques qui arrivent sur
le détecteur à chaque instant du cycle de modulation doivent être sommés en
intensité : leur lumière est considérée comme incohérente. Cela a pour consé-
quence physique que l’intensité totale sera la somme des intensités instantanées
(et non des champs) pendant le cycle de modulation. Chacune de ces intensi-
tés est obtenue via la propagation à travers le système de filtrage de Fourier du
champ incident affecté par l’aberration de modulation traduit via la fonction de
transparence de la pupille :

p→p eıφm(~a) (3.49)

L’intensité sur le détecteur devient donc :

I(ψi)=
∫

RN
w(~a)

∣

∣

∣Wm[ψi p eıφm(~a)]
∣

∣

∣

2
dN~a où φm(~a)=

N
∑

i=1

aiφi (3.50)

3.4.4 Modulation tip/tilt

Nous explorons dans cette section, le cas le plus commun de la modulation, à
savoir une modulation utilisant deux modes de phase uniquement : le tip et le
tilt. Dans ce cas on a donc N=2 et les deux modes de phases sont :

φ1(xp,yp)=
2π
λ
xp et φ2(xp,yp)=

2π
λ
yp (3.51)

On notera a1 et a2 leur amplitude respective. On remarquera que la modulation
tip/tilt correspond exactement à l’application d’un dioptre d’inclinaison variable
dans le plan de la pupille d’entrée :

da1,a2(xp,yp)=exp
(2ıπ
λ

(a1xp+a2yp)
)

(3.52)

La solution technique pour faire cette modulation en tip/tilt s’en inspire forte-
ment puisque l’on utilise un miroir plan oscillant placé dans le plan de la pupille
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d’entrée du système optique de filtrage de Fourier.

Interprétation de la modulation via l’imagerie d’objets étendus. Oublions
dans un premier temps l’étage de filtrage et imaginons que le détecteur est placé
juste devant le masque de filtrage. On a alors un système optique de type "ima-
gerie en plan focal". Utilisant le formalisme développé dans le premier chapitre
on obtient que l’intensité sur le détecteur notée Ifoc vaut :

Ifoc =
∫

R2
w(a1,a2)

∣

∣

∣Gfλ◦F
[

ψi p d
a1,a2

]∣

∣

∣

2
da1da2 (3.53)

=
∫

R2
w(a1,a2)Tfa1,fa2

[

∣

∣

∣Gfλ◦F
[

ψi p
]∣

∣

∣

2
]

da1da2 (3.54)

= Gf [w]⋆
∣

∣

∣Gfλ◦F
[

ψi p
]∣

∣

∣

2
(3.55)

Le module au carré de la transformée de Fourier du champ incident diaphragmé
est communément appelé Fonction d’Étalement de Point (FEP) et ne dépend pas
de la modulation tip/tilt. L’intensité du champ électrique juste avant le masque
de filtrage peut donc s’écrire :

Ifoc=Gf [w]⋆FEP(ψi p) (3.56)

Formellement, il y a donc une analogie parfaite entre l’imagerie d’objets étendus
et statiques et la modulation, la fonction de poids pouvant être vue comme le
profil surfacique d’un objet. Il est d’ailleurs possible de modéliser des objets volu-
miques –qui ne seraient donc pas tous focalisés dans le même plan– en ajoutant
un mode à la modulation tip/tilt, à savoir le mode de focus. On insistera cepen-
dant sur le fait que cette analogie entre modulation et imagerie d’objets étendus
n’est possible qu’à la condition que chaque point de ces objets soit affecté par la
même phase 2.

Le message véritablement important de ce paragraphe est de se rendre
compte qu’on peut se permettre de ne pas distinguer l’analyse de surface d’onde
usant une source étendue de celle fonctionnant avec une modulation tip/tilt, la
fonction de poids w faisant le lien entre ces deux cas sous un unique formalisme.

On replace le détecteur dans le plan pupille situé en aval du filtrage et on
réécrit l’intensité modulée dans le cadre d’une modulation en tip/tilt :

I(ψi p)=
∫

R2
w(a1,a2) Wm[da1,a2ψi p] Wm[da1,a2ψi p] da1da2 (3.57)

Cette relation est difficile à étudier en l’état, aussi on va l’exprimer à partir d’un
opérateur bilinéaire plus général qui sera plus aisé à manipuler. On l’appelle
opérateur de couplage puisqu’il témoigne de la communication entre les

2. Si ce n’était pas le cas, on parlerait d’anisoplanétisme.

65



Élement focalisant +
Dioptre incliné pour un
point de la modulation

Masque focal

Élement focalisant

Masque focal

Objet ponctuel
hors axe

Objet ponctuel
sur axe

Figure 3.5 – Équivalence entre modulation tip/tilt et filtrage de Fourier avec source
étendue. Les coefficients tip/tilt codent la position angulaire d’un
point de l’objet. La fonction de poids w code la brillance de ce point.

champs induite par la modulation.

Définition : Opérateur de couplage.
L’opérateur bilinéaire de couplage, noté Cwm, s’applique sur deux champs à la fois. Il

ne dépend que du masque et de la fonction de poids. Il caractérise donc complètement

les dispositifs de filtrage de Fourier associés à une modulation tip/tilt. Il est défini

comme :

Cwm[ψ1,ψ2] =̂
∫

R2
w(a1,a2) Wm[ψ1d

a1,a2 ] Wm[ψ2da1,a2 ] da1da2 (3.58)

=
∫

R2
w(a1,a2)

(

ψ1d
a1,a2⋆δψm

)(

ψ2d
−a1,−a2⋆δψm

)

da1da2 (3.59)

Développant explicitement les produits de convolution à l’intérieur de Cwm, on
s’aperçoit également que l’opérateur de couplage fait intervenir la transformée
de Fourier de la fonction de poids :

Cwm[ψ1,ψ2](X,Y )=
∫

R4
dx1dy1dx2dy2 ψ1(x1,y1)δψm(X−x1,Y−y1)×

ψ2(x2,y2)δ
ψ
m(X−x2,Y−y2)×Gfλ◦F [w](x2−x1,y2−y1) (3.60)

La présence de cette transformée de Fourier permet d’introduire formellement 3

3. Attention, pour des raisons subtiles de variables d’intégration (a1,a2) sans dimension, δψw
a la même dimension que w.
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la réponse impulsionnelle (définie dans le chapitre 2) de la fonction de poids δψw :

Cwm[ψ1,ψ2](X,Y )=
∫

R4
dx1dy1dx2dy2 ψ1(x1,y1)δψm(X−x1,Y−y1)×

ψ2(x2,y2)δ
ψ
m(X−x2,Y−y2)×δψw(x2−x1,y2−y1) (3.61)

La première utilité de l’opérateur de couplage est d’exprimer très facilement l’in-
tensité modulée de (3.57) :

I(ψi p)=Cwm[ψi p,ψi p] (3.62)

Cas limites de la modulation. Afin de comprendre la physique contenue dans
l’opérateur de couplage. On s’intéresse en premier au cas limite correspondant
à l’absence de modulation. La fonction de poids se résume donc à un Dirac
centré sur l’origine. Sa transformée de Fourier est égale à la fonction identité.
L’opérateur modulation devient donc :

Cw=δ
m [ψ1,ψ2]=(ψ1⋆δ

ψ
m)(ψ2⋆δ

ψ
m) (3.63)

Injectant ce résultat dans la formule de l’intensité modulée (3.62), on retombe
bien sur l’intensité sans modulation :

I(ψi p)=Cw=δ
m [ψi p,ψi p]=|(ψi p)⋆δψm|2 (3.64)

Le second cas s’intéresse à une modulation "complète". Autrement dit la fonc-
tion de poids vaut 1 en tout point du plan. Ceci est en contradiction avec l’hypo-
thèse de conservation de l’énergie mais on oublie pour ce cas extrême ce prére-
quis. La transformée de Fourier de w se résume donc à un Dirac et l’opérateur
modulation devient :

Cw=I

m [ψ1,ψ2]=(ψ1ψ2)⋆|δψm|2 (3.65)

Ce qui a notamment pour conséquence :

I(ψi p)=Cw=I

m [ψi p,ψi p]=|ψi p|2⋆|δψm|2 (3.66)

Ces deux cas extrêmes montrent une propriété tout sauf triviale de la modulation.
La fonction de poids dont elle dépend agit en effet comme un curseur qui déplace
le produit de multiplication entre les champs interférent sur le détecteur :

(ψ1⋆δ
ψ
m)×(ψ2⋆δ

ψ
m) ↔ (ψ1×ψ2)⋆|δψm|2 (3.67)

Un masque équivalent à la modulation ? On cherche dans cet ultime para-
graphe à savoir si le degré de liberté apporté par la modulation tip/tilt n’est pas
redondant avec celui apporté par le masque de filtrage. Autrement dit, est-il pos-
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sible de trouver un masque de filtrage qui serait équivalent à de la modulation ?
Pour répondre à cette question on réécrit l’opérateur de couplage sous la forme
suivante :

Cwm[ψ1,ψ2](X,Y )=
∫

R4
dx1dy1dx2dy2 ψ1(X−x1,Y−y1)ψ2(X−x2,Y−y2)×

δψm(x1,y1)δ
ψ
m(x2,y2)×δψw(x2−x1,y2−y1) (3.68)

Trouver un masque équivalent à la modulation revient donc à découper la ré-
ponse impulsionnelle de la modulation δψw en deux contributions de sorte à avoir :

δψmw
(x1,y1)δ

ψ
mw (x2,y2)=δψw(x2−x1,y2−y1) (3.69)

où mw serait le masque équivalent à la modulation. On peut montrer qu’un tel
masque existe à condition que la réponse impulsionnelle de la fonction de poids
ait une forme bien particulière, à savoir :

δψw(x,y)=A2exp
(

ı(Bx+Cy)
)

avec A,B,C∈R (3.70)

La réponse impulsionnelle du masque équivalent vaut alors :

δψmw
(x,y)=A exp

(

ı(Bx+Cy)
)

avec A,B,C∈R (3.71)

Malheureusement ces cas de modulation sont fort peu intéressants. En effet, on
s’aperçoit que la fonction de poids associée à la fonction (3.70), vaut :

w = G1/fλ◦F−1[A2exp
(

ı(Bx+Cy)
)

] (3.72)

= δ(x+B̃)δ(x+C̃) avec B̃,C̃∈R (3.73)

Autrement dit, les modulations décrites par (3.70) sont statiques ! Elles ne font
que déplacer la FEP du centre du plan focal vers un autre point. On comprend
alors facilement pourquoi il existe un masque équivalent à cette modulation
puisque celui-ci correspond simplement à la translation du masque initial as-
surant que la FEP tombe bien à l’endroit décrit par la modulation. La figure 3.6
illustre cette équivalence. On retiendra donc qu’une modulation non statique ne
peut être décrite par un masque de Fourier. Le degré de liberté apporté par ce
dispositif est donc tout-à-fait pertinent et permet d’étendre substantiellement les
possibilités du Filtrage de Fourier.

*
* *

Ce chapitre dédié au Filtrage de Fourier a permis d’en expliciter de très
nombreuses et intéressantes propriétés inhérentes. Ont été précisées les
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Élement focalisant +
Modulation statique
via un dioptre incliné

Masque focal

Élement focalisant seul

Masque focal
translaté

Figure 3.6 – À gauche : Type de modulation tip/tilt –hélas statique– qui admet
un masque équivalent. À droite : masque équivalent correspondant au
masque précédent translaté.

notions de réponse impulsionnelle et opérateur de Filtrage à la lumière
du formalisme puissant et inédit basé sur le pavage du plan focal. Celui-ci
assume parfaitement l’aspect "filtrage" inhérent à ce système optique puis-
qu’il décrit chaque masque de Fourier comme un élément permettant de
sélectionner puis de combiner et/ou séparer les fréquences spatiales du
champ incident. Cet effort théorique est consolidé par la maitrise d’opéra-
teurs mathématiques (Hilbert et Zernike) de manipulation aisée. Le filtrage
de Fourier a également été enrichi par un étage optique supplémentaire –la
modulation– qui n’est pas redondant avec le filtrage. Cette modulation a
été présenté de façon très générale même si une attention particulière a été
portée à la modulation tip/tilt. Les prochains chapitres verront ces efforts
théoriques récompensés au sens où ils permettront de comprendre l’analyse
de front par filtrage de Fourier de façon analytique.
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4 Analyse de surface d’onde par
filtrage de Fourier

Dans ce chapitre, on s’intéresse (enfin) à l’analyse de surface d’onde basée
sur le filtrage de Fourier avec ou sans étage de modulation. On s’attache à
expliciter la dépendance de l’intensité avec la phase afin d’en construire des
critères de performance en accord avec ceux présentés au chapitre 1.

On commence par faire l’hypothèse que la fonction de transparence de la pu-
pille d’entrée ne consiste qu’en la fonction indicatrice de sa forme géométrique :

p=IP (4.1)

D’autre part, on suppose que la source est monochromatique. La quantité en-
trante dans le système optique, à savoir son champ incident, peut s’écrire :

ψi=f IPexp
(

ıφ
)

, (4.2)

Cette décomposition permet de distinguer sa répartition spatiale d’énergie codée
via la fonction f (pour flux) de la forme de son front d’onde codée via sa phase
φ. La fonction f est à support compact (l’énergie du front d’onde incident est
finie) et prend ses valeurs dans R

+. La phase quant à elle est à valeurs dans R.
Ce champ se propage à travers le système optique puis se trouve converti par le
détecteur en une intensité que l’on note I. Cette intensité dépend a priori autant
du flux que de la phase. Dans le cadre de l’analyse de front d’onde, le flux f
(tout comme la fonction de transparence de la pupille p) est considéré comme
une donnée du problème tandis que la phase φ est l’inconnue. On écrira donc
désormais la fonction intensité I non comme variable du champ incident ψi mais
comme dépendante de φ :

I(φ)=
∫

RN
w(~a)

∣

∣

∣Wm[feıφIPeıφm(~a)]
∣

∣

∣

2
dN~a (4.3)
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4.1 Espace des phases descriptibles

On peut commencer l’étude des ASO à filtrage de Fourier par une analyse
générale des phases qu’ils sont capables de décrire.

4.1.1 Aberration de piston

Un système optique de Filtrage de Fourier peut-il "voir" une phase de type pis-
ton ? Si l’on suit son sens physique, il y a assez peu d’espoir à avoir. En effet, le
piston est un mode qui témoigne d’un retard uniforme du front d’onde. Celui-
ci n’est en rien déformé par sa présence. Il existe bien des procédés optiques –
typiquement des interféromètres – mesurant une telle aberration mais ils fonc-
tionnent tous par rapport à une référence fixée par l’expérimentateur : le piston
mesuré est alors un piston différentiel. Comme le filtrage de Fourier n’a pas de
telle référence, il semble donc peu probable qu’il soit sensible à l’aberration de
piston. Vérifions cette intuition à l’aide des développements précédents.

La propriété notable de l’aberration piston est d’être assimilable à un scalaire
complexe passant sans modification à travers les opérateurs linéaires de filtrage :

I(φ+φpiston) =
∫

RN
w(~a)

∣

∣

∣Wm[feıφ+φpistonIPe
ıφm(~a)]

∣

∣

∣

2
dN~a (4.4)

=
∫

RN
w(~a)

∣

∣

∣eıφpistonWm[feıφIP eıφm(~a)]
∣

∣

∣

2
dN~a (4.5)

= I(φ) (4.6)

Un analyseur de surface d’onde utilisant le filtrage de Fourier ne distingue donc
pas les pistons. Il faut en conséquence éloigner d’emblée ces aberrations de l’es-
pace des phases descriptibles. On considère donc les phases modulo leur piston
global. Autrement dit, leur moyenne spatiale peut être prise nulle.

4.1.2 Flux localement nul

On peut tenir le même type de raisonnement lorsque le flux f présente des
zones où il est localement nul (ou en dehors du support de la pupille). Une
phase qui serait uniquement définie sur ces parties du plan d’entrée ne saurait
être codée par l’analyseur de front d’onde. Ce résultat n’est pas très surprenant
physiquement et on aurait pu le prévoir d’emblée. Dans la catégorie "phases
invisibles" on ajoute donc aux pistons les phases définies uniquement là où il n’y
a aucun flux et on retient qu’il n’y a pas d’analyse locale de la phase sans flux
local.

Pour pousser plus loin les investigations on se doit d’étudier plus en détail la
variation de l’intensité avec la phase.
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4.2 Développement de Taylor de l’intensité

Une des approches pertinentes pour expliciter la dépendance de cette l’inten-
sité consiste à effectuer un développement de Taylor sur l’exponentiel qui la
contient. Pour ne pas perdre en généralité, ce développement de Taylor se fait
autour d’une phase référence a priori arbitraire que l’on note φr :

exp
(

ı(φr+φ)
)

=exp(ıφr)
∞
∑

p=0

ıp

p!
φp (4.7)

Cette phase de référence peut être vue comme une aberration présente dans la
pupille d’entrée du système optique quelque soit la phase φ à analyser. Elle est
donc équivalente à une modulation statique. Puisque nous considérons dans un
premier temps la modulation de façon générale (c’est-à-dire pas forcément en
tip/tilt), nous inclurons donc cette phase de référence dans la phase modulée :

φm(~a)→φm(~a)+φr (4.8)

Ceci étant dit, on peut substituer le développement limité précédent dans l’ex-
pression générale de l’intensité :

I(φ)=
∞
∑

p=0

∞
∑

q=0

∫

RN
w(~a)Wm

[

f IP e
ıφm(~a) ı

p

p!
φp
]

Wm

[

f IP eıφm(~a)
ıq

q!
φq
]

dN~a (4.9)

Usant des lois sur les produits de Cauchy, on peut réécrire la précédente équation
pour classer la dépendance en phase suivant ses puissances :

I(φ)=
∞
∑

q=0

(−ı)q
q!

( q
∑

n=0

(−1)q
(

q

p

)

∫

RN
w(~a)Wm

[

f IP e
ıφm(~a)φp

]

Wm[f IP eıφm(~a)φq−p]dN~a

)

(4.10)

4.2.1 p-ième moment de la phase à travers le masque

L’équation (4.10) peut sembler quelque peu complexe, heureusement il est
assez aisé d’y repérer une quantité bien connue. En effet si l’on définit φp⋆(~a) de
la façon suivante :

φp⋆(~a)=̂Wm

[

fIPe
ıφm(~a)φp

]

, (4.11)

on s’aperçoit que cette quantité n’est rien d’autre que la réponse en terme de
champ du système de filtrage de Fourier quand le champ incident ψi est égal à
fφp, au moment de la modulation φm(~a). Ici apparaît donc l’intérêt du travail
théorique précédent puisque la connaissance de l’opérateur filtrage permet d’ex-
pliciter le développement de Taylor de l’intensité en puissances de phase. Vu
la signification physique de l’opérateur filtrage on nomme la quantité complexe
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φp⋆(~a) le p-ième moment de la phase à travers le masque pour la modulation
~a.

4.2.2 q-intensités

L’intensité totale se décompose donc de la façon suivante :

I(φ)=
∞
∑

q=0

Iq(φ) avec Iq(φ)=̂
(−ı)q
q!

q
∑

p=0

(−1)p
(

q

p

)

∫

RN
w(~a)φn⋆(~a)φq−p⋆(~a)dN~a

(4.12)
où l’on appelle q-intensité la quantité Iq. Une q-intensité n’est variable que des
q-premières puissances de la phase. Notons qu’une autre façon d’obtenir ces in-
tensités consiste à obtenir les dérivées successives de l’intensité. On a en effet la
relation suivante :

Iq(φ)=
1
q!
∂qI(aφ)
∂aq

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

(4.13)

On note d’ailleurs que la "0-intensité" correspond à l’intensité lorsque le champ
incident a un front d’onde plan, c’est-à-dire lorsque φ=0. On nomme pour cette
raison la "0-intensité" intensité constante. De la même façon, on appelle intensité

linéaire et notera Ilinéaire la "1-intensité" et intensité quadratique Iquadratique la "2-
intensité".

4.2.3 Graphe entrée/sortie de l’ASO

Illustrer graphiquement la relation entre la sortie –l’intensité– et l’entrée –la
phase– de l’ASO est assez complexe du fait que ces quantités sont des cartes
à deux dimensions. De plus l’espace d’entrée peut être de dimension infinie. Il
reste néanmoins possible de se faire une idée de l’évolution de l’intensité en
fonction de la phase en raisonnant de la manière suivante. On veut tout d’abord
restreindre l’espace d’entrée à une seule dimension, pour cela on se munit d’une
phase arbitraire φ de l’espace des phases descriptibles et on lui associe un scalaire
a qui code son amplitude. Ce scalaire permet d’explorer le sous-espace vectoriel
Rφ de l’espace des phases Eφ. Dans l’espace de sortie, le développement de Taylor
de l’intensité prend une forme assez simple :

I(aφ) =
∞
∑

q=0

aqIq(φ) (4.14)

= Iconstante+a Ilinéaire(φ)+a2 Iquadratique(φ,φ2)+... (4.15)

Il apparaît donc que la collection des cartes à deux dimensions des q-intensités
calculées pour φ caractérise complètement la relation entrée/sortie de l’ASO pour
la phase arbitraire φ. Par ailleurs, si l’on se fixe à un certain point du détecteur

74



on peut même représenter un véritable graphe entrée/sortie pour l’ASO. L’ampli-
tude de la phase φ sera la variable d’entrée et l’intensité au niveau de ce point du
détecteur représentera la sortie de l’ASO. Il est alors assez facile de comprendre
le précédent développement de Taylor (figure 4.1).

On se souvient notamment que l’intensité est une quantité strictement positive
ce qui fait qu’elle ne peut se résumer à ses intensités impaires qui prennent des
valeurs négatives. L’intensité constante correspond à une amplitude de phase
nulle. L’intensité linéaire code le comportement linéaire autour de a=0. Le terme
quadratique quantifie au premier ordre l’écart entre le comportement réel et le
comportement linéaire.

aIlinéaire(φ)

Iconstante

a

I(aφ)

Amplitude de
la phase

Intensité en un
point du détecteur

∑

q≥2
aqIq(φ)

Figure 4.1 – Graphe typique entrée/sortie d’un ASO. L’entrée correspond à l’am-
plitude d’une phase arbitraire. La sortie est la valeur de l’intensité en
un point du détecteur.

4.2.4 Une condition nécessaire à la bijectivité

L’obtention des q-intensités permet d’explorer un peu plus en profondeur les
conditions de bijectivité entre espace des phases et espace des intensités. Consi-
dérons pour cela φ une phase appartenant à l’espace des phases et son opposée
−φ. On remarque que :

I(−φ)=
∑

q pair

Iq(φ)−
∑

q impair

Iq(φ) (4.16)

Il apparaît donc qu’un analyseur de front d’onde par filtrage de Fourier devra
avoir au moins une intensité impaire non nulle pour être bijectif. Si ce n’était
pas le cas, on aurait en effet une même intensité sur le détecteur pour une
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phase et son opposée. Ceci étant vrai pour n’importe quelle phase, l’ensemble
des phases descriptibles serait réduit à l’ensemble vide...

4.2.5 Applications

4.2.5.1 Filtrage de Fourier sans modulation ni phase de référence

On explicite tout d’abord les q-intensités lorsque φr=0 et que la modulation
n’est pas en action. Les q-intensités peuvent alors se clarifier suivant la parité
de q. On s’aperçoit notamment que les intensités d’ordre pair font intervenir les
opérateurs module et partie réelle tandis que les ordres impairs font intervenir
l’opérateur partie imaginaire :

Intensités paires I2q(φ)=
1
q!2

|φq⋆|2+2(−1)q

(2q)!

q−1
∑

p=0

(−1)p
(

2q
p

)

ℜ
[

φp⋆φ2q−p⋆
]

(4.17)

Intensités impaires I2q+1(φ)=
2(−1)q

(2q+1)!

q
∑

p=0

(−1)p
(

2q+1
p

)

ℑ
[

φp⋆φ2q+1−p⋆
]

(4.18)
où φn⋆=Wm[f IP φ

p] est le p-ième moment de la phase à travers le masque sans
modulation. Pour trouver les conditions assurant l’existence d’une intensité im-
paire, chose on le rappelle nécessaire au système optique pour être un ASO, nous
explicitons la quantité générique qui intervient dans l’expression des intensités
impaires, à savoir :

ℑ
[

φp⋆φn⋆
]

=Wℜ
m

[

fIPφ
n
]

Wℑ
m

[

fIPφ
p
]

−Wℜ
m

[

fIPφ
p
]

Wℑ
m

[

fIPφ
n
]

(4.19)

où Wℜ
m (resp. Wℑ

m) est la partie réelle (resp. imaginaire) de l’opérateur de fil-
trage et n et p des entiers naturels arbitraires. L’existence d’intensités impaires
tient donc à l’existence conjointe d’une partie réelle et d’une partie imagi-
naire pour l’opérateur de Filtrage. On donne aussi les relations nécessaires à la
constructions des intensités paires :

ℜ
[

φp⋆φn⋆
]

=Wℜ
m

[

fIPφ
n
]

Wℜ
m

[

fIPφ
p
]

−Wℑ
m

[

fIPφ
p
]

Wℑ
m

[

fIPφ
n
]

(4.20)

|φn⋆|2=
(

Wℜ
m

[

fIPφ
n
])2

+
(

Wℑ
m

[

fIPφ
n
])2

(4.21)

On profite de ce paragraphe pour donner les quatre premiers termes du dévelop-
pement en puissances de phase d’un filtrage de Fourier sans modulation ni phase
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de référence :

Iconstante = |Wm[fIP ]|2 (4.22)

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

Wm[fIP ]Wm[fIPφ]
]

(4.23)

Iquadratique(φ,φ2) = |Wm[fIPφ]|2−ℜ
[

Wm[fIP ]Wm[fIPφ2]
]

(4.24)

Icubique(φ,φ2,φ3) = ℑ
[

Wm[fIPφ]Wm[fIPφ2]
]

−1
3

ℑ
[

Wm[fIP ]Wm[fIPφ3]
]

(4.25)

4.2.5.2 Filtrage de Fourier sans modulation avec une phase de référence

L’expression des q-intensités ne change pas si l’on prend en compte la phase
de référence dans le p-ième moment de la phase à travers le masque :

φp⋆=Wm[fIPeıφrφp] (4.26)

La condition d’existence d’intensités impaires tient au caractère non nul de la
quantité générique suivante :

ℑ
[

φp⋆φn⋆
]

=
(

Wℜ
m

[

fIPcos(φr)φn
]

−Wℑ
m

[

fIPsin(φr)φn
])

×
(

Wℜ
m

[

fIPsin(φr)φp
]

+Wℑ
m

[

fIPcos(φr)φp
])

−
(

Wℜ
m

[

fIPcos(φr)φp
]

−Wℑ
m

[

fIPsin(φr)φp
])

×
(

Wℜ
m

[

fIPsin(φr)φn
]

+Wℑ
m

[

fIPcos(φr)φn
])

(4.27)

Il devient donc possible d’utiliser des masques à opérateur purement réel ou
purement imaginaire dès lors qu’une phase de référence est présente dans le
plan de la pupille d’entrée. Une nouvelle fois, on explicite les premiers termes
du développement en puissance de phases :

Iconstante = |Wm[fIPeıφr ]|2 (4.28)

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

Wm[fIPeıφr ]Wm[fIPeıφrφ]
]

(4.29)

Iquadratique(φ,φ2) = |Wm[fIPeıφrφ]|2−ℜ
[

Wm[fIPeıφr ]Wm[fIPeıφrφ2]
]

(4.30)

Icubique(φ,φ2,φ3) = ℑ
[

Wm[fIPeıφrφ]Wm[fIPeıφrφ2]
]

−1
3

ℑ
[

Wm[fIPeıφr ]Wm[fIPeıφrφ3]
]

(4.31)
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4.2.5.3 Filtrage de Fourier avec modulation en tip/tilt et une phase de
référence

On explicite enfin les "q-intensités" lorsque la modulation est de type tip/tilt
et qu’une phase de référence peut être présente. On illustre par là l’intérêt de
l’opérateur de couplage Cwm puisque les q-intensités s’écrivent :

Iq(φ)=
(−ı)q
q!

q
∑

p=0

(−1)p
(

q

p

)

Cwm[fIPeıφrφp,fIP e
ıφrφq−k] (4.32)

La question de l’existence d’intensités impaires ne se résout pas facilement du fait
de la présence de la modulation aussi nous ne nous hasarderons pas à des conclu-
sions générales, par contre nous explicitons les quatre premières q-intensités :

Iconstante = Cwm[fIPeıφr ,fIP e
ıφr ] (4.33)

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

Cwm[fIPeıφr ,fIPe
ıφrφ]

]

(4.34)

Iquadratique(φ,φ2) = Cwm[fIPeıφrφ,fIPe
ıφrφ]−ℜ

[

Cwm[fIPeıφr ,fIP e
ıφrφ2]

]

(4.35)

Icubique(φ,φ2,φ3) = ℑ
[

Cwm[fIPeıφrφ,fIPe
ıφrφ2]

]

−1
3

ℑ
[

Cwm[fIPeıφr ,fIP e
ıφrφ3]

]

(4.36)

4.3 Lumière polychromatique

On suppose dans cette section que la source ponctuelle est polychromatique et
que le détecteur est sensible de façon uniforme à toutes ses longueurs d’onde.

La source émet désormais sur une bande spectrale élargie. Mathématiquement,
la fonction flux f dépend donc de la longueur d’onde :

f(xp,yp;λ) (4.37)

Afin de centrer l’étude sur l’aspect chromatique, on fait l’hypothèse forte que
cette fonction n’est en fait variable que de la longueur d’onde ; en d’autres termes
la répartition énergétique du champ incident est uniforme. Ceci est notamment
valable dans le cadre de l’optique adaptative en astronomie : l’étoile source étant
à très grande distance, son champ est plan juste avant l’entrée de l’atmosphère
et celle-ci ne le perturbe qu’en phase. Ces suppositions permettent d’introduire
facilement le spectre de la source noté s(λ) qui correspond simplement au carré
de f :

s(λ)=f(λ)2 (4.38)

Puisque des champs à des longueurs d’onde différentes sont incohérents entre
eux, l’intensité totale sur le détecteur est la somme des intensités monochroma-
tiques. On cherche donc à obtenir ces intensités monochromatiques en cherchant
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toutes les dépendances en longueur d’onde du système.

4.3.1 Dépendances avec la longueur d’onde

Phase aberrante. Pour connaître la dépendance en longueur d’onde de la
phase aberrante, il faut s’intéresser à la façon dont elle est modélisée. On rap-
pelle pour cela que celle-ci correspond à la somme d’aberrations accumulées lors
d’une propagation. Ces aberrations ne sont pas identiques en tout point de l’es-
pace si bien que dans le plan de la pupille d’entrée la phase aberrante est une
fonction dépendant des coordonnées (xp,yp). La quantité physique qui permet de
décrire l’accumulation des aberrations est le chemin optique. Il correspond au
produit entre l’indice optique local et un élément infinitésimal de distance. Inté-
gré le long de la propagation, il donne l’épaisseur optique que chaque partie du
champ a traversé. On peut donc écrire la phase sous la forme :

φ(λ)=
2π
λ
eo(λ) (4.39)

eo est l’épaisseur optique, elle dépend donc de l’indice optique du milieu dans le-
quel passe l’onde lumineuse ainsi que de la distance physique effective traversée.
Précisons encore une fois que ces quantités (φ et eo) sont des fonctions à valeurs
réelles définies dans le plan de la pupille d’entrée, il faut donc se les représenter
comme des cartes 2D.

On voit qu’il est impossible, en lumière polychromatique, de parler d’une seule
et unique phase à mesurer –celle-ci dépendant de la longueur d’onde– il faut
trouver la quantité à mesurer qui ne présente aucune ambiguïté. On fait pour
cela l’hypothèse forte que l’épaisseur optique eo ne dépend pas de la longueur
d’onde. Cette hypothèse est notamment vérifiée pour la turbulence atmosphère
pour des longueurs d’onde visible et proche infra-rouge. On peut donc écrire
que :

φ(λ)=
2π
λ
eo (4.40)

Afin de se ramener au formalisme monochromatique dans lequel on estimait une
phase, on choisit une longueur d’onde de référence que l’on note λ0 qui permet
de convertir l’épaisseur optique eo en une phase notée φ0 et définie comme :

φ0=̂
2π
λ0
eo (4.41)

On peut donc noter la dépendance de la phase vis-à-vis de la longueur d’onde
via la relation suivante :

φ(λ)=
λ0

λ
φ0 (4.42)

On remarque avec cette formule que le caractère polychromatique a pour simple
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effet de dilater la phase aberrante proportionnellement au scalaire λ0/λ. La
forme en elle-même de la phase ne change pas avec la longueur d’onde. La phase
est juste d’autant plus forte que la longueur d’onde est faible.

Modulation. On suppose l’étage de modulation capable d’introduire des aber-
rations via des épaisseurs optiques indépendantes de la longueurs d’onde. Ceci
est notamment le cas lorsque la modulation en tip/tilt est générée via un mi-
roir plan oscillant placé dans le plan de la pupille d’entrée. On prend ainsi pour
référence la longueur d’onde λ0 pour poser :

φm,0(~a)=
2π
λ0
eo,m(~a) (4.43)

On appelle φm,0 la phase modulée à la longueur d’onde de référence. Par ailleurs,
on insiste sur le fait que le vecteur ~a correspond à l’amplitude des modes de
phases de modulation pour la longueur d’onde λ0. Car, on le rappelle, l’amplitude
de la phase varie avec la longueur d’onde. Avec ces notations, la phase modulée
pour n’importe quelle longueur d’onde s’écrit :

φm(~a;λ)=
λ0

λ
φm,0(~a) (4.44)

On en profite pour expliciter cette phase de modulation lorsqu’elle est la somme
d’une phase de référence et d’une modulation en tip/tilt :

φm(a1,a2;λ)=
λ0

λ
φm,0(a1,a2)=

λ0

λ

(

φr,0+a1
2πx
λ0

+a2
2πy
λ0

)

(4.45)

Masque de filtrage. La fonction de transparence du masque dépend a priori

de la longueur d’onde tant dans son amplitude que dans sa phase :

m(xm,ym;λ)=a(xm,ym;λ)exp(ıφmasque(xm,ym;λ)) (4.46)

Nous ne faisons pas d’hypothèses particulières supplémentaires quant à cette
dépendance en longueur d’onde mais l’explicitons dans le cas où le masque est
descriptible via le formalisme des pavages :

m(xm,ym;λ)=
∑

i

ai(λ)IΩi
(xm,ym)exp

(

2ıπ
λ

n(λ)
n(λ0)

(δi+xmαi+ymβi)

)

(4.47)

L’amplitude locale du masque ai dépend a priori de la longueur d’onde. Cer-
taines densités ont en effet des réponses spectrales non uniformes. Les fonctions
indicatrices du plan sont quant à elles indépendantes de la longueur d’onde puis-
qu’elles sont imposées par la géométrie du masque. Nous avons choisi de décom-
poser l’épaisseur optique du masque pour expliciter la dépendance en longueur
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d’onde de l’indice optique du milieu diélectrique dont il est constitué afin de
prendre en compte d’éventuel effet de dispersion. Avec ces notations, le piston δi
et les angles de tip et de tilt (αi,βi) locaux sont quantifiés vis-à-vis de la longueur
d’onde de référence. On remarque que ces notations sont en accord avec la des-
cription monochromatique des masques dès lors que l’analyse de surface d’onde
redevient monochromatique à la longueur d’onde λ0.

4.3.2 Intensités monochromatiques

On appelle "intensité monochromatique à λ" l’intensité sur le détecteur lorsque
le champ incident se propage à la longueur d’onde λ et que son flux est unitaire :
f(λ)=1. Cette intensité monochromatique est notée Iλ(φ0). La collection de ces
intensités pour toutes les longueurs d’onde permet ensuite d’obtenir l’intensité
polychromatique pour une source de spectre s(λ)=f(λ)2 via la formule :

I(φ0)=
∫

s(λ)Iλ(φ0)dλ (4.48)

On cherche donc à expliciter la dépendance de ces intensités monochroma-
tiques en fonction de la longueur d’onde. Le champ incident, à flux unitaire,
monochromatique à λ et perturbé par la phase aberrante φ0 s’écrit :

ψi(xp,yp;λ)=exp

(

ıφ0(xp,yp)
λ0

λ

)

(4.49)

L’obtention de l’intensité monochromatique associé à ψi tient ensuite aux effets
de la modulation via la phase modulée φm(~a) puis à la propagation à travers le
système de Fourier via son opérateur de filtrage Wm=̂⋆Gfλ◦F [m]. Dans le cas le
plus général (filtrage de Fourier + modulation quelconque), on a donc mathé-
matiquement une intensité monochromatique égale à :

Iλ(φ0)=
∫

R2
w(~a)

∣

∣

∣

∣

∣

(

IPe
ı

λ0
λ

(

φ0+φm,0(a1,a2)

)

)

⋆Gfλ◦F [mλ]

∣

∣

∣

∣

∣

2

dN~a (4.50)

où l’indice λ associé au masque de filtrage est là pour rappeler la dépendance
possible de celui-ci avec la longueur d’onde. On sait que cette intensité mono-
chromatique est complètement déterminée par la donnée de ses "q-intensités"
aussi on les explicite immédiatement en mettant en exergue les dépendances
avec λ :

Iq,λ(φ0)=

(

λ0

λ

)q (−ı)q
q!

q
∑

p=0

(−1)p
(

q

p

)

∫

R2
w(~a)

(

IP φ
p
0 e

ı
λ0
λ
φm,0(~a)⋆Gfλ◦F [mλ]

)

(

IP φ
q−p
0 eı

λ0
λ
φm,0(~a)⋆Gfλ◦F [mλ]

)

dN~a (4.51)
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Il convient de distinguer les effets chromatiques en termes de gain scalaire de
ceux qui se traduisent par des variations de forme de l’intensité. En l’occurrence,
le préfacteur (λ0/λ)q est pur scalaire. On note qu’il provient directement du déve-
loppement de Taylor de l’exponentiel contenant la phase. Celle-ci a en effet une
amplitude en λ/λ0, il est donc légitime qu’un tel facteur apparaisse à la puissante
q dans l’expression des q-intensités.

Les autres chromatismes présents dans l’expression de ces q-intensités té-
moignent par contre d’une dépendance de la forme des intensités vis-à-vis de
λ. Elles sont en effet associées à des cartes 2D et impliquées dans des trans-
formations spatiales via les opérateurs convolution, transformée de Fourier ou
grandissement. Il faut donc se persuader que les caractéristiques chromatiques
d’un ASO à filtrage de Fourier tiennent à la dépendance en longueur d’onde de
la quantité :

IP φ
p
0 e

ı
λ0
λ
φm,0(~a)⋆Gfλ◦F [mλ] (4.52)

Plus la dépendance de ce terme est importante plus l’ASO est sensible au
paramètre "spectre de la source".

4.3.3 Conditions d’achromatisme.

Dans la perspective d’étudier prochainement l’impact du polychromatisme sur
les performances des ASO à filtrage de Fourier, on s’interroge sur les conditions
qui assurent que le terme :

IP φ
p
0 e

ı
λ0
λ
φm,0(~a)⋆Gfλ◦F [mλ] (4.53)

ne dépende pas de la longueur d’onde.

Puisque la modulation est supposée induite par une épaisseur optique achro-
matique, il est inévitable que φm,0 le soit également. En d’autres termes, la phase
modulée φm=λ0

λ
φm,0 ne peut être indépendante de la longueur que si φm,0 est

nulle. La modulation est donc source inhérente de chromatisme pour les de-
signs optiques à l’étude. On rappelle en passant que la présence d’une phase de
référence est formellement équivalente à une modulation statique, un ASO qui
ne fonctionne pas autour de la phase nulle est donc inévitablement chromatique.

Il reste à étudier la dépendance en longueur d’onde de la propagation qui se
résume mathématiquement à un produit de convolution avec Gfλ◦F [mλ]. Ni la
convolution, ni le grandissement par f , ni la transformée de Fourier F n’ont d’in-
fluence sur la dépendance en longueur d’onde, ce sont des opérateurs construits
pour être adimensionnées vis-à-vis de la physique du système, en d’autres termes
la dépendance en longueur d’onde est invariante sous leurs actions. Or on sait
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que :

Gfλ◦F [mλ]=
1
λ2

Gf◦F◦G1/λ[mλ] (4.54)

Le chromatisme de l’ASO tient donc au chromatisme de la quantité :

1
λ2

G1/λ[mλ] (4.55)

La condition pour qu’une telle quantité ne varie pas avec la longueur d’onde –cf.
la définition de l’opérateur de grandissement dans l’annexe A– tient au fait que
la fonction de transparence du masque vérifie :

m(xm,ym;λ)=m
(

xm
λ
,
ym
λ

)

(4.56)

Physiquement, cela signifie que la fonction de transparence du masque est in-
variante d’échelle. Ceci se comprend finalement assez bien : deux champs qui
ont la même forme mais pas la même longueur d’onde dans le plan de la pupille
d’entrée ne sont différents dans le plan focal (et juste avant le masque) que d’un
simple grandissement rapport de leurs longueurs d’onde :

ψ
Propagation à λ1−−−−−−−−−−−−−−−−→

Pupille entrée → Plan masque
Gfλ1◦F [ψ] (4.57)

ψ
Propagation à λ2−−−−−−−−−−−−−−−−→

Pupille entrée → Plan masque
Gfλ2◦F [ψp]=Gλ2

λ1

[

Gfλ1◦F [ψ]
]

(4.58)

En d’autres termes, les champs en plan focal se dilatent linéairement avec λ ; si
le masque est également proportionné, le filtrage de Fourier sera donc achroma-
tique !

4.3.4 Masques achromatiques

Étudions maintenant plus en détail les conditions pour qu’un masque soit
achromatique. D’après le paragraphe précédent, il suffit d’appliquer à sa fonc-
tion de transparence l’opérateur 1

λ2 G1/λ et d’ensuite regarder si un terme λ sub-
siste. Si oui, le masque est hélas chromatique, si non il sera adapté à une analyse
polychromatique.

Appliquons une telle démarche aux masques descriptibles dans le formalisme
des pavages. La fonction de transparence de tels masques peut s’écrire sous la
forme :

m(xm,ym;λ)=
∑

i

ai(λ)IΩi
(xm,ym)exp

(

2ıπ
λ

n(λ)
n(λ0)

(δi+xmαi+ymβi)

)

(4.59)

Posant les variables adimensionnées (u,v)=̂(xm/λ,ym/λ), cette fonction de trans-
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parence devient :

m(u,v;λ)=
∑

i

ai(λ)IΩi
(λu,λv)exp

(

2ıπ
n(λ)
n(λ0)

(

δi
λ

+uαi+vβi

))

(4.60)

La disparition de la dépendance en λ nécessite donc tout d’abord des densités
locales ai achromatiques ainsi qu’un pavage du plan invariant d’échelle. En ce qui
concerne la présence d’un piston, il faut que la quantité n(λ)/λ soit indépendante
de la longueur d’onde. Or pour les matériaux diélectriques "classiques", l’indice
optique a plutôt tendance à suivre la loi empirique de Cauchy :

n(λ)=A+
B

λ2
+
C

λ4
+..., (4.61)

autrement dit, il est inutile d’espérer pouvoir utiliser des pistons achromatiques.
Il faudra donc que δi=0. En ce qui concerne les aberrations de tip/tilt, la
situation est plus heureuse. On remarque en effet que la seule condition pour
avoir des masques achromatiques consiste en l’utilisation de matériaux très peu
dispersifs (B,C,...<<A) ou de designs compensant cette dispersion (B,C,...=0),
on en reparlera dans le chapitre 9.

On résume les conditions assez sévère pour avoir un ASO achromatique :
— Pas de phase de référence
— Modulation inactive
— Amplitudes locales du masque achromatiques
— Matériau du masque non dispersif
— Pistons locaux nuls
— Aucune contrainte sur les tip/tilt locaux

4.3.5 Conséquences sur les intensités

Les conditions d’achromatisme pour les ASO à filtrage de Fourier étant
connues, on les suppose désormais vérifiées pour en étudier les conséquences.
En absence de modulation et avec une réponse impulsionnelle de masque indé-
pendante de la longueur d’onde on a donc des q-intensités monochromatiques et
intégrées de la forme :

Iq,λ(φ0)=

(

λ0

λ

)q

Iq,λ0(φ0) Iq(φ0)=

(

∫

s(λ)

(

λ0

λ

)q

dλ

)

Iq,λ0(φ0) (4.62)

qui donnent finalement à une intensité totale :

I(φ0)=
∑

q

(

∫

s(λ)

(

λ0

λ

)q

dλ

)

Iq,λ0(φ0) (4.63)
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Iconstant,λ0 Ilineaire,λ0 Iquadratique,λ0

Monochromatique λ0 s(λ0) s(λ0) s(λ0)

Monochromatique λa s(λa) λ0

λa
s(λa)

λ2
0

λ2
a
s(λa)

Polychromatique
∫

s(λ)dλ
∫

s(λ)λ0

λ
dλ

∫

s(λ)λ
2
0

λ2 dλ

Table 4.1 – Coefficients devant les intensités constante, linéaire et quadratiques
monochromatiques suivant la nature du spectre. 1ère ligne, source mo-
nochromatique adaptée à la longueur d’onde de référence ; 2nde ligne,
source monochromatique à λa 6=λ0 ; 3ème ligne, source polychromatique.

On donne dans le tableau 4.1 les trois premiers termes de cette intensité totale
pour trois spectres particuliers. Le premier permet de retrouver le cas monochro-
matique. Le second simule une source monochromatique mais dont la longueur
d’onde ne serait adaptée à λ0. Le dernier cas explicite ces coefficients pour un
spectre quelconque.

4.4 Présence de bruit

Cette dernière et courte section s’intéresse à la présence de bruits induits lors
la conversion photon-électron sur le détecteur. On se souvient en effet (cf. le
chapitre 1) que ceux-ci posent des problèmes lors de la reconstruction de la
phase.

Afin de simplifier au maximum le problème, on se place dans le cas d’une cali-
bration et d’une analyse monochromatiques à la même longueur d’onde λ0. On
considère de plus que les bruits présents dans l’intensité n’ont que deux natures,
à savoir bruit de lecture et bruit de photon. Le premier est uniforme sur le détec-
teur et indépendant de la phase injectée, il ne dépend que des caractéristiques
technologiques du détecteur. On le notera blect. Le second bruit est de type gre-
naille et donc de statistique poissonienne, il croit localement avec la racine de
l’intensité et dépend donc de la phase puisque celle-ci influence l’intensité. On
le notera bphoton. On pourra donc écrire :

Ibruitée(φ0) = I(φ0)+bphoton

(
√

I(φ0)
)

+blect (4.64)

= s(λ0)
∞
∑

q=0

Iq,λ0(φ0)+
√

s(λ0) bphoton





√

√

√

√

∞
∑

q=0

Iq,λ0(φ0)



+blect (4.65)

La quantité qui décrit la statistique des bruits est la "matrice de covariance de
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bruit" notée C et définie comme :

C=<bbt> (4.66)

où les bra-kets signifient que l’on moyenne sur les réalisations statistiques du
bruit. Si l’on veut caractériser rigoureusement les deux bruits précédents, il faut
donc connaître leur matrice de covariance. La chose est aisée pour le bruit de
lecture –Read Out Noise en anglais– puisqu’il ne dépend pas de la phase. Si l’on
note σRON l’écart type associée à ce bruit, sa matrice de covariance vaut :

Clect=σ2
RONI (4.67)

La matrice de covariance du bruit de lecture dans l’espace des intensités est
donc proportionnelle à l’identité via un facteur dépendant uniquement de la
nature du détecteur.

Obtenir la matrice de covariance du bruit de photon est moins aisé puisque
celui-ci dépend de la phase... Or celle-ci est a priori inconnue. Deux approchent
se présentent alors : soit l’on connait la statistique des phases aberrantes à mesu-
rer, auquel cas on étend la notation des bra-kets <.> à "moyenne sur les réalisa-
tions statistiques du bruit et de la phase aberrante" ; soit on n’a aucune idée de
cette statistique des phases à mesurer et il faut alors faire quelques hypothèses.
Pour cela, on remarque que le premier terme de l’intensité I0,λ0 ne dépend pas
de la phase. On suppose donc que ce seul terme subsiste si l’on moyenne sur les
réalisations de la phase aberrante. La matrice de covariance vaut donc simple-
ment :

Cphoton=̂s(λ0)<bphoton

(√

I0,λ0

)

bphoton

(√

I0,λ0

)t
>=s(λ0)diag(I0,λ0) (4.68)

La matrice de covariance du bruit de photon dans l’espace des intensités est
donc diagonale mais non proportionnelle à l’identité.

*
* *

Ce chapitre a mis en lumière la dépendance de l’intensité avec la phase en
explicitant les "q-intensités", composantes de I qui dépendent de la phase
à la puissance q. Si il est fréquent de rencontrer dans la littérature des
linéarisations de l’intensité (q va jusqu’à 1), c’est la première fois qu’un
développement de Taylor donne toutes les dépendances en puissances de
phase. Celui-ci est de plus valable pour n’importe quel masque et n’importe
quelle modulation. Cette percée théorique tient essentiellement à la puis-
sance des outils développés –opérateurs de filtrage et de couplage– dans les
chapitres précédents qui facilitent considérablement les calculs d’un point
de vue formel.
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Une conséquence immédiate de ce développement en puissances de
phase a trait à la bijectivité de l’intensité. On s’aperçoit en effet que celle-ci
tient à l’existence d’au moins une intensité impaire. Ceci impose à l’opéra-
teur de filtrage du masque d’avoir de façon conjointe une partie réelle et
une partie imaginaire. Ce résultat aura une importance cruciale pour déter-
miner si un design génère ou non un ASO.

Ce chapitre a aussi été l’occasion de préciser le cadre de l’analyse de
front d’onde en lumière polychromatique. On a notamment proposé pour
définition de l’ASO achromatique que son intensité ne change pas de
structure spatiale avec le spectre de la source. On verra que cette propriété
permet de définir des matrices d’interactions –et donc des reconstructeurs–
normalisés vis-à-vis du spectre. Il a été ensuite très facile de donner –via
les q-intensités polychromatiques– les conditions portant sur la modulation
et sur le masque pour s’assurer d’un tel design achromatique. Celles-ci se
résument simplement à l’absence de modulation et à un masque invariant
d’échelle.

Précisons que ce chapitre clôt la description optique des ASO à filtrage de
Fourier. On a en effet donné la dépendance des intensités avec la phase dans
un très grand nombre de cas : avec ou sans modulation, lorsque la source
est étendue, polychromatique et même lorsque du bruit est présent. Les
prochains chapitres s’intéresseront conséquemment aux traitements numé-
riques de ces diverses intensités dans l’objectif d’en récupérer l’information
sur la phase.
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5 Méta-intensités

L’introduction à l’analyse de surface d’onde du chapitre 1 a montré combien
l’estimation de la phase pouvait être simplifiée pour les ASO vérifiant l’hypothèse

linéaire. Pour de tels ASO, on rappelle qu’il est possible de fabriquer une méta-
intensité qui est linéaire au premier ordre avec la phase. Usant des expressions
des intensités du chapitre précédents (rappelées dans le tableau 5.1), on cherche
dans ce chapitre à construire une telle méta-intensité. On essaye également de
prendre en compte dans sa définition le flux et le spectre de la source en vue
de rendre l’ASO robuste vis-à-vis de variations éventuelles entre la calibration et
l’analyse de ces deux quantités.

Spectre de la source Nature de l’ASO Développement en q-intensités

Monochromatique λ0 I(φ0)=s(λ0)
∑

qIq,λ0(φ0)

Monochromatique λa I(φ0)=s(λa)λ0

λa

∑

qIq,λ0(φ0)

Polychromatique Achromatique I(φ0)=
∑

q

(

∫

s(λ)λ
q
0

λq dλ
)

Iq,λ0(φ0)

Polychromatique Chromatique I(φ0)=
∑

q

(

∫

s(λ)λ
q
0

λq Iq,λ(φ0)dλ
)

Table 5.1 – Intensités sur le détecteur pour des ASO à filtrage de Fourier et mo-
dulation suivant le spectre de la source et le chromatisme de l’ASO.

5.1 Vers la linéarité

Rappelons en premier lieu la définition d’un fonction arbitraire g linéaire sur
l’espace des phase :

g(φ0+µΦ0)=g(φ0)+µ g(Φ0) ∀φ0,Φ0∈Eφ, µ∈R (5.1)

Ceci implique que toute fonction linéaire doit pouvoir être tant positive que néga-
tive mais également tendre vers l’infini. Ce constat indique déjà qu’il est illusoire
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d’espérer utiliser directement une intensité détecteur comme quantité linéaire
avec la phase puisque que cette intensité est positive ou nulle et bornée du fait
de l’énergie finie des champs incidents. Prenant φ0=Φ0 et a=−1 dans l’équation
précédente, on remarque aussi que la linéarité impose que la réponse à phase
nulle soit nulle.

5.1.1 Opération de tare

Afin de satisfaire à cette dernière condition, on va donc commencer par une
opération de tare sur l’intensité en lui soustrayant l’intensité à phase nulle :

mI(φ0)=̂I(φ0)−I(0) (5.2)

De cette façon on est bien assuré d’avoir une sortie nulle pour une entrée nulle.
Notons que l’opération de tare est identique pour tous les systèmes optiques à
Filtrage de Fourier et valable quelque soit le spectre de la source. Lorsque l’on
observe le développement en puissances de phase de cette méta-intensité, on
voit apparaître naturellement un terme linéaire en la "1-intensité" :

mI(φ0)=
∞
∑

q=1

Iq(φ0)=Ilinéaire(φ0)+
∞
∑

q=2

Iq(φ0) (5.3)

On peut donc dire que les systèmes à Filtrage de Fourier rentrent dans le cadre
de l’hypothèse linéaire. L’intensité q=1 constitue le terme linéaire avec la phase
tandis que la somme des q-intensités de 2 jusqu’à l’infini correspond à la per-
turbation non-linéaire. Dans le formalisme matriciel du chapitre 1, la matrice
d’interaction est donc établie à partir de l’intensité linéaire tandis que la somme
des q-intensités de q=2 jusqu’à l’infini constitue le terme de perturbation :

BmI=Ilinéaire(Bφ) B(φ0)=
∞
∑

q=2

Iq(φ0) (5.4)

On peut d’ores-et-déjà affirmer qu’un bon ASO –au sens de la linéarité– maximise
le terme q=1 tout en minimisant les termes q≥2.

On appellera méta-intensité minimale, cette méta-intensité constituant simple-
ment en l’intensité ramenée autour de zéro par l’opération de tare. Celle-ci est
légitimement considérée comme la quantité contenant le plus d’information sur
la phase puisqu’elle ne diffère de l’intensité sur le détecteur que d’une intensité
constante.

On donne dans le tableau 5.2 les intensités linéaires associées à la méta-
intensité linéaire pour les différentes configurations chromatiques présentées
dans le chapitre 3. D’autre part, on illustre l’opération de tare sur la relation
entrée/sortie de l’ASO avec la figure 5.1.
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Spectre de la source Nature de l’ASO Intensité linéaire : Ilineaire(φ0)

Monochromatique λ0 s(λ0)I1,λ0(φ0)

Monochromatique λa s(λa)λ0

λa
I1,λ0(φ0)

Polychromatique Achromatique
(

∫

s(λ)λ0

λ
dλ
)

I1,λ0(φ0)

Polychromatique Chromatique
∫

s(λ)λ0

λ
I1,λ(φ0)dλ

Table 5.2 – Intensités linéaires associées à la méta-intensité minimale pour des
ASO à filtrage de Fourier et modulation suivant le spectre de la source
et le chromatisme de l’ASO.

aIlin(φ0)

Iconstant

a

I(aφ0)

Amplitude de
la phase

Intensité en un
point du détecteur

∑

q≥2
Iq(aφ0) aIlin(φ0)

a

mI(aφ0)

Amplitude de
la phase

Méta-Intensité minimale
au même point

∑

q≥2
Iq(aφ0)

Figure 5.1 – Opération de tare illustrée sur les graphes typiques d’entrée/sortie de
l’intensité et de la méta-intensité minimale pour un mode de phase
quelconque en un point arbitraire du détecteur.
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5.1.2 Normalisation par rapport au spectre

On peut ajouter à l’opération de tare une étape supplémentaire afin de rendre
la méta-intensité indépendante du spectre dans les cas les plus favorables. En
observant le tableau donnant les intensités linéaires 5.2, on remarque en effet
qu’une méta intensité définie de la façon suivante :

mI(φ0)=̂
I(φ0)−I(0)
∫

s(λ)λ0

λ
dλ

(5.5)

permet d’obtenir une intensité linéaire associée indépendante du spectre dans
les cas où la source est monochromatique ou même si elle est polychromatique
et que l’ASO est achromatique. Le tableau 5.3 en donne l’illustration.

Spectre de la source Nature de l’ASO Intensité linéaire : Ilineaire(φ0)

Monochromatique λ0 I1,λ0(φ0)

Monochromatique λa I1,λ0(φ0)

Polychromatique Achromatique I1,λ0(φ0)

Polychromatique Chromatique
∫

s(λ)
λ0
λ
I1,λ(φ0)dλ

∫

s(λ)
λ0
λ

dλ

Table 5.3 – Intensités linéaires pour la méta-intensité normalisée par rapport
au spectre définie par l’équation (5.5) pour des ASO à filtrage de
Fourier et modulation suivant le spectre de la source et le chromatisme
de l’ASO.

On peut donc dire que les ASO à Filtrage de Fourier achromatiques sont ro-

bustes (au sens évoqué dans le chapitre 1) vis-à-vis du spectre de la source. Men-
tionnons également que la normalisation par rapport au spectre fait également
office de normalisation par rapport au flux. Profitons enfin de ce paragraphe
pour expliciter la dépendance des termes non-linéaires avec la phase de la méta-
intensité minimale normalisée lorsque l’ASO est achromatique :

mI(φ0)=I1,λ0(φ0)+
∑

q≥2





∫

s(λ)λ
q
0

λq dλ
∫

s(λ)λ0

λ
dλ



Iq,λ0(φ0) (5.6)

On remarque ainsi que si l’intensité linéaire est indépendante du spectre, la
perturbation non-linéaire ne le devient pas par la normalisation de la méta-
intensité minimale.

De par la grande généralité de la méta-intensité minimale normalisée –elle est
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valable pour tous les ASO à filtrage de Fourier avec modulation– et sa robustesse
vis-à-vis du flux et du spectre dans la plupart des cas, on choisit cette quantité
comme méta-intensité de référence. À partir de maintenant, chaque occurrence
mI y fait allusion.

5.1.3 Propagation du bruit des intensités vers les
méta-intensités

Un des critères de performance exposés dans le chapitre 1 concerne la propaga-
tion des bruits de lecture et de photon lors de la reconstruction de la phase. Celle-
ci dépend de leur matrice de covariance dans l’espace des méta-intensités.
Puisque la méta-intensité minimale normalisée est une transformation affine de
l’intensité, il est assez aisé de les obtenir puisque nous avons déjà en notre posses-
sion les matrices de covariances de bruit dans l’espace des intensités : équations
(4.67) et (4.68). Renouvelant l’hypothèse d’une calibration et d’une analyse mo-
nochromatiques à la même longueur d’onde λ0, on obtient que :

Clecture=
σ2

RON

s(λ0)2
I Cphoton=

1
s(λ0)

diag(I0,λ0) (5.7)

On note que ces matrices de covariance de bruit dans l’espace des méta-intensités
ne diffèrent de celles dans l’espace des intensités que d’un scalaire dépendant du
flux s(λ0). Ceci s’explique par la normalisation opérée par l’équation 5.5. D’autre
part, on retrouve que le bruit de lecture décroit avec l’inverse du flux et donc
plus rapidement que le bruit de photon qui lui décroit avec l’inverse de la racine
carrée du flux.

5.2 Autres opérations sur la méta-intensité

On s’intéresse dans cette partie à deux opérations récurrentes que l’on peut
effectuer sur la méta-intensité minimale normalisée dans le but de changer le
comportement des ASO à filtrage de Fourier. Toute deux se décrivent matricielle-
ment. La première, déjà évoquée dans le chapitre 2 est l’opération de binning qui
consiste à regrouper plusieurs pixels voisins pour n’en former qu’un. La seconde
décrit la transformation TO qui sélectionne certains pixels du détecteur.

Remarquons avant toute chose que les pixels du détecteur et les méta-pixels
de la méta-intensité minimale normalisée sont rigoureusement comparables
puisque la transformation méta-intensité est affine avec l’intensité. Les opéra-
tions matricielles effectuées sur I sont donc invariables sous la transformation
mI (5.5).
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5.2.1 Opération de binning

On veut illustrer les divers modes de fonctionnement des détecteurs qui per-
mettent de regrouper plusieurs pixels voisins pour n’en faire qu’un. On a vu
(paragraphe 2.1.5) que cette opération pouvait être modélisée par l’action d’une
matrice de binning, notée B, sur l’intensité . Partant d’une intensité I, on abou-
tissait à une intensité binnée I ′ par la simple relation : I ′=BI. De part le fait que
les méta-pixels de la méta-intensité sont équivalent à des pixels détecteurs, cette
relation matricielle reste valide pour la méta-intensité :

mI ′=BmI (5.8)

La figure 5.2 illustre l’opération méta-intensité minimale normalisée pour un
échantillonnage 4x4 pixels qui subit un binning vers de l’échantillonnage 2x2 via
la matrice de binning suivante 1 :

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

B =

On y suppose que le flux total vaut 16, que l’intensité à phase nulle donne une
intensité uniforme, et que la phase arbitraire considérée fait migrer tous les pho-
tons vers la partie droite du capteur. On observe que la norme 2 de la méta-
intensité augmente lorsque le binning regroupe les pixels.

I(0)=

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

I(φ0)=

0 0 2 2
0 0 2 2
0 0 2 2
0 0 2 2

=⇒ mI(φ0)= 1
16

-1 -1 1 1
-1 -1 1 1
-1 -1 1 1
-1 -1 1 1

I ′(0)=
4 4
4 4

I ′(φ0)=
0 8
0 8

=⇒ mI ′(φ0)= 1
16

-4 4
-4 4

Figure 5.2 – En haut, opération méta-intensité minimale normalisée pour l’échan-
tillonnage 4x4. La norme 2 de mI(φ0) vaut 1/4. En bas, même chose
pour après binning. La norme 2 de mI ′(φ) vaut 1/2.

On profite de ce paragraphe pour illustrer avec la figure 5.3 la perte en résolution
spatiale due à l’opération de binning. Le mode injecté Φ qui reste descriptible en
échantillonnage 4x4 ne l’est plus en 2x2 puisqu’il est vu comme une phase nulle.
On comprend par là que l’augmentation du rapport signal sur bruit octroyé par
l’opération de binning se fait au détriment du nombre de modes vus par l’ASO.

1. Les intensités initialement obtenues sur un détecteur carré sont évidemment transformées
en vecteurs colonne pour être manipulées par les matrices.
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Là est finalement illustré le compromis : "voir mieux peu de modes ou en voir
plus moins bien ?"

I(0)=

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

I(Φ0)=

2 0 0 2
0 2 2 0
0 2 2 0
2 0 0 2

=⇒ mI(Φ0)= 1
16

1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
-1 1 1 -1
1 -1 -1 1

I ′(0)=
4 4
4 4

I ′(Φ0)=
4 4
4 4

=⇒ mI ′(Φ0)=
0 0
0 0

Figure 5.3 – En haut, opération méta-intensité pour l’échantillonnage 4x4. En bas,
même chose après binning. On observe que le mode Φ0 est bien codé
dans la configuration 4x4 tandis qu’elle est équivalente à la phase nulle
en 2x2. Autrement dit, Φ0 est invisible pour un ASO en échantillonnage
2x2.

5.2.2 Une transformation TO notable

On a évoqué dans le paragraphe 1.3 du chapitre général sur l’analyse de front
d’onde les opérations autorisées sur les méta-intensités. On les avait appelées
"transformations TO" de par le fait qu’elles se résument à l’association de deux
matrices, l’une orthogonale qui a pour but de mettre en forme l’information sur
la phase tandis que l’autre, matrice de troncature, vient ensuite sélectionner l’in-
formation pertinente. On décrit dans ce paragraphe une de ces transformations
TO fréquemment utilisée dans le cadre de l’analyse de front d’onde par Filtrage
de Fourier. Elle permet de ne conserver qu’une partie des pixels du détecteur afin
par exemple de ne garder que les pixels contenant de l’information linéaire avec
la phase. La matrice orthogonale O est dans ce cas simplement une matrice de
permutation –on utilise la lettre P pour désigner de telles matrices– qui range
dans les premiers indices les pixels que l’on souhaite conserver, tandis que la ma-
trice de troncature vient éliminer les autres. La figure 5.4 donne un exemple qui
permet de comprendre très simplement comment construire les matrices P et T.
Encore une fois, de par l’équivalence entre les méta-pixels de la méta-intensité
minimale et les pixels du détecteur on pourra écrire que la restriction de l’ana-
lyse de front d’onde à une certaine zone du détecteur revient à appliquer une
transformation "TP" sur la méta-intensité minimale normalisée ou non :

mI ′=TPmI (5.9)

*
* *
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π3 π4

π1 π2
P =











1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0











T =

(

1 0 0 0
0 1 0 0

)

→ . π4

π1 .

Figure 5.4 – Illustration du choix des pixels pertinents via la transformations TP
sur un détecteur 2x2 dans lequel on ne souhaiterait garder que les
pixels π1 et π4. P est la matrice de permutation permettant de mettre
dans les deux premiers indices les pixels d’intérêts. T vient ensuite les
sélectionner.

Ce chapitre assez court est néanmoins fondamental. On a pu en effet mon-
trer que les dispositifs optiques à filtrage de Fourier rentrent dans le cadre
de l’hypothèse linéaire. La méta-intensité minimale normalisée est en effet
linéaire au premier ordre avec la phase et présente l’énorme avantage d’être
valide pour n’importe quel système optique (quelque soient le masque, la
modulation ou la nature de la source de référence). Cette méta-intensité
est de plus normalisée vis-à-vis du spectre dès lors que l’ASO est achroma-
tique puisqu’elle génère des matrices d’interactions indépendantes de ce
paramètre ce qui stabilise la reconstruction de la phase lorsque les condi-
tions de calibration et d’analyse sont différentes. On a explicité de plus les
deux termes de perturbation, à savoir les termes non-linéaires et les bruits
de lecture et de photon, qui parasitent la reconstruction du front d’onde
et témoignent subséquemment de la performance des dispositifs étudiés.
On note enfin que l’on a su décrire deux transformations numériques très
utiles –le binning et le choix de la zone d’intérêt sur le détecteur– en termes
d’opérations matricielles compatibles avec le formalisme présenté dans le
chapitre 1. On a donc en notre possession un cadre très général qui va per-
mettre dans les prochains chapitres de comparer et d’optimiser les ASO à
filtrage de Fourier.
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6 Un cadre pour comparer et
optimiser les ASO à filtrage de
Fourier

Ce chapitre a vocation de synthèse. Nous y précisons le cadre ainsi que la
démarche qui permettent la comparaison et à l’optimisation des ASO à filtrage
de Fourier. Pour cela, nous présentons conjointement les nombreux degrés de
liberté offerts par ce design ainsi que les critères de performance explicités dans
le cadre de l’analyse de front d’onde par filtrage de Fourier.

Même si nous privilégierons dans les prochains chapitres les approches analy-
tiques grâce notamment au formalisme mathématique développé précédemment,
nous aurons aussi recours à de nombreuses simulations numériques. Aussi nous
profitons de ce chapitre pour présenter les conditions de telles simulations.

***Avant de commencer permettez-moi toutefois un petit aparté car le lecteur ayant
eu le courage de lire cette thèse très formelle jusqu’ici doit se retrouver quelque peu per-
plexe. Pourquoi donc recourir à des simulations numériques quand tout un formalisme
donnant des formules explicites a été développé ? Toutes ces quantités mathématiques
apparues au fil de l’analyse (transformée de Fourier, opérateurs de Hilbert, fonctions de
Bessel...) ont été étudiées en long, en large et en travers par le passé ; ne serait-il pas
possible de par la connaissance de leurs propriétés d’en extirper les critères de perfor-
mances en se cantonnant à une étude du continu et en évitant ainsi le passage au discret
du numérique ?

Un tel souhait est bien légitime et je me suis efforcé durant mes investigations de
retarder au maximum ce passage au discret. Je peux même affirmer que cette lubie
a été la pierre angulaire nécessaire à la construction dudit formalisme. Un exemple –
j’espère qu’on ne me tiendra pas rigueur de son caractère assez personnel– illustrera
plus efficacement cet état d’esprit. Au début de ma thèse, souhaitant étudier la sensibilité
d’un senseur lambda, je m’étais attaqué à la construction de sa matrice d’interaction. Les
méthodes habituellement usitées consistaient à injecter des faibles phases à travers ledit
ASO dont la propagation optique était modélisée numériquement pour en récupérer une
intensité puis une méta-intensité. Cette méthode fonctionnait très bien à condition de
prendre une phase d’amplitude suffisamment faible. Afin de m’en assurer je fixais celle-ci
en jouant avec les zéro du clavier : 0.0000001 rad RMS... Mais ceci ne me satisfaisait
pas. Pourquoi un tel niveau ? Pourquoi pas 0.001 ou 0.000000000001 ou encore 10 ?
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Qu’étaient-ce donc que ces faibles phases ? À partir de quelle amplitude les effets non-
linéaires se manifestaient-ils ? À ces questionnements s’en superposaient d’autres : cette
amplitude limite dépendait-elle du mode injecté, de l’ASO considéré, etc. etc.

C’est pour résoudre ces interrogations élémentaires que je me suis lancé dans l’ana-
lyse mathématique du comportement des ASO à filtrage de Fourier. Et il me semble avoir
trouvé quelques résultats intéressants puisqu’en la quantité de l’intensité linéaire, j’ai par
exemple isolé le vrai comportement linéaire de ces senseurs : sans simuler de propaga-
tion à proprement parler, il m’est possible de construire une matrice d’interaction en
me servant uniquement de l’expression de l’intensité linéaire. De la même façon, les q-
intensités suivantes ont grandement clarifié la notion de gamme de linéarité –ou régime
des faibles phases– des senseurs.

J’espère rester humble en affirmant que cette approche synthétique 1 constitue la
grande originalité de mon travail. Cependant, je n’ai su pousser l’analyse aussi loin que je
l’aurais souhaiter : certaines intégrales sont restées récalcitrantes –étant au sens mathé-
matique "non-analytiques" 2– et m’ont forcé à user du rouleau compresseur numérique.
Il ne faut d’ailleurs pas être si surpris que cela : si le formalisme aboutissait à une réso-
lution complète du problème, à savoir à une inversion parfaite des méta-intensités pour
en retrouver la phase, le discret ne serait pas nécessaire, l’hypothèse linéaire superflue,
le formalisme matriciel inutile, bref, l’analyse de front d’onde serait une sinécure. L’exis-
tence d’une légion d’ASO de formes et d’objectifs variés, d’outils numériques puissants,
etc. atteste évidemment du contraire...***

6.1 Degrés de libertés

6.1.1 Étage optique

Un système optique à filtrage de Fourier auquel on a rajouté une modulation,
est entièrement caractérisé par son masque ainsi que par ses paramètres de mo-
dulation. Par soucis de simplicité, nous ne nous intéresserons cependant qu’à
de la modulation tip/tilt. Nous pouvons donc résumer les degrés de liberté
de la partie optique aux quantités masque via sa fonction de transparence
m(xm,ym;λ) et fonction de poids de modulation codée via w(a1,a2).

6.1.2 Détecteur

La conversion du champ électromagnétique en signal électronique est assurée
par le détecteur. Celui-ci sera considéré comme continu lors des approches ana-
lytiques mais pixelisé lors des simulations numériques. Le seul degré de liberté

1. Sémantiquement : issue d’un raisonnement qui va des notions, des propositions les plus
simples vers les plus complexes.

2. On mentionne notamment le complexe et fondamental "Opérateur de couplage" (3.59) dont
l’intégrale pose énormément de problèmes. De substantiels progrès –il résume à lui seul toute
l’analyse de surface d’onde par filtrage de Fourier et modulation– pourraient être faits dans la
reconstruction de la phase si l’on était capable de l’expliciter plus avant.
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de cet étage est donc l’échantillonnage et il est déterminé par la matrice de
binning associée.

6.1.3 Post-Processing

Après l’acquisition, on sait qu’il est indispensable, en vue d’obtenir une quan-
tité essentiellement linéaire avec la phase et indépendante du spectre (pour
les ASO achromatiques), de construire la méta-intensité minimale normali-
sée. Néanmoins, on sait qu’il est possible d’effectuer sur cette méta-intensité des
transformations TP pour choisir la zone d’intérêt du détecteur mais aussi d’autres
transformations TO si celles-ci semblent pertinentes. On voit donc dans ces opé-
rations numériques de nouveaux degrés de libertés.

6.2 Cadre des simulations numériques

Nous explicitons dans cette section les conditions de simulations numériques
qui permettent l’obtention des diverses cartes d’intensités (monochromatique, q-
intensités, modulée, etc.) et de la méta-intensité minimale normalisée. Précisons
en premier lieu que les tableaux manipulés ont pour taille standard 256x256.
Ils sont donc décrits par des vecteurs colonnes de taille 2562=65536 pixels. On
commence par expliquer les étapes numériques qui permettent de simuler la
propagation de la lumière.

6.2.1 Source

La source est supposée à l’infini et ponctuelle. La première de ces deux hypo-
thèses implique que le front d’onde avant perturbation est plan, la seconde assez
restrictive ne l’est finalement pas tant que ça lorsque l’on se souvient que la mo-
dulation est capable de simuler des objets étendus. L’analyse de front d’onde par
source étendue est donc gérée via l’étage de modulation.

L’aspect polychromatique sera essentiellement étudiée d’un point de vue analy-
tique via les critères de chromatisme des ASO aussi toutes les simulations seront
monochromatiques. On fixe d’ailleurs la longueur d’onde de calibration λ0 égale
à la longueur d’onde d’analyse λa. Par ailleurs, puisque la méta-intensité mini-
male normalisée gère les variations de flux, on suppose que celui est unitaire.
Ces hypothèses assurent que le champ avant perturbation peut s’écrire :

ψavant perturbation=I (6.1)

où I est la fonction identité.
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6.2.2 Champ incident

Ce champ va subir, avant de rentrer dans le système de filtrage de Fourier, une
délimitation spatiale par une pupille d’entrée ainsi qu’une perturbation en phase
effectuée sur le support de celle-ci.

La pupille d’entrée est supposée circulaire. Ce choix qui peut sembler arbi-
traire –les pupilles d’entrée, notamment en astronomie, sont d’une grande di-
versité du fait notamment de la présence d’araignée pour soutenir les miroirs
secondaires– se justifie néanmoins comme la forme générique la plus représenta-
tive des pupilles d’entrée. Mathématiquement, cela implique que le champ avant
perturbation est affecté par la fonction de transparence de la pupille définie ma-
thématiquement comme :

IP =̂
2√
πD

IΩD/2
(6.2)

où ΩD/2 correspond à l’élément circulaire central de diamètre D du pavage po-
laire. On note la normalisation de la fonction de transparence par rapport à sa
surface si bien que l’énergie totale passant par cette pupille est unitaire :

||IP ψi||22=1 (6.3)

Cette quantité est l’énergie maximale que l’on peut obtenir dans les plans suc-
cessifs de propagation. Numériquement, la pupille d’entrée a un diamètre de
64 pixels si bien qu’elle est exactement décrite par un vecteur colonne de 3228
pixels. Chaque pixel contenant dans le disque vaut donc 1/

√
3228.

Figure 6.1 – Pupille d’entrée considérée pour la totalité de l’exposé. Le support fait
256x256 pixels. La pupille à un diamètre de 64 pixels. Les pixels noirs
sont à 0. Les pixels blancs valent 1/

√
3228 assurant ainsi un flux total

du champ incident unitaire.

Notons que le fait de choisir une pupille quatre fois moins grande que le support
est lié à l’omniprésence dans les simulations de l’algorithme de Fast Fourier
Transform (FFT) qui peut créer des repliements de spectre lorsque le critère de
Shannon n’est pas respecté. D’où ce choix d’être à deux fois Shannon dans les
simulations.
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La pupille d’entrée étant définie, on peut désormais décrire la phase aber-
rante. Celle-ci est définie sur le support de la pupille puisque, on le rappelle, il
est impossible de faire de l’analyse de front d’onde là où le flux est nul (cf. cha-
pitre 4). On choisit comme base de l’espace des phases la base des polynômes
de Zernike. Cette base a pour propriété d’être orthonormée pour le produit sca-
laire suivant :

<f |g>=
1
π

∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
ρdρ f(ρ,θ)ḡ(ρ,θ) (6.4)

où (ρ,θ) sont les variables radiale et angulaire du repère polaire. Notons que
les polynômes de Zernike sont définis pour une pupille de rayon unitaire mais
qu’ils se mettent à l’échelle d’une pupille de rayon D par simple homothétie.
Par ailleurs, ce produit scalaire définit une norme appelée norme Root Mean
Square (RMS). Les polynômes de Zernike ont donc une norme RMS unitaire. Ces
polynômes sont rangés via deux indices n et m représentant leur degré radial et
leur degré azimutal. La dépendance radiale de ces polynômes est donnée par
l’équation :

Rm
n (ρ)=

n−m
2
∑

k=0

(−1)k(n−k)!

k!
(

n+m
2

−k
)

!
(

n−m
2

−k
)

!
ρn−2k (6.5)

La dépendance angulaire est ensuite assurée par les règles suivantes :

Zm
n (ρ,θ)=Rm

n (ρ)cos(mθ) (6.6)

Z−m
n (ρ,θ)=Rm

n (ρ)sin(mθ) (6.7)

L’ensemble des polynômes de Zernike est ensuite facilement visualisable sous la
forme pyramidale suivante :

Z0
0

Z−1
1 Z1

1

Z−2
2 Z0

2 Z2
2

Z−3
3 Z−1

3 Z1
3 Z3

3

Z−4
4 Z−2

4 Z0
4 Z2

4 Z4
4
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Nous donnons également l’expression explicite des premiers polynômes :

Z0
0(ρ,θ) = 1 (6.8)

Z1
1(ρ,θ) = 2ρcos(θ) (6.9)

Z−1
1 (ρ,θ) = 2ρsin(θ) (6.10)

Z0
2(ρ,θ) =

√
3(2ρ2−1) (6.11)

Z2
2(ρ,θ) =

√
6ρ2cos(2θ) (6.12)

Z−2
2 (ρ,θ) =

√
6ρ2sin(2θ) (6.13)

Physiquement, ces polynômes correspondent aux aberrations optiques classiques.
Le degré radial 0 décrit le piston. Le degré 1 décrit le tip et le tilt, le degré 2 les
deux astigmatismes et l’aberration en focus, etc. On ajoute que les polynômes
de Zernike ont (à l’exception du piston Z0

0) une moyenne spatiale nulle. Ceci
est parfaitement compatible avec le formalisme du filtrage de Fourier qui, on le
rappelle, est insensible au niveau moyen de la phase aberrante, c’est-à-dire à sa
composante sur le mode piston.

Pour dénommer les polynômes de Zernike on choisit selon les cas la notation
précédente Zm

n mais aussi une notation à un seul indice Zj qui correspond à l’ex-
ploration de la précédente pyramide du haut vers le bas et de gauche à droite.
On donne l’indice 0 au piston si bien que dans le cadre de l’étude on utilise
comme base des phases la collection des polynômes {Zj}j∈N∗. On peut d’ailleurs
restreindre immédiatement le nombre de polynômes requis pour décrire exacte-
ment la phase aberrante puisque celle-ci ne possède au mieux que 3228 pixels,
aussi la base numérique maximale pertinente sera {Zj}j∈[[1,3228]]. Le degré radial
maximal des polynômes de cette base sera donc de 80. Néanmoins on manipu-
lera des bases de plus faible dimension à savoir typiquement de 1000, ceci afin
de sur-échantillonner largement la phase pour coller à son caractère physique
continu.

Outre l’orthogonalité des polynômes de Zernike, ceux-ci présentent finalement
une autre propriété très pratique pour analyser le réponse des ASO en termes
de fréquences spatiales. Il est en effet assez facile de relier le degré radial
des polynômes de Zernike n à une fréquence spatiale notée fn via la relation
proposée dans [Conan, 1995] :

fn=
2

πDe
(n+1) (6.14)

On a donc désormais en notre possession le champ incident diaphragmé et per-
turbé, c’est-à-dire ψiIP , qui rentre dans le système optique à Filtrage de Fourier.
Il a pour l’instant la forme :

IP e
ıφ avec φ décrite sur la base des Zernike. (6.15)
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Figure 6.2 – Quatre premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike (on oublie
le piston qui est invisible aux senseurs à filtrage de Fourier) qui cor-
respondent donc à 14 modes. La structure pyramidal suit la structure
Zm
n précédente.
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Notons que l’effet d’une modulation tip/tilt sur ce champ perturbé se traduira
simplement par l’ajout d’une phase modulée exprimée sur les deux premiers
Zernike :

φm(a1,a2)=a1Z
−1
1 +a2Z

1
1 (6.16)

6.2.3 Propagation

Lorsque l’on observe les diverses intensités et méta-intensités qui émergent de
la physique du système de Filtrage de Fourier, on s’aperçoit que la simulation
numérique de ceux-ci nécessite d’avoir des algorithmes effectuant des transfor-
mées de Fourier 2D, des produits de convolution 2D, ainsi que des intégrales non
analytiques pour la modulation.

La transformée de Fourier est facilement réalisable d’un point de vue numé-
rique via l’utilisation de la FFT à condition, on le répète, de prendre garde au
critère de Shannon. Le produit de convolution numérique dérive quant à lui de
cette FFT puisque convoluer dans l’espace direct revient à multiplier dans l’es-
pace de Fourier. Pour deux tableaux A et B carrés, de taille identiques, on a
donc :

A⋆B=FFT−1
(

FFT (A).FFT (B)
)

(6.17)

En ce qui concerne les intégrales non analytiques liées à la modulation, il n’y a
malheureusement pas d’autres solutions que de les transformer en sommes dis-
crètes. Le pas de ces sommes est choisi de telle sorte à échantillonner la fonction
de poids à la moitié de la tâche de diffraction ce qui assure une modélisation de
la modulation continue.

6.2.4 Masque de Fourier

Le masque de Fourier sera décrit sur un tableau de même taille que la pupille
d’entrée, c’est-à-dire 256x256. Le fait que la modélisation de celle-ci soit à deux
fois Shannon assure que le masque sera vu comme continu par le champ dans le
plan focal.

6.2.5 Intensités

Partant du tableau "champ perturbé" discret 256x256 et lui appliquant des
opérations de types "FFT, multiplication, ou somme", on arrive naturellement
à des signaux dans le plan détecteur représentés en tableaux de même taille
256x256 (ces opérations laissent invariante la taille des objets sur lesquels elles
agissent). Aussi on est en droit d’espérer que de telles intensités numériques
discrètes correspondent aux intensités effectives associées à un détecteur réel
de pareille structure 256x256. Pourtant, il reste une différence subtile entre le
détecteur réel et le détecteur simulé, il faut en effet noter que le détecteur réel
coupe, du fait de sa taille finie, une partie du flux. Il y a par contre conservation
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de l’énergie entre les plans lors de la simulation 3. Ceci est intrinsèque à l’algo-
rithme de FFT. Il faut donc être assez précautionneux pour s’arranger que l’écart
entre le réel et le simulé ne soit pas trop prononcé. Une manière de s’en assurer
consiste à simuler des systèmes pour lesquels l’énergie des champs reste canton-
née dans des zones proches de l’axe optique 4. On a alors une correspondance
satisfaisante entre la discrétisation numérique et la discrétisation due au design
des détecteurs. Bien évidemment, l’architecture des simulations a été élaborée
pour assurer cette correspondance, on peut donc confondre "dans l’idée" la
discrétisation des tableaux numériques et la pixellisation des détecteurs réels.

L’espace des intensités et donc de la méta-intensité minimale normalisée est
ainsi défini sur un tableau 256x256=65536 pixels. Les systèmes optiques si-
mulés dans l’étude étant à grandissement unitaire, une phase décrite initiale-
ment sur 3228 pixels dans la plan de la pupille d’entrée est donc largement
sur-échantillonnée dans le plan du détecteur. Sous cette configuration 256x256
on peut donc considérer que l’ASO est très peu affecté par la discrétisation et est
décrit avec un maximum de résolution spatiale.

6.2.6 Opérations matricielles

Profitons-en pour ajouter que les transformations TP et TO ne posent aucun
problème en simulation puisque le calcul matriciel se marie on ne peut mieux
avec les tableaux et vecteurs discrétisés.

6.2.7 Matrices d’interaction

Les simulations permettent donc d’aboutir à des matrices d’interactions de
taille m×b où m est la taille d’une méta-intensité (ici 256x256=65536 pixels)
et b le nombre de polynômes de Zernike utilisés pour la base d’entrée (fixé typi-
quement autour 1000).

6.3 Critères de Performance

On évoque dans cette section, la méthode qui sera suivie systématiquement
lors des futures caractérisations et comparaisons d’ASO. Elle consiste en premier
lieu en une exploitation de la méta-intensité minimale normalisée sans tronca-
tures afin de commencer l’étude avec toute l’information sur la phase a priori

disponible. On y présente de nombreux critères de performance qui permettent
de comparer les ASO entre eux. La seconde partie aborde quant-à-elle la marche
à suivre pour améliorer ces performances via des transformations TP et TO.

3. Si le masque est transparent évidemment.
4. Ce qui est finalement proche de l’approximation de Fresnel (2.3).
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6.3.1 Modes Propres, Modes vus

On aborde la problématique des modes vus ou non vus par les ASO à filtrage de
Fourier d’un point de vue analytique. On utilise pour cela le critère de l’existence
d’une intensité impaire qui est nécessaire à la bijectivité de la fonction I (cf.
chapitre 4). On précise la nature des modes propres d’entrée et de sortie par
analyse de l’expression de l’intensité linéaire.

6.3.2 Sensibilité et Dynamique

On expose dans ce paragraphe deux critères absolument récurrents lorsqu’il
s’agit de caractériser et comparer des senseurs. Le premier consiste en la sensi-
bilité et indique le rapport entre les variations de l’entrée et celles de la sortie ;
le second que l’on nomme dynamique –ou gamme de linéarité– renseigne quant
à la taille du sous-espace d’entrée sur lequel le senseur est linéaire. L’encart
de gauche de la figure 6.3 illustre ces deux notions : la relation entrée/sortie
en pointillé témoigne d’une grande sensibilité (la pente dans le régime linéaire
entre la sortie et l’entrée est forte) mais d’une faible dynamique (ce régime de
linéarité est restreint) ; la courbe continue présente un comportement opposé.
On retiendra de ce graphe schématique l’antagonisme de ces deux quantités :
dès lors qu’il y a un phénomène de saturation pour un capteur (et c’est le cas
pour nous puisque le flux est fini), il faut s’attendre à ce que la dynamique baisse
lorsque la sensibilité augmente et vice versa. Ceci témoigne du compromis hélas
habituel sensibilité vs. dynamique. On précise en passant que ces deux critères
de performance quantifient en vérité l’impact des perturbations non-linéaires
évoquées dans le premier chapitre de l’exposé.

Cartes 2D de sensibilité et dynamique. Pour faire le lien entre ces concepts
généraux, les notations matricielles (paragraphe 1.2.1) et l’analyse de surface
d’onde à filtrage de Fourier (équation (4.32)), il faut revenir à l’expression (5.4)
de la méta-intensité minimale normalisée :

mI(Aφ)=BmIAφ+
∞
∑

q=2

Iq(Aφ) (6.18)

Afin de caractériser les effets non-linéaires de l’ASO, on définit des matrices de
calibration pour toutes les puissances de phase q :

Bq=̂Iq(Bφ)={Iq(Z1),Iq(Z2),...} pour q≥2 (6.19)
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Entrée

Sortie

Dynamique =
Zone de comportement linéaire du capteur

aBmI ij

a

mIi(aZj)

Amplitude de
la phase

Méta-Intensité pour
le mode Zj au pixel i

a2B2 ij

Figure 6.3 – Gauche. Relation entrée/sortie typique d’un senseur présentant une
saturation. La courbe en pointillé présente une grande sensibilité et une
faible dynamique. La courbe en continue a un comportement opposé.
Droite : Relation entrée/sortie typique d’un méta-pixel arbitraire i vis-
à-vis d’un mode de Zernike Zj pour un ASO à filtrage de Fourier.

Les matrices Bq, que l’on pourrait presque qualifier de matrices d’interaction
des termes non-linéaires 5, contiennent les réponses non-linéaires de la méta-
intensité pour chaque polynôme de Zernike. L’encart de droite de la figure 6.3
donne une idée de la relation entrée/sortie typique d’un ASO à filtrage de Fou-
rier pour un Zernike arbitraire d’indice j, en un point arbitraire du détecteur i.
On y observe que les coefficients de la matrice d’interaction BmI donnent les va-
riations locales linéaires (via l’indice i) du détecteur associées aux variations en
amplitude du Zernike Zj . Le vecteur Bj correspond donc à la sensibilité 2D de
l’ASO vis-à-vis du mode Zj.

Par ailleurs, on observe que l’écart à la linéarité est directement corrélé
aux coefficients des matrices Bq. Si l’on restreint la perturbation au terme
quadratique, on peut remarquer que plus le coefficient B2 ij est grand, moins la
dynamique du pixel i vis-à-vis du mode Zj est grande. La carte B2 j est donc un
indicateur de la gamme de linéarité 2D de l’ASO : les zones du détecteur où il
sera le plus linéaire correspondent aux minima de B2 j.

5. Même si on sera très précautionneux quant à cette interprétation en remarquant que la
méta-intensité ne peut pas s’écrire via les matrices Bq :

mI(Aφ)6=BmIAφ+
∞
∑

q=2

BqA
q
φ (6.20)
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Sensibilité et Dynamique modes à modes. Si l’observation des cartes 2D
peut être instructive de par son aspect visuel (on confronte une phase 2D à une
méta-intensité 2D), l’exploitation se complique dès lors que l’on veut comparer
les sensibilités (ou les dynamiques) entre chaque mode de Zernike. Afin de faci-
liter cette comparaison, on va condenser l’information 2D en un unique scalaire
via une opération d’intégration sur les méta-pixels. Autrement dit, les sensibilité
et dynamique pour un Zernike donné seront calculées comme les normes des
sensibilité ou dynamique 2D. Se souvenant de la définition, équation (1.21), de
la matrice de sensibilité :

S=BtmIBmI , (6.21)

la sensibilité vis-à-vis du mode Zj notée s(Zj) est par exemple :

s(Zj)=̂||BmI j||2=
√

Sjj (6.22)

On étend donc le concept de matrice de sensibilité en définissant les matrices de
"q-sensibilité" de taille b×b et égales à :

Sq=̂BtqBq pour q≥2 (6.23)

D’où on pourra tirer l’importance des termes non-linéaires :
√

Sq jj=||Bq j ||2=||Iq(Zj)||2 (6.24)

Puisque que ceux-ci vont à l’encontre de la linéarité de l’ASO, on définira la dy-
namique d’un ASO vis-à-vis du mode Zj , que l’on notera d(Zj) comme l’inverse
de la norme 2 du premier terme non-linéaire non nul , c’est-à-dire le terme qua-
dratique q=2 dans l’immense majorité des cas :

d(Zj)=̂
1

√

S2 jj

=
1

||Iquadratique(Zj)||2
(6.25)

Notons en passant qu’il peut être pertinent de faire passer les matrices Bq à tra-
vers le reconstructeur issu de la matrice d’interaction BmI afin de voir comment
sont "vus" les termes non-linéaire et à quel point ils participent à la confusion
des modes lors de la reconstruction.

Facteur sensibilité dynamique. Des deux quantités sensibilité et dynamique,
on peut fait apparaitre leur antagonisme en définissant le critère dit "facteur
SD" et noté s.d correspondant simplement au produit entre la sensibilité et la
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dynamique :

s.d(Zj)=̂

√

Sjj
√

S2,jj

=
||Ilineaire(Zj)||2

||Iquadratique(Zj)||2
(6.26)

L’enjeu essentiel de la comparaison et de l’optimisation des ASO consiste en
l’amélioration de s.d. On peut d’ailleurs choisir d’optimiser l’aspect sensibilité ou
l’aspect dynamique en pondérant s ou d avec un paramètre η∈R∗

+ de la façon
suivante :

sη.d1/η(Zj)=
||Ilineaire(Zj)||η2

||Iquadratique(Zj)||1/η2

(6.27)

Si l’on souhaite un ASO très linéaire (grande dynamique) on cherchera les desi-
gns qui maximisent sη.d1/η avec η<1. Le cas inverse η>1 met évidemment l’accent
sur la sensibilité.

On est assez proche finalement, avec cette approche via le compromis sensibi-
lité/dynamique, de pouvoir optimiser les ASO à filtrage de Fourier en "dérivant"
le facteur SD par rapport aux degrés de liberté des ASO pour trouver le jeu de
paramètres {masque, fonction de poids} optimal et donc le design le plus perfor-
mant.

Étude fréquentielle. Si l’on peut observer les sensibilité, dynamique et facteur
s.d pour chaque polynôme de Zernike –on parlera alors d’étude mode-à-mode–
il est aussi possible de ramener ces critères de performances dans l’espace des
fréquences spatiales –et on parlera cette fois d’étude fréquentielle– via la relation
qui relie chaque degré radial des polynômes de Zernike à une fréquence spatiale
(équation (6.14)). Il suffit pour cela de moyenner les sensibilité, dynamique et
facteur s.d sur leur degré azimutal :

s(fn) =
1

n+1

∑

j↔degré n

s(Zj) (6.28)

d(fn) =
1

n+1

∑

j↔degré n

d(Zj) (6.29)

s.d(fn) =
1

n+1

∑

j↔degré n

s(Zj)d(Zj) (6.30)

6.3.3 Propagation des bruits

La propagation du bruit (cf. les paragraphes 4.4 et 5.1.3) lors de la reconstruc-
tion sera quantifiée via la matrice de covariance d’erreur d’estimation notée CE
dont les nombreuses occurrences dans la littérature –qui s’inspirent de l’article
[Rigaut and Gendron, 1992]– témoigne de la pertinence.

CE=
(

BtmIC
−1BmI

)−1
(6.31)
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où la matrice C vaudra les matrices de covariance de bruit de lecture ou de pho-
ton suivant que l’on étudie l’un ou l’autre de ces bruits. On les rappelle d’ailleurs
dans le contexte de simulations numériques qui est le notre :

Clecture=
σ2

RON

s2
I Cphoton=

1
s

diag(I0,λ0) (6.32)

On a ici précisé la dépendance de cette matrice de covariance avec le flux s
mais il est supposé unitaire dans les simulations. Les coefficients diagonaux de
la matrice CE donnent la variance d’erreur d’estimation selon chaque mode de
phase. On peut les représenter en parallèle de la sensibilité, de la dynamique ou
du facteur s.d, c’est-à-dire mode-à-mode ou vis-à-vis des fréquences spatiales.
On veut bien sûr ces coefficients diagonaux les plus faibles possibles puisqu’ils
témoignent de l’erreur d’estimation. Si on explicite ces deux matrices de cova-
riance d’erreur d’estimation pour les deux sources de bruit qui nous concernent,
on obtient :

CE,lecture=
σ2

RON

s2
S−1 CE,photon=

1
s

(

BtmIdiag(I0,λ0)−1BmI
)−1

(6.33)

La matrice de covariance d’erreur d’estimation liée au bruit de lecture est donc
directement fonction de la sensibilité de l’ASO via sa matrice S : plus le senseur
est sensible, moins la reconstruction est sensible au bruit de lecture. Cette loi
reste valable pour le bruit de photon.

Variance totale d’erreur d’estimation. On mentionne pour terminer que la
trace des matrices de covariance d’erreur d’estimation correspond à la variance
totale d’erreur d’estimation. Ces quantités peuvent être pertinentes pour estimer
de façon globale les performances des ASO.

6.3.4 Méta-pixels pertinents

On expose dans ce paragraphe une méthode assez intuitive permettant de
savoir où est repartie l’information en phase sur le détecteur. Le ratio entre la
surface de cette zone et celle de la pupille d’entrée est un critère de performance
de l’ASO au sens où elle quantifie le nombre de méta-pixels nécessaires pour
coder chaque pixel de la phase. C’est donc un indicateur du ratio méta-pixel
par mode.

On entend par "information en phase" tout signal linéaire avec celle-ci. La
zone pertinente sera donc l’union des supports des réponses de l’intensité linéaire

à chaque vecteur de base des phases. En d’autres termes, la zone pertinente
correspond au support de la moyenne de la matrice d’interaction BmI sur l’indice
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des modes j :

Zone pertinente=Support





1
b

b
∑

j=1

BmI ij



 (6.34)

Dans la pratique, on définit le "support" du vecteur précédent comme l’ensemble
des indices de méta-pixels i pour lesquels le signal est au dessus d’un certain
seuil (typiquement 1% du maximum). Cette zone isolée, on pourra créer de nou-
velles méta-intensités tronquées via une transformation TP (voir le paragraphe
5.2.2). Il faut ensuite renouveler les tests exposés précédemment (sensibilité, dy-
namique, facteur s.d) et voir si la nouvelle configuration de l’ASO convient aux
attentes technologiques ou expérimentales...

Notons que l’on peut de la même manière identifier les zones non-linéaires
en observant la moyenne des matrices Bq. On peut subséquemment envisager
des transformations TP qui éjectent les zones les moins linéaires et calculer à
nouveau les critères de performances associés à ces nouvelles méta-intensités.

Transformations TO. 6

Il est difficile d’évoquer de façon générale les transformations TO au sens où
elles dépendent fortement du design du système optique. Nous précisons juste
que la méthode à mener après une telle transformation est absolument identique
à celle présentée pour les transformations TP : on calcule à nouveau les critères
de performance et on observe si il y a une amélioration sur les compromis ty-
piques (Sensibilité/Nombre de modes vus & Sensibilité/Dynamique). Le chapitre
10 illustrera l’utilité d’une telle transformation TO pour l’ASO Pyramide qui sera
décrit dès le prochain chapitre.

6.3.5 Robustesse de l’ASO vis-à-vis de la source

Pour estimer la robustesse de l’ASO vis-à-vis d’un des paramètres de la source
(spectre, profil), nous suivons la méthode exposée dans le chapitre 1, à savoir :
soit il est possible de fabriquer des méta-intensités qui rendent la matrice d’inter-
action indépendante de ce paramètre, auquel cas l’ASO sera dit robuste vis-à-vis
de celui-ci. Soit la matrice d’interaction dépend inévitablement de ce paramètre,
on en choisira alors une comme référence (typiquement celle utilisée avec la
source de calibration) et on estime la robustesse de l’ASO en observant l’évolu-
tion de l’écart à celle-ci (noté e) en fonction du paramètre étudié noté a. On
s’intéressera donc à la quantité mathématique suivante :

e(a)=||RcBa−I||F (6.35)

où Rc est le reconstructeur pseudo-inverse issu de la matrice d’interaction de cali-
bration et Ba la matrice d’interaction établie pour le paramètre a. ||.||F réfère à la

6. Ces transformations sont introduites au paragraphe 1.3.
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norme matricielle de Frobenius. On notera évidemment que e(a=c)=0 : si l’ana-
lyse se fait sur la même source que la calibration, la reconstruction est parfaite.

Paramètre spectre. La robustesse vis-à-vis du spectre sera surtout abordée
d’un point de vue analytique. Tout le travail a d’ailleurs déjà été fait puisque
nous avons en notre possession un critère d’achromaticité des ASO basé sur la
disparition du paramètre spectre dans l’expression de la méta-intensité minimale
normalisée. Aussi nous ne mènerons pas de simulations supplémentaires supplé-
mentaires sur ce point.

Paramètre profil. Nous étudierons l’influence du profil de la source sur les
matrices d’interaction grâce à l’étage de modulation tip/tilt. On rappelle en effet
que l’on peut confondre formellement la fonction de poids de modulation et le
profil angulaire d’une source à l’infini. On choisira comme matrice de référence
la matrice d’interaction construite pour une source ponctuelle et on l’élargira via
une fonction de poids qui simulera un objet circulaire ou ellipsoïde de plus en
plus large.

Paramètre modulation. On pourra également tester la robustesse vis-à-vis de
la modulation 7. Celle-ci peut en effet varier entre la calibration et l’analyse. On
choisira par exemple comme référence une calibration établie avec une fonction
de poids parfaitement circulaire et on étudiera l’évolution des matrices d’inter-
actions lorsque ce cercle parfait subit des variations de rayon de plus en plus
erratique.

*
* *

Ce chapitre assez technique a permis de présenter le cadre et la démarche
qui seront utilisés dans les chapitres 8 et 9 pour comparer et optimiser
les ASO de type Zernike et Pyramide. Ce cadre se base sur un espace
d’entrée présentant les degrés de libertés potentiels des ASO à filtrage de
Fourier ainsi qu’un espace de sortie constitué de l’ensemble des critères de
performances en lien avec l’analyse de front d’onde.

7. Même si, faute de temps, une telle étude n’a pas pu être menée.
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Espace d’entrée
Degré de libertés des ASO basés sur

le Filtrage de Fourier

— Masque focal
— Fonction de poids de la modu-

lation tip/tilt
— Transformation binning

— Transformations TO

Espace de sortie
Critères de performances de

l’analyse de front d’onde

— Espace des phases descrip-
tibles

— Sensibilité, Dynamique et Fac-
teur SD

— Coefficients de propagation de
bruit

— Nombre de méta-pixels par
mode de phase

— Chromatisme
— Robustesses (spectre, profil de

la source, modulation)
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7 Des ASO à filtrage de Fourier

Ce chapitre dresse une liste exhaustive des masques utilisés pour l’analyse
de front d’onde par filtrage de Fourier ainsi que ceux utilisés en coronographie.
On les décrit via le formalisme du pavage du plan de Fourier présenté dans le
chapitre 3. On voit que celui-ci permet de décrire la quasi totalité de ces masques
prouvant ainsi sa grande généralité.

On donne pour chaque design quelques propriétés élémentaires directement
déduites des développements analytiques des chapitres 3 et 4, à savoir : de com-
bien de masques est composé le design étudié, coupe-t-il une partie de la lumière
à cause d’amplitudes locales, quelle géométrie le décrit, est-il achromatique et
enfin possède-t-il une intensité impaire ?

7.1 Masques utilisés en Filtrage de Fourier

7.1.1 Couteau de Foucault

Nous décrivons en premier lieu l’exemple historique du Couteau de Foucault.
Foucault élabora ce dispositif en vue de tester la qualité des miroirs focalisant
qu’il polissait.

Sans prétendre entrer dans l’esprit de ce génial opticien, on peut supputer
qu’il raisonna à peu-près de la façon suivante : dans le cadre de l’optique géo-
métrique, un front d’onde plan passant à travers un élément focalisant parfait
doit générer dans le plan focal de cet élément une image rigoureusement ponc-
tuelle. Par contre, si l’objet focalisant présente des imperfections de forme, ce
point se transformera en une tâche étendue. La forme de cette tâche focale sera
bien évidemment liée à la nature des imperfections du système focalisant. Ce
lien n’est malheureusement pas immédiat du fait notamment de la taille réduite
de cette tâche focale aussi l’observer directement n’est pas une bonne approche.
Pour résoudre ce problème, Foucault imagina un système où il pourrait observer
dans un plan directement conjugué avec le miroir. Par ailleurs, afin de "sonder"
la forme de la tâche focale, il plaça dans son plan un objet mobile – un cou-
teau – qui lui permettait de couper ou de laisser passer la lumière. La figure 7.1,
tiré d’un article théorique de Wilson [Wilson, 1975] sur le Couteau de Foucault
montre les différentes configurations de ce dispositif.
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Figure 7.1 – Différentes configurations pratiques utilisant le principe du cou-
teau de Foucault pour déterminer des phases aberrantes. Crédit
[Wilson, 1975].

Il apparaît donc que le Couteau de Foucault rentre parfaitement dans le cadre
du filtrage de Fourier, le masque étant le couteau lui-même. Nous avons précisé
plus haut que l’analyse des imperfections dans le plan de la pupille d’entrée
est faite via un déplacement du couteau. Dans l’absolu, le dispositif du couteau
de Foucault ne comporte donc pas un unique masque focal mais plusieurs. En
l’occurrence, il en faudra 4 et ce, afin de sonder tout l’espace des fréquences
spatiales du plan focal. On les présente dès à présent. Optiquement, un "couteau"
sépare en deux le plan focal suivant un bord rectiligne. Le pavage pertinent
est donc de type cartésien. Plus particulièrement, on utilise les deux pavages
"d’analyse selon x et y".

a=1

a=1

m−
xm+

x

a=0

a=0a=1

a=1

a=0

a=0

a=0a=0a=1 a=1

a=0a=0

m−
y m+

y

a=1 a=1

Figure 7.2 – Les 4 Couteaux de Foucault
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Les paramètres de pavages associés à chacun de ces masques sont :

m+
x :{Ω+

x ,1,0,0,0} {Ω−
x ,0,0,0,0} (7.1)

m−
x :{Ω+

x ,0,0,0,0} {Ω−
x ,1,0,0,0} (7.2)

m+
y :{Ω+

y ,1,0,0,0} {Ω−
y ,0,0,0,0} (7.3)

m−
y :{Ω+

y ,0,0,0,0} {Ω−
y ,1,0,0,0} (7.4)

À l’aide des équations du paragraphe 3.3, ces paramètres permettent d’obtenir
très facilement les réponses impulsionnelles et les opérateurs de filtrage associés
à chacun d’eux :

δψ
I
Ω+

x

(xd,yd) =
1
4
δ(xd)δ(yd)−

ı

4
δ(yd)
πxd

(7.5)

δψ
I
Ω

−
x

(xd,yd) =
1
4
δ(xd)δ(yd)+

ı

4
δ(yd)
πxd

(7.6)

δψ
I
Ω+

y

(xd,yd) =
1
4
δ(xd)δ(yd)−

ı

4
δ(xd)
πyd

(7.7)

δψ
I
Ω−

y

(xd,yd) =
1
4
δ(xd)δ(yd)+

ı

4
δ(xd)
πyd

(7.8)

Wm+
x

=
1
4

(I−ıHx) (7.9)

Wm−
x

=
1
4

(I+ıHx) (7.10)

Wm+
y

=
1
4

(I−ıHy) (7.11)

Wm−
y

=
1
4

(I+ıHy) (7.12)

Un lecteur attentif restera peut-être circonspect quant à la présence d’une
facteur 1/2 supplémentaire devant les fonctions et opérateurs précédents. Il se
rassurera en songeant que le flux lumineux est divisé en 4 de par le fait que le
Couteau de Foucault nécessite 4 masques. Notons en passant que ces derniers
ne sont que d’amplitude et on peut d’ailleurs montrer que le flux total reçu
en sortie –qui est égal à la somme des intensités intégrées associées à chacun
des 4 masques– correspond à la moitié du flux incident. En d’autres termes,
le Couteau de Foucault "gaspille" une partie de la lumière. On sera néanmoins
magnanime avec son inventeur puisque celui-ci avait à sa disposition autant de
lumière qu’il le souhaitait, travaillant évidemment dans son laboratoire avec des
sources d’intensité réglable. Hélas dans d’autres contextes d’analyse de front
d’onde, les sources sont parfois bien ténues –typiquement en Optique adaptative
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pour l’astronomie– et on se doit d’exploiter chaque chaque photon incident.
Nombre des masques qui seront évoqués par la suite furent d’ailleurs présentés
pour pallier à ce problème. Quoiqu’il en soit, on revient à la description du
Couteau de Foucault en remarquant que les opérateurs de filtrage ou les
réponses impulsionnelles ne dépendant pas de la longueur d’onde. Le Couteau
de Foucault est donc un masque rigoureusement achromatique. Ceci provient
du fait que les deux pavages "d’analyse selon x et y" sont invariants d’échelle.

Nous illustrons sur la figure 7.3, l’effet d’un filtrage par le masque m+
x sur un

front d’onde plan diffracté par une pupille circulaire. On remarque notamment
que la partie réelle de l’opérateur de filtrage associé à ce masque ne change pas
la forme du champ, chose logique puisque celle-ci est proportionnelle à l’identité
I. En revanche, on voit pour sa partie imaginaire l’effet de la transformée de
Hilbert selon x notée Hx sur le champ incident. Le module au carré du champ
dans le plan du détecteur qui n’est rien d’autre que l’intensité perçue par celui-
ci, montre l’effet diffractif qu’a le masque m+

x sur le champ incident : un partie
du flux s’en va du centre de la pupille pour ses bords. Ceci tient au fait que la
transformée de Hilbert d’une fonction prend ses plus grandes valeurs là où cette
fonction varie le plus. On mentionne que la présence conjointe chez l’opérateur
de filtrage d’une partie réelle et d’une partie imaginaire assure l’existence d’in-
tensités impaires dans le développement en puissance de phase de l’intensité.
Le Couteau de Foucault porte donc en lui la bijectivité nécessaire à l’analyse de
surface d’onde.

IP ℜ
[

Wm+
x
[IP ]

]

ℑ
[

Wm+
x

[IP ]
]

|Wm+
x
[IP ]|2

Figure 7.3 – Effet d’un filtrage de Fourier par le masquem+
x du couteau de Foucault

sur un front d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche
à droite, on observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle
du champ au niveau du détecteur puis sa partie imaginaire et enfin
son module au carré.

7.1.2 Masques de Hilbert

On expose dans ce paragraphe une variante du couteau de Foucault introduite
dans l’article [Belvaux and Vareille, 1971] qui se veut moins "énergivore" en flux.
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Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

4 Amplitude Cartésienne Oui Oui

Table 7.1 – Résumé des caractéristiques des masques associés au Couteau de Fou-
cault. De gauche à droite : nombre de masques, nature de leur fonction
de transparence (amplitude, phase ou mixte), géométrie du pavage uti-
lisé pour les décrire, chromatisme des masques et présence ou non
d’une intensité linéaire.

On se souvient en effet que les masques de Foucault ne laissent passer que la
moitié du flux incident de par le fait qu’ils sont opaques sur la moitié du plan
focal. Le filtrage par masques de Hilbert n’utilise quant à lui deux masques qui
sont tous les deux complètement transparents. Ils sont tout deux basés sur les
pavages "d’analyse selon x et y". L’idée physique consiste à créer une différence
de phase de π entre les deux éléments de ces pavages via un piston différentiel
bien choisi. Celui-ci noté δ devra vérifier δ/Λ=1/2. On remarquera donc que ce
design ne sera adapté qu’à une seule longueur d’onde, à savoir Λ et ôtera irré-
médiablement aux masques de Hilbert tout espoir d’achromaticité. On explicite
maintenant les "paramètres de pavages" ainsi que les réponses impulsionnelles
et les opérateurs de filtrage pour les deux masques de Hilbert lorsque la lumière
est monochromatique de longueur d’onde Λ.

mx:{Ω+
x ,1,0,0,0} {Ω−

x ,1,δ,0,0}
my:{Ω+

y ,1,0,0,0} {Ω−
y ,1,δ,0,0}

avec
δ

Λ
=

1
2

(7.13)

mx

1

1−1

−1

my

1 1

−1 −1

Masques de Hilbert

δψmx
(xd,yd) =

−ı√
2
δ(yd)
πxd

(7.14)

δψmy
(xd,yd) =

−ı√
2

δ(xd)
πyd

(7.15)

Wmx =
−ı√

2
Hx (7.16)

Wmy =
−ı√

2
Hy (7.17)

On observe que les opérateurs de filtrage sont purement imaginaires. Sans modu-
lation ou phase de référence, il n’y aura donc pas d’intensités impaires. La figure
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7.4 illustre l’action de filtrage par le masque de Hilbert mx. Il est intéressant de
remarquer que le niveau de l’intensité sur le détecteur à l’intérieur de la pupille
(images de droite) est quasi nul comparé à celles obtenues avec le masque de
Foucault m+

x (images de droite de la figure 7.3). Ceci témoigne directement de
la disparition de l’opérateur identité dans Wmx qui était présent pour l’opérateur
de filtrage de Foucault Wm+

x
.

IP ℜ
[

Wmx [IP ]
]

ℑ
[

Wmx [IP ]
]

|Wmx [IP ]|2

Figure 7.4 – Effet d’un filtrage de Fourier par le masque mx de Hilbert sur un front
d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on
observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ
au niveau du détecteur puis sa partie imaginaire et enfin son module
au carré.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

2 Phase Cartésienne Non Non

Table 7.2 – Résumé des caractéristiques des masques de Hilbert. De gauche à
droite : nombre de masques, nature de leur fonction de transparence
(amplitude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les dé-
crire, chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité
linéaire.

7.1.3 Masque Pyramide

On évoque maintenant une autre généralisation du couteau de Foucault qui
ne requiert qu’un seul masque, elle a été proposée par Ragazzoni en 1996
[Ragazzoni, 1996]. Ce masque utilise des tip/tilt locaux pour séparer sur un
même détecteur les différents filtrages du champ incident. Celui-ci va être dé-
composé par la pavage cartésien en quatre puis étalé sur le détecteur par des
dioptres plans d’inclinaisons différentes. Optiquement un tel effet est permis via
l’utilisation en plan focal d’une pyramide transparente. Cet objet sera étudié de
manière exhaustive tout au long de cette thèse aussi, on n’en fera ici qu’une
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brève description. On évoque ses "paramètres de pavages" et son opérateur de
filtrage sur la figure 7.5.

m△(xm,ym)=exp
(2ıπ
λ
α(|xm|+|ym|)

)

(7.18)

m△ : {Ω++,1,0,α,α} (7.19)

{Ω−−,1,0,−α,−α} (7.20)

{Ω+−,1,0,α,−α} (7.21)

{Ω−+,1,0,−α,α} (7.22)

W△=Tfα,fα◦WΩ+++T−fα,−fα◦WΩ−−+

T−fα,fα◦WΩ−++Tfα,−fα◦WΩ+− (7.23)

Figure 7.5 – Photographie d’une pyramide transparente et description dans le for-
malisme des pavages. m△ est la fonction de transparence du masque
Pyramide. α code l’angle de son sommet.

Encore une fois, on illustre l’effet d’un tel filtrage dans la figure 7.6. On re-
marque que l’angle α permet une complète séparation des quatre images de la
pupille, c’est-à-dire 2fα>D où D est le diamètre de la pupille d’entrée. C’est le
design proposée historiquement par Ragazzoni. On verra par la suite (chapitre 9)
que d’autres configurations peuvent être envisagées. Chacune des quatre contri-
butions correspond à un filtrage du champ incident par un quadrant du pavage
cartésien. Par exemple, la contribution en haut à droite correspond à un champ
incident dont on aurait gardé que les fréquences présentes dans Ω++, c’est-à-dire
les fréquences positives selon x et positives selon y. Les opérateurs de filtrage
qui interviennent dans l’expression de l’opérateur global W△ sont les opérateurs
identité I et de Hilbert : Hx, Hy, Hxy. Ils sont décrits dans le chapitre 1. On se
convainc de leur présence en observant les effets de condensation de lumière
sur les bords des quatre images typiques des transformées de Hilbert (image de
droite de la figure 7.6).
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IP ℜ
[

Wm△
[IP ]

]

ℑ
[

Wm△
[IP ]

]

|Wm△
[IP ]|2

Figure 7.6 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque pyramidal sur un front
d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on
observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ
au niveau du détecteur puis sa partie imaginaire et enfin son module
au carré.

L’observation de la figure 7.6 assure de la présence conjointe chez l’opérateur
de filtrage d’une partie réelle et d’une partie imaginaire. Le masque pyramidal
génère donc un analyseur bijectif. En ce qui concerne le chromatisme de ce
masque, la description actuelle de celui-ci via le formalisme des pavages assure
qu’il est rigoureusement achromatique. On peut s’en persuader en remarquant
qu’une pyramide est invariante d’échelle. Cependant il faut être précautionneux
quant à la réalisation pratique de l’objet pyramide. La photographie de la figure
7.5 suggère par exemple qu’elle est parfois constituée de verre, milieu qui est
dispersif ; l’achromaticité en pâtit inévitablement. Heureusement, des designs
optiques astucieux permettent de se soustraire de ces problèmes de dispersion.
Ceux-ci seront décrits en détail dans le chapitre 9 dédié au senseur pyramide.
Aussi, on incline le lecteur à rester persuadé que le masque pyramidal peut être
achromatique.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Phase Cartésienne Oui Oui

Table 7.3 – Résumé des caractéristiques du masque Pyramide. De gauche à droite :
nombre de masques, nature de leur fonction de transparence (ampli-
tude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les décrire,
chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité linéaire.

7.1.4 Masques "rooftop"

Une autre généralisation du couteau de Foucault propose de filtrer la lumière
grâce à deux "toits" transparents –rooftop en anglais– afin de séparer les fré-
quences spatiales en deux endroits du détecteur. Ce concpet initialement pro-
posé dans l’article [Phillion and Baker, 2006] a été comparé expérimentalement
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à la pyramide [Wang et al., 2010b] et [van Dam et al., 2012]. L’usage de deux
masques est requis afin d’analyser ces fréquences selon x et y. Mathématique-
ment, les quatre images de pupille seront identiques –modulo de ténues contri-
butions de la diffraction qui diminuent à mesure que les images de la pupille
s’éloignent l’une de l’autre– à celles obtenues pour le couteau de Foucault. On
donne encore une fois les paramètres de pavage ainsi que les opérateurs de fil-
trage de ces deux masques :

Épaisseur optique du masque m△x

m△x(xm,ym)=exp
(2ıπ
λ
α|xm|

)

m△x : {Ω+
x ,1,0,α,0}

{Ω−
x ,1,0,−α,0}

W△x=Tfα,0◦WΩ+
x
+T−fα,0◦WΩ−

x

Épaisseur optique du masque m△y

m△y(xm,ym)=exp
(2ıπ
λ
α|ym|

)

m△y : {Ω+
y ,1,0,0,α}

{Ω−
y ,1,0,0,−α}

W△y=T0,fα◦WΩ+
y
+T0,−fα◦WΩ−

y

On invoquera la grande similitude mathématique avec le couteau de Foucault
pour expliquer que l’analyse via des masques "rooftop" assure l’existence d’in-
tensités impaires toute comme l’évidente ressemblance pratique entre l’objet
pyramide et les masques "rooftop" permettent d’affirmer qu’il existe des designs
achromatiques à condition de s’y prendre intelligemment.

IP ℜ
[

Wm△x
[IP ]

]

ℑ
[

Wm△x
[IP ]

]

|Wm△x
[IP ]|2

Figure 7.7 – Effet d’un filtrage de Fourier par le masque en toit sur un front d’onde
plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on observe
la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ au niveau
du détecteur puis sa partie imaginaire et enfin son module au carré.
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Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

2 Phase Cartésienne Oui Oui

Table 7.4 – Résumé des caractéristiques des masques rooftop. De gauche à droite :
nombre de masques, nature de leur fonction de transparence (ampli-
tude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les décrire,
chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité linéaire.

7.1.5 Masque de Zernike

Une autre méthode utilisée en filtrage de Fourier consiste à exploiter le
principe physique du "contraste de phase". Celui-ci fut développé par Zernike
[Zernike, 1934] qui reçut pour ses travaux le prix Nobel en 1930. On présente
dans ce paragraphe un masque basé sur ce principe. Celui-ci fait interférer deux
parties du champ incident ayant subi un déphasage de π/2 grâce à un piston
différentiel δ/Λ=1/4 modulo 2. Les deux parties sont délimitées grâce au pavage
polaire Ωr et Ω̄r. Le paramètre r est généralement ajusté afin d’assurer une
équipartition de l’énergie entre ces deux parties du plan de Fourier. Pour une
pupille circulaire, cela correspond à prendre 2r/f=1.06Λ/D où D est le diamètre
de la pupille. Cette configuration correspond au masque historique de Zernike.
On remarquera que cette configuration est doublement chromatique puisque
tant le décalage en phase de π/2 et l’équipartition de l’énergie ne sont valables
que pour la seule longueur d’onde Λ. On donne tout de suite les paramètres de
pavages ainsi que l’opérateur de filtrage pour une lumière monochromatique à
Λ :

Masque de Zernike. Crédit
N’Diaye.

mZ : {Ωr,1,δ,0,0}
{Ω̄r,1,0,0,0}

avec
δ

Λ
=

1
4

et
2r
f

=1.06
Λ
D

WZ=I+(ı−1)Zr/fΛ

ı

r

mZ

1

Masque de Zernike

L’opérateur de Zernike étant purement réel, on est assuré de l’existence conjointe
d’une partie réelle et d’une partie imaginaire chez l’opérateur de filtrage WZ . Ceci
se voit d’ailleurs sur la figure 7.8 qui illustre l’effet du filtrage par un tel masque
de Zernike sur une pupille circulaire.
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Figure 7.8 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque de Zernike sur un front
d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on
observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ
au niveau du détecteur puis sa partie imaginaire et enfin son module
au carré. 2r=1.06Λ/D où D est le diamètre de la pupille circulaire.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Phase Polaire Non Oui

Table 7.5 – Résumé des caractéristiques du masque de Zernike. De gauche à
droite : nombre de masques, nature de leur fonction de transparence
(amplitude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les dé-
crire, chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité
linéaire.

On précise qu’en dépit d’une invention précoce (1934) et de son utilisation en
microscopie à contraste de phase, le masque de Zernike ne fut appliqué à des fins
d’analyse de front d’onde que très récemment et ceci en raison de son rôle dans
l’instrument SPHERE au VLT [Beuzit et al., 2008]. Sa théorie a en effet été revisi-
tée dans l’article [N’Diaye et al., 2013], puis validée sur banc optique un an plus
tard [N’Diaye et al., 2014]. Il fut d’ailleurs à la hauteur des attentes puisqu’il a
démontré des performances impressionnantes sur ciel. Elles sont résumées dans
l’article [N’Diaye et al., 2016].

7.1.6 Point Diffraction Interferometer

Un autre système optique qui utilise le principe du contraste de phase a été pro-
posé par Smartt dans l’article [Smartt and Steel, 1975]. Le masque est, contrai-
rement au masque de Zernike, de pure amplitude. Il atténue uniformément le
front d’onde sauf à un endroit très localisé où il le laisse complètement passer.
En d’autres termes, le masque consiste en une densité où a été percé un petit
trou. On notera que ce design fait perdre une partie des photons incidents, il est
donc à prescrire lorsque la source est ténue. Physiquement, le champ émis par le
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petite ouverture peut être assimilé à une onde purement sphérique. Le champ au
niveau du détecteur correspondra donc à l’interférence entre le champ incident
atténué et une onde sphérique. On remarquera que le masque du PDI n’est pas
descriptible via les géométries cartésienne ou polaire mais qu’il admet tout de
même des paramètres de pavage. L’invariance d’échelle n’étant pas respectée, ce
masque est évidemment chromatique.

mPDI

a

yt

xt

Ωr

mPDI : {R2\Txt,yt[Ωr],a,0,0,0}
{Txt,yt [Ωr],1,0,0,0}

Figure 7.9 – Gauche : Principe de fonctionnement du Point Diffraction Interfero-

meter. Crédit [Smartt and Steel, 1975]. Droite : Description schématique
du masque utilisé par le PDI et paramètres de pavage associés. a∈]0,1[ code
l’atténuation globale du front d’onde. (xy,yt) est le centre du pinhole. r code
son diamètre qui est petit devant la taille de la tâche de diffraction.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Amplitude Mixte Non Oui

Table 7.6 – Résumé des caractéristiques du masque du Point Diffraction Inter-
ferometer. De gauche à droite : nombre de masques, nature de leur
fonction de transparence (amplitude, phase ou mixte), géométrie du
pavage utilisé pour les décrire, chromatisme des masques et présence
ou non d’une intensité linéaire.

7.1.7 Optical Differentiation

On évoque enfin un design qui n’est pas du tout descriptible via le formalisme
de pavage puisque l’amplitude de son masque varie continument avec les va-
riables spatiales. Il s’agit de l’ASO à "dérivation optique" –optical differenciation

wave front sensor en anglais– proposé dans [Oti et al., 2003]. Il utilise une pro-
priété de la transformée de Fourier qui veut que la multiplication par une rampe

126



dans l’espace réel correspond à une dérivation dans l’espace de Fourier. Deux
masques sont requis pour opérer la dérivation dans les deux directions de l’es-
pace, les rampes sont assurées par des densités linéaires avec les coordonnée
spatiales xm et ym. On donne les deux fonctions de transparence ainsi que les
opérateurs de filtrage associés :

mODx(xm,ym)=a+2πb xm mODy (xm,ym)=a+2πb ym (7.24)

WODx=aI−ıλfb Dx WODy=aI−ıλfb Dy (7.25)

où Dx et Dy sont les opérateurs de dérivation selon x et y. Notons en passant
que les fonctions de transparence ne peuvent être valides en l’état puisqu’elles
induisent des densités plus grandes que 1. Il faudra donc garder en tête que leur
expression n’a de sens que si elles prennent des valeurs dans [0,1].

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

2 Amplitude Mixte Non Oui

Table 7.7 – Résumé des caractéristiques des masques du Optical differention
wave front sensor. De gauche à droite : nombre de masques, nature
de leur fonction de transparence (amplitude, phase ou mixte), géomé-
trie du pavage utilisé pour les décrire, chromatisme des masques et
présence ou non d’une intensité linéaire.

7.2 Masques utilisés en Coronographie

On présente dans cette dernière section des masques utilisés en coronographie.
On rappelle que ces systèmes optiques ont pour objectif d’atténuer les objets
alignés avec l’axe optique au profit d’objets qui ne le seraient pas. Ils nécessitent
deux étages de filtrage : un premier en plan focal via l’utilisation d’un masque qui
aura pour objectif de modifier le champ issu de l’objet sur l’axe pour le rendre
facile à couper via un stop dans un second plan qui est souvent le plan pupille
suivant. On rappelle ce principe dans la figure 7.10. Si nous nous intéressons à
la coronographie, c’est donc dans l’idée d’utiliser cette lumière coupée à des fins
d’analyse de front d’onde.

7.2.1 Masque de Lyot

Le coronographe historique fut introduit par Bernard Lyot en 1931
[Lyot, 1931]. La figure 7.11 présente son design original. Le masque proposé par
Lyot était de pure amplitude. Il coupait simplement la lumière indésirable grâce
à une pastille complètement opaque. Dans le cas où l’objet serait une étoile et la
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Pupille d’entrée Masque coronographique Stop de Lyot +
Détecteur

Flux incident
IP

+ Élement focalisant f/2 Élement focalisant f/2

Figure 7.10 – Schéma de principe d’un système optique de coronographie.

Figure 7.11 – Description originale du coronographe de Lyot.

pupille d’entrée du télescope circulaire, le masque de Lyot se décrit aisément via
le pavage polaire. On a généralement 2r/f≈1.6Λ/D où Λ est la longueur d’onde
de la source sur axe. On donne immédiatement les paramètres de pavages, ainsi
que l’opérateur de Filtrage à cette longueur d’onde Λ.

mLyot : {Ωr,0,0,0,0}
{Ω̄r,1,0,0,0}

WLyot=I−Zr/fΛ

0

r

mLyot

1

Masque de Lyot

On note que l’opérateur de filtrage est purement réel ce qui empêche tout espoir
d’analyse de front d’onde bijective puisque les systèmes coronographiques fonc-
tionnent sans modulation. Par ailleurs, le masque n’étant évidemment invariant
d’échelle, l’ASO associé ne pourra être que chromatique.

La figure 7.12 illustre l’effet du filtrage de Fourier pour une pupille circulaire
lorsque qu’un détecteur fictif est placé juste avant le stop de Lyot. On observe no-
tamment sur l’image de droite que le masque joue parfaitement son rôle puisque
la lumière se trouve éloignée de l’axe optique et donc facilement filtrable par
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un stop de type "complémentaire de pupille circulaire". La partie imaginaire de
l’opérateur de filtrage est comme prévu nulle.

IP ℜ
[

WmLyot
[IP ]

]

ℑ
[

WmLyot
[IP ]

]

|WmLyot
[IP ]|2

Figure 7.12 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque de Lyot sur un front
d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on
observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ
juste avant le stop de Lyot puis sa partie imaginaire et enfin son
module au carré.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Amplitude Polaire Non Non

Table 7.8 – Résumé des caractéristiques du masque de Lyot. De gauche à droite :
nombre de masques, nature de leur fonction de transparence (ampli-
tude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les décrire,
chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité linéaire.

7.2.2 Masque de Roddier&Roddier

Un autre masque de coronographie se base sur le contraste de phase. Il a
essentiellement le même design que le masque de Zernike à ceci près que
le déphasage entre les deux éléments du pavage vaut π afin de générer des
interférences destructrices. Cette idée fut proposée par Roddier et Roddier
[Roddier and Roddier, 1997]. Quand la pupille est parfaitement circulaire on a
toujours 2r/f=1.06Λ/D afin d’égaliser rigoureusement l’énergie entre les deux
parties du plan de Fourier. Les "paramètres de pavage" ainsi que l’opérateur de
filtrage à la longueur d’onde Λ sont :
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mR&R : {Ωr,1,δ,0,0}
{Ω̄r,1,0,0,0}

avec
δ

Λ
=

1
2

WR&R=I−2Zr/fΛ

−1

r

mR&R

1

Masque de Roddier&Roddier

Une nouvelle fois l’opérateur de filtrage est purement réel ce qui empêche l’exis-
tence d’intensités impaires et donc une bijectivité entre l’espace des phases et
l’espace des intensités. La figure 7.13 illustre l’éjection de la lumière par filtrage
avec un masque de Roddier&Roddier. Du fait de l’adéquation du rayon de la pas-
tille centrale r avec la taille de la pupille, on voit que cette éjection se fait de
manière plus nette qu’avec le coronographe de Lyot.

IP ℜ
[

WmR&R
[IP ]

]

ℑ
[

WmR&R
[IP ]

]

|WmR&R
[IP ]|2

Figure 7.13 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque de Roddier&Roddier
sur un front d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche
à droite, on observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle
du champ juste avant le stop de Lyot puis sa partie imaginaire et
enfin son module au carré.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Phase Polaire Non Non

Table 7.9 – Résumé des caractéristiques du masque de Roddier&Roddier. De
gauche à droite : nombre de masques, nature de leur fonction de trans-
parence (amplitude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour
les décrire, chromatisme des masques et présence ou non d’une inten-
sité linéaire.
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7.2.3 Masque 4-quadrants

Un autre exemple de masque coronographique est celui introduit par Rouan
[Rouan et al., 2000]. Tout comme le Roddier&Roddier, il éjecte la lumière en
faisant interférer le champ avec lui-même de façon destructive. Mais le pavage
cette fois-ci utilisé est le cartésien : chaque quadrant est déphasé de ses voisins
de π grâce à un piston différentiel δ/Λ=1/2. Une nouvelle fois ce masque sera
donc chromatique. Les "paramètres de pavage" sont les suivants :

m4quad : {Ω++,1,0,0,0}
{Ω−−,1,0,0,0}
{Ω+−,1,δ,0,0}
{Ω−+,1,δ,0,0}

avec
δ

Λ
=

1
2

−1

1 −1

1

m4quad

Masque 4-quadrant

On obtient une réponse impulsionnelle et un opérateur de filtrage à la longueur
d’onde Λ de la forme :

ψδm4quad
(xd,yd)=− 1

π2

1
xdyd

W4quad=−Hxy (7.26)

encore une fois on remarque que le masque de coronographie a un opérateur
purement réel. L’action de filtrage du masque 4 quadrants est illustré sur la fi-
gure 7.14. On voit sur l’image de droite l’éjection de la lumière produite par
l’action de la transformée de Hilbert Hxy sur le champ incident. On comprend
que celle-ci est permise de par la propriété de cet opérateur qui n’est sensible
qu’aux variations du champ et non à son niveau global : là où le champ ne varie
pas, il n’y a pas de signal.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Phase Cartésien Non Non

Table 7.10 – Résumé des caractéristiques du masque 4 quadrants. De gauche à
droite : nombre de masques, nature de leur fonction de transparence
(amplitude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les
décrire, chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité
linéaire.
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IP ℜ
[

Wm4quad
[IP ]

]

ℑ
[

Wm4quad
[IP ]

]

|Wm4quad
[IP ]|2

Figure 7.14 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque 4 quadrants sur un
front d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à
droite, on observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle
du champ juste avant le stop de Lyot puis sa partie imaginaire et
enfin son module au carré.

7.2.4 Masque Vortex

On évoque enfin le masque de coronographie le plus récemment introduit
[Foo et al., 2005] qui se base également sur des phénomènes d’interférences des-
tructrices. Cependant, il diffère des exemples précédents au sens où ces interfé-
rences ne se font pas de domaine à domaine (Ωr interfère avec Ω̄r pour le R&R ;
Ω++∪Ω−− interfère avec Ω+−∪Ω−+ pour le 4 quadrant) mais de façon radiale :
en coordonnées polaires, le champ le long de la direction θ va interférer avec le
champ le long de θ+π. Le masque vortex associé effectuant une tel décalage de
phase orthoradial aura une fonction de transparence égale à :

mV (r,θ) = exp(2ıθ) (7.27)

= exp

(

2ıπ
λ

Λ
π
θ

)

avec Λ=λ (7.28)

Le masque vortex sera donc optimisé pour une seule longueur d’onde et subsé-
quemment chromatique. L’épaisseur optique associée à celui-ci sera de structure
hélicoïdale et créera en un tour un décalage de 2Λ. Celle-ci est est représentée
sur la figure 7.15.

Figure 7.15 – Épaisseur optique d’un masque vortex.
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On donne sur la figure 7.16 l’effet du filtrage de Fourier par un masque vor-
tex. On observe une nouvelle fois l’éjection de la lumière hors de la pupille. On
notera également un fait extrêmement intéressant puisque ce masque a un opé-
rateur de filtrage présentant et une partie réelle et une partie imaginaire ce qui
atteste cette fois-ci d’une dépendance de l’intensité en puissance impaire de la
phase ! Ce masque coronographique est donc assurément le meilleur candidat
pour effectuer de l’analyse de front d’onde sur la lumière éjectée par le stop de
Lyot ! L’annexe C s’intéresse plus en détails à cette intéressante propriété.

IP ℜ
[

WmV
[IP ]

]

ℑ
[

WmV
[IP ]

]

|WmV
[IP ]|2

Figure 7.16 – Effet d’un filtrage de Fourier par un masque de vortex sur un front
d’onde plan arrivant sur une pupille circulaire. De gauche à droite, on
observe la fonction indicatrice de la pupille, la partie réelle du champ
juste avant le stop de Lyot puis sa partie imaginaire et enfin son
module au carré.

Nombre Type Géométrie Achromatique ? Intensité linéaire ?

1 Phase Mixte Non Oui !

Table 7.11 – Résumé des caractéristiques du masque vortex. De gauche à droite :
nombre de masques, nature de leur fonction de transparence (ampli-
tude, phase ou mixte), géométrie du pavage utilisé pour les décrire,
chromatisme des masques et présence ou non d’une intensité linéaire.

*
* *

On est rentré dans le vif du sujet dans ce chapitre en décrivant de nom-
breux designs de filtrage de Fourier et de coronographie. Tous les masques
impliqués ou presque ont pu être décrits via le formalisme des pavages
qu’ils soient dérivés du concept historique du Couteau de Foucault ou basé
sur le contraste de phase. Cette description a suffi pour trancher quant à
leur comportement en lumière polychromatique. Il a également été pos-
sible de donner leur réponse impulsionnelle ainsi que leur opérateur de
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filtrage ouvrant la voie à une étude analytique poussée. On a pu notam-
ment déduire s’ils étaient ou non adaptés à l’analyse de front d’onde en se
servant du critère de l’existence d’une intensité impaire. Il est apparu qu’au-
cun masque coronographique ne satisfaisait à cette condition à l’exception
du coronographe vortex. Il est donc possible d’avoir une information non
ambiguë sur la phase en recueillant la lumière coupé par son stop.

On a volontairement été succincts en ce qui concerne les ASO Pyramide
et Zernike. Les deux prochains chapitres leur sont dédiés puisqu’on va gé-
néraliser leur design et étudier leurs critères de performance en suivant la
méthode décrite dans le chapitre 6. Précisons cependant que les éléments
présentés dans ce chapitre permettent tout de même de dire que le masque
pyramide est achromatique tandis que le masque de Zernike est ne l’est
pas. Tous deux néanmoins semblent adaptés à l’analyse de front d’onde à
faible flux (c’est le cas en optique adaptative pour l’astronomie) puisqu’ils
utilisent tout deux un masque de phase qui laisse passer tout le flux inci-
dent.
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8 La classe des ASO de Zernike

Ce chapitre est entièrement dédié à l’ASO de Zernike qui a été présenté briève-
ment dans le paragraphe 7.1.5. Celui-ci utilise le masque de Zernike qui est un
élément optique essentiel de la microscopie à contraste de phase [Zernike, 1934].
Si l’ASO de Zernike était décrit dans ce paragraphe comme un design unique, on
va étendre son concept en relâchant les contraintes pesant sur ses deux para-
mètres de pavage r et δ de son masque. D’un seul ASO on en génère ainsi une
infinité. On les rassemble sous l’appellation "classe des ASO de Zernike". Cette
partie a pour objectif d’expliciter l’évolution des critères de performance vis-à-vis
des deux paramètres r et δ. Notons que l’on n’associe pas de modulation à cette
classe.

Classe des ASO de Zernike. Rattachée à une description polaire du plan de
Fourier, la classe des ASO de Zernike est mathématiquement définie de la façon
suivante :

mZ : {Ωr,1,δ,0,0}
{Ω̄r,1,0,0,0}

WZ = I+
(

exp
(2ıπ
λ
δ
)

−1
)

Z r
fλ

=
[

I+
(

cos
(2π
λ
δ
)

−1
)

Z r
fλ

]

+ı
[

sin
(2π
λ
δ
)

Z r
fλ

]

e
2ıπ
λ
δ

r

mZ

1

Masque de Zernike

On peut déjà s’apercevoir que la classe des ASO de Zernike contient deux
designs "historiques" à savoir l’ASO de Zernike lui-même mais aussi le masque
coronographique de Roddier&Roddier [Roddier and Roddier, 1997]. Les jeux de
paramètres associés à ces deux configurations sont rappelées dans le tableau 8.1.

Une classe d’ASO chromatique. Notons d’ores-et-déjà que tous les masques
de la classe de Zernike sont hélas chromatiques. On peut s’en convaincre en ob-
servant que ceux-ci ne sont pas invariants d’échelle et cela par deux fois puisque
et la profondeur du puits générant le piston δ, et sa largeur r ne sont pas vu
pareillement par toutes les longueurs d’onde. On se borne donc dans ce chapitre
à une étude monochromatique à la longueur d’onde λ.
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Masque Piston δ Diamètre 2r/f

Zernike λ/4 1.06λ/D

Roddier&Roddier λ/2 1.06λ/D

Table 8.1 – Jeux de paramètre (δ,r) correspondant à deux masques historiques de
la Classe Zernike. La pupille d’entrée est ici considérée circulaire de
rayon D. La source est monochromatique à la longueur d’onde λ.

8.1 Approche analytique

On commence par aborder l’analyse de front d’onde d’un point de vue analy-
tique en étudiant notamment le développement en puissance de phase de l’inten-
sité. Notons que l’on suppose qu’aucune phase de référence n’est présente aussi
le développement de Taylor se fera autour de la phase nulle. On utilise donc les
équations du paragraphe 4.2.5.1 dans lesquelles le flux f est unitaire.

8.1.1 q-intensités

Intensité constante. Le premier terme du développement en puissance de
phase ne dépend pas de la phase. Il correspond à l’intensité sur le détecteur
lorsque celle-ci est nulle.

Iconstant = |WZ [IP ]|2 (8.1)

= (IP )2+4sin
(

π

λ
δ
)

Z r
fλ

[Ip]
(

Z r
fλ

[Ip]−Ip

)

(8.2)

De cette équation on remarque en premier lieu que δ intervient en tant que sca-
laire tandis que le paramètre r influe via l’opérateur de Zernike sur la répartition
spatiale de l’intensité. On verra que cette propriété reste valable pour les autres
q-intensités.

Intensité linéaire. On s’intéresse désormais au terme le plus important à l’ana-
lyse du front d’onde puisqu’il témoigne du comportement linéaire idéal de l’ASO
étudié et qu’il est utilisé pour construire sa matrice d’interaction.

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

WZ [IP ]WZ [IPφ]
]

(8.3)

= 2IPsin
(2π
λ
δ
)

[

Z r
fλ

[IP ]φ−Z r
fλ

[IPφ]
]

(8.4)

Cette équation est par de nombreux aspects très instructive. On remarque en pre-
mier lieu que l’entièreté du signal linéaire a le même support que la pupille
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d’entrée. On peut donc restreindre drastiquement le nombre de pixels du détec-
teur à exploiter en ne conservant que ceux présents dans le support de la pupille.
Ceci est illustré sur la figure 8.1.

Figure 8.1 – De gauche à droite : Intensité linéaire sur le détecteur entier. Pixels per-
tinents. Intensité linéaire tronquée sur les pixels pertinents. Le mode
de Zernike pris pour cet exemple est le focus Z0

2 .

Par ailleurs, on observe que le paramètre r joue sur la répartition spatiale
de l’intensité tandis que le paramètre δ règle un gain scalaire global in-
dépendant de la phase φ. Ceci veut notamment dire que les modes propres
d’entrée comme de sortie tels qu’ils l’ont été définis grâce à la décomposition en
valeurs singulières ne dépendent que de r. On rappelle en passant comment
l’intensité linéaire permet d’aboutir à la sensibilité vis-à-vis du mode i des poly-
nômes de Zernike :

s(Zj)=||Ilinéaire(Zj)||2=2
∣

∣

∣

∣

sin
(2π
λ
δ
)∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣Z r
fλ

[IP ]φ−Z r
fλ

[IPφ]
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
(8.5)

Première intensité non-linéaire. On donne désormais l’expression du premier
terme non-linéaire du développement en puissance de phase qui est l’intensité
quadratique.

Iquadratique(φ) = |WZ [IPφ]|2−ℜ
[

WZ [IP ]WZ [IPφ2]
]

(8.6)

= 2sin
(

π

λ
δ
)

(

2Z r
fλ

[Ipφ]2−2IpφZ r
fλ

[Ipφ]+IpZ r
fλ

[Ipφ2] (8.7)

+Z r
fλ

[Ip]IPφ2−2Z r
fλ

[Ip]Z r
fλ

[Ipφ2]
)

(8.8)

L’analyse de cette équation permet d’observer une nouvelle fois que les para-
mètres r et δ ont des rôles essentiellement différents : tandis que le premier
influence la répartition spatiale de l’intensité, le second règle un gain scalaire
global. On note d’ailleurs que l’intensité quadratique n’est nulle que pour δ=λ,
c’est-à-dire lorsque le déphasage provoqué par le piston différentiel est de 2π.
L’opérateur de filtrage se restreint alors à l’identité et ôte tout espoir d’analyse
de front d’onde. On retient donc que pour les ASO de la classe de Zernike, le
premier terme non-linéaire est assurément le terme quadratique.

Contrairement à l’intensité linéaire, l’intensité quadratique prend des valeurs
non-nulles à l’extérieur du support de la pupille (image de gauche de la figure
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8.2) et ce à cause des deux termes : 2Z r
fλ

[Ipφ]2 et −2Z r
fλ

[Ip]Z r
fλ

[Ipφ2]. Néanmoins,
on oubliera complètement cette partie du signal du fait que toute l’information
linéaire est de toute façon à l’intérieur de la pupille.

Figure 8.2 – De gauche à droite : Intensité quadratique sur le détecteur entier ; on
notera la présence de photons hors du support de la pupile d’entrée.
Pixels pertinents car ils contiennent toute l’information linéaire. Inten-
sité quadratique tronquée sur les pixels pertinents. Le mode de Zernike
pris pour cet exemple est le focus Z0

2 .

On explicite enfin la dynamique qui est, on le rappelle, définie comme l’inverse
de la norme du premier terme non linéaire :

d(Zj) = ||Iquadratique(Zj)||−1
2 (8.9)

=
1

2
∣

∣

∣sin
(

π
λ
δ
)∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

2Z r
fλ

[Ipφ]2−2IpφZ r
fλ

[Ipφ]+IpZ r
fλ

[Ipφ2] (8.10)

+Z r
fλ

[Ip]IPφ2−2Z r
fλ

[Ip]Z r
fλ

[Ipφ2]
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1

2
(8.11)

8.1.2 Opérateur de Zernike

Les équations précédentes montrent le rôle primordial joué par l’opérateur de
Zernike Z r

fλ
. Insistons sur le fait que celui-ci n’est associé qu’à un seul paramètre

à savoir, r le rayon de la dépression centrale du masque et qu’il correspond au
filtrage par ce qu’on appellera la "pastille de Zernike" dont la fonction de trans-
parence est égale à la fonction indicatrice de l’élement Ωr du pavage polaire.
On donne les paramètres de pavage, la réponse impulsionnelle et l’opérateur de
Zernike associé : immédiatement :

IΩr : {Ωr,1,0,0,0}
{Ω̄r,1,0,0,0}

δψ
IΩr

(xd,yd)=
r

fλ
√

x2
d+y

2
d

J1

(

2π
r

fλ

√

x2
d+y

2
d

)

Z r
fλ

[g]=̂g⋆δψ
IΩr

1

r

IΩr

0

Pastille de Zernike

138



Afin d’avoir une idée du comportement mathématique de l’opérateur de Zernike,
on commence par étudier les deux cas limite : r tend vers l’infini et vers 0. Le
premier cas fait tendre la pastille de Zernike vers le masque trivial. On a en effet :

IΩr ∼
r→∞

I (8.12)

La réponse impulsionnelle associée à la fonction identité I étant un Dirac 2D, on
déduit que l’opérateur de Zernike tend vers l’opérateur identité lorsque r tend
vers l’infini :

δψ
IΩr

∼
r→∞

δ =⇒ Z r
fλ

∼
r→∞

I (8.13)

Physiquement cela est parfaitement compréhensible : pour le masque trivial, il
n’y a aucun filtrage.

Le second cas limite concerne r→0. La fonction indicatrice de l’élément Ωr

tend alors vers un Dirac auquel on associe un facteur scalaire o(r) qui tend vers
0 pour témoigner de la décroissance de l’énergie laissée passer par la pastille de
Zernike de plus en plus petite :

IΩr ∼
r→0

o(r)×δ (8.14)

La réponse impulsionnelle associée correspond à la fonction identité, toujours
affectée d’un facteur scalaire qui tend vers 0. On continuera de l’appeler o(r) :

δψ
IΩr

∼
r→0

o(r)×I (8.15)

L’opérateur de Zernike lorsque r tend vers 0 est donc assimilable –comme celui
qui "convolue avec la fonction identité"– à un intégrateur pondéré par un scalaire
tendant vers 0 1 :

Z r
fλ

∼
r→0

o(r)×
∫∫

(8.16)

Ces résultats s’illustrent parfaitement lorsque l’on applique l’opérateur de Zer-
nike à la pupille d’entrée IP et que l’on en observe une coupe sur la diagonale.
La figure 8.3 explicite la fonction résultant Z r

fλ
[IP ] pour plusieurs valeurs de r.

La courbe rouge correspond à la pupille d’entrée mais également à l’application
de l’opérateur de Zernike sur celle-ci lorsque r tend vers l’infini. La courbe bleue
correspond au cas très particulier où l’énergie est également répartie à l’intérieur

1. On peut d’ores-et-déjà utiliser ces résultats asymptotiques pour donner les opérateurs de
filtrage des deux représentants de la classe de Zernike que sont les masques à r tend vers l’infini
et vers 0 :

WZ=I+
(

exp
(

2ıπ

λ
δ

)

−1
)

Z r
fλ

=⇒ WZ ∼
r→∞

I WZ ∼
r→0

exp
(

2ıπ

λ
δ

)

I
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et à l’extérieur du support de la pupille d’entrée ; 2r/fλ vaut alors 1.06/D. C’est
la configuration du masque de Zernike historique.

0 20 40 60 80 100 120

0.0

0.5

1.0

1.5

a

b

c

d e

Figure 8.3 – Opérateur de Zernike appliqué à la pupille d’entrée pour différentes
valeurs de rayon : 2rD/fλ vaut successivement 0.53 (a), 1.06 (b),
2.12 (c), 3.60 (d) et l’infini (e). On représente ici une coupe dans la
diagonale de Z r

fλ
[IP ]. On remarquera que la courbe rouge correspond

également à la coupe de la pupille d’entrée puisque Z∞=I.

La courbe (a) montre le phénomène d’intégration de la pupille d’entrée assorti à
l’atténuation. La fonction résultante est en effet de plus en plus plate en même
temps que son support s’élargit. Physiquement, l’opérateur de Zernike à très petit
r dilue l’énergie de la fonction sur lequel il s’applique pour la répartir dans tout
l’espace.

Ce processus d’intégration a une conséquence notable sur l’application de
l’opérateur de Zernike sur des fonctions à moyenne nulle comme le sont les
phases. Lorsque r tend vers 0, les fonctions résultantes deviennent donc négli-
geables devant les fonctions résultantes de l’application de Z r

fλ
à des fonctions

de moyenne non nulle. Ceci a une conséquence directe lorsque l’on regarde la
dépendance spatiale de l’intensité linéaire, on a en effet :

2IP
[

Z r
fλ

[IP ]φ−Z r
fλ

[IPφ]
]

∼
r→0

2Z r
fλ

[IP ]IPφ, (8.17)

puisque
∫∫

IPφ=0 tandis que
∫∫

IP>0. Ce résultat rend les ASO de la classe de
Zernike à faible r directement proportionnel à la phase ! Nous gardons néan-
moins en tête que cette proportionnalité bien pratique s’accompagne d’une atté-
nuation progressive du signal témoignée par la présence du terme Z r

fλ
[IP ] dont

le niveau global baisse avec r.

140



Profitons de ce paragraphe pour exposer une approximation pratique à bien
des égards qui consiste à considérer que dans le cas de l’équipartition de l’énergie,
c’est-à-dire 2r/fλ=1.06/D, on a :

Z0.53/D[IP ]≈0.5IP sur le support de la pupille (8.18)

Application à l’intensité constante. Dans le cas particulier de l’équiparti-
tion de l’énergie : 2r/λ=1.06/D, on peut simplifier l’expression de l’intensité
constante via l’approximation précédente (équation 8.18) :

Iconstant≈(IP )2
(

1−sin
(

π

λ
δ
)

)

sur le support de la pupille (8.19)

Cette équation permet de comprendre mathématiquement le phénomène d’in-
terférences destructives ayant lieu dans un coronographe de Roddier&Roddier
puisque l’intensité dans le support de la pupille est quasiment nulle lorsque
δ=λ/2. On illustre sur la figure 8.4 l’intensité constante pour trois valeurs si-
gnificatives de δ.

Figure 8.4 – Intensité constante pour trois configurations de masques de Zernike.
r assure l’équipartition de l’énergie dans les trois cas et δ vaut de
gauche à droite 0, λ/4 et λ/2. On note l’extinction sur le support de
la pupille dans la dernière configuration.

Notons en passant que pour l’ASO historique de Zernike (δ=λ/4), l’intensité sur
le support de la pupille peut s’approximer comme :

Iconstant≈0.29(IP )2 (8.20)

8.2 Sensibilité, Dynamique et paramètres de la
classe Zernike

8.2.1 Influence du paramètre δ

On étudie dans ce paragraphe l’influence du paramètre δ sur la performance
des ASO de la classe de Zernike. On répète que celui-ci ne joue aucun rôle sur
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la structure spatiale des réponses linéaires ou quadratiques mais en règle les ni-
veaux globaux. On trace sur la figure 8.5 ces gains scalaires pour la sensibilité, la
dynamique et le facteur SD (qui témoigne du compromis sensibilité/dynamique)
lors δ varie de 0 jusqu’à λ/2.
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Figure 8.5 – Gains scalaires des sensibilité, dynamique et facteur SD en fonction
du piston différentiel δ des masques de la classe d’ASO de Zernike.
L’analyseur historique de Zernike correspond à δ/λ=0.25 tandis que le
Roddier&Roddier correspond à δ/λ=0.5

On observe sur la figure 8.5 que la sensibilité (courbe rouge) est symétrique
autour de son maximum à δ=λ/4, c’est-à-dire pour la configuration historique
de Zernike. L’intuition physique devance en cela la raison mathématique. La sen-
sibilité s’annule pour le masque trivial δ=0 et la configuration Roddier&Roddier
δ=λ/2. Dans ces deux cas, il n’y a donc aucun dépendance linéaire de la méta-
intensité avec la phase ce qui exclue une description matriciel des ASO associés.
La dynamique (courbe noire) est décroissante sur l’intervalle [0;λ/2]. Elle est infi-
nie pour le masque trivial ce qui témoigne du fait que toutes les q-intensités (sauf
le terme q=0) sont nulles. Le facteur SD (courbe bleue) est très instructive puis-
qu’elle montre que cette quantité est décroissante avec δ. Si l’on souhaite obtenir
une sensibilité donnée, on choisira donc un δ situé dans l’intervalle [0;λ/4] afin de
maximiser le produit SD. Le fait de dévier du masque historique de Zernike pour
ajuster la sensibilité avait déjà été proposé par N’Diaye [N’Diaye et al., 2014] qui
suggérait d’envisager un piston différentiel δ pris entre 0.1λ et 0.4λ.
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8.2.2 Influence du paramètre r

On s’intéresse désormais à l’impact du paramètre r sur les performances des
ASO de la classe de Zernike. Celui-ci, on le rappelle, ne joue que sur la structure
spatiale des réponses linéaires et quadratiques. On normalise conséquemment
celles-ci par leur gain scalaire afin de leur en faire disparaître la dépendance en
δ. On étudie donc les quantités :

Ilinéaire(φ)

sin
(

2π
λ
δ
) = 2IP

[

Z r
fλ

[IP ]φ−Z r
fλ

[IPφ]
]

(8.22)

Iquadratique(φ)

sin
(

π
λ
δ
) = 4Z r

fλ
[Ipφ]2−4IpφZ r

fλ
[Ipφ]+2IpZ r

fλ
[Ipφ2]+2Z r

fλ
[Ip]IPφ2(8.23)

−4Z r
fλ

[Ip]Z r
fλ

[Ipφ2] (8.24)

Intensité linéaire et sensibilité On commence par donner la structure des ré-
ponses linéaires normalisées pour trois valeurs de r. On prendra pour référence
le rayon assurant l’équipartition de l’énergie pour une pupille circulaire de dia-
mètre D, c’est-à-dire 2r/fλ=1.06/D. On testera également les r correspondant
à la moitié et au double de ce rayon de référence. Les figures 8.15, 8.16 et 8.17
représentent ces structures pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de
Zernike tandis que le graphe de la figure 8.6 en donne les sensibilités mode-à-
mode associées.
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Figure 8.6 – Sensibilité normalisée mode-à-mode pour les 14 premiers Zernike. Les
symboles correspondent aux trois cas de rayon : 2rD/1.06fλ= 0.5(◦),
1.0 (∗) et 2 (△).

Avant de nous lancer dans l’interprétation des courbes de la figure 8.6, notons
que si l’on avait en notre possession un ASO parfait – on l’imagine comme ayant
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une intensité linéaire exactement égale à la phase incidente – sa sensibilité asso-
ciée serait plate et égale à 1 pour tous les modes de Zernike :

sASO parfait(Zi)=||Zi||2=1 (8.25)

Ce résultat tient au fait que les polynômes de Zernike forment une base
orthonormée des phases. On retient donc que plus la sensibilité est plate, moins
l’intensité linéaire dévie de la proportionnalité à la phase.

Ceci étant dit, on peut commencer l’analyse des graphes précédents. Exami-
nons la courbe (◦) de graphe de gauche de la figure 8.6. On observe que celle-ci
est quasiment plate mais de niveau moyen inférieur à 1. Augmentons la valeur
de r jusqu’à atteindre l’équipartition de l’énergie avec la courbe (∗) pour observer
que la sensibilité moyenne s’améliore tandis que la sensibilité mode-à-mode est
moins plate. La courbe (△) quant-à-elle est encore moins plate mais globalement
plus sensible. Ces observations peuvent évidemment s’expliquer mathématique-
ment. À la lumière des résultats portant sur l’opérateur de Zernike on peut en
effet affirmer que lorsque r est faible, le terme 2Z r

fλ
[IP ]φ est prépondérant dans

l’expression de la structure spatiale de l’intensité linéaire. Lorsque r augmente le
terme −2Z r

fλ
[IPφ] devient de moins en moins négligeable. Or on voit que celui-ci

n’est plus strictement proportionnel à la phase puisqu’il fait intervenir la transfor-
mée –via l’opérateur de Zernike– de celle-ci, modifiant ainsi sa structure spatiale !
De façon synthétique, on peut se figurer les choses de la façon suivante :

Ilinéaire(φ)

sin
(

2π
λ
δ
) ∼
r→0

2IPZ r
fλ

[IP ]φ
Ilinéaire(φ)

sin
(

2π
λ
δ
) ∼
r→∞

−2IPZ r
fλ

[IPφ] (8.26)

On a donc expliqué la forme des sensibilités : à mesure que r augmente, elles sont
de moins en moins proportionnelles à la phase. Intéressons-nous maintenant à
l’évolution de la sensibilité moyenne, celle-ci augmentant visiblement avec le
rayon r. Pour expliquer ce fait, il faut invoquer le phénomène d’atténuation in-
hérent à l’intégration à faible rayon. On se souvent en effet que Z r

fλ
[IP ] voit sa

moyenne sur le support de la pupille diminuer avec r.

Application à la configuration historique d’équipartition de l’énergie : On
se focalise maintenant sur le cas où 2r/fλ=1.06/D ou r/fλ=0.53/D . On analyse
pour cela la structure spatiale de la réponse linéaire à une phase φ :

2IP
[

Z0.53/D[IP ]φ−Z0.53/D[IPφ]
]

(8.27)

On est dans le cas intermédiaire où r ne tend ni vers 0 ni vers l’infini, aussi on se
propose de comparer ces deux termes en observant sur la figure 8.7 une coupe
dans la diagonale de ceux-ci pour les modes de tip et de focus. On expose en
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rouge la phase injectée IPφ, en noir le terme Z0.53/D[IP ]φ et en bleu le terme
Z0.53/D[IPφ].

0 20 40 60 80 100 120

−1

0

1

0 20 40 60 80 100 120

−1

0

1

Figure 8.7 – Coupe dans la diagonale des quantités IPφ en rouge, Z0.53/D[IP ]φ en
noir et Z0.53/D[IPφ] en bleu. À gauche, φ=Z1

1 et à droite φ=Z0
2 .

Il semble donc que pour ces deux modes, le terme proportionnel à la phase
soit prépondérant et si l’exemple n’a jamais valeur de preuve, on prie tout de
même le lecteur de se laisser convaincre que la situation se généralise pour tous
les autres Zernike :

Z1.06/D[IP ]φ>>Z1.06/D[IPφ] ∀φ (8.28)

Ceci explique pourquoi les courbes de sensibilité (∗) sont quasi plates et voisines
de 1. On a en effet, en utilisant l’approximation 8.18 la relation :

Ilinéaire(φ)≈(IP )2sin
(2π
λ
δ
)

φ (8.29)

On peut conclure de cette étude générale de la sensibilité vis-à-vis du para-
mètre r que celui-ci est le curseur du compromis sensibilité/proportionnalité à
la phase. Un faible rayon laisse quasi intacte la phase mais l’atténue fortement
tandis qu’un grand r donne un signal fort mais différent de la phase en terme de
structure spatiale.

Intensité quadratique et dynamique. On donne maintenant la structure des
réponses quadratiques normalisées pour trois valeurs de r. On continue à
prendre pour référence le rayon assurant l’équipartition de l’énergie pour une
pupille circulaire de diamètre D, c’est-à-dire r/fλ=0.53/D en testant également
les r correspondant à la moitié et au double de ce rayon de référence. Les figures
8.18, 8.19 et 8.20 représentent ces structures pour les 4 premiers degrés radiaux
des polynômes de Zernike tandis que le graphe de la figure 8.9 en donne les
dynamiques mode-à-mode associées.
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Si une étude purement analytique de l’intensité quadratique normalisée :

Iquadratique(φ)

sin
(

π
λ
δ
) =4Z r

fλ
[Ipφ]2−4IpφZ r

fλ
[Ipφ]+2IpZ r

fλ
[Ipφ2]+2Z r

fλ
[Ip]IPφ2

−4Z r
fλ

[Ip]Z r
fλ

[Ipφ2] (8.30)

s’avère compliquée on peut néanmoins s’aider des simulations numériques pour
comprendre grossièrement sa structure spatiale. On s’intéresse pour cela aux
réponses quadratiques pour deux modes de Zernike, le tip et le focus lorsque le
rayon r prend les trois valeurs testées jusqu’ici. Ces intensités sont regroupées sur
la figure 8.8. On y a associé également l’image de la phase au carré puisque de
toute évidence celle-ci joue un rôle primordiale au sein de l’intensité quadratique.

φ2 Intensités quadratiques pour 2rD/1.06fλ= 0.5, 1 et 2.

Figure 8.8 – Comparaison entre la phase au carré (1ère colonne) et les intensités
quadratiques normalisées simulées pour 3 valeurs de rayon (trois autres
colonnes). En haut, le mode testé est le tip Z1

1 ; en bas c’est le focus
Z0

2 .

L’observation de la structure spatiales des intensités quadratiques incite à
conclure de la même façon que pour l’intensité linéaire : pour des rayons in-
férieurs ou égal au rayon d’équipartition de l’énergie, la forme de la réponse
quadratique est très proche de celle de la phase au carré. Lorsque le rayon aug-
mente, la structure spatiale se déforme.

Si la figure 8.8 nous renseignait sur la forme des réponses quadratiques, il
faut nous intéresser au graphe de la dynamique (figure 8.9) pour avoir une idée
de l’évolution du niveau global des intensités quadratiques en fonction du para-
mètre r.
La meilleure dynamique correspond au rayon le plus faible (courbe (◦)) tandis
que la moins bonne correspond au rayon le plus grand (courbe (△)). On voit
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Figure 8.9 – Dynamique normalisée mode-à-mode pour les 14 premiesr Zernike. Les
symboles correspondent aux trois cas de rayon : 2rD/1.06fλ= 0.5(◦),
1.0 (∗) et 2 (△).

donc ici s’illustrer le compromis classique sensibilité/dynamique puisque ces
tendances étaient exactement opposées pour la sensibilité : la sensibilité aug-
mentait avec r.

Étude fréquentielle Afin de trancher quant à la meilleure configuration, on
passe en représentation fréquentielle (via la correspondance fréquence spatiale /
degré radial) en traçant (figure 8.10) les sensibilités, dynamiques et facteurs SD
pour les trois rayons jusqu’ici étudiés . Le nombre de polynômes de Zernike uti-
lisés pour tracer ces courbes est sensiblement supérieur aux figures précédentes
8.6 et 8.9 puisqu’on va jusqu’au degré radial n=44 ce qui correspond à 989 modes
de Zernike.
Les graphes de sensibilité et de dynamique illustrent parfaitement l’antagonisme
entre ces deux quantités puisque lorsque la dynamique est grande, la sensibilité
est faible et vice versa. Le graphe de droite de la figure 8.10 donne le facteur
SD tracé lorsque autant de poids est accordé à s et à d, c’est-à-dire η=1 dans les
notations du chapitre 6. On y remarque qu’il vaut mieux utiliser un grand rayon
puisque la courbe (△) est largement supérieure aux deux autres courbes des
plus petits rayons (◦) et (∗). On nuancera tout de même cet avis en précisant que
les grands rayons font perdre la proportionnalité à la phase : l’intensité linéaire
associé à une phase n’a pas la même structure spatiale que cette dernière.
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Figure 8.10 – Sensibilité, dynamique et facteur SD fréquentiels en terme de de-
gré radial de polynômes de Zernike (44 degrés pour 989 modes). Les
symboles correspondent aux trois cas de rayon : 2rD/1.06fλ= 0.5(◦),
1.0 (∗) et 2 (△).

8.3 Autres critères de performance

On évoque dans cette partie les autres critères de performance évoqués dans
les chapitres généraux précédents.

8.3.1 Méta-pixels pertinents

On répète tout d’abord que les pixels pertinents du détecteur correspondent
à l’image géométrique de la pupille. On a en effet vu qu’ils étaient les seuls à
contenir de l’information linéaire avec la phase. On a alors une parfaite corres-
pondance entre l’espace des phases et l’espace des méta-intensités. Le ratio entre
la zone d’intérêt du détecteur et le support des phases est donc unitaire. Les ASO
de la classe de Zernike atteigne conséquemment le ratio méta-pixel par mode
de phase idéal de 1.
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8.3.2 Modes propres, Modes vus

La détermination des modes propres et des modes vus se base sur l’étude de
l’expression de l’intensité linéaire :

Ilinéaire(φ)=2IPsin
(2π
λ
δ
)

[

Z r
fλ

[IP ]φ−Z r
fλ

[IPφ]
]

(8.31)

On observe notamment que tant que le gain scalaire n’est pas nul, c’est-à-dire
que δ 6=λ/2, toutes les phases sont codées de façon unique dans l’espace des méta-
intensités. On comprend donc que, excepté la configuration Roddier&Roddier, les
ASO de la classe de Zernike voient tous les modes de Zernike à partir du degré
radial 1.

Les modes propres, on le répète, sont indépendants de δ. Si on les détermine
habituellement par décomposition en valeurs singulières de la matrice d’interac-
tion construite en injectant les polynômes de Zernike dans l’intensité linéaire
normalisée, nous proposons ici une approche plus analytique. On se restreint
pour cela au ASO présentant un rayon r assez faible. On a vu en effet que dans
de tels cas, l’intensité linéaire normalisée peut être considérée comme propor-
tionnelle à la phase :

Ilinéaire(φ)

sin
(

2π
λ
δ
) ≈2IPZ r

fλ
[IP ]φ pour 2r/λ≤1.06/D (8.32)

On rappelle que la décomposition en valeurs singulières consiste à trouver une
base des phases dans laquelle l’ASO diagonalise. Par exemple, l’ASO idéal qui
code exactement la phase, admet pour modes propres d’entrée les polynômes
de Zernike eux-mêmes puisqu’ils forment d’ores-et-déjà une base orthonormée !
On en conclut que les modes propres d’entrée associées à l’intensité normalisée
précédente et notés {φpi } sont :

φpi=
Zi

2Z r
fλ

[IP ]
où Zi est le i-ième Zernike (8.33)

puisqu’on a en effet :
Ilinéaire(φ

p
i )

sin
(

2π
λ
δ
) ≈IPZi (8.34)

dont la matrice d’interaction est évidemment diagonale. On note d’ailleurs que
les modes propres de sortie sont alors simplement les polynômes de Zernike
codés en intensité sur le détecteur.

Dans la configuration historique de Zernike, on peut utiliser l’approximation
8.18 :

2Z0.53/D[IP ]=IP (8.35)

149



pour s’apercevoir que les modes propres de l’ASO de Zernike peuvent être quasi-
ment confondus avec les polynômes de Zernike eux-mêmes.

On conclut ce court paragraphe en insistant sur le fait que ce raisonne-
ment ne peut plus se tenir pour les grands rayons puisque les modes de
sortie, en s’éloignant des polynômes de Zernike, empêche l’orthogonalité
de la matrice d’interaction. Ceci est connexe au fait que l’approche analy-
tique précédente est impuissante vu la complexité de l’intensité linéaire qui
contient désormais un terme non proportionnel à la phase.

8.3.3 Propagation des bruits

On aborde désormais les erreurs de reconstruction dues à la présence de bruits
d’intensité sur le détecteur (cf. paragraphe 6.3.3). On se borne au cas de l’ASO
historique de Zernike. On se souvient que celles-ci sont quantifiées via les ma-
trices de covariance d’erreur d’estimation :

CE,lecture=
σ2

RON

s2
S−1 CE,photon=

1
s

(

BtmIdiag(Iconstant)−1BmI
)−1

(8.36)

où s est le flux total de la source utilisée pour faire l’analyse de front d’onde.
On rappelle que les termes diagonaux de ces matrices sont les coefficients de

propagation de bruit. On les donne en représentation fréquentielle (pour les 44
premiers degrés radiaux) sur la figure 8.11. On y a supposé s=1 et σ2

RON=1. On
insiste donc sur le fait que les positions relatives de ces courbes ne veulent pas
dire grand chose puisqu’il faudra les pondérer dans la pratique via le flux s et la
variance du bruit de lecture σ2

RON.
On observe tout d’abord que les deux courbes ont la même forme. Cela signifie
que la matrice diag(Iconstant) est très proche de l’identité. Ceci s’explique d’ailleurs
analytiquement puisque on a pour l’ASO historique de Zernike :

Iconstant≈0.29(IP )2 (8.37)

On observe également que les bruits de lecture et de photon se propagent dans
l’ensemble de façon uniforme sur toutes les fréquences spatiales. Ceci est typique
des senseurs dit de "phase".

On donne également dans le tableau 8.2 la trace des matrices de covariance
qui correspond à l’erreur de reconstruction totale lorsque le bruit est blanc dans
l’espace des fréquences spatiales des phases. Celui-ci est d’abord donné sur l’en-
semble des 989 Zernike considérés mais aussi normalisé par rapport à ce nombre
de modes injectés ; on a alors accès au bruit moyen propagé selon chaque mode.
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Figure 8.11 – Coefficients de propagation de bruit de lecture et photon vis-à-vis des
fréquences spatiales exprimées en termes de degré radial de Zernike.
La configuration optique considérée est celle de l’ASO historique de
Zernike. Le flux est unitaire s=1 et le détecteur à un σ2

RON égal à =
1.

Bruit Lecture Photon

Cumul sur les 989 modes 1713 882

Moyenne par mode 1.73 0.89

Table 8.2 – Bruit cumulé de reconstruction.
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8.3.4 Robustesse vis-à-vis de la source

On aborde enfin le critère de robustesse vis-à-vis de l’extension de la source.
On travaille pour cela sur une base de Zernike à 119 modes ce qui correspond
à 14 degrés radiaux. La matrice d’interaction de référence est établie pour une
source ponctuelle dans la configuration historique de l’ASO de Zernike. On ap-
pellera R son reconstructeur construit comme sa pseudo-inverse.

Les sources étendues testées sont générées via l’étage de modulation. On les
considére circulaires avec un rayon de plus en plus grand, celui-ci les caractérise
donc et est exprimé en taille de diffraction λ/D. On teste des anneaux de rayons
successifs égaux à 0, 0.5, 1 et 2 fλ/D. La figure 8.12 donne les intensités en
plan focal associées à ces différents cas. On y a apposé (image de gauche) la
pastille de Zernike de diamètre 1.06fλ/D.

Figure 8.12 – Image de gauche : Pastille de Zernike de rayon 0.53fλ/D. Les quatre
autres images correspondent à l’intensité en plan focal associées à
des sources étendues. La première simule un objet ponctuel ; c’est
la référence. Les suivants sont élargis via l’étage de modulation en
tip/tilt pour former des anneaux de plus en plus large : 0.5, 1 et
2fλ/D.

On donne également avec la figure 8.13 la coupe dans la diagonale de ces
intensités focales. La courbe rouge correspond à un objet ponctuel ; la bleue
témoigne d’une modulation à 0.5fλ/D, la verte à 1fλ/D et l’orange à 2. Les
deux traits verticaux noirs indiquent la taille de la pastille de Zernike de rayon
0.53fλ/D.

Afin de quantifier la robustesse de l’ASO de Zernike, on construit des matrices
d’interaction BmI pour chacune des sources étendues évoquées plus haut. On leur
appliquera le reconstructeur R pour les comparer ensuite à la matrice identité :

RBmI−I (8.38)

On donne sur la figure 8.14 les matrices RBmI (en haut) ainsi que RBmI−I (en
bas) pour les quatre cas de sources : ponctuelle et élargie à 0.5, 1, et 2fλ/D.
On quantifiera les matrices RBmI−I via leur norme de Frobenius que l’on norma-
lisera au regard du nombre de modes de phases utilisés pour établir les matrices
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Figure 8.13 – Coupe dans la diagonale des intensités focales de la figure 8.12. Les
rayons de modulation suivent le code couleur suivant : 0, 0.5, 1 et 2
fλ/D. Les barres verticales indiquent la taille de la pastille de Zernike
qui fait effectivement 1.06fλ/D de diamètre.

Figure 8.14 – Matrices RBmI (en haut) et RBmI−I (en bas) pour les différentes
sources évoquées précédemment. Elles sont générées de gauche à
droite par des modulations de rayon 0, 0.5, 1 et 2 fλ/D. La recons-
truction est exacte (à gauche) lorsque le reconstructeur correspond
à la matrice d’interaction.
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d’interactions, c’est-à-dire 119.

||RBmI−I||F
119

(8.39)

Plus cette quantité sera grande, moins le reconstructeur sera adapté à la source
utilisée pour faire l’analyse de front d’onde. Le tableau 8.3 donnent ces normes.

Rayon Modulation (fλ/D) 0 0.5 1 2
||RBmI −I||F

b
0 0.21 0.89 1.01

Table 8.3 – Norme de Frobenius de la matrice estimant l’efficacité du reconstruc-
teur sur les matrices d’interaction établies pour des sources de plus en
plus établies.

Ce tableau permet de visualiser que l’extension de la source a un effet délétère
sur l’efficacité du reconstructeur. L’ASO de Zernike est donc peu robuste à ce pa-
ramètre. Cela s’explique physiquement puisque dès lors que les objets "sortent"
du support de la pastille de Zernike centrale, ils ne profitent plus des phéno-
mènes d’interférences qui codent la phase en intensité. En d’autres termes, l’ASO
restera efficace à condition que l’intensité en plan focal reste majoritairement
dans la zone centrale. C’est ce qui apparaît d’ailleurs pour le cas où le rayon de
modulation vaut 0.5fλ/D : le reconstructeur appliqué à la matrice d’interaction
RBmI reste en structure proportionnel à l’identité et laisse espoir –moyennant
une normalisation bien choisie– à une adaptation de celui-ci.

*
* *

Les ASO de la classe de Zernike permettent une approche analytique as-
sez poussée. Les paramètres de cette classe jouent un rôle tout à fait dis-
tinct puisque le piston différentiel δ agit sur des gains scalaires et permet
d’ajuster le niveau global de la sensibilité et de la dynamique. La meilleure
sensibilité est obtenue pour le configuration historique δ=λ/4 et s’annule
dans la configuration coronographique, rendant le Roddier&Roddier inapte
à l’analyse de front d’onde. La dynamique décroit avec le piston différentiel
aussi on aura soin afin de maximiser le compromis sensibilité/dynamique
de choisir des pistons inférieurs à λ/4.

Le paramètre r, rayon de la pastille de Zernike joue quant-à-lui sur la
structure spatiale de l’intensité. Plus le rayon est faible, plus l’intensité cor-
respond en terme de forme à la phase incidente. La sensibilité néanmoins
en pâtit. De grands rayons r procurent un codage plus marqué mais ont
tendance à fournir des intensités n’ayant plus la même forme que la phase
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incidente. Le cas d’équipartition d’énergie r/fλ=0.53/D est un bon compro-
mis puisqu’on peut quasiment affirmer que l’intensité linéaire correspond à
la phase incidente.

Les ASO de Zernike sont par essence chromatiques de par le fait que les
deux paramètres de leur classe introduisent des échelles spatiales. On note
juste que le piston différentiel est bien moins néfaste que le rayon r puis-
qu’il ne joue pas sur la forme de la réponse linéaire mais seulement sur son
niveau global. Aussi on pourra considérer qu’un ASO de Zernike est quasi-
ment achromatique si les longueurs de la source vérifient toutes l’inégalité
r/fλ≤0.53/D. On se souvient en effet que dans de telles conditions, la sortie
varie peu en terme de forme et est quasi proportionnelle à la phase.

Les ASO de Zernike ont ensuite l’avantage de ne contenir de l’information
sur la phase que dans l’image géométrique de la pupille d’entrée. Ceci
permet d’envisager un ratio méta-pixel par mode de phase unitaire et donc
idéal.

On insiste enfin sur un point important. La classe de Zernike contient
à la fois un excellent analyseur de front d’onde via la configuration histo-
rique de Zernike et un coronographe très efficace en la configuration Rod-
dier&Roddier. On remarquera que c’est en jouant sur le piston différentiel
qu’on a pu les unifier. L’annexe C reprend cette idée en transformant le
coronographe vortex en un ASO inédit.
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Figure 8.15 – Intensités linéaires normalisées par rapport au gain scalaire
pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike.
2r/fλ=1/2×1.06/D. On rappelle que ces structures spatiales sont
valables quelque soit la valeur de δ.
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Figure 8.16 – Intensités linéaires normalisées par rapport au gain scalaire pour
les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike. r assure
l’équipartition de l’énergie, à savoir : 2r/fλ=1.06/D.
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Figure 8.17 – Intensités linéaires normalisées par rapport au gain scalaire
pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike.
2r/fλ=2×1.06/D.
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Figure 8.18 – Intensités quadratiques normalisées vis-à-vis du gain scalaire
pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike.
2r/fλ=1/2×1.06/D. On rappelle que ces structures spatiales sont
valables quelque soit la valeur de δ.
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Figure 8.19 – Intensités quadratiques normalisées pour les 4 premiers degrés ra-
diaux des polynômes de Zernike. r assure l’équipartition de l’éner-
gie : 2r/fλ=1.06/D.
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Figure 8.20 – Intensités quadratiques normalisées vis-à-vis du gain scalaire
pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike.
2r/fλ=2×1.06/D.

161



162



9 La classe des ASO Pyramide

Ce chapitre est consacré à l’analyseur Pyramide (trop) rapidement présenté
dans le chapitre 7. L’article fondateur [Ragazzoni, 1996] l’introduit comme une
variante du couteau de Foucault qui ne nécessite qu’un seul masque complète-
ment transparent. C’est donc un design à la fois épuré –il ne nécessite pas de
divisions du faisceau– et optimisé pour l’analyse de front d’onde à faible flux –le
masque est de pure phase. Il est donc un candidat fort prometteur pour l’optique
adaptative pour l’astronomie.

Dans l’article de 1996, l’auteur présente une méthode pour améliorer la dy-
namique de ce senseur. Elle consiste à élargir artificiellement la tâche focale
arrivant au niveau du masque pyramidal en le faisant osciller dans dans son
plan suivant des trajectoires circulaires ou carrées. Or, formellement une trans-
lation du masque focal dans son plan revient à l’introduction d’une aberration
tip/tilt dans le plan pupille précédent. Cette solution est d’ailleurs proposée dans
[Esposito and Riccardi, 2001] puisque bien plus pratique à réaliser d’un point de
vue technique (figure 9.1). Elle y est nommée modulation tip/tilt. C’est la raison
pour laquelle cet étage optique supplémentaire a été présenté conjointement au
filtrage de Fourier dans le chapitre 3.

Figure 9.1 – Analyseur Pyramide couplé à un étage de modulation tip/tilt. Crédits.
Esposito.
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Les diverses études théoriques menées dans les années qui suivent 1996
montrent que la Pyramide non modulée est bien plus sensible que le Shack-
Hartmann, ASO alors le plus utiliséen Optique adaptative. La reconstruction s’en
trouve nettement améliorée. Néanmoins la gamme de linéarité du senseur Py-
ramide sans modulation est bien moindre que le Shack-Hartmann, rendant son
utilisation difficile pour une turbulence forte. Heureusement, l’étage de modula-
tion permet de solutionner ce problème en ajustant la fonction de poids pour que
la dynamique du senseur soit en accord avec les conditions d’analyse. On peut
dire que l’ASO "Pyramide modulée" est adaptatif : ses paramètres de modulation
sont réglés pour satisfaire au contexte d’analyse de front d’onde.

Cette flexibilité est absolument inédite dans le monde des analyseurs de sur-
face d’onde à filtrage de Fourier 1. Elle a inspiré la prise de liberté vis-à-vis du
design des ASO rencontrée dans le chapitre précédent avec la classe de Zer-
nike et que l’on renouvelle dans celui-ci dédié à la Pyramide. Il faut d’ailleurs
préciser que de nombreux concepts connexes à ce senseur ont été proposés.
Outre l’ASO rooftop présenté dans le chapitre 7, de nombreuses autres pyra-
mides ont été suggérées. Les articles [Akondi et al., 2013], [Akondi et al., 2014],
[Clare and Lane, 2003] et [Clare and Lane, 2005] évoquent des pyramides avec
un nombre de faces différent de 4. Le cas limite du masque conique –
l’axicon– est présenté dans [Vohnsen et al., 2011]. On a proposé dans l’article
[Fauvarque et al., 2015] d’utiliser des pyramides à faibles angles. Enfin, la Pyra-
mide a été testée pour l’OA sur source de référence étendue pour l’astronomie
dans [Pinnala et al., 2011] et pour l’ophtalmologie dans [Iglesias et al., 2002].

Ce chapitre est l’occasion d’unifier tous ces concepts sous un même forma-
lisme en introduisant la "classe des ASO Pyramide". Ses degrés de liberté sont
le nombre de faces du masque, l’angle de son sommet ainsi que la fonction de
poids de la modulation tip/tilt. Ce chapitre a pour vocation d’identifier le rôle
joué par chacun de ces paramètres sur les critères de performances. On se borne
dans ce chapitre à une étude basée sur les simulations numériques. Le prochain
chapitre abordera le cas particulier de la pyramide 4 faces de façon analytique.

Notons que la Pyramide modulée fonctionne depuis quelques années avec brio
sur le ciel dans de nombreux observatoires professionnels : au Large Binocular

Telescope, [Esposito et al., 2003] et [Esposito et al., 2012] ; au télescope Subaru
[Jovanovic et al., 2014] ou au télescope Magellan [Close et al., 2012]. C’est ce
qui justifie l’étude menée ici puisque la qualité de correction atteinte pour ces
télescopes est telle que la Pyramide modulée est le candidat le plus sérieux pour
le futur système d’OA de l’E-ELT.

1. L’analyseur de courbure [Roddier, 1988] –qui n’est pas basé sur le filtrage de Fourier– est
un ASO qui présente également une grande flexibilité.
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9.1 La Classe Pyramide

On commence par présenter la classe des ASO Pyramide en décrivant ses de-
grés de liberté. Ceux-ci concernent le masque de filtrage : nombres de face,
angle angle du sommet ainsi que la fonction de poids seul paramètre de la
modulation tip/tilt.

9.1.1 Masques considérés

Nombre de faces Le plan focal, on le rappelle, correspond à un plan de Fourier.
Le nombre de faces des ASO Pyramide paramètre le découpage des fréquences
spatiales de la phase. Dans le cas de la classe Pyramide, on ne considère que des
pavages du plan de Fourier qui sont centrés sur le point focal et qui assurent une
équipartition de l’énergie. Par ailleurs, puisque l’on veut décrire sans ambiguïté le
plan focal de Fourier, nous avons besoin d’au moins deux vecteurs non colinéaires
de ce plan, ce qui est équivalent à trois points non alignés. Subséquemment, le
pavage minimal de la classe Pyramide correspond à une pyramide à 3 faces. La
figure 9.2 montre la forme optique de pyramides à 3, 4 et 6 faces ainsi qu’un cône,
configuration limite correspondant à une infinité du nombre de faces. Notons,
que ce dernier design à l’avantage de ne privilégier aucun axe particulier.

Figure 9.2 – Forme optique de masques pyramidaux. De gauche à droite, le nombre
de faces vaut : 3, 4, 6 et ∞. La pyramide à 4 faces correspond à la
configuration historique. Le dernier masque conique est appelé axicon.

Angle de la pyramide Le nombre de faces permet de comprendre comment
les fréquences spatiales sont sélectionnées, l’angle au sommet de la pyramide est
le paramètre qui permet comprendre comment ces fréquences sont éloignées les
uns par rapport aux autres. On remarque en effet que la pente de chacune des
faces (qui correspond à un tip/tilt local) va régler la place du détecteur où sera
situé l’image de la pupille sur le détecteur. Ce principe est illustré sur le schéma
9.3.
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Focal Plane
Pyramid Mask

α

Figure 9.3 – Filtrage optique par un objet pyramidal lorsque l’angle de son som-
met diminue. En bas : intensités constantes correspondantes sur le
détecteur dans le cas d’une pyramide à 4 faces non modulée.

Si l’angle au sommet est suffisamment grand 2, les fréquences spatiales filtrées
par le pavage sont complètement séparées. On parlera alors de "pyramides clas-
siques" en référence au fait qu’elles furent historiquement designées de la sorte.

Si l’angle est petit, les images de la pupille vont se superposer et résulter d’in-
terférences entre les fréquences spatiales des champs associés à chaque Ωi/n. Ces
masques seront qualifiés de "pyramides aplaties" 3.

Paramètres de pavage. Les masques de la Classe Pyramide étant décrits sans
ambiguité, on en donne immédiatement les paramètres de pavages. Lorsque le
nombre de faces est fini et égal à n, le plan de Fourier est découpé en n élé-
ments notés Ωi/n, centrés sur le point focal et de surfaces égales. On donne trois
exemples avec le schéma 9.4.

Les paramètres de pavages associés aux masques pyramides, notés m△n sont
alors :

m△n:
{

Ωi/n,1,0,αcos
(2iπ
n

)

,αsin
(2iπ
n

)}

i=1..n
(9.1)

On note que ces masques sont transparents, qu’ils n’utilisent pas de piston diffé-
rentiels et que les tip/tilt locaux assurent que l’éjection est faite perpendiculaire-
ment aux faces de la pyramide. Le paramètre α, angle du sommet de la pyramide,

2. 1≤2α/D≤∞ pour la pyramide à 4 faces
3. 0<2α/D<1 pour la pyramide à 4 faces
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Figure 9.4 – Différents types de pavage du plan de Fourier pour la classe Pyramide :
3, 4 et 6 faces.

code la distance de cette éjection sur le détecteur. On profite pour donner la fonc-
tion de transparence dans deux cas particulier : la pyramide classique à 4 faces
et le cône ou axicon qui n’est descriptible dans le formalisme des pavages que
comme le cas asymptotique d’un nombre infini de faces :

m△4(x,y)=exp
(2ıπ
λ
α(|x|+|y|)

)

m△∞
(x,y)=exp

(2ıπ
λ
α
√

x2+y2

)

(9.2)

9.1.2 Modulation tip/tilt

Nous évoquons le dernier degré de liberté de la Classe Pyramide en le para-
mètre de la modulation tip/tilt qu’est la fonction de poids w. Si nous avons déjà
imposé qu’elle devait vérifier les propriétés suivantes :

w : R
2 → R+

(a1,a2) 7→ w(a1,a2)
et

∫

R2
w(a1,a2) da1da2=1 (9.3)

On contraint aussi sa nature afin qu’elle assure une équipartition de l’énergie
entre toutes les images de la pupille. En d’autres termes, elle doit avoir les mêmes
symétries que le masque pyramidal. Quelques exemples de modulation pour le
masque pyramide à 4 faces sont données sur la figure 9.5.

Les fonctions de poids à symétrie circulaires sont à privilégier de par le fait
qu’elles sont compatibles avec tous les masques de la classe Pyramide. On en
donne trois exemples, à savoir la modulation circulaire, en disque et gaussienne.
Modulation circulaire : Le dispositif de modulation fait tourner la tache focal
autour du centre du plan focal. Cette modulation a pour paramètre le rayon rm/f
du cercle ainsi généré.

w◦(a1,a2)=
1

2πrm/f
δ
(

√

a2
1+a2

2−rm/f
)

(9.4)

Modulation en disque : Le dispositif fait passer la FEP par tous les points à
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Figure 9.5 – Exemples de modulation tip/tilt. Les quatre chemins de modulation
en haut correspondent à une modulation circulaire avec un rayon de
modulation croissant de gauche à droite. Ils sont compatibles avec
tous les masques de la classe Pyramide. Les quatre chemins du bas
ne sont adaptés qu’au masque 4 faces.

l’intérieur d’un disque de rayon rm/f .

w•(a1,a2)=
1

πrm/f 2
Θ(rm/f−

√

a2
1+a2

2) (9.5)

On peut s’interroger quant au caractère a priori irréaliste de cette modulation
puisque d’un point de vue technique il faut théoriquement un temps infini pour
remplir le disque ; néanmoins on envisage tout de même ce cas comme modèle
théorique d’une modulation effective suffisamment dense à l’intérieur du disque.
Modulation en gaussienne : Le dispositif fait suivre à la FEP un profil gaussien
d’écart type σ.

wg(a1,a2)=
2

σ
√

2π
exp

(

−a2
1+a

2
2

2σ2

)

(9.6)

9.1.3 Réponses impulsionnelles, opérateurs de Filtrage

On continue la description de la classe Pyramide en donnant les réponses im-
pulsionnelles ainsi que les opérateurs, (équation (3.23)) associés aux masques
décrits via les paramètres de pavages (9.1). Notons qu’on se borne dans ce cha-
pitre à une étude purement basée sur la simulation numérique ; le chapitre 10
sera dédié au seul cas résoluble analytiquement à savoir la Pyramide à 4 faces
non modulée.
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δψm△n
(xd,yd) =

n
∑

i=1

δψΩi/n

(

xd−αfcos(2πi/n),yd−αfsin(2πi/n)
)

(9.7)

Wm△n
=

n
∑

i=1

Tαfcos(2πi/n),αfsin(2πi/n)◦WΩi/n
(9.8)

On donne sur la figure 9.6 le module et l’argument de la réponse impulsion-
nelle pour des masques pyramides à différents nombre de face. On observe qu’à
chaque face est associé un point significativement brillant. De par le fait que le
champ incident est convolué avec la réponse impulsionnelle, il y autant d’images
de la pupille qu’il y a de points brillants. Ils en seront le centre. On observe éga-
lement des structures élégantes en reliant chacun des points brillants. Celles-ci
sont dues à la diffraction par les arêtes des masques pyramidaux. On remarque
en effet qu’elles disparaissent dans le cas où le masque est un cône. L’argument
de la réponse impulsionnelle est difficile à interpréter et c’est pourtant lui qui est
majoritairement responsable du filtrage de Fourier.
On donne sur la figure 9.7 le module et l’argument de la réponse impulsionnelle
pour la pyramide à 4 faces lorsque l’angle au sommet varie. On observe que les
quatre points brillants se rapprochent à mesure que α diminue. Pour un angle
nul, ils seraient complètement confondus. De par la convolution entre la réponse
impulsionnelle et le champ incident, on comprend que le paramètre α va régler
l’écartement en les images de la pupille. Il peut même, le cas échant, ne plus les
séparer mais les superposer, on est alors dans le cas des Pyramides aplaties.

9.1.4 Intensité constante.

On applique désormais ces résultats afin d’obtenir l’intensité constante asso-
ciée aux ASO de la Classe Pyramide. On rappelle leur expression dans le cas
le plus général, c’est-à-dire avec modulation (9.9), ainsi que sans modulation
(9.10) :

Iconstante = Cwm[IP ,IP ] avec modulation (9.9)

Iconstante = |Wm[IP ]|2 sans modulation (9.10)

On remarque que la phase de référence a été considérée comme nulle. Cela sera
le cas pour la suite de l’étude. On donne sur la figure 9.8, l’intensité constante
pour un pyramide à 4 faces, sans modulation lorsque l’angle de son sommet
varie. Si l’on note D le diamètre de la pupille, l’angle minimal limite pour qu’il
n’y ait pas de superposition des images de la pupille vérifie 2fα=D. De ces quatre
images on remarque que la diffraction par les arêtes éjecte de la lumière hors des
images de la pupille, ceci étant particulièrement marqué entre les images. Cela
explique d’ailleurs pourquoi la configuration à faible angle est celle qui condense
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Forme optique de
m△n

Module de
δψm△n

Argument de
δψm△n

Figure 9.6 – De gauche à droite : Forme optique des masques pyramidaux pour
n=3, 4, 6 et ∞. Module et argument des réponses impulsionnelles
associées.
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Figure 9.7 – Module des réponses impulsionnelles de la pyramide à 4 faces pour des
angles de plus en plus petits.

le maximum d’énergie dans les images de la pupille.

Figure 9.8 – Intensités constantes pour la pyramide à 4 faces sans modulation avec
un angle vérifiant de gauche à droite 2fα/D=1.5, 1, 0.5 et 0.1

On fait varier sur la figure 9.9 le nombre de faces. L’angle au sommet vérifie
2fα=1.5D et la modulation est inactive. On observe que cet angle est insuffisant
pour séparer les images de la pupille d’entrée dans la configuration 6 faces.

On évoque enfin l’intensité constante lorsque la modulation fonctionne (figure
9.10). On suppose que la pyramide est à 4 faces et que l’angle permet une sépa-
ration totale des images de la pupille. La modulation est circulaire et paramétrée
par rm/f son rayon de modulation. Il sera quantifié en tâche de diffraction fλ/D.
On observe que plus rm/f est grand, plus les effets de diffractions sont faibles :
la modulation permet de remettre l’énergie lumineuse dans les images de la pu-
pille. Seul 43% du flux est à l’intérieur des images de la pupille sans modulation.
Ce taux monte à 88% pour rm/f=3fλ/D. D’autre part, on voit également qu’à
mesure que le rayon augmente, l’intensité au sein des images de la pupille s’uni-
formise de plus en plus ; ceci tient au fait qu’à l’augmentation du rayon rm/f est
associée une augmentation du ratio du temps passé sur les faces vs. temps passé

sur les arêtes.
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Figure 9.9 – Intensités constantes pour les pyramides à 3, 4, 6 faces et le cône sans
modulation avec un angle au sommet vérifiant 2fα/D=1.5

Figure 9.10 – Intensités constantes pour la pyramide à 4 faces avec un angle sépa-
rant les images lorsque le rayon de modulation circulaire rm/f vaut
de gauche à droite : 0, 1, 2 et 5fλ/D.

9.2 Critères de performances

Les degrés de liberté de la classe Pyramide étant désormais connus, on étudie
l’effet de leurs variations sur les performances des ASO.

9.2.1 Intensités linéaire et quadratique

Nombre de critères de performance étant basés sur les intensités linéaires et
quadratiques, on rappelle ici leurs expressions.

Intensité linéaire. L’intensité linéaire q=1 constitue la pierre angulaire de
l’analyse de front d’onde puisqu’elle permet la construction des matrices d’in-
teractions. Elle a pour expression :

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

Cwm[IP ,IPφ]
]

avec modulation (9.11)

Ilinéaire(φ) = 2ℑ
[

Wm[IP ]Wm[IPφ]
]

sans modulation (9.12)

On note que la phase de référence est supposée nulle dans les deux cas.
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Intensité quadratique. L’intensité quadratique q=2 correspond à la première
dépendance non-linéaire de la méta-intensité avec la phase. Son expression est :

Iquadratique(φ) = Cwm[IPφ,IPφ]−ℜ
[

Cwm[IP ,IPφ2]
]

avec modulation (9.13)

Iquadratique(φ) = |Wm[IPφ]|2−ℜ
[

Wm[IP ]Wm[IPφ2]
]

sans modulation (9.14)

On donne dans la section 9.4 la structure spatiale des intensités linéaire et
quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike pour de nombreux jeux
de paramètres (n,α,rm/f). Le tableau 9.1 donne la correspondance entre ceux-ci
et les figures où sont tracées les Ilinéaire et Iquadratique associées.

n 2fα
D

rm/f/f en λ/D Ilinéaire Iquadratique

4 1.5 0 Fig. 9.27 Fig. 9.28

3 1.5 0 Fig. 9.29 Fig. 9.30

∞ 1.5 0 Fig. 9.31 Fig. 9.31

4 1.5 1 Fig. 9.33 Fig. 9.34

4 1.5 2 Fig. 9.35 Fig. 9.36

4 1.5 5 Fig. 9.37 Fig. 9.38

4 0.05 0 Fig. 9.39 Fig. 9.40

4 0.15 0 Fig. 9.41 Fig. 9.42

Table 9.1 – Correspondance jeux de paramètres et figures des cartes d’intensités
linéaires et quadratiques.

9.2.2 Sensibilité et Dynamique

On peut maintenant étudier l’évolution de la sensibilité et la dynamique avec
les paramètres de la classe des ASO Pyramide. On scinde l’étude en trois chacune
étant dédiée à un paramètre. On donnera la sensibilité et la dynamique mode-
à-mode pour les 14 premiers polynômes de Zernike ainsi que la sensibilité, la
dynamique et le facteur SD fréquentiels pour les 44 premiers degrés radiaux des
mêmes polynômes. Le tableau 9.2 indique la correspondance entre ces graphes
et les paramètres étudiés.
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Paramètre étudié Étude mode-à-mode Étude fréquentielle

Nombre de faces n Fig. 9.11 Fig.9.12

Rayon de modulation rm/f Fig.9.13 Fig.9.14

Angle α Fig. 9.15 Fig.9.16

Table 9.2 – Correspondance paramètre étudié et figures lors de l’étude des sensi-
bilités et dynamiques mode-à-mode et fréquentielle.
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Influence du nombre de faces. Les paramètres de classe testés sont :

n=3,4,∞ 2fα/D=1.5 rm/f=0 (9.15)

Les structures sont assez difficiles à analyser car les réponses linéaires comme
quadratiques sont assez éloignées des polynômes de Zernike injectés. On note
cependant que la pyramide à 4 faces et le cône respectent les symétries des poly-
nômes de Zernike. Cela n’est pas surprenant pour le cône puisqu’il ne privilégie
aucune direction d’analyse mais s’avère fortuit pour la 4 faces. Ses arêtes sont
en effet alignées dans la même direction que les polynômes de Zernike. Pour la
pyramide à 3 faces, le tip et le tilt ne sont pas codés de la même façon. L’orienta-
tion de la pyramide a donc un effet sur l’analyse de front d’onde. On généralisera
cette observation aux autres nombres de faces : pour un codage optimal il faut
respecter une symétrie entre la pyramide et la géométrie de la base des phases.
Ceci dit, ces effets se gomment lors de la reconstruction de la phase.

En termes de niveau global, on peut dire que la sensibilité et la dyna-
mique tant –mode-à-mode qu’en fréquences– ne varient que très peu avec
le nombre de faces. n n’est pas donc pas un paramètre important en ce qui
concerne ces critères de performance.

On a superposé aux comportements fréquentiels des ASO Pyramide (figure
9.12) la sensibilité, la dynamique et le facteur SD (courbes vertes) de l’ASO his-
torique de Zernike. On note qu’il présente une sensibilité meilleure pour toutes
les fréquences à toutes les pyramides à grand angle α. Sa dynamique est cepen-
dant comparable ce qui lui confère un meilleur facteur SD.
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Figure 9.11 – Sensibilité et dynamique pour les 14 premiers polynômes de Zernike
lorsque le nombre de faces varie. n=3(△), 4 (◦) et ∞ (∗). L’angle
permet la totale séparation des pupilles.
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Figure 9.12 – Sensibilité, dynamique et facteur SD fréquentiels en terme de de-
gré radial de polynômes de Zernike (44 degrés pour 989 modes). Les
symboles correspondent aux trois nombres de faces : n=3 (△), 4 (∗)
et ∞ (◦) . Les courbes vertes donnent le comportement de l’ASO de
Zernike historique. Elles permettent de faire le lien avec le chapitre
8.
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Influence du rayon de modulation. Les paramètres de classe testés sont :

n=4 2fα/D=1.5 rm/f=0, 2, 5fλ/D (9.16)

En ce qui concerne la structure des intensités linéaires et quadratiques, on
s’aperçoit que le signal se trouvent de plus en plus dans les images de la
pupille à mesure que le rayon de modulation augmente. Ceci est en accord avec
l’observation faite pour l’intensité constante : la modulation remet l’intensité
dans les images de la pupille et limite les effets de la diffraction.

L’étude de la sensibilité et dynamique est bien plus intéressante. Le
niveau global de la première chute avec le rayon tandis que la seconde
s’en trouve améliorée et cela significativement. On retrouve là des résultats
bien connus qui sont d’ailleurs la raison d’être de la modulation : ajuster
rm/f afin d’améliorer la dynamique du senseur pyramide.

Par ailleurs si la sensibilité et la dynamique sont relativement plates sans modu-
lation, elles se déforment à mesure que rm/f augmente. Les polynômes à faible
indice sont d’ailleurs plus affectés que ceux à grand indice.

L’étude fréquentielle nous indique également que deux régimes existent
lorsque la modulation circulaire est en fonction. Pour les basses fréquences, la
sensibilité croissante et linéaire 4 avec les fréquences spatiales tandis que pour
les hautes fréquences la sensibilité reste constante 5. La fréquence de coupure
entre ces deux régimes est proportionnelle au rayon de modulation. Ces résul-
tats bien connus ont été observés en simulations [Ragazzoni and Farinato, 1999],
[Esposito and Riccardi, 2001], [Burvall et al., 2006], [Plantet et al., 2015] et ex-
pliqués théoriquement dans [Vérinaud, 2004].

Le graphe du facteur SD montre que la modulation est bénéfique du point de
vue du compromis sensibilité/dynamique particulièrement là où la modulation
a le plus d’impact (au dessous de la fréquence de coupure).

On note qu’une étude plus poussée de la modulation a été menée dans l’article
[Fauvarque et al., 2017] reproduit à la fin de cette thèse. On y teste des modu-
lations carrées ainsi que des modulations non-uniformes qui s’attardent soit sur
les arêtes soit sur les faces.

4. On dit alors que l’ASO est un senseur de "pentes" car il code la dérivée première de la
phase.

5. L’ASO est simplement un senseur de phase.
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Figure 9.13 – Sensibilité et dynamique pour les 14 premiers polynômes de Zernike
lorsque le rayon de modulation varie. rm/f/f=0(◦), 2 (∗) et 5 (△)
λ/D. Pyramide à 4 faces avec un angle séparant les images de la
pupille.
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Figure 9.14 – Sensibilité, dynamique et facteur SD fréquentiels en terme de de-
gré radial de polynômes de Zernike (44 degrés pour 989 modes). Les
symboles correspondent aux rayons de modulation : rm/f/f=0 (◦),
2 (∗) et 5 (△) λ/D.
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Influence de l’angle au sommet. Les paramètres de classe testés sont :

n=4 2fα/D=0.05, 0.15, 1.5 rm/f=0 (9.17)

On compare ici la pyramide non modulée à très grand angle –les images de la
pupille sont donc largement séparées– à deux configurations à très petits angles :
les images y sont quasiment superposées. Visuellement le signal de sortie se rap-
proche donc de la pupille d’entrée à l’exception d’une couronne "floue" dans
laquelle toutes les images ne se superposent pas. En termes de structures, les
intensités linéaires ressemblent donc très fortement aux Zernike injectés.

Physiquement, la superposition des champs issus des quatre quadrants du pa-
vage cartésien permet de recombiner l’information en phase avant de la conver-
sion en intensité. Cette recombinaison est cependant à distinguer de l’interféro-
métrie dite de shearing [Primot and Sogno, 1995] qui consiste à diviser le champ
incident en quatre champs identiques via des séparatrices, à ensuite les décaler
légèrement, puis à les recombiner. La pyramide aplatie superpose des champs
décalés mais aussi filtrés.

En ce qui concerne les courbes de sensibilité et de dynamique, on observe
des comportements comparables à ceux de la modulation. La sensibilité (resp.
la dynamique) diminue (resp. augmente) lorsque l’angle α diminue et cela plus
particulièrement pour les Zernike à bas indice.

Cependant on note grâce à l’étude fréquentielle un très net gain de sensibi-
lité aux hautes fréquences par rapport à la pyramide à grand angle. Celle-ci
présente même un maximum de sensibilité qui dépend de α. Il est donc pos-
sible de choisir grâce à ce paramètre un gamme fréquentielle où l’ASO code au
mieux les fréquences spatiales. La dynamique suit globalement le comportement
inverse de la sensibilité et illustre encore une fois le fait que ces quantités sont
antagonistes. Le facteur SD montre cependant que le compromis sensibilité dy-
namique s’améliore quand α diminue.

On ajoute que la modulation peut fonctionner conjointement à la
pyramide aplatie. De telles simulations ont été menées dans l’article
[Fauvarque et al., 2017] reproduit à la fin de la thèse.
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Figure 9.15 – Sensibilité et dynamique pour les 14 premiers polynômes de Zernike
lorsque l’angle du sommet varie. 2fα/D=1.5(◦), 0.15 (∗) et 0.05
(△). On a choisi une pyramide à 4 faces sans modulation.

S
en

si
b

il
it

é
(u

n
it

é
a
rb

it
ra

ir
e)

1 10
0.01

0.10

1.00

10.00

100.00

D
y
n

a
m

iq
u

e
(u

n
it

é
a
rb

it
ra

ir
e)

1 10
0.01

0.10

1.00

10.00

100.00

F
a
ct

eu
r

S
D

(u
n

it
é

a
rb

it
ra

ir
e)

1 10
0.01

0.10

1.00

10.00

100.00

Figure 9.16 – Sensibilité, dynamique et facteur SD fréquentiels en terme de de-
gré radial de polynômes de Zernike (44 degrés pour 989 modes). Les
symboles correspondent à trois angles vérifiant : 2fα/D=1.5 (◦),
0.15 (∗) et 0.05 (△).
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9.2.3 Propagation bruit

Ce paragraphe s’intéresse à la propagation des bruits de lecture et de photon
lors de la reconstruction du front d’onde (cf. paragraphe 6.3.3). On y confronte
quatre ASO. Le premier est l’ASO de Zernike, il sert de lien entre la classe de
Zernike et la classe Pyramide. Les trois autres ASO sont la pyramide historique
non modulée, la pyramide aplatie et la pyramide modulée. La figure 9.17 donne
les coefficients de propagation de bruit de lecture et de photon pour ces quatre
ASO tandis que le tableau 9.3 donne les bruits cumulés sur l’ensemble des modes
de phase étudiés.
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Courbes ASO n 2fα/D rm/fD/fλ

◦ Pyramide classique 4 1.5 0

△ Pyramide aplatie 4 0.05 0

∗ Pyramide modulée 4 1.5 2

⋄ Zernike

Figure 9.17 – Coefficients de propagation de bruit de lecture (à gauche) et de pho-
ton (à droite) vis-à-vis des fréquences spatiales exprimées en termes
de degré radial de Zernike. Le flux est unitaire s=1 et le détecteur
à un σ2

RON égal à = 1. Les courbes vertes correspondent à l’ASO
historique de Zernike.

Bruit de lecture. Les coefficients de propagation de bruit de lecture du Zer-
nike et de la pyramide classique sont constants dans l’espace des fréquences. Le
Zernike est cependant plus performant que la pyramide puisque ses coefficients
sont inférieurs à ceux de la pyramide d’un facteur 2.

La Pyramide modulée montre une nouvelle fois deux régimes : un premier ré-
gime ou l’ASO se comporte en senseur de pentes puis, au delà de la fréquence
de coupure, un senseur de phase associé à des coefficients constants avec la fré-
quence. Ses coefficients de propagation de bruit sont les plus élevés des 4 ASO
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ASO Z P PA PM

Bruit de lecture cumulé 465 1185 679 2400

Bruit de lecture moyenné 1.55 3.96 2.27 8.02

Bruit de photon cumulé 240 165 528 490

Bruit de photon moyenné 0.8 0.55 1.76 1.63

Table 9.3 – Bruits de lecture et de photons cumulés sur 24 degrés radiaux et moyen-
nés pour l’ASO de Zernike, la pyramide à 4 faces non modulée à grand
angle, la pyramide aplatie non modulée et la pyramide modulée à grand
angle.

considérés. La pyramide modulée propage donc le plus fortement le bruit de lec-
ture. On peut montrer que la situation se détériore à mesure que le rayon de
modulation augmente.

La pyramide aplatie vérifiant 2fα/D=0.05 a à peu près les mêmes coefficients
de propagation de bruit que la pyramide modulée à rm/f/f=2λ/D pour les
basses fréquences. Cependant, pour les hautes fréquences la pyramide aplatie
présente un très bon comportement puisque ses coefficients sont largement infé-
rieurs à ceux des autres ASO Pyramide et même aussi à ceux du Zernike.

L’observation des bruits cumulés permettent enfin d’affirmer que, globalement,
le Zernike est le meilleur ASO en ce qui concerne la propagation du bruit de
lecture. Au sein de la classe Pyramide, la pyramide aplatie a le comportement le
plus satisfaisant.

Bruit de photon. La hiérarchie des ASO concernant la propagation du bruit de
photon est différente de celle pour le bruit de lecture. Le meilleur d’entre eux
est la Pyramide classique non modulée, suivie de très près par l’ASO historique
de Zernike. La pyramide modulée continue de présenter deux régimes et d’être
moins performante que sa version non modulée. La pyramide aplatie conserve
son bon comportement pour les hautes fréquences en présentant les plus faibles
coefficients de propagation de bruit mais souffre de son comportement à basse
fréquence et présente finalement le bruit cumulé le plus important.

9.2.4 Zone d’intérêt

Un autre critère de performance des ASO est le nombre de méta-pixels néces-
saire à l’analyse de front d’onde. Afin de quantifier celui-ci, on observe le support
moyen de la matrice d’interaction. On en profite pour effectuer cette même opé-
ration sur les intensités quadratiques afin d’avoir une idée de la répartition des
perturbations non-linéaires. La figure 9.18 donne ces supports moyens. L’analyse
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Figure 9.18 – Support des intensités linéaires (en haut) et quadratiques (en bas).
De gauche à droite : pyramide 4 faces sans modulation ; avec modu-
lation ; à 3 faces ; pyramide aplatie.

de ces cartes montre que le support de l’information linéaire correspond essen-
tiellement au support des images géométriques de la pupille d’entrée. Ceci est
d’autant plus vrai pour la pyramide modulée ainsi que la pyramide aplatie : les
effets de diffraction y sont bien moindres. On se convainc donc que la zone d’in-
térêt du capteur correspond à l’union des images géométriques de la pupille. On
remarque hélas que l’information non-linéaire parasite a le même support. Il n’y
a donc pas de moyen, par restriction de zone, d’améliorer significativement la
dynamique des senseurs. Les figures 9.19 et 9.20 donnent ces zones en fonction
de l’angle de la pyramide et du nombre de faces.

Figure 9.19 – Zone d’intérêt du détecteur pour une pyramide 4 faces modulée ou
non avec un angle vérifiant de gauche à droite : 2fα

D
=1.5, 1 and 0.5

et 0.1.

On peut tirer de ces cartes le ratio entre la surface du détecteur contenant
l’information pertinente et la surface de la pupille d’entrée (figure 9.21). L’angle
à partir duquel il y a saturation correspond à l’angle minimal pour avoir complète
séparation des images de la pupille. Puisque ce ratio code le nombre de méta-
pixels nécessaires au codage d’un pixel de la phase et donc d’un mode de phase,
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Figure 9.20 – Zone d’intérêt du détecteur pour les pyramides à 3, 4 et 6 faces ainsi
que pour le cône.

on choisira afin de le minimiser un nombre de faces et un angle aussi faible que
possible sachant évidemment que cette conclusion devra être nuancée vis-à-vis
des autres critères de performance.
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Figure 9.21 – Nombre minimal de méta-pixels par mode de phase en fonction de

l’angle de la pyramide pour trois nombres de faces différentes : 3
faces (courbe continue), 4 faces (tirets) et 6 faces (pointillées).

9.2.5 Chromatisme

La description de la classe Pyramide via le formalisme des pavages permet de
discuter du caractère chromatique ou non des ASO qui en font partie. On rap-
pelle déjà que dès lors que la modulation est utilisée, ou qu’il y a une phase
de référence non nulle, les ASO sont hélas chromatiques. En revanche, sans
modulation ou phase de référence, les masques pyramidaux décrits via les pa-
ramètres (9.1) s’avèrent achromatiques. Trois raisons équivalentes le montrent.
Leur forme optique est invariante d’échelle : que l’on zoome ou dé-zoome, le
masque pyramidal aura toujours le même aspect. D’autre part, le changement de
variable (u,v)=(x

λ
,y
λ
) appliqué par exemple sur la fonction de transparence de la
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pyramide à 4 faces :

m△4(x,y)=exp
(2ıπ
λ
α(|x|+|y|)

)

=⇒m△4(u,v)=exp(2ıπα(|u|+|v|)) (9.18)

rend la fonction de transparence indépendante de λ. Enfin aucune grandeur "mé-
trée" n’est requise pour décrire un masque pyramidal. Le nombre de faces n (sans
dimension donc) et l’angle α (sans dimension non plus) suffisent. Les ASO Pyra-
mide tolèrent donc l’utilisation d’une source polychromatique pour l’analyse de
surface d’onde.

De la pyramide théorique à la pyramide réelle. Si le modèle théorique ne
laisse aucun doute quant au caractère achromatique des masques pyramides, il
faut toutefois se demander si ceux-ci sont réalisables dans la pratique. Autrement
dit, quelles sont les manières de fabriquer des tip/tilt locaux achromatiques ?
L’approche intuitive consiste à utiliser un dioptre composé de matériau transpa-
rent comme du verre (image de gauche de la figure 9.22). Ces matériaux sont
par essence dispersifs et ont servi historiquement –avec le prisme de Newton– à
décomposer la lumière. Heureusement deux approches ont permis de fabriquer
des masques pyramidaux achromatiques. Une première en transmission consiste
à attacher ensemble deux pyramides transparentes (image de droite de la figure
9.22) pour annuler au premier ordre –et cela s’avère suffisant– la dépendance en
λ de la fonction de transparence (voir [Tozzi et al., 2008]). Une seconde est plus
radicale [Wang et al., 2010a] et suggère d’utiliser une pyramide en réflexion, de
cette manière le dioptre est créé par un miroir et aucun problème de dispersion
n’apparait.

Figure 9.22 – Réalisations pratiques de pyramides en transmission. À gauche,
une pyramide 4-faces chromatiques. À droite, une pyramide rendue
achromatique.

9.2.6 Fabrication

On mentionne ici un autre critère attenant au processus de fabrication des
masques pyramidaux. Lorsque ceux-ci sont en transmission, on peut se figurer
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leur fabrication comme des découpes successives d’un bloc transparent selon
chacune des faces du masque. Il y aura autant de découpes qu’il y a de faces.
Durant ce processus plusieurs imperfections peuvent surgir. On les distingue en
trois catégories :

1. Les arêtes de la pyramide ne sont pas, parfois, suffisamment fines vis-à-vis
de la longueur d’onde de l’analyse. Ceci introduit alors une taille caractéris-
tique dans l’expression de la fonction de transparence et lui ôte son invariance
d’échelle. Le masque en devient chromatique. Il y a également une perte en sen-
sibilité.
2. De par le fait qu’un point est l’intersection de trois plans seulement, il peut
arriver pour les pyramides à 4 faces ou plus que le sommet de la pyramide ne
soit pas unique. On parle alors d’imperfection "toit" (image de gauche de la
figure 9.23). Il en résulte évidemment que la fonction de transparence n’est plus
invariante d’échelle ôtant ainsi l’achromatisme au masque mais également une
perte de l’équipartition de l’énergie entre les éléments du pavage ce qui détériore
l’analyse de surface d’onde.
3. Enfin, il se peut que les faces n’aient pas le même angle. Le pavage asso-
cié ne sépare donc plus la lumière de façon symétrique et comme dans le cas
des imperfections de toit, l’analyse de front d’onde en pâtit. Cette imperfection
d’asymétrie est décrite sur l’image de droite de la figure 9.23.

Figure 9.23 – Exemples d’imperfections de "toit" (gauche) et d’asymétrie (droite)
pour la pyramide à 4 faces.

On note que les procédés de fabrication de pyramides sont désormais fiables,
on peut se référer à l’article [Pérennès et al., 2003] pour avoir une idée de la
caractérisation d’un masque pyramidal réel obtenu par lithographie rayons X.

9.2.7 Synthèse de l’étude

La comparaison des différents senseurs de la classe Pyramide, suivant des cri-
tères de performances communs, ont montré que :
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— Le nombre de faces de la pyramide est un paramètre essentiellement géo-
métrique et technologique. Il n’a en effet aucun effet sur la sensibilité ou
la dynamique des senseurs. Si les images de la pupille sont complètement
séparées, la pyramide 3-faces correspond à la meilleure configuration puis-
qu’elle minimise le ratio méta-pixels par mode et est la plus facile à fabri-
quer. Le cone est particulièrement pertinent pour les petits angles. Il est en
effet achromatique de par l’absence d’arêtes, ne nécessite que peu de méta-
pixels par mode et a une géométrie compatible avec celle de la pupille
d’entrée.

— La modulation tip/tilt présente deux avantages essentiels. Elle permet pre-
mièrement de replacer la quasi totalité du flux de photons dans les images
de la pupille. D’autre part, elle améliore considérablement la dynamique
pour les basses fréquences spatiales. Malheureusement, une perte de sen-
sibilité est associée à ce gain. Les simulations montrent que la forme de
la modulation (circulaire ou carrée) n’a pas d’influence significative. Ce-
pendant, on observe que la sensibilité est lié au temps passé sur les arêtes
tandis que la dynamique est corrélé au temps passé sur les faces. Enfin, on
note que la modulation rend les ASO inévitablement chromatiques quand
ils sont achromatiques sont modulation.

— L’angle du sommet s’avère être le paramètre le plus prometteur de la
classe Pyramide. Deux régimes apparaissent. Le premier correspond aux
"pyramides classiques" qui séparent complétement les images de la pupille.
Dans ce régime, les critères de performance sont stables avec l’angle α. Sans
modulation, ils témoignent d’une sensibilité et d’une dynamique "plates"
quelque soit le nombre de faces. Le second régime correspond aux petits
angles. Dans ce domaine d’angles, les critères de performance permettent
de choisir où le gain en sensibilité est maximal. De plus, les configurations
à petits angles permettent de considérablement améliorer l’efficacité des
phtons incidents et cela sans modulation. Dans le même temps, on note
que le ratio méta-pixels par mode est proche de l’idéal.

9.3 Implémentation expérimentale

Une étape évidemment fondamentale dans la validation de concepts d’ana-
lyseurs de front d’onde consiste à confronter les prédictions théoriques à des
résultats obtenus sur banc optique. Si nous n’avons pas eu le temps, hélas, de
faire de telles expériences, on propose ici un design expérimental qui permet-
trait de comparer tous les ASO à filtrage de Fourier. Il se base sur une dispositif
optique nommé Spatial Light Modulator qui peut modifier localement (dans une
matrice pixelisée) la phase et l’amplitude d’un champ lumineux. Cette idée a
été testée avec succès pour certains masques de la classe Pyramide dans l’article
[Akondi et al., 2013].
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Il est donc possible de créer n’importe quel masque en projetant sa fonction de
transparence sur cette matrice pixelisée. Il faut cependant noter que le SLM ne
peut modifier la phase qu’en termes de pistons locaux. Ceux-ci ont une course
limitée aussi il faudra décrire la phase de la fonction de transparence modulo la
course des pistons. Ceci amène à considérer la phase des fonctions de transpa-
rences modulo 2π. D’autre part, il faudra s’assurer que le champ modifié par le
SLM le voie de façon continu. Il faudra donc que la taille du pixel du SLM soit
très petit devant la taille caractéristique du champ à modifier. On notera celle-ci
l.

Le SLM disponible au Laboratoire d’Astrophysique de Marseille est le "SLM
Hamamatsu HOLOEYE" et a des pixels 8µm. Le critère à vérifier pour que le
champ voie le SLM de façon continue sera :

l>20×8µm (9.19)

On illustre la méthode de projection sur le SLM de la phase de la fonction de
transparence sur la figure 9.24.

λ

λ

2α

λ
α

λ

λ
α

λ
α

Figure 9.24 – Passage de la forme optique d’un masque pyramidal (ici n=4) à sa
forme de "Fresnel" via l’opération modulo λ puis à sa forme discré-
tisée. Le SLM devra reproduire cette dernière.

Le banc optique proposé pour tester les ASO à filtrage de Fourier (figure 9.25)
s’inspire en très grande partie du démonstrateur de ’équipe Advanced Optical
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Imaging Group, School of Physics de l’University College Dublin présenté dans l’ar-
ticle [Akondi et al., 2014]. Il a juste été modifié pour correspondre au matériel
disponible au Laboratoire d’Astrophysique de Marseille. Ce système permet de
générer des phases grâce à un miroir déformable, de vérifier et connaître leur
forme à l’aide de l’ASO bien connu de Shack-Hartmann [Shack and Platt, 1971]
(HASO sur le schéma) puis de les envoyer dans un système à filtrage de Fourier
pour en récupérer une intensité sur le détecteur.

Laser

Point source

f=500mm

f=500mm

f=250mm f=75mm SLM

CCD

f=1000mm

f=200mm
f=150mm

DM

HASO

Figure 9.25 – Banc optique

L’élément central de ce dispositif est évidemment le SLM qui est capable de
créer une grande variété de masque de Fourier. Tel qu’il est conçu, la taille carac-
téristique du champ arrivant sur celui-ci vaut fλ/D où D est le diamètre de la
pupille d’entrée du système optique c’est-à-dire 4mm, f la focale d’une lentille
qui permet d’élargir la tâche focale, ici 1m et λ la longueur d’onde de la source
utilisée sur le banc, typiquement 630nm. On a donc :

fλ

D
≈160µm=20×8µm (9.20)
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Le critère de continuité du SLM est donc bien respecté.

Le miroir déformable de marque Boston a les propriétés suivantes :
— 12x12 actuateurs
— Pitch 0.450 mm
— Diaphragmé à 4 mm ce qui donne 140 actuateurs effectifs

La caméra de référence Hamamatsu, ORCA Flash 4.0 a pour caractéristiques
techniques :

— Pixel : 6.5µm
— Taille : 2048x2048 ce qui donne 1.3cm x 1.3cm

Le grandissement total du système optique, noté γ, est facilement déductible du
schéma 9.26 qui donne une vision dépliée du dispositif expérimental :

γ=
500
1000

.
250
500

.
75
250

=
75

1000
=

3
40

=0.075

1000 500 250 75

1000 1000 500 500 250 250 75 75

CCDSLMDM

Figure 9.26 – Montage déplié.

La pupille mesure donc 4mm=× 0.075= 300 µm ce qui correspond à un échan-
tillonnage de 46x46 pixels et donc à environ 2000 pixels par pupille. La pu-
pille d’entrée est donc largement sur échantillonnée par rapport au miroir défor-
mable.
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9.4 Figures

Figure 9.27 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide 4 faces sans modulation. 2fα/D=1.5
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Figure 9.28 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide 4 faces sans modulation.
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Figure 9.29 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide 3 faces sans modulation.
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Figure 9.30 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide 3 faces sans modulation.
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Figure 9.31 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Cône
sans modulation.
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Figure 9.32 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Cône sans modulation.
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Figure 9.33 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide à 4 faces. Modulation avec rm/f=1λ/D.
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Figure 9.34 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide à 4 faces. Modulation avec rm/f=1λ/D.
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Figure 9.35 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide à 4 faces. Modulation avec rm/f=2λ/D.
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Figure 9.36 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide à 4 faces. Modulation avec rm/f=2λ/D.
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Figure 9.37 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide à 4 faces. Modulation avec rm/f=5λ/D.
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Figure 9.38 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide à 4 faces. Modulation avec rm/f=5λ/D.
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Figure 9.39 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide à 4 faces sans modulation. 2fα/D=0.05
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Figure 9.40 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide à 4 faces sans modulation. 2fα/D=0.05
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Figure 9.41 – Intensités linéaires pour les 14 premiers polynômes de Zernike. Pyra-
mide à 4 faces sans modulation. 2fα/D=0.15
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Figure 9.42 – Intensités quadratiques pour les 14 premiers polynômes de Zernike.
Pyramide à 4 faces sans modulation. 2fα/D=0.15

206



10 Analyseur Pyramide :
compléments analytiques

Ce chapitre complète le précédent au sens où il apporte des éléments analy-
tiques concernant la classe Pyramide. Du fait de la grande difficulté mathéma-
tique d’obtenir les réponses impulsionnelles associées aux éléments de pavages
Ωi/n lorsque n6=4, on limite notre étude aux ASO usant d’un masque pyramidal
à 4 faces. Les résultats issus de ce chapitre sont à mettre dans la continuité de
ceux obtenus dans les articles [Ragazzoni and Farinato, 1999], [Vérinaud, 2004]
et [Guyon, 2005].

10.1 Description analytique des masques
pyramidaux à 4 faces

10.1.1 Formalisme des pavages

Les paramètres de pavages sont :

m△4 : {Ω++,1,0,α,α}
{Ω−−,1,0,−α,−α}
{Ω+−,1,0,α,−α}
{Ω−+,1,0,−α,α}

La réponse impulsionnelle associée à m△4 est donc de la forme :

δψm△4
(xd,yd)=δ

ψ
Ω++(xd−α,yd−fα)+δψΩ−−(xd+α,yd+fα)+

δψΩ−+(xd+α,yd−fα)+δψΩ+−(xd−α,yd+fα) (10.1)

L’expression des réponses impulsionnelles des éléments du pavage cartésien δψΩ±±

est donnée dans le chapitre 3. De l’équation (10.1) on peut déduire l’opérateur
de filtrage associé au masque pyramidal à 4 faces :

W△4=Tfα,fα◦WΩ+++T−fα,−fα◦WΩ−−+T−fα,fα◦WΩ−++Tfα,−fα◦WΩ+− (10.2)

207



où les T±fα,±fα sont les opérateurs de translation associés aux pentes des 4 faces
de la pyramide et les WΩ±± sont les opérateurs de filtrage associés aux quatre
éléments du pavage cartésien (cf. paragraphe 3.3) :

WΩ++ =
1
4

(I−Hxy)−
ı

4
(Hy+Hx) (10.3)

WΩ+− =
1
4

(I+Hxy)+
ı

4
(Hy−Hx) (10.4)

WΩ−+ =
1
4

(I+Hxy)−
ı

4
(Hy−Hx) (10.5)

WΩ−− =
1
4

(I−Hxy)+
ı

4
(Hy+Hx) (10.6)

Les seuls opérateurs nécessaires au filtrage de Fourier par un masque pyramidal
à 4 faces sont donc l’opérateur identité I et les trois opérateurs de Hilbert Hx,
Hy et Hxy. D’autre part on remarque que les parties réelles et imaginaires des
opérateurs de filtrage WΩ±± vérifient :

Wℜ
Ω++=Wℜ

Ω−− et Wℑ
Ω++=−Wℑ

Ω−− (10.7)

Wℜ
Ω+−=Wℜ

Ω−+ et Wℑ
Ω+−=−Wℑ

Ω−+ (10.8)

Ces relations s’expliquent par le fait que les éléments de pavage Ω++ et Ω−−

(ainsi que Ω+− et Ω−+) sont symétriques par rapport à l’origine du plan focal :

IΩ−−=G−1[IΩ++] et IΩ−+=G−1[IΩ+−] (10.9)

10.1.2 Champ sur le détecteur

On donne l’exemple sur la figure 10.1 des parties réelles et imaginaires du
champ détecteur lorsque le champ incident (sans pahase aberrante) est filtré par
l’élément de pavage Ω++. Physiquement, ce champ détecteur ne contient que les
fréquences spatiales de l’élément Ω++ du plan de Fourier, c’est-à-dire les fx>0 et
fy>0.

On note que ce champ WΩ++[IP ] prend des valeurs sur le support de l’image
géométrique de la pupille mais également sur une croix qui l’entoure. Autrement
dit, le champ incident filtré par l’élément Ω++ a une extension infinie sur le
détecteur. Ce signal hors pupille provient de l’action des opérateurs de Hilbert
sur le champ incident.

Or on sait que le champ total sur le détecteur (pour les 4 faces du masque)
consiste en la superposition des champs filtrés WΩ±±[IP ] décalés par les opéra-
teurs de translation T±fα,±fα. Ces champs filtrés vont ainsi interférer de par l’ex-
tension infinie de chacun d’eux. En d’autres termes, dans l’image de la pupille
associée par exemple au quadrant Ω++, il y aura également des fréquences issues
des quadrants Ω+− et Ω−+. Il y a donc communication entre les fréquences
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Wℜ
Ω++[IP ] Wℑ

Ω++ [IP ]

Figure 10.1 – Partie réelle et partie imaginaire du champ sur le détecteur lors d’un
filtrage par l’élément Ω++.

spatiales à cause de ces effets de diffraction.
Les pyramides aplaties (0<2fα/D<1) subiront un maximum de communica-

tion entre les fréquences des 4 quadrants tandis qu’elle est nettement moins
marquée pour les pyramides classiques et cela d’autant plus que α sera grand.
On note que le cas asymptotique d’un angle infini et qui sépare absolument les
fréquences spatiales est impossible à réaliser en transmission, c’est-à-dire avec
des pyramides transparentes mais qu’il est tout-à-fait réalisable pour une pyra-
mide en réflexion (voir [Wang et al., 2010a]). Les quatre images de la pupille
d’entrée sont alors crées sur quatre détecteurs différents. Ce design évite toute
communication entre les fréquences spatiales des différents quadrants du pa-
vage et a l’avantage d’être descriptible analytiquement. C’est d’ailleurs ce à quoi
on s’attèle dans le paragraphe suivant.

10.1.3 Pyramide à angle infini

On étudie analytiquement le cas de la pyramide réflexive, ce qui revient à
considérer son angle α comme infini. À chaque quadrant est donc associé une
intensité. On suppose par ailleurs que la modulation est inactive et que la phase
de référence est nulle, si bien que les quatre intensités ont pour expressions :

I++=|WΩ++ [IPeıφ]|2 (10.10)

I+−=|WΩ+−[IPeıφ]|2 (10.11)

I−+=|WΩ−+ [IPeıφ]|2 (10.12)

I−−=|WΩ−− [IPeıφ]|2 (10.13)
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À ces quatre quantités on peut associer des q-intensités (cf. paragraphe 4.2.5.1).
On obtient pour l’ordre q=0 :

I++
constante =

1
16

(

(I−Hxy)[IP ]
)2

+
1
16

(

(Hy+Hx)[IP ]
)2

(10.14)

I+−
constante =

1
16

(

(I+Hxy)[IP ]
)2

+
1
16

(

(Hy−Hx)[IP ]
)2

(10.15)

I−+
constante =

1
16

(

(I+Hxy)[IP ]
)2

+
1
16

(

(Hy−Hx)[IP ]
)2

(10.16)

I−−
constante =

1
16

(

(I−Hxy)[IP ]
)2

+
1
16

(

(Hy+Hx)[IP ]
)2

(10.17)

(10.18)

On remarque notamment que :

I++
constante=I

−−
constante et I+−

constante=I
−+
constante (10.19)

Pour les intensités linéaires q=1, on obtient :

I++
linéaire(φ)=

1
8

(

(I−Hxy)[IP ]×(Hy+Hx)[IPφ]
)

−
1
8

(

(I−Hxy)[IPφ]×(Hy+Hx)[IP ]
)

(10.20)

I+−
linéaire(φ)=

1
8

(

(I+Hxy)[IP ]×(−Hy+Hx)[IPφ]
)

+

1
8

(

(I+Hxy)[IPφ]×(Hy−Hx)[IP ]
)

(10.21)

I−+
linéaire(φ)=

1
8

(

(I+Hxy)[IP ]×(Hy−Hx)[IPφ]
)

−
1
8

(

(I+Hxy)[IPφ]×(Hy−Hx)[IP ]
)

(10.22)

I−−
linéaire(φ)=−1

8

(

(I−Hxy)[IP ]×(Hy+Hx)[IPφ]
)

+

1
8

(

(I−Hxy)[IPφ]×(Hy+Hx)[IP ]
)

(10.23)

On remarque encore une fois un lien entre les intensités associées à des qua-
drants symétriques :

I++
linéaire=−I−−

linéaire et I+−
linéaire=−I−+

linéaire (10.24)
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Ceci se généralise d’ailleurs pour la suite des q-intensités, on a en effet :

I++
2q =I−−

2q et I+−
2q =I−+

2q (10.25)

I++
2q+1=−I−−

2q+1 et I+−
2q+1=−I−+

2q+1 (10.26)

On sera cependant très prudent sur la validité des relations (10.25) et (10.26)
puisque pour les obtenir nous avons supposé une phase de référence nulle. Ces re-
lations de symétrie portant sur les intensités paires et impaires sont extrêmement
intéressantes puisqu’elles permettent d’envisager des traitements numériques li-
néaires qui annuleraient les dépendances de l’intensité en puissances paires de
la phase.

10.2 De nouvelles méta-intensités

10.2.1 Un premier exemple

Pour annuler les dépendances en puissances paires, on va suivre la démarche
des transformations TO présentées dans le chapitre 1. On rappelle qu’elle
consiste à trier l’information suivant l’intérêt qu’on lui porte via une matrice
orthogonale pour n’en garder ensuite que l’information pertinente via une ma-
trice de troncature. Dans notre cas, l’information utile correspond aux intensités
impaires puisque l’intensité linéaire en fait partie et l’information indésirable
correspond aux intensités paires. Observant les équations (10.25) et (10.26), la
solution la plus simple pour scinder les supports des intensités paires et impaires
consiste à effectuer :

1√
2











1 0 0 −1
0 1 −1 0
1 0 0 1
0 1 1 0





















I++

I+−

I−+

I−−











=
√

2
∞
∑

q=0











0
0
I++

2q

I+−
2q











+











I++
2q+1

I+−
2q+1

0
0











(10.27)

On rajoute ensuite l’étape de troncature à la suite de la transformation de l’équa-
tion (10.27), on a :











1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0











1√
2











1 0 0 −1
0 1 −1 0
1 0 0 1
0 1 1 0





















I++

I+−

I−+

I−−











=
√

2
∞
∑

q=0











I++
2q+1

I+−
2q+1

0
0











(10.28)
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On reconnait là une transformation typique TO :

TO











I++

I+−

I−+

I−−











=
√

2











I++
linéaire
I+−

linéaire
0
0











+
√

2













I++
cubique

I+−
cubique

0
0













+... (10.29)

Partant des 4 intensités, on est donc capable de fabriquer une quantité linéaire
au premier ordre avec la phase et dont la première dépendance non-linéaire
n’est pas quadratique mais cubique ! De plus, elle ne requiert aucune opération
de tare : il suffit juste de combiner les intensités sur les 4 détecteurs pour coder
efficacement la phase aberrante. On insiste sur les deux hypothèses assez fortes
qui ont permis d’aboutir à ce résultat très prometteur : il faut d’abord travailler
avec une pyramide réflective qui évite les communications entre les quadrants
mais aussi avoir une phase de référence nulle.

10.2.2 Cartes de pente

On peut améliorer un peu le traitement de l’équation (10.28) en combinant
les intensités I±± via une autre matrice orthogonale pour profiter des symétries
du problème et gérer éventuellement des communications entre les fréquences
spatiales ce qui rendra possible l’usage des masques pyramidaux transparents à
angle fini. Une telle transformation se présente comme une opération matricielle
TO de la forme :










1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0























1/2 1/2 −1/2 −1/2
1/2 −1/2 1/2 −1/2

1/
√

2 0 0 1/
√

2
0 1/

√
2 1/

√
2 0























I++

I+−

I−+

I−−











=
∞
∑

q=0











I++
2q+1+I

+−
2q+1

I++
2q+1−I+−

2q+1

0
0











(10.30)

On pose légitimement :

Sx =̂
1
2

(I+++I+−−I−+−I−−) (10.31)

= I++
linéaire+I

+−
linéaire+I

++
cubique+I

+−
cubique+... (10.32)

Sy =̂
1
2

(I++−I+−+I−+−I−−) (10.33)

= I++
linéaire−I+−

linéaire+I
++
cubique−I+−

cubique+... (10.34)

L’utilisation de la lettre "S" pour désigner ces deux cartes tient à ce qu’elles se
nomment dans la littérature "pentes" ou Slopes en anglais. Elles furent intro-
duites dans l’article fondateur de Ragazzoni [Ragazzoni, 1996] en association
à la pyramide à 4 faces modulée. Leur appellation de "pente" tient au fait que
la quantité Sx (resp. Sy) correspond à un taux d’accroissement selon les fré-
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quences spatiales fx (resp. fy). On peut en effet réécrire les cartes Sx et Sy de la
façon suivante :

Sx =
1
2

(I+++I+−−I−+−I−−) (10.35)

=
1
2

(

(I+++I+−)−(I−++I−−)
)

(10.36)

=
1
2

(

I(fx>0)−I(fx<0)
)

(10.37)

Sy =
1
2

(

I(fy>0)−I(fy<0)
)

(10.38)

Pentes linéaires. On peut également s’intéresser au terme linéaire de Sx et
Sy. On obtient alors les équations déjà apparues dans [Shatokhina et al., 2011]
qui correspondent à une généralisation à deux dimensions des calculs de l’article
[Vérinaud, 2004] :

Sxlinéaire=
1
4

(

IPHx[IPφ]−IPφHx[IP ]−Hxy[IP ]Hy[IPφ]+Hxy[IPφ]Hy[IP ]
)

(10.39)

Sylinéaire=
1
4

(

IPHy[IPφ]−IPφHy[IP ]−Hxy[IP ]Hx[IPφ]+Hxy[IPφ]Hx[IP ]
)

(10.40)

Se souvenant que les opérateurs de Hilbert prennent des valeurs notables là où la
quantité sur laquelle ils s’appliquent varie, on peut supposer que tous les termes
contenant H[IP ] sont négligeables. Aussi les pentes linéaires peuvent s’approxi-
mer comme :

Sxlinéaire≈
1
4
IPHx[IPφ] (10.41)

Sylinéaire≈
1
4
IPHy[IPφ] (10.42)

Le signal pertinent dans les deux cartes de pente est donc majoritairement
contenu dans l’image de la pupille d’entrée et directement lié à la transformée
de Hilbert (selon x ou y) de la phase.

Résumé. Les avantages des cartes de pente Sx et Sy sont nombreux :
— Elles ne nécessitent pas d’opération de tare. L’intensité sur le détecteur

suffit à la construction d’une quantité linéaire au premier ordre avec la
phase.

— Elles fonctionnent tant pour la pyramide réflexive que pour la pyramide
à angle fini. La transformation TO, de par la symétrie des combinaisons
qu’elle effectue prend en compte les effets de diffraction.

— Les cartes des pentes ont une interprétation physique aisée puisqu’elles
correspondent au premier ordre aux transformées de Hilbert selon x et y
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de la phase.
— Les cartes Sx et Sy ne contiennent aucune dépendance en puissance paire

de la phase. La première dépendance non-linéaire est cubique.
— Le nombre de méta-pixels nécessaires à l’analyse de front d’onde est di-

visé par 2 par rapport à une utilisation plein capteur : on passe de 4 images
de la pupille d’entrée à seulement 2. L’algorithme numérique de reconstruc-
tion s’en trouve accéléré.

— Il n’y a aucune perte de sensibilité conséquente au traitement des cartes
de pente puisque la matrice de troncature ne coupe aucun signal linéaire
avec la phase.

Cas d’une phase de référence non nulle. Il faut malheureusement noter que
ces intéressantes propriétés ne sont plus valides lorsque la phase de référence
n’est pas nulle. Celle-ci rompt les symétries du système et rendent les équations
(10.25) et (10.26) caduques : il n’existe plus d’équations simples pour relier les
intensités paires ou impaires associées aux quatre faces. Il est néanmoins possible
de construire des cartes de pente linéaires au premier ordre si l’on prend soin
d’effectuer l’opération de tare au préalable. On a alors :
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(10.43)

Ce qui peut s’écrire directement à l’aide de la méta-intensité minimale :
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(10.44)

Notons que cette formule reste valide si la phase de référence est nulle. Elle
montre que dans l’absolu l’opération de tare est toujours la première opération à
effectuer sur une intensité. Par ailleurs on retrouve avec l’équation (10.44) l’exact
cadre du chapitre 1 définissant les transformations TO.
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10.2.3 Autres cartes des pentes

Historiquement –c’est-à-dire dans l’article [Ragazzoni, 1996]–, la définition
des cartes de pente n’était pas celle des équations (10.35) et (10.38) mais :

Sx =
I+++I+−−I−+−I−−

I+++I+−+I−++I−−
(10.45)

Sy =
I+++I−+−I+−−I−−

I+++I+−+I−++I−−
(10.46)

Une étape de normalisation était donc rajoutée en plus de l’opération des taux
d’accroissement selon x et y. Celle-ci était faite grâce à une carte égale à la
somme des quatre intensités I±±. Elle permettait d’une part de prendre en
compte le flux mais aussi d’assurer que les méta-pixels soient de valeur absolue
bornée, on a en effet :

0≤|Sx|,|Sy|≤1 (10.47)

On restera toutefois un peu dubitatif quant à une telle saturation. Ce phénomène
fait rarement bon ménage avec la linéarité qui est par essence non bornée. On
s’attend donc à ce que ces cartes de pentes soient moins linéaires celle définies
dans les équations (10.35) et (10.38). Les termes au numérateur viennent d’être
étudiés aussi on se focalise sur le dénominateur :

I+++I+−+I−++I−−=2
∞
∑

q=0

(I++
2q +I+−

2q ) (10.48)

On note donc que la carte de normalisation dépend de la phase injectée, et
cela quadratiquement ! Et du fait qu’elle agit en tant que dénominateur, se ra-
joute l’opération "inverse" qui n’est pas linéaire. En d’autres termes, normaliser
par la carte (10.48) va à l’encontre de la linéarité puisqu’elle rajoute une dépen-
dance quadratique quand les opérations au numérateur l’avaient annulée. On
préfère donc les cartes de pentes n’utilisant pas la carte de normalisation précé-
dente mais une carte uniforme, indépendante de la phase et égale au flux total,
ce qui est équivalent à faire suivre l’opération TO :
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(10.49)

à la transformation "méta-intensité minimale normalisée".

*
* *
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Ce chapitre assez formel a fait le lien entre les méta-intensités générales
utilisées tout le long de l’exposé et les cartes des pentes habituellement
manipulées avec l’ASO Pyramide. On a noté que les pentes découlent des
méta-intensités via une simple transformation TO. On note que cette opé-
ration numérique présente de nombreux intérêts : elle fait disparaître les
non-linéarités d’ordre pair sans perdre d’information linéaire. Le nombre
de méta-pixels à gérer est donc divisé par deux sans aucune perte de sen-
sibilité. D’autre part aucune opération de tare n’est nécessaire en absence
de phase de référence. L’intensité sur le capteur se suffit à elle-même pour
effectuer l’analyse de front d’onde.

On précise que cette étude analytique peut être poussée un peu plus loin
lorsque l’on restreint la pyramide à 1 dimension. Ce cas est évoqué dans
l’annexe D. Y sont donnés des résultats qui, de l’humble avis de l’auteur,
sont d’une élégance mathématique surprenante même si leur intérêt pra-
tique est probablement discutable.
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11 Analyse de front d’onde par
filtrage de Fourier et
déconvolution

Cet ultime chapitre est à part puisqu’on y aborde une méthode de reconstruc-
tion du front d’onde qui n’est pas basée sur le formalisme matriciel mais sur
la déconvolution. Celle-ci s’applique aux systèmes linéaires ayant une relation
entrée/sortie de la forme :

Sortie=Entrée ⋆ Réponse impulsionnelle du système (11.1)

L’aspect fondamental de cette équation tient au fait que l’opération convolution ⋆
est inversible dès lors que la réponse impulsionnelle du système est connue. Dans
le cadre qui est le nôtre, on cherche donc à savoir si il est possible d’exprimer
la sortie d’un ASO à filtrage de Fourier, c’est-à-dire son méta-intensité, comme
un produit de convolution entre la phase et une quantité qui correspondrait à la
réponse impulsionnelle de l’ASO

11.1 Déconvolution

On commence par décrire l’opération de déconvolution en prenant la transfor-
mée de Fourier de la relation 11.1 :

F [Sortie] = F [Entrée] × F [Réponse impulsionnelle du système] (11.2)

La transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle est appelée fonction de
transfert du système que l’on notera FTA. On aura donc :

F [Sortie] = F [Entrée] × FTA (11.3)

La méthode la plus intuitive pour remonter à l’entrée en partant de la sortie
consiste donc à effectuer l’opération dite de déconvolution :

Entrée=F−1

[

F [Sortie]
FTA

]

(11.4)
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On s’inquiète cependant de la nécessité pour déconvoluer de diviser par la fonc-
tion de transfert. Il peut en effet arriver que des infinis émergent là où la FTA
prend des valeurs nulles ou très faibles. Une approche plus robuste consiste donc
à préférer l’approche suivante :

Entrée=F−1

[

FTA×F [Sortie]
|FTA|2+Régularisation

]

(11.5)

où le terme "Régularisation" est une carte de la même taille que la FTA qui vaut
l’infini là où les pixels de cette dernière sont trop faibles, typiquement 1% de la
moyenne de la FTA. Cette technique initialement proposé par Wiener introduit
légitimement le filtre inverse de la FTA, appelé filtre de Wiener, noté W et défini
comme :

W=̂
FTA

|FTA|2+Régularisation
(11.6)

L’opération de déconvolution s’écrira alors simplement :

Entrée=F−1
[

W×F [Sortie]
]

(11.7)

11.2 Fonction de transfert d’un ASO

On se place dans le cas d’une analyse monochromatique avec modulation
tip/tilt sans phase de référence. Le champ incident perturbé et diaphragmé est
donc supposé de la forme :

IP e
ıφ (11.8)

Dans ces conditions, la méta-intensité minimale normalisée s’écrit :

mI(φ) = I(φ)−I(0) (11.9)

= Cwm[IPeıφ,IP eıφ]−Cwm[IP ,IP ] (11.10)

De rapides investigations montrent qu’il est illusoire d’espérer mettre cette der-
nière équation sous la forme (11.1) notamment de par le fait que la méta-
intensité n’est pas linéaire avec la phase. On se place donc dans le régime des
faibles phases et on confond donc la méta-intensité avec l’intensité linéaire. Celle-
ci a pour expression :

Ilinéaire(φ)=2ℑ
[

Cwm[IP ,IPφ]
]

(11.11)
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On se doit donc d’étudier la quantité Cwm[IP ,IPφ] dont on rappelle l’expression
ici :

Cwm[IP ,IPφ](X,Y )=
∫

R4
dx1dy1dx2dy2 IP (X−x1,Y−y1)IP (X−x2,Y−y2)

φ(X−x2,Y−y2)δψm(x2,y2)δψm(x1,y1)δψw(x2−x1,y2−y1) (11.12)

On remarque hélas que cette équation ne permet pas non plus de faire émerger le
produit de convolution qui aboutirait à une relation entrée/sortie du type (11.1).
On se résigne donc à quelques approximations supplémentaires.

11.2.1 Approximation de la pupille infinie

La première s’inspire de l’approximation dite de "pupille infinie" faite dans l’ar-
ticle [Vérinaud, 2004] lors de l’étude de la pyramide modulée à une dimension.
Elle consiste à supposer que :

Cwm[IP ,IPφ]≈Cwm[I,IPφ] (11.13)

Il devient donc possible d’intégrer la seconde partie de l’intégrale (11.12) sur les
variables x1 et y1. On remarque alors que l’on peut faire apparaître un produit
de convolution entre δψm et δψw :

Cwm[I,IPφ](X,Y )≈
∫

R2
dx2dy2 IP (X−x2,Y−y2)φ(X−x2,Y−y2)

δψm(x2,y2)(δψm⋆δ
ψ
w)(x2,y2) (11.14)

Équation qui peut encore se simplifier en :

Cwm[I,IPφ]≈δψm
(

δψm⋆δ
ψ
w

)

(11.15)

Si l’on revient à l’intensité linéaire, on a donc :

Ilinéaire(φ)≈(IPφ)⋆2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆δ
ψ
w

)]

(11.16)

On peut ainsi identifier la réponse impulsionnelle de l’ASO dans le cadre de
l’approximation de la pupille infinie comme :

2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆δ
ψ
w

)]
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Pour comprendre un peu le contenu physique de cette équation, on rappelle les
expressions des champs mis en jeu :

δψm = Gfλ◦F [m]

δψm⋆ψ
δ
w = Gfλ◦F [m]⋆Gfλ◦F [w]

On remarque donc que :

δψm
(

δψm⋆δ
ψ
w

)

=Gfλ◦F
[

G−1[m̄]⋆(mw)
]

Cette relation est doublement intéressante. D’abord elle montre que l’obtention
numérique de la réponse impulsionnelle de l’ASO sera éminemment aisée et di-
rectement déductible de la fonction de transparence du masque m ainsi que de
la fonction de poids de la modulation w. D’autre part, elle permet d’avoir une
double vision "plan focal/plan pupille" de la réponse impulsionnelle. En effet, on
se souvient que l’opérateur Gfλ◦F est celui qui propage d’un plan focal à un plan
pupille et vice versa. On retiendra donc que la réponse impulsionnelle dans le
cadre de l’approximation de la pupille infinie peut se comprendre 1 soit en plan
focal, soit en plan pupille via les deux formules suivantes :

Plan pupille

δδm
(

δψm⋆δ
ψ
w

)

Plan focal

G−1[m̄]⋆(mw)

On comprend donc que le champ δψm⋆δ
ψ
w correspond à la propagation d’ondelettes

sphériques issues des points où mw est non nul. Le masque m est ainsi "filtré"
par la fonction de poids w.

On note enfin que la réponse impulsionnelle ne dépend que de m et de w
mais en aucun cas de la fonction indicatrice de la pupille. On présente dans le
paragraphe suivant une approximation plus raffinée qui permet justement de
prendre en compte IP dans la réponse impulsionnelle de l’ASO.

11.2.2 Approximation de la pupille glissante

On reprend pour cela l’expression de l’opérateur de couplage précédent :

Cwm[IP ,IPφ](X,Y )=
∫

R4
dx1dy1dx2dy2 IP (X−x1,Y−y1)IP (X−x2,Y−y2)

φ(X−x2,Y−y2)δψm(x1,y1)δ
ψ
m(x2,y2)δψw(x2−x1,y2−y1) (11.17)

On y applique l’approximation de la pupille glissante qui consiste à supposer
que IP (X−x1,Y−y1)=IP (x2−x1,y2−y1). Elle revient à considérer que la pupille

1. Attention, il reste à prendre en compte la partie imaginaire.
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glisse avec ψδw. On obtient sous cette hypothèse :

Cwm[IP ,IPφ]≈IPφ⋆δ
ψ
m

(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)

(11.18)

La nouvelle réponse impulsionnelle de l’ASO est donc :

2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)]

(11.19)

On observe cette fois-ci qu’elle dépend bel et bien de la fonction IP . La forme
de la pupille est donc prise en compte dans le cadre de l’approximation de la
pupille glissante.

Un autre façon d’obtenir une telle réponse impulsionnelle découle directement
du formalisme exposé dans la première section de ce chapitre. On peut en effet
remarquer que la façon la plus simple de remonter à la réponse impulsionnelle en
partant de l’équation (11.1) consiste à supposer que l’entrée est égale à un Dirac.
Notons en passant que de là vient d’ailleurs l’appellation réponse impulsionnelle

puisqu’un Dirac n’est rien d’autre qu’une impulsion. Dans le cadre qui est le nôtre,
il s’agit donc de considérer que l’entrée est un Dirac de phase. On pourra alors
observer que :

Ilinéaire(δ)=2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)]

(11.20)

En d’autres termes, la réponse impulsionnelle dérivée de l’approximation de la
pupille glissante est celle qui est la plus proche du formalisme sous-jacent à
l’équation 11.1. On peut renouveler l’interprétation "plan focal/plan pupille" du
paragraphe précédent :

Plan pupille

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)

Plan focal

G−1[m̄]⋆
(

m(w⋆Gfλ◦F [IP ])
)

Cette fois-ci, la fonction indicatrice de la pupille intervient dans la réponse im-
pulsionnelle. Les champs sélectionnées par la fonction de poids sont maintenant
augmentés via le produit de convolution avec Gfλ◦F [IP ]. Cela revient à prendre
en compte l’extension spatiale des champs due à la diffraction par la pupille
d’entrée qui a un support fini.

Fonction de transfert. Elle correspond à la transformée de Fourier de la ré-
ponse impulsionnelle obtenue dans le cadre de l’approximation de la pupille
glissante 11.19. Celle-ci témoignera directement du filtrage spatial de la phase
incidente. On peut expliciter sa forme à l’aide de m et w :

FTA = Gfλ◦F [IP ]
[

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)]

(11.21)

= ı
(

P̄−I
)[

G−1[m̄]⋆
(

m(w⋆Gfλ◦F [IP ][IP ])
)]

(11.22)
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où P̄ est l’opérateur conjugaison parité 2. On ne poussera pas plus loin les calculs
au vu de la complexité de l’expression précédente et préférerons nous lancer dans
des simulations numériques portant sur l’ASO Pyramide modulée.

11.2.3 Application à la Pyramide modulée

On applique les développements précédents à la pyramide à 4 faces dans le
cas où l’angle sépare les quatre images de la pupille d’entrée 2fα/D=1.5. La
modulation est supposée circulaire et codée via son rayon de modulation rm/f
exprimé via l’unité λ/D.

La figure 11.1 donne les fonctions de poids, les réponses impulsionnelles ainsi
que les fonctions de transfert pour quatre rayons de modulation : 0, 2, 5 et
10fλ/D. Les réponses impulsionnelles sont difficiles à analyser se ressemblant
toutes plus ou moins. On notera toutefois qu’elles font apparaître quatre points
brillants où seront convoluées les phases ce qui donnera bien quatre images
de la pupille. Les croix qui lient ces quatre points sont à l’origine des effets de
diffraction. Elles sont de moins en moins brillantes à mesure que le rayon de
modulation augmente ce qui corrobore les observations du chapitre précédente :
la modulation replace l’énergie lumineuse au sein des quatre images de la pupille
d’entrée.

L’examen des fonctions de transfert (colonne de droite) est plus riche en
contenu physique. Pour chacune des faces, on observe une oscillation qui est
liée à l’angle de la pyramide : plus celui est grand plus l’oscillation est rapide. Il
faut en effet se souvenir qu’une épaisseur optique de pente α donne une phase
qui oscille avec une période spatiale de λ/α. Ceci est du au fait que la phase
est toujours vue modulo 2π. On remarque par ailleurs une déplétion progressive
de la zone centrale avec le rayon de modulation. En songeant au sens physique
de la FTA, on comprend que les basses fréquences sont de moins en moins bien
vues à mesure que la modulation se fait de plus en plus forte. Ce résultat est très
rassurant puisqu’il correspond aux comportements classiques de la pyramide. On
montre d’ailleurs sur la figure 11.2 la moyenne orthoradiale de la FTA à laquelle
on superpose la moyenne orthoradiale de la fonction de poids. La fréquence de
coupure chez la première correspond exactement à la position du maximum de
la seconde.

On donne enfin le filtre de Wiener associé à la pyramide à 4 faces, grand angle
et modulée à 10λ/D sur la figure 11.3.

11.3 Reconstruction de la phase

Nous sommes maintenant en capacité de tester l’efficacité de la reconstruc-
tion par déconvolution via le filtre de Wiener W. Mais avant toute chose, on

2. P̄ [f ](x,y)=̂f̄(x,y)
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Fonction de poids
|w⋆Gfλ◦F [IP ]|2

Réponse impulsionnelle
2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)]

Fonction de transfert
F
[

2ℑ
[

δψm
(

δψm⋆(IP δ
ψ
w)
)]]

Figure 11.1 – Fonctions de poids, réponses impulsionnelles de l’ASO et FTA pour
la pyramide à 4 faces à grand angle et pour une modulation circulaire
donc le rayon rm augmente du haut vers le bas : 0, 2, 5 et 10fλ/D.
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Figure 11.2 – Moyennes orthoradiales de la FTA (rouge) et de la fonction de poids
(noir) pour des modulations circulaires de rayon égaux à 0, 2, 5
et 10fλ/D (de haut en bas, de gauche à droite) en fonctions des
fréquences spatiales radiales exprimées en fλ/D.

FTA |FTA|2 Régularisation W

Figure 11.3 – Ingrédients nécessaires à la fabrication du filtre de Wiener W (carte
de droite). Les pixels blancs (resp. noirs) de la carte de régularisation
valent l’infini (resp zéro).
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insiste sur le fait que pour parvenir à des ASO compatibles avec la notion de
réponse impulsionnelle, deux approximations ont du être faites. La première
était celle des petites phases qui permettait de confondre la méta-intensité mi-
nimale normalisée mI avec l’intensité linéaire dans le développement de Taylor
de l’intensité en puissances de phase. La seconde est celle de la pupille glissante.
On distinguera donc la méta-intensitémI, l’intensité linéaire Ilinéaire et l’intensité
de convolution notée Iconv issue de l’approximation de la pupille glissante :

mI(φ) = Cwm[IPeıφ,IP eıφ]−Cwm[IP ,IP ] (11.23)

Ilinéaire(φ) =
φ<<1

2ℑ
[

Cwm[IP ,IPφ]
]

(11.24)

Iconv(φ) =̂
Pupille glissante

(IPφ)⋆2ℑ
[

Cwm[IP ,δ]
]

(11.25)

Dans l’absolu, seule l’intensité de convolution peut être efficacement inversée
par l’opération décrite dans l’équation 11.7. Le signal effectivement accessible
à la sortie de l’ASO, à savoir mI, ne sera hélas pas égal à cette intensité de
convolution. On écrira d’ailleurs que :

mI(φ)=Iconv(φ)+b(φ) (11.26)

où b est un terme de perturbation d’écart au modèle. Il contiendra les termes
non linéaires mais aussi un terme témoignant de la différence entre Ilinéaire

et Iconv. L’enjeu des prochains paragraphes est de montrer qu’en dépit de cet
écart au modèle, l’inversion par la méthode de déconvolution est tout de même
efficace.

On considère donc une phase φ arbitraire que l’on va chercher à retrouver
après son passage à travers l’ASO et l’opération de déconvolution. On ne fait
aucune hypothèse particulière quant à cette phase, aussi elle ne rentre pas dans
le cadre des petites phases et a, pour l’exemple, une norme RMS de 2 radians.
Sa structure est donnée sur l’image de gauche de la figure 11.4. La fonction
d’étalement de point (FEP) associée à cette phase est donnée sur la figure de
gauche de la figure 11.5. On notera celle-ci est très fortement détériorée par la
phase aberrante φ.

Cette phase passe ensuite par l’ASO et se trouve convertie en une intensité I(φ)
dont la struture est donnée sur la deuxième image en partant de la gauche de la
figure 11.4. On lui soustrait l’intensité constante pour obtenir la méta-intensité
minimale mI(φ) (image centrale). On applique à mI(φ) l’opération de déconvo-
lution basé sur le filtre de Wiener de l’ASO. On obtient alors φ̂ (image suivante
de la figure 11.4). Alors que l’on s’attend à ce que cette phase estimée soit seule-
ment sur le support de la pupille, on s’aperçoit qu’au contraire, elle est définie
bien au delà de IP . Ce fait est une conséquence de l’écart entre la méta-intensité
mI et l’intensité de convolution Iconv. Puisque seule l’information sur le support
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de la pupille nous intéresse, on applique donc à la phase estimée la fonction
indicatrice de la pupille (image de droite de la figure 11.4).

φ I(φ) mI(φ) φ̂ IP φ̂

Figure 11.4 – Passage d’une phase φ à travers la pyramide modulée (rm=10fλ/D)
et déconvolution de la méta-intensité résultante.

On estime l’efficacité de la reconstruction en étudiant la phase résiduelle définie
comme la différence entre la phase injectée φ et la phase estimée IP φ̂ :

φ−IP φ̂ (11.27)

On donne sur les deux images de droite de la figure 11.5, la structure de cette
phase résiduelle ainsi que la FEP associée. Il apparaît d’abord que la reconstruc-
tion est loin d’être parfaite puisque la norme RMS du résidu vaut 1.43 rad alors
qu’on l’espèrerait proche de 0. De plus, on observe que la phase résiduelle semble
essentiellement composée de basses fréquences, ceci peut se comprendre de par
le fait que l’ASO considéré est une pyramide modulée à grand rayon et donc peu
sensible aux basses fréquences spatiales.

FEP(φ) φ−IP φ̂ FEP(φ−IP φ̂)

Figure 11.5 – Fonction d’étalement de point associée à la phase φ (gauche). Phase
rédisuelle (milieu) et phase associée (droite).

Puisque la déconvolution n’est pas aussi efficace qu’on le souhaiterait, on
construit dans le paragraphe suivant un algorithme de reconstruction inspiré
de l’optique adaptative : le test de boostrap. L’idée, somme toute assez simple,
consiste à itérer l’opération décrite précédemment : on refait passer la phase
résiduelle dans l’ASO et déconvoluer la méta-intensité résultante pour obtenir
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une nouvelle phase estimée et le processus se répète. Mathématiquement, cet
algorithme se décrit comme une suite de phases (φn) :

φ0 = φ (11.28)

φ̂n = gain×IP×R[mI(φn)] (11.29)

φn+1 = φn−φ̂n (11.30)

où R est le reconstructeur de déconvolution présenté dans le paragraphe précé-
dent. On a introduit dans cette suite un gain (il vaudra 0.9 dans les simulations
qui vont suivre) qui permet de contenir des phases artificiellement reconstruites
par R. On dira que l’algorithme converge si :

lim
n→∞

φn=0 ⇔ lim
n→∞

n
∑

m=0

φ̂m=φ0 (11.31)

et on pourra estimer la vitesse de convergence en observant la norme RMS de
φn en fonction de l’itération n. On illustre l’efficacité d’un tel algorithme avec les
figures 11.6, 11.7 et 11.8. L’ASO considéré est une pyramide modulée à rm/f=
5λ/D. La première figure regroupe la phase initiale φ0 ainsi que sa FEP. La norme
RMS de cette phase initiale vaut 5 radians. La seconde donne la phase estimée,
la phase résiduelle et la FEP associée au bout de 20 itérations. On y observe que
l’algorithme a bien convergé : la FEP est très proche de la tâche idéale d’Airy.
Ceci est corroboré par la dernière figure qui montre que la norme RMS de la
phase résiduelle ||φn||2 tend bien vers 0.

φ0 FEP(φ0)

Figure 11.6 – Phase aberrante φ0 à estimer et sa fonction d’étalement de point.

Améliorations envisageables. Avant de donner quelques exemples d’applica-
tions, on évoque deux améliorations possibles à l’algorithme de déconvolution.
Elles portent toutes deux sur le filtre de Wiener W. La première part du constat
que le signal issu de la déconvolution d’une méta-intensité n’a pas le même sup-
port que la pupille d’entrée (figure 11.9).
Or, le signal à l’extérieur de la pupille n’a aucune utilité par la suite puisque la
phase est forcément définie dans le support de la pupille d’entrée. Il serait donc
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∑20
n=0φ̂n φ20 FEP(φ20)

Figure 11.7 – De gauche à droite. Phase estimée, résiduelle et FEP associée au
bout de 20 itérations.
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Figure 11.8 – Évolution de la norme RMS de la phase résiduelle φn en fonction du
nombre d’itérations de l’algorithme de déconvoution.

Figure 11.9 – Signal typique obtenu par déconvolution de la méta-intensité.
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tout-à-fait pertinent de contraindre la déconvolution et son filtre de Wiener afin
que le signal soit naturellement de support IP . Nous n’avons hélas pas trouvé la
solution mathématique à ce problème dans la littérature.

La seconde amélioration se base sur le fait que l’écart entre la méta-intensité ef-
fective mI et le modèle de l’intensité de convolution Iconv, noté b dans l’équation
(11.26), est analytiquement connu. Il doit donc être possible d’user de la connais-
sance a priori de cette perturbation pour améliorer la déconvolution. Cette pro-
blématique est déjà largement évoquée dans la littérature : il s’agit en substance
de construire une carte de régularisation dépendante de la densité spectrale de
puissance de la perturbation. Si une telle amélioration n’a pas été effectué, cela
tient au seul fait qu’une thèse ne dure que trois ans.

11.4 Applications

On donne dans cette ultime partie quelques exemples d’application de l’algo-
rithme de déconvolution mais exposons d’abord les particularité de cette mé-
thode. On note premièrement qu’elle ne nécessite pas la construction de ma-
trices d’interactions. La réponse impulsionnelle contient par essence la réponse
à tous les modes de phases puisque le Dirac contient toutes les fréquences spa-
tiales. Ceci a pour conséquence de drastiquement accélérer les simulations nu-
mériques.

D’autre part, la réponse impulsionnelle, équation (11.19), dépend du masque,
de la modulation tip/tilt et du support de la pupille d’entrée. Elle est donc ap-
plicable en principe à tous les ASO basés sur le filtrage de Fourier. Ceci veut
aussi dire qu’il indispensable d’avoir une bonne modélisation de l’ASO étudié
pour fabriquer l’algorithme de reconstruction : d’abord pour obtenir R, mais aussi
pour propager la phase φn à travers l’ASO.

11.4.1 Quel rayon de modulation ?

On passe à une première application qui aborde une problématique récurrente
en optique adaptative. Il s’agit de se demander quel est le rayon de modulation
optimal vis-à-vis de l’amplitude RMS de la phase aberrante. On comprend que
plus celle-ci est importante, plus l’ASO devra être linéaire et donc plus le rayon
de modulation devra être grand. Cependant à mesure que ce rayon augmente, la
sensibilité pour les basses fréquences spatiales diminue et celles-ci mettront de
plus en plus de temps à être estimer. Le meilleur rayon de modulation sera donc
celui qui assure la convergence la plus rapide.

On part d’une phase arbitraire qui suit la statistique de la turbulence atmo-
sphérique. Son niveau initial est de 2 radians RMS. La figure 11.10 donne sa
structure ainsi que la FEP associée.

On va appliquer l’algorithme de déconvolution à cette phase φ0 pour plusieurs
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φ0 FEP(φ0)

Figure 11.10 – Phase turbulente à mesurer (gauche) ainsi que sa fonction d’éta-
lement de moins associée.

rayons de modulation : 10, 5, 2 et 0fλ/D. Les figures 11.11, 11.12, 11.13 et
11.14 donnent la phase estimée (image de gauche), la phase résiduelle (au
centre) et la FEP résiduelle (droite) pour chacun de ces cas.

Figure 11.11 – Phase estimée, résiduelle et FEP pour l’ASO pyramide à modula-
tion circulaire de rayon rm=10fλ/D

Figure 11.12 – Phase estimée, résiduelle et FEP pour l’ASO pyramide à modula-
tion circulaire de rayon rm=5fλ/D

On donne également sur la figure 11.15 la norme RMS de la phase résiduelle
pour les 20 premiers itérations de l’algorithme de déconvolution dans les quatre
cas de modulation susmentionnés. Pour la plus grande modulation, l’algorithme
fait bel et bien baisser la norme RMS de la phase résiduelle mais semble stagner
autour de 0.3 radians. La figure 11.11 permet de comprendre que ce résidu
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Figure 11.13 – Phase estimée, résiduelle et FEP pour l’ASO pyramide à modula-
tion circulaire de rayon rm=2fλ/D

Figure 11.14 – Phase estimée, résiduelle et FEP pour l’ASO pyramide à modula-
tion circulaire de rayon rm=0fλ/D

correspond à un tip qui n’est pas vu par l’ASO. Ceci s’explique par le fait qu’à
de grandes modulations, les basses fréquences spatiales sont très mal codées par
l’ASO. En absence de modulation, l’algorithme est tout-à-fait divergent : dès la
troisième itération la norme RMS du résidu est plus grande que la norme initiale.
Il apparait donc que seuls deux rayons de modulation (rm=2 et 5fλ/D) font
effectivement converger la phase résiduelle vers 0, attestant de l’efficacité de la
reconstruction. On note d’ailleurs que le rayon rm=2fλ/D permet la convergence
la plus rapide ce qui suggère que ce rayon est le plus adapté parmi les quatre
testés.

11.4.2 Limitation du nombre de mode à corriger

Un des gros avantages de la méthode de déconvolution est de permettre une
estimation de la phase sur un très large espace fréquentiel. A priori, toutes les
fréquences non concernées par la régularisation pourront être mesurées au sein
de la phase. On peut se figurer ce fait en observant que lorsqu’il y a conver-
gence, la FEP résiduelle correspond quasiment à la tâche idéale d’Airy sur toute
l’image. Pour obtenir une correction de cette qualité dans l’approche matricielle
le nombre de polynômes de Zernike à utiliser devient très rapidement gigan-
tesque ce qui rend les étapes de calibration extrêmement couteuses en temps de
calculs.

Pour comparer l’approche matricielle et l’approche convolutive, on peut donc
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Figure 11.15 – Norme RMS des résidus pour une phase initiale à 2 radians. Le
code couleur est le suivant : rm=10, 5, 2 et 0fλ/D.

vouloir brider cette dernière pour faire coïncider le nombre de modes sur lesquels
la phase est estimée. Pour cela l’idée consiste à restreindre l’action du filtre de
Wiener en coupant les hautes fréquences spatiale grâce à un filtre passe-bas de
taille ajustable. Ce principe est illustré sur les figures 11.16 et 11.17. Y sont pré-
sentés le filtre passe-bas, le filtre de Wiener tronqué, la phase estimée, résiduelle
et enfin la FEP. On observe une parfaite correspondance entre la zone de cor-
rection de la FEP et la taille du filtre passe-bas testé. Ceci est tout-à-fait logique
lorsqu’on se rappelle que le filtre de Wiener est la transformée de Fourier de la
réponse impulsionnelle de l’ASO. On peut donc se figurer qu’il vit en plan focal,
dans le même espace donc que la FEP. Ces résultats sont validés par l’observa-
tion des phases résiduelles puisqu’on peut y identifier des tailles caractéristiques
de variabilité inversement proportionnelles à la fréquence de coupure du filtre
passe-bas testés.

*
* *

Cette approche via la convolution est pleine de promesses. Elle permet
d’éviter l’étape délicate et couteuse en temps de calculs de la construction
des matrices d’interaction. Elle nécessite cependant d’avoir un modèle as-
sez précis de l’ASO considéré pour obtenir sa fonction de transfert. Si beau-
coup de nombreuses études supplémentaires seront probablement néces-
saire pour fermer véritablement une boucle d’optique adaptative unique-
ment basée sur la déconvolution, il est d’ores-et-déjà possible de l’utiliser
pour faire de nombreux diagnostics dans le cadre de simulations numé-
riques.

232



Figure 11.16 – De haut en bas, de gauche à droite : filtre passe-bas utilisé, filtre
de Wiener tronqué, phase estimée, résidus et FEP.

Figure 11.17 – De haut en bas, de gauche à droite : filtre passe-bas utilisé, filtre
de Wiener tronqué, phase estimée, résidus et FEP.
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Conclusion

Cette thèse prend pour point de départ la définition du concept d’Analyseur
de Surface d’Onde suivante : sont considérés comme ASO tous les dispositifs
optiques capables de transformer sans ambiguïté les variations de phases en va-
riations d’intensités. Ceci permet d’envisager la détermination d’une phase incon-
nue à partir d’une carte d’intensité. Une telle reconstruction, si elle est difficile
à appréhender de façon systématique, est grandement facilitée lorsqu’il est pos-
sible de construire, à partir d’une intensité, une quantité nommée méta-intensité
qui contient une dépendance linéaire avec la phase. Le formalisme matriciel est
alors applicable et sa puissance permet d’appréhender le problème de reconstruc-
tion comme une simple inversion matricielle. Pour de tels ASO "linéaires", il est
de plus très facile d’établir de nombreux critères de performances en adéquation
avec la problématique de l’Optique Adaptative en astronomie.

Si de nombreux systèmes optiques peuvent être considérés comme des ASO,
on se borne à type de dispositif en particulier : le filtrage de Fourier. Un détec-
teur est placé dans un plan pupille après filtrage par un masque en plan focal des
fréquences spatiales de la phase. Ce système est exactement situé entre l’image-
rie en plan focal et la coronographie. Ces trois systèmes sont décrits de façon
exacte et concise grâce à des opérateurs linéaires mathématiquement simple et
physiquement riches de sens.

Une étude poussée est menée en ce qui concerne le filtrage de Fourier. Une des-
cription innovante des masques via le formalisme du pavage du plan de Fourier
permet de les considérer comme des éléments qui sélectionnent les fréquences
spatiales du champ lumineux pour ensuite les séparer ou les faire interférer. Un
étage optique supplémentaire a été ajouté au filtrage de Fourier –la modulation–
pour associer au traitement cohérent de la lumière procurée par le filtrage, un
traitement incohérent. Parmi les nombreux avantages apportés par la modula-
tion, on montre notamment qu’elle est formellement équivalente à de l’analyse
de front d’onde sur source étendue.

Cette description très générale est ensuite appliquée à la problématique de
l’analyse de front d’onde puisqu’on explicite la dépendance de l’intensité sur le
détecteur avec la phase grâce à un développement de Taylor de celle-ci en puis-
sances de phase. Il est explicité pour toutes les configurations, c’est-à-dire pour
toutes les modulations et tous les masques. Le cas où la source est polychroma-
tique est également décrit. De ces équations tout-à-fait inédites sont déduits les
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comportements linéaires et non-linéaires des ASO à filtrage de Fourier, un critère
élémentaire de bijectivité ainsi qu’une manière extrêmement simple pour savoir
si un ASO voit ses performances décliner du fait l’usage d’une source polychro-
matique lors de l’analyse de front d’onde.

Avec la détermination de la dépendance en phase de l’intensité pour l’en-
semble des ASO à filtrage de Fourier et modulation, la partie optique de ces dis-
positifs peut être considérée comme totalement décrite. L’étape suivante consiste
à envisager un traitement numérique de cette intensité pour en construire la fa-
meuse méta-intensité linéaire au premier ordre avec la phase et indispensable au
formalisme matriciel. On la présente sous l’appellation "méta-intensité minimale
normalisée" qui correspond l’association d’opérations de tare et de normalisa-
tion vis-à-vis du spectre de la source de l’intensité. Cette méta-intensité présente
l’avantage d’avoir une définition commune à tous les dispositifs optiques étudiés.
On précise également la nature et la raison d’être d’éventuelles transformations
numériques supplémentaires qui se rajouteraient à la suite de la construction de
la construction de la méta-intensité minimale normalisée.

Ces développements liminaires introduisent donc un système optique à haut
degrés de liberté (nature du masque et de la modulation, transformations nu-
mériques) ainsi que de nombreux critères de performance en accord avec le
contexte de l’optique adaptative en astronomie (côté pratique du design, effica-
cité de la reconstruction, robustesses diverses). Ce cadre est donc parfaitement
adapté à la comparaison et à l’optimisation des ASO à filtrage de Fourier.

Cette étude commence par une description exhaustive et uniformisée des dis-
positifs à Filtrage de Fourier déjà existants. Sont décrits, grâce au formalisme
des pavages, tous les designs dérivant du Couteau de Foucault (tels que l’ASO
Pyramide) ainsi que les dispositifs basés sur le contraste de phase (comme l’ana-
lyseur de Zernike). Sont également évoqués les masques coronographiques qui
s’avèrent, à l’exception du coronographe Vortex, inadaptés à l’analyse de front
d’onde.

Deux chapitres sont ensuite dédiés aux ASO Pyramide et Zernike qui sont gé-
néralisés et considérés comme des designs flexibles à grand nombre de degrés
de liberté. Se trouve ainsi introduit le concept de "classe d’ASO". L’étude de com-
paraison et d’optimisation se présente comme une identification des liens entre
les degrés de liberté et les critères de performance. Sur quel paramètre doit-on
agir pour améliorer une performance identifiée ? Cette démarche montre que la
classe des ASO de Zernike a deux paramètres dont les rôles sont absolument
distincts : le premier agit en tant que gain scalaire sur la sensibilité et la dy-
namique tandis que le second règle la répartition spatiale de la méta-intensité.
Autrement dit, un paramètre est local, tandis que l’autre est spatial. La classe
Pyramide a beaucoup plus de degrés de libertés. Le nombre de faces du masque
joue essentiellement sur les critères "géométriques" de l’ASO (zone d’intérêt du
détecteur, facilité de fabrication, etc.) tandis que l’angle de la pyramide joue sur
la qualité de reconstruction de la phase puisqu’elle permet d’améliorer la gamme
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de mesure des phases –dynamique– aux basses fréquences spatiales ainsi que la
précision de mesure –sensibilité– aux hauts ordres. Il est d’ailleurs possible de
choisir la gamme fréquentielle où l’estimation est la plus précise en réglant fine-
ment l’angle du masque. En ce qui concerne la modulation, elle a globalement les
mêmes effets sur la qualité de reconstruction. Le paramètre véritablement perti-
nent est le ratio entre le temps passé sur les arêtes –qui améliore la sensibilité–
et le temps passé sur les faces– qui améliore la dynamique. On ajoute que la
pyramide non modulée, quelque soit son nombre de faces ou son angle est rigou-
reusement achromatique.

On complète l’étude numérique de la pyramide par l’apport de résultats analy-
tiques qui émergent sur la possibilité d’améliorer considérablement la dynamique
de ce senseur sans perte de sensibilité via une transformation numérique supplé-
mentaire à l’opération de méta-intensité. Celle-ci correspond à la transformation
des pentes qui déjà largement utilisée par la communauté scientifique et qui voit
ici sa grande efficacité dans la pratique expliquée d’un point de vue théorique. Un
développement inédit poursuit ces résultats pour la pyramide à une dimension
et s’avère potentiellement au sens où il expose une méthode de reconstruction
systématique, analytique et exacte.

Une méthode de reconstruction qui n’a pas besoin du formalisme matriciel
est enfin présentée. Elle se base sur une description de la relation entrée/sortie
de l’ASO dans le cadre de la théorie linéaire. On y décrit ce qu’est la réponse
impulsionnelle ainsi que la fonction de transfert d’un ASO a filtrage de Fourier
avec modulation. La phase peut alors être reconstruite par une déconvolution
basée sur la méthode de Wiener. Cette technique encore en développement
représente de grands espoirs en termes de simulations numériques de système
d’OA de par son cout faible en temps de calculs.

Les conclusions conséquentes à l’ensemble de cette étude sont nombreuses
et potentiellement cruciales pour le développement des futures génération
d’optique adaptative. On retiendra principalement le fait que l’ASO Pyramide,
en plus d’être extrêmement performant dans sa version historique s’enrichit
considérablement lorsqu’on le considère comme un design flexible. Ces travaux
rendent en effet envisageable la possibilité d’adapter l’ASO aux conditions
d’analyse de front d’onde au sein même de la boucle d’OA. Si c’était déjà le cas
avec le rayon de modulation, cela le devient aussi en ce qui concerne l’angle du
masque pyramidal.

En guise de perspectives, nous donnons enfin quelques pistes de réflexion tout-
à-fait dans la continuité logique des développements précédents :
– Une validation expérimentale des prédictions théoriques précédentes serait la
bienvenue. On a déjà présenté le banc optique qui permettrait de générer la quasi
totalité des masques de filtrage possibles et imaginables.
– Une boucle d’OA usant de masques pyramidaux avec angle adapté aux condi-
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tions de turbulence pourrait être simulée en vue de remplacer la technologie de
modulation complexe à mettre en œuvre pour de nombreuses raisons pratiques.
– L’impact d’une modulation instable sur les performances d’analyse de front
d’onde devra être étudié si la pyramide modulée est choisie pour les OA des
Extremely Large Telescope. L’approche en terme de "robustesse" suivie durant l’ex-
posé ainsi que les résultats généraux sur la modulation seront très utiles pour
cette étude.
– De la même façon, il faudra s’intéresser l’impact des phases résiduelles –c’est-
à-dire non corrigées par l’OA– sur la qualité d’analyse de front d’onde. Le forma-
lisme mathématique présenté ici est quasiment en l’état d’effectuer cette étude
puisque ces phases résiduelles peuvent être décrites comme des phases de réfé-
rence erratiques.
– Enfin, on pourrait apprécier une boucle d’OA uniquement basée sur la décon-
volution et non sur les matrices d’interactions.
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ANNEXES

A Notations

A.1 Opérateurs

Opérateur identité.
I[f ](x,y)=f(x,y) (.32)

Opérateur Grandissement.

Gγ [f ](x,y)=̂
1
γ2
f(
x

γ
,
y

γ
) (.33)

Le facteur γ est le scalaire grandissement. Physiquement une image à qui on
ferait subir l’opérateur grandissement subirait une dilatation d’un facteur γ. La
conservation de l’énergie est assurée par le préfacteur γ−2. Cet opérateur est très
utile de par sa capacité à effectuer des changement de variables linéaires dans
les intégrales.

On note qu’il interagit avec la transformée de Fourier 2D F de la façon sui-
vante :

F◦Gγ [f ]=
1
γ2

G1/γ◦F [f ] (.34)

Opérateur translation.
On pose Txt,yt l’opérateur de translation de xt suivant l’axe des x et de yt suivant

l’axe y :

Txt,yt[f ](x,y)=̂f(x−xt,y−yt), (.35)

Transformées de Fourier à 2 dimensions.

F [f ](µ,ν) =
∫∫

R2
f(x,y)e−2ıπ(xµ+yν)dxdy (.36)

F−1[g](x,y) =
∫∫

R2
g(µ,ν)e2ıπ(µx+νy)dµdν (.37)
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Cette transformation est linéaire :

F [f+ǫg]=F [f ]+ǫF [g] ∀ǫ∈R,∀f,g∈L2(R2) (.38)

Elle vérifie également :

Gfλ◦F [m×dα,β]=Tfα,fβ◦Gfλ◦F [m] (.39)

où dα,β est la fonction de transparence du dioptre incliné défini dans le chapitre
2. L’effet d’un dioptre dans un plan donné correspond donc à une translation un
plan de Fourier plus loin. Ce décalage est directement codé par l’inclinaison du
dioptre. Optiquement, c’est comme si le dioptre changeait la direction de l’axe
optique. La figure .18 illustre ce résultat.

Axe optique

Axe optique

Dioptre incliné

Figure .18 – Interprétation de l’effet du dioptre incliné via un décalage de l’axe
optique. Les lignes bleues correspondent au front d’onde.

Opérateurs de Hilbert.

Hx[f ](x,y) = p.v.

{

1
π

∫

f(t,y)
x−t dt

}

(.40)

Hy[f ](x,y) = p.v.

{

1
π

∫

f(x,t)
y−t dt

}

(.41)

H2
xy[f ](x,y) = p.v.

{

1
π2

∫∫

f(t,t′)
(x−t)(y−t′)dtdt

′

}

(.42)
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Quelques propriétés :

Hx◦Hy = Hxy (.43)

Hx◦Hxy = −Hy (.44)

Hy◦Hxy = −Hx (.45)

Hx◦Hx = −I (.46)

Hy◦Hy = −I (.47)

Hxy◦Hxy = I (.48)

A.2 Produit scalaire et normes

||f ||1 =
∫∫

R2
|f(x,y)|dxdy (.49)

<f |g> =
∫∫

R2
f(x,y)ḡ(x,y)dxdy (.50)

||f ||2 =
(∫∫

R2
|f(x,y)|2dxdy

)1/2

(.51)

A.3 Fonctions remarquables

Fonctions de Bessel de premières espèces :

Jn(x)=
1

2π

∫ π

−π
eı(xsinτ−nτ)dτ (.52)

Fonctions indicatrices :

IΩ(x,y)=

{

1 if (x,y)∈Ω
0 if (x,y)/∈Ω

(.53)
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B Un exemple de transformation TO

On illustre dans cette annexe le principe des transformations TO introduit dans
le chapitre 1 grâce au concept du conditionnement. Celui-ci consiste à considérer
qu’au-dessous d’une certaine sensibilité un mode de phase n’est pas du tout vu. Il
faut en effet garder en tête qu’une faible sensibilité induit une forte propagation
du bruit sur ce mode. Aussi il vaut mieux simplement l’oublier et ne pas estimer
la phase sur ce vecteur. Pour effectuer un tel conditionnement, il faut connaitre
la décomposition en valeurs singulières de la matrice d’interaction :

BmI=UΣVt (.54)

On rappelle ici que les valeurs singulières contenu dans Σ sont rangées de sorte
à ce que leur module soient décroissant : |λ1|>...>|λb|.

Le conditionnement de la matrice d’interaction consiste d’abord à choisir un
réel supérieur à 1, on le note c. Il règle le rapport maximal entre le mode le
mieux vu et le mode le moins vu. Posons donc m′ l’unique entier vérifiant :

|λ1|
|λm|≤c<

|λ1|
|λm′+1|

(.55)

On veut ensuite couper les modes ne respectant pas le conditionnement, on pose
donc T la matrice de troncature de rang m′ et on comprend évidemment que la
matrice O sera simplement l’inverse de la matrice unitaire : Ut. La transformation
TO de conditionnement sera donc égale à TUt et la nouvelle matrice d’interaction
vaudra :

B’mI=TUtBmI=TVt (.56)
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C Un senseur Vortex ?

Cette annexe s’inspire de l’unification faite, via la classe des ASO de Zernike,
entre le coronographe de Roddier&Roddier et l’ASO historique de Zernike. On
a en effet vu que les masques associés à ces deux dispositifs optiques ne diffé-
raient que du point de vue du paramètre δ codant le piston différentiel entre les
deux éléments du pavage polaire. Le coronographe de Roddier&Roddier utilisait
un déphasage de π via δ=λ/2 tandis que l’ASO de Zernike se basait sur un dé-
phasage de π/2 avec évidemment δ=λ/4. Suivant ce raisonnement, on étudie ici
l’éventualité d’un ASO dérivé du coronographe vortex [Foo et al., 2005].

La classe vortex. Pour cela, on définit la classe vortex en généralisant le dis-
positif de coronographie vortex à tous les masques présentant une épaisseur op-
tique hélicoïdale. On imposera cependant à celle-ci qu’elle fournisse une phase
continue modulo 2π. On note que cette condition sous-entend une étude mono-
chromatique que l’on supposera à la longueur d’onde λ. Les fonctions de trans-
parence des masques vortex pourront donc s’écrire :

mV (r,θ)=exp

(

2ıπ
λ

kλ

2π
θ

)

=exp(ıkθ) avec k∈N∗ (.57)

k sera le seul paramètre de la classe vortex. Pour le coronographe vortex
historique, il sera égal à 2.

Opérateurs de filtrage. Une étude analytique de dispositifs étant assez com-
pliquée du fait notamment de la difficulté à calculer la réponse impulsionnelle
associée à ces masques vortex, on commence par simuler les parties réelle et
imaginaire ainsi que le module de l’opérateur de filtrage appliqué à la pupille
d’entrée pour les quatre premiers masques (figure .19).

On peut noter que tous les masques ont un opérateur de filtrage possédant à
la fois une partie réelle et une partie imaginaire. Ceci assure l’existence d’une
intensité linéaire et laisse espoir quant à une utilisation de ceux-ci pour faire de
l’analyse de front d’onde. Ceci est notamment vrai pour le coronographe vortex
k=2. Il est jusqu’à présent l’unique coronographe à présenter cette propriété. On
remarque également que cette configuration k=2 semble être la seule à fournir
une extinction au niveau de l’image géométrique compatible avec le filtrage
par un stop de Lyot. Dit autrement, le cas k=2 seul est à même de générer un
coronographe.

Intensités linéaires et sensibilité. Afin de savoir si l’on peut effectivement
utiliser les masques vortex pour l’analyse de front d’onde, on s’intéresse mainte-
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IP ℜ
[

WmV
[IP ]

]

ℑ
[

WmV
[IP ]

]

|WmV
[IP ]|2

Figure .19 – Effet d’un filtrage de Fourier par les 4 premiers masques vortex (de
haut en bas, k=1, 2, 3 et 4) sur un front d’onde plan arrivant sur une
pupille circulaire. De gauche à droite, on observe la fonction indicatrice
de la pupille, la partie réelle du champ au niveau du détecteur puis
sa partie imaginaire et enfin son module au carré (qui correspond
également à l’intensité constante).
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nant aux intensités linéaires. Sur les figures .23, .24 et .25, sont ainsi données ces
quantités pour les 3 premiers masques vortex (k=1, 2 et 3) lorsque les phases
parcourent les 4 premiers degrés radiaux des polynômes de Zernike. On affiche
également avec la figure .20, les sensibilités associées.

Le cas où k=1 est très intéressant. On note en premier lieu que le signal est
globalement contenu dans le support de la pupille. D’autre part, on observe que
les modes à degré azimutal nul Z0

n ne sont pas codés par le dispositif optique
et constituent donc des modes invisibles. À mesure que le degré azimutal aug-
mente, les modes sont ensuite de mieux en mieux vus pour finir par parfaitement
coïncider avec la phase injectée sur les bords de la structure pyramidale des Zer-
nike, c’est-à-dire pour les les modes Zn

n et Z−n
n . Ces observations se confirment

sur le graphe de sensibilité (courbe (∗)).
Pour le masque coronographique k=2, les choses se détériorent drastiquement.

Il semble que seuls les modes à degré azimutal maximal Zn
n et Z−n

n sont visibles.
Par ailleurs, les réponses linéaires pour ces modes vus ont des structures spatiales
très différentes des phases injectées. Ceci est notamment du au fait que le signal
linéaire est globalement hors de la pupille. La courbe de sensibilité (△) est en
parfait accord avec les intensités linéaires observées.

Pour k=3, la situation est encore pire : les sensibilités mode à mode (courbe
(◦)) sont toutes inférieures à celles pour k=1. De plus le signal linéaire est situé
sur le bord de l’image géométrique de la pupille.
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Indice des modes de Zernike

Figure .20 – Sensibilité mode-à-mode pour les 14 premiers Zernike. Le masque vor-
tex k=1 correspond à la courbe (∗) ; le masque coronographique k=2
à la courbe (△) et le masque k=3 à la courbe (◦).

Méta-pixels pertinents. On peut préciser un peu le lieu du signal linéaire en
observant le support moyen des Ilineaire. Cela revient en substance à moyenner la
matrice d’interaction sur les vecteurs de base des phases. La figure .21 donne ces
cartes pour les trois masques k=1, 2 et 3. Les pixels les plus lumineux sont ceux
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qui contiennent le plus de signal utile car linéaire. Pour k=1, on a la confirmation
que le signal linéaire est globalement contenu dans l’image géométrique de la
pupille. Pour le masque coronographie, on observe qu’il se trouve par contre à
l’extérieur de la pupille. Pour le dernier cas (k=3), tout se joue visiblement dans
le voisinage du bord de la pupille.

Figure .21 – Support de l’information linéaire pour les ASO associés aux masques
vortex k=1, 2 et 3.

Sensibilité, dynamique et facteur SD. On termine l’étude de la classe vortex
par les courbes de sensibilité, dynamique et facteur SD vis-à-vis des fréquences
spatiales exprimées en degrés radiaux de Zernike (figure .22). Les unités sur les
axes des ordonnées sont identiques à celles des courbes pour la classe d’ASO de
Zernike. Avant toute chose on note que les facteurs SD des trois configurations
vortex sont hélas bien en dessous des facteurs SD de la classe de Zernike et
cela spécialement pour les hautes fréquences spatiales. On retient cependant
que l’ASO k=1 est de loin le meilleur des trois en observant notamment une
bonne sensibilité de celui-ci dans les hautes fréquences. On ne saurait cependant
envisager son utilisation que dans des cas extrêmement particuliers puisqu’il ne
sait voir, on le rappelle, les modes à degré azimutal nul.
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Figure .22 – Sensibilité, dynamique et facteur SD fréquentiels en terme de degré
radial de polynômes de Zernike (44 degrés pour 989 modes). Les
symboles correspondent aux trois masque vortex : k=1(∗), 2 (△) et
3 (◦).
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Figure .23 – Intensités linéaires pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes
de Zernike. Le paramètre k du vortex vaut 1.
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Figure .24 – Intensités linéaires pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes
de Zernike. Le paramètre k du vortex vaut 2 et correspond donc au
masque vortex coronographique.
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Figure .25 – Intensités linéaires pour les 4 premiers degrés radiaux des polynômes
de Zernike. Le paramètre k du vortex vaut 3.

250



D Couteau de Foucault à une dimension

Cette annexe présente des développements mathématiques qui prolongent
l’étude théorique de la Pyramide à une dimension menée par Vérinaud dans
l’article [Vérinaud, 2004]. La Pyramide y est assimilée à un couteau de Foucault
1D, ce qui revient à considérer son angle comme infini, séparant ainsi complète-
ment les deux images de la pupille d’entrée. On utilise donc deux masques m− et
m+ laissant passer respectivement les fréquences spatiales négatives et positives.
Il en résultera deux intensités que l’on notera I− et I+. La figure .26 résume le
dispositif optique considéré.

m−

m+

Axe optique

z

Plan de la Plan du
détecteur

~ex

~ez

Plan focal
pupille d’entrée

Figure .26 – Dispositif du Couteau de Foucault à 1 dimension.

On décrit le système optique considéré dans le formalisme des pavages et on
donne les deux opérateurs de filtrage associés :

m+:{R+,1,0,0,0} {R−,0,0,0,0}
m−:{R+,0,0,0,0} {R−,1,0,0,0}

Wm±=
1
2

(

I∓ıH
)

Le champ incident sera considéré de la forme :

IP (xp) eıφ(xp) avec IP=
1√
2
I[−1,1] (.58)

Les intensités associées à chacun des deux masques de filtrage s’expriment faci-
lement và l’aide des opérateurs identité et de Hilbert :

I±(φ) =
∣

∣

∣

∣

1
2

(I∓ıH)[IPeıφ]
∣

∣

∣

∣

2

(.59)

=
1
4

(

(IP )2+
∣

∣

∣H[IPeıφ]
∣

∣

∣

2±2ℑ
[

H[IPe−ıφ]IP eıφ
]

)

(.60)

La méta-intensité historique de l’analyseur Pyramide est la "carte des pentes" et
dérive des intensités I+ et I− suivant la formule :

S(φ)=̂
I+−I−

∫

(I++I−)
(.61)
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On aura donc besoin des somme et différence de I+ et I− :

I++I−=
1
2

(

(IP )2+
∣

∣

∣H[IPeıφ]
∣

∣

∣

2
)

I+−I−=ℑ
[

H[IPe−ıφ]IP eıφ
]

(.62)

On aboutit finalement à :

S(φ)(xd)=
1
π
IP (xd)

∫ 1

−1

sin(φ(xd)−φ(xp))
xd−xp

dxp (.63)

Cette équation, évidemment présente dans l’article de Vérinaud, est fondamen-
tale. Elle donne la dépendance exacte (sans aucune hypothèse particulière) de la
carte des pentes avec la phase aberrante. Si il était possible de l’inverser, c’est-à-
dire de trouver φ en fonction de S, on aurait alors un reconstructeur qui prendrait
en compte le comportement effectif (non-linéarités comprises) de la Pyramide
à 1D. Ceci fournirait indéniablement de solides indications quant à la marche
à suivre pour faire la même chose avec la Pyramide réelle à 2D. Hélas, aucune
technique n’a pour le moment été trouvée. Aussi, on propose dans la suite de l’ex-
posée une méthode de reconstruction exacte dans le cadre des faibles phases.
Autrement dit, on se place dans le régime de linéarité de l’ASO Pyramide. La
formule (.63) se résume alors à :

Slinéaire(φ)(xd)=
1
π
IP (xd)

∫ 1

−1

φ(xd)−φ(x)
xd−x

dx (.64)

que l’on pourra également écrire à l’aide de l’opérateur de Hilbert :

Slinéaire(φ)=IPH[IPφ]−IPφH[IP ] (.65)

Dans la suite de l’étude, on va s’évertuer à inverser ces deux précédentes équa-
tions. On commence par suivre la méthode matricielle utilisée jusqu’ici : on se
munit d’une base de l’espace des phases que l’on fait passer à travers le Couteau
de Foucault à 1D pour recueillir les réponses à chaque mode qui servent à l’éta-
blissement d’une matrice d’interaction qui inversée fait office de reconstructeur.

Puisque la phase est définie sur le segment [-1,1], on va utiliser les polynômes
de Legendre Pn(x) qui sont l’équivalent 1D des polynômes de Zernike. Les Pn
constituent une base orthonormée de polynômes de degrés étagés. Le produit
scalaire associé est le suivant :

<f |g>=̂
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx (.66)

On aura donc :

φ(x)=
∞
∑

n=0

<Pn|φ>Pn(x) =⇒ Slinéaire(φ)=
∞
∑

n=0

<Pn|φ>Slinéaire(Pn)(x) (.67)
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Pour construire la matrice d’interaction, on fait désormais passer chacun de ces
polynômes de Legendre à travers l’ASO :

Slinéaire(Pn)(xd)=
1
π
IP (xd)

∫ 1

−1

Pn(xd)−Pn(x)
xd−x

dx (.68)

Or on reconnait dans l’intégrale de la formule précédente une nouvelle base de
polynômes de degré étagé en les polynômes de Legendre de seconde espèce,
notés Qn définis vis-à-vis des premiers via la formule :

Qn−1(x)=̂
∫ 1

−1

Pn(x)−Pn(y)
x−y dy (.69)

En terme de structure spatiale, la réponse à un mode de phase Pn aura donc la
forme de Qn−1. On donne sur la figure .27 la forme des polynômes de Legendre
de première espèce Pn (à gauche) ainsi que ceux de seconde espèce Qn−1 qui
leur sont associés.

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-4

-2

2

4

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-4

-2

2

4

Figure .27 – Polynômes de Legendre de première espère Pn (gauche) et de seconde
espèce Qn (droite). Le code couleur est le suivant : P1, Q0 P2, Q1 P3,
Q2 P4, Q3 et P5, Q4

La propriété véritablement intéressante des polynômes de Legendre de se-
conde espèce tient au fait qu’ils forment eux-aussi une base orthonormée pour
un produit scalaire différent de celui défini dans l’équation (.66).

Avant d’évoquer le produit scalaire qui rend orthonormée la base des (Qn), on
généralise la notion de produit scalaire sur le segment [-1 ;1]. Il en existe en
effet une infinité pouvant être paramétré par une fonction de poids ω de la façon
suivante :

〈f |g〉ω=̂
∫ 1

−1
f(x)g(x)ω(x)dx (.70)

On prendra évidemment des fonctions de poids qui assurent que la forme 〈.|.〉ω
est bilinéaire symétrique définie positive.

La fonction de poids associée au produit scalaire qui rend orthogonaux les
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polynômes de Legendre Pn, équation (.66), est par exemple la fonction identité :

ωLegendre,1(x)=I[−1;1](x) (.71)

Celle associée aux Legendre de seconde espèce (Qn) la fonction de poids est :

ωLegendre,2(x)=
π2

π2+ln2
(

1−x
1+x

) (.72)

Ce résultat, fourni dans l’article [Mastroianni and Occorsio, 1996], est fonda-
mental puisqu’il permet d’inverser exactement la formule (.67). On a en effet :

φ=π
∞
∑

n=1

〈Qn−1,Slineaire〉ωLegendre,2
Pn (.73)

En d’autres termes, si l’on connait la carte des pentes S, il devient possible de
remonter à la décomposition de la phase sur la base de Legendre de première
espèce via un simple produit scalaire :

〈Pn,φ〉ωLegendre,1
= 〈Qn−1,Slinéaire〉ωLegendre,2

(.74)

On a fait des progrès substantiels dans l’étude théorique de l’ASO Pyramide à
une dimension cependant il reste un arrière-goût d’arbitraire dans les résultats
obtenus. Nous avons en effet réussi à inverser l’équation entrée/sortie (.64) en
décomposant la phase sur la base des Legendre. Ce choix n’est pas justifié au
delà du fait que les Legendre forment bel et bien une base de l’espace des phases.
Il en existe pourtant d’autres et l’on vient même d’en rencontrer une en la base
des polynômes de Legendre de seconde espèce ; ceux-ci pourraient tout autant
servir de base à l’espace des phases.

On va donc prendre un peu de distance vis-à-vis de ce choix de base en se
servant de la fonction de poids ω. On sait en effet que celle-ci paramétrise les
produits scalaires sur [-1 ;1] et donc leur base associée. On peut montrer que si
l’on considère en entrée une base orthonormée vis-à-vis d’une fonction de poids
arbitraire ω, le produit scalaire dans l’espace de la carte des pentes aura une
fonction de poids ω̃ égale à :

ω̃=
w

1+H(ω)2
, (.75)

relation qui est évidemment vérifiée pour le cas précédemment étudié des poly-
nômes de Legendre. L’équation (.75) est probablement celle qui illustre le plus
profondément la problématique de reconstruction de phase lors de l’analyse de
front d’onde pour la Pyramide à 1 dimension.
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õîñ❢ï úîï óúîïø îð❢ô ñû ❜❢ó❝✇ï�✄ ❇☎ øï÷ñòð✁ñù✁ ð ♣✉♣ñ❢ ♣❢ðùï❧
óùï ❝ðù �ïøñöï úîï ♣îðûï ñùôóøòðúñóù ❜☎ ðùð❢☎②ñù✁ úîï ñùúïùûñú☎
�ñûúøñ❜✉úñóù✄ íîñû ♣øñù❝ñ♣❢ï îðû ❢ðúúïø ❜ïïù ✁ïùïøð❢ñ②ï� ❜☎

❘ð✁ð②②óùùñ ❡✝ ❛✞✟ ❬✸❪ õñúî úîï ✠✡☛❛☞✌✍÷ýþÿ ü✭ýþÿ✮✄ ■ù úîï
❝ðûï óô úîï ✭ýþÿ❧ úîï ôñ❢úïøñù✁ ñû òð�ï ❜☎ ð úøðùû♣ðøïùú ûs✉ðøï
♣☎øðòñ�❧ ñúû û✉òòñú ❜ïñù✁ ♣óûñúñóùï� óù úîï ôó❝ð❢ ♣óñùú óô úîï
ó♣úñ❝ð❢ û☎ûúïò✄ íîï ♣øñûò ûîð♣ï óô úîñû ó♣úñ❝ð❢ ó❜♦ï❝ú û♣øïð�û

úîï ❝óò♣❢ï✂ ðò♣❢ñú✉�ï ñùúó ôó✉ø ♣ðøúû ❝ó�ñù✁ �ñôôïøïùú❢☎ úîï
û♣ðúñð❢ ôøïs✉ïù❝ñïû✄ íîï �ñôôïøïùúñð❢ ñùôóøòðúñóù ❝óò♣✉úï�
ôøóò úîï ôó✉ø øïû✉❢úñù✁ ñùúïùûñúñïû ð❢❢óõû úó ïðûñ❢☎ ❝ó�ï úîï
♣îðûï ñùôóøòðúñóù✄

ýï ♣øó♣óûï îïøï ð öðøñðúñóù ðøó✉ù� úîï ♣☎øðòñ� ❝óù❝ï♣ú❧
úîï ñ�ïð ❜ïñù✁ úó øï❝óò❜ñùï úîï ♣îðûï ñùôóøòðúñóù ❜ïôóøï úîï
�ïúï❝úñóù✄ íó �ó ûó❧ õï ♣øó♣óûï úó øï�✉❝ï ûñ✁ùñôñ❝ðùú❢☎
úîï ♣☎øðòñ� ðù✁❢ï ûó úîðú úîï ôó✉ø ñòð✁ïû❧ õîñ❝î õïøï❧ ñù úîï
óøñ✁ñùð❢ ❝óù❝ï♣ú❧ ❝óò♣❢ïúï❢☎ ûï♣ðøðúï�❧ òóöï ❝❢óûïø ðù� óöïø÷
❢ð♣✄ íîñû ñû ñ❢❢✉ûúøðúï� ñù þñ✁✄ ✶ õîïøï õï ûîóõ úõó ❝óùôñ✁✉÷
øðúñóùû✆ ð ô✉❢❢ ♣✉♣ñ❢ ûï♣ðøðúñóù ü❢ïôú ñùûïøú✐ ❝❢ðûûñ❝ð❢ ✭ýþÿ
❝óùôñ✁✉øðúñóù✮ ðù� ðù óöïø❢ð♣ øðúï óô ✾✎✏ üøñ✁îú ñùûïøú✮✄
íîñû øïû✉❢úñù✁ ñùúïùûñú☎ �ñûúøñ❜✉úñóù ñû úîïù ✉ûï� ðû ð ♣îðûï ñù÷
ôóøòðúñóù ❝ó�ñù✁✄ ❉✉ï úó úîï ûîð♣ï óô úîï ♣☎øðòñ�❧ úîñû ùïõ
ýþÿ õñ❢❢ ❜ï ❝ð❢❢ï� þ✭ýþÿ ôóø ô❢ðúúïùï� ♣☎øðòñ� õðöï÷ôøóùú
ûïùûóø✄

íîï þ✭ýþÿ ❝óùûñ�ïøï� îïøï õñ❢❢ ✉ûï ð ❝óùûúðùú óöïø❢ð♣ øðúï
óô ✾✎✏✄ íîñû ❝îóñ❝ï øïû✉❢úû ôøóò ð ôñøûú úøð�ï÷óôô ❜ïúõïïù úîï
òðñù ♣ïøôóøòðù❝ï ❝øñúïøñð ñùúøó�✉❝ï� ñù úîñû ▲ïúúïø❧ ùðòï❢☎
ûïùûñúñöñú☎ ðù� ❢ñùïðøñú☎ øðù✁ï✄ ◆óúï úîðú õï ôó✉ù� úîðú úîï ñù÷
ô❢✉ïù❝ï óô úîñû ♣ðøðòïúïø øï✁ðø�ñù✁ úîïûï ♣ïøôóøòðù❝ï ❝øñúïøñð
õðû ùóú ❝øñúñ❝ð❢❧ ðù� õñ❢❢ ❜ï �ïúðñ❢ï� ñù ð ùï✂ú ♣ð♣ïø✄

íîï ðñò óô úîñû ▲ïúúïø ñû úó �ïøñöï úîï òðñù ❝îðøð❝úïøñûúñ❝û óô
úîñû ùïõ ýþÿ ñù úïøòû óô ❢ñùïðøñú☎❧ ûïùûñúñöñú☎❧ ðù� ùóñûï ♣øó♣ð÷
✁ðúñóù❧ ðù� úó ❝óò♣ðøï úîïò õñúî ï✂ñûúñù✁ ýþÿû✄ íó �ó ûó❧
úîøïï ýþÿû îðöï ❜ïïù ❝îóûïù❧ øïû♣ï❝úñöï❢☎✆

❋✑✒✓ ✔✓ ✕✖✗✘✖♥✙✗✚ ✛✖ ✗t✘ ❞✘✗✘✜✗✛✢ ✣✛✢ ✤ ✜✙✢✜✥✦✤✢ ✧✥✧✙✦ ★✙✗t ✖✛ ✤✩✘✢✪

✢✤✗✙✛✖ ✣✛✢ ✗★✛ ❞✙✣✣✘✢✘✖✗ ✧✚✢✤✫✙❞ ✤✖✬✦✘♥✯ ❚t✘ ✛✰✘✢✦✤✧ ✢✤✗✘ ✛✣ ✗t✘ ✣✛✥✢

✧✥✧✙✦ ✙✫✤✬✘♥ ✘✱✥✤✦♥ ✗✛✲ ✵✳ ✣✛✢ ✗t✘ ✦✘✣✗ ✙✫✤✬✘✴ ★t✙✜t ✙♥ ✗t✘ ✥♥✥✤✦ P✹✺✻

✜✤♥✘ ✤✖❞ ✼✵✳ ✣✛✢ ✗t✘ ✢✙✬t✗ ✛✖✘✴ ★t✙✜t ✙♥ ✗t✘ ✗✚✧✙✜✤✦ ✺P✹✺✻ ✜✤♥✘✯
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➉ t�✁ P✂✄☎ ❛✆✝✁❛✞✟ ✐✠t✝✡✞✉☛✁✞ ❛☞✡✌✁✍

➉ t�✁ ♠✡✞✉✆❛t✁✞ P✂✄☎ ✭✐✠t✝✡✞✉☛✁✞ ☞✟ ❘❛✎❛③③✡✠✐ ✐✠ t�✁

s❛♠✁ ♣❛♣✁✝ ❬✸❪✏ ✇�✐☛� ✐♠♣✝✡✌✁s t�✁ P✂✄☎ ✆✐✠✁❛✝✐t✟ ✝❛✠✎✁r

❛s ❛ t✝❛✞✁✑✡✒✒ ✇✐t� s✁✠s✐t✐✌✐t✟✳ ■✠ t�✐s ▲✁tt✁✝r ❛ ☛✐✝☛✉✆❛✝ t✐♣✓t✐✆t

♠✡✞✉✆❛t✐✡✠ ✇✐t� ❛✠ ❛♠♣✆✐t✉✞✁ ✎✡✐✠✎ ✒✝✡♠ ✶ t✡ ✻✔✕❉ ✭✐✠

✝❛✞✐✉s✏ ✇✐✆✆ ☞✁ ☛✡✠s✐✞✁✝✁✞✍ ❛✠✞

➉ t�✁ ❩✁✝✠✐✖✁ ✂✄☎ ✭❩✂✄☎✏r ✐✠t✝✡✞✉☛✁✞ ☞✟ ◆➆✗✐❛✟✁ ✐✠ ❬✹❪r

❛✠✞ ✖✠✡✇✠ ❛s ❛ ✝✁✒✁✝✁✠☛✁ s✁✠s✡✝ ✐✠ t✁✝♠ ✡✒ ✠✡✐s✁ ♣✝✡♣❛✎❛t✐✡✠ ❛s

✐✆✆✉st✝❛t✁✞ ☞✟ ●✉✟✡✠ ✐✠ ❬✺❪✳

■✠ ✡✝✞✁✝ t✡ st✉✞✟ t�✁ ♣✁✝✒✡✝♠❛✠☛✁ ✡✒ ❛ ✂✄☎r t�✁ ✒✐✝st st✁♣ ✐s

t✡ ✖✠✡✇ �✡✇ t✡ ☛✡♠♣✉t✁ t�✁ ✐✠t✁✠s✐t✟ ✞✐✝✁☛t✆✟ ☛✡♠✐✠✎ ✒✝✡♠ t�✁

✞✁t✁☛t✡✝ t✡ ☛✝✁❛t✁ ❛ q✉❛✠t✐t✟ ✭☛❛✆✆✁✞ ♠✁t❛✑✐✠t✁✠s✐t✟✏ t�❛t s�✡✉✆✞

☞✁ ✆✐✠✁❛✝ ✇✐t� t�✁ ✡♣t✐☛❛✆ ♣❛t� ✞✐✒✒✁✝✁✠☛✁ ✭✘P✗✏✳ ✂✁ ❛ss✉♠✁

t�❛t t�✁ ✐✠☛✡♠✐✠✎ ✒✆✉❢ ✐s ✉✠✐✒✡✝♠ ✭✐✳✁✳r ✇✁ ✠✁✎✆✁☛t s☛✐✠t✐✆✆❛t✐✡✠

✁✒✒✁☛ts✏ ❛✠✞ ✞✁✒✐✠✁✞ ☞✟ ✙ ✚
✛✛✛
♥

✜
✢❡✷✣✤✥

✦r ✇�✁✝✁ ✙ ✐s t�✁ ☛✡♠♣✆✁❢

❛♠♣✆✐t✉✞✁ ✡✒ t�✁ ✆✐✎�t ❥✉st ✐✠ t�✁ ♣✉♣✐✆r ♥ ✐s t�✁ ✠✉♠☞✁✝ ✡✒

✐✠☛✡♠✐✠✎ ♣�✡t✡✠s ✐✠ t�✁ ✒✉✆✆ ♣✉♣✐✆r ✢ ✐s t�✁ ✐✠✞✐☛❛t✡✝ ✒✉✠☛t✐✡✠

✡✒ t�✁ ♣✉♣✐✆ t�❛t ✐✠✒✡✝♠s ❛☞✡✉t t�✁ ✎✁✡♠✁t✝✟ ✡✒ t�✁ ♣✉♣✐✆r ❛✠✞ ✧

✐s t�✁ ✘P✗ ✡✒ t�✁ ✐✠☛✡♠✐✠✎ ✆✐✎�t✳ ❚�✁ ❛✐♠ ✡✒ ❛✠✟ ✂✄☎ ✐s t✡

♠✁❛s✉✝✁ t�✐s ✆❛tt✁✝ q✉❛✠t✐t✟✳ ❚�✁ ✐✠t✁✠s✐t✟ ✡✠ t�✁ ✞✁t✁☛t✡✝

★✩✧❀ ♥✪ ✞✁♣✁✠✞s ✡✠ t�✁ ✘P✗ ❛✠✞ ✐s ♣✝✡♣✡✝t✐✡✠❛✆ t✡ t�✁ ✒✆✉❢✳

■✠ t�✁ ☛❛s✁ ✡✒ t�✁ P✂✄☎ ❛✠✞ t�✁ ▼P✂✄☎r t�✁ ♠✁t❛✑

✐✠t✁✠s✐t✐✁s ✉s✉❛✆✆✟ ✞✁✒✐✠✁✞ ✭s✁✁ ❬✸❪✏ ❛✝✁ t�✁ ☛✆❛ss✐☛❛✆ ✫✬✮✯✰✫ ♠❛♣s

❙① ❛✠✞ ❙② ✞✁✒✐✠✁✞ ☞✟

❙① ✚
★✱ ✲ ★✷ ✴ ★✵ ✴ ★✼

★✱ ✲ ★✷ ✲ ★✵ ✲ ★✼
✽✾✿ ❙② ✚

★✵ ✲ ★✷ ✴ ★✱ ✴ ★✼

★✱ ✲ ★✷ ✲ ★✵ ✲ ★✼
❀

❁❂❃

✇�✁✝✁ ★✱r ★✷r ★ ✵ ❛✠✞ ★✼ ❛✝✁ t�✁ ✐✠t✁✠s✐t✟ ✐✠ t�✁ ✒✡✉✝ ♣✉♣✐✆ ✐♠✑

❛✎✁s✳ ◆✡t✁ t�❛t t�✁s✁ ♠✁t❛✑✐✠t✁✠s✐t✐✁s ☛✡✉✆✞ ☞✁ ☛�✡s✁✠ ✞✐✒✒✁✝✑

✁✠t✆✟r s✁✁ ❬❄❪✳ ✘✠✆✟ t�✁ ♣�✡t✡✠s ✐✠s✐✞✁ t�✁ ✎✁✡♠✁t✝✐☛❛✆ ♣✉♣✐✆

✒✡✡t♣✝✐✠t ❛✝✁ t❛✖✁✠ ✐✠t✡ ❛☛☛✡✉✠t✳ ❚�✐s ✐s ✐✆✆✉st✝❛t✁✞ ☞✟ t�✁ ♠❛s✖

s�✡✇✠ ✐✠ t�✁ ✆✁✒t ✐♠❛✎✁ ✡✒ ✄✐✎✳ ❅✳

❈✡✠☛✁✝✠✐✠✎r t�✁ ✄P✂✄☎ ❛✠✞ t�✁ ❩✂✄☎r t�✁ ☛�✡s✁✠ ♠✁t❛✑

✐✠t✁✠s✐t✟ ☛✡✠s✐sts ✐✠ ❛ ✝✁t✉✝✠✑t✡✑✝✁✒✁✝✁✠☛✁ ❛✠✞ ❛ ✠✡✝♠❛✆✐③❛t✐✡✠❆

❇★✩✧✪ ✚
★✩✧❀ ♥✪ ✴ ★✩❊❋❍ ❀ ♥✪

★✩❊❋❍ ❀ ♥✪
❀ ❁❏❃

✇�✁✝✁ ★✩❊❋❍ ❀ ♥✪ ✐s t�✁ ✐✠t✁✠s✐t✟ ✡✠ t�✁ ✞✁t✁☛t✡✝ ✇�✁✠ t�✁ ✡♣t✐☛❛✆

❛☞✁✝✝❛t✐✡✠ ☛✡✝✝✁s♣✡✠✞s t✡ t�✁ ✝✁✒✁✝✁✠☛✁ ♣�❛s✁✳ ☎✉☛� ❛ ♠✁t❛✑

✐✠t✁✠s✐t✟r ❛✆t�✡✉✎� ☞❛s✐☛r ✐s t�✁ s✐♠♣✆✁st ✇❛✟ t✡ ✝✁☛✡✞✁ t�✁

✐✠t✁✠s✐t✟ ❛✠✞ ☛❛✠ ☞✁ ✉s✁✞ ✒✡✝ ✁✌✁✝✟ ✂✄☎ t�❛t ✡♣t✐☛❛✆✆✟ ☛✡✞✁s

t�✁ ♣�❛s✁ ✐✠t✡ ✐✠t✁✠s✐t✟✳ ■✠ ✡✉✝ ☛❛s✁r t�✁ ✝✁✒✁✝✁✠☛✁ ♣�❛s✁ ✐s t�✁

③✁✝✡✑✘P✗r ☞✉t ✐✠ ♣✝❛☛t✐☛✁r ✐t ♠❛✟ ☛✡✠t❛✐✠ ✂✄☎ ♣❛t� ❛☞✁✝✝❛✑
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✆�t✝ ❛♥ �♥✞☎✂❛✄�♥♠ ❛✁✟✒�t✡✠✂ �✄ ✄✂♥t t❝ t✝✂ ✎✏✑✄☛ ❚✝✂ ❝✡t♠❝�♥♠
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❬✽❪✌✱ t✝✂ ✍✎✏✑ ✝❛✄ ❛ ✒❝✆ ✒✂✈✂✒ ❝♦ ✒�♥✂❛☎�t✕ ☎❛♥♠✂ ♦❝☎ ❛✒✒ ✞❝♥✄�✠✢

✂☎✂✠ ✁❝✠✂✄☛ ❚✝�✄ ✒✂✈✂✒ ✄t❛✕✄ ❡✡�t✂ ♦✒❛t ❛♥✠ ✄✒❝✆✒✕ ✠✂✞☎✂❛✄✂✄ ✆�t✝

t✝✂ ☎❛✠�❛✒ ❝☎✠✂☎☛ ❚✝✂ ✏✍✎✏✑ ❛♥✠ t✝✂ ❩✎✏✑ ✝❛✈✂ t✝✂ ✄❛✁✂

t✕✟✂ ❝♦ ♦✒❛t ✒�♥✂❛☎�t✕ ☎❛♥♠✂☛ ◆✂✈✂☎t✝✂✒✂✄✄✱ t✝✂ ✏✍✎✏✑ �✄ ❜✂tt✂☎

t✝❛♥ t✝✂ t✆❝ ❝t✝✂☎✄ ✄�♥✞✂ �t✄ ✁✂❛♥ ✒�♥✂❛☎�t✕ ☎❛♥♠✂ ✄t❛✕✄ ❛☎❝✡♥✠

☞✖ ♥✁ ❘▼✑ ✞❝✁✟❛☎✂✠ t❝ ✹✖ ♥✁ ♦❝☎ t✝✂ ❩✎✏✑ ❛♥✠ ✸✖ ♥✁ ♦❝☎

t✝✂ ✍✎✏✑☛

❈❝♥✞✂☎♥�♥♠ t✝✂ ▼✍✎✏✑✱ t✝✂ t�✟✩t�✒t ✁❝✠✡✒❛t�❝♥ ☎✂✒✂❛✄✂✄✱ ❛✄

✂r✟✂✞t✂✠✱ t✝✂ ✒�♥✂❛☎�t✕ ✒�✁�t❛t�❝♥ ❝♦ t✝✂ ✍✎✏✑✱ ✂✄✟✂✞�❛✒✒✕ ♦❝☎

t✝✂ ✒❝✆ ♦☎✂❡✡✂♥✞�✂✄☛ ❯♥♦❝☎t✡♥❛t✂✒✕✱ t✝�✄ ♠❛�♥ ✠☎❛✁❛t�✞❛✒✒✕ ✠☎❝✟✄

♦❝☎ t✝✂ ✝�♠✝✢☎❛✠�❛✒ ❝☎✠✂☎✄☛ ❆✄ ❛ ✞❝♥✄✂❡✡✂♥✞✂✱ t✝✂ ✏✍✎✏✑ ❜✂✢

✞❝✁✂✄ ❜✂tt✂☎ ♦☎❝✁ ❛ ✞✂☎t❛�♥ ☎❛✠�❛✒ ❝☎✠✂☎❞ ♦❝☎ ❛ ✁❝✠✡✒❛t�❝♥ ❝♦

✪✓✔❉✱ t✝�✄ ❝☎✠✂☎ ✂❡✡❛✒✄ ✸✱ ♦❝☎ ✘✓✔❉ �t ✂❡✡❛✒✄ ✼✱ ❛♥✠ ♦❝☎ ❛

✁❝✠✡✒❛t�❝♥ ❝♦ ✻✓✔❉✱ t✝✂ ☎❛✠�❛✒ ❝☎✠✂☎ ❝♦ ✂❡✡�✈❛✒✂♥t ✒�♥✂❛☎�t✕

☎❛♥♠✂ ❜✂t✆✂✂♥ t✝✂ ✏✍✎✏✑ ❛♥✠ t✝✂ ▼✍✎✏✑ ✂❡✡❛✒✄ ✶✼☛

■♥ t✝✂ ✞❝♥t✂rt ❝♦ ✂rt☎✂✁✂ ❛✠❛✟t�✈✂ ❝✟t�✞✄✱ t✝�✄ ☎✂✄✡✒t ✞❝✡✒✠

�✁✟✒✕ t✝❛t t✝✂ ✏✍✎✏✑ ✁❛✕ ♥❝t ♥✂✂✠ ❛ ✁❝✠✡✒❛t�❝♥ ✠✂✈�✞✂☛

❚✝✂ ✟☎✂✈�❝✡✄ ✄t✡✠✕ ✆❛✄ ❝♥✒✕ �♥t✂☎✂✄t✂✠ �♥ t✝✂ ✒�♥✂❛☎�t✕ ☎❛♥♠✂

☎✂♠❛☎✠�♥♠ �✄❝✒❛t✂✠ ❛❜✂☎☎❛t�❝♥✄☛ ✣✡t t✝✂ ✎✏✑✄ ✝❛✈✂ t❝ ❛♥❛✒✕✫✂

☎✂❛✒ t✡☎❜✡✒✂♥t ✟✝❛✄✂ ✄✞☎✂✂♥✄ t✝❛t ✞❝☎☎✂✄✟❝♥✠ t❝ ❛ ✄✡✁ ❝♦ ✁❛♥✕

❛❜✂☎☎❛t�❝♥✄☛ ■♥ ❝☎✠✂☎ t❝ ✜♥❝✆ ✝❝✆ ✂❛✞✝ ✎✏✑ ❜✂✝❛✈✂✄ ☎✂♠❛☎✠�♥♠

t✝�✄ ✞❝✡✟✒�♥♠ ❝♦ ✄✂✈✂☎❛✒ ❛❜✂☎☎❛t�❝♥✄ ✁❝✠✂✄✱ t✝✂ ✬✮✮✥✯✥✰✦✲ t✂✄t

✞❝♥✄�✄t✄ �♥ t☎✕�♥♠ t❝ ✞✒❝✄✂ ❛♥ ❛✠❛✟t�✈✂ ❝✟t�✞✄ ✒❝❝✟ ✆✝✂♥ ❛ t✕✟�✞❛✒

t✡☎❜✡✒✂♥✞✂ ✄✞☎✂✂♥ �✄ �♥✐✂✞t✂✠ �♥ t✝✂ ❛✠❛✟t�✈✂ ❝✟t�✞✄ ✭❆❖✌ ✄✕✄✢

t✂✁☛ ✏�☎✄t ✄�✁✡✒❛t�❝♥✄ ✄✝❝✆ t✝❛t t✝✂ ▼✍✎✏✑ ✠❝✂✄ ✁❛♥❛♠✂ t❝

✞✒❝✄✂ t✝✂ ✒❝❝✟ ❛♥✠ �✄ t✝✂ ♦❛✄t✂✄t ✎✏✑✱ ✆✝✂☎✂❛✄ t✝✂ ❩✎✏✑ ✡✄✡✢

❛✒✒✕ ✠�✈✂☎♠✂✄☛ ✳✂✄✟�t✂ �t✄ ✒❝✆ ✒�♥✂❛☎�t✕ ☎❛♥♠✂✱ t✝✂ ✍✎✏✑ t✡☎♥✄

❝✡t t❝ ❜❝❝t✄t☎❛✟ ✂♦♦✂✞t�✈✂✒✕☛ ❈❝♥✞✂☎♥�♥♠ t✝✂ ✏✍✎✏✑✱ �t ✠❝✂✄

✞❝♥✈✂☎♠✂ ❛♥✠ �✄ ❛✄ ♦❛✄t ❛✄ t✝✂ ✍✎✏✑☛ ❚✝✂✄✂ ✟☎✂✒�✁�♥❛☎✕ ☎✂✄✡✒t✄

❛☎✂ ✈✂☎✕ ✂♥✞❝✡☎❛♠�♥♠ ✆�t✝ ☎✂♠❛☎✠✄ t❝ t✝✂ ☎❝❜✡✄t♥✂✄✄ ❝♦ t✝✂

✏✍✎✏✑✱ ❛ ✟☎❝✟✂☎t✕ t✝❛t �✄ ✂rt☎✂✁✂✒✕ �✁✟❝☎t❛♥t �♥ ❛✠❛✟t�✈✂

❝✟t�✞✄☛

❚✝�✄ t✝�☎✠ ✟✂☎♦❝☎✁❛♥✞✂ ✟❛☎❛♠☎❛✟✝ ✆�✒✒ ❛✄✄✂✄ t✝✂ ❜✂✝❛✈�❝☎ ❝♦

t✝✂ ✠�♦♦✂☎✂♥t ✎✏✑✄ �♥ t✂☎✁✄ ❝♦ ✟✝❝t❝♥ ✁❛♥❛♠✂✁✂♥t✱ �☛✂☛✱ t✝✂

✆❛✕ ✂❛✞✝ ✎✏✑ �✄ ✁❛♥❛♠�♥♠ ❛♥✠ ❝✟t�✁�✫�♥♠ ✂❛✞✝ �♥✞❝✁�♥♠

✟✝❝t❝♥ ✆�t✝ ☎✂✄✟✂✞t t❝ ✂❛✞✝ ✠✂t✂✞t❝☎ ✟�r✂✒☛ ◆❝t✂ t✝❛t t✝�✄ �✄✄✡✂

�✄ ✞✂♥t☎❛✒ ♦❝☎ ✒❝✆ ✟✝❝t❝♥ ♦✒✡r ☎✂♠�✁✂✄✱ ✆✝�✞✝ �✄ ✡✄✡❛✒✒✕ t✝✂ ✞❛✄✂

♦❝☎ ❛✄t☎❝♥❝✁�✞❛✒ ❛✟✟✒�✞❛t�❝♥✄☛

❆ ♦�☎✄t ❛✟✟☎❝❛✞✝ t❝ ✂✈❛✒✡❛t✂ t✝✂ ✎✏✑ ✂♦♦�✞�✂♥✞✕ �♥ ✠✂❛✒�♥♠

✆�t✝ ✒❝✆✢♦✒✡r ☎✂♠�✁✂✄ �✄ ✄�✁✟✒✕ t❝ ✂✈❛✒✡❛t✂ ✝❝✆ ✁❛♥✕ ✟✝❝t❝♥✄

❛☎✂ ✒❝✄t ❜✕ t✝✂ ✠�♦♦☎❛✞t�❝♥ ❛♥✠ t✝✂ ✆�♥✠❝✆�♥♠☛ ❚❛❜✒✂ ✶ ✄✝❝✆✄

t✝✂✄✂ ❡✡❛♥t�t�✂✄☛ ❚✝✂ ✍✎✏✑ ❝♥✒✕ ✡✄✂✄ ❛❜❝✡t ✹☞✴ ❝♦ t✝✂ �♥✞❝✁✢

�♥♠ ✟✝❝t❝♥✄☛ ❚✝�✄ �✄ ✠✡✂ t❝ t✝✂ ✠�♦♦☎❛✞t�❝♥ t✝❛t ☎✂✐✂✞t✄ ✒�♠✝t ❝✡t✢

✄�✠✂ t✝✂ ♦❝✡☎ ✟✡✟�✒✄ �✁❛♠✂✄✱ ✂✄✟✂✞�❛✒✒✕ �♥ t✝✂ ✞☎❝✄✄ ❛☎✂❛ ❜✂t✆✂✂♥

t✝✂✄✂ �✁❛♠✂✄ ✭✄✂✂ ✏�♠☛ ✶✌☛ ❚✝✂ ✁❝✠✡✒❛t�❝♥ ✞❝☎☎✂✞t✄ t✝�✄ ❜✕

✁❝✈�♥♠ ❜❛✞✜ t✝✂ ✟✝❝t❝♥✄ �♥t❝ t✝✂ ♦❝✡☎ ✟✡✟�✒ �✁❛♠✂✄ ✆�t✝ ❛♥

✂♦♦�✞�✂♥✞✕ ❝♦ ❛✟✟☎❝r�✁❛t✂✒✕ ✾✖✴☛ ❚✝�✄ ✈❛✒✡✂ ✄✒❝✆✒✕ �♥✞☎✂❛✄✂✄

✆�t✝ t✝✂ ❛✁✟✒�t✡✠✂ ✁❝✠✡✒❛t�❝♥☛ ❚✝✂ ❩✎✏✑✟✂☎♦❝☎✁❛♥✞✂ �✄ ✄�✁✢

�✒❛☎❞ ✄t�✒✒ ❛ ✾✖✴ ✂♦♦�✞�✂♥✞✕✵ t✝✂ ✟✝❝t❝♥ ❜✂�♥♠ ✒❝✄t ✠✡✂ t❝ ✠�♦♦☎❛✞✢

t�❝♥ ✂♦♦✂✞t✄☛ ■♥ ✞❝✁✟❛☎�✄❝♥✱ t✝✂ ✏✍✎✏✑ ✁❛✜✂✄ ❛ ❜✂tt✂☎ ✡✄✂ ❝♦ t✝✂

�♥✞❝✁�♥♠ ✟✝❝t❝♥✄✱ ✆�t✝ ✺✿❀❁ ❝♦ t✝✂✁ ✂♦♦✂✞t�✈✂✒✕ ✡✄✂✠☛ ❚✝�✄ �✄

t✝✂ ✞❝♥✄✂❡✡✂♥✞✂ ❝♦ ✝❛✈�♥♠ ☎✂✁❝✈✂✠ t✝✂ ✟✡✟�✒ ✄✂✟❛☎❛t�❝♥☛

✑✂✞❝♥✠✱ t✝✂ ❝✟t�✞❛✒ ☎✂✞❝✁❜�♥❛t�❝♥ ❝♦ t✝✂ ♦❝✡☎ ✟✡✟�✒ ✄�♠♥❛✒✄

❝✟✂☎❛t✂✠ �♥ t✝✂ ✏✍✎✏✑✱ ☎✂❡✡�☎�♥♠ ❛ ✄✁❛✒✒✂✄t ❛☎✂❛ ❝♥ t✝✂ ✠✂t✂✞t❝☎

✞❝✁✟❛☎✂✠ t❝ t✝✂ ✍✎✏✑✱ t✂♥✠✄ t❝ ✟☎❝✈✂ t✝❛t t✝✂ ✏✍✎✏✑ �✄ ✟❛☎✢

t�✞✡✒❛☎✒✕ ❛✠❛✟t✂✠ t❝ ✒❝✆✢✟✝❝t❝♥✢♦✒✡r ☎✂♠�✁✂☛ ■♥✠✂✂✠✱ ♦❝☎ ❛ ✄❛✁✂

✟✡✟�✒ ✄❛✁✟✒�♥♠✱ ♦❝✡☎ ✟�r✂✒✄ ❛☎✂ ♥✂✂✠✂✠ ♦❝☎ t✝✂ ✍✎✏✑✱ ✆✝✂☎✂❛✄

❝♥✒✕ ✶☛✶ �✄ ☎✂❡✡�☎✂✠ ♦❝☎ t✝✂ ✏✍✎✏✑ ✭♦❝☎ ❛ ✾✖✴ ❝✈✂☎✒❛✟ ☎❛t✂✌☛

❆✄ ❛ ✞❝♥✄✂❡✡✂♥✞✂✱ t✝✂ ❛✈✂☎❛♠✂✠ ♦✒✡r ✟✂☎ ✟�r✂✒ ✆�✒✒ ❜✂ ❛❜❝✡t ♦❝✡☎

t�✁✂✄ ✝�♠✝✂☎ �♥ t✝✂ ✞❛✄✂ ❝♦ t✝✂ ✏✍✎✏✑☛ ❚✝�✄ ✁❛✕ ❜✂ ✈✂☎✕ �♥t✂☎✢

✂✄t�♥♠ �♦ t✝✂ ✠✂t✂✞t❝☎ ✟☎✂✄✂♥t✄ ✄�♠♥�♦�✞❛♥t ✂✒✂✞t☎❝♥�✞ ♥❝�✄✂✱ ❛✄ �t �✄

t✝✂ ✞❛✄✂ ♦❝☎ t✝✂ ♥✂❛☎ ■❘ ✠✂t✂✞t❝☎✄☛ ✏✡☎t✝✂☎✁❝☎✂✱ ♦❝☎ ❛ ✎✏✑ ✆❝☎✜✢

�♥♠ ❛t ❛ ✈�✄�❜✒✂✆❛✈✂✒✂♥♠t✝➋✆✝✂☎✂ t❝✠❛✕✠✂t✂✞t❝☎✄ ✝❛✈✂ ✄✡❜✢✂✒✂✞✢

t☎❝♥�✞ ♥❝�✄✂➋t✝✂ ♦❛✞t t✝❛t t✝✂ ✏✍✎✏✑ ♥✂✂✠✄ ✒✂✄✄ ✟�r✂✒✄ t✝❛♥ t✝✂

✍✎✏✑ ✁❛✕ ✄t�✒✒ ❜✂ �♥t✂☎✂✄t�♥♠☛ ■♥✠✂✂✠✱ �♥ t✝✂ ✞❝♥t✂rt ❝♦ ✂rt☎✂✁✂

❆❖✭❂❆❖✌✱✆✝✂☎✂ ❛ ✈✂☎✕ ✒❛☎♠✂ ♥✡✁❜✂☎ ❝♦ ❛❜✂☎☎❛t�❝♥✄ ✁❝✠✂✄ ✝❛✈✂

t❝ ❜✂ ✁✂❛✄✡☎✂✠✱ ❛ ✄✁❛✒✒✂☎ ✠✂t✂✞t❝☎ ✞❛♥ ❜✂ ✈✂☎✕ ✆✂✒✞❝✁✂✱ ✄�♥✞✂

✞❝✄t✄ ❛♥✠ ✠❛t❛ ✟☎❝✞✂✄✄�♥♠ ✄✟✂✂✠ ✆�✒✒ ❜✂ �✁✟☎❝✈✂✠☛

❆ ♥✂✆ ✎✏✑ ✝❛✄ ❜✂✂♥ ✠✂☎�✈✂✠ ✡✄�♥♠ t✝✂ ✄❛✁✂ ❝✟t�✞❛✒ ✠✂✄�♠♥

❛✄ t✝✂ ✟✕☎❛✁�✠ ✎✏✑☛ ❚✝✂ ❝♥✒✕ ✁❝✠�♦�✞❛t�❝♥ �✄ t❝ ✞❝♥✄�✠✂☎ ❛

✄✁❛✒✒✂☎ ✟✕☎❛✁�✠ ❛♥♠✒✂ �♥ ❝☎✠✂☎ t❝ ✒✂t t✝✂ ✟✡✟�✒ ✄�♠♥❛✒✄ ❝✈✂☎✒❛✟☛

■t ❛✒✒❝✆✄ ❛♥ ❝✟t�✞❛✒ ☎✂✞❝✁❜�♥❛t�❝♥ ❝♦ t✝✂ ♦❝✡☎ ✟✡✟�✒ �✁❛♠✂✄

✠�☎✂✞t✒✕ ❝♥ t✝✂ ✠✂t✂✞t❝☎☛ ❚✝✂ ♥✂✆ ♦✒❛tt✂♥✂✠ ✟✕☎❛✁�✠ ✎✏✑

✟☎✂✄✂♥t✄ ✂rt☎✂✁✂✒✕ ✟☎❝✁�✄�♥♠ ✟✂☎♦❝☎✁❛♥✞✂☛ ■t ❛✟✟✂❛☎✄ �♥ ✟❛☎✢

t�✞✡✒❛☎ t✝❛t t✝�✄ ✄✂♥✄❝☎ ✞❝♥✞�✒�❛t✂✄ t✆❝ ✟�✒✒❛☎✄ ❝♦ ✎✏✑❞ t✝✂

❃❃ ❄
❅❇❊❋●❍❇ ❊❏❑●❏▲ P❊❑❇❊◗

❃❄❄

❙❱
❲❳
❨❭
❱❫❴
❭❨
❲❵
❳
❢❲
❣
❤
❥
❦
❨❫
❧♣
q
❲❣
s

✉✇①② ③② ④⑤⑥⑦⑧⑨⑤⑩❶ ⑨⑧⑥❷⑦ ❸❹ ⑩❺⑦ ❻❼❽❻❾ ❿⑨⑦➀➁➂ ➃❽❻❾ ❿❷⑨⑦⑦⑥➁➂ ❼❽❻❾

❿➄➅➆⑦➁➂ ⑧⑥➀ ➇❼❽❻❾ ❿➄➅⑧➈➉➊ ➌➍➎➏➐➂ ➑➒ ⑧⑥➀ ➓➔➁→

➣↔↕➙➛ ➜② ➝➞➞✇➟✇➛➠➟➡ ➢➞ ➤➥➢➦➢➠➧

➨➩➫ ➭ ➯➲➳➵➏➸ ➩➺ ➻

➼➽⑦➀ ➾❺❸⑩❸⑥➽ ❿➚➁ ➪➶ ➹➹ ➘➹ ➹➴

➷➬➷➮ ➱✃❐❒ ❮➮❰ Ï✃❒ Ð➬ Ñ ÒÓÔÓÕÖ Ð ×➮Ð➬ Ñ ØÙÚÛÜÝ ÞßÚÚßàÝ áâããâä
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s�✁s✂✄✂✐✂✄☎ ❛✁✆ ✄t� ❧✂✁�❛✝✂✄☎ ✝❛✁r�✞ ▼♦✝� s✟�✠✂✡✂✠❛❧❧☎✱ ✇� ✆�❞✲

♦✁s✄✝❛✄�✆ ♦✁ s✂❞☛❧❛✄✂♦✁s ✄t❛✄☞

➉ ❆✄ ❧♦✇ ✝❛✆✂❛❧ ♦✝✆�✝s ✭✄☎✟✂✠❛❧❧☎ ❁✹✮✱ ✄t� ❋✌✍❋❙ ✟✝♦✐✂✆�s

✄t� s❛❞� ✁♦✂s�✲✟✝♦✟❛r❛✄✂♦✁ ✟�✝✡♦✝❞❛✁✠� ❛s ❛ ✌✍❋❙ ❞♦✆☛❧❛✄�✆

✇✂✄t ❛✁ ❛❞✟❧✂✄☛✆� ♦✡ ❛✎♦☛✄ ✶✏✑✒✓❉✞ ❆✄ t✂rt ✝❛✆✂❛❧ ♦✝✆�✝s✱ ✂✄s

✎�t❛✐✂♦✝ ✂s s✄✝♦✁r❧☎ ✂❞✟✝♦✐�✆ ✇✂✄t ❛❧❞♦s✄ ❛ r❛✂✁ ♦✡ ♦✁� ♦✝✆�✝ ♦✡

❞❛r✁✂✄☛✆� ✇✂✄t ✝�s✟�✠✄ ✄♦ ✄t� ✌✍❋❙ ❛✁✆ ❛❧❞♦s✄ ✝�❛✠t�s ✄t�

♦✟✄✂❞❛❧ ❩✍❋❙ ❧�✐�❧✞

➉ ❚t� ❧✂✁�❛✝✂✄☎ ✝❛✁r� ♦✡ ✄t� ❋✌✍❋❙ ♦☛✄✟�✝✡♦✝❞s ✠♦❞✟❛✝�✆

✄♦ ♦✄t�✝ s✄❛✄✂✠ ✍❋❙s s☛✠t ❛s ✄t� ✌✍❋❙ ♦✝ ✄t� ❩✍❋❙✞ ❆✁✆ �✐�✁

✂✡ ✄t� ❋✌✍❋❙ ✂s ✁♦✄ ❛s �✡✡�✠✄✂✐� ❛s ❛ ❧❛✝r� ❞♦✆☛❧❛✄�✆ ▼✌✍❋❙

✡♦✝ ✄t� ✡✂✝s✄ ❩�✝✁✂✔� ✝❛✆✂❛❧ ♦✝✆�✝s✱ ✂✄ ✎�✠♦❞�s ❞♦✝� ❧✂✁�❛✝ ✡♦✝

t✂rt�✝ ❞♦✆�s✞ ■✄ ❞�❛✁s ✄t❛✄ ✄t� ❋✌✍❋❙ ❞❛☎ ✁♦✄ ✝�✕☛✂✝�

❛✁☎ ❞♦✆☛❧❛✄✂♦✁✞

➉ ✍� ✄�s✄�✆ t♦✇ ✄t� ❋✌✍❋❙ ✠♦☛❧✆ ✎�t❛✐� ✝�r❛✝✆✂✁r ✝�❛❧

✄☛✝✎☛❧�✁✠� s✠✝��✁s✞ ❆s ✡♦✝ ✄t� ✟☎✝❛❞✂✆✱ ❛✁✆ �✐�✁ ✂✡ ✄t� ❧✂✁�❛✝✂✄☎

✝❛✁r� ✂s ✁♦✄ ❛s r♦♦✆ ❛s ✡♦✝ ♦✄t�✝ s�✁s♦✝s✱ ✄t� ❋✌✍❋❙ ✠❛✁

�✡✡�✠✄✂✐�❧☎ ❛✁✆ �✡✡✂✠✂�✁✄❧☎ ✠❧♦s� ❛✁ ❆✖ ❧♦♦✟✞

➉ ✗✂✡✡✝❛✠✄✂♦✁ �✡✡�✠✄s ❛✝� ✝�✆☛✠�✆✱ ❛✁✆ ✟t♦✄♦✁s ✄t❛✄ ✇�✝� ❧♦s✄

✎�✄✇��✁ ✄t� ✟☛✟✂❧ ✂❞❛r�s ✡♦✝ ✌✍❋❙ ✭❛✁✆ ✄♦ ❛ ❧�ss�✝ �❡✄�✁✄ ✡♦✝

▼✌✍❋❙✮ ❛✝� ✁♦✇ ☛s�✆ ✄♦ ✠♦✆� ✟t❛s� ✂✁✡♦✝❞❛✄✂♦✁✞

➉ ❚t� ✂❧❧☛❞✂✁❛✄�✆ ❛✝�❛ ♦✁ ✄t� ✆�✄�✠✄♦✝ ✂s s❞❛❧❧�✝ ✡♦✝ ✄t�

❋✌✍❋❙ ✄t❛✁ ✡♦✝ ✄t� ✌✍❋❙s✞ ❆s ❛ ✠♦✁s�✕☛�✁✠�✱ ✄t� ✁�✇ s�✁s♦✝

✝�✕☛✂✝�s ❧�ss ✟✂❡�❧s ✄♦ ❞�❛s☛✝� ❛ s❛❞� ✁☛❞✎�✝ ♦✡ ❛✎�✝✝❛✄✂♦✁s✱

✇t✂✠t ❞❛✔�s ❛ ✍❋❙ ✟❛✝✄✂✠☛❧❛✝❧☎ ❛✟✟✝♦✟✝✂❛✄� ✄♦ t✂rt✲✠♦✁✄✝❛s✄

❛✟✟❧✂✠❛✄✂♦✁s✞

✘✙✚✛✜✚❣✢ ❊☛✝♦✟�❛✁ ❈♦❞❞✂ss✂♦✁ ✭✣✤✥✦✣✧✮★ ❆✩✪ ✭✟✝♦✫�✠✄

✍❆❙❆❲■✮★ ❋✝�✁✠t ❆�✝♦s✟❛✠� ▲❛✎ ✭✖✩❊✪❆✮ ✭✩❆■❆✗❊

✪�s�❛✝✠t ✌✝♦✫�✠✄✮✞

❘✬✘✬❘✬✯✰✬✳

✴✵ ✷✵ ❇✵ ✸✺✻✼✽ ✻✾✿ ❇✵ ❀✵ P❂✻❃❃❄ ❏✵ ❖❅❃✵ ✸●✼✵ ❍❑✵ ◆◗❄ ❯❱❯ ❳✴❨❬✴❭✵

❪✵ ✷✵ ❫✵ ❴❵❂❜●✾❄ ❍❅❅❂✵ ❖❅❃✵ ◗❝❄ ❪❪❢❯ ❳✴❨❬❱❭✵

❤✵ ✷✵ ✷✻❥✻❦❦●✾❵❄ ❏✵ ♠●✿✵ ❖❅❃✵ ❝♥❄ ❪❢❨ ❳✴❨❨❯❭✵

♣✵ ♠✵ q➆✉❵✻✈①❄ ②✵ ✉●✺❂①✾❄ ③✵ ④⑤❜✼●❄ ✻✾✿ ❇✵ P✻⑤❂❄ ❍❜❃⑥●✾✵ ❍❜❃⑥●❅✺✈❜✵ ⑦⑦⑦❄

❍❨♣ ❳❪⑧✴❤❭✵

❱✵ ❖✵ ❫⑤✈●✾❄ ❍❜❃⑥●❅✺✈❜✵ ❏✵ ◆⑨⑩❄ ❱❨❪ ❳❪⑧⑧❱❭✵

❯✵ ❀✵ ❶❷⑥❵✾✻⑤✿❄ ❖❅❃✵ ❀●❑❑⑤✾✵ ⑨♥♥❄ ❪❬ ❳❪⑧⑧♣❭✵

❬✵ ④✵ ✷❵❥✻⑤❃ ✻✾✿ ❸✵ ❫①✾✿⑥●✾❄ ❍❜❃⑥●✾✵ ❍❜❃⑥●❅✺✈❜✵ ⑨◆◗❄ ❯❬❬ ❳✴❨❨❪❭✵

❢✵ ❍✵ ❇⑤⑥❹✻❂❂❄ ❸✵ ✉✻❂✈❄ ✸✵ ✷✵ ❀✺✻❑●❃❄ ✻✾✿ ❀✵ ✉✻❵✾❃✈❄ ❖❅❃✵ ❸❺❅⑥①❜❜ ◗❝❄

✴✴❨❪❱ ❳❪⑧⑧❯❭✵

❻❼❽❽❼❾ ❿➀➁➂ ➃➄➅ ➇➀➂ ➈➊ ➋ ➌➍➎➍➏➐ ➈ ➑➄➈➊ ➋ ➒➓➔→➣↔ ↕➙➔➔➙➛↔ ➜➊➜➈
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●�✁�✂✄☎ ❢✆✂✝✄☎✞✟✝ ❢✆✂ ❋✆✠✂✞�✂✲✡✄✟�☛

✇✄☞� ❢✂✆✁♦ ✟�✁✟✞✁s
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✣✤✥✦ ▼✧★✩✪✥❧❧✪ ✫✬✥✭✪★✩✥✮✰✳ ❈✴✵✷✳ ✸✤▼ ✹✸✧❛✺★✧✮✺✥★✪ ❞➆✤✩✮★✺✻✼✽✩✥✾✿✪ ❞✪ ▼✧★✩✪✥❧❧✪❀ ✫▼✵ ❁❂❃❄✳ ❅❂❂❉❉ ▼✧★✩✪✥❧❧✪✳ ❍★✧✬■✪❑P✴◗✵✤➊✮✼✪ ❍★✪✬■✼ ✤✪★✺✩✻✧■✪ ✸✧❛✺★✧✮✺★✽✳ ❍❘❱❃❂❃❃ ❈✼✧✮✥❧❧✺✬✳ ❍★✧✬■✪
❲❳❩❬❬❭❪❫❩❴❵❜❴❣ ❝❡❤✐❩❬❥ ❩❦❜♠❜❭❬♥♣❝❡♠❝❬q❡❭r❦❝t♥♣❬
✵✪■✪✥✭✪❞ ❃❱ ✉✿❧✽ ❃✈❅❄① ★✪✭✥✩✪❞ ❃❁ P■✮✺❛✪★ ❃✈❅❄① ✧■■✪✻✮✪❞ ❂✈ P■✮✺❛✪★ ❃✈❅❄ ✹②✺■③ ④② ❃❁❃❄❃❁❀① ✻✿❛❧✥✩✼✪❞ ❃ ②✪■✪⑤❛✪★ ❃✈❅❄
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❛✄☎ ②✮❀ t�✁ ✯ ✂✄☎✁✆ ✏✁❢✁✏s t✞ t�✁ ➇✡✎✡✂✠ ✡✠❛✄✁✳➈ ❚�✁ s✁✝✞✄☎ ✡✠❛✄✁
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❢✎✄✝t✂✞✄ ✞❢ t�✁ ✡✎✡✂✠✳ ▲ ✂s t�✁ ✞✡t✂✝❛✠ ✡❛t� ☎✂❢❢✁✏✁✄✝✁ ✝✏✁❛t✁☎ ❜☛

❛t♠✞s✡�✁✏✂✝ t✎✏❜✎✠✁✄✝✁ ✞✏ ❛✄☛ ✞t�✁✏ s✞✎✏✝✁s ✞❢ ✡✁✏t✎✏❜❛t✂✞✄✳

❚�✁ ♠❛s✰ �❛s ❢✞✏ ✂ts t✏❛✄s✡❛✏✁✄✝☛ ❢✎✄✝t✂✞✄ ◆✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴✿ ❁❂✳

◗s ❛ ✝✞♠✡✠✁✆ ✵✎❛✄t✂t☛✟ ✂t ✝❛✄ ❜✁ ☎✁✝✞♠✡✞s✁☎ ✂✄t✞ t✇✞ t✁✏♠s❘

◆✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴✿ ❁❂ ❃ ❯✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴✿ ❁❂ ❡❉❊

●
❍❏❑

❁
❳❨✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴✿ ❁❂

▼

❬

❚�✁ ❢✎✄✝t✂✞✄ ❯ ✝✞☎✁s t�✁ ❛♠✡✠✂t✎☎✁ ❢✂✠t✁✏✂✄❧✳ ✍✂✄✝✁ t�✁ ♠❛s✰s ❛✏✁

✡❛ss✂❞✁✟ ❯ ❭ ❪❫✿ ❴❵✳ ❚�✁ ✡�❛s✁ t✁✏♠ ✂s ☎✂✏✁✝t✠☛ ✝✞☎✁☎ ❜☛ t�✁ ➇✞✡t✂✝❛✠

s�❛✡✁➈ ✞❢ t�✁ ♠❛s✰✳ ❚�✂s ✵✎❛✄t✂t☛ ➇❝✍➈ ☎✁✡✁✄☎s ✞✄ t�✁ ✞✡t✂✝❛✠

✂✄☎✁✆✁s ✹❛✄☎ ✝✞✄s✁✵✎✁✄t✠☛✟ ✞✄ t�✁ ✇❛❞✁✠✁✄❧t� ✞❢ t�✁ ✏✁❢✏❛✝t✂❞✁

♠❛t✁✏✂❛✠✼ ❛✄☎ ✞✄ t�✁ ❧✁✞♠✁t✏✂✝ s�❛✡✁ ✞❢ t�✁ ♠❛s✰✳ ❣✂❛ t�✁

✌✏✁s✄✁✠ ✞✡t✂✝❛✠ ❢✞✏♠❛✠✂s♠✟ ✂t ✂s ✡✞ss✂❜✠✁ t✞ ✇✏✂t✁ t�✁ ✺✻ ❢✂✁✠☎ ✂✄

t�✁ ☎✁t✁✝t✞✏ ✡✠❛✄ ❛s

✽✸ ✾①✸ ✿②✸ ✿❁❂ ❤

✐✐
❦①✮❦②✮

✱ ♦ ✽✮✾①✮ q①✸ ✿②✮ q②✸ ✿❁❂✿

✐✐
❦✱ ✲❦✱ ✴

❁♦ ◆✾✱ ✲ ✿✱ ✴✿❁❂❡❉❊

●

q
❍❏❑

✱ ❁
❪①✮✱ ✲ r②✮✱ ✴❵

▼

❬

✉✈③

✌✞✏ t�✁ s❛✰✁ ✞❢ ✝✠❛✏✂t☛✟ ✇✁ ✇✂✠✠ ✝✞✄s✂☎✁✏ ✂✄ t�✁ ❢✂✏st s✁✝t✂✞✄s t�❛t

t�✁ ✂✄✝✞♠✂✄❧ ✠✂❧�t ✂s ♠✞✄✞✝�✏✞♠❛t✂✝✳ ❚�✁ ✇❛❞✁✠✁✄❧t� ✇✂✠✠ t�✎s

❜✁ s✁t ❛t ❁④✳ ✍✁✝t✂✞✄ ⑤ ✇✂✠✠ ❜✁ ☎✁☎✂✝❛t✁☎ t✞ t�✁ ✡✞✠☛✝�✏✞♠❛t✂✝ ✠✂❧�t

✝❛s✁✳ ❚�✁ ✂✄✝✞♠✂✄❧ ✺✻ ❢✂✁✠☎ ❛✄☎ t�✁ ♠❛s✰ �❛❞✁ t�✁ ❢✞✠✠✞✇✂✄❧

✁✆✡✏✁ss✂✞✄s❘

✽ ✮✾①✸ ✿ ②✸ ❂ ❃
❄❄❄
♥

⑥
❇❈✾①✸ ✿ ②✸ ❂ ❡❉❊✾❏⑦✾①✸ ✿ ②✸ ❂❂✿

◆✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴❂ ❃ ❯✾✱ ✲ ✿ ✱ ✴❂ ❡❉❊

●
❍❏❑

❁④
❳❨✾✱ ✲✿ ✱ ✴❂

▼

✿ ✉⑧③

✇�✁✏✁ ⑦ ❃ ❍❑▲⑨❁④ ✂s t�✁ ✡✁✏t✎✏❜✁☎ ✡�❛s✁ ❛t t�✁ ✝✞✄s✂☎✁✏✁☎

✇❛❞✁✠✁✄❧t�✳ ❚�✁ ♠✞✄✞✝�✏✞♠❛t✂✝ ❛ss✎♠✡t✂✞✄ ❛✄☎ t�✁ ❛ss✞✝✂❛t✁☎

✄✞t❛t✂✞✄s ❛✠✠✞✇ ✎s t✞ s✂♠✡✠✂❢☛ ✺✵✳ ✹✶✼ ✂✄t✞ t�✁ ❢✞✠✠✞✇✂✄❧ ❢✞✏♠❘

✽✸ ❃ ✽✮⑩❶❪◆❵✿ ✉❷③

✇�✁✏✁ ❶ ✂s t�✁ ❸❹ ✌✞✎✏✂✁✏ t✏❛✄s❢✞✏♠ ✹❸❹✌❚✼ ☎✁❢✂✄✁☎ ✂✄

◗✡✡✁✄☎✂✆ ◗✳ ❚�✁ ✂✄t✁✏✁st✂✄❧ ✡✞✂✄t ❛❜✞✎t ✺✵✳ ✹❺✼ ✂s t�❛t t�✁ ✝✞✄♣

t✏✂❜✎t✂✞✄s ✞❢ t�✁ ✡✎✡✂✠ ❛✄☎ t�✁ ♠❛s✰ ❛✏✁ ✝✠✁❛✏✠☛ s✡✠✂t❘ t�✁ ✺✻ ❢✂✁✠☎

✂✄ t�✁ ☎✁t✁✝t✞✏➆s ✡✠❛✄✁ ✽✸ ✂s t�✁ ✝✞✄❞✞✠✎t✂✞✄ ✞❢ t�✁ ✂✄✝✞♠✂✄❧ ❢✂✁✠☎

✽✮ ✇✂t� t�✁ ✌✞✎✏✂✁✏ t✏❛✄s❢✞✏♠ ✞❢ t�✁ ♠❛s✰ ❶ ❪◆❵✳

✻✞✏✁✞❞✁✏✟ s✂✄✝✁ t�✁ ✌✞✎✏✂✁✏ t✏❛✄s❢✞✏♠ ✂s ❛ ❜✂❥✁✝t✂❞✁ ❛✡✡✠✂✝❛♣

t✂✞✄✟ t�✁ ✵✎❛✄t✂t☛ ❶ ❪◆❵ ✝✞♠✡✠✁t✁✠☛ ✝�❛✏❛✝t✁✏✂❻✁s t�✁ ♠❛s✰✳ ■✄

✞t�✁✏ ✇✞✏☎s✟ ✠✞✞✰✂✄❧ ❛t ❶ ❪◆❵ ✞✏ ❛t ◆ ✂ts✁✠❢ ✂s ♠❛t�✁♠❛t✂✝❛✠✠☛

✁✵✎✂❞❛✠✁✄t✳ ✌✏❛✎✄�✞❢✁✏➆s ☎✂❢❢✏❛✝t✂✞✄ ❛✠s✞ s❛☛s t�❛t t�✁ ❶ ✞✡✁✏❛t✞✏

❛✠✠✞✇s ✎s t✞ ❧✞ ❢✏✞♠ ❛ ❢✞✝❛✠ ✡✠❛✄✁ t✞ ❛ ✡✎✡✂✠ ✡✠❛✄✁✳ ◗s ❛ ✝✞✄s✁♣

✵✎✁✄✝✁✟ ❶ ❪◆❵ ♠❛☛ ❜✁ s✁✁✄ ❛s t�✁ ✡✏✞✡❛❧❛t✁☎ ✺✻ ❢✂✁✠☎ ✇�✁✄ t�✁

☎✂❢❢✏❛✝t✂❞✁ ✞❜❥✁✝t ✂s t�✁ ♠❛s✰ ◆✳

❝✄✁ ✄✞t✁s t�❛t ✺✵✳ ✹❺✼ ✂s ✄✞t ✁✆❛✝t✳ ■✄☎✁✁☎✟ t�✁ ✞✡t✂✝❛✠ ☎✁s✂❧✄

☎✁s✝✏✂❜✁☎ ❛❜✞❞✁ �❛s ❛ ♠❛❧✄✂❢✂✝❛t✂✞✄ ✁✵✎❛✠ t✞ q❴✳ ❚�✂s ❛✡✡✁❛✏s ✝✠✁❛✏✠☛

✇�✁✄ ✄✞ ♠❛s✰ ✂s ✂✄s✁✏t✁☎ ✂✄ t�✁ ❢✞✝❛✠ ✡✠❛✄✁✳ ◗s ❛ ✝✞✄s✁✵✎✁✄✝✁✟ t�✁

t✁✏♠ ✽✸ s�✞✎✠☎ ❜✁ ✏✁✡✠❛✝✁☎ ❜☛ ✂ts s☛♠♠✁t✏✂✝✟ ✂✳✁✳✟ ❼❪✽✸ ❵ ✇�✁✏✁ ❼ ✂s

t�✁ s☛♠♠✁t✏✂✝ ✞✡✁✏❛t✞✏ ☎✁❢✂✄✁☎ ✂✄ ◗✡✡✁✄☎✂✆ ◗✳ ❽✞✇✁❞✁✏✟ s✂✄✝✁ t�✂s

s☛♠♠✁t✏✂✝ ✞✡✁✏❛t✂✞✄ ☎✞✁s ✄✞t ✂♠✡❛✝t t�✁ ✇❛❞✁ ❢✏✞✄t s✁✄s✂✄❧✟ ✇✁ ✇✂✠✠

✄✞t ✝✞✄s✂☎✁✏ ✂t✳

❚�✁ s✂❧✄❛✠ t�❛t ✂s ✁❢❢✁✝t✂❞✁✠☛ ✞❜t❛✂✄✁☎ ✞✄ t�✁ ☎✁t✁✝t✞✏ ✂s t�✁

✂✄t✁✄s✂t☛ ❛ss✞✝✂❛t✁☎ ✇✂t� t�✁ ✺✻ ❢✂✁✠☎ ✂✄ t�✁ ☎✁t✁✝t✞✏➆s ✡✠❛✄✁ ✽✸ ✟

❾ ❃ ❿✽✮⑩❶❪◆❵❿♦❬ ✉➀③

➁✢ ➂➃➄✫✥➅✬➉✬➅ ➊✧✫➋✫ ✥➄ ✤➌✬ ➂➃➄✤✬➍✤ ➃➎ ➏✧➐✬ ➑➉➃➄✤

✩✬➄✫✥➄➒

■✄ t�✂s ✡❛✏t✟ ✇✁ ✇✂✠✠ ❧✂❞✁ ❛ ❧✁✄✁✏❛✠ ✂✄t✁✏✡✏✁t❛t✂✞✄ ✞❢ t�✁ ✁❢❢✁✝t ✞❢

✌✞✎✏✂✁✏ ❢✂✠t✁✏✂✄❧ ♠❛s✰s ✂✄ t�✁ ✝✞✄t✁✆t ✞❢ ✇❛❞✁ ❢✏✞✄t s✁✄s✂✄❧✳ ❚�✁

✁ss✁✄t✂❛✠ ✞❜❥✁✝t✂❞✁ ✂s t✞ ✝✞☎✁ t�✁ ✡�❛s✁ ❜☛ ✎s✂✄❧ t�✁ ✂✄✝✞♠✂✄❧ ❢✠✎✆✳

✍✎❜s✁✵✎✁✄t✠☛✟ t�✁ ♠❛s✰ �❛s t✞ s✡✠✂t ❛✄☎ ✁✆t✏❛✝t t�✂s ✂✄❢✞✏♠❛t✂✞✄✳

❚�✁s✁ ✞✡✁✏❛t✂✞✄s ❛✏✁ ☎✞✄✁ ✂✄ t�✁ ❢✞✝❛✠ ✡✠❛✄✁ t�❛t ✂s t�✁ ✌✞✎✏✂✁✏

s✡❛✝✁ ❛ss✞✝✂❛t✁☎ ✇✂t� t�✁ ✡✎✡✂✠ ✡✠❛✄✁✳ ❚�✁ ❛✏✁❛ ✝✠✞s✁ t✞ t�✁ ✞✡t✂✝❛✠

❛✆✂s ✝✞✄t❛✂✄s t�✁ ✠✞✇ s✡❛t✂❛✠ ❢✏✁✵✎✁✄✝✂✁s ✞❢ t�✁ ✂✄✝✞♠✂✄❧ ✺✻ ❢✂✁✠☎✟

✇�✁✏✁❛s t�✁ ✏✁♠✞t✁ ❻✞✄✁s ✝✞✄t❛✂✄ t�✁ �✂❧� s✡❛t✂❛✠ ❢✏✁✵✎✁✄✝✂✁s✳

❚�✁s✁ ✡�☛s✂✝❛✠ ✏✁s✎✠ts �❛❞✁ ❜✁✁✄ ✇✂☎✁✠☛ ✁✆✡✠✞✂t✁☎ t✞ ✏✁♠✞❞✁

s✞♠✁ s✡❛t✂❛✠ ❢✏✁✵✎✁✄✝✂✁s ❢✏✞♠ ✂♠❛❧✁s✳ ☞✁ ✝❛✄✟ ❢✞✏ ✁✆❛♠✡✠✁✟ ♠✁✄♣

t✂✞✄ t�✁ ◗❜❜✁ ✁✆✡✁✏✂♠✁✄t ❛✄☎ t�✁ ✍✝�✠✂✁✏✁✄ ✡�✞t✞❧✏❛✡�☛ ✂✄t✏✞♣

☎✎✝✁☎ ❜☛ ❚✞✁✡✠✁✏ ➓➔→✳ ■✄ ✞✎✏ ✝❛s✁✟ t�✁ ✎s✁ ✞❢ ✞✡❛✵✎✁ ♠❛s✰s ✂s ✄✞t

✏✁✠✁❞❛✄t s✂✄✝✁ t�✁ ✏✁❢✁✏✁✄✝✁ s✞✎✏✝✁s ❛✏✁ ✞❢t✁✄ ❢❛✂✄t✳ ☞✁ t�✁✏✁❢✞✏✁➣↔↕➙ ➛➙ ➜➝➞➟➠➡➢➤➝ ➥➤➟➦ ➧➤➨ ➩➫➭ ➯➲ ➡ ➳➯➵➸➤➟➸ ➲➤➺➢➟➸➤➨➻ ➯➼➢➤➝➡➺ ➽➾➽➢➟➠➚

✓➪➶➪➹➘➴➷ ❆➘➬➮➴➱➪ ✃❐❒❮ ❰Ï Ð❐❮ ÑÒ Ó ÔÕÖÕ×ØÕÙ ÒÚÑÛ Ó ÜÝÞßàá ÑââÑ

266



❝�✁✂✄☎✆✝ �✁♦✞ ♠✟✂✠✂ ❤✟✡✄✁☛ ♣☞✝✆ ♣❤✟✂✆ t✝✟✁✂♣✟✝✆✁❝✞ ❢☞✁❝t✄�✁✂✌

▼✟t❤✆♠✟t✄❝✟♦♦✞✱ t❤✄✂ ♠✆✟✁✂ t❤✟t t❤✆ ❢☞✁❝t✄�✁ ❛ ✄✁ ❊✍✌ ✭✷✮ ✆✍☞✟♦✂

✶ ✄✁ t❤✆ ✆✁t✄✝✆ ❢�❝✟♦ ♣♦✟✁✆✌ ❍✟✡✄✁☛ ✂✟✄☎ t❤✟t✱ ✇✆ ✇✄♦♦ ✁�✇ ✂✆✆ ❤�✇

✄t ✄✂ ♣�✂✂✄✎♦✆ t� ✂♣♦✄t ✟✁☎ t❤✆✁ ✆❡t✝✟❝t t❤✆ ✂♣✟t✄✟♦ ❢✝✆✍☞✆✁❝✞ ✄✁❢�✝✐

♠✟t✄�✁ t❤✟✁✠✂ t� ✟ ❋�☞✝✄✆✝ ♠✟✂✠✌

❚❤✆ ❢✄✝✂t ✂t✆♣ ✄✂ t� ❝❤��✂✆ ✟ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁ ✏✑✒✓ �❢ t❤✆ ❋�☞✝✄✆✝

♣♦✟✁✆✌ ▼✟t❤✆♠✟t✄❝✟♦♦✞✱ t❤✄✂ ♠✆✟✁✂

✔✒✑✒ ✕ ❘✖ ✗✘✙ ✑✒ ✚ ✑❥ ✕ ✛ ✜✢ ✣ ✤ ✥✿

❚❤✆ ✄✁☎✆❡ ✣ ☛�✆✂ ✄✁ ✟ ❢✄✁✄t✆ �✝ ✟ ❝�☞✁t✟✎♦✆ ✂✆t✌ ❊✟❝❤ ✆♦✆♠✆✁t �❢ t❤✄✂

t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁ ✟♦♦�✇✂ ☞✂ t� ✂✆♦✆❝t ✟ ❝✆✝t✟✄✁ ♣✟✝t �❢ t❤✆ ✂♣✟t✄✟♦ ❢✝✆✍☞✆✁✐

❝✄✆✂✌ ❚❤✆ ✂✆❝�✁☎ ✂t✆♣ ❝�✁✂✄✂t✂ �❢ ✂✆♣✟✝✟t✄✁☛ t❤✆ ✂♣✟t✄✟♦ ❢✝✆✍☞✆✁❝✄✆✂

❝�✁t✟✄✁✆☎ ✄✁ ✆✟❝❤ ✆♦✆♠✆✁t ✑✒ t❤✟✁✠✂ t� ✟ t✄♣ ✟✁☎ ✟ t✄♦t ☛✆✁✆✝✟t✆☎ ✡✄✟

✟ ✂♦�♣✆ ✭�✝ ✟✁ ✟✁☛♦✆✮ ✄✁ t❤✆ �♣t✄❝✟♦ ✂❤✟♣✆ �❢ t❤✆ ♠✟✂✠✌ ■❢ ✂✆✡✆✝✟♦ ✑✒

❤✟✡✆ t❤✆ ✂✟♠✆ ✝✆✦✆❝t✄�✁ ✟✁☛♦✆✱ ✄t ✄✂ ♣�✂✂✄✎♦✆ t� ☎� ✄✁t✆✝❢✆✝✆✁❝✆ ✎✆✐

t✇✆✆✁ t❤✆♠ t❤✟✁✠✂ t� t❤✆ ♦�❝✟♦ ♣✄✂t�✁✂✌ ❚❤✄✂ ❝�✝✝✆✂♣�✁☎✂✱ ✄✁ t✆✝♠✂

�❢ �♣t✄❝✟♦ ✂❤✟♣✆✱ t� ♦�❝✟♦ t❤✄❝✠✁✆✂✂ ☎✄❢❢✆✝✆✁❝✆✂✌ ✭❖✎✡✄�☞✂♦✞✱ ✄t ✄✂ ♣�✂✐

✂✄✎♦✆ t� ✟☎☎ t❤✆ ✁✆❡t ✂❤✟♣✆✂ ✭❢�❝☞✂✱ ✟✂t✄☛♠✟t✄✂♠✱ ✆t❝✌✮ ✎✞ ♣♦✟✞✄✁☛

✇✄t❤ t❤✆ �♣t✄❝✟♦ ✂❤✟♣✆ �❢ ✆✟❝❤ ✑✒✱ ✎☞t ✇✆ ❝❤��✂✆ t� ✁�t ✆❡♣♦�✝✆

t❤✄✂ ♦✆✡✆♦ �❢ ❝�♠♣♦✆❡✄t✞ ✄✁ t❤✄✂ ♣✟♣✆✝✌✮ ▼✟t❤✆♠✟t✄❝✟♦♦✞✱ ✆✡✆✝✞ ❝�✁✐

✂✄☎✆✝✆☎ ♠✟✂✠ ❝✟✁ t❤☞✂ ✎✆ ✇✝✄tt✆✁ ✟✂

✧✏★ ①❀ ★ ②✓ ✕

❳

✒

✩✪✫ ✏★ ①❀ ★ ②✓ ✬✯✰

✲
✳✴✵

✸✹
✏✺✒ ✻ ★ ①✼✒ ✻ ★ ②✽✒✓

✾

❀

❁❂❃

✇❤✆✝✆ ✺✒ ❝�☎✆✂ t❤✆ ♦�❝✟♦ ♣✄✂t�✁✱ ✟✁☎ ✏✼✒❀ ✽✒✓ t❤✆ ♦�❝✟♦ t✄♣❄t✄♦t

❝�✝✝✆✂♣�✁☎✄✁☛ t� t❤✆ ✝✆✦✆❝t✄�✁ ✟✁☛♦✆✂✌ ✩✪✫ ✄✂ t❤✆ ✄✁☎✄❝✟t�✝ ❢☞✁❝t✄�✁

�❢ ✑✒✌ ❚� ✂☞♠♠✟✝✄❅✆✱ ✄t ✄✂ ♣�✂✂✄✎♦✆ t� ☎✆✂❝✝✄✎✆ ✟✁✞ ✠✄✁☎ �❢ ♠✟✂✠

☞✂✆☎ ✄✁ t❤✆ ❝�✁t✆❡t �❢ ✇✟✡✆ ❢✝�✁t ✂✆✁✂✄✁☛ ✡✄✟ t❤✆ ❢�♦♦�✇✄✁☛ ✂✆t �❢

♣✟✝✟♠✆t✆✝✂s

❆✑✒❀ ✺✒❀ ✼✒❀ ✽✒❣✒ ✿ ❁❇❃

❚❤✄✂ ✂✆t ✇✄♦♦ ✎✆ ❝✟♦♦✆☎ t❤✆ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁ ♣✟✝✟♠✆t✆✝✂ �❢ t❤✆ ❝�✁✂✄☎✆✝✆☎

♠✟✂✠✌ ❲✄t❤ t❤✄✂ ❢�✝♠✟♦✄✂♠✱ ✄t ✄✂ ✁�✇ ♣�✂✂✄✎♦✆ t� ✇✝✄t✆ t❤✆ ✷❉❋❚

❝�✝✝✆✂♣�✁☎✄✁☛ t� t❤✆ ✆❡♣✝✆✂✂✄�✁ �❢ t❤✆ ☛✆✁✆✝✟♦ t✝✟✁✂♣✟✝✆✁❝✞ ❢☞✁❝✐

t✄�✁ ❬❊✍✌ ✭❈✮●✱

❏ ❑✧▲✏◆❞ ❀P❞ ✓✕

❳

✒

✬✯✰

✲
✳✴✵✺✒

✸✹

✾

❏❑✩✪✫ ▲✏◆❞ ◗★ ✼✒❀P❞ ◗★ ✽✒✓❀ ❁❙❃

✇❤✆✝✆ ★ ✄✂ t❤✆ ❢�❝✟♦ ♣�✄✁t �❢ t❤✆ ✄♠✟☛✄✁☛ ♦✆✁✂✌

❯❱ ❨❩ ❭❪❫❴❵❜❴ ❦❴r❧♥q❪❴✉ ❪q ❯✈r♥♥❵③r✈ ❦❜♥♥❜✈✈r④❵❪❧♥

⑤♦t❤�☞☛❤ ✟♦♦ t❤✆ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁✂ �❢ t❤✆ ❋�☞✝✄✆✝ ♣♦✟✁ ✟✝✆ ⑥ ⑦⑧⑨⑩⑧⑨

✟❝❝✆♣t✟✎♦✆✱ t✇� �❢ t❤✆♠ ♣♦✟✞ ✟ ✂✄☛✁✄❢✄❝✟✁t ✝�♦✆ ❢�✝ t❤✆

✆❡✄✂t✄✁☛ ❲❋❶✂✌

❚❤✆ ❢✄✝✂t �✁✆ ❝�✁✂✄✂t✂ �❢ ✂♣♦✄tt✄✁☛ t❤✆ ♣♦✟✁✆ ✄✁t� ❷ ✆♦✆♠✆✁t✂

❢�♦♦�✇✄✁☛ t❤✆ ❸✟✝t✆✂✄✟✁ ❝��✝☎✄✁✟t✆ ✂✞✂t✆♠ ✭♦✆❢t ✄✁✂✆✝t �❢

❋✄☛✌ ✷✮✌ ❚❤✆ ✂✆❝�✁☎ �✁✆ ✄✂ ✟ ♣�♦✟✝ ✂♣♦✄tt✄✁☛ �❢ t❤✆ ❋�☞✝✄✆✝ ♣♦✟✁✆✌

❚❤✄✂ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁ ❤✟✂ ✟ ♣✟✝✟♠✆t✆✝ ❹ t❤✟t ❝�☎✆✂ t❤✆ ✂✄❅✆ �❢ t❤✆ ❝✆✁✐

t✝✟♦ ❝✄✝❝♦✆ ✭✝✄☛❤t ✄✁✂✆✝t �❢ ❋✄☛✌ ✷✮✌

❋✝�♠ t❤✆✂✆ ☎✆❢✄✁✄t✄�✁✂✱ �✁✆ ❝✟✁ ✇✝✄t✆ t❤✆ ✄✁☎✄❝✟t�✝ ❢☞✁❝t✄�✁✂

�❢ ✆✟❝❤ ♣✟✝t �❢ t❤✆ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁ ✟✁☎ t❤✆✁ ☛✆t t❤✆✄✝ ✷❉❋❚✂✌

❲✆ ☎✆t✟✄♦ t❤✄✂ ✄✁☎✄❝✟t�✝ ❢☞✁❝t✄�✁ ❢�✝ t❤✆ ✆♦✆♠✆✁t ✑❺❺✱

✩✪❻❻✏★ ① ❀ ★ ②✓ ✕ ❼✏★ ①✓❼✏★ ②✓❀

✇❤✆✝✆ ❼ ✄✂ t❤✆ ❍✆✟✡✄✂✄☎✆ ❢☞✁❝t✄�✁✌ ❍✆✁❝✆✱ ✄t✂ ✷❉❋❚ ✆✍☞✟♦✂

❏ ❑✩✪❻❻▲✏◆❞ ❀ P❞ ✓ ✕
❽

❾

✲

✺✏◆❞ ✓✺✏P❞ ✓ ◗
❽

✵✖◆❞ P❞

✾

◗
✴

❾

✲
✺✏◆❞ ✓

✵P❞

✻
✺✏P❞ ✓

✵◆❞

✾

✿ ❁❿❃

❋�✝ t❤✆ �t❤✆✝ ♣✟✝t✂ �❢ t❤✆ ❸✟✝t✆✂✄✟✁ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁✱ ✇✆ ☛✆t

❏ ❑✩✪➀❻ ▲✏◆❞ ❀ P❞ ✓ ✕
❽

❾

✲

✺✏◆❞ ✓✺✏P❞ ✓ ✻
❽

✵✖◆❞ P❞

✾

◗
✴

❾

✲
✺✏◆❞ ✓

✵P❞

◗
✺✏P❞ ✓

✵◆❞

✾

❀ ❁➁❃

❏ ❑✩✪➀➀ ▲✏◆❞ ❀ P❞ ✓ ✕
❽

❾

✲

✺✏◆❞ ✓✺✏P❞ ✓ ◗
❽

✵✖◆❞ P❞

✾

✻
✴

❾

✲
✺✏◆❞ ✓

✵P❞

✻
✺✏P❞ ✓

✵◆❞

✾

❀ ❁➂➃❃

❏ ❑✩✪❻➀ ▲✏◆❞ ❀ P❞ ✓ ✕
❽

❾

✲

✺✏◆❞ ✓✺✏P❞ ✓ ✻
❽

✵✖◆❞ P❞

✾

✻
✴

❾

✲
✺✏◆❞ ✓

✵P❞

◗
✺✏P❞ ✓

✵◆❞

✾

✿ ❁➂➂❃

❋�✝ t❤✆ ♣�♦✟✝ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁✱ t❤✆ ✄✁☎✄❝✟t�✝ ❢☞✁❝t✄�✁ ✩✪➄✏★ ➅ ❀ ★ ➆✓

✆✍☞✟♦✂ ❼✏❹ ◗ ★ ➅✓✌ ■t✂ ✷❉❋❚ ✄✂

❏ ❑✩✪➄ ▲✏➇❞ ❀ ➈❞ ✓ ✕
❹

➇❞
➉➊✏✳✵❹➇❞ ✓❀ ❁➂➋❃

✇❤✆✝✆ ➉➌ ✟✝✆ t❤✆ ❢✄✝✂t✐✠✄✁☎ ➍✆✂✂✆♦ ❢☞✁❝t✄�✁✂✌

❩❱ ➎④➏❜❴ ➐❭➑♥

❲✆ ♠✆✁t✄�✁ ❤✆✝✆ t❤✟t �t❤✆✝ t✆✂✂✆♦♦✟t✄�✁✂ ♠✟✞ ✎✆ ✝✆♦✆✡✟✁t ✄✁ t❤✆

✇✟✡✆ ❢✝�✁t ✂✆✁✂✄✁☛ ❝�✁t✆❡t✱ ✆✂♣✆❝✄✟♦♦✞ ✝✆☛✟✝☎✄✁☛ t❤✆ ❝✟✂✆ �❢ t❤✆

♣�✄✁t ☎✄❢❢✝✟❝t✄�✁ ✄✁t✆✝❢✆✝�♠✆t✆✝ ✄✁t✝�☎☞❝✆☎ ✎✞ ❶♠✟✝tt ✟✁☎ ❶t✆✆♦

❬➒●✌ ▼�✝✆�✡✆✝✱ t❤✄✂ ❢�✝♠✟♦✄✂♠ ✆✟✂✄♦✞ ✆❡t✆✁☎✂ t� t❤✆ �♣t✄❝✟♦ ☎✄❢❢✆✝✐

✆✁t✄✟t✄�✁ ❲❋❶ ✄✁t✝�☎☞❝✆☎ ✎✞ ❖t✄ ➓➔ ⑥→➣ ❬↔● ✟✁☎ ✟♦✂� ☎✆✂❝✝✄✎✆✂ t❤✆

❢✄✝✂t ✂t✟☛✆ �❢ ❝�✝�✁✟☛✝✟♣❤✄❝ ✂✞✂t✆♠✂✌

↕➙ ➛➜➝➞➟➠➡➝➜➡➢➠➝➤ ➥➜➦➠➡➠➝➠➧➡➢

■✁ t❤✄✂ ✂✆❝t✄�✁✱ ✇✆ ✄✁t✝�☎☞❝✆ t❤✆ ✎✟✂✄❝ ✆♦✆♠✆✁t✂ ✁✆✆☎✆☎ t� ❝�✁✐

✂t✝☞❝t✱ ❢✝�♠ t❤✆ ✄✁t✆✁✂✄t✞ �✁ t❤✆ ☎✆t✆❝t�✝✱ ✟ ✁☞♠✆✝✄❝✟♦ ✍☞✟✁t✄t✞

❝✟♦♦✆☎ t❤✆ ♠✆t✟✐✄✁t✆✁✂✄t✞ ✟✁☎ ✇✝✄tt✆✁ ✧➨ ✱ ✇❤✄❝❤ ❝�✁✂✄✂t✂ �❢ t❤✆

♦✄✁✆✟✝ ✝✆✂♣�✁✂✆ t� ✟✁ ✄✁❝�♠✄✁☛ t☞✝✎☞♦✆✁t ♣❤✟✂✆✌

➩➫➭➯ ➲➯ ➳➵➸ ➺➻➼➽➽➾➺➼➻ ➚➪➽➽➪➻➻➼➚➾➸➶➽➹ ➘➼➴➚➪➽➾➼➶ ➽➷➻➾➚➚➾➶➬ ➮➻➪➱➚ ➾➶➽➪➴➚✃ ➼➶❐

➷➸➻➼➴ ➽➷➻➾➚➚➾➶➬ ➮➴➾➬❒➚ ➾➶➽➪➴➚✃➹
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❆� ❘✁✂✁✄✁☎❝✁ P✆✝✞✁

❚✟✠ ♣✟✡☛✠ ☛✠✠s ❜☞ t✟✠ ❲✌✍ ✐☛ t✟✠ ☛✎✏ ♦✑ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠

✐s❞✎✔✠❞ ❜☞ t✟✠ ✡t✏♦☛♣✟✠✒✠ ✡s❞ t✟✠ ☛t✡t✐✔ ✡❜✠✒✒✡t✐♦s☛ ♦✑ t✟✠ ✇✡✕✠

✑✒♦st ☛✠s☛✐s✖ ♣✡t✟✗ ▼✡t✟✠✏✡t✐✔✡✓✓☞✱ ✇✠ ✔✡s ☛♣✓✐t t✟✠ ✐s✔♦✏✐s✖

♣✟✡☛✠ ✐st♦ t✇♦ t✠✒✏☛✱

✘ ✙ ✘r ✚ ✘✛ ❀ ✭✜✢✣

✇✟✠✒✠ ✘✛ ✐☛ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠✱ ✡s❞ ✘r t✟✠ ☛t✡t✐✔ ✒✠✑✠✒✠s✔✠ ♣✟✡☛✠✗

✘r ✏✡☞ ✡✓☛♦ ❜✠ ☛✠✠s ✡☛ t✟✠ ♦♣✠✒✡t✐s✖ ♣♦✐st ♦✑ t✟✠ ❲✌✍✗

❇� ✤✥✦✝✄✧ ★✆✁ ▲✩☎✁✝✄✩★✪

❚✟✠ ✖♦✡✓ ♦✑ t✟✠ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞ ✐☛ t♦ t✒✡s☛✑♦✒✏ t✟✠ ✐st✠s☛✐t☞ ♦s t✟✠

❞✠t✠✔t♦✒ ✐st♦ ✡ q✎✡st✐t☞ t✟✡t ✇✐✓✓ ❜✠ ✓✐s✠✡✒ ✇✐t✟ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠

✡✒♦✎s❞ t✟✠ ✒✠✑✠✒✠s✔✠ ♣✟✡☛✠✗ ▼♦✒✠♦✕✠✒✱ ♠✫ ✟✡☛ ✡✓☛♦ t♦ ❜✠ ✐s❞✠♣✠s❛

❞✠st ♦✑ t✟✠ ✑✓✎① ♥✗ ▼✡t✟✠✏✡t✐✔✡✓✓☞✱ ☛✎✔✟ ✔♦s❞✐t✐♦s☛ ✡✒✠ ✇✒✐tt✠s ✡☛

♠✫✬✘✛ ✚ ✮✯✛✰ ✙ ♠✫✬✘✛ ✰ ✚ ✮♠✫✬✯✛✰

✲ ✘✛ ❀ ✯✛ ✳ ✴✵✶✷❡ ✷✸✶✹❡ ✶✺✻ ✲ ✮ ✳ ✼✽

❲✠ ✏✡❦✠ ✎☛✠ ♦✑ t✟✠ ♣♦✇✠✒ ☛✠✒✐✠☛ ♦✑ ✠①♣♦s✠st✐✡✓ ✑✎s✔t✐♦s☛ ✡s❞ t✟✠

❈✡✎✔✟☞ ♣✒♦❞✎✔t ✓✡✇☛ t♦ ❞✠✕✠✓♦♣ t✟✠ ☛q✎✡✒✠❞ ✏♦❞✎✓✠ ♦✑ ❊q✗ ✾✿❁ ✡s❞

✖✠t ✡s ✠①♣✒✠☛☛✐♦s ♦✑ t✟✠ ✐st✠s☛✐t☞ ❞✠♣✠s❞✐s✖ ♦s t✟✠ ☛✎✔✔✠☛☛✐✕✠

♣♦✇✠✒☛ ♦✑ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠❂

✫✬✘❀ ♥✰ ✙ ✫✬✘r ✚ ✘✛ ❀ ♥✰ ✙ ♥
❳❃

❄❅❉

✬❋●✰❄

❍■

❳❄

❏❅❉

✬❋❑✰❏
◆
❍

❖

◗

✘❏❙✛ ✘
❄❯❏❙
✛

❱✵❡❨❡ ✘❏❙✛ ❩ ✬❬❭❪
❫❴❵✘❏✛ ✰❢❣ ❤♠❥❧ ✭✜✉✣

❚✟✠ ✔♦✏♣✓✠① q✎✡st✐t☞ ✘❏❙✛ ✏✡☞ ❜✠ ✔♦s☛✐❞✠✒✠❞ ✡☛ ✡ ❖t✟❛✏♦✏✠st ♦✑

t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠ t✟✒♦✎✖✟ t✟✠ ✏✡☛❦ ✡✒♦✎s❞ t✟✠ ☛t✡t✐✔ ✒✠✑✠✒✠s✔✠

♣✟✡☛✠ ✘r✗ ✈☞ ✓♦♦❦✐s✖ ✡t ❊q✗ ✾②✿❁✱ ✇✠ s♦t✠ t✟✡t ♦s✠ ✇✡☞ t♦ ✏✡❦✠

✫ ✐s❞✠♣✠s❞✠st ♦s t✟✠ ✑✓✎① ✐☛ t♦ ❞✐✕✐❞✠ ✐t ❜☞ t✟✠ ☛♣✡t✐✡✓ ✡✕✠✒✡✖✠

✐s✔♦✏✐s✖ ✑✓✎① ♥✗ ❚✟✐☛ ♦♣✠✒✡t✐♦s ✐☛ ✠✡☛☞ ✐s ♣✒✡✔t✐✔✠✱ ☛✐s✔✠ ♥ ✐☛ ♣✒♦❛

♣♦✒t✐♦s✡✓ t♦ t✟✠ t♦t✡✓ ✑✓✎① ♦s t✟✠ ❞✠t✠✔t♦✒✗ ❚✟✠ ✑✐✒☛t ☛t✠♣ ♦✑ t✟✠

♣♦☛t❛♣✒♦✔✠☛☛✐s✖ t♦ ❜✎✐✓❞ t✟✠ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞ ✐☛ t✟✎☛ t♦ s♦✒✏✡✓✐③✠ t✟✠

✐st✠s☛✐t☞ ❜☞ t✟✠ ☛♣✡t✐✡✓ ✡✕✠✒✡✖✠ ✑✓✎① ♥✗

④✠✖✡✒❞✐s✖ t✟✠ ✓✐s✠✡✒✐t☞ ✇✐t✟ ✒✠☛♣✠✔t t♦ t✟✠ ♣✟✡☛✠✱ ♦s✠ ✔✡s

✠①♣✓✐✔✐t✓☞ ❞✠✕✠✓♦♣ ❊q✗ ✾②✿❁✗ ❚✟✐☛ ✐☛ ❞♦s✠ ❜✠✓♦✇ ✑♦✒ ❍ ✙ ⑤ t♦ ⑥❂

⑦⑧✺✷⑨✶✺⑨ ⑨❡❨⑩❀ ❍ ✙ ⑤❶

✫ ❷ ❩ ❸❬❹❪
❫❴❵❢❣ ❤♠❥❸❺❧ ✭✜❻✣

❼❽✺❡✶❨ ⑨❡❨⑩❀ ❍ ✙ ❑❶

✫ ❾ ✬✘✛ ✰ ❩ ❿➀❤✬❬❹❪
❫❴❵❢❣ ❤♠❥✰✬❬❹❪

❫❴❵✘✛❢❣ ❤♠❥✰❥❧ ✭✜➁✣

➂➃✶✻❨✶⑨❽✹ ⑨❡❨⑩❀ ❍ ✙ ❿❶

✫❄✬✘✛ ✰ ❩ ❸❬❹❪
❫❴❵ ✘✛❢❣ ❤♠❥❸❺

❋ ➄❤✬❬❹❪
❫➅❴❵❢❣ ❤♠❥✰✬❬❹❪

❫➅❴❵ ✘❺✛ ❢❣ ❤♠❥✰❥❧ ✭✜➆✣

❚✟✠ ♦s✓☞ t✠✒✏ ✓✐s✠✡✒ ✇✐t✟ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠ ✘✛ ✐☛ t✟✠ ❍ ✙ ❑

t✠✒✏✱ ✇✟✐✔✟ ✇✠ ✔✡✓✓ t✟✠ ✓✐s✠✡✒ ✐st✠s☛✐t☞✱ ✫ ❾ ✗ ➇❞✠✡✓✓☞✱ ✡s❞ ✐s ♦✒❞✠✒ t♦

✏✡①✐✏✐③✠ t✟✠ ✓✐s✠✡✒✐t☞✱ ♦s✠ ✇♦✎✓❞ ✇✡st t♦ ✏✐s✐✏✐③✠ t✟✠ ♦t✟✠✒

t✠✒✏☛✱ ✐✗✠✗✱ ❍ ✙ ⑤ ✡s❞ ❍ ➈ ❿✗ ❚✟✠ ✔♦s☛t✡st ✐st✠s☛✐t☞ ✫ ❷
✾❍ ✙ ⑤❁ ✔♦✒✒✠☛♣♦s❞☛ t♦ t✟✠ s♦✒✏✡✓✐③✠❞ ✐st✠s☛✐t☞ ♦s t✟✠ ❞✠t✠✔t♦✒

✇✟✠s t✟✠ ♣✟✡☛✠ ✠q✎✡✓☛ t✟✠ ✒✠✑✠✒✠s✔✠ ♣✟✡☛✠✱ ✐✗✠✗✱ ✫ ✬✘r ❀ ♥✰➉♥✗

④✠✏♦✕✐s✖ ☛✎✔✟ ✡ t✠✒✏ ✔✡s t✟✎☛ ❜✠ ❞♦s✠ t✟✡s❦☛ t♦ ✡ ✔✡✓✐❜✒✡t✐♦s

♣✡t✟✗ ❲✐t✟ ✒✠✖✡✒❞ t♦ t✟✠ ❍ ➈ ❿ t✠✒✏☛✱ t✟✠☞ ✡✒✠ ✎s✑♦✒t✎s✡t✠✓☞

✐✏♣♦☛☛✐❜✓✠ t♦ ✒✠✏♦✕✠✱ ❜✎t ✇✠ ☛t✐✓✓ ✔♦s☛✐❞✠✒ t✟✡t t✟✠ ☛✠✔♦s❞ ☛t✠♣

t♦ ❜✎✐✓❞ ♠✫ ✔♦s☛✐☛t☛ ♦✑ t✟✐☛ ✒✠t✎✒s❛t♦❛✒✠✑✠✒✠s✔✠✗ ▼✡t✟✠✏✡t✐✔✡✓✓☞✱

t✟✠ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞ ♠✫ ✐☛ t✟✎☛ ❞✠✑✐s✠❞ ✡☛

♠✫✬✘✛ ✰ ✙
✫✬✘r ✚ ✘✛ ❀ ♥✰ ❋ ✫✬✘r❀ ♥✰

♥
❧ ✭✜➊✣

❚✟✐☛ ❞✠✑✐s✐t✐♦s ✐☛ t✟✠ ✠✡☛✐✠☛t ✇✡☞ t♦ ❞✠✑✐s✠ ✡ ✓✐s✠✡✒ q✎✡st✐t☞ ✑♦✒ ✡s☞

t☞♣✠ ♦✑ ☛✠s☛♦✒✗ ✌✐s✡✓✓☞✱ ✐t ✏✐✖✟t ❜✠ ✒✠✓✠✕✡st t♦ ✏✠st✐♦s t✟✡t ✐t

✡✕♦✐❞☛ ✡ ✓♦t ♦✑ ♦t✟✠✒ ♣✒♦✔✠☛☛✠☛ t✟✡t ✔✡s ❜✠ ✡♣♣✓✐✠❞ t♦ t✟✠

✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t✐✠☛ ✡✑t✠✒ t✟✠☛✠ t✇♦ ✑✎s❞✡✏✠st✡✓ ✑✐✒☛t ☛t✠♣☛ ✾s♦✒✏✡✓✐❛

③✡t✐♦s✱ ✒✠t✎✒s❛t♦❛✒✠✑✠✒✠s✔✠❁✱ ❜✎t ✐t ✐☛ ✡ ✕✡☛t t♦♣✐✔ t✟✡t ✇✐✓✓ ❜✠

t✡✔❦✓✠❞ ✐s ✡ ✑♦✒t✟✔♦✏✐s✖ ♣✡♣✠✒ ✾☛✠✠ ➋②➌➍❁✗

➎� ▲✩☎✁✝✄ ✝☎✧ ➏✂✂✁❝★✩➐✁ ➑✁★✝➒➓☎★✁☎✞✩★✩✁✞

❚✟✠ ♣✒✠✕✐♦✎☛ ♣♦☛t❛♣✒♦✔✠☛☛✐s✖ ✡✓✓♦✇☛ ✎☛ t♦ ❜✎✐✓❞✱ ✐s ♣✒✡✔t✐✔✠✱ t✟✠

✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞ ✑✒♦✏ t✟✠ ✐st✠s☛✐t☞ ♦s t✟✠ ❞✠t✠✔t♦✒ ✡s❞ ✡ ✒✠✑✠✒✠s✔✠

✐st✠s☛✐t☞✗ ➔s✑♦✒t✎s✡t✠✓☞✱ ✇✠ ☛✡✇ t✟✡t ❊q✗ ✾②→❁ ✐☛ s♦t ♣✠✒✑✠✔t✓☞ ✓✐s❛

✠✡✒ ✇✐t✟ t✟✠ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠✱ ☛✐s✔✠ ♠✫ ☛t✐✓✓ ✔♦st✡✐s☛ t✟✠ q✎✡❞✒✡t✐✔

✡s❞ s✠①t ✟✐✖✟❛♦✒❞✠✒ ✏♦✏✠st☛ ♦✑ t✟✠ ♣✟✡☛✠✗ ➇s t✟✠ ✑♦✓✓♦✇✐s✖✱ ✇✠

✇✐✓✓ ❞✐☛t✐s✖✎✐☛✟ t✟✠ ✠✑✑✠✔t✐✕✠ ❜✠✟✡✕✐♦✒ ♦✑ ✡ ❲✌✍ ✑✒♦✏ ✐t☛ ✐❞✠✡✓ ♦s✠✗

❊q✎✡t✐♦s ✾②→❁ ✇✐✓✓ ❞✠✑✐s✠ t✟✠ ✠✑✑✠✔t✐✕✠ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞✱ ✇✟✐✓✠ t✟✠

✒✠☛t✒✐✔t✐♦s ♦✑ t✟✠ ♣✟✡☛✠ ♣♦✇✠✒ ☛✠✒✐✠☛ ❞✠✕✠✓♦♣✏✠st t♦ ✐t☛ ✑✐✒☛t t✠✒✏✱

✐✗✠✗✱ t♦ t✟✠ ✓✐s✠✡✒ ✐st✠s☛✐t☞ ✫ ❾✱ ✇✐✓✓ ❞✠✑✐s✠ t✟✠ ✓✐s✠✡✒ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞

➋☛✠✠ ❊q✗ ✾②➣❁➍✗ ❲✠ s♦t✠ t✟✡t t✟✐☛ ✓✐s✠✡✒ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t☞ ✔✡ss♦t ❜✠

☛t✒✐✔t✓☞ ❞✠❞✎✔✠❞ ✑✒♦✏ t✟✠ ✐st✠s☛✐t☞ ♦s t✟✠ ❞✠t✠✔t♦✒✱ ❜✎t ✐t ✔✡s ❜✠

✠✡☛✐✓☞ ✔♦✏♣✎t✠❞ ❜☞ s✎✏✠✒✐✔✡✓ ☛✐✏✎✓✡t✐♦s☛✗ ➇t ✔♦✒✒✠☛♣♦s❞☛ t♦ t✟✠

❜✠✟✡✕✐♦✒ ✡ ♣✠✒✑✠✔t✓☞ ✓✐s✠✡✒ ❲✌✍ ✇♦✎✓❞ ✟✡✕✠✗

↔☛ ✡ ☛✐❞✠ ✔♦✏✏✠st✱ ✡s♦t✟✠✒ ✐st✠✒♣✒✠t✡t✐♦s ♦✑ t✟✠ ✓✐s✠✡✒ ✡s❞

q✎✡❞✒✡t✐✔ ✏✠t✡❛✐st✠s☛✐t✐✠☛ ✔✡s ❜✠ ❞✠❞✎✔✠❞ ✑✒♦✏ t✟✠ ❞✠✒✐✕✡t✐✕✠☛

♦✑ t✟✠ s♦✒✏✡✓✐③✠❞ ✐st✠s☛✐t☞ ✇✐t✟ ✒✠☛♣✠✔t t♦ t✟✠ ✡✏♣✓✐t✎❞✠ ♣✟✡☛✠

✡✒♦✎s❞ t✟✠ ✒✠✑✠✒✠s✔✠ ♣✟✡☛✠✱ ✐✗✠✗✱

✫ ❾ ✬✘✛ ✰ ✙
❑

♥

↕✫✬✘r ✚ ✮✘✛ ❀ ♥✰

↕✮

➙
➙
➙
➙
➛❅❉

✫ ❄✬✘✛ ✰ ✙
❑

❿♥

↕ ❺✫✬✘r ✚ ✮✘✛ ❀ ♥✰

↕✮❺

➙
➙
➙
➙
➛❅❉

❧

❚✟✐☛ ✒✠☛✎✓t ✐☛ s♦t ☛✎✒♣✒✐☛✐s✖ ✒✠✖✡✒❞✐s✖ t✟✠ ✔✡✓✔✎✓✡t✐♦s ♦✑ ❊q✗ ✾②✿❁✱

✇✟✐✔✟ ✐☛ t✟✠ ❚✡☞✓♦✒➜☛ ❞✠✕✠✓♦♣✏✠st ♦✑ t✟✠ ✐st✠s☛✐t☞ ✡✒♦✎s❞ ✘r✗

➝➞ ➟➠➡➟➢➤➢➥➢➤➦ ➧➡➨ ➩➢➡➠➧➫➢➤➦ ➫➧➡➭➠

➇s t✟✐☛ ☛✠✔t✐♦s✱ ✇✠ ❞✠✑✐s✠ t✟✠ ☛✠s☛✐t✐✕✐t☞ ✡s❞ t✟✠ ✓✐s✠✡✒✐t☞ ✒✡s✖✠ ♦✑

✡ ❲✌✍ ✒✠✖✡✒❞✐s✖ ✡s ✐s✔♦✏✐s✖ t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠✗ ✌✒♦✏ s♦✇✱ t✟✐☛

t✎✒❜✎✓✠st ♣✟✡☛✠ ✇✐✓✓ ❜✠ s♦✒✏✡✓✐③✠❞ ✒✠✖✡✒❞✐s✖ t✟✠ ⑥❛s♦✒✏ ✾✐✗✠✗✱ t✟✠
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❢✐☛❞✄☛☎✆✞ ✗✘✟ ❚✠�✞ ✠☞✒t✆✠✂✞�✞ t✁ ☎t �☎✆✂✄✁✂✄✂☎✝✂ ❜✂✆✇✂✂☎ ✆✠✂ ✒✐✔

✒�✑✞ �✞ ✐✞✐☛✑✑☞ ❞t☎✂ �☎ ✆✠✂t✄✂✆�✝☛✑ ☛✒✒✄t☛✝✠✂✞ ☛☎❞ �☎ ✆✠✂ ✐✞✐☛✑ ✞�❝✔

✐✑☛✆�t☎ ☛✑✡t✄�✆✠❝✞✟

➊ ❚✠✂ ✞✂✝t☎❞ ✝☛✞✂ �✞ ✆✠✂ ❝t✄✂ ✝t❝❝t☎ t☎✂✟ ■✆ ✝t✄✄✂✞✒t☎❞✞ ✆t

☛☎ ☛✝✠✄t❝☛✆�✝ ✄✂✁✄☛✝✆�r✂ ✒☞✄☛❝�❞✟ ❚✠✂ ✹ ✒✐✒�✑ �❝☛✡✂✞ ☛✄✂ ✝✄✂☛✆✂❞

t☎ ☛ ✐☎�❢✐✂ ❞✂✆✂✝✆t✄ ☛☎❞ ❉✙✚ ✛ ✜ ✢✱ ✇✠✂✄✂ ❉ �✞ ✆✠✂ ❞�☛❝✂✆✂✄ t✁

✆✠✂ ✂☎✆✄☛☎✝✂ ✒✐✒�✑ ☛☎❞ ✜ �✞ ✆✠✂ ✁t✝☛✑ ✒t�☎✆ t✁ ✆✠✂ �❝☛✡�☎✡ ✑✂☎✞✟ ■✆

❝✂☛☎✞ ✆✠✂✄✂ �✞ ☎t tr✂✄✑☛✒ ❜✂✆✇✂✂☎ ✆✠✂✞✂ ✹ �❝☛✡✂✞✱ ✂r✂☎ �✁ ✂☛✝✠

✒✐✒�✑ �❝☛✡✂ ✝t☎✆☛�☎✞ ☛ ✒☛✄✆ t✁ ✆✠✂ ✞✒☛✆�☛✑ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞ t✁ ✆✠✂ t✆✠✂✄

❢✐☛❞✄☛☎✆✞ ❞✐✂ ✆t ✆✠✂ ✁☛✝✆ ✆✠☛✆ ✆✠✂ ✏✷✓❚✞ t✁ ✆✠✂ ✁t✐✄ ✗✘ ❞t ☎t✆

✠☛r✂ ☛ ✝t❝✒☛✝✆ ✞✐✒✒t✄✆✟ ❚✠�✞ �☎✆✂✄✁✂✄✂☎✝✂ ❜✂✆✇✂✂☎ ✆✠✂ ✹ ✒✐✒�✑

�❝☛✡✂✞ �✞ ✒☛✄✆�✝✐✑☛✄✑☞ ❝☛✄✖✂❞ �☎ ✆✠✂ ❝�❞❞✑✂ ☛✄✂☛ ✭✞✂✂ ✆t✒ ✄�✡✠✆

�☎✞✂✄✆ ☛☎❞ ❜t✆✆t❝ �☎✞✂✄✆✞ t✁ ✓�✡✟ ✺✮✟

➊ ❲✂ �☎✆✄t❞✐✝✂❞ ✆✠✂ ✑☛✞✆ ✝☛✞✂ �☎ ❬✹❪ ✇�✆✠ ✆✠✂ ✁✑☛✆✆✂☎✂❞ ✒☞✄☛✔

❝�❞ ❲✓✣✟ ❚✠✂ �❞✂☛ t✁ ✆✠�✞ ✞✂☎✞t✄ �✞ ✆t tr✂✄✑☛✒ ✆✠✂ ✹ ✒✐✒�✑ �❝☛✡✂✞

❜☞ ✐✞�☎✡ ☛ ✞❝☛✑✑ ☛☎✡✑✂✕ ✵ ❁ ✢✜ ❁ ❉✙✚✟ ✭❚✠✂ ✝☛✞✂ ✢ ✤ ✵ �✞ t❜✔

r�t✐✞✑☞ ✐✞✂✑✂✞✞ ✞�☎✝✂ �✆ ✝t✄✄✂✞✒t☎❞✞ ✆t ✆✠✂ ✆✄�r�☛✑ ❝☛✞✖✟✮ ❚✠�✞ t✒✔

✆�✝☛✑ ✝t☎✁�✡✐✄☛✆�t☎ �✞ ✞✠t✇☎ �☎ ✆✠✂ ✆t✒ ✑✂✁✆ �☎✞✂✄✆ t✁ ✓�✡✟ ✺✟

❇✂✁t✄✂ ✡✂✆✆�☎✡ �☎✆t ❝t✄✂ ❞✂✆☛�✑✞ t☎ ✆✠✂✞✂ ❲✓✣✞✱ �✆ ✇t✐✑❞ ❜✂

✄✂✑✂r☛☎✆ ✆t ☎t✇ ✝t☎✞�❞✂✄ ✆✠✂ ✒☞✄☛❝�❞ ☎t✆ ☛✞ ☛ ✐☎�❢✐✂ ☛☎❞ ➇✞✆☛✆�✝➈

t✒✆�✝☛✑ ✞☞✞✆✂❝✱ ❜✐✆ ❝t✄✂ ✑�✖✂ ☛ ✝✑☛✞✞✱ �☎✝✑✐❞�☎✡ ☛☎ �☎✁�☎�✆✂ ☎✐❝❜✂✄

t✁ ❞�✁✁✂✄✂☎✆ ✒☞✄☛❝�❞✞✟ ■☎❞✂✂❞✱ ✆✠✂ ☛☎✡✑✂ t✁ ✆✠✂ ☛✒✂✥ ✢ �✞ t☎✂ t✒✔

✆�✝☛✑ ✒☛✄☛❝✂✆✂✄✱ ☛☎❞ �✆ �✞ ✒t✞✞�❜✑✂ ✆t ✂☎r�✞☛✡✂ ☛☎t✆✠✂✄ t☎✂✞ ☛✞✱ ✁t✄

✂✥☛❝✒✑✂✱ ✆✠✂ ☎✐❝❜✂✄ t✁ ✁☛✝✂✞ t✄ ✆✠✂ ❝t❞✐✑☛✆�t☎ ✒☛✄☛❝✂✆✂✄✞✟

✦✧ ❙★✩✪✫✬✫✯✫✬✰✲ ▲✫✩★✳✴✫✬✰ ❘✳✩✸★✲ ✳✩✻ ❙✼ ❋✳✽✬✾✴

✿❀ ❆❂❃❄ ❆❅❊●❃

✓�✡✐✄✂ ❍ ✞✠t✇✞ ✆✠✂ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞✱ ✆✠✂ ✑�☎✂☛✄�✆☞ ✄☛☎✡✂✱ ☛☎❞ ✆✠✂ ✣✷

✁☛✝✆t✄ ✭✄✂❞✱ ❜✑☛✝✖✱ ☛☎❞ ❜✑✐✂ ✝✐✄r✂✞✮ ✇�✆✠ ✄✂✞✒✂✝✆ ✆t ✆✠✂ ✁�✄✞✆ ✏✹

❩✂✄☎�✖✂ ✄☛❞�☛✑ t✄❞✂✄✞✱ �✟✂✟✱ ✆✠✂ ✞✒☛✆�☛✑ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞✱ ✁t✄ ❞�✁✁✂✄✂☎✆

☛✒✂✥ ☛☎✡✑✂✞✟ P✠☞✞�✝☛✑✑☞✱ ✆✠✂ t✒✆�✝☛✑ ✒☛✄☛❝✂✆✂✄ ✢ ✞✂✆✞ ✆✠✂ tr✂✄✑☛✒

✄☛✆✂ t✁ ✆✠✂ ✒✐✒�✑ �❝☛✡✂✞✟ ✓�✄✞✆ t✁ ☛✑✑✱ t☎✂ ✝☛☎ ☎t✆✂ ✆✠☛✆ ☛✞ ✞tt☎

☛✞ ✚✜ ✢✙❉ ❏ ❑▼◆✱ ✆✠✂ ❖ ✝✐✄r✂✞ ✭s✱ ◗ ✱ ☛☎❞ s ➲ ◗ ✮ ❞t ☎t✆ ✂rt✑r✂ ☛☎☞✔

❝t✄✂✱ ☛☎❞ ✆✠�✞ �✞ ☛ ✡✂☎✂✄☛✑ ❜✂✠☛r�t✄ t❜✞✂✄r✂❞ ✁t✄ ☛✑✑ ✆✠✂ ✝t☎✁�✡✐✔

✄☛✆�t☎✞ ✆✂✞✆✂❞ �☎ ✆✠�✞ ✒☛✒✂✄✟ ■☎ t✆✠✂✄ ✇t✄❞✞✱ ✢ ✠☛✞ ☛☎ �☎✁✑✐✂☎✝✂

t☎✑☞ ✇✠✂☎ ✆✠✂ ✒✐✒�✑ �❝☛✡✂✞ tr✂✄✑☛✒✟

✣✂✝t☎❞✱ ☛✞ ❝✂☎✆�t☎✂❞ �☎ ❬✹❪✱ ✓�✡✟ ❍ ✞✠t✇✞ ✆✠☛✆ ☛☎ t✒✆�✝☛✑ ✄✂✔

✝t❝❜�☎☛✆�t☎ �☎❞✐✝✂❞ ❜☞ ☛ ✞❝☛✑✑ ☛☎✡✑✂ ✒✄tr�❞✂✞ ☛ ❜✂✆✆✂✄ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞

�☎ ✠�✡✠ ✞✒☛✆�☛✑ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞✱ ✇✠�✑✂ �✆ ❞✂✝✄✂☛✞✂✞ ✁t✄ ✑t✇ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞✟

❯t✄✂tr✂✄✱ �✆ �✞ ✒t✞✞�❜✑✂ ✆t ✝✠tt✞✂ ✇✠✂✄✂ ✆✠✂ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞ �✞ ❝☛✥�✔

❝✐❝ ❜☞ ✝✠☛☎✡�☎✡ ✆✠✂ ✢ r☛✑✐✂✟ ■✆ ✝t❝✂✞ ☛✞ ☎t ✞✐✄✒✄�✞✂ ✆✠☛✆ ✆✠✂

✑�☎✂☛✄�✆☞ ✄☛☎✡✂ ✠☛✞ ☛☎ �☎r✂✄✞✂ ❜✂✠☛r�t✄✕ �✆ �❝✒✄tr✂✞ ✁t✄ ✆✠✂ ✑t✇

✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞ ☛☎❞ ❞✂✝✄✂☛✞✂✞ ☛✆ ✆✠✂ ✠�✡✠ t☎✂✞✟ ❚✠✂ ✝✐✄r✂ t✁ ✆✠✂

✣✷ ✁☛✝✆t✄ �✞ ❝t✄✂ �☎✆✂✄✂✞✆�☎✡✱ ✞�☎✝✂ ✁t✄ ✞❝☛✑✑ ☛☎✡✑✂✞✱ ✆✠�✞ ✝✐✄r✂

✞✆☛☞✞ ☛❜tr✂ ✆✠✂ ✝✑☛✞✞�✝☛✑ ✒☞✄☛❝�❞ t☎✂ ✁t✄ ☛✑✑ ✞✒☛✆�☛✑ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞✟

■☎ ✆✂✄❝✞ t✁ ✆✠✂ ✆✄☛❞✂✔t✁✁ ❜✂✆✇✂✂☎ ✆✠✂ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞ ☛☎❞ ✆✠✂ ✑�☎✂☛✄�✆☞

✄☛☎✡✂✱ ✆✠✂✄✂ �✞ ✆✠✐✞ ☛ ✄✂☛✑ ✡☛�☎ ✆t ✐✞�☎✡ ✞❝☛✑✑ ☛☎✡✑✂✞✟

❱❀ ❳❨❭❫●❴❵❣❨❅ ❤❴❭❣❫❥

❚✠✂ ✒☞✄☛❝�❞ ❲✓✣ �✞ ✐✞✐☛✑✑☞ ✝t✐✒✑✂❞ ✇�✆✠ ☛ ❝t❞✐✑☛✆�t☎ ✞✆☛✡✂✟

❲�✆✠ ✆✠✂ ✁t✄❝☛✑�✞❝ �☎✆✄t❞✐✝✂❞ �☎ ✞✂✝✆�t☎ ✺✱ ✆✠✂ ✝✑☛✞✞�✝☛✑ ❝t❞✐✔

✑☛✆�t☎ ✐✞✂❞ ✇�✆✠ ❦☛✡☛❧❧t☎�➆✞ ✒☞✄☛❝�❞✱ �✟✂✟✱ ☛ ✝�✄✝✐✑☛✄ ☛☎❞ ✐☎�✁t✄❝

✆�✒♠✆�✑✆ ❝t❞✐✑☛✆�t☎ ✇�✆✠ ☛ ❝t❞✐✑☛✆�t☎ ✄☛❞�✐✞ ✂❢✐☛✑ ✆t ♥♦✱ ✝t✄✄✂✔

✞✒t☎❞✞ ✆t

♣♦qs✉ ✤ ♥♦✈①②③q✚④s✉⑤
⑥⑦
⑦ ⑧ ③⑨⑩q✚④s✉⑤ ⑦

⑦❶ ❷⑩❸ ❹qs✉ ✤ ❑❺

❲✂ ✝t☎✞�❞✂✄ ✠✂✄✂ ✆✠☛✆ ✆✠✂ ☛✒✂✥ ☛☎✡✑✂ ✢ ✂❢✐☛✑✞ ❻
❼❽❾
❿ ✱ ☛☎❞ ✆✠✂ ✒✐✒�✑

�❝☛✡✂✞ ☛✄✂ ✆✠✐✞ ✇�❞✂✑☞ ✞✂✒☛✄☛✆✂❞ ✭✄�✡✠✆ �☎✞✂✄✆ t✁ ✓�✡✟ ✺✮✟ ✓�✡✐✄✂ ➀

✞✠t✇✞ ✆✠✂ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞✱ ✆✠✂ ✑�☎✂☛✄�✆☞ ✄☛☎✡✂✱ ☛☎❞ ✆✠✂ ✣✷ ✁☛✝✆t✄ ✇�✆✠

✄✂✞✒✂✝✆ ✆t ✆✠✂ ✁�✄✞✆ ✏✹ ❩✂✄☎�✖✂ ✄☛❞�☛✑ t✄❞✂✄✞ ✁t✄ ❞�✁✁✂✄✂☎✆ ❝t❞✐✔

✑☛✆�t☎ ✄☛❞��✟ ➁☎✂ ✝☛☎ t❜✞✂✄r✂ ✆✠✂ ✝✑☛✞✞�✝☛✑ �☎✁✑✐✂☎✝✂ t✁ ✆✠✂ ❝t❞✐✔

✑☛✆�t☎ ✄☛❞�✐✞ t☎ ✆✠✂ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞ ☛☎❞ ✆✠✂ ✑�☎✂☛✄�✆☞ ✄☛☎✡✂✕ ✆✠✂✄✂ �✞ ☛

✑t✞✞ ☛ ✞✂☎✞�✆�r�✆☞ ✁t✄ ✆✠✂ ✑t✇ ✞✒☛✆�☛✑ ✁✄✂❢✐✂☎✝�✂✞ ✇�✆✠ ☛ ✞✑t✒✂ ✞✂☎✞t✄➂➃➄➅ ➉➅ ➋➌➍➎➏➎➐ ➑➏➒➓➔→ ➣↔➍ ➣↕➙➎➛➒↔➔ ➑↕➜➙➝➔→ ➌➓ ➔➝➒ ➞➟➠➡ ➢➜➔➝ ➣↔ ➣➤➒➥
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✇✐✏☞✒✉✏ ♣❛✌✏✐❝✉❧❛✌ ❛✎✎✉♠♣✏✐✒♥✎ ❛✑✒✉✏ ✏☞❡ ♠❛✎✖s ✐✏✎ ❋✒✉✌✐❡✌

✏✌❛♥✎❢✒✌♠ ✓❡♣❡♥✓✎ ✒♥ ✏☞❡ ✇❛✔❡❧❡♥❣✏☞✳ ❚☞❡ ❢✉♥✓❛♠❡♥✏❛❧ ❊✕✳ ✍❇✮

✑❡❝✒♠❡✎

❍ ❏☎�t✞ ✁ ❥✹❁☎�t ❀ ✄✞❑▲❏❄✗❅❥
❂★

❯♥✓❡✌ ✏☞❡✎❡ ♥❡✇ ❛✎✎✉♠♣✏✐✒♥✎s ✇❡ ❝❛♥ ✇✌✐✏❡ ✏☞❡ ♣✒❧②❝☞✌✒♠❛✏✐❝

✐♥✏❡♥✎✐✏② ✒♥ ✏☞❡ ✓❡✏❡❝✏✒✌s ❝❛❧❧❡✓ ❍ ❁s ❛✎ ✏☞❡ ✐♥✏❡❣✌❛❧ ✒❢ ✏☞❡ ♠✒♥✒✲

❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ✐♥✏❡♥✎✐✏✐❡✎ ✒♥ ✏☞❡ ✇☞✒❧❡ ✎♣❡❝✏✌✉♠ ✒❢ ✏☞❡ ❧✐❣☞✏ ✎✒✉✌❝❡✿

❍ ❁☎�t ✞ ✁

❩

✾✄❥✹❁☎�t ❀ ✄✞❑▲❏❄✗❅❥
❂★ ✭✠▼☛

◆◗ ❙❘❱❲❳❨❳❘❳❨❬❭ ❪❫❲❳

❚☞❡ ❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ❆❉❋❚ ❡✕✉❛❧✎

▲❏❄✗❅☎✺❁❀ ✼❁✞ ✁

❩❩
✾✘ ✙✾✘ ✚

✄❂
✗☎✘ ✙❀ ✘ ✚❀ ✄✞❴

❵❜❤❦♦ q✈✙③④ ⑤⑥✚③④ ⑦⑧★

⑨② ❧✒✒✖✐♥❣ ❛✏ ✏☞✐✎ ❡✕✉❛✏✐✒♥s ✐✏ ❛♣♣❡❛✌✎ ✏☞❛✏ ✏☞❡ ❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ❆❉❋❚

♠❛② ✑❡ ✓❡❝✒✉♣❧❡✓ ❢✌✒♠ ✏☞❡ ✇❛✔❡❧❡♥❣✏☞ ✒♥ ✏☞❡ ❝✒♥✓✐✏✐✒♥ ✏☞❛✏ ✏☞❡

✎✉✑✎✏✐✏✉✏✐✒♥

☎⑩❀ ❶✞ ✁

✣
✘ ✙

✄
❀
✘ ✚

✄

✧

❀ ✭✠❷☛

♠❛✖❡✎ ✏☞❡ ✄ ✓❡♣❡♥✓❡♥❝② ✓✐✎❛♣♣❡❛✌✳ ❚☞✐✎ ❝✒♥✓✐✏✐✒♥ ✌❡✕✉✐✌❡✎ ✐♥ ❢❛❝✏

✏☞❛✏ ✏☞❡ ✏✌❛♥✎♣❛✌❡♥❝② ❢✉♥❝✏✐✒♥ ✒❢ ✏☞❡ ♠❛✎✖ ✐✎ ❛ ❢✉♥❝✏✐✒♥ ✒❢ ✒♥❧②

✏✇✒ ✔❛✌✐❛✑❧❡✎ ⑩ ❛♥✓ ❶ ✐♥✎✏❡❛✓ ✒❢ ✏☞✌❡❡✿ ✘ ✙s ✘ ✚s ❛♥✓ ✄✳ ■♥ ✏❡✌♠✎ ✒❢

♣☞②✎✐❝✎s ✎✉❝☞ ❛ ❝✒♥✓✐✏✐✒♥ ♠❡❛♥✎ ✏☞❛✏ ✏☞❡ ♣✒✐♥✏✲✎♣✌❡❛✓ ❢✉♥❝✏✐✒♥✎

❢✒✌ ❡✔❡✌② ✇❛✔❡❧❡♥❣✏☞ ❛❧✇❛②✎ ✎❡❡ ✏☞❡ ✎❛♠❡ ➇♠❛✎✖✳➈ ■♥ ✒✏☞❡✌ ✇✒✌✓✎s

✏☞❡ ✒♣✏✐❝❛❧ ✎☞❛♣❡ ✒❢ ✏☞✐✎ ♠❛✎✖ ✐✎ ✐♥✔❛✌✐❛✑❧❡ ✑② ✎❝❛❧❡ ❝☞❛♥❣❡✳ ■♥

♣❛✌✏✐❝✉❧❛✌s ✒♥❡ ❝❛♥ ♥✒✏❡ ✏☞❛✏ ❛✎ ✎✒✒♥ ❛✎ ❛ ♠❛✎✖ ✓✒❡✎ ♥✒✏ ♥❡❡✓

❛♥② ❝☞❛✌❛❝✏❡✌✐✎✏✐❝ ❧❡♥❣✏☞ ✕✉❛♥✏✐✏② ✐♥ ✐✏✎ ✏✌❛♥✎♣❛✌❡♥❝② ❢✉♥❝✏✐✒♥s

✏☞❡ ✎✉✑✎✏✐✏✉✏✐✒♥ ✒❢ ❊✕✳ ✍✸❸✮ ✐✎ ♣✒✎✎✐✑❧❡✳

❯♥✓❡✌ ✏☞❡ ✎✉✑✎✏✐✏✉✏✐✒♥ ✒❢ ❊✕✳ ✍✸❸✮ ❛✎✎✉♠♣✏✐✒♥s ✏☞❡ ❆❉❋❚ ✑❡✲

❝✒♠❡✎ ✐♥✓❡♣❡♥✓❡♥✏ ✒❢ ✏☞❡ ✇❛✔❡❧❡♥❣✏☞✳ ❚☞❡ ✏✒✏❛❧ ♣✒❧②❝☞✌✒♠❛✏✐❝

✐♥✏❡♥✎✐✏② ❹❊✕✳ ✍✸❺✮❻ ♠❛② ✑❡ ✎✐♠♣❧✐❢✐❡✓ ✐♥✏✒

❍❁☎�t✞ ✁

❩

✰☎✄✞✾✄

❼
❼
❼
❼❽❾ ✛✜✢

✣

✤
✄✵

✄
☎�t ✝ �r✞

✧

❑▲❄✗❅

❼
❼
❼
❼

❂
★

❚☞❡ ♣☞❛✎❡ ♣✒✇❡✌ ✎❡✌✐❡✎ ✒❢ ✎✉❝☞ ❛♥ ✐♥✏❡♥✎✐✏② ✑❡❝✒♠❡✎

❍❁☎�t✞ ✁
❿➀

➁➂✵

☎❃✤✞➁

➃➄

❩

✰☎✄✞

✣
✄✵

✄

✧
➁❿➁

➅➂✵

☎❃➆✞➅
✣
➃

➉

✧

�➅➊t �
➁❵➅➊
t ✾✄

➋➌✛➍✛ �➅➊t ✟

➎

❽❁❴
❜❤❦q➏
q ➐➑�➅t

➒

❑▲❄✗❅★ ✭✠➓☛

➔❡ ❛✎✎✉♠❡s ❢✌✒♠ ♥✒✇ ✒♥s ✏☞❛✏ �r ✁ →✳ ➣✎ ❛ ❝✒♥✎❡✕✉❡♥❝❡s ✏☞❡ ➉✏☞

♠✒♠❡♥✏ ✓✒❡✎ ♥✒✏ ✓❡♣❡♥✓ ✒♥ ✄ ❛♥②♠✒✌❡✳ ✱✉✑✎❡✕✉❡♥✏❧②s ✏☞❡ ♣☞❛✎❡

♣✒✇❡✌ ✎❡✌✐❡✎ ✐♥ ❊✕✳ ✍✸↔✮ ♠❛② ✑❡ ✎✐♠♣❧✐❢✐❡✓ ✐♥✏✒

❍❁☎�t✞ ✁
❿➀

➁➂✵

☎❃✤✞➁

➃➄

❩

✰☎✄✞

✣
✄✵

✄

✧
➁
✾✄
❿➁

➅➂✵

☎❃➆✞➅
✣
➃

➉

✧

�➅➊t �
➁❵➅➊
t

➋➌✛➍✛ �➅➊t ✟ ☎❽❁�
➅
t ✞❑▲❄✗❅★ ✭↕➙☛

➛◗ ➜❬➝➞➟➠➡❬➢➤❳❨➟ ➥❫❳➤➦➧❭❳❫❭❲❨❳❨❫❲

❚☞❡ ❢✐✌✎✏ ✏❡✌♠✎ ✒❢ ✏☞❡ ♣✌❡✔✐✒✉✎ ❡✕✉❛✏✐✒♥ ❝✒✌✌❡✎♣✒♥✓ ✒♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✏✒

✏☞❡ ❝✒♥✎✏❛♥✏s ❧✐♥❡❛✌s ❛♥✓ ✕✉❛✓✌❛✏✐❝ ✏❡✌♠✎s ❍ ❁➨ s ❍ ❁➩ s ❛♥✓ ❍❁➁✿

❍ ❁➨ ✁ ❥❽❾❑▲❄✗❅❥
❂

❍ ❁➩ ☎�t✞ ✁
➆

✰

✣❩

✰☎✄✞
✄✵

✄
✾✄

✧

✷➫❄☎❽❾❑▲❄✗❅✞☎❽❾�t❑▲❄✗❅✞❅

❍ ❁➁☎�t✞ ✁
➆

✰

✣❩

✰☎✄✞

✣
✄✵

✄

✧
❂
✾✄

✧

❄❥❽❾�t❑▲❄✗❅❥
❂❅

❃ ➭❄☎❽❾❑▲❄✗❅✞☎❽❾�
❂
t ❑▲❄✗❅✞❅❅❀

✇☞❡✌❡ ✰ ✐✎ ✏☞❡ ✏✒✏❛❧ ❢❧✉①s

✰ ✁

❩

✰☎✄✞✾✄★

❚☞❡ ♠❡✏☞✒✓ ✉✎❡✓ ♣✌❡✔✐✒✉✎❧② ✏✒ ❝✒♥✎✏✌✉❝✏ ❛ ♣☞❛✎❡✲❧✐♥❡❛✌ ✕✉❛♥✏✐✏②

✍❛✏ ❧❡❛✎✏ ✐♥ ✏☞❡ ✎♠❛❧❧✲♣☞❛✎❡ ❛♣♣✌✒①✐♠❛✏✐✒♥✮ ✐✎ ✒♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✔❛❧✐✓✳

❚☞❡ ❡❢❢❡❝✏✐✔❡ ♣✒❧②❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ♠❡✏❛✲✐♥✏❡♥✎✐✏②s ❝❛❧❧❡✓ ✗❍❁s ✇✐❧❧ ✑❡

✎✉✑✎❡✕✉❡♥✏❧② ✓❡❢✐♥❡✓ ✐♥ ✏☞❡ ✎❛♠❡ ✇❛② ❛✎ ❊✕✎✳ ✍➯❸✮ ❛♥✓ ✍❆✸✮s ✐✳❡✳s

✗❍❁☎�t✞ ✁
❍❁☎�t✞ ❃ ❍❁☎→✞

✰
★ ✭↕➲☛

✱✉✑✎❡✕✉❡♥✏❧②s ✐✏ ✐✎ ✏☞✐✎ ✏✐♠❡ ❡❛✎② ✏✒ ✓✒ ✏☞❡ ❧✐♥✖ ✑❡✏✇❡❡♥ ✏☞❡ ♣✒❧②✲

❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ❧✐♥❡❛✌ ❛♥✓ ✕✉❛✓✌❛✏✐❝ ✐♥✏❡♥✎✐✏✐❡✎ ✏✒ ✏☞❡ ♠✒♥✒❝☞✌✒♠❛✏✐❝

✒♥❡✎✿

❍ ❁➩ ☎�t✞ ✁
➆

✰

✣❩

✰☎✄✞
✄✵

✄
✾✄

✧

❍ ➩ ☎�t✞

❍❁➁☎�t✞ ✁
➆

✰

✣❩

✰☎✄✞

✣
✄✵

✄

✧
❂
✾✄

✧

❍➁☎�t✞★

■✏ ❛♣♣❡❛✌✎ ✏☞✉✎ ✏☞❛✏ ✉♥✓❡✌ ✏☞❡ ❛✎✎✉♠♣✏✐✒♥ ✏☞❛✏ ✏☞❡ ✎✉✑✎✏✐✏✉✏✐✒♥

✒❢ ❊✕✳ ✍✸❸✮ ✐✎ ✔❛❧✐✓ ❛♥✓ ✏☞❛✏ ✏☞❡ ✌❡❢❡✌❡♥❝❡ ♣☞❛✎❡ ❡✕✉❛❧✎ ✏☞❡ ♥✉❧❧

♣☞❛✎❡s ✏☞❡ ♣✒❧②❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ❧✐♥❡❛✌ ❛♥✓ ✕✉❛✓✌❛✏✐❝ ✐♥✏❡♥✎✐✏✐❡✎ ✒♥❧② ✓✐❢✲

❢❡✌ ❢✌✒♠ ✏☞❡ ♠✒♥✒❝☞✌✒♠❛✏✐❝ ✒♥❡✎ ✑② ❣❧✒✑❛❧ ❣❛✐♥ ❢❛❝✏✒✌✎s ✇☞✐❝☞
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♦�✁✂ ❞✄☎✄�❞ ♦� t✆✄ s☎✄✝t✞✟✠ ♥✡☛☞ ❛�❞ ♦� t✆✄ ✞✄r✄✞✄�✝✄ ✇❛✌✄✍

✁✄�❣t✆ ☛✵ ❜✟t �♦t ♦� t✆✄ ✐�✝♦✠✐�❣ ☎✆❛s✄ ✠♦❞✄♠

■� ☎❛✞t✐✝✟✁❛✞✱ ✐t ✠✄❛�s t✆❛t t✆✄ ☎♦✁✂✝✆✞♦✠❛t✐s✠ ❞♦✄s �♦t ✐�✍

❞✟✝✄ ❛ ✝✆❛�❣✄ ✐� t✆✄ s☎❛t✐❛✁ st✞✟✝t✟✞✄ ♦r t✆✄ ✠✄t❛✍✐�t✄�s✐t✐✄s✱ ❜✟t

♦�✁✂ ✐�t✞♦❞✟✝✄s ❛ ❣✁♦❜❛✁ ❜✁✟✞✞✐�❣ r❛✝t♦✞♠ ■� ♦t✆✄✞ ✇♦✞❞s✱ ❛� ✐�t✄✞✍

❛✝t✐♦� ✠❛t✞✐✎ ❞♦�✄ ✇✐t✆ ❛ ✠♦�♦✝✆✞♦✠❛t✐✝ ✞✄r✄✞✄�✝✄ s♦✟✞✝✄ ✐s st✐✁✁

✌❛✁✐❞ r♦✞ ❛ ☎♦✁✂✝✆✞♦✠❛t✐✝ s♦✟✞✝✄ ✐r s✟✝✆ ❛ ❣✁♦❜❛✁ r❛✝t♦✞ ✐s t❛✏✄�

✐�t♦ ❛✝✝♦✟�t♠

❚✆✄ s✟❜st✐t✟t✐♦� ♦r ❊✑♠ ✭✸✒✮ ✐s t✆✟s ❛ ✞♦❜✟st ✇❛✂ t♦ ❞✄r✐�✄

✇✆❛t ✐s ❛� ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞♠ ■�❞✄✄❞✱ ✐r t✆✐s ✐s �♦t ☎♦ss✐❜✁✄✱

t✆✄ r❛✝t♦✞✐❢❛t✐♦� ✐� t✆✄ ☎♦✇✄✞ s✄✞✐✄s ✐� ❊✑♠ ✭✸✓✮ ✐s �♦t ☎♦ss✐❜✁✄

❛�✂✠♦✞✄♠ ❈♦�✝✞✄t✄✁✂✱ ✐t ✠✄❛�s t✆❛t t✆✄✞✄ ✐s ✝✞♦sst❛✁✏ ❜✄t✇✄✄�

t✆✄ ☎✆❛s✄ ✠♦❞✄s ❞✟✄ t♦ t✆✄ ☎♦✁✂✝✆✞♦✠❛t✐s✠ ♦r t✆✄ s♦✟✞✝✄♠

❚✆✄ ✐�t✄✞❛✝t✐♦� ✠❛t✞✐✎ ✇✐✁✁ ❜✄✱ s✟❜s✄✑✟✄�t✁✂✱ ✝✆❛�❣✄❞ ✐� ✐ts s☎❛t✐❛✁

st✞✟✝t✟✞✄♠

❋✐�❛✁✁✂✱ ♦�✄ ✝❛� �♦t✐✝✄ t✆✄ ✐✠☎❛✝t ♦r ❛ �♦�✍�✟✁✁ ✞✄r✄✞✄�✝✄

☎✆❛s✄✿ ❛ ❲❋✔ t✆❛t ❞♦✄s �♦t ✇♦✞✏ ❛✞♦✟�❞ t✆✄ �✟✁✁ ☎✆❛s✄ ✐s ✐✞✞✄✍

✠✄❞✐❛❜✁✂ ✝✆✞♦✠❛t✐✝♠

❉✕ ❙✖✗✘✙✚✙✛✙✚✜✢ ▲✙✗✖✣✤ ❘✣✗✥✖✢ ✣✗✦ ❙❉ ✧✣★✚✩✤

❲✄ ✝❛� r✐�❛✁✁✂ �♦t✄ t✆❛t✱ r♦✞ ❛� ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞✱ t✆✄ ☎♦✁✂✝✆✞♦✍

✠❛t✐✝ s✄�s✐t✐✌✐t✂ ❛�❞ ✁✐�✄❛✞✐t✂ ✞❛�❣✄ ✭✝❛✁✁✄❞ ✪♣ ❛�❞ ✫ ♣✮ ✠❛✂ ✄❛s✐✁✂

❜✄ ✁✐�✏✄❞ t♦ t✆✄ ✠♦�♦✝✆✞♦✠❛t✐✝ ♦�✄s✿

✪♣✡✬✯☞ ✰
✶

♥

✲❩

♥✡☛☞
☛✵

☛
✳☛

✴

✪✡✬✯ ☞

✫ ♣✡✬✯☞ ✰ ♥

✲❩

♥✡☛☞

✲
☛✵

☛

✴
✷

✳☛

✴
✹✺

✫ ✡✬✯ ☞✻

✼✕ ❆✽✽✾✙★✣✚✙✩✗✘ ✚✩ ❀✾✣✘✘✙★✣✾ ❁✧❙✘

❂s ✇✄ ✆❛✌✄ ❥✟st s✄✄� ✐� t✆✄ ☎✞✄✌✐♦✟s ☎❛✞❛❣✞❛☎✆✱ ❛s s♦♦� ❛s t✆✄

✞✄r✄✞✄�✝✄ ☎✆❛s✄ ✄✑✟❛✁s ❢✄✞♦✱ t✆✄ ✝✆✞♦✠❛t✐✝ ❜✄✆❛✌✐♦✞ ♦r ❛ ❲❋✔ ♦�✁✂

❞✄☎✄�❞s ♦� t✆✄ ✄✎☎✞✄ss✐♦� ♦r t✆✄ t✞❛�s☎❛✞✄�✝✂ r✟�✝t✐♦� ♦r ✐ts

❋♦✟✞✐✄✞ ✠❛s✏♠ ■� t✆✐s s✄✝t✐♦�✱ ✇✄ ❜✞♦✇s✄ t✆✄ ☎✞✄✌✐♦✟s ✄✎❛✠☎✁✄s

♦r ❲❋✔s ❛�❞ st✟❞✂ t✆✄✐✞ ✝✆✞♦✠❛t✐✝ ❜✄✆❛✌✐♦✞ ✐� ✁✐❣✆t ♦r t✆✄ s✟❜✍

st✐t✟t✐♦� t✄st ❞✄r✐�✄❞ ✐� ❊✑♠ ✭✸✒✮♠

❃❄ P❅❇●❍❏❑ ▼◆❖ ◗❯●❱❱

❳✄✞r✄✝t ☎✂✞❛✠✐❞❛✁ ✠❛s✏♠ ❲✄ r✐✞st ✝♦�s✐❞✄✞ t✆✄ ✝✁❛ss ♦r ☎✂✞❛✠✐❞

❲❋✔s♠ ❚✆✄ ❣✄�✄✞❛✁ ✄✎☎✞✄ss✐♦� ♦r t✆✄ t✞❛�s☎❛✞✄�✝✂ r✟�✝t✐♦� ♦r

t✆✄ ❛ss♦✝✐❛t✄❞ ✠❛s✏ ✐s

❨❬✡❭ ① ❪ ❭ ②❪ ☛☞ ✰ ❡❫❴

✲
❵❝❤

☛
♥❦✡☛☞❧✡q❭ ①q ✉ q❭ ②q☞

✴

✻

❚✆✄✞✄ ❛✞✄ t✇♦ ✝❛s✄s✱ ❞✄☎✄�❞✐�❣ ♦� ✇✆✄t✆✄✞ ✇✄ ✝♦�s✐❞✄✞ ❛ ❞✐s☎✄✞✍

s✐✌✄ ☎✂✞❛✠✐❞ ✭✄♠❣♠✱ ❛ t✞❛�s☎❛✞✄�t ❣✁❛ss ☎✂✞❛✠✐❞✮ ♦✞ ❛ ✞✄r✁✄✝t✐✌✄

☎✂✞❛✠✐❞ ✭s✄✄ ✈③④⑤✮♠ ■� t✆✄ r✐✞st ✝❛s✄✱ ♥❦ ✡☛☞ r♦✁✁♦✇s t✆✄ ✟s✟❛✁ ✄✠✍

☎✐✞✐✝❛✁ ❈❛✟✝✆✂➆s ✄✑✟❛t✐♦�✱

♥❦✡☛☞ ✰ ⑥ ✉
⑦

☛✷
✉❹❪

✇✆✄✞✄ ⑥ ❛�❞ ⑦ ❞✄☎✄�❞ ♦� t✆✄ �❛t✟✞✄ ♦r t✆✄ ☎✞♦☎❛❣❛t✐♦� ✠✄❞✐✟✠♠

⑧♦t✄ t✆❛t ✐� t✆✐s ✝❛s✄✱ ✐t ✐s ✐✠☎♦ss✐❜✁✄ t♦ ✠❛✏✄ ❨ ♦�✁✂ ❛ r✟�✝t✐♦�

♦r t✆✄ t✇♦ ✌❛✞✐❛❜✁✄s ❭ ①⑨☛ ❛�❞ ❭ ②⑨☛⑩ ✐t ✠✄❛�s t✆❛t t✆✄ ❛ss♦✝✐❛t✄❞

❲❋✔ ✐s �♦t ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝♠ ❋♦✞t✟�❛t✄✁✂✱ ❛ ✝✁❛ss✐✝❛✁ s♦✁✟t✐♦� t♦ s♦✁✌✄

t✆✐s ☎✞♦❜✁✄✠ ✄✎✐sts ✇✆✐✝✆ ✝♦�s✐sts ♦r ✟s✐�❣ t✇♦ t✞❛�s☎❛✞✄�t ☎✂✞❛✍

✠✐❞s ❛tt❛✝✆✄❞ ❜✂ t✆✄✐✞ ❜❛s✄ ✭s✄✄ ✈③❶⑤✮♠ ✔✟✝✆ ❛ ❞✄✌✐✝✄ ❛✁✁♦✇s ✟s✱ ✐�

s✟❜st❛�✝✄✱ t♦ �✟✁✁✐r✂ t✆✄ r✐✞st ☛✍❞✄☎✄�❞✄�t t✄✞✠ ⑦ ♦r t✆✄ ✞✄r✞❛✝t✐✌✄

✐�❞✄✎♠ ■� t✆✐s ✇❛✂✱ ✌❛✞✐❛❜✁✄ s✟❜st✐t✟t✐♦� ❜✄✝♦✠✄s ☎♦ss✐❜✁✄✱ ✇✆✐✝✆

✠❛✏✄s t✆✄ ❲❋✔ ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝♠ ■� t✆✄ ✝❛s✄ ♦r ❛ ✞✄r✁✄✝t✐✌✄ ☎✂✞❛✠✐❞✱

t✆✄ ☎✞♦☎❛❣❛t✐♦� ✠✄❞✐✟✠ ✐s ❛✐✞✱ ✇✆✐✝✆ ✐s �♦t s✐❣�✐r✐✝❛�t✁✂ ❞✐s☎✄✞✍

s✐✌✄ ♦� t✆✄ ✌✐s✐❜✁✄ s☎✄✝t✞✟✠♠ ✔✟❜s✄✑✟✄�t✁✂✱ t✆✄ s✟❜st✐t✟t✐♦� ✝❛� ❜✄

✠❛❞✄ ❛�❞ t✆✄ s✐✠☎✁✐r✐✄❞ t✞❛�s☎❛✞✄�✝✂ r✟�✝t✐♦� ✐s

❨❬✡❷❪ ❸☞ ✰ ❡❫❴✡❵❝❤♥❺❻❼❧✡q❷q ✉ q❸q☞☞✻

❚✆✄s✄ ✞✄s✟✁ts ☎✞♦✌✄ t✆❛t t✆✄ ✞✄r✁✄✝t✐✌✄ ☎✂✞❛✠✐❞ ❛�❞ t✆✄ t✇♦ ❛t✍

t❛✝✆✄❞ ☎✂✞❛✠✐❞s ❛✞✄ ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞s♠ ❽♦✞✄♦✌✄✞✱ t✆✄ ❛☎✄✎ ❛�❣✁✄

❧ st❛✂s ❛ r✞✄✄ ☎❛✞❛✠✄t✄✞♠ ✔✟❜s✄✑✟✄�t✁✂✱ ❜♦t✆ t✆✄ ✝✁❛ss✐✝❛✁ ❳❲❋✔

✐�t✞♦❞✟✝✄❞ ❜✂ ❾❛❣❛❢♦��✐ ✈③⑤ ✇✆✄✞✄ t✆✄ ☎✟☎✐✁ ✐✠❛❣✄s ❛✞✄ ✝♦✠✍

☎✁✄t✄✁✂ s✄☎❛✞❛t✄❞ ❛�❞ t✆✄ r✁❛tt✄�✄❞ ❳❲❋✔ ✇✄ ☎✞♦☎♦s✄❞ ✐� ✈❿⑤

❛✞✄ ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞s♠

❽♦❞✟✁❛t✐♦� ❛�❞ ❈✆✞♦✠❛t✐✝✐t✂♠ ❲✄ ❛✁✞✄❛❞✂ s❛✇ ✭☎❛✞❛❣✞❛☎✆ ➀♠➁✮

t✆❛t t✆✄ ✠♦❞✟✁❛t✄❞ ☎✆❛s✄ ✬➂✡✪☞ ✠❛✂ ❜✄ s✄✄� ❛s ❛ ✌❛✞✐❛❜✁✄ ✞✄r✄✞✄�✝✄

☎✆❛s✄♠ ❽♦✞✄♦✌✄✞✱ t✆✄ ✞✄s✟✁ts ♦r ☎❛✞❛❣✞❛☎✆ ✒♠❈ s✆♦✇✄❞ t✆❛t

❛ �♦�✍�✟✁✁ ✞✄r✄✞✄�✝✄ ☎✆❛s✄ ✐✞✞✄✠✄❞✐❛❜✁✂ ✐�❞✟✝✄s ❛ st✞✟✝t✟✞❛✁

❞✄☎✄�❞✄�✝✄ ♦r t✆✄ ♦✟t☎✟t ✠✄t❛✍✐�t✄�s✐t✐✄s ✞✄❣❛✞❞✐�❣ t✆✄ s☎✄✝t✞✟✠

♦r t✆✄ s♦✟✞✝✄♠ ❈♦�s✄✑✟✄�t✁✂✱ t✆✄ ✠♦❞✟✁❛t✄❞ ❳❲❋✔ ✭❛�❞ ❛✁✁ ✐ts

✌❛✞✐❛t✐♦�s✮ ✐s �♦t ❛� ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞♠

➃❄ ➄➅❇➇❏➈➅ ➉●❱➈

❚✆✄ t✞❛�s☎❛✞✄�✝✂ r✟�✝t✐♦� ♦r t✆✄ ✠❛s✏ ♦r t✆✄ ➊✄✞�✐✏✄ ❲❋✔ ✝✁❛ss

�✄✄❞s✱ ✟�r♦✞t✟�❛t✄✁✂✱ ④ ✝✆❛✞❛✝t✄✞✐st✐✝ ✁✄�❣t✆ ✑✟❛�t✐t✐✄s✿ t✆✄ r✐✞st

♦�✄ ✐s t✆✄ s✐❢✄ ♦r t✆✄ ✝✄�t✞❛✁ ❞✐s✏✱ ❛✁✁♦✇✐�❣ ✟s t♦ ❞✄r✐�✄ t✆✄

t✇♦ ☎❛✞ts ♦r t✆✄ ☎♦✁❛✞ t✄ss✄✁✁❛t✐♦�♠ ❚✆✐s s✐❢✄ ✐s s✄t ✐� ♦✞❞✄✞ t♦

s✄t t✆✄ ✄�✄✞❣✂ ☎❛✞t✐t✐♦� ✐� t✆✄ ④ ☎❛✞ts ♦r t✆✄ t✄ss✄✁✁❛t✐♦�♠ ❋♦✞ ❛

✝✐✞✝✟✁❛✞ ☎✟☎✐✁ ♦r ❛ ❞✐❛✠✄t✄✞ ➋ ❛�❞ ❛ ✞✄r✄✞✄�✝✄ ✇❛✌✄✁✄�❣t✆ ☛✵✱

t✆✄ s✐❢✄ ♦r t✆✄ ☎✟☎✐✁ ✄✑✟❛✁s ✶➌➍➎☛✵⑨➋♠ ❚✆✄ s✄✝♦�❞ ✝✆❛✞❛✝t✄✞✐st✐✝

✑✟❛�t✐t✂ ✐s t✆✄ ❞✄☎t✆ ♦r t✆✄ ✝✄�t✞❛✁ ❞✐s✏ ✇✄✁✁♠ ■t ✐s s✄t ✐� ♦✞❞✄✞ t♦

✝✞✄❛t✄ ❛� ➏❳➐ ❜✄t✇✄✄� t✆✄ t✇♦ ☎❛✞ts ♦r t✆✄ ☎♦✁❛✞ t✄ss✄✁✁❛t✐♦�♠ ■�

♦t✆✄✞ ✇♦✞❞s✱ t✆✄ ♦☎t✐✝❛✁ ❞✄s✐❣� ♦r t✆✄ ➊✄✞�✐✏✄ ✠❛s✏ ✐s ♦☎t✐✠✐❢✄❞

♦�✁✂ r♦✞ ♦�✄ ✇❛✌✄✁✄�❣t✆♠ ❽♦✞✄♦✌✄✞✱ t✆✐s ✠❛s✏ ✐s ✠❛�✟r❛✝t✟✞✄❞ ✐�

❛ t✞❛�s☎❛✞✄�t ✠✄❞✐✟✠✱ ✇✆✐✝✆ ✐s✱ ➑ ➒➓➔→➓➔✱ ❞✐s☎✄✞s✐✌✄ ❛s ✇✄✁✁✱ ❜✟t ✇✄

❞♦ �♦t ✝♦�s✐❞✄✞ s✟✝✆ ❛ ✝✆✞♦✠❛t✐✝ ✄rr✄✝t r♦✞ t✆✄ r♦✁✁♦✇✐�❣ st✟❞✂♠

✔✟✝✆ ✝♦�s✐❞✄✞❛t✐♦�s ❛✁✁♦✇ ✟s t♦ ✇✞✐t✄ t✆✄ t✞❛�s☎❛✞✄�✝✂ r✟�✝t✐♦� ❛s

❨➣ ✡❭ ① ❪ ❭ ②❪ ☛☞ ✰ ✶ ✉ ✡↔
↕➙
➛
➜➝
➜ ➞ ✶☞➟

✲

✶➌➍➎
☛✵

➋
➞

➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠➠

❭ ✷① ✉ ❭ ✷②

➡ ✴

✻

■t ✐s ✝✁✄❛✞✁✂ s✄✄� t✆❛t t✆✄ s✟❜st✐t✟t✐♦� ♦r ❊✑♠ ✭✸✒✮ ❞♦✄s �♦t ❛✁✁♦✇ ✟s

t♦ ✝❛�✝✄✁ t✆✄ ✇❛✌✄✁✄�❣t✆ ❞✄☎✄�❞✄�✝✄ ♦r t✆✄ ✠❛s✏♠ ✔✟❜s✄✑✟✄�t✁✂✱

t✆✄ ➊✄✞�✐✏✄ ❲❋✔ ✝❛��♦t ❜✄ ❛� ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝ s✄�s♦✞♠ ⑧✄✌✄✞t✆✄✁✄ss✱

⑧➆➐✐❛✂✄ ➢➤ ➑➥➦ ✈③➧⑤ s✆♦✇✄❞ t✆❛t ✝✆✞♦✠❛t✐✝✐t✂ ❞♦✄s �♦t ☎✁❛✂ ❛ s✐❣✍

�✐r✐✝❛�t ✞♦✁✄ ✐� t✄✞✠s ♦r t✆✄ ✄✞✞♦✞ ❜✟❞❣✄t✱ ✠❛✏✐�❣ t✆✄ ➊❲❋✔ ☎✞❛✝✍

t✐✝❛✁✁✂ ❛✝✆✞♦✠❛t✐✝♠

➨➩ ➫➭➯➫➲➳➵➸➭➯➵

❚✆❛�✏s t♦ t✆✄ ♦✞✐❣✐�❛✁ ❛☎☎✞♦❛✝✆ ♦r t✆✄ ❋♦✟✞✐✄✞ ☎✁❛�✄ t✄ss✄✁✁❛t✐♦�✱

✇✄ ✠❛�❛❣✄❞ t♦ ✟�✐r✂ ❛✁✁ t✆✄ ♦☎t✐✝❛✁ ❞✄s✐❣�s ❜❛s✄❞ ♦� ❋♦✟✞✐✄✞ r✐✁✍

t✄✞✐�❣♠ ❚✆✄ ✄ss✄�t✐❛✁ ☎♦✐�t ✐s t♦ ✝♦�s✐❞✄✞ ❛�✂ ✏✐�❞ ♦r ❋♦✟✞✐✄✞ ✠❛s✏

❛s ❛ s☎❛t✐❛✁ r✞✄✑✟✄�✝✂ s☎✁✐tt✄✞♠

❋✞♦✠ t✆✐s ❛☎☎✞♦❛✝✆✱ ✇✄ s✆♦✇✄❞ t✆❛t t✆✄ ④➐ ❋♦✟✞✐✄✞ t✞❛�sr♦✞✠

♦r t✆✄ ✠❛s✏ ☎✁❛✂s ❛ s✐❣�✐r✐✝❛�t ✞♦✁✄ ❛✁✁ ❛✁♦�❣ t✆✄ ✠❛t✆✄✠❛t✐✝❛✁

❞✄✌✄✁♦☎✠✄�ts✱ ❛✁✁♦✇✐�❣ ✟s✱ ✐� ☎❛✞t✐✝✟✁❛✞✱ t♦ ✄rr✐✝✐✄�t✁✂ ❞✄s✝✞✐❜✄

t✆✄ ✐✠❛❣✐�❣ r♦✞ ❛�✂ ✏✐�❞ ♦r ✄�t✞❛�✝✄ ☎✟☎✐✁s ♦✞ ✐�✝♦✠✐�❣ ☎✆❛s✄s♠

❂ ☎✆❛s✄ ☎♦✇✄✞ s✄✞✐✄s ❞✄✌✄✁♦☎✠✄�t ♦r t✆✄ ✐�t✄�s✐t✂ ♦� t✆✄ ❞✄t✄✝t♦✞

❛✁✁♦✇s ✟s t♦ ✐❞✄�t✐r✂ t✆✄ ✁✐�✄❛✞ t✄✞✠♠ ■� ♦✞❞✄✞ t♦ ✄✎t✞❛✝t t✆✐s ♦�✄

r✞♦✠ t✆✄ ✄rr✄✝t✐✌✄ s✐❣�❛✁ ♦❜t❛✐�✄❞ ♦� t✆✄ ❞✄t✄✝t♦✞✱ ✇✄ ✐�t✞♦❞✟✝✄❞ ❛

�✟✠✄✞✐✝❛✁ ☎✞♦✝✄ss t✆❛t ✠❛✂ ❜✄ s✄✄� ❛s t✆✄ s✐✠☎✁✄st ✇❛✂ t♦ ❣✄t ❛

☎✆❛s✄✍✁✐�✄❛✞ ✞✄s☎♦�s✄ ✐� t✆✄ s✠❛✁✁✍☎✆❛s✄ ✞✄❣✐✠✄♠ ❚✆✄ ✑✟❛�t✐t✂ ♦❜✍

t❛✐�✄❞ ❛rt✄✞ s✟✝✆ ❛ ✝❛✁✝✟✁❛t✐♦� ✆❛s ❜✄✄� ✝❛✁✁✄❞ t✆✄ ✠✄t❛✍✐�t✄�s✐t✂
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♠� ❛✁✂ ✐✄ ✂❞☎✐✁❞✂ ✐✁ t✆❞ ✄❛s❞ ✇❛✝ ☎❢✞ ❛✁✝ ❦✐✁✂ ❢☎ ❋❢✟✞✐❞✞✠

❜❛✄❞✂ ❲❋✡✄☛

❚✆❞✄❞ ❛✁❛☞✝t✐✌❛☞ ✂❞✍❞☞❢✎s❞✁t✄ ✆❛✍❞ t✆❞✁ ❛☞☞❢✇❞✂ ✟✄ t❢ ✂❞☎✐✁❞

t✆❞ ✄❞✁✄✐t✐✍✐t✝ ❛✁✂ t✆❞ ☞✐✁❞❛✞✐t✝ ✞❛✁r❞✄ ❢☎ ❛☞☞ t✆❞ ❲❋✡✄ ✄t✟✂✐❞✂

✆❞✞❞☛ ❚✆❞✝ ❛✞❞ ✂✐✞❞✌t☞✝ ❜❛✄❞✂ ❢✁ t✆❞ ☞✐✁❞❛✞ ❛✁✂ q✟❛✂✞❛t✐✌ t❞✞s✄

❢☎ t✆❞ ✎✆❛✄❞ ✎❢✇❞✞ ✄❞✞✐❞✄ ❢☎ t✆❞ ✐✁t❞✁✄✐t✝☛ ▼❢✞❞❢✍❞✞✱ ✇❞ ✂❞☎✐✁❞✂

t✆❞ ✡❙ ☎❛✌t❢✞✱ ✇✆✐✌✆ q✟❛✁t✐☎✐❞✄ t✆❞ t✞❛✂❞✠❢☎☎ ❜❞t✇❞❞✁ t✆❞✄❞ t✇❢

❛✁t❛r❢✁✐✄t✐✌ ✎❞✞☎❢✞s❛✁✌❞ ✌✞✐t❞✞✐❛☛ ✡✟✌✆ ❛ ☎❛✌t❢✞ r❛✍❞ ✟✄ ✄❢s❞

✎✞❛✌t✐✌❛☞ ✐✂❞❛✄ t❢ ❢✎t✐s✐✏❞ t✆❞ ❋❢✟✞✐❞✞ s❛✄❦✄ ✂❞✎❞✁✂✐✁r ❢✁ t✆❞

✞❞q✟✐✞❞✂ ✄✎❞✌✐☎✐✌❛t✐❢✁✄☛ ■✁ ❢t✆❞✞ ✇❢✞✂✄✱ ✐t ❢✎❞✁✄ t✆❞ ✇❛✝ t❢ ☎✞❞❞✠

☎❢✞s ☎✐☞t❞✞✐✁r s❛✄❦✄☛

❲❞ t✆❞✁ ❞❡t❞✁✂❞✂ ❛☞☞ t✆❞✄❞ ✞❞✄✟☞t✄ t❢ t✆❞ s❢✂✟☞❛t✐❢✁☛ ❚✆✐✄ ✐✄

✎❛✞t✐✌✟☞❛✞☞✝ ✟✄❞☎✟☞ ✇✆❞✁ ✌❢✁✄✐✂❞✞✐✁r ✟✁✟✄✟❛☞ s❢✂✟☞❛t✐❢✁✄✱ ✄✟✌✆

❛✄ ✁❢✁✟✁✐☎❢✞s ❢✞ ✁❢✁✠t✐✎✴t✐☞t s❢✂✟☞❛t✐❢✁✄☛

❚✆❞ ☞❛✄t t✆❞❢✞❞t✐✌❛☞ ✞❞✄✟☞t ✇❛✄ ❛❜❢✟t t✆❞ ❞☎☎❞✌t ❢☎ ❛ ✎❢☞✝✌✆✞❢✠

s❛t✐✌ ✐✁✌❢s✐✁r ☞✐r✆t ❢✁ t✆❞ ❞☎☎✐✌✐❞✁✌✝ ❢☎ ❛ ❲❋✡☛ ❲❞ r❛✍❞ ❛ ✞❢✠

❜✟✄t ✌✞✐t❞✞✐❢✁ ✂❞✎❞✁✂✐✁r ❢✁☞✝ ❢✁ t✆❞ t✞❛✁✄✎❛✞❞✁✌✝ ☎✟✁✌t✐❢✁ ❢☎ t✆❞

s❛✄❦ ✐✁ ❢✞✂❞✞ t❢ ✌✆❛✞❛✌t❞✞✐✏❞ t✆❞ ❛✌✆✞❢s❛t✐✌ ✎✞❢✎❞✞t✝ ❢☎ ❛ ❲❋✡☛

❆✄ ❛ ✄❞✌❢✁✂ r❢❛☞ ☎❢✞ t✆✐✄ ✎❛✎❞✞✱ ✇❞ ❛✎✎☞✐❞✂ t✆❞ t✆❞❢✞❞t✐✌❛☞ ✂❞✠

✍❞☞❢✎s❞✁t✄ t❢ ❞❡✐✄t✐✁r ❛✁✂ ✁❞✇ ✄❞✁✄❢✞✄☛ ■✁✂❞❞✂✱ t✆❞ ✂❞✍❞☞❢✎❞✂

☎❢✞s❛☞✐✄s ❛☞☞❢✇❞✂ ✟✄ t❢ ✟✁✐☎✝ ✭❛✁✂ t✆✐✄ ✇❛✄ ✐t✄ s❛✐✁ ✎✟✞✎❢✄❞♣

❛☞☞ t✆❞ ❋❢✟✞✐❞✞✠❜❛✄❞✂ ❲❋✡✄☛ ❲❞ ✄✆❢✇❞✂ ✐✁ ✎❛✞t✐✌✟☞❛✞ t✆❛t t✆❞

✎✝✞❛s✐✂ ❲❋✡ ❛✁✂ t✆❞ ❩❞✞✁✐❦❞ ❲❋✡ s❛✝ ❜❞ ✌❢✁✄✐✂❞✞❞✂ ✁❢t ❛✄

✟✁✐q✟❞ ✂❞✄✐r✁✄ ❜✟t s❢✞❞ ❛✄ ✌☞❛✄✄❞✄✱ ✇✆❞✞❞ ❢✎t✐✌❛☞ ✌✆❛✞❛✌t❞✞✐✄t✐✌✄

❜❞✌❢s❞ ☎☞❞❡✐❜☞❞ ✎❛✞❛s❞t❞✞✄☛

■t ❛✎✎❞❛✞❞✂✱ ☎❢✞ ✐✁✄t❛✁✌❞✱ t✆❛t t✆❞ ☎☞❛tt❞✁❞✂ P❲❋✡ ❛✁✂ t✆❞

✌☞❛✄✄✐✌❛☞ P❲❋✡ ✇❞✞❞ ❢✁☞✝ t✇❢ t✝✎❞✄ ❢☎ t✆❞ ✎✝✞❛s✐✂ ❲❋✡✄ ✌☞❛✄✄✱

✇✆❞✞❞ t✆❞ ❛✎❞❡ ❛✁r☞❞ ✐✄ ✌❢✁✄✐✂❞✞❞✂ ❛✄ ❛ ✎❛✞❛s❞t❞✞☛ ❆✁ ❞❡✆❛✟✄t✐✍❞

✄t✟✂✝ t✆❛t ❞❡✎☞❢✞❞✄ ✐✁ r✞❞❛t ✂❞t❛✐☞ ❛☞☞ t✆❞ ✎❛✞❛s❞t❞✞✄ ❢☎ t✆❞ ✎✝✞❛✠

s✐✂ ✌☞❛✄✄✱ ✐☛❞☛✱ t✆❞ ❛✎❞❡ ❛✁r☞❞✱ t✆❞ ✁✟s❜❞✞ ❢☎ ☎❛✌❞✄✱ ❛✁✂ t✆❞ s❢✂✟✠

☞❛t✐❢✁ ✎❛✞❛s❞t❞✞✄✱ ✐✄ ✌❢✁✂✟✌t❞✂ ✐✁ ❬✶✑❪☛

❲❞ ❛☞✄❢ ✄✆❢✇❞✂ t✆❛t t✆❞ ✄☞❢✎❞ s❛✎✄ ✟✄✟❛☞☞✝ ❛✄✄❢✌✐❛t❞✂ ✇✐t✆ t✆❞

P❲❋✡ ✇❞✞❞ ✂✐✞❞✌t☞✝ ☞✐✁❦❞✂ t❢ t✆❞ r❞✁❞✞❛☞ s❞t❛✠✐✁t❞✁✄✐t✐❞✄ ✇❞ ✐✁✠

t✞❢✂✟✌❞✂☛ ▼❢✞❞❢✍❞✞✱ ✇❞ ✄✆❢✇❞✂ t✆❛t t✆❞ ☞✐✁❞❛✞✐t✝ ✞❛✁r❞ ✇❛✄ ✐s✠

✎✞❢✍❞✂ ✇✐t✆❢✟t ✄✐r✁✐☎✐✌❛✁t ☞❢✄✄ ❢☎ ✄❞✁✄✐t✐✍✐t✝ t✆❛✁❦✄ t❢ t✆✐✄ ✄☞❢✎❞

s❛✎✄ ✌❢s✎✟t❛t✐❢✁☛

❋✐✁❛☞☞✝✱ ✁❞✇ ❲❋✡✄ ✆❛✍❞ ❜❞❞✁ ✄t✟✂✐❞✂ ❜✝ ✌❢✁✄✐✂❞✞✐✁r t✆❞ ✂❞✎t✆

❛✁✂ t✆❞ ✄✐✏❞ ❢☎ t✆❞ ✌❞✁t✞❛☞ ✇❞☞☞ ❢☎ t✆❞ ❩❞✞✁✐❦❞ ❲❋✡ ❛✄ ❛ ☎✞❞❞

✎❛✞❛s❞t❞✞☛ ▼❢✞❞❢✍❞✞✱ ✇❞ ✐✄❢☞❛t❞✂✱ ❛✁❛☞✝t✐✌❛☞☞✝✱ t✆❞ ✞❢☞❞ ✎☞❛✝❞✂

❜✝ ❞❛✌✆ ❢☎ t✆❞✄❞ t✇❢ ✎❛✞❛s❞t❞✞✄ ✐✁ t✆❞ ✞❞✄✎❢✁✄❞ ❢☎ t✆❞ ✄❞✁✄❢✞✄

❢☎ t✆❞ ❩❲❋✡ ✌☞❛✄✄☛

✒✓✓❊✔✕✖✗ ✒✘ ✔◆✙✒✙✖◆✔✚

✷✛ ✜✢✣✤✥✦✤ ✧✤★✩✪✫✢✤✬✮ ✯ ✰✲ ✳✵✸❀ ✹✺ ✻❘❘
✲ ✵①❀ ②✺✼✽✾✿❁❂❃❄❅❇❈❉●①●②

❍❏✦✩❑✥❑▲ ❑✤★✩✪✫✢✤✬✮ ❖✰✲ ✳✵①❀ ②✺ ✻ ✲ ✵①❀ ②✺

◗▲✬✬✦❑✤✥❯ ❑✤★✩✪✫✢✤✬✮ ❱✰✲ ✳✵①❀ ②✺ ✻ ✲ ✵❳①❀ ❳②✺

❨✥❭❫✦✤❑ ❑✤★✩✪✫✢✤✬✪✮ ❴❃✰✲ ✳✵①❀ ②✺ ✻ ❵❝❣❝❤
❥
❁

❘ ❧ ❂♥♦❇❉
❃✽♥ ●✉✈③

❴❇✰✲ ✳✵①❀ ②✺ ✻ ❵❝❣❝❤
❥
❁

❘ ❧ ❂❃♦♥❉
❇✽♥ ●✉✈③

❴✾
❃❇✰✲ ✳✵①❀ ②✺ ✻

❵❝❣❝❤
❥
❁④

❘❘ ❧ ❂♥♦♥ ⑤❉
❂❃✽♥❉❂❇✽♥ ⑤❉ ●✉●✉

⑥
✈

✷③⑦✢✤✬✮ ⑧✲ ⑧✾ ✻ ✵
❘❘

⑨✲ ✵①❀ ②✺⑨✾●①●②✺❥⑩✾

❶❷❸❹❺❸❻❼ ❽✟✞❢✎❞❛✁ ❾❢ss✐✄✄✐❢✁ ✭❽❾♣ ✭❿✶➀➁❿➂♣➃ ❆r❞✁✌❞

➄❛t✐❢✁❛☞❞ ✂❞ ☞❛ ➅❞✌✆❞✞✌✆❞ ✭❆➄➅♣➃ ❋✞❞✁✌✆ ❆❞✞❢✄✎❛✌❞

➆❛❜ ✭➇➄❽➅❆♣☛

➈❊❶❊➈❊✔➉❊✚

➊➋ ➌➋ ➌➍➎➍➏➏➐➑➒➓ ➔→➣↔➒↕ ↔↕➍➑➙ ➛➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➒➑➎ ➛➒➟➡ ➍➑ ➐➠➢➒↕↕➍➟➒➑➎ ↔➞➒➠➤➓➥

➦➋ ➧➐➨➋ ➩↔➟➋ ➫➭➓ ➯➲➳➵➯➳➸ ➺➊➳➳➻➼➋

➯➋ ➽➋ ➾➚➐➑➨➒➓ ➪➋ ➶➍➠➟➒↕↕➐➓ ➍➑➨ ➹➋ ➽➐➡➑➠➙➑➓ ➔➧➣↕➟➒➘➝➍➢➙➟➙➨ ➨➒➎➒➟➍↕ ↔➴➞➍➤➒➨

➛➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➓➥ ➩↔➟➋ ➶➐➤➤➣➑➋ ➭➷➭➓ ➬➬➵➲➻ ➺➯➮➊➱➼➋

➸➋ ➹➋ ➽➐➡➑➠➙➑➓ ➪➋ ➶➍➠➟➒↕↕➐➓ ➍➑➨ ✃➋ ➌➍➟➒➜➍➓ ➔❐➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➒➑➎ ➛➒➟➡ ➍➑ ➍❒➘

➒➢➐➑➓➥ ➩↔➟➋ ❮➙➟➟➋ ➭❰➓ ➲➱➻➵➲➱➲ ➺➯➮➊➊➼➋
➱➋ ➩➋ Ï➍➣➜➍➞Ð➣➙➓ ➹➋ Ñ➙➒➢➡➙↕➓ Ò➋ Ï➣➠➢➐➓ ➍➑➨ ➦➋➘Ï➋ ➪➍➣➜➍➎➙➓ ➔➽➍➞➒➍➟➒➐➑

➍➞➐➣➑➨ ➍ ↔➴➞➍➤➒➨ ➟➡➙➤➙Ó ➐↔➟➒➢➍↕ ➞➙➢➐➤Ô➒➑➍➟➒➐➑ ➍➑➨ ➐↔➟➒➤➍↕ ➣➠➙ ➐➝ ↔➡➐➘

➟➐➑➠➓➥ ➩↔➟➋ ❮➙➟➟➋ ➫Õ➓ ➸Ö➯➲➵➸Ö➸➊ ➺➯➮➊Ö➼➋
Ö➋ Ï➋ ×➙➞➑➒➚➙➓ ➔✃➒➝➝➞➍➢➟➒➐➑ ➟➡➙➐➞➴ ➐➝ ➟➡➙ ➚➑➒➝➙➘➙➨➎➙ ➟➙➠➟ ➍➑➨ ➒➟➠ ➒➤↔➞➐➜➙➨

➝➐➞➤➓ ➟➡➙ ↔➡➍➠➙➘➢➐➑➟➞➍➠➟ ➤➙➟➡➐➨➓➥ ➧➐➑➋ Ñ➐➟➋ ➌➋ ➾➠➟➞➐➑➋ ➪➐➢➋ Ø➫➓ ➸➬➬➵➸➲➱

➺➊➳➸➱➼➋
➻➋ Ù➋ ✃➐➡↕➙➑➓ ➔→➡➍➠➙ ➤➍➠➚➠ ➒➑ ➍➠➟➞➐➑➐➤➴Ó ➝➞➐➤ ➟➡➙ ➧➍➢➡Ú×➙➡➑➨➙➞ ➒➑➟➙➞➘

➝➙➞➐➤➙➟➙➞ ➟➐ ➢➐➞➐➑➍➎➞➍↔➡➠➓➥ Û➾➪ →➣Ô➋ ➪➙➞➋ Ü➷➓ ➸➸➵➱➱ ➺➯➮➮➱➼➋
➬➋ ➾➋ Ò➐➙↔↕➙➞➓ ÝÞßàáâãäåæç æáâã ÞèæÞé æÞåÞæ ßêäèëâãÞæ ìÞäãßí ➺➊➲➻➱➼➋
➲➋ ➌➋ Ñ➋ ➪➤➍➞➟➟ ➍➑➨ ❐➋ î➋ ➪➟➙➙↕➓ ➔Ò➡➙➐➞➴ ➍➑➨ ➍↔↔↕➒➢➍➟➒➐➑ ➐➝ ↔➐➒➑➟➘➨➒➝➝➞➍➢➟➒➐➑

➒➑➟➙➞➝➙➞➐➤➙➟➙➞➠➓➥ ➦↔➑ ➦➋ ➾↔↔↕➋ →➡➴➠➋ Ü➫➓ ➸Ö➊ ➺➊➳➬Ö➼➋

➳➋ ➦➋ Û➋ ➩➟➒➓ ➽➋ Ï➋ ➶➍➑➍↕➙➠➓ ➍➑➨ ➧➋ →➋ ➶➍➎➒➎➍↕➓ ➔➾➑➍↕➴➠➒➠ ➐➝ ➟➡➙ ➠➒➎➑➍↕➘➟➐➘

➑➐➒➠➙ ➞➍➟➒➐ ➒➑ ➟➡➙ ➐↔➟➒➢➍↕ ➨➒➝➝➙➞➙➑➟➒➍➟➒➐➑ ➛➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➓➥ ➩↔➟➋

Û❒↔➞➙➠➠ ÜÜ➓ ➯➬➲➸➵➯➬➳➮ ➺➯➮➮➸➼➋

➊➮➋ ➩➋ Ï➍➣➜➍➞Ð➣➙➓ ➹➋ Ñ➙➒➢➡➙↕➓ Ò➋ Ï➣➠➢➐➓ ➍➑➨ ➦➋➘Ï➋ ➪➍➣➜➍➎➙➓ ➔➩↔➟➒➤➒➏➍➟➒➐➑ ➐➝

➟➡➙ ➒➤➍➎➒➑➎ ↔➞➐➢➙➠➠➒➑➎ ➒➑ ➟➡➙ ➢➐➑➟➙❒➟ ➐➝ Ï➐➣➞➒➙➞ Ô➍➠➙➨ ➛➍➜➙ ➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➘

➒➑➎➓➥ ➒➑ ↔➞➙↔➍➞➍➟➒➐➑➋
➊➊➋ Ï➋ ➌➒➎➍➣➟ ➍➑➨ Û➋ ï➙➑➨➞➐➑➓ ➔❮➍➠➙➞ ➎➣➒➨➙ ➠➟➍➞ ➒➑ ➍➨➍↔➟➒➜➙ ➐↔➟➒➢➠➓ ➟➡➙ ➟➒↕➟

➨➙➟➙➞➤➒➑➍➟➒➐➑ ↔➞➐Ô↕➙➤➓➥ ➾➠➟➞➐➑➋ ➾➠➟➞➐↔➡➴➠➋ ➷❰Ü➓ ➻➬➬➵➻➲➱ ➺➊➳➳➯➼➋
➊➯➋ ➾➋ ❐➍➑➎➓ ➦➋ ð➍➐➓ ✃➋ ➶➍➒➓ ➍➑➨ î➋ ➌➙➑➓ ➔✃➙➠➒➎➑ ➍➑➨ ➝➍Ô➞➒➢➍➟➒➐➑ ➐➝ ➍ ↔➴➞➍➘

➤➒➨ ➛➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➓➥ ➩↔➟➋ Û➑➎➋ ➫Ø➓ ➮➬➸➱➮➊ ➺➯➮➊➮➼➋
➊➸➋ ➶➋ ➽ñ➞➒➑➍➣➨➓ ➔➩➑ ➟➡➙ ➑➍➟➣➞➙ ➐➝ ➟➡➙ ➤➙➍➠➣➞➙➤➙➑➟➠ ↔➞➐➜➒➨➙➨ Ô➴ ➍ ↔➴➞➍➤➒➨

➛➍➜➙➘➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➓➥ ➩↔➟➋ ➶➐➤➤➣➑➋ ➷➭➭➓ ➯➬➵➸➲ ➺➯➮➮➱➼➋

➊➱➋ ò➋ ➪➡➍➟➐➚➡➒➑➍➓ ➾➋ ➩Ô➙➞➙➨➙➞➓ ➍➑➨ ➌➋ ➌➍➤↕➍➣➓ ➔Ï➍➠➟ ➍↕➎➐➞➒➟➡➤ ➝➐➞ ➛➍➜➙➝➞➐➑➟

➞➙➢➐➑➠➟➞➣➢➟➒➐➑ ➒➑ ó➾➩ô➪➶➾➩ ➛➒➟➡ ↔➴➞➍➤➒➨ ➛➍➜➙➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➓➥ →➞➐➢➋

➪→òÛ ØÜ➫õ➓ ➳➊➱➲➮→ ➺➯➮➊➱➼➋
➊Ö➋ ➧➋ Ñö✃➒➍➴➙➓ Ù➋ ✃➐➡↕➙➑➓ ➾➋ ➶➍➒↕↕➍➟➓ ➍➑➨ ➾➋ ➶➐➠➟➒↕↕➙➓ ➔✃➙➠➒➎➑ ➐↔➟➒➤➒➏➍➟➒➐➑

➍➑➨ ↕➍Ô ➨➙➤➐➑➠➟➞➍➟➒➐➑ ➐➝ ×Û❮✃➾Ó ➍ ×➙➞➑➒➚➙ ➠➙➑➠➐➞ ➝➐➞ ➑➙➍➞➘➢➐➞➐➑➍➎➞➍↔➡

Ð➣➍➠➒➘➠➟➍➟➒➢ ➤➙➍➠➣➞➙➤➙➑➟➠➓➥ →➞➐➢➋ ➪→òÛ ØÜ➫õ➓ ➳➊➱➲Öî ➺➯➮➊➱➼➋

➊➻➋ ➪➋ Û➠↔➐➠➒➟➐➓ ➾➋ Ò➐➏➏➒➓ ✃➋ Ï➙➞➞➣➏➏➒➓ ➧➋ ➶➍➞Ô➒↕↕➙➟➓ ➾➋ ➌➒➢➢➍➞➨➒➓ ❮➋ Ï➒➑➒➓ ➶➋

➽ñ➞➒➑➍➣➨➓ ➧➋ ➾➢➢➍➞➨➐➓ ï➋ ➹➞➣➠➍➓ ✃➋ ï➍↕↕➒➙➑➒➓ ➌➋ ➹➒➍➠➒➓ ➶➋ ➹➍➝➝➍➓ ➽➋

➹➒↕➒➐➟➟➒➓ ò➋ Ï➐↔↔➒➍➑➒➓ ➾➋ →➣➎↕➒➠➒➓ ➌➋ ➌➍➎➍➏➏➐➑➒➓ →➋ ➌➍➑➝➍➎➑➒➓ →➋

➪➟➙➝➍➑➒➑➒➓ →➋ ➪➍↕➒➑➍➞➒➓ ❐➋ ➪➙➒➝➙➞➟➓ ➍➑➨ ➦➋ ➪➟➐➞➤➓ ➔Ï➒➞➠➟➘↕➒➎➡➟ ➍➨➍↔➟➒➜➙

➐↔➟➒➢➠ ➠➴➠➟➙➤ ➝➐➞ ↕➍➞➎➙ Ô➒➑➐➢➣↕➍➞ ➟➙↕➙➠➢➐↔➙➓➥ →➞➐➢➋ ➪→òÛ ➫õ➭Ø➓ ➊➻➱➵

➊➬➸ ➺➯➮➮➸➼➋
➊➬➋ ➧➋ Ñö✃➒➍➴➙➓ Ù➋ ✃➐➡↕➙➑➓ Ò➋ Ï➣➠➢➐➓ ➍➑➨ ➹➋ →➍➣↕➓ ➔➶➍↕➒Ô➞➍➟➒➐➑ ➐➝ Ð➣➍➠➒➘➠➟➍➟➒➢

➍Ô➙➞➞➍➟➒➐➑➠ ➒➑ ➙❒➐↔↕➍➑➙➟ ➨➒➞➙➢➟➘➒➤➍➎➒➑➎ ➒➑➠➟➞➣➤➙➑➟➠ ➛➒➟➡ ➍ ×➙➞➑➒➚➙

↔➡➍➠➙➘➤➍➠➚ ➠➙➑➠➐➞➓➥ ➾➠➟➞➐➑➋ ➾➠➟➞➐↔➡➴➠➋ ÷÷÷➓ ➾➳➱ ➺➯➮➊➸➼➋
➊➲➋ ➩➋ Ï➍➣➜➍➞Ð➣➙➓ ➹➋ Ñ➙➒➢➡➙↕➓ Ò➋ Ï➣➠➢➐➓ ➦➋➘Ï➋ ➪➍➣➜➍➎➙➓ ➍➑➨ ➩➋ ï➒➞➍➣➟➓

➔➾ ➎➙➑➙➞➍↕ ➝➐➞➤➍↕➒➠➤ ➝➐➞ Ï➐➣➞➒➙➞ Ô➍➠➙➨ ➛➍➜➙ ➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➒➑➎Ó ➍↔↔↕➒➢➍➟➒➐➑

➟➐ ➟➡➙ ↔➴➞➍➤➒➨ ➛➍➜➙ ➝➞➐➑➟ ➠➙➑➠➐➞➠➓➥ →➞➐➢➋ ➪→òÛ ØØÕØ➓ ➳➳➮➳➻➮

➺➯➮➊➻➼➋
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s�✁s☎✂s
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❲❳★✤✕✗✥✤❨ ❩❬ ❝❭❪❫❴❵❬ ❴ ❡❬❣ ❭♦ ❤❴✐❬ ♦❵❭❥❣ ❡❬❥❡❭❵❡ ❦❩❧♠♥ q❴❡❬r ❭❥ ❧❭✈❵①❬❵ ♦①②❣❬❵①❥③ ❣❬❝④❥①⑤✈❬⑥ ⑦❥ ❫❴❵❣①❝✈②❴❵⑧ ❣④①❡
❡❣✈r⑨ ❬⑩❫②❭❵❬❡ ❣④❬ ➇❝②❴❡❡ ❭♦ ❫⑨❵❴❪①r❴② ❩❧♠➈ r❬♦①❥❬r ❴❡ ❣④❬ ❶❷♦❴❝❬❡ ❫⑨❵❴❪①r ❩❧♠⑧ ❴②② ①❣❡ ❵❬❝❬❥❣ ✐❴❵①❴❣①❭❥❡⑧ ❴❥r
❴②❡❭ ❡❭❪❬❩❧♠❡ ❴❡ ❣④❬ ❸❷♦❴❝❬❡ ❫⑨❵❴❪①r ❩❧♠⑥ ❧①❵❡❣⑧ ❤❬ r❬❡❝❵①q❬ ❡✈❝④ ❴ ❡❬❥❡❭❵❡ ❝②❴❡❡ r✈❬ ❣❭ ❣④❬ ❭❫❣①❝❴② ❫❴❵❴❪❷
❬❣❬❵❡ ❭♦ ❣④❬ ❧❭✈❵①❬❵ ♦①②❣❬❵①❥③ ❪❴❡❹ ❴❥r ❣④❬ ❪❭r✈②❴❣①❭❥ ❫❴❵❴❪❬❣❬❵❡⑥ ♠❬❝❭❥r⑧ ❤❬ ✈❡❬ ❴ ✈❥①♦①❬r ♦❭❵❪❴②①❡❪ ❣❭ ❝❵❬❴❣❬ ❴
❡❬❣ ❭♦ ❫❬❵♦❭❵❪❴❥❝❬ ❝❵①❣❬❵①❴❺ ❡①❻❬ ❭♦ ❣④❬ ❡①③❥❴② ❭❥ ❣④❬ r❬❣❬❝❣❭❵⑧ ❬♦♦①❝①❬❥❝⑨ ❭♦ ①❥❝❭❪①❥③ ♦②✈⑩⑧ ❡❬❥❡①❣①✐①❣⑨⑧ ②①❥❬❴❵ ❵❴❥③❬⑧
❴❥r ❝④❵❭❪❴❣①❝①❣⑨⑥ ❧①❥❴②②⑨⑧ ❤❬ ❡④❭❤ ❣④❬ ①❥♦②✈❬❥❝❬ ❭♦ ❣④❬ ❫❵❬✐①❭✈❡ ❭❫❣①❝❴② ❴❥r ❪❭r✈②❴❣①❭❥ ❫❴❵❴❪❬❣❬❵❡ ❭❥ ❣④❬❡❬
❫❬❵♦❭❵❪❴❥❝❬ ❝❵①❣❬❵①❴⑥ ❼④①❡ ❬⑩④❴✈❡❣①✐❬ ❡❣✈r⑨ ❴②②❭❤❡ ❭❥❬ ❣❭ ❹❥❭❤ ④❭❤ ❣❭ ❭❫❣①❪①❻❬ ❣④❬ ❡❬❥❡❭❵ ❵❬③❴❵r①❥③ ❫❬❵♦❭❵❷
❪❴❥❝❬ ❡❫❬❝①♦①❝❴❣①❭❥❡⑥ ❩❬ ❡④❭❤ ①❥ ❫❴❵❣①❝✈②❴❵ ❣④❴❣ ❣④❬ ❥✈❪q❬❵ ❭♦ ♦❴❝❬❡ ④❴❡ ①❥♦②✈❬❥❝❬ ❭❥ ❣④❬ ❡①❻❬ ❭♦ ❣④❬ ❡①③❥❴② q✈❣
❥❭ ①❥♦②✈❬❥❝❬ ❭❥ ❣④❬ ❡❬❥❡①❣①✐①❣⑨ ❴❥r ②①❥❬❴❵①❣⑨ ❵❴❥③❬⑥ ❼❭ ❪❭r①♦⑨ ❣④❬❡❬ ❝❵①❣❬❵①❴⑧ ❤❬ ❡④❭❤ ❣④❴❣ ❣④❬ ❪❭r✈②❴❣①❭❥ ❵❴r①✈❡
❴❥r ❣④❬ ❴❫❬⑩ ❴❥③②❬ ❴❵❬ ❪✈❝④ ❪❭❵❬ ❵❬②❬✐❴❥❣⑥ ❽❭❵❬❭✐❬❵ ❤❬ ❭q❡❬❵✐❬ ❣④❴❣ ❣④❬ ❣①❪❬ ❡❫❬❥❣ ❭❥ ❬r③❬❡ ❭❵ ♦❴❝❬❡ r✈❵①❥③ ❴
❪❭r✈②❴❣①❭❥ ❝⑨❝②❬ ❴②②❭❤❡ ❣❭ ❴r❾✈❡❣ ❣④❬ ❣❵❴r❬❷❭♦♦ q❬❣❤❬❬❥ ❡❬❥❡①❣①✐①❣⑨ ❴❥r ②①❥❬❴❵①❣⑨ ❵❴❥③❬⑥ ➞ ❿➀➁➂ ➃➄➅➉➋➌➍ ➄➎ ➏➐➄➌➄➑➒➓➌➉➅➔→
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❒ ❮❰ÏÐÑÒÓÔÏÕÑ❰
Ö× ØÙÚÛÜÝÞ ÚßØÙÜàáâã äå ØæÚçã ßÚçèç ÜÝ Ú éäÛÚÙ ØÙÚÝãê Üà Üç Øäçë
çÜìÙã àä éÜÙàãå àæã ÙÜÞæà éåäß Ú ØáØÜÙ ØÙÚÝã àä ÚÝäàæãåí îæäçã
ßÚçèç Úåã ÚìÙãê ÜÝ ØÚåàÜÛáÙÚåê àä àåÚÝçéäåß ÜÝÛäßÜÝÞ ØæÚçã
éÙáÛàáÚàÜäÝç ÜÝàä ÜÝàãÝçÜà× ïÚåÜÚàÜäÝç äÝ Ú âãàãÛàäåí ðáÛæ äØàÜÛÚÙ
âãçÜÞÝç ñçãã òÜÞí óô Úåã àæáç ØÚåàÜÛáÙÚåÙ× åãÙãïÚÝà ÜÝ àæã ÛäÝàãõà
äé öÚïã éåäÝà çãÝçÜÝÞê ãçØãÛÜÚÙÙ× éäå àæã ÚâÚØàÜïã äØàÜÛç ñ÷øôí
ùäåãäïãåê òäáåÜãåëìÚçãâ öÚïã éåäÝà çãÝçäåç ñúòðô æÚïã ßÚÝ×
ÚâïÚÝàÚÞãç ÛäßØÚåãâ àä äàæãå úòðç Úçê éäå ãõÚßØÙãê àæã ðæÚÛèû
üÚåàßÚÝÝ ÜÝ àãåßç äéê éäå ÜÝçàÚÝÛãê ÝäÜçã ØåäØÚÞÚàÜäÝ äå
çÚßØÙÜÝÞ éÙãõÜìÜÙÜà×í

÷ ÞãÝãåÚÙ éäåßÚÙÜçß Úìäáà àæã òäáåÜãåëìÚçãâ öÚïã éåäÝà
çãÝçÜÝÞ æÚç ìããÝ åãÛãÝàÙ× âãïãÙäØãâ ì× òÚáïÚåýáã ãà ÚÙíþ
ðáÛæ Ú àæãäåãàÜÛÚÙ éåÚßãöäåè ÚÙÙäöçê éäå ÜÝçàÚÝÛãê áÝÜéÜÛÚàÜäÝ
äé àæã ÿãåÝÜèã úòðê ÜÝàåäâáÛãâ ì× ÿãåÝÜèã✷ æÜßçãÙéê ÚÝâ àæã
❘ÚÞÚ��äÝÜ➆ç✸ Ø×åÚßÜâ úòð ñ✭úòðôí úã Ûæääçã ÜÝ àæÜç ÚåàÜÛÙã
àä ãõØÙäåãê ÜÝ àæã ÙÜÞæà äé àæÜç éäåßÚÙÜçßê àæã úòðç ìÚçãâ äÝ àæã
Ø×åÚßÜâ úòð ØåÜÝÛÜØÙãê Úç éäå ãõÚßØÙã àæã ÛÙÚççÜÛÚÙ ✹ëéÚÛãç
ßäâáÙÚàãâ Ø×åÚßÜâê àæã ✻ë äå ✽ëéÚÛãç Ø×åÚßÜâ ÜÝàåäâáÛãâ ì×
÷èäÝâÜ ãà ÚÙíê✁ àæã ÛäÝã úòð ñ✂äæÝçãÝ ãà ÚÙí✺ôê äå àæã éÙÚààãÝãâ
Ø×åÚßÜâ àæÚà öãåã ØåäØäçãâ ì× òÚáïÚåýáã ãà ÚÙí✄ îæã ÛæäÜÛã
äé çàáâ×ÜÝÞ àæÜç ÛÙÚçç äé òäáåÜãåûìÚçãâ úòðç Üç âáã àä àæã
éÚÛà àæÚà àæã ✭úòð åãÛãÝàÙ× çæäöç Üàç ÞåãÚà ãééÜÛÜãÝÛ× äÝ
çè× äÝ àæã ▲ÚåÞã ÖÜÝäÛáÙÚå îãÙãçÛäØã ñ☎çØäçÜàä ãà ÚÙí✼ôê àæã
ùÚÞãÙÙÚÝ îãÙãçÛäØã ñ✆Ùäçã ãà ÚÙí✝ôê ÚÝâ àæã ðáìÚåá îãÙãçÛäØã
ñ✞äïÚÝäïÜÛ ãà ÚÙí✾ôí ■à çáìçãýáãÝàÙ× çããßç àä ìã àæã ßäçà ÛåãâÜìÙã
ÛÚÝâÜâÚàã éäå àæã Ýãõà ÞãÝãåÚàÜäÝç äé ÷øê ãçØãÛÜÚÙÙ× éäå
àæã ☎áåäØãÚÝ ☎õàåãßãÙ× ▲ÚåÞã îãÙãçÛäØãí ÷ç Ú ÛäÝçãýáãÝÛãê

çãåÜäáç äØàÜßÜ�ÚàÜäÝ öäåèç öÜÙÙ æÚïã àä ìã Ùãâ ÜÝ äåâãå àä
èÝäö öæÜÛæ âãçÜÞÝç öÜÙÙ ìã àæã ßäçà ÚØØåäØåÜÚàã åãÞÚåâÜÝÞ àä
àæã öÚïã éåäÝà çãÝçÜÝÞ ÛäÝàãõàçí òÜÝÚÙÙ×ê öã ßãÝàÜäÝ çäßã äé
àæã ßäçà ãÝÙÜÞæàãÝÜÝÞ àæãäåãàÜÛÚÙ öäåèç Úìäáà àæÜç ✭úòðP
❘ÚÞÚ��äÝÜ ÚÝâ òÚåÜÝÚàäêþ✶ ☎çØäçÜàä ÚÝâ ❘ÜÛÛÚåâÜêþþ ✂❱åÜÝÚáâêþ✷
ÚÝâ ●á×äÝêþ✸ àæÚà öÜÙÙ çãåïã Úç åãéãåãÝÛã åãçáÙàç ÚÙäÝÞ àæã ÚåàÜÛÙãí

■Ý àæã éÜåçà ØÚåà äé àæÜç ØÚØãåê öã âãçÛåÜìã àæã ➇ÛÙÚçç äé
Ø×åÚßÜâÚÙ úòðç➈ àæÚà ÛäÝàÚÜÝç àæã ßäâáÙÚàãâ Ø×åÚßÜâ úòð
ÚÝâ ÚÙÙ Üàç ïÚåÜÚàÜäÝ öæãÝ ÛäÝçÜâãåÜÝÞ äØàÜÛÚÙ ØÚåÚßãàãåç äé
àæã ßÚçè ÚÝâ ßäâáÙÚàÜäÝ çãààÜÝÞç Úç éåãã ØÚåÚßãàãåçí îæã çãÛë
äÝâ ØÚåà öÜÙÙ âãéÜÝã àæã áÝÜéÜãâ ØãåéäåßÚÝÛã ÛåÜàãåÜÚê öæÜÛæ öÜÙÙ
ìã áçãâ ÜÝ àæã àæÜåâ ØÚåà àä ÛäßØÚåã ÚÙÙ àæãçã úòðçí ■Ý àãåßç äé
äØàÜßÜ�ÚàÜäÝ ÚØØåäÚÛæê àæã éÜåçà ØÚåà ÛäååãçØäÝâç àä àæã ÜÝØáà
ØÚåÚßãàãåçê öæãåãÚç àæã çãÛäÝâ ØÚåà âãçÛåÜìãç àæã äáàØáà çØãÛë
ÜéÜÛÚàÜäÝçí ÷ éÜÝÚÙ ØÚåà öÜÙÙ çáßßÚåÜ�ã àæã ÜÝéÙáãÝÛã äé ãÚÛæ
ØÚåÚßãàãå äÝ ãÚÛæ ØãåéäåßÚÝÛã ÛåÜàãåÜÚ ÜÝ äåâãå àä ÛåãÚàã àæã
ìãçà úòðê åãÞÚåâÜÝÞ ÚÝ ÷ø ÛäÝàãõàí

úã åãÛÚÙÙ æãåã àæã ÞãÝãåÚÙ éåÚßãöäåè äé àæã òäáåÜãåëìÚçãâ
öÚïã éåäÝà çãÝçÜÝÞí îæã äØàÜÛÚÙ âãçÜÞÝ Üç âãçÛåÜìãâ ÜÝ òÜÞí óí
ðáÛæ Ú âãïÜÛã Üç Ú à×ØÜÛÚÙ òäáåÜãå éÜÙàãåÜÝÞ ç×çàãßí îæã ÜÝÛäßÜÝÞ
Øãåàáåìãâ ãÙãÛàåäëßÚÞÝãàÜÛ éÜãÙâ ✟♣ Üç öåÜààãÝ Úç

✠✡ð☛❀ ♥Þ ➻
☞☞☞
♥

✌
✍✎ ❡✏✑ð✒☛Þ❀ ✓✔✕

öæãåã ✖ Üç àæã çØÚàÜÚÙ ÚïãåÚÞãâ éÙáõê ✗ Üç àæã Øãåàáåìãâ ØæÚçã Úà
àæã ÚÝÚÙ×çÜç öÚïãÙãÝÞàæ ✘✵ê ÚÝâ ✙✚ Üç àæã ÜÝâÜÛÚàÜïã éáÝÛàÜäÝ äé
àæã ãÝàåÚÝÛã ØáØÜÙí îæã òäáåÜãå ßÚçèê öæÜÛæ àÚèãç ØÙÚÛã äÝ
àæã éäÛÚÙ ØäÜÝàê Üç ÛäÝçÜâãåãâ Úç Ú Øáåã àåÚÝçØÚåãÝà ßÚçèí ■àç
àåÚÝçØÚåãÝÛ× éáÝÛàÜäÝ ßÚ× ìã öåÜààãÝ Úç

✯➳✛✛✜✢✣✣ ❛✤✤ ❝✥✜✜✢✣✦✥✧✛✢✧❝✢ t✥➧ ➥✤❖★❖✢✜ ❋❛✩★❛✜✪✩✢✫ ❊✬✮❛❖✤➧ ✥✤❖★❖✢✜➫♦❛✩★❛✜✪✩✢✰
✤❛✮➫♦✜ ✱➺✱➻✬✲➨✱✲➯✱➩➨➭➯✳✱✴➫➩➩ ➞ ✱➩➨➭ ➸❙➦❊

❏❂✉✵✹✴✸ ❂➶ ❆✶✻✵❂✹❂➘✰P✴✸ ❚✷✸✷✶P❂❃✷✶✽ ✿✹✶✻✵✉➘✷✹✻✶✽ ✴✹❞ ❀❅✶✻✷➘✶ ➮➬❁➮➮➬✲➬ ❏✴✹➊✳✴✵ ■➮➬❊ ➉ ❂❂✸➴ ❍❃➬❄

❏❂✉✵✹✴✸ ❂➶ ❆✶✻✵❂✹❂➘✰P✴✸ ❚✷✸✷✶P❂❃✷✶✽ ✿✹✶✻✵✉➘✷✹✻✶✽ ✴✹❞ ❀❅✶✻✷➘✶ ❍❃➬❄✽ ➮➬❁➮➮➬ ❃❏✴✹➊✳✴✵ ■➮➬❊❄
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♠ ➻ ❡�✁

✂
✷④✄

☎✵
❖✆

✝

❀ ✭✷✞

✇✟✠✡✠ ☛☞ ✐✌ t✟✠ ♦✍t✐✎✏✑ ✌✟✏✍✠ ♦✒ t✟✠ ✓✏✌✔✕ ❱✐✏ t✟✠ ❋✡✏✖✗✟♦✒✠✡

♦✍t✐✎✏✑ ✒♦✡✓✏✑✐✌✓❢ ✐t ✐✌ ✍♦✌✌✐♣✑✠ t♦ ✇✡✐t✠ t✟✠ ✐✗t✠✗✌✐t✘ ♦✗ t✟✠

❞✠t✠✎t♦✡

■ð✙❀ ♥Þ ➻ ❥✚✛ð✙❀ ♥Þ✜✢➼♠✣❥✤❀ ✭✥✞

✇✟✠✡✠ ✦✧★✩ ✐✌ t✟✠ t✇♦✪❞✐✓✠✗✌✐♦✗✏✑ ❋♦✖✡✐✠✡ t✡✏✗✌✒♦✡✓ ♦✒ t✟✠

✓✏✌✔✕ ❚✟✠ ✍✟✏✌✠ ✌✠✠✗ ♣✘ t✟✠ ❲❋☞ ✐✌ t✟✠ ✌✖✓ ♦✒ t✟✠ t✖✡♣✖✑✠✗t

✍✟✏✌✠ ✐✗❞✖✎✠❞ ♣✘ t✟✠ ✏t✓♦✌✍✟✠✡✠ ✏✗❞ t✟✠ ✌t✏t✐✎ ✏♣✠✡✡✏t✐♦✗✌ ♦✒

t✟✠ ✇✏✈✠ ✒✡♦✗t ✌✠✗✌✐✗s ✍✏t✟✕ ▼✏t✟✠✓✏t✐✎✏✑✑✘❢ ✇✠ ✎✏✗ ✌✍✑✐t t✟✠

✐✗✎♦✓✐✗s ✍✟✏✌✠ ✐✗t♦ t✇♦ t✠✡✓✌

✙ ➻ ✙r þ ✙✫❀ ✭✬✞

✇✟✠✡✠ ✮✯ ✐✌ t✟✠ t✖✡♣✖✑✠✗t ✍✟✏✌✠ ✏✗❞ ✮✰ ✐✌ t✟✠ ✌t✏t✐✎ ✡✠✒✠✡✠✗✎✠

✍✟✏✌✠✕ ✮✰ ✓✏✘ ✏✑✌♦ ♣✠ ✌✠✠✗ ✏✌ t✟✠ ♦✍✠✡✏t✐✗s ✍♦✐✗t ♦✒ t✟✠

❲❋☞✕ ❉✖✠ t♦ ✏ ❚✏✘✑♦✡➆✌ ❞✠✈✠✑♦✍✓✠✗t ♦✒ t✟✠ ✍✟✏✌✠ ✏✡♦✖✗❞ t✟✠

✡✠✒✠✡✠✗✎✠ ✍✟✏✌✠ ✮✰❢ ✐t ✐✌ ✍♦✌✌✐♣✑✠ t♦ s✠t ✏ ✍✟✏✌✠ ✍♦✇✠✡ ✌✠✡✐✠✌ ♦✒

t✟✠ ✐✗t✠✗✌✐t✘ ♦✗ t✟✠ ❞✠t✠✎t♦✡

■ð✙❀ ♥Þ ➻ ♥➼■❝ þ ■❧ð✙✫Þ þ ■qð✙✫Þþ ➲ ➲ ➲ ✣✿ ✭✱✞

❚✟✠ ✒✐✡✌t t✠✡✓ ✲✳ ✐✌ t✟✠ ➇✎♦✗✌t✏✗t➈ ✐✗t✠✗✌✐t✘❢ ✐t ✎♦✡✡✠✌✍♦✗❞✌ t♦

t✟✠ ✐✗t✠✗✌✐t✘ ♦✗ t✟✠ ❞✠t✠✎t♦✡ ✇✟✠✗ t✟✠ ✍✟✏✌✠ ✠✴✖✏✑✌ t♦ t✟✠ ✡✠✒✠✡✪

✠✗✎✠ ✍✟✏✌✠❢ ✐✕✠✕❢ ✇✟✠✗ t✟✠ t✖✡♣✖✑✠✗t ✍✟✏✌✠ ✐✌ ✗✖✑✑✕ ❚✟✠ ✌✠✎♦✗❞

t✠✡✓ ✐✌ t✟✠ ➇✍✟✏✌✠✪✑✐✗✠✏✡➈ t✠✡✓✕ ✶t ✎♦✡✡✠✌✍♦✗❞✌ t♦ t✟✠ ✍✠✡✒✠✎t✑✘

✑✐✗✠✏✡ ❞✠✍✠✗❞✠✗✎✠ ♦✒ t✟✠ ✐✗t✠✗✌✐t✘ ✡✠s✏✡❞✐✗s t♦ t✟✠ t✖✡♣✖✑✠✗t

✍✟✏✌✠ ✏✡♦✖✗❞ t✟✠ ✡✠✒✠✡✠✗✎✠ ✍✟✏✌✠✕ ❚✟✠ t✟✐✡❞ t✠✡✓ ✲✸ ✐✌ t✟✠ ➇✴✖✏❞✪

✡✏t✐✎➈ ✐✗t✠✗✌✐t✘✹ ✐t ✎♦✡✡✠✌✍♦✗❞✌ t♦ t✟✠ ✒✐✡✌t ✗♦✗✑✐✗✠✏✡ ❞✠✍✠✗❞✠✗✎✠

♦✒ t✟✠ ✐✗t✠✗✌✐t✘✕ ❚✟✠ ✗✠①t t✠✡✓✌ ✏✡✠ ♦♣✈✐♦✖✌✑✘ ✗♦✗✑✐✗✠✏✡ ✎♦✗t✡✐✪

♣✖t✐♦✗✌ ✏✌ ✇✠✑✑✕ ❚✟✠✌✠ ✠✴✖✏t✐♦✗✌ ✓✏✘ ♣✠ ✠✏✌✐✑✘ s✠✗✠✡✏✑✐❣✠❞

✇✟✠✗ ✏ ✓♦❞✖✑✏t✐♦✗ ❞✠✈✐✎✠ ✐✌ ✇♦✡✔✐✗s✕ ❚✟✠ ✠①✏✎t ✠①✍✡✠✌✌✐♦✗✌

♦✒ t✟✠✌✠ ✐✗t✠✗✌✐t✐✠✌ ✏✡✠ s✐✈✠✗ ♣✘ ❋✏✖✈✏✡✴✖✠ ✠t ✏✑✕✺

☞✐✗✎✠ t✟✠ ✌✐s✗✏✑ ♦✗ t✟✠ ❞✠t✠✎t♦✡ ✐✌ ✗♦t ✑✐✗✠✏✡ ✇✐t✟ t✟✠ ✍✟✏✌✠❢

✇✠ ✟✏✈✠ t♦ ✍✡♦✎✠✌✌ ✐t✕ ❚✟✠ ✠✏✌✐✠✌t ✇✏✘ t♦ ✎✡✠✏t✠ ✏ ✍✟✏✌✠✪✑✐✗✠✏✡

✴✖✏✗t✐t✘ ✒✡♦✓ ✲✻✮✼ ✽✾ ✐✌ t♦ ✎✏✑✎✖✑✏t✠ t✟✠ ✓✠t✏✪✐✗t✠✗✌✐t✘❢ ✎✏✑✑✠❞

★✲❢ ✈✐✏ t✟✠ ✒♦✑✑♦✇✐✗s ✠✴✖✏t✐♦✗❁

♠■ð✙✫Þ ➻
■ð✙r þ ✙✫❀ ♥Þ ❂ ■ð✙r❀ ♥Þ

♥
✿ ✭❃✞

❚✟✠ ✗♦✡✓✏✑✐❣✏t✐♦✗ ♣✘ t✟✠ ✒✏✎t♦✡ ✽ ✏✑✑♦✇✌ t♦ ✓✏✔✠ ★✲

✐✗❞✠✍✠✗❞✠✗t ✒✡♦✓ t✟✠ ✐✗✎♦✓✐✗s ✒✑✖①✕ ❘✠t✡✐✠✈✐✗s ✲✻✮✰✼ ✽✾ ✎♦✡✡✠✪

✌✍♦✗❞✌ t♦ ✏ ➇t✏✡✠➈ ♦✍✠✡✏t✐♦✗✕ ✶✗ ✍✡✏✎t✐✎✠❢ t✟✐✌ ➇✡✠t✖✡✗✪t♦✪

✡✠✒✠✡✠✗✎✠➈ ♦✍✠✡✏t✐♦✗ ✐✌ ❞♦✗✠ ✈✐✏ ✏ ✎✏✑✐♣✡✏t✐♦✗ ✍✏t✟✕ ❚✟✐✌ ✠✗✌✖✡✠✌

t✟✏t t✟✠ ✓✠t✏✪✐✗t✠✗✌✐t✘ ✠✴✖✏✑✌ ❣✠✡♦ ✇✟✠✗ t✟✠✡✠ ✐✌ ✗♦ t✖✡♣✖✑✠✗t

✐✗✎♦✓✐✗s ✍✟✏✌✠✕ ❲✐t✟ ✌✖✎✟ ✏ ❞✠✒✐✗✐t✐♦✗❢ t✟✠ ✓✠t✏✪✐✗t✠✗✌✐t✘

★✲ ✠✴✖✏✑✌ t♦ t✟✠ ➇✑✐✗✠✏✡➈ ✐✗t✠✗✌✐t✘ ✲❄ ✐✗ t✟✠ ✌✓✏✑✑ ✍✟✏✌✠✌ ✏✍✍✡♦①✐✪

✓✏t✐♦✗ ✡✠s✐✓✠✕

❅ P❆❇❈❊●❍ ❏❈❑▲ ◆❇◗❙❯ ❳▲❙❨◗❇❨ ❩❬❈❨❨

❲✠ ✐✗t✡♦❞✖✎✠❢ ✐✗ t✟✐✌ ✌✠✎t✐♦✗❢ t✟✠ ✍✘✡✏✓✐❞ ❲❋☞ ✎✑✏✌✌✕ ❚✟✐✌

✌✠✗✌♦✡✌ ✎✑✏✌✌ ✎♦✡✡✠✌✍♦✗❞✌ t♦ t✟✠ s✠✗✠✡✏✑✐❣✏t✐♦✗ ♦✒ t✟✠ ✎✑✏✌✌✐✎✏✑

✍✘✡✏✓✐❞ ❲❋☞ ✐✗t✡♦❞✖✎✠❞ ♣✘ ❘✏s✏❣❣♦✗✐❭ ✇✟✠✗ ✘♦✖ ✎♦✗✌✐❞✠✡

t✟✠ ✗✖✓♣✠✡ ♦✒ ✒✏✎✠✌ ✏✗❞ t✟✠ ✏✍✠① ✏✗s✑✠ ♦✒ t✟✠ ✓✏✌✔ ✏✗❞ t✟✠

✓♦❞✖✑✏t✐♦✗ ✌✠tt✐✗s✌ ✏✌ ✒✡✠✠ ✍✏✡✏✓✠t✠✡✌✕

❪❫❴ ❵❛❜❤❦✉ ②③ ⑤⑥⑦❦⑧

☞✐✗✎✠ t✟✠ ✒♦✎✏✑ ✍✑✏✗✠ ✎♦✡✡✠✌✍♦✗❞✌ t♦ ✏ ❋♦✖✡✐✠✡ ✍✑✏✗✠❢ t✟✠ ✗✖✓♣✠✡

♦✒ ✒✏✎✠✌ ✇✐✑✑ ✌✠t t✟✠ t✠✌✌✠✑✑✏t✐♦✗ ♦✒ t✟✠ ✌✍✏t✐✏✑ ✒✡✠✴✖✠✗✎✐✠✌ ✍✑✏✗✠✕

✶✗ t✟✠ ✎✏✌✠ ♦✒ t✟✠ ⑨❲❋☞ ✎✑✏✌✌❢ ✇✠ ✇✐✑✑ ♦✗✑✘ ✎♦✗✌✐❞✠✡ t✠✌✌✠✑✑✏✪

t✐♦✗✌ t✟✏t ✏✡✠ ✎✠✗t✠✡✠❞ ♦✗ t✟✠ ✒♦✎✏✑ ✍♦✐✗t ✏✗❞ ✍✡♦✈✐❞✠ ✠✴✖✏✑ ✍✏✡✪

t✐t✐♦✗✌ ♦✒ t✟✠ ✠✗✠✡s✘✕ ▼♦✡✠♦✈✠✡❢ ✌✐✗✎✠ ✇✠ ✇✏✗t t♦ ❞✠✌✎✡✐♣✠ t✟✠

❋♦✖✡✐✠✡ ✍✑✏✗✠❢ ✇✠ ✗✠✠❞ ✏t ✑✠✏✌t t✇♦ ✈✠✎t♦✡✌ t✟✏t ✏✡✠ ✗♦t ✎♦✑✑✐✗✠✏✡❢

✐✕✠✕❢ t✟✡✠✠ ✍♦✐✗t✌ t✟✏t ✏✡✠ ✗♦t ✏✑✐s✗✠❞✕ ⑩✌ ✏ ✎♦✗✌✠✴✖✠✗✎✠❢ t✟✠ ✓✐✗✪
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✏✗ ✐✗✒✐✗✐t✠ ✗✖✓♣✠✡ ♦✒ ✒✏✎✠✌✕ ❚✟✐✌ ❞✠✌✐s✗ ✟✏✌ t✟✠ ✏❞✈✏✗t✏s✠ t♦

✗♦t ✟✏✈✠ ✍✡✐✈✐✑✠s✠❞ ✏①✐✌✕ ❋✐s✖✡✠ ❷ ✌✟♦✇✌ t✟✠ t✠✌✌✠✑✑✏t✐♦✗ ♦✒

t✟✠ ✒♦✎✏✑ ✍✑✏✗✠ ✏✌✌♦✎✐✏t✠❞ ♦✒ t✟✠ ❶✪❢ ❸✪❢ ✏✗❞ ❹✪✒✏✎✠ ✍✘✡✏✓✐❞✌

❺✌✠✠ t✟✠✐✡ ♦✍t✐✎✏✑ ✌✟✏✍✠✌ ✐✗ ❋✐s✌✕ ❶❻✏❼➊❶❻✎❼❽✕

❪❫❪ ❾❿❦➀ ❾➁➂➃❦

✶✒ t✟✠ ✗✖✓♣✠✡ ♦✒ ✒✏✎✠✌ ✏✑✑♦✇✌ ✖✌ t♦ ✖✗❞✠✡✌t✏✗❞ ✟♦✇ t✟✠ ✌✍✏t✐✏✑

✒✡✠✴✖✠✗✎✐✠✌ ✏✡✠ ✌✍✑✐t❢ ✇✠ ✗✠✠❞ t♦ ✠①✍✑♦✡✠ t✟✠ ✏✍✠① ✏✗s✑✠

➄➅➉➋ ➌ ➍➎➏➐➑➒➓➔➎ →➔➐➣ ↔➔↕ ➙↕➐➛➜➔➑➐↕➝➔➙↕➞ ➙➟ ➒ ➠➙➡➢➔➐➢ ➟➔➤➓➐➢➔↕➥
➙➦➓➔➎➒➤ ➝➧➝➓➐➑➨

➄➅➉➋ ➩ ➫➔➟➟➐➢➐↕➓ ➓➧➦➐➝ ➙➟ ➠➙➡➢➔➐➢ ➦➤➒↕➐ ➓➐➝➝➐➤➤➒➓➔➙↕ ➟➙➢ ➓➏➐ ➦➧➢➒➑➔➜ ➭➠➍ ➎➤➒➝➝➯ ↔➒➞ ➳➛➵ ↔➸➞ ➺➛➵ ➒↕➜ ↔➎➞ ➽➛
➟➒➎➐➝➨
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279



♣�✁�✂✄☎✄✁ ☎t ❦✆t✇ ❤t✇ ☎❤✄✝✄ ❢✁✄✞✟✄✆✠✡✄✝ �✁✄ ✁✄r✄✠☎✄☛☞ ■✆☛✄✄☛✌
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✇✡ss ❜✄ ✠t✂♣s✄☎✄s✑ ✝♣s✡☎☞ ❍t✇✄✈✄✁✌ ✡❢ ☎❤✄ �✆❛s✄ ✡✝ ✝✂�ss✄✁✌ ☎❤✄

♣✟♣✡s ✡✂�❛✄✝ ✇✡ss t✈✄✁s�♣ �✆☛ ✠✁✄�☎✄ ✡✆☎✄✁❢✄✁✄✆✠✄✝☞ ❙✟✠❤ � ☛✄✝✡❛✆

❤�✝ ❜✄✄✆ ✝☎✟☛✡✄☛ ✡✆ s✄☎☎✄✁
✻ ❢t✁ � ✆✟✂❜✄✁ t❢ ❢�✠✄✝ ✄✞✟�s✝ ☎t ✹ �✆☛

�✆ t✈✄✁s�♣ ✁�☎✄ t❢ ☎❤✄ ♣✟♣✡s t❢ ✾✒✓☞ ❆✆t☎❤✄✁ ✝✄☎ t❢ ♣�✁�✂✄☎✄✁✝

✇✡ss ❜✄ ☎✄✝☎✄☛ ✡✆ ☎❤✡✝ �✁☎✡✠s✄☞

✷✔✕ ▼✖❞✗✘✙✚✛✖✜ P✙✚✢

■✆ �☛☛✡☎✡t✆ ☎t ☎❤✄ ✆✟✂❜✄✁ t❢ ❢�✠✄✝ �✆☛ ☎❤✄ �♣✄✏ �✆❛s✄✌ ✇✄ �s✝t

✠t✆✝✡☛✄✁ ☎❤✄ ✂t☛✟s�☎✡t✆ ♣�☎❤ �✝ � ❢✁✄✄ ♣�✁�✂✄☎✄✁☞ ❋t✁ � ☎✡♣✍☎✡s☎

✂t☛✟s�☎✡t✆✌ ☎❤✄ ❛✄✆✄✁�s ✄✏♣✁✄✝✝✡t✆ t❢ ☎❤✄ ✂t☛✟s�☎✄☛ ♣❤�✝✄

✣♠ ✡✝

✤✥ð✦Þ ➻ ✧✥ð✦Þ★❝✩✪ð✫✬✦Þ❩
✮✶
✶ þ ✪✯✰ð✫✬✦Þ❩✶✶✱✲ð✦Þ❀ ✳✴✵

✇❤✄✁✄ ✸✺✺ �✆☛ ✸✼✺✺ �✁✄ ☎❤✄ ☎✡♣ �✆☛ ☎✡s☎ ✽✄✁✆✡❦✄ ♣ts✑✆t✂✡�s✝✌

✁✄✝♣✄✠☎✡✈✄s✑✌ ✿ ✡✝ ☎❤✄ ☎✄✂♣t✁�s ✈�✁✡�❜s✄ ✆t✁✂�s✡♥✄☛ ✇✡☎❤ ✁✄✝♣✄✠☎

☎t ☎❤✄ ☛✟✁�☎✡t✆ t❢ � ✂t☛✟s�☎✡t✆ ✠✑✠s✄✌ ❁♠❂✿❃ ✠t☛✄✝ ☎❤✄

✂t☛✟s�☎✡t✆ ✁�☛✡✟✝✌ �✆☛ ❄❂✿❃ ✡✝ ☎❤✄ ✇✄✡❛❤☎✡✆❛ ❢✟✆✠☎✡t✆ ☎❤�☎

�sst✇✝ ☎t ✝♣✄✆☛ ✂t✁✄ ☎✡✂✄ t✆ ☎❤✄ ❢�✠✄✝ t✁ t✆ ☎❤✄ ✄☛❛✄✝☞ ❚❤✄

✡✆☎✄✆✝✡☎✑ �✝✝t✠✡�☎✄☛ ☎t ☎❤✄ ✂t☛✟s�☎✡t✆ ✡✝

❅ð✤❀ ❇Þ ➻

❈
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r✟✍✓✟✠t t♦ t✡✟ ✍✓☞t✌☞✝ ✆r✟❢✞✟☎✠✌✟✍ ✌☎ t✟r♠✍ ♦✆ ❩✟r☎✌✔✟ r☞☛✌☞✝ ♦r☛✟r✍✕ ◆✞♠✖✟r ♦✆ ✆☞✠✟✍ ✟❢✞☞✝✍ t♦ ✹✕ ❚✡✟

♠♦☛✞✝☞t✌♦☎ ✌✍ ✠✌r✠✞✝☞r ✧★ ➻ ✢✣✤✥✕ ✭☞✗ ❙♠☞✝✝ ☞✓✟❛ ☞☎✑✝✟ ✭✘ ➻ ✵✕✙
❉
✷✚✗ ☞☎☛ ✭✖✗ ✝☞r✑✟ ☞✓✟❛ ☞☎✑✝✟ ✭✘ ➻ ✛

❉
✷✚✗✕

❏♦✞r☎☞✝ ♦✆ ❆✍tr♦☎♦♠✌✠☞✝ ❚✟✝✟✍✠♦✓✟✍✏ ■☎✍tr✞♠✟☎t✍✏ ☞☎☛ ❙✎✍t✟♠✍ ✩✪✫✩✩✪✬✼ ❏☞☎➊▼☞r ✮✩✪✼ ➉ ❱♦✝✕ ✸✭✪✗

✯☞✞s☞r❢✞✟ ✟t ☞✝✕✰ ●✟☎✟r☞✝ ✆♦r♠☞✝✌✍♠ ✆♦r ✯♦✞r✌✟r✬✖☞✍✟☛ ✇☞s✟ ✆r♦☎t✕ ✕ ✕
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s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂✁ ✄t� t✂❤t s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s ✇t✂✞� ✂✄ ❞�☛✟�✝s�s ❢☞✟

✄t� ✞☞✇ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ▼☞✟�☞✈�✟✱ ✂✄ ✂s ✆☞ss✂♣✞� ✄☞ ☛t☞☞s� ✇t�✟� ✄t�

s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s ♠✝✍✂♠✡♠ ♣☎ ☛t✝✁❤✂✁❤ ✄t� ✎ ✈✝✞✡�✌

■✄ ☛☞♠�s ✝s ✁☞ s✡✟✆✟✂s� ✄t✝✄ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤� t✝s ✝✁ ✂✁✈�✟s�

♣�t✝✈✂☞✟✏ ✂✄ ✂♠✆✟☞✈�s ❢☞✟ ✄t� ✞☞✇ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s ✝✁❞ ❞�☛✟�✝s�s

✝✄ ✄t� t✂❤t ☞✁�s✌ ❚t� ☛✡✟✈� ☞❢ ✄t� ❙✑ ❢✝☛✄☞✟ ✂s ♠☞✟� ✂✁✄�✟�s✄✂✁❤

s✂✁☛� ❢☞✟ s♠✝✞✞ ✝✁❤✞�s✱ ✄t✂s ☛✡✟✈� s✄✝☎s ✝♣☞✈� ✄t� ✆☎✟✝♠✂❞ ✇✂✄t

☛☞♠✆✞�✄�✞☎ s�✆✝✟✝✄�❞ ✆✡✆✂✞ ✂♠✝❤�s ❢☞✟ ✝✞✞ ✄t� s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁✒

☛✂�s✌ ■✁ ✄�✟♠s ☞❢ ✄✟✝❞�✒☞❢❢ ♣�✄✇��✁ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✝✁❞ ✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤�✱ ✄t�✟� ✂s ✄t✡s ✝ ✟�✝✞ ❤✝✂✁ ✄☞ ✡s� s♠✝✞✞ ✝✁❤✞�s✌ ❋✂✁✝✞✞☎✱

☞✁� ☛✝✁ ✁☞✄� ❬❤✟✝✆t ☞❢ ❋✂❤✌ ✶✓✔♣✕❪ ✄t✝✄ ✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ t✝s

✄t� s✝♠� ✂✁❢✞✡�✁☛� ❢☞✟ ✝ ❢✞✝✄✄�✁�❞ ☞✟ ✝ ☛✞✝ss✂☛✝✞ ✆☎✟✝♠✂❞ ♣�❢☞✟�

✄t� ☛✡✄☞❢❢ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛☎✏ ✝✁ ✂♠✆✟☞✈�♠�✁✄ ☞❢ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤� ❢✟�✠✡�✁☛☎ ✝ss☞☛✂✝✄�❞ ✄☞ ✝ ✞☞ss ☞❢ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✌

❲� ♠�✁✄✂☞✁ t�✟� ✝✁☞✄t�✟ ❦✂✁❞ ☞❢ ✄✟✝❞�✒☞❢❢ ✄t✝✄ ☛☞✡✞❞ ♣� ✆✝✟✒

✄✂☛✡✞✝✟✞☎ ✟�✞�✈✝✁✄ ✂✁ �✍✄✟�♠� ❆❖✌ ■✁❞��❞✱ ✇� ❥✡s✄ ☞♣s�✟✈�❞ ✄t✝✄

✄t� ✂♠✆✟☞✈�♠�✁✄ ✂✁ ✄�✟♠s ☞❢ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ❢☞✟ ✄t� t✂❤t s✆✝✄✂✝✞

❢✟�✠✡�✁☛✂�s ✇t�✁ ✄t� ✝✆�✍ ✝✁❤✞� ✂s s♠✝✞✞ ✂s ✝✞✇✝☎s ✝ss☞☛✂✝✄�❞

✄☞ ✝ ❞�✄�✟✂☞✟✝✄�❞ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ❢☞✟ ✄t� ✞☞✇ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ■✄ ✂s

✁☞✄ ✁�☛�ss✝✟✂✞☎ ✝ ✆✟☞♣✞�♠ ✂❢ ✄t� ☞✆✄✂♠✂♦✝✄✂☞✁ ☛☞✁s✂s✄s ✂✁ ♠✝✍✂✒

♠✂♦✂✁❤ ✄t� ❙✄✟�t✞ ✟✝✄✂☞ s✂✁☛� ✄t� ☛✡♠✡✞✝✄✂✈� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s ♣�✄✄�✟

❢☞✟ ❢✞✝✄✄�✁�❞ ✆☎✟✝♠✂❞s ✄t✝✁ ✝ ☛✞✝ss✂☛✝✞ ☞✁�✌ ◆�✈�✟✄t�✞�ss✱ ✂❢ ✄t�

❤☞✝✞ ✂s ✄☞ ✂♠✆✟☞✈� ☛☞✁✄✟✝s✄ ✝✄ s♠✝✞✞ ✝✁❤✞�s✱ s✡☛t ☞✆✄✂☛✝✞ ☛☞✁❢✂❤✡✒

✟✝✄✂☞✁ ♠✝☎ ✁☞✄ ♣� ✟�✞�✈✝✁✄ s✂✁☛� ✝✟�✝s ☛✞☞s� ✄☞ ✄t� ☛�✁✄�✟ ☞❢ ✄t�

✆☞✂✁✄ s✆✟�✝❞ ❢✡✁☛✄✂☞✁ ☛☞✟✟�s✆☞✁❞ ✄☞ ✞☞✇ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s

✇t�✟� ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s ✟�❞✡☛�❞✌

❋✂❤✡✟� ✶✖ ✂s ✂✁✄�✟�s✄�❞ ✂✁ ✄t� ✂✁❢✞✡�✁☛� ☞❢ ✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁

✟✝❞✂✡s ☞✁ ✝ ❢✞✝✄✄�✁�❞ ✝✁❞ ✝ ☛✞✝ss✂☛✝✞ ✆☎✟✝♠✂❞✌ ▼☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✂s

t�✟� ☛☞✁s✂❞�✟�❞ ✝s ✡✁✂❢☞✟♠ ✝✁❞ ☛✂✟☛✡✞✝✟✌ ❖✁� ☛✝✁ ☞♣s�✟✈� ☞✁

✄t� ✟✂❤t✄ ❤✟✝✆t ✇t�✟� ✄t� ✆✡✆✂✞ ✂♠✝❤�s ✝✟� ☛☞♠✆✞�✄�✞☎ s�✆✝✟✝✄�❞✱

✄t� ☛✞✝ss✂☛✝✞ ✂✁❢✞✡�✁☛� ✔s�� ●✡☎☞✁✗✘ ✝✁❞ ❱✙✟✂✁✝✡❞✗✚✕ ☞❢ ✄t�

♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s ☞✁ ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✝✁❞ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤�✏

✝✁ ✂♠✆✟☞✈�♠�✁✄ ☞❢ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤� ✝ss☞☛✂✝✄�❞ ✄☞ ✝ ✞☞ss ✝

s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ❢☞✟ ✄t� ✞☞✇ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ❚✇☞ ♣�t✝✈✂☞✟s ✝✟�

s�✆✝✟✝✄�❞ ♣☎ ✝ ☛✡✄☞❢❢ ❢✟�✠✡�✁☛☎ ✄t✝✄ ✂s ❤✟☞✇✂✁❤ ✞✂✁�✝✟✞☎ ✇✂✄t

✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s✱ ✛❝✸ ✔✟�s✆✌ ✛❝✻ ✕ ❢☞✟ ✝ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s

�✠✡✝✞s ✄☞ ✜✢❉ ✔✟�s✆✌ ✣✢✤✥✕✌ ❚t�s� ✄✇☞ ♣�t✝✈✂☞✟s ✝✟� ✝ s✞☞✆�

s�✁s☞✟ ❢☞✟ ✄t� ✞☞✇ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s ✔✞✂✁�✝✟ ❤✟☞✇✄t ☞❢ ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✕

✝✁❞ ✝ ✆t✝s� s�✁s☞✟ ✔❢✞✝✄ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✕ ❢☞✟ ✄t� t✂❤t ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ❚t�

✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤� ✂s ✝✞s☞ ✂♠✆✟☞✈✂✁❤ ✇✂✄t ✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s✌

❇☎ ✞☞☞❦✂✁❤ ✝✄ ✄t� ❙✑ ❢✝☛✄☞✟ ✄t✝✄ ☛t✝✟✝☛✄�✟✂♦�s ✄t� ✄✟✝❞�✒☞❢❢

s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✦✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤�✱ ✂✄ ✝✆✆�✝✟s ✄t✝✄ ✄t� ❤✝✂✁ ✂s ✆✝✟✄✂☛✡✞✝✟✞☎

✆✟☞✁☞✡✁☛�❞ ❢☞✟ ✄t� ✞☞✇ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s ♣✡✄ ✄�✁❞s ✄☞ ♣� ✁✡✞✞

❢☞✟ ✄t� t✂❤t�s✄ ☞✁�s✌

■❢ ✇� ☛☞✁s✂❞�✟ ✄t� ☛✝s� ☞❢ ✝ ❢✞✝✄✄�✁�❞ ✆☎✟✝♠✂❞ ✔✞�❢✄ ❤✟✝✆t✕✱

☞✁� ☛✝✁ ☞♣s�✟✈� ✄t✝✄ ✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s ❞☞�s ✁☞✄ ☛t✝✁❤�

✄t� s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛☎ ✇t�✟� ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s ♠✝✍✂♠✡♠✌

◆�✈�✟✄t�✞�ss✱ ✇� ☛✝✁ ✁☞✄� ✝ ❤✞☞♣✝✞ ✂♠✆✟☞✈�♠�✁✄ ☞❢ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤� ✝ss☞☛✂✝✄�❞ ✄☞ ✝ ❤✞☞♣✝✞ ✞☞ss ☞❢ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ☞✁ ✄t� ✇t☞✞�

✟✝✁❤� ☞❢ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ▼☞❞✡✞✝✄✂☞✁ t✝s ✄t✡s ✂✁❢✞✡�✁☛� ❢☞✟

✝✞✞ ✄t� s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s ✇t✂✞� ☛☞✁s✂❞�✟✂✁❤ s♠✝✞✞ ✝✆�✍ ✝✁❤✞�s✌

❚☞ s✡♠♠✝✟✂♦�✱ ☞✁� ☛✝✁ s✝☎ ✄t✝✄ �❢❢�☛✄s ☞❢ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✝✁❞

s♠✝✞✞ ✝✆�✍ ✝✁❤✞�s ✝❞❞ ✄☞ �✝☛t ☞✄t�✟✌ ❆s ✝ ☛☞✁s�✠✡�✁☛�✱ ✝

❲❋❙ ✇✂✄t ✝ s♠✝✞✞ ✝✆�✍ ✝✁❤✞� ✄☞ ✝ t✂❤t ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✇✂✞✞ ♣�

♠✡☛t ♠☞✟� ✞✂✁�✝✟ ✄t✝✁ ✝ ☛✞✝ss✂☛✝✞ ✆☎✟✝♠✂❞ ✇✂✄t ✁☞ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁✌

❋✂❤✡✟� ✶✧ ✂s ✂✁✄�✟�s✄�❞ ✂✁ ✄t� ✂✁❢✞✡�✁☛� ☞❢ ✄t� st✝✆� ☞❢ ✄t�

♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✆✝✄t✌ ▼☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✂s ☛☞✁s✂❞�✟�❞ ✝s ✡✁✂❢☞✟♠ ✝✁❞

✄t� ♠✝✍✂♠✡♠ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✟✝❞✂✡s �✠✡✝✞s ✄☞ ✜✢✤✥✌ ❚t� ☛✡✟✈�s

st☞✇ ✄t✝✄ ✄t� st✝✆� ☞❢ ✄t� ✆✝✄t ❞☞�s ✁☞✄ ✟�✝✞✞☎ ✂♠✆✝☛✄ ✄t� ✆�✟✒

❢☞✟♠✝✁☛� ✇t✝✄�✈�✟ ✄t� ✝✆�✍ ✝✁❤✞� ✂s✌

❋✂❤✡✟� ✶★ ✂s ❢✂✁✝✞✞☎ ✂✁✄�✟�s✄�❞ ✂✁ ✄t� ✂✁❢✞✡�✁☛� ☞❢ ✄t� ✇�✂❤t✄✒

✂✁❤ ❢✡✁☛✄✂☞✁ ✩ð✪Þ✌ ❇☎ ☛t✝✁❤✂✁❤ ✄t✂s ❢✡✁☛✄✂☞✁✱ ✂✄ ✂s ✆☞ss✂♣✞� ✄☞

s✆�✁❞ ♠☞✟� ✄✂♠� ☞✁ ✄t� �❞❤�s ☞✟ ☞✁ ✄t� ❢✝☛�s✌ ❚t� ❙✑ ❢✝☛✄☞✟s

☞❢ ✄t� ✄✇☞ ❤✟✝✆ts ☞❢ ❋✂❤✌ ✶★ ☛✞�✝✟✞☎ st☞✇ ✄t✝✄ ✄t� ✡✁✂❢☞✟♠ ♠☞❞✡✒

✞✝✄✂☞✁ ☛☞✟✟�s✆☞✁❞s ✄☞ ✄t� ♣�s✄ ✄✟✝❞�✒☞❢❢ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✦✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤�✌ ❍☞✇�✈�✟✱ ✄t� ♠☞s✄ s�✁s✂✄✂✈� ☛☞✁❢✂❤✡✟✝✄✂☞✁ ✂s ✄t� ☞✁�

✄t✝✄ s✆�✁❞s ✝ ♠✝✍✂♠✡♠ ☞❢ ✄✂♠� ☞✁ ✄t� �❞❤�s ☞❢ ✄t� ✆☎✟✝♠✂❞

✇t✂✞� ✄t� ➇❢✝☛�s➈ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✆✟�s�✁✄s ✄t� ✇☞✟s✄ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎✌

❚t✂s ✟�s✡✞✄ ✂s ✁☞✄ s✡✟✆✟✂s✂✁❤ s✂✁☛� ✄t� ➇�❞❤�s➈ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ☛☞✟✒

✟�s✆☞✁❞s ✄☞ ✄t� ☛✝s� ✄t✝✄ ✂s ✄t� ☛✞☞s�s✄ ✄☞ ✄t� ✁☞✁♠☞❞✡✞✝✄�❞

✆☎✟✝♠✂❞✌

✺ ❈✫✬✭✮✯✰✲✫✬✰

❚t� ✁✡♠�✟☞✡s ✆✝✟✝♠�✄�✟s ☞❢ ✄t� s�✁s☞✟s ☞❢ ✄t� ✆☎✟✝♠✂❞ ☛✞✝ss

✄t✡s ✝✞✞☞✇ ✡s ✄☞ ☛☞✁s✂❞�✟ ✄t� ☞✆✄✂♠✂♦✝✄✂☞✁ ☞❢ ✄t� �✞�♠�✁✄ ➇s�✁✒

s☞✟➈ ✂✁ ✝✁ ❆❖ ✞☞☞✆✌ ❚t� ☛☞♠✆✝✟✂s☞✁ ☞❢ ✄t� ❞✂❢❢�✟�✁✄ ❲❋❙s ☞❢

✄t✂s ☛✞✝ss✱ ❢☞✞✞☞✇✂✁❤ ✡✁✂❢✂�❞ ✆�✟❢☞✟♠✝✁☛� ☛✟✂✄�✟✂✝✱ st☞✇s ✄t✝✄✳

✶✌ ❚t� ✁✡♠♣�✟ ☞❢ ❢✝☛�s ✂s �ss�✁✄✂✝✞✞☎ ✝ ❤�☞♠�✄✟✂☛ ✝✁❞

✄�☛t✁☞✞☞❤✂☛✝✞ ✆✝✟✝♠�✄�✟✌ ■✁❞��❞✱ ✄t✂s ✆✝✟✝♠�✄�✟ t✝s

✁☞ ✂✁❢✞✡�✁☛� ☞✁ ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✝✁❞ ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤�✌ ✴☞✁s�✠✡�✁✄✞☎✱ ✂✄s ☛t☞✂☛� t✝s ✄☞ ♣� ❞☞✁� ✟�❤✝✟❞✒

✂✁❤ s✝♠✆✞✂✁❤ ✝✁❞ ♠✝✁✡❢✝☛✄✡✟✂✁❤ ☛✟✂✄�✟✂✝✌ ■❢ ✄t� ✆✡✆✂✞

✂♠✝❤�s ✝✟� ☛☞♠✆✞�✄�✞☎ s�✆✝✟✝✄�❞✱ ✄t� ✖✒❢✝☛�s ♠✝s❦

s��♠s ✄t� ♣�s✄ ☛✝✁❞✂❞✝✄� s✂✁☛� ✂✄ ♠✂✁✂♠✂♦�s ✄t� ✁✡♠✒

♣�✟ ☞❢ ✟�✠✡✂✟�❞ ✆✂✍�✞s ✝✁❞ ✂s �✝s☎ ✄☞ ♠✝✁✡❢✝☛✄✡✟�✌

❚t� ☛☞✁� s��♠s ✆✝✟✄✂☛✡✞✝✟✞☎ ✟�✞�✈✝✁✄ ❢☞✟ ✄t� s♠✝✞✞ ✝✆�✍

✝✁❤✞�s✌ ■✄ ✂s ✂✁❞��❞ ✆�✟❢�☛✄✞☎ ☛t✟☞♠✝✄✂☛ ❞✡� ✄☞ ✄t�

✝♣s�✁☛� ☞❢ �❞❤�s ✝✁❞ ❞☞�s ✁☞✄ ✟�✠✡✂✟� ✝ ✞☞✄ ☞❢ ✆✂✍�✞s✌

✓✌ ❚t� ✄✂✆✦✄✂✞✄ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ s✄✝❤� ✆✟☞✈✂❞�s ✄✇☞ ♠✝✂✁ ✝❞✈✝✁✒

✄✝❤�s✌ ■✄ ✝✞✞☞✇s ✟�✄✟✂�✈✝✞ ☞❢ ✝ ❤✟�✝✄ ✆✝✟✄ ☞❢ ✄t� ✆t☞✄☞✁ ✞☞ss

❞✡� ✄☞ ❞✂❢❢✟✝☛✄✂☞✁ ✇t�✁ ✄t� ✆✡✆✂✞ ✂♠✝❤�s ✝✟� s�✆✝✟✝✄�❞✌

▼☞✟�☞✈�✟✱ ✂✄ ✂♠✆✟☞✈�s ❞✟✝s✄✂☛✝✞✞☎ ✄t� ✞✂✁�✝✟ ✟✝✁❤� ❢☞✟

✄t� ✞☞✇ s✆✝✄✂✝✞ ❢✟�✠✡�✁☛✂�s✌ ❯✁❢☞✟✄✡✁✝✄�✞☎✱ ✝ ✞☞ss ☞❢ s�✁✒

s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s ✝ss☞☛✂✝✄�❞ ✇✂✄t ✄t✂s ❤✝✂✁✌ ❙✂♠✡✞✝✄✂☞✁s st☞✇

✄t✝✄ ✄t� st✝✆� ☞❢ ✄t� ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✆✝✄t ✔s✠✡✝✟�❞ ☞✟ ☛✂✟✒

☛✡✞✝✟✕ t✝s ✁☞ s✂❤✁✂❢✂☛✝✁✄ ✂✁❢✞✡�✁☛�✌ ◆�✈�✟✄t�✞�ss✱ ✇�

☞♣s�✟✈� ✄t✝✄ ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✇✝s ✞✂✁❦�❞ ✄☞ ✄t� ✄✂♠�

s✆�✁✄ ☞✁ ✄t� �❞❤�s ✇t�✟�✝s ✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤� ✇✝s ☛☞✟✒

✟�✞✝✄�❞ ✄☞ ✄t� ✄✂♠� s✆�✁✄ ☞✁ ❢✝☛�s✌ ❋✂✁✝✞✞☎✱ ✇� ✁☞✄� ✄t✝✄

♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✂✁�✈✂✄✝♣✞☎ ♠✝❦�s ✄t� ❲❋❙ s�✁s✂♣✞� ✄☞ ✆☞✞☎✒

☛t✟☞♠✝✄✂s♠✌ ❲✂✄t☞✡✄ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✝✞✞ ✄t� s�✁s☞✟s ☞❢ ✄t�

✆☎✟✝♠✂❞ ☛✞✝ss ✝✟� ✟✂❤☞✟☞✡s✞☎ ✝☛t✟☞♠✝✄✂☛✌

✖✌ ❚t� ✝✆�✍ ✝✁❤✞� ✄✡✟✁s ☞✡✄ ✄☞ ♣� ✄t� ♠☞s✄ ✆✟☞♠✂s✂✁❤

✆✝✟✝♠�✄�✟ ☞❢ ✄t� ✆☎✟✝♠✂❞ ☛✞✝ss✌ ❚✇☞ ✟�❤✂♠�s ✝✆✆�✝✟✌

❚t� ❢✂✟s✄ ☞✁� ☛☞✟✟�s✆☞✁❞s ✄☞ ✄t� ☛✞✝ss✂☛✝✞ ☛✝s� ✇t�✟�

✄t� ✆✡✆✂✞ ✂♠✝❤�s ✝✟� ☛☞♠✆✞�✄�✞☎ s�✆✝✟✝✄�❞✱ ✂✌�✌✱

✷✛✎✤✥ ❃ ✵✌ ■✁ ✄t✂s ✟�❤✂♠�✱ ✝✞✞ ✄t� ✆�✟❢☞✟♠✝✁☛� ☛✟✂✄�✟✂✝

✝✟� s✄✝♣✞� ✟�❤✝✟❞✂✁❤ ✄☞ ✎✌ ❲✂✄t☞✡✄ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁ ✂✄ ☛☞✟✒

✟�s✆☞✁❞s ✄☞ ✄t� ☛✞✝ss✂☛✝✞ ➇❢✞✝✄➈ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✝✁❞ ✞✂✁�✝✟✂✄☎

✟✝✁❤� ✇t✝✄�✈�✟ ✄t� ✁✡♠♣�✟ ☞❢ ❢✝☛�s �✠✡✝✞s ✄☞✌ ❚t� s�☛✒

☞✁❞ ✟�❤✂♠� ☛☞✟✟�s✆☞✁❞s ✄☞ ✄t� ❢✞✝✄✄�✁�❞ ✆☎✟✝♠✂❞s✱ ✂✌�✌✱

✹ ❁ ✷✛✎✤✥ ❁ ✹✼✽✌ ❖✁ ✄t✂s ✟✝✁❤�✱ ✄t� ✂✁❢✞✡�✁☛� ☞❢ ✎ ✂s

s✂❤✁✂❢✂☛✝✁✄ �s✆�☛✂✝✞✞☎ ☛☞✁☛�✟✁✂✁❤ ✄t� s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✝✁❞

✄t� ✞✂✁�✝✟✂✄☎ ✟✝✁❤�✌ ■✁ ✆✝✟✄✂☛✡✞✝✟✱ ✄t✂s ✆✝✟✝♠�✄�✟ ✝✞✞☞✇s

☞✁� ✄☞ ☛t☞☞s� ✇t�✟� ✄t� ❤✝✂✁ ✂✁ ✄�✟♠s ☞❢ s�✁s✂✄✂✈✂✄☎ ✂s

♠✝✍✂♠✝✞✌ ▼☞✟�☞✈�✟✱ ✄t� s♠✝✞✞ ✝✁❤✞� ☛☞✁❢✂❤✡✟✝✄✂☞✁s

✝✞✞☞✇ ✄☞ ❞✟✝s✄✂☛✝✞✞☎ ✂♠✆✟☞✈� ✄t� �❢❢✂☛✂�✁☛☎ ☞❢ ✄t�

✂✁☛☞♠✂✁❤ ✆t☞✄☞✁ ✇✂✄t☞✡✄ ✁��❞✂✁❤ ♠☞❞✡✞✝✄✂☞✁✌ ❆✄

✄t� s✝♠� ✄✂♠�✱ ☞✁� ✁☞✄�s ✄t✝✄ ❢�✇ ✆✂✍�✞s ✝✟� ✁��❞�❞

✄☞ ❞☞ ✄t� ✇✝✈� ❢✟☞✁✄ s�✁s✂✁❤✌
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❚�✁ ♥✁✂✄ s✄✁☎s ♦✆ ✄�ts s✄✝✞✟ ❝♦♥sts✄ t♥ ❝♦✠☎✡☛t♥☞ ✡❛❛ ✄�✁

❲✌✍s ♦✆ ✄�✁ ☎✟☛✡✠t✞ ❝❛✡ss ♦♥ ✡ ✝♥t✉✝✁ ♦☎✄t❝✡❛ ❜✁♥❝�✎

✌♦❛❛♦✇t♥☞ ✄�✁ ☛✁s✝❛✄s ♦✆ ❆✏♦♥✞t ✁✄ ✡❛✎✑✶✒ ✄�✁ ✄✁❝�♥♦❛♦☞t❝✡❛ ✞✁✈t❝✁

✡❛❛♦✇t♥☞ ✄♦ ❝☛✁✡✄✁ ✡❛❛ ✄�✁ ✌♦✝☛t✁☛ ✠✡s✏s ✇t❛❛ ❜✁ ✡ s☎✡✄t✡❛ ❛t☞�✄

✠♦✞✝❛✡✄♦☛✎ ❈♦♥❝✁☛♥t♥☞ ✄�✁ ✆♦☛✄�❝♦✠t♥☞ ♥✝✠✁☛t❝✡❛ st✠✝❛✡✄t♦♥s✑

✇✁ ☎❛✡♥ ✄♦ ❝☛✁✡✄✁ ✡♥ ❆❖ ❛♦♦☎ ✇�✁☛✁ ✡❛❛ ✄�✁ ♦☎✄t❝✡❛ ☎✡☛✡✠✁✄✁☛s

♦✆ ✄�✁ ☎✟☛✡✠t✞ ❲✌✍ ✇♦✝❛✞ ❜✁✑ ✡s ✄�✁ ✞✁✆♦☛✠✡❜❛✁ ✠t☛☛♦☛✑

❝♦♥✄☛♦❛❛✁✞ ✡♥✞ ✄☛✟ ✄♦ ❝❛♦s✁ t✄ ✞✁☎✁♥✞t♥☞ ♦♥ ✄�✁ ❆❖ ❝♦♥✄✁✂✄s✎

✌t♥✡❛❛✟✑ ✇✁ ✠✁♥✄t♦♥ ✄�✡✄ ✄�ts s✄✝✞✟ ✞♦✁s ♥♦✄ ❝♦♥❝✁☛♥ ✄�✁

t✠☎✡❝✄ ♦✆ ✄�✁ �t☞�❤♦☛✞✁☛s s☎✡✄t✡❛ ✆☛✁✉✝✁♥❝t✁s✑ ✇�t❝� ✡☛✁ ♥♦✄

❝♦☛☛✁❝✄✁✞ t♥ ✡♥ ❆❖ ❛♦♦☎✎ ❍♦✇✁✈✁☛✑ t✄ ✡☎☎✁✡☛s ✭✓♦☛✏t✡✏♦s✏t

✁✄ ✡❛✎✶
✔✱✶✕✮ ✄�✡✄ ♥♦♥❛t♥✁✡☛t✄✟ ❝✡✝s✁✞ ❜✟ s✝❝� ☛✁st✞✝✡❛ ☎�✡s✁s �✡s

s✄☛♦♥☞ t✠☎✡❝✄s ♦♥ ☎✁☛✆♦☛✠✡♥❝✁✎ ❚�✁♦☛✁✄t❝✡❛ t♥✈✁s✄t☞✡✄t♦♥s ✇t❛❛

✄�✝s ❜✁ ❛✁✞ t♥ ✄�ts ✞t☛✁❝✄t♦♥ ❜✟ ✁✂✄✁♥✞t♥☞ ♦✝☛ ✠♦✞✁❛ ✄♦ ❜✁ ✡❜❛✁ ✄♦

�✡♥✞❛✁ ❜♦✄� ♥♦♥♥✝❛❛ s✄✡✄t❝ ☛✁✆✁☛✁♥❝✁ ☎�✡s✁ ✡♥✞ ✞✟♥✡✠t❝ ☛✁st✞❤

✝✡❛s ☎�✡s✁✎

✖✗✘✙✚✛✜✢✣✤✥✢✙✦✧

❚�✁ ✇♦☛✏ ✇✡s ☎✡☛✄❛✟ ✆✝♥✞✁✞ ❜✟ ✄�✁ ❊✝☛♦☎✁✡♥ ❈♦✠✠tsst♦♥

✝♥✞✁☛ ✌❋★ ●☛✡♥✄ ❆☞☛✁✁✠✁♥✄ ◆♦✎ ✸✩✪✫✸✬ ❖☎✄t❝✡❛ ■♥✆☛✡☛✁✞

❈♦♦☛✞t♥✡✄t♦♥ ◆✁✄✇♦☛✏ ✆♦☛ ❆s✄☛♦♥♦✠✟ ✡♥✞ ❜✟ ✄�✁ ✌☛✁♥❝�

❆✁☛♦s☎✡❝✁ ▲✡❜ ✭❖◆❊✯❆✮✎ ❇✎ ◆✁t❝�✁❛ ✡♥✞ ❖✎ ✌✡✝✈✡☛✉✝✁

✡❝✏♥♦✇❛✁✞☞✁ ✄�✁ ✆t♥✡♥❝t✡❛ s✝☎☎♦☛✄ ✆☛♦✠ ✄�✁ ✌☛✁♥❝� ❆◆✯ ☎☛♦❤

☞☛✡✠ ❲❆✍❆❇■ ✄♦ ❝✡☛☛✟ ♦✝✄ ✄�ts ✇♦☛✏✎

❘✢✰✢✲✢✙✗✢✧

✳✴ ✵✴ ✷✹✺✻✹✼✽✺✾ ✾❡ ✹✿✴❀ ➇❁✾❂✾✼✹✿ ❢❃✼❄✹✿✐❅❄ ❢❃✼ ✷❃✺✼✐✾✼ ❉✹❅✾❏ ❑✹✻✾ ❢✼❃❂❡
❅✾❂❅✐❂▼❀➈ P◗❙❯❱❳ ❨❩✳❬❭❀ ✳❪❪❫ ❩❬❫✳❴❭✴

❬✴ ✷✴ ❵✾✼❂✐❞✾❀ ➇❣✐❢❢✼✹❥❡✐❃❂ ❡❦✾❃✼❧ ❃❢ ❡❦✾ ❞❂✐❢✾♠✾❏▼✾ ❡✾❅❡ ✹❂❏ ✐❡❅ ✐❄♣✼❃✻✾❏
❢❃✼❄❀ ❡❦✾ ♣❦✹❅✾♠❥❃❂❡✼✹❅❡ ❄✾❡❦❃❏❀➈ qr ①r ②③❙④⑤⑥r ⑦⑤❱r ⑧❳⑥r ⑨⑩❀ ❶❷❷➊❶❸❪
❩✳❹❶❪❭✴

❶✴ ❺✴ ❺✹▼✹❻❻❃❂✐❀ ➇❼✺♣✐✿ ♣✿✹❂✾ ❑✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅✐❂▼ ❑✐❡❦ ✹❂ ❃❅❥✐✿✿✹❡✐❂▼
♣✼✐❅❄❀➈ qr ❽⑤❾r P◗❙r ⑩❨❀ ❬❸❹➊❬❹❶ ❩✳❹❹❴❭✴

❪✴ ❿✴ ➀❞❃❂❏✐❀ ➁✴ ➂✹❅❡✐✿✿❃❀ ✹❂❏ ➃✴ ❿❃❦❂❅✾❂❀ ➇➄✺✿❡✐♠❢✹❥✾❡✾❏ ❏✐▼✐❡✹✿ ♣❧✼✹❄✐❏
❑✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅❃✼❀➈ P◗❙r ⑧⑤➅➅➆⑥r ❨➉❨❀ ❷❷➊❸❴ ❩❬❫✳❪❭✴

➋✴ ➃✴ ❿❃❦❂❅✾❂❀ ➁✴ ➂✹❅❡✐✿✿❃❀ ✹❂❏ ❣✴ ❺✹❡✐✻✹❀ ➇➌✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅✐❂▼ ❑✐❡❦ ✹❂
✹➍✐❥❃❂❀➈ P◗❙r ➎➏❙❙r ❨➐❩❴❭❀ ❸❪❴➊❸❪❸ ❩❬❫✳✳❭✴

❴✴ ✵✴ ✷✹✺✻✹✼✽✺✾ ✾❡ ✹✿✴❀ ➇❿✹✼✐✹❡✐❃❂ ✹✼❃✺❂❏ ✹ ♣❧✼✹❄✐❏ ❡❦✾❄✾➑ ❃♣❡✐❥✹✿ ✼✾❥❃❄♠
❉✐❂✹❡✐❃❂ ✹❂❏ ❃♣❡✐❄✹✿ ✺❅✾ ❃❢ ♣❦❃❡❃❂❅❀➈ P◗❙r ➎➏❙❙r ⑩➒❩✳➋❭❀ ❶➋❬❸➊❶➋❶✳
❩❬❫✳➋❭✴

❷✴ ➁✴ ➓❅♣❃❅✐❡❃ ✾❡ ✹✿✴❀ ➇➔✹❡✺✼✹✿ ▼✺✐❏✾ ❅❡✹✼ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❃♣❡✐❥❅ ❅❧❅❡✾❄❅ ✹❡ →➃➣➑
✷→➀✵ ❥❃❄❄✐❅❅✐❃❂✐❂▼ ✹❂❏ ❅❥✐✾❂❥✾ ❃♣✾✼✹❡✐❃❂❅ ❅❡✹❡✺❅❀➈ ↔④⑤❱r ⑦↔↕➙ ➛⑩⑩➜❀
❸❪❪❷❫➝ ❩❬❫✳❬❭✴

❸✴ →✴ ➄✴ ➂✿❃❅✾ ✾❡ ✹✿✴❀ ➇✷✐✼❅❡ ❥✿❃❅✾❏♠✿❃❃♣ ✻✐❅✐❉✿✾ ➀✵ ❡✾❅❡ ✼✾❅✺✿❡❅ ❢❃✼ ❡❦✾
✹❏✻✹❂❥✾❏ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❅✾❥❃❂❏✹✼❧ ➀✵ ❅❧❅❡✾❄ ❢❃✼ ❡❦✾ ➄✹▼✾✿✿✹❂ ➣✾✿✾❅❥❃♣✾➑
➄✹▼➀✵➞❅ ♣✾✼❢❃✼❄✹❂❥✾ ✹❂❏ ❅❡✹❡✺❅❀➈ ↔④⑤❱r ⑦↔↕➙ ➛⑩⑩➜❀ ❸❪❪❷❫➟ ❩❬❫✳❬❭✴

❹✴ ➔✴ ➠❃✻✹❂❃✻✐❥ ✾❡ ✹✿✴❀ ➇❣✾✻✾✿❃♣❄✾❂❡ ✹❂❏ ✼✾❥✾❂❡ ✼✾❅✺✿❡❅ ❢✼❃❄ ❡❦✾ ➁✺❉✹✼✺
❥❃✼❃❂✹▼✼✹♣❦✐❥ ✾➍❡✼✾❄✾ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❃♣❡✐❥❅ ❅❧❅❡✾❄❀➈ ↔④⑤❱r ⑦↔↕➙ ⑨➡⑩➜❀
❹✳❪❷✳➢ ❩❬❫✳❪❭✴

✳❫✴ ❺✴ ❺✹▼✹❻❻❃❂✐ ✹❂❏ ➠✴ ✷✹✼✐❂✹❡❃❀ ➇➁✾❂❅✐❡✐✻✐❡❧ ❃❢ ✹ ♣❧✼✹❄✐❏✐❥ ❑✹✻✾ ❢✼❃❂❡
❅✾❂❅❃✼ ✐❂ ❥✿❃❅✾❏ ✿❃❃♣ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❃♣❡✐❥❅❀➈ ②③❙④⑤⑥r ②③❙④⑤◗➤➥③r ❨➦➒❀ →❬❶➊
→❬❴ ❩✳❹❹❹❭✴

✳✳✴ ➁✴ ➓❅♣❃❅✐❡❃ ✹❂❏ ➀✴ ❺✐❥❥✹✼❏✐❀ ➇❼❧✼✹❄✐❏ ❑✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅❃✼ ❉✾❦✹✻✐❃✼ ✐❂
♣✹✼❡✐✹✿ ❥❃✼✼✾❥❡✐❃❂ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❃♣❡✐❥ ❅❧❅❡✾❄❅❀➈ ②③❙④⑤⑥r ②③❙④⑤◗➤➥③r ❨➐⑨❩❬❭❀
→❹➊→✳❬ ❩❬❫❫✳❭✴

✳❬✴ ➂✴ ❿➧✼✐❂✹✺❏❀ ➇✵❂ ❡❦✾ ❂✹❡✺✼✾ ❃❢ ❡❦✾ ❄✾✹❅✺✼✾❄✾❂❡❅ ♣✼❃✻✐❏✾❏ ❉❧ ✹ ♣❧✼✹♠
❄✐❏ ❑✹✻✾♠❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅❃✼❀➈ P◗❙r ⑧⑤➅➅➆⑥r ➉❨❨❩✳❭❀ ❬❷➊❶❸ ❩❬❫❫❪❭✴

✳❶✴ ✵✴ ❁✺❧❃❂❀ ➇→✐❄✐❡❅ ❃❢ ✹❏✹♣❡✐✻✾ ❃♣❡✐❥❅ ❢❃✼ ❦✐▼❦♠❥❃❂❡✼✹❅❡ ✐❄✹▼✐❂▼❀➈
②③❙④⑤◗➤➥③r qr ➐➉⑨❩✳❭❀ ➋❹❬➊❴✳❪ ❩❬❫❫➋❭✴

✳❪✴ ❿✴ ➀❞❃❂❏✐❀ ➁✴ ➂✹❅❡✐✿✿❃❀ ✹❂❏ ➃✴ ❿❃❦❂❅✾❂❀ ➇❣✐▼✐❡✹✿ ♣❧✼✹❄✐❏ ❑✹✻✾❢✼❃❂❡
❅✾❂❅❃✼ ❑✐❡❦ ❡✺❂✹❉✿✾ ❄❃❏✺✿✹❡✐❃❂❀➈ P◗❙r ➙➨◗④➏③③ ➉➡❩✳➋❭❀ ✳❸❬❴✳➊✳❸❬❷❬
❩❬❫✳❶❭✴

✳➋✴ ❿✴ ➩❃✼❞✐✹❞❃❅❞✐❀ ➂✴ ❿➧✼✐❂✹✺❏❀ ✹❂❏ ➄✴ →✴ →❃✺✹✼❂❀ ➇➫❄♣✼❃✻✐❂▼ ❡❦✾
♣✾✼❢❃✼❄✹❂❥✾ ❃❢ ✹ ♣❧✼✹❄✐❏ ❑✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅❃✼ ❑✐❡❦ ❄❃❏✹✿ ❅✾❂❅✐❡✐✻✐❡❧
❥❃❄♣✾❂❅✹❡✐❃❂❀➈ ②◗◗➭r P◗❙r ⑩➜❀ ❷❹➊❸❷ ❩❬❫❫❸❭✴

✳❴✴ ❿✴ ➩❃✼❞✐✹❞❃❅❞✐❀ ➂✴ ❿➧✼✐❂✹✺❏❀ ✹❂❏ ➄✴ →✾ →❃✺✹✼❂❀ ➇➀♣♣✿❧✐❂▼ ❅✾❂❅✐❡✐✻✐❡❧
❥❃❄♣✾❂❅✹❡✐❃❂ ❢❃✼ ♣❧✼✹❄✐❏ ❑✹✻✾❢✼❃❂❡ ❅✾❂❅❃✼ ✐❂ ❏✐❢❢✾✼✾❂❡ ❥❃❂❏✐❡✐❃❂❅❀➈
↔④⑤❱r ⑦↔↕➙ ➜➒➡➦❀ ❷❫✳➋➋❪ ❩❬❫❫❸❭✴

➯➲➳➵➸➺➻➼➲➽➾ ➚➳➸ ➪➼➽ ➺➶➪➼➳➸➾ ➺➸➽ ➹➳➪ ➺➘➺➲➴➺➷➴➽➬

➮➳➶➸➹➺➴ ➳➚ ➱➾➪➸➳➹➳✃➲❐➺➴ ❒➽➴➽➾❐➳➻➽➾❮ ❰➹➾➪➸➶✃➽➹➪➾❮ ➺➹Ï ÐÑ➾➪➽✃➾ ÒÓÔÒÒÓÕÔ ➮➺➹➊Ö➺➸ ×ÒÓØ Ù Ú➳➴➬ ÛÜÓÝ
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