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Résume

La réponse linéaire de la théorie de la fonctionnelle de la densité dépendante du temps
est étudiée dans le cadre du formalisme d’ondelettes du code BigDFT, qui permet d’ex-
primer les fonctions d’onde électroniques sur une grille de simulation dans I'’espace réel.
L’objectif est de déterminer un spectre d’excitations de référence pour un systéme et un

potentiel d’échange-corrélation donnés.

Il apparait que seule une partie du spectre, concernant les transitions entre orbitales
liées, peut étre facilement amenée a convergence par rapport aux parametres d’entrée
de BigDFT, que sont I'extension de la grille de simulation et le nombre d’orbitales du
continuum considérées pour le calcul des spectres. L’énergie de la derniére orbitale in-
occupée utilisée dans les calculs se révele d’ailleurs étre un parametre plus important
que le nombre d’orbitales inoccupées. La justification vient de 1’étude de la complétude
des bases formées par les orbitales de 1’état fondamental du systéme. Tout ceci permet
de porter un regard neuf sur les résultats obtenus avec le formalisme a base de fonctions

gaussiennes, tel qu’implémenté dans le code NWChem.

En ce qui concerne la convergence du spectre a plus haute énergie, concernant des tran-
sitions entre orbitales occupées et orbitales inoccupées du continuum, I'espoir d’une
convergence se heurte au probléme du tassement du continuum. Il faut alors songer a

une maniére différente de condenser I'information contenue dans ce continuum.

Le formalisme des états résonants, dont les fondements ont été posés lors de la premiére
moitié du XXeme siecle, est une piste trés encourageante pour cela. Une étude préli-
minaire dans le cas du puits de potentiel carré a une dimension est donc présentée. La

premiére étape a consisté en la détermination de ces états résonants, dont les énergies et
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fonctions d’onde sont complexes. Une normalisation a notamment pu leur étre attribuée.
Il est ensuite montré, sous certaines conditions, que les états du continuum peuvent étre
efficacement remplacés par une base discréte et compleéte faite d’états résonants. Ces
derniers sont avantageusement utilisés dans des applications numériques pour définir la

fonction de Green ou encore calculer la propagation temporelle d'un paquet d’onde.

Mots-clé :

Structure électronique, états excités, réponse linéaire, TD-DFT, DFT, états résonants
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Abstract

The linear response on the time-dependent density functional theory is studied in the
wavelets formalism used in the BigDFT code, that allows the representations of elec-
tronic wave-functions on a simulation grid in real space. The goal of this study is to
determine a reference excitation spectrum for a given system and exchange-correlation

potential.

It appears that only one part of the spectrum can be easily brought to convergence with
respect to the input parameters of BigDFT, which are the simulation grid extension and
the number of unoccupied continuum orbitals considered in the spectrum calculation.
The energy of the last unoccupied orbital used actually proves to be more important as
a parameter than this number of unoccupied orbitals. This is justified by the study of
the completeness of the basis sets made of the ground state orbitals of the system. This
gives another point of view regarding spectrum obtained by using the Gausian basis sets

formalism, as the one implemented in the code NWChem.

As to the convergence of the spectrum at higher energy, concerning transitions between
occupied orbitals and unoccupied orbitals of the continuum, the hope for a convergence
faces the problem of the continuum collapse. One therefore has to think of another way

of retrieving the data contained in this continuum.

The resonant states formalism, whose foundations were laid in the first half of the 20th
century, is very encouraging in this regard. A preliminary study in the case of the one-
dimension square well potential is therefore presented. The first step consisted in the
determination of these resonant states, whose energies and wavefunctions are complex

valued in general. Their normalization was also clearly defined. It is then shown, under
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certain conditions, that the continuum states can be efficiently replaced by a discrete
basis set made of resonant states. Numerical applications also show that these states
can be advantageously used to define the Green’s function or even compute the time

propagation of a wavepacket.

Keywords :

Electronic structure, excited states, linear response, TD-DFT, DFT, resonant states
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Introduction

Le monde de l'infiniment petit est inatteignable de maniere directe. Il n’est accessible
que via sa réponse a une source de radiations ou de particules : c’est en perturbant
les systéemes d’intérét pour I’électronique, la chimie, la biologie... qu’il est possible de
les étudier, de comprendre leurs structures, leurs propriétés et leurs dynamiques. Il est
particuliérement intéressant de déterminer et comprendre quelles sont les excitations
électroniques (neutres) au sein d’'une molécule, lors de I’absorption ou de I’émission de
lumiére. Le premier mécanisme correspond a la promotion d’un électron d’une orbitale
basse vers une orbitale plus haute en énergie de la molécule, qui se trouve alors dans
un état dit excité. Le second mécanisme est opposé, la molécule passe d’un état excité a
un autre état excité de plus basse énergie ou a Iétat fondamental. Le souhait est alors
de prédire la longueur d’onde absorbée ou émise, avec quelle efficacité ce phénomene
se passe, et quelles orbitales sont impliquées pour chaque excitation. D’un point de vue
expérimental, c’est le domaine de la spectrométrie : il y a différentes manieres d’obtenir
des spectres, dans des domaines d’énergie tres variés pour sonder les propriétés de la
matiere, a partir des radio-fréquences jusqu’aux rayons gamma. Ce qui a été étudié au
cours de cette thése est le point de vue théorique, et plus particulierement la question de

la simulation de ces états excités des molécules.

Il existe plusieurs possibilités pour obtenir ces informations a partir de calculs numé-
riques, ce sera fait ici dans le cadre de la réponse linéaire de la théorie de la fonctionnelle
de la densité dépendante du temps (LR-TDDFT dans la suite, pour Linear-Response Time-
Dependent Density Functional Theory) [1]. Cette approche est basée sur la théorie de la
fonctionnelle de la densité (DFT pour Density Functional Theory) [2, 3]. La DFT permet
de déterminer la structure électronique de I’état fondamental du systéeme d’étude ; elle est
d’ailleurs devenue une méthode trés largement utilisée aujourd’hui dés que la connais-

sance de la structure électronique est nécessaire pour répondre a un probléme scienti-
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fique et a d’ailleurs valu le prix Nobel de chimie a Walter Kohn en 1998. L’idée derriére
la DFT est de remplacer un systeme d’électrons interagissant, dont la résolution est tres
difficile, par un probléme ou les électrons sont indépendants. La densité électronique,
dépendant seulement des trois coordonnées d’espace, devient alors la quantité utilisée
pour minimiser I’énergie, plutdt que la fonction d’onde totale du systéeme, dépendant
des 3 coordonnées d’espace de chacun des N électrons du systéme. Son grand succes
est ainsi dit a un faible temps de calcul pour une (relative) grande précision. Il existe
néanmoins un désavantage majeur a utiliser cette théorie, c’est la non-connaissance de
la fonctionnelle d’échange-corrélation exacte, qui est au coeur de la DFT. Son existence
théorique est prouvée et elle doit rendre compte des effets a plusieurs corps que sont
I’échange et la corrélation électronique. Il existe un grand nombre d’approximations de
cette fonctionnelle, et le choix de celle qui s’aveére la plus pertinente pour une étude don-
née requiert une certaine expérience. En sortie d’un calcul DFT, la structure électronique
est donc obtenue, a savoir I’énergie de chaque orbitale et la fonction d’onde associée. La
LR-TDDFT n’est au final qu’un post-traitement astucieux des résultats de DFT pour ob-
tenir les énergies d’excitations verticales du systeme. Par "énergie d’excitation verticale"
il faut comprendre "énergie pour passer de 1’état fondamental a I’état excité pour une
géométrie du systéme donnée". Cette précision est importante car la géométrie du sys-
teme dans un état excité — c’est-a-dire les distances inter-atomiques ou les angles — ne
correspond généralement pas a celle de I’état fondamental. Il est d’ailleurs possible de
relaxer I’état excité dans le cadre de la LR-TDDFT : ’énergie d’excitation obtenue est
alors directement comparable a I'expérience. De la méme maniere que la DFT a connu
un grand succes, la TDDFT devient une méthode de choix, méme si passer a d’autres
méthodes, souvent plus coliteuses, peut s’avérer bénéfique dans certains cas, en parti-
culier s’il y a délocalisation ou transfert de charge. En effet, en plus des approximations
et inconvénients de la DFT, la TDDFT a ses approximations et inconvénients propres.
En particulier, I’approximation adiabatique, qui est un fondement de la LR-TDDFT, est
appliquée. Elle ne permet donc formellement que la description de phénomenes pour

lesquels la réponse du systéme a une perturbation est instantanée.

Il existe différentes méthodes numériques pour résoudre les équations de Kohn-Sham
de la DFT et exprimer les fonctions d’onde électroniques. Le choix le plus répandu pour
cela est d’utiliser des bases localisées, et particulierement constituées de fonctions gaus-
siennes (Gaussian-type orbitals en anglais) centrées sur les atomes. Un autre choix est
d’utiliser des bases systématiques, sur une grille, a la maniere des différences finies. Une
maniére de faire est d’utiliser 'espace réciproque et les ondes planes, 'autre est d'utili-

ser des ondelettes dans I’espace réel [4], comme il est fait dans le code BigDFT, un code
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développé au laboratoire L_Sim. Les ondelettes ont de multiples avantages pour la DFT,
puisque la grille de simulation devient le seul parametre du calcul et la convergence des
résultats selon le raffinement de cette grille est maitrisé. Les algorithmes sont effica-
cement parallélisables et il est également possible d’utiliser un algorithme linéaire par
rapport au nombre d’orbitales (plutét que la variation cubique usuelle) tout en permet-
tant ’étude de molécules comme de matériaux dans diverses symétries et simuler des

grands systémes, jusqu’a quelques dizaines de milliers d’atomes.

Cette thése s’inscrit dans la continuité des travaux présentés en 2012 [5], suite a I'im-
plémentation de la LR-TDDFT au sein de BigDFT. Comme le laissait augurer la conclu-
sion de I'article fondateur, la problématique des travaux qui vont étre présentés est inti-
mement reliée a la description du continuum d’orbitales inoccupées. En effet, le phéno-
meéne du tassement du continuum a mesure que la grille de simulation s’agrandit s’avere
comme critique dans le cadre de BigDFT. Une présentation de ce tassement du conti-
nuum sera faite dans un premier temps, et notamment ses effets sur les spectres obtenus
par résolution des équations de la LR-TDDFT. Le premier chapitre donnera ainsi lieu
a un état de lart de la LR-TDDFT, a partir de ’étude de cas de deux molécules : une
tres petite, Ny et une plus grande, HBDMI (H;2C12N505) lorsque le potentiel d’échange
corrélation le plus simple est utilisé, a savoir celui utilisant 'approximation de la den-
sité locale (LDA, pour Local Density Approximation en anglais) citeslater51, vosko80. A
l’aide du formalisme d’ondelettes de BigDFT, on montrera qu’il est possible d’estimer
précisément les premieres énergies d’excitation — qui correspondent principalement a
des transitions entre orbitales liées, d’énergie négative — et qu’il faut pour cela prendre
en compte les orbitales du continuum jusqu’a de tres hautes énergies. Des comparaisons
avec les résultats obtenus avec le code NWChem, utilisant des bases localisées gaus-
siennes, seront également faites, ainsi qu’avec ceux déja publiés dans la littérature. Ceci
permettra d’apporter un nouvel éclairage sur les résultats présentés depuis 20 ans, et
particulierement a poser les bases sur lesquelles fournir des valeurs de référence pour
la LR-TDDFT. En ce qui concerne toutes les autres excitations a plus haute énergie, on
montre que la discrétisation du continuum telle qu’elle est faite aujourd’hui ne permet
pas de donner un spectre de référence, alors méme que cette discrétisation est suffisante

pour exprimer le couplage du continuum avec les transitions les plus basses en énergie.

Le constat du besoin d’une meilleure description du continuum d’orbitales inoccupées
sera clairement établi a la fin de ce chapitre. Une piste de réflexion pour s’affranchir de
ce continuum et fournir des spectres de référence, méme a haute énergie, sera alors envi-
sagée lors d’'un second chapitre. Une premiere idée pour aller dans cette direction serait

de développer, dans BigDFT, la méthode de Lanczos ou la méthode du noyau polynomial
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(KPM pour Kernel Polynomial Method en anglais) déja présentées dans la littérature, a la
maniere d’'un exemple récent concernant le code NWChem [6]. Cela ne représente pas
une finalité en soi, qui serait, selon nous, plutét de savoir représenter le continuum d’or-
bitales inoccupées sous forme discréte mais compleéte. Les idées qui en sont le fondement
datent de la premiere moitié du XXeme siecle, et sont basées sur ce qui est communément
appelé le formalisme d’états résonants, parfois nommés états de Gamow [7] ou états de
Siegert [8], du nom des auteurs des articles séminaux sur ce sujet, datant respectivement
de 1928 et 1939. Ce formalisme d’états résonants se base sur la mécanique quantique non-
hermitienne, ou les énergies et fonctions d’onde ont des parties imaginaires non nulles.
Elles ont surtout fait écho dans la communauté de la physique nucléaire, méme si elles
ont assez récemment été appliquées dans un contexte de structure électronique pour les
problemes d’auto-ionisation de molécules [9]. Nous étudierons ici la discrétisation du
continuum sous la forme d’une somme discréte d’états résonants, dans la lignée des tra-
vaux de Berggren et Lind [10-12]. Le cas d’étude de ce chapitre sera le puits de potentiel
carré a une dimension, cas particulier qui est souvent présenté en introduction a la mé-
canique quantique. Cela montre a quel point les avancées dans ce domaine vieux de pres
de 90 ans se font difficilement. Avec ce modéle analytique, une définition des états réso-
nants sera donnée, et tout particuliérement leur normalisation, un concept qui n’est pas
évident a maitriser pour des fonctions qui ne sont pas de carré sommable. La relation de
complétude, bien connue et faisant appel a une intégration sur les états du continuum,
pourrait ensuite étre remplacée par une somme discréte sur les états résonants dans cer-
tains cas. L’application du théoréme des résidus a I'intégrale sur les états du continuum
permettrait de retrouver cette somme discréte sur les états résonants. Certaines hypo-
theses restent a vérifier, mais des études numériques sont encourageantes. Ces résultats
nous meéneront ensuite a montrer, toujours numériquement, que la fonction de Green,
associée a I’hamiltonien étudié, peut étre également exprimée comme une somme sur
les états résonants. Enfin, dans un dernier temps, des résultats préliminaires montreront
que I’évolution temporelle d'un paquet d’onde pourrait également étre retrouvée al'aide

des états résonants.

Il sera alors temps de conclure cette these comme il ’est maintenant de conclure cette

introduction.



CHAPITRE 1

Spectroscopie électronique :

théories, méthodes et implémentation

Résumeé pour le lecteur pressé

Ce court chapitre permet de mettre en place les équations de la réponse
linéaire de la théorie de la fonctionnelle de la densité dépendante du temps (LR-

TDDFT) en présentant succinctement les théories sous-jacentes.

Le point de départ consiste en I’équation de Schrodinger, dont un chemin
menant a sa résolution pour un systéme a plusieurs particules (ici, des électrons)
passe par I’établissement de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)
pour calculer la structure électronique de I’état fondamental du systéme étudié.
Il sera montré que la LR-TDDFT n’est au final qu’un post-traitement de la DFT,
permettant d’obtenir le spectre d’absorption ou d’émission du systéme a partir

des seules énergies et fonctions d’onde de I’état fondamental calculées par DFT.

L’implémentation de la LR-TDDFT au sein du code BigDFT sera enfin pré-
sentée, notamment en ce qui concerne 'application de ’'approximation de Tamm-
Dancoff et la dépendance en spin de la matrice de couplage, qui est un élément

important a construire lors d’un calcul de LR-TDDFT.
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1- Introduction

L’introduction de cette thése annoncait que la réponse linéaire de la théorie de la fonc-
tionnelle de la densité dépendante du temps (LR-TDDFT) allait étre étudiée, et que cette
méthode se basait sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Quelques grandes
idées concernant ces théories y ont été données, mais il faut néanmoins rentrer un peu
plus dans les détails pour rendre cette thése auto-suffisante. La DFT sera donc présentée
dans un premier temps, avant que la LR-TDDFT le soit a son tour. Une courte explication

concernant son implémentation dans BigDFT sera enfin donnée.

La présentation de ces théories restera néanmoins succincte, puisqu’il existe une litté-
rature conséquente dédiée a cela. Il y sera donc fait référence, par le biais des quelques

ouvrages ou articles de notre connaissance qui ont paru les plus clairs, précis et concis.

2- Hartree-Fock et la théorie de la fonctionnelle de la

densité

a) L’équation de Schrodinger

Une équation fondamentale de la mécanique quantique est I’équation de Schrodinger
dépendante du temps (TDSE pour Time-Dependent Schrédinger Equation en anglais), qui
donne I'évolution temporelle d’'un systéme quantique, dont 1’état est défini par la fonc-
tion d’onde [¢(r,t)), ou r correspond aux coordonnées spatiales et ¢ représente la va-

riable temporelle :

(e, 1)) = A [0(x, 1) L)

ou H est I'opérateur hamiltonien, correspondant a I’énergie totale du systeme.

Les opérateurs de cette équation étant linéaires, la recherche d’états stationnaires est
privilégiée. Ces états sont les états propres de I'opérateur hamiltonien et solutions de
I’équation de Schrodinger indépendante du temps (TISE pour Time-Independent Schro-

dinger Equation en anglais) :

La détermination des fonctions ¢, (r) et des énergies F,, permet de fournir les états sta-
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tionnaires solutions de la TDSE correspondante :

[Yn(r,1)) = |n) e~ Ent/0 (L3)

Une solution générale de I’équation de Schrédinger, pour un hamiltonien diagonalisable,

s’écrit alors comme une combinaison linéaire de ces états stationnaires :

—iEnt/h
60, 0)) = 3 | pu(r)) e Bt/ (14)
n
Déterminer exactement les états stationnaires d’un systéme s’avere extrémement diffi-
cile, voire impossible, en particulier lorsqu’il est constitué de plusieurs particules. Ces
particules seront d’ailleurs des électrons au cours de cette theése, et tout ce qui suit sera

donc parfois abusivement réduit a ce cas.

b) Théorie Hartree-Fock (HF)

Une méthode de résolution approchée qui s’est révélée fructueuse est la théorie Hartree-
Fock [13, 14], ou la fonction d’onde est représentée sous la forme d’un déterminant
de Slater [15]. Chaque élément de ce déterminant est solution d’un systéme d’équa-
tions différentielles dites de Hartree-Fock, chacune ressemblant a la TISE avec 'opé-
rateur de Fock a la place de 'Hamiltonien. Cet opérateur de Fock dépend explicitement
des solutions, il faut donc utiliser une méthode auto-cohérente jusqu’a atteindre une
convergence satisfaisante de I’énergie ou de la fonction d’onde. Des méthodes dites post-
Hartree-Fock ont par la suite été développées pour prendre en compte la corrélation élec-
tronique, négligée dans la formulation initiale mais pouvant provoquer des déviations

significatives par rapport a 'expérience.

Ces méthodes sont toutefois lourdes a traiter numériquement, et la DFT a permis de

réduire les colits en temps de calcul.

c) Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

Le succes de la DFT est basé d'une part sur la réduction du probléeme a N corps — et
donc 3NV coordonnées spatiales — a un probléme a seulement 3 coordonnées spatiales et
d’autre part par une reformulation du probléme, nécessitant en pratique le recours a di-
verses approximations des effets a plusieurs corps. Tout ceci est permis par les théorémes
dits de Hohenberg-Kohn [2] et 'approche de Kohn-Sham [3].
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Le premier théoréme de Hohenberg-Kohn dit que, pour tout systéme de particules in-
teragissantes dans un potentiel externe V,,(r), ce potentiel est déterminé de maniére
unique, a une constante preés, par la densité de I’état fondamental ny(r). Son corollaire

est que toutes les propriétés du systéme sont complétement déterminées par ng(r).

Le deuxiéme théoréme de Hohenberg-Kohn dit qu’il est possible de définir, pour n’im-
porte quel potentiel externe V,,;, une fonctionnelle universelle pour I'énergie F[n|'.
Pour n’importe quel potentiel externe, I'énergie exacte de I’état fondamental correspond
au minimum global de cette fonctionnelle, et la densité n(r) qui la minimise est la densité
exacte de I’état fondamental ny(r). Un corollaire a ce théoréme est que la connaissance
de la seule fonctionnelle de I’énergie est suffisante pour déterminer I’énergie et la densité

de I’état fondamental.

Enfin, 'approche de Kohn-Sham est le troisiéme élément important ayant permis la fon-
dation de la DFT. Elle vient a remplacer le probléme initial de particules interagissantes
par un probleme a particules indépendantes. Tous les effets a plusieurs corps sont alors
cachés dans la fonctionnelle d’échange-corrélation F,.[n], ce qui permet la construction
d’un ensemble d’équations dites de Kohn-Sham. Elles sont résolues de maniere auto-

cohérente jusqu’a atteindre une convergence de la densité et de I’énergie.

La forme exacte de cette fonctionnelle d’échange-corrélation reste inconnue : le succes
de la DFT vient donc au prix d'une connaissance approchée de celle-ci. En proposer
de plus raffinées reste aujourd’hui un sujet de recherche a part entiére, dans l'esprit de
I’échelle de Jacob proposée par John Perdew [16, 17]. Le premier barreau de cette échelle
correspond a ’approximation de la densité de spin locale (raccourci ici en LDA ? pour
Local Density Approximation en anglais). Elle se base sur le modeéle du gaz d’électron ho-
mogene. Elle sera exclusivement utilisée au cours de cette these, hormis en annexe A. Le
deuxiéme barreau correspond a I’approximation des gradients généralisée (GGA pour
Generalized-Gradient Approximations en anglais), ou 'inhomogénéité des systémes réels
est prise en compte. La fonctionnelle d’échange corrélation dépend alors de la densité
et de son gradient. De telles fonctionnelles portent les noms de PBE, PW91 ou encore
B88. D’autres fonctionnelles sont dépendantes des orbitales (LDA+U, OEP). La fonction-
nelle d’échange exacte venant de la théorie Hartree-Fock est également dépendante des
orbitales, et peut étre utilisée, sans fonctionnelle de corrélation. Néanmoins, une autre

classe de fonctionnelles, dites hybrides, a été définie. Elles sont définies en tant que com-

1. Fonctionnelle signifie "fonction de fonction"; ici I’énergie est fonction de la densité qui est fonction
des coordonnées d’espace.

2. L’acronyme général serait plutdot LSDA, pour Local Spin Density Approximation en anglais, qui se
trouve parfois raccourci sous la forme LSD.
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binaison de la fonctionnelle d’échange exact de Hartree-Fock avec les fonctionnelles
d’échange et de corrélation dépendant explicitement de la densité (c’est-a-dire LDA et
GGA). Il en existe un grand nombre, faisant appel parfois a des parametres ajustés a I'ex-
périence. Les plus utilisées sont B3LYP et PBE0. Des fonctionnelles hybrides a séparation
de portée (RSH pour Range-Separated Hybrids en anglais) ont également été proposées.
Ainsi, I’échange est local comme en LDA ou GGA a courte portée, alors qu’il est exact a
longue portée. Une présentation élégante de ce type de fonctionnelles est donnée dans

la référence [18].

Le livre de Richard M. Martin sur la structure électronique [19] est conseillé pour appro-
fondir les notions appréhendées jusqu’a maintenant. Les formulations des théorémes

d’Hohenberg-Kohn données plus haut en sont d’ailleurs largement inspirées.

Le but de cette these est de déterminer le spectre d'un systéme donné, mais les différences
d’énergie E,;+ — E,.. entre une orbitale occupée et inoccupée (ou virtuelle) déterminées
par la DFT ne donnent pas les vraies énergies d’excitation. Une solution est d’utiliser la

théorie de la fonctionnelle de la densité dépendante du temps.

3- Ladépendance en temps pour déterminer les spectres

a) Réponselinéaire de la DFT dépendante du temps (LR-TDDFT)

Ce sont Runge et Gross [20] qui ont formalisé une généralisation de la DFT lorsque la
dépendance en temps est requise, appelée théorie de la fonctionnelle de la densité dé-
pendante du temps (TDDFT pour Time-Dependent Density Functional Theory en anglais).
IIs ont prouvé, de maniére formelle, une extension des théorémes de Hohenberg-Kohn
pour un systeme de particules interagissantes soumises a un potentiel externe dépendant
du temps : si deux potentiels externes différent par plus qu’une fonction dépendante du
temps, I’évolution temporelle de la densité a partir du méme état initial soumis a ces deux
potentiels externes sera différente. Il y a donc correspondance entre densité et potentiel
dépendant du temps : le potentiel est une fonctionnelle de la densité. La construction
d’équation de Kohn-Sham dépendantes du temps est possible, et a ouvert la voix a ce qui
est connu comme la théorie de la fonctionnelle de la densité en temps réel (RT-TDDFT,

pour Real-Time Time-Dependent Density Functional Theory en anglais) [21].

Il est possible d’obtenir des spectres en faisant un traitement de I’évolution temporelle
calculée avec la RT-TDDFT. La réponse linéaire de la TDDFT (LR-TDDFT pour Linear-

Response Time-Dependent Density Functional Theory en anglais) est une autre méthode
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pour arriver a ce résultat [1]. Dans cet article, une dérivation astucieuse permet d’obtenir
les énergies d’excitations du systeme étudié, en passant par la définition de la fonction
réponse de Kohn-Sham. Ainsi, a partir des énergies et fonctions d’onde de 1’état fonda-
mental seulement, les énergies d’excitation sont trouvées en tant que solution du systéme

d’équations suivant, souvent appelées équations de Casida :

A B X X
—B* —A* Y Y
ou:
Agg = 5q,q’wq + Ko

B,y =
K,y — / dr / r'py (x) frace (v, ) pyr* () (L6)

52
frze(r, T + Bac
rae{T,T) = \r—r\ 5oa (V500 ()

Pq(r) = Voo (1) (r)

Le terme diagonal contient les différences d’énergie w,, ou ¢ = (a,i,0) est ici un rac-
courci pour trois informations : a définissant une orbitale occupée et ¢ un état inoccupé
de méme spin 0. Ainsi w, = E, , — I; ,, ou E, , et I; , correspondent respectivement
a ’énergie d’une orbitale inoccupée et d’une orbitale occupée, toutes les deux de méme
spin 0. K est la matrice de couplage, formée du noyau fg,.. Ce dernier est composé

d’un terme de Hartree (ou coulombien), fg = m et du noyau d’échange corrélation,

\rr

2 . ’
fee = 5‘; ?;C/. Formellement, f,. devrait dépendre de w, mais I’approximation adiaba-
a7 Fq

tique est souvent faite pour que ce ne soit pas le cas. Elle est justifiée par le fait que le

systeme retrouve instantanément son état fondamental pour des perturbations suffisam-
ment faibles, ce qui est validé par la bonne qualité des résultats obtenus. Le recours a des
fonctionnelles d’échange-corrélation prenant en compte cette dépendance est donc sou-
vent repoussé, car difficile a traiter. Enfin, remarquons que les fonctions d’onde calculées
en DFT sont réelles : la conjugaison complexe des co-densités p, peut donc étre oubliée
dans la suite. Cela permet ainsi de ne pas avoir a considérer la conjugaison des matrices

K, , Aet B.

0.q">
Les valeurs propres w; sont identifiées aux énergies d’excitation du systeme étudié. Ces
énergies vont par paires : une positive et une négative, correspondant respectivement
a une excitation et a une désexcitation. Il est alors tentant de le réécrire pour que les

solutions soient le carré de ces énergies d’excitation. La premiére étape consiste a réécrire
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le systeme d’équations sous la forme :

{AX+BY:wIX {D(X+Y):w[(X—Y)
& 17)

BX 4+ AY = —wiY

avec D = A+ Bet C = A — B. Etant données les définitions de A et B, C est une

matrice diagonale formée des différences d’énergie wj,.

Il est alors possible de faire correspondre le systéme complet défini en (I.5) par un systéme

deux fois plus petit :

CX-Y)=w/(X+Y)s

CV(X -Y)=w CTVAX+Y) o

wiCYH (X —Y) =w?C VX 4+Y) &

CYV2u (X —=Y) =w?!C7 VA X +Y) & (L8)
C'’DIX +Y)=wCV3(X+Y) &

C'2DCYPC 12X +Y)=wC V3 X +Y) &

OF = w/*F;

avec Qo = C'2DCY? = W2gy + 2\ fgwg Koy et Ff = C7V/2(X +Y). Les énergies
positives et négatives de (1.5) sont alors retrouvées en prenant les racines de chaque

valeur propre w;>.

Les énergies d’excitation sont ainsi retrouvées, mais il reste encore a déterminer la pro-
babilité d’absorption ou d’émission d’'un rayonnement électromagnétique pour chacune
de ces énergies d’excitation, appelées forces d’oscillateur et notées f;. Elles sont obtenues

en calculant :

i = Seor (HWOla W) [+ (Rolg|w0) [ + | (Wol2)wy) ) L9)

ou U, et U; sont les fonctions d’onde de I’état fondamental et de 1’état excité, qui per-
mettent de calculer les moments dipolaires dans les trois directions de I'espace. Il est
également possible de retrouver ces forces d’oscillateur en utilisant les vecteurs propres

I aTlaide la formule suivante :

2
fr=3 (12872 E + [yST 2R + (2872 FrP+) /1 Fi (L10)
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ol Syy = Ogq /Wy-

i) Approximation de Tamm-Dancoff (TDA)

Une maniére de simplifier les calculs est d’appliquer ’'approximation de Tamm-Dancoff.
Elle est présentée en détail dans la référence [22] et revient a supposer que B dans1’équa-

tion (I.5) est une matrice nulle. L’équation a résoudre est ainsi simplifiée :

AX = wX (L11)

Elle n’a pas eu, du moins a notre connaissance, d’autre justification que la réduction
de la taille de la matrice compléte (I.5) & résoudre. Etant donné que le systéme complet
de taille réduite de 1’équation (I.8) fait exactement la méme dimension, cet intérét peut
étre questionné. L’application de la TDA pour réduire les temps de calcul n’est en fait
utile que lorsque des fonctionnelles hybrides sont utilisées, car la matrice A-B n’est alors
plus diagonale. Il s’avere néanmoins que les énergies d’excitation obtenues lorsque cette
approximation est appliquée sont souvent assez proches de celles obtenues lors de la
résolution du systeme complet, en plus de mieux reproduire les énergies d’excitation

d’états montrant une instabilité de spin.

Elle ne reste pourtant qu’une approximation. Etant donné que les fonctionnelles hybrides
n’ont pas été utilisées au cours de cette thése pour calculer les énergies d’excitation, iln’y
apas d’intérét a appliquer la TDA pour réduire les temps de calcul. Néanmoins, les calculs
de référence menés avec BigDFT [5] n’utilisaient pourtant que cette approximation. Il
a donc été utile de continuer a I’appliquer lorsqu’il a fallu contréler I'implémentation
de la résolution du systéme complet des équations de Casida. La TDA s’est également
avérée utile pour comprendre la cause de certaines différences obtenues lors de différents

calculs.

b) Implémentation dans de la LR-TDDFT dans BigDFT

i) Implémentation de la LR TDDFT

Au cours de cette these, j’ai (ré-)implémenté et surtout testé la résolution du systéme
complet des équations de Casida (I.8) en comparaison des résultats obtenus avec la TDA
en résolvant I’équation (I.11). Ces deux systemes ont une structure similaire, si bien qu’il

est possible de les réduire en une seule formule :
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M(F"X'™) = ot (e xt—m) (112)
avec :
Mgy = quH‘Sq,q’ + (2\/ quq’)an,q’ (L.13)

Le choix du probléme résolu ne dépend alors que de la valeur de I'exposant n : sin = 0,
alors c’est le systéme (I.11), associé a 'approximation de Tamm-Dancoff, qui est résolu.
Dans le cas oun = 1, c’est la résolution du systéme complet de taille réduite (1.8) qui est

effectuée.

En remarquant ceci, une implémentation concise des deux problémes est possible. Elle
a été utilisée au cours de cette these pour intégrer les calculs de LR-TDDFT au sein de
BigDFT.

La dépendance en spin de la matrice de couplage

La dépendance en spin de la matrice de couplage, et particulierement de fz,. (en fait
de f. seulement), est un point auquel il faut également faire attention lors de I'im-

plémentation des équations de la LR-TDDFT.
En effet, f,. dépend de la polarisation de spin des co-densités p,. Or, dans BigDFT, il est

possible de traiter le spin de deux manieres :

1. S’il est choisi de faire un calcul “spin-moyenné”, alors f,. peut seulement prendre
deux valeurs différentes :
— une dans le cas ot les co-densités ont de spins opposés (f1¥ = fi1),

— une autre si les spins sont dans la méme direction (f] = fi+ # fI1).

2. Sinon, si un calcul polarisé en spin est fait, il faut alors distinguer trois valeurs de
fze différentes :
— une dans le cas ot les deux spins sont dans des directions opposées (f]¥ = 1),

— deux autres quand les spins ont la méme direction (f] # f}).

Il faut donc faire attention a ce que les énergies d’excitation d’un systéme non-polarisé
(tel que Ny, qui sera étudié en détail au cours du chapitre suivant) soient indépendantes
de la polarisation de spin choisie. Il est apparu que ce n’était pas le cas pour le potentiel
LDA utilisé. Il a alors fallu vérifier que la définition du noyau d’échange corrélation était

vérifiée numériquement :

YV = [V (L14)
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S T
Ou‘/xc_

cette derniére dépendant des spins o et 7.

5’? et F,. sont respectivement le potentiel et ’énergie d’échange-corrélation,

Cette équation (I.14) n’était pas vérifiée dans le cas “spin-moyenné”, qui était le signe
d’une implémentation défectueuse dans les routines du calcul du noyau d’échange cor-
rélation *. L’appel au calcul “spin-moyenné” pour la LDA a donc été “court-circuité” pour

utiliser a la place les routines du calcul “spin-polarisé”.

3. BigDFT utilise les routines du code ABINIT, c’est donc dans ces routines que se cachait 'erreur en
LDA.



CHAPITRE II —

Calculs de laréponse linéaire des systemes

isoles

Résumé pour le lecteur pressé

Ce deuxiéme chapitre présente un état de I’art des calculs de LR-TDDFT,
dont le but est de déterminer un spectre de référence pour un potentiel
donné. Les calculs ont été menés avec deux codes, BigDFT et NWChem, chacun
avec une approche différente : le premier utilise des bases systématiques alors
que le second se sert de bases localisées construites a partir de fonctions gaus-
siennes. Les calculs ont donc été faits au niveau de théorie le plus bas en ce qui
concerne la DFT, c’est-a-dire en utilisant le potentiel LDA. Deux molécules — une
petite, N, et une plus grande, HBDMI — ont été utilisées. On montre que, par
rapport aux paramétres d’entrée des deux codes, une seule partie du spectre
peut-étre considérée comme convergée concernant les excitations correspon-

dant a des transitions entre orbitales liées.

Pour BigDFT, le paramétre principal est I’extension de la grille de si-
mulation, noté crmult. Si les énergies d’excitation ne sont pas affectées par
ce facteur, alors les spectres peuvent étre considérés comme convergés. Pour les
excitations les plus basses en énergie, le nombre d’orbitales du continuum
prises en compte a un role important sur les énergies d’excitation les plus basses,
puisqu’elle ont tendance a diminuer plus ou moins fortement selon l’excitation.
Pourtant, ces orbitales du continuum dépendent fortement de la valeur de cr-
mult : plus elle est élevée, plus la densité d’orbitales du continuum est grande.

Il faut donc en chercher de plus en plus pour atteindre de hautes énergies : c’est
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le phénomeéne du tassement du continuum. Il s’avére que c’est justement
la valeur de I’énergie de la derniére orbitale inoccupée E,, ., qui importe dans
les calculs de BigDFT. Pour une valeur de E,,,, fixée, les énergies d’excitations
les plus basses sont identiques quelle que soit la valeur de crmult dés qu’elle
est suffisamment grande pour que les orbitales liées soient considérées comme
convergées. Il suffit donc d’augmenter E,,,, pour atteindre une convergence et
déterminer des spectres de référence. Il s’avére néanmoins difficile de I’atteindre
de maniére satisfaisante dés que le systéme s’agrandit, du fait de contraintes
numeériques causées par la non implémentation en paralléle de la LR-TDDFT
dans BigDFT. La comparaison de ces résultats avec ceux obtenus avec NWChem
montre qu’il vaut mieux utiliser des bases gaussiennes augmentées pour d la fois
reproduire les orbitales liées et observer une méme amplitude de décroissance

pour chaque excitation lorsque le continuum est considéré.

Cette convergence n’est pourtant observée que pour les plus basses éner-
gies d’excitation. La valeur de E,,,, définit aussi, pour un crmult fixé, la plage
d’énergie pour laquelle les spectres peuvent étre considérés comme convergés.
En comparant ces zones pour différentes valeurs de crmult, aucune convergence
n’est observée. Cela ne signifie pas qu’elle n’existe pas, mais qu’elle est trés dé-
licate a observer. Il faudrait pour cela se confronter de maniere brutale au tas-
sement du continuum en augmentant encore crmult. Les résultats présentés ici
montrent qu’il faut sans doute chercher la solution ailleurs, et ce sera l’objet du

chapitre suivant.

Avant ¢a, il sera enfin vu que l'importance de E,,,, dans BigDFT est
expliquée par la complétude des bases constituées des orbitales liées et
du continuum de l’état fondamental du systéeme étudié. L’évaluation de
la relation de complétude permet en effet de justifier que de telles bases, obte-
nues pour différentes valeurs de crmult mais avec une E,,,, fixée, sont toutes
aussi completes. Par "aussi complétes”, il faut comprendre qu’elles permettent
de reproduire de la méme maniere les orbitales liées du systéme lorsqu’elles sont
perturbées par I’application d’un champ électrique, sous réserve qu’il soit suffi-

samment faible pour justifier Uapplication de la réponse linéaire.
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FiGURE II.1: Nombre de résultats a la recherche "Time Dependent Density Functional
Theory" dans Google Scholar, au 8 septembre 2016. La partie grisée pour
I’année 2016 est la projection du nombre de publications, s’il y a autant de
publications par jour jusqu’a la fin de I'année.

1- Introduction

Le précédent chapitre a permis un rapide récapitulatif concernant la LR-TDDFT, qui sera
utilisée dans ce chapitre pour déterminer le spectre d’excitation de molécules. Ce genre
de calculs est devenu routinier, comme le montre 'indicateur choisi dans la figure II.1.
Le nombre de publications concernant cette théorie est aujourd’hui proche de celui de

la DFT il y a environ 20 ans.

Un constat concernant la DFT, est qu’il a fallu attendre seulement cette année pour voir
apparaitre une étude de la reproductibilité des résultats par différents codes [23] Kohn-
Sham DFT. Ce dernier article aborde les question de la précision — déviation des résultats
venant de différents codes — et de 'exactitude — déviation par rapport a I'expérience —
de la DFT pour le solide. De mémes considérations sont amenées a survenir dans le
cadre de la LR-TDDFT, dans un futur plus ou moins proche. Ce premier chapitre se place
en avance de phase par rapport a ces considérations. La précision des résultats étant le

premier point a considérer, ’exactitude ne sera que plus légérement évoquée.

Deux molécules ont été prises pour cas d’étude : la premiere est la molécule de dia-
zote Ny — petite, constituée de 2 atomes partageant 14 électrons, dont 4 sont considé-
rés comme des électrons de cceur par BigDFT—- et la deuxieme est HBDMI - pour 4’-

hydroxybenzylidene-2,3-diméthylimidazoline, H15C15N205 — qui est une molécule de
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®

F1GURE II.2: Structure des deux molécules étudiées au cours de ce chapitre, avec Ny a
gauche et HBDMI a droite. Les atomes de carbone sont représentés en noir,
ceux d’azote en bleu, ceux d’oxygene en rouge et enfin ceux d’hydrogene en
blanc.

plus grande taille, 28 atomes partageant 114 électrons, dont 32 sont considérés comme
des électrons de coeur. Les structures de ces deux molécules sont présentées en figure
IL.2.

Dans un premier temps et pour chacun de ces systemes, on se concentrera sur I’étude
des spectres obtenus en résolvant les équations de de la LR-TDDFT a ’aide du forma-
lisme d’ondelettes utilisé dans BigDFT, ou les fonctions d’onde sont représentées sur
une grille de I'espace réel.! Deux paramétres d’entrée des calculs ont été variés pour
obtenir ces spectres. Le premier est 'extension de la grille de simulation crmult (pour
Coarse Radius MULTiplying factor en anglais), qui définit le rayon de la sphere — centrée
sur chaque atome - a l'intérieur de laquelle 'espace est discrétisé. Le second est 7,;,+,
le nombre d’orbitales inoccupées (ou virtuelles) utilisées dans la construction des équa-
tions de la LR-TDDFT. Le pas de grille, qui devrait étre un autre parametre important
lors de la définition de la grille de simulation, a toujours été fixé a une valeur suffisam-
ment petite pour que son influence soit négligeable : ici, nous avons choisi d’utiliser
hgrid = 0.3 a.u. = 0.16 A, alors que, de maniére générale, prendre un hgrid de 0.4 a.u.

est déja considéré comme suffisant pour des applications courantes [5].

Le choix du potentiel d’échange-corrélation est également important. Les calculs pré-
sentés ici ont été effectués au niveau LD A, avec une fonctionnelle de I’énergie de corré-
lation définie par Vosko-Wilk-Nusair (VWN) [24]. Une conclusion importante sera que
seules les excitations de basse énergie, celles correspondant a des transitions entre or-

bitales liées, peuvent étre considérées comme convergées par rapport aux parametres

1. Dans un esprit similaire, les formalismes d’onde plane utilisent ’espace réciproque.
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d’entrée. Il s’avérera d’ailleurs que I'énergie de la derniére orbitale inoccupée utilisée
dans la construction des équations de la LR-TDDFT, notée F£,,,., est un parametre plus

pertinent que 72,;,¢.

Ces résultats seront comparés a ceux obtenus avec le code NWChem [25], utilisant un for-
malisme différent pour représenter les fonctions d’onde, a savoir une base de fonctions
gaussiennes. Le choix de cette base est le parameétre d’entrée important pour ce forma-
lisme, et une convergence a mesure que la base est systématiquement complétée doit
étre observée. Les calculs devenant de plus en plus coliteux a mesure que cette conver-
gence est testée, il est souvent nécessaire de se restreindre a des bases pas trop cotteuses.
Dans le but de déterminer la précision des calculs dans différents formalismes, les en-
seignements tirés de 'utilisation du formalisme d’ondelettes de BigDFT permettront de
lire les résultats issus du formalisme a base gaussienne d’un ceil neuf. Les résultats obte-
nus pour Ny par les deux codes pourront ainsi étre considérés comme convergés. Il sera
également montré que le choix de bases gaussiennes dites augmentées est sans doute
nécessaire et plus utile qu’ajouter des fonctions gaussiennes d’ordre supérieur (permet-
tant de mieux représenter les fonctions d’onde typiques des couches électroniques d, f,

g, ...), en particulier pour les plus grandes molécules.

Enfin, une justification de 'importance de F,,,, sera donnée en évaluant la complé-
tude de la base d’orbitales occupées et inoccupées de I’état fondamental obtenue avec
BigDFT sera évaluée. L’évaluation de la relation de complétude permet en effet de tes-
ter comment cette base permet de représenter les orbitales occupées perturbées par un
champ électrique d’amplitude et de direction constantes. Le choix de ce type de perturba-
tion sera d’abord discuté dans le cadre de la réponse linéaire, suivi par I’évaluation de la
complétude a proprement parler, toujours en fonction de '’extension de la grille de simu-
lation crmult et du nombre d’orbitales inoccupées n.,;,+. Il sera ainsi montré que les bases
constituées de toutes les orbitales jusqu’a une valeur de F,,,, donnée sont toutes aussi
completes, quel que soit crmult. Une telle étude pourrait devenir une étape préliminaire
aux calculs de LR-TDDFT avec BigDFT si elle permettait de déterminer des parameétres
d’entrée optimaux pour atteindre une convergence des spectres de basse énergie. Au-
cun signal clair n’a pour l'instant été détecté pour aller dans cette direction, si ce n’est
que les spectres de plus gros systémes pourraient étre considérés comme convergés en

atteignant de plus faibles valeurs de ;.

Ce chapitre se conclura sur le constat que la description du continuum d’orbitales
inoccupées d’'une molécule est un défi majeur pour la détermination de spectres

de référence a haute énergie. Le besoin de réfléchir a d’autres méthodes pour traiter
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correctement ce continuum d’orbitales inoccupées se fait donc pressant, et une piste
allant dans une telle direction sera étudiée au cours du chapitre suivant, qui sera par

ailleurs le dernier de cette theése.

2- Un exemple de petite molécule : le diazote N,

Considérons d’abord la petite molécule de diazote Ny. Elle fait partie des molécules de
référence pour les calculs d’énergie d’excitation, en plus de permettre des comparaisons
a Pexpérience [26, 27]. Elle a fait 'objet de plusieurs études de référence dans le cadre de
la LR-TDDFT, notamment dans le premier article implémentant les équations de Casida
en 1996 [28]. Elle faisait également partie des molécules étudiées dans des articles qui
ont suivi [29-35] et a permis la validation de 'implémentation de la LR-TDDFT dans
BigDFT [5], lorsque seule I'implémentation de I’approximation de Tamm-Dancoff avait
été testée. La distance inter-atomique de 111.5 pm utilisée dans ce dernier article le sera

également ici, du moins dans la majeure partie de ce chapitre.

Les résultats présentés ici forment un état de l'art des calculs de LR-TDDFT dans le
formalisme d’ondelettes de BigDFT, permis d’une part par ce qui a été modifié au sein
du code au cours de cette thése. Ces modifications permettent de mener des calculs de
LR-TDDFT de maniere compleéte (et plus seulement en appliquant ’approximation de
Tamm-Dancoff), en prenant en compte la polarisation de spin (seuls les calculs "spin-
moyennés" étaient précédemment possibles). Ces spectres seront donc comparés avec

ceux donnés par le code NWChem, utilisant des bases localisées gaussiennes.

Une derniere modification dans BigDFT a également été d’une grande aide : il s’agit
de la possibilité de reprendre une recherche d’orbitales inoccupées a partir d'un point
de sauvegarde précédent. En effet, avec la méthode implémentée actuellement, 1’algo-
rithme ne converge pas lorsque 7, est trop grand, typiquement plus de 100 pour les
deux systemes considérés. En effet, les fonctions d’onde et énergies calculées des les pre-
miéres itérations sont bruitées, sans aucun sens physique, empéchant ainsi une conver-
gence rapide. Leur recherche petit a petit est maintenant possible, en augmentant le
nombre d’orbitales inoccupées a calculer lorsque le calcul est relancé. Cette recherche se
fait également parmi un nombre d’orbitales n;,; > 7.+ pour permettre une meilleure
convergence de ’algorithme. Relancer plusieurs fois la recherche d’orbitales virtuelles
en augmentant a chaque fois 7+ et ny; permet de diminuer le nombre d’itérations de
I’algorithme et donc de diminuer le temps de calcul. On peut par exemple commencer

par déterminer les 8 orbitales inoccupées les plus basses en énergie parmi un ensemble
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de 16, puis relancer le calcul pour calculer 16 orbitales parmi 24, et ainsi de suite jusqu’a
ce que la valeur de n,;; désirée soit atteinte. Une autre maniére d’accélérer les calculs
est de relacher les contraintes de convergence lors des premiers redémarrages, et d’étre
plus contraignant seulement lors du dernier calcul, c’est-a-dire celui avec le plus grand
nombre d’orbitales inoccupées (rajoutons que les orbitales les plus basses en énergie ont
continué a converger lors des précédents redémarrages, ce qui permet aussi de gagner

du temps de calcul).

En pratique, on a donc commencé, pour différentes extensions de la grille de simulation
crmult, par déterminer un grand nombre d’orbitales inoccupées, et ce n’est qu’ensuite
que les équations de Casida ont été construites et résolues, pour différentes valeurs de

Noyirt-

a) Calculs de LR-TDDFT avec BigDFT : le tassement du conti-

nuum et ses effets sur le spectre

Quelques détails d’implémentation et d'utilisation de BigDFT pour la LR-TDDFT viennent
d’étre présentés, notamment pour calculer, par un calcul de DFT usuel, les fonctions
d’onde et énergies associées aux orbitales occupées et inoccupées du systéme. Pour s’as-
surer que ce soit bien fait, il est tout d’abord nécessaire de vérifier que la grille de si-
mulation crmult ne modifie pas les énergies et fonctions d’onde déterminées. Il faudrait
également faire varier le pas de grille hgrid, mais, comme dit plus haut, il est suffisam-

ment faible pour que son influence soit négligeable.

Un deuxiéme parametre est important, mais il concerne cette fois-ci la construction des
équations de la LR-TDDFT : c’est le nombre d’orbitales virtuelles (ou inoccupées) utili-
sées M.,;+. Pour une extension de grille donnée, plus n,;,, est grand et plus des orbitales
virtuelles de haute énergie sont calculées. Le nombre de ces orbitales inoccupées devrait
étre infini, mais il est en pratique discret, du fait de la discrétisation de I'espace en une
grille. Lors des calculs de LR-TDDFT, il faudrait donc en utiliser le plus possible; on est

cependant obligé de limiter n,;,+ pour des raisons de temps de calcul et de mémoire.

i) La densité d’états et le tassement du continuum

La premiere étape consiste a déterminer la convergence des orbitales du systéme en
fonction de I'extension de la grille de simulation. Elles sont calculées pour différentes
valeurs de crmult variant de 6 a 20 par pas de 2, ce qui correspond a une extension de

la grille variant de 9.7 A a4 30 A dans la direction de la liaison. On montre ce que cela
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(a) crmult = 10 (b) crmult = 16 (c) ermult = 20

F1Gure I1.3: Visualisation de ’extension de la grille autour de la molécule de diazote pour
différentes valeurs de crmult.

représente pour en figure II.3.

Un certain nombre d’orbitales virtuelles a calculer a été fixé, n,;+ = 128. Leurs énergies
sont présentées en figure I1.4. Les orbitales occupées sont elles présentées dans le tableau
I1.2. Elles sont suffisamment stables (a £0.01 eV preés) par rapport a crmult pour que I'on
ne s’y intéresse qu’au moment de la comparaison avec les résultats de NWChem, un peu

plus loin dans ce chapitre.

Les deux premiéres orbitales inoccupées sont liées. Leur énergie est négative, et ne varie
pas a mesure que I’extension de la grille augmente. La caractéristique majeure est quun
tassement est observé pour les orbitales du continuum, dont I'énergie est positive : plus
I'extension de la grille est grande, plus les premiéres orbitales virtuelles se tassent aux
plus basses énergies. C’est ce qui est appelé le tassement du continuum (notre traduc-
tion du continuum collapse anglais). Ce probléme est bien connu pour BigDFT, et plus
généralement dans le cas de bases systématiques, car augmenter I'extension de la grille
permet de trouver des orbitales plus évanescentes, qui s’accumulent donc aux petites
énergies : la grille finie exerce moins de pression sur les orbitales trouvées a mesure
qu’elle s’agrandit. Ainsi, a nombre d’orbitales virtuelles constant, la plage d’énergie sur
laquelle on en trouve se réduit au fur et a mesure que n,;: augmente. Au-dela d’une
certaine extension (crmult entre 14 et 16), il y a méme une troisiéme orbitale qui devient
liée, ici visible pour crmult > 16 (diamétre de la grille de 24 A). Son énergie n’est tou-
jours pas stabilisée pour crmult = 20 (diamétre de la grille de 30 A), ce qui signifie qu’il
est nécessaire d’encore augmenter l'extension de la grille pour qu’elle soit considérée

comme convergée.
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FIGURE I1.4: Energie des 128 premiéres orbitales inoccupées de Ny trouvées par BigDFT
pour différentes extensions de la grille de simulation, avec un pas de grille

hgrid = 0.3 a.u..

ii) Les effets du tassement du continuum sur les spectres d’excitation

Si les orbitales inoccupées se tassent aux plus basses énergies, il faut s’attendre a ce que

les spectres d’excitation se tassent également. C’est ce qui est observé en figure IL.5.

Pourtant, certaines excitations (pour un type de résolution d’équations de Casida donné,
c’est-a-dire en appliquant la TDA ou non) varient peu avec I’extension de la grille. Leur
énergie est généralement en-dessous de 10.5 eV (voir la figure I1.6 pour mieux visualiser
cette partie du spectre). Elles correspondent a des transitions depuis les orbitales occu-
pées (la plus haute est notée HOMO pour Highest Occupied Molecular Orbital, les autres
orbitales occupées étant comptées par rapport a cette référence HOMO—i (v € 1,2, 3)
vers les orbitales inoccupées liées (au nombre de deux ici; elles sont dégénérées, c’est-
a-dire de méme énergie, et notées LUMO et LUMO+1 pour Lowest Unoccupied Molecular

Orbital en anglais).

A plus haute énergie, au-dessus de 25 €V, il existe deux autres excitations qui ne varient
pas en fonction de '’extension de la grille : elles correspondent a des transitions entre
HOMO-4 ('orbitale occupée de plus basse en énergie trouvée par BigDFT) et les deux
LUMO.

On remarque cependant clairement l'effet du tassement du continuum d’orbitales inoc-
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FIGURE IL5: Energies d’excitation de N; trouvées par BigDFT en fonction de I’extension
de la grille crmult (pour un pas de grille hgrid = 0.3 a.u.). Elles sont obtenues
en appliquant la TDA ou non (ce dernier cas est représenté par le mot clé
"Full", pour dire que le systéme de Casida complet, sans cette approximation,
est résolu). Dans tous les cas, 128 orbitales virtuelles ont été utilisées.

cupées, puisque I'énergie d’excitation maximale trouvée diminue pour une extension de
la grille croissante. Pour les plus grandes extensions de grille (a partir de crmult = 12),
deux tassements du continuum sont d’ailleurs visibles : un au-dessus de 25 €V, un autre
en-dessous. Ceci s’explique par le fait que les orbitales HOMO—: (z € 0,1,2,3) sont
groupées en quelques eV (de -13.5 2 -10.4 eV), alors que HOMO-4 est a plus basse énergie,
14.6 eV sous HOMO-3. Pour les grandes extensions de grille, cette différence d’énergie
(entre les deux orbitales occupées les plus basses) est suffisamment grande devant I’éner-
gie de la derniére orbitale inoccupée considérée pour que deux tassements du continuum
soient différenciés. Ceci vient du fait que 'un des termes importants dans la construc-
tion des équations de Casida (cf. équation (I.5)) est le terme diagonal, construit par la
différence d’énergie £, — E, entre chaque couple "orbitale inoccupée - orbitale occu-
pée" considéré, qui devient prépondérant pour les orbitales inoccupées les plus hautes
en énergie.

Une différence de quelques dixiemes d’électron-volts sur les énergies d’excitation est
attendue suivant que la TDA est appliquée ou non. Cependant, il existe une excitation
dont I’énergie varie de pres de 5 eV suivant ce choix. Elle est visible sur la figure II.5

pour les extensions de grille n,;,+ les plus grandes. Elle est située aux environs de 20 eV
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FI1GURE IL.6: Méme figure que II.5, mais I’échelle d’énergie est réduite de maniere a n’ob-
server que les excitations de basse énergie.

lors de la résolution des équations completes de Casida , et aux alentours de 25 eV lors la
TDA est appliquée. Sa particularité est qu’elle est la plus brillant : voir la figure I1.7). Ceci
s’observe en tragant les spectres, c’est-a-dire en associant une force d’oscillateur f,. a

chaque excitation de la maniere suivante :

_ (Beae—E)?
spectrum(F) = Z fexze € 202 (IL1)
exrc
Un spectre est ainsi défini comme la somme sur toutes les excitations de fonctions gaus-
siennes de largeur o ? centrées sur chaque énergie d’excitation E.,. et dont la hauteur
est donnée par la force d’oscillateur f.,., qui est la plus grande pour cette excitation trés

variable selon les parametres de calcul.

Cette excitation brillante varie en fonction de crmult : elle est de moins en moins brillante
et apparait a de plus hautes énergies a mesure que '’extension de la grille diminue. La
variation en énergie pourrait étre un effet du tassement du continuum, mais cela n’ex-
pliquerait pas la variation de la force d’oscillateur. Nous allons voir que ce pic, quand il

est observé, se situe en fait dans une plage d’énergie ou les spectres ne peuvent pas étre

2. Pélargissement est fait pour permettre la comparaison directe de spectres a 'expérience, du fait du
temps de vie de Iexcitation — pour un temps de vie tendant vers I'infini, la largeur du pic est tend vers 0
— et de la résolution des spectrometres; ici, la valeur de o est fixée arbitrairement a 0.1 eV.
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F1GURE I.7: Spectres obtenus en utilisant 128 orbitales virtuelles pour résoudre les équa-
tions de Casida (de maniére compléte en pointillés, avec la TDA en trait
plein) pour différentes extensions de la grille de simulation crmult (pour un
pas de grille fixe hgrid = 0.3 a.u.).

considérés comme convergés.

Avant d’aborder ce point, notons seulement que l'effet du tassement du continuum est
évidemment visible sur les spectres, puisqu’un spectre consiste seulement a pondérer
chaque excitation par sa force d’oscillateur : le tassement des énergies d’excitation vu en

Figure IL.5 est donc également observable en figure I1.7.

iii) Convergence des spectres en fonction du nombre d’orbitales inoccu-

pées utilisées

Pour mettre en évidence que les variations de ’énergie d’excitation et de la force d’oscil-
lateur associées au pic le plus brillant ne peuvent s’expliquer comme un effet du tasse-
ment du continuum, on montre que le méme phénomeéne (énergie de plus en plus grande
et force d’oscillateur diminuant pour ce pic particulier) est visible lorsque le nombre d’or-
bitales inoccupées utilisées est croissant pour un crmult donné (ici crmult = 10 en figure
IL8).

Plus le nombre d’orbitales inoccupées prises en compte est grand, plus I'énergie d’excita-
tion associée a ce pic brillant est grande et plus la force d’oscillateur qui lui est associée

diminue. Rappelons que ce sont toujours les mémes orbitales inoccupées qui ont été
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F1GURE IL.8: Spectres obtenus en utilisant différents nombres d’orbitales inoccupées (no-
tés ny;-¢) pour résoudre les équations de Casida (de maniére complete en
pointillés, avec la TDA en trait plein) pour une extension de la grille de si-
mulation fixée a crmult = 10 (le pas de grille est toujours hgrid = 0.3 a.u.).

utilisées dans les différents calcul : un grand nombre de celles-ci a été déterminé préa-
lablement, et ce n’est qu’ensuite que les équations de Casida sont construites a partir
des n,;,+ orbitales inoccupées les plus basses en énergie. Pourtant, utiliser un plus grand
Nyir¢ @ crmult constant a un effet similaire & diminuer crmult pour un n,;,; fixé. Dans
les deux cas, cela signifie que ce pic brillant tend a disparaitre lorsque I’énergie de la

derniére orbitale considérée est grande.

Cette énergie semble ainsi avoir une grande importance. Une maniére de la déceler
est de revenir a la figure I1.8. Il y est en effet possible de déceler une convergence des
spectres : tous ceux utilisant plus de 8 orbitales inoccupées semblent identiques jusqu’a
des énergies de 12 eV environ; de méme, les spectres construits a partir d’au moins 16
orbitales virtuelles sont presque identiques jusqu’a des énergies de 15 eV. Des couples
[Erazs Eeony], définissant une énergie limite de convergence des spectres E,,,, associée

al’énergie F,,,. de la derniére orbitale inoccupée utilisée, peuvent ainsi étre constitués.
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Mesurer la convergence des spectres avec la densité d’excitation

On se propose de recenser ces couples [ E,q0,Feony] pour différents crmult et n,;,.. La
maniére la plus précise d’y parvenir n’est pourtant pas en constatant la convergence des
spectres, du fait des nombreuses transitions a faible force d’oscillateur et méme inter-
dites. Ce que I’'on a appelé la densité d’excitation (raccourcie par DOE pour Density Of

Excitations en anglais) a été préférée :

_ (Bewe—B)?

DOE(E) =) e 27 (IL.2)

exrc
C’est une manieére parmi d’autres de mettre toutes les excitations sur un pied d’égalité,
sans tenir compte de la force d’oscillateur. Elle a principalement été choisie car elle est

trés proche de la définition du spectre (IL.1).

La méthode suivie pour déterminer I’énergie de convergence en fonction de I’énergie
maximale a été faite pour plusieurs extensions de grille crmult. Pour chaque crmult, les
densités d’excitation obtenues pour différents n,;,; utilisés ont été superposées, comme
il est présenté en figure I1.9. C’est alors qu’on a pu déterminer les couples [ E,,q, Econv]

pour différentes extensions de grille.

Pour mesurer précisément les énergies de convergence, il a seulement fallu réduire la
valeur de o dans (I.2) par rapport a celle utilisée pour la figure I1.9. Une autre difficulté
pour définir cette énergie de convergence vient du fait que certaines excitations varient
encore sensiblement en énergie, méme si elles sont dans la zone ou le spectre semble
globalement convergé. Ce point n’a pas été pris en compte lors de la détermination des
énergies de convergence puisque cela ne concerne qu'une minorité d’excitations. Cela
vient du fait que certaines excitations peuvent grandement varier selon F,,,,, comme il

sera vu plus tard.

Une fois les données récoltées, il ne reste plus qu’a représenter E.,,, en fonction de

E, 4z, ce qui est fait en figure I1.10.

La lecture de cette figure montre directement que I’énergie de la derniere orbitale inoccu-
pée utilisée E,,,, est directement proportionnelle a I'énergie de convergence du spectre
Econy- La relation entre les deux est donnée par E.,,, = 1.00£0.02E,,,,, +10.5040.18.
Une remarque importante est que I'ordonnée a l'origine correspond a 'opposé de I’éner-
gie de la HOMO (celle-ci est située dans la barre d’erreur). La relation F.pn, >~ Ege —

Erono est donc vérifiée numériquement, et n’est valable que pour E,,,, > 0.

Ce résultat, remarquable, montre qu’il vaut mieux comparer des spectres pour lesquels
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F1GURE I1.9: Densité d’excitation pour différentes extensions de grille crmult. Pour cha-
cune de ces extensions, différentes valeurs de n,;,; ont été utilisées, et I’éner-
gie de la derniére orbitale utilisée F),,, est donnée avec n,;. Il est alors
possible de lire I'énergie de convergence des spectres.
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F1GURE I1.10: Energie de convergence des spectres de Ny en fonction de I’énergie de la
derniére orbitale inoccupée utilisée pour différentes extensions de grille
crmult. La droite représente une courbe d’ajustement affine dont les para-
metres sont donnés en légende.

Epnaz est fixée (plutdt que n,;,.4). Surtout, cela montre que le continuum d’orbitales
inoccupées est décrit de la méme maniére pour toutes les extensions de grille
considérées, ce quilaisse a penser que cette description est trés bonne, méme pour
la plus petite extension de grille utilisée ici. Enfin, ceci nous permet enfin de conclure
sur le pic brillant dont il a été question plus haut : il n’est en fait présent que dans la zone

non-convergée des spectres, il n’a donc pas de signification physique.

Avec cet acquis, qui permet de justifier qu'un spectre est globalement convergé en-
dessous d’une certaine énergie, I’étude de la convergence des spectres en fonction de

I'extension de la grille de simulation crmult est facilitée.

iv) Convergence des spectres en fonction de I’extension de la grille de

simulation

Pour un calcul DFT typique avec BigDFT, il faut principalement s’assurer de la conver-
gence des orbitales occupées par rapport a I'extension de la grille. C’est ce qui a tres
succinctement été fait plus haut, lorsqu’il a été question du tassement du continuum. De
la méme maniére, pour déterminer un spectre de référence, il faut principalement étudier

la convergence des spectres en fonction de ce parameétre. Ceci est d’autant plus facilité
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F1GURE I1.11: Energies d’excitation de Nj calculées par BigDFT pour quatre crmult et
quatre F,,,, différents en résolvant les équations complétes de la LR-
TDDFT. Les lignes horizontales grises correspondent aux énergies d’exci-
tation trouvées lors du calcul ayant pour parametres [crmult,n,;+]=[12,2].

par ce qui vient d’étre appris. En effet, 'influence du nombre d’orbitales virtuelles est
maintenant bien comprise, et il faut plutét comparer les spectres obtenus lorsque 1’éner-

gie de la derniére orbitale inoccupée utilisée E,,,, est identique.

Convergence des énergies d’excitation les plus basses

Une telle comparaison est présentée en figure II.11, ou les énergies d’excitation les plus
basses pour quatre extensions de grille différentes et quatre énergies maximales diffé-
rentes. Les valeurs de E,,,,, sont indicatives, il peut y avoir des variations de 0.1 eV : il

n’y a pas suffisamment d’orbitales libres pour permettre des comparaisons plus précises.

Globalement, a £, fixée, les énergies d’excitation les plus basses sont les mémes quelle
que soit I'extension de la grille. Ceci conforte une fois de plus I'idée que ce n’est pas 1,
mais E,,,, qui est le parametre important pour juger jusqu’ou un spectre peut-étre consi-
déré comme convergé. Cette constance des énergies d’excitation a F,,,, fixée est d’au-
tant plus remarquable que le nombre d’orbitales inoccupées utilisées varie grandement
selon crmult, du fait du tassement du continuum : les variations d’énergie de certaines
excitations ne sont donc pas dues a la taille de la matrice a résoudre, mais bien un effet

physique, montrant qu’il y a besoin d’inclure les orbitales du continuum de haute éner-
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F1cure I1.12: Convergence des énergies d’excitations a mesure que F£,,,, augmente pour
deux extensions de grille différentes lors de la résolution compléte des
équations de la LR-TDDFT.

gie pour obtenir un spectre de référence pour la molécule N,. C’est sans doute le point
le plus important qu’il faut retenir de cette figure : il faut continuer a augmenter £,
pour espérer atteindre une convergence des énergies d’excitation. En particulier, 'ordre

des deux premiéres excitations tend a s’intervertir lorsque E,,,, augmente.

Augmenter a nouveau FE,,,, : convergence des premieres excitations

Pour espérer atteindre une convergence et donner des valeurs de référence pour les pre-
mieres excitations, il faut donc augmenter £,,,,. Du fait du tassement du continuum,
il est plus facile d’augmenter F,,,, de maniére significative pour les petites valeurs de
crmult : c’est donc pour crmult = 6 et crmult = 8 que lexploration des plus grandes
valeurs de F,,,, a été faite, et les résultats pour quelques excitations sont montrés en

figure 11.12 dans le cas de la résolution compléte des équations de la LR-TDDFT.

Le besoin d’atteindre la convergence des premiéres excitations est ici particulierement
important et visible. En effet, 'augmentation de F,,,,, change 'ordre des deux premieres
excitations. Pour les plus petites valeurs de E,,,., c’est une excitation dont la transition
dominante va de la HOMO vers la LUMO dégénérée qui est la plus basse énergie. Pour

les plus grandes valeurs de F),,;, c’est 'excitation dont la transition dominante va de
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la HOMO-1 dégénérée vers la LUMO dégénérée qui est la plus basse. Ce changement
s’opére aux alentours de 20 €V, et est déja visible pour crmult € {6,8,10} lorsque E,,0p =
19.5 eV. Pour constater ce croisement des énergies d’excitation, il faut donc prendre en
compte le continuum d’orbitales inoccupées jusqu’a de tres hautes énergies. Ceci va a
I'encontre de la référence [31], ou il est dit que l'effet du continuum a une importance

mineure sur les énergies d’excitation de plus basse énergie.

Il y a donc besoin de décrire le continuum jusqu’a de hautes énergies, mais I’est-il suf-
fisamment bien décrit pour les plus petites extensions de grille? La figure II.11 montre
en tout cas que jusqu’a 15.5 eV, la méme évolution a lieu pour un crmult allant de 6 a 12.
Des résultats non montrés ici montrerait la méme chose jusqu’a 19.5 eV pour les crmult
allant de 6 a 10. Enfin, des évolutions similaires des énergies d’excitation sont obser-
vées pour les deux crmult de la figure I1.12 jusqu’a F,,4,; = 90 eV. Le continuum semble
suffisamment bien décrit pour la plus petite extension de grille considérée. Il est donc

possible d’estimer une valeur limite pour chacune de ces excitations.

Il faudrait encore augmenter la valeur de F,,,, pour les plus petites extensions de grille
pour encore mieux juger de la convergence des énergies d’excitation. Néanmoins, il est
possible d’ajuster une courbe sur les points issus des calculs pour déterminer une énergie
limite. Pour cela, il faut connaitre la loi de décroissance, ce qui n’est pas le cas. Deux types
de décroissance ont néanmoins été envisagés. La premiere est une loi en inverse de E,,,,.

et notée E,,.;, et 'autre est exponentielle et notée I, :

EO %
E'e:cc,i = Elz'm + =
Emas — Bv, (IL3)

Eeacc,e — Elz'm + EO,ee_Em(w/El'E

L’ajustement des différents parametres a été fait a partir des valeurs d’énergie d’excita-
tion obtenues pour crmult = 6 et différentes valeurs de £),,,,. dans le cas de la résolution
complete des équations de la LR-TDDFT. Le résultat des différents ajustements est ré-
pertorié dans le tableau II.1, ou sont également reportées les énergies d’excitation pour

quelques valeurs de E,,,,,.

Les deux types d’ajustement donnent des valeurs d’énergie limite F;,,, différentes, mais
en accord relativement proche, a moins de 0.05 eV, sauf pour la quatriéme excitation. Il
est donc possible de déterminer des énergies d’excitation de référence qui tendent vers
"Iexactitude chimique" de 0.05 eV [32]. Malheureusement, elles ne peuvent étre déduites
qu’en utilisant un grand nombre d’orbitales inoccupées, et donc limitant en temps de

calcul. Si la plupart des énergies d’excitation varient de moins de 0.1 eV entre les plus
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TaBLEAU IL1: Energies des premiéres transitions trouvées en résolvant les équations
completes de la LR-TDDFT pour une extension de grille crmult = 6 pour
différents E,,,,. La valeur de Ej;,, pour chacune de ces excitations et pour
les deux types d’ajustements étudiés (cf. équation (II.3)) est reportée.

Excitation Eoas [€V] Eim [€V]
Transition dominante 236 1536 25.29 43.06 60.50 88.84 | expon. inverse
HOMO-1/2 -+ LUMO(+1) | 737 736 735 734 734 733 7.32 7.29
HOMO — LUMO(+1) 750 737 734 730 729 7.28 7.28 7.24
HOMO-1/2 - LUMO(+1) | 848 846 845 843 843 842 8.41 8.38
HOMO — LUMO(+1) 9.00 898 893 890 8.88 8.86 8.85 8.78
HOMO-1/2 —+ LUMO(+1) | 935 935 935 935 935 935 9.35 9.35
HOMO-1/2 -+ LUMO(+1) | 9.88 9.87 9.86 9.85 9.85 9.84 9.83 9.81
HOMO-3 — LUMO(+1) | 10.29 10.27 10.24 10.23 10.22 10.21 | 10.20 10.18

petites valeurs de E,,,,, il existe une excitation dont I’énergie varie de plus de 0.2 eV.
Il s’avére que cela peut étre d’'une importance cruciale, puisque, dans le cas présent,
l'ordre des deux premiéres excitations peut étre mal prédit si la valeur de £, est in-
suffisante. Il faut également pointer le fait que ces énergies ont été trouvées en utilisant
un pseudo-potentiel et pas un potentiel "tout électron". Pour les considérer comme des
valeurs de référence pour Ny avec un potentiel LDA, il faudrait montrer que 'utilisa-
tion d’'un pseudo-potentiel n’a pas une grande importance sur les résultats, et aucune

maniere concluante de la faire n’a pu étre envisagée a ce jour.

Convergence des spectres a plus haute énergie

Ces excitations a basse énergie ont des forces d’oscillateur trés basses dans ce cas-ci,
et ne sont donc pas visibles sur les spectres calculés pour Ns. Quel est donc I’effet de
Paugmentation de £, sur les spectres ? Pour répondre a cette question, les spectres

correspondant a différentes énergies E,,,, sont présentés en figure II.13.

Pour chaque valeur de F,,,,,, des spectres calculés a différents crmult sont comparés. Une
zone grisée correspondant a la zone non-convergée du spectre est représentée, la limite
entre les deux zones étant donnée par F,,,,, suivant la formule F..,, = E0: — Enomo

vue précédemment, avec ici Eyopo = —10.40.

Un premier constat est que les parties dites convergées par rapport a un changement
de 1+ pour un crmult fixé le sont globalement. Rappelons toutefois qu’il peut exister
quelques légeres variations pour certains pics dans la zone jugée convergée, mais une
convergence est bien atteinte pour les grands n,;,+ : quelques excitations varient gran-

dement selon F),,,, méme pour des transitions vers des orbitales d’énergie positive. Il
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F1GURE I1.13: Spectres de Ny lorsque crmult varie pour différentes valeurs de E,,,.. Les
parties grisées correspondent aux zones ou le spectre ne peut pas étre consi-
déré comme convergé, suivant la formule E .y, = Frar — Enomo-
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est néanmoins important de remarquer que, méme malgré les grandes différences de
Nyirt pour un crmult donné — et donc les différences de taille de matrice a résoudre - les
forces d’oscillateur ne sont pas grandement modifiées, alors qu’elles sont tres sensibles
a de petites variations des éléments non-diagonaux d’apres [35]. Ainsi, il est tout a fait
possible de comparer les spectres obtenus avec E,,,, ~ 3.0 eV pour différents crmult
(il a été possible d’obtenir des spectres jusqu’a crmult =20). La plage d’énergie ou les
spectres peuvent étre comparés est faible, mais existe-t-il une convergence a mesure que
crmult augmente ? La réponse est non : a la fois le nombre de pics, leur énergie et leur
force d’oscillateur varie d’'une maniere substantielle en fonction de crmult. La conver-
gence des spectres par rapport a ce parametre n’est donc pas atteinte dans cette plage
d’énergie, et cela méme pour une extension de grille de 30 A, dans le cas ot crmult = 20.
Pour une petite molécule comme celle-ci, il semble donc tres difficile de justifier qu'un
des spectres présentés doit étre considéré comme une référence, méme sur une plage

d’énergie arbitrairement réduite.

Le spectre a ces basses énergies (quand E,,,, < 13 eV) est sans doute sensible au fait
que les orbitales de Rydberg ne sont pas liées en LDA. Elles sont en effet trés sensibles
au tassement du continuum, a tel point qu’une troisieme orbitale devient liée pour les
plus grandes extension de grille. Un autre potentiel que le potentiel LDA est a considérer

pour mieux traiter ces orbitales-1a, et donc les excitations qui y sont associées.

Il n’est néanmoins pas possible de déceler une convergence des spectres par rapport a
crmult a de plus hautes énergies : c’est la tout le probléme de la discrétisation d’un conti-
nuum d’orbitales, pour lequel un contournement sera exploré dans le dernier chapitre
de cette these.

Conclusions sur les spectres de N, déterminés par BigDFT

La conclusion de I’étude de la molécule de la molécule de diazote avec BigDFT peut donc
sembler décevante en regard de la détermination d’un spectre considéré comme la réfé-
rence pour le potentiel LDA. Il est pourtant possible d’arriver a certaines conclusions en
distinguant d’une part les excitations concernant des transitions vers des orbitales liées
et d’autre part celles concernant des transitions vers des orbitales du continuum. Pour
les premieres, il a été montré que 'augmentation de I'extension de la grille crmult n’a
pas d’effet sur la valeur des énergies d’excitation, du moment que 1'énergie de la der-
niére orbitale inoccupée considérée F,,,, est la méme. Il faut alors se concentrer sur la
convergence suivant 'augmentation de F,,,,,. La rapidité de cette convergence ainsi que

I’amplitude de la variation de I’énergie d’excitation dépendent de I'excitation considé-
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rée. Il a toutefois été possible de déterminer précisément une énergie limite pour chaque
excitation, apres ajustement de deux lois de décroissance différente. Cette convergence
se manifeste de la méme maniere pour une plus grande grille de simulation, ce qui tend
a montrer que la qualité des orbitales de plus haute énergie est suffisante pour la plus pe-
tite grille de simulation étudiée. Pour ces excitations, une valeur de référence peut donc
étre donnée de maniere précise, mais il faut pour cela utiliser des orbitales du conti-
nuum de trés haute énergie. Pour la deuxieme catégorie d’excitations, il n’y a plus de
convergence par rapport a crmult pour un F,,,,, fixé. C’est un des effets du tassement du
continuum. L’autre effet est que certaines orbitales de Rydberg — qui ne sont pas liées
avec un potentiel LDA, et se retrouvent ainsi artificiellement mélangées au continuum -
ont une énergie trés dépendante de crmult, de telle sorte qu'une d’entre elles devient liée
lorsque la grille est suffisamment grande. Par contre, augmenter E,,,, pour un crmult
donné montre une trés bonne convergence des spectres. Il est ainsi possible de définir
une énergie de convergence des spectres E.,, telle que Feony = Fmae — Enonmo pour
Ep e > 0. Une gamme d’énergie ou les spectres peuvent étre considérés comme conver-
gés par rapport a ny;+ ou E,,,, est donc clairement définie, méme s’il existe certaines
excitations dans cette gamme qui varient encore un peu avant de se stabiliser lorsque
E,... augmente encore. La grande variabilité des spectres suivant ’augmentation de cr-
mult ne permet toutefois pas de déterminer clairement un spectre de référence, méme
sur une plage d’énergie réduite.

Tout ceci a été obtenu en utilisant BigDFT et tend a montrer que 1’étude de N, en LR-
TDDFT est bien plus compliquée que ce que 'on pourrait suspecter au premier abord.
Pour la suite de ce chapitre, une comparaison de ces résultats avec ceux de la littérature,
assez riche a ce sujet, sera faite. Pour enrichir ces données et étre plus exhaustif, des
calculs avec NWChem~— qui utilise des bases localisées gaussiennes — ont également été

entrepris et seront principalement étudiés.

b) Comparaison avec la littérature et les résultats obtenus avec
NWChem

Malgré la base systématique de BigDFT, il n’a pas été possible de définir un spectre de
référence pour Ny parmi tous les calculs menés, sauf pour les énergies d’excitation les
plus basses : changer I'extension de la grille de simulation et le nombre d’orbitales du
continuum prises en compte fait énormément varier les énergies d’excitation et les forces
d’oscillateur qui leur sont associées. L’ordre de certaines excitations s’en trouve méme

parfois changé. De nombreux calculs de LR-TDDFT pour N, ont été rapportés, dont une



38 CHAPITRE II : CALCULS DE REPONSE LINEAIRE

partie au niveau LDA [28-32]. Tous ces résultats (sauf ceux de la référence [31]) utilisent
un formalisme a bases localisées avec des fonctions gaussiennes. Des calculs avec le
code NWChem-~— utilisant ce méme formalisme — ont également été menés. Les résultats
obtenus avec ce code seront tout d’abord étudiés en comparaison de ceux obtenus avec
BigDFT. Dans un premier temps, la méme distance interatomique Ryy = 111.5 pm a

été utilisée.
i) Convergence de la DOS en fonction de la base

Le parametre important a spécifier avant un calcul en base gaussienne est le choix de
la base, et méme plutdt un ensemble de bases. Pour cette étude, les mémes bases que
celles de la référence [5] ont été utilisées, a savoir CC-PVXZ et aug-CC-PVXZ. Les
bases d-aug-CC-PVXZ (toutes avec X € {d,t,q,5,6} ont également été utilisées. Une
convergence est attendue avec I’ajout de couches supplémentaires (d, f, g, ...), notées
par la valeur de X pour chaque famille de base : d pour double signifiant Iutilisation
des couches s, p et d, et ainsi de suite pour ¢ (triple), ¢ (quadruple), 5 (quintuple) et
6 (sextuple), signifiant respectivement l'utilisation supplémentaire des couches f, g, h
et i. L'utilisation des bases augmentées et doublement augmentées (préfixes "aug" et
"d-aug") dénote I’ajout d’'une ou deux fonctions diffuses par couche électronique. Une

convergence est également attendue a mesure que la base est plus augmentée.

Pour commencer, les orbitales obtenues avec NWChem en utilisant les quinze bases dont
il vient d’étre question sont comparées a celles obtenues avec BigDFT pour différentes

extensions de grille.

Orbitales liées

Les deux codes donnent des résultats comparables pour les orbitales liées, comme le

prouvent les valeurs rapportées dans le tableau II.2.

Les deux orbitales HOMO-1 et HOMO-2 étant dégénérées, elles ont été regroupées dans
la méme colonne du tableau, notée HOMO-1/2.1] a été fait de méme pour les orbitales dé-
générées LUMO et LUMO+1 dans la colonne LUMO(+1). Pour toutes ces orbitales liées,
les énergies obtenues avec BigDFT sont trés proches quelle que soit la valeur de crmult
(déviation de £0.01 eV au maximum). C’est d’ailleurs un des avantages des bases systé-
matiques : une fois ’extension de la grille suffisamment grande, la convergence est assu-
rée (au moins pour les orbitales liées). Une troisiéme orbitale inoccupée liée est trouvée

lorsque I'extension de la grille est suffisamment grande, pour un crmult de 16. Ceci est
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TaBLEAU I1.2: Energies des orbitales liées (en eV) donnés par BigDFT et NWChem pour
différents parametres de calculs (extension de grille crmult pour BigDFT,
choix de la base pour NWChem) pour la molécule de diazote Ns. Pour
rendre compte du fait que les orbitales HOMO-1 et HOMO-2 sont dégéné-
rées (respectivement LUMO et LUMO+1), leurs énergies sont présentées
dans une méme colonne notée HOMO-1/2 (resp. LUMO(+1))

LUMO(+1) HOMO HOMO-1/2 HOMO-3 HOMO-4
17y 304 1m, 20, 20,

6 -2.39 -10.39 -11.74 -13.54 -28.09
BigDFT 8 -2.39 -10.40 -11.74 -13.54 -28.10
crmult 10 -2.39 -10.40 -11.74 -13.54 -28.10
12 -2.39 -10.40 -11.74 -13.54 -28.10
D -1.87 -9.82 -11.34 -13.11 -27.74
NWChem T -2.23 -10.23 -11.63 -13.42 -27.89
CC-PVXZ Q -2.32 -10.32 -11.69 -13.49 -27.93
5 -2.38 -10.36 -11.73 -13.52 -27.96
6 -2.40 -10.38 -11.75 -13.54 -27.98
D -2.39 -10.36 -11.74 -13.57 -28.15
NWChem T -2.42 -10.40 -11.76 -13.57 -28.03
aug-CC-PVXZ Q -2.41 -10.40 -11.76 -13.56 -28.00
5 -2.41 -10.40 -11.76 -13.55 -27.99
6 -2.41 -10.40 -11.76 -13.55 -27.99
D -2.39 -10.37 -11.74 -13.57 -28.15
NWChem T -2.41 -10.40 -11.76 -13.57 -28.03
d-aug-CC-PVXZ | Q -2.41 -10.40 -11.76 -13.56 -28.00
5 -2.41 -10.40 -11.76 -13.55 -27.99
6 -2.41 -10.40 -11.76 -13.55 -27.99

du a la forte délocalisation de cette orbitale, qui n’est pas bien représentée lorsque le
domaine de simulation n’est pas assez étendu. Des calculs ont montré qu’une extension
de grille crmult = 20 (c’est-a-dire un domaine de simulation de 30 Ade diamétre autour
de N5) ne permettait pas de considérer cette troisiéme orbitale inoccupée liée comme

convergée par rapport a crmult.

Ces énergies sont a comparer a celles obtenues avec NWChem. Pour les deux types de
bases, une convergence des énergies est observée lorsque plus de couches sont ajoutées.
Il semble néanmoins que 'augmentation ne soit pas superflue, puisque aug-CC-PVDZ
donne des résultats déja comparables a ceux venant de CC-PV5Z. Ce n’est d’ailleurs
qu’a partir de la base aug-CC-PV5Z que les énergies sont aussi bien convergées que
celles déterminées par BigDFT. Elles en sont d’ailleurs trés proches. La différence la plus

importante entre les deux codes est de 'ordre de 0.1 eV pour 'orbitale HOMO-4. Ceci
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F1GURE I1.14: Quelques orbitales obtenues avec NWChem pour les différentes bases CC-
PVXZ, aug-CC-PVXZ et d-aug-CC-PVXZ (avec X € {d,t,q,5,6}) com-
parées a celles obtenues avec BigDFT pour différentes combinaisons d’ex-
tension de grille crmult mais une énergie de la derniere orbitale inoccupée
de E,,.; = 15.5 eV. Les énergies atteintes par NWChem sont plus grandes
que celles présentées, qui sont celles sorties par défaut.

est sans doute due a 'utilisation de pseudo-potentiels dans BigDFT, alors que NWChem
est un code tout électron. Il faut enfin remarquer que 'utilisation de bases doublement
augmentées ne change rien a la détermination des orbitales liées. En particulier, cela ne
permet pas de retrouver la troisieme orbitale inoccupée liée trouvée par BigDFT pour
les plus grandes extensions de la grille de simulation, et cela malgré un ajout important

d’orbitales diffuses.

Orbitales du continuum

La situation montrée en Figure I1.14 pour les orbitales du continuum est par contre plus
difficile a juger.

Une premiere remarque est que les orbitales inoccupées obtenues avec NWChem sont
généralement moins denses que celles de BigDFT, dans le sens ou il y en a moins sur
une méme plage d’énergie donnée et qu’elles atteignent de hautes énergies. C’est 1a une
des forces des bases gaussiennes : obtenir des résultats de qualité comparable avec peu

d’états. Avec BigDFT, il faut 48 orbitales pour la plus petite extension de grille considé-
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rée — crmult = 6 — pour atteindre des énergies d’orbitales inoccupées de 15.5 eV, et 352
orbitales pour crmult = 12. Pour comparaison, il n’y a que respectivement 3, 9, 12, 13
et 14 orbitales inoccupées sur cette plage d’énergie pour les bases CC-PV.XZ (pour X
allant de D a 6) et respectivement 14, 21, 25, 25 et 30 pour les bases augmentées, sur cette
méme plage d’énergie. Une deuxieme remarque est que I'utilisation de bases augmentées
permet de trouver des orbitales inoccupées non-liées a de plus basses énergies compa-
rativement aux bases non-augmentées, a des énergies comparables a celles de BigDFT.
Avec les bases doublement augmentées, il y a méme une relative stabilisation de cer-
taines orbitales en-dessous de 5 €V, dans le sens ou elles semblent peu touchées par le
passage de double a sextuple zeta. Il faut aussi noter que la troisieme orbitale inoccupée
liée trouvée par BigDFT pour les plus grands crmult ne 'est pas avec ces bases. Enfin,
il semble que I'on observe un tassement du continuum aussi avec NWChem. La conver-
gence de ces orbitales en fonction de la base pour NWChem n’est pas plus visible que
celle par rapport a I'extension de la grille pour BigDFT (pour les orbitales inoccupées).
Une troisieme augmentation changerait sans doute grandement ce qui a été présent¢ ici,
en augmentant encore la densité d’orbitales a basse énergie. Concernant les orbitales
liées, ce qui vient d’étre présenté a la suite du Tableau II.2 est évidemment retrouvé, a
savoir que la convergence des énergies de ces orbitales est meilleure avec I'augmenta-
tion que sans, que la double augmentation n’apporte pas de changements par rapport
a une simple augmentation, et que la base aug-CC-PVDZ donne déja des résultats tres

satisfaisants.

Comme pour BigDFT, la convergence des orbitales liées est donc facilement vérifiée,

mais I'influence de la base reste grande sur les orbitales du continuum.

Qu’en est-il pour les spectres?

ii) Convergence des spectres en fonction de la base

Les spectres obtenus en utilisant les différentes bases gaussiennes ont été calculés et sont

présentés en Figure I1.15 comparativement a quelques spectres obtenus avec BigDFT.

Tout comme les spectres de BigDFT varient beaucoup suivant I'extension de la grille,
ceux obtenus avec NWChem sont trés variables suivant la base gaussienne choisie. 1l
s’avere que c’est principalement I'utilisation de bases plus ou moins augmentées qui
fait varier les spectres, plutot que I'augmentation du nombre de couches électroniques
incluses. Les spectres avec la base doublement augmentée sont par ailleurs ceux qui res-
tent les plus semblables a basse énergie. Ceci n’est pas étonnant au vu des densité d’états

présentées en figure I1.14. Mais est-il possible de parler d’'une convergence ? En effet, pas-
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— TDA ) [12,35'2J — [6,48] —cCc-pvqz —
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F1GuUre I1.15: Spectres obtenus avec BigDFT pour E,,,, = 15.5 eV et des crmult allant
de 6 a 12 par pas de deux, comparés a ceux obtenus avec NWChem en uti-
lisant les bases a) CC-PVXZ b) aug-CC-PVXZ c) d-aug-CC-PVXZ avec
X € {d,t,q,5,6}. Les spectres obtenus en utilisant la TDA sont en trait
plein, et en pointillés sinon.
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ser d’une simple & une double augmentation a apporté de grandes modifications, qu'en
serait-il avec une triple augmentation ? Y-aurait-il d’ailleurs un intérét a répondre a cette
question? C’est en effet le difficile probléme de la discrétisation du continuum qui re-
fait surface, et I'utilisation de bases gaussiennes par rapport au formalisme d’ondelettes
de BigDFT n’est pas meilleure pour y faire face, en restant dans le cadre théorique uti-
lisé jusqu’a présent. Il faut néanmoins remarquer que les forces d’oscillateur diminuent
lorsque plus de fonctions gaussiennes diffuses sont utilisées, ce qui est identique a ce
qui est observé pour BigDFT lorsque crmult augmente (voir I1.13). Ceci tend a montrer
qu’augmenter le nombre d’orbitales du continuum a basse énergie a tendance a diminuer
I'intensité des spectres. Enfin, le pic brillant trouvé avec BigDFT pour les petits F,, ..,
identifié comme vide de sens physique car il se trouve dans la zone non-convergée des
spectres, n’est pas présent dans ceux calculés avec NWChem. 1l était pourtant identi-
fié dans la figure 4 de la référence [5] en utilisant les mémes bases qu’ici avec le code
Demon-2k. Dans un (long) premier temps, nous avons tenté de comprendre pourquoi ce
pic variait autant avec BigDFT et pourquoi il n’était pas reproductible avec NWChem. La
compréhension du phénomene avec BigDFT a été expliquée plus haut dans ce chapitre.
Avec cette explication en téte, il faudrait n’utiliser que quelques orbitales inoccupées
basses en énergie de NWChem pour construire puis résoudre les équations de LR-TDDFT

afin de reproduire ce pic brillant avec NWChem. Cette hypothése a d’ailleurs été vérifiée.

Il n’avait pas été possible de déterminer un spectre de référence avec BigDFT du fait
de la discrétisation jamais suffisante du continuum, ce méme probléme se produit avec
NWChem. Comparer les spectres obtenus par les deux codes n’est donc pas chose aisée.
Néanmoins, en se concentrant sur les excitations de plus basse énergie, et plus particulié-
rement celles qui correspondent a des transitions entre orbitales liées, un accord correct
entre les deux codes est trouvé. Ces énergies d’excitation sont présentées graphiquement

en figure I1.16 et leurs valeurs sont également reportées dans le tableau II.3.

En pratique, ce sont ces énergies d’excitation les plus basses qui sont référencées et com-
parées a 'expérience [5, 28—-34]. Deux groupes d’excitation vont étre distinctement étu-
diés. Le premier concerne les excitations correspondant principalement a des transitions
entre orbitales liées, dont la plupart se trouvent a des énergies en-dessous de 10.4 eV. Le
deuxieme concerne les excitations correspondant principalement a des transitions vers

les orbitales du continuum, a partir de celle notée EB’Z;r dans le tableau IL.3.
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F1GURE I1.16: Energies d’excitation les plus basses trouvées pour certaines extension de
grille de BigDFT avec E,,,, = 15.5 €V et pour différentes bases de NW-
Chem. La TDA n’a pas été appliquée.
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TaBLEAU I1.3: Energies d’excitation de Ny (en V) obtenues avec BigDFT ou NWChem

pour différents paramétres d’entrée. La valeur de AF entre parentheses
donne la différence d’énergie E'rpa — Ey,y pour chaque excitation a para-
metres d’entrée identiques. La transition dominante de chaque excitation
est donnée a coté de la symétrie de I’état excité.

BigDFT, TDA BigDFT, full
Etat Transition (symétries) | [6,48] [8,103] [10,212] [12,352](AF) | [6,48] [8,103] [10,212] [12,352]
B3I, H-1/2—1L(+1) (30,lm) | 7.39 7.39 7.39 7.39 (+0.03) | 7.36 7.36 7.36 7.36
AT H-L (Imylmy) | 7.62  7.62 7.62 7.62 (+0.24) | 737  7.37 7.37 7.38
W3A, H-1/2—L(+1) (Im,lw,) | 8.51 8.50 8.50 8.50 (+0.04) | 846  8.45 8.45 8.46
a'll, H—L (Boglmy) | 9.05  9.05 9.05 9.05(+0.10) | 896  8.95 8.96 8.95
B®¥Y, H-1/2 > L(+1) (Im,lm) | 935 935 9.35 9.35(=0.00) | 935  9.35 9.35 9.35
1S, H-1/2 > L(+1) (Im,lm) | 935 935 9.35 9.35(=0.00) | 9.35  9.35 9.35 9.35
w!'A, H-1/2 -5 L(+1)  (Im,lmy) | 988  9.87 9.87 9.87 (+0.01) | 9.87  9.86 9.86 9.86
C3lI, H3—L (20,,1m) | 1030 10.30 1030 10.30 (+0.04) | 10.26  10.25 10.26 10.26
E’Sr H— L+2 (30y,40,) | 1138 11.69 10.47  10.39 (+0.01) | 11.38  10.68 10.47 10.38
NWChem, TDA NWChem, full
CC-PVXZ

D T Q 5(AE) D T Q 5
B, H-1/2—1L(+1) (3o,lm,) | 735 741 7.41 7.40 (+0.05) | 7.31 7.36 7.36 7.35
AT H—L (Im,lmy) | 7.84  7.80 7.79 7.77 (+0.22) | 7.62  7.58 7.56 7.55
W3A, H-1/2 - L(+1) (Im,lm,) | 8.66  8.60 8.58 8.56 (+0.06) | 8.61 8.54 8.51 8.50
a'll, H—L (3og1my) | 9.03  9.03 9.00 8.98 (+0.13) | 890  8.90 8.87 8.85
B®¥Y, H-1/2 = L(+1) (Im,lm,) | 947  9.40 9.37 9.35(=0.00) | 9.47  9.40 9.37 9.35
215, H-1/2 - L(+1)  (Im,lmy) | 947 940 9.37 9.35(=0.00) | 9.47  9.40 9.37 9.35
w'A, H-1/2—L(+1) (Im,lm,) | 1013 10.01 9.97 9.95(+0.04) | 10.10  9.98 9.94 9.91
C311, H-3—1L (20,,1m,) | 1042  10.38 1036 10.34 (+0.06) | 10.37  10.32 10.30 10.28
EYF H— L+2 (30gd0,) | 19.67  17.13 14.89  13.24 (+0.01) | 19.65 17.12 14.88 13.23

aug-CC-PVXZ

D T Q 5(AE) D T Q 5
B, H-1/2—L(+1) (Bo,lm) | 740 741 7.40 7.40 (+0.04) | 736  7.36 7.36 7.36
A3YF H—L (Imylmy) | 774 777 7.77 7.77 (+0.23) | 7.55  7.55 7.54 7.54
W3A, H-1/2 - L(+1)  (Im,lm,) | 857 856 8.56 8.56 (+0.07) | 8.51 8.50 8.49 8.49
alll, H-L (3oglmy) | 897 897 8.96 8.96 (+0.12) | 8.85  8.85 8.84 8.84
B®Y, H-1/2—-L(+1) (Im,lm) | 935 935 9.34 9.34 (=0.00) | 935  9.35 9.34 9.34
2%, H-1/2 - L(+1)  (Im,lm) | 935 935 9.34 9.34 (=0.00) | 935  9.35 9.34 9.34
w!A, H-1/2 L1 (Im,lm) | 996 9.93 9.93 9.93 (+0.04) | 9.93  9.90 9.90 9.89
C3I1, H3—1L (20,,1m,) | 1038 10.35 1034 10.33 (+0.06) | 10.32  10.29 10.28 10.27
E’S H— L+2 (304.40,) | 11.58  11.36 11.20  11.05(+0.01) | 11.57 11.35 11.19 11.04

d-aug-CC-PVXZ

D T Q 5(AE) D T Q 5

E°Sr H— L+2 (30440,) | 1035  10.40 10.42  10.41(+0.01) | 10.35  10.40 10.41 10.40
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A la lecture de ce tableau, il est possible de penser que le premier groupe d’excitation
présente des énergies qui sont convergées par rapport a la base pour NWChem : toutes
ces énergies convergent lorsqu’elle est plus large, que ce soit en augmentant I'ordre zeta
ou en utilisant 'augmentation. Elles sont d’ailleurs globalement assez proches de celles
obtenues avec BigDFT (les résultats dans ce tableau correspondent a une valeur de E,,,,.
de 15.5 eV pour les quatre extensions de la grille de simulation). Il vaut donc mieux com-
parer les énergies obtenues avec NWChem présentées dans ce tableau avec les énergies
d’excitation FEj;,,, du tableau IL1. Il s’avére alors que les résultats des deux codes pré-
sentent des différences pouvant dépasser un et méme deux dixiémes d’électron-volt. La

question est maintenant de savoir d’ou peuvent venir ces différences.

Une premiere idée est de se demander dans un premier temps si une décroissance des
énergies d’excitation en fonction du nombre d’orbitales inoccupées utilisées dans la
construction des équations de la LR-TDDFT est trouvée, et, dans un deuxieme temps,
si cette décroissance est du méme ordre de grandeur que celle de BigDFT pour chaque
excitation. Si la réponse a la deuxiéme question est négative, alors il faudra s’interroger

sur la convergence de I'un ou I'autre des deux codes.

Une idée pour tester cela est de comparer d’un c6té les énergies d’excitation obtenues
lorsque n,;+ = 2 et de l'autre les énergies d’excitation "a la limite" pour les deux codes.
Pour NWChem, cette limite est trouvée en utilisant toutes les orbitales inoccupées ob-
tenues avec la base choisie, et pour BigDFT en ajustant les courbes F... = f(Enaz)
comme il a été fait plus haut. Pour également permettre une discrimination de la source
des différences entre les deux codes, les calculs vont étre faits sans considérer les or-
bitales de coeur de NWChem et en utilisant la TDA. Le premier critére permet ainsi de
comparer directement des matrices de méme taille, et le second permettra de dire que,
s’il y a des différences, alors elles ne peuvent étre dues qu’a la matrice de couplage. En
effet, rappelons qu’en TDA la matrice a résoudre est constituée de la matrice de couplage
a laquelle les différences d’énergie entre orbitales inoccupées et occupées, E, ;s — Eoee
sont ajoutées en diagonale. Sachant que ces différences d’énergie sont trés proches, si
ce n’est identiques, pour les deux codes, un désaccord ne pourrait alors venir que de la

matrice de couplage.

Avec 'expérience accumulée jusqu’a présent, les calculs sont faits avec NWChem en
utilisant la base aug-cc-PV5Z, et avec un crmult de 6 pour ceux menés avec BigDFT. Les

résultats sont présentés dans le tableau I1.4.

Les deux colonnes de droite sont la pour justifier du fait que les différences .t — Eoee

sont faibles pour les deux codes, avec des divergences d’au plus 0.03 eV.
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TaBLEAU IL.4: Energies d’excitations de N, calculées par NWChem et BigDFT en TDA
dans deux cas particuliers : le premier est celui ou seules deux orbitales
inoccupées sont utilisées, et le second correspond au résultat obtenu a
convergence (toutes les orbitales inoccupées sont utilisées par NWChem,
et la valeur de Ej;,,, est ajustée pour chaque excitation pour BigDFT). Les
calculs avec NWChem sont faits dans la base aug-CC-PV5Z en sans prendre
en compte les orbitales de coeur. Les calculs avec BigDFT sont faits pour
crmult = 6. Les deux colonnes de droite correspondent aux différences
d’énergie entre I'orbitale inoccupée et I'orbitale occupée principalement
impliquées dans I'excitation.

TDA Eyirt — Foee
NWChem | NWChem || BigDFT BigDFT NWChem | BigDFT

Etat Transition (symétries) Noairt =2 all 754 Nyirt =2 | €xpon. | inverse

BFi, H-1/2—>L(+1) (3o,lm,) 7.43 7.40 7.40 7.37 7.36 9.34 9.35
ASZI H—L (171'“,17@1) 7.86 7.77 7.69 7.58 7.56 7.98 8.01
W3A, H-1/2 = L+1)  (Im,lm,) 8.60 8.56 8.52 8.48 8.47 9.34 9.35
alll, H—L (30417,) 9.10 8.96 911 | 897 | 893 7.98 8.01
B3, H-1/2 > L(+1)  (Im,lx,) 9.34 9.34 9.35 9.35 9.35 9.34 9.35
1Y, H-1/2 = L(+1)  (Im,lm,) 9.34 9.34 9.35 9.35 9.35 9.34 9.35
WlAu H-1/2 — L(+1) (17ru,17rg) 9.96 9.93 9.89 9.86 9.85 9.34 9.35
C3IL, H-3 > L 20,,17,) 10.39 10.33 1033 | 1027 | 1026 11.14 11.15

En commencant par regarder ce qu’il se passe pour NWChem lorsque le nombre d’orbi-
tales inoccupées utilisées est changé, il s’aveére que de grandes variations d’énergie sont
également observées entre les deux cas, et amplitude de ces variations dépend de 1'ex-
citation. En comparant ’amplitude de ces variations par rapport a celles observées avec
BigDFT, elles sont tout a fait comparables, si ce n’est identiques. Ainsi, pour les deux
approches, I'effet du continuum d’orbitales inoccupées sur les énergies d’excitation les
plus basses sont les mémes. Les deux codes semblent donc donner des énergies d’exci-
tation qui peuvent étre considérées comme convergées, et la différence entre les deux

vient principalement de la matrice de couplage.

Il reste maintenant a comprendre ce qui cause cette différence du calcul de la matrice de
couplage. L’hypotheése envisagée est que l'utilisation de pseudo-potentiels par BigDFT

en est la cause, mais elle reste a tester.

Revenons maintenant au tableau I1.3, et plus particulierement au deuxiéme groupe d’ex-
citations. Il est ici composé de la seule excitation E3E; car il est difficile de clairement les
identifier, particulierement avec BigDFT puisqu’il n’y a pas la possibilité de distinguer
les symétries des orbitales. Ce n’est d’ailleurs que la comparaison avec les résultats de
NWChem et la littérature qui nous a permis d’identifier le premier groupe d’excitation.
Ainsi, seule I'excitation notée E329+ dans le tableau II.3 a pu étre identifiée avec un tres

haut degré de confiance. L’énergie de cette excitation est tres sensible a I’extension de la
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grille de simulation ou a augmentation des bases choisies, du fait du tassement a plus
basse énergie de 1'orbitale inoccupée. Ceci est un probleme bien connu et inhérent a la
LDA, qui ne permet pas de lier suffisamment d’orbitales inoccupées pour retrouver une
série de Rydberg correcte. Ainsi, ces orbitales se tassent prés de I’énergie nulle lorsque
la grille est agrandie ou que I'augmentation est utilisée. Elles sont alors trop pres des
orbitales occupées de plus basse énergie, et les énergies d’excitation principalement as-
sociées a des transitions vers ces orbitales sont donc malencontreusement trop faibles,
comparativement a I'’expérience. Ceci n’est pas sans créer un probléme, puisque les com-
paraisons a '’expérience sont meilleures lorsque crmult est petit ou que la base n’est pas
augmentée. Les résultats obtenus au niveau LDA pour les énergies d’excitation vers de
telles orbitales ne doivent donc pas étre considérées avec trop d’importance, quelle que

soit la méthode utilisée.

Enfin, il est également possible de comparer 'effet de 'application de la TDA par rap-
port a la résolution complete des équations de la LR-TDDFT dans le tableau II.3. Pour
aider la lecture, la valeur de AE = Frpa — Ey,y a été reportée pour un parametre d’en-
trée de BigDFT et de NWChem. S’il s’avére que certaines énergies d’excitation varient de
plus de 0.2 eV entre chacun des deux codes, I'effet de 'application de la TDA est quasi-
ment le méme pour les deux codes, a parametres d’entrée constants. Son application est
facile mais le fondement physique de cette approximation nous échappe encore, nous
n’essaierons donc pas de commenter ce point plus que cela. Tout au plus dirons-nous
que cela justifie la bonne implémentation de la distinction entre résolution compléte ou
approximée des équations de la LR-TDDFT dans BigDFT.

Comparaison avec la littérature : influence de la distance inter-atomique

Il reste maintenant a comparer les résultats obtenus avec ceux de la littérature, et ils
présentent d’assez grandes déviations par rapport a ceux présentés ici. Il va étre montré
que la cause de ces différences est principalement due au choix de la distance inter-
atomique de Ny. En effet, les calculs menés dans le cadre de cette these ont été faits avec
une distance inter-atomique de N fixée a 111.5 pm, et ce n’est pas toujours celle qui est

utilisée dans la littérature, lorsqu’elle est citée.

La référence expérimentale toujours citée vient de la référence [27]. Le calcul des éner-
gies d’excitation verticales y est fait a partir des énergies d’excitation expérimentales
venant de [26] et la méthode est brievement expliquée dans [36] comme venant des so-
lutions numériques de I’équation de Schrodinger par une méthode présentée dans la réfé-

rence [37]. Les énergies d’excitation verticales "expérimentales” ainsi obtenues semblent
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étre associées a une distance inter-atomique de 2.068 a.u., soit 109.434 pm. Il n’est pas
explicitement dit a quoi correspond cette distance inter-atomique, mais ce ne peut étre la
valeur expérimentale pour I’état fondamental, qui vaut 109.77 pm. Cette distance inter-
atomique expérimentale est par ailleurs utilisée dans deux articles de référence sur le
calcul par LR-TDDFT des excitations du diazote [29, 31]. Ce sera la deuxiéme distance

utilisée dans la suite de cette thése.

Siles données expérimentales correspondent aux énergies d’excitation verticales lorsque
la séparation des atomes d’azote est celle de I’état fondamental, il est intéressant de faire
les calculs de LR-TDDFT en partant de 1’état fondamental obtenu en utilisant le potentiel
LDA. Une optimisation de la géométrie a donc été menée grace a BigDFT, de maniéere
a minimiser les forces. Il s’avére que la distance optimale est de 109.342 pm, qui est
trés proche de ma valeur expérimentale. Que la DFT donne de bons résultats pour la
structure de I’état fondamental, méme au niveau LDA, n’est pas surprenant. Ce sera

donc la derniére distance utilisée.

Les énergies d’excitation obtenues avec BigDFT et NWChem sont présentées dans le
tableau IL.5 a coté des valeurs "expérimentales” dont il a été question. Pour BigDFT, les
valeurs reportées sont celles obtenues apres détermination de de I’énergie limite par un
ajustement exponentiel ; pour NWChem, la base aug-CC-PVDZ a été choisie car elle est
suffisamment proche des valeurs convergées pour un temps de calcul réduit. Les résultats

publiés dans la littérature au niveau LDA sont répertoriés pour comparaison.

La premiere remarque est que changer la distance inter-atomique Ry y modifie les éner-
gies d’excitation de manieére non négligeable. La cause majeure de ces différences vient
des différences d’énergie ;¢ — Foee, grandement modifiées par le changement de dis-
tance inter-atomique. Cette derniére a un impact moins fort sur la matrice de couplage,
ce qui pourrait s’expliquer par le fait que les fonctions d’onde ne sont qu’assez peu modi-
fiées, car leur symétrie n’est pas grandement modifiée. Ainsi, en comparant les résultats
de BigDFT et NWChem, il s’avere que les différences observées pour Ryy = 111.5 pm

se retrouvent pour les deux autres distances inter-atomiques.

L’évolution des énergies d’excitation en fonction de la distance inter-atomique — elles
diminuent lorsque Ryy augmente — s’explique naturellement avec le diagramme des
orbitales moléculaire de Ns. Les orbitales occupées les plus hautes en énergie dans ce
diagramme sont en effet liantes et totalement occupées, alors que les premiéres orbitales
inoccupées sont toutes antiliantes. Pour les plus petites énergies d’excitation, promou-
voir un électron d’une orbitale occupée vers une orbitale inoccupée revient donc a peu-

pler une orbitale antiliante au détriment d’une orbitale liante : la distance de la liaison est
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TaBLEAU IL5: Energies d’excitation entre orbitales liées de Ny (en eV) obtenues avec
BigDFT (énergies "limite" ajustées avec une loi de décroissance exponen-
tielle) et NWChem (base aug-CC-PVDZ) sans appliquer la TDA pour dif-
férentes distances inter-atomiques R comparativement aux valeurs ex-
périmentales de la référence [27]. Des valeurs trouvées dans la littérature
sont également rapportées, toutes sans appliquer la TDA sauf mention

contraire.

Ryy = 111.5 pm Ryy =109.77pm | Ryn = 109.342 pm Exp.

Etat Transition  (symétries) | BigDFT NWChem | BigDFT NWChem | BigDFT NWChem [27]

ASZI H—L (Imy,1my) 7.28 7.55 7.65 7.91 7.73 7.98 7.75
B, H-1/2—L(+1) (3o,lm,) | 732 7.36 7.54 7.57 7.59 7.61 8.04
W3A, H-1/2 - L(+1)  (Im,lr,) | 841 8.52 8.76 8.86 8.85 8.93 8.88
alll, H-L Bo,lm,) | 885 8.85 9.08 9.07 9.14 9.11 9.31

B®Y, H-1/2 = L(+1) (Im,lm,) | 935 935 9.69 9.69 9.78 9.76 9.67
aly, H-1/2-LH1)  (m,lr,) | 935 9.35 9.69 9.69 9.78 9.76 9.92
w!A, H-1/2 — L(+1) (Imy,lmy) 9.83 9.93 10.17 10.25 10.25 10.33 10.27
C31I, H-3—L (204,1my) 10.20 10.32 10.29 10.41 10.32 10.42 11.19

Etat Transition (symétries) [5]* [5]* [29]° [31]° [28]7 [28]¢ Exp. [27]

AP’E;r H—L (Imy,1my) 7.93 8.43 7.86 8.07 7.84 7.88 7.75
B, H-1/2—L(+1) (3o,lm,) | 758 7.83 7.54 7.62 7.53 7.60 8.04
W3A, H-1/2 - L(+1) (Im,lw,) | 8388 8.60 8.82 8.91 8.80 8.83 8.88
alll, H-L Boglmy) | 9.13 9.10 9.05 9.23 9.04 9.10 9.31
B¥Y, H-1/2—L(+1) (lm,lw,) 9.74 9.36 9.65 9.68 9.63 9.66 9.67
a’lE; H-1/2 — L(+1)  (1my,1my) 9.74 9.36 9.65 9.68 9.63 9.66 9.92
w!A, H-1/2 — L(+1) (lmy,lmy) 10.31 9.99 10.22 10.27 10.20 10.22 10.27
C31I, H-3—L (20,17y) 10.40 10.38 10.36 10.44 10.36 10.36 11.19

@ Résultats du code deMon-2k, respectivement sans et avec TDA, utilisant une base non spécifiée et Ry = 111.5 pm
b Résultat de TURBOMOLE pour la base Sadlej, Ryn = 109.77 pm
¢ Résultat du code sans base a deux dimensions Xa, Ryy = 109.77 pm

d Résultats du code deMon-DynaRho pour deux bases, respectivement Sadlej et 106CGTO, Ry n inconnu

ainsi plus grande dans cet état excité. C’est ce qui est trouvé expérimentalement et avec
les calculs de gradients en TDDFT, qui optimisent la structure des états excités [32]. Les
distances expérimentales pour quelques états excités sont entre 121 et 128 pm. Dans le
cas de Ny, il serait facile de faire des calculs pour différentes distances Ry et trouver le
minimum pour chaque excitation et comparer directement aux valeurs expérimentales,

mais ce n’est pas 'intérét de cette these.

La comparaison avec les résultats de la littérature est également fructueuse. Pour la dis-
tance inter-atomique Ry de 109.77 pm, les valeurs de la référence [29] sont en trés bon
accord avec les résultats de NWChem. Celles de la référence [31] ont été obtenues en né-
gligeant le continuum, ce qui explique que les énergies d’excitation soient plus hautes.
Un calcul avec NWChem pour n,;,+ = 2 donne des valeurs trés proches pour chaque
excitation, a moins de 0.04 eV prés. La comparaison avec les résultats obtenus dans la ré-
térence [5] pour Ryy = 111.5 pm est plus difficile a faire. Une premiere remarque vient

du fait que les valeurs des énergies d’excitation B*Y eta’'Y. ne sont pas changées par
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l’application de la TDA ou non a la fois pour BigDFT et NWChem, et elles correspondent
exactement a Fy;,+ — Fyee. Il n’y a aucune raison que cela soit différent avec deMon-2k, et
il semble probable que les deux calculs aient été faits pour des distances inter-atomiques
différentes. Les valeurs obtenues sans appliquer la TDA correspondraient ainsi a un cal-
cul ou la distance inter-atomique a été optimisée en LDA, proche de Ry = 109.34 pm :
il s’avere que les comparaisons avec les énergies d’excitation obtenues avec NWChem
pour cette distance sont alors trés bonnes. Les valeurs obtenues en appliquant la TDA
semblent par contre avoir été obtenues pour Ryy = 111.5 pm, comme annoncé, mais
seules les orbitales inoccupées liées ont dii étre utilisées. La comparaison avec les éner-
gies d’excitation obtenues avec NWChem pour n,;,+ = 2 du tableau I1.4 est parlante. On
pense méme pouvoir déceler une faute de frappe pour I’énergie de 'excitation A3Y,
annoncée a 8.43 eV, mais qui devait plutot étre de 7.43 eV. Enfin, les calculs de la réfé-
rence [28] semblent avoir été menés pour une distance proche de 109.77 pm, ce qui ne
serait pas surprenant a la lecture des remerciements de [29]. Les énergies d’excitation
obtenues sont en tout cas trés cohérentes avec celles obtenues au cours de cette these et

celles des deux références [29, 31].

La derniére remarque concerne la comparaison a I'expérience. Les données expérimen-
tales citées dans la littérature sont sans doute déterminées comme les énergies d’excita-
tion verticales obtenues a partir de la distance expérimentale. Plutét que comparer les
résultats expérimentaux avec les calculs menés pour la distance expérimentale de I’état
fondamental, il a été préféré de le faire a partir de I’état fondamental déterminé pour le
potentiel LDA étudié ici. Les comparaisons aux données expérimentales montrent que la
LDA permet une treés bonne description. Il faut néanmoins apporter plusieurs nuances

sur ces trés bons résultats.

La premiére nuance concerne le fait qu’il y a une compensation d’erreur connue pour la
LDA, qui donne des résultats pas trop mauvais mais pour de mauvaises raisons, ce qui

n’est pas satisfaisant.

La deuxiéme est que l'ordre des deux premiéres excitations n’est pas le bon, que ce soit
avec BigDFT et NWChem. La diftférence de 0.25 eV entre les deux codes pour I’état A?’E;
joue en faveur de BigDFT, puisque I’écart entre les deux excitations se réduit tout en
approchant I’état ABZ;r de la valeur expérimentale, mais il se peut que ce ne soit dit qu’a

I'utilisation d’un pseudo-potentiel.

Enfin, la derniére nuance concerne les valeurs des forces d’oscillateur de ces premieres
excitations, dont il n’a été que tres peu question jusqu’a présent. Elles sont en effet tres

faibles et grandement variables selon la valeur de n,; dans BigDFT (jusqu’a un ordre
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de grandeur), et cette variation n’est pas monotone comme les énergies d’excitation. I
faudrait pouvoir les comparer a 'expérience et a d’autres résultats, mais ¢ca n’a pourtant

pas été fait dans la littérature a notre connaissance.

Conclusion sur les calculs de LR-TDDFT pour N,

Nous avons donné une vue d’ensemble des résultats en base gaussienne ou en base
d’ondelettes pour No. Il a été montré qu’il n’est toujours pas possible de déterminer un
spectre de référence pour le diazote en utilisant le formalisme d’ondelettes de BigDFT.
Des conclusions fortes peuvent néanmoins étre données pour les excitations correspon-
dant a des transitions entre orbitales liées. Les valeurs obtenues dans la littérature sont

alors bien comprises, méme lorsque le détail des calcul n’est pas donné précisément.

Une étude de la convergence des spectres obtenus avec BigDFT a été menée par rapport
aux deux parametres d’entrée des calculs : 'extension de la grille crmult et le nombre
d’orbitales inoccupées utilisées dans la construction des équations de la LR-TDDFT 7,;,.
Lorsque crmult est fixé, les spectres peuvent étre considérés comme convergés a de plus
hautes énergies a mesure que n,;,+ augmente. Il a été montré que I'énergie E,,,, celle
en-dessous de laquelle le spectre peut étre considéré comme convergé, est en fait direc-
tement proportionnelle a I’énergie E,,,, de la derniére orbitale inoccupée utilisée. Ceci
se vérifie quelle que soit la valeur de crmult, méme s’il existe certaines excitations dont
I’énergie varie alors qu’elles sont dans la zone convergée du spectre, pour lesquelles il
faut atteindre de grandes valeurs de F,,,, pour constater une convergence. Il est donc
possible de déterminer, pour des spectres obtenus pour différentes valeurs de crmult, sur
quelle plage d’énergie d’excitation des comparaisons sont possibles. Il s’avére qu’il est
alors impossible de donner un spectre de référence, car aucune convergence n’a encore
pu étre observée par rapport a crmult. De la méme maniére, les spectres obtenus avec
NWChem sont trés dépendants du choix de la base, et tout particulierement de 1'aug-
mentation, qui ajoute des fonctions diffuses. Obtenir de maniere brute un spectre de
référence reste donc hors de portée des calculs actuels car 'information contenue dans

le continuum n’est pas suffisamment bien exprimée.

Ceci n’est néanmoins valable que pour les plus hautes énergies, car il est possible d’avoir
des conclusions fortes pour les excitations correspondant principalement a des transi-
tions entre orbitales liées. Il a notamment été montré avec BigDFT que ’augmentation
de E,,,. fait diminuer les énergies d’excitation trouvées, chacune avec une amplitude
différente : le continuum d’orbitales inoccupées a une tres grande importance sur les ex-

citations de plus basse énergie. Lorsque E,,,, augmente suffisamment, une convergence
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est observée et une énergie limite est alors déterminée et peut étre considérée comme
une référence pour le potentiel utilisé. Avec NWChem, une telle décroissance est égale-
ment observée, et elle est de méme amplitude pour chaque excitation. Le continuum a
donc le méme effet pour les deux approches, ce qui permet de justifier que les résultats de
NWChem sont bien convergés par rapport au choix de la base, chose qui pouvait toujours
étre contestée auparavant. Il reste alors un probléme du a la différence de certaines éner-
gies d’excitation convergées obtenues par BigDFT et NWChem, ces différences pouvant
dépasser 0.2 eV. Il s’avere que ces différences proviennent principalement de la matrice
de couplage. L’hypotheése est que cela viendrait du pseudo-potentiel utilisé par BigDFT,
dont I'importance pourrait étre non-négligeable pour ce systéme, mais elle reste a tester.
La question de donner une référence sur les excitations de basse énergie pour ce systéme
reste donc ouverte, mais les progres dans la compréhension des spectres nous semblent
substantiels, et permettent de penser que fournir des énergies d’excitation de référence

est a la portée de BigDFT.

Toutes ces conclusions ne concernent cependant que le cas du diazote, qu’en est-il pour

une autre molécule?
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TaBLEAU IL6: Energies (en eV) de quelques orbitales liées de la molécule HBDMI trouvées
par BigDFT et NWChem pour différents parameétres de calculs (extension
de grille crmult pour BigDFT, choix de la base pour NWChem) pour une
méme géométrie initiale.

LUMO+7 LUMO+2 LUMO+1 LUMO HOMO HOMO-1 HOMO-2

6 0.37 20.82 162 300 524 5.86 ~6.29

8 0.04 -0.84 162 -3.00  -5.24 -5.87 -6.29

. 10 -0.05 -0.87 162 -3.00  -5.24 -5.87 -6.29
BC ’rgrf 15;[ 12 -0.08 -0.87 162 -3.00  -5.24 -5.87 -6.29
14 -0.09 -0.87 162 -3.00  -5.24 -5.87 -6.29

16 -0.10 0.87 162 300 524 -5.87 -6.29

18 -0.10 -0.87 162 -3.00  -5.24 -5.87 -6.29

6-31G* 2.16 20.25 105 257 -4.84 543 5.88

CC-PVDZ 1.79 0.41 126 270 -4.95 -5.53 -6.00

Alg‘;:ih:e"t’ CC-PVTZ 1.22 -0.68 ‘152 =292 -5.17 -5.79 -6.22
CC-PVQZ 0.84 0.76 159 298  -5.22 5.84 -6.27
aug-CC-PVDZ |  -0.01 -0.87 163 -3.00  -5.23 -5.83 -6.28

3- Un exemple de plus grande molécule : HBDMI

Apres I'étude d’une petite molécule, on va se concentrer sur une plus grande : HBDMI
(pour 4’-hydroxybenzylidéne-2,3-diméthylimidazoline, H;5C12N205), dont la structure
a été présentée en figure I1.2 a la page 18. Au cours des prochaines pages, le méme type
d’étude que pour le cas du diazote sera donc mené, a savoir 'extraction des orbitales oc-
cupées et inoccupées puis la détermination de spectres pour cette molécule par résolu-
tion des équations de LR-TDDFT, le tout en utilisant les deux codes BigDFT et NWChem.
L’expérience gagnée lors de I'étude du diazote permettra d’aller plus rapidement aux ré-
sultats importants, et il sera notamment vu qu’il est plus facile de déterminer les spectres

de systémes plus grands, du fait du plus grand nombre d’orbitales liées déterminées.

a) Les orbitales liées

Il faut d’abord se concentrer sur la détermination des orbitales occupées et inoccupées
de ce systéme, et ce pour chacun des deux codes et avec différents parameétres d’entrée.
Les énergies de quelques orbitales, proches des HOMO et LUMO, sont rapportées dans

le tableau I1.6. Plus d’orbitales sont présentées en figure II.17.

Comme pour Ny, les orbitales occupées liées trouvées par BigDFT ne varient générale-
ment qu’assez peu suivant 'extension de la grille de simulation. Seules certaines orbitales
inoccupées liées convergent difficilement avec crmult, du fait de leur forte délocalisation.
Il n’y a ainsi que six orbitales inoccupées liées pour la plus petite extension de grille

considérée, crmult = 6, puis sept pour crmult = 8 et huit pour crmult > 10. Les deux
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F1GURE I1.17: Energies (en eV) des orbitales inoccupées liées données par BigDFT et NW-
Chem pour différents parametres de calculs (extension de grille crmult pour
BigDFT, choix de la base pour NWChem; ’d’ pour CC-PVDZ, ’t’ pour CC-
PVTZ et ’a-d’ pour aug-CC-PVDZ) pour la molécule HBDMI.

premiéres orbitales inoccupées liées et la LUMO+5 sont déja presque convergées pour

la plus petite extension de grille considérée.

La convergence des résultats obtenus avec NWChem est peut-étre plus surprenante. En
ne considérant que le nombre d’orbitales déterminées suivant la base utilisée, 'ordre se-
rait 6-31-G* (248 orbitales) < CC-PVDZ (284) < aug-CC-PVDZ (466) < CC-PVTZ (648). La
base CC-PVTZ semble plus compléte que la base augmentée. Il s’avére pourtant que c’est
la base augmentée qui reproduit le mieux les orbitales liées déterminées avec BigDFT,
qu’elles soient occupées ou non. L’accord des orbitales occupées calculées avec NW-
Chem, par rapport a celles obtenues avec BigDFT, est en effet trés bon pour la base aug-
mentée considérée : les différences d’énergie entre BigDFT et NWChem restent alors
globalement inférieures a 0.05 eV. Les orbitales liées les plus basses en énergie sont plus
liées pour NWChem que pour BigDFT, mais c’est 'opposé pour les plus hautes, etil y a un
trés bon accord pour les orbitales intermédiaires. Si les énergies sont globalement trop
hautes pour les bases non-augmentées (entre 0.2 et 0.6 eV pour la base 6-31G*, moins de
0.15 eV pour la base CC-PVTZ), les différences d’énergie entre orbitales semblent plutot
bien reproduites, ce qui devrait donc avoir un impact réduit sur les énergies d’excitation
obtenues. Pour les orbitales inoccupées liées, I’accord entre BigDFT et NWChem est trés

bon lorsque la base augmentée aug-CC-PVDZ est utilisée — méme si augmenter 'ordre
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de zeta sans ajouter de fonctions diffuses améliore aussi légerement les résultats — et
lorsque crmult > 10. Ce constat n’est pas surprenant et conforte ce qui avait été vu pour
N; : augmenter 'extension de la grille ou utiliser une base augmentée permet de mieux
décrire des orbitales diffuses, c’est-a-dire tres évanescentes, et donc de faible énergie né-
gative. L’utilisation des bases simplement augmentées devrait ainsi étre préférée
a celle des bases a zeta élevé sans augmentation. Il faut pourtant remarquer que la
base 6-31G* est utilisée pour HBDMI dans la référence [6], alors que la base CC-PVDZ
est également utilisée pour une plus grosse molécule. Les résultats qui y sont présentés
utilisent le potentiel d’échange-corrélation PBE, différent de celui utilisé ici, mais pour
lequel une dépendance a la base est également attendue [34]. Dans I’état de Dart, il se-
rait ainsi suffisant de se contenter de ces bases la pour obtenir le spectre de ce type de
molécules. Les résultats qui viennent d’étre présentés semblent indiquer que ce n’est pas
suffisant, car les orbitales liées, et particulierement celles qui sont inoccupées, ne sont

pas toutes trés bien décrites.

Il faut tout de méme retenir que les énergies des orbitales liées obtenues avec NWChem
et BigDFT concordent, mais il faut pour cela utiliser des paramétres d’entrée du calcul
plus contraignants que dans le cas de Ny, pour lequel il était facile, en terme de temps de
calcul et de mémoire nécessaire, d’augmenter la qualité des calculs. Passons maintenant

aux orbitales du continuum.

b) Le tassement du continuum

Les énergies de chacune des 128 plus basses orbitales inoccupées, calculées a I'aide de
BigDFT pour différentes valeurs de crmult, sont présentées en Figure I1.18. Les énergies
des orbitales inoccupées obtenues avec NWChem pour différentes bases sont également
reportées, ainsi que les énergies de quelques orbitales occupées, toutes d’énergie infé-

rieure a 5 eV.

Le tassement du continuum d’orbitales inoccupées est toujours observé pour BigDFT. La
densité d’états au dessus de zéro est par contre plus grande que pour Ns a la fois pour
BigDFT et NWChem : sur une méme plage d’énergie, le nombre d’orbitales inoccupées
est bien supérieur. Une des conséquences sera une valeur de F£,,,, atteignable considé-
rablement restreinte par rapport au systéme précédent; ce sera d’ailleurs amplifié par le

plus grand nombre d’orbitales occupées a prendre en compte.

Ainsi, d’un c6té le continuum d’orbitales inoccupées liées de BigDFT n’atteint pas d’aussi
hautes énergies que pour Ny, et, de I’autre, un trés bon accord est trouvé entre les deux

codes pour les orbitales liées, mais seulement lorsque crmult > 10 pour BigDFT et en uti-



3- UN EXEMPLE DE PLUS GRANDE MOLECULE : HBDMI 57

15
E %
10 } = =
pr— —
% =S =
_45 | : E
> =
b0 = E
2 ==
Ve == = =Rt
6 8 10 12 14 16 18 631G" d t  ad
crmult basis set

F1GURE I1.18: Energie (en eV) des 128 premiéres orbitales inoccupées et de quelques orbi-
tales occupées de HBDMI trouvées par BigDFT pour différentes extensions
de la grille de simulation (avec pour pas de grille hgrid = 0.3 a.u.) com-
parées aux énergies des orbitales données par NWChem pour les quatre
mémes bases qu’a la figure I1.17.

lisant une base augmentée pour NWChem. Il faut également souligner que I'implémenta-
tion de la LR-TDDFT dans BigDFT n’est pour 'instant pas faite en paralléle : I'obtention
des spectres en utilisant des orbitales inoccupées hautes en énergie ou des fonctions
d’onde lorsque crmult > 12 est, pour 'instant, hors de portée. De la méme maniere, il
n’a pas été possible de déterminer les spectres sur une large plage d’énergie avec NW-
Chem pour des limitations en temps de calcul et en mémoire : seuls des spectres pour les
bases les moins complétes ont pu étre obtenus. Malgré ces points d’achoppement, des

spectres sont obtenus et il est tout a fait possible d’en retirer des informations.

c) Energie de convergence des spectres obtenus avec BigDFT

Dans le cas de N, un des points importants qui a permis une bonne compréhension des
spectres est la relation E.ony >~ Enge — Emomo, ou Eeony est I'énergie jusqu’a laquelle
le spectre peut étre considéré comme globalement convergé, E,,,, est 'énergie de la
derniere orbitale inoccupée utilisée dans la construction et la résolution des équation de
la LR-TDDFT, et enfin Eyono est I'énergie de orbitale occupée de plus haute énergie.

La figure I1.19 montre que cette relation est toujours vérifiée dans le cas de la molécule
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FIGURE I1.19: Energie de convergence des spectres de HBDMI en fonction de I’énergie de
la derniere orbitale inoccupée utilisée pour différentes extensions de grille
crmult. La droite représente une courbe d’ajustement affine dont les para-
metres sont donnés en légende.

HBDML

L’amplitude de E,,,, sur laquelle cette relation a pu étre testée est considérablement
réduite par rapport au cas de Ny, mais ’accord est déja trés bon, avec E,,,, = 0.99 &+
0.04E,,4:+5.1410.06, toutes les énergies étant en eV. Il n’y a que la valeur de Eyono =
5.24 eV qui n’est pas encore retrouvée correctement, mais c’est déja trés encourageant.
Avec BigDFT, cette relation se vérifie donc pour toutes les extensions de grille testées, et
pour les deux systemes étudiés. Cette relation pourrait étre valide dans un grand nombre
de cas, et ce n’est pas surprenant : si le facteur de proportionnalité était plus petit (resp.
plus grand) que 1, cela signifierait que connaitre les orbitales de plus haute énergie ferait
converger le spectre sur une plage réduite (resp. large) d’énergie. Vérifier cette relation
peut méme devenir un test routinier sur la bonne convergence des orbitales du conti-
nuum pour un crmult donné. Néanmoins, les résultats présentés ici n’ont pas exhibé de
difficultés particulieres a vérifier cette relation, méme pour les plus petites extensions de
grille considérées : tester la convergence des orbitales liées par rapport a crmult reste un

indicateur fiable et plus pratique.
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F1GURE I1.20: Convergence de quelques énergies d’excitation de HBDMI en fonction de
Evar pour deux extensions de grille différentes lors de la résolution des
équations completes de la LR-TDDFT.

d) Excitations entre orbitales liées

Avec ce qui vient d’étre vu pour HBDMI, et en se rappelant ce qui a été observé pour
N, il serait possible de passer directement a la comparaison des énergies d’excitation de
basse énergie obtenues par NWChem et BigDFT. Il y a néanmoins quelques remarques
a faire en ce qui concerne la convergence de ces énergies d’excitation par rapport aux

deux parametres d’entrée de BigDFT, a savoir n,;; — et donc E,,,, — et crmult.

i) Convergence par rapport a ’énergie de la derniéere orbitale utilisée

La figure I1.20 montre que les énergies d’excitation les plus basses convergent par rapport

akl,.

En effet, une décroissance des énergies d’excitation est toujours observée lorsque E,,q,
augmente. Elle est majoritairement d’amplitude trés faible, d’ailleurs négligeable devant
la précision chimique désirée de 0.05 eV. Pourtant, de méme que pour N, quelques éner-
gies d’excitation varient de quelques dixiémes d’eV, méme sur cette faible plage de E,,,,.
qui ne permet pas d’ajuster les énergies d’excitation limite a ’aide d’un loi de décrois-

sance.

Cette figure ne concerne que la résolution complete des équations de Casida, mais la
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F1Gure II.21: Influence de I’application de la TDA ou non (Full) sur les énergies d’excita-
tion les plus basses obtenues avec BigDFT pour HBDMI lorsque crmult = 6.

méme chose est observée en appliquant la TDA. Il avait été vu dans le cas de N, que I'ap-
plication de cette derniére approximation pouvait avoir un impact sur certaines énergies
d’excitation, la méme chose est constatée pour HBDMI en figure I1.21. Pour une exten-
sion de grille crmult = 6, les énergies d’excitation obtenues pour différents nombres

d’orbitales inoccupées 1.+ selon que la TDA soit appliquée ou non.

Il s’avére en effet que I'application de la TDA ne modifie qu’assez peu les énergies d’ex-
citation les plus basses, mais certaines énergies d’excitation sont affectées par ce chan-
gement et varient de plusieurs dixiemes d’eV. Ce sont d’ailleurs celles qui dépendent le
plus de E,,,. dans les deux cas. Ce n’est sans doute pas une coincidence, car le méme

phénomene a lieu pour Ny, mais la cause en reste pour I'instant inconnue.

Il n’y a donc pas de grandes nouveautés pour HBDMI lors de 'augmentation de E,,,.,
comparativement au cas du diazote. La convergence des énergies d’excitation les plus
basses n’a cependant pas pu étre observée, ni estimée, du fait de la faible plage de E,,,4.

accessible actuellement.

ii) Convergence par rapport a crmult

La convergence des énergies d’excitation par rapport a crmult apporte par contre une
nouveauté par rapport au cas de Ny. Certaines orbitales inoccupées liées nécessitant

d’atteindre des crmult d’au moins 12 pour étre considérées comme convergées, il n’est
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en effet pas étonnant que cela impacte la convergence des excitations associées a ces

orbitales, comme il est montré en figure I1.22.

Les deux sous-figures montrent la convergence des énergies d’excitation en fonction de
crmult pour deux valeurs de £, fixées. Pour les deux cas, les énergies obtenues apres
I’application de la TDA ou non sont présentées. La premiére sous-figure présente le cas
ou seules les orbitales inoccupées liées sont incluses dans le calcul, c’est-a-dire comme
si Eyqy €tait nulle; il y a donc respectivement 6, 7, 8 et 8 orbitales inoccupées liées pour
les crmult allant de 6 a 12 par pas de 2. En grande majorité, il n’y a pas de dépendance
par rapport a crmult, comme dans le cas de Ny, ce qui est rassurant. Il existe néanmoins
quelques excitations dont I'énergie dépend de la valeur de crmult, ici visibles entre 4.25
et 4.5 eV. Cela vient de la convergence de certaines orbitales inoccupées liées par rapport
a crmult qui a été présentée plus haut : certaines ne sont pas trouvées, ou alors elles ne
sont pas liées, pour les plus petits crmult ; 'excitation qui leur correspond est donc sures-
timée ou absente, et une convergence n’est atteinte que pour les plus grandes extensions
de grille, ici pour crmult = 12. C’est également visible sur la deuxiéme sous-figure, pour
une valeur de E,,,, de 1.75 eV. C’est donc un nouveau phénoméne par rapport a No,
mais il est facilement décelable et bien compris. Il faut d’ailleurs ajouter une remarque
importante : dans le cas de Ny, I'absence de convergence par rapport a crmult avait em-
péché de déterminer un spectre convergé pour les plus hautes énergies. La situation est
ici bien différente : la valeur de crmult a bien un effet sur les plus petites énergies d’exci-
tation, mais une convergence est observée. La détermination d’énergies d’excitation de
référence a basse énergie n’est donc pas remise en cause, mais il faut pour cela atteindre

des crmult assez grands, tout en utilisant un grand nombre d’orbitales inoccupées.

iii) Comparaisons avec NWChem

Passons maintenant a la comparaison des résultats obtenus avec NWChem et BigDFT.

Comparaisons sans le continuum

Sachant qu’il n’a pas été possible d’atteindre la convergence par rapport a F£,,,, avec
BigDFT, il est plus intéressant de commencer par comparer les spectres obtenus sans le
continuum. Méme sans ¢a, il est possible de retirer un certain nombre d’informations.
Cela avait été le cas pour le diazote : il s’est avéré que si les énergies d’excitation a
convergence pour les deux codes différaient, ces différences, pouvant atteindre quelques
dixiemes d’eV, étaient déja visibles lorsque les seules orbitales inoccupées liées étaient

utilisées pour la construction des équations de la LR-TDDFT. Pour le cas de HBDMI, les
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FiGure I1.22: Convergence des énergies d’excitation obtenues avec BigDFT en fonction
de crmult pour une valeur de F),,, fixée a : a) 0 €V, c’est-a-dire en ne pre-
nant en compte que les orbitales inoccupées liées; b) 1.75 eV. Ces énergies
sont obtenues en appliquant la TDA ou non ("Full").
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F1GURE I1.23: Energies d’excitation obtenues avec BigDFT pour différentes valeurs de cr-
mult et avec NWChem pour différentes bases lorsque le continuum d’orbi-

tales inoccupées n’est pas pris en compte dans la construction des équation
de la LR-TDDFT, a la fois lorsque la TDA est appliquée ou non ("Full")

différences sont beaucoup plus faibles lorsque les orbitales du continuum ne sont pas
prises en compte, que la TDA soit appliquée ou non, comme cela peut étre observé en
figure 11.23.

Les énergies d’excitation obtenues avec BigDFT sont les mémes que celles reportées dans
la premiére sous-figure de la figure I1.22, les conclusions sont donc inchangées. En ce
qui concerne les résultats de NWChem, les énergies d’excitation peuvent étre tres va-
riables suivant la base. Certaines excitations ne sont d’ailleurs observées que lorsque
la base augmentée est utilisée : ce sont celles juste en-dessous de 4.5 eV, qui semblent
étre convergées par rapport a I'extension de la grille pour crmult = 12 avec BigDFT.
Etant donné la convergence des orbitales inoccupées liées vue en figure I1.17, ce n’est
pas surprenant. Ce qui est particulierement marquant, en comparaison avec le diazote,
c’est que les différences d’énergie d’excitation pour ces deux calculs (crmult = 12 et
base aug-CC-PVDZ) soient si faibles, toujours inférieures a 0.05 eV dans cette gamme
d’énergie. Sans I'expérience gagnée avec I’étude de Ny, il serait méme difficile d’assurer
que les différences obtenues entre ces deux calculs sont principalement dues a la matrice
de couplage plutdt qu’a la différence d’énergie Ey;y — Foce. La cause du désaccord entre
les deux codes, particulierement visible dans le cas de Ny, reste donc a déterminer, mais

il semble qu’elle s’estompe lorsque la molécule est plus grande.
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F1GURE I1.24: Energies d’excitation basses en énergie de HBDMI obtenues avec BigDFT
pour différents crmult et E,,,, = 1.75 eV et NWChem pour différentes
bases et en utilisant toutes les orbitales inoccupées a disposition. La TDA
est appliquée ou non ("Full").

Comparaisons avec le continuum

L’influence du continuum sur les énergies d’excitation les plus basses est présentée en
figure I1.24. Pour BigDFT, les énergies d’excitation sont obtenues avec différents crmult
et E,q. = 1.75 eV, donc sans que la convergence soit atteinte, alors que pour NWChem,
elles sont obtenues en utilisant toutes les orbitales du continuum a disposition pour
chacune des bases (248, 284, 648 et 466 pour respectivement 6-31G*, CC-PVDZ, CC-
PVTZ et aug-CC-PVDZ).

Les énergies d’excitation obtenues avec BigDFT sont celles de la deuxiéme sous-figure de
la figure I1.22, les remarques qui avaient été faites alors restent les mémes. La variabilité
des résultats de NWChem suivant le choix de la base est encore présente. En particulier,
lordre des quatrieme et cinquiéme excitations (dont une est un triplet, 'autre un sin-
gulet) n’est pas clairement identifiable : le triplet est a plus haute énergie pour les bases
CC-PVDZ et aug-CC-PVDZ, mais pas pour les deux autres.

Il faudrait donc encore augmenter 'ordre de zeta de la base augmentée ou bien utiliser
la double augmentation pour justifier la convergence des énergies d’excitation trouvées

avec la base aug-cc-PVDZ. Des calculs avec la base aug-cc-PVTZ et la base d-aug-CC-
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PVDZ ont donc été tentés. Les besoins en mémoire excédaient les ressources du cluster
du CEA utilisé pour faire ces calculs, ce qui a d’ailleurs causé une panne *; dans le second
cas, les énergies des orbitales obtenues lors du calcul DFT préalable a la TDDFT n’avaient
aucun sens, suite a une instabilité numérique. Les résultats obtenus avec BigDFT ne per-
mettent pas d’éclaircir ce point, toujours a cause de la trop faible plage de £,,,, acces-
sible. Néanmoins, les excitations dont I’énergie varie le plus semblent étre les mémes
que pour NWChem, ou des variations de pres de 0.3 eV ont été observées par rapport au

calcul sans continuum.

Pour conclure sur ces énergies d’excitation les plus basses, il n’a pas été possible, pour
les deux codes, de s’assurer de leur convergence par rapport aux parametres d’entrée.
Les faibles différences observées lorsque le continuum n’est pas pris en compte laissaient
pourtant présager qu’elles auraient pu étre trés proches. Il aurait pour cela fallu augmen-
ter Fynq. pour les calculs faits avec BigDFT, et utiliser des bases encore plus complétes
avec NWChem, et observer si une méme amplitude de décroissance était observée entre
les deux codes pour chaque excitation. Il faut d’ailleurs remarquer que ce n’est qu’avec
BigDFT (ou tout autre code a base systématique) comme référence que les résultats de
NWChem peuvent étre considérés comme convergés, puisque rien ne permet d’assurer
qu’utiliser une base plus complete est suffisant. L’exemple ici est que les excitations entre
4.25 et 4.5 eV ne sont trouvées qu’avec la base aug-CC-PVDZ. Sans ¢a, les calculs avec la
base CC-PVTZ auraient tres bien pu étre considérés comme convergés car treés proches
de ceux obtenus avec la base CC-PVDZ a basse énergie, alors que certaines excitations
sont tout simplement oubliées. Paralléliser BigDFT s’avere sans doute important pour
atteindre de hautes valeurs de F,,,4,. Il faudrait néanmoins pouvoir atteindre de hautes
valeurs de £, pour un crmult au moins égal a 10, voire 12, pour que les résultats soient
considérés comme référence pour BigDFT (c’est-a-dire convergés a la fois par rapport a
crmult et E,,,,,) : il faudrait alors utiliser des fonctions d’onde de plus en plus "lourdes”
en terme de mémoire, puisque crmult augmente, et il en faudrait encore plus du fait du
tassement du continuum. C’est la une des plus importantes conclusions de ce chapitre de
thése : le tassement du continuum pose de grandes difficultés dans la recherche
d’un spectre de référence, méme lorsqu’il s’agit de ne s’intéresser qu’aux excitations

de plus basse énergie.

3. La panne était due a un trop grand nombre de lecture/écriture sur disque demandé par NWChem.
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e) Convergence des spectres a haute énergie

Le dernier point concernant HBDMI consisterait en1’étude des spectres jusqu’a de hautes
énergies. Comme pour Ny, il faudrait atteindre de hautes valeurs de F,,,,, pour différents
crmult et observer une convergence des spectres a haute énergie. Malheureusement, les
valeurs de E,,,, atteintes sont trop faibles, et il n’est donc pas possible d’apporter une
réponse concluante sur ce point. Il faudrait méme qu’elles soient bien plus hautes que
dans le cas de Ns. En effet, il y avait une telle différence d’énergie entre entre les orbitales
HOMO a HOMO-3 et 'orbitale HOMO-4 de N5 qu’il était facile de séparer les excitations
entre orbitales liées de celles entre orbitales occupées liées et orbitales inoccupées du
continuum sur la plage d’énergie allant de 10 a 25 eV. Pour HBDMI, ces deux types
d’excitation ne sont pas aussi clairement séparées, et il sera sans doute plus difficile de
faire la distinction entre les deux, et donc de se prononcer. Les résultats vus pour Ny

laissent penser qu’il sera tout aussi difficile d’observer cette convergence pour HBDML

Les calculs de spectres avec NWChem pour les bases les plus completes deviennent longs,
voire infaisables. Il faut en effet se limiter a la recherche des excitations sur une petite
plage d’énergie tout en prenant en compte toutes les orbitales du continuum. Méme si
une convergence était observée en fonction de la base, il faudrait de toute fagon observer

une méme convergence avec un code a base systématique comme BigDFT.

Bien que les spectres obtenus pour HBDMI ne puissent pas étre considérés comme conver-
gés pour les deux codes et a hautes énergies, il y a quelques informations a retirer de ceux

présentes en figure II.25.

Les spectres obtenus avec NWChem sont trés semblables jusqu’a 6 eV, méme s’ils se
tassent vers les plus basses énergies, du fait de la convergence des orbitales inoccupées
liées & mesure que la base est plus complete. Ceux obtenus avec BigDFT sont également
treés semblables sur cette méme plage d’énergie. Tout ceci n’est pas surprenant vu ce qui
avait été observé pour les énergies d’excitation en figure I1.24. Les différences entre les
spectres obtenus avec les deux codes sur cette plage d’énergie sont donc principalement
reliés a la faible valeur de F,,,,, dans les calculs de BigDFT. Néanmoins, pour crmult = 6,
des spectres ont été obtenus jusqu'a F,,,, = 5.5 eV. Leur évolution a mesure que ce
parameétre augmente montre une tendance a se rapprocher des résultats de NWChem,

particulierement pour les deux premiers pics, ce qui est encourageant.

Enfin, les spectres trouvés avec BigDFT varient de maniere non-négligeable au-dela de
6 eV lorsque crmult augmente. Cela pourrait signifier une non-convergence des spectres

a haute énergie lorsque crmult augmente, mais il vient d’étre expliqué qu’il est sans doute
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6-31G [10,32] ——
— TDA cc-pvdz [8,25] ——
----- full cc-pvtz [6,19] ——
aug-cc-pvdz
[crmult, n ;]

Intensity

Energy [eV]

F1GURE I1.25: Spectres obtenus avec BigDFT pour E,,,, = 1.75 eV comparés a ceux obte-
nus avec NWChem pour diftérentes bases en utilisant toutes les orbitales du
continuum mais en ne faisant converger qu’un petit nombre d’excitations
les plus basses en énergie.

trop tot pour s’en assurer.

f) Conclusion pour HBDMI

L’étude de HBDMI est donc intéressante. Les orbitales liées obtenues par les deux codes
ne concordent que pour des parametres de calcul contraignants, c’est-a-dire lorsqu’une
base augmentée est utilisée avec NWChem et lorsque crmult > 10 pour BigDFT. Néan-
moins, méme pour des parametres d’entrée des calculs de faible qualité, les spectres sont
globalement comparables a basse énergie. Les bases les moins completes de NWChem
donnent donc des résultats tout a fait satisfaisants, mais il faut toutefois remarquer que
certaines excitations peuvent étre erronées de plusieurs dixiemes d’eV, et d’autre peuvent

meéme étre absentes.

S’il fallait dire quel spectre est le plus a méme de devenir une référence pour HBDMI
concernant les excitations de basse énergie, qui correspondent a des transitions entre
orbitales liées, ce serait celui obtenu avec la base aug-CC-PVDZ de NWChem. 1l fau-
drait toutefois pouvoir le confirmer en montrant qu'une méme décroissance des énergies
d’excitation est retrouvée avec BigDFT, comparativement aux calculs faits sans prise en

compte du continuum.
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Pour les excitations a plus haute énergie, c’est-a-dire celles faisant intervenir des tran-
sitions entre orbitales occupées et orbitales inoccupées du continuum, la détermination
d’un spectre de référence reste pour 'instant hors d’atteinte, car les calculs menés ne sont
pas suffisamment exhaustifs. Pour cela, il faudrait pouvoir tester des bases gaussiennes
plus sophistiquées ou des extensions de grille plus grandes, tout en atteignant de fortes
valeurs de F,,,., et c’est trés demandant en ressources de calcul. Les résultats obtenus
pour N;, laissaient a penser que la discrétisation numérique du continuum d’orbitales in-
occupées était intrinsequement insuffisante pour exprimer les excitations de plus haute
énergie. Quelques signaux laissent penser que c’est encore le cas pour HBDMI, méme
si la plus forte densité du continuum d’orbitales du continuum obtenues avec HBDMI
pourrait étre un facteur aidant a la convergence de cette partie du spectre. Le fait qu’il
soit si difficile de 'observer — puisqu’il faudrait augmenter crmult tout en atteignant des
valeurs de E,,,. suffisamment hautes, et donc se confronter au tassement du continuum
— est suffisant pour justifier le besoin d’une alternative, car la force brute risque de ne

pas s’avérer suffisante.
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4- La relation de complétude

Avant de s’attaquer a une alternative a I'utilisation des orbitales du continuum, il faut
prendre le temps d’apporter une justification a I'importance de F,,,, au sein de BigDFT.
Ce sera fait a ’aide de I’évaluation de la relation de complétude. Grace a celle-ci, il est
en effet possible d’observer comment la prise en compte de plus d’orbitales dans les
calculs modifie la complétude de la base formée par ces orbitales. Il pourrait également
étre intéressant de relier cette mesure a I’énergie au-dela de laquelle il n’est plus utile de
considérer le continuum d’orbitales inoccupées pour déterminer les énergies d’excitation

les plus basses.

Cette étude est permise par I'exactitude des orbitales obtenues avec BigDFT, dans le
sens ou elles sont des états propres de I’hamiltonien étudié et que 'erreur est définie par

'utilisateur avec un parameétre d’entrée du calcul, et donc contrdlée.

a) Définition

Comme déja annoncé, la relation de complétude permet de vérifier si une base est com-
plete. Dans le contexte de la LR-TDDFT, le but est de déterminer a quel point la base

orthonormale formée par les orbitales occupées et inoccupées est complete.

Pour une fonction d’onde test f appartenant au méme espace que les orbitales occupées

et inoccupées (respectivement notées ¢, et ¢,), on a la relation suivante :

@) = (@low) (Poul ) (IL.4)

0,V

La majeure partie des orbitales inoccupées , forme un continuum, qu’il vaut mieux
présenter sous la forme d’une intégrale. Néanmoins, d’un point de vue numérique, ce

continuum est toujours discrétisé, d’ou 'utilisation de cette somme discréete.

La relation de complétude (abrégée CR dans la suite, pour Completness Relation en an-

glais) est alors définie comme suit :

(L) =D 1 ol )7 (IL5)

Pour une base compleéte, la somme de cette derniere équation (IL5) vaut 1, aprés division
par (f|f).Sachant que le nombre d’orbitales inoccupées n,;,; déterminées par BigDFT est

nécessairement petit par rapport au nombre d’orbitales qui pourraient étre déterminées,
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Etat fondamental , , Réponse linéaire Effet Stark

I | S

F1GURE I1.26: Vue schématique présentant : a gauche, une orbitale d’un systéme (poten-
tiel) & une dimension; au centre, le méme systéme soumis a un champ
électrique de faible amplitude de maniére a ce que lorbitale reste liée; a
droite, toujours le méme systeme, soumis a un champ électrique plus fort,
de maniére a ce que l'orbitale ne soit plus liée (par effet tunnel). Les droites
verticales en bord de potentiel pour chacun des cas représentent 'effet de
I'extension finie de la grille de simulation de BigDFT : les électrons sont
confinés dans le domaine de simulation.

cette somme est toujours tronquée, et le résultat inférieur a 1. Le but de cette étude est
d’observer la convergence de la CR a mesure que plus d’orbitales sont utilisées dans la

somme de I’équation (IL.5)

b) Choix de la fonction test : réponse a un champ électrique

Pour utiliser numériquement la relation de complétude, il manque pour I'instant un in-
grédient : la fonction test f. Il faut pour cela se rappeler que le but est de déterminer si la
base d’orbitales occupées et inoccupées de I’état fondamental du systéme est suffisam-
ment complete pour étre utilisée dans un calcul de LR-TDDFT. Cette base soit alors étre
capable de reproduire I'effet d’'une perturbation typique de la LR-TDDFT sur la densité

électronique du systeme.

Dans un régime de réponse linéaire, la perturbation la plus simple a prendre en compte
est de nature dipolaire. Ce type de perturbation peut étre mimé en appliquant un champ
électrique uniforme. L’extension de grille finie utilisée dans BigDFT permet d’éviter que
le potentiel tende linéairement vers I'infini, et confine ainsi les électrons dans le domaine
de simulation. II faut toutefois s’assurer que I'amplitude du champ électrique ne soit
pas trop forte, afin de rester dans un régime de réponse linéaire. En effet, si le champ
électrique est trop fort, des électrons vont s’échapper du systeme (c’est U'effet Stark, avec
lapparition d’énergies complexes et la notion de temps de vie, pour un potentiel non-

confiné). Une schématisation est donnée en figure II.26.

Ainsi, pour une amplitude de champ électrique donnée, le régime de réponse linéaire
dépend de crmult, puisque plus crmult augmente, plus le potentiel en bord de grille est

grand en valeur absolue. Il existe donc, pour une amplitude de champ électrique donnée,
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une extension de grille limite cmult,,,, telle qu une particule s’échappe du systéme pour
toutes les extensions crmult > crmult,,,,. Dans ces cas 13, le régime de réponse linéaire
ne pourrait plus étre considéré. Il faudra donc vérifier que les amplitudes de champ élec-
trique et les extensions de la grille de simulation considérées sont telles que le régime de

réponse linéaire peut toujours étre envisagé.

Sachant que les orbitales ¢, et ¢, du systéme sont déja déterminées avant de mener un
calcul de LR-TDDFT, il ne reste plus qu’a appliquer un champ électrique et obtenir les
orbitales occupées du systéme, qui feront office de fonctions test. L’évaluation de la CR

pourra alors étre faite, d’abord pour Ny puis pour HBDMIL

c) Relation de complétude pour N

i) Réponse au champ électrique

Etant donné la symétrie de Ny, des champs électriques ont été appliqués dans deux di-
rections seulement : selon ’axe de la molécule (choisi comme étant 'axe z) et perpendi-

culairement a la liaison entre les deux atomes d’azote (axe x = ).

Les énergies obtenues apres application d’un champ électrique de différentes directions
et amplitudes (0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr, soit environ 0.05, 0.026 et 0.51 eV/A) et pour
de multiples valeurs de crmult sont reportées dans le tableau II.7. Pour limiter la taille de
ce tableau, chaque case contient a gauche (resp. a droite) I’énergie de 'orbitale lorsque le
champ est selon 'axe x = y (resp. z). Les valeurs sans champ électrique obtenues pour

crmult = 18 sont reportées pour comparaison.

Il y a plusieurs remarques a faire. Tout d’abord, plus I'extension de la grille de simula-
tion augmente, plus 'énergie des orbitales occupées augmente. Cette augmentation est
linéaire. Ceci est di1 al’élargissement de la grille de simulation ainsi qu’au choix de I’éner-
gie de référence : plus crmult est grand, plus effet du champ électrique se fait sentir loin
de la molécule, et donc plus I’énergie minimale en bord de grille de simulation (qui est
prise pour référence) décroit. De la méme maniere, pour une extension de grille donnée,
I’augmentation de I'amplitude du champ électrique cause une augmentation linéaire de
I’énergie des orbitales liées. Enfin, les différences d’énergie entre orbitales sont tres peu
modifiées par I'application d’'un champ électrique et aucune des orbitales occupées ne
devient libre puisqu’aucune n’a une énergie positive : il est donc toujours possible de
considérer le régime de réponse linéaire comme valide pour ces amplitudes ce champ

électrique et ces extensions de grille.
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TaBLEAU IL7: Energies (en eV) des orbitales occupées de Ny sous un champ électrique
(CE) dont 'amplitude prend trois valeurs (0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr)
pour différentes extensions de grille de simulation. Lorsqu’il y a deux va-
leurs dans la méme case, la valeur de gauche (resp. droite) correspond au
cas ou le CE est perpendiculaire (resp. parallele) a la liaison entre les deux
atomes d’azote. On reporte, pour comparaison, ces mémes énergies lors-

qu’il n’y a pas de CE appliqué pour le cas ou crmult = 18.

Orbitale
Amplitude du CE | crmult HOMO HOMO-1/2 HOMO-3 HOMO-4
0 Ha/bohr 18 -10.40 -11.74 -13.54 -28.10
6 -10.08 / -10.14 -11.42/-11.49 -13.23/-13.29 -27.78/-27.85
8 -9.97/-10.07 -11.32/-11.41 -13.12/-13.22 -27.68/-27.77
10 -9.87/-10.00 -11.21/-11.34 -13.02/-13.14 -27.57/-27.70
0.001 Ha/bohr 12 -9.77/-9.92  -11.11/-11.27 -12.91/-13.06 -27.47/-27.62
14 -9.66 /-9.85 -11.01/-11.19 -12.81/-12.99 -27.36/-27.55
16 -9.55/-9.77  -10.90/-11.12 -12.70/-12.92 -27.25/-27.47
18 -9.45/-9.70  -10.79/-11.04 -12.59/-12.84 -27.15/-27.40
6 -8.84/-9.15 -10.18/-10.50 -11.98/-12.30 -26.54/-26.85
8 -8.29/-8.76 -9.64/-10.11 -11.44/-1191 -25.99/-26.47
10 -7.77 / -8.40 -9.12/-9.74 -10.92/-11.55 -25.47/-26.10
0.005 Ha/bohr 12 -7.25/-8.02 -8.60/-9.38 -10.40/-11.18 -24.95/-25.73
14 -6.73 / -7.66 -8.08/-9.01 -9.88/-10.81 -24.43/-25.36
16 -6.18 / -7.27 -7.53 / - 8.62 -9.33/-10.42 -23.88/-24.98
18 -5.66 / -6.91 -7.01/-8.25 -8.81/-10.06 -23.37 /-24.61
6 -7.28 /-7.90 -8.63/-9.26  -10.43/-11.07 -24.99/-25.61
8 -6.19/-7.13 -7.54/-8.49 -9.24/-10.30 -23.89/-24.84
10 -5.15/-6.39 -6.50 / -7.74 -830/-9.56 -22.85/-24.11
0.01 Ha/bohr 12 -4.11/ -5.66 -5.46 / -7.02 -7.26/-8.83 -21.81/-23.37
14 -3.07 / -4.92 -4.42 / -6.28 -6.22/-8.09 -20.77/-22.64
16 -1.97 /-4.15 -3.32/-5.51 -5.12/-7.32 -19.68/-21.86
18 -0.93/-3.41 -2.28 /-4.77 -4.08/-6.58 -18.64/-21.13

ii) Evaluation de la relation de complétude

Une fois les orbitales occupées ¢, et inoccupées ¢, sans champ électrique déterminées,

la vérification numérique de la relation de complétude avec pour fonction test chacune

des orbitales occupées perturbées par le champ électrique est effectuée comme suit :

0,0

? 2
(@ 1Py = 1= {poulef")

(IL6)

ou les orbitales occupées perturbées par les différents champs électriques sont notées

©FF avec EF pour signifier electric field, soit champ électrique en anglais, et i pour
différencier les orbitales, a savoir HOMO, HOMO-1, ..., HOMO-4 ici.
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F1GURE I1.27: Vérification de la relation de complétude dans le cas ou crmult = 10 avec
un champ électrique d’amplitude 0.001 Ha/bohr dans la direction x = y.
Chaque couleur correspond a une orbitale perturbée différente, notées ¥’
dans I’équation (II.6). Pour chaque orbitale perturbée, un point est donné
par, en abscisse, I’énergie d’une orbitale inoccupée et, en ordonnée, la va-

leur de la somme > (0o..|@FF )? tronquée aprés I'addition du terme cor-
respondant a cette orbitale.

Résultats pour une extension de grille donnée

Premiére amplitude de champ électrique

L’égalité (I1.6) est tout d’abord étudiée dans le cas ou crmult = 10 avec un champ élec-
trique d’amplitude £'F' = 0.001 Ha/bohr dans la direction x = y et les résultats présentés
en figure 11.27).

Ce type de graphique sera largement utilisé jusqu’a la fin de cette thése, il faut donc
prendre le temps d’expliquer comment ils ont été construits et comment les lire. Chaque
point sur cette figure a pour abscisse I’énergie d’une orbitale inoccupée ¢,,, venant du
calcul non perturbé par un champ électrique présenté au début de ce chapitre, et pour

ordonnée la valeur de la somme > . (0o.]|@F" )2 tronquée aprés ’addition du terme

correspondant a cette orbitale.

Ainsi, les cinq points tout a gauche (ceux superposés a énergie négative) sont placés
a I'énergie de la LUMO de Ny (notée ¢, ;). Parmi ces cinq points, celui le plus bas a

pour ordonnée la valeur de la somme ) (Lol EE v0—0) + (Lt |@BE 10_o). Le point
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. . 2 2
juste au-dessus a pour abscisse la somme Y, (polF510-3) + (Porleibio_s) - Les
ordonnées des trois autres points du dessus sont donnés par une relation similaire mais

pour les autres orbitales occupées perturbées.

Les cing points suivants ont pour abscisse I'énergie de ¢, 2, c’est-a-dire celle de la LUMO+1;
ils sont donc a la méme énergie que les cinq premiers points. Leur ordonnée est donnée
par ), <800‘901EF>2 + <90v,1‘90iEF>2 + (SDU,2‘90¢EF>2~ IIs ne se distinguent pas des cinq pre-
miers points car (ng72|<,0iEF>2 est trés petit.

Les cinq points suivant sont les premiers a énergie positive. Ils ont pour abscisse I’éner-
gie de ¢, 3, c’est-a-dire LUMO+3, et pour ordonnée ) (900|90?F>2 + (pv,1 |90iEF>2 +
(po2loPT)” + (0l @FF)".

Tous les autres points du graphique sont construits par cette procédure de somme cumu-
lative, jusqu’a avoir considéré toutes les orbitales inoccupées ¢, déterminées lorsqu’il

n’y avait pas de champ électrique.

Il est alors possible de commenter cette figure. Ce qui est le plus marquant est que la
relation de complétude est presque vérifiée. Les valeurs sont d’ailleurs déja tres proches
de 1 en ne considérant que la somme sur les orbitales liées. C’est dit au régime de réponse
linéaire, car les orbitales perturbées sont tres semblables a celles sans perturbation. Il
faut aussi remarquer que ce n’est pas la HOMO qui est le plus perturbée par le champ
électrique dans cette direction z = y, mais HOMO-2. D’ailleurs, bien que HOMO-1 et

HOMO-2 soient dégénérées, ces orbitales ne sont pas perturbées de la méme maniére.

Du fait des ordonnées trés proches de 1, ce graphique n’est cependant pas tres lisible,
et il est préférable de représenter la convergence de 1 — >_ (0, ,|pF" )2 a mesure que
plus d’orbitales non perturbées sont incluses dans la somme. Les valeurs tendront donc

vers 0.

Ce résultat concernait une extension de grille et un champ électrique dans une direction
et une amplitude données. Quel est I'effet du changement de ’amplitude de ce champ
électrique ?

Deuxiéme amplitude de champ électrique

La convergence vers 0 de la relation de complétude soustraite a 1 (notée "1-CR" par la
suite) pour deux amplitudes de champ électrique différentes, a savoir 0.001 et 0.01 Ha/bohr,

est donnée en figure I1.28. La direction du champ électrique est toujours suivant I’axe

x =y, et crmult = 10

La convergence dans les deux cas semble étre trés proche, mais les valeurs different

d’un facteur 100 : pour un champ électrique d’amplitude 10 fois plus grande, ’écart a la
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(b) Champ électrique d’amplitude 0.01 Ha/bohr (direction z = y)

F1GURE I1.28: Convergence de "1-CR", c’est-a-dire de la relation de complétude sous-
traite a 1, pour deux amplitudes de champ électrique différentes (0.001 et
0.01 Ha/bohr) suivant la méme direction = = y dans le cas ou crmult = 10.
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EF along x=y, crmult=10
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FIGURE I1.29: Relation de complétude soustraite a 1 et normalisée pour différentes am-
plitudes de champ électrique (0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr) dans le cas ou
crmult = 10. Le champ électrique est dans la direction x = .

complétude est 100 fois plus grand.

Pour comparer directement les deux courbes, il faut enlever cette dépendance a ’am-
plitude du champ électrique. Il y a pour cela plusieurs fagon de le faire, la plus simple
étant de diviser, pour chacun des points, par 'amplitude du champ électrique au carré.
Il a plutot été choisi de prendre, pour chaque courbe, le point en haut a gauche comme
référence : en divisant toutes les ordonnées par celle de ce point-ci, 'amplitude des or-
données est restreinte a la plage [0,1], et cela quels que soient le systeme et I'amplitude
de champ électrique. La superposition de cette normalisation pour trois amplitudes de

champ électrique est donc faite en figure I1.29.

Les relations de complétude pour chaque amplitude de champ électrique se superposent.
Tant que le champ électrique est suffisamment faible pour que le régime de réponse li-
néaire soit considéré, les orbitales du systéme non perturbé permettent une méme repré-
sentation des orbitales perturbées. Cette figure pourrait signifier qu’utiliser des orbitales
du continuum au-dela de 14 eV ne devrait pas modifier grandement les valeurs des éner-
gies d’excitation. Les résultats présentés plus hauts pour Ny suggeérent pourtant qu’il faut

largement dépasser cette valeur.
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Résultats pour différentes extensions de grille et le méme champ élec-

trique

Parmi les trois parametres qui peuvent étre modifiés — amplitude et direction du champ
électrique et extension de la grille — seule le premier I’a été jusqu’a présent. L’influence
du dernier parameétre sur la convergence de "1-CR" normalisée est donc rapportée pour
des extensions de grille crmult variant de 6 a 16 par pas de deux en Figure I1.30. La

direction du champ électrique est toujours suivant x = y.

Quelle que soit I'extension de la grille, la méme convergence est observée quelle que
soit extension de la grille de simulation. L’impression donnée plus t6t dans ce chapitre
se confirme : le nombre d’orbitales inoccupées n’est pas le paramétre important pour
déterminer si un spectre est convergé, mais c’est bien 1’énergie de la derniére orbitale
inoccupée qui est importante. En effet, pour une énergie donnée, toutes les bases

sont aussi complétes, quelle que soit la valeur de crmult.

Il reste donc a étudier I'influence du dernier parametre, la direction du champ électrique.

Résultats pour une autre direction du champ électrique

Pour appréhender 'influence de la direction du champ électrique, la figure I1.31 montre,
de la méme maniere qu’en figure I1.30, I'influence de I’extension de la grille de simulation

sur complétude de la base d’orbitales du systéme non perturbé.

Il s’avere que les principales remarques faites pour la précédente direction du champ
électrique tiennent toujours. L’amplitude du champ électrique n’a pas plus d’influence
dans ce cas-ci sur la convergence de la relation de complétude, puisque les différents
points se superposent toujours. L’énergie au-dela de laquelle la complétude ne semble
plus étre modifiée par I’ajout de nouvelles orbitales a la base est encore située aux envi-
rons de 15 eV. Enfin, '’extension de la grille de simulation ne modifie pas la convergence
de la relation de complétude. L’explication de I'influence de £, par la complétude des

bases est renforcée.

Un des changements concerne la HOMO, qui devient l'orbitale la plus perturbée par
le champ électrique lorsqu’il est dans cette direction. La seconde différence notable est
que les orbitales dégénérées HOMO-1 et HOMO-2 se superposent, ce qui n’était pas le
cas pour un champ électrique suivant x = y. Ces deux points donnent une vision plus

conforme a ce qui était attendu.

La figure I1.32 permet de mieux apprécier le fait que la convergence d’une orbitale est



78

CHAPITRE II : CALCULS DE REPONSE LINEAIRE

—_

EF along x=y, crmult=6
OEF=0.001 Ha/bohr ~ HOMO-4

Energy [eV]
(e) crmult = 14, nyre = 164

—_

EF along x=y, crmult=8

) OEF=0.001 Ha/bohr HOMO-4 ©
0.9 | . +EF=0.005 Ha/bohr 3838‘3 o 0.9 o +EF=0.005 Ha/bohr ggﬁg-g S
= - - F % = - 4
a 08 © xEF=0.01 Ha/bohr HoMod o | g O08(” xEF=0.01 Ha/bohr HoMo*
Cl) 07 F HOMO o 1 Ll) 0.7 HOMO o E
To6l@® ee 1 Toel® @ ]
B B
O 1 R0S ]
T‘é 04 | 1 Tés 0.4 1
[ ® S ® i
:a 0.3 55 0.3
Z 02 1 Zo2
0.1 0.1
0 2 PR @ . % g Q 0 2B 4 s ] Ve 19 )
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Energy [eV] Energy [eV]
(a) crmult = 6, nyie = 164 (b) crmult = 8 , nyire = 164
X EF along x=y, crmult=10 | EF along x=y, crmult=12
N " OEF=0.001 Habohr ~ HOMO-4 O " OEF=0.001 Habohr ~ HOMO-4 O
0.9 - +EF=0.005 Ha/bohr ggﬁg-g . 09 ro +EF=0.005 Ha/bohr gg%g-g .
- L * = - J - * = - 4
5 038 xEF=0.01 Ha/bohr oMol o o 08 xEF=0.01 Ha/bohr HoMoT o
LI) 07 + HOMO o 1 LI) 0.7 HOMO o i
06 ® ® J o6 l® ® ]
B B
Tosl | I < |
g oy g" ®
03 @ 1 2039 “lhag g
S Y S
Z 02t 1 Zo2 el 1
0 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Energy [eV] Energy [eV]
(c) ermult = 10, ny;e = 320 (d) ermult = 12, nyire = 384
. EF along x=y, crmult=14 . EF along x=y, crmult=16
OEF=0.001 Hbohr ~ HOMO-4 0 OEF=0.001 Ha/bohr =~ HOMO-4 ©
09 1 +EF=0.005 Ha/bohr ggﬁg—% o 0.9 Q +EF=0.005 Ha/bohr ggmg—g o 1
% = - 4 - =| - 4
e 087 xEF=0.01 Ha/bohr oMo o 08 xEF=0.01 Ha/bohr oMo o
LI) 0.7 HOMO o 1 LI) 0.7 HOMO o i
To6 @ @ {1 Toste® :
o] o] )
gost e 1 §os 1
S 04 PY 1 =04 @ :
Eosfe g | Eosle @: 1
5o ~ =
Z 02 - 1 Zo2 Lol .
[ ]
01 1o cemepl 1 01 o cmmp 1
0 L@ conesses . . . . . . 0 L& AN I I . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Energy [eV]
(f) crmult = 16, nyi = 164

F1cure I1.30: Convergence de "1-CR" normalisée, c’est-a-dire de la normalisation de la
relation de complétude soustraite a 1, pour trois amplitudes différentes du
champ électrique (0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr, dans la méme direction z =
y) et six différentes extensions de grille crmult (de 6 a 16 par pas de 2).
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Ficure I1.31: Convergence de "1-CR" normalisée, c’est-a-dire de la normalisation de la
relation de complétude soustraite a 1, pour trois amplitudes différentes du
champ électrique (0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr, dans la méme direction z)
et six différentes extensions de grille crmult (de 6 a 16 par pas de 2).
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F1GURE I1.32: Evaluation de la relation de complétude normalisée de la HOMO pertur-
bée par un champ électrique d’amplitude £F' = 0.001 Ha/bohr selon la
direction z pour différents crmult variant de 6 a 18 par pas de 2.

identique pour n’importe quelle extension de la grille de simulation. Une seule amplitude
du champ électrique est utilisée, mais la méme figure serait obtenue pour les autres
amplitudes. L’orbitale perturbée considérée est la HOMO, pour un champ électrique dans

la direction z.

Cette convergence de la relation de complétude est similaire pour la HOMO quelle que
soit 'extension de la grille. Pour les crmult les plus grands, la convergence se fait sur
plus de paliers, avec des plateaux moins larges. Le tassement du continuum fait que ces
orbitales inoccupées, discrétisées numériquement, sont plus denses pour les plus grands

crmult.

Les conclusions concernant la validité de cette relation de complétude quelle que soit
I'amplitude du champ électrique - tant que les conditions de régime linéaire sont satis-
faites — et quelle que soit 'extension de la grille de simulation sont a nouveau vérifiées.
Il est possible d’ajouter que 'influence de la direction du champ électrique ne modi-
fie que la maniére dont les orbitales inoccupées sont perturbées. L'importance de F,,,q,
vient de la complétude des bases pour différents crmult : des bases aussi completes sont

globalement constituée d’orbitales jusqu’a une méme énergie.

Ce qui vient d’étre vu pourrait également permettre de justifier d'une autre facon I'im-

portance de 'utilisation des bases gaussiennes augmentées (aug-CC-PV X'Z) par rapport
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aux bases non-augmentées, méme les plus completes. Il a en effet été vu que la conver-
gence des énergies d’excitation a mesure que plus d’orbitales du continuum sont prises
en compte dans les équations de la LR-TDDFT montrait une décroissance des énergies
d’excitation. Il a été vu que cette décroissance était de méme amplitude pour la base
aug-CC-PV5Z comparativement aux résultats de BigDFT, et ce quelle que soit I'excita-
tion considérée, ce qui nous avait fait dire que la convergence avait été atteinte dans les
deux cas. Des résultats préliminaires montrent que des amplitudes de décroissance 1ége-
rement inférieures sont obtenues pour la base aug-CC-PVDZ, et encore plus faibles pour
la base CC-PVDZ. 1l faudrait en fait tracer la convergence des énergies d’excitation en
fonction de E,,,, pour différentes bases de NWChem, pour apprécier la raison de cette
différence de convergence. Une raison pourrait étre que les bases les moins complétes
n’atteignent pas d’assez hautes énergies pour qu’une convergence soit atteinte, mais une
autre pourrait provenir de la mauvaise discrétisation du continuum a basse énergie pour
les bases non-augmentées. Vu les résultats préliminaires, les deux pourraient avoir un
role, mais cela reste a confirmer. En particulier, si la deuxiéme raison s’avérait juste, elle
serait comprise a ’aide de la relation de complétude. En effet, I'augmentation des bases
gaussiennes avec des fonctions diffuses permet de déterminer beaucoup plus d’orbitales
inoccupées de basse énergie, dans la région ou la relation de complétude diminue forte-
ment. Les bases non-augmentées ne permettraient alors pas de capter des orbitales du
continuum importantes pour la convergence des énergies d’excitation. C’est en ce sens
que I’étude de la relation de complétude permettrait une autre justification de I'utilisa-
tion de bases augmentées par rapport aux bases non-augmentées, du moins pour cette

tres petite molécule.

Pour conclure sur le cas du diazote, il faut ajouter que 'implémentation actuelle de la
LR-TDDFT dans BigDFT ne permet pas de calculer des spectres issus de la méthode de
Hartree-Fock dépendante du temps (TDHF pour Time-Dependent Hartree Fock en an-
glais), mais les orbitales issues d’un calcul Hartree-Fock peuvent étre calculées, méme
sous champ électrique. L’étude de la relation de complétude pour cet autre potentiel est
donc possible, et est proposée en Annexe A, pour des conclusions globalement iden-
tiques a celles vues ici, méme si la convergence de la relation de complétude présente
quelques différences par rapport a ce qui a été montré plus haut. Aprés s’étre concentré
sur le diazote, il faut maintenant prendre le temps de présenter les résultats d'une méme
étude pour molécule HBDMI.
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«® N =

FIGURE I1.33: Géométrie de la molécule HBDMI avec les axes selon lesquels le champ
électrique a été appliqué.

d) Relation de complétude pour HBDMI

L’étude de la relation de complétude dans le cas du diazote s’est avérée riche, avec des
conclusions assez fortes pour expliquer le role de £, dans les calculs de LR-TDDFT
dans le cadre de BigDFT. Les mémes conclusions vont étre faites dans le cas de I’étude de
la convergence de la relation de complétude pour HBDMI, mais de nouveaux résultats,

spécifiques aux plus grandes molécules, vont également étre présentés.

i) Réponse au champ électrique

Il faut commencer par étudier la réponse de HBDMI a un champ électrique. Cette mo-
lécule ayant une géométrie et une symétrie différente de Ny, un champ électrique a été
appliqué suivant trois directions : une dans la longueur de la molécule (notée z), une
autre dans sa largeur (notée y) et une derniere perpendiculairement au plan de la molé-

cule (notée z). Ces directions sont schématisées en figure I1.33.

Les amplitudes des champs électriques appliqués sont les mémes que dans le cas de No,
a savoir 0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr. La figure I1.34 présente les énergies des orbitales
occupées perturbées par des champs électriques d’amplitude 0.005 et 0.01 Ha/bohr, a

chaque fois pour trois valeurs de crmult : 6, 8 et 10.

Pour une amplitude de champ électrique de 0.005 Ha/bohr, le régime de réponse linéaire
s’applique pour les trois extensions de grille : toutes les orbitales occupées restent liées.
Ce n’est plus le cas lorsque 'amplitude du champ électrique vaut 0.01 Ha/bohr, sauf pour
la direction z. Etant donné la géométrie de HBDMI, ce résultat n’est pas étonnant : la
molécule étant plus étendue selon les deux direction z et y, 'effet Stark est plus a méme
de se manifester lorsque le champ électrique est dans ces mémes directions. En effet,
la différence de potentiel entre les deux "bords" de la molécule est plus grande lorsque

le champ est suivant x et y, il n’est donc pas surprenant que la structure électronique
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Energie des orbitales occupées de HBDMI lorsqu’un champ électrique est
appliqué. Ce champ est dans trois directions (suivant z, y ou z, cf. figure
I1.33) et de deux amplitudes : 0.005 ou 0.01 Ha/bohr. Pour chaque direction,
les énergies obtenues avec BigDFT pour trois extensions de grille diffé-
rentes sont rapportées (crmult € {6, 8,10}). Tout a gauche, les énergies des
orbitales occupées obtenues sans perturbation sont présentées sous la men-
tion "no EF" pour "no electric field" en anglais, c’est-a-dire "pas de champ
électrique".
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soit principalement modifiée dans ces deux cas. A la différence du cas du diazote, cela
cause également des différences d’énergie entre orbitales occupées non négligeables par

rapport au cas non perturbé.

Maintenant que le cadre de réponse linéaire est bien défini, il est possible de faire I’étude

de la relation de complétude pour HBDMI.

ii) Evaluation de la relation de complétude

Comme pour Ny, il faut observer si la convergence de la relation de complétude dépend
de la direction et de I'amplitude du champ électrique, a savoir de sa direction et de son
amplitude. Pour cela, des figures identiques a celles présentées pour le diazote sont pro-
duites en figure I1.35 pour une seule extension de la grille de simulation, crmult = 10. La
convergence de "1-CR" normalisée est présentée pour les 5 plus hautes orbitales occu-
pées perturbées seulement, car en présenter plus rendrait les figures moins lisibles. Ces
cing la ont été choisies car elles sont le plus a méme d’étre perturbées par I’application
du champ électrique. Les amplitudes des champs électriques appliqués sont telles que le

régime de réponse linéaire peut étre considéré.

Comme pour Ny, la convergence ne dépend pas de I'amplitude du champ électrique alors
que la direction du champ électrique a un effet important : 'orbitale la plus perturbée

par un champ électrique dépend de sa direction.

Ce qui frappe surtout est la grande variabilité de la convergence suivant la direction du
champ électrique. Pour que "1-CR" normalisée descende en-dessous de 0.1, il n’y a pas
besoin d’orbitales du continuum pour un champ électrique suivant x. S’il est suivant y
(resp. 2), il faut utiliser les orbitales de continuum jusqu’a environ 2 eV (resp. 9 eV). C’est
pourtant selon x et y que la perturbation sur la structure électronique due au champ
électrique est la plus forte, mais ces résultats montrent que la base des orbitales non
perturbées est plus a méme d’exprimer cette perturbation. Ce résultat semble contre-

intuitif et n’est pas encore compris.

Ces résultats montreraient que la relation de complétude est plus rapidement vérifiée
dans la direction ou la molécule est grande. D’ailleurs, méme pour un champ électrique
selon z, la base non perturbée peut étre considérée comme quasiment complete a partir
d’une énergie légérement inférieure a celle obtenue pour N. Il se pourrait donc que la
détermination des orbitales inoccupées du continuum a haute énergie ne soit pas aussi
importante pour les plus grandes molécules. En ce sens, il serait possible d’affirmer qu’il
est plus simple d’étudier les plus grandes molécules, dans le sens ou le besoin d’atteindre

des valeurs de F,,,, élevées serait moins fort pour que les spectres soient considérés
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F1GuUre I1.35: Convergence de la relation de complétude soustraite a 1 et normalisée pour
une extension de grille crmult = 10 et pour des champs électriques d’ampli-
tude 0.001, 0.005 ou 0.01 Ha/bohr suivant trois directions (z, y, 2, cf. figure
IL.33).
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comme convergés. Il n’est pour l'instant pas possible de 'affirmer, étant donné les trop
faibles valeurs de F,,,, atteintes pour HBDML

Il reste a étudier la convergence de la relation de complétude suivant l'extension de
la grille de simulation a l'aide de la figure I1.36. Les deux sous-figures sont obtenues
pour un champ électrique d'une amplitude de 0.001 Ha/bohr suivant z. Celui-ci a été
choisi car c’est selon cette direction que I’énergie de convergence est la plus élevée,
et il a été montré que 'amplitude du champ ne modifie pas la convergence. Chacune
des sous-figures ne contient que la convergence associée a une orbitale perturbée, a
savoir HOMO et HOMO-3, car elles ont une énergie de convergence élevée tout en étant

représentatives.

Tout comme pour le cas de Ny, la convergence de la relation de complétude ne dépend
que trés peu de 'extension de la grille de simulation. La conclusion faite précédemment
tient donc toujours : s’il est préférable de comparer des spectres pour lesquels I'énergie
de la derniére orbitale inoccupée utilisée F,,,, est la méme, c’est parce que les bases
composées par toutes les orbitales non-perturbées d’énergie inférieure a F,,,, sont aussi

complétes pour exprimer une perturbation typique de la réponse linéaire.

e) Conclusions générales sur la relation de complétude

L’étude de la relation de complétude pour HBDMI a donné des résultats généralement
trés semblables a ceux obtenus dans le cas de N», ce qui permet de tirer quelques conclu-

sions pour I'étude de molécules par LR-TDDFT.

L’application d’un champ électrique permet en effet de modéliser la réponse linéaire du
systeme et de mieux comprendre les résultats obtenus lors du calcul des spectres de LR-
TDDFT. 1l s’avere que 'amplitude du champ électrique, tant qu’elle est suffisamment
faible pour que le régime de réponse linéaire soit considéré, ne modifie pas la conver-
gence de la relation de complétude. Ce n’est que la direction de ce champ qui a un effet, et
la convergence est plus rapide (c’est-a-dire en utilisant moins d’orbitales non-perturbées)
dans les directions ou la molécule est grande. Il est donc attendu que le besoin d’utili-
ser des orbitales inoccupées du continuum soit moins important pour les molécules les
plus grandes. Cette prédiction ne peut pas étre confirmée ou infirmée par les calculs de
spectres qui ont été effectués au cours de cette theése, car la convergence des spectres de

basse énergie de HBDMI n’a pas pu étre observée.

L’autre résultat important concerne I'invariance de la convergence de la relation de com-

plétude par rapport a crmult. Elle permet de justifier pourquoi les bases utilisant les or-
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(b) HOMO-3, champ électrique suivant z et d’amplitude 0.001 Ha/bohr

F1GURE I1.36: Convergence de la relation de complétude soustraite a 1 et normalisée pour
un champ électrique suivant z et d’amplitude 0.001 Ha/bohr pour trois ex-
tensions de grille différentes et une seule orbitale perturbée, a savoir a)
HOMO b) HOMO-3.



88 CHAPITRE II : CALCULS DE REPONSE LINEAIRE

bitales du continuum jusqu’a une énergie fixée F,,,, pour différents crmult donnent des
spectres identiques, sous réserve que les orbitales liées soient convergées par rapport a
crmult : ces bases sont en fait toutes aussi complétes pour exprimer 'effet de perturba-
tions typiques de la LR-TDDFT.

Un autre regard pourrait également étre porté sur les résultats obtenus avec un code a
base gaussienne comme NWChem, s’il était montré qu'une trop faible décroissance des
énergies d’excitation lorsque le continuum est pris en compte pour certaines bases (et
particulierement les bases non-augmentées) était en fait reliée a la mauvaise discréti-
sation du continuum a basse énergie, juste au-dessus de 0 eV, la ou la relation de com-
plétude varie le plus. Ce serait un argument supplémentaire a celui déja donné lors de
I’étude des spectres, a savoir que I'augmentation permet une meilleure description des
orbitales liées, et particulierement des orbitales inoccupées, méme pour des molécules

assez grandes comme HBDML

Tout ce qui vient d’étre présenté au cours de ce chapitre montre a quel point I’étude de
spectres avec un formalisme systématique tel que celui de BigDFT peut étre utile pour
comprendre, ou au moins valider, la bonne qualité des résultats obtenus dans la littéra-
ture par le formalisme non systématique des bases localisées gaussiennes, tel qu’utilisé
dans le code NWChem. Rappelons qu’il a été montré avec BigDFT que seules les exci-
tations les plus basses en énergie, celles correspondant a des transitions entre orbitales
liées, sont susceptibles d’étre déterminées avec certitude, pour un potentiel d’échange
corrélation donné. En effet, ces excitations peuvent étre considérées comme convergées
par rapport a I'extension de la grille de simulation, mais il faut prendre en compte les
orbitales du continuum dont I’énergie doit atteindre des valeurs assez hautes pour que
leur valeur limite soit clairement déterminée. La convergence du spectre a de plus hautes
énergies reste cependant problématique, puisqu’aucune convergence par rapport a ’aug-
mentation de crmult n’a pu étre observée. Cette observation a été rendue possible du fait
de la détermination d’une plage d’énergie, dont I’étendue est reliée a F,,,,,, ou le spectre
peut étre considéré comme convergé pour un crmult donné. Cela ne veut pas dire qu'une
convergence par rapport a crmult ne peut pas étre obtenue pour cette partie du spectre,
mais seulement qu’elle est tres difficilement atteignable, alors méme que la relation de
complétude n’est pas modifiée par le changement d’extension de grille. Ce constat est
renforcé par le probleme causé par le tassement du continuum, qui limite I'utilisation
de la "force brute" pour obtenir un spectre de référence a haute énergie, méme sur une
plage limitée. C’est ce constat qui nous a amené a étudier un formalisme différent, celui
des états résonants. Il sera présenté dans le prochain et dernier chapitre de cette theése.

L’espoir, en utilisant ces états résonnants, est de passer outre le tassement du continuum
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pour donner un spectre de référence méme a haute énergie.



90

CHAPITRE II : CALCULS DE REPONSE LINEAIRE




CHAPITRE III

Etats résonants : le cas particulier du puits

de potentiel carré a une dimension

Résumeé pour le lecteur pressé

Ce dernier chapitre va étre ['occasion d’explorer une voie ouverte depuis la
premiere moitié du XXéme siécle, qui concerne l'utilisation des états réso-
nants (ou de Siegert), qui sont des états propres d’un hamiltonien satisfaisant

des conditions aux limites particuliéres, dites d’onde sortantes ou de Siegert [8].

Le but sera de montrer, dans le cas du puits de potentiel carré a une di-
mension, qu’il est possible de remplacer efficacement le continuum d’états
inoccupés par une somme discrete sur les états de Siegert dans certains

contextes que nous allons détailler.

Nous commencgons par proposer une définition des états du continuum
et des états de Siegert dans ce cas particulier. Nous verrons que les états liés
usuels représentent un type d’états de Siegert. Il en existe trois autres : les états
anti-liés, d’énergie négative mais dont les fonctions d’onde divergent a ’infini;
les états résonants, dont I’énergie et les fonctions d’onde sont complexes, ces
derniéres divergeant également; enfin, les états anti-résonants, qui sont reliés
aux états résonants par des relations de conjugaison. Seuls les états liés sont de
carré sommable et permettent donc de définir une constante de normalisation,
qu’il est possible de continuer analytiquement pour qu’elle soit valable pour
tous les états de Siegert. On montrera également qu’une normalisation correcte
des états du continuum est trouvée lorsqu’ils sont définis comme états propres

de la matrice de diffusion du potentiel.
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Nous passons ensuite a I’étude de la relation de complétude pour montrer
numériquement, qu’une expansion dite de Mittag-Leffler de cette relation,
permet de remplacer la contribution donnée par une intégrale sur les états du
continuum. Cette expansion, faisant intervenir tous les états de Siegert, n’est
cependant valable que dans la région ou le potentiel est non nul. Nous montrons
également que l'application du théoréme des résidus permettrait de justifier

cela.

La partie suivante concerne la fonction de Green, pour laquelle il est éga-
lement montré numériquement que 'expansion de Mittag Leffler sur les états de
Siegert permet efficacement de se passer de U'intégration sur les états du conti-
nuum. Nous constatons d’ailleurs que les cas numériques pour lesquels la com-
plétude était difficilement atteignable avec I’expansion de Mittag-Leffler ne sont

pas aussi problématiques lorsqu’il s’agit d’exprimer la fonction de Green.

Enfin, nous étudions dans une derniére partie I’évolution temporelle d’un
paquet d’onde situé a Uintérieur du potentiel. Cette étude numérique montre
que expansion de Mittag-Leffler est toujours valide, mais pour les temps
courts seulement. Ce sont en effet des expansions de type Berggren qui
permettent d’exprimer correctement ’évolution temporelle de ’état ini-
tial pour les temps longs. Il y en a de deux types, une premiére pour les temps
futurs utilisant les états liés et résonants seulement, et une deuxiéme pour les
temps passés utilisant toujours les états liés, mais cette fois-ci avec les états anti-

résonants.
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1- Introduction aux états résonants

Au chapitre précédent, il a été montré que les spectres a haute énergie — c’est-a-dire
lorsque les transitions concernent majoritairement des orbitales inoccupées du conti-
nuum - obtenus par LR-TDDFT ne peuvent pas étre considérés comme convergés par
rapport a ’extension de la grille de simulation crmult de BigDFT. Cette remarque semble
contradictoire avec 'observation d’une convergence de la relation de complétude iden-
tique quelle que soit 'extension de grille. Cette convergence signifie pourtant seulement
que les orbitales du systéme non perturbé, pour différentes extensions de grille, sont
toutes aussi capables de reproduire les orbitales occupées du méme systeme perturbé
par un champ électrique. La discrétisation du continuum d’orbitales inoccupées est donc
suffisante d’un point de vue perturbatif pour expliquer la convergence des énergies d’ex-
citation les plus basses, mais pas pour exprimer la véritable contribution de ce continuum

au spectre a plus haute énergie.

La maniere "brutale" pour dépasser ce constat consisterait a encore augmenter crmult,
jusqu’a l’apparition d’'une convergence des spectres, mais le tassement du continuum
laisse présager de grandes difficultés numériques, le tout sans qu’une issue positive soit
assurée. En effet, le continuum d’orbitales inoccupées a une contribution par essence
continue au spectre. Le continuum ne pouvant qu’étre discrétisé numériquement, il fau-
drait donc réussir a condenser l'information qu’il contient sur un nombre discret d’orbi-

tales.

Le formalisme des états résonants (également dits de Gamow [7] ou de Siegert [8]) se
présente alors comme une voie trés prometteuse. Il consiste en l'utilisation d’une cer-
taine classe d’états propres de I’équation de Schrodinger, satisfaisant une condition aux
limites particulieére : ces états propres doivent représenter des ondes sortantes seule-
ment. A. J. F. Siegert donna une justification a ce type de condition aux limites [8], dans
le contexte de la diffusion d’une particule incidente par un noyau : “la section efficace
étant le rapport des intensités sortantes et entrantes, celle-ci devient singuliere lorsqu’il
n’y a plus qu'une onde sortante”. Autrement dit, lorsque ’amplitude de 'onde entrante
est nulle, il y a résonance. Les états résonants ont la particularité d’avoir des énergies et
fonctions d’onde complexes, dans le sens ou leur partie imaginaire est non-nulle, et sont
donc étudiés dans le cadre de la mécanique quantique non-hermitienne [38]. Bien qu’ori-
ginellement principalement utilisés en physique nucléaire, les états résonants peuvent

également étre étudiés dans le contexte de la structure électronique.

Il existe une littérature assez conséquente sur le sujet de la discrétisation du continuum
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a l’aide des résonances [10-12, 39-43]. Le but de ces articles est d’étudier quelle est la
meilleure expansion sur les états résonants de la relation de complétude et de la fonction
de Green associées a un hamiltonien donné. Pour cela, I'intégrale sur les nombres d’onde
réels impliquant les états du continuum est remplacée par un contour d’intégration dans
le plan complexe, de maniére a faire apparaitre les contributions des états résonants sous
forme de résidus de I'intégration sur ce contour complexe. Le probleme est alors de choi-
sir quel contour utiliser, avec un certain nombre de questions sous-jacentes :

— ou sont situés les nombres d’onde des états de Siegert dans le plan complexe ?

— lesquels sont effectivement nécessaires pour déterminer la relation de complétude ou
la fonction de Green sous forme d'une somme discréte? En particulier, quelle est la
meilleure expansion sur les états de Siegert : celle dite de Mittag-Leffler ou celle dite
de Berggren ? (Elles seront présentées plus loin.)

— Sous quelles conditions I'intégrale sur le contour dans I’espace complexe devient né-

gligeable ?

C’est donc un champ d’exploration de la physique depuis plusieurs décennies. Pourtant,
I’étude des états résonants a quasi-exclusivement été faite pour des systémes et poten-
tiels modéles, a une dimension. Des limitations intrinseques en sont la cause. Il faut
en effet s’approprier les concepts de la mécanique quantique non-Hermitienne [38] et
travailler avec des énergies et fonctions d’onde complexes, divergentes a 'infini!. La

détermination numérique de ces états propres est donc un probléme.

Des méthodes telles que le potentiel absorbant complexe (CAP, pour Complex Absor-
bing Potential en anglais) [44, 45] ou la mise a I’échelle complexe (complex-scaling en an-
glais) [46, 47] et ses dérivés (mise al’échelle complexe a 'extérieur [48] (Exterior Complex
Scaling en anglais) et mise a 1’échelle complexe lisse a I'extérieur [49] (Smooth Exterior
Complex Scaling en anglais) ont néanmoins été proposées pour permettre une extraction
d’états résonants sous la forme de fonctions d’onde de carré sommable. Ces méthodes
nécessitent la détermination numérique précise d’un potentiel complexe, et ce verrou
mathématique a été levé grace a I'utilisation d’une base d’ondelettes de Daubechies [50].
Une étude concernant le meilleur type de dilatation complexe a utiliser pour extraire les
états résonants, ainsi que des idées innovantes concernant I'utilisation du théoréeme du
viriel pour les reconnaitre des autres types d’états issus de la résolution de I’équation de

Schrédinger ont été soumises [51].

Au cours de ce chapitre, on va plutét étudier le probleme de la discrétisation de la relation

1. C’est le cas pour tous les états de Siegert, sauf pour les états liés usuels, qui eux aussi satisfont la
condition au bord de Siegert; les états résonants peuvent de ce point de vue étre considérés comme une
généralisation des états liés.
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de complétude a 'aide d’états résonants, ainsi que ceux, sous-jacents, de la fonction
de Green et de I’évolution temporelle. On se place dans le cas particulier du puits de
potentiel carré a une dimension, qui est I'un des potentiels usuels pour introduire la
mécanique quantique [52], du fait de la la résolution analytique aisée de I’équation de
Schrodinger. Bien que connus de la plupart des étudiants en mécanique quantique, il a
encore été, jusqu’a tres récemment, I’objet d’un certain nombre d’études concernant les
états résonants. Citons notamment :

— le travail de Sprung et al. [53] pour déterminer les nombres et fonctions d’onde des
différents états résonants,

— les travaux de Nussensveig [54] puis de Belchevet al. [55] concernant les états résonants
et leur mouvement dans le plan complexe lorsque le potentiel varie,

— les travaux de Moiseyev et ses collaborateurs, toujours concernant le mouvement des
états résonants dans le plan complexe des nombres d’onde en fonction de la profondeur

du puits [56], mais aussi concernant la position des pics de transmission [57] .

Pourtant, aucune de ces études n’a traité de la relation de complétude ou de la fonction
de Green, ni surtout de l'utilisation d’une expansion sur les états résonants de ces deux
opérateurs. C’est ce que nous proposons donc de faire de maniere analytique dans la
suite de ce chapitre, divisé en quatre parties. La premiére posera le probleme et les no-
tations, avec pour résultat important une définition des différents types d’états propres
dont il a été question jusqu’a présent, a savoir les états du continuum et les états de
Siegert. Nous verrons qu’une des difficultés a été de trouver la normalisation adéquate
pour ces différents types d’états. On pourra alors présenter, dans une deuxiéme partie,
I’expansion sur les états résonants de la relation de complétude, valable sous certaines
conditions. Elle serait obtenue par I'application du théoréeme des résidus qui pourrait
naturellement conduire a une expansion connue sous le nom de Mittag-Leffler. La troi-
siéme partie concernera, de la méme maniere, I’étude de 'expansion de Mittag-Leffler
de la fonction de Green. Enfin, une quatriéme et derniére partie traitera de 1’évolution
temporelle d’'un paquet d’onde a 'aide des états résonants. On verra qu’'un autre type

d’expansion est nécessaire, en particulier pour les temps longs.

2. Au cours de cette these, deux observations supplémentaires ont été faites en lien avec l'article [57],
qui pourraient venir I’étoffer. La premiére concerne la transmission, dont une expansion sur les états de
Siegert converge vers le résultat exact a mesure qu'un plus grand nombre de couples d’états résonants et
anti-résonants est pris en compte. La seconde est a propos du premier pic de transmission, lorsque celui-ci
n’a pas pour amplitude 1 (ce qui est le cas pour certaines plages de profondeur de puits a largeur fixée) : il
est en fait di & un couple d’états liés et anti-liés. On a montré que la formule donnant le profil du pic de
transmission associé a un tel couple d’états liés et anti-liés est similaire a celui associé a un couple d’états
anti-liés.
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2- Position du probleme et définitions importantes

Cette premiere partie va étre I'occasion de résoudre I’équation de Schrodinger indépen-
dante du temps (TISE pour Time-Independent Schrodinger Equation en anglais) en dimen-

sion 1:
——— +V(2)|p(z) = Ep(z) (IIL.1)
ou h est la constante de Planck et m la masse de la particule (placée dans le potentiel V)

dont on étudie les états propres caractérisés par la fonction d’onde ¢ et I'énergie .

Comme annoncé plus haut, le cas d’étude au cours de ce chapitre est le potentiel carré,

caractérisé par sa profondeur V) > 0 et sa largeur [ > 0 :

(IIL.2)

Le but est déterminer une fonction d’onde ¢ solution de cette équation pour une énergie
E donnée. Pour cela, espace est découpé en 3 régions, et une fonction d’onde solution

est trouvée dans chacune de ces régions :

1. z < —é :
or(z) = Ay exp(ikix) + A} exp(—ikix) (I1.3)
ou k’l =4/ 2;’;—QE
! !
2. -3 <z< 3
orr(z) = Agsin(kez) + Aj cos(kax) (I11.4)
oil /{2 _ \/Qm(g;-Vo) _ \//{i12 + 27;;2\/0
3. x> %

orr(z) = Az exp(ikix) + Aj exp(—ikix) (IL.5)
ou k; a la méme définition qu’en (II1.3)

Cette formulation de la solution de I’équation de Schrodinger en trois fonctions d’onde
@1, @11 et @i va nous servir a rappeler les concepts de matrices de transmission et de
diffusion. Elle nous permettra aussi de déterminer les états du continuum et les états de

Siegert.

Enfin, dans le but simplifier les notations, on se place dans le systeme d’unités atomiques,

ouh=1etm, = 1.
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a) De la continuité des solutions de I’équation de Schrodinger
indépendante du temps (TISE) aux matrices de transmission et dif-

fusion

i) Continuité des solutions de TISE

Le puits de potentiel carré posséde des discontinuités finies aux points = + [/2. La
fonction d’onde ¢ et sa dérivée sont donc continues en ces deux points. En imposant

la continuité en ces deux points, il est possible de relier les différents facteurs A; et A’

(i€{1,2,3}):
A\ A 2k f& =\ (A
(Aé) =Cyp (Aﬁ) = Tk (ch —fo> (Ai) (IIL.6)
A\ A\ (S T8 (A
()= ()= (7 1) (%) o

C_y/2 et Cy o sont appelées les matrices de continuité. Elles sont construites a partir des

fonctions ff, f, f.7 et f,~ de la maniére suivante :

( 5_ )
— +_ _ o —ik1l/2
fo(kl) fo 2k16
or .
f0<—/{71) _ f(; — iezlﬂl/Q
5 ! (IIL.8)
(k) = ft= — e ikl
f ( 1) fe 2k16
fol=k) = f== ieikllﬂ
\ ‘ ! c 2kll
et ou les fonctions 971, 0, 0 et 6 sont définies par :
(
oF = ky sin <@) + iky cos kol
2 2
D ki cos @ — 7ky sin @
2 2
(IIL.9)
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Notons d’ailleurs que :

ik
det(Cije) = —gp-= SOl = o2

2k 1
e T S F

(II.10)

Nous donnons, en annexe B.1-, quelques relations utiles pour vérifier ces définitions ainsi

que celles qui suivront.

ii) Matrice de transmission )M

La connaissance des matrices de continuité permet de construire facilement la matrice

de transmission M, qui relie les coefficients dans la région apres le puits a ceux avant le

A A A
=M || =CpCapn | (IIL.11)
Ay Ay Ay

La convention choisie est telle que k£; > 0 pour une particule incidente venant de —oo,

puits.

mais les autres cas sont équivalents. En effet, une particule venant de +o0o pour un ob-
servateur est une particule venant de la droite pour un observateur placé de 'autre coté
de la trajectoire de la particule; également, en posant k; < 0, il est toujours possible

d’effectuer le changement de variable k; — —k] et travailler avec k] > 0.

La matrice M est donc définie comme suit :

(IL.12)

2 (20 f Sl A S ]
ihy \ fZfF+ fo 15 —2fc fs

A l'aide de nos notations, particulierement les valeurs des déterminants des matrices de
continuité, il est facile de retrouver que le déterminant de cette matrice de transmission

vaut 1, ce qui constitue sa caractéristique principale.

iii) Matrice de diffusion S

L’autre matrice qui est usuellement définie est la matrice de diffusion S. Elle relie les coef-

ficients des ondes sortantes aux coefficients des ondes entrantes. Dans notre convention,
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elle est définie comme suit :

(i) = () - 2) ()
A, Al rot) \ A,

(8 1 (LS

_ |2\ f 2 f§+f5 A (II.13)
RO (AN 7 W O A /) Al '
2\ ") 2\ g 3

R S VLA PREll A P A PR P P N (N
2edo \FETo+ 1510 F5Ie = 1502 ) \ A
La premiere remarque est que la matrice de diffusion a des poles aux zéros des fonctions

[ et f (voir les équations (II1.8)), c’est a dire aux zéros des fonctions . et ¢ (voir les

équations (II1.9)).

La deuxiéme est que I’on peut déterminer les amplitudes de transmission ¢ et de réflexion
r avec ces mémes fonctions. Il est alors rapide de montrer que rr* + ¢t* = 1 puisqu’il
existe des relations de conjugaison entre ces fonctions, a savoir (f7)" = f- et (f,;F)" =
fo - Ce n’est rien d’autre que la démonstration du fait que la somme de la probabilité
de réflexion R = |r|? et de la probabilité de transmission 7' = |¢|? vaut 1. On montre
également que rt* + tr* = 0, ce qui finit de démontrer I'unitarité® de .S, qui est une de

ses principales caractéristiques.

b) Etats propres de H et S : vers une définition des états du

continuum

Les dérivations présentées jusqu’a présent suivent ce qui est présenté dans les livres de
mécanique quantique, avec quelques notations différentes mais pratiques pour conden-
ser les équations. On va maintenant montrer que les états du continuum de ce potentiel

carré peuvent se définir en tant qu’états propres de la matrice de diffusion.

i) Etats propres de S

On peut en effet remarquer que la matrice de diffusion posséde des états propres notés

Ay o 0y 1 (1
(3)(0) () ale)

3. Une matrice S est unitaire si elle vérifie ST = STS = I, avec I la matrice identité. L’exposant t
marque la transposition et la conjugaison d’une matrice.

©, et p_ tels que:
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Al - i 1 . ttr 1
(@) -as()- ()
1

Les facteurs 7 servent a normaliser ces états propres. Grace a ca, la relation de complé-

tels que :

tude usuelle sera retrouvée.

ii) Etats du continuum ¢, et oy

Avant de directement écrire les états du continuum, intéressons-nous aux fonctions

A 1 A 0
d’onde et wp, obtenues en appliquant les vecteurs = et =
e o (A) (o) (A) (1)

a la matrice de diffusion S pour déterminer les facteurs A’ et As et en utilisant les dé-
finitions des matrices de diffusion pour obtenir les facteurs A, et Af. Nous verrons que
ces états correspondent a des états du continuum bien connus. Il suffira simplement d’en

faire une combinaison linéaire pour obtenir les autres états du continuum ¢, et ¢_.

Etats ©Yr

A 1
Le premier de ces deux états, noté ¢y, est tel que (All) = (0) En appliquant ce
3

vecteur a la matrice de diffusion, les facteurs A} = r et A3 = ¢ sont immédiatement

(A 1t
trouvés. En calculant (C)») ! (Ai))) = (Ciy2) ! (O) on obtient alors A, = —2;, et
3

/:
27 2f

La fonction d’onde associée a cet état est donc donnée par :

1 eikl.’ﬂ +T6_ik1m (.T < _l/2)
cos(kax sin(kox
pu(@) = 7= o) ) (g < 1/2) (IIL16)
teik1e (x >1/2)

C’estla fonction d’onde une particule entrant en —oo (d’ou 'indice L pour left en anglais)
dont une partie est réfléchie par le puits et 'autre est transmise vers +oc. Le facteur %

2T
est présent pour assurer la bonne normalisation des états du continuum. Il est présent
pour retrouver la relation de complétude dans le cas limite de la particule libre, sans

potentiel (voir ’annexe B.2-).
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Etats YR

. Ay 0 , . . .
L’état pg, tel que n = ) est déterminé de la méme maniére :

. te ik (x < =1/2)
kox in(kox
or(T) = Nor- coler) 4 D (j2] < 1/2) (IIL.17)
e~hT 4 pethie (x>1/2)

Cette fonction d’onde correspond a celle d’une particule entrant en oo (d’ou I'indice

R) et dont une partie est réfléchie par le puits et I’autre est transmise vers —oo.

iii) Etats du continuum v, ety

11 est alors facile de définir les fonctions d’onde p*, associées aux états propres du ha-

miltonien et de la matrice de diffusion.

Etats Y,

Commencons par déterminer ¢, en tant que combinaison linéaire des états ¢ et ¢y, :

frehe g fremhe (o < —1)2)
cos(kax) (lz] <1/2) (II1.18)
fjeiklz + fe—e—z’klw (QJ > l/2)

_prt+er 1

TR AL

La fonction d’onde obtenue est paire et a des pdles aux zéros de f; .

Etats ©_

Définissons enfin ¢_, de la méme maniere :

f;eiklx + fjefik:lm (ZE < _l/2)
— sin(kox) (|lz| <1/2) (II1.19)
—flet — fremhr (x> 1)2)

_pr—pr 1

i V2 2Ty

Cet état est impair et a des poles aux zéros de f; .
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c) Etats résonants, ou de Siegert

Les états du continuum viennent d’étre définis, passons donc aux états résonants, que
nous appellerons dans la suite états de Siegert pour éviter des confusions *. Ils satisfont
la condition aux limites dite de Siegert [8], justifiée par le fait qu’il y a résonance de
la section efficace lorsque 'amplitude de 'onde entrante est nulle. Les fonctions d’onde
de ces états seront déterminées apres 'application de cette condition aux limites aux
états propres de ’hamiltonien, avec 1'aide de nos définitions condensées des matrices
de continuité et de transmission. On verra que les états liés usuels ne sont qu'un cas
particulier des états de Siegert; c’est d’ailleurs apreés avoir déterminé la normalisation des
états liés que sa généralisation aux états de Siegert sera proposée. Nous terminerons par
les localisations dans le plan complexe des nombre d’onde associés aux états de Siegert,

qui seront séparés en plusieurs catégories : liés, anti-liés, résonants et anti-résonants.

i) Condition de Siegert : condition d’onde sortante

Les états de Siegert obéissent a une certaine condition aux limites, dite de Siegert :
la condition d’onde sortante (outgoing boundary conditions en anglais). En gardant la
convention k; > 0, les conditions de Siegert (une a gauche et 'autre a droite du puits)
se définissent comme :

(i F ikl) o(x) =0 (II1.20)

dx
x=+1/2

Il est choisi de les évaluer en x = +[/2, mais elles sont valides pour n’importe quels x

tels que x = +xq avec xy > /2.

Il suffit d’appliquer I’équation (II1.20) a ¢ et /s, définies en (IIL.3) et (IIL.5), pour obtenir
les conditions A; = A = 0. Remarquons d’ailleurs que ce sont exactement les mémes
conditions qui sont utilisées lors de la recherche des états propres de carré sommable
du hamiltonien, aboutissant aux états liés lorsque k; = ip, avec p, > 0, dont I’énergie
est alors définie par E = k> = —p,> = —FE, (indice b pour bound, qui signifie lié en

anglais).

Connaissant la continuité des fonctions d’onde, il est possible d’obtenir les autres coef-

4. En effet, les états résonants peuvent étre séparés en quatre types, dont un est aussi couramment
appelé état résonant. Afin d’éviter une confusion entre ces deux concepts, les états résonants considérés
dans leur globalité seront donc appelés états de Siegert dans la suite.
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ficients en posant A, = 0 :

( . 2]{31

Ay = ——=(2/0 f5)As
lk’g
2%k . o+ oI
A== S+ £y 1) As = —M%
Zk? fe f(j_ - fo .fe+ (IIIZl)
Ay = —2.—]ﬁf;A3
ZkQ
2k,
Ay =—f A
[ A2 = g, Lo
Il faut également assurer que A; = 0, c’est-a-dire que f. f,~ = 0. Il existe ainsi deux

types d’états satisfaisants les conditions de Siegert : ceux pour lesquels .~ = 0 et ceux

pour lesquels f;- = 0.

Sif- =0

Commencons par déterminer les états satisfaisant les conditions de Siegert et tels que

fo = 0.1 est alors aisé de vérifier, grace aux égalités (II1.21), que A, = 0 et A} = A;.

e

La fonction d’onde associée s’écrit donc :

e e (x < —1/2)
e cos(kaw) /2
= — = et < .
QOS,B('I) A3 COS(kQZ/Z) (’QJ‘ — l/2> (III 22)
etk (x >1/2)

Ce type d’état est noté ¢g ., avec S pour Siegert et e pour even, qui signifie pair en anglais.
Aj§ joue alors le role de constante de normalisation.

La simplification de la fonction d’onde a I'intérieur du puits vient du fait que si f; = 0,

alors A, = % foAs = ?Ti; il suffit alors de calculer f lorsque f; = 0, ce qui donne

+ = cos(kyl/2)e"11/2,

e

Sif, =0

De la méme maniere, I'autre type d’états résonants, satisfaisant les conditions de Siegert

et tel que f,” = 0, est obtenu en vérifiant que A, = 0et A} = —A3:
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—e kT (x < =1/2)
sin(koz) 12
— Ao O\VEA ) ik < )
©so(r) = A sin(kgl/Q)e (|x| <1/2) (II1.23)
etk (z >1/2)

Cet type d’état est donc impair et noté ¢g ,, avec o pour odd, qui signifie impair en anglais,
avec A§ pour jouer le role de constante de normalisation. On a cette fois-ci utilisé le fait

que Ay = —%f;Ag = ?—_ﬁ si ;7 = 0 et par suite que f;F = sin(kyl/2)e*11/2,

ii) Normalisation des états de Siegert

Les états de Siegert ne sont pas tous normalisables dans Lo, car seuls les états liés sont
de carré sommable, les autres divergeant exponentiellement. C’est donc pour ces états

que les constantes de normalisation A§ et A5 peuvent étre définies. Elles seront notées

Ab,e et Ab,o-

I1 suffit pour cela de réutiliser les fonctions de Siegert paires (II1.22) et impaires (II.23),
en posant respectivement k1 — ipy /o, avec pp /o > 0. Les fonctions de Siegert des états
liés, notées ¢y /o, sont alors de carré sommable et leur norme doit vérifier les relations

suivantes :

/ (o)
<90b,e‘90b,e> _/ dﬂ?%,e2(l‘)

_pb,el el el 1 el
e 1 Dol o (el (@D 4 2y gy
Pb,e 2 2 Qb,el 7

—Pb,ol ol ol ; ol
(onoline) = < 1 o ot () (1 2D g 2
\ Pb,o 2 Qb,ol

ot l'on a posé qyc/o = \/—Phefo’ + 2V0.

La normalisation des états liés peut alors se condenser en une seule formule :

1
Sin(qb,e/ol) 2
pb,e/ol (]- + —) /o
Ab,e/o = epb’ﬁ/ol/zy/pb,e/o 1+ Boe/o! = epb’e/ol/21 / ‘gb’—/ (I1.25)
be/o

1 £ cos(gp,e/ol)

Il faut alors faire la continuation analytique de cette formule pour qu’elle soit valable
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pour tous les états de Siegert :

kil (11—81“,5’32”) ) m
Ao — pmikil/2 S |1 2 — pmiky2 [ THL (I11.26)
3 ¢ e e cos(kal) ‘ B/,

Apres quelques lignes de calcul utilisant quelques relations trigonométriques et le fait

[N

que fo = 0 (resp. f; = 0), il est possible de simplifier la définition de B, et B, (voir

I’annexe B.3-) :

B . 2+ kgl tan(kgl/Q) o S 2 — kgl COt(kgl/Q)
" 2cos?(kyl/2) 7 2sin®(kyl/2)

(IL.27)

Il est important de normaliser les états de Siegert pour les utiliser correctement dans
I'évaluation de la relation de complétude, de la fonction de Green et de la propagation

temporelle. Cette normalisation n’apparait pas dans la littérature antérieure sur le sujet.

iii) Ecriture canonique des états de Siegert

Ces constantes de normalisation étant connues pour chaque état de Siegert dans le cas
du puits de potentiel, une écriture canonique de leur fonction d’onde peut donc étre

proposée. Ainsi, pour les états pairs, ¢g . vaut :

T o /9)
—iky | cos(kqx)
B, | cos(kal/2)
etk (@=1/2) (x >1/2)

Vse(x) = (lx] <1/2) (II1.28)
alors que, pour les états impairs, ¢g , est définie par :

_efikl(a:Jrl/Q) (l‘ < —l/2)
—Zk’l Sil’l(kQI)

J(x) = _ : <1/2 I1.29
s, (I‘) B, Sln(kgl/2) <|l” = / ) ( )
etk (@=1/2) (x >1/2)
iv) Les différents types d’états de Siegert
Les états de Siegert ont un nombre d’onde k; qui est soit solution de f,~ = 0 (pour les

états pairs), soit de f;~ = 0 (pour les états impairs), c’est-a-dire solution des équations
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Ficure III.1: Représentation, dans le plan des nombres d’onde complexes, des zéros de
6+, 6., 06 etd; dansle cas ot Vy = 10 et [ = 7/+/2. Les zéros de 0 (resp.

e’ ¥e?’ Yo

4 , . . . . I3 ’
0.") sont les états de Siegert impairs (resp. pairs) et sont représentés par des
carrés (resp. des ronds). Les pdles représentés par des ronds ou carrés pleins
(resp. vides) correspondent au poéles de 53/0 (resp. 56_/0).

transcendantes - = 0 ou 0] = 0, respectivement. Pour un potentiel de largeur [ =
7/ V2etde profondeur V) = 10, ces nombres d’onde sont complexes, comme le montre la
figure III.1. Les solutions des équations J,; = 0 et J, = 0 y sont également représentées
(points vides) : elles correspondent aux nombres d’onde des états de Siegert obtenus dans

la convention k; < 0).

En ne s’intéressant qu’aux solutions correspondant aux états de Siegert qui sont solution
de 57 = 0 oude §} = 0, correspondant respectivement aux cercles et carrés pleins de la
figure IIL.1, il est possible d’identifier quatre types d’états de Siegert, dont les caractéris-

tiques sont récapitulées dans le tableau III.1.

Les états liés usuels ont une énergie négative et un nombre d’onde tel que leur fonction
d’onde soit de carré sommable. Les états anti-liés ont également une énergie négative,

mais leur nombre d’onde est de signe opposé a celui des états liés : les fonctions d’onde
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TABLEAU IIL.1: Présentation des quatre types d’états de Siegert (respectivement lié, anti-
lié, résonant et anti-résonant) par 'intermédiaire des parties réelle et ima-
ginaire de leur nombre d’onde et de leur énergie.

Nombre d’onde Energie
Type — — — — — —
Partie réelle \ Partie imaginaire || Partie réelle \ Partie imaginaire
lié nulle positive négative nulle
anti-lié nulle négative négative nulle
résonant positive négative positive négative
anti-résonant négative négative positive positive

que leur sont associées divergent. Il en est de méme pour les états résonants et anti-
résonants, du fait de la partie imaginaire négative de leur nombre d’onde. Ces états ont
la particularité de présenter une énergie complexe et vont par paires : la fonction d’onde
d’un état anti-résonant est reliée a celle de Iétat résonant correspondant par une simple
relation de conjugaison ¢, *(z) = ¢, ().

La figure III.2 présente les fonctions d’onde normalisées des états liés et des deux pre-
miers états résonant d’un puits de potentiel particulier. Le potentiel est également repré-
senté en traits pointillés noirs gras. Les fonctions d’onde des états liés sont translatées
par leur énergie, les états résonants par la valeur absolue de leur énergie. La partie ima-

ginaire des états résonants est en pointillé, celle des états liés étant nulle.

Les états de Siegert présentent un certain ordre. Il existe en effet une alternance de pa-
rité a mesure que les états sont plus hauts en énergie (pair, puis impair) qui continue
pour les états résonants (le dernier état lié est pair, le premier état résonant est impair,
le deuxiéme est pair; il en serait de méme pour les états anti-résonants). Une autre pro-
priété se propage depuis les états liés vers les états résonants, c’est I'incrémentation du
nombre de ventres et de noeuds de la fonction d’onde a I'intérieur du puits de potentiel.
Le premier état lié n’a ainsi qu’un ventre, 1’état liés suivant possede un noeud et deux
ventres, et ainsi de suite, avec en particulier le premier état résonant qui présente un

noeud et un ventre de plus que le dernier état lié.

Dans la littérature, il existe des articles observant les variations des états de Siegert a me-
sure que le potentiel varie, et en particulier quand le potentiel est plus profond [54-56].
Il est ainsi montré, lorsque la profondeur du puits augmente, qu’il y a une coalescence
d’un état résonant avec un état anti-résonant pour former deux états anti-liés, dont I'un
finit par devenir lié. En fait, tout se passe comme si les états (anti-)résonants sont des

états liés "manqués", parce que le puits de potentiel n’est pas assez profond.

En définissant les états du continuum et et les états de Siegert, en particulier leur norma-
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Bound and resonant wavefunctions

FiGure III.2: Fonctions d’onde g des états liés et des deux premiers états résonants du
puits de potentiel de profondeur V; = 10 et de largeur [ = v/27. Le poten-
tiel est en trait pointillé noir et gras. Les fonctions d’onde des états liés sont
translatées par leur énergie, alors que celles des états résonants sont trans-
latées verticalement de la valeur absolue de leur énergie. Chacune de ces
énergies est représentée par les lignes horizontales pointillées fines. La par-
tie imaginaire des états résonants est également en pointillé (elle est nulle
pour les états liés).

lisation respective, les bases pour toute la suite du chapitre sont posées. C’est grace a ces
notations qu’il sera possible de tester si la contribution du continuum dans le cadre de
la relation de complétude, de la fonction de Green et de la propagation temporelle d'un
paquet d’onde peut étre avantageusement remplacée par une contribution des états de

Siegert seulement.

3- Relation de complétude

Pour commencer, nous nous intéressons a la relation de complétude dans le cas du puits
de potentiel carré a une dimension. Il en a déja été question lors des calculs de LR-TDDFT.
Rappelons seulement que chaque état lié est orthogonal a tous les états du continuum

(cela se vérifie aisément avec nos notations), et forment une base compléte. La relation
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de complétude suivante est donc satisfaite :

oz —2') = Zzgob,p D)enp(a) + Y / dk1oy (k1 7)oy (k1,2") - (111.30)

p=¢,0 p'=+,—

ou la somme discrete concerne les états liés, qui sont soit pairs et notés ¢ ., soit impairs
et notés ¢, ,, et deux sommes intégrales sur les états du continuum, une sur les états pairs
notés ¢ et une autre sur les états impairs notés o _. Il existe en effet, pour toute énergie
positive donnée, deux états du continuum, un pair et un impair, qui sont états propres

du hamiltonien et de la matrice de diffusion (a une constante multiplicative pres).

On peut aussi écrire la méme chose sous la forme d’une résolution de 'identité [12] :

+o0
1= 303 low) (ol + 3 / dk1 oy {ow (m31)

p=o,e p'=+,—

La validité de la relation de complétude peut alors étre mesurée en appliquant une fonc-

tion test g a (II1.31). Dans la suite, la fonction créneau suivante sera utilisée dans ce but :
g(z) =0z — (z. — a/2)] — Oz — (z. + a/2)], (IIL.32)

ou # est la fonction de Heaviside. La fonction créneau ¢ est alors centrée en x. et de

largeur a.

Le but de cette partie est de montrer que, sous certaines conditions, la relation de com-
plétude peut s’écrire comme une somme sur tous les états de Siegert. Elle prend la forme

d’une expansion de Mittag-Leffler [11] (MLE pour Mittag-Leffler Expansion en anglais).

Pour cela, deux cas seront distingués dans la suite, qui dépendent de 1a ou la fonction
créneau g est non nulle : dans la région I, lorsque x < —[/2) (et de maniére équivalente
dans la région /11, ot x > [/2) ou bien dans la région I/, lorsque | x | < 1/2. g pour-
rait trés bien s’étaler sur plusieurs régions d’espace, mais il est alors toujours possible
de la séparer en plusieurs fonctions créneaux s’étalant sur une région d’espace seule-
ment. Dans chacun de ces cas, le théoréme des résidus sera appliqué sur les intégrales

du continuum pour les remplacer par une somme sur les états de Siegert.
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a) Cas ou la fonction test rectangulaire est située avant le puits

de potentiel

Commencons par nous intéresser au cas ou la fonction test g est non nulle dans la région
I seulement (z < —1/2).
i) Dérivation analytique

L’application de ¢ sur la relation de complétude (I1I.31) donne :

+o0
lgy = 35 (alny) (erpla) + 3 / dky (zloy) (gplg)  (L33)

p=o,e b p/:‘i’:*

Les deux intégrales de I’équation précédente seront nos principaux objets d’étude. Celle
concernant les états du continuum pairs peut étre réécrite en tant que somme de cinq

intégrales, notées I, I5, ..., I5 :

| amtale ) oidad =5 [ dhale) o,lo)

—o0 (IIL.34)
=L+ L+L+1+1;

définies par :

( I — /OO dklsin(kla/Q) cos[ki(z — )]
— 00 2]{517'(
/ 1 00 dkl 5: eikl(l+xc+z+a/2)
T dm ) k0o 2
1 00 dkl (5+ eikl(l+xc+x—a/2)
I3 =+— —= II1.35
3 +47r/_ook;156— % (IL35)
, 1 00 dk’l 53_ e—ikl(l+mc+x—a/2)
R o A T 2
1 0 dk’l 5~ efikl(l+acc+w+a/2)
Is=+— — .
L A J_o k1 0 21
La premiére de ces intégrales donne I; = (x|g) /2. Il reste donc a étudier les quatre

derniers termes, qui ont tous des poles dans le plan complexe des k;. Il est alors tentant

d’appliquer le théoréme des résidus pour arriver a un résultat du type :

m f(ky)dky = 2im ) " Res(f, ks) (IIL.36)
[e%¢) kg
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ou kg est un pole de f dans le contour fermé C*, formé de I’axe réel et d’'un demi-
cercle C'}; de rayon R tendant vers I'infini dans le demi-plan complexe supérieur (C;, =
Re®|0 € [0, 7). Notons que si le demi-cercle était dans le demi-plan inférieur (Cj; =
Re®|0 € [r,2n]), onauraitalors [ f(ki)dk, = —2im > s Res(f, ks), avec kg un pole
de f dans le contour fermé C'~ formé de I’axe réel et du demi-cercle C'j; lorsque R tend

vers I'infini.

Pour qu’une égalité du type (II1.36) soit vérifiée, il faut alors justifier :

lim f(z)dz=0 (II1.37)

R—o0 +
CR

C’est alors qu’il est possible de faire intervenir le lemme de Jordan : si la fonction f est a
valeur complexe et continue telle que f(2) = €"*g(z) pour a > 0 et pour tout z de C'},

alors :

T i
< —Mb ou Mt = Re" I11.38
=R ou Mp 912[355] \9( € )| ( )

f(z)dz
Cly

Une méme proposition serait trouvée pour le demi-cercle C; quand a < 0, avec un

majorant My = maxge|r 2q |g(Re™)|.

Il reste alors a vérifier que limp_, M?{ = 0 pour que I’équation (IIL.36) et sa contre-
partie dans le demi-plan inférieur soient démontrées. S’il est facile de déterminer dans
quel demi-plan le contour du théoréeme des résidus doit étre fermé, il est plus difficile
de montrer que les majorants tendent effectivement vers 0 lorsque le rayon du demi-
cercle tend vers 'infini. On partira du principe que c’est le cas et que les égalité du type
(IT1.36) sont vérifiées. Ce qui suit n’est donc pas une démonstration rigoureuse, mais
une intuition permettant d’obtenir des prédictions physiques qui seront ensuite testées

numériquement.

Il est ainsi facile de montrer, en utilisant les inégalités < —[/2etx.—a/2 < z.+a/2 <

[/2, qu’il faut fermer le contour d’intégration dans le demi-plan inférieur pour /5 et I3,
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et dans le demi-plan supérieur pour I, et 5. Ainsi :

5 2
L+Iy=—— / dk15 —Sm(]zl“/ ) i1 @ zeta)
1
= —ur Z Res 1 6+M ik1 (I4+zc+) ki g
L o (IIL.39)

ky s=kle Jec—

in(k ) ik1(l+zctx)
_ . Z sin(kia/2)e
B.

ky s=kle Jec—

et:
Iy+1s = —— / dkl(s —Sm(kla/ 2) ik (L aeta)
ky
19, kia/2
_ oin Z Res (___+sm( 1a/2) —zk1(l+xc+z)’kl7s)
sl ki (IT1.40)

ki s=ke e+

L sin(kya/2)e~ ki (Hzete)
=+t Z B,

ky 5= k“‘ ec+

ou k‘ggé&) € C* estun nombre d’onde kg tel que 6= (ks) = 0 al'intérieur du contour fermé
C*. Tous les /{;g}) € C* correspondent donc a des états de Siegert. Il est important de
noter que le calcul des résidus fait apparaitre exactement la constante de normalisation
des états de Siegert pairs, comme le montre ’annexe B.4-. Les états de Siegert apparai-

traient ainsi en tant que résidus des états du continuum.

Il existe par ailleurs une relation simple entre les kg qui sont des solutions de J_ (ks) = 0
et ceux qui sont des solutions de 6 (kg) = 0: en effet kgse_) = _kgdj). Il est donc possible
de regrouper d’abord I, + I3 avec Iy + I, puis d’ajouter la contribution de /;, pour

finalement aboutir a :

> x _ sin(kya/2)e 1 (Hzeta)
/ dky (zlp,) (. l9) = % +2 > 1o/ )B (IIL.41)
0 e

+
191:19(366 dec+

Un méme raisonnement pour l'intégrale concernant les états du continuum impairs de
(II1.33) donnerait :

oo x _ sin(kja/2)e 1 (Heeta)
/ dky (zlp ) {p_lg) = % +2 Y (k10 >B (IIL.42)
0 o

"
ki=k{o ) ect
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En remarquant que les solutions de 0. (ks) = 0 et de 6 (ks) = 0 dans le semi-plan supé-
rieur correspondent aux états liés, il est possible de montrer que la somme des intégrale

sur les états du continuum pairs et impairs donne :

sin(ky pa/2) i .
Z/ dky (zlep) (plg) = gla) +2i Y Y ——22= ” o (FaHee) - 43)

p= e/Oka p

Il est enfin rapidement vérifié que cette somme sur les états liés correspond exactement
a celle de I’équation (II1.33) :

DD (alony) (puplg) = =20 Y Y == sin k"pa/ 2) gttt (IIL.44)

p=e/o b p=e/o kyp

Le théoréme des résidus appliqués aux intégrales sur les états du continuum ramenerait
donc a la relation de complétude, en admettant que les intégrales sur les demi-cercles
s’effacent. Cela permet au moins de justifier que les définitions des états du continuum

et de Siegert vues plus haut sont justes, particuliéerement leur normalisation.

ii) Tests numériques

Il faut maintenant procéder aux tests numériques de la relation de complétude, dans le
cas ou la fonction test g est un créneau (II1.32) non nul dans la région /. Pour traiter des

quantités scalaires plutot que des fonctions de x, deux quantités sont calculées :

Z / ak; {glew) (v lg) (IIL45)

 gle)

(glow) {pblg)
> Tl (IIL.46)

b=e,0
La premiere donne la contribution des états du continuum a la relation de complétude
tandis que la seconde donne la contribution des états liés. La somme des deux doit faire
exactement 1.

Le premier cas étudié est celui d’'une fonction test g de largeur a fixée et dont la posi-
tion du centre est variée de —HT‘I a —oo. Les résultats sont présentés en figure IIL.3. Les
contributions des états liés et du continuum sont présentées séparément. Leur somme
vaut toujours 1, ce qui est conforme aux attentes. Il faut remarquer que plus la fonction

rectangulaire s’éloigne de la limite entre région I et région /I, moins la contribution des

états liés est importante. C’est di a la décroissance exponentielle vers 0 des fonctions
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F1GURE II1.3: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité en fonction
du centre x. de la fonction test g, sachant que sa largeur a est constante. Les
parameétres de la fonction test créneau et du potentiel sont tels que a = 0.5,
| = /2w etV = 10. La contribution des états du continuum (cercles bleus)
est calculée a partir de I’équation (II1.45), alors que la contribution des états
liés (cercles rouges) est calculée a partir de I’équation (II1.46). La ligne noire
représente le résultat attendu de 1 comparé a la somme des contributions
des deux types d’état, représentée par les cercles noirs.

d’onde des états liés lorsque © — —o0.

Le deuxiéme cas est toujours celui d’une fonction test créneau g non-nulle dans la région
I, mais c’est sa largeur a qui est variée. Il est aussi choisi de forcer le bord droit de la
fonction créneau a coincider avec la discontinuité du potentiel en x+ = —[/2. Le centre de
g vaut ainsi z, = —HT“. Les contributions des états liés et du continuum a la relation de
complétude sont toujours calculées séparément et présentées en figure I11.4. La somme
des contributions des états liés et du continuum montre que la relation de complétude
est toujours vérifiée. Pour les valeurs extrémes de la largeur de la fonction créneau g,
ce sont les états du continuum qui contribuent en totalité a la relation de complétude.
Entre les deux, il existe un pic de contribution des états liés. Ces observations sont bien
comprises. En effet, pour reproduire une fonction créneau tres fine, il y a surtout besoin
des états du continuum de haute énergie (et donc de haute fréquence spatiale) plutot que
les états liés. Pour les largeurs intermédiaires, le maximum de la contribution des états
liés est relié a 'extension des états liés dans la région /. Au dela, cette contribution tend a

diminuer, du fait que les fonctions d’onde des états liés tendent vers 0 lorsque x — —oc.



3- RELATION DE COMPLETUDE 115

1.0

0.8f

e Bound+Continuum
e Bound
e Continuum

0.6

0.4

0.2
[ )
l.....‘...°..°..0..1..g —8

0 5 10 15 20

F1GURE IIL.4: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité en fonction
de la largeur a de la fonction test g. Le centre de g est défini par x, = —%
de maniere a ce qu'un bord de ¢ soit a la limite entre les régions [ et /. Le
potentiel est de largeur [ = /27 et de profondeur 1, = 10. La contribution
des états du continuum (cercles bleus) est calculée a partir de I’équation
(II1.45), alors que la contribution des états liés (cercles rouges) est calculée a
partir de I’équation (II1.46). La ligne noire représente le résultat attendu de
1 comparé a la somme des contributions des deux types d’état, représentée
par les cercles noirs.

Ces deux cas tests montrent que nos définitions des différentes fonctions d’onde (états
liés et du continuum) et de la relation de complétude sont valides, du moins dans la
région I, et donc également dans la région /71 par symétrie. Cela prouve également que
la description numérique des intégrales sur les états du continuum, effectuée a 'aide du

logiciel Mathematica, est bonne.

b) Cas ou la fonction test rectangulaire est située a I'intérieur

du potentiel

Il est maintenant temps d’étudier le cas ou ¢ est non nulle dans la région /1, pour lequel
il sera montré, si ce n’est rigoureusement, du moins numériquement, qu'une somme
discrete mais infinie sur les états de Siegert peut remplacer I'intégrale sur les états du

continuum.



116 CHAPITRE III : ETATS RESONANTS

i) Dérivation analytique

Une autre étude analytique peut étre menée dans le cas ou la fonction rectangulaire
est non nulle dans la région I/ seulement, en s’inspirant de celle faite précédemment.
Commencons donc par nous intéresser a I'intégrale concernant les états du continuum
pairs de (111.33) :

e k% sin(kya/2) cos(kyx) cos(kox,)
dk = — dk 111.47
| attele el == [ an s (.47

o0

Le théoréeme des résidus s’applique, mais on suppose ici aussi qu’il est possible de né-
gliger les intégrales sur les demi-cercles dans un des deux demi-plans. Il est par contre
toujours possible de déterminer quel demi-cercle il faudrait utiliser. Ce travail est assez
fastidieux et ne sera pas reproduit ici. La premiére étape n’est pas compliquée, puisqu’il
s’agit de transformer les fonctions trigonométriques du numérateur de I'intégrande en
exponentielles, afin de séparer cet intégrande en huit, avec une exponentielle différente
pour chacun au numérateur. La partie fastidieuse commence par déterminer, pour cha-
cun des ces nouveaux intégrandes, de quel co6té il faudrait fermer le contour®. 1l faut
ensuite calculer les différents résidus (voir I'annexe B.4-) puis utiliser les relations exis-
tant entre eux pour regrouper les résidus qui sont identiques. Le résultat de toutes ces

étapes aboutit a I’égalité suivante :

=k =k0e)

(IIL48)

Deux sommes différentes sont faites sur les mémes termes, a un signe pres. La premiére
se fait sur les états liés seulement (indice b), alors que la deuxieme se fait, avec un signe

négatif, sur les états anti-liés (indice a), résonants (c) et anti-résonants (d) en anglais) °.

Le terme a sommer est en fait directement relié aux états de Siegert :

_ 2iky cos(kaw) cos(koz.) sin(kaa/2)
k2B, cos?(kql/2)

(@|ese) (Pselg) = (IIL.49)

5. En particulier, vu la symétrie du potentiel, il est possible de se restreindre a I’étude du cas ou g
s’étale sur 0 < x < [/2 pour simplifier.

6. Cette notation condensée astucieuse des différents types d’états de Siegert vient de I’article [11]. b
signifie ainsi bound, c’est-a-dire lié en anglais. De méme, a correspond aux états anti-liés. Enfin, c veut dire
capturing et d decaying, caractérisant des états entrants et sortants, lorsque le temps est pris en compte.
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On a ici utilisé la définition du c-produit’, qui est le produit scalaire utilisé en mécanique
quantique non-hermitienne. Dans le cas précédent, le choix d’utiliser le produit scalaire
usuel ou le c-produit était indifférent, puisque seules les fonctions d’onde des états liés,
a valeur réelle, étaient obtenues aprés application du théoréme des résidus. La définition
du c-produit apparait naturellement puisque le produit scalaire usuel (x|@s.) (©se|g)

ne permet de retrouver les résidus obtenus.

En ajoutant le terme sur les états liés pairs de (II1.33), on aboutit a :

/ " dk, (o) (e, 19) + > (wlone) <90b,e|g>:% > (@lpse) (pselg)  (ML50)

0 S—=a,b,c,d

Un résultat similaire se trouve lorsque seuls les états liés et du continuum impairs sont

considérés. En additionnant les résultats obtenus pour les deux parités, on obtient donc :

+o00
S S @)+ Y / Ao (2) 0 (2')

pmeo P (IIL.51)

=2 S Galesy) (pspl!) =6z — )

p=e,0 S=a,b,c,d

Cette fois-ci, appliquer le théoreme des résidus a la relation de complétude aboutit a
une nouvelle facon d’écrire cette relation de complétude. Elle correspond a une somme
discréte sur tous les états de Siegert, avec un poids 1/2. Cette expansion est connue sous
le nom de Mittag-Leffler (MLE pour Mittag-Leffler Expansion en anglais) et n’est valable

que dans la région 7 (|z| < [/2). Ces résultats correspondent a ceux proposés par [11].

ii) Tests numériques

Du fait de ’hypothese sur 'annulation des intégrales de contour sur un demi-cercle
précis, il faut tester numériquement ce qui vient d’étre trouvé. Pour cela, une fonction
créneau ¢ (II1.32) non nulle dans la région /] sera utilisée, dans le méme esprit que ce

que ce qui a été présenté plus haut, les quantités scalaires suivantes seront calculées :

% > (gles) (wsly) (IL.52)

S=a,b,c,d

7. Si le produit scalaire usuel (f|g) = [dzf*(x)g(x), alors le c-produit est donné par (f|g) =
Jdaf(x)g(x) [38].
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et:

(glw) (2b]9) ’““”‘” glsopf><s0pflg>
APy \Ppid7 1L
; ey Z / {9lg) (133)

La premiere correspond a I’évaluation de la relation de complétude utilisant les états de
Siegert. En pratique, tous les états résonants ne sont pas connus puisqu’il en existe une
infinité, mais seulement une partie de ceux-ci. Il faut en effet se restreindre a chercher
les solutions des équations ¢ (ks) = 0 et § (ks) = 0 dans une partie finie du plan com-
plexe. Elle est comparée a la deuxiéme quantité scalaire, obtenue en sommant la contri-
bution des états liés et des états du continuum. L’intégration sur les états du continuum
est faite numériquement jusqu’a un nombre d’onde particulier a 'aide de Mathematica,
correspondant a la valeur absolue du nombre d’onde du dernier état résonant utilisé dans

I’équation (IIL.52), c’est-a-dire celui de "plus haute énergie".

Le premier cas d’étude concerne une fonction créneau g centrée (z. = 0), ce qui annule
les contributions des états de Siegert et du continuum impairs. Une des variables des
calculs sera la largeur a du créneau, 'autre étant le nombre d’états résonants pairs N, .
utilisés dans I’équation (II.52), la borne supérieure de I'intégrale de I’équation (III.53) est
changée en conséquence (k1 jnaz = |kn,.,.c|). Les résultats sont représentés sur la figure
IIL5 pour N, . € {15,30, 60, 120}.

Cette figure contient un trés grand nombre d’informations. Commencons par remarquer
que, quelle que soit la largeur relative du créneau, les points issus de la MLE sont quasi-
ment identiques a ceux obtenus a I’aide du calcul exact, donnant la contribution des états
du continuum pairs jusqu’a £ ;q.. Ceci montre que I'information contenue dans les
états résonants sur une plage d’énergie donnée est la méme que celle contenue
dans les états du continuum sur cette méme plage d’énergie. Cette affirmation est
valide méme lorsque la relation de complétude est loin d’étre vérifiée, notamment pour

les petites largeurs a.

Le cas problématique des créneaux larges, pour lequel les déviations entre MLE et cal-
cul exact peuvent étre tres larges, sera détaillé plus loin. De plus petites déviations sont
néanmoins visibles pour de plus petites largeurs relatives. Elles sont principalement vi-
sibles pour N,.;. = 15 et tendent a disparaitre a mesure que N,.;. augmente. Cela
s’explique en partie par le fait que la borne d’intégration dans (II.53) n’est pas optimale,

I'effet de ce choix non optimal se tassant a mesure que N, . augmente. Il faudrait plutot

| Nres, e|+‘kNres e+1|
2

mais surtout aux alentours de son énergie . Toutefois, méme avec ce choix de borne d’in-

intégrer jusqu’a , puisqu’une résonance a un effet a toutes les énergies,

8. Cette interprétation vient des résultats concernant la probabilité de transmission obtenus dans la
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FIGURE IIL.5: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité en fonction
de la largeur relative a/l d’une fonction créneau centrée (a est la largeur de
la fonction créneau et [ la largeur du puits; . = 0). Le potentiel étudié
a pour largeur | = /27 et pour profondeur V; = 10. Les résultats exacts
(grands cercles vides) sont obtenus a partir de (IIL.53) avec k1 ymaz = |En,.,. |,
alors que les résultats issus de la MLE (petits cercles pleins) sont obtenus
a partir de (IIL.52), pour quatre différents nombres d’états résonants pairs
inclus dans la somme (N5 . € {15, 30,60, 120}). Une couleur différente est
utilisée pour chaque V.. La ligne pointillée noire représente le résultat
attendu de 1.
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tégration, une différence entre les deux résultats est attendue. Il faudrait en effet prendre
en compte les intégrales sur les contours dans les demi-plan complexes supérieurs et
inférieurs, a la maniere de ce que présentent Berggren et Lind [10], et qui sont ici négli-
gées. Le bon accord des résultats exacts et approximés par MLE, qui s’améliore a mesure
que plus d’états résonants sont utilisés, montre que négliger ces intégrales est possible,
si bien que les états de Siegert forment une base compléte qui permet, via 'ex-
pansion de Mittag-Leffler, de se passer des états du continuum pour exprimer

la relation de complétude.

Une autre remarque importante concerne '’augmentation de la complétude a mesure
Nyese augmente (ou, de maniére équivalente, plus les états du continuum sont inclus
dans (II1.53)). Ce n’est pas surprenant pour la relation de complétude exacte (I'intégrande

| (9|, ) |? étant positive), mais un peu plus pour I'expansion de Mittag-Leffler, puisque

référence [57], ot chaque couple d’état résonant/anti-résonant permet d’expliquer un pic de transmission
centré sur I’énergie absolue de la résonance. La somme de tous ces pics singuliers permet ensuite de
retrouver la transmission exacte, I’accord étant meilleur a basse énergie, et s’améliorant, particuliérement
a haute énergie, a mesure que plus de résonances sont prises en compte. Un résultat similaire est ici obtenu.
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F1GURE II1.6: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité de type
Mittag-Lefller en fonction de la largeur @ d’une fonction créneau test cen-
trée (. = 0) pour un potentiel tel que [ = /27 et 1; = 10. La couleur
des cercles pleins définit le nombre de couples état résonant/anti-résonant
inclus dans I’équation (IIL.52). La valeur attendue de 1 est représentée par
la ligne pointillée.

les termes (g|¢s..)? peuvent étre négatifs (en sommant la contribution de I’état résonant

et de ’état anti-résonant associé), comme on le remarquera bientét.

On constate également que I’écart a la complétude varie fortement en fonction de la
largeur a : plus la valeur de a est petite, moins les bases exactes ou approximées par MLE
peuvent étre considérée comme completes. C’est une justification de notre argument de
la partie précédente, concernant le besoin des états du continuum de haute énergie (et
donc de haute fréquence spatiale) pour les petites largeurs de fonction test. Il faut ainsi
utiliser plus d’états résonants de haute énergie absolue (qui présentent plus de ventres

et de noeuds) pour pouvoir représenter un créneau de faible largeur.

Le dernier constat a propos de cette figure est que la contribution des états de Siegert a la
relation de complétude donnée par I’équation (II.52) peut dépasser 1. On le montre plus
explicitement en figure IIL.6, ou seules les données concernant ’expansion de Mittag-
Leffler sont montrées. Les résultats exacts issus de (II1.53) ne sont pas montrés par souci
de clarté, puisqu’ils ne suivent plus ceux de la MLE mais sont trés proches de 1 pour la

plage de a/l considérée.

Il semblerait que représenter la relation de complétude sous la forme de I’équation (II1.52)
ne soit plus possible lorsque la largeur de la fonction créneau tend vers celle du puits.

Lorsque ce créneau est trés large (a/l > 0.997), on pourrait méme penser qu’ajouter
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F1GURE II1.7: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité en fonc-
tion du nombre de couples état résonant/anti-résonant inclus dans I’égalité
(IIL.52) (points noirs) et de la valeur de k& = kj ;4 dans I’égalité (I11.53)
(courbes noires). Le potentiel a pour parameétres [ = /27 et V; = 10. La
fonction test est un créneau centré dans la région /7 de largeur a telle que :
a/l = 0.5 en haut a gauche, a/l = 0.75 en haut a droite, a/l = 0.9 en bas a
gauche, a/l = 0.98 en bas a droite.

plus d’états résonants dans ’expansion de Mittag-Leffler aboutit a une divergence de la
relation de complétude, ce qui serait en contradiction avec les résultats présentés précé-

demment.

Pour examiner ce point de plus pres, la valeur de relation de complétude exacte (III.53)
en fonction de la borne d’intégration k; 4, a été tracée pour différents a/!. Cette courbe
est comparée a I’évaluation de la relation de complétude de type MLE (II1.52) en fonction
du nombre d’états résonants et anti-résonants pairs. Pour superposer les deux, le nombre
d’états résonants utilisés est relié a un nombre d’onde. Ainsi, pour chaque couple d’état
résonant/anti-résonant ajouté a 'expansion de Mittag-Leffler, le nouveau point a pour
abscisse la valeur absolue du nombre d’onde associé a ce couple d’état’. Le point en
k = 0 correspond a la somme sur les états liés et anti-liés. Les résultats pour a/l =
0.5,0.75,0.9, 0.98 sont compilés sur la figure IIL7.

Pour les quatre valeurs de a/I choisies, 'expansion de type ML oscille autour du résultat

exact, ce qui montre bien que la somme des deux termes (¢|ps,.)? pour un couple d’états

9. On avait procédé de la méme manieére lors de I’étude de la relation de complétude pour la LR-TDDFT,
en associant un nombre d’orbitales du continuum utilisées a I’énergie de la derniére orbitale du continuum
considérée.
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F1GURE IIL.8: Evaluation numérique de la validité de la résolution de I'identité de type
Mittag-Leffler et exacte en fonction du décentrage x./ % ;maq, d’une fonction
créneau test de largeur a = 0.5 fixée, pour un potentiel tel que [ = /27
and V) = 10 (le décentrage maximal étant défini par 0, = ([ — a)/2).
Les cercles pleins correspondent a 'expansion de Mittag-Leffler de la re-
lation de complétude calculée a I'aide de (II1.52) en utilisant un certain
nombre d’états résonants N,.s. Les cercles vides représentent la valeur
du résultat exact lorsque l'intégration sur les états du continuum atteint
k1maz = |kn,..|- La couleur des différents cercles définit le nombre de
couples état résonant/anti-résonant inclus dans la MLE (II1.52). La valeur
attendue de 1 est représentée par la ligne pointillée.

résonant/anti-résonant peuvent étre négatifs. Ces oscillations présentent des amplitudes
de plus en plus fortes et des fréquences plus faibles a mesure que la largeur de la fonction
test s’approche de celle du puits. Néanmoins, ces oscillations semblent étre d’amplitude
décroissante a mesure que le nombre d’états résonants augmente dans les cas ot a/l =
0.5 et a/l = 0.75. On pouvait penser, a la vue des figures IIL.7 et II1.6, que 'expansion de
Mittag-Lefller divergeait dans le cas limite d’'une fonction créneau large dans la région
11, mais notre conjecture est plutot qu’elle finit par converger vers le résultat exact tout

en nécessitant de plus en plus d’états résonants a mesure que le créneau s’élargit.

Un méme comportement est observé pour un créneau de largeur fixe, que I'on décentre
jusqu’a ce qu’il soit trés proche du bord du puits. La comparaison entre la valeur approxi-
mée par MLE et le résultat exact (jusqu’a ki ;,,4,) est présentée en figure II1.8. Il faut alors
prendre en compte la contribution des états de Siegert et du continuum impairs dans
I’évaluation de la relation de complétude. L’axe des ordonnées représente le décentrage
Te/Temazs OU Temar = (I — a)/2 est la valeur maximale de . pour que le créneau de

largeur a soit non nul dans la région I/ de largeur (.
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Le constat est le méme : plus un grand nombre de couples d’états résonant/anti-résonant
est ajouté ala MLE, meilleure est la vérification de la relation de complétude, sauf lorsque
la fonction test s’approche du bord de la région /7 : ou les résultats de la MLE sont plus
erratiques et ne suivent plus les résultats exacts, qui sont constants quel que soit le décen-
trage. L’explication vient du fait que chaque fonction d’onde du continuum présente des
noeuds de méme amplitude dans toute la région /1, alors que les amplitudes de noeuds
des états résonant/anti-résonant sont plus grandes en bord de région // qu’au centre
(voir ’annexe B.5-). Ce constat est d’ailleurs exacerbé lorsque la valeur absolue des états

résonants augmente.

On pourrait également montrer des résultats dans le méme esprit que ceux de la figure
II1.7 pour un créneau décentré de largeur fixe que 'on décentre, mais les conclusions se-
raient identiques : les oscillations sont de plus forte amplitude et de plus faible fréquence
a mesure que le créneau s’approche du bord de la région /7, et il est possible de conjec-
turer que ces oscillations autour de 1 s’amenuisent a mesure qu'augmente le nombre de

couples d’états résonant/anti-résonant utilisés dans I'expansion de Mittag-Leffler.

C’est donc le fait que la fonction créneau soit en bord de boite qui cause ces oscillations
lors de la vérification de la relation de complétude approximée par la MLE. Dans un
grand nombre de cas, cette approximation permet pourtant de concentrer I'information
contenue dans le continuum d’état sous une forme discréte. Ce constat semble aussi vrai
dans les cas ou les oscillations sont fortes, mais il faudrait utiliser un trés grand nombre
d’états résonants. Cette derniére assertion n’est pour 'instant qu'une conjecture, et on
se propose de lui donner plus de force en étudiant “I’'opérateur zéro” de la théorie de
Mittag-Leffler.

c) “L’opérateur zéro”

L’ “opérateur zéro”, dans le contexte des états résonants et de 'expansion de type Mittag-

Leffler, a été présenté par P. Lind et ses collaborateurs [11, 12] :

3 |ps) (s (IIL.54)

2k
S=ab.cd S

Son estimation permet de déterminer si un nombre suffisant d’états de Siegert a été inclus

dans la relation de complétude. Elle est faite de la méme maniére que la relation de
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F1GURE IIL.9: Evaluation numérique de I'opérateur zéro (II1.55) en fonction du nombre
d’états de Siegert pairs utilisés. Cette évaluation est faite pour différentes
valeurs de a /[, données en légende a droite (a étant la largeur de la fonction

test g et [ la largeur du puits). Le potentiel étudié a pour largeur [ = /27
et pour profondeur V) = 10.

complétude, a I’aide des fonctions test ¢ :

Z (9lws) (ps]g)

IIL.55
s (IL.55)

S=a,b,c,d

Les mémes fonctions créneau seront utilisées. Commencons par le cas d’un créneau cen-
tré de largeur a variable, et examinons la convergence de I"“opérateur zéro” en fonction
du nombre d’états de Siegert inclus dans la somme (II.55). Il suffit alors d’utiliser les
états de Siegert pairs, la contribution des états de Siegert impairs étant naturellement

nulle. Les résultats sont présentés sur la figure IIL.9.

Quelle que soit la largeur de la fonction test g, 'opérateur zéro tend effectivement vers
0, mais cette convergence est différente en fonction de la largeur du créneau. Ce sont
pour les a/l extrémes (prés de 0 et pres de 1) que cette convergence est la plus lente : des
oscillations sont généralement visibles. Elles sont amplifiées et de plus faible fréquence

lorsque a/[ s’éloigne de la valeur 1/2.

La méme observation pourrait se faire pour un créneau décentré de largeur a fixée. Les
cas les plus problématiques correspondent aux créneaux de faible largeur proche du bord
de la région /I : 240 couples d’états résonant/anti-résonant sont loin d’étre suffisants
pour observer une convergence de I’évaluation de 'opérateur zéro. Ce n’est toutefois
pas une surprise, puisque ces cas la accumulent deux points qui sont critiques pour la
convergence : d’'une part un créneau de faible largeur nécessite d’utiliser beaucoup de

couples d’états résonants pour que la relation de complétude se vérifie (cf. figure IIL.5)
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et d’autre part la relation de complétude oscille autour énormément lorsque le créneau

s’approche bord de région /1.

Le calcul de opérateur zéro montre ainsi qu’une convergence de ’expansion de type
Mittag-Lefller de la relation de complétude peut étre trouvée, méme pour les cas les
plus problématiques ou celle-ci n’est pas clairement visible avec I'utilisation d’un petit
nombre de couple d’états résonant/anti-résonant. L’expansion de Mittag-Leffler per-
met donc de remplacer I'intégrale sur les états du continuum de la relation de
complétude par une somme discréte sur les états résonants la ou le potentiel est

non-nul.

4- Expansion de Mittag-Leffler de la fonction de Green

Les états résonants peuvent étre utilisés pour exprimer des fonctions localisées la ou le
potentiel est non nul. Ceci étant dit, un sujet d’intérét dans le contexte de la structure

électronique est I’étude de la fonction réponse R :
1
R(ki) = =S (9|G(k1)lg) (ITL56)

ou g est toujours une fonction test, et ¢ est la fonction de Green de ’hamiltonien (aussi

appelée résolvante ou propagateur) [58] :

szﬁb,p prp|+ Z/ dq|90p |

p=e,0 b o p'=4+,— 2

|9b.0) (@bl Iso o
_ZZ b.p kbbpp + Z/ I/;l_q)

p=e,0 b 2

(IL57)

La fonction de Green est directement liée a la relation de complétude. T. Berggren et P.
Lind ont présenté une approximation de cette fonction de Green a I’aide de I’expansion

de Mittag-Leffler lorsque la fonction test est dans la zone ou le potentiel est non nul :

o) (s
G ki) =2 —_— IIL.58

Si cette approximation se vérifie, alors la fonction réponse s’écrit :

2
Ruwp(ki) = == 3 e g’s'g (II1.59)

S=a,b,c,d )
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D’une maniere similaire a ce que nous venons de montrer pour la relation de complétude,
nous allons comparer la fonction réponse exacte a celle approximée par I'expansion de
Mittag-Leffler. Les fonctions test g seront toujours réelles, ce qui permet de simplifier
le calcul de la fonction réponse exacte. En effet, le terme sur les états liés ne peut alors

qu’étre réel, ce qui donne :

oo (gl P
R(k) = ) / ) (ITL60)

p'=+—

L’expansion de Mittag-Leffler de la fonction réponse ne peut par contre pas étre res-
treinte a la somme sur les états résonants et anti-résonants, car le dénominateur fait
intervenir k1, qui est complexe pour tous les états de Siegert. De la méme maniére que
lors de I’étude de la relation de complétude, le nombre de couples d’états résonant/anti-

résonant sera restreint a un nombre fini N,.g, .

a) Cas d’un état initial gaussien centré dans le potentiel

La premiere fonction test utilisée est une fonction gaussienne, normalisée de maniére a

vérifier (g|g) = 1:
(x—xc)2
exp 202
g(l‘) = (71_0_2>1/4

(IIL61)

Sile créneau n’est pas utilisé pour commencer — il le sera par la suite — c’est pour montrer
la généralité des résultats pour d’autres fonctions test. Pour des fonctions gaussiennes
suffisamment étroites, c’est-a-dire de maniére a pouvoir la considérer comme nulle en
dehors de la région /I, la relation de complétude est d’ailleurs vérifiée avec un petit
nombre d’états résonants (voir 'annexe B.6-) et Uopérateur zéro tend vers le zéro nu-
mérique. La comparaison avec la cas test du créneau n’est pas surprenante, puisqu’il est

difficile de reproduire des discontinuités avec des fonctions continues.

La fonction test est centrée dans la région I/ (z. = 0) et sa largeur est fixée a 0 = 0.02.

Elle est bien approximativement nulle a I'extérieur du puits de largeur [ = +/27.

L’évaluation de la fonction réponse exacte s’avere difficile. L’intégration présente dans
I’équation (II1.60) est néanmoins possible de maniere exacte a 'aide de Mathematica.
I faut pour cela utiliser un parameétre +¢7 au dénominateur de l'intégrale, puis faire
tendre 7 vers 0. Pour les résultats présentés ici, 7 = 107%. La comparaison de la fonction
réponse exacte avec celle approximée par ’expansion de Mittag-Leffler est faite en figure

I11.10. La fonction test étant centrée, la contribution des états de Siegert et du continuum
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F1GURE II1.10: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = v/27; Vi = 10) éva-
luée pour une gaussienne centrée (r, = 0; 0 = 0.02). La courbe noire
représente le résultat exact issu de (II1.56), alors que les courbes en poin-
tillés représentent les résultats pour différents nombres de couples d’états
résonant/anti-résonant pairs N, . inclus dans (IIL.59). La courbe pour

Nyese = 0 correspond a la contribution des états liés et anti-liés seule-
ment.

impairs est nulle.

Le constat est que plus le nombre de couples d’états résonant/anti-résonant inclus dans la
somme (II1.59) est grand, plus le résultat converge vers le résultat exact. De plus, chaque
ajout d’'un couple d’états résonant/anti-résonant décrit un pic de la fonction réponse
exacte. Cette remarque est plus facilement visible sur la figure III.11, ou la contribution

de quelques couples d’états résonant/anti-résonant est donnée.

Chaque pic de la fonction réponse exacte est bien relié a un couple d’états résonant/anti-
résonant, hormis celui a plus basse énergie, qui est di aux états liés et anti-liés. C’est donc
bien la somme de ces pics qui permet de reconstruire la fonction réponse exacte. L’écri-
ture de la fonction de Green avec I'expansion de Mittag-Leffler semble donc
étre valable et particulierement intéressante pour remplacer I'intégration sur
les états du continuum. Il est méme possible de relier un pic de la fonction ré-

ponse avec un couple précis d’états résonant-anti-résonant.
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F1cure III.11: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = V2 Vo = 10) évaluée
pour une gaussienne centrée (z. = 0; 0 = 0.02). Les courbe noire et en
pointillés rouges sont les mémes que celle de la figure II1.10. Les autres
courbes représentent la contribution a la fonction réponse d’'un couple
d’états résonant/anti-résonant pairs. La contribution pour NV,.s. = 0 cor-
respond a celle des états liés et anti-liés.

b) Cas d’un état initial rectangulaire

Il est maintenant intéressant de revenir au cas de la fonction test créneau, définie par
(IT1.32). Avant d’évaluer la fonction réponse dans les cas qui étaient problématiques pour
la relation de complétude, commencons par le cas particulier d’'une fonction test centrée

dont la largeur est la moitié de celle du puits.

i) Cas d’un état initial centré tel que a/l = 1/2

Obtenir les fonctions réponses exactes et approximées par ’expansion de Mittag-Leffler
ne pose pas plus de problemes dans ce cas-ci : les résultats sont donc présentés en fi-
gure II1.12 pour observer la convergence a mesure que le nombre de couples d’états
résonant/anti-résonant pairs V,.s . augmente et en figure III.13 pour observer la contri-

bution de quelques-uns de ces couples.

La premiére des deux figures montre que la convergence vers la fonction réponse exacte
est toujours possible lorsque V, . est suffisamment grand. La fonction réponse approxi-

mée peut cependant étre négative si [V, . n’est pas assez grand.

Ceci s’explique en regardant la figure III.13, ou I'on remarque que les premier et troi-

sieme couples d’états résonant/anti-résonant ont une contribution purement négative a
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Ficure III.12: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = V2 Vo = 10) éva-
luée pour un créneau centré (r. = 0) tel que a = [/2). La courbe noire
représente le résultat exact issu de (II1.56), alors que les courbes en poin-
tillés représentent les résultats pour différents nombres de couples d’états
résonant/anti-résonant pairs inclus dans (II.59). La courbe pour N, . = 0
correspond a la contribution des états liés et anti-liés seulement.
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FIGURE III.13: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = v/27; V) = 10) évaluée
pour un créneau centré (z. = 0) tel que a = [/2). Les courbe noire et en
pointillés rouges sont les mémes que celle de la figure III.12. Les autres
courbes représentent la contribution a la fonction réponse d’'un couple
d’états résonant/anti-résonant pairs. La contribution pour N5, = 0 cor-
respond a celle des états liés et anti-liés.
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la fonction de réponse. Le pic associé aux deuxiémes états résonants et anti-résonant est
par contre positif, tout comme celui associé aux états liés et anti-liés. Cette observation
se vérifie pour chaque nouvelle paire d’états résonant/anti-résonant ajoutée : leur contri-
bution a la fonction réponse est alternativement positive ou négative. C’est en sommant
contributions positives et négatives que la fonction réponse est bien toujours positive,
avec des zéros associés a chaque couple résonant/anti-résonant dont la contribution est

négative.

Rappelons que la relation de complétude n’est pas totalement vérifiée dans ce cas parti-
culier en utilisant si peu de couples d’états résonant/anti-résonant (cf. figure II1.7). Il est
donc intéressant d’observer que la reproduction de la fonction réponse est quant a elle
trés bonne sur une trés large plage d’énergie (erreur absolue est inférieure a 107° sur
tout 'intervalle considéré). La position de chaque pic est trés bien reproduite par un seul
couple d’états résonant/anti-résonant, et ’amplitude est retrouvée en sommant tres peu

de ces couples.

Intéressons-nous maintenant a des cas ou la relation de complétude était encore plus

difficilement vérifiée.

ii) Cas d’un état initial centré tel que o/l = 0.999

Un premier cas problématique pour la relation de complétude est le cas d’'un créneau
centré et trés large, tel que a/l = 0.999. La convergence de la MLE de la fonction réponse

est présentée en figure I11.14.

La convergence vers la fonction réponse exacte est toujours possible lorsque Vs . est
suffisamment grand. Ici, aucun couple d’états résonant/anti-résonant n’est relié aux maxima
de la fonction réponse, puisqu’ils sont tous reliés a des minima. Ceci se comprend a 'aide

de IIL.15.

En effet, chaque contribution d’un couple d’états résonant/anti-résonant est négative.
La fonction réponse exacte est reproduite en “creusant” la contribution des états liés et
anti-liés, mais reste toujours positive. Ainsi, 'expansion de Mittag-Leffler de la fonction
de Green converge vers le résultat exact, et ce méme dans un cas qui est probléma-
tique lorsque la méme expansion est utilisée pour reproduire la relation de complétude
exacte. C’est treés encourageant pour 'utilisation des états résonants dans un contexte de
réponse linéaire, puisqu’a la fois la position et 'amplitude des pics est bien reproduite,
méme lorsque la relation de complétude n’est pas exactement vérifiée avec si peu d’états

résonants.
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FIGURE III.14: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = v/27; Vi = 10) éva-
luée pour un créneau centré (z. = 0) tel que a/l = 0.999). La courbe noire
représente le résultat exact issu de (II1.56), alors que les courbes en poin-
tillés représentent les résultats pour différents nombres de couples d’états
résonant/anti-résonant pairs inclus dans (II.59). La courbe pour N, . = 0
correspond a la contribution des états liés et anti-liés seulement.
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Ficure III.15: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = V2 Vy = 10) évaluée
pour un créneau centré (z. = 0) tel que a/l = 0.999). Les courbe noire et
en pointillés rouges sont les mémes que celle de la figure III.14. Les autres
courbes représentent la contribution a la fonction réponse d'un couple
d’états résonant/anti-résonant pairs. La contribution pour N5, = 0 cor-

respond a
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celle des états liés et anti-liés.
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FIGURE II1.16: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = v/27; V; = 10) évalué
pour un créneau centré (r. = 0) tel que a/l = 0.999). La courbe noire
représente le résultat exact issu de (II1.56), alors que les courbes en poin-
tillés représentent les résultats pour différents nombre de couples d’états
résonant/anti-résonant pairs inclus dans (II.59). La courbe pour N, . = 0
correspond a la contribution des états liés et anti-liés seulement.

iii) Cas d’un état initial centré tel que a/l = 0.01 et z. = x4 — 0.001

La méme conclusion est atteinte en étudiant le cas encore plus extréme d’un créneau

tres fin et tres proche du bord de la région /1.

Les résultats concernant la convergence de la MLE de la fonction réponse et les pics
associés a certains couples d’état résonant/anti-résonant sont respectivement présentés
sur les figures I11.16 et I11.17.

Pour la premiére des deux figures, la convergence de la MLE de la fonction réponse vers
le résultat exact ne se vérifie pas aussi bien, méme avec le plus grand nombre de couples
d’états résonant/anti-résonant considérés. En fait, seule la position des pics est bien re-
produite, mais 'amplitude ne l'est pas. En utilisant 200 couples d’états résonant/anti-
résonant, la convergence parait étre atteinte, mais elle ne I’est plus autant lorsque 258 de
ces couples sont présents dans I’expansion (méme si ce n’est pas clairement visible sur
la figure). Le résultat de 'expansion de Mittag-Leffler de la fonction réponse oscillerait

ainsi autour du résultat exact.

Grace a la deuxieme figure, on constate qu’'un couple d’états résonant/anti-résonant a
une contribution dont le minimum peut étre négatif alors que le maximum positif est
situé a la position d’un pic de la fonction réponse exacte. La variation du résultat ap-

proximé lorsque plus de couples sont inclus dans la somme est donc plus difficile a com-
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FIGURE III.17: Fonction réponse d’un puits carré de potentiel (I = v/27; V = 10) évalué
pour un créneau centré (z. = 0) tel que a/l = 0.999). Les courbe noire et
en pointillés rouges sont les mémes que celle de la figure II1.16. Les autres
courbes représentent la contribution a la fonction réponse d’'un couple
d’états résonant/anti-résonant pairs. La contribution pour N5, = 0 cor-
respond a celle des états liés et anti-liés.

— ik

prendre. Néanmoins, seule 'amplitude de la fonction réponse n’est pas bien reproduite
par (II1.59). Cela ne remet pas en cause 'intérét d’approximer la fonction par I’expansion
de Mittag-Leffler, puisque les pics sont majoritairement trés bien reproduits, méme dans

ce cas extréme.

Ceci conclut donc I’étude prometteuse de la fonction de Green approximée par I’expan-
sion de Mittag-Leffler dans le cas du puits de potentiel carré, valide dans la région ou
le potentiel est non nul. Nous arrivons donc a la derniére grande partie de cette these,

concernant I’évolution temporelle d’'un paquet d’onde a I’aide des états de Siegert.

5- Propagation temporelle d’un paquet d’onde

a) Position du probleme

Seules les solutions de I’équation de Schrodinger indépendante du temps (III.1) ont pour
I'instant été étudiées. Pourtant, un autre probléme intéressant est celui de la propagation
temporelle, gouverné par I’équation de Schrodinger dépendante du temps (TDSE, pour
Time-Dependent Schriodinger Equation en anglais). Est-ce que les états de Siegert peuvent

la aussi condenser I'information physique ? Si oui, comment ?



134 CHAPITRE III : ETATS RESONANTS

Pour répondre a ces questions, on se restreint au probleme a une dimension spatiale, en
se placant dans le cas particulier d’'un potentiel indépendant du temps. La TDSE s’écrit
alors :

1 92

55 V@) olat) =it (1.62)

Ce probléme a été étudié a I'aide des différences finies et de manieére trés pédagogique
dans la référence [59], qui a été une source d’inspiration pour cette partie de la these.
Nous I’étudierons dans le cas particulier du puits de potentiel carré utilisé depuis le début

de ce chapitre.

Il est possible de montrer, par séparation des variables de temps et d’espace, que les
solutions de (III.1) jouent un réle dans I’évolution temporelle d’'un paquet d’onde initial

que l'on note ¢(z,t = 0) :

(1) = 3 (gl (e, 0) ulr)e ™

(ITL63)

+ ) / dk1 (o ()| o(x,0)) gy (x)eFEDE

p=t-

ou ¢, et ¢,y sont respectivement les états liés et les états du continuum solutions de
(IL.1).

Au cours de cette derniére partie, nous allons voir si cette solution exacte peut étre ap-

proximée par une expansion sur les états de Siegert telle que :
ps(,t) = as (pslp(z,0)) s(a)e st (IIL.64)
S

Le parametre important va étre le choix des états de Siegert a inclure dans la somme, ce
qui reviendra a définir quel sera leur poids aig dans I'expansion. Il est important puisque
I'expansion de Mittag-Leffler, si importante pour exprimer la relation de complétude et
la fonction de Green, ne permet pas de reproduire la propagation temporelle d’un état

initial, du moins pour la limite des temps longs, comme nous le montrerons bientét.

b) Cas du puits de potentiel et implémentation numérique

Les définitions des fonctions d’onde associées aux états du continuum et aux états de
Siegert données lors de la premiére partie de ce chapitre vont une nouvelle fois étre d’'une

grande aide pour traiter ce probléme de propagation temporelle. En effet, pour un état
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initial connu, les produits scalaires notés (¢, (z)|¢(x,0)) (0" = +/—) et {(wp()|p(x,0))
dans (IIl.1) (et identiquement le produit scalaire (pg(z)|p(z,0)) dans (II1.64)) peuvent

étre déterminés exactement.

Les résultats obtenus lors de I’étude de la relation de complétude donnent aussi des pré-
cieuses informations, puisque nous avons vu que ’expansion de type Mittag-Leffler n’est
valable que dans la région /1, a I'intérieur du potentiel. La solution (II.63) faisant inter-
venir un objet trés proche de cette relation de complétude, il est donc attendu que la
propagation temporelle d’un paquet d’onde initial ¢(x,0), 4 'aide d’'une expansion sur

les états de Siegert, ne sera valide que si cet état initial est dans la région /1.

La fonction porte et la fonction gaussienne ont déja été utilisées comme fonctions test
localisées dans la région /] : I'état initial sera donc choisi parmi ces deux options. Néan-
moins, il est plus facile de développer une fonction gaussienne qu'une fonction porte sur
la base des solutions de TISE. Dit autrement, la vérification numérique de la relation de

complétude est plus facile avec un état initial gaussien, qui est donc défini comme suit :

(Z*IC)Q
e 27 ikox

avec 7. le centre de la gaussienne, o sa largeur et ky le moment moyen. Ce dernier
parameétre va faire se propager la fonction d’onde initiale vers les = grands si ky > 0
ou vers les = petits si kg < 0. Pour ky = 0, il n’y a pas de direction de propagation
privilégiée.

Maintenant que le cadre d’étude de la propagation temporelle a été défini (état initial
gaussien dans la région /17), il est possible de revenir a la détermination analytique de
I'intégrande dans le cas de la gaussienne. Si les produits scalaires exacts (pg(x)|o(z,0))
et (py(2)|¢(z,0)) sont bien calculables analytiquement, le résultat fait intervenir la
fonction erreur, son complémentaire et la fonction erreur imaginaire. Leur évaluation
numérique étant difficile, le choix a été fait d’approximer ces produits scalaires de la

maniére suivante :

(s(@lele.0) = [ drps@e(e0) = [ drpsin()ete.0)
oo’ . (IIL.66)
(e @lo@.0) = [ drpy@e0)~ [ dogpu(eeo)

ol g rr(x) et p, rr(x) définissent respectivement les fonctions d’onde des états liés et

du continuum dans la région /. Ces approximations sont vérifiées si la fonction d’onde
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initiale ¢(x,0) est effectivement négligeable en dehors de la région /1. Elles facilitent

I'implémentation, la fonction erreur ayant disparu :

6—1/2[0’(ko+k2)]2+i(k0—k2)JJC

‘ 1
(De(@)]p(,0)) (ot gaiarc | OV

cos(kal/2) 2B,
L R e
o (@)l 0)) = e—1/2[a(k0+;jje]:+i(ko—kz)xc <e2a2kok2 N eZﬁcm) #
(p—(2)]p(x,0)) = —ie_I/Q[U(koj;f+i(ko_k2)m (eza%h B ezikﬂC) #

(IIL67)

L’intégrande peut donc étre défini analytiquement, mais, méme en utilisant ’approxi-
mation ci-dessus, déterminer le résultat analytique de I'intégrale sur k; de (IIL.63) n’a
pas été trouvé avec 'aide de Mathematica : il a donc fallu réaliser numériquement cette

intégrale en discrétisant ’axe des k;.

Notons que le pas de grille sur ’axe des longueurs = n’a pas besoin d’étre extrémement
fin. En effet, la détermination exacte de la propagation en un point donné ne dépend
pas de la valeurs des proches voisins, car d’'une part il n’y a pas de dérivées selon z, et
d’autre part les produits scalaires de (IIL.63) sont connus analytiquement et donnés par
(II1.67). La méme remarque est valable pour le pas de temps. Il faudra seulement veiller
a ne pas simuler des temps trop longs. En effet, pour le calcul exact de (II.63), plus le

temps simulé est grand, plus I'intégrande est oscillant (a cause du terme e~*#(*1)t),

Il est alors possible de déterminer le résultat de la propagation temporelle d'un paquet
d’onde gaussien dans la région I/ de deux manieres : a la fois un résultat « exact »

provenant de (IIL.63) et un résultat approché du type (II1.64).

Une implémentation numérique similaire va étre utilisée dans les deux cas. Il existe pour-
tant une différence majeure entre le calcul des contributions des états de Siegert (dont les
états liés de (II1.63)) et celle des états du continuum, puisqu’il faut faire une intégrale sur
k1 pour la derniere contribution. Cette intégrale suivant k; devant étre numériquement
discrétisée, elle est transformée en une somme discréte, comme pour les contributions
des états de Siegert. Notre implémentation numérique est donc basée sur le constat qu’il
est possible de calculer ces différentes contributions a ’aide d’un simple produit matri-

ciel : une matrice décrit la dépendance temporelle, et 'autre la dépendance spatiale.
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Détaillons cela pour le terme sur les états liés de (IIL.63) :

D (eu(@)lp(, 0)) p(a)e (IIL68)

b
L’espace est discrétisé par une grille de n, points entre + = —[/2 et z = [/2. Les n,
points de la grille sont définis par z; = —[/2 + (i, — 1)h,, avec i, variant de 1 a n,

(hy = # étant le pas de grille). De méme, le temps est discrétisé en n; instants répartis

entre 0 et ¢.,,4. IIs sont définis par ¢; = i;h; avec un pas de temps h; = Ti:idl et 7; varie de

0 an; — 1. On définit alors deux matrices :

1. lamatrice M;"*“ de taille n, *n; (avec n, le nombre d’états liés) dont les éléments

spaci
iy 7ib

€ 3/, .
m s ecrivent :

space

m; e = (i, (2)|p(,0)) i, () (IIL.69)

time .

2. la matrice M;"™ de taille n;, * 1y, ayant pour élément de matrice /"¢ :

time __ _—1iF,

e = et (IIL.70)

Le produit matriciel M, = M,"*“M}"™¢ donne une matrice M, de taille n, * n;, o
chaque élément de matrice correspond a >, (¢y(z)|0(z,0)) @p(z;)e "Ert, C’est-a-dire la
contribution des états liés a la propagation temporelle du paquet d’onde initial au point
x; et a 'instant ¢;. Ainsi, chaque colonne de la matrice M, correspond a la contribution

des états liés a la propagation temporelle du paquet d’onde initial a I'instant ¢; donné.

Il est alors facile de voir que la méme séparation en M P et M*™¢ est utilisable pour
déterminer la contribution de n’importe quel type d’états de Siegert. Par construction,
les matrices M,, M. et M, (donnant respectivement la contribution des états anti-liés,
résonants et anti-résonants a la propagation temporelle de 1’état initial) font la méme
taille que M. Il est donc facile de construire la la matrice My, = > S—abed agMsg,
qui donne la propagation temporelle pour un certain type d’expansion de Siegert. Par
exemple, pour I'expansion de Mittag-Leffler, g = 1/2 pour chaque type d’état de Sie-
gert.

La méme méthode est utilisable pour déterminer la contribution des états du continuum.

Pour cela, 'espace des nombres d’onde est discrétisé en n;, points répartis entre 0 et k4,

par une grille définie par k; = iy, * hy, avec un pas de grille Ay, = ﬁ:ljﬂi et 7, variant de 0
a ne — 1.

La matrice M! ¢ n’est pas différente de celle donnée en (II1.70) : c’est une matrice de
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taille ny, * n; avec pour élément de matrice

mtime _ o—iB(ir)t; (I1.71)

iyt

avec E(iy) = k;*/2.

La différence avec la contribution sur les états de Siegert intervient dans la construction

de la matrice M.2", de taille n, * n;, et dont les éléments sont donnés par :

mret = aliz) Y (ew(@)le(z,0) oy (@) (IL.72)

pl:+77

La seule différence importante par rapport a (II1.69) est la présence de « (i, ), qui est ici

présent pour déterminer la méthode d’intégration utilisée.

Pour une méthode d’intégration donnée, on peut alors commencer par construire les élé-
ments de matrice } (¢ (2)[p(z,0)) @y (2;). U reste alors a faire le produit terme
a terme d’une colonne de la matrice ainsi construite avec un vecteur «, également de
longueur ny. Ce vecteur a dépend de la méthode d’intégration choisie. Deux exemples
sont présentés, pour lesquels n; doit nécessairement étre impair :
— Pour la méthode des trapezes (composite trapezoidal rule en anglais, d’ou I'indice
CTR):

Qorp = hk(1/2717177171/2) (HI73)

— Pour la méthode de Simpson (composite Simpson’s rule en anglais, d’ou I'indice
CSR):

aCSR

h
=5 (14.2,42,..241) (IIL74)

Il est tout a fait possible de faire intervenir ce vecteur v dans la définition de M%™¢ et

cont
space
pasdans M_,,,".

¢) Cas d’une gaussienne centrée, sans moment initial

Dans cette partie, le cas particulier étudié est celui d’un état initial centré dans la région
II (x. = 0eto = 0.2) et de moment moyen nul (ky = 0). Le potentiel utilisé est toujours

le méme, d’'une profondeur Vj = 10 et d’une largeur [ = /2.

i) Résultat « exact »

Dans un premier temps, le résultat « exact » venant de I'implémentation numérique de

(II1.63) est donné en figure I11.18. Chaque vignette représente, a un instant ¢ donné, les
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VUr Q 1 I
<Y, <
5 4 N », 4 R \/
-0.5 ool ‘ot

-15 0 15 -15 0 15 -15 O . . 0 15 -15 0 15
X X X X X

F1Gure III.18: Propagation temporelle exacte d’'un paquet d’onde initial gaussien a diffé-
rents instants, suivant (II1.63). Le potentiel a pour profondeur V5 = 10 et
pour largeur | = \/27. Le paquet d’onde gaussien est initialement centré
dans la région I/ (. = 0 et 0 = 0.2) et de moment moyen nul (ky = 0).
La courbe noire représente la partie réelle de la propagation temporelle
©ezact (T, 1), alors la courbe en pointillés gris représente sa partie imagi-
naire.

parties réelle et imaginaire du paquet d’onde propagé.

On parle de résultat « exact » entre guillemets pour deux raisons. La premiére est que ce
n’est pas le résultat analytique exact, mais le résultat faisant appel a une approximation
dans le calcul du produit scalaire (cf. équation (II1.67)). La seconde est que I'intégrande
selon k; de (II1.63) devient de plus en plus oscillatoire au fur et a mesure que le temps
simulé est grand. Il a donc fallu vérifier la convergence de I'intégrale selon k. Une pre-
miére étape a été de vérifier numériquement que la relation de complétude était bien
vérifiée pour ¢ = 0, et également d’atteindre une précision numérique de 'ordre de
10716 sur toutes les valeurs de @eyqct(,t), pour une durée totale simulée de At = 3.

kma: = 150 a ainsi été choisi pour borne d’intégration sur k1, avec un nombre de points
ny = 10001.

L’implémentation a été effectuée en python, et les temps de calcul sur une machine lo-
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Re(9)— Im(@)~ Re(@)— Im(qy) =

t=0.75 t=0.90 t=1.05 t=1.20 t=1.35

-5 0 15 -15 0 15 -15 0 15 -15 0O 15 -15 0 15
X X X X X

F1GURE III.19: Décomposition en deux contributions (somme sur les états liés et inté-
grale sur les états du continuum) de la propagation temporelle exacte d'un
paquet d’onde initial gaussien a différents instants, suivant (IIL.63). Le po-
tentiel et le paquet d’onde initial sont les mémes que pour la figure III.18.
Les courbes en trait plein représentent les parties réelles, en pointillé les
parties réelles de ces deux contributions. La contribution des états liés est
en rouge et bleu foncés, en vert pour les états du continuum.

cale sont courts : environ 45s pour déterminer la contribution des états du continuum
et moins d’une seconde pour utiliser les 528 états de Siegert (dont 7 liés et 5 anti-liés)
de 'expansion de Mittag-Lefller. Avec n;, = 2001 et k.. = 75, la précision est déja
suffisante, et le temps de calcul est évidemment raccourci (environ 8s pour les états du
continuum). Il n’y a donc pas eu besoin d’avoir recours a une implémentation utilisant

plusieurs processeurs, le temps pour obtenir la solution étant suffisamment court.

Les contributions séparées des états liés ;, et des états du continuum ¢, sont présentées
en figure II1.19. De la méme maniére, chaque vignette représente, a un instant ¢ donné,

les parties réelle et imaginaire de ces deux contributions.

La contribution des états du continuum a la propagation temporelle dans la région /1 di-
minue au cours du temps, jusqu’a s’évanouir. Ainsi, pour des temps suffisamment longs,

ce sont les seuls états liés qui contribuent a la propagation temporelle du paquet d’onde.
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Re((Pexact) - Im((Pexact) Re((PMLE) - Im((PMLE)

1t=0.01 SA 1t=0.03 11=0.045 t=0.06
X

1.5 £t=0.225 t=0.24 t=0.255 1t=0.27 t=0.285
1.0 AT m - :‘: .f-
0SEA #% AFEA \ 1% A . ™ i Lo, LR
0.0 BINS A\ LAARAN ,':Ji?’x‘ f: jé‘ﬁ % f‘f’*éf" iy 413.
05 % > i\ - " 18/ i 3 | P A '.: T'H Yy
-1.5 0 1.5 -15 0 1.5 -15 0 1.5 -15 0 1.5 -15 0 1.5
X X X X X

F1Gure III.20: Propagation temporelle d’'un paquet d’onde initial gaussien a différents
instants. Le potentiel et le paquet d’onde initial sont les mémes que pour
la figure II1.18. La solution exacte e 40 (7, t) donnée par (I1.63) est repré-
sentée de la méme maniére que dans la figure III.18. La propagation tem-
porelle (2, t) donne 'expansion de Mittag-Leffler (ag = 1/2 pour
tous les états de Siegert dans (II1.64)). Elle est représentée en trait plein
rouge pour sa partie réelle, et en pointillés bleu pour sa partie imaginaire.
L’intervalle de temps entre deux vignettes est dix fois plus faible que pour
les deux figures précédentes.

ii) Expansion de Mittag-Leffler (MLE)

Nous avons déja montré que la relation de complétude utilisant les états liés et du conti-
nuum pouvait étre avantageusement remplacée par une expansion de Mittag-Leffler.
C’est donc naturellement que cette expansion a été testée dans le cadre de la propa-
gation temporelle étudiée ici. Le résultat par cette expansion est treés proche du résultat
exact au départ, mais elle diverge trés rapidement. La figure III.20 montre la propagation
temporelle de la gaussienne centrée sans moment initial en utilisant I’expansion de type
Mittag-Leffler (tous les états de Siegert pris en compte avec un poids cvg = 1/2) en com-
paraison du résultat exact présenté en figure III.18. Nous précisons que le pas de temps

utilisé pour cette figure est 10 fois plus petit que celui utilisé pour la figure I11.18.
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Re((pexact) - Im((pexact) Re((pMLE) - Im((pMLE)
1t=-0.01 t=-0.03 t=-0.06

Ficure I11.21: Equivalent de la figure II1.20 pour des temps décroissants. Les deux
types de solution sont les conjugués de celles pour des temps futurs :

Soexact('ra _tO) - Spexact* (I, tO) et QOMLE('Tu _tO) - SOMLE* (.T, tO)

L’expansion de type Mittag-Leffler, bien que tres proche du résultat exact pour des temps
courts puisque les parties réelles et imaginaires se superposent, ne semble pas expliquer
la propagation temporelle d'un paquet d’onde dans la région / pour des temps longs,
en fait dés que I’état propagé commence a sortir de la région /1. Plus le temps passe, et

plus Pexpansion de type MLE de la propagation temporelle diverge.

Le méme constat se fait pour une propagation temporelle dans le passé, la seule différence

étant que les parties imaginaires de (.4 €t s sont opposées (voir la figure II1.21).

Cette divergence de 'expansion de type MLE s’explique simplement : pour les temps
croissants, elle vient des états anti-résonants. En effet, le terme e~*For! diverge quand ¢
tend vers 'infini du fait de la partie imaginaire positive de E,,. De la méme maniere,

quand c’est le passé qui est simulé, ce sont les états résonants qui causent la divergence.

Des relations de conjugaison existent, dans ce cas précis, entre la propagation pour les

temps futurs et passés : Yepact (T, —t0) = Qezact™ (T, 10) et orre(x, —to) = prre™(z,to).
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iii) Expansion Berggren/« anti-Berggren »

Le méme traitement a été fait, mais en utilisant deux autres types d’expansion que 'on
a seulement évoqués dans I'introduction a ce chapitre : soit avec les états liés et réso-
nants seulement (expansion Berggren, notée @), soit avec les états liés et anti-résonants
seulement (expansion que ’on appellera « anti-Berggren » et notée ¢ 45 dans la suite).
Dans les deux cas, le poids est g vaut 1 pour les deux types d’états, et est nul pour les
deux autres. L’expansion Berggren a été initialement proposée par T. Berggren [40], qui
a donné son nom a cette expansion sous la plume de W. Romo [41]. Une littérature abon-
dante concernant le choix de I'expansion a utiliser existe, qui ameéne jusqu’aux travaux

de T. Berggren et P. Lind déja cités auparavant [10, 11].

La figure I11.22 montre la propagation temporelle obtenue en utilisant I’expansion Berg-

gren.

On remarque que, a I'inverse de la MLE, cette expansion ne reproduit pas parfaitement
la propagation temporelle exacte pour des temps courts, mais elle le fait plutét pour
les temps longs. Le point de départ, a 'instant ¢ = 0, donne d’ailleurs un état initial
complexe, et non réel, du fait de la présence des états résonants seulement. L’expansion
anti-Berggren pour des temps futurs ne peut que diverger, pour la méme raison que l'ex-
pansion MLE divergeait. Par contre, lorsque la propagation temporelle est effectuée dans
le passé, c’est I'expansion anti-Berggren qui reproduit le résultat exact, alors que I'ex-
pansion Berggren diverge. Comme on I’a dit plus haut, la propagation temporelle dans le
futur et dans le passé sont, dans ce cas précis, reliées par une relation de conjugaison, qui
existe aussi entre les expansions anti-Berggren et Berggren : p4p(z, —tg) = ¢p*(z,to)
(paB pour 'expansion anti-Berggren et ¢ pour 'expansion Berggren).

La contribution des états résonants (resp. anti-résonants) a la propagation temporelle du
paquet d’onde étant décroissante dans le futur (resp. le passé), du fait du terme e~*Fs?,
il est alors normal de remarquer que, pour les temps longs, le résultat exact et celui des
expansions du type Berggren coincident : dans les deux cas, la seule contribution qui
reste correspond a celle des états liés, qui est exactement la méme pour les expansions

de type Berggren et dans le cas exact.

On pourrait penser que les expansions de type Berggren donnent de bons résultats seule-
ment parce que le temps s’est suffisamment écoulé pour que la contribution des états du
continuum se soit dissipée. Cependant, pour des temps entre ¢ = 0.15 et ¢ = 1.05 sur
les figures présentées ici, la contribution des états du continuum n’est pas négligeable en
comparaison de la contribution des états liés, et pourtant les expansions de type Berggren

sont tres proches du résultat exact, méme s’il y reste encore des erreurs (suffisamment
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FiGcure III.22: Propagation temporelle d'un paquet d’onde initial gaussien a différents
instants. Le potentiel et le paquet d’onde initial sont les mémes que pour
la figure II1.18. La solution exacte @epqc(7,t) donnée par (IIL.63) est re-
présentée de la méme maniére que dans la figure III.18. La propagation
temporelle p(x,t) donne 'expansion Berggren (i.e. «g = 1 pour tous les
états liés et résonants et nul sinon dans (II1.64)). Elle est représentée en
trait plein rouge pour sa partie réelle, et en pointillés bleu pour sa partie
imaginaire.
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faibles pour n’étre que peu visibles sur la figure II1.22). La piste des expansions de type
Berggren semble donc étre la bonne pour reproduire la propagation temporelle d’un pa-

quet d’onde.

d) Cas d’un paquet d’onde gaussien décentré avec un moment
initial
Le deuxiéme exemple étudié est celui d’une gaussienne décentrée (x. = —0.5), toujours
avec 0 = (.2 mais avec un moment initial £y = 3.5, ce qui permet de casser la symétrie
entre évolution future et évolution passée. Nous ne montrerons pas les résultats concer-
nant I'expansion de type Mittag-Leffler ici, car, bien que valide pour les temps courts,
elle donne une fonction divergente pour les temps longs, pour les mémes raisons que

dans le cas précédent. La figure II1.23 (resp. la figure III.24) montre I’évolution future

avec 'expansion Berggren (resp. passée avec ’expansion « anti-Berggren »).

Dans les deux cas, les propagations temporelles pour des temps longs (futur ou passé)
données par ces deux expansions reproduisent le résultat exact de maniere satisfaisante.

Les relations de conjugaison entre propagation passée et future n’existent plus.

En guise de conclusion a cette partie sur la propagation temporelle, nous rappelons que
I’expansion de Mittag-Leffler semble étre valide pour les temps courts, alors que les ex-
pansions de type Berggren permettent de reproduire le résultat exact dans la limite des
temps longs. Notre intuition nous laisse penser qu’il pourrait exister une meilleure ex-
pansion sur les états de Siegert. Cette expansion ferait la transition entre 'expansion
de Mittag-Leftler pour les temps courts et 'expansion de type Berggren pour les temps
longs (en faisant varier les facteurs ag dans le temps, par exemple). Il faudrait sans doute
faire une étude analytique similaire a celle qui nous a permis, lors de I’étude de la re-
lation de complétude, de montrer que '’expansion de Mittag-Leffler vient naturellement
de l'application du théoreme des résidus sur la relation de complétude exacte, utilisant

les états du continuum.

Enfin, notre conclusion concernant le présent chapitre sera faite dans la conclusion gé-
nérale de la thése, qui vient directement a la suite de ces lignes, ceci pour éviter les

redondances.
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Re(q)exact) - Im((pexact) - Re((pB) - Im((pB)

ady,

., v
Gan vast" e

t=1.50

F1cure II1.23: Propagation temporelle d'un paquet d’onde initial gaussien a différents
instants. Le potentiel est le méme que pour la figure I11.18. Le paquet d’onde
initial est une gaussienne décentrée dans la région I/ (xr. = —0.5eto =
0.2) avec un moment initial kg = 3.5. La solution exacte @ oq(2,1) et

I’expansion Berggren sont représentées de la méme maniere que dans la
figure I11.22
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Re((Pexact) - Im((Pexact) Re((PAB) - Im((pAB)
t=0.00 t=-Q.15

-1.5

Ficure II1.24: Equivalent de la figure précédente, cette fois-ci pour des temps négatifs et
en utilisant ’expansion anti-Berggren a la place de I'expansion Berggren.



148 CHAPITRE III : ETATS RESONANTS




Conclusions et perspectives

Il est temps de conclure cette thése, en commencant par récapituler I’ensemble des ré-

sultats qui ont été présentés.

On a commencé par I’étude de la LR-TDDFT dans le cadre du formalisme d’ondelettes
de BigDFT pour deux molécules, Ny et HBDMI. Le but était d’explorer la possibilité de
déterminer un spectre de référence pour chacun de ces systémes et pour un potentiel
d’échange-corrélation donné. Les résultats obtenus sont encourageants de ce point de

vue.

En effet, la partie du spectre concernant des transitions entre orbitales liées peut étre
amenée a convergence par rapport aux parametres d’entrée de BigDFT, que sont l'ex-
tension de la grille de simulation crmult et le nombre d’orbitales du continuum qui sont
considérées pour le calcul des spectres. Il s’avére que le deuxieme de ces parametres doit
plutdt étre remplacé par 1’énergie de la derniere orbitale inoccupée utilisée dans les cal-
culs F,,,q,. En comparant des spectres obtenus pour différents crmult et une méme valeur
de cette énergie maximale, on montre que les énergies d’excitation ne dépendent pas de
crmult tant qu’il est assez grand, malgré le tassement du continuum, qui nécessite de
calculer de plus en plus d’orbitales inoccupées pour atteindre une certaine énergie £,
lorsque crmult augmente. La justification de I'importance de I’énergie maximale vient de
I’étude de la convergence de la relation de complétude pour différents crmult a mesure
que L., augmente. Ceci montre que les bases d’orbitales de I’état fondamental du sys-
téme non-perturbé permettent une méme description des orbitales du systéme perturbé
par un champ électrique quelle que soit la valeur de crmult, du moment que I’énergie

E,... est fixée.

Il peut néanmoins arriver que la convergence de cette partie basse du spectre dépende de
crmult pour une valeur de E,,,, fixée, ce qui est le cas lorsque la valeur de crmult n’est

pas assez grande. Il faut en effet s’assurer que les orbitales liées du systéme convergent
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par rapport a 'extension de la grille de simulation. L’influence de crmult sur une possible

non-convergence des spectres de basse énergie est donc aisément identifiable.

Tous ces résultats permettent de comparer ceux obtenus avec un formalisme différent,
utilisant des bases localisées constituées de fonctions gaussiennes, tel qu’implémenté
dans le code NWChem. En particulier, la comparaison entre les deux codes permet de
mieux appréhender le choix de la base gaussienne nécessaire pour atteindre une conver-
gence pour les énergies d’excitation les plus basses, et que les bases les plus completes
donnent des résultats qui présentent une convergence similaire a ceux obtenus avec
BigDFT en ce qui concerne I’ajout d’orbitales du continuum dans les calcul. En ce qui
concerne le choix de la base, il semble important d’utiliser d’abord une base augmentée
(qui joue un role similaire a I’'augmentation de crmult pour BigDFT) et d’ensuite augmen-
ter I'ordre zeta (qui est plutdt relié a une augmentation de FE,,,,, mais qui correspond
surtout a la prise en compte de nouvelles symétries). C’est en effet qu’avec la base aug-
mentée aug-CC-PVDZ que les orbitales liées de HBDMI obtenues avec NWChem sont le
plus proche de celles obtenues avec BigDFT pour les plus grandes extensions de la grille
de simulation. Basée sur ces connaissance, la mesure de 'influence du continuum sur les
énergies d’excitation de NWChem a pu étre effectuée, pour les bases gaussiennes les plus
completes. Il s’est alors avéré, pour Ny seulement car il n’a pas été possible d’atteindre le
convergence des énergies d’excitation les plus basses avec BigDFT dans le cas de HBDMI,
que Pamplitude de décroissance de chacune de ces énergies était identique pour les deux
codes. IIs peuvent donc étre considérés comme convergés par rapport a leurs parameétres
d’entrée. Les énergies obtenues a convergence avec les deux codes peuvent néanmoins
différer assez largement, de plusieurs dixiémes d’eV. Ces différences, qui sont moins mar-
quées dans le cas de HBDMI, proviennent du calcul de la matrice de couplage, mais la

cause précise n’est toujours pas clairement identifiée.

Pour les spectres a plus haute énergie, c’est-a-dire lorsque des transitions entre orbitales
occupées et orbitales inoccupées du continuum sont étudiées, il n’a pas été possible d’ob-
server de convergence avec BigDFT a mesure que crmult augmente. Pourtant, il est pos-
sible de déterminer un spectre convergé pour un crmult donné, du moment que £,,,,, est
assez grand. Il est méme possible de définir une zone ou le spectre peut étre considéré
comme globalement convergé, qui est directement reliée a la valeur de £, Il est ainsi
possible de se concentrer sur une plage d’énergie réduite et observer si une convergence
se manifeste a mesure que crmult augmente, ce qui n’est pas le cas. Le méme probléme
se révele avec les bases gaussiennes, puisque les spectres sont largement modifiés lors-
qu’une base simplement ou doublement augmentée sont utilisées. Ce constat, pour les

deux codes, est particuliérement visible dans le cas du diazote, car la molécule est petite
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— ce qui permet plus facilement d’augmenter la qualité des calculs — mais aussi parce
que la distinction entre les deux types d’excitations est particuliérement visible, du fait
du petit nombre d’orbitales liées déterminées. Il faudrait donc encore augmenter 1'ex-
tension de la grille de simulation pour atteindre une convergence, ce qui est rendu tres
difficile par le tassement du continuum, qui force a calculer de plus en plus d’orbitales
inoccupées a mesure que crmult augmente pour atteindre une valeur fixe de £,,,, : le
cout en temps de calcul est donc de plus en plus grand d’autant plus que chaque orbitale

demande de plus en plus de mémoire a mesure que crmult augmente.

On est la face a un probléme trés complexe, dont la solution, si elle existe, est tres diffici-
lement atteignable a I’aide de la simple force de calcul brute. Notre constat est qu’il faut
chercher a déterminer I'information contenue dans le continuum d’orbitales inoccupées
d’une autre maniere. L’espoir que nous avons pour cela réside en l'utilisation des états
résonants, ou de Siegert. C’est pourquoi nous nous sommes attachés, au cours du dernier
chapitre de cette these, a les étudier dans le cas particulier du puits de potentiel carré a

une dimension.

Nous avons ainsi présenté une écriture canonique des états du continuum et des états
de Siegert valable dans ce cas particulier. La définition de ces différents types d’états,
et particulierement leur normalisation, a ensuite permis de montrer que I’expansion de
Mittag-Lefller pouvait étre obtenue en appliquant le théoreme des résidus a la relation de
complétude. A défaut d’étre rigoureusement démontré, ce résultat est testé numérique-
ment et montre que le continuum peut étre avantageusement remplacé par une somme
sur tous les états de Siegert. Cette expansion de Mittag-Leffler ne peut étre obtenue que
lorsque la fonction test est nulle en dehors du puits de potentiel. Il est également pos-
sible de montrer numériquement que la fonction de Green peut étre approximée a I’aide
d’une expansion de Mittag-Leffler. Une expansion sur les états de Siegert permet éga-
lement de reproduire la propagation temporelle d’'un paquet d’onde, mais ce n’est plus
I'expansion de Mittag-Leffler qui régit cette évolution temporelle, méme si elle permet de
bien reproduire I’évolution temporelle du paquet d’onde a temps court tant que le paquet
d’onde n’a pas atteint le bord du potentiel. C’est plutdt une expansion de type Berggren,
ne prenant en considération qu’une partie des états de Siegert, qui permet de reproduire
cette évolution temporelle. Les états résonants, en plus des états liés, sont ainsi utilisés
lorsque le temps avance vers le futur, alors que les états anti-résonants, toujours avec les
états liés, permettent de calculer I’évolution temporelle dans le passé. Ces expansions de
type Berggren ne sont néanmoins pas d’aussi bonne qualité que les expansions de type
Mittag-Lefller pour la complétude et la fonction de Green, ce qui nous fait penser qu’il

y a encore besoin de raffiner cette étude. Nous avons cherché une justification a ces ex-
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pansions de type Berggren, comme nous I’avions fait pour la justification de ’expansion
de type Mittag-Leffler pour la complétude, mais des résultats clairs n’ont toujours pas

été obtenus sur ce point.

Nous venons de faire un résumé des résultats les plus marquants obtenus au cours de
cette these. Ces travaux représentent des bases solides pour de futurs développements,

que nous allons maintenant détailler.

Une premiere étude basée sur les calculs de LR-TDDFT concernerait la décroissance des
énergies d’excitation les plus basses en fonction de I’énergie de la derniére orbitale in-
occupée utilisée F,,,,. En faisant ces calculs avec NWChem pour différentes bases, les
décroissances obtenues dans les deux formalismes (bases localisées faites de fonctions
gaussiennes et ondelettes) pourraient étre comparées comme dans les cas analysés pour
notamment observer si elles sont identiques. L’influence du choix de la base sur la dé-
croissance des énergies d’excitation permettrait certainement de poser un regard neuf
sur 'importance du choix de la base gaussienne dans la perspective d’obtenir un spectre
de référence pour une molécule et un potentiel d’échange corrélation donné. Il faudrait
également tester nos résultats avec de nouvelles fonctionnelles (GGA, hybrides, ...) et de

nouvelles molécules, aux tailles et symétries différentes.

Une autre perspective concerne l'utilisation de la version dite linéaire de BigDFT [60]
pour obtenir des spectres d’absorption a I’aide de LR-TDDFT. Cette version de BigDFT
permet d’exprimer la fonction d’onde sur une base minimale, 8 mi-chemin entre les bases
localisées et le formalisme d’ondelettes de la version dite cubique de BigDFT utilisée au
cours de cette these. Cela nous donne une autre méthode pour échantillonner le conti-
nuum des états inoccupés dans le formalisme des ondelettes. Il serait trés intéressant de
tester cette approche, méme si des difficultés sont attendues [61] : nous avons en effet
observé que les orbitales délocalisées, difficiles a exprimer dans ce formalisme linéaire,
sont importantes pour la convergence des orbitales inoccupées liées et du spectre a basse
énergie obtenu par LR-TDDFT.

Cependant, le tassement du continuum risque d’étre toujours prohibitif. D’autres mé-
thodes existent pour obtenir les spectres d’absorption, en particulier sans avoir besoin
de déterminer les valeurs et vecteurs propres de la matrice de la LR-TDDFT, comme la
méthode du noyau polynomial [62] (KPM pour Kernel Polynomial Method en anglais) ou
la méthode de Lanczos [63]. Ces deux méthodes ont été récemment implémentées dans
le cadre du formalisme a bases localisées de NWChem [6] et sont tout a fait transposables

dans BigDFT. L’obtention de spectres de référence a haute énergie serait envisageable.

La voie menant a I'utilisation des états de Siegert est aussi prometteuse pour répondre a
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ce probléme. Des résultats intéressants ont déja été obtenus a l'aide de dilatation com-
plexe (Complex Scaling en anglais) pour des potentiels modéles en dimension 1 [50]. Le
formalisme d’ondelettes est d’ailleurs bien adapté pour exprimer 1'opérateur dilatation.
Des états résonants ont été calculés. Leur dépendance a’angle de rotation complexe de la
coordonnée d’espace est comprise : des que cet angle dépasse une certaine valeur, spéci-
fique a chaque état résonant, I'énergie de cet état est numériquement inchangée lorsque
I’angle est modifié. La distinction des états de Siegert par rapport aux autres états propres
est mesurée par 1’évaluation du théoréme du viriel complexe via cette indépendance a

I’angle de rotation.

La dépendance des états résonants a ’extension de la grille de simulation est également
bien comprise [51]. Il est d’ailleurs préférable de laisser inchangé le potentiel dans le do-
maine central ou il est non nul. Une dilatation complexe est alors appliquée uniquement
a Pextérieur de cette zone, avec un raccordement lisse entre l'intérieur et 'extérieur :
c’est la méthode de la dilatation a 'extérieur et lisse (smooth exterior complex scaling).
De nouveaux parameétres relatifs a la dilatation complexe sont donc nécessaires, mais
la généralisation du théoréme du viriel complexe permet encore une distinction claire
des états résonants a 'aide de leur indépendance a ces nouveaux parametres. Les états
résonants ne remettent donc pas en cause les savoir-faire acquis avec le formalisme d’on-
delettes de BigDFT, et semblent pouvoir étre traités comme n’importe quel état lié. Un
long travail reste a effectuer en ce qui concerne leur extraction lorsque le potentiel est a
trois dimensions, qui est un verrou a leur utilisation dans des calculs d’intérét physique

ou chimique.

En faisant le lien entre I’étude de calculs de LR-TDDFT et I’étude des états de Siegert dans
le cas du puits de potentiel carré a une dimension, cette thése représente un pas pour
I'utilisation des résonances dans un formalisme d’ondelettes. Quelques travaux présentés
au cours de cette conclusion esquissent les pistes qui méneront, on ’espére, a I'utilisation

des états de Siegert dans des calculs de réponse linéaire ou de théorie des perturbations.
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ANNEXE A

Relation de complétude pour le diazote
dans le cas ou le potentiel d’échange exact

de Hartree-Fock est utilisé

Cette annexe présente les résultats concernant I’évaluation de la relation
de complétude lorsque le potentiel d’échange d’exact est utilisé a la place du
potentiel d’échange corrélation LDA pour la molécule Ny. L’indépendance de
la convergence de cette relation de complétude par rapport a I’extension de la
grille de simulation et par rapport a I’amplitude du champ électrique — tant
que le régime de réponse linéaire peut étre considéré — est bien retrouvée, ce qui

montre le caractére générique de cet indicateur.
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FIGURE A.1: Energies des 128 premiéres orbitales inoccupées de N, en utilisant le poten-
tiel d’échange exact pour crmult allant de 6 a 18 par pas de deux.

Cette annexe présente I’étude de la relation de complétude dans le cas d’un autre poten-
tiel que le potentiel d’échange-corrélation LDA utilisé dans le corps principal de cette
these. Le but est de montrer que 1’évaluation de la relation de complétude est un indica-

teur pertinent.

En guise de test, c’est le potentiel d’échange exact de Hartree-Fock qui est utilisé. La dif-
férence avec le potentiel LDA est que ce potentiel est non-local. L’utilisation par BigDFT

de pseudo-potentiels, non-locaux, ne modifie pas ce point en particulier.

1- Densité d’états avec ou sans champ électrique

Les énergies des 128 premieres orbitales inoccupées déterminées pour différentes exten-

sions de grille avec ce potentiel d’échange exact sont reportées en figure A.1.

Le tassement du continuum est toujours observé. Pour un méme crmult, les énergies de
la 128éme orbitale inoccupée, sont du méme ordre de grandeur que celles observées dans
le cas du potentiel LDA (voir la figure I1.4 en page 23). Il faut par contre noter qu’avec ce

potentiel il n’y a pas d’orbitales inoccupées liées.

Les énergies des orbitales occupées, avec ou sans champ électrique appliqué (suivant

les directions © = y ou z et d’amplitude 0.01 Ha/bohr), sont présentées en figure A.2.
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FIGURE A.2: A gauche, énergies des orbitales occupées de Ny en utilisant le potentiel
d’échange exact pour crmult allant de 6 a 18 par pas de deux. Au centre et
a droite, énergies des mémes orbitales lorsqu’un champ électrique d’ampli-
tude 0.01 Ha/bohr est appliqué, dans la direction z = y au centre et dans la
direction z a droite.

Les mémes extensions de grille que sur la figure précédente sont utilisées, a part le cas

crmult = 18.

L’ordre des orbitales occupées n’est pas du tout le méme par rapport au cas du potentiel
LDA, Elles sont convergées par rapport a I'extension de la grille de simulation et tres
proches de celles obtenues avec NWChem, en particulier pour les bases augmentées.
Les orbitales dégénérées sont HOMO et HOMO-1 lorsque le potentiel d’échange exact
de Hartree-Fock est utilisé, alors que c’était les orbitales HOMO-1 et HOMO-2 (voir le
tableau II.2 page 39) dans le cas ou I'on utilisait le potentiel LDA.

Sachant que 'amplitude du champ électrique maximale utilisée est de 0.01 Ha/bohr et
qu’aucune orbitale occupée ne se libére par application d’un tel champ électrique (dans
les deux directions z = y et z), le régime de réponse linéaire s’applique pour tous les

champs électriques d’amplitude inférieure a celle-ci.

Ainsi, toutes les orbitales nécessaires a 1’évaluation de la convergence de la relation de

complétude ont été calculées.
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2- Relation de complétude

Dans un premier temps, la convergence de la relation de complétude normalisée sous-
traite a 1, pour une méme extension de la grille de simulation crmult = 6, est présentée
figure A.3. Chaque sous-figure correspond a une direction différente du champ électrique
(suivant & = y ou z) en considérant trois amplitudes différentes de champs électriques
(0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr).

Comme dans le cas du potentiel LDA, la convergence de la relation de complétude differe
selon la direction du champ électrique appliqué : suivant cette direction, chaque orbitale
perturbée par un champ électrique n’est pas exprimée de la méme maniére par la base

d’orbitales non perturbées.

La convergence dépend par contre fortement de l'orbitale considérée. Pour certaines,
la convergence se fait a basse énergie, sur une petite plage d’énergie, alors que pour
d’autres la complétude se vérifie trés lentement. Pour ces orbitales la, il faut atteindre

des énergies bien supérieures au cas du potentiel LDA pour observer une convergence.

Il faudrait donc atteindre des énergies plus élevées pour pouvoir considérer la base d’or-

bitales non-perturbées comme complete dans le cadre de la réponse linéaire.

Quelques convergences d’une seule orbitale pour différentes extensions de la grille de
simulation crmult sont présentées en figure A.4. Le champ électrique (amplitude et di-

rection) est toujours identique pour chacune des sous-figures.

De la méme maniere que pour le potentiel LDA, le changement d’extension de grille de

simulation n’a pas d’influence sur la convergence de la relation de complétude.

Il est également clairement vu que différentes orbitales perturbées ne sont pas exprimées
de la méme maniére par la base non-perturbée. En effet, 'orbitale HOMO-3 perturbée est
correctement exprimée en utilisant les orbitales en-dessous de 6 eV, alors que la HOMO
perturbée nécessite les orbitales du continuum non-perturbées jusqu’a 25 eV pour at-

teindre les mémes valeurs de complétude.

Il y a donc besoin d’utiliser des orbitales du continuum de plus haute énergie dans le
cas du potentiel d’échange exact que dans le cas du potentiel LDA. L’absence d’orbitales
inoccupées liées fait qu’il n’est pas possible de faire de prédictions quant a une conver-

gence plus lente des énergies d’excitation basses.
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FIGURE A.3: Convergence de la relation de complétude normalisée pour une extension

de la grille de simulation crmult = 6 et trois amplitudes de champ électrique
(0.001, 0.005 et 0.01 Ha/bohr) dans deux directions différentes.
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FIGURE A.4: Convergence de la relation de complétude normalisée pour HOMO et
HOMO-3 perturbées, chacune avec plusieurs extensions de la grille de si-
mulation crmult. Le champ électrique a pour amplitude 0.001 Ha/bohr dans
la direction x = y.



ANNEXE B

Résultats divers sur les etats résonants

Cette annexe permet de détailler quelques résultats concernant les états de
Siegert. Leur inclusion dans le texte principal aurait ralenti la lecture en diluant

les résultats les plus importants. Elle est divisée en plusieurs parties.

La premiére partie donne simplement des définitions utiles pour vérifier
la détermination des matrices de transmission et de diffusion ainsi que

la valeur des déterminants des matrices de continuité.

La deuxiéme partie de cette annexe consiste en I’étude de la relation de
complétude dans le cas de la particule libre (c’est-a-dire lorsque le potentiel
V' (z) est nul). Ceci permet de justifier le facteur de normalisation 1//27

que l'on a utilisé pour les fonctions du continuum ¢ p .

La troisieme partie permet de présenter comment simplifier la défini-
tion condensée des constantes de normalisation B, /o afin de les identifier

plus facilement lors du calcul des résidus.

On présente ensuite, dans une quatriéme partie, le calcul des résidus
utiles lors de I’étude analytique de la relation de complétude lorsque la
fonction de test est un créneau non nul dans la région I (x < —1/2) ou la région
IT (jx| < 1/2) seulement. Nous montrons en particulier que les constantes de
normalisation B, /o apparaissent naturellement en tant que résidus de

fonctions concernant les états du continuum.

L’avant derniére partie de cette annexe concerne les états du continuum
. Nous montrons que I’amplitude des nceuds des fonctions d’onde de chacun

de ces états est toujours identique dans la région 11, ce qui s’observe déja avec




162 ANNEXE B : RESULTATS DIVERS SUR LES ETATS RESONANTS

leur définition analytique. Pour aller plus loin, nous montrons que ces fonc-
tions d’onde du continuum présentent des formes particuliéres pour
certaines valeurs du nombre d’onde, correspondant aux valeurs abso-

lues des nombres d’onde des états résonants et anti-résonants.

Enfin, la derniére partie concerne I’étude de la relation de complétude
exacte et approximée par l’expansion de Mittag-Leffler, pour une fonc-
tion de test gaussienne centrée dans la région I 1. Nous montrons que l'ex-
pansion de Mittag-Leffler de la relation de complétude est toujours va-
lable pour cette fonction test, mais avec peu d’états résonants (et donc en
intégrant sur une faible plage d’états du continuum) comparativement au cas
de la fonction créneau. La relation de complétude est vérifiée pour une certaine
plage de largeurs o de ces fonctions gaussiennes, cette plage s’agrandissant vers
les petites valeurs de o lorsque le nombre d’états résonants utilisés dans I’ex-

pansion augmente.
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1- Quelques notations

La premiere partie de cette annexe consiste a reporter quelques relations utiles pour
vérifier les définitions des matrices de continuité, transmission et diffusion définies au

début du troisieme chapitre. On a :

DY = D(ky) = 2676 = (ki® + ko®) sin(kal) + 2iky kg cos(kal)
= 2(k1® 4 Vp) sin(kol) + 2iky ks cos(kyl)
D™ = D(—ky) = 26,6, = (ky* + kyo?) sin(kyl) — 2ikyky cos(kol)
= 2(k1® 4 Vp) sin(kal) — 2iky kg cos(kyl) (B.1)
6768 +6,6, = (ki* + ko?) sin(kol)
0,05 — 0650, = 2ikiky = (6704 — 6,0 ) sec(kyl)
8,65 + 656, = (k1* — ko?) sin(kol)

2- Normaliser les états du continuum : cas de la parti-

cule libre

Le but de cette partie est de répondre a la question suivante : pourquoi propose-t-on un

facteur de normalisation 1/v/27 pour les états du continuum ¢y, /5 ?

Pour y répondre, penchons-nous sur le cas de la particule libre, lorsque le potentiel V' ()

est nul. L’équation de Schrédinger indépendante du temps devient :

-5 = Ep(x) (B.2)

En posant k; = v/2F, on vérifie rapidement que cette équation a deux solutions :

ik1x
= €
{ oL (B.3)

Op = e—iklm

c’est-a-dire une onde plane venant de la gauche (notée ;) et une onde plane venant de
la droite (notée pg).

La relation de complétude ressemble a celle utilisée dans le cas du puits de potentiel

(II1.31), mais sans contribution des états liés puisqu’aucun n’existe dans le cas de la par-
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ticule libre : e e
/ dhy |z (o] + / dky |ior) (or] = I (B.4)
0 0

qui peut également s’écrire de la maniére suivante :
+00 +oo
|t @) [ dhe@er @) = s -a) @9
0 0

Appliquons une fonction test g a la relation de complétude, et intéressons-nous a plus

particulierement a I'intégrale concernant les états du continuum ¢y, :

+OO +OO ; +Oo . /
[ antelen) torlh = [ abe [ aatgtane
0 0 —

. o (B.6)
_ / k™17 G (y)
0

ou G(ky) est la transformée de Fourier de g(x).
Faisons de méme pour la deuxiéme intégrale, concernant les états du continuum pgp, :

+o00 +o0 ) 400 A )
/ dky (z|er) (rlg) = / dk1€_mw/ dz'g(z)e™™*
0 0 _

o

+o0 )
_ / deye G~ y)
0 (B.7)

- / dk, ™G (k)
0

0
_ / dkr G (k)

—00

Sommer ces deux derniers résultats donne :

/0 " dky (alor) (oclg) + / " dk (eler) (orlg)

+o0 0
= / k1 ™G (ky) + / k1™ G (ky)
0 —00 (BS)

+o0 ]
_ / k™7 G (ky)

—00

= 2mg(z)

en utilisant la transformée de Fourier inverse.
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Il faut pourtant, d’apres ’équation (B.5) vérifier les égalités suivantes :

/ " 45 — a)g(e) = gla) =

—oo . . (B.9)
/ dky (zler) (pLlg) + / dky (z|or) (0rl9)
0 0

Il y a donc un facteur 27 en trop dans I’équation (B.8). La relation de complétude est

vérifiée en définissant les états du continuum de la maniére suivante :

eiklm

YL =
V2r (B.10)

efiklac

YR = \/%

La définition des fonctions d’onde des états du continuum ¢y, /r dans le cas plus général
du puits de potentiel carré en dimension 1 doit permettre de retrouver celles du cas
particulier de la particule libre, qui n’en est qu’un cas limite . C’est pour cette raison

que le facteur 1/4/27 est nécessaire.

3- Normalisation des états de Siegert

Cette section sert a montrer comment on retrouve les définitions des constantes de nor-

malisation B, /o Suivantes :

B - 2+ kgl tan(kgl/Z)
T 2cos?(kyl/2)

B.11
9 hylcot(kal/2) (B.11)
B, = )
2sin®(kol/2)
a partir de la notation condensée :
) ikl (14 21k
Befo=1— (B.12)

1 + cos(kal)

1. Pour retrouver le cas de la particule libre en tant que limite du puits de potentiel, il suffit de poser
Vo = 0 : on vérifie alors que 7 = 0 et t = 1, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de réflexion, seulement des ondes
planes transmises. En reportant ces valeurs dans les définitions de ¢ /g données par les égalités (II1.16) et
(IIL.17) et en utilisant la continuité entre les trois régions (qui n’en font plus qu’une), les fonctions d’onde
du continuum dans le cas de la particule libre sont bien retrouvées.
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Nous ne détaillerons que le calcul concernant la constante de normalisation B, les étapes

de calcul étant identiques pour la constante de normalisation B,. Il faut commencer avec
la définition de Be :

. sin(kal)
Lkl (1 + nal) ) Lkl [ 2eosthal/)sin(hat/2)] o
° 1 +cos(kal) —  2cos?(kql/2) kol '

en utilisant les relations trigonométriques 1 + cos(kyl) = 2cos?(kol/2) et sin(kyl) =
2 cos(ksl/2) sin(kol/2).

Il faut se rappeler que f. est nul pour un état de Siegert pair, c’est-a-dire pour 6] = 0.
Ceci permet, en utilisant les définitions (IIL.9), de remplacer un des cosinus au dénomi-

nateur par cos(kyl/2) = zk—j sin(kyl/2), pour donner :

k
B kil 1 ) 2 cos(kol /2) sin(kyl/2)
“ kg 2COS(]€2Z/2) Sll’l(k’gl/2> k?gl (B 14)
R kol o '
B ko? | 2 cos(ksl/2) sin(kol/2)
On utilise une nouvelle fois le fait que f,~ = 0 pour remarquer que %z = — tan?(kql/2).
On réutilise aussi I'égalité sin(kol) = 2 cos(k2l/2) sin(ksl/2) pour aboutir a :
B. =1+ tan?(kyl/2) hal
° ? sin(ksl)
o (B.15)
=1+ tan®(kl/2 = tan®(kal /2
+ tan®(kql/ )+sin(k;2l) an”(kql/2)

Or, une relation trigonométrique donne 1+ tan?(kql/2) = 2 tan(kyl/2)/ sin(kyl). Ainsi :

~ 2tan(k2l/2) kgl
B, = — .
sin(kol) sin(kol)
2+ kgl tan(kgl/Q)
2 cos(ksl/2) sin(kyl/2)
. 2+ kgl taﬂ(kgl/Q)
~ 2co0s2(kyl/2)

tan?(ksl /2)

= tan(ksl/2)

(B.16)

Nous venons ainsi de montrer comment passer d’une écriture de la constante de nor-
malisation des états de Siegert pairs a une autre plus condensée. Des étapes de calcul

similaires, faisant intervenir le fait que f,” = 0, permettent de simplifier 'écriture de la
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constante de normalisation des états impairs :

. sin(kal)
ikl (1 + Tl2> 2 — kol cot(kyl/2)

B,=1-
1 + cos(kyl) 2 sin®(kql/2)

(B.17)

Ces deux écritures condensées de B, et B, obtenues séparément sont tres utiles lors des

calculs des résidus, comme le montre la prochaine partie de cette annexe.

4- Calcul des résidus

Nous donnons ici le détail pour déterminer quelques résidus utilisés pour dériver les re-
lations de complétude dans le cas du puits de potentiel carré. Nous montrons notamment
que les constantes de normalisation des états de Siegert B, /o> qui ont été dérivées dans la
précédente partie de cette annexe, apparaissent naturellement lors du calcul des résidus

de la relation de complétude.
Le résidu en zy d’une fonction f = g/h ou g et h sont deux fonctions holomorphes avec
h(zo) = 0eth/(zp) # 0 (oul'indice prime signifie la dérivée de h par rapport a la variable

z) est donné par :

Res(f(2), z0) = Res (%, 20) = 9(z0) (B.18)

Tous les résidus a calculer lors des études analytiques de la relation de complétude pré-
sentées dans le texte principal de cette theése sont en fait reliés aux résidus des quatre
fonctions, condensées en 1/ 520, lorsque 525/0 est nul. Pour éviter les redondances, nous
ne détaillerons que les calculs amenant au résidu de 1/0;". En utilisant I’équation (B.18),
il est alors facile de montrer les égalités suivantes :

Res (i ks tel que §f (ks) = 0) - 2ha (k) (B.19)

o Ui (kg)  (ksl +20)07 (ks)

Il reste a évaluer 0 (kg) lorsque 1 (ks) = 0. Le but est de faire apparaitre la nota-
tion condensée de B, de I’équation (B.17). Il faut donc privilégier I'utilisation de la va-
riable ko plutdt que k;. Avec ce but a I'esprit et en rappelant que 6 = ky cos(kal/2) —
ikosin(kol/2) et 0 = ki sin(kql/2) + ik cos(ksl/2), on obtient :

5:|5j20 = k’l COS(k’gl/Q) — Zk’g Sin(k2l/2)|5j:0 = Zk’g (k’12/k’22 + 1) Sln(kfgl/Q) (B.ZO)
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i 2
1l faut alors remarquer que si ¢ = 0, alors % =

— cot?(ksl/2). Ainsi, on a :

01 550 = ika [1 — cot?(kal/2)] sin(kol/2)
. 1 ) . ik
= —iky lm} sin(kol/2) = Sn(hl/2)

Revenons au calcul du résidu initial, que nous avions laissé en équation (B.19). En utili-
sant ’équation (B.21) et le fait que k; = —iky cot(k2l/2), on peut écrire :

(B.21)

1 o\ 2k sin(kol/2)
Res <5g’k8|50 - O) = T [2i — ikal cot (Kol /2)]] iks
2sin(kyl/2)

) (B.22)
T 2= kylcot(kal/2) B, sin(kal/2)

ce qui finit de montrer que la constante de normalisation des états de Siegert apparait

en tant que résidu. Les autres résidus de ce type sont obtenus de la méme maniére. On
les résume ci-dessous :

1 1
e Res (E,kswo = 0) =

B 2ko
. = :
) g (2008 i
~ 2sin(kel/2) 1
2 — kol cot(kal/2) B, (kg)sin(kyl/2) k|51 =0
1 1 2k‘2
e Res (—_,ks\éo —0) = — = N
d 131%1 (ks) k|65 =0 (Fal = 20)0. (Ks) | g165 =0
~ 2sin(kel/2) 1
22— kolcot(kal/2)  B,(ks)sin(kql/2) ks|65 =0
1 1 2]{72
e Res (_;ks|5: = 0) = —F - ;
57 i 58) g (2R bt
_ 2cos(kel/2) 1
2 + koltan(ksl/2) B, (kg) cos(kql/2) ks =0
1 1 2k‘2
e Res (—,ks|56_ :0) = — = - g
56 ((13:1 (k)s) ks|de =0 (kll B 22)50 (kS) Fsloe =0
_ 2cos(kol/2) 1
T 24 koltan(kal/2) B

Be(ks) cos(kal/2) |y 50
(B.23)
Ces résultats permettent de remonter au calcul de tous les résidus dont il est question
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au cours de la partie sur les états résonants, quelle que soit la région de ’espace ou le
créneau qui fait office de fonction test est non nul. Nous allons maintenant les réutiliser
pour calculer des résidus plus proches de ceux qui sont présentés dans le corps principal
o

de la these. En effet, nous avons jusqu’a présent calculé les résidus d’une fonction 1/ Jo -

En utilisant I’équation (B.18), il est possible de montrer que :

Res (5“ kslol = o) = g(ks)l, 51/ Res (5“ ksl6) = 0) (B.24)
e/o

e/o

a Résidus utiles pour un créneau dans la région |

Lorsque la fonction test de type créneau est non nulle dans la région I (ou /1), on peut
utiliser g = (56 /o ~ /k1. Les résidus utiles pour retrouver les résultats du texte principal

sont alors :

Bo(k?5> ks|od=0

(B.25)

Be(kS> ks|6d=0

or 2
—O_,ks‘(s(; = 0) = ——=
k105 B, (ks) ks|6s =0

Be(kS) ks|éc =0

b Résidus utiles pour un créneau dans la région II

Lorsque la fonction test de type créneau est non nulle dans la région /1, on peut utiliser

g=Fk/ 5:/{) . Les résidus utiles pour retrouver les résultats du texte principal sont alors :

) Res( 2 ,ks|5o+:0):_ = }2
65 0F 2B, (ks) sin®(kal /2) |4 52 =0
1
° kslo =0| =
<5+5 19 ) B,(ks) sin?(kyl/2) ks|65 =0
i ) 2 (B.26)
. < k|6t = o) =
607 Be(ks) cos?(kal/2) [y 5+ =0
1
. ( il ks|or = o) =
6567 Be(ks) cos?(kal/2) ) 15- =0
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5- Fonctions d’onde du continuum

Cette avant-derniére partie de ’annexe concerne les états du continuum. Nous montrons,
que leurs fonctions d’onde présentent des ventres d’amplitude constante dans la ré-
gion I (c’est-a-dire lorsque |z| < [/2). Cette amplitude est maximale pour des nombres
d’onde correspondant a ky = |k,;|, c’est-a-dire aux valeurs absolues des nombres d’'onde

des résonances.

En figure B.1, on présente la valeur absolue des fonctions d’onde des états du continuum
pour ki = |kyesa| —0.25, k1 = |Kyes| et k1 = |kres1| +0.25 avec k.51 le nombre d’onde
de la premiere résonance. La méme chose, en figure B.2, est présentée pour la seconde
résonance de nombre d’onde k., 2. Les états du continuum pairs sont a gauche en rouge
et les impairs a droite en bleu. Les valeurs des nombres d’onde k; sont encadrées en haut

de chaque sous-figure.

Les amplitudes maximales des fonctions d’onde des états du continuum conservent la pa-
rité : pour une résonance paire, la fonction d’onde du continuum paire correspondante
(par exemple k; = |ky¢s1]) atteint un maximum d’amplitude dans la région /7. De méme,
pour une résonance impaire, la fonction d’onde du continuum impaire correspondante
(par exemple k; = |k,.s2|) atteint aussi un maximum d’amplitude dans la région /1. Il
n’y a pas de réflexion pour ces valeurs la : c’est un marqueur de résonance dans les états
du continuum. Ce résultat est cohérent avec les maxima de la probabilité de transmis-
sion observées [57]. On observe également que les amplitudes a chaque ventre restent
identiques dans la région /I pour chaque fonction du continuum. Enfin, a chaque fois
que le nombre d’onde des états du continuum dépasse une résonance |k,.s| de méme
parité, la fonction d’onde correspondante a deux ventres de plus dans la région /1. Par

exemple, a gauche de la figure B.1, la fonction d’onde paire a deux ventres de plus pour

|kres,1| +0.25 par rapport & |kyes 1| — 0.25, ce qui n’est pas le cas pour la fonction d’onde

impaire correspondante, a droite de la méme figure.

6- Relation de complétude : fonction test gaussienne

Cette partie présente I’évaluation de la relation de complétude (exacte ou approximée par
I'expansion de Mittag-Leffler) lorsque la fonction test g est une fonction gaussienne cen-

trée dans la région I (c’est-a-dire lorsque |z| < [/2) telle que donnée par I’égalité II1.61
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|kres,1|_0-25 |kres,1|_0-25
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T X X
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|kres,1140.25 |kres,1140.25
2 I . 2 1.1
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FIGURE B.1: Valeurs absolues des fonctions d’onde du continuum paires (en rouge, a
gauche) et impaires (en bleu, a droite) pour des nombres d’onde autour de la
valeur absolue du nombre d’onde associé a la premiére résonance £, ;. Le
potentiel (pointillés noirs) est de profondeur Vy = 10 et de largeur [ = /2.
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0.5
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FIGURE B.2: Valeurs absolues des fonctions d’onde du continuum paires (en rouge, a
gauche) et impaires (en bleu, a droite) pour des nombres d’onde autour de la
valeur absolue du nombre d’onde associé a la deuxieme résonance k., 2. Le
potentiel (pointillés noirs) est de profondeur V = 10 et de largeur [ = /2.
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de la page 126 :

_ (Z*EC)Q
e 202
g(x) = (ro? T (B.27)

Pour les raisons qui sont évoquées lors du calcul de la propagation temporelle a la
page 135, les produits scalaires entre la fonction test gaussienne et les fonctions d’onde

associées aux états de Siegert et du continuum sont approximés de la maniere suivante :

(pslg) = /_ N drps(x)g(z) ~ /_ N dzps rr(x)g(z)

o o (B.28)
(eole) = | dmep@glo)~ [ dopyuolo)

Cette approximation n’est valable que lorsque la fonction gaussienne a une largeur o

suffisamment faible devant la largeur [ de la région /1.

Il faut d’abord préciser comment les résultats ont été obtenus. Les calculs numériques
présentés lors de I’évaluation de la relation de complétude, au début du dernier chapitre
de cette these, ont été obtenus avec les schémas d’intégration numérique automatiques
de Mathematica, tout comme la majeure partie de ce qui est présentée au cours de cha-
pitre. Néanmoins, la derniéere partie de ce chapitre, concernant la propagation temporelle
d’un paquet d’onde, a été d’abord programmeée en python, et il a fallu faire une intégra-
tion sur les états du continuum. Pour s’assurer que la discrétisation du continuum était
suffisante dans le code en python, nous avons donc commencé par reproduire les résul-
tats obtenus en figure III.5 de la page 119 dans le cas ou la fonction test est un créneau.

L’accord numérique entre les deux codes a pu étre obtenu dans ce cas.

Nous présentons donc en figure B.3 I’évaluation de la relation de complétude (exacte
et approximée par I’expansion de Mittag-Leffler) dans le cas de fonctions gaussiennes
centrées dans la région /] lorsque le nombre d’états résonants (et donc la borne d’inté-
gration du terme concernant les états du continuum) augmente. Les formules (IIL.52) et
(II1.53) de la page 118 ont été utilisées. Seuls les états de Siegert et du continuum sont

considérés car la fonction test est paire.

Cette figure ressemble beaucoup a celle obtenue pour des fonctions test de type cré-
neau. D’une part, toutes les valeurs exactes et approximées sont proches, I’accord entre
les deux expressions s’améliorant lorsque le nombre de couples d’états résonant/anti-
résonant pairs Nyes,e aUgMente; d’autre part, pour une valeur de o / [ donnée, augmenter

Nyes,e permet d’obtenir une base plus complete.

Il existe néanmoins quelques différences notables par rapport au cas des fonctions test
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FIGURE B.3: Evaluation de la relation de complétude exacte (grands cercles vides) et de
son approximation par I’expansion de Mittag-Leffler (petits cercles pleins)
lorsque la fonction test est une gaussienne centrée. De la méme maniére que
pour la figure IIL.5, la largeur de la fonction test (ici notée o) et le nombre
d’états résonants inclus dans I'expansion (et donc 'intervalle d’intégration
des états du continuum) sont les deux variables. Ce dernier parameétre est
représenté par différentes couleurs.
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de type créneau. La premiére concerne les valeurs o/ les plus grandes, pour lesquelles
la relation de complétude n’est plus aussi bien vérifiée : la gaussienne déborde alors
de la région /1, et les approximations données en B.28 ne sont plus valables. L’autre
différence notable est que la relation de complétude est numériquement vérifiée (son
évaluation tend vers 1), méme pour seulement dix couples d’états résonant/antirésonants
pairs utilisés. Pour une valeur de n,.s . fixée, il existe ainsi une plage de o/l sur laquelle
la relation de complétude est vérifiée, et cette plage s’agrandit vers les faibles valeurs de
o/l lorsque n,.s . augmente. Cela montre qu’il est plus facile d’exprimer une fonction
gaussienne qu’une fonction créneau sur les deux bases possibles (celle formée par les

états de Siegert ou celle formée par les états liés et du continuum).
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