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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Contexte

1.1.1 Biologie des systemes

La biologie des systemes (Kitano, 2002) est un domaine inter-disciplinaire, avec
pour objectif de comprendre et d’analyser des systemes biologiques a 1’aide de
modeles. Cette approche a émergée suite a 1’explosion des données expérimen-
tales en biologie, ainsi que 1’amélioration de la qualité de ces données, con-
séquence de 1I’évolution des technologies et de la recherche, et notamment des
méthodes de séquencage de I’ADN. La compréhension du fonctionnement d’un
systeme biologique complexe (réseau métabolique, cycle circadien, etc.) ne peut
pas se faire en analysant uniquement ses composants (molécules, ADN, etc.) de
facon individuelle. En effet, sa dynamique dépend des interactions entre les dif-
férents composants, et la biologie des systemes adopte donc une vue globale en
considérant le comportement du systeme biologique dans son ensemble.
L’objectif de la biologie des systemes est alors de comprendre le comporte-
ment des systemes, a travers des modeéles. Les modeles sont construits a partir
de données expérimentales, avec des méthodes mathématiques et informatiques.
Plusieurs étapes de validation expérimentale et de reconstruction du modele sont
en général nécessaire pour obtenir un modele correct, c’est-a-dire dont les résul-
tats ne sont pas contredits par les expériences (Popper, 2005). Le type de modele
et son niveau de détails dépendent alors de la quantité et la qualité des données ex-
périmentales. Parfois, les seules données disponibles sont des corrélations et des
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dépendances entre les différents composants du systeme. Il n’est alors possible
que de créer des réseaux de relations, comme par exemple dans (Butte & Kohane,
2000), ou des réseaux d’influence entre especes, comme dans (A. Rao, Hero III,
& Engel, 2007). Lorsque plus de données sont disponibles, il est possible de con-
struire des réseaux de réactions, représentant des transformations entre especes.
C’est par exemple le cas du réseau métabolique d’algues proposé dans (Prigent et
al., 2014), ou de la bactérie Bacillus Subtilis proposé dans (Coutte et al., 2015).
Ces deux modeles ne possedent pas d’informations sur les cinétiques des réac-
tions, mais il est toujours possible de faire des analyses qualitatives, ou dans un
état d’équilibre. Lorsque des données sur la cinétique sont disponibles, on peut as-
signer a chaque réaction une expression cinétique représentant sa vitesse, comme
par exemple dans les modeles du cycle cellulaire (Qu, MacLellan, & Weiss, 2003),
ou de I’horloge circadienne (Leloup & Goldbeter, 2003). Néanmoins, les valeurs
des parametres cinétiques ne sont en général connues que pour des petits modeles
précis, comme par exemple pour le réseau Tet-On (Huang, Moya, Jayaraman, &
Hahn, 2010) ou le réseau MAPK (Markevich, Hoek, & Kholodenko, 2004), tandis
que les gros modeles restent incomplets.

Lorsque les modeles sont suffisamment complets, ils peuvent étre simulés,
c’est-a-dire qu’il est possible de reproduire leurs évolutions dans le temps sur ordi-
nateur. Le programme de simulation peut étre déduit automatiquement du modele,
par exemple avec 1’algorithme de Gillespie (1977) ou par intégration numérique
d’équations différentielles ordinaires. Cela permet alors de prédire de nouveaux
comportements, par exemple en réponse a des modifications de I’environnement
biologique. De nouvelles expériences peuvent alors permettre de valider (Heiner,
Koch, & Will, 2004) ou au contraire réfuter (Anderson & Papachristodoulou,
2009) le modele. En général, il n’est pas possible d’obtenir un modele imi-
tant 2 100% les données obtenues expérimentalement, celles-ci étant souvent tres
bruitées. On peut néanmoins valider un modele s’il est suffisamment proche de la
réalité, et s’il permet bien de simuler les propriétés importantes du systeme. Mais
méme un modele valide ne représentera souvent qu’une partie des composantes
ou interactions du systeme, et sera donc incomplet. Lorsque le modele est suft-
isamment petit et le nombre de parametres est faible, leurs valeurs peuvent étre
estimées (Ashyraliyev, Fomekong-Nanfack, Kaandorp, & Blom, 2009) pour que
le comportement du modele concorde avec les données expérimentales. L’ analyse
formelle du modele permet alors de mieux comprendre le fonctionnement du sys-
teme biologique, et de découvrir des propriétés non triviales du systeme, comme
par exemple la présence d’oscillations. Un modele peut servir a prédire in silico
des comportements possibles du systéme, non observés expérimentalement. On
peut par exemple chercher a savoir quel serait I’effet d’une modification du sys-
teéme ou de son environnement, par exemple en injectant (de facon ponctuelle ou
continue) une nouvelle protéine, ou en désactivant un gene (Burgard, Pharkya, &
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Fig 1.1: Exemple de réactions chimiques. La réaction r; = A — B transforme une
molécule de I’espece A en une molécule de I’espece B. Laréactionr, = A+C —>D
transforme une molécule de A et une molécule de C en une molécule de D.

Maranas, 2003; Coutte et al., 2015). Un modele peut aussi permettre a essayer
de controler un systeme, en 1’observant et en pouvant modifier en temps réel son
environnement ( par exemple a 1’aide d’un dispositif micro-fluidique), afin de le
faire atteindre un comportement cible (Uhlendorf et al., 2012). Comme pour les
modeles informatiques, on peut utiliser des méthodes de vérification (Queille &
Sifakis, 1982), par exemple pour vérifier qu'un systéme n’atteint jamais un com-
portement critique (comme la mort de la cellule), pour savoir si la présence de
telle protéine est nécessaire pour 1’activation de tel géne, ou pour tester des pro-
priétés de logique temporelle (voir par exemple BioCham (Fages, Soliman, &
Chabrier-Rivier, 2004). On peut également étudier ses propriétés dynamiques,
pour savoir s’il peut se stabiliser au cours du temps, s’il diverge en produisant
une infinité de molécules, ou s’il oscille entre différents états. En biologie syn-
thétique, des modeles sont utilisés pour construire artificiellement de nouveaux
systemes biologiques (Andrianantoandro, Basu, Karig, & Weiss, 2006; Purnick &
Weiss, 2009).

1.1.2 Réseaux de réactions

Dans cette these, nous modélisons les systemes biologiques a I’aide de réseaux de
réactions chimiques, pour un ensemble d’especes chimiques (abstraites) donné.

Une réaction chimique (sans cinétique) décrit une transformation d’un en-
semble d’especes chimiques en un autre ensemble. Par exemple, la réaction
G;—>G, transforme un gene inactif G; en un gene actif G,, tandis que la réac-
tion G,—~>G, + P décrit la production d’une protéine P lorsque le gene est ac-
tif. Les composants chimiques sont ici abstraits : on ne consideére pas par ex-
emple leurs structures atomiques (au contraire par exemple des réactions de type
2H + O—H,O0). Ainsi, une espece A peut représenter un complexe de protéines,
un gene, etc. Les réactions peuvent représenter 1’activation d’un gene, la liaison
de deux molécules, la dégradation d’une protéine, le déplacement d’une molécule
entre deux compartiments, etc.

Une réaction chimique peut alors €tre représentée graphiquement. Par exem-
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Fig 1.2: Exemple de réactions chimiques avec cinétiques. La vitesse kjx, de
la réaction r; = A—>B; k;x4 dépend d’un parametre k; et de la quantité x, de
I’espece A. La vitesse de la réaction r, = A + C—>D; koxaxc est kpxaxc.

ple, les réactions ry = A—>Betr, = A+ C—D sont représentées dans la Fig. 1.1.
La premiere réaction représente la transformation d’une molécule d’une espece
A en une autre espece B, tandis que la deuxieme réaction décrit la liaison d’une
molécule de A avec une molécule de C, formant un complexe noté D.

Une réaction chimique avec cinétique est une paire composée d’une réaction
sans cinétique et d’une expression cinétique. Une expression est un terme com-
posé de variables et de parametres, combinés grace a des opérateurs mathéma-
tiques, et représente la vitesse de la réaction. L’expression peut, selon la séman-
tique, etre interprétée de facon déterministe ou stochastique Par exemple, dans la
Fig. 1.2, la vitesse k1 x4 de la réaction r; = A—B; kjxa est égale au produit du
parametre k; et de la quantité x, de I’espece A. Selon la sémantique, cette quantité
peut étre discrete ou continue.

Un réseau de réactions est alors un ensemble de réactions chimiques, qui
décrit les différentes interactions entre les especes d’un systeme biologique. Par
exemple, le réseau de réactions cinétiques du systeme Tet-On (Gossen & Bujard,
1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010) est représenté dans la Fig. 1.3.
Les fleches grisées en pointillées représentent les modificateurs d’une réaction,
c’est-a-dire des especes qui influent sur la vitesse de la réaction, mais dont la
quantité n’est pas modifiée par cette réaction. Par exemple, dans la réaction
ri = 0—>Dox;; kixp,y, qui produit une molécule de Dox;, 1’espece Dox est un
modificateur. On étudiera ce réseau en détails plus loin. Brievement, il modélise,
a travers une chaine de réactions, la production d’une protéine fluorescente verte
(GFP,) en présence de doxycycline (Dox) a I’extérieur d’une cellule. Les réseaux
de réactions ont alors trois sémantiques classiques, que I’on décrira plus en dé-
tails plus loin : la sémantique non déterministe, la sémantique déterministe et la
sémantique stochastique.

Un réseau de réactions, sans cinétique, est en fait équivalent a un réseau de
Pétri non marqué (Petri, 1966; Murata, 1989; Silva, 2013). Chaque place corre-
spond alors a une espece chimique et chaque transition a une réaction. Un réseau
de Pétri marqué est équivalent a un réseau de réactions doté d’une solution ini-
tiale. Les réseaux de Pétri sont tres utilisés et étudiés en biologie des systemes
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Fig 1.3: Réseau de réactions cinétiques du systeme Tet-On.

(Reddy, Mavrovouniotis, & Liebman, 1993; Chaouiya, 2007; Heiner, Gilbert, &
Donaldson, 2008). En ajoutant des cinétiques, les réseaux de Pétri continus (Alla
& David, 1998) et stochastiques (Bause & Kritzinger, 2002) permettent égale-
ment de représenter les sémantiques déterministe et stochastique des réseaux de
réactions.

Plusieurs outils permettent alors de modéliser les systemes de réactions sous
forme de réseaux, et de les analyser. BioCham (Fages et al., 2004) propose par
exemple une syntaxe pour les réseaux de réactions avec cinétiques. Il propose
également un ensemble d’outils, permettant de simuler les réseaux, ou bien de
les analyser, par exemple en utilisant des méthodes de vérification pour vérifier
des propriétés de logiques temporelles. L’ outil COPASI (Hoops et al., 2006) per-
met également de modéliser des réseaux de réactions, et de les simuler, avec une
sémantique déterministe, stochastique ou hybride.

1.1.3 Sémantiques des réseaux

Plusieurs sémantiques sont alors possibles pour les réseaux de réactions, représen-
tant différents types de dynamiques possibles, selon qu’on considere le temps de
facon continue, ou bien juste comme une succession de transformation, et selon si
les quantités de matieres sont vues de facon discrete ou continue (voir par exemple
Erdi & T6th, 1989).

Pour des réseaux sans cinétique, une possibilité est d’adopter une sémantique
non déterministe pour les réseaux de réactions, similairement a la sémantique
classique des réseaux de Pétri (1966). La sémantique opérationnelle est une re-
lation entre des multi-ensembles de molécules. Elle permet de transformer des
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Fig 1.4: Graphe d’accessibilité pour les réactions de la Fig. 1.1, avec initialement
deux molécules de A et une molécule de C. Les cercles pointillés représentent les
états terminaux.

molécules en d’autres molécules en appliquant ’'une des réactions du réseau.
Plusieurs réactions peuvent étre applicables en méme temps. Cette sémantique
considere alors tous les choix possibles, de facon non déterministe. Il n’y a pas
vraiment de notion de temps ici, mais plutdt une succession d’états. Cette sé-
mantique permet de construire le graphe d’accessibilité du réseau, représentant
I’ensemble de tous les comportements possibles, et non pas juste le comporte-
ment moyen comme dans la sémantique déterministe. Par exemple, le graphe
d’accessibilité du réseau composé des deux réactions de la Fig. 1.1, en prenant
initialement deux molécules de A et une molécule de C, est représenté dans la
Fig. 1.4.

La sémantique déterministe d’un réseau de réactions avec cinétiques décrit
I’évolution au cours du temps du nombre moyen de molécules dans un volume
fixé. La quantité de matieres est représentée ici de facon continue, par une con-
centration, un nombre réel correspondant a une quantité de molécules par unité
de volume. Cette approche n’est valable que sous certaines conditions, en partic-
ulier la quantité de molécules doit étre suffisamment grande, répartie de facon ho-
mogene dans le volume, etc. Dans ce cas, le comportement déterministe peut étre
vue comme la moyenne des comportements stochastiques. Pour une concentration
initiale donnée, le comportement du réseau est alors completement déterministe.

Le comportement est alors décrit par un ensemble d’équations différentielles
ordinaires (voir par exemple Heinrich & Schuster, 2012). Par exemple, le systeéme
d’équations correspondant aux réactions de la Fig. 1.1 est donné dans la Fig. 1.5.
Lorsque les valeurs des parametres cinétiques et des concentrations initiales sont
connues, ces systemes peuvent étre simulés de facon numérique (Fig. 1.5). Dans
de tres rares cas, lorsque les systemes sont suffisamment petits et simples, on peut
les résoudre de fagon symbolique (voir par exemple Cornish-Bowden, 2012).

Lorsque les données cinétiques ne sont pas connues (ou que partiellement), ce
qui est souvent le cas pour les grands systemes, il est alors possible de n’étudier
que le comportement stable du systeme, c’est-a-dire lorsque les concentrations
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Xq = —kixs — koxaxe
Xp = kx4

Xc = —kaxaxc
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Fig 1.5: Exemple de systeme d’équations différentielles et de I’évolution des con-
centrations des réactions de la Fig. 1.1, pour des valeurs de parametres et des
concentrations initiales fixées. La concentration de A est en vert, celle de B en
rouge, celle de C en bleu et celle de D en magenta.

des différentes especes ont atteint un équilibre et restent constantes au cours du
temps. De nombreuses méthodes d’analyse supposent que le systeme est dans
un état d’équilibre, ou proche de cet état. C’est par exemple le cas de techniques
d’analyse de flux (Orth, Thiele, & Palsson, 2010) ou de simplification de systémes
d’équations (Bodenstein, 1913).

La sémantique stochastique décrit quand a elle la dynamique probabiliste des
réseaux, en temps continu. Pour tout temps ¢ € R, elle donne une distribution de
probabilité entre différents états (discrets). La stochasticité est un élément central
de nombreux systemes biologiques, notamment lorsque le nombre de molécules
de certaines especes est faible (par exemple pour les genes). Elle nécessite de
connaitre les cinétiques des réactions.

La dynamique stochastique des réseaux de réactions peut €tre décrite a 1’aide
de chaine de Markov a temps continu (Norris, 1998). Elle peut également étre
représentée par 1’équation maitresse chimique (D. T. Gillespie, 1977), un sys-
teme d’équations différentielles sur la probabilité d’étre dans un certain état au
temps ¢. Ce systeme ne peut malheureusement pas étre résolu dans la plupart
des cas, le nombre d’équations différentielles étant infini. Il peut néanmoins étre
simulé, grace a I’algorithme de simulation stochastique, aussi appelé algorithme
de Gillespie (1977). La Fig. 1.6 donne un exemple d’une simulation stochas-
tique pour les réactions de la Fig. 1.2. Une autre approche, lorsque les réseaux
sont trop grands pour étre analysés ou simulés directement, consiste a approximer
I’équation maitresse en utilisant des méthodes de cloture de moments (C. S. Gille-
spie, 2009).
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Fig 1.6: Exemple d’une simulation stochastique des réactions de la Fig. 1.2, avec
initialement 50 molécules de A et 25 molécules de C. Le nombre de molécules
de A est en vert, le nombre de B en rouge, celui de C en bleu et celui de D en
magenta.

1.1.4 Simplification de réseaux

Les réseaux deviennent aujourd’hui de plus en plus grands, en cherchant a mod-
éliser des systemes biologiques complets avec suffisamment de détails. Par ex-
emple, la base de données SubtiWiki (Mader, Schmeisky, Flérez, & Stiilke, 2011)
regroupe les informations sur les genes et les protéines de la bactérie Bacillius
Subtilis. 1ls proposent également un modele des interactions protéines, avec plus
de 800 protéines et 1800 réactions. Le projet Recon 2 (Thiele et al., 2013) tente
quant a lui de construire un modele complet du métabolisme humain, avec plus
de 5000 métabolites et 7000 réactions. Les modeles avec des informations ciné-
tiques sont en général plus petits, mais deviennent eux aussi de plus en plus gros
avec I’amélioration des techniques expérimentales et de la qualité des données bi-
ologiques obtenues. Par exemple, le réseau cinétique du systeme complet de la
signalisation MAPK proposé dans (Schoeberl, Eichler-Jonsson, Gilles, & Miiller,
2002) contient environ 100 especes et 250 réactions.

L’ objectif de la simplification de réseaux est de réduire la taille des gros mod-
eles. Avoir des petits réseaux présentent des avantages évidents. Comme ex-
pliqué précédemment, la résolution (symbolique) des systemes d’équations dif-
férentielles ou de I’équation maitresse ne peut se faire que pour des réseaux sim-
ples. Lorsque les informations cinétiques sont connues, un réseau plus petit per-
met de faire des simulations plus rapides. Dans le cas contraire, il est plus facile
d’estimer les parametres d’un petit modele, or ces données sont souvent difficiles
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a obtenir expérimentalement. Il est plus facile de prédire le comportement de
petits systemes, en particulier lorsqu’il manque des informations cinétiques. Un
petit modele est évidemment plus simple a comprendre et a analyser, et il est plus
facile d’identifier les mécanismes clés responsables de ses comportements. Il est
également plus facile a controler.

Les biologistes, lors de la construction de modeles, procedent souvent a des
simplifications intuitives, en remplacant un sous-systeme par une unique "méta-
réaction”. C’est par exemple le cas de la production de protéines par un gene,
qui est souvent représentée par une unique réaction. En réalité, elle décrit un sys-
teme complexe : le gene doit Etre activé, puis la polymérase doit trouver le gene.
Elle procede alors a sa transcription, qui produit de I’ARN messager. Celui-ci
doit quitter le noyau et rejoindre le cytoplasme (pour les cellules eucaryotes), puis
étre traduit en protéine par les ribosomes. Ces simplifications entrainent souvent
la perte des informations sur les fonctions cinétiques. Et méme lorsque les ciné-
tiques sont conservées, ces simplifications ne garantissent pas que le comporte-
ment du réseau simplifié soit le méme que celui du réseau initial, et peuvent étre
une source d’erreurs. Par exemple, il est montré dans (Del Vecchio, 2007) qu’un
modele d’expression génétique avec ARN messager n’a pas les mémes comporte-
ments qu’un modele ou cette étape est simplifiée.

L’exemple classique de simplification de réseaux calculant la cinétique du
réseau simplifié est la simplification des transformations enzymatiques proposée
par Michaelis et Menten (1913). Le systeme biologique transforme un substrat S
en un produit P en présence d’une enzyme E. Le réseau initial (2 gauche dans la
Fig. 1.7) est souvent décrit dans la forme suivante :

kixs xg kaxc

S+FE = C > P+E.

koxc
Le systeme est composé de trois réactions avec des cinétiques de type loi d’action
de masse. Premierement, le substrat S se lie a I’enzyme E, formant un complexe
C. Cette réaction est réversible : le complexe peut se décomposer en S et E. Il peut
aussi produire le produit P en relachant I’enzyme. Toutes ces réactions ont une
cinétique respectant la loi d’action de masse. Les especes E et C (en jaune dans
la figure) sont des especes considérées comme intermédiaires, c’est-a-dire des
especes qui agissent sur le comportement du systeme, mais qui ne sont que des
étapes et ne nous intéressent pas particuliecrement. Michaelis et Menten proposent
alors de simplifier le réseau en supprimant ces deux especes intermédiaires. Ils
obtiennent alors un réseau avec une unique réaction, transformant directement S
en P, avec une cinétique particuliere, appelée cinétique de Michaelis-Menten. Ils
montrent que lorsque le complexe C est proche de 1’équilibre, le comportement du
réseau simplifié est alors une approximation du comportement du réseau initial.
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Fig 1.7: Réseau initial (gauche) et simplifié (droite) pour Michaelis-Menten.

Notons que si le complexe est exactement a I’équilibre, alors le comportement est
préservé de facon exacte.

A T’exception de 1’exemple de Michaelis-Menten, dans la littérature, la ma-
jorité des simplifications existantes réduisent directement les équations différen-
tielles, (voir par exemple Okino & Mavrovouniotis, 1998 pour un résumé des
différentes approches), en se servant parfois de la structure du réseau initial (King
& Altman, 1956). Ces méthodes ne calculent que les équations simplifiées, et pas
la structure du réseau simplifié.

A Pinverse, les simplifications entierement basées sur la structure, sans ciné-
tique, ne préservent en général pas de notion de sémantique. C’est par exemple
le cas la simplification proposée dans (Gay, Soliman, & Fages, 2010), basée sur
les épimorphismes de sous-graphe (Gay, Fages, Martinez, Soliman, & Solnon,
2014) dans des réseaux sans information cinétique. Leur simplification cherche
a relier entre eux des modeles existants, mais ne s’occupe pas des questions de
sémantique, et donc il n’y a pas de notion d’équivalence entre le réseau initial
et celui simplifié. Toujours sans cinétique, les simplifications dans les réseaux
de Pétri (voir par exemple les travaux de Berthelot et al. (1976; 1980; 1985))
permettent par exemple d’éliminer des places (especes) intermédiaires dans les
réseaux. Mais ces simplifications visent a préserver des propriétés spécifiques des
réseaux de Pétri, comme la vivacité ou I’existence d’une borne sur le nombre total
de molécules, et pas une sémantique non déterministe plus générale.

Avec des réseaux de réactions avec cinétiques et sous condition d’une s€éman-
tique déterministe, Radulescu et al. (2008) proposent une simplification qui cal-
cule séparément la structure simplifiée, en se basant sur les modes élémentaires
(Schuster & Hilgetag, 1994), et le systeme simplifié d’équations. Lorsque c’est
possible, ils assignent alors a chaque réaction simplifiée un taux cinétique afin de
vérifier le systeme simplifié. Pour simplifier le systeme d’équations, ils utilisent
des approximations sur les cinétiques, sans donner de résultats de correction.
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1.1.5 Autres approches de modélisation

D’autres approches de modélisation peuvent €tre utilisés pour représenter des sys-
temes biologiques, en utilisant des méthodes mathématiques et informatiques.

Par exemple, les réseaux booléens (Kauffman, 1969; Thomas, 1973) sont des
abstractions, dans lesquelles une concentration peut étre soit égale a zéro (I’espece
est inactive), soit différente de zéro (1I’espece est active). Le temps est ici discret.
IIs sont en général utilisés pour représenter des réseaux de genes, et permettent
notamment de caractériser la présence d’oscillations.

Des modeles hybrides (Alur et al., 2001) peuvent étre utilisés pour représenter
certaines parties du systeme de facon déterministe (lorsque le nombre de molécules
est élevé), et d’autres parties de fagon stochastique (pour un faible nombre de
molécules).

Lorsque I’on veut modéliser des molécules complexes, sous forme de graphe,
comme par exemple des séquences de molécules (polymérisation, ADN, etc.),
il est possible d’utiliser des langages a base de regles (Danos & Laneve, 2004;
Blinov, Faeder, Goldstein, & Hlavacek, 2004; John, Lhoussaine, Niehren, & Ver-
sari, 2011). Une regle est alors une réaction paramétrique, une méta-réaction,
représentant de facon compacte un ensemble de réactions.

Une autre approche consiste a s’inspirer des langages de programmations, les
systemes biologiques étant concurrents par nature. On peut par exemple utiliser
des langages dérivés du m-calcul (Regev, Panina, Silverman, Cardelli, & Shapiro,
2004; Kuttler, Lhoussaine, & Niehren, 2007), du join-calcul (Fournet & Gonthier,
1996) ou des algebres de processus (Ciocchetta & Hillston, 2008). Cette approche
permet d’utiliser les notions de sémantiques et les méthodes d’analyse dévelop-
pées pour les langages de programmation (Mitchell, 1996; Winskel, 1993; Milner,
1989).
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1.2 Problématique générale

La problématique générale est alors de trouver des algorithmes de simplification
pour les réseaux de réactions, qui préservent leurs sémantiques. En particulier, la
simplification doit €tre capable d’éliminer des especes intermédiaires. Il y a alors
5 défis a surmonter : avoir une simplification qui soit a la fois riche, correcte,
structurelle, contextuelle et confluente.

Tout d’abord, on veut que la simplification soit riche, c’est-a-dire qu’elle
puisse s’appliquer a un maximum de réseaux, et surtout a des réseaux venant des
applications biologiques. Elle doit pouvoir supprimer le plus de détails possibles,
sans modifier le comportement global du réseau. En particulier, la simplification
doit étre capable de supprimer des especes intermédiaires, mais aussi d’éliminer
des symétries, etc.

Par exemple, le réseau de réactions représenté graphiquement dans la Fig. 1.8
(a gauche) transforme une molécule de A en une molécule de X, puis soit en Y,
soit en Y5, et ces molécules se transforment alors en B. On voit directement que
globalement, le réseau va juste transformer A en B. On veut alors le simplifier
pour obtenir le réseau de droite, qui transforme directement A en B.

On veut également que la simplification soit correcte, c’est-a-dire que le com-
portement du réseau simplifié soit le méme que celui du réseau initial. Cette
propriété est indispensable, puisque 1’on souhaite pouvoir analyser ou simuler le
réseau simplifié et en déduire des informations sur le réseau initial. Il faut donc
que ces deux réseaux soient équivalents. La notion d’équivalence va dépendre
de la sémantique considérée, et devra représenter les comportements qui nous in-
téressent. Avec une sémantique déterministe, deux réseaux vont par exemple €tre
équivalents si leurs systemes d’équations différentielles ont les mémes solutions.
Pour le cas non déterministe, 1’équivalence est plus difficile a définir. Elle doit
pouvoir représenter le comportement final et régulier des réseaux. Chaque regle
de simplification doit alors étre correcte pour 1I’équivalence, c’est-a-dire préserver
la sémantique.

On veut ensuite que la simplification d’un réseau de réactions soit encore un
réseau de réactions, avec une structure, et pas juste un ensemble d’équations
différentielles. En effet, connaitre la structure des réseaux de réactions apporte
plusieurs avantages, pour leurs compréhensions et pour leurs simplifications.

Premierement, ils peuvent &tre représentés graphiquement, et sont alors plus
simple a comprendre qu’un ensemble d’équations. On peut alors facilement et
rapidement identifier le comportement global, essentiel, du réseau.

De plus, il est facile de dériver a la fois la sémantique non déterministe,
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Fig 1.8: Exemple de simplification du réseau de gauche pour obtenir le réseau de
droite. Les especes X, Y; et Y, sont des especes intermédiaires, que 1’on souhaite
supprimer.

N

la sémantique déterministe et la sémantique stochastique a partir d’un réseau
de réactions et de sa structure. Les réseaux constituent donc un bon choix de
modélisation. A I’inverse, retrouver un réseau de réactions 2 partir de son sys-
teme d’équations différentielles est un probleme difficile (Fages, Gay, & Soliman,
2015). En effet, plusieurs réseaux peuvent produire le méme systeme, et il est
donc délicat de trouver le "meilleur”" réseau, le plus cohérent, pour un systeme
donné.

Une autre difficulté est d’obtenir une simplification contextuelle. 1'idée ici
est de pouvoir prendre un sous-réseau, un module d’un réseau plus grand, et de
pouvoir le remplacer par un autre module équivalent. Cette opération ne doit pas
modifier le comportement global du grand réseau, donc le grand réseau apres ce
remplacement doit étre équivalent au grand réseau initial. Cette approche con-
textuelle nécessite de connaitre la structure du réseau de réactions, elle est diffi-
cilement envisageable avec des équations différentielles.

Une telle approche contextuelle permet de simplifier un réseau facilement, de
facon locale. Elle permet d’obtenir des regles de simplification simples, qui se
concentrent sur le module a simplifier. L’ exemple classique ici est la simplifica-
tion proposée par Michaelis et Menten (1913) : dans un grand réseau, on remplace
une transformation enzymatique composée de trois réactions par une unique réac-
tion (voir Fig. 1.7 plus haut). La simplification est alors valable quelque soit le
contexte, a condition que celui-ci n’interagisse pas avec les especes E et C, et
respecte les différentes conditions d’équilibre nécessaires a la simplification.

Une autre problématique importante est d’avoir une simplification confluente,
c’est-a-dire que quelque soit 1I’ordre d’application des régles de simplification, on
obtient toujours le méme réseau simplifié. Ainsi, le réseau completement simplifié
est unique. Quelque soit I’ordre de la simplification, on est alors slir de toujours
obtenir le plus petit possible. Il n’y a alors pas d’ordre meilleur que les autres
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(d’un point de vue du résultat de la simplification), et il n’est donc pas nécessaire
de tester toutes les possibilités. L’ordre d’application des regles peut alors étre
choisi de fagon a optimiser le temps de calcul de la simplification. De plus, avoir
un unique réseau completement simplifié permet de plus facilement utiliser la
simplification pour comparer différents modeles d’un méme systeme biologique.
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1.3 Contributions

Dans cette these, nous cherchons a simplifier les systemes a réactions chimiques
en biologie systémique en adoptant 1I’approche suivante. Dans un premier temps,
nous négligeons les cinétiques et développons une approche purement structurelle,
pour une sémantique non déterministe. On essaye alors dans un deuxieme temps
d’étendre les regles de simplifications en ajoutant les cinétiques.

1.3.1 Simplification en non déterministe

Dans le cadre sans cinétique avec une sémantique opérationnelle non détermin-
iste, le probleme est double. Il faut en effet trouver d’une part une simplification
structurelle des réseaux de réactions. Et d’autre part il faut définir, a partir de la sé-
mantique opérationnelle non déterministe, une nouvelle sémantique contextuelle,
qui soit pertinente biologiquement, et telle que les regles de simplification soient
correctes relativement a cette sémantique contextuelle.

Pour illustrer les problématiques dans le cadre non déterministe, on considere
le systeme Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al.,
2010), représenté dans la Fig. 1.9. Dans ce réseau, la présence de doxycycline
(Dox) a I’extérieur d’une cellule enclenche une chaine de réactions, qui aboutie
a la production d’une protéine fluorescente verte (GFP,). Ici, le contexte ne peut
interagir qu’avec la doxycycline a I’extérieur de la cellule, et pas avec les autres
especes dans la cellule. On observe alors la protéine fluorescente dans la cellule.
Intuitivement, le réseau semble donc équivalent au réseau de la Fig. 1.10 ou GFP,
est produite directement en présence de Dox.

On veut alors avoir une simplification permettant de transformer le réseau ini-
tial de Fig. 1.9 pour obtenir le réseau simple de Fig. 1.10. Et on veut également
pouvoir justifier formellement le fait que ces deux réseaux se comportent de la
méme fagon. C’est-a-dire que pour tout contexte n’interagissant qu’avec Dox, le
comportement de I’espece observable GFP, est le méme dans les deux réseaux.
Les autres especes sont alors toutes considérées comme des especes intermédi-
aires.

Nous proposons tout d’abord un ensemble de régles de simplifications de
réseaux de réactions. Ces regles structurelles permettent de simplifier de facon
locale un réseau. On peut partitionner ces regles en différentes catégories.

Un premier ensemble de régles vise a éliminer une espéce intermédiaire. Le
principe de ces regles, représenté dans la Fig. 1.11, est de combiner deux-a-deux
toute réaction produisant 1’espece intermédiaire avec toute réaction la consom-
mant. Par exemple, on peut appliquer ce type de regles pour supprimer 1’espece
GFP dans le réseau de Tet-On de la Fig. 1.9. On obtient alors le réseau par-
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Fig 1.9: Réseau initial du systeme Tet-On.
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Fig 1.10: Réseau simplifié du systeme Tet-On.

tiellement simplifié illustré dans la Fig. 1.12, ol la réaction r; a été combinée
respectivement avec rg et I.

Un autre type de regles supprime une réaction imitable, c’est-a-dire lorsqu’on
peut obtenir exactement la méme transformation en utilisant un ensemble d’autres
réactions du réseau. Une troisieme catégorie se base sur 1’existence de symétries
dans le réseau pour pouvoir fusionner des especes. Enfin, la simplification com-
prend d’autres regles plus diverses, permettant par exemple de supprimer des réac-
tions qui ne changent pas I’état du réseau (comme par exemple la réaction ryg dans
la Fig. 1.12), ou qui ne sont jamais applicables.

Nous considérons également un sous ensemble de ces regles de simplifica-
tion, avec uniquement 6 regles. Nous prouvons d’une part que cet ensemble de
regles est suffisant pour simplifier le réseau initial de Tet-On (Fig. 1.9), avec 10
réactions et 8 especes, et obtenir le réseau simplifié présenté dans la Fig. 1.10,
avec uniquement 2 réactions et 2 especes. D’autre part, nous montrons que cet
ensemble est confluent, et donc que quelque soit I’ordre d’application de ces re-
gles de simplification, on obtient toujours le méme réseau completement simplifié.

Pour pouvoir résoudre le défi d’avoir une simplification correcte, nous pro-
posons une nouvelle sémantique contextuelle, a partir de la sémantique opéra-
tionnelle. Elle est basée sur 1’observation des attracteurs, dans tout contexte,
et en négligeant certaines especes considérées comme intermédiaires. Nous ap-
pellerons cette nouvelle sémantique la sémantique des attracteurs.

L’approche adoptée pour définir la sémantique des attracteurs est d’appliquer
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Fig 1.11: Exemple de simplification d’une espece intermédiaire X. La réaction
T332 est la combinaison de 3 fois la réaction r; et de 2 fois la réaction r;. Elle
consomme trois molécules de A, produit 2 molécule de C, et ne modifie pas la
quantité de X.
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Fig 1.12: Réseau partiellement simplifié¢ du systeme Tet-On, apres avoir supprimé
I’espece intermédiaire GFP.

un cadre général pour définit des sémantiques observationnelles pour les lan-
gages de programmation, développé par Schmidt-Schauss, Sabel, Niehren, and
Schwinghammer (2015), qui généralise la sémantique observationnelle définie
avant, comme par exemple dans (Pitts, 2002). Ces sémantiques s’intéressent au
comportement entrée-sortie d’un programme : placé dans un certain contexte, on
observe si le programme peut (ou doit) terminer, ou au contraire peut diverger.
En considérant un réseau de réactions comme un programme, il est alors possible
d’adopter le méme type de méthodes. Néanmoins, ce n’est pas direct, puisque
la terminaison n’est pas un critere pertinent pour la biologie, ou un réseau peut
atteindre un ensemble d’états dans lequel il oscille, sans terminer.

Un attracteur (voir par exemple (Naldi, Monteiro, & Chaouiya, 2012)) est
un ensemble d’états, qui est fortement connexe et terminal. Cette notion est
notamment bien connue dans les réseaux booléens (Kauffman, 1969; Thomas,
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Fig 1.13: A gauche : graphe des réactions. A droite : graphe des état accessibles.
Le réseau peut soit converger vers {B, C}, soit diverger.

1973) 1l représente donc un comportement final et régulier d’un réseau puisqu’un
réseau qui atteint un attracteur ne va jamais pouvoir le quitter, et va pouvoir at-
teindre n’importe quel état de I’attracteur. Cette notion peut étre étendue aux
graphes d’accessibilité des réseaux de réactions, en tenant compte du fait que les
attracteurs peuvent alors étre de taille infinie, et qu’un réseau peut aussi diverger,
c’est-a-dire atteindre un état qui ne peut plus jamais converger vers un attracteur.

Par exemple, considérons le réseau de réactions présenté a gauche dans la
Fig. 1.13. Le graphe des états accessibles avec ce réseau, en partant avec une
unique molécule de A, est représenté a droite de la figure. Dans ce réseau, une
molécule de A peut se transformer soit en une molécule de B, soit en une molécule
de D. La molécule de B peut uniquement se transformer en C, et C peut unique-
ment se transformer en B. L’ensemble des états {B, C} forme alors un attracteur.
La molécule de D peut alors se multiplier, créant deux molécules de D, puis trois,
etc. On ne peut alors plus atteindre d’attracteur. Le réseau initial peut donc soit
converger vers I’ attracteur { B, C}, soit diverger en créant infiniment des molécules
de D.

Nous considérons ici une notion d’attracteurs modulo une fonction d’observation,
qui nous permet de ne pas prendre en compte les especes intermédiaires lorsque
de la comparaison de réseaux. Dans la sémantique des attracteurs que nous pro-
posons, deux réseaux de réactions seront équivalents si, dans tout contexte, ils
peuvent converger (ou diverger) vers les mémes attracteurs, modulo cette obser-
vation. Nous prouvons alors que la simplification préserve cette sémantique, et
donc que les deux réseaux de Tet-On sont bien équivalents.

Pour illustrer la pertinence biologique de notre méthode de simplification,
nous 1’appliquons sur différents modeles du systeme MAPK (Markevich et al.,
2004), issus de la base de données de modeles Biomodels. En les réduisant tous
en un unique réseau, nous prouvons alors que les réseaux initiaux étaient tous
équivalents pour la sémantique des attracteurs.
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1.3.2 Simplification en déterministe

Pour la sémantique déterministe, la simplification de réseaux cinétiques doit sur-
monter la difficulté supplémentaire de calculer les taux cinétiques des réactions
simplifiées, permettant de préserver exactement le comportement déterministe du
réseau.

Nous proposons un ensemble de régles de simplifications, qui préservent de
facon exacte la sémantique déterministe des réseaux de réactions. Ces regles sont
structurelles et contextuelles. Elles permettent, notamment, de simplifier le réseau
de réactions cinétiques de Tet-On, et d’obtenir les mémes réactions que pour la
simplification non déterministe, tout en calculant les expressions cinétiques des
deux réactions simplifiées.

L’idée ici est d’étendre les regles de simplification précédentes, en ajoutant les
cinétiques et en préservant la sémantique déterministe. Les regles calculent alors
dans le méme temps la structure des réactions simplifiées et leurs nouvelles ciné-
tiques. Les regles restent donc contextuelles. Elles sont également purement sym-
boligues, ne nécessitant pas de connaitre la valeur des parametres, ni de simuler
numériquement le comportement du réseau. La simplification préserve le com-
portement déterministe de facon exacte, et non approchée.

Comme pour le cas non déterministe, des reégles permettent alors de simplifier
des especes intermédiaires. Les regles calculent alors les nouvelles expressions
cinétiques des réactions simplifiées. Il est alors nécessaire d’ajouter des deux
restrictions supplémentaires par rapport au cas non déterministe. La premiere
condition est que les especes intermédiaires doivent €tre a [’équilibre, c’est-a-dire
que leurs concentrations soient (exactement) constantes au cours du temps. Les
autres especes ne sont par contre pas obligatoirement a 1’équilibre. De plus, il
est nécessaire, sauf dans certains cas spécifiques, que les expressions cinétiques
soient linéaires dans la concentration des espéces intermédiaires. Sous ces hy-
potheses, la regle d’élimination des especes intermédiaires peut alors étre formuler
de maniere plus générale que dans le cas non déterministe.

Comme pour le cas non déterministe, on peut également supprimer une réac-
tion imitable, ou utiliser des symétries entre especes. Certaines regles sont égale-
ment spécifiques a la sémantique déterministe, par exemple en factorisant les réac-
tants et les produits d’une réaction.

Considérons de nouveau le réseau Tet-On, cette fois avec des cinétiques. Il est
représenté dans la Fig. 1.14. Toutes les cinétiques sont des lois d’action de masse.
On peut alors appliquer la simplification jusqu’a obtenir le réseau simplifié de la
Fig. 1.15. La structure du réseau simplifié est la méme que pour la simplification
en non déterministe. Le nombre de parametres diminue de 11 initialement a 3
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Fig 1.14: Réseau cinétique initial du systeme Tet-On.

Fig 1.15: Réseau cinétique simplifié du systeme Tet-On.

dans le réseau simplifié.

1.3.3 Confluence

Enfin, nous étudions la confluence de la simplification des réseaux avec la séman-
tique déterministe, pour un sous-ensemble de regles, permettant en particulier
d’éliminer des especes intermédiaires. Plusieurs adaptations et restrictions sont
alors nécessaires pour pouvoir obtenir un résultat de confluence.

En effet, la regle de simplification d’especes intermédiaires, étant plus générale
que dans le cas non déterministe, n’est pas confluente si considérée toute seule.
Méme en négligeant les cinétiques, on s’apercoit que selon I’ordre d’élimination
des especes intermédiaires, des réactions supplémentaires peuvent parfois appa-
raitre. Ces réactions, que nous appellerons plus tard réactions dépendantes, peu-
vent étre supprimées a I’aide d’une nouvelle reégle de simplification. Dans ce cas,
et toujours sans cinétique, on obtient alors un résultat positif de confluence.

De plus, ce résultat est directement 1ié au calcul des modes élémentaires (Schuster
& Hilgetag, 1994). Un mode est un invariant, un multi-ensemble de réactions, qui
appliquées toutes ensembles, ne modifient pas la quantité des especes intermédi-
aires. Un mode élémentaire vérifie en plus une notion de minimalité. Chaque



1.3 Contributions 31

\ ,
\ ,

/ \
é o 7>7 @ GITADO)D CP TRE3G)
\ " >

,
,

10
T
@B j—

Fig 1.16: Modes élémentaires du systeme Tet-On (sans cinétique).

Fig 1.17: Réseau simplifié (sans cinétique) du systeme Tet-On.

réaction simplifiée produite par notre méthode est alors exactement la combinai-
son des réactions d’un mode élémentaire.

Les modes élémentaires du réseau Tet-On sont représentés dans la Fig. 1.16.
Par exemple, le mode €lémentaire {r3, r4} est représenté en bleu, et le mode élé-
mentaire {r;, ro} est en orange. La simplification des especes intermédiaires et des
réactions dépendantes produit alors le réseau représenté dans la Fig. 1.17. Par ex-
emple, la combinaison des réactions r; et ro forme la réaction simplifiée r79, qui
produit une molécule de GFP,.

Lorsqu’on ajoute de nouveau les cinétiques, il est alors nécessaire d’ajouter
des conditions afin de pouvoir éliminer 1’ensemble des especes intermédiaires.
Notamment, les réactions consommant des especes intermédiaires doivent avoir
une cinétique linéaire dans leurs concentrations, et il ne peut pas y avoir plusieurs
especes intermédiaires en réactants (ou en produits) d’une réaction. Sous ces
conditions, il est alors possible d’éliminer toutes les especes intermédiaires, et
les réseaux completement simplifiés ont tous la méme structure, c’est-a-dire les
mémes réactions lorsqu’on néglige les cinétiques.

Ce n’est néanmoins toujours pas suffisant pour avoir les mémes cinétiques.
On illustre en particulier ce probleme sur un systeme biologique, pour lequel on
peut trouver deux réseaux simplifiés avec la mé€me structure mais des cinétiques
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Fig 1.18: Réseau de signalisation pour I’espece Smad, avec un mode décompos-
able en modes élémentaires de deux facons différentes.

différentes. On définit alors le critére suivant sur le réseau initial : un réseau est
uniquement décomposable si, pour tout mode de ce réseau, il existe une unique
décomposition de ce mode en des modes élémentaires.

Par exemple, considérons le réseau représenté dans la Fig. 1.18, représen-
tant une sous partie du réseau de signalisation pour 1’espece Smad (Schmierer,
Tournier, Bates, & Hill, 2008), ol toutes les especes sont intermédiaires. L’ ensemble
de réactions {r,,/, rs, 7, ¢/, I23, ', Ty} st alors un mode. Il peut se décomposer
en modes €élémentaires de deux facons différentes, soit avec les modes élémen-
taires {r,,/, I's, I'7, e, I23} €t {r, I'y-} représentés sur la figure de gauche, soit avec
les modes et{rs,r;, re, ry} surla figure de droite. La simplification
ne sera alors pas confluente pour les cinétiques sur ce réseau.

Lorsque le critere est vérifié, on prouve alors que la simplification est com-
pletement confluente, a la fois pour la structure et les cinétiques. Par exemple, le
réseau Tet-On vérifie le critere, et possede donc un unique réseau completement
simplifié.
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1.4 Discussion

Il est alors naturel de se demander si on obtient des regles de simplification préser-
vant a la fois la sémantique des attracteurs et la sémantique déterministe. Bien que
le type de regles est le méme pour les deux sémantiques, nous montrerons que la
plupart du temps on ne peut pas completement les unifier. En effet, les différences
de traitement, par exemple des quantités de matieres (nombre de molécules ou
concentration), impliquent des conditions trop différentes dans les regles. En par-
ticulier, la regle d’élimination des especes intermédiaires n’est pas unifiable.

Nous discuterons également bricvement de la possibilité d’étendre ces regles
pour une sémantique stochastique. Nous montrerons que certaines regles peu-
vent trivialement étre étendues. Néanmoins, la sémantique stochastique implique
également des difficultés supplémentaires, notamment sur le type de contexte pos-
sible.
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1.5 Plan de la these

Chapitre 2 - Préliminaires Ce premier chapitre introduit les différentes no-
tions et définitions nécessaires a la compréhension de cette these. Elle définit
d’abord les réseaux de réactions et la sémantique opérationnelle non détermin-
iste, ainsi que la notion centrale d’observation. Ensuite, nous ajoutons les ciné-
tiques aux réseaux, et décrivons la sémantique déterministe, a 1’aide des systemes
d’équations différentielles. Enfin, nous donnons une définition formelle du type
de simplification étudiée dans cette these, et de leurs propriétés.

Chapitre 3 - Congruence des attracteurs et simplification non déterministe
Dans ce chapitre, nous définissons tout d’abord la sémantique des attracteurs pour
les réseaux de réactions, représentant leurs comportements finaux réguliers. Nous
étudions alors un premier ensemble de regles de simplification, confluent, per-
mettant de simplifier le réseau biologique Tet-On (Huang et al., 2010). La sim-
plification est alors enrichie avec d’autres regles, plus générales, mais non con-
fluentes. Ces regles sont utilisées pour comparer et prouver 1I’équivalence de dif-
férents modeles du systtme MAPK (Markevich et al., 2004). Nous discutons alors
de la sémantique des attracteurs et de notre méthode de simplification, en les com-
parant a la littérature.

Ce chapitre reprend et étend les résultats présentés dans (Madelaine, Lhoussaine,
& Niehren, 2014).

Chapitre 4 - Simplification préservant la sémantique déterministe Dans ce
chapitre, nous étudions la simplification avec une sémantique déterministe. On
définit tout d’abord une notion de similarité, permettant de réécrire des expres-
sions cinétiques en d’autres expressions équivalentes. Nous donnons ensuite un
ensemble de regles de simplification pour la sémantique déterministe. Elles per-
mettent d’obtenir un réseau simplifié ayant le méme comportement que le réseau
initial. Par exemple, des regles suppriment des especes intermédiaires supposées
a I’équilibre, ou utilisent des symétrie du réseau pour fusionner certaines es-
peces. On étudie alors la simplification correspondante appliquée aux systemes
d’équations. Enfin, nous discutons de la simplification en la comparant a la lit-
térature.

Ce chapitre reprend et étend les résultats présentés dans (Madelaine, Lhoussaine,
& Niehren, 2015) et (Madelaine, Lhoussaine, Niehren, & Tonello, 2016).

Chapitre 5 - Simplification confluente des espéces intermédiaires linéaires
Ce chapitre s’intéresse plus particulierement a la confluence de I’élimination des
especes intermédiaires en sémantique déterministe. Nous montrons que cette regle
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de simplification, seule, n’est pas confluente, méme en négligeant les cinétiques.
En ajoutant deux nouvelles regles de simplification, nous prouvons néanmoins
qu’on peut obtenir une simplification confluente (toujours sans les cinétiques).
De plus, nous montrons également que cette simplification permet alors de cal-
culer les modes élémentaires d’un réseau. Avec les cinétiques, et en ajoutant des
conditions de linéarité sur les cinétiques, nous montrons que quelque soit 1’ordre
de la simplification, la structure du réseau completement simplifié est toujours la
méme. En revanche, la répartition des taux cinétiques peut étre différente, comme
illustré sur un modele biologique. Nous donnons alors un critere structurel sur
le réseau initial suffisant pour garantir ’unicité de cette répartition, et donc la
confluence de la simplification. Enfin, nous discutons de ce résultat en le com-
parant a la littérature. Ce chapitre reprend les résultats présentés dans (Madelaine,
Tonello, Lhoussaine, & Niehren, 2016a) et dans (Madelaine, Tonello, Lhoussaine,
& Niehren, 2016b).

Chapitre 6 - Discussion Enfin, dans ce dernier chapitre, nous discutons de la
généralisation de nos regles de simplification a différentes sémantiques. Dans un
premier temps, nous comparerons la sémantique non déterministe et la sémantique
déterministe, et montrerons que leurs différences rendent parfois impossible une
uniformisation des regles de simplification. Nous discutons alors bri¢vement de
la généralisation de nos regles pour une sémantique stochastique, et des difficultés
supplémentaires que cela implique, notamment pour la notion de contexte.
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CHAPITRE 2

Préliminaires

Ce premier chapitre préliminaire introduit les concepts fondamentaux de la mod-
élisation en biologie. On y définit formellement les différentes notions qui seront
utilisées dans cette these, en les illustrant dans des exemples. On s’intéresse
tout d’abord aux réseaux de réactions sans cinétique et a leur sémantique opéra-
tionnelle non déterministe. On étudie ensuite la sémantique déterministe des
réseaux de réactions avec cinétiques et des systemes d’équations différentielles
ordinaires. Enfin, on présente les différentes propriétés que 1’on souhaite avoir
pour nos simplification, ¢’est-a-dire des simplifications structurelles, correctes vis
a vis d’une relation d’équivalence, et si possible confluente.

Notations On note B = {true, false} I’ensemble des booléens, N = {0, 1,...}
celui des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs, R celui des nombres réels,
R5( celui des nombres réels positifs et R, celui des nombres réels strictement
positifs.
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2.1 Sémantique non déterministe des réseaux

Dans cette section, on définit formellement les réseaux de réactions, et leurs
liens avec les réseaux de Pétri. On illustre ces définitions sur des exemples que
nous réutiliserons tout au long de cette theése. On présente la notion centrale
d’observation, permettant de spécifier les especes qui nous intéressent. On décrit
ensuite la sémantique opérationnelle et non déterministe classique de ces réseaux.

2.1.1 Réseaux de réactions

Réseaux de réactions Une espece moléculaire A, B, ... € Espéces est 1’élément
de base de nos modeles. Une espece peut représenter biologiquement une pro-
téine, une enzyme, un gene, de I’ARN messager, etc. Une solution chimique est
s : Espéces — N est un multi-ensemble de molécules. L’entier s(A) est appelé le
coefficient steechiométrique de I’espece A dans la solution s. On utilise en général
la notation s = a;A; + ... + a,A, pour désigner la solution s telle que pour tout
1 <i<n,s(A;) = a;, et s(A) = 0 pour tout autre espece A. L’ensemble des solu-
tions constructibles avec les especes Espéces est noté Solutions(Espéces). Comme
I’ensemble des especes est en général fixé, on utilise en général juste la notation
Solutions.

Une réaction (chimique) est une transformation d’une solution chimique en
une autre solution chimique. Biologiquement, une réaction peut représenter la
liaison ou la désunion de deux molécules, le transport d’une molécule d’un com-
partiment vers un autre compartiment, la transcription d’ADN en ARN messager,
la traduction de I’ ARN messager en protéine, etc. Formellement, une réaction est
une paire de solutions :

Réactions ri=s5—>5

Les especes présentes dans s, sont appelées les réactants de r, tandis que celles
dans s, sont appelées produits de r. On appelle vecteur steechiométrique de réac-
tion le vecteur stoic, : Espéces — Z défini par stoicy(A) = 52(A) — s1(A), qui
décrit le nombre de molécules produites par r (ou consommées, lorsque ce nom-
bre est négatif). Une espece A qui est présente a la fois dans les réactants et
les produits, mais dont la quantité n’est pas modifiée par r, c’est-a-dire telle que
51(A) = 52(A) > 0 (et donc stoic.(A) = 0), est appelée un activateur de r. Notons
qu’on ne considere ici que des réactions irréversibles, c’est-a-dire qui ne peuvent
transformer que s; en s,, et ne peuvent pas faire la transformation inverse. Une
réaction réversible sera donc modélisée par deux réactions, une dans chaque sens.

Exemple 1. Ainsi, la réaction r = 2A + B—C + B transforme deux molécules
de I’espece A en une molécule de I’espece C, en présence d’une molécule de
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Fig 2.1: Représentation graphique des réactions ry = 2A + B>C + Betr, =
A—B.

I’espece B. Les réactants de r sont A et B, ses produits sont C et B. L’espece B
est un activateur dans r. La steechiométrie de la réaction est égale a :

stoic(A) = =2 stoic.(B) =0 stoic.(C) = 1.

Un ensemble de réactions R peut étre représenté graphiquement, de facon sim-
ilaire a des réseaux de Pétri. Il y a alors deux types de sommets : des sommets
pour les especes moléculaires, représentés par des cercles, et des sommets pour
les réactions, représentés par des carrés. Un arc d’une espece A vers une réac-
tion r = s; >, (resp. de r vers A), labellisé par un entier i > 0, signifie que
s1(A) = i (reps. s$2(A) = i. Lorsque A est un activateur pour r, c’est-a-dire
s1(A) = 5,(A) =i > 0, alors on utilise un arc A «»; r. Lorsque i = 1, on omet en
général le label.

Exemple 2. Les réactionsR = {r; = 2A+B—>C+B, r, = A — B} sont représentées
graphiquement dans la Fig. 2.1.

Un réseau de réactions N = R | sy est alors simplement une paire composée
d’un ensemble de réactions R et d’une solution initiale s. La solution initiale
représente 1’état courant du réseau. On note R(N), respectivement sy(N), les réac-
tions et la solution initiale du réseau N. On note également Espéces(NN) I’ensemble
des especes présentes soit dans une réaction soit dans la solution de N.

Exemple 3. Le réseau N = {r; = 2A + B—>C + B,r, = A—>B} | 3A possede
deux réactions R(V) = {r;, r»}, et sa solution initiale so(N) = 3A contient trois
molécules de I’espece A. On a Especes(N) = {A, B, C}.

Réseau de Pétri En biologie des systemes, les réseaux de Pétri (Petri, 1966;
Murata, 1989; Silva, 2013) sont souvent utilisés pour modéliser des systémes
biologiques (Reddy et al., 1993; Chaouiya, 2007; Heiner et al., 2008). Il 'y a
en fait un lien direct entre les réseaux de réactions et les réseaux de Pétri.
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Définition 1. Un réseau de Pétri (marqué) est un 4-uplet (P, T, A, my), ou :
e P est un ensemble (fini) de places,
e T estun ensemble (fini) de transitions,

e A:(PXTUT xP) — N est une fonction associant une multiplicité a chaque
arc dirigé entre les places et les transitions,

e my : P — N est une fonction associant a chaque place un nombre initial de
jetons.

On a alors directement une équivalence entre un réseau N = R | 5, et le réseau
de Pétri (P, T, A, my) défini par :

e I’ensemble des places sont les especes : P = Espéces,
e ’ensemble des transitions sont les réactions : 7 = R,

e il existe un arc de A vers r (resp. de r vers A) de multiplicité i si et seulement
si i est la stoechiométrie de A dans les réactants (resp. produits) de r,

e le marquage initial m, représente la solution initial sy.

On peut alors utiliser les résultats des réseaux de Pétri pour les réseaux de
réactions. Par exemple, on peut noter que la plupart des équivalences usuelles
(bisimulation, trace équivalence, etc.) ne sont pas décidables dans les réseaux de
Pétri, et donc dans les réseaux de réactions (voir par exemple (Esparza, 1998) pour
un résumé des résultats de complexité et de décidabilité dans les réseaux de Pétri).
En revanche, le probleme d’accessibilité est lui décidable (Mayr, 1984; Kosaraju,
1982), mais EXPSPACE-dur (Lipton, 1976).

Contexte et composition Dans cette these, on souhaite adopter une vision mod-
ulaire des réseaux. Ainsi, chaque réseau de réactions peut &tre vu comme un mod-
ule, une sous-partie d’un réseau plus grand. On peut alors remplacer un module
par un autre module, équivalent, sans changer le comportement global du réseau.

Par exemple, on peut étudier un réseau de réactions représentant, en présence
d’un facteur de transcription, 1’activation d’un gene et la production d’un protéine.
Le facteur de transcription ou la protéine produite peuvent interagir avec d’autres
éléments, qui ne nous intéressent pas pour ce modele, et qui peuvent étre incon-
nus. On considere alors que ces autres comportements font partie d’un contexte.
Lorsque 1’on cherchera ensuite a comparer des modeles, on considérera que deux
modeles sont équivalents s’ils ont le méme comportement dans tous les contextes
possibles. Cette notion de contexte correspond a celle présente pour les langages
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Fig 2.2: Représentation graphique du réseau N seul (a gauche) ou dans un contexte
(a droite).

de programmation (Schmidt-Schauss et al., 2015). On voit ainsi un réseau comme
un programme, qui regoit des entrées (par exemple une production du facteur de
transcription) et produit une sortie (la protéine). Notons que la sortie peut, selon
le contexte, influer sur I’entrée, et former ainsi une boucle de rétroaction.

On souhaite malgré tout que certaines des especes soient spécifiques a notre
réseau, et donc ne puisse pas interagir avec le contexte, comme par exemple le
gene dans I’exemple ci-dessus. Formellement, ces especes sont appelées especes
internes, et on note J C Especes I’ensemble de ces especes. Cet ensemble sera
en général fixé. Un contexte est alors un réseau N’ qui n’utilise pas les especes
internes, c’est-a-dire Especes(N’) N I = (. On définit alors la composition d’un
réseau et d’un contexte par :

(R s0) | (R | sp) =RUR' |50+ 5).

Lors de la représentation graphique des réseaux, on illustre les especes pouvant
interagir avec le contexte, c’est-a-dire les especes non internes, par des fleches en
pointillé.

Exemple 4. Reprenons le réseau de réactions précédent N = {r;,r,} | 3A. On
suppose que les especes A et C peuvent interagir avec le contexte, tandis que B est
une espece interne. Sa représentation graphique est a gauche de la Fig. 2.2.

Le réseau N’ = {r; = C—>0} | A, qui ajoute une réaction r; de dégradation
pour C et une molécule de A dans la solution initiale, est alors un contexte valide,
puisqu’il n’interagit pas avec ’espece interne B. Le réseau N | N4 est alors
représenté a droite de la Fig. 2.2.

2.1.2 Sémantique opérationnelle

On va maintenant définir la sémantique opérationnelle, qui décrit comment un
réseau évolue de facon non déterministe, de facon identique a la sémantique
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usuelle des réseaux de Pétri. Si une réaction r = s; —s, est présente dans un
réseau, on peut alors I’appliquer et transformer la solution s; en s,. La relation de
réduction est formellement définie par :

r=s,—>s €R 51 C 8 So= 80— 81+ 8
(R s0)—r(R [ s5)

On étend alors de facon naturelle la relation de réduction :

—)R:U—)r - = U —r.

reR reRéactions

Exemple 5. Reprenons le réseau N précédent, avec initialement trois molécules
de A, et dont les réactions sont représentées graphiquement dans la Fig. 2.1. La
réaction r; = 2A + B—C n’est pas applicable, puisqu’il n’y a pas de molécules de
B dans la solution initiale. On peut par contre appliquer la réaction r, = A—>B.
La solution initiale so = 3A est alors transformée en une solution s; = 2A + B. On
adonc N—>N’,avec N' =R | s;.

A partir de N’, remarquons que les deux réactions sont cette fois applicables.
Comme on utilise ici une sémantique non déterministe, on devra donc considérer
les deux possibilités.

L’ensemble des réseaux accessibles a partir d’un réseau initial a I’aide de la sé-
mantique opérationnelle peut étre représenter a I’aide d’un graphe d’accessibilité.

Définition 2 (Accessibilité et graphe d’accessibilité). Soit N un réseau. On définit
I’ensemble des réseaux accessibles depuis N par :

{(N="}={N"| N=>"N"}.

Le graphe d’accessibilit¢ G(N) = ({N—"}, —, N) est le graphe orienté et en-
raciné en N dont les sommets sont les réseaux accessibles, et dont les arcs corre-
spondent a la relation de sémantique opérationnelle.

Le graphe des solutions accessibles G, (N) = (V, E,vy) est la projection de
G(N) sur les solutions, c’est-a-dire, sSi N =R | s¢ :

o V={s|(R|s)e{N=>"}},
o E={(s,5)| R|s)—R| s},
® Vo = 5p.

Pour tout graphe G = (V, E), on notera Gle graphe obtenu a partir de G en
supprimant les boucles, c’est-a-dire les arcs de forme (v, v).
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|3A—{24 + B—>|A + 2B|—>{3B|

4

C+B
Fig 2.3: Graphe des solutions accessibles du réseau N.

Fig 2.4: Graphe des solutions accessibles du réseau {0 >A} | 0.

Exemple 6. Reprenons le réseau N = {r;,r,} | 3A, dont les réactions sont
représentées dans la Fig. 2.1. Le graphe des solutions accessibles correspondant
est représenté dans la Fig. 2.3.

Notons que I’ensemble des réseaux accessibles peut etre de taille infinie, ainsi
que le graphe d’accessibilité. Par exemple, le graphe des solutions accessibles du
réseau {) >A} | 0, qui produit une infinité de molécules de A, est représentée dans
la Fig. 2.4.

2.1.3 Exemples biologiques

Dans cette section, on considere trois exemples biologiques, que 1’on retrouvera
tout au long de cette these. Le premier exemple exemple illustre la réaction enzy-
matique de Michaelis-Menten (sans cinétique) (Michaelis & Menten, 1913). On
considere ensuite un modele du systeme Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen
et al., 1995; Huang et al., 2010), et enfin un modele de signalisation de MAPK
(Markevich et al., 2004).

Exemple 7 (Michaelis-Menten). La réaction enzymatique de Michaelis-Menten
(Michaelis & Menten, 1913) représente la transformation d’un substrat S en un
produit P en présence d’une enzyme E. Cette transformation peut €tre réalisée
par un ensemble de trois réactions enzymatiques, ou par une unique réaction. Le
réseau Ny = {ry, 2, r3} | S+ E contient les 3 réactions suivantes, représentées
graphiquement dans la Fig. 2.5 :

r=S+E->C r,=C->S+E r3;=C—>P+E.

Dans la réaction ry, le substrat S et I’enzyme E se lient pour former le complexe
C. Par la réaction inverse r,, le complexe C peut se décomposer en S et E. Il peut
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Fig 2.5: Graphe du réseau de Michaelis-Menten.
seel [

Fig 2.6: Graphe des solutions accessibles du réseau de Michaelis-Menten.

également, avec la réaction rj3, produire le produit P, tout en relachant I’enzyme
E.

Les especes E et C sont ici des especes internes, ne pouvant pas €tre modifiées
par le contexte, contrairement aux especes S et P : 7 = {E, C}. La solution initiale
du réseau comporte une molécule de S et une molécule de E.

Le graphe des solutions accessibles est représenté dans la Fig. 2.6.

On verra plus loin que cette transformation peut également se faire avec une
unique réaction, transformant directement le substrat en produit.

Exemple 8 (Tet-On). On considere maintenant un réseau un peu plus gros du
systeme Tet-On (Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010).
Il modélise une séquence de réactions qui, a partir de I’entrée dans la cellule d’un
antibiotique, la doxycycline Dox, va déclencher I’expression d’un gene Prggsg et
la production d’une molécule fluorescente GFP,. Le modele contient les especes
moléculaires suivantes :

Especes = {Dox, Dox;, rtTA, rtTADox, Prggsc, mRNA, GFP, GFP,}.
Le réseau de réaction, représenté graphiquement sur la Fig. 2.7, est définie par :
Nte.on = R | Dox + 450007tTA + 5Prresc.

L’ensemble des especes liées I = Especes\{Dox} contient toutes les especes,
excepté la doxycycline Dox, qui est en dehors de la cellule et dont la quantité peut
étre controlée, par exemple en utilisant un dispositif micro-fluidique (Uhlendorf
et al., 2012). La solution initiale du réseau contient une molécule de Dox, 45000
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Fig 2.7: Graphe du systeme Tet-On.

r| = Dox—>Dox + Dox; r¢ = mRNA -0
r, = Dox; >0 r7; = mRNA —->mRNA + GFP
r3 = Dox; + rtTA —>rtTADox rg = GFP—>(
ry = rtTADox—Dox; + rtTA r9 = GFP—>GFP,
rio = GFP,—>0
rs5s = rtTADox + Prrezc —>rtTADoOX + Prresg + mRNA

Fig 2.8: Réactions du réseau Tet-On.
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r) = M + MAPKK >M,y + MAPKK  r_, = M,y + MKP—>M + MKP
r, = M + MAPKK >M,; + MAPKK  r_, = M,y + MKP—>M + MKP
r; = M,y + MAPKK —~M,,, + MAPKK

r, = My; + MAPKK ~M,,, + MAPKK t_4 = M,, + MKP—>M,; + MKP

Fig 2.9: Réactions du systeme MAPK.

molécules de rtTA, et 5 copies du gene Prgesg. L'ensemble R de ces réactions est
décrit formellement dans la Fig. 2.8.

Ce systetme modélise la production d’une protéine fluorescente verte (GFP,)
dans une cellule, en présence d’un antibiotique, la doxycycline (Dox), a I’extérieur
de la cellule. On suppose ici que I’environnement peut contrdler la quantité de
doxycycline a I’extérieur de la cellule (1 molécule dans la solution du réseau ini-
tial). Ainsi, I’entrée de doxycycline dans la cellule ne consomme pas Dox, qui est
donc un activateur dans la réaction r;. Une fois dans la cellule, la doxycycline
Dox; peut soit étre dégradée par la réaction r,, soit se lier au facteur de transcrip-
tion artificiel r#TA par la réaction r3;. Le complexe r#TADox ainsi formé peut soit
se dissocier (ry4), soit activer la transcription du gene Prggsc, qui produit alors de
I’ ARN messager mRNA (rs). Celui-ci peut soit étre dégradé par la réaction ry,
ou étre traduit par la réaction r; en protéine GFP. Enfin, la protéine peut devenir
active et fluorescente (GFP,) avec la réaction ry. Les protéines GFP et GFP,
peuvent également étre dégradées par les réactions rg et r.

Exemple 9 (MAPK). Enfin, on s’intéresse au systtme MAPK. Ce systeme décrit
la double phosphorylation d’une molécule de M, créant la molécule M,,,. Dans
(Markevich et al., 2004), plusieurs réseaux différents décrivant ce modele sont
proposés, selon le niveau de détails. On verra dans la suite comment on peut relier
entre eux certains de ces modeles a 1’aide de notre simplification. On présente
ici le réseau BIOMD0000000029 de la base de données de modeles biologiques
Biomodels. Il s’agit d’un réseau de taille intermédiaire proposé dans (Markevich
et al., 2004) :
Nmark = R | M + aiMAPKK + a,MKP.

Le réseau contient une molécule de M, et des molécules de chaque activateur
(MAPKK et MKP). Les réactions sont décrites dans la Fig. 2.9 et représentées
graphiquement dans la Fig. 2.10. On pose 7 = {M,M,,,, MKP, MAPKK}.

Dans ce réseau, 1’espece moléculaire M possede deux sites, Y et T, pou-
vant étre phosphorylés, sous I’action de I’activateur MAPKK. La réaction r
phosporylise le site Y, transformant M en M,y, tandis que r, transforme M en
M,r. Les réactions r3 et ry phosporylisent le site restant, formant 1’espece M,
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Fig 2.10: Graphe du systtme MAPK.

ou les deux sites sont phosphorylés. Les sites peuvent étre déphosphorylés sous
I’action de I’activateur MKP. Notons que le site T ne peut étre déphosphorylé que
si le site Y n’est pas lui-méme phosphorylé.

2.1.4 Observation

On va maintenant définir la notion centrale d’observation. Lors de la modélisation
d’un systeme biologique, on est en général intéressé par 1’évolution de certaines
especes moléculaires en particulier. Par exemple, considérons un modele de la
transcription puis traduction d’un gene. En général, on s’intéresse a la quantité de
la protéine créée, plus qu’a celle de I’ARN messager, qui n’est une espece inter-
médiaire. On ne veut donc observer que la protéine. On peut aussi ne connaitre les
données expérimentales que de certaines especes. Enfin, on veut parfois ne pas
faire la distinction entre plusieurs especes, par exemple une protéine dans deux
états différents (phosphorylée et non-phosphorylée).

Une fonction d’observation € : Especes — Observables associe a chaque es-
pece moléculaire A une observation (A) € Observables. L’ ensemble Observables
des observations peut €tre fini ou infini. On peut alors étendre cette fonction aux
solutions, comme un morphisme du monoide (Solutions, +,() vers un monoide
commutatif d’observables (Observables,®, O), avec O 1’observation vide :

QA =QA) Q0)=0 Q(s+s")=Q(>s) D Q»s").

L’ observation d’un réseau est alors 1’observation de sa solution initiale : Q(R |
s) = Q(s). En général, et sauf si précisé autrement, on fixera un ensemble fini
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d’observations atomiques o € ObsAtoms, et on utilisera comme monoide celui
des solutions construites a de ces observations atomiques. L’ensemble des ob-
servations est donc défini par Observables = Solutions(ObsAtoms), la somme
d’observations par la somme de solutions @ = +, et I’observation vide correspond
a la solution vide O = @. On a donc Q(s + 5") = Q(s) + Q(s").

Exemple 10 (Observation de Michaelis-Menten). Dans la transformation enzy-
matique de Michaelis-Menten de I’Ex. 7, on s’intéresse principalement a la pro-
duction de la protéine P en fonction de I’apport en substrat S. On va donc observer
ces deux especes. En revanche, la quantité d’enzymes, E, ne nous intéresse pas,
donc cette espece sera non observable. Le complexe C correspond a une molécule
de E liée a une molécule de S. On va donc considérer que son observation est
la somme de ses deux observations. On définit donc la fonction d’observation
suivante sur les especes, en prenant ObsAtoms = {S, P} :

Qum(S) =S Qum(P) =P
Qum(E) = 0 Qum(C) = Qum(S + E) = S.

On peut alors étendre cette observation aux solutions de facon classique, en con-
sidérant I’observation comme un morphisme de (Solutions, +, ®) dans le monoide
(Solutions({S, P}), +,0), avec :

Ovm(sS + eE + cC + pP) = (s+¢)S + pP.

Exemple 11 (Observation de Tet-On). Dans le systeme Tet-On décrit dans I’Ex. 8,
on considere que seule la protéine GFP,, qui est fluorescente, peut étre observée.
La fonction d’observation sur les especes est alors définie par :

GFP, siA=GFP,
-QTet—On(A) = { 0 sinon

On peut étendre cette fonction sur les solutions de différentes facons. On peut
vouloir considérer la solution restreinte aux especes observables (ici GFP,), et
donc étendre la fonction d’observation de facon classique, avec :

Qre.on(RGFP, + 5) = nGFP, ou GFP, ¢ s.

On pourrait aussi étre intéressé uniquement par la présence ou 1’absence de
GFP,. On utiliserait alors le monoide booléen ({0, 1}, max, 0) et le morphisme
suivant :

:Fet—On(nGFPa + S) = mln(n» 1) ol GFPa ¢ s.
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Exemple 12 (Observation de MAPK). Dans le systtme MAPK décrit dans I’Ex. 9,
on veut connaitre, pour chaque molécule, si elle possede 0, 1 ou 2 sites phospho-
rylés, sans savoir précis€ément quel site est phosphorylé. Ainsi, M,y et M,r ne
seront pas distinguables. On a alors la fonction d’observation suivante sur les
especes :

A si A € {M,M,,, MAPKK, MKP},

Quapx(A) = { M, siA € {M,y,M,r}.

Comme discuté dans I’introduction, les notions d’équivalences usuelles pour
la sémantique déterministe, comme par exemple la bisimulation, ne conviennent
pas bien au cadre de la modélisation en biologie. Il est alors nécessaire de définir
une nouvelle sémantique, basée sur les attracteurs et le comportement final des
réseaux. Cette équivalence n’est pas présentée ici, elle sera décrite en détail dans
le Chapitre 3.
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2.2 Sémantique déterministe

Dans la section précédente, nous avons présenté les réseaux de réactions et leur
sémantique non déterministe. Dans cette section, on étudie cette fois la séman-
tique déterministe. Chaque réaction du réseau possede une expression cinétique,
représentant sa vitesse. On étudie alors, pour chaque espece, 1’évolution au cours
du temps de sa concentration, a 1’aide d’équations différentielles ordinaires. La
concentration d’une espece représente une quantité de molécules dans un volume
fixé (donc I’espace d’états est ici continu). De méme, la dynamique est désormais
vue de facon continue au cours du temps, alors que 1’on étudiait précédemment
une sémantique étape par étape, donc a temps discret.

2.2.1 Réseaux de réactions cinétiques

On étend les réseaux de réactions en ajoutant a chaque réaction une expression
cinétique, décrivant sa vitesse. On ajoute également des contraintes aux réseaux
de réactions, permettant par exemple d’exprimer des conditions d’équilibre.

Expressions On note Vars un ensemble dénombrable de variables, que nous in-
terpréterons plus tard comme des fonctions du temps vers les réels positifs. On
suppose que pour chaque espece moléculaire A € Especes, il existe une variable
x4 € Vars représentant sa concentration. On a également besoin de la valeur de
sa concentration initialement, au temps ¢t = 0. On suppose donc qu’il existe une
variable (constante) xg € Vars. On note Param un ensemble dénombrable de
parametres, qui seront interprétés comme des réels strictement positifs. Une ex-
pression e € Expr est une composition de variables, de parametres et de nombres
réels, en utilisant les opérateurs mathématiques de base. La syntaxe des expres-
sions est définie formellement dans la Fig. 2.11, avec x € Vars, k € Param et
a € R. On note Vars(e) ’ensemble des variables de e, et Especes(e) = {A |
xa € Vars(e)} 'ensemble de ses especes. Notons que I’ensemble des especes ne
prend pas en compte la présence des concentrations initiales dans une expressions.
Ainsi, A ¢ Especes(x}). Par commodité, on utilise des parentheses (e) quand la
priorité des opérateurs n’est pas claire, et on définit les notations usuelles présen-
tées dans la Fig. 2.11. Par exemple, klxixB/ (ko + xp) est une expression, avec les
parametres k; et k,, et les concentrations des especes A, B et D.

Les expressions sont évaluées en assignant a chaque parametre un réel stricte-
ment positif, et a chaque variable une fonction du temps vers une concentra-
tion, c’est-a-dire un réel positif. Soit § : Param — R, Uinterprétation des
parametres. On suppose dans la suite que S est fixé afin de simplifier les nota-
tions, mais les simplifications seront correctes pour toute interprétation 5. On
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Syntaxe
ecExpri=x|klal-ele+e |ee|1]e
Notations
ele’ =e(l/e) e—ée =e+(-e) e'=e...e
n fois
Interprétation
[x]l. = a(x) [k]l. = At € Ryo. B(k)
[all, = At € Ryo. a [—el. = —lel.

[e+el, =lel, +[e'l. [eel. = lello = (€]
1/llell, siVteRy. [ell.(t) #0
[1/ell, = {

undef  sinon.
Fig 2.11: Expressions, avec x € Vars, k € Param, a € R.

note a : Vars — (Rso — R,() 'interprétation des variables, vérifiant pour toute
espece A que sa concentration initiale x} soit constante au cours du temps et
égale a la concentration x4 au temps ¢t = 0, c’est-a-dire V. a/(x?\)(t) = a(x4)(0).
L’interprétation [e], € (Rso — R) U {undef} d’une expression e € Expr est alors
décrite dans la Fig. 2.11. L’interprétation d’une expression e peut parfois étre in-
définie, notée [[e]l, = undef. C’est par exemple le cas pour I’expression 1/e s’il
existe un temps ¢ tel que [e],(t) = 0.

Réactions cinétiques et contraintes Une expression cinétique est une expres-
sion e € Expr toujours positive, c’est-a-dire telle que pour toute interprétation
a : Ryop = Ry, pour tout temps ¢, on a [e]l,(#) > 0. Une réaction cinétique
r = s;—>s;; e est une paire composée d’une réaction s; —s, et d’une expres-
sion cinétique e. On notera kin(r) = e I’expression cinétique de la réaction
r, qui représente la vitesse de la réaction au cours du temps. Lorsque qu’on
représente graphiquement une réaction cinétique, on fait apparaitre 1’expression
cinétique a coté du nceud représentant la réaction. Par exemple, la réaction r; =
2A+ B—>C + B; kIXiXB/(k2 + xp) sera représentée par :

ki x4 xp/(ky + Xp)
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On appelle un modificateur de r une espece A dont la quantité n’est pas mod-
ifiée par la réaction r, mais influe sur la vitesse de la réaction, c’est-a-dire telle
que stoic,(A) = 0 et A € Especes(kin(r)). Par exemple, B et D sont deux modifi-
cateurs dans la réaction r; précédente. L’augmentation de la concentration de B
va ainsi accélérer la vitesse de la réaction, tandis que celle de D va la diminuer.
Notons que la notion de modificateur est différente de celle d’activateur présentée
précédemment. Par exemple, D ici n’est pas un activateur. Dans la sémantique
non déterministe, une réaction n’est applicable que si ses activateurs (et ses autres
réactants) sont présents dans la solution du réseau. En sémantique déterministe,
elle est applicable au temps ¢ si et seulement si I’interprétation de son expression
cinétique au temps ¢ est différente de zéro. La réaction précédente est ainsi appli-
cable méme si la concentration de xp vaut zéro. En pratique, les activateurs sont
souvent aussi des modificateurs, tandis que la réciproque est fausse. On verra un
peu plus loin qu’en sémantique déterministe, on peut normaliser les réactions en
supprimant les activateurs des réactants et des produits (sans modifier I’expression
cinétique). Dans les représentations graphiques, les modificateurs d’une réaction
seront en général indiqués avec une double fleche grisée et en pointillée. Ces
fleches sont néanmoins optionnelles, puisque 1’information est déja présente dans
I’expression cinétique de la réaction.

Une contrainte C € Contraintes, dont la syntaxe est décrite dans la Fig. 2.12,
ajoute des restrictions aux comportements possibles d’un réseau cinétique. Une
contrainte est construire comme la conjonction A de contraintes atomiques. La
contrainte atomique e = ¢’ impose que les expressions e et ¢’ aient la méme inter-
prétation (et, en particulier, que leur interprétation soit bien définie). La contrainte
cst(e) impose que I’interprétation de e soit constante au cours du temps. Les con-
traintes e # 0 et e > 0 imposent respectivement que e soit toujours différente de
zero, ou toujours supérieure a z€ro. La contrainte T est toujours vérifiée par défi-
nition. On définit également par commodité la contrainte e > 0 = (e > 0 A e # 0).

Une contrainte peut ainsi représenter le fait qu'une espece A est a 1’équilibre,
c’est-a-dire que sa concentration est constante au cours du temps (cs#(x,)). Elle
peut aussi exprimer des lois de conservation, par exemple que la concentration
totale de A et de B reste toujours la méme (cs#(x4 + xp)), des symétries entre des
especes (x4 = xp), ou encore des contraintes sur les conditions initiales (xg =
k]XB + kzXC).

L’interprétation [C]], des contraintes, définie formellement dans la Fig. 2.12,
attribue a chaque contrainte C une valeur dans B U {undef}.

Réseaux cinétiques Un réseau cinétique M = R&C est alors une paire avec
R un ensemble de réactions cinétiques, et C une contrainte. On note R(M) = R
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Syntaxe
C € Contraintes :=cst(e) |e=¢€" |e#0]e>0|CAC | T
Interprétation

[est(e)], = dc. V¥t [lell(F) = ¢

e undef si [e]l, = undef ou [[€']l, = undef
Le =€l = { lello =[], sinon.
e # Oll, = Vi € Ryo. [e]lo(?) # 0 [CACT. = [Cle A IC T
[e = 0], =Vt € Ryy. [ell.(r) =0 [T, = true

Fig 2.12: Contraintes, avec e, e’ € Expr.

I’ensemble des réactions d’un réseau M et C(M) = C sa contrainte. On note égale-
ment Expr(M) I’ensemble des expressions apparaissant soit en cinétique d’une
réaction de R, soit dans la contrainte C. Enfin, Especes(M) est I’ensemble des
especes A telles que soit A est dans une réaction, soit il existe une expression
e € Expr(M) avec A € Especes(e).

De plus, on ne considérera que des réseaux cinétiques normalisés. Soit r =
s1—>5,; e une réaction. On dit que r est normalisée si ses réactants et ses pro-
duits n’ont pas de molécules communes, c’est-a-dire s; N s, = (. En notant
s = 51N sy, onnote7 = s; — s—>s, — 5; e la normalisation de r. En effet, pour
la sémantique déterministe, il n’est nécessaire que de connaitre le vecteur de stce-
chiométrie stoic,, et on a trivialement stoic,(A) = stoici(A). Par exemple, la réac-
tion 2A+B—C+B}; ki x3xp/(ky+xp) est normalisée en 24 —>C ; ki x5 xp/(ka+xp).
Cette étape de normalisation n’est pas valable en sémantique non déterministe,
puisqu’elle supprime les activateurs, et donc qu’une réaction normalisée n’est pas
applicable de la méme facon que la réaction originelle. En sémantique déter-
ministe, on ne veut donc considérer que les réactions les plus simples pour ce
vecteur, c’est-a-dire des réactions normalisées. Notons que dans la réaction ci-
dessus, I’information sur le fait que I’espece B doit nécessairement étre présente
pour pouvoir appliquer la réaction est déja présente dans la cinétique : si xz = 0,
la vitesse de la réaction est directement égale a 0. Lors de la normalisation d’un
réseau, on va également fusionner toutes les réactions ayant le méme vecteur stce-
chiométrique, en sommant leurs cinétiques :

R = {r | r normalisée, kin(r) = Z kin(r')}, R&C = R&C.

r €R,
stoic,, = stoicy
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Fig 2.13: Représentation graphique du réseau cinétique M.

On note KinNets I’ensemble les réseaux cinétiques normalisés, et on ne con-
sidere dans la suite que des réseaux normalisés.

Comme pour les réseaux sans cinétiques, on considere qu’on a un ensemble
I fixé d’especes internes. Alors, pour tout réseau M = R&C et tout contexte
M’ = R'&C’ tel que Especes(M’) N I = (), on définit leur composition par :

M|M =RUR&CAC.

Exemple 13. On reprend 1’exemple utilisé précédemment dans le cas non déter-
ministe, en ajoutant des cinétiques et des contraintes : M = {r, r,}&C. Les réac-
tions (normalisées) 2A —C ; klxixB [(ky + xp) et ry = A—>B; k3x, sont représen-
tées graphiquement dans la Fig. 2.13. On suppose que seule I’espece B est interne.
On prend ici la contrainte C = k, + xp # 0 A cst(xp). Elle impose que I’on ne fait
pas de division par zéro, donc que notre réseau soit bien défini, et que la concen-
tration de D soit constante au cours du temps.

2.2.2 Systemes d’équations

La sémantique déterministe d’un réseau cinétique va €tre exprimée a partir du
systeme d’équations dérivé du réseau.

Une équation différentielle ordinaire (ODE) pour une variable x € Vars est
une équation X = e, avec e € Expr une expression. Elle est vérifiée par une
interprétation « si [[e], est bien définie et égale a [[x],, ou X est la dérivée premiecre
de x par rapport au temps.

Un systeme d’équations E € Systemes est la conjonction d’équations différen-
tielles ordinaires et de contraintes, telle que pour chaque x, il y ait au plus une
ODE pour x dans E. La syntaxe formelle des systemes d’équations est définies
dans la Fig. 2.15. On note respectivement Vars(E), Especes(E) et Expr(E) les
ensembles des variables, des especes et des expressions du systeme E.
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Xq = —2k1xflx3/(k2 + XD) - ngA AN Xp= k3XA
AN Xc = k]XixB/(kz + )CD) A xXp=0
AN k+xp#0 A cst(xp).

Fig 2.14: Systeme d’équations pour le réseau M.

Systemes d’équations: E 1= x=¢|C|EAFE

[x], = [ell. sillel, # undef
undef sinon

[E A El]]oz = [ET. A [[E’]]aw

Interprétation: [x=e], = {

Fig 2.15: Syntaxe et interprétation d’un systéme d’équations.

Exemple 14. Le systeme d’équations E représenté dans la Fig. 2.14 contient qua-
tre équations différentielles et deux contraintes.

Un systeme est satisfait si toutes ses ODEs et ses contraintes sont satisfaites,
comme décrit dans la Fig. 2.15.

Comme pour le cas non déterministe, on considere une fonction d’observation
Q : Especes — Observables sur les especes. Comme précédemment, on prend
un ensemble d’observations atomiques ObsAtoms, et on pose ici Observables =
ObsAtoms U {O}. Ainsi, I’observation d’une espéce est soit une observation atom-
ique, soit I’observation vide.

Pour toute a : Especes — (Rso — Rsg), on définit [’interprétation observable
Q(a) : ObsAtoms — (Ryy — Ry) telle que pour tout 0 € ObsAtoms, on ait :

Q@)o)= ). alx).
AeQ (o)

Exemple 15. Supposons qu’on ait un systéme avec cing especes {A, Ay, A,, B, C},
deux observations atomiques 0,4 et o, et la fonction d’observation suivante :

QA) =QA)=QA)=0a  QB)=0p UO)=0.

Alors on observe la somme des concentrations de A, A; et A,, ainsi que la con-
centration de xp, mais pas xc, ni la concertation de A, A; ou A, individuellement.

Pour toute fonction d’observation 2, on définit I’ensemble des solutions ob-
servables d’un systéme E comme I’ensemble des interprétations observables Q(a)
telles que « satisfont le systeme E :

solo(E) = {Q(a) | [E]l, = true).

Notons que I’on ne considere que des interprétations @ qui sont bien définies pour
toutes les expressions e € Expr(E).
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.XAI = kl - kZXAl XAI =0
A XAz = kl - kzXAz A XAZ =0
A XA =0 A X'A = 2k1 - kz.XA
AN Xp= kQ(XAl + xAz) AN Xg= kzXA
AN Xc = kaxg — xc A Xc=0
A Xy =0AX) =0AX]=0. A Xy =0AX) =0AX] =0.

Fig 2.16: Ces deux systemes sont équivalents, si on observe uniquement la somme
des concentration de A, A; et A,, et la concentration de B.

Définition 3 (Equivalence de systeémes d’équations). Deux systemes E and E’ sont
Q-équivalents, noté E ~g E’, s’ils ont les mémes solutions observables :

E~q E' sietseulementsi solg(E) = solg(E").

Exemple 16. On reprend la fonction d’observation de I’exemple précédent. Alors
les deux systemes d’équations de la Fig. 2.16 sont équivalents.

En effet, remarquons d’abord que puisse qu’on observe pas du tout C, et que
sa concentration n’intervient pas dans les ODEs des autres especes, les systemes
seront équivalents quelque soit sa valeur.

Dans le réseau de gauche, les especes A; et A, ont exactement le méme com-
portement. On les fusionne en une unique espece A dans le réseau de droite.
Comme dans le réseau de gauche, on observe uniquement la somme des concen-
trations de A; et A,, et que le comportement de xz ne dépend aussi que de cette
somme, on obtient bien le méme comportement observable.

2.2.3 Sémantique déterministe des réseaux cinétiques

A partir de tout réseau cinétique, on peut alors dériver un systéme d’équations, et
I’utiliser pour définir la sémantique déterministe du réseau.

Soit M = R&C un réseau, on construit le systéme E(M) en conservant les con-
traintes et en calculant, pour chaque espece moléculaire A, son équation différen-
tielle ordinaire a I’aide des réactions. La construction est décrite formellement
dans la Fig. 2.17. Remarquons qu’il y a une équation différentielle pour chaque
espece A € Especes, méme lorsque A ¢ Especes(M). Dans ce cas, son ODE est
XA = O

Exemple 17. Le systeme d’équation dérivé du réseau cinétique M (Fig. 2.13) est
celui de la Fig. 2.14.
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ER|C) = /\ Xy = Z stoic,(A)kin(r) A C

A€eEspéces reR

Fig 2.17: Dérivation du systeme d’équations d’un réseau cinétique.

akzxA]
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Fig 2.18: Ces deux réseaux sont équivalents, si on observe uniquement la somme
des concentration de A, A; et A,, et la concentration de B.

Définition 4 (Equivalence de réseaux cinétiques). Deux réseaux M et M’ sont
Q-équivalents, not¢ M ~q M’, si leurs systemes d’équations sont Q-équivalents :

M ~q M’ sietseulementsi E(M)=~q E(M).

Exemple 18. On reprend la fonction d’observation précédente. Alors les deux
réseaux de la Fig. 2.18, dont les systemes sont ceux de la Fig. 2.16, sont équiva-
lents.

Comme pour le cas non déterministe, on étend cette équivalence a une con-
gruence contextuelle.

Définition 5 (Congruence de réseaux cinétiques). Deux réseaux M et M’ sont
(Q, I)-congruents, noté M ~qr M’, si pour tout contexte M qui vérifie que
EspecestM"YNI =0,onaM | M" ~q M' | M".

2.2.4 Exemples biologiques

On reconsidere ici les systemes biologiques de Michaelis-Menten et de Tet-On
présentés précédemment, cette fois avec des cinétiques.

Exemple 19 (Michaelis-Menten). On définit le réseau cinétique pour le systeéme
de Michaelis-Menten (Michaelis & Menten, 1913) par :

My = {11, ra, 13}&est(xg) A cst(xe).
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Xg = —kixsxg + koxc
Xg = —kleXE + (kz + k3)XC
Xc = kixsxg — (ka + k3)xc

~

x'p = kzXc
cst(xg) A cst(xc).

> > > >

Fig 2.19: Graphe et systetme du réseau cinétique de Michaelis-Menten.

Les réactions sont représentées graphiquement a gauche de la Fig. 2.19, et le sys-
teme d’équations correspondant a droite.

La contrainte impose ici que E et C soient a 1’équilibre, c’est-a-dire que leurs
concentrations soient constantes au cours du temps. Dans la littérature (voir
(Palsson, 1987; Segel, 1988; Schnell & Mendoza, 1997; Sanft, Gillespie, & Pet-
zold, 2011)), la simplification est en général une approximation, basée sur I’une
des hypotheses suivantes : soit que la concentration de C est quasi-stable, soit
que les vitesses des réactions ry et r, sont quasi a I’équilibre. Comme on souhaite
ici une équivalence (et une simplification) exacte, la contrainte est plus forte : on
demande a ce que la concentration de C soit exactement a 1’équilibre.

Notons que la structure des réactions imposent que la concentration totale de
E et de C soit constante. En effet, chaque réaction consommant (resp. produisant)
une molécule de E produit également (resp. consomme) une molécule de C, et
réciproquement. Comme de plus ces deux especes sont internes, cette propriété
reste vraie dans tout contexte. Donc la contrainte cst(xg) découle naturellement
de la contrainte cs#(x¢). On peut également le voir dans le systeme d’équation,
puisqu’on a Xg = —x¢.

Exemple 20 (Tet-On). Considérons maintenant le réseau cinétique pour Tet-On
(Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010), qui étend le
réseau de I’Ex. 8. Les réactions R du réseau initial Mo, = R&C sont représen-
tées dans la Fig. 2.20. La contrainte est définie par :

C= /\ cst(xy).
A€Espéces\GFP,

Donc on considere que toutes les especes a part GFP, sont a I’équilibre.
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Fig 2.20: Graphe du réseau cinétique Tet-On.

2.3 Simplification

Cette these vise a simplifier des réseaux de réactions chimiques. Dans cette sec-
tion, on définit formellement la forme de nos simplifications et leurs différentes
propriétés.

2.3.1 Relation de simplification structurelle

Soit S un ensemble de systemes, sur lesquels on veut appliquer des simplifi-
cations. On suppose que I’ensemble S est muni d’une relation d’ordre (par-
tielle) <, ainsi que d’une relation d’équivalence structurelle =. Par exemple, S
peut étre I’ensemble des réseaux de réactions chimiques. Dans ce cas, I’ordre
peut étre défini en fonction du nombre d’especes et de réactions d’un réseau, et
I’équivalence structurelle est I’égalité des réseaux. Ou bien S peut étre I’ensemble
des systemes d’équations, et = une relation permettant de réécrire des expressions,
par exemple en les factorisant.
De plus, la relation d’ordre doit vérifier les deux propriétés suivantes :

e préservation par I’équivalence structurelle : si s < 55, 51 = s| et 5, = 57,
alors s < s,

e bien fondée : il n’existe pas de suite infinie de systemes sy, $2,..., ;...
telle que pour i, 5,1 < ;.

Définition 6. Une relation de simplification sur S est une relation =€ § X § telle
que pour tout (s, s") €=, s’ < 5. En d’autres termes, une relation de simplification
va transformer un systeme s en un systeme s” plus petit. On utilisera en général la
notation infixe pour les relations de simplification, c’est-a-dire s = s’.



60 Préliminaires

Conditions d’application
s= 5

(NoM DE LA REGLE)
Fig 2.21: Schéma d’une regle de simplification.

Dans cette these, nos simplifications sont définies par un ensemble de regles
structurelles, qui suivent le schéma général décrit dans la Fig. 2.21, ou un systéme
s est simplifié en un systeme s’, sous certaines conditions. Ces regles s’appliquent
en général directement sur la structure des systemes, c’est-a-dire qu’elles ne né-
cessitent pas de calculer ou de simuler la dynamique.

2.3.2 Simplification correcte

En outre, on souhaite que nos simplifications préservent certaines propriétés sé-
mantiques de nos réseaux. Ainsi, on définit une relation d’équivalence ~ sur les
réseaux (par exemple, pour la sémantique déterministe, les deux réseaux doivent
avoir les mémes solutions observables), et on souhaite que le réseau simplifié soit
équivalent au réseau initial. On dit alors que la simplification est correcte vis a vis
de I’équivalence.

Définition 7. Une relation de simplification =€ § X S est correcte pour une
relation d’équivalence ~e § X S si s = s implique s ~ 5.

On peut également définir une notion de simulation entre deux relations de
simplification, décrivant le fait qu’une simplification peut en imiter une autre. On
peut alors utiliser les propriétés d’une simplification pour prouver des résultats sur
I’autre. Considérons deux ensembles de systemes S et S, munis respectivement
des relations d’équivalence ~; et ~,. Soit =€ §| X §; et =>,€ §, X §, deux
relations de simplification. Une transformation 7 : §1 — §, est une simulation
de (S, ~1,=1) dans (S, ~2, =») si, pour tout s, 5" € S :

e les équivalences correspondent : s ~; s’ si et seulement si 7'(s) ~» T(s'),

e les simplifications dans S, sont imitables dans S, : s = s implique
T(s) =, T(s).

Ces conditions sont représentées dans la Fig. 2.22. On verra par exemple que la
dérivation d’un systeme d’équations a partir d’un réseau de réactions cinétiques
est une simulation avec leurs relations de simplification respectives.

On a alors la propriété suivante :

Proposition 1. S’il existe une simulation 7 de (S, ~;,=1) dans (S, ~2, =»),
et que la simplification =, est correcte pour ~,, alors la simplification = est
correcte pour ~j.
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s ~1 s’ Ky = s’
|

T(s) ~2 T(s) T(s) =2 T(s)

Fig 2.22: Diagrammes de la simulation f.

Proof. Soit s, s € § tels que s = ', et soit 7' la simulation. On a donc 7'(s) =
T(s"), et comme =, est correcte, cela implique 7'(s) ~, T(s"), etdonc s ~; s'. O

2.3.3 Confluence

Enfin, on s’intéresse également a la notion de confluence d’une simplification
(Huet, 1980). Avoir un systeme de simplification confluent va impliquer que
quelque soit I’ordre dans lequel les regles de simplification sont appliquées, le
systeme obtenu lorsqu’on ne peut plus le simplifier davantage sera toujours le
méme (modulo éventuellement I’équivalence structurelle). On va donc pouvoir
appliquer par exemple les regles de simplification dans un ordre optimal d’un
point de vue de la complexité, en garantissant 1’obtention du réseau minimal a la
fin de la simplification. On s’intéresse toujours ici a des notions de confluence
modulo I’équivalence structurelle =.

Si =€ § xS estlarelation de simplification, on note < la relation symétrique
définie par &= {(s,s") | (s', s) €=}. La cloture symétrique est définie par ==
U <. On pose ===, et pour tout k > 0, =*==F"1 0 = La cloture transitive est
définie par =*= U =*, et la cloture réflexive transitive par =*= U = Enfin,

k=1 k=0
=== U =0,

On dit alors qu’une simplification = est (globalement) confluente pour (S, =)
Sl &" 0o ="C=" o ", comme illustré dans la Fig. 2.23. Ainsi, si un systeme
s peut etre simplifié en un systeéme s; ou s, (en z€ro, une ou plusieurs étapes de
simplification), alors les systémes s; et s, peuvent étre simplifiés en un méme
systeme s’.

Afin de prouver la confluence, on utilisera en général la confluence locale. Une
simplification est localement confluente (pour (S, =)) lorsque < o =>C=" o &,
c’est-a-dire si on peut simplifier un systeme en une seule étape en deux systémes
différents, alors on peut ensuite les simplifier en un méme systeéme (en zéro, une
ou plusieurs étapes) (voir Fig. 2.23). Le lemme de Newman indique que toute
relation qui termine et qui est localement confluente est également confluente.
Une relation = termine si il n’existe pas de chaine de réduction infinie, c’est-a-
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s § s s
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Fig 2.23: Diagrammes de confluence pour la simplification —.

a — C a) - bl - dy - b2 — e = A — bi — e
! | ! l ! | !
b—d c d c d c d

Fig 2.24: Exemples de confluence locale sans confluence globale.

dire que pour tout systéme s € S, il existe un entier k tel que {s” | s =* s’} = 0.

Lemme 1 (Newman, 1942). Soit =€ § X S une relation bien fondée localement
confluente. Alors = est (globalement) confluence.

Notons que sans la propriété de terminaison, la confluence locale n’implique
pas la confluence globale, comme 1’illustre 1’exemple suivant.

Exemple 21. Les relations illustrées dans la Fig. 2.24 ne terminent pas, la pre-
micre car elle possede une boucle, tandis que la seconde est définie sur une infinité
de systemes. Elles sont toutes les deux localement confluentes, mais ne sont pas
globalement confluentes.

Premierement, considérons I’ensemble de systemes S = {a, b, c,d}, et la re-
lation == {(a, b), (b, a), (a,c), (b,d)}, illustrée a gauche de la Fig. 2.24. Cette
relation ne termine pas, elle peut boucler infiniment entre les systemes a et b. La
relation est localement confluente. Par exemple, a partir du systéme a, on peut
atteindre en une étape soit le systeme b, soit le systeme c¢. On peut alors réduire
(en deux étapes) b en c, et donc atteindre le méme réseau. En revanche, = est pas
confluente. Toujours a partir de a, on peut atteindre c et d, et on ne peut ensuite
jamais réduire ces réseaux en un méme réseau.

De la méme fagon, considérons I’ensemble infinie suivant § = U{a,-, b} U

i>1
{c,d}, et la relation == U{(a,-, b)) (b;, aiv1), (a;, ¢), (b;,d)}, illustrée a droite de la
Fig. 2.24. Encore une foils>,1:> est localement confluente, mais elle ne termine pas
et n’est donc pas confluente.



2.3 Simplification 63

Comme notre simplification réduit toujours la taille du systéme, et que la re-
lation d’ordre < est bien fondée, notre simplification termine toujours, donc on
pourra utiliser la confluence locale pour prouver la confluence globale.

Enfin, on pourra considérer deux notions plus fortes de confluence (Fig. 2.23).
Une simplification est fortement confluente si & o =C=" o “=. Notons que
cette notion est légerement plus faible que la notion & o =C=° o “=. Elle est
uniformément confluente si & o =>C= U(=' o l&). Clairement, la confluence
uniforme implique la confluence forte, qui implique la confluence locale, ainsi
que la confluence globale (Huet, 1980). De plus, la confluence uniforme implique
que toutes les simplifications completes partant d’un méme réseau ont la méme
taille (Niehren, 2000).

Afin de prouver les propriétés de confluence, on définit les deux notions suiv-
antes. Soit s un systeme, et D, et D, deux regles de simplification applicables sur
s, produisant les systemes s et s,. On dit que ces regles ne générent pas de paires
critiques sur s si s; = s. On dit que les paires critiques se ferment uniformé-
ment si D est toujours applicable sur s,, et respectivement D, sur sy, et qu’elles
produisent alors le méme réseau s’ (modulo I’équivalence structurelle).
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CHAPITRE 3

Congruence des attracteurs et simplification non
déterministe

On s’intéresse tout d’abord a la simplification de réseaux de réactions tout en
préservant certaines propriétés de ces réseaux, avec une sémantique non déter-
ministe. Ces propriétés dépendent de I’objectif de la modélisation. Lors de la
simplification de réseaux de Pétri (Berthelot, 1985; Lee-Kwang, Favrel, & Bap-
tiste, 1987; Desel, 1990) par exemple, on cherche principalement a préserver des
propriétés de vivacité, ou leur caractere borné. La sémantique opérationnelle des
réseaux de réactions, présentée dans la Sec. 2.1, est en général trop forte. Les
simplifications possibles tout en préservant le graphe d’accessibilité sont alors
mineures. Il est donc nécessaire de définir une nouvelle sémantique, décrivant ce
qui nous intéresse vraiment dans le comportement des réseaux.

En modélisation biologique, on s’intéresse souvent au comportement final,
stable, que peut avoir un réseau de réactions. Lorsque 1’on étudie la sémantique
déterministe, de tels comportements correspondent a ce qu’on appelle les états
d’équilibre du systeme, lorsque la concentration des especes moléculaires reste
constante au cours du temps. Avec une sémantique non déterministe, on peut
représenter le comportement final et régulier des réseaux en utilisant la notion
d’attracteurs. Un attracteur, comme pour la sémantique booléenne, est une com-
posante fortement connexe terminale du graphe d’accessibilité. Cette notion est
différente des états d’équilibre en déterministe, puisqu’un attracteur peut représen-
ter une oscillation entre différents états. On peut alors étudier la possibilité de
converger vers un attracteur, ou au contraire de diverger, c’est-a-dire de ne jamais
atteindre de comportement régulier. Ces notions peuvent €tre définies modulo
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la fonction d’observation, afin de s’abstraire de certaines informations non perti-
nentes.

Dans ce chapitre, on présente tout d’abord cette nouvelle sémantique, basée
sur la convergence vers des attracteurs. On étudie alors un premier ensemble de
regles de simplification, confluent, qui préserve la sémantique. On enrichit en-
suite cet ensemble avec d’autres regles de simplification plus générales, mais non
confluentes. On montre alors comment on peut utiliser la simplification pour com-
parer différents modeles d’un méme systeme biologique, sur I’exemple des mod-
eles de MAPK (Markevich et al., 2004). Enfin, on discute des propriétés de notre
simplification, et de ces liens avec d’autres notions d’équivalences et d’autres re-
lations de simplification dans la littérature.

Ce chapitre reprend les résultats de (Madelaine et al., 2014), et les étend en
prouvant la confluence d’un sous ensemble de regles, en ajoutant des regles de
simplifications plus générales, et en appliquant la simplification pour comparer
différents réseaux du systtme MAPK.
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3.1 Congruence des attracteurs

On définit dans cette section la sémantique non déterministe des attracteurs, basée
sur la capacité des réseaux a atteindre des composantes fortement connexes ter-
minales, ou au contraire a diverger.

3.1.1 Attracteurs

On s’intéresse ici aux observations des comportements finaux des réseaux de réac-
tions, que 1’on représente par des Q-attracteurs.

Définition 8 (Attracteurs). Soit Q une fonction d’observation, un Q-attracteur (ou
simplement un attracteur) est un ensemble A non vide de réseaux de réactions
vérifiant les deux propriétés suivantes :

e fermeture : tout réseau accessible depuis A appartient a A, c’est-a-dire
VN e A. {N="} C A,

e Q-connectivité : toute observation d’un réseau de A est accessible depuis
tout réseau N de A, c’est-a-dire : YN € A. Q(A) C Q{N—-")).

On dénote Artr(QQ) (ou simplement Aftr) I’ensemble des Q-attracteurs.

Intuitivement, la propriété de fermeture signifie qu’une fois que I’on a atteint
un attracteur, on va toujours rester dans cet attracteur. La propriété de connectivité
quant a elle dit qu’on peut toujours parcourir 1I’ensemble de 1’attracteur, modulo
I’observation Q.

Exemple 22. Considérons le réseau suivant, avec une réaction produisant du A et
une réaction dégradant du A :

Ny ={0—>A,A—>0}]0.

On note N, le réseau avec les mémes réactions, et i molécules de A dans sa solu-
tion, pour tout i > 0 :
N; ={0—>A,A—>0} | iA.

La fonction d’observation observe le nombre de molécules de A : Q(N,) = iA.

Alors I’ensemble A = {Ny—"} est un Q-attracteur. En effet, A est fermé par
définition. De plus, a partir d’un réseau N;, on peut atteindre le réseau N;,; en
appliquant la réaction ) >A, ou le réseau N;_; lorsque i > 0, en appliquant la
réaction A —(). Par récurrence directe, on peut atteindre a partir de NV; n’importe
quel réseau N; avec j > 0. D’ou A C {N;—"}, et donc A est Q-connecté. C’est
donc un Q-attracteur.



68 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

On va maintenant énoncer quelques propriétés basiques des attracteurs.

Proposition 2. Soit A et A" deux Q-attracteurs. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. pourtout N € A, Q({N—"}) = Q(A),

2. deux attracteurs se chevauchant ne sont pas observationnellement distin-
guables : AN A" # 0 implique Q(A) = QUA),

3. tout sous-ensemble non vide et fermé de (A est aussi un attracteur, avec la
méme observation.

Proof. 1. Q(A) € Q({N—"}) par Q-connectivité, et QUN—"}) C Q(A) dé-
coule de la propriété de fermeture {N—*} C A,

2. s0it N € ANA, alors Q(A) = QUN—="}) = Q(A"),

3. soit A’ C A un ensemble non vide et fermé, et N € A’. Alors Q(A’) C
Q(A) = QUN—"}). Donc A’ est un attracteur, et Q(A') = Q{N—-"}) =
Q(A).

|

3.1.2 Convergence et divergence

Les attracteurs représentent donc les comportements finaux des réseaux de réac-
tions. On s’intéresse alors a la capacité d’un réseau a pouvoir converger vers ces
comportements finaux, ou au contraire a pouvoir diverger.

Définition 9 (Q2-convergence et Q-divergence). Soit Q une fonction d’observation
et N un réseau de réactions. On dit que :

e N peut converger vers un ensemble d’observables O C Observables, noté
N |2 si N peut atteindre un attracteur d’observation O, formellement :
AA € Atrtr(QQ). A C {N—*} et Q(A) = O,

e N peut diverger, noté N 1, si N peut atteindre un réseau qui ne peut pas
converger : AM € {N—*}.YO C Observables. M Jg.

Notons que les ensembles d’observations O ne sont pas forcement ici, comme
illustré dans 1’exemple suivant.

Exemple 23. Le réseau Ny de ’Ex. 22 précédent peut converger vers I’ensemble
O, = {iA | i > 0}, et ne peut pas diverger, donc Ny |3, et No 7. De plus, pour
tout O, C Observables tel que O, # Oy, N ygz.
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A—>B,A—>C}|A
N2 ={D—->B,D—>C}|D
A—>A,A—>B A—>C}|A

=1
{
=1
N4 ={A—>B,A—>C,C—>D,D—>C}| A
{
{

Ne¢ ={A—>B,A—>C,C—>2C} | A

Nip={0—>D} |0
Ns ={A—->B,A—>C,C—>2C,2C—>C}|A N;; ={A—>B,B—>2B,A—>C}|A
{

Nip,={A—>A+B,A—>0} | A

Fig 3.1: Graphes des solutions accessibles des réseaux Ny a Ny,.
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Exemple 24. Considérons les réseaux N; a Nj,, dont les graphes des solutions
accessibles sont décrits dans la Fig. 3.1. On utilise ici les especes moléculaires
Especes = {A, B,C, D, E}. On suppose que la fonction d’observation permet de
compter le nombre de molécules des especes A, B et E. Elle ne peut par contre
pas distinguer les especes C et D, et ne peut observer que 1’existence de ’'une de
ces deux especes, pas le nombre exacte de molécules. Formellement, on a :

Q(aA +bB+cC+dD +eE)=aA +bB+min(c+d,1)C + eE

Le réseau N; = {A—>B,A—C} | A a deux attracteurs accessibles. Le premier
attracteur contient uniquement le réseau {A - B, A —C} | B, et a donc pour obser-
vation {B}. Le deuxie¢me attracteur contient le réseau {A ->B,A—C} | C, et a pour
observation {C}. Donc N, {%} et N; l{QC}. De plus, comme il doit converger vers
’un de ces attracteurs, il ne peut pas diverger, N; 7.

Le réseau N, = {D—>B, D—C} | D est similaire au réseau N,, en remplagant
I’espece A par D. Comme cette espece n’est utilisée que initialement, et que ’on
ne s’intéresse ici qu’aux comportements finaux, ce réseau va se comporter comme
le réseau N, c’est-a-dire N, L%}, N, l{QC} et N, 7.

Le réseau N3 = {A—>A,A—>B,A—>C} | A possede une séquence infinie de
réductions N3—N3;— ... Néanmoins, il ne peut pas diverger, puisque dans cette
séquence il peut toujours converger. Une séquence infinie comme celle-1a est par-
fois appelée une "divergence faible". Cette divergence n’est possible que si on
suppose que la réduction n’est pas équitable, c’est-a-dire qu’on applique unique-
ment la réaction A —A, en ignorant les autres, qui sont pourtant toujours applica-
bles. On ne s’intéressera pas ici a ce genre de divergence, donc N3 se comporte
comme les réseaux précédents : il peut converger vers {B} ou {C}, et ne peut pas
diverger.

Leréseau Ny = {A—>B,A—~>C,C—~>D,D—>C} | A aégalement deux attracteurs
accessibles. Le premier attracteur contient encore un seul réseau d’observation
{B}. Le deuxiéme contient deux réseaux, {A—>B,A—>C,C—>D,D—>C} | C et
{A—>B,A—C,C—>D,D—C} | D. Néanmoins comme 1’observation ne distingue
pas C et D, cet attracteur a encore pour unique observation {C}. Donc, comme
pour N;, ona N, l{%}, N, l?c}, et Ny 7.

Le réseau suivant, N5 = {A—>B,A—>C,C—>2C,2C—>C} | A, a toujours un
attracteur d’observation {B}, et posseéde également un attracteur de taille infinie,
contenant tous les réseaux de forme {A —>B,A—>C,C—>2C,2C—~>C} | ¢C pour
¢ > 1. Comme la fonction d’observation ne peut voir que la présence de I’espece
de C dans la solution d’un réseau, et ne peut pas compter son nombre exacte de
molécules, cet attracteur a encore pour observation {C}, et converge donc de la
méme facon que les réseaux précédents.

Le réseau Ny = {A—>B,A—>C,C—>2C} | A, de fagon similaire au réseau Ns,
peut converger vers {B} ou {C}, et ne peut pas diverger. Notons néanmoins que ce
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réseau possede cette fois un nombre infinie d’attracteurs, inclus les uns dans les
autres, avec tous pour observation {C}.

Les réseaux N; = {0 >A} | 0 et Ng = {0 — B} | @ ne peuvent jamais atteindre
une attracteur. Donc ils divergent tous les deux, N; T et Ng 1. En revanche,
les réseaux Ng = {0 —>C} | 0 et Nig = {0—D} | 0 ne divergent pas et peuvent
converger vers {C}, puisque 1’observation ne compte pas le nombre de molécules
CetD.

Le réseau N, = {A—B,B—>2B,A—>C} | A est un exemple pouvant soit con-
verger (vers {C}), soit diverger.

Enfin, le réseau N, = R | A, avec R = {A >A+B, A -0} posséde une séquence
infinie de réduction R | A)»(R| A+ B)—...—(R | A+ bB)— ... Néanmoins, il
ne peut pas diverger. C’est encore une fois une divergence faible, conséquence de
I’utilisation non équitable de la réaction A A + B sans jamais utiliser la réaction
A —(. Le réseau N, peut converger vers une infinité d’attracteurs d’observations
différentes: N, l%B} pour tout b > 0.

3.1.3 Congruence des attracteurs

On peut alors définir et étudier 1’équivalence et la congruence des attracteurs :
deux réseaux de réactions sont équivalents s’ils ont les mémes possibilités de con-
vergence et de divergence.

Définition 10 (Equivalence des attracteurs). Soit Q une fonction d’observation.
Deux réseaux de réactions N et N’ sont Q-attracteurs-équivalents, noté N ~o N’,
Si:

e pour tout ensemble d’observation O C Observables, N |3 si et seulement si
N’ Q
0’

e N 19 siet seulement si N T4.

Exemple 25. Reprenons les réseaux de la Fig. 3.1 de ’Ex. 24. Les réseaux Ny,
N>, N3, N4, N5 et Ng sont tous attracteurs-équivalents, puisqu’ils peuvent tous
converger soit vers {B}, soit vers {C}, et ne peuvent pas diverger.

Les réseaux N; et Ng, mé€me s’ils ne possedent pas les mémes especes molécu-
laires, sont également attracteurs-équivalents. De facon plus générale, tous les
réseaux qui ne peuvent pas converger, et donc peuvent uniquement diverger, sont
équivalents. Ce n’est par contre pas le cas de Ny et Ny, qui convergent vers {C}.
Donc N; =g Ng, et Ng ~q Njy. Notons qu’avec une autre fonction d’observation,
on pourrait différencier d’autres réseaux. Par exemple, considérons la fonction
d’observation :

Q@A +cC+s)=aA+cCouA,C ¢s.
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Elle ne compte que le nombre de A et de C, on aurait alors N; ~o Ny, puisqu’ils
divergent tous les deux, et Ng ~qo Njo, puisqu’ils convergent tous les deux vers
I’observation vide {O}.

Le réseau Nj; est le seul réseau qui peut a la fois converger et diverger, et
n’est donc pas attracteurs-équivalent aux autres réseaux. De méme, N, est le seul
pouvant converger vers une infinité d’ensembles d’observations différents, et n’est
donc pas équivalent aux autres.

L’équivalence des attracteurs est suffisante pour exprimer d’autres prédicats
de convergence. Par exemple, on dit qu’un réseau N doit converger vers O,
dénoté N |2, si tous les réseaux atteignables peuvent converger vers O, c’est-
a-dire YN’ € {N—*}. N’ |3. Un réseau peut converger, N |, s’il existe O tel
qu’il puisse converger vers O. 11 doit converger, N ||**, s’il ne peut pas diverger.
Enfin, un réseau doit diverger, dénoté N N9, si tous les réseaux atteignables peu-
vent diverger, c’est-a-dire YN’ € {N—*}. N’ T9. C’est équivalent a dire que N ne
peut pas converger.

Exemple 26. Dans I’Ex. 24, les réseaux N; a Ng¢ peuvent et doivent converger.
Les réseaux N; et Ng doivent diverger. Les réseaux Ny et Ny doivent converger
vers {C}.

Proposition 3. Si N ~o N’, alors :
e N g sietseulement si N’ |J$3, pour tout O C Observables,
e N |%sietseulement si N [,
e N % siet seulement si N’ |9,

e N 19 siet seulement si N’ 1.

Proof. Supposons que N ~q N’, et soit O C Observables. On va d’abord montrer
que N |2 si et seulement si d’une part —=N 1 et d’autre part YO’ C Observables,
N |9, implique O = O’. Supposons que N |9, et que N puisse diverger, alors il
existe un N; € {N—"} qui ne peut pas converger, donc en particulier qui ne peut
pas converger vers O, ce qui contredit N |J3. Supposons que N || et que N puisse
aussi converger vers O’ # O, alors il existe un attracteur A tel que Q(A) = O,
et un réseau Ny € {N—"} N A. Alors N, ne peut pas converger vers O, ce qui
est contradictoire. Réciproquement, si ~N 1 et que YO’ C Observables, N |%,
implique O = O'. La premicere partie implique que pour tout N; € {N—"}, il existe
O’ tel que N, |, etdonc N |3,. La deuxieme partie implique O = O’, et donc
N Ug. On a alors les résultats suivants :

e si N 9, alors =N 1 et YO’ C Observables, N |%, implique O = O'.
Comme N =~q N’, cela implique la méme chose pour N’, et donc N’ J¢2.
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o N % si et seulement si 0. N |3, si et seulement si 0. N’ |3, si et
seulement si N’ |

e N |9 siet seulement si N 7 si et seulement si N’ [J©.
o N 1 siet seulement si N [ si et seulement si N’ 1%
O

Enfin, on ne veut pas considérer des réseaux isolés, mais plutot en tant que
sous-modules d’un réseau plus grand. Cela permet de définir des regles de sim-
plification plus simples, puisque définies localement et non globalement. Les
contextes permettent aussi d’appliquer la simplification a des sous-réseaux sans
connaitre exactement le réseau global. On va donc étendre notre équivalence en
une relation de congruence.

Définition 11 (Congruence des attracteurs). Soit Q une fonction d’observation et
7 un sous-ensemble d’especes observables. Deux réseaux de réactions N et N’
sont Q, I -attracteurs-congruents, noté N ~q 7 N’, si pour tout réseau N” tel que
EspecestN")NIT =0,onaN|N"’" ~o N | N"”.

3.1.4 Liens avec le graphe des solutions accessibles

Dans cette section, on prouve que deux réseaux ayant le méme graphe des solu-
tions accessibles sont attracteurs-équivalents. Cette propriété nous aidera notam-
ment plus tard pour prouver que nos simplifications préservent la congruence des
attracteurs. On rappelle que G,,(IV) est le graphe des solutions accessibles de N,
et G,.i(N) le graphe obtenu en supprimant les boucles.

Lemme 2. Soit Q une fonction d’observation, et N et N’ deux réseaux de réac-
tions, tels que Gy,(N) = Gyi(N’). Alors pour toute fonction d’observation €2, on
aN =0 N’.

Proof. Soit N =R | set N =R’ | s’ deux réseaux, tels que G,oi((N) = Gsoi(N').
Ces graphes doivent avoir la méme racine, donc s = ’.

On va montrer que pour toute solution sy, s, apparaissant dans le graphe des
solutions accessibles G,,;(N), on a :

R|s;—R|s, sietseulementsi R'|s;—R'|s;. (3.1

Ce résultat découle directement de 1’égalité G,,/(N) = Goi(IN').

Pour tout réseau N; = R | 51, on définit alors la fonction f(N;) = R" | 5. Soit
A C {N—"} un Q-attracteur accessible depuis N, on va montrer que A" = f(A)
est également un Q-attracteur, avec la méme observation, et accessible depuis N’.
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Il existe Ny € A avec N; € {N—"}, donc par 3.1, f(N,) € A vérifie f(N;) €
{N'—"}, donc f(A’) est accessible. Soit N| € A" et N, € {N{—"}. 1l existe
Ny = fU(N)) € A, etpar 3.1, N, = f1(N}) € {N;—*}. Comme A est fermé,
N, € A, et donc N] € A’. Donc A’ est fermé. Soit 0 € Q(A'), et N| € A'.
Alors il existe N; € A" avec Q(N,) = o. Mais alors Ny = f7'(N]) € Aetde
méme N, = f7'(N;) € A. Donc o = Q(N,) € Q(A), et par Q-connectivité,
0o € Q(N,—"}). Donc il existe N3 € {N;—"} avec (N;) = o. Mais on a alors
f(N3) € {N]—"} avec Q(f(N3)) = o, donc o € Q({N]—"}), donc Q(A’) C {N]—"}.
Donc A’ est Q-connecté, donc ¢’est un Q-attracteur, et il a trivialement la méme
observation que A. Par symétrie, pour tout Q-attracteur A’ accessible depuis
N, f~Y(A’) est un Q-attracteur accessible depuis N. Donc pour tout ensemble
d’observables O C Observables, N |3 si et seulement si N” |3,

De plus, N T si et seulement si il existe N, € {N—*} tel que YO C Observables,
N, J,/g. Mais avec le méme raisonnement que ci-dessus, N, J,/g si et seulement si
f(N1) J&. Donc N 19 si et seulement si N’ T2, Et donc N et N sont attracteurs-
équivalents. O

Par exemple, dans la Fig. 3.1, les réseaux N; et N3 ont le méme graphe réduit,
et sont donc équivalents pour toute fonction d’observation.

La réciproque est trivialement fausse, comme on peut par exemple le voir avec
les réseaux N; et N, sur la Fig. 3.1, qui sont attracteurs-équivalents, mais n’ont
pas le méme graphe des solutions accessibles.
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3.2 Ensemble confluent de regles de simplification

Dans la section précédente, on a défini une nouvelle notion de congruence, basée
sur les attracteurs et les capacités de convergence et divergence des réseaux. On
présente maintenant un premier ensemble de régles de simplification, correcte
pour la congruence des attracteurs. Ces regles sont suffisantes pour simplifier le
réseau Tet-On (Fig. 2.7). De plus, on montre que cette simplification est conflu-
ente.

On suppose dans la suite que I’observation € est fixée, ainsi que 1’ensemble
des especes internes 7. La simplification est alors notée =.

3.2.1 Regles de simplification

Les cinq regles de simplification, ainsi qu’une régle supplémentaire pour rendre
la simplification contextuelle, sont décrites ci-dessous et présentées formellement
dans la Fig. 3.2.

Réaction Cyclique La premiere regle de simplification, (REacTion CYCLIQUE),
supprime une réaction qui, lorsqu’elle est appliquée, ne modifie pas le réseau.

Activateur Présent La régle de simplification (AcTIvATEUR PRESENT) supprime
un activateur A d’une réaction s; + aA —s, + aA, s’il y a toujours au moins a
molécules de A dans la solution du réseau initial et de tous les réseaux accessibles.
L’espece A doit donc étre interne, et les autres réactions ne peuvent pas diminuer
le nombre de molécules de A.

Espece Inutile La regle (Espice INUTILE) supprime une espece A, si elle est in-
terne, non observable, et inutile. Une espece A est inutile si, pour toute réaction
r, soit A n’est pas un réactant de r et donc n’est pas nécessaire pour appliquer la
réaction (Vs; —s, € R. A € s1), soit r ne peut modifier uniquement la quantité de
molécules de A, pas celles des autres especes (Vr € R'.VB # A. stoic.(B) = 0).
On peut alors completement supprimer 1’espece A du réseau.

Réaction Inversible La regle (Réaction INVERSIBLE) supprime deux réactions
qui sont I’'inverse 1’une de I’autre : s —>A et A—s, avec A ¢ s. La regle remplace
également toutes occurrences de A par la solution s. L’espece A doit étre interne, et
doit avoir la méme observation que s. Les deux autres conditions sont nécessaires
pour obtenir une simplification confluente. La condition |s| > 1 garantie que
s est une vraie solution. Dans le cas contraire, on pourrait avoir s = B, et la
regle pourrait simplifier A ou B de fagon non confluente. Notons qu’on pourrait



76 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

(REacTioN CYCLIQUE)

{(s>5} 02900

(ACTIVATEUR PRESENT)
Ael ap>a>0

A¢s; VreR. stoic(A) >0
{s1 + aA—>s, + aA} UR | apA = {5, —>s,} UR | A

(EsPECE INUTILE)
Ael QA =0 Vsi;>s€R A¢s,
VYr e R.VYB # A. stoic.(B) =0
RUR' | apA =™ R\A | 0

(REACTION INVERSIBLE)
Ael QA =Q(s) Aé¢s
s] >1 VYr eR. stoic,(A) =0
RU{s—>A,A—>s} | apA =% R[A := s] | aps

(CASCADE)
Ael QA)=0
VreRda>0ds.r=s5s—>s+aANA¢&s
Vr' eR'.dad’ >03ds’. r' =dA—>s
RUR U{A—>0} |0 =2“Ro R |0
(CONTEXTE)

Especes(N")NT =0 N=P N
N I N// 55 Nl | N/I

Fig 3.2: Ensemble confluent de regles de simplification pour la congruence des
attracteurs, avec la fonction d’observation Q et les especes internes 7.
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étre confluent sans cette condition en ajoutant une notion d’isomorphisme entre
réseaux, qui permettrait de renommer une espece en une autre, par exemple ici A
en B ou réciproquement. L’ autre condition impose que A ne puisse apparaitre dans
d’autre réactions uniquement en tant qu’activateur, et donc en particulier permet
d’éviter le cas ou A est dans deux paires de réactions inversibles différentes, avec
des solutions s et s’

Cascade Enfin, la regle (Cascapk) simplifie une cascade de réactions. Le réseau
initial contient un ensemble de réactions R, de forme s—s + aA, qui peuvent
produire des molécules de A en présence d’activateurs s. Les molécules de A
peuvent étre dégradées par une réaction A —(), ou peuvent étre utilisées par les
réactions de R’, de forme a’A —s’. L’espece A doit €tre interne, non observable,
et non présente dans la solution du réseau initial. On la supprime alors compléete-
ment, et on combine les réactions pour produire directement les solutions s’ en
présence des activateurs s. On définit la combinaison modulo A de deux réactions
r=s —>setr =s|—>s) par:

ro s’ = (51 + 5)\A—>(52 + 55)\A.
On étend I’ opérateur aux ensembles de réactions :
RosR ={ro,r' |reRrr eR’}.

En particulier, notons que si R ou R” est vide, on a alors R o4 R” = (. Dans la
regle (CascaDE), si R est vide, alors I’espece A ne peut jamais étre produite, donc
les réactions de R’ ne sont pas utilisables. Si R’ est vide, alors A est une espece
inutile.

Contexte La regle (ContexTE) étend la simplification aux contextes, et permet
donc d’appliquer nos regles de simplification de facon locale sur les sous-réseaux,
tout en restant valable pour le réseau global. Si on peut simplifier N en N’ avec
une regle D, alors on peut simplifier N | N” en N | N” avec la regle D. Notons
qu’on a trivialement D =D.

On définit la relation = comme 1’union des regles de simplification de la
Fig. 3.2. Remarquons que si N = N’, alors il existe D € {Cyc, Act, Inu, Rev, Cas}
tel que N = N’ (avec éventuellement un contexte vide).

3.2.2 Propriétés

On montre que la relation = est bien une simplification, c’est-a-dire qu’elle réduit
la taille du réseau. On prouve ensuite qu’elle est correcte pour la congruence ~q,
et qu’elle est confluente. On étudie alors la complexité de nos regles de simplifi-
cation.
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Simplification Montrons tout d’abord que nos regles réduisent bien la taille des
réseaux.

Définition 12 (Taille et ordre des réseaux). Soit N = R | 5o un réseau. Sa taille |N|
est le triplet (n, m, p), avec :

e n = Especes(N) le nombre d’especes moléculaires de N,
e m = |R| le nombre de réactions de N,

o p=|so|+ Z |s1 + 55| 1a taille combinée de toutes les solutions du réseau.

s1—>52€R
Un réseau N de taille (n, m, p) est alors plus petit qu’un autre réseau N’ de taille
(n',m',p), noté N < N’, si (n,m,p) < (n',m’, p’) avec I’ordre lexicographique,
c’est-a-dire :
o n<n,
eoun=netm<m,

eoun=n,m=m'etp<p.

Exemple 27. Par example, pour Michaelis-Menten, le réseau Ny (Fig. 2.5) pos-
sede 4 especes (S, E, C et P), 3 réactions, et chaque réaction est de taille 3 (ry
consomme 2 molécules et en produit 1, tandis que r;, et r; consomment 1 molécule
et en produisent 2). Donc la taille du réseau est |[Nyv| = (4, 3,9).

Lemme 3. [’ ordre < sur les réseaux de réactions est bien fondé.
Proposition 4. Si N = N’, alors N’ < N.
Proof. Soit (n,m, p) la taille de N, et (n’,m’, p’) la taille de N’. Si N 35 N’

avec D € {Inu,Rev,Cas}, alorsn” = n—1 < n. Si D = Cyc, alors n = n’ et
m =m—-1<m.SiD=Act,alorsn=n",m=m"etp’ =p—-2a<p. O

Exactitude On va maintenant prouver qu’un réseau simplifié est attracteurs-
congruent au réseau initial.

Théoreme 1. La simplification =, ; est correcte pour la congruence des at-
tracteurs ~gq 7.
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Proof. On doit donc prouver que si N =, ; N’, alors N ~q 7 N, ¢’est-a-dire que
pour tout contexte N tel que Especes(N”)NT =0, ona (N | N”) =q7 (N | N").
On note R” les réactions de N”’. Les preuves sont en général basées sur 1’existence
de fonctions f et g reliant les réseaux initiaux et les réseaux simplifiées. La preuve
de la regle (Cascapg) est un peu plus compliquée, et nécessite de réordonner cer-
taines séquences de réactions.

Pour la regle (REaction CycLIQUE), on a trivialement le méme graphe réduit
des solutions accessibles G, /(N) = G, i(N’), donc Gooi(N | N”) = Gooi(N’ | N7).
Donc, d’apres le Lem. 2, N | N” et N’ | N” sont attracteurs-équivalents, et donc
N ~or N'.

Considérons la regle (ActivaTEUR PRESENT), appliqué sur un activateur A. Le
réseau N contient une réaction s, +aA —s,+aA, ainsi qu’un ensemble de réactions
ne pouvant qu’augmenter le nombre de molécules de A. Comme A est une espece
interne, les réactions R” du contexte ne peuvent pas modifier la quantité de A.
Donc, par récurrence immédiate, il y a toujours au moins ay molécules de A dans
tout réseau accessible depuis N | N” ou N’ | N”. Soit N; € {(N | N”)—"} un
réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte. Il existe alors une
solution s” avec A ¢ s” et un entier a; > ay > a tels que :

Ny ={sy +aA—>s, +aA}URUR" | aq;A + s".
Pour tout réseau de cette forme, on note f la fonction définie par :
f(Ny) ={s;—>s:} URUR" | 1A + 5".

La fonction f est alors une bijection entre les réseaux de {(N | N")—*} et ceux de
{(N" | N"”)—"}. On a alors la propriété suivante :

Ni—N, sietseulementsi f(N;)—f(N,).

En effet, si la réaction utilisée pour transformer N; en N, appartient a R ou a
R”, alors elle existe aussi dans f(N;) (et inversement). Si la réaction utilisée est
§1 + aA—s; + aA, alors on peut utiliser s; —s, a la place. Et inversement, si on
utilise la réaction s; — s, pour transformer f(N;) en f(N,), alors comme a; > a,
on peut utiliser s, + aA —s, + aA pour transformer N, en N,.

Par récurrence immédiate, N;y—*N, si et seulement si f(N;)—"f(N,). On a
alors f({N;—"}) = {f(Ny)—"}. De plus, f(N) = N’. Et tout ensemble de réseaux
A est fermé et accessible depuis N | N” si et seulement si f(A) est fermé et
accessible depuis N’ | M.



80 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

La fonction f préserve aussi trivialement I’observation : Q(f(N;)) = Q(Ny).
Supposons alors qu’on a un attracteur A. Par définition, il est Q-connecté, c’est-
a-dire que pour tout Ny € A, on a Q(A) € Q({N,—"}). Alors, pour tout réseau
f(Ny) € f(A), on aura :

Q(f(A) Q(A)
QAN ="
Q(f{N1—"D)

QUf(ND—"D.

N N N

Donc f(A) est aussi QQ-connecté. La réciproque est identique. Donc A est un
Q-attracteur si et seulement si f(A) est un Q-attracteur. Donc pour tout O €
Observables, on a (N | N”') |$ si et seulement si (N’ | N”) |3. De plus, (N |
N"") 1% si et seulement si il existe Ny € {(N | N”)—"} tel que pour tout ensemble
d’observations O C Observables, N; J,/foz. Mais alors, avec le méme raisonnement
que ci-dessus, f(N;) € {(N’ | N")—*} vérifie YO C Observables. f(N;) J2, et
donc (N’ | N”') 19, et réciproquement. Donc N ~o N'.

Considérons la regle de simplification (Espice INuTILE), appliquée sur une es-
pece A. On note R les réactions s; — s, telles que A ¢ s, et R” les réactions ne
pouvant modifier que la quantité de A, comme définies dans la reégle. Tout réseau
accessible N; € {(N | N”)—*} est de forme Ny = RUR'UR” | ¢jA + 5", avec s”
une solution telle que A ¢ s et a; un entier. Soit f la fonction définie pour tout
réseau N; de cette forme par f(N;) = R\A UR"” | s”. Alors pour toute paire de
réseaux accessibles Ny, N, € {(N | N”)—"}, on va montrer que :

Ni—N, implique f(N;)— f(N,).

C’est en fait immédiat : supposons que Ny—.N,. Sir € R”, alors A ¢ r, donc
f(Ny)—rf(N,). Sir € R, alors r\A € R\A est applicable, et on obtient bien le
réseau f(N,). Sir € R, alors f(N;) = f(N,). Par récurrence immédiate, on a :

Ni—"N, implique f(N)—"f(N2). (3.2)

Réciproquement, tout réseau N € {(N’' | N”)—"} est de forme N{ = RRAUR" | 5"
avec A ¢ s”. On définit alors I’ensemble des réseaux g(N7) = {(R\MA UR" UR" |
a)A +s"”) | a; € N}. Soit N{, N; € {(N’ | N”)—"}, on va montrer qu'on a :

N{—N, implique VN; € g(N).AN, € g(N;). Ny—N,.

Supposons en effet que N{—NJ. Si r’ € R”, alors r’ est directement applicable
dans Nj, et la propriété est vraie. Si r’ € R\A, alors il existe r € R telle que
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r’ = r\A. Or, d’apres les conditions de la regle de simplification, on sait qu’il n’y
a pas de molécules de A dans les réactants de r. Donc r est toujours applicable
dans Ny, et produit un réseau N, € g(N;). Par récurrente immédiate, pour tout
réseau N{,N; € {(N' | N")—"},ona:

N{—"N} implique VN, € g(N{).AN, € g(N}). Ny—"N;. (3.3)

Remarquons de plus que Q(f(N;)) = Q(N)), et que pour tout Ny € g(N7), Q(N;) =
Q(N7). De plus Ny € g(f(N1)), f(g(N]) = {N1}, f(N) = N" et N € g(N').

Soit A C {(N | N”)—"} un Q-attracteur accessible depuis le réseau initial dans
son contexte. Soit Ny € A, N = f(Ny) et A" = {N]—"}. On va montrer que A’ est
également un Q-attracteur, accessible depuis N’ | N”. 1l est fermé par définition,
et accessible d’apres 3.2. Soit N, € A" et o € Q(A’) une observation. II existe
donc N} € A’ tel que 0 = Q(N}). On a N, € g(N7), donc il existe N, € g(N)) N A
d’apres 3.3. De méme, il existe N3 € g(N;)NA, avec (N3) = 0. Donc 0 € Q(A).
Comme A est Q-connecté, il existe Ny € {N,—"} avec o = Q(N,). Par la propriété
3.2, on aalors f(N,) € {N,—"}, donc 0 € Q({N;—"}). Donc A’ est Q-connecté, et
c’est un attracteur.

Réciproquement, si A’ est un attracteur accessible depuis N | N, et N| €
A’, alors d’apres 3.3 il existe Ny € g(N]) N {(N | N”)—"}. On va montrer que
A = {N;—"} est bien un attracteur. Il est trivialement fermé, et accessible. Soit
N, € Aeto € Q(A), c’est-a-dire qu’il existe N3 € A avec o = Q(N3). Par
3.2, N; = f(N,) et Nj = f(N3) appartiennent a A’. Donc o € Q(A’), donc par
Q-connectivité il existe N; € {N]—"} avec o = Q(N}). Mais alors par 3.3 il existe
N4 € g(N;) N {N,—"}, eton adonc o € Q({N,—"}). Donc A est un attracteur.

Trivialement, les attracteurs A et A’ ont la méme observation, donc (N |
N"") \L% si et seulement si (N’ | N”) J,g. La preuve pour la divergence est similaire.
Donc les réseaux N et N’ sont attracteurs-congruents.

Considérons maintenant la régle (REaction INVERSIBLE). On note ry = s >A et
r, = A—s les réactions supprimées par la reégle de simplification. Soit Ny € {(N |
N"")—"} un réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte. Soit R”
les réactions de N”’. Il existe une solution s, telle que :

N, ={r;,r;J URUR" | s;.
Pour tout réseau de cette forme, on dénote par f la fonction définie par :
f(Ny)) =R[A := s]UR" | 51[A := 5].
On va alors montrer que :

Ni—N, implique f(N;)— f(N).
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Soit r la réaction utilisée, c’est-a-dire N;—:N,. Sir € R, alorsr’ = r[A := s] €
R[A := s] et f(N))—pf(N;). Sir = s>Aour = A—s, alors f(N)) = f(N,).
Enfin, sir € R”, alors A ¢ r, et donc r est aussi applicable dans f(N;), donc
Jf(N1)—¢f(N,). Par récurrence directe, on a :

N1—"N, implique  f(N1)="f(Ny). (3.4)

Réciproquement, soit N € {(N" | N”)—"} un réseau accessible depuis le réseau
simplifié dans son contexte. Il existe s avec A ¢ s” telle que :

N{ =R[A:=s]UR" | s".
Pour tout réseau de cette forme, on dénoté par g la fonction définie par :
g(N})) ={s—>A,A—>s}URUR" | s".
On montre alors que :
N{—N, implique g(N})—"g(N;).

En effet, supposons que N{—N;, avec r’ la réaction utilisée. Si r’ € R”, on
peut directement appliquer r’, donc g(N})—rg(N;). Sir’ € R[A := s], il ex-
iste une réaction r € R telle que r’ = r[A := s|. A partir de g(N7), on peut
alors transformer certaines occurrences de la solution s en molécules de A avec
la réaction s—A, puis utiliser la réaction r, et enfin retransformer les molécules
de A restantes en s avec A —s. On a donc g(N{)—7 —r—, g(N]). Par récurrence
directe, on en déduit que :

N{—"N; implique g(N{)—"g(N)). (3.5)
Remarquons aussi que :

J@@ND) = Ny et g(f(N)—"Ni et Ni—="g(f(N). (3.6)

La partie gauche est immédiate. Pour la partie droite, il suffit d’utiliser les réac-
tions r; et r, pour transformer des molécules de A en s ou réciproquement. En-
fin, notons que les fonctions f et g trivialement préservent I’observation, puisque
Q(A) = Q(s), que f(N) = N’ et que N—"g(N’) en utilisant la réaction s —A.

Soit A € {(N | N”)—"} un attracteur accessible depuis le réseau initial, et
N; € A. On va montrer que A" = {f(N;)—"} est aussi un attracteur, avec la méme
observation. II est fermé par définition. Soit N, € A’ un réseau, et 0 € Q(A)
une observation. Donc il existe un réseau N € A avec Q(N;) = o. Par la
propri€té 3.5, f(N;)—"N; implique g(f(N;))—"g(N}), et donc N;—"g(N7) par 3.6.
Donc g(N}) € {N;—"} € Aeto = QN}) = Qg(N]) € QA). De méme,
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g(N}) € A. Donc la propriété de Q-connectivité implique que o € Q({g(N;)—"}),
c’est-a-dire qu’il existe Ny € {g(N;)—"} avec Q(N,) = o. Donc par 3.4, f(Ny) €
{f(g(N))—"} = {N;—"}. Donc 0o € Q({N,—"}), donc A" est Q-connecté, donc
c’est un attracteur. Et trivialement Q(A") = Q(A).

La réciproque est exactement similaire, et donc (N | N”) |¥ si et seulement si
(N | N") 18,

Pour la divergence, si (N | N”) 1%, alors il existe N; € {(N | N”")—*} tel que
pour tout O C Observables, N, lg. Mais, avec le méme raisonnement qu’avant,
cela implique que f(N,) J%, et donc que (N’ | N”’) 1. Par symétrie, (N | N”") T
si et seulement si (N’ | N”') 7.

Donc N et N’ sont attracteurs-congruents.

Enfin, considérons la régle (Cascapg). On note r; la réaction de dégradation
A —0, R les réactions produisant A et R’ celles consommant A, comme définies
dans la regle. Pour tout réseau N; accessible depuis N | N”, il existe s’ avec
A ¢ s” et un entier a tels que :

N, :RUR’U{rd}UR” |aA+s”.
Pour tout réseau de la forme ci-dessus, on définit la fonction f par :
J(N) = (Ro, R)UR" | 5.

Soit k un entier, et Ny, Ny € {(N | N”)—"} deux réseaux accessibles, tels que A ne
soit pas dans les solutions de ces deux réseaux, c’est-a-dire A ¢ s(Vp), s(Ny). On
veut montrer que :

No—"N implique  f(No)—"f(Ny). (3.7)
Supposons que Ny—*Ny, décomposons la séquence de réduction en k étapes :
N()—>N1—> cen —>Nk_1 HNk.

On suppose que pour tout 0 < i < k, A € s(N;). En effet, pour toute séquence
de forme N;—*Nj;, si il n’y a jamais aucune molécule de A dans les solutions
initiales des réseaux N; a N;, alors c’est que seules les réactions du contexte M,
sont utilisées, et on a alors directement f(N;)—" f(N;). Si la séquence possede des
réseaux avec des molécules de A et des réseaux sans molécules de A, prouver la
propriété 3.7 sur les sous-séquences possédant du A est suffisant.

Premierement, remarquons que la réaction r, commute a droite, c’est-a-dire
que pour toute réaction r et toute paire de réseaux N;, Ny, telle que N;—r,—rNji2,
la réduction N;——r, N, est aussi possible. On réécrit alors la séquence précé-
dente en plagant toutes les occurrences de r, a la fin de la séquence :

N()—>N1 ... ﬁNkf%;de,
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tel que ry ne soit jamais utilisée dans la séquence Ny—*N;.. Notons qu’on a
directement f(Ny) = f(Ny), et donc f(Np)—"f(Ny). On s’intéresse maintenant
uniquement a la séquence Ny—*Ny .

OnaA ¢ s(Ny) mais A € s(N;). Donc la réaction r; utilisée pour la réduction
No—,N; appartient a R. On va partitionner la sequence Ny— "Ny, afin de faire
apparaitre les applications des réactions de R. On a donc :

ky
No =5 Nio—ppNig

ky
—=5,N20 =g Nok,

kj
—r;Njo = rope Nk

tel que Nji, = Ny, et que pour tout 1 < i < j, r; € R On utilise donc une
réaction de R, suivie d’une séquence de réactions de R” et de R”, puis une nouvelle
réaction de R, etc. Notons que les réactions r; ne sont pas forcément distinctes.
Pour tout 1 < i < j, la réaction r; € R est de forme r; = s5;—s; + a;A, avec
a; > 0, donc s; C s(N;p). On a directement f(Ny) = f(N1) et pour tout 1 <i < j,
S(Nix.) = f(Nis1p). 11 suffit donc de prouver la propriété 3.7 pour toute séquence
Nio—gor-Nis

Dans cette sous-séquence, seules des réactions de R” ou de R” peuvent étre util-
isées. Or, les réactions de R” n’ont pas de molécules de A. De plus, les réactions
de R’, sil’on s’abstrait de I’espece A, ne peuvent que créer de nouvelles molécules.
Cela implique qu’une réaction r’ € R va commuter a gauche avec une réac-
tion r” € R”. En d’autres termes, si N;;—»— N2, alors N;y—p—Nijpio.
On peut donc déplacer toutes les réactions de R’ vers la gauche, et obtenir une
séquence de forme :

3
Nio—=ryNig—r; .. =, Nig—reNig,
i

’

avec pour tout 0 < i’ < k], r}, = a,A—s) € R’. Puisque la séquence de réseaux

Ni,k;H;(Ml)Ni,k,- n’utilise que ldes réactions du contexte M, sans molécule de A,
cela directement implique f(Nl-,k;)—>§,, f(Nix,). De plus, pour tout 0 < i’ < k,
onas; € N;y. En effet, on a vu plus haut que s; € N;o, et comme A ¢ s,
les réactions r/, ne modifient pas la présence de s; dans les réseaux. Mais, par
définition de (CascapE), on peut alors appliquer la réaction r; o4 r! sur f(N;y), et

obtenir f(N;y+1). On a donc :
f(Ni,l)Hr]or’lf(Ni,Z)_)rwr’z .o Hr]<>rl’(,__1f(]vi,klf)H;"f(]vi,ki)-

De méme, on a donc finalement f(Ny)— " f(Ny), donc la propriété 3.7 est vérifice.
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Réciproquement, pour tout réseau N| accessible depuis N’ | N”, il existe s”
avec A ¢ s” telle que :
N; =Ro,RUR"|s".

Pour tout réseau de cette forme, on définit la fonction g par :
g(N}) =RUR U {r,JUR" | s".
On montre que pour tout réseau Ny, N, € {(N" | N”)—"}, ona:
Ny—"N, implique g(Nj)—"g(Ny). (3.8)
La preuve est directe par récurrence. Si Ny—r-N|, alors g(Ny)—gr-g(N;). Si
N{—ro,N;, avec r = s—>s+aA etr’ = a’A—s, alors la séquence suivante

est correcte : g(Nj)—1—r—7 &(N;). Donc 3.8 est vérifiée.
On va maintenant prouver que pour tout ensemble d’observables O, on a :

(NIN") 12 sietseulementsi (N’ |N") (2.

Premierement, remarquons que comme €2(A) = O, les deux fonctions précédentes
préservent I’observation : Q(f(N;)) = Q(N,), et Q(g(N7)) = (N7). De plus, on a
N = f(g(N})). Si A ¢ s(Ny), alors Ny = g(f(Ny)). Sinon, Ny—7 g(f(Ny)) .

Soit A un Q-attracteur accessible depuis N | N, et N; € A un réseau appar-
tenant a Iattracteur. On a alors (N | N”)—*N;—; Ni\A. Comme A ¢ s(N | N”),
la propriété 3.7 implique que N = f(N;\A) est accessible depuis N’ | N”. On
va montrer que A’ = {N]—"} est un Q-attracteur. Il est fermé par définition. Soit
N, € A, eto € QA). 1l existe Nj € A" avec o = Q(N}). Donc N{—"Nj, et
g(N7)—"g(N}) par 3.8. Or g(N]) = N\\A € A, donc 0o = g(N}) € Q(A). De
méme, g(N;) € A. Par Q-connectivité, on a donc o € Q({g(N;)—"}, donc il existe
Ny tel que 0 = Q(Ng) = Q(N4\A) et g(N7))—"Ny—7 Ni\A. Or A ¢ g(N3), donc
N} = f(g(N;))—"f(N4s\A). Donc o € {N;—"}, et A" est Q-connecté. Donc c’est
un attracteur, et trivialement Q(A) = Q(A).

La réciproque, ainsi que la preuve pour la divergence, fonctionnent de la méme
maniere. On a donc bien N ~q N’.

Enfin, considérons la regle (ConTEXTE), avec N =D N, pour une regle D €
{Cyc, Act, Inu, Rev, Cas}. 1l existe Ny, N et N avec N = N; | N/ et N’ = N7 |
N7, tels que N, =D N7. On a donc par induction Ny ~q Nj,etdonc N ~q N'. O

Confluence On va maintenant montrer que cet ensemble de regles de simplifi-
cation est confluent. Il n’y a pas besoin de "confluence modulo", I’équivalence
structurelle étant directement I’égalité des réseaux.



86 Congruence des attracteurs et simplification non déterministe

Théoréme 2 (Confluence). La relation de simplification = est confluente pour
(Nets, =).

Proof. On va montrer la confluence locale, c’est-a-dire que pour toute paire de
regles Dy, D, € {Cyc, Act, Inu, Rev, Cas}, pour tout réseau N € Nets, si N =P N,
et N =2 N,, alors il existe un réseau N’ € Nets tel que N; =* N’. Comme la rela-
tion = termine toujours, la confluence locale implique directement la confluence
globale. La plupart des paires sont directes. La paire D, = D, = Cas, appliquée
sur deux especes différentes, est la plus compliquée, et nécessite d’étudier dans le
détail les réactions des différents réseaux simplifiés.

Commencgons par la regle D; = Cyc, appliquée sur une réaction r; = s —s. Si
D, = Cyc, appliquée sur r,, alors soit r; = r;, et les deux regles ne génerent pas
de paires critiques, c’est-a-dire Ny = N,. Soit r| # r;, et les paires critiques se
ferment uniformément, c’est-a-dire Ny =2 N’ et N, =P N'.

Supposons D, = Act, appliquée sur un activateur A, et une réaction r, =
S1 + @Ay —>s; + aA;. Siry = r,, et donc s = s, alors ’application de D,
supprime la réaction, tandis que I’application de D, la remplace par r, = s; —s5;.
Mais on peut alors utiliser (REaction CycLIQUE) sur 1/ et la supprimer, on obtient
donc le méme réseau. Si r| # r,, les paires critiques se ferment uniformément.

Si D, = Inu, appliquée sur une espece A,. On note R, les réactions n’ayant pas
de molécules de A, en réactants, et R} celles ne pouvant modifier que la quantité
de A, comme définies dans la regle (Espice INuTILE). S1 A, € ry, alors ry € R).
Donc on peut soit appliquer D; puis D,, soit appliquer directement D,, dans les
deux cas on obtient le méme réseau. Si A, ¢ ry, les paires critiques se ferment
uniformément.

Si D, = Rev, appliquée sur une espece A, et des réactions r, = s, >A; et
r, = Ay—>s,. Comme A, ¢ s,, trivialement r| # I, et r; # rj, donc les paires
critiques se ferment uniformément.

Enfin, si D, = Cas, appliquée sur A,. On note R, les réactions produisant
A,, vy = Ay —0 la réaction de dégradation, et R} les autres réactions avec A,
en réactant, comme dans (Cascabe). On a r; # r,, et r; ¢ R,. Supposons que
r; € R}, c’est-a-dire r; = a’A, >a’A, avec a’ > (. Dans ce cas, pour toute réac-
tion r = s, >5, + aA; € Ry, laregle D, crée la réaction r o4, 1 = 55 —>s5,. On
peut alors supprimer toutes ces réactions en utilisant |R| fois la reégle (RéacTion
CycLiQue). On obtient alors le méme réseau que si on avait commencé par D
suivie de §,. Sir; ¢ R), les paires critiques se ferment uniformément.

Supposons ensuite que D = Act, appliquée sur un activateur A; et une réac-
tion ry = s; + a;jA;—>s, + a;A;. Supposons que D, = Act, appliquée sur un
activateur A, et une réaction ry = s} + aA, —>s, + axA;. SiA| = Ay etr| = 1,
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alors a; = a, (par la condition A; ¢ s), et Dy et D, ne génerent pas de paires
critiques sur N. Dans tous les autres cas, les paires critiques se ferment uniformé-
ment.

Si D, = Inu, appliquée sur une espece inutile A,. On note R, les réactions
n’ayant pas de molécules de A, en réactants, et R} celles ne pouvant modifier que
la quantité de A,, comme définies dans la regle (Espick INuTiLE). Sir; € R}, alors
r; =s+AA—>s+aA, avec a; < a,. Apres application de Dy, la réaction réduite
r| = s—>s appartient toujours a R}, et est donc supprimée par D,. Si on applique
D, en premier, r; est directement supprimée sans avoir a appliquer D;. Sir| ¢ R,
alors A; # A,, et les paires critiques se ferment uniformément.

Si D, = Rev, appliquée sur une espece A, et des réactions r, = s—>A, et
r, = A, —s. La condition A, ¢ s dans D, implique r| # r; et ry # r}. De plus,
la condition stoicy, (A1) = 0 dans (ACTIVATEUR PRESENT) implique A, # A,, tandis
que stoicy,(A;) > 0 implique alors A, ¢ s. Donc I’application de D; ne modifie
pas les réactions r, et r),. Et inversement on peut toujours appliquer D; apres D;.
Donc les paires critiques se ferment uniformément.

Si D, = Cas, appliquée sur A;. On note R, les réactions produisant A,,
r, = A, —>( la réaction de dégradation, et R les autres réactions avec A, en réac-
tant, comme dans (Cascapg). Trivialement r; # r,. La condition stoicy,(A;) > 0
implique A; # A,. Ce qui implique alors r; ¢ R}. Supposons que r; € Ry,
c’est-a-dire qu’il existe a, > O et stel que ry = s + @A} —>s + a1A| + @ A;.
Si on applique d’abord D, r; est remplacée par r| = s—>s + axA;. On peut
alors toujours appliquer D, sur (R;\r;) U {r}}, R} et r,, et on obtient les réac-
tions ((Ry\ry) 04, R)) U ({r}} ¢4, R}). Si on commence par la regle D,, on obtient
les réactions R, o4, R. En particulier, les réactions de {r;} o4, R} sont de forme
s+ajA;—>s+a A+, et peuvent toutes €tre simplifiées en appliquant récursive-
ment D, pour obtenir des réactions de forme s —s + s’. Or ces réactions sont en
fait exactement les réactions de {r}} o4, R}. On obtient donc le méme réseau final.
Siry ¢ D,, alors les paires critiques se ferment uniformément.

Considérons maintenant le cas de la regle D; = Inu, appliquée sur A;. On
note R; les réactions n’ayant pas de molécules de A; en réactants, et R| celles
ne pouvant modifier que la quantité de A;, comme définies dans la reégle (EspicE
InuTILE). Supposons que D, = Inu, appliquée sur A,, avec R, les réactions sans
A, en réactants et R} celles ne modifiant que A,. Si A} = A, = A, remarquons que
les ensembles de réactions peuvent étre différents, tant que R; UR] = R, UR] et
que les conditions pour la simplification sont respectées. En effet une réaction de
forme s—s + aA, avec A ¢ s, vérifie aussi bien les conditions de 1’ensemble R
que de I’ensemble R’. Si on applique D;, on obtient le réseau R;\A. Or, on peut
remarquer que les réactions de (R; N R})\A sont des réactions cycliques, pouvant
étre supprimées par la régle (REaction CycLiQuE). On obtient alors le réseau (R; N
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Ry)\A. Par symétrie, on obtient le méme réseau si on applique d’abord D, puis
(RéacTion CycLIQUE).Si Ay # A,, les paires critiques se ferment uniformément.

Supposons que D, = Rev, appliquée sur une espece A, et des réactions r, =
s—>Ayetr), = Ay —>s. SiA; = Ay = A, alors 1), ¢ Ry, donc r), € R}. Donc pour tout
B+ A, s(B)=0.Deplus,A ¢ s,donc s =0,etr, =0—>A €R,. Lapplication de
D, produit le réseau R;\A, tandis que D, produit le réseau Ri[A := 0] UR][A :=
01 = (R;\A) U (R)\A). Or, pour toute réaction r € (R}\A), pour tout B # A,
stoicy(B) = 0, et A ¢ r, donc r est une réaction cyclique. On peut donc appliquer
récursivement la regle (Réaction CycLIQUE), et obtenir le réseau R{\A. Si A; # A,,
les paires critiques se ferment uniformément.

Si D, = Cas, appliquée sur A,. On note R, les réactions produisant A,, la
réaction de dégradation r, = A, -0, et R} les autres réactions avec A, en réactant,
comme dans (Cascape). Supposons que A; = A, = A. Dans ce cas, R; C R, et
R} C R]. Plus précisément, le réseau initial contient les réactions suivantes :

e la réaction de dégradation r, = A —>0,

e des réactions produisant du A : Ry = {s—>s+aA | A ¢ s}. Ces réactions
peuvent appartenir a R; ou a R/,

e I’ensemble des autres réactions, qui ne modifient que la quantité de A :
R, ={a’A—>a"A|ad’,a” >0} CR].

Si on applique D;, on obtient alors le réseau R;j\A C R,\A. Ces réactions sont
toutes de forme s — s, et peuvent étre supprimées en appliquant la regle (REacTion
CycriQue). Si on applique D, en premiere, on obtient le réseau R; ¢4 R}. Mais on
obtient encore une fois des réactions de forme s — s, pouvant étre supprimées avec
(REacTiON CycLIQUE). On obtient donc bien le méme réseau. Si A; # A,, les condi-
tions de D impliquent A; ¢ R,. Supposons qu’il existe r’ € R} avec A; € r’. Donc
il existe aj,a, > 0, 5" tel que v’ = a,Ay, —>s" + a1A, et Ay ¢ s, et donc r’ € Ry.
En appliquant D, r’ est transformée en r”” = a,A, —s’. On peut donc toujours
appliquer D,, et obtenir des réactions R, ¢4, r”” de forme s —s+(s"\A). Si on com-
mence par D,, on obtient des réactions R, ¢4, r’ de forme s —s + (s'\A2) + a1A;.
L’espece A, est toujours inutile, donc on peut appliquer Dy, et on obtient bien les
réactions de Ry o4, 7. Si A # Ay et A; ¢ R), les paires critiques se ferment
uniformément.

Supposons maintenant que D; = Rev, appliquée sur une espece A; et des
réactions ry = s;—>A; et rji = A;—>s;. Soit D, = Rev, appliquée sur A, et
des réactions r, = s, >Ay etr), = Ay—>s55. Si A} = Ay, alorsry = 1, 1] =
r, et s; = s;, sinon la condition stoic.,(A;) = O (resp. r}) de D, contredit la
condition A, ¢ s, de D,. Donc dans ce cas les deux regles ne génerent pas de
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paires critiques. Sinon, la condition stoicy,(A;) = 0 implique soit s, = A; (et
s1 = Ay), soit A ¢ s, (et A, ¢ s1). Le premier cas n’est pas possible, a cause des
conditions |s;| > 1 et |s2| > 1. Dans le second cas, les paires critiques se ferment
uniformément.

Si la regle est D, = Cas, appliquée a une espece A,. On note R, les réactions
produisant A, r, = A, —0 la réaction de dégradation, et R) les autres réactions
avec A, en réactant, comme dans (Cascapg). Supposons que A; = A, = A. Dans
ce cas, les différentes conditions imposent r, = r| = A—>0, s = 0, r; = 0—>A,
R, = {r;}, et pour tout r’ € R}, stoic,,(A) = 0. L’application de D, produit alors
les réactions R)\A. L’application de D, produit ) -A o, R} = R}\A. Donc dans ce
cas 1a, les deux regles ne génerent pas de paires critiques. Si A; # A,, on ne peut
pas avoir A, € s;. En effet, il faudrait alors que r| € Ry, donc que A; € s7, ce qui
contredit une condition de D;. Donc les paires critiques se ferment uniformément.

Enfin, si D, = D, = Cas, avec D; appliquée sur A;. Si A; = A,, les deux regles
ne génerent pas de paires critiques. Sinon, on note R; les réactions produisant
Ay, r1 = A; —0 la réaction de dégradation, et R} les autres réactions avec A; en
réactant, et symétriquement pour A. On a alors R NRy = @ et R} N R} = (. Plus
précisément, les réactions du réseau initial peuvent €tre partitionner de la facon
suivante :

e les réactions de dégradation ry = A; >0 etr, = A, >0,

e les réactions produisant Ay, avec A, en réactant : Ry N R, = {ajA, >alA; +
@A | ay,a), > 0},

e les réactions produisant Aj, sans A : Rj\R}, = {s—>s + a/A| | A;,A; ¢
s,a; > 0},

e les réactions produisant A,, avec A; en réactant : R, NR| = {a|A; >a|A; +
@Az | az,a) > 0},

e les réactions produisant A,, sans A : Ry)\R| = {s—>s5 + axA; | A|,A; ¢
s,ay > 0},

e les réactions avec A; en réactant et sans A, : R{\R, = {ad|A;—>s" | Ay ¢
s,a; > 0},

e les réactions avec A, en réactant et sans Ay : R)\R; = {a}A,—>s" | A) ¢
s,a, > 0}

En appliquant D, les réactions r,, Ry\R] et R}\R;, qui ne contiennent pas Aj,
ne sont pas modifiées. La réaction r; est supprimée. Les réactions de R; sont
combinées avec celles de R|. On obtient donc les réactions suivantes :
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(@) ry = Ay >0,

(b) Ro\R| = {s—>s+ @A, | A1,Ay ¢ 5,a, > 0},

(©) R)\R; = {a3As > | A, & 5, > O},

(d) (Ry NR)) o4, (R NRY). Ces réactions sont de forme ajA, —(as + a})As,

(e) (R NR)) o4, (R]\Ry). Ces réactions sont de forme ajA, >a,A; + s’, avec
A2 $ S,,

(f) (R{\R}) o4, (Ry NR)). Ces réactions sont de forme s —s + axA,, avec A, ¢ s,

(8) (Ri\R)) o4, (R]\Ry). Ces réactions, de forme s—s + s’, ne contiennent pas
de molécules de A,.

On peut alors toujours utiliser D,, puisque les ensembles (b) et (f) produisent des
molécules de A,, (a) les dégradent, et les réactions de (¢), (d) et (e) n’ont que des
molécules de A, en réactant. On obtient les ensembles de réactions suivants :

* (Ri\R)) o4, (R]\Ry),
(R2\R}) 04, R5\Ry),
(R2\R}) 04, ((Ri NRY) 04, (R}\R2)),
(R1\R)) o4, (R2 NRY)) 04, (RH\R)),

(R2\R}) 04, ((R; NRS) 04, (R NR])). Ces réactions sont toutes de forme s — s,
et peuvent étre supprimées par la regle (REéaction CyCLIQUE),

® ((R\R)) o4, (R2NR))) o4, (R; NR)) ¢4, (R, NRY))). Ces regles peuvent aussi
étre supprimée par (Réaction CyCLIQUE),

e ((R1\R}) o4, (R, NR))) o4, (R N R)) ¢4, (R]\Ry)). Pour toute regle r =
s—>s+aA; € R\R), et ' = a’A; -5 € R|\Ry, la réaction correspondante
dans cette ensemble sera s —s+ s"\A;. Mais cette réaction est déja présente
dans I’ensemble (R;\R}) ¢4, (R]\R>). Donc on peut supprimer cet ensemble.

Ainsi, on obtient uniquement les 4 premiers ensembles ci-dessus. Comme A; ¢
Ro\Rj et A; € R1\Ry,ona:

(R2\R)) o4, (R1 NRy) 04, R{\R2)) = (R2\R}) ¢4, (R1 NR})) ¢4, (R}\Ry)

Donc, par symétrie, on obtient exactement les méme réactions en commengant
par D,, suivie de D, et (REacTion CYCLIQUE).

Donc cet ensemble de réactions est bien confluent. O
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En revanche, notons que la simplification n’est ni fortement ni uniformé-
ment confluente. Considérons par exemple le réseau N = {B—>B + A,C—~>C +
A,A—>A,A—>0} | 0, avec une fonction d’observation telle que Q(A) = O, et
A € 1. On peut utiliser la regle (Réaction CycLIQUE) et obtenir le réseau N, =
{B>B+ A,C—>C + A,A—>0} | 0, ou la regle (Cascapg) et obtenir le réseau
N, ={B—>B,C—>C}| 0. Ces deux réseaux peuvent étre simplifiés pour obtenir le
méme réseau N3 = () | O, mais il faut pour cela utiliser deux fois la regle (REacTion
CycLIQuE) sur N, (et une fois (Cascapg) sur Ny). La confluence n’est donc pas
uniforme, ni forte.

Complexité Enfin, on va brievement étudier la complexité de nos différentes
regles de simplification. On note n le nombre de réactions du réseau initial, et m
le nombre d’especes internes de celui-ci. La regle (Réaction CycLiQug) doit juste
parcourir une fois I’ensemble des réactions, et a donc une complexité linéaire
en n. Notons qu’en pratique, on élimine en un seul passage toutes les réactions
cycliques, et pas une seule a la fois. Pour la regle (ActivatEUrR PRESENT), appliquée
sur une molécule spécifique A, on doit parcourir I’ensemble des réactions une
premiere fois pour vérifier que le nombre de molécules de A ne décroit jamais, puis
on simplifie une réaction. Encore une fois, on peut simplifier plusieurs réactions
en un seul passage, afin de diminuer le temps de calcul. Cette régle est donc
linéaire en n. C’est également le cas pour les regles (Espice INUTILE) et (REAcTION
InversiBLE). Enfin, considérons la reégle (Cascapg), appliqué sur une molécule A.
Comme on doit combiner des paires de réactions, on va cette fois €tre quadratique
en n. La complexité sera donc de I’ordre de n?>. Comme la complexité donnée
pour ces quatre regles est celle lorsque 1’on connait I’espece A a simplifier, la
complexité générale pour savoir si I’une des regles est applicable (ou si le réseau
est complétement simplifié) est donc en n’m.

Notons que la reégle (Cascapg) peut augmenter de facon quadratique le nombre
de réactions du réseau a chaque application. Cela augmente donc la complexité
d’application des autres regles. Puisque la simplification est confluente, une bonne
stratégie est donc de toujours essayer d’appliquer d’abord les autres regles avant
(Cascapg). Le pire des cas d’un point de vue de la complexité serait une succes-
sion de (CascADE), avec une complexité maximale pour la simplification de I’ordre
de n*".

3.2.3 Application au réseau Tet-On

On va maintenant appliquer ces regles de simplification sur le systeme Tet-On,
illustré dans I’Ex. 8. Rappelons que le réseau est défini par :

Ntet.on =R | Dox + 45000rtTA + 5PTRE3G
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@0)-~[11-9|~(GFPg)—[ro]

Fig 3.3: Graphe du réseau simplifié N’

Tet-On*

avec I = {Dox;, rtTA, rtTADox, Prre3c, mRNA, GFP, GFP,} et R est I’ensemble
des réactions décrites dans la Fig. 2.8. On simplifie ce réseau en utilisant la
fonction d’observation Qg0 présentée dans I’Ex. 11, qui ne compte que les
molécules de GFP, : Qter.on(iGFP, + 5) = iGFP,, avec GFP, ¢ s.

On va montrer que I’on peut simplifier ce réseau en utilisant larelation =, ,

et obtenir le réseau équivalent N7, illustré dans la Fig. 3.3, et défini par :

Nioon = {Dox—>Dox + GFP,, GFP,—0} | Dox.

Considérons d’abord la réaction r; = Dox; + rtTA —rtTADox et la réaction
ry = rtTADox—Dox; + rtTA. Elles forment une paire de réactions inversibles. On
a Q(rtTADox) = O = Q(Dox; + rtTA). De plus, rtTADox est uniquement utilisée
en tant qu’activateur dans les autres réactions (ici la réaction rs). On peut alors
utiliser la regle (REacTioN INVERSIBLE), supprimer ces deux réactions, et remplacer
dans tout le réseau les molécules de r#TADox par la solution Dox; + rtTA. On
remplace donc la réaction rs par :

r3_5 = Prrezg + Dox; + rtTA —>Prrisc + Dox; + rtTA + mRNA.

La réaction r;_s est alors la seule réaction utilisant les especes rtTA et Prggsg,
en tant qu’activateurs. Comme ces deux especes sont présentes en quantité suft-
isante dans la solution initiale pour activer cette réaction (respectivement 45000
molécules de rtTA et 5 copies du géne Prgesc), et qu’elles ne peuvent étre modi-
fiées par le contexte, on peut utiliser deux fois la regle (AcTivaTEUR PRESENT) et les
enlever de cette réaction. On obtient alors la réaction :

rs_s" = Dox;—>Dox; + mRNA.

Comme rtTA et Prggsc ne sont plus utilisées dans aucune réaction, qu’elles sont
des especes internes et ne sont pas observables, on peut les supprimer en utilisant
la regle (Espice InuTiLE) sur chacune d’elles. On obtient le réseau intermédiaire
illustré dans la Fig. 3.4.

Ensuite, I’espece mRNA est non observable et interne, et n’interagit que dans
3 réactions : la réaction r3_s’ qui la produit avec I’activateur Dox;, la réaction rg
qui la dégrade, et la réaction r; qui I’utilise comme activateur pour produire une
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Fig 3.4: Graphe du réseau intermédiaire lors de la simplification de Tet-On.

molécule de GFP. On peut donc appliquer la régle (Cascapg), qui ici va sup-
primer ’espece mRNA et fusionner ces trois réactions en une réaction qui produit
directement GFP avec Dox; comme activateur :

r3_7 = Dox;—>Dox; + GFP.

De maniere similaire, on peut utiliser (Cascapg) sur I’espece GFP, puis sur
I’espece Dox;. On fusionne alors les réactions ry, r, r;_7, I's €t I en la réaction :

ri_9 = Dox—>Dox + GFP,.

On obtient alors le réseau N7, ., illustré dans la Fig. 3.3.

D’apres le Théoreme 1, les deux réseaux sont bien attracteurs-congruents pour
la fonction d’observation Qre.o,. Et notons que comme la relation de simplifica-
tion est confluente d’apres le Théoreme 2, on aurait pu utiliser les reégles dans un
autre ordre, par exemple en commencant par appliquer (ACTIVATEUR PRESENT) sur
Prresc ou (Cascapg) sur GFP, et obtenir le méme réseau completement simplifié

’
N Tet-On*
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3.3 Regles de simplification plus générales

On a vu dans la section précédente un ensemble de regles de simplification, per-
mettant notamment de simplifier le systtme Tet-On de fagon confluente. Dans
cette section, on enrichit la simplification avec d’autre regles. Certaines sont nou-
velles, tandis que d’autres généralisent des regles de la section précédente. On
montre que ces regles sont toutes correctes pour la congruence des attracteurs, et
qu’elles diminuent la taille du réseau.

De facon générale, on peut classer les regles de simplification en quatre caté-
gories. Une premiere catégorie regroupe les regles de simplification visant a sup-
primer une molécule "intermédiaire", c’est-a-dire qui n’est qu’une étape (non-
observable) dans 1’évolution du systeme. On regroupe ensuite des reégles qui peu-
vent supprimer certaines réactions, lorsque celles-ci sont imitables en utilisant
d’autres réactions du réseau. Une troisieme catégorie contient des regles de sim-
plification basées sur des symétries entre especes dans le réseau. Enfin, la dernicre
catégorie regroupe tous les autres regles qui ne correspondent pas aux catégories
précédentes.

3.3.1 Regles d’élimination des especes intermédiaires

On considere tout d’abord les regles visant a supprimer une espece intermédiaire.
Par exemple, considérons une espece interne A qui ne serait utilisée uniquement
dans les deux réactions r = s—>A etr’ = A—s’. On peut alors supprimer I’espece
A, et remplacer ces deux réactions par la réaction r o4, r’ = s —>5’.

On cherche ici a généraliser au maximum ce type de regles. La regle la plus
générale combinerait toute réaction de production de forme s; — s, +nA avec toute
réaction de consommation de forme s} +n’A —s’,. Néanmoins, cette simplification
n’est pas correcte en générale, et nécessite d’ajouter des restrictions.

La Fig. 3.5 présente cinq regles de simplification d’especes intermédiaires,
décrites ci-dessous. L’exemple 29 explique alors pourquoi les restrictions sont
nécessaires.

Espéce intermédiaire présente que initialement Dans la régle (INTERMEDIAIRE
- InrTiALE), ’espece A n’est présente que initialement, c’est-a-dire qu’aucune réac-
tion ne peut créer de nouvelles molécules de A. De plus, il n’existe qu’une unique
réaction pouvant consommer les molécules de A, en les transformant en une solu-
tion s : la réaction aA —s. On peut alors directement remplacer les molécules de
A par s (plus précis€ément, chaque ensemble de aA molécules est remplacé par une
occurrence de s), et supprimer cette réaction, sans modifier le comportement final
du réseau. Sia’ # 0, il peut alors rester des molécules de A dans la solution, qui
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(INTERMEDIAIRE - INITIALE)
Ael Aé¢s a <a
{aA—s} | (ka+d)A= 0| ks +dA

(INTERMEDIAIRE - SOLUTION)
Ael QA =Q(s) A¢s
Vsi—>s2 €R.AE s
RU{A—>s}|aA = R[A :=s] | as

(INTERMEDIAIRE - REACTANT)
A€l Vs;>s€RA¢s ANAes, R #0
V' eRAs. T =A—>5ANA & 5 ANQ(>s") = Q(A)
RUR |0 = R», R |0

(INTERMEDIAIRE - PRODUIT)
Ael

VreRdAs.r=5s>AANAE&sAQ(>s)=Q(A)
Vsi—>s, eR.AesiANAé¢s, 5. A—>s eR
RUR |0=R<, R |0

(REpuCTION INVERSIBLE)
Ael QA =Q(s) A¢s
RN)[A)="RN) [5)  RWN) | 9)—="RN) |A)
N = NI[A := 5]

Fig 3.5: Regles de simplification d’especes intermédiaires pour la congruence des
attracteurs, avec la fonction d’observation Q2 et les especes internes 7.
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peuvent éventuellement étre supprimées par la reégle (Espice INUTILE) si A n’est
pas observable.

Espéce intermédiaire présente dans la solution initiale Avec la regle (INTER-
MEDIAIRE - SOLUTION), le réseau a encore une fois des molécules de A dans sa
solution, et une unique réaction A —s pouvant les consommer. Mais cette fois,
d’autres réactions peuvent créer des molécules de A. Sous la condition que A et s
aient la méme observation (comme expliqué dans 1’exemple ci-dessous), on peut
alors directement produire du s a la place des molécules de A. On remplace donc
les réactions de R par R[A := s]. On remplace également les molécules présentes
dans la solution initiale, et on supprime la réaction A —s.

Notons que I’ensemble 1’ensemble R pourrait ici étre vide. Dans ce cas, cette
regle serait similaire a la regle précédente, modulo la condition sur I’observation,
avec a = 1. On pourrait également étendre cette régle en considérant plutdt
une réaction de consommation de forme a’A —s. Dans ce cas 13, il faut imposer
comme condition que toutes les réactions de R produisent un nombre de molécules
de A multiple de a’, et de méme que a soit multiple de a’. Mais dans ce cas, on
peut alors appliquer la regle (Sorution InpivisiBLE) (voir Fig. 3.11 plus bas), qui
remplacerait aA par A partout, et donc ensuite appliquer la (INTERMEDIAIRE - SoLU-
TION) dans sa forme actuelle.

Espece intermédiaire seule en réactant Dans la regle (INTERMEDIAIRE - REAC-
TANT), chaque réaction consommant du A doit étre de forme A —s’, c’est-a-dire
que ses réactants doivent étre une unique molécule de A. On note R” I’ensemble
de ces réactions. On va alors combiner chaque réaction r = s;—>s, + aA € R
produisant @ molécules de A avec les réactions de R” de la fagon suivante, afin
d’obtenir toutes les combinaisons possibles :

’ _ _ ’

re,R ={s;>s5+s|s= Z si}.
1<i<a

dri=A—>s/ eR’

Par exemple, sir = 0—>2A etR" = {A—>B,A—C}, on aura ’ensemble r>4 R" =
{0 >2B,0—B + C,0—2C}. On étend cet opérateur a I’ensemble R des réactions
produisant du A, et on remplace alors les réactions R UR’ par R>4 R’.

Espéce intermédiaire seule en produit Le cas symétrique est traité par la régle
(INTERMEDIAIRE - PropuiT). Toutes les réactions de production R sont de forme
s—>A, c’est-a-dire avec une unique molécule de A comme produit. Pour toute
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Fig 3.6: Simplification de cycles avec les regles (REpucTioN INVERSIBLE) et (REAc-
TION CYCLIQUE).

réaction r’ = 57 + a’A—s) € R’, on définit I’ensemble des réactions suivant :

Ryr ={si+s—>s|s= Z sit.
1<i<da
dr; =s5,>A €R

Comme précédemment, on remplace alors RUR’ par R <4 R'.

Dans ces deux regles, si I’ensemble R des réactions produisant du A est vide,
alors R>4R" et R<4 R’ sont également vides. Donc dans ce cas ces reégles suppriment
les réactions de R’, qui ne sont jamais utilisables, comme dans la regle (REacTions
INAPPLICABLES) que nous verrons plus tard. L’ensemble R” quant a lui ne peut jamais
étre vide pour pouvoir appliquer I’une de ces deux regles.

Réduction Inversible Enfin, on peut généraliser la régle (REAcTION INVERSIBLE)
de la Fig. 3.2. En effet, certaines de ses conditions ne sont la que pour garantir
la confluence, mais ne sont pas nécessaires pour qu’elle soit correcte. Par ex-
emple, il n’est pas nécessaire que A ne soit utilisée ailleurs uniquement en tant
qu’activateur. De méme, il n’y a en fait pas besoin d’une paire de réactions in-
versibles directes entre A et s. Il faut juste que ’on puisse réduire A en s et
réciproquement, c’est-a-dire (R(N) | A)—*(R(N) | s) et (R(N) | s)—"(R(N) | A),
comme le montre la régle généralisée (Répuction INVERSIBLE). Notons que cette
regle n’est plus purement structurelle, puisqu’il est nécessaire de vérifier des con-
ditions d’accessibilité pour pouvoir 1’appliquer.

Cette regle permet notamment de simplifier des cycles (ou des composantes
fortement connexes) ne contenant que des réactions mono-moléculaires (c’est-a-
dire de forme A — B) et des especes internes avec la méme observation. Par ex-
emple, les réactions présentées dans la Fig. 3.6 (gauche) peuvent étre simplifiées
avec cette regle pour obtenir les réactions de droite (apres élimination des réac-
tions cycliques), en supposant que les especes A; soient internes et aient toutes la
méme observation.
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Fig 3.7: Graphes des réseaux intermédiaires lors de la simplification de Michaelis-
Menten.

Contrairement a la regle (REaction INVERSIBLE), la reégle généralisée n’est plus
confluente. Considérons le réseau {A —>s,s >A,A—>s",s >A,A—>B} | 0. On
peut alors remplacer A soit par s, et obtenir le réseau {s—>s’, s’ —>s,s—>B} | 0,
soit par s’, et obtenir le réseau {s—>s’, s’ —>s,s">B} | 0. Comme s et s’ sont
des solutions, interagissant potentiellement avec le contexte, on ne va pas pouvoir
remplacer s par s ou inversement, et donc on ne peut pas simplifier ces deux
réseaux en un méme réseau.

Cascade Enfin, notons que la régle (Cascapg) (Fig. 3.2) présentée dans la sec-
tion précédente est aussi une regle d’élimination d’especes intermédiaires, mais
ne peut pas €tre généralisée plus.

Exemple 28. Considérons le réseau de Michaelis-Menten présenté dans I’Ex. 7
et décrit dans la Fig. 2.5. Ona R | E+S)—="R | C)et R | O)—="R | E+Y9).
De plus C et E + S on la méme observation, et C est une espece interne. On peut
appliquer la régle (Rébuction InvERsIBLE), remplacer C par E + S, et obtenir le
réseau simplifié illustré a gauche dans la Fig. 3.7 (notons qu’on a fusionné les deux
réactions simplifiés identiques r; et r, en une réaction r,, puisqu’on considere
des ensembles de réactions, et non des multi-ensembles). On peut alors utiliser
la regle (REacTion CyYCLIQUE) pour supprimer rj, et obtenir le réseau {r3} | E + S,
représenté a droite de la Fig. 3.7. L’espece E a une molécule dans la solution
initiales, est interne, et aucune réaction du réseau ne peut modifier sa quantité de
molécules. Donc, avec la regle (AcTivaTEUR PRESENT), on peut supprimer E de la
réaction ry,. L’espece est alors inutile, et peut étre enlever avec la regle (EspEceE
InuTiLE). On obtient alors le réseau Ny, = {S —P} | § représenté dans la Fig. 3.8.

Dans les exemples suivants, on illustre la nécessité des différentes conditions
présentes dans les regles.
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©——[m]l—®
Fig 3.8: Graphe du réseau simplifié de Michaelis-Menten.

Exemple 29. Premi¢rement, remarquons que la plupart des reégles contiennent
une condition sur I’observation de A. En effet, dans ces regles, on cherche a
remplacer une séquence de deux réactions (une produisant du A et I'autre le
dégradant) en une seule réaction. Il faut alors que I'une de ces deux réactions
ne soit pas observable pour obtenir les mémes attracteurs. Par exemple, consid-
érons le réseau {B—~>A,A—C,C—>B} | B (illustré graphiquement ci-dessous a
gauche, avec en jaune I’espece qu’on veut supprimer), que 1’on veut simplifier en
{B—>C,C —B} | B (adroite) :

oo e
[ ]-@-[] ®-[]

Le premier réseau peut converger vers {Q(A), Q(B), Q2(C)}, tandis que le sec-
ond peut converger vers {Q(B), Q(C)}. Pour étre équivalent, il faut donc soit que
Q(B) = Q(A), soit Q(A) = Q(C). Notons que dans la regle (INTERMEDIAIRE -
IntTIALE), la condition d’observation n’est pas nécessaire, puisque 1’espece A ne
sera présente que initialement (plus précisément, si un attracteur A est accessible,
et qu’il contient un réseau avec des molécules de A, alors par les propriétés de
I’attracteur il contient également un réseau sans molécule de A (par fermeture)
mais avec la méme observation (par Q-connectivité). Il n’y a donc pas besoin
d’ajouter de conditions supplémentaires.

Une autre restriction concerne la présence ou non de molécules de A dans
la solution initiale du réseau. Si le réseau posseéde des molécules de A (regles
(INTERMEDIAIRE - INITIALE) et (INTERMEDIAIRE - SOLUTION)), alors il doit n’y avoir
qu’une unique réaction consommant du A. En effet, considérons le réseau suivant,
représenté graphiquement a gauche ci-dessous :

{B>A,A—>C,A—>D,B—>FE}|A.

Sans la restriction ci-dessus, on voudrait pouvoir simplifier ce réseau, et obtenir
les réactions {B—>C, B—>D, B—E} (a droite).
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Mais il faudrait également simplifier la molécule de A dans la solution initiale. On
ne peut pas la transformer en une molécule de C, puisqu’on ne pourrait plus créer
de molécules de D dans le réseau simplifié, alors que 1’on pouvait le faire dans
le réseau initial. Symétriquement, la molécule de A ne peut pas étre transformée
en D. Enfin, on ne peut pas non plus transformer A en B, sinon on est capable de
produire du E, ce qu’on ne peut pas faire dans le réseau initial.

Remarquons aussi que dans toutes les regles (a part (REpucTION INVERSIBLE)
qui fonctionne différemment), soit toutes les regles de productions sont de forme
s—A, avec une unique molécule de A en produit, soit toutes les regles de con-
sommation ont une unique molécule de A en réactant, donc sont de forme A —s’.
Sinon, considérons le réseau suivant (a gauche ci-dessous).

{B>A+C,A+D—>E,C—>C+ D} | B.

@HH@ /\
® 7 @ ®

T

@6) @6)

Dans ce réseau, on peut alors transformer B en A + C, puis produire une molécule
de D avec ’activateur C, et transformer alors A + C + D en C + E. Le réseau
simplifié serait alors (a droite ci-dessus) :

®

{(B+D—>C+E,C—>C+D}|B.

On ne peut donc appliquer aucune réaction, donc les deux réseaux ne sont pas
équivalents. Le probléme venant en fait du fait qu’on ne pouvait pas dans le réseau
initial directement appliquer une réaction de production suivie d’une réaction de
consommation, il était nécessaire d’appliquer une autre réaction entre les deux, ce
qu’on ne peut pas faire dans le réseau simplifié.

La regle (INTERMEDIAIRE - PRODUIT) est quasiment la symétrique de la regle (IN-
TERMEDIAIRE - REACTANT), mais possede une condition supplémentaire : la nécessité
qu’il existe au moins une réaction de consommation de forme A —s’ (dans (In-
TERMEDIAIRE - REACTANT), cette condition découle directement des autres). Elle est
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nécessaire pour ne pas se retrouver "bloqué" avec des molécules de A, qui ne pour-
raient étre consommées. Considérons par exemple le réseau suivant, représenté
graphiquement a gauche ci-dessous :

{B>A,A+C—>D,B—~E}|B.
@@ /ﬂ@
© ©
=@ =@

Il pourrait se simplifier pour obtenir le réseau de droite, défini par :
{B+C—>D,B—~>E}|B.

Dans le réseau initial, on peut transformer B en A, et se retrouver bloqué, sans
pouvoir appliquer d’autres réactions. puisqu’on a pas de molécules de C. On
ne peut pas non plus appliquer B—E, puisque ’on a déja transformé B en A.
Donc on peut converger vers {€(A)}. Dans le réseau simplifié par contre, on peut
toujours appliquer cette réaction, et donc on doit toujours converger vers {Q(FE)}.
Donc, pour étre équivalent, il faut toujours au moins une regle de consommation
n’ayant que des molécules de A en réactant. Le méme exemple en remplacant la
réaction A+ C — D par 2A — D montre qu’il ne doit y avoir qu’une seule molécule
de A en réactant. En d’autre terme, il faut toujours une réaction de forme A —s,
pour une certaine solution s.

Enfin, remarquons que dans les régles (INTERMEDIAIRE - REACTANT) et (INTER-
MEDIAIRE - PrRODUIT), I’espece A ne peut jamais étre utilisée comme activateur. Par
exemple, considérons le réseau suivant, a gauche ci-dessous :

{B>A,A—>C,A>A+D,B+D—~E,C+D—>F}|s
n-@--e O-k-@  O-h-e
@-=-@ - [ @ - [=]- @
H-0-H-® ©F-® O-F-®

La combinaison des deux premieres réactions produit la réaction B—C. On peut
alors remplacer la troisieme réaction soit par B—~B + D (réseau du milieu ci-
dessus), soit par C ->C + D (réseau de droite). Mais dans le premier cas, si on
suppose s = B, on peut produire du E dans le réseau simplifié, mais pas dans le
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RIs)—="R]s2)
RU{S1—>S2}|®5R|®

(DECOMPOSITION - SUPPRESSION)

|57 + 85 < s1 + 52
RIsD)="R[s)  R[s)="R] s1)
R[s2)="R[s5) R]s5)—>"(R]s2)

RU{s;—>s} 0= RU{s|—>s}|0

(DECOMPOSITION - SIMPLIFICATION)

Fig 3.9: Regles de décomposition pour la congruence des attracteurs, avec la
fonction d’observation Q et les especes internes J .

réseau initial. Dans le deuxieme cas, avec s = C, on peut produire du F dans le
réseau simplifié, et pas dans le réseau initial.

Il existe néanmoins deux cas ou A peut €tre en activateur. Premierement le cas
ou toutes les réactions de production de A sont de forme s —s+A, permettant alors
de simplement remplacer A par s dans les réactions ou il est activateur. Ce cas est
déja traité par la régle (Cascapg). Et Deuxiemement le cas ou les réactions de
production peuvent étre inversées, comme dans la regle (REDUCTION INVERSIBLE).

3.3.2 Regles de décomposition

On considere maintenant deux regles de simplification qui visent respectivement
a supprimer et a simplifier une réaction, lorsque celle-ci peut en fait €tre imitée
par une combinaison d’autres réactions. Les deux regles sont présentées dans
la Fig. 3.9. Notons que ces deux regles nécessitent de vérifier des conditions
d’accessibilité, et ne sont donc pas purement structurelles.

Suppression d’une réaction Dans la premiere régle, (DECOMPOSITION - SUPPRES-
SION), on supprime completement une réaction s; —s, dans le cas ol on peut
I’imiter avec un ensemble d’autres réactions. Par exemple, considérons le réseau
{A—>B,A—>C,C—B}| 0, illustré graphiquement a gauche ci-dessous. Il peut étre
simplifié en {A —>C, C— B} | 0 (a droite).

505 -0
@-[n]-@ @

Notons que la reégle (Réaction CycLIQUE) est un cas particulier de (DEcomposITION
- SuppressioN). Cette regle permet aussi par exemple de supprimer une réaction
s1 + s—>s, + s lorsqu’il y a déja une réaction s; — 5.
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Simplification d’une réaction La régle (DEcOMPOSITION - SIMPLIFICATION) Vise
quant a elle a simplifier une réaction s; —s, en s} — s, si on peut transformer s;
en s; et réciproquement a 1’aide d’autres réactions. Par exemple, considérons le
réseau {A + B—>C,0—>A,A—0} | 0 et sa simplification {B—>C,0—>A,A—>0} | 0.

[22]-@-[r] [22]-@-[x:]
l
b
®-[n]- iy

Dans le réseau initial, on peut imiter la réaction B—C en créant une molécule de A

puis en appliquant la réaction A+ B —C. Réciproquement dans le réseau simplifié,
on peut imiter A + B—C en appliquant B—C et en supprimant la molécule de A.

3.3.3 Regles de symétrie

On considere maintenant le cas de regles basées sur les symétries entre deux es-
peces moléculaires. Elles doivent avoir la méme observation, et un comportement
"similaire". Dans le réseau {B—~>A, B—>A,,A; >C, A, >C} | 0 par exemple, les
especes A; et A, sont produites et consommées de facon identique. On peut donc
les fusionner et obtenir le réseau {B—>A,A; >C} | 0.

On considere ici trois cas avec des conditions plus générales : soit les especes
symétriques sont toujours produites de facon identique, soit elles sont toujours
consommées de fagcon identique, soit enfin tout comportement d’une espece A
peut étre imité en remplacant A par une solution moléculaire s. Les regles sont
décrites formellement dans la Fig. 3.10. On verra dans la Sec. 3.4 qu’on peut par
exemple utiliser ces regles pour simplifier différents réseaux du modele MAPK.

Les especes A et A, peuvent €tre présentes dans une méme solution molécu-
laire. Pour qu’elles soient symétriques, il faut alors considérer toutes les combi-
naisons possibles. Par exemple, considérons le réseau suivant, illustré a gauche
ci-dessous :

{B—>2A:,B—>2A,,A1 >C,A, >D} | B.

H.H@ H.H@ =]-©
T
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Dans ce réseau, pour que A; et A, soient produites de facon symétrique, il faudrait
ajouter la réaction B—~A| + A, (réseau du milieu ci-dessus). Sinon, on peut attein-
dre la solution C + D dans le réseau simplifié (droite), mais pas dans le réseau de
gauche.
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On définit formellement les notions de symétrie suivantes :

Définition 13. Soit A, A, € Especes deux especes moléculaires, s, s € Solutions
deux solutions, et R un ensemble de réactions. On dit que A; et A, sont :

. , sol .
o symétriques dans (s, s"), noté A, b A», si le nombre total de A; et A, est le
s,8

méme dans les deux solutions, et que le reste de la solution est également
identique : s(A) + s(A2) = s'(A)) + 5'(Ay) et s\{A1, A} = s"\{A1, Az},

7 z . Z rea . .
o réactants-symétriques dans R, noté A; > A, si elles sont toujours con-
R
sommées de fagon identique, c’est- é dire pour toute réaction s; -s, € R,

pour toute solution s/ telle que A, >< A,, il existe une solution s telle que
51,81

Ay >< Ay etqueR|s]—"R| s,

52, 52

. L, . ) pro . . .
e produits-symétriques dans R, noté A, > A,, si elles sont toujours produites
de fagon identique, c’est- 21 dire pour toute réaction s; —>s, € R, pour toute

solution s telle que A, >< A,, il existe une solution s] telle que A, % Aj
52,5, 51,57

etqueR|s;—"R| s},

~ Lo . app . L.
o A peut etre imitée par s dans R, noté A; s s, si pour toute reéaction
R

s1—>s, € R, on peut faire R | s;[A; := s]—="R| 5,[A; := s].

Par exemple, dans les réseaux ci-dessus, A; et A, sont symétriques dans les
solutions (2A1,2A,), ou (2A;,A; + A,). Elles ne sont pas réactants-symétriques,
puisque les réactions A; —C et A, — D produisent des solutions C et D qui ne sont
pas symétrique. Elles sont produits-symétriques dans {B—>2A;, B—>2A,, B—>A+
A,} (milieu), mais pas dans {B—>2A,, B—>2A,} (gauche).

On peut noter qu’une réaction A; - B consommant (ou produisant) du A; peut
étre imitée a 1’aide d’une chaine de réactions R | A,—*R | B. Ainsi, A; et A, sont
réactant-symétriques dans {A; >B, A, >C, B—>C,C —B}.

.HO
.E@
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A, A el QA = Q(A)
rea sol

(SYMETRIE - REACTANTS) Ay > Ay VYsi—>s5 €R.A = A
51,52

RUR' | s = R[A; := A;] | s[4 := A{]

AL,Ayel  QA)) = Q(A,)

pro sol
, Al Ay Vsi—>s, €ER.A; < Ay
(SYMETRIE - PRODUITS) R 51,52

3S,S.A1—>S€R/\A2—>S €eR
RUR |0 = R[A; :=A]|0

Ael QA)=Q(s) A¢s
(SYMETRIE - IMITATION) A a%p s ds.A—>s €R

R|0=>R[A:=5]|0

Fig 3.10: Regles de symétrie pour la congruence des attracteurs, avec la fonction
d’observation Q et les especes internes J .

Symétrie - Réactants Dans la premiere regle, (SYMETRIE - REACTANTS), les deux
especes A; et A, sont réactants-symétriques dans R, et donc sont toujours consom-
mées de fagon identiques. L’ensemble R’ de réactions transforme des molécules
de A, en A,, sans changer leur quantité totale ni les autres molécules. On rem-
place alors toutes les occurrences de A, par A;. L’ensemble R peut étre vide. Dans
ce cas, les especes A; et A, sont inutiles, puisque les seules réactions les utilisant
sont celles de R’, qui transforment A; en A, ou réciproquement.

Symétrie - Produits La deuxiéme regle (SymMETRIE - Propuits) est similaire,
pour le cas ou A; et A, sont produits-symétriques. On doit dans ce cas ajouter
deux restrictions supplémentaires. Premierement, A, et A, ne doivent pas appa-
raitre dans la solution du réseau initial. De plus, comme pour la regle (INTERMEDI-
AIRE - PropuIT), pour éviter que le réseau soit "bloqué" sur A; ou A,, il faut qu’il
possede au moins une réaction de forme A; —s et une réaction de forme A, —s,.
Sinon, considérons le réseau ci-dessous (gauche), qui se simplifierait pour former
le réseau de droite.

[ml-@) - @-[5]
®

® © o o
()@ [
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Dans le réseau de gauche, on peut transformer B en A; puis €tre bloqué, tandis
que ce n’est jamais possible dans le réseau de droite.

Symétrie - Imitation Enfin, dans la régle (SYMETRIE - IMITATION), tout comporte-
ment de ’espéce A peut étre imité par une solution s de méme observation, avec
A ¢ s. La solution s peut par contre avoir d’autres comportements. L’espece A
doit €tre interne et ne doit pas €tre dans la solution initiale du réseau. La condition
ds’. A—s" € R implique que s’il y a du A dans la solution courante du réseau,
alors il peut toujours se réduite avec la sémantique opérationnelle, il n’est jamais
"bloqué" sur A. On peut par exemple simplifier le réseau de gauche ci-dessous et
obtenir le réseau de droite, avec s = 2B+C (apres fusion des réactions identiques) :

- @
® ® ® @ ®
AR TR

L7 LT
NS N LS

&-©-[] &-©-[]
® ®

3.3.4 Autres regles

Enfin, la derniere catégorie regroupe les autres regles de simplification. Ces re-
gles sont en général assez simples, modifiant que peu ou pas du tout le graphe
des solutions accessibles des réseaux, comme les regles (AcTIVATEUR PRESENT) et
(Espick InuTiLg) (Fig. 3.2). Les nouvelles regles sont présentées dans la Fig. 3.11.

Réactions inapplicables Dans la régle (REacTioNs INAPPLICABLES), on consid-
ere une espece A, interne, dont la quantité ne peut pas augmenter. On va alors
supprimer 1’ensemble des réactions d’un ensemble R, qui ne sont pas jamais ap-
plicables, car il n’y a pas assez de molécules de A (Vs; —s, € R;. 51(A) > ap). Les
réactions de I’ensemble R, sont applicables, mais ne peuvent jamais augmenter le
nombre de molécules de A (c’est-a-dire Yr € R,. stoic.(A) < 0).

Productions Groupées Dans cette regle, I’ensemble R ne contient que des réac-
tions de production de solutions moléculaires non observables, c’est-a-dire de
forme () —s; avec Q(s;) = O. On veut alors fusionner ces réactions en une unique
réaction () — s, avec s contenant une molécule de chaque espece apparaissant dans
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(REACTIONS INAPPLICABLES)
Ael Ri#0 Vs1—>s2 € Ry, 51(A) > ap
VYr € R,. stoic.(A) <0
R1 UR2|CZQA3R2|(10A

(ProbucTiONs GROUPEES)
VreRAs. r=0—>5 AQ(s) =0
s= > A RI>1V3reRIA sic(A) > 1
A€Espéces(R)

RI0={0—->s}]0

(SoLuTION INDIVISIBLE)
Especes(s) C 1 Ac€s Q(s) = Q(A)
Indiv(s, s¢) Indiv(s,R) ls| > 1
R|so= R[s:=A]| so[s := A]

(EspicE DEPENDANTE)
A Bel QA=0 a>b
Yr =515 €R. 51(B) = 51(A) A stoic.(A) = stoic.(B)
R|aA +bB = R\A | bB

Fig 3.11: Autres regles de simplification pour la congruence des attracteurs, avec
la fonction d’observation Q et les especes internes J .
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R. La condition [R| > 1 v dr € R.3A. stoic.(A) > 1 garantit que la taille du réseau
diminue : soit on fusionne plusieurs réactions, soit il y a une unique réaction,
mais produisant plusieurs molécules d’une méme espece (par exemple, la regle
peut simplifier une réaction ) >2A + Ben 0 >A + B).

Solution Indivisible Dans la régle (SoruTion INDIVISIBLE), on consideére une so-
lution s indivisible, c’est-a-dire telle que toutes les especes utilisées dans s sont
toujours utilisées ensemble, et sont internes. Formellement, on dit que s est in-
divisible dans s’, noté Indiv(s, s’), s’il existe un entier a > 0 et une solution s”
telle que s* = as + s” avec s N s”” = 0. On veut alors remplacer s par une de
ses especes A, avec la méme observation : Q(s) = €Q(A). Pour toute solution
s’ =as+s" avec sNs” =0, on définit s'[s := A] = aA + s”. De méme, on dit que
s est indivisible dans r = s; —s,, noté Indiv(s, r), si Indiv(s, s;) et Indiv(s, s,), et
r[s := A] = si[s := A]—>s3[s := A]. On étend ces définitions aux ensembles de
réactions de facon naturelle. La derniere condition garantie que la taille du réseau
diminue.

Espece Dépendante Dans la regle (EspicE DEPENDANTE), une espéce A est tou-
jours utilisée en réactant en méme temps qu’une espece B. De plus, il y a dans
la solution initiale au moins autant de molécules de A que de B, et on produit
toujours au moins autant de A que de B. On peut donc supprimer 1’espece A. En
effet, si A n’est pas présente en quantité suffisante pour appliquer une réaction,
alors c’est également le cas de B.

3.3.5 Propriétés

On prouve ici que ces regles réduisent bien la taille des réseaux et qu’elles sont
correctes pour la congruence des attracteurs. On discute également de la décid-
abilité de I’application de ces regles.

Simplification On commence par montrer que nos regles simplifient bien la
taille des réseaux.

Proposition 5. Pour toute regle de simplification D présentée dans cette section,
si on peut simplifier un réseau N en un réseau N’ en utilisant la regle D, alors
N <N.

Proof. Toutes les regles éliminant une espece intermédiaire de la Fig. 3.5 ré-
duisent trivialement le nombre d’especes moléculaires. C’est également le cas
de toutes les regles d’especes symétriques présentées dans la Fig. 3.10, et de la
regle (EspECE DEPENDANTE).
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La regle (DEcomposiTioN - SuPPRESsION) diminue le nombre de réactions. C’est
également le cas de la reégle (REacTions INAPPLICABLES), d’apres la condition Ry # 0.

La regle (DEcomposiTion - SivpLIFIcATION) diminue la taille combinée des so-
lutions du réseau, d’apres la condition [s] + 55| < [|s; + 55].

La regle (Propuctions GrouprEEs) diminue soit le nombre de réactions (si [R| >
1) ou la taille combinée du réseau (si dr € R.3A. stoic.(A) > 1).

Enfin, la regle (Sorution INpivisiBLE) diminue soit le nombre d’especes soit la
taille combinée du réseau. O

Correction On vérifie maintenant que nos regles sont bien correctes pour la
congruence. On prouve tout d’abord les lemmes suivants. L’idée est de définir une
fonction f entre les réseaux accessibles avant la simplification, et ceux accessibles
apres, telle que pour tout réseau N, le comportement (et I’observation) de N; soit
le méme que celui de f(N;), et réciproquement avec une fonction g. L’existence
de ces fonctions implique 1’équivalence des attracteurs. Notons qu’en pratique,
ou aura en général g = f~'. De plus, on a souvent directement f(N) = N’ et
g(N’) = N au lieu des conditions 1 et 2 dans le lemme ci-dessous.

Lemme 4. Soit Q une fonction d’observation et N, N’ deux réseaux de réactions.
S’il existe deux fonctions f : {N—"} — {N'—="}et g : {N'—="} — {N—"} vérifiant
les points suivants, alors N ~qo N’ :

1. N—"g(N),

2. N'—=*f(N).

3. pour tout réseau Ny, N, € {N—"}, N;—"N, implique f(N;)—"f(N>),
4. pour tout réseau N{, N; € {N'—"}, N{—"N} implique g(N)—"g(N;),
5. pour tout réseau N; € {N—*}, N;—*g(f(Ny)),

6. pour tout réseau N| € {N'—"}, N{—" f(g(N})),

7. Qof=Q=Qog,

Proof. On va montrer que pour tout ensemble d’observables O C Observables,
ona:
N |3 sietseulementsi N’ 3.

Soit A un Q-attracteur accessible depuis N, et N; € A un réseau appartenant a
I’attracteur. On pose A" = {f(N;)—"}. On a N—="N;, donc N'—="f(N)—"f(N;)
(conditions 2 et 3). Donc A’ est accessible depuis N’. On va montrer que c’est un
Q-attracteur. Il est fermé par définition, donc il faut montrer qu’il est Q2-connecté.
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Soit N € A', et o € Q(A’). 1l existe un réseau N, € A’ tel que Q(N)) = 0. On
a f(N,)—"N}, donc N1 —"g(f(N1))—"g(N;) (conditions 4 et 5). Donc g(N}) € A,
et Q(g(N5)) = Q(N;) = 0 € Q(A) (condition 7).

De méme, f(N;)—"Nj, donc N;—"g(f(N))—"g(N}), et g(N]) € A. Or A est un
attracteur, donc est Q-connecté, donc o € Q({g(N])—"}). Donc AN, € {g(N])—"}
avec 0 = ((N). Donc Ni—"f(g(N]))—="f(N2), et Q(f(N2)) = o € QUN|—"})
(conditions 3 et 6). Donc pour tout N| € A’, QA") € Q({N;—"}), donc A" est
obs-connecté et c’est un attracteur. Comme I’observation est préservée, on a di-
rectement Q(A’) = Q(A), donc N lg implique N’ lg. Par symétrie, la réciproque
est vraie aussi, et donc :

N lg si et seulement si N’ lg .

Pour la divergence, si N 1, alors il existe un réseau N; € {N—"} tel que YO C
Observables, N, J,/g. Mais, avec le méme raisonnement que ci-dessus, cela im-
plique YO C Observables, f(N;) J2, or N'—*f(N)—*f(N,), donc N’ T*. La
réciproque est symétrique, donc :

N1¢  sietseulementsi N’ 1%.

Donc les deux réseaux sont Q-attracteurs-équivalents. O

Notons qu’on aurait pu utiliser ce lemme pour la preuve du Théoreme 1,
pour les régles (Activateur PRESENT) (avec g = f!) et (REACTION INVERSIBLE).
On présente maintenant une variante de ce lemme, ou g(N’) est un ensemble de
réseaux. La preuve est omise, elle est similaire a celle de la regle (Espice INUTILE)
dans le Théoreme 1, dont les fonctions f et g vérifient exactement les propriétés
du lemme ci-dessous.

Lemme 5. Soit Q une fonction d’observation et N, N’ deux réseaux de réactions.
S’il existe deux fonctions f : {(N—*} — {N'—*}et g : {N'—*} — 2W="} vérifiant
les points suivants, alors N ~q N’ :

1. N € g(N'),
2. N' = f(N).
3. pour tout réseau Ny, N, € {N—"}, Ny—"N, implique f(N;)—"f(N,),

4. pour tout réseau N{, N, € {N'—"}, N|—"N) implique YN; € g(N{).dN, €
g(N3). Ni—"Ny,

5. pour tout réseau Ny € {N—"}, N; € g(f(Ny)),
6. pour tout réseau Nj € {N'—"}, f(g(N])) = {N{},
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7. Qo f=Q,etpour tour Ny € g(N7), on a Q(N;) = Q(N7),

Théoréme 3. Pour toute reégle de simplification D, si on peut simplifier un réseau
N en un réseau N’ en utilisant la regle D, alors N’ ~o 1 N.

Proof. Soit N le réseau initial, N’ le réseau simplifié, et N’ un contexte. Les
réactions du contexte N seront notées R”. Les preuves utilisent principalement
le Lem. 4, le Lem. 5 ou des variantes, entre les réseaux N | N” et N' | N”.
Les preuves des regles (INTERMEDIAIRE - PrRopuIT) €t (INTERMEDIAIRE - REACTANT)
sont un peu plus compliquées, et nécessitent de réordonner certaines séquences
de réactions, comme pour la regle (Cascape) dans le Théoreme 1.

(INTERMEDIAIRE - INITIALE) : On montre tout d’abord que N est congruent au
réseau h(N) obtenu en appliquant récursivement la réaction aA — s, puis que h(N)
est en fait congruent a N’.

Tout réseau Ny € {(N | N”)—"} est de forme N| = {aA—>s}UR" | (ka+a')A +
s”,aveca’ <aetA ¢ s”. On définit alors la fonction h(N;) = {aA—>s}UR"” | ks +
a’A + s”. On a trivialement Ny —*h(N;) en appliquant la réaction A —s. De plus,
pour tout N, € {h(N;)—"}, A ¢ s(N,). Pour tout attracteur A accessible depuis
Ni, h(A) C A est aussi un attracteur, accessible depuis A(N;), avec la méme
observation. De méme N; peut diverger si et seulement si A(N;) peut diverger.
Donc N | N” et h(N | N”) sont équivalents.

On montre maintenant que A(N | N”) et N’ | N” sont aussi équivalents. Tout
réseau N; € h({(N | N”)—*}) est de forme N; = {A—>s}UR"” | a’A+s"" avec A ¢ 5",
on définit alors f(N,) = R” | @A + s et g = f~'. Alors trivialement N;,—*N, si
et seulement si f(N;)—" f(N,). Donc pour tout (A attracteur accessible depuis Ny,
Sf(A) est aussi un attracteur avec la méme observation. Réciproquement, pour
tout A’, g(A’) est un attracteur avec la méme observation. Les preuves pour la
divergence sont triviales. Donc N ~qo 7 h(N) ~o.r N'.

(INTERMEDIAIRE - SoLUTION) : Cette preuve utilise le Lem. 4.

Tout réseau N; € {(N | N”)—"*} estde forme Ny = RU{A—>s}UR” | 1A + 5",
avec A ¢ s” et R un ensemble de réactions sans molécule de A en réactant. On
définit la fonction f(N;) = R[A := s]UR” | a;s + s”, qui remplace les molécules
de A par la solution s.

Le réseau N’ est alors égale a R[A := 5] | a;s d’apres la regle de simplification.
Comme les réactions ne sont pas modifiées par la sémantique opérationnelle —,
tout réseau N| € {(N' | N”)—"} est de forme N| = R[A := s]UR” | s”, avec A ¢ s”
(avec R toujours les réactions de N; sans molécules de A en réactant). On définit
alors la fonction g(Nj) = RU {A—s} UR” | s”. Notons qu’en toute rigueur, la
fonction g dépend des ensembles R et R’, mais on les suppose fixé et on omet donc
de les mentionner.
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Les conditions 1 et 5 du Lem. 4 sont vérifiées en appliquant récursivement
la réaction A —s. Les conditions 2, 6 et 7 sont également trivialement vérifiées.
Pour la condition 3, on a Ny— N, implique f(N;)—€f(N,). En effet, si la réaction
utilisée est A —s, alors f(N;) = f(N,). Sinon, on applique la réaction correspon-
dante dans f(N;). Par récurrence, la condition est vérifiée. Réciproquement, si
N{—N;, alors g(N7)—"g(N}). En effet, il suffit d’appliquer la réaction correspon-
dante dans g(N7) (qui n’a pas besoin de A d’apres les conditions de la regle de
simplification), puis de transformer toutes les molécules de A en s avec la réaction
A —s. Par récurrence, la condition 4 est vérifiée, et donc on peut appliquer le
Lem. 4. Donc N | N” =o N' | N" et N ~qor N'.

(INTERMEDIAIRE - REACTANT) : Ce cas est légerement différent des autres. On
ne peut pas appliquer le Lem. 4, car la condition 3 n’est valable que pour les
réseaux ne possédant pas de molécules de I’espece intermédiaire A. Il faut donc
raisonner un peu autrement, de facon similaire a ce qui avait été fait pour la preuve
d’exactitude de la regle (Cascapg). On consideére uniquement le cas ou I’ensemble
des réactions produisant (resp. consommant) 1’espece intermédiaire est non vide.
Dans les autres cas, la regle est trivialement similaire soit a (REacTions INAPPLICA-
BLES) suivie de (Espice INUTILE) (s1 aucune réaction ne produit I’espece intermédi-
aire), ou directement de (Espice InuTiLE) (511l n’y a pas de réaction de consom-
mation).

Tout réseau Ny € {(N | N”)—"} estde forme Ny = RUR'UR” | 1A + s”, avec
R les réactions produisant A et R” celles consommant A. On définit la fonction f
par f(N;) = R»4 R") UR"” | s”. Soit k un entier, et Nyo, N, € {(N | N”)—"} deux
réseaux accessibles, tels que A ne soit pas dans les solutions de ces deux réseaux.
On veut montrer que Ny—"*N; implique f(Ny)—"f(N;). Remarquons que pour
tout Ny—,—p N, avec r’ € R, si A € s(N;) alors la réaction r’ peut commuter
a gauche, c’est-a-dire qu’on peut également avoir la séquence N;——N;. On
peut alors décomposer et réorganiser la séquence Ny— "N, et obtenir une séquence
de forme :

N() _>r0_>;/N6_);//N1

4
_>r1 _>;/N1 _>;;//N2

* ’ *
_>rj_>R/Nj_>R//Nj+l,

avec Nj;; = Ni, et pour tout 0 < i < j, r; € R, et tous les réseaux dans les
séquences N! %;,,)Nm ne contiennent pas de molécules de A dans leurs solutions.
En d’autres termes, on applique une réaction de R, qui produit du A, puis on
consomme toutes les molécules de A avec les réactions de R’, puis on applique
une série de réactions du contexte n’utilisant pas A, et on recommence le méme
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schéma. On a alors trivialement f(Ni)— ¢,z f(N]), €t f(N])—5 ./ (Nis1). Donc
S (No)—"f(Np).

Réciproquement, tout réseau N| € {(N’ | N”")—"} est de forme N] = (R»4R)U
R” | s”, on définit alors g(N7) = RUR UR” | s”. On a trivialement N{—"N}
implique g(N])—"g(N,).

Notons de plus que les fonctions f et g préservent I’observation, que pour tout
N} € {(N" | N")—="}, ona N; = f(g(N})), que pour tout Ny € {(N | N")—"}, si
A ¢ s(N,), alors Ny = g(f(Ny)),etque f(N)=N"etg(N')=N.

Soit A C {(N | N”)—"} un Q-attracteur accessible, et N; € A. Comme
R" # 0, on peut appliquer une réaction de R’, et atteindre un réseau N, € {N,—"}
avec A ¢ s(N,). Par la Prop. 2 (point 4), A’ = {N,—"} est un Q-attracteur,
avec la méme observation que A. On veut montrer que I’ensemble de réseaux
A = {f(N,)—"} est également un attracteur avec la méme observation. Il est
trivialement fermé, et accessible depuis N’ | M. Soit N| € A’ un réseau, et
o € Q(A’) une observation. On veut montrer que o € Q({N{—"}). Il y a donc un
réseau N, € A" avec o = Q(N;). On a f(N,)—"N,, donc N, = g(f(N2))—"g(N;),
et comme Q(g(N})) = Q(N;), on a o € Q(A”). De fagon similaire, g(N]) € A”.
Donc par Q-connectivité, il existe N3 € A" tel que g(N])—"N3 et o = Q(N3). En
appliquant une réaction de R’, il existe Ny € {N3—"} C {g(N])—"} avec Q(N4) = o
et A ¢ s(Ny), donc N = f(g(N])—"f(Ns), et donc o € Q({N]—"}), donc A’ est
bien un attracteur.

Réciproquement, si A’ est un attracteur accessible, et N € A’, alors A =
{g(N])—"} est aussi un attracteur. En effet, il est trivialement fermé et accessible.
Soit Ny € Aeto € Q(A). Il existe N, € {g(N])—"} avec o = Q(N,). En appliquant
les réactions de R, il existe N3 € {N,—*} avec 0 = Q(N3) et A ¢ s(N;3). Donc
f(N3) € {f(g(N])—"} = {N]—="} € A'. Donc o € Q(A’). De méme, il existe
Ny € {N;—"}avec A ¢ s(Ny). Donc f(Ny) € A, et par Q-connectivité il existe
N; € {f(N)—"} et o = Q(N). Donc g(N3) € {g(F(N4)—"} = (Na—"} € (N1 7).
Donc o € Q({N;—"}), donc A est bien un attracteur.

Les preuves pour les divergences sont similaires. Par conséquent N ~o N'.

(InTERMEDIAIRE - PrODUIT) : Ce cas est quasiment similaire au précédent.

Tout réseau N; € {(N | N”)—"*} est de forme N; = RUR'UR” | ;A + s”
avec A ¢ 5", R les réactions produisant A et R’ celles consommant A. On définit la
fonction f par f(N;) = (R<4 R") UR” | s”. Alors pour tout réseau Ny, N; € {(N |
N")—"},siil n’y a pas de molécules de A dans les solutions de ces deux réseaux,
alors Ny—*N, implique f(Ny)—" f(Ny). La preuve est similaire au cas précédent,
en remarquant que cette fois se sont les réactions de R qui peuvent commuter vers
la droite, ¢’est-a-dire que pour Ny —,—~N, avec r € Ret A € s(N,), la séquence
N;—— N, est aussi valide.

Réciproquement, tout réseau Ni € {(N’ | N”')—"} est de forme N| = (R<4R")U
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R” | s avec A ¢ s”, on définit alors g(N{) = RUR"UR” | s”. On a trivialement
N{—"N; implique g(N])—"g(N,).

Notons de plus que les fonctions f et g préservent I’observation, que pour tout
N{ € {(N" | N")—"}, ona N| = f(g(N})), que pour tout N; € {(N | N”)—"}, si
A ¢ s(Ny), alors Ny = g(f(Ny)), etque f(N) = N et g(N') = N.

Enfin, on veut montrer la propriété suivante : soit Ny € {(N | N”)—"} sans
molécule de A dans sa solution, et N, € {N;—"}. Alors il existe N3 € {N;—"}
sans molécule de A et tel que Q(N;) = (N3). Notons que cette propriété était
directement vérifiée dans la regle précédente (INTERMEDIAIRE - REACTANT). Soit Ny
un réseau tel que N,—*N;—kN,, avec k > 0, sans molécule de A, mais que tout
réseau dans la séquence N;—*N, ait des molécules de A dans sa solution (sauf
N, et Ny). 1l existe bien un tel réseau puisque N; n’a pas de molécule de A. On
va montrer la propriété par récurrence sur la taille k de Ny, a N,. Si k = 0, alors
N, = N4, donc N, n’a pas de molécule de A, on prend donc N3 = N,. Sinon,
la réaction appliquée dans N, est forcement une réaction de R, créant du A. On
a en fait Ny—3Ns, avec soit Ns = N, soit Ns——*N,, avec r’ ¢ R. Dans le
premier cas, Q(Ny) = Q(N,), et donc la propriété est vraie. Dans le second cas,
si r’ € R”, alors on peut la commuter complétement a gauche avec les réactions
de R, on obtient donc une séquence Ny—N;—¢Ns. La séquence Nj‘—>k‘1Nz est
plus courte, et N; n’ pas de molécule de A, donc par récurrence la propri€té est
vraie. Enfin, si r’ € R’, on peut également la commuter a gauche jusqu’a atteindre
une séquence de type Ny—z—N,—¢Ns, avec N, sans molécule de A. Encore
une fois, la séquence partant de N est plus petite, donc la proprié€té est vraie par
récurrence.

Soit A C {(N | N”)—*} un Q-attracteur accessible, et N; € A. Comme
R" # () d’apres les conditions de la regle, donc on peut appliquer une réaction de
R’, et atteindre un réseau N, € {N;—"} avec A ¢ s(N,). Par la Prop. 2 (point 4),
A" = {N,—"} est un Q-attracteur, avec la méme observation que A. On veut
montrer que I’ensemble de réseaux A" = {f(N,)—"} est également un attracteur
avec la méme observation. Il est trivialement fermé, et accessible depuis N’ | M.
Soit N| € A’ un réseau, et o € Q(A’) une observation. On veut montrer que
0 € Q({N{—"}). Il y adonc un réseau N; € A" avec o = Q(N}). On a f(N,)—"Nj,
donc Ny = g(f(N2))—"g(N;), et comme Q(g(N;)) = Q(N}), onao € QA").
De facon similaire, g(N7) € A”. Donc par Q-connectivité, il existe N3 € A" tel
que g(N{)—"Ns et o = Q(N3). Par la propri€té supplémentaire que I’on a prouveé
ci-dessus, il existe un réseau N, € {g(N])—"}, avec 0 = Q(Ny) et A ¢ s(N,). Donc
N{ = f(g(N])—"f(Ns), d’ ot 0 € Q({N]—"}), et A’ est bien un attracteur.

Réciproquement, si A’ est un attracteur accessible, et N| € A, alors A =
{g(N])—"} est aussi un attracteur. En effet, il est trivialement fermé et accessible.
Soit Ny € Aeto € QA). 1l existe N, € {g(N])—"} avec 0 = Q(N,). Avec la
propri€té ci-dessus, il existe N3 € {g(N])—"} avec 0 = (N3) et A ¢ s(N3). Donc
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f(N3) € {f(g(N))—"} = {N]=>"} € A'. Donc 0 € Q(A’). De méme, il existe
Ny € {N,—"}avec A ¢ s(N;). Donc f(Ny) € A, et par Q-connectivité il existe
N; € {f(Ng)—"} et o = Q(N;). Donc g(N,) € {g(f(Na))—7} = {Ny—"} € {N, -7}
Donc o € Q({N,—*}), donc A est bien un attracteur.

Les preuves pour les divergences sont similaires. Par conséquent N ~o r N'.

(Répuction INnversiBLE) : Cette preuve est basée sur le Lem. 4.

On pose N = R | s’ le réseau initial. Tout réseau N; € {(N | N”')—"} étant
de forme Ny = RUR” | a1A + 5”7, avec A ¢ s”, on définit f(N;) = R[A =
s]UR” | a;s + s”. Réciproquement, tout réseau Ny € {(N’ | N”")—"} est de forme
Ni =R[A := s] UR” | s”, on définit alors g(N]) = RUR" | s”.

On a directement N;— N, implique f(N})— .= f(N2), donc par récurrence
on vérifie la condition 3 du Lem. 4. De méme, si N|— N}, alors il existe r € RUR’
telle que r[A := s] = r’. On peut donc transformer du s en A, utiliser la réac-
tion r, puis retransformer les molécules de A en s. Par récurrence, on vérifie la
condition 4. En transformant toutes les molécules de A en s, on vérifie la condi-
tion 5. Comme f(g(N{)) = Nj, la condition 6 est directement vérifiée. Puisque
Q(A) = Q(s), on vérifie aussi la condition 7. Enfin, les conditions 1 et 2 sont
trivialement vraies aussi. On peut donc appliquer le Lem. 4, et N ~o 7 N'.

(DEcomposiTion - SupprESSION) : Cette preuve est basée sur le Lem. 4.

Tout Ny € {(N | N”)—"} est de forme N; = {51 >s2}URUR” | 5", avec Run en-
semble de réactions pouvant imiter la réaction s; —s,. On définit f(N;) = RUR" |
s”, etréciproquement g = f~!. On a trivialement N; — N, implique f(N;)—* f(N>)
d’apres les conditions de la regle, et N{—N; implique f(N])— f(N;). Donc les
conditions 3 et 4 du Lem. 4 sont vérifiées. Les autres conditions le sont également
trivialement, et donc N ~q 7 N'.

(DEcomMPOSITION - SIMPLIFICATION) : Pour tout Ny € {(N | N”)—"}, de forme
Ny = {s;>s} URUR"” | s, on définit f(N;) = {s]—>s;} URUR" | s, et ré-
ciproquement g = f~!. Toutes les conditions du Lem. 4 sont alors trivialement
vérifiées, et N ~q 7 N'.

(SYMETRIE - REacTANTS) On va cette fois utiliser le Lem. 5.

Tout réseau Ny € {(N | N”)—*} est de forme N = RUR'UR” | 1A +aA,+s”
avec Aj, A, ¢ s”, avec R des réactions ou A; et A, sont réactants-symétriques, et
R’ des réactions transformant A; en A, ou réciproquement. Pour tout réseau de
cette forme, on définit la fonction f(N;) = R[A; := A;]JUR" | (a; + a)A; + s”.
On a f(N) = N’ (condition 2). On va montrer que pour toute paire de réseaux
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Ni,N, e {(N| N")—"},ona:
Ni—N, implique f(N})—=°f(N2).

Soit r la réaction telle que N;—N,. Si A, ¢ r, alors directement f(N;)—f(V).
Si A, € r,alors soit r € Rsoitr € R. Sir € R, alors ' = r[A, = A{] €
R[A; := A;] est applicable sur f(N;), et on a bien f(N;)—, f(N,). Sir € R’, alors
f(Ny) = f(N,). Par récurrence, on a la condition 3 du lemme :

Ni—"N, implique f(Ny)—"f(N,).

Réciproquement, tout réseau N € {(N' | N”)—"} est de forme N| = R[A; :=
A JUR" |d’A; + 5", avec A, Ay ¢ 5. On définit I’ensemble des réseaux g(N]) =
{RUR'UR"” | a1A1 + @Ay + 8" | @’ = a; + ax}. Ona N € g(N’) (condition 1). On
va montrer que pour toute paire de réseaux N, N; € {(N' | N”)—"},ona:

N{—N, implique VN, € g(N}).AN, € g(N;). Ny—"N;.

Soit r' = s} —s) la réaction telle que N{—N]. Sir’ € R(M,), alors A, ¢ r’,

donc r’ est applicable dans N;. Le réseau N, obtenu appartient bien a g(N,),

donc N;—~N,. Sinon, r' € R[A, := A;], donc il existe r = s5;—>s, € R avec
sol

r[A, := A;] = r’. Donc en particulier A = A,. On a également Ay > A,.

s1,87) s(ND,s(NY)

. sol sol rea
Il existe alors 57 C s(N;) avec A; > Aj,etdonc A; > A;. Comme A p< A,
S”,S,) S”,Sl) R
1 1 1

sol . sol
on a alors (57 | R)—=7(s7 | R), avec s7 telle que A; < : A,. Mais alors A; /5></) As,
$5 552 RPRLD)
et donc N;—*N, avec N, € g(N)). Par récurrence immédiate, on a la condition 4
2
du lemme :

N{—"N; implique VN, € g(N7).AN, € g(N;). N;—"N;.

De plus, trivialement, Q(f(N;)) = Q(N,) et pour tout N; € g(N7), Q(N;) = Q(N7)
(condition 7). On a aussi Ny € g(f(Ny)) et f(g(N7)) = {N]} (conditions 5 et 6).
Donc les fonctions f et g vérifient les propriétés du Lem. 5, donc les deux réseaux
sont attracteurs-congruents.

(SyMETRIE - PropuITS) La preuve est légerement similaire a celle du Lem. 5,
mais la condition 4 n’est vérifiée que pour les réseaux n’ayant pas de molécules
de A; dans leurs solutions initiales.

Tout réseau accessible depuis le réseau initial dans son contexte est de forme
N = RUR UR"” | 1A + axA> + 5”7, avec A1,A, ¢ s”, R des réactions ol
A; et A, sont produits-symétriques et R” des réactions transformant A; en A, ou
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réciproquement. On définit f(N;) = R[[A; := A;]JUR" | (a1 + ap)A; + s”. Alors
comme ci-dessus on a directement, Ny—*N, implique f(N;)—"*f(N;). De plus,
JN) = N, et Q(f(N1)) = Q(Ny).

Réciproquement, pour tout réseau N; = R[A; := A{JUR"” | a’A| + 5" accessible
depuis N’ | N”, on définit g(N) = {N; | f(N;) = N{}. Ona N € g(N’) et pour tout
Ny € g(N7), Q(N;) = Q(N7). On va montrer que pour tout N7, N; € {(N" | N")—"},
ona:

N{—N, implique VN, € g(N;).AN; € g(N}). N\—"N;. (3.9

Notons que c’est la condition inverse de celle du Lem. 5. Supposons que N{— N,
avec r' = 5] —>s), et soit N, € g(N]). Sir’ € R”, trivialement N;— N, avec
Ny € g(N}). Sir’ € R[A; := Ay], il existe r = 5, —>s, € Ravec r[A; := A|] = r'.

. . sol sol
En particulierona A; >~ A,etA; = A,.
s1,87) 52,55)

N, € g(N3)

. . I ) . !
implique A, b A,, donc il existe 572 C s(N,) avec A, (& A, et donc
5(N2),s(N3) 85,85)

sol pro
A; Ay, Comme A; »< Ay, on a alors (s7 | R)y—="(sy | R), avec s| telle
R

s57,52)
sol . sol
que A; >« A,. Mais alors A} b« A,, et donc N;—*N, avec Ny € g(Nj). Par
s7.82) s75s7)

récurrence immeédiate, on a :
N{—"N; implique VN, € g(N;).AN; € g(N}). Ny—"N;.
On considere deux réseaux Nj, N} sans molécule de A, dans N{. On a alors :
N{—"N; implique VN, € g(N{).YN, € g(N}). Ny—"N;. (3.10)

En effet, d’apres la propri€té précédente, il existe un Ny € g(N|) qui vérifie cette
condition. Mais N| n’a pas de molécule de A, ce qui implique que |g(N})| = 1,
c’est-a-dire g(N]) = {N,}, et donc la condition est vérifiée.

Soit A un Q-attracteur accessible depuis N | N”. Soit N; € A. D’apres
les conditions de la reégle, il existe des réactions r| = A} —>s; et r, = Ay —>s5)
dans R(N;). Donc en les appliquant, il existe N, € A avec Ay, Ay ¢ s(N,). Soit
N, = f(N;) et A” = {N,—"}. Remarquons que A; ¢ s(N;). (N | N")—="N,
implique (N" | N”)—*N] (3.9), donc A" est accessible. II est de plus fermé.
Soit N € A’. On a N;—"Nj implique qu’il existe N3 € g(N}) (en fait pour
tout N3 € g(Nj})) tel que N,—*N3 (3.10), donc N3 € A. Soit 0 € Q(A’), c’est-
a-dire qu’il existe N; € A avec o = Q(N;). Comme précédemment, il existe
Ny € g(N;)) N A. Donc 0 = Q(N,) € Q(,ttr). Par Q-connectivité, il existe Ns tel
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que N3—"Ns et 0 = Q(Ns), mais alors Nj = f(N3)—"f(Ns) (3.9) et O € {N;—"}.
Donc A’ est Q-connecté, donc c’est un attracteur.

Réciproquement, soit A’ un Q-attracteur accessible depuis N’ | N”. Soit
N{ € A'. ll existe r’ = A; —s € R(N;) d’apres les conditions de la regle. Donc
il existe N, € A" avec A; ¢ s(N;). Soit N, I'unique réseau tel que N, € g(N,),
et A = {N,—"}. A et fermé, et accessible, puisque N | N”—"N] implique
N | N"—*N, par 3.9. Soit N3 € A, et N, € {N3—"} avec A|,A; € s(Ny). Alors
N, = f(Ny) € A par 3.9. Soit 0 € Q(A), alors 0 € Q(A"). Par Q-connectivité,
il existe N; € {N;—"} avec 0o = Q(N;). D’apres 3.10, on a alors Ny—"Ns, avec
Ns € g(N}). Donc N3—*Ns, et o € Q({N3—"}). Donc A est un attracteur.

Trivialement A et A’ ont la méme observation, donc N | N’ et N’ | N”
vérifient les mémes prédicats de convergence (la preuve pour la divergence est
similaire). Donc N ~o 7 N'.

(SYMETRIE - ImiTaTION) : On utilise une variante du Lem. 4, ou la condition 5
est remplacée par une condition de type g(f(N;)) = h(Ny).

Pour tout Ny = RUR” | aA + s”, on définit f(N;) = Ni[A := s]. On a
directement Ny —*N, implique f(N;)—"f(N,). De plus Q(f(N;)) = Q(N;) et
JN)=N".

On définit également la fonction A sur tout réseau Ny € {(N | N”)—"} par
h(Ny) =RUR"” | as + s”. Alors la condition A a%p s implique directement que :

Ni—"N, implique A(N;)—"h(N,).

En d’autres termes, pour tout séquence de réductions, on a une séquence équiva-
lente qui utilise s a la place de A. On a aussi Q(h(N;)) = Q(N;) et A((N) = N.

Réciproquement, pour tout N| = R[A := s] UR” | s”, on définit g(N]) =
h(f‘l(Ni)). Donc g(N7) est 'unique réseau N, tel que f(N;) = Nj et A ¢ s(Ny).
Alors on a trivialement :

N{—"N; implique g(N;)—"g(N,).

De plus, Q(g(N))) = Q(N}) et g(N’) = N. Enfin, g(f(N1)) = h(Ny) et f(g(N})) =
N7i.

Soit A un attracteur accessible depuis (N | N”) et Ny € A. On applique
récursivement la réaction A—s’ € R, jusqu’a obtenir un réseau N, € A avec
A ¢ s(N;). On pose A” = {N,—*}. C’est un attracteur de méme observation que
A d’apres les propriétés de la Prop. 2. Soit N, = f(N,). Remarquons qu’on a
N, = g(N3). On pose A" = {N;—"}. C’est un ensemble fermé et accessible depuis
N" | N”. Soit N € A’, donc N,—"N;. Alors N, = g(N;)—"g(N3), donc g(Nj) €
A”. De méme, si o € Q(A’), alors 0o € Q(A”). Par Q-connectivité, il existe
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Ny € {g(N3)—"} avec 0 = C(N3), mais alors f(Na4) € {f(g(N3))—="} = {N3—"}.
Donc A’ est Q-connecté, et c’est un attracteur.

Réciproquement, soit A’ un attracteur accessible depuis (N | N”), et N| €
A'. Alors A = {g(N])—"} est fermé et accessible. Soit N, € A, on applique
récursivement A —s’ € R jusqu’a atteindre N3 € A avec A ¢ s(NV,). On a donc
g(f(N3)) = h(N3). On a N5 € A, donc f(N;) € A’. De mé€me, pour tout 0 € Q(A),
on a aussi 0 € Q(A’). Donc par connectivité, il existe N, tel que f(N3)—*N, et
o = Q(N,). Mais on a donc N3 = g(f(N3))—"g(N;). Donc o € {N3—"} C {N,—"}.
Donc A est un attracteur.

Les attracteurs A et A" ont trivialement la méme observation. Les preuves
pour la divergence sont similaires. Donc N et N’ sont attracteurs-congruents.

(RéacTions InappLICcABLES) : Cette preuve utilise sur le Lem. 4.

Tout Ny € {(N | N")—"*} est de forme Ny = Ry UR, UR” | a;A + s”, avec
R, les réactions inapplicables nécessitant des molécules de A, et R, des réac-
tions applicables mais ne pouvant pas augmenter la quantité¢ de A. On définit
f(N)) =Ry, UR” | a1A + s”, et g = f~!. Par récurrence immédiate, pour tout N,
a; < ap. Donc pour tout r = sy —>s, € R, on a 51(A) > ay > a;, donc r n’est pas
applicable dans N;. Donc trivialement, N;— N, si et seulement si f(N;)— f(N,).
Toutes les conditions du Lem. 4 sont donc vérifiées, et N ~q r N'.

(ProbucTions GroupEEgs) : Pour cette regle, on va appliquer une variante du
Lem. 5.

Soit V = Vars(R) I’ensemble des especes pouvant étre produites. Pour tout
Ny € {(N | N")—"}, de forme R U R” | s”, on définit I’ensemble (infini) des
réseaux f(Ny) = {{0—>s} UR” | s” + 57 | Vars(s}) = V}. On peut donc ajouter a
la solution de N; un nombre arbitraire de molécules des especes de V. De méme,
pour N{ = {0—>s}UR” | s € {(N’ | N”)—"}, on définit g(N]) = {RUR" | 5" + s |
Vars(sy) = V}. Alors, pour tout Ny, N, € {(N | N”)—"}, on prouve que :

N,—"N, implique VN € f(N,).AN; € f(N,). N{—"N;.

11 suffit en effet de remplacer chaque occurrence d’une réaction ) —>s; € R par |s;|
occurrences de la réaction ) —s. Réciproquement, pour tout N7, NJ{(N" | N")—"},
ona:

Ni—"N, implique VN, € g(N}).AN, € g(N;). Ny—"N,.

On remplace en effet toute occurrence de () s par une occurrence de chaque
réaction r; € R.
Pour tout Ny € {(N | N”)—"}, on a également :

VYN, € g(f(N1)).YN3 € {N,—"}.AN, € g(f(N3)). Ni—"Ns.
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Le cas pour les réseaux de {(N’ | N"")—"*} est similaire.

De plus, ces fonctions préservent I’observation : pour tout réseau N| € f(N,),
on a Q(N7) = Q(N,), et réciproquement YN; € g(N7), on a Q(N]) = Q(N,).

Pour tout Q-attracteur A C {(N | N”")—"}, soit Ny € A, et N| € f(Ny) tel
que N € {(N' | N”")—"}. Soit A’ = {N{—"} un ensemble fermé et accessible de
réseaux. Soit N; € {N{—"}, alors il existe N, € g(N}) N {N,—"}, donc N, € A.
Soit 0 € Q(A’), il existe Nj € {N]—"} avec Q(N;) = o et N3 € g(N;) N {N,—"}
avec Q(N]) = Q(N3). Donc 0 € Q(A) C Q(N,) par Q-connectivité. Donc il existe
Ny € {N,—"} avec Q(N,) = o. Donc il existe Ny = g(Ny) N{g(N>)—"}, c’est-a-dire
N, € {g(f(N}))—"}, avec toujours (N;) = o. Donc il existe aussi N; € {N;—"}
avec Q(N7) = o, et donc A’ est Q-connect€, donc ¢’est un attracteur.

La réciproque, ainsi que les preuves de divergence, sont similaires, et donc
N ~or N'.

(SorutioN INpIvisiBLE) : Pour tout Ny = RUR” | s € {(N | N”)—"}, on
définit f(N;) = R[s := AJ]UR” | si[s := A], et g = f~'. Par récurrence di-
recte, Indiv(s, s1), ¢’est-a-dire s est toujours indivisible dans s;. Donc Ny — N, si et
seulement si f(N,)— f(N,). Les conditions du Lem. 4 sont vérifi€es, et N ~q ; N'.

(Espice DEPENDANTE) : On va appliquer le Lem. 5.

Soit Ny = RUR” | s; € {(N | N”)—"} un réseau. Remarquons premierement
que par récurrence directe, on a s;(A) > s;(B). On définit la fonction f(N,) =
R\A UR"” | 51\A. Si Ny—"N,, alors trivialement f(N;)—"f(N,) (condition 3).
Réciproquement, pour tout réseau N| = R\AUR" | 5| € {(N" | N”")—"}, on définit
I’ensemble des réseaux g(N7) = {(RUR” | s1+ajA | a| > s{(B)}. SiN|{—N;, alors
pour tout réseau Ny € g(N7), il existe N, € g(N;) tel que Ny—N,. En effet, sir’ €
R”,alorsr = r’. Sir’ € R\A, alors il existe r = s; ->s, € Rtelleque r\A = r’. Or
comme la réaction r’ €tait applicable, on a s7(B) > s;(B). D’apres les conditions
de la regle, s1(B) > 51(A), et donc s(N)(A) > s{(B) > 51(B) > 51(A), doncilya
suffisamment de molécules de A, et la réaction r est bien applicable. On obtient la
solution s(N>)(A) = s(N;)(A) — 51(A) + 52(A) > 57(B) — 51(B) + 52(B) = s(N,)(B),
donc N, € g(N}). Par récurrence immédiate, on vérifie la condition 4 du lemme.

Notons qu’on a aussi Ny € g(f(Ny), et f(g(N])) = {N{} (conditions 5 et 6). Ces
fonctions préservent I’observation : Q(f(N;)) = Q(N)), et pour tout Ny € g(N7),
Q(N;) = Q(N) (condition 7). Enfin, N € g(N’) et N" = f(N) (conditions 1 et 2).
Donc on peut appliquer le Lem. 5, et N ~q 7 N'. O

Décidabilité et complexité On étudie brievement la décidabilité et la complex-
ité des différentes regles. La plupart des regles de simplification sont trivialement
décidables, et ne demandent qu’a parcourir I’ensemble des réactions en testant
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les conditions de la regle. Elles sont donc en générale linéaire ou quadratique
(lorsqu’on combine des réactions, par exemple dans (INTERMEDIAIRE - REACTANT)).

Dans le cas des regles (REbUCTION INVERSIBLE), (DECOMPOSITION - SUPPRESSION)
et (DEcomposiTiON - SivpLIFICATION), il faut également calculer une partie de la
dynamique du réseau, afin de vérifier les conditions de type (R | s)—*(R | s"). Ces
conditions peuvent se ramener au probleme d’accessibilité dans les réseaux de
Pétri, qui est décidable (Mayr, 1984; Kosaraju, 1982), mais est EXPSPACE-dur
(Lipton, 1976). De plus, tous les algorithmes connus sont non-primitif récursif
(Mayr, 1984; Kosaraju, 1982; Esparza, 1998). Dans le cas de (DEcomMposITION
- SmvpLiFIcATION), il faut faire ces tests d’accessibilités pour toutes les solutions
s| et ) telles que |s] + 85| < [s; + 55| (qui sont donc en nombre fini). Pour la
regle (REpucTtion INVERSIBLE), pour une espece A, il faut trouver une solution s (de
méme observation) telle que (R | A)—*(R | s) et réciproquement. Cela revient a
trouver un marquage accessible et co-accessible depuis le marquage initial dans
un réseau de Pétri. L’ensemble de ces marquages forme un ensemble semi-linéaire
(Araki & Kasami, 1977), et donc savoir s’il est vide ou non est décidable. S’il est
non vide, on peut alors trouver une telle solution s en testant toutes les solutions
appartenant a {(R | A)—*} et en incrémentant progressivement k. Donc cette régle
est décidable.

De facon plus générale, toutes les notions d’équivalences classiques (bisim-
ulation, équivalence de traces, etc.) sur les réseaux de Pétri sont indécidables
(Esparza, 1998). Il est donc probable que 1’équivalence et la congruence des at-
tracteurs soient également des problemes indécidables.
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3.4 Comparaison de modeles : I’exemple de MAPK

On va maintenant utiliser les regles de simplification afin de comparer différents
modeles d’'un méme réseau. La méthode consiste a simplifier les réseaux, puis a
comparer directement les réseaux simplifiés entre eux. On illustre cette compara-
ison sur 6 réseaux du systtme MAPK.

Ces réseaux sont les modeles BIOMD0000000026 a BIOMD0000000031 (que
I’on notera juste 26 a 31 par commodité) de la base de donnés de modeles bi-
ologiques Biomodels. Ils sont tous originaires de I’article (Markevich et al., 2004).
Ils représentent tous la double phosphorylation de deux sites d’un espece M, for-
mant ainsi I’espece M,,,. La phosphorylation se fait en présence d’un activateur
MAPKK, tandis qu’une déphosphorylation est possible en présence de I’activateur
MKP. Selon les modeles, on peut choisir de distinguer quel site est phosphorylé
(on a ainsi les especes My et My, comme dans le réseau de I’Ex. 9), ou de con-
sidérer juste que I’espece est une fois phosphorylé, sans savoir quel site (on a alors
juste 'espece M,,). De plus, les étapes de phosphorylation et déphosphorylation
peuvent soit etre faites de fagon directe, comme dans I’Ex. 9, ou bien a 1’aide
d’une chaine de réactions similaires au cas de Michaelis-Menten, par exemple :

M + MAPKK —-M_MAPKK,
M_MAPKK —~M + MAPKK,
M_MAPKK —-M, + MAPKK.

La Fig. 3.12 indique quel modele se trouve dans quelle catégorie. Ainsi par exem-
ple, les réseaux 26, 27 et 31 ont une seule espece M, tandis que les autres réseaux
ont deux especes M,y et M,r. Cette figure indique également le nombre d’especes
et de réactions du réseau initialement. On rappelle que le réseau présenté dans
I’Ex. 3.12 est le modele 29.

Le réseau 31 se distingue du réseau 27 (et des autres) par la présence de deux
activateurs différents MAPKK, et MAPKK, le premier étant utilisé dans la phos-
phorylation de M en M, et le second pour celle de M, en M,,,. Tous les autres
réseaux n’utilisent qu’un seul activateur MAPKK pour ces deux étapes. Dans le
réseau 28, contrairement aux réseaux 39 et 30, I’espece M,,, ne peut se déphos-
phoryler qu’en M),r, et non pas en M,y.

La fonction d’observation étend celle définie dans I’ Ex. 12. Elle ne peut pas
distinguer quel site est phosphorylé, c¢’est-a-dire :

QMAPK(Mp) = QMAPK(MPT) = QMAPK(MPY) = Mp-
Elle ne distingue pas les différents activateurs du réseau 31, c’est-a-dire :

QMAPK(MAPKK]) = QMAPK(MAPKKz) = QMAPK(MAPKK) = MAPKK
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1 site : M, 2 sites : My et M,,r
Réactions directes 27T(n=5m=4) 29(n=6,m="17)

3l(n=6,m=4)
Réactions indirectes | 26 (n = 11, m = 16) | 28 (n = 16, m = 27)
30(n=18,m = 32)

Fig 3.12: Classification des réseaux du systtme MAPK, avec n le nombre
d’espece et m celui de réactions.

\/ \-/

Fig 3.13: Graphe du réseau simplifié de MAPK.

@

Enfin, I’observation ne voit pas si les especes sont libres ou dans un complexe.
Par exemple :

QMAPK(M_MAPKK) = QMAPK(M) + QMAPK(MAPKK) =M + MAPKK.

L’ observation est étendue aux réseaux de fagon naturelle :

Quapk(s) = ) s(A)Quapx(A).
Aes

On considere de plus que seules les especes M et M), peuvent interagir avec
le contexte, et donc que toutes les autres especes sont internes. Enfin, tous les
réseaux possedent initialement des molécules de M, et des molécules des activa-
teurs MAPKK (ou de MAPKK | et MAPKK, pour le réseau 31) et MKP.

On peut simplifier ces réseaux en utilisant principalement deux types de re-
gles. D’une part, les regles de symétrie (SYMETRIE - REACTANTS) et (SYMETRIE -
Propurts), afin de fusionner les espéces M,y et M,r. Par exemple, le modele 28
peut étre simplifier pour obtenir le modele 29, représenté dans la Fig. 2.10 de
I’Ex. 9. D’autre part, on peut également utiliser la regle (REbucTION INVERSIBLE),
pour simplifier les chaines de type Michaelis-Menten en une unique réaction. Les
regles (Réaction CycLIQuE) et (AcTivaTEUR PRESENT) sont également utilisées.

En appliquant la simplification a ces six réseaux, on obtient un unique réseau
simplifié, avec 4 réactions et 5 especes. Ses réactions sont illustrées dans la
Fig. 3.13. Notons que seules 3 espeéces sont utilisées dans les réactions : M,
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M, et M,,. Les activateurs MAPKK et MKP ne sont plus dans les réactions, mais
apparaissent toujours dans la solution initiale du réseau réduit. On pourrait les
supprimer avec la regle (Espice INUTILE) si elles n’étaient pas observables.
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3.5 Discussion

Dans cette section, on discute et compare notre simplification avec d’autres sim-
plifications dans la littérature. On étudie tout d’abord I’effet sur la congruence
d’un changement de fonction d’observation. On étudie les liens entre notre équiv-
alence et la bisimulation, ainsi qu’avec les épimorphismes de sous-graphe. Enfin,
on compare notre méthode de simplification avec d’autres méthodes préservant
d’autres sémantiques non déterministes, dans les réseaux de Pétri et les réseaux
booléens.

3.5.1 Changement de fonction d’observation

On étudie les caractéristiques de la congruence ~, 7 selon 1’observation Q.

Observation totale ou aveugle On considere tout d’abord deux observation par-
ticulieres, 1’observation fotale, qui voit tout, et I’observation aveugle, qui ne voit
rien.

L’observation totale, €),,,, est définie pour tout réseau N par Q,,(N) = s(N).
Avec cette fonction d’observation, un ensemble de réseaux A est un attracteur s’il
est fermé et connecté, c’est-a-dire pour tout N € A, on a exactement A = {N—"}.
Dans la Fig. 3.1, avec cette fonction d’observation, les réseaux Ny, Ny, N5 et Ng ne
sont plus équivalents. Les réseaux N;, N, et N3 sont encore équivalents, puisque
seules la partie intermédiaire differe. Les réseaux divergeant N;, Ng, Ny et Ny
sont tous équivalents.

A P’inverse, 1’observation aveugle Q,, ne peut rien observer, ¢’est-a-dire pour
tout réseau N, Q,,(N) = O. Dans ce cas, la propriété de QQ-connectivité est tou-
jours vérifiée, donc tout ensemble A fermé est un attracteur. En particulier, cela
implique qu’on ne peut jamais diverger. Et tous les attracteurs ont la méme obser-
vation {O}. Donc pour tout réseau N, on a N l%‘}' et N 7% . Donc tous les réseaux
sont attracteurs-congruents pour 1’observation aveugle.

Hiérarchie entre les observations De facon plus générale, on peut définir une
hiérarchie entre les fonctions d’observation. Plus une fonction d’observation est
petite, moins elle va pouvoir distinguer des réseaux :

O, <Q, sietseulementsi ((N) = Q(M) implique Q(N) = Q(M)).
Pour toute fonction d’observation €2, on a donc ,, < Q < Q,,,.

Exemple 30. Dans I’Ex. 11, on a Q7 . < Qre.on- Rappelons que ces fonctions
sont définies par :

Qrecon(MGFP, + ) = nGFP, ou GFP, ¢ s,
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Qreeon(MGFP, + 5) = min(n,1) ~ ou GFP, ¢ s.

En effet, si le nombre de molécules de GFP, est identique dans deux réseaux,
alors la présence ou I’absence de GFP, dans ces réseaux est également la méme.

On peut alors remarquer que les attracteurs et les convergences sont préservés
lorsque la fonction d’observation décroit, tandis que la divergence est conservée
lorsque I’ observation croit.

Proposition 6. Si Q; < Q,, et que A est un ,-attracteur, alors A est aussi un
Q,-attracteur.

Proof. Soit A un Q,-attracteur. Notons tout d’abord que la propriété de cloture est
préservée quelque soit I’observation. Soit N € A et 0, € Q(A) une observation.
Il existe donc un réseau N’ € A tel que 0y = Q;(N’). On définit 0, = Qp(N’). Par
la propriété de €2,-connectivité, on a 0, € Q({N—7}). 1l existe donc un réseau
N” € {N—"} tel que Q,(N"') = 0, = Q(N’). Mais comme Q; < ,, cela implique

Qi (N") =Q(N’) = 0. Donc 0; € Q({N—*}), et A est un Q,-attracteur. O

Corollaire 1. Soit Q; < Q,. S’il existe un attracteur A tels que N ng(ﬂ), alors
Q

N ‘]’Qi(ﬂ)'

Enfin, remarquons que I’ordre est inversée pour les divergences.
Proposition 7. Si Q; < Q,, et que N T, alors N T2,

Proof. Supposons que N T, ¢’est-a-dire qu’il existe N’ € {N—*} tel que pour
tout O, on ait N’ J,/gl. Alors par la contraposition du corollaire 1 impose N’ 22,
et donc N T¢. i

En revanche, les autres sens ne sont pas vérifiés. Par exemple, considérons
les observations ,, < Q,,;, etleréseau N = {) >A} | (0. Ona N l{%”}' tandis que

N J,/{%"}‘, et de méme N 7% tandis que N 7. Iln’y a donc pas de lien entre I’ ordre
des fonctions d’observation et une inclusion des congruences des attracteurs.

Observations équivalentes Il est par contre possible de définir une équivalence
entre les fonctions d’observation : Q; ~ Q, si Q; < Q, et Q, < Q. En d’autres
termes, ces fonctions d’observation distinguent les mémes réseaux : pour toute
paire N et N’, on a Q;(N) = Q(N’) si et seulement si (N) = Q(N’). Par
exemple, la fonction d’observation Qre.0, de I’Ex. 11, telle que :

Qre.on(nGFP, + s) = nGFP, ou GFP, ¢ s,
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est équivalente a la fonction QF . , définie comme en morphisme des solutions

vers le monoide des entiers naturels par :
Qo onnGFP, +5)=n  ouGFP, ¢ s.

Les relations de congruence qui découlent d’observations équivalentes sont alors
identiques.

Proposition 8. Si Q; ~ Q,, alors pour toute paire N et N', ona N ~q, r N’ si et
seulement si N ~q, 7 N'.

Proof. Soit N ~q, 7 N’. Par la Prop. 7, on a N 12 si et seulement si N’ 12. De
plus, pour tout O,, N ng si et seulement si il existe un {,-attracteur A C {N—"}
tel que O, = Q,(A). Mais par la Prop. 6, A est aussi un Q,-attracteur, donc N 7
si et seulement si N lg;, avec 0 = Q(A). Comme N ~q, r N’,onaaussi N’ gi ,
et avec le raisonnement inverse, N’ lgi. Donc N ~q, 7 N'. O

On peut également observer que la réciproque est vraie.

Proposition 9. Si pour tout N,N’ € Nets, on a N ~qo, N’ si et seulement si
N ~q, N’, alors Q| ~ €.

Proof. Soit N =R | set N' =R’ | s’ deux réseaux tels que Q;(N) = Q;(N’), c’est-
a-dire Q;(s) = Qi(s") = 0;. On considere les réseaux sans réactions N; = 0 | s
et N{ = 0| s'. On a trivialement N; l%l}, et pour tout O; # {01}, N, Mg:. De
plus, N; 7. Les mémes prédicats sont vérifiés pour Ni. Donc Ny ~q, 1 Nj, et
par conséquent N; ~q, 7 Ni. On a alors N, l{%(zxs)} et V] l{%(z)(y)}- Comme ce
sont les seules ensembles d’observation vers lesquels ces réseaux convergent, cela
impliquent Q(2)(s) = Q(2)(s’), et donc Q(N) = Q,(N’). Donc pour toute paire de
réseaux N, N’ € Nets, Qi (N) = Q;(N’) implique (N) = Q,(N’), donc Q, < Q.

La réciproque est symétrique, et donc Q; ~ Q. O

3.5.2 Bisimulation

On étudie ici le lien entre I’équivalence des attracteurs et la bisimulation (faible),
une notion d’équivalence classiques dans les systemes concurrents. On étudie
également I’effet de la simplification sur la bisimulation.

On définit la relation ;, qui représente la sémantique opérationnelle non ob-

servable, c’est-a-dire 1’évolution possible du réseau sans que 1’on puisse observer
de changement :
N—N’ Q(N) = QN")
N—N’
)
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Définition 14. Une relation R : {N—*} X {N'—"*} est une Q-bisimulation entre
deux réseaux N et N’ si :

e NRN’,

e R préserve I’observation, ¢’est-a-dire que pour toute paire NyRN;, Q(N;) =
Q(NY),

e pour toute paire NyRN7, si Ny—N, avec Q(N;) # Q(N,), alors il existe N,
tel que N{z*ﬁz*Né et NoRN/,

e réciproquement, si NyRN| et N —N; avec Q(N]) # Q(N,), alors il existe
N2 tel que ng*H;*NQ et NQRN’,

e pour toute paire N;RN], si N;—"N,, alors il existe N, tel que Nj—"N et
R R
N,RN,,

e réciproquement, si N;RN] et Niz*NQ, alors 1l existe N, tel que N, ;*Ng et
NyRNj.

Deux réseaux N et N’ sont (Q, 1)-bisimilaires, noté N Nbgl; 7 N’, si dans tout con-
texte N” tel que Especes(N'") N I = 0, il existe une Q-bisimulation entre N | N”
et N | N”.

La bisimulation implique la congruence des attracteurs. En revanche, pour
une fonction d’observation non aveugle, deux réseaux peuvent étre attracteur-
équivalents sans €tre bisimilaires. Pour la fonction d’observation aveugle Q,,,
tous les réseaux sont trivialement bisimilaires et attracteurs-congruents, donc on

bis
a NQa\"[:~Qctva[’

Proposition 10. Pour tout Q # Q,,, on a ~t 7G~q.7-

Proof. Pour N}](I;ICNQ’ 7, la preuve est une variante du Lem. 5, dans laquelle la
fonction f produit aussi un ensemble de réseaux : f : {N—*} — 2V~ Avec R
une bisimulation, on prend alors f(N;) = {N] | N;RN}}, et réciproquement pour
g. Les conditions du lemme sont alors trivialement vérifiées par définition de la
bisimulation.

Pour ~Ig§]¢~g,], on considere les réseaux N = {A—>B,B—>C,B—>D} | A
et NN = {A>B,Bi;—>C,A—>B,,B,—~>D} | A, illustrés dans la Fig. 3.14 avec
I ={A,B, B}, B,,C, D} et Q(B) = Q(B;) = Q(B,). C’est un exemple classique de

e e e, b . .
non-bisimilarité : N +;; 7 N’. En revanche, les deux réseaux sont bien attracteurs-
congruents : ils peuvent tous les deux converger vers {Q(C)}, {€(D)} et ne peuvent
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Fig 3.14: Exemple de réseaux attracteur-équivalents et non bisimilaires.

pas diverger. On peut aussi considérer ’exemple N = {A—>B} |AetN' =0 | B,
qui ont le méme comportement final (donc sont attracteurs-congruents) mais pas
le méme comportement transitoire (donc par bisimilaires). O

Certaines regles de simplification sont correctes pour la bisimulation. C’est
le cas directement des regles (REacTion CycLIQUE), (ACTIVATEUR PRESENT), (ESPECE
InuTILE), (REACTIONS INAPPLICABLES), (PRODUCTIONS GROUPEES), (SOLUTION INDIVIS-
BLE), (EspiEcE DEPENDANTE). C’est également le cas pour (REACTION INVERSIBLE),
comme les réactions inversibles ne sont pas observables, mais pas pour (Rébuc-
TION INVERSIBLE), puisque la séquence (R(N) | A)—"(R(N) | s) (ou sa réciproque)
peut étre observable. Si on remplagait cette condition par R(N) | A—>@*R(N) | s, 1a

regle deviendrait correcte pour la bisimulation. En ajoutant des conditions simi-
laires sur I’observation, les regles de décomposition, ainsi que la reégle (SYMETRIE
- RéacTanTs), pourraient également devenir correctes pour la bisimulation. En re-
vanche, elle n’est pas préservée par (Cascapg), ni par les regles d’élimination des
especes intermédiaires. Par exemple, le réseau {A; >A;, A, >B,A; —>C} | A; se
simplifie avec ces regles en {A; >B,A; —>C} | A;. Or ces réseaux ne sont pas
bisimilaires, puisque dans le premier il existe un réseau avec pour solution A,,
ou I’on ne pourra que produire du B et pas de C. Une telle solution n’existe pas
dans le deuxieme réseau. Pour (SYMETRIE - ProDUITS), I’exemple classique de non-
bisimulation dans la preuve ci-dessus montre que ce n’est pas non plus préservée.
De méme, elle n’est pas préservée par (SYMETRIE - IMITATION), puisque la solution
s peut avoir des comportements supplémentaires par rapport a I’espece A, et donc
A et s ne peuvent pas étre bisimilaires.
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Fig 3.15: Réseau de réactions N. Le réseau N, est obtenu en éliminant la réaction
I,, et le réseau N, en fusionnant les especes B et B,.

3.5.3 Epimorphisme de sous-graphe

Dans (Gay et al., 2010), les auteurs proposent une méthode de simplification de
réseaux biologiques basée sur 1’élimination et la fusion d’especes et de réactions.
Par exemple, considérons le réseau N représenté graphiquement dans la Fig. 3.15.
On peut le simplifier en éliminant la réaction r;, et obtenir le réseau N;, ou en
fusionnant les especes B, et B,, et obtenir le réseau N,.

Avec ces opérations, un réseau N’ est la simplification d’un réseau N si et
seulement s’il existe un épimorphisme de sous-graphe entre N et N’ (Gay et al.,
2014). Un épimorphisme de N vers N’ est un morphisme surjectif des ensem-
bles des especes et des réactions de N vers ceux de N’. Un épimorphisme de
sous-graphe est un morphisme surjectif allant d’un sous-ensemble des especes et
des réactions de N vers I’ensemble des des especes et des réactions de N’. Par
exemple, les fonctions f; et f, définies ci-dessous sont des épimorphismes de
sous-graphe entre les réseaux N et respectivement N; et N, de la Fig. 3.15.

fA) =4 o,
filB)) =B ;:221;1; i?
filB2) =B, 22 ~
ﬁ(rl) =r fZ(rl) =n
hr) =n

Plusieurs de nos regles de simplification sont également basées sur ces opéra-
tions d’élimination ou de fusion d’especes et de réactions. Il est néanmoins
nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires, afin que I’équivalence des
attracteurs soit préservée. Par exemple, on peut supprimer une espece que si celle-
ci n’est pas utile, avec la regle (Espice InutiLE). De méme, on ne peut fusionner
deux especes que si elles présentent certaines propriétés de symétrie. Sous cer-
taines conditions, les regles (REaction CycLIQUE), (DECOMPOSITION - SUPPRESSION)
ou (REacTiOoNs INAPPLICABLES) permettent de supprimer une réaction.
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Fig 3.16: Simplification du réseau N en N’ avec la reégle (INTERMEDIAIRE - REAc-
TANT).

A I'inverse, certaines de nos régles de simplification ne peuvent étre obtenues
en combinant des éliminations et des fusions d’especes et de réactions. Donc dans
ce cas il n’existe pas d’épimorphisme de sous-graphe entre le réseau initial et le
réseau simplifié. C’est par exemple le cas de certaines applications des regles
d’élimination d’especes intermédiaires. Il faut en effet pouvoir fusionner des en-
sembles de réactions entre eux, et pas simplement une réaction avec une autre. Par
exemple, on peut simplifier le réseau N (Fig. 3.16) avec la régle (INTERMEDIAIRE
- REACTANT), et obtenir le réseau N’, en fusionnant deux-a-deux les réactions de
{r1, 2} avec celles de {rs, r4}.

3.5.4 Réseaux de Pétri

Comme on I’a vu, il existe un lien direct entre les réseaux de réactions biologique
et les réseaux de Pétri (Reddy et al., 1993; Chaouiya, 2007; Heiner et al., 2008).
Il est donc naturel de comparer notre simplification avec ce qui existe dans la
littérature des réseaux de Pétri. De nombreuses approches ont été proposées pour
simplifier les réseaux de Pétri, par exemple utilisant des propriétés de bisimilarité
(Autant & Schnoebelen, 1992; Schnoebelen & Sidorova, 2000), ou des regles de
réécriture proches des notres (Berthelot, 1985; Lee-Kwang et al., 1987).

En général, ces simplifications visent a préserver certaines propriétés spéci-
fiques des réseaux de Pétri, telles que la vivacité, le caractere borné, ou encore des
propriétés d’accessibilité. On dit qu’un réseau est vivace si pour toute réaction
(transition) et a partir de tout réseau accessible, on peut atteindre un autre réseau
ou la réaction est applicable. Un réseau est borné si le nombre total de molécules
(jetons) dans les réseaux accessibles est borné par une constante. Un réseau est
sans-impasse si dans n’importe quel réseau accessible, on peut toujours appliquer
une réaction et atteindre un autre réseau. Un réseau N possede un érat d’accueil N’
st N’ est accessible depuis tous les réseaux de {N—~}. Un réseau N est réversible
si N est lui-méme un état d’accueil. Remarquons qu’un réseau est réversible si et
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seulement si {N—*} est un Q,,,-attracteur.

Méme si les motivations sont différentes, on peut remarquer qu’on retrouve
le méme type de simplification pour ces réseaux. Par exemple, Berthelot et al.
a développé un ensemble de regles de simplification préservant ces propriétés
(Berthelot & Roucairol, 1976; Berthelot et al., 1980; Berthelot, 1985). Ses regle,
comme celles présentées dans cette these, sont basées sur I’élimination de places
(especes) intermédiaires, de dépendances ou de symétries. Par example, la re-
gle de substitution (R1) dans (Berthelot & Roucairol, 1976) vise a fusionner un
ensemble de réactions produisant une solution s avec un ensemble de réactions
consommant s, lorsque les especes de s ne sont jamais utilisées ailleurs. Elle
est équivalente (modulo les conditions de contexte et d’observation spécifiques a
notre s€émantique) a transformer la solution s en une espece A avec la regle (So-
LUTION INDIVISIBLE), puis a fusionner les réactions avec la régle (INTERMEDIAIRE -
REactanT). Le regle d’élimination des places redondantes (R2) correspond a peu
pres a la regle (Espice DEPENDANTE), tandis que la regle d’élimination des transi-
tions sans importance (R3) correspond a la regle (REaction CycrLiQue). Certaines
regles traitent également le cas des symétries, comme par exemple la regle (TP3)
dans (Berthelot, 1985), similaire a la régle (SyMETRIE - REacTaNTS). Notons que
les regles présentent néanmoins a chaque fois de 1égeres différences. Ainsi, nos
regles demandent en générale des conditions supplémentaires sur 1’observation
ou les espéces internes. A I’inverse, la régle (R3) ne supprime que les transitions
(réactions) cycliques dont on sait qu’elles seront toujours applicables plus tard,
afin de ne pas rendre vivace un réseau qui ne 1’était pas. Ainsi, bien que proches,
nos regles ne préservent pas en général les propriétés usuelles des réseaux de Pétri,
et réciproquement les regles de Berthelot et al. ne préservent pas la congruence
des attracteurs.

Lee et al. (Lee & Favrel, 1985; Lee-Kwang et al., 1987) ont également proposé
un ensemble de regles de simplifications préservant les propriétés classiques des
réseaux de Pétri. Ces regles sont basées encore une fois sur I’élimination des es-
peces intermédiaires, les symétries, ou la fusion de cycles (comme on peut le faire
avec la regle (Répuction INVERSIBLE)). Le méme genre de simplification permet
également de préserver certaines propriétés d’équité (voir par exemple (Silva &
Murata, 1992)). Les travaux de Berthelot et al. ont été généralisés pour les réseaux
Prédicat/Transitions (Genrich, 1988; Krohn & Rauhamaa, 1988), les réseaux de
Pétri colorés (Colom, Martinez, & Silva, 1986; Haddad, 1991), les réseaux de
Pétri temporels (Sloan & Buy, 1996) et les réseaux Ada (Shatz, Tu, Murata, &
Duri, 1996). Dans (Haddad & Pradat-Peyre, 2006), ces regles sont également
généralisées afin de préserver également des propriétés de la logique LTL. En-
fin, certaines regles de simplification ont été développées pour des sous-classes
spécifiques de réseaux de Pétri. Dans (Murata & Koh, 1980; Johnsonbaugh &
Murata, 1981), Murata et al. présentent des regles de simplification spécifiques
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pour les graphes marqués fortement connexes, des réseaux de Pétri particulier
dans lesquels chaque place a au maximum une transition entrante et une transition
sortante. Dans (Desel, 1990; Esparza & Silva, 1990; Kovalyov, 1990) des simpli-
fications spécifiques ont été proposées pour le cas des réseaux de Pétri bornés et
avec libre choix. Des simplifications similaires ont également été proposées pour
les 10-graphes (Juan, Tsai, & Murata, 1998) ou les architectures orientées service
(Wolf, Stahl, Ott, & Danitz, 2009).

3.5.5 Réseaux booléens

Un autre formalisme couramment utilisé en modélisation biologique est celui les
réseaux booléens ou multivalués, en particulier pour représenter des réseaux de
genes. Dans ces réseaux, les noeuds codent pour des genes, et des arcs représen-
tent ’effet d’'un geéne sur un autre, représenté par une fonction logique. Chaque
gene peut avoir soit deux états (cas booléen), soit un nombre borné (cas multi-
valué), contrairement a nos especes qui peuvent avoir n’importe quel nombre de
molécules. Plusieurs sémantiques opérationnelles sont alors possibles : on peut
par exemple choisir une sémantique synchrone, comme dans les réseaux de Kauff-
man (Kauffman, 1969, 1993). Dans ce cas, on applique toutes les réactions d’un
seul coup, en mettant tous les génes a jour en une seule étape. Cette sémantique
est donc déterministe. Au contraire, dans les réseaux de Thomas (Thomas, 1973,
1991), on met un seul géne a jour a chaque étape. Il s’agit alors d’'une dynamique
asynchrone et non déterministe. On peut également choisir une dynamique inter-
médiaire, en mettant a jour un sous-ensemble de genes a chaque étape.

Il est alors fréquent d’étudier le comportement final des réseaux, c’est-a-dire
I’accessibilité des composantes fortement connexes terminales. En comparaison
avec nos Q-attracteurs, ces composantes sont toujours de taille finie. Cela im-
plique notamment qu’un réseau ne peut pas diverger. Il n’y a pas non plus de
fonction d’observations, et donc un attracteur est un ensemble A tel que pour
tout réseau (booléen) N € A, {(N—"} = A. En général, on appelle état stable
un attracteur de taille 1, et cycle un attracteur de taille strictement supérieur a
1. L’ensemble des attracteurs accessibles dépend de la sémantique choisie. En
revanche, I’ensemble des états stables accessibles est le méme quelque soit la sé-
mantique.

Plusieurs méthodes de simplification cherchent alors a préserver ce comporte-
ment asymptotique. Une simplification possible consiste par exemple a supprimer
les sorties d’un réseau, c’est-a-dire les génes qui ne régulent aucun autre gene, et
donc dont I’état n’intervient pas dans la dynamique, comme le proposent Bilke et
al. (Bilke & Sjunnesson, 2001) pour les réseaux de Kauffman. Ils proposent égale-
ment de supprimer des genes dit gelés, c’est-a-dire qui auront toujours la méme
valeur dans le comportement asymptotique, quelque soit les valeurs initiales du
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réseaux. Leur simplification préserve le comportement asymptotique (unique
pour un réseau initial fixé, puisque la dynamique est déterministe). Richardson
(Richardson, 2005) propose, toujours dans les réseaux de Kauffman, une méthode
similaire, ainsi qu’une procédure permettant de déterminer les genes gelés. Mat-
ache (Matache & Matache, 2016) propose quant a lui de hiérarchiser les genes
selon leur "pouvoir déterminant”, ¢’est-a-dire leur impact sur le reste du réseau, et
d’utiliser cet ordre pour éliminer de facon itérative les génes les moins importants,
sans trop modifier le comportement final.

Saadatpour et al. (Saadatpour, Albert, & Albert, 2010; Saadatpour, Albert,
& Reluga, 2013), dans les réseaux de Thomas, proposent d’une part d’éliminer
de facon itérative les entrées du réseau, c’est-a-dire des genes n’étant pas régulés
pas d’autres, et donc dont 1’état reste toujours le méme. D’autre part ils élim-
ine également les nceuds intermédiaires X, sous la condition qu’il n’existe qu’un
seul gene qui influe X, et symétriquement que X n’influence qu’un seul gene. Ils
prouvent que leur simplification préservent les attracteurs, et est confluente. Naldi
et al. (Naldi, Remy, Thieffry, & Chaouiya, 2011; Naldi et al., 2012) proposent
également de supprimer des genes intermédiaires dans des réseaux de Thomas
multivalués, et suppriment les sorties du réseau. Ils prouvent que les attracteurs
accessibles dans le réseau initial le sont toujours dans le réseau simplifié. En re-
vanche de nouveaux cycles peuvent apparaitre durant la simplification. De plus,
leur simplification n’est pas confluente.

Dans (Veliz-Cuba, 2011), Veliz décrit une simplification confluente de génes
intermédiaires et des sorties d’un réseau qui préservent les états stables, quelque
soit la sémantique utilisée. Dans (Veliz-Cuba, Laubenbacher, & Aguilar, 2013),
une méthode de simplification de réseau ET-NON (une autre représentation de
réseaux booléens) est présentée, préservant le nombre d’états stables. Une représen-
tation étendue des réseaux booléens est utilisée dans (Zafiudo & Albert, 2013) afin
d’identifier et d’éliminer les genes se stabilisant. Enfin, Paulevé (Paulevé, 2016)
modélise des systemes biologiques a I’aide de réseaux d’automates, de fagon sim-
ilaire a des réseaux multivalués. Ces réseaux sont alors simplifiés en cherchant a
préserver une propriété d’accessibilité fixée initialement, en supprimant les états
n’étant pas nécessaires pour atteindre cet objectif.

On voit ainsi qu’on retrouve dans les réseaux booléens des simplifications
similaires a certaines de nos regles. En plus de I’élimination des especes inter-
médiaires, I’élimination des entrées peut €tre faite avec la regle (INTERMEDIAIRE
- InmmiaLE), tandis que celle des sorties est réalisée par la regle (EspicE INUTILE),
modulo I’observation.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une nouvelle sémantique pour les réseaux de réac-
tions chimiques. Cette sémantique s’intéresse aux comportements finaux réguliers
des réseaux, représentés par des attracteurs. On a étudié la capacité des réseaux
a pouvoir converger vers ces attracteurs (modulo la fonction d’observation), ou
au contraire a converger. Des notions d’équivalence et de congruence ont été
définies a partir de cette sémantique. On a ensuite présenté un ensemble de regles
de simplification, exacte pour la congruence des attracteurs. Ces regles permet-
tent de simplifier efficacement un réseau, par exemple en supprimant des especes
inutiles, en fusionnant des cascades de réactions, ou en utilisant les symétries du
réseau. On a prouvé qu’un sous ensemble de ces regles formait une simplification
confluente. On a montré sur I’exemple de MAPK que notre simplification pou-
vait étre utilisée pour prouver I’équivalence entre différents réseaux d’un méme
systeme. Enfin, on a comparé notre équivalence et notre simplification avec les
autres méthodes existantes dans la littérature.

L’ensemble des regles de simplification proposées ici n’est pas complet pour
notre notion de congruence. Il pourrait donc étre intéressant de développer de
nouvelles regles, en fonction de réseaux tirés de modeles biologiques concrets. Il
serait également intéressant d’appliquer notre méthode de simplification de facon
semi-automatique (puisqu’il faut décider pour chaque modele quelles sont les es-
peces internes et quelle est la fonction d’observation) sur les réseaux de la base de
données Biomodels, et d’utiliser les résultats pour comparer ces modeles, comme
on I’a fait pour le réseau MAPK. Enfin, il semble également possible de dévelop-
per des méthodes de simplification similaires pour les langages a base de regle,
comme Kappa (Danos & Laneve, 2004) ou React(C) (John et al., 2011).
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CHAPITRE 4

Simplification préservant la sémantique déterministe

On s’intéresse maintenant a la sémantique déterministe des réseaux de réactions
cinétiques, telle que définie dans la Sec. 2.2. Une premiere étape consiste a
définir formellement une notion de similarité, qui va nous permettre de réécrire
des expressions, par exemple en remplacant I’expression 1 + 1 par I’expression
2, ou en factorisant certains termes, etc. On définit ensuite un ensemble de re-
gles de simplification. Comme précédemment, on peut diviser ces regles en dif-
férentes catégories : suppression d’especes intermédiaires, des réactions qui sont
combinaisons d’autres réactions, fusion d’especes symétriques, etc. On étudie
alors les propriétés de nos regles, et on illustre leur application pour simplifier le
réseau Tet-On. On s’intéresse ensuite a des regles de simplifications de systemes
d’équations, dérivées des regles pour les réseaux. Enfin, on discute de notre sim-
plification et on la compare aux simplifications existantes dans la littérature.

Ce chapitre reprend les résultats de I’article (Madelaine et al., 2015), ainsi que
de (Madelaine, Lhoussaine, et al., 2016). Il les étend en proposant d’autres regles
de simplification (notamment pour la symétrie) et en étudiant la simplification de
systemes.

On rappelle qu’un réseau cinétique M = R&C est composé€ d’un ensemble de
réactions cinétiques R et d’une contrainte C, et qu’on peut en dériver un systeéme
d’équations E(M). Deux réseaux M et M’ sont (Q, I)-congruents, M ~q 7 M’ si,
pour tout contexte M"” tel que Especes(M’) N I = (), leurs systemes d’équations
ont les mémes solutions observables : solq(E(M | M")) = solo(E(M’ | M")).
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4.1 Similarité

On commence par définir une notion de similarité pour les expressions et les con-
traintes, ainsi que les systeémes d’équations et les réseaux, permettant de les sim-
plifier en utilisant les regles usuelles de 1’arithmétique. Par exemple, on peut
remplacer 1 + 1 par 2, on peut factoriser kx4 + kx4 en (k; + ky)x4, etc.

Cette notion permet d’une part de simplifier les exemples et d’avoir des expres-
sions cinétiques plus simples. Elle permet par exemple de retrouver la cinétique
classique lors de la simplification de Michaelis-Menten. Elle est aussi nécessaire
pour appliquer certaines regles, lorsqu’il y a des conditions sur les cinétiques.
Par exemple, pour pouvoir dire que 1’expression x5/x4 = x, est bien linéaire
en x,. Enfin, elle est indispensable pour pouvoir prouver la confluence dans le
Chapitre 5.

La similarité = pour les expressions et les contraintes est la plus petite congru-
ence contenant les axiomes présentés dans la Fig. 4.1.

Les regles de similarité pour les expressions sont les axiomes habituels d’un
corps : associativité, commutativité, distributivité, élément neutre, etc. Par exem-
ple, I’axiome d’associativité de 1’addition dit qu’on peut réécrire (e; + e;) + €3
en e; + (e; + e3). Ces transformations sont valables uniquement sous certaines
contraintes. Par exemple, 1’axiome de I’inverse pour * dit qu’on peut réécrire e/e
en 1, a condition que la contrainte vérifie e # 0.

La similarité préserve I’interprétation.

Lemme 6. Si C - ¢; = e,, alors pour toute interprétation « telle que [C]l, = true,
ona [[el]]a/ = [[el]]a/-

On étend ensuite la notion aux contraintes (Fig. 4.1). Les quatre premiers
axiomes propagent la similarité des expressions. Les deux axiomes suivants sont
les regles classiques de la logique. Les axiomes suivants présentent les contraintes
vérifiés par les nombres réels, les parametres et les variables. On donne ensuite un
ensemble de regles de similarité pour les contraintes d’égalité, de valeur constante,
supérieure ou différente de z€ro. Par exemple, la somme de deux expressions
constantes est toujours une expression constante.

Deux contraintes similaires sont vérifiées par les mémes interprétations.

Lemme 7. Si C; = C,, alors pour toute interprétation a, on a [C; [, = [C;],-

Exemple 31. Par exemple, considérons I’expression e et la contrainte C suivantes :
e = kiksxsxy/(ky + k3) €= (x¢ = kixsxp/ (ks + k3)).

On verra plus tard qu’il s’agit de la contrainte obtenue lors de la simplification du
réseau cinétique de Michaelis-Menten (Fig. 2.19), et de I’expression cinétique de
I’unique réaction S —E ; e restante dans ce réseau.
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Expressions
(Associativité de +) CF (e1+e)+tes=e + (e +e3)
(Associativité de *) C F (eg*xey)xe3=e x(er*e3)
(Commutativité de +) CF e+e=e+e
(Commutativité de *) C + e *xepy=ep*e
(Distributivité) CF ex(eg+e)=exe;+exey
(Neutre pour +) Ct+ e+0=e
(Neutre pour *) CF exl=e
(Inverse pour +) C + e+(—e)=0 sieestsans division
(Inverse pour *) Ct ele=1 siC=(C"Ae+0)
(Loi pour -) C+r —(-e)=e
(Loi pour /) C + 1/(1/Je)=e siC=(C"ANe#0)
(Nombres réels) C+F e=a siaceRetVa,pB. [el,=a
(Egalité) CFr e=e¢ siC=(C'hNe=¢)
Contraintes
Cre=e¢ Cre=e

Che=¢€e"=CAé =¢" C Acstie) = CAcste)
Cre=¢ Cre=é
CAhe#0=CAe #0 CAhe>0=CAe >0

canC=C CAT=C

aeR a€R, k € Param k € Param x € Vars
cst(a) = T a>0 =T cstk) = T k+0 =T x>0=T

e est une expression sans division

e=e'=e-€e =0 e=e = T
ep=e Ney=¢€, = e =e ANete=c¢€| +¢
er=eiNex=e,Net#0 = e =eANeex=¢e,Ne #0
er=eneg#0 = 1/e=1/e] e=¢€ = —e=—¢
cst(e) A cst(e’) = cst(e) A cst(e + ') cst(e) = cst(—e)
cst(e) A cst(e’) = cst(e) A cst(e’) A cst(ee”) cstie) Ne#0 = cst(1/e)
e>0ANe>0 = e>20Ae>0Ne+e >0 e>0=1/e>0
erz0Nne#0 = e#0Ae#0Aee’ #0 ez0 = —e+0
@ € {+, *}
ezx0=1/e+0 e>0Ne>20 = e>20ANe>20Nnede >0

Fig 4.1: Axiomes de similarité pour les expressions et les contraintes.
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Systemes d’équations

Cre=¢ c=C
EAnx=enC = EAx=¢€AC EAnC = EAC
Réseaux cinétiques
Cre=¢ c=c
RU{s1—>s5,;¢e}&C = RU{s;—>s,; '}&C R&C = R&C

Fig 4.2: Axiomes de similarité pour les systemes d’équations et les réseaux ciné-
tiques.

On veut alors réécrire cette expression pour obtenir la forme classique de la
cinétique de Michaelis-Menten. On procede ici étape par étape pour illustrer la
similarité. On commence par réécrire la contrainte :

(x‘é = kleXOE/(kz + k3))

(X% = k]XSXOE/(kZ +k))AT

(x% = kyxsx%/ (ko + k3)) A (x3 = x9)

(X% + X = kyxsxl/(ka + k3) + x3) A (1% = x%)

(x3 + xp = (kyxs/(ka + k3) + 1)xl)

((x% + XDk + k3) = (ki xs + ko + k3)x%)

((X% + XOE)(kz + k3) = (k]XS + ky + k3)x°E) A (kl.XS + ky + k3 * O)
(6% + X))k + k3) (ki xs + ko + k3) = x%)

C

On peut alors utiliser la contrainte pour réécrire I’expression, en remplagant xJ
par la valeur calculée ci-dessus :

0 4,0
_ kiksxg(xl + xp)(ka + k3)

e =
(kixs + ko + k3)(ky + k3)
_ k1k3x5(xc + )Cg)

“ taxs+ ke + k)
Cr e= k3(x2 + x%)

Ch

Cr

((ky + ka) [y + xs5)”
On retrouve bien la forme classique de la cinétique de Michaelis-Menten :

Xs k2+k3
=V ,avec V =ky(x% + xd) et K = )
¢ K + xg v 3(XC XE) kl

On étend la notion de similarité de facon naturelle aux systemes d’équations
et aux réseaux cinétiques, comme illustré dans la Fig. 4.2.
La similarité préserve la congruence.

Lemme 8. M = M’ implique M ~ M’.
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4.2 Regles de simplification

On présente ici un ensemble de regles de simplification préservant la sémantique
déterministe des réseaux de réactions cinétiques. On peut partitionner ces regles
dans les mémes catégories que dans le chapitre précédent. La premiere catégorie
de regles simplifie une espece intermédiaire, c’est-a-dire une espece interne et a
I’équilibre. La seconde catégorie ne contient qu’une seule regle, qui simplifie une
réaction si elle est la combinaison linéaire d’autres réactions du réseau. Notons
dans ce cas que les expressions cinétiques de ces autres réactions devront alors
étre modifiées. On présente ensuite des regles de simplification basées sur les
symétries entre especes. Enfin, la derniere catégorie regroupe les autres regles.

4.2.1 Simplification d’une espece intermédiaire

On cherche ici a supprimer des especes intermédiaires. Une espece A est inter-
médiaire si elle est interne (A € 1) et a I’équilibre (cs#(x4)). On peut alors, sous
certaines conditions, supprimer completement A du réseau. Pour cela, on va com-
biner deux-a-deux les réactions produisant du A avec les réactions consommant
du A. La difficulté est alors de calculer les cinétiques des nouvelles réactions.
En particulier, comme A peut aussi €tre un modificateur dans une réaction, il est
nécessaire de calculer sa concentration x4. On présente tout d’abord les regles de
facon informelles, avant de détailler leur fonctionnement plus précisément.

Dans la premiere regle, (INTERMEDIAIRE - LINFAIRE), on suppose que les ex-
pressions cinétiques e des réactions produisant du A ne dépendent pas de x4 :
xa ¢ Vars(e). Les expressions des réactions consommant du A sont linaires en x4,
c’est-a-dire de forme x4e’, avec x4 ¢ Vars(e’). Dans ce cas, 1’équation différen-
tielle ordinaire pour A sera X4 = T — x471’, avec T et T’ des expressions telles
que x4 ¢ Vars(T), Vars(T’). Le réseau initial doit de plus vérifier les contraintes
cst(xy) et T' # 0 (pour tout temps ¢). On peut donc facilement calculer la valeur
XA = T/T/

Dans la régle (INTERMEDIAIRE - INVERSIBLE), il existe cette fois une expression
ea, avec x4 € Vars(e,), telle que les expressions cinétiques des réactions consom-
mant du A soient toutes de forme eqe, avec x4, ¢ Vars(e). Ainsi, on obtient a
partir de I’ODE de A I’équation e4 = T/T’. En imposant que la fonction e, soit
inversible pour x4, on peut alors calculer la valeur de x4. Notons que (INTERME-
DIAIRE - LINEAIRE) est un cas particulier de cette regle, avec ey = x4 trivialement
inversible.

Enfin, dans la régle (INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE), on suppose encore qu’il ex-
iste une expression ese avec x4 ¢ Vars(e), et que toutes les expressions impliquées
dans le réseau soient dépendantes de A en e4, ce qui implique que la valeur de x4
n’est pas nécessaire pour simplifier le réseau, la valeur de e4 est suffisante.
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(INTERMEDIAIRE - LINEAIRE)

Ael Splil(R, A, XA) = (Rprod’Rreac’Rmod)
T = Z ae T = Z de¢ F=T|T
51 —>$2+0aA ; e€Rproq s{+a’A—>s) ;€' XA€Reac
C=CAcstxg)) AT #0
(Rprod o Rreac) U Rypoalxa := F
&C[x4 := F] A xg =F

R&C =

(INTERMEDIAIRE - INVERSIBLE)

Ael Split(R,A, eA) = (Rprod’ Rreac, Rmod)
T = Z ae T = Z de F=T|T
51 —>52+aA ; €€R proq s’1 +d’A —>s’2 3¢ eA€R ouc
C=CAcstx) ANT" #0
e4 est inversible pour x4 et son inverse est e;l
(Rprod 017 Rreac) U Ruoalxa 1= €' [xa := F1]
&Clxs := €' [xa := FII A X = €' [x4 := F]

R&(C =

(INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE)

Ael Splil(R,A, eA) = (RprodaRreacaRmod)
T = Z ae T = Z ad¢ F=T|T
51 —>52+0aA ; e€Rproq s{+a’A—>s)) ;€ eA€R g
C=CAcstixy)) AT #0
Ve € Expr(R&C). dep(e, x4, e,)
(Rprod 077 Ryeac) U Rioalea = F]
R&C= &C'lea :=FIAT #0Aealxs:=x51=F

Fig 4.3: Regles de simplification d’espece intermédiaire en déterministe, avec 7
I’ensemble des especes internes.

On définit les notions d’inversibilité et de dépendance suivante.

Définition 15 (Inverse). Soit x une variable et e une expression. On dit que e est
inversible pour x s’il existe une expression, appelée inverse de e et notée e”!, telle
que :

e[x:=e'l=x=e[x:=e].

Exemple 32. Par exemple, 3x+2 est inversible pour x, et son inverse est (x—2)/3.
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L’expression V . Trivialement,

est inversible pour x, et son inverse est
X —Xx
x est inversible pour x, et son 1nverse est x.

Définition 16 (Dépendance). Soit A une espéce moléculaire et e, ¢’ deux expres-
sions. On dit que e’ dépend de x4 en e, noté dep(e’, x,, e), si les variables x4 et xg
n’apparaissent dans e’ que au sein de I’expression e. Formellement, il existe une
expression e” et deux variables y, z telle que :

o ¢/ =e'ly:=ellz:= '],

o x4 € Vars(e),e® = e[x, := x}]
° xA,xg ¢ Vars(e”),

o v,z ¢ Vars(e), Vars(e’).

244

Dans ce cas, on définit la substitution de e par une autre expression e
el[e — eIN] — ell[}) — e/l/]

dans e’ par

Exemple 33. Par exemple, les expressions suivantes dépendent de x4 en x3 : ¢; =
X5 + xp, €2 = x3/(k + x3) et e3 = (x3)* + x35. Pour e5 par exemple,onae” =y +z,
e = x, et & = x§. Par contre, I'expression x3 + x, ne dépend pas de x4 en x3.
Définition 17. Dans chacune de ces régles, décrites dans la Fig. 4.3, on partitionne
(si c’est possible) les réactions du réseau, en fonction de I’expression e, (pour le
cas linéaire, ey = x4). On définit la fonction split(R, A, e4) = (Ryeacs Rprods Rinoa)
telle que :

e R= Rprgd U Rreac U RmOd’

e I’ensemble R,,,; contient les réactions produisant du A. Elles doivent €tre
de forme r = 51 —>s, + aA ; e, avec A ¢ 51, 52, a > 0 et x4 & Vars(e),

e I’ensemble R,,,. contient les réactions consommant du A. Elles doivent &tre
de forme r' = 5| + A’A—5); eqe’,avec A ¢ 5,55, a’ > 0 et x4 & Vars(e'),

e I’ensemble R,,,, contient les réactions avec A comme modificateur. Elles
doivent étre de forme r = 51 —>s5,; ¢, avec A ¢ s, 5, et x4 € Vars(e).

On définit alors les expressions suivantes, qu’on va utiliser pour calculer les
nouvelles expressions cinétiques. L’expression 7" est la somme des cinétiques des
réactions produisant du A, pondérées par la steechiométrie :

T = Z ae.

51 —>52+0aA ; e€R proq
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L’expression 77 est la somme des cinétiques des réactions consommant du A,
modulo I’expression e, et pondérées par la steechiométrie :

T = Z ae.

s{+a’A—>s)) sepe’ €Ryeqe
Enfin, F est le quotient des deux expressions précédentes :
F=T|T.

Avec les conditions de la partition ci-dessus, on a directement x4 ¢ Vars(T),
Vars(T"), Vars(F). L’équation différentielle pour A est alors de forme x4 = T —
esT’. Comme de plus on a cst(x,) et T° # 0, on en déduit ey = F.

Définition 18. Pour toute réaction de production r = s;—>s5, + aA; e et toute
réaction de consommation r’ = s} +a’A— s/ ; €’e,, on définit la réaction combinée
par rapport a T’ par :

rop 1 =ds; +as|—>ads,+asy; ee|T .

On note alors Ry,pq 7 Reeae = {rop 7' | ¥ € Ryrpas ¥’ € Ryeqc} 'ensemble des
combinaisons des réactions de production et de consommation.

Notons que la condition 7" # 0 implique R,.,. # @. En revanche, on peut avoir
Ryr0a = 0. Dans ce cas, T = 0 et x4, = 0. Les régles de simplification ci-dessus
suppriment alors les réactions de R, , qui ne sont jamais applicables puisque
XA = 0.

Cas linéaire Dans la premiére régle, (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE), On a ey = X4.
L’ODE permet de calculer x4, = F. On combine les réactions de production et
de consommation, et on remplace x4 par F' dans les autres réactions et dans la
contrainte. On ajoute la contrainte x} = F.

Exemple 34. On considere le réseau My de I’Ex. 19 :
My = {r1, ra2, r3}&cest(xg) A cst(xe),

avecr; = S+ E—>C; kixsxg, n = C>S+ E; koxcetrs = C>P + E; kzxc.

On veut supprimer I’espece interne C. On a split(R, C, xc) = ({r1}, {r2, r3},0). On

peut donc appliquer la simplification (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE). Ona T = kjxsxg,
k

T =k +kyetF = a2

ko + k3
directement par similarité ajouter la contrainte 7”7 # 0. Apres simplification, on

obtient le réseau décrit a gauche de la Fig. 4.4. La contrainte cst(x¢) du réseau
initial est remplacée par cst(F), qui peut étre simplifiée par similarité en cst(xs).

. Comme T’ est une somme de parametres, on peut
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kikoxsxg
k2 + k3

@ef—f,» I']OT/I'Z
/] kiksxsxg
S To T

L merm [0

v - ~

®

cst(xg) A cst(xg)
0 _ kle.XE
¢ kz + k3

kik3xsxg
I o T
cst(xg) A cst(xg)
0 _ ki xsxg
¢ ky + k3

Fig 4.4: Graphes des réseaux cinétiques intermédiaire lors de la simplification de
Michaelis-Menten.

Cas inversible Pour la reégle (INTERMEDIAIRE - INVERSIBLE), On impose que e, Soit
inversible. On a alors e, = F et x4 = egl[xA := F]. Donc, comme précédemment,
on combine les réactions de production et de consommation, on remplace x, par
e,'[x4 := F], et on ajoute la contrainte x3 = ¢,'[x, := F].

Exemple 35 (Cas Inversible). On considere le réseau suivant, avec les réactions
illustrées ci-dessous (a gauche) :

(B>A: kixp, A—>C; V——2— C—>B; kyxc&cst(x,).
K+ x4
koxc koxc
®--© @
H @- E r2]-(©
kixp Vxa/(K+xa) kixg

On veut supprimer I’espece intermédiaire A. On a ey =

est inversible, avec e;‘ =

. Cette expression
+ X4

. On peut donc obtenir le réseau simplifié suivant,

dont les réactions sont illustrées ci-dessus a droite :
k]K)CB
B—>C; kixg,C—>B; kx &cst—/\xO:—.
{ 1XB 2Xc) (V kle) ATV ko

Toute interprétation @ du réseau simplifié doit vérifier V — kjxg # 0 pour étre
bien définie. C’est également le cas dans le réseau initial. En effet, a vérifie
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I’ODE de A a I’équilibre, donc 0 = kyxg — VKiA . Comme les conditions de
XA

la regle impose aussi V > 0, on a kjxg # 0. L"ODE peut se réécrire

X
en kixgK = (V — k1xp)x4, d’gﬁ V —kixg # 0 (on a K # 0 par définition des
parametres).

Cet exemple illustre également le fait que lorsqu’il n’y a qu’une seule réaction
de consommation de A (ici r,), les réactions combinées ont directement la méme
cinétique que les réactions de production. En effet, on a ee’ /T’ = ee’/e’ = e (donc
ici kin(ry, = kin(ry)).

Cas dépendant Enfin, dans (INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE), toutes les expres-
sions des réactions avec A comme modificateur doivent etre dépendantes de A en
es. De méme, la contrainte C doit étre de forme C’ A cst(x,), avec C' dépendante de
A en e,. Onn’a donc pas besoin de connaitre la valeur de x,. A partir de I’ODE de
A, on peut calculer la valeur de e, = F. On combine donc les réactions de produc-
tion et de dégradation, et on remplace e, par F' dans les autres réactions et dans C’.
Enfin, dans le réseau initial, toute interprétation « doit vérifier cst(x,) et ’ODE de
A. Pour avoir les mémes solutions, on ajoute la contrainte es[x4 := xg] = F dans
le réseau simplifié.

Exemple 36 (Cas dépendant). On considere le réseau suivant, représenté a gauche
ci-dessous :

{B—>A; kixp,2A—>C; kyxy, 0—>D 5 ksx; ) &cst(xy).

Les expressions sont toutes dépendantes en x%, qui n’est pas inversible. On peut
appliquer (INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE) et obtenir :

kixg kik3xp 0.2 kixg
2B~>C: ==, 0D = =&l = o
kzxﬁ kixg/2

]
N © [ ©

l kik3xp/(2k2)

6 o
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(COMBINAISON)
da,,...a; € N. stoic, = Z a;stoic,,
1<i<k
{s;—>s/; e; + a;kin(r)
| ri = si—>s; e}&T

{(rtulr,...,n}&T =

Fig 4.5: Regle de simplification de combinaison en déterministe, avec €2 la fonc-
tion d’observation et J les especes internes.

4.2.2 Combinaison

On considere maintenant une reégle supprimant une réaction lorsqu’elle est la com-
binaison linéaire d’autres réactions, comme pour la regle (DfcomposiTioN - Sup-
PRESSION) pour le cas non déterministe. Il faut néanmoins considérer ici explicite-
ment ces autres réactions, et modifier leurs expressions cinétiques.

La regle (Comsinaison) est présentée dans la Fig. 4.5. Une réaction r est la

combinaison d’un ensemble de réactions {ry, ..., r;} s’il existe des entiers a; > 0
tels que stoic, = Z a;stoic,,. Cette regle permet notamment de supprimer les
1<i<k

réactions cycliques de forme s—s; e, lorsque I’ensemble de réactions est vide :
{rl,...,rk} = Q)

Exemple 37. On reprend le réseau simplifié de la Fig. 4.4 (gauche), apres applica-

tion de la régle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE). On peut utiliser la regle (CoMBINAISON)

) ) ) kikoxgx ) )
pour supprimer la réaction cyclique 0 —0; ﬁ On obtient le réseau de
2+ K3

droite.

4.2.3 Symétrie

On présente ici deux régles permettant de simplifier des especes ayant un com-
portement symétrique. Les reégles sont présentées dans la Fig. 4.6.

Symétrie totale Dans la premiere regle, (SYMETRIE), deux especes A et A, vont
toujours avoir la méme concentration au cours du temps, et on va donc pouvoir
en supprimer une. Formellement, on peut décomposer 1’ensemble des réactions
en trois ensembles disjoints : Rjy,, celles qui utilisent A; mais pas Aj, Ry,, les
réactions qui utilisent A, mais pas Aj, et R, les réactions pouvant avoir A; et A,
comme modificateur. De plus, ces deux premiers ensembles sont symétriques :
Ry, = Ry, [x4, := x4,][A; := Ay]. Comme A; et A, sont internes, et ont la méme
concentration initiale, on va toujours avoir x4, = x4,. On peut donc remplacer x4,



148 Simplification préservant la sémantique déterministe

(SYMETRIE)

AL, Ay e T Q(A,) =0 CEC’/\xgl :xgz
A, ¢ Especes(Ry,) A, ¢ Especes(Ry4,)
Ra, = Ra [ x4, := xa,][A1 1= As]
Vr € R.stoic,(A) = stoic,(A;) =0
Ra, U ((Ra,[x4, := x4, D\A2) U R[x, := x4,]
&C[XA2 = XAI]

R4, URy, UR&C =

(SYMETRIE - REACTANT)

A, Ay, Ae T QA) = Q(A) = QA) =0
A ¢ Especes(Ry, U Ry, U R&C)
A, ¢ Especes(Ry,) A ¢ Especes(Ry4,)
Rp, = Ry, [x4, 1= x4,][A1 1= Ar]
Vr € Ry, .de. kin(r) = xa,e A x4, & Vars(e) A stoic,(A;) <0
Vri=s51—>s5;e€R A,A & 54
Ve € Expr(R)UExpr(C). dep(e, x4,, Xa, +Xa,)Adep(e, Xa,, Xa, +Xa,)
R [xa, = xal[A; 1= A]
Ra, U Ry, UREC = URLxs, + X4, := x41[A) = Al[A; := A]

— 0 _ 0 0
&Clxa, + xp, := X4] A Xy, = Xa, T X4,

Fig 4.6: Regles de simplification d’especes symétriques en déterministe, avec
la fonction d’observation et J les especes internes.
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par x4, partout. Comme I’espece A, est non observable, on la supprime complete-
ment du réseau.

Exemple 38. Par exemple, dans le réseau suivant, dont les réactions sont représen-
tées ci-dessous (a gauche) :

0 _ .0
R&xy, = xj,.

kixg /" N koxa, /(K +Xa,)

Les especes A; et A, sont symétriques. En supposant que A, n’est pas observable,
on peut la supprimer, et obtenir le réseau dont les réactions sont représentées ci-
dessus (a droite). Les ensembles correspondant a la regle sont Ry, = {ry, 3},
RA2 = {7‘2, 1’4}, etR = {1’5}.

Symétrie partielle L’ autre régle, (SYMETRIE - REAcTANT), fusionne deux especes
A; et A, si elles sont toujours consommées de la méme facon. Formellement,
on peut partitionner les réactions en trois ensembles : Ry, et Ry,, les réactions qui
consomment respectivement du A; et du A,, et R, les réactions qui ne consomment
ni Ay ni A, (Vr = s1—>s2; e € R.Aj,A; € 51). Les réactions de R4, n’utilisent
pas A, et ont une cinétique lin€aire en x4,, et symétriquement pour Ry,. De
plus, Ry, = R4,[A; := A;]. Dans les réactions de R, ainsi que dans la contrainte
C, les concentrations x4, et x4, apparaissent toujours ensemble, sous la forme
XA, + x4, (formellement, Ve € Expr(R) U Expr(C), on a dep(e, x4,,Xa, + Xa,) €t
dep(e, xa,, Xa, + Xa,)). Enfin, A; et A, ne sont pas observables.

On va alors prendre une nouvelle espece, A, interne et non observable, telle
que chaque molécule de A représente une molécule de A; ou une molécule de A,,
et que x4 = x4, + X4,. On remplace A; et A, par A dans Ry, et R, x4, par x4 dans
Ry4,, xa, + X4, par x4 dans R et C, et on supprime R,,. Enfin, on ajoute la contrainte
2 =x0 +29.

A A T A4,
Exemple 39. Par exemple, considérons le réseau R& T, donc les réactions sont
représentées ci-dessous (2 gauche).
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kixp, kxa, kixp, kxa

@)-[n]-(a)-[x] @)-[0]-@-[5]

N
| I
I
!

won 5@ @ “-® ©
T k3xa
.

koxp, kxa, koxg,

En supposant que A, n’est pas observable, on peut la supprimer. Les ensembles
de réactions correspondant a ceux de la régle sont Ry, = {r3}, Ra, = {r4}, et
R = {ry, r, rs}. On obtient le réseau suivant, dont les réactions sont représentées
ci-dessus (a droite) :

’ 0o _ .0 0
R'&xy = xy, + Xy,

4.2.4 Autres regles

Enfin, on présente dans la Fig. 4.7 d’autres regles de simplification, n’appartenant
pas aux catégories précédentes.

Factorisation La regle (Factorisation) factorise les réactants et les produits
d’une réaction. Ainsi, une réaction de forme as; —>as, ; e, avec a > 0, est rem-
placée par la réaction s; — s, ; ae.

Modificateur Constant La deuxieme regle, (MobpiricATEUR CONSTANT), traite le
cas d’un modificateur A, interne, qui n’est jamais présent ni en réactant ni en
produit, et donc dont la concentration va rester constante au cours du temps. On
peut donc remplacer sa concentration par sa concentration initiale.

Exemple 40. On reprend le réseau partiellement simplifié de Michaelis-Menten
la Fig. 4.4 (droite), apres application de la regle (Cominaison). On peut utiliser la
regle (MobiricaTEUR CONSTANT) pour supprimer I’espece xg. On obtient une unique
réaction S— P ; kiksxsxy/(ky +k3), et la contrainte cst(xg) A X% = kyxsxy/(ky +k3).

Par similarité, on peut réécrire la contrainte et I’expression cinétique, et obtenir
le réseau simplifi€ M, représenté dans la Fig. 4.8, avec la cinétique classique de
Michaelis-Menten.

Notons en particulier que pour que cette simplification soit exacte, il est donc
nécessaire que S soit également a 1’équilibre. Dans le cas contraire, C ne pourra
pas étre a I’équilibre, et donc la simplification ne sera pas correcte.
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(FACTORISATION)

{as; —>as,; e}&T = {s1—>5; ae}&T
(MobiricATEUR CONSTANT)
Ael Vr € R. stoic,(A) =0

R&C = R[x, := x5]1&C[x, := x4]

(EspECE INUTILE)
AeT QA) =0
Vs1—>852; ¢ €R.A ¢ s1 A x4 ¢ Vars(e)
Vr' e RR.B # A. stoic,.(B) =0
RUR&T = R\A&T

(REACTIONS INAPPLICABLES)
Ael R+0

VYr € R. kin(r) = xqe Yr' e R'. stoic,(A) =0
RUR&CA xg =0= R'[x4 :=0]&C[x4 :=0] A xg =0

(CONTEXTE)
M= M EspecestM”")yN1 =10
M | M// 9 M/ I M/I

(SIMILARITE)
M, = M; M = M, M) =M,
M, = M,

Fig 4.7: Autres regles de simplification en déterministe, avec € la fonction
d’observation et 7 ’ensemble des especes internes.
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Xs
K+ xg

cst(xg) A x(é = xsx%/K

Fig 4.8: Graphe du réseau cinétique simplifié de Michaelis-Menten, avec V =
k3(x% + x%) et K = (ky + k3) /K.

Espece Inutile Cette regle est similaire a la régle (Espice INUTILE) pour le cas
non déterministe : une espece A, interne et non observable, qui n’est jamais en
réactant des réactions, sauf dans des réactions R’ qui ne modifient que la quantité
de A. De plus, ici sa concentration x4 n’est pas non plus dans les expressions
cinétiques, ni dans les contraintes. Donc A n’est jamais nécessaire et peut €tre
supprimée.

Réactions Inapplicables De facon similaire, la régle (REACTIONS INAPPLICABLES)
étend la version non déterministe. Une espece A n’est pas présente initialement,
et sa concentration ne peut pas augmenter. Alors toutes les réactions avec une
expression cinétique de forme x4e, ne seront jamais applicables, et peuvent étre
supprimées. On remplace également x4 par O dans les contraintes et les autres
expressions cinétiques.

Contexte et similarité Enfin, les deux dernieres regles étendent la simplifica-
tion avec la composition de réseaux ou la similarité. La regle (ContexTE) décrit
le fait que si on peut simplifier un module d’un grand réseau, alors la simplifi-
cation est aussi valable pour le grand réseau. La regle (SimiLarITE) précise que
la simplification est en fait définie modulo la notion de similarité entre réseaux
cinétiques.

4.2.5 Propriétés

On prouve ici les différentes propriétés de nos regles : elles simplifient bien les
réseaux, et sont correctes pour la congruence déterministe.

Simplification On définit la taille des réseaux cinétiques de la facon suivante,
similaire aux réseaux sans cinétique.
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Définition 19 (Taille et ordre des réseaux cinétiques). Soit M = R&C un réseau
cinétique. Sa raille |M| est le triplet (n, m, p), avec :

e n = Especes(M) le nombre d’especes de M,
e m = |R| le nombre de réactions,

e p= Z |s; + s,| la taille combinée de toutes les solutions du réseau.

s1—>52 ; €ER
Un réseau M de taille (n,m, p) est alors plus petit qu’un réseau M’ de taille

(n',m’,p"), noté M < M’, si (n,m, p) < (n’,m’, p") avec I’ordre lexicographique,
c’est-a-dire :

e n<n,
seoun=netm<m,
eoun=n,m=m'etp<p.
Proposition 11. La transformation = est une simplification.

Proof. Les regles d’élimination des espéces intermédiaires de la Fig. 4.3, ainsi
que les regles de symétrie de la Fig. 4.6 et que les regles (MobpIFICATEUR CONSTANT)
et (Espice InuTiLE) diminuent le nombre d’especes moléculaires.

Les regles (ComBiNnaIsoN) et (REAcTIONS INAPPLICABLES) diminuent le nombre de
réactions sans augmenter le nombre d’especes.

Enfin, la regle (Factorisarion) diminue la taille combinée des solutions du
réseau. O

Correction On prouve que les regles de simplification sont correctes.
Théoreme 4. La simplification =, s est correcte pour la congruence ~gq 7.

Proof. On veut montrer que si M =, ; M’, alors pour tout contexte M" tel que
EspecestM")YNI =0,onaM | M" ~q M' | M", c’est-a-dire solo(E(M | M"")) =
solo(E(M' | M")).

Commencons par la regle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE), appliquée sur une espece
A. On considere tout d’abord 1’équation différentielle de A dans E(M | M").
L’espece A est interne, on a donc :

Z ae — Z a'e'xy

51 —>52+0aA ; €€R proq s1+a’A—s)) ;e xa€Reac

= T- )CAT’.

XA
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Toute solution @ € sol(E(M | M")) doit vérifier cette équation, ainsi que les
contraintes cst(x,), qui impliquent x4 = 0, et 7” > 0. Donc en particulier, a doit
vérifier x4 = T/T' = F. Donc, puisque « vérifie C, a vérifie aussi C[x, := F] et
x§ = F. L’équation différentielle pour A dans le réseau simplifié est simplement
x4 = 0, et est donc bien vérifiée.

Soit B # A une autre espece. On va montrer que si « vérifie I’équation dif-
férentielle ordinaire de B dans E(M | M"), alors elle vérifie aussi I’ODE de B dans
E(M’ | M""). Considérons I’ODE dans E(M | M""). On note f(M”, xg) I’évolution
de xp due au contexte M :

ip= Y (B -siBe+ Y (s5(B) = si(B)xae

51 —>52+aA ; e€R proq s{+a’A—s)) ;e xa€Reac

) (5B = siB)e + f(M")

1 —>52 5 €€Roa

Dans E(M’ | M"), en utilisant x4 = F, on peut réécrire I’ODE de B de la facon
suivante :

Xp = Z SL0IC o, (B)kin(r o7/ 1)
1o 1" €R proq 77 Rreac
+ Z (s2(B) = s1(B))elxy := F]+ f(M")
s1—>52; e[xa:=F|€Ryoalxa:=F]
= D > (@s:(B) + ass(B) - a'si(B) - as(B)ee' | T’

51 —>s2+aA ;EERprod S’l +a,A‘>S£ ;€' XA€R eac

D (5aB) = si(Bye + f(M")

§1—>52 ; €€ER o

= > > (@saB)—d'si(B)ee [T’
§1>$2+aA ;€€Rprod s\ +a"A—5)) ;€' XA€Reac
+ Z Z (asy(B) — as|(B))ee' |T’

51 —>52+aA ; €€R proq s1+a’A—s)) ;€' Xa€Reac

) (s2:(B) = si(B)e + f(M")

81 —>52 3 €ER0a

= D B -sBe Y. de)T

§1—>52+aA ; €€Rproq s1+a’ A~} ;€ xA€R eqc
’ ’ 4 ’
+ E (55(B) — s1(B))e’( E ae)/T
si+a’A—s), ;€' xaA€Reac 51 —>52+aA ; €€R proq

D (5aB) - si(Be + f(M")
§1—>52 ;5 €€ERpoq
= D (5aB) = si(B)eT' /T’
51 —>52+0aA ; e€Rproq
+ > (53(B) — 5|(B))e'F

s1+a’A—>s)) ;€' XaA€Reac
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£ (B = siB)e+ f(M")
S1—>52 3 €€Rnoa
= > B -sBle+ > (sh(B) - s{(Be'xa
S| —>52+aA ; e€Rproq s1+a’A—s)) ;€' XA€Reac

) (s2(B) = si(B)e + f(M")

81 —>52 3 €ER0a

On retrouve donc la méme ODE, donc « est aussi une solution pour I’ODE de
B dans le réseau réduit. Comme A n’est pas observable, toute solution observable
de E(M | M"") est donc aussi une solution observable de E(M’ | M"").

Réciproquement, si @’ est une solution pour E(M’ | M"). o doit vérifier
xg = Fet’ODE de A: x4 = 0, donc x4 = F. Pour toute espece B # A, avec
le méme raisonnement que ci-dessus, «’ vérifie I’ODE de B dans E(M | M""). De
méme, trivialement o’ vérifie C. Donc E(M | M”) et E(M’ | M"’) ont les mémes
solutions, et donc M ~qo r M'.

La preuve de la reégle (INTERMEDIAIRE - INVERSIBLE) est similaire, en remplagant
x4 par I’expression inversible e4. Pour (INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE), seules les
contraintes sont légerement différentes. Si « est une solution pour réseau initial
(dans son contexte), avec le méme raisonnement que ci-dessus, @ vérifie e4 = F,
et donc e,[x4 = xg] = F, puisque x, est constante. Réciproquement, si @’ est une
solution du réseau simplifié, elle vérifie es[ x4 := xg] = F,etdonc ey = F. Donc
a’ est bien une solution pour le réseau initial.

Considérons la regle (ComBINAISON), et A une espece. L'équation différentielle
pour A dans le réseau initial dans son contexte :

stoic,(A)kin(r) + Z stoic, (A)kin(r;) + f(M"”, x4)

XA
1<i<k

(> stoic,(A)kin(r) + Y stoic, (A)kin(r)) + (M, x4)

1<i<k 1<i<k

Z (stoic, (A)kin(r) + kin(r)) + F(M”, x4).

1<i<k

On retrouve donc I’ODE de A dans le réseau simplifié, donc les deux réseaux ont
les mémes solutions, et M ~o r M’.

Considérons la regle (SyMETRIE), et soit @ une solution du réseau initial dans
son contexte. L’espece A; est interne, donc I’ODE pour A, est :

Xy, = Z stoic,(A))kin(r).

rERAl
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L’équation pour A; est :

Xi, = Y stoic(Aykin(r) = Y stoic(Apkin(r)xa, = xa,).

rERA2 reRA1

Les deux concentrations sont donc solutions d’équations symétriques. Et comme
0

— 40 ; — AAnit v’ .
Xy, = X4, onobtient x4, = x4,. On définit o’ par :

" (xy) = alxy) SiX#A;
@ Ux) = a(x}) pour X = Aj.

Dans le réseau simplifié, I’ODE pour A; est la méme, donc est toujours vérifiée

par @”. L’espece n’est pas dans le réseau simplifié, donc x, = 0 et x4, = xgz.
our toute autre espece B, son ans le réseau simplifié est :

Pour toute aut B ODE dans 1 lifié est

Xg= Y stoic(B)kin(r) + ) stoic,(Bkin(r)[xs, := x,]
reRa, r€RA,
+ Z stoic,(B)kin(r)[xa, := xa, 1+ f(M", xp)
reR
= Z stoic,(B)kin(r) + Z stoic,(B)kin(r)
}“ERAI VERAZ
+ Z stoic,(B)kin(r) + f(M", xp)
rerR

Donc " vérifie les ODEs du réseau simplifié, ainsi que trivialement la contrainte
Clxa, := x4,]. Comme Q(A,) = O, on a Q@) = Q(a”) et solo(M) C solo(M").

Réciproquement, pour tout solution o’ du réseau simplifié, on considere la
solution @ définie par :

,,( ) _ CL”()CAI) si X :Az
G ZN @(xx)  sinon.

Alors @” a la méme observation que @’, et est solution du réseau initial. Donc les
deux réseaux ont les mémes solutions observables, et M ~q 7 M’.

Considérons maintenant la regle (SYMETRIE - REACTANT), et @ une solution du
réseau initial. On a dans le réseau initial :

Xy = Z stoic,(Ay)kin(r) — Z a)xa,e
reR s1+aiAy —>s2 3 XA, eeRA]

Xp, = Z stoic,(Ay)kin(r) — Z arXxa,e
reR S1+azAz —>$2 3 X, €€Ra,

= Z stoic,(Ax)kin(r) — Z aixa,e.

reR s1+ai1Ay —>so ;xAleeRA1
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On considere alors la solution @’ définie par :

a(xg, +x4,) sSIX=A
a(xy) sinon.

a’(xyx) = {

Cette solution @” a la méme observation que @. On note R' = R[x4, + x4, :=
x4][A; := A][A; ;= A] et R;n = Ry, [x4, := x4l[A; := A]. Alors o” vérifie :

XA = Xa, t Xa,

= Zstoicr(Al)kin(r) - Z ajxu,e
reR s1+ajAy —>sy ;xAleeRA1
+ Z stoic,(A>)kin(r) — Z ajxa,e

reR s1+a1A1 —>s23x4, €€Ry

= Z(stoic,(Al) + stoic,(Ay))kin(r) — Z ay(xa, + xa,)e
reR s1+a1A1 —>s2; x4, €€Ry,

= Z stoic, (A)kin(r) — Z ajxae.
rerR’ si+alA—>sy ;xceeRA]

Donc o” vérifie I’ODE de A dans le réseau simplifié. Pour tout autre espece B,
I’ODE initiale se réécrit en :

Xp = Z stoic,(B)xae + Z stoic,(B)xa,e

r=S1 523 XA, eeRA1 r=s1—>s ;xAzeeRAz

+ Z stoic(B)kin(r) + f(M", xp)

reR

= Z stoic,(B)(xa, + Xa,)e + Z stoic,(B)kin(r) + f(M", xp)

r=s1—>53 ;xAleERAl reR
= Z stoic,(B)xse + Z stoic,(B)kin(r) + f(M"”, xp).
r=s1—>5 ;ereRf/‘*l rerR’

Donc o” vérifie aussi I’ODE du réseau simplifié. Donc @” est bien une solution
du réseau simplifi€. Réciproquement, pour tout @’ solution du réseau simplifié,
avec le méme raisonnement que ci-dessus, on peut construire une solution @’ du
réseau initial avec la méme observation. Donc M ~q ;7 M’.

Le regle (Factorisation) est trivialement vraie, en réécrivant I’ODE de toute
espece A de la facon suivante :
Xa = (as2(A) —asi(A)e + f(M”, x,)
= (52(4) — s1(A))ae + f(M”, x4).

Considérons la regle (MobiricaTEur ConsTanT). L ODE pour A est X4 = 0 dans
les deux réseaux, donc x4 = xg, et les réseaux sont bien congruents.
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Considérons la regle (Espice INnuTiLE). Pour toute espece B # A, son équation
différentielle est :

Xp = Z stoic,(B)kin(r) + Z stoic, (B)kin(r’)
reR r'eR’
- Z stoic,(BYkin(r).

reR

Comme de plus x4 ¢ kin(r) pour toute réaction r € R, I’ODE du réseau simplifié
est la méme. L’équation différentielle de A est modifiée, mais comme A n’est pas
observable, les deux réseaux ont bien les mémes solutions observables.

Considérons la regle (RéacTions INappLICABLES). L’ équation différentielle ordi-
naire pour A est :

Z stoic,(A)kin(r) + Z stoic, (A)kin(r")
rer r'erR’

= Z stoic,(A)xue.

XA

§1—>52 ; Xae€R

Or xg = 0, on a donc x4 = 0, donc les deux réseaux sont congruents.

Enfin, les regles (CoNTEXTE) et (SIMILARITE) sont correctes, par induction sur
I’arbre de preuve. En effet, si M | M” = M’ | M"”, avec la regle (ConTeXTE) telle
que M = M’, alors par induction M ~ M’ etdonc M | M" ~ M’ | M"”. De
méme, si M; = M, avec la regle (SIMILARITE), on a par le Lem. 8 :

My ~ M|, ~ M}, ~ M,.
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Fig 4.9: Graphe du réseau cinétique Tet-On.

4.3 Application au réseau cinétique Tet-On

On applique maintenant nos regles de simplification au réseau cinétique Tet-On
(Gossen & Bujard, 1992; Gossen et al., 1995; Huang et al., 2010). On rappelle le
graphe du réseau dans la Fig. 4.9.

Toutes les especes, a part Dox, sont internes. On utilise la fonction d’observation
Qre.on de Ex. 11, qui n’observe que la quantité de GFP,.

On peut tout d’abord utiliser la regle (MobiricATEUR CONSTANT) pour supprimer

N . 0 . L .
le géne Prresc, en remplacant sa concentration par Xporso On obtient la réaction

XrtTADox
ry=0—>mRNA; Vsxy = ——"TA0%
XrTADox T+ KS

Ensuite, on utilise la regle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE) sur mRNA. Elle combine

XrtTADox .
Vsxp ————— et T’ = ks. La fusion
XrtTADox T+ KS

des deux réactions donne une réaction cyclique @ —0; e, qui peut directement
étre supprimée avec la reégle (Comemaison). On remplace x,,zna par T/T” dans la

0
V5 Xp TRE3G XrtTADox

les réactions 7, et rs. Ona T =

. On obtient

, . . . 0 _
réaction ry, et on ajoute la contrainte x, ,, = A X
. . L. . 6 XriTADox t K5
les réactions décrites dans la Fig. 4.10.

On peut procéder de la méme facon pour I’espece intermédiaire r#TADox.
L’espece rtTA devient alors un modificateur, et peut donc étre supprimée avec
la regle (MoDIFICATEUR CONSTANT).

On utilise les régles de similarité afin d’obtenir des cinétiques qui dépendent
de la quantité totale x° o+ xrtTADox de rtTA, liée ou non, comme dans I’Ex. 31 de
Michaelis-Menten. On obtient les réactions décrites dans la Fig. 4.11, avec les
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K3XpTaXDox;
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9XGFP VsXpenio K Xumapor
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Fig 4.10: Graphe d’un réseau cinétique partiellement simplifié de Tet-On.

K1 Xpox
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kZXDuxi \\
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Fig 4.11: Graphe d’un réseau cinétique partiellement simplifié de Tet-On.

nouveaux parametres suivants :

0 0 0
’r _ k7v5xPTREjG(x}’lTAD()x + ‘xrtTA) ’r _ k4K5
- 0 0 - 0 0 :
ke((Xpiapox T Xpira) + Ks) k3((Xyiapox T Xpga) + K5)

On peut alors utiliser la regle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE) sur les especes Dox;
et GFP. On obtient le réseau simplifié M7, = R &cst(xpo,) A C'. Ce réseau
ne contient plus que deux especes, Dox et GFP,. Il n’a plus que deux réactions,
illustrées dans la Fig. 4.12.

La contrainte C’ représente la valeur des concentrations initiales des especes



4.3 Application au réseau cinétique Tet-On 161

XDox
V oniK kxgGrp,

@D [ — @B — [l

— V5k7k9ngREg(;(x91TA + x(r)tTADox) K — K5k2k4
k6(k8 + k9)(K5 + ('x?tTA + 'x(r)tTADox)) k1k3(K5 + (xgtTA + 'x(r)tTADox))

Fig 4.12: Graphe du réseau cinétique simplifié de Tet-On.

supprimées : L
C'= Xl = k_:xglRNA
AxquNA — stgTREj‘G - x(r)tTADox
k k6 xrtTADox + K5
AX0 =340 §0

rtTADox k4 xDox,- rtTA

0 —
/\xDox,- = k] /kZ-xDox-

Comme notre simplification est correcte, ce réseau est congruent au réseau initial.



162 Simplification préservant la sémantique déterministe

4.4 Simplification de systemes d’équations

Dans cette section, on transforme les regles de simplification de réseaux ciné-
tiques vues dans ce chapitre afin d’obtenir des regles de simplification de systemes
d’équations. Les regles de simplification sont présentées dans la Fig. 4.13.

Variable a I’équilibre Commencons par considérer les régles de simplifica-
tion d’especes intermédiaires. Avec les axiomes de similarité présentés dans la
Fig. 4.1, la regle (VariaBLE STaBLE) d’élimination d’une variable x a 1’équilibre

consiste juste a remplacer x = e par e = 0, x = 0 et de remplacer x par x°.

Symétrie Comme pour les réseaux de réactions cinétiques, on consideére deux
regles de symétrie entre variables. Dans la premiere regle, (SyMETRIE), les deux
variables x; et x, ont la méme ODE, et la méme valeur initiale. Elles seront donc
toujours égales, et on peut donc supprimer x,, supposée non observable.

Dans la regle (SYMETRIE - CoNsSOMMATION), les variables x; et x, sont consom-
mées de facon similaire, c’est-a-dire xX; = e;—xje et X, = e;—xye. De plus, dans les
autres équations, x; et x, apparaissent toujours sous la forme x; + x,. On va alors
remplacer x; + x, par une nouvelle variable x, avec X = (e; +e3)[x; +x, := x] — xe.

Variable Constante Dans la regle (VariaBLE CONSTANTE), qui correspond a la
regle (MobiricaTEUR CONSTANT), on substitue une variable x par sa valeur initiale
1% lorsqu’elle est constante au cours du temps. Contrairement 2 la régle (VARIABLE
STABLE), le fait que x soit constante est une conséquence de x = 0, et non pas d’une
contrainte cst(x).

Variable Inutile La régle (Espice INUTILE) peut se transformer en une regle
(VariaBiLe INuTILE), dans laquelle une variable x, non observable, n’apparait que
dans sa propre ODE.

Variable Nulle La regle (REactions INAPPLICABLES) se transforme en une regle
(VariaBLE NuLLE), dans laquelle une variable x est nulle initialement et son ODE
est de forme x = xe, et donc x sera toujours nulle au cours du temps.

Toutes ces regles sont trivialement correctes.

Proposition 12. Soit E un systeme tel que E = FE’, alors E ~ F’.
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(VARIABLE STABLE)

EAnx=encst(x) = E[x:=x°]Ax=0A0=¢[x:=x"]

(SYMETRIE)
Q(xy) =0 x, & Vars(e)
EAX =
. " ¢ E[X2 = xl]/\x'l =e
AXy = e[x1 := xa] Ax = 40
Ax) = x9 1T

(SYMETRIE - CONSOMMATION)
Q(x1) = Qx2) = Qx) = O
x & Vars(E), Vars(e,), Vars(e,), Vars(e)
X1, X, & Vars(e)
Ve' € Expr(E) U {ey, ez}. dep(e’, x1, x1 + x2) A dep(e’, x, x1 + X2)
E
AX] = e; — x1e =
AXy = ep — Xpe

Elx1 + xp := x]
AX = (e1+er)[x1+xy := x]—xe

(VARIABLE CONSTANTE)
x € Vars(E)

EANx=0=2Ex:=x"IAx=0

(VARIABLE INUTILE)
Qx) =0 x ¢ Vars(E)
Eni=e=>EAXx=0

(VARIABLE NULLE)

EANi=xeANX"=0=2E[x:=0lAx=0Ax"=0

(SIMILARITE)
E, =E; E, = E, E,=E,
E,= E,

Fig 4.13: Regles de simplification de systemes d’équations, avec € la fonction
d’observation.
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Simulation Il existe alors une notion de simulation entre les regles de simplifi-
cation pour les réseaux cinétiques et celles pour les systemes d’équations.

Proposition 13. Soit M un réseau tel que M = M’, alors E(M) =* E(M").

Proof. On considere tout d’abord la regle de contexte (CONTEXTE). Supposons
que M = M’. Alors il existe toujours des sous-réseaux M;, M| et M" tels que
M=M | M’ etM = M| | M”,ettels que M; = M| avec une regle différente de
(ContEXTE). On prouve alors dans la suite que quelque soit cette regle, on a bien
EM) = E(M’). On note R” et C” les réactions et la contrainte de M”.

Si M| = M] en utilisant une des régles de la Fig. 4.3 sur une espece A, alors
on a cst(x,) dans le réseau initial, ainsi que dans son systeme d’équations E(M).
On peut donc appliquer la reégle (VARIABLE STABLE), et obtenir un systeme E’. On
va prouver que £’ = E(M’). Notons que par définition, on a A ¢ Especes(M").

Trivialement, ’ODE pour x4 est la méme dans les deux systemes : x4 = O.
On considere tout d’abord le cas de (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE). Dans E(M”), on
a une contrainte xg = F. Dans E’, on a la contrainte 0 = T — xg T’, qui est bien
similaire 2 x = F. Soit B # A une autre espece. Son ODE dans E’ est :

Xp = Z stoic,(B)kin(r)[x, := x]
reM

Dans E(M’), son équation différentielle peut se réécrire de la facon suivante (on
ne détaille pas tous les calcules, qui sont similaires a ceux vus dans la preuve du
Théoreme 4) :

Xpg = Z Z (d@'s2(B) + ash(B) — a’s1(B) — as|(B))ee’ | T’

r=s1—>s2+aA ; e€R o4 r’:s'l +d' A »s’z i xp€" €ERcons

+ Z stoic,(B)kin(r)[x, := F]

r€R,0dUR"
= Z stoic,(B)e + Z stoic,(B)e'F
r=s1 —>52+aA ; e€Rproq r'=s\+a’ A5} ; xa€ €Rcons
+ > stoic,(B)kin(r)[x, = x}]
r€RodUR"
= . swicBkin(r)+ > stoic,(B)kin()[xs := x5]
r€R prod ' €Rcons
+ Z stoic,(B)kin(r)[x, := xg]
r€R0dUR"
= ) stoic,(Bkin(r)xs := x5].
reM
Pour la contrainte C’ (dans M), elle est remplacée par C'[x, := xg] dans E’,

et par C'[x4 := F]. Ces deux contraintes sont bien similaires puisque dans les
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deux systemes on a aussi x; = F. La contrainte C” n’est pas modifiée, puisque
xa & Vars(C").

Les regles (INTERMEDIAIRE - INVERSIBLE) et (INTERMEDIAIRE - DEPENDANTE) fonc-
tionnent de la méme manicre.

Pour la regle (ComBinaison), on a directement E(M) = E(M’).

Pour la régle (SYMETRIE) sur A; et A,, on peut directement I’imiter avec la re-
gle (SYMETRIE) sur x4, et x,,. On obtient trivialement le méme systeme. La regle
(SYMETRIE - REACTANT) peut quant a elle étre imitée par (SYMETRIE - CONSOMMA-
TION).

Pour la regle (Factorisarion), on a directement E(M) = E(M’).

La regle (MobiricaTEUR CONSTANT) est imitable trivialement par la reégle (Vari-
ABLE CoONSTANTE), la régle (Espice INuTILE) par (VArRIABLE INUTILE), tandis que la
regle (REacTioNs INAPPLICABLES) est imitable avec (VariaBLE NULLE). La regle de
similarité est imitée par la regle correspondante pour les systemes. O
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4.5 Discussion

Dans cette section, on discute et compare notre simplification avec d’autres sim-
plifications dans la littérature. On étudie tout d’abord les différentes conditions
d’équilibre qui existent dans la littérature permettant de simplifier des modeles
biologiques, en préservant leur comportement, en général de facon approchée. On
discute ensuite de I’importance de la structure des réseaux de réactions, en parti-
culier pour la simplification. On étudie ensuite les méthodes de simplification en
plusieurs étapes, séparant le calcul de la structure simplifiée, a I’aide par exemple
des modes €élémentaires, et celui des cinétiques. Enfin, on discute des différentes
conditions sur les cinétiques dans les regles de simplification et de leurs applica-
tions en pratique.

4.5.1 Conditions d’équilibre

La plupart des simplifications de modeles biologiques sont basées sur 1’existence
de différents ordres de grandeurs entre les vitesse des réactions. En se plagant sur
un certain intervalle de temps, on peut alors supposer que les réactions tres rapides
permettent d’atteindre rapidement un équilibre, tandis que les réactions tres lentes
n’ont qu’un effet négligeable sur le comportement global du systeme. C’est par
exemple le cas des méthodes basées sur les variétés de faibles dimensions du point
de vue géométrique (voir par exemple (Fraser, 1988), (Roussel & Fraser, 1990),
(Maas & Pope, 1992), (Stiefenhofer, 1998), (Davis & Skodje, 1999) ou encore
(Gorban & Karlin, 2003)), ou de celles basées sur les perturbations singulieres
(CSP) en théorie du controle (par exemple les travaux de (Heineken, Tsuchiya, &
Aris, 1967), (Lam & Goussis, 1994), (Lu, Ju, & Law, 2001) ou (Zagaris, Kaper,
& Kaper, 2004)). C’est aussi le cas des méthodes basées sur la quasi-stabilité
(QSSA) d’especes chimiques (comme par exemple (Bodenstein, 1913), (Segel
& Slemrod, 1989) ou encore (Turanyi, Tomlin, & Pilling, 1993)), sur le quasi-
équilibre (QE) de flux de réactions (comme dans (Gorban, Karlin, Ilg, & Ottinger,
2001) ou (Gibbs, 2014)) ou encore sur les équilibres tropicaux entre les flux dom-
inants (Radulescu, Vakulenko, & Grigoriev, 2015).

Ces simplifications sont néanmoins en général des approximations. Au con-
traire, notre méthode de simplification cherche a préserver exactement le com-
portement déterministe. Il est alors nécessaire d’avoir des conditions exactes
d’équilibre pour les especes intermédiaires, comme dans les regles présentées
dans la Fig. 4.3.

Considérons par exemple le cas de la classique simplification enzymatique
proposée par Michaelis et Menten (Michaelis & Menten, 1913), dont les réactions
du réseau initial sont illustrées dans la Fig. 2.19. C’est en général une approx-
imation, et de nombreuses €tudes se sont intéressées aux différentes conditions
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pour qu’elle soit valable (par par exemple les travaux de (Palsson, 1987), (Segel,
1988), (Segel & Slemrod, 1989), (Schnell & Mendoza, 1997) ou encore (Sanft
et al., 2011)). La simplification n’est possible que si le systeme vérifie un quasi-
équilibre entre les réactions r; et r, (Michaelis & Menten, 1913), ou une quasi-
stabilité (Briggs & Haldane, 1925) du complexe C. Pour notre simplification, on
suppose que la stabilité de C est exacte. Remarquons qu’en général, pour la quasi-
stabilité, on suppose également que la concentration initiale du substrat S est tres
supérieure a celle de ’enzyme (et du complexe). Une conséquence est donc que
la quantité de S ne va étre modifiée que de facon négligeable, en d’autres termes,
que S est également quasi-stable. Dans notre cas, il est également nécessaire que
S soit a I’équilibre pour que C le soit et qu’on puisse simplifier le modele.

Une autre approche consiste a supposer non pas qu’une espece A est dans un
état d’équilibre, mais plutdt qu'une solution, par exemple A + 2B, est a I’équilibre,
c’est-a-dire x4, +2x5 = 0. Elle se base sur le concept des graphes de solutions (sou-
vent appelé graphe des complexes), introduit dans (Feinberg, 1987; Horn, 1972;
Horn & Jackson, 1972), de fagon similaire aux réseaux de Kron dans les réseaux
électriques (Kron, 1939). Cette approche a notamment été utilisée dans les travaux
de (Gunawardena, 2012) pour calculer un systeme simplifié d’équations, ou dans
(S. Rao, Van der Schaft, Van Eunen, Bakker, & Jayawardhana, 2014) pour sim-
plifier (a I’aide d’approximations) des réseaux de réactions. Cependant, la sim-
plification de solutions plutdt que d’especes peut entrainer la disparition de liens
et de dépendances entre especes, comme expliqué dans (S. Rao, Jayawardhana, &
van der Schaft, 2016).

4.5.2 Importance de la structure

Comme discuté dans I’introduction, préserver la structure des réseaux de réactions
est plus avantageux que de connaitre uniquement les équations. En effet, un réseau
peut étre représenté graphiquement et est plus facile a comprendre. De plus, il
permet de dériver les sémantiques non déterministe, déterministe et stochastique,
et d’adopter une approche contextuelle.

La structure peut également étre utile pour simplifier un modele biologique.
Par exemple, King et Altmann (King & Altman, 1956) cherchent a calculer la
vitesse de production d’un produit dans une chaine de réactions enzymatiques,
en supposant que les complexes sont a 1’équilibre. Ils utilisent une méthode
graphique, basée sur la présence de motifs dans la structure du réseau. Leur
méthode a été améliorée, afin d’éviter au maximum des calculs inutiles, et a été
généralisée en utilisant des méthodes de la théorie des graphes (voir par exem-
ple (Wong & Hanes, 1962), (Volkenstein & Goldstein, 1966), (Cha, 1968) ou
(Cornish-Bowden, 1977)).

Le méme type de méthode a alors été utilisée pour simplifier des especes inter-
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médiaires de facon plus générale, sans se limiter aux cas enzymatiques, et calculer
des systemes d’équations réduits (Kuo-Chen & Forsen, 1981; Chou, 1981; Zhou
& Deng, 1984; Feliu & Wiuf, 2012). Dans (Saez, Wiuf, & Feliu, 2016), une méth-
ode graphique, basée sur le calcul d’arbres couvrants dans les graphes des especes
intermédiaires, permet de les simplifier, cette fois dans des réseaux de réactions.
On étudiera plus précisément le lien entre cette simplification et la notre dans la
Sec. 5.4 du chapitre suivant.

La structure permet également de pouvoir définir des notions de bisimula-
tions dans les réseaux de réactions. Par exemple, dans (Cardelli, Tribastone,
Tschaikowski, & Vandin, 2015), les auteurs proposent deux notions de bisimu-
lation dans les réseaux avec une sémantique déterministe. La bisimulation vers
I’avant permet de regrouper des especes qui sont consommées de la méme fagon,
de facon similaire a la régle (SYMETRIE - REAcTANT). La bisimulation vers l’arriére
correspond au cas d’especes ayant le méme comportement, comme dans la regle
(SymeéTriE). Les mémes notions de bisimulation ont également été définies pour
les systemes d’équations différentielles dans (Cardelli, Tribastone, Tschaikowski,
& Vandin, 2016).

Dans (Cardelli, 2014), les auteurs proposent également plusieurs notions de
morphismes entre deux réseaux, permettant de fusionner des especes et des réac-
tions. Ils utilisent alors des propriétés sur la structure des réseaux pour obtenir
des résultats sur leurs sémantiques déterministes. Notamment, le morphisme doit
préserver la stoechiométrie et les réactants des réactions. Ces propriétés ne sont
néanmoins pas vérifiées en général avec notre simplification. Par exemple, le
morphisme correspondant a notre regle (SYMETRIE - REACTANT), qui fusionne deux
especes symétriques, préserve les réactants mais pas la steechiométrie, avec les
notions définies dans (Cardelli, 2014).

4.5.3 Modes élémentaires

Un autre type de méthodes de simplification de réseau avec une s€émantique déter-
ministe consiste a calculer séparément la structure simplifiée et les cinétiques. Le
calcul de la structure peut alors se faire de facon similaire aux modes élémentaires
(Schuster & Hilgetag, 1994).

Un mode, aussi appelé parfois chemin de réactions (comme par exemple dans
(Horiuti & Nakamura, 1957)), est un multi-ensemble de réactions qui, si elles sont
appliquées ensembles, ne modifient pas le nombre de molécules des especes inter-
médiaires. A chaque mode correspond alors une réaction globale, simplifiée, sans
espece intermédiaire. Il existe alors un (unique) ensemble de modes minimaux,
les modes élémentaires, permettant de générer I’ensemble de tous les modes du
réseau par combinaison linéaire. Géométriquement, I’ensemble des modes forme
un cone, et les modes élémentaires correspondent alors aux arrétes extrémes de ce
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cone (Gagneur & Klamt, 2004). Ce sont également les flux extrémes en analyse
steechiométrique des réseaux (voir (Clarke, 1980)), et les modes sont des invari-
ants de transitions dans les réseaux de Pétri (voir par exemple (Zevedei-Oancea
& Schuster, 2003)).

Clarke (Clarke, 1992), reprenant et améliorant les résultats proposés par Ma-
suda (Masuda, 1990), propose alors de calculer indépendamment les réactions
globales correspondant aux modes élémentaires d’une part, et d’autre part un sys-
teme simplifié d’équations, puis d’associer a chaque réaction un taux cinétique
afin de correspondre aux équations simplifiées. Dans (Radulescu et al., 2008),
Radulescu et al. utilise la méme méthode, en calculant un systeme simplifié
d’équations, a 1’aide d’approximations basées sur les cinétiques dominantes ou
les équilibres tropicaux (Radulescu et al., 2015).

La difficulté est alors de déterminer les taux cinétiques des nouvelles réactions
correspondants au systeme simplifié. Si cela peut parfois étre fait de facon sim-
ple et unique, ce n’est pas le cas pour des systemes plus complexes, notamment
lorsque certaines réactions simplifiées sont la combinaison d’autres (comme dans
la reégle (ComBinaison)). Dans (Radulescu, Gorban, Zinovyev, & Noel, 2012),
Radulescu et al. propose alors d’éliminer ces réactions avant de calculer les taux
cinétiques. On étudiera plus en détail le lien entre la simplification proposée dans
(Radulescu et al., 2008) et la notre, qui calcule dans le méme temps la structure
des réactions et leurs cinétiques, dans le chapitre suivant.

4.5.4 Conditions d’application

Afin de conserver le comportement déterministe de facon exacte, certaines regles
de simplification nécessitent des conditions fortes sur les cinétiques. Dans les
regles de symétrie présentées dans la Fig. 4.6, les parametres des réactions impli-
quant les especes symétriques doivent étre les mémes. Ces regles ne peuvent par
exemple pas étre utilisées pour simplifier le systtme MAPK.

Les regles d’élimination des especes intermédiaires présentées dans la Fig. 4.3
nécessitent également des conditions particulieres sur les cinétiques des réactions
qui consomment les especes intermédiaires. Néanmoins, contrairement aux sim-
plifications exactes de réseaux existantes dans la littérature (voir par exemple
(Sdez et al., 2016)), nos regles ne sont pas limitées au cas linéaire.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un ensemble de regles de simplification, préservant
la sémantique déterministe. Ces regles sont basées sur les réseaux de réactions et
non les systemes d’équations. Elles calculent en méme temps la structure des réac-
tions et leurs cinétiques simplifiées. Elles sont symboliques, et contextuelles. Ces
regles permettent notamment d’éliminer des especes intermédiaires, lorsqu’elles
sont a I’équilibre. Les conditions sur les cinétiques permettent de traiter certains
cas non linéaires. Un autre ensemble de regles permet de fusionner des especes se
comportant de facon symétrique. D’ autres regles peuvent simplifier des réactions
combinaisons d’autres réactions, factoriser des réactions, ou encore supprimer des
especes inutiles. Ces regles peuvent etre modifiées pour simplifier les systemes
d’équations au lieu des réseaux.

Comme pour le cas non déterministe, la simplification n’est pas complete, et
on peut donc trouver et ajouter de nouvelles regles. La simplification pourrait
étre utilisée de facon systématique sur les modeles de la base Biomodels, afin
de les simplifier et les comparer. Il serait intéressant également de voir s’il est
possible de relacher un peu les conditions d’application des regles. Dans ce cas,
le réseau obtenu serait une approximation, et il faudrait alors estimer et borner
formellement I’erreur introduite par la simplification.



CHAPITRE 5

Confluence de I'élimination des especes
intermédiaires

Dans ce chapitre, on étudie la confluence de 1’élimination des especes intermédi-
aires dans les réseaux de réactions cinétiques. Comme on va le voir, les regles de
simplification présentées dans la Fig. 4.3 du Chapitre 4 ne sont pas confluentes. Il
y aici trois sources différentes de non confluence : les réactions dépendantes, la
non-préservation des conditions de simplification, et la non confluence des ciné-
tiques.

Les réactions dépendantes sont des réactions pouvant étre introduites par la
simplification des especes intermédiaires du réseau, et qui sont la combinaison
d’autres réactions du réseau. Selon 1’ordre d’élimination des especes intermédi-
aires, ces réactions peuvent étre présentes ou non. Les réseaux simplifiés n’auront
alors pas les mémes structures, c’est-a-dire pas les mémes réactions, méme en
négligeant les cinétiques.

On étudie tout d’abord ce probleme en négligeant les cinétiques. On montre
que pour pouvoir supprimer ces réactions de fagon confluente, il est nécessaire
d’introduire une notion de réseaux de flux, ou chaque flux dans les réseaux sim-
plifiés est une combinaison linéaire des réactions du réseau initial. On peut alors
ajouter une nouvelle regle pour supprimer les flux dépendants, et obtenir une sim-
plification confluente (sans les cinétiques). On montre également qu’il y a un lien
entre notre simplification et le calcul des modes élémentaires d’un réseau.

Le deuxieme probleme pour la confluence est que les conditions d’application
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des regles, comme par exemple la linéarité des expressions cinétiques, ne sont
pas préservées par la simplification. Par exemple, si deux especes intermédiaires
A et B sont linéaires dans un réseau M, et qu’on le simplifie en M’ en suppri-
mant I’espece A avec la regle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE), alors il est possible que
I’espece B ne soit plus linéaire dans M’, et donc ne puisse plus €tre supprimée.

En se restreignant au cas d’especes intermédiaires linéaires, on montre qu’en
ajoutant des conditions supplémentaires sur les réseaux, et notamment sur la stce-
chiométrie des especes intermédiaires, on est stir de pouvoir toujours simplifier
I’ensemble des especes intermédiaires et des flux dépendants. Les réseaux com-
pletement simplifiés n’auront donc plus aucune espece intermédiaire, et auront
tous la méme structure.

Néanmoins, les expressions cinétiques des flux des réseaux simplifiés peu-
vent toujours étre différentes. En effet, 1’élimination d’un flux dépendant peut
parfois se faire de plusieurs manieres, produisant la méme structure mais pas les
mémes expressions cinétiques. On illustre notamment ce cas sur un exemple bi-
ologique, ou la simplification d’especes intermédiaires peut produire deux réseaux
différents, avec différentes cinétiques.

On donne alors le critere suivant sur la structure du réseau initial : un réseau
est décomposable de facon unique si tout mode du réseau a une unique décompo-
sition en modes élémentaires. On prouve alors que lorsque ce critere est vérifié,
alors la confluence est totale, c’est-a-dire a la fois sur la structure et sur les ex-
pressions cinétiques.

Enfin, on compare cette simplification a la littérature, en particulier aux sim-
plifications de (Radulescu et al., 2008) et de (Sdez et al., 2016).

Ce chapitre reprend les résultats présentés dans (Madelaine, Tonello, et al.,
2016a) et dans (Madelaine, Tonello, et al., 2016b).
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5.1 Confluence de la simplification sans cinétique

On étudie le probleme de la confluence de I’élimination des especes intermédiaires
dans le cas sans cinétique. On illustre tout d’abord le probleme de confluence posé
par I’élimination des especes intermédiaires sur un exemple. On introduit alors
une représentation d’un réseau de réactions sous la forme de vecteurs, par rapport
a une base de réactions initiales. On montre qu’avec cette représentation, on peut
ajouter de nouvelles regles et obtenir une simplification confluente (toujours sans
cinétique). On montre également que notre algorithme de simplification peut alors
étre utilisé pour calculer les modes élémentaires d’un réseau.

5.1.1 Non confluence de I’élimination des especes intermédi-
aires

On considere I’ensemble de réactions (sans cinétique) R suivant, illustré dans la
Fig. 5.1:

r = A—>2X
r, = X—>Y
r; = Y—>X
r,= X—>B.

On veut supprimer les deux especes intermédiaires X et Y. En commengant
par I’espece X, avec la reégle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE) du Chapitre 4, on obtient
les réactions Ry, illustrées dans la Fig. 5.1. Par exemple, la réaction r,. représente
la combinaison de la réaction r; avec deux fois la réaction r», et transforme donc
une molécule de A en deux molécules de Y. On peut alors supprimer Y, et obtenir
les réactions Ryy. Inversement, on peut commencer par supprimer Y, puis X, et
obtenir les réactions Ryy.

On remarque alors que Ryy posseéde une réaction supplémentaire, la réaction
ri324. Donc, si on ne considere que les regles d’élimination d’especes inter-
médiaires, la simplification n’est pas confluente. Néanmoins, cette réaction est
en fait la combinaison d’autres réactions. On pourrait par exemple la supprimer
avec la regle (Compinaison) présentée dans le chapitre précédent. Malheureuse-
ment, comme I’'illustre I’exemple suivant, la régle (ComBINAISON) n’est pas non
plus confluente.

Exemple 41. On considere les réactions suivantes :

r = 0—A
r, = A—>B
Ir; = B—>0

Iy A—>2B
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Fig 5.1: Elimination des especes intermédiaires X et ¥ dans les réactions R, dans
différents ordres, illustrant le besoin d’élimination des réactions dépendantes.

La réaction r,4 est la combinaison de la réaction r; et deux fois la réaction r,, et on
peut donc la supprimer avec la regle (Comsinaison) (en négligeant les cinétiques),
et obtenir les réactions {r;, r,, r3}. Mais on peut aussi supprimer la réaction r,,
qui est la combinaison de rj et ry, et obtenir {r;, r;,r4}. On ne peut alors plus
simplifier ni les réactions {ry, r,, r3} ni {ry, r3, r4}, donc la simplification n’est pas
confluente.

Le probléme ici vient du fait qu’une réaction r peut étre la combinaison d’un
ensemble de réactions contenant une réaction r’, et qu’en méme temps r’ peut
étre la combinaison de réactions contenant r. On propose dans la suite une autre
notion de combinaison de réactions, permettant d’éviter ce cas.

Revenons aux réactions de Ryy. On veut supprimer la réaction ri,23242, mais
avec une regle confluente. Au lieu d’utiliser la reégle (ComBinaisoN), qui utilise
les vecteurs de steechiométrie, on va se servir des liens avec les réactions ini-
tiales. En effet, par construction, on peut voir que la réaction rjys4 est la
combinaison d’une fois la réaction r;, et de deux fois les réactions r,, r; et ry.
On peut alors représenter cette réaction comme un vecteur uj2324 = (1,2,2,2),
dans la base composée des réactions initiales (ry, ry, r3, r4). On peut procéder de
méme pour les deux autres réactions, et obtenir les vecteurs u42 = (1,0,0,2) et
ur; = (0,1,1,0). On remarque alors que u;»3242 = U4 + 2up3. On dit alors que
la réaction r,23242 est dépendante des deux autres réactions, et on peut alors la
supprimer. On montrera plus loin qu’on ne peut jamais avoir une réaction r qui
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dépend de r’ et en méme temps que r’ dépende de r.

5.1.2 Réseaux de flux

Dans cette section, on formalise les notions précédentes : les vecteurs et réseaux
de flux, les réactions dépendantes et les nouvelles regles de simplification.

Soit r = (ry,...,Tr,) € Réactions™ un m-uplet fixé de réactions sans ciné-
tique. Un vecteur u = (uy,...,u,) € Z", appelé flux, peut alors étre utilisé pour
représenté la réaction ur, représentant u, fois la réaction r;, combinée avec u,
fois la réaction r,, etc. Formellement, ur est la réaction normalisée vérifiant, pour
toute espece A :

stoic,(A) = Z u;stoicy,(A).
1<i<m
Un réseau de flux U est alors tout simplement un ensemble de flux, et représente
I’ensemble de réactions Ur = {ur | u € U}.

5.1.3 Simplification

On veut alors simplifier, de fagcon confluente, les réseaux de flux en supprimant
les especes intermédiaires. La combinaison d’un flux produisant du X et d’un
flux en consommant peut alors étre simplement définie comme la somme des flux,
pondérée par la stecechiométrie de X :

uoyxu = —stoic,y(X)u + stoic,(X)u'.

On a trivialement $70icyo,,)(X) = 0, donc la combinaison des réactions élimine
bien I’espece intermédiaire. On redéfinit alors dans la Fig. 5.2 la regle (INTERME-
DIAIRE) pour les réseaux de flux.

On dit qu’un flux u € U dépend des flux uy,...,u;, € U\{u} avec les coefhi-
cients aq,...,a; € Nog si :
u= Z a;u;.

I<i<k
La regle (DEpeEnDANT) supprime un flux dépendant. On ne peut jamais avoir un
vecteur u# qui dépend de u’ et en méme temps ' qui dépend de u. En effet, sup-
posons que ce soit le cas, on aurait donc u = a’'u’ + au; etu =au+ Z a}u.,-,
i J
d’otu = ad’u+ Z a;u; + Z d'diu;, avec aa’ > 0. Cela implique u; = u; = 0 pour

i J
tout i, j,eta =a’ = 1,dou u = u’, ce qui contredit la définition de dépendance.

Donc, contrairement au cas de la regle (ComBINAISON), la suppression des réactions
dépendantes peut se faire de fagcon confluente.
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Fig 5.2: Regles de simplification des réseaux de flux sans cinétique, avec 1
I’ensemble des especes internes.

Exemple 42. Soit r = {r;,r;,r3, 14} les réactions du réseau N de la Fig. 5.1.
Soit U = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)} le réseau de flux tel que
Ur =N.

En simplifiant les especes intermédiaires X puis Y dans U, on obtient le réseau
de flux Uxy = {(1,0,0,2),(0,1,1,0),(1,2,2,2)} tel que Uxyr = Nxy. On note u,
le flux (1,0,0,2), uyz le flux (0, 1, 1, 0), etc.

On peut alors utiliser la regle (DEpPENDANT) sur le flux u;y23242, qui dépend de
une fois u;4 et de deux fois us3, et obtenir le réseau Uyy, tel que Uxy,r = Nxyys =
Nyx.

On présente également la regle (Factorisation) adaptée aux réseaux de flux.
Elle remplace un flux de forme au par le flux u. Elle est nécessaire pour €tre
confluent, comme 1’illustre 1I’exemple suivant.

Exemple 43. On considere le réseau U représenté dans la Fig. 5.3, avec trois
especes intermédiaires X, Y et Z. Selon I'ordre de simplification des especes
intermédiaires, on peut obtenir soit le réseau Uyyz, soit le réseau Uyyx,. Pour étre
confluent, il faut donc la régle (Factorisation), qui simplifie Uxyz en Uxyz; =

UYXZ-

Notons qu’on ne définit pas ici de reégle pour le contexte. En effet, ce n’est
pas nécessaire, car les regles ci-dessus sont déja définies de facon globales : si
on peut simplifier U en U’ avec I'une de ces regles, alors pour tout U” tel que
Especes(U") N I = 0, on peut directement simplifier U U U” en U’ U U"” avec la
méme regle. Cela permet notamment de simplifier les preuves de confluence.
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Fig 5.3: Elimination des especes intermédiaires X, Yet Z dans le réseau U, dans
deux ordres différents, illustrant le besoin de la reégle (FacTORISATION).

Remarquons que bien qu’on ait ici une simplification sans cinétique, il n’y a
pas de lien direct avec la sémantique des attracteurs présentée dans le Chapitre 3.
En effet, I’élimination des especes intermédiaires est ici basée sur I’existence d’un
équilibre (avec les cinétiques), tandis que celle pour la sémantique des attracteurs
repose sur le fait que certaines réactions ne sont pas observables.

5.1.4 Modes élémentaires

On va montrer que les trois regles de simplification ci-dessus permettent de cal-
culer les modes élémentaires d’une réseau.

Soitr = {ry,...,r,} la base fixée de m réactions, et Especes = {Ay,...,A,}
I’ensemble (ordonné) des especes moléculaires. On note S sa matrice de stece-
chiométrie de taille n x m, telle que 1’élément sur la j*™ ligne et la ™ colonne
soit égal a stoicy,(A ;). Par exemple, la matrice de steechiométrie S des réactions R
de la Fig. 5.1 est représentée a gauche de la Fig. 5.4.

Soit J C 7 un ensemble d’especes intermédiaires que 1’on souhaite sup-
primer, et S 4 la projection de S sur les especes . Pour tout vecteur u =
(uy,...,uy), on définit son support comme supp(u) ={i € {1,...,m} | u; # 0}.

On veut supprimer les especes intermédiaires lorsqu’elles sont a 1’équilibre.
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Fig 5.4: Matrice de steechiométrie et graphe des réactions R, avec en rouge le
mode élémentaire x; = (1,0, 0, 2) et en bleu le mode élémentaire x, = (0, 1, 1, 0).

Un mode est alors un flux, une combinaison de réactions, qui ne modifie pas la
quantité de molécules des especes intermédiaires. Un mode est élémentaire s’il
est de taille minimale et n’est pas la combinaison d’autres modes.

Définition 20 (Mode élémentaire). Un mode élémentaire pour une matrice S 4 sur
N de taille n X m est un vecteur u € N tel que :

e yestunmode : S qu =0,

e u n’est pas combinaison d’autres modes : il n’existe pas de mode u’ tel que
S qu’ =0, avec supp(u) < supp(u’),

e u est de taille minimale : il n’existe pas de mode u’ tel que S gu’ = 0, avec
u = au’ pour un entier naturel a > 1.

Tout mode est alors une combinaison linéaire positive (avec des coeflicients
entiers) des modes élémentaires (voir par exemple (Schuster & Hilgetag, 1994)).

Les modes élémentaires sont également liés au comportement stable d’un
réseau. Supposons que toutes les especes intermédiaires J soient stables, et soit
x = (x1,...,X%,) € R, un vecteur associant a la réaction r; une vitesse x;. Ce
vecteur doit vérifier S yx = 0. Il est donc une combinaison des modes élémen-
taires (avec des coeflicients réels positifs).

Géométriquement, I’ensemble de ces vecteurs forment un cone, que 1’on note
Cone(S ) = {x € Ry, | Sgx = 0}. Il'y a alors un mode €élémentaire pour chaque
aréte du cone (voir (Gagneur & Klamt, 2004)).

Exemple 44. Par exemple, reprenons les réactions R dans la Fig. 5.1, avec J =
{X,Y}. Tout vecteur du cone Cone(S 5) peut alors €tre obtenu par combinaison
linéaire des deux modes élémentaires suivants, représentés a droite dans la figure :

x =(1,0,0,2)  x=(0,1,1,0)
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On va alors montrer que les regles de simplification permettent de calculer les
modes élémentaires d’un réseau. Intuitivement, I’élimination des especes inter-
médiaires crée des modes, celle des flux dépendants élimine les modes qui sont la
combinaison d’autres, et la factorisation permet d’obtenir des modes de taille min-
imale. On dit qu’un réseau U génere le cone Cone(S) si tout vecteur x € Cone(S)
est une combinaison linéaire positive de vecteurs de U.

Lemme 9. Soit U un réseau ou les especes J\{X} ont déja été supprimées, et
qui génere le cone Cone(S q\x;). Soit U’ le réseau obtenu en appliquant la regle
(InTERMEDIAIRE) sur X dans U. Alors U’ génere le cone Cone(S 7).

Proof. On montre d’abord que les vecteurs de U’ appartiennent bien au cone,
c’est-a-dire que pour tout u € U’, on a u € Coéne(S 4). Puisque u € U’, on a
soit u € U, soit 1l existe u;,u, € U avec u = u; ox up. Dans le premier cas, on
au € Cone(S q\xy) et stoic,,(X) = 0, donc u € Cone(S g). Dans le second cas,
onau,u, € Cone(S q\x), donc u € Cone(S 4\x;). De plus, stoic,(X) = 0 par
définition de ox, donc u € Cone(S q).

On montre alors que tout vecteur x € Cone(S ) est une combinaison linéaire
positive de vecteurs de U’. On sait que x € Cone(S q\x}), et donc que x est
la combinaison de vecteurs de U. On peut partitionner ces vecteurs selon leur

steechiométrie en X. Soit uy,...,u; € U les vecteurs qui produisent du X, c’est-
a-dire stoic,(X) > 0. Soit u},...,u;, € U ceux qui consomment du X, ¢’est-a-
dire stoic,,(X) < 0, et u,...,u;, € U ceux ou X est modificateur, c’est-a-dire

stoicy (X) = 0. On a alors :
13
X = E au; + E a,u, + E ayuy,.
1<i<k 1<i’' <k’ 1<’ <k”

De plus, stoic,(X) = 0, donc Z a;stoic, (X) = — Z a,stoic, (X). On note

1<i<k 1<i'<k
D ce nombre dans la suite. On peut alors réécrire x de la facon suivante :
- Z a;,stoicu;, X) Z a;stoic,,(X)
1<’ <k 1<i<k
X = Z a; 5 u; + Z a, 2 u, + Z a,uy,
1<i<k 1<i' <k’ 1<i”<k”
aia;, . a;/ai . ’ "o
= ?(—stozcu@ X))u; + Tstozcui(X)ui/ + Ay Uy,
1
1<i<k 1<’ <k’ 1<i' <k’ 1<i<k 1<i” <k
aia;’ ’ 7
= —(u, <>X I/tl,) + aiuul‘//-
1<i<k 1<’ <k’ 1<i” <k

Comme X est un modificateur dans les vecteurs u),, on a u;,, € U’ pour tout i”. Et
pour tout 7,7, on a u; ox u;, € U’. Donc x est bien la combinaison de vecteurs de
U’, et donc U’ génere le cone Cone(S 7). O
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On calcule alors les modes élémentaires d’un réseau en appliquant les regles
de simplification. Soitr = (ry,...,r,) une base de réactions, et S sa matrice de
steechiométrie. Soit U le réseau de flux initial, ¢’est-a-dire I’ensemble de vecteurs
unitaires u; tels que u;r = r;. Soit J I’ensemble des especes intermédiaires.

Théoreéme 5. Soit U’ le réseau obtenu en appliquant 1’algorithme suivant, en par-
tant de U et en terminant lorsque plus aucune regle de simplification n’est appli-
cable.

Tant que J est non vide :

1. appliquer la regle (INTERMEDIAIRE) sur une espece X € J encore présente
dans le réseau,

2. supprimer tous les flux dépendants avec la regle (DEPENDANT),

3. factoriser tous les flux avec la reégle (FacToRrISATION),

4. J = J\(X}).
Alors U’ est exactement I’ensemble des modes élémentaires de la matrice S 5.

Proof. On procede par induction sur la taille de .

Si g = 0, alors S 4 est de taille 0, donc tout vecteur u € N vérifie S qu = 0.
Et tout vecteur u est la combinaison des vecteurs unitaires de U, qui sont par
définition minimaux. Donc U est bien I’ensemble des modes élémentaires.

Supposons que J soit de taille &, et soit X € J une espece intermédiaire. Par
induction, on peut appliquer I’algorithme sur 9 \{X}, et on obtient un réseau U,
dont les flux sont les modes élémentaires de S ¢\(x;. En particulier, U, génére le
cone Cone(S 4\(x;). Par le Lem. 9, en enlevant X avec la régle (INTERMEDIAIRE), on
obtient un réseau U, qui génere le cone Cone(S ).

En particulier, U, doit générer les arétes du cone. Soit x € Cone(S 5) un
vecteur sur une des arétes du cone. Pour qu’il soit générer par U,, il faut alors
qu’il existe un vecteur u € U, tel que x = au. Donc il existe dans U, un vecteur
pour chaque aréte du cone.

Soit u € U, qui ne soit pas sur une aréte. Alors u est la combinaison des
vecteurs sur les arétes, et peut étre supprimé avec la reégle (DEPENDANT). On obtient
un réseau U5 dont tous les vecteurs sont sur les arétes.

En appliquant la regle (Factorisation) sur Uy, on obtient des vecteurs de tailles
minimales. Donc U, a un (unique) vecteur par aréte du cone, de taille minimal, et
I’ensemble de ces vecteurs génerent tout le cone par combinaison linéaire. Donc
ces vecteurs sont les modes élémentaires de la matrice S . m]

Cet algorithme est en fait similaire a la méthode de double description (voir
par exemple (Gagneur & Klamt, 2004)), qui permet de calculer les modes élémen-
taires d’une matrice.
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Exemple 45. Reprenons les réactions de la Fig. 5.1. Apres simplification, on
obtient les réactions ry3 = r; + r3 et ri42 = | + 2ry, qui correspondent bien aux
modes élémentaires représentés dans la Fig. 5.4.

5.1.5 Confluence

On montre maintenant que nos regles de simplification sont confluentes, et donc
que quelque soit leur ordre d’application, on obtient toujours le méme réseau. On
a donc une méthode de simplification plus générale que la méthode de double
description (Gagneur & Klamt, 2004), puisqu’il n’est pas nécessaire de supprimer
les flux dépendants de facon systématique apres chaque élimination d’especes
intermédiaires.

On prouve tout d’abord que 1’on peut supprimer les especes intermédiaires
dans n’importe quel ordre. On prouve ensuite que les autres paires de regles
de simplification commutent entre elles. Cela implique alors la confluence lo-
cale. Comme notre simplification termine trivialement, cela implique la conflu-
ence globale.

Lemme 10. Soit U un réseau, et X et Y deux especes intermédiaires. Alors si
on applique 1’algorithme du Théoreme 5 en supprimant d’abord X puis Y, ou en
supprimant d’abord Y puis X, on obtient le méme réseau simplifié.

Proof. C’est la conséquence directe du Théoreme 5 et de 1'unicité des modes
élémentaires. O

Lemme 11. Les regles (DEpenpanT) et (FacTorisaTioN) commutent ensemble, et
commutent avec la regle (INTErmEDIAIRE). C’est-a-dire que pour tout réseau U,
pour toute régle D; € {Dep, Fact} et toute régle D, € {Dep, Fact, Inter}, si U =P
U, et U P2 U,, alors il existe un réseau U’ tel que U; =* U’ et U, =* U’ (en
utilisant les regles (DEPENDANT), (FACTORISATION) et (INTERMEDIAIRE)).

Proof. Soit U un réseau.
Supposons qu’on puisse simplifier U en U; ou U, en appliquant la regle

(DEPENDANT) respectivement sur un flux u = Z au; et u = aju’;, avec
1<i<k 1<j<k’
ui,u} € U. Siu = u', alors Uy = U,. S’il existe i tel que u’ = u;, alors pour

’

tout j, on a u # u’. On suppose (sans perte de généralité) que ¥’ = u;. On a

alors u = Z au; + Z a;u;. Donc, apres avoir supprimé u’, on peut toujours
1<j<k’ 2<i<k

supprimer u, et réciproquement, donc on obtient le méme réseau simplifié. Dans

tous les autres cas, les regles commutent trivialement.

~

~. >
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Supposons que I’on puisse simplifier U en U; en appliquant la regle (DEpen-
DANT) sur un flux u = Z a;u;, avec u; € U, ou en U, en appliquant (FacTori-

1<i<k
saTioN) sur un flux a’u’. Siu = a’u’ pour un entier a’ > 1, alors pour tout i on

a au; = a’a.u; pour des entiers a et des flux u!. On peut alors appliquer (Fac-
TORISATION) sur les u; dans U, et dans U,, pour obtenir les flux u, respectivement
dans U] et Uj}. Dans U’, le flux u’ est alors dépendant des flux u], et peut donc
étre supprimé par application de (DEPENDANT). On obtient alors le méme réseau
Uj. Siu # a'v’, mais qu’il existe i tel que a’'u’ = u;. On suppose, sans perte de
généralité, que a’'u’ = u,. Alors, dans U, on peut toujours factoriser a’'u’ en u’
(avec (Factorisation)). Dans U,, le flux u = Z aiu; = aja’u’ + Z a;u; est en-

1<i<k 2<i<k
core dépendant, et peut donc étre supprimé avec la regle (DEPENDANT). On obtient

alors le méme réseau simplifié. Dans tous les autres cas, les regles commutent
trivialement.

Supposons maintenant qu’on simplifie U en U, en appliquant (DEPENDANT)
sur u = Z a;u;, et en U, en appliquant (INTERMEDIAIRE) sur une espece X. On

1<i<k
peut partitionner les flux u; en fonction de leur stoechiométrie en X. Sans perte de

généralité, on suppose que les flux u; a u; produisent du X, ceux de u;,; a uy en
consomment, et ceux de uy,; a u; ne modifie pas la quantité de X, pour des entiers
1 <1< l'" < k. Supposons dans un premier temps que stoic,(X) = 0. Alors on
a Z a;stoic,(X) = Z a;(—stoic,(X)). On note D cet entier. On peut alors

1<i<l I+1<j<l
réécrire u de la fagcon suivante :

u= E a;u;

1<i<k

= 1/DZDa,u,+1/D Z Dajuj+ Z a;u;

1<i<i <)<l r+l1<i<k

= 1/DZ Z aj(—stoic, (X))a;u;

I<i<l I+ 1<5<l

+1/D Z Za[stoicuir(X)aju.,-+ Z au;

I+l<j<l 1<i<l I+l<i<k
= 1/D Z Z a;a j(—stoic,  (X))u; + stoic,(X)u;) + Z a;u;
1<i<l I+1<j<l’ I+l<i<k
= Z Z a;a;/D(u; ox u;) + Z a;u;.
1<i<l I+1<j<l’ I+l1<ik

Donc, dans U,, u est toujours dépendant, et peut étre supprimé. Réciproquement,
dans U, on peut toujours supprimer X, et on obtient dans les deux cas le méme
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réseau.

Supposons maintenant que stoic,.(X) = a > 0 (le cas a < 0 est symétrique).
Soit u’ € U un flux tel que stoic,(X) = @’ < 0. On va montrer que tout flux
combinaison de uoxu” € U, est dépendant et peut €tre supprimé. Ainsi, supprimer
u puis X produit le méme réseau que supprimer X puis tous les u ox u””. Comme
stoic,(X) = a,ona Z a;stoic,(X) = a + Z a;(—stoic,+(X)). On note D cet

1<i<l I+1<j<rl
entier. On a alors :
uoxu = —du+au
= —-da'/D Z Dau; —a’' /D Z Daju;—a Z au; + a/D(Du’)
1<i<l I+1<j<l I+1<ik
= -a' /D Z aaju; —a’'|D Z Z aj(=stoic,,.(X)))au;
1<i<l 1<i<l l+1<j<l’
-a’' /D Z Z a;stoic,(X)aju; —da Z a;u;
1+1<)<l 1<i<l Ir+1<i<k
+a/D Z a;stoic,(X)u'
1<i<l

= —a’/DZ Z aruj(=stoic, o (X))u; + stoic,(X)u;)

I<i<l I+1<j<l

+a/D Z ai(—a'u; + stoic,(X)u') — da’ Z a;u;

1<i<l U'+1<i<k
= —(l’/D E E aiaj(ui Ox l/tj) + a/D E (l,’(l/li Ox l/t/) 4 E a;u;.
I<i<ll+1<j<l I<i<l I'+1<i<k

Puisque a’ < 0, les coeflicients ci-dessus sont bien tous positifs. Alors u ox u’ est
bien dépendant dans U,, et peut étre supprimé, donc on obtient le méme réseau
simplifié.

Supposons que 1’on puisse simplifier U en U; ou U, en appliquant la regle
(Factorisarion) respectivement sur un flux a,u; et a,u,. Si aju; # au,, les regles
commutent trivialement : on peut toujours supprimer a,u, dans U, et symétrique-
ment, et on obtient dans les deux cas le méme réseau. Sinon, il existe a, a}, a; et
un vecteur u tel que aju; = axuy = au et a = aya} = aa). Donc apres avoir ap-
pliquer (FacToRISATION) sur a;u;, on obtient le flux u; = aju, donc on peut encore
appliquer la regle et obtenir le flux u. Par symétrie, on obtient le méme flux si on
commence par a,u.

Enfin, supposons qu’on puisse simplifier U en U, en appliquant (FacToRrIsA-
TIoN) sur un flux au, ou en U, en appliquant (INTERMEDIAIRE) sur une espece X.
Si stoic,(X) = 0, on peut toujours appliquer (INTERMEDIAIRE) dans U, et (Fac-
TORISATION) dans U,, et on obtient le méme réseau simplifié. Sinon, supposons par
exemple que stoic,,(X) = a’ > 0 (I’autre cas est symétrique). Par définition, on
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aa = ab pour un entier b > 0. Dans U,, on combine au avec tout flux u’ tel que
stoic,y(X) = b" < 0. On a donc les flux au ox v’ = b’au + abu’ = a(b'u + bu’), qui
peuvent étre factorisés en b'u + bu’. Réciproquement, dans U; on peut toujours
appliquer (INTERMEDIAIRE), et on obtient les flux u oy u” = b’u + bu’. Donc dans les
deux cas on obtient le méme réseau simplifié. O

La confluence est la conséquence directe des lemmes 10 et 11, et du lemme de
Newmann (Lem. 1).

Théoréme 6. La simplification est confluente.
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5.2 Confluence structurelle de la simplification avec
cinétique

On considere maintenant les réseaux avec cinétique. On se restreint au cas de
I’élimination d’especes intermédiaires avec une cinétique linéaire (comme dans
(INTERMEDIAIRE - LINEAIRE)). Afin de pouvoir supprimer 1I’ensemble des especes
intermédiaires, il est nécessaire que la linéarité soit préservée par la simplifica-
tion, c’est-a-dire que si deux especes intermédiaires X et Y sont linéaires, et que
1’on supprime X, alors on veut que Y soit toujours linéaire dans le réseau simplifié.
Pour cela, on montre qu’il est nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires
sur les especes intermédiaires, notamment sur leur steechiométrie. Avec ces condi-
tions, on montre qu’on peut toujours supprimer 1’ensemble des especes intermédi-
aires, et qu’on obtient une simplification structurellement confluente, c’est-a-dire
que tous les réseaux completement simplifi€s ont tous les mémes réactions si on
néglige leurs expressions cinétiques.

5.2.1 Réseaux de flux cinétiques

Soit r = (ry,...,r,) la base de réactions (sans cinétiques). Un flux cinétique
v = u;e est une paire composée d’un flux u € N sur une base r et d’une ex-
pression cinétique kin(v) = e. On note vr = ur;e la réaction cinétique associée.
Un réseau de flux cinétiques W = V&C est composé d’un ensemble V de flux
cinétiques et d’une contrainte C. On note Wr = {vr | v € V}&C le réseau de réac-
tions correspondant. On étend naturellement la notion de similarité (Fig. 4.1) aux
réseaux de flux, avec les deux axiomes de similarité présentés dans la Fig. 5.5.

Exemple 46. Considérons la base de réactions suivantes :

I :A—)X, Iy :X—>Z,
r=| rmn=X->Y, rs=Y—->X+C,
r3=Y—>B, r¢=7Z—>Y+D

On considere alors le réseau W représenté graphiquement dans la Fig. 5.6 (en
haut a gauche). Ce réseau possede trois especes intermédiaires {X, Y, Z}, que 1’on
suppose a I’équilibre. Notons que pour simplifier les réseaux, on ne fait pas ap-
paraitre les fleches en pointillé indiquant les modificateurs, puisque I’information
est déja présente dans les cinétiques. On procédera de la méme facon pour toutes
les figures de ce chapitre.

La réaction r; transforme une molécule de A en une molécule de I’espece
intermédiaire X, qui peut alors se transformer soit en Y (r,), soit en Z (r4). La
molécule de Y peut soit se transformer en B (r3), soit se retransformer en X, en
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Réseaux de flux cinétiques

Cre=é c=C
VU{u,e}&C =V U {u; e }&C V&C = V&C

Fig 5.5: Axiomes de similarité pour les réseaux de flux cinétiques.

produisant dans le méme temps un molécule de C (r5). Une molécule de Z peut
se transformer en une molécule de Y, en produisant également une molécule de D
(re). Toutes les cinétiques sont des lois d’action de masse, et sont linéaires dans
les concentrations des especes intermédiaires.

5.2.2 Especes stables-linéaires

On cherche a supprimer un ensemble d’especes intermédiaires, noté J C 7. Pour
cela, on se restreint ici au cas d’especes intermédiaires stables et avec une des
expressions cinétiques linéaires, comme défini ci-dessous.

On note Prodq(vr) = {X € J | stoic,(X) > 0} et Reacqy(vr) = {X € J |
stoic,(X) < 0} les ensembles d’especes intermédiaires produites et consommées
par une réaction Vr.

Définition 21. Une espece X est stable-linéaire dans un réseau de flux V&C si
elle vérifie les quatre conditions suivantes :

e Stabilité : C = C’' A cst(xy).

e Consommation linéaire : 1’expression cinétique de tout flux qui consomme
X est linéaire en xy : pour tout v € V tel que X € Reacq(vr), kin(v) = xxe,
avec une expression e telle que xx ¢ Vars(e).

e Production indépendante : L’expression cinétique de tout flux qui produit
X ne dépend pas de xyx : pour tout v € V tel que X € Prods(vr), xx ¢
Vars(kin(v)).

e Consommation non nulle : Elle est toujours consommée avec une ciné-
tique non nulle, c’est-a-dire, en notant V,,,. = {v € V | X € Reacq(vr)} :
C=C"A Y kin(v) #0.

ve Vrea(?

Supposons qu’une espece X soit stable-linéaire dans W = V&C. La premiere
condition implique xy = 0. Les deux conditions suivantes impliquent Xy = T —
xxT', avec xx & Vars(T), Vars(T"), ou T (respectivement xx7") est la somme des
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. en haut a droite

le réseau Wyy, obtenu en supprimant dans 1’ordre les especes intermédiaires X,
Y et Z; en bas a gauche, le réseau Wxzy obtenu en supprimant X puis Z puis Y;
en supprimant le flux dépendant 53456 du réseau Wyyz, on peut obtenir soit le

réseau Wyyzy,

= Wxzy, soit le réseau Wxyz,, en bas a droite. Ces deux réseaux

ont la méme structure, mais pas les mémes expressions cinétiques. Le nouveau
parametre K dans les expressions cinétiques est défini par K = koks + kzky + kyks.



188 Confluence de I’élimination des especes intermédiaires

cinétiques des flux qui produisent (respectivement consomment) X. La dernicre
condition implique 7" # 0. On peut alors en déduire xy = T/T".

Remarquons qu’on peut par contre avoir 7 = 0, et donc xy = 0. Dans ce
cas, la regle de simplification d’une espece intermédiaire consiste a supprimer les
réactions qui consomment X, puisque sa concentration est toujours nulle.

Exemple 47. Dans le réseau W illustré en haut a gauche de la Fig. 5.6, toutes les
especes intermédiaires J = {X, Y, Z} sont stables-linéaires.

5.2.3 Simplification

On présente alors les quatre regles de simplification pour les réseaux de flux ciné-
tiques dans la Fig. 5.7.

La regle (INTERMEDIAIRE) supprime une espece intermédiaire stable-linéaire X,
en combinant les flux deux a deux avec I’opérateur suivant, ou v = u; e est un flux
produisant X et v = u’; xye’ un flux consommant X :

vor V' = (=stoic,.(X))u + (stoic,.(X))u';ee’ |T.

La regle (MobiricaTEUR CONSTANT) supprime une espece intermédiaire qui n’est
plus présente ni en réactant ni produit de en réactions, et qui est donc juste un
modificateur.

La regle (DEpeEnDANT) supprime un flux v = u; e qui dépend d’un ensemble de
flux u;; e;, c’est-a-dire tel que u = a;u;. Dans ce cas, la cinétique ¢; de ces flux

1<i<k
est également remplacée par e; + a;e.

La regle (SmiLariTE) fonctionne de la fagon habituelle.

La régle de factorisation n’est plus nécessaire ici, grace aux conditions de
linéarité et de steechiométrie. On définit également la regle de similarité, comme
pour les réseaux de réactions cinétiques. Comme pour le cas sans cinétique, les
regles sont définies de fagon globale, et il n’y a donc pas besoin d’une regle pour
le contexte.

Il'y a alors une relation de simulation entre la simplification de réseaux de flux
cinétiques et la simplification de réseaux de réactions cinétiques.

Proposition 14. Soit r une base de réactions, et W, W’ deux réseaux de flux tels
que W = W’. Alors Wr = W'r.

Proof. La régle (INTERMEDIAIRE) peut étre imitée par (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE) et
la regle (DEpENDANT) par (ComBINAISON). Les regles (MopiFicATEUR CONSTANT) et
(SmMILARITE) peuvent €tre imitées par les regles équivalentes dans les réseaux de
réactions cinétiques. O



5.2 Confluence structurelle de la simplification avec cinétique 189

(INTERMEDIAIRE)
Xeg X est stable-linéaire dans V&C

T= Y e T'= ) € F=TT
{useeV|XePrody(ur)}  {u'ixxe'€V|XeReac ¢ (ur)}
vor v | v,v' € V,stoic,(X) > 0, stoic,.(X) < 0}
V&C ™M Ulv[xy := F] | v € V, stoic,.(X) = 0}
&Clxx := F] A xg)( =F

(Mob1rFicATEUR CONSTANT)
Xey9g Vv € V. stoic,.(X) =0

V&C M4 Vxy := x3]1&Clxx 1= x%]

(DEPENDANT)
a,...,ar € Ny u:Za,-u,-

1<i<k

{une | 1 <i<k}U{wsef UV P {uje;+ae| 1 <i<kJUV

(SIMILARITE)
W, =W, Wi = W, W, =W,

W) =57 W,

Fig 5.7: Regles de simplification de réseaux de flux cinétiques.

Deux réseaux de flux W, W’ sont congruents si les réseaux de réactions Wr, W'r
correspondants sont congruents, c’est-a-dire que dans tout contexte, leurs sys-
temes d’équations ont les mémes solutions observables.

Définition 22. Soit r une base de réactions, Q une fonction d’observation, 7 des
especes internes. Deux réseaux de flux W et W’ sont (Q, 1)-congruents, noté
w ~O.T W’, si Wr ~Q. 7 W'r.

Comme I’observation et les especes internes sont en général fixées, on notera
la congruence ~.

Proposition 15. La simplification de réseaux de flux est correcte pour la congru-
ence : W = W’ implique W ~ W’.

Proof. W = W’ implique Wr = W'r (Prop. 14), qui implique Wr ~ W'r
(Théoreme 4), et donc W ~ W’ (par définition). O
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5.2.4 Réseaux linéaires

Afin de pouvoir simplifier I’ensemble des especes intermédiaires 7, il faut que
pour tout X € 7, soit X soit stable-linéaire dans W, et donc simplifiable avec
la regle (INTERMEDIAIRE), soit que X soit un modificateur dans W, et donc sim-
plifiable avec (MobiricaTEur ConsTanT). Mais il faut également que lorsque 1’on
simplifie une espece intermédiaire X, les autres especes vérifient toujours ces con-
ditions dans le réseau simplifié. Or ce n’est pas le cas en général (voir I’Ex. 49
ci-dessous), et il est donc nécessaire de se limiter a une sous-classe de réseaux de
flux, notée LinNets.

Définition 23. Soit J C 7 un ensemble d’especes intermédiaires (internes). Un
réseau W = V&C appartient a I’ensemble LinNets si, pour toute espece X € J, on
a:

1. Soit X est stable-linéaire dans W, soit X est uniquement un modificateur,
c’est-a-dire pour tout v; e € V, stoic,(X) = 0.

2. La cinétique de toute réaction qui consomme X ne dépend pas d’autres es-
peces intermédiaires : pour tout v € V tel que X € Reacs(vr), pour tout
YeJtellequeY # X,onaY ¢ Especes(kin(v)).

3. La cinétique de toute réaction qui produit X et ne consomme pas d’especes
intermédiaires ne dépend pas des especes intermédiaires : pour tout v € V
tel que X € Prody(vr) et Reacy(vr) = 0, on a J N Especes(kin(v)) = 0.

4. La stoechiométrie totale des especes intermédiaires en réactant (resp. pro-
duit) d’une réaction est toujours inférieure a 1 : ainsi, pour tout v € V,
|Reacy(vr)| < 1 et |Prods(vr)] < 1. Donc d’une part, il ne peut jamais
qu’une seule espece intermédiaire dans les réactants (ou les produits) d’une
réaction. Et d’autre part, il ne peut pas y avoir plus d’'une molécule de cette
espece intermédiaire.

Exemple 48. Dans I’Ex. 46 de la Fig. 5.6, le réseau W appartient bien a LinNets,
avec J ={X,Y,Z}.

L’exemple suivant illustre les motivations pour ces conditions.
Exemple 49. Considérons tout d’abord un réseau dans lequel une réaction con-

somme X avec une cinétique dépendant d’une autre espece intermédiaire (ici Y
dans la réaction r,), c’est-a-dire tel que la condition 2 n’est pas respectée :
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Si on supprimer 1’espece Y en premiere, on combine les réactions r3 et ry4, et on
3 .
calcule xy = k—xX. On remplace alors xy par cette valeur dans r,, qui a alors une

4

cinétique non linéaire en xy : k Xy
4

De facon similaire, supposons qu’une réaction produit X, ne consomme pas Y,
mais a une cinétique qui dépend de xy (la réaction ry ci-dessous), donc un réseau
dans lequel la condition 3 n’est pas respectée :
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Si on enleve Y, I’expression de r; devient ——x,4xx. On a donc une réaction pro-
k

4
duisant X avec une cinétique qui dépend de xx. Donc I’équation différentielle
kiks
Xy = xx(k—xA — (ky + k3)) n’a pas la bonne forme, et on ne peut pas calculer xy.
4
Le méme probleme peut apparaitre si le réseau ne vérifie pas la condition 4, par
exemple si une réaction produit une espece intermédiaire avec une steechiométrie

de2:

¥ \
2
EIRGEAE®

k}XX k4XY

Si on supprime Y, la réaction r3 ¢, r4 produit une molécule de X avec une ciné-
tique k3xyx.
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Enfin, si deux espéces intermédiaire interagissent ensemble en réactants ou en
produits d’une réaction (condition 4), alors la stoeechiométrie d’un des intermédi-
aires peut devenir supérieur strictement a 1 :

Si on enleve Y, la combinaison des réactions r; et r4 est une réaction qui consom-
ment deux molécules de X.

5.2.5 Caractérisation des dépendances

On veut alors montrer que I’ensemble LinNets est bien stable par simplification,
c’est-a-dire que si W € LinNets et W =* W’, alors W € LinNets. Pour cela,
on montre tout d’abord dans cette sous-section la Prop. 16 suivante, qui décrit
certaines propriétés des flux dépendants.

Proposition 16. Soit v; € W un flux dépendant de vy,...,w, avec les coeffi-
cients ay, ..., ax. Si Reacq(vyr) = Prodg(vyr) = 0, alors pour tout 1 < j < k,
Reacq(v;r) = Prodq(v;r) = (. Sinon, il existe un unique index 1 < i < k tel que
Reacq(vir) = Reac4(v,r) et Prod ¢ (vir) = Prody(v,r). De plus, dans ce cas, pour
tout j # i, Reacy(v;r) = Prodgs(v;r) = 0.

Afin de prouver cette proposition, il est nécessaire d’introduire une notion de
chemin. Notons que toutes les définitions introduites ici ne sont utiles que pour
prouver la Prop. 16, et ne seront pas utilisées ailleurs.

Définition 24. Soit r la base initiale de réactions, et J I’ensemble des especes
intermédiaires. On définit les notions suivantes :

e un chemin it = u; ...u; est une séquence non vide de vecteurs unitaires u;,
telle que pour tout 1 < i < k, on a Prody(u;x) = Reacq(u;+ 1) # 0,

e le vecteur d’un chemin est défini par ) ii = Z u;,

1<i<k

e un chemin est circulaire si Prod 4(u;x) = Reac4(uir) # 0, et non-circulaire
sinon,
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Fig 5.8: Le réseau initial W, (gauche) et le réseau simplifié W (droite) apres avoir
enlevé Y.

e pour un chemin circulaire, on note i(X) = |{1 < i < k| Prodg(u;r) = {X}}|
le multi-ensemble d’especes intermédiaires traversées par i,

e pour un chemin non-circulaire i, on note Reacq(iir) = Reacq(uir) son
début et Prods(tir) = Prodqs(ur) sa fin. On définit également le multi-
ensemble i(X) = [{1 <i < k| Prods(u;r) = Reacg(u;.r) = {X}}|. Notons
qu’on ne compte ni Reac 4(iir) ni Prod 4(iir) dans ce multi-ensemble.

Exemple 50. Considérons le réseau W, a gauche de la Fig. 5.8, avec J = {X, Y, Z}.
On dénote par u; le vecteur unitaire pour la réaction r;.

Le chemin & = upus est non-circulaire. Son début est Reacs(iir) = {X} et
sa fin Prods(iir) = (. Son vecteur est ), it = (0,1,0,0,1). Le multi-ensemble
correspondant est défini par #i(X) = i#(Z) = O (puisque seules les étapes intermé-
diaires sont comptées dans ce multi-ensemble pour les chemins non-circulaires)
etiu(Y)=1.

Le chemin o/ = ujuyusuy
us est aussi non-circulaire, avec Reac 7 (u'r) = Prods(uw'r) = 0et Y u’ = (1,1,1,1,1).
Son multi-ensemble est défini par ' (X) = w/(Z) = l etw'(Y) = 2

Le chemin u” = usuy est circulaire, avec pour vecteur . u” = (0,0,1,1,0).
Son multi-ensemble est défini par ”(X) = 0 et u”’(Y) = u”(Z) = 1.

On va montrer plus loin que si un chemin & vérifie certaines conditions par
rapport a un réseau W, alors il existe un flux v = u;e € W tel que ) it = u, et
réciproquement. Ces chemins particuliers, appelés chemins de flux, sont définis
ci-dessous. Un chemin de flux peut étre soit circulaire, soit non-circulaire.

Définition 25. Soit W, le réseau initial et W un réseau simplifié, c’est-a-dire
Wy =* W. On définit alors :
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e un chemin de flux non-circulaire it dans W est un chemin non-circulaire tel
que :

— pour toute espece intermédiaire X vérifiant que #(X) > 0, ona X €
Especes(Wy)\Especes(W) (c’est-a-dire que X a été enlevée par ’'une
des étapes de simplification dans Wy =* W),

— Reac q(iir) est soit I’ensemble vide 0, soit une espece X € Espéces(W)
qui n’a pas encore été supprimée dans W, et similairement pour Prod 4 (iir),

e un chemin de flux circulaire it dans W est un chemin circulaire s’il y a au
maximum une espece intermédiaire X € W (c’est-a-dire qui n’a pas encore
été supprimée) telle que i#(X) > 0,

e un chemin de flux it correspond aun flux v = u;e si ), it = u.

Exemple 51. Considérons le réseau simplifié W apres avoir enlevé I’espece inter-
médiaire Y du réseau W, (Fig. 5.8).

Le chemin it = u,us est un chemin de flux non-circulaire. Il correspond au flux
vas. Le chemin w’ = ujupuzusus n’est pas un chemin de flux, puisque w’'(X) > 0
et X n’a pas encore été supprimée. Le chemin #”/ = uzu4 est un chemin de flux
circulaire, puisqu’il existe une unique espece intermédiaire, Z, telle que Z € W et
w”(Z) > 0. 1l correspond au flux vs4.

Lemme 12. Soit & un chemin de flux circulaire correspondant au flux v. Alors
Reacg(vr) = Prod4(vr) = 0.

Proof. Soir it = u; ...u; un chemin de flux circulaire correspond au flux v. Pour
tout 1 <i < kona Prodq(u;xr) = Reac4(u;.1r). De plus, Prod¢(uyr) = Reac g(u,r).
On a donc, pour toute espece intermédiaire X, on a :

stoic,(X) = Z stoic,(X) = 0.

L<i<k
Donc Reac g (vr) = Prod4(vr) = 0. O
On prouve alors le lemme clé de cette section.

Lemme 13. Soit W, le réseau initial et W un réseau simplifié tel que W, =* W.
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. pour tout flux v € W, il existe un chemin de flux & pour W, correspondant
a v. De plus, si v n’est pas dépendant dans W, alors pour toute espece
intermédiaire X, on a i(X) < 1,
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2. pour tout chemin de flux &z pour W tel que pour toute espece intermédiaire
X, i(X) < 1, il existe un flux v € W correspondant,

3. soit v; € W un flux qui dépend de vy,...,v, € W avec les coefficients
ai,...,ax. Si Reacq(vyr) = Prodgs(vyr) = 0, alors pour tout 1 < i < k,
Reacq(v;r) = Prodq(v;r) = 0. Sinon :

o il existe un unique index 1 < i < k tel que a; = 1, Reacy(vir) =

Reac ¢(vyr) et Prod4(vir) = Prodg(vyr),

e pour tout j # i, Reacy(v;r) = Prods(v;r) = 0, et tout chemin de flux
i; correspondant a v; est circulaire.

Proof. On procede par induction sur les étapes de simplification. On considere
tout d’abord le cas W = W,,.

(1) pour tout flux v = u; e dans le réseau initial Wy, le vecteur u est forcement un
vecteur unitaire u; pour la base r. Donc on peut directement lui associer le
chemin de flux correspondant it = u;. Puisque c’est un vecteur unitaire, le
flux v est également forcement non dépendant. Un chemin de flux de taille
1 est obligatoirement non-circulaire, et vérifie &t(X) = 0 pour toute espece
intermédiaire X, donc on a bien #i(X) < 1.

(2) un chemin de flux & pour W, est forcement de taille 1. En effet, dans le cas
contraire, si it = u; ...u; avec k > 1 est non-circulaire, alors il existe une es-
pece intermédiaire X € Prody(u r) avec X € Espéces(Wy)\Especes(Wy) =
(0. Si @ est circulaire, alors il existe X € Prody(u r), Y € Prod4(u,r) avec
i(X) > 0eta(Y) > 0, ce qui contredit la définition de chemin de flux cir-
culaire. Donc i est de taille 1, et donc il existe i tel que &t = u;, et un flux
u;; e € Wy correspondant,

(3) comme précisé précédemment, un flux v € Wy ne peut pas étre dépendant.

Considérons maintenant 1’étape d’induction. On suppose que W, =% W’ (pour
k > 0), que le lemme est vérifi€ pour W', et que W = W. Si W' =, = W ou
W' =... W, seules les expressions cinétiques sont modifi€es entre W’ et W, et
donc le lemme est toujours vérifié dans W.

On considere maintenant le cas W’ =
point.

pep W. On prouve le lemme point par

(1) Soitv = u;e € W un flux. La régle (DEpenpaNT) supprime un flux et modifie
certaines expressions cinétiques. Donc il existe un flux v/ = u;e¢’ € W'.
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Par hypotheése d’induction, il existe un chemin de flux & pour W’, corre-
spondant a V', c’est-a-dire tel que ) it = u. Comme de plus Especes(W’) =
Especes(W), i1 est encore un chemin de flux pour W, et correspond a v.

De plus, supposons que V' soit dépendant dans W’. Soit v, le flux dépendant
éliminé par la regle de simplification. Alors, en particulier, V' est dépendent
d’un ensemble de flux ne contenant pas v,. En effet, si v dépend de v, et de
Vi, ...,V et que vy dépend de vi,..., v, alors V' est également dépendant
de vi,..., v, V], ..., v.. Donc, en particulier, si v est dépendant dans W',
alors v est dépendant dans W. Et si v n’est pas dépendant, v’ non plus, et par
induction pour toute espece intermédiaire X, on a ii(X) < 1.

(2) Soit & un chemin de flux pour W tel que pour toute espece intermédiaire

X, on ait ii(X) < 1. Comme Especes(W) = Especes(W’), ii est aussi un
chemin de flux pour W’. Par induction, il existe donc un flux correspondant
v =u;e € W. Sicen’est pas le flux supprimé par la regle (DEPENDANT),
alors il existe un flux u; e’ € W, correspondant a ii. On va alors montrer que
v ne peut pas étre le flux qui a été supprimé. Plus précisément, on suppose
que c’est le flux supprimé, et on va montrer que cela contredit I’hypothese
ii(X) < 1 pour toute espece intermédiaire X.

On suppose donc que v dépend de flux vy,...,v, € W', avec v; = u;;e;.
Alors, par induction, il existe toujours au moins un flux v; tel que Prod 4 (v;r)
Reacqs(vir) = 0. De plus, il existe un chemin de flux circulaire u’ =
uj ...u; correspond a v; dans W’. Il existe alors des especes intermédiaires

X, ..., X telles que pour tout 1 < i < [, Prods(u;r) = Reacq(u, r) = X; et
Prods(u)x) = Reacqs(ujr) = X;. Comme ), it = u = Z u,etu;j=yu =
1<i<k

Z u;, les vecteurs unitaires u; apparaissent aussi dans le chemin de flux
1<i<l
it. Donc chaque X; est produit au moins une fois dans i. De plus, il existe

au moins un X; qui est produit en dehors des vecteurs venant de u;, pour
que # soit bien un chemin de flux, comme par exemple X; dans le chemin
ci-dessous :

uj

n:.->X-Xi-.-oX1->X-..

Donc il existe un X; avec ii(X;) > 1, ce qui contredit notre hypothese initiale.

(3) Soit v = u;e € W un flux dépendant de vi = uy;er,..., v = usep € W
avec les coefficients ay, ..., a;. Alors il existe aussi des flux v = u;e’,v] =
ui;ep,...,v, = u; e, € W,avec v’ qui dépend de vy, ..., v;. Par induction,

les conditions du point (3) sont vérifiées dans W’, et directement préservées
dans W.
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On considere maintenant la regle (INTERMEDIAIRE), éliminant I’espeéce intermé-
diaire X, et on prouve le lemme point par point.

(1) Soit v = u;e € W un flux. Il est soit la simplification d’un flux u; e’ € W’, et
on peut directement conclure par induction. Ou il est la combinaison d’un
flux v, € W’ qui produit X, et d’un flux v. € WW’ qui consomme X. Dans
ce cas, par induction, il existe des chemins de flux correspondants i, et 1.
On a alors Prodq(ii,r) = X = Reacq(ii.r). Donc la concaténation i = 1,1,
est un chemin; C’est de plus un chemin de flux :

e si i est non-circulaire, alors pour toute espece intermédiaire Y telle
que @i(Y) > 0, soit ¥ = X et vient d’étre éliminée, soit 1,(¥Y) > 0 ou
i.(Y) > 0, et par induction Y a déja été éliminée par la simplification
dans W’, et donc dans W. Donc i est un chemin de flux non-circulaire.

e si i1 est circulaire, il existe une espece intermédiaire Z consommée par
v, et produite par v.. Le chemin de flux i, ne peut pas étre circulaire,
sinon on aurait Reacg(u,r) = Prods(u,r) = 0 # X, et de méme pour
.. Alors, comme précédemment, pour tout ¥ # Z est soit X, soit par
induction une espece qui a déja été supprimée dans W’. Donc i est
bien un chemin de flux circulaire.

De plus, it correspond trivialement a v. On prouve plus loin, en méme temps
que le point (3), que si i est non dépendant, alors &i(X) < 1 pour tout X.

(2) Soit it un chemin de flux pour W tel que pour toute espece intermédiaire Y,
i(Y) < 1, et en particulier i#(X) < 1, c’est-a-dire soit i#(X) = 0 ou &#(X) =
1. Si (X)) = 0, comme Especes(W) = Especes(W')\{X}, it est aussi un
chemin pour W’. Alors par induction, il existe un flux correspondant v =
u;e € W. Comme it est un chemin de flux dans W, on sait aussi que
X ¢ Reac 4(iir) U Prod 4(iir). Donc X ¢ Reacy(vr)U Prod(vr). Il 'y a alors
un flux v/ = u;e¢’ € W, qui alors correspond a ii. Si &t = 1, alors on peut
décomposer ce chemin en deux, un chemin #, tel que Prodq(ii,r) = X, et
un chemin . tel que Reac g (ii.x) = X, avec it = i,ii,.. Ces deux chemins de
flux ne peuvent pas étre circulaires, car cela impliquerait que i serait aussi
circulaire et que i(X) > 1, contrairement a notre hypotheése. On a donc
u,(X) = 1u.(X) = 0. Donc, comme Especes(W) = Especes(W’)\{X}, toutes
les especes Y telles que 1,(Y) > 1 a déja ét€ supprimée dans W’ (et pareil
pour ). Par induction, on a donc des flux correspondants v, et v, dans W’,
le premier produisant X et le second le consommant. Il existe alors un flux
v, ¢ v dans W, qui correspond au chemin de flux i.

(3) On va aussi prouver ici la deuxieme partie du point (1). Soit v = u;e € W un
flux. On distingue deux cas : soit v est la simplification d’un flux v’ = u; e’ €
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W’ (donc V' ne produit pas et ni ne consomme X), soit ¢’est la combinaison
d’un flux v, produisant X et d’un flux v, le consommant.

On considere tout d’abord le premier cas. Par induction, et par le point
(1), 1l existe un chemin de flux i pour W’ correspondant a v/, et ii(X) = 0,
puisque X n’a pas encore été supprimée dans W’. Supposons tout d’abord
que v dépend de vy,...,v, € W, et que I’un des flux v; est la combinaison
de flux de W’ produisant et consommant X. Dans ce cas, pour tout chemin
i; correspondant a v;, on a iZ;(X) > 0. Mais cela implique alors i#(X) > 0, ce
qui contredit notre hypothese. Donc tous les v; = u;; e; sont la simplification
de flux vi = u;;e; € W’. Donc V' est dépendant de ces flux dans W’. Donc,
par induction, le point (3) est vérifié pour v' dans W’, et donc aussi pour v
dans W.

Maintenant, supposons que v ne soit pas dépendant dans W. Avec le méme
raisonnement que ci-dessus, #(X) = 0, donc si V" est dépendant de flux v =
u;;e; € W', ceux-cine produisent pas ni ne consomment X. Ils seraient donc
simplifi€s par (INTERMEDIAIRE) en des flux v; = u);e; € W, et v dépendrait
des v;, ce qui est contradictoire. Donc V' n’est pas dépendant, donc par
induction la deuxieme partie du point (1) est vérifiée pour V', et donc pour
v, ¢’est-a-dire que pour toute espece intermédiaire y, on a #i(Y) < 1.

On considere maintenant le deuxiéme cas, ou v est la combinaison de v, =
uyeetv. = use. € W. Par induction, il existe des chemins i, et i,
correspondants a ces flux. Tout chemin # correspondant a v est alors la
concaténation de i, et 1.

On commence par prouver que si v, (ou v, ou les deux) est dépendant,
alors v aussi. Supposons que v, dépend de v/,...,v; € W’. On sait que
v, produit du X, donc Prodgs(vsr) = {X} # 0. Par induction, il existe un
(unique) index i tel que v; produise aussi du X, et que pour tout j # i,
Reac j(v;r) = Prod j(v;r) = (. Donc tout les flux v;. = u;; e;. vont étre
simplifiés en flux v; = u; e; € W, tandis que v; sera combiné avec les flux
consommant X, et en particulier avec v.. Dans ce cas, v va directement
dépendre des v; et de v} o v,.

On considére maintenant le cas ot v, et v. sont tous les deux non dépendent.
Par induction, pour toute espece intermédiaire ¥ # X, on a donc i,(Y) < 1
et i .(Y) < 1. Siu,(Y) +4.(Y) < 1, on a directement #(Y) < 1. De plus,
i(X) = 1 < 1 (en effet, X étant I’espece supprimée par (INTERMEDIAIRE),
on a 1,(X) = u.(X) = 0, et le X produit par 1,,(X) est fusionné avec celui
consommé pat ii.(X)). Donc dans ce cas, la deuxieme partie du point (1)
est bien satisfaite. Supposons maintenant qu’il existe un Y tel que u,(Y) =
u.(Y) = 1. Dans ce cas, il y a donc un cycle dans &#. On considere alors
un sous-cycle ug,, de taille minimale dans i, et Z ’espece intermédiaire en
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bordure de ce cycle :

M}, Ue

n: ...oY->.»>Z—->.>X>.>Z—>..0Y—>..

uj Ucyey uz

On note i (resp. 1) la partie de & précédent (resp. suivant) le cycle u,,, et
Ureste; = U1ty la concaténation de ces deux chemins, c’est-¢a-dire le chemin
restant lorsque I’on supprime le cycle us5., du chemin &. Le chemin de
flux ug., vérifie que pour tout Y, uj. (¥Y) < 1. Donc, par le point (2), il
existe un flux correspondant v, dans W’, avec de plus Reacq(vi,¥) =
Prod g (v, r) = 0. On répete alors la méme opération, mais cette fois sur
Upeste, - A chaque étape, on obtient un nouveau flux circulaire v.;,. On arréte
lorsque dans le chemin restant u,.g,,, pour tout ¥, on ait #,,5,,(¥Y) < 1. Dans
ce cas, toujours par le point (2), il existe un flux v,.y. correspondant, avec
Reac 4 (VyegeX) = Reacq(vr) et Prodg(vyeseX) = Prodg(vr). Dans ce cas, v
est dépendant de v, et de I’ensemble des v.,.,, et le point (3) est satisfait.
Supposons maintenant que le cas ou v, et v. sont tous les deux dépendants
(notons que le cas ol un seul des deux est dépendant est en fait similaire
a ce cas la, et ne sera donc pas traité en détail). Le flux v, dépend de
Vpds -+« s Vpikys €L Ve dépend de vy, ..., Ver,. Comme v, produit X et que v,
le consomme, ces flux ne sont pas circulaires. Donc par induction, il existe
un unique i, tel que Prodg(v,;r) = Prodg(vr) = {X}, Reacg(v,;r) =
Reac 4 (vr), et pour tout flux j # i,, Prod4(v, jr) = Reacg(v, ;ir) = 0 (notons
en particulier que cela implique que v. n’est pas I'un des v, ;). Et il existe
un i. avec les propriétés similaires pour v.. Alors pour tout flux v, ; =
u,j; e, ; est transformé en un flux vp ;= Up p ; dans W, et similairement
pour les v, ;, tandis que v, ; est combiné avec v, , formant un nouveau flux
v; dans W. Alors v dépend directement de v;, des v b et des v/ ., et ces
flux vérifient bien les conditions du point (3). Dans le cas ou par exemple
seul v, est dépendant, le raisonnement est identique, en remplacant v.; par
directement v,.

La Prop. 16 est alors une direct conséquence du Lem. 13.

5.2.6 Stabilité de LinNets

On peut alors utiliser la Prop. 16 pour prouver que I’ensemble LinNets est stable
par simplification.

Proposition 17. Soit W € LinNets et W = W’. Alors W’ € LinNets.
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Proof. Supposons qu’on simplifie W en W’ avec la regle (Dfpenpant). Comme
W € LinNets, la condition 4 sur la steechiométrie est vérifiée dans W, et donc
également dans W’.

Soit X une espece intermédiaire, et v; = uy; e4 € W le flux supprimé, dépen-
dant de vy, ..., v, € W, avec des coefficients ay,...,a; € N. Par induction, dans
W T’espece X est soit un modificateur, soit est stable-linéaire. Si X est un modifi-
cateur, c’est aussi le cas dans W’, et toutes les autres conditions sont directement
vérifiées.

Sinon, soit v = u; e un flux de W’. Siv € W, c’est-a-dire que ce flux n’a pas
été modifié par la regle, alors les conditions sur sa cinétique sont vérifiées dans
W par induction, et donc également dans W’. Sinon, cela signifie qu’il existe i
tel que v soit la simplification du flux v; = u;; e;. Dans ce cas, on a donc u = u;,
et e = e; + a;eq. D’apres la Prop. 16, soit Prodg(vir) = Reacq(vir) = 0, soit
Reac4(vir) = Reacg(vir) et Prodg(vir) = Prodg(vsr). Comme u; = u, c’est
également le cas en remplagant v; par v. Dans le premier cas, v ne produit ni
ne consomme aucune espece intermédiaire, donc les conditions sur les cinétiques
sont trivialement vérifiées. Dans le second cas, supposons que v consomme X.
Dans ce cas, c’est aussi le cas de v; et de v,. Donc par induction, comme W €
LinNets, on a e; = xxe), et e; = xxe;, avec X ¢ Especes(e), Especes(e;), et pour
toute espece intermédiaire ¥ # X, Y ¢ Especes(e,), Especes(e;). Donc e = e; +
aeq = xx(e; + a;e)) est bien lin€aire en X, et pour tout ¥ # X, Y ¢ Especes(e).
Donc le point 2 de la définition de LinNets est vérifié.

Si v produit X et ne consomme pas d’autres especes intermédiaires, alors c’est
aussi le cas de v; et v;, donc par induction, J N Especes(e;) = 0, et pareil pour
eq. Comme e = ¢; + a;ey, on a donc J N Especes(e) = 0, donc le point 3 est
également vérifié. De plus cela prouve également que X est bien stable-linéaire
dans W’ (point 1). Donc W’ € LinNets.

Si on simplifie W en W’ en utilisant la régle (MobiricaTEUR CONSTANT), alors
les conditions de LinNets sont trivialement préservées.

Enfin, si on utilise la regle (INTERMEDIAIRE) sur une espece X € J. Soient
T, T’ et F les expressions définies dans la regle. Les regles de linéarité dans W
impliquent que pour tout Y € , xy ¢ Vars(T’).

Soit ¥ # X une autre espece intermédiaire. Soit Y est un modificateur dans
W’, et donc toutes les conditions sont directement vérifiées. Soit ce n’est pas le
cas, donc il existe un flux produisant ou consommant Y. Soit v = u;e € W’ un
tel flux, et supposons que v consomme Y. Supposons tout d’abord que v soit la
simplification d’un flux v/ = u;e’ € W, c’est-a-dire ¢ = €’[xy := F]. Par le
point 2, a part ¥, aucune autre espece intermédiaire ne peut apparaitre dans ¢’. En
particulier, X ¢ Especes(e’), et donc e = ¢’. Donc le point 2 est directement vérifié
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pour v dans ce cas. Si v est la combinaison d’un flux v, qui produit X et d’un flux
Ve qui consomme X, on a alors v = v, o v.. On a Prodg(v,r) = Reacq(v.r) =
{X}, Reacq(vpr) = Reacq(vr) = {Y}, et Prodgs(v.xr) = Prodg(vr). Donc par
induction, kin(v,) = xye, (v, consomme Y) et kin(v.) = xxe. (v. consomme X),
avec pour tout Z € J, Z ¢ Especes(e.), Especes(e,). Donc e = xye,e./T’, avec
Z ¢ Especes(e,e./T’), et donc la condition 2 est bien vérifiée.

Supposons maintenant que v = u;e € W’ produise Y et ne consomme pas
d’espece intermédiaire. Sic’est la simplification d’'unv’ = u; e’ € W, alors comme
précédemment, on a X ¢ Especes(e’) par induction et par le point 3, et donc
e = ¢’ et toutes les conditions sur les cinétiques sont vérifiées. Si Vv’ est la fusion
d’un v, et d’un v, alors Reacy(v,r) = 0, Prods(v,r) = Reacqy(v.r) = {X}, et
Prodg(v.r) = {Y}. Donc J N Especes(kin(v,)) = 0, et kin(v.) = xxe., avec J N
Especes(e..) = 0. Donc comme kin(v) = kin(v,)e../T’, on a J N Especes(kin(v)) =
(0, et le point 3 est vérifié.

Cela prouve également le point 1.

Pour la condition 4 sur la steechiométrie, pour tout flux v = v, ¢+ v, on a avec
la normalisation :

Reacs(vr) = (Reacq(vpr) U Reacq(v.r))\(Prods(v,r) U Prods(v.r))
(Reacq(vpr) U{XD\({X} U Prodg(v.r))
Reac s (v,r)\({X} U Prod¢(v,r)).

Comme |Reacq(v,r)] < 1, on a directement |[Reacy(vr)] < 1. Par symétrie,
|Prod4(vr)| < 1.
Donc W’ € LinNets. O

5.2.7 Confluence structurelle

On peut maintenant prouver que la simplification est structurellement confluente,
c’est-a-dire que tous les réseaux completement simplifiés auront les mémes réac-
tions si on néglige les cinétiques.

On définit la taille d’un réseau de flux W comme celle du réseau de réactions
Wr correspondant. Nos regles de simplification diminuent trivialement la taille
des réseaux, donc la confluence locale implique la confluence globale.

Définition 26. Deux réseaux de flux W = V&Cet W = V'&C’ sont structurelle-
ment similaires, noté W =" W’ s’ils ont les mémes réactions sans cinétiques,
c’est-a-dire :

{u|Je.u;ecVi={u'|3e'. u';e € V'}.

On a alors le théoréeme de confluence structurelle suivant.
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Théoreme 7 (Structural confluence). La simplification = sur (LinNets, =) est
confluente.

Proof. La proposition 17 implique qu’on peut toujours simplifier toutes les es-
peces intermédiaires. Donc tout réseau completement simplifié n’a plus d’especes
intermédiaires, ni d’especes dépendantes. Le Théoreme 6 implique alors 1’unicité
de la structure. |
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5.3 Confluence générale de la simplification avec ciné-
tique

Enfin, on s’intéresse a la confluence générale de la simplification avec cinétique.
On veut donc que les réseaux completement simplifiés aient la méme structure,
mais aussi les mémes expressions cinétiques et les mémes contraintes. On montre
tout d’abord sur un exemple que ce n’est pas le cas en général. On donne alors un
critere sur les modes du réseau initial, et on prouve que lorsque ce critere est véri-
fié, la simplification est confluente. On donne ensuite un exemple biologique de
modele dans lequel le critere n’est pas vérifié, et ol on peut obtenir deux réseaux
simplifiés différents. Enfin, on étudie la simplification des systemes d’équations
qu’on peut dériver des réseaux.

5.3.1 Non confluence des expressions cinétiques

L’exemple suivant illustre la non confluence des expressions cinétiques dans le
cas général.

Exemple 52. Reprenons le réseau W de la Fig. 5.6. On peut éliminer les especes
intermédiaires avec la reégle (INTERMEDIAIRE). Si on commence par éliminer X, puis
Y et enfin Z, on obtient le réseau de flux Wyy, représenté en haut a droite de la
Fig. 5.6. Si on commence par X, puis Z puis Y, on obtient le réseau Wyzy en bas
a droite. Dans le réseau Wyy, le flux v,345¢ est dépendant, soit des flux v3, v4s6,
soit des flux vy346, v25. On peut donc le supprimer de deux facon différentes avec
la regle (DEpenDANT). Dans le premier cas, on modifie alors les cinétiques des flux
V123 €t Vuse, €t on obtient le réseau Wyyzs, = Wxzy. Dans le second cas, on modifie
les cinétiques de v346 €t V25, €t on obtient le réseau Wyyz,, (Fig. 5.6).

Ces deux réseaux ont la méme structure, c’est-a-dire les mémes réactions
lorsqu’on néglige les cinétiques. En revanche, les expressions cinétiques des flux
ne sont pas les mémes.

5.3.2 Critere pour la confluence

On peut alors définir le critere suivant sur la base de réactions initiales.

Définition 27. Une base de réactions r est décomposable de facon unique si tout
mode u € N pour les especes intermédiaires J a une unique décomposition en
modes élémentaires.

Exemple 53. Dans I’exemple précédent, la base de réaction pour le réseau W
(Fig. 5.6 n’est pas uniquement décomposable. Il a quatre modes élémentaires :
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Fig 5.9: Deux décompositions du mode u = (1,1, 1,1, 1, 1) dans le réseau W.

up =(1,1,1,0,0,0) u =(0,0,0,1,1,1)
Uz = (1’0’ la 1’07 1) Usg = (O’ 1’050’ 1’0)

Alors le mode u = (1,1,1,1,1, 1) possede deux décompositions différentes :
uy + up et us + uy. Ces deux décompositions sont illustrées dans la Fig. 5.9. Le
critere n’est donc pas vérifié, et la simplification n’est pas confluente, comme on
I’a vu précédemment.

5.3.3 Confluence

On prouve alors que lorsque le critere de décomposition est respecté, la simplifi-
cation est confluente, y compris pour les cinétiques.

Théoreme 8 (Confluence). Sir est décomposable de fagon unique, alors la sim-
plification = sur (LinNets, =) est confluente.

Proof. C’estla conséquence des lemmes 14 a 19 ci-dessous, qui analysent les dif-
férentes paires critiques. Notons que puisse qu’on considere la confluence modulo
la similarité =, la confluence de la regle (SimiLARITE) avec les autres regles est triv-
iale. O

Les lemmes suivants analysent les différentes paires critiques. En particulier,
les preuves des lemmes 16 et 19 nécessitent de décomposer précisément les dif-
férents ensembles de flux.

Lemme 14. On suppose que la base r est décomposable de fagon unique. Soit W
un réseau tel qu’on puisse le simplifier en Wi ou W, avec la regle (DEPENDANT) :
W =P W,. Alors il existe deux réseaux similaires Wi = W, tels que W; =" W/.

Proof. Supposons qu’on simplifie W en W; en appliquant la régle (DEPENDANT) sur
respectivement v, qui dépend de vy, ..., v, et v/, qui dépend de v}, ..., v;,. Notons
que dans tous les cas, on ne modifie pas la contrainte de W.
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Sivg = v/, alors comme r est décomposable de fagon unique, cela implique

i,..ow =1{v],...,v,}, et donc directement W, = W,.
Sivg # V), quevg & {v,...,v,},etv ¢ {vy,..., v}, alors la paire critique se
ferme uniformément (modulo la similarité des cinétiques) : W; =P Wi, avec
{A— 4
Wi =W,

Si vs dépend de v/, alors v/, ne peut pas dépendre de v4, puisqu’on utilise
uniquement des combinaisons linéaires positives. On suppose, sans perdre en
généralité, que v/, = v;. On note vy = ugieq, v, = u;e,, v = uje; et v, =

/. ’ 1 1 11 ’ 7 _— ’ 7’
u;;e;. Il existe des entiers positifs @, a; et a; tels que uy = a,u), + Z a;u;, et
2<i<k
7.7 . 7z . .
u, = Z a;u;. Dans Wi, le flux v, est supprimé, et le flux v/, devient u/;; ¢/, + a/eq.

1<ik’
Il est toujours dépendant, donc on peut le supprimer. Il reste donc des flux de

forme u;; e; + ajey et u; e; + a(e), + aje;). Dans W), apres avoir supprimé v/, le

flux v, reste dépendant de {v},..., v}, v2,..., v}, avec les coeflicients suivants :

Uy = Z a,au; + Z a;u;. On peut donc le supprimer. Il reste des flux de forme
1<ik’ 2<i<k

uise; +aeq etuj;e; + aiel, + a,aieq, dou Wi = Wi, O

Lemme 15. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W, avec la re-
gle (DEpENDANT), W =P W), ou en W, avec la régle (MopiricATEUR CONSTANT),
W M4 W, Alors Wy M W, et W, 2P W], avec W| = W},

Proof. Ce cas est direct. Soit v; = uy; ey le flux supprimé, X le modificateur, et v =
u; e € Wun autre flux. On suppose que v, dépend de v avec un coefficient’ (et avec
a = 0 si v; ne dépend pas de v). Dans W7, ce flux devient u; (e + aze,)[xx := x())(].
Dans W}, il devient u; e[xy := x}]+aeq[xx := x%]. Ces deux flux sont trivialement
similaire. De plus, dans les deux cas on obtient la contrainte C[xy := xg)(], donc
Wi =W,. O

Lemme 16. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W, avec la regle
(DEpenpANT), W 2P W, ou en W, avec la régle (INTERMEDIAIRE), W =1 W,
Alors il existe W| = W] avec W; = W/,

Proof. Cette preuve est un peu plus longue. L’idée est que, en utilisant la décom-
position de la Prop. 16, si le flux dépendant v; par exemple consomme 1’espece
intermédiaire X, alors c’est aussi le cas pour un (unique) flux v; dont v; dépend.
Dans ce cas, pour tout flux v consommant X, le flux combiné v, ¢ v sera toujours
dépendant dans W,, avec notamment le flux v; o v.

Soit v, le flux dépendant supprimé, qui dépend de vy, ..., v, avec les coeffi-
cients ap, . . . a.

Considérons tout d’abord que X ¢ Prodq(v,r) U Reacg(vyr). On note v,
ugeq etpour tout 1 <i <k, v; = u;;e;. Alors, d’apres la Prop. 16, pour tout 1 <
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i <k, X & Prods(vir) U Reacq(v;r). Donc, apres avoir élimer I’espece intermédi-
aire X dans W,, on obtient les flux uy; e [xx := Fl,ui;eilxx := F1, ..., ux exlxx :=
F] € Wy, tels que uy; eq[xx := F] dépend des autres flux. Avec F définit comme
dans la regle (INTERMEDIAIRE). On peut donc supprimer u,; e [xx := F] avec la
regle (DEPENDANT), et obtenir dans W les flux u;; e;[xy := F]+ ajeq[xx := F] pour
1 <i < k. Réciproquement, en commencant par la régle (DEPENDANT), on obtient
dans W les flux u;; e; + a;e;. On peut alors toujours appliquer (INTERMEDIAIRE), et
on obtient alors u;; (¢; + a;ey)[xx := F] dans W]. Ces flux sont similaires a ceux de
Wi. C’est également le cas des autres flux de ces réseaux, et de leurs contraintes,
donc W] = Wj.

Supposons maintenant que v; consomme X. Alors, d’apres la Prop. 16, il
existe un index i tel que v; consomme X et a; = 1, et pour tout j # i, Prodg(v;r) =
Reacg(vir) = 0. On note vy = ug; Xxeq, Vi = U;; Xxe; €t pour tout j # i, v; = uj; e;.
On note V), I’ensemble des flux qui produisent des molécules de X, et V., ceux
qui en consomment. Dans W,, apres avoir supprimé I’espece X, on obtient les flux
suivants :

e V), la combinaison de v, et des flux consommant X : {u + uy; eqe/T’ | u;e €
Vprod}’

e V,, la combinaison de v; et des flux consommant X : {u + u;;e;e/T’ | u;e €
Vprod}a

e V3, les autres flux combinés : {u + u';ee’/T" | use € Vo, u'; xxe’ €
Vreac\{vda Vi}}9

e V4, les autres flux dont v; dépend: {u;; e;[xx := F1} 4,
e Vs, tous les autres flux, ou on remplace juste xx par F.

Alors tout flux u + uy;eqe/T’ € Vi dépends de u + u;;e;e/T’ € V, et des flux
uj;ejlxx := F] € VVy, et peut donc étre supprimé. On obtient les flux :

o Vj=tu+usee/T +ewe|T' | use € Vyroa),

o Vs,

o Vi=AHujejlxx = F]+ Z ajeqe T’} j4,
u;eEmed

L] V5.

Réciproquement, en commengant par supprimer v,, on obtient dans W :

o le flux v} = u;; xxe; + xxey
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les autres flux dont v, dépendait {u;; e; + a;xxes} jxi

Vcons \{Vd’ Vi } »

Vprod s

les autres flux.
On peut toujours supprimer X, et obtenir :

e la combinaison de v/ et des flux consommant X : {u+u;; (e;+eg)e/T’ | u;e €
Vprod} = Véa

e les autres combinaisons de flux : V3,
e les autres flux dont v; dépendait : VV’ = {u;; (e; + ajxxe ) xx := F1}jx,

e tous les autres flux, ou on remplace juste xy par F : Vs.

Orona:
ejlxx = F]+ Z ajeqe|/T’ = ej[xx = Fl+aje,F
u;€Vprod
= (ej+ajxxey)lxx = F].
Donc V7 = V|, et les flux des deux réseaux simplifi€s sont similaires. Pour les
contraintes, dans les deux réseaux on obtient C[xy := F] A x?( =F.
Le cas ou X est produit par v, est similaire au précédent O

Lemme 17. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W; ou W, avec
la régle (MobiricatEUR ConsTanT) : W =2M°4 W, Alors il existe Wi = Wj avec
W, Med W,

Proof. Ce cas est direct, puisque les substitutions commutent. O

Lemme 18. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W; avec la regle
(MopiricatEUR ConsTant), W 2M° W, ou en W, avec la régle (INTERMEDIAIRE),
W er W, Alors il existe W] = W; avec W; ™ W/ et W, =M W,

Proof. Les especes supprimées ne pouvant pas €tre les mémes, ce cas est trivial.
O

Lemme 19. Soit W un réseau tel qu’on puisse le simplifier en W; ou W, avec la
régle (INTERMEDIAIRE) : W =M€ W,. Alors il existe Wi =W avec W; =" W..
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Proof. Cette preuve est également plus longue. On va montrer qu’apres avoir

enlevé une premiere espece intermédiaire X, 1’autre espece Y peut étre supprimée

soit avec (MobIricATEUR CONSTANT), soit avec (INTERMEDIAIRE). Dans le second cas,

des flux dépendants peuvent éventuellement étre créés, mais on peut les supprimer

et obtenir le méme réseau simplifié quelque soit 1’ordre d’élimination de X et Y.
On partitionne les flux de W de la fagon suivante :

Vx = {vx = ux;ex | X € Prodg(vx),Y ¢ Especes(vx)}, les flux produisant
du X sans Y,

Vx: = {vxy = uy;xxex | X € Reacq(vx),Y ¢ Especes(vy)}, les flux con-
sommant du X sans Y,

Vinodx) = {VWmodx) = Umod(x)s €modx) | X & Prodg(Vimeax)) U Reacq(Vinoacx))-
xXx € Vars(Vmoacx), Y ¢ Especes(Vioax))}, les flux avec X comme modifica-
teur et sans Y,

Vy = {vy = uy;ey | Y € Prods(vy),X ¢ Especes(vy)}, les flux produisant
du Y sans X,

Vy: = {vy: = uy; xyey | Y € Reacg(vy), X ¢ Especes(vy)}, les flux consom-
mant du Y sans X,

Viodyy = Vmody)y = Umod(v)s €modyy | ¥ & Prodg(Vimoay)) U Reacq(Vimoacy))s
xy € VarsWmeacr)), X ¢ Especes(Vimoacy))}, les flux avec ¥ comme modifica-
teur et sans X,

Vxy = {vxy = uxy; xyexy | X € Prodg(vxy)),Y € Reacg(vxy))}, les flux
produisant du X et consommant du Y,

Vyy = {VX’Y = Uxy, Xx€x'y | Y e Prodg(vx/y)),X S Reacj(vx/y))}, les flux
produisant du Y et consommant du X,

Viodxyy = A Vmodxy) = Umodxv)i €moaxyy | X, Y & Prodq(Vpeaxy)) U
Reac g(Vinoacxy))}, les flux avec X et Y en modificateur.

On définit les termes suivants :

TX:ZeX Tx =Zex/

Vx Vyr
Ty = E ey Ty = E ey
Vy Vyr
Tyy= E exy Txy = E exy’
Vle ny/

On commence par supprimer X. On obtient les flux combinés suivants :
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o Vx oyt Vx = lux + ux;exex [(Tx + Txy)},

® Vx Oory+ryy) Vxy = lux + uxy;exexy/(Tx + Txy)},

o Vyy Ory+7yy) Vxr = luxy + ux;exyex xy/(Tx + Txy)},

o Vv Ory+1yy) Viry = luxy) + uxy); exyexyxy/(Tx + Txy)}.

® Vi) = {modx); €moac [Xx := (Tx + xyTxy)[(Tx + Txy)1},

i V,;md(xy) = {Mmad(XY); emod(XY)[xX = (Tx + xyTxy)/(Tx + Txy)l}.
o Vy={uy;ey}

o Vy = {uy; xyey},

® Viody) = {tmod(v)s €mod(v)}-

Il y a alors deux cas. Premierement, Y peut maintenant €tre seulement un
modificateur. Pour cela, il faut donc en particulier que Vy = Vy, = . Comme on
pouvait appliquer (INTERMEDIAIRE) sur Y dans le réseau initial, on avait Vyy # 0.
Mais alors il faut aussi avoir Vy = Vy,» = 0. En d’autres termes, tous les flux
qui produisaient un X consommait un Y, et réciproquement. Dans ce cas, en
supprimant X, il ne reste que les flux Vyy oy, 17, Vxv, V), 4X)? Vioary etV AXY)"
En appliquant (MobiricaTEUR CONSTANT), on obtient alors les flux :

o {uxy + uxys; eXY’ex/Yx())//TX/Y}-
® {Unod(x) Emodco [Xx := X Txy [ Txy1},
® {Unod(vy; Emodcr)[xy 1= X1,

® {Unodxy)s €modcxr)[Xx 1= X0Txy [ Txyl[xy := x5}

g inte x, = x,Txy/Txy, qui peu X, =
On a également la contrainte x Txy /T eut se réécrire en x9

x?(TX,Y /Txy-. En utilisant cette égalité pour réécrire les cinétiques précédentes, on
trouve exactement (par symétrie) le réseau obtenu en supprimant d’abord Y puis
le modificateur X.

Dans le second cas, on peut toujours supprimer Y avec la regle (INTERMEDI-
AIRE). On définit les termes suivants :
_ TxTy+TyTxy+ TxTxy TxTy + Ty Txy+ TxTxy

UY/ =

U
Y TX/ + TX’Y TXf + TX’Y

T = TX/ Ty/ + Ty/ Tx/y + TX/ Txy/.

On obtient alors les flux suivants :
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(Vx Ty +Txry) Vxry) Uy (Vxy O[Ty +Tyry) Vx) =
€xex exy exy
{ux + uxy + uy + uxy; }

(Tx + Txy)T
€xey exy
o (Vx oty+1py) Vxry) vy Vv = {ux + uxy + uy; T},
€yexy €x
o Vyou, (Vxy o1p+1ypy) Vxr) = luy + uxy + uy:; 7 »

eyey (Tx + TX’Y)}

Vy ou,, Vv = {uy + uy; T

Tx Ty +TyTxy+ TxTxy

o (Vxy O[Ty +Tyry) Vxy) = {uxy + uxy; T(Ty + Txy) exyexy},
X’ X'y
V7 _ i _ IxTy + TxTxy + TyTxy
® Viodx) = {thmodx)s €modcx[Xx = T 1

TXTY’ + TXTXY’ + TYTXY']

VI”I’:Od(XY) = {umod(XY); €mod(XY) [xx :=

T
TyTx + TyTxy + TxTxy
[xy = T b,

TyTx + TyTxy + TXTX’Y]

V;;md(Y) = {I/lmod(Y); emod(Y)[xY c= = }

o Vx ory+ryy Vxr = lux + ux;exex [(Ty + Txy)}

On s’apercoit alors que certains flux sont dépendants. Ainsi, chaque flux de
(Vx o1y +1py) Vxrr) v, (Vxy Orp+ryy) Vi) est en fait la somme d’un flux de
(Vxy 1y +Tyy) Vxry) et d’un flux de Vyx o1y, +1,,,) Vx, €t peut donc €tre supprimé.
En réécrivant les expressions cinétiques par similarité, on obtient les flux suivants :

exex(Ty + Txy)
o Vx oqy+ryy Vxr = {ux + uys; )

T
evey (Tx + Txy)
o Vy Uy Vy = {I/ty + Uy, T ’
exeyexy
o (Vx oapstoy Vir) ovy V= {ux +uwpy + uys ———1,
Eyexy ey
[ ) VY <>Uy/ (VXY/ <>(TX/+T)(/Y) VX/) = {Lty + Uxy’ + Uy T ,
Z . . TxTy + TxTxy + TyTxy
o Vi = tmodx; €modc[Xx 1= - .
/ . . TYTX’ + TyTer —+ TXTX’Y
° Vmod(Y) = {umod(Y), emnd(y)[xY = = ]}’
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(Ty + Tx)exyexy
T

TXTY/ + TXTXY’ + TYTXY’]

2

o (Vxy Ory+1ypy) Viry) = luxy + uxy;

7

b mod(XY) — {umad(XY); €mod(XY) [Xx =

T
TyTx + TyTxy + TxTxy
[xy := T I

Mais on observe alors que X et Y sont en fait symétriques dans ces ensembles :
le second ensemble correspond au premier en remplacant X par Y, le quatrieme
au troisieme, le sixieéme au cinquieme. Dans les deux derniers ensembles, X et Y
sont directement symétriques. Donc, si on avait commencé par Y puis X, on aurait

obtenu le méme réseau. On obtient également dans les deux cas la contrainte C en
TXTY’ + TXTXY’ + TyTxyr TyTX/ + TYTX’Y + TXTX’Y
remplacant xy par T et xy par T .

O

5.3.4 Exemple biologique de non confluence des cinétiques

On présente ici un exemple biologique d’un réseau ne vérifiant pas la condition
de décomposition unique. On peut donc le simplifier de deux fagons diftférentes,
et obtenir deux réseaux avec la méme structure, mais des fonctions cinétiques
différentes.

Il s’agit du modele BIOMDO0000000173 de la base de données de modeles
Biomodels. Ce réseau est issu de (Schmierer et al., 2008), et représente les mé-
canismes de transduction de signal avec la molécule Smad, depuis la membrane
cellulaire jusqu’au noyau de la cellule.

On ne considere ici qu'un sous-réseau de ce modele, suffisant pour illustrer
le cas de non confluence. Il est représenté dans la Fig. 5.10. L’espece S4., qui
représente la molécule de Smad4 dans le cytoplasme, peut se lier soit avec une
molécule de Smad2 phosphorée (pS2.), formant le complexe $24. (réaction rs),
ou avec une molécule de G phosphorée (pG.), formant le complexe G4, (réaction
ry,). Ces deux réactions sont réversibles (rs et ry, ). Les mémes types de trans-
formations ont lieu dans le noyau (réactions r¢, Iy, I3 et I3 ). Le Smad4 peut
également se déplacer du cytoplasme vers le noyau, ou réciproquement (r; et ry,).
Enfin, le complexe de Smad2 et Smad4 peut se déplacer du cytoplasme vers le
noyau (r7).

On suppose que J = {$4.,524.,54,,524,}. Le réseau est bien J-linéaire.
On peut donc éliminer ces quatre especes. On obtient alors des réseaux avec la
méme structure, mais des cinétiques différentes, représentés dans la Fig. 5.11. Le
premier réseau W, est obtenu en supprimant d’abord S4,,, puis $24,, $24., $4. et
les réactions dépendantes. Le deuxieme WW, est obtenu en supprimant $4,, puis
$24,,, S4., S24. et les réactions dépendantes.
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CkonXpG, Xs4, CkonXs4,Xps2,

KinXs¢. | X1 m koulXS4,, kinCIFxg24,

NKonXpG, Xs4, Kon NXS4n‘leﬁ
'3 / N
G4, pSZ,, $24,
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Fig 5.10: Sous-réseau du modele BIOMD0000000173.

On note r = (ry,r},rs, I, e, Iy, Iy, I, sy, I3, T54) la base de réactions.
Considérons le mode u = (1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,0). Il a deux décompositions
en modes élémentaires, u; + u, et us + uy, représentées dans la Fig. 5.12 (par
simplicité, on omet les especes non intermédiaires dans le graphe), avec :

u; =(0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0) u =(1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

u3 =(1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0) uy =(0,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0)

5.3.5 Confluence de la simplification de systemes d’équations

On s’intéresse a la simplification des systemes d’équations dérivées de ces réseaux.
On considere ici les regles (VARIABLE STABLE), (VARIABLE CONSTANTE), et (SIMILAR-
1TE) de la Fig. 4.13.

Cette simplification est trivialement uniformément confluente.

Théoreéme 9. La simplification de systemes d’équations avec les trois regles ci-
dessus est uniformément confluente dans (Systemes, =).

Proof. C’est direct, les regles ne faisant qu’appliquer des substitutions, qui com-
mutent par similarité. O

Notons que comme il y a une relation de simulation entre la simplification
de réseaux de flux et celle de réseaux de réactions, et une simulation entre cette
simplification et celle des systemes d’équations, il existe aussi une simulation
entre la simplification les réseaux de flux et celle de systemes d’équations.

Proposition 18. Soit r une base de réactions, et W, W’ deux réseaux de flux tel
que W = W’. Alors E(Wr) =" E(W'r), en utilisant les trois regles ci-dessus.
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Fig 5.11: Réseaux simplifiés. Les deux réseaux ont la méme structure (représen-
tée graphiquement) mais des expressions cinétiques différentes (définies dans le
tableau). Le réseau W, est obtenu en éliminant dans I’ordre S4,, S24,,, $24., 4.
et les réactions dépendantes. Le réseau W, est obtenu en éliminant dans 1’ordre
54, 824, 4., $24., et les réactions dépendantes.



214 Confluence de I’élimination des especes intermédiaires

Fig 5.12: Deux décompositions du mode u, en les modes élémentaires u; + u, et
us + uy. Par simplicité, on a omis les especes non intermédiaires.

Proof. C’est la conséquence de la Prop. 14, qui montre une simulation entre les
réseaux de flux et les réseaux de réactions, et de la Prop. 13, qui montre une
simulation entre les réseaux de réactions et les systemes d’équations. O

Cela implique que, méme lorsque la base de réactions n’est pas décompos-
able de facon unique, les réseaux completement simplifiés ont le méme systeme
d’équations (en plus d’avoir la mé€me structure).

Théoréme 10. Soit W un réseau, et W, W, deux réseaux tels que W =* W; et
completement simplifiés, c’est-a-dire {W’ | (W; = W’)} = 0. Alors W, =" W,
et E(Wir) = E(W,r).

Proof. W, =" W, est la conséquence directe du Théoreme 7. De plus, d’apres
la Prop. 18, on a E(Wr) =* E(W;r). Ces systemes n’ont plus de variables pour
les especes intermédiaires, donc ne peuvent plus étre simplifiés. Donc, d’apres le
Théoreme 9, E(W;r) = E(W,r). O
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5.4 Discussion

On discute ici de la simplification confluente des réseaux de flux J-linéaires,
en particulier en les comparant aux méthodes de simplification proposées dans
(Radulescu et al., 2008) et dans (Saez et al., 2016).

Dans (Radulescu et al., 2008), Radulescu et al. reprend la méthode pro-
posée par (Clarke, 1992) pour simplifier en trois étapes des réseaux, en élimi-
nant des especes intermédiaires. Premierement, ils calculent le systeme simplifié
d’équations, en supposant que les especes intermédiaires sont stables. Ils utilisent
pour cela des approximations, en supposant que certaines vitesses sont dominantes
par rapport aux autres, ou en utilisant les équilibres tropicaux (Radulescu et al.,
2015). Ils n’ont alors pas besoin de supposer que les cinétiques sont linéaires.
Deuxiemement, ils calculent la structure du réseau simplifié en utilisant les modes
élémentaires et la méthode de double description (Gagneur & Klamt, 2004). En-
fin, ils cherchent a associer a chaque réaction simplifiée un taux cinétique, per-
mettant d’obtenir le systeme d’équations calculé lors de la premiere étape. Cette
étape n’est décrite formellement que dans le cas ou les réactions simplifiées sont
"steechiométriquement indépendantes”, c’est-a-dire qu’on ne peut pas par exem-
ple avoir de réactions ry, . . . , r4 telles que stoic,, +stoic,, = stoic,,+stoic,,. Lorsque
cette condition est vérifiée, I’assignation des cinétiques est unique.

Leur méthode differe donc de notre simplification sur plusieurs points. Pre-
mierement, leur méthode est plus générale, elle ne nécessite pas de conditions
particulieres de linéarité ou de stoechiométrie. Elle supprime d’un seul coup un en-
semble d’especes intermédiaires, contrairement a notre simplification par regles,
qui procede de facon récursive. Deuxieémement, leur simplification est une ap-
proximation, tandis que la notre est exacte. En ajoutant des conditions de linéarité
similaires aux notres, il est probable qu’ils puissent également obtenir une simpli-
fication exacte, mais ils ne consideérent pas ce cas. Comme on a vu que nos regles
de simplification calculaient aussi les modes élémentaires, la structure du réseau
simplifié sera la méme pour les deux méthodes de simplification. Les expressions
cinétiques seront par contre différentes, puisqu’ils utilisent des approximations.

Concernant la confluence, leur méthode est trivialement structurellement con-
fluente. Pour les cinétiques, elle n’est confluente que si les réactions simplifiées
sont steechiométriquement indépendantes. Cette condition est en fait équivalente a
notre critere sur la décomposition de fagon unique. Dans (Radulescu et al., 2012),
ils proposent une étape supplémentaire dans le cas ou les réactions ne seraient pas
steechiométriquement indépendantes. Cette étape supprime, de fagon arbitraire,
I’une des réactions non indépendantes, jusqu’a obtenir un ensemble indépendant
(par exemple 1’'une des réactions r; ci-dessus). L’assignation des cinétiques est
alors unique. Mais comme cette étape d’élimination est arbitraire cette méthode
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n’est pas confluente, et les réseaux simplifiés peuvent alors avoir différentes struc-
tures.

Dans (Séez et al., 2016), les auteurs ont développé, en parallele et indépen-
damment de nos travaux, une autre méthode de simplification de réseaux qui
éliminent les especes intermédiaires. Comme nous, leur simplification préserve
exactement la sémantique déterministe lorsque les especes intermédiaires sont
stables. Leur méthode est basée sur la théorie des graphes et le calcul des arbres
recouvrant dans le graphe des especes intermédiaires.

En comparaison avec notre simplification, leur méthode cherche a supprimer
en une seule étape un ensemble d’especes intermédiaires. Les conditions sur les
intermédiaires (linéarité, stoechiométrie, etc.) sont les mémes pour les deux méth-
odes. Chaque réaction simplifiée avec leur méthode correspond a un chemin de
taille minimal dans le graphe des intermédiaires, qui ne modifie pas la quantité des
especes intermédiaires. 1l s’agit donc encore une fois de modes élémentaires, donc
la structure du réseau simplifié sera la méme que la notre ou celle de (Radulescu
et al., 2008). Appliquée sur une unique espece intermédiaire, leur méthode donne
en fait exactement le méme résultat que notre régle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE).

Leur simplification, appliquée sur un ensemble d’especes intermédiaires, pro-
duit un unique réseau simplifié, et est donc directement confluente. Notons que
le réseau produit par leur simplification semble toujours correspondre a 1’un des
réseaux produit par notre méthode. Il serait alors intéressant de mieux compren-
dre pourquoi ils obtiennent précisément ce réseau, et si celui-ci a des propriétés
particulieres par rapport aux autres réseaux qu’on peut obtenir avec notre simpli-
fication. Notons qu’ils proposent également d’appliquer leur méthode de fagon
récursive, sur une unique espece intermédiaire a chaque étape. Dans ce cas, leur
méthode est similaire a appliquer la régle (INTERMEDIAIRE - LINEAIRE), et n’est donc
pas confluente (méme pour la structure), puisque les réactions dépendantes ne sont
pas supprimées. Le résultat de cette méthode n’est donc pas le méme qu’avec leur
méthode globale.

En résumé, il est donc possible d’obtenir une simplification exacte des es-
peces intermédiaires qui soit completement confluente. Néanmoins, cela néces-
site de nombreuses restrictions (linéarité, steechiométrie, critere de décomposition
unique), qui ne seront pas toujours vérifiées en pratique (voir ’exemple de la
Sec. 5.3.4). Les conditions de linéarité et de steechiométrie sont nécessaires pour
que la simplification soit exacte, mais peuvent étre relachées si on souhaite juste
une approximation (comme pour la simplification de (Radulescu et al., 2008)).
Elles constituent néanmoins la plus grande restriction pour obtenir une simplifi-
cation exacte et confluente. Le critere de décomposition unique, a I’inverse, n’est
finalement que peu restrictif. En effet, en explorant I’ensemble de tous les réseaux
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de la base de modeles Biomodels vérifiant les conditions de linéarité, et en con-
sidérant au maximum quatre especes intermédiaires, nous n’avons trouvé qu’un
unique modele ne respectant pas le critere de décomposition unique, et donc pour
lequel la simplification n’est pas confluente. Il s’agit du modele présenté dans la
Sec. 5.3.4. Donc, dans la majorité des réseaux biologiques, le critere est vérifié.
Notons également que si ’objectif est d’utiliser la simplification pour comparer
des modeles, alors il n’est pas nécessaire de vérifier le critere de décomposition
unique. On peut en effet simplifier les réseaux, puis comparer séparément leurs
structures (on est structurellement confluent d’apres le Théoreme 7) et leurs sys-
temes simplifiés d’équations (qui est aussi confluent d’apres le Théoreme 9).
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit un nouveau type de réseau, les réseaux de flux
cinétiques, et une nouvelle regle de simplification supprimant les flux dépendants.
On a montré que si on néglige les cinétiques, la simplification des especes inter-
médiaires est confluente et correspond au calcul des modes élémentaires. Avec
les cinétiques, il est nécessaire d’ajouter des conditions sur la linéarité des ciné-
tiques et la steechiométrie des especes intermédiaires. La simplification supprime
alors I’ensemble des especes intermédiaires et est structurellement confluente. On
donne également un critere sur le réseau initial garantissant que la simplification
soit completement confluente, y compris pour les cinétiques. On prouve égale-
ment que la simplification de systemes d’équations est confluente.

Cette méthode de simplification confluente pourrait alors €tre utilisée de facon
systématique sur les modeles de Biomodels, pour les comparer. Il serait également
intéressant d’étudier plus en détails les liens entre notre simplification et celle
proposée dans (Sdez et al., 2016), afin de comprendre pourquoi leur méthode
donne directement un unique réseau.



CHAPITRE 6

Discussion

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’uniformisation de nos régles de simplification
pour différentes sémantiques. Dans un premier temps, on compare les séman-
tiques et les regles des chapitres 3 et 4. On montre que méme si on retrouve
dans les deux cas les mémes types de simplification, il n’est pas toujours possi-
ble d’obtenir des regles correctes pour les deux sémantiques. En particulier, on ne
peut pas obtenir de reégle unifiée pour I’élimination des especes intermédiaires. On
discute ensuite de la généralisation de ces regles a une sémantique stochastique,
et en particulier des difficultés supplémentaires qu’elle apporte.
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6.1 Des regles de simplification préservant les deux
sémantiques ?

Dans les chapitres 3 et 4, on a présenté deux méthodes de simplification, préser-
vant respectivement la sémantique non déterministe des attracteurs et la séman-
tique déterministe basée sur les systemes d’équations différentielles ordinaires.
Les regles des deux simplifications sont basées sur les mémes principes : élimi-
nation d’especes intermédiaires, suppression de réactions combinaisons d’autres
réactions, utilisation des symétries, etc. Il est donc naturel de s’interroger sur
I’existence d’une méthode de simplification unique qui préserverait les deux sé-
mantiques. On discute ici (informellement) d’une telle simplification, et plus
généralement des différences entre les différentes sémantiques.

Un réseau, dans ce cas, est alors composé d’un ensemble de réactions ciné-
tiques, d’une contrainte (pour la sémantique déterministe), et d’une solution chim-
ique initiale (pour la sémantique non déterministe). Les réactions ne peuvent pas
étre normalisées, car cela modifierait la sémantique non déterministe (par exem-
ple, une réaction A + B—C + B k;x,xp n’est pas applicable en sémantique non
déterministe dans la solution A, tandis que la réaction normalisée A —>C ; ki xaxp
devient applicable). En fait, la normalisation ne sera possible qu’avec la regle (Ac-
TIVATEUR PRESENT), lorsque 1’activateur est toujours présent dans tous les réseaux
accessibles.

Certaines regles de simplification peuvent alors facilement étre uniformisées
pour préserver les deux sémantiques. C’est notamment le cas par exemple des
regles (Réaction CycLIQUE), (CONTEXTE), ou encore (ESPECE INUTILE).

Mais les deux sémantiques présentent néanmoins d’importantes différences,
en terme de traitement des quantités de matieres, du temps, des conditions ini-
tiales, etc. Dans la suite, on étudie ces différences et leurs conséquences sur les
regles de simplification. En particulier, certaines regles ne seront valables que
pour certaines sémantiques.

Une premiere distinction majeure entre les deux s€émantiques est le traitement
des quantités de matieres. Dans la sémantique non déterministe, on considere des
populations de molécules, tandis que la sémantique déterministe utilisent des con-
centrations. En particulier, I’approche avec des concentrations supposent que le
nombre de molécules est grand, et on ne considere jamais le cas ol une espece est
présente, mais en quantité insuffisante pour appliquer une réaction. Par exemple,
considérons une réaction 2A —-2B; kx,. Avec une sémantique déterministe, soit
le réseau ne contient pas de A, et la réaction n’est pas applicable, soit le réseau
contient du A, et elle est applicable. En non déterministe, il y a une troisieme pos-
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sibilité : il y a une unique molécule de A, et la réaction n’est donc pas applicable.

Cette différence a deux conséquences pour les regles de simplification. Pre-
mierement, les regles qui simplifient la stoechiométrie des réactions ne sont val-
ables que pour la sémantique déterministe. C’est par exemple le cas de la re-
gle (Factorisation), qui remplace une réaction 2A -2B; kx, par une réaction
A—B; 2kxs. Deuxiemement, certaines regles pour le cas non déterministe ont
besoin de conditions supplémentaires pour que le réseau ne soit pas "bloqué",
comme on I’a vu par exemple dans la regle (INTERMEDIAIRE - PRODUIT).

Une autre différence, évidente, est la présence d’expressions cinétiques pour
la sémantique déterministe. Comme la sémantique des attracteurs n’utilisent pas
ces cinétiques, les regles qui ne font que les modifier, comme par exemple (Mob-
TFICATEUR CONSTANT) ou (SIMILARITE), seront directement valables pour les deux
sémantiques. A 1’inverse, certaines régles pour le cas non déterministe nécessi-
tent d’ajouter des conditions sur les cinétiques pour étre correctes. Par exemple,
considérons la régle (Probuctions GROUPEES), qui peut par exemple fusionner la
réaction ) > A avec la réaction @ — B, formant la réaction ) —A + B. Pour étre val-
able dans la sémantique déterministe, il faut alors ajouter comme condition que
les deux réactions initiales aient la méme expression cinétique.

Enfin, une autre différence majeure concerne les quantités initiales. Pour la
sémantique non déterministe, on consideére un réseau avec une solution initiale
fixée. Cette condition est nécessaire pour pouvoir appliquer la simplification. En
effet, 15 des 20 regles du cas non déterministe ont besoin de conditions sur la
solution initiale, ou bien doivent la modifier. A I’inverse, dans la sémantique
déterministe, on est plus général, et les simplifications sont valables quelque soit
la concentration initiale (modulo éventuellement les contraintes). Notons qu’il
faudrait donc ajouter une condition de cohérence aux réseaux généralisés pour les
deux sémantiques, afin d’éviter d’avoir par exemple un réseau sans molécule de A
dans sa solution initiale et en méme temps une contrainte x4 # 0.

En particulier, cette différence rend impossible dans la majorité des cas d’avoir
une regle unifiée d’élimination des especes intermédiaires. En effet, pour la sé-
mantique des attracteurs, la plupart des regles d’élimination d’une espece im-
posent qu’elle ne soit pas présente dans la solution initiale. Pour la sémantique
déterministe, on suppose par contre que 1’espece intermédiaire est dans un état
d’équilibre, et avec une concentration non nulle pour que la simplification soit in-
téressante. Le seul cas ol on peut unifier ces regles est celui ou il y a unique réac-
tion de consommation, de forme A—s; ¢’, avec A I’espece intermédiaire (voir
la regle (INTERMEDIAIRE - SoLuTioN)). Dans ce cas, toute réaction de production
s1—>8, + aA ; e sera remplacée par la réaction s; -5, + as ; e, avec exactement la
méme expression cinétique.
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6.2 Simplification en stochastique

On s’intéresse (brievement) a I’extension des regles de simplification a une sé-
mantique stochastique, notamment en étudiant les méthodes de simplification ex-
istantes dans la littérature.

La sémantique stochastique décrit la dynamique probabiliste des réseaux. A
tout temps ¢ € R, elle associe une distribution de probabilité entre les différentes
solutions dans lesquelles peut €tre le modele. Elle peut alors €tre décrite par une
chaine de Markov a temps continu (Norris, 1998). L’équation maitresse chim-
ique (D. T. Gillespie, 1977), un systeme d’équations différentielles sur la proba-
bilité d’étre dans une certaine solution au temps ¢, permet également de décrire
I’évolution stochastique du systeme. De facon similaire au cas déterministe, une
solution du réseau en sémantique stochastique est alors une solution de son équa-
tion maitresse. Deux réseaux sont alors équivalents s’ils ont les mémes solutions
observables.

La plupart des simplifications existantes dans la littérature pour la sémantique
stochastique sont des approximations. Par exemple, dans (Batmanov, Kuttler,
Lemaire, Lhoussaine, & Versari, 2012), les auteurs utilisent des méthodes de clo-
ture de moments (C. S. Gillespie, 2009) pour approximer I’équation maitresse,
puis se servent de symétrie pour simplifier le réseau.

Une version stochastique de I’hypothese de quasi-équilibre est proposée dans
(C. V. Rao & Arkin, 2003). Soient Xi,...,X; les especes intermédiaires, et
Ay, ..., A; les autres especes. On note

P((ny,....,n0) | (ay,...,a),1),

la probabilité conditionnelle d’€tre au temps ¢ dans un état contenant n; molécules

de X, ..., et ny molécules de X;, sachant qu’il y a a; molécules de Ay, ..., et g,
molécules de A;. Alors les especes intermédiaires sont a 1’équilibre stochastique
si ces probabilités ne dépendent pas du temps, c’est-a-dire si pour tout ny, ..., 1,
pour tout a,...,aq;,ona:

dP((I’ll,...,l’lk) | (ai,...,a),t) _

0.
dt

Dans (C. V. Rao & Arkin, 2003), I’hypothese faite est qu’on est proche d’un
tel équilibre. Ils considerent alors 1I’exemple classique de Michaelis-Menten, et
montrent que si les especes intermédiaires J = {E, C} sont proche de 1’équilibre
stochastique, alors le comportement du réseau simplifi€ est une approximation
de celui du réseau initial, avec une sémantique stochastique. Leur simplification
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n’est néanmoins pas étendue a des cas plus généraux d’especes intermédiaires.

Considérons maintenant les régles de simplification proposées dans cette these
pour la sémantique des attracteurs et la sémantique déterministe.

Certaines regles s’étendent trivialement a la sémantique stochastique. Pour
la sémantique des attracteurs, c’est par exemple le cas de (Réaction CyCLIQUE)
ou d’(ActivaTEUR PRESENT). Les regles (MobDIFICATEUR CONSTANT) ou (SIMILARITE)
de simplification avec une sémantique déterministe sont également directement
valables pour le cas stochastique. En adaptant les conditions a la sémantique
stochastique, il semble également possible d’étendre les regles (Espice INUTILE) et
(REACTIONS INAPPLICABLES).

A T’inverse, certaines régles sont directement fausses en stochastique. C’est
par exemple le cas de la regle (Factorisarion), ou bien de la regle (ProbucTions
GROUPEES).

Considérons plus en détails le cas de I’élimination d’especes intermédiaires.
On reprend la simplification proposée dans (C. V. Rao & Arkin, 2003), mais
en considérant un équilibre stochastique exact. La simplification de Michaelis-
Menten conserve alors exactement la sémantique stochastique (lorsqu’il n’y a pas
de contexte, comme expliqué ci-dessous). Il semble alors possible de généraliser
cette simplification a d’autres cas d’especes intermédiaires, comme on 1’a fait pour
le cas déterministe avec les regles de la Fig. 4.3.

La question du contexte apporte des difficultés supplémentaires dans la séman-
tique stochastique par rapport aux deux autres sémantiques. Reprenons 1’exemple
de la simplification de Michaelis-Menten. En étudiant les calculs proposés dans
(C. V. Rao & Arkin, 2003), il apparait qu’ils utilisent en fait une autre hypothese,
celle que la probabilité d’avoir a molécules du substrat S ne dépend pas du nombre
de molécules du produit P, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de boucle de rétro-action.
Plus formellement, pour tout a, b, t, il faut que :

P(aS | bP,t) = P(a$, 1).

Cette hypothese est trivialement vérifiée dans leur cas, puisqu’ils étudient le sys-
teme Michaelis-Menten isolé, c’est-a-dire sans aucun contexte. Elle ne peut en
revanche jamais étre vérifiée si on consideére une équivalence dans tout contexte.
Donc, afin d’avoir une sémantique stochastique contextuelle avec laquelle on
puisse faire des simplifications d’especes intermédiaires, il est nécessaire de raf-
finer la notion de contexte. Une solution envisageable serait alors de partitionner
les especes en quatre ensembles différents : les especes completement libres, les
especes completement internes, les especes en entrée et les especes en sortie. Le
contexte serait lui aussi diviser en trois : un contexte global, qui ne peut modifier
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que les especes completement libres; un contexte d’entrée, qui ne peut modifier
que les especes en entrée; et un contexte de sortie, qui ne peut modifier que les
especes en sortie. Pour Michaelis-Menten par exemple, S serait une espece en
entrée, E et C des especes completement internes, et P une espece en sortie.
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6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié une extension des regles de simplification, afin de
pouvoir soit préserver en méme temps la sémantique des attracteurs et la séman-
tique déterministe, soit pouvoir préserver la sémantique stochastique. On a vu
que certaines regles pouvaient trivialement étre étendues, tandis que d’autres sont
vraiment spécifiques a une sémantique donnée. En particulier, bien qu’il sem-
ble possible d’éliminer les especes intermédiaires dans les trois sémantiques, les
conditions varient beaucoup d’un cas a I’autre, et il est donc difficile d’avoir une
méthode de simplification unifiée.
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CHAPITRE 7/

Conclusion et perspectives

L’ objectif de cette these était de pouvoir simplifier des systemes biologiques, tout
en préservant leurs sémantiques.

Nous avons tout d’abord proposé un ensemble de regles de simplification pour
le cas non déterministe. Ces regles structurelles permettent de simplifier des
réseaux de réactions sans cinétiques, notamment en supprimant des especes in-
termédiaires. En particulier, nous avons montré qu’en se restreignant a un sous
ensemble de 6 regles, la simplification était confluente, et suffisante pour réduire
efficacement le réseau Tet-On. Nous avons défini une nouvelle sémantique con-
textuelle, la sémantique des attracteurs, basée sur la capacité d’un réseau de di-
verger, ou de converger vers des attracteurs. Deux réseaux équivalents auront
alors, dans tout contexte, les mémes comportements finaux réguliers. Nous avons
prouvé que la simplification préserve cette s€émantique, et donc par exemple que le
réseau initial de Tet-On était équivalent a son réseau simplifié. Nous avons égale-
ment montré sur le systtme MAPK que nous pouvions utiliser la simplification
pour comparer différents modeles d’'un méme systeéme biologique.

Pour la sémantique déterministe, nous avons proposé de nouvelles regles de
simplification pour les réseaux avec cinétiques. Ces regles sont structurelles,
c’est-a-dire que la simplification d’un réseau est encore un réseau, et sont symbol-
iques, c’est-a-dire ne nécessitent pas de connaitre la valeur des différents parametres
cinétiques. Elles calculent en méme temps la structure des réactions simplifiées
et leurs nouvelles expressions cinétiques. Elles préservent, dans tout contexte,
le comportement déterministe des réseaux. Par exemple, des regles permettent
d’éliminer des réactions intermédiaires, lorsqu’elles sont a I’équilibre. Ces regles
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sont suffisantes pour pouvoir simplifier le systeme Tet-On. Nous avons également
montré comment adapter ces regles pour les appliquer a des systémes d’équations
plutot qu’a des réseaux.

Enfin, nous avons étudié la confluence de I’ élimination des espéces intermédi-
aires pour la sémantique déterministe. Nous avons montré que, en négligeant les
cinétiques, 1’élimination des especes intermédiaires et des réactions dépendantes
était une simplification confluente, et qu’elle permettait de calculer les modes élé-
mentaires d’un réseau. Avec les cinétiques, nous avons montré qu’il fallait ajouter
des conditions supplémentaires. Lorsque les especes intermédiaires sont linéaires
et que leurs steechiométries vérifient certaines conditions, il est alors possible de
toutes les supprimer, et les réseaux simplifiés ont alors tous la méme structure. Si
en plus le réseau initial vérifie un critere de décomposition unique, ces réseaux
simplifiés ont également les méme cinétiques, et donc la simplification est com-
pletement confluente.

Les travaux présentés dans cette these peuvent €tre continués et étendus de
différentes facons. Nous proposons ici quelques pistes de réflexion.

Premierement, il serait intéressant d’appliquer les méthodes de simplification
présentées dans cette these sur d’autres réseaux biologiques, par exemple ceux de
la base de modele Biomodels. Pour chaque modele, il faut alors définir quelles
sont les especes internes, quelles est la fonction d’observation, quelles especes
peuvent étre a I’équilibre, etc. La simplification peut alors étre utilisée pour com-
parer ces modeles, comme nous 1’avons fait pour MAPK. En étudiant les réseaux
simplifiés, il sera alors peut-Etre possible de trouver de nouvelles regles de sim-
plification, et donc d’obtenir une simplification plus complete. 1l est également
possible d’essayer d’élargir les propriétés de confluence a plus de regles de sim-
plification.

Une autre possibilité consiste a étendre nos regles a d’autres sémantiques et
d’autres langages de modélisation. Comme discuté dans le Chapitre 6, il semble
possible d’avoir le méme type de simplification pour une sémantique stochas-
tique. 1l faut néanmoins définir formellement les regles, et la nouvelle notion
de contexte pour pouvoir prendre en compte les boucles de rétro-action. Il est
également possible d’essayer de relacher les conditions d’équilibre pour la sé-
mantique stochastique. Dans ce cas 1, le comportement du réseau simplifié serait
une approximation de celui du réseau initial. Il faut alors définir formellement
une notion de correction, permettant d’estimer et de borner I’erreur introduite par
la simplification. Nos regles ont été développées pour des réseaux de réactions.
Il est néanmoins possible de modéliser les systemes biologiques a 1’aide d’autres
langages de modélisation. Il est alors naturel d’essayer d’étendre nos régles a ces
autres langages, par exemple pour les langages a base de regles comme Kappa
(Danos & Laneve, 2004) ou React(C) (John et al., 2011).
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Résumé

La biologie des systemes cherche a comprendre et analyser des systémes bi-
ologiques a I’aide de modeles mathématiques et informatiques. L’explosion des
données expérimentales entraine des modeles de plus en plus grands. Afin de pou-
voir les analyser facilement ou les simuler rapidement, il est alors nécessaire de
pouvoir les simplifier.

Dans cette these, nous proposons des méthodes de simplifications de réseaux
de réactions biochimiques. Ces méthodes sont suffisamment riches pour pou-
voir simplifier un grand nombre de réseaux provenant d’applications biologiques.
Elles sont contextuelles, permettant de considérer un réseau comme un sous-
module d’un modele plus grand, et de le simplifier sans modifier le comportement
du modele global. Enfin, nos simplifications sont correctes, c’est-a-dire qu’elles
préservent la sémantique des réseaux. Dans un premier temps, nous nous in-
téressons a une sémantique non déterministe, basée sur la possibilité de converger
vers les attracteurs du réseau. Nous étudions ensuite des simplifications pour la
sémantique déterministe, permettant par exemple de supprimer des especes inter-
médiaires a ’équilibre. Enfin, nous nous intéressons a la confluence d’une telle
simplification, ainsi qu’au lien entre I’élimination des especes intermédiaires et le
calcul des modes élémentaires d’un réseau.

Mots clés : biologie des systemes; réseaux de réactions chimique; réseaux de
Pétri; simplification; regle de réécriture; équivalence; contexte; sémantique non-
déterministe; sémantique observationnelle; attracteurs; convergence; sémantique
déterministe; équations différentielles ordinaires; état stable; especes intermédi-
aires; confluence; modes élémentaires.



Abstract

System biology aims at understanding and analyzing biological systems using
mathematical and computational models. The explosion of the number of experi-
mental data leads to larger and larger models. In order to be able to easily analyze
them and quickly simulate them, it is necessary to be able to simplify them.

In this thesis, we propose simplification methods for biochemical reaction net-
works. These methods are sufficiently rich to be able to simplify an important
number of networks from biological applications. They are contextual, allowing
to consider a network as a sub-module of a larger model, and to simplify it with-
out modifying the behavior of the global model. Finally, our simplifications are
sound, meaning that they preserve the semantics of the networks. Firstly, we are
interested in a non deterministic semantics, based on the capability to converge
to some attractors of the network. Then we study some simplifications for the
deterministic semantics, allowing for instance to remove intermediate species at
steady-state. Finally, we are interested by the confluence of this simplification, as
well as the relation between the elimination of intermediate species and the com-
putation of the elementary modes of a network.

Keywords: system biology; chemical reaction networks; Petri nets; simpli-
fication; rewriting rules; equivalence; context; non deterministic semantics; ob-
servational semantics; attractors; convergence; deterministic semantics; ordinary
differential equations; steady state; intermediate species; confluence; elementary
modes.
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