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INTRODUCTION

Cette étude porte sur les aspects théoriques et numériques d'une approche
dépendant du temps du probleme de calcul de la Surface Equivalente Radar
(SER).

L'idée directrice qui guide cette étude est que le cadre naturel du probléme
de la diffraction d'une onde par un obstacle est celui des phénomenes
d’évolution. On sait, par exemple, que l'optique géométrique, la T.G.D., les
notions de rayons captifs et de rayons rampants sont élucidées grace a
I'analyse microlocale de la propagation des singularités d'une onde dépendant
du temps. Puisque les informations les plus fines sur les aspects théoriques du
probleme de la diffraction ont été obtenues par des méthodes dépendant du
temps, on peut espérer que des techniques de ce genre s'avérent fructueuses
dans I'étude numérique de la diffraction, et en particulier, dans le calcul de la
S.E.R.

La partie A de ce travail est consacrée & 1'étude du probléeme mixte pour
l'équation des ondes en présence d'un obstacle inhomogéne, composé d'un
corps réfléchissant ou absorbant recouvert d'une couche de matériau
transparent ou dissipatif. En employant la théorie abstraite de la diffraction
développée par Lax et Phillips [16], [17], nous avons montré l'existence de
l'opérateur de diffraction. Dans le cas d'un obstacle sans couche [21] ou un
obstacle transparent [24], le noyau de diffraction admet une représentation
intégrale espace-temps. Nous avons trouvé une formulation intégrale
similaire pour l'obstacle inhomogéne. Cette représentation nous a permis
d'établir le lien entre le noyau de diffraction et l'amplitude de diffusion. Nous
en avons déduit un procédé de calcul dépendant du temps de l'amplitude de
diffraction. Nous donnons également des conditions suffisantes sur l'obstacle
pour qu'aucune onde incidente ne soit totalement absorbée en temps fini. ‘

L'emploi des équations intégrales dans un domaine espace-temps est
courant dans 1'étude de la diffraction d'ondes électromagnétiques en régime
transitoire: on peut citer par exemple les travaux de Bennett et Weeks [4],
Jecko [14] et Miller, Poggio et Burke [25]. Tous ces auteurs utilisent des
méthodes de discrétisation par collocations. Or l'analyse mathématique des
propriétés de ces méthodes pose des problemes difficiles, en particulier en ce



qui concerne la stabilité. Néammoins leur expérimentation numérique a
donné de bons résultats. La méthode des équations intégrales espace-temps,
introduite par A. Bamberger et T. Ha Duong [1], [12] pour le probléeme de la
diffraction d’ondes acoustiques dans R, permet de démontrer des résultats de
stabilité et de convergence sur les schémas qu'elle engendre. Par ailleurs, les
expériences numériques de Y. Ding [9] sur le probleme de Neumann pour
I'équation des ondes dans R3 et celles de E. Becache [5], [6] dans le cas d'ondes
en milieu élastique ont montré 1'efficacité de cette approche. Aussi nous avons
développé dans la partie B une formulation analogue pour la diffraction
d'ondes électromagnétiques par un cylindre infini (probleme 2D+1) et un
obstacle borné (probleme 3D+1). Aprés discrétisation par une méthode
d'éléments finis en espace et en temps, nous avons obtenu des schémas de
calcul des courants constructifs, stables et convergents.

La partie C présente 1'étude numérique du probleme 2D+1, dans le cas ou
I'obstacle cylindrique est un conducteur parfait. On a pu comparé nos résultats
a ceux du code harmonique BENOU du CEA-CESTA grice a un principe
d'amplitude limite: les calculs de courant et de SER ( Surface Equivalente
Radar) donnés par la méthode intégrale espace-temps sont conformes avec
ceux obtenus dans le cas fréquentiel. On a montré que nos schémas étaient
stables en simulant la diffraction d'une impulsion bréve. Ainsi peut on espérer
développer a l'aide de cette méthode un code de calcul efficace pour les
problemes de diffraction d'ondes électromagnétiques.




Partie A

DIFFRACTION PAR UN OBSTACLE
INHOMOGENE



INTRODUCTION

La théorie de la diffraction par un obstacle homogéne d'une onde
dépendant du temps a été développée par Lax et Philipps (1967, 1973) [16]. Un
progrés important fut accompli en 1977 par A. Majda [21] qui obtint une
représentation intégrale du noyau de diffraction. La premiére partie de cette
étude a consisté a étendre ces résultats au cas d'un obstacle homogéne
cor--osé d'un corps réfléchissant ou absorbant, recouvert d'une couche d'un
m: Sriau transparent ou dissipatif. Nous avons établi l'existence de
I'o; rateur de diffraction S et une représentation intégrale de son noyau .
No 3 donnons également des conditions suffisantes sur les caractéristiques de
l'obstacle pour que celui-ci soit controlable, c'est-a-dire qu'aucune onde
incidente ne soit totalement absorbée en temps fini. Nous montrons enfin que
le calcul de 'amplitude de diffraction se rameéne a celui des traces des ondes
incidentes périodiques dépendant du temps sur la frontiére de 1'obstacle sur un
intervalle de temps suffisamment long.



Le Probléme perturbé

Nous considérons le probleme de la diffraction d'une onde u par un
obstacle immobile @ c'est-a-dire un compact de l'espace R 3. L'obstacle est
éventuellement inhomogéne et composé d'un corps K recouvert d'une couche
S—Il d'un matériau transparent ou dissipatif, au sein duquel les ondes peuvent
se propager a des vitesses différentes et en perdant de l'énergie. On désigne
par €2, I'espace libre environnant, c'est-a-dire le complémentaire de O dont on
note X la frontiere.

%

0=KuQ,, Q=Q,uQ,, I'=0K, I=3Q,
7 normale a T extérieure & Q,
V' normale & I extérieure @ Q,

Les unités étant choisies pour que la vitesse de propagation soit 1 dans
l'espace libre, 'onde u vérifie I'équation des ondes en dehors de 1'obstacle i.e

dans Q, :
afu—Axu=0

On suppose que u satisfait les conditions de transmission a l'interface Z de
I'obstacle et de 1'espace libre :
Uy =t
av ul = av U2

ou u; et 9, u; sont les traces sur X de u et de sa dérivée normale, restreint a ;.
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Dans la couche 2, , la vitesse de propagation c¢(x)<1 dépend a priori du
point x € Q, et on introduit 'indice de réfraction r(x)=c %(x)>0 . La couche peut
étre dissipative et il apparait alors un terme d'amortissement dans 1'équation
faisant intervenir un parameétre de conductivité f(x)20 (loi d'Ohm dans le cas
de l'électromagnétisme) :

rx)%u-A u+p(x)o,u =0
Si la conductivité B est nulle, la couche est dite transparente.

A la surface I du corps K , l'onde vérifie une condition aux limites qui
dépend de la nature de I et que 'on note symboliquement :

B(u,0,u)=0.

Si le corps K est réfléchissant, on distingue le cas de la surface libre modélisée
par la condition de Dirichlet :

u=0 surl,

et le cas de la surface rigide pour lequel on impose la condition de Neumann :

d,u=0 surl;

on peut aussi considérer le cas mélé :

o,ut+y(x)u=0 surl", y(x)20,

ol v est une fonction réguliére positive surI.
Si la surface de K est absorbante, u satisfait une condition aux limites
dissipative (de type Robin ou d'impédance en électromagnétisme) :

dyu+alx)du+yx)u=0 surl

ou a(x)20, y(x)20 sont des fonctions définies sur I" .

Dans le cas de la condition de Dirichlet on ne fait aucune hypothése de
régularité sur I' , dans les autres cas on suppose que I' est réguliére.

On définit 1'énergie E(u(t)) d'une onde u a l'instant ¢ :

E(u(t)):% jQ (7(x)|a,u(t,x)|2+|V,u(t,x)|2)dx+% jr 7 |ut,x)|2dT(x)

ott 7(x)=1 dans Q, et T(x)=r(x) dans Q, . Si le corps K est réfléchissant et la
couche Q, transparente, l'énergie totale de u est conservée, soit la quantité
E(u(t)) est indépendante du temps ¢t . Dans le cas contraire ( la surface I' est
absorbante ou la couche Q; est dissipative), il y a dissipation d'énergie, c'est-a-
dire que l'énergie décroit au cours du temps

Eu(@)<E(u(s)) , 0<s<t
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il peut méme arriver que l'obstacle absorbe toute I'énergie de-certaines ondes
incidentes qui s’annulent alors en temps fini. De telles ondes sont dites
évanescentes et on parle d’obstacle non controlable.

L'opérateur reliant les données initiales (u(0),0,u(0)) aux données au
temps ¢, (u(t),9; u(t)), ou u est la solution du probleme de Cauchy écrit ci-
dessus, est noté U(¢). Dans le cas ou 1'énergie est conservée, on montre que ces
opérateurs forment un groupe unitaire dans la norme énergie. Dans le cas ou
I'énergie est dissipée, la famille d'opérateurs U(t) définis sur l'espace des
données d'énergie finie est un semi-groupe de contraction.

En employant les techniques de Lax-Phillips ( [16] pour le cas conservatif,
[17] pour le cas dissipatif), on prouve la décroissance de 1'énergie locale:
I'énergie contenue dans tout voisinage sphérique de l'obstacle tend vers 0
quand le temps tend vers l'infini pour toute solution d'énergie finie. Une
conséquence de ce résultat est l'existence des opérateurs d'onde qui permettent
de comparer le comportement des solutions de 1'équation des ondes dans
I'espace vide ( i.e sans obstacle ) et des solutions du systéme perturbé.

1- Espace d'énergie finie-Opérateur U(t)

On étudie les solutions du probléme mixte:

((B?—A)u=0 dans R’ xQ,
(r(x) 02— A)u+B(x)9,u=0 dans RS x Q,
(P) d ui=uy surR'x x
9,1y =0,ug surRy’ x T
B(u,d,u)=0 surR’ xT
L (u(0,.),0,u(0,.))=(f,f2)=S

ou la notation IR(,” signifie qu'on prend R, lorsque le corps K est réfléchissant et
la couche Q, transparente, sinon on choisit R; . On fait les hypotheses
suivantes sur les fonctions r, 8, y et a, ces deux derniéres apparaissant dans la
condition aux limites dissipative: '
(¥1) Les fonctions r et B sont analytiques dans {2;, continues sur 5_21 et
rx)>0, B(x)20 Vxe Q.
(¥#2) les fonctions définies sur I, a et v, sont €* et positives
On note Ep(u(t)) 'énergie contenue dans l'ouvert QNB(0,R)={xe )/ |x|<R)
d'une solution u de (P) considérée au temps ¢:
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Si % désigne une condition aux limites de Dirichlet, on voit que H 1=BL%)(Q)
sinon H1=BL1(Q) ot BL1(Q) et BL(I)(Q) ne sont autres que les espaces dits de
Beppo-Levi. On définit la norme énergie par:

2 2
LF12= LA 0y + 102 o,

et le produit correspondant sera noté (.,.)y .

Pour démontrer que les opérateurs U(¢) forment un groupe unitaire ( cas
conservatif ) ou un semi-groupe de contraction ( cas dissipatif ) dans la norme
énergie , on passe par 1'étude du générateur infinitésimal A de U(t) restreint a
un espace D(A) bien défini. Alors U(t)=¢*4 est bien défini et nous fournit une
solution faible de (P) pour des données initiales d'énergie finie.

1-1. Cas conservatif

On s'intéresse ici au cas d'une couche Q, transparente soit B(x)=0,V
x€£2; et la condition aux limites @ préserve 1'énergie:

B(u,0,u)=u,;r ouB(u,o,u)=0,u,r

On résout le probléme (P) en considérant u(¢,x)comme une fonction définie sur
R, 2 valeurs dans un espace vectoriel. On écrit 1'équation

(T(x)92~A)u =0 dans R, xQ

sous la forme:

Ztl ~AV=0dans R,

ou on a posé V(t)=(u(t),d, u(t)) avec 'opérateur A défini comme suit:

0 1
A= _ )
r 1A 0

de domaine D(A)={f=(f;,fs )eH/Af; eL2(Q),focH,,B (f1.f3)=0}. On

remarque que l'on a incorporé la condition aux limites dans la définition du
domaine de A ( on est redondant quand % (u,d,u )=u,r puisque cette condition

est déja dans l'espace H ) et que tout f dans D(A) vérifie les conditions de

transmission.

THEOREME 1-2: Si feD(A) alors 3 f, et 3. f appartiennent @ L2(Q).
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Preuve
C'est une conséquence de la théorie des équations aux dérivées partielles
elliptiques ( voir Lions-Magenes [20], tome I, chap. 2).%-!‘

THEOREME 1-3: A est anti—autoadjoint.

Preuve

On procede en trois étapes: on montre d'abord que D(A) est dense dans H
puis on prouve que A est anti-symétrique, enfin on conclut en disant que
I'adjoint de A, A*, est un prolongement de — A.

i) D(A) est dense dans H
Dans le cas ou @ est une condition aux limites de Dirichlet, il suffit de noter
que I (Q)xD(Q)cD(A). Si B est une condition aux limites de Neumann,
puisque 9, (Q)x D (Q)cD(A), on en déduit la densité de D(A) dans H.

it) A est anti-symétrique
Soit f dans D(A). On choisit, suivant la condition sur I', g dans & (Q)xZ (Q) ou
dans 2, (Q)xZ (Q). Alors on a:

(Af’g)=(Vf2, Vgl )Lz(Q) +(Af1 y&89 )Lz(Q)

En appliquant la formule de Green, on trouve que:
(Af,g )= ( Vf21 Vgl )Lz(Q)— ( Vfl; Vg2 )Lz(Q)

De méme on calcule:
(f,A2)=(V £,V g, )Lz(m+(f2,Agl )Lz(g)

=(Vf1,V&2)120)~(Vf2. V&1 )12

On a donc obtenu pour tout f dans D(A) et pour tout g dans g (Q)xJ (Q2) ou

D,(Q)xD(Q)la relation:

(1'2) (Af’g)’—‘-(f’Ag)

Soit maitenant g dans D(A4). Puisque & (Q)xZ (Q) ou &, (Q)x D (Q) (suivant la

condition aux limites) est dense dans D(A) pour la norme du graphe ‘
A NE=1FIP+1ASI?

il existe une suite de fonctions g, dansZ (Q)xZ(Q) ou 9, ( Q) xF(Q) qui
converge vers g pour k tendant vers l'infini et qui vérifie:

(Af.gx)=—(f,Ag:)
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En passant a la limite sur %, on a I'égalité (1-2) pour tout (f, g) e D(A)xD(A).

iii) A* est un prolongement de ~A
Soit g un élément quelconque de D(A*) et h =A*g , heH. 1l faut vérifier que
geD(A) et que A*g=—Ag. Puisque h =A*g, on a pour toute fonction f dans
D(A):

(1-3) (Af,8)=(f, h)
En particulier, on peut écrire (1-3) pour f=(f;,0):
(1‘4) (Afl ,gz)L2(Q)=(Vf1» Vhl )LZ(Q)

On choisit f; de la fagon suivante: soit ¢ une fonction de (), I'application
v— ] AT

est sesquilinéaire continue de (Q) ou &, (Q) dans C. Comme F(Q) est dense
dans BL(I,(Q) et EZ,,(K_I) est dense dans BL1(Q), on peut prolonger l'application
définie ci-dessus a tout H,. Alors d'aprées le théoréme de représentation de
Riesz il existe un unique élément f, de H, tel que:

Vyed(Q)ou, (), JQ eV dx=(f1,¥)y

ce qui implique p= —Af; au sens des distributions. En substituant dans (1-4)
Af: par —¢ et en utilisant

(@, hy )p2(y=(V 1, VA1 )2
on trouve que
~ (0,82 )12y =(9,h1 )2
et donc
(1-5) hy=-g;

Si maintenant on choisit f= (0, f;) avec fo€D(Q) ou &, (Q) tel que f vérifie (1-3)
, Ol a:

(1-6) (Vf1,V g2 2qy=U2, T hadig
Par conséquent, 1'égalité
1-7) -Ag1=Thy

est satisfaite au sens des distributions. Dans le cas d'une condition aux limites
de Dirichlet, les équations (1-5) et (1-7) et le fait que h =A*g € H nous fournissent
directement la conclusion soit ge D(A),A*g=~Ag. Si 8f=9, f; alors on doit de
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atzu—Aru=0 dans 9'(R,xQ,), r(x)afu—Axu+ﬂ(x)8,u=0 dans D' (R,xQ,)

on a la régularité € (R, x Q;) pour la restriction de u 4 Q. L)

1-2. Cas dissipatif

On s'intéresse maitenant au probleme qui vérifie une condition de
dissipation d'énergie: si la couche est transparente ( B(x)= 0 ), la condition sur
le bord I est dissipative:

d,u+alx)o,u+yx)u=0 avec a(x)>0 et y(x)20, Vxel

si au contraire la couche est dissipative ( #0 ) alors I'onde diffractée u peut
vérifier une condition aux limites de Dirichlet:

u=0 sur R, xI'

ou une condition mixte:

o,u+alx)d,u+yx)u=0 avec a(x)20 et y(x)20, Vxel.

Le probléeme (P) étant ainsi précisé, on veut exprimer la solution de ce
probléme de données initiales f par I'action d'un semi-groupe de contraction.
Dans ce but, on définit l'opérateur

0 1
A= o
TIA -B/T

de domaine D(A)cH déterminé comme la fermeture dans la norme du graphe
de I'ensemble X

X={f=(f1,f2)eZ(QxD(Q),Bf=0)

De facgon plus explicite on a
D(A)= {feH/Af1eL*(Q), f,eH, et Bf=0)

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques nous donne le
théoreme suivant.

THEOREME 1-5: Pour tout f dans D(A) on a:
J (5 J2fiP+ 3 18fs PdrsCate (A1°+1ASI)
Q fol=2 =1
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et on considere l'espace H{ fermeture de (Q) pour la norme [ .]. La forme
linéaire [ est continue dans H; d'ou, d'aprés le théoréme de représentation de
Riesz, il existe g dans H, tel que:

l(<t>)=[£.',«p]=fQ (Vg.Vo+ (F+B)gp)dx+ '[r (a+y)ge dl’
Si on prend ¢ dans & ({2) alors

(1-11) f=-Ag+(F+B)g dans 2'(Q)
Si on choisit maintenant ¢ dans & (), on obtient au sens des distributions
(a+v)g +9,, g=—ah,
On a donc obtenu une solution faible de (1-9). Puisque fe L? (), on déduit de
(1-11) que Ag e L2 (). Alors on a trouvé une solution de (1-9) dans D(A):
Q=g , Pp=g+h,

On en tire la conclusion du théoréeme 1-6. @

THEOREME 1-7: L'opérateur A est le générateur infinitésimal d'un semi~
groupe de contraction U(t)=e'4. De plus si f est une donnée dans D(A), le probléme
(P) admet une unique solution (u(t),d, u@))=U(t) f telle que:

(1-12) (u,9,u)e€’ (R ,DANNE R}, H)

Preuve

On utilise les mémes arguments que dans le cas conservatif. Les
propriétés d'un semi-groupe de contraction nous permettent de dire que pour f
dans D(A), [U(¢) f], est solution du probléeme (P) et vérifie la condition de
régularité (1-12). L'unicité d'une telle solution provient du fait qu'on peut écrire
l'inégalité d'énergie (1-1). g

On peut écrire 1'équivalent de la proposition 1-1, qui se démontre de la
méme fagon.

PROPOSITION 1-2: Si ferzD(Ak) alors u/Qie€°°(IR+, xQ;) pour i=1ou 2 ouz
ut,.)=[U® 1.
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2-1. Propriétés spectrales de A

On fait d'abord quelques rappels sur l'équation des ondes dans l'espace
libre. Pour plus de détails, on renvoie a [16] ou [28].
On introduit la norme énergie de f=(f; ,f2 )e DR xD(R3):

2-2) S O AACTIAGID

L'espace des données d'énergie finie H est défini comme étant le complété de
PR3 xD(R3) pour la norme (2-2). On a donc Hy= BL (R®) xL2(R3).

On désigne par U, (¢) I'opérateur reliant les données initiales aux états aux
temps ¢ de la solution du probleme libre:

On étudie les solutions du probleme mixte:

Po) {(8?—A)u=0 dansR,xR3
(u(0,.),0,u(0, N={f1,f2)=Ff

Les opérateurs {U,(¢),teR } forment un groupe unitaire sur H, dont le
générateur infinitésimal est noté A :

(2-3) A0=(2 é)

De plus nous énongons une proposition dont nous aurons besoin par la
suite: B

PROPOSITION 2-1:  Soit une donnée f d’'énergie finie ( f eH, ). On suppose
que pour tout réel ¢ non nul, on a:

(Ag-ioc)f=0 pour |x|>r.
Alors f(x)=0 pour |x|>r.

Nous utilisons ces rappels dans la démonstration du théoréme suivant:

THEOREME 2-2: Si la frontiére Z et les fonctions r et B sont analytiques, A
ne posséde pas de valeur propre purement imaginaire.

Preuve

Commencons par prouver que 0 n'est pas une valeur propre. Soit f un
vecteur propre associé a la valeur propre 0 alors sa seconde composante fo
s'annule tandis que sa premiére composante f; est une fonction harmonique



qui satisfait soit
condition mixte:

D'autre part, f appartient au domaine de l'opérateur A donc en particulier f;
eH,. Dans le cas d'une condition au bord de type Dirichlet, I'espace & (Q) étant
dense dans H;, on choisit une suite de fonctions ¢, € & (Q2) convergeant vers f;
sinon on prend ¢ €% ( Q) . On écrit la formule de Green:

jQAfl.q?,,dx=-jQ V. Vé,de+ jr 3, F1.¢,dl(x)

Bien sir si 8(f; ,0)=f1,;r ou%(f;,0)=9, f1/r,le dernier terme s'annule.On
a donc:

(fl’q)k)Hl:o

En passant a la limite, on en déduit que:
/10 H= 0

Dans le cas d'une condition de Dirichlet, la conclusion f; =0 est immédiate.
Dans le cas d'une condition mixte, I'espace H; est inclus W1(Q) ( voir pour la
définition [8] ). Comme V f;= 0 soit f;= Cste, le comportement a l'infini des
fonctions de W (Q) impose que f; =0.

Il reste a vérifier maintenant que pour o#0, le complexe ic n'est pas une
valeur propre de A. Soit f une fonction de D(A) vérifiant:

(2-4) Af=icf

et soit ¥ une fonction €* qui s'annule au voisinage de 2, UK et qui vaut 1 pour
tout |x|>p. On pose g= y f alors g est défini partout, est d'énergie finie soit
g eHj et satisfait:

(Ap-ic)g=h

avec h nulle pour |x|>p. La prposition 2-1 implique que g= Opour |x|>p, donc
f=0 pour |x|>p. Dans l'ouvert £2,, la premiére composante de f est solution de
I'équation elliptique:

(A+0%)f1=0
et d'autre part fo = io f;. Les solutions d'une telle équation sont analytiques

dans €, , il s'ensuit que f s'annule dans ,. Regardons ce qu'il se passe dans
Q,. L'égalité (2-4) nous donne:

(2-5) (A+o?r(x)-icp(x)) f1=0 dans
fo=io f, dansQ,
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et puisque feD(A), on a aussi les conditions de transmission:

f1=0,0,f1=0 surX

De (2-4) et de l'analyticité de r et B, on tire que f est analytique dans 2; . On va
distinguer deux cas: le cas conservatif ( B(x)=0 VxeQ; ) et le cas dissipatif

(B#0 ). On commence par le premier de ces cas.
On note:

P(x,0)g=Ag+0°T(x)Tg x)g dans Q
ou MM désigne la fonction caractéristique de Q. Soit un point x, de la frontiére
. 1l existe un voisinage de x, ,7, tel que la fonction 7 restreint a ce voisinage
soit analytique. On pose alors:
Q(x,0) =A+0*F dans ¥ ,Q (x,d)=P(x,0) VzeQ;n?

Puisque feD(A), sa premieére composante f; est telle que Qf; € L? (¥). D'autre
part, f; est nulle dans €, donc:

Qf1 . TTQ_ZN,/:O
L'équation (2-5) avec = 0 entraine que:
Qfl . n91n1’=0

D'ou @f; est nul sur 7 et f; est nulle sur Q,n 7. Le théoreme d'Holmgren
(avec coefficients analytiques ) dit alors qu'il existe un voisinage de x; , %/, tel
que f1,4=0. On en déduit que f s'annule aussi dans £2;.

Passons maintenant au cas dissipatif. En multipliant (2-5) par 7, et en
intégrant sur 2, , une simple formule de Green donne:

@6) -] VAP 2.5y Adl=] ioG@rioro)if P

Sachant que, sur le bord I, ona:

0. f1+7 f1+ioaf=0
en remplacant dans l'identité (2-6) 0, f; par —=(y f; + ica f; ) on obtient:
-jnl (V7 |2dx+jl_ ( If1 B+ica Ify |2)alr=jQl i (B(x)+ior(x)) |fy 12dx

En prenant les parties réelle et imaginaire de 1'équation ci-dessus, on trouve
les deux égalités suivantes:

[ VA 2de+] yIA2dT=02] |f1[%dx
Q, r Q,



p

Jo, B Pde=—] alfy?ar

Les fonctions B et a étant positives, on tire de la deuxiéme égalité que:

B(x)|f11?=0 dans Q;, a(x)|f;|?=0 sur

On en déduit que f, s'annule sur le support de B. Or B est une fonction
analytique dans Q, par I'hypothése ¥1 et 820 donc son support est Q, tout
entier. Puisqu'on a démontré dans la premiére partie de cette démonstration
que f; est analytique dans Q,, f; est nulle dans €2, dons f; l'est aussi.

2-2. Décroissance de l'énergie locale

Les théorémes 2-1 et 2-2 permettent de démontrer que 1'énergie locale
décroit faiblement:

THEOREME 2-3: VfeH,VR2p liminf |UDS|p=0

Preuve

Dans le cas ou {U(?), teR} est un groupe unitaire sur H, la démonstration
de Lax et Phillips reste valable: si I'énergie ne décroit pas alors une partie de
celle-ci reste piégée par l'obstacle et cette partie se comporte comme 1'énergie
d'une solution de 1'équation des ondes dans un domaine borné, auquel cas il
existe des solutions U(¢) f périodiques en temps ce qui est contraire au fait que
H'g:H (théoréme 2-2).

Dans le cas dissipatif, on obtient la décroissance de 1'énergie locale pour
feHlb grdce a ce corollaire du théoréme de RAGE pour les semi-groupes de
contraction:

COROLLAIRE 2-1: Il existe une suite {t;},t; 400 telle que :

lim (Uty)f.8)g=0 V¥ feH; VgeH.

En effet en démontrant que:

Vfe DA)NH, lim inf [U®f =0




ys)

On démontre le théoréme 2-3 puisque D(A)mH}t est dense dans H JI; et H}t=H . Le
corollaire 2-1 nous donne l'existence d'une suite £, ,%; —— 400 telle que U(t, )f

converge faiblement vers 0 dans H. D'autre part, on a:
U N+ TAU@G I +IAS ] <+oo

U(t)f étant & contraction et f appartenant a D(A). D'apres le théoreme 2-1,
I'ensemble {U(t; )f,k 21} est précompact dans la norme |.|z. Donc il existe une
sous-suite {¢,, } convergeant vers l'infini telle que:

Uty )f——h  ennorme|.|p
m,‘-noe
La convergence faible de {U(tm, )f } implique que A=0. %@

On définit les espaces de données rentrantes ( D2 ) ou sortantes ( DS ) par:
(2-7) DS ={feHy/ [Upt)f1(x)=0 pour |x|<tt+a} a>0

Si p>0 est tel que B(0, p):Ku_d1 alors les éléments de D} s'annulent dans
B(0, p). On voit que I¥ et D sont des sous-espaces de H. Il est clair que A et A

agissent de la méme fagon sur des fonctions nulles dans la boule B(0, p). En
conséquence de quoi, U(t) et U, (¢) coincident sur D? et U*(¢) ( adjoint de U(¢) ) et
Uy (~t) coincident sur D? pour tout ¢20. Dans le cas conservatif, U* (t)= U(-t).

On en déduit les propriétés suivantes:

PROPOSITION 2-2: {U(t)} vérifie les conditions suivantes:
OU@DEcD?, U*t)DPcDP t20
(2-8) (ii){;0 U(t)Di’=tr20 U*(t)D2={0)
i) DR L DP

Dans le cas conservatif, les mémes démonstrations que celles de Lax et
Phillips pour le probléme de Dirichlet montrent la propriété:

QYU®ODE =H

équivaut a la décroissance de 1'énergie locale. Une telle propriété ne peut pas
s'écrire pour U(t) et U*(¢) dans le cas dissipatif. Au lieu de cela, on peut écrire
une propriété analogue. Soit P? la projection orthogonale sur l'orthogonal de
DPf dans H.
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On note U®Ag =(w(t, .),9,w (¢, .)). Soit & dans D(R3)telle que:
E(x)=1 pour |x|>p et &(x)=0 pour |x|<p’ ou p’'<p tel que B(O,p'):)Ku?Z_1
On pose v=& w alors (v,d,v)eHj et vérifie:
(@%A)v=q dansR,xR3
{U(O,.)=§g2» atv(o,_)=§(7'1Ag1—23’/7g2)
avec g=—wAE-2Vw.VE, On a:
| PP URAg <) P2 (v,0,v)]+ | P2 (1-&)(w, 0, w)|

Or P? agit comme l'identité sur les données a support dans la boule ouverte
B(0,p) d'oui:

| P UBAg[<] PL (v,0,0)[+ClU®Ag,
L'inégalité (2-11) nous ameéne a:
| PP UMAg <] P? (v,0,v)|+Ce, 1<t<t+3p
Reste a vérifier que:
| PP (v,d,v)]|<C’¢.
Puisque (v,0,v)eH, et plus précisément
(v(2),0;v ()= Upy(t)(EAg)

on va employer la représentation par translation de {Uj (t) }. Cette application,
notée &, est basée sur la représentation des solutions u de 1'équation des ondes
dans l'espace libre en une superposition d'ondes planes:

u (t,x) =§1—£ _[32 k(x.0~t,0)do

ou k(s,w) est une fonction définie pour seR et w €S2, 1a sphére unité . Les
données initiales de u, f= (fy, f2 ) sont données par:

212) £ (x)=%]s2 ka.ow)do , fol)= Elijsz —3,k(x.0,0)dw

On définit la représentation par translation de f, &f =k par (2-12).
L'application £ s'écrit en fonction de la transformée de Radon

Rg(s,0)=| _ g)dSw)

comme suit:

(2-13) (&) (s,0)=k(s,0)= 4—17; (-82Rf,(s,0) +3, Rfy(s,0))



On rappelle briévement les propriétés de & (voir [16]):

(i) R est une application unitaire de Hysur L3R x S?)
(2-14) (i) & Uy (t)=T,Rou Testlatranslation parrapportasdet

(iii) R D? = L2(]~00,—pl xS%), D =L?(1p, +0o[ x S?)
On vérifie facilement que:
(2-15) RAy=—09, X

Ces rappels étant faits, on appelle m le représentant par translation de (v,d,v)
et [ celui de (0, q). Puisque v vérifie Dv=gq, on a d'apres (2-15):

(2-16) (0,+9, Y)m=l
Grace aux propriétés (2-14), on voit que:
IPg(v’atv)I=|m(t)ILz(]_oo'P[xsz)
Notre but est donc d'estimer la norme L2(]-o0, p[xS2)de m(t). On choisit
t=1+3p. On a:
| m(z+3p)] LI 1mese+3p.0)2dsdo+] 4 | 1mis,+3p,0)2dsd
T+3P 12 (1co, pIx 58 =) 2] |74 3p,0)|"ds dw+] S, m(s,1+3p,0)|“dsdw

Or on remarque que le support de ! est dans [—p, p1xS2 car ¢ s'annule dans
B(0,p). D'ou pour s <—p, m vérifie (d,+9, Ym=0 donc m est constante le long des
caractéristiques soit:

m(s,t,w) = m(s-t,0,0) pours<-p

La premiere partie de la norme de m a calculer s'écrit:
-p ~1-4p
,[sz I—oo | m(s,+3p,0)|2ds dw:,[sz I_N | m(s,0,0)|?ds dw

Il est clair que cette intégrale tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini. Pour
estimer

P
I= Isz I | m(s,+3p,0)|2ds dw
-p

on écrit la solution de (2-16) pour se}-p, p[ comme suit:

p+8

m(s,t, co)=m(—p,t—s—p.co)+‘[0 l(t'-p,t+1’—s—p,w)d7’

d'ol pour t=7+3p :

p+s
m(s,t+3p, w)=m(-p,1-5+2p,w)+ '[o L (t-p,t+1—5+2p, w)dt




Or on a:
m(-p,1-s+2p,0)=m(s-17-3p,0, w)

En se servant de ce qui précéde, on majore I par:
P P (pts
ct] o] ims-1-3p,0,0)dsdo+ | | N [ 10-p,t+ 15420, 0)dt2ds do
- -

On voit, via le changement de variables s’=s—1-3p, que la premiére de ces deux
intégrales tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini. On s'intéresse maintenant a
la seconde intégrale soit:

p+8
Uy 16ptr5-5420,00dt152 0, g1 )

Pour t€[0, p+s] on a les inégalités:
T+2p—S<T+2p-s+t<1+3p .

On en déduit la majoration suivante:

pts
,[ |1 (t—p, t+1—-s+2p, w)| dt < (p+s) sup 12C,8,0) [ =g
0 te[ t+2p—s, t+3p]

Sachant que s appartient a [-p,p] , on a:

p+s
[, 11, tr1-s+2p,0) dt < 2p sup PG H0) =g

telt+p, 7+3p

et comme H!(R) cL*(R), on en conclut que:

p+s
- - <
'[0 |1 (t—p,t+1-s+2p,0)|dt < C2p stléI[J‘r-t—p,‘t-fﬁp}nl(-’t,a)) l]Lz(R)+[|asl(.,t,co) lle(]R)]
La fonction / étant le représentant par translation de (0,q)

On rappelle que g= — wAE-2Vw.VE ol w est la premiére composante de
U(t)Ag. 11 est facile de voir que:
100,gN o <C({URN1,+|UBAL], )

et
(2-17) 140€0,g@N Jo=1Va ;2 g0,

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques nous permet de
majorer (2-17) par |A Ult)g [, soit | U(t)Ag |, puisque g appartient 4 D(A). On a

donc obtenu:
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+§ i
J: |l (t-p,t+1-s+2p,w)|dt < Cp sup ]{ll U l,+1U®BAg |, }

tel r+p, 7+3p

En employant a nouveau le fait que la vitesse de prpagation est finie, on a:
p+s
Io [ (t—p,t+1-s+2p, )| dt < Cp ([ U(1)g |4, + 1U(1)Ag l4, }

et comme pour 7 assez grand
[ U(t)g l4p <€ et |UMAg g, <€

on a démontré que:

p+s
l'fo l(t—p,t+‘r—s+2p,w)dtlILz(]_p,p[sxSi —0

Remarque
Si on ne savait pas que H}t =H, les théorémes 2-3 et 2-4 resteraient valables
pour tout f dansH z.

3- Opérateurs d'onde

Les principaux outils pour comparer le comportement des solutions du
probleme perturbé (P) a celles du probléme non perturbé (P,) sont les
opérateurs d'onde. Soit u_ un signal émis a un instant ¢, , u_ étant solution de
(Py), nulle au voisinage de l'obstacle avant un certain temps ¢;2¢;,. A un
instant postérieur a ¢;, cette onde va rencontrer l'obstacle et étre diffractée par
lui. On note alors u 1'onde solution de (P) coincidant avec u_ dans le passé:

ut,x)=u_(t,x) t<t; xeQy
On définit alors l'opérateur d'onde W_ qui, au signal émis u_ associe 1'onde
diffractée u:

W_:u—u
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Par densité de l'ensemble de ces ondes incidentes dans l'espace des solutions
de (P, ) d'énergie finie Hj, on prolonge W_ a tout cet espace. Comme l'obstacle
a une influence trés petite sur la solution quand |¢| est grand ( théoréme de
décroissance de l'énergie locale), on en déduit l'existence d'une onde u,
solution de (P, ) asymptote & u dans le futur:

E(u®)-u, )0 quand t> +o0

Cette propriété permet d'identifier u, au signal regu et d'introduire l'opérateur
Ww:

W:ur—u,

L'opérateur S qui relie u_ a u, est appelé 1'opérateur de diffraction et il contient
toutes les informations sur le phénomeéne de la diffraction d'une onde par un
obstacle. En particulier, on en déduira I'amplitude de diffusion. On résume ces
résultats par le diagramme suivant:

W u
J W
—>
u u
. S |

3-1. Cas conservatif

La théorie de Lax et Phillips développée dans le cas du probleme de
Dirichlet pour un obstacle sans couche va s'appliquer dans notre cas.
Soit # un opérateur linéaire continu de H, dans H tel que:

(3-1) Jopf@D? =1d pPeD?

On considere les opérateurs W_ et W_:
Wi f= tlirlzo U~)s,Uyt)f feH,

ou on prend la limite forte dans H.
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ensemble dense de H,. La surjectivité de W, découle des propriétés (i) et (ii) de

la proposition 3-1 et de la décroissance de 1'énergie locale: en effet, on voit
facilement que U(¢)D? est inclus dans I'image de W pour tout ¢ et la propriété

% U)D{ =H, conséquence du théoréme 2-3 dans le cas conservatif, permet de

conclure A HcImW_d'ou H=Im W_.Un argument similaire s'applique a W_.

R

Ainsi l'opérateur de diffraction S
S=W;lw_

est bien défini et est une isométrie de H sur H. De plus on démontre sans
probléme la:

PROPOSITION 3-2: L'opérateur S a la propriété : SU,(t)=U,(t)S

3-2. Cas dissipatif

Lax et Phillips ont développé une théorie abstraite [17] pour des opérateurs
dissipatifs afin de démontrer 1'existence des opérateurs:

(3-2) W_=lim U®)SoUs(-0f feH,
(3-3) W= lim Uy-0sUtf  feH

ou S et #, sont des applications de H dans H, et H, dans H respectivement,
bien choisies. Ce qui va nous occuper est donc la vérification des hypothéses de
cette théorie. Mais rappelons d'abord les axiomes utilisés par Lax et Phillips:

(o 1){Uq(2)} est un groupe d’opérateurs unitaires agissant sur l'espace de Hilbert H,,.
Il existe deux sous—espaces fermés D, et D_ tels que:

() Upg(~t)D_cD_ , Uyt)D, cD, , ¢20

(i) \Up(t) D_= {0} , AUy (@)D,={0)

(lll) \i)Uo(t)Di =Ho
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(8 {U(t)) est un semi-groupe d'opérateurs de contraction agissant sur l'espace H .
Sion note D3=Uy(a) D, et D2=Uy(—a)D_ (a20) alors il existe un réel p>0 tel que
H contient D? et D? et:

@G Ur@)D?cD? , Ut)D2 Dt , t20

i) nU ) D2 ={0} , "U®)DE ={0}
(iii)tliTwPﬁU(t)f=0 , VieH oi P*, est la projection orthogonale sur (D)L dans H.

(9) U(t) et Uy (2) sont reliés par les conditions :

U@$)D=Uy(t) D® , U*()D? =U,(~t)DP , t20

Soient S et $, deux applications linéaires continues telles que:
K 0. H, o H

f:HHHo

et satisfaisant (3-1) c'est-a-dire agissant comme l'identité sur la partie
commune de H et Hy, D} @DP . La théorie abstraite permet de conclure a
I'existence de W_et W pour toutes fonctions & et # décrites ci-dessus et de dire
que W_et W sont indépendant du choix de et 5 .

En appliquant cette théorie & Uy (¢)=e'%o otx A, est défini en (2-3), les
espaces D, et D_ étant D? et D° définis en (2-7) et 2 U(t) =e*4, 1a proposition 2-1 et
le théoréme 2-4 donnant les conditions («5) (i}-(iii), on obtient l'existence des
opérateurs d'onde W_et W ainsi que celle de W,= W* .

THEOREME 3-3: Les opérateurs W_et W sont définis de Hydans H et H
dans H, respectivement et sont indépendants de 5 et ¥ .

Les opérateurs ainsi définis ont des propriétés similaires a celles énoncées
dans le cas conservatif. '

PROPOSITION 3-2: Les opérateurs W_et W vérifient:
@ W_U,@)=URW_ , WUR)=Uyt) W , t=20

(ii) W_=Id surDP , W=Id sur D%
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L'opérateur de diffraction S s'écrit alors:
S=W W_

THEOREME 3-4: L'opérateur S est défini de Hy dans Hy et vérifie:
Slew, <1

SU)=U,)S , VteR

4- Controlabilité de I'obstacle

On s'intéresse ici au probléme:

((82-A)u=0 dansR;xQy
(Hx)32-A)u+B(x)3,u=0 dans Ry xQ;
(P) d u1=ug surR;x X

d,u1=0,uqg surR;x X

B(u,0,u)=0 surR,xI"

L (u(0,.),0,u(0,.))=(f1,fo)=f

avec les fonctions r, B ,7, @ vérifiant en outre les conditions (#1) et (#2)
énoncées précédemment. On étudie les solutions évanescentes de ce probleme
(P). Une solution U(¢)f de (P) est dite évanescente si, sa donnée initiale étant
non nulle, il existe un temps fini T(>0 tel que:

(4-1) Ut)f=0 , t2T,

Il y a un lien étroit entre l'existence de solutions évanescentes, la controlabilité
de I'obstacle et les opérateurs d'onde. '

DEFINITION 4-1: L'obstacle est dit controlable st ['ensemble
BP={feH/UQR)f L Df, ®DP ,Vt20}

est réduit a {0).






Onanoté[ ., .]le produit scalaire L2(RxS2 ).

LEMME 4-2: Soit f.L D°1 tel que lti_r)n%oIlU(t)fl]:O alors:

(4-2) supp, (U Hc{xeQ/ |x| <p; )

ol on a choisi p;>0 tel que Q> {x/ |x|<p,/2 }.

Preuve du lemme 4-2
Soit 0 la fonction de troncature définie par:

0x)=1si |x|2p; , 6(x)=0si |x|<p;/2
On va démontrer (4-2) pour feD(A), la densité de D(A) dans H permettant de

conclure. Soit donc fe D(A). On pose (u(¢,.),9; uq (¢,.))=6(x) U(t)f. Pour obtenir
(4-2), il suffit de montrer que:

(4-3) supp (6(x)U®))c{xed/ |x| <p; )
L'onde u vérifie:
Oug=g dans R,xR3

avec g=—vAE-2Vv.VE ou u(t,.)=[U(t)f];. Si on note:
h(s,t,0)=R ((uy(t,x),0; up (¢,2))(s,0)

I(s,t,0)=% ((g(¢,x),9, g (t,x))(s,0)

on a:
(0, + 9, ) h(s,t,0)=1(s,t,w)

Pour prouver (4-3) on va utiliser le lemme 4-1 en montrant que:

a) h(s,t,0)=0 pour |s|>p;

b) h vérifie [s'Y,,(0),h(s,t,0)]1=0 VvelN,m2v

Puisque g(t,x)=0 pour |x|2p,, le représentant par translation I(s,,w)= 0 pour
|s|2p;. On déduit de 1'équation aux dérivées partielles vérifiée par 4 que:

Vt120 h(s,t,w)=h(s—t+t1,t1 ,CO) , > tl ’ S-t+t12p1

On écrir la norme LZ(RxS? ) de h sous la forme:

-t

Iszjm | kst )2 dsdo=, [ ks o Rdsdo+ [ j:: | his,t,0)dsdo
—% - 1+t

oc

Il vient alors:
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+00 +00 _
jsz j_w |h(s,t,0)|2dsdw 2 Js2 jpl | (s, t;, )|2ds dw
Or la norme [A(#)],2 (les2)tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini. Ceci est
évident puisque [A(t) 2(g.g2)= [0U) f o et par hypothése la limite de
[U)f] est 0 quand ¢ —oo. De sorte que:

+00
.[S2 '[P ' h(S,tpCD)lzdea}:O
1

On obtient donc que h(s,t;,®) est nul pour s>p; et £;20. Il reste 4 montrer que
h(s,t,,w)= 0 pour s<-p; pour prouver a). Comme (0, + J; ) h(s,t,w)=0 pour
§<—p;,o0n a:

h(s,t;,0)=h(s-t,, 0,0), Vs<—p;

Or h(s-t,, 0,w) est le représentant par translation de (6 f)(x) au point (s—t,, ®).
Puisque f est orthogonal 2 D”! et supp, (1- 6(x))c B(0,p;), 6 f est aussi
orthogonal 4 D”! . Ceci montre que:

h(s-t;, 0,0)=R(6f (x)Xs-t;,0)}=0 , s<—p;+t;, V;20

En particulier
h(s~t;, 0,0)=0, s<-p,;

ce qui prouve a). Vérifions maintenant que:
[s'Y,, (w),h(s,t,0)]=0 VvelN,m2v

Puisque g(¢,x)=0 pour |x|2p, et I(s,t,0)= 0 pour |s|2p, , le lemme 4-1 donne:
[sY,, (0),I(s,t,0)]=0 VvelN,m2v

Il en résulte que:
+00 +00
js, | 8his,t,0)s" Y, (0)dsdo==], | 3,h(s,t,0)s"Y,, (@)dsdo

d'ou en intégrant par parties le second membre de cette égalité et en tenant
compte de I'étape a), on en déduit que, pour tout v<m:

(4-4) J.sz f: d;h(s,t,w)s'Y,, (w)dsdw= VISZ f: h(s,t,0)s*! Ym(w)dsdw

On va procéder par récurrence sur v. Commengons par le cas v=0. On intégre
en temps 1'égalité (4-4) avec donc v=0 ce qui donne:

+00
,[sz,[_ h(s,tg,0)Y,, (w)dsdw=0 , Vi,20
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De l'étape v=0, on en déduit pour v=1 que:
+060
Jsz J_w o,h(s,t,w)sY, (w)dsdw=0 .
La méme démonstration que précédemment nous permet de conclure a:
+00
J J h(s,tg,w)sY,, (w)dsdw=0 , Vit;20
)

Le passage de 'étape v a 1'étape v+1 se fait de la méme fagon. Ceci montre le
point ). Le lemme 4-1 permet de conclure. ﬁi«

Preuve du théoreme 4-1

Puisque U(t)f L D%}, on a PP U(t)f=U(t)f pour tout t=0. Grace au
théoreme 2-4, il est évident que 1) implique 2).

Supposons qu'il existe p;>0 tel que f L Df! et {z_r)r)zm | U®)f[=0. Lelemme 42

moantrequesupp, (U@)f) c{xeQ/ |x| <p;}. Comme Q, a une seule composante et
que X est réguliére, on voit que tout point y €Qy NB(0,p;) peut étre connecté a
un point fixe xq de {x/ |x|>p;} pour un chemin polygonal P, restant dans Q, de
longueur totale inférieure a L, ( indépendant de y). Soit la boule de centre y et
de rayon r, B(y,r)= {x/|x|< r}. On note x,, X, ..., xy=y les points formant le
chemin P,. Sans perte de généralité, on peut supposer que, pour un réel £¢>0

B(xy,ro)c{x/|x|>py} avec rg=2|xy —x;| <€

B(x; ,e)cQqy Vi=1,..,N-1

et de plus, si on note r;=2|x;,;—x%;|, i=1,...,N-1
N-1
Y ri<2Lg avec ry_1Sry g<...<ry<rg
j=0

Puisque u(¢,x)=[U(t)f]; (x)=0 pour |x|>p; et >0, on a:
u(t,x)=0 pour |x—xq|<ry et t>0
Le théoreme d'Holmgren convexe ( voir [15] ) montre qu'alors

r r
u(t,x)=0 pour |x-xg|<ro o et t>§

r
Comme {x/ |x—x;|<r;) est inclus dans {x/|x—xq|<rg +—2l } on en déduit que

r
u(t,x)=0 pour |x-xj|<rjet t>§1

On applique de nouveau le théoréme d'Holmgren:
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i) f,eD(A)

ii) fe—f quand -0
iii) Ut)f,— 0 quand t -+

i) [U®f. 1x)=0, VxeQ,, t2T,
La propriété iii) implique que T](t)fe est une fonction presque périodique: il

existe une suite (o;); de réels telle que:

'Ij(t)fc =Zaj ' i (t=Tp) (convergence en norme)
J

a;= llm _[ eioit T U@)f.dt

7 Toseo T—

D'apres la propriété iv) on a aj; Q, =0. D'autre part, A étant un générateur

fermé, les relations i) et iii) montrent que a; est solution du probléme:

( A+ O'J) aj =0
Par régularité analytique de la solution d'un probléme elliptique, /%, est
analytique. Or on a vu que a;j/Q, =0 et comme 'Sv)z est non vide, on conclut que

a;=0 dans ’Sv)l. Par suite ﬁ(t)fe est nul dans ?21 et donc U(t)f= 0 pour t2T,. Ce

qui achéve la démonstration de 2) implique 3).
Nous allons voir maintenant que si U(¢)f est une solution évanescente
alors il existe p; >0 tel que feBP1. Soit T(>0 tel que :

alors le support de U(t)f est compact pour tout ¢ dans [0,7([. On peut donc

trouver un réel p; >0 tel que [U(¢)f)(x)=0 pour |x|2p;. Soit g une donnée dans
D1 @ D1 alors g s'annule dans la boule B(0,p;) de sorte que:

c'est-a-dire que U(t)f L D?1@ D1, %)
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df= lim U ©5,5UOf (9=5;)

L'opérateur « envoie H?, ©H. dans H ;GH; . Si l'on considere la restriction
de « a cet espace, puisque:

(U* )5, I5UQ) =U* ()9, 95U)
on a:
(Im .d/H:eH;)l=Kerd/Ht oH'
Soit fe Kersd; ', o % alors:
0= (oS, fy= fl_)nlw [ U@

c'est-a-dire feH ., d'oit f=0. On en conclut donc que Im « =H;, ©H. ce qui
implique que ImW =Ht GH; . En prouvant l'existence de l'opérateur W*:

W:f=lim Uy®ISU Of , feH

par la théorie abstraite de Lax et Phillips [17], on démontre de fagon similaire
que:

ImW_=H,e H_,

R

. - + ., N ' . .
On va voir que les espaces H, et H, sont liés a 1'existence des solutions
évanescentes.

THEOREME 4-3: Soit feH, f#0. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1) U(t)f est une solution évanescente.

2) fLIm W, ,feH, ,fL D’ pourun p;>0.

Preuve
On commence par montrer que 2) implique 1). Puisque Im W =H2 eH; -
la donnée f L Im W, appartient a H_, c'est-a-dire:
(4-6) im | U@)f]=0
t—+00

Comme par hypothése fL D’! pour un p;>0, on utilise le théoréme 4-1 pour
conclure.
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Passons a la démonstration de 1)=2). Toujours d'apres le théoreme 4-1, il
existe p; >0 tel que fL D’1 et f vérifie (4-6). On décompose f sous la forme:

f=fi+fe »/1LHy, freH,

ot H, est la fermeture de 1'espace H}, . Si on montre que:
(4-7) [UGgl=lgl , Vge H,
comme H1,et H, sont invariants par U(¢), la propriété (4-6) donne:

f=fiLHy et lim |U®S]=0
Soit f L Im W_ . Démontrons donc (4-7). Losque g est un vecteur propre de A tel
que Ag =iig, A€ R, le résultat est immédiat. Soit g= ’i a8, avec Ag,=1A,8; ,

=1

A 1€ R et les valeurs propres sont différentes deux a deux. Appliquons U(¢) a g:
Ut)g= Y, azetrig,
k=1
alors la norme de U(t)g est égale a:

[ > a ajeiu"-lf)t (81,87 )u 12
kj=1

Or pour deux valeurs propres ( purement imaginaires) différentes, le produit
dans H des vecteurs propres associés est nul. Ainsi la norme de U(¢)g s'écrit:

U ?= Y afle:l?

k=1

On en déduit (4-7) pour tout g dans H,,. Soit ge H, alors il existe une suite (g, ),
de fonctions de Hj telle que g, converge dans H d'ou (U(t)g, ), converge vers
U(t)g dans H. D'apres ce qui précéde,

[U@)g, [=lgnl— lg |
ce qui prouve (4-7). ﬁ@




4.3. Condition suffisante de controlabilité

On a vu ( théoréeme 4-1) que la controlabilité de l'obstacle était 1ié aux
solutions évanescentes du probléme (P). Majda a démontré dans [22] une
condition suffisante de controlabilité du systéeme:

(0%~ A)u+c(x)o,u=0 dans Ry xQ

O +7 (x)0,u+0(x)u=0 surR,xT"
(u(0,.),0,u(0,. ))=(f1,fo)=f

Nous reprenons ses démonstrations afin d'établir une condition suffisante de
controlabilité du probleme (P) avec B(x)=0, Vx e, ( couche transparente). En
particulier, sachant que r est analytique, on démontre de fagon identique, en
remplagant 'opérateur O par O, = r8t2-A, la proposition suivante:

PROPOSITION 4-1:  Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:
1) Q est un ouvert borné

i1) dQ), a,y et r sont des fonctions réelles analytiques

1) ax)#1, VxedQd

alors on peut trouver un nombre fixe 8,>0 et un ensemble de fonctions {®;)}
analytiques réelles dense dans L2(Q) tel que le probléme

(r(x)02-A)u=0dans[t;,t;+8,1xQ
d,u—a(x)o,v+yx)v=0 sur(t,,t;+6¢5] xI"
(v(ty,.),0,v(¢,.))=(0,D)

admet une solution €2 définie dans [ty,t,+8] X Q . De plus v satisfait:
v(t)pa=0 , 0,v @)+ 7v (t)pn=0

On se sert de cette proposition pour démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 4-4: Si o, v, r, ' et X sont analytiques , a(x)#1, VxeT, il
n'existe pas de solutions évanescentes.



Preuve :
Supposons qu'il existe une solution évanescente c'est-a-dire qu'il existe f

dans H et Ty=inf{t>0/ U(t)f=0). Le théoréme 4-1 et le lemme 4-1 montrent
qu'il y a un réel p; >0 tel que:
supp, (U(t)f)thB(O,pl)=QPl

Pour démontrer que l'ensemble
H(Ty)={g/ Ult)g=0 , t2T,)

est réduit a {0), il suffit de montrer que ©y | DA™ )NH (T)= (0). On suppose donc
que U(t)f e %ID(A" ). On en déduit que:

Ut)fe€%[0,T,1,D(A))

soit u (¢,x)=[U(t)f]; (x)e€2([0,T0],H2(Qpl) . On note v la solution du probléme
défini dans la proposition 4-1 avec Q=Q, , t;=Ty—€; 00 £, est un réel
strictement positif tel que £, <§y. Puisque u(T,x) s'annule dans Q, et u(¢,.)est
solution de 'équation des ondes dans R; x5, pour t€[0,Ty], il existe R tel que
u(t, x)=0 pour xeQ,et |x|2R. Dans Q, , u(Ty)=0 . Le théoréme d'Holmgren
permet de trouver &5 >0 tel que u(Ty—¢eq, x)=0 pour xe Q; N { |x| <R’} o R'tel
que B(0,R")cQ,. Soit R, 2R, on a l'inégalité d'énergie:
Ep (u(ToN2ER — T+t @(?)) , Vte[To—£3,T]

Or Ep (u(Ty))=0 donc u(t,x)=0 pour xeQN{ |x|<R;}ette[To—e3,Tp ] En
particulier, u(Ty-eq, x)=0, Vxeg et u(t),s=0, u(t),z=0 pour te[Ty—¢,,Ty 1.
On choisit maintenant e=min(g;,€3) . On a:

T
[ | vere)e?-Aw —u(rx)a2-Avidedt= 0
TO—E Ql

D'autre part

T
IT:—e '[91 [v(r(x)82-A)u —u(r(:lc)atz-A)v]d.xdt=_[Ql r(x)[vatu_uatv]ﬁ,%_s

TO
-fTo_e fagl(v 3, u-ud, v)dSdt

Puisque u(t);y=0,u(t),z=0 pour te[Ty—¢,Ty ], seul reste le terme sur I" qui
vaut d'aprés les conditions aux limites vérifiées par u et v :

T,

T
—I ’ I (va, u—u&,,v)det:I I a(x)(vo,u-ud,v)dI'dt
—€ "oy r

0




47

soit aprés intégration en temps, puisque u(T)=0 et v( Ty—e) =0-sur I":

'1° T,
- —_ = o =
T,~-¢ Janl(v d, u—uod,v)dSdt J a(x)[uv]tzTo edI 0

Finalement il reste:

JQ r(x)u(Ty—€,x)®P;(x)dx=0 =u (Tg —€)=0 dans
1

Comme on a vu que u (T —€)=0 dans €2, , ceci contredit le choix de T,. %!



Représentation du noyau de diffraction

On rappelle qu'on a montré l'existence de 1'opérateur de diffraction S dans
le cas d'un obstacle avec une couche ( chapitre I). De plus, S vérifie la propriété

(1) SUy@)=Up()S , VteR

On définit 4 'aide de la représentation par translation de { U, (¢)} donnée par
I'application unitaire & ( voir chapitre 1,(2-12)-(2-13) ), l'opérateur S borné dans
L2 (RxS?):

S=28#!

D'apres (1), l'opérateur S commute avec les translations T, et donc est un
opérateur & noyau S*:

Shis,0)= k(s,0)+] | S*(s-s",0,0)k(s", 0)ds’ d6

On appelle S*le noyau de diffraction. A.Majda {21] obtint le permier une
représentation intégrale du noyau de diffraction dans le cas d'un obstacle sans
couche pour des conditions aux limites préservant 1'énergie. En premier lieu,
on rappelle cette formulation intégrale de S¥ pour un obstacle homogene,
réfléchissant ou absorbant. La méthode de [21], [24] n'étant plus utilisable
losque le probléme est dissipatif, on lui préfere la méthode plus générale
exposée par V.Petkov [28], [29]. Ensuite on établit le lien entre S* et I'amplitude
de diffraction. Pour finir, nous étendons ces résultats au cas d'un obstacle
inhomogeéne qui nous a occupé dans le chapitre L.




1- Cas d'un obstacle homogéne

On se propose d'établir une formule de représentation du noyau de
diffraction ( dans le cas ou bien sir I'opérateur de diffraction S existe) pour le
probléme perturbé suivant:

(32-A)u =0dansR} xQ
(1-1 B ,d,u)=0 surRy"xT
| (0,.),9,u(0,.))=(f1,f2)=F

o1 l'ouvert Q est 1'extérieur d'un compact de R3, I' sa frontiére et 4 désigne la
condition aux limites. On a repris 1s notations du chapitre I en ce qui concerne
lR(:). On note U(t) 'opérateur correspondant a la solution perturbée u et A son
générateur infinitésimal: {U(t)} peut étre soit un groupe d'opérateurs unitaires
dans H=H, xL? (Q), espace des données d'énergie finie, soit un semi-groupe
de contraction.

On montre que S* est déterminé par la diffraction des ondes planes
incidentes §(t—x.w) ou & est la mesure de Dirac en 0 sur R. Pour toute
direction ® fixée, on prouve l'existence d'une onde plane "distordue” w(¢,x, w)
solution en un sens faible de 1'équation des ondes hors de 1'obstacle, de la
condition sur le bord I' et de: -

wit,x 0)=dt-xw) , t<-p

ou p est le rayon de la boule englobant 1'obstacle. Le noyau de diffraction est
alors donné, sous des hypothéses que nous précisons par la suite, par la
formule de représentation intégrale:

) # _1 (g
(1-2) S*(s,0,6) 87:2'[1R, Jr 5'(t+s~x.0)d, wy (¢, x, 6)

+ (V. ) 8" (t+s—=x.0)wy(t,x,6)dt dI'(x)

ou v désigne la normale a I" extérieure a Q) et wy (¢, x,0)=w (¢, x, 6)— 6(t—x.0).
Cette formulation permet d’établir une localisation du support de S*:

supp,S*(s,w,8)c ]—o0, max (x.(6-0)]

L'analyse du support singulier de S# a été abordée par de nombreux auteurs
dans le cas d'un obstacle sans couche ou d'un obstacle transparent ( Majda
[23], Petkov [30], Taylor [32]). Dans le cas d'une condition £ conservative,
Majda [21] a montré, par les techniques de l'analyse microlocale de la
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propagation des singularités, que si lobstacle ne piege pas de rayons le noyau
S* et l'onde w, sont a décroissance rapide.

Le noyau S* étant une distribution tempérée par rapport a s, on peut
prendre sa transformée de Fourier S* A un facteur pres, on trouve alors
l'amplitude de diffraction a:

S(owe) —a(awe)

On montre que le calcul de a se raméne a celui des traces d'ondes incidentes
périodiques dépendant du temps sur la frontiére de 1'obstacle ( quand celui-ci
est non captif) sur un intervalle de temps suffisamment long.

Pour démontrer (1-2), on a besoin de connaitre le profil asymptotique d'une
onde solution du probleme non perturbée (P).

1-1. Profil asymptotique

Les notations sont les mémes que dans le chapitre I. Soit u,(¢,x) une
solution de (P,) d'énergie finie et soit & le représentation par translation de la
donnée initiale (u4(0,x),0,u((0,x)). On suppose que % efcomp (RxS?). Alors le
comportement asymptotique de u s'écrit:

(1-3) lim 13, uy(t,({t+s)0)=—k(s,0) , VoeS?
|t|=+00

(1-4) llfn'f’»oo t6. Vuy(t,(t+s)0)=k(s,0) , V6eS?

la convergence étant uniforme pour s dans un intervalle borné. On démontre le
théoréme suivant:

THEOREME 1-1: Pour tout f dans H,, la solution de (Py) Uy(t)f=
(uy(t,x),0,ug(t,x)) vérifie:

1
.[Rs IatlLo(t,x)-i-;k(r_t,%)Fdx 0

{ 2+00
ot j 19, 0 2, x)——-k(—r—t -5)2dx—— 0

De méme on a:

t -+00

jna IV Ug t,x)- -:-z-xk (r—t,%) |2dx——; 0

JRa IVuo(t,x)—ﬁx k(-r-t, -—)|2dx_h__°: 0
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Preuve

Quitte & régulariser ensuite, on suppose que fe.@(le )xD(R3) avec
supp fcB(0,a) d'ou le représentant par translation Zf=%k e P(RxS%) et
k(s,0)=0 pour |s[>a. D'apres (1-3), on a:

Jof 1€913,u0(t, 49000+ (5,0) Pdsdo —— 0

|£] oo

Soit en faisant le changement de variable r=t+s :

a+t
jszf +t|ratuo(t,re)+k(r—t,e)|2drde——>o

|£] =400

On traite le cas t —»+o0, le cas { »—o0 se traitant de fagon analogue. Puisque
f(x)= 0 pour |x|> a et que dans l'espace libre, aucun signal ne se propage & une
vitesse plus petite que 1'unité, on a pour ¢2a :

uy(t,x)=0, |x|<t-a =2k(r-t,0)=0, r<t-a

Donc l'intégrale
t-a
fszfo |r3uo(t,r6)+k (r-t,6) |*drde
est nulle. On en déduit que:

a+t
fsefo |r8, o (t,r6)+k (r,6) [*drdo—— 0

J2] 5+eo

D'autre part, le principe d Huygensdonne 0, u( (¢,x) = 0, |x|2a+t d'ou k(r-t,0)=0 ,
r<t+a d'ou:

[ ]
jszj ” lratuo(t,r9)+k (r-t, 8) |2drd6=0
a
ce qui permet de conclure a:

[ oI 1rduott,ro)+k 1,00 2drdo——s 0

I I—»+oo

On pose alors x=r6 ce qui donne

! o+e0

.[Ra | dug (2,x)+ %k (r—t,f) 12dx—— 0

Sachant que l,f,’_’_‘Hw t0. Vu,(t,(t+s)0)=Fk(s,6), on démontre de méme que:

1
J'Rs | v uo(t,x)- "Ex.k (r—t,%) |2dx—t:: 0

Islvuo(t £ = x.k (~r- t——)|2dx.—_—;0 C-Y)

r2
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1-2. Représentation intégrale de S*

Soit ke (R xS?) tel que k s'annule pour |s|>a. On pose:
(1-5) k=f , Uyg@t)f=(a(t), 0, a(?))

On considére le probléme:

{(a?—A)u =0dansR,xQ

(Pg) Bu,0,u)=0surR,xTI"

(u(t,.),o,u(t,.))=(a,.),d,alt,.)) pourt<—(p+a)

Soient les quatres conditions suivantes:
(H,) l'opérateur de diffraction S existe

(H,) Toute solution u de (P,) est €°(R,xQ )
(H3) Le probleme (1-1) admet une unique solution dans €°(R®,D(A))

(Hy) Si yeDg s (Q)xD(Q) alors U (t) y e (€ (RY x Q)2

ot l'espace D g 4 (Q)={feD( Q),Afe (), % (f,0)=0)

On introduit maintenant la notion d'onde plane "distordue”. Soit le probleme
de Cauchy suivant:

{(8,2-13)1"0 =0 dansR,xQ

(1-6) B(y,9,To)=-B(d(t—x.0),d (t-x.0)) surR,xT

[o(¢,.)>=0 pourt<—p
ou la fonction d est définie par:

d(t)={t§2'. t20
0,t<0

THEOREME 1-2: L’onde plane "distordue” w est définie par:
1-7) w(t,x,0)=02Ty (¢, x, 0)+8 (t—x.0)
ou Iy est solution de (1-6). On a:
(1-8) w(t+s,x,0)e€® R, %82, , 2 R, xQULNNY'R,, F' (R, xS%,xQ_))
et toute solution u de (P, ) s'écrit sous la forme:

(1-9) u(t,x):% <w(t+s,x,0), k(s,0) >g' gmxs?

ol k est donné en (1-5).
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Pour démontrerla propriété de régularité w (t+s,x,0)e€* (R, xSZa,, D' (R, xQ.)),
on a besoin des deux lemmes:

LEMME 1-1:  Pour tout 6 dans 9(R,) et tout y dans Dg 5 (Q)x X (Q), la
fonction :

(s,0)— (J 6)¢* (1)dt, v )y
est dans € (R, xS2 ), oz on a noté

t
e (t,., a))=J'_o° Ut-1)(0,q(t+s,.,0))dt

LEMME 1-2:  Soit F*(t,x,0)e€® (m,xnz,xsi,,H). On suppose que:
supp, F°(t,.,0)c{xeQ/|x|<R+|t|}

ot R est un réel positif indépendant de t et ®. De plus, pour tout 6 dans I(R,) et y
dans D g A(Q)xD(Q), la fonction

(s,0)—— ([ 6OV F ¢, ., 0)dt, ¥ )y

est dans €% (R,xS2 ). Alors F*(t,x,0)e €™ (R,xS2,, &' (R, xQ,)).

Preuve du théoréme 1-2

Introduisons la fonction de troncature ye F(R3) telle que »(x)= 1 pour
lx] <pjet x(x)=0 pour |x|2p>p; o1 p; a été choisi tel que 1'obstacle soit contenu
dans la boule B(0,p,). Soit ¢(t,x,0) la fonction dans €°(R,x §% , H},,,,(Q)
définie par:
(1-10) q(t,x,0)=-2Vy(x). V. (dlt-=x.0)) - Ay(x).d(t-x.0)

Alors, d'apres 'hypothése (Hj ), la fonction G donnée par:
t
(G(,.,0),0,G(,., w))=J_°° Ut-1)(0,q(r,.,0))dt

est 'unique solution dans €°(R,x S2 ,D(A4)) du probléme:

(02-A)G =q dansR,xQ
(1-11) 3(G,0,G)=0 surR,xI"

G(t,.)=0 pourt<-p

Ainsi on résoud (1-6) en posant:
[y(t,x,0)=—yx)d(t—=x.0)+ G, x, )
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et la méme condition (H3 ) nous permet de dire que c'est 1'unique solution de
(1-6). Montrons maintenant la propriété (1-8). D'aprés ce qui précede, l'onde
plane w s'écrit aussi:

(1-12) w(t,x,0)=(1- 7(x))d(t-x.0)+ 3 G, %, 0)

On établit d'abord que w (¢+s,x,0)e¥ (R, , D' (R, xS2w xQ.)). Pour cela, il suffit
de montrer que t— | G(¢,. ,m)l]H1 est a croissance lente pour ¢— +o0 (on

rappelle que H=H,xL2%(Q)). D'aprés l'expression (1-10) de q(t,x,w), on
démontre aisément que:

g, ., o) 112(q) <C(1+t3)

La norme de G est majorée par:

t
_[_w fa(z,.,0) 1 2(q)dt
Or ¢ (1,.,0) s'annule pour 7<-p donc:
t
|G, N, <C|_ la,.,0)112(@) dr<C (147

Ceci prouve que G(t,x,0)e€°(S%, .’ (R,,H,)). D'ou la "seconde moitié" du
résultat (1-8). La propriété w (t+s,x,0)e €™ (R,xS%, F'(R,xQ,))se démontre
en deux étapes. En premier lieu, il est facile de voir que:

(1- 7(x)) 8(t+s—x.0) e€® (R, xS%, T’ (R, x Q. ))

puisque, pour toute fonction 6 de (R, ), on a:
<(1~- x(x))6(t+s—x.0),6(t) >g- gr,) =(1-x(x)) 6(x.00—s)

La seconde étape consiste en l'application des lemmes 1-1 et 1-2. Si on prend
F(t,x,0)=(G (t+s,x,0),0,G (t+s,x,0))= €°(¢)

dans le lemme 1-2, on en tire que:
3G(t+s,%,0) e € (R, xS2%,, D' (R,xQ,))

ce qu'il fallait prouver.
Il reste & montrer que toute solution u de (P, ) s'écrit sous la forme (1-9) au .
sens des distributions c'est-a-dire que pour p e J (R;x£2,) on a:

<“’¢>9',Q(R,xn)=2_1,;< w(t+5,%,0), k(s,0)® ¢(t,%) >g" g® x5?xR,x Q)

Puisque le probléeme perturbé (P) admet une unique solution dans
€%R$” ,D(A)), pour prouver que u (¢,x)= u;(t,x) oi:




ul(t,x)=21—ﬂ <w(t+s,x,0), k(s,0) >z gmrxs?)

il suffit de montrer que:
(1-13) (11,9, uy )e€°(R,,D(A))

et que u; est solution du probléeme (P,). L'onde plane "distordue"” w se
représentant sous la forme (1-12), on regarde tout d'abord:

<(1~ 2(x)) 8(t+s—x.0) , k(s, 0)>g R x5*) = (1—;{;(::))J'S2 k(x.0-t,0)dow
Comme 1-y €€ ( Q) est nul au voisinage de l'obstacle et ke D(R,xS2, ), il est
clair que:
(1- 2(x))( jsz k(x.0~t,0)do, jsz 3, k(x.0—t,0)dw ) €[, , D(A))

D'autre part on a vu que (G (t+s,x, ), 9, G (t+s,x, 0))e €° (R, xS2,€°(R,, D(4)) ).
Or on a:

OFG(t+s,x, 0)=0FG(t+s,x,0) , keN

donc (33G(t+s,x,0),0iGt+s,x,0)) e D' (R, xS%,,€°(R,, D(A)) ). On en conclut
qu'on a bien (1-13). La vérification de O u;=0dans (IR, x£2,) et celle de
PB(uq,0;u,)=0 dans '(R,xI",) sont immédiates grace & (1-11). En notant que
pour tout s tel que |s|<a et pour tout ¢t <—(p+a), la somme t+s est inférieure a —p
on trouve que: -

uq (¢,. )=§1?< S(t+s—x.w), k(s,w) > pour t<—(p+a)

Or l'onde libre a est une superpositon d'ondes planes k(x.w —t, ®):

a(t,x)= 51; <S(t+s—=x.w), k(s,w) >

Donc u,(¢) coincident avec a(t) pour ¢t <—(p+a). %‘

Preuve du lemme 1-1
Comme ¢ (t+s,x, ) est une somme finie de termes du type ¢(x) f(t+s—x.0)
avec ped(Q) et fe€ O(R), on va faire I'etude dans le cas d'un seul terme:

gt (t,x, 0)= p(x) f(t+s-x.0)
Puisque qs(t,x, (D) Eeo (]Rs x]Rtxszw’ Lgomp (Q)), on a €° (t,x, (D)E gO (]Rs X]Rth2w, H)
Soient 6 e I(R,) et yweDg 5 (Q)xD(Q), on peut écrire:

t
(Jowre )t wp=] 6(t) j_w((o,q*’(r,.,w)), U*(t-1) v )y drdt
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On note v (t,x)=[ U*(¢) y); (&) . Par (H,), ve€>(RY x Q). On a ainsi:

+00 t
Jows wat,wig=] e [ [ o) fitrs—x.0)8 -1, x)dxdrat

+00 t
= I_w o(t—s+x.0) L’o IQ o(x) f(t)V (t-7,x)dxddt

Le théoréme de Lebesgue assure que cette fonction de w et s est €. *-!

Preuve du lemme 1-2

Soit ueH tel que suppu c{|x|<R; ). On choisit ye &( Q) valant 1 sur un
voisinage du support de u. Pour ¢=(¢;,93)eD(Q)x H(Q) on construit f,
solution de:

Afi=0,dans Q
{é&(fl,O)=0 surl

On sait que f;€€®( Q). On pose y=(-1f;,92)eTg 5 (Q)xP(Q) et en
particulier appartient 4 H. On a alors:

<u31,91>g.9(Q) =<u1,8/1>9" 9)
Le choix de y impose que:

|, Vur.Vde==]_ Vu, Vy,dx

Puisque u,€H, , on a u; e BLj(Q) dans le cas d'une condition aux limites de

Dirichlet sinon uleBLlcomp (€2) donc la formule de Green s'applique, ce qui

donne:
<uy,8f1>g g =(U1,91)m,

D'ou 1'égalité:
<u,9>g g=W, ¥

Appliquons ce résultat a u=j 6t)Fe(t,.,w)dt de sorte que:

<JotyFe,.,0dt ,p>g g €€ R, xS%)

R
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Le résultat (1-9) va permettre d'obtenir la représentation intégrale du
noyau S *.

LEMME 1-3:  Soit u la solution du probleme (P, ) oit o est déterminé par (1-5).
Soit le (R, xS2, ) le représentant par translation d’'une donnée g tel que
supp,lc[-b,b]. Si on note:

Uy ) g=(£(),0,L(t))
alors pour tout 1>p+max(a, b),on a

(1-14)1{2 (V(u-a)(1,%). VE(T,2)+ (@, u—3, a)(7,%)d, C(t,x)}dx=jz (8,ud,0~3,@,0)u)ds
ou X, =Rn{|t|j<thxI.

Preuve
Puisque (et u sont solutions de 1'équation des ondes dans l'espace libre et
dans 2 respectivement, on a:

0=¢0u-ul¢=09, ({oyu-ud ) +VwuV{~{Vu) dans RxQ

Soit le domaine espace-temps @, = R N {|t|< 1})xQ . Comme ue¥>(R x Q) et
L e€®(R*), on peut intégrer l'identité ci-dessus sur Q.:

o=IQ (9,(£3,u~1ud,0) +V @V - ¢ Vi) dxdt

La permiére intégrale donne aprés intégration en temps:

IQ 9L u~ud,)dt dx= _[Q(CB,u-—uB,C)(r,x)dx—Jn(Ca,u—uG,C)(—T,x)dx

tandis que la deuxiéme se transforme en:

jQ V@uVe- CVu)dxdt:fE v, (uVe- ¢ Vu)dE(t,z)

ou v désigne la normale a I dirigée vers l'extérieur de . D'ou finalement:

(1-15) 0= (¢3,u-ud,0)r,m)dx— [ ((3u-ud, O-r,x)dx+[_ (ud,0~(3,u)dE

En procédant de méme pour les ondes libres a et {, on trouve que:

0= (¢(Oa-aO¢)dxdt
J1113><(1Rn(|t|<11) ¢ ¢

soit:

(1-16) o=flRa (£9,a—ad, g)(r,x)dx—fma (23, a-ad,8)-1,%) dx
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le terme intégral contenant V(aV{- {Va) s'annule puisque quand |x| — oo,
a(t, x)et {(t,x) tendent vers 0 et |a| et |{| restent bornés. L'onde u, (¢) coincidant
avec a(t) pour t<—(p+a), le temps 7 étant choisi supérieur a p+a ,onau=a et
d,u=0d,a en t=-1. On a aussi:

L(t,x)=0 pour |x|<|t|-b = {(¢t,x)=0 pour |x|<p, |t|21
En tenant compte de ces remarques et en soustrayant (1-15) a (1-16), on obtient:

| (deu=3,0 )@, 0005, 2 (u-a)5,2)3, (s, 0)dx = | (£3,u-ud,g)dE

On remplace alors { par 9,( et sachant que 82{=A( , on a:

JQ (d,u—9d;a )1,2)9, { (1,2 (u-a)(1,x) A{(1,x)dx= '[z {0;¢0d,u-ud,0,(}dX

La formule de Green donne:

jg (u—a)rt,x)Al(1,x)dx=- jg V(u-a)(1,x) VE(1,x)dx+ Jr(u -a)(1,x)0, {(1,x)dI’

Comme {(1,x)=0, |x|<p, le terme sur I" est nul. On en déduit (1-14). %}

L'opérateur de diffraction S, puisqu'il existe par hypothése, est donné par:
Sf= lti_rﬁnooUo(—t).?'U(Zt)!o Uo(=t)f" f'eHy

ou S et ¥, sont des applications de H dans H, et Hy dans H respectivement,
vérifiant:

JoupPep?=Id,ptep? , DfeDp? =Id ;pPeDP
Dans le cas conservatif, il est facile de voir que:

(1-17) Sf= {i_r)+n°oUo(—t).9' (u(t,.),o0; u(t,.))

ou u est la solution de (P, ). En effet, si on note g ‘1a donnée initiale de (1,0, u), l1a
condition u=a et d,u=0,a pour ¢t S—(p+a) implique que:

g '=UE)Uyt)f , t<—(p+a)
soit g '=W_f ou W _ est l'opérateur défini par:
W_f'=lim UBSF Up(-t)f feH,
t—+00
Dans le cas dissipatif, on construit une solution z de (P,) comme suit. On note
Ut,x,T)=UR)Uy(-T)f ou T2p+a

alors U est solution du probleme:




(32-A) U =0 dansR,xQ
B(u,0,u)=0 surR,xT
(T(t,.),9, 0@, .))=(at,.),0,at,.)) pourt<T—-(p+a)

La derniéere égalité provient du fait que U, (-s)feD?. pour tout s2p+a. Si on
pose u(t,x)=u (t+T,x,T) alors u est solution de (P, ). L'unicité de la solution de
(P,) implique que:

(u(t,.),0, u@t, N)=UB UM U (-D)f

soit de nouveau

(u(t,.),o0, ult,. ) )=URYW_f

11 en résulte la méme conclusion que dans le cas conservatif & savoir 1'égalité
(1-17).

LEMME 1-4: L'opérateur S=®S% " véri fie

s fsz [7 (Bkts, wr-kis, o) Uts, w)dsdw=% jrjR (3,10,L-2,@,0)u) dT dt
o ,

Preuve

L'expression (1-17) de l'opérateur de diffraction S en fonction de la solution
u de (P, ) montre qu'il existe A= Sf dans H tel que:
(1-19) é%ﬂfo Uo®h—(u(t,.),d; ut,.))]=0

Soit m le représentant par translation de k alors Sk=m. On peut définir un
profil asymptotique pour (u(t,.),0, u(t,.))grace a (1-19) et au théoreme 1-1
donnant le profil asymptotique de U, (2)A:

1
jn |0, u(t,x)+ ;m(r-t,’;‘) 12dx— 0

t a+oo

1 X112 Jop s
IQ[Vu(t,x)—rzx.m(r—t,r)l dx 0

t ++00

On fait alors tendre 7 vers l'infini dans 1'égalité (1-14) du lemme 1-3 ce qui
donne:

. 1
UR‘ {avuatc-av@,c)u}drdt:zzmwja 5 (m—k)r—1,2)L(r-7,7 ) dx

Or pour 7>p+b, on a:
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l(r—‘r,f-)=0 pour r<-b+r<p

L'intégrale sur Q dans le terme limite se transforme en une intégrale sur tout
R3.On peut donc passer en coordonnées polaires x=r @ et en faisant le
changement de variable s=r -7, on trouve:

lim | I (m—kXs,2)1(s,5)ds do= ’UR (3,ud,L-2,@,0)u)dI'dt

T—+00 —T

soit encore (1-18).

THEOREME 1-3: Le noyau de diffraction S* admet la représentation:

S*(s,0,0)= —-—J J 5 (t+s—x.0)d,wy(t,x,0)+(v,. 0) 6" (t+s—=x.0)wy (¢, x,60) dt dI"(x)
ot wy est la différence entre l'onde plane distordue w et 6(t-x.6).

Preuve
La représentation de u peut se décomposer en deux parties:

(1-20) u(t,x)=%< §(t+s—=x. w), k(s,w) >+—21—”< wy(t+s,x,w), k(s,0) >

soit, en fonction de 1'onde libre a:

u(t,x)=a(t,x)+2—1”- <wy(t+s,x,0), k(s,0) >

En remplagant u par son expression ci-dessus dans (1-18), on obtient:

[ I (Bk(s, w)-k(s, ) (s, )ds do= - J 3, alt,x)3, £ (t,x)

—-0,(9; {)(¢, x) a(t x)dI(x)dt +Zli—t '[I"JIR, d,< wy(t+s’,x,60), k(s',0) >, 0, (t,x)

—-0,(0, {)t, x) < wy(t+s',x,0), k(s',0) >4 dl(x)dt
Comme 0= 9d,{ Oa~ca00,{ dans R,xQ, on vérifie facilement que
J I 3 att,2)3,£¢t,2-3,0,0)t,2) att.x)dT@)dt =0
(4

En remplagant maintenant d,{ par sa représentation

a,;(t,x)=-21;< 5" (trs—=x. ©), 1(s,0) >
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et en notant Sk(s, w)k(s, 0)= <’.§”(s,w,s',e),k(s',9)>sr,9 dans 2(R,xS52), on a
la représentation pour les produits Z(R,xS%) ® F(R,-xS2)

3t ' g)=—i ' x,0) 8" (t+s—
5 (s,a),s,9)-8”2frfmtavwd(t+s x,0)8" (t+5—x. 0)

+(v,.0)8" (t+s—x. 0)wy (t+s’,x,0) dI(x) dt

Par le théoréme du noyau de Schwartz, S*est alors déterminé sur tout
D(R,xS2 xR,-x82%). On définit alors le noyau de diffraction S¥ par:

§”(s,a),s',9)=S” (s—s’,w,0)

&

La formule (1-2) de représentation de S* est comprise au sens des distributions:
pour ¢ dans Y(R,), on a:

<S ¥ (S, , 9), ¢(S)>s=— '8—1—2 <av Wya (t,x, 9) , go'(x.a)-t) >g"g(mtxr)
T

1 ",
+ g_z‘ < (Vx .(D) wy (t,x, 9) » P (x.w-t)>g',g(mtxr)
T

1-3. Exemples

On donne ici des exemples simples de problémes ayant les quatres
propriétés (H,;)-(H,) et donc, dont le noyau de diffraction admet la
représentation intégrale (1-2).

Le premier cas conservatif qu'on regarde est le probleme mixte (1-1) avec

une condition de Dirichlet. Cet exemple a été traité par Lax et Phillips qui ont
montré les deux conditions (H;) et (H3). Quant aux deux conditions restantes

soit (Hy) et (H,), elles résultent du fait que la donnée initiale f est dans rka(Ak)

et que yedg 5 (Q)xD(Q) appartient aussi & ce méme espace. Commengons
par démontrer la premiére assertion. On rappelle que dans ce cas H,;=BL}(Q).
La donnée f est telle que U, (t)feD”. pour tout t<—(p+a). On en déduit que
g '=W_f. D'autre part, d'aprés les propriétés de la représentation par
translation &, on a:

R(AE f)= (-1 * Rf e D(RxS?)
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ce qui prouve que A{', Uy(~t)feH,. Comme les opérateurs A et A, coincident sur
Q et que A*g’=U@)A* Uy(-t)f, on a bien g'e 0 D(A*). En ce qui concerne la
deuxiéme assertion, en notant que P4 2 (Q)=9(Q), le résultat est immédiat.

Si 1'on remplace la condition de Dirichlet par une condition de Neumann,
on a toujours l'existence de l'opérateur S et I'unicité de la solution de (1-1) dans
€°(]R, ,D(A)). De méme si I'on démontre que g'e P! D(A*), 1a solution u de (P,)
est €2 (R,x Q) et si y €T 2 (Q)xF(Q) D(AR), U*(t) ye(€° R, x Q)2
Ecrivons ce qu'est le domaine de Ak

D)

={f=(f, ,f2 )e BL} (Q)xL%(Q)=H/ AP feH pour 1<p<k et 3, & f1=0 sur I",
k+1

VO<J<[ 1, o A’fz—O surl, VO<_1<[——] -1)
11 est clair que l'espace Dg 5 (Q)xD(Q)est inclus dans D(A* ) pour tout k2>1.
Quant & la donnée g’, on montre comme précédemment que U, (-t)f eD(Ako)

pour t2p+a et k21 et comme Uy(~t)f s'annule au voisinage de 1'obstacle,
Uy (—t)f e D(A* ). On peut donc écrire:

AR UMD Uy(-t)f = U A* Uy (-t)feH

et par définition de U(t), la premitre composante de A* g’ vérifie la condition
aux limites, ceci pour tout entier k.

Donnons un exemple d'équation des ondes dissipative. On considére la
condition sur le bord I'":

#B(u,0,u)=0, u+ao, u

ou n est la normale a I" extérieure a Q et a est une fonction positive. On trouve
les démonstrations de (H,) et (H3) dans la littérature ( [16 ], [28 ]). Rappelons
que la solution de (P, ) a été construite a partir d'une solution de (1-1):

(utt,.),d, ult, N=URY UM U (-Tf , T2p+a
Puisque Uq (-T)fe n, D(A*) alors U(t)U, (-T)f e (€% (R*,xQ))* donc

ue€®(R,x Q) et l'espace Y a()xD(Q)a été choisi pour qu'il soit inclus
dans tous les D(A*%).




1-4. Amplitude de diffraction

Pour mettre en évidence le lien entre la théorie de la diffraction dépendant
du temps et I'amplitude de diffraction, il suffit de considérer la transformée de
Fourier de S* par rapport & s. Le noyau S * étant une distribution tempérée par
rapport & s, on peut en prendre la transformée de Fourier:

S‘”(—o,w, 8)=<S* (s,0,0),¢'% >
La représentation intégrale de S* donne alors la relation:

§*0,0,00=2% [ eiv=0((v, . 0)iciby(0,x,6)-3,H4(0,x,0)1dMx)= L a(s, 0,0)
8§x<°T 2r

ou a est I'amplitude de diffraction et on a noté w, la transformée de Fourier de
Wy <

wy(o,x, 6)=I e wy(t,x,6)dt

L'onde wy est solution du probléme harmonique:
Ax ﬁ)d + ozﬁ)d= 0, xeQ

Biwy=0 surl’

wd(cr,x,a))=e a(c:;co;—-::c/lacl)+O[elr,xI
x

(P9

x|

), || —>+00

o1 2 est obtenue en remplagant d, par io dans l'expression de % soit:

Bu=ax)iocv(x)+3,vx)+yx)vx) , xel ou Bv=v

Le comportement a l'infini de u3d n'est autre que la condition de radiation
rentrante de Sommerfeld. Elle exprime la propriété d'incidence:

wd(t,. )=0 , tS-p

et fait apparaitre l'amplitude de diffraction pour une fréquence o, une
incidence o et une direction d'observation 6 .
Le calcul de l'amplitude de diffraction se raméne donc, soit a évaluer ﬁ)d
loin de l'obstacle et a appliquer:
) eior -
a(o,w,0)=lim =— wiyo,~ré,n)
r—>+o0 I

soit & évaluer w, et d, w, sur I et utiliser la représentation intégrale de

a(o,w,0).
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H, - Décroissance exponentielle de l'énergie locale:

VR>p,3C,a>0/V fed( Q)2 , suppfcB(O,R), |Ut)f |g<Ce™™ , V20

H, — Propagation des singularités: les rayons portant les singularités de wy(t,.) se

propagent vers l'infini quand t —+oo.

Majda [21] a montré qu'il existait 75 >0 pour R>p tel que l'onde diffractée w, ,
différence entre 1'onde plane distordue w et §(t—x.w) vérifie:

wg €€®([T,+00[x( QNB(O,R)xS2)

suppwd(t,::c,e)c:[—p,+<>o[,><S2 , Vxe QAB(,R)

et il existe C>0 et a>0 tels que:
(1-22) lwy(t,x,0)|<Ce™ |, Vt2T,>T

On en déduit que:
(1-23) suppwgy(t+.,x,.)"suppk, ,=compact de R, xS2

et pour t2T+¢ ou € est un réel strictement positif:

(1-24) supp singw,(¢+.,x,.)Nsupp singk, ,=0

Ces deux propriétés permettent de définir le crochet de dualité:
<kgo(s,0),wy(t+s,x,0)>, 4 , t2T+e, x€ QAN B(O,R)

On obtient alors une représentation analogue a celle trouvée pour l'onde w, :

(1-25) Vxe QABO,R), Vt2T+s, u‘f,,m(t,x)=§17—r< ko o(5,0),wy(t+s,%,8) > 4

on montre le résultat suivant:

THEOREME 1-4: On suppose que les hypotheses H; et H, sont vérifiées.
Alors pour tout R>p, il existe C, a>0 tels que:

Ve QNBOR) , le7*ul ,(t,x)-w (0,x,0)|<Ce™ , V2T,

Preuve

Ceci est une conséquence de la formule de représentation (1-25) et de la
décroissance exponentielle (1-22) de wy. En effet remplacons &, , par (1-21)
dans (1-25). On trouve:






2- Cas d'un obstacle inhomogeéne

On revient ici au probleme mixte du chapitre I:

((92-A)u=0dansR)'xQ,
(r(x)92-A)u+B(x)9,u=0 dans RS x Q,
(P)  wr=y surR(;)xE)

o u1=0,ugsurR, xX

Bw,d,u)=0 surRy’xT

L (2(0,.),0,u(0,.)=(f1,fa)=rf

On a démontré qu'alors les opérateurs d'ondes W et W_ existaient

Wf=lim Uy-05UDS , feH

ainsi que l'opérateur de diffraction S:

S=W W_
On généralise la formile de représentation du noyau de diffraction S ¥ obtenue
dans le cas d'un obstacle sans couche au cas de l'obstacle inhomogéne du
chapitre 1. En reprenant les étapes du paragraphe ci-dessus, tout en ignorant -
en partie ce qui se passe dans la couche ( sauf pour l'onde plane "distordue"),
on montre que le noyau de diffraction s'écrit en fonction des traces sur X de
I'onde wy :

S*(s, 0, 9)=él§JR '[z 5 (t+s—=x.0)0, wy(t,x,0)+(v,.0) 8" (t+s—x.0)w,(t,x,0)dtdI(x)
T t

ol wy (¢, x,0)=w(t,x, 6)—&(t—x.0), I'onde w vérifiant (P) avec:

w (t,x,0)=6(t-x.08) pour t<—p






LEMME 2-2: Soit g une donnée d'énergie finie, de représentant par
translation le P(R, xS2, ) tel que supp,lc[-b,b]. On note ¢ (t)=[U, (t)g] alors
pour tout 1>p+max(a, b),on a

,[92 {V(u—oz)(‘t,x).VZ;(‘t.x)+(a,u—6,oz)(‘r,:c)a,C(‘r,:c)]dac=fz (0,u0,{-9,9,8)u}dx
ouXZ,=Rn(lt]<1))xX.

Preuve

Puisque u est solution de 1'équation des ondes dans Rx £, il suffit de
reprendre la démonstration du lemme 1-3 (lemme similaire au lemme 2-2
dans le cas de l'obstacle sans couche) en remplagant 'ouvert €2 par Qz.&

L'hypothése essentielle pour démontrer le lemme 1-4 est qu'il existe h
eH, tel que :
(2-2) lim [SoUp(®h—(ult,.),0, u,.))}j=0
t—+00

et Sk=2h. D'apres la définition de u , on voit que:
SFf=lim Uy(-t)# (u(t,.),0, u(t,.))
t—+00

ce qui nous permet de trouver A = Sf vérifiant (2-2). La preuve du lemme qui
suit est alors similaire a celle du lemme 1-4, via le changement de Q par Q,.

LEMME 2-3: L’opérateur S=2s#-! vérifie

+00 1
(2-3)!52 f_oo (Sk(s,w)—k(s,a)))l(s,a))dsda)=§L_IR {(d,ud,{—9,0,¢)uj}dl dt

L'étape suivante consiste en la représentation par translation de u en
fonction de 1'onde plane "distordue” w associé a (2-1). On introduit pour cela le
probléme suivant:

((92-A)T=0 dansR,xQ,

(M(x)92~A)Ty=—(r(x) 32— A)d(t—x.0) dansR,xQ,
ro/Q1=r0/()2 surR,xX

oo, =<'3VI'0/Q2 surR,xX

BT ,0,Tg)=—B(d(t~x.0),d"(t-x.0)) surR,xI"

\. Ty (t,.)>=0 pourt<—-p

(2-4) 4
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ot x,0)=— x(x)d(t-x.0)+G(t,x,0)

L'onde plane w existe et s'écrit aussi:
(2-6) w(t,x,0)=(1- x(x))d(t—x.w)+a?G(t,x,w)
On vérifie facilement en s'inspirant du cas de l'obstacle homogeéne la

proposition suivante:

PROPOSITION 2-1: L’onde plane "distordue” w vérifie:
(2-7) w(t+s,x,0)e?’ (R,, D' (R, xS%, xQ.))

On définit au sens des distributions

(2-8) u1(t,x)=-2—1; <w(t+s,x,0), k(s,0) >g' gres?)

Comme w est une solution faible de (2-1), I'onde u, l'est aussi. Le fait que
w(t,x,0)= 6(t—x.0) pour ¢t<—-p implique que u,(¢,.)=a(t,.) pour ¢t<—p. De fagon
similaire au cas sans couche, on montre que (u; (), 3;u; (t)) e €% (R,,D(A)) et
donc:

THEOREME 2-2: La solution u se représente sous la forme:

(2-9) u(t,x)=i <w(t+s,x,0), k(s,0) >g grxs?)

En remplacant u par u, et { par sa représentation par translation dans
(2-3), on montre griace au théoreme du noyau de Schwartz la formule de
représentation de S* :

THEOREME 2-3: Le noyau de diffraction S* admet la représentation:

1 4
(2-10) S*s, 0, 6)2-87',’112, Jz &' (t+s—=x.w)0, wy(t,x,6)

+ (V. 0) 8 (t+s—=x.0)wy(t,x,0)dt d(x)

ot wy(t,x,0)=w(t,x,0)—(t—x.0).

La formule (2-10) est comprise au sens des distributions.






2-2. Cas dissipatif

On appelle cas dissipatif le cas ou 2 est une couche dissipative. Le
probléme mixte correspondant est:

[ (02-A)u=0 dansR;xQ,
(Mx)92-A)u+B(x)3,u=0 dans Ry xQ,

(2-11) J mi=ie surR; x2+

o,uy1=0,uUg surR,xZ

B(u,0,u)=0 surR;xI"

L (0,.),3,u(0,.))=f"

ou la fonction 8 n'est pas nulle. Comme dans le cas précédent, on choisit une
solution du probléme libre a(t)= [U(t)f]; telle que f ait son représentant par
translation ke P(RxS?) tel que % s'annule pour |s|>a. Soit 7 un temps
supérieur a (p+a), on pose:

U t,x, T)= U) Uy (-T)f
alors U vérifie:

((92-A)u=0 dansR;xQ,

(r(x)92-A)u+B(x) 3, u=0 dans Ry x Q,

uy=ug surR;x X

o, uy=0,uq surR;x X

B(u,0,u)=0 surR,xTI"

L (u(2,.),0, u(t,.))=(alt,.),d,a(t,.)) pourt<T~(p+a)

On fait une translation de 7" unités:
u(t,x)=u @t+T,x, T)= Ut+T) U,-D)f

alors u(t) est solution du probléme:

((92-A)u=0dansR,xQy
(r(x)92-A)u+B(x)d,u=0 dans R, xQ,
uy=ug surR,xX
d,u1=0,us surlRyxXZ
B(u,0,u)=0 surR,xI"
\(u(t,.),0, u(t,.))=(alt,.),0,at,.)) pourt<—(p+a)

-

Comme on 1'a déja remarqué, W_f= U(T)Uy(-T)f donc u(t) n'est autre que
[UGW_f1];, ce qui prouve que u est indépendant du choix de T.
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g, x,0=-2Vy(x).V, (d(it—=x.0))-Ax(x).dt—x.00) ; x€Qo

Q(t,x, 0))={ 0 x EQI

Puisque g e€°(R,x S%, , HL,,,(Qp)), I'onde 'y est dans €°(R,x S2 ,D(4)). Le
probléme (2-11) ayant une unique solution dans €° (R} ,D(A)), le probleme (2-
12) admet une unique solution dans €°(R,,D(A)). En effet, soit v une solution de
(2-12) avec d(t) = 0 , VteR et telle que ve €° (R, ,D(A)). Alors pour tout T2p,

v(t-T,.) est solution de (2-11) avec f'=0. Donc v(t-T,. )=0 pour tout ¢t 20. Or v
(¢,.)=0 pour t <—p ce qui implique que v est nul partout. L'onde I'y est donc
l'unique solution de (2-12) et w s'écrit aussi sous la forme:

w (t,x, 0)=(1- y(x))d(t-x.0)+03G{,x, )

R

La proposition 2-1 reste valable dans le cas dissipatif. De méme on vérifie sans
peine le théoréme suivant:

THEOREME 2-5: La solution u(t)=[U@)W _f ] se représente sous la forme:

u(t,x)=2—17; <w(t+s,x,0), k(s,0) >z’ gRrxs?)

Cette représentation de u, le lemme 2-3 et le théoréme du noyau de
Schwartz nous permettent de conclure au:

THEOREME 2-6: Le noyau de diffraction S* se représente sous la forme
(2-10).

On peut démontrer de fagon semblable la proposition 2-2 en introduisant
dans les démonstrations des lemmes 1-1 et 1-2 les modifications suivantes. On
n'a plus bien siir A*= - A. L'opérateur A*est donné par:

0 1

A¥=— -
('F"IA BIT )
et son domaine differe de celui de A par la condition sur le bord I' si & est une
condition dissipative: si feD(A) alors d, f; + Y/, +¢ fo= 0 tandis que si
feD(A®) alors 9, f1 + Yf1 —a fo= 0. L'espace D g 5 (Q)xD(Q) est inclus aussi
bien dans r;sD(Ak) que QD(A*") .On a doncle lemme_ 1-1. Quant au lemme 1-2,
on a toujours 'hypothése supplémentaire 7€ € (). Si la condition @ est

dissipative il se rajoute un terme de bord dans la formule de Green:






Partie B

EQUATIONS INTEGRALES ESPACE-TEMPS
EN ELECTROMAGNETISME
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INTRODUCTION

On s’intéresse au probléeme de la diffraction d'ondes électromagnétiques
par un objet. Nous considérons deux cas d'obstacle: l'obstacle cylindrique
infini réfléchissant ou absorbant ( probleme 2D+1 ) et l'obstacle borné
parfaitement conducteur ( probleme 3D+1 ). De fagon générale, le probleme
vérifié par le champ diffracté ( E;,H; ) s’écrit, les unités étant choisies pour
que la vitesse de propagation du signal dans le vide soit 1:

-0 Egq+rotHy =0 ,dans R, x€Q,
0,Hy+rotEy=0 ,dans R,xQ,
(P,) divE =divH;=0 ,dansR,xQ,
B(Ey H,)=-B(E;,H;) ,surR,xT
E, (t,x)=Hy(t,x)=0,t<0,xeQ,

ot (E;, H;) désigne 1'onde incidente, Q_ est le complémentaire de 1'obstacle Q_
de frontiére I" et 8 dénote la condition aux limites. Deux types de conditions sur
le bord I'xIR, sont abordées:

— conservatives: B(E, H)=T AE - ou (E,H)=7 AH

— dissipatives: 4(E, H)= T AE,r—a R AR AH,r) avec a fonction positive
la normale & I" dirigée vers l'intérieur de Q, étant notée @ . On ne considere la
condition dissipative que dans le cas du probleme & deux dimensions d'espace.

Le but de cette partie étant d'évaluer les traces du champ (E;,H,; ) sur
I'xR,, une méthode d'équations intégrales dépendant du temps semble
particulierement indiquée.

La méthode des équations intégrales espace-temps a été introduite par A.
Bamberger et T. Ha Duong (1986, 1987) [1] pour l'étude de la diffraction des
ondes acoustiques. Cette méthode est basée sur I'emploi des potentiels retardés
de surface. Dans le cas des équations de Maxwell, ces potentiels permettent de
caractériser le champ diffracté par des courants et des charges définis sur la
surface I" de 1'objet. Ces courants et ces charges inconnus sont solutions d'une
équation intégrale sur I'xIR, . La discrétisation de la formulation variationnelle
espace-temps associée conduit & des schémas numériques stables et
convergents.

Avant d'aborder 1l'étude des problémes de Dirichlet et dissipatif en
dimension 2+1, on introduit des généralités et des définitions communes aux
problémes 2D+1 et 3D+1.
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On commence par la discrétisation de type IP,. Alors le probleme approché
s'écrit : trouver f}-, 720, telles que

> v, K(t-9)3 fye)ds)dt = [ yi(t)h(t)dt:j:f+1 h(t)dt
j=0 i

Si on note I; la premier membre de 1'égalité ci-dessus, on a:

I;= i f},[::ﬂ ( _[‘: K(t-s)v;(s)ds )dt

7=0
Sachant que l'on a:

Vielt;,tinl , s<t<tiy, vj(s) =0 pourj2i+l

on en déduit que:

d ti+
I =,-§ f}fti ‘ j[o,t]n[ K(t-s)ds)dt

tj’ tjﬂ[

Pour i> 1, on découpe la somme en deux parties:

i—l . . .
=Y f:,j::ﬂj:jﬂ K(t-s)ds dt+.)",-j::+l j:. K (t-s)dsdt

j=0
Pour i =0, on a:
At t
L=% |, |, Kt-s)dsdt
Or pour tout i, I'intégrale I; est égale au second membre:

[5 hwyar=at [* hig+ranat
t, = 0 i+7T

et donc si l'on pose

My=4t [ [T K(at(-s+k)ds dr pour k20

1
hi= || h(t+cAnds

on obtient le systéme linéaire permettant de calculer les coefficients f;, j20:
M,fo=h,
M fi+M, f=h,

.A.'I.Ofn+len-l+ b +Mnf0=hn
etc...

On passe maintenant a la discrétisation de type IP;. On choisit la fonction test ¢
comme Ssuit:
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En faisant les changements de variables appropriés et en posant:

1 T
M=42 [ (1-t) || K(At(r-s))ds da
9 1 1 1 1
My=822(]) ¢ [} Kt mstkdsdr+] (1-) [] K(at(-ssh+1)dsdr , k21

hi= [Tt Rt T A0+ (1D b by +AL Dt

on obtient le systéme:

Mof1+M1fo=ho
Mof2+M1f1+M2fo=h1

Mo fo+ M, foi+..+ M, f=h,
ete...

On constate que le schéma obtenu, contrairement au cas Py, n'est pas
constructif: on ne peut pas calculer a chaque pas de temps ¢, une nouvelle
inconnue f, & partir des autres f,_;, f,_2, ..., J, puisqu'il manque l'étape
d'initialisation permettant de calculer la premiére inconnue f, .

2. Les espaces ¥, (R*, E )

On rappelle le cadre fonctionnel en temps, défini par Ha-Duong [12],
nécéssaire a la construction de formulations variationnelles espace-temps bien
posées des équations intégrales étudiées aprés ce chapitre.

Les espaces J(sc( R*,E) étant des sous-espaces de distributions Laplace
transformables, on fait quelques rappels sur cette transformation.

Soient E un espace de Banach et T une distribution sur R & valeurs dans E.
On suppose que cette distribution est causale, i.e:

3 supp T(t)c[0,+00[ ,

et qu’il existe un réel ocp=0y(T) tel que e 9! T soit une distribution tempérée:
4) el Tes'(E) ,Vo20,.

On peut alors définir la transformée de Laplace de T, notée f‘ (w),

(5) T(0)=<T,e'**>=F (¢! T)n).

On dira qu'une distribution vérifiant (3) et (4) est “Laplace transformable”.






3. Inégalités dans ¥ (At,R)

Les espaces #"(At,R) ont été introduit par Ha-Duong pour approcher les
fonctions de .7[?,( R*,E) pour un espace de Hilbert E séparable, pour % entier.
Soit f dans Jf’f,( R*, E). Puisque E est un espace de Hilbert séparable, il existe
une base hilbertienne (w;);¢; . Donc on peut écrire f sous la forme:

ftx)= 27 o; (O w; (x)

ou la fonction q; est dans Jt"f,( R*,R). En donnant une approximation de ¢; ,on
approche donc f. Soit maintenant un réel At>0. Les espaces approchant
J’fl:,( R*,R) sont notés ¥ (At,R) avec m2 k et définis par:

*7(At,R)={feXx ", (R P,,}

R) /f/]kAt,(k+1)At[E

ou IP,, est I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & m. On rappelle
les inégalités et les résultats d'interpolation dans ces espaces.

On a vu que l'on avait l'inclusion .763:1(1!2+,R)CJ£’S‘,(R+,R) pour s dans R,
soit:

Iflo',ss Co' Ifla,s+1

la norme | f|, ; désignant la-norme de f dans # (R, R).
Si on se restreint aux espaces ¥~ (At, R), on a des inégalités inverses:

PROPOSITION 2: Pour tout s>0, il existe At,>0 et C>0 telles que:
lfla,osc At-s Ifla,—s ) erxm(At,IR)

pour tout At<At,.

On désigne maintenant 1'opérateur d'interpolation r,, de ¥, (R*,R) dans
X™ (At,R) (k<m) par:

f(k)(tn) ’ tE(tn ’tn+1)

, -t
(7 (ras F)B)=F @)+t f (¢, )+"'+T

PROPOSITION 3: Pour 0<k <m ,on a l'estimation:
| f~racf loo SCp A Flopua » VFEX G (RY,R)






Equations intégrales espace-temps en

dimension 2+1

Le probleme de diffraction est & deux dimensions losque 'onde et I'obstacle
présentent une symétrie commune: symétrie de translation, symétrie de
rotation. On se limite au premier cas: on étudie la diffraction d’une onde plane
par un obstacle cylindrique infini. De plus, on suppose que le vecteur de
propagation du champ incident est dans le plan perpendiculaire a I'axe du
cylindre et que l'onde incidente est de polarisation TM, c'est-a-dire que le
champ électrique est paralléle a 1'axe du cylindre. Alors le champ diffracté
reste de la méme polarisation. Pour étre plus précis, si on note Oz 1'axe du
cylindre, les champs incidents et diffractés sont donc indépendants de la
variable z et ont la forme:

E@,X)=(0,0,E,(txy)) , H(¢X)=(HJ(txy) Hy/txy)0)

Si on note u la troisiéme composante du champ électrique diffracté et u; celle du
champ électrique incident, 'onde u est solution du probléme mixte:
(@2-A)u=0dansR,xQ,
(P,) B(u,0,u)=g surR,xT"
u(t,x)=0,u(tx)=0,t<0,xef,

ou Q, désigne cette fois-ci un ouvert extérieur de R?, qui n'est autre que le
complémentaire de la section du cylindre, la frontiére I' en étant le contour et g
est donné par u; : g=-%(y;, J, u;)

Les conditions aux limites 4 de Dirichlet ou de Neumann correspondent
aux conditions au bord de l'obstacle 3D conservatives ® AE -, ¥ A H,r tandis
que la condition dissipative:

B(u,0,u)=0a0du/r—0,u/r

correspond a la condition d'impédance AE,r—a BRA(RAH ,r)ou vest la '
normale a I dirigée vers l'intérieur de Q, .

Nous donnons successivement les formulations variationnelles
construites par la méthode de Bamberger-Ha Duong pour les problemes de
Dirichlet et dissipatif. Dans les deux cas, les schémas numériques associés
que nous présentons sont nouveaux.






g

ot n est la normale & I' dirigée vers 'extérieur de €_ . Si p est suffisamment
réguliére, le potentiel (1-1) admet une trace notée Sp et I'on peut écrire la
condition aux limites de Dirichlet:

(1-2) g=5Sp
soit de fagon plus explicite:

_1 g -kl p(1,y)
g, x)=5= '[r J; (D= lea P drdy(y) ,xel’,t>0

1-2. Formulation variationnelle espace-temps

Le probléme est de calculer p, la trace de I'onde incidente u étant connue.
Pour cela, on construit une formulation variationnelle espace-temps de
I'équation intégrale (1-2) dont la forme bilinéaire est coercive. L'intérét d'une
formulation variationnelle du probleme (P,) est de conduire a des
approximations numériques stables de la solution p.

Jusqu'a présent, les égalités obtenues ont été considérées d'un point de vue
formel. Maintenant on voudrait travailler dans un cadre lié 4 1I'énergie. Dans
les espaces spatio-temporels du type Lions-Magenes [11], on ne sait pas
démontrer un théoréme de compacité de 1'opérateur intégral S et donc on n'a
pas de théoréme d'existence pour (1-2) ( voir chapitre 4 de [12] ). En fait, il
faudrait étudier 1'opérateur

g = [d,ul;

directement en temps. Or cette étude s'avere difficile: en effet, 'opérateur de
Neumann pour l'équation des ondes dans le cas d'un ouvert borné est un
pseudo-différentiel mais malheureusement, il appartient a la classe exotique
OPS:/3’2/3 d'opérateurs pour lesquels les propriétés de continuité sur les

espaces de Sobolev sont inconnues. Dans le cas d'un demi-espace, Lebeau et
Schatzman [18] ont démontré des propriétés de continuité et de positivité pour
l'opérateur de Neumann qui n'est méme plus dans ce cas un opérateur
pseudo-différentiel. Mais dans le cas d'un ouvert borné, le probléme est ouvert.

Puisqu'on ne sait pas travailler directement en temps, la méthode de
Bamberger-Ha Duong, employée dans toute cette partie, étudie le probleme en
fréquence via l'utilisation de la transformée de Fourier-Laplace en temps, ce






Remarque ;
La notation |. |5, _,, (resp. |.]; 4., ) désignelanarmedans #7 (RY,HV2(I))

(resp. #5 (R*,H 2())).

En intégrant sur R+ic 1'égalité (1-4) , on obtient par la formule de Parseval
la formulation variationnelle espace-temps pour p:

(1-6) J: e %% <p(t,.),So,p(t,.)>dt= I: g 20t <gp(t,.),0,8(t,.)>dt
Ve (R*,H V2(I)

et la proposition 1-1 donne les propriétés de 'opérateur S:

PROPOSITION 1-2:  L’opérateur S est linéaire continu de ¥L(R*,H ~V2(I)
dans #J(®R* ,H V2()) et définit une forme bilinéaire coercive:
_[: e 2% <p(t,.),80,0(t,.)>dt 2C, |p ]2

o,~1/2,~1/2

Cette forme bilinéaire est étroitement liée a 1'énergie de u, E(u(t)) définie
par:

E(u(t))=% [ o (Va0 P+ @0 ?) de

En effet, on a:

[7 et <pt,.),58,p,.)>dt = 26 [T e Eu())at

Avant de commencer la discrétisation du probléme variationnel (1-6)
faisons quelques remarques sur les résultats de régularité en temps. On peut
voir dans (1-5) qu'ils ne sont pas optimaux. Cette méthode, qui découple le
temps et l'espace, ne permet pas de l'améliorer. Toutefois le cadre fonctionnel
#5,(R*,E) choisi est trés pratique dans la partie discrétisation.

1-3. Discrétisation

On emploie une méthode d'éléments finis en espace et en temps pour
résoudre le probléme variationnel (1-6). On définit des sous-espaces ¥™2 (At,f;h)

de .7(’(1, (R*,H -12(IM) ont "‘;1. est un sous-espace de dimension finie H “V2(T") et on

a le probléme approché suivant: trouver p; 5, dans ¥™2 (At,'{;,,) tel que
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Soit 'espace de dimension finie N} approchant H Y2 (I")
Vh= {(q/q=qoP ot qgeV, )

ol on a noté P! I'application bijective Fy,0 F;1 de " sur T, .
Le probléme approché s'écrit alors: trouver p; lela(R",’{;h) tel que

0

a(pr,0)= [, 27 o(t,x)8,8, t,x)dy@dt, Yok, ®R",T,)
Si on note (cpJ’-‘ )j=1,...,N, une base de l'espace 'f”h , on peut écrire p; sous la forme:

Np
Pat,0)=Y of () a;(t), aje ¥R, R)
J=1

les nouvelles inconnues étant maintenant les aj,J=1,..,Np .
Passons a la discrétisation en temps.

Discrétisation en tem
On choisit une subdivision réguliere {¢,=n At , n> 0} de 'axe des temps
positifs ou A¢>0. La discrétisation en temps consiste a approcher les fonctions
de Jf},(lR‘*, R ) par celles de #™2(At,R ) avec my>1. On approche donc la solution
du probleme variationnel exact (1-6) par p; 5, dans ¥™2 (At,{\f;l )
Ny

Pan(t0)=Y oF(x)ajp, (8) , 05, € #™2(AL,R)
J=1

solution du probleme variationnel approché :
(1-7) a(ppas,@)= f: e‘2‘”fl_ 0 (t,x)0;8ha @, x)dy(x)dt , Vo le’"?(At,T’h )

On prend plus particulierement my,=1. On donnera par la suite des indications
pour traiter le cas m,>1 sachant que les idées employées ci-dessous restent les
mémes. La fonction test ¢ est choisie de la fagon suivante:

o (t,x)=p%, (t)(pj-‘(x) ,n21,j=1,..,N;

la fonction B}, étant donnée par:
At

) t—t,_ pourtelt,_;,t,l
Ba:®)= 3¢, .1—t pourtelt, trl
0 ailleurs

En remplacant dans (1-7) et en explicitant la forme bilinéaire a , on obtient un
systeme a N; équations et N; inconnues:
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. lx~l X
Maintenant on découpe l'intégrale fo pour ¢- |x-y|e(t,, £,.1)

[ a0 e
t tp

On écrit alors que a; A est une constante sur chaque intervalle (£;,¢;.) et on
regroupe tous les a¥ , k=0,..., n qui figurent dans les intégrales I, .Comme on a:

th+1 1 k+1
Ar, ch( Y-Ar ch( )
L Sy 4w ATk () Arseh (- =R
t—|x-yl 1
jtP 2r ((t-1)%—)x—y |12 dr= Argch( |x y|

on trouve moyennant le changement de variable s=¢t-t¢, pour telt,,t,, [ et
s=t—-t,_pourtelt,_;,t,[:

N n
) 3 ~2at¢ n—k k
a(Pras, BR: 0 V=€ Z Z
i=1 A=0
. . . k
ou les éléments de matrice M il sont:

E_ 1 M Ry h S+t
M ==—{]| e“%°°(At-s)[ o ()] (y) Argch(—=)d v(x)d y(y)
=gz HI‘XI‘/Ix-yIS.s+tk ’ ed

_ﬂ ¥ k(x)ph (y)Argch( l | LYd y(x)d yiy) 1ds
IxI7 |x-y|ss+tp_4

Ar
4o [ Cetoss [ ok (x)o} () Argeh (2 " "‘ll)d ye0)d y)
IxT/ |x—y|<s+tp_1

-[f (t)_,(x)qn(y)Argch(l 'Iz)dy(x)dy(y)]ds} k21
IxI7 |x—y|<s+ty_o

et:

Y 1 & -20s
Mj=5-] €2 (At-s) jrxmx_y,_ 0} @0} 0) Argeh (5 d y@)d 1) ds

Le second membre de (1-8) donne:

“ h
e 2Bl = f 0 e 2% {(At-s) j - 9 (%) 0r8h p (5425, ) A y(x)
se2ot | r 0; (03,83 p¢ (5+tp g, 2)d y (0))ds

D'ois le schéma (1-9) . ¥



Remarque _
Contrairement a ce qui se passe dans le cas du probléme de Dirich
les matrices M* ne s'annulent pas pour un k suffisamment grand ( dan:

3D, il suffisait que & >[dzam (F)]+ lou [x]est la partie entiére de x ) . Il es

. t-|x-yl| . .
de voir que c'est & cause de l'intégrale _[0 ...d7 qui est due au fai

dimension deux, on n'a plus le principe de Huygens.

LEMME 1-1: La matrice M° est symétrique définie positive pour A
petit.

Preuve
On sait que, pour tout m, 20, 'espace approché ’l\”h est inclus dans

Donc on peut appliquer le théoréme A? de I'annexe:

2”3'['[I‘xr/|x-y|<s¢1 (x)fpz(v)Argch(‘ ‘)d}'(x)dy(y)— I ®; ") of )dy(x:

et donc pour A? petit :
Ar
3o} @l @dyw)(f; 2% (At-5)sds)+O(ath)
soit -
3
M=o} @e} @dyw)a+o@an)

Donc pour At suffisamment petit, la matrice (M°/ At?) est équivaleni
matrice des produits L2(I") des fonctions de base (p_’,-z »J=1,...,N}, de l'espa
Cette matrice est définie positive et de plus trés creuse si les suppo:
fonctions rpj-z sont petits. &

Pour écrire les schémas numériques d'ordre mg supérieur a 1, on po
(""»2 )(t) al ’ te[tnytn+l[

alors on intégre pour trouver a, At

n

0 As (t)=2;:i—1)7 (t—t, "2~ +{termes de degré m,—1len af ,p<n-1)}, telt,




2]

Les fonctions test sont prises comme étant les m,—1 primitives des fonctions
test B, du cas m,=1. En rempla¢ant dans la formulation variationnelle (1-7),
on obtient un systéme matriciel de la forme:

n
2 M™*AR=B" n>m,
k=0

Les schémas ainsi obtenus sont stables et convergents. Comme le fait d'étre en
dimension deux ne change en rien les démonstrations, on se contente
d'énoncer les résultats:

THEOREME 1-2: Si 9,854 est une approximation consistante de d,g dans
.7(’10'2 (R*,H" (), la solution p;, o, du probleme discrétisé vérifie:

| Py A Ia,_w'_u2 <Cste ,h,At>—0

Remarque
La constante Cste qui apparait ici dépend de o. En effet, elle est égale a
I'inverse de la constante de coercivité de la proposition 1-2, soit:

Cste=C max(l,%)

et donc si otend vers 0, la constante tend vers l'infini.

On a ensuite un théoréme de convergence, toujours dans le cas de la
surface exacte.

THEOREME 1-3: On suppose que la solution p de l'équation intégrale (1-2)
vérifie la condition de régularité :
pe¥’ (R*, H™* (D)7 (R*, LA(D))
alorson a:

m,+1/2
|P~Phatly_12,-12 SCUE=8hatly g2 10t ™ PG5 i

Atm2— 172

+ A Ip lcr,m2+1,o}

Remarque
Dans la démonstration de la convergence, on utilise le fait que
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n-1 _ _ -
(1-12) M'A°=B', M'A"=Y M""*&*+B™, 1<n

k=0
Pour que ce schéma soit constructif, il faut que la matrice qu'on a construite
soit inversible. C'est ce que l'on démontre en remarquant que (1-12) découle
d'un problédme variationnel discret dont la forme bilinéaire, qui est une
perturbation de la forme bilinéaire initiale a, reste coercive. Soit:

Ny
Pract,0)=Y, oF (X)ajp @), ajp e (AL,R)

Jj=0
@ a(t)=al pourtelt, tn. [ ou A¥=(a" ,...,aﬁ,h )t

(1-13)

PROPOSITION 1-4: La fonction pj a, de ¥* (At,’{;,,) définie par (1-13)est
l'unique solution du probléme variationnel:

f: e~ 20t H o(t,x )ft_'z-yl %Ph e (1.) drdy(x)dy(y)dt
IxI7 x| <t 0

27 ((t-1)%—|x—y |2
© 20t L _
+foe ([ +11A¢ t)ﬂlx_y|

t- x| 0:Ph A (1,5)
[ 2m (¢-1)%—|x—y | D)2

drdy(x)dy(y)dt

<t-f

d;p (t,x)
t 9 (1,
E]At

(1-14) = [7e20t jr.p(t,x)a,gw(t,x)dycx)dt,wexl(m,’{rh)

ou on a noté [x] la partie entiére de x :
xeR*, [x]leN, [x]<x <[x]+1.

Remarque
Le premier terme de (1-14) est a(py o, ® ). On a vu précédemment que:

N, .
a(Y of aip BR oM)=e 2% Y (M HAR) n21
i=1 k=0

avec azl',:\,(t)=a§1 pourte(t,,t, .1)et

. t—tn—l pourte[tn_l ’tn[
B ()= t,.1—t pourtelt, t, [
0 ailleurs

Le second terme de (1-14) représente la forme bilinéaire ajoutée ay, (ppa;» @ ):

apPrat, @)=

00 ~|x d ,
J’o e—2at([_Att_+1] At—t)_” t attp(t,x)r fx=| 1 Prat(T,y)

drdy(xy)dt
lr-y lSt—[E]At [&'-lAt on ((t—T)z—Ix—y |2)1/2 y(xy
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LEMME 1-3:  La forme bilinéaire a,, est continue sur ¥! (At, ?;,, )x X1 (At, "7,, )
pour At assez petit.

Preuve
On montre facilement que

aN(p’¢)=2 e—2crtn (Bn)tMOAn .

n=0
ou p, peX! (At, T’,. ) sont tels que
Ny
h
o,p(t, x)—z Tor(x) , 30 t,2)= bl @) telty,tyl
J=1 J=1
En explicitant M°, on a donc:

o0 A
ap(p,p)=y, €2% Jo e 2% (At-s)([] 2 b7 o (x)z a7 01 (y)
n=0

I'xI/|z—y|<s j=1

Argch ( ) dy(x)dy(y)ds

D'aprés le théoréme A2 de l'annexe, on a pour toute fonction £ dans L2(I")

1
IEJ‘_yeI‘/|;v:—_y|<3f(y) Argeh( |x— I)dyb,) |L n <C lflL {

ou la constante C est indépendante de s. D'ou:
o0 0 Ny B N A At 0
laA:(p:(D)lSCz e~ lz a_;“(Dj le(F) ’2 b_;"(Dj |L2(I") (JO e <% (At-s)sds)
n=0 J=1 Jj=1

soit

o N N
la ( ) , <CAt3(2 -20t, I zh a® hl )1/2(2 e—2atn lzh b h l )1/2
At p’¢ - P e “~ J¢J L2(I~) p “~ J 4’] L2(I~)

Or pour tout ¢ e ¥ (At, T’,. Jona
-9 h 1/2
lp laxo—( )1/2 (Z e °”'|Z bj @) |2 o)

on a donc pour Af assez petit:
lap(p,o)| <CA? |p Ia,l,o lo la,l,o

et puisque:

\4 '{7, <Ch V2 p| _
VE V, leLz(I‘) | IH 12
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2-Probleme dissipatif

On s'intéresse ici au probleme de la diffraction par un obstacle a frontiéere
absorbante. Ceci se traduit par une condition aux limites dissipative satisfaite
par I'onde diffractée totale U:

ad,U-0,U=0 surR,xI"

ou a est une fonction réguliére strictement positive sur la frontiére I"' du
domaine extérieur Q2 .

On va résoudre le probleme extérieur pour I'onde diffractée u , différence
entre l'onde totale U et 1'onde incidente u® :

@2-A)u=0dansR,xQ,
(P,) 0d,u,—d,u, =—0du' +9,u’ surR,xT
u(t,x)=0d,u(t,x)=0,t<0,xeQ,

en lui associant le probleme intérieur:

(@2-A)u=0dansR,xQ_
(P) 0o u_+0,u_=—0du’ —d,u’ surR,xI"
u(t,x)=0,u(t,x)=0,t<0,xeQ_

On remarque que la condition aux limites du probléme (P_) differe d'un signe
de celle de (P,). Comme 1'a montré Ha-Duong [12], [2] pour le probléme
harmonique ( avec une fréquence réelle ), ce changement de signe permet
d'obtenir une formulation variationnelle bien posée qui se préte & une
discrétisation par éléments finis. De méme qu'au chapitre précédent, 1'étude
du probleme en fréquence nous permet de construire une formulation
variationnelle espace-temps dont la discrétisation donne des schémas stables
et convergents.

2-1. Probléme en fréquence

On commence par écrire le probleme extérieur transformé:
ueH (Q,)
(PZ) (A+0>u=0dansQ,
ailou,+du,=g surl’
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[ QVu_p+ioPluPde=]  (1Vu, P+|of |u, [P)dx=0
Q. Q,
d'ou le théoréeme. &

On prouve l'existence de solutions aux probléemes (P) en passant par la

représentation par potentiels de simple et double couches des solutions des
équations de Helmholtz. En effet, toute solution u des équations de Helmholtz
homogeénes dans Q, et Q_ s'écrit:

(2-3) u(x)=;iJrH§,1>(w ey Dp (N dy ) -;Ljr O, (HP (@ x99 (0dy () , xeT

ou les densités p et ¢ sont les sauts de u et d, u respectivement.:
¢p=u_—u, ,p=0,u_—od,u_

De plus, les études des probléemes de Dirichlet et Neumann en fréquence (voir
chapitre précédent et [1] ) dans le cas ol1 w est une fréquence complexe ont
montré que si ¢ e HY*(I') et p e H~Y*(I'), l'onde u appartient a
H1 (Q)UH (). Plus précisément on a, si on note

v =5[] HO@lryDp(1)dr )= L, p@), xeT

vy @)= ] 3, (HP @ 5yD)o (1)dy ) =M, 0 ) , xeT

les inégalités obtenues par des formules de Green:
(2-4) <Cq o] |p|

“vl HQ+UQ_’w -12,T

(2-5) "1)2 "QUQ (DSCGICDIMIQ’LUZ,F

+ =)

ou la quantité
— 2 2 112
"u"Q,w-(jQ [Vul2+|ul?)dx)

est une norme équivalente a celle de H(Q).
Donc s'il existe une solution u de (P), elle s'écrit sous la forme (2-3). II
reste & donner les conditions que doivent vérifier ¢ et p pour que l'onde u

satisfasse les conditions aux limites dissipatives. Pour cela, on a besoin de
connaitre les traces sur ' de u :
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ot l'on a noté fj=( @,p)et V= (y,q) et

~ v —_— 1 - - — R —
a(U,V)=lezfra<p- v d7+fr ;p-qd7+21wfr Kop.v d7+2lwferfp- y dy

—Ziwjr Su,p.Z]'d}'—Zia)_"r K;,(p .qdy

(D=2] [(F+e). TToy +5(F-g).q1dy

A cause de l'intégrale '[r %p.?jd}', on va se restreindre 4 prendre p, ¢ dans

LAT).

THEOREME 2-2: Si les données f+g et %(f —g ) sont respectivement dans
HV2(T') et LAT) alors le probléeme variationnel (2-8) admet une unique solution

U=(o,p) dans HY2(T')x LA ).

Preuve

La forme antilinéaire [ est clairement continue sur H2(I')xL3(T"). En
démontrant la continuité et la coercivité de la forme sesquilinéaire a sur
HY2(T)xLX(T), on prouve l'existence et I'unicité d'une solution a (2-8): il suffit
d'appliquer le théoréeme de Lax-Milgram.

On commence par regarder la continuité de a. Il est connu que S, K, K;,
sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre -1 sur I" et D, un opérateur
pseudo-différentiel d'ordre 1 sur I'. La continuité de a sur HY2(I")xL%T) s'en
déduit. On va toutefois préciser la norme de a pour connaitre sa dépendance en
w, ce qui nous permettra dans le paragraphe suivant d'estimer la régularité en

temps des solutions du probleme d'évolution. On rappelle l'estimation du
chapitre précédent sur S et celle qu'on trouve de fagon similaire sur D,,.

(2-9) 1S, pl,. <Cslo|lp]|_

12,T 12,T

(2-10) 1Dy 01_,,  SColol?lol,,

D'autre part, on va établir les majorations des normes des opérateurs %+ K, et

I
5 Ko -
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ce qui nous permet d'écrire

(2-12) T IS o ket 12 P

On déduit de (2-11) et (2-12) que:

<Co 0¥ ||

12,T 12,7 °

(2-13) (3+K, o]

On passe maintenant a la majoration de IIé— o |- Si p est dans H-Y2(TI")
etv=L, p alors ve H' (Q,)UH(Q_)et vérifie:

(A+0)v=0dans Q,UQ_
[0.v].=p
[v] =0

avec d, v,= —( %—Kw )p. Toujours grace a la formule de Green, on obtient:

—_ 2 2
. = >
%ejl_p. loudy=olvlg ,q .20 ,
soit encore

“vllQ+,wSc v 1/2,r|pl—1/2,r

or le lemme de trace donne:

Iv+| SCUHUIIQ“(;

172, T
et de fagon similaire a la démonstration de (2-12), on a:

1/2
|9n0, 1, <Colo|V2]v]

Q.
ce qui nous permet de conclure:

I
(2-14) 1(5-Kupl_, SColol®®p|_

12,T

On réécrit la forme sesquilinéaire a de la fagon suivante:

a (U, V)=b, (p,g)+by(0,v)+ ag (U, V)
ou on a choisi:

1 - . _
bl(p,q)=,[r 2P -qd7—2lw,[r S,p.qdy

ba(p,¥)=l02| ag. Vdy+2ia| D,o.¥Wdy
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(2-16) Rea(U,12C, (Ip12 +101® , )=C. 1T}

oit 'espace H= HY2(I")xL%T") est muni de la norme | .|, . %

On peut conclure par le théoréme suivant:

THEOREME 2-3: Si les données f et g vérifient
frgeH VAT, = (f - g)eLA(T)

alors le systéme d’'équations intégrales (2-7) admet une unique solution ( ¢,p) dans
HY2(I')xLXT) et les probléemes (P”)en fréquence sont bien posés dans H LQ L)

2-2. Probléeme en temps

On rappelle les problémes d'évolution (P,) et (P_):
(@2-A)u=0 dansR,xQ,
(P,) aatui.';anui=—(aa,uiIanui)surR,xI"
u(t,x)=0,ut,x)=0,t<0,xeQ,

THEOREME 2-4: Pour tout (9, u’,u’) dans Jfg’z(]R* JH-V2(D)yx L)) ,
0>0, le probléeme (Pi) admet une unique solution u dans Ig(R+,H1(Q+uQ_))

vérifiant l'estimation d'énergie:

(Vu@,) 2+ w0 P)de di<Co(|3,u° 1 +|ui|

0,572,0

(2-17) [ &% )

f QuQ

Preuve .
L'existence et I'unicité proviennent de 1'étude du probleme en fréquence. -
En effet on remarque que u est solution de (P, ) dans .76?,(]12+ HY (Q,uQ ) siet

seulement si sa transformée de Fourier-Laplace u est solution de (P,”) avec :
f+g=-20,t' et f-g=2aiot’

Or l'onde harmonique z s'écrit de fagon unique:
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u=L,p+M_¢

ol p et ¢ sont les transformées de Fourier-Laplace de p et ¢.
En exprimant les conditions aux limites, on obtient alors le systéme
d'équations intégro-différentielles en ¢ et p:

{ 2(Kp+Do)+ad,p=—20,u’

(2'21) ’ .
p+2a0,(Sp+K ¢)=—2ao,u

ou les opérateurs S, K, K et D étant définis a partir des traces des potentiels
retardés L et M. On a, pour t20etxel:

Sfen=o=] | pAUSLE.) Sy R

R7yel/|xylst (12— - x _y|2)1/2

- a f(t—‘[)y)
K (t, - X~y T0¢
f x)= ‘[R‘[yerllx—yl<t lx_ylz (TZ_Ix_yIZ)lm

dy(y)dz

‘ x-y 10, f(t-1,y)
Krto= jn jyerflx—y|<r Y x| (12~ -y DM G
_ x'~ hd TBIf(t_T’y)
Df(t’x)_z x’ llx’z’en J'IR fysﬁl:-yl‘“ Y x| (12~ |x '~y PR 4y i
e—0

THEOREME 2-5:  Si (9, u’,u’)e#! (R*,H Y2(T)xL¥T)), 0>0, le
systéme (2-21) admet une unique solution ( ¢, p) dans #o(R*,HY2(T')xL¥T)).

Preuve
Si ( ¢, p) est solution de (2-21) alors par transformation de Fourier-Laplace
en temps (¢@,p) est solution du systéme d'équations intégrales (2-7) et
réciproquement. Or on a vu que ce systéme avait une unique solution U dans
HY2(I')xL*TI) vérifiant (2-18). On détermine donc l'espace dans lequel se
trouve (¢, p):
I2

|2
0,0, 12

0,0,0

lo +|p <C, (|0, u|

R

L'unique solution ( ¢, p) de (2-21) satisfait le probleme variationnel espace-
temps, trouvé en intégrant le probléme (2-8) harmonique:

i 12
i
0,1,-112 +lu lcr,l,t)) .
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espaces approchés de HY2(I')et L% I )respectivement, définis de fagon
équivalente a ce qui a été fait dans le paragraphe discrétisation en espace du

chapitre 1, soit:

V,={(3 /G oFeP, ), m21

= (§ /T oF;eP,, )}, my20

Si on note (@” o1 n} une base de Vh et (pj-‘ oy, N2 une base de V'VV,l , les

inconnues @y 5, et p; 5, peuvent s'écrire:

Ny
Ora(t, )=, @k (x)Mia @), nja e ™ (ALR)

/=

Ny

Prart.0)=Y PR @) i @), vjpe#™(ALR)

j=1
Alors le probleme approché consiste a chercher n;,,€ ¥"1(At,R) pour
I=1,..,N} et yjA,le"2(At,1R)pourj=1,...,N2h tels que:
N
z [; e Bin®in,,® | aGhEndrw

Gi(x,y)

1 n.n
w2 ] s 1 (=T Gly (x,5) i e O a0 et
N, . -
= ’ 3 '(xvy) ’
20t . ¢ ij . t—1)d d drdt
+J;- { Io e Bl )I° “lx—yISz (12 - |x—y |22 Vs (Erdydy(y)ar

+ J: e‘2otCkm(t)[7jm (t)jr a(x)PkJ(x x)dy(x)

1 ‘ ‘ Pk_](xvy)

+EJ-0 ”lz—ylSz YAt (t—T)(Tz_ |x—y|2)1’2d7(x) dy(y)d1] c?t}
K (x,y)

N, .
, € t 2 (t-1)dyx)dy(y)drdt
+l=§:1 J-O e gkm()”Jojjlx—yIS‘!ﬂ(Tz—lx—yl2)“2 At Y 7’0’

=—2 J: e 29[ B, 0 () jr O, U (£, %) @ (x) dy(x) + L 0 (8) Jr d,u' (¢, ©)ph (x)dy(x))dt

VBiac®™ (AL, R), 1SiSNY |, Vppe¥2(ALR), 1<k <NG
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Ni thel —96t o1 1
Zi Ln_l e BAt(t)['}'jAt(t)Ir mpkj(x,x)dy(x)
Py ;(x,y)
2_|x__y|2)1/2

1 '
= N G dy(x)dy(y)d1ldt
1 | R AN P Yx)dy(y)d)

N} ¢
2 el

=1

K;(x,y)

le—y| st 7 (12— |x—y|

5 T 0, (-0 dy@dy()drdt

th .
=-2] ’: 2012 (1) fr 3,uit, Oph ) dyx)dt , k=1,..., N?

Si maintenant on pose:

nzm(t)=a? sitelt, ,tol

nyN(t)=b; sitelt, tpl

des calculs identiques a ceux développés dans le cas du probleme de Dirichlet
conduisent aux systémes matriciels en A" = (a’,‘,...,a",‘v}l ¥ et B"= (b’;""'b;v,f )y .

Y (M"PAP+N™"PBP)=S",n21
(2-24) P:O

S (M"PAP+N""PBP)=8" ,n21

p=0

ot le vecteur S™ de dimension N} est donné par:
A A _
S?=—2JO g 208 {(At—s)jr @; (x) 9, u' (s+t,,x)d y(x)
+5e298 '[r q)? ()0, U (s+t,_1,2)dy (x))d s
et §” de dimension N% a une méme formulation en remplagant la fonction de

base (pi-1 par p? et la donnée 9, u’ par d,u’. Les matrices MP, NP, MP, NP
s'écrivent: ‘
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At
Cy (A= 2% [(At-5)s+5%e2%M 1ds

At
Co(An)=], e29%(At-5)sds .
Les matrices QP formées & partir des matrices M?, NP, ﬁp, NP
P NP
Q°= MP N  p>0
MP NP
sont carrées de taille ( Ni + N2)x( N} + N2 )et sont symétriques puisque:
(2-25) K};(x,9)=K%(x.y) ,j~1,.., N§, i=1,..Nj
Si on pose:
D"=(An, Bn)t , an(sn,gn )t

alors le schéma (2-24) se réécrit sous la forme:

(2-26) > Q" PDP=R™ ,n21

PROPOSITION 2-1: La matrice Q° est définie positive pour At assez petit.

Preuve
Les quatres matrices qui composent @° sont:

N,,J—(j €208 (At-s)sds ) [~ PkJ(x ©)dy(x)

At
+ L[ o0 (ars) | I ies Pij(.) Argeh () dyd v ds
XTI/ |x—y
0 a 208 1
M”=(.|'0 e “?°(At-s)sds )jr a(x) G} (x,x)dy(x)
+ -l-f&e'%‘(At—s)H {n.n G} y)Argch(;s—)
n 0 Ixjxoylss 2 0 lx—y|

)—%s(sz— lx—y|2)V2 1} d y(x)d y(y)ds

2
+ 3G+ 2P argen (2

1’\7°—ljm 208 (At—s) || (s? 2)12 K1.(x,y) d y(x)d y»)d
i~z lo € -s §°~|x-y| 1 (x.y) dy(x)d y(y)ds

I'xI/|x—y|<s
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Ecrivons en fonction de V; et W; l'expression ci-dessus:

~ ~ 1 At _ x—
VEINOV,+ VEMOV == e29%(At-s) n, . L (52— |x—y|2)V2
1 2772 ! ﬂj" e ”rxr/|x—y|53 7 |x—y|2( =y 1)

x2 W, @)V, (x)dy(x)dy(y)ds

La surface I' étant réguliére, pour x et y voisins sur I'(i.e pour At assez petit), le

produit scalaire ny.lx—_lli reste borné. Le lemme A4-2 nous permet d'écrire:
xX=y

] (2= =y |22 |V, @) | [W, ) | dy ) dy0) < C's2 (Vi | W, |
I’/ |x—y| <8 o,r o,r

On vérifie sans peine que:
[VIN®Vo+ VMOV, |<C At |V, lor Wal,r
On en déduit donc:

A3 1 oV
VEQUV > ?(jr[m | W () 2+ (x) |V, (x) |2 ]dy(x))wmtsjr |§f(x) 12dy(x)

Atd

At3
P WVl - 1Wal, P4 (1-CADV, I, Wl

ce qui implique que pour At petit la matrice Q° est définie positive. %@

La généralisation au cas n;>2 et ny>1 se fait de la fagon suivante: on
scinde le probleme approché en deux systémes de N} équations et N2 équations
en choisissant les fonctions test ( Bi'A,,CkN)=(A2"‘1BZ, , 0) puis ( B,-'A, yCrae)=(0,
Al™287%,). On rappelle que A% f ot k est un entier désigne la k%™ primitive en
temps de f. Si on écrit que:

ng%) (t):a? st te[tn vtn+1 [

'y;’g)(t)=b}‘ sitelt, ,tp [
on obtient alors un schéma du type (2-24) soit:

n ~ )
2 (M"PAP+N""PBP)=8" ,n2n,-1
=0

n ot ~
>, (M"PAPLN""PBP)=S" ,n2ny
p=0
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THEOREME 2-8: Si la solution (¢ ,p) du systéme intégro—différentiel est
suffisamment réguliére :

pe®’ (RY,H™* ()2 (R*,L2(D)

alorson a:

. .
|P=Pratly o0t 19=0hat g0 1,SC I —Charly | gt A2l 4 e

hml+1l2 m2+1

At |¢lo,m,m1+1+ At lp|¢:7,2,m2+1

+At"2 %2 |p | }

0,ny+1,0

+

ot ' =(3, 1, 1), ko =9, ub pr, Uk 5, ) et Uespace H'est HV2(T)xLA(T).

Preuve
On écritla relation de coercivité appliquée ), o, — Vi, o, € ™1 (AL, V, ) x #™2 (A, W, ):
2
b(Jppe=Vhae sIhar=Vane 12 ColIhar—Vanel o

Or Jj 5, et J sont solutions du probléme discrétisé et du probléme exact
respectivement donc:

b(Jppr—d s Jhar—Via )=—2 .[: e=2 ‘[r ((Bnthar =9 u')- Br Prar =3 Whar)

+ (O} ae— s’ ). Pras—qnar) Y dy dt
ol on a posé Vi o, =(W4ar»Qna )- L'expression ci-dessus est bornée par:

IJhN—VhN IU,O,H (Ianu;;At —'anl‘l 'a’l'_m'*'latu;tm—atu‘ IO’,I,O )

<ClJha=Viaely o g l€'=Chacl, , 5
D'autre part, la continuité de b implique que:
b(J~Vine sdhar=Vhae 1SCo llPrac—Qnatly o0 (19— Vhat |y sn 10t 1P —Trarly 5 o)
| Ohae=What gy 10 9= Vhat |y 5 10+ 1P ~Qhatly 4n o))

soit en utilisant les propriétés des espaces ¥™1 (A, 37,,) ( proposition 2 ) décrites
dans le paragraphe préliminaires: '

b(J=Viar sdnas=Vaae )SColdha—Vane |y 05 (19— Vhat |, 5 1o+ 1P ~Qhatly 5 0
1 1
+g 0= Vhatly 5 1o ¥ 27 1P ~Thatly 5 o)

11 faut donc majorer les quantités:
|D —Qpar Icm'0 ,S=20u 3/2 et |p—yhas 10’8' 2 S=520u2






Equations intégrales espace-temps pour le
systéeme de Maxwell en dimension 3+1

On applique la méthode des équations intégrales espace-temps au
probléme de la diffraction d'une onde électromagnétique par un obstacle borné
parfaitement conducteur. Le champ diffracté ( E, H) vérifie les équations:

(-0, E+rotH=0 ,dans R,xQ,
o)H+rotE=0 ,dans R,xQ,
divE=divH=0 ,dansR,xQ,
RBAE=c ,surR,xT
\E(t,x)=H(t,x)=0,t<0,xeQ,

P,)

A

ol ¢ est un courant donné par le champ incident sur I' et 7 est 1a normale a "
extérieure a l'obstacle Q_. Comme pour le cas de 1'équation des ondes, on
construit une formulation variationnelle espace-temps ne contenant que le
courant électrique et dont la forme bilinéaire est coercive sur des espaces ¥,
bien choisis. La discrétisation du probléme variationnel par une méthode
d'éléments finis en espace et en temps conduit 4 un schéma stable et
convergent. Malheureusement, comme pour le probleme de Dirichlet en
dimension deux, ce schéma n'est pas constructif. On emploie la méthode de
condensation décrite au chapitre I de cette partie pour obtenir un schéma
constructif.
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Alors on a le théoréme de densité suivant:
THEOREME 1-1. L’ espace D(Q)2 est dense dans H(div, Q) et dans H(rot Q)

Pour des références futures, on introduit les notations suivantes:
On définit 'espace HY¥I) par:

HYI) =(geL %)/3veH Q) ,v,r=¢)

Lorsque L%I") est identifié & son dual, HV*I") est le dual deHY%T") . Pour une
autre définition de H-V%I") a l'aide de cartes locales définissant I, on renvoie a
Lions-Magenes [20].

Soit 7’ 1a normale unité a T dirigée vers l'extérieur de Q.

THEOREME 1-2. L'application trace vy, définie sur (Q)3 par :
_)
YnU=U. N

se prolonge en une application, encore notée v, , linéaire continue surjective de
H(div, Q) sur H'VXT"). Le noyau de cette application est l'espace Hy(div,Q),
fermeture de D(Q)3dans H(div ,Q) soit:

Hy(div,Q)=( veH(div,Q),v,v=0}

THEOREME 1-3. L'application trace v définie sur @(Q)° par :
_)
YL,u=n AU /T

se prolonge en une application.encore notée y ., linéaire continue de H(rot,Q) dans
HYXT)8. Le noyau de cette application est l'espace H (rot,Q), fermeture de P(Q)3
dans H(div,Q) soit

H o(rot ,Q)}=(veH(rot,Q),y ,v=0)

Remarque

L'application y_ n'est pas une surjection de H(rot, Q) sur HY4I)3.0n
déterminera au paragraphe 3 l'image v (H(rot,()). Comme conséquence de
ces théorémes, on peut généraliser les formules de Green a H(rot,Q) et
H(div,Q):
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On étend ces opérateurs différentiels a l'espace des distributions sur I', °(T"),
en posant:

e Ted'(I")
1-6) <rotrT, 9 >amem =-<T, rotr ¢ >emem »V ¢ € X 0. 71=0

eeTec'(M?3, T.71=0

(1-7) <rotrT , ¢ >emem =-< T, Fotrg >emem YV ¢ € (D)

Opérateur de Laplace—Beltrami
L'opérateur de Laplace—Beltrami sur I' d'une distribution T sur I est défini

par:

(1-8) ArT=rotr-rotr T

Divergence superficielle et gradient tangentiel
La divergence superficielle d'un champ de vecteurs T défini sur I" est donnée
par:

(1-9) dive T = - rotn(TAT)

ot Te &'(T)?
On définit le gradient tangentiel d'une distribution T définie sur I" par dualité
soit:

(1-10) <gradrT, ¢ >9mam =—< T, divr¢ >g09m
V @ (I)?
Remarque
De la définition (1-9), on déduit que:
divr T=—divr (W AR AT))

On voit facilement que gradr T est effectivement un champ de vecteurs tangent
aT. En effet, soit ® une fonction réguliére définie sur I

< ?,gra.dr T ’ ¢>g'mgm = <gradr T , (DE) >g'(ngm =—-<T , div;— ((D-f?) >g(D),a()
ce qui donne, d'aprés la remarque précédente:

<7 gradr T, ®>gmaemn=0 ,V Pe I






soit d'apres la relation (1-7) :

. - -
<divrT, ¢>gmem =< TAR Joire >am,om

. - -
<divrT, p>gmem =<T, nArolro >gmem
Grace a (1-3) et (1-11)
A E)’tr ¢ =—gradr¢

D'otr le résultat de la proposition. ¥

1-3. Espaces de trace H Y% div,I") et H Y*(rot,I")

On est prét maintenant a introduire les espaces H V2 (div,I") et H V2 (rot,T).
On reprend les hypotheses (H1)-(H2) sur l'ouvert Q de frontiere I" et on note
Q' l'ouvert extérieur R3\ Q.
On introduit les espaces:

HY2(divD)={ce HYAT)Y, c. 7 =0, divrc e HV2(D) )

HY2 (rotT)={ce HVAT),e. 7 =0, rotrc e H'V2() )

munis de leurs normes respectives:
2 . 2 12
Ve Lyoai =(he e+l divre |,

2 2
| e “-1/2,?'02 =({c Il-m,l‘"' | rotrec “—1/2,1‘)1,2

oa |.[_,r désigne la norme dans HYY)8 ou HV2(I") . Les opérateurs sur la
surface I sont définis par (3-4) et (3-8).

PROPOSITION 1-3. L'‘application ¢ — T Ac dé finie sur l'espace des champs
de vecteurs réguliers et tangents a I” se prolonge en un isomorphisme de H™Y2(rot,I')
sur HV2(div, et de HY2 (div,l") sur HV2(rot,I).

Preuve
A partir des égalités:

- 5
c= -nA(n Ac)
. >

divr(n'Ac)=-rotrc

on vérifie facilement que l'application est un isomorphisme.%@
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et sont des isométries de H V%(div,R?) et H Y%(rot,R?), respectivement, sur
L%(R?).
Soit un champ de vecteurs v appartenant a H-2 (rot,R?), on pose:

(1-13) L,w=[ ,#u®. 7 0@ de ,VueH divR?)

Alors L, est une forme linéaire continue sur H™"*(div,R?):

'Lu (U) l S " jdu nL2(]R2) H ]rv “L2 (]R2) = H v "-1/2’;-01 " u"—l/2,div

et sa norme vaut [v v ot ©
(1'14) “Lu nd= Il v “_1/2,7-01

ou | . |, estla norme sur (HY*div,R?)) définie par :
DL, lg=sup {lul_ypai,=1 1L, @}=sup (1f ] 2 g2, =1, | (£, 0, ) 2 g2y [

On en déduit que l'application v > L, est une isométrie de H Y%(rot,R?) dans
(HV%div,R?)) .

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur H Y%div,R?) alors
Lol;l est une forme linéaire continue sur L2(IR?). D'ou il existe un unique f
dans L2(R?) tel que

(1-15) Los7 @)= (f.8)2 42 » Y&cL*(R?)
Puisque J, est une isométrie de HV*(rot,R?) sur L2(R?), il existe un élément v
de HV%(rot,R?) tel que f =5, v donc (1-15) se réécrit :

Los3 (@)= (Jrv.8) 252 VgeL2(R?)

De méme 5! étant aussi une isométrie, on peut trouver pour tout g de L2(R?)
un champ de vecteurs u=531ge HV*div,R?), d'ol:

L= (,v,9qu)2 02, YueH Vdiv,R%

c'est-a-dire, d'aprés (1-13) :
(1-16) Lu)=L,(u)

ce qui permet de conclure que v > L, est uneisom étrie de H ¥*(rot,R?) sur
( H-V%div,R?))" .4
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2;(y,x3) =&;MY (A+ly|H2x5)
et 03(.,x3) par:

83(y ,x3) =555 01 E10Hy1 E20)) O'( (L+y[H2x3)

(1+ Iylz)
De maniére évidente u; /24=0=Ci C2T ﬁj/x3=o =¢;. Par ailleurs, on a:

V41 253y =K1 L+ 80 l2w?

ol :

K=[ |00 |*dA
R

et:
23| <(] €100 QA+ P2x3) +E 2(0) O’ ((1+y|DH%x3) |)
donc u; ,ug,uzeL?*R?2).Dautre part:

y101-y2 s = (y161+y282) O((1+]y|HV?

x3)
et puisque rot ¢ e H"V2(R?), on voit que :

y11-y202 e L*(R2)

soit :
aUI _auz 2 3 —
ox, 0x, LR
De plus :
aA
yylg - alil = (1+b'|2)1/2 (€ 14y y; Ea—y2 €1))®( (A+ly|>) V2,4
3

ce qui entraine que :

L1 <18 1O+ x5) |+ by S2-y2 811 [@T 1+ ) Va5) |

3

| y183

Ainsi :
ou; dug 2/m 3
ox ox eL'®)

3

Et finalement u € H(rot, Ri ) .o

1

Le théoréme 1-5 est encore vrai pour le domaine extérieur Q' .



2-Le probleme en fréquence

Le but de cette partie est d'étudier les problemes aux limites extérieur et
intérieur en régime harmonique :
(E,H)eH(rot Q2 +)xH(rot ,Q+)

Q. ioE+rotH=0 dans Q+
(P{){-iwH+rotE=0 dans Qi
r AAE=c surT ol ¢. 7 =0

pour une fréquence complexe ®» dans le demi-plan { Imw>0} . Dans ce cas la
condition ( E,H )eH(rot,Q + )xH(rot,f2+ ) du probleme en domaine extérieur
remplace la condition de rayonnement & I'infini. On sait que les problémes
(P} ) admettent une unique solution. On s'intéresse & la dépendance de ( E,H )
et des traces de @ A H par rapport & ® afin d'estimer la régularité en temps de
la solution du probléme d'évolution .

2-1-Résultats d'existence et d'unicité

On établit d'abord un lemme de reléevement qui permet de démontrer
l'existence et l'unicité d'une solution & chacun des problémes ( P ). On intro-
duit l'espace :

H(rot ,div0, Q)={ueH(rot,Q2), divu =0}

ou Q désigne un ouvert de R® , borné ou de complémentaire borné .

LEMME 2-1. Pour tout champ de vecteurs ¢ € HV*(div,I) et pour tout
we{Imw20>0}, il existe un relévement v(®w) dans
H(rot ,div0,Q) tel que :

7w Av(o)r=c
et:

(2-1) jQ(|rotv|2+|wv|2)dx <Clo? max(l,lz)llfi’/\cllz_mmt
Oo

ol C ne dépend que de la géométriede I .




Preuve
On va montrer que le probléme aux limites

(P) { rotrotu+|w|?u=0 dans Q
RAAu=c surT

oti ¢ est donné dans H Y3(div,I"), admet une unique solution dans H(rot,div0,Q) .
Comme c est dans H Y%(div,I"), d’'aprés le théoreme de trace ( 1-5) il existe un
élément u, de H(rot,Q2) dont la trace y,u,estle champ de vecteurs c soit:

R Aus=c sur

On pose :

alors v vérifie :
{rotrotv+ |o [2v=f dans Q
PAv=0 surT
avec :
f=-|w|? uy—rotrot u,
ce qui équivaut a chercher v dans H(rot,Q2) ,solution du probléme variationnel

2-2) - VweHyrot,Q) ,a,w)=-—a(u,,w)
ou la forme hermitienne a (.,.) est définie par:

a(v,w)="'Q (rotv.rotw+|o|%v. w)dx

La quantité

2
lvlg,= {j9(|mtu|2+|mv|2)dx}

étant une norme équivalente a la norme | . | H(rot,) POUT O # 0, il est clair que la
forme sesquilinéaire a est continue sur Hy(rot,Q2)x Hy(rot,Q2) et Ho(rot,Q) -
coercive. Le théoréme de Lax-Milgram assure l'existence et 1'unicité d'une
solution pour le probléme ( 2-2 ). D'ot1 en posant :

u=v+u,

I'existence d'une solution du probleme (P).
Pour démontrer l'unicité, il suffit de montrer que le probleme homogéne
(soit avec ¢ nul ) ne posséde que la solution triviale .
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Soit u le relevement de ¢ déterminé par le lemme 2-1, c'est-a-dire solution
de:

rotrotu+|w|?u=0 dans Q,
{ RAu=csurT
En posant £ =E-u
(2-4) { rotrotE- 0?E=(|o|?+0?)u dans Q_
RAE=0 sur T

qui est équivalent au probleme variationnel : trouver E dans Hy(rot,Q) tel que

b(E,v)=[  f.vdx, VveH(rot,Q,)
+

ou la forme sesquilinéaire b est définie par :

b(v,w):jQ (-rotv.rotw+e®v.w)dx ,Vv,weH(rot,Q )
+

et:
f=—(lo|?+0®)u .

La continuité de la forme b sur Ho(rot,Q_ ) x Ho(rot, ) est évidente :il suffit
d'appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz .Quant a la coercivité , elle provient
de 1'égalité :

ojn ([rot w?+|ow|?)dx =Im(ab(w,w)) octo=Ima .
+

Donc :

Ib(w,w)lzlg—lllwlléi’w :

Le théoréeme de Lax-Milgram permet de conclure a I'existence et l'unicité
d'une solution £ dans Hy(rot,Q +) du probléme (2-4) .On a ainsi construit une
solution E=E + u du probleme :

(2-5) { rotrot E-w?E=0 dans Q,

AAE=c surT

L'unicité dans I'espace H(rot , Q2 ) se déduit facilement de la coercivité de b.

Comme E est dans H(rot,div 0, Q_), si H est défini par :
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et 6 - est la distribution de simple couche de densité 1 portée par I'. En
éliminant le champ magnétique H entre (2-7) et (2-8) , on voit que le champ E
vérifie I'’équation d'Helmholtz vectorielle:

(2-11) (A+w?)E=-iwjér +grad(qdr)
et en procédant de méme pour E, le champ H est solution de:

(2-12) (A+02)H=-rot(jér) .

Les courants et les charges induits sur I, j et q, sont reliés par 'équation de
conservation de la charge:

(2-13) iog =divrj.

Ceci est une conséquence de (2-7) et (2-9) .
Si on note @ la solution élémentaire de I'équation d’'Helmholtz scalaire:

alors la solution ( E, H ) de (2-7) — (2-10) s’écrit:
E=io®xjér~gradr(Pxqéy)

H=rot(®xjdr).

Pour des densités j et g réguliéres sur I', on introduit les potentiels:

Loj(x)=] ®x5)j()dy(y) ,2eR¥/T, :
N_q(x)=grad (L q)(x) ,xeR3/T
N,,,q(x)=jrgradCD(x—y)q(y)dy(y)  xeR3/T .
Ainsi sij et g sont réguliéres sur I', E s’écrit:
(2-14) E=iowL,_, ,j-N,q.

Il est bien connu [8] que le potentiel de simple couche L, f de densité f
réguliére est solution de ’équation d’Helmholtz homogéne dans Q_ et )_ et les
traces de ce potentiel sur I sont définies par:

(L) (x)=(L f)_(x )=Jr ®(x-y)f (y)d y(y) ,xel
(a{:ﬁa’fux)=-f-(2"—)+jr %%(x—y)f(y)dy(y)  xeT

el =552+ [ 22 (21 f(dy(y) xeT.
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2-3.Formulation variationnelle

La proposition (2-1) permet de définir ’opérateur R, qui a & dans
HVY%(rot,T") associe le saut —[ 7 Arot E] dans H'V%(div,I") o ( E, H ) est solution
des problémes (P%) et (P2) avec la donnée sur le bord:

ﬂr(E/r)‘:E .
On a donc:
(2-18) R, é=-[T ArotE].

PROPOSITION 2-1: Pour tout weC tel que Imw20y,>0 , lopérateur R, est
un isomorphisme de H Y¥rot,I’) dans H'V¥div,I") , vérifiant l'inégalité de conti—
nuité:

s 3
(2-19)  |R.b| sc%l— max(1,51;) 16130 » ¥ beH ¥A(rot,T)

et la relation de coercivité suivante:

(2-20) Re < R,b ,—iwb>2Coy min(o3,1) b2, 0 » VO H Y¥(rot,T).

Preuve

Vérifions d’abord les inégalités (2-19)et(2-20).Soient b dans HY(rot,I")
et ¢ dans H V¥ div,I") tel que -~ W Ac=b. Etant donné ( E, H ) 1a solution de (P%) et
(P2) de donnée ¢ sur le bord, la formule de Green (1-17) entraine que,pour
tout ¢’ dans H?(rot,I'), on a:

(2-21) < W ArotE_jr,c’>=- IQ (rotE.rotu_-o?E.u_)dx

(2-22) < W ArotE r,0’>=- IQ (rotE.roti,-o?E.u,)dx
+

u, et u_ étant respectivement des relevements de ¢’ dans H(rot,Q, ) et H(rot,Q_).
Si on choisit u, relevant 7 Ac¢’ comme dans la preuve du lemme 2-1,c’est-a-
dire vérifiant I’estimation (2-1) alors on a:

(2-23) | RArotE, |_ipai < C |0 | maz(1L,)1E g
) 60

+1@ °

L'inégalité (2-3) implique que:

1 1
| RArotE, | imain < C o max(l,;g) 1012511 ror-
0

De méme, on trouverait:
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Alors X est un sous-espace fermé de V pour la norme | . “Q+UQ_. On note:
AdE=-[R ArotE] .
Le probleme (P,) revient a trouver E dans X tel que:

4E=p.
On lui associe le probléeme variationnel
(2-26) a(E,v)=<p,nar(uy)>,VveX
ou:

a(E,v)=<AE,nap(v,r)>

lanotation <.,.> désignant le produit de dualité entre H V*(div,I") et HY*(rot,I").
La continuité de 'opérateur « sur X provient du théoréme de trace 1-5 . Pour
appliquer le théoréeme de Lax-Milgram, il reste & prouver que la

forme a est coercive sur X.La coercivité de a se déduit de 1’égalité
(2-24):

la(E, E)lzl lIIElIQNQ_,(,,

Le probleme variationnel (2-26) admetdonc uneunique solution £ dans X.
D’ou I’existence et I’unicité d’une solution (E,H)du probléme (Pl).&

On prolonge R, 8 H V4div,I) :
R, : HY2(div,l)— H Y%(rot,I")
p—R ,p=nr(E/)
ou ( E, H) est la solution du probleme (P;).
PROPOSITION 2-1: Pour tout o tel que Imw20y>0, R, est lznverse de R, .

L'opérateur R, est continu de HVHdiv,I") dans HY*(rot,I);

(2-27) | R 4P linreesC le—max(l, 2)“p"—1/2dw , VpeH Y¥div,I)

et vérifie l'inégalité de coercivité:
(2-28) Re<p,-iwR ,p>2 CW min(cy, 1)1 p |naw » VP eH YHdiv,).
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CONCLUSION
Nous résumons les étapes de I’étude du probleme en fréquence et les

résultats obtenus.
Etant donné ¢ dans H Y*(rot,I'),le probleme initial consiste & trouver

I'unique solution (E,H) de:
ioE+rotH=0 dans Q,u€)_
Py) {-in+rotE=0 dans Q .UQ_

AAE=RAé sur T

Alors E et H s’expriment a 'aide d’opérateurs intégraux.
iolx—y|

p(y)d y(y) +—f grad, (e dwrp(y)dy(y) },xell

i wlx—y|

lx—y|

e

E(o, x)-—{f

H(o, x)-——{——I grad, ce Ap(y)dy(y)} , xel

ou p=—[T ArotE].
Le probléme (Pz ) se rameéne a trouver p dans H-Y%(div,I") solution de (2-17)
i.e:

ol

Rop=1rS,p + —gradrS,divrp .
w

Le calcul de (E,H) revient maintenant & résoudre le prodéme variationnel
associéa(2-17):

’,=-loR ,p>=<p’,-lwc>

(2-29) <P
Vp’'e HV¥div,IN)

Remarque
La forme sesquilinéaire

<p’ ,-ioR ,p>
est étroitement liée & I'énergie du champ électromagnétique:

Re<p ,-ioR ,p>=0|0]?], o (E@zx)*+|H(ox)*)dx
" e
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Remarque
On a noté | fl,s-1ndiv (T€SP- |flgs-12r0: ) 12 norme de f dans
2 (R, H V2 (div,I")) (resp. £5(R*,H 2 (rot,")) ).

Preuve
C’est une conséquence directe de la proposition 2-1 en remarquant que (E,H)
est solution de (P+) dans ¥°(R*, H (rot,Q,0 Q) x X o( R*, H (rot,Q,UQ_)) si et
seulement si (E,H) est solution de (P%)dans H(rot,Q,uQ_)x H(rot,Q,uQ_),
vérifiant (2-3).&

Le champ électrique de la solution de (P+) se représente a l'aide de
potentiels retardés:

(8-5) E=-Lg,j-Ngq
oii les densités j et ¢ sont respectivement les sauts de ”AHet 7 .E a travers I';

j=~[ 7 AH] sur R,xI",

g=-[ 7 .E] sur R,xI"
et sont reliés par I'’équation de conservation de la charge:
3,q+divrj=0 .

Le potentiel retardé de simple couche L est défini par:

1 (t— A ) +
Lp(t’x)=4—n.{jr LTJICEC—T)'.ZIJLdYO) }, teR, xell

pour pe€®(R,xI")% et
Nf=grad(Lf) dans R,xR%T

pour fe®¢%(R,xTI") .

Remarque
Si on prend la transformée de Laplace en temps de 1’égalité (3-5), on
retrouve la formule de représentation de E:

-

E=-ioL,j-N_q
ou:
j=-l R AH]letg=—[ 7 .E]

avec

—iwg+divpj=0 .






THEOREME 3-3: Sice #° (R*, H'V2 (div,I") , 0>0, I'équation intégrale
(8-8) admet une unique solution j dans .76"1,( R*, H 2 (div,I).

Preuve
Le champ de vecteurs j est solution de:

nAc=Rj
si et seulement si jAvériﬁe:
mAc=—ioR ,j.

On résoud l'équation (3-8) par une méthode variationnelle espace-temps:la
solution j de (3-8) est I'unique solution du probléme variationnel

|7 e2t <pt,), Ritt,)>dt=[ €29 <plt,), (e )R >dt
V pe# (R, H 2 (div,I")

(3-9)

La forme bilinéaire qui apparait au premier membre est étroitement liée
avec ’énergie du champ électromagnétique:

* 20t _ - _ " .20t 2 2
[ et <jit,),Ritt,)>dt =0 e IEOLg g o MHOR, o )4t

La coercivité de cette forme bilinéaire est une conséquence de la
proposition 2-2 .

THEOREME 3-4: Pour 620,>0 , R est un opérateur linéaire continu de
X2 (R*, HV2(div,D)) dans #2(R*, H™V2 (rot,I")) et pourtout j dans #%(R*,H™V2 (div,I))
vérifiant

Rje#°(R*,H™2 (rot,I")
on a.

Io e—-2ot <jt,.) ’Rj(t,, )>dt=2C IJ l?y,—:l,-mdiv

Remarque
L’opérateur R n’est pas un isomorphisme: on perd deux degrés de

régularité en temps.






ol B; est une fonction test dans J’ftl,( R*,R), c;, est une approximation de ¢ dans
X et Kﬁ) et Kﬁ) sont définis par :

h h
3 _9; e, &)
Ky o ="y

.k .k
divro; (x)div o)
2) _Arog; roi
Kj'l (x, y)= 47 |x—y| )

Dans une seconde étape on choisit une partition réguliere de l'axe des
temps positifs(¢,=n At, nelN}. Les éléments de J't’la(R+,R) peuvent étre
approchés par des éléments du sous espace X¥™2(At¢, R ) composé de fonctions
polyndémiales de degrés mqo21 dans chaque intervalle(¢,,¢,,;). En conséquence
le courant approché peut étre exprimé sous la forme :

Np
Jha(t, x)=2 0t (2) q’}l(x)
k=1

ou a;, €X¥™2(At, R). En remplagant j, par cette expression dans (4-1), on
obtient :

Nh 00 ’
y Io e-zatBjAt(t).”rxr K;})(x,y)alm(t-lx—ylh
=1

t-lx—y|
(4-2) KPal],  ajaln)dldy@dye dt

=" 29 g0 o} @yt RIARL Ay @t , Vi=1,...N

et toutes les fonctions test B;,, sont dans #¥™2(A¢, R). Pour simplifier
I'exposition de la méthode, on considére le cas mo=1. La généralisation au cas
mo>1 se fait facilement en employant les mémes arguments que ceux ci-
dessous. On choisit les fonctions test comme suit:

t-t,_, fortel,
Bine ©)={1¢, .-t fortel,
0 elsewhere
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< [t t-|x—y|
J;':l_zl {J‘:l e-20t (tn+l_t)'UD<I‘ Kg)(x,y) {Io o, ,(1)d 1}d y(x)d v d t
n t-|zx-yl
+Jtn_1 e-2G‘ (t—tn-l)J’J'I‘xr Kﬁ)(x,y){J'o alAt( 1)d1}d '}’(x)d ¥ dt}

Puisque a,’m (t)=a} pour te (¢,,t,,1), on vérifie aisément que I';- peut se
réécrire:

1"—% S o ™ e2ot 1,00 KV @y) dy@dy» d
J—1=1 pgoa n ¢ nrl l"xI‘/t—tp+1<lx—ylSt—tp Ji Ty ayxayy at
t’l
+ " et et KD (xy) dy@dve) dt)
n-1 IxT/t-t, <lx-y|st-t, /
tn+l
+af J: ™ 2ot (t"+1—t)HI‘xI‘/|x—y|<z-z Kﬁ.})(x,y)dy(x)dy(y)dt)
Donc:
Ny n
L=(Y Y af Njj¥ e 2o
l=1 p=0
avec:
_ At
el e
N’f = A 90s Af— K(.l)
Jt '[0 ¢ ( S)Hl"xl‘/s+t1¢-1<|x-y|58+tk st Gy aylldr®)
+e2otes [ K (e y)dy() dyly) Yds

IxIVs+ty_o<|x—y|<s+ty_y !

Il reste a étudier le terme J; . Un calcul simple nous donne:

¢ 1 o n 1 n-1 2n—1 p-1 m
'[0 a]At(T)dT=§(t—tn) Q) +At(t-tn+EAt)20 a{’+At 21 zoal ,tE(tn,t,H,l)
p= p=1 m=

En substituant dans l'expression de J; , on trouve:
Uz n-p . __2¢t
G2 X af Py e
=1p

=0

ou
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Vi@).V30) 1 oAUV, (x).div V()
———+2(s—lx—y|) anlx—y]

V' M°V=_[:t e 2% (At-s){ [ dy(x) dy(y)ds

IxIV r—y|<s  47|x=Y]

Pour At suffisamment petit, on peut écrire ( voir théoréme Al de l'annexe) :

/ yerflx—ylsA:IIﬁ)yl dry) = 5Vi@) + 06)
yer/|x-y;5,(z::)n_l]§cfi—gll arly) = EsdiUth(x) + O(s)
yer/|x-y|sﬁl;v_r4‘:ri(y_) dyy) = i—zdierh(x) + O(s?)

yer/pr-y[s,,(ﬂ:iz‘:rL@Z le—y| drty) = %diUth(x) + 0(s%)
D'ou:
HM/ |=ﬁ|58%+%(s_lx_y * divrvzrl)ﬁyivlrvw) dy(x)dyly)

=5 Vs > +Cstes®|div V4 |3r + O(s*)

En intégrant, on obtient :
V MOVAC, AR |V, |2 +CoAf® |div Vi 37 > 0 V0 )

Si le pas de temps At est suffisament petit M ° est definie positive. Ainsi le
probléme discret conduit un schéma quasi explicite: une simple inversion de la
matrice M ° est requise. D’autre part beaucoup de coefficients de M %sont nuls
si une condition de type Courant-Friedrichs-Lewy est verifiée . De plus la
propriété de coercivité de la forme bilinéaire (3-9) assure la stabilité du
schéma:

Y 2 KD g Lssty ooy K2 )] dyterd
M, _[0 e “9% (At S){Hl'xr/s+tk_1<|x—y|Ss+tk[ i (x,y)+2(s+,, lc=y[) ¢ (xy)] dy(x)dyly)

(s+ b — [x-3] - 3 A KD (x.)] dy@)dyty) Vs
IxI/ |x—y| <s+tp, J

_ e2 o At J':)ye—2o'ss{”-

1 2 1A2)
[ED ey r 3 (s+ty -y )2 KD (x9)]
I'x I'/s+tk_2<]x-y| <SS+t Ji Y 2 k-1 ' yl ;1 N

dy(x)dy(y)

(s+ iy — by | = 3 A KD ()] dy()dy) ) s
IxIV jx—y| <s+tp_q J
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Element fini mincte

Soit m; entier 21, m; étant l'ordre de la méthode du point de vue
approximation des courants. On rappelle la définition de l'espace vectoriel
D,,, (introduit par Raviart-Thomas [31] ) associé a tout K de 7, :

ID’"I = {P(§)=P1(§)f11{+P2(§)f§/3 90,9192 EIPml—l D (E)=q(E)+ E%qo(E),a=1,2)
Si a cet espace D, , on associe 'espace I des degrés de liberté suivant:
K .
Jaij' vywadl, j=1,23,VwelP, ,

ol VJK est la normal unitaire & l'aréte BKJ- de K, extérieure 3 K et

IKp“wdé ya=12,VwelP, 5 sim;>1

alors (K ,ID,,,1 ,2 ) est un élément fini mixte.
On définit maitenant les espaces d'éléments finis sur I'. On note K le
triangle curviligne :

K=y oFg(K)
Espace X;,
peX, ‘I'RKP=‘/E(pl(é)ff+p2(§)f§)ell)m1 VKeT,
Rygp .v{{ +Rp VJL =0 sur toute aréte curviligne BI?
oit 3K = y o Fx (3K;)= y o Fy, (3L))
ol \fgdéﬁni par ‘\/E dé=dy.

Espace M}, : si peX,, alors divrpeM;.

M= {reL? (), /§=%q(§),quPml_1,VKe.7h, Y [ q®dE=0,i=1,...p)
g Ke7,

roprié 'approximation
Pour les démonstrations des estimations d'erreurs qui suivent, on renvoie
a Bendali [12].
Pour pe H*(I"),£20,p tangent a4 I', on définit le sous-espace V,(p) de X3,

Vip)={qe X, ,<Cv,divrp >=<Cv, divrq> VveM,;)

ou l'opérateur C est donné par:
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. ®  og @ (¢,%) dpjip ar(t— lx—y1,y)
a(Urar @)= Jo e’ t'”I‘xI' 47[?1:"'3"

divre (t,x) x>l
____{J .

4 Jx—y| divrjrad 1,y)d 1)d y(x)Md y(y) dt .

THEOREME 4-1 La solution j b, At du probléme discrétisé en espace—temps ot ¢ B At
est une approximation consistante de ¢ dans ¥ cl,(IR‘“; HY 2(div, M) vérifie :
(4—7) ljh,Atlo',—l,F-]/2div < Cste;h—>0; At — 0.

Preuve
On a:

aUnarrJna )= J: 9_2‘",[1_ TG Ay a0 t,x))dy (x)dt

La relation de coercivité du théoréme 3-4 implique que:
Jy o2 inart )@ Acan t0)dy @At 2Co Ll

o-1-12div

donc
. . 2
| Jhae |o,—1,-l/2diu | ¢ at Io,l,—ll2diu 2Cq lJnat Io,—l,—llZdiu

d'ou le résultat. %@

Remarque
La constante apparaissant dans 1'inégalité (4-7) dépend de o:

Cste = Cmax(1, =)
(o)

donc si o tends vers 0, la constante explose.

Estimations d'erreur
On démontre aussi que ce schéma est convergent:

THEOREME 4-2 On suppose que j vérifie la condition de régularité:
(4-8) je # 2(R% H™(div, D)) n 2T RY H), mi>1, my>2;
alors pour tout e 10,1/2] , on a:

.o ™17,
IJ “Jh,At | o,-1,-1/2div S G { I C=Ch.At | o,1,12div T T A7 y | 0,2,mdiv
+Atm2_2 |j| o,m2+1ﬂ}'

ott H=HY2 (div,I") n L2(T") et la constante € ne dépend que de I et .
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Ij"phAt Io,2,—1/2div ’ l.f ~Ph At l 0,-1,-1/2div -
Pour cela, on écrit:
|i=Ph.ar ) op-vi2aio € I =Ph o p-vodivt |Pa=Pb at] op-12ain kB =-10u2

ou l'on a choisi le courant p; comme étant la projection orthogonale de j sur
V. (), ceci étant loisible puisque par hypothese, jvérifie (4-8). D'ot1 grace aux
estimations (4-4), (4-5), il vient:

. e I . .
I-} ~Pp l cr,k,-l/ZdivSCt:hm1 “lJ ]o,k,m1+Chml+2 | dlvrj lcr,k,m1

SChA™ )|

o,k,m, div

Maitenant on pose pja,=ra:Pi. Les résultats d'interpolation dans ¥™2(At,R)
donnent alors:

tm2+1

-k
Iph_ph,At I o,k,~1/2div <CA Iph I o,my+1,—1/2div

D'autre part, on peut majorer |p; |_1/04i, indépendamment de A en employant
(4-5) et (4-6):

|Pr |-12div SlUlc12div +1J-Ph 112410 <C lJlg
D'ou:
1k |
Iph _ph,Atl o,k,~1/2div <Cagme* lJ | o,mqo+1,H

Finalement on obtient:

. 1. .
lp':fe "2 (A X, LAz | ~Phat | 0,2,-1/2div ™ |J ~Ppat | 0,-1,-1/2div)

hm 1-5

. . -9 4y .
SCC At (IJ Icr,2,m1diu+At IJ Icr,k—l,mldiv)-*-CAtm2 (At IJ | o,m2+1,H+IJ I cr,m2+1,H)

Pour At suffisamment petit, on en déduit 1'estimation d'erreur%l«

Remarque
Les théorémes de régularité des solutions des problemes mixtes

hyperboliques permettent d'assurer que la condition (4-8) est satisfaite dés que
le champ incident est suffisamment régulier.
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PROPOSITION 4-1: Le probléme variationnel suivant admet une unique
solution dans #1(At, X} ) et jua, défini par (4 14) est cette solution:

~20t Q(t X). . _
J°° e Ur r oy Orat=lryly)
divro(t,x)

t-lx-yl .,
lx—y] (Io divrjp o (8,5)d s)dy(x)dy(y)dt

(4-15)

at¢(t x)

{ lx—y|

+ [P et (g a0 ]

divpo, o(t,x)
=Y J

t Opdna t=lx—y|, y)+
]Hle—[&']At

J’t_ = divrdyjpa (s,y) ds d 1) Mdy@x)dy(y)dt=
L+ x|

=an [0 fr 0(t,x) [RAcy o (8,%)1dy0dE, V pe 2L (AL, V)

olt on a noté [x] la partie entiére de x :
xeRY, [xleNN, [x]<x <[x]+1.

Preuve

On va d'abord vérifier que si le courant j;,, est solution de (4-15) alors les
inconnues A* sont solutions du systéme matriciel 4-13).

Soit la forme bilinéaire:

. _ ¢
aar UhAt’ ¢P)= ‘[;o e zat([-A_t'*'l] At_t)IJ’l:—yl(t—[—t—]At
- At

-

Orjpar G—lx—y|, y)+

+dwratfp(t,:ic) J’ ‘r-l x|

lx—y] thiaes foy| divrdginae (5,y) ds d 1) )dyx)dy(y)dt

On choisit ¢ comme suit:
h
¢, x)=Pr B e;x),n21

Comme dans la preuve de la proposition 4-1 on a:

aGpas @)=€27 Y (MR AR),

k=0

En employant les mémes techniques et en exploitant le fait que

(£ 180=t, 1L 411002 10y L tety, b

on trouve que:

(4-16) Gpe Unars @) =€ 2% (e20M MOA™1 - MOA™),
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an (e, 9)= Z e 2% Z a(MPA™MY),- Z e 2% Z d}F(MPA™);

nel

Ny o0 Ny
=Y a} (MPA%)+Y €20y (@F*1-d])(MOA™);

Jj=1 n=1 Jj=1

soit

aAt(q) 0)= z e~20t, TAnMOAn

n=0

D'apres le lemme 4-1 la matrice M? est définie positive done

ap(9,0)>0, Vo0 W

LEMME4-3: La forme bilinéaire a,, est continue
#1 (At X3) x#1(At, X}, ) pour At assez petit.

Preuve
On montre facilement que

a’At(j’ q)):Z e—2crt’l TBnMOAn ]
n=0
ot j, pe¥!(At, X} ) sont tels que
Ny A N, A
j=1 J=1

En explicitant M° , on a donc:

al PR h
o IETACHETA
— at, -408 _ 1= I=
0: U9 _z:: '[0 e s)(”rxr/p-y;g 4rjx—y|

Ny
2 b" div o} (x). 2 a? dwrgvj @)
+3 (S |-y )2

47r|x—y| dy(x)dyly)ds

D'aprés le théoreme Al de 'annexe, on a pour toute fonction £ dans L%(I')

I 1 —m— dY(y)ILz(r)SCIfILz(r) :p=—1,071

$2 Py eI/ |x-yiss 471x—y|

d'ou

sur
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Preuve
On va reprendre les notations de la démonstration du lemme 4-2 soit:
Np
h
qJlel(At,Xh) p(t,x)= z ﬁj(t)tp_,- (x)
=1
avec

Bie# (At,R), B;(t)=a} pour telt,,ty,)

hnd 0_g1
Bi®=Y drpp et | 4=

k_ gk+1_ 3k
n=1 a_,-—d_, dJkZ].

On-rappelle qu'on a:

a(p,Bh 01)=e2% S (M AR,
k=0

0 0 (0,8 0] )= 72 (28 MOA™1_MOAR),

On en déduit donc:

00 n n-2
a(@,0)+ar(p, @)=Y, 2 Y d} > MMATI+MIATILY MrRAR),
n=1 k=0 k=0
On choisit alors 3
a.?=d}¢0 , d}'=0 Vk 21=>a}=— a.? et aJQk=0 k22
ce qui donne
a(¢’¢)+au(¢’ ¢)=e-2aAt TAO(M1+e2aAtM0 )AO

=e 20 TAO M1 A%>0 .

R
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Partie C

EXPERIMENTATION NUMERIQUE
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Méthodes numériques

On propose dans ce chapitre des schémas numériques construits a partir
de la formulation variationnelle espace-temps du probléme 2D+ 1. Qutre le
schéma trouvé dans la partie B, en jouant sur la régularité de I'approximation
en temps, nous donnons deux autres schémas de calcul du courant électrique.
On décrit des méthodes de calcul des matrices intervenant dans ces trois
schémas.

1-Les schémas numériques

Dans un premier temps, nous rappelons le schéma obtenu au chapitre I
de la partie B. Outre ce schéma, nous construisons ensuite deux autres
schémas toujours a partir de la formulation variationnelle espace-temps du
probléme 2D de Dirichlet. On a déja remarqué que les estimations obtenues par
la méthode d'équations intégrales espace-temps de Bamberger-Ha Duong
n'étaient pas optimales, en particulier en ce qui concerne le degré de
régularité en temps. Il est donc tentant d'essayer de prendre la fonction test et
I'inconnue moins réguliéres en temps, sachant de plus qu'une discrétisation
de type Py ( voir partie B -Préliminaires) d'une équation de convolution en
temps conduit directement ( sans étape de condensation) & un schéma
constructif.

1-1. Schéma P,-P;

Ce paragraphe reprend les résultats de la partie B ( chapitre I,
paragraphe 1). Nous rappelons le probleme approché construit par une
méthode d'éléments finis en espace et en temps:

Np o oo L] a-’ @

—20tg. (¢ h h 4 1AL drd d y
2‘1 Jo e ﬁ’m()“rxr/nx-y!s: o et ), 27 )y I L7 AT AT
(1-1) =[ et g 0] o @agx)dy wdt, Vi=1,..N,






M M° 0 0 .. . .. ]
MMMO0 ...
M .MM O ..

| e e e e ]

en une matrice "tridiagonale":
M' 000 ...
M*M'0 0 ...
_ M™ .M 00
= ane ove e wee  sss  wss  sse -J

ou M1=M"'+¢2°4 M°  Le nouveau schéma s'écrit donc:
(1-3) M'A°=B', M'A"=Y M™"*A*+B™, n>1
k=0
La matrice M ' étant définie positive, on voit que les A* se calculent
successivement par:

A= (MY 8™, n20

ol le vecteur S™ est déterminé A partir des n inconnues précédentes A%, Al, ...,
A" 1 et du second membre donné B™*!.Le principal effort & fournir pour
implanter numériquement le schéma (1-3), appelé schéma P;-P,, est le calcul
des matrices M* pour £2>2 et de la matrice M*.

1-2. Schéma P,-P,

Comme on vient de le constater et comme on l'a remarqué dans le
paragraphe discrétisation d'une équation de convolution, 1'approximation par
éléments finis IP, de la fonction test B;4, conduit & un schéma non constructif.
Or la discrétisation de type Py de la formulation variationnelle associée a
l'équation de convolution modéle donnait directement un schéma constructif.
D'autre part, le sous-espace approché V, de H V2 (I) est inclus dans L2 (I') et
I'opérateur pseudo-différentiel S est borné dans Jé’f,( R*, L2 (D)), s20:

|S¢’|a,s,o SC'@la,s,o
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o h
(1-6) Br=[, €2 [ ] @) dg(s+t,, )d yx)ds

Un calcul simple donne les matrices M k.

ko1 (Y o ook S+1i
M =5={], e[ ¢7 )] ) Argeh (—=)d y(x)d y(y)
2 Io ”l“xl“/lx—y|53+tk ’ x|

S+tk_1

- o7 (x)p} (v) Argeh(

)d y(x)d y(y) 1ds
IxI7 |2-y| <s+tp_y |x~|

PROPOSITION 2-1: La matrice M° est symétrique définie positive pour At
assez petit.

Preuve
La symétrie de M° est évidente. En procédant comme au chapitre I de la

partie B, on trouve que 1'élément M jol est équivalent a
A2 h, \ h
el ACLHOLIE

pour At assez petit.ﬁ@

1-3. Schéma P,-P,

Maintenant on souhaite prendre le courant approché p; s, dans Jé’f,( ]R*,'{;,, )
tout en gardant la fonction test dans ce méme espace, choix qui nous a mené
précédemment a4 un schéma constructif. En admettant la possibilité d'un tel
choix, on montre que le probleme discrétisé (1-4) avec cette fois-ci, a;,, (¢)=a
pour telt,, t,.; ], donne un schéma constructif du type (1-5).

Modifions le membre de gauche de (1-4) soit:

el
J' e ~20t J'J'
tn

en faisant le changement de variable s =¢—17 et en intervertissant les intégrales
de surface et celle en la variable temps s:

- x| o 5 (T)
21 ((t-1)%—|x—y| )12

<pj-‘ x)o} ()')I (: drdyx)dy(y)dt

I'xI/|x—y|<t
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& ok ()p} ()
M‘?___ -20s5 J d ( d )d
J J"’ ¢ err/|x-y|s:; 21 (s2—|x—y|?)}/2 y@dyw)ds

On obtient donc le méme schéma que le schéma Py-IP; avec les matrices M k
définies ci-dessus, le vecteur B” restant identique a celui donné dans le schéma

Po-IP, par (1-6).
9-Le calcul des matrices M*

Quelle que soit 1a régularité en temps du courant approché et de la fonction
test de la formulation variationnelle (1-1), on s'est efforcé d'obtenir un schéma
constructif de la forme:

MP°A°=B°
n-1
{M°A"=—z MPRARLB" n>1
k=0

Pour trouver les vecteurs réels A%, k>0, il suffit de calculer les matrices réelles
symétriques M*, k20 et d'inverser une bonne fois pour toutes la matrice M°.

Les calculs des matrices M* qui viennent sont destinés 4 montrer qu'il est
plus avantageux de prendre le réel o nul, réel dont dépendent toutes les
matrices. Or on a vu que o devait étre strictement positif pour avoir le résultat
de stabilité ( démontré dans le cas du schéma P,~P, ):

| PR At lo,-12,-12 < Cyg ™ +00

Toutefois o n'est utile que pour contrdler le comportement a l'infini. Il est
évident que nous ne calculerons pas les inconnues A” jusqu'a n infini. Les
résultats numériques du chapitre suivant montreront que les schémas sont
stables pour o= 0.

2-1. Le choix 0% 0

De fagon générale, les matrices M* des trois schémas décrits ci-dessus
sont une somme de termes de la forme:

At
(2-1) Jo 2 ‘"‘f(s)ﬂ (pj-‘ (x)cpf‘ @) G(s+ty, |x~y|)dyx)dy(y)ds

IxI/ jx—y|<s+t¢,
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A partir de ces calculs, on détermine la forme des éléments des matrices M*
pour chaque schéma.

¢ So&é’ﬂ\@ IP1—IP1
Si on note Fk I'intégrale double suivante:

20t t 208
Fr.= bt [ * S s
Y '”I‘xl"/lx—yIStk o7 oy &y 4no ‘[lx—yl (sz—l.‘:c—ylz)ll2
| eZcxt e—2crs e—20At
87r0' (1 20ty) jx—yl (s® Ix—y|2)1/2 ds = 8rc? Argch(l l)}d}'(x)d}'(y)

I'élément de matrice M . s'exprime sous la forme:

F'?;1+(1+2e20At)};* (2+e20At)FJ"1 4aAtFJ"2 ,

avec la convention
—n « .
Flj =0 , VI,J,TZZO
On en déduit la valeur de M

M'=M*+e2%% M°=—F?%4+(1+ 294 )F!

¢ Schema Py-P, -
On réutilise la notation Fk pour désigner l'intégrale de référence:

20t t -208
FJ-!-= h h _€ k-1 k e d
+ 'Ul"xl"llx—ylgk o7 (o =75 jlx_y| (s |y 12 %
e—2oAt
vy Argch(I l)]d}’(x)dy(-y)

alors les matrices M * sont reliées aux F* par:
Mk=—Fk+1+(1+ g0l )Fk ~ Fk-1

avec la méme convention sur les F* que précédemment.

¢ Schéma Py-P,
Comme ci-dessus, les M % s'écrivent en fonction de matrices F* dont les
éléments sont donnés par:
£20ti

Ff;“” ok (x)cp, ) (&

J, t, e-20’8
TxT/ |xy| <t, 4no |

xy| (s%- Ix-y|2)1/2 ds}dy(x)dy(y)
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Le premier coefficient @ est déterminé par la valeur de la fonction g en 0, c'est-
a-dire:
L, 1

le
ag= R (—SzwdS’:ArgCh( 1—2 )

1l résulte de (2-5) et (2-6) que tous les coefficients d'indice impairs sont négatifs
et de la valeur de a et de (2-5), on tire que tous les coefficients d'indices pairs
sont positifs. Numériquement il nous faut tronquer la série:

[~

z ap(2cr lx—y| ¥

pour tout (x, y)dans I'xI" puis traiter les singularités apparaissant dans les
coefficients de cette série. Outre que le choix de o et de l'indice de troncature ne
sont pas évidents,le calcul de ces séries est coliteux en temps. Il est plus
raisonnable de prendre o= 0 du point de vue simplicité des calculs. Comme on
le verra par la suite, ce choix n'entache en rien la stabilité des schémas.

2-2. Le choix =0

On reprend la méme démarche que dans le cas o#0 : on calcule les
intégrales en temps apparaissant dans les termes de la forme (2-1) avec cette
fois-ci, bien siir, o= 0 pour n'obtenir que des intégrales doubles sur des
portions de I'xI". Les diverses intégrales en temps qui arrivent sont alors:

To

_[ s Argch (
1

)ds _[ Argch(

1
|x— Ix yl Ll ((s+13)%— |x—y|2)V2 ds

ou 7;=00u |x—y|~1f, , T9=Af et le temps s+¢;, est supérieur a la distance lx—y|. La

troisiéme intégrale n'est autre que Argch( ky_ Arg h( k). Les deux
l l l I

autres se calculent par intégrations par parties:

Ty

L sArgch(| I)ds [(7%- lx—y|2)1/2(tk_al_s)]§==:21.:,;t
~ytanseh (L (B2 -staen 1Ty
j Argch(| l)ds [(s+tk)Argch(| yl)]-::‘tz [((S+tk)2 Ix yl )1/213_1,2
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combinaison donnant les M* pour o#0 redonnent les matrices F* et M* ci-
dessus quand on fait tendre o vers 0. Pour finir, le schéma Py—IP; que nous
avons obtenu est le schéma décrit par Y-Haugazeau dans [13]: les matrices
MF* coincident avec les matrices trouvées dans [13] et ses inconnues sont lides
aux notres A* par la relation:

wk= Z A%,
k=0

3-Le calcul des matrices de base F*

On a vu que, via les différentes relations trouvées précédemment, le calcul
des matrices M* des trois schémas se déduisaient de celui des matrices F*. On
ne s'occupe & partir de maitenant que du cas o=0.

Dans un premier temps, on a voulu conserver la frontiére exacte I" pour
calculer F*. A cause des singularités numériques rencontrées dans les
intégrales, il nous faut connaitre pour tout point x de I" le point y de la frontiére
a la distance t; de x. S'il est facile de trouver y dans le cas ou I" est un cercle, il
est beaucoup plus difficile & déterminer dans le cas d'une fronti¢re quelconque
et I'élimination des singularités l'est encore plus. On s'est donc limité a traiter
le cercle et on précise ol apparaissent les difficultés si I est un contour
quelconque. L'approche raisonnable de ces problemes est de considérer non
plus la frontiére exacte mais sa frontiére approchée I';, , interpolée d'ordre 1 de
I'. L'intersection d'une droite et d'un cercle est tout de méme plus facile a
trouver que celle d'un cercle et d'une courbe quelconque! Comme on 1'a déja
remarqué, le schéma Py-Pj est plus simple & mettre en oeuvre que les deux
autres schémas: ceci sera confirmé dans les tests numériques faits par
I'approche "frontiére exacte", dans le cas ot le contour I est un cercle. On s'est
donc contenté de faire les calculs pour ce schéma dans le cas ou I est
remplacée par I'; . En ce qui concerne l'ordre de discrétisation par éléments
finis en espace, on a choisi le cas le plus simple c'est-a-dire que les fonctions de
base tpf-‘ sont constantes par morceaux, que ce soit dans le cas ol on a conservé
la frontiére exacte ou dans celui ol on a pris I';.
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quel couple d'éléments (I;,T’;), en particulier pour les trois cas d'éléments
que nous allons envisager.

On appelle éléments confondus les couples de portions de courbe (T, T;)
tels que I'; =173, éléments adjacents les morceaux I'; , I'; qui ont une extrémité
en commun et éléments disjoints les morceaux de courbe I'; ,I'; qui n'ont
aucun point en commun. Pour chacun de ces cas, on traitera le ou les
singularités apparaissant dans le calcul des Ff .

Eléments confondus

Soient 6, et 65 les deux angles correspondants aux extrémités du segment
courbe I'; =T; considéré. La distance d'un point X(68) & un point Y(6')
appartenant tous deux a I'; est donné par:

IX(6)-Y(6)|=2p |sin(9;9

’

)|

Le domaine d'intégration de Ff ; devient donc:

9'

(3-1) 2p|sin(9; )<ty , 6,8 €[61,05] (on suppose 6;<65)

et l'intégrale s'écrit:
el

G, (2p Isin(e; ))dede’

. =p2J- ’
ii ocloy,0,] “0'cloy,0,)/2p[sin @S <ty

On voit qu'il y a deux cas a considérer: ou la distance d'une extrémité a une
: . 82—6, :
autre de 1'élément I'; , Ax=2p |sin( 5 )|, est plus petite que le temps ¢; ou

elle est plus grande que t,. Dans le premier cas ( Ax<¢; ), la condition (3-1) est
toujours vérifiée donc on intégre sur tout [6,,09]x [61,65]. D'autre part,
puisqu'il n'existe aucun point Y de I'; tel que pour tout X de I'; , |X-Y]=¢t;, on
n'a pas de "pseudo”-singularité . Dans le cas Ax2 ¢, , la "pseudo”-singularité
existe et l'intégration se fait sur une bande du pavé [6;,05]1x [6;,05]( figure 1).

Traitons d'abord ‘ce dernier cas.

cas Ax 21,
La "pseudo"-singularité, on I'a déja dit, se trouve en les points

X-Y]=1,

soit pour les angles 9, 6’ tels que:
9'

2p|sin(9; )=ty
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La singularité en |[X~Y|=0 se trouve bien siir sur la diagonale 6=6" du pavé.
Les roles joués par 6 et 8’ étant les mémes et le domaine d'intégration étant
symétrique par rapport a la diagonale, l'intégrale sur la bande hachurée du
pavé se réduit & deux fois celle de la demi-bande:

0, [6+2a Y -
2170
F=2p Jo,Je Gy (2p Isin €

Y dede’

el

6, 8 _
+zp2j9?jezck(2p|sin("2 ))de de’
0

On fait le changement de variables suivant pour se ramener au carré [0, 1] x
[0,1]:

6=(£05+(1-£)6; Y (1-n)+(£6,+(1-5)6;)n
0'=(565+(1-8)0,)(1-m)+(£62+(1-E)6p) 7

Le jacobien d'un tel changement de variables est égal a:
Jac(n)=2a|0;—~6,-2an|

Puisqu'il ne dépend pas de la variable £ et que 6-6'=—2an , la double
intégrale se transforme en une intégrale simple sur [0,1]:

1
Fri=tp%a[ 16,-0,-2an1Gy(2p lsin(am Ddn

La "pseudo"-singularité a été envoyée en n=1 et la singularité se retrouve en
n=0. On écrit maintenant le noyau G, sous la forme:

G, (R)=f,(R)(t2-R2?)V2- £, (R)Argch (%)

ou les fonctions f; , fo dépendent du schéma choisi. L.a partie contenant la
singularité est alors:

11=f(1) |65—6;-2an | f2(2p |sin(an)|)Log(2p |sin(an)|)dn
et celle contenant les "singularités numériques” est:
12=J; [62—6:1-2an| [f1(2p|sin(an)|) (¢§-(2plsin(am) )?)2 -
fa(2p|sin(an))) Log(t,+ (ti-2p|sin(an)|)2)2)dn
La singularité logarithmique est facile a traiter: il suffit d'écrire

1 1 .
I1=,[0 Jo(n)Log ndn +J0 Jo(m)Log(2p |sin ;a ] ydn
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61

1 0y~
Ffi.—.zpz(ez—el)zfo (1-1) G4 (2p|sin( 22 m Ddn

Dans ce cas on n'a pas de "pseudo”-singularité. La singularité en n=0 se traite
comme dans le cas Ax 21, .

Eléments adjacents
On appelle 6, et 64 les angles correspondants aux extrémités de I; et oy,

oy ceux correspondants aux extrémités de I';. On suppose que le point
commun aux deux arcs de courbe est en 6,=a; et que de plus 6;<6y=0a;<a,.
D'autre part, les morceaux de courbe étant égaux, on a 65— 6;=as~ ;. On
note & la distance séparant les extrémités de I'; U et Ax la longueur des

segments:

. O9—6 . 02-6
d=2p|sin( 22 Ly, Ax=2p|sint 22 L
Trois cas sont a considérer: t,<Ax , Ax<t,<d , d<{, .

cas Ax 21,

t
L'angle a désigne toujours Arcsin( ﬁ) et par la suite, il en sera toujours

de méme.Le domaine d'intégration est un triangle:

8y yde do’

14

0 0+ 2a 06—
: 21°2 .
FkJ p fez_zafal G (2p|sinC—

La singularité est concentré au point 6o= 0=0’ tandis que la "pseudo"-
singularité est située en 8'= 6+2a. On transforme le domaine d'intégration en
une moitié du carré [0, 1]x [0,1]:

1
Fii=1pa? [ [* Gy(2plsina(g-n-1)Ddzdn
En posant :

E=(1-u)v+u,n=1Q-u)v

on déplace la singularité en u= 0 et la "pseudo”-singularité en u= 1 et on a:
Fr=4 2azjl uGy(2pisin(au)])du
ij= p 0 k P

L'élimination des singularité et "pseudo"-singularité se fait comme dans le
cas des éléments confondus et on procédera tocujours de méme.



cas Ax<t,<d
La figure 2 donne le domaine d'intégration. On sépare ce domaine en deux
parties en coupant au niveau de la diagonale de [6,,05]1x[a;, as].

&
a2 S

a, &\ —»0

6, 6,

- Figure 2 -

e e e k : .

Ainsi l'intégrale de base F; j se compose d'une intégrale contenant
seulement la singularité en 6,= 6=0" et d'une autre contenant seulement la
"pseudo”-singularité en 8'= 6+2a. Aprés des changements de variables
similaires & ceux décrit ci-dessus, on arrive a:

6,

1 . B9—
Fij=p*(65-61)2] u Gy(2p1sin 25

l

u)|)du -

62—6,

1
+p?|6;-a,+2a IJO |82—0,+(02—0,—-2a)n|GL(2p |sin( (I-n)>+an)|)dn

La singularité logarithmique se retrouve dans la premiére de ces intégrales en
u=0 tandis que la "pseudo"-singularité est dans la seconde intégrale en n=1.

cas d<t,
L'intégration se fait sur tout [6,,0,)x[@;,a,] et seule la singularité en
6,= 6=0" apparait. Quelques calculs simples conduisent a:

i

1 6,—06
F”fj=p2(92—61)2{_[0 u Gy (2p|sin( 22 L)) du

6,

00—
+ [} u G (2plsin @25 @un pau)

L'argument de G, ne s'annule que dans la premiére intégrale.
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Eléments disjoints

Puisque les éléments n'ont aucun point en commun, nous n'aurons pas a
traiter de singularité du type Log R. Par contre il subsiste la "pseudo"-
singularité en t,= R. Introduisons d'abord les notations: d,,;, désigne la
distance minimale parmi les distances reliant les extrémités de I'; & celles de
I';, dmex 12 distance maximale et d; et dj les distances restantes. En fait
puisque le cercle est découpé en morceaux d'égales longueurs, on ne peut avoir
que les deux cas suivants représentés par la figure 3: les segments
"extérieurs” reliant les quatres extrémités de I'; , I'; forment un trapéze auquel
cas d,= dy=d; ou un rectangle alors dy=do=d, . et d%;, +Ax2=d2,,, .

dfrﬁn d min
Ax A A d Ax
dm max
d max dmin
—~ Figure 3 -

cas d,,;n21;
Que ce soit dans le cas du trapéze ou du rectangle, l'intégrale Ff jest nulle.
cas d,,;, <tp <d; (trapéze)

On note a,, =Arcsin( 2’":)"). On va se placer dans un cas particulier,

sachant que l'écriture finale de Ff jne change pas, ceci étant aussi valable pour

tous les cas traités précédemment. On suppose que:

. 01—6 . ag—6
dpmin=2psin 5=2), dpar=2p lsin 25—1) |

a,—0
d;=2p|sin (—Lz—ﬂ)l pour p=1ou 2

et que de plus 8; <0, a;<ay. Alors on a:

2 -
F =p? i Je+ o‘Gk(2p|sin(92

) o, -2a"a,

8y dede’

soit encore:
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1
Iv’?j=4p2(a—am )2 J.o uG,(2p|sin(1-w)a,, +au)|)du
la "pseudo“-singularité se trouvant en u=1.

cas d;<t, £d,,,. (trapéze)
On est dans un cas similaire a la figure 2:

0, (6+a,—0 . 0—-0'
_ 2,{% 179 ,
Fii=p {j'elfml Gy (2psin G55 dode

92 0+ 2a , 6_9' ,
+jelje+al_91Gk(2plszn( 5 )|)dede’}

On transforme ces deux intégrales en:

626y
2

1
F: —p2(62—61 2 '[0 uG,(2plsin(a,,+ u)l)du+p2|61—a1+2(a-—am)|

-

09—6
E5+ e (I-n+am dn

1
fo | 89— 8, + (85— 6y -2(a~a,,)) 1 | G4 (2p |sin

Seule la seconde intégrale contient la "pseudo”-singularité.

cas d, . <ty
Quelque soit le cas, on intégre sur tout [6,05]1%[ay,@s]. En suivant la
~procédure habituelle on obtient l'intégrale simple sans "pseudo"-singularité:

1 6,—0
F?j=P2(92-91 )2J.0u[Gk(2PISin(am+ 22 1u)l)

6,—-6
+G,(2p|sin(a,, + 22 L (1+u))])]du

cas d,,;, <t} <d,... (rectangle)
La figure 4 montre les deux triangles sur lesquels on intégre.
L'intégration sur le triangle "inférieur droite” donne l'intégrale:

1
4p?(a—a, )2 IO u G, (2p|sin (1-w) &, +acu )| du

alors que celle sur le tringle "supérieur gauche” ameéne a la méme intégrale.

Dans tous les cas d'éléments, pour £, assez grand, on n'a pas de "pseudo”-
singularité puisque pour tous XeI';et YeI;,la distance |X-Y] est toujours
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strictement inférieure au temps ¢,. Pour le cas des éléments disjoints, lorsque
tp>d,,.. »0n n'a ni "pseudo”-singularité ni singularité dans le calcul de Ffj

Dans le cas des éléments confondus ( ¢,>Ax ) et des éléments adjacents ( t,>d ),
il reste & traiter la singularité en |X-Y|=t, . Toutefois si on calcule directement

les matrices M* sans passer par le calcul des F* , on constate que la singularité
disparait. En effet, pour {,_,>Ax dans le cas des éléments confondus et ¢;,_o>d

dans le cas des éléments adjacents, en tenant compte de (2-8) et (2-10) et apres
quelques calculs simples, les éléments M s'écrivent pour le schéma P{-P; :

= H, ((X-Y|)d d
M3 Hrixrj/pf_m_z LIX-YDar dy(¥)

avec:
Hy (R) =5 (tha (1 - B2ty (1 -R212)
+4—3;{tk(t%—R2)1’2—tk_1(t%_l-Rz)1/2}—3%—{tk_1(tf_l—Rz)1/2—-tk_2(t%_2—R2 )V2)

k+1 R2 R2
+——{Argch( )-A gch( )}(t;u,1+2 {Argch( =1y_Arge h(———)}(tk_z o )

1 t ty
~in {Argch (Ek)—Argch (Tki,—l)} (R2-2At% +12+42 )

Pour les deux autres schémas, si t;,_;>Ax (éléments confondus) ou ¢,_;>d
(éléments adjacents), 'élément i j de la matrice M * est égal a:

M= H P Hy(X-¥Ddye0dy(y)

ou le noyau H), s'écrit en fonction du schéma:

o schéma Py-IP,

Hk (R)=__2%_t_{(t£+1_R2)1/2_(t%_R2)1/2}+ 2_17;{(t%_R2)1/2_(tz_1_R2)1/2}

’“1{Ar ch(—52 i1y pree h(—)} {A gch(R) Argeh (2L 1)1

o schéma Py-TP,

Hy (®)= 2 (Argeh (1) -Argeh (1))~ 2L (Argeh (2)-Argeh (A1)






3-2. Contour approché

La frontiére I est approchée par un ensemble d'arcs de courbe
polynémiaux d'ordre 1: chaque arc I ( gl)I‘,-=I“ ) est approché par le segment

d'extrémités celles de I';. Les intégrales a calculer sont égales a:

t
Fo=-Lf Argeh () dy0) dy(y)

27 7 LTy XY sty

puisqu'on a choisi de ne traiter que le schéma Py-Py , les fonctions de base de
l'espace V, , approximation de H~1!/2 (I', ), étant prises constantes par
morceaux. On ne suppose pas que les segments I';, sont tous de la méme
longueur. On note Ax; et Ax; les longueurs respectives de I';;, et I'j, dans toute la
suite. Comme pour la surface exacte, on considére les trois cas: éléments
confondus, éléments adjacents et disjoints. Quelque soit le cas, on sait calculer
F? ; de fagon exacte c'est-a-dire sans faire intervenir de formules d'intégration
numérique.

Eléments confondus

Le cas des éléments confondus est le plus simple a traiter. On note
X;=(x1,y;) et Xo=(x5,y5) les coordonnées cartésiennes des extrémités du
segment I';; . On suppose que I';; a pour équation

y=ax+C, ,xe[x;,x,] (oiz on suppose x5 >x; )

Cette hypothése ne change en rien le résultat du calcul de Ff IE Alors:

F?- =—2i(1+a2) _[ , H(t,—V1T+a?|x—x’| )Argch(—tk—-—)dxdx'
¥ xelx;,x] “x'elx),x,] \ﬁT&_’lx—x’l
ou la fonction H est la fonction de Heaviside. Deux situations peuvent se
produire: la longueur Ax; est plus petite que le temps ¢, auquel cas on a
toujours V1 +a? [x—x'| <t, pour tout (x,x')elx;,x5]% ou Ax;>t, et alors le
domaine d'intégration est donné par la réunion des deux trapezes (figure 4).
Récapitulons ces deux cas:
cas Ax;<t;

1 2 tk ’
S om——— Argch(———)dxdx
Ffl 5, (1+a )Le[xl’xz]L,e[%xz] rgch( — Ix-x'l) x
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cas Ax;>1,

I R YEPR:
Fli=-5-th(-1+ )

On vérifie bien qu'il y a continuité en Ax;=t; puisque f(1)=-g- .

Eléments adjacents
Puisque les éléments I';, et I';, sont adjacents, ils ont un point commun que
nous notons X.= (x.,y.). L'autre extrémité de I';, est X;=(x;,y,) et celle de I';,,
est Xo=(x9,y5). On définit I'angle a fait par les deux segments:
- -

a=Arccos( UV )

- =
1IVIIUL
- - .
ou U et V sont les vecteurs de coordonnées cartésiennes (x; —x.,y; -y, ) et
(29— x, ,y2—Y. ) respectivement. La figure 5 représente 1'angle a choisi.

~ Figure 5 -

Un cas aux calculs similaires a ceux du cas des éléments confondus est quand
a=r soit quand les segments sont portés par la méme droite. Si d désigne la
distance séparant X; de Xj i.e ici d=Ax;+Ax; alors on a:

cas d<t,

121 d,_ 8%y D%
Fij= =55 t(3+ FE-FGD-FG)
cas d>1;, Ax; <ty , Ax;<t,

o 1l nd_ Ax;, . A%
= "otk (53 th f(t,,) f(t,, 2

i
cas Ax;<t;, <Ax;

1 9,1 7nlx; Ax;
Ffj=—ﬂtk(-2-+§'ﬁ—f(—tk—))
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Cette derniere formulation est trés pratique puisqu'on peut représenter
clairement suivant les valeurs de ¢;, Ax; , Ax; et o le domaine d'intégration. En
fait, on dénombre un assez grand nombre de cas aussi ne donnerons nous
qu'un calcul détaillé, les calculs des autres cas employant les mémes
techniques.

On choisit a< % et Ax;<t, <Ax; ainsi que d<¢, . De ces hypothéses, on tire la
forme du domaine d'intégration. Puisque Ax;<t; , on a Ax; sin a<t; et donc la

Ax-
droite T-L —tg—a coupe le cercle y=VY1—x? en deux points x, et x_
k

Ax; Ax;
x+=sin o( T-Lcosa +( 1—(71)2sin2a )2
k k

Toujours des hypothéses sur Ax;, on voit que x_ est négatif. D'autre part le fait

que d < t;, implique que x, > t—' sina et Ax;sina<t,. L'intégrale FZ s'écrit
k

alors:

sina
1 j jt tga ] ’
Fff “Orsina ! ' Argch('{___z__e_ Ydxdy

tga Y “+X
AII
-t—sm a T -——tg o
+ ) k Argch(———)dxdy)
sina -\'1-;:2 Vy “+x

On passe maintenant en coordonnées polaires dans chacune des intégrales. Si
on note a;=—-Arccos ( % sina) et ay=% Arccos( % sin ), le signe de ay dépend
de celui de Ax;— Ax;cos a de la fagon suivante:

;>0 si Axj— Ax;cos a>0 , 0y<0 si Ax;— Ax;cos a <0

ce changement de variable conduit a:

Fr=

ij- 27zszna{-[ j

(6)
rArgch(%)de dr+J'01 j? rArgch(%)de dr
2

NIH

+J' @ j— rArgeh(2)dodr)

avec:
Ax;sina Ax;sin a

i net Redadebad e bt

r1 (6)= t,cos 6 et r2(6) t; cos (6—a)






Ax,—ztk,ijZtk Oijsina<tk

Ax,- .
Ox,<5— sina
L

*(Ax;sina2ty) ou (Ax;sina<ty, et Axj—Ax; cosa<0)

ij= T4rsin

2
R (e a)+G1(A—?)}

* Ax;sina<t, et Ax;—Ax; cosa>0

2

__1 b 1 _J 102k
Flj= 17 gom ((m-a)+ GH(FE)+ G( )

Ax,- .
Ox,<5—sina

73
* d<ty
th= 417tszrfoz((7r a)+G2(— A:’d)*-GZ(AT?’%’d)}
* d 2t
pro L B o a)+G1(—)}
tJ 47rsma
o Ax;sin azt,
DAx;sin a2t
2
Fﬁj:_zl}?sztna(” @)
OAx;sin a2ty

P 1k (- a)+G1(—)}

1y 47 sina
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Eléments disjoints

On va distinguer deux grands cas: le cas ou les droites portant les deux
segments I';;, et I';; sont sécantes et celui oui ces droites sont paralleles et non
confondues. Le cas des droites paralléles confondues est considéré comme le
cas limite a= n des droites sécantes d'angle a.

Commengons par le cas des droites sécantes non paralleéles formant un
angle a choisi positif:

a (= x)x g =2 1~y 2 —y,)
o= Arecos R K 15X, )

les extrémités de I, étant notées X;=(x,,y,) et Xo=(x4,¥,) et celles de I' jn étant
Y, =(x"1,y"1) et Yo=(x'5,y'5). Le point d'intersection des deux droites est
désigné par X;=(x;,y;).

Soient ¢, xg et t,yo les distances maximales des extrémités de I';, et [y,
respectivement, au point X :

(3-8) tyxo=max(|X;-X; |, 1Xp-X; )=1%-X;|  I=1ou2
(3'9) tky0=max(|Y1—-Xi|,]Y2—Xi|)=|Ym-—Xi| m=1ou 2
La distance d du point X; 4 Y,, est:
d 2=t} (x3+y3 -2 2y, cos )
Soient maintenant XeI';, et Ye I';;. La longueur |X-Y]| est donnée par:
IX=Y|%= |X-X; |2+ |Y-Y,, |2+d 2-2|X-X; | |Y-Y,, | cos a—2 |X-X; | (}1X;-X; |
—cosa |Y,,-X;| )-2[Y-Y, | (|Y,,-X; |- |X;-X;|cos a)

Puisque X appartient au segment (X, X, ) et Y au segment (Y,,Y, ), on peut
écrire:

X-X;|=tAx; , |Y-Y,|=t'Az; , tt'e[0,1]

On en déduit que:
IX-Y|2= 2 AxZ++ (¢')2 AxZ -2t t" Ax; Axjcos a +2 t Ax; X, +2t" Ax; Xy +d P=g% (t,t)

ol on a noté:
X, =-|X;-X;| +cosa |Y,,-X;| et Xp=-|Y,-X;|+|X;-X;|cos a

L'intégrale de base devient alors:

Ly ,
rﬁ)deT

1 11 ,
Fij=-5- 0505 ] [ H gt w0 Argeh (]

t 2r
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On note dist 1a distance séparant les droites:

hy
Uy

. o hy hy ui h
sivy=0 dist=|-2-—2| , siv;20 dist=(1+— )2 |2
Ug Uy U% )

Soit maintenant x, la distance définie par:

(3-10) stvy=0 x,=min(y;,y2)-max(y'1,¥2)=y1=¥'m
. U% 1/2 . Uy U% h2 hl
(3-11) st v3#0 x,=(1+—=)"“[min (x;,x9)-max (x'y, x5 )]+ —( 1+— yyv2(=_1
vy U1 vy V2 U
2 2
ez, e ML e b
xa—(1+v¥) [x; x’"]+v1(1+v§) (v2 U1)

Quelques calculs montrent que x, est la distance entre le point Y,, de la droite
portant (Y;, Y, ) et le point XMI , projection orthogonale de X, sur cette méme

droite. Soient X e(X;, X;)et Ye (Y;, Y, ), si on note Yy la projection
orthogonale de X sur la droite usx+voy=h,, la distance de X & Y est donnée

par:
IX-Y|2= |Y-Yy|2+dist?

et comme |Y—YX|2=(xa + X=X [+ |Y-Y,, | )2, en changeant d'inconnues

X=X |=tAx; , |Y-Y,,|=t'Ax;

on a:
IX-Y|2=(t Ax; +t' Axj+x, )2 +dist?
En posant:
Ax;+x Ax;
x=1—— et y=1 1 +x
7 7
I'intégrale de base s'écrit:
1, [ [rhn 1
F=-5-t}) s H(1-\y%+C?)Argeh( )dxdy
n X, x y +(C*
ou on a noté:
Xg dist
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On passe maintenant au cas des droites sécantes d'angle a. Avant de

traiter séparément les cas 0 <a < g et %Sa«r, on introduit des notations

communes a ces deux cas. On définit les quatres distances liant les points
extrémités de I';, et I';; & partir des distances (3-8) et (3-9) et de x'g= x, - Ax; ,

Y'o=Yo—Ax;:
d? =t2(x3+y3 -2xyyocosa), di= t2(x3+y3-2x1y"gcos @)

d3=t2(x2+ y2 _2xyy'gcosa), d¥=t2(x'3+y3 -2x'yyocos @)
Les fonctions G* et G2 étant celles données en (3-6) et (3-7), on pose:

J§=G2(xo,yo,d)—G2(xo,y'o,d1) » J1=GA¥'0,20,d1) -Gy 0, %0, dy)
Ji=G¥x'0,50,d9)-G2x'0,5'0,do) » Js=G2(¥0,%0.d)~ G (¥,x'0,d3)
B=GHy )-GAy 'y 0de) » S3=GHy- Gy ody) , JE=G¥an 30,
Ja=G(x'0,0.d2)

P=G¥y'0,x0,dy) , J2=G¥y0,%0,d) , J2=GNx0)~GHxp,5'0,d;)
J2=Gl(x'g)- G*(x'0,¥ "0, dp)

J1=GXy'0) , J3=G(y0) , J3=G'(x) , =Gl (")

. n
Droites sécantes o <a<nm

Odoztk F‘Z:O
Pro-l B g g, e
°od <ty ii="Zrsina Y3175t )
2
dy2t, dy> S S S S\
od0<tk,d2tk O l—tk * 2_tk ij= Az sino 1 4
1t 3 3
Od,>t, =*dg21, = T an m( —Jl-—Jz+ Jy)
2
1 i 2
Od;<ty *dg>l ij= —Gm(—Jﬁ—J4+ Jg)
R W
Dd1>tk *d2<tk l./= —4—”81na(_ 1— 4+ J3+J2)
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* xgsina<let (y'g—xgcos a) (yo—xpcos a) <0

1 1,71, 71
F:"f T4rn szna( —Jy+dy +J5)

—d2t, et xy—yyscos a<0

1 2

ij= "4n sina

(—Ji+dJ%)
—d<ty

2
1 1, 12, 13
F?.f 47rszna( ~Jy+d; +J3)

® dy 2t et xy—y'gcos a<0

Ff.=0

ij

® dl <tk

(yosina21) ou (yosina<1l et d2t; et xy—yqcos a<0)

Pt B g

) 47rsna

yosina<l et d2t et xog—yocosa20

F=- % (=2 +J2+J7 )

L 47r sina

yosina<l et d<i,

1

Lr— 2 2
ij= " 4gn szna( J +J4+J

Ody2t, et y'o~x'gcos a<0

pour ce cas on remplacera x, par y, et réciproquement et x’y par ¥’y dans le cas
dop2t;, ety’p—x'pcos a20.
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®d2<tk
dZtk

—>(xgsina21) ou (xgsina<let (y'g—xpcos a) (yg—xgcos a) 20 )

t2
Fr=—t (g3 _gtigd)

l 47 sina

— xpsina<let (y'o—xpcos a) (yg—xgcos o) <0
2

1 3 4, 13, 11
F{.‘j 4“ma( —J3 —J4 + 3 +J))

d<tk

=L (- J3 ~Jy +J5+J3)

iJ- "4rnsina
xdq 2,
® dg 21,
d2t,

—(yosina=1) ou (ygsina<let (x’g—ygcos a) (xo—ygcos o) 20 )

[ N SPE

tJ 4 sina

— yosina<let (x'g—ygcos a) (xg—ygcos a) <0

1 2, 11, 12
Fff 47rszna( J4 —Jy+dy+dy)

d<tk
2

Fr=-Ll (=J} -J% +J2+J3)

tJ 4 sina

®d2<tk
d=t,
__1 t 4 3. 42
F:'e.i__4 szna( —J1 J4+J2+J3)
d<tk

Fra-Ll % % ——(=J% = JE + Ty + )

) 47 sina
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®d1 Ztk "‘d2<t]z

Fij= o 13(Gd, X, =Gldz, X2 )+l inf (X2, 0)=inf (X, ,0)])
/4

®d1 2l *d2 21

-1 2 i
Fij= ~5-t3(G(d, X, )-ninf (X, ,0))

*dZtk et XaZ 0

Ffj=0
*dZtk et Xa<0
od, 2t et X2<0
* doZtk etX2<0
F:):O

*dg2t; et X020
—)d1 Ztk etX§<0

.

U

1 2
—27I'tk(1 C)ﬂ'Xg

—d, 2t et X220

Ax;
Fij= 5=} (1- )t

- dl <tk

Fii= o= {(1- O)xX2 + CxX! -G(dy, X}) - nsup (XL, 0)
T

* do <tk
- dl Ztk

Fij= ~5= 13(G(do, X)+nsup (X3, 0)- CzX3)

- dl <tk

Ax; 1
Ftj= 5= 3(G(do, X0)>-Gldy, X} -CFin+ nlsup(XY, 0)-sup (X3, O)1)
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Etant donné le grand nombre de cas a considérer, il faudra dans l'avenir
pour traiter des probléemes plus complexes ( probleme dissipatif, obstacle
tridimensionnel) introduire des formules d'intégration numérique dans 1'une
(ou les deux) intégrales sur I'; pour réduire la complexité et le temps de calcul
des F* tout en gardant un ordre de précision acceptable.
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courants jusqu'au temps (n, +1)A¢. La matrice M ° étant, quelque soit le

schéma, ( on a renommé M° la matrice M du schéma P,—P, ) définie positive,

on utilise la méthode de Cholesky L L’ pour "inverser" cette matrice. Pour
obtenir une matrice M ° trés creuse, dans le cas ou le contour I" est un cercle,
on a introduit le rapport:

cAt

Ax

o1 ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide (c= 3. 108 m /s ). Si ce rapport est
plus petit que 1, on voit que lorsque I est un cercle ( ou un carré, une ellipse ou
toute autre forme simple avec Ax assez petit ) la matrice M° est de la forme:

(1-1) M°=

ou les seuls éléments non nuls sont représentés par une étoile, ceci quand on
numérote les morceaux de courbe dans le sens de l'abscisse curviligne
croissante ( ou décroissante ). Il suffit alors de stocker trois vecteurs (la
matrice étant symétrique) soit N+(N-1H+ (N-2) inconnues. L'inversion par
une méthode de Cholesky profil est alors trés rapide. Bien sir, dans le cas d'un
contour quelconque, la matrice M ° peut trés bien ne plus étre de la forme (1-1)
et en particulier étre beaucoup plus pleine. A priori le réel a n'est pas
forcément plus petit que 1. On verra par la suite le réle joué par a.

En ce qui concerne les matrices M*, k21, on voit qu'a chaque étape n, on a
besoin de connaitre n matrices. Au total, pour calculer le courant juqu'au
temps (n, +1)At, il nous faut conserver n, matrices. Sachant que toutes ces

matrices sont symétriques, on garde en mémoire n,x N xN; 1 réels. Si l'on

veut éviter de stocker les n, "demi"”-matrices, on peut les calculer & chaque pas

de temps. Cette méthode s'avére trés onéreuse en temps losqu'il s'agit de

calculer la SER ( surface équivalente radar ) pour un balayage en fréquences :
on résoud alors le systéme matriciel nfois ol ns est le nombre de fréquences

d'ott nyx(n,+ n, -1+ ...+ 2+1) matrices a calculer!

Au contraire de ce qui se passe en dimension trois, on ne sait pas dire ot
sont les éléments non nuls des matrices M * . En 3D on pourra se reporter a [13]
pour trouver un stockage optimal des matrices M k|
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En dimension deux, la SER ( surface équivalente radar ) est donnée par la
formule:

’ L 21 —tku'x aUz . ’
se,uu)=g CENVE [ eeE (G2 4iku n v, ) dy)

ou k est le nombre d'onde, u la direction d'incidence et u’ celle d'observation.
L'onde diffractée v, est solution du probleme harmonique:
{(A+k2)u,=o dans Q

v,=—e'* 4% syrl

et vérifie 1a condition de radiation de Sommerfeld a l'infini. On a:
—ikr

ikr
v, (r9)=ev;_- s(k,u,—9)+o(eT ) quand r— +oo

Le principe d'amplitude limite démontré dans la partie A reste pertinent en
dimension deux: ainsi si on calcule pour un temps ¢ assez grand l'onde
diffractée solution de:

(02-c?A)E,=0 dansQ
E,=—e *te'*u=Y(x u—ct) surT
E(t,)=0 t<0

ou w=kc est la pulsation et on a supposé qua l'instant t= 0 l'onde incidente
touche l'obstacle. Alors on a:

e'“'E, (t,x) ~v, pourtgrand
ce qui nous donne un procédé de calcul de la SER par une méthode dépendant

du temps:

. . . . , aE
s(k, u,u'):i— (—7;2—lk)1/2 Ir glwto-iku'x (—a—n-’-(t,x) +iku’. n E,(tx)) dy(x)

soit en fonction du courant p:

n__L 2 2 —iku'x [ iwt . , ihux
(1-2) s(k,uu’)= 4(7rk) _[re (e’ ptx)+ik(u+u’).ne ) dy(x)






tandis que pour l'onde €2 ona :

1. . T t . T T
4—[sm w(t—zw)+1]+a)§szn w(t—a)—) , tel0, 5]
_J 1. _37r 2r o . o n 2x;
x(@)= 4[szna)(t —zw)+3]+(——w t)Ssmw(t w) ,te[w,—w]
1¢>2%
)

On verra que la régularité €2 donnera les meilleurs résultats. L'onde
diffractée E,(f,x) est bien évidemment un complexe.

Impulsion
Ce que nous appelons impulsion est une onde plane sinusoidale sur une
période:

(2-1) f(t)={ l-coswt , te[O,%r]
0 ailleurs

L'onde incidente ayant un support compact en un point donné, on s'attend a ce
que, pour ¢ — oo l'amplitude de l'onde diffractée donc du courant tende vers 0.

2-2, Présentation et commentaires des tests numériques

Dans un premier temps, on va s'intéresser aux schémas construits en
conservant le contour I'. Ceci nous permet de tirer les conclusions sur chacun
des trois schémas. En particulier, la méthode Py-IP, s'avere étre la meilleure
des trois méthodes en ce sens qu'elle fournit d'aussi bons résultats que les
autres, qu'elle est plus stable et plus rapide. La validité de l'approximation de
I' sera donc testée sur le seul schéma Py—IP, pour trois géométries
représentatives: un cylindre circulaire, un cylindre de bas carré et un cylindre
elliptique. Pour finir, on donne quelques résultats de SER.

Nous montrerons trois types de sorties graphiques: des courbes retragant
I'évolution du courant j en des points du contour ( aux points éclairé et caché,
correspondants au point d'impact de 1'onde incidente et & son point opposé ) ,
des courbes représentant jsur I' & un temps fixé et des courbes donnant la
SER en "backscattering” ( c'est-a-dire quand le point d'observation est aussi
celui d'ou est partie 1'onde incidente ) en fonction de la fréquence.
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ns, il n'en est pas de méme apres: le courant calculé par le schéma P,-P,
quand ¢ devient grand devient négatif et s'éloigne de zéro, le schéma PPy-P,
donne des oscillations a partir de 30 ns tandis que le schéma Py-P, a le
comportement attendu. Outre sa plus grande stabilité, le schéma Py-P, est le

plus rapide: en effet le noyau des intégrales F * est le plus simple comparé a
ceux des intégrales des deux autres schémas et donc il y a moins d'erreurs
numeériques a chaque étape de temps. Ceci peut aussi expliquer la différence

de stabilité entre les trois schémas. De plus, on rappelle qu'on a eu recours a
une étape de condensation dans la construction du schéma P;-P;: de la

découlent sans doute ses moins bonnes performances par rapport aux autres
schémas.

A partir de maintenant, on se limite a faire des tests sue le meilleur des
trois schémas i.e le schéma Py—-IP,. On rappelle la forme du second membre

contenant 'onde incidente de la formulation variationnelle espace-temps apreés
discrétisation en espace et en temps:

tn+l ,
f,n frqﬂf(x)a,E;(t,x)dy(x)dt

On voit qu'en intégrant en temps, il n'apparait plus de dérivée en temps de E: :
on peut donc essayer de prendre l'onde incidente €° en temps. Ce qu'on fait
avec 1'onde harmonique. L'évolution du courant induit par cette onde €° est
donnée par la figure 10. Si au niveau du point éclairé les ennuis
n'apparaissent qu'au bout de ¢t= 15 ns, ils sont de suite visibles au point caché.
Ceci se confirme en regardant en ¢ =20 ns les parties imaginaire et réelles du
courant en fonction de l'abscisse curviligne ( figure 11 ). par rapport aux
résultats obtenus quand la régularité de l'onde est €! ou €2, les écarts sont
importants surtout prés du point d'impact dans la zone éclairé et dans la
majeure partie de la zone cachée. De méme si l'on compare 1'onde harmonique
¢€la celle ayant une régularité €2 ( figure 12 ), on voit que la plus réguliére
donne de meilleurs résultats. On choisira donc pour les tests suivants 1'onde
harmonique €2.

On a vu précédemment que pour gagner de la place mémoire, on pouvait
annuler les matrices M * apparaissant dans le schéma Py~Py & partir d'un
certain entier k,. Si on choisit ce k, tros petit il est évident que le schéma ainsi
"tronqué” va mal se comporter. Différents essais nous ont appris que pour k&,
tel que ck, At~5p=5 les résultats obtenus restaient trés bons ( figure 13 ).
Dorénavant on tronquera la suite des matrices M k
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rapport au phénoméne temporel qu'on veut observer, le schéma est stable
méme pour a=2.

On veut vérifier cette derniere assertion pour des fréquences plus élevées.
On consideére cette fois-ci I'onde incidente plane (2-1) rencontrant un cylindre
circulaire ( toujours de rayon 1 m ). Pour un méme maillage de 72 éléments
(critére en A/6 environ ), on choisit différentes valeurs de a et on regarde le
courant induit au point d'impact ( figure 18 ). En prenant a de plus en plus
petit, on lisse les courbes & partir de 2 ns environ. Pour a=2, la mauvaise
restitution du "pic" est due au pas de temps trop grand. En ne conservant que
les courbes a=1 et =0,5, on ne voit pas apparaitre d'instabilités jusqu'a 12
fois le rayon de l'obstacle.

On calcule la surface équivalente radar ( SER ) du cylindre circulaire
infini considéré ci-dessus par la méthode "d'amplitude limite" rappelée dans
le paragraphe 1. On choisit plus particulierement de calculer la quantité

o(k,u,u’)=2r|sk,u,u’)|®> avec u'=—u

qui s'exprime en m2 On compare comme précédemment les résultats du code
EOLE a ceux du code BENOU . Le cercle est d'abord découpé en 72 éléments pour
le code EOLE, en 200 éléments pour le codeBENOU . On fait varier la fréquence
de 100 a 600 mhz. Les courbes de la figure 19 donnent

10 logyo(o(k,u,-u))  ( endbm?) -

en fonction de la fréquence f=kc /2x.

Le premier test consiste 4 prendre deux valeurs de a: a= let a=0,5. La
valeur a= 1 donne de mauvais résultats ( plus grande erreur de l'ordre de 1
dbm? ): le cercle n'est pas assez maillé et le pas de temps est trop important
pour observer de fagon suffisamment précise le comportement harmonique du
courant. En prenant a=0,5, on améliore nettement les résultats et si de plus on
raffine le maillage ( de 72 éléments & 88 éléments ), on obtient des résulatats
satisfaisants. Pour faire mieux encore il faudrait continuer a raffiner le
maillage sans forcément aller jusqu'au critere A/10 ( critere optimal pour
avoir de bons résultats ), la compensation venant alors du choix de a petit.

Les matrices du schéma étant indépendantes de la fréquenée et de l'angle
d'incidence, elles ne sont calculées qu'une fois lors d'un balayage en fréquence
ou en angles d'incidence. Seule reste 1'étape de résolution des systémes:

At=(M°)"1S"  n>20

puisque le second membre S™ dépend de le fréquence et de I'angle d'incidence.
Ainsi le temps de calcul pour un balayage fréquentiel n'est pas trop important:
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CONCLUSION

Nous avons construit, a partir de la formulation variationnelle espace-
temps du systéme de Maxwell en dimension deux d'espace, trois schémas
numériques calculant le courant électrique. Grace aux expériences
numériques nous avons constaté que parmi ces schémas, le schéma P,-P,
établi avec les régularités minimales en temps aussi bien pour le courant que
pour la fonction test donne les meilleurs résultats.

Des tests numériques plus poussés, en particulier avec des fréquences
plus élevées, nous permettrons de valider plus complétement ce schéma.
Ainsi on espére obtenir des résultats convaincants de SER par une méthode
d'impulsion breve.



ANNEXE
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|zo—2z'|<sup D7 | w gy 10i (25,0)—0;(2",0)| <M’ |p; (2,,0)-p;(2",0)]
1<i <N L*(o,)

Finalement, on en déduit la majoration:

J

yel/|x—y|<s Ix—yI

1
|z'-zg | <M’s |z2'-z|

R

LEMME A1-2: Il existe C1>0 tel que pour tout sdans 10,sy1:

1 £0)

S yel/|xyl<s |x-|

dy MM’ dz' =2n MM 2s

d')’(‘/) "L2(r)scl "g HLz(r)

Preuve du lemme A1-2

On a:
£ 4 2 . lew|?
Iyer/lx i<s Ty YN s yeI‘/Ix yl<s || ar»] yel/|x—y|<s |% yld%’)
Le lemme A1l-1 nous donne alors:
-gﬁL 2 ¢ ley|?
-[yer/|x-y|<s lx=y]| A2y yeI‘/Ix-y|<s |x—y] a7

Donc en passant & la norme L2 (') et en utilisant une nouvelle fois le lemme
Al-1, on conclut a:

1 C
I's £ YO 2 so-[ el EOIY

s'yel/|x-y|<s |x—| el /jx—yl<s 7| yl dy(x))dy(y)

2
<Cs leliz

R

LEMME A1-3: Pourtoutxdel,ona quand s—0

1
d
S“yel'/|x-y|<s Ix—y] 1) —— 2=

Preuve du lemme A1-3
On choisit 4 nouveau l'atlas défini dans le lemme Al-1. On a vu que:

(y _[ F(Z)
dy R |g,(z,0)-p; (z', 0) <5 |9;(Zo,0)—;(2",0)]

I=]
yel'/ |x—y| <s Ix—yl

On pose z'=z,+s¢&, & e€R?x{0). Alors l'intégrale précédente devient:
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1 1
S yel'/|x-y|<s |x=y|

d’}’(}') 80 ;G(x)

avec:
1
EeR*x (0)/] Do, (z,,0). £ | <1 | D9;(24,0).& |

Gx)=F;(z]) 3

Pour calculer G(x), on va choisir une carte locale particuliére, le résultat étant
intrinséque. On peut prendre:

0;(z',23)=2", fz")+23) avec f:R*— R
alors :
Do;(z,,0).E=(&1 &y, VFAz).E) et Fiz,)=(1+|Vflz;)|?) 2
Donc

Glx)= (1+| Vf(z;) [2) 12 1 ¢
x V&) 1) J'§,=-1R2,<(oj/|§|2+(Vf(z'o).¢l2<1 (IE1%+|VAz,). €191 :

Soit u= Vf(z,). Comme l'intégrale ci-dessus est invariante par rotation ie

G(x)=I,=14, ol A est une matrice de rotation

on choisit u= (|u|,0) d'ot1 on a:

I,=ViTTuF| L T d61d%

(+ul g2 +e3< 1 ((1+]u| 2)ES +£3

En faisant les deux changements de variables successsifs:

Xy=VI+[uP & ,Xp=&; etX,=rcosb,X,=rsiné

on trouve:
G)=1,=] [ de=2x
Preuve du théoréme A1
On évalue l'intégrale

1 f(x)gly) _ .
s-Urxr/|x_y|<s x—y| dyG)dyy)=I , figeL*()

Soit A e€°XT") alors on décompose I en trois parties:






239

D'ot le théoréme:

THEOREME A2: Soient T’ une variété €, compacte, sans bord de
dimension un et f,g deux fonctions de L2 (). Alors

1 _s _
;jjm ey <5 TEVED) ATECRED) dy(x)dy(y)-njr fx)gx)dy(x)+O0(s)

De méme on peut énoncer les:
THEOREME A3: Soient T une variété €, compacte, sans bord de
dimension un et f,g deux fonctions de L? (). Alors

1 —y2 =
Sy s FOED s PArgeh S0 dr)dy) =5 [ fg@dr@+06)

S
lx—=y|

THEOREME A4: Soient T" une variété €=, compacte, sans bord de
dimension un et f,g deux fonctions de L2 (). Alors

1 2_ 24172 _T
32”l'kl"/lx—y|<s S@)gy) (s®— |x—y %) dy(x) dy(y) 2J'I_f(::c)g(::c)d'y(::c)+O(s)
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