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INTRODUCTION 

Cette étude porte sur les aspects théoriques et numériques d'une approche 
dépendant du temps du problème de calcul de la Surface Equivalente Radar 
( SER ). 

L'idée directrice qui guide cette étude est que le cadre naturel du problème 
de la diffraction d'une onde par un obstacle est celui des phénomènes 
d'évolution. On sait, par exemple, que l'optique géométrique, la T.G.D., les 
notions de rayons captifs et de rayons rampants sont élucidées grâce à 
l'analyse microlocale de la propagation des singularités d'une onde dépendant 
du temps. Puisque les informations les plus fines sur les aspects théoriques du 
problème de la diffraction ont été obtenues par des méthodes dépendant du 
temps, on peut espérer que des techniques de ce genre s'avèrent fructueuses 
dans l'étude numérique de la diffraction, et en particulier, dans le calcul de la 
S.E.R. 

La partie A de ce travail est consacrée à l'étude du problème mixte pour 
l'équation des ondes en présence d'un obstacle inhomogène, composé d 'un 
corps réfléchissant ou absorbant recouvert d'une couche de matériau 
transparent ou dissipatif. En employant la théorie abstraite de la diffraction 
développée par Lax et Phillips [16], [17], nous avons montré l'existence de 
l'opérateur de diffraction. Dans le cas d'un obstacle sans couche [21] ou un 
obstacle transparent [24], le noyau de diffraction admet une représentation 
intégrale espace-temps. Nous avons trouvé une formulation intégrale 
similaire pour l'obstacle inhomogène. Cette représentation nous a permis 
d'établir le lien entre le noyau de diffraction et l'amplitude de diffusion. Nous 
en avons déduit un procédé de calcul dépendant du temps de l'amplitude de 
diffraction. Nous donnons également des conditions suffisantes sur l'obstacle 
pour qu'aucune onde incidente ne soit totalement absorbée en temps fini. 

L'emploi des équations intégrales dans un domaine espace-temps est 
courant dans l'étude de la diffraction d'ondes électromagnétiques en régime 
transitoire: on peut citer par exemple les travaux de Bennett et Weeks [4], 
Jecko [14] et Miller, Poggio et Burke [25]. Tous ces auteurs utilisent des 
méthodes de discrétisation par collocations. Or l'analyse mathématique des 
propriétés de ces méthodes pose des problèmes difficiles, en particulier en ce 
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qui concerne la stabilité. Néammoins leur expérimentation numerique a 
donné de bons résultats. La méthode des équations intégrales espace-temps, 
introduite par A. Bamberger et T. Ha Duong [1], [12] pour le problème de la 
diffraction d'ondes acoustiques dans 1R3, permet de démontrer des résultats de 
stabilité et de convergence sur les schémas qu'elle engendre. Par ailleurs, les 
expériences numériques de Y. Ding [9] sur le problème de Neumann pour 
l'équation des ondes dans 1R3 et celles de E. Becache [5], [6] dans le cas d'ondes 
en milieu élastique ont montré l'efficacité de cette approche. Aussi nous avons 
développé dans la partie B une formulation analogue pour la diffraction 
d'ondes électromagnétiques par un cylindre infini (problème 2D+1) et un 
obstacle borné (problème 3D+1). Après discrétisation par une méthode 
d'éléments finis en espace et en temps, nous avons obtenu des schémas de 
calcul des courants constructifs, stables et convergents. 

La partie C présente l'étude numérique du problème 2D+1, dans le cas où 
l'obstacle cylindrique est un conducteur parfait. On a pu comparé nos résultats 
à ceux du code harmonique BENOU du CEA-CESTA grâce à un principe 
d'amplitude limite: les calculs de courant et de SER ( Surface Equivalente 
Radar) donnés par la méthode intégrale espace-temps sont conformes avec 
ceux obtenus dans le cas fréquentiel. On a montré que nos schémas étaient 
stables en simulant la diffraction d'une impulsion brève. Ainsi peut on espérer 
développer à l'aide de cette méthode un code de calcul efficace pour les 
problèmes de diffr.action d'ondes électromagnétiques. 
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Partie A 

DIFFRACTION PAR UN OBSTACLE 
INHOMOGENE 
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INTRODUCTION 

La théorie de la diffraction par un obstacle homogène d'une onde 
dépendant du temps a été développée par Lax et Philipps (1967, 1973) [16]. Un 
progrès important fut accompli en 1977 par A. Majda [21] qui obtint une 
représentation intégrale du noyau de diffraction. La première partie de cette 
étude a consisté à étendre ces résultats au cas d'un obstacle homogène 
composé d'un corps réfléchissant ou absorbant, recouvert d'une couche d'un 
matériau transparent ou dissipatif. Nous avons établi l'existence de 
l'opérateur de diffraction S et une représentation intégrale de son noyau . 
Nous donnons également des conditions suffisantes sur les caractéristiques de 
l'obstacle pour que celui-ci soit controlable, c'est-à-dire qu'aucune onde 
incidente ne soit totalement absorbée en temps fini. Nous montrons enfin que 
le calcul de l'amplitude de diffraction se ramène à celui des traces des ondes 
incidentes périodiques dépendant du temps sur la frontière de l'obstacle sur un 
intervalle de temps suffisamment long. 
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Le Problème perturbé 

Nous considérons le problème de la diffraction d'une onde u par un 
obstacle immobile (!) c'est-à-dire un compact de l'espace R 3 . L 'obstacle est 
éventuellement inhomogène et composé d'un corps K recouvert d'une couche 
n 1 d'un matériau transparent ou dissipatif, au sein duquel les ondes peuvent 
se propager à des vitesses différentes et en perdant de l'énergie. On désigne 
par n2 l'espace libre environnant, c'est-à-dire le complémentaire de (!)dont on 
note L la frontière. 

(!)=Ku0.1, Q=Ql ufl2, r=iJK, L=iJQ2 

Tl rwrmale à r extérieure à nl 

v rwrmale à L extérieure à Q 1 

Les unités étant choisies pour que la vitesse de propagation soit 1 dans 
l'espace libre, l'onde u vérifie l'équation des ondes en dehors de l'obstacle i.e 

dans n2: 

a;u-.:1-xu=O 

On suppose que u satisfait les conditions de transmission à l'interface L de 

l'obstacle et de l'espace libre : 

av ul =dv u2 

où U; et av u i sont les traces sur L de u et de sa dérivée normale, restreint à ni . 
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Dans la couche 0 1 , la vitesse de propagation c(.x) < 1 déper1d a priori du 
point .xen1 et on introduit l'indice de réfraction r(.x)=c-2(.x)>0. La couche peut 
être dissipative et il apparaît alors un terme d'amortissement dans l'équation 
faisant intervenir un paramètre de conductivité {3(.x) ~ 0 (loi d'Ohm dans le cas 
de l'électromagnétisme) : 

r(.x)a;u-~u+f3(.x)atu =0 

Si la conductivité {3 est nulle, la couche est dite transparente. 
A la surface r du corps K , l'onde vérifie une condition aux limites qui 

dépend de la nature der et que l'on note symboliquement: 

!B(u,atu)=O. 

Si le corps K est réfléchissant, on distingue le cas de la surface libre modélisée 
par la condition de Dirichlet : 

u =0 surr' 

et le cas de la surface rigide pour lequel on impose la condition de Neumann : 

anu =0 sur r; 

on peut aussi considérer le cas mêlé : 

anu+y(.x)u=O sur r, y(.x)~ 0, 

où rest une fonction régulière positive sur r. 
Si la surface de K est absorbante, u satisfait une condition aux limites 

dissipative (de type Robin ou d'impédance en électromagnétisme) : 

anu+a(.x)atu+y(.x)u=O sur r 
où a(.x) ~ 0 ' y(.x) ~ 0 sont des fonctions définies sur r . 

Dans le cas de la condition de Dirichlet on ne fait aucune hypothèse de 
régularité sur r , dans les autres cas on suppose que r est régulière. 

On définit l'énergie E(u(t)) d'une onde u à l'instant t : 

E(u(t))=~ f (r(.x) 1 at u(t,.x) 12+ 1 V zU(t,.x) l 2)d.x+ ~ f y(.x) 1 u(t,.x)! 2 dr(.x) 
n r 

où r(.x)= 1 dans n 2 et r(.x)=r(.x) dans 0 1 • Si le corps K est réfléchissant et la 
couche n 1 transparente, l'énergie totale de u est conservée, soit la quantité 
E(u(t)) est indépendante du temps t . Dans le cas contraire ( la surface r est 
absorbante ou la couche 0 1 est dissipative), il y a dissipation d'énergie, c'est-à­
dire que l'énergie décroît au cours du temps 

E(u(t))SE(u(s)) , 0 s s s t 
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il peut même arriver que l'obstacle absorbe toute l'énergie de -certaines ondes 
incidentes qui s'annulent alors en temps fini. De telles ondes sont dites 
évanescentes et on parle d'obstacle non contrôlable. 

L'opérateur reliant les données initiales (u (0), at u (0)) aux données au 
temps t, (u (t), dt u (t)), où u est la solution du problème de Cauchy écrit ci­
dessus, est noté U(t). Dans le cas où l'énergie est conservée, on montre que ces 
opérateurs forment un groupe unitaire dans la norme énergie. Dans le cas où 
l'énergie est dissipée, la famille d'opérateurs U(t) définis sur l'espace des 
données d'énergie finie est un semi-groupe de contraction. 

En employant les techniques de Lax-Phillips ( [16] pour le cas conservatif, 
[17] pour le cas dissipatif), on prouve la décroissance de l'énergie locale: 
l'énergie contenue dans tout voisinage sphérique de l'obstacle tend vers 0 
quand le temps tend vers l'infini pour toute solution d'énergie finie. Une 
conséquence de ce résultat est l'e:>...'istence des opérateurs d'onde qui permettent 
de comparer le comportement des solutions de l'équation des ondes dans 
l'espace vide ( i.e sans obstacle ) et des solutions du système perturbé. 

1- Espace d'énergie finie-Opérateur U(t) 

On étudie les solutions du problème mixte: 

ca;- !1) u = 0 dans IR~+> x 02 
(r(x) a;- !1) u + {3(x) i11 u = 0 dans IR~+> x 0 1 

(+) 
(P) u 1=u2 sur1Rt xl: 

dvU1 =dvU2 suriR~+> xl: 

~(u,atu)=O suriR~+>xr 

(u (0,. ), at u (0,.) )=(/1,/2)= f 

où la notation IR~+> signifie qu'on prend IR1 lorsque le corps K est réfléchissant et 
la couche .Q 1 transparente, sinon on choisit IR; . On fait les hypothèses 
suivantes sur les fonctions r, {3, ret a, ces deux dernières apparaissant dans la 
condition aux limites dissipative: 

(.1{1) Les fonctions r et f3 sont analytiques dans nlt continues sur Q1 et 
r(x)>O, {3(x)'2!:0 'Vxe 01. 
(.1{2) les fonctions définies sur r, a et y, sont ~oo et positives 

On note ER(u(t)) l'énergie contenue dans l'ouvert .QnB(O,R)={xeilllxi<R} 

d'une solution u de (P) considérée au temps t: 
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ER (u(t))=~f (r(x) 1 à,u(t,x) 12+ 1 V :t!J.(t,x) l2)cù+ ~ J y(%) l·u(t,x)l2 dr(x) 
OnB(O,R) r 

THEOREME 1-1: Soit uee2(lR ~·>xn) une solution du problème (P). Alors 

on a l'inégalité suivante, pour tout R>O tel que B(O,R)::>01 uK 

(1-1) ER(u(t))SER+T (u(O)) , 'v'T>O 

Preuve 
De façon classique, on multiplie l'équation suivante par à, u 

- ...2 - + ( r(x)cr,-â)u+JJ(x)à1u=O dans lR1 xQ 

-où p a été définie presque partout sur n par: 

Puis on intègre sur le domaine espace-temps G 

G= {(x, t)eQx[O, T]llxl SR+T- t } . 

Des intégrations par parties et l'emploi de la formule de Green amène à 
l'identité: 

ER (u(t))-ER+T (u(O))=- tfT f a(x) 1 à,u(t,x)l2dr(x)dt+ f p(x) 1 o1u (t,x)l2dxdt 
o r o 

+ 202 f [ 1 V%u(t,x)l2+ 1 o,u(t,x)l2-2o1 u(t,x) o11 u(t,x)]dS,,% 
!%I=R+T-t 

n est clair, d'après les hypothèses sur a et p , que le membre de droite de cette 
égalité est négatif. Le théorème en résulte.* 

On introduit l'espace d'énergie finie H des fonctions f = (f1 ,/2 ) telles que 

/ 1 eH1 et/2 eL2.,.,(0). L'espace H 1 est la fermeture de 9(0) ou 9(0), suivant 

que la condition sur le .bord !B est une condition de type Dirichlet ou une 
condition mixte, pour la norme: 

l/1l8
2 = J 1 V /1 (%) l2dx si !Bf=f11r ou !Bf= ànfllr 

1 n 
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Si~ désigne une condition aux limites de Dirichlet, on voit que H 1 =BL~(Q) 

sinon H 1 =BL1 (0.) où BL1 (0.) et BL~ (0.) ne sont autres que les espaces dits de 
Beppo-Levi. On définit la norme énergie par: 

2 2 ~1/2 2 1 f 1 = 1 f 1 1 H 
1 
+ h r ) f 2 1 L 2(0) 

et le produit correspondant sera noté (. , . )H • 

Pour démontrer que les opérateurs U(t) forment un groupe unitaire ( cas 
conservatif ) ou un semi-groupe de contraction ( cas dissipatif ) dans la norme 
énergie , on passe par l'étude du générateur infinitésimal A de U(t) restreint à 

un espace DCA) bien défini. Alors U(t)=éA est bien défini et nous fournit une 
solution faible de (P) pour des données initiales d'énergie finie. 

1-1. Cas conservatif 

On s'intéresse ici au cas d'une couche 0. 1 transparente soit f3(x)=O, 'Ir;/ 

XE Ql et la COndition aux limites ~ préserve l'énergie: 

~(u,atu )=u 1r ou~(u,atu )=anutr 

On résout le problème (P) en considérant u (t,x)comme une fonction définie sur 
IRt à valeurs dans un espace vectoriel. On écrit l'équation 

(r(x)a~-Â)u =0 dans~ xn 
sous la forme: 

dV 
dt -A V= Odans IRt 

où on a posé V(t)=(u(t),at u(t)) avec l'opérateur A défini comme suit: 

A=(r~'L\ ~) 
de domaine D(A)={/=(/1 ,/2 )eH/Âj1 eL

2 (0.),j2 eH1 ,~(f1 ,f2 )=0}. On 

remarque que l'on a incorporé la condition aux limites dans la définition du · 
domaine deA (on est redondant quand ~(u,atu )=u 1r puisque cette condition 

est déjà dans l'espace H) et que tout f dans DCA) vérifie les conditions de 

transmission. 

THEOREME 1-2: Si f eD(A) alors a~j1 et axf2 appartiennent à L 2 (0.). 



14 

Preuve 
C'est une conséquence de la théorie des équations aux dérivées partielles 

elliptiques ( voir Lions-Magenes [20], tome I, cha p. 2). * 
THEOREME 1-3: A est anti-autoadjoint. 

Preuve 
On procède en trois étapes: on montre d'abord que DCA) est dense dans H 

puis on prouve que A est anti-symétrique, enfin on conclut en disant que 
l'adjoint de A, A •, est un prolongement de -A. 

i) DCA) est dense dans H 
Dans le cas où~ est une condition aux limites de Dirichlet, il suffit de noter 
que fi (Q) x fi (Q) cD(A). Si ~ est une condition aux limites de Neumann, - -puisque fin (Q) x fi (Q) cDCA), on en déduit la densité de DCA) dans H. 

ii) A est anti-symétrique 
Soit f dans DCA). On choisit, suivant la condition sur r, g dans fi (Q) x fi (Q) ou 
dans fin (0) x fi (0). Alors on a: 

(Af,g)=(V f2, V g1 )L2(n) +(d/1 ,g2)L2(n) 

En appliquant la formule de Green, on trouve que: 

(Af,g )= (V /2, V g1 )L2(n)- (V /1, V g2 )L2(n) 

De même on calcule: 

(f,Ag)=(V /1, V g2)L2(n)+(/2 ,dg1 )L2(n) 

=(V fv V g 2)L2(n)-(V / 2, V g 1 )L2(n) 

On a donc obtenu pour tout f dans DCA) et pour tout g dans fi (Q) x fi (Q) ou 
- -

fln (Q)xfl (Q)la relation: 

(1-2) (Af,g)=-{f,Ag) 

Soit mai tenant g dans DCA). Puisque fi (Q) x fi (Q) ou fin (Q) x fi (Q) (suivant la 
condition aux limites) est dense dans DCA) pour la norme du graphe 

Ill 1 111
2 

= 1 1 12 
+ 1 Af 12 

il existe une suite de fonctions gk dansfi(Q)xfi(Q) ou fln( O)xfi(Q) qui 
converge vers g pour k tendant vers l'infini et qui vérifie: 

(Af,gk )=-(f,Agk) 
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En passant à la limite sur k, on a l'égalité (1-2) pour tout(/, g) eD(A) xD(A). 

iii) A • est un prolongement de -A 
Soit g un élément quelconque de D (A •) et h =A • g , h eH. TI faut vérifier que 
geD(A) et que A*g=-Ag. Puisque h =A*g, on a pour toute fonction/dans 

DCA): 

(1-3) (Aj,g)=(f, h) 

En particulier, on peut écrire (1-3) pour /=(/1 ,0): 

(1-4) ( !J.fl ,g2 )L2(n)=( V /1, V hl )L2(0) 

On choisit / 1 de la façon suivante: soit qJ une fonction de g-(Q), l 'application 

V' .,_.._. J (/' ~ dx 
n 

est sesquilinéaire continue de g-(Q) ou g-n (Q) dans C. Comme g-(Q) est dense 
dans BL~ (Q) et g-n (Q) est dense dans BL1 (Q), on peut prolonger l'application 
définie ci-dessus à tout H 1 . Alors d'après le théorème de représentation de 
Riesz il existe un unique élément/1 de H 1 tel que: 

'V 1Jfeg-(Q) OU g-n ( Q), J (/' ~ dx= (/1, V' )H 
n 1 

ce qui implique qJ = -!J./1 au sens des distributions. En substituant dans (1-4) 

!J./1 par -<pet en utilisant 

(qJ, hl )L2(0)=( V / 1, V hl )L2(0) 

on trouve que 

et donc 

(1-5) 

Si maintenant on choisit/= (0,/2 ) avecf2 eg-(Q) ou g-n ( Q) tel que/vérifie (1-3) 

, on a: 

(1-6) 

Par conséquent, l'égalité 

(1-7) 

est satisfaite au sens des distributions. Dans le cas d'une condition aux limites 

de Dirichlet, les équations (1-5) et (1-7) et le fait que h =A • g eH nous fournissent 
directement la conclusion soit ge D(A),A • g= -Ag. Si ÇJf=êJnf1 alors on doit de 
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plus vérifier que o11g1 =0 au sens des distributions puisque la con?itions sur le 

bord r n'est pas contenue dans l'espace H 1 contrairement à ce qui se passe 
dans le cas Dirichlet. Reprenons les deux égalités (1-6) et (1-7). Comme 

h2 eL;_(O), llg1 eL2 (0), en remplaçant rh2 dans (1-6) par -llg1 on a: 

(V/l,Vg2)L2(n)=(/2,-/lgl)L2(n), ~/2efi(Q) 

On en déduit que o11 g1 =0 au sens 9'(r).* 

L'opérateur A génère, d'après le théorème de Stone, un groupe 
d'opérateurs unitaires U(t)=e'A tels que: 

a)~ f eH, t>--+ U(t)f est une fonction de e0œ,,H) 
b) ~ f eD(A), t>--+ U(t)f appartient à e 1(JR,,H)ne0 Œ,,D(A)) et on a: 

! U(t)/=AU(t)/= U(t)Af 

THEOREME 1-4: Pour toute donnée initiak f dans D(A), il existe une unique 
solution u de (P), u (t ,x)= [ U(t)fh (%) telk que: 

(1-8) (u ,a,u )ee1 œ,,H)ne0 œ, ,D(A)) 

Preuve 

La propriété b) des opérateurs U(t) nous donne l'existence d'une solution 
au problème (P). D reste donc à vérifier l'unicité d'une telle solution. Celle-ci 
provient de l'inégalité d'énergie (1-1). En effet, la condition de régularité (1-8) et 
le théorème 1-2 permettent d'écrire la formule de Green utilisée dans la 
démonstration du théorème 1-1 pouru.*-

On peut ajouter un résultat de régularité. 

PROPOSITION 1-1: Si fetj,D(Alc) alors u,~eeooœ,x fi.i) pour i= 1 ou 2 où 

u(t,. )= [ U(t)j]}. 

Preuve 
SifenD(Aic) alors U(t)fenD(Air.). Le théorème 1-2 de régularité elliptique 

le le 

et le théorème d'inclusion de Sobolev impliquent que u est dans eoo (fi.). Et 
puisque u vérifie: 
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~u-t:.xu=O dans g'(IR.txQ2 ), r(x)a~u-t:.xu+{3(x)atu=O da·ns g'(IRtxQ1 ) 

on a la régularité t?00 (IR.t x Qi) pour la restriction de u à ni. ~ 

1·2. Cas dissipatif 

On s'intéresse maitenant au problème qui vérifie une condition de 
dissipation d'énergie: si la couche est transparente ( {3 (x)= 0 ), la condition sur 
le bord rest dissipative: 

anu+a(x)atu+y(x)u=O avec a(x)>O et y(x)~O. V'xer 

si au contraire la couche est dissipative ( {3 *0 ) alors l'onde diffractée u peut 
vérifier une condition aux limites de Dirichlet: 

u= 0 sur lR.txr 

ou une condition mixte: 

anu+a(x)atu+y(x)u=O avec a(x)~O et y(x)~O. V'xer. 

Le problème (P) étant ainsi précisé, on veut exprimer la solution de ce 
problème de données initiales f par l'action d'un semi-groupe de contraction. 
Dans ce but, on définit l'opérateur 

A= 
( 

0 1 ) 
-r-1t:.. -'iif'r 

de domaine D(A) cH déterminé comme la fermeture dans la norme du graphe 
de l'ensemble X 

- -
X={/= (/1 ,/2 )eg(Q)xg(Q),~f= 0} 

De façon plus explicite on a 

D(A)= {jeH/t:..j1eL2(Q),/2eH1 et~f=O} 

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques nous donne le 
théorème suivant. 

THEOREME 1-5: Pour tout f dans D(A) on a: 

Jn (~=2 1 ai/1l2
+ ~=1 1 a;f2l

2
)dxSCste ( ~/12 + ~Af~2 ) 
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Pour montrer que A est le générateur infinitésimal d'un se~i-groupe de 
contraction, on prouve ce qui suit. 

THEOREME 1-6: 
dansH. 

A est un opérateur maximal dissipatif de domaine dense 

Preuve 
n est clair que X est dense dans H. Puisque X cD(A) , D(A) est dense dans 

H. n est facile de voir que l'opérateur A est dissipatif. En effet on a: 

Vf,g eD(A) (Af,g)+(f,Ag)=-2 J alf2 12dr-2 J J311212dxso 
r n1 

ll reste à montrer que A est maximal dissipatif. Pour cela, il suffit que l'image 
de A-Id soit H. On va procéder comme V.Petkov [28] en deux étapes: d'abord 
prouver que lm (A-Id) est fermé puis que lm (A-Id) est dense dans H. 

L'opérateur A étant dissipatif, on a pour tout f dans D(A) 

1 f 12 S9le ((Id -A)/,/ ) 

soit 

1/ 1 S 1 (A-Id )/1 
Or A est un opérateur fermé donc lm (A-Id) est fermé. On considère 
maintenant le problème: 

{

(A-ld)<l>=h 
(1-9) dn<l>l +r<l>l +a <1>2=0 sur r 

<l>11n
1 
= <l>11~, dv <l>11n1 =dv <l>v~ sur r. 

avec h= (h1 , h2 ) dans fJ (O)xfJ (0). Comme fJ (O)xfJ (0) est dense dans H, 
l'ensemble lm( A- Id) sera dense dans H s'il existe une solution <l> de (1-9) 
dans D(A). On est ramené à résoudre le problème: 

{
<Il.-<r +P )) <~>1 =cr +P) h1 +r h2 dans n 

(1-10) dn<l>l +(y+a)Cl>l =-a hl surr 
<l>vn

1 
=<l>v~ ,av<l>lln1 =dv <l>v~ sur r. 

Soit l (q>)=( (r +P )h1 + r h2 , q>)L2<n>-( a h1 , q> )L2<r>. On introduit la norme: 

[q>]2= J < 1 v tl' 12+(r+P) lt~>l 2 )dx+ J (a+r) lt~>l 2 dr n r 
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et on considère l'espace Hi fermeture de fl (Q) pour la norm·e [. ]. La forme 

linéaire lest continue dans Hi d'où, d'après le théorème de représentation de 

Riesz, il existe g dans Hi tel que: 

l(qJ)=[g,qJJ=f CVg.VqJ+(r+'if)g~)dx+ f Ca+y)gq;dr 
n r 

Si on prend qJ dans fl (.Q) alors 

(1-11) --/= -ôg+( r +/3 )g dans fl'(.Q) 

Si on choisit maintenant qJ dans fl (Q), on obtient au sens des distributions 

(a+r )g +an g=-ah1 

On a donc obtenu une solution faible de (1-9). Puisque fe L 2 (0), on déduit de 
(1-11) que {).ge L 2 (.Q). Alors on a trouvé une solution de (1-9) dans DCA): 

<l>l =g ' <l>2=g+hl 

On en tire la conclusion du théorème 1-6. '* 
THEOREME 1-7: L'opérateur A est le générateur infinitésimal d'un semi-

groupe de contraction U(t)= et A. De plus si fest une donnée dans DCA), le problème 
(P) admet une unique solution (u(t),at u(t))=U(t)ftelle que: 

(1-12) (u ,at u)etf0 (1R~ ,DCA))ntf1 (1RT ,H) 

Preuve 
On utilise les mêmes arguments que dans le cas conservatif. Les 

propriétés d'un semi-groupe de contraction nous permettent de dire que pour f 
dans D(A), [U(t).fh est solution du problème (P) et vérifie la condition de 
régularité (1-12). L'unicité d'une telle solution provient du fait qu'on peut écrire 

l'inégalité d'énergie (1-1). '* 
On peut écrire l'équivalent de la proposition 1-1, qui se démontre de la 

même façon. 

PROPOSITION 1-2: Si fe~DCAk) alors u10ietf
00 (1R~ x Qi) pour i= 1 ou 2 où 

u(t,. )= [ U(t)fh. 



2- Décroissance de l'énergie locale 

Le problème de la diffraction conduit à l'étude du comportement 
asymptotique de l'onde quand le temps t tend vers l'infini. En particulier, 
l'énergie locale ER (u(t)) d'une solution u(t)= [ U(t)fh du problème (P) 

d'énergie finie tend vers zéro quand t tend vers 1 'infmi. La preuve de cette 
décroissance d'énergie locale utilise le fait que, sous les hypothèses Jf'1et Jf'2, il 
n'existe pas d'onde périodique en temps de la forme [ U(t)fh d'énergie finie et 
la propriété de précompacité suivante: 

THEOREME 2-1: L'ensemble {/eH/1/1 + IA/1 S1} est précompact pour 

toute norme d'é"Mrgie locale 1-IR avec R>p ( p tel que B(O,p):::>Ku.Q 1 ) 

On a défini l'énergie locale sur B(O,R), R>p pour /=(/1 ,/2 )eH par: 

(2-1) 1 f li= J ( 1 V /1 (x) 12+r(x) 1!2 (x)l2 )eix 
- nl 

Preuve 
Le théorème 1-2 ou 1-5 montre que: 

l/2 IHl{nnB(O,R)) SC , l/111f{nnB(O,R)) SC' 

Le théorème de compacité de Rellich permet de conclure. *' 
Dans le cas général on note H b l'espace de Hilbert engendré par les · 

vecteurs propres de A associés aux valeurs propres purement imaginaires et 
on désigne par lt, l'orthogonal de Hb sur H. On montre qu'alors lt,=H. 
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2-1. Propriétés spectrales de A 

On fait d'abord quelques rappels sur l'équation des ondes dans l'espace 
libre. Pour plus de détails, on renvoie à [16] ou [28]. 

On introduit la norme énergie de f=(ft ,f2 )e~(IR.
3) x~(IR.3): 

(2-2) lfi~=J 3 CIVftCx)l2+1f2Cx)l2)dx 
R 

L'espace des données d'énergie finie H 0 est défini comme étant le complété de 
~(IR.3)x~(IR.3) pour la norme (2-2). On a donc Ho= BL1 (IR.3) xL2 (IR.3). 

On désigne par U0 (t) l'opérateur reliant les données initiales aux états aux 
temps t de la solution du problème libre: 

On étudie les solutions du problème mixte: 

(Po) { ca;-Â )u=O dans IR.t x IR! 
(u (0,. ), atu (0,. ))=(ft ,f2 )=f 

Les opérateurs { U 0 (t), te IR } forment un groupe unitaire sur H 0 dont le 
générateur infinitésimal est noté A0 : 

(2-3) Ao=(~ ~) 

De plus nous énonçons une proposition dont nous aurons besoin par la 
suite: 

PROPOSITION 2-1: Soit une donnée f d'énergie finie ( f eH0 ). On suppose 
que pour tout réel a non nul, on a: 

CAo -i a )f=O pour lxi >r. 

Alors f(x)= 0 pour lxi >r. 

Nous utilisons ces rappels dans la démonstration du théorème suivant: 

THEOREME 2-2: Si la frontière Let les fonctions ret /3 sont analytiques, A 

ne posséde pas de valeur propre purement imaginaire. 

Preuve 
Commençons par prouver que 0 n'est pas une valeur propre. Soit fun 

vecteur propre associé à la valeur propre 0 alors sa seconde composante f 2 

s'annule tandis que sa première composante ft est une fonction harmonique 



qui satisfait soit une condition aux limites de Dirichlet hom~gène soit la 

condition mixte: 

D'autre part, 1 appartient au domaine de l'opérateur A donc en particulier II 
eHI. Dans le cas d'une condition au bord de type Dirichlet, l'espace fl (Q) étant 
dense dans HI, on choisit une sui te de fonctions cp k e fl (Q) convergeant vers 1 I 
sinon on prend cpk efl ( 0). On écrit la formule de Green: 

J ~II·cPkdx=-J "VII.Vq)kdx+ J êJnii·cPkdr(x) o o r 

Bien sûr si fJ (fi , 0 )= lvr ou fJ (fi , 0 )= dn lvr, le dernier terme s'annule.On 
a donc: 

En passant à la limite, on en déduit que: 

lldH = 0 
1 

Dans le cas d'une condition de Dirichlet, la conclusion II =0 est immédiate. 
Dans le cas d'une condition mixte, l'espace HI est inclus W I (Q) ( voir pour la 
définition [8] ). Comme V II= 0 soit II= Cste, le comportement à l'infini des 
fonctions de W I (Q) impose que 11 =O. 

ll reste à vérifier maintenant que pour cr:;tO, le complexe icr n'est pas une 
valeur propre de A. Soit 1 une fonction de DCA) vérifiant: 

(2-4) Al= icrl 

et soit x une fonction ~oo qui s'annule au voisinage de 0 1 uK et qui vaut 1 pour 
tout lxi >p. On pose g= xl alors g est défini partout, est d'énergie finie soit 
geH0 et satisfait: 

(A0 -icr)g=h 

avec h nulle pour lxi >p. La prposition 2-1 implique que g= Opour lxi >p, donc 
1= 0 pour lxi> p. Dans l'ouvert 0 2, la première composante de 1 est solution de 
l'équation elliptique: 

et d'autre part 12 = icrl1. Les solutions d'une telle équation sont analytiques 
dans 0 2 , il s'ensuit que 1 s'annule dans 0 2. Regardons ce qu'il se passe dans 
0 1. L'égalité (2-4) nous donne: 

(2-5) {<~+c:2 r(x)-icrf3(x))l1 =0 dans01 
12 =tcrl1 dans01 



et puisque leD(A), on a aussi les conditions de transmission: 

l1 = 0 , ëJvl1 = 0 sur l: 

De (2-4) et de l'analyticité der et {3, on tire que fest analytique dans n 1 . On va 
distinguer deux cas: le cas conservatif ( {3(x)=O 'v'xen1 ) et le cas dissipatif 
(/3'#0 ). On commence par le premier de ces cas. 

On note: 

P(x,ëJ)g=~g+a2r(x)Tin (x)g dans n 
1 

où Tin désigne la fonction caractéristique de nl. Soit un point Xo de la frontière 
1 

1:. TI existe un voisinage de Xo ,t', tel que la fonction r restreint à ce voisinage 

soit analytique. On pose alors: 

Q(x,ëJ) =~+a-2r dans r, Q (x, èJ)=P(x,ëJ) 'v'xen1 nr 

Puisque leD(A), sa première composante 11 est telle que Ql1 e L 2 (t'). D'autre 
part, 11 est nulle dans n2 donc: 

Qfl· Tin..zn1"=0 

L'équation (2-5) avec /3 = 0 entraîne que: 

Qll· Tin n1"=0 
1 

D'où Ql1 est nul sur ret 11 est nulle sur n 2 nr. Le théorème d'Holmgren 
(avec coefficients analytiques ) dit alors qu'il existe un voisinage de x 0 , 1JI', tel 
que ! 111r=O. On en déduit que 1 s'annule aussi dans n 1. 

Passons maintenant au cas dissipatif. En multipliant (2-5) par 11 et en 
intégrant sur n 1 , une simple formule de Green donne: 

(2-6) -J IVI1 12 dx+J ëJn11.l1dr=J ia(/3(x)+iar(x))lf1 12 dx 
n1 r n1 

Sachant que, sur le bord r, ona: 

ëJnii +r l1 + iaal1=0 

en remplaçant dans l'identité (2-6) ëJn11 par-( r 11 + iaal1 ) on obtient: 

- J 1 V 1 1 1
2 dx+ J <r lf1 1

2+ia a 111 12 )dr= J ia({3(x)+ia r(x)) 1/1 12 dx 
n1 r n 1 

En prenant les parties réelle et imaginaire de l'équation ci-dessus, on trouve 
les deux égalités suivantes: 

J 1 Vl1l2 dx+ J r l/1l2 dr=a2 J I/II2 dx n1 r n1 
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Les fonctions f3 et a étant positives, on tire de la deuxième égalité que: 

f3(x) Lf11 2=0 dans nl' a(x) Lfll 2=0 sur r 

On en déduit que / 1 s'annule sur le support de /3. Or f3 est une fonction 
analytique dans nl par l'hypothèse .1{1 et f3'#0 donc son support est nl tout 
entier. Puisqu'on a démontré dans la première partie de cette démonstration 
que / 1 est analytique dans nlt / 1 est nulle dans 0 1 dons / 2 l'est aussi. 

2-2. Décroissance de l'énergie locale 

Les théorèmes 2-1 et 2-2 permettent de démontrer que l'énergie locale 
décroît faiblement: 

THEOREME 2-3: 'li/ 1 eH, 'li/ R ~P lim in/ 1 U(t)fiR=O 
t-++oo 

Preuve 
Dans 1~ cas où { U(t), telR} est un groupe unitaire sur H, la démonstration 

de Lax et Phillips reste valable: si l'énergie ne décroît pas alors une partie de 
celle-ci reste piégée par l'obstacle et cette partie se comporte comme l'énergie 
d'une solution de l'équation des ondes dans un domaine borné, auquel cas il 
existe des solutions U(t) f périodiques en temps ce qui est contraire au fait que 
Ht=H (théorème 2-2). 

Dans le cas dissipatif, on obtient la décroissance de l'énergie locale pour 
feH

1
b grâce à ce corollaire du théorème de RAGE pour les semi-groupes de 

contraction: 

COROLLAIRE 2-1: Il existe une suite { tk}, tk >---+ + oo telle que : ·-
En effet en démontrant que: 

'li/fe DCA) n Fb lim in/ 1 U(t) f IR= 0 
t---++oo 
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On démontre le théorème 2-3 puisque D(A)r.Ht est dense dans H~ et Ht=H. Le 
corollaire 2-1 nous donne l'existence d'une suite tk, tk >---+ + oo telle que U(tk )/ 

lt-++00 

converge faiblement vers 0 dans H. D'autre part, on a: 

1 U(t~r)f 1 + lA U(tk )/ 1 s 1/1 + IA/1 <+oo 

U(t)f étant à contraction et f appartenant à D(A). D'après le théorème 2-1, 
l'ensemble {U(tk)f,k ~1} est précompact dans la norme I·!R· Donc il existe une 
sous-suite {tm } convergeant vers l'infini telle que: • 

U(tm )/>--+ h 
l ml-

en norme I·IR 

La convergence faible de { U(tm )/ } implique que h =O. *­• 
On définit les espaces de données rentrantes ( D':. ) ou sortantes ( D~ ) par: 

(2-7) q ={feHol [Uo(t)f](x)=O pour lxiSt.t+a} a> 0 

Si p>O est tel que B(O, p)=>Ku 0 1 alors les éléments de D'; s'annulent dans 

B(O, p). On voit que~ et IY!.. sont des sous-espaces de H. TI est clair que A et A 0 

agissent de la même façon sur des fonctions nulles dans la boule B(O, p). En 
conséquence de quoi, U(t) et U0 (t) coïncident sur D~ et U*(t) (adjoint de U(t)) et 

U0 (-t) coïncident sur D'!.. pour tout t~O. Dans le cas conservatif, U*(t)= U(-t). 

On en déduit les propriétés suivantes: 

PROPOSITION 2-2: {U(t)} vérifie les conditions suivantes: 

{
(i)U(t)D~cD~, U*(t)D'!..cD'!.. t~O 

(2-8) (ii)Qo U(t)D~= 8o U*(t)D'!..= {0} 

(iii) D~ ..L D'!.. 

Dans le cas conservatif, les mêmes démonstrations que celles de Lax et 
Phillips pour le problème de Dirichlet montrent la propriété: 

uU(t)D~ =H 
t -

équivaut à la décroissance de l'énergie locale. Une telle propriété ne peut pas 
s'écrire pour U(t) et U* (t) dans le cas dissipatif. Au lieu de cela, on peut écrire 
une propriété analogue. Soit P~ la projection orthogonale sur l'orthogonal de 

~dansH. 



THEOREME 2-4: 

(2-9) 

Pour tout f dans H 

lim P! U(t)/=0 
t-++oo 

Cette propriété exprime le fait que les solutions perturbées U(t)f sont 
asymptotiquement sortantes. 

Preuve 

Dans le cas conservatif, on se sert de la remarque faite ci-dessus. n reste à 

prouver que u U(t)D! =H implique (2-9). Soit donc un élément f de H. Alors 
t -

pour tout e > 0, il existe/+ dans D! et T tels que: 

1/- U(T)f+ 1 < e 

On décompose P! U(t)f sous la forme: 

P! U(t)/=P! (U(t)/-U(t) U(T)f+)+J>! U(t+T>/+ 

Pour t+T~O, la solution perturbée U(t+T>f est dans D! et donc: 

J>! U(t+T>/+= 0 

Comme de plus pour tout t ~ 0 

1 J>! (U(t)f- U(t) U(T)f+) 1 Se 

on en déduit le théorème. 
Dans le cas dissipatif, la démonstration demande plus d'effort. On suit la 

démonstration de [17]. D'abord on remarque qu'il suffit de prouver (2-9) pour f 
dans un sous-ensemble dense de H. On choisit ici AD(A). En effet, AD(A) est 
dense dans H parce que 0 n'est pas une valeur propre de A ni de son adjoint A* 
( démonstration identique à celle du théorème 2-2 ). Comme cas particulier du 
théorème 2-3, on a: 

lim in/ 1 U(t)/l4p=O 'V feH 
t-++oo 

Ainsi pour e>O, il existe -r(e) suffisamment grand tel que: 

(2-10) 1 U(-r)Ag 14P <e 'V geD(A) 

L'inégalité d'énergie (l-1) donne: 

1 U(t)d lpSid l4p "VdeH, 0StS3p 

En appliquant ce résultat à U(-r)Ag et en tenant compte de (2-10), il s'ensuit que: 

(2-11) 1 U(t)Ag lp <e "VgeD(A), -rStS-r+3p 



On note U(f)Ag =( w (t, . ),atw (t, . )). Soit Ç dans fl(1R3 )telle que: 

Ç(x)= 1 pour lxi >p et Ç(x)= 0 pour lxi <p' où p' <p tel que B(O,p')~Ku 0. 1 

On pose v= Ç w alors (v , at v) eH 0 et vérifie: 

{
car-~ )v=q dans lRtxlR: 

-1 --v (0,. )=Çg2. at v (0,. )=Ç ( r- Agl-{3 1 r g2) 

avec q=-w~Ç-2Vw.VÇ. On a: 

~ P~ U(t)Agl~l ~ (v,atvH+ DP~ (1-Ç)(w,atwH 

Or P~ agit comme l'identité sur les données à support dans la boule ouverte 
B(O,p) d'où: 

1 ~ U(t)Agl~l P~ (v,atv)~+CI U(t)AgiP 

L'inégalité (2-11) nous amène à: 

~ P~ U(t)Ag~~! ~ (v,atv)I+Ce, -r~t~-r+3p 

Reste à vérifier que: 

1 P~ cv. at v)~~ c· e . 

Puisque (v, at v ) eH 0 et plus précisément 

(v(t),atv(t))= U0 (t)(ÇAg) 

on va employer la représentation par translation de { U0 (t)). Cette application, 
notée~. est basée sur la représentation des solutions u de l'équation des ondes 
dans l'espace libre en une superposition d'ondes planes: 

u (t,x) = 2
1 J 2 k(x.ro-t,ro)dro 

1C s 

où k(s,ro) est une fonction définie pour selR et ro eS2,la sphère unité . Les 

données initiales de u, f= (/1, / 2 ) sont données par: 

(2-12) / 1 (x)=
2
1 J 2 k(x.ro,ro)dro , f2Cx)= 2

1 J 2 -a6k(x.ro,ro)dro 
1C s 1C s 

On définit la représentation par translation de /, ~~ =k par (2-12). 

L'application ~ s'écrit en fonction de la transformée de Radon 

Rg(s, e)= f g(x)dS(x) 
%.8=8 

comme suit: 

(2-13) 
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On rappelle brièvement les propriétés de~ (voir [16]): 

{ 

(i) ~est une application unitaire de H 0 sur L 2(JR x 8 2) 

(2-14) (ii)~ U0 (t)=Tt~où Ttestlatranslationparrapportàsdet 

(iii)~D~=L2(]-oo,-p[ xS2), ~D~=L2(]p,+oo[ xS2 ) 

On vérifie facilement que: 

(2-15) ~A0=-a.~ 

Ces rappels étant faits, on appelle m le représentant par translation de (v , dt v) 

et l celui de (0, q). Puisque v vérifie 0 v= q, on a d'après (2-15): 

(2-16) (dt+a. )m=l 

Grâce aux propriétés (2-14), on voit que: 

1 ~(v ,dt v )1 = 1 m(t)IL2(]-oo,p[xS2) 

Notre but est donc d'estimer la norme L 2(]-oo,p[xS 2 ) de m(t). On choisit 
t=-r+3p. On a: 

J J-p 2 J Jp 2 1 m(-r+3p)IL2(]-oo p· [xS2)= 2 1 m(s,-r+3p,ro)l dsdro+ 2 1 m(s,-r+3p,ro)l dsdro 
• S -oo S -p 

Or on remarque que le support de lest dans [ -p,p] xS2 car q s'annule dans 
B(O,p). D'où pour s <-p, m vérifie (dt+d8 )m=O donc m est constante le long des 
caractéristiques soit: 

m(s,t,ro) = m(s-t,O,ro) pour s <-p 

La première partie de la norme de m à calculer s'écrit: 

J 2 J-p 1 m(s,-r+3p,ro)l2 dsdro= J 2 J-T-4p 1 m(s,O,ro)l2 dsdro 
s -~ s -~ 

TI est clair que cette intégrale tend vers 0 quand T tend vers l'infini. Pour 
estimer 

1= J 2 JP 1 m(s,-r+3p,ro)l2 dsdro s -p 

on écrit la solution de (2-16) pour se ]-p, p[ comme suit: 

J
p+B 

m (s, t, ro)=m (- p, t-s-p, ro)+ l ( -r'-p, t+-r'-s-p, ro) d-r' 
0 

d'où pour t=-r+3p : 

J
p+B 

m (s, -r+3p, ro)=m (-p, -r-s+2p, ro)+ l (t-p,t+ -r-s+2p, ro)dt 
0 



Or on a: 

m (-p, t-s+2p, co)=m (s-t-3p, 0, co) 

En se servant de ce qui précède, on majore 1 par: 

C{ J 2JP lm(s-t-3p,O,co)l 2dsdw+ J....2JP 1Jp+•l(t-p,t+t-s+2p,w)dtl2 dsdw s -p o:; -p 0 

On voit, via le changement de variables s'=s-t-3p, que la première de ces deux 
intégrales tend vers 0 quand t tend vers l'infini. On s'intéresse maintenant à 
la seconde intégrale soit: 

J
p+B 

~ 
0 

l(t-p,t+t-s+2p,w)dtiL2(J-p,p[sxS!) 

Pour te [0, p+s] on a les inégalités: 

t + 2p-s $ t + 2p- s + t $ t + 3p 

On en déduit la majoration suivante: 

J
p+s 

Il (t-p, t+ t-s+2p, co)l dt$ (p+s) sup Il(., t, co) IL""OR) 
0 te[T+2p-s,T+3p] 

Sachant que s appartient à [-p,p] , on a: 

J
p+s 

ll(t-p,t+t-s+2p,co)ldt $ 2p sup ll(.,t,co)~L""OR.) 
0 tE ( T+p, -r+3p1 

et comme H 1 (lR) cL00 (1R), on en conclut que: 

La fonction l étant le représentant par translation de (O,q) 

p (., t, wHL2 OR)+~ a.l(., t, co)IL2 (]R) = 1 (0, q(t)) lo+ !Ao (0, q(t)) lo . 

On rappelle que q= - wLl;-2Vw.V; où west la première composante de 
U(t)Ag. TI est facile de voir que: 

1 (0, q(t)) !o $ C ( 1 U(t)g IP + i U(t)Ag BP ) 

et 

(2-17) 

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques nous permet de 
majorer (2-17) par lA U(t)g ;P soit~ U(t)Ag ~P puisque g appartient à D(A). On a 

donc obtenu: 



f
p+8 

Il (t-p, t+ T-s +2p, co)l dt ~Cp sup { 1 U(t)g !p + ~ U(t)Ag IP} 
0 te[ -r+p, -r+3p) 

En employant à nouveau le fait que la vitesse de prpagation est finie, on a: 

Jp+' ll(t-p,t+ T-s+2p, co)l dt~ Cp {1 U(T)g ~4p + 1 U( T)Ag ~4p } 
0 

et comme pour T assez grand 

1 U(T)g l4p <e et IU(T)Ag l4p <e 

on a démontré que: 

f
p+s 

1 
0 

l(t-p,t+T-s+2p,co)dtiL2(]-p,p[,xS!) "r-++oo 0 

Remarque 
Si on ne savait pas que Ht, =H, les théorèmes 2-3 et 2-4 resteraient valables 

.1. 
pour tout f dansH b. 

3- Opérateurs d'onde 

Les principaux outils pour comparer le comportement des solutions du 
problème perturbé (P) à celles du problème non perturbé (P0 ) sont les 
opérateurs d'onde. Soit u_ un signal émis à un instant t0 , u_ étant solution de 
(P0 ), nulle au voisinage de l'obstacle avant un certain temps ti~ t 0 • A un 
instant postérieur à ti, cette onde va rencontrer l'obstacle et être diffractée par 
lui. On note alors u l'onde solution de (P) coïncidant avec u_ dans le passé: 

u(t,x)=u_(t,x) t~ti xe n2 
On définit alors l'opérateur d'onde W _qui, au signal émis u_ associe l'onde 
diffractée u: 

W _: u_ >------+ u 



31 

Par densité de l'ensemble de ces ondes incidentes dans l'espace des solutions 
de (P0 ) d'énergie finie H 0 , on prolonge W _à tout cet espace. Comme l'obstacle 
a une influence très petite sur la solution quand ltl est grand ( théorème de 
décroissance de l'énergie locale), on en déduit l'existence d'une onde u+ 

solution de (P0 ) asymptote à u dans le futur: 

E(u(t)-u+(t))~ 0 quand t >--+ +oo 

Cette propriété permet d'identifier u+ au signal reçu et d'introduire l'opérateur 
W: 

L'opérateurS qui relie u_ à u+ est appelé l'opérateur de diffraction et il contient 
toutes les informations sur le phénomène de la diffraction d'une onde par un 
obstacle. En particulier, on en déduira l'amplitude de diffusion. On résume ces 
résultats par le diagramme suivant: 

u_ 

3-1. Cas conservatif 

u 

s u 
+ 

La théorie de Lax et Phillips développée dans le cas du problème de 
Dirichlet pour un obstacle sans couche va s'appliquer dans notre cas. 

Soit .1 0 un opérateur linéaire continu de H 0 dans H tel que: 

(3-1) .lotDPeDP =ld IDP(J)DP 
+ - + -

On considère les opérateurs W + et W _ : 

W +f= lim U(-t)./0 U 0 (t)f feH0 - t-+±00 

où on prend la limite forte dans H. 
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THEOREME 3-1: Les opérateurs d'onde l\7 +, W _ existent_pour tout .1 0 

vérifiant (3-1) et sont indépendants du clwix de .1 0 • 

Preuve 
On prouve seulement l'existence de W _, celle de W + se démontrant de la 

même façon. Soitf=U0 (s)g avecgeDP_ alors on a: 

U(t).f 0 Uo (-t)/= U(t).f o Uo (s-t)g , t ~ 0 

Une conséquence de U(-t) D~ = U0 (-t) .œ. pour t~O est que pour t~s 

U(t).f0 U0 (-t)/=U(s)g 

Donc la limite de U(t).f0 U0(-t)/ existe pour tout/ de la forme U0 (s)g (ge[)P_ ). 

Or u U0(t)D! =Ho. Puisque U(t).f 0 U0(-t)/ est uniformément borné pour tout 
t -

t la convergence sur un ensemble dense implique la convergence partout. 

D'après ce qui précède, il est clair que W _ ne dépend pas de .1 0 • * 

PROPOSITION 3-1: Les opérateurs W +, W _ont les propriétés suivantes: 

(i) U(t) W ± = W ± U0 (t) , te1R 

(ii) W +=Id sur IJ! , W _=Id sur D'!. 

Preuve 
La propriété (i) se déduit facilement du fait que si/= U0 (s)g avec geDP+ 

alors W +/=U(s)g. La propriété (ii) provient de: 

U(-t).œ_ = U0 (-t) D'!. et U(t)IJ! =Uo (t)IJ! , t~O 

THEOREME 3-2: 
surH. 

Preuve 

* 
Les opérateurs d'onde W +et W _sont des isométries de H0 

Pour démontrer que 1 W +/ 1 = 1 /1 o pour tout /dans Ho , on choisit /telle 
que son support soit dans la boule B(O,R). Alors U0 (R+p)f appartient à D~ et 

W +/= U(-R-p) U0 (R+p)f ce qui implique que 1 W +Il= 1/lo pour ce sous-



ensemble dense de H 0. La surjectivité de W + découle des propriétés (i) et (ii) de 

la proposition 3-1 et de la décroissance de l'énergie locale: en effet, on voit 
facilement que U(t)D~ est inclus dans l'image de W +pour tout tet la propriété 

u U(t)D~ =H, conséquence du théorème 2-3 dans le cas conservatif, permet de 
t -

conclure à H clm W +d'où H =lm W +.Un argument similaire s'applique à W _. 

* 
Ainsi l'opérateur de diffraction S 

S= w~1 w_ 

est bien défini et est une isométrie de H 0 sur H. De plus on démontre sans 
problème la: 

PROPOSITION 3-2: L'opérateurS a la propriété: SU0 (t)=U0 (t)S 

3-2. Cas dissipatif 

Lax et Phillips ont développé une théorie abstraite [17] pour des opérateurs 
dissipatifs afin de démontrer l'existence des opérateurs: 

(3-2) W _= lim U(t).10 Uo(-t)f feHo 
t-++oo 

(3-3) W= lim U0 (-t).1U(t)f /eH 
t-++oo 

où .1 et .10 sont des applications de H dans H 0 et H 0 dans H respectivement, 
bien choisies. Ce qui va nous occuper est donc la vérification des hypothèses de 
cette théorie. Mais rappelons d'abord les axiomes utilisés par Lax et Phillips: 

(s/1 ){U0 (t)} est un groupe d'opérateurs unitaires agissant sur l'espace de Hilbert H 0. 

ll existe deux sous~spaces fermés D+ et D_ tels que: 

(ii) n U0 (t) D_= {0} , n U0 (t)D+= {0} 

(iii) u U0(t)D+ =Ho 
t -
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(.J2 ){U(t)} est un semi-groupe d'opérateurs de contraction agissant sur l'espace H. 

Si on note IJ!=U0 (a) D+ et IY:.= U0(-a)D_ ( a~O) alors il existe un réel p>O tel que 

H contient ~et œ_ et: 

(i) U*(t)œ_ cœ_ , U(t)~ cD~ , t~O 

(ii) fî'U*(t)œ_={O} , fîU(t)D~ ={0} 

(iii)lim P:.U(t)f=O, 'VfeH oùP':estlaproj«iionort.lqpnaJesg (~).L dansH. 
t-++OO 

U(t) et U0 (t) sont reliés par les conditions: 

U(t)D~= U0 (t) D~ , fr(t)D~ =U0 (-t)D~ , t~O 

Soient .! et .! 0 deux applications linéaires continues telles que: 

.!o:Ho~H 

.!:H~H0 

et satisfaisant (3-1) c'est-à-dire agissant comme l'identité sur la partie 
commune de H etH 0 , D'! fBD~. La théorie abstraite permet de conclure à 
l'existence de W _ et W pour toutes fonctions.! et.! 0 décrites ci-dessus et de dire 
que W _ et W sont indépendant du choix de .! et .1 0 • 

En appliquant cette théorie à U 0 (t)=etAo où A 0 est défini en (2-3), les 
espaces D+ et D_ étant D~ etD~ définis en (2-7) et à U(t) =et A, la proposition 2-1 et 
le théorème 2-4 donnant les conditions (.J2 ) (i)-(iii), on obtient l'existence des 
opérateurs d'onde W _et W ainsi que celle de W+= w•. 

THEOREME 3-3: Les opérateurs W _ et W sont définis de H 0 dans H et H 
dans H 0 respectivement et sont indépendants de .1 et .1 0• 

Les opérateurs ainsi définis ont des propriétés similaires à celles énoncées 
dans le cas conservatif. 

PROPOSITION 3-2: Les opérateurs W _et W vérifient: 

(i) W_U0 (t)=U(t)W_ , WU(t)=U0 (t) W, t~O 

(ii) W _=Id sur œ_ , W=ld sur ~ 
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L'opérateur de diffractionS s'écrit alors: 

THEOREME 3-4: 

S=W W_ 

L'opérateurS est défini de H 0 dans H 0 et vérifie: 

1 S IY<Ho> S 1 

SU0 (t)=U0 (t)S , 'VtelR 

4- Controlabilité de l'obstacle 

On s'intéresse ici au problème: 

(a~-~)u=O dans1R.;xn2 

(r(x) a~-~) u + {3(x) at u = 0 dans lR; x Ql 

(P) u1 =u2 sur lR.; xl: 

avul =avu2 surlR.;xl: 
fJ(u,atu )=0 surlR.;xr 
(u (0,. ), at u (0,.) )=(fl./2)=/ 

avec les fonctions r, {3 ,y, a vérifiant en outre les conditions (.1e1) et (.1e2) 

énoncées précédemment. On étudie les solutions évanescentes de ce problème 
(P). Une solution U(t)f de (P) est dite évanescente si, sa donnée initiale étant 
non nulle, il existe un temps fini T 0 > 0 tel que: 

(4-1) U(t)/=0 , t~T0 

n y a un lien étroit entre l'existence de solutions évanescentes, la controlabilité 
de l'obstacle et les opérateurs d'onde. 

DEFINITION 4-1: L'obstacle est dit controlable si l'ensemble 

BP={feH 1 U(t)j J.. D"+ $D!: , 'Vt~O} 

est réduit à {0}. 



Dans le cas d'un obstacle sans couche, Majda et Georgiev ont étudié les 
solutions évanescentes pour l'équation des ondes dissipative et les systèmes 
dissipatifs hyperboliques. On étend les propriétés trouvées dans [22], [10] et [11] 
au cas de l'obstacle avec une couche. 

4-1. Existence des solutions évanescentes 

Dans le paragraphe 2, on a noté Hb l'espace engendré par les fonctions 
propres du générateur A de U(t) associées aux valeurs propres purement 
imaginaires et m son orthogonal dans H. 

THEOREME 4-1: Soit fe Fb . Si r et fJ admettent un prolongement - - -analytique dans nl ::::> n 1 où nl est un ouvert connexe régulier. Les assertions 
suivantes sont équivalentes: 

1) il existe p1 > 0 tel que f eBP1 

2) il existe p1>0 tel que f .l.~1 et lim 1 U(t)/1 =0 
t-+i·OO 

3) U(t)f est une solution évanescente 

OÙ Pl>O est tel que B(O,pl) ::::> nl uK. 

Remarque 
l'équivalence des conditions 1) et 3) nous permet de dire que l'obstacle n'est 

pas controlable s'il existe des solutions évanescentes du problème. 

Pour la démonstration de ce théorème, on a besoin des deux lemmes 
suivants. Le premier est dû à Lax et Phillips. 

LEMME 4-1: Soit l eL2(1RxS2 ) tel que l(s,co)=O pour lsl>r. Alors 

rli- 11 (x)=O pour lxl>r 

si et seulement si: 

[svym (co),l(s,co)]=O V'velN 

pour Ym harmonique sphérique d'ordre m~v. 



On a noté [.,.]le produit scalaire L2(1RxS2 ). 

LEMME4-2: Soitjl_D'!..1 telque lim IU(t)f~=Oalors: 
t-++oo 

(4-2) suppx(U(t)f>c {x en/ lxi Sp1 } 

où on a choisi p1>0 tel que an2::::>{x/ lxl<pt/2 }. 

Preuve du lemme 4-2 
Soit ela fonction de troncature définie par: 

8(x)= 1 si lxi ~p1 , 8(x)= 0 si lxi Sp1 /2 

On va démontrer (4-2) pour feD(A), la densité de D(A) dans H permettant de 
conclure. Soit donc fe D(A). On pose (u 0 (t,.),at u0 (t,.))=8(x) U(t)f. Pour obtenir 
(4-2), il suffit de montrer que: 

(4-3) suppx(B(x) U(t)f>c {x en/ lxi Sp1 } 

L'onde u 0 vérifie: 

0 u0=g dans IRtxiR3 

avecg=-v~Ç-2V'v.V'Ç où v(t,.)=[U(t).f1 1• Si on note: 

h(s, t, (J))=~ ( (Uo (t,X), at Uo (t,x))(S,(J)) 

l(s,t, (J))=~ ( (g(t,x), at g(t,x))(s,(J)) 

on a: 

cat +a, )h(s,t,(J))=l(s,t,(J)) 

Pour prouver (4-3) on va utiliser le lemme 4-1 en montrant que: 

a) h(s,t,(J))=O pour lsi>Pt 

b) h vérifie [svYm((J)),h(s,t,(J))]=O 'v'velN, m~v 

Puisque g(t,x)=O pour lxi ~p1 , le représentant par translation l(s, t, (J))= 0 pour 
lsl ~p1 . On déduit de l'équation aux dérivées partielles vérifiée par h que: 

'v' t 1 ~0 h(s,t, (J))=h (s-t+t 1,t1 ,(J)) , t> t 1 , s-t+t1 ~p1 

On écrir la norme L 2 (IR x S 2 ) de h sous la forme: 

J 
2

]+oo lh(s,t,(J))I 2 dsd(J)=J 
2

]p1
+t-t

1
1 h(s,t,(J))I 2 dsd(J)+J 2 ]+oo 1 h(s,t,(J))I 2 dsd(J) 

s -00 s -00 s pl+t-tl 

TI vient alors: 
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J 
2

J+oo lh(s,t,ro)l 2 dsdro~J 2 J+oo 1 h(s,tl,ro)l 2dsdro 
S -oo S Pt 

Or la norme 1 h(t) IL 2 (1Rx 8 2) tend vers 0 quand t tend vers l'infini. Ceci est 
évident puisque D h(t )1 L 2 (1Rx 8 2) = 1 8 U(t) f 1 o et par hypothèse la Ii mi te de 

1 U(t)/1 est 0 quand t ~oo. De sorte que: 

J 
2 

J+oo 1 h(s,t1, ro)l 2dsdro=0 
S Pt 

On obtient donc que h(s,t1 ,ro) est nul pour s>p1 et t 1 ~0. TI reste à montrer que 
h(s,tl,ro)= 0 pour s<-pl pour prouver a). Comme <at+ aB )h(s,t,ro)=O pour 
s<-p1 , on a: 

h(s, t 1, ro)=h(s-t1 , 0, ro) , 'Vs<-p1 

Or h(s-t1 , O,ro) est le représentant par translation de (8/)(x) au point (s-t 1, ro). 
Puisque fest orthogonal à D~t et suppz (1- 8(x)) c B(O,p 1 ), 8 fest aussi 
orthogonal à D~t . Ceci montre que: 

h(s-t1 , 0, ro)=g( (8/(x))(s-t1, ro)= 0 , s<-p1 + t1 , 'V t1 ~ 0 

En particulier 

h(s-t1 , O,ro)=O, s<-p1 

ce qui prouve a). Vérifions maintenant que: 

[svYm(ro),h(s,t,ro)]=O 'VveiN, m~v 

Puisque g(t,x)=O pour lxi ~p1 et l(s,t,ro)= 0 pour lsl '2!p1 , le lemme 4-1 donne: 

[svYm(ro),l(s,t,ro)]=O 'VveiN, m~v 

n en résulte que: 

I 2I+oo ath(s,t,ro)svYm(ro)dsdro=-I 2I+OO aBh(s,t,ro)svYm(ro)dsdro 
S -oo S -oo 

d'où en intégrant par parties le second membre de cette égalité et en tenant 
compte de l'étape a), on en déduit que, pour tout v sm: 

(4-4) J~ s:: ath(s,t,ro)svY m (ro)dsdro= vI~ s:: h(s,t,ro)sv-1 y m (ro)dsdro 

On va procéder par récurrence sur v. Commençons par le cas v=O. On intègre 
en temps l'égalité (4-4) avec donc v=O ce qui donne: 

I 2 J+oo h(s, to. ro) y m (ro)dsdro=O , 'V to ~ 0 
S -oo 



De l'étape v=O, on en déduit pour v= 1 que: 

J 2 J+oo oth(s,t,w)sYm(w)dsdw=O. 
s -00 

La même démonstration que précédemment nous permet de conclure à: 

Le passage de l'étape v à l'étape v+1 se fait de la même façon. Ceci montre le 
point b ). Le lemme 4-1 permet de conclure. * 

Preuve du théorème 4-1 

Puisque U(t)f .l. D~1 , on a PP+1 U(t)f= U(t)f pour tout t~O. Grâce au 

théorème 2-4, il est évident que 1) implique 2). 
Supposons qu'il existe p1 > 0 tel que f .l. D~1 et lim 1 U(t)f 1 =0. Le lemme 4-2 

t-++oo 

montrequesuppx( U(t)j)c{xeQ/ lxi s;ptJ. Comme 0.2 a une seule composante et 
que I. est régulière, on voit que tout point y e0.2 nB(O,p1) peut être connecté à 

un point fixe x 0 de {x/ lxi >pd pour un chemin polygonal Py restant dans 0.2 de 

longueur totale inférieure à L 0 ( indépendant de y). Soit la boule de centre y et 

de rayon r, B(y, r)= {xl lxi< r }. On note x 1 , x 2 , ••• , xN=Y les points formant le 

chemin Py. Sans perte de généralité, on peut supposer que, pour un réel e > 0 

B(xo, ro )c {xl lxi >p1 }_avec ro = 2lxo -x1 1 s;e 

B(xi ,e)c0.2 V'i=1, ... ,N-1 

et de plus, si on note ri= 2lxi+l-xi 1. i=1, ... ,N-1 
N-I 

L ri s;2L0 avec rN-l s;rN_2 s; ... s;r1 s;r0 
j=O 

Puisque u (t,x )=[ U(t)fh (x)=O pour lxi >p1 et t>O, on a: 

u(t,x)=O pour lx-x0 l<r0 et t>O 

Le théorème d'Holmgren convexe ( voir [15] ) montre qu'alors 

rl rl 
u(t,x)=O pour lx-x0 l<ro +2 et t>2 

Comme {x/ lx-x1 1 < r 1 } est inclus dans {x 1 lx-xo 1 < ro + ~1 } on en déduit que 

u (t,x)=O pour lx-x1 1 <r1 et t> ; 1 

On applique de nouveau le théorème d'Holmgren: 
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ce qui implique que: 

et ainsi de suite. On arrive alors à: 

u(t,x)=O pour jx-%N-1 1<rN_1 et t>(r1+r2+ ... +rN_1)12 

En utilisant l'inclusion {x/ lx-yi< r~-1 }c {x/ lx-%N-1 1 <rN_1 ) on trouve: 

u(t,x)=O pour !x-xN_1 l<r~-1 et t>(r1+r2+ ... +rN_1)12 

D'après le choix des ri, on a (r1 +r2+ ... +rN_1)12 ~L0 • Finalement on a démontré 
que, pour tout t ~L0 , la solution u (t,x) s'annule pour tout x de 0 2• Pour que 
U(t)f soit évanescente, il faut que 

u(t,x)=O 'v'xe01 , 'v't ~T0 

C'est pour montrer cette propriété que nous avons besoin de l'hypothèse -supplémentaire sur les fonctions ret /3. On note (P) le problème suivant: 

<iP,-Il)u=O dans1R;xn2 

(r0(x) iP,- Il> u +Po <x> dt u = o dans 1R; x 0 1 

-(P) + -u1n1 
=u1~ surlRtxd02 

+ -dyll1î1
1 
=dvUt~ surlRtXd02 

~(u,dtu)=O surlR;xr 
(u (0,. ),dt u (0,.) )=(f1,/2)=/ 

- - -où 0 2= 0 2 \ 0 1 et r0, Po sont les prolongements analytiques de r et p dans 0 1 . -De la même façon qu'on a défini A, on définit A le générateur infinitésimal du - -semi-groupe de contraction U(t) associé au problème ( P ). La solution U(t )/ 
satisfaisant : 

[ U(t)fj(x)= 0 xe02 , t~ To 

-coïncide avec U(t)f pour t~ T0• On pose, pour e> 0: 

1 J~-fc=- U(T)/dT e o 

On vérifie facilement que: 
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ii) fe--+ f quand E--+0 

,.., 
iii) U(t)fe--+ 0 quand t --++oo 

,.., 
iv) [U(t)fe ](x)=O, 'v'xe.Q2 , t?:.T0 

,.., 
La propriété iii) implique que U(t)fe est une fonction presque périodique: il 
existe une suite (ai )j de réels telle que: 

U(t)fe = L,aj e'alt-To) (convergence en norme) 
J 

,.., 
D'après la propriété iv) on a ajln

2 
=0. D'autre part, A étant un générateur 

fermé, les relations i) et iii) montrent que ai est solution du problème: 

,.., 
(A +iaj) ai= 0 

Par régularité analytique de la solution d'un problème elliptique, aj!TI,
1 

est 
,.., 

analytique. Or on a vu que aj/~ =0 et comme .02 est non vide, on conclut que 
,.., ,.., ,.., 

ai=O dans .01 . Par suite U(t)fe est nul dans.Q1 et donc U(t)f= 0 pour t"2:.To. Ce 

qui achève la démonstration de 2) implique 3). 
Nous allons voir maintenant que si U(t)f est une solution évanescente 

alors il existe p1 >0 tel quejeBP1. Soit T 0>0 tel que: 

U(t)/=0 t?:.T0 

alors le support de U(t)f est compact pour tout t dans [O,T0 [. On peut donc 
trouver un réel p1 >0 tel que [U(t)fJ(x)=O pour lxi "2:.p1 • Soit g une donnée dans 
~1 œ ~1 alors g s'annule dans la boule B(O,p1) de sorte que: 

( U(t)f,g)H= 0 

c'est-à-dire que U(t)f J..D~1 $ JY:.1. '* 
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4-2. Lien avec les opérateurs d'onde 

On rappelle que les opérateurs d'onde W +et W _sont définis comme suit: 

W+f= lim U(-t).loUo(t)f feHo 
- t-t±oo 

où on a choisi l'application .10.linéaire continu de H 0 dans H vérifiant (3-1) et 
telle que .1 0 soit l'adjoint de l'application .1 définie précédemment. 

THEOREME 4-2: lm W _:lft,&H;, , lm W +=lft, &H:C, 

où H;, =(JeH/lim 1 U(t)/1=0}, H:0=l feH/lim 1 U*(t)/J=O} 
t-++OO t -++00 

Preuve 
Montrons d'abord l'inclusion: 

(4-5) lm W _cHt, & H;, 

Soit 'l' une donnée dans H b telle que A 'l'= ii.. 'l' avec i..e lR. Puisque A est le 
générateur d'un semi-groupe de contraction, A• 'lf=-ii.. 'l'· On a: 

( W _f, 'l' )H=lim ( U(t~t).lo Uo(-t~c)f, 'lf)H 
t-++OO 

où on a pris une suite t1c tendant vers l'infini telle que U0 (-t~c)f converge 
faiblement vers 0 dans H 0• Comme 

( W _f, 'l' )H = lim (Uo(-t~c)f, .l U* (t~c) 'lf)o 
t-++OO 

on en déduit que ( W _f, 'l' )H =0. La généralisation à tout 'l' de Hb ne pose aucun 
problème. On a le même résultat pour 'If EH~. Ce qui prouve (4-5) pour W _.La 
démonstration est analogue pour W + . 

Examinons maintenant l'opérateur 

slf=W+ WJ 

Ecrivons de façon plus explicite J. On a, d'après la définition de J:. 

si/= lim U* (t).loUo(t)WJ 
t-++OO 

Or on peut écrire rr (t).10 U0 (t)Wf sous la forme: 

lr (t).lo Uo(t) Wf=-lr (t).lo Uo(t)[ Uo(-t).l U(t)j- WJ]+lr (t).lo.l U(t)j 

donc: 
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.JI= lim r.r (t)5 05 U(t)l (5 = 5ô) 
t-++-oo 

L'opérateur .J envoie H"t, e- H:0 dans H~ e-H:0 . Si l'on considère la restriction 
de .J à cet espace, puisque: 

( r.r (t)5 05ô U(t))* = r.r (t)5 05ô U(t) 

on a: 

Soit 1 e Ker.J 1 Hl. e-H+ alors: 
b 00 

0= (.JI, 1 )H= lim 1 U(t)ll 
t~oo 

c'est-à-dire 1 eH:.O d'où 1= O. On en conclut donc que lm .J =Ht, e- H:O ce qui 
implique que lm W + =Ht, e- H:0. En prouvant l'existence de l'opérateur W~: 

W~l= lim U0 (t)5 r.r(t)l , leH 
t-++-oo 

par la théorie abstraite de Lax et Phillips [17], on démontre de façon similaire 
que: 

lm W -=~ e- H:O 

On va voir que les espaces H:O et H:O sont liés à l'existence des solutions 
évanescentes. 

THEOREME 4-3: Soit 1 eH, I*Ü. Les assertions suivantes sont équivalentes: 

1) U(t)l est une solution évanescente. 

Preuve 
On commence par montrer que 2) implique 1). Puisque lm W + =~ e- H:O , 

la donnée 1 l. lm W + appartient à H:O c'est-à-dire: 

(4-6) lim 1 U(t)ll =0 
t- Hoo 

Comme par hypothèse 1 l. lY__1 pour un p1 >0, on utilise le théorème 4-1 pour 
conclure. 
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Passons à la démonstration de 1)~2). Toujours d'après le théorème 4-1, il 
existe p1 > 0 tel que 1 .1. D"_1 et 1 vérifie (4-6). On décompose 1 sous la forme: 

l=l1+l2 ,l1.l.Hb .l2eHb 

où Hb est la fermeture de l'espace Hb. Si on montre que: 

(4-7) 

commeH.Lbet Hb sont invariants par U(t), la propriété (4-6) donne: 

l=l1.l.Hb et lim ~U(t)ld=O 
t-++oo 

Soit 1 .l. lm W +.Démontrons donc (4-7). Losque g est un vecteur propre de A tel 
" que Ag =iÂg, Âe IR, le résultat est immédiat. Soit g= L, akgk avec Agk= i).,kgk, 

•=1 
À ke IR et les valeurs propres sont différentes deux à deux. Appliquons U(t) à g: 

" U(t)g= L akei"'•t gk 
At=l 

alors la norme de U(t)g est égale à: 

[ t akajei()..-l.)t (gk,gj)H]l/2 
•.;'Cl 

Or pour deux valeurs propres ( purement imaginaires) différentes, le produit 
dans H des vecteurs propres associés est nul. Ainsi la norme de U(t)g s'écrit: 

Il 

~ U(t)g 12 = L, a~ lgk ~ 2 
At=l 

On en déduit (4-7) pour toutg dans Hb. Soit ge Hb alors il existe une suite (gn )n 

de fonctions de Hb telle que gn converge dans H d'où (U(t)gn )n converge vers 
U(t)g dans H. D'après ce qui précède, 

1 U(t)gn 1 = !gn 1 lg 1 

ce qui prouve (4-7). * 
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4-3. Condition suffisante de controlabilité 

On a vu ( théorème 4-1) que la controlabilité de l'obstacle était lié aux 
solutions évanescentes du problème (P). Majda a démontré dans [22] une 
condition suffisante de controlabilité du système: 

{
(éJF-~)u+c(x)ëJtu=O dansR;xn 

dnu+r (x)dtU+CT(x)u=O surR; x r 
(u (0,. ), dt u (0,.) )=(jl,f2)=f 

Nous reprenons ses démonstrations afin d'établir une condition suffisante de 
controlabilité du problème (P) avec fj(x)=O, 'v'xen1 ( couche transparente). En 
particulier, sachant que rest analytique, on démontre de façon identique, en 
remplaçant l'opérateur 0 par Dr= rëJ'f-!l., la proposition suivante: 

PROPOSITION 4-1: Si les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

i) n est un ouvert borné 

ii) an, a, ret r sont des fonctions réelles analytiques 

iii) a (x) ;t 1, V' XE ëJn 

alors on peut trouver un nombre fixe o0 > 0 et un ensemble de fonctions { <l>j} 

analytiques réelles dense dans L 2 (Q) tel que le problème 

{ 

( r(x)ëJ'f-!l. )u=O dans [t1, t 1 +oo] x n 
dnV-a(x)dtV+y(x~v=O sur [tl, tl +oo] xr 
(v (t1,. ),dt v (t1,.) )-(0, <1>) 

admet une solution f?2 définie dans [t1,t1 +o0 ] x Q. De plus v satisfait: 

v (t1),an=O , an v (t1)+ rv (t1),an=O 

On se sert de cette proposition pour démontrer le théorème. suivant: 

THEOREME 4-4: Si a, r. r, r et 1: sont analytiques • a(x);t1, V' XE r. il 
n'existe pas de solutions évanescentes. 
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Preuve 
Supposons qu'il existe une solution évanescente c'est-à-dire qu'il existe f 

dans H et T 0 = in/ {t > 01 U(t)f = 0). Le théorème 4-1 et le lemme 4-1 montrent 
qu'il y a un réel p1 > 0 tel que: 

supp:.: (U(t)j)cOr'IB(O,pl )=0p
1 

Pour démontrer que l'ensemble 

H(T0 )= {gl U(t)g=O , t~T0 ) 

est réduit à {0), il suffit de montrer que (1
1 
D(An )r'IH(T0 )= {0). On suppose donc 

que U(t)fe ~1D(An). On en déduit que: 

U(t)j etf2( [ 0, T 0 ],D(A)) 

soit u (t,x)=[U(t)fh (x)etf2 ( [0, T0 ],n2 (0P
1
). On note v la solution du problème 

défini dans la proposition 4-1 avec 0=01 , t1 = T0 -e1 où e1 est un réel 
strictement positif tel que El <oo. Puisque u(To,X) s'annule dans 02 et u (t, .) est 
solution de l'équation des ondes dans JR;xo2 , pour te[O, T0 ], il existeR tel que 
u(t, x)=O pour xe02 et lxi~R. Dans 0 1 , u(To)=O. Le théorème d'Holmgren 
permet de trouver e2 >0 tel que u(T0 -e2, x)=O pour xe01 r'l{ lxi ~R') où R'tel 
que B(Oft')c01. Soit R1 ~R, on a l'inégalité d'énergie: 

ER/u (T0 ))2!:.ER1 -To+t(u(t)) , 'v' te [T0 -e2 , T0 ] 

Or ER
1 
(u (T0 ))=0 donc u(t,x)= 0 pour xe Or'l { lxi ~R1 } et te [ T0 -e2 , T 0 ]. En 

particulier, u( T0 -e2 , x)=O , 'v' xe0.2 et u(t)1:t=àv u(t)1:t=O pour te [ T0 -e2 , T0 ]. 

On choisit maintenant e=min(e1,e2 ). On a: 

JTo J [v(r(x)à~-~)u -u(r(x)o;-~)v]dxdt= 0 
T0 -e n1 

D'autre part 

JTo J [v(r(x)or-~)u-u(r(x)o;-~)v]dxdt=f r(x)[vàtu-uàtvl~T-
T0-e n1 n1 t- o e 

Puisque u(t)t:t=àvu(t)1:t=O pour te[T0 -e,To ], seul reste le terme sur r qui 
vaut d'après les conditions aux limites vérifiées par u et v : 

- JTo J (v on u-uànv )dSdt= JTo J a(x)(vàtu-uàtv )dr dt 
T0 -E o01 T0 -E r 



47 

soit aprés intégration en temps, puisque u(T0 )=0 et v( T 0 -c) =0 -sur r: 

-JTo J (vonu-uonv)dSdt=f a(x)[uvf~T-"dr=O 
T o - c an1 r t- o ~ 

Finalement il reste: 

f r(x)u (T0 -c,x)<l>/x)dx=O ~u (To -c)=O dans Q 1 nl 

Comme on a vu que u (T0 -c)=O dans Q 2 , ceci contredit le choix de T0• * 
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Représentation du noyau de diffraction 

On rappelle qu'on a montré l'existence de l'opérateur de diffractionS dans 
le cas d'un obstacle avec une couche ( chapitre 1). De plus, S vérifie la propriété 

(1) S U0 (t)= U0 (t)S , 'V t eiR 

On définit à l'aide de la représentation par translation de { U0 (t)} donnée par 
l'application unitaire~ (voir chapitre 1,(2-12)-(2-13) ), l'opérateurS borné dans 
L 2 ( IRxS2 ): 

~ 

D'après (1), l'opérateur S commute avec les translations Tt et donc est un 
opérateur à noyau S # : 

s k(s,w)= k(s,w)+ J J s# (s-s',w,a)k(s', a)ds' da 

On appelle S # le noyau de diffraction. A.Majda [21] obtint le permier une 
représentation intégrale du noyau de diffraction dans le cas d'un obstacle sans 
couche pour des conditions aux limites préservant l'énergie. En premier lieu, 
on rappelle cette formulation intégrale de S # pour un obstacle homogène, 
réfléchissant ou absorbant. La méthode de [21], [24] n'étant plus utilisable 
losque le problème est dissipatif, on lui préfère la méthode plus générale 
exposée par V.Petkov [28], [29]. Ensuite on établit le lien entreS# et l'amplitude 
de diffraction. Pour finir, nous étendons ces résultats au cas d'un obstacle 
inhomogène qui nous a occupé dans le chapitre I. 
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1- Cas d'un obstacle homogène 

On se propose d'établir une formule de représentation du noyau de 
diffraction ( dans le cas où bien sûr l'opérateur de diffraction Sexiste) pour le 
problème perturbé suivant: 

{
(êl~-t:.)u =0 dansiR~·>xn 

(l-1) ~(u,atu)=OsuriR~·>xr 

(u (0,. ),dtu (0,.) )={fl,/2)=/ 

OÙ l'ouvert n est l'extérieur d'un compact de IR3
, r sa frontière et ~ désigne la 

condition aux limites. On a repris ls notations du chapitre 1 en ce qui concerne 
IR~·>. On note U(t) l'opérateur correspondant à la solution perturbée u et A son 
générateur infinitésimal: {U(t)} peut être soit un groupe d'opérateurs unitaires 
dans H =H1 xL2 (Q), espace des données d'énergie finie, soit un semi-groupe 
de contraction. 

On montre que S' est déterminé par la diffraction des ondes planes 
incidentes o (t-x.co) où o est la mesure de Dirac en 0 sur IR. Pour toute 
direction co fixée, on prouve l'existence d'une onde plane "distordue" w (t,x, w) 

solution en un sens faible de l'équation des ondes hors de l'obstacle, de la 
condition sur le bord r et de: 

w(t, x, co)= o(t-x.w) , t<-p 

où pest le rayon de la boule englobant l'obstacle. Le noyau de diffraction est 
alors donné, sous des hypothèses que nous précisons par la suite, par la 
formule de représentation intégrale: 

(1-2) S'(s,co,O)=~J J o'(t+s-x.co)dvWd(t,x,O) 
Bx Rt r 

+(vz. co) o"(t+s-x.co) wd (t,x, O)dt dr(x) 

où v désigne la normale à r extérieure à Q et wd(t,x,O)=w(t,x,O)- o(t-x.O). 

Cette formulation permet d'établir une localisation du support de S' : 

supp
8
S' (s, co, O)c ]-oo, max (x. (6-co))] 

rer 

L'analyse du support singulier de S' a été abordée par de nombreux auteurs 
dans le cas d'un obstacle sans couche ou d'un obstacle transparent ( Majda 
[23], Petkov [30], Taylor [32]). Dans le cas d'une condition ~ conservative, 
Majda [21] a montré, par les techniques de l'analyse microlocale de la 



propagation des singularités, que si l'obstacle ne piège pas de rayons le noyau 
S' et l'onde wd sont à décroissance rapide. · 

Le noyau S # étant une distribution tempérée par rapport à s, on peut 
- # prendre sa transformée de Fourier S . A un facteur près, on trouve alors 

l'amplitude de diffraction a: 

- # l(j 
S (-a,œ,8)=

2
n a(a,œ,B) 

On montre que le calcul de a se ramène à celui des traces d'ondes incidentes 
périodiques dépendant du temps sur la frontière de l'obstacle ( quand celui-ci 
est non captiO sur un intervalle de temps suffisamment long. 

Pour démontrer (1-2), on a besoin de connaître le profil asymptotique d'une 
onde solution du problème non perturbée (P0). 

1·1. Proïù asymptotique 

Les notations sont les mêmes que dans le chapitre 1. Soit u 0 (t,x) une 
solution de (P0) d'énergie finie et soit k le représentation par translation de la 
donnée initiale (u0 (0,x),dtu0 (0,x)). On suppose que ke~~ompORxS2). Alors le 
comportement asymptotique de u0 s'écrit: 

(1-3) 

(1-4) 

lim tat~(t,(t+s)8)=-k(s,8) , 't8eS2 
lti-++OO 

lim tB. Vu0 (t,(t+s)8)=k(s,8) , 't8eS2 
lti-++OO 

la convergence étant uniforme pour s dans un intervalle borné. On démontre le 
théorème suivant: 

THEOREME 1-1: Pour tout f dans H 0 , la solution de (P0 ) U0 (t)f= 

( u0 (t,x), dt u0 (t,x)) vérifie: 

J 
3 

1 dt Uo (t,x)+ .!_ k (r-t, ~) 12 dx 0 
R r r t ........ 

et J ldtUo(t x)-.!.k(-r-t -~)!2 dx 0 
R3 ' r ' r t -+-DO 

De même on a: 

J 3 IVu0 (t,x)- ~x.k(r-t,~)l2 dx 0 
IR r t ........ 
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Preuve 
Quitte à régulariser ensuite, on suppose que fe fl(lR3

) xfl(lR3
) avec 

suppfcB(O,a) d'où le représentant par translation ~/=kefl(1RxS2 )et 

k (s, 8)=0 pour lsl >a. D'après (1-3), on a: 

f...2J~ 1<t+s)dtu0 (t,(t+s)8)+k(s,8)1 2 dsd8 0 ;:;- ~ ltl ..... +oo 

Soit en faisant le changement de variable r= t+s: 

J 
2

Ja+t lrdtu0 (t,r8)+k(r-t,8)1 2 drd8 0 
S -a+t ltl ..... +oo 

On traite le cas t -++oo, le cas t -+-oo se traitant de façon analogue. Puisque 
f(x)= 0 pour lxi> a et que dans l'espace libre, aucun signal ne se propage à une 
vitesse plus petite que l'unité, on a pour t?:.a: 

u0 (t,x)=0, lxl<t-a ~k(r-t,8)=0 , r< t-a 

Donc l'intégrale 

f 2f-a lratuo(t,re)+k(r-t,e)l2 drde s 0 

est nulle. On en déduit que: 

J 2 Ja+t lrdtUo(t,r8)+k(r-t,8)12drd8---+0 
S 0 ltl ..... +oo 

D'autre part, le principe d'Huygens danne dtu0 (t,x) = 0, lxi ?:.a+t d'où k(r-t,8)=0 , 
r< t+a d'où: 

ce qui permet de conclure à: 

On pose alors x= r 8 ce qui donne 

Sachant que 

f 3
1dtuo(t,x)+lk(r-t,;.)l2 dx---+O 

IR r r t ...... oo 

lim te. V'u0 (t,(t+s)8)=k(s,8), on démontre de même que: 
ltl-++oo 

J 3 IV'uo(t,x)- \x.k(r-t,~)l2dx 0 
R ,- r t ....... o 
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1-2. Représentation intégrale deS' 

Soit k eg(JRxS2 ) tel que k s'annule pour lsl >a. On pose: 

(1-5) k=~f, U0 (t)f=(a(t),dt a(t)) 

On considère le problème: 

{ 

( d~- D. ) u = 0 dans lR.t x n 
(Pa) ~(u,dtu)=OsurlR.txr 

(u (t,. ), dtU (t,.) )=(a(t,. ), dt a(t,.)) pourt S-(p+a) 

Soient les quatres conditions suivantes: 

(H1 ) l'opérateur de diffractionS existe 

(H 2 ) Toute solution u de (Pa ) est ~oo (lR.t x fi ) 

(H3 ) Le problème (1-1) admet une unique solution dans ~0<mt<+> ,D(A)) 

On introduit maintenant la notion d'onde plane "distordue". Soit le problème 
de Cauchy suivant: 

{
(d~-D-)r0 =0 danslR.txn 

(1-6) ~(r 0 'dt r 0 )=-~(d(t-x.ro) 'd'(t-x.ro)) sur lR.t x r 
r 0 (t' . )=0 pour t s-p 

où la fonction d est définie par: 

THEOREME 1-2: 

(1-7) 

d(t)={~, t~O 
0, t<O 

L'onde plane "distordue" w est définie par: 

w (t,x, ro)=dt r 0 (t,x, ro)+ c5 (t-x.ro) 

où r 0 est solution de (1-6). On a: 

(1-8) w(t+s,x,ro)e~00 (lR.8 xS
2Q), g'(~xQz))f19''(lR8 , g'(lR.t xS2Q)xQz)) 

et toute solution u de (Pa) s'écrit sous la forme: 
1 

(1-9) u(t,x)=2 1t < w(t+s,x,co), k(s,co) >g·,g(RxS2> 

où k est donné en {1-5). 
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Pour démontrer la propriété de régularité w (t+s,x, co) E 1(;'
00 (]RB x 8 2

(1), fJ 1 

(]R.t x n.r )) ' 

on a besoin des deux lemmes: 

LEMME 1-1: Pour tout 8 dans fJ(IR.t) et tout 'l' dans fJ~. à (Q) x fJ(Q), la 

fonction: 

est dans 1(;'00 ORs x s; ), OÙ on a noté 

t 

r&8 (t,., co)= J U(t--r)(O, q( T+s,., co)) d-r 
-oo 

LEMME 1-2: Soit P (t,x, co)et(;'0 (IR.8 xiR.txS~,H). On suppose que: 

supp.rP (t,., co)c{xen/ lxi ~R+ ltl} 

où Rest un réel positif indépendant de tet co. De plus, pour tout 8 dans fJ(IR.t) et 'l' 
dans fJ~ â(Q)xfJ(Q), la fonction , 

(s,co)~<J 8(t)P(t,.,co)dt,yt)H 

est dans 1(;'00 ORs xs; ). Alors p (t,x, co) et(;'00 (IR.B xS2
(1), ÇJ' (Rt x n.r )). 

Preuve du théorème 1-2 

Introduisons la fonction de troncature xE fJ(IR.3 ) telle que x(x)= 1 pour 
lxi ~p1 et x(x)=O pour lxi ~p>p1 où p1 a été choisi tel que l'obstacle soit contenu 
dans la boule B(O, p1). Soit q (t,x, co) la fonction dans 1(;'0 (IR.t x S~ , H~omp (Q)) 

définie par: 

(1-10) q (t,x, co)=-2 Vx(x). V .r(d(t-x.co))- ~x(x). d(t-x.co) 

Alors, d'après l'hypothèse (H3 ), la fonction G donnée par: 

t 

(G (t,.' co)' at G(t,. 'co))= I U(t--r)(O, q( T,. 'co))dT 
-00 

est l'unique solution dans 1(;'0 (IR.t x s; ,D(A)) du problème: 

{
ca;-~)G =q dansiR.txn 

(1-11) 1B(G, at G )=0 suriR.t xr 
G(t,. )=0 pourt~-p 

Ainsi on résoud (1-6) en posant: 

r 0 (t,x, co)=- xCx)d(t-x.co)+ G(t,x, co) 
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et la même condition (H3 ) nous permet de dire que c'est l'unique solution de 
(1-6). Montrons maintenant la propriété (1-8). D'aprés ce qui précède, l'onde 

plane w s'écrit aussi: 

(1-12) w (t,x, m)=(1- x(x))d(t-x.m)+afGCt,x, m) 

On établit d'abord que w (t+s,x, m)eS'' <R • • ~· (JR.t xS2
(A) x n.x )). Pour cela, il suffit 

de montrer que t >----+ 1 G(t, . ,m >IH est à croissance lente pour t4 +oo (on 
1 

rappelle que H=H 1 xL 2 (.Q)). D'après l'expression (1-10) de q(t,x,m), on 

démontre aisément que: 

La norme de G est majorée par: 

f lq(T,.,mHL2(.Q)dT 
-oo 

Or q (T,., co) s'annule pour T<-p donc: 

t 
~G(t,.,m)IH scf lq(T,.,m)IL2(,a)dT~C'(1+t)3 

1 -p 

Ceci prouve que G(t,x,m)eff0 (S2
(A) ,S''(Rt,H1 )). D'où la "seconde moitié" du 

résultat (1-8). La propriété w(t+s,x,m)eff00 (1R8 xS2
(A), ~'(1Rtx.Q.x))se démontre 

en deux étapes. En premier lieu, il est facile de voir que: 

(1- X(X))o(t+s-x.m) ef?00 (1R.8 xS2
(A), ~· (JR.t X .Q.x )) 

puisque, pour toute fonction 8 de ~(JR.t ), on a: 

< (1- x<x))o(t+s-x.m), 8(t) >~·,g(R,) =(1- x<x)) 8(x.m-s) 

La seconde étape consiste en l'application des lemmes 1-1 et 1-2. Si on prend 

P (t,x, m)=(G (t+s,x, m), at G (t+s,x, m))= rgs (t) 

dans le lemme 1-2, on en tire que: 

a~G(t+s,x, m) eff00 (1R.8 xS
2(A),~' (Rt x .Q.x )) 

ce qu'il fallait prouver. 
ll reste à montrer que toute solution u de (Pa) s'écrit sous la forme (1-9) au . 

sens des distributions c'est-à-dire que pour cp e~ (1Rt x n.x) on a: 

1 
< u, cp >~·.~<IR, x .0)= 2 1t < w (t+s,x, m), k (s, m) ® cp(t,x) >fZ·,gœ

6
xS2xR, x.Q) 

Puisque le problème perturbé (P) admet une unique solution dans 
t;0(JR~•> ,DCA)), pour prouver que u (t,x)= u 1(t,x) où: 
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1 
u 1(t,x)= 2 n < w (t+s,x, co), k (s, co) >fl',fJ(JRxS2 ) 

il suffit de montrer que: 

(1-13) 

et que u 1 est solution du problème (Pa). L'onde plane "distordue" w se 
représentant sous la forme (1-12), on regarde tout d'abord: 

<(1- x(x)) o(t+s-x.co), k(s, co)>g-· fJ(IR xS2 ) = (1-X(X)) J 2 k(x.co-t, co) dco . • s 

Comme 1-x etf00 (Q) est nul au voisinage de l'obstacle et k e ~(1R8 xS2
œ ), il est 

clair que: 

(1- x(x)) ( J 2 k(x.co-t, co)dco, J 2 êJ8 k(x.co-t, co)dco) etf0(1Rt ,D(A)) s s 

D'autre part on a vu que (G(t+s,x,co),êJtG(t+s,x,co))etf0 (1R.8 xS2œ,tf0(1R.t,D(A)) ). 

Or on a: 

êJ~G(t+s,x, co)=ëJ!GCt+s,x, co) , k eiN 

donc (êJ~G(t+s,x,co),ëJtGCt+s,x,co))e~'(1R.8 xS
2œ,tf0(1R.t, D(A)) ). On en conclut 

qu'on a bien (1-13). La vérification de Du1 =0dans ~'(1Rtx.Qx)et celle de 
~(u1 ,êJtu 1 )=0 dans ~'(1Rtxrx) sont immédiates grâce à (1-11). En notant que 
pour touts tel que lsl Sa et pour tout tS-(p+a), la somme t+s est inférieure à -p 

on trouve que: 

1 
U1 (t,. )=

2
1t < o(t+s-x.co),k(s,co) > pour tS-(p+a) 

Or l'onde libre a est une superpositon d'ondes planes k(x.co -t, co): 

1 
a(t,x)= 2n < o(t+s-x.co), k(s,co) > 

Donc u 1 (t) coïncident avec a(t) pour tS-(p+a). * 
Preuve du lemme 1-1 
Comme q (t+s,x, co) est une somme finie de termes du type qJ(x)f(t+s-x.w) 

avec q>e~(.Q) etjetf0 (1R), on va faire l'etude dans le cas d'un seul terme: 

q 8 (t,x, co)= q>(x)f(t+s-x.w) 

Puisque q 8 (t,x, co) etf0 (1R8 x1RtxS2œ, L~omp (.Q)), on a f§s (t,x, co)etf0 (1R8 xlR.txS~, H). 

Soient 8e~(1Rt) et lj/E~~ À (.Q)x~(.Q), on peut écrire: 
• 

(J 8(t)f§8 (t)dt,lji)H=J 8(t) r ((0,q8 (1,.,co)),U*(t-t)ljf)Hdtdt 
-oo 
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On note v(t,x)=[l:r(t)11fh(x). Par (H4 ), ve~00 (R~·> x Il). On a ain~i: 

d O(t)~8 (t)dt, 11f)H= I+oo O(t) r f (j'(X)j(t+s-x.w)ü(t-7:,X)dxdtdt 
-oo -oo n 

= I+OO O(t-s+x.w) r f (j'(x)j(t)ü(t-7:,X)dxdtdt 
-oo -oo n 

Le théorème de Lebesgue assure que cette fonction de w et s est ~00• *' 
Preuve du lemme 1-2 
Soit u eH tel que supp u c { lx 1 SR1 } . On choisit xe fl( Q) valant 1 sur un 

voisinage du support de u. Pour (!' = ((!' 1 , (!' 2 ) e fl(.Q)x fl(.Q) on construit ft 
solution de: 

{ 
llft =(/'t dans n 
~{ft ,0)=0 surr 

On sait que fte~00 ( 0). On pose11f=(-Xft,~2 )efl,gJ.6(.Q)xfl(.Q) et en 
' particulier appartient à H. On a alors: 

<ut ,(!'t>g·,gcn> =<ut ,ll/1>g·,gcn> 

Le choix de x impose que: 

f v Ut· v ft dx=-I v ul. v'l't dx n n 

Puisque Ut eHt, on a Ut eBLt0 (.Q) dans le cas d'une condition aux limites de 
Dirichlet sinon Ut eBL~omp(.Q) donc la formule de Green s'applique, ce qui 
donne: 

D'où l'égalité: 

< u '(!' >g·,gcn>=(u, 11' )H 

Appliquons ce résultat à u = J O(t)P (t,., w)dt de sorte que: 

< J O(t)P (t,., w)dt , (!' >g·,gcn> e~00 (1R8 xS2œ) 



Le résultat (1-9) va permettre d'obtenir la représentation intégrale du 
noyau S #. 

LEMME 1-3: Soit u la solution du problème (Pa ) où a est déterminé par {1-5). 

Soit l eg(JR. xS20)) le représentant par translation d'une donnée g tel que 

supp.lc[-b,b]. Si on note: 

U0 (t)g=( Ç(t),atç<t)) 

alors pour tout T>p+max(a, b), on a 

(1-14)J {V(u-a)( T,X). VÇ( T,x)+(at u-at a)(T,x)at Ç( T,X)} dx= I {av u at' -av<at Ç) u} di. 
n ~ 

OÙ L-r =(IR n {!tl< T}) x r . 

Preuve 
Puisque Ç et u sont solutions de l'équation des ondes dans l'espace libre et 

dans n respectivement, on a: 

0= Ç D u-u D Ç= at (Çatu-uatÇ) + V(u VÇ- ÇVu) dans IR.xQ 

Soit le domaine espace-temps Q-r=(IR.n{ltl< -r})xQ. Comme uetf00 (IRx-Q)et 
Ç e t;'00 (JR4 ), on peut intégrer l'identité ci-dessus sur Q-r: 

0= I {at<C atu-u atç) +v (u Vç- ÇVu)}dxdt 
Q'C 

La permière intégrale donne après intégration en temps: 

I at<, at u-u at Ç)dtdx= I <,at u-u at Ç)(-r,x)dx-I <,at u-u at Ç)(--r,x)dx 
Q'C n n 

tandis que la deuxième se transforme en: 

J V(uVÇ- ÇVu)dxdt=f v.r.{uVÇ- ÇVu}di.(t,x) 
Q'C I-r 

où v désigne la normale à r dirigée vers l'extérieur den. D'où finalement: 

(1-15) O=J ( 'atu-u at Ç)( T,x)dx-I ('at u-u at Ç)(-T,x)dx+f { u ave -cav u } dl: 
n n I'C 

En procédant de même pour les ondes libres a et Ç, on trouve que: 

0 = J 
3 

( Ç D a-aD Ç) dx dt 
R x(]Rn(ltl<-r)) 

soit: 

(1-16) 
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le terme intégral contenant V (a VÇ- ÇVa) s'annule puisque qU:and lxi~ oo, 

a(t, x) et Ç(t,x) tendent vers 0 et lai et IÇI restent bornés. L'onde u 1 (t) coïncidant 
avec a(t) pour t~-(p+a), le temps Tétant choisi supérieur à p+a , on a u=a et 
atu=ata en t=-T. On a aussi: 

Ç(t,x)=O pour lxl~ltl-b ~ Ç(t,x)=O pour lxi~P, ltl~-r 

En tenant compte de ces remarques et en soustrayant (1-15) à (1-16), on obtient: 

J (at u-at a)( T,X)Ç( T,X)-(u-a)(t,x)at Ç( T,X)dx = J { Çav U -U avÇ} dL 
n ~T 

On remplace alors Ç par atç et sachant que a'fÇ=ll.Ç, on a: 

J catu-ata )(t,x)atÇ(-r,x)-(u-a)(-r,x)ll.Ç(-r,x)dx= J {at,avu-uavatÇ}d1: 
n ~ 

La formule de Green donne: 

J ( u-a)(-r,x)ll.Ç(-r,x)dx=- J V( u-a)(-r,x) .VÇ(-r,x)dx+ J (u-a)( -r,x)avç( -r,x)dr 
n n r 

Comme Ç(-r,x)=O, lxl~p, le terme sur rest nul. On en déduit (1-14). *' 
L'opérateur de diffractionS, puisqu'il existe par hypothèse, est donné par: 

Sf'= lim Uo(-t).1U(2t).fo U0 (-t)j' f'eH0 
t-++OO 

où .1 et .1 0 sont des applications de H dans H 0 etH 0 dans H respectivement, 
vérifiant: 

.fo/D~eD~ =Id ID~eD~ , .1/D~fDD~ =Id ID~eD~ 

Dans le cas conservatif, il est facile de voir que: 

(1-17) Sf= lim U0 (-t).1(u(t,.),at u(t,.)) 
t-++OO 

où u est la solution de (Pa). En effet, si on note g 'la donnée initiale de (u,at u), la 
condition u=a et atu=ata pour t~-(p+a) implique que: 

g '=U(-t) U0 (t)j , t~-(p+a) 

soit g '= W _f où W _est l'opérateur défini par: 

W _ f'= lim U(t).10 U0 (-t)j' f'eH0 
t-++OO 

Dans le cas dissipatif, on construit une solution u de (Pa) comme suit. On note 

u(t,x,T)= U(t)U0 (-T)j où T~p+a 

alors u est solution du problème: 



(a~-~) u =0 dans 1Rt x n 

fiJ(u,at u)=O sur1Rtxr 

(u (t,. ),at u (t,.) )=(a (t,. ), at a (t,.)) pourts. T-(p+a) 

La dernière égalité provient du fait que U 0 (-s)feDP_ pour tout s~p+a. Si on 
pose u(t,x)= u (t+T,x, T) alors u est solution de (Pa). L'unicité de la solution de 
(Pa) implique que: 

(u(t,.), at u(t, . ) )= U(t) U(T) U0 (-T)f 

soit de nouveau 

(u(t,.), at u(t,.) )= U(t) W _f 

TI en résulte la même conclusion que dans le cas conservatif à savoir l'égalité 
(1-17). 

-LEMME 1-4: L'opérateurS=~ S~-1 vérifie 

(1-18)J 2 J+oo (Sk(s,(J))-k(s,(J)))l(s,(J))dsd(J)=
2
1 J J {avuatÇ-av<atÇ)u}drdt 

s -oo r Rt 

Preuve 

L'expression (1-17) de l'opérateur de diffractionS en fonction de la solution 
u de (Pa) montre qu'il existe h = Sf dans H 0 tel que: 

(1-19) lim I.10 U 0 (t)h-(u(t, . ),atu(t,.))I=O 
t--++oo -Soit m le représentant par translation de h alors Sk =m. On peut définir un 

profil asymptotique pour (u(t,.),at u(t,.))grâce à (1-19) et au théorème 1-1 

donnant le profil asymptotique de U0 (t)h: 

J 1 at u (t,x)+.!. m (r-t, ~) 12 dx 0 n r r t -++oo 

J IVu(t,x)- \x.m(r-t,~)l2dx 0 n 1 r t-++oo 

On fait alors tendre T vers l'infini dans l'égalité (1-14) du lemme 1-3 ce qui 
donne: 

J f {av U at Ç -av<at Ç) U} dr dt= 2lim J 1
2 ( m-k)(r-T, ~ )l(r-T, ~ )cfx 

r Rt T-++oo n 1 r r 

Or pour t>p+b, on a: 
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x 
l(r-r,r )=0 pour r< -b+r<p 

L'intégrale sur n dans le terme limite se transforme en une intégrale sur tout 

JR3 . On peut donc passer en coordonnées polaires .x= r w et en faisant le 
changement de variable s = r - r, on trouve: 

J
+OOJ x x 1J I lim ,.2 ( m-k)(s,- )l(s,- )dsdw=2 {av u at' -av<at Ç) u} dr dt T-++oo -T ;:;~ r r r R1 

soit encore (1-18). 

THEOREME 1-3: Le noyau de diffractionS# admet la représentation: 

S#(s,w,B)=~J J ô'(t+s-x.w)avwd(t,x, B)+(vz. w)ô"(t+s-x.w)wd(t,.x, e)dtdr(x) 
Sn Rt r 

où wd est la différence entre l'onde plane distordue w et ô(t-x.e). 

Preuve 

La représentation de u peut se décomposer en deux parties: 

1 1 
(1-20) u(t,x)= 2 n < ô(t+s-x. w), k (s,w) >+ 

2
n < wd(t+s,.x,w), k (s,w) > 

soit, en fonction de l'onde libre a: 

1 
u(t,x)=a(t,x)+

2
n < wd(t+s,x,w), k(s,w) > 

En remplaçant u par son expression ci-dessus dans (1-18), on obtient: 

J-.2foo (sk<s,w)-k<s,w)H<s,w)dsdw= 2
1 f J ava<t,x)atç<t,x) 

;:;~ -oo r Rt 

-av<atÇ)(t,.x)a(t,x)dr(.x)dt + 4
1
n JrJR av< Wd(t+s',.x,8), k (s',8) >8 •,e atÇ(t,.x) 

j 

-av<atÇ)(t,x)< wd(t+s',x,e), k(s',e) >1 ,6 clr(x)dt 

Comme 0 = at ç 0 a- a 0 at Ç dans 1R1 x n, on vérifie facilement que 

I J a"a<t,x)atç<t,x)-av<at,)<t,x)a<t.x)dr<x)dt =o 
r Rt 

En remplaçant maintenant at Ç par sa représentation 

atÇ(t,x)= 2
1
n < ô'(t+s-x. w), l(s,w) > 
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et en notant Sk(s,w)-k(s,w)= <S'(s,w,s',O),k(s',0)>,.·,8 dans fJ"'(IR,.xS~), on a 
la représentation pour les produits fJ"(IR,.xS~) ®fJ"(JR,. . xS~) 

S'(s,w,s',O)=~J J dvwd(t+s',x,O)S'(t+s-x. w) 
Sn r IRt 

+(v x .w)S" (t+s-x. w) wd (t+s ',x, 0) dr(x)dt 

Par le théorème du noyau de Schwartz, S #est alors déterminé sur tout 
fl'( IRB x s~ x IRB. x S~). On définit alors le noyau de diffraction s # par: 

La formule (1-2) de représentation deS# est comprise au sens des distributions: 
pour (/) dans fl( IR,.), on a: 

<8 # (s, ro, 0), qJ(s) >6 =- _1_2 <dv wd (t,x, 0), (/) '(x.w-t) >g· fl(JR xn 
Sn • t 

+ _1_2 <(vx .w)wd(t,x,O),qJ"(x.w-t)>g·g(JR xn 
Sn ' t 

1-3. Exemples 

On donne ici des exemples simples de problèmes ayant les quatres 
propriétés (H 1 )-(H 4 ) et donc, dont le noyau de diffraction admet la 
représentation intégrale (1-2). 

Le premier cas conservatif qu'on regarde est le problème mixte (1-1) avec 

une condition de Dirichlet. Cet exemple a été traité par Lax et Phillips qui ont 
montré les deux conditions (H1 ) et (H3 ). Quant aux deux conditions restantes 

soit (H 2 ) et (H 4 ), elles résultent du fait que la donnée initiale fest dans ~D(A k) 

et que llfEflft â (Q) xfJ"(Q) appartient aussi à ce même espace. Commençons 
' 

par démontrer la première assertion. On rappelle que dans ce cas H 1 =BLâ(O). 

La donnée fest telle que U 0 (t)f eDP_ pour tout t S-(p+a). On en déduit que 

g '= W _f. D'autre part, d'après les propriétés de la représentation par 

translation .9l, on a: 
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ce qui prouve que Ai U0 (-t)jEH0• Comme les opérateurs A etA0 ~oïncident sur 
net queAkg'=U(t)Ak U0 (-t)j, on a bieng'e~ D(Ak). En ce qui concerne la 
deuxième assertion, en notant que fl~.ll. (.Q)=fl(.Q), le résultat est immédiat. 

Si l'on remplace la condition de Dirichlet par une condition de Neumann, 
on a toujours l'existence de l'opérateurS et l'unicité de la solution de (1-1) dans 
t;:t0(1R1 , D(A)). De même si l'on démontre que g 'e î'l D(A k ), la solution u de (Pa ) 

est ti'00 (1R1 x 0) et si VfEfl~.ll.(.Q)xfl(.Q)cî'lk D1Ak), [r(t)Vfe(ti'00 (1R1 x 0))2. 

Ecrivons ce qu'est le domaine de Ak: 

DCAk) 

={/=CftJ2)eBL1 (.Q)xL2(.Q)=HI AP feH pour lSpSk et an!:/ ft=O sur r, 
V' 0 Sj S [;], an t:/ f2=0 sur r, V' 0 SjS[k;1 ] -1) 

TI est clair que l'espace fl~ Il. (.Q) xfl(.Q)est inclus dans D(Ak) pour tout k "?::.1. 
Quant à la donnée g', on ~ontre comme précédemment que U 0 (-t)jeD(Ak0 ) 

pour t"?::.p+a et k "?::.1 et comme U 0 (-t)f s'annule au voisinage de l'obstacle, 
U0 (-t)feD(Ak ). On peut donc écrire: 

Ak U(t)U0 (-t)j= U(t)Ak U0 (-t)jeH 

et par définition de U(t), la première composante de A kg' vérifie la condition 
aux limites, ceci pour tout entier k. 

Donnons un exemple d'équation des ondes dissipative. On considère la 
condition sur le bord r: 

OÙ n est la normale à r extérieure à n et a est une fonction positive. On trouve 
les démonstrations de (H1 ) et (H3 ) dans la littérature ( [16 ], [28 ]). Rappelons 
que la solution de (Pa) a été construite à partir d'une solution de (1-1): 

(u(t,.),a1 u(t,.))=U(t)U(T)U0 (-T)j , T"?::./)+(1 

Puisque Uo_(-T)fel) D(Ak) alors U(t)U0 (-T)/e(ti'00 (1R+ 1x0)) 2 donc 
ueti'00 (1R1 x .Q) et l'espace fl~,ll.(.Q)xfl(.Q)a été choisi pour qu'il soit inclus 
dans tous les DCA •k ). 



1-4. Amplitude de diffraction 

Pour mettre en évidence le lien entre la théorie de la diffraction dépendant 
du temps et l'amplitude de diffraction, il suffit de considérer la transformée de 
Fourier deS# par rapport à s. Le noyau S# étant une distribution tempérée par 
rapport à s, on peut en prendre la transformée de Fourier: 

s#<-a,ro,8)=< s# <s.ro,8),eias > 

La représentation intégrale de S # donne alors la relation: 

S-#c >- ia I icr:c.w[< >. - < > a - c )]dr ia -a,ro,8 --2 e v:c.ro zawd a,x,8- vWd a,x,8 (x)=-
2 

a(cr,ro,8) 
Sn r n 

où a est l'amplitude de diffraction et on a noté wd la transformée de Fourier de 

wd: 

wd<a.x, 8)= I e-icrt wd<t.x, 8)dt 

L'onde wd est solution du problème harmonique: 

où~ est obtenue en remplaçant at paria dans l'expression de ~ soit: 

~v=a(x)iav(x)+anv(x)+y(x)v(x) ' xer ou ~v=v 

Le comportement à l'infini de w d n'est autre que la condition de radiation 
rentrante de Sommerfeld. Elle exprime la propriété d'incidence: 

wd(t,. )=0 , t S:-p 

et fait apparaître l'amplitude de diffraction pour une fréquence cr, une 
incidence ro et une direction d'observation 8 . 

Le calcul de l'amplitude de diffraction se ramène donc, soit à évaluer wd 

loin de l'obstacle et à appliquer: 

eiar 
a (cr, ro, 8)= lim - wJa,-r8,ro) 

r-++oo r 

soit à évaluer w d et a v w d sur r et utiliser la représentation intégrale de 

a(cr,ro,8). 



Une procédure classique consiste à résoudre le problème en ft:"équence (Pa) 

pour déterminer l'amplitude de diffraction. La théorie de la diffraction 
hyperbolique suggère des approches dépendants du temps: calculer wd en 
résolvant le problème d'évolution sur un intervalle de temps suffisamment 
grand pour certaines ondes incidentes, impulsions brèves ou oscillations 
entretenues. La méthode des impulsions brèves consiste à approcher l'onde 
incidente ~(t-x.œ) par une impulsion brève f j (t-x.œ) où fi est une 
approximation régulière de ~. On calcule wj du problème (1-1) et coïncidant 
avec fj dans le passé: 

wi(t,x)=fP/t-x.œ) , tS.-p 

On évalue l'amplitude de diffraction à l'aide de l'onde diffractée wj: 
u!J (t,x)=wi(t,x)-fi(t-x.œ) 

en calculant, soit le noyau de diffraction par sa représentation intégrale dont 
on prend ensuite la transformée de Fourier, soit en calculant la transformée 
de Fourier de wj ce qui permet de calculer a(cr, œ, 8). 

On propose une seconde méthode évitant la régularisation de distributions 
singulières. Dans le cas d'un obstacle sans piège, on peut évaluer l'amplitude 
de diffraction en approchant wd par une méthode de type "amplitude limite". 

Comme on a montré l'existence de l'onde plane "distordue" w, on montre 
l'existence d'une solution faible de (l-1) notée u,,O) (t,x), où a elR. et œ eS2 sont 
fixés, telle que: 

u,,OJ(t,x)=eia(t-%.0))y(t-x.œ) , tS.-p 

où Y désigne la distribution de Heaviside. On note u:,O) l'onde diffractée définie 
par: 

u:,OJ (t,x)=ua,OJ (t,x)-eia(t-%.GJ)Y(t-x.œ) 

Le représentant par translation de la donnée initiale distribution: 

e-ia:c.OJ (Y(-x.œ),iaY(-x.œ)+ ~(-x.œ)) 

est donné par: 

(1-21) 

On voit facilement que: 

k,,CI) (s, 8)= 2ne -ias Y(-s) ®~Cil (8) 

suppk,,CI)c]-oo, 0] xS~ 

supp singk,,O)c {O}xS~ 

Sous les deux hypothèses suivantes: 
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IH1 - Décroissance exponentielle de l'énergie locale: · 

'VR>p, 3C,a>OI'r/fefl( Q)2 ,suppfcB(O,R), ~U(t)fiiR~ce-at, 'rlt~O 

IH2 - Propagation des singularités: les rayons portant les singularités de wd(t,.) se 

propagent vers l'infini quand t ---H-oo. 

Majda [21] a montré qu'il existait TR>O pour R>p tel que l'onde diffractée wd, 
différence entre l'onde plane distordue w et o(t-x.w) vérifie: 

wd etf00
( [ T, +oo [x ( 0. nB(O,R)) xS~) 

et il existe C > 0 et a> 0 tels que: 

(1-22) lwd(t,x,O)I~Ce-at , 'rlt~T1 >T 

On en déduit que: 

(1-23) suppwd(t+. ,x,.)nsuppka w=compact de lR8 xS~ 
' 

et pour t~T+e où e est un réel strictement positif: 

(1-24) supp singwd(t+. ,x,. )nsupp singka w=0 
' 

Ces deux propriétés permettent de définir le crochet de dualité: 

< ka,w(s,O),wd(t+s,x,0)>8 , 6 , t~T+e,xe QnB(O,R) 

On obtient alors une représentation analogue à celle trouvée pour l'onde wd: 

d 1 (1-25) 'rixe QnB(O,R), 'rlt~T+e, uaw(t,x)=-
2 

< kaw(s,O),wd(t+s,x,0)>5 6 ' 7r ' , 

on montre le résultat suivant: 

THEOREME 1-4: On suppose que les hypothèses IH1 et IH2 sont vérifiées. 

Alors pour tout R>p, il existe C, a>O tels que: 

'rixe QnB(O,R), 1e-iatu~ w(t,x)-wia,x,w)I~Ce-at , 'rlt~T2 , 

Preuve 
Ceci est une conséquence de la formule de représentation (1-25) et de la 

décroissance exponentielle (1-22) de wd. En effet remplaçons ka, w par (1-21) 
dans (1-25). On trouve: 



soit après changement de variable 

Ainsi on a: 

... .1 } -iat d ( } J+oo -ia• ( }ds wd\a,x,w -e ua,IIJ t,x =-
1 

e wd s,x, w 

En prenant T2=rna.x(T+e,T1 ) et en tenant compte de (1-22), on en déduit que: 

le-ia'u:,IIJ(t,x}-w4(a,x,w}ISCe-at , 'Vt?:.T2 , 'Vxe Or.B(O,R) 

Ce théorème nous montre que, si l'obstacle ne piège pas de rayons, 
l'erreur fait par une troncature temporelle au niveau des transformées de 
Fourier est exponentiellement petite. Ceci nous donne un procédé de calcul de 
l'amplitude de diffraction: 

a(a,·w,6}= 
4
1 J eia(%.œ-t)[(v%.w)iau~ 9 (t,x}-ël"uda 9 (t,x)]dr(x) n r , , 

pour t suffisamment grand. 



(P) 

2- Cas d'un obstacle inhomogène 

On revient ici au problème mixte du chapitre I: 

ca;-6 )u=O dans 1R~·'x02 
(r(x) a;-6) u + f3(x) at u = 0 dans JR~+) x 01 

JR(+) ~ 
u 1 =u2 sur t X.L. 

a vu 1 = avu2 sur JR~+) x 1: 
fJ(u, at u )=0 sur JR~+) x r 
(u (0,. ), at u (0,.) )=(/1,/2)=/ 

On a démontré qu'alors les opérateurs d'ondes W et W _ existaient 

W _f= lim U(t).lo Uo(-t)f , feHo, 
t-.+oo 

W f= lim U0 (-t).1 U(t)f , feH 
t-.+oo 

ainsi que l'opérateur de diffractionS: 

S=W W_ 

On généralise la formile de représentation du noyau de diffraction S # obtenue 
dans le cas d'un obstacle sans couche au cas de l'obstacle inhomogène du 
chapitre l. En reprenant les étapes du paragraphe ci-dessus, tout en ignorant -
en partie ce qui se passe dans la couche ( sauf pour l'onde plane "distordue"), 
on montre que le noyau de diffraction s'écrit en fonction des traces sur 1: de 
l'onde wd: 

s # (s' w, 8)=~f f o'(t+s-x.w) av wd (t,x, 8)+(v%. w) o"(t+s-x.w) wd (t,x, 8) dt dr(x) 
Bn- IR, :t 

où wd (t, x, 8)= w(t,x, 8)-o(t-x.8), l'onde w vérifiant (P) avec: 

w (t,x, 8)= o(t-x.8) pour t ~-p 



2-1. Cas conservatif 

Rappelons que dans le cas co.nservatif, la couche 0 1 est transparente et la 
condition aux limites !! est soit de type Dirichlet soit de type Neumann. Le 
problàme considéré est donc: 

(~-â)u=O dansJR,x02 
(r(x}~-â)u=O dans1R,xQ1 

(2-1) U1=u2surJR,x.l: 
avU1 =avu2 surlR,x.t 
!!(u,a,u)=O surlR,xr 
(u(O,. ),a,u (0,. > >=f 

Soit a(t,%) l'onde solution de l'équation des ondes dans l'espace libre 1R,x1R! de 
donnée initiale f choisie telle que son représentant par translation k soit dans 
fi(1RxS2 ) et de support dans la boule B(O,a) (a> 0). Puisque l'opérateur d'onde 
W _ existe, on pose 

g'=W_f 

Alors il est facile de démontrer que u(t)=[ U(t)g']1 , solution par définition de (2-

1) avec f=g', vérifie: 

(u(t,.)' a, u(t,. »= (a(t,.) 'a, a(t,.)) J t s- (p+a) 
-

où p est le rayon de la boule englobant l'obstacle Ku Q 1. 

LEMME 2-1: L'onde u est eoo (1R, x~ ) 

Preuve 

On a démcntrédanslechapitrelq.~esife 'l DCA'> alors u1~ee
00 (1R,x Qi) pour 

i= 1 ou 2 (proposition 1-2). Vérifions alors queg'e 'l DCA'>. La définition de/ 

implique que : 

g'= U(t)U0 (-t)f , t~p+a 

Puisque les opérateurs A etA0 coïncident sur 0 2, que U0 (-t)fet)DCA~) et 

s'annule au voisinage de l'obstacle , on en déduit que g'e 'l DCA'). * 
A partir de cette solution particulière de (2-1), on construit la 

représentation intégrale de s'. 



LEMME 2-2: Soit g une donnée d'énergie finie, de représentant par 
translation le~(lR,xS2(1)) tel que supp,lc[-b,b]. On note Ç (t)= [U0 (t)g] alors 
pour tout -r>p+max(a, b), on a 

f { V(u-a) (T,X). v Ç( T,x)+(atu-dt a)(-r,x)at Ç(-r,x)) dx= f { avu at ç -av<at Ç) u) di. 
~ ~ 

où I.~=(lRn{ltl< -r))xl:. 

Preuve 
Puisque u est solution de l'équation des ondes dans lR x !22 , il suffit de 

reprendre la démonstration du lemme 1-3 (lemme similaire au lemme 2-2 
dans le cas de l'obstacle sans couche) en remplaçant l'ouvert n par n2. * 

L'hypothèse essentielle pour démontrer le lemme 1-4 est qu'il existe h 
eH0 tel que: 

(2-2) lim 1.9'0 U0 (t)h-(u(t,.),at u(t,.))l= 0 
t-++oo 

et Sk =q(h. D'après la définition de u , on voit que: 

S /= lim U0 (-t).9' (u(t,.), at u(t,.)) 
t-++oo 

ce qui nous permet de trouver h = Sf vérifiant (2-2). La preuve du lemme qui 
suit est alors similaire à eelle du lemme 1-4, via le changement de Q par Q2. 

LEMME 2-3: L'opérateur S = qc S fi( - 1 vérifie 

(2-3) f 2 f+oo (Sk(s, co)-k(s, co))l(s, co)dsdco = 2
1 f f { avu at Ç -av<at Ç) u) dr dt 

S -oo I: R1 

L'étape suivante consiste en la représentation par translation de u en 
fonction de l'onde plane "distordue" w associé à (2-1). On introduit pour cela le 

problème suivant: 

car-.1) ro=O danslR.tx Q2 
(r(x)ar-.1 )r o=-(r(x)ar-.1 )d(t-x.co) dans lR.t xQl 

(2-4) r 0/01 =r 0/~ surlR.t XL 
avr 0/01 =avr 0/~ sur lRt xI. 
&B(r 0 ,at r 0 )=-fJ(d(t-x.co) ,d'(t-x.co)) sur lR.t xr 
r 0 (t,. )=0 pourt '5:-p 
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où la fonction d est définie par: 

d(t)={~, t~O 
0, t<O 

THEOREME 2-1: 

(2-5) 

L'onde plane "distordue" west cMfinie par: 

w (t,x, co)=o~ r 0 (t,x, co)+c5 (t-x.co) 

où r 0 est solution de (2-4). 

La définition (2-5) nous permet de dire que west une solution faible de (2-1) 
vérifiant: 

w (t,x, co)= c5(t-x.co) pour t S-p . 

Preuve 
On. procède comme dans le cas d'un obstacle sans couche. On choisit une 

fonction de troncature telle que z(x)=1 pour lxi Sp1 et z(x)=O pour lxi~P avec 
p>p1 et p1 étant pris tel que B(O,p1):::>Ku .01. On pose: 

q (t,x,co)=-2 Vz(x). V z(d(t-x.co))- ~x(x).d(t-x.co) , 'v' xe.02 

alors q E e0 OR, x S2œ , H~mp (.02)) et : 

Q(t,x,co)=q(t,x,co) ,'v'xe.02 et Q(t,x,co)=O, 'v'xe.01 

On sait que le problème (2-1) admet une unique solution dans e0 OR, ,D(A)) 

donc l'onde G donnée par: 
t 

(G(t,. 'co)' a,G (t,. 'co))= I U(t-T) (0, Q(T,. 'co))dT 
-oo 

est l'unique solution dans e'0 (lR, x s; ,D(A)) de : 

(~-~)G=q dans1R,x~ 

(r(x)o~-~)G=O dans:R,x.Q1 

(Pa) Gu:>.1 =G1ns sur:R,xl: 
ovG1n

1 
=ovGifls surR,xl: 

fiJ(G,o,G)=O surR,xr 
G(t,. )=0 pourtS-p 

alors l'unique solution de (2-4) dans e0 OR, ,D(A)) est donnée par: 
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r 0 (t,x, ro) =- x<x)d(t-x.ro) + G(t ,x, ro) 

L'onde plane w existe et s'écrit aussi: 

(2-6) w (t,x, ro)= (1- x<x)) d(t-x.ro) + arG<t,x, ro) 

On vérifie facilement en s'inspirant du cas de l'obstacle homogène la 
proposition suivante: 

PROPOSITION 2-1: L'onde plane "distordue" w vérifie: 

(2-7) w(t+s,x,ro)eY'(lR,, fl'(1R1 xS2wxQ,)) 

On définit au sens des distributions 

(2-8) 
1 

u 1(t,x)= 2 1r < w (t+s,x, ro), k (s, ro) >g',9(1RxS2) 

Comme w est une solution faible de (2-1), l'onde u 1 l'est aussi. Le fait que 
w (t,x, ro)= o(t-x.ro) pour t S-p implique que u1 (t,. )=a (t,.) pour t S-p. De façon 
similaire au cas sans couche, on montre que (u1 (t), dt u 1 (t)) e tf0 (1R1 ,D(A)) et 
donc: 

THEOREME 2-2: La solution u se représente sous la forme: 

1 
(2-9) u(t,x)=

2
1r < w(t+s,x,ro), k(s,ro) >g·,g(IRxS2) 

En remplaçant u par u1 et Ç par sa représentation par translation dans 
(2-3), on montre grâce au théorème du noyau de Schwartz la formule de 
représentation de S # : 

THEOREME 2-3: Le noyau de diffraction S'admet la représentation: 

(2-10) S'(s,ro,8)=-\f J o'(t+s-x.ro)ëJvwd(t,x,e) 
81r IR1 I. 

+(v%. ro) o"(t+s-x.ro) wd (t,x, 8)dt dr(x) 

où wit,x, 8)=w(t,x, 8)-o(t-x.e). 

La formule (2-10) est comprise au sens des distributions. 
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PROPOSITION 2-2: Si la fonction rest ~oo ( 0), l'onde plane "distordue" w 
vérifie: 

La preuve de cette proposition est une conséquence immédiate des lemmes 
1-1 et 1-2 toujours valables dans le cas d'un obstacle avec une couche, l' hypo­
thèse supplémentaire intervenant dans le lemme 1-2. 

Preuve du lemme 1-1 
La fonction V' de fi• .. (Q) x fi(Q) appartient à n D(A k ) et comme A • = - A, 

,u k 

elle appartient aussi à ifD<A•k). Ceci montre que U*(t)V'e(~00 (1R,x 02 ))
2. Or 

on a: 

<J 6(t)~· (t)dt, V' )H= J+oo 6(t) J' J q(T+s,., w)[U*(t-T) V' ]2 (x)dxd-rdt 
-oo -oo 'l.z 

on conclut aisément que cette fonction est ~oo en s et w. *' 
Preuve du lemme 1-2 

J
+oo 

Soit u (s,.x, w)= 6(t)P (t,.x, w)dt. Alors suppz u c {lxi S R1} où R 1 >R. On 
-oo 

choisit xe fi ( 0) telle que x= 1 sur le support de u. Soit f 1 la solution de: 

{
!>.ft =q>1 efl( Q) 
14(jl ,0)=0 surr 

alors f 1 e~
00 

( 0) et donc xf1 eg•,ll (Q). On en déduit que: 

<Ut,«Pt>g·,gcn>=-J Vut.Vftdx=J Vul.V(-xft)dx n n 

Donc si on pose V/1 =-xf1 , on obtient: 

< u1, «Pt >g·,gcn> = <ut, '1'1 >H
1 

Soient q>2eg(Q) et Vf2=(lfi')q>2. Alors V'2Eg(Q) puisque re~Oo( 0). On a . 

donc: 

<u2, «P2>g·,gcn> =<u2 ,r V'2)L2 <n> 

Par hypothèse (u , V' )H est dans ~00 (1R8 xS! ), il est de même de< u, VI>. 
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2-2. Cas dissipatif 

On appelle cas dissipatif le cas où n 1 est une couche dissipative. Le 
probléme mixte correspondant est: 

(d~-~ )u=O dans1R.;xn2 

(r(x) d~-~) u + f3(x) dt u = 0 dans JR; x nl 
(2-11) u1 =u2 surJR.; xL 

dvUl =dvU2 surJR.; xL 
~(u,atu )=0 surJR.;xr 
(u (0,. ),dtu (0,.) )=/' 

où la fonction f3 n'est pas nulle. Comme dans le cas précédent, on choisit une 
solution du problème libre a(t)= [ U(t)fh telle que fait son représentant par 
translation k e ~(JR x S 2 ) tel que k s'annule pour lsl >a. Soit T un temps 
supérieur à (p+a), on pose: 

u(t,x, T)= U(t) UoC-T)f 

alors ît vérifie: 

ca~-~) u=O dans 1R~xQ2 
(r(x)d~-~) u +f3(x)dt u =0 dans JR;x nl 
u 1 =u2 surJR.; xL 

dvUl =dvU2 surJR.; xL 
~(U,dtU )=0 surJR.; X r 
(u (t,. ), at u (t,.) )=(a(t,. ), dt a (t,.)) pourt~T-(p+a) 

On fait une translation de T unités: 

u (t,x)=u (t+T,x, T)= UCt+T) U0 C-T)f 

alors u(t) est solution du problème: 

(d~-~)u =0 dans JR.t xn2 
(r(x)a;-~) u+f3(x)dt u=O dans 1Rt x 0 1 
u 1 =u2 surJR.txL 
dvUl =dvU2 surJR.txL 
~(u,atu)=O surJR.txr 
(u (t,. ), dt u (t,.) )=(a (t,. ), dt a (t,.)) pourt ~-(p+a) 

Comme on l'a déjà remarqué, W _f= U(T) U0 (-T)f donc u(t) n'est autre que 
[ U(t)W _f h , ce qui prouve que u est indépendant du choix de T. 
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LEMME 2-4: L'onde u est eoo<Rtx ~) 

Preuve 

D suffit de montrer que l'onde u1~ est eoo(JR~x02 ) soit que U 0 (-T)/ 

appartient à D(A i ) pour tout k ~ 1. Ceci est une conséquence du choix de f. *-
Puisqu'on n'a pas besoin de ce qui se passe dans 0 1 et qu'on a toujours 

Sf= lim U0(-t).l(u(t,.),a, u(t,.)) 
t-++OO 

les démonstrations des lemmes 2-2 et 2-3 ne changent pas. n reste à 
représenter l'onde plane "distordue" w , construite à partir d'une solution du 
problème: 

<a'f-!1 > r 0=0 ,JR, x n2 

<r<x>a'f-!1) ro+J3(x>O,ro=-(r(x)a~-!l )d(t--%.(J))-J3(%)a,d(t-%,(J)) ,JRt x nl 
(2-12 ro/nl=ro,~,JR,x:t 

avro/nl =avro,~,JR,x:t 
~cr 0 , a, r 0 > =- ~<d<t-x.(J) >, d '(t-x.(J) >>,IR, x r 
ro{t,.)=O pourtS-p 

THEOREME 2-4: L'onde plane "distordue" west définie par: 

w (t,x, (J))=a~ r 0 (t,x, (J))+ c5 (t--%.(J)) 

où r 0 est solution de (2-12). 

Preuve 
En choisissant la même fonction x de troncature que dans la preuve du 

théorème 2-1, on définit une solution r 0 de (2-12): 

r 0 (t,x, (J))=- x(x)d(t--x.(J))+G(t,x, (J)) 

où l'onde G est donnée par: 

ca <t,., (J)>, a, a <t,., (J) »= f uct--r)(o, Q< -r,., (J)))d-r 
-oo 

avec: 
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Q(t )={q (t,x, w)=-2 v z(x).V :r (d(t-x.w))-.1z(x) .d(t-x.w) ; xE .Oz 
,X,lt> 0 n 

, XE .:."I 

Puisque q e~0 (IRt x 8 2
(1) 'H~omp (.02)), l'onde r 0 est dans ~0 (IRt x s~ ,.D(A)). Le 

problème (2-11) ayant une unique solution dans ~° CIR; ,.D(A)), le problème (2-
12) admet une unique solution dans ~°CIRt,.D(A)). En effet, soit v une solution de 
(2-12) avec d(t) = 0, V'teiR et telle que ve ~0 (IRt.D(A)). Alors pour tout T'?:.p, 

v(t-T, . ) est solution de (2-11) avec/'= O. Donc v(t-T,. )=0 pour tout t '?:.0. Or v 

(t, . ) = 0 pour t S -p ce qui implique que v est nul partout. L'onde r 0 est donc 
l'unique solution de (2-12) et w s'écrit aussi sous la forme: 

w (t,x, w)=(1- z(x))d(t-x.w)+a~G(t,x, w) 

La proposition 2-1 reste valable dans le cas dissipatif. De même on vérifie sans 
peine le théorème suivant: 

THEOREME 2-5: La solution u(t)= [ U(t)W _f h se représente sous la forme: 

1 
u(t,x)=2 1t' < w(t+s,x,w), k(s,w) >~·,qcJRxS2) 

Cette représentation de u, le lemme 2-3 et le théorème du noyau de 
Schwartz nous permettent de-conclure au: 

THEOREME 2-6: 
(2-10). 

Le noyau de diffraction S # se représente sous la forme 

On peut démontrer de façon semblable la proposition 2-2 en introduisant 
dans les démonstrations des lemmes 1-1 et 1-2 les modifications suivantes. On 
n'a plus bien sûr A*=- A . L'opérateur A* est donné par: 

A*=-
( 

0 1 J 
r-I-1 'if rr 

et son domaine diffère de celui de A par la condition sur le bord r si fJ est une 
condition dissipative: si f eD(A) alors an II + r II +a 12 = 0 tandis que si 
feD(A*) alors an II+ rfi -a 12= o. L'espace ~~.â(Q)x~(Q) est inclus aussi 
bien dans nD(Ak) que nD(A*k). On a donc le lemme 1-1. Quant au lemme 1-2, 

k k -
on a toujours l'hypothèse supplémentaire re~oo ( Q). Si la condition fJ est 
dissipative il se rajoute un terme de bord dans la formule de Green: 
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<Ut, fPt >~· a!(Q) =-J V Ut· V ft eix+ J Ut onft dr 
- n r 

Comme ft vérifie 'ànft = -rft et que la produit dans H 1 contient le terme de 

bord J Y/1 Ut dr, On a bien: 
r 

Remarque 
Un obstacle inhomogène est toujours captif. On ne sait donc pas estimer le 

critère de décroissance de l'énergie locale et de convergence de e -i at ud (t,x) . ~ 

vers wJ(a,.r,(J)). 
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PartieB 

EQUATIONS INTEGRALES ESPACE-TEMPS 
EN ELECTROMAGNETISME 
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INTRODUCTION 

On s'intéresse au problème de la diffraction d'ondes électromagnétiques 
par un objet. Nous considérons deux cas d'obstacle: l'obstacle cylindrique 
infini réfléchissant ou absorbant ( problème 2D+l ) et l'obstacle borné 
parfaitement conducteur ( problème 3D+1 ). De façon générale, le problème 
vérifié par le champ diffracté ( Ed, Hd ) s'écrit, les unités étant choisies pour 
que la vitesse de propagation du signal dans le vide soit 1: 

-atEd+rotHd =0 ,dans lRt xn+ 
atHd +rotEd=O ,dans lRtxn+ 

(P+) divEd=divHd =0 ,danslRtxn+ 
fJ(Ed,Hd) =-fJ(E;.,H;.) ,surlRt xr 

Ed(t ,x )=Hd(t ,x )=0 ,t SO,xe.O+ 

où (E;. ,H;.) désigne l'onde incidente, n+ est le complémentaire de l'obstacle n_ 
de frontière ret fJ dénote la condition aux limites. Deux types de conditions sur 
le bord rxlRt sont abordées: 

- conservatives: fJ(E, H)= Ti 1\E tr ou fJ(E, H)= Ti 1\ H tr 
-dissipatives: fJ(E, H)= Ti 1\ E 1r -a. Ti 1\(n I\H1r) avec a. fonction positive 

la normale à r dirigée vers l'intérieur de n+ étant notée Ti . On ne considère la 
condition dissipative que dans le cas du problème à deux dimensions d'espace. 

Le but de cette partie étant d'évaluer les traces du champ (Ed ,Hd) sur 
r x lRt ' une méthode d'équations intégrales dépendant du temps semble 
particulièrement indiquée. 

La méthode des équations intégrales espace-temps a été introduite par A. 
Bamberger et T. Ha Duong (1986, 1987) [1] pour l'étude de la diffraction des 
ondes acoustiques. Cette méthode est basée sur l'emploi des potentiels retardés 
de surface. Dans le cas des équations de Maxwell, ces potentiels permettent de 
caractériser le champ diffracté par des courants et des charges définis sur la 
surface r de l'objet. Ces courants et ces charges inconnus sont solutions d'une 
équation intégrale sur rx lRt . La discrétisation de la formulation variationnelle 
espace-temps associée conduit à des schémas numériques stables et · 

convergents. 
Avant d'aborder l'étude des problèmes de Dirichlet et dissipatif en 

dimension 2+1, on introduit des généralités et des définitions communes aux 
problèmes 2D+ 1 et 3D+ 1. 
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Préliminaires 

1. Discrétisation d'une équation de convolution 

On expose ici des généralités sur la discrétisation en temps d'une équation 
de convolution dans f1:(1R). On traite le cas d'un modèle simple sachant que 
les résultats obtenus se généralisent aux cas plus compliqués des équations 
intégrales qui nous occupent par la suite. 

On présente deux méthodes d'approximation variationnelle: la première, 
appelée discrétisation JP0 , conduit à un schéma numérique explicite 
constructif, l'autre, appelée discrétisation JP1 , donne un schéma non 
constructif: en effet, on voit clairement qu'il manque une étape d'initialisation 
( en temps) pour que le schéma devienne constructif. 

Soit le problème suivant: 
Soient h donné dans L1oc(JR), de support dans [O,+oo [et K dans L:C(JR), de 
support dans [O,+oo [et de régularité suffisante i.e Kee1 ([0,+oo [ ). 
Trouuer /dans LL(JR), de support dans [O,+oo [telle que: 

(1) \ft~O J; K(t-s)f(s)ds= h(t) 

A (1) on associe le problème variationnel: 

(2) \1 q~eLÏx:([O,+oo [) J: tp(t)( J; K(t-s)f(s)ds )dt= J: fP (t) h(t)dt 

On recherche la solution f sous la forme: 

-L .{j Yj(t) , .{jelR ,j~O 
j•O 

où la fonction Yi est la fonction caractéristique de l'intervalle [ti, ti+l [ avec · 
ti= j llt , llt > 0 étant le pas de temps. 

On fait deux choix pour la fonction test q~: le premier consiste à prendre fP 
constante par morceaux, le second à la choisir polynômiale de degré 1 sur 
chaque intervalle de temps. Dans le premier cas, on dira qu'on fait une 
discrétisation de type lP 0 , dans le second cas, une discrétisation de type lP 1• 
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On commence par la discrétisation de type P 0• Alors le problème approché 
s'écrit: trouver fj,}~O, telles que 

J~ 'Yi (t)( J; K(t-s) t. Jj 'Yj(s)ds )dt= J~ 'Yi (t)h (t)dt= J ::·1 
h (t)dt 

Si on note Ii la premier membre de l'égalité ci-dessus, on a: 

~ f ti+l ft li= L Jj t. ( 
0 

K(t-s)r/s)ds )dt 
j•O 1 

Sachant que l'on a: 

V'te[ti,ti+l[ , s~t <ti+l, 'Yj(s) =0 pour j~i+l 

on en déduit que: 

~ f ti+l f li= L fi t· K(t-s)ds )dt 
j•O 1 [O,t)r'l[ti'ti+1 [ 

Pour i ~ 1, on découpe la somme en deux parties: 

~ f ti+l f tj f ti+l f t li= L fi t . t. K(t-s)ds dt+ li t . t . K (t-s)dsdt 
j-=0 1 J+l 1 1 

Pour i = 0 , on a: 

lo= fo J:t J; K(t-s)dsdt 

Or pour tout i, l'intégrale Ii est égale au second membre: 

f :~·1 h(t)dt=M t1 

h(ti+rM)dt 
1 

et donc si l'on pose 

Mk=M t1 J: K(M(r-s+k))ds dr pour k~O 

hi= t1 

h(ti+rllt)dt 

on obtient le système linéaire permettant de calculer les coefficients Jj ,j~ 0: 

Mofo=ho 
Mo/1 +M1fo=h1 

Mofn +Mlfn-1 + ··• +Mnfo=hn 
etc ... 

On passe maintenant à la discrétisation de type P 1. On choisit la fonction test qJ 

comme suit: 
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, i~O 

Le problème variationnel (2) devient alors: 

J t J' - J t. 1+2 f3ï(t)( K(t-s) L fï yi(s)ds )dt= t•+2 
/3i(t)h(t)dt 

tl 0 j•O i 

soit: 

J ti+1 J' ~ J ti+2 J' ~ t (t-ti )( K(t-s) ~ fïri(s)ds )dt+ t (ti+2-t)( K(t-s) ~ fïri(s)ds )dt 
i 0 j•O i+1 0 J•O . 

Si à nouveau on note Ii le membre de gauche de l'égalité précédente, on a: 

~ J tl+1 1 li=~ li (t-ti) K(t-s)ds dt 
j•O ti (O,t]n[tj,tJ+1 ( 

Pour i ~ 1, on procède comme dans le cas de la discrétisation de type P 0, soit: 

~ J tl+1 r tj+1 J t,.1 r t · 
li=~ f· (t-ti )J K(t-s)ds dt+ li (t-ti)J K(t-s)ds dt 

j•O J tl tJ tl ti 

~ J tl+2 J tj+1 J ti+2 J t 
+ ~ li t (ti+2-t) t K(t-s)dsdt+ 1;+1 t (ti+2-t) t K(t-s)dsdt 

j•O 1+1 J 1+1 i+1 
En regroupant les fï , on trouve: 

~ J tl+1 r tj+1 J ti+2 J tj+1 
li=~ fïl t. (t-ti)J t K(t-s)ds dt+ t. (ti+2-t) t. K(t-s)dsdt} 

j•O 1 J 1+1 J 

J ti+1 r t J ti+2 J ti+1 
+Id t (t-ti)JtK(t-s)dsdt+ t (ti+2-t) t K(t-s)dsdt} 

1 1 1+1 ' 

J ti+2 J t + lï+l t. (ti+2-t) t. K(t-s)dsdt. 1+1 1+1 
Pour i=O, on a: 

J4' J' J24t J4' 10 =10 { t K(t-s)dsdt+ (2M-t) K(t-s)dsdt} 
0 0 4t 0 

J24t J' + 11 ( 2&-t) K(t-s)dsdt • 
41 4t 
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En faisant les changements de variables appropriés et en posant: 

M
0
=!lt2 JI (1-t) JT K(!lt(-r-s))ds d-r 

0 0 

Mk=llt2 [fi t JI K(llt(-r-s+k))dsd-r+ r (1-t) r K(!lt(T-s+k+l))dsd-r 'k~ 1 
0 0 0 0 

on obtient le système: 

Mofi +Mifo=ho 
Mof2+MIJI +M2fo=hi 

Mof,. +Mifn.-I + ··· +M,.fo=h,. 
etc ... 

On constate que le schéma obtenu, contrairement au cas IP0 , n'est pas 
constructif: on ne peut pas calculer à chaque pas de temps tn une nouvelle 
inconnue fn à partir des autres fn-l• fn-2• ... , / 0 puisqu'il manque l'étape 
d'initialisation permettant de calculer la première inconnue / 0 • 

2. Les espaces ~( JR+, E ) 

On rappelle le cadre fonctionnel en temps, défini par Ha-Duong [12], 
nécéssaire à la construction de formulations variationnelles espace-temps bien 
posées des équations intégrales étudiées après ce chapitre. 

Les espaces .1t0 ( JR+ ,E) étant des sous-espaces de distributions Laplace 
transformables, on fait quelques rappels sur cette transformation. 

Soient E un espace de Banach et Tune distribution sur lR à valeurs dansE. 
On suppose que cette distribution est causale, i.e: 

(3) supp T(t)c[O,+oo[ , 

et qu'il existe un réel a 0 =a0 ( T) tel que e-aot T soit une distribution tempérée: 

(4) e-at TeY'(E) , 'Va~O"o. 

On peut alors définir la transformée de Laplace de T, notée T(ro ), 

(5) T(ro )=< T ,e itJJt>=!? (e-at T)(-1}). 

On dira qu'une distribution vérifiant (3) et (4) est "Laplace transformable". 



PROPOSITION 1: Pour qu'une fonction g(œ) holomorphe dans un demi-
plan ( 1 m œ ~a 0 } soit la transformée de Laplace d'une distribution T Laplace 
transformable, il faut et il suffit qu'elle soit majorée en module par un polynôme 
en lœl sur un demi-plan llmœ~al}, <rt><ro: 

3a1>a0 , 3kelN, 3C>O 1 lg(œ)ISC(1+Iœl>' 

Pour toutes fonctions f et g dans L loc ( 1R) Laplace transformables, on a la 
formule de Parseval: 

·-iCJ .... 

(6) 
2
1
1t J _ia Î(œ)g(œ) d œ = f_.., e-2 at f(t)g (t)dt , 'tl a~max( a0 (f), a0 (g)) 

On suppose maitenant que E est un espace de Hilbert. Soient set a dans JR, 
a> 0 . On définit l'espace Ca(JR+,E) des distributions Laplace transformables 
telles que: 

où: 
.... . .... 

A 1 (œ)=(-iœ1 /(œ) 

On munit cet espace de la norme hilbertienne: .... 
Ill = <J e-~at 1 A• /D2 dt >112 

a,a,E _.., E 

En appliquant la formule de Parseval (6), on voit que la quantité 

est équivalente à la norme 1/la,a,E· 

On remarque que pour s=k entier, l'opérateur A • est l'opérateur de 
dérivation d'ordre k par rapport à t. D'autre part, on a l'inclusion: 

r;1cJR+,E )céa<JR+,E) 

plus précisément 

1 
1 f la,a,E S 0' 1 f la,a+l,E 



3. Inégalités dans Zm( .6.t, R) 

Les espaces Jt""( llt, lR) ont été introduit par Ha-Duong pour approcher les 
fonctions de ,r!.ciR+,E) pour un espace de Hilbert E séparable, pour k entier. 
Soit f dans .l'~( JR+, E ). Puisque E est un espace de Hilbert séparable, il existe 
une base hilbertienne (wi ); el . Donc on peut écrire f sous la forme: 

j(t,x)=) a;(t)wi(x) 
ftJ 

où la fonction a; est dans ~( JR+, lR ). En donnant une approximation de a; ,on 
approche donc /. Soit maintenant un réel Ât >O. Les espaces approchant 
.r:cJR+,JR) sont notés 1é""(llt,lR) avec m~ k et définis par: 

fe Ât,lR)= {fe .l'': (IR+, IR) 1 1/]kât,(k+l)ât[ eH' m } 

où H' m est l'ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à m. On rappelle 
les inégalités et les résultats d'interpolation dans ces espaces. 

On a vu que l'on avait l'inclusion r;1(lR+,lR)c.7t.,.(JR+,lR) pour s dans IR, 
soit: 

1 f la,s S C.,. 1 f la,s+l 

la norme 1 fl.,.,s désignant la-norme de 1 dans r.,.(JR+,JR ). 
Si on se restreint aux espaces .l'm( Ât,lR), on a des inégalités inverses: 

PROPOSITION 2: Pour tout s>O, il existe Ât0 >0 et C>O telles que: 

pour tout Ât < Ât0 • 

On désigne maintenant l'opérateur d'interpolation rt:.t de .te';< IR+, IR) dans 
.l'm (Ât,lR) (k <m) par: 

(7) 

PROPOSITION 3: Pour 0 Sk < m , on a l'estimation: 
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n est facile de voir que: 

1/- rAtf la,-1 ~Cie llf!e+2 1/la,le+l 

1/- rAt/ 1a,2 SC~e Mle-1 1/la,le+l 

inégalités dont nous aurons besoin par la suite. 
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Equations intégrales espace-temps en 

dimension 2+1 

Le problème de diffraction est à deux dimensions losque l'onde et l'obstacle 
présentent une symétrie commune: symétrie de translation, symétrie de 
rotation. On se limite au premier cas: on étudie la diffraction d'une onde plane 
par un obst~cle cylindrique infini. De plus, on suppose que le vecteur de 
propagation du champ incident est dans le plan perpendiculaire à l'axe du 
cylindre et que l'onde incidente est de polarisation TM, c'est-à-dire que le 
champ électrique est parallèle à l'axe du cylindre. Alors le champ diffracté 
reste de la même polarisation. Pour être plus précis, si on note Oz l'axe du 
cylindre, les champs incidents et diffractés sont donc indépendants de la 
variable z et ont la forme: 

E(t,X)=( 0, O,Ez(t.xJI)) , H(t,X)=(Hit.xJI),HyCt.xJI), 0) 

Si on note u la troisième composante du champ électrique diffracté et ui celle du 
champ électrique incident, l'onde u est solution du problème mixte: 

{
(a~-/l) u=O dans JR.txQ+ 

CP+) ~(u ,atu)=g surlR.txr 
u (t,x)=atu (t,x)=O ,t so ,x en+ 

où n+ désigne cette fois-ci un ouvert extérieur de 1R2 , qui n'est autre que le 
complémentaire de la section du cylindre, la frontière r en étant le contour et g 
est donné par ui : g= -~(ui, at ui) 

Les conditions aux limites~ de Dirichlet ou de Neumann correspondent 
aux conditions au bord de l'obstacle 3D conservatives Tt 1\E If, Tt I\H1f tandis 
que la condition dissipative: 

~(u ,atu )=aatu1f-avulf 

correspond à la condition d'impédance Tt 1\ E If -a Tt !\(Tt 1\ H If) où v est la 
normale à r dirigée vers l'intérieur de n+ . 

Nous donnons successivement les formulations variationnelles 
construites par la méthode de Bamberger-Ha Duong pour les problèmes de 
Dirichlet et dissipatif. Dans les deux cas, les schémas numériques associés 
que nous présentons sont nouveaux. 
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!-Problème de Dirichlet 

Dans ce paragraphe, nous reprenons les résultats obtenus par Ha-Duong 
dans le cas de la diffraction d'ondes acoustiques par un obstacle borné 
tridimensionnel. La généralisation au cas bidimensionnel n'occasionnant pas 
de changements dans les principaux résultats, nous nous contenterons de les 
énoncer et nous renvoyons à [1) pour plus de précisions. 

Les schémas numériques obtenus par la méthode d'équations intégrales 
espace-temps développée par Bamberger et Ha-Duong sont stables et 
convergents mais ne sont pas constructifs. En vue de l'implémentation 
numérique de ce problème numérique dans la partie C, on construit un 
schéma constructif, qui reste stable. 

1·1. Equation intégrale espace-temps 

L'onde diffractée u est solution du problème mixte suivant: 

{

<df-â)u=O dansJR.,xO+ 
(P+) u+=-u~r=g surJR.,xr 

u (t,x)=d,u (t,x)=O ,tSO ,xeO+ 

où l'on a noté u i l'onde incidente, 0 + un ouvert extérieur de JR2 de 

complémentaire borné o_ ' de frontière r. 
Si on associe à ce problème extérieur le problème intérieur ( P _) de même 

donnée sur le bord 

(P_) {
(d~-â)u=O dansJR.,xQ_ 
u_=g surJR.,xr 
u(t,x)=d,u(t,x)=O ,tsO,xeO_ 

il est bien connu que la solution u de (P_) et (P+) se représente par un potentiel · 
retardé de simple couche: 

1 J Jt-F-:YI p(-r,y) (1-1) u(t,x)=-
2 

~ 2 111 
d-rdy(y) ,xEr, t>O 

n r 0 ((t-Tr-lx-:YI ) 

La densité p de ce potentiel est le saut de la dérivée normale de u à travers r: 
p= dnU--dnU+ 
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où n est la normale à r dirigée vers l'extérieur de n_ . Si p est suffisamment 
régulière, le potentiel (l-1) admet une trace notée Sp et l'on peut écrire la 
condition aux limites de Dirichlet: 

(1-2) g=Sp 

soit de façon plus explicite: 

1 I It-lx-,1 
g(t,x)= 2n r o p(r,y) d"'dy(y) r t 0 

2 2 • 'XE ' > (( t-r) -lx-y 1 )w 

1-2. Formulation variationnelle espace-temps 

Le problème est de calculer p, la trace de l'onde incidente ui étant connue. 
Pour cela, on construit une formulation variationnelle espace-temps de 
l'équation intégrale (1-2) dont la forme bilinéaire est coercive. L'intérêt d'une 
formulation variationnelle du problème ( P +) est de conduire à des 
approximations numériques stables de la solution p. 

Jusqu'à présent, les égalités obtenues ont été considérées d'un point de vue 
fonnel. Maintenant on voudrait travailler dans un cadre lié à l'énergie. Dans 
les espaces spatio-temporels du type Lions-Magenes [11], on ne sait pas 
démontrer un théorème de compacité de l'opérateur intégral Set donc on n'a 
pas de théorème d'existence pour (1-2) ( voir chapitre 4 de [12] ). En fait, il 
faudrait étudier l'opérateur 

directement en temps. Or cette étude s'avère difficile: en effet, l'opérateur de 
Neumann pour l'équation des ondes dans le cas d'un ouvert borné est un 

pseudo-différentiel mais malheureusement, il appartient à la classe exotique 
OPS~13,213 d'opérateurs pour lesquels les propriétés de continuité sur les 

espaces de Sobolev sont inconnues. Dans le cas d'un demi-espace, Lebeau et 

Schatzman [18] ont démontré des propriétés de continuité et de positivité pour 

l'opérateur de Neumann qui n'est même plus dans ce cas un opérateur 

pseudo-différentiel. Mais dans le cas d'un ouvert borné, le problème est ouvert. 
Puisqu'on ne sait pas travailler directement en temps, la méthode de 

Bamberger-Ha Duong, employée dans toute cette partie, étudie le problème en 
fréquence via l'utilisation de la transformée de Fourier-Laplace en temps, ce 
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qui est loisible puisque les fonctions considérées sont nulles po~r des temps 
négatifs. On est donc amené à considérer l'équation intégrale: 

(1-3) g(œ,x)=!Jrml>(w lx-yl)p(œ,y)dy(y), xer 

pour une fréquence ru complexe dans le demi-plan {lmw> 0 }. On a noté Î(w,. ) 
la transformée de Fourier-Laplace en temps de f(t, . ) et 1tc1> la fonction de 
Hankel de première espèce d'ordre O. Soi~ Sœ l'opérateur intégral apparaissant 
dans le membre de droite de (1-3) alors ( Sp )(œ,. )= Sœp(w,. ) et on a: 

PROPOSITION 1-1: Pour Imw>O, Sœ est un isomorphisme de H- 112 (r) dans 
H 112(r). Il vérifie la relation de coercivité suivante: 

lcpl2 

!Re<cp ,-iwSœcp> ~Cmin(a,1) 
1
;j·r, V cpeH- 112 (r) 

et la majoration: 

1 Sœ cp l112,r ~C !max( 1,:2 ) lwllcpl_112.r, V cpeH- 112 
(r) 

Remarque 
Les normes dans H 112 (r) et H-112 (r) sont notées respectivement 1. 1112,r et 

1-1_112 r tandis que les crochets<.,.> désignent leproduit de dualité H-112 {r), 
' -

H112(r). 

A n est clair d'autre part que p est l'unique solution du problème 
variationnel: trouver p eH 112{r) 

(1-4) 

Pour exploiter ces résultats en fréquence, on se place dans le cadre fonctionnel 
en temps du premier chapitre c'est-à-dire dans les espaces raœ+ ,E). 
L'existence et l'unicité de la solution p de l'équation intégrale (1-2) se déduit de 
celle de (1-3). 

THEOREME 1-1: Si la donnée u~eZ2aOR+ ,H 112 (r)) pour a>O, l'équation 
intégrale (1-2) admet une unique solution peZ~OR+ ,H-112 (r)). De façon plus 
générale, on a: 

(1-5) IP la,a-1,-112 ~Ca lg la .. +l,l\2 ' Va>O 



Remarque _ 
La notation l·la,s,-tr.z ( resp. l·la,s,I\2 )désignelanarmedans .1f~(JR+ ,H-112 (r)) 

( resp. J.I'~(]R+ ,H 112 (r)) ). 

En intégrant sur lR+icr l'égalité (1-4) , on obtient par la formule de Parseval 
la formulation variationnelle espace-temps pour p: 

(1-6) J~ e- 2at <q>(t,.),SêJtp(t,.)>dt= J~ e-2at <q>(t,.),êJtg(t,. )>dt 

'V q> e21a(1R+ ,H-1f2(r)) 

et la proposition 1-1 donne les propriétés de l'opérateurS: 

PROPOSITION 1-2: L'opérateurS est linéaire continu de 2~(JR+ ,H-112 (r)) 

dans 2~(1R+ ,H lf2 (r)) et définit une forme bilinéaire coercive: 

Joo 2at 2 e- <q>(t,.),SëJtm(t,.)>dt';:!C ... Iml o .,. v .,. a,-1r.z,-1r.z 

Cette forme bilinéaire est étroitement liée à l'énergie de u, E(u(t)) définie 
par: 

En effet, on a: 

Joo e- 2at <p (t,. ),S dtP (t,. )>dt= 2cr Joo e-2at E(u(t))dt 
0 0 

Avant de commencer la discrétisation du problème variationnel (1-6) 
faisons quelques remarques sur les résultats de régularité en temps. On peut 
voir dans (1-5) qu'ils ne sont pas optimaux. Cette méthode, qui découple le 
temps et l'espace, ne permet pas de l'améliorer. Toutefois le cadre fonctionnel 
Jt'a (JR+, E) choisi est très pratique dans la partie discrétisation. 

1-3. Discrétisation 

On emploie une méthode d'éléments finis en espace et en temps pour 

résoudre le problème variationnel (1-6). On définit des sous-espaces 2m2 (Ât, V:.) 
de 2; (JR+ ,H -l/2 (r)) où V11 est un sous-espace de dimension finie H -1/2 (r) et on 

,.., 
a le problème approché suivant: trouver Ph!lt dans 2m2 (Ât, V11 ) tel que 



a(phllt•rp)= J; e-2atfrrp(t,x)a,ghllt(t,x)dy(x)dt, '<;frpe:ltm2(ât, v") 
où la forme bilinéaire a est définie par: 

J.., _2atJ Jt-!x-:YI a,p(T,y) 
a(p,rp)= o e rrp(t,x) o 2n((t-T)2-Ix-yl2)112 d-rdy(x)dy(y)dt 

-et a,ghllt est l'approximation de a, g dans :lfm2 (Ât, v"). 
Cette méthode variationnelle conduit à des schémas stables et convergents 

mais non constructifs: 
n L Mn-le Alc=Bn 'n~m2~1 

lc=O 

où les vecteurs A Je sont les inconnues et les vecteurs Bn sont donnés. 
Nous allons donner le choix des éléments finis en commençant par ceux 

en espace. 

Discrétisation en espace 
La frontière r étant régulière, on peut la découper en p morceaux fermés 

ri tels que: 
p 

a).u rï=r 
l=l 

b)rif"'lri est un point ou l'ensemble vide pour i~j 
c) ri=F( [si ,si+l]) où Fest une application régulière de 1R dans 1R2 , 

difféomorphisme de [0, l] sur r ( lest la longueur de r sis désigne 
l'abscisse curviligne). 

On a choisi les réels si tels que si-si-l =h. Pour h suffisamment petit, tout 
point der est défini de façon unique en fonction du paramètre t: 

x= Fi(t)où te [0, 1] 

Chaque arc de courbe ri est approché par un arc de courbe polynômial de degré 
l (voir pour plus de détails [19] ). Par exemple, le segment d'extrémités celles 
de ri est l'interpolé d'ordre 1 de ri. On note Xh = Fih (t) ' te[O' 1] l'équation 
paramétrique de rih . Ainsi la surface approchée rh de r est formée des p arcs 
polynômiaux rih . D'autre part, on construit l'espace Vh des fonctions définies . 
sur rh dont la restrictions à chacun des r ih (1 sis p ) est un polynôme en t de 
degré inférieur ou égal à m 1 (m1 ~ 0 ). De façon plus précise, si on note Fm 

1 
l'espace de ces polynômes on a: 

'<;/ qh eVh qh o Fih e1P m 
1 



Soit l'espace de dimension finie Nh approchant s-112 (r) 

,..., ,..., ,..., 1 
Vh={qlq=qoP- oùqeVh} 

où on a noté p-l l'application bijective Fih o Fi-l der sur rh . 

Le problème approché s'écrit alors: trouver Ph e.1t1u(IR+, Vh) tel que 

a (ph, lp )= J; -2
crl Ir lp (t,x )ë)tgh (t,x )dy(x)dt , V' lp e.1t~(IR+, vh) 

Si on note (q>j )j=l, ... ,Nh une base de l'espace Vh, on peut écrire Ph sous la forme: 

Nh 

Ph(t,x)= I q>j(x)ai(t), aje.1t~(IR+,IR) 
j<=l 

les nouvelles inconnues étant maintenant les aj,j= 1, ... ,Nh. 

Passons à la discrétisation en temps. 

Discrétisation en temps 
On choisit une subdivision régulière {tn=n M, n~ 0} de l'axe des temps 

positifs où M >O. La discrétisation en temps consiste à approcher les fonctions 
de .1t~(IR+, IR ) par celles de .1tm2 (M, IR) avec m 2 ~ 1. On approche donc la solution ,..., 
du problème variationnel exact (1-6) par PhtJ.t dans .1tm2 (M, v,. ) 

solution du problème variationnel approché : 

(1-7) a(phtJ.t•lf>)= J; e-2crtjrq>(t,x)ë)tgh!:JJ(t,x)dy(x)dt, V'q>e.1tm2(!::J,V,.) 

On prend plus particulièrement m 2= 1. On donnera par la suite des indications 
pour traiter le cas m2 > 1 sachant que les idées employées ci-dessous restent les 
mêmes. La fonction test q> est choisie de la façon suivante: 

q>(t,x)=f3'1(t)q>j(x) , n~1 ,}= 1, ... ,Nh 

la fonction /31 étant donnée par: 

{ 

t-tn-l pourt e [tn-l, tn [ 
f3'1(t)= tn+l-t pourte[tn ,tn+d 

0 ailleurs 

En remplaçant dans (1-7) et en explicitant la forme bilinéaire a , on obtient un 
système à Nh équations et Nh inconnues: 



~ t 

J
tn+l 2at JJ h h st-J%-.11 a lM(T) -L, e- (t,.+1-t) tl'j (x)tpz (y) 0 2 

(( )2 l 
12

)112 dTdy(x)dy(S)dt 
l=l t,. rxriJ%-YJst x t-T -x-y 

, 

J
t,. -2at rs h h st-1%-.YJ azM(T) . + e (t-t,._1)J. tpi(x)tpz(y) 0 2 

(( )2 l 12)112 dTdy~)dy(S)dt 'n-1 rxrtJ%-YJst x t-T -x-y 

(1-8) 

Puisque auye%1 (6t, m.), a ~At est une constante sur chaque intervalle [t,. ,t,.+1 [ 

qu'on note ai. 

PROPOSITION 1-3: Le système (1-8) peut s'écrire sous la forme: 
Il 

(1-9) L M"-le Ale=B" , n~ 1 
le=O 

où les vecteurs A le sont les inconnues (a~ , ... , a~ )t et les vecteurs B11 sont définis à 
la 

partir de 8h& • 

Preuve 
n 

Le membre de gauche de (1-8) donne L, M"-le Ale ou plus précisément: 
le=O 

Il 

a(phâf,PÎutpj)=e-2at" L, (~-kAie)i 
... o 

On va indiquer les principes de la démonstration. Considérons par exemple 
l'intégrale 

' 
J

tn+l 2at JJ h h st-Nl a z&(T) 
e- (tn+1-t) 'Pi (x)tpz (y) 0 2 

(( )2 l 
12

)112 dTdy(x)dy(y)dt 
'" Nlst x t-T -x-y 

sachant que l'autre intégrale se traitera de façon identique. La première étape _ 
consiste à décomposer l'ensemble {(x, y)erxr/lx-yiSt} pour te(tn,tn+l) en 
n+1 morceaux de la forme {(x, y)erxr/t-tp+l s lx-yi st-tP}. On a donc n+l 

intégrales du type: 

Jtn+l 2at JJ h h r'-NI a;At(T) 
lp= e- (tn+l-t) tl'j~)tpl (y)J. 2 2 112dTd y(x)d y(S)d t 

1n t-tp+1SJx~lst-tP 0 2x((t-T)-Ix-:YI) 



f
t-lx-yi 

Maintenant on découpe l'intégrale 
0 

pour t- lx-y! e(tP, tp+i) 

f
t-jx-y[ p-1 ftk+1 ft-lx-yi 

... d-r= 2.: .. . d-r+ . . . d-r 
0 k=O tk tp 

On écrit alors que a;llt est une constante sur chaque intervalle (tk, tk+1) et on 

regroupe tous les aT , k=O, ... , n qui figurent dans les intégrales IP .Comme on a: 

f
tk+1 1 1 t- tk+1 t-tk 

2 2 112 d-r=27r [Argch( 1 1 )-Argch( lx-y!)] 
tk 21r ((t--r) -lx-yi ) x-y 

f
t-lx-yi 1 1 t-tp 
tP 27r ((t--r)2-lx-y 12)1/2 d-r= 27r Argch (lx-y 1) 

on trouve moyennant le changement de variable s=t-tn pour te]tn,tn+1[ et 
s=t-tn_1 pour te]tn_1 ,tn[: 

où les éléments de matrice MJ1 sont: 

k 1 1Ât 2 JJ h h s + t k Mi1= 2 7r{ 
0 

e- as(M-s)[ q>i(x)q>l(y)Argch(lx- l)dy(x)dy(y) 
rxrllx-yl~s+tk y 

Le second membre de (1-8) donne: 
Ât 

e-2at,.BJ=fo e-2as {(M-s) fr q>J (x) atghllt (s+tn ,x)d y(x) 

D'où le schéma (1-9). * 
+se2allt f q>J(x)atghllt(s+tn_1,x)dy (x)}ds 

r 



Remarque 

Contrairement à ce qui se passe dans le cas du problème de Dirichlet 3D, 

les matrices Mk ne s'annulent pas pour un k suffisamment grand ( dans le cas 

3D, il suffisait que k > [dia~ (r)] + 1 où [x] est la partie entière de x ) . ll est facile 

' d l'• é 1 Jt-lx-yl d · d r. • ' de voir que c est à cause e tnt gra e 
0 

• • • T qw est ue au 1a1t qu en 

dimension deux, on n'a plus le principe de Huygens. 

LEMME 1-1: La matrice M 0 est symétrique définie positive pour !::J assez 

petit. 

Preuve 

On sait que, pour tout m1 ~ 0, l'espace approché vh est inclus dans L 2 ( r). 
Donc on peut appliquer le théorème A? de l'annexe: 

-2
1 !JJ cpj(x)cpJ(y)Argch(-

1 
s l)dy(x)dy(y)= 2

1 J cpJ(x)cp7(x)dy(x)+0(s) 
1CS rxr/lx-y!Ss x-y r 

et donc pour !::J petit : 

o 1 f h h rAt -2 4 
Mij= 

2
< r epi (x)cpi (x)dy(x))(Jo e as(!::J-s)sds)+O(!::J ) 

soit 

0 tl.t3 f h h Mij= 
12 

( r epi (x) epi (x)dy(x))(1+0(M)) 

Donc pour àt suffisamment petit, la matrice ( M 0 1 tl.t3 ) est équivalente à la 
matrice des produits L2 (r) des fonctions de base cpJ, j= 1, ... ,Nh de l'espace vh . 
Cette matrice est définie positive et de plus très creuse si les supports des 

fonctions cp J sont petits. * · 
Pour écrire les schémas numériques d'ordre m2 supérieur à 1, on pose : 

a (m2 )(t)=an te[t t [ 
LAt l • n • n+l 

' alors on intègre pour trouver alAt : 

n 

a;.t.t (t) (m:.:. 1)! (t- tn )m2-1+ {termes de degré m2 -1en af, p ~n-1}, te [tn ,tn+l [ 



Les fonctions test sont prises comme étant les m 2 -1 primitives des fonctions 
test fi~t du cas m 2 = 1. En remplaçant dans la formulation variationnelle (1-7), 

on obtient un système matriciel de la forme: 
n L Mn-k Ak=Bn , n;?:m2 

k=O 

Les schémas ainsi obtenus sont stables et convergents. Comme le fait d'être en 

dimension deux ne change en rien les démonstrations, on se contente 
d'énoncer les résultats: 

THEOREME 1-2: Si atght.t est une approximation consistante de atg dans 

Je~
12

(IR+ ,H112 (r)), la solutionpht.t du problème discrétisé vérifie: 

IPht.t la,- 112 ._ 112 ~ Cste , h, M >---+ 0 

Remarque 
La constante Cste qui apparaît ici dépend de cr. En effet, elle est égale à 

l'inverse de la constante de coercivité de la proposition 1-2, soit: 

Cste = C max ( 1, .!. ) 
(J 

et donc si a tend vers 0, la constante tend vers l'infini. 

On a ensuite un théorème de convergence, toujours dans le cas de la 
surface exacte. 

THEOREME 1-3: On suppose que la solution p de l'équation intégrale (1-2) 
vérifie la condition de régularité : 

p e ra (IR+, Hm1+1 (r)) n.1t:2+1 (IR+ ,L2 (r)) 

alors on a: 

IP-PhÂt la,-112,-112 ~ C { lg-ght.t la, 3/2, 1/2 +hmt+1121P lo-,2, m1+1 

Remarque 
Dans la démonstration de la convergence, on utilise le fait que 



100 

1 s ,./ 1 L 2 ens c 11 1 L 2 en 

où C est une constante indépendante de ru. On renvoie à la proposition Al de 
l'annexe pour la démonstration de cette estimation. 

2·4. Méthode de condensation 

Réécrivons (1-9) sous la forme plus explicite: 

MAr 0 0 Ao Bl 
~MAr 0 ... ... Al B2 

(1-10) ... .. . ... = 
M" MAr o Aa-1 Ba 

... ... ... . .. 
On voit alors clairement que le schéma n'est pas constructif: en effet, il 
manque une étape d'initialisation de A 0 pour résoudre à chaque pas de temps 
un système linéaire de la forme: 

(1-11) 

où S n est un vecteur connu. 
Numériquement le schéma (1-10) est difficile et lourd à implémenter. On 

• 
va donc construire un schéma de type (1-11) pour tout temps tn, n~O. 

La méthode de condensation que l'on emploie pour rendre le schéma (1-10) 
constructif consiste formellement à ajouter à la "diagonale" des matrices M 1 la 
"surdiagonale" des matrices M 0 pondérée d'un poids, soit à faire: 

Ml =M1+e2aAt Mo 

ce qui donne: 

Ml -o 
0 0 0 ... ... ... A 

M2 Ml 0 0 -1 ... ... ... A 
= ... ... ... 

Mn ... Ml 0 0 ... .,An-1 
... ... .. . ... ... 

Si on pose: 

Ar=M1r ,2sk, Bn=Bn, lS n, 

on a bien un schéma du type (1-11): 

B1 

B2 

Bn 
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n-1 
(1-12) MlAO=Bl, MlAn= L Mn+I-k.Ak+Bn+t, 1~n 

k==O 

Pour que ce schéma soit constructif, il faut que la matrice qu'on a construite 
soit inversible. C'est ce que l'on démontre en remarquant que (1-12) découle 
d'un problème variationnel discret dont la forme bilinéaire, qui est une 
perturbation de la forme bilinéaire initiale a, reste coercive. Soit: 

(l- 13) {Pht.J (t,x)= ~ f/Jj (x) ai"' (t) , ai"' eX
1 

(t.t,IR) 

a ;t:.tCt)=a'! pour te [tn ,tn+l[ où .ftk=Ca1 , ... ,ath )t 

PROPOSITION 1-4: La fonction PhÂt de :1t1 (ô.t, Vh) définie par (1-13) est 
l'unique solution du problème variationnel: 

Joo e-2at If cp (t,x) r-l:x-yl dtPht:.t ( T,y) dTdy(x)dy(y)dt 
0 rxrtlx-yl~t o 21r((t-T)2-jx-yj 2) 112 

Joo -2at J..... JI ft-lx-yi dtPht:.t(T,y) 
+ e ([M+1]M-t) l l t dtcp(t,x) t 2 2 112 dTdy(x)dy(y)dt 

o :x-y ~Ht:.tlt:.t [t:.tlt:.t 21r ((t-T) -lx-y 1 ) 

(1-14) = J; e-2at fr cp Ct ,x )éJtght:.t Ct ,x) dy():)d t , 'c:/ cpe :1t1 ( M, Vh) 

où on a noté [x] la partie entière de x : 
xe IR+, [x] e IN', [x] ~x <[x]+ 1. 

Remarque 
Le premier terme de (1-14) est a (phÂt, cp). On a vu précédemment que: 

Nh n 

( ""' h pn h) -2ut ""' (Mn-kA-k )'J·, n ~ 1 a .i.J cp i ait:.t, Ât cp j =e ra .i.J 
i•l 11=0 

avec a;t:.t(t)=a'! pour te(tn,tn+l) et 

{

t-tn-l pour te [tn-1 ,tn [ 
f3'JJ(t)= tn+1-tpourte[tn,tn+1[ 

0 ailleurs 

Le second terme de (1-14) représente la forme bilinéaire ajoutée aÂt (phÂt, cp): 

at:.t(Pht:.t, cp)= 

f
oo -2at J..... ff ft - l:x-yl dtPhM(T,y) e ( [M +1] M-t) dtcp ( t,x) t 2 2 112 dTdy(x,y)dt 
o IX-:YI~t-[~Jt:.t [t:.tlt:.t 27r((t-T) -lx-yi ) 
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Cette forme a 41 a été choisie pour que: 
Nil 

(1-15) a~<:L '1 a,4t.P'1 ,j>=e-2C1t~~<e2C141 wxn-t_w.An ~ 
P.O 

Donc on a 
11-2 

(1-16) a(p~r,~ ,q> )+a~(Pir.4t•tl' )= e-2atll ((e2a~ M'+ M 1 ).An-l + L w-A:_AA:)j. 
•-o 

D est alors facile de voir que Ph 4 t vérifiant (1-14), les inconnues An sont 
solutions du système matriciel (1-12). 

La preuve de la proposition est une conséquence des deux lemmes suivants 

LEMME 1-2: 'V q> e%1 (M, v,. ) a41 ( q>, q>)~ 0 pour llt assez petit. 

Preuve du lemme 1-2 
Puisque q> e%1 (M, V1 ), q> peut s'écrire 

Nil Nil eo 

(1-17) q>(t,x)= L ai(t)q>J(x)= L L aj fJ'ât(t)q>J(x) 
j•l j•l 11•1 

avec a;(t)= aj pour te [tn, tn+l [ . On a le lien entre les aj et les a j : 

1 
a9=a ~ ".) J 
a~=a~+1 -a~ k ~ 1 

".) J J 

De la formule (1-15) , on déduit: 
eo Nil 

a~(q> 'q>)= L e-2mll L dj(e2a~MoAn-l_MoAn )j 
11•1 j•l 

d'où 
eo ~ eo ~ 

a4t(q>,q>)=L e-2m_lL aj(MoAn-l)i-L e-2miiL aj(MoAn)j 
11•l jal n•l j•l 

soit 
eo 

a~(q> 'q>)= L e-2atn (An "1 M 0An. 
11•0 

La matrice M 0 étant définie positive pour Ât assez petit, on conclut à la 

positivité de a41 . *' 
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LEMME 1-3: La forme bilinéaire a/}t est continue sur Je1 (ôt, Vh ) x Je1 (flt, Vh ) 
pour M assez petit. 

Preuve 
On montre facilement que 

00 

aAt(p,q>)=L e-2atn (Bn)tMoAn. 
n•O 

où p, q> eJt1 (flt, vh) sont tels que 
Nh Nh 

dtp(t,x)=L ajq>j(x) , dtq>(t,x)=L bjq>j(x) te[tn,tn+l[ 
j• 1 jal 

En explicitant M 0
, on a donc: 

oo /}t Nh Nh 

aflt(p,q>)= L e-2atn fo e-2as(ôt-s){Jf L bjq>j(x).L ajq>j(y) 
n•O rxrfl.x-yj~s js:l ;cl 

x
2
1 Argch(-

1 
s l )dy(x)dy(y)ds 

7r x-y 

D'après le théorème A2 de l'annexe, on a pour toute fonction f dans L 2 (r) 

1J s 
1 s yertj.x-ylss/(y) Argch( lx-yi )dy (y) IL2(r) SC I/IL2(r) 

où la constante C est indépendante de s. D'où: 
oo Nh Nh /}t 

la/}t(p,q>)lsC:L e-2atn IL ajq>jiL2<n IL bjt~>~IL2<n<f0 e-2a'(M-s)sds) 
n•O j=l ;•1 

soit 

Or pour tout q> eX1 (flt, vh) on a 

1 1 ( l-e-2aflt)1rz (~ -2at ~~ bn hl )112 
tl'a,t,o= 2a ~e n~ jtl'jL2(0 . 

n=O ;•1 

on a donc pour Massez petit: 

1 aAt (p, q>) 1 SC M
2 1P la,t,o lt~> la,l,O 

et puisque: 
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on a 

&2 ~. 
1 a& (p 'cp) 1 S:.C h 1 P la,I,-112 lep la,l,-112 ~ 

Preuve tk la proposition 1-4 
L'existence et l'unicité de PhtJ.t solution de (1-14) est la conséquence du 

théorème de Lax-Milgram puisque la forme bilinéaire a+a!J.t est continue sur 
1'1 (M, v" ) x %1 (Ât, v" ) et vérifie la relation de coercivité suivante: 

(1-18) (a+a!J.t)(cp,cp)2:Cicp 1!,-112,_112 2:C&3 Icp l!,l,-l/2 

et que la forme linéaire 

cp>-+ Jooe-2at J cp(t,x)dtgh&(t,x)dy(.x)dt 
o r 

est continue sur %1 (&, v").* 
La coercivité de la forme bilinéaire pertubée a+ a& nous donne la stabilité 

du schéma et l'inversibilité de M 1• 

THEOREME 1-4: Si àt6h& est une approximation consistante tk àtg dans 
Z~2 OR+ ,H112<n> alors le schéma est stable au sens suivant: 

1Ph6t 1cr,-112,-1l2 S:.Cste , h--+0, M.=-+0 

PROPOSITION 1-5: La matrice M 1 est définie positive pour M petit. 

Preuve 
Soit cpe%1(&, V") tel que: 

Nil 

cp (t,x)=fJ1 L, b) cpJ (x) 
j•l 

L'égalité (1·16) donne 

a (cp, cp)+a & (cp, cp)=e-2a& (e2a!J.t JIO Ao+Ml A o )i 

où le vecteur A0=(aî, ... ,a~">' est défini par: 

a9=blotO ") J 

n en résulte que: 

a (cp, cp)+a !J.t(cp, cp)=e-2a& (Ao )' M• Ao. 

On conclut grâce à la coercivité de a +a& . *' 
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2-Problème dissipatif 

On s'intéresse ici au problème de la diffraction par un obstacle à frontière 
absorbante. Ceci se traduit par une condition aux limites dissipative satisfaite 
par l'onde diffractée totale U: 

aatu-anU=O suriRtxr 

où a est une fonction régulière strictement positive sur la frontière r du 
domaine extérieur n+ . 

On va résoudre le problème extérieur pour l'onde diffractée u , différence 
entre l'onde totale U et l'onde incidente u i: 

{
<ar-~>u=O dansiRtxn+ 

adtU+-dnU+=-adtUi+dnUi surJRtxr 
u(t,x)=dtu(t,x)=O ,tsO,xeO+ 

en lui associant le problème intérieur: 

{ 
(a;-~ ) u = 0 dans IRt x Q_ 

(P_) adtU_+dnU-=-adtUi-dnUi surJRtxr 
U (t,x)=dt U (t,x)=O ,t SO ,XE Q_ 

On remarque que la condition aux limites du problème (P_) difière d'un signe 
de celle de ( P + ). Comme l'a montré Ha-Duong [12], [2] pour le problème 
harmonique ( avec une fréquence réelle ), ce changement de signe permet 
d'obtenir une formulation variationnelle bien posée qui se prête à une 
discrétisation par éléments finis. De même qu'au chapitre précédent, l'étude 
du problème en fréquence nous permet de construire une formulation 
variationnelle espace-temps dont la discrétisation donne des schémas stables 
et convergents. 

2-1. Problème en fréquence 

On commence par écrire le problème extérieur transformé: 

{

ueH1 (Q+) 
(p+(l)) 2 

(~+ro ) u=O dans Q+ 

a iœu++dnU+=g surr 
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ainsi que le problème intérieur: 

(P_œ) (.6.+m2)u=O dans 0_ 
{

ueH1 (0_) 

-a i(J)U_+OnU-=1 surr 

où (J) est une fréquence complexe dans le demi plan {]m(JJ>O ). La condition de 
radiation à l'infini qui assure l'unicité d'une solution au problème extérieur a 
été remplacé ici par la condition u eH1 ( 0+ ). On va d'ailleurs montrer que ces 

problèmes ( P;) peuvent avoir au plus une solution. 

THEOREME 2-1: Etant donnés 1 et g dans L 2 (r), les problèmes (P±œ) ont 

respectivement au plus une solution . 

Preuve 
Soient u+et u_ vérifiant (P.:') et (P~) respectivement avec g = 1 =0. Des 

formules de Green, on déduit : 

(2-1) · J onu+. -i(J) u+dr= J n (-i w 1 Vu+ l2 +i(J) I(JJI 2 1 u+ 12 )eix r ~4+ 

(2-2) 

Les conditions homogènes sur le bord r donnent: 

On u+=-ai(J) u+ 

On obtient donc: 

-J r a I(JJI2 Iu+ 12 dy= J ~ ( i w 1 Vu+ 12 -i(J) I(JJI2 1 u+ 12 ) eix 

-J ai(JJI2 1u-l2 dr=J
0 

(iw1Vu_l2 -i(JJI(JJI2 1u-12 )eix 
r -

Soit a>O la partie imaginaire de la fréquence (J). En prenant la partie réelle des · 
égalités ci-dessus, on trouve: 

-J ra I(JJI2 Iu± l2 dr=a J 0 ( 1 Vu± 12+ I(JJI2 1 u± l2 )eix 
± 

ce qui implique que 
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f 
0 

( 1 V u_l2 + lrul 2 1 u_l 2 )dx= f 
0 

( 1 Vu+ 12 + lrul2 1 u+ 12 )dx=O 
- + 

d'où le théorème. *' 
On prouve l'existence de solutions aux problèmes (P;) en passant par la 

représentation par potentiels de simple et double couches des solutions des 

équations de Helmholtz. En effet, toute solution u des équations de Helmholtz 
homogènes dans n+ et n_ s'écrit: 

(2-3) u(x)=-4i f Hi,1>(ru lx-yl)p(y)dy(y) __ 4i f dn <Hi,1\ru lx-yl))cp(y)dy(y) 'xer 
r r :c 

où les densités pet cp sont les sauts de u et an u respectivement: 

cp= u_-u+ ,p=dnU--dnU-

De plus, les études des problèmes de Dirichlet et Neumann en fréquence (voir 
chapitre précédent et [1] ) dans le cas où co est une fréquence complexe ont 
montré que si cp E H 112 

( r) et p En- 112 
( r ), l'onde u appartient à 

H 1 (0+)uH1 (0_). Plus précisément on a, si on note 

v1 (x)= ~JrHi,1>(c:o lx-yl)p(y)dy(y)= L(JJ p (x), xe r 

v2 (x)=-
4
i J an <Hi,1>(ru lx-yi) )cp (y)dy(y) =Mw cp (x), xer r :c 

les inégalités obtenues par des formules de Green: 

(2-4) 1 Vtlo+uo_,œ sCalc:oiiPLuz,r 

(2-5) 

où la quantité 

est une norme équivalente à celle de H 1 (0 ). 

Donc s'il existe une solution u de <P: ), elle s'écrit sous la forme (2-3). TI 

reste à donner les conditions que doivent vérifier cp et p pour que l'onde u 
satisfasse les conditions aux limites dissipatives. Pour cela, on a besoin de 
connaître les traces sur r de u : 
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1 ' 
u+=Sœp+(- 2 +Kœ> fi' 

1 ' 
u_=Swp+( 2 +Kw> fi' 

1 
anu+=( - 2 +Kœ)p+Dw tp 

1 
a11u_=( 

2 
+Kw)p+Dw tp 

' où les opérateurs intégraux Sœ, Kœ, Kw et Dœ sont définis par: 

Sœp(x)= ~Jrffl,1)(co lx-yl}p(y)dy(y), x er 

Kœp(x)=~Jran~<Ho1)(co lx-yl})p(y)dy(y), x er 

K~tp(x)=-4i J an <Ho1)(colx-yl}}fP(y)dy(y), xer r , 

la limite dans la dernière égalité étant à prendre au sens des distributions 
sur r. 
En ajoutant et en retranchant les conditons aux limites sur r, on a: 

an u+ +an u_ -aico tp=f+g 

p-aiœ(u++u_ )=f-g 

soit en écrivant les traces de u en fonction de f et p : 

(2_7) { 2 (KœP +Dm qJ )-a fee> tp =f+g 

p-2 aico(Sœp+Kwfl' )=f-g 

Donc s'il existe une solution ( tp,p) au système d'équations intégrales (2-7) et si 
(tp,p) est dans H 112 (r)x.n- 112 (r), l'onde u=Lœp+Mwfl' est solution de (P;). 

On se sert d'une formulation variationnelle de (2-7) pour démontrer l'existence 
et l'unicité de la solution du système d'équations intégrales. En. effet, si on 

multiplie la première équation de (2-7) par ( -ico V'), la seconde par (!. q) où V' . 
a 

et q sont les fonctions test, si on ajoute les deux équations ainsi obtenues et si 
on intègre sur r, on obtient le problème variationnel suivant équivalent à (2-7): 

-- -(2-8) a(U, V)=l(V) 
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- -où l'on a noté U =( qJ,p) et V= ( lfi,Q) et 

a(U,V)=Iwl2 f acp.V/dy+J !_p .qdy+2iwf K(J)p.Vïdy+2iwf D(J)qJ.Vïdy r ra r r 

-2 iw J S(J)p .q dy-2iwf K~ f/J. q dy 
r r 

l(V)= 2J [(f+g). -iwlfl +!_(f-g ).q]dy 
r a 

A cause de l'intégrale J !_p. q dy, on va se restreindre à prendre p, q dans ra 
L 2(r). 

THEOREME 2-2: Si les données f+g et !_(f-g) sont respectivement dans 
a 

Jr112(r) et L 2(r) alors le problème variationnel (2-8) admet une unique solution 

U =( cp,p) dans H 112 (r)xL2(r). 

Preuve 
La forme antilinéaire lest clairement continue sur H 112 (r)xL2(r). En 

démontrant la continuité et la coercivité de la forme sesquilinéaire a sur 
H 112 ( r) xL 2( r ), on prouve l'existence et l'unicité d'une solution à (2-8): il suffit 

d'appliquer le théorème de Lax-Milgram. , 
On commence par regarder la continuité de a. ll est connu que S(J), K(J), K(J) 

sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre -1 sur ret D(J) un opérateur 

pseudo-différentiel d'ordre 1 sur r. La continuité de a sur H 112 (r)xL2(r) s'en 

déduit. On va toutefois préciser la norme de a pour connaître sa dépendance en 

ro, ce qui nous permettra dans le paragraphe suivant d'estimer la régularité en 

temps des solutions du problème d'évolution. On rappelle l'estimation du 
chapitre précédent sur S(J) et celle qu'on trouve de façon similaire sur D(J). 

(2-9) 1 S (J) P ltn, r S Ca 1 ro 1 IP 1_ tn, r 

(2-10) 1 D (J) (j) 1_ tn, r S Ca 1 ro 12 
1 cp lw, r 

D'autre part, on va établir les majorations des normes des opérateurs ~ +K~ et 

l 
2 -K(J) . 
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Soit tp dans H 112{r) et soit v= MOJtp alors on a vu que v vérifie:_ 

{ 

(.6+co2)v=O dans Q+ un_ 
[dn V lr=O 
[v lr=tp 

1 , 
De plus v_= ( 2 +Kœ )tp. En écrivant les formules de Green dans Q+ et Q_ , on 

trouve: 

Ir dnV_. -ico tp dr= J n_u~ (i ro 1 v v 12 -ico lcol2 1 v 12 )dx 

soit, en prenant la partie réelle de cette égalité: 

C1 J n n ( 1 V V 12+ lcoi2 IV 12 )dx=g(e J dnV_.- iœ tp dr 
~~u~~ r 

On majore le second membre par : 

1 dn v_l_ 112,r lœ Il tp 1112,r 

et donc 

~v l~_,œ S ~~ 1 1 tp 1112,r 1 dn v_l_112,r 

Le théorème de trace implique que: 

1 v -1112,r S Ca 1 v 10 _,(1) 

En reprenant les deux dernières inégalités, on peut écrire: 

(2-11) 
1 • 1 dnV-1 r 

1 ( 2 +KOJ )tp 1112,r S Ca 1 v~~:: lœll tp 1112,r 

Réécrivons la formule de Green pour w dans H 1 ( Q_) relevant VI donné dans 
H112 <r>: 

J dnV_.VIdr= J n (V v. VW-co2 v. w )dx 
r ~~-

Pour tout VI dans H 112 ( r), on a donc: 

1 Jr dnV-·VI dr 1 S 1 v ln_,œ 1 w ln_,œ 

Le lemme de relèvement établi par Ha-Duong dans [12] ( chap.5, lemme 1) 
nous donne: 
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ce qui nous permet d'écrire 

(2-12) 1 an v_j_lr.!,r $ c(f lwl 112 
~v ~n_,w 

On déduit de (2-11) et (2-12) que: 

(2-13) 

On passe maintenant à la majoration de Il!-K(l) Il. Si p est dans H- 112 ( r) 

et v= L(l) p alors v eH1 
( .Q+) uH1 

( .Q_) et vérifie: 

{ 

(6+œ2)v=O dans .Q+u.Q_ 
[anv]r=P 

[v ]r=O 

avec an v+=-(~ -K(I) )p. Toujours grâce à la formule de Green, on obtient: 

~eJ p.-iwu+dr=alv~~ ,... ~a~vll~ r :..~_ u :.~ •• w :.~ •• w 

soit encore 

or le lemme de trace donne: 

et de façon similaire à la démonstration de (2-12), on a: 

1 an v+'- lr.!,r $ c(f lw 1112 ~v ln.,w 

ce qui nous permet de conclure: 

(2-14) IC !-K(I) )p '-lr.!,r sc(! lœi 312 1P '-112,r 

On réécrit la forme sesquilinéaire a de la façon suivante: 
,.., ,...., ,...., ,...., 

a (U, V)=b1 (p,q)+b2 (cp,'lf)+a3 (U, V) 

où on a choisi: 
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+J Î(JHp. q dr r 

En majorant chaque forme sesquilinéaire, b1 grâce à (2-9), b2 grâce à (2-10) et 
a 3 grâce à (2-14) et (2-13), on trouve que: 

(2-15) 1 a ( U, \h 1 SC a ( lwiiP lo,r + lwl312 1 tp l 112,r )(lw li Q lo,r + IIDI 312 1 V'l 112,r) · 

On démontre maintenant que la forme a est coercive sur H 112 (r)xL2(r). Pour 
cela, on utilise les formules de traces (2-6) pouru= Lœ p +Mœ tp afin d'écrire a 
comme suit: 

On pose: 

--alors il est facile de voir que a ( U, U) s'exprime en fonction de 1 et J: 

a( U, U)= lwl2 J alti' 12dr+ J !IP 12 dr+29lel+2ilmJ r ra 

Les formules de Green (2-1) et (2-2) donnent: 

I=f (iw1Vul2-iwlwl2 lul2 )cù 
'LuO+ 

On en déduit que: 

Les théorèmes de trace dans les ouverts extérieur Q + et intérieur Q _ 

permettent d'écrire: 

D'où, sachant que la fonction a est bornée sur r, on a la relation de coercivité: 
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(2-16) 

où l'espace H= H 112 (r)xL2(r) est muni de la norme 1.1H. '* 
On peut conclure par le théorème suivant: 

THEOREME 2-3: Si les données f et g vérifœnt 

f+gell 112Cr),!. (j-g)eL2 (r) 
a 

alors le système d'équations intégrales (2-7) admet une unique solution ( q>,p) dans 

H 112 ( r) xL 2( r) et les problèmes ( P±(J)) en fréquence sont bien posés dans H 1 ( Q± ). 

2-2. Problème en temps 

On rappelle les problèmes d'évolution (P+) et (P_): 

{ 

ca;-ll)u=O dans 1Rt xQ+ 

aatu± + anu± =-(aatui +a nu') sur1Rtxr 

u(t,x)=atu(t,x)=O ,ts:O,xen+ 

THEOREME 2-4: Pour tout ( anui ,ui) dans .1t~2 (1R+ ,H-112 (r)xL2(r)), 

cr>O, le problème (P±) admet une unique solution u dans .1t~(1R+ ,H1 (Q+uQ_)) 

vérifiant l'estimation d'énergie: 

(2-17) J~ e-2at In. un_ ( 1 vu (t,x) 12 + lu (t,x) 12 )dx dt s; c(J Cl an ui 1!,512,-112 + 1 ui 1!,512,0) 

Preuve 

L'existence et l'unicité proviennent de l'étude du problème en fréquence. 
En effet on remarque que u est solution de ( P ±) dans .1t~ ( JR+, H 1 ( Q+ un_)) si et 

seulement si sa transformée de Fourier-Laplace Û est solution de (P+(J)) avec : 

f+g=-2anûi et f-g= 2aicoûi 

Or l'onde harmonique Û s'écrit de façon unique: 
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Û=Lmp+MœfP ... , p=[onÛ], fP"=[Û] 

Les relations (2-4) et (2-5) impliquent qu'alors Û dépend continûment de pet de ... 
fP: 

,.., AA,., 

Si l'on note U = ( fP ,p) , U est solution de 
,.., ,.., ,.., 

a(U,U)=l(U) 

La relation de coercivité (2-16) et la continuité de la forme anti-linéaire l 
donnent: 

(2-18) 
,., A• A• 

1 U 1 H SC 1 CiJ 1 ( 1 On U' l_1fl, r + 1 U ' 1 o, r ) 

On en déduit donc: 

(2-19) 
... 312 ,.., fSI2 ... • ... • 

1 U 1 o.u O_,œ S Ca 1 CiJ 1 1 U 1 H SC a 1 CiJ 1 ( 1 On U ' l_1fl, r + 1 U ' 1 o, r ) 

Alors l'existence de u découle de celle de û et l'unicité de u et l'inégalité 
d'énergie so~t une conséquence de (2-19). '* 

On peut représenter la solution u de (P±) comme une somme de potentiels 

retardés: 

(2-20) u=Lp+MfP 

où les densités fP et p sont respectivement les sauts de u et onu à travers r: 
fP=U--U+ 

p=d11 U_-onu+ 

On a noté L le potentiel retardé de simple couche défini par: 

Lp(t,%)=21 J J e<t-T,1 dy(y)dT .x~r 't>O 
1C R yer/jz-:)'IS-r (T -IX-:YI )1fl 

et M le potentiel retardé de double couche: 

M ( )-lJ J %-y TOtfP (t-T,y) d (··)d 
fP t,% -2 . n_,. 2 _2 2 fl Y v T 

n R yert~z..,.ls-r lx-:rl (r-lx-:rl )1 
, x~r, t>O 

Si on prend la transformée de Fourier-Laplace de (2-20), on retrouve la formule 
de représentation de la solution û de (P±m): 
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Û =LœP + Mœ fP ... 

où pet fP ... sont les transformées de Fourier-Laplace de pet fP. 

En exprimant les conditions aux limites, on obtient alors le système 
d'équations intégro-différentielles en fP et p: 

(2-21) { 2(Kp+DfP)+adtfP=-2ë)nui 

p+ 2 a at (S p+K' fP )=-2 a at ui 

. 
où les opérateurs S, K, K et D étant définis à partir des traces des potentiels 
retardés L et M. On a, pour t ~ 0 et xE r: 

Sj(t,x)= _!_ J J j(t-T,y) dy(y)dT 
2n R yerfl.r-yl~-r (7:2-1x-yj2)112 

THEOREME 2-5: Si (ë)nui,ui)e.1t1a(1R.+,H- 112 (r)xL2(r)), a>O, le 
système (2-21) admet une unique solution ( fP, p) dans .te~ (IR+ ,H112 ( r) xL2( r) ). 

Preuve 

Si ( fP, p) est solution de (2-21) alors par transformation de Fourier-Laplace 
en temps ( ~.p) est solution du système d'équations intégrales (2-7) et 
réciproquement. Or on a vu que ce système avait une unique solution U dans 
H 112 ( r) xL2( r) vérifiant (2-18). On détermine donc l'espace dans lequel se 
trouve ( fP, p ): 

1 1
2 

1 1
2 < c ( 1 a i 1

2 
1 i 1

2 
) fP a,0,112+ p a,o,o- a nU a,t,-112+ U a,1,0 

L'unique solution ( fP, p) de (2-21) satisfait le problème variationnel espace­
temps, trouvé en intégrant le problème (2-8) harmonique: 
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b((tp,p),(Vf,q))=-2 J; e-2m Jr (anuï.atV'+a1ui.q)dydt 

'V ( V', q ) e z3/: ( JR+ , H 112 ( r ) ) x .l'~ (IR+ , L 2( r) ) 

où la forme bilinéaire b est donné par: 

b( (tp,p ),( Vf,Q ))= J .. e-2m J (aa,~p .a, V' +l p .q+ 2(Kp .a, V' +a, x· tl' .q o r a 

+a,Sp.q+D~p.a,Vt )}dydt 

THEOREME 2-6: Si (anui ,ui)e%5/: (JR+ ,H- 112 (r)xL2(r)) , cr>O, le 

problème (2- 2 2) admet une unique solution ( tp, p) dans r:2 ( JR+ , H 112 ( r)) x Z~ ( JR+ ,L 2( r) ). De plus la forme bilinéaire b apparaissant 
dans (2-22) est continue sur (Z~2 (JR+ ,H112 (r))x.l'~(JR+ ,L2(r)))2 et vérifie 
l'inégalité de coercivité: 

2 2 
(2-23) b ( ( tp,p ),( tp,p ))~Ca ( 1 tp la,o,ln + IP la,o,o) 

'V ( tp,p) e.l'0a (JR+ ,H112 ( r) xL2( r) ). 

Preuve 
La continuité de b se déduit de celle de a donné dans l'inégalité (2-15) et la 

relation de coercivité (2-23) provient de la formule (2-16). 

2-3. Discrétisation 

A l'aide de la méthode des éléments finis, on va maintenant construire 
une approximation numérique de ( tp,p) solution de (2-22). Le principe de 
l'approximation variationnelle du problème (2-22) étant le même que celui du 
problème de Dirichlet, on écrit directement le problème approché: trouver - -(fPhflt ,phflt )eZ111(At, V11 )x.l'"2(At, W11 ) tel que 

JOli 2atf . . 
b((fPhllt,Phllt),(Vf,q))=-2 

0 
e- r(anu'.atV'+a,u'.q)dydt 

- -'V ( Vf, q) e%111 (At, V11 ) x1t"2 (At, W 11 ) 

où les entiers n1 et n2 sont respectivement supérieur à 2 et à 1 et At> 0 est le pas 
de temps. Les sous-espaces V11 et W 11 de dimensions fmies Nl et Nf sont les 
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espaces approchés de H 112 ( r) et L 2( r) respectivement, définis de façon 
équivalente à ce qui a été fait dans le paragraphe discrétisation en espace du 
chapitre 1, soit: 

Si on note ( lfJ7 )i=l, ... ,N! une base de VA et (pj )j=l, ... ,l'J! une base de WA , les 

inconnues lfJhtJ et PhtJ peuvent s'écrire: 

NA 

lfJhtJ(t,x)= I tpj(x)7JjtJ(t), 7Jj61 e.7tnl(M,1R) 
jal 

NA 

PhtJ(t,x)= I pj(x)rjtJ(t)' rjtJe.7tn2(M,lR) 
jal 

Alors le problème approché consiste à chercher 7J l1:1t e .7en1 (!lt, 1R) pour 
l=l, ... ,Nl et rj61 e.7tn2(M, 1R) pourj=l, ... ,N2h tels que: 
Nl 

Î J"" e-2atf3;61 (t)[7];
61

(t) J a(x)G]1(x,x)dr(x) 
l=l o r 

lJtJJ " 1 nz.ny Gfz(x,y) +- 11
161

(t--r:)Gil(x,y) 2 2 lf.l +7J
161

(t--r:) 2 2 lfldr(x)dr(y)d-r:]dt 
TC 0 l.r-:YI :S-r ( T -lx-y 1 ) ( T -lx-y 1 ) 

N:. 
A J"" , Jt JJ _m . (x y) , + I { 0 e-2at l3itJ(t) 2 '1 

' 2 lfl T rjtJ(t--r:)dr(x)dr(y)d-r:dt 
j=l 0 l.r-yi:S-r n(-r -lx-yi ) 

1 Jt JJ , Pk ·(x,y) +- r .
61

(t--r:) 2 
1 

2 lfldr(x)dr(y)d-r:]dtJ 
1r 0 l.r-y 1 :S T J ( T - lx-y 1 ) 

Nl 
A J"" lJtJJ Kiz(x,y) ' + I e-2at çktJ (t)- 2 2 lf.l -r 1111:1t (t--r:)dr(x)dr(y)d-r:dt 

l=l o n o l.r-yi:S-rn(-r -lx-y!) 

= - 2 J~ e-2at[f3;61 (t)Jr anui(t,x)tp?(x)dr(x)+Çk61 (t)Jr dtui(t, x)pi(x)dr(x)]dt 

'v'f3itJe.7tnl(M,lR), 1SiSN1h , 'v'Çk 61 e.7tn2(M,1R), lSkS~h 
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où on a noté: 

Gfz(x,y)=cp~ (x)cp' (y) 

a,~ a,, a 
Gfz(x,y)= as (%)as (y) (où as est la dérivée tangentielle à r) 

% 1 

P~cj(x,y )= p~ (x) pj (y) 

V1 ( )- %-y "< ) ht ... ) .n.li x,y -- nz. 2 Cl'i x Pj v 
lx-:YI 

V2 ( ) %-y h ( ) h (y) 
.n.~cz x,y =n,. ·lx-:YI2 Pic x cpz 

On montre comment construire un schéma calculant flzt.t et Yj& sur le cas n1 = 

n2 + 1 = 2. La généralisation à des indices de régularité en temps plus grands 

sera faite par la suite. 

On choisit les fonctions test telles que fJ;&(t)=fJ~(t), i=1, ... ,Nl et C~ct.t(t) = 0, 

k=1, ••. , Nf dans un premier temps puis C~ct.t (t) =fJ~ (t), k=1, ... , Nf et fJ;11t (t)= 0, 

i=1, ... ,Nl. On a noté fj~ la fonction de support ( t11_ 1 , t11+1 ) définie par: 

{

t-t
11

_ 1pourte[t
11

_ 1 ,t11
[ 

fJ~(t)= t 11+1-t pourte[t11 ,tn+1 [ 
0 ailleurs 

On obtient alors deux systèmes d'équations. 
NI 

/& Jtn+1 2at n , J 1 L e- f311t (t)[ Tlz& (t) a (x)Gu(x,x)dy(%) 
1=1 tn-1 r 

1 Jt JJ " 1 nrnz Gfz(x,y) 
+.,. Tlz&(t--r)Gu(x,y)(--.2 l 

12
)112 +111&(t--r)(.....2 l l2)112dy(x)dy(y)d-r]dt 

•• 0 lz-:yl s-r r- %-:)' r- X -:Y 
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1ft JI , Pk ·Cx y) +- y.
61

(t-T) 2 
1 

' 2 112
dy(x)dy(y)dT]dt 

1C 0 lz-yl s-r J ( T -lx-y 1 ) 

1 

N" t 1 t JI Ki (x y) , 
+ L J n+ e-2at f3'1(t) J 2 kl ' 2 112 T TJlt.t (t-T)dy(x)dy(y)dTdt 

1=1 tn-1 ° lz-yl $ -r 1r ( T -lx-y 1 ) 

Si maintenant on pose: 

r;t.t(t)=bj si te[tn ,tn+l[ 

des calculs identiques à ceux développés dans le cas du problème de Dirichlet 
conduisent aux systèmes matriciels en An= (a~, ... ,a~1 )tet Bn= ( b~, ... ,b~2 )t . 

la la 

n ~ 2.', (Mn -p AP + N n-P BP ) =Sn , n ~ 1 
(2-24) p=O 

n - ~ L (Mn-p AP + Nn -p BP) =Sn 'n ~ 1 
p=O 

où le vecteur Sn de dimension Nl est donné par: 

r61 J h . S'/=- 2 Jo e-2 as {(M-s) r 'Pi (x) an u' (s+tn ,x)d y(x) 

+se2at.t J tp7(x)anui(s+tn_1,x)dy (x)}ds 
r 

et Sn de dimension N'X a une même formulation en remplaçant la fonction de 
h h . . ~ -

base tp i par pi et la donnée an U 1 par at u'. Les matrices M p' NP' M p, NP 

s'écrivent: 



1 rAt -2as ( >IB+tp-1 II M) Gfz(x,y) d +-Jo e [ M-s llt(s+tp--r--
2 

_2 2 112 
y(x,y)d-r 

n o Jz-yiS'l (r-lx-:YI ) 

2a& IB+tp-2 II ( llt) GfzU,y) d ( )d ] j_ • l 1 
+se M s+tp-1-T-2 _2 2 112 r x,y T ~, z, =1, ... ,Nh 

o Jz-yJS'l (r-lx-:YI ) 

N~i=Cp(M) Ir a~)P,i(x,x)dy(x) 

+!j& e-2a•[(M-s>[B+tp II P~cjU,y) dy(x)dy(y)d-r 
n ° 'p-t j%-:1Js" (~-lx-:YI2)112 

2aAt JB+tp-l II P~c/x,y) d ( )d d ]ds · k= ... ..2 +se _2 2 112 y% y(y) T ,J, -1, ... , lVii. 
•+tp-2 Mis" (r-lx-:YI ) 

2aAt Is+tp-1 II Kl/x,y) d '-)d r .. ·)d ] j_ • 1 ... ..2 . • 1 Ml +se T _2 2 112 Y"'- Yv T ~, r- , ... ,lVii., z= , ... ,nh 
•+tp-2 j%-:YJ s" ( r -lx-:Y 1 ) 

avec la constante CP (llt) qui dépend de M , de p et de a: 

At 
Cp(M)=M Io e-2a•[(llt-s)+se2a&]ds ,p~2 
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l!J 

Cl (.~t)= Jo e-2 a8 [(M-s)s+s2e2a~]ds 

Ât 

C0 (M)= J
0 

e-2 a8 (M-s)sds. 

- -Les matrices QI' formées à partir des matrices MP, NP, MP,NP 

[
MP NP] QI'= ,.., .p~O 

MP NP 

sont carrées de taille ( Nl +Nt) x ( Nl +Nt) et sont symétriques puisque: 

(2-25) Iqi(x,y)=Kji(x,y) ,}=1, ... , Nt, i=1, ... ,Nl 
Si on pose: 

IY"=(An, Bn j, Rn= (Sn, sn )t 

alors le schéma (2-24) se réécrit sous la forme: 
n 

(2-26) L Qn-p lJP=Rn 'n~1 
p=O 

PROPOSITION 2-1: La matrice (fest définie positive pour Massez petit. 

Preuve 
Les quatres matrices qui composent Q0 sont: 

l!J 

N~i=<J0 e-2 a8 (M-s)sds) Jr a~x)Pk/x,x)dy(x) 

+ !.J; e-2 a8 (M-s)JJ Pkj(x,y)Argch(-
1 

s l)dy(x)dy(y)ds 
1C rxr/J%-y!Ss x-y 

Ât 

M~1=<J0 e-2as (M-s)sds) Jr a (x) G]1(x,x)dy(x) 

+ ~ Glz(x,y) [(s2 + 1x71
2 

)Argch( lx~l )- ~s(s2-lx-yl2 )112 ]} d y(x)d y(y)ds 

N~i-1 J; e-2 a8 (M-s) JJ (s2 -lx-yl2 )112 Kl/x,y) d y(x)d y(y)ds 
1C rxr/l.r-y!Ss 
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bl M:z:!.Io e-2cu(M-s) II (s2 -lx-:Y12 >trl K1l(%,y)dy(x)dy<)r>ds 
n rxrt~z....,.ls• 

On remarque que les deux premières matrices M 0 et N° sont les matrices des 
schémas correspondants aux problèmes de Dirichlet et Neumann 
respectivement, à un terme près contenant le produit L 2 (r) des fonctions de 
base. On déduit du lemme 1-1 et des théorèmes A3 et A4 que M 0 et N° sont 
définies positives: 

bl 
M:1=<J

0 
e-2tl•(&-s)sds >Ir ( a(x)+ 1)Gl1Cx,x)dy(%)+0(&4 ) 

M 

N:j=<J0 e-2 tl•(&-s)sds) Ir (a~)+ 1)PAElx,x)dy(x)+0(&4 ) 

Soit V un vecteur de JRNl +~ , V=( v1, ••• , VNl, w1 , ••• , w~ '1 . On a: 

. vt Q0 V= vf M 0 V1 +Vi N°V2+ vf N° v2 +Vi M0 v1 

où l'on a noté V1 = ( v1, ••• , VNl '1 et V2= ( w1 , ••• , w~ )t • D'après ce qui précède, les 

termes comprenant M 0 et N° peuvent être minorés par: 

Vf M 0 V1 +Vi N°V2 ~ ~
3 

<Jr[(a~x) +1) 1 Wh (x) 12+( a(x)+1) 1 Vh (%) 12 ]dy(x)) 

+C Ms J 1 a~vh Cx> 12drCx> 
r oSz 

avec les fonctions vh et wh définies par: 

Hl ~ 
Vh (x)= L, vi '~ (%) 

i•l 
Wh(%)= L, Wj pJ(x) 

D'autre part , on a: 

Nl ~ 
vt iJo v. +V.t.Mov -~ ~ 1 2 2 1-k k 

i•l j•l 

i•l 

-o -o 
(v ·N .. w·+w·M .. v·) 

' 'J J J J' ' 

soit en tenant compte de la remarque (2-25): 

N! ~ 
vtN...,oV. +V.tM...,oV -~ ~ 

1 2 2 1-k k 
i•l j•l 
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Ecrivons en fonction de Vh et Wh l'expression ci-dessus: 
llt 

vtNoV2+V_iMoVt=ll e-2as(.6.t-s)Jf ny. x-y2(s2-lx-yi2)112 
1C 0 rxr/lx-yl:!>s lx-yi 

x2 Wh (y)Vh (x)dy(x)dy(y)ds 

La surface r étant régulière, pour x et y voisins sur re i.e pour .6.t assez petit), le 

produit scalaire ny- x-y
2 

reste borné. Le lemme A4-2 nous permet d'écrire: 
lx-yi 

If (s2 -lx-yl2 
)
112

1 vh (x) li Wh (y) 1 dy(x)dy(y) :s;; C' s2 1Vh 1 IWh 1 
rxrtlx-yl:!>s o,r o,r 

On vérifie sans peine que: 

On en déduit donc: 

vtQov~Ât6
3

cf [_L() IWh(x)i2+a(x)IVh(x)l2 ldr(x))+C.6.t5f laavh(x)l2 dy(x) 
r a x r sx 

ce qui implique que pour Ât petit la matrice Q0 est définie positive.* 

La généralisation au cas n 1 > 2 et n 2 > 1 se fait de la façon suivante: on 
scinde le problème approché en deux systèmes de NJi équations et N~ équations 
en choisissant les fonctions test ( f3;llt, Çk!lt )=(A 2-n113'1, 0) puis ( f3;.6.t, Çkt:.t )= ( 0, 
A l-n2 13'1 ). On rappelle que A -k f où k est un entier désigne la kième primitive en 
temps de f. Si on écrit que: 

rj';;}Ct)=bj si te[tn ,tn+t [ 

on obtient alors un schéma du type (2-24) soit: 
n . 
L (Mn-p AP+Nn-p BP)=Sn ,n~n1 -1 

p=O 

n "' "' L (Mn-p AP+Nn-p BP)=Sn ,n~n2 
p=O 
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Si 1 'on veut conserver la propriété Nfi=M~; pour i e { l, ... ,N\} etj e { l, ... ,N'-!h} , 

donc avoir un schéma de la forme (2-26) avec des matrices QP symétriques, il 
nous faut prendre n1 = n2+ 1. Alors on obtient le schéma voulu: 

n L Qn-PAIJP=SMn , n~n2=n1-1 
p=O 

Comme dans le cas du problème de Dirichlet, traité précédemment, on 
peut énoncer des théorèmes de stabilité et de convergence pour la surface 
exacte. 

THEOREME 2-7: Si (on ui.tV,u1At )est une approximation consistante 

de(ànui,ui) dans Z~(JR+ ,H- 112(r)xL2(r)), la solution JhAt=(fPhAt•PhAt) du 

problème discrétisé: 

b((fPhAt•Ph.tV),(lp',q))=-2 J: e-2ot Jr (ànu1At .Otlp'+àtu1.tV.q)dydt 

vérij1.e: 

(2-27) 1 JhAt la,O,H S Cste , h, !::J >-+ 0 

Remarque 
On rappelle que l'espace H estH112 (r)xL2(r) et est muni de la norme 

I·IH · 

Preuve 

L'inégalité (2-27) provient de: 

1 JhAt la,O,H s Ca ( 1 °nuiAt la,l,-lrJ. + 1 u1At la,l,O) 

C'est une conséquence de la propriété de coercivité de la forme bilinéaire b: 
2 

b(JhAt,JhAt)~ Ca IJh.tV la,o,H 

et de la continuité du second membre du problème discrétisé: 

J• e-2
at J (ànu1At .OtfPhAt+o,u1At·PhAt )dydtSCiànuiAtla 1 _ 112 lfPhAt 1 0 1,. 

0 r • . a, • , .. 
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THEOREME 2-8: Si la solution (cp ,p) du système intégro-différentiel est 
suffisamment régulière : 

P Er ( JR+ Hml+l Cr)) n.1t'm2+l ( JR+ L2 cr)) 
a ' a ' 

alors on a: 

IP-Ph.6t la,o,o + 1 cp-cphAt 1a,o, 112SC { 1 ci_ c~.6t 1a, 1,H'+ôtn1-
2 

lep 1a,n1+1, 112 

Preuve - -On écritlarEhtiandecœrcivitéapplicpéeàJh.6t-vh.6te.1{nl(M, VA) x.1{n2 (6!, w A): 

2 
b(Jh.6t-Vh.6t ,Jh.6t-Vh.6t )~ Ca1Jh.6t- Vh.6t 1 H a,o, 

Or J hAt et J sont solutions du problème discrétisé et du problème exact 
respectivement donc: 

b(Jh.6t-J,Jh.6t-Vh.6t )=-2 J: e-2
at Jr {(dnU~.6t-dnUi).(dt'Ph.6t-dtVfh.6t) 

+(dtU~.6t-dtUi ).(ph.6t-Qh.6t) }dydt 

où on a posé Vh 61 =( V'h.6t, qh.6t ). L'expression ci.,dessus est bornée par: 

1Jh.6t-Vh.6t la,O,H (ldnU~.6t-dnUi 1a,l,-lfl+ldtU~.6t-dtUi la,l,O) 

SC 1 Jh&- Vh.6t la,O,H 1 ci- c~.6t la, 1,H' 

D'autre part, la continuité de b implique que: 

b (J- vh.6t ,Jh.6t-vh.6t ) SC a [ 1Ph.6t -qh.6t la, o. 0 ( 1 cp- V'h.6t 1a,512, lfl + IP -qh.6t 1a,2, 0) 

+ 1 'Ph&- V'h.6t la,l, 112 ( 1 cp- V' hAt la, 2,1fl + IP -qh.6t 1a,3fl, o)] 

-soit en utilisant les propriétés des espaces .1en1 (M, VA) ( proposition 2 ) décrites 
dans le paragraphe préliminaires: 

b(J-Vh.6t ,Jh.6t-Vh.6t )SCaiJh.6t-Vh.6t la,O,H (lcp-Vfh.6t 1a,612,112+ IP-Qh.6tla,2,0 

1 1 
+ M 1 cp- V'h.6t 1a,2, lfl + M IP -qh.6t 1a,3fl, o) 

TI faut donc majorer les quantités: 

IP -qh.6t 1 , s=2ou 312 et 1 cp-Vfh.6t 1 112 , s= 5/2 ou 2 a,•, o a,a, 
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On écrit: 

1 fP- 'Y'hât ler,•,lll s 1 fP- 'Y' A ler,• , lll + 1 'Y' A- 'Y'hllt ler,•,lll , 'tl 'Yihllt e.l'n1 (M, V") 
avec qh =S'hP , 'Y' A =sh tp où SJ& et Si sont les opérateurs de projection orthogonale 
de L2 (D sur v. et w" respectivement. Alors on a les inégalités suivantes: 

1 1 SC hm2+1 IP 1 P -qh er,.,o er,.,m2+1 

1 tp- 'Y'h 1er,• • lll SC hml+llll tp 1er,1512, ml+l 

Maintenant on choisit QJ&flt =rlltqh et 'Yfhllt = rllt 'Yfh, rllt étant l'opérateur 
d'interpolation défini en (7). La proposition 3 donne: 

1 QJ& -qhflt ler,.,o SC /ltn2+1-. IP ler."J+l,O 

1 'Y'A -'Yih& ler,•.m sC/ltnl+l-. lfP ler,nl+l,m 

Finalement, on obtient: 

in/ -n1 ("• v,.,> Cl tp- 'Y'hât 1er 1512 lll + !~ 1 fP- 'Yih& 1er 2 lll} +in/ -n2 ("• w"' > ( IP -qhflt 1er 2 0 
'l'AM E.it """• A ' ' L» ' ' qAM E.it "-»t A ' ' 

hml+lll hm2+1 
SC &nc2 lfP ler,nl+l,lll + 6t jtp 1er,M,m1+1 + ~ IP 1er,2,"'2+1 +/ltn2-31l IP ler,~+l,o 

ce qui permet de conclure à la convergence des schémas pour 

n1>2, n2~2, m1~1, m2~1 
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Equations intégrales espace-temps pour le 
système de Maxwell en dimension 3+ 1 

On applique la méthode des équations intégrales espace-temps au 
problème de la diffraction d'une onde électromagnétique par un obstacle borné 
parfaitement conducteur. Le champ diffracté ( E, H) vérifie les équations: 

-atE+rotH=O ,dans lR.txn+ 
atH+rotE=O ,dans lR.txQ+ 

(P+) divE=divH=O ,danslR.txn+ 

nAE=c ,surlR.txr 
E(t ,x)=H(t ,x)=O ,t~O.xen+ 

où c est un courant donné par le champ incident sur r et Tt est la normale à r 
extérieure à l'obstacle n_. Comme pour le cas de l'équation des ondes, on 
construit une formulation variationnelle espace-temps ne contenant que le 
courant électrique et dont la forme bilinéaire est coercive sur des espaces .1Ç 
bien choisis. La discrétisation du problème variationnel par une méthode 
d'éléments finis en espace et en temps conduit à un schéma stable et 
convergent. Malheureusement, comme pour le problème de Dirichlet en 
dimension deux, ce schéma n'est pas constructif. On emploie la méthode de 
condensation décrite au chapitre I de cette partie pour obtenir un schéma 
constructif. 
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1- Espaces 

Avant de développer la méthode d'équations intégrales, on rappelle 
quelques définitions d'espaces usuels, que nous allons utiliser par la suite. 

1-l.Espaces H(div,Cl) et H(rot,O.) 

Dans ce paragraphe, on se contentera d'énoncer des résultats dont on 
trouvera les démonstrations dans l'ouvrage de Dautray-Lions [8]. Soient 0 un 
ouvert de 1R 3 et u , v deux éléments de L 2<0> 3 ou L 2C0).0n désigne par ~ u 1 la 
norme de u dans L 2C0)3 ou L 2(0) et par ( u ,v) le produit scalaire de u, v dans 
ces espaces. 

Œspace H(div,O) 
On défmit: 

muni de la norme : 

H(div,O)={veL 2(0)3,divveL 2(0)} 

lvldiu,Q =<lvl 2+1div v1 2>112 

L'espace H(div ,0) est un espace de Hilbert . 

Œspace H(rot,O) 
On introduit de même: 

H(rot,O)={ve L 2c0)3,rotv eL 2(0)3} 

qui est un espace de Hilbert pour la norme : 

lvlrotn =<lvl 2+1rotv1 2>112 
• 

On note g(O) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables et à 
support compact dans 0 et g(rl) l'espace des restrictions à 0 des ' fonctions de 
g(JR3). 

On fait maintenant les hypothèses: 
(Hl) 0 est un ouvert borné de 1R 3 • 

(H2) la frontière r de 0 est une variété irulifiniment 
différentiable de dimension 2, 0 étant localement d'un seul côté de r. 
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Alors on a le théorème de densité suivant: 

THEOREME 1-1. L'espace f}(Q)3 est dense dans H(div, 0) et dans H(rot, 0) 

Pour des références futures, on introduit les notations suivantes: 
On définit l'espace H 112(r) par: 

H 112(r) ={geL 2(r)/3 v eH1(0), v Ir =g} 

Lorsque L 2(r) est identifié à son dual, H-112(r) est le dual deH112(r) . Pour une 
autre définition de H-112cr) à l'aide de cartes locales définissant r, on renvoie à 
Lions-Magenes [20]. 

Soit Ti la normale unité à r dirigée vers l'extérieur de O. 

THEOREME 1-2. L'application trace rn définie sur f}(Q)3 par : 

~ 

rnu=u. n 

se prolonge en une application, encore notée rn , linéaire continue surjective de 
H(div, 0) sur H-112(r). Le noyau de cette application est l'espace H0(div, 0), 

fermeture de f}(0)3 dans H(div , Q) soit: 

THEOREME 1-3. 

HoC div, 0)={ v eH( div, Q), rn v =0 } 

L'application trace r1'définie sur f}(Q)3 par: 

~ 

r1'u=ni\U/f 

se prolonge en une application,encore notée r 1' , linéaire continue de H(rot, 0) dans 

H-112(r)3• Le noyau de cette application est l'espace H 0(rot ,0), fermeture de f}(0)3 

dans H(div , 11) soit 

H 0(rot ,11)={ v eH(rot, 11), r 1'v =0 } 

Remarque 
L'application r 1' n'est pas une surjection de H(rot, 11) sur H-112(r)3

• On 
déterminera au paragraphe 3 l'image r 1' (H(rot, 11)). Comme conséquence de 
ces théorèmes, on peut généraliser les formules de Green à H(rot , 11) et 
H(div ,11): 



(1·1) 

(1·2) 
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(v ,grad tp)+(div v, tp)=( rn v, lp tr) 

'V v eH(div , Q) , 'V fP eH 1(0) 

(rot v, tp)-(v, rot tp)=( Y -r V, 'P tr) 

'V v eH(rot, Q), 'V fP eH 1(0)3 

où le crochet < . , . > désigne la dualité entre H-112(r)3 et H 112(r)a ou H-112(r) et 
H 112CD. 

1·2.0pérateurs différentiels sur r 

On reprend les hypothèses (H1)-(H2) du paragraphe précédent. Soit un 
voisinage U de la surface r dans R. 3 • On note ~ un prolongement régulier sur 
U d'une fonction régulière fP définie sur r. De même,à un champ de vecteurs u 
tangents à r régulier, on associe un prolongement ü sur U. 

Rotationnel vecteur tangentiel et rotationnel scalaire superficiel 

On appellera rotationnel vecteur tangentiel sur r le vecteur tangent: 

(1·3) r6trtP~>=Tt~)Agrad ~(x) 

où Tt ex> est la normale unité à rau point x, orientée vers l'extérieur de n. 
L'opérateur grad désigne ici le gradient d'une fonction définie sur un ouvert de 
R. a. La définition (1·3) est indépendante du prolongement choisi. 

Le rotationnel scalaire superficiel d'un champ de vecteurs u régulier tangents à 
r est donné par: 

(1-4) 

où rot est le rotationnel vecteur d'un champ de vecteurs défini sur R. a. On voit 
qu'alors rotr u est indépendant du prolongement ü choisi. En employant les 
formules de Green (1-1) et (1·2), on remarque que l'opérateurr6tr est l'adjoint 
de -rotr par rapport au produit scalaire L2(r) soit: _. 
(1-5) I rotr tp~).u(x) dr~>=-I tp~) rotr u~) dy~) 

r r 
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On étend ces opérateurs différentiels à l'espace des distributions sur r, g 'Cr), 

en posant: 

(1-6) 

(1-7) 

• Teg·cr) 

< rdtrT, q> >g·m~m =- < T, rotrq> >g·m.BJcn , 'V q> e gcr)3 ,fl'.ri =0 

• • Te g·cr)3 , T.T! =0 

Opérateur de Laplace-Beltrami 
L'opérateur de Laplace-Beltrami sur r d'une distribution T sur r est défini 
par: 

(1-8) --+ ôr T=rotr rotr T 

Divergence superficielle et gradient tangentiel 
La divergence superficielle d'un champ de vecteurs T défini sur rest donnée 
par: 

(1-9) divr T = - rotr<T A Ti) 

où Teg·cr)3 

On définit le gradient tangentiel d'une distribution T définie sur r par dualité 
soit: 

(1-10) < gradr T , qJ >g·m~m =-< T, divr q> >g·cn~m 

Remarque 
De la définition (1-9) , on déduit que: 

divrT=-divrCTi A(Ti AT)) 

On voit facilement que gradr Test effectivement un champ de vecteurs tangent 
à r. En effet, soit <l> une fonction régulière définie sur r 

<Tt .gradrT, <l>>g·m.91m =<gradr T, <l>.Tt >g·cn.91m =- < T, divr(<l>.Ti) >g·cn.9 cn 

ce qui donne, d'après la remarque précédente: 

--+ < n .gradrT, <l> >g·m~m =0 ,'V <l>e ger). 
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PROPOSITION 1-1. Soit tp une fonction régulière définie sur r. Le gradient 
tangentiel de tp est un champ de vecteurs régulier tangent à r: 

(1·11) gradr tp(X) = -Ti(X)A(Ti(x)Agrad ij;(x)) XE r. 
Cetœ définition de gra.drest indépendante du prolongement choisi. 

Preuve 
Soient tp une fonction régulière sur r, tpefl(r), et <l> un champ de vecteurs 

tangent à r régulier, <l>Efl(r)8
• D'après la définition (1-10) on a: 

< gradr tp , <l> >g·m.9<n =- < tp, divr <l> >g·m,gm 

L'égalité (1·9) donne alors: 

~ 
< gradrtp, <l> >g·<n.9<n = < tp, rotr(<l>An )>g·m.9<n 

L'opérateur rotr étant le transposé formel de -r3tr, on peut écrire: 
~ ~ 

< gradrtp, <l> >9 ·m,gcn =- < rotrtp, <l>An >9 ·m,gcn 

Or on a la relation: 

~ ~ ad­rotrtp=n Agn tp 

où q; est un prolongement régulier sur U de tp donc: 

_ < gradrtp, <l> >g·m,gm =-<Tt Agrad q;, <l>A"it >9 ·m,gm 

PROPOSITION 1-2. L'opérateur divr apparatt comme le transposé 
formel de l'opérateur- gradr au sens suivant: 

(1·12) < divr T , tp>9 m.9<0 =- < T , gradr tp>9 m,gm 

Preuve 
Par définition on a: 

< divr T, tp>gm.9en = < -rotr (T" Tt ) , tp>g·m.9<0 
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soit d'après la relation (1-7): 

~ ~ 

< divrT, rp>g·msm = < T, n Arotrcp >g·cn,gcn 

Grâce à (1-3) et (1-11) 

~ ~ 
n 1\ rotr cp=- gradr cp 

D'où le résultat de la proposition.'* 

1-3. Espaces de trace 11112(div,r) et 11112(rot,r) 

On est prêt maintenant à introduire les espaces n-112 (div,r) et 11112 (rot,r). 
On reprend les hypothèses (H1)-(H2) sur l'ouvert n de frontière ret on note 
n, l'ouvert extérieur lR 3\ n. 
On introduit les espaces: 

H-112 (div ,r) = { c e n-112(r)3 , c .Tt =0 , divr c e n-112 (r) } 

munis de leurs normes respectives: 

~ C L112,div = ( 1 C 1 :112,r+ ~ divr C 1 :112,r)
112 

1 c L112,rot =( ~ c 1:112.r+ 1 rotrc ~=112,r)
112 

où ~ . !_112,r désigne la norme dans H-112(r)3 ou H-112 (r) . Les opérateurs sur la 
surface r sont définis par (3-4) et (3-8). 

PROPOSITION 1-3. L'application c ~ Tt 1\C définie sur l'espace des champs 
de vecteurs réguliers et tangents à r se prolonge en un isomorphisme de H-112 (rot,r) 
sur H-112 (div,r) et de H-112 (div,r) sur H-112 (rot,r). 

Preuve 
A partir des égalités: 

C = -Tt /\(Ti 1\C) 

divr <Ti 1\C) = - rotr c 

on vérifie facilement que l'application est un isomorphisme.* 
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THEOREME 1-4: Etant donné v eH1 (r), la forme linéaire Lu définie sur 
H 1(r)par: 

Lu : u >-----+Lu (u)=(u, v )L2(r) 

se prolonge de façon unique en une forme linéaire continue sur 11112 (div ,n ( resp. 
sur lJl12 (rot,r). L'application L: v , • Lu de H 1 (r) dans œ-l12 (div,D )' ( resp. 
arl/2 (rot,n )'se prolonge en une isométrie de lll/2 (rot,n sur (llll2 (div,r> )' ( resp. 
de 111/2 (div,n sur (lll/2 (rot,n )' ). 

Preuve 
On a repris la démonstration de· [7] pour prouver cette propriété. On 

trouvera aussi dans [27] une autre preuve de cette dualité. 
On remarque qu'on peut localiser et que la popriété se conserve par 

changement de Cartes locales de classe eDO, à inverse eDO. Ainsi On Se ramène 
au cas r=lR2• 

Soit la matrice M symétrique positive inversible, définie par: 

où ç = (Ç l' ç 2 ) 

M=(l+IÇI2>-l/2[ l+Ç~ ç. ç2 ] 

çlç2 l+Ç! 

On vérifie facilement que: 

1 u 1 l/2,rot = c ( I 2 tl . M -IQ dÇ )l/2 
- R 

la constante C est égale à 1/2n et la notation tl désigne la transformée de 
Fourier de u soit: 

tl (Ç) = J 2 e~ u(x) d% 
R 

Ainsi on a les équivalences suivantes: 

u elll/2 (div,lR2) ~~du eL2 (lR2 ) 

v elll/2 (rot,lR2) ~~,.v eL2 (lR2 ) 

où les applications ~ d et ~,. sont définies par: 

~ J.U =CxM112 tl , ~,.v =C xM-1120 
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et sont des isométries de s-112(div ,JR2
) et s-112(rot ,JR2

), respectivement, sur 
L2(JR2 ). 

Soit un champ de vecteurs v appartenant à H-112 (rot,JR2
), on pose: 

(1-13) 

Alors Lv est une forme linéaire continue sur s-112(div,JR2
): 

1 Lv(u) 1 ~ 1.1 du IL2(JR2) l.lrv IL2(1R2) = 1 v "-112,rot ~ ull_ll2,div 

et sa norme vaut ~v L112,rot : 

(1-14) 

où 1 . Id est la norme sur (H-112(div,JR.2))' définie par: 

1 Lv ld=sup {1 U L 112,div= 1 .!Lv (u)IJ = sup {~fiL 2(1R2) = 1, 1 (.1 r V ,f)L2 (lR2) 1} 

On en déduit que l'application v >-+Lv est une isométrie de s-112(rot,JR.2) dans 
(H-112(div ,IR 2) )' • 

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur s-112(div ,JR2
) alors 

Lo.r;l est une forme linéaire continue sur L 2 (JR2 ). D'où il existe un unique f 
dans L2 (JR2 ) tel que 

(1-15) Lo.l-;/(g)= (f,g)L2(1R2) , 'v'geL2 (JR2 ) 

Puisque .1 r est une isométrie de s-112(rot ,JR2
) sur L 2 ( JR2 ), il existe un élément v 

deH-112(rot,JR.2) tel quef=.lrv donc (1·15) se réécrit: 

Lo.l-;/(g)= (.lrv,g)L2(JR2) , 'v'geL2 (JR2 ) 

De même .r;l étant aussi une isométrie, on peut trouver pour tout g de L 2 ( JR2 ) 

un champ de vecteurs U =.figE H-112(div ,JR2), d'où: 

L(u)= (.Ir v ,.1 du )L20R2) , 'V ueH-112(div,JR.2) 

c'est-à-dire, d'aprés (1-13) : 

(1-16) L(u)=Lv(u) 

ce qui permet de conclure que v>-+ Lv est une isométrie de s-112(rot,JR.2) sur 

( s-112(div,JR.2))' ·* 
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La dualité des espaces n-112 (div,r) , n-112 (rot,r) permet de donner un 
sens à la formule de Green : 

(1-17) ( rot v ,u ) - (v ,rot u ) = < n " v tr , - n " ( n " u >tr > 

pour tout u et tout v élément de H(rot,O), le crochet <, > désignant alors la 
dualité entre Ir112 (div,n et Iïll2 (rot,r). 

THEOREME 1-5: 

et 

Les applications trace : 
u-+nAutr 

u -+-n " ( n AU )tr 

sont linéaires continues surjectives de H(rot,Q) sur Ir112 (div,r) et 1i112 (rot,r) 

respectivement . 

Preuve 
Les propriétés de l'application trace u-+- n " ( n "u >tr se déduisent par la 

proposition 1-3 de celles de l'application Y-r: u-+ n" u tr et réciproquement. 
On sait, d'après le théorème de trace (1·3), que l'application Y-r est linéaire 
continue de H(rot,Q) dans Ir112(r)3• n reste donc à montrer la surjectivité. 

Soit u e H(rot,O) alors v= rot u est dans H(div,Q). La trace n. Vtr existe 
donc dans Ir112(D . Or on a : 

n . Vtr = n . (rot u)tr = rotr( Utr) =-divr( n "Utr) 

d'où n" u tr est dans Iïll2 (div,n. 
On se ramène maintenant par cartes locales au cas où Q = R!. Soit c = (cl , c2 ) 

un élément de Ir112 (rot ,:R2) c'est-à-dire vérifiant : 

ac 1 ac 2 v-l/2 OR2> 
Cl , C2 , é)x - é)x E n · 

1 1 

On va montrer qu'il existe un champ de vecteurs u = (ul , u 2 , u 3 ) élément de 
3 H(rot,:R+) tel que: 

On utilise alors la transformation de Fourier partielle par rapport à x'= (Xl, x2) 

donnée par: 

tl( y , xa) = J 
2 

e-iy.z' u(x', x3 ) eix ' 
R 

Soit Cl> une fonction régulière à support compact dans iR.. telle que ~(0) = 1. On 
défmit tlj ( • , x3 ) pour j=1,2 par : 
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et as ( . , xa) par : 

as (y, Xa) = (
1
+:!2)112 <Y1 ê 1 (y)+ Y1 ê 2 (y)) <1>'( (1+IYI2)112 

Xa) 

De manière évidente Uj lxg=o=Cj car aitxg=O =êj. Par ailleurs, on a: 

1 aj 1 L2CIR!) =KIC1+IYI
2r 112

êj<YHL2CIR2> 

où: 

et: 

1 a si s ( 1 ê 1 (y) <1>'( (1+IYI2)112 Xa) + ê 2 (y) <1>'( (1+IYI2)112 Xa) 1 ) 

donc u1 , u 2, u 3 eL2 (R!). D'autre part: 

Y1 a1-Y2 a2 = ( Yl ê1 + Y2 ê2) <1>( Cl+IYI2)112 xa) 

et puisque rot ce 11112 
( lR2 ), on voit que: 

YI a1-Y2 û2 e L 2 ClR!) 

soit: 

De plus: 

ce qui entraîne que : 

1 Yl as aaa 1 
1 s 1 êlii<I>'( (1+IYI2)112Xa) 1 + IYl ê2-Y2 êlll<l>'( Cl+IYI2)112Xa) 1 

x3 

Ainsi : 

au 1 - au 3 E L2 (lR 3 ) 

ax3 axl + 

Et fmalement u e H(rot, R!) . * 
Le théorème 1-5 est encore vrai pour le domaine extérieur Q' . 
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2-Le problème en fréquence 

Le but de cette partie est d'étudier les problèmes aux limites extérieur et 
intérieur en régime harmonique : 

r 

(E ,H)eH(rot ,n ±)xH(rot ,!l±) 

{ 

i œE+rotH=O dans !l+ 
(P~) -iœH+rotE=O dans !l± 

nAE=c sur r où c .Tl =0 

pour une fréquence complexe ro dans le demi-plan { Imœ>O}. Dans ce cas la 
condition ( E ,H )eH(rot ,n ± )xH(rot ,n±) du problème en domaine extérieur 
remplace la condition de rayonnement à l'infini. On sait que les problèmes 
(P~) admettent une unique solution. On s'intéresse à la dépendance de ( E ,H) 
et des traces de Tt AH par rapport à ro afin d'estimer la régularité en temps de 
la solution du problème d'évolution . 

2-1-Résultats d'existence et d'unicité 

On établit d'abord un lemme de relèvement qui permet de démontrer 
l'existence et l'unicité d'une solution à chacun des problèmes ( P; ). On intro­
duit l'espace : 

H(rot ,divO, Q) = { ueH(rot ,Q), div u =0} 

où n désigne un ouvert de JR3 
' borné ou de complémentaire borné . 

LEMME 2-1. Pour tout champ de vecteurs c e lill2(div,r) et pour tout 
roe { Imœ~a0>0}, il existe un relèvement v(œ) dans 
H(rot, div 0 , Q) tel que : 

et: 

( 2-1) J n ( 1 rot v 12+ 1 œv 12 ) dx ~ C 1 ro 12 max ( 1,-\) 1 Tt 1\C 1 :1J2,rot 

C1o 

où c ne dépend que de la géométrie de r . 
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Preuve 
On va montrer que le problème aux limites 

( p ) { rot rot u + 1 (J) 1
2 u = 0 dans n 

n 1\ U=C sur r 

où c est donné dans 11112(div,r), admet une unique solution dans H(rot,divO,Q) . 

Comme c est dans H-112(div,r), d'après le théorème de trace ( 1-5) il existe un 
élément u0 de H(rot,Q) dont la trace YT u0 est le champ de vecteurs c soit: 

On pose: 

alors v vérifie : 

avec: 

n 1\ u0= C sur r 

v= u- u0 

{
rot rot v+ 1 (J) !2 v = f dans n 

Tt Av=O sur r 

f = -1 w 12 u0 - rot rot u0 

ce qui équivaut à chercher v dans H 0(rot ,Q) ,solution du problème variationnel 

(2-2) 'V w e H 0(rot,Q) , a (v, w) =-a ( u0 , w) 

où la forme hermitienne a ( . , . ) est définie par : 

a ( v , w ) = J n ( rot v . rot w + 1 w 12 v . w ) dx 

La quantité 

étant une norme équivalente à la norme ~ . IH(rot,O) pour w ::~; 0, il est clair que la 
forme sesquilinéaire a est continue sur H 0(rot,Q)x H 0(rot,Q) et H 0(rot,Q)­

coercive. Le théorème de Lax-Milgram assure l'existence et l'unicité d'une 
solution pour le problème ( 2-2 ). D'où en posant: 

u =v+ u0 

l'existence d'une solution du problème ( P). 
Pour démontrer l'unicité, il suffit de montrer que le problème homogène 

(soit avec c nul ) ne possède que la solution triviale . 
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Soit u dans H(rot,divO,Q) vérifiant : 

{
rotrotu+lwl2u=O dans Q 

Tt" u=O sur r 
Si l'on note w =rot u, w est un élément de H(rot,Q). En appliquant la formule 
de Green à w et u : 

J
0 

rotw.u cl.x=J
0 

w.rotu c1.x 

on trouve que : 

ce qui donne, puisque 1 Cl> 1 ~ 0 : 

u=O. 

Pour établir l'estimation ( 2·1), on utilise à nouveau la formule de Green 
( 1·17 ). On obtient: 

1 u 1 ~ = < Tt " rot u 1r , u 1r > 
~~,œ 

où le crochet< . ' . > désigne la dualité li112(div 'r) 'Ji112(rot,n . 
Or: 

u 1r = ( u1r . Tt ) Tt - Tt " c 

donc: 
~ ~ ~ 

< n " rot u 1r , u 1r > = - < n " rot u 1r , n " c > . 

Le théorème de trace ( 1·5) et l'inégalité 

2 12 1 2 1 rot u 1 H(rot,O) S 1 ru max ( 1, a~ ) 1 u 1 O,œ 

permettent de conclure à ( 2·1). *-
PROPOSITION 2-1: Si le champ lk vecteurs c est dans Ir112(div, D , le prol:ilèrM 

(P:)(Tpsp .(P~))admet une unique solution ( E, H) dansH(rot ,(4)xH(rot ,(4) 
(resp .dans H(rot ,fl_)xH(rot ,Cl-) )pour tout ru tel que lm w>O. De plus E vérifze: 

(2·3) 

pour tout rue ( Imw~a 0>0}. 

Preuve 
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Soit u le relèvement de c déterminé par le lemme 2·1, c'est-à-dire solution 

de: 

{ 
rotrotu+lwl2 u=O dans n+ 

n/\U=C surr 

En posant E =E-u 

{ 
rot rotE- ~2Ê=( lw l2 +w 2 )u dans n+ 

n AE=O sur r 
(2·4) 

qui est équivalent au problème variationnel : trouver E dans H 0(rot, Q) tel que 

b(E, v)= J f. vdx , 'V v eHo(rot ,n +) 
n+ 

où la forme sesquilinéaire b est définie par : 

b( v, w )= J (-rot v. rot w + w2 v. w )dx , 'V v , w eH(rot, n +) 
n+ 

et: 

f=-(lwl 2 +w 2 )u. 

La continuité de la forme b surH0(rot,n+) x H 0(rot,n+) est évidente :il suffit 
d'appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz .Quant à la coercivité , elle provient 
de l'égalité : 

aJ ( lrot wl2+lwwl2 )dx =lm(wb(w,w)) oùa=lmw. 
n+ 

Donc: 

1 b( w, w) 1 ~ -
1 
a 

1
1 w ~~+ (/) . 

co -· 

Le théorème de Lax-Milgram permet de conclure à l'existence et l'unicité 
d'une solution E dans Ho(rot 'n+) du problème (2-4) .On a ainsi construit une 
solution E=E + u du problème: 

(2-5) 
{ 

rotrotE-w2 E=O dans n+ 
n AE=c sur r 

L'unicité dans l'espace H(rot , n+) se déduit facilement de la coercivité de b. 

Comme E est dans H(rot, div 0, n+ ), si H est défini par : 
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1 H=-.-rotE 
HO 

HeL2 (0+), rotHeL2 (0 +)3 et divH=O. 

On vérifie facilement que le problème ( P:) est équivalent à trouver E vérifiant 
(2·5) etH donné par (2-6) .On établit restimation surE en remarquant que : 

b(E,v)=O, V _veH0(rot,O+) 

d'où en prenant v=E-u ,on trouve: 

b(E,E)=b(E,u) . 

Grâce à la continuité et la coercivité de b ,on peut écrire: 

-
1 
a 

1
1 E 10 co ~q u 10 co • 

Q) +' +• 

D'où en tenant compte de (2-1) on obtient: 

1 E 10 co sC !.1 co 12 max ( 1,..!..) 1 1t Ac LL'2,rot 
+• a 2 ao 

On procède de façon similaire pour ( P~) • * 
2·2-Représentation intégrale de la solution 

On définit (E(x) , H(x) ) sur tout respace R3 par : 

(E(x). H(x) >={(E+(x),H+(x)) sixeO+ 
(E_(x),H_(x)) sixeO_ 

où (E+,H+)et(E_,Ii..)sont les solutions dans H(rot ,0+)2 etH(rot,0_)2 de ( P:> 
et ( P~ ) respectivement. 
Alors ( E , H ) vérifie au sens des distributions sur R3 : 

(2·7) {imE+rotH=iBr 
(2·8) -ieoH +rotE=O 
(2·9) divE=q Br 
(2·10) divH=O 

oùj et q sont respectivement le saut de- 1t AH et -Tt .E à travers r: 
i= -[ 1t AH]= Tt AH +Ir-Tt AH -1r. 
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et ô rest la distribution de simple couche de densité 1 portée par r. En 
éliminant le champ magnétique H entre (2-7) et (2-8) , on voit que le champ E 
vérifie l'équation d'Helmholtz vectorielle: 

(2-11) (.1 + m2 )E=- i mj or+ grad ( q or) 

et en procédant de même pour E, le champ H est solution de: 

(2-12) (.1 + m2 ) H=- rot(}or) . 

Les courants et les charges induits sur Ci et q, sont reliés par l'équation de 
conservation de la charge: 

(2-13) i mq =div ri. 

Ceci est une conséquence de (2-7) et (2-9). 

Si on note <l> la solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz scalaire: 

eirulxl 
<l>(x ) 4 1t lxi 

alors la solution ( E, H) de (2-7)- (2-10) s'écrit: 

E = i m <l> * j ô r- grad r ( <l> * q o r ) 

Pour des densités} et q régulières sur r, on introduit les potentiels: 

LruJ(x)=f <l>(x-y)j(y)dy(y) ,xeiR3 /r, 
r 

Nruq(x)=grad(Lruq)(x) ,xeiR3/r 

Nruq(x)=f grad<l>(x-y)q(y)dy(y) ,xeiR3 /r. 
r 

Ainsi sij et q sont régulières sur r, E s'écrit: 

(2-14) 

li est bien connu [8] que le potentiel de simple couche Lruf de densité f 

régulière est solution de l'équation d'Helmholtz homogène dans .Q+ et .Q_ et les 
traces de ce potentiel sur r sont définies par: 

( L (A) f) + (x ) = ( L (A) f )_ (x ) = f <l> (x-y ) f (y ) d r (y ) ' x E r 
r 

(a~a )+(x)=-~~)+ f aa<l> (x-y )j(y )dr< y) , x er 
n r n:c 

(a~a )_(x)= f~x) + f aa<l> (x-y )j(y )dr< y) 1 x er. 
n r n:c 



On pose: 

144 

Sœf(x >=J tl>(x~)/(y)dy(y) ,xer. 
r 

Les propriétés de N œ q se déduisent aussitôt des propriétés précédentes. En 
particulier, on remarque que: 

et comme on a, d'après (1·11): 

-Tt A (n Agrad( L 01 q»tr=gradrSœq 

on en déduit que: 

Tt A(N01 q)+1r=n A(NœqL1r=n AgradrSœq 

On exprime la condition sur le bord: 

Tt AE_1r=n AE+1r=c 

pour le champ électrique donné par (2·14) par l'équation intégrale: 

(2·15) c= iw(n A Sœf- i ~ gradrS01 q) 

oùj et q vérifient l'équation de continuité (2-13) . 
Le problème est donc de calculer jet q, c étant donné.On choisit comme 

inconnue p définie. par: 

p=i(J)j 

et on introduit l'opérateur intégral R 01 

(2·16) R 01 P=1CrSœP + \cradrSœdiVrP. 
(J) 

On a noté 1CrSœP la projection orthogonale de S 01 p sur le plan tangent à r, soit 
pour tout champ de vecteurs a défini sur r 

1era=-Tt A(n Aa). 

L'équation (2·14) devient alors: 

(2·17) 

où on a pris ë=-Tt Ac .On va montrer que Rœ se prolonge en un opérateur de 
li112(div,r> dans li 112(rot,n. 
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2·3.Formulation variationnelle 

La proposition (2·1) permet de définir l'opérateur R~ qui à ë dans 
H"ll2(rot,r) associe le saut -[Tt /\rotE] dans H" 112(div,r) où ( E, H) est solution 
des problèmes CPC:.) et (P~) avec la donnée sur le bord: 

nrCE1r)=è. 

On a donc: 

(2-18) 

PROPOSITION 2-1: Pour tout roeC tel que Imco;::a0 >0, l'opérateur R~ est 
un isomorphisme de H" 112(rot,r) dans H"112(div,r) , vérifiant l'inégalité de conti­
nuité: 

(2-19) 

et la relation de coercivité suivante: 

(2·20) 9(e < R~ b ,-i cob>;:: C a 0 min ( ~, 1) ~b~=1r.z,rot , 'V b elr112(rot,r). 

Preuve 
Vérifions d'abord les inégalités (2·19)et(2·20). Soient b dans H"112(rot,r) 

etc _dans H"ll2(div,r) tel que- Tt 1\c=b. Etant donné ( E, H) la solution de CPC:.) et 
(P~) de donnée c sur le bord, la formule de Green (1·17) entraîne que,pour 
tout c' dans H"ll2(rot,r), on a: 

(2-21) < Tt 1\ rotE -lr.c'> =- I Q_ (rotE. rot ü_ -co2 E. u_)dx 

(2-22) 

u+ et u_ étant respectivement des relèvements de c' dans H(rot ,Q+) et H(rot,Q_ ). 
Si on choisit u+ relevant Tt 1\C' comme dans la preuve du lemme 2-1,c'est-à­
dire vérifiant l'estima ti on (2-1) alors on a: 

(2-23) 1 Tt 1\ rotE+ ~-1r.z div ~ C 1 co 1 max (1,..!.. HE ~n Cl) • • ao +• 

L'inégalité (2-3) implique que: 

! Tt 1\ rotE+ 1-1r.z div $ C _!_ max (1, 
1
2 ) lro 13 ~ b ~-m rot· 

' ao a ' 
0 

De même, on trouverait: 
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1 nA rotE-I-112,diu SC _!_max{1, ~2 ) lcol3 lbl-112 rot 
uo ~ ' 

0 

d'où: 

' 1 1 3 1 R,b 1-w,tliusC-max{1,2) lcol lbl-112,rot. 
uo u 

0 

La relation de coercivité {2·20) provient des formules {2·21) et {2-22) où 
on a remplacé u+ par- i(J)E_. Ainsi: 

{2-24) < -[nArotE] ,-icob>= J (iëi>lrotE12-icolwi2 1EI2)dx. n.un_ 

Donc 

{2·25) ' . 2 
~e< R,b ,-l co b>=u 1 E ln n • 

• "'+u.'-,co 

La continuité de l'application trace u-+ nr<u1r> de H (rot,O) dans H-112(rot,r) 
(où l'ouvert Q peut être n. ou n_ ) entraîne que: 

~EI~uO...,œ ~Cmin(~,1Hbl~112,rot. 

On en déduit {2·20). 
Pour démontrer que l'opérateur R~ est un isomorphisme, il suffit de 

montrer que, pour tout p dans H-112(div,n, le problème: 

i(J)E+rotH=O dans Q+uQ_ 
-iwH+rotE=O dans Q+uQ_ 

<Pl> rn AEJ=o 

[nAH] =-.)_p 
'co 

admet une solution unique ( E, H ) dans V x V où on a défini l'espace V par: 

V=( u 1 u 1n,.. eH(rot,O.)et u 1n_ eH{rot,Q_)}. 

Ce problème équivaut à trouver { E, H ) dans V x V vérifiant: 

On introduit l'espace X: 

-rotrotE+w2E=O dans Q+uQ_ 

[nAE]=O 

[n ArotH]=p 
1 H=-. -rotE dans n.un_ l(J) 

X=( ueV l-rotrotu+w2 u=O et ["n Au]=O}. 
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Alors X est un sous-espace fermé de V pour la norme ! . ~n un . On note: 
+ -

.JE = - [ n 1\ rotE] . 

Le problème (P2 ) revient à trouver E dans X tel que: 

.JE=p. 

On lui associe le problème variationnel 

(2-26) a ( E, v)= <p, ttr(v 1r)>, V' v eX 

où: 

a ( E, v ) =<.JE, ttr (v 1r) > 

la nota ti on<.,.> désignant le produit de dualité entre H- 112(div,r) et H-112(rot,r). 

La continuité de l'opérateur .J sur X provient du théorème de trace 1-5 . Pour 
appliquer le théorème de Lax-Milgram, il reste à prouver que la 
forme a est coercive sur X.La coercivité de a se déduit de l'égalité 
(2-24): 

la(E,E)I~ l:l ~E~~un_,Cil. 

Le problème variationnel (2-26)admetdonc uneunique solution E dans X. 
D'où l'existence et l'unicité d'une solution (E,H)du problème (P1 ).* 

On prolongeR Cl) à l1112(div,r) : 

R Cl) : Ir112(div,r)~ l1112(rot,r) 

p--+R CI)P =ttr(E1r) 

où ( E, H) est la solution du problème (P1 ). 

PROPOSITION 2-1: Pour tout ro tel que lmro~a0 >0, RCI) est l'inverse deR~ . 

L'opérateur RCI) est continu de H-112(div,r) dans H-112(rot,r): 

1 1 li 
(2-27) 1 R Cl)p Ll/2 rots c lrol-max (1,-2 HP ~-112 div , V' p ell 2(div,r) 

• Go c; , 
0 

et vérifie l'inégalité de coercivité: 

(2-28) g(e< p , -iroR Cl)p > ~ c_L2 min( Go3 , 1) ~ p ~:lfl div, V' p eH-112(div,r). 
1 (J) 1 ' 
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preuve 
A ë dans Il112(rot,r) on associe par R~ le saut [rotE An] où ( E, H) est 

l'unicpesolutian dans V x V du problème: 

{ 

icoE+rotH=O dans O+uO_ 
<P±> -icoH+rotE=O dans O+uQ_ 

n AE=nAë sur r 

Soit (E0,H 0) lasoluticnde (P1 ) associée à [n ArotE],i.e: 

icoE0+rotH0=0 dans O+uO_ 
-icoH0+rotE0 =0 dans O+uO_ 

[nAEo]=O 

[nAHo]=-~R~ c zw 

Ainsi la trace tangentielle de E0 n'est autre que R 01 R~ ë par définition. D'autre 
part, puisque (E,H) est solution de (P1 ), (E,H) et(E0,H0 )coïncident. Donc: 

ë=R 01 R~ë ,'Vëelr112(rot,r> . 

• L'opérateur. Rœ étant un isomorphisme d'après la proposition précédente, on 
a: 

R 01 R~ =Id sur Ir112(div,n. 

Etant donné p dans Ir112(div,r), on note b= RœP· La formule de Green (2-25) 
s'écrit: 

~e< p , -i(J)R œP >= Gl E ltun..,œ · 

Grâce à l'inégalité (2-23) et son analogue dans 0_, on a: 

1 p 1~1.-.z,diu SC max (1,~) lcol2 1 E ltun..,œ 
0 

d'où la relation de coercivité (2·28).0n déduit de (2-20) que: 

1 <p '-icoR œP > I~CGomin(~, 1) ~RœP 1!112,rot 

donc 

1 p 1-1J2,diu ~ C l:ol min ( ~ , 1 ) 1 R œP 1-1.-.z,rot 

ce qui établit (2-27). '* 
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CONCLUSION 

Nous résumons les étapes de l'étude du problème en fréquence et les 

résultats obtenus. 
Etant donné ë dans H-112Crot,r),le problème initial consiste à trouver 

l'unique solution CE,H) de: 

{ 

i(J)E+rotH=O dans Q+uQ_ 
CP;) -i(J)H+rotE=O dans Q+uQ_ 

Tt" E =Tt "ë sur r 

Alors E etH s'expriment à l'aide d'opérateurs intégraux. 

1 J e iwlx-yl 1 J iw lx-yi 
EC(J),x)=-4 { l l pCy)dy(y)+-2 gradxFI l divrp(y)dy(y)},xEr 

1r r x-y (J) r x-y 

1 1 J iwj.x-yl 
HC(J),x)=-

4 
{-. gradxFI 

1 
Ap(y)dy(y)}, xEr 

1r l(J) r x-y 

où p=-[Tt" rotE]. 
Le probléme CP;) se ramène à trouver p dans Ir112Cdiv,r) solution de C2-17) 

i.e: 

où 

Le calcul de C E, H ) revient maintenant à résoudre le prolième variationnel 
assœiéàC2-17): 

C2-29) 

Remarque 

< p' , -i(J)R w p > = < p' , -i(J)ë> 

'V p' eir112Cdiv,r) 

La forme sesquilinéaire 

< p' , -i(J)R wP > 

est étroitement liée à l'énergie du champ électromagnétique: 

:J(e< p , -i(J)R w p > = u 1 (J) 12 fo+un_ Cl E C(J),X) 12 + IHC(J),x) 1
2 )dx 
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3-Le problème en temps 

On revient ici au problème d'évolution pour l'onde diffractée: 

r 

-ëJtE+rotH=O ,dans RtxO. 
àtH+rotE=O ,dans R,xO+ 

(P.> divE=divH=O ,dansRtxO+ 

nAE=c ,surR,xr 
E(t ,x)=H(t ,x)=O ,tSO,xeO+ 

où c est un courant donné sur r vérifiant: 

c.Tt=O 

Comme dans le cas du problème en fréquence, la solution de (P+) se repré­
sente de façon unique, dans un cadre approprié, par une somme de potentiels 
retardés. Leurs densités sont solution d'une équation intégrale qu'on résoud 
par une formulation variationnelle espace-temps. Tous les résultats de cette 
partie se déduisent de l'étude du problème harmonique par une 
transformation de Laplace en temps en utilisant les espaces ~( R+, E) définis 
dans le premier chapitre. 

3-1-E:d.stence et représentation intégrale 

Au problème (P.> on associe le problème intérieur (P_) dans l'ouvert 0_: 

-ëJtE+rotH=O ,dans R,xO_ 
àtH+rotE=O ,dans RtxO_ 

(P_) divE=divH=O ,dansR,xO_ 

nAE=c ,surRtxr 
E(t ,x)=H(t ,x)=O ,tsO,xeO_ 

On notera dans toute la suite l/la,a,-112ciiv ( resp. l/la,a,-ll2rot ) la norme de 
f dans ~(R+,H""112 (div,r)) ( resp. z'a<R+,H""112 (rot,r)) ). 

THEOREME 3-1: Pour tout c dans Z~(R+,H""112 (div,n>, a> Ô, le problème 
CP±) admet une unique solution (E,H) dans Z

0
a(R+,H(rot,Q.u0_))x 

zDa<R+,H(rot,Q.uO_)). De plus (E,H)satisfait l'estimation d'énergie: 
+oo L .. e-2

at In.un... <lECt,%) 12+ IH(t,% >12)d%dt scao,r le 1a,1,-112div, Va~ao>O 
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Remarque 

On a noté lfla,s,-Jt"ldiv C resp.lfla,s,-Iflrot) la norme de f dans 
.7tO'CJR+,Ir112 Cdiv,r)) c resp. J'ÇcJR+,Jr112 (rot,r)) ). 

Preuve 
C'est une conséquence directe de la proposition 2-1 en remarquant que CE,H) 
est solution de CP±) dans ~aCIR+,H(rot,n+un_))x Jt:CJR+,HCrot,n+uQ_)) si et 

- - Cl) seulement si CE,H) est solution de CP±) dans HCrot,Q+u.Q_)x HCrot,n+uQ_), 

vérifiant C2·3). '* 
Le champ électrique de la solution de CP±) se représente à l'aide de 

potentiels retardés: 

C3·5) E=-Làti-Nq 

où les densitésj et q sont respectivement les sauts de Tt AH et Tt .E à travers r: 
j = - [ Tt AH ] sur JR.t x r , 

et sont reliés par l'équation de conservation de la charge: 

àtq+divrj=O . 

Le potentiel retardé de simple couche L est défini par: 

LpCt x)=_!_{J p(t-lx-yl,y)dyr~·)} telR+ xer 
' 4 1r r lx-y 1 v ' ' 

pour p E ~0 ORt x r )3 et 

Nf=gradCLf) dans JR.txJR3/r 

Remarque 
Si on prend la transformée de Laplace en temps de l'égalité C3·5), on -retrouve la formule de représentation de E: 

Ê=-iwLwf-Nwq 

où: 

f=-[ Tt AH]et q=-[ Tt . Ê] 

avec 

-iwq+divrf=o. 
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sous la fo171l.e: 

La densité j vérifre alors: 
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La solution (E, H) de (P ±>se représente de façon unique 

t 
E=-LàJ-N(J divrj(T)dT) 

0 

H=rot(Lj). 

(3-6) lila,o,-lf..ldiuSCa0 lcla,t,-112diu, 'v'a~ao>O 

Preuve 
L'inégalité (3-6) provient de la continuité de l'opérateur R: . * 

Remarque 
La méthode adoptée ne donne pas des résultats de régularités en temps 

optimaux, comme on peut le constater dans (3-6). On peut espérer l'améliorer 
en choisissant un cadre fonctionnel couplant l'espace et le temps. 

3-2.Formulation variationnelle espace-temps 

On noteS l'opérateur intégral, trace du potentiel retardé de surface L i.e: 

8/(t.,x)=L/(t.,x) , te1R+, x er. 

En prenant la trace tangentielle des deux membres de (3-5), on obtient 
l'équation intégrale: 

(3-7) TlAc=nrSàJ + gradrSq. 

On introduit l'opérateur R: 

Rj=nrSi-gradrSdivr(Îj(T)dT). 
0 

Alors (3-7) devient: 

(3-8) ...,.. R' nAc= J. 

L'étude du problème initial se ramène donc à la résolution de l'équation 
intégrale (3-S).L'existence et l'unicité de cette équation se déduit de l'étude du 
problème en fréquence. 
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THEOREME 3-3: Si ce Jé3aOR+,Ir112 (div,r)), cr>O, féquation intégrale 
(3-8) admet une unique solutionj dans .te!(JR.+,Ir112 (div,r)). 

Preuve 
Le champ de vecteurs j est solution de: 

nAc=Rj 

si et seulement si/vérifie: 
~ ... ... 

n" c =-iroR wi. 

On résoud l'équation (3-8) par une méthode variationnelle espace-temps:la 
solutionj de (3-8) est l'unique solution du problème variationnel 

(3-9) 
rD e-2 at <p(t,.),Rj(t,.)>dt=-rD e-2 at <p(t,.),c(t,.)An>dt 

0 0 

'V p e.7e1a(1R+,Ir112 (div,r)) 

La forme bilinéaire qui apparait au premier membre est étroitement liée 
avec l'énergie du champ électromagnétique: 

rD e-2 at <j(t,.) ,Rj(t,. )>dt =crJoo e-2at qECtH22(Q n +IH(t)I2L2(n n ) dt· 
o o L +u _) +u"~ 

La coercivité de cette forme bilinéaire est une conséquence de la 
proposition 2-2. 

THEOREME 3-4: Pour cr~cr0 >0 , Rest un opérateur linéaire continu de 
Je!<~,Ir112 (div,r)) dans .7e~(R+,Ir112 (rot,r)) elpao-toutj dans.te!<R+,Ir112 (div,r)) 
vérifiant 

on a: 

Joo e-2at <j(t,.),Rj(t,.)>dt ~Ciil;-1 -1ndiv 
0 ' ' 

Remarque 
L'opérateur R n'est pas un isomorphisme: on perd deux degrés de 

régularité en temps. 
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4-Discrétisation- Les schémas 

La discrétisation de la formulation variationnelle (3-9) par une méthode 
d'éléments finis, aussi bien en espace qu'en temps conduit à l'écriture de 
schémas stables de la forme: 

n-1 
M 0 A"=-L Mn-le Ak + B" , n~m2~ 1 

le=O · 

où les vecteurs A le sont les inconnues, les B" sont déterminés par la donnée sur 
le bord c et l'entier m 2 est l'ordre de la méthode d'éléments finis en temps. 
Malheureusement, ces schémas ne sont pas constructifs: on construit donc , 
pour m2= 1, un schéma constructif par une méthode de condensation. 

4-l.L'approximation discrète du problème variationnel. 

Le choix des espaces Ca(R+,Ir112 (div,r)) nous permet de découpler l'espace et 
le temps.N ous commençons par la discrétisation en espace. 
Nous restons assez formel en ce qui concerne l'approximation spatiale au sens 
que nous ne discutons pas du remplacement de la surface r par une surface 
approchée rh ni de la construction d'un sous espace d'approximation de 
Jï112(div,r) . Ceci sera fait ultérieurement au cours de l'analyse du schéma. 
On décrit donc la méthode générale d'approximation variationnelle du 
problème (3-9). Soit X h un sous espace de dimension finie Nh de l'espace H-
112 )(div ,n, h étant donné. On décompose le courant inconnu sur une base q> J de 
xh : 

Nh 

j(t,x)=jh(t,x)= L ai(t) q>J(x) 
k=l 

où ŒjE Z 1a< JR+, lR) pour tout j= 1, ... , Nh . Le problème discret revient à 
déterminer les ai tels que : 

Nh oo 

L J e-2at 13/t>JJ K.~>(x,y)az'(t-lx- yi)+ 
le=l o :rxr J 

(4-1) 
t-j%~( 

+Kj~>(x,y){J 
0 

az( T )dT }d y(x)d y(y) dt 

=-J: e-2at J3i(t) Jr q>J(x)( ch (t,x)A Tt: )dy (x)dt , 'Vj= 1, ... ,Nh 
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où f3. est une fonction test dans .l';( IR+, IR) , ch est une approximation de c dans 
J ... .l1) ... .(2) d fi . . Xh etlijz etK)z sont é rus par. 

h h 
K,1)( ) fPj (X)fPl (y) 
il x, Y - 4n lx-yi 

K,2) (x ) = divr <p J (x) divr <p 7 (y) 
il 'y 4n lx-yi 

Dans une seconde étape on choisit une partition régulière de l'axe des 
temps positifs{tn =n tlt, n eN). Les éléments de K1 

17( IR+, IR) peuvent être 
approchés par des éléments du sous espace ,l'm2 (tlt, IR ) composé de fonctions 
polynômiales de degrés m 2 è!: 1 dans chaque intervalle (tn, tn+1 ). En conséquence 
le courant approché peut être exprimé sous la forme : 

Nh 

ihAt(t,x)='L aiAt(t)<pJ(x) 
k=1 

où ai t:.t e Km2 (ilt, IR). En remplaçant jh par cette expression dans (4-1), on 
obtient: 

(4-2) 

et toutes les fonctions test f3 j t:.t sont dans Km2 (tlt, IR ). Pour simplifier 
l'exposition de la méthode, on considère le cas m 2 = 1. La généralisation au cas 
m 2 > 1 se fait facilement en employant les mêmes arguments que ceux ci­
dessous. On choisit les fonctions test comme suit: 

{ 

t-tn_1 fort eln-1 
f3jAt (t)= tn+1-t fort eln 

0 elsewhere 
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Une simple substitution dans (4-2) donne: 

~ J'n+l e-2 CJt (tn+1-t>JJ K)}>(x.y)a;~(t-lx- YI>+ 
1=1 '" rxr 

(4-3) 

La fonction · a;At est une constante sur ( tn, tn+1 ) , notée aj . 

PROPOSITION 4-1: Le problème discrétisé ( 4·3) peut s'écrire sous la forme : 
n-1 

- M 0 A"=-L, M"-11 A11 +B" , n~l 
11=0 

où A 11 désigne le vecteurs des inconnues <at ... ,a~h) T et B" est le vecteur 
correspondant au membre de droite de (4-3). 

Preuve 
n-1 

La somme M 0 A"+ L M"-11 A11 représente le membre de gauche de (4·3) à 
11=0 

un facteur e - 2 CJt,. près. En effet, décomposons ce membre en deux parties Ij et 

Jj: 
Nh t · 

tj= :L cf n+l e-2 (J'<tn+1-t>JJ K.}>cx.y>a;~ct-lx-yl>dr<x>dr<Y>dt 
l=1 '" rxr J 
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Puisque a;llt (t)=ai pour te ( tn, tn+1 ), on vérifie aisément que I'j peut se 
réécrire: 

Nh n-1 Jtn+1 JJ 
IJ="L <L, af{ e-2 at(tn+1-t) K.~)(x,y)dy(x)dy(y)dt 

1=1 p=O tn rxr/t-tp+1<1x-yl St-tp J 

+aj fn+
1 

e-2 at (tn+1-t)Jf K.~)(x,y) dy(x)dy(y) dt) 
tn rxrllx-ylst-tn J 

Donc: 

avec: 

+e2 a& s fJ K~) (x ,y )dy(x) dr(y) }ds 
rxr!s+tk-2<1x-y1Ss+tk-1 J 

ll reste à étudier le terme Jj. Un calcul simple nous donne: 

f
t 1 n-1 n-1 p-1 

0 
al~t( T )d T=2(t-tn )2aj+~t(t-tn+iôt) L af+ ~2L L ai , te{tn ,tn+1) 

p=O p=1 m=O 

En substituant dans l'expression de Jj , on trouve: 

Nh n 
jj=( L L af Pjïp )e-2atn 

1=1 p=O 

où 
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1"!
1

;;: JM e-2 a•(Lü-s>DJ ~(s+tk-~Yl>2 Kj~>(x3)dy(x)drb') 
J 0 J"xr!s+tk-1<1x~ISs+t~c 

+JJ (s+tA:-I~YI llt2 ) & K.~>~3)] dy(x)d~) Jœ 
rxr/lx-;ylss+tk 1 

+e'J.a& J: e-2a•scJJ i<s+~-1-~YI>2 KJ~>(x3)dy(x)drb') 
rxr/B+tk_2<1x~l ss+tk_1 

+ JJ (s+ tk-1 -l~yl- &
2

) & K.~>(x3)dy(x)d~) )dç 
rx r1 lx~l ss+tA:-1 1 

n-1 
On en déduit la forme de Ij +Jj =(M0 A"+ L Mn-k Ai) e-2 at,. où l'on a pris: 

lc-0 
Mn-k =Nn-lc +Pn-k , k<n 

Mo=No+po 

Le second membre de (4·3) est représenté par B": 

r& J h · Bj=Jo e-2 a• {(llt-s) r 'Pi (x)("it""ch(s+t11,x))dy(x) 

+se'J.a& Jr tpJ(x)("it""ch(s+t11_ 1,x))dy (x)Jds 

LEMME 4-1: La matice M 0 est symétrique définie positive pour & petit. 

M1~-c llt3 J E1
1>~,x)dy~)+C' llt

5j E2
1
>(x,x)dy(x) 

r J r J . 

Preuve 

n est clair que M 0 est symétrique. Reste à prouver qu'elle est définie positive. 
On désigne par V le vecteur ligne suivant: 

V=(v1, ... ,vNh) 

En posant: 
Nh 

vh ~)= L Vjtpj~) eXh 
j•l 

on voit que: 
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D'où: 

Si le pas de temps !lt est suffisament petit M 0 est definie positive. Ainsi le 
problème discret conduit un schéma quasi explicite: une simple inversion de la 
matrice M 0 est requise. D'autre part beaucoup de coefficients de M 0 sont nuls 
si une condition de type Courant-Friedrichs-Lewy est verifiée . De plus la 
propriété de coercivité de la forme bilinéaire (3-9) assure la stabilité du 
schéma: 

M{1= J: e-2 crs (M-s) dJ [K.~>(x,y)+ 2
1 

(s+tk-lx-yl)2 K.7>(x,y)] dy(x)dy(y) 
rxr!s+tk-t<lx-yl~s+tk J J 

+JI (s+ tk -lx-yl- ~) M Jt7>cx,y)] dy(x)dy(y) }ds 
rxrtlx-yl ~s+tk J 

dy(x)dy(y) 

+ JI (s + tk-1 -lx-y 1 - ~) ~t Jt7> (x ,y)] dy(x) dy(y) } ds 
rxr/lx-yl~s+tk-1 J 
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4·2.Analyse des schémas. 

Nous rappelons ici la méthode d'éléments finis en espace développée par 
Nédélec et Bendali. 

Approximation de la surface 
On reprend les idées de N édélec [26] . 
On suppose que la surface r est une variété régulière compacte. On 

introduit alors une partition de r en p morceaux fermés ri tels que: 

b) ri r.rj, i~j, est soit réduit à l'ensemble vide, soit une courbe 

portée parr 

c) ri=4>i (Di) où Di est un domaine polygonal fermé de JR2 et 4>i une 

appliction régulière, bijection de Di sur ri . 

On considère maintenant une triangulation régulière fihi de chaque 

domaine Di en éléments K. A chaque élément K est associé un élément fini de 

classe ff0, de type Lagrange, ( K, JP 1, l:g) , l étant un entier supérieur ou égal à 

1. On désigne par JP1 l'espace des polnômes de degré inférieur ou égal à 1. Pour 

chaque K de fi hi, on note Fx le JP1-interpolé de Clli. 
p 

Soit fi h = u fi hi' alors la surface approchée rh est définie par: 
1=1 

rh= u Fxao . 
Ke!7" 

Pour h assez petit , la surface rh se trouve dans un voisinage U ~ , pour D > 0 
assez petit, der: 

L'application projection orthogonale V' sur r, définie sur U ~ , est une bijection 

restreinte à rh pour h assez petit. On désignera par V'-1 l'inverse de V'tr.. . A 

Espaces d'éléments finis 
On introduit d'abord un système de coordonnées locales sur r: à chaque 

triangle K de fi h , on associe un repère orthonormé ( Og, J'f , J1) du plan 
supportant le triangle K. On peut ainsi définir un système de coordonnées 
paramétriques ( Ç1 ,Ç2 )elR2 du plan de K. 
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e~fvM,m~ 

Soit m 1 entier ~ 1, m1 étant l'ordre de la méthode du point de vue 
approximation des courants. On rappelle la définition de l'espace vectoriel 
IDm

1 
( introduit par Raviart-Thomas [31] ) associé à tout K de fT h : 

1Dm
1 

= {p(Ç)=pl(Ç)/f + P2(Ç)f~ /3 Qo ,qi ,q2 elP mel ,pa(Ç)=qa(Ç)+ ça Qo(Ç), a=1,2} 

Si à cet espace IDm
1 

, on associe l'espace r des degrés de liberté suivant: 

fax.P· vfw dl, j=1,2,3, 'v'we1Pmcl 
J 

où vf est la nonnal unitaire à l'arête èJK_j de K , extérieure à K et 

fKpawdÇ, a= 1,2, 'v'we1Pm
1
_ 2 si m 1>1 

alors (K,IDm
1 
,r) est un élément fini mixte. 

On définit mai tenant les espaces d'éléments finis sur r. On note K le 
triangle curviligne : 

EspaceXh 

p eXh ~Rxp=...J g (p1(Ç)Jf+p2(Ç)/~)e1Dm 1 , 'v' KefTh 

R K p . vf + R LP . vf = 0 sur toute arête curviligne aK. 

où èJK = voFx(èJKi)= voFL (èJLi) 

où {i défini par {i dÇ= dy. 

Espace Mh : si p eXh alors divrP eMh. 

Mh= {) .. eL2 (r),A.1i= -~q(Ç), qe1Pm _1 , 'v'KefTh, 
-vg 1 

I, fxq(Ç)dÇ=O,i=1, ... ,p} 
Ke!l~r, 

Propriétés d'approximation 
Pour les démonstrations des estimations d'erreurs qui suivent, on renvoie 

à Bendali [12]. 
Pour pe/P(r)3 ,t~O,p tangent à r, on définit le sous-espace Vh(p) deXh 

Vh(p)= {qeXh,<Cv,divrp >=<Cv, divrq> 'v'veMh} 

où l'opérateur C est donné par: 
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Cu(%)= Ir 4n 1;-yl u(y)dy(y) 'x er. 

Soit ph la projection orthogonale dep sur V~r.(p): 

{Ir (p-p~r.).qdy+<CÂ.~r.,divrq>=O ,VqeX~r. <Cv,divrp-divrp ~r.>=O , V veM~r. 

On a alors les estimations: 

THEOREME 3-1: Si p eH' (03 alors 

(4-4) 
1 

lp -p 1 SCh•+t~ilpl l..,..tsm O .... s .... m 0<.,. .... 1 
" -.,r t,r ' 2 ~ 1 ' ~ ~ 1 ' ~ ~ 2 

et si on note H=lï112 (div,n nL2<D 
(4-6) IP-Ph L.! rsc IP IH 

2' 

Remarque 
Le réel e qui apparaît dans l'égalité (4-4) provient du fait que l'interolé de p 

est défini si p elP (r)3 avec s > i . 
Une démarche analogue à celle de Bendali dans la démonstration de (4-4) 

employant non plus ( cas s=O, t=O ) 

!+e. 
ah2 1 )," 10,rs IP-Ph l0,r 

mais 

nous permet d'écrire (4-6). 

Nous allons démontrer la stabilité et la convergence des schémas dans le 
cas de la surface exacte. 

Stabilité 
On rappelle que le courant approché ih~t eZm2 (fl.t,X~r.) est solution du 

problème: 

a U~r.&, tp )= I~ e-2at Ir tp (t,x)(n"Ach&(t,x) )dy (x)dt , V tpeZm2(fl.t ,Xh) 

où la forme a est définie par: . 
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a . _ J"" e-2 atJJ cp(t,x)aJn.tit-lx-yiJ') 
Un.!lt ,cp)- o rxr 4rr lx-yi 

divrcp (t x) Jt-lx-yl 
+ 4rrlx-;l { 0 divrin.~kr,y)dr}dy(x)dy(y)dt. 

THEOREME 4-1 La solution j h, !::.t du problème discrétisé en espace-temps où 

est une approximation consistante de c dans 1t !oR+; H-112(div, r)) vérifie : 
(4-7) 1 j h D.t 1 a _1 ~1J2div s; Cste ; h --+ 0 ; M--+ 0 . 

• • • 

Preuve 
On a: 

a(jh!lt•jh!lt )= J~ e-2 at Jr }n.ty(t,;}Citx 1\Cn.!lt(t,x))dy (x)dt 

La relation de coercivité du théorème 3-4 implique que: 

J~ e-
2

at Jr Jn.!lt(t,x)(nx 1\Cn.ty(t,x))dy (x)dt ~Ca lin.!lt 1;,-I,-ll2diu 

donc 

l Jn.Ât la,-I,-112diu 1 Chty la,I,-112diu ~Ca IJn.Ât l!.-1,-112diu 

d'où le résultat. * 
Remarque 
La constante apparaissant dans l'inégalité (4-7) dépend de u: 

1 
Cste = Cmax(l, 3) 

0" 

donc si u tends vers 0, la constante explose. 

Estimations d'erreurs 
On démontre aussi que ce schéma est convergent: 

THEOREME 4-2 On suppose que j vérifie la condition de régularité: 

(4-8) 

alors pour tout ee ]0,1/2], on a: 
. . hmi-e . 

IJ-lh,D.t 1 a,-l,-112dius; Cc { 1 C -ch,D.t 1 a,l,l/2diu + ~ l1 1 a,2,m1div 

+Mm2-
2

1 J 1 a,m2+1,H}. 

où H=Ill/2 (div,r) n L 2 (r) et la constante e ne dépend que der ete. 
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Preuve 
On commence par majorer ihât-Phât , où Phât e~"'2 (fit,Xh), grâce à 

l'inégalité de coercivité: 

( 4-9) Ca li-i h,llt 1 :,-l,-112div Sa Uh&-Ph& Jh&-Ph&) 

On découpe en deux parties le second membre de l'inégalité ci-dessus: 

a Uhât-Ph& Jhât-Phât )= a Uhât-i,ihâf-Ph& )+a (j-Ph& ,ihâf-Ph&) 

Puisquei etih& sont solutions respectivement du problème variationnel exact 
et du problème discret, on a: 

aUh&-i,iMt-Ph&)= J~ e-2at Jr Uh&(t,x)-phât(t,x))(n:r 1\Ch&(t,x) )dy (x)dt 

D'où la majoration: 

(4-10) a uhât-iJh&-Ph& )SC IPhât-ih,llt 1 cr,-1,-1/2diu 1 c-ch,llt 1 cr,-1,-112rot 

D'autre part la continuité de l'opérateur R donne: 

a_U-Ph&•ihât-Ph&)= J~ e-2
crt <ih& -phât,RU -phât)>dt 

S IPhât-ih,llt 1 cr,0,-112diu IPhât-i 1 cr,2,-1/2diu 

commeihât-Phâte~"'2(M,Xh), on a par ( ): 

IPh&-ih,llt 1 ;,0,-1/2diu S ft IPh&-ih,llt 1 cr,-1,-1/2diu • 

On en déduit que: 

(4-11) a(j-phât Jh&-Phât )S ft IPhât-ih,llt 1 cr,-1,-112diu IPh&-i 1 cr,2,-1/2diu 

n résulte de (4-9), (4-10), (4-11) que: 

li-i h,llt 1 a,-1,-112diuS Ca { 1 c-ch,llt 1 a,-1,-112rot + ltiPh&-i 1 cr,2,-112diu} 

On écrit maitenant l'inégalité triangulaire: 

li-ih,llt 1 cr,-1,-112divS li-Ph,llt 1 cr,-1,-112diu+ IPhât-ih,llt 1 cr,-1,-:-112diu 

ce qui donne: 

li-i h,llt 1 a,-1,-112diu S Ca ( 1 c-c h,llt 1 cr,-1,-1/2rot 

+in/ -..(A• X ){ !~ li-phât 1 a2 -112diu + li-Ph llt 1 cr -1-1/2div}) 
P~a&Es. " <», h ~ ' , ' , • 

n reste à majorer les deux quantités: 
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IJ-Ph6.t 1 a,2,-112div ' IJ-p h,M 1 a,-l,-l/2div · 

Pour cela, on écrit: 

j}-Ph,!l.t j a,k,-112div !5; IJ-ph j a,k,-112diu+ jph -Ph,M j a,k,-112diu • k = -1 OU 2 

où l'on a choisi le courant Ph comme étant la projection orthogonale de j sur 
Vh (j), ceci étant loisible puisque par hypothèse, }vérifie (4-8). D'où grâce aux 
estimations (4-4), (4-5), il vient: 

IJ-p h 1 a k -112div!5;Cchmcc IJ la km +C hml+~ 1 divr.J la km 
' ' ' ' 1 J' ' ' 1 

<C hml-c 1"1 
- t: J ~km diu 

"' , 1 

Mai tenant on pose PhtJ.t =rtJ.tPh· Les résultats d'interpolation dans .7em2 (t..t, IR) 

donnent alors: 

D'autre part, on peut majorer IPh j_112 diu indépendamment de h en employant 
( 4-5) et ( 4-6): 

IPh 1-112diu !5; IJI-1!2diu + IJ-ph l-112diu !5;C IJIH 

D'où: 

Finalement on obtient: 

~~[ezt"2 (!J.t,X,.) { lt1J-Ph6.t 1 a,2,-112diu + IJ-P h,M 1 a,-l,-112diu} 

hm cc 
!5; Cc tJ ( IJ 1a,2,m

1 
diu+ tJ IJ 1a,k-l,m

1 
div)+ C t..tm2-

2 
(ôt 

4 IJ 1 a,m2+l,H+ IJ 1 a,m2+l,H) 

Pour M suffisamment petit, on en déduit l'estimation d'erreur* 

Remarque 
Les théorèmes de régularité des solutions des problèmes mixtes 

hyperboliques permettent d'assurer que la condition (4-8) est satisfaite dés que 
le champ incident est suffisamment régulier. 
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4-S.La méthode de condensation. 

Réécrivons (4·3) sous la forme plus explicite: 

M M 0 0 0 Ao BI 

Afl M 1 ~ 0 A• B2 

(4-12) = 
M" M 1 ~ 0 ... A"-• B" 

... . .. ... . .. 

On applique une méthode de condensation en posant : 

et on résoud: 

n-1 
iJ1AO=B1, M'lAn= L _M'&+1-iAk+Bn+1, 1~n: 

k=O 

jJ1 -o -1 
0 0 0 A B ... ... . .. 

Ml MI 0 0 
-1 -2 ... . .. ... A B 

(4-13) = ... ... . .. 
M" ... Ml 0 0 . .. An-1 Bn 

... -· ... ... . .. 

Pour que ce schéma soit effectivement constructif, il faut la matrice Ml soit 
inversible. C'est ce que l'on va démontrer en remarquant que <4-13> découle 
d'un problème variationnel discret. On note: 

<4-14) 
Nh 

Ak= (a~, ... ,a~h)T, ihllt(t,x)=L aillt(t) ,J<x> 
j=1 

où 
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PROPOSITION 4-1: Le problème variationnel suivant admet une unique 

solution dans Jt1 (!::J, Xh) et iht:J défini par <4-14) est cette solution: 

F -2at JJ cp (t, x ) a . (t l l ) Jo e rxr lx -y 1 tlht:J - x-y ,y 

divrcp( t,x) st-lx-yl . . 
<4-15) + lx-yi ( 0 dwrlht:J (s,y)ds )dy(x)dy(y)dt 

+ Fe-2at<[L+1]!::J-t)JJI 1 t {atcp(t,x)atiht:.t<t-lx-yl,y)+ 
Jo lJ,L x-y st-[t:J]t:.t lx-yi 

div rat cp(t,x) J t J-r-1%..., 1 
+ lx-yi < t l l t divraJht:J (s,y) ds dT) }dy(x)dy(y)dt= 

[ !::J )t:.t + x-y [ !::J )t:.t 

= 4tr I: J r cp (t ,X) [ft 1\C h, tJ ( t ,X) ]df'<x)d t , 'tf cpe Je~ ( !::J, Vh ) 

où on a noté [x] la partie entière de x : 

xe lR+, [x] e 1N, [x]~ x <[x]+ 1. 

Preuve 

On va d'abord vérifier que si le courantjht:.t est solution de <4-15) alors les 
inconnues Ak sont solutions du système matriciel (4-13). 

Soit la forme bilinéaire: 

U. ) F -2at([t ] JJ {atcp(t,x) . 
a!::J ht:J• cp= Jn e A~+1 /::J-t) 1 1 t 1 1 at}ht:J(t-lx-yl,y)+ 

0 lJ,L %..., s t-[ !::J]t:.t x -y 

+
div rat cp(t,x) ( J tt J-r-1%..., 1 

1 1 1 
divraJht:J (s,y) ds dT) }dy(x)dy(y)dt 

x -y [ !::J]t:.t + 1 %-:)' 1 [ !::J )t:.t 

On choisit cp comme suit: 
h 

cp(t,x)=f3'1(t)cpj (x), n~1 

Comme dans la preuve de la proposition 4-1 on a: 
r. 

a Vht:.t, cp)=e-2at" L (Ar-k Ak)j 
•=o 

En employant les mêmes techniques et en exploitant le fait que 

t t 
[ !::J ]!::J= tn, [ !::J +1]/::J= tn+l , te(tn, tn+l) 

on trouve que: 

(4-16) 
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Donc 
11-2 

a4t(jh4t ,tp)+aUhllt ,tp)=e-2trt"(e2a4t ~ An-1 -~ An+~ An +M1An-1+ ")' M"-kAklj 
t:'o 

soit encore 

Comme d'autre part 

a41 VhtJ, tp)+a (jh4t, tp)=e-2trt,. Bj 

on obtient bien le schéma (4·13>. 
On a besoin des deux lemmes suivants pour prouver la proposition 4-2 

LEMME 4-2: V tp e%1 (llt,Xh) a( tp, tp)~ 0 pour llt petit 

Preuve du lemme 4-2 
Puisque tp e1l1 (llt,Xh), tp peut s'écrire 

(4-17) 
Nia 

tp (t,x)= L fJi(t) tpJ (x) 
i•l 

avec /3jeZ1 (1lt,JR). Si on note pj(t)= aj pour te(tn, tn+1) et si d'autre part on 
écrit 

où on rappelle que 

-Pï<t>= :L dj P~<t> 
••l 

{

t-tn-1 pourte(tn-1 ,tn) 
fJ~(t)= tn+1-tpourte(tn,tn+1) 

Oailleurs 

alors le rapport entre les aj et les d j est: 

1 
a9=d l 'J J 

aj=dj+1-dj k ~ 1 

Reprenons la formule (4·16) appliquée à tp donné par <4·17>: 
eo Nia 

a& (tp 'tp)= L e-2at,. k dj(e2t14t ~ An-1_~ An )j 
11•1 J•l 

d'où 
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oo Nh oo Nh 

at.t (fP 'fP) = L e-2at,._I L d'} ( AfJ A n-1 )j- L e-2at,. L d'} ( AfJ An )j 
n=l j=l ncl j=l 

soit 
00 

aÂt (qJ 'qJ)= L e-2at,. TAn AfJ An . 
Il cO 

D'après le lemme 4-lla matrice AfJ est définie positive donc 

at.t(fP,fP)>O,V'fP*Û * 
LEMME4-3: La forme bilinéaire at.t est continue sur 

:1t1 (t:J,Xh) x:lt1 (!:J,Xh) pour t:J assez petit. 

Preuve 

On montre facilement que 
00 

aÂt (j. fP) = L e-2at,. TBn AfJ An . 
ncO 

oùj, qJe1l1 (t:J,Xh) sont tels que 
Nh Nh 

dJ(t,x)=L, a'JfPJ(x) , dtfP(t,x)=L, b'JfPJ(x) te(tn,tn+l) 
j=l j•l 

En explicitant AfJ , on a donc: 

Nh Nh 

L, b'J diVrfPJ(x).I a'} divrfPJ(y) 

+ ~ (s-lx-yl)2 
·,.,

1 

4nlx.:;
1 

dy(x)dy(y)ds 

D'après le théorème Al de l'annexe, on a pour toute fonction f dans L 2 (r) 

1 ;_PJ 4 
1

1
(y) 

1 
dy (y) IL2<r) sC I/IL2(r) ,p= -1,0,1 

s yer/1%-yl~s 1t' x-y 

d'où 
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soit pour M assez petit: 
eo NA eo N 11 

·1 aât v ,q>) 1 sc Ms (L e-2CJt,. 1 ~ aj ,J IL2(div n)lfl(L e-2CJt,. 1~ bj ,; IL2(div n>lfl 
... o J•l • 11•0 J•l • 

Or pour tout q>e%1 (M,Xh) on a 

1 -2aât • NA 

19Ua,l,Odiv=< -e2a )112 (L e-2at,. 1~ bjq>; IL2(div n>l/2 
n•O J•l ' 

donc 

1 aât v' q>) 1 sc M 2 1i la,l,Odiv ,, la,l,Odiv 

1 aât v' q>) 1 s C~
2

1i 1a,l,-1J2div ,, 1a,l,-1J2div * 
Preuve de la proposition 4-2 
Le théorème 3-4 et les lemmes précédents montrent que la forme bilinéaire 

a+aât est continue sur %1 (M,Xh)x%1 (àt,Xh-) et vérifie la relation de coercivité 
suivante: 

(4-18) 

L'existence et l'unicité dejhât solution de 

Vq>e%1 (M,Xh) (a+aât)Vhât•q>)= .r: Jr q>(t,.x)[itAchAt(t,.x)]dy(x)dt 

provient du théorème de Lax-Milgram. ~ 

L'inégalité de coercivité (4-18) nous donne la stabilité du schéma et 
l'inversibilité de M 1• 

THEOREME 4-3: Si chf1t est une approximation consistante de c dans 
%~ (R+ ,H-112(div, 0) alorsjhât donné par (4·14) et v~rifiant (4·15) satisfait: 

lihât la,-1,-112div sCste , h-+0, M-+0 

LEMME 4-4: La matrice M 1 est difinie positive pour Ât petit. 
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Preuve 
On va reprendre les notations de la démonstration du lemme 4-2 soit: 

avec 

NI& 

qJe:1t1(!lt,Xh) qJ(t,x)= I, {3i(t)qJ](x) 
j"' 1 

1 . 
f3je:1t (M,IR), {3 j(t)= aJ pour te(tn, tn+1) 

{3 /t) = Ï, d J f3'1 (t) et 1 aJ = d J 
n•<l aj=dj+1-dj k '2:.1 

On-rappelle qu'on a: 

a (qJ, f3'1 (/)]) =e-2crt" Î, (Ar-k Ak )j 
•=o 

a .6t (qJ,{3'tJ (/); )=e-2crt11 (e2crAt AfÛ A n-1-UO An )j 

On en déduit donc: 
oo n n-2 

a(qJ,qJ)+a~:.t(qJ,qJ)= L e-2at" L dj (e2aAtUOAn-1+M1An-1+I, ~-kAkij 
n=l •=o •=o 

On choisit alors 

a9=d ~ :;tQ d~=O 'V k > 1 ~a~=- a9 et a9k=O k '2:. 2 
J J 'J - J J J 

ce qui donne 
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Partie C 

EXPERIMENTATION NUMERIQUE 
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INTRODUCTION 

L'expérimentation numérique est menée sur le problème de la diffraction 
d'une onde électromagnétique de polarisation TM par un obstacle cylindrique 
infini, parfaitement conducteur: le champ électrique est donc parallèle à l'axe 
de ce cylindre. 

Dans le premier chapitre, nous décrivons les différents schémas utilisés, -
construits grâce à la méthode d'équations intégrales espace-temps de 
Bamberger-Ha Duong, en particulier on retrouve le schéma proposé par Y. 
Haugazeau [13]. Nous indiquons les techniques de calcul des matrices de ces 
schémas: on explique comment calculer les intégrales apparaissant dans les 
matrices et ~omment traiter les singularités de ces intégrales. 

Le second chapitre présente des résultats numériques de calcul de courant 
et de surface équivalente radar ( SER ). On valide les schémas du chapitre I en 
utilisant le principe d'amplitude limite donné dans la partie A: étant donné 
une onde incidente plane de fréquence co, exp ( i co (t-x) ), lorsque le temps t tend 
vers l'infini, l'onde diffractée multipliée par exp (icot) tend vers la solution du 
problème harmonique. Les résultats obtenus sont conformes avec ceux obtenus 
avec un code harmonique du CEA/CESTA. On teste la stabilité des schémas 
avec un champ incident à support compact de type impulsion. Les premiers 
résultats sont très satisfaisants et encouragent à développer des codes de calcul 
selon cette méthode. 
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Méthodes numériques 

On propose dans ce chapitre des schémas numériques construits à partir 
de la formulation variationnelle espace-temps du problème 2D + 1. Outre le 
schéma trouvé dans la partie B, en jouant sur la régularité de l'approximation 
en temps, nous donnons deux autres schémas de calcul du courant électrique. 
On décrit des méthodes de calcul des matrices intervenant dans ces trois 
schémas. 

I-Les schémas numériques 

Dans un premier temps, nous rappelons le schéma obtenu au chapitre I 
de la partie B. Outre ce schéma, nous construisons ensuite deux autres 
schémas toujours à partir de la formulation variationnelle espace-temps du 
problème 2D de Dirichlet. On a déjà remarqué que les estimations obtenues par 
la méthode d'équations intégrales espace-temps de Bamberger-Ha Duong 
n'étaient pas optimales, en particulier en ce qui concerne le degré de 
régularité en temps. n est donc tentant d'essayer de prendre la fonction test et 
l'inconnue moins régulières en temps, sachant de plus qu'une discrétisation 
de type 1P0 ( voir partie B -Préliminaires) d'une équation de convolution en 
temps conduit directement ( sans étape de condensation) à un schéma 
constructif. 

1-1. Schéma lf\-lf\ 

Ce paragraphe reprend les résultats de la partie B ( chapitre I, 
paragraphe 1). Nous rappelons le problème approché construit par une 
méthode d'éléments finis en espace et en temps: 

~ Joo -2at JJ h h Jt-lx-yl a:~tCr) L- e f3jt.t(t) q>j (x)q>i (y) 
0 2 2 112 drdy(x)dy(y)dt 

i=l 0 rxr/lx-yj:St 27r((t-r) -lx-yi ) 

(l-1) 
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où les fonctions {Jjllt ,j=1, ... .,Nh sont les fonctions test et les a;.llt ,i= 1, ... .,Nh sont 
les fonctions inconnues. Le courant approché s'exprime sous la forme : 

Nh 
Phllt (t,x)= L q:.f (x) a;.llt (t) 

i=l 

La discrétisation de type 11\-1\ (en temps) consiste à prendre {3jfl.t et a;.llt 

dans Z 1 (At,lR), c'est-à-dire que {3illt et a;.llt sont des polynômes de degré 1 en 
temps s~r chaque intervalle [nât,(n+1)At[. C'est en choisissant {3jllt comme 
étant la fonction 13'1 où: 

, n~1 

, 
et en écrivant que ai llt(t)= af pour te [tn , tn+l [ qu'on a construit un premier 
schéma stable non constructif: 

(1-2) 
n L Mn-le Alc=Bn 'n~1 

k=O 

où les vecteurs Ak sont les inconnues a~ , ... ,a~ , les vecteurs Bn sont donnés 
Il 

par la trace de l'onde incidente -g et les matrices Mie sont définies par: 

MJ1= 2~ {J; e-2a• (At-s) [JI q:.j(x)q:.t(y)Argch( ~x~Î )d "((x)d r<Y> 
rxrtlx-yiSs+tJc 

et: 
llt 

M;1=2
1 J

0 
e-2 a• (At-s) JI q:.j(x)q>t(y)Argch( -

1 

8 
l )d y(x)d y(y)ds 

1C rxrflx-:vl Ss %-'j 

Pour avoir un schéma constructif à partir de (1-2), on a employé une méthode 
de condensation qui transforme la matrice: 
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en une matrice "tridiagonale": 

où M 1=M 1+e2aÂt M 0
• Le nouveau schéma s'écrit donc: 

n-1 
(1-3) M1Ao=B1, MlAn= L Mn+1-Jr. Ak +Bn+1, n~l 

k=O 

La matrice M 1 étant définie positive, on voit que les Ak se calculent 
successivement par: 

An=(M1r 1 Sn, n~O 

OÙ le vecteur sn est déterminé à partir des n inconnues précédentes A 0
, A 1

, ••• , 

An - 1 et du second membre donné Bn+1. Le principal effort à fournir pour 
implanter numériquement le schéma (1-3), appelé schéma lf\-lf\, est le calcul 
des matrices Mk pour k ~ 2 et de la matrice M 1

• 

1-2. Schéma P 0-1\ 

Comme on vient de le constater et comme on l'a remarqué dans le 
paragraphe discrétisation d'une équation de convolution, l'approximation par 
éléments finis 1P1 de la fonction test f3jtlt conduit à un schéma non constructif. 
Or la discrétisation de type 1P0 de la formulation variationnelle associée à 

l'équation de convolution modèle donnait directement un schéma constructif. 
D'autre part, le sous-espace approché Vh de H-112 (r) est inclus dans L 2 (r) et 
l'opérateur pseudo-différentielS est borné dans .7Ç<IR+,L2 (r) ), s ~ 0: 

1 Sq>la,s,o SC lq>la,s ,o 
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Ceci nous permet de définir la forme bilinéaire a de la formulation 
.uiJ - 1 -variationnelle pour fPhE.K a<m.+,v,.) etphe~ a<m.+,v,. ): 

J"" -2atJ a(tph,Ph )= 
0 

e rfPh(t,x)ëJ,Sph (t,x)dy(x)dtSClcph la,o,o IPh la,I,o 

0 - 1 -et donc aussi pour fPhllteZ (ât, v,.) etphllte% (ât, v,.). On écrit alors le 
problème approché (1-l) pour /Jjllt ez0(M, m.), les inconnues aillt étant toujours 
dans %1

( M, m. ). On choisit la fonction test comme suit: 

fJ·&(t)=fJât(t)={l p~urte]tn,tn+1 ] , n2:0 
J 0 aLlleurs 

On obtient alors le système de N h équations à N h inconnues: 
~ , 
"" J'n+l 2at JJ h h Jt-lx-YI a lflt(T) 
k ' e- epi (x)cpz (y) o 2 ((t )2 1 12)112 d-rdy(x)dy(y)dt 
l=l n rxr/lz-:yiSt 1t -T -X-y 

(1-4) 

, 
On pose de façon habituelle a illt(t)= a'! pour te] tn, tn+l ] et en remarquant 
qu'on a pour te Jtn , tn+l ]: 

, 
JJ h h Jt-1%'-)'1 a z&( -r) 

fPj (x)tpz (y) 0 2 ((t )2 1 12)112 d-rd r<x)d y(y) 
rxr/tz-ylst n --r -x-y 

Il ·-2 . 
où les sommations L et L ne se font pas si n=O et si k<2 respectivement, il 

••1 p•O 

(1-5) 

où A~ = (a~ , ... , a~ '1 et Bn est donné par: 
A 
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(1-6) 

Un calcul simple donne les matrices Mk: 

k 1 rll.t 2 JJ h h s + t k Mj1= 
2

1r {Jo e- as [ ll'j (x)q>L (y) Argch( jXI )d y(x)d y(y) 
rxr/l.r-yl Ss+tk -y 

PROPOSITION 2-1: La matrice M 0 est symétrique définie positive pour !lt 
assez petit. 

Preuve 
La symétrie de M 0 est évidente. En procédant comme au chapitre I de la 

partie B, on trouve que l'élément Mi~ est équivalent à 

M
2 J h h 4 r ll'j (x) ll'i (x)dy(x) 

pour llt assez petit.* 

1·3. Schéma lP0-lPo 

Maintenant on souhaite prendre le courant approché Ph& dans .te~(IR+,vh) 
tout en gardant la fonction test dans ce même espace, choix qui nous a mené 
précédemment à un schéma constructif. En admettant la possibilité d'un tel 
choix, on montre que le problème discrétisé (1-4) avec cette fois-ci, aill.t (t)=ai 

pour t e]tn, tn+l ], donne un schéma constructif du type (1-5). 
Modifions le membre de gauche de (1-4) soit: 

, 

J
tn+l 2 t JI h h ft-lx-yi a lll.t< r) e- a ll'j (x)q> 1 (y) 

2 2 112 drdy(x)dy(y)dt 
tn rxr/j.x-yjSt O 21t'((t-T) -lx-yi ) 

en faisant le changement de variable s = t- r et en intervertissant les intégrales 
de surface et celle en la variable temps s: 
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J'n+l e-2(1tJ' a' (t-s)Jj q>j(x)q>~(y) dy(x)dy(y)dsdt 
tn o l& rxrtJ%-yiS• 27r(s2-lx-yl2)112. 

Si l'on appelle Ejz(s) la double intégrale de surface qui intervient dans la 
quantité ci-dessus, il nous faut exprimer 

Jt,..H J' , e-2(1' 
0 

az&<t-s)Eiz(s)dsdt 
tn 

en fonction des réels (a1 )z=t, ... ,N,. • En changeant l'ordre des intégrations, on 

trouve que la formule précédente est égale à: 

(1-7) 

En intégrant par parties l'intégrale en t et en tenant compte du fait que 
az&(O)=O et que tn+1-s appartient à l'intervalle ]O,M], la seconde partie 
de (1-7) s'écrit: 

o J tn+l -2(1•E ( )ds a1 e il s 
tn 

Quant à la première partie de (1-7), on découpe] 0 ,tn [en n intervalles ]tk , tk+l [, 

l'intégrale en t ayant été intégrée par parties, ce qui donne: 

11-l J'Ae+l L e-2(1',.-j<aT-4-a?-l-l) e-2(1•E1 (s)ds 
hO t4 '} 

Finalement on a: 

où les réels MJ1 valent: 

M~ =J& e-2 (1• {jj q>j(%)q>~(y) d (x)dy(y) 
11 0 rxrt~z-yls•+t, 27r((s+tk)2-lx-yl2)1fl r 
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Mo _f
61 

-2usJJ q>j(x)q>J(y) d ( )d (y)d 
ji-Jo e rxr/l.x-yl~· 2rr(s2-lx-yj2)1/2 r x r s 

On obtient donc le même schéma que le schéma lP 0-JP 1 avec les matrices M k 

définies ci-dessus, le vecteur Bn restant identique à celui donné dans le schéma 
JP0-JP1 par (1-6). 

2-Le calcul des matrices Mk 

Quelle que soit la régularité en temps du courant approché et de la fonction 
test de la formulation variationnelle (1-l), on s'est efforcé d'obtenir un schéma 
constructif de la forme: 

{

MoAo=Bo 

Mo An=- Ï1 Mn-kAk+Bn ,n~l 
•=o 

Pour trouver les vecteurs réels Ak, k~O, il suffit de calculer les matrices réelles 
symétriques Mk, k~O et d'inverser une bonne fois pour toutes la matrice M 0

• 

Les calculs des matrices Mk qui viennent sont destinés à montrer qu'il est 
plus avantageux de prendre le réel CJ nul, réel dont dépendent toutes les 
matrices. Or on a vu que a devait être strictement positif pour avoir le résultat 
de stabilité ( démontré dans le cas du schéma 1F't-1F't ): 

IPhM lu,-112,-112 :5 Cl/a>---+ +oo 

Toutefois CJ n'est utile que pour contrôler le comportement à l'infini. Il est 
évident que nous ne calculerons pas les inconnues An jusqu'à n infini. Les 
résultats numériques du chapitre suivant montreront que les schémas sont 
stables pour a= O. 

2-1. Le choix CJ -:;: 0 

De façon générale, les matrices Mk des trois schémas décrits ci-dessus 
sont une somme de termes de la forme: 

6t 

(2-1) fo e-2usf(s)JJ q>j(x)q>l(y)G(s+tk,lx-yl)dy(x)dy(y)ds 
rxrt lx-yi Ss+t.t 
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où la fonction G est définie selon les schémas par: 

1 s 
G(s, lx-yl)=2 nArgch(lx-yl) , cas lP1-lf\ et lP0-lP1 

1 1 
G(s, jx-yl)=-

2 2 2 112 , cas lP0-lP0 n (s -lx-yi ) 

De même la fonction fest, soit la constante 1, soit la fonction s. On choisit 
d'intégrer d'abord en temps pour obtenir une simple intégrale double en 
espace. Cela revient à écrire (2-1) de la façon suivante: 

& 
JJ tpj {x)tpf(y)(J

0 
e-2a• /(s) G(s+t,, lx-yl)ds )dy(x)dy(y) 

rxrttx-ytst, 

Pour chaque couple (G ,/), on a donc à calculer deux intégrales en la variable 
temps s . On a à considérer trois couples: 

s+tk s+tk 1 
( s,Argch (-

1 
-

1 
) ) , ( 1,Argch <-

1 
-

1 
) ) , ( 1, 2 2 112 ) 

x-y x-y ((s+tk) -lx-yi) 

Des intégrations par parties donnent: 

JT2 s+tk 1 JT2 e-2a• 
e-2a• sArgch(-)ds=- ds 

1'1 lx-yi 4u2 
T1 ( (s+t11)

2-lx-yl2)112 

1 [ -2cr• A h(s+t, >i:T2 1 [ -2œ A h(s+tk >i:T2 
- 2a e s rgc lx-yi s=T1- 4a2 e rgc lx-yi s=T1 

J
T2 s+tk 1 JT2 e-2cr• 1 s+tk S=T e-2cr• Argch(-)ds=- ds- -[e-2a•Argch(--)]- 2 

1'1 lx-yi 2u 1'1 ((s+tk)2-jx-yl2)112 2u lx-yi &=T1 

où les réels T1, T2 sont positifs. On choisira bien sûr T1 =0 ou lx-yl-t11 , T2= ât. 
On remarque que les intégrales à calculer correspondant aux deux premiers 
couples de fonctions (G,/) s'expriment en fonction de l'intégrale 
correspondant au troisième couple 

J 
-2cr• 

e ds 
( (s+t,)2-lx-yl2)112 

ainsi qu'en fonction d'une nouvelle intégrale 

J 
e-2a•s 

( (s+t11)
2-lx-yj2)112 ds 
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A partir de ces calculs, on détermine la forme des éléments des matrices Mk 

pour chaque schéma. 

• S~é.ma- 1P 1-JP 1 

Si on note zl;j l'intégrale double suivante: 

.....k JJ h h e2at·-l J t. e-2as s 
if.:·= fPi (x)tp ·(y){ ds 

lJ rxr/l.r-:YI~t• J 41rCT lx-yi (s2-jx-yj2)112 

e2at·-l J t. e-2as e-2allt tk 
+ 2 (1- 2atk) 

1 1 2 2 112 ds- 2 Argch c-
1 

-
1 

) ) dy(x) dy(y) 
Brra x-y (s -lx-yi) Brra x-y 

l'élément de matrice M7j s'exprime sous la forme: 

M7j=- F1j1 +(1+2e2allt )zl;j-(2+e2aÂt )F1}1-éaÂt zl;j2 , k~2 

avec la convention 

On en déduit la valeur de M 1
: 

• Se~ma, 1P 0-JP 1 

F-n -O w · · >0 ij- , vl,J,n-

On réutilise la notation zl;j pour désigner l'intégrale de référence: 

.....k JJ h h e2at·-l J t. e-2as 
if·:·= tp · (x)tp ·(y){- ds 

lJ rxrfl.r-:YI~t• ' J 4rra lx-yi (s2-jx-yj2)112 

e-2aÂt tk 
+ 

4 
Argch(-

1 

-

1 
))dy(x)dy(y) 

rra x-y 

alors les matrices Mk sont reliées aux Fk par: 

Mk=-Fk+1+(l+ e2allt )Fk _ Fk-1 

avec la même convention sur les Fk que précédemment. 

• Se~ma, JP0-JP0 
Comme ci-dessus, les Mk s'écrivent en fonction de matrices Fk dont les 

éléments sont donnés par: 

JI: JJ h h e2at·-l J t. e-2as 
ij=- fPi(x)tpi(y){ 4.,.~ 1 1 ( 2 1 12)112ds)dy(x)dy(y) 

rxrtl.r-:YI~t. , • ..., x-y s - x-y 
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de la façon suivante: 

Mk=-Fk+I+(1+e2a..1t)Fk -Fk-I 

On remarque que quelque soit le schéma envisagé, il apparaît dans les 
matrices r l'intégrale: 

(2-2) J 
t, e-2a• 

lx-11 (s2-lx-:YI2)Ifl ds 

et dans le cas du schéma IP1-IE\ l'intégrale supplémentaire: 

J 
t, e-2a• 8 (2-3) ds 

lx-11 (s2-lx-:YI2>112 

qui n'est autre que la dérivée par rapport à a de (2-2) à un facteur -2 près. On 
note Ek (a, lx-:YI) cette première intégrale (2-2) et donc l'intégrale (2-3) s'écrit 

-~a: Ek (a, lx-:YI ). On constate ensuite que si k -++oo soit si tk -++oo alors: 

Ek(a,R )>---+ K 0 (2aR) quand k -++oo 

où K 0 est la fonction de Bessel modifiée d'ordre 0 définie par: 
i 1t ... ..li) • 

Ko<x>=2no <zx> 

J41) étant la fonction de Hankel de première espèce d'ordre O. On vérifie 
facilement que E k (a, R ) vérifie 1' équation différentielle: 

-2ae-2 at, (tf-R2 )112=a2 êJ~ Ek ( a,R )+a a: E~e ( a,R )-4a2 R2 E~e( a,R) 

Si on pose g(2aR )= E,(a,R) on a, en notant x= 2aR: 

(2-4) -xe-%1R t, ( (~ )2 
-1 )112=x2g "(x)+xg '(x)-x2g(%) 

-On cherche alors g(%) sous la formeL aP~. On doit donc avoir: 
p•O 

t 2 - --xe-siR t, ((..!) -1 )ll2= L aPp2~-L aP~+2 
R p•O p•O 

Le premier membre de (2-4) est égal à : 
- t ~+1 z: <-1)P+1 c..!f -, 

p•O R p. 

On obtient donc les relations: 

(2-5) al=-((~ )2 -1 )1fl 

(2-6) 2 tk f-I tk 2 1~ 1 
P ap-ap-2=(-1)P (R ((R) -1) (p-1)! 'p~2 
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Le premier coefficient a0 est déterminé par la valeur de la fonction g en 0, c'est­

à-dire: 

f
t. 1 tk 

ao= R (s2-R2)1/2 ds=Argch( R) 

n résulte de (2-5) et (2-6) que tous les coefficients d'indice impairs sont négatifs 
et de la valeur de a0 et de (2-5), on tire que tous les coefficients d'indices pairs 
sont positifs. Numériquement il nous faut tronquer la série: 

00 

:2, aP (2cr lx-yi)P 
p:O 

pour tout (x, y)dans rxr puis traiter les singularités apparaissant dans les 
coefficients de cette série. Outre que le choix de cr et de l'indice de troncature ne 
sont pas évidents,le calcul de ces séries est coûteux en temps. Il est plus 
raisonnable de prendre cr= 0 du point de vue simplicité des calculs. Comme on 
le verra par la suite, ce choix n'entache en rien la stabilité des schémas. 

2-2. Le choix cr = 0 

On reprend la même démarche que dans le cas cr:ot:O : on calcule les 
intégrales en temps apparaissant dans les termes de la forme (2-1) avec cette 
fois-ci, bien sûr, cr= 0 pour n'obtenir que des intégrales doubles sur des 
portions de rx r. Les diverses intégrales en temps qui arrivent sont alors: 

f -rz s +tk J-rz s+tk J-rz 1 
s Argch (-

1 
-

1 
) ds , Argch (-

1 
-

1 
) ds , 2 2 112 ds 

-rl x-y -rl x-y -rl ( (s+tk) -lx-y! ) 

où r 1 =0 ou lx--yl-tk, r2=M et le temps s+tk est supérieur à la distance lx-yi. La 

.. , . , 1 , A h(r2+tk) A h(r1+tk) L d tro1s1eme Integra e n est autre que rgc l l - rgc l l . es eux x-y x-y 

autres se calculent par intégrations par parties: 

f -rz s+tk 2 2 1/2 1 s--r +t 
sArgch(-

1

-

1

)ds=[(r -lx-y!) (tk--
4

s)]_;,-r2 +l 
-r1 x-y - 1 • 

1 [A h( S )( lx-yl
2 

2 2 )]S==-r2 +t• -2 rgc -1 -, 2 -s + stk s--r +t x-y - 1 • 

J
-r2 s+tk s+tk s--r 2 2 112 s--r 

Argch (-
1 

-
1 
)ds=[ (s+tk )Argch (-

1 
-

1
) ]

5
-_} - [ ( (s+tk) -lx-yi ) ] ..=_} 

-r1 x--y x-y - •1 .,- •t 
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Quelques calculs supplémentaires permettent de déterminer les matrices de 
"base" pc formant les Mie • 

• s~Q, lP1-lP1 

L'élément J1j est donné par: 

(2-7) J1j = J J fP~ (x)q>j (y){ 8
3 t1c (tf -1%-:Y 12 )~ 

rxriNISti 1t 

1 t1c .2 lx-:YI2 
- 4nArgch( lx-:YI )(q+ 2 )}dy(x)dy(y) 

En conséquence de quoi, la matrice Mie s'exprime en fonction des Ft par: 

(2-8) M•=-Fic+l+3Fic- 3Fic-1+Fic-2 , k~O 

oùJ1iJ' =0, Vi,j ~ n~O. La matrice "condensée" M 1 s'écrit alors: 

M 1 =M 1+M0=-F2+2F1 

(2-9) 

tic tic 
- 2nArgch( lx-:YI)} dy(x)dy(y) 

Les matrices M Je sont alors données par: 

(2-10) M•=-Fic+ 1+2Fic- Fie-l, k ~0 

• Se~lPo-lPo 

(2-11) ~j =-JJ q>~(x)q>j(y) 2
1 

Argch( l~l )dy(x)dy(y) 
rxriNISti 1t - ., 

Les matrices Mie sont déterminées par la formule (2-10). 

On fait quelques remarques avant de passer au calcul des pc. La première 
constatation est que les matrices de "base" sont d'autant plus simples que le 
schéma exige moins de régularité en temps. On préférera donc utiliser le 
schéma lP0-lP0 par la suite. On vérifie bien que les matrices Fic et leur 
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combinaison donnant les M k pour a;tO redonnent les matrices Fk et M k ci­
dessus quand on fait tendre <1 vers O. Pour finir, le schéma P 0-ll\ que nous 
avons obtenu est le schéma décrit par Y-Haugazeau dans [13]: les matrices 
Mk coïncident avec les matrices trouvées dans [13] et ses inconnues sont liées 
aux nôtres A k par la relation: 

3-Le calcul des matrices de base Fk 

On a vu que, via les différentes relations trouvées précédemment, le calcul 
des matrices Mk des trois schémas se déduisaient de celui des matrices Fk. On 
ne s'occupe à partir de maitenant que du cas a=O. 

Dans un premier temps, on a voulu conserver la frontière exacte r pour 
calculer Fk. A cause des singularités numériques rencontrées dans les 
intégrales, il nous faut connaître pour tout point x de r le point y de la frontière 
à la distance tk de x. S'il est facile de trouver y dans le cas où rest un cercle, il 
est beaucoup plus difficile à déterminer dans le cas d'une frontière quelconque 
et l'élimination des singularités l'est encore plus. On s'est donc limité à traiter 
le cercle et on précise où apparaissent les difficultés si r est un contour 
quelconque. L'approche raisonnable de ces problèmes est de considérer non 
plus la frontière exacte mais sa frontière approchée rh ' interpolée d'ordre 1 de 
r. L'intersection d'une droite et d'un cercle est tout de même plus facile à 
trouver que celle d'un cercle et d'une courbe quelconque! Comme on l'a déjà 
remarqué, le schéma P 0-P0 est plus simple à mettre en oeuvre que les deux 
autres schémas: ceci sera confirmé dans les tests numériques faits par 
l'approche "frontière exacte", dans le cas où le contour rest un cercle. On s'est 
donc contenté de faire les calculs pour ce schéma dans le cas où rest 
remplacée par rh . En ce qui concerne l'ordre de discrétisation par éléments 
finis en espace, on a choisi le cas le plus simple c'est-à-dire que les fonctions de 
base q>f sont constantes par morceaux, que ce soit dans le cas où on a conservé 
la frontière exacte ou dans celui où on a pris rh. 
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3-1. Contour exact: le cercle 

La frontière r étant un cercle, elle admet une représentation paramétrique 
de la forme: 

X=(%1,%2)=(pcosB,psinB) , Be[0,2n] 

où p désigne le rayon de ce cercle. On découpe r en N morceaux ri de 

longueurs égales ;; . Les extrémités d'un élément de couhe sont donc donnés 

par: 

Xi=(pcosBi ,psinBi), Xi+l =(pcosBi+l ,psinBi+l) 

où 81+1 - a,=;; . Les éléments de matrice de base P s'écrivent: 

Jl;j =JI Gi(IX-YJ)dy(X)dy(Y) 
rixri'IX-Yl ~a, 

où le noyau Gide cette doble intégrale dépend du schéma: 

3 2 2 112 1 ti 2 R 2 
o schéma IP1-1P1 Gi(R)=sn ti(ti-R ) - 4 nArgch(R )(ti+2) 

o schéma 1P 0-JP 1 GL(R)=_!_(t~-R2 )1~-~Argch( ti) 
" 2n " 2n R 

o schéma lP 0-JP 0 

On rappelle que 

Argch (~)=Log( ti+( tl-R2 )1~ )-Log R 

D apparaît alors deux types de singularité quelque soit le schéma choisi. La 
première en IX-YI =0 provient de la partie logarithmique de la fonction 
hyperbolique réciproque Argch. Cette singularité est classique dans la méthode 
des équations intégrales et ne pose aucun problème. La seconde est plus 
nouvelle et vient du fait que, en R =ti , les deux fonctions ( tl-R2 )112 et 
Log(ti+(tf-R2 )112 ) ont une tangente perpendiculaire à l'axe des R. On sait 
alors que si l'on ne prend pas de précaution, l'intégration numérique de telles 
fonctions risque de très mal se passer. Si la singularité en IX-YI =0 ne se 
produit qu'en des éléments de courbe ri et rj ayant un ou plusieurs points en 
commun, la "pseudo"-singularité en IX-YI =tk, elle, se produit pour n'importe 
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quel couple d'éléments ( r; 'rj ), en particulier pour les trois cas d'éléments 
que nous allons envisager. 

On appelle éléments confondus les couples de portions de courbe (ri , ri ) 
tels que ri= rj, éléments adjacents les morceaux r;, rj qui ont une extrémité 
en commun et éléments disjoints les morceaux de courbe r; , rj qui n'ont 
aucun point en commun. Pour chacun de ces cas, on traitera le ou les 
singularités apparaissant dans le calcul des J1;1. 

Eléments confondus 

Soient 81 et 82 les deux angles correspondants aux extrémités du segment 
courbe ri =ri considéré. La distance d'un point X(8) à un point YCe ') 
appartenant tous deux à ri est donné par: 

IX(e)-Y(e')l = 2p !sin (
8

; e') 1 

Le domaine d'intégration de Jlii devient donc: 

8-8' 
(3-1) 2plsin(-

2
-)1Stk ,8,8'e[81,82] Consuppose81<82) 

et l'intégrale s'écrit: 

~·=p2f J 8 8 • Gk(2plsin(8 _ 8,)1)d8d8' 
ll ee[el'e2 ) e'e[el'e2 ]/2plsin(T)1St, 2 

-
On voit qu'il y a deux cas à considérer: ou la distance d'une extrémité à une 

autre de l'élément ri, ~=2p lsin(
82

;
81

)1, est plus petite que le temps tk ou 

elle est plus grande que tk. Dans le premier cas ( 6x Stk ), la condition (3-1) est 

toujours vérifiée donc on intègre sur tout [ 81 , 82 ] x [Ott 82 ]. D'autre part, 

puisqu'il n'existe aucun point y de ri tel que pour tout x de ri , IX-YI =tk , on 

n'a pas de "pseudo"-singularité . Dans le cas !lx~ tk , la "pseudo"-singularité 

existe et l'intégration se fait sur une bande du pavé [81,82 ]x [81,82 ]( figure 1). 

Traitons d'abord ·ce dernier cas. 

cas !lx~ tk 

La "pseudo"-singularité, on l'a déjà dit, se trouve en les points 

IX-YI= tk 

soit pour les angles 8, 8' tels que: 

8-8' 
2 p !sin (-2-) 1 = tk 
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Si on note l'angle positif a=Arcsin (~~)et les angles 

80 =81 +2a , 8ô=82 -2a 

on voit facilement que le "pseudo"·singularité est située sur les deux segments 
symétriques l'un de l'autre par rapport à la diagonale du carré de la figure 1 
définis par: 

-Figure 1-

cas Ax~tk 
La "pseudo"·singularité, on l'a déjà dit, se trouve en les points 

IX-YJ=tk 

soit pour les angles 8, 8' tels que: 

8-8' 
2p lsin(-2->1= tk 

Si on note l'angle positif a=Arcsin ( ~~)et les angles 

80=81 +2a , 8ô=82 -2a 

on voit facilement que le "pseudo"·singularité est située sur les deux segments 
symétriques l'un de l'autre par rapport à la diagonale du carré de la figure 1 
définis par: 
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La singularité en IX-YI=O se trouve bien sûr sur la diagonale e=e' du pavé. 
Les rôles joués par e ete' étant les mêmes et le domaine d'intégration étant 
symétrique par rapport à la diagonale, l'intégrale sur la bande hachurée du 
pavé se réduit à deux fois celle de la demi-bande: 

..Je J6' J6+ 2a B-e' Jtù=2p2 0 Gk (2p lsin(-2 -) !)dB de' 
61 6 

2J62 J62 e- e' +2p 
6

• 
6 

Gk(2pjsin(-
2
-)l)dede' 

0 

On fait le changement de variables suivant pour se ramener au carré [0, 1] x 
[0, 1]: 

e=<ç e2+<1-Ç)el H1-1})+<ç e0+(1-Ç)el )71 

a' =(Ç e2+ (1-Ç) e 1 ){1-77)+ (Ç e2 + (1-Ç) eo) 11 

Le jacobien d'un tel changement de variables est égal à: 

Jac(1})=2a 1 e2 -e1-2a 111 

Puisqu'il ne dépend pas de la variable Ç et que e-e'=-2a 11 , la double 
intégrale se transforme en une intégrale simple sur [0, 1]: 

F1i=4p2 a J~ 1 e2-B1 -2a 111 Gk ( 2p !sin (a 71) l)d71 

La "pseudo"-singularité a été envoyée en 11= 1 et la singularité se retrouve en 
11=0. On écrit maintenant le noyau Gk sous la forme: 

Gk (R)=/1 (R)(t~-R 2 )112 -f 2 (R)Argch( ~) 

où les fonctions / 1 , / 2 dépendent du schéma choisi. La partie contenant la 
singularité est alors: 

1t = f~ 1 e2-el- 2a 11lf2 ( 2p !sin (a 71) !)Log( 2p !sin (a 1}) l)d71 

et celle contenant les "singularités numériques" est: 

12= r 1 e2- el-2a 711 [/1 ( 2p lsin (a 1}) 1) ( t~-(2p lsin (a 1}) 1) 2 
)
112

-
0 

f2 ( 2p lsin (a 71) 1) Log (tk+ (t~- (2p lsin (a 71) j) 2 )112 )d71 

La singularité logarithmique est facile à traiter: il suffit d'écrire 

I1 = r J2 (1})Log 11 d17 + r J2 (1J)Log( 2p !sin (a!]) 1 ) d17 
0 0 11 
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où on a noté Ji(71) = IB2-61-2a 711/i( 2p lsin(a 71) 1> pour i= 1 ou 2. La première 

intégrale comportant le terme Log 71 s'intègre par une formule de Gauss à 
poids logarithmique tandis qu'une formule de Gauss-Lobatto classique suffit 

pour l'autre intégrale puisque la fonction 2p lsin (a 11> 1 ne s'annule plus. En 
71 

ce qui concerne 12 , le problème numérique provient du fait que: 

aa71 (ti- (2p lsin (a 71) 1) 2 )112 >--+ + 00 quand 77-41 

aa
71 

Log(t•+<ti-C2p lsin (a 71) 1) 2 )112 ) >--+ +oo quand 77-41 

On rappelle en effet que sin a=:~. En fait le simple changement de variable 

-r=...fî-71 

nous permet de contouner ce problème. Réécrivons 12 : 

12= J1 
2-r [J1 ( 1--r2) (tÏ-(2p lsin a (1-~) 1) 2 )lfl 

0 

On remarque qu'alors: 

:T (tÏ-(2p lsin(a(1-~) 1} 2 )lfl >--+ 4p...fa (sin(2a))112 quand T-40 

:T Log ( t~: + ( t~- (2p !sin a (1-~) 1> 2 )lfl) >--+ -Ç ...fa (sin (2a))112 quand T-40 

On peut donc intégrer par une formule de Gauss. 

cas Â% ~t, 

On a vu que dans ce cas-là l'intégration se fait sur tout [61,B2 ]x[81,62 ] 

soit: 

On se ramène au carré [0, 1] x [0, 1]: 

-A Jl Jl 82-61 ltù=p2(82-61 )2 
0 0 

G•(2plsin( 2 (Ç-71))1)dÇd77 

Le rôle de Ç et de 71 étant interchangeable, l'intégrale sur le carré [0, 1] x [0, 1] 
est égale à deux fois l'intégrale sur le triangle [0, 1]x [O,Ç] par exemple. Ainsi 
on a: 
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Dans ce cas on n'a pas de "pseudo"-singularité. La singularité en 1J=0 se traite 
comme dans le cas !lx::::: t k • 

Eléments adjacents 
On appelle a1 et a2 les angles correspondants aux extrémités de ri et a 1 , 

a 2 ceux correspondants aux extrémités de rj. On suppose que le point 

commun aux deux arcs de courbe est en a2 =a1 et que de plus a1 <a2 =a1 <a2. 

D'autre part, les morceaux de courbe étant égaux, on a a2 - a1 = a2 - a 1. 0 n 

note 0 la distance séparant les extrémités de ri u rj et !lx la longueur des 

segments: 

Trois cas sont à considérer: tkS!lx, !lx<tksd, d<tk. 

cas ~;;::tk 
t 

L'angle a désigne toujours Arcsin ( 2 ~) et par la suite, il en sera toujours 

de même.Le domaine d'intégration est un triangle: 

J 2Je2 J8+2a a-a' 
p ·i

1
·=p Gk(2p lsin(-

2
-) !)dada ' 

e2-2a al 

La singularité est concentré au point a2 = a=a' tandis que la "pseudo"­
singularité est située en a'= a+2a. On transforme le domaine d'intégration en 
une moitié du carré [0, 1] x [0, 1]: 

En posant: 

FIJ·=4p2 a 2 f1 r Gk(2p!sina(Ç-1J-1)!)dÇd1J 
0 0 

Ç=(1-u)v+ u , 1J= (1-u)v 

on déplace la singularité en u= 0 et la "pseudo"-singularité en u= 1 et on a: 

Fij =4p2 a 2 J~ u Gk(2p !sin(au )!)du 

L'élimination des singularité et "pseudo"-singularité se fait comme dans le 
cas des éléments confondus et on procèdera toujours de même. 
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cas !lx < t k S d 
La figure 2 donne le domaine d'intégration. On sépare ce domaine en deux 

parties en coupant au niveau de la diagonale de [ e1, e2 ] x [a 1, a 2 ] . 

e' 

-Figure 2-

Ainsi l'intégrale de base F~j se compose d'une intégrale contenant 

seulement la singularité en e2 = e=e' et d'une autre contenant seulement la 

"pseudo"-singularité en e'= e+2a. Après des changements de variables 
similaires à ceux décrit ci-dessus, on arrive à: 

J1j=p2 (e2-e1 )2 J~ u Gk(2plsint2;e1 u)j)du 

La singularité logarithmique se retrouve dans la première de ces intégrales en 
u=O tandis que la "pseudo"-singularité est dans la seconde intégrale en 17=l. 

cas d < tk 

L'intégration se fait sur tout [ e1, e2 ] x [ a 1, a 2 ] et seule la singularité en 
e2 = e=e' apparaît. Quelques calculs simples conduisent à: 

J1j=p2 (e2-e1 )2 d~ u Gk(2plsint2;e1u)l)du 

Jl e2-e1 + 
0 

u Gk(2plsin( 
2 

(2-u))j)du} 

L'argument de Gk ne s'annule que dans la première intégrale. 
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Eléments disjoints 
Puisque les éléments n'ont aucun point en commun, nous n'aurons pas à 

traiter de singularité du type Log R. Par contre il subsiste la "pseudo"­
singularité en tk = R. Introduisons d'abord les notations: dm in désigne la 
distance minimale parmi les distances reliant les extrémités de ri à celles de 
ri , dmax la distance maximale et d 1 et d 2 les distances restantes. En fait 
puisque le cercle est découpé en morceaux d'égales longueurs, on ne peut avoir 
que les deux cas suivants représentés par la figure 3: les segments 
"extérieurs" reliant les quatres extrémités de ri ' rj forment un trapèze auquel 
cas d 1 = d2=di ou un rectangle alors d 1 =d2= dmax et d!in +âx2=d~C1%. 

dmîn dmin 

~ 
dmax 

-Figure 3-

cas dmin?. tk 
Que ce soit dans le cas du trapèze ou du rectangle, l'intégrale Jl;j est nulle. 
cas dmin <tk S. di (trapèze) 

d . 
On note am =Arcsin ( ;~n ). On va se placer dans un cas particulier, 

sachant que l'écriture finale de Jl;j ne change pas, ceci étant aussi valable pour 

tous les cas traités précédemment. On suppose que: 

. al-82 . a2-81 
dmin=2pjsm( 2 )j ,dmax=2pjsm( 2 )1 

a -8 
di= 2 p lsin ( P 

2 
P) 1 pour p = 1 ou 2 

soit encore: 
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la "pseudo"-singularité se trouvant en u = 1. 

cas d;<tk ~dmaz (trapèze) 
On est dans un cas similaire à la figure 2: 

....k 2 Je2 Je+ al-el e-e' 
p·i;·=p { Gk(2p lsin(-2-) !)de de' 

61 al 

On transforme ces deux intégrales en: 

....k 2 2 J1 e2-el 2 Jtü=P (82-el) 
0 

u Gk(2plsin(am+ 2 u)l)du+p IB1-a1+2(a-am)l 

Jl e2-e1 

0 
1 82-81 + <e2- B1 -2(a-am)) 111 Gk ( 2p !sin (( 2 +am )(1-TJ)+a 17) l)d17 

Seule la seconde intégrale contient la "pseudo"-singularité. 

cas dmaz <tk 
Quelque soit le cas, on intègre sur tout [ 8 11 e2 ] x [ a 1, a 2 ]. En suivant la 

- procédure habituelle on obtient l'intégrale simple sans "pseudo"-singularité: 

Jlij=p2 (82-8t )2 f~ u [Gk(2plsin(am+ 
82

;
81 

u)l) 

cas dmin <tk ~dmaz (rectangle) 
La figure 4 montre les deux triangles sur lesquels on intègre. 

L'intégration sur le triangle "inférieur droite" donne l'intégrale: 

4p2 (a-am)2 ru Gk(2plsin((l-u)am+au)l)du 
0 

alors que celle sur le tringle "supérieur gauche" amène à la même intégrale. 

Dans tous les cas d'éléments, pour tk assez grand, on n'a pas de "pseudo"­

singularité puisque pour tous xE ri et y E rj 'la distance IX-YI est toujours 
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strictement inférieure au temps tk. Pour le cas des éléments disjoints, lorsque 

tk > dma:x: , on n'a ni "pseudo"-singularité ni singularité dans le calcul de F71. 

Dans le cas des éléments confondus ( tk>ô:x) et des éléments adjacents ( tk>d ), 

il reste à traiter la singularité en IX-YI= tk. Toutefois si on calcule directement 

les matrices Mk sans passer par le calcul des?', on constate que la singularité 
disparaît. En effet, pour tk_2 >ô:x dans le cas des éléments confondus et tk_2 >d 

dans le cas des éléments adjacents, en tenant compte de (2-8) et (2-10) et après 

quelques calculs simples, les éléments M71 s'écrivent pour le schéma 11\-ll\ : 

M~i =If HkCIX-YI)dy(X)dy(Y) 
r;xr/IX-YJ~tAo_2 

avec: 

H k (R) =-83tr { tk+1 ( t~+1 -R2 )112_ tk ( t~ -R2 )112} 

Pour les deux autres schémas, si tk_1 > ô:x (éléments confondus) ou tk_1 > d 

(éléments adjacents), l'élément ij de la matrice Mk est égal à: 

M~i =If HkCIX-YI)dy(X)dy(Y) 
r;xr/IX-YJ ~tH 

où le noyau Hk s'écrit en fonction du schéma: 

o schéma lP 0-ll\ 

H k CR) =-_l { ( t~ 1 - R2 ) 112- ( t~ - R2 ) 112 } + _l { ( t~ - R2 ) 112- ( t~ 1 - R2 ) 112 } 
2tr + 2tr -

tk+1 tk+1 tk tk-1 tk . tk-1 +-{Argch(-)-Argch(-)}--{Argch(-)-Argch(-)} 
2tr R R 2tr R R 

o schéma IP0-IP0 

1 tk+1 tk 1 tk tk-1 
Hk(R)= 

2
tr {Argch(R )-Argch(R) }-

2
tr {Argch( R )-Argch( R)} 
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Puisque quelque soit le schéma les tennes en Argch sont de la forme 

Argch (; )-Argch ( t~1 )=Log (tk +( t~-R2 )112 )-Log (tk_1 + ( tf_1 - R2 )112 ) 

la singularité due au logarithme disparaît. On choisira donc de calculer plutôt 
Mk directement que de calculer les Fk séparément et d'obtenir Mk grâce aux 
combinaisons linéaires des Fk. 

Surface exacte quelconque 
On considère exacte la représentation de la courbe r donnée par le logiciel 

de CAO, CATIA, décrite par une suite finie de morceaux de courbes ayant une 
équation paramétrique du type: . 

.x1 =r(À) , .x2 =z(À) À abscisse curviligne 

où r et z sont des polynômes de degré N s; 11: 
N+l . N+l 

r<À>= 'L anÀn-1, z<À>= 'L bnÀn-1 
n•l n•l 

On a vu dans le cas d'un cercle que pour traiter la "pseudo"-singularité, il 
nous fallait connaître les points X,Y der tels que IX-YI= tk. Donnons-nous donc 
un point X=(.x1,.x2 ) der et cherchons le point Y der tel que IX-YI= tk. On 
suppose de plus pour simplifier que le temps tk permet de considérer que X et Y 
appartiennent à la même portion de courbe et donc: 

X=(%1,.x2 )=(r(Ào ),z(Ào)) Y= (y1,y2)=(r(À ),z(À)) 

le réel Ào étant fixé, le réel À est l'inconnue à déterminer grâce à: 

(r(À)-r(À0 )~+(z(À)-z(Ào ))
2 =tf 

Cela revient à trouver les racines d'un polynôme de degré 2N et à selectionner 
les racines correspondant à la portion de courbe choisie. Des méthodes 
numériques existent pour calculer de telles racines. Rappelons que nous 
devons trouver les racines non pas d'un mais de plusieurs polynômes puisque 
tk varie ( k =0, ... ,nT) et pour chaque instant tk, on aura forcément. plusieurs Ào 

puisqu'il nous faut intégrer sur rxr. En résumé, même sur des cas simples 
de courbes r, il nous faudrait trouver les racines d'un nombre conséquent 
(environ 1000 ) de polynômes d'où des temps de calcul considérables. Sans 
compter les problèmes d'intégration numérique. 
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3-2. Contour approché 

La frontière r est approchée par un ensemble d'arcs de courbe 
polynômiaux d'ordre 1: chaque arc ri ( vrj=r) est approché par le segment 

' 
d'extrémités celles de ri. Les intégrales à calculer sont égales à: 

F';j =-f- JJ Argch( ~~YI )dy(X)dy(Y) 
1t rihxrjhi~-Yist• 

puisqu'on a choisi de ne traiter que le schéma 1P0-1P0 , les fonctions de base de 
l'espace V h , approximation de H- 112 cr h ), étant prises constantes par 
morceaux. On ne suppose pas que les segments r ih sont tous de la même 
longueur. On note !lxi et !lxi les longueurs respectives de rih et rih dans toute la 
suite. Comme pour la surface exacte, on considère les trois cas: éléments 
confondus, éléments adjacents et disjoints. Quelque soit le cas, on sait calculer 
F';j de façon exacte c'est-à-dire sans faire intervenir de formules d'intégration 
numérique. 

Eléments confondus 
Le cas des éléments confondus est le plus simple à traiter. On note 

X 1 =(x1 ,y1 ) etX2 =Cx2 ,y2) les coordonnées cartésiennes des extrémités du 
segment rih . On suppose que rih a pour équation 

y= a x+ Ca , xe[x1 ,x2 ] (où on suppose x2 >x1 ) 

Cette hypothèse ne change en rien le résultat du calcul de F';j . Alors: 

F';j=-
2
1 (1+a2 )J J. H(tk-..J1+a2 lx-x'I)Argch( tk )dxdx' 
1t xe[xl,x2] x e[xl,x2] -Jl+a21x-x'j 

où la fonction H est la fonction de Heaviside. Deux situations peuvent se 
produire: la longueur flxi est plus petite que le temps tk auquel cas on a 
toujours1Ï+a~lx-x'l~tk pour tout (x,x')e[x1 ,x2 ] 2 ou !l.xi>tk et alors le 
domaine d'intégration est donné par la réunion des deux trapèzes (figure 4). 

Récapitulons ces deux cas: 
cas flxi ~tk 

F';i=-_!_ (1+a2 ) J J Argch( tk )dxdx' 
21t xe[xl>x2] x'e(xpx2] ..Jl+a21x-xï 
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-Figure 4-

cas ÂXï>tk 

...Je 1 2 J%2- (t ,l..fï+éi'Z"> I%+ (t. 1-.ff+iiZ) t le 
~ù=--2 (1+a )2 { Argch( )dxd%' 

n %1 % vi +a21x-x'l 

+ Jx2 r2 Argch( t~c )dxd%') 
x2-<t,/-Jl+a2) x vt+a21x-x'l 

En utilisant les trois résultats suivants: 

J: Argch(;)dy=Arcsinxt=a + xArgch(;)]!=a a~O, b>O 

J: Arcsinydy=[ff'=r+xArcsinx]!=a -1Sa<bS1 

Ib 1 1 x2 1 b 
yArgch(-)dy=[ - 2 ..J1-x2 + -2 Argch(-)]z=a 

a y % 

des calculs simples amènent à: 

cas ÂXiSt~c 

~·=-..1.. tf(-1+2/(âxi>) 
u 2n ti 

où on a définie la fonction f par: 

0Sa<bS1 

1 x2 1 
·(3-2) /(x)= 2 Vl-x2 +xArcsin x+2 Argch(x) pour Osxs1 
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...Je 1 2 ~i 
Jt": ·=-- tk (-1 +- 1t") 

u 2n- tk 

On vérifie bien qu'il y a continuité en ~i=tk puisque /Cl)=~. 

Elérnents adjacents 
Puisque les éléments rih et rih sont adjacents, ils ont un point commun que 

nous notons Xc= (xc ,yc ). L'autre extrémité de rih est X1 =(x1 ,y1 ) et celle de rjh 

estX2 =(x2 ,y2 ). On définit l'angle a fait par les deux segments: 

-+ -+ 

a=Arccos( U ·V ) 
-+ -+ 

1 v~ ~ Ul 
-+ -+ 

où U et V sont les vecteurs de coordonnées carté~dennes (x1 - xc, y 1 - Yc) et 
(x2 -xc ,y2 -yc) respectivement. La figure 5 représente l'angle a choisi. 

-Figure 5-

Un cas aux calculs similaires à ceux du cas des éléments confondus est quand 
a=n- soit quand les segments sont portés par la même droite. Si d désigne la 
distance séparant xl de x2 i.e ici d =/).xi+ /).xj alors on a: 

cas d~tk 



...Je 1 2 1 1t âx· !lx· 
l'":·=-- tic (- +-=:1.- f(=.l)) 

'1 2n 2 2 tk t1c 

~·=-...!...t~ 11 4n " 

la fonction f étant donnée par (3-2). 
Soit maintenant l'angle a~n. Alors la distance d s'écrit: 

(3-3) d 2= âx~ + &x.'J:- 2 âx · âx ·COS a 
' 'J ' 'J 

De même, si X est un point de rih et Y un point de rih , la distance de X à Y est 
donnée par une formule identique: 

(3-4) IX-YI2= IX-Xc 12+ IY-Xc 12-21X-Xc Il Y-Xc 1 cos a 

Puisque rih est un segment, on peut écrire pour tout point X de rih: 

X=(1-t)Xt+tXc , te[0,1] 

De façon analogue, tout point Y de rih s'exprime en fonction d'un paramètre t': 

Y=(1-t')X2+t'Xc , t'e[0,1] 

En mettant ces deux expressions dans (3-4), on obtient: 

IX-YI2=(1-t )2 âx~ + (1-t' )2 &x.j-2 (1-t) ( 1-t ')!lxi !lxi cos a 

D'autre part on a: 

On en déduit que: 

....Jc 1 Jl Il . t, . 
p·i1· = --2 !lxi !J.x'J. H (tk -g( T, T ))Argch (g( '))dt dt 

1t 0 0 T, T 

où g est la fonction: 

g(T, t')=(~ &x.?+ (t')2 llx'j-2 tt' âxiâxicos a )112 

Le changement de variable: 

âx· âx· % 
x=T -'sin a y= t'=.l. --

tic ' t, tga 
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Cette dernière formulation est très pratique puisqu'on peut représenter 
clairement suivant les valeurs de tk, !:lxi , /:lxj et a le domaine d'intégration. En 
fait, on dénombre un assez grand nombre de cas aussi ne donnerons nous 
qu'un calcul détaillé, les calculs des autres cas employant les mêmes 
techniques. 

On choisit a<; et D.xj$tk <!:lxi ainsi que d<tk. De ces hypothèses, on tire la 

forme du domaine d'intégration. Puisque /:lxj$tk , on a /:uj sin a $tk et donc la 
!:lx. x 

droite T: -tg a coupe le cercle y= -ff. -x2 en deux points x+ et x_ : 

X+=sin a ( l:lxt j cos a± ( 1- (l:lxt i )2 sin2a )112 ) 
- k k 

Toujours des hypothèses sur l:lxj, on voit que x_ est négatif. D'autre part le fait 

que d < tk implique que x+> ~i sin a et!.l.xisina<tk. L'intégrale Jlij s'écrit 

alors: 

2 fsin a JD.xj x t -- 1 
~. = _ _!_ ___ k_ { t~c tg a Argch ( ) dx dy 

ZJ 2n sm a 0 _.....;:__ ~ 
tg a 

D.xi . !lxi x 

f-sznaj---t t t a 1 + 1t 1: g Argch ( ) d.x dy } 
sin a - ,iï -x2 --!Y 2+x2 

On passe maintenant en coordonnées polaires dans chacune des intégrales. Si 

on note ai=-Arccos ( ~i sin a) et ad=± Arccos( ~i sin a), le signe de ad dépend 

de celui de tuj-l:lxicos a de la façon suivante: 

ad>O si l:lxj-l:lxicos a >0 , ad<O sL l:lxj-l:lxicos a <0 

ce changement de variable conduit à: 

~-=-2
1 .t~ {j1 ja2 

1CrArgch(1.)dedr+f
1
(B) r3

rArgch(1.)dedr 
ZJ 1r sm a 0 a- 2 r o a

2 
r 

avec: 

( \ 1C 
(1 B'J2 1 + L r Argch (-)de dr } 
0 aa r 

!:lxi sin a 
r 1 ( e) = -t--'k -co_s_e_ 



Comme la primitive de r Argch ( 1 ) est la fonction r 2Argch (!)-~ , on a: r r 

.Je 1 tf ra 2 1 r=o----.,...,..,...... l'";j = --
4 

-.- {(n-a)+ r 1(e)Argch( -(.o))-v1 -r~(e) de n sl.n a a
2 

r 1 l1 

ft 
- 1 

+ j2 r~(e)Argch( -(.o))-{1 -r~(e) de} 
a3 r2 l1 

n reste donc à calculer l'intégrale de la forme: 

~2 2 1 - c 1= J
81 

r (e)Argch(r(e)>--.Jï -r 2(e) de pour r(e)= cose avec C<1 

Pour e1 et e2 de mêmes signes, on a 

(3-5) 1=[(1+C2 )Arccos( ~ine )+~tgeArgch(coCse)-2CArctg( {è~
2 
~-elY ) ]:2 

6 vî-C2 Sl.n ;: 1 

On introduit les fonctions G1 et G2: 

(3-6) 

2 2 • 2 -t~c(y-x cos a) t1c 
(3-7) G (x,y,d)=-(1+x sl.n a)Arccos( _ )+xsina(y-xcosa)Argch(d) 

dvï-x 2sin2a 

. {i =112/tl 
-2xsl.naArctg( ) (+ 2xsinan siy-xcosa >0) y-xcosa 

On conclut que: 

_.,. = _ _!_ __!L - ) G2 !lxi !lxi G2(6xi !lxi - 2 !lxi 1'";1 4 . {(n a + ( t , t ,d)+ t , t ,d) G ( t ,O,âx'J·>} n sl.n a 1c 1c 1c 1c 1c 

On fait la liste de tous les cas à envisager et des résultats correspondants. 



1 !lxi?.tk , /jxj ~tk 

Dx; . 
Dx+<t"; sz.na 

..Je 1 t~ 1 ÂX· 
l'·:·=---.- {(rr-a)+ G ( =z.)} 

'l 4rr sz.n a tk 

..Je 1 t~ 2 ÂXi ÂXj 2 ÂXj ÂXï 
~'iJ· =--4 -.-{(rr-a)+G (-t-' t ,d)+G ( t ,-t-,d)} 

rr sz.n a k k k k 

-A 1 t~ 1 ÂXï 
1'.:. =---.-{(rr-a)+ G (- )} 

'J 4rr sz.n a tk 

1 t~ Ji:· = -- - . - (rr-a ) 
'l 4rrsz.na 

-A 1 ~ 1 ÂXï 
1'·;

1
·=--

4 
-.-{(rr-a)+G (-t-)} 

• rr sz.n a k 



D suffit de remplacer dans le cas Âxi> t1c ~ ÂXï la 
distance ÂXj par ÂXï et réciproquement dans tous les résultats et cas . 

...A. - _...!... _1_ - 1 ÂXï 1 ÂXj - 2 ÂXï . - 2 ÂX; 
~t·iJ- 4 . {(n a)+ G ( t )+G ( t ) G ( t ,O,âx,) G ( t ,O,âx'J·)} 

n sz.n a 1c 1c 1c 1c 
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Eléments disjoints 
On va distinguer deux grands cas: le cas où les droites portant les deux 

segments rih et rjh sont sécantes et celui où ces droites sont parallèles et non 
confondues. Le cas des droites parallèles confondues est considéré comme le 
cas limite a= 1r des droites sécantes d'angle a. 

Commençons par le cas des droites sécantes non parallèles formant un 
angle a choisi positif: 

(xl-x)(x'2-xi)+(yl-Yi)(y'2-Yi) 
a= Arccos( 1Xl-X;IIY2-X;I ) 

les extrémités de rih étant notéesX1 =Cx1 ,y 1 ) etX2=Cx2,y2) et celles de rjh étant 
Y 1 =(x' 1 ,y' 1 ) et Y 2 = (x'2 ,y '2 ). Le point d'intersection des deux droites est 
désigné par X;=(x; ,y;). 

Soient tkxo et tkYO les distances maximales des extrémités de rih et rjh ' 
respectivement, au point X; : 

(3-8) tkx0=max( IX1-X; 1, IX2-X; 1 )= IXz-X; 1 l= 1 ou 2 

La distance d du point X1 à Y m est: 

d 2 =t~ (x~+ y~ -2 XoYo cos a) 

Soient maintenantXer;hetYe rjh· La longueur IX-YI est donnée par: 

IX-Y1 2= IX-Xz12+ IY-Ym 12+d 2-2IX-XziiY-Ym lcosa-21X-Xzl ( IXz-X; 1 

Puisque X appartient au segment (X1 , X2 ) et Y au segment CY~t Y2 ), on peut 
écrire: 

IX-Xzl =t .6.x; , IY-Y m 1 =t' .6.xj , t, t' e[O, 1] 

On en déduit que: 

IX-YI2= t-2 .6.x[++ (t' )2 .6..xJ-2 tt' .6.x; .6.xjcos a+ 2 t .6.x;Xa +2 t' .6.xjXb +d 2=g2 (t,t') 

où on a noté: 

Xa = -IXz-X; 1 +cos a IY m-X; 1 et Xb= -IY m-X; 1+ IXz-X; 1 cos a 

L'intégrale de base devient alors: 

JI.= --
2
1 .6.x;.6.x;· r r H(tk-g(-r,-r'))Argch( ( tk '))d-rd-r' 

l) 1r 0 0 g T, T 



On fait d'abord le ~hangement de variables= T~i , s'=T' ~i alors 

t~z t~z x xb d 2 
g(s-,s'- )=(s2 + s'2-2ss'cosa +2 s~+2s'-+- )112 

ll:r.; ll:r.j tk tk tf 

En remarquant que: 

on voit que 

g(s ~.,s'!. )=((s-xo)2 +(s'-:Yo )2 -2cosa(s-xoHs'-:Yo))112=h2 (s-xo ,s'-:Yo) 
1 :J 

Donc: 

ÂXi /lx· 
.....k 1 s-t -%o J=:.L_,o 1 
,~~·iJ·= --2 tf ' t, H(1-h(s,s'))Argch(h( '))dsds' 

1t ~ -'Il s,s 
o .ro 

et comme: 
h (s,s')=( (-cos as+s')2+sin2a s2 )112 

on retrouve la forme d'intégrale obtenue dans 1 cas des éléments adjacents: 

flx. ÂX · tt f (-' -:r0) sin a J=.z. -'Y _ _;__ Jl;j = _21 -.-k- t, tl o tg a H(l-·•ly 2+%2 )Argch( -1 )dxdy 
n sz.n a -:r sin a _, _ _;__ v\ï 2+x2 

o o tga J 

Les techniques d'intégration sont alors celles du cas des éléments adjacents. 
Quant au cas où les droites sont confondues, on fait a=n et on obtient: 

d= (xo + Yo) , Xa =Xb=-t~z Cxo + Yo) 

TI est facile de voir que h (s,s')= ls+s' 1 et donc: 
ÂX; ÂXj-d 

Jlii=- 2
1 tf ft; J ~· +% H(1-IYI>Argch( 1.:l )dsds' 
1t 0 --+% L1 

tl 

Cette intégrale rappelle le type d'intégrales du cas des éléments confondus et 
se calculent effectivement de façon analogue. TI nous reste à cal~er J1j pour 
rih et rjh portés par deux droites parallèles non confondues, à la suite de quoi 
nous donnerons une liste détaillée de tous les cas à traiter. 

Soient u1x+v1y=h1 et u2x+v2y=h2 les équations des deux droites portant 
les segments (X1 , X2 ) et ( Y1 , Y2 ) respectivement. Les droites étant parallèles, 
on a: 



On note dist la distance séparant les droites: 

. . h2 hl . u2 
SL V l = 0 dtst = 1- - -1 , SL V l ~ 0 dist = ( 1 + -i )-l/2 

u2 ul vl 

Soit maintenant X0 la distance définie par: 

(3-10) si v1 =0 Xa =min (yl .Y2 )-max (y'1 ,y'2)=yz-y'm 

u 2 u u 2 h h 
Xa =(1+ _.1. )112 [Xz- x'm) + _.1.( 1+ _.1. r l/2 ( ~- _.1.) vi V1 vi v2 V1 

Quelques calculs montrent que X0 est la distance entre le point Y m de la droite 
portant ( Y1 , Y2 ) et le point XM

1
, projection orthogonale de X 1 sur cette même 

droite. Soient x E (Xl' x2 ) et y E ( yl' y2 ), si on note y x la projection 
orthogonale de X sur la droite u2x+v2y=h2 , la distance de X à Y est donnée 

par: 

IX-YI2= IY-Yxl2 +dis~ 

et comme IY-Yx12 =(x0 + IX-Xzl + IY-Y m 1 )2, en changeant d'inconnues 

on a: 

En posant: 

l'intégrale de base s'écrit: 

où on a noté: 
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n est clair que 11j peut s'exprimer sous la forme: 

&l; &li 
1 fdist +XiCJ'Arctg(d. +x) 1 J1

1
·= --2 lSt H(1-r(O)) r 2(8)Argch( (B))dedx 

n XJC ~~ r 

où r(B)= C tl • On détermine ensuite tous les cas de domaine d'intégration et 
COSt7 

on se sert de la formule: 

l 2 --\-[CtgyArgch(cocsy)+Arctg(rc~
2
?'-c~ )+C Arccos( ~inB . )]dy · 

81 cos y sz.ny ~1-c2 

1 c2 · c2 
=[

2 
( 1 2 

)112+C2tg8Arccos( ~z.nB )+2<trB-1)Argch(c~e) 
cos e v1=c1 

-Ct 8Arct.n( {èos
2
~-C2 ) ]82 

:g et c sz.n e e=e1 

où 81 et e2sont deux angles quelconques. 
Nous dressons la liste de tous les cas et tous les résultats pour les éléments 

disjoints. On commence par le cas le plus simple: les deux segments sont sur 
la même droite. La distance d est alors la distance maximale parmi toutes les 
distances joignant les extrémités de rih et rih . On note d0 la distance minimale. 
La fonction f qui apparaît est celle donnée par (3-2) ( éléments confondus). 

!Droites confondues ( a=n) 1 

d 0= '!}~'t.2 1Xi -lj 1 , d=d0+ llxi+llxi , d 1 = llxi+ d0 , d2 = llxi+ d 0 
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On passe maintenant au cas des droites sécantes d'angle a. Avant de 

traiter séparément les cas 0 <a< ; et ~ Sa<n, on introduit des notations 

communes à ces deux cas. On définit les quatres distances liant les points 
extrémités de rih et rjh à partir des distances (3-8) et (3-9) et de x'o= Xo-.6.xi, 
Y'o= Yo-.6.xj: 

d2 = t~(x~+ y~ -2x0yocos a), d~= t~ (x'~+ y'~ -2x'0y'0 cos a) 

d~= t~ (x~+ y'~ -2x0y'ocos a), d~= t~ (x'~+ y~ -2x'0y 0 cos a) 

Les fonctions G1 et G2 étant celles données en (3-6) et (3-7), on pose: 

~=G2(x0,y0 ,d)-G
2(xo.Y'o,d1 ) , J1 =G2(y'o,Xo ,d1)-G

2(y'0,x'0,d0 ) 

J!=G2(x'0,y0 ,d2)-G
2(x'0,y'0,d0 ) , ~=G2(y0,x0 ,d)-G2(y0,x'0,d2) 

Ji=G1(y'0)-G
2(y'0,x'0,d0 ) , J~=G1(y0}-G

2(y0,x'o,d2) , J~=G2(xo.Yo ,d) 

J!=G2(x'o,Yo ,d2) 

Jî=G2(y'0,x0 ,d1) , J~=G2(y0,x0 ,d) , ~=G1(xo)-G2(x0,y'o,d1 ) 

~=G1(x'0 )-G
2(x'o·Y'o,do) 

J~=G1(y'0) , J~=G1(y0) , J~=G1(x0 ) , J;=G1(x'0 ) 

!Droites sécantes.~ Sa<n 

odo?.tk JI: ·=0 ZJ 
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lnroites sécantes, 0 <a<i 

ox'osina~1 ouy'osina~1 

~·=0 l} 

ox'0 sin a< 1 et y'0 sin a< 1 

• x'o-y'0 cos a~O 

~·=0 '1 

• x'o-y'0 cos a<O 

y0 sin a~ 1 

• (x0sina~1)ou (x0 sina<1ety'o-xocos a~O) 

• ( x0 sin a~1) ou ( x0 sin a<1 et y'o-x0 cos a~O ) 

..Je 1 ti 1 1 
1'': ·= ---. -( -J +J ) 

'1 4~ stna 1 s 

y 0 sin a< 1 

• (.x0 sina~1) ou (x0 sina<1 et (y'0 -xocos a) (yo-.x0 cos a) ~0) 
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* x0 sina<1 et (y'0-x0 cos a) (y0-x0 cos a) <0 

2 
.,Je 1 tk 1 1 
JI":·=---.-( -J +J ) 

'1 41r sz.na 1 3 

~-=0 l) 

y 0 sin a< 1 et d?:.tk et x 0 -y0 cos a ?:.0 

y 0 sina<1 et d<tk 

pour ce cas on remplacera x0 par y 0 et réciproquement et x'0 par y'0 dans le cas 
d0 ?:.tk ety'0-x'0 cos a?:.O. 
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(y0sina~1) ou (y0sina<1 et x'0-y0cosa~O) 

Ji:·=_...!._ .tf ( -J3 -JI: ) 
IJ 47r sm a 1 4 

~x0sin a< 1 et y'0-x0 cos a<O 

...Je 1 tf 3 2Jl JI":·=---. -( -J -J + ) 
IJ 4 1r sz.n a 1 4 s 

y 0 sina<1 et x'0 -y0 cosa<O 

•(x0sina~1) ou (x0 sina<1 et (y'0-x0 cos a) (y0-x0cos a) ~0) 

2 
Ji:·=_...!._--!!--( -J3 -JI: +Jl) 

IJ 4n sm a 1 4 2 

• x0 sina<1 et (y'0-x0 cos a) CYo-xocos a) <0 



® d2 <tk 

d~tk 
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~( x0 sin a~l) ou ( x0 sin a<l et (y'0-x0 cos a) (y0-x0 cos a) ~0) 

F': 1 tt 3 T4 3 
11 = - 4;r sin a ( - J 1 - cJ 4 + J 2 ) 

~ x0 sin a<1 et (y'0-x0 cos a) (y0 -x0 cos a) <0 

2 
...Je 1 tk ( J3 J4 J3 1 i4";j=-4;r sin a - 1- 4 + 2+J3) 

d<tk 

2 
...Je - 1 tk 3 T4 T4 3 
i4";j--4;r sin a ( -J1 -cJ 4 +c12+J3) 

® d2 ~tk 

d~tk 

~( y0 sin a ~1) ou ( y0 sin a<1 et (x'0 -yocos a) (x0-y0 cos a)~ 0 ) 

2 
F': ·= _l -!L< -en -J2 +~) 

'J 4;r szn a 1 4 3 

~ y0 sin a<l et (x'0 -y0 cos a) (x0-y0 cos a) <0 

2 

Fi1=-4\ si~ a( -Ji -J~ +J~+J;) 

d<tk 

2 
...Je 1 tk T4 2 2 T4 
14·ii=-4;r sin a( -cJi -J4 +J2+c13) 

® d2 <tk 

d~tk 

...Je 1 t~ 4 T4 3 2 
14Ü=-4;r sin a ( -J 1 -cJ 4 +J2+J3) 

d<tk 

2 

Fi1=- 4
1
;r si~ a( -J1 -J! +~+~) 
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Pour finir on a le cas des droites parallèles non confondues. Alors on note: 

1_ llxj v2_ !lxi vO_ !lxi !lxi 
~-Xa+ tk ,Ao-Xa+ tk ,Ao-Xa+ tk + tk 

Les distances aux quatres extrémités sont données par: 

d2 =dist2+tf~, d~=dist2+tf<Xc!~, d~=dist2+tfCX:~, d~=dist2+tf~>2 

On définit G par: 

G{d,X)=!( 1-(d)2 )lr.z+( !(d)2 _(J_ist)2)Argch(tk )+Xdist Arccos( t~r.X ) 
2 tk 2 tk tk d tk d..fi-02 

!Droites parallèles non confondues 1 

o dist~tk 

~i= -iTC tf(G(do,~)+G(d,Xa )-G(d1 ,X!)-G(d2 ,~)-~iTC+TC[sup(~, 0) 

-sup(X!, O)+inf(~, 0)-in/<Xa ,0)]) 

~j= - 2
1

1C tf( G(d,Xa )-G{dl,X!)-G(d2,~)+TCX! +TC[ in/(~, O).:...inf(Xa ,0) 

- sup ex! ' 0)]) 
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®dl ?:.tk * d2 <tk 

JI:}=- 2
1
1r t~( G{d,Xa }-G(d2, ~ )+1r [ inf(~ , 0)-inj(Xa , 0)]) 

®dl ?:.tk * d2 ?:.tk 

J11= -
2
1
1r t~ C G(d, Xa )-1r inf()(a , 0)) 

Il-=0 l) 

*fi?:. tk et xa < 0 

®d2 ?:.tk et.X:<O 

* d0 ?:. t k et ~ < 0 

Il-=0 lj 

*do ?:.tk et~?:. 0 

--7 dl ?:.tk et x~< 0 

JI·= _ __!_ t~ C 1- C) 1rx?. 
l) 21r a 

--7 dl ?:.tk et x~?:. 0 

JI·= _ __!_ t~ C 1- C)1r ~ï 
l) 21r tk 

--7 dl <tk 

JI:}= -
2
1
1r ti {( 1- C)1r~ + C1rX! -G(d1 ,X~) -1rsup(X!, 0)} 

--7 dl ?:. tk 

J11= -
2
1
1r ti(G(d0 ,~)+1rsup(~, 0)- C1r~) . 

--7 dl <tk 

J11=-
2
1
1r t~( G(d0 , ~ }-G(d1 , X~ }-C~i 1r+ 1r [sup (~ , 0)- sup (X~ , 0)]) 
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ed2 ~th et.A~~O 

* d1 ~t~~ etX~<O 

JI:·=_...!_ tf ( 1- C) tr &ti 
'J 2tr th 

• d1 '2!th etX~~o 

~j= 2
1
tr tf ( 1- C) trXa 

*dt <th 

..Je 1 2 &t,j 1 1 1 
Jf·ij=-

2
1C th {( 1- C)tr th + C trXa -G(d1 , Xa)- 1C sup (Xa , 0)) 

ed2 <t1 

*do <th 

~dl <th 

~j= - 2
1~ tf(G(do,~)-G(d1 ,X!)-G(d2,~}-tr~ + CtrXa+tr[ in/(~ ,0) 

+sup(~ ,0)-sup(X!, 0)]) 

~dl '2!th 

~j= -
2
1tr t~(G(d0 ,~)-G(d2 ,~}-tr~- Ctr~/ +tr[sup(~ ,O)+inf(~ ,0)]) 

~dl <th 

..Je 1 2 1 .,,2 1 ll:r.j 
~'ü= - 2

tr th(-G(d1 ,Xf,)-G(d2,Àa )+CtrXa +( 1-C)tr t, 

-tr[sup(X! ,0)-inf(~ ,0)]) 

~d1 ~th etX! '2!0 

J1j= -
2
1tr tf(-G(d2,X:)-(1- C)trXa +trin/(~ ,0)) 
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Etant donné le grand nombre de cas à considérer, il faudra dans l'avenir 
pour traiter des problèmes plus complexes ( problème dissipatif, obstacle 
tridimensionnel) introduire des formules d'intégration numérique dans l'une 
(ou les deux) intégrales sur rh pour réduire la complexité et le temps de calcul 
des Fk tout en gardant un ordre de précision acceptable. 
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Résultats numériques 

On teste la stabilité et la convergence des trois schémas décrits dans le 
chapitre I. Pour valider nos résultats, on a utilisé le résultat d'amplitude 
limite donné dans la partie A, chapitre I de ce travail: en envoyant sur le 
cylindre une onde plane harmonique en temps, on récupère l'onde diffractée, 
solution de l'équation de Helmholtz hors de l'obstacle. Ainsi on a pu comparer 
les résultats de notre code EOLE d'équations intégrales espace-temps et ceux du 
code BENOU 2D développé au CEA-CESTA, mettant en oeuvre une méthode 
d'équations intégrales en régime harmonique. 

1-Mise en oeuvre numérique 

On donne quelques précisions sur la construction du programme et sur ce 
qu'il calcule exactement. 

1·1. Construction du code 

La partie principale du code consiste en la résolution du système 
matriciel: 

pour trouver les inconnues A k , k variant de 0 à nt où nt est l'entier 
correspondant au temps t" = nt t:J où l'on veut arrêter les calculs. Chaque 

t 

vecteur Ak est de dimension N où N est le nombre d'éléments du maillage du 
contour r. Les matrices M k sont carrées réelles symétriques de dimension 
NxN. La connaissance des vecteurs A 0

, A1
, ••• , A"r permet de déterminer les 
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courants jusqu'au temps (nt +1).1!. La matrice M 0 étant, quelque soit le 

schéma, ( on a renommé M 0 la matrice M 1 du schéma II\-II\ ) définie positive, 

on utilise la méthode de Cholesky L Lt pour "inverser" cette matrice. Pour 

obtenir une matrice M 0 très creuse, dans le cas où le contour r est un cercle, 

on a introduit le rapport: 

c llt 
a= !lx 

où c est la vitesse de la lumière dans le vide (c= 3. 108 m /s ). Si ce rapport est 
plus petit que 1, on voit que lorsque rest un cercle ( ou un carré, une ellipse ou 
toute autre forme simple avec !lx assez petit) la matrice M 0 est de la forme: 

(1-1) 

* * 0 0 * 
* * * 0 

* * * 
* * * 

0 * * * 
* 0 * * 

où les seuls éléments non nuls sont représentés par une étoile, ceci quand on 
numérote les morceaux de courbe dans le sens de l'abscisse curviligne 
croissante ( ou décroissante ). TI suffit alors de stocker trois vecteurs (la 
matrice étant symétrique) soit N+(N-1)+ (N-2) inconnues. L'inversion par 
une méthode de Cholesky profil est alors très rapide. Bien sûr, dans le cas d'un 
contour quelconque, la matrice M 0 peut très bien ne plus être de la forme (1-1) 

et en particulier être beaucoup plus pleine. A priori le réel a n'est pas 
forcément plus petit que 1. On verra par la suite le rôle joué par a. 

En ce qui concerne les matrices M k, k~ 1, on voit qu'à chaque étape n, on a 

besoin de connaître n matrices. Au total, pour calculer le courant juqu'au 
temps (nt +1)/lt, il nous faut conserver nt matrices. Sachant que toutes ces 

t . t ét . d ' . N N+1 ' 1 s· l' ma nees son sym nques, on gar e en memo1re ntx x-
2

- ree s. 1 on 

veut éviter de stocker les nt "demi"-matrices, on peut les calculer à chaque pas 

de temps. Cette méthode s'avère très onéreuse en temps losqu'il s'agit de 

calculer la SER ( surface équivalente radar ) pour un balayage en fréquences : 
on résoud alors le système ma tri ciel n 1 fois où n 1 est le nombre de fréquences 

d'où n1 x(nt+ nt -1+ ... + 2+1) matrices à calculer! 

Au contraire de ce qui se passe en dimension trois, on ne sait pas dire où 
sont les éléments non nuls des matrices M k • En 3D on pourra se reporter à [13] 
pour trouver un stockage optimal des matrices M k. 
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Quelques développements asymptotiques nous permettent de voir que pour 

k grand, la matrice M k a un terme dominant en i pour les schémas Il\ -Il\ et 

JP0-1l\ et en 1
2 

pour le schéma JP0-JP0• Une façon de réduire le nombre de réels 
k 

M7i, k=O, .•• , nt à stocker est de dire que pour k grand, M le= O. Si cette méthode 
semble fournir des résultats convaincants pour le schéma JP0-JP0 , elle est 

nettement moins bonne pour les deux autres schémas puisqu'en général 
l'entier ka tel que l'on puisse prendre M leo = 0 est supérieur à l'entier nt 

correspondant au temps d'arrêt du calcul. 

1-2. Calcul des inconnues 

On rappelle que le calcul des vecteurs A le nous permet de reconstruire le 
courant approché p défini par: 

p (t,x)=-~:11 (t,x) pour x er(ou rh) tt> 0 

où ez est la composante suivant l'axe du cylindre Oz du champ électrique 
diffracté total. Le courant électrique j calculé en électromagnétidme est relié à 
p apr la relation: 

j(t,x)=-l J' p(t,x)dt 
J.L 0 

où J.L désigne la perméabilité du vide. On explicite pour chaque schéma le lien 
entre les A k= (at a~, ... , a!r )' et ces courants: 

oSchémas 1P o-IP 1 ou 1P 1-JP 1 :pour x E ri ( ou rih ) et tE [tn t tn+1 ] 

11-l 

p (t,x)=M L aj + aj (t- tn) 
•-o 

oSchéma 1P o-IP 0: pour x E ri ( ou rih ) et tE] tn t tn+l ] 

p(t,x)=aj 

1 11-l 

j(t,x)=-J.L (6t L aj + aj (t- tn)) 
h•O 
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En dimension deux, la SER ( surface équivalente radar ) est donnée par la 

formule: 

. 2" f av s (k u u')=!:... (-l )112 e-iku'.x (-z +ik u'. n v ) dy(x) 
' ' 4 1r k r an z 

où k est le nombre d'onde, u la direction d'incidence et u' celle d'observation. 
L'onde diffractée Vz est solution du problème harmonique: 

{
(.1+k2)vz=O dansO. 
v =-eiku.x surr z 

et vérifie la condition de radiation de Sommerfeld à l'infini. On a: 

e ikr -ikr 
vz(re)=Tr s (k,u,-8)+of--:r,:-) quand r~ +oo 

Le principe d'amplitude limite démontré dans la partie A reste pertinent en 
dimension deux: ainsi si on calcule pour un temps t assez grand l'onde 
diffractée solution de: 

{ 
ca~-c2 .1)Ez=O dans O. 
Ez=-e-iCJ>teiku.xY(x.u-ct) surr 
Ez(t,.)=O t$;0 

où ro =k c est la pulsation et on a supposé quà l'instant t= 0 l'onde incidente 
touche l'obstacle. Alors on a: 

e iCJ>t Ez (t,x) ""Vz pour t grand 

ce qui nous donne un procédé de calcul de laSER par une méthode dépendant 
du temps: 

i 2i 112 f . .k . a E s(k u u')=-(-) e'CJ>te-' u.x(~t,x)+iku'. nE (t,x))dy(x) 
1 1 4 nk r an z 

soit en fonction du courant p: 

i 2i f . . . . 
(1-2) s(k u u')=--(-)112 e-'ku.x(e'CJ>tp(t,x)+ik(u+u').ne'ku.x)dy(x) 

' ' 4 nk r 
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2-Tests numériques 

On présente maintenant quelques résultats numériques obtenus en 
utilisant les trois schémas construits au chapitre précédent. On considère 
plusieurs ondes incidentes et différentes formes simples ( cercle, carré, ellipse) 
de contour r. 

2-1. Choix de l'onde incidente 

Jusqu'ici nous n'avons pas fait de restriction sur le champ incidentE~ 
excepté qu'il atteint l'obstacle en t =O. Dans ce qui suit, nous choisissons 
uniquement des ondes planes, se propageant dans la direction des x négatifs. 
Deux cas d'ondes incidentes sont traités: E~ est une oscillation entretenue, 
auquel cas l'onde diffractée ( temporelle) est liée à celle solution du problème 
harmonique, E~ est une impulsion. Si on note x 0 le point de l'axe des x 
appartenant à r , l'onde E~ est de la forme: 

E~ (t, x)= /(t-(x-x0 )le) 

Onde Plane harmonique 
On va choisir trois régularité d'ondes harmoniques: la fonction fest 

d'ordre e0 , e1 ou e2 • 

onde e0 : la fonction f s'écrit 

0, tSO 

/(t) = -isinrot, te[O, :1 
• 1C 

e-&CAJt t~-
' co 

Dans les deux autres cas, on a: 
/(t)= x<t)e-iOJt 

avec z(t)=O pour t SO et dans le cas de l'onde e 1 : 

{
2
1 [sinro(t-

2
tr )+1] ,te[O,~] 

xU>= ro ro 
1 t~.!. 

' co 
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tandis que pour l'onde t?2 ona : 

.!.[sinCù(t-~)+1]+Cù!sinCù(t-~) te[O ~] 
4 2Cù 8 (ù ' ' (ù 

-v(t)-- 1[. ( 31r) 3] (21r )(ù. ( 1r) [1r 21r ,.. 4 SLnCùt- 2Cù + + w--t BSLnCùt-Cù ,te Cù'W] 

1t~ 2 1r 
(ù 

On verra que la régularité t?2 donnera les meilleurs résultats. L'onde 
diffractée Ez(t,x) est bien évidemment un complexe. 

Impulsion 
Ce que nous appelons impulsion est une onde plane sinusoïdale sur une 

période: 

(2-1) 
{ 

21r 
j(t)= 1-cos Cùt , te [0, co] 

0 ailleurs 

L'onde incidente ayant un support compact en un point donné, on s'attend à ce 
que, pour t ~ oo l'amplitude de l'onde diffractée donc du courant tende vers O. 

2-2. Présentation et commentaires des tests numériques 

Dans un premier temps, on va s'intéresser aux schémas construits en 
conservant le contour r. Ceci nous permet de tirer les conclusions sur chacun 
des trois schémas. En particulier, la méthode IP0-IP0 s'avère être la meilleure 
des trois méthodes en ce sens qu'elle fournit d'aussi bons résultats que les 
autres, qu'elle est plus stable et plus rapide. La validité de l'approximation de 
r sera donc testée sur le seul schéma IP0-IP0 pour trois géométries 
représentatives: un cylindre circulaire, un cylindre de bas carré et un cylindre 
elliptique. Pour finir, on donne quelques résultats de SER. 

Nous montrerons trois types de sorties graphiques: des courbes retraçant 
l'évolution du courant j en des points du contour ( aux points éclairé et caché, 
correspondants au point d'impact de l'onde incidente et à son point opposé ) , 
des courbes représentant j sur r à un temps fixé et des courbes donnant la 
SER en "backscattering" ( c'est-à-dire quand le point d'observation est aussi 
celui d'où est partie l'onde incidente ) en fonction de la fréquence. 
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Contour exact: le cercle 

Dans les cas tests qui suivent, le cercle de rayon lmètre est centré en 
l'origine et maillé en 40 éléments. L'abscisse curviligne croissante est décrite 
dans le sens des aiguilles d'une montre (figure 6 ). 

y 

s=n 

-Figure 6-

On envoie sur le cylindre une onde harmonique de régularité e1 et on 
compare le module du courant calculé par chaque schéma avec celui donné 
par le code BENOU pour la fréquence f=21rklc= 150 mégahertz (figure 7). Le 
temps d'arrêt des calculs pour tous les schémas est égal à 20 nanosecondes, 
soit environ 6 fois le rayon du cercle divisé par la vitesse de la lumière c et le 
pas de temps llt a été choisi comme étant la moitié (a=0,5) de celui d'espace. 
Quelque soit le schéma, les plus grandes erreurs se situe aux voisinages du 
point d'impact et de son point radialement opposé soit au environ de l'abscisse 

curviligne s=~ et s=
3
:, soit encore là où il y a la plus forte amplitude. Ce 

phénomène est très accentué dans le cas du schéma lf\-lf\ alors qu'il reste 

acceptable pour les deux autres schémas. Si l'on regarde les courbes 
d'évolution en temps dans la partie éclairé et la partie caché ( figure 8 ), on 
constate que le régime harmonique s'établit très vite et on vérifie que c'est avec 

la bonne période ( T= 21r -7 ns ). 
(J) 

On choisit l'onde incidente impulsion avec la même fréquence pour un 
premier test de stabilité. On regarde alors le courant au point d'impact de 
l'onde en fonction du temps. Si toutes les courbes coïncident jusqu'à environ 20 



ns, il n'en est pas de même après: le courant calculé par le schéma If\-If\ 
quand t devient grand devient négatif et s'éloigne de zéro, le schéma IPo-lf\ 

donne des oscillations à partir de 30 ns tandis que le schéma IP0-IP0 a le 

comportement attendu. Outre sa plus grande stabilité, le schéma IP0-IP0 est le 

plus rapide: en effet le noyau des intégrales F k est le plus simple comparé à 

ceux des intégrales des deux autres schémas et donc il y a moins d'erreurs 

numériques à chaque étape de temps. Ceci peut aussi expliquer la différence 

de stabilité entre les trois schémas. De plus, on rappelle qu'on a eu recours à 
une étape de condensation dans la construction du schéma IP1-IP1 : de là 

découlent sans doute ses moins bonnes performances par rapport aux autres 
schémas. 

A partir de maintenant, on se limite à faire des tests sue le meilleur des 
trois schémas i.e le schéma lP 0-IP 0• On rappelle la forme du second membre 

contenant l'onde incidente de la formulation variationnelle espace-temps après 

discrétisation en espace et en temps: 

f tn+l J h . 
epi (x)atE~ (t, x)dy (x) dt 

tn r 

On voit qu'en intégrant en temps, il n'apparaît plus de dérivée en temps de E~: 
on peut donc essayer de prendre l'onde incidente t?0 en temps. Ce qu'on fait 
avec l'onde harmonique. L'évolution du courant induit par cette onde t?0 est 
donnée par la figure 10. Si au niveau du point éclairé les ennuis 
n'apparaissent qu'au bout de t= 15 ns, ils sont de suite visibles au point caché. 
Ceci se confirme en regardant en t = 20 ns les parties imaginaire et réelles du 
courant en fonction de l'abscisse curviligne ( figure 11 ): par rapport aux 
résultats obtenus quand la régularité de l'onde est t? 1 ou t?2 , les écarts sont 
importants surtout près du point d'impact dans la zone éclairé et dans la 
majeure partie de la zone cachée. De même si l'on compare l'onde harmonique 
t?1 à celle ayant une régularité t?2 ( figure 12 ), on voit que la plus régulière 
donne de meilleurs résultats. On choisira donc pour les tests suivants l'onde 
harmonique t?2. 

On a vu précédemment que pour gagner de la place mémoire, on pouvait 
annuler les matrices Mk apparaissant dans le schéma IP0-IP0 à partir d'un 
certain entier ka. Si on choisit ce ka tros petit il est évident que le schéma ainsi 
"tronqué" va mal se comporter. Différents essais nous ont appris que pour ka 
tel que cka M-5p=5 les résultats obtenus restaient très bons ( figure 13 ). 
Dorénavant on tronquera la suite des matrices Mk. 
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Contour approché 

On teste d'abord la validité de l'approximation du contour r dans le cas où 
celui-ci est un cercle. On compare le courant calculé par le schéma 1P0-1P0 avec 
approximation avec celui calculé avec ce même schéma sans approximation 
dans le cas d'une onde harmonique et lorsque l'onde incidente est une 
impulsion. La courbe de j au point d'incidence en fonction du temps aussi bien 
que celle du module du courant en fonction de la position sur le cercle ( fig.14 ) 
prouvent la validité de l'approximation de r. 

Dans la figure suivante, on présente les courbes comparatives sur le 
module du courant entre notre code et le code BENOU pour plusieurs 
géométries ( cercle, carré, ellipse). On constate que, dans les trois cas, les 
résultats sont satisfaisants. Les "pics" apparaissant dans le cas du carré 
correspondent aux coins de ce carré: le courant devient infini aux coins. Nous 
rappelons que la discrétisation en espace a été faite par éléments finis 1P0 , celle 
du code BE~OU est faite par éléments finis 1P1: nous trouvons donc des valeurs 
sur un morceau de courbe tandis que BENOU donne le courant en des points: 
cela explique la différence entre la hauteur des pics. 

On regarde l'influence du choix du rapport a pour le schéma 1P0-1P0 • Le 
choix de a détermine le pas de temps Ât, le pas en espace étant fixé en fonction 
de la longueur d'onde de l'onde incidente. 

Pour une fréquence de 150 mhz, les résultats obtenus dans le cas d'un 
cercle maillé en 40 éléments ( figure 16 ) sont meilleurs pour aS 1que pour 
a> 1. L'explication à ceci est que pour a=2, le pas de temps est un peu trop 
grand pour détecter aussi bien que dans le cas aS 1 le phénomène périodique. 
Constation qui se vérifie si on fait varier le nombre d'éléments du maillage 
(figure 17 ). Pour un maillage en ).../ 5 ( À. est la longueur d'onde ) soit 2 0 
éléments de courbe, on prend une valeur du paramètre a deux fois plus petite 
que celle pour un maillage en )../10. Les courbes représentant les modules des 
courants correspondants à ces deux valeurs de a sont quasiment identiques. 
Inversement si on raffine le maillage ( 60 éléments ) on peut se permettre de 
prendre a plus grand et constater que l'erreur entre le cas 40 éléments et 60 
éléments est à première vue indétectable. Pour finir avec cette fréquence, on a 
poussé les calculs jusqu'au temps 60 ns pour voir si des instabilités 
apparaissaient avec a=2 tout en gardant un pas de temps raisonnable. La 
comparaison du module du courant en t=20 ns avec celui en t=60 ns nous 
amène à cette conclusion: en choisissant un pas de temps convenable par 
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rapport au phénomène temporel qu'on veut observer, le schéma est stable 
même pour a=2. 

On veut vérifier cette dernière assertion pour des fréquences plus élevées. 
On considère cette fois-ci l'onde incidente plane (2-1) rencontrant un cylindre 
circulaire ( toujours de rayon 1 rn ). Pour un même maillage de 72 éléments 
(critère en )../6 environ ), on choisit différentes valeurs de a et on regarde le 
courant induit au point d'impact ( figure 18 ). En prenant a de plus en plus 
petit, on lisse les courbes à partir de 2 ns environ. Pour a= 2, la mauvaise 
restitution du "pic" est due au pas de temps trop grand. En ne conservant que 
les courbes a= 1 et a=0,5, on ne voit pas apparaître d'instabilités jusqu'à 12 
fois le rayon de l'obstacle. 

On calcule la surface équivalente radar ( SER ) du cylindre circulaire 
infini considéré ci-dessus par la méthode "d'amplitude limite" rappelée dans 
le paragraphe 1. On choisit plus particulièrement de calculer la quantité 

a(k,u, u')=2rr 1 s(k,u, u') 12 avec u'=- u 

qui s'exprime en m 2. On compare comme précédemment les résultats du code 
EOLE à ceux du code BENOU . Le cercle est d'abord découpé en 72 éléments pour 
le code EOLE, en 200 éléments pour le codeBENOU . On fait varier la fréquence 
de 100 à 600 mhz. Les courbes de la figure 19 donnent 

10log10(a(k,u,-u)) ( endbm2 ) 

en fonction de la fréquence f= kc /2rr. 

Le premier test consiste à prendre deux valeurs de a: a= let a=0,5. La 
valeur a= 1 donne de mauvais résultats ( plus grande erreur de l'ordre de 1 
dbm2 ): le cercle n'est pas assez maillé et le pas de temps est trop important 
pour observer de façon suffisamment précise le comportement harmonique du 
courant. En prenant a=0,5, on améliore nettement les résultats et si de plus on 
raffine le maillage ( de 72 éléments à 88 éléments ), on obtient des résulatats 
satisfaisants. Pour faire mieux encore il faudrait continuer à raffiner le 
maillage sans forcément aller jusqu'au critère )../10 ( critère optimal pour 
avoir de bons résultats), la compensation venant alors du choix de a petit. 

Les matrices du schéma étant indépendantes de la fréquence et de l'angle 
d'incidence, elles ne sont calculées qu'une fois lors d'un balayage en fréquence 
ou en angles d'incidence. Seule reste l'étape de résolution des systèmes: 

An= ( M 0 )-1S n , n~O 

puisque le second membre Sn dépend de le fréquence et de l'angle d'incidence. 
Ainsi le temps de calcul pour un balayage fréquentiel n'est pas trop important: 



il est de l'ordre de 15 minutes ( temps cpu ) pour l'exemple des 10 fréquences 
ci-dessus. 

La seconde méthode de calcul de la SER par une approche dépendant du 
temps consiste à tirer partie de la représentation intégrale du noyau de 
diffraction (1-2). On calcule l'onde diffractée pour l'onde incidente tp (t-(x-x0)/c) 
approchant ô(t-(x-x0 )/c) avec: 

tp(t)={ :n(l-cosmt), te[O, 
2
:] 

0 ailleurs 

puis on prend la transformée de Fourier du courant p calculé par le schéma 
IP0-IP0 • Ainsi on peut calculer laSER de rétrodiffusion u(k,u, -u) par: 

2n 1 s (k, u,-u) 1 ~2n 1 ~ c;~ )112 Jr eiku.% p(kc,x) dy(x)l 2 

Un avantage de cette méthode est le gain de temps de calcul. Le tableau ci­
dessous présente les tests que nous avons effectués pour quelques fréquences 
avec un maillage de 88 éléments. La comparaison avec le code BENOU se révèle 
encourageante. 

fréquence ( MHZ ) BEN OU EOLE 
100 5,3210 5,327 7 
150 5,1580 5,156 9 

250 5,0500 3 5,025 
:m 5,0280 4,953 7 
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CONCLUSION 

Nous avons construit, à partir de la formulation variationnelle espace­
temps du système de Maxwell en dimension deux d'espace, trois schémas 
numériques calculant le courant électrique. Grâce aux expériences 
numériques nous avons constaté que parmi ces schémas, le schéma lP0-IP0 

établi avec les régularités minimales en temps aussi bien pour le courant que 
pour la fonction test donne les meilleurs résultats. 

Des tests numériques plus poussés, en particulier avec des fréquences 
plus élevées, nous permettrons de valider plus complétement ce schéma. 
Ainsi on espère obtenir des résultats convaincants de SER par une méthode 
d'impulsion brève. 



ANNEXE 
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On démontre dans cette annexe les théorèmes qui nous ont permis, dans 
la partie B, de montrer que la matrice M 0 était définie positive. 

THEOREME Al: Soient r une variété eoo, compacte, sans bord de 
dimension deux et f,g deux fonctions de L2 CD. Alors 

:_.JJ [(x)g~) dy(x)dy(y)=CkJr f(x)g(x)dy(x)+O(s) , k= -1,0, 1 
s- ·· rxr /lx-yi <s lx-y 1 

où C1 = 21r, C0 = 1r, c_l -;. 

La preuve de ce théorème se fait en trois étapes. On ne fera la 
démonstration que dans le cas où k = 1, les démonstrations dans les autres cas 
étant similaires. 

LEMME Al-1: Il existe Co>O et So> 0 tel que pour tout x der et sdans ]O,so], 
on a: 

J - 1
-d (y)<C s 

yer/lx-:YI <s lx-yi y - 0 

Preuve du lemme Al-1 
Puisque r est une variété régulière compacte, elle admet un atlas régulier 

fini ( Oi, fl'i, Ui )lsisN OÙ Oi est un ouvert de JR.3 
, Ui un voisinage ouvert de 0 

dans JR.3 et fl'i un difféomorphisme de ui sur oi tel que: 

fl'ï (Uin{z3=0})c Oinr où z=(z1 ,z2 ,z3 ) 

ui n uj = 0 ~ fl'i 1 0 fl'j est un difféomorphisme de ui n ~dans lui-même 

Le lemme de recouvrement de Lebesgue assure qu'il existe s0 > 0 tel que: 

'v'xer, 3ie{l, ... ,N} /'v'yer, lx-yl<s0 ~yeOi 

On écrit pour se]O,s0 ] etx=q>i (z'0 ,0): 

J _1_ d (y)= J Fi(z') dz' 
yer/lx-yl <s lx-yi y z'e1R.2/Icp;(z'0 , 0 )-cp; (z', 0 )1 <S lfl'ï (z~, 0 )-q>i (z', 0 )1 

où lFi(z')lSM pourtoutie{l, ... ,N} ettout(z',O)eUin{z3 =0}. D'autre part, 
fl'i 1 est un difféomorphisme de oi sur ui donc: 
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Finalement, on en déduit la majoration: 

f - 1-dy(y)SMM'f . ,1 
. dz' =2rcMM'2s 

yerflx-yl<s Jx--yJ lz'-z0 I<M's lz -z0 1 

LEMME A1-2: Il existe C1 >0 tel que pour tout sdans ]O,s0]: 

a !fyerflx-yl<s ~~~ dy(y) ~L2<nsct ~g ~L2<n 

Preuve du lemme A1-2 
On a: 

11 f ~ dy(y) 12 s.!_ f lg(y)l
2 
dy(y) f - 1- d (y) 

s yer/lx-yl<s lx-yi S
2 yerllx-yl<s lx-yi yerflx-yl<s lx-yJ r 

Le lemme A1-1 nous donne alors: 

1! f ~ d y(y) 12 sc 0 f Jg(y)l2 d y(y) 
s yer/j.x-yl<s lx-yi s yer/j.x-yj<s lx-yj 

Donc en passant à la norme L 2 (r) et en utilisant une nouvelle fois le lemme 
A1-1, on conclut à: 

!J .cM_ d (y) 1 <Co f 1 (y) I2<J - 1- d ( )d 
OS yerflx-yl<s Jx--yj y L2 <n- S yer g xerflx-yl<s lx-yi y x) y(y) 

sc~ ~g ~12<n 

LEMME A1-3: Pour tout x der, on a quand s-70 

1 J 1 d (y)---+ 2rc s yernx-yl<s -,x--y-1 r 

Preuve du lemme A1-3 
On choisit à nouveau l'atlas défini dans le lemme A1-l. On a vu que: 

1= J _1_dy(y)= J . , , Fi(z') , dz' 
yer/l.x-yl<s lx-yi z'eiR.2/Icpi(z 0 ,0)-cpi(z ,O)I<s Jq>i(Z 0 ,0)-q>i(z ,0)1 

On posez'=z~+sÇ, ÇelR2 x{O}. Alors l'intégrale précédente devient: 
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= J Fi(z~+s Ç)s
2 

dÇ 1 
ÇelR2x{Ol/lq>;Cz'0 , 0 )-.,; (z~+s Ç, 0 )1 <s l'Pi ( z~, 0)-q>; (z~ +s ~. 0 >1 

Pour Ç fixé, on a: 

et 

Soient les ensembles suivants: 

E+={ÇeiR2 x{O}/IDrp;(z'0 ,0LÇ 1>1} 

E_=(ÇelR2 x(O}/IDrpi(z'0 ,0).Ç 1<1} 

E 0 ={ÇelR2 x{O}/IDq>;(z'0 ,0).Ç 1=1} 

Puisque 'Pi est un difféomorphisme, l'application linéaire de IR3 sur IR3 

Dq>i (z~, 0) est bijective. Si on note T" le plan tangent à r en x0 ( espace vectoriel 
0 

de dimension 2) alors E 0 = [Dq>i(z~,o)r 1 /T et donc E 0 est négligeable dans 
"o 

(IR2 ,dÇ). De plus pour Ç eE±, on a: 

Ilt lq>; (z~, O )-q>; (z~+s Ç, O )1 <s) (Ç) ...... o IlE_ (Ç) 

où Il désigne la fonction caractéristique.Donc pour presque tout Ç e IR2 x (0}, la 
fonction: 

converge simplement quand s-+ 0 vers la fonction: 

Fi(z~) 

Comme on a la majoration: 

1 
F,·(z0' +s ~)s s 

----------___,;~;,...._-- 1 SM • . SM M' 
l'Pi (z~, 0)4J'i (z~+s Ç, 0 )1 l'Pi <zo, 0)-(J); (z0 +s Ç, 0 )1 

et 1 'inclusion: 

{ Ç elR2 x (0} Il 'Pi (z'0 , 0)-q>; (z~+s Ç,O )1} c ( Ç eiR2 x (0} /IÇI SM'} =compact 

le théorème de la convergence dominée assure que 
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1J 1 - -dy(y) G(x) s y er 1 lx-y 1 < s lx-y 1 s-+0 

avec: 

Pour calculer G(x), on va choisir une carte locale particulière, le résultat étant 
intrinsèque. On peut prendre: 

cpi(z',za)=(z',j(z')+z3 ) avec f:IR2 >--+ IR 

alors : 

Donc 

G(x)= (1+ 1 V j(z~) 12) 112 f 1 
dl; 

~eiR?x (Ol/1~1 2+ IV j(z'0 ). ~1 2< 1 (Il; 12+1 V f(z~ ).!; 12>112 

Soit u= V j(z~ ). Comme l'intégrale ci-dessus est invariante par rotation ie 

G(x)=lu=IA'u où A est une matrice de rotation 

on choisit u= (lui, 0) d'où on a: 

lu= ..J1+ lul 2 J 1 
dl; dl; 

(l+lul2)~~+~~<1 ((1+1ul2)l;I+l;~)I/2 1 2 

En faisant les deux changements de variables successsifs: 

X1= ..J1+Iul2 !;1 ,X2=!;2 etX1 =rcos() ,X2=rsin6 

on trouve: 

f 1 J21r G(x) = l = d e = 2 rr 
u 0 0 

Preuve du théorème A 1 

On évalue l'intégrale 

.! fJ f(x)g(y) dy(x)dy(y)=l , f ,geL2 (r) 
s rxrllx-yl<s lx-yi 

Soit h e~00
(r) alors on décompose 1 en trois parties: 
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1 =!JI f{x)h(x) dy(x)dy(y)+.! JI ftx)(h(y}-h(:x)) dy(x)dy(y) 
s rxrllx-:YI<s lx-yi s r><r/lx-:YI<s lx-yi 

+.! JJ /(x)(g(y}-h(y)) dy(x)dy(y) 
s rxrllx-:YI<s lx-yi 

soit encore: 

0 I=2nJr /(x)g(x)dy(x)+2nJr ft:x)(h(x}-g(x))dy(x) 

J 1 J 0 

1 + r /(x)h(x)(- r/1 1 -1 -1 dy(y)-2n )dy(x) s ye X-:Y <s x-y 

+! Jr ftx)(Jix-:YI<s h~~fx) dy(x))dy(y) 

+ 1 J fCx>cJ g(y}-h(y) dy(x))dy(y) 
s r lx-:YI<s lx-yi 

Soit e>O donné, on choisit hetf00(r) telle que 

lg-h IL2<nse/( 4max(2n, cl) lgiL2<n) 

On en déduit que, pour se]O,sd avec s1 suffisamment petit: 

Il- 2n Jr /(x)g(x)dy(x) 1 Se 

~ 

On passe maintenant au cas où r est une variété compacte, sans bord, de 
dimension 1. Alors on démontre de façon analogue à la dimension 2 les 
lemmes et théorèmes suivants: 

LEMME A2-1: Il existe C0>0 et so> 0 tel que pour tout x der et sdans ]O,so], 
on a: 

J Argch(-
1 

8 l )dy(y)SC0 s 
y er llx-:YI < s x-y 

LEMME A1-3: Pour tout x ck r, on a quand s--tO 

! Jyer/jx-yj<s Argch(-lx-~-1 )dy(y)----+ 
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D'où le théorème: 

THEOREME A2: Soient r une variété ~oo, compacte, sans bord de 
dimension un et f,g deux fonctions de L 2 en. Alors 

!JJ fex)g(y)Argche-
1 

s l)dyex)dy(y)=nJ fex)gex)dyex)+Oes) 
S rxr/l.r-yl <S X-y r 

De même on peut énoncer les: 

THEOREME A3: Soient r une variété ~oo, compacte, sans bord de 
dimension un et f,g deux fonctions deL 2 en. Alors 

1
3Jf fex)g(y) lx-yl2 Argche-

1 

s l) dyex)dy(y)=
6
n J fex)gex)dyex)+Oes) 

s rxr/l.r-yl<s x-y r 

THEOREME A4: Soient r une variété ~oo, compacte, sans bord de 
dimension un et f,g deux fonctions de L 2 er). Alors 

1
2Jf fex)g(y)(s 2 -lx-yi2 )112 dyex)dy(y)=2n J fex)gex)dyex)+Oes) 

s IXr/l.r-yl<s r 
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