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Résumé

Soit k un corps ultramétrique complet, L une extension galoisienne finie mo-
dérément ramifiée de k et X un espace k-analytique. Nous montrons que X est
isomorphe à un k-polydisque fermé (resp. une k-dentelle) si et seulement si XL est
isomorphe à un L-polydisque fermé (resp. une L-dentelle) sur lequel l’action de
Gal(L/k) est raisonnable. Nous montrons que X est isomorphe à un k-bidisque
fermé si et seulement si XL est isomorphe à un L-bidisque fermé.

Dans le cadre de l’algèbre graduée : on calcule le premier ensemble pointé de
cohomologie du groupe linéaire et des automorphismes du plan.

Mots-clés

Ramification modérée, espaces de Berkovich, polydisques fermés, bidisques fermés,
polycouronnes, dentelles, algèbre graduée, automorphismes du plan, Hilbert 90.
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Tamely Ramified Forms
of Closed Polydiscs and Laces

Abstract

Let k be a complete non-Archimedean field, L a finite tamely ramified galoisian
extension of k and X a k-analytic space. We show that X is isomorphic to a closed
k-polydisc (resp. a k-lace) if and only if XL is isomorphic to a closed L-polydisc
(resp. a L-lace) on which the action of Gal(L/k) is reasonable. We show that X is
isomorphic to a closed k-bidisc if and only if XL is isomorphic to a closed k-bidisc.

In the formalism of graduated algebra : we calculate the first pointed coho-
mology set of the general linear group and of the automorphisms of the plane.

Keywords

Tame ramification, Berkovich spaces, closed polydiscs, closed bidiscs, polyannuli,
laces, graded algebra, automorphisms of the plane, Hilbert 90.
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Introduction

Plût au ciel que le lecteur, enhardi et
devenu momentanément féroce comme
ce qu’il lit, trouve, sans se désorienter,
son chemin abrupt et sauvage. . .

Comte de Lautréamont,
Les Chants de Maldoror

Dans toute cette introduction k désigne un corps ultramétrique complet (nous
autorisons les valuations triviales). Quand nous parlerons d’espaces k-analytiques
nous les entendrons toujours au sens de Berkovich [Ber90 ; Ber93].

Soit X un espace k-analytique. Antoine Ducros a montré dans [Duc13] que s’il
existe une extension finie, séparable et modérément ramifiée L de k telle que XL

soit isomorphe à un L-polydisque ouvert, l’espace X lui-même est alors isomorphe
à un k-polydisque ouvert. Tobias Schmidt a montré dans [Sch15] que s’il existe
une extension finie, galoisienne et modérément ramifiée L de k telle que XL soit
isomorphe à un L-disque fermé, l’espace X lui-même est alors isomorphe à un
L-disque fermé.

Nous étendons ces résultats à une classe plus large d’objets.

Motivations.
Le théorème de réduction semi-stable se traduit dans le formalisme de Ber-

kovich en un « découpage » des courbes analytiques en formes galoisiennes de
disques et de couronnes, appelé triangulation dans [Duc]. On peut espérer qu’étu-
dier ces formes aide à mieux comprendre les courbes analytiques et que l’étude
d’analogues en dimension supérieure aide à mieux comprendre les espaces analy-
tiques.

Plus généralement, étudier les formes d’objets abstraits définis sur un corps
de base qui après extension des scalaires se réalisent en objets élémentaires ap-
porte souvent de l’information de nature arithmétique sur le corps de base. On
peut penser au rôle important dans la théorie des corps de classe du groupe de
Bauer, qui classifie variétés de Severi-Brauer, c’est-à-dire les variétés algébriques
qui deviennent isomorphes à l’espace projectif après passage à une clôture algé-
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12 INTRODUCTION

brique, ou, de manière équivalente, les algèbres centrales simples. Notons que les
travaux de Ducros et de Schmidt ainsi que le notre montrent l’essentielle trivia-
lité des formes modérément ramifiées, il faudra donc mener l’étude des formes
sauvagement ramifiées.

Plus concrètement, si les espaces de Berkovich ont toutes sortes de bonnes
propriétés, notamment topologiques, la richesse de leur structure fait que certains
objets que l’on penserait a priori simples ne le sont pas. Par exemple les k-disques fer-
més : les classes d’isomorphie de k-disques fermés sont en bijection avec R×+/|k×|,
autrement dit deux k-disques fermés ne sont pas forcément isomorphes. C’est
pour mieux comprendre ce genre de phénomènes que nous nous sommes initiale-
ment intéressé aux résultats de [Duc13]. Une conséquence inattendue de ce travail
a été d’établir une correspondance remarquable entre (structure linéaire sur les)
polydisques fermés et espaces vectoriels gradués.

Polydisques fermés.

(0.0.0.1) Définition. — Nous appelons polyrayon une famille finie d’éléments de
R×+.

Soit r = (r1, . . . , rn) ∈ (R×+)
n, le k-polydisque fermé centré en zéro de polyrayon

r que nous notons Dr est la partie de A
n,an
k définie par |Ti| ≤ ri pour tout i.

(0.0.0.2) Définition. — Deux polyrayons r ∈ (R×+)
m et s ∈ (R×+)

n sont k-équivalents
si m = n et s’il existe une permutation σ ∈ Sn telle que

(sir
(−1)
σ(i) )i ∈ |k×|n.

Cette relation sur les polyrayons est une relation d’équivalence. On appelle k-type
une classe d’équivalence de polyrayons, et on note T (k) l’ensemble des k-types ;
on confondra dans l’écriture un polyrayon et son k-type.

La formation de T (k) est fonctorielle en k et si L est une extension de k l’appli-
cation naturelle

τk→L : T (k)→ T (L)

est surjective.

On montre que l’application r 7→ Dr induit une bijection entre l’ensemble des
k-types T (k) et les classes d’isomorphie des k-polydisques fermé.

(0.0.0.3) Définition. — Un k-polydisque fermé de k-type r est un espace k-analytique
isomorphe à Dr.

Dentelles.
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(0.0.0.4) Définition. — Une k-dentelle de squelette U est un espace k-analytique
isomorphe à une partie de G

n,an
m définie par (|T1|, . . . , |Tn|) ∈ U où U est une partie

Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n non vide et connexe c’est-à-dire une union

localement finie de Z-polytopes de (R×+)
n que l’on définit au moyen de formes

affines dont la partie linéaire est à coefficients entiers et dont le terme constant
appartient à R×+ (on voit ici (R×+)

n comme un R-espace vectoriel). Ces parties Z-
linéaires par morceaux sont un cas particulier des c-espaces linéaires par morceaux
introduits par Berkovich dans [Ber04] ; le lecteur intéressé par de telles questions
pourra aussi consulter [Duc12].

Tous les produits d’intervalles sont des parties Z-linéaires par morceaux (avec
pour conséquence que toutes les k-polycouronnes sont des k-dentelles) et que
tous les ouverts (connexes, non vides) de (R×+)

n sont des parties Z-linéaires par
morceaux (connexes, non vides) de (R×+)

n. En dimension un, les k-dentelles sont
exactement les k-couronnes. 1

(0.0.0.5) Définition. — Soit A l’algèbre des fonctions analytiques sur une k-dentelle
et A◦◦ = { f ∈ A , || f ||∞ < 1} la sous-algèbre des fonctions de norme spectrale
strictement inférieure à 1, on montre que A×/k×(1 +A◦◦) est un groupe (précisé-
ment un Z-module de type fini) que l’on appelle réseau de la dentelle.

Un groupe qui agit sur une dentelle, agit par automorphisme sur son réseau
même s’il ne fixe pas le corps de base.

Résultats principaux.
Nous montrons le théorème (3.2.0.1) :

(0.0.0.6) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie et modérément ramifiée de k et soit
r ∈ (R×+)

n un polyrayon. Si XL est un L-polydisque fermé de L-type r sur lequel l’action
de Gal(L/k) est résiduellement affine alors il existe

s ∈ τ−1
k→L(r)

tel que X soit un k-polydisque fermé de k-type s

Nous n’expliciterons pas l’hypothèse « l’action de Gal(L/k) est résiduellement
affine » dans cette introduction ; notons simplement que :

1. Un mot sur le choix de dentelle (eng. lace), comme l’objet est élémentaire nous souhaitions
un mot simple et les autres candidats considérés posent différents problèmes, par exemple : on
a remarqué que les dentelles sont une classe plus large que les parties définies par U un produit
d’intervalles auxquels nous voulons réserver polycouronne ; polyèdre colle bien quand U est un polytope
mais n’est pas très satisfaisant quand U est ouvert ; l’adjectif cellulaire est déjà utilisé en topologie, etc.

On peut parler de polydentelles (eng. polylace), mais en dimension un les dentelles sont exactement
les couronnes, et il semble que le couple couronne/dentelle, plus expressif que dentelle/polydentelle,
suffit à indiquer si l’on se restreint à la dimension un ou non : c’est le choix que nous avons fait ici.
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• dans les cas traités par Antoine Ducros (les polydisques ouverts [Duc13, thm.
3.5]) et Tobias Schmidt (les disques fermés [Sch15, thm. 2.22]) elle est vérifiée ;

• savoir si elle est en général toujours vérifiée est une question liée à des
problèmes compliqués de descriptions des automorphismes de l’espace affine
(pour un exposé complet [Kra95]).

Nous arrivons à la vérifier en dimension deux ce qui nous permet de déduire le
théorème (3.3.0.1) :

(0.0.0.7) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k et soit (r, s) ∈
(R×+)

2 un polyrayon. Si XL est un L-bidisque de L-type (r, s) ∈ (R×+)
2 alors il existe

(r′, s′) ∈ τ−1
k→L(r, s).

tel que X soit un k-bidisque de k-type (r′, s′).

(0.0.0.8) Remarque. — La réciproque est vraie en toute dimension et pour toute
extension L de k.

Si X est un k-polydisque fermé de k-type r, alors XL est un L-polydisque de
L-type r (sur lequel l’action de Gal(L/k) est résiduellement affine quand l’extension
est galoisienne).

Nous montrons aussi le théorème (3.4.0.1)

(0.0.0.9) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique et soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k. Si XL

est une L-dentelle de type U ⊂ (R×+)
n telle que l’action de Gal(L/k) est triviale sur le

réseau de XL alors il existe r ∈ |L×|n tel que X soit une k-dentelle de squelette

r.U = {(r1s1, . . . , rnsn) , s ∈ U}.

(0.0.0.10) Remarque. — La réciproque est vraie en toute dimension et pour toute
extension L de k.

Soit X une k-dentelle de squelette U, alors XL est une L-dentelle de squelette U.
Notons A (resp. AL) l’algèbre des fonctions analytiques sur X (resp. XL). L’injection
naturelle

A → AL

induit un isomorphisme entre les réseaux

A×/k×(1 +A◦◦)→ A×L /L×(1 +A◦◦L ).

Donc le groupe Gal(L/k) agit trivialement sur le réseau de XL.
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En dimension 1, donc sur les couronnes, on appelle par analogie orientation le
choix d’une base du réseau.

Voici énoncés les trois résultats principaux de cette thèse 2 que nous prouverons
chapitre 3.

Disons maintenant un mot sur les preuves.

Réduction graduée.
Nous utiliserons de manière fondamentale la théorie introduite par Michael

Temkin dans [Tem04] qui consiste à étudier une algèbre normée par le biais
de sa réduction graduée. La motivation est la suivante. La réduction usuelle Ã1

d’une algèbre strictement affinoïde A, définie comme le quotient de la sous-algèbre
A◦1 = { f ∈ A , || f ||∞ ≤ 1} par l’idéal A◦◦1 = { f ∈ A , || f ||∞ < 1}, code bien les
propriétés de l’algèbre. Mais la réduction usuelle d’une algèbre affinoïde non tri-
viale est insuffisante, par exemple si r ∈ R×+ \

√
|k×| et A est l’algèbre des fonctions

analytiques sur un k-disque fermé de rayon 1 alors Ã1 = k̃1. Temkin s’est rendu
compte que c’était une algèbre résiduelle R×+-graduée dont Ã1 est la partie de
degré 1 qui avait les bonne propriétés.

Sur les polydisques fermés nous considérerons l’algèbre résiduelle associée
à la norme spectrale. Nous verrons que sur les dentelles, pour nos besoins, il ne
suffit pas de considérer l’algèbre résiduelle graduée obtenue en munissant l’algèbre
des fonctions analytiques de la norme spectrale. Nous associerons aux dentelles
une algèbre résiduelle graduée à chaque point de leur squelette analytique (l’en-
semble des points maximaux pour la relation x ≤ y si | f (x)| ≤ | f (y)| pour toute
fonction analytique f , qui, pour une dentelle de squelette U est canoniquement
homéomorphe à U).

Antoine Ducros a remarqué dans [Duc13] que les extensions modérément ra-
mifiées de k se comportent, du point de vue de la théorie graduée exactement
comme les extensions non ramifiées du point de vue de la réduction classique.
Essentiellement nous arrivons à ramener l’étude des formes modérément ramifiées
de polydisques et de dentelles à l’étude de la cohomologie de groupes d’automor-
phismes d’objets de l’algèbre graduée, c’est-à-dire à l’étude des formes galoisiennes
d’objets gradués.

Algèbre graduée.
Nous suivons l’approche de l’algèbre graduée adoptée par Antoine Ducros

dans [Duc] qui diffère de celle de Temkin pour les raisons qu’il donne page 113 : «

2. La preuve du théorème des polydisques fermés et des dentelles (c’est-à-dire sans le résultat sur
les bidisques) a fait l’objet d’un article de l’auteur intitulé comme cette thèse «Formes modérément
ramifiées de polydisques fermés et de dentelles» qui a été accepté pour publication dans les Annales
de l’Institut Fourier.
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[Temkin] considère un anneau gradué comme un anneau A muni d’une décomposi-
tion en somme directe A = ⊕Ar, où r parcourt un groupe abélien. Mais comme en
pratique il n’arrive jamais, pour le type de problème que nous aurons à considérer
ici, que l’on ait à additionner deux éléments (non nuls) appartenant à des som-
mandes distincts, il nous a semblé plus simple de remplacer les sommes directes
par des réunions disjointes : cela ne change sur le fond strictement rien aux énoncés
ni à leurs preuves, et permet d’éviter les répétitions fastidieuses de l’adjectif “ho-
mogène”, indispensables lorsqu’on s’en tient à la définition traditionnelle. De ce
fait, les objets qui nous tiendront lieu d’anneaux gradués ne sont pas des anneaux
(l’addition n’y est pas partout définie). Nous avons donc modifiée la terminologie.
»

Ainsi on appelle annéloïde les objets qui tiennent lieu d’anneau, et corpoïde un
annéloïde dont les éléments non nuls sont inversibles. Nous avons choisi d’appeler
dans ce travail grade plutôt que degré l’indice du sommande auquel appartient un
élément d’un objet gradué.

(0.0.0.11) Exemple. — Reprenons notre corps ultramétrique k et notons pour tout
r ∈ R×+ :

• k≤r := {a ∈ k , |a| ≤ r} ;

• k<r := {a ∈ k , |a| < r} ;

• k̃r := k≤r/k<r.

La réduction (graduée) k̃ := är k̃r de k est un corpoïde. Détaillons-en la structure :
on voit que l’addition sur k≤r induit une loi interne + sur k̃r faisant de ce dernier
un groupe abélien, d’élément neutre noté 0r. La multiplication sur k induit sur k̃
une loi interne commutative et associative ·, que l’on appelle encore multiplication,
induisant pour tout (r, s) ∈ (R×+)

2 une application bilinéaire k̃r × k̃s → k̃rs. L’image
de 1 dans k̃1 est un élément neutre pour la multiplication sur k̃ et les éléments
inversibles pour la multiplication forment un groupe que l’on note k×. On vérifie
que k̃× = k̃ \är{0r}, i.e. que les éléments non nuls forment un groupe pour la
multiplication.

On peut dans ce cadre transcrire la plupart des résultats classiques de l’algèbre
commutative et de la théorie de Galois. Nous renvoyons à [Duc, Chapitre 2] pour
le traitement le plus complet (pour un traitement plus succin dans le langage de
Temkin, on peut se référer à [Duc13] ou [Sch15]). Nous avons continué ce travail
de traduction sur deux points : l’algèbre linéaire et les automorphismes du plan.

Soit K = är∈R×+
Kr un corpoïde. On note grad(K×) le sous-groupe de R×+ formé

des grades r pour lesquels Kr 6= {0r}.
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Algèbre linéaire graduée. On a une notion naturelle d’espace vectoriel sur les
corpoïdes et on peut définir, ce que nous proposons section 1.3, les objets nécessaires
pour faire de l’algèbre linéaire (graduée) en dimension finie.

Cette algèbre linéaire a une caractéristique surprenante : les classes d’isomor-
phie des k-espaces vectoriels (classiques) de dimension finie sont déterminées par
la dimension, i.e. sont en bijection avec N, ce n’est en toute généralité pas vrai dans
le cas gradué.

(0.0.0.12) Définition. — Deux polyrayons r ∈ (R×+)
m et s ∈ (R×+)

n sont K-équivalents
si m = n et s’il existe une permutation σ ∈ Sn telle que

(sir
(−1)
σ(i) )i ∈ grad(K×)n.

Cette relation sur les polyrayons est une relation d’équivalence. On appelle K-type
une classe d’équivalence de polyrayons, et on note T (K) l’ensemble des K-types ;
on confondra dans l’écriture un polyrayon et son K-type.

La formation de T (K) est fonctorielle en K et si L est une extension de K
l’application naturelle

τK→L : T (K)→ T (L)

est surjective.

On montre que les classes d’isomorphie des K-espaces vectoriels de dimension
finie sont en bijection avec T (K). En effet on associe canoniquement à un polyrayon
r un K-espace vectoriel que l’on note K(r). Si r et s sont deux polyrayons on montre
que K(r) et K(s) sont isomorphes si et seulement si r et s sont K-équivalents. Enfin
on montre que pour tout K-espace vectoriel V de dimension finie, il existe un
polyrayon r tel que V soit isomorphe à K(r).

(0.0.0.13) Remarque. — Évidemment |k×| = grad(k̃×) donc deux polyrayons sont
k-équivalents si et seulement s’ils sont k̃-équivalents, c’est-à-dire que T (k) = T (k̃).

Il y a ainsi en dimension finie, via l’égalité T (k) = T (k̃), une bijection re-
marquable entre les classes d’isomorphie des k-polydisques fermés et les classes
d’isomorphie des k̃-espaces vectoriels.

On note GL(K, r) le groupe des automorphismes K-linéaires de K(r) et nous
montrons l’analogue gradué du théorème 90 de Hilbert, notre théorème (1.5.1.3) :

(0.0.0.14) Théorème. — Soit K un corpoïde, soit L une extension galoisienne de K et
r ∈ (R×+)

n un polyrayon. Alors

H1(Gal(L/K), GL(L, r)) = τ−1
K→L(r).
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En fait, chemin faisant, nous obtenons un peu plus, dont une description utile
des cocycles ; nous renvoyons à l’énoncé dans le corps du texte.

Automorphismes du plan gradué. Soit (r, s) ∈ (R×+)
2 on note :

K[r−1x, s−1y] := ä
R∈R×+

{ ∑
i,j∈N

ai,jxiyj , ai,j ∈ KRr−is−j}

l’annéloïde des polynômes en deux variables (que l’on pourrait appeler par analogie
de birayon (r, s)). Cet annéloïde nous intéressera tout particulièrement car l’algèbre
résiduelle des fonctions analytiques sur un k-bidisque fermé de type (r, s) est
isomorphe à k̃[r−1x, s−1y].

Le groupe des automorphismes du plan classique k[x, y] est déjà bien connu.
Ainsi :

(0.0.0.15) Théorème. — Si l’on note :

• Aff = {(ax + by + c, a′x + b′y + c′) , ab′ − ba′ 6= 0} le sous-groupe des automor-
phismes affines et

• Jon = {(ax + c, by + P(x)) , a, b ∈ k×, P(x) ∈ k[x]} le sous-groupe des automor-
phismes de Jonquières.

Alors l’application naturelle

Aff ∗Aff∩Jon Jon→ Aut(k[x, y])

est un isomorphisme.

L’histoire du résultat est compliquée. Tatsuji Kambayashi, qui en attribue la
paternité à Igor Shafarevich, le déduit dans [Kam75] du théorème de Wouter
Van der Kulk [Van53] sur les automorphismes polynomiaux de k2 généralisant le
théorème de Heinrich Jung [Jun42] sur les automorphismes polynomiaux de C2.

Nous en donnerons théorème (1.4.0.1) un analogue gradué exact en traduisant
en termes gradués une preuve de Warren Dicks [Dic83] elle-même basée sur la thèse
de Leonid Makar-Limanov [Mak70] (qui d’après Dicks fait référence à Shafarevich
mais ne semble pas au moment où il écrit connaître les travaux de Van der Kulk).

Avec cette description du groupe des automorphismes du plan et la connais-
sance du premier ensemble pointé de cohomologie des groupes linéaires, nous
adaptons les preuves de [Kam75] et montrons le théorème (1.5.3.1) :

(0.0.0.16) Théorème. — Soit L une extension galoisienne finie de K et soit (r, s) ∈ (R×+)
2,

alors la flèche naturelle

H1(Gal(L/K), GL(L, (r, s)))→ H1(Gal(L/K), Aut(L[r−1x, s−1y]))
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est un isomorphisme d’ensembles pointés.

En particulier

H1(Gal(L/K), Aut(L[r−1x, s−1y])) = τ−1
K→L(r, s).

Stratégie de preuve des théorèmes principaux.

Nos preuves suivent essentiellement la stratégie de [Duc13]. Esquissons-la pour
les polydisques fermés, donc soit X un espace k-analytique, soit L une extension
galoisienne finie et modérément ramifiée de k (auquel cas L̃ est une extension
galoisienne finie de k̃ et Gal(L̃/k̃) = Gal(L/k)). On suppose que XL est un L-
polydisque fermé sur lequel l’action de Galois est résiduellement affine et nous
allons montrer que X est un k-polydisque fermé.

1. On note A l’algèbre des fonctions analytiques sur X et B l’algèbre des fonc-
tions analytiques sur XL. L’application naturelle

A⊗k L→ B

est un isomorphisme.

2. En utilisant notre théorème de Hilbert gradué, on montre qu’on peut choisir
un système de fonctions coordonnées (T1, . . . , Tn) sur XL tel que les T̃i soient
Galois invariant.

3. L’hypothèse de ramification modérée nous donne que l’application naturelle

Ã ⊗k̃ L̃→ B̃

est un isomorphisme. En particulier les T̃i appartiennent à (Ã ⊗k̃ L̃)Gal(L̃/k̃)

donc à Ã.

4. On note ( f1, . . . , fn) une préimage de (T̃1, . . . , T̃n) dans A (qui n’a aucune
raison d’être (T1, . . . , Tn)).

5. On montre que les ( f1, . . . , fn) forment un système de fonctions coordonnées
sur XL (avoir pour réduction (T̃1, . . . , T̃n) est une condition suffisante).

6. Si l’on note si = || fi||∞, la famille ( f1, . . . , fn) induit un morphisme X → Ds,
qui d’après le point précédent devient un isomorphisme XL → Ds,L après
extension des scalaires.

7. Par descente la famille ( f1, . . . , fn) induit un isomorphisme X → Dr.

Dans le cas des polydisques ouverts traité par Antoine Ducros, l’algèbre rési-
duelle B̃ est locale ce qui lui permet d’utiliser des arguments d’algèbre commutative
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qui ne sont toujours applicables pour les polydisques fermé. Notre théorème de Hil-
bert 90 sert en 2, exactement comme dans la preuve de Tobias Schmidt, à remplacer
cet argument de localité.

Pour les dentelles la logique de la preuve est rigoureusement la même. Une
difficulté apparaît dans la caractérisation essentiellement locale des fonctions coor-
données sur une dentelles que nous arrivons à résoudre.

Plan de la thèse.

Notre premier chapitre traite exclusivement d’algèbre graduée. Les deux pre-
mières sections rassemblent pour la commodité du lecteur des définitions et no-
tations de [Duc]. La troisième section traite de l’algèbre linéaire graduée. La qua-
trième section est dédiée à la description du groupe des automorphismes du plan
gradué. La cinquième contient différentes variantes du théorème 90 de Hilbert.

Notre deuxième chapitre est dédié aux polydisques fermés et aux dentelles. Les
deux premières sections donnent toutes les définitions et propriétés générales qui
nous seront utiles. La troisième section reprend les deux premières en dimension 1
pour en illustrer et motiver certains aspects. La dernière section donne des exemples
de formes non triviales de dentelles qui montrent que les hypothèses que nous
requerrons sont nécessaires.

Enfin, notre troisième et dernier chapitre réunit les preuves des trois théorèmes
principaux.

Une autre approche.

Lorenzo Fantini et Daniele Turchetti ont développé dans [FT17] des techniques
de descente galoisienne pour les espaces analytiques non archimédiens qui ad-
mettent un schéma formel spécial affine comme modèle au-dessus d’un anneau de
valuation discrète complet. Avec ces techniques ils démontrent un cas particulier –
sur un corps discrètement valué k, en dimension un, pour les couronnes de rayons
distincts dans

√
|k×| et des hypothèses plus strictes sur l’extension – de notre

résultat sur les dentelles et retrouvent avec les mêmes hypothèses le résultat sur
les disques (ouverts et fermés). Leur méthode complètement différente ne fait pas
intervenir la réduction graduée et ouvre des pistes intéressantes quand la notre
reste encore muette : ils obtiennent, par exemple, une description des formes de
couronnes après extension quadratique sur le réseau desquelles l’action de Galois
n’est pas triviale.

Pistes.

Les questions considérées dans cette thèse ont trois prolongements naturels :

Formes de dentelles modérément ramifiées avec action non triviale sur le réseau. On
peut se demander quelles sont les formes de dentelles sans hypothèse sur l’action



21

sur le réseau. Le résultat en dimension 1 de Fantini et de Turchetti sus-mentionné
est encourageant.

Formes sauvagement ramifiées. Tobias Schimdt a décrit dans [Sch15] une classe
de formes sauvagement ramifiées du disque fermé. La question semble encore très
difficile mais son étude apportera sans doute des informations intéressantes sur le
corps de base.

L’étude de l’algèbre graduée. La non trivialité du premier ensemble pointé de
cohomologie du groupe linéaire a des conséquences intéressantes. Par exemple,
puisque l’on a évoqué dans les motivations les variétés de Severi-Brauer on pourrait
se demander ce qu’est le groupe de Brauer d’un corpoïde K. Remarquons que l’on
peut définir des groupes linéaires projectifs et obtenir une suite exacte :

1→ K̃×1 → GL(K, r)→ PGL(K, r)→ 1

Par analogie le groupe de Brauer pourrait correspondre à H2(K×1 ) mais la flèche
H1(PGL(K, r))→ H2(K×1 ) n’est pas forcément injective puisque H1(GL(K, r)) n’est
a priori ni trivial ni isomorphe à H1(K×1 ).
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Chapitre 1

Algèbre graduée

On fixe un groupe abélien divisible Γ noté multiplicativement ; en pratique Γ
sera égal à R×+.

(1.0.0.1) Remarque. — On retrouverait l’algèbre commutative classique en prenant
Γ = 1.

1.1 Premières définitions

Cette section et la suivante réunissent des définitions de [Duc, Chapitre 2].

(1.1.0.1) Définition. — Un annéloïde est un ensemble A muni d’une décomposi-
tion A = är∈Γ Ar, que l’on appelle graduation et des données supplémentaires
suivantes :

• pour tout r ∈ Γ, une loi interne + sur Ar faisant de ce dernier un groupe
abélien, d’élément neutre noté 0r ;

• une loi interne commutative et associative · induisant pour tout (r, s) ∈ Γ2

une application bilinéaire Ar × As → Ars ;

• un élément 1 ∈ A1 tel que pour tout a ∈ A, 1 · a = a.

(1.1.0.2) Remarque. — Quand la valeur de r est définie sans ambiguïté par le
contexte, on utilisera volontiers l’écriture 0 au lieu de 0r.

(1.1.0.3) Définition. — Soit A un annéloïde.
Si a ∈ A on appelle grade de a l’unique élément r de Γ tel que a appartienne à

Ar. On le notera grad(a). 1

On note A 6=0 l’ensemble des éléments non nuls de A c’est-à-dire la réunion
disjointe des Ar \ {0r}.

1. Nous préférons le terme « grade » à « degré » pour désigner l’indice du sommande auquel
appartient un élément, en effet nous aurons à travailler avec des polynômes gradués et nous voulons
réserver « degré » pour le degré polynomial au sens classique.

23
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Un élément a de A est dit inversible s’il possède un inverse pour la multiplica-
tion ; cet inverse est alors nécessairement unique, et sera en général noté a−1. On
désigne par A× l’ensemble des éléments inversibles de A ; il est stable sous la loi ·
qui en fait un groupe abélien.

Si B est un annéloïde, un morphisme d’annéloïde de A vers B est une application
de A vers B qui

• préserve le grade,

• est telle que l’application induite Ar → Br soit un morphisme de groupes
additifs pour tout r,

• commute au produit,

• envoie 1 sur 1.

(1.1.0.4) Définition. — Soit A un annéloïde. Une A-algèbre est un annéloïde B muni
d’un morphisme A→ B.

Un idéal de A est une partie I de A stable par multiplication par tous les
éléments de A, et telle que I ∩ Ar soit pour tout r un sous-groupe de Ar.

On définit de façon évidente le quotient de A par un idéal. Il hérite d’une
structure d’annéloïde.

(1.1.0.5) Définition. — Soit A un annéloïde. Si S est une partie multiplicative de A
(i.e. S contient 1 et est stable par multiplication), la catégorie des A-algèbres dans
lesquelles les éléments de A sont inversibles admet un objet initial, noté S−1A. Pour
tout r ∈ Γ, le sommande (S−1A)r est constitué de fractions a/s avec a ∈ A, s ∈ S,
et grad(a)/grad(s) = r. Si a/s et b/t sont deux telles fractions alors (a/s) = (b/t)
si et seulement s’il existe σ ∈ S vérifiant l’égalité σ(at− bs) = 0.

(1.1.0.6) Définition. — Un annéloïde A est dit intègre s’il est non nul et si ab = 0 si
et seulement si a = 0 ou b = 0.

Un corpoïde est un annéloïde non nul dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Un corpoïde est intègre ; si A est annéloïde intègre et si S désigne l’ensemble
des éléments non nuls de A, le localisé K := S−1A est un corpoïde, appelé corpoïde
des fractions de A, dont les éléments sont de la forme a/b, où a et b sont deux
éléments de A, et où b est non nul.

(1.1.0.7) Remarque. — Les corpoïdes que nous considérerons dans les chapitres
suivants seront obtenus comme réductions graduées de corps ultramétriques telles
que définies ci-dessous.

(1.1.0.8) Définition. — Soit (K, |.|) un corps ultramétrique (i.e. |.| : K → R+ est
une valeur absolue ultramétrique). On note pour tout r ∈ R×+ :
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• K≤r := {x ∈ K ; |x| ≤ r},

• K<r := {x ∈ K ; |x| < r} et

• K̃r := K≤r/K<r.

La réduction (graduée) de K est le corpoïde (ici Γ = R×+)

K̃ := ä
r∈R×+

K̃r.

(1.1.0.9) Remarque. — Si r 6∈ |K×|, le sommande de grade r de K̃ est réduit à {0r},
ou encore pour l’écrire autrement si a ∈ K̃ et grad(a) 6∈ |K×| alors a = 0.

1.2 Algèbre commutative et théorie de Galois

(1.2.0.1) Définition. — Soit A un annéloïde et soit r = (ri) une famille d’éléments
de Γ. Posons T = (Ti). On note A[r−1T] l’annéloïde défini comme suit : pour tout s
appartenant à Γ, le sommande A[r−1T]s est constitué des sommes finies (formelles)

∑ aITI avec aI ∈ AsrI pour tout I ; les opérations sont définies de façon évidente.
On définit de même l’annéloïde A[[r−1T]] constitué des sommes infinies. 2

(1.2.0.2) Définition. — Soit k un corpoïde et soit r une famille d’éléments de Γ. La
k-algèbre k[r−1T] est intègre, et son corpoïde des fractions sera noté k(r−1T).

Soit r un élément de Γ. La k-algèbre k[[r−1T]] est intègre et son corpoïde des
fractions sera noté k((r−1T)).

(1.2.0.3) Définition. — Soit k un corpoïde et soit A une k-algèbre. Soit (xi) une
famille d’éléments de A. Pour tout i, on note ri le grade de xi.

On dit que les xi sont algébriquement indépendants sur k si P(xi) 6= 0 pour tout
élément non nul P de k[r−1T] ; notons que la famille vide est algébriquement
indépendante sur k si et seulement si A est non nulle.

Si x est un élément de F on dira qu’il est transcendant sur k si la famille singleton
{x} est algébriquement indépendante ; l’élément x est transcendant si et seulement
s’il n’est pas algébrique. Il est algébrique si et seulement si k[x] est de dimension
finie (comme k-espace vectoriel).

(1.2.0.4) Définition. — Soit k ↪→ F une extension de corpoïdes.
Un élément x de F est algébrique sur k si et seulement si k[x] est un corpoïde.

L’ensemble des éléments de F algébriques sur k est un sous-corpoïde de F. On dit
que F est une extension algébrique de k si tous les éléments de F sont algébriques sur
K ; notons que si c’est le cas grad(F×)/grad(k×) est de torsion.

2. Potentiellement infinies du moins, par exemple sur un corpoïde k si r est une famille libre dans
Q⊗Z (Γ/|k×|) (appelée polyrayon k-libre dans [Duc]) alors k[[r−1T]] = k[r−1T].
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Si F est une extension algébrique de k, on notera Gal(F/k) le groupe des k-
automorphismes de F.

Soit x un élément de F algébrique sur k et soit r son grade. On appelle polynôme
minimal de x sur K l’unique générateur unitaire de l’annulateur de x dans k[r−1T].
Il est irréductible ; son degré est simplement appelé le degré de x sur k et il coïncide
avec la dimension du k-espace vectoriel k[x]. 3

Une base de transcendance de F sur k est une famille maximale d’éléments de F
algébriquement indépendants sur K. Toutes les bases de transcendances de F sur k
ont le même cardinal, appelé le degré de transcendance de F sur k.

(1.2.0.5) Définition. — Soit k un corpoïde. Une extension de k est une k-algèbre qui
est un corpoïde, c’est-à-dire encore un corpoïde L muni d’un plongement k ↪→ L.

(1.2.0.6) Définition. — Si r ∈ Γ, un élément non nul P de k[r−1T] est dit séparable
s’il est premier à son polynôme dérivé P′ (qui est de grade sr−1 si P est de grade
r). Si P est irréductible, il est séparable si et seulement si P′ 6= 0 ; en général,
P est séparable si et seulement s’il n’a que des facteurs irréductibles simples et
eux-mêmes séparables.

Soit L une extension algébrique de k et soit x ∈ L. On dit que x est séparable sur
k si son polynôme minimal est séparable.

On dit que L est séparable sur K si tous ses éléments sont séparables sur k.

(1.2.0.7) Définition. — Soit k un corpoïde et soit L une extension de k. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. il existe un groupe fini G d’automorphismes de L tel que k = LG ;

2. l’extension L/k est finie, séparable, et normale (ce qui signifie que si x est un
élément de L, son polynôme minimal est scindé dans L) ;

3. il existe r ∈ Γ et un élément non nul et séparable P de k[r−1T] tel que L soit
un corpoïde de décomposition de P sur k.

De plus si 1 est vraie alors G = Gal(L/k) et [L : k] = card(G) et si 2 ou 3 est
vraie alors k = LGal(L/k).

Lorsqu’une extension L de k satisfait ces conditions équivalentes, on dit qu’elle
est finie galoisienne.

(1.2.0.8) Remarque. — Soit L une extension algébrique de k et soit G le groupe
Gal(L/k). Soit x ∈ L. Son orbite sous G est constituée d’éléments annulés par le

3. Avec la terminologie habituellement employée x a un degré (ce que nous appelons un grade)
qui n’a rien a voir avec le degré de x sur k qui est donné par le degré monomial de son polynôme
minimal. Or il est important de préciser que l’on parle du degré monomial du polynôme minimal car,
en tant qu’élément de l’annéloïde k[r−1T] il a aussi un degré (un grade donc). On voit les risques de
confusion.
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polynôme minimal de x, et elle est donc finie ; il s’ensuit que L est réunion de
ses sous-extensions finies stables sous G, puis que G est isomorphe à la limite
projective des Gal(F/k) où F parcourt l’ensemble des sous-extensions finies de k.
C’est donc un groupe profini.

(1.2.0.9) Définition. — Soit L une extension algébrique de k, on dit que L est
galoisienne si elle est séparable et normale.

1.3 Algèbre linéaire

Soit k un corpoïde.

1.3.1 Espaces vectoriels

(1.3.1.1) Définition. — Un k-espace vectoriel est un ensemble V muni d’une gradua-
tion V = är∈Γ Vr et des données supplémentaires suivantes :

• pour tout r ∈ Γ, une loi interne + sur Vr faisant de ce dernier un groupe
abélien d’élément neutre noté 0r ;

• une loi externe k× V → V induisant pour tout (r, s) ∈ Γ2 une application
bilinéaire kr ×Vs → Vrs vérifiant, pour tout (λ, µ, v),∈ k× k×V, les relations
1.v = v et (λµ).v = λ.(µ.v).

(1.3.1.2) Remarque. — Pour tout r ∈ Γ, le groupe abélien Vr hérite d’une structure
de k1-espace vectoriel au sens classique.

(1.3.1.3) Définition. — Soit V un k-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel F est
une partie non vide de V telle que, si l’on note Fr := F ∩Vr,

• pour tout r ∈ Γ, (Fr,+) est un sous-groupe additif de (Vr,+),

• pour tout λ ∈ k, v ∈ F, λ.v ∈ F.

Muni de la graduation et des lois induites F est un k-espace vectoriel.

(1.3.1.4) Définition. — Si U et V sont deux k-espaces vectoriels, une application
k-linéaire de U vers V est une application f de U vers V telle que pour tout r ∈ Γ :

• f (Ur) ⊂ Vr ;

• pour tout u, v ∈ Ur, f (u + v) = f (u) + f (v) ;

• et pour tout u dans U et tout λ ∈ k, f (λ.u) = λ. f (u).

(1.3.1.5) Remarque. — Pour tout r ∈ Γ, la restriction f|Ur : Ur → Vr est une
application k1-linéaire.
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(1.3.1.6) Définition. — Soit U et V deux k-espaces vectoriels, et f : U → V une
application k-linéaire, on appelera noyau de f l’ensemble, que l’on note encore
ker( f ), défini par

ker( f ) = ä
r∈Γ

ker( f|Ur).

L’ensemble ker( f ) est un sous-espace vectoriel de U et est donc naturellement
muni d’une structure de k-espace vectoriel.

(1.3.1.7) Définition. — Soit V un k-espace vectoriel, soit v1, . . . , vn une famille de
vecteurs de grades ρ1, . . . , ρn, on dit que la famille v1, . . . , vn est libre si pour tout
R ∈ Γ et toute famille d’éléments λi ∈ kRρ−1

i
,

λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun = 0

équivaut à λi = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
On dit que la famille est génératrice si pour tout vecteur x de V, dont on note R

le grade, il existe une famille d’éléments λi ∈ kRρ−1
i

telle que

x = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun.

On dit que la famille est une base si elle est libre et génératrice.

(1.3.1.8) Remarque. — On peut vérifier que le théorème de la dimension ainsi que
le théorème de la base incomplète sont encore vrais, i.e. deux bases quelconques
d’un même espace vectoriel ont même cardinal et tout espace vectoriel admet une
base ; ceci nous permet de définir la dimension d’un k-espace vectoriel comme le
cardinal commun à toutes ses bases.

(1.3.1.9) Définition. — Un polyrayon est une famille finie d’éléments de Γ.

(1.3.1.10) Définition. — Soit r un polyrayon, l’ensemble

ä
r∈Γ

(∏
i

krri)

a une structure naturelle de k-espace vectoriel. On le notera k(r), et on l’appellera
k-espace vectoriel de polyrayon r.

(1.3.1.11) Remarque. — Le corpoïde k a une structure canonique de k-espace
vectoriel respectant sa graduation, k(1), le k-espace vectoriel de (poly)rayon 1.
Quand le contexte rend évident qu’il s’agit de k-espaces vectoriels on écrit k pour
k(1).
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(1.3.1.12) Remarque. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et (ei) une
base de V. Soit v un vecteur de grade R, il existe une famille (vi) d’éléments de k
telles que

v = ∑ viei.

L’application k-linéaire qui à v associe (vi) induit un isomorphisme k-linéaire entre
V et

k((R−1grad(ei))i).

Tout k-espace vectoriel V admet une base, donc il existe un polyrayon r tel que V
soit isomorphe à k(r).

Ainsi les k(r) sont des k-espaces vectoriels canoniques et jouent un rôle analogue
à kn dans la théorie classique. Nous donnerons dans ce qui suit des exemples
de k-espaces vectoriels de même dimension non isomorphes. Évidemment quand
Γ = 1, le polyrayon r est complètement déterminé par la dimension, étant une
famille (1, . . . , 1) de cardinal égal à la dimension.

(1.3.1.13) Définition. — On a une notion évidente de produit tensoriel de k-espaces
vectoriels. En effet il nous suffit prendre en compte la graduation dans les construc-
tion usuelles, par exemple : soient U et V deux k-espaces vectoriels, nous pouvons
parler de l’espace vectoriel libre F(U ×V) engendré par U ×V sur k où le grade
d’un couple (u, v) est défini comme le produit des grades des coordonnées. Et
alors les vecteurs du produit tensoriel que nous noterons U ⊗k V sont les classes
d’équivalences définis par les relations habituelles sur F(A×V) :

• ∀r ∈ Γ, u1, u2 ∈ Ur, v ∈ V, (u1, v) + (u2, v) ∼ (u1 + u2, v) ;

• ∀r ∈ Γ, u ∈ U, v1, v2 ∈ Vr, (u, v1) + (u, v2) ∼ (u, v1 + v2) ;

• ∀u ∈ U, v ∈ V, λ ∈ k, λ.(u, v) ∼ (λ.u, v) ;

• ∀u ∈ U, v ∈ V, λ ∈ k, λ.(u, v) ∼ (u, λ.v).

Les opérations étant induites.

(1.3.1.14) Remarque. — Le produit tensoriel satisfait à la propriété universelle
habituelle. Il existe une application k-bilinéaire ϕ : U ×V → U ⊗k V telle que pour
tout k-espace vectoriel W et toute application bilinéaire f : U × V → W il existe
une unique application linéaire f̃ : U ⊗k V →W telle que f = f̃ ◦ ϕ.

1.3.2 Matrices

(1.3.2.1) Définition. — Soit m, n ∈ N×, et soit r = (r1, . . . , rn) ∈ Γn et s =

(s1, . . . , sm) ∈ Γm, on note :

M (k, s, r) :=
{
(aij)i=1..m,j=1..n | aij ∈ ksir−1

j

}
.
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Cet ensemble de matrices est naturellement en bijection avec les applications k-
linéaires de k(r) dans k(s). Pour les opérations matricielles habituelles,

• c’est un groupe additif ;

• pour tout l ∈N×, s′ = (s′1, . . . , s′l) ∈ Γl la multiplication à droite d’un élément
de M (k, s, r) avec un élément de M(k, r, s′) a un sens et définit un élément de
M(k, s, s′) (modulo les bijections entre matrices et applications k-linéaires ces
produits matriciels correspondent à la composition des endomorphismes) ;

• quand m = n, le déterminant (selon la formule usuelle) de telles matrices a
un sens, c’est un élément de k de grade R = ∏i=1..n sir−1

i . Si le déterminant
est non nul, la formule usuelle définit une matrice inverse qui appartient à
M(k, s, r). Enfin on note GL(k, s, r) le sous-ensemble de M(k, s, r) des matrices
de déterminant non nul.

(1.3.2.2) Remarque. — Insistons un moment sur le fait que GL(k, s, r) peut être
vide, en effet, deux k-espaces vectoriels de même dimension ne sont pas forcé-
ment isomorphes. Par exemple munissons Q3 de la norme 3-adique usuelle et
considérons sa réduction (graduée, définition (1.1.0.8)) Q̃3.

Dans les Q̃3-espaces vectoriels Q̃3(1) et Q̃3(2) on voit le vecteur 1 (c’est-à-dire
1̃) comme étant de grade respectivement 1 et 1

2 .
La seule application linéaire de Q̃3(1) dans Q̃3(2) est l’application « nulle de

grade 2 » c’est-à-dire donnée par la multiplication par 0̃2, ou encore, traduit dans
les notations que nous venons d’adopter,

M(Q̃3, (2), (1)) = {(0̃2)} et GL(Q̃3, (2), (1)) = ∅.

(1.3.2.3) Définition. — Soit ∆ un sous-groupe de Γ.
Sur les polyrayons la relation r ∼∆ s si et seulement s’il existe un entier n tel

que r, s ∈ Γn et une permutation σ ∈ Sn telle que

(sir−1
σ(i))i ∈ ∆n

est une relation d’équivalence.
Deux polyrayons r, s sont ∆-équivalents si r ∼∆ s.
Un ∆-type est une classe de polyrayons ∆-équivalents.
On note T (∆) l’ensemble des ∆-types.

(1.3.2.4) Notation. — Pour alléger les notations on écrira :

• r ∼k s pour r ∼grad(k×) s ;

• k-équivalents pour grad(k×)-équivalents ;

• k-type pour grad(k×)-type ;
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• T (k) pour T (grad(k×)).

(1.3.2.5) Remarque. — La formation de T (k) est fonctorielle en k et si L est une
extension de k la flèche naturelle T (k)→ T (L) est surjective.

(1.3.2.6) Notation. — Soit L une extension de k, on note τk→L la surjection naturelle
T (k)→ T (L).

(1.3.2.7) Remarque. — Les k-types de longueur 1 forment un groupe : Γ/grad(k×)
et τk→L induit un morphisme de groupe surjectif

Γ/grad(k×)→ Γ/grad(L×)

de noyau grad(L×)/grad(k×).

(1.3.2.8) Proposition. — Soit r, s ∈ Γn, alors GL (k, s, r) 6= ∅ si et seulement si r et s
sont k-équivalents.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit A = (ai,j) ∈ M (k, s, r). Supposons
qu’il n’existe pas de permutation satisfaisant à la définition de k-équivalence : pour
toute permutation σ ∈ Sn, il existe i tel que sir−1

σ(i) 6∈ grad(k×). Comme

grad(ai,σ(i)) = sir−1
σ(i).

Il suit que ai,σ(i) = 0. Ainsi, pour toute permutation σ ∈ Sn, ∏i ai,σ(i) = 0 donc
det(A) = 0.

La condition est suffisante. Prenons une permutation σ satisfaisant à la défini-
tion de k-équivalence, alors pour tout i,

k×
sir−1

σ(i)
6= ∅.

Choisissons pour tout i, un élément ai ∈ k×
sir−1

σ(i)
. La matrice A définie par :

∀i, ai,σ(i) := ai et ∀j 6= i, ai,j := 0sir−1
j

appartient à M
(

k̃, s, r
)

et

det(A) = ±∏
i

ai,σ(i) 6= 0.

(1.3.2.9) Remarque. — Nous avions remarqué que les k-espaces vectoriels k(r)
jouaient le rôle de k-espaces vectoriels canoniques de dimension finie en ce que
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tout k-espace vectoriel est isomorphe à un k(r). Il suit de la proposition (1.3.2.8) ci-
dessus, que k(r) et k(s) sont isomorphes si et seulement si r et s sont k-équivalents.

Donc les k-types indexent les classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels de
dimension finie et la généralisation graduée de l’énoncé classique « deux espaces
vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils sont de même di-
mension » est donc « deux k-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes
si et seulement s’ils sont de même k-type ».

(1.3.2.10) Définition. — Soit r un polyrayon. Un k-espace vectoriel est dit de k-type r
(on confondra par abus de notation un polyrayon r et son k-type) s’il est isomorphe
à k(r).

Fixons une dernière notation.

(1.3.2.11) Définition. — Soit r ∈ Γn, l’ensemble M(k, r, r) est un anneau pour le
produit défini plus haut ; il est isomorphe à l’anneau des endomorphismes k-
linéaires de k(r), on le notera

M(k, r);

le sous-ensemble des matrices de déterminant non nul que l’on notera de manière
transparente GL(k, r) est donc toujours non vide et forme un groupe multiplicatif.

(1.3.2.12) Remarque. — En dimension 1, pour tout r, s ∈ Γ,

• M(k, (s), (r)) = ksr−1 et GL(k, (s), (r)) = k×sr−1 ;

• M(k, (r)) = M(k, (1)) = k1 et GL(k, (r)) = GL(k, (1)) = k×1 .

1.3.3 Indépendance linéaire des automorphismes

(1.3.3.1) Proposition (Indépendance linéaire des automorphismes de corpoïdes). —
Soit k un corpoïde, soit (χi)i=1...n une famille de n automorphismes, deux à deux distincts,
de k, soit ρ ∈ Γ et soit (ai)i=1...n une famille d’éléments de kρ, les assertions suivantes sont
équivalentes :

• a1χ1 + a2χ2 + · · ·+ anχn = 0 ;

• pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai = 0.

Démonstration. La graduation n’intervient pas vraiment. Nous allons procéder par
récurrence sur n ∈ N×. Si n = 1, cela revient à montrer qu’un automorphisme χ

de k n’est pas nul, or χ(1) = 1 6= 0. Supposons n ≥ 2, alors pour tout x, y éléments
de k

a1χ1(xy) + a2χ2(xy) + · · ·+ anχn(xy) = 0,

soit
a1χ1(x)χ1(y) + a2χ2(x)χ2(y) + · · ·+ anχn(x)χn(y) = 0
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et donc pour tout x de k,

a1χ1(x)χ1 + a2χ2(x)χ2 + · · ·+ anχn(x)χn = 0.

On a aussi pour tout x de k, en multipliant a1χ1 + a2χ2 + · · ·+ anχn = 0 par χ1(x),

a1χ1(x)χ1 + a2χ1(x)χ2 + · · ·+ anχ1(x)χn = 0.

Par soustraction :

a2 (χ1(x)− χ2(x)) χ2 + · · ·+ an (χ1(x)− χn(x)) χn = 0.

Cette somme comporte n− 1 termes et comme χ1 6= χn on peut choisir x de telle
sorte que χ1(x) 6= χn(x). Par hypothèse de récurrence on obtient que an = 0, donc
que

a1χ1 + a2χ2 + · · ·+ an−1χn−1 = 0,

et, encore par hypothèse de récurrence, que ai = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}.

1.4 Automorphismes du plan

On adapte ici la preuve dans le cas classique donnée en [Dic83].

Soit k un corpoïde. On fixe (r, s) un couple d’éléments de Γ.

On adopte la convention de noter un automorphisme de k[r−1x, s−1y] par la
paire (p, q) où p (de grade r) est l’image de x et q (de grade s) est l’image de y.

On note

Aff = {A(x, y) + B | A ∈ GL(L, (r, s)) et B ∈ L(r, s)1}

le sous-groupe des automorphismes affines.

On note

Jon = {(λ1,1x + λ1, λ2,2y + P(x)) | λ1,1, λ2,2 ∈ k×1 , λ1 ∈ kr et P(x) ∈ (k[r−1x])s}

le sous-groupe des automorphismes de Jonquières.

On peut aussi facilement décrire l’intersection de ces deux sous-groupes :

Aff∩ Jon = {(λ1,1x+λ1, λ2,1x+λ2,2y+λ2) | λ1,1, λ2,2 ∈ k×1 , λ2,1 ∈ kr−1s, λ1 ∈ kr, λ2 ∈ ks}.

Tout l’objet de la section est de montrer :
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(1.4.0.1) Théorème. — L’application naturelle

Aff ∗Aff∩Jon Jon→ Aut(k[r−1x, s−1y])

est un isomorphisme.

Démonstration. Soit (pi)i≤0 une famille de polynômes de k[r−1x, s−1y] dont on note
ri les grades. On note

k.p0 + k.p1 + . . .

le k-sous-espace vectoriel de k[r−1x, s−1y] dont le sommande de degré ρ est

kρr−1
0

.p0 + kρr1 .p1 + · · · = {µ0.p0 + µ1.p1 + . . . | µ0 ∈ kρr−1
0

, µ1 ∈ kρr−1
1

, . . .}.

Pour alléger les notations on préfèrera k à k.1.
Soit G le graphe orienté dont les sommets sont les k-sous-espaces vectoriels

de k[r−1x, s−1y] et dont les arêtes sont les inclusions. Le groupe Aut(k[r−1x, s−1y])
agit d’une manière naturelle sur G. Soit T l’orbite de l’arête

k + k.x → k + k.x + k.y

nous allons montrer que T est un arbre.
Un sommet de T est de la forme k + k.p ou k + k.p + k.q où (p, q) est un

automorphisme. On définit

deg(k + k.p) := deg(p) et

deg(k + k.p + k.q) := max(deg(p), deg(q))− 1
2

.

Où deg(p) désigne le degré usuel de p.
Considérons d’abord un sommet de la forme k + k.p. Il existe q de degré

minimal tel que (p, q) soit un automorphisme. D’après la proposition (1.4.1.12)
(que nous démontrons dans la sous-section qui suit cette preuve) :

• soit deg(q) < deg(p),

• soit (p, q) est affine (et deg(p) = deg(q) = 1),

• soit il existe un automorphisme (p, q′) avec deg(q′) < deg(q).

Donc, comme nous avons pris q de degré minimal, ou bien deg(q) < deg(p), ou
bien (p, q) est affine.

(1.4.0.2) Lemme. — Tous les voisins de k + k.p dans T sont de la forme

k + k.p + k.(q + h(p))
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avec h ∈ (k[r−1x])s.

Démonstration. Quitte à composer avec l’inverse de l’automorphisme (p, q) le pro-
blème est équivalent à montrer que si (x, z) est un automorphisme de k[r−1x, s−1y],
alors z = ay + P avec a ∈ k×1 et P ∈ (k[r−1x])s.

Notons A = k[r−1x, s−1y] et B = k[r−1x, s−1z], évidemment A et B sont deux
manières de décrire le même annéloïde. Écrivons z sur A et y sur B

z = ∑
i,j

ai,jxiyj et y = ∑
m,n

bm,nxmzn

Alors

z = ∑
i,j
(aijxi(∑

m,n
bm,nxmzn))j ⇒ 1 = max

ai,j 6=0
(j) ∗ max

bm,n 6=0
(n)⇒ 1 = max

ai,j 6=0
(j) = max

bm,n 6=0
(n)

autrement dit

z = y ∑
i

ai,1xi + ∑
i

ai,0xi et y = z ∑
m

bm,1xm + ∑
m

bm,0xm

d’où
z = z(∑

i
ai,1xi)(∑

m
bm,1xm) + termes en x

donc a0,1 6= 0, b0,1 6= 0 et, pour tout i, m ≥ 1, ai,1 = bm,1 = 0, c’est-à-dire que

z = a1,0y + ∑
i

ai,0xi.

De ceci on déduit que le seul voisin de k + k.p (de degré deg(p)) qui soit de
degré plus petit est k + k.p + k.q, tous les autres sont de strictement supérieur. En
effet choisissons un voisin, et écrivons le k + k.p + k.(q + h(p)) comme dans le
lemme (1.4.0.2), alors

• si deg(h) ≤ 1, on a l’égalité k + k.p + k.q = k + k.p + k.(q + h) et

deg(k + k.p + k.q) = deg(p)− 1
2
< deg(p)

• si deg(h) ≥ 2 alors deg(h(p)) ≥ 2 deg(p) et

deg(k + k.p + k.(q + h)) ≥ 2 deg(p)− 1
2
> deg(p).

Considérons un sommet de la forme k + k.p + k.q avec deg(q) < deg(p). Ses
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voisins sont de la forme k + k.(αp + βq) avec α ∈ k1 et β ∈ krs−1 non tous deux nuls.
En effet ses voisins sont de la forme k + k.P où

• (P, Q) est un automorphisme,

• k + k.P + k.Q = k + k.p + k.q et, surtout,

• k+ k.P est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de k+ k.p+ k.q, autrement
dit P ∈ (k + k.p + k.q)r et P est non constant, c’est-à-dire que P = a + αp + βk
avec α et β non tous deux nuls ;

donc k + k.P = k + k.(αp + βq). Le sommet k + k.p + k.q a pour degré deg(p)− 1
2

et parmi ses voisins seul k + k.q est de degré plus petit (deg(q)), tous les autres
sont de degré supérieur, (deg(p)).

Enfin, le sommet k + k.x + k.y est de degré 1
2 , strictement inférieur à tous ses

voisins. (Ça vaut pour k + k.p + k.q avec (p, q) affine quelconque, mais c’est alors
le même k-espace vectoriel et donc le même sommet).

Ainsi tous les sommets de T excepté k + k.x + k.y ont un et un seul voisin de
degré strictement inférieur. De chaque sommet il existe un chemin strictement
décroissant en degré aboutissant forcément à k + k.x + k.y donc T est connexe. Et,
comme tous les chemins partant de k + k.x + k.y sont strictement croissants en
degré, T n’a pas de cycles. Donc T est un arbre.

Le résultat suit par la théorie de Bass-Serre, [SB77]. Par construction le groupe
Aut(k[r−1x, s−1y]) agit transitivement sur T et l’arête k + k.x → k + k.x + k.y est un
domaine fondamental de T. Le sous-groupe de Aut(k[r−1x, s−1y]) fixant k + k.x est
Jon et le sous-groupe fixant k + k.x + k.y est Aff.

1.4.1 Contrôle des automorphismes

(1.4.1.1) Notation. — Soit ( f , g) un automorphisme de k[r−1x, s−1y]. On peut écrire

f = ∑ λi,jxiyj, avec λi,j ∈ kr−i+1s−j .

On définit :
supp( f ) = {xiyj | λi,j 6= 0} ⊆< x, y >,

où < x, y > est le groupe abélien libre (gradué) engendré par x et y.
On note le degré en x et le degré en y de f par :

x- deg( f ) := max
λi,j 6=0

(i) et y- deg( f ) := max
λi,j 6=0

(j).

(1.4.1.2) Proposition. — Soit ( f , g) un automorphisme de k[r−1x, s−1y]. Soit m :=
x-deg( f ) et n := y-deg( f ). Alors

• xm ∈ supp( f ),



1.4. AUTOMORPHISMES DU PLAN 37

• yn ∈ supp( f ),

• supp( f ) ⊆ {xiyj | ni + mj ≤ mn, i ≥ 0, j ≥ 0} et

• ou bien m|n ou bien n|m.

(1.4.1.3) Remarque. — Évidemment m et n ne sont pas tous deux nuls si ( f , g) est
un automorphisme de k[r−1x, s−1y] et on peut traduire la proposition en : si ( f , g)
est un automorphisme de k[r−1x, s−1y] alors

1. soit f = axm + ∑i<m aixi avec m ∈N 6=0, a ∈ k×
r−(m−1) , ai ∈ kri−1 ;

2. soit f = byn + ∑j<n bjyj avec n ∈N 6=0, b ∈ k×rs−m , bj ∈ krs−j ;

3. soit f = axm + byn + ∑ni+mj≤m ci,jxiyj avec m, n ∈ N 6=0, a ∈ k×
r−(m−1) , b ∈

k×rs−m , ci,j ∈ kr−(i−1)s−j .

Démonstration. Si mn = 0 ou bien n = 0 et f est de la forme du 1 de la remarque,
ou bien m = 0 et f est de la forme du 3, dans les deux cas le résultat suit.

Supposons donc mn > 0. Posons m′ = m/pgcd(m, n) et n′ = n/pgcd(m, n). Ce
sont deux entiers premiers entre eux donc il existe A et B entiers naturels tels que
Am′ − Bn′ = 1.

Posons u = xm′/yn′ (de grade rm′s−n′ que l’on notera ρ) et v = yA/xB (de grade
sAr−B que l’on notera σ) éléments de < x, y >. Par construction, x = uAvn′ et
y = uBvm′ .

Ainsi k[r−1x, s−1y] ⊆ k[ρ−1u, σ−1v], on peut écrire f = ∑ µi,juivj et supp( f ) =
{uivj|µi,j 6= 0}. Remarquons que u- deg( f ) > 0 et v- deg( f ) > 0, en effet f n’est
pas constante donc u- deg( f ) et v- deg( f ) ne sont pas tous deux nuls par ailleurs
si, par exemple, u- deg( f ) > 0 et v- deg( f ) = 0 alors f = ∑ µiui = ∑ µi(xm′y−n′)i 6∈
k[r−1x, s−1y] ce qui est absurde et symétriquement si u- deg( f ) = 0.

On définit :

| f | := (∑
i

µi,jui)vj ∈ k[ρ−1u]×× < v > , où j = v- deg( f );

|| f || := uivj ∈< u, v > , où i = u- deg(| f |).

Et on peut étendre ||.|| en un morphisme de groupes :

||.|| : k(ρ−1u, σ−1v)× →< u, v > .

(1.4.1.4) Il existe α (de grade δα) et β (de grade δβ) dans k(ρ−1u)×× < v > (sous-groupe
de k(ρ−1u, σ−1v)×), un entier a ∈N et un élément λ ∈ k×rδ−a

α
tels que

| f | = λαa

et x et y appartiennent à k[(δ−1
α α)±1, δ−1

β β].
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Démonstration. Soit le corpoïde des fractions K = k(ρ−1u). On considère le cor-
poïde des séries de Laurent K((σv−1)).

Naturellement k(ρ−1u, σ−1v) ⊆ K((σv−1)) et il existe des applications

v-deg : K((σv−1))× → Z,

|.| : K((σv−1))→ K×× < v >

qui étendent les applications correspondantes sur k[ρ−1u, σ−1v]. On voit k× comme
un sous-groupe (abélien) de K×× < v >⊆ K((σv−1))×. Comme v- deg( f ) > 0 il
existe un plus grand entier a tel que l’image de | f | soit a-divisible dans

(K×× < v >)/k×,

(a est majoré par v- deg( f )) c’est-à-dire tel qu’il existe α ∈ K×× < v > et λ ∈ k×rδ−a
α

avec
| f | = λαa.

En particulier, l’image de α dans (K×× < v >)/k× engendre un sous-groupe
cyclique maximal contenant l’image de | f |.

Le reste de (1.4.1.4) découle du lemme ci-dessous.

(1.4.1.5) Lemme. — Soit p de grade r et q de grade s dans K((σv−1)), s’il existe M ∈N

et µ ∈ k×
rδ−M

α
tels que

|p| = µαM

alors il existe β ∈ K×× < v > tel que

|k[(r−1 p)±1, s−1q]| ⊆ k[(δ−1
α α)±1, δ−1

β β].

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur M. Si M = 0, alors |p| ∈ k
ce qui implique immédiatement v- deg(p) = 0 mais aussi que p = |p| ∈ k. En ce
cas

|k[(r−1 p)±1, s−1q]| = |k[s−1q]| = k[s−1|q|]

et β = |q| convient.

Soit M0 ∈ N 6=0, supposons le lemme vrai pour tout M < M0 et montrons le
pour M0. Définissons une suite (possiblement finie) (qi) dans K((σv−1))s. Posons
q1 := g. Supposons que l’on ait construit qi pour i ≥ 1. Si

|qi| = λi(λαM0)ni
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avec ni ∈ Z et λi ∈ k×sr−ni
, on pose

qi+1 := qi − λi pni ;

si qi = 0 ou si qi 6= 0 et |qi| n’est pas de la forme ci-dessus, on arrête la suite à qi.
Comme

v-deg(g1) > v-deg(g2) > . . .

la suite q1, q2, . . . a une limite q? dans K((σv−1))s,

q? = q− λ1 pn1 − λ2 pn2 − . . . .

Si q? = 0 alors k[(r−1 p)±1, s−1q] ⊆ k((rp−1)) donc

|k[(r−1 p)±1, s−1q]×| ⊆ |k((rp−1))×| ⊆ k[(r−1|p|)±1] ⊆ k[(δ−1
α α)±1]

et β peut être choisi arbitrairement.

Si |p| et |q?| sont algébriquement indépendants sur k alors

|k[(r−1 p)±1, s−1q?]| ⊆ k[(r−1|p|)±1, s−1|q?|]

et on peut prendre β := |q?|.

Il reste le cas où g? 6= 0, |p| et |q?| sont algébriquement dépendants sur k. Si
l’on note c = v-deg(p) et d = v-deg(q?) alors |p|d et |q?|c sont algébriquement
dépendants sur k (puisque k[r−d|p|d, s−c|q?|c] ⊆ k[r−1|p|, s−1|q|]) et v-homogènes
(ils appartiennent à K×× < v >) de même v-degré. Le quotient |p|d/|q?|c est
algébrique sur k, en effet il existe P = ∑ ai,jTi

1T j
2 ∈ k[r−dT1, s−cT2] non constant tel

que :

∑ ai,j(|p|d)i(|q|c)j = 0,

écrivant |p| = ϕvc et |q?| = γvd avec ϕ, γ ∈ K, et N = max{i + j , ai,j 6= 0} on
obtient

0 = ∑
i,j

ai,j(ϕd)i(γc)jvcd(i+j)

⇒ 0 = ∑
i

ai,N−i(ϕd)i(γc)N−ivcdN = ∑
i

ai,N−i

(
ϕd

γc

)i

(γc)NvcdN

⇒ 0 = ∑
i

ai,N−i

(
ϕd

γc

)i

= ∑
i

ai,N−i

(
|p|d
|q?|c

)i

où par construction il existe un ai,l 6= 0. Ainsi |p|d/|q?|c qui appartient à K est algé-
brique sur k, donc appartient à k ([Duc, (2.2.29.1)]) et |q?|c = |p|d = αad(mod k×).
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Le groupe (K×× < v >)/k× est un groupe abélien sans torsion et l’image
de α engendre par construction un sous-groupe cyclique maximal donc c|ad et
|g?|c = αb(mod k×) avec b = ad

c . Disons |q?| = µαb avec µ ∈ k×
sδ−b

α
. Par définition de

q? on sait que a - b, disons b = aQ + R avec 0 < R < a.

Soit h = q?
pQ . Alors |h| = αr(mod k×) et l’hypothèse de récurrence s’applique au

couple (h, p). Donc il existe β ∈ K×× < v > tel que

|k[(rqs−1h)±1, r−1 p]×| ⊆ k[(δ−1
α α)±1, δ−1

β β].

Par récurrence |k[(r−1 p)±1, s−1q]×| ⊆ k[(δ−1
α α)±1, δ−1

β β] pour un β dans k(ρ−1u)×× <

v >, d’où le résultat puisque x et y appartiennent à |k[r−1 p, s−1q]×|.

(1.4.1.6) Il existe w et z dans < u, v > tels que < w >=< ||α|| > ou < ||α||, ||β|| > et
x et y appartiennent à semigp < w±1, z > .

Démonstration. On dit que deux éléments de < u, v > sont liés s’ils engendrent un
sous-groupe cyclique, sinon ils sont indépendants, c’est-à-dire qu’ils engendrent
librement un sous-groupe abélien libre.

Rappelons que α et β appartiennent à k(ρ−1u)×× < v >.

Si ||α| et ||β|| sont indépendants alors

x, y ∈ ||k[(δ−1
α α)±1, δ−1

β β]×|| ⊆ semigp < ||α||±1, ||β|| >

et on peut prendre w = ||α|| et z = ||β||.
Sinon ||α|| et ||β|| sont liés. Soit w un générateur de < ||α||, ||β|| >, disons

||α|| = wi, ||β|| = wj et w = ||α||c||β||d. Ici ||αj|| = ||βi|| = wij donc il existe un
unique µ ∈ k×

δi
αδ
−j
β

tel que

z = ||αj − µβi|| 6= wij.

Mais z et wij sont de même v-degré (car du v − degr de αj) donc w et z sont
indépendants. Soit α′ = αcβd et β′ = αj/βi − µ. Alors

||k[(δ−1
α α)±1, (δ−1

β β)±1]×|| = ||k[(δ−1
α′ α′)±1, 1(β′ + µ)±1]×||

(1.4.1.7) Notation. — On pose

∆ := {xiyj | ni + mj ≤ mn, i ≥ 0, j ≥ 0}.
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(1.4.1.8) Les monômes xm et yn appartiennent à supp( f ) qui est inclus dans ∆, || f || = xm

et < w >=< x >.

Démonstration. Géométriquement (i.e. en identifiant < x, y > avec Z2) x, y ∈
semigp < w±1, z > signifie qu’un des deux demi-plans déterminés par w contient
à la fois x et y. (La figure (1.4.1.8) même fausse, peut servir à suivre les arguments.)

x

y

w

z

F igure 1.1 –

D’après (1.4.1.6), il existe un entier i tel que ||α|| = wi ; quitte à remplacer
w par w−1 on peut supposer i positif. D’après (1.4.1.4) || f || = ||α||a = wia et
|| f || ∈ semigp < x, y > donc w ∈ semigp < x, y > autrement dit w appartient au
premier quadrant. Ceci n’est possible que si w est sur l’axe des x ou sur l’axe des
y, c’est-à-dire si w est une puissance de x ou de y.

Comme < x, y >⊆< w, z > ou bien w = x ou bien w = y. Ainsi || f || est une
puissance soit de x soit de y. Mais le seul endroit où supp( f ) rencontre l’axe des x
ou des y est dans ∆ donc || f || ∈ ∆ et alors supp( f ) ⊆ ∆.

Ainsi x- deg( f ) = m implique que xm ∈ supp( f ) et de même yn ∈ supp( f ).
Donc soit || f || = xm soit || f || = yn. Mais

u- deg(xm) = u- deg(umAvmn′) = mA et

u- deg(yn) = u- deg(unBvm′n) = nB = mA− pgcd(m,n) < mA

donc || f || = xm. Ainsi < w >=< x >.

(1.4.1.9) Si < w >=< ||α|| > alors n|m.

Démonstration. Si < ||α|| >=< w >=< x > alors ||α|| = x. Mais (1.4.1.4) implique
que || f || = ||α||a = xa et (1.4.1.8) que || f || = xm donc a = m. Ansi | f | = λαm

dans k(r−1x, s−1y), donc y- deg(| f |) = m(y- deg(α)). Et y- deg(| f |) = n puisque
yn ∈ supp(| f |), donc m|n.
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(1.4.1.10) Si < w >=< ||α||, ||β|| > alors m|n.

Démonstration. Si < ||α||, ||β|| >=< w >=< x > alors n′Z = v- deg(< x >

) = v- deg(< ||α||, ||β|| >) = v- deg(< α, β >). Alors d’après (1.4.1.4) y ∈
k[(δ−1

α α)±1, δ−1
β β] et est v-homogène donc v- deg(y) ∈ v- deg(< α, β >), c’est-à-

dire que m′ est un multiple de n′ donc n|m.

(1.4.1.11) Définition. — Pour tout p = ∑ µi,jxiyj ∈ k[r−1x, s−1y] 6=0 de degré deg(p) =
d on définit p0 = ∑ µi,d−ixiyd−i, la composante dominante de p.

(1.4.1.12) Proposition. — Soit (p, q) un automorphisme de k[r−1x, s−1y] avec deg(p) ≤
deg(q). Alors soit (p, q) est affine, soit il existe un unique N ∈N et µ ∈ k×sr−N tels que

deg(q− µpN) < deg(q).

Et (p, q− µpN) est encore un automorphisme.

Démonstration. Soit ( f , g) l’inverse de (p, q) et notons m = x- deg( f ) et n =

y- deg( f ).
Si deg(pm) 6= deg(qn) la caractérisation de la forme de f obtenue proposition

(1.4.1.2) implique que

deg( f (p, q)) = max(deg(pm), deg(qn)).

Comme f (p, q) = x, les polynômes pm et qn, et donc p et q, sont de degré au plus
1, ainsi (p, q) est affine.

Si deg(pm) = deg(qn) alors m ≥ n (puisque deg(p) ≤ deg(q)) donc, d’après la
proposition (1.4.1.2), n|m et on peut écrire deg(pN) = deg(q) avec N = m

n . On peut
supposer que (p, q) n’est pas affine donc deg(q) > 1. Comme f (p, q) = x il suit
que p0 et q0 (composantes dominantes de p et q) sont algébriquement dépendants
sur k, il existe donc P = ∑ ai,jxiyj ∈ k[r−1x, s−1y] non constant tel que P(p, q) = 0.

Par construction p0 est un polynôme homogène de degré d et q0 est un po-
lynôme homogène de degré Nd vérifiant donc le degré de pi

0qj
0 est d(i + jN).

Il existe un couple d’indice (i0, j0) 6= 0 avec ai0,j0 tels que ai0,j0 6= 0. Notant

l := i0 + j0N = deg(pi0 qj0 )
d , l’égalité P(p, q) = 0 implique

0 = ∑
i+jN=l

ai,j pi
0qj

0 = ∑
i+jN=l

ai,j p
i+jN
0

(
q0

pN
0

)j

= pl
0 ∑

i+jN=l
ai,j

(
q0

pN
0

)j

,

autrement dit q0/pN
0 est algébrique sur k et appartient donc à k ([Duc, (2.2.29.1)]),

disons q0/pN
0 = µ. Alors deg(q− µpN) < deg(q) comme voulu.



1.5. THÉORÈMES DE HILBERT 43

1.5 Théorèmes de Hilbert

1.5.1 Groupe général linéaire

Avant de passer à la preuve, établissons l’analogue gradué d’un résultat utile :

(1.5.1.1) Définition. — Soit L/k une extension galoisienne de groupe de Galois G,
et soit U un espace vectoriel sur L avec une action ∗ de G sur U. On note · l’action
linéaire standard de G sur L. On dit que G agit par automorphismes semi-linéaires
sur U si l’on a pour tout r ∈ Γ, u, u′ ∈ Ur, λ ∈ L

σ ∗ (u + u′) = σ ∗ u + σ ∗ u′;

σ ∗ (λu) = (σ · λ)(σ ∗ u).

(1.5.1.2) Lemme. — Soit U un L-espace vectoriel. Si G agit sur U par automorphismes
semi-linéaires, alors UG := {u ∈ U | σ ∗ u = u pour tout σ ∈ G} est un k-espace vectoriel,
et l’application :

f : UG ⊗k L→ U, u⊗ λ 7→ λu

est un isomorphisme L-linéaire.

Démonstration. Il est clair que UG est un k-espace vectoriel et que f est L-linéaire.
Établissons d’abord la surjectivité de f .

Soit u un vecteur de U, soit λ1, . . . , λn une k-base de L et soit σ1 = idL, σ2, . . . , σn

les éléments de G. Posons pour i ∈ {1, . . . , n},

ui = ∑
j

σj ∗ (λiu).

Pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a

σk ∗ ui = ∑
j
(σkσj) ∗ (λiu).

Ainsi l’action de σk sur ∑j σj ∗ (λiu) ne fait que permuter les termes de la somme,
donc ui ∈ UG.

Comme σ1, . . . , σn sont des k-automorphismes distincts de L, ils sont linéai-
rement indépendants sur L (proposition (1.3.3.1)). C’est pourquoi, ayant, pour
tout i ∈ {1, . . . , n}, noté ri le grade de λi, la matrice M = (σj · λi)i,j appartient à
GL(L, (r1, ..., rn), (1, . . . , 1)). Puisque G agit par automorphismes semi-linéaires, on
a

ui = ∑
j

σj ∗ (λiu) = ∑
j
(σj · λi)(σj ∗ u).
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Maintenant si l’on écrit M−1 = (m′ij), de M−1M = In,

∑
j

m′1k(σk · λj) = δ1k pour tout k = 1 . . . n.

Donc

∑
j

m′ijuj = ∑
j

∑
k

m′1j(σk · λj)(σk ∗ u) = ∑
k

δ1k(σk ∗ u) = σ1 ∗ u = u,

la dernière égalité découlant de σ1 = idL. Ainsi

u = ∑
j

m′1juj = f (∑
j

uj ⊗m′1j),

ce qui prouve la surjectivité de f .

Admettons un instant que l’on ait montré que « toute famille de vecteurs
u1, . . . , ul ∈ UG k-linéairement indépendants est une famille de vecteurs L-linéairement
indépendants dans U ». Alors, soit x ∈ ker( f ) (de grade ρ). On peut écrire :

x = u1 ⊗ µ1 + · · ·+ un ⊗ µn,

où les u1, . . . , un sont k-linéairement indépendants (de grade ri) et les µi sont des
éléments homogènes de L (où µi est de grade ρr−1

i ). Par construction, f (x) = 0 =

µ1u1 + · · ·+ µnun. Alors on a µi = 0ρr−1
i

, et donc x = 0, ce qui prouve l’injectivité
de f .

Montrons maintenant ce que nous avions admis. Supposons que l’on ait l
vecteurs k-linéairement indépendants u1, . . . , ul ∈ UG (de grades r1, . . . , rl) pour
lesquels il existe µ1, . . . , µl éléments de L (µi est de grade ρr−1

i ) non tous nuls tels
que :

µ1u1 + · · ·+ µlul = 0.

On peut supposer que l est minimal, l > 1 et µ1 = 1 (alors ρ = r1). Par hypothèse,
les µi ne sont pas tous dans k, donc on peut aussi supposer que µ2 6∈ k. Soit σ ∈ G
tel que σ · µ2 6= µ2, alors

σ(∑
i

µiui) = ∑
i
(σ · µi)(σ ∗ ui) = ∑

i
(σ · µi)ui = 0

et on obtient ∑i≥2(σ · µi − µi)ui = 0, relation non triviale avec moins de termes,
contradiction.

(1.5.1.3) Théorème. — Soit k un corpoïde, soit L une extension galoisienne de k et r ∈ Γn

un polyrayon.
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1. Soit α une application de Gal(L/k) vers GL(L, r), alors

α ∈ Z1(Gal(L/k), GL(L, r))

si et seulement s’il existe s ∈ Γn et A ∈ GL(L, s, r) tels que pour tout σ ∈ Gal(L/k)

α(σ) = A−1(σ.A).

2. En particulier
Z1(Gal(L/k), GL(L, r))

est en bijection avec les classes de couples (V, ϕV) où V est un k-espace vectoriel et
ϕV est un L-isomorphisme entre V ⊗k L et L(r) modulo la relation d’équivalence :
(U, ϕU) ∼ (V, ϕV) si et seulement s’il existe ψ isomorphisme k-linéaire de U vers
V tel que ϕU = ϕV ◦ ψ.

3. Et
H1(Gal(L/k), GL(L, r)) = τ−1

k→L(r)

c’est-à-dire que le premier ensemble pointé de cohomologie est en bijection avec les
classes d’isomorphie k-espaces vectoriels V tels que V ⊗k L soit de L-type r.

(1.5.1.4) Remarque. — Quand grad(k×) = grad(L×) et donc quand Γ = 1, l’appli-
cation τk→L : T (k)→ T (L) est bijective, alors

H1(Gal(L/k), GL(L, r)) = 1

et on retrouve l’énoncé classique du théorème 90 de Hilbert : tous les cocycles sont
des cobords.

Démonstration. Le résultat a trois parties : l’écriture des cocycles en termes de
matrices, la description des cocycles et la description du premier ensemble pointé
de cohomologie. Posons G = Gal(L/k).

Soit α un morphisme de groupe de G vers GL(L, r). Supposons α ∈ Z1(G, GL(L, r))
la réciproque étant évidente. On tord l’action naturelle de G sur L(r) en une action
par automorphismes semi-linéaires :

σ ∗ u = α(σ)(σ · u) pour tout u ∈ L(r), σ ∈ G.

D’après le lemme (1.5.1.2) il existe un isomorphisme f : (L(r))G ⊗k L ∼−→ L(r). En
particulier dimk((L(r))G) = dimL((L(r))G ⊗k L) = dimL(L(r)) = n.

Soit v1, . . . , vn une k-base de (L(r))G, c’est aussi une L-base de L(r), et, notant
s−1

i le grade de vi, la j-ème coordonnée de vi est de grade s−1
i rj. Ainsi la matrice P

dont les colonnes sont v1, . . . , vn appartient à GL(L, r, s).
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Alors, pour tout σ ∈ G, la matrice σ · P est la matrice dont les colonnes sont
σ · v1, . . . , σ · vn. Comme v1, . . . , vn ∈ (L(r))G

vi = σ ∗ vi = α(σ)(σ · vi) pour tout i = 1 . . . n,

donc en termes de matrices, pour tout σ ∈ G,

P = α(σ)(σ · P)

⇔ α(σ) = P(σ · P)−1

⇔ α(σ) = P(σ · P−1).

Donc A = P−1 ∈ GL(L, s, r) convient.

Étudions les cocycles. Soit a, b ∈ Γn et A ∈ GL(L, a, r) et B ∈ GL(L, b, r). Ces
matrices définissent le même cocycle si et seulement si, pour tout σ ∈ G,

A−1σ(A) = B−1σ(B)

⇔ AB−1 = σ.(AB−1)

⇔ AB−1 ∈ GL(k, a, b).

Autrement dit ces matrices définissent le même cocycle si et seulement s’il existe
une matrice P ∈ GL(k, a, b) telle que

A = PB.

Ce que l’on peut traduire en l’existence du diagramme commutatif d’espaces
vectoriels (gradués) suivant où toutes les flèches hormis celles d’extension des
scalaires sont des isomorphismes :

k(a) k(a)⊗k L L(r)

k(b) k(b)⊗k L

P−1

A−1

P−1
B−1

C’est-à-dire que les cocycles correspondent aux classes de couples (V, ϕV) où V est
un k-espace vectoriel et ϕV est un L-isomorphisme entre V ⊗k L et L(r) modulo la
relation d’équivalence : (U, ϕU) ∼ (V, ϕV) si et seulement il existe ψ isomorphisme
k-linéaire de U vers V tel que ϕU = ϕV ◦ ψ.

Enfin, soit α et β deux éléments de Z1(Gal(L/k), GL(L, r)), il existe d’après le
premier point traité a, b ∈ Γn et des matrices A ∈ GL(L, a, r) et B ∈ GL(L, b, r) tels
que pour tout σ ∈ G

α(σ) = A−1(σ.A) et β(σ) = B−1(σ.B).
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Ces cocycles sont cohomologues si et seulement s’il existe une matrice P ∈ GL(L, r)
telle que pour tout σ ∈ G

α(σ) = P−1β(σ)(σ.P)

⇔ A−1(σ.A) = P−1B−1(σ.B)(σ.P)

⇔ AP−1B−1 = σ.(AP−1B−1)

⇔ AP−1B−1 ∈ GL(k, a, b).

Autrement dit α et β sont cohomologues si et seulement s’il existe P ∈ GL(L, r) et
Q ∈ GL(k, a, b) telles que

A = QBP.

Le résultat suit si l’on traduit ces égalités matricielles en l’existence du diagramme
commutatif d’espace vectoriels suivant où toutes les flèches hormis celles d’exten-
sion des scalaires sont des isomorphismes :

k(a) k(a)⊗k L L(r)

k(b) k(b)⊗k L L(r)

Q−1

A−1

Q−1 P

B−1

Les classes de cohomologie sont moins contraintes que les cocycles et correspondent
aux classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels devenant L-isomorphes à L(r)
qui étaient k-isomorphes sans condition de compatibilité.

(1.5.1.5) Remarque. — Ce théorème se ramène en dimension 1 à l’énoncé ci-
dessous, donnant une autre preuve de [Sch15, Proposition 2.11].

(1.5.1.6) Corollaire. — Soit k un corpoïde,L une extension galoisienne de k, et α un
morphisme de groupe de Gal(L/k)→ vers L×1 ,

α ∈ Z1(Gal(L/k), L×1 )

si et seulement s’il existe λ ∈ L× tel que

α(σ) =
σ.λ
λ

pour tout σ ∈ Gal(L/k).

En particulier,

H1 (Gal(L/k), L×1
)
= τ−1

k→L((1)) = grad(L×)/grad(k×).

Démonstration. Il suffit de rappeler que pour tout r et s dans Γ, les groupes L×1 et
GL(L, (r)) sont isomorphes, ainsi que L×s et GL(L, (s), (1)).
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1.5.2 Groupe additif

(1.5.2.1) Théorème (Hilbert 90 additif gradué). — Soit k un corpoïde, L une extension
galoisienne de k, pour tout r ∈ Γ

H1 (Gal(L/k), Lr) = 0.

Démonstration. (D’après Antoine Ducros.) On se ramène immédiatement au cas
où L est une extension finie de k. On commence par remarquer que comme L est
finie galoisienne sur k, il existe un élément λ de trace 1 dans L×1 . Il y a pour ce
faire deux possibilités : décalquer la démonstration de la non dégénérescence de la
trace dans le contexte gradué, en se ramenant par tensorisation avec une extension
convenable au cas d’un produit fini d’extensions de k ; ou bien utiliser le résultat
connu pour K1, et le fait que le noyau de la surjection Gal(L/k)→ Gal(L1/k1) est
d’ordre inversible dans L.

La multiplication par λ est alors un endomorphisme de Lr de trace égale
à l’identité, et l’existence d’un tel endomorphisme permet de conclure (Cartan-
Eilenberg-Serre utilise cette méthode dans Corps locaux).

1.5.3 Automorphismes du plan

On adapte ici la preuve de [Kam75].

(1.5.3.1) Théorème. — Soit k un corpoïde, L une extension galoisienne finie de k et
(r, s) ∈ Γ2, alors la flèche naturelle

H1(Gal(L/k), GL(L, (r, s)))→ H1(Gal(L/k), Aut(L[r−1x, s−1y]))

est un isomorphisme d’ensembles pointés.
En particulier

H1(Gal(L/k), Aut(L[r−1x, s−1y])) = τ−1
k→L(r, s).

Démonstration. Pour alléger les notations écrivons Aut pour Aut(L[r−1x, s−1y]) et
G pour Gal(L/k). Nous avons montré, théorème (1.4.0.1), que

Aut = Aff ∗Aff∩Jon Jon

où Aff est le sous-groupe G-stable des automorphismes affines et Jon est le sous-
groupe G-stable des automorphismes de Jonquières.

(1.5.3.2) Lemme. — Les flèches naturelles

1. H1(G, Aff)→ H1(G, GL(L, (r, s))) ;
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2. H1(G, Aff∩ Jon)→ H1(G, (L×1 )
2) ;

3. H1(G, Jon)→ H1(G, (L×1 )
2) .

sont des isomorphismes.

Démonstration. 1 le G-morphisme naturel Aff → GL(L, (r, s)), (A, B) 7→ A est
surjectif de noyau les translations (la loi de groupe sur Aff étant (A, B) ◦ (A′, B′) =
(AA′, B + AB′)), c’est-à-dire que

Aff = L(r, s)1 o GL(L, (r, s)).

En particulier, la surjection Aff → GL(L, (r, s)) a une section et il en découle
formellement que le morphisme induit

Z1(G, Aff)→ Z1(G, GL(L, (r, s)))

est surjectif et partant que l’application

H1(G, Aff)→ H1(G, GL(L, (r, s)))

est surjective.

Par ailleurs L(r, s)1 = Lr × Ls et, d’après le théorème (1.5.2.1),

H1(G, Lr) = H1(G, Ls) = 1

donc H1(G, L(r, s)1) = 1.

De tout ceci on déduit (par exemple via [Ser13, VII, A, Proposition 1]) de la
suite exacte de G-modules

1→ L(r, s)→ Aff→ GL(L, (r, s))→ 1

une suite exacte d’ensembles pointés

1→ H1(G, Aff)→ H1(G, GL(L, (r, s)))

qui donne l’injectivité voulue.

2 se montre comme 1 en écrivant Aff∩ Jon = (Lr × Ls)o (L×1 )
2.

3, le sous-groupe

{ϕ ∈ Jon | ϕ(x, y) = (x, y + P(x))}
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de Jon est isomorphe à L[r−1x]s. Donc on peut écrire

Jon = (Lr × L[r−1x]s)o (L×1 )
2

et on procèderait comme en 1 pour peu que l’on ait l’égalité

H1(G, L[r−1x]s) = 1.

Pour tout d ∈ Z, notons L[r−1x](d)s le sous-groupe de L[r−1x]s des polynômes de
degré au plus d. Pour tout d,

L[r−1x](d)s ' Ls × Lsr−1 × · · · × Lsr−d

donc, d’après le théorème (1.5.2.1),

H1(G, L[r−1x](d)s ) = 1.

Soit α ∈ Z1(G, L[r−1x]s), comme G est fini, il existe d ∈N tel que α(g) ∈ L[r−1x](d)s

pour tout g ∈ G. Ainsi α ∈ Z1(G, L[r−1x](d)s ) est cohomologue à 1 dans H1(G, L[r−1x](d)s )

et donc est cohomologue à 1 dans H1(G, L[r−1x]s).

D’après [Kam75, Theorem 1] le diagramme commutatif naturel d’espaces poin-
tés

H1(G, Aff∩ Jon) H1(G, Jon)

H1(G, Aff) H1(G, Aut)

est cocartésien. Nous pouvons expliciter les termes et les flèches via le lemme
(1.5.3.2), obtenant le diagramme commutatif cocartésien

H1(G, (L×1 )
2) H1(G, (L×1 )

2)

H1(G, GL(L, (r, s))) H1(G, Aut)

∼

Et la flèche
H1(G, GL(L, (r, s)))→ H1(G, Aut)

est alors un isomorphisme pour des raisons formelles.



Chapitre 2

Polydisques fermés et dentelles

Soit k un corps ultramétrique complet.

(2.0.0.1) Définition. — Un polyrayon est une famille finie d’éléments de R×+.

2.1 Polydisques fermés

On note T1, . . . , Tn des coordonnées sur A
n,an
k .

(2.1.0.1) Définition. — Soit un polyrayon r = (r1, . . . , rn) ∈ (R×+)
n, nous noterons

Dr le domaine analytique de A
n,an
k défini par les conditions |Ti| ≤ ri pour tout

i ∈ {1, ..., n}, que nous appellerons k-polydisque fermé centré en l’origine de polyrayon
r.

Un k-polydisque fermé de polyrayon r est un espace k-analytique isomorphe à Dr.
Nous dirons qu’une famille ( f1, . . . , fn) de fonctions sur un k-polydisque fermé

X est un système de coordonnées si les fi induisent un isomorphisme entre X et un
k-polydisque fermé centré en l’origine.

(2.1.0.2) Définition. — Soit X un espace k-analytique ; soitA l’algèbre des fonctions
analytiques sur X. Pour tout réel r strictement positif, on note

• A≤r le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que ||a||∞ ≤ r ;

• A<r le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que ||a||∞ < r ;

• A≺r le complété de A<r pour la topologie de la convergence en norme sur
tout domaine affinoïde. Remarquons que si A est compact, A≺r = A<r ;

• Ãr := A≤r/A≺r.

On pose
Ã := ä

r∈R×+

Ãr

la réduction de A pour la semi-norme spectrale ; c’est un annéloïde.

51
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Si a ∈ A et si r est un réel strictement positif supérieur ou égal à ||a||∞, on
notera ãr l’image de a dans Ãr. Si r = ||a||∞, on écrira simplement ã.

(2.1.0.3) Remarque. — Dans cette section on travaillera toujours avec des poly-
disques fermés qui sont des espaces k-analytiques compacts.

(2.1.0.4) Définition. — Nous noterons Ar l’algèbre des fonctions analytiques sur
Dr, que nous munissons de la norme spectrale ||.||∞, et Ãr sa réduction (graduée)
pour cette norme.

(2.1.0.5) Remarque. — Sur Dr le k-polydisque fermé centré en l’origine de poly-
rayon r, la norme spectrale coïncide avec la norme f 7→ | f (ηr)| évaluation en ηr le
bord de Shilov de Dr.

(2.1.0.6) Lemme. — Il existe un isomorphisme de k̃-algèbres entre Ãr et l’annéloïde

k̃
[
r−1

1 τ1, . . . , r−1
n τn

]
modulo l’identification de T̃i avec τi.

Démonstration. Corollaire de [Tem04, Proposition 3.1 (i)].

(2.1.0.7) Proposition. — Soit ( f1, . . . , fn) une famille de fonctions analytiques sur Dr,
on note si = || fi||∞. On suppose qu’il existe A ∈ GL

(
k̃, s, r

)
et B ∈ k̃(s)1 tels que

( f̃i) = A(τi) + B.

Alors ( fi) est un système de coordonnées induisant un isomorphisme entre Dr et Ds.

(2.1.0.8) Remarque. — Rappelons que A ∈ GL
(

k̃, s, r
)

signifie simplement que A

est de la forme (ai,j)i,j=1..n avec ai,j ∈ k̃r−1
j si

et det(A) ∈ k̃×R où R = ∏i=1..n(r
−1
i si), et

que B ∈ k̃(s)1 signifie que B est de la forme (bi)i=1..n avec bi ∈ k̃si .

Démonstration. On note ϕ : Dr → Ds le morphisme induit par les fi.

Soit P ∈ GLn(k) un antécédent de A et Q ∈ kn un antécédent de B. Quitte à
composer ϕ avec l’isomorphisme Ds → Dr induit par

(Ti) 7→ P−1((Ti)−Q)

on peut supposer que ( f̃i) = (τi). Il nous reste à montrer qu’alors ( fi) est un
système de coordonnées induisant un automorphisme de Dr.

Si l’on construit pour tout i une fonction gi de Ar telle que gi(f) = Ti, la famille
(gi) induira un endomorphisme ψ de Dr tel que ψ ◦ ϕ = id. La famille (gi) vérifiant
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les mêmes hypothèses que la famille ( fi) on pourra construire un inverse à gauche
de ψ ainsi ψ sera inversible donc ϕ aussi et on en aura terminé.

Commençons par traduire en terme de séries notre hypothèse. Que fi ∈ Ar

vérifie f̃i = τi signifie que
fi = aiTi + ∑ a(0)i,I TI

où
lim
|I|→∞

|a(0)i,I |r
I = 0, |ai| = 1 et |a(0)i,I |r

I < ri.

Quitte à composer ϕ avec l’automorphisme induit par Ti 7→ a−1
i Ti on peut supposer

ai = 1.
Notons f (0)i := ∑ a(0)i,I TI , et

δ := max
i

(
|| f (0)i ||∞

ri

)
,

par construction δ < 1 et || f (0)i ||∞ ≤ riδ. Il nous sera utile de remarquer que pour
tout tout I ∈Nn

||TI − fI ||∞ ≤ rIδ.

En effet,
TI − fI = TI − (T + f(0))I = ∑

J+K=I,K 6=0
aJ,KTJ(f(0))K,

où les aJ,K sont entiers (i.e. sommes finies de 1 dans k), en particulier |aJ,K| ≤ 1. La
majoration || fi||∞ ≤ riδ implique ainsi que ||(f(0))K||∞ ≤ rKδ|K| et donc que

||aJ,KTJ(f(0))K||∞ ≤ ||TJ ||∞.||(f(0))K||∞ ≤ rJ+Kδ|K|

d’où

||TI − fI ||∞ ≤ max
J+K=I,K 6=0

||aJ,KTJ(f(0))K||∞ ≤ max
J+K=I,K 6=0

rJ+Kδ|K| ≤ rIδ.

Construisons par récurrence sur m une suite (Em, g(m)
1 , f (m)

1 )m vérifiant :

• Em est une partie finie de Nn ;

• g(m)
1 = T1 −∑i=0..m(∑I∈Ei

a(i)1,IT
I) où ∀i ∈N, ∀I ∈ Ei, |a(i)1,I |rI ≤ r1δi ;

• g(m)
1 (f) = T1 + f (m)

1 où f (m)
1 ∈ Ar et || f (m)

1 ||∞ ≤ r1δm+1.

Soit E0 := ∅ et g(0)1 := T1, alors

g(0)1 (f) = T1 + f (0)1 ,

(nous avons fixé f (0)i supra) et (E0, g(0)1 , f (0)1 ) vérifie l’hypothèse de récurrence.
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Supposons que l’on ait (Ei, g(i)1 , f (i)1 ) pour tout i ≤ m et construisons le triplet
suivant. Écrivons

f (m)
1 = ∑

I
a(m+1)

i,I TI .

Comme lim|I|→∞ a(m)
i,I = 0 puisque f (m)

1 ∈ Ar l’ensemble de multi-indices

Em+1 :=
{

I , |a(m+1)
i,I |rI ∈]r1δm+2; r1δm+1]

}
est fini.

Posons
g(m+1)

1 := T1 − ∑
i=0...m+1

(∑
I∈Ei

a(i)1,IT
I).

Alors

g(m+1)
1 (f) = g(m)

1 (f)− ∑
I∈Em+1

a(m+1)
1,I fI

= T1 + f (m)
1 − ∑

I∈Em+1

a(m+1)
1,I fI

= T1 + ∑
I 6∈Em+1

a(m+1)
I,1 TI + ∑

I∈Em+1

a(m+1)
1,I (TI − fI).

Posons
f (m+1)
1 := ∑

I 6∈Em+1

a(m+1)
I,1 TI + ∑

I∈Em+1

a(m+1)
1,I (TI − fI),

alors f (m+1)
1 appartient à Ar puisque combinaison linéaire finie de produits finis

de fonctions de Ar (nommément f (m)
1 et les fi). Par ailleurs

|| ∑
I 6∈Em+1

a(m+1)
I,1 TI ||∞ ≤ r1δm+2,

puisque, pour tout I, ||a(m+1)
I,1 TI ||∞ ≤ || f (m)

1 ||∞ ≤ r1δm+1 et pour tout I 6∈ Em+1,

||a(m+1)
I,1 TI ||∞ 6∈]r1δm+2, r1δm+1]. Enfin pour tout I ∈ Em+1,

||a(m+1)
I,1 (TI − fI)||∞ ≤ |a(m+1)

I,1 |rIδ ≤ (r1δm+1)δ.

Donc || f (m+1)
1 ||∞ ≤ r1δm+2. Ceci achève la récurrence.

Enfin on pose g1 := limm g(m)
1 , par construction

g1(f) = T1

et g1 ∈ Ar puisque, pour tout n ∈N, g1 a un nombre fini de monômes de norme
supérieure à r1δn et δ < 1.
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(2.1.0.9) Corollaire. — La flèche naturelle

Aut (Ar)→ Aut (Ãr)

est surjective.

Démonstration. Soit ϕ ∈ Aut (Ãr). Notons (f) := (ϕ(τi))i et (g) := (ϕ−1(τi))i les
familles (de polynômes) image de (τi) par l’automorphisme ϕ et sa réciproque.

On peut prendre dans Ar = k{r−1T} des préimages polynomiales de ces
familles. Notons F (resp. G) une telle préimage de f (resp. g) et notons F (resp. G)
l’endomorphisme de Ar induit par la famille F (resp. G).

Par construction, pour tout i,

˜(Fi(G)) = fi(g) = τi.

Donc, d’après la proposition (2.1.0.7), la famille (Fi(G))i est un système de fonctions
coordonnées induisant un automorphisme de Dr, c’est-à-dire que F ◦ G est un
automorphisme de Ar. On montre de même que G ◦ F est un automorphisme, en
particulier F est un monomorphisme.

Par ailleurs comme F ◦ G est un automorphisme de Ar, il existe u ∈ Aut (Ar)

tel que F ◦ G ◦ u = id. Or un monomorphisme qui a un inverse à droite est un
isomorphisme, vérifions le ici,

F ◦ G ◦ u ◦ F = F = F ◦ id⇒ G ◦ u ◦ F = id

donc F a pour inverse G ◦ u.
Ainsi F est un automorphisme de Ar qui induit ϕ.

(2.1.0.10) Définition. — Deux polyrayons r et s sont k-équivalents si et seulement
s’ils sont de même cardinal n et s’il existe une permutation σ ∈ Sn telle que

(sir−1
σ(i))i ∈ |k×|n.

Un k-type est une classe de polyrayons k-équivalents.
On note T (k) l’ensemble des k-types. (On confondra par abus de notation un

polyrayon r et son k-type.)

(2.1.0.11) Remarque. — Comme grad(k̃×) = |k×|, les définitions de k-équivalents
et de k̃-équivalents ainsi que de k-type et de k̃-type coïncident et T (k) = T (k̃).

Par ailleurs, de même que dans le cas gradué, la formation de T (k) est foncto-
rielle en k et l’application naturelle

T (k)→ T (L)
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est surjective.

(2.1.0.12) Notation. — Soit L une extension de k, on note τk→L la surjection naturelle
T (k)→ T (L).

(2.1.0.13) Remarque. — Évidemment τk→L = τ̃k→L̃.

(2.1.0.14) Corollaire. — Soient deux polyrayons r, s, deux k-polydisques fermés respecti-
vement de polyrayon r et s sont isomorphes si et seulement si r et s sont k-équivalents.

Démonstration. Implication. Soit ( fi) un système de fonctions coordonnées sur Dr

induisant un isomorphisme vers Ds. Alors

( f̃i) = A.(τi) + B + termes de degré supérieur

avec A ∈ GL
(

k̃, s, r
)

et B ∈ k̃(s)1. En particulier GL
(

k̃, s, r
)
6= ∅. Donc r et s sont

k̃-équivalents, i.e. k-équivalents.
Réciproque. Il existe une matrice A ∈ GL

(
k̃, s, r

)
. Soit P ∈ GLn(k) un antécé-

dent de A, alors la famille P.(Ti) a pour réduction

A.(τi)

et définit d’après la proposition (2.1.0.7) un système de fonctions coordonnées
induisant un isomorphisme de Dr vers Ds.

(2.1.0.15) Remarque. — L’application r 7→ Dr induit donc une bijection entre les
k-types T (k) et les classes d’isomorphie de k-polydisques fermés.

(2.1.0.16) Définition. — Un k-polydisque fermé de k-type r est un espace k-analytique
isomorphe à Dr.

(2.1.0.17) Définition. — Nous dirons que l’action d’un groupe G sur le k-polydisque
fermé centré en zéro Dr est résiduellement affine si l’action induite sur le plan
Ãr ' k̃

[
r−1

1 τ1, . . . , r−1
n τn

]
est affine. C’est-à-dire, pour tout g ∈ G :

g.(τi) = A(τi) + B

où, A ∈ GL(k̃, r) et B ∈ k̃(r)1.
Nous dirons que l’action d’un groupe G sur un k-polydisque fermé de type r

abstrait X est résiduellement affine s’il existe un isomorphisme X → Dr tel que
l’action induite sur Dr est résiduellement affine.

(2.1.0.18) Remarque. — La proposition (2.1.0.7) joue le même rôle dans notre travail
que [Duc12, Proposition 3.4] et [Sch15, Proposition 2.18] dans leurs papiers. Elle im-
plique en particulier qu’un groupe fini G dont l’action sur Dr induit une action par
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automorphismes affines (donc préservant le grade) sur Ãr agit par automorphismes
préservant la norme spectrale sur Dr.

2.2 Dentelles

On note T1, . . . , Tn des coordonnées sur G
n,an
m .

On note ρ : x 7→ η(|T1(x)|,...,|Tn(x)|) la rétraction de G
n,an
m sur son squelette S(Gn,an

m ).

(2.2.0.1) Notation. — Soit U une partie de (R×+)
n, nous noterons

ηU = {ηr ∈ Gn,an
m , r ∈ U};

DU = ρ−1(ηU) = {x ∈ Gn,an
m , (|T1(x)|, . . . , |Tn(x)|) ∈ U}.

Nous considérons (R×+) comme un espace vectoriel réel, la loi interne étant
donnée par sa structure de groupe abélien et la loi externe par l’exponentiation
coordonnée par coordonnée. (Ce point de vue « multiplicatif » est dû à Berkovich.)

(2.2.0.2) Définition. — On note AffZ((R
×
+)

n) l’ensemble des applications affines
de (R×+)

n vers R×+ de la forme

(t1, . . . , tn) 7→ r ∏ tai
i

où les ai appartiennent à Z et où r ∈ R×+.

Un Z-polytope de (R×+)
n est une partie compacte de (R×+)

n définie par une
condition de la forme : ∨

i∈I

∧
j∈J

ϕi,j ≤ 1

où I et J sont des ensembles finis d’indices et où les ϕi,j appartiennent à AffZ((R
×
+)

n).

(2.2.0.3) Définition. — Soit X un espace topologique séparé et localement compact.
Soit Y une partie de X et soit (Yi) une famille de sous-ensembles de Y. On dit que
la famille (Yi) est un G-recouvrement de Y si tout point y de Y possède un voisinage
dans Y de la forme Ui∈IYi où I est un ensemble fini d’indices et où y ∈ ∩i∈IYi.

(2.2.0.4) Définition. — Une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n est une partie

de (R×+)
n qui admet un G-recouvrement par une famille de Z-polytopes de (R×+)

n.

(2.2.0.5) Remarque. — Soit U un Z-polytope non vide convexe, c’est-à-dire non
vide et défini par une condition de la forme :

∧
i=1..m

ϕi ≤ 1
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où les ϕi : t 7→ ritai appartiennent à AffZ((R
×
+)

n). Alors DU est un domaine k-
affinoïde de G

n,an
m . Pour le voir : noter R un réel positif non nul tel que U soit inclus

dans le pavé [R−1; R]n et remarquer que la partie DU est isomorphe au spectre
analytique de

k{R−1T1, R−1T−1
1 , . . . R−1Tn, R−1T−1

n , r−1
1 S1, . . . , r−1

m Sm}/(Tai − Si)i=1..m.

Ainsi quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n non vide, DU est

un domaine k-analytique de G
n,an
m et donc un espace k-analytique. En effet, on a

par construction un G-recouvrement de DU par des domaines k-affinoïdes de G
n,an
m

([Ber93]).

(2.2.0.6) Remarque. — Pour toute partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n on

peut décrire le squelette ηU de DU comme l’ensemble des points maximaux de
DU pour la relation : x ≤ y si et seulement si | f (x)| ≤ | f (y)| pour toute fonction
analytique f sur DU .

Donc le squelette ne dépend pas du choix de coordonnées et σ(ηU) = ηU pour
tout automorphisme σ d’espace analytique de DU (remarquons que σ peut agir
non trivialement sur k).

(2.2.0.7) Remarque. — Soit U une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n connexe,

la rétraction ρ de G
n,an
m sur son squelette induit une rétraction canonique de DU

vers ηU . En fait il existe ([Ber99]) une rétraction par déformation Φ : G
n,an
m × [0; 1]→

S(Gn,an
m ) qui préserve |Ti| pour tout i et donc rétracte DU sur ηU , de la connexité

de ηU découle alors celle de DU ; la rétraction ρ est simplement Φ(•, 1).
Si L est une extension complète de k nous utiliserons les notations DU,L et

ηU,L dans un sens évident. La flèche DU,L → DU induit un homéomorphisme
ηU,L ' ηU , et, par les formules, DU,L → DU commute aux rétractions canoniques
de DU,L sur ηU,L et de DU sur ηU .

Le point ηr,k̂a de G
n,an
k̂a est par définition invariant sous l’action de Galois ; il

s’ensuit que si L est une extension complète de k admettant un k-plongement
isométrique dans k̂a (appellé extension presque algébrique de k dans [Duc]), l’image
réciproque de ηU sur DU,L est exactement ηU,L.

(2.2.0.8) Définition. — Une k-dentelle de squelette U est un espace k-analytique X
isomorphe à DU avec U une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)

n connexe
et non vide. Quand U est un produit d’intervalles, ce qui est toujours vrai en
dimension un, on parlera de manière équivalente de k-couronne de squelette U.

On appelle DU la k-dentelle de squelette U centrée en zéro. 1

1. On parle de k-dentelle « centrée en zéro » par analogie avec les polydisques, en fait le choix de
zéro ne suffit pas, il faut aussi choisir l’infini.
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Nous dirons qu’une famille ( f1, . . . , fn) de fonctions sur une k-dentelle X est
un système de coordonnées si les fi induisent un isomorphisme entre X et DU où U
est une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)

n connexe et non vide.

Un isomorphisme X ' DU identifie ηU à une partie de X qui ne dépend pas
du choix du système de coordonnées (cf. remarque (2.2.0.6)) ; nous l’appellerons
squelette analytique de X et nous le noterons San(X).

(2.2.0.9) Remarque. — Quand X est un espace k-analytique et L une extension
galoisienne de k tels que XL soit une L-dentelle, l’action de Gal(L/k) sur XL fixe
(mais n’est pas forcément triviale sur) le squelette de XL ; c’est une conséquence de
la remarque (2.2.0.6).

Dans toute la suite de la section, U désignera une partie Z-linéaire par morceaux
connexe et non vide.

(2.2.0.10) Remarque. — Nous allons vouloir obtenir un analogue de la proposition
(2.1.0.7), c’est-à-dire un critère pour déterminer à partir de sa réduction si une
famille de fonctions analytiques est un système de fonctions coordonnée.

Prenons D[1;2] la k-couronne fermée de squelette [1; 2] centrée en 0. Et munissons
l’algèbre de ses fonction analytiques de la norme spectrale comme nous l’avions
fait pour les polydisques. La fonction T est une fonction coordonnée sur D[1;2]

alors que ce n’est pas vrai pour la fonction T + T−1 ; pourtant ces fonctions ont
même réduction pour la norme spectrale. En effet ||T||∞ = ||T + T−1||∞ = 2 et
||T−1||∞ = 1 donc

T̃ = ˜T + T−1.

Il nous faut donc considérer une autre réduction.

(2.2.0.11) Définition. — Soit X un espace k-analytique ; soit A l’algèbre des fonc-
tions analytiques sur X et x un point de X. Pour tout réel r strictement positif, on
note

• Ax,≤r le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que |a(x)| ≤ r ;

• Ax,<r le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que |a(x)| < r ;

• Ãx
r := Ax,≤r/Ax,<r.

On pose
Ãx = ä

r∈R×+

Ax,≤r/Ax,<r.

On l’appelle la réduction de A en x ; c’est un annéloïde.

Si a ∈ A et si r est un réel strictement positif supérieur ou égal à |a(x)|, on
notera ãx

r l’image de a dans Ãx
r . Si r = |a(x)|, on écrira simplement ãx.
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(2.2.0.12) Définition. — Nous noterons AU l’algèbre des fonctions analytiques sur
DU et pour alléger les notations ÃU

r
sa réduction pour la semi-norme f 7→ | f (ηr)|

évaluation en ηr pour tout r ∈ U.

Quand U est un singleton {r} les semi-normes ηr et ||.||∞ coïncident, ainsi nous
écrirons simplement Ã{r} pour Ã{r}

r
.

(2.2.0.13) Remarque. — L’algèbre AU est l’ensemble des séries ∑I∈Zn aITI telles
que, pour tout r ∈ U, lim|I|→+∞ |aI |rI = 0.

(2.2.0.14) Lemme. — Il existe un isomorphisme de k̃-algèbres entre ÃU
r

et l’annéloïde

k̃[r−1
1 τr,1, r1τ−1

r,1 , . . . , r−1
n τr,n, rnτ−1

r,n ]

modulo les identifications de T̃i
r

avec τr,i (de degré ri) et de T̃−1
i

r
avec τ−1

r,i (de degré r−1
i ).

Démonstration. Corollaire de [Tem04, Proposition 3.1 (ii)] en remarquant que f 7→
| f (ηr)| est la norme spectrale de l’algèbre des fonctions analytiques du polydisque
fermé de polyrayon r.

(2.2.0.15) Définition. — Soit f = ∑I aITI une fonction de AU . Nous dirons que f
a un monôme strictement dominant de polydegré I si pour tout r ∈ U et tout J 6= I,

|aI |rI > |aJ |rJ .

(2.2.0.16) Lemme. — Une fonction de AU est inversible si et seulement si elle a un
monôme strictement dominant.

Démonstration. Si elle en a un elle s’écrit f = aITI(1 + u) avec |u(ηr)| < 1 pour
tout r ∈ U et est donc inversible.

Réciproquement, pour tout r ∈ U la réduction f̃ r est inversible dans Ã{r}. Donc

s’écrit ãI(r)τ
I(r)
r , c’est-à-dire que pour tout r ∈ U il existe un unique n-uplet I(r) tel

que
|aI(r)|rI(r) = max |aI |rI .

La fonction r 7→ I(r) est par conséquent localement constante et donc constante
sur U.

(2.2.0.17) Proposition. — Soit ( f1, . . . , fn) une famille de fonctions analytiques sur DU .
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. les fi forment un système de fonctions coordonnées ;

2. pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la fonction fi admet un monôme strictement dominant de
polydegré Ii et la matrice ayant pour lignes les Ii appartient à GLn(Z) ;
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3. pour tout i ∈ {1, . . . , n} il existe ai 6= 0 et Ii ∈ Z tels que, pour tout r ∈ U,

f̃i
r
= ai(τr,i)

Ii

et tels que la matrice ayant pour lignes les Ii appartient à GLn(Z).

(2.2.0.18) Exemple. — Sur la k-dentelle de squelette {(1, 1)} centrée en zéro, les
couples

( f1, f2) = (T1T−1
2 , T2) et (g1, g2) = (T1T2, T2)

définissent deux systèmes de fonctions coordonnées induisant des automorphismes
inverses l’un de l’autre.

Démonstration. L’équivalence 2⇔ 3 suit des définitions, prouvons 1⇔ 2.

On notera I la matrice ayant pour lignes les Ii.

Implication. Chaque fi est inversible puisque fonction coordonnée, et admet
donc un monôme strictement dominant de polydegré Ii. On vérifie que les polyde-
grés des monômes strictement dominant des fonctions induisant l’isomorphisme
inverse donnent immédiatement l’inverse de I.

Réciproque. Notons Ji le i-ème vecteur ligne de I−1. Quitte à remplacer (T1, . . . , Tn)

par (TJ1 , . . . , TJn) (système de fonctions coordonnées induisant un morphisme d’in-
verse évident), on peut supposer, pour tout i, que fi a pour monôme strictement do-
minant aiTi. Donc, quitte à remplacer à nouveau (T1, . . . , Tn) par (a−1

1 T1, . . . , a−1
n Tn),

on peut supposer, pour tout i, que fi a pour monôme strictement dominant Ti.

Soit r ∈ U, on peut, pour tout i, écrire fi de deux façons :

• Ti(1 + ui) où ui ∈ AU et |ui(ηr)| < 1 ;

• Ti + f (0)i où f (0)i ∈ AU et | fi(ηr)| < ri.

Évidemment f (0)i = Tiui et | f (0)i (ηr)| = ri|ui(ηr)|. Notons

δ := max
i
|ui(ηr)| =

| f (0)i (ηr)|
ri

.

Soit I ∈ Zn, on peut écrire I = I+ − I− avec I+, I− ∈Nn. Alors

|(1− (1 + u)I)(ηr)| = |(1 + u)−I−(ηr)|︸ ︷︷ ︸
=1

. |((1 + u)I− − (1 + u)I+)(ηr)|︸ ︷︷ ︸
≤δ

et donc
|(TI − fI)(ηr)| = |TI(ηr)|.|(1− (1 + u)I)(ηr)| ≤ rIδ.

La famille ( fi) induit un endomorphisme ϕr de Ar. Fort de l’inégalité ci-dessus,
on utilise la méthode de la preuve de la proposition (2.1.0.7) pour construire une
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famille de fonctions (gr,i) de Ar qui induit un automorphisme ψr, réciproque de
ϕr. En particulier ϕr est un automorphisme de Ar.

Pour tout r ∈ U, l’automorphisme ϕr induit un automorphisme (comme k-
algèbre) de k[[T1, T−1

1 , . . . , Tn, T−1
n ]] de réciproque induite par ψr. Comme ϕr est

induit par la famille ( fi), l’automorphisme induit de k[[T1, T−1
1 , . . . , Tn, T−1

n ]] ne
dépend pas de r, par conséquent sa réciproque non plus et donc, pour tout s ∈ U,
ψr = ψs, i.e. (gr,i) = (gs,i).

Soit r ∈ U, on pose gi := gr,i, pour tout s ∈ U, gi = gs,i ∈ A{s} et donc gi ∈ AU .

Par construction la famille (gi) induit un automorphisme de AU réciproque
de l’endomorphisme induit par la famille ( fi). La famille ( fi) induit donc un
automorphisme de AU et partant de DU .

(2.2.0.19) Définition. — Il suit des résultats ci-dessus que le groupe

L(DU) := A×U/k×(1 +A◦◦U )

est libre de rang n, et une famille de fonctions ( f1, . . . , fn) est un système de
fonctions coordonnées si et seulement si elles sont inversibles et s’envoient sur une
base de L(DU) (comme Z-module).

Nous appellerons réseau de DU le groupe L(DU).

(2.2.0.20) Remarque. — Tout automorphisme de DU (même s’il ne fixe pas le corps
de base) induit un automorphisme du réseau de DU .

Le réseau ne dépend pas du choix d’un système de fonctions coordonnées et
donc est bien défini pour toute dentelle abstraite.

(2.2.0.21) Remarque. — Quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R×+)
n

connexe et non vide, et L une extension galoisienne finie complète de k, l’action de
Galois de Gal(L/k) sur DU,L, induite par son action naturelle sur G

n,an
L , est triviale

sur le réseau : il suffit de prendre des coordonnées de G
n,an
k .

Ainsi, si un espace k-analytique X est une k-dentelle, l’action de Gal(L/k) est
triviale sur le réseau de XL.

Quand U est d’intérieur non vide un automorphisme de DU agit trivialement
sur le réseau si et seulement s’il agit trivialement sur le squelette analytique ηU de
DU .

2.3 La dimension 1

L’objet de cette section est de donner une illustration géométrique de la caracté-
risation des fonctions coordonnées obtenues dans les sections précédentes.
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Rappelons qu’une partie Z-linéaire par morceaux de R×+ connexe et non vide
est tout simplement un intervalle non vide quelconque de R×+. Ainsi, en dimension
1 et en cohérence avec l’usage habituel, nous parlons de couronnes plutôt que de
dentelles.

2.3.1 Disque fermé

Fixons un rayon r appartenant à R×+ et considérons Dr, le k-disque fermé centré
en 0 de rayon r.

0

∞

ηr

0

∞

ηr

F igure 2.1 – Disques fermés

Topologiquement Dr a une structure d’arbre réel. La structure analytique dis-
tingue un sommet particulier : ηr, le bord de Shilov de Dr qui n’est autre que le
squelette analytique de Dr. Selon que ηr est de type 2 (i.e. r est de torsion modulo
|k×|) ou de type 3 (i.e. r n’est pas de torsion modulo |k×|) le sommet ηr est soit de
valence supérieure à 1 soit de valence 1.

Nous notons Ar l’algèbre des fonctions analytiques sur Dr, ce sont les séries de
la forme ∑i∈N aiTi avec limi→∞ |ai|ri = 0. On la munit de sa norme spectrale : soit
f = ∑i∈N aiTi ∈ Ar, elle est donnée par || f ||∞ = maxi∈N |ai|ri et || f ||∞ = | f (ηr)|.

Nous notons Ãr sa réduction (graduée) pour la norme spectrale. La k̃-algèbre
Ãr est isomorphe à l’annéloïde

k̃[r−1τ]

où l’on note τ := T̃.
Une fonction coordonnée sur Dr est une fonction qui induit un isomorphisme

vers un k-disque fermé centré en zéro.

(2.3.1.1) Proposition. — Soit f ∈ Ar, alors f est une fonction coordonnée si et seulement
si

f̃ = aτ + b,
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avec a ∈ k̃× et b ∈ k̃|| f ||∞ .

Démonstration. Si f est une fonction coordonnée induisant un isomorphisme entre
Dr et D|| f ||∞ , il existe une fonction g ∈ A|| f ||∞ induisant l’isomorphisme réciproque
et alors

1 = deg(τ) = deg(g̃( f̃ )) = deg(g̃)deg( f̃ )

donc deg( f̃ ) = deg(g̃) = 1. Autrement dit

f̃ = aτ + b

avec a ∈ k× et || f ||∞ = grad( f̃ ) = grad(a)grad(τ) = grad(a)r.

La réciproque est une conséquence de proposition (2.1.0.7)

(2.3.1.2) Corollaire. — L’application Ar →N, f 7→ deg( f̃ ) ne dépend pas du choix de
coordonnée.

Et une fonction f ∈ Ar est une fonction coordonnée sur Dr si et seulement si

deg( f̃ ) = 1.

(2.3.1.3) Remarque. — On peut caractériser les fonctions coordonnées au niveau
de Ar. Qu’une fonction f = ∑ aiTi appartienne à Ar signifie qu’elle a un monôme
dominant de plus haut degré, c’est-à-dire qu’il existe d ∈N tel que

|| f ||∞ = |ad|rd et ∀i > d, |ad|rd > |ai|ri

et cette fonction est une fonction coordonnée si et seulement si son monôme
dominant de plus haut degré est de degré 1.

Évidemment cette caractérisation-ci est équivalente à celle donnée en terme
d’algèbre résiduelle graduée, mais – d’autant qu’il est plus agréable de penser au
degré d’un polynôme qu’à des monômes dominants – cette caractérisation-là nous
permettra d’utiliser avec profit les méthodes de l’algèbre commutative.

(2.3.1.4) Résumons . Le disque fermé Dr a un sous-ensemble particulier, son sque-
lette analytique qui est réduit à un point ηr et la semi-norme définie par ce point
coïncide avec la norme spectrale.

À l’algèbre des fonctions analytiques sur le disque Ar on associe sa réduction 2

en ηr, i.e. pour la norme spectrale, Ãr est un annéloïde de polynômes.

Une fonction analytique f sur le disque est une fonction coordonnée si et
seulement si sa réduction f̃ (en ηr) est de degré 1.

2. On a aimerait écrire « en chaque point du squelette analytique ».
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2.3.2 Couronne

Fixons un intervalle I appartenant à R×+ et considérons DI , la k-couronne
centrée en 0 de squelette I.

Topologiquement DI a une structure d’arbre réel. La structure analytique dis-
tingue la partie ηI = {ηr , r ∈ I}, c’est son squelette analytique de DI .

0

∞

ηa

ηb

F igure 2.2 – Couronne D[a;b]

Nous notons AI l’algèbre des fonctions analytiques sur DI , ce sont les séries
de la forme ∑i∈Z aiTi avec lim|i|→∞ |ai|ri = 0 pour tout r ∈ I.

Pour tout r ∈ I, nous notons ÃI
r

sa réduction (graduée) pour la semi-norme ηr.
La k̃-algèbre ÃI

r
est isomorphe à l’annéloïde

k̃[r−1τr, rτ−1
r ]

où l’on note τr := T̃r.

Soit r ∈ I. On dit qu’une fonction f = ∑i∈Z aiTi ∈ AI a un monôme strictement
dominant de degré d en ηr si pour tout j 6= d

|ad|rd > |aj|rj.

On dit que f a un monôme strictement dominant de degré d si f a un monôme
strictement dominant de degré d en ηr pour tout r ∈ I.

(2.3.2.1) Proposition. — Soit f ∈ AI ,

• f est inversible si et seulement si f a un monôme strictement dominant ;

• f est une fonction coordonnée si et seulement si f a un monôme strictement dominant
de degré 1 ou −1.
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(2.3.2.2) Remarque. — Le degré des monômes (strictement) dominant est bien
défini à un signe − près, qui dépend du choix d’une fonction coordonnée, c’est ce
que nous avons appelé réseau de la dentelle. Quand I n’est pas réduit à un point
cela correspond à se donner une orientation du squelette.

On traduit cela en terme d’algèbre résiduelle graduée :

(2.3.2.3) Proposition. — Une fonction f ∈ AI est inversible si et seulement s’il existe
d ∈ Z et a ∈ k̃× tels que pour tout r ∈ I

f̃ = aτd
r .

Une fonction f ∈ AI est une fonction coordonnée si et seulement s’il existe d ∈ {±1}
et a ∈ k̃× tels que pour tout r ∈ I

f̃ = aτd
r .

Auquel cas f induit un isomorphisme entre DI et Dgrad(a).Id .

(2.3.2.4) Notation. — Soit r ∈ I on note deg+
r (resp. deg−r ) l’application de ÃI

r

dans Z∪ {±∞} qui à

• 0 associe −∞ (resp. +∞)

• P = ∑ aiτ
i
r associe max{i , ai 6= 0} (resp. min{i , ai 6= 0}).

Et on peut définir une application bien définie à l’opération (a, b) 7→ (−b,−a) près,
qui correspond au choix d’une orientation sur la couronne,

∆ : I ×AI → (Z∪ {±∞})2, (r, f ) 7→ (deg−r ( f̃ ), deg+
r ( f̃ )).

Cette application correspond à celle définie pour les disques fermés

Ar →N∪ {∞}, f 7→ deg( f̃ )

que l’on pourrait écrire pour insister sur le parallèle :

{r} ×Ar → (N∪ {∞}), f 7→ (deg( f̃ )).

Et alors :

(2.3.2.5) Corollaire. — Une fonction f ∈ AI est inversible si et seulement s’il existe
d ∈ Z tel que la fontion

r 7→ ∆(r, f )

est constante égale à (d, d) sur I.
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Une fonction f ∈ AI est une fonction coordonnée si et seulement s’il existe d ∈ {±1}
tel que

r 7→ ∆(r, f )

est constante égale à (d, d) sur I.

(2.3.2.6) Remarque. — Soit f = ∑i∈Z aiTi ∈ AI , alors pour tous i < j tels que

ai, aj 6= 0 la fonction r 7→ |aj|rj

|ai |ri est strictement croissante sur I. Comme pour tout
r ∈ I, | f (ηr)| = maxi |ai|ri, on en déduit que la fonction r 7→ | f (ηr)| est convexe,
et que log(r) 7→ log(| f (ηr)|) est linéaire par morceau, c’est-à-dire que l’on a un
graphe de la forme donnée figure 2.3. Qui est une sorte de polygone de Newton

ln(r)

ln(| f (ηr)|)

F igure 2.3 – Norme d’une fonction sur le squelette d’une couronne.

de f (développé dans [Thu05]).
On vérifie facilement que le couple ∆(r, f ) donne exactement la pente à gauche

et la pente à droite de ln(| f |) en ln(r). Et notre caractérisation des fonctions
coordonnées généralise le fait bien connu qu’une fonction est inversible si son
polygone de Newton est réduit à un segment.

(2.3.2.7) Remarque. — Remarquons que par construction deg−r ( f̃ ) ≤ deg+
r ( f̃ ) et

que si l’on munit (Z ∪ {±1})2 de l’ordre (partiel, mais total sur l’image de ∆)
(a, b) ≤ (c, d) si et seulement si b ≤ c alors la convexité notée ci-dessus se traduit
en

r < s⇒ ∆(r, f ) ≤ ∆(r′, f ).

Ainsi, même nous ne nous servirons pas de ce fait, remarquons que si I est
fermé, il suffit de considérer la réduction en les deux points extrêmes pour caracté-
riser les fonctions inversibles ou coordonnées. (En dimension supérieure on peut
utiliser des arguments de convexité de la même manière).

(2.3.2.8) Corollaire. — Soit I = [r, s].
Une fonction f ∈ AI est inversible si et seulement s’il existe d ∈ Z tel que

∆(r, f ) = ∆(s, f ) = (d, d).
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Une fonction f ∈ AI est une fonction coordonnée si et seulement s’il existe d ∈ {±1}
tel que

∆(r, f ) = ∆(s, f ) = (d, d).

(2.3.2.9) Résumons. Comme le disque fermé, la couronne DI a un sous-ensemble
particulier, son squelette analytique qui est homéomorphe à I. À l’algèbre AI des
fonctions analytiques sur la couronne on associe une réduction ÃI

r
en chaque point

ηr du squelette.
De la réduction f̃ r d’une fonction f en ηr nous pouvons déterminer ce que l’on

peut appeler par analogie les pentes à gauche et à droite (de log(| f |)) en ηr, couple
dont la définition dépend du choix d’une base du réseau de la couronne ; pour les
fonctions inversibles un changement de base simplement lieu à un changement de
signe, c’est ce qui motive que dans [Duc] le choix d’une base du réseau est appelé
« orientation ».

Enfin une fonction est une fonction coordonnée si et seulement si ses pentes
à gauche et à droite sont en tout point du squelette identiquement égales à 1 ou
égales −1.

2.4 Exemples de formes non triviales de couronnes

2.4.1 Cas modérément ramifié

Donnons une forme modérément ramifiée de couronne avec action de Galois
non triviale sur le réseau et qui n’est pas une couronne quand l’action de Galois
n’est pas triviale sur le réseau. Prenons comme corps de base k = Q3 (muni de la
norme 3-adique usuelle où |3| = 1

3 ), comme extension modérément ramifiée Q3[i]
et intéressons-nous à la partie de P

1,an
Q3

définie par :

{x ∈ P
1,an
Q3

,
1
4
≤ |(T2 + 1)(x)|}

que l’on note X (voir Figure 2.4, le segment η[0;∞] donné comme repère ne joue pas
de rôle particulier). L’espace Q3-analytique X n’est pas une Q3-couronne (la partie
fermée ainsi définie aurait deux bouts de type 2 ou 3 et non un) et pourtant, après
extension des scalaires, on peut écrire

XQ3[i] = {x ∈ P
1,an
Q3[i]

,
1
2
≤ |T + i

T − i
(x)| ≤ 2}

et remarquer que l’on obtient une Q3[i]-couronne avec f = T+i
T−i comme fonction

coordonnée. Si l’on note σ la conjugaison complexe, σ( f ) = f−1 donc l’action de
Galois sur le réseau de XQ3[i] n’est pas triviale.
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0

∞

η1
η[i], 1

2

[i]

XQ3

0

∞

η1

η+i, 1
2

+i

η−i, 1
2

−i

XQ3[i]

F igure 2.4 – Forme modérément ramifiée mais non triviale de couronne

2.4.2 Cas sauvagement ramifié

On peut directement adapter pour les couronnes un des contre-exemples don-
nées en [Duc13, (3.8)].

Supposons que k est de caractéristique mixte (0, p) et que le corpoïde résiduel
k̃ n’est pas parfait ; choisissons a ∈ k× tel que ã ne soit pas une puissance p-ième
dans k̃, et posons r = p

√
|a|. Soit L la k-algèbre étale k[X]/(Xp − a). Si F est un

corps quotient de L alors ã est une puissance p-ième dans F̃, ce qui montre que
[F̃ : k̃] ≥ p, et donc que [F : p] ≥ p. Il s’ensuit que L est un corps de degré p sur k,
et que L̃ s’identifie à k̃[r−1X]/(Xp − ã).

Posons ε = |p|1/(p−1). Par construction, a possède une racine p-ième ξ dans
L ; notons que |ξ| = r. Soit F un corps complet algébriquement clos quelconque
contenant L et soient ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξp les racines p-ièmes de a dans F. Si i est un
entier compris entre 2 et p alors ξi = ξµ pour une certaine racine primitive p-ième
de l’unité µ ; on a donc |ξi − ξ| = rε. Soit z un élément de F. On déduit de ce qui
précède que l’on a pour tout s ∈]rε; r] les équivalences suivantes

• |z− ξ| < s⇔ (∀i, |z− ξi| < s);

• |z− ξ| ≥ s⇔ (∀i, |z− ξi| ≥ s).

Soit s ∈]rε; r[ et soit W le domaine analytique de P
1,an
k défini par l’inégalité

sp ≤ |Tp − a| < rp. Nous allons montrer que WL est isomorphe à une k-couronne,
mais que W n’est pas lui-même isomorphe à une k-couronne.

L’espace WL est isomorphe à une L-couronne. En effet si F est une extension
complète algébriquement close de k et si z ∈ F alors

s ≤ |z− ξ| < r ⇔ sp ≤∏
i
|z− ξi| < rp ⇔ sp ≤ |zp − a| < rp.
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Ceci valant pour tout extension complète algébriquement close de k, l’ouvert WL

de P
1,an
L peut être défini par l’inégalité s ≤ |T− ξ| < r, et est donc une L-couronne

de squelette [s; r[.
L’espace Wk n’est pas isomorphe à une k-couronne. Supposons en effet qu’il le

soit, et fixons une fonction coordonnée f sur W qui identifie W à la couronne de
squelette [S; R[ pour des réels 0 < S < R.

Soit F une clôture séparable de k et soit F0 l’extension modérément ramifiée
maximale de k dans F. La valeur absolue de k n’étant pas triviale (il est de carac-
téristique mixte), le groupe |F×0 | est dense dans R×+ ; il existe donc λ ∈ F0 tel que
|λ| ∈ [S; R[. L’élément λ définit, via la fonction coordonnée, f un point rigide x de
W. Par construction, H(x) est une extension finie modérément ramifiée de k.

Posons α = T(x). Comme α ∈W,

|(Tp − a)(x)| < rp = |a|.

Il en résulte les égalités |α| = r et α̃p = ã. Mais puisque H(x) est une extension
modérément ramifiée de k, le corpoïde H̃(x) est séparable sur k̃, et ne peut donc
contenir de racine p-ième de ã. On aboutit ainsi à une contradiction.



Chapitre 3

Trois théorèmes

3.1 Une proposition clef

Il nous sera pratique d’avoir présenté sous la forme des deux propositions
ci-dessous des résultats établis au début de la preuve de [Duc12, Théorème 3.5].
Nous en redonnons les démonstrations.

(3.1.0.1) Proposition. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace k-
analytique. Soit L une extension finie de k. Notons A l’algèbre des fonctions analytiques
sur X et B l’algèbre des fonctions analytiques sur XL. La flèche naturelle

A⊗k L→ B

est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons L une extension finie de k. Choisissons une base (l1, . . . , ln)

de L sur k. Si V est un domaine affinoïde de X d’algèbreAV alors VL est un domaine
affinoïde de XL d’algèbre AV ⊗k L ' ⊕AV .li ; il s’ensuit que la flèche naturelle

A⊗k L = ⊕A.li → B

est un isomorphisme.

(3.1.0.2) Proposition. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace k-
analytique compact. Soit L une extension modérément ramifiée de k. Notons A l’algèbre
des fonctions analytiques sur X et B l’algèbre des fonctions analytiques sur XL, que nous
munissons de la norme spectrale, et Ã, B̃ leurs réductions pour cette norme. Le morphisme
canonique

Ã ⊗k̃ L̃→ B̃

est un isomorphisme.

71



72 CHAPITRE 3

Démonstration. Choisissons un d-uplet (l1, . . . , ld) d’éléments de L× tel que (l̃1, . . . , l̃d)

soit une base de L̃ sur k̃. Soit K une extension ultramétrique complète quelconque
de k. Comme L est une extension modérément ramifiée de k, la famille (l̃1, . . . , l̃n)

est d’après [Duc12, §2.21] encore une base de ˜(K⊗k L) sur k̃. Si (λ1, . . . , λn) ∈ Kn,
[Duc12, Lemme 2.3] assure alors que

||∑ λili︸ ︷︷ ︸
∈K⊗k L

|| = max |λi|.|li|.

Donc, par la définition de la norme spectrale d’une fonction analytique, on a pour
tout n-uplet ( f1, . . . , fn) d’éléments de A, l’égalité

||∑ fi.li︸︷︷︸
∈B

||∞ = max || fi||∞|li|.

On en déduit l’égalité des sommandes B̃ρ = ⊕i L̃ ρ
|li |

l̃i et donc que le morphisme

canonique Ã ⊗k̃ L̃→ B̃ est un isomorphisme.

(3.1.0.3) Remarque. — Soit x un point de X dont la fibre dans XL est réduite à un
point xL. On a pour tout n-uplet ( f1, . . . , fn) d’éléments de A, l’égalité

|(∑ fi.li︸︷︷︸
∈B

)(xL)| = max | fi(x)||li|.

Donc si l’on note Ãx la réduction de A en x et B̃xL la réduction de B en xL. Le
morphisme canonique

Ãx ⊗k̃ L̃→ B̃xL

est un isomorphisme.

3.2 Formes de polydisques fermés

(3.2.0.1) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie et modérément ramifiée de k et soit
r ∈ (R×+)

n un polyrayon. Alors XL est un L-polydisque fermé de L-type r sur lequel
l’action de Galois est résiduellement affine si et seulement si X est un k-polydisque fermé
de k-type s, avec

s ∈ τ−1
k→L(r).

Démonstration. La réciproque est évidente, montrons l’implication.
On désigne par T1, . . . , Tn un système de fonctions coordonnées sur XL. Soit A

(resp. B) l’algèbre des fonctions analytiques sur X (resp. XL) que nous munissons
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de la norme spectrale, ||.||∞.
Il existe (lemme (2.1.0.6)) un isomorphisme entre B̃ et L̃ [τ1, ..., τn] modulo lequel

T̃i = τi est de degré ri, pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(3.2.0.2) Lemme. — Quitte à remplacer (T)i=1...n par un autre système de coordonnées
on peut supposer les τi invariants sous l’action de Gal(L̃/k̃).

Démonstration. Par notre hypothèse sur l’action de Galois, quitte à changer de
système de fonctions coordonnées, pour tout g ∈ Gal

(
L̃/k̃

)
:

g.(τ)i=1..n = Ag(τi)i=1..n + Bg

avec

• Ag = (aij,g)i,j=1..n ∈ GL
(

L̃, r
)

;

• Bg = (bi,g)i=1..n ∈ L̃(r)1.

Considérons d’abord seulement les termes de degré 1. On obtient l’identité :

Agh = (g.Ah) Ag.

Donc l’application g 7→ A−1
g est un cocycle de Z1(G, GL(L̃, r)). D’après notre

variante du théorème 90 de Hilbert (théorème (1.5.1.3)), il existe s = (si)i=1..n dans
Rn et P dans GL

(
L̃, s, r

)
telle que Ag = (g.P−1)P pour tout g ∈ Gal(L̃/k̃).

Pour tout g ∈ Gal(L̃/k̃)

g.(P (τi)i=1..n) = P (τi)i=1..n + B′g,

avec B′g ∈ L̃(s)1. Quitte à remplacer (τi)i=1..n par P (τi)i=1..n on peut écrire pour

tout g ∈ Gal
(

L̃/k̃
)

:
g.(τi)i=1..n = (τi)i=1..n + Bg,

avec Bg ∈ L̃(si). Soit coordonnée par coordonnée :

g.τi = τi + bi,g,

où bi,g ∈ L̃si . Fixons i, soient g et h deux éléments de Gal(L̃/k̃) ; via les égalités

(gh).τi = τi + bi,gh

g.(h.τi) = g.(τi + bi,h) = τi + bi,g + g.bi,h

on obtient l’identité
bi,gh = bi,g + g(bi,h).



74 CHAPITRE 3

Ainsi, pour tout i, l’application g 7→ bi,g est un cocycle additif de H1
(

G, L̃si

)
, et

d’après la version graduée additive du théorème 90 de Hilbert (théorème (1.5.2.1)),
est un cobord, c’est-à-dire qu’il existe µ̃i dans L̃|λ−1|R tel que bi,g = g.µ̃i − µ̃i pour
tout g ∈ Gal(L̃/k̃).

Donc les τi peuvent être supposés invariants sous Galois quitte à les translater
par µi. Il suffit alors de remplacer les Ti par les antécédents de ces nouveaux τi.

Nous avons établi qu’il existe un isomorphisme entre Ã ⊗k̃ L̃, puisque iso-
morphe à B̃ (proposition (3.1.0.2)), et

L̃
[
s−1

1 τ1, ..., s−1
n τn

]
,

modulo lequel, pour tout i, T̃i = τi est de grade si et Galois invariant.

(3.2.0.3) Lemme. — L’inclusion naturelle

Ã →
(
Ã ⊗k̃ L̃

)Gal(L̃/k̃)

est un isomorphisme.

Démonstration. Soit f ∈
(
Ã ⊗k̃ L̃

)Gal(L̃/k̃)
, l’invariance sous Galois des τi a pour

conséquence immédiate :

(
Ã ⊗k̃ L̃

)Gal(L̃/k̃)
= k̃

[
s−1

1 τ1, ..., s−1
n τn

]
.

On peut donc écrire f = ∑ aIτ
I avec pour tout I, ai,I .

Choisissons un d-uplet (l1, . . . , ld) d’éléments de L× tel que (l̃1, . . . , l̃d) soit une
base de L̃ sur k̃, comme il ne nous coute rien de prendre l1 = 1 nous le ferons.
Alors

Ã ⊗k̃ L̃ =
⊕

i

Ã.l̃i.

On peut donc écrire f = ∑i fi l̃i avec fi ∈ Ã. Et, pour tout i, de même que pour f ,
via l’inclusion

Ã →
(
Ã ⊗k̃ L̃

)Gal(L̃/k̃)
,

on peut écrire fi = ∑I ai,Iτ
I avec pour tout I, ai,I ∈ k̃.

Alors

f = ∑ fi l̃i ⇔∑
I

aIτ
I = ∑

i
(∑

I
ai,Iτ

I)l̃i

⇔ ∀I, aI = a1,I + ∑
i 6=1

ai,I
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⇔ ∀I, aI − a1,I︸ ︷︷ ︸
∈k̃

= ∑
i 6=1

ai,I l̃i︸ ︷︷ ︸
∈⊕i 6=0 k̃.l̃i

.

Donc pour tout I,

∑
i 6=1

ai,I l̃i ∈ k̃ ∩
⊗
i 6=1

k̃.l̃i = ä
r
{0r},

c’est-à-dire que

∑
i 6=1

ai,I l̃i = 0

et, comme les l̃i forment une famille libre, pour tout i 6= 1, ai,I = 0 (ce pour tout I).

Donc f = f1 ∈ Ã.

Donc :
k̃
[
s−1

1 τ1, ..., s−1
n τn

]
.

Il existe ainsi ( f1, ..., fn) préimage de (τ1, ..., τn) dans A ; en particulier, les fi sont de
rayon spectral si. Soit Y le k-polydisque fermé de polyrayon s et soit ϕ le morphisme
X → Y induit par les fi ; il résulte de la proposition (2.1.0.7) que ϕL : XL → YL est
un isomorphisme.

Comme être un isomorphisme descend par extension quelconque des scalaires
(voir [CT, Theorem 9.2]), ϕ est un isomorphisme. Donc X est un k-polydisque fermé
de k-type s.

De plus XL est un L-polydisque à la fois de L-type r et de L-type s, donc, d’après
le corollaire (2.1.0.14) r et s sont L-équivalents.

3.3 Formes de bidisques fermés

(3.3.0.1) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k et soit (r, s) ∈
(R×+)

2 un polyrayon. Alors XL est un L-bidisque de L-type (r, s) ∈ (R×+)
2 si et seulement

si X est un k-bidisque de k-type (r′, s′) avec

(r′, s′) ∈ τ−1
k→L(r, s).

Démonstration. On note A l’algèbre des fonctions analytiques sur X et B l’algèbre
des fonctions analytiques sur XL. Soit (T1, T2) un couple de fonction coordonnées
sur XL induisant un isomorphisme vers D(r,s),L. On note τ1 = T̃1 et τ2 = T̃2. Alors
l’algèbre résiduelle graduée B̃ est isomorphe à

L̃[r−1τ1, s−1τ2].
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Le groupe de Galois G = Gal(L/k) agit par automorphismes sur XL et partant agit
par automorphismes sur L̃[r−1τ1, s−1τ2]. (On rappelle que Gal(L/k) = Gal(L̃/k̃)).
Écrivons pour tout g ∈ G,

g.(τ1, τ2) = α(g)(τ1, τ2)

avec α : G → Aut(L̃[r−1τ1, s−1τ2]). On vérifie que pour tout (g, h) ∈ G2,

α(gh) = (g.α(h)) ◦ α(g),

autrement dit que α−1 ∈ Z1(G, Aut(L̃[r−1τ1, s−1τ2])).

D’après le théorème (1.5.3.1) la flèche

H1(G, GL(L̃, (r, s)))→ H1(G, Aut(L̃[r−1τ1, s−1τ2]))

induite par l’inclusion

Z1(G, GL(L̃, (r, s))) ↪→ Z1(G, Aut(L̃[r−1τ1, s−1τ2]))

est un isomorphisme. Donc α−1 est cohomologue à un β ∈ Z1(G, GL(L̃, (r, s))),
c’est-à-dire qu’il existe ϕ ∈ Aut(L̃[r−1τ1, s−1τ2]) tel que pour tout g ∈ G

α−1(g) = ϕ−1 ◦ β(g) ◦ (g.ϕ).

D’après le théorème (1.5.1.3) il existe (r′, s′) ∈ (R×+)
2 et B ∈ GL(L̃, (r′, s′), (r, s)) tel

que pour tout g ∈ G
β(g) = B−1 ◦ (g.B)

ainsi pour tout g ∈ G,

α(g) = (g.(B ◦ ϕ)−1) ◦ (B ◦ ϕ)

Un calcul immédiat montre que pour tout g ∈ G,

g.(B ◦ ϕ(τ1, τ2)) = B ◦ ϕ(τ1, τ2).

D’après le corollaire (2.1.0.9), à un automorphisme près, c’est-à-dire quitte à
remplacer (T1, T2) par un autre système de fonctions coordonnées induisant un
isomorphisme de XL vers D(r,s),L, on peut remplacer (τ1, τ2) par ϕ(τ1, τ2).

Maintenant g.(B(τ1, τ2)) = B(τ1, τ2) donc quitte à remplacer (T1, T2) par un
système de fonctions coordonnées préimage de B(τ1, τ2) l’action de Galois sur
le bidisque fermé est résiduellement linéarisable et le résultat suit du théorème
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(3.2.0.1)

3.4 Formes de dentelles

(3.4.0.1) Théorème. — Soit k un corps ultramétrique complet, L une extension galoisienne
finie modérément ramifiée de k et X un espace k-analytique. Alors XL est une L-dentelle
de type U ⊂ (R×+)

n telle que l’action de Gal(L/k) est triviale sur le réseau de XL si et
seulement si X est une k-dentelle de squelette r.U avec r ∈ |L×|n.

(3.4.0.2) Remarque. — Il suit de la preuve que si l’on se limite aux classes d’iso-
morphie par translation, c’est-à-dire aux isomorphismes induits par des familles
de la forme (λiTi), elles sont en correspondance exacte avec

(|L×|/|k×|)n = (H1(Gal(L/k), L×1 ))
n = (τ−1

k→L(1))
n.

Démonstration. Si X est une k-dentelle de type r.U, XL est une L-dentelle de type
r.U, donc de type U – puisque soit (λi)i=1..n une famille de Ln avec |λi| = ri,
l’application Ti 7→ λiTi induit un isomorphisme entre DU,L et Dr.U,L – et l’action
de Gal(L/k) sur XL est triviale sur le réseau (cf. remarque (2.2.0.21)).

Réciproquement, on désigne par (T1, . . . , Tn) un système de fonctions coordon-
nées sur XL induisant un isomorphisme vers DU,L. Soit A (resp. B) l’algèbre des
fonctions analytiques sur X (resp. XL).

L’isomorphisme XL → DU,L induit un homéomorphisme stable sous Galois
entre San(XL) le squelette analytique de XL et ηU,L. Le passage au quotient sous
Galois induit dès lors un homéomorphisme entre une partie de X et ηU,L.

Pour tout r ∈ U, nous notons naturellement ||.||r les semi-normes sur A et B
correspondant à l’évaluation en ηr,L modulo les deux homéomorphismes mention-
nés ci-dessus. Nous notons Ãr et B̃r les réductions graduées de A et B pour les
semi-normes ||.||r.

Il existe (lemme (2.2.0.14)) un isomorphisme entre B̃r et

L̃[r−1
1 τr,1, r1τ−1

r,1 , . . . , r−1
n τr,n, rnτ−1

r,n ]

modulo les identifications de T̃i
r

avec τr,i (de degré ri) et de T̃−1
i

r
avec τ−1

r,i (de degré
r−1

i ).

Par hypothèse l’action de Galois préserve le réseau de la couronne, autrement
dit, pour tout g ∈ Gal(L/k) et tout i ∈ {1, . . . , n} la fonction g.Ti a pour coefficient
dominant αTi avec |α| = 1. Ainsi, pour tout g ∈ Gal(L̃/k̃), tout r ∈ U et tout
i ∈ {1, . . . , n}

g.τr,i = ai,gτr,i
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où ai,g ∈ L̃×1 . Les ai,g ne dépendent pas de r puisque obtenus par réduction du
coefficient du même monôme strictement dominant.

La situation est exactement analogue au cas des polydisques. Pour tout i ∈
{1, . . . , n} l’application g 7→ ai,g est un élément de Z1

(
Gal(L̃/k̃), L̃×1

)
donc, d’après

la version graduée du théorème 90 de Hilbert (corollaire (1.5.1.6)), il existe λi ∈ L×

(il n’y a pas de raison que |λi| = 1) tel que ai,g = λ̃i
−1
(g.λ̃i) pour tout g ∈ Gal(L̃/k̃)

et tout i ∈ {1, . . . , n}.
Notons Λ = (|λ1|, . . . , |λn|). Les applications Ti 7→ λiTi induisent un isomor-

phisme entre DU et DΛ.U (d’inverse évidemment induit par Ti 7→ λ−1
i Ti) donc,

quitte à remplacer U par Λ.U, on peut supposer, pour tout g ∈ Gal(L̃/k̃), tout
r ∈ U et tout i ∈ {1, . . . , n} que

g.τr,i = τr,i.

Choisissons un d-uplet (l1, . . . , ld) d’éléments de L× tel que (l̃1, . . . , l̃d) soit une
base de L̃ sur k̃, comme il ne nous coute rien de prendre l1 = 1 nous le ferons. Les
flèches naturelles

A⊗k L = ⊕A.li → B

et, pour tout r ∈ U,
Ãr ⊗k̃ L̃ = ⊕Ã|li |−1r.l̃i → B̃r

sont des isomorphismes. Le premier vient de la proposition (3.1.0.1). Le deuxième
de la proposition (3.1.0.2) et de la remarque qui le suit.

Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on peut donc écrire Ti = ∑j=1..d fi,jlj avec fi,j ∈ A pour
tout j ∈ {1, . . . , d}. En passant à la réduction on obtient, pour tout r ∈ U et tout
i ∈ {1, . . . , n},

τr,i = f̃i,1
r
+ ∑

j 6=1
( f̃i,j

r
)|lj|−1ri

.l̃j

où τr,i, f̃i,1
r

et tous les ( f̃i,j
r
)|lj|−1ri

(c’est-à-dire la composante de grade |lj|−1ri de la
réduction de fi,j dans Ãr) sont invariants sous Galois. En particulier

∑
j 6=1

( f̃i,j
r
)|lj|−1ri

.l̃j = τr,i − f̃i,1
r
∈ (Ãr ⊗k̃ L̃)Gal(L̃/k̃).

(3.4.0.3) Lemme. — Pour tout r ∈ U, l’inclusion naturelle

Ãr → (Ãr ⊗k̃ L̃)Gal(L̃/k̃)

est un isomorphisme.

Démonstration. Essentiellement identique à la preuve du lemme (3.2.0.3).
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Donc

∑
j 6=1

( f̃i,j
r
)|lj|−1ri

.l̃j ∈ Ãr ∩⊕j 6=1Ã|lj|−1r.l̃j,

c’est-à-dire que ∑j 6=1( f̃i,j
r
)|lj|−1ri

.l̃j = 0 avec pour conséquence immédiate que :

τr,i = f̃i,1
r
.

Donc, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe fi ∈ A telle que pour tout r ∈ U,

f̃i,1
r
= τr,i.

Ainsi pour tout i ∈ {1, . . . , n}, dans B, fi a pour monôme strictement dominant
aiTi avec |ai| = 1 et ãi = 1̃. En particulier, d’après le lemme (2.2.0.17), la famille ( fi)

forme un système de fonctions coordonnées sur XL qui induit un isomorphisme
XL → DU,L

Il existe donc une famille de fonctions analytiques ( f1, ..., fn) dans A qui in-
duisent un morphisme ϕ : X → DU tel que ϕL : XL → DU,L soit un isomorphisme.

Comme être un isomorphisme descend par extension quelconque des scalaires
[voir CT, Theorem 9.2], ϕ est un isomorphisme.
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