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Résumé

Soit k un corps ultramétrique complet, L une extension galoisienne finie mo-
dérément ramifiée de k et X un espace k-analytique. Nous montrons que X est
isomorphe a un k-polydisque fermé (resp. une k-dentelle) si et seulement si Xj est
isomorphe a un L-polydisque fermé (resp. une L-dentelle) sur lequel 1’action de
Gal(L/k) est raisonnable. Nous montrons que X est isomorphe a un k-bidisque
fermé si et seulement si X, est isomorphe a un L-bidisque fermé.

Dans le cadre de I'algebre graduée : on calcule le premier ensemble pointé de

cohomologie du groupe linéaire et des automorphismes du plan.

Mots-clés

Ramification modérée, espaces de Berkovich, polydisques fermés, bidisques fermés,
polycouronnes, dentelles, algebre graduée, automorphismes du plan, Hilbert 90.



Tamely Ramified Forms
of Closed Polydiscs and Laces

Abstract

Let k be a complete non-Archimedean field, L a finite tamely ramified galoisian
extension of k and X a k-analytic space. We show that X is isomorphic to a closed
k-polydisc (resp. a k-lace) if and only if X;, is isomorphic to a closed L-polydisc
(resp. a L-lace) on which the action of Gal(L/k) is reasonable. We show that X is
isomorphic to a closed k-bidisc if and only if X} is isomorphic to a closed k-bidisc.

In the formalism of graduated algebra : we calculate the first pointed coho-

mology set of the general linear group and of the automorphisms of the plane.

Keywords

Tame ramification, Berkovich spaces, closed polydiscs, closed bidiscs, polyannuli,

laces, graded algebra, automorphisms of the plane, Hilbert 90.
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Introduction

Plat au ciel que le lecteur, enhardi et
devenu momentanément féroce comme
ce qu’il lit, trouve, sans se désorienter,
son chemin abrupt et sauvage. ..

Comte de Lautréamont,
Les Chants de Maldoror

Dans toute cette introduction k désigne un corps ultramétrique complet (nous
autorisons les valuations triviales). Quand nous parlerons d’espaces k-analytiques
nous les entendrons toujours au sens de Berkovich [Ber90; Ber93].

Soit X un espace k-analytique. Antoine Ducros a montré dans [Duc13] que s’il
existe une extension finie, séparable et modérément ramifiée L de k telle que X
soit isomorphe a un L-polydisque ouvert, 'espace X lui-méme est alors isomorphe
a un k-polydisque ouvert. Tobias Schmidt a montré dans [Sch15] que s’il existe
une extension finie, galoisienne et modérément ramifiée L de k telle que X} soit
isomorphe & un L-disque fermé, I'espace X lui-méme est alors isomorphe a un
L-disque fermé.

Nous étendons ces résultats a une classe plus large d’objets.

Motivations.

Le théoreme de réduction semi-stable se traduit dans le formalisme de Ber-
kovich en un « découpage » des courbes analytiques en formes galoisiennes de
disques et de couronnes, appelé triangulation dans [Duc]. On peut espérer qu’étu-
dier ces formes aide a mieux comprendre les courbes analytiques et que 1'étude
d’analogues en dimension supérieure aide a mieux comprendre les espaces analy-
tiques.

Plus généralement, étudier les formes d’objets abstraits définis sur un corps
de base qui apres extension des scalaires se réalisent en objets élémentaires ap-
porte souvent de I'information de nature arithmétique sur le corps de base. On
peut penser au rdle important dans la théorie des corps de classe du groupe de
Bauer, qui classifie variétés de Severi-Brauer, c’est-a-dire les variétés algébriques

qui deviennent isomorphes a 'espace projectif apres passage a une cloture algé-

11



12 INTRODUCTION

brique, ou, de maniere équivalente, les algebres centrales simples. Notons que les
travaux de Ducros et de Schmidt ainsi que le notre montrent 1'essentielle trivia-
lité des formes modérément ramifiées, il faudra donc mener 1’étude des formes
sauvagement ramifiées.

Plus concretement, si les espaces de Berkovich ont toutes sortes de bonnes
propriétés, notamment topologiques, la richesse de leur structure fait que certains
objets que I'on penserait a priori simples ne le sont pas. Par exemple les k-disques fer-
més : les classes d’isomorphie de k-disques fermés sont en bijection avec R’ /|k* |,
autrement dit deux k-disques fermés ne sont pas forcément isomorphes. C’est
pour mieux comprendre ce genre de phénomeénes que nous nous sommes initiale-
ment intéressé aux résultats de [Ducl3]. Une conséquence inattendue de ce travail
a été d’établir une correspondance remarquable entre (structure linéaire sur les)
polydisques fermés et espaces vectoriels gradués.

Polydisques fermés.

(0.0.0.1) Définition. — Nous appelons polyrayon une famille finie d’éléments de
R’.

Soitr = (r1,...,7) € (R)", le k-polydisque fermé centré en zéro de polyrayon
r que nous notons ID; est la partie de A" définie par |T;| < r; pour tout i.

(0.0.0.2) Définition. — Deux polyrayons r € (R})™ ets € (R})" sont k-équivalents
si m = n et sil existe une permutation ¢ € &, telle que

(Sz’h(fzi;))i € [k*|".

Cette relation sur les polyrayons est une relation d’équivalence. On appelle k-type
une classe d’équivalence de polyrayons, et on note 7 (k) I'ensemble des k-types;
on confondra dans "écriture un polyrayon et son k-type.

La formation de 7 (k) est fonctorielle en k et si L est une extension de k 1’appli-

cation naturelle

Ty T (k) = T(L)
est surjective.

On montre que l'application r — D, induit une bijection entre ’ensemble des
k-types T (k) et les classes d’isomorphie des k-polydisques fermé.

(0.0.0.3) Définition. — Un k-polydisque fermé de k-type r est un espace k-analytique
isomorphe a D.

Dentelles.
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(0.0.0.4) Définition. — Une k-dentelle de squelette U est un espace k-analytique
isomorphe a une partie de G;*" définie par (|T1|,...,|Ts|) € U ou U est une partie
Z-linéaire par morceaux de (R})" non vide et connexe c’est-a-dire une union
localement finie de Z-polytopes de (R} )" que 'on définit au moyen de formes
affines dont la partie linéaire est a coefficients entiers et dont le terme constant
appartient a R (on voit ici (R )" comme un R-espace vectoriel). Ces parties Z-
linéaires par morceaux sont un cas particulier des c-espaces linéaires par morceaux
introduits par Berkovich dans [Ber04]; le lecteur intéressé par de telles questions

pourra aussi consulter [Duc12].

Tous les produits d’intervalles sont des parties Z-linéaires par morceaux (avec
pour conséquence que toutes les k-polycouronnes sont des k-dentelles) et que
tous les ouverts (connexes, non vides) de (R} )" sont des parties Z-linéaires par
morceaux (connexes, non vides) de (R} )". En dimension un, les k-dentelles sont
exactement les k-couronnes.[l]

(0.0.0.5) Définition. — Soit A 'algebre des fonctions analytiques sur une k-dentelle
et A° ={f e A, |f

strictement inférieure a 1, on montre que A* /k* (1 4 A°°) est un groupe (précisé-

| < 1} la sous-algebre des fonctions de norme spectrale

ment un Z-module de type fini) que I'on appelle réseau de la dentelle.
Un groupe qui agit sur une dentelle, agit par automorphisme sur son réseau
méme s’il ne fixe pas le corps de base.

Résultats principaux.

Nous montrons le fthéoreme (3.2.0.1)|:

(0.0.0.6) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie et modérément ramifiée de k et soit
r € (RY)"™ un polyrayon. Si Xy est un L-polydisque fermé de L-type ¥ sur lequel 'action
de Gal(L/k) est résiduellement affine alors il existe

s € TkjL(r)

tel que X soit un k-polydisque fermé de k-type s

Nous n’expliciterons pas ’hypothése « 1’action de Gal(L/k) est résiduellement

affine » dans cette introduction ; notons simplement que :

1. Un mot sur le choix de dentelle (eng. lace), comme 1’objet est élémentaire nous souhaitions
un mot simple et les autres candidats considérés posent différents problemes, par exemple : on
a remarqué que les dentelles sont une classe plus large que les parties définies par U un produit
d’intervalles auxquels nous voulons réserver polycouronne ; polyedre colle bien quand U est un polytope
mais n’est pas tres satisfaisant quand U est ouvert; 1’adjectif cellulaire est déja utilisé en topologie, etc.

On peut parler de polydentelles (eng. polylace), mais en dimension un les dentelles sont exactement
les couronnes, et il semble que le couple couronne/dentelle, plus expressif que dentelle/polydentelle,
suffit a indiquer si I'on se restreint a la dimension un ou non : ¢’est le choix que nous avons fait ici.



14 INTRODUCTION

e dans les cas traités par Antoine Ducros (les polydisques ouverts [Ducl3, thm.
3.5]) et Tobias Schmidt (les disques fermés [Sch15, thm. 2.22]) elle est vérifiée ;

e savoir si elle est en général toujours vérifiée est une question liée a des
problemes compliqués de descriptions des automorphismes de 1’espace affine

(pour un exposé complet [Kra95]).

Nous arrivons a la vérifier en dimension deux ce qui nous permet de déduire le
[théoréeme (3.3.0.1)[:

(0.0.0.7) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k et soit (r,s) €
(RX)? un polyrayon. Si X, est un L-bidisque de L-type (r,s) € (R)? alors il existe

(r,s") € 71 (r,s).
tel que X soit un k-bidisque de k-type (1',s').

(0.0.0.8) Remarque. — La réciproque est vraie en toute dimension et pour toute
extension L de k.

Si X est un k-polydisque fermé de k-type r, alors X; est un L-polydisque de
L-type r (sur lequel ’action de Gal(L/k) est résiduellement affine quand ’extension

est galoisienne).

Nous montrons aussi le théoreme (3.4.0.1)|

(0.0.0.9) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique et soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k. Si X,
est une L-dentelle de type U C (R )" telle que I'action de Gal(L/k) est triviale sur le
réseau de Xp, alors il existe v € |L*|" tel que X soit une k-dentelle de squelette

r.U = {(r1s1,...,7uSn), s € U}.

(0.0.0.10) Remarque. — La réciproque est vraie en toute dimension et pour toute
extension L de k.

Soit X une k-dentelle de squelette U, alors X est une L-dentelle de squelette U.
Notons A (resp. Ap) I'algebre des fonctions analytiques sur X (resp. X1 ). L'injection

naturelle

.A—>AL

induit un isomorphisme entre les réseaux
A/ (14 A%°) — A /L (1 + A7°).

Donc le groupe Gal(L/k) agit trivialement sur le réseau de X.
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En dimension 1, donc sur les couronnes, on appelle par analogie orientation le

choix d’une base du réseau.

Voici énoncés les trois résultats principaux de cette théseE] que nous prouverons

Disons maintenant un mot sur les preuves.

Réduction graduée.

Nous utiliserons de maniére fondamentale la théorie introduite par Michael
Temkin dans [Tem04] qui consiste a étudier une algebre normée par le biais
de sa réduction graduée. La motivation est la suivante. La réduction usuelle .,2(1
d’une algebre strictement affinoide A, définie comme le quotient de la sous-algebre

?={f €A, |lfllo <1} parlidéal A;° = {f € A, ||f||l~ < 1}, code bien les
propriétés de 1’algebre. Mais la réduction usuelle d"une algebre affinoide non tri-
viale est insuffisante, par exemple si r € R \ /[k*] et A est 'algebre des fonctions
analytiques sur un k-disque fermé de rayon 1 alors A; = k;. Temkin s’est rendu
compte que c’était une algebre résiduelle R’ -graduée dont Aj est la partie de
degré 1 qui avait les bonne propriétés.

Sur les polydisques fermés nous considérerons l'algebre résiduelle associée
a la norme spectrale. Nous verrons que sur les dentelles, pour nos besoins, il ne
suffit pas de considérer 1’algebre résiduelle graduée obtenue en munissant I’algebre
des fonctions analytiques de la norme spectrale. Nous associerons aux dentelles
une algebre résiduelle graduée a chaque point de leur squelette analytique (I'en-
semble des points maximaux pour la relation x < y si |f(x)| < |f(y)| pour toute
fonction analytique f, qui, pour une dentelle de squelette U est canoniquement
homéomorphe a U).

Antoine Ducros a remarqué dans [Ducl3] que les extensions modérément ra-
mifiées de k se comportent, du point de vue de la théorie graduée exactement
comme les extensions non ramifiées du point de vue de la réduction classique.
Essentiellement nous arrivons a ramener 'étude des formes modérément ramifiées
de polydisques et de dentelles a 1’étude de la cohomologie de groupes d’automor-
phismes d’objets de 1’algebre graduée, c’est-a-dire a 1’étude des formes galoisiennes
d’objets gradués.

Algebre graduée.
Nous suivons l’approche de l'algebre graduée adoptée par Antoine Ducros
dans [Duc] qui differe de celle de Temkin pour les raisons qu’il donne page 113 : «

2. La preuve du théoreme des polydisques fermés et des dentelles (c’est-a-dire sans le résultat sur
les bidisques) a fait I’objet d"un article de I'auteur intitulé comme cette these «Formes modérément
ramifiées de polydisques fermés et de dentelles» qui a été accepté pour publication dans les Annales
de I'Institut Fourier.



16 INTRODUCTION

[Temkin] considére un anneau gradué comme un anneau A muni d"une décomposi-
tion en somme directe A = ©A,, ou r parcourt un groupe abélien. Mais comme en
pratique il n’arrive jamais, pour le type de probleme que nous aurons a considérer
ici, que 1'on ait a additionner deux éléments (non nuls) appartenant a des som-
mandes distincts, il nous a semblé plus simple de remplacer les sommes directes
par des réunions disjointes : cela ne change sur le fond strictement rien aux énoncés
ni a leurs preuves, et permet d’éviter les répétitions fastidieuses de l’adjectif “ho-
mogene”, indispensables lorsqu’on s’en tient a la définition traditionnelle. De ce
fait, les objets qui nous tiendront lieu d’anneaux gradués ne sont pas des anneaux
(I'addition n’y est pas partout définie). Nous avons donc modifiée la terminologie.
»

Ainsi on appelle annéloide les objets qui tiennent lieu d’anneau, et corpoide un
annéloide dont les éléments non nuls sont inversibles. Nous avons choisi d’appeler
dans ce travail grade plutdt que degré I'indice du sommande auquel appartient un

élément d’un objet gradué.

(0.0.0.11) Exemple. — Reprenons notre corps ultramétrique k et notons pour tout
re R} :

e key:={ack,|a| <r};
e key:i={ack,|al <r};
o kyi=kep/ker

La réduction (graduée) k:=11,k, de k est un corpoide. Détaillons-en la structure :
on voit que l'addition sur k<, induit une loi interne + sur E faisant de ce dernier
un groupe abélien, d’élément neutre noté 0,. La multiplication sur k induit sur k
une loi interne commutative et associative -, que 'on appelle encore multiplication,
induisant pour tout (r,s) € (R} )? une application bilinéaire k; x ks — kys. L'image
de 1 dans k; est un élément neutre pour la multiplication sur k et les éléments
inversibles pour la multiplication forment un groupe que 1’on note k*. On vérifie
que k* = k\ 11,{0,}, i.e. que les éléments non nuls forment un groupe pour la

multiplication.

On peut dans ce cadre transcrire la plupart des résultats classiques de 1'algebre
commutative et de la théorie de Galois. Nous renvoyons a [Duc, Chapitre 2] pour
le traitement le plus complet (pour un traitement plus succin dans le langage de
Temkin, on peut se référer a [Ducl3] ou [Sch15]). Nous avons continué ce travail
de traduction sur deux points : 1'algebre linéaire et les automorphismes du plan.

Soit K = [ [,cgx Kr un corpoide. On note grad(K*) le sous-groupe de R’ formé
des grades r pour lesquels K, # {0,}.
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Algebre linéaire graduée. On a une notion naturelle d’espace vectoriel sur les
corpoides et on peut définir, ce que nous proposons les objets nécessaires
pour faire de l’algébre linéaire (graduée) en dimension finie.

Cette algebre linéaire a une caractéristique surprenante : les classes d’isomor-
phie des k-espaces vectoriels (classiques) de dimension finie sont déterminées par
la dimension, i.e. sont en bijection avec IN, ce n’est en toute généralité pas vrai dans

le cas gradué.

(0.0.0.12) Définition. — Deux polyrayons r € (R} )" ets € (R%)" sont K-équivalents
si m = n et s'il existe une permutation o € &, telle que
(Sirt(TZi;))i € grad(K*)".
Cette relation sur les polyrayons est une relation d’équivalence. On appelle K-type
une classe d’équivalence de polyrayons, et on note 7 (K) 1’ensemble des K-types;
on confondra dans I'écriture un polyrayon et son K-type.
La formation de 7 (K) est fonctorielle en K et si L est une extension de K

I'application naturelle
TK—L : T(K) — T(L)

est surjective.

On montre que les classes d’isomorphie des K-espaces vectoriels de dimension
finie sont en bijection avec 7 (K). En effet on associe canoniquement a un polyrayon
r un K-espace vectoriel que 1’'on note K(r). Si r et s sont deux polyrayons on montre
que K(r) et K(s) sont isomorphes si et seulement si r et s sont K-équivalents. Enfin
on montre que pour tout K-espace vectoriel V de dimension finie, il existe un

polyrayon r tel que V soit isomorphe a K(r).

(0.0.0.13) Remarque. — Evidemment |k*| = grad(k*) donc deux polyrayons sont
k-équivalents si et seulement s'ils sont k-équivalents, c’est-a-dire que 7 (k) = T (k).

Il y a ainsi en dimension finie, via I'égalité 7 (k) = 7 (k), une bijection re-
marquable entre les classes d’isomorphie des k-polydisques fermés et les classes

d’isomorphie des k-espaces vectoriels.

On note GL(K, r) le groupe des automorphismes K-linéaires de K(r) et nous

montrons I'analogue gradué du théoréme 90 de Hilbert, notre théoreme (1.5.1.3)|:

(0.0.0.14) Théoreme. — Soit K un corpoide, soit L une extension galoisienne de K et
r € (RY)"™ un polyrayon. Alors

H'(Gal(L/K),GL(L, 1)) = 1%, (x).
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En fait, chemin faisant, nous obtenons un peu plus, dont une description utile
des cocycles; nous renvoyons a 'énoncé dans le corps du texte.

Automorphismes du plan gradué. Soit (r,s) € (RY)? on note :

Kirta,s7lyl:= [T { Y ax'y, aij € Kgyoii}

ReRY ijeN

I'annéloide des polyndmes en deux variables (que I'on pourrait appeler par analogie
de birayon (7, s)). Cet annéloide nous intéressera tout particulierement car 1’algebre
résiduelle des fonctions analytiques sur un k-bidisque fermé de type (r,s) est
'y].

Le groupe des automorphismes du plan classique k[x, y] est déja bien connu.

isomorphe a k[r—lx,s~

Ainsi :
(0.0.0.15) Théoréme. — Si ['on note :

o Aff ={(ax+by+c,ax+by+c),abl —ba" # 0} le sous-groupe des automor-
phismes affines et

e Jon = {(ax+c,by+ P(x)), a,b € k*,P(x) € k[x]} le sous-groupe des automor-
phismes de Jonquieres.

Alors I'application naturelle
Aff * pirjon Jon — Aut(k[x, y])

est un isomorphisme.

L’histoire du résultat est compliquée. Tatsuji Kambayashi, qui en attribue la
paternité a Igor Shafarevich, le déduit dans [Kam75] du théoreme de Wouter
Van der Kulk [Van53] sur les automorphismes polynomiaux de k? généralisant le
théoreme de Heinrich Jung [Jun42] sur les automorphismes polynomiaux de C2.

Nous en donnerons [théoreme (1.4.0.1){un analogue gradué exact en traduisant

en termes gradués une preuve de Warren Dicks [Dic83|| elle-méme basée sur la thése
de Leonid Makar-Limanov [Mak70] (qui d’apres Dicks fait référence a Shafarevich
mais ne semble pas au moment ot il écrit connaitre les travaux de Van der Kulk).

Avec cette description du groupe des automorphismes du plan et la connais-

sance du premier ensemble pointé de cohomologie des groupes linéaires, nous

adaptons les preuves de [Kam75|] et montrons le fthéoreme (1.5.3.1)[:

(0.0.0.16) Théoreme. — Soit L une extension galoisienne finie de K et soit (r,s) € (R})?,
alors la fleche naturelle

H'(Gal(L/K),GL(L, (r,s))) — H'(Gal(L/K), Aut(L[r'x,s 1y]))
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est un isomorphisme d’ensembles pointés.

En particulier

H'(Gal(L/K), Aut(L[r 'x,s7'y])) = 7L (7, 9).

Stratégie de preuve des théorémes principaux.

Nos preuves suivent essentiellement la stratégie de [Duc13|]. Esquissons-la pour

les polydisques fermés, donc soit X un espace k-analytique, soit L une extension

galoisienne finie et modérément ramifiée de k (auquel cas L est une extension

galoisienne finie de k et Gal(L/k) = Gal(L/k)). On suppose que Xy est un L-

polydisque fermé sur lequel I’action de Galois est résiduellement affine et nous

allons montrer que X est un k-polydisque fermé.

1.

7.

On note A l'algebre des fonctions analytiques sur X et B 'algebre des fonc-
tions analytiques sur X;. L'application naturelle

AL — B

est un isomorphisme.

. En utilisant notre théoréme de Hilbert gradué, on montre qu’on peut choisir

un systéme de fonctions coordonnées (Ty,...,T,) sur Xp tel que les Tl soient

Galois invariant.

. L'hypothése de ramification modérée nous donne que 'application naturelle

«Z@'EE—)E

est un isomorphisme. En particulier les T; appartiennent a (A ®x Z)Gal(fﬁ)
donc a A.

. On note (f1,..., fu) une préimage de (ﬁ,,ﬁ) dans A (qui n’a aucune

raison d’étre (Ty, ..., Ty)).

. On montre que les (fi, ..., fu) forment un systéme de fonctions coordonnées

sur X1, (avoir pour réduction (ﬁ, ees, ﬁ) est une condition suffisante).

. Sil’on note s; = ||fi||eo, la famille (fi, ..., f,) induit un morphisme X — Ds,

qui d’apres le point précédent devient un isomorphisme X; — Dy apres

extension des scalaires.

Par descente la famille (fi, ..., f») induit un isomorphisme X — ;.

Dans le cas des polydisques ouverts traité par Antoine Ducros, 1’algebre rési-

duelle B est locale ce qui lui permet d"utiliser des arguments d’algebre commutative
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qui ne sont toujours applicables pour les polydisques fermé. Notre théoreme de Hil-
bert 90 sert en 2, exactement comme dans la preuve de Tobias Schmidt, a remplacer
cet argument de localité.

Pour les dentelles la logique de la preuve est rigoureusement la méme. Une
difficulté apparait dans la caractérisation essentiellement locale des fonctions coor-

données sur une dentelles que nous arrivons a résoudre.

Plan de la these.

Notre premier chapitre traite exclusivement d’algebre graduée. Les deux pre-
mieres sections rassemblent pour la commodité du lecteur des définitions et no-
tations de [Duc]. La troisiéme section traite de ’algebre linéaire graduée. La qua-
trieme section est dédiée a la description du groupe des automorphismes du plan
gradué. La cinquiéme contient différentes variantes du théoreme 90 de Hilbert.

Notre deuxieme chapitre est dédié aux polydisques fermés et aux dentelles. Les
deux premieres sections donnent toutes les définitions et propriétés générales qui
nous seront utiles. La troisiéme section reprend les deux premieres en dimension 1
pour en illustrer et motiver certains aspects. La derniére section donne des exemples
de formes non triviales de dentelles qui montrent que les hypotheses que nous
requerrons sont nécessaires.

Enfin, notre troisiéme et dernier chapitre réunit les preuves des trois théorémes

principaux.

Une autre approche.

Lorenzo Fantini et Daniele Turchetti ont développé dans [FT17] des techniques
de descente galoisienne pour les espaces analytiques non archimédiens qui ad-
mettent un schéma formel spécial affine comme modele au-dessus d’un anneau de
valuation discrete complet. Avec ces techniques ils démontrent un cas particulier —
sur un corps discrétement valué k, en dimension un, pour les couronnes de rayons
distincts dans /[k*| et des hypotheses plus strictes sur l’extension — de notre
résultat sur les dentelles et retrouvent avec les mémes hypotheses le résultat sur
les disques (ouverts et fermés). Leur méthode complétement différente ne fait pas
intervenir la réduction graduée et ouvre des pistes intéressantes quand la notre
reste encore muette : ils obtiennent, par exemple, une description des formes de
couronnes apres extension quadratique sur le réseau desquelles 1’action de Galois

n’est pas triviale.

Pistes.
Les questions considérées dans cette thése ont trois prolongements naturels :
Formes de dentelles modérément ramifiées avec action non triviale sur le réseau. On

peut se demander quelles sont les formes de dentelles sans hypothese sur 'action
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sur le réseau. Le résultat en dimension 1 de Fantini et de Turchetti sus-mentionné
est encourageant.

Formes sauvagement ramifiées. Tobias Schimdt a décrit dans [Sch15] une classe
de formes sauvagement ramifiées du disque fermé. La question semble encore tres
difficile mais son étude apportera sans doute des informations intéressantes sur le
corps de base.

L’étude de I'algebre graduée. La non trivialité du premier ensemble pointé de
cohomologie du groupe linéaire a des conséquences intéressantes. Par exemple,
puisque 'on a évoqué dans les motivations les variétés de Severi-Brauer on pourrait
se demander ce qu’est le groupe de Brauer d'un corpoide K. Remarquons que l'on

peut définir des groupes linéaires projectifs et obtenir une suite exacte :
1 — K = GL(K,r) = PGL(K,r) — 1

Par analogie le groupe de Brauer pourrait correspondre a H?(K;*) mais la fleche
H!'(PGL(K, 1)) — H?(K{) n’est pas forcément injective puisque H' (GL(K, r)) n’est
a priori ni trivial ni isomorphe a H!(K").
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INTRODUCTION



Chapitre 1
Algebre graduée

On fixe un groupe abélien divisible I noté multiplicativement; en pratique I

sera égal a R7.

(1.0.0.1) Remarque. — On retrouverait I'algébre commutative classique en prenant
=1

1.1 Premieres définitions

Cette section et la suivante réunissent des définitions de [Duc, Chapitre 2].

(1.1.0.1) Définition. — Un annéloide est un ensemble A muni d'une décomposi-
tion A = [],cr A, que I'on appelle graduation et des données supplémentaires

suivantes :
e pour tout r € I', une loi interne + sur A, faisant de ce dernier un groupe
abélien, d’élément neutre noté 0, ;
e une loi interne commutative et associative - induisant pour tout (r,s) € I'’2
une application bilinéaire A, X A; — Ays;

e un élément 1 € A tel que pour touta € A, 1-a =a.

(1.1.0.2) Remarque. — Quand la valeur de r est définie sans ambiguité par le

contexte, on utilisera volontiers ’écriture 0 au lieu de 0,.

(1.1.0.3) Définition. — Soit A un annéloide.

Sia € A on appelle grade de a I'unique élément r de I' tel que a appartienne a
A,. On le notera grad(a).E]

On note A7Y I’ensemble des éléments non nuls de A c’est-a-dire la réunion
disjointe des A, \ {0, }.

1. Nous préférons le terme « grade » a « degré » pour désigner I'indice du sommande auquel
appartient un élément, en effet nous aurons a travailler avec des polynémes gradués et nous voulons
réserver « degré » pour le degré polynomial au sens classique.

23
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Un élément a de A est dit inversible s’il posseéde un inverse pour la multiplica-
tion; cet inverse est alors nécessairement unique, et sera en général noté a~l. On
désigne par A* 1’ensemble des éléments inversibles de A il est stable sous la loi -
qui en fait un groupe abélien.

Si B est un annéloide, un morphisme d’annéloide de A vers B est une application

de A vers B qui
e préserve le grade,

o est telle que 'application induite A, — B, soit un morphisme de groupes

additifs pour tout r,
e commute au produit,

e envoie 1 sur 1.

(1.1.0.4) Définition. — Soit A un annéloide. Une A-algébre est un annéloide B muni
d"un morphisme A — B.

Un idéal de A est une partie I de A stable par multiplication par tous les
éléments de A, et telle que I N A, soit pour tout r un sous-groupe de A,.

On définit de fagon évidente le quotient de A par un idéal. Il hérite d’une

structure d’annéloide.

(1.1.0.5) Définition. — Soit A un annéloide. Si S est une partie multiplicative de A
(i.e. S contient 1 et est stable par multiplication), la catégorie des A-algébres dans
lesquelles les éléments de A sont inversibles admet un objet initial, noté¢ S~*A. Pour
tout r € I', le sommande (SflA)r est constitué de fractions a/s aveca € A,s € S,
et grad(a)/grad(s) =r.Sia/s et b/t sont deux telles fractions alors (a/s) = (b/t)
si et seulement s'il existe o € S vérifiant 1'égalité o (at — bs) = 0.

(1.1.0.6) Définition. — Un annéloide A est dit intégre s’il est non nul et si ab = 0 si
et seulementsia=0oub=0.

Un corpoide est un annéloide non nul dans lequel tout élément non nul est
inversible.

Un corpoide est intégre; si A est annéloide integre et si S désigne I’ensemble
des éléments non nuls de A, le localisé K := S~1 A est un corpoide, appelé corpoide
des fractions de A, dont les éléments sont de la forme a/b, olt a et b sont deux

éléments de A, et o1 b est non nul.

(1.1.0.7) Remarque. — Les corpoides que nous considérerons dans les chapitres
suivants seront obtenus comme réductions graduées de corps ultramétriques telles
que définies ci-dessous.

(1.1.0.8) Définition. — Soit (K, |.|) un corps ultramétrique (ie. |.| : K — R est
une valeur absolue ultramétrique). On note pour tout r € R7 :
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o Koy :={xeK;|x| <r},
o Ky ={xeK; x| <r}et
e K, := K<, /K.,
La réduction (graduée) de K est le corpoide (ici I' = RY)

k=] k.
reRY

(1.1.0.9) Remarque. — Si r ¢ |[K*|, le sommande de grade r de K est réduit a {0,},
ou encore pour l’écrire autrement si a € K et grad(a) ¢ |K*| alors a = 0.

1.2 Algebre commutative et théorie de Galois

(1.2.0.1) Définition. — Soit A un annéloide et soit r = (7;) une famille d’éléments

de I. Posons T = (T;). On note A[r !T] 'annéloide défini comme suit : pour tout s

appartenant a T, le sommande A[r !T]; est constitué des sommes finies (formelles)

Y a;T! avec a; € A, pour tout I; les opérations sont définies de facon évidente.
On définit de méme l'annéloide A[[r~'T]] constitué des sommes infinies.]

(1.2.0.2) Définition. — Soit k un corpoide et soit r une famille d’éléments de I'. La
k-algebre k[r~!T] est integre, et son corpoide des fractions sera noté k(r~'T).
Soit 7 un élément de T'. La k-algebre k[[r~'T]] est intégre et son corpoide des

fractions sera noté k((r~'T)).

(1.2.0.3) Définition. — Soit k un corpoide et soit A une k-algebre. Soit (x;) une
famille d’éléments de A. Pour tout i, on note r; le grade de x;.

On dit que les x; sont algébriquement indépendants sur k si P(x;) # 0 pour tout
élément non nul P de k[r~!T]; notons que la famille vide est algébriquement
indépendante sur k si et seulement si A est non nulle.

Si x est un élément de F on dira qu'il est transcendant sur k si la famille singleton
{x} est algébriquement indépendante; I’élément x est transcendant si et seulement
s’il n’est pas algébrique. Il est algébrique si et seulement si k[x] est de dimension

finie (comme k-espace vectoriel).

(1.2.0.4) Définition. — Soit k — F une extension de corpoides.

Un élément x de F est algébrique sur k si et seulement si k[x] est un corpoide.
L’ensemble des éléments de F algébriques sur k est un sous-corpoide de F. On dit
que F est une extension algébrique de k si tous les éléments de F sont algébriques sur

K; notons que si c’est le cas grad(F*)/grad (k™) est de torsion.

2. Potentiellement infinies du moins, par exemple sur un corpoide k si r est une famille libre dans
Q®z (T/]k*|) (appelée polyrayon k-libre dans [Duc]) alors k[[r~'T]] = k[r~'T].
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Si F est une extension algébrique de k, on notera Gal(F/k) le groupe des k-
automorphismes de F.

Soit x un élément de F algébrique sur k et soit r son grade. On appelle polynome
minimal de x sur K 'unique générateur unitaire de 'annulateur de x dans k[r~T].
Il est irréductible; son degré est simplement appelé le degré de x sur k et il coincide
avec la dimension du k-espace vectoriel k[x].[]

Une base de transcendance de F sur k est une famille maximale d’éléments de F
algébriquement indépendants sur K. Toutes les bases de transcendances de F sur k

ont le méme cardinal, appelé le degré de transcendance de F sur k.

(1.2.0.5) Définition. — Soit k un corpoide. Une extension de k est une k-algebre qui
est un corpoide, c’est-a-dire encore un corpoide L muni d’un plongement k — L.

(1.2.0.6) Définition. — Si r € T, un élément non nul P de k[r~'T] est dit séparable
sl est premier a son polynéme dérivé P’ (qui est de grade sr~1si P est de grade
r). Si P est irréductible, il est séparable si et seulement si P’ # 0; en général,
P est séparable si et seulement s’il n’a que des facteurs irréductibles simples et
eux-mémes séparables.

Soit L une extension algébrique de k et soit x € L. On dit que x est séparable sur
k si son polynome minimal est séparable.

On dit que L est séparable sur K si tous ses éléments sont séparables sur k.

(1.2.0.7) Définition. — Soit k un corpoide et soit L une extension de k. Les assertions

suivantes sont équivalentes :
1. il existe un groupe fini G d’automorphismes de L tel que k = LG ;

2. I'extension L/k est finie, séparable, et normale (ce qui signifie que si x est un

élément de L, son polyndme minimal est scindé dans L);
3. il existe r € T et un élément non nul et séparable P de k[r~'T] tel que L soit
un corpoide de décomposition de P sur k.
De plus si 1 est vraie alors G = Gal(L/k) et [L : k] = card(G) et si 2 ou 3 est
vraie alors k = LGal(L/k),
Lorsqu’une extension L de k satisfait ces conditions équivalentes, on dit qu’elle
est finie galoisienne.

(1.2.0.8) Remarque. — Soit L une extension algébrique de k et soit G le groupe
Gal(L/k). Soit x € L. Son orbite sous G est constituée d’éléments annulés par le

3. Avec la terminologie habituellement employée x a un degré (ce que nous appelons un grade)
qui n’a rien a voir avec le degré de x sur k qui est donné par le degré monomial de son polyndme
minimal. Or il est important de préciser que 1'on parle du degré monomial du polyndme minimal car,
en tant qu’élément de I’annéloide k[r~'T] il a aussi un degré (un grade donc). On voit les risques de
confusion.
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polynéme minimal de x, et elle est donc finie; il s’ensuit que L est réunion de
ses sous-extensions finies stables sous G, puis que G est isomorphe a la limite
projective des Gal(F/k) ot F parcourt I’ensemble des sous-extensions finies de k.
C’est donc un groupe profini.

(1.2.0.9) Définition. — Soit L une extension algébrique de k, on dit que L est
galoisienne si elle est séparable et normale.

1.3 Algebre linéaire

Soit k un corpoide.

1.3.1 Espaces vectoriels

(1.3.1.1) Définition. — Un k-espace vectoriel est un ensemble V muni d’une gradua-

tion V = ][,cr V; et des données supplémentaires suivantes :

e pour tout r € I', une loi interne + sur V, faisant de ce dernier un groupe

abélien d’élément neutre noté 0, ;

e une loi externe k x V — V induisant pour tout (r,s) € I'’* une application
bilinéaire k, x Vs — V, vérifiant, pour tout (A, 1, v), € k x k x V, les relations
lov=wvet (Ap).v=A.(pv).

(1.3.1.2) Remarque. — Pour tout r € I, le groupe abélien V; hérite d"une structure

de ki-espace vectoriel au sens classique.
(1.3.1.3) Définition. — Soit V un k-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel F est
une partie non vide de V telle que, si I'on note F, := FNV,,
e pour tout r € T, (F,, +) est un sous-groupe additif de (V;, +),
e pourtout A € k,v € F, A.v € F.
Muni de la graduation et des lois induites F est un k-espace vectoriel.
(1.3.1.4) Définition. — Si U et V sont deux k-espaces vectoriels, une application
k-linéaire de U vers V est une application f de U vers V telle que pour tout r € T :
e f(U,) CV,;;
e pour toutu,v € U, f(u+v) = f(u)+ f(v);
e et pour tout u dans U et tout A € k, f(A.u) = A.f(u).

(1.3.1.5) Remarque. — Pour tout r € T, la restriction f‘uy : U, — V, est une
application ki-linéaire.
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(1.3.1.6) Définition. — Soit U et V deux k-espaces vectoriels, et f : U — V une
application k-linéaire, on appelera noyau de f 1’ensemble, que 'on note encore
ker(f), défini par

ker(f) = ]_[ker(f‘ur).

rel

L'ensemble ker(f) est un sous-espace vectoriel de U et est donc naturellement

muni d'une structure de k-espace vectoriel.

(1.3.1.7) Définition. — Soit V un k-espace vectoriel, soit vy, ..., v, une famille de
vecteurs de grades py, ..., pn, on dit que la famille vy, ..., v, est libre si pour tout
R €T et toute famille d’éléments A; € kg1,

AMug+Aus+ -+ Auu, =0

équivaut a A; = 0 pour touti € {1,...,n}.
On dit que la famille est génératrice si pour tout vecteur x de V, dont on note R

le grade, il existe une famille d’éléments A; € k, o1 telle que
X = AMui 4+ Asup 4+ - - - + Ayuy,.
On dit que la famille est une base si elle est libre et génératrice.

(1.3.1.8) Remarque. — On peut vérifier que le théoreme de la dimension ainsi que
le théoreme de la base incompléte sont encore vrais, i.e. deux bases quelconques
d’un méme espace vectoriel ont méme cardinal et tout espace vectoriel admet une
base; ceci nous permet de définir la dimension d’un k-espace vectoriel comme le
cardinal commun a toutes ses bases.

(1.3.1.9) Définition. — Un polyrayon est une famille finie d’éléments de I'.

(1.3.1.10) Définition. — Soit r un polyrayon, I'ensemble

H(H kai)

rel i

a une structure naturelle de k-espace vectoriel. On le notera k(r), et on 'appellera
k-espace vectoriel de polyrayon r.

(1.3.1.11) Remarque. — Le corpoide k a une structure canonique de k-espace
vectoriel respectant sa graduation, k(1), le k-espace vectoriel de (poly)rayon 1.
Quand le contexte rend évident qu’il s’agit de k-espaces vectoriels on écrit k pour

k(1).
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(1.3.1.12) Remarque. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et (¢;) une
base de V. Soit v un vecteur de grade R, il existe une famille (v;) d’éléments de k

0 = Zviei.
L'application k-linéaire qui a v associe (v;) induit un isomorphisme k-linéaire entre
Vet

telles que

k((R™"grad(e;));)-

Tout k-espace vectoriel V admet une base, donc il existe un polyrayon r tel que V
soit isomorphe a k(r).

Ainsi les k(r) sont des k-espaces vectoriels canoniques et jouent un role analogue
a k" dans la théorie classique. Nous donnerons dans ce qui suit des exemples
de k-espaces vectoriels de méme dimension non isomorphes. Evidemment quand
I' = 1, le polyrayon r est completement déterminé par la dimension, étant une

famille (1,...,1) de cardinal égal a la dimension.

(1.3.1.13) Définition. — On a une notion évidente de produit tensoriel de k-espaces
vectoriels. En effet il nous suffit prendre en compte la graduation dans les construc-
tion usuelles, par exemple : soient U et V deux k-espaces vectoriels, nous pouvons
parler de l'espace vectoriel libre F(U x V) engendré par U x V sur k ot le grade
d’un couple (u,v) est défini comme le produit des grades des coordonnées. Et
alors les vecteurs du produit tensoriel que nous noterons U ®; V sont les classes
d’équivalences définis par les relations habituelles sur F(A x V) :

o VreT,uj,up € Uy, v €V, (u1,0) + (,0) ~ (ug + up,v);

o VreT,ueclU,v,v eV, (uuv)+ (u0)~ (4,01 +0v2);

e VuclU,veV,Aek A(u,v) ~ (Au,v);

e VucUuveV,Aek A(u,0)~ (u o).

Les opérations étant induites.

(1.3.1.14) Remarque. — Le produit tensoriel satisfait a la propriété universelle
habituelle. Il existe une application k-bilinéaire ¢ : U x V — U ® V telle que pour
tout k-espace vectoriel W et toute application bilinéaire f : U x V — W il existe
une unique application linéaire f: UiV — W telle que f = fo P.

1.3.2 Matrices

(1.3.2.1) Définition. — Soit m,n € IN*, et soit r = (r1,...,7,) € " et s =

(s1,...,8m) € ™, on note :

M (k, S, 1‘) = {(aij)izlnm,jzlnn | Eli]' S kS,‘T’;l} .
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Cet ensemble de matrices est naturellement en bijection avec les applications k-
linéaires de k(r) dans k(s). Pour les opérations matricielles habituelles,

e C’est un groupe additif;
e pourtout! € N*,s" = (s},...,s)) € I'la multiplication a droite d’un élément
de M (k, s, r) avec un élément de M(k, r,s’) a un sens et définit un élément de

M(k,s,s’) (modulo les bijections entre matrices et applications k-linéaires ces

produits matriciels correspondent a la composition des endomorphismes);

e quand m = n, le déterminant (selon la formule usuelle) de telles matrices a
un sens, c’est un élément de k de grade R = [];_y , sit; !, Si le déterminant
est non nul, la formule usuelle définit une matrice inverse qui appartient a
M(k, s, r). Enfin on note GL(k, s, r) le sous-ensemble de M(k, s, r) des matrices

de déterminant non nul.

(1.3.2.2) Remarque. — Insistons un moment sur le fait que GL(k, s, r) peut étre
vide, en effet, deux k-espaces vectoriels de méme dimension ne sont pas forcé-

ment isomorphes. Par exemple munissons Q3 de la norme 3-adique usuelle et

considérons sa réduction (graduée, |définition (1.1.0.8)[) Qs.

Dans les @;—espaces vectoriels @(1) et @(2) on voit le vecteur 1 (c’est-a-dire
1) comme étant de grade respectivement 1 et 1.

La seule application linéaire de Q3(1) dans Q3(2) est 'application « nulle de
grade 2 » c’est-a-dire donnée par la multiplication par 0,, ou encore, traduit dans

les notations que nous venons d’adopter,
M(Qs, (2), (1)) = {(02)} et GL(Qs,(2), (1)) = @.

(1.3.2.3) Définition. — Soit A un sous-groupe de I'.
Sur les polyrayons la relation r ~4 s si et seulement s’il existe un entier n tel

que r,s € I'"" et une permutation c € &, telle que
(Sii’;(li))i e A?

est une relation d’équivalence.
Deux polyrayons r, s sont A-équivalents sir ~, s.
Un A-type est une classe de polyrayons A-équivalents.
On note 7 (A) 'ensemble des A-types.

(1.3.2.4) Notation. — Pour alléger les notations on écrira :
® I~k S POUT T ~grad(k<) S;
e k-équivalents pour grad(k*)-équivalents;

e k-type pour grad(k™)-type;
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e T (k) pour T (grad(k™)).

(1.3.2.5) Remarque. — La formation de 7 (k) est fonctorielle en k et si L est une
extension de k la fleche naturelle 7 (k) — 7 (L) est surjective.

(1.3.2.6) Notation. — Soit L une extension de k, on note 7, la surjection naturelle

T (k) — T(L).

(1.3.2.7) Remarque. — Les k-types de longueur 1 forment un groupe : I'/grad (k™)

et Ty, induit un morphisme de groupe surjectif
I'/grad(k™) — I'/grad(L™)

de noyau grad(L*)/grad (k™).

(1.3.2.8) Proposition. — Soit r,s € T", alors GL (k, s, r) # @ si et seulement si r et s

sont k-équivalents.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit A = (a;;) € M (k, s, r). Supposons
qu’il nexiste pas de permutation satisfaisant a la définition de k-équivalence : pour
toute permutation o € G,, il existe i tel que sir;(li) ¢ grad(k*). Comme

1
grad(ﬂi,g(i)) = Sil'y (i)

Il suit que a;,(;) = 0. Ainsi, pour toute permutation ¢ € &, [];4;,(;) = 0 donc
det(A) = 0.
La condition est suffisante. Prenons une permutation ¢ satisfaisant a la défini-

tion de k-équivalence, alors pour tout i,

K, £ Q.
s,-rm.)

Choisissons pour tout i, un élément a; € k:r,] . La matrice A définie par :
Po(i)

Vi, aw(i) =aqa; et V] 75 i, lli,j = OSinl
appartient a M (E s, r) et
det(A) = :l:Hailo-(i) # 0.
i

O]

(1.3.2.9) Remarque. — Nous avions remarqué que les k-espaces vectoriels k(r)

jouaient le role de k-espaces vectoriels canoniques de dimension finie en ce que
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tout k-espace vectoriel est isomorphe a un k(r). Il suit de la [proposition (1.3.2.8) ci-

dessus, que k(r) et k(s) sont isomorphes si et seulement si r et s sont k-équivalents.

Donc les k-types indexent les classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels de
dimension finie et la généralisation graduée de 1’énoncé classique « deux espaces
vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils sont de méme di-
mension » est donc « deux k-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes

si et seulement s’ils sont de méme k-type ».

(1.3.2.10) Définition. — Soit r un polyrayon. Un k-espace vectoriel est dit de k-type r
(on confondra par abus de notation un polyrayon r et son k-type) s’il est isomorphe
ak(r).

Fixons une derniére notation.

(1.3.2.11) Définition. — Soit r € I, I’ensemble M(k, r,r) est un anneau pour le
produit défini plus haut; il est isomorphe a 1'anneau des endomorphismes k-
linéaires de k(r), on le notera

M(k, r);

le sous-ensemble des matrices de déterminant non nul que I’on notera de maniere

transparente GL(k, r) est donc toujours non vide et forme un groupe multiplicatif.

(1.3.2.12) Remarque. — En dimension 1, pour toutr,s € T,

e M(k, (s),(r)) = k1 et GL(k, (s), (r)) = k.

sr—17/

o M(k, (r)) = M(k, (1)) = ky et GL(k, () = GL(k, (1)) = k7.

1.3.3 Indépendance linéaire des automorphismes

(1.3.3.1) Proposition (Indépendance linéaire des automorphismes de corpoides). —
Soit k un corpoide, soit (x;)i=1.., une famille de n automorphismes, deux a deux distincts,
de k, soit p € T et soit (a;)i—1..., une famille d'éléments de k,, les assertions suivantes sont

équivalentes :

e aix1+axx2+ - +anxn =0;

e pour touti € {1,...,n},a; =0.
Démonstration. La graduation n’intervient pas vraiment. Nous allons procéder par
récurrence sur n € IN*. Si n = 1, cela revient a montrer qu'un automorphisme x
de k n’est pas nul, or x(1) =1 # 0. Supposons n > 2, alors pour tout x,y éléments
de k

a1 x1(xy) +axx2(xy) + - -+ anxa(xy) =0,
soit
a1 x1(X)x1(y) +axx2(¥)x2(y) + - - + anxu(x)xn(y) =0
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et donc pour tout x de k,

arx1(x)x1 + ax2(X)x2 + - - - + an)xn(x)xn = 0.

On a aussi pour tout x de k, en multipliant a;x1 + a2x2 + - - - + auxn = 0 par x1(x),

a1 x1(x)x1 + axx1(X)x2 + - - + anx1(x)xn = 0.

Par soustraction :

az (x1(x) — x2(x)) x2 + - +an (x1(x) — xn(x)) xn = 0.

Cette somme comporte n — 1 termes et comme X1 # X, on peut choisir x de telle
sorte que x1(x) 7# xn(x). Par hypothése de récurrence on obtient que a, = 0, donc
que

a1 x1+ax2+- - +ap-1xn-1=0,

et, encore par hypothése de récurrence, que a; = 0 pour touti € {1,...,n —1}. O

1.4 Automorphismes du plan

On adapte ici la preuve dans le cas classique donnée en [Dic83].

Soit k un corpoide. On fixe (7,s) un couple d’éléments de T

On adopte la convention de noter un automorphisme de k[r~'x,s~'y] par la
paire (p,q) ot p (de grade r) est 'image de x et q (de grade s) est 'image de y.

On note
Aff = {A(x,y) + B| A € GL(L, (r,s)) et B € L(r,s)1}

le sous-groupe des automorphismes affines.

On note
Jon = {()\1,1x + )\1,/\2,2]/4— P(x)) ‘ Al,l/ Az/z ek, A €k, et P(x) € (k[r_lx])s}

le sous-groupe des automorphismes de Jonquieres.

On peut aussi facilement décrire 'intersection de ces deux sous-groupes :

AffNJon = {()\le+)\1,)\2,1x+)\2,2y+/\2) |)\1,1,)\2,2 € ki(/AZJ € kr715, M €k,A € ks}.

Tout I'objet de la section est de montrer :
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(1.4.0.1) Théoreme. — L’application naturelle

Aff * pgnjon Jon — Aut(k[r’lx, s’ly])

est un isomorphisme.

Démonstration. Soit (p;)i<o une famille de polynémes de k[r‘l X, s_ly] dont on note
r; les grades. On note
k.po+kpi+...

le k-sous-espace vectoriel de k[r~'x,s1y] dont le sommande de degré p est

kpral'p0+kpr1'p1 4+ = {,’Mo-PO +u1.p1+- .. "uo S kpi’al"u] € kprfl""}‘

Pour alléger les notations on préferera k a k.1.
Soit G le graphe orienté dont les sommets sont les k-sous-espaces vectoriels
de k[r~'x,s71y] et dont les arétes sont les inclusions. Le groupe Aut(k[r~'x,s~1y])

agit d’'une maniere naturelle sur G. Soit T 'orbite de l'aréte
k+kx—k+kx+ky

nous allons montrer que T est un arbre.
Un sommet de T est de la forme k + k.p ou k+ k.p + k.g ot (p,q) est un
automorphisme. On définit

deg(k+ k.p) := deg(p) et
1

deg(k + k.p + k.q) := max(deg(p), deg(q)) — 5

Ou deg(p) désigne le degré usuel de p.

Considérons d’abord un sommet de la forme k + k.p. 1l existe q de degré

minimal tel que (p,q) soit un automorphisme. D’apres la jproposition (1.4.1.12)|

(que nous démontrons dans la sous-section qui suit cette preuve) :
e soit deg(q) < deg(p),
e soit (p,q) est affine (et deg(p) = deg(q) = 1),
e soit il existe un automorphisme (p,q") avec deg(q’) < deg(q).
Donc, comme nous avons pris g de degré minimal, ou bien deg(q) < deg(p), ou

bien (p,q) est affine.

(1.4.0.2) Lemme. — Tous les voisins de k + k.p dans T sont de la forme

k+kp+k(q+h(p))
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avec h € (k[r~1x])s.

Démonstration. Quitte a composer avec 'inverse de I'automorphisme (p, q) le pro-

bléme est équivalent & montrer que si (x,z) est un automorphisme de k[r~'x,s1y],

alors z = ay + P avec a € k] et P € (k[r 1x])s.
Notons A = k[r~'x,s7'y] et B = k[r~'x,s~'z], évidemment A et B sont deux

manieres de décrire le méme annéloide. Ecrivons z sur A et y sur B
z=)Y apx'y ety =Y byx"z"
ij mn
Alors

= X (Y by x™2")) =1 = i = 1= N —
z ;(aux (7; mnX"2")) g}%(])*ﬁ%(n) g}%(]) br,ﬁa;(o(n)

autrement dit

z=y) apx' + Y aiox ety =z buix™ 4+ byox™
i i m m

d’ou
z=2z(} a;1x')(}_ by1x™) + termes en x
i m

donc ag; # 0, bo1 # 0 et, pour tout i,m > 1, a;7 = by,1 = 0, c'est-a-dire que
zZ = a0y + Zai,oxi-
i
O

De ceci on déduit que le seul voisin de k + k.p (de degré deg(p)) qui soit de
degré plus petit est k + k.p + k.g, tous les autres sont de strictement supérieur. En
effet choisissons un voisin, et écrivons le k + k.p + k.(g + h(p)) comme dans le
lemme (1.4.0.2)} alors

e sideg(h) <1,onalégalittk+kp+kg=k+kp+k(g+h)et
1
deg(k+k.p +k.q) = deg(p) — 5 < deg(p)
e sideg(h) > 2 alors deg(h(p)) > 2deg(p) et

1
deg(k+k.p+k.(q+h)) >2deg(p) — 5 > deg(p).

Considérons un sommet de la forme k + k.p + k.q avec deg(q) < deg(p). Ses
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voisins sont de la forme k + k.(ap + Bq) avec « € k; et B € k,,-1 non tous deux nuls.
En effet ses voisins sont de la forme k + k.P out

e (P, Q) est un automorphisme,
o k+kP+kQ=k+k.p+ kg et, surtout,

e k+ k.P est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de k + k.p + k.q, autrement
dit P € (k+k.p +k.q), et P est non constant, c’est-a-dire que P = a + ap + Bk
avec « et § non tous deux nuls;

donc k+ k.P = k+k.(ap + Bq). Le sommet k + k.p + k.q a pour degré deg(p) — 3
et parmi ses voisins seul k + k.q est de degré plus petit (deg(q)), tous les autres
sont de degré supérieur, (deg(p)).

Enfin, le sommet k + k.x + k.y est de degré %, strictement inférieur a tous ses
voisins. (Ca vaut pour k + k.p + k.q avec (p, q) affine quelconque, mais c’est alors
le méme k-espace vectoriel et donc le méme sommet).

Ainsi tous les sommets de T excepté k + k.x + k.y ont un et un seul voisin de
degré strictement inférieur. De chaque sommet il existe un chemin strictement
décroissant en degré aboutissant forcément a k + k.x 4 k.y donc T est connexe. Et,
comme tous les chemins partant de k + k.x + k.y sont strictement croissants en
degré, T n’a pas de cycles. Donc T est un arbre.

Le résultat suit par la théorie de Bass-Serre, [SB77]. Par construction le groupe
Aut(k[r~'x,s1y]) agit transitivement sur T et I'aréte k + k.x — k + k.x + k.y est un
domaine fondamental de T. Le sous-groupe de Aut(k[r~1x,s~1y]) fixant k + k.x est
Jon et le sous-groupe fixant k + k.x 4 k.y est Aff. O

1.4.1 Contrdle des automorphismes
(1.4.1.1) Notation. — Soit (f,¢) un automorphisme de k[r~'x,s71y]. On peut écrire
f= Z/\i,jxiyj, avec Ajj € k—ivigj.
On définit :
supp(f) = {x'y [ Aij # 0} S< 2,y >,
ou < x,y > est le groupe abélien libre (gradué) engendré par x et y.

On note le degré en x et le degré en y de f par:

x-deg(f) := gl_j%(i) et y-deg(f) := gij%(j)-

(1.4.1.2) Proposition. — Soit (f,g) un automorphisme de k[r—'x,sly]. Soit m :=
x-deg(f) et n := y-deg(f). Alors

o x" € supp(f),
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e y" € supp(f),
e supp(f) C {xiyf |ni+mj<mn,i>0,j>0}et

e ou bien m|n ou bien n|m.

(1.4.1.3) Remarque. — Evidemment m et 1 ne sont pas tous deux nuls si (f, g) est
un automorphisme de k[r~'x,s~1y] et on peut traduire la proposition en : si (f, g)
est un automorphisme de k[r~!x,s~!y] alors
1. soit f = ax™ + ¥, a;x' avec m € N79,a € kX oy i € Ky
b€k
3. s0it f = ax™ + by" + Lyismj<m CijX'y avec m,n € N7%,a € k<
ks Cij € kpia

rs— mrs

2. soit f =by" + Y.y by avec n € N70,b € k*

rg—m re—i s

w1y, b €
Ds=J
Démonstration. Si mn = 0 ou bien n = 0 et f est de la forme du 1 de la remarque,
ou bien m = 0 et f est de la forme du 3, dans les deux cas le résultat suit.
Supposons donc mn > 0. Posons m’ = m/pged(m,n) et n’ = n/pged(m,n). Ce
sont deux entiers premiers entre eux donc il existe A et B entiers naturels tels que
Am' —Bn' = 1.
Posons u = x™ /y" (de grade r™'s~" que I'on notera p) et v = y* /x® (de grade

A,—B A

21 2 . !
s”r~% que l'on notera o) éléments de < x,y >. Par construction, x = u”v" et

y = ubo™

Ainsi k[r~'x,s71y] C k[p~'u,0710], on peut écrire f = ¥ y; ju'v/ et supp(f) =
{u'v/|p;; # 0}. Remarquons que u-deg(f) > 0 et v-deg(f) > 0, en effet f n’est
pas constante donc u-deg(f) et v-deg(f) ne sont pas tous deux nuls par ailleurs
si, par exemple, u-deg(f) > 0 et v-deg(f) = Oalors f = Y pu’ = ¥ p;(x™y~"')! ¢
k[r~1x,s71y] ce qui est absurde et symétriquement si u-deg(f) = 0.

On définit :

|f] == ZVU )0l € k[o7lu]* x < v >, ot j = v-deg(f);
IIf|| ;= u'vl €< u,0 >, otti = u-deg(|f]).
Et on peut étendre ||.|| en un morphisme de groupes :

.| k(o™ tu,0710)* =< u,0 > .

(1.4.1.4) Il existe a (de grade 5,) et B (de grade 6g) dans k(p~'u)* x < v > (sous-groupe
de k(o= u,0710)*), un entier a € N et un élément \ € kX tels que

fl =

et x et y appartiennent a k[(6;'a)*!, 5&15]-
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Démonstration. Soit le corpoide des fractions K = k(p~u). On considere le cor-
poide des séries de Laurent K((cv~1)).

Naturellement k(p~'u,c~1v) C K((cv™!)) et il existe des applications
v-deg : K((cv™1))* — Z,

| : K((co™1)) = K*x <v>

qui étendent les applications correspondantes sur k[p~'u, o~ 1v]. On voit k* comme
un sous-groupe (abélien) de K*x < v >C K((cv~1))*. Comme v-deg(f) > 0 il

existe un plus grand entier a tel que I'image de |f| soit a-divisible dans
(K*x <v>)/k”,

(a est majoré par v-deg(f)) c’est-a-dire tel qu’il existe x € K*x < v >etA € er(S;“
avec

|f] = Aa”.
En particulier, I'image de « dans (K*x < v >)/k* engendre un sous-groupe
cyclique maximal contenant I'image de |f]|.

Le reste de|(1.4.1.4)| découle du lemme ci-dessous.

(1.4.1.5) Lemme. — Soit p de grade r et q de grade s dans K((cv~')), il existe M € N
ety € er&;M tels que
[Pl = pa

alors il existe p € K* x < v > tel que

k[(rp) ™, s g]| S k(5 '), 55 B

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur M. Si M = 0, alors |p| € k
ce qui implique immédiatement v-deg(p) = 0 mais aussi que p = |p| € k. En ce
cas

[k[(rp)=, 57 q)l = [K[s™'q]| = k[s™"|ql]
et B = |g| convient.

Soit My € IN7?, supposons le lemme vrai pour tout M < M et montrons le
pour M. Définissons une suite (possiblement finie) (g;) dans K((cv!));. Posons
g1 := &. Supposons que 'on ait construit q; pour i > 1. Si

|qi] = Ai(Aa™Mo)mi
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avecn;, € ZetAh; € k:rnz" on pose

nj

git1:=qi — Aip"™%;

sig; =0 ousig; # 0 et |g;| n'est pas de la forme ci-dessus, on arréte la suite a g;.

Comme

v-deg(g1) > v-deg(g2) > ...

la suite g1, 42, ... a une limite g, dans K((co™1))s,
Gu =g — Ap"™ — Agp"™ — ...
Si g, = 0 alors k[(r'p)*',s71q] C k((rp~')) donc
k[(r=tp) = s7hq) | C k((rp™1))* S K[(r M pD™] S K6 )™

et B peut étre choisi arbitrairement.

Si |p| et |g.| sont algébriquement indépendants sur k alors
K[(r'p) ™ s qu] | S K[ pD) s gul]

et on peut prendre f := |q./|.

Il reste le cas out g, # 0, |p| et |g«| sont algébriquement dépendants sur k. Si
l'on note ¢ = v-deg(p) et d = v-deg(q,) alors |p|? et |g.|° sont algébriquement
dépendants sur k (puisque k[r~%|p|?,s7|g.|] C k[r~!|p|,s7'|q|]) et v-homogenes
(ils appartiennent 8 K*x < v >) de méme v-degré. Le quotient |p|?/|q.|° est
algébrique sur k, en effet il existe P = }-a;; T{ Té = k[r‘d Ty, s ¢T] non constant tel
que :

Yaii(lp1)(al) =0,
écrivant [p| = ¢v° et |q.| = yv? avec 9,7 € K, et N = max{i +j, a;j # 0} on
obtient

0= Zai’j((Pd)i(,YC)jvcd(iH)
L]
= 0= Zai,Nfi((Pd)i(’)’C)N_iUCdN — Eai,Nfi <¢C) (,YC)chdN

N dy!
= 0= Zﬂi,N—i (i) =) ain-i ( P )

‘ c

o1 par construction il existe un a;; # 0. Ainsi |p|?/|q.|¢ qui appartient & K est algé-

brique sur k, donc appartient a k ([Duc, (2.2.29.1)]) et |g4|° = |p|? = a*(mod k*).
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Le groupe (K*x < v >)/k* est un groupe abélien sans torsion et I'image
de « engendre par construction un sous-groupe cyclique maximal donc c|ad et
|+]¢ = a¥(mod k*) avec b = “. Disons |g.| = pa’ avec y € k;{;b. Par définition de
g« on sait que a1 b, disons b = aQ + Ravec 0 < R < a.

Soit h = }%' Alors |h| = a”(mod k) et I'hypothese de récurrence s’applique au
couple (h, p). Donc il existe B € K* x < v > tel que

k[(rTs™ h) =, e p) | € k[(0 )™, 357 B).

Par récurrence |k[(r~1p)*!,s71q]%| C k[(6;'a)*!, ‘Sﬁlﬁ] pour un B dans k(p~1u)*x <
v >, d’ot1 le résultat puisque x et y appartiennent a |k[r~1p,s~1g]*|. O

O]

(1.4.1.6) Il existe w et z dans < u,v > tels que < w >=< ||a|| > ou < ||«||,||B]| > et
x et y appartiennent a semigp < wtl, z > .

Démonstration. On dit que deux éléments de < u, v > sont liés s’ils engendrent un
sous-groupe cyclique, sinon ils sont indépendants, c’est-a-dire qu’ils engendrent
librement un sous-groupe abélien libre.

Rappelons que & et B appartiennent a k(p~1u)* x < v >.

Si ||«| et ||B]| sont indépendants alors
x,y € [[k[(0; )™, 05 B || € semigp < [laf[*, [|B]] >

et on peut prendre w = ||a|| et z = ||B]].

Sinon ||a|| et ||B]| sont liés. Soit w un générateur de < ||«l|,||B|| >, disons
la|| = @', ||B]| = w et w = ||a||°||B]|% Ici ||a/|| = ||B/|| = w' donc il existe un
unique j € k;‘,(s*f tel que

a"p

z =[] — ppll] # w'.

Mais z et w' sont de méme v-degré (car du v — degr de a/) donc w et z sont
indépendants. Soit «’ = af? et B/ = a/ /B! — p. Alors

[Ik[(83 )™, (051 B) X[ = [IK[( ), 1(B + )]

(1.4.1.7) Notation. — On pose

A= {x'y/ | ni+mj < mn,i>0,j >0}



1.4. AUTOMORPHISMES DU PLAN 41

(1.4.1.8) Les mondmes x™ et y" appartiennent a supp(f) qui est inclus dans A, || f|| = x™
et <w>=<x >.

Démonstration. Géométriquement (i.e. en identifiant < x,y > avec Z?) x,y €

semigp < w*l,z > signifie qu'un des deux demi-plans déterminés par w contient

a la fois x et y. (Lalfigure (1.4.1.8) méme fausse, peut servir a suivre les arguments.)

yl\
o s
T x
//// W\\\\\
FiGure 1.1 -

D’apres il existe un entier i tel que ||a|| = w'; quitte & remplacer
w par w~! on peut supposer i positif. D’aprés IIfIl = |la]|* = w' et
||f]| € semigp < x,y > donc w € semigp < x,y > autrement dit w appartient au
premier quadrant. Ceci n’est possible que si w est sur ’axe des x ou sur 1’axe des
y, cest-a-dire si w est une puissance de x ou de y.

Comme < x,y >C< w,z > ou bien w = x ou bien w = y. Ainsi ||f|| est une
puissance soit de x soit de y. Mais le seul endroit ot supp(f) rencontre I’axe des x
ou des y est dans A donc || f|| € A et alors supp(f) C A.

Ainsi x-deg(f) = m implique que x™ € supp(f) et de méme y" € supp(f).
Donc soit ||f|| = x™ soit ||f|| = y". Mais

u-deg(x™) = u-deg(u"4v"™") = mA et

nva’n)

u-deg(y") = u-deg(u =nB = mA — pged(m,n) < mA

donc ||f]| = x™. Ainsi < w >=< x >. O

(1.4.1.9) Si < w >=< ||a|| > alors n|m.

Démonstration. Si < ||a|| >=< w >=< x > alors ||a|| = x. Mais|(1.4.1.4)| implique

que ||f]| = ||a]|* = x* et[(1.4.1.8)| que ||f|| = x™ donc a = m. Ansi |f| = Aa™
dans k(r~1x,s71y), donc y-deg(|f|) = m(y-deg(a)). Et y-deg(|f|) = n puisque
y" € supp(|f]), donc m|n. O
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(1.4.1.10) Si < w >=< ||«]|,||B]| > alors m|n.

Démonstration. Si < ||a|,||B]] >=< w >=< x > alors ”'Z = v-deg(< x >

) = v-deg(< ||a||,||Bl| >) = v-deg(< a,p >). Alors d’apres |(1.4.14) y €
k[(&;ltx)il,él;lﬁ] et est v-homogene donc v-deg(y) € v-deg(< a,p >), c'est-a-
dire que m’ est un multiple de n’ donc n|m. O
O
(1.4.1.11) Définition. — Pour tout p = ¥ ; ;x'y/ € k[r1x,s71y]70 de degré deg(p) =
d on définit pg = Y p; 4 x'y? =", la composante dominante de p.
1, o1

(1.4.1.12) Proposition. — Soit (p, q) un automorphisme de k[r—x, s~ "y| avec deg(p) <
deg(q). Alors soit (p,q) est affine, soit il existe un unique N € N et p € k _y tels que

deg(q — upN) < deg(q).

Et (p,q — up"N) est encore un automorphisme.

Démonstration. Soit (f,g) l'inverse de (p,q) et notons m = x-deg(f) et n =
y-deg(f).

Si deg(p™) # deg(q") la caractérisation de la forme de f obtenue
implique que

deg(f(p,q)) = max(deg(p™), deg(q")).

Comme f(p,q) = x, les polynomes p™ et ", et donc p et g, sont de degré au plus
1, ainsi (p, q) est affine.
Si deg(p™) = deg(gq") alors m > n (puisque deg(p) < deg(g)) donc, d’apres la

[proposition (1.4.1.2), n|m et on peut écrire deg(p™) = deg(q) avec N = ™. On peut

supposer que (p,q) n’est pas affine donc deg(q) > 1. Comme f(p,q) = x il suit
que po et go (composantes dominantes de p et g) sont algébriquement dépendants

1y] non constant tel que P(p, q) =0.

sur k, il existe donc P = Zai,jxiyf € klrx,s”

Par construction pg est un polynome homogene de degré d et g est un po-
lynome homogene de degré Nd vérifiant donc le degré de péq{) est d(i + jN).
Il existe un couple d’indice (ip,jo) # O avec a;j, tels que a; ; # 0. Notant

l:=ip+joN = %ioqm), l'égalité P(p,q) = 0 implique
i N () _ g )/
0= Y aypodo= Y, apo’ (~n) =P0 2 il -n) -
i+jN=I i+jN=I Po i+jN=I Po

autrement dit g9/ p)) est algébrique sur k et appartient donc a k ([Duc, (2.2.29.1)]),
disons qo/pd’ = p. Alors deg(q — upN) < deg(q) comme voulu. O
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1.5 Théorémes de Hilbert

1.5.1 Groupe général linéaire

Avant de passer a la preuve, établissons 1’analogue gradué d’un résultat utile :

(1.5.1.1) Définition. — Soit L/k une extension galoisienne de groupe de Galois G,
et soit U un espace vectoriel sur L avec une action * de G sur U. On note - 1'action
linéaire standard de G sur L. On dit que G agit par automorphismes semi-linéaires
sur Usil'onapourtoutr €T, u,u’ € U, A €L

ocx(u+u)=0cxu+ox*u;
cx(Au) = (0-A)(o*u).

(1.5.1.2) Lemme. — Soit U un L-espace vectoriel. Si G agit sur U par automorphismes
semi-linéaires, alors U® := {u € U | o *u = u pour tout ¢ € G} est un k-espace vectoriel,
et l'application :

FrUC @ L — Uu®A > Au

est un isomorphisme L-linéaire.

Démonstration. 1l est clair que UC est un k-espace vectoriel et que f est L-linéaire.
Etablissons d’abord la surjectivité de f.
Soit # un vecteur de U, soit A4, ..., A, une k-base de L et soit o4y = id;,03,...,0,

les éléments de G. Posons pouri € {1,...,n},
uj =Y _oj* (Aju).
j
Pour tout k € {1,...,n},ona

O *Uj = Z(U’k(fj) * (A,‘u).
j
Ainsi 'action de o sur Y 0j x (A;u) ne fait que permuter les termes de la somme,
donc u; € UC.

Comme o7, ...,0, sont des k-automorphismes distincts de L, ils sont linéai-

rement indépendants sur L (proposition (1.3.3.1)). C’est pourquoi, ayant, pour

touti € {1,...,n}, noté r; le grade de A;, la matrice M = (0; - A;);; appartient a
GL(L, (r1,...,7n),(1,...,1)). Puisque G agit par automorphismes semi-linéaires, on
a

u; = Zaj « (Au) =Y (07 Aj) (0 *u).
j

]
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Maintenant si I’on écrit M~ = (m};), de MM =1,

Y mi(0k - Aj) = b1k pour toutk =1...7.
j

Donc

k

ngjuj = ZZm’lj(Uk A (o xu) =) Splox*u) =0y xu=u,
j j ok
la derniere égalité découlant de oy = idr. Ainsi
U= Zmllj“j = f(Zuj ® mij),
] ]

ce qui prouve la surjectivité de f.

Admettons un instant que l'on ait montré que « toute famille de vecteurs
uy, ..., u € UC k-linéairement indépendants est une famille de vecteurs L-linéairement
indépendants dans U ». Alors, soit x € ker(f) (de grade p). On peut écrire :

X=u1 QU1+ -+ Uy @ Uy,

ot les uy, ..., u, sont k-linéairement indépendants (de grade r;) et les y; sont des
éléments homogenes de L (ol y; est de grade pri_l). Par construction, f(x) =0 =
piug + -+ puuy. Alorson a py; = Opri—l, et donc x = 0, ce qui prouve l'injectivité
de f.

Montrons maintenant ce que nous avions admis. Supposons que l'on ait [
vecteurs k-linéairement indépendants uy,...,u; € uec (de grades rq,...,1;) pour
lesquels il existe y1, ..., p; éléments de L (y; est de grade pr; ') non tous nuls tels
que :

piur + - -+ pu; = 0.

On peut supposer que [ est minimal, [ > 1 et 41 = 1 (alors p = r1). Par hypothese,
les p1; ne sont pas tous dans k, donc on peut aussi supposer que yp € k. Soit o € G
tel que o - pp # o, alors

o (Y pini) =} (0 pi) (e u;) =) (0 pui)ui =0

1 1

et on obtient ) ;~, (¢ - pt; — pi)u; = 0, relation non triviale avec moins de termes,

contradiction. ]

(1.5.1.3) Théoréme. — Soit k un corpoide, soit L une extension galoisienne de k et r € T

un polyrayon.
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1. Soit a une application de Gal(L/k) vers GL(L, ), alors
x € ZY(Gal(L/k),GL(L,r))
si et seulement s'il existe s € T" et A € GL(L, s, r) tels que pour tout o € Gal(L/k)
a(c) = A7 (o A).

2. En particulier
ZY(Gal(L/k),GL(L,r))

est en bijection avec les classes de couples (V, ¢y ) oit V est un k-espace vectoriel et
@y est un L-isomorphisme entre V ®y L et L(x) modulo la relation d’équivalence :
(U, pu) ~ (V, @v) si et seulement s'il existe 1 isomorphisme k-linéaire de U vers
V tel que pu = @y o .
3. Et
H'(Gal(L/k),GL(L,x)) = 7%, (r)

c’est-a-dire que le premier ensemble pointé de cohomologie est en bijection avec les
classes d’isomorphie k-espaces vectoriels V tels que V &y L soit de L-type r.

(1.5.1.4) Remarque. — Quand grad(k*) = grad(L*) et donc quand I' = 1, l'appli-
cation T,y : T (k) — T (L) est bijective, alors

H'(Gal(L/k),GL(L,r)) =1

et on retrouve 1’énoncé classique du théoréme 90 de Hilbert : tous les cocycles sont
des cobords.

Démonstration. Le résultat a trois parties : I'écriture des cocycles en termes de
matrices, la description des cocycles et la description du premier ensemble pointé
de cohomologie. Posons G = Gal(L/k).

Soit & un morphisme de groupe de G vers GL(L, r). Supposons & € Z(G,GL(L,r))
la réciproque étant évidente. On tord l'action naturelle de G sur L(r) en une action
par automorphismes semi-linéaires :

oxu=uwa(c)(c-u) pour tout u € L(r),0 € G.

D’apres [le lemme (1.5.1.2)|il existe un isomorphisme f : (L(r))C ®; L = L(r). En
particulier dimy((L(r))®) = dimy ((L(r))¢ ®¢ L) = dim; (L(r)) = n.
Soit vy, ...,v, une k-base de (L(r))®, c’est aussi une L-base de L(r), et, notant

s; ! le grade de v;, la j-éme coordonnée de v; est de grade sl-_lrj. Ainsi la matrice P

dont les colonnes sont vy, ..., v, appartient &8 GL(L, r, s).
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Alors, pour tout ¢ € G, la matrice ¢ - P est la matrice dont les colonnes sont

o-v1,...,0-0,. Comme vy,...,0, € (L(r))®
v;=0%v; =uwa(c)(c-v;) pour touti =1...n,

donc en termes de matrices, pour tout o € G,

P=ua(c)(c-P)
sa(c) =P(c-P)!
sa(c) =P(c-P)

Donc A = P~! € GL(L, s, ) convient.
Etudions les cocycles. Soit a,b € I" et A € GL(L,a,r) et B € GL(L,b, r). Ces

matrices définissent le méme cocycle si et seulement si, pour tout o € G,

A7lo(A) = B~ 1¢(B)
< AB ! =0.(AB™)
< AB7! € GL(k,a,b).

Autrement dit ces matrices définissent le méme cocycle si et seulement s’il existe

une matrice P € GL(k, a, b) telle que
A = PB.

Ce que l'on peut traduire en l'existence du diagramme commutatif d’espaces
vectoriels (gradués) suivant ot toutes les fleches hormis celles d’extension des

scalaires sont des isomorphismes :

k(a) —— k ®kL*>L r)

b lp o

k(b) —— k(b) @ L

C’est-a-dire que les cocycles correspondent aux classes de couples (V, ¢y) oit V est
un k-espace vectoriel et ¢y est un L-isomorphisme entre V ®j L et L(r) modulo la
relation d’équivalence : (U, ¢i1) ~ (V, ¢v) si et seulement il existe ¢ isomorphisme
k-linéaire de U vers V tel que ¢y = v o 9.

Enfin, soit a et B deux éléments de Z'(Gal(L/k),GL(L,r)), il existe d’apres le
premier point traité a,b € I'"" et des matrices A € GL(L,a,r) et B € GL(L, b, ) tels
que pour toutc € G

a(c) = A Y(o.A) et B(c) = B !(0.B).



1.5. THEOREMES DE HILBERT 47

Ces cocycles sont cohomologues si et seulement s'il existe une matrice P € GL(L, r)
telle que pour tout o € G

a(c) = P~'B(c)(c-P)
& A Yo.A) =P 'B ! (0.B)(0.P)
< AP !B = 0. (APTIB )
& AP71B7! € GL(k,a,b).

Autrement dit « et B sont cohomologues si et seulement s'il existe P € GL(L, r) et
Q € GL(k, a,b) telles que
A = QBP.

Le résultat suit si I’on traduit ces égalités matricielles en I'existence du diagramme
commutatif d’espace vectoriels suivant ot toutes les fleches hormis celles d’exten-

sion des scalaires sont des isomorphismes :

k(a) —— k(a) ® L A, L(r)

| le |7

k(b) — k(b) ® L —2— L(r)

Les classes de cohomologie sont moins contraintes que les cocycles et correspondent
aux classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels devenant L-isomorphes a L(r)

qui étaient k-isomorphes sans condition de compatibilité. O

(1.5.1.5) Remarque. — Ce théoreme se ramene en dimension 1 a 1’énoncé ci-

dessous, donnant une autre preuve de [Sch15, Proposition 2.11].

(1.5.1.6) Corollaire. — Soit k un corpoide, L une extension galoisienne de k, et & un
morphisme de groupe de Gal(L/k) — vers Ly,

a € ZHGal(L/k),Ly)
si et seulement s’il existe A € L™ tel que
a(o) = % pour tout o € Gal(L/k).
En particulier,
H' (Gal(L/k), L}') = 7}, ((1)) = grad(L*)/grad (k*).

Démonstration. 11 suffit de rappeler que pour tout 7 et s dans T', les groupes L; et
GL(L, (r)) sont isomorphes, ainsi que LS et GL(L, (s), (1)). O
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1.5.2 Groupe additif

(1.5.2.1) Théoreme (Hilbert 90 additif gradué). — Soit k un corpoide, L une extension
galoisienne de k, pour tout r € T’

H! (Gal(L/k),L,) = 0.

Démonstration. (D’apres Antoine Ducros.) On se raméne immédiatement au cas
ol L est une extension finie de k. On commence par remarquer que comme L est
finie galoisienne sur k, il existe un élément A de trace 1 dans L;*. Il y a pour ce
faire deux possibilités : décalquer la démonstration de la non dégénérescence de la
trace dans le contexte gradué, en se ramenant par tensorisation avec une extension
convenable au cas d'un produit fini d’extensions de k; ou bien utiliser le résultat
connu pour Kj, et le fait que le noyau de la surjection Gal(L/k) — Gal(L;/k;) est
d’ordre inversible dans L.

La multiplication par A est alors un endomorphisme de L, de trace égale
a l'identité, et I'existence d'un tel endomorphisme permet de conclure (Cartan-
Eilenberg-Serre utilise cette méthode dans Corps locaux). ]

1.5.3 Automorphismes du plan
On adapte ici la preuve de [Kam75].

(1.5.3.1) Théoréme. — Soit k un corpoide, L une extension galoisienne finie de k et
(r,s) € T2, alors la fleche naturelle

H'(Gal(L/k),GL(L, (r,s))) — H*(Gal(L/k), Aut(L[r 'x,s 1y]))

est un isomorphisme d’ensembles pointés.
En particulier

H'(Gal(L/k), Aut(L[r 'x,s7'y])) = 11, (r,s).

Démonstration. Pour alléger les notations écrivons Aut pour Aut(L[r~1x,s~1y]) et

G pour Gal(L/k). Nous avons montré, fthéoreme|(1.4.0.1)} que

Aut = Aff *AffnJon ]on
ou Aff est le sous-groupe G-stable des automorphismes affines et Jon est le sous-
groupe G-stable des automorphismes de Jonquieres.

(1.5.3.2) Lemme. — Les fléches naturelles

1. HY(G, Aff) — H'(G,GL(L, (r,s)));
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2. HY(G,AffNJon) — H'(G, (L{')?);
3. HY(G,Jon) — HY(G, (L}")?) .

sont des isomorphismes.

Démonstration. 1 le G-morphisme naturel Aff — GL(L,(r,s)), (A,B) — A est
surjectif de noyau les translations (la loi de groupe sur Aff étant (A, B) o (A’,B’) =
(AA’, B+ AB')), c’est-a-dire que

Aff = L(r,s)1 x GL(L, (r,s)).

En particulier, la surjection Aff — GL(L,(r,s)) a une section et il en découle

formellement que le morphisme induit

Z(G, Aff) — ZY(G,GL(L, (r,s)))
est surjectif et partant que I'application

H'(G, Aff) — H'(G,GL(L, (r,s)))

est surjective.

Par ailleurs L(r,s); = L, X L, et, d’apres le [théoréme (1.5.2.1),

HY(G,L,) =HY(G, L) =1

donc HY(G, L(r,s)1) = 1.
De tout ceci on déduit (par exemple via [Ser13, VII, A, Proposition 1]) de la

suite exacte de G-modules

1— L(r,s) — Aff — GL(L, (r,s)) — 1
une suite exacte d’ensembles pointés

1 — HY(G, Aff) — HY(G,GL(L, (r,5)))

qui donne l'injectivité voulue.
2 se montre comme 1 en écrivant Aff NJon = (L, x Ls) x (L)

3, le sous-groupe

{e €Jon|o(x,y) = (x,y+ P(x))}
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de Jon est isomorphe a L[r~!x]s. Donc on peut écrire
Jon = (L, x L[r*x]s) x (Ly)?
et on procéderait comme en 1 pour peu que l'on ait 1’égalité
HY(G,L[r x]s) = 1.

Pour tout d € Z, notons L[r!x] W 1e sous-groupe de L[r~'x]; des polyndmes de
degré au plus d. Pour tout d,

L[r’lx]gd) ~LgX Ly1 X+ XLga

dong, d’apres le théoreme (1.5.2.1),

HY(G, L[r %)) = 1.

Soit « € Z'(G, L[r~'x]s), comme G est fini, il existe d € IN tel que a(g) € L[rflx]gd)
pour tout ¢ € G. Ainsia € Z!(G, Lir'x){) est cohomologue a 1 dans H'(G, Lir'x))
et donc est cohomologue a 1 dans H'(G, L[r~'xJ;). O

D’apres [Kam75| Theorem 1] le diagramme commutatif naturel d’espaces poin-
tés

H'(G, AffnJon) —— H!(G,Jon)

| !

H!'(G, Aff) ——— H!(G, Aut)

est cocartésien. Nous pouvons expliciter les termes et les fleches via le
1.5.3.2), obtenant le diagramme commutatif cocartésien

HY(G, (Ly)?) —— HY(G, (L])?)
HY(G,GL(L, (r,s))) —— H(G, Aut)

Et la fleche
H'(G,GL(L, (r,5))) — H'(G, Aut)

est alors un isomorphisme pour des raisons formelles. ]
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Polydisques fermés et dentelles

Soit k un corps ultramétrique complet.

(2.0.0.1) Définition. — Un polyrayon est une famille finie d’éléments de R .

2.1 Polydisques fermés

On note Ty, ..., T, des coordonnées sur A"

(2.1.0.1) Définition. — Soit un polyrayon r = (r1,...,r,) € (R})", nous noterons
D, le domaine analytique de A;**" défini par les conditions |T;| < r; pour tout
i € {1,...,n}, que nous appellerons k-polydisque fermé centré en I'origine de polyrayon
r.
Un k-polydisque fermé de polyrayon r est un espace k-analytique isomorphe a DD,.
Nous dirons qu'une famille (f, ..., f4) de fonctions sur un k-polydisque fermé
X est un systeme de coordonnées si les f; induisent un isomorphisme entre X et un

k-polydisque fermé centré en l’origine.
(2.1.0.2) Définition. — Soit X un espace k-analytique; soit A I'algebre des fonctions
analytiques sur X. Pour tout réel r strictement positif, on note

e A, le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que ||a||c < 7;

e A, le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que ||a||e < 7;

o A, le complété de A, pour la topologie de la convergence en norme sur
tout domaine affinoide. Remarquons que si A est compact, A~, = A;;
o A, = A</ Ay
On pose
A= 1] A
reR%

la réduction de A pour la semi-norme spectrale ; c’est un annéloide.

51
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Sia € A etsir estun réel strictement positif supérieur ou égal a ||a||«, on
notera a, l'image de a dans A,. Si r = ||a||c, on écrira simplement a.

(2.1.0.3) Remarque. — Dans cette section on travaillera toujours avec des poly-
disques fermés qui sont des espaces k-analytiques compacts.

(2.1.0.4) Définition. — Nous noterons A, l'algebre des fonctions analytiques sur
ID;, que nous munissons de la norme spectrale ||.||«, et A, sa réduction (graduée)

pour cette norme.

(2.1.0.5) Remarque. — Sur D, le k-polydisque fermé centré en l'origine de poly-
rayon r, la norme spectrale coincide avec la norme f +— |f ()
bord de Shilov de ID;,.

évaluation en 7, le

(2.1.0.6) Lemme. — Il existe un isomorphisme de k-algebres entre Ay et I'annéloide

-1 -1
kiri t,...,r, Tn}

modulo Uidentification de T; avec T;.
Démonstration. Corollaire de [Tem04} Proposition 3.1 (i)]. O

(2.1.0.7) Proposition. — Soit (f1,..., fu) une famille de fonctions analytiques sur Dy,
on note s; = || fil|eo. On suppose qu’il existe A € GL (E s, r) et B € k(s); tels que

(F) = A(z) + B
Alors (f;) est un systeme de coordonnées induisant un isomorphisme entre Dy et Ds.

(2.1.0.8) Remarque. — Rappelons que A € GL (72, S, r) signifie simplement que A
est de la forme (a;;);j—1., avec a;; € EAS_ et det(A) € EE ou R = Hi:l.,n(r;15i>/ et
j 1

que B € 75(5)1 signifie que B est de la forme (b;);—1._, avec b; € %si.

Démonstration. On note ¢ : Dy — IDs le morphisme induit par les f;.
Soit P € GL, (k) un antécédent de A et Q € k" un antécédent de B. Quitte a
composer ¢ avec l'isomorphisme Dy — ID; induit par

(Ti) = P7'((T)) = Q)

on peut supposer que (fi) = (7). 11 nous reste a montrer qu’alors (f;) est un
systeme de coordonnées induisant un automorphisme de D.

Si l'on construit pour tout i une fonction g; de A, telle que g;(f) = T;, la famille
(gi) induira un endomorphisme i de D, tel que ¢ o ¢ = id. La famille (g;) vérifiant
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les mémes hypotheses que la famille (f;) on pourra construire un inverse a gauche
de ¥ ainsi ¢ sera inversible donc ¢ aussi et on en aura terminé.
Commengons par traduire en terme de séries notre hypothese. Que f; € A,
vérifie f; = 7; signifie que
fi =a;T; + Z(ZZ(S)TI
ol

‘Il‘lm |a11|r =0, a)| =1et |all|r <rj.

Quitte a composer ¢ avec I'automorphisme induit par T; az-_lTi on peut supposer

al-:l.
(5::max<||f Hoo),
1 T

0 0
Notons fi( )= ZHS,I)TI
par construction § < 1 et || fi(o) |l < 1i0. Il nous sera utile de remarquer que pour
tout tout I € IN"
[T — ] < 1o

En effet,

T - =T —(T+f) = Y T ()X
J+K=I,K+0

ou les a;  sont entiers (i.e. sommes finies de 1 dans k), en particulier |a; x| < 1. La

majoration || fi||e < 7;0 implique ainsi que ||(£?)X||o < rX6/Kl et donc que

g T ()X oo < ([T oo | (£)XJoo < x5

T = ]| < max |]aj T ()| < max /TKIK < 15,
J+K=LK+#0 J+K=LK#0

Construisons par récurrence sur m une suite (&, gl f1 )m vérifiant :
o &, est une partie finie de IN";

. ggm) =T1 — Yico.m(Xies, a%i)ITI) ouVi € N,VI € &, |a8|r1 < 10t

o g(F) = Ty + " ot £ € Ay et ||| < rrom L.

Soit & := D et ggo) := Ty, alors

8%0)(f) =T +f1(0),

(nous avons fixé fl.(o) supra) et (&, ggo), fl(O)) vérifie ’hypothese de récurrence.
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Supposons que l'on ait (&;, ggi), fl(i) ) pour tout i < m et construisons le triplet

suivant. Ecrivons

= paly
I

Comme lim|7_,, a%) = 0 puisque fl(m) € A, I'ensemble de multi-indices

R {I, ]af}lﬂ)h[ €lriomt?; rlém+1]}

est fini.
Posons
1 ‘
g =T Y (L e,
i=0..m+1 I€&;
Alors
1 1
g =g~ L Al
I€5m+l
=T+ " - Y ante
Iegm+1
=T+ ), a%H)Tl + ) ag'j;“)(Tl —fh).
I¢EW,+1 I€£m+1
Posons

fl(mﬂ) = Z Q%H)Tl%— E a%H)(TI—fI),
I¢grn+l Iegm+1

alors fl(mH) appartient a A, puisque combinaison linéaire finie de produits finis
de fonctions de A, (nommément fl(m) et les f;). Par ailleurs

I Y o VT < ne™?,
I€SW,+]

puisque, pour tout I, HLI%H)TIH@ < Hfl(m)Hoo < 8™t et pour tout I & E,41,

’|IZ§?11+1)TI| loo €]716™72, 718"+ 1], Enfin pour tout I € &,,11,

12T (T — ) [oo < Jaly V(216 < (1167 F)s.

Donc || fl(mH) |lo < 718™*+2. Ceci acheéve la récurrence.

Enfin on pose g1 := lim,, ggm), par construction

et g1 € A; puisque, pour tout n € IN, g; a un nombre fini de mondmes de norme
supérieure a 716" et § < 1. ]
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(2.1.0.9) Corollaire. — La fleche naturelle

Aut (A;) — Aut (A,)

est surjective.

Démonstration. Soit ¢ € Aut (A;). Notons (f) := (¢(7;)); et (g) := (¢ (1)); les
familles (de polynomes) image de (7;) par 'automorphisme ¢ et sa réciproque.
On peut prendre dans A, = k{r T} des préimages polynomiales de ces
familles. Notons F (resp. G) une telle préimage de f (resp. g) et notons F (resp. G)
I'endomorphisme de A; induit par la famille F (resp. G).
Par construction, pour tout i,

—_——

(Fi(G)) = fi(8) = T

Dong, d’apres laproposition (2.1.0.7)| la famille (F;(G)); est un systéme de fonctions

coordonnées induisant un automorphisme de Dy, c’est-a-dire que F o G est un
automorphisme de 4;. On montre de méme que G o F est un automorphisme, en
particulier F est un monomorphisme.

Par ailleurs comme F o G est un automorphisme de A,, il existe u € Aut (Ay)
tel que F o Gou = id. Or un monomorphisme qui a un inverse a droite est un

isomorphisme, vérifions le ici,
FoGouoF=F=Foid=GouoF =1id

donc F a pour inverse G o u.

Ainsi F est un automorphisme de A; qui induit ¢. O

(2.1.0.10) Définition. — Deux polyrayons r et s sont k-équivalents si et seulement
s’ils sont de méme cardinal n et s'il existe une permutation o € &,, telle que

(Sﬁ’;(li))i € ‘kx |n_

Un k-type est une classe de polyrayons k-équivalents.
On note 7 (k) I'ensemble des k-types. (On confondra par abus de notation un

polyrayon r et son k-type.)

(2.1.0.11) Remarque. — Comme grad(k*) = |k*|, les définitions de k-équivalents

et de k-équivalents ainsi que de k-type et de k-type coincident et 7 (k) = T (k).
Par ailleurs, de méme que dans le cas gradué, la formation de 7 (k) est foncto-

rielle en k et ’application naturelle

T (k) — T(L)
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est surjective.

(2.1.0.12) Notation. — Soit L une extension de k, on note 7;_,; la surjection naturelle

T (k) — T(L).
(2.1.0.13) Remarque. — Evidemment 7_,; = T 7

(2.1.0.14) Corollaire. — Soient deux polyrayons r,s, deux k-polydisques fermés respecti-
vement de polyrayon r et s sont isomorphes si et seulement si r et s sont k-équivalents.

Démonstration. Implication. Soit (f;) un systeme de fonctions coordonnées sur Dy
induisant un isomorphisme vers Ds. Alors

(ﬁ) = A.(T;) + B+ termes de degré supérieur

avec A € GL (E, s, r) et B¢ %(3)1. En particulier GL (E, s, r) # @. Donc r et s sont
%—équivalents, i.e. k-équivalents.

Réciproque. Il existe une matrice A € GL (E s, r). Soit P € GL, (k) un antécé-
dent de A, alors la famille P.(T;) a pour réduction

A7)

et définit d’apres la [proposition (2.1.0.7)| un systeme de fonctions coordonnées

induisant un isomorphisme de ID; vers Ds. ]

(2.1.0.15) Remarque. — L’application r — D, induit donc une bijection entre les
k-types T (k) et les classes d’isomorphie de k-polydisques fermés.

(2.1.0.16) Définition. — Un k-polydisque fermé de k-type r est un espace k-analytique
isomorphe a D.

(2.1.0.17) Définition. — Nous dirons que l’action d’un groupe G sur le k-polydisque
fermé centré en zéro DD, est résiduellement affine si ’action induite sur le plan

A ~ k [rl’ I, ..., Ty 11'”] est affine. C’est-a-dire, pour tout g € G :
g.(t) = A(w) + B

o, A € GL(k,x) et B € k(r)1.
Nous dirons que 'action d’un groupe G sur un k-polydisque fermé de type r
abstrait X est résiduellement affine s’il existe un isomorphisme X — D, tel que

I’action induite sur D, est résiduellement affine.

(2.1.0.18) Remarque. — Laproposition (2.1.0.7)|joue le méme role dans notre travail

que [Ducl2, Proposition 3.4] et [Sch15, Proposition 2.18] dans leurs papiers. Elle im-
plique en particulier qu'un groupe fini G dont I'action sur D, induit une action par
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automorphismes affines (donc préservant le grade) sur A, agit par automorphismes

préservant la norme spectrale sur D,.

2.2 Dentelles

On note Ty, ..., T, des coordonnées sur G;™".

On note p : X = 1|1, (x)|,...|T,(x)|) 12 rétraction de G;*" sur son squelette S(Gy*").

(2.2.0.1) Notation. — Soit U une partie de (R} )", nous noterons
nu={nm G relu};

Dy = p~(u) = {x € G, (ITu(x)]...., |Tu(x)]) € U}.

Nous considérons (R}) comme un espace vectoriel réel, la loi interne étant
donnée par sa structure de groupe abélien et la loi externe par I’exponentiation
coordonnée par coordonnée. (Ce point de vue « multiplicatif » est di & Berkovich.)

(2.2.0.2) Définition. — On note Affz((R})") I'ensemble des applications affines
de (RY)" vers R} de la forme

(t, oo ty) = r [T

ou les a; appartiennent a Z et ot r € R7.

Un Z-polytope de (R})" est une partie compacte de (R} )" définie par une

VAeg,<1

iel jeJ

condition de la forme :

ot1 I et ] sont des ensembles finis d’indices et ot1 les @; ; appartiennent a Affz((RY)").

(2.2.0.3) Définition. — Soit X un espace topologique séparé et localement compact.
Soit Y une partie de X et soit (Y;) une famille de sous-ensembles de Y. On dit que
la famille (Y;) est un G-recouvrement de Y si tout point y de Y possede un voisinage

dans Y de la forme U;c;Y; o1 I est un ensemble fini d'indices et olt y € N;<1Y;.

(2.2.0.4) Définition. — Une partie Z-linéaire par morceaux de (R )" est une partie
de (R})" qui admet un G-recouvrement par une famille de Z-polytopes de (R} )".

(2.2.0.5) Remarque. — Soit U un Z-polytope non vide convexe, c’est-a-dire non

vide et défini par une condition de la forme :

/\ p; <1

i=1.m
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ot les ¢; : t — r;t% appartiennent a Affz((R7)"). Alors Dy est un domaine k-
affinoide de Gj;™". Pour le voir : noter R un réel positif non nul tel que U soit inclus
dans le pavé [R™1; R]" et remarquer que la partie ID;; est isomorphe au spectre
analytique de

KR, R, R, R, r Sy, S} /(T35 = S)ictme

Ainsi quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )" non vide, Dy est
un domaine k-analytique de Gj;*" et donc un espace k-analytique. En effet, on a
par construction un G-recouvrement de IDy; par des domaines k-affinoides de G;™"
([Ber93])).

(2.2.0.6) Remarque. — Pour toute partie Z-linéaire par morceaux de (R})"” on
peut décrire le squelette 77; de Dy comme 1'ensemble des points maximaux de
Dy pour la relation : x < y si et seulement si |f(x)| < |f(y)| pour toute fonction
analytique f sur Dy;.

Donc le squelette ne dépend pas du choix de coordonnées et o (1) = 5 pour
tout automorphisme ¢ d’espace analytique de IDy; (remarquons que ¢ peut agir

non trivialement sur k).

(2.2.0.7) Remarque. — Soit U une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )" connexe,
la rétraction p de Gy;™" sur son squelette induit une rétraction canonique de Dy
vers 77y. En fait il existe ([Ber99])) une rétraction par déformation @ : Gy;*" x [0;1] —
S(Gy™) qui préserve |T;| pour tout i et donc rétracte Dy sur 7y, de la connexité
de n; découle alors celle de IDy;; la rétraction p est simplement ®(e,1).

Si L est une extension complete de k nous utiliserons les notations IDy;; et
#u, dans un sens évident. La fleche IDy;; — Dy induit un homéomorphisme
nu,L =~ nu, et, par les formules, Dy — Dy commute aux rétractions canoniques
de Dy 1. sur 77, et de Dy sur 7.

Le point 77, de G;ia’an est par définition invariant sous l'action de Galois; il
s’ensuit que si L est une extension complete de k admettant un k-plongement
isométrique dans 1% (appellé extension presque algébrique de k dans [Duc]), I'image

réciproque de 77 sur IDy; 1, est exactement 77 1.

(2.2.0.8) Définition. — Une k-dentelle de squelette U est un espace k-analytique X
isomorphe a Dy avec U une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )" connexe
et non vide. Quand U est un produit d’intervalles, ce qui est toujours vrai en
dimension un, on parlera de maniere équivalente de k-couronne de squelette U.

On appelle Dy la k-dentelle de squelette U centrée en zéro.E]

1. On parle de k-dentelle « centrée en zéro » par analogie avec les polydisques, en fait le choix de
zéro ne suffit pas, il faut aussi choisir l'infini.
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Nous dirons qu'une famille (fj, ..., f,) de fonctions sur une k-dentelle X est
un systéme de coordonnées si les f; induisent un isomorphisme entre X et IDy; ou U
est une partie Z-linéaire par morceaux de (R )" connexe et non vide.

Un isomorphisme X ~ IDy; identifie #;; a une partie de X qui ne dépend pas

du choix du systeme de coordonnées (cf. fremarque (2.2.0.6)) ; nous 1’appellerons

squelette analytique de X et nous le noterons S (X).

(2.2.0.9) Remarque. — Quand X est un espace k-analytique et L une extension
galoisienne de k tels que X soit une L-dentelle, I’action de Gal(L/k) sur X, fixe

(mais n’est pas forcément triviale sur) le squelette de X; ; c’est une conséquence de

lafremarque (2.2.0.6),

Dans toute la suite de la section, U désignera une partie Z-linéaire par morceaux

connexe et non vide.

(2.2.0.10) Remarque. — Nous allons vouloir obtenir un analogue de la
c’est-a-dire un critere pour déterminer a partir de sa réduction si une
famille de fonctions analytiques est un systéme de fonctions coordonnée.

Prenons Dy 5] la k-couronne fermée de squelette [1;2] centrée en 0. Et munissons
l'algebre de ses fonction analytiques de la norme spectrale comme nous 'avions
fait pour les polydisques. La fonction T est une fonction coordonnée sur Dy
alors que ce n’est pas vrai pour la fonction T + T~!; pourtant ces fonctions ont
méme réduction pour la norme spectrale. En effet ||T||cc = ||T + T !||c = 2 et
|T~!||es = 1 donc

—_—

T=T+T
Il nous faut donc considérer une autre réduction.

(2.2.0.11) Définition. — Soit X un espace k-analytique; soit .A 'algebre des fonc-
tions analytiques sur X et x un point de X. Pour tout réel r strictement positif, on
note

e A, <, le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que |a(x)| <r;

e A, -, le sous-anneau de A formé des éléments a tels que que |a(x)| < r;
b .,Zlf = Ax,gr/Ax,<r~

On pose
A = L[ Ax,gr/Ax,<r-
reR%;
On l'appelle la réduction de A en x; c’est un annéloide.
Sia € A etsir estun réel strictement positif supérieur ou égal a |a(x)|, on

notera a; l'image de a dans A;. Sir = |a(x)|, on écrira simplement a*.
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(2.2.0.12) Définition. — Nous noterons Ay 1'algebre des fonctions analytiques sur
Dy et pour alléger les notations Ay sa réduction pour la semi-norme f — |f(1,)|
évaluation en 7, pour tout r € U.

Quand U est un smgleton {r} les sem1—normes 1r et ||.||e coincident, ainsi nous
écrirons simplement .A{r} pour .A{r}

(2.2.0.13) Remarque. — L’algébre Ay, est 'ensemble des séries Yz« a;T! telles
que, pour tout r € U, lim7_, ;o |lar|t! = 0.

(2.2.0.14) Lemme. — Il existe un isomorphisme de k-algebres entre Ay’ et I'annéloide

-1 -1 ~1 -1
kiry "Te1, 11T, 1 Th Tejns TnTep )

modulo les identifications de T’ir avec Ty ; (de degré r;) et de Ti’1 avec Tr’il (de degré 7f1 ).

Démonstration. Corollaire de [Tem04, Proposition 3.1 (ii)] en remarquant que f —
|f(1r)| est la norme spectrale de 1’algebre des fonctions analytiques du polydisque
fermé de polyrayon r. O

(2.2.0.15) Définition. — Soit f = Y, a;T! une fonction de Aj;. Nous dirons que f
a un mondme strictement dominant de polydegré I si pour tout r € U et tout | # I,

lag|x! > |aj|v/.

(2.2.0.16) Lemme. — Une fonction de Ay est inversible si et seulement si elle a un
mondme strictement dominant.

Démonstration. Si elle en a un elle s’écrit f = a;T!(1 + u) avec |u(#,)| < 1 pour
tout r € U et est donc inversible.

Réciproquement, pour tout r € U la réduction f* est inversible dans 7@; Donc
s’écrit LI/I(T)TrI ®) , C'est-a-dire que pour tout r € U il existe un unique n-uplet I(r) tel
que

|ag(e |r = max |a;|rl.
La fonction r — I(r) est par conséquent localement constante et donc constante
sur U. O
(2.2.0.17) Proposition. — Soit (f1,..., fu) une famille de fonctions analytiques sur Dy;.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. les f; forment un systéme de fonctions coordonnées;

2. pour tout i € {1,...,n}, la fonction f; admet un mondéme strictement dominant de
polydegqré I; et la matrice ayant pour lignes les I; appartient a GL,(Z);
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3. pour touti € {1,...,n} il existe a; # 0 et I; € Z tels que, pour tout r € U,
fii = ai(m)"
et tels que la matrice ayant pour lignes les I; appartient a GL,(Z).

(2.2.0.18) Exemple. — Sur la k-dentelle de squelette {(1,1)} centrée en zéro, les
couples

(i, f2) = (T, 1, To) et (g1,82) = (ThTo, T2)

définissent deux systemes de fonctions coordonnées induisant des automorphismes
inverses 1'un de l'autre.

Démonstration. L'équivalence 2 < 3 suit des définitions, prouvons 1 < 2.

On notera I la matrice ayant pour lignes les I;.

Implication. Chaque f; est inversible puisque fonction coordonnée, et admet
donc un mondme strictement dominant de polydegré I;. On vérifie que les polyde-
grés des mondmes strictement dominant des fonctions induisant 1'isomorphisme
inverse donnent immédiatement 'inverse de I.

Réciproque. Notons J; le i-eme vecteur ligne de I"!. Quitte a remplacer (T3, ..., T,)
par (T, ..., T/") (systeme de fonctions coordonnées induisant un morphisme d’in-
verse évident), on peut supposer, pour tout i, que f; a pour mondme strictement do-
minant a;T;. Dong, quitte & remplacer a nouveau (Ty, ..., T,) par (al’lTl, a1 Ty),
on peut supposer, pour tout i, que f; a pour mondme strictement dominant T;.

Soit r € U, on peut, pour tout i, écrire f; de deux fagons :
o Ti(1+u;) ovu; € Ay et |ui(ne)| <1;
o T+ %ot £V € Ay et |fi()| < s

Evidemment fl-(o) = Tu; et \fi(o)(iyr)| = r;u; (1) |. Notons

(0)
0 :=max |u;(ny)| = 7|fl r<‘77r)|'

Soit I € Z", on peut écrire I = I, —I_ avec I, I_ € IN". Alors

(1= @ +w)) () = [T+ w) ™" ()| (L +w)" = (1+w)') ()]
=1 )

et donc
[(T! =) ()| = [T () || (1 = (1 +w)") ()| < 6.

La famille (f;) induit un endomorphisme ¢, de A,. Fort de 1'inégalité ci-dessus,

on utilise la méthode de la preuve de la jproposition (2.1.0.7)| pour construire une
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famille de fonctions (g,;) de A, qui induit un automorphisme i, réciproque de
@r. En particulier ¢, est un automorphisme de A,.

Pour tout r € U, 'automorphisme ¢, induit un automorphisme (comme k-
algebre) de k[[T, T L .. T, T, !]] de réciproque induite par ;. Comme ¢, est
induit par la famille (f;), 'automorphisme induit de k[[Ty, T, T, T, ] ne
dépend pas de r, par conséquent sa réciproque non plus et donc, pour tout s € U,
Pr = s, i€ (gri) = (8s,0)-

Soit r € U, on pose g; := &, pour tout s € U, g; = g5 € Ay, etdonc g; € Ay.

Par construction la famille (g;) induit un automorphisme de Ay réciproque
de 'endomorphisme induit par la famille (f;). La famille (f;) induit donc un
automorphisme de Ay et partant de Dy;. O

(2.2.0.19) Définition. — Il suit des résultats ci-dessus que le groupe
L(Du) = Ag/k* (1 + A7)

est libre de rang n, et une famille de fonctions (f,..., f,) est un systeme de
fonctions coordonnées si et seulement si elles sont inversibles et s’envoient sur une
base de L(IDy) (comme Z-module).

Nous appellerons réseau de Dy le groupe L£(Dy;).

(2.2.0.20) Remarque. — Tout automorphisme de IDy; (méme s’il ne fixe pas le corps
de base) induit un automorphisme du réseau de Dy;.

Le réseau ne dépend pas du choix d"un systeme de fonctions coordonnées et
donc est bien défini pour toute dentelle abstraite.

(2.2.0.21) Remarque. — Quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R’ )"
connexe et non vide, et L une extension galoisienne finie complete de k, I’action de
Galois de Gal(L/k) sur Dy 1, induite par son action naturelle sur G;"*", est triviale
sur le réseau : il suffit de prendre des coordonnées de G;*™".

Ainsi, si un espace k-analytique X est une k-dentelle, I'action de Gal(L/k) est
triviale sur le réseau de Xj.

Quand U est d’intérieur non vide un automorphisme de Dy agit trivialement
sur le réseau si et seulement s’il agit trivialement sur le squelette analytique 77 de
Dy

2.3 La dimension 1

L'objet de cette section est de donner une illustration géométrique de la caracté-
risation des fonctions coordonnées obtenues dans les sections précédentes.
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Rappelons qu'une partie Z-linéaire par morceaux de R connexe et non vide
est tout simplement un intervalle non vide quelconque de R’;. Ainsi, en dimension
1 et en cohérence avec 1'usage habituel, nous parlons de couronnes plutot que de

dentelles.

2.3.1 Disque fermé

Fixons un rayon r appartenant a R et considérons ID,, le k-disque fermé centré

en 0 de rayon r.
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FiGuURE 2.1 - Disques fermés

Topologiquement ID, a une structure d’arbre réel. La structure analytique dis-
tingue un sommet particulier : 7, le bord de Shilov de ID, qui n’est autre que le
squelette analytique de ID,. Selon que 7, est de type 2 (i.e. r est de torsion modulo
|k*|) ou de type 3 (i.e. r n’est pas de torsion modulo |k*|) le sommet 7, est soit de
valence supérieure a 1 soit de valence 1.

Nous notons A, 1'algebre des fonctions analytiques sur ID,, ce sont les séries de
la forme Y ;o a; T' avec lim; o, |a;|7 = 0. On la munit de sa norme spectrale : soit
flleo = maxien |ailr" et || f[lo = [ £ ()]

Nous notons A, sa réduction (graduée) pour la norme spectrale. La E—algébre

f=YienaT € A, elle est donnée par |
A, est isomorphe a I'annéloide
k[r 1]

oul’onnote 7 :=T.
Une fonction coordonnée sur ID; est une fonction qui induit un isomorphisme

vers un k-disque fermé centré en zéro.

(2.3.1.1) Proposition. — Soit f € A,, alors f est une fonction coordonnée si et seulement

S1

f=at+0b,
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aveca € kX eth ¢ %I\f\loo'

Démonstration. Si f est une fonction coordonnée induisant un isomorphisme entre
D, et Df,, il existe une fonction g € A |, induisant 'isomorphisme réciproque
et alors

1 = deg(7) = deg(8(f)) = deg(g) deg(f)
donc deg(f) = deg(g) = 1. Autrement dit

f=at+0b

avec a € k* et ||f|| = grad(f) = grad(a)grad(7) = grad(a)r.

La réciproque est une conséquence de [proposition (2.1.0.7)| O

(2.3.1.2) Corollaire. — L'application A, — N, f — deg(f) ne dépend pas du choix de
coordonnée.

Et une fonction f € A, est une fonction coordonnée sur ID, si et seulement si

deg(f) = 1.

(2.3.1.3) Remarque. — On peut caractériser les fonctions coordonnées au niveau
de A,. Qu'une fonction f = Y4, T' appartienne a A, signifie qu’elle a un mondme
dominant de plus haut degré, c’est-a-dire qu'il existe d € IN tel que

| flleo = |ad]rd et Vi > d, ]ad\rd > \ai]ri

et cette fonction est une fonction coordonnée si et seulement si son mondme
dominant de plus haut degré est de degré 1.

Evidemment cette caractérisation-ci est équivalente a celle donnée en terme
d’algebre résiduelle graduée, mais — d’autant qu’il est plus agréable de penser au
degré d'un polynome qu’a des mondmes dominants — cette caractérisation-la nous

permettra d’utiliser avec profit les méthodes de 1’algebre commutative.

(2.3.1.4) Résumons . Le disque fermé D, a un sous-ensemble particulier, son sque-
lette analytique qui est réduit & un point 7, et la semi-norme définie par ce point
coincide avec la norme spectrale.

A l'algébre des fonctions analytiques sur le disque .4, on associe sa réductionﬂ
en 7, i.e. pour la norme spectrale, A, est un annéloide de polynomes.

Une fonction analytique f sur le disque est une fonction coordonnée si et
seulement si sa réduction fv(en 1,) est de degré 1.

2. On a aimerait écrire « en chaque point du squelette analytique ».
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2.3.2 Couronne

Fixons un intervalle I appartenant a R} et considérons Dy, la k-couronne
centrée en 0 de squelette I.

Topologiquement ID; a une structure d’arbre réel. La structure analytique dis-
tingue la partie #; = {5,, r € I}, c’est son squelette analytique de D;.
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F1GURE 2.2 — Couronne D,

Nous notons A;j 'algebre des fonctions analytiques sur IDj, ce sont les séries
de la forme Y ;. a;T' avec limyj e |la;|r' = 0 pour tout r € I.
Pour tout 7 € I, nous notons A; sa réduction (graduée) pour la semi-norme 7;.

La k-algebre Al est isomorphe a 1’annéloide

e

ot 'on note 7, := T".

Soit 7 € I. On dit qu'une fonction f = Y ;. a;T' € A; a un monome strictement
dominant de degré d en 7, si pour tout j # d

|ad]rd > \aj|rj.

On dit que f a un mondme strictement dominant de degré d si f a un mondme
strictement dominant de degré d en #, pour tout r € I.

(2.3.2.1) Proposition. — Soit f € A,

o f est inversible si et seulement si f a un mondme strictement dominant ;

o f est une fonction coordonnée si et seulement si f a un mondme strictement dominant
de degré 1 ou —1.
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(2.3.2.2) Remarque. — Le degré des mondmes (strictement) dominant est bien
défini a un signe — pres, qui dépend du choix d'une fonction coordonnée, c’est ce
que nous avons appelé réseau de la dentelle. Quand I n’est pas réduit a un point
cela correspond a se donner une orientation du squelette.

On traduit cela en terme d’algebre résiduelle graduée :

(2.3.2.3) Proposition. — Une fonction f € A; est inversible si et seulement s'il existe
d € Zetack” tels que pour tout r € I

rs d
f=at.

Une fonction f € Aj est une fonction coordonnée si et seulement s’il existe d € {£1}
et a € k* tels que pour tout r € I
f=atl.

Augquel cas f induit un isomorphisme entre Dy et Dy, q(q) 14-

(2.3.2.4) Notation. — Soit r € I on note deg' (resp. deg, ) 'application de A
dans Z U {+o0} qui a

e 0 associe —oco (resp. +0o0)

e P =Y a;7! associe max{i, a; # 0} (resp. min{i, a; # 0}).
Et on peut définir une application bien définie a I'opération (a,b) — (—b, —a) pres,
qui correspond au choix d'une orientation sur la couronne,

A:Ix Ap = (ZU{=e0})?, (1, f) = (deg, (f), deg, (f)).

Cette application correspond a celle définie pour les disques fermés

A, = N U {oo}, f > deg(f)

que l'on pourrait écrire pour insister sur le paralléle :

{r} x Ay = (NU{o0}), f — (deg(f))-
Et alors :

(2.3.2.5) Corollaire. — Une fonction f € Aj est inversible si et seulement s’il existe
d € Z tel que la fontion
r— A(r, f)

est constante égale a (d,d) sur I.
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Une fonction f € Aj est une fonction coordonnée si et seulement s'il existe d € {£1}
tel que
r— A(r, f)

est constante égale a (d,d) sur I.

(2.3.2.6) Remarque. — Soit f = Y,cza;T" € Ay, alors pour tous i < j tels que
|aj|r!
Tal7
r € 1, |f(n,)| = max;|a;|r', on en déduit que la fonction r — |f(1,)| est convexe,

a;,a; # 0 la fonction r —

est strictement croissante sur I. Comme pour tout

et que log(r) — log(|f(#,)|) est linéaire par morceau, c’est-a-dire que 1'on a un
graphe de la forme donnée Qui est une sorte de polygone de Newton

In(|f (7,)])

In(r)

F1GURE 2.3 — Norme d’une fonction sur le squelette d"une couronne.

de f (développé dans [Thu05]).

On vérifie facilement que le couple A(r, f) donne exactement la pente a gauche
et la pente a droite de In(|f|) en In(r). Et notre caractérisation des fonctions
coordonnées généralise le fait bien connu qu’une fonction est inversible si son
polygone de Newton est réduit & un segment.

(2.3.2.7) Remarque. — Remarquons que par construction deg, (f) < deg(f) et
que si I'on munit (Z U {£1})? de l'ordre (partiel, mais total sur I'image de A)
(a,b) < (c,d) si et seulement si b < ¢ alors la convexité notée ci-dessus se traduit
en

r<s=Ar,f) <A, f).

Ainsi, méme nous ne nous servirons pas de ce fait, remarquons que si I est
fermé, il suffit de considérer la réduction en les deux points extrémes pour caracté-
riser les fonctions inversibles ou coordonnées. (En dimension supérieure on peut

utiliser des arguments de convexité de la méme maniere).

(2.3.2.8) Corollaire. — Soit I = [r,s].

Une fonction f € Aj est inversible si et seulement s’il existe d € Z tel que

A(r, f) = Als, f) = (d,d).
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Une fonction f € Aj est une fonction coordonnée si et seulement s'il existe d € {£1}
tel que

A(r, f) = Als, f) = (d,4).

(2.3.2.9) Résumons. Comme le disque fermé, la couronne ID; a un sous-ensemble
particulier, son squelette analytique qui est homéomorphe a I. A l'algebre A; des
fonctions analytiques sur la couronne on associe une réduction A; en chaque point
1, du squelette.

De la réduction f” d’une fonction f en 7, nous pouvons déterminer ce que 'on
peut appeler par analogie les pentes a gauche et a droite (de log(|f|)) en #,, couple
dont la définition dépend du choix d"une base du réseau de la couronne; pour les
fonctions inversibles un changement de base simplement lieu a un changement de
signe, c’est ce qui motive que dans [Duc] le choix d"une base du réseau est appelé
« orientation ».

Enfin une fonction est une fonction coordonnée si et seulement si ses pentes
a gauche et a droite sont en tout point du squelette identiquement égales a 1 ou
égales —1.

2.4 Exemples de formes non triviales de couronnes

2.4.1 Cas modérément ramifié

Donnons une forme modérément ramifiée de couronne avec action de Galois
non triviale sur le réseau et qui n’est pas une couronne quand l’action de Galois
n’est pas triviale sur le réseau. Prenons comme corps de base k = Q3 (muni de la
norme 3-adique usuelle oi1 [3| = 1), comme extension modérément ramifiée Q3|i]

et intéressons-nous a la partie de IP}Q’ZH‘ définie par :

1,an 1 2
{xePg’ 7 < (T + 1))}

que l'on note X (voir [Figure 2.4} le segment 7(,.o) donné comme repere ne joue pas
de role particulier). L'espace Qz-analytique X n’est pas une Qz-couronne (la partie

fermée ainsi définie aurait deux bouts de type 2 ou 3 et non un) et pourtant, apres

extension des scalaires, on peut écrire

. 1<|T+i

— 1,
Xgyfij = {x € IPQ3[1‘]’ 2 T —i

()] <2}

et remarquer que l'on obtient une Qj3]i]-couronne avec f = Tt comme fonction

coordonnée. Si ’on note ¢ la conjugaison complexe, o(f) = f~! donc I'action de

Galois sur le réseau de Xg, ;) n'est pas triviale.
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o0 o0
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M 4——e - - - = [i] ’71< >
T} B
!
0 0
Xq, XQs[i]

F1GURE 2.4 — Forme modérément ramifiée mais non triviale de couronne

2.4.2 Cas sauvagement ramifié

On peut directement adapter pour les couronnes un des contre-exemples don-
nées en [Ducl3} (3.8)].

Supposons que k est de caractéristique mixte (0, p) et que le corpoide résiduel
k n’est pas parfait; choisissons a € k* tel que @ ne soit pas une puissance p-ieme
dans k, et posons r = {/[a]. Soit L la k-algebre étale k[X]/(X? — a). Si F est un
corps quotient de L alors @ est une puissance p-ieme dans F, ce qui montre que
[F: k] > p, et donc que [F : p] > p. Il s’ensuit que L est un corps de degré p sur k,
et que L s’identifie a k[r~1X]/ (X" — 7).

Posons & = |p|'/(P~1). Par construction, a possede une racine p-ieme & dans
L; notons que || = r. Soit F un corps complet algébriquement clos quelconque
contenant L et soient ¢ = 1,2, ...,y les racines p-iemes de a dans F. Si i est un
entier compris entre 2 et p alors ¢; = {y pour une certaine racine primitive p-ieme
de 'unité p; on a donc |&; — &| = re. Soit z un élément de F. On déduit de ce qui

précede que 1'on a pour tout s €|re; 1] les équivalences suivantes

o |z—¢| <s& (Vi |z—¢i| <s);

o z—C|>s e (Vi |z—¢i| >5s).

Soit s €]re;r[ et soit W le domaine analytique de IP,™ défini par l'inégalité
sP < |T?P —a| < rP. Nous allons montrer que Wy, est isomorphe a une k-couronne,
mais que W n’est pas lui-méme isomorphe a une k-couronne.

L'espace Wy, est isomorphe a une L-couronne. En effet si F est une extension

complete algébriquement close de k et si z € F alors

s<|z=¢l<res? <[]lz—&|l<rP e <|zF —a| <P
i
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Ceci valant pour tout extension complete algébriquement close de k, 'ouvert Wi,
de ]PIL’an peut étre défini par 'inégalité s < |T — &| < r, et est donc une L-couronne
de squelette [s; r|.

L’espace Wy n’est pas isomorphe a une k-couronne. Supposons en effet qu’il le
soit, et fixons une fonction coordonnée f sur W qui identifie W a la couronne de
squelette [S; R[ pour des réels 0 < S < R.

Soit F une cloture séparable de k et soit Fy 1’extension modérément ramifiée
maximale de k dans F. La valeur absolue de k n’étant pas triviale (il est de carac-
téristique mixte), le groupe |F;‘| est dense dans R7 ; il existe donc A € Fy tel que
|A| € [S; R[. L'élément A définit, via la fonction coordonnée, f un point rigide x de
W. Par construction, #(x) est une extension finie modérément ramifiée de k.

Posons & = T(x). Comme a € W,

(TP = a)(x)| < 7" = |a].

Il en résulte les égalités || = r et a” = a. Mais puisque H(x) est une extension
modérément ramifiée de k, le corpoide H (x) est séparable sur k, et ne peut donc

contenir de racine p-ieme de 4. On aboutit ainsi a une contradiction.



Chapitre 3

Trois théorémes

3.1 Une proposition clef

Il nous sera pratique d’avoir présenté sous la forme des deux propositions
ci-dessous des résultats établis au début de la preuve de [Duc12, Théoréme 3.5].

Nous en redonnons les démonstrations.

(3.1.0.1) Proposition. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace k-
analytique. Soit L une extension finie de k. Notons A I'algeébre des fonctions analytiques

sur X et B I'algebre des fonctions analytiques sur Xy. La fleche naturelle
A QL — B

est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons L une extension finie de k. Choisissons une base (I3, ..., 1,)
de L sur k. Si V est un domaine affinoide de X d’algebre Ay alors V; est un domaine
affinoide de X; d’algebre Ay ®; L ~ ®.Ay.l;; il s’ensuit que la fleche naturelle

ARy L=dAl — B
est un isomorphisme. O

(3.1.0.2) Proposition. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace k-
analytique compact. Soit L une extension modérément ramifiée de k. Notons A l'algebre
des fonctions analytiques sur X et B I'algebre des fonctions analytiques sur Xy, que nous
munissons de la norme spectrale, et A, B leurs réductions pour cette norme. Le morphisme

canonique

est un isomorphisme.

71
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Démonstration. Choisissons un d-uplet (Iy,...,1;) d’éléments de L* tel que (I1, . .., 1;)
soit une base de L sur k. Soit K une extension ultramétrique complete quelconque

de k. Comme L est une extension modérément rarmflee de k, la famille (ll, e, ln)

est d’apres [Ducl2, §2.21] encore une base de (]K @ L) surk. Si (Ay,...,A,) € K",

[Ducl2, Lemme 2.3] assure alors que

HZAZZZH = max\)\i\.]lil.
m—

eK®;L

Dong, par la définition de la norme spectrale d’une fonction analytique, on a pour
tout n-uplet (fi,..., fn) d’éléments de A, 'égalité

12 fili [leo = max]|fil | i].
eB

On en déduit I'égalité des sommandes Bp = @ZL“p‘l et donc que le morphisme

canonique A ®x L — B est un isomorphisme. O

(3.1.0.3) Remarque. — Soit x un point de X dont la fibre dans X; est réduite a un
point xz. On a pour tout n-uplet (fi,..., fy) d’éléments de A, 1'égalité

Zfz (xp)| = max|f;(x) [l

B

Donc si l'on note A* la réduction de A en x et B* la réduction de B en xr. Le

morphisme canonique
A~ Y L — B

est un isomorphisme.

3.2 Formes de polydisques fermés

(3.2.0.1) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie et modérément ramifiée de k et soit
r € (RY)" un polyrayon. Alors X est un L-polydisque fermé de L-type r sur lequel
U'action de Galois est résiduellement affine si et seulement si X est un k-polydisque fermé
de k-type s, avec

seT b (r).

Démonstration. La réciproque est évidente, montrons 1'implication.
On désigne par Tj, ..., T, un systeme de fonctions coordonnées sur X;. Soit A

(resp. B) I'algebre des fonctions analytiques sur X (resp. X1) que nous munissons
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de la norme spectrale, ||.||co.

Il existe (]lemme (2.1.0.6)[) un isomorphisme entre B et L [1, ..., T,] modulo lequel

T; = T; est de degré r;, pour tout i € {1,...,n}.

(3.2.0.2) Lemme. — Quitte a remplacer (T);—1., par un autre systeme de coordonnées

on peut supposer les T; invariants sous l'action de Gal(L/k).

Démonstration. Par notre hypothese sur 1'action de Galois, quitte a changer de

systéeme de fonctions coordonnées, pour tout ¢ € Gal (E / %) :
8-(T)i=1.n = Ag(Ti)i=1.n + By

avec
o Ag = (aijg)ij=1.n € GL <Z, r) ;
o By = (big)iz1.n € L(1)1.
Considérons d’abord seulement les termes de degré 1. On obtient I'identité :

Agn = (8-An) Ag-

Donc l'application g +— Ag' est un cocycle de Z'(G, GL(L,r)). D’aprés notre

variante du théoreme 90 de Hilbert (théoréme (1.5.1.3)), il existe s = (s;);=1., dans
R" et P dans GL (E, s, r) telle que Ay = (¢.P~')P pour tout g € Gal(L/k).
Pour tout ¢ € Gal(L/ k)

8§ (P(T)iz1.n) = P(Ti)izyn + Big/

avec B;, € L(s);. Quitte a remplacer (7;)i—1., par P ()
tout g € Gal (Z/k) :

i—1., ON peut écrire pour

§-(Ti)i=1.n = (Ti)i=1.n + By,
avec By € f(si). Soit coordonnée par coordonnée :
8T = Ti+big,
ol b; ¢ € L, Fixons i, soient g et i deux éléments de Gal(L/ k); via les égalités
(8h).Ti = T + bign

§.(h7) = g.(ti+biy) = T+ big+gbiy

on obtient l'identité
bign = big + g(bin)-
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Ainsi, pour tout i, I'application ¢ — b;, est un cocycle additif de H! (G, fsi), et

d’aprés la version graduée additive du théoreme 90 de Hilbert (théoreme (1.5.2.1)),

est un cobord, c’est-a-dire qu’il existe yi; dans Z‘ A1 R tel que bj = g.ji; — ji; pour
tout ¢ € Gal(L/k).
Donc les 7; peuvent étre supposés invariants sous Galois quitte a les translater

par p;. Il suffit alors de remplacer les T; par les antécédents de ces nouveaux ;. [

Nous avons établi qu’il existe un isomorphisme entre A ®% L, puisque iso-
morphe a B (proposition [(3.1.0.2)), et

7 [—1 -1
L [51 T, s Sy Tl

modulo lequel, pour tout i, T, = 7; est de grade s; et Galois invariant.
(3.2.0.3) Lemme. — L’inclusion naturelle

A (Ae; z)Gam

est un isomorphisme.

N\ Gal(L/k) ) )
) , l'invariance sous Galois des 7; a pour

Démonstration. Soit f € (.Z ®; L
conséquence immédiate :
~  N\Ga(l/k) ~
(A ®r L) =k {sl_lrl, - s;l’rn} .
On peut donc écrire f =) a 1! avec pour tout I, a; .

Choisissons un d-uplet (I3, ...,1;) d’éléments de L* tel que (l~1, e, l;) soit une
base de L sur %, comme il ne nous coute rien de prendre /; = 1 nous le ferons.

Alors
A % L= @ ./Zli:

On peut donc écrire f =} ; flz avec f; € A. Et, pour tout i, de méme que pour f,
via l'inclusion

an (ﬂ o f) Gal(L/k) ,
I

on peut écrire f; = ) ;a;;T" avec pour tout I, a;; € k.

Alors

f=Y e Dar' = Y (L ari
I I

i
SVLar=ay+ Y a;;
iZ1



3.3. FORMES DE BIDISQUES FERMES 75

= VI, ap—ay = Eai,[li.
—— iZ1
ck N——

E@isokl;

Donc pour tout I,

Zai/ﬁ; € Eﬂ ®EZ = H{Or}/

i#1 i#1 r

c’est-a-dire que

) a;1l; =0

i#1

et, comme les [; forment une famille libre, pour tout i # 1, a;; = 0 (ce pour tout I).

Donc f = f; € A. O
Donc :

7.1 -1
k [51 Ti, s Sy Tn} .

Il existe ainsi (fi, ..., fn) préimage de (T, ..., T,) dans .A; en particulier, les f; sont de

rayon spectral s;. Soit Y le k-polydisque fermé de polyrayon s et soit ¢ le morphisme

X — Y induit par les f;; il résulte de la [proposition (2.1.0.7) que ¢ : X; — Y est

un isomorphisme.

Comme étre un isomorphisme descend par extension quelconque des scalaires
(voir [CT, Theorem 9.2]), ¢ est un isomorphisme. Donc X est un k-polydisque fermé
de k-type s.

De plus X} est un L-polydisque a la fois de L-type r et de L-type s, donc, d’apres

le |corollaire (2.1.0.14)| r et s sont L-équivalents. O

3.3 Formes de bidisques fermés

(3.3.0.1) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un espace k-
analytique, soit L une extension galoisienne finie modérément ramifiée de k et soit (r,s) €
X

(RX)? un polyrayon. Alors Xy, est un L-bidisque de L-type (r,s) € (RX)? si et seulement
si X est un k-bidisque de k-type (v',s") avec

(r',s") € 71, (r,s).

Démonstration. On note A 1’algebre des fonctions analytiques sur X et B 1'algebre
des fonctions analytiques sur X;. Soit (T}, T>) un couple de fonction coordonnées
sur X, induisant un isomorphisme vers D, ) ;. On note 73 = T) et 7, = T». Alors
l'algebre résiduelle graduée B est isomorphe a

L[T’_l’fl, S_sz].
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Le groupe de Galois G = Gal(L/k) agit par automorphismes sur X et partant agit
par automorphismes sur L[r~'1;,s 11]. (On rappelle que Gal(L/k) = Gal(L/k)).
Ecrivons pour tout g € G,

(1, 0) = a(g)(n, »)

avec & : G — Aut(L[r 1,5 '1]). On vérifie que pour tout (g,h) € G?,

a(gh) = (ga(h)) o a(g),

autrement dit que a~! € Z'(G, Aut(L[r ‘1,5 '1))).
D’apres le théoreme (1.5.3.1)[la fleche

Hl(G, GL(Z, (r,s))) — Hl(G, Aut(f[r_lrl,s_lrz]))
induite par 'inclusion
Zl(G, GL(Z, (r,s))) — Zl(G, Aut(Z[r’l’fl,s’l’fz]))

est un isomorphisme. Donc a~! est cohomologue a un g € Z'(G,GL(L, (r,s))),

c’est-a-dire qu'il existe ¢ € Aut(L[r~'1;,5 1)) tel que pour tout ¢ € G

al(g) =9 o B(g) o (8.9)

D’apreés le théoreme (1.5.1.3)|il existe (/,s') € (R*)2 et B € GL(L, (r,5'), (r,s)) tel
que pour tout ¢ € G

p(g) = B! o (g.B)

ainsi pour tout g € G,

x(g) = (g.(Bog) ") o (Bog)

Un calcul immédiat montre que pour tout g € G,

8- (Bo¢(1,12)) = Bog(11, 2).

D’apres le |corollaire (2.1.0.9), a un automorphisme pres, c’est-a-dire quitte a

remplacer (Tj, T,) par un autre systeme de fonctions coordonnées induisant un
isomorphisme de X} vers ID(, ) ;, on peut remplacer (71, 2) par ¢(T1, T2)-
Maintenant ¢.(B(71, 2)) = B(m, 2) donc quitte & remplacer (Ty,T;) par un
systéeme de fonctions coordonnées préimage de B(7y, T2) l'action de Galois sur
le bidisque fermé est résiduellement linéarisable et le résultat suit du [théoréme]
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3.2.0.1 O

3.4 Formes de dentelles

(3.4.0.1) Théoreme. — Soit k un corps ultramétrique complet, L une extension galoisienne
finie modérément ramifiée de k et X un espace k-analytique. Alors Xi, est une L-dentelle
de type U C (RX)" telle que l'action de Gal(L/k) est triviale sur le réseau de Xp si et
seulement si X est une k-dentelle de squelette r.U avec r € |L*|".

(3.4.0.2) Remarque. — Il suit de la preuve que si 'on se limite aux classes d’iso-
morphie par translation, c’est-a-dire aux isomorphismes induits par des familles
de la forme (A;T;), elles sont en correspondance exacte avec

(L[ /KD = (HY(Gal(L/k), L))" = (7, (1)".

Démonstration. Si X est une k-dentelle de type r.U, X; est une L-dentelle de type
r.U, donc de type U — puisque soit (A;);=1., une famille de L" avec |A;| = 7,
l'application T; — A;T; induit un isomorphisme entre Dy;;, et D, ;1 — et I'action

de Gal(L/k) sur X est triviale sur le réseau (cf. remarque (2.2.0.21)).

Réciproquement, on désigne par (T, ..., T,) un systeme de fonctions coordon-
nées sur X; induisant un isomorphisme vers IDy; 1. Soit A (resp. BB) 1’algebre des
fonctions analytiques sur X (resp. X1).

L'isomorphisme X; — Dy induit un homéomorphisme stable sous Galois
entre 5?(X1 ) le squelette analytique de X et 1y 1. Le passage au quotient sous
Galois induit des lors un homéomorphisme entre une partie de X et 7y 1.

Pour tout r € U, nous notons naturellement ||.||; les semi-normes sur A et B
correspondant a I’évaluation en 7, modulo les deux homéomorphismes mention-
nés ci-dessus. Nous notons A" et B" les réductions graduées de A et B pour les
semi-normes ||.||.

Il existe (]lemme (2.2.0.14)[) un isomorphisme entre B* et

Liry 1Tr,1, 71 Trjll, R 1Tr,n, Tn T;nl]

modulo les identifications de Tir avec T;; (de degré r;) et de Tfl avec Tr’il (de degré
-1

ri).

Par hypothese 'action de Galois préserve le réseau de la couronne, autrement
dit, pour tout ¢ € Gal(L/k) et touti € {1,...,n} la fonction g.T; a pour coefficient
dominant aT; avec |a| = 1. Ainsi, pour tout ¢ € Gal(L/k), tout r € U et tout
ie{l,...,n}

8- Tr,i = Ai,¢Ty,i
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oua;, € Ef. Les 4;, ne dépendent pas de r puisque obtenus par réduction du
coefficient du méme monome strictement dominant.

La situation est exactement analogue au cas des polydisques. Pour tout i €
{1,...,n} l'application g + a; , est un élément de Z' (Gal(z / E),Elx) donc, d’apres

la version graduée du théoreme 90 de Hilbert (corollaire (1.5.1.6)), il existe A; € L*

(ilny a pas de raison que [A;| = 1) tel que a;, = Xfl(g.Xi) pour tout ¢ € Gal(L/k)
ettouti € {1,...,n}.

Notons A = (|A1],...,|Au]). Les applications T; — A;T; induisent un isomor-
phisme entre Dy; et Dy 7 (d’inverse évidemment induit par T; — /\i’lTi) dong,
quitte & remplacer U par A.U, on peut supposer, pour tout ¢ € Gal(L/k), tout
re Uettouti € {1,...,n} que

g-Tr,i = Tr,i .

Choisissons un d-uplet (I, ...,1;) d’éléments de L* tel que (71, . .,Td) soit une
base de L sur 75, comme il ne nous coute rien de prendre I; = 1 nous le ferons. Les
fleches naturelles

AR L=dAlL — B

et, pour tout r € U,
A @ L= oA — B

sont des isomorphismes. Le premier vient de la [proposition (3.1.0.1), Le deuxiéme

de la proposition (3.1.0.2) et de la remarque qui le suit.

Pour tout i € {1,...,n}, on peut donc écrire T; = }.;_; 4 fijI; avec f;; € A pour
toutj € {1,...,d}. En passant a la réduction on obtient, pour tout r € U et tout
ie{l,...,n},

Ti=fi + ;(J?:fr>|l;|lri-l~j
J

-~ r i §
ol Ty, fi1 et tous les (fi; )j-1,, (C'est-a-dire la composante de grade 1| r; de la
réduction de f;; dans A") sont invariants sous Galois. En particulier

Tt T -~ ~ ~ -~
Z(fu )‘lj‘—l,,i.l]' =T;— fi1 € (AT ®x L)Gal(L/k).
j#1

(3.4.0.3) Lemme. — Pour tout r € U, l'inclusion naturelle
YL (j(r ®x E)Gal(i/ﬁ)

est un isomorphisme.

Démonstration. Essentiellement identique a la preuve du lemme (3.2.0.3)| O
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Donc
. ~ et
> fig s € AT @ AN
j#1
c’est-a-dire que Y4 (Er) | lj‘—lr]_./l;' = 0 avec pour conséquence immédiate que :
i o
Tei = fig -
Donc, pour tout i € {1,...,n}, il existe f; € A telle que pour tout r € U,

—~r
fi1 = Tui

Ainsi pour tout i € {1,...,n}, dans B, f; a pour mondme strictement dominant
a;T; avec |a;| = 1 et @ = 1. En particulier, d’apres le lemme (2.2.0.17)} la famille (f;)
forme un systéme de fonctions coordonnées sur X; qui induit un isomorphisme
Xr — Dyt

Il existe donc une famille de fonctions analytiques (fi, ..., f») dans A qui in-
duisent un morphisme ¢ : X — Dy; tel que ¢ : X — Dy 1 soit un isomorphisme.
Comme étre un isomorphisme descend par extension quelconque des scalaires
[voir |CT, Theorem 9.2], ¢ est un isomorphisme. O
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