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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Depuis des millénaires l’Homme s’interroge sur les phénomènes naturels, les observe, essaie
de les comprendre et de les modéliser. Il a commencé à les emprisonner dans des équations
afin de décrire au plus juste les phénomènes, quelles qu’en soient les conditions. Cela a permis
d’expliquer de nombreux effets et d’utiliser ce que la nature nous a donné, comme par exemple
le feu. L’Homme a observé le feu, a fini par le maîtriser avec succès (vers -400 000 ans), puis
a cherché à expliquer le phénomène bien plus tard. L’Homme de nature curieuse va toujours
tenter de découvrir les phénomènes qui l’entourent, les comprendre pour pouvoir les maîtriser
si possible.

Cependant de nombreux phénomènes physiques n’ont pas encore été élucidés, tels les ondes
scélérates ou vague scélérates dans les océans. Ce phénomène d’abord observé et relayé par les
récits de marins reportant qu’un mur d’eau (de 15 à plus de 30 mètres de haut) apparaissait
devant leur navire avec une force incroyable. Certains navires ont été simplement déformés par
la force de ces vagues, d’autres ont malheureusement sombré sans réellement connaître la raison.
Ces vagues n’étaient pas prises en compte par les modèles mathématiques et physiques permet-
tant de décrire l’évolution des vagues dans les océans. En effet, la compréhension des phénomènes
hydrodynamiques dans les océans a réellement commencé pendant la Seconde Guerre mondiale
par la nécessité de contrôler les débarquements amphibies sur les plages exposées à la houle [1].
Les théories développées ont montré en général un bon accord avec les mesures effectuées sur
l’océan. De plus ces vagues étaient très rares avec une probalité, à un endroit donné, d’envi-
ron une vague tous les 3000 ans. Par ailleurs les calculs théoriques ne laissaient pas présager
qu’elles existaient. La première mesure réalisée d’une vague scélérate a eu lieu le 1er janvier
1995, sur la plate-forme pétrolière Draupner E dans la mer du Nord. Depuis, diverses mesures
de ce phénomène ont été réalisées sur d’autres plates-formes, mais également avec des satellites.
Ces dernières mesures ont alors permis des études statistiques de ce phénomène.

Ainsi, de nombreux modèles ont été développés en se fondant sur l’interaction non linéaire
entre les vagues modélisée par l’équation de Schrödinger non linéaire [2, 3]. Ces modèles ont per-
mis de réaliser des simulations numériques pour mieux comprendre la création de ces vagues. Par
ailleurs d’autres concepts ont prédit que les vagues scélérates océaniques pouvaient se former à
partir des effets linéaires comme la focalisation directionnelle ou de la superposition aléatoire de
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différents trains d’ondes indépendants. D’autres concepts non linéaires ont montré que la crois-
sance du bruit présent sur la surface de l’eau pouvait générer des structures d’ondes localisées de
forte amplitude [4, 5]. La propagation d’onde non linéaire en optique peut être également gou-
vernée par l’équation de Schrödinger non linéaire, d’où l’analogie entre les domaines de l’optique
et de l’hydrodynamique. Malgré l’utilisation de cette équation en optique non liénaire depuis des
décennies, c’est seulement en 2007 que des instabilités en optique ont été associées à la notion
d’onde scélérate [6]. En effet Solli et ses collaborateurs ont rapporté dans des histogrammes
les fluctuations d’intensité aux grandes longueurs d’onde de spectres de supercontinuum générés
dans les fibres optiques. L’analogie entre l’instabilité optique et les vagues scélérates en hydrody-
namique a été effectuée pour deux raisons. La première raison est que les mesures de l’intensité
optique ou de l ’amplitude de la surface de l’eau présentent des distribution de probabilité asy-
métriques. Cette asymétrie est généralement caractéristique des processus extrêmes. En effet,
les mesures très éloignées de la médiane ont des probabilités d’apparition faibles, mais ont une
très forte amplitude. La seconde raison est que le supercontinuum étudié par Solli et al. a été
enregistré en régime d’instabilité de modulation. L’instabilité de modulation est un processus
non linéaire qui se manifeste par la croissance exponentielle du bruit. Ce processus est l’un des
mécanismes probables à l’origine de la génération des vagues scélérates dans les océans.

Les résultats de Solli et al., les premiers obtenus en optique, ont permis de réaliser une
analyse des fluctuations d’intensité sur un large spectre du supercontinuum. Ces résultats ont
motivé de nombreuses études afin de comprendre comment les structures avec de fortes am-
plitudes pouvaient apparaître dans les systèmes optiques, et par analogie, en hydrodynamique.
Le terme d’onde scélérate depuis a été généralisé afin de décrire différents processus issus de
l’instabilité de modulation. En outre, des solutions analytiques de l’équation de Schrödinger non
linéaire qui décrivent des solitons sur fond continu permettent de décrire les ondes scélérates
en hydrodynamique et en optique. En effet, ces solutions sont des prototypes d’ondes scélérates
et correspondent aux divers enregistrements réalisés de vagues scélérates dans les océans. C’est
pourquoi, les solutions analytiques générées expérimentalement à partir de conditions initiales
contrôlées, sont aussi appelées ondes scélérates.

Durant ces dernières années, un nombre croissant de solutions de l’équation de Schödinger
non linéaire ont été étudiées, travaux motivés par le fait que ces solutions peuvent être des pro-
totypes des ondes scélérates dans les océans. Enfin, notons également que de nombreux résultats
expérimentaux ont été obtenus en optique et en hydrodynamique afin de vérifier l’existence de
ces solutions dans les deux domaines. En effet, les chercheurs ont pu démontrer l’existence des
différentes solutions de premier ordre dans ces deux domaines [7–11]. Ainsi les travaux de cette
thèse sont motivés par la volonté de vérifier l’existence de solutions analytiques complexes de
l’équation de Schrödinger non linéaire. Pour ce faire, nous utiliserons les connaissances des dif-
férentes observations déjà réalisées afin de générer des structures de type onde scélérates plus
complexes.

Le chapitre 1 introduit l’analogie entre l’hydrodynamique et l’optique, ainsi que les diffé-
rentes notions nécessaires à la compréhension des résultats qui seront présentés par la suite.
L’accent sera tout particulièrement mis sur l’instabilité de modulation qui est responsable de
l’émergence de structures de type onde scélérate.

Le chapitre 2 présente les solutions analytiques de premier ordre de l’équation de Schrödinger
non linéaire sur lesquelles nous nous baserons pour générer des solutions de second ordre. Nous
verrons les caractéristiques typiques de ces solutions. Il possible de réaliser une superposition
non linéaire de solutions de premier ordre pour générer des solutions de second ordre. Nous pré-
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senterons les différentes solutions existantes et nous nous intéresserons tout particulièrement aux
solutions "en phase". Dans ce même chapitre, des résultats numériques et expérimentaux seront
également présentés sur la génération idéale des solutions. Cependant, la nature n’est jamais to-
talement idéale, c’est pourquoi dans le chapitre 3, nous présenterons les résultats numériques et
expérimentaux d’une génération réaliste. Des solutions de premier ordre seront générées à l’aide
d’une condition initiale approchée de la solution analytique exacte. Nous étudierons ensuite leur
collision qui peut être l’analogie d’une collision de deux trains d’ondes indépendants permettant
la création de vague scélérate océanique. Le fait de réaliser une collision entre deux solutions
non idéales permet de vérifier la robustesse de ce type de génération.

Le dernier chapitre présentera une extension des solutions analytiques scalaires à un cas
vectoriel. En effet, la composante de la polarisation dans les diverses expériences réalisées en
optique n’a pas été prise en compte. Ici, nous présenterons des résultats à la fois novateurs
et complexes à mettre en oeuvre. Nous montrerons comment générer une structure de type
onde scélérate sur deux axes de polarisation orthogonaux. Une étude préliminaire portera sur
l’instabilité de modulation vectorielle spontanée dans les fibres optiques standard à dispersion
normale et présentant une variation aléatoire rapide de la biréfringence résiduelle. Puis, nous
montrerons comment générer une structure vectorielle de type onde scélérate.
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

1.1 Le soliton, toute une histoire
Le soliton appelé également onde solitaire est un concept aussi bien mathématique que de

physique non linéaire. Il existe lorsque les effets dispersifs et non linéaires se compensent exac-
tement. Le développement du concept de soliton s’est accru en même temps que les différentes
équations mathématiques qui ont permis sa compréhension, notamment à partir des années 1960
[1]. Le terme soliton est apparu en 1965 en référence aux comportements d’ondes solitaires ro-
bustes lors de collisions, à l’instar des collisions élastiques entre particules [2]. Nous verrons tout
d’abord l’origine de ce phénomène physique en hydrodynamique puisque c’est dans ce domaine
qu’il a été observé pour la première fois.

1.1.1 En hydrodynamique

La première observation d’un soliton ou onde solitaire a été faite par John Scott Russel en
1834, mais il faudra attendre quelques années (1838-1844) pour que ses travaux soient reportés
dans la littérature [3]. Dans son rapport, John Scott Russel nota la propagation d’une vague
solitaire de grande amplitude observée dans l’Union canal à Hermiston, proche de l’université
de Riccarton Heriot - Watt située à Edinburgh. Dans son rapport, on trouve le texte suivant
devenu maintenant célèbre (traduit en français) :

« J’observais le mouvement d’un bateau qui était tiré rapidement le long du canal par une
paire de chevaux, quand soudainement le bateau s’arrêta, mais pas la masse d’eau qui avait
été mise en mouvement ; elle s’était accumulée autour de la proue du bateau dans un état
de violente agitation, puis soudainement, l’abandonna, roula vers l’avant à grande vitesse,
prenant la forme d’une grande élévation solitaire, d’un paquet d’eau rond, à la forme douce
et bien définie, qui continua sa course dans le canal, apparemment sans changement de
forme ou diminution de vitesse. Je la suivis à cheval et la dépassais alors qu’elle roulait
encore à la vitesse de huit ou neuf miles à l’heure, préservant sa forme originale de 30
pieds de long et d’un pied et demi en hauteur. La hauteur diminua peu à peu, et après
une poursuite d’un ou deux miles, je la perdais dans les méandres du canal. Tel fut, dans
le mois d’août 1834, ma première rencontre avec ce phénomène si singulier et si beau que
j’avais appelé "onde solitaire" »

Nous pouvons ainsi noter de cette citation, la première observation d’une onde solitaire qui
fut nommée plus tard soliton. Cette onde causa une polémique, car aucune des équations à
cette époque-là ne prédisait l’existence d’une onde solitaire telle que celle observée par Russel.
Phénomène non résolu jusqu’en 1871, année où Joseph Valentin Boussinesq [4] proposa un
nouveau modèle mathématique, puis en 1876 Lord Rayleigh [5] permis des avancées significatives.
Mais le modèle qui permit vraiment de lever les doutes sur l’existence des ondes solitaires fut
celui des équations de Korteweg - de Vries en 1894-1895 [6]. En 1995, une reconstitution de
l’expérience a été réalisée dans le canal où a été observé pour la première fois le soliton [7].

1.1.2 En optique

En optique, il a fallu d’abord attendre l’apparition du laser en 1960 [8, 9] afin de pouvoir
prétendre observer les solitons. Il est possible de distinguer deux types de solitons optiques,
spatial ou temporel, selon le mode de confinement du champ électromagnétique durant la pro-
pagation de l’onde. Le soliton temporel correspond à une impulsion optique qui se propage à
profil temporel constant [10]. Le soliton spatial correspond, quant à lui, à un faisceau autoguidé
qui reste confiné dans l’une ou les deux directions perpendiculaires transversales à la direction
de propagation. Selon la symétrie du milieu de propagation et/ou du faisceau incident il est
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possible d’oberver des solitons spatiaux à 1 ou 2 dimensions [11].

Les deux types de solitons optiques sont des structures dont la localisation provient de la
variation non linéaire de l’indice de réfraction induite par l’intensité lumineuse, phénomène
connu sous le nom d’effet Kerr optique [12–14]. L’effet Kerr optique est à l’origine de deux effets
très importants, l’autofocalisation spatiale d’un faisceau lumineux et l’automodulation de phase
temporelle, connue sous le nom anglais (Self-phase Modulation (SPM)) [15]. Ce sont ces deux
principaux effets non linéaires qui sont responsables de la formation des solitons optiques. Le so-
liton spatial est généré lorsque l’autofocalisation d’un faisceau optique compense exactement sa
diffraction naturelle. De manière similaire, le soliton temporel est formé lorsque l’élargissement
temporel de l’impulsion induit par la dispersion est exactement compensé par la SPM induite
par effet Kerr [15].

Le soliton spatial a été découvert via le phénomène d’autopiégeage de faisceaux laser conti-
nus (Continuous Waves (CW)) dans un matériau non linéaire optique massif [16]. Cependant
le phénomène d’autopiégeage n’a pas été immédiatement relié à la notion de soliton spatial à
cause de la nature instable de ce dernier. Ce n’est que dans les années 1980, que des solitons
stables ont pu être observés en utilisant des matériaux non linéaires dans lesquels la diffraction
a été limitée à une seule dimension transversale [11].

La première observation d’un soliton temporel a eu lieu en 1967 lors de la découverte du
phénomène de transparence auto-induite dans un milieu non linéaire résonnant [17]. Six ans
plus tard des travaux théoriques montrent que certaines impulsions lumineuses peuvent se pro-
pager à profil constant dans une fibre optique en régime de dispersion anormale [10]. Hasegawa
propose d’utiliser ce genre d’impulsion pour augmenter les performances des systèmes de télé-
communications à fibres optiques. C’est en 1980 que furent observés pour la première fois des
solitons dans les fibres optiques [18]. La figure 1.1 montre les premiers enregistrements de so-
litons dans une fibre optique. Cette figure montre que les solitons perdent leur forme à partir
d’une certaine puissance laser, la dispersion étant alors insuffisante pour compenser les effets
non linéaires. Suite à cette première observation le potentiel des solitons a été mis en évidence
pour les télécommunications optiques à longues distances [19–21].

Figure 1.1 – Premier enregistrement du soliton. Dans l’encadré, les caractéristiques tempo-
relles et spectrales du laser. En bas, traces d’autocorrélation pour différentes puissances. En
haut, les spectres correspondant aux traces temporelles situées en dessous (les courbes sont
normalisées)[18].
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optique

1.2 Équation de Schrödinger non linéaire dans les différents do-
maines

Avec l’avènement de la mécanique quantique dans les années 1960 et de la physique non
linéaire, l’équation de Schrödinger non linéaire est étudiée dans de nombreux domaines tels
que l’hydrodynamique, l’optique guidée ou bien encore les condensats de Bose-Einstein. Nous
verrons dans la suite de cette partie les similitudes entre l’équation de Schrödinger non linéaire en
hydrodynamique et celle obtenue en optique non linéaire. L’équation de Schrödinger non linéaire
est très importante puisqu’elle a permis d’étudier de manière simple et précise la propagation
d’ondes dispersives et non linéaires.

1.2.1 Les équations en hydrodynamique

Les équations décrivant la propagation d’ondes d’un fluide incompressible et à flux irrota-
tionel sont connues sous le nom des équations d’Euler :

∆Φ = 0, −∞ < z < η(x, y, t), (1.1)
φt + 1

2 (∇φ)2 + gz = p
ηt +∇φ · ∇η − φz = 0

}
z = η(x, y, t), (1.2)

φz → 0 z → −∞, (1.3)

où φ est le potentiel des vitesses, η le déplacement de la surface libre, g la constante d’accéléra-
tion de la pesanteur et p est la pression externe exercée sur la surface libre du fluide. Pour des
déplacements de la surface libre de faible amplitude les conditions limites deviennent z < 0 et
z = 0 à la place de z < η(x, y, z) et z = η(x, y, z). Cette approximation conduit aux équations
d’ondes de Stokes [22].

Ainsi à partir de ces équations, nous pouvons distinguer deux régimes de propagation selon
les valeurs relatives de la profondeur d’eau et de la longueur d’onde. Le régime en eau profonde
correspond au cas où la longueur d’onde est petite devant la profondeur, tandis qu’à l’opposé
le régime en eau peu profonde correspond au cas où la longueur d’onde est grande devant la
profondeur. Notons que l’observation du soliton de Russel a été réalisée en eau peu profonde.
Ainsi les premiers modèles pour l’étude des ondes hydrodynamiques furent développés en régime
d’eau peu profonde. C’est ainsi que Boussinesq a présenté le premier modèle en 1872 [4]. Puis
plus de deux décennies plus tard, D.J. Korteweg et G. de Vries ont proposé un nouveau mo-
dèle de la propagation d’ondes en eau peu profonde. Ce modèle, connu sous le nom d’équation
KdV (Korteweg - de Vries) du nom de ses auteurs, fut développé en 1895 [6]. Le modèle a ainsi
permis de modéliser la propagation de l’onde solitaire dans le canal de Heriot-Watt University.
L’élévation de la surface de l’eau étant le seul paramètre pertinent, le modèle de propagation
dans le canal est qualifié de modèle 1D+1.

Le principal modèle en eau profonde est venu bien plus tard, il a fallu en effet attendre les
années 1970, avec l’avènement de la physique quantique et de sa célèbre équation de Schrödinger,
pour voir la naissance de l’équation Schrödinger non linéaire en hydrodynamique. Cette équation
a été développée de différentes manières. Dans le contexte de l’hydrodynamique en eau profonde,
elle a été établie pour la première fois en 1968 par Zakharov à partir d’une méthode d’analyse
spectrale [23]. En 1972, Hasimoto et Ono [24] et Davey [25] l’ont développée indépendamment
en utilisant la méthode multi échelle. Puis Yuen et Lake ont dérivé l’équation de Schrödinger
en partant des équations d’Euler (voir équation 1.2). D’autre part, Yuen et Lake ont obtenu
l’équation de Schrödinger non linéaire en utilisant la formulation Lagrangienne moyenne en
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1.2 Équation de Schrödinger non linéaire dans les différents domaines

1975 [26]. Cette approche a été introduite par Whitham en 1965 [27] et a été reprise par Luke en
1967 [28]. (historique repris de la publication de Yuen et Lake [26].) C’est ainsi que l’équation de
Schrödinger non linéaire (1.4) permet de calculer l’évolution de l’enveloppe d’un paquet d’ondes
qui dépent de la distance de propagation x et du temps t :

i

[
∂a

∂t
+ Cg

∂a

∂x

]
+ µ

∂2a

∂x2 + v|a|2a = 0 (1.4)

où
Cg = ω0

2k0
µ = − ω0

8k2
0
v = −1

2ω0k
2
0 (1.5)

où k0 et ω0 = ω(k0) le nombre d’onde et la fréquence angulaire de l’onde porteuse, respective-
ment. De plus, ω0 et k0 sont reliés par une relation de dispersion définie par : ω0 =

√
gk0, où

g correspond à l’accélération de la pesanteur. Pour avoir l’élévation de la surface de l’eau notée
η(x, t), qui correspond à la grandeur observée, il faut utiliser la relation [29] :

η(x, t) = Re
{
a(x, t) exp [i(k0x− ω0t)] + 1

2k0a
2(x, t) exp [2i(k0x− ω0t)]

}
(1.6)

Pour obtenir l’équation de Schrödinger non linéaire sous une forme normalisée, nous effectuons
le changement de variables : τ = − ω0

8k2
0
t, ξ = x − Cgt = x − ω0

2k0
t et q =

√
2k2

0a, où Cg est la
vitesse de groupe du train d’ondes. Nous obtenons alors l’équation suivante :

i
∂q

∂τ
+ ∂2q

∂ξ2 + 2|q|2q = 0 (1.7)

Dans l’équation (1.37), nous avons le terme de dispersion représenté par ∂2q
∂ξ2 , et le terme non

linéaire représenté par 2|q|2q. Une équation similaire sera obtenue pour modéliser la propaga-
tion d’une impulsion dans un matériau diélectrique non linéaire, telle qu’une fibre optique par
exemple.

1.2.2 Des équations de Maxwell à l’équation de Schrödinger en optique

En optique, il existe des équations très connues qui permettent d’obtenir une équation de
propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu. Ces équations sont celles de Maxwell
(équations (1.8)) [15] :

∇×
−→
E= −∂

−→
B

∂t

∇×
−→
B=µ0

−→
J + µ0

∂
(
ε0
−→
E +−→P

)
∂t

∇ ·
−→
D = ρf

∇ ·
−→
B = 0

(1.8)

où −→J représente le vecteur de densité de courant et ρf la densité de charge respectivement, ε0 et
µ0 sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide. −→E et −→B sont respectivement
les vecteurs du champ électrique et de l’induction magnétique. −→P est le vecteur de polarisa-
tion électrique induit par le passage d’une onde électromagnétique qui impose une oscillation
des électrons liés. Dans le cas d’un milieu dilélectrique tel qu’une fibre optique il n’y a aucune
charge libre, par conséquent −→J = 0 et ρf = 0.

Afin de connaître la polarisation (−→P (−→r , t)) dans le milieu, un traitement complet néces-
site une approche quantique, cependant les expériences que nous avons réalisées impliquent un
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domaine spectral (0.5 à 2 µm) loin des fréquences de résonance de la silice. Une approche phéno-
ménologique pour décrire le milieu peut donc être déployée [15]. Cependant celle-ci est possible
que dans un régime dit perturbatif, c’est-à-dire que l’intensité lumineuse doit être inférieure
à environ 1013 W/cm2, intensité largement inférieure au champ de Coulomb atomique. Pour
ces intensités pas trop élevées les états atomiques de la silice sont très peu perturbés [30]. La
polarisation induite −→P (−→r , t) lors de la propagation de l’onde peut alors être décrite selon une
expansion en série de puissance du champ électrique −→E (−→r , t) :

−→
P (−→r , t) = ε0

∞∑
k=1

χ(k)−→E (−→r , t)k (1.9)

= −→
P (1)(−→r , t)︸ ︷︷ ︸
−→
P L(−→r ,t)

+
(−→
P (2)(−→r , t) +−→P (3)(−→r , t) + ...

)
︸ ︷︷ ︸

−→
P NL(−→r ,t)

(1.10)

où χ(k) sont les tenseurs de susceptibilité diélectrique de l’ordre k du matériau [14]. Dans l’équa-
tion (1.10), −→P L(−→r , t) représente la polarisation linéaire qui correspond à la susceptibilité d’ordre
1 du matériau diélectrique. −→P NL(−→r , t) est le terme de polarisation non linéaire qui regroupe
tous les termes d’ordres supérieurs à un. La silice amorphe des fibres optiques étant un matériau
centrosymétrique, les susceptibilités d’ordres pairs comme l’ordre 2 (χ(2)) sont nulles. Les fibres
optiques standards ne permettent donc pas la génération de seconde harmonique. Les équations
(1.8) et (1.9) conduisent à l’équation de propagation suivante :

∇×∇×
−→
E (−→r , t) = − 1

c2
∂2−→E (−→r , t)

∂t2
− µ0

(
∂2−→PL(−→r , t)

∂t2
+ ∂2−−→PNL(−→r , t)

∂t2

)
(1.11)

C’est de cette équation (1.11) que va résulter l’équation de Schrödinger non linéaire, comme
nous le verrons ci-après.

1.2.2.1 L’équation de Schrödinger non linéaire "standard"

La propagation de la lumière dans une fibre optique peut être décrite par l’équation de
Schrödinger non linéaire, cette équation intégrable peut être résolue mathématiquement par
la méthode de la diffusion inverse [31], mais surtout se résout numériquement rapidement en
utilisant la méthode de Fourier à pas divisés [15]. Nous allons voir dans cette partie comment
l’équation de Schrödinger non linéaire a pu être dérivée à partir des équations de Maxwell.
Précisons d’abord les principales hypothèses réalisées pour décrire la partie non linéaire de
l’équation. Nous considérons le cas d’une onde se propageant dans une fibre optique monomode
selon la direction −→z et possèdant une polarisation linéaire selon −→x . Le champ électrique peut
être décomposé selon la combinaison enveloppe-porteuse suivante [15] :

−→
E (−→r , t) = 1

2
−→x
{
F (x, y)A(z, t) expi(β0z−ω0t) +c.c.

}
(1.12)

où F (x, y) correspond à la distribution transverse du mode fondamental, β0 est la constante
de propagation de la porteuse à la pulsation ω0, et c.c. est le complexe conjugué. L’enveloppe
A(z, t) est supposée varier lentement par rapport aux variations rapides de l’onde porteuse.
En d’autres termes, l’enveloppe temporelle contient un grand nombre d’oscillations de l’onde
porteuse. L’enveloppe temporelle est normalisée de telle sorte que |A(z, t)|2 corresponde exac-
tement à la puissance instantanée exprimée en W. On trouve également de manière équivalente
que Ã(z, ω − ω0) correspond à l’enveloppe complexe du spectre du champ. L’enveloppe tempo-
relle A(z, t) est associée à de nombreuses composantes spectrales, ce qui laisse un large choix de
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fréquences de référence dans la décomposition du champ. Cependant il est préférable de choisir
la fréquence dans le voisinage des structures spectrales prédominantes. Lorsque la biréfringence
du milieu peut être négligée, il est possible de réduire les équations vectorielles précédentes à
une description purement scalaire. Cette approximation scalaire peut être utilisée pour des fibres
optiques à maintien de la polarisation avec un champ polarisé rectilignement ou bien lorsque
le champ se propage de manière monomode dans une fibre optique possédant une symétrie de
révolution. Dans cette approche scalaire la polarisation électrique peut être décrite sous la forme
suivante :

−→
P (−→r , t) = 1

2
−→x
{
F (x, y)P (z, t) expi(β0z−ω0t) +c.c.

}
(1.13)

Avec une polarisation orientée selon −→x , les seules composantes de tenseur non nulles sont du
type χ(1)

xx pour χ(1) et χ(3)
xxxx pour χ(3). Les équations (1.9) (1.12) et (1.13)conduisent alors à :

PL(z, t) = ε0χ
(1)
xxA(z, t) (1.14)

PNL(z, t) = 3
4ε0χ

(3)
xxxx|A(z, t)|2A(z, t) (1.15)

La polarisation totale peut être déduite à partir de ces deux équations :

P (z, t) =
(
ε0χ

(1)
xx + 3

4ε0χ
(3)
xxxx|A(z, t)|2

)
A(z, t) = ε0

[
χ(1)
xx + εNL

]
A(z, t) (1.16)

À partir de l’équation (1.16), il est possible d’exprimer la permittivité relative εr(ω) qui conduit
à l’indice de réfraction n pour une fréquence donnée [15] :

n2 = εr(ω) = 1 + χ(1)
xx︸ ︷︷ ︸

εL

+
(3

4χ
(3)
xxxx|A(z, t)|2

)
︸ ︷︷ ︸

εNL

(1.17)

En traitant le terme εNL comme étant perturbatif devant εL, il est aisé de réaliser une expansion
des parties réelles et imaginaires de εr. Nous pouvons en déduire l’indice de réfraction total du
milieu qui varie en fonction de la fréquence et de la puissance lumineuse :

n
(
ω, |A|2

)
= nL(ω) + n2|A|2 (1.18)

Les relations de Kramers-Krönig sont utilisées pour obtenir les contributions linéaire nL et non
linéaire n2 à l’indice de réfraction [14] ; ces équations relient les parties réelles et imaginaires de
χ

(1)
xx , l’indice linéaire s’écrit alors :

nL(ω) = 1 + 1
2Re

[
χ(1)
xx

]
(1.19)

De la même manière, la contribution non linéaire peut être obtenue à partir des équations
précédentes, elle s’écrit sous la forme :

n2 = 3
8nL

Re
[
χ(3)
xxxx

]
(1.20)

L’équation (1.18)montre que l’indice de réfraction du milieu est modifié durant la propagation
de l’onde, ceci proportionnellement à la puissance de l’onde, c’est le principe bien connu de
l’effet Kerr optique que nous verrons plus en détail dans la suite du manuscrit [12]. Pour une
fibre optique de silice nL vaut environ 1.46 et n2 compris entre 2.3 et 2.7 · 10−20m2/W [32, 33].
L’équation de Schrödinger non linéaire est obtenue facilement à partir des équations de Maxwell
(équation (1.8)) [15] :

∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
+ iβ2

2
∂2A

∂t2
= iγ(ω0)|A|2A (1.21)
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

Où γ(ω0) est le coefficient de non-linéarité défini par :

γ(ω0) = ω0n2
cAeff (ω0) (1.22)

Où c est la vitesse de la lumière (299 792 458 m/s), et Aeff l’aire effective du mode guidé dans
la fibre optique qui dépend de la fréquence de l’onde porteuse (voir l’équation (1.23)). Enfin
β1 et β2 proviennent du développement en série de Taylor de la constante de propagation du
mode β (équation (1.24)) autour de la fréquence porteuse ω0 (fréquence centrale du spectre de
l’impulsion). β1 et β2 représentent respectivement l’inverse de la vitesse de groupe et la dispersion
de la vitesse de groupe de l’impulsion se propageant dans la fibre optique.

Aeff (ω) =

(∫∫+∞
−∞ |F̃ (x, y, ω)|2dxdy

)2

∫∫+∞
−∞ |F̃ (x, y, ω)|4dxdy

(1.23)

β(ω) = ω

c
n(ω) = β0 + (ω − ω0)

(
∂β

∂ω

)
ω0

+ 1
2(ω − ω0)2

(
∂2β

∂ω2

)
ω0

+ ... (1.24)

Le terme de vitesse de groupe est en général éliminé en traitant le problème dans un référentiel lié
à l’impulsion, c’est-à-dire en écrivant l’équation de propagation dans un système de coordonnées
qui se déplace à la vitesse de groupe des impulsions (vg = 1

β1
). Le temps est alors modifié par

t = t−β1z au cours de la propagation. L’équation (1.21) devient par ce changement de variable :

i
∂A

∂z
− β2

2
∂2A

∂t2
+ γ|A|2A = 0 (1.25)

1.2.2.2 L’équation de Schrödinger non linéaire généralisée

Précédemment, nous avons considéré que l’indice de réfraction non linéaire variait de manière
instantanée [12], cependant il faut envisager la réponse du milieu selon plusieurs échelles de
temps. En effet, lorsqu’un champ se propage dans un milieu celui-ci va alors interagir avec
les atomes lorsqu’il va se propager, entrainant le déplacement des électrons liés aux atomes et
également des noyaux constituants le milieu de propagation de manière non linéaire [34, 35].Cette
vibration moléculaire induite par le déplacement des noyaux possède une réponse temporelle qui
va être non instantanée (de l’ordre de 60 fs) par rapport à la réponse des électrons [36]. Afin de
tenir compte de cet effet, nous introduisons un nouveau terme dans l’équation de propagation, la
fraction de réponse Raman (fR = 0.18), comme nous pouvons le voir dans l’équation (1.26) qui
décrit la réponse non linéaire totale intégrée dans le temps. Dans cette équation la fonction de
Dirac δ(t) représente la contribution de l’effet Kerr instantanée du milieu et hR(t) est la réponse
Raman retardée. La réponse Raman peut être décrite par une fonction oscillante amortie sur
quelques dizaines de femtosecondes (voir partie 1.3.2.2).

R(t) = (1− fr)δ(t) + fRhR(t) (1.26)

Cette réponse peut être intégrée dans le temps afin de pouvoir l’utiliser dans une équation de
propagation, nous avons alors :∫ +∞

−∞
R(T ′)×|A(z, T −T ′)|2dT ′ = (1−fR)|A(z, T )|2 +fR

∫ +∞

−∞
hR(T ′)|A(z, T −T ′)|2dT ′ (1.27)

Ainsi dans l’équation de Schrödinger non linéaire standard (équation (1.25)) il faut ajouter
la réponse retardée (équation (1.27)) dans la partie non linéaire. Nous pouvons ainsi écrire
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1.2 Équation de Schrödinger non linéaire dans les différents domaines

l’équation de Schrödinger non linéaire généralisée [15, 37, 38] :

∂A

∂z
+ α

2A−
∧
D′A = iγ

(
1 + iτshock

∂

∂T

)
×(

A(z, T )
(

(1− fR)|A(z, T )|2 + fR

∫ +∞

−∞
hR(T ′)|A(z, T − T ′)|2dT ′

)) (1.28)

où
∧
D′ est l’opérateur dispersion qui comprend les différents ordres de dispersion (voir l’équation

(1.29)), celui-ci sera décrit plus précisément dans la partie 1.3.2.1.

∧
D′ =

∑
k≥2

ik+1

k! β
k ∂

k

∂T k
(1.29)

Pour être le plus général possible, notamment dans le cas de la propagation d’impulsions ultra-
courtes (femtosecondes) il faut tenir compte de la dépendance fréquentielle du coefficient non
linéaire (dispersion non linéaire). Ainsi, nous réalisons un développement de γ en série de Taylor
autour de la fréquence ω0. Un terme de choc optique τshock apparaît alors dans l’équation de
propagation τshock qui correspond à la dispersion de la non-linéarité γ. L’équation (1.30) donne
une forme simplifiée du terme de choc optique (τ0). Dans certaines conditions, il est effective-
ment possible de négliger la dépendance fréquentielle de l’aire effective [35, 38, 39] et le terme
de choc est décrit simplement par l’équation (1.30), où τshock ' τ0.

τshock = τ0 −
{
∂ [lnAeff (ω)]

∂ω

}
ω=ω0

' τ0 = 1
ω0

(1.30)

Nous vérifions bien que la condition fR = 0 conduit bien à l’équation de Schrödinger non
linéaire standard. Suivant les systèmes étudiés, nous pourrons uniquement utiliser l’équation de
Schrödinger non linéaire standard plutôt que l’équation de Schrödinger non linéaire généralisée.

1.2.3 L’analogie hydrodynamique et optique

Dans les paragraphes précédents nous avons introduit l’équation de Schrödinger non linéaire
en hydrodynamique et en optique. Cette équation possède une forme identique pour les deux
domaines. En effet, un examen de l’équation normalisée en hydrodynamique (1.37) et de l’équa-
tion en optique (1.25) montre que la différence entre les deux équations est l’échange entre les
variables temporelles et spatiales. Bien que les deux équations permettent d’obtenir l’évolution
de l’enveloppe de l’onde, en pratique les grandeurs mesurées dans les deux domaines sont diffé-
rentes. En effet en hydrodynamique, la grandeur physique mesurée est l’élévation de la surface
libre qui correspond à l’onde porteuse, donnée par l’équation (1.6). En optique, la grandeur
physique mesurée est la puissance du champ optique qui correspond au carré du module de
l’amplitude complexe de l’onde enveloppe. Sur la figure 1.2, nous pouvons voir la représentation
graphique dans le domaine de l’hydrodynamique et de l’optique d’une onde continue, d’un soliton
et d’un soliton de Peregrine [40]. En hydrodynamique, la grandeur mesurée dans les expériences
est représentée par des lignes continues noires sur la figure 1.2(a-c). En optique, l’observation
se fait par la puissance du champ optique, représenté par les traits continus orange sur la figure
1.2(d-f). La ligne pointillée rouge représente la grandeur physique hydrodynamique ou optique
calculée à partir de l’équation de Schrödinger non linéaire, équation (1.4) en hydrodynamique
et équation (1.21) en optique.
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

Figure 1.2 – (a-c) (a-c) Représentation des ondes en hydrodynamique ; ligne pointillée rouge,
enveloppe calculée par l’équation Schrödinger non linéaire (1.4) ; ligne continue noire, élévation
de la surface de l’eau calculée à partir de l’équation (1.6). (d-f) Représentation des ondes en
optique ; ligne pointillée rouge, valeur absolue de l’enveloppe |A|, ligne continue orange, puissance
du champ calculée à partir de l’équation Schrödinger non linéaire (1.21). (a,d) Onde continue.
(b,e) Soliton. (c,f) Soliton Peregrine. Représentation graphique à partir de [40].

1.3 Les systèmes d’observation
Après avoir mis en évidence l’analogie entre l’optique et l’hydrodynamique, nous allons dé-

crire maintenant un système expérimental typique de chacun des domaines. Ainsi nous allons
considérer l’exemple d’un canal hydrodynamique horizontal de forme rectangulaire et celui d’une
fibre optique monomode.

1.3.1 Le canal hydrodynamique

Le canal hydrodynamique permet de recréer des phénomènes qui se produisent en milieu
naturel. Nous avons vu précédemment que selon la profondeur d’eau dans le canal, l’équation
de propagation sera du type KdV (eau peu profonde) ou du type NLS (eau profonde). Nous
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1.3 Les systèmes d’observation

allons considérer le cas de l’eau profonde. Le canal hydrodynamique que nous pouvons voir sur
la figure 1.3 possède les caractéristiques suivantes : 15 m de long, 1.6 m de large et 1.5 m de
profondeur.

Figure 1.3 – Illustration d’un canal hydrodynamique dans les conditions d’eau profonde. (a)
Photo du canal hydrodynamique avec le système de mesure de l’élévation de la surface libre, et le
système qui permet de créer les vagues au fond du canal. (b) Schéma du canal hydrodynamique
avec la jauge, le système mécanique piston-plaque et la plage [41].

Nous pouvons voir également sur la figure 1.3 une sonde qui permet de mesurer la hauteur
de la surface libre, déplaçable afin de réaliser des mesures à différentes distances par rapport
à la source d’émission des ondes. Sur cette figure, nous pouvons voir également le système qui
permet de générer les ondes, il est constitué d’un ensemble mécanique de palles qui déplace l’eau
à la fréquence choisie. Ce système est situé à l’extrémité du bassin que nous pouvons voir sur
la figure 1.3(a) . Le canal hydrodynamique possède également une "plage" (visible au premier
plan sur le schéma de la figure 1.3(b)) qui permet d’absorber les ondes émises par le générateur
d’onde et ainsi éviter la réflexion de celles-ci en fin de canal pour ne pas perturber les mesures.
En hydrodynamique, il est également possible d’écrire l’équation de Schrödinger non linéaire sous
la même forme que celle en optique, que nous appelons time Non Linear Schrödinger Equation
[42]. À partir de l’équation (1.4) effectuons les changements de variables suivants en utilisant les
variables définies en (1.5) :

t 7→ x, x 7→ t, Cg 7→ C ′g = 1
Cg

= 2k0
ω0

, µ 7→ µ′ = µ

C3
g

= −k0
ω2

0
= −1

g
, v 7→ v′ = v

Cg
= −k3

0 (1.31)

Ces changements de variables permettent alors d’obtenir l’équation de Schrödinger non linéaire
temporelle :

i
(
∂A

∂x0
+ C ′g

∂A

∂t

)
+ µ′

∂2A

∂t2
+ v′|A|2A = 0 (1.32)

Par identification avec l’équation de Schrödinger non linéaire en optique :

i
(
∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t

)
− 1

2β2
∂2A

∂t2
+ γ|A|2A = 0 (1.33)

nous pouvons déterminer les paramètres de dispersion et de non linéarité suivants [43] :

∂k

∂ω
= 1

Cg
= 2k0

ω0
=: β1 (1.34)

∂2k

∂ω2 = 2
g

=: β2 (1.35)

∂k

∂|a|2
= −k3

0 =: γ (1.36)
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

En effectuant un second changement de variables qui permet d’utiliser un système de coordonnées
qui se déplace à la vitesse de groupe, soit T = t− β1z, nous obtenons alors l’équation suivante :

i
∂a

∂z
− β2

2
∂2a

∂T 2 + γ|a|2a = 0 (1.37)

1.3.2 La fibre optique

Les fibres optiques que nous utilisons dans le cadre de cette thèse sont des guides d’ondes
diélectriques cylindriques constitués de silice fondue SiO2. Elles sont à saut d’indice avec un
coeur qui a son indice de réfraction nc légèrement supérieur à celui de la gaine optique ng
qui l’entoure (voir la figure 1.4). La légère différence d’indice est obtenue en dopant la silice
du coeur avec du germanium GeO2 ou phosphore P2O5 qui augmentent l’indice de réfraction.
L’indice de la gaine optique peut être diminué en dopant alors la silice avec du bore B2O3 par
exemple. La différence entre les deux indices de réfraction est alors de l’ordre de 0.3%, valeur
suffisante pour obtenir l’effet de réflexion totale interne [44]). La réflexion interne à l’interface
cœur-gaine permet un piégeage de l’onde électromagnétique dans le milieu diélectrique. Enfin,
l’ensemble coeur gaine est protégé par une gaine en plastique (voir sur la figure 1.4) pour éviter
les détériorations de la fibre optique. Sur la figure 1.4, nous pouvons voir un schéma de la fibre
optique ainsi que de la répartition des indices de réfraction en fonction des différentes couches
la constituant.

Figure 1.4 – Structure de la fibre optique à saut d’indice, observation des différentes couches
successives.

Il existe deux types de fibres optiques, les fibres monomodes et les fibres multimodes. Une
fibre monomode est une fibre qui va propager uniquement le mode fondamental de la lumière.
Pour cela elles doivent respecter une condition particulière c’est-à-dire que la fréquence nor-
malisée doit être inférieure à 2.405. Si celle-ci est supérieure à 2.405, la fibre optique est alors
multimode. La fréquence normalisée peut être calculée à l’aide de l’équation suivante :

V = 2πa
λ

√
n2
c − n2

g (1.38)

où a est le rayon du coeur de la fibre optique, λ est la longueur d’onde du mode se propageant
dans la fibre optique, nc et ng sont respectivement les indices de réfraction du coeur et de la
gaine optique. La principale différence qui distingue les fibres monomodes des fibres multimodes
est le diamètre du coeur qui sera autour de 10 µm pour une fibre monomode standard alors qu’il
atteindra 50 µm pour une fibre fortement multimode. Pour les fibres destinées aux télécommu-
nications optiques, le diamètre de la gaine est de 125 µm.

La lumière qui se propage dans une fibre optique va subir les effets linéaires et non linéaires
décrits dans les paragraphes qui suivent.
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1.3 Les systèmes d’observation

1.3.2.1 La propagation linéaire

1.3.2.1.1 L’atténuation

L’atténuation est l’un des premiers effets observés lors de la propagation de la lumière dans
une fibre optique. En effet, les premières fibres optiques qui ont été fabriquées possédaient de
fortes pertes (de l’ordre de 20 dB/km), ce sont celles de Corning Glass Work en 1970 [45].
Mais au cours des années qui ont suivi, la fabrication des fibres optiques a été améliorée et les
pertes ont énormément diminué.

Figure 1.5 – Courbe d’atténuation d’une fibre silice en fonction de la longueur d’onde, établie
à l’aide de la référence [46].

De plus, comme nous l’avons vu précédemment, dans une approche simple purement géomé-
trique, la lumière se propage selon le principe de réflexion totale à l’interface cœur-gaine, ce qui
entraine des pertes intrinsèques qu’il n’est pas possible de réduire. Ainsi, lorsque nous injectons
dans une fibre optique de longueur L un faisceau laser d’une puissance Pi la puissance transmise
Pt est donnée par l’équation suivante :

Pf = Pi exp−αL (1.39)
où α est le coefficient de perte linéique de la fibre exprimée en m−1. Toutefois, il est d’usage
d’exprimer les pertes en dB.km−1. La relation suivante permet de passer de l’une à l’autre des
unités :

αdB = −10
L

log
(
Pf
Pi

)
≈ 4.343α (1.40)

Les pertes globales dans une fibre optique ont différentes origines, par exemple les défauts d’ali-
gnement lors d’une soudure entre deux fibres, ou bien encore la torsion qui modifie le chemin
optique de l’onde. Mais les principales sources de pertes sont la diffusion Rayleigh et l’absorp-
tion par les ions. La diffusion Rayleigh se traduit par une diminution de l’intensité de la lumière
avec la longueur d’onde (It ∼ Iiλ

−4). La seconde source de pertes est due principalement à la
présence d’ions OH−qui crée un pic d’absorption à 1380 nm. Ces caractéristiques sont visibles
sur la courbe de la figure 1.5 qui donne l’évolution des pertes en fonction de la longueur d’onde.
Depuis plusieurs décennies, la recherche a permis de diminuer les pertes liées aux matériaux,
géométries, méthodes de fabrication des fibres. À ce jour, les pertes minimales sont de 0.2 dB/km
dans la bande C (de 1530 à 1565 nm) comme le montre la figure 1.5. C’est pourquoi cette fenêtre
spectrale est principalement utilisée à ce jour pour les transmissions optiques.
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

1.3.2.1.2 La dispersion

La dispersion totale de la fibre optique est l’association de deux contributions, celle du ma-
tériau et celle du guide d’onde. Lorsqu’une onde électromagnétique se propage dans un milieu
diélectrique, l’onde interagit avec les électrons du matériau diélectrique. La dispersion du mate-
riau se traduit par une dépendance de l’indice de réfraction avec la fréquence n(ω). La vitesse
de propagation va ainsi dépendre de la fréquence n = c/v. La variation de l’indice de réfraction
n en fonction de la fréquence est donnée par l’équation de Sellmeier [47] :

n2(ω) = 1 +
m∑
j=1

Bjω
2
j

ω2
j − ω2 = 1 +

m∑
j=1

Bjλ
2

λ2 − λ2
j

avec λj = 2πc
ωj

(1.41)

Cette équation est valable loin des fréquences de résonance du matériau. Dans le cas des fibres
optiques en silice les forces et fréquences de résonances sont données dans le tableau 1.1 :

m Bj λj(nm)
1 0.6961663 68.4043
2 0.4079426 116.2414
3 0.8974794 9896.161

Table 1.1 – Coefficients de résonance de Sellmeier pour la silice

La dispersion du guide d’onde va quant à elle dépendre de la conception de la fibre optique,
c’est-à-dire du rayon du coeur, mais aussi de la différence d’indice entre la gaine et le cœur. No-
tons que la géométrie complexe du guide va jouer également, c’est le cas notamment des fibres
optiques microstructurées. Compte-tenu de la différence d’indice de réfraction entre le cœur et
la gaine optique, les parties de la lumière ne se propagent pas à la même vitesse dans le cœur
et la gaine, d’où l’apparation de délais optiques à la sortie de la fibre ; c’est l’effet de disper-
sion du guide. Un paramètre clé caractérisant la dispersion d’une fibre est la longueur d’onde
du zéro de dispersion, c’est-à-dire la longueur d’onde pour laquelle la dispersion est nulle (D=
0 ps.nm−1.km−1). Pour une fibre optique standard monomode (SMF - Single Mode Fiber) la
longueur d’onde correspondant au zéro de dispersion est située aux alentours de 1300 nm. En
modifiant les propriétés géométriques de la fibre, il est possible de déplacer le zéro de disper-
sion vers 1550 nm (longueur d’onde de transmission pour les télécommunications optiques) ; la
fibre correspondante est appelée fibre à dispersion décalée (DSF - Dispersion Shifted Fiber). Les
modifications des propriétés géométriques entraînent une variation de l’indice de réfraction vu
par la lumière ; il est en général commode d’introduire l’indice de réfraction effectif total neff
vu par le mode lumineux. Par souci de simplicité mathématique, nous prendrons pour la suite
la notation n au lieu de neff pour parler de l’indice de réfraction effectif.

D’un point de vue théorique, les effets de dispersion sont traités par un développement en
série de Taylor de la constante de propagation β(ω) = n(ω)ω

c
autour de la fréquence ω0 de l’onde

porteuse :

β(ω) = ω

c
n(ω) = β0 + β1(ω − ω0) + β2

2 (ω − ω0)2 + β3
6 (ω − ω0)6 + ...+ βm

m! (ω − ω0)m (1.42)

avec β0 = β(ω0) et βm =
(
∂mβ

∂ωm

)
ω=ω0

. Les termes βm sont exprimés en psm.km−1. Le terme

β1, inversement proportionnel à la vitesse de groupe, est donné par l’équation suivante :

β1 = 1
vg

= 1
c

(
n+ ω

∂n

∂ω

)
(1.43)
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1.3 Les systèmes d’observation

β2 exprime le fait que deux fréquences voisines voient une vitesse de groupe différente. On nomme
ainsi ce paramètre dispersion de la vitesse de groupe (GVD - Group Velocity Dispersion) il est
donné par l’équation suivante :

β2 = ∂β1
∂ω

= − 1
v2
g

∂vg
∂ω

= 1
c

(
2∂n
∂ω

+ ω
∂2n

∂ω2

)
(1.44)

Dans la littérature, la dispersion est souvent caractérisée par le paramètre D, qui s’exprime selon
l’équation suivante :

D = ∂β1
∂λ

= −2πc
λ2 β2 (1.45)

Ce paramètre est exprimé en ps.nm−1.km−1. La figure 1.6 donne la variation en longueur d’onde
de la dispersion de la vitesse de groupe de la silice fondue. Pour des longueurs d’onde inférieures
à la longueur d’onde du zéro de dispersion, la dispersion est dite normale, D<0 (β2 > 0). Pour
des longueurs d’onde supérieures à la longueur d’onde de dispersion nulle, la dispersion est dite
anormale, D>0 (ou β2 < 0). En régime de dispersion normale, les basses longueurs d’onde vont
se déplacer plus vite que les hautes longueurs d’onde, et inversement en régime de dispersion
anormale. Quel que soit le signe de la dispersion, une impulsion qui se propage dans une fibre
optique va s’élargir temporellement au cours de sa propagation.

Figure 1.6 – Dispersion de la vitesse de groupe de la silice fondue (trait discontinu), et variation
du paramètre D correspondant. La zone rouge est la zone où la dispersion est normale, et la
zone bleue est la zone où la dispersion est anormale (tirée de [15]).

Dans le cadre de cette thèse, nous utiliserons principalement la fibre SMF-28 (Single Mode
Fiber) qui a une dispersion anormale à λ ' 1.55µm, c’est une fibre standard pour les transmis-
sions télécoms.

1.3.2.2 Les effets non linéaires

Après avoir vu un bref descriptif des effets linéaires qui apparaissent lors de la propagation
de lumière dans une fibre optique nous allons maintenant nous intéresser aux effets non linéaires.
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Chapitre 1 : L’équation de Schrödinger non linéaire : analogie entre hydrodynamique et
optique

1.3.2.2.1 L’effet Kerr : Non-linéarité instantanée

Nous étudierons tout d’abord l’effet Kerr qui a une réponse du milieu non linéaire instantanée.
En négligeant le terme de dispersion l’équation de Schrödinger non linéaire (1.28) se réduit à la
forme suivante :

∂A

∂z
= iγ|A|2A (1.46)

où le terme Kerr est caractérisé par le coefficient de non-linéarité γ. Les effets sont alors ins-
tantanés vu qu’ils sont indépendants du temps. Le coefficient γ est déterminé par l’équation
suivante :

γ = ω0n2
cAeff (ω0) (1.47)

où ω0, Aeff (ω0) sont respectivement la fréquence centrale et l’aire effective correspondant au
mode de propagation dans la fibre. Nous définissons une longueur caractéristique au bout de
laquelle les effets non linéaires agissent de façon significative par LNL = 1

γPi
où Pi est la

puissance crête initiale. Dans la suite de ce manuscrit, nous utiliserons souvent ce paramètre
pour normaliser les distances de propagation. L’effet Kerr se manifeste par l’automodulation
de phase (SPM, Self Phase Modulation), la modulation de phase croisée (XPM, Cross Phase
Modulation) et le mélange à quatre ondes (FWM, Four Waves Mixing). Ces différents effets sont
décrits ci-après.

L’automodulation de phase

L’automodulation de phase est une conséquence directe de la variation de l’indice de ré-
fraction avec l’intensité du champ qui se propage [48]. Sachant que |A(z, T )|2 = |A(0, T )|2, la
solution de l’équation (1.46) est A(z, , T ) = A(0, T ) exp(iφSP M ) où φSPM est le déphasage non
linéaire induit par effet Kerr et déterminé par :

φSPM = γ|A(0, T )|2z (1.48)

Le déphasage non linéaire varie proportionnellement à la distance de propagation et dépend du
coefficient de non-linéarité et de la puissance initiale du champ. Cette accumulation de phase
induit un élargissement spectral des impulsions. De plus, le déphasage non linéaire varie tem-
porellement, d’où l’apparition d’une fréquence instantanée qui diffère de la fréquence porteuse
ω0. L’effet SPM modifie le profil spectral des impulsions par la génération de fréquences in-
férieures ou supérieures à la fréquence ω0 sur le front montant ou descendant des impulsions,
respectivement. Nous pouvons noter que l’élargissement spectral induit par SPM est symétrique.

La modulation de phase croisée

De la même façon, lorsque deux ondes de fréquences différentes (ω1 et ω2) suffisamment
intenses se propagent simultanément dans une fibre optique, l’onde à la fréquence ω1 est suscep-
tible de modifier l’indice de réfraction vu par l’onde à fréquence ω2, et inversement ; il s’agit de
l’effet de modulation de phase croisée (XPM) [49]. Cet effet est à l’origine d’un déphasage non
linéaire supplémentaire sur le champ à la fréquence ω1 induit par le champ à la fréquence ω2 et
inversement. Le déphasage induit par XPM est défini par :

φ
(1)
XPM=2γ|A2(0, T )|2

φ
(2)
XPM=2γ|A1(0, T )|2

(1.49)
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Lors d’une propagation purement non linéaire dans une fibre optique comme décrite par
l’équation (1.46), nous aurons alors un déphasage non linéaire total qui est la somme des dé-
phasages auto-induit (SPM) et induit par XPM. Nous pouvons alors définir les champs par un
système d’équations couplées :

A1(z, T ) = A1(0, T ) exp(i(φ(1)
SP M +φ(1)

XP M )z) (1.50)

A2(z, T ) = A2(0, T ) exp(i(φ(2)
SP M +φ(2)

XP M )z) (1.51)

Avec la même puissance initiale pour les champ 1 et 2 la contribution de la modulation de phase
croisée sur le déphasage non linéaire total est deux fois supérieure à celle de l’automodulation
de phase. De plus, les deux ondes ayant des fréquences différentes, elles ont une vitesse de
groupe différente. Ainsi l’élargissement spectral induit par XPM sera asymétrique contrairement
à l’élargissement spectral induit pas SPM qui est symétrique.

Le mélange à quatre ondes

Le terme non linéaire Kerr est également à l’origine de l’effet de mélange à quatre ondes,
qui est une interaction paramétrique [14, 15]. L’interaction non linéaire dans une fibre optique
de trois ondes aux fréquences ω1, ω2 et ω3 qui va conduire à la génération d’une nouvelle
composante spectrale à la fréquence ω4 avec conservation de l’énergie : ω1 + ω2 = ω3 + ω4.
Pour que ce processus paramétrique soit efficace, les fréquences doivent satisfaire également à
une condition d’accord de phase définie par : ∆k = 0, où ∆k = β(ω1) + β(ω2)− β(ω3)− β(ω4).
Notons que le mélange à quatre ondes a lieu également s’il y a dégénérescence des fréquences
à l’entrée de la fibre. L’interaction de deux fréquences ω1 et ω2 peut générer deux nouvelles
fréquences réparties symétriquement autour des fréquences de pompe ω1 et ω2 : ω3 = 2ω1 − ω2
et ω4 = 2ω2−ω1. Durant la propagation, chacune des fréquences (ω1 à ω4) pourra interagir avec
les autres fréquences et donner naissance à de nouvelles fréquences, générant ainsi une cascade
de composantes spectrales régulièrement espacées les unes des autres [50–53].

1.3.2.2.2 L’effet Raman : non-linéarité retardée

Si l’onde est suffisamment puissante, elle peut également déplacer les noyaux constituant le
milieu de propagation. En effet, lorsque l’onde traverse le matériau, qui est initialement dans
son état fondamental, les molécules constituantes du matériau vont alors absorber une partie
(~ΩR) de l’énergie (~ω) des photons incidents. Celles-ci vont alors passer vers un état excité
correspondant à la résonance de la vibration intramoléculaire, avec émission de photons Stokes
se propageant dans la même direction que ceux incidents, mais avec une fréquence ωs = ω−ΩR.
De la même manière, les photons incidents peuvent provoquer le retour des molécules vers leur
état fondamental, d’où l’apparition de photons anti-Stokes à la fréquence ωas = ω + ΩR. La
fréquence ΩR est le décalage Raman qui dépend du type de matériau. Dans le cas de la silice le
décalage Raman est de l’ordre de 13.2 THz. Le transfert d’énergie qui s’effectue de la pompe vers
l’onde Stokes s’effectue avec un gain gR(Ω) où Ω est la différence de fréquence entre la pompe et
l’onde Stokes. Ce gain Raman peut être obtenu à partir de la partie imaginaire de la transformée
Fourier de la fonction de réponse Raman notée hR(t) [36]. Cette fonction est approximée par
une expression analytique et a récemment été améliorée par Lin et Agrawal [54]. Nous pouvons
voir sur la figure 1.7, respectivement le gain et la fonction réponse de Raman obtenu à partir de
cette référence. Nous voyons que le gain est maximum pour une décalage Stokes de -13.2 THz
qui correspond au décalage Raman dans la silice.
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Figure 1.7 – (a) Gain Raman dans la silice gR(Ω) - (b) Réponse Raman hR(t).

1.3.3 Analogie entre les différents paramètres des systèmes expérimantaux
hydrodynamique et optique

Dans les deux parties précédentes nous avons introduit les paramètres de l’équation de Schrö-
dinger dans les deux contextes, hydrodynamique et optique. Nous rappelons ci-dessous l’équation
de Schrödinger non linéaire commune aux deux systèmes :

i
(
∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t

)
− 1

2β2
∂2A

∂t2
+ γ|A|2A = 0 (1.52)

Nous pouvons voir ci-dessous un tableau récapitulatif permettant de déterminer les différents
coefficients de cette équation selon le domaine étudié :

Hydrodynamique Optique

β1
1
Cg

= 2k0
ω0

1
Cg

= ∂

∂ω

(
ωn0(ω)

c

)
β2

2
g

− λ2

2πcD

γ −k3
0

ωn2
cAeff

Table 1.2 – Les différentes constantes pour l’équation de Schrödinger non linéaire (équation
(1.52)).

D’après ce tableau nous voyons que la non-linéarité en hydrodynamique n’est pas liée au
milieu de propagation, mais est induite par l’onde elle-même contrairement au cas de l’optique
où la non-linéarité est intrinsèque au milieu (présence de n2).

1.4 Le phénomène d’instabilité de modulation (MI)

1.4.1 L’instabilité de Benjamin-Feir

L’instabilité de Benjamin-Feir correspond à l’instabilité de modulation en hydrodynamique.
Les recherches menées sur cette instabilité commencent en 1965 par Lighthill qui travaille alors
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sur l’instabilité des vagues en eau profonde. Puis apparaissent des travaux indépendants obtenus
avec des approches différentes, par Zakharov [55] ainsi que par Benjamin et Feir [56]. Ces travaux
montrent qu’une onde à la surface de l’eau peut être instable en présence de faibles perturbations
dans un régime focalisant, c’est-à-dire en régime de dispersion anormale. Lorsque l’onde de
surface se propage l’instabilité crée une auto modulation de son amplitude (voir figure 1.8). En
effet, sous l’effet de la non-linéarité et de la dispersion, certaines fréquences de la perturbation
vont croitre exponentiellement et devenir importantes comme nous pouvons le voir sur la figure
1.8.

Figure 1.8 – (a) Photographie d’un train d’ondes dans un bassin hydrodynamique en début
de propagation, (b) Photographie d’un train d’onde se dégradant à cause de l’instabilité de
Benjamin-Feir. Photographie de l’expérience de Benjamin [57]. (c) En haut : évolution non
linéaire d’un train d’ondes dans un milieu dispersif non linéaire due à l’instabilité de Benjamin-
Feir. En bas, évolution du spectre correspondant au train d’ondes situé au-dessus [55].

Benjamin et Feir ont interprété cette instabilité par des modèles mathématiques, mais éga-
lement lors d’expériences. En effet, ils ont utilisé un canal hydrodynamique et ont fait propager
un train d’ondes dont l’enveloppe continue initiale s’est désintégrée au cours de la propagation
[57], ainsi que le montre la figure 1.8(a,b).
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1.4.2 L’instabilité de modulation en optique

1.4.2.1 Instabilité de modulation spontanée

L’instabilité de modulation (MI) en optique et plus particulièrement dans les fibres optiques
se manifeste par la brisure d’une onde optique continue en un train d’impulsions lorsque la propa
gation a lieu en régime de dispersion anormale (β2 < 0). Cette brisure est induite par les faibles
perturbations présentes dans la fibre sous forme de bruit quantique (émission spontanée). Le
spectre de l’onde continue initialement très étroit se voit enrichi par deux lobes latéraux dont
les fréquences centrales correspondent au maximum de gain d’instabilité. Ce phénomène d’in-
stabilité modulationnelle a été étudiée avec différentes techniques, par simulations numériques
[58–60] ou par calcul analytique [15]. Il est important de noter que ce phénomène peut être
interprété simplement dans le domaine spectral par un mélange à quatre ondes (FWM) alors
que sa dynamique est en général décrite dans le domaine temporel [37].

Afin d’obtenir une expression analytique du gain de l’instabilité de modulation, une analyse
de stabilité linéaire est généralement utilisée. La solution stationnaire de l’équation de Schrö-
dinger non linéaire est A =

√
Pi exp(iφNL), où Pi et φNL sont respectivement la puissance

injectée dans la fibre et la phase non linéaire induite par SPM. La solution stationnaire est alors
perturbée par l’addition d’un terme complexe de faible amplitude : A = (

√
Pi + a) exp(iφNL).

L’analyse de stabilité linéaire consiste à supposer que la perturbation a reste de faible amplitude
par rapport à l’amplitude de l’onde continue initiale, c’est-à-dire que les termes non linéaires
vis-à-vis de l’amplitude a seront négligés. En injectant la solution stationnaire perturbée dans
l’équation de Schrödinger non linéaire (équation (1.21)), et après linéarisation, nous obtenons
l’équation d’évolution de la perturbation :

i
∂a

∂z
= β2

2
∂2a

∂t2
− γPi(a+ a∗) (1.53)

Cette équation est alors simple à résoudre dans le domaine de Fourier, cependant à cause de la
présence de a∗, nous aurons des composantes spectrales Ω et −Ω qui seront couplées. On peut
considérer la solution de l’équation (1.53) comme étant de la forme suivante :

a(z, t) = a1 exp(i(Kz − Ωt)) + a2 exp(i(Kz + Ωt)) (1.54)

où Ω et K sont respectivement la fréquence et le nombre d’onde de la perturbation. Cette forme
de solution nous permet à partir de l’équation (1.53) de déterminer la relation de dispersion de la

perturbation : K = ±1
2 |β2Ω|

[
Ω2 + sgn(β2)Ω2

c

]12 , où Ωc est une fréquence de coupure définie par

Ωc = 4γPi
|β2|

. À partir de la relation de dispersion, nous pouvons voir que si β2 > 0 (dispersion

normale), alors l’onde se propageant dans la fibre optique est stable. Cependant, si β2 < 0
dispersion anormale), alors K devient imaginaire pour toutes les fréquences qui sont inférieures
à la fréquence de coupure Ωc. Ainsi les petites perturbations sur l’onde continue croissent de
manière exponentielle. Il est possible d’en déduire le gain d’instabilité de modulation en prenant
deux fois la partie imaginaire de K, soit :

g(Ω) = |β2Ω|(Ω2
c − Ω2)1/2 (1.55)

Le gain maximum est obtenu pour une fréquence : ΩM = ±
√

2γP0/|β2| et a une valeur de
gM = 2γPi.

25
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Figure 1.9 – (a) Profil temporel à la sortie de la fibre optique - (b) Spectre à la sortie de la
fibre optique. Positions des fréquences Ωm et Ωc.

Lorsque l’onde continue se propage dans la fibre optique avec une forte puissance (dans
l’approximation de non-déplétion de la pompe), l’onde continue va se moduler à la fréquence
où le gain est maximum. Nous pouvons voir un exemple de propagation (figure 1.9) d’une onde
continue sur 5 km de fibre optique SMF-28 ayant comme paramètre suivant : β2 = −20 ps2/km
et γ = 1.2 W−1 · km−1 et une puissance de 800 mW. La fréquence de coupure est de 69 GHz
et le gain est maximum pour une fréquence de 48GHz (il s’agit ici des écarts de fréquence par
rapport à la fréquence de l’onde continue initiale). La figure 1.9(a), montre le profil temporel
de l’onde continue après une distance de propagation de 5 km. La période de modulation est
d’environ 20 ps (5 périodes sur 100 ps), ce qui correspond à une fréquence d’instabilité de 50
GHz, en bon accord avec la fréquence obtenue par l’analyse d’instabilité modulationnelle (48
GHz). L’instabilité de modulation fut observée pour la première fois en 1986 par Tai et al. dans
les fibres optiques [61].

1.4.2.2 Instabilité de modulation stimulée

L’instabilité de modulation peut être induite en créant une modulation initiale à l’aide d’un
modulateur d’intensité externe par exemple. L’instabilité de modulation est alors stimulée. Nous
avons vu dans le paragraphe précédent qu’une onde continue qui possède une forte puissance
va s’auto-moduler en amplitude lors de sa propagation dans une fibre à dispersion anormale
[61]. Le processus d’instabilité de modulation est né à partir de petites perturbations sur l’onde
continue qui dans le domaine spectral vont s’amplifier sous forme de bandes latérales situées
symétriquement par rapport à la fréquence de l’onde initiale. Ces perturbations sont réparties
dans le domaine spectral de manière aléatoire puisqu’elles proviennent du bruit. Or ici, dans
le cadre de l’instabilité de modulation stimulée, la perturbation est définie par la modulation
appliquée sur l’onde continue. Ainsi dans le domaine spectral, une fréquence unique est privilé-
giée contrairement au cas précédent où une multitude de fréquences sont initialement présentes.
Par analogie avec le cas spontané, dans une fibre optique à dispersion anormale, la fréquence de
perturbation créée par le modulateur d’intensité va croitre de manière exponentielle. La modula-
tion initiale permet alors d’initier le processus d’instabilité de modulation plus efficacement que
dans le cas spontané. Ainsi les bandes latérales induites par instabilité pourront acquérir une
intensité élevée et jouer à leur tour le rôle de pompe pour induire leur propres bandes latérales.
Ainsi, un phénomène de cascade apparaît qui permet de générer un ensemble de bandes latérales
équidistantes et espacées de ∆f qui correspond à la fréquence de perturbation. Cette génération
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de fréquences en cascade permet ainsi de générer un peigne de fréquences [62–65].

La figure 1.10 montre la condition initiale à z=0 qui correspond à une onde continue faible-
ment perturbée dont le champ est défini par :

A(0, t) =
√
P0(1 + d cos(ωt)) (1.56)

avec ω = 2πf , d=0.05 et P0=0.800 W.On choisira une fréquence f de 20 GHz et nous utiliserons
les mêmes paramètres de fibre optique que pour l’instabilité spontanée (soit β2 = −20 ps2/km,
γ = 1.2 W−1 · km−1). La figure 1.10 montre l’évolution du profil temporel et du spectre associé
pour différentes distances de propagation. Cette figure montre clairement la croissance exponen-
tielle de la fréquence de perturbation et la génération des nouvelles fréquences par instabilité
de modulation. Dans le domaine temporel, nous pouvons voir que la modulation sinusoïdale
commence à former des impulsions et à se compresser au fur et à mesure de sa propagation.
À la distance la plus grande, le spectre est fortement élargi et les impulsions sont fortement
compressées.

Figure 1.10 – En haut : Profil temporel à différentes distances dans la fibre, en bas : spectre
normalisé correspondant au profil temporel.

Ce processus permet ainsi de générer des sources laser impulsionnelles à ultra haut débit par
génération puis compression d’impulsions. En effet, Hasegawa a montré théoriquement en 1984
que le processus d’instabilité de modulation permet de générer des impulsions en propageant
une onde continue faiblement modulée dans une fibre optique [58]. Deux ans plus tard Tai et
al. ont démontré expérimentalement la génération d’impulsions courtes (Largeur totale à mi-
hauteur de 0.5 ps) cadencées à 300 GHz [66]. Notons cependant la présence de piédestaux dûs
à des conditions initiales non optimales. En choisissant de façon idéale les conditions initiales
(puissance de pompe, puissance de la perturbation, fréquence de la perturbation) et la distance
de propagation, il est possible de générer des trains de solitons (sans piédestaux).
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1.5 Les breathers d’Akhmediev : solutions de l’équation de Schrö-
dinger non linéaire et de l’instabilité de modulation

Nous avons décrit dans la partie précédente le phénomène d’instabilité de modulation dans les
domaines hydrodynamique et optique, ainsi que la possibilité de stimuler l’instabilité en utilisant
une onde préalablement modulée. La dynamique de ce processus a été décrite analytiquement
sous la forme des breathers d’Akhmediev découverts il y a environ 25 ans et qui sont des solutions
exactes de l’équation de Schrödinger non linéaire [40, 67, 68]. Nous étudierons plus en détail les
breathers d’Akhmediev dans le chapitre 2. La solution analytique des breathers d’Akhmediev
est donnée dans la référence [69]. Loin de leur maximum d’intensité les breathers d’Akhmediev
peuvent être approximés par une onde continue faiblement modulée par une sinusoïdale :

Ψ(0, t) = (1 + amod cos(ωmodt)) (1.57)

où amod et ωmod sont respectivement l’amplitude et la fréquence de modulation qui est déter-
minée par l’expression ωmod = 2

√
1− 2a/

√
|β2|/γ.P0, où a est le paramètre de modulation qui

permet d’établir les différents types de breathers d’Akhmediev. Considérons un exemple avec les
paramètres suivants : dispersion de vitesse de groupe β2 = −21.1 ps2.km−1, le coefficient de non-
linéarité, γ = 1.2 W−1.km−1, et la puissance crête P0 = 138.8 mW . La figure 1.11 montre une
comparaison entre les simulations numériques de l’équation de Schrödinger non linéaire avec la
condition initiale de l’équation (1.57) et la solution analytique dans le cas a = 0.25. L’amplitude
de modulation amod pour l’approximation est égale à 0.05.

Figure 1.11 – Évolution d’un breather d’Akhmediev (a=0.25) spatio-temporelle (a,b) et spatio
fréquentielle (c,d) de la solution analytique (a,c) et de la simulation numérique avec la condition
initiale approximée (b,d). (e) Intensité spectrale de la solution analytique (trait continu) et de
la simulation numérique (trait discontinu) selon la fréquence centrale (en bleu et magenta) et la
première (en noir et vert) et seconde (en rouge et cyan) composante en fonction de la distance
en km.

Sur la figure 1.11(a,b), nous avons la représentation de l’évolution spatio-temporelle de la
solution analytique et le résultat de la propagation de la simulation numérique avec la condition
initiale approximée. Nous avons également les évolutions dans le domaine spectral de ces mêmes
propagations sur la figure 1.11(c,d). Notons que sur les évolutions de la simulation numérique,
la distance a été volontairement décalée afin de faire correspondre l’origine « 0 » avec la pre-
mière apparition des breathers d’Akhmediev afin de faciliter la comparaison avec la solution
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analytique. Nous pouvons voir que la première apparition des breathers issus de la simulation
numérique est en bon accord avec la solution analytique. De même la figure 1.11(e)montre que
la fréquence centrale et les fréquences +ωmod et +2ωmod de la simulation numérique (représenté
par des traits discontinus) correspondent à celles de la solution analytique (représenté par les
traits continus) sur les cinquante premiers km. La dynamique de la solution analytique et de
la solution approximée est liée aux phénomènes de récurrence de Fermi–Pasta–Ulam (FPU)
[68, 70, 71]. En effet, ce phénomène dit que le système retournera à la condition initiale et
non à une condition où il sera en équilibre. Ici, la dynamique de l’instabilité de modulation per-
met d’illustrer ce phénomène, en effet, la solution analytique retourne bien à la condition initiale.

Notons que l’approximation par une modulation sinusoïdale, malgré qu’elle soit légèrement
éloignée de la solution parfaite, permet de générer les breathers d’Akhmediev lors de la pro-
pagation. De plus, comme nous pouvons voir sur la figure 1.11(c,d,e), nous observons que la
simulation numérique de la modulation sinusoïdale permet une génération périodique des brea-
thers d’Akhmediev (avec ici une période de 25 km) dû à la récurrence FPU. Ce phénomène de
récurrence a été observé expérimentalement lors de la généreration des breathers d’Akhmediev
par instabilité de modulation [72]. Notons que l’équation de Schrödinger non linéaire admet des
solutions plus complexes de second ordre qui sont des superpositions non linéaires des breathers
d’Akhmediev de premier ordre (voir chapitre 2).
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Chapitre 2 : Instabilité de modulation et solutions de l’Equation de Schrödinger Non
Linéaire sur fond continu : de la théorie au système physique idéal

Les solutions complexes de l’équation de Schrödinger non linéaire également connues sous le
nom de solitons sur fond continu ont particulièrement attiré l’attention au cours des dernières
années, car elles sont considérées comme des prototypes qui permettent de modéliser une locali-
sation d’énergie dans de nombreux systèmes dispersifs et non linéaires [1, 2]. Ces ondes localisées
sont observées lorsque des perturbations de faible amplitude sur une onde continue deviennent
fortement focalisées en raison de l’instabilité de modulation. Les breathers d’Akhmediev, soli-
tons Kuznetsov-Ma et le soliton Peregrine offrent ainsi une approche simple pour la description
de la célèbre vague scélérate hydrodynamique [3–6]. Leur existence a également été confirmée
dans d’autres domaines de la physique régis par l’équation de Schrödinger non linéaire [7–9]. En
hydrodynamique, les différents profils des ondes initiales sont générés par un système mécanique
permettant la création de vagues dont le profil contrôlé reproduit au mieux l’expression mathé-
matique décrivant l’amplitude exacte de la surface de l’eau [5, 10, 11]. Cependant, en optique
de telles perturbations « idéales » sont non triviales à générer dans le domaine temporel au
moyen des modulateurs d’intensité habituels (bande passante de quelques GigaHertz). Dans ce
contexte, nous proposons de présenter les avantages des technologies optiques ultrarapides et
de la mise en forme programmable d’impulsions optiques qui permettent la génération d’onde
optique de forme proche des solutions analytiques [12, 13]. Ici, nous effectuerons la mise en
forme d’impulsions dans le domaine spectral afin de fournir un contrôle ultime sur la phase et
l’amplitude pour exciter idéalement les solutions complexes de l’équation de Schrödinger non
linéaire. De plus, notre système est basé sur la mise en forme d’une source laser à peigne de
fréquence adaptée pour les solutions de l’équation de Schrödinger non linéaire périodiques dans
le temps [14]. D’autre-part, les solutions d’ordres supérieurs de l’équation de Schrödinger non
linéaire, qui ont été observées récemment, peuvent expliquer la formation de vagues scélérates
de plus grande amplitude [10, 11]. Ces solutions d’ordres supérieurs peuvent être interprétées
comme une superposition non linéaire de deux ou plus solitons rationnels du premier ordre [15].

Dans ce chapitre, nous verrons dans un premier temps les solutions analytiques de premier
ordre de l’équation de Schrödinger non linéaire. Ainsi nous verrons en détail les solitons sur
fond continu de premier ordre tels que les solitons de Kuseztnov-Ma, le soliton Peregrine et les
breathers d’Akhmediev. Pour chaque cas, nous verrons leur expression analytique, mais éga-
lement des représentations graphiques permettant d’identifier quelques caractéristiques de leur
propagation dans la fibre optique.

Dans un second temps, nous verrons les solitons sur fond continu de second ordre qui ré-
sultent de la superposition non linéaire des solutions de premier ordre. Ainsi, nous verrons tout
d’abord le soliton rationnel d’ordre 2 qui est l’ordre supérieur du soliton Peregrine (ordre 1).
Puis, nous enchainerons sur des solutions complexes qui mettent en œuvre des solutions dépha-
sées ou en phase.

Ainsi, en s’appuyant sur les résultats des deux premières parties, nous nous emploierons à
déterminer de manière numérique les possibilités de générer ces solutions expérimentalement de
manière idéale. C’est pourquoi, dans la troisième partie, nous regarderons la faisabilité de géné-
rer des solutions en réalisant une modification du spectre et de la phase à partir d’une source
laser préalablement simulée. Nous regarderons s’il est possible de générer les solutions à leur
maximum de localisation, mais également à une certaine distance de celle-ci. Nous vérifierons
également qu’il est possible de générer une solution sur fond continu spatio-temporellement en
utilisant plusieurs filtres correspondant à des distances différentes.

Ensuite, dans la quatrième partie, nous ferons une comparaison entre les solutions analy-
tiques et les simulations numériques qui correspondent aux expériences que l’on pourrait faire,
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2.1 Solutions de premier ordre : des solutions "simples"

un comparatif dans les domaines temporel et spectral validera les méthodes pour nos expériences.

Dans la partie suivante, nous étudierons l’influence des incertitudes sur les conditions ini-
tiales, notamment l’influence d’une variation de la puissance moyenne, de la phase spectrale
relative, mais également l’influence des pertes pour la génération des solitons sur fond continu
de second ordre.

Enfin, dans la dernière partie, nous mettrons en œuvre l’expérience correpondante aux parties
précédentes, nous verrons le montage expérimental en détail, mais également le résultat des
mesures expérimentales avec l’étude du filtre de phase. Nous finirons avec la génération des
solutions de second ordre, chacun des résultats présentés ici est accompagné de comparaison
avec les simulations et/ou les solutions analytiques.

2.1 Solutions de premier ordre : des solutions "simples"
Dans cette partie nous considérons les solutions de premier ordre de l’équation de Schrödinger

non linéaire normalisée définie par (2.1) :

i
∂Ψ
∂ξ

+ 1
2
∂2Ψ
∂τ2 + |Ψ|2Ψ = 0 (2.1)

Nous nous intéresserons principalement aux breathers d’Akhmediev. Mais nous verrons égale-
ment les solitons de Kuseztnov-Ma et de Peregrine, nous analyserons les différentes caracté-
ristiques de chacune des solutions. Les formes analytiques seront données dans la suite de ce
manuscrit avec des vecteurs temps et espace normalisés. Ceci a pour but de pouvoir utiliser les
différentes formes analytiques dans les divers domaines de la physique. Ainsi, dans notre cas,
la normalisation s’effectue par la longueur non linéaire, LNL = 1/(γP ) ainsi qu’à partir de la
période d’instabilité de modulation définie par : τ0 = (β2LNL)1/2. Nous utiliserons les expres-
sions suivantes afin de faire le lien entre les dimensions temps et espaces normalisées et non
normalisées [16] :

ξ = z

LNL
, τ = t

τ0
(2.2)

2.1.1 Le breather d’Akhmediev

Le breather d’Akhmediev est l’une des solutions de premier ordre de l’équation de Schrödin-
ger non linéaire. Sa forme analytique permet d’étudier les phénomènes extrêmes dans les océans.
En effet, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, il peut être obtenu par instabilité
de modulation, qui rappelons-le, est l’un des phénomènes probables à l’origine de la création des
vagues scélérates dans les océans. Le breather d’Akhmediev est localisé dans l’espace et pério-
dique dans le temps. Les différents breathers sont définis par un paramètre a compris entre 0 et
1/2. Lorsque a tend vers 0, la solution est une onde continue. En revanche, si a tend vers 1/2,
celle-ci correspond au soliton de Peregrine. La forme analytique est définie par l’équation (2.3)
établie avec des dimensions temps et espace normalisées notées τ et ξ respectivement [16–18] :

Ψ(ξ, τ) = eiξ
[
1 + 2(1− 2a) cosh(bξ) + ib sinh(bξ)√

2a cos(ωτ)− cosh(bξ)

]
(2.3)

Où b et ω qui sont respectivement le gain et la fréquence normalisés, liés à la période de modu-
lation définie par :

b = [8a(1− 2a)]1/2 (2.4)
ω = 2(1− 2a)1/2 (2.5)
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Il est également possible de déterminer a à partir des paramètres de la fibre optique et des
conditions initiales telles que la fréquence de modulation et la puissance moyenne du laser :

a = 1
2

(
1−

(
ωmod
ωc

)2
)

(2.6)

Où ωmod est la fréquence angulaire de modulation de la source laser et ωc est définie par :

ωc = 4γP0
|β2|

(2.7)

Nous pouvons observer sur la figure 2.1 le gain en fonction de la pulsation ω et du paramètre a.
Nous voyons clairement que le gain maximum est obtenu pour une fréquence normalisée égale à√

2, et correspond à a = 0.25, en effet, les expressions (2.4) et (2.5) montrent que b est optimal
pour a = 0.25, et ω =

√
2.

Figure 2.1 – Courbe de gain de l’instabilité de modulation en fonction de la fréquence normalisée
et du paramètre a.

La figure 2.2 montre l’évolution des différents breathers d’Akhmediev. Ainsi, nous remar-
quons que plus a augmente, plus la période temporelle des breathers augmente ainsi que le
maximum d’intensité qui se situe en ξ = 0.

Figure 2.2 – Évolution des breathers d’Akhmediev en fonction du paramètre a.
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Cette périodicité des breathers, définie par l’équation (2.8) est représentée sur la figure 2.3(a) :

T = 2π
2
√

1− 2a
(2.8)

La période (équation (2.8)) est normalisée, les expressions définies par les équations (2.2) per-
mettent de remonter à son expression en unité physique. Comme nous pouvons le voir sur la
figure 2.3(b), plus le paramètre a augmente, plus la période augmente et tend vers l’infini lorsque
a tend vers 1/2, ce qui correspond à la période du soliton Peregrine.

Figure 2.3 – Évolution de la période (a) et de la largeur spatiale à mi-hauteur (b) des breathers
d’Akhmediev en fonction du paramètre a.

De même, nous pouvons étudier la largeur spatiale à mi-hauteur des breathers d’Akhmediev
en utilisant l’équation (2.9). Cependant, cette largeur à mi-hauteur ne peut pas être définie pour
des valeurs de a < 1

8(3 − 2
√

2) ≈ 0.0214, car dans ce cas l’intensité maximum du breather est
inférieure à 2 et son intensité à mi-hauteur serait plus faible que le fond continu d’intensité 1.
La largeur à mi-hauteur est définie (nous pourrons trouver le développement dans l’annexe A)
par :

∆ξ = 2√
8a(1− 2a)

cosh−1
(

7
√

2a+ (1−
√

2a)8a
8a+ 4

√
2a− 1

)
(2.9)

La figure 2.3(b) qui donne la représentation de l’équation (2.9), permet de constater que plus a
croit, plus la largeur à mi-hauteur spatiale ∆ξ diminue jusqu’à atteindre la valeur de 3√

7
≈ 1.1339

qui correspond à la largeur à mi-hauteur spatiale du soliton Peregrine.

Ces solutions analytiques ont pu être observées expérimentalement pour la première fois en
optique, avec notamment en 2010 la génération du soliton Peregrine [7] et en 2011 l’observation
de l’évolution de la dynamique spectrale de l’instabilité de modulation durant la propagation
dans une fibre optique [16]. Cependant, ces générations ne sont pas idéales mais réalisées avec des
conditions initiales approchées comme nous avons pu le voir dans le chapitre 1, dans la partie 1.5.
En hydrodynamique, l’observation des breathers d’Akhmediev est très récente puisqu’elle a été
faite en 2014 [19]. Dans l’expérience qui a été menée [19], la solution a été générée directement
à partir de la solution analytique. Ainsi, le système mécanique a pu reproduire avec exactitude
les ondes conduisant à la génération des solutions sur fond continu.
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2.1.2 Le soliton de Kuznetsov-Ma

À l’opposé du breather d’Akhmediev, le soliton de Kuznetsov-Ma (KM) possède une pério-
dicité spatiale et est localisé dans le temps. Son maximum d’intensité se situe à τ = 0. Ce soliton
respire, en effet, il croit et décroit au fur et à mesure de sa propagation, d’où son nom de brea-
ther. Mais, il est surtout connu sous le nom de soliton de Kuznetsov-Ma qui vient des chercheurs
qui l’ont découvert (Kuznetsov en 1977 [20], et Ma qui a fait une description complète en 1979
[21]). Comme les breathers d’Akhmediev, les solitons KM sont caractérisés par le paramètre a,
cependant celui-ci devra être supérieur à 1/2. Les paramètres b et ω sont alors imaginaires et
sont écrits en terme d’argument réel :

b = i
√

8a(2a− 1) = iB (2.10)
ω = i2

√
2a− 1 = iΩ (2.11)

De même que b et ω, B et Ω représentent respectivement le gain et la fréquence de modulation.
Contrairement aux breathers d’Akhmediev, ces paramètres ne sont pas bornés entre 0 et 1 pour
l’un et entre 0 et 2 pour l’autre, mais varient de 0 à l’infini. En utilisant les expressions (équations
(2.10) et (2.11)) dans la formule analytique (équation (2.3)), nous obtenons la solution pour les
solitons KM à l’aide des équations (2.12) [8] :

Ψ = eiξ
[
1 + 2(1− 2a) cos (Bξ) + iB sin (Bξ)√

2a cosh (Ωτ)− cos (Bξ)

]
(2.12)

La figure 2.4, montre l’évolution des solitons KM en fonction du paramètre a. Nous observons
que lorsque a tend vers 1/2, nous avons une période spatiale qui tend vers l’infini, et plus a aug-
mente, plus la période spatiale diminue. Ainsi, le soliton KM possède des cas limites à l’instar
des breathers d’Akhmediev. En effet, si a tend vers 1/2, le soliton KM tend vers le soliton de
Peregrine, en revanche si a tend vers infini, le soliton KM tend vers un soliton standard car la
période spatiale Z tend vers zéro.

Notons que le soliton Kuznetsov-Ma est une solution beaucoup plus complexe à générer.
Malgré tout, celui-ci a été observé en optique pour la première fois en 2012 [8], tout comme le
breather d’Akhmediev, celui-ci a été généré de manière approchée avec comme condition initiale
une onde continue fortement modulée. Le soliton KM a été observé en hydrodynamique en 2014
[19] par une méthode similaire à celle employée pour le breather d’Akhmediev.

Figure 2.4 – Évolution des solitons Kuznetsov-Ma en fonction du paramètre a.
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Figure 2.5 – Période spatiale Z des solitons Kuznetsov-Ma en fonction du paramètre a.

2.1.3 Le soliton de Peregrine

Comme nous avons pu voir dans les deux parties précédentes, le breather d’Akhmediev et
le soliton de Kuznetsov-Ma ont une solution limite en commun qui est le soliton de Peregrine
lorsque a tend vers 1/2. Dans cette limite b → 0 et ω → 0, ce qui signifie que le gain de
l’instabilité de modulation tend vers 0 et que la fréquence de modulation est infiniment proche
de la pompe comme nous pouvons le voir sur la figure 2.1. Un modèle analytique (équation
(2.13)) a été dérivé par Peregrine en 1983 [5, 7, 22] :

Ψ = eiξ
[
1− 4(1 + 2iξ)

1 + 4τ2 + 4ξ2

]
(2.13)

Cette expression est également appelée soliton rationnel d’ordre 1 car elle est composée d’un
rapport de deux polynômes, comme nous pouvons voir avec l’équation (2.14) :

Ψn(ξ, τ) =
(

(−1)n + Gn + iHn

Dn

)
exp(iξ) (2.14)

Pour n=1, nous avons les valeurs suivantes :
G1 = 4
H1 = 8ξ
D1 = 1 + 4ξ2 + 4τ2

Figure 2.6 – (a) Évolution temporelle et spatiale du soliton Peregrine, (b) Profil du soliton
Peregrine à ξ = 0, (c) Profil du soliton Peregrine à τ = 0.
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La figure 2.6(a) montre l’évolution spatio-temporelle du soliton de Peregrine, constitué d’une
seule structure centrée en τ = 0 et ξ = 0 ce qui correspond bien à une période infinie dans l’es-
pace et le temps. La figure 2.6(b,c) montre les profils temporel et spatial du soliton Peregrine.
Nous pouvons voir sur la figure 2.6(c) que la solution revient à la condition initiale tout comme
les breathers d’Akhmediev. Le soliton Peregrine possède une intensité maximum de 9, ce qui cor-
respond alors à neuf fois l’intensité moyenne (ou alors trois fois l’amplitude moyenne du champ).
Le profil temporel montre une intensité nulle avant et après le maximum, c’est la caractéristique
typique du soliton de Peregrine. Le soliton Peregrine est une structure localisée apte à reproduire
les vagues scélérates dans les océans. Cependant, il existe des formes de vague différentes, telles
que les structures plus complexes d’ordre supérieur. Nous verrons, par la suite, la génération de
solution de second ordre.

L’observation du soliton Peregrine en optique est assez récente, car c’est en 2010 qu’il a été
observé pour la première fois [7]. Celui a été généré, tout comme les breathers d’Akhmediev et
le soliton Kuznetsov-Ma, de manière non idéale avec une onde continue modulée. En hydrody-
namique, le soliton Peregrine a été observé l’année suivante [5] selon la même méthode que celle
utilisée pour les autres solutions.

2.2 Des solutions complexes de second ordre
Le soliton de Peregrine d’ordre 2 possède les mêmes caractéristiques que celui d’ordre 1, soit

une période spatio-temporelle infinie, mais a une intensité maximum de 25. Sa forme analytique
est déterminée par l’expression (équation (2.14)) en utilisant n égale à 2. Les différentes valeurs
de G, H et D sont les suivantes [1, 10, 15, 23] :

G2 = 1
96
(
80ξ4 + 96ξ2τ2 + 16τ4 + 72ξ2 + 24τ2 − 3

)
H2 = 1

48ξ
(
16ξ4 + 32ξ2τ2 + 16τ4 + 8ξ2 − 24τ2 − 15

)
D2 = − 1

1152
(
64ξ6 + 192ξ4τ2 + 192ξ2τ4 + 64τ6 + 432ξ4 − 288ξ2τ2 + 48τ4 + 396ξ2 + 108τ2 + 9

)
Nous pouvons voir sur la figure 2.7(a) l’évolution spatio-temporelle de la solution rationnelle
d’ordre deux. Sur la figure 2.7(b) et (c), nous avons respectivement le profil temporel à ξ = 0
et spatiale à τ = 0. Nous pouvons remarquer aussi que l’intensité devient nulle deux fois de
suite de part et d’autre de la structure centrale. De plus, si nous regardons l’évolution spatiale
et temporelle, nous pouvons voir quatre lobes autour du pic central de la solution.

Figure 2.7 – (a) Évolution temporelle et spatiale du soliton Peregrine d’ordre deux, (b) Profil
du soliton Peregrine d’ordre deux à ξ = 0, (c) Profil du soliton Peregrine d’ordre deux à τ = 0.
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Cette solution est un cas limite des breathers d’Akhmediev comme le soliton de Peregrine,
ce qui le rend difficile à reproduire dans des expériences. Cependant, il existe des structures
intermédiaires comme les solitons sur fond continu de second ordre, que nous décrivons dans la
suite.

Notons que quelques solutions de second ordre et d’ordre supérieur ont été observées initiale-
ment en hydrodynamique [10, 11]. Afin de réaliser ses observations expérimentales, les méthodes
dans un canal hydrodynamique sont identiques à celles qui ont permis d’obtenir les breathers
d’Akhmediev, soliton Kuznetsov-Ma et Peregrine. Concernant l’optique, c’est dans le cadre de
cette thèse que les résultats ont été obtenus, nous verrons ainsi l’observation des solitons sur
fond continu de second ordre par deux manières, avec la manière idéale dans ce chapitre, et en
utilisant une manière approchée dans le chapitre 3 [24, 25].

2.2.1 Superposition non linéaire de solutions de premier ordre "déphasées"

Dans ce premier cas, nous verrons la solution de second ordre qui peut être déphasée dans
le temps ou encore dans l’espace. Nous parlons de déphasage, car les différentes solutions de
premier ordre qui se superposent ne sont plus centrées au même endroit afin de créer la solution
de second ordre. Tout comme le cas du soliton de Peregrine ou du soliton rationnel d’ordre deux,
nous utilisons l’équation (2.14) avec n=2 et les valeurs de G2, H2 et D2 ci-dessous [26] :

G2 = −1
8(5ξ2 + τ2)(ξ2 + τ2)− 3

16(3ξ2 + τ2) + ξξd + ττd + 3
128

H2 = −1
4ξ(ξ

2 + τ2)2 − 1
8ξ(ξ

2 − 3τ2) + 15
64ξ +

(
ξ2 − τ2 − 1

4

)
ξd + 2ξττd

D2 = 1
24(ξ2 + τ2)3 + 1

32(3ξ2 − τ2)2 + 3
128(11ξ2 + 3τ2) + 3

512
−
(1

3ξ
3 − ξτ2 + 3

4ξ −
2
3ξd

)
ξd −

(
ξ2τ − 1

3τ
3 + 1

4τ −
2
3τd

)
τd

(2.15)

Figure 2.8 – (a) Évolution temporelle et spatiale du soliton Peregrine d’ordre deux, (b) ξd = 22

et τd = 0, (c) ξd = −22 et τd = 0, (d) ξd = 0 et τd = 22, (e) ξd = 0 et τd = −22.

Dans l’équation 2.15 τd et ξd sont les décalages relatifs définis par différence entre deux
composantes. Ces valeurs sont définies arbitrairement et sont des constantes du type m2 où m
est fixe. Si nous fixons ces deux constantes à 0, nous obtenons le soliton rationnel de second
ordre comme nous pouvons le voir dans la figure 2.8(a). Si nous choisissons de réaliser un
décalage, la solution obtenue est une répartition de solitons de premier ordre dans une forme de
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triangle équilatéral. Nous pouvons remarquer sur la figure 2.8(b-e) que le maximum de chacun
est d’environ 9, le soliton rationnel d’ordre 2 est simplement la superposition de trois solitons
Peregrine. Selon les valeurs initiales choisies, celui-ci peut avoir une orientation différente. Les
figures 2.8(b) et (c) montrent la solution obtenue lorsqu’un décalage est appliqué sur ξ. Si
ξd = −22 nous obtenons ce qui correspond à la cascade de solutions de premier ordre telle que
présentée dans la référence [27]. De même, il est possible de réaliser un décalage temporel avec
la variable τd, le triangle sera alors orienté ainsi que le montre les figures 2.8 (d) et (e).

2.2.2 Superposition non linéaire de deux solutions de premier ordre "en
phase"

Nous nous intéresserons par la suite aux solutions qui vont superposer des solutions de
premier ordre de manière centrée, c’est-à-dire en "phase" ; il existe ainsi deux types de solutions.
Nous aurons les solutions non dégénérées (les solutions superposées sont différentes) et celles
dégénérées (mêmes solutions superposées). L’intérêt de générer des superpositions "en phase"
est de pouvoir générer des pics de très forte intensité localisés dans le temps et l’espace.

2.2.2.1 Superposition non dégénérée

Dans ce paragraphe, nous étudions les solutions de second ordre non dégénérées. Repérons
les deux solutions de premier ordre avec un indice 1 ou 2. Ainsi, chaque soliton sur fond continu
d’ordre 1 sera caractérisé par un paramètre a1 et a2. Cependant, nous utiliserons plutôt le
paramètre l, défini par :

lj = i
√

2aj (2.16)

Ces nouveaux paramètres permettent d’obtenir les fréquences des deux solutions de premier
ordre que nous déterminons par l’expression suivante :

κj = 2
√

1 + l2j (2.17)

Lorsque que κ→ 0, la solution du premier ordre tend vers le soliton de Peregrine, ainsi, si κ1,2
tendent tous les deux vers 0, nous obtiendrons alors la solution rationnelle de second ordre. Nous
pouvons également définir le gain de l’instabilité de modulation pour chacun des deux solitons
sur fond continu de premier ordre avec l’expression suivante :

δj =
√

2ajκj (2.18)

La solution de second ordre est définie avec l’équation (2.14), et les paramètres G2, H2 et D2
ci-dessous [23] :

G2 = −(κ2
1 − κ2

2)
(
κ2

1δ2
κ2

cosh(δ1ξs1) cos(κ2τs2)− κ2
2δ1
κ1

cosh(δ2ξξ2) cos(κ1τs1)

− (κ2
1 − κ2

2) cosh(δ1ξs1) cosh(δ2ξs2)
)

H2 = −2(κ2
1 − κ2

2)
(
δ1δ2
κ2

sinh(δ1ξs1) cos(κ2τs2)− δ1δ2
κ1

sinh(δ2ξs2) cos(κ1τs1)

− δ1 sinh(δ1ξs1) cosh(δ2ξs2) + δ2 sinh(δ2ξs2) cosh(δ1ξs1)
)

(2.19)
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D2 = 2(κ2
1 + κ2

2) δ1δ2
κ1κ2

cos(κ1τs1) cos(κ2τs2) + 4δ1δ2
(

sin(κ1τs1) sin(κ2τs2)

+ sinh(δ1ξs1) sinh(δ2ξs2)
)
− (2κ2

1 − κ2
1κ

2
2 + 2κ2

2) cosh(δ1ξs1) cosh(δ2ξs2)

− 2(κ2
1 − κ2

2)
(
δ1
κ1

cos(κ1τs1) cosh(δ2ξs2)− δ2
κ2

cos(κ2τs2) cosh(δ1ξs1)
)

Avec τsj et ξsj définis par :
τsj = τ − τj (2.20)
ξsj = ξ − ξj (2.21)

où τj et ξj sont les paramètres de décalages dans le temps ou l’espace, cependant nous nous
concentrerons ici uniquement aux cas centrés en 0, soit τj = 0 et ξj = 0.
Ce type de solution est adaptée à la superposition de deux breathers ou de deux solitons KM.
La figure 2.9(a) montre la superposition de deux breathers d’Akhmediev avec les paramètres
a1 = 0.423 et a2 = 0.2294. . Ces paramètres nous donnent une fréquence κ1 = 0.735 et
κ2 = 1.471, qui correspond à κ2 = 2κ1.

Le profil en ξ = 0 est représenté sur la figure 2.9(b), nous retrouvons la caractéristique d’un
soliton sur fond continu de second ordre. En effet, pour chaque impulsion, nous avons bien de
part et d’autre du pic central le double retour à zéro de l’intensité.

Figure 2.9 – (a) Évolution temporelle et spatiale de deux breathers d’Akhmediev avec a1 =
0.423 et a2 = 0.2294,(b) Profil à ξ = 0, (c) Profil à τ = 0.

Figure 2.10 – (a) Évolution temporelle et spatiale de la superposition d’un breather d’Akhme-
diev et d’un soliton KM avec respectivement a1 = 0.25 et a2 = 0.75,(b) Profil à ξ = 0, (c) Profil
à τ = 0.
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De même, il est possible de réaliser une superposition avec un breather d’Akhmediev et un
soliton KM ainsi que le montre l’évolution spatio-temporelle de la figure 2.10(a). Nous remar-
quons que mis à part la structure positionnée en ξ = 0 et τ = 0, les breathers d’Akhmediev sont
localisés en ξ = 0, alors que les solitons KM le sont en τ = 0. En s’éloignant de ξ = 0 et τ = 0
apparaissent des solutions de premier ordre mais la structure centrale correspond à la solution
de second ordre ainsi que le montre la figure 2.5(b).

Les résultats des figures précédentes correspondent uniquement à la superposition non li-
néaire des solutions de premier ordre avec une vitesse nulle ; notons que cette superposition
correspond à une collision de deux solutions. Considérons maintenant un cas différent où les
breathers peuvent également avoir une vitesse non nulle. En effet si l possède une partie réelle
les solutions ont une vitesse, c’est-à-dire qu’au lieu d’observer une localisation spatiale en ξ = 0,
les breathers vont être répartis dans l’espace selon leur vitesse. En revanche, si l est purement
imaginaire, les breathers n’ont pas de vitesse, et sont donc tous localisé en ξ = 0. L’expression de
la solution diffère des équations (2.19) mais permet de modéliser les solitons sur fond continu de
premier ordre ainsi que la superposition de deux d’entre elles (voir l’expression sur les références
suivantes [15, 25]). La figure 2.11(a) représente son évolution spatio-temporelle de la collision de
deux breathers d’Akhmediev avec une vitesse nulle avec les paramètres a1 = 0.14 et a2 = 0.34.
Les profils d’une solution de second ordre à ξ = 0 et τ = 0 sont représentés sur les figures
2.11(b,c).

Figure 2.11 – (a) Évolution temporelle et spatiale d’une collision de deux breathers d’Akhme-
diev avec a1 = 0.14 et a2 = 0.34.(b) Profil à ξ = 0, (c) Profil à τ = 0.

Figure 2.12 – Cartographie de l’intensité maximum survenant après la collision de deux brea-
thers d’Akhmediev dont les paramètres varient selon l’intervalle ]0 ;0.5[.

Nous avons vu que la superposition non linéaire de différentes solutions de premier ordre
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(assez faciles à reproduire expérimentalement) permet de générer différents solitons sur fond
continu de second ordre. La figure 2.12 permet de visualiser les maximums d’intensité qu’il est
possible d’atteindre avec la collision de deux breathers d’Akhmediev. Notons que l’équation
(2.19) ne permet pas de construire la superposition non linéaire de deux breathers d’Akhmediev
de même paramètre a (voir solution dégénérée dans la section suivante).

2.2.2.2 Superposition dégénérée

Nous avons vu dans la partie précédente la superposition de deux solutions de premier ordre
qui ne possèdent pas la même fréquence (même paramètre a). Il existe une expression analytique
(voir équation (2.22)) qui permet de reproduire la superposition de deux solitons sur fond continu
d’ordre 1 avec la même fréquence [23].

G2 = −2κ
δ

(
cosh(δξ)

(
(δ2 + κ2) cos(κτ) + δ2κτ sin(κτ)

− 2δκ cosh(δξ)
)

+ cos(κτ) sinh(δξ)(2δ2 − κ2)δξ
)

H2 = − 1
2δκ

(
8δξ(2δ2 − κ2)

[
δ cos(κτ) cosh(δξ)− κ

]
+ 8δ3 sinh(δξ)

[
cos(κτ) + κτ sin(κτ)

]
+ (κ4 − 4δ2)κ sinh(2δξ)

)
D2 = − 1

4δ2κ2

(
κ4(δ2 + κ2) + 8δ2κ2(δ2τ2 + κ2ξ2) + 32δ4ξ2(δ2 − κ2)

+ 4
[
κ4 cosh(2δξ)− δ4 cos(2κτ)

]
− 16δ2κξ(2δ2 − κ2) cos(κτ) sinh(δξ)

− 4δκ2[4δ2τ sin(κτ) + κ3 cos(κτ)
]
cosh(δξ)

)

(2.22)

où κ est défini par 2
√

1 + l2 avec l = i
√

2a, et δ défini par
√

2aκ. Considérons l’exemple de
deux breathers d’Akhmediev avec a = 0.25 tel que représenté sur la figure 2.13. La figure
2.13 représente l’évolution spatio-temporelle de la solution, tandis que les figures 2.13(b) et (c)
montrent les profils à ξ = 0 et τ = 0. Cette figure montre bien la caractéristique des solutions
sur fond continu de second ordre.

Figure 2.13 – (a) Évolution temporelle et spatiale de la superposition de deux breathers d’Akh-
mediev avec a=0.25,(b) Profil à ξ = 0, (c) Profil à τ = 0.

La figure 2.14 représente le maximum d’intensité obtenu par superposition de deux breathers
de même paramètre a (voir figure 2.14). Nous pouvons voir que la courbe évolue de manière
exponentielle lors des premières valeurs de a. L’évolution est initialement exponentielle puis
devient quasi-linéaire.
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Figure 2.14 – Courbe de l’intensité max en fonction de la superposition non linéaire dégénérée
de deux breathers d’Akhmediev en fonction de a.

En résumé nous avons étudié les différents types de solutions obtenues par superposition de
deux solitons sur fond continu de premier ordre (identiques ou distincts) ainsi que la collision
de deux solutions (qui est également solution de l’équation de Schrödinger non-linéaire). Nous
verrons dans la suite de ce chapitre comment générer les solutions expérimentalement de manière
idéale.

2.3 Simulation de la génération expérimentale de ces solutions
de manière idéale

Afin de pouvoir mettre en œuvre une génération des solutions de second ordre de manière
idéale, une source laser impulsionnelle sera employée avec filtrage spectral et contrôle de la phase.
Un oscilloscope à échantillonnage optique (OSO) et un analyseur de spectre optique (OSA) sont
les principaux outils de caractérisation que nous avons utilisés (voir figure 2.15). Un descriptif
complet se trouve dans la partie 2.6.1.

La source laser cadencée à 20GHz [28] a été développée par compression d’impulsions dans
une fibre optique standard, impulsions générées par modulation d’intensité d’une diode laser
continue à 1550 nm. Un modulateur de phase permet d’éviter la rétrodiffusion Brillouin. Les
impulsions sont alors amplifiées dans un amplificateur Erbium pour atteindre une puissance
moyenne de 450 mW.

Figure 2.15 – Schéma du dispositif expérimental. SMF : fibre monomode (SMF-28), OSO :
oscilloscope à échantillonnage optique, OSA : analyseur de spectre optique.

Le train d’impulsions est alors injecté dans une fibre SMF de 2.1 km de long, avec les
paramètres β2 = −20.4 ps2km−1, γ = 1.2 W−1km−1 et αdB = 0.3 dBkm−1. Nous reparlerons
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de ce dispositif plus en détail dans la suite de ce chapitre (voir 2.6.1). Les caractéristiques
temporelles et spectrales obtenues par simulation numérique de la source laser sont reproduites
sur la figure 2.16.

Figure 2.16 – (a) Profil d’intensité temporelle à la sortie de la source laser. (b) Profil d’intensité
et de phase du spectre en sortie de source laser.

La source laser est optimisée sur un point de fonctionnement qui conduit à un spectre tri-
angulaire avec une non-déplétion de la pompe. L’objectif est alors de mettre en œuvre une mise
en forme spectrale en intensité et en phase afin de reproduire quasi exactement la solution ana-
lytique désirée. Pour cela nous avons utilisé un filtre programmable qui permet de modifier le
spectre et également la phase initiale. En utilisant la solution analytique, nous pouvons détermi-
ner un filtre d’intensité et de phase afin d’avoir un signal correspondant à la solution analytique
à la distance choisie. Les simulations présentées ici nous permettent de valider l’utilisation du
filtre mis en œuvre lors des expériences. Ces simulations numérique effectuent tout d’abord la
propagation de l’onde continue modulée à 20GHz pour obtenir la source, on applique ensuite le
filtre dans le domaine spectrale. Puis nous simulons la propagation de la condition initiale obte-
nue par filtrage à la puissance souhaitée. Le filtre spectral programmable offre une dynamique de
fonctionnement sur environ 50 dB. Dans notre exemple, nous avons appliqué un filtrage sur 24
raies spectrales en plus de la raie centrale de pompe. Les phases de chaque composante spectrale
sont ajustées aux valeurs données par la solution analytique. Le filtre optique programmable
concernant la phase spectrale fonctionne de façon discontinue par pas de 2 GHz de large qui
correspond à deux fois la résolution minimale. Dans la suite de cette partie, nous ferons ainsi
la mise en forme de diverses solutions analytiques que ce soit de premier ordre ou de second
ordre. Les figures suivantes sont présentées en paramètre normalisé comme défini au début de ce
chapitre, afin de comparer plus facilement les résultats des simulations numériques aux solutions
analytiques.

2.3.1 Le breather d’Akhmediev

Le premier cas étudié de manière idéale est le breather d’Akhmediev donnée par l’expression
analytique (équation (2.3) de la partie 2.1.1).Nous effectuerons une mise en forme spectrale au
niveau du maximum de compression (ξ = 0, figure 2.17) et à une distance donnée avant la
compression maximale (ξ = −1.5, figure 2.18). Ainsi à partir de la source laser et en définissant
les filtres comme sur la figure 2.17(a) et 2.18(a), nous pourrons obtenir les spectres correspondant
à un breather d’Akhmediev de paramètre a = 0.25 à la distance ξ = 0 et ξ = −1.5. La puissance
moyenne de la source permettant de générer de tels breathers est de 138 mW. Les figures 2.17(b,c)
et 2.18(b,c) montrent les résultats de la mise en forme spectrale et temporelle pour ξ = 0 et
ξ = −1.5. La mise en forme correspond en tout point à la solution analytique et nous voyons que
la phase a une influence majeure au centre du spectre. En effet, bien que la phase spectrale différe
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sur les extrémités du spectre la simulation numérique reproduit bien la solution analytique.

Figure 2.17 – Mise en forme de la source laser pour obtenir des Breathers d’Akhmediev à ξ=0.
(a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas).(b)Profil de phase (haut) et spectre (bas). (c)
Profil temporel. En vert, solution analytique, cercle bleu, simulation numérique.

Figure 2.18 – Mise en forme de la source laser pour obtenir des Breathers d’Akhmediev à
ξ = −1.5. (a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas).(b)Profil de phase (haut) et spectre
(bas). (c) Profil temporel. En vert, solution analytique, cercle bleu, simulation numérique.

Figure 2.19 – Évolution spatio-temporelle (a) et spatio-fréquentielle (b) de breathers d’Akhme-
diev qui ont été mis en forme par modification d’une source laser à l’aide de filtre programmable.
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La condition initiale obtenue sur la figure 2.18 peut être utilisée pour simuler la propaga-
tion sur 1.5 longueur non linéaire (soit 9.5 km). Cette distance de propagation correspond au
maximum de compression des breathers d’Akhmediev. La figure 2.19 montre que les évolutions
spatio-temporelle et spatio-spectrale du champ optique sont conformes à celles données par les
solutions analytiques. En effet le maximum de compression a bien lieu à la distance ξ = 0. Nous
verrons une comparaison plus détaillée dans la partie 2.4.

2.3.2 Le soliton de Peregrine

Etant donné que le soliton de Peregrine est une structure doublement localisée, sa période
est infinie dans le temps et dans l’espace. Compte-tenu que la source laser est périodique nous
allons généré un train de solitons Peregrine. La puissance moyenne utilisée ici est de 1 W. Comme
précédemment, nous effectuerons la mise en forme de la solution analytique à deux distances,
en ξ = 0 et la seconde à ξ = −1.5 (soit à -1250 m de la distance de compression maximum).

Figure 2.20 – Mise en forme de la source laser pour obtenir des solitons Peregrine à ξ = 0.
(a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas). (b)Profil de phase (haut) et spectre (bas).
(c) Profil temporel. En vert, solution analytique répétée à la fréquence de la source laser, cercle
bleu, simulation numérique, en magenta discontinu, solution analytique.

Figure 2.21 – Mise en forme de la source laser pour obtenir des solitons Peregrine à ξ = −1.5.
(a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas). (b)Profil de phase (haut) et spectre (bas).
(c) Profil temporel. En vert, solution analytique répétée à la fréquence de la source laser, cercle
bleu, simulation numérique, en magenta discontinu, solution analytique.

Les figures 2.20 et 2.21 montrent les résultats de la mise en forme de la source laser aux
deux distances ξ = 0 et ξ = −1.5. Les solutions analytiques sont en bon accord avec les mises
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en forme correspondantes. En effet, les structures générées sont quasi-identiques tant dans le
domaine spectral que temporel. Il y a cependant un petit désaccord à ξ = 0, le spectre analytique
est beaucoup plus large que celui de la source laser, ce qui induit une petite modulation sur les
piédestaux des solitons Peregrine. D’autre part, dans le domaine temporel, la solution analytique
(lignes discontinues magenta) pour la structure positionnée en τ = 0 est en très bon accord avec
les résultats de la mise en forme.

Figure 2.22 – Évolution spatio-temporelle (a) spatio-fréquentielle (b) d’un train de soliton
Peregrine en prenant comme condition initiale la mise en forme à partir de la solution analytique
à ξ = −1.5.

Les conditions initiales montrées dans la figure 2.21 ont été utilisées pour simuler la propa-
gation dans la fibre, les résultats sont reportés sur la figure 2.22.

2.3.3 Les solutions de deuxième ordre

Intéressons nous maintenant aux solutions de second ordre, en utilisant l’expression (2.19)
de la partie 2.2.2.1. Les paramètres sont identiques à ceux utilisés pour décrire l’expression
analytique avec la superposition de deux breathers d’Akhmediev, soit a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294
et une puissance moyenne de 513 mW.

Figure 2.23 – Mise en forme de la source laser pour obtenir la solution de second ordre avec
a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294 à ξ = 0. (a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas).(b)Profil
de phase (haut) et spectre (bas). (c) Profil temporel. En vert, solution analytique, cercle bleu,
simulation numérique.
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2.3 Simulation de la génération expérimentale de ces solutions de manière idéale

Comme pour les précédentes mises en forme, nous étudions les deux distances ξ = 0 (figure
2.23) et ξ = −1.5 (figure 2.24 pour une distance de 2.5 km). Les filtres utilisés pour la mise
en forme sont représentés sur les figures 2.23(a) et 2.24(a). Les résultats de l’application des
différents filtres sont visibles sur les figures 2.23(b,c) et 2.23(b,c) pour chacune des distances
choisies. Nous pouvons voir le bon accord entre la solution analytique et la mise en forme, tant
dans le domaine temporel que spectral.

Figure 2.24 – Mise en forme de la source laser pour obtenir la solution de second ordre avec
a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294 à ξ = −1.5. (a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas).(b)Profil
de phase (haut) et spectre (bas). (c) Profil temporel. En vert, solution analytique, cercle bleu,
simulation numérique.

Après avoir défini les conditions initiales (figure 2.24), nous pouvons simuler la propagation
dans la fibre optique sur 3 longueurs non linéaire (soit 5 km) afin d’observer l’évolution temporelle
et spectrale en fonction de la distance de propagation. Ces évolutions sont visibles sur la figure
2.25.

Figure 2.25 – Évolution spatio-temporelle (a) spatio-fréquentielle (b) de la solution analytique
de la superposition de deux breathers d’Akhmediev avec a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294 en prenant
comme condition initiale la mise en forme à partir de la solution analytique à ξ = −1.5

En résumé nous avons vu dans cette partie comment générer de manière idéale diverses
solutions allant d’un cas simple comme les breathers d’Akhmediev à des cas moins simple comme
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les solitons de Peregrine, ou encore plus complexes comme la superposition de deux breathers
d’Akhmediev. Nous avons également montré qu’il était possible de les générer de façon linéaire
à la sortie d’un filtre programmable, mais également en réalisant une propagation non linéaire
dans une fibre standard.

2.4 Comparaison entre les solutions analytiques et les simula-
tions numériques de la génération des solutions de manière
idéale

Dans cette partie, nous comparons les évolutions temporelle et fréquentielle entre les solutions
analytiques et la simulation numérique de la propagation avec comme condition initiale, la mise
en forme à partir de l’expression analytique à une distance ξ = −1.5 que nous avons vue dans la
partie 2.3. La figure 2.26 montre l’exemple du breather d’Akhmediev avec a = 0.25, la figure 2.27
montre la comparaison d’un soliton Peregrine avec la génération d’un train de soliton Peregrine,
et la figure 2.28 une solution de second ordre avec a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294. Ces trois figures
témoignent d’un très bon accord entre les expressions analytiques et les simulations numériques.

Figure 2.26 – Breather d’Akhmediev analytique avec = 0.25 (a,c) ; simulation numérique de la
propagation avec la condition initiale effectuée par mise en forme située à ξ = −1.5 (b,d). (a,b)
Évolution spatio-temporelle. (c,d) Évolution spatio-fréquentielle.

55



2.4 Comparaison entre les solutions analytiques et les simulations numériques de la génération
des solutions de manière idéale

Figure 2.27 – Soliton Peregrine analytique (a,c), simulation numérique de la propagation avec
la condition initiale effectuée par mise en forme située à ξ = −1.5 (b,d). (a,b) Évolution spatio-
temporelle. (c,d) Évolution spatio-fréquentielle.

Figure 2.28 – Solution de second d’ordre analytique avec a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294 (a,c),
simulation numérique de la propagation avec la condition initiale effectuée par mise en forme
située à ξ = −1.5 (b,d). (a,b) Évolution spatio-temporelle. (c,d) Évolution spatio-fréquentielle.
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Les figures 2.29 à 2.31 montrent une comparaison plus précise entre analytique et numérique
pour les profils temporels et spectraux à ξ = 0. La figure 2.29 traite du breather d’Akhmediev
avec a = 0.25. On peut voir que spectralement et temporellement, nous avons des profils iden-
tiques entre la solution analytique et de la simulation à partir de la condition initiale parfaite.
Notons toutefois qu’il existe des petites différences dans le bas du spectre, mais elles restent très
minimes.

Figure 2.29 – Comparaison des profils temporels (a) et spectraux (b) au maximum de compres-
sion des breathers d’Akhmediev (a=0.25). Les profils sont obtenus par la solution analytique
(en cercle bleu) et par simulation numérique avec comme condition initiale la mise en forme à
partir de la solution analytique (en trait continu vert).

La figure 2.30, qui porte sur le soliton de Peregrine, montre que la génération des trains de
solitons Peregrine par propagation est identique à la solution analytique. Notons l’absence de
modulations sur les piédestaux contrairement au cas ξ = 0. La figure 2.31 montre la mise en
forme de la solution de second ordre avec les paramètres a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294. Notons à
nouveau un très bon accord entre les solutions analytiques et la propagation de la mise en forme
à ξ = −1.5.

Figure 2.30 – Comparaison des profils temporels (a) et spectraux (b) au maximum de com-
pression d’un train de soliton Peregrine. Les profils sont obtenus par la solution analytique (en
cercle bleu) et par simulation numérique avec comme condition initiale la mise en forme à partir
de la solution analytique (en trait continu vert).
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2.5 Impact des conditions initiales et des pertes sur la propagation

Figure 2.31 – Comparaison des profils temporels (a) et spectraux (b) au maximum de compres-
sion des solitons de second ordre (a1 = 0.4323 et a2 = 0.2294). Les profils sont obtenus par la
solution analytique (en cercle bleu) et par simulation numérique avec comme condition initiale
la mise en forme à partir de la solution analytique (en trait continu vert).

Nous avons montré précédemment qu’il est possible de générer expérimentalement les brea-
ther d’Akhmediev et le soliton de Peregrine de manière non idéale. Ici, nous avons pu montrer
numériquement qu’il était possible de recréer efficacement la génération de ces solutions de pre-
mier ordre, mais également de second ordre de manière idéale. Dans la suite, nous allons étudier
l’influence de différents facteurs présents dans les expériences, tels que la puissance initiale et
les pertes.

2.5 Impact des conditions initiales et des pertes sur la propaga-
tion

2.5.1 Impact de la puissance initiale

L’ajustement de la puissance moyenne initiale est très important pour la mise en forme
spectrale et de phase. En effet, la condition initiale doit être choisie sur une solution analytique
normalisée. Afin de dénormaliser celle-ci, nous avons besoin des différents paramètres de la fibre
(dispersion β2, coefficient de non-linéarité γ) et également de la puissance moyenne initiale P0. ;
ce qui permet alors d’accorder les solutions avec la source laser à 20 GHz et créer les filtres
correspondants. La puissance moyenne expérimentale injectée dans la fibre optique doit être
identique à celle utilisée pour la dénormalisation dans les simulations numériques. En effet, s’il
existe une différence nous n’aurions pas la bonne condition initiale et nous n’aurions pas le
profil souhaité à la sortie de la fibre optique. De plus, la puissance moyenne permet de définir
le paramètre a des breathers soit pour la solution de premier ordre soit pour la superposition
non linéaire. En effet, on rappelle que le paramètre a (voir équation (2.6))est directement lié à
la fréquence de répétition des solutions analytiques, mais également aux paramètres de la fibre
optique et surtout à la puissance moyenne utilisée.
2.5.2 Impact de la phase spectrale initiale relative

La phase relative entre les différentes composantes spectrales a la plus grande importance
pour générer les structures de second ordre avec la mise en forme linéaire. En effet, la seule
modification des intensités de chacune des composantes spectrales à l’aide du filtre programmable
ne permettrait pas de générer correctement la structure souhaitée. La figure 2.32 montre le
résultat obtenu avec un filtre de phase nulle dans le cas d’un soliton sur fond continu de second
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ordre à ξ = −1.5. Nous remarquons qu’à la sortie du filtre nous obtenons un profil temporel
totalement différent de la solution analytique, bien que l’accord des profils spectraux soit très
bon ; d’où toute l’importance d’optimiser la phase pour obtenir une mise en forme correcte.

Figure 2.32 – Mise en forme de la source laser pour obtenir des solitons de second ordre à ξ=0.
(a) Filtre de phase (en haut) et spectral (en bas).(b)Profil de phase (haut) et spectre (bas). (c)
Profil temporel. En vert, solution analytique, cercle bleu, simulation numérique.

2.5.3 L’influence des pertes

Les pertes vont jouer un rôle impossible à négliger lors des expériences. En effet, lors des si-
mulations précédentes, celles-ci n’ont pas été prises en compte puisque l’équation de Schrödinger
non linéaire (équation (2.1)) ne contient pas de terme de pertes. De plus les solutions que nous
avons présentées au début de ce chapitre dans les parties 2.1 et 2.2 ont été obtenues à partir
de l’ESNL sans perte. Dans cette partie, nous allons voir les modifications que les pertes vont
introduire sur la génération de solutions de second ordre.

Figure 2.33 – Évolution de la mise en forme de soliton de second ordre sans perte (a,c) et avec
perte (b,d). Évolution spatio-temporelle (a,b) et spatio-fréquentielle (c,d).

Dans la gamme de fréquence utilisée expérimentalement les pertes de la fibre optique sont
de 0.2 dB/km. Lorsque nous avons fait la mise en forme spectrale et de phase, et que nous
avons simulé sa propagation pour générer la structure voulue, les pertes n’étaient pas prises en
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compte. La figure 2.33 montre le résultat de la simulation numérique avec la prise en compte des
pertes dans le modèle. Nous remarquons que contrairement à la propagation sans perte, nous
avons un décalage de ξ = +0.12 sur l’apparition de la structure de second ordre. La figure a été
normalisée par rapport à la puissance d’entrée moyenne de 513 mW.

Figure 2.34 – Profil temporel (a) et spectral (b). En bleu, solution analytique à ξ = 0. En vert,
simulation numérique à ξ = +0.12

Comparons maintenant les profils temporels et spectraux de la solution analytique à ξ = 0 et
de la simulation numérique à ξ = +0.12. Nous pouvons voir sur la figure 34 que le profil temporel
est en bon accord avec la solution analytique. Notons toutefois que l’intensité maximale est très
différente, ce qui n’est pas surprenant. De même, le spectre possède de bonnes similitudes même
s’il n’est pas aussi large que la solution analytique. Nous pouvons voir que malgré une condition
initiale idéale, les pertes dans nos simulations numériques réduisent l’intensité maximum atten-
due, cependant, les profils temporel et spectral sont en bon accord avec la théorie. Nous allons
décrire les résultats obtenus expérimentalement dans la partie suivante.

2.6 Génération expérimentale des solitons sur fond continu :
idéaux

2.6.1 Le montage expérimental

Le dispositif expérimental représenté sur la figure 2.35 utilise des composants ultrarapides
pour les télécommunications optiques. En effet, il bénéficie d’un banc d’essai différent par rapport
aux études précédentes sur les breathers d’Akhmediev de premier ordre [7, 8]. Le peigne de
fréquence initial est généré par l’application d’une source d’impulsions de fréquence de répétition
de 20 GHz centrée à 1550 nm. La source impulsionnelle est obtenue par compression non linéaire
d’un battement initial dans une fibre optique. Pour générer le battement initial, nous avons utilisé
une diode laser externe (ECL) combinée à un modulateur d’intensité de LiNbO3 (IM) piloté
par une horloge externe de 20 GHz. Un modulateur de phase (PM) à une fréquence de 100
MHz, est également introduit pour éviter l’effet néfaste de la rétrodiffusion Brillouin stimulée.
Le battement sinusoïdal obtenu est amplifié à une puissance moyenne optimale de 0.45 W au
moyen d’un amplificateur à fibre dopée à l’erbium (EDFA) avant l’injection dans la fibre de
compression. La compression non linéaire se déroule dans une fibre optique monomode standard
(SMF1) de 2.1 km de long. Elle possède les caractéristiques suivantes : une dispersion de vitesse
de groupe β2 = −20.4 ps2km−1, des pertes linéaires αdB = 0.3 dB.km−1, et un coefficient non
linéaire γ = 1.2 W−1km−1.
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Figure 2.35 – Montage de la mise en forme d’intensité et de phase spectrale pour la génération
de soliton sur fond continu idéal. Avec 3 étages : Générateur de peigne de fréquence, mise en
forme linéaire, mise en forme non linéaire.ECL : Diode laser externe, PM : modulateur de phase,
IM : modulateur d’intensité, EDFA : amplificateur fibré dopé Erbium, SMF : fibre monomode
(SMF-28), Waveshaper : filtre optique programmable, OSO : oscilloscope à échantillonnage
optique, OSA : analyseur de spectre optique, RF : signal radiofréquence.

Ce type de sources lasers combinées à des fibres optiques ont permis de générer des peignes
de fréquence avec une haute qualité d’impulsions. En effet, les impulsions générées sont sans pié-
destaux, et offrent un spectre de raie formant une parabole ou un triangle avec de nombreuses
composantes spectrales et avec un bon rapport signal sur bruit [28, 29].

Figure 2.36 – Profil temporel (a) et spectral (b) de la source laser. En rouge , simulation
numérique de la source ; et en bleu, mesure expérimentale
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Ici la source peigne de fréquences n’utilise qu’un seul type de fibre optique (SMF). Les
mesures des profils temporel et spectral du peigne de fréquence sont rapportés sur les figures
2.36(a) et (b). Le spectre d’une telle source d’impulsions peut être approché par une série de
Dirac δ séparée par la fréquence de répétition. La largeur de l’enveloppe du peigne dépend de
la compression non linéaire de l’onde continue modulée initialement et détermine le nombre
de bandes latérales et leur amplitude décroissante. La puissance moyenne à l’entrée de la fibre
optique a été déterminée en fonction de l’amplitude de modulation du signal de battement initial
pour optimiser la bande passante du spectre de sortie sans avoir une trop grande déplétion de la
pompe, entraînant ainsi un spectre de forme triangulaire typique sur une échelle logarithmique.
Ce type de spectre est bien adapté pour les études des solitons sur fond continu [16, 30].

Ensuite le filtre optique programmable (WaveShaper) fournit un contrôle extrêmement fin
des caractéristiques d’amplitude et de phase pour chaque raie du peigne de fréquence. La haute
résolution (1 GHz) permet de choisir ou de commander individuellement chacune des raies
spectrales du peigne [31]. Nous définirons les amplitudes et les phases relatives de 24 bandes
latérales et de la raie centrale à 1550 nm (c’est-à-dire la fréquence de l’onde continue) afin
de déterminer les conditions initiales exactes pour stimuler les solutions sur fond continu de
premier ou second ordre dans la fibre optique. Un amplificateur erbium (EDFA) est utilisé pour
amplifier la puissance moyenne de l’onde synthétisée avant le couplage dans une seconde fibre
optique (SMF2) de 1.5 km de long. Les caractéristiques de cette fibre sont les suivantes : la
dispersion de vitesse de groupe, β2 = −21.1 ps2.km−1, les pertes linéaires, αdB = 0.3 dB.km−1,
et le coefficient de non-linéarité, γ = 1.2 W−1.km−1.

La puissance moyenne d’entrée de fibre est fixée afin de satisfaire les valeurs des paramètres
généraux a en utilisant les propriétés de la fibre optique. À la sortie de la fibre optique, le
profil de l’onde est caractérisé à l’aide d’un oscilloscope à échantillonnage optique ultrarapide
(OSO) avec une résolution subpicoseconde et un analyseur de spectre optique (OSA) de grande
dynamique et une résolution de 2.5 GHz.

2.6.2 Mesure expérimentale

2.6.2.1 Étude de l’impact de la phase

Figure 2.37 – Profil temporel (a-d) et spectral (e) de la source laser. En bleu correspond à la
mesure expérimentale, et en rouge correspond à la simulation numérique selon la phase spectrale
appliquée sur la fréquence pompe. Phase relative de 0, -0.5π, 0.25π et -0.25 π respectivement
sur les figures a, b, c, d.
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Comme nous avons pu voir lors des simulations, la phase spectrale joue un rôle très important.
En effet, malgré un spectre identique la phase va modifier le profil temporel. Nous pouvons
réaliser un simple test en utilisant le spectre de la source que nous allons utiliser et en modifiant
uniquement la phase de la composante centrale : 0, -0.5π, 0.25π et -0.25π. Nous caractérisons la
sortie du filtre à l’aide de l’OSO et de l’OSA et nous comparons les simulations de l’application
du filtre et les mesures expérimentales sur la figure 2.37. La zone du filtre de phase est montrée
sur la figure 2.37(e) en pointillé vert.

Nous pouvons remarquer que les quatre modifications de phase ne changent pas le spectre
de puissance mais modifient les profils temporels de façon importante. Un bon accord est obtenu
entre les simulations et les résultats expérimentaux. De plus, ces résultats permettent de valider
la méthode de détermination de la phase spectrale de la source par simulations numériques. Il
est important de noter qu’il faudra appliquer des filtres de phase très précis pour obtenir les
solutions de l’équation de Schrödinger non linéaire désirées.

2.6.2.2 Étude de différents cas

2.6.2.2.1 Solutions de premier ordre

Etudions dans un premier temps les solutions de premier ordre obtenues directement à la
sortie du filtre programmable. Appliquons le filtre d’intensité et de phase que nous avons obtenu
par les simulations de mise en forme (voir figures 2.17(a) et 2.20(a)). Sur les figures 2.38 et
2.39, nous pouvons voir les profils temporels et spectraux de la mise en forme de la source
laser en breather d’Akhmediev ayant un paramètre a=0.25 et de la mise en forme d’un train de
soliton Peregrine. Nous pouvons comparer sur ces figures les solutions générées suite à la mise en
forme par les filtres lors des expériences et des simulations. Nous pouvons voir que les résultats
expérimentaux sont en accord avec les simulations numériques.

Figure 2.38 – Profil temporel (a) et spectral (b) de la mise en forme de la source laser en breather
d’Akhmediev avec un paramètre a = 0.25. En bleu correspond à la mesure expérimentale, et
en rouge correspond à la simulation numérique selon les filtres d’intensité et de phase spectrale
(voir figure 2.17(a)) appliquée sur le spectre de la source.

Les résultats des figures 2.38 et 2.39 sont obtenus directement après la mise en forme par le
filtre.

Dans le travail de cette thèse, nous nous sommes intéressés surtout aux solutions complexes,
c’est pourquoi par la suite des expériences, nous avons mis en forme la solution de second ordre
que nous avons vu sur la figure 2.9, qui correspond à la solution de l’équation 2.19.
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Figure 2.39 – Profil temporel (a) et spectral (b) de la mise en forme de la source laser en soliton
Peregrine. En bleu correspond à la mesure expérimentale, et en rouge correspond à la simulation
numérique selon les filtres d’intensité et de phase spectrale (voir figure 2.20(a)) appliquée sur le
spectre de la source.

2.6.2.2.2 Solutions de second ordre

Nous allons à présent illustrer le principe de fonctionnement d’un générateur d’ondes non
linéaires complexes à partir d’une propagation non linéaire dans une fibre optique (ce qui diffère
de la partie précédente où on générait directement la solution (équation (2.19)) de façon linéaire
à l’aide d’un filtre). Ici, une condition initiale éloignée du maximum d’intensité de la solution,
se propage dans une fibre optique afin de générer la solution complexe à l’aide de processus non
linéaires. Ainsi, nous avons réalisé des simulations numériques à l’aide des caractéristiques de
la source laser initiale. La figure 2.40 montre le cas particulier où l’amplitude maximale de la
solution de second ordre est obtenue en sortie de fibre. Cela signifie que l’état initial à l’entrée
de la fibre doit être égale à Ψin = Ψ(ξ = −LSMF /LNL, τ), avec LSMF = 1.5 km. Il est alors
de calculer la phase et l’intensité des composantes spectrales dont nous avons besoin en prenant
la transformée de Fourier du champ de l’onde initiale. Le calcul permet ainsi d’en déduire le
filtre de phase et d’intensité spectrale à utiliser pour le WaveShaper. La correspondance entre la
théorie et l’expérience peut être obtenue en rappelant que la distance z(m) et le temps t(s) sont
liés aux paramètres normalisés précédents par z = ξLNL et t = ττ0. Le champ dimensionnel
A(z, t)(W 1/2) est A = P

1/2
0 Ψ, P0 est la puissance moyenne de l’onde d’entrée. Nous effectuons ici

une superposition de deux breathers d’Akhmediev déterminés par la fréquence de modulation
ωmod en relation avec le paramètre général a par : 2a = 1 −

(
ωmod
ωc

)2
avec ω2

c = 4γP0
β2

[18].
Les paramètres physiques sont : P0 = 0.513 W , a1 = 0.2294 qui correspond à une fréquence
de ωmod1 = 40 GHz, et a2 = 0.4323 soit une fréquence de modulation de ωmod2 = 20 GHz.
Sur la figure 2.40(a-c), nous avons représenté les trois étapes de l’expérience avec les évolutions
de l’intensité temporelle, la phase et de l’intensité spectrale qui correspond à (a) au peigne de
fréquence initiale (b) l’onde d’entrée synthétisée et (c) à l’onde à la sortie de fibre. Les résultats
numériques sont ainsi comparés à la solution analytique de la solution de second ordre, en effet,
pour (b) cela correspond à Ψ(ξ = −LSMF /LNL, τ) et (c) à Ψ(ξ = 0, τ). Nous avons un excellent
accord entre la théorie et les simulations, mais cela a nécessité une attention particulière à la
phase et l’amplitude de chacune des composantes spectrales.
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Figure 2.40 – Évolution de l’intensité temporelle, phase et de l’intensité spectrale dans notre
générateur à solution correspondant au peigne de fréquence (a), champ d’entrée synthétisé (b) et
le champ de sortie de la fibre (c). Lignes noires (cercles rouges) correspondantes aux simulations
numériques (théorie donnée par l’équation (2.19)).

Afin de valider le générateur de solutions complexes de l’équation de Schrödinger non linéaire,
nous avons étudié expérimentalement les paramètres de superposition non linéaire décrits ci-
dessus. Inspirés par les études en hydrodynamique, nous avons également appliqué une méthode
originale pour reconstruire l’évolution de l’onde en fonction de la distance de propagation en
bénéficiant de la mise en forme avec l’aide du filtre programmable [5, 10, 11]. En effet, les
conditions du profil initial pour la propagation non linéaire sont générées de façon répétitive
avec des conditions données par la théorie à différentes distances. Ainsi, nous commençons à z
= - 3 km (soit ξ = −1.85) et nous procédons à une étape de propagation égale à ∆z = 0.1 km
(∆ξ = 0.0616). Nous répétons ce processus 25 fois, fournissant ainsi l’observation de l’évolution
de l’onde sur 2.5 km (soit 1.54 longueur non linéaire).

Figure 2.41 – Évolution de la seconde pause de l’ordre dans le domaine temporel en fonction
de la distance de propagation. (a) Expériences, (b) solution analytique donnée par l’équation
(2.19). Notons que les dimensions distance et temps sont normalisées ici pour une meilleure
comparaison avec la théorie.

La figure 2.41(a) montre à la fois la croissance et la décroissance d’un soliton sur fond continu
de second ordre. Les caractéristiques spécifiques sont bien présentes, notamment le pic central
est périodique dans le temps en raison de la superposition de deux breathers d’Akhmediev,
et la signature typique en forme de X dans le plan (ξ, τ). Notons que le pic central de forte
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amplitude apparaît et disparaît sur moins de la moitié de la longueur non linéaire. Les résultats
expérimentaux sont comparés à la solution analytique donnée par l’équation (2.19) sur la figure
2.41(b). On notera également que le profil d’intensité expérimental est normalisé à la puissance
moyenne P0 d’entrée. L’accord entre les deux est remarquable pour l’ensemble de l’évolution
mesurée dans le plan (ξ, τ). La figure 2.42 montre une comparaison explicite à une distance
correspondant à l’amplitude maximale de la solution de second ordre. Seules de petites différences
avec la théorie apparaissent sur l’intensité maximum. Nous soulignons que seul l’effet des pertes
de la fibre optique affecte les résultats obtenus (ici les pertes sont de αdB = 0.3 dB.km−1). En
effet, le profil de l’onde expérimental dans les domaines temporel et fréquentiel est indiscernable
des prédictions données par les simulations de la propagation en tenant compte des pertes
linéaires (voir figures 2.42(c,d)). Le paramètre d’erreur entre la forme expérimentale et la théorie,
est défini par :

M =
∫

(|Ψexp|2 − |Ψ|2)2dt∫
(|Ψexp|2)2dt

(2.23)

Ici, M = 4%, il faut savoir que |Ψ|2 désigne la moyenne de la forme analytique normalisée, soit
le maximum égal à 1. Nous observons un très bon accord entre la mesure expérimentale et la
forme de la solution analytique.

Figure 2.42 – Comparaison entre expériences (lignes noires) et la théorie (cercles rouges) à
la distance correspondant à l’amplitude maximale de la solution de second ordre. (a) Profil
d’intensité temporelle. (b) Profil d’intensité spectrale. (c) et (d) comparaison entre l’expérience
similaire (lignes noires) et simulation numérique en prenant en compte les pertes de fibres li-
néaire (losanges bleus). Notez également que les profils d’intensité expérimental et simulé sont
normalisés à la puissance moyenne d’entrée P0.

Pour compléter la caractérisation expérimentale, des mesures spectrales ont également été
effectuées (voir figure 2.42(b,d)). La génération multiple des bandes latérales est clairement
observée par rapport au spectre initial du peigne de fréquence. L’excellent rapport signal sur
bruit dans nos expériences permet de satisfaire quantitativement les prédictions théoriques sur
une dynamique de 40 dB. On notera également que la modulation de fréquence du spectre est
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ωmod,2 (soit une fréquence de modulation de 20 GHz), cela correspond à la période temporelle du
pic central de la solution de second ordre. L’évolution expérimentale complète dans le domaine
des fréquences est représentée sur la figure 2.43(a). Un fort élargissement spectral se produit
lorsque la solution de second ordre atteint son maximum de compression temporelle et de pic
d’intensité maximum. De même, dans des études précédentes des breathers d’Akhmediev, nous
confirmons que la compression temporelle est associée à une localisation spatiale accrue du trans-
fert d’énergie à des ordres supérieurs des bandes latérales. L’accord ici entre l’évolution spectrale
enregistrée expérimentalement et la solution théorique est excellent (voir figure 2.43(b)).

Figure 2.43 – Évolution de la solution de second ordre dans le domaine des fréquences en
fonction de la distance de propagation. (a) Expériences. (b) Solution analytique donnée par
l’équation (2.19). Notons que les dimensions de distance et fréquence sont normalisées afin de
faire une meilleure comparaison avec la théorie.

2.7 Conclusion
Dans les première et seconde parties, nous avons vu les différentes solutions analytiques de

solitons sur fond continu de premier et second ordre, ainsi que leurs représentations graphiques
qui nous permettent de repérer une forme caractéristique. À partir de ces solutions, nous avons
imaginé des expériences afin de les générer dans une fibre optique de manière idéale. C’est pour-
quoi dans la troisième partie, nous avons pu voir les simulations numériques de la mise en forme
d’intensité et de phase du spectre à la distance ξ = 0 et à ξ = −1.5, également utilisé comme
condition initiale pour les simulations de propagation. Les comparaisons des simulations avec
les solutions analytiques ont permis de vérifier la faisabilité de nos expériences. De plus dans
la cinquième partie, nous avons étudié les impacts et les effets néfastes relatifs aux expériences.
Enfin, dans la dernière partie, nous avons mis en œuvre les différentes expériences nécessaires
pour vérifier l’impact de la phase, mais aussi la génération des solutions de premier ordre di-
rectement après le filtre. Enfin, une génération par étape a permis de reconstituer l’évolution
de la solution de second ordre. Tous les résultats obtenus montrent de très bons accords avec
les simulations numériques menées. Cependant, les résultats correspondent au cas de génération
idéale, nous verrons dans le chapitre suivant des cas plus proches de conditions réalistes avec du
bruit, des pertes plus importantes et un système un peu plus perturbé.
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Chapitre 3 : Vers la génération et l’interaction de solitons sur fond continu dans un système
physique "réaliste"

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il était possible de générer des solutions de
manière idéale que ce soit en optique dans le cadre de cette thèse, mais aussi également en
hydrodynamique pour les solutions de premier ordre ou d’ordre supérieur [1–3]. Ce type de gé-
nération idéale est peu représentatif de ce qui pourrait se faire dans la nature, mais constitue
une démonstration de l’existence de ces solutions. En effet, nous pouvons utiliser des conditions
initiales approchées afin de les générer. Cependant si les premières observations des solutions de
premier ordre ont été confirmées dans différents domaines au cours des dernières années [1, 4–8],
aucune expérience n’a été réalisée afin de révéler une interaction synchronisée entre ces solutions
de premier ordre. En revanche, les interactions de solitons standards ont été étudiées en détails
[9], et sont connues pour leur collision élastique. Il est intéressant de noter également que des
structures cohérentes non-linéaires sont également connues pour coexister avec la turbulence
d’ondes. Même en présence de phases aléatoires liées à l’étude des ondes incohérentes, diverses
simulations numériques ont montré l’émergence spontanée d’ondes localisées cohérentes (même
des solutions rationnelles de l’équation de Schrödinger non-linéaire) à partir d’un environnement
turbulent [10–13]. Il est donc d’une importance fondamentale d’examiner l’approche cohérente
et déterministe à la compréhension de phénomène extrême ondulatoire dans les conditions océa-
niques réalistes [14, 15]. À cet égard, il est intéressant de mentionner la récente observation des
solitons rationnels qui peuvent expliquer les vagues scélérates avec une amplitude plus élevée en
eau profonde [16, 17]. Cependant, ces solutions d’ordre supérieur peuvent être interprétés comme
une superposition non-linéaire de deux ou plus solutions de premier ordre [18]. Ainsi, comme
alternative à la génération de manière idéale de nos solutions de second ordre, nous pouvons
considérer la collision de solutions périodiques de premier ordre de l’équation de Schrödinger
non-linéaire. Ces structures de premier ordre, des breathers d’Akhmediev, seront également gé-
nérés de manière non-idéale, c’est-à-dire en utilisant une condition initiale approchée à la solution
analytique comme cela a déjà été fait lors des premières observations en optique [8, 19].

Nous verrons ainsi dans la première partie une étude numérique de la génération non idéale
avec une excitation à une seule bande latérale de l’onde continue (1 + exp(iΩt)) pour chaque
breather d’Akhmediev. Nous déterminerons également la condition initiale totale afin d’exciter
deux breathers d’Akhmediev différents de manière simultanée et qui peuvent entrer en collision.

Dans une seconde partie, nous comparerons les solutions analytiques avec les solutions gé-
nérées de manière non idéale afin de vérifier la faisabilité et l’intérêt de cette méthode. Ensuite,
nous étudierons les différents impacts que nous pourrons retrouver dans les expériences, à savoir
les conditions initiales avec l’impact du spectre initial, de la puissance moyenne initiale, ou en-
core de la phase relative entre les composantes spectrales, enfin, nous analyserons l’impact des
pertes linéaires de la fibre.

Enfin, dans la dernière partie, nous effectuerons la génération expérimentale des solutions de
premier ordre et de second ordre. Nous verrons en détails le montage expérimental permettant
de réaliser les mesures et observations. Nous comparerons nos enregristrements aux simulations
numériques et aux solutions analytiques.

3.1 Simulation numérique de la génération de solutions d’une
manière non idéale

Si en laboratoire, nous n’avons pas les moyens de réaliser une mise en forme idéale pour
générer des solutions de l’équation de Schrödinger, c’est-à-dire avec un filtre optique program-
mable en phase et en intensité, il existe une autre possibilité pour générer ces solutions. Il suffit
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alors de propager une condition initiale approchée de la solution analytique. Cependant, la gé-
nération de la solution de second ordre n’est pas évidente, car la mise en forme est beaucoup
plus complexe [7, 19, 20]. On a pu voir que les solutions de second ordre sont des superposi-
tions non-linéaires des solutions de premier ordre, l’idée est alors de stimuler deux solitons sur
fond continu de premier ordre et qu’ils entrent en collision lors de la propagation non-linéaire.
Nous verrons dans cette partie comment stimuler d’abord ces solutions de premier ordre. En
effet, comme nous pouvons voir sur le schéma de la figure 3.1, nous utiliserons une source laser
particulière permettant d’avoir un peigne de fréquence. Ensuite, nous utiliserons un filtre per-
mettant d’obtenir trois composantes spectrales (une centrale qui fera office d’onde continue, et
deux autres qui seront les fréquences de perturbations de l’onde continue). Puis nous injecterons
cela dans une fibre SMF ayant pour caractéristique suivante : β2 = −20 ps2.km−1, un coefficient
non-linaire γ = 1.2 W−1.km−1 et nous considérerons dans cette partie que la fibre n’a pas de
pertes. Les mesures des profils temporels et spectraux seront réalisés à l’aide d’un oscilloscope à
échantillonnage optique (OSO) et d’un analyseur de spectre optique (OSA), mais nous verrons
plus en détail le montage expérimental dans la partie 3.4.1.

Figure 3.1 – Schéma du dispositif expérimental. SMF : fibre monomode (SMF-28), OSO :
oscilloscope à échantillonnage optique, OSA : analyseur de spectre optique.

3.1.1 Le breather d’Akhmediev

La génération de breathers d’Akhmediev est l’une des plus simples à effectuer de manière non
idéale, en effet cela a déjà été démontré expérimentalement avec une condition approchée. L’ex-
pression analytique du breather d’Akhmediev est celle que nous avons pu voir dans le chapitre
2, avec l’équation (2.3). Afin de générer de manière approchée la condition initiale, on utilise une
onde continue faiblement modulée avec le champ défini par : ψ(0, t) = 1 + δmod cos(ωmodt), où
δmod et ωmod sont respectivement l’amplitude et la fréquence de modulation. Le deuxième moyen
est d’utiliser l’approximation par une exponentielle complexe qui permet également d’avoir une
modulation, seulement celle-ci sera asymétrique du point de vue spectral. En effet, le champ
est alors défini par ψ(0, t) = 1 + δmod exp(iωmodt), où δmod et ωmod sont respectivement l’ampli-
tude et la fréquence de modulation, qui sont identiques à la condition initiale précédente. Nous
utilisons une amplitude de 0.49, ceci ne correspond pas à une faible modulation, mais cette
amplitude correspond à l’excitation requise par l’expérience. De plus, nous vérifierons que des
breathers d’Akhmediev sont bien générés dans ces conditions (voir figure 3.7).

Nous pouvons voir sur la figure 3.2 les différentes évolutions temporelles et spectrales de
la solution analytique, mais aussi des deux conditions initiales approchées (sinusoïdale, et ex-
ponentielle complexe) avec une fréquence de 40 GHz. Les breathers générés ont un paramètre
a= 0.34 avec les propriétés de la fibre et une puissance moyenne de 831 mW. Les évolutions
des simulations numériques ont été décalées de façon à avoir la distance 0 qui correspond au
maximum de compression.
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Figure 3.2 – (a-c) Évolution spatio-temporelle. (d-f) Évolution spatio-fréquentielle. (a,d) solu-
tion exacte du breather d’Akhmediev. (b,c,e,f) Simulation numérique de la propagation de la
condition non idéale (b,e) perturbation sinusoïdale avec une amplitude de 0.49, (c,f) perturbation
exponentielle avec une amplitude de 0.49.

Ainsi, pour l’évolution sinusoïdale, nous avons décalé de 1.5 longueur non-linéaire et pour
l’exponentielle de 1.6. Nous pouvons voir que la solution exacte du breather montre qu’un seul
cycle de croissance/décroissance, en effet, il a une période spatiale infinie. Seulement, pour les
cas sinusoïdal et exponentiel, nous avons une récurrence dans la compression des breathers ceci
est dû à la condition initiale imparfaite. Nous retrouvons celle-ci après chaque cycle de compres-
sion. Étant donné que celle-ci permet l’apparition du breather, le fait de retrouver la condition
initiale imparfaite permet de relancer la dynamique de génération des breathers d’Akhmediev.
On note toutefois deux différences entre les deux méthodes, avec la stimulation sinusoïdale nous
avons une solution bipériodique (en temps et en espace). Il en est de même avec l’exponentielle,
mais les périodes ne sont pas les mêmes. En effet pour la stimulation exponentielle, il faudra
plusieurs récurrences du breather afin d’avoir à nouveau le maximum du breather au même
temps . De plus, la particularité du breather généré par la condition initiale exponentielle est
que le spectre initial possède une asymétrie. C’est pourquoi les breathers se déplacent avec un
certain angle (différence de vitess de groupe). Ceci est dû aux premières étapes de la croissance
des différentes composantes lors de la propagation qui induit une vitesse moyenne de groupe
distincte par rapport à la stimulation sinusoïdale. Mais de manière globale, on peut noter que la
dynamique entre les deux stimulations reste similaire, en effet, nous avons dans le spectre une
croissance des composantes avant et une décroissance après l’apparition du maximum d’inten-
sité du breather d’Akhmediev. Grâce au contrôle de l’inclinaison des breathers, il est alors aisé
de penser qu’utiliser deux breathers ayant une vitesse de groupe qui les oppose permettra plus
facilement de créer la collision.

3.1.2 Les solutions de deuxième ordre

Pour réaliser une collision de deux breathers d’Akhmediev, nous ferons une superposition de
deux ondes modulées avec des fréquences différentes afin de bien créer deux breathers d’Akh-
mediev distincts. Nous avons vu dans la partie précédente qu’il faut utiliser une stimulation
exponentielle afin d’envisager une collision. Pour créer nos ondes, nous avons à disposition une
source laser à 20 GHz qui nous permet d’avoir un peigne de fréquence avec des composantes
tous les 20 GHz. On utilisera alors un système de filtre passe-bande afin de n’avoir que trois
fréquences, celle centrale et une de chaque côté de la pompe. Ainsi, notre choix s’est porté sur
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un breather à 40 GHz (situé à -40 GHz de la fréquence centrale) et un autre à 60 GHz (situé à
+60 GHz de fréquence centrale). Avec ce choix de fréquences de modulation, les paramètres de
la fibre optique ainsi que la puissance moyenne utilisée (ici 831 mW), nous avons des breathers
ayant un paramètre a respectivement de 0.34 et de 0.14. Suite à cela, nous réalisons des séries
de simulation pour trouver la modulation idéale initiale afin d’avoir une collision efficace et le
maximum d’intensité crête. Nous pouvons ainsi simuler les trois filtres passe-bandes en utili-
sant un champ correspondant directement au résultat que nous donneraient les filtres. Ainsi la
condition initiale est la suivante : ψin = 1 + δmod1 exp(−iω1t) + δmod2 exp(iω2t), où 1 et 2 cor-
respondent respectivement à la fréquence de modulation à 40 GHz et 60 GHz. Les amplitudes
de modulation sont définies par : δmod1,2 = 1 − A1,2, où A est une valeur comprise entre 0 et
100% qui correspond à l’atténuation de la composante spectrale sur laquelle nous appliquons
le filtre, on note que la fréquence centrale n’est pas modifiée. Nous pouvons voir les résultats
obtenus pour l’intensité maximale de la collision sur la figure 3.3, où A1,2 est respectivement
l’atténuation pour la modulation à 40GHz et à 60GHz.

Figure 3.3 – Cartographie du maximum d’intensité (propagation sans pertes) en fonction de
l’atténuation A1 et A2 des filtres passe-bande positionnés à -40GHz et +60GHz de la fréquence
centrale.

Figure 3.4 – Évolution temporelle individuelle des breathers d’Akhmediev à 40 GHz avec un
paramètre a égal à 0.34 (a) et à 60GHz avec un paramètre a égal à 0.14 (b).
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Sur la figure 3.3, nous pouvons voir toute une zone où l’intensité dépasse 9 W, ce qui corres-
pond a une structure qui est supérieure au soliton Peregrine (9x831 mW), mais on va surtout
s’intéresser à un point particulier qui est le couple (51%, 4%) symbolisé par l’étoile. Il correspond
à une amplitude de modulation de 0.49 et 0.96 pour les breathers à 40 GHz et 60 GHz respecti-
vement. Nous pouvons voir leurs évolutions respectives sur la figure 3.4. Ainsi, nous voyons bien
que chacun des deux breathers a une vitesse de groupe différente qui est due au signe opposé de
leur fréquence de perturbation relative à l’onde continue.

Afin de créer la collision, il suffit alors de mettre en forme un spectre qui permet la superposi-
tion des deux ondes modulées. Nous pouvons ainsi voir la condition initiale que nous utiliserons
(voir figure 3.5) afin de générer la solution de second ordre issu de la collision entre deux brea-
thers d’Akhmediev. Sur cette figure, nous pouvons voir le spectre de la condition initiale ainsi
que le profil temporel qu’on injectera dans la fibre expérimentalement afin de recréer la collision.

Figure 3.5 – Profil temporel (a) et spectral (b) de la condition initiale pour générer une collision
de deux breathers.

Figure 3.6 – Évolution temporelle (a) et fréquentielle (b) de la simulation numérique de la
propagation de la condition initiale définie par la figure 3.5.

En utilisant les conditions initiales de la figure 3.5, nous pouvons simuler la propagation de
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3.1 Simulation numérique de la génération de solutions d’une manière non idéale

celle-ci dans une fibre de 5 km (ou 5 longueurs non linéaires, car avec les paramètres utilisés,
1 longueur non linéaire est égale à 1 km). Nous avons l’évolution temporelle et fréquentielle en
fonction de la distance de propagation sur la figure 3.6. Les différents profils ont été normalisés
afin de pouvoir comparer plus facilement à la théorie. De plus, la puissance a été normalisée
par rapport à la puissance moyenne initiale de telle façon que la puissance moyenne soit égale
à 1. Sur cette figure, nous pouvons voir également les différents breathers se former et rentrer
en collision à une distance ξ = 4. On peut également voir le spectre qui subit un élargissement
important au niveau de la collision des deux breathers. On atteint une valeur d’intensité maxi-
mum de 15. Nous pourrons voir les comparaisons des résultats des simulations avec les solutions
analytiques dans la dernière partie de ce chapitre (voir partie 3.2).

Dans notre cas, nous avons utilisé des fortes amplitudes pour générer nos breathers rapi-
dement et éviter l’impact néfaste des pertes de propagation. Cependant, d’un point de vue
théorique, les breathers se génèrent avec une faible amplitude de modulation, contrairement aux
solitons de KM qui eux doivent avoir une forte amplitude de modulation [6].

Figure 3.7 – Comparaison entre un breather d’Akhmediev (trait discontinu bleu), un soliton
KM (trait discontinu noir) et la simulation numérique de notre condition initiale (trait continu
vert). (a) Breather à 40 GHz, (b) Breather à 60 GHz.

Nous pouvons voir sur la figure 3.7 une comparaison entre le résultat de notre génération
et la solution analytique pour nos paramètres a choisis et le soliton KM. Pour déterminer le
paramètre a du soliton KM, on utilisera le fait que l’onde initiale doit être de la forme suivante :
ψ(0, t) =

√
P0 +

√
P0((

√
2aKM − 1)(1 + cos(ωmodt)), ce qui nous permet de définir un minimum

obtenu par
√
P0 et le maximum obtenu par

√
P0 + 2

√
P0(
√

2aKM − 1), soit une expression pour
aKM de :

aKM = 1
2

(
Imax + Imin

2Imin

)2
(3.1)

où Imin et Imax sont obtenu à l’aide de la condition initiale. Les valeurs de a ensuite obtenues
nous permettent alors d’avoir la solution analytique correspondante (équation (2.12)). On peut
également utiliser l’expression analytique suivante :

Ψmax(τ) = 1 + 2(1− 2a)√
2a cosh(τ/∆τ )− 1

(3.2)

où ∆τ = 1
2
√

(2a−1)
. Avec cette expression analytique, il devient alors aisé de comparer notre

breather obtenu par simulation et l’expression analytique au maximum de compression. Étant
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donné qu’on souhaite uniquement comparer la forme des différents résultats, les résultats sont
normalisés. D’après la figure 3.7, malgré les faibles différences pour le cas 40GHz, nous avons
bien des breathers d’Akhmediev et non des solitons KM.

Nous avons pu voir dans cette partie tout d’abord la simulation de deux méthodes d’ex-
citation de breathers, et ensuite le moyen de réaliser une collision entre eux. Les différentes
simulations n’ont pas pris en compte les pertes ou diverses modifications possibles telles que la
modification de la condition initiale avec la phase, l’incertitude sur les intensités des composantes
spectrales ou sur la puissance initiale de notre onde.

3.2 Comparaison entre les solutions analytiques et les simula-
tions numériques avec une excitation non idéale

On a pu voir dans le chapitre 2 qu’avec la génération de manière idéale les différences avec les
solutions exactes étaient minimes. Cependant, on a également vu qu’il était possible de générer
des solutions de manière non idéale. On peut donc voir sur la figure 3.8 la comparaison entre
la solution analytique et la génération du breather par stimulation sinusoïdale (en haut sur la
figure) ou exponentielle (en bas sur la figure).

Figure 3.8 – Comparaison au maximum de compression du profil temporel (a,c) et spectral
(b,d) entre la solution d’un breather d’Akhmediev (en bleu) et la simulation (en vert) avec une
perturbation sinusoïdale (a,b), la solution d’un breather d’Akhmediev (en bleu) et la simulation
(en vert) avec une perturbation exponentielle (c,d).

On peut remarquer que la stimulation sinusoïdale donne des résultats très proches de la
solution analytique au maximum de compression. Quant à l’utilisation d’une stimulation expo-
nentielle, elle permet d’avoir un spectre légèrement plus large dû à une compression temporelle
plus importante (intensité crête supérieure). On remarque aussi que nous avons une légère asy-
métrie due à la condition initiale. Nous avons également réalisé une superposition des conditions
initiales non-idéales menant à la collision de deux breathers d’Akhmediev (voir sur la figure 3.9,
pour a1 = 0.34 et a2 = 0.14).
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3.2 Comparaison entre les solutions analytiques et les simulations numériques avec une
excitation non idéale

Figure 3.9 – Évolution temporelle (a,b) et spectrale (c,d) de la solution analytique (a,c) et
de la simulation numérique (b,d) de la collision de deux breathers d’Akhmediev (a1 = 0.34 et
a2 = 0.14).

Figure 3.10 – Comparaison des profils temporels (a) et des profils spectraux (b) à ξ = 0 de
la solution analytique (en bleu) et de la simulation numérique (en vert) de la collision de deux
breathers d’Akhmediev (a1 = 0.34 et a2 = 0.14).

Malgré quelques différences de la dynamique de propagation, nous avons à la position ξ = 0
la génération de la structure de second ordre due à la collision. Nous avons placé l’origine de
telle façon à ce qu’elle corresponde au maximum de compression, la condition initiale est alors à
ξ = −4. On remarque qu’au niveau de cette position nous avons également un spectre très large
qui est très semblable à la théorie. Avec la figure 3.10, nous nous rendons compte plus facilement
des similitudes ou différences entre les profils au niveau de la collision. Nous pouvons voir que
le spectre est plus élargi sur l’un des deux côtés (du côté des hautes fréquences), cela s’explique
par les conditions initiales asymétriques. De plus, nous pouvons voir que la structure générée
possède la même forme surtout au centre, le fond continu est similaire à certains endroits. Le fait
que nous ayons pris une condition initiale non idéale ne permet pas d’obtenir avec exactitude la
solution de second ordre, mais permet de s’en rapprocher très fortement.
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3.3 Les différents impacts d’une excitation réaliste des solutions
Lors de nos simulations précédentes, nous n’avons pas pris en compte certains aspects qui

pourraient intervenir lors de nos expériences, en effet, les simulations numériques basées sur
l’équation de Schrödinger non linéaire sont effectuées sans tenir compte des pertes linéaires de
propagation. Les simulations sont généralement présentées dans un cadre idéal, or nous pouvons
supposer quelques incertitudes sur les conditions initiales .

3.3.1 L’impact des conditions initiales

L’impact des conditions initiales est crucial, en effet, nous pouvons avoir des modifications
du spectre initial, mais aussi de la puissance, ou encore une modification de la phase spectrale,
qui peuvent changer toute la dynamique non-linéaire. Dans cette partie, nous étudierons ainsi
l’importance des conditions initiales et leurs impacts sur la collision de deux breathers.

3.3.1.1 Impact du spectre initial

Comme nous avons pu voir dans la partie 3.1.2, le choix du point de fonctionnement s’est
fait au pour cent près, afin d’optimiser au mieux le maximum d’intensité de la collision entre
les deux solutions de premier ordre. Cependant, si on regarde la figure 3.3, on peut voir qu’une
assez grande zone permet une collision efficace. En effet, nous pouvons modifier légèrement l’at-
ténuation sans pour autant perdre trop en intensité maximum. Cependant, le fait de changer les
atténuations modifie l’efficacité de la collision. Moins elle sera efficace, et moins elle possédera
la forme d’une solution de second ordre. C’est pourquoi, expérimentalement, le réglage devra
être précis. Nous pouvons voir l’effet de variations de de 10% des raies spectrales à la figure 3.11
par rapport à la collision déterminée précédemment. Malgré la propagation similaire sur les 2
premières longueurs non-linéaires, nous avons ensuite des évolutions qui sont assez différentes
pour les deux collisions peu efficaces. De plus, l’apparition de la structure résultant de l’inter-
action des breathers apparait soit beaucoup plus loin ou un peu en avance (soit ξcollision + 0.8
ou ξcollision − 0.2) par rapport à la distance de collision prévue. On peut voir que l’impact du
réglage de nos filtres peut entrainer la non-observation du phénomène de collision entre deux
breathers d’Akhmediev.

Figure 3.11 – Simulation numérique de la propagation de deux breathers (a1 = 0.34 et a2 =
0.14) avec différentes atténuations sur les composantes spectrales. (a) 51% - 4%. (b) 61% - 4%.
(c) 51% - 14%.
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3.3.1.2 Impact de la puissance initiale

Dans la mise en forme du spectre optique, la puissance moyenne initiale est un autre para-
mètre important. En effet, les conditions de la collision concernent deux breathers bien spéci-
fiques, or le paramètre a est aussi déterminé par la puissance moyenne initiale.

Figure 3.12 – Évolution du profil temporel à z=4 km en fonction de la puissance moyenne
initiale en dBm.

Toutefois, comme nous avons pu le voir dans la partie de la génération des solutions de second
ordre, nous devons fixer les paramètres a de nos breathers et ensuite rechercher la condition
initiale afin d’avoir la collision. Seulement, si la puissance initiale est modifiée, on aura alors
une modification des paramètres a et ainsi une altération de la collision entre les structures. On
peut ainsi voir sur la figure 3.12 l’évolution numérique du profil temporel à 4 km en fonction
de la puissance initiale. Sur cette figure, on distingue clairement que la collision est très efficace
seulement à 29.2 dBm ce qui correspond à 831 mW. Le maximum d’intensité est donc obtenu
pour 15× 0.831 W ' 12.5 W , 15 correspondant au maximum d’intensité normalisé.

3.3.1.3 Impact de la phase spectrale initiale relative

De même, lors de la collision de deux breathers d’Akhemediev, la phase spectrale va jouer
un rôle majeur puisque celle-ci peut annihiler ou non la collision. On va alors modifier la phase
spectrale en lui appliquant une modification avec le filtre programmable uniquement sur une
seule composante (celle à -40 GHz de la fréquence de la pompe). Nous pouvons voir sur la figure
3.13 que la collision n’existe que sous certaines conditions.

La périodicité de la collision est donnée par l’expression suivante : ∆φ = 2kπ|ω1 − ω2|
ω2

. Où
k est un entier et ω1 correspond à la fréquence de modulation sur laquelle nous modifions la
phase spectrale, et ω2 est la deuxième fréquence de modulation qui n’est pas impactée. Ainsi,
la périodicité afin de retrouver la collision est de 2kπ

3 . On peut voir sur la figure 3.13, que nous

retrouvons la collision deux fois dans l’intervalle de 2π, soit une période de 2π
3 .
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Figure 3.13 – Évolution du profil temporel à ξ = 4 (ou 4 km dans notre cas) en fonction de la
phase appliquée sur la composante à -40 GHz de la fréquence pompe.

3.3.2 L’impact des pertes

Les pertes jouent un rôle néfaste sur la génération de solitons sur fond continu, et quelle
que soit la méthode d’excitation. En effet, les pertes ont un impact très fort sur la distance
de compression maximale du breather, et sur leur propagation en générale. Comme on peut
voir sur la figure 3.14 (réprésentation avec des paramètres normalisés), nous avons à gauche la
simulation numérique de la propagation afin d’obtenir la collision sans perte, et à droite lorsque
nous prenons en compte les pertes. Nous remarquons la perte d’intensité lumineuse lors de la
collision, celle-ci n’est plus aussi efficace dû à la propagation modifiée des breathers.

Figure 3.14 – Simulation numérique de la collision dans le domaine temporel sans pertes (a),
avec pertes (b).

Nous devons alors modifier les différentes valeurs d’atténuation des filtres passe-bandes qui
sont situés à -40 GHz et +60 GHz de la composante centrale afin de compenser l’impact des
pertes et donc optimiser la collision à nouveau. Nous pouvons voir le résultat du maximum
d’intensité de la collision en fonction des différentes atténuations sur les filtres sur la figure
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3.15. Nous pouvons déterminer un nouveau point de fonctionnement qui est montré par l’étoile
blanche qui est positionnée à 46% - 4%. Cela nous donne alors des amplitudes de modulation
de 0.54 - 0.96 pour les modulations à 40 GHz et à 60 GHz.

Figure 3.15 – Cartographie du maximum d’intensité avec les pertes en fonction de l’atténuation
A1 et A2 des filtres passe-bande positionnés à -40GHz et +60GHz de la fréquence centrale.

En utilisant les paramètres déterminés à partir de la figure 3.15, nous pouvons effectuer une
nouvelle simulation de propagation (voir figure 3.16(b)). Nous comparons le résultat avec les
anciens paramètres.

Figure 3.16 – Simulation numérique de la propagation avec perte en prenant 51% - 4% (a) et
46% - 4% (b) d’atténuation sur les filtres situé à -40GHz et à 60GHz.

Nous pouvons voir sur cette figure que la collision est de nouveau efficace avec les nouveaux
paramètres. La collision s’effectue légèrement plus tôt dans la fibre optique, au lieu d’être à
ξ = 4, elle est à ξ = 3.8. Nous pouvons voir sur la figure 3.17 la comparaison des profils
temporels (les profils d’intensité sont normalisés par rapport à la puissance moyenne initiale)
entre les deux couples d’atténuations sur les filtres. Le premier correspond aux paramètres 51%
- 4% d’atténuations qui sont ceux que nous avions choisis sans les pertes. Quant au second jeu
46% - 4% , il correspond à la prise en compte des pertes.
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Figure 3.17 – Comparaison des profils temporels de la collision à ξ = 3.8. En bleu, les filtres à
51% - 4%. En vert, les filtres à 46% - 4%.

Cette modification permet d’obtenir une collision beaucoup plus efficace. Nous avons pu
voir que les pertes ne sont pas du tout négligeables, mais permettent malgré tout d’observer les
phénomènes voulus et d’envisager confortablement les expériences.

3.4 Expériences sur l’excitation non-idéale des solitons sur fond
continu

3.4.1 Le montage expérimental

Les simulations précédentes de l’équation de Schrödinger non-linéaire ont permis de concevoir
des expériences où le phénomène de collision entre deux breathers d’Akhmediev peut être testé
pour la première fois.

Figure 3.18 – Montage de la collision de deux breathers d’Akhmediev. Avec 3 étages : Géné-
rateur de peigne de fréquence, filtre, propagation non linéaire.ECL : Diode laser externe, PM :
modulateur de phase, IM : modulateur d’intensité, EDFA : amplificateur fibre dopée Erbium,
SMF : fibre monomode (SMF-28), Waveshaper : filtre optique programmable, OSO : oscilloscope
à échantillonnage optique, OSA : analyseur de spectre optique, RF : signal radiofréquence.
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Le dispositif expérimental est représenté sur la figure 3.18 avec des composants des télé-
communications optiques. Ce type de montage a déjà été éprouvé lors d’expériences sur les
solitons sur fond continu [5, 6, 8, 21]. En particulier, nous avons utilisé la mise en forme simple
d’un peigne de fréquence optique pour synthétiser des conditions initiales avec des modulations
choisies de l’onde continue. Cela correspond à une superposition de trois diodes lasers avec des
longueurs d’onde différentes. Le peigne de fréquence initial est généré par l’utilisation d’une
source d’impulsions ayant pour taux de répétition 20 GHz centré à 1550 nm. Nous aurons re-
cours à la même source laser que dans le chapitre 2, nous utilisons la compression non-linéaire
d’un battement sinusoïdal dans une fibre optique standard des télécommunications (SMF-28)
[22]. Le spectre d’une telle source d’impulsions peut être approché comme une série de fonctions
de Dirac séparées par la fréquence de répétition. La largeur de l’enveloppe du peigne dépend de
la compression non-linéaire de la première onde continue modulée. On utilisera un filtre optique
programmable, ici dans ce cas présent, nous contrôlerons les amplitudes de nos raies spectrales,
et également de la phase relative entre les raies. Le filtre optique nous permettra de garder uni-
quement la fréquence pompe ainsi que les fréquences situées à -40 GHz et 60 GHz de la fréquence
centrale. Nous obtenons ainsi une superposition de deux exponentielles complexes perturbant
l’onde continue pompe. Une fois la génération de la condition initiale effectuée, nous utilisons
un amplificateur à fibre dopée Erbium (EDFA) qui permet d’amplifier la puissance moyenne de
l’onde continue modulée jusqu’à 1.1 W. On note que pour atténuer les effets de la rétrodiffusion
Brillouin, un modulateur de phase est déjà utilisé dans la source laser permettant de générer le
peigne de fréquence. Enfin, comme dans le chapitre 2, les profils d’intensités sont caractérisés
par un oscilloscope à échantillonnage optique ultrarapide (OSO) avec une résolution inférieure à
la picoseconde et un analyseur de spectre optique (OSA) avec une résolution de 2.5 GHz. L’onde
modulée et amplifiée est alors injectée dans une fibre optique standard (SMF-28) avec une dis-
persion de vitesse de groupe β2 = −20 ps2.km−1, un coefficient non linéaire γ = 1.2 W−1.km−1,
et les pertes de la fibre αdB = 0.2 dB.km−1.

3.4.2 Mesures et observations expérimentales

Nous avons effectué des simulations numériques intensives afin de déterminer tous les para-
mètres du champ initial A(z = 0, t) et la distance de collision. Ainsi, nous avons pu déterminer la
condition initiale comme étant la superposition de deux exponentielles complexes dont le champ
de l’entrée est A(z = 0, t) =

√
P0 [1 + δ1 exp(iωmod,1t) + δ2 exp(iωmod,2t)]. Tout comme dans le

chapitre 2, nous utilisons le même formalisme afin de passer des dimensions avec des unités
physiques à des dimensions normalisées. Afin d’adapter au mieux les résultats des simulations,
nous avons utilisé l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée (GNLSE, dont nous avons
pu voir une description dans le chapitre 1, partie 1.2.2.2), voir l’équation 3.3, car elle est connue
pour fournir une description précise de la propagation de l’enveloppe du champ A(z, t) dans les
fibres optiques [23].

∂A

∂z
= −α2A− i

β2
2
∂2A

∂t2
+ β3

6
∂3A

∂t3
+ iγ

(
1 + i

ω0

∂

∂t

)(
A(z, t)

∫ +∞

−∞
R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′

)
(3.3)

Dans cette équation, nous utilisons également le terme de troisième ordre de dispersion (β3 =
0.12 ps3km−1). Nous pouvons noter que les simulations de l’équation de Schrödinger non linéaire
généralisée permet de prendre en compte des conditions expérimentales supplémentaires, telles
que l’émission spontanée de l’amplificateur avec le bruit phénoménologique d’un photon par
mode pour modéliser le bruit quantique.
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Figure 3.19 – Schéma des conditions initiales dans le domaine spectral.

Nous avons vérifié que seul l’effet des pertes de la fibre affecte de manière significative les
résultats précédents avec le modèle standard de l’équation de Schrödinger non-linéaire. Nous
rappelons que nous avons utilisé les paramètres suivants dans nos simulations et dans les ex-
périences : la puissance moyenne P0 = 0.83 W , les bandes latérales : ωmod,12π = −40 GHz et
ωmod,2

2π = 60 GHz (soit des paramètres généralisés a1 = 0.34 et a2 = 0.14). Ainsi, d’après nos
simulations, et l’étude de l’impact des pertes, nous pouvons déterminer l’amplitude de modu-
lation de nos bandes latérales, soit δ1 = 0.54 et δ2 = 0.96, ces conditions initiales sont alors
visibles sur le schéma de la figure 3.19. Enfin la collision s’effectue à z = 3.8 km. Par la suite,
les profils temporels et spectraux seront étudiés à la sortie d’un segment de fibre de 3.8 km.

3.4.2.1 Breathers d’Akhmediev

La première étape dans cette expérience a été de vérifier que des breathers d’Akhmediev
étaient générés indépendamment lorsque nous utilisons uniquement l’une des deux fréquences
de perturbation. Sur la figure 3.20, nous présentons les profils temporels d’intensité de sortie
enregistrés. Sur la figure 3.20(a), la génération du breather d’Akhmediev (a = 0.34), est en très
bon accord avec la simulation numérique de l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée.
Il en est de même pour le breather d’Akhmediev (a = 0.14) que nous pouvons voir sur la figure
3.20(b).
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Figure 3.20 – Profils temporels d’intensité obtenus après 3.8 km de propagation pour les brea-
thers d’Akhmediev indépendants. (a) a1 = 0.34. (b) a2 = 0.14. Profils expérimentaux (points
rouges) comparés aux simulations numériques de l’équation de Schrödinger non-linéaire généra-
lisée (ligne bleue).

L’utilisation d’une perturbation de type exponentielle complexe permet ainsi de générer les
breathers d’Akhmediev tout autant qu’avec une perturbation sinusoïdale. Nous remarquons que
l’intensité de nos breathers d’Akhmediev, lorsqu’il n’y a aucune interaction entre les deux, ont
des intensités crêtes "faibles".

3.4.2.2 La collision des breathers d’Akhmediev

Ainsi, nous avons vu qu’afin de créer une intensité crête nettement supérieure à celle que
nous pouvons obtenir avec des solutions de premier ordre, il faut faire intervenir leur interaction
et notamment un processus de collision synchronisé. La figure 3.21(a,c) présente les conditions
initiales d’excitation de la collision de deux breathers. Les mesures des profils temporel et spec-
tral d’intensité sont effectuées en sortie de fibre optique à z = 3.8 km, , ces résultats sont
donnés sur la figure 3.21(b,d). Nous pouvons voir que nous avons un très bon accord entre nos
expériences et nos simulations qui ont permis d’établir la distance de collision et de prédire la
forme de la structure résultante. On voit ainsi clairement des pics d’intensité beaucoup plus
importants parmi tout le "fond continu", on a aussi une intensité crête qui est beaucoup plus
élevée qu’avec des breathers d’Akhmediev simples. On note également que la périodicité du phé-
nomène de collision est liée à la différence entre les fréquences des deux breathers d’Akhmediev,
ici, Tcollision = 2Tmod,1 = 3Tmod,2 = 1

20 = 0.05 ns soit 50 ps.
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Figure 3.21 – Profils d’intensité temporels (a,b) et spectraux (c,d) obtenus avant et après
propagation dans la fibre. (a,c) État initial pour les deux breathers d’Akhmediev (a1 = 0.34 et
a2 = 0.14. (b,d) Onde géante de la collision à 3.8 km. Profils expérimentaux (points/ligne rouge)
comparées aux simulations numériques de l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée
(ligne/cercle bleue) correspondant.

Afin d’évaluer l’observation de la collision de deux breathers d’Akhmediev, nous allons com-
parer les mesures expérimentales avec la théorie en utilisant des variables normalisées. Nous
les comparons également aux simulations sans pertes de l’équation de Schrödinger non-linéaire
standard. Ainsi, comme nous avons pu voir précédemment, la distance de collision prédite est de
ξcollision,NLS = 4, la distance de la collision expérimentale est ξ = zγP0 = 3.8. La distance entre
les deux est relativement proche, ce qui permet de comparer les résultats. Ainsi, nous pouvons
voir sur la figure 3.22(a), les profils temporels normalisés |Ψ(ξ, τ)|2, où ξ correspond à la distance
où a lieu la collision. Outre la présence de lobes latéraux secondaires attribués à une excitation
non-idéale des breathers d’Akhmediev, la principale différence avec la solution idéale est la puis-
sance crête maximale. Un meilleur accord serait possible si on pouvait exciter la collision sur une
distance de propagation beaucoup plus courte. En effet, si nous enlevons le terme de perte dans
l’équation de Schrödinger non-linéaire généralisée nous retrouvons les résultats des simulations
qui ont été faites à partir du modèle standard. Nous notons que la périodicité de la collision
dans le temps est très bien prédite par la théorie. De plus, sur la figure 3.22(b), des mesures
expérimentales dans le domaine spectral (en ligne rouge) ont été effectuées et sont comparées
aux simulations numériques (cercles bleus) correspondant à une échelle logarithmique, nous pou-
vons voir qu’il y a un très bon accord. Nous avons également une comparaison avec le spectre
théorique de la solution (ligne grise), cette solution reproduit bien la décroissance des intensités
des bandes latérales mesurée sur le côté des hautes fréquences. L’origine des divergences sur les
basses fréquences est l’excitation non-idéale et asymétrique de nos breathers d’Akhmediev. Avec
des conditions idéales, nos simulations numériques et nos expériences permettent de retrouver
parfaitement la solution théorique (voir chapitre 2).
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3.4 Expériences sur l’excitation non-idéale des solitons sur fond continu

Figure 3.22 – (a) Comparaison entre les profils de la collision expérimentale (points rouges),
théorie idéale (cercles noirs), simulation de l’équation de Schrödinger non-linéaire (ligne bleue).
À noter qu’ici le profil expérimental a été normalisé à la puissance moyenne de sortie. Le pic
maximum expérimental atteint 11, comme le montre le zoom sur le pic principal. (b) Comparai-
son entre les spectres expérimental (rouge), numérique (cercle bleu), et théorique de la solution
de second ordre correspondante (en gris).

Les résultats que nous avons ici sont très importants, car malgré des pertes, une condition
initiale non-idéale et asymétrique, nous générons de structure d’onde complexe de second ordre.
De plus, cela confirme l’existence possible de structures ayant une puissance crête nettement
supérieure à la puissance crête des solutions sur fond continu de premier ordre (|Ψmax|2 ≥ 9).

3.4.2.3 Impact des conditions initiales

Dans les parties précédentes, nous avons pu voir les résultats d’une collision synchronisée
entre deux breathers d’Akhmediev. En effet, l’intensité maximale n’est obtenue que lorsque
les maximums locaux coïncident dans le plan (ξ, τ) [2]. Deux caractéristiques des breathers
d’Akhmediev excités sont connues pour être cruciale, leur vitesse et la différence de phase entre
les deux. Le contrôle de la différence de vitesse est réalisé par l’ajustement de l’amplitude et
de la fréquence des perturbations initiales. Ici, dans cette partie, nous allons étudier l’impact
des paramètres initiaux tels que la puissance moyenne initiale et la différence de phase entre les
deux breathers.

3.4.2.3.1 Impact de la puissance moyenne

Tout d’abord, nous modifions la puissance moyenne d’entrée P0 de l’onde bi-modulée initiale
autour de la puissance moyenne optimale utilisée avant. Cela a pour effet de modifier les para-
mètres généraux a1 et a2et ainsi que la collision entre les deux breathers d’Akhmediev qui ne se
produit plus efficacement. On peut voir l’évolution du profil temporel à 3.8 km en fonction de la
puissance injectée (allant de 316 mW (25 dBm) à 1.1 W (30.5 dBm)) sur la figure 3.23(b,c), où
nous avons l’évolution expérimentale sur la figure (b) et la simulation sur la figure (c). On peut
alors répertorier la puissance crête maximum en fonction de la puissance moyenne d’entrée, ce
résultat est représenté sur la figure 3.23(a), nous obtenons un très bon accord entre l’expérience
et les simulations. Cette variation de la puissance d’entrée de l’onde bi-modulée conduit à une
modification des distances de compression des breathers d’Akhmediev qui sont excités, et pro-
voque alors un déplacement des maximums localisés dans le plan (ξ, τ). Même si les breathers
peuvent interagir, nous avons pu voir dans le chapitre 2 (figure 2.12) que la modification des
paramètres généraux ne donne pas nécessairement une puissance crête aussi élevée que celle que
nous obtenons avec la puissance moyenne optimale (831 mW).
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Chapitre 3 : Vers la génération et l’interaction de solitons sur fond continu dans un système
physique "réaliste"

Figure 3.23 – (a) Puissance maximum du profil temporel d’intensité enregistré à la sortie de
la fibre en fonction de la puissance moyenne d’entrée de l’onde bimodulée. (b,c) Évolution du
profil d’intensité temporel en fonction de la puissance moyenne initiale. (b) Expériences. (c)
Simulation del’équation de Schrödinger non-linéaire.

3.4.2.3.2 Impact de la phase spectrale

Outre le choix judicieux de la puissance d’entrée et des propriétés des perturbations initiales
décrites ci-dessus, le dispositif expérimental permet de contrôler les phases spectrales de nos
perturbations exponentielles, φ1 et φ2, comme suit :A(z = 0, t) =

√
P0(1+δ1 exp(iωmod,1t+ iφ1)

+δ2 exp(iωmod,2t+ iφ2)). Ainsi, une fois qu’on fixe la phase d’un des deux breathers d’Akh-
mediev, on modifie la différence de phase relative ∆φ = |φ1 − φ2|, pouvant empêcher ainsi la
collision dite "synchronisée". Les simulations numériques correspondantes en utilisant l’équation
de Schrödinger non-linéaire généralisée (voir figure 3.24(b)) permettent de confirmer nos mesures
expérimentales (voir figure 3.24(a)). Nous représentons les profils d’intensité dans le domaine
temporel à la distance de collision (z=3.8 km) en fonction de la phase φ1 qui varie dans la
gamme 0 à 2π, tandis qu’on fixe φ2 = 0. Nous pouvons noter que la collision émerge de manière
périodique avec ∆φ, comme nous avons pu voir avec nos études numériques préliminaires.

Figure 3.24 – Évolution du profil d’intensité temporel en fonction de la différence de phase ini-
tiale ∆φ entre les deux breathers d’Akhmediev. (a) Simulation avec les équations de Schrödinger
non linéaire. (b) Expériences.
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3.5 Conclusions

Ces résultats permettent de confirmer que la synchronisation de la collision entre deux brea-
thers d’Akhmediev dépend très fortement de la différence de phase relative des fréquences de
perturbation initiales. En effet, nous sommes capables de supprimer totalement le phénomène
de collision et ainsi éviter l’émergence d’un pic de forte intensité en introduisant seulement un
déphasage entre les breathers d’Akhmediev.

3.5 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons pu voir la génération déterministe de solitons sur fond continu

de premier ordre et ensuite de second ordre grâce à un processus de collision. Dans une première
partie, les simulations numériques ont permis de vérifier la faisabilité de l’expérience qui a été
aussi confrontée aux solutions analytiques. Afin d’être encore plus proches de ce qui pourrait se
passer lors des expériences, nous avons analysé différents impacts et perturbations de l’équation
de Schrödinger non-linéaire. Ainsi, nous avons étudié l’impact des conditions initiales (spectre
initial, puissance moyenne, phase relative sur les composantes spectrales), et des pertes. Enfin
dans la dernière partie, nous avons présenté les premières mesures et observations expérimentales
de la collision de breathers d’Akhmediev. Nous avons vérifié l’impact de quelques incertitudes
sur les conditions initiales qui mène à la disparition de la collision. Dans le chapitre suivant,
nous verrons comment on peut étendre la génération d’ondes localisées dans le plan (ξ,τ) à un
système vectoriel.
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CHAPITRE

4

INSTABILITÉ DE MODULATION
VECTORIELLE ET ONDES

SCÉLÉRATES DANS UN SYSTÈME
FIBRÉ DE TYPE MANAKOV





Chapitre 4 : Instabilité de modulation vectorielle et ondes scélérates dans un système fibré
de type Manakov

Dans les chapitres précédents, nous avons pu voir la génération de structure de type onde
scélérate complexe (de second ordre). Cependant il existe des systèmes permettant une généra-
tion de structure beaucoup plus complexe. En effet, dans les systèmes précédents la variable de
polarisation n’était pas prise en compte. Afin de prendre en compte cette dernière, il faut alors
envisager d’utiliser un système d’équations de Schrödinger non linéaire couplées pour décrire
l’interaction non linéaire entre les différentes ondes polarisées. Ces systèmes couplés sont utilisés
dans divers domaines tels que l’optique non linéaire, l’hydrodynamique, la physique des plas-
mas, des condensats de Bose-Einstein, et même les systèmes financiers [1–5]. Le premier type
de modèle multi-composantes lié à l’équation de Schrödinger non-linéaire avec des applications
physiques est le modèle de Manakov [6]. Pour deux composantes, l’ensemble correspond alors à
deux équations de Schrödinger non linéaire couplées. Ce système est complètement intégrable
par un choix particulier des paramètres non-linéaires, offrant ainsi des conditions propices à la
propagation de solitons. Dans ce contexte, les propriétés mathématiques d’un tel modèle ont été
étudiées en détail, les solitons et leurs interactions représentent un sujet fascinant dans de nom-
breux domaines de la physique [7, 8]. En particulier, lorsqu’on considère un champ optique de
deux composantes polarisées orthogonalement, le système Manakov admet des solutions stables
à deux composantes formées par deux solitons incohérents brillants (en dispersion anormale)
ou sombres (en dispersion normale). Plus généralement, le système de Manakov est considéré
comme un modèle prometteur pour la description des interactions entre canaux dans des sys-
tèmes de transmission longue distance basés sur un multiplexage en longueurs d’ondes [9], des
systèmes multiplexés en polarisation [10, 11], ou encore le multiplexage spatial en utilisant des
fibres multimodes ou multicoeurs [12]. Une condition suffisante pour l’intégrabilité des équations
de Schrödinger non linéaire couplées est la suivante : la dispersion doit être la même pour les
deux modes de polarisation ; en outre, le rapport entre l’automodulation de phase et la modu-
lation de phase croisée doit être égal à 1, et le coefficient non linéaire doit être identique pour
les deux composants [6, 13]. De plus, il faut vérifier que le système d’ondes couplées ne présente
pas d’échange non-linéaire d’énergie entre les composantes de façon cohérente [14]. Les études
théoriques ont prédit que de telles exigences sont satisfaites facilement quand on considère des
composantes polarisées orthogonalement dans des fibres optiques standards présentant une très
faible biréfringence résiduelle qui varie rapidement [15, 16]. En effet, les variations aléatoires de
la biréfringence de la fibre se produisent sur une échelle de longueur très courte par rapport à la
longueur non linéaire dans les liaisons de transmission optique, de sorte qu’un effet non linéaire
moyen peut être approché, ce qui réduit le coefficient de modulation de phase croisé à l’unité, à
la différence des fibres biréfringentes homogènes. Malgré des études mathématiques complexes
du système de Manakov [17–20], les expériences ont été limitées à seulement un petit nombre de
systèmes tels que les guides d’ondes optiques et les condensats de Bose-Einstein [21–23]. Il y a un
grand intérêt de réaliser plus d’études afin de caractériser quantitativement la propagation non
linéaire des ondes décrite par le modèle de Manakov, outre la preuve de l’existence des solitons
et de son application qualitative dans la conception de réseaux optiques [16, 24]. Les dynamiques
non linéaires et les instabilités associées[25, 26] qui peuvent être prédites en utilisant le modèle
Manakov sont restées jusqu’à présent non testées. Dans ce chapitre, nous démontrerons à l’aide
de simulations et d’expériences que des instabilités non linéaires peuvent être quantitativement
bien prédites par le modèle Manakov lors de la propagation dans de longues fibres ayant une
variation aléatoire rapide de la biréfringence résiduelle.

Ainsi, nous verrons dans une première partie le concept de l’instabilité de modulation vec-
torielle qui est l’extension du phénomène d’instabilité de modulation scalaire. Dans le cadre de
cette thèse, nous avons travaillé dans un régime de dispersion normale. Une étude analytique
de l’instabilité de modulation sera menée avec le modèle Manakov. De plus, nous étudierons
également une solution analytique de type onde scélérate de ce modèle, comme nous avons pu
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4.1 Le modèle Manakov

voir dans les chapitres précédents concernant l’équation de Schrödinger non linéaire.

Dans la deuxième partie, nous verrons les premières observations de l’instabilité de modu-
lation vectorielle spontanée, et nous aurons une description détaillée du montage expérimental.
Les résultats expérimentaux seront confrontés aux simulations numériques en utilisant le mo-
dèle décrit dans la première partie. Afin d’éprouver le modèle, nous effectuerons une étude en
puissance et une étude en fonction de l’espacement fréquentiel entre les deux composantes de
polarisation initiales.

Dans la troisième partie, nous étudierons le processus d’instabilité de modulation vectorielle
stimulée (c’est-à-dire induite à une fréquence de perturbation spécificue). Tout comme l’instabi-
lité de modulation scalaire, cette stimulation permettra de générer la solution analytique décrite
lors de la première partie. Nous confronterons alors les résultats des expériences aux simulations,
mais également à la solution analytique.

4.1 Le modèle Manakov

4.1.1 Description du modèle

Le couplage entre deux faisceaux laser dans les matériaux diélectriques non-linéaires peut
conduire à un ensemble vaste et diversifié d’effets physiques fascinants. Des exemples typiques
de ces effets sont des processus de mélange à quatre-ondes (FWM) et d’instabilité de modulation
(MI). Dans les fibres optiques, l’interaction conservative entre les effets non-linéaires et de dis-
persion conduit à des phénomènes tels que l’instabilité de modulation. Ceci se produit lorsqu’une
onde continue (ou quasi-continue) est soumise à une modulation de son amplitude, en présence
de bruit ou toute autre faible perturbation [14, 27–30]. Dans les chapitres précédents, nous avons
utilisé l’instabilité de modulation scalaire qui ne se produit que dans un régime focalisant, c’est-
à-dire avec une dispersion de vitesse de groupe (GVD) anormale. Toutefois, la prolongation de
l’instabilité de modulation à un régime de dispersion normale a été soulignée par Berkhoer et Za-
kharov, en considérant le couplage non-linéaire entre deux différents modes (par exemple, deux
modes de polarisation) via la modulation de phase croisée (XPM) [30]. Par la suite, plusieurs
expériences avec deux modes de polarisation ont été effectuées afin d’observer l’instabilité de
modulation vectorielle dans les fibres biréfringentes [31–33]. Il a depuis longtemps été prédit que
l’instabilité de modulation induite par modulation de phase croisée devrait également être obser-
vable dans le régime de dispersion normale grâce à l’interaction entre deux pompes multiplexées
en longueur d’onde avec un état de polarisation parallèle [34]. Mais le processus peut être entravé
par la présence simultanée de mélange à quatre ondes [35, 36]. La situation est complètement
différente quand deux pompes multiplexées en longueurs d’onde avec des états de polarisation
orthogonaux sont impliquées [33]. Ainsi lorsque le décalage de vitesse de groupe entre les deux
modes orthogonaux est grand, le gain de l’instabilité de modulation par polarisation croisée
est relativement étroit, et le mélange à quatre-ondes est supprimé. Dans toutes les expériences
précédentes sur l’instabilité de modulation vectorielle, la biréfringence de la fibre est telle que
le rapport entre l’automodulation de phase (SPM) et la modulation de phase croisée (XPM)
était différent de l’unité, ce qui ne correspond pas au système de Manakov. Du point de vue
des applications de télécommunications, l’instabilité de modulation via la modulation de phase
croisée peut être une source de détérioration pour les systèmes de multiplexage en longueur
d’onde ou en polarisation [37–40]. D’un point de vue fondamental, l’instabilité de modulation
est à l’origine de phénomènes fondamentaux très importants, tels que la génération de solitons
optiques [41, 42], la génération de supercontinuum [43] et la formation d’ondes scélérates [44–48].
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Chapitre 4 : Instabilité de modulation vectorielle et ondes scélérates dans un système fibré
de type Manakov

La propagation (sans pertes) de deux ondes optiques ayant des polarisations orthogonales
est décrite par un système de deux équations de Schrödinger non linéaire couplées (CNLSEs,
Coupled Nonlinear Schrödinger Equations) [14] :
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où ∆β = β0,x − β0,y. u et v sont les amplitudes complexes des enveloppes lentement variables
des deux ondes pompes aux fréquences ωu,v = ω0 ± π∆ respectivement, où ∆ = ∆ω/2π est
l’écart fréquentiel entre les deux ondes. β2 et γ sont respectivement la dispersion de la vitesse
de groupe et le coefficient non-linéaire Kerr à la fréquence ω0. Notre fibre possède une variation
aléatoire rapide de la biréfringence résiduelle, ainsi sur une grande longueur de fibre, nous pou-
vons considérer la valeur moyenne de ∆β = 0. On définit également δ = β2∆ qui est associé au
désaccord de vitesse de groupe (GVM, Group-velocity mismatch). En raison de la dispersion de
vitesse de groupe en régime normal, l’onde pompe u (v) est plus lente (rapide) que les ondes
à la fréquence porteuse ω0. Afin de faciliter l’étude de ce système d’équations, nous utilisons le
formalisme du vecteur Jones et des matrices de Pauli qui sont définis comme suivant [14] :
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i 0

)
(4.2)

Nous pouvons alors réécrire le système d’équations (1) en tenant compte de l’approximation de
la biréfringence de la fibre, nous obtenons alors l’équation suivante :
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où s1 et s3 sont des paramètres de Stokes. Ils permettent de décrire l’état de polarisation de
l’onde. Ces paramètres sont définis par :

s0 = |u|2 + |v|2, s1 = |u|2 − |v|2, s2 = 2Re(u∗v), s3 = 2Im(u∗v) (4.4)

On rappelle que nous utilisons une fibre optique ayant une faible biréfringence aléatoire. Ainsi si
nous nous propageons sur une longue distance, il est nécessaire de réaliser une valeur moyenne
du dernier terme de l’équation 4.3, et en utilisant l’identité suivante [10] :

3∑
i=1

siσi |U〉 = s0 |U〉 (4.5)

nous pouvons donc en déduire que s3σ3 |U〉 = 1
3s0 |U〉. On obtient alors l’équation suivante :
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On définit alors γ′ = γ
8
9 = 8n2ω0

9cAeff
, où c est la célérité de la lumière dans le vide, n2 =

2.6×10−20 m2/W est l’indice de réfraction non-linéaire, et Aeff désigne l’aire effective du coeur
à la fréquence de la porteuse ω0. Le facteur 8/9 que nous avons obtenu permet de tenir compte
des variations aléatoires rapides de la biréfringence de la fibre [16]. Nous obtenons finalement le
système d’équations suivant :
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i
∂u

∂z
+ i

δ

2
∂u

∂t
− β2

2
∂2u

∂t2
+ γ

′(|u|2 + |v|2)u = 0,

i
∂v

∂z
− i δ2

∂v

∂t
− β2

2
∂2u

∂t2
+ γ

′(|v|2 + |u|2)v = 0,
(4.7)

Les équations couplées (4.7) sont équivalentes au système de Manakov [6, 15, 16] une fois que
le terme du décalage de vitesse de groupe est éliminé par la transformation :

u(z, t) = ũ(z, t) exp
[
i

δ

(2β2) t− i
δ2

8β2
z

]
,

v(z, t) = ṽ(z, t) exp
[
−i δ

(2β2) t− i
δ2

8β2
z

] (4.8)

Dans le système d’équations (4.7), z et t désignent la distance de propagation et le temps retardé
(dans un référentiel voyageant à la vitesse de groupe évaluée à la fréquence porteuse ω0). Nous
pouvons noter que dans les équations (4.7), les variations de β2 et γ en fonction de la fréquence
sont négligés, ce qui est raisonnable pour les écarts de fréquence que nous considérons dans
nos expériences (∆ ≤ 500 GHz). Nous tenons à souligner le fait que les termes de couplage
cohérent [16] ont été négligés dans les équations (4.7), car ils ne jouent qu’un rôle dans la
plage de paramètres (petites valeurs de ∆), qui est en dehors de nos conditions expérimentales.
D’autre part, les effets Raman ne sont pas pris en compte dans les équations (4.7), puisque
nos conditions expérimentales ont été choisies de manière à ce que la diffusion Raman soit
négligeable. La validité des équations (4.7) décrivant l’instabilité de modulation vectorielle dans
une fibre à faible biréfringence aléatoire a été récemment confirmée qualitativement dans le
régime de dispersion anormale à Dijon en 2013 [49]. De plus, nous pouvons noter que dans
ce type de système, lorsque les deux ondes polarisées orthogonalement sont injectées, celles-ci
préservent leur orthogonalité au cours de la propagation.

4.1.2 Instabilité de modulation vectorielle et analyse de stabilité linéaire

L’analyse de stabilité linéaire (ASL) d’une solution (onde continue) du système d’équations
(4.7) conduit à l’équation aux valeurs propres suivante : [M ][Y ] = K[Y ], avec le vecteur propre
définit comme [Y ]T = [ua, u∗s, va, vss], où us et ua sont les amplitudes Stokes et anti-Stokes des
bandes latérales de l’onde pompe u, de même, vs et va sont les amplitudes Stokes et anti-Stokes
de l’onde pompe v. Tout au long des mesures qui seront réalisées par la suite, nous supposons
que la puissance totale P injectée dans la fibre est également répartie entre les deux pompes, à
savoir |u(z = 0, t)|2 = |v(z = 0, t)|2 = P/2. La matrice de stabilité du système [M ] est définie
par :

[M ] =


−a+ b+ p/2− k p/2 p/2 p/2

−p/2 −a− b− p/2− k −p/2 −p/2
p/2 p/2 a+ b+ p/2− k p/2
−p/2 −p/2 −p/2 a− b− p/2− k

 (4.9)

avec a = π∆β2Ω, b = 1
2β2Ω2 et p = γP , où Ω est la fréquence angulaire de perturbation en

rapport avec le nombre d’ondes K obtenues par la relation de dispersion :

det ([M ]−K[I]) = 0 (4.10)

Le phénomène d’instabilité de modulation se produit lorsque le nombre d’ondesK de la perturba-
tion possède une partie imaginaire non nulle, et se manifeste par une augmentation exponentielle
de l’amplitude de la perturbation, dont l’importance est mesurée par un coefficient de gain en
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puissance G défini par G(Ω) = 2|Im(K)|. À partir de la matrice (4.9), on obtient ainsi la relation
de dispersion suivante :

K2 = a2 + b2 + bp−
√
b(4a2(b+ p) + bp2 (4.11)

ce qui nous donne la condition d’existence de l’instabilité de modulation, à savoir :

max
[
0,
(

∆2 − p

π2β2

)]
≤
( Ω

2π

)2
≤ ∆2 (4.12)

Les figures 4.1, 4.3, 4.4, et 4.5 montrent respectivement le spectre de gain pour différentes
puissances, le gain maximum en fonction de la puissance totale P, la fréquence de modulation
optimale (OMF, Optimal Modulation Frequency) définie comme étant la fréquence à laquelle
le gain est maximum, et les intensités des vecteurs propres du système. Ces valeurs ont été
obtenus pour les valeurs de paramètres suivants : γ = 2.4 W−1km−1 et β2 = 18 ps2km−1 (ou
D = −14 ps(nm.km)−1).

Figure 4.1 – Gain de l’instabilité de modulation vectorielle en fonction du décalage de fréquence
de la bande latérale pour des puissances totales de pompe dans la gamme de 0.2 Po à 50 Po.

D’après la figure 4.1, quelle que soit la puissance d’entrée, la fréquence de coupure haute
est fixée et reste égale à l’espacement des pompes, tandis que la fréquence de coupure basse est
fonction du niveau de la puissance d’entrée. On désigne la puissance pour laquelle la fréquence

de coupure basse disparaît par : Po = 9π2∆2β2
8γ (par exemple, Po = 0.134 W pour ∆ = 40 GHz).

Un point remarquable est que dans le cas défocalisant (dispersion normale), contrairement au
cas focalisant (dispersion anormale), il existe deux régimes distincts d’instabilité de modulation :
"passe-bande" (passband) et "bande de base" (baseband). L’instabilité de modulation vectorielle
est définie pour 0 ≤ Ω1 ≤ Ω < Ω2 pour lequel le gain G(Ω) 6= 0, on est en régime "passe-bande"
si Ω1 > 0 tandis qu’on est en régime "bande de base" si Ω1 = 0 [44, 45]. Nous pouvons voir sur
la figure 4.2, un schéma des différents types de régime selon la situation des bandes de gains.
Ainsi le régime "passe-bande" correspond à la ligne continue bleue, et le régime "bande de base"
correspond à la ligne discontinue verte. On peut voir que le régime "bande de base" a une bande
de gain étendue entre les deux pompes (de la position 0 à 1 en fréquence normalisée) alors que
le régime "passe-bande" ne possède qu’une bande de gain limité et n’est pas étendue jusqu’aux
deux pompes.
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4.1 Le modèle Manakov

Figure 4.2 – Schéma explicatif des bandes de gains selon le régime "bande de base" (baseband)
(en ligne discontinue verte), et le régime "passe-bande" (passband (en ligne continue bleue).

Figure 4.3 – Gain maximum de l’instabilité de modulation vectorielle en fonction de la puissance
(la ligne pointillée bleue représente le niveau du gain maximum de saturation).

Un autre point remarquable est que, contrairement au cas de la fibre fortement biréfringente
[33], il n’y a aucune puissance critique au-delà duquel l’instabilité de modulation vectorielle dis-
paraît. Au contraire, dans le cas présent, il y a une augmentation monotone du gain maximum
selon la puissance d’entrée puis une saturation du gain se développe à partir de 10Po (voir fi-
gure 4.3). La solution asymptotique de la relation de dispersion (équation (4.11)) qui se trouve
dans la limite des grandes valeurs de p conduit à la valeur de saturation du gain maximum
Gsat = 2π2∆2β2 et à la fréquence de modulation optimale fsat = ∆√

2
.

Sur la figure 4.4, on montre que la fréquence de modulation optimale (OMF) diminue de
façon monotone pour atteindre la valeur minimale asymptotique fsat tandis que P augmente
(OMF/∆→ 1/

√
2 = 0.707). Les vecteurs propres du système, qui sont représentés sur la figure

4.5, révèlent que l’instabilité de modulation vectorielle génère deux bandes latérales dominantes :
une bande latérale anti-Stokes ua à la fréquence ωu+Ω polarisée le long de la pompe à la fréquence
ωu, et la bande latérale Stokes vs à la fréquence ωv−Ω polarisée le long de la pompe à la fréquence
ωv. Cependant, quand on augmente la puissance d’entrée, nous pouvons voir l’apparition de deux
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bandes latérales secondaires : bande latérale Stokes us à la fréquence ωu−Ω polarisée le long de
la pompe à la fréquence ωu et la bande latérale anti-Stokes va à la fréquence ωv + Ω polarisée
le long de la pompe à la fréquence ωv. Nous pouvons noter que les intensités des quatre bandes
latérales saturent à des niveaux de puissance élevés avec une valeur asymptotique de l’intensité
des bandes latérales secondaires d’environ 16% des bandes latérales principales.

Figure 4.4 – Fréquence de modulation optimale en fonction de la puissance totale. La ligne
noire donne les résultats obtenus à partir de l’analyse de stabilité linéaire (équation (4.11)),
tandis que la ligne rouge discontinue est obtenue par la condition d’accord de phase (équation
(4.13)). La ligne pointillée bleue représente la limite de saturation.

Certaines des caractéristiques décrites précédemment peuvent également être comprises en
considérant le phénomène d’instabilité de modulation vectorielle comme un processus de mélange
à quatre ondes, pour lequel deux photons pompe sont transférés aux deux bandes latérales
dominantes dont les fréquences sont données par la condition d’accord de phase suivante :

∆kL + ∆kNL = −2π∆β2Ω + β2Ω2 + γP = 0 (4.13)

Le premier terme de la partie centrale de l’équation (4.13) représente le rôle du désaccord de
vitesse de groupe entre les deux pompes. Le second terme décrit le rôle de la dispersion de la
vitesse de groupe, tandis que le dernier terme représente le rôle de la non-linéarité Kerr. Étant
donné que dans les fibres optiques le coefficient non-linéaire est positif, la condition d’accord de
phase (4.13) nécessite un désaccord négatif de la phase linéaire. On peut noter que lorsque le
désaccord de la pompe ∆ disparaît (régime mono-fréquence), l’instabilité se produit uniquement
pour une dispersion de vitesse de groupe négative (dispersion anormale). Dans le cas général de
deux pompes de fréquences différentes (∆ 6= 0), l’équation (4.13) conduit à des valeurs complexes
de désaccord ∆ pour des puissances de pompe P > Po. Cependant, lorsque P < Po, l’équation
(4.13) fournit une expression analytique de la fréquence de modulation optimale :

fopt = ∆
2

(
1 +

√
1− P

Po

)
(4.14)

Le graphique correspondant est représenté par la ligne rouge discontinue dans la figure 4.4. On
peut noter que l’expression analytique (4.14) donne une bonne approximation de la fréquence de
modulation optimale aux basses puissances de pompe (typiquement P/Po < 0.5). Mais il diffère
considérablement de la fréquence de modulation optimale exacte qui peut être dérivée à partir

103



4.1 Le modèle Manakov

du sytème de Manakov (équations (4.7)) pour des plus grandes valeurs de puissances de pompe
(0.5 < P/Po < 1). Cet écart peut être expliqué par l’influence de la paire de bandes latérales
secondaires [33] (voir figure 4.5).

Figure 4.5 – Les intensités des bandes latérales de l’instabilité de modulation obtenues à partir
des vecteurs propres du système en fonction de la puissance totale de la pompe. La ligne bleue
(verte pointillée) correspond aux bandes latérales primaires (secondaires).

4.1.3 Solution analytique de type onde scélérate vectorielle

L’émergence de structures temporelles telles que des solitons brillants [14] et des solitons sur
fond continu [46, 50, 51] dans les fibres optiques, à partir d’ondes continues, est reliée au processus
d’instabilité de modulation. Dans le régime de dispersion normale (ce qui correspond au régime
d’eau peu profonde en hydrodynamique), il n’y a pas d’instabilité de modulation. Toutefois,
le couplage non-linéaire entre deux modes de polarisation orthogonales peut conduire à une
instabilité de modulation vectorielle. Nous avons également vu que le modèle de Manakov peut
conduire à l’instabilité de modulation vectorielle. Il a été récemment démontré que l’instabilité
de modulation vectorielle du système de Manakov permet de générer une structure de type onde
scélérate optique "noire" (Optical Dark Rogue Wave), ce type de structure est liée au régime de
dispersion normale (dispersion qui permet également de propager des solitons "noirs").

Figure 4.6 – Évolution spatio-temporelle de la solution analytique de type onde scélérate vec-
torielle "noire" des équations (4.15) selon les axes u (a) et v (b).
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L’évolution de l’intensité dans le temps et l’espace des deux ondes polarisées orthogonalement
sur la figure 4.6 constitue une solution de type onde scélérate optique "noire" du système de
Manakov (les deux axes de polarisation u et v sont totalement arbitraires mais orthogonaux).
Nous pouvons voir une soudaine extinction lumineuse isolée et qui arrive presque à 0. Cette
solution est décrite par les expressions analytiques simples d’un rapport de deux polynômes
ci-dessous, qui ont été obtenues par transformation de Darboux [44] :

U =
√

2
γ
a
au
√

2β2pt+ 2p2t2 + β2βθu +
√

2β2βptθu + iαuβ2p
2z + β2p

4z2
√

2β2βpt+ 2p2t2 + β2(β + p4z2)
ei4za

2

V =
√

2
γ
a
av
√

2β2pt+ 2p2t2 + β2βθv +
√

2β2βptθv + iαvβ2p
2z + β2p

4z2
√

2β2βpt+ 2p2t2 + β2(β + p4z2)
ei4za

2

(4.15)

où,

a =
√
γP

4 , q = − δ

2
√

2β2
,

θn = 2qn + ip

2qn − ip
, αn = α = 4p2

p2 + 4q2 où n = u, v,

qu = −q, qv = q, β = p3

(χ (p2 − 4q2)) , χ = Im(k), p = 2Im(λ+ k)

où λ est la solution double du polynôme λ3 +A2λ
2 +A1λ+A0 = 0, avec A0 = −k3 +k(q2 +2a2),

A1 = −k2 − q2 + 2a2, A2 = k. La contrainte sur les doubles racines n’est satisfaite que lorsque
le discriminant est nul, ce qui se traduit par une condition d’un polynôme de quatrième ordre
défini par :

k4 +D3k
3 +D2k

2 +D1k +D0 = 0 (4.16)

avec D0 = (q2 − 2a2)3

16q2 , D1 = 0, D2 = (a2 − 10a2q2 − 2q4)
4q2 , D3 = 0.

Dans notre cas, les paramètres de la fibre optique utilisés pour la figure 4.6 sont les mêmes que
précédemment, soit : β2 = 18 ps2.km−1, γ = 2.4 W−1km−1. On a également δ = 1.8 ps.km−1

et une puissance totale de P = 1.9 W . Nous obtenons alors les paramètres tronqués suivants
(en choisissant la valeur de k complexe) : a = 1.06778, k = 0.251791i, λ = −0.785421i, q =
−0.942478.

De plus, nous pouvons analyser l’évolution de la phase temporelle pour cette solution (voir
figure 4.7), il est intéressant de noter que son évolution est de signe opposé entre chaque axe, et
nous avons un saut de phase avant et après le minimum d’intensité.

Figure 4.7 – Évolution de la phase temporelle de la solution analytique de type onde scélérate
vectorielle "noire" des équations (4.15) selon les axes u (a) et v (b).
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Afin de compléter l’analyse de cette solution, nous pouvons regarder les différents profils à
z = 0 qui correspondent au minimum d’intensité. Les profils temporels d’intensité, les fréquences
instantanées liées à l’évolution des profils temporels, et les profils spectraux selon chaque axe
sont représentés sur les figures 4.8(a),(b) et (c) respectivement.

Figure 4.8 – Profils temporels d’intensité (a), fréquence instantanée (b) et profils spectraux (c)
de la solution analytique de type onde scélérate vectorielle "noire" des équations (4.15) à z = 0
selon les axes u (ligne rouge continue) et v (ligne bleue discontinue).

Nous pouvons voir sur la figure 4.8(b), sur une toute petite fenêtre temporelle qu’il y a une
variation très importante des fréquences sur le profil temporel (environ 3 THz d’amplitude, et
de signe opposé selon les axes de polarisation), notamment à proximité du minimum d’intensité
de l’onde scélérate. Nous pouvons noter également que les spectres théoriques ont été décalés
vers les basses et les hautes fréquences afin de respecter l’écart entre les deux pompes que nous
aurons dans notre expérience.

4.2 Observation de l’instabilité de modulation vectorielle spon-
tanée

4.2.1 Montage expérimental

Le dispositif expérimental utilisé pour observer l’instabilité de modulation vectorielle de type
Manakov est représenté sur la figure 4.9. Deux ondes pompes quasi-continues ont été générées
à partir de deux diodes laser émettant une lumière polarisée à différentes longueurs d’ondes
λ1 et λ2. Elles sont réglées autour de la longueur d’onde centrale (λ0 = 1554.7 nm) avec un
désaccord de fréquence allant de 50 à 250 GHz par rapport à la fréquence centrale. Les deux
ondes pompes ont été combinées à l’aide d’un coupleur à maintien de polarisation avec un
rapport de couplage de 50:50. Afin d’augmenter considérablement la puissance crête impliquée
dans notre expérience, nous avons modifié temporellement les ondes continues pour obtenir un
signal d’impulsion créneau de 100 ns de large avec un cycle de répétition de 1:10 grâce à un
modulateur électro-optique contrôlé par un générateur de séquence binaire pseudo-aléatoire.
Nous pouvons souligner que de telles impulsions fournissent un état d’onde quasi-continue pour
la démonstration du phénomène d’instabilité de modulation, puisque la durée d’impulsion est
d’environ quatre ordres de grandeur plus grande que la période de modulation attendue. En
outre, pour supprimer la rétrodiffusion Brillouin stimulée (SBS) qui peut se produire dans la
fibre optique, un modulateur de phase a été inséré dans le montage expérimental afin d’augmenter
la largeur des raies spectrales de nos deux ondes pompes. Le modulateur de phase a été piloté
par un signal radiofréquence de 67 MHz, nous permettant ainsi de travailler à des puissances
relativement élevées de pompe tout en étant bien en dessous du seuil de la rétrodiffusion Brillouin
stimulée. À ce stade, les deux ondes de pompe ont été séparées spectralement au moyen d’un
filtre programmable tandis qu’une paire de contrôleurs de polarisation (PC) a permis d’obtenir
deux états de polarisation linéaires orthogonaux.
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Figure 4.9 – Schéma du montage expérimental : lignes rouge et vert représentent les deux
longueurs d’ondes multiplexées et de polarisations orthogonales. ECL : diode laser, 50:50 et
90:10 coupleurs à fibre optique, EDFA : Amplificateur à fibre dopée Erbium, IM : modulateur
d’intensité, PC : contrôleur de polarisation, PM : modulateur de phase, PBS : cube séparateur
de polarisation, PRBS : Générateur de séquence binaire pseudo-aléatoire, PwM : Puissance-
mètre, OPF : Filtre programmable optique, OSA : Analyseur de spectre optique.

Les deux ondes pompes ont été finalement recombinées avant injection après leur amplifica-
tion indépendante par des amplificateurs à fibre dopée erbium. La fibre optique que nous avons
utilisée dans notre expérience était une fibre TrueWave HD d’une distance de 5 km, avec les para-
mètres physiques suivants : une dispersion chromatique D = −14 ps/nm/km, un coefficient non
linéaire γ = 2.4 W−1km−1, et ayant des pertes linéaires de 0.25 dB/km à λ0 = 1554.7 nm. Cette
fibre possède une faible dispersion modale de polarisation avec une valeur de 0.017 ps.km−1/2.
À la sortie de la fibre, on utilise un cube séparateur de polarisation (PBS) permettant d’étudier
les deux polarisations linéaires orthogonales. Les deux ondes résultantes sont caractérisées au
moyen de deux analyseurs de spectre optique simultanément. Nous pourrons noter la présence
de deux puissances-mètres, ceux-ci permettent un suivi des états de polarisation en prélevant
et en séparant les polarisations (avec un cube séparateur de polarisation) d’une partie du signal
avant injection dans la fibre optique.

Pour mettre en évidence l’impact fondamental de l’état de polarisation initiale du système
à deux pompes, nous pouvons voir une mesure des spectres obtenus en sortie de fibre. Sur la
figure 4.10(a), nous avons les profils spectraux de différentes conditions initiales, c’est-à-dire trois
configurations distinctes des états de polarisation des deux pompes en entrée de fibre (parallèle,
quelconque, et orthogonal). La figure 4.10(b) montre les profils mesurés en sortie. Les résultats
obtenus confirment clairement que l’instabilité de modulation vectorielle n’est observée que dans
le seul cas où les pompes sont dans un état de polarisation orthogonale comme prédit par la
théorie. Nous pouvons noter que certaines bandes latérales étroites de mélange à quatre-ondes
ne peuvent être complètement supprimées avant injection dans la fibre, conduisant ainsi à leur
amplification lors de la propagation.
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Figure 4.10 – (a) Spectres des différentes conditions initiales (b) Spectres correspondants en
sortie de fibre. État de polarisation parallèle (ligne bleue continue), quelconque (ligne verte
continue) et orthogonale (ligne rouge continue). L’écart fréquentiel entre les deux pompes est de
200 GHz, avec une puissance totale de 1.6 W.

4.2.2 Résultats expérimentaux

4.2.2.1 En fonction de la puissance initiale

La figure 4.11 compare l’évolution des spectres de sortie des deux états de polarisation ortho-
gonaux enregistrés avec les simulations numériques correspondantes, en fonction de la puissance
d’entrée Pu et Pv des deux pompes. Ici, nous avons fixé l’espacement entre les deux pompes à
200 GHz, ce qui correspond à Po = 3.3 W et Gsat = 62 dB/km. Nous considérons ainsi le régime
"passe-bande" de l’instabilité de modulation vectorielle.

D’après la figure 4.11, pour des puissances de pompes supérieures à 0.5 W, une large bande
spectrale d’instabilité de modulation vectorielle se développe le long de l’image de la seconde
pompe (polarisée orthogonalement à la première pompe). Ceci révèle un excellent accord entre
les simulations numériques du sytème de Mankov avec des pertes et les résultats expérimentaux.
En outre, nous pouvons voir également l’émergence de bandes latérales secondaires, comme pré-
dit par l’analyse linéaire de stabilité avec des puissances supérieures à Po. De plus, la croissance
de ces bandes latérales secondaires est renforcée par le mélange à quatre ondes en cascade entre
chaque pompe et bande latérale primaire de l’instabilité de modulation vectorielle avec un état
de polarisation parallèle. Nous pouvons également observer sur la figure 4.11 que le centre de
gravité de la bande latérale primaire se rapproche de la pompe avec l’augmentation de la puis-
sance. C’est en très bon accord avec les prédictions de l’analyse de stabilité linéaire.

Une approche quantitative plus précise de l’accord entre théorie et expériences est reportée
sur la figure 4.12, avec les paramètres d’expériences suivants : ∆ = 200 GHz, et P = 1.6 W . Les
résultats numériques du modèle de Manakov ont été moyennées sur une dizaine de simulations
(ligne discontinue bleue) Nous avons un très bon accord entre les mesures expérimentales et les
simulations numériques. On remarque cependant qu’il y a une différence avec la théorie, ceci est
dû au développement de bandes latérales par mélange à quatre ondes.
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Figure 4.11 – Spectres de sortie en fonction de la puissance de la pompe d’entré de l’axe u et
de l’axe v. (a,b) simulation numérique avec les équations de Schrödinger non linéaire couplées
(équation (4.7)) avec des pertes (c,d) mesures expérimentales

Figure 4.12 – Comparaison des profils spectraux après 5 km de propagation avec les paramètres
suivants : ∆ = 200 GHz et P = 1.6 W selon les deux axes de polarisation u (a) et v (b).
Expérience (ligne continue rouge), simulation numérique (ligne discontinue bleue), analyse de
stabilité linéaire (ligne continue noire).
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4.2 Observation de l’instabilité de modulation vectorielle spontanée

Figure 4.13 – Évolution du gain cumulé de l’instabilité de modulation vectorielle en fonction
de la puissance d’entrée totale de pompe.

Nous pouvons aussi également vérifier l’excellent accord des comparatifs avec des paramètres
d’expérience et simulation différents. Ces résultats sont alors répertoriés sur la figure 4.13, où l’on
compare le gain cumulé de l’instabilité de modulation vectorielle en fonction de la puissance Ptot
de pompe, à la fois pour la première et seconde bande latérale. La figure 4.13 montre également,
avec les points étoilés, le gain analytique obtenu à partir de l’analyse de la stabilité linéaire des
équations (4.7). Les gains numériques et expérimentaux sont tous deux réduits par rapport aux
prédictions analytiques à cause d’une saturation non-linéaire du gain qui se produit pour des
puissances supérieures à 1.5 W. Le gain de saturation observé est dû à l’influence du mélange à
quatre ondes entre chaque pompe et de la bande latérale primaire de l’instabilité de modulation
vectorielle, ainsi que de la déplétion de la pompe.

4.2.2.2 En fonction de l’écart de fréquence

Nous avons également étudié expérimentalement la dépendance du gain de l’instabilité en
fonction de l’écart de fréquence entre les deux pompes. La figure 4.14 compare les solutions
numériques (figure 4.14(a,b)) et les résultats expérimentaux (figure 4.14(c,d)). La variation des
espacements entre les deux pompes varie de 100 GHz (Po = 0.837 W,Gsat = 15.4 dB/km)
à 500 GHz (Po = 20.8 W,Gsat = 386 dB/km). La puissance de pompe de chaque axe est
fixée à 0.8 W, soit une puissance totale P = 2Pu = 2Pv = 1.6 W . Ainsi la figure 4.14 révèle
clairement l’existence du régime "passe-bande" de l’instabilité de modulation vectorielle (pour
200 GHz ≤ ∆ ≤ 500 GHz) et du régime "bande de base" (∆ = 100 GHz).Il est important de
noter que l’existence d’un régime d’instabilité de modulation en "bande de base" est étroitement
liée avec les mécanismes conduisant à la formation de structures d’ondes extrêmes localisées
(ondes scélérates) [44]. Outre un excellent accord quantitatif entre la théorie et les expériences.
La figure 4.14, nous montre également qu’à partir d’un espacement fréquentiel des deux pompes
de 200 GHz, nous avons une émergence inattendue d’une image miroir du spectre d’instabilité
de modulation qui apparaît comme un large piédestal autour de chaque pompe.

Nous pouvons voir sur la figure 4.15 un aperçu quantitatif de l’accord entre les prédictions
analytiques, les simulations numériques avec pertes, et les mesures expérimentales. Les prédic-
tions analytiques du gain sont en très bon accord quantitatif avec les simulations numériques
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et les expériences pour des écarts de pompe en dessous de 150 GHz. Le gain sature légèrement
au-dessus de 40 dB en raison du transfert de puissance dans les bandes latérales secondaires par
mélange à quatre ondes.

Figure 4.14 – Variation des profils spectraux de sortie en fonction de l’écart de fréquence des
deux pompes. (a,b) Simulation numérique des équations de Schrödinger non linéaire couplées
avec pertes (équations (4.7)), (c,d) mesures expérimentales.

Figure 4.15 – Comparaison entre les prédictions analytiques (ligne continue noire), les simu-
lations numériques (ligne discontinue bleue) et résultats expérimentaux (cercle rouge) du gain
cumulé de l’instabilité en fonction de l’espacement de fréquence entre les deux pompes.
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Les résultats observés ici sont les premières observations de l’instabilité de modulation vecto-
rielle de type Manakov. De plus, nous avons un très bon accord entre les simulations numériques
et les résultats expérimentaux, ce qui valide l’existence de l’instabilité de modulation vectorielle
dans une fibre optique standard ayant une variation aléatoire rapide de la biréfringence rési-
duelle. Tout comme l’instabilité de modulation scalaire que nous avons vue lors des précédents
chapitres, c’est un processus qui permet de générer des solutions de type onde scélérates. Ainsi,
les résultats obtenus ici laissent présager qu’il est possible de générer également ce type de so-
lutions et de les observer par stimulation de l’instabilité avec une fréquence de perturbation
spécifique.

4.3 Instabilité de modulation vectorielle stimulée et génération
de solutions extrêmes vectorielles

4.3.1 Montage expérimental

Le montage qu’on utilisera afin de générer expérimentalement les solutions de type onde
scélérates noires est quasiment identique au précédent. Nous avons un étage supplémentaire qui
correspond à un étage de modulation de l’onde continue. En effet, tout comme pour la génération
de solitons sur fond continu, nous avons besoin de stimuler l’instabilité de modulation vectorielle
à une fréquence particulière en utilisant une forme approchée de la solution, soit une condition
initiale de forme sinusoïdale. Nous pouvons voir le montage sur la figure 4.16.

Figure 4.16 – Montage expérimental pour générer des solutions de type ondes scélérates vecto-
rielles noires. ECL : Diode laser à cavité externe (External Cavity Laser), MEO : Modulateur
électro-optique, EDFA : amplificateur fibré dopé Erbium (Erbium doped fiber amplificator),CP :
contrôleur de polarisation, PRBS : Générateur de séquence binaire pseudo-aléatoire (Pseudo-
random binary sequence), MP : modulateur de phase, Demux : démultiplexeur en longueur
d’onde, PwM : puissance-mètre, OSO : Oscilloscope à échantillonnage optique, OSA : analy-
seur de spectre optique (Optical Spectral Analyser). 50:50, 90:10 sont des coupleurs fibrés avec
une répartition de 50%/50% et 90%/10% respectivement

.
Comme pour le montage précédent, nous avons la combinaison de nos deux ondes pompes
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(ligne rouge et verte). Pour générer les solutions de type onde scélérate vectorielle noire, il est
nécessaire de rompre la stabilité des ondes continues orthogonales par modulation de celles-ci.
Pour induire des perturbations de l’intensité initiale, nous avons utilisé un modulateur électro-
optique (à savoir l’étage de modulation). Les pompes de polarisations orthogonales sont espacées
en fréquence (∆ = 100 GHz) et modulées à une fréquence de 35 GHz, ce qui correspond à la
moitié de la valeur de fréquence qui conduit au gain maximum d’instabilité. En effet, dans nos
conditions, nous avons besoin que la puissance totale soit supérieure ou égale à Po (Po = 0.83 W
pour ∆ = 100 GHz) afin d’être dans le régime "bande de base". Et ainsi, dans ces conditions, les
basses fréquences nées de perturbations dues au bruit éprouvent toujours un gain exponentiel,
mais avec des taux plus faibles. C’est précisément dans ces conditions-là que nous pourrons
obtenir la croissance d’une structure de type onde scélérate vectorielle noire. Nous pouvons
définir les différents champs des ondes pompes comme : Eu,v =

√
P/2(1 + εcos(ωt)), où ε = 0.16

est l’amplitude de modulation et ω = 2πf avec f = 35 GHz est la fréquence de modulation. Le
premier amplificateur (EDFA1) permet de compenser les pertes dues à la modulation sinusoïdale
des deux ondes pompes. Nous utilisons un second modulateur électro-optique qui est entraîné
par un générateur de séquence binaire pseudo aléatoire. Les séquences tout comme dans la partie
précédente permettent alors de générer des impulsions créneaux d’environ 100 ns de large avec
un cycle de répétition de 1 pour 10. Ceci nous permet d’augmenter la puissance comme lors
des expériences précédentes, sauf que nous avons le sommet de nos impulsions créneaux modulé.
Afin de limiter la rétrodiffusion Brillouin, nous utilisons un modulateur de phase à 67 MHz. Nous
utilisons ensuite un second amplificateur (EDFA2) afin de compenser les pertes dues à toutes les
modulations successives. Nous utilisons ensuite un filtre programmable permettant de séparer
chacune des deux pompes et des des contrôleurs de polarisation afin de définir les polarisations
orthogonales. Puis nous amplifions les deux pompes séparément (EDFA3 et EDFA4) afin
d’obtenir en entrée de fibre une puissance totale de 2.5 W permettant de respecter les conditions
du régime "bande de base" (Ptot = 2.5 W > P0 = 0.83 W ). Les deux pompes sont alors
recombinées avec un coupleur puis injectées dans la même fibre optique que précédemment,
avec les propriétés suivantes : une dispersion normale D = −14 ps/nm/km, un coefficient non
linéaire γ = 2.4 W−1km−1, et ayant des pertes de 0.25 dB/km à λ0 = 1554.7 nm. Cette fibre
possède une faible dispersion modale de polarisation avec une valeur de 0.017 ps.km−1/2. Dans
le cadre de cette expérience, nous utiliserons deux longueurs de fibre, une première de 3 km afin
d’observer une structure de type onde scélérate de premier ordre. Puis une seconde longueur de
5 km pour observer une structure plus complexe d’ordre supérieur.

4.3.2 Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous pourrons vérifier avec des simulations numériques basées sur les
équations (4.7) et des expériences la génération de structure de type onde scélérate vectorielle
noire. Nous verrons dans un premier cas, le cas d’une structure "simple", et dans un second
temps d’une structure "complexe".

4.3.2.1 Le cas simple : onde scélérate noire de premier ordre

À partir de la confirmation de l’existence de l’instabilité de modulation vectorielle spontanée
à partir d’une onde quasi-continue, nous allons voir que si nous ajoutons une perturbation sinu-
soïdale, nous observons l’émergence d’un train périodique de structures de type onde scélérate
noire. En effet, comme pour l’instabilité de modulation scalaire, le fait de rajouter une simple
perturbation sur l’onde continue permet l’émergence de structure de type onde scélérate. Ainsi
nous pouvons voir sur la figure 4.17(a,b) les simulations numériques basées sur les paramètres
expérimentaux de la figure 4.16. Nous avons l’apparition à 3 km d’un trou d’intensité qui corres-
pond à la structure de type onde scélérate noire. En effet, nous pouvons regarder l’évolution des
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solutions analytique sur la figure 4.17(c,d) pour une puissance totale P = 2.5 W (les différents
paramètres liés à cette solution sont en choisissant la valeur de k complexe : a = 1.224745,
k = 0.421018i, λ = −1.024621i, et q = −0.942478).

Figure 4.17 – Évolution des intensités optiques selon les modes de polarisation orthogonaux.
(a,b) Simulation numérique liée aux expériences montrant la génération d’un train périodique
de structure de type onde scélérate noire à partir d’une onde quasi-continuemodulée sinusoïdale-
ment (sans pertes). (c,d) Solution exacte obtenue pour P=2.5 W. (e,f) Comparaison des profils
temporels d’intensité obtenus pour chaque axe. Simulation numérique (ligne discontinue bleue)
Solution analytique (ligne continue noire).

Figure 4.18 – Profil temporels (a,b,e,f) et spectraux (c,d,g,h) selon les deux axes de polarisation
et selon l’entrée de la fibre optique (a-d) et la sortie de la fibre optique après 3 km de propagation
(e-h). Les lignes rouges correspondent aux mesures expérimentales et les lignes continues noires
sont la solution analytique correspondant à la structure de type onde scélérate à P=2.5 W.
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Nous pouvons voir également une comparaison des profils à 3 km pour la simulation numé-
rique et à 0 km pour la solution analytique sur la figure 4.17(e,f). Nous avons un très bon accord
entre la solution analytique et la simulation numérique. La différence entre les deux est que la
solution analytique possède une structure unique localisée en temps et espace, contrairement à
notre simulation qui possède une structure périodique dans le temps, mais localisée dans l’espace.

Les résultats obtenus par simulations peuvent être vérifiés avec une série de mesures expéri-
mentales. En effet, nous pouvons voir sur la figure 4.18, une comparaison des conditions initiale
4.18(a-d) et de sortie 4.18(e-h) de la fibre après 3 km de propagation selon les deux polarisations
orthogonales, dans les domaines temporel et spectral. Nous pouvons voir qu’un excellent accord
quantitatif est obtenu entre la théorie et les expériences à la fois dans le domaine temporel et
spectral. Seuls de légers écarts apparaissent en raison des conditions initiales non idéales, comme
nous avons pu voir lors du chapitre 3. De plus, si nous nous penchons sur les spectres d’entrée et
de sortie, nous vérifions l’asymétrie spectrale prédite par la théorie. Les mesures des profils d’in-
tensité sans tenir compte des axes de polarisation nous permettent d’obtenir l’intensité optique
totale. Nous pouvons voir ces résultats sur la figure 4.19.

Figure 4.19 – (a) Évolution spatio-temporelle de l’intensité optique totale de la solution analy-
tique. Comparaison entre les mesures expérimentales (point et ligne continue rouge) et la solution
analytique totale (ligne continue noire) dans le domaine temporel (b) et dans le domaine spectral
(c).

Ainsi, la somme des intensités optiques des deux modes de polarisation montre une symétrie
totale même si nous avons un décalage temporel arbitraire dû à la solution analytique dans
toute l’évolution spatio-temporelle 4.19(a). Sur la figure 4.19(b,c), nous avons la comparaison
avec les mesures expérimentales (en rouge) et la somme des intensités de la solution analytique
(en noir) dans le domaine temporel et dans le domaine spectral respectivement. Nous pouvons
voir que les profils de l’intensité optique totale au centre de la structure de type onde scélérate
sont symétriques. Nous pouvons considérer la somme des intensités optiques des deux modes de
polarisation comme une image physique globale d’une onde scélérate sombre vectorielle.
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4.3.2.2 Extension à un cas complexe : solution d’onde scélérate d’ordre supérieure

Si nous poursuivons la propagation de nos deux ondes ayant un état de polarisation or-
thogonal jusqu’à 5 km (voir figure 4.21).Nous pouvons voir l’apparition d’une double structure
ayant chacune un minimum d’intensité aux alentours de 5 km. On peut alors faire l’analogie
avec la génération non-idéale d’un breather d’Akhmediev ayant un paramètre généralisé proche
de 0.5. En effet, après la génération de celui-ci, le breather se sépare en deux à la suite de la
propagation [52], ceci est également une possibilité d’une structure complexe déphasée comme
nous avons pu le voir dans le chapitre 2. Ici, nous sommes dans le cas de structure de type onde
scélérate noire. Il existe aussi des structures complexes qui peuvent également s’apparenter à
une structure complexe déphasée en trois structures de type onde scélérates noires, comme nous
pouvons le voir sur la figure 4.20 tirée à partir de la référence [53].

Figure 4.20 – Évolution spatio-temporelle de l’amplitude u et v.(a-b) sans bruit (c-d) avec du
bruit sur la condition initiale. Figure tirée de la référence [53].

Pour cette partie, nous avons pris la même fibre optique que précédemment sauf qu’elle
dispose d’une longueur de 5 km. Nous avons ainsi pu réaliser les mesures expérimentales corres-
pondant aux deux axes de polarisation et , avec une puissance totale de P=2.5 W. Nous pouvons
voir sur la figure 4.22 une comparaison des résultats expérimentaux (en rouge) et des simula-
tions numériques (en bleu). Un excellent accord est obtenu de nouveau entre les simulations
numériques et nos mesures expérimentales sur cette génération de structures d’ondes scélérates
superposées. De plus, nous gardons toujours un spectre asymétrique tout comme précédemment.
Enfin, si nous faisons une comparaison qualitative entre la figure 4.20 et 4.21, nous retrouvons
une première structure où il y a un minimum d’intensité, puis lorsque nous poursuivons la
propagation une double structure où nous avons un minimum d’intensité à chaque structure.
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Figure 4.21 – Évolution spatio-temporelle de l’intensité optique selon les deux axes de polarisa-
tion u et v sur 5 km de fibre optique (avec les pertes). Ovale discontinu noir : les trois structures
de type onde scélérates noires.

Figure 4.22 – Profils temporels (a,b,e,f) et spectraux (c,d,g,h) selon les deux axes de polarisation
et selon l’entrée de la fibre optique (a-d) et la sortie de la fibre optique après 5 km de propagation
(e-h). En rouge, mesures expérimentales et en bleu (ligne pour le domaine temporel, cercle pour
le domaine spectral), simulations numériques à P=2.5 W.

Nous pouvons également regarder l’intensité recombinée des deux polarisations, une com-
paraison entre les simulations numériques et les mesures expérimentales sont représentées sur
la figure 4.23(b,c). Tout comme dans la partie précédente, l’intensité totale est parfaitement
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symétrique, la vitesse de groupe du profil d’intensité totale est bien la moyenne des vitesses de
groupe selon chaque axe. On retrouve un excellent accord quantitatif sur la superposition des
ondes scélérates générées.

Figure 4.23 – (a) Évolution spatio-temporelle de l’intensité optique totale de la simulation
numérique sur 5 km de propagation. Comparaison entre les mesures expérimentales (point et
ligne continue rouge) et simulation numérique totale (ligne continue et cercle bleu) dans le
domaine temporel (b) et dans le domaine spectral (c).

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons montré l’extension du processus d’instabilité de modulation

et la génération de structures scélérates à un système vectoriel de type Manakov. Ceci requiert
une fibre optique standard des télécommunications possédant une variation aléatoire rapide de
la biréfringence résiduelle et un régime de dispersion normale. Le modèle d’équations couplées
de Manakov permet de décrire quantitativement un processus d’instabilité de modulation via
une modulation de phase croisée. Un système physique équivalent correspond à deux ondes
pompes de longueurs d’ondes différentes et ayant des polarisations orthogonales. Une analyse
de stabilité linéaire a permis de déterminer différentes conditions d’existence de l’instabilité
non-linéaire, telles que l’écart fréquentiel entre les deux pompes et également la puissance de
celles-ci. Nous avons pu démontrer deux types de régimes : le régime "bande de base" et le ré-
gime "passe-bande". Ces régimes sont très importants, car ils définissent l’étendue des bandes
de gains et la condition de génération de solutions de structures scélérates vectorielles noires.
Ceux-ci ont été confirmés grâce à une première observation de ce phénomène lors d’expériences
d’instabilité de modulation spontanée. Les résultats expérimentaux obtenus ont montré de très
bons accords avec les simulations numériques, mais également avec la théorie. Enfin, en réalisant
de multiples simulations numériques, il a été possible de trouver des conditions initiales d’une
onde faiblement modulée qui permet de stimuler le processus d’instabilité de modulation vec-
torielle pour générer des structures d’ondes scélérates. Les résultats expérimentaux après 3 km
de propagation confirment les prédictions numériques et la théorie. Enfin, nous avons également
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observé la génération d’une structure de type onde scélérate plus complexe si nous poursuivons
la propagation jusqu’à 5 km. Cette structure se rapproche de la solution appelée "Dark-Three
sister" [53] qui fait référence aux trois vagues scélérates successives dans les océans qu’on appelle
les trois soeurs [54].Ces premières observations ouvrent la voie vers de nouvelles observations
de solutions beaucoup plus complexes, l’adaptation des solutions théoriques à la mise forme des
conditions initiales devient alors inévitable.
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CONCLUSION GÉNÉRALE ET
PERSPECTIVES

Les objectifs de cette thèse ont été d’explorer les solutions complexes d’ondes scélérates ré-
cemment développées par les théoriciens dans le cadre de l’équation de Schrödinger non-linéaire
et des processus d’instabilité de modulation, et notamment les capacités de l’optique ultrarapide
dans les fibres pour les observer et confirmer leur existence dans des systèmes physiques réels.
En effet, les travaux rapportés dans ce manuscrit concernent l’analyse des caractéristiques des
solutions de type onde scélérate de second ordre dans les chapitres 2 et 3, ainsi que les solutions
de type onde scélérate vectorielle "noire" dans le chapitre 4. La même méthodologie a été uti-
lisée pour les différents cas, nous nous sommes intéressés à la génération de ces solutions avec
des simulations numériques dans un premier temps, afin de déterminer les configurations ex-
périmentales requises, puis des démonstrations expérimentales sont venues valider les solutions
théoriques. Ainsi en ce qui concerne les structures de type onde scélérate de second ordre dans
un système de propagation scalaire, nous avons réalisé diverses études qui analysent deux types
d’excitation du processus d’instabilité de modulation.

La première méthode requiert la mise en forme de conditions initiales idéales pour l’excitation
de l’onde scélérate, de manière similaire aux expériences menées en hydrodynamique. Cepen-
dant, cela pose d’énormes contraintes notamment de mise en forme d’ondes optiques arbitraires
à des échelles de temps de l’ordre de la picoseconde, donc bien au-delà des limites actuelles des
modulateurs électro-optiques et générateurs de signaux électriques. Une des solutions proposer
est d’utiliser la mise en forme dans le domaine de Fourier d’une source optique à peigne de fré-
quence (source impulsionnelle), c’est-à-dire un contrôle fin de l’intensité et de la phase de chaque
raie spectrale du peigne de fréquences. Cette méthode fait appel au récent développement de
sources impulsionnelles ultrarapides et de filtres spectraux programmables aux longueurs des
télécommunications. Nous avons mis en évidence l’impact néfaste des incertitudes sur la mise en
forme des conditions d’excitations, en particulier les phases relatives des différentes composantes
spectrales. Nous avons démontré avec succès la génération d’une superposition non-linéaire de
solitons sur fond continu en excellent accord avec les prédictions théoriques, ces solutions géné-
rées présentent peu d’imperfection puisqu’elles sont générées idéalement.

Cependant, afin de prouver que ce type d’ondes extrêmes existe dans un système physique
plus réaliste, plus proche des conditions turbulentes à la surface des océans, nous avons envi-
sagé une deuxième méthode d’excitation simplifiée. Ainsi, dans nos recherches, nous avons pu
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vérifier qu’une excitation non idéale était possible pour observer des solutions de type onde
scélérate (solitons sur fond continu ou breathers). Les recherches des années passées ont montré
que la génération non idéale des solutions de premier ordre était réalisable avec une condition
initiale approchée. Ils ont permis d’observer toutes les propriétés de localisation et de forme des
solutions analytiques. Ici, nous avons montré pour la première fois l’interaction synchronisée
(collision) de deux breathers d’Akhmediev (solutions d’ordre 1) excités par de simples modula-
tions sinusoidales. Cette collision présente une struture d’onde extrêmement localisée avec un pic
d’intensité géant, et notamment les signatures d’une solution complexe d’ordre 2 dues à la super-
position non-linéaire des deux breathers. Des conditions de synchronisation sont indispensables
pour une collision efficace. En plus des pertes linéaires de propagation, les impacts de la phase
spectrale relative des fréquences de perturbation et de leur différence de vitesse de groupe ont
été analysées en détails. Ceci a mis en évidence la possibilité d’une collision totalement annihilée.

Enfin, dans le cadre de cette thèse, nous avons pu étendre la nquestion des solutions de type
onde scélérate à un système vectoriel, à savoir le modèle intégrable de Manakov (système de
deux équations de Schrödinger non-linéaire couplées). Pour ce faire, il a fallu d’abord étudier de
manière quantitative le phénomène d’instabilité de modulation vectorielle dans une fibre optique
des télécommunications possédant une variation aléatoire rapide de la biréfringence résiduelle,
afin de vérifier la validité du modèle de Manakov. Les résultats obtenus sont pionniers puisqu’il
s’agit de la première observation de l’instabilité de modulation vectorielle dans le cadre d’un sys-
tème de type Manakov. Tout comme l’instabilité de modulation scalaire, il existe des solutions
de type onde scélérate dans le modèle de Manakov. Nous avons ainsi pu réaliser également la
première observation expérimentale de l’instabilité de modulation vectorielle stimulée et géné-
rant une structure de type onde scélérate vectorielle "noire". Nous avons pu observer également
la génération d’une structure d’ordre supérieur lorsqu’on a poursuivi la propagation dans la
fibre optique. On appelle cette structure les "Dark-Three sister" qui s’apparente aux trois vagues
scélérates successives observées dans les océans.

Les résultats obtenus lors de cette thèse ont montré qu’il existe énormément de solutions de
type onde scélérates de l’équation de Schrödinger non linéaire. Cependant, celles-ci deviennent
de plus en plus complexes, d’une part à travers leurs caractéristiques de localisation extrême
de l’énergie, et d’autre part pour les générer. À partir de résultats obtenus et de la recherche
actuelle, il est assez aisé de déterminer quelques perspectives qui sont à mener par la suite. En
effet, la première perspective va être la suite de la génération de structure de type onde scélérate
vectorielle. En effet, pour le moment il existe très peu de solutions dérivées par les théoriciens,
mais il est possible d’imaginer l’étendue possible étant donné le nombre de solutions dans le cas
scalaire. En effet, les possibilités sont d’autant plus nombreuses que nous étudions un nombre
important de composantes couplées dans un système physique. Ici nous nous sommes limités
à deux composantes de polarisation. Les résultats présentés montrent deux structures de type
onde scélérate vectorielle "noire", mais il existe pour certains paramètres un couplage entre une
structure d’onde "noire" et une autre "brillante". Enfin, dans le domaine scalaire, nous avons
montré la possibilité de recréer facilement des structures de premier ordre et de second ordre.
La solution de second ordre observé concerne uniquement la superposition non linéaire de deux
breathers d’Akhmediev. On pourrait envisager comme perspective de réaliser une génération
d’une superposition d’un breather d’Akhmediev et d’un soliton de Kuznetsov-Ma. Cette super-
position est très complexe a réalisé du fait qu’il s’agit de deux solutions localisées dans des
directions différentes, l’un est localisé dans l’espace, et l’autre dans le temps. De plus, du fait
que le Kuznetsov-Ma ne présente pas de périodicité dans le temps, cela rend son observation
beaucoup plus compliquée. Enfin, outre le fait de rester sur les solutions de second ordre, il
est envisageable également de réaliser une étude expérimentale approfondie sur la génération
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de solution de type onde scélérate "déphasée" que nous avons vu dans le chapitre 2. De plus,
on pourrait se demander s’il n’est pas possible de réaliser une superposition non linéaire d’une
solution de premier ordre avec une de second ordre en les faisant interagir comme lorsque nous
avons fait interagir deux breathers d’Akhmediev. Les possibilités de génération de solution avec
les deux méthodes présentées dans le cadre de cette thèse sont très nombreuses, et peuvent
ouvrir des possibilités qui n’étaient pas envisageables auparavant.

Pour conclure, afin de générer des structures de type onde scélérate toujours plus proches
des conditions océaniques, il faut envisager d’étendre l’analogie basée sur le modèle standard
(équation de Schrödinger nonlinéaire) sans pertes, ni dispersion ou non-linéarité d’ordre supé-
rieur. Le développement de systèmes expérimentaux optiques analogues faisant intervenir les
problèmes de dissipation, de forçage et de non-homogénéité est un réel challenge. En effet, ce
genre de systèmes pourrait tout à fait s’apparenter à la présence de vent qui apporterait une
modification de la propagation de nos ondes. En effet, les recherches menées dans ces systèmes
permettront ainsi de mieux appréhender les phénomènes de vagues scélérates océaniques.
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Chapitre A : Calcul de la largeur spatiale à mi-hauteur d’un breather d’Akhmediev

Le calcul de la largeur spatiale à mi-hauteur d’un breather d’Akhmediev avec un paramètre
général a se base sur la solution analytique de l’équation de Schrödinger non linéaire que nous
avons vue lors du chapitre 1. On utilise l’expression suivante :

Ψ(τ, ξ) =

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a cos(ωτ) + ib sinh(bξ)

)
(√

2a cos(ωτ)− cosh(bξ)
) eiξ (A.1)

Où b et ω qui sont respectivement le gain et la fréquence normalisés, liés à la période de modu-
lation définie par :

b = [8a(1− 2a)]1/2 (A.2)
ω = 2(1− 2a)1/2 (A.3)

On s’intéresse à la largeur spatiale, on se place alors à τ = 0, on obtient l’expression :

Ψ(0, ξ) =

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a+ ib sinh(bξ)

)
(√

2a− cosh(bξ)
) eiξ (A.4)

L’intensité lumineuse est obtenue par :

I(0, ξ) = Ψ(0, x)×Ψ∗(0, ξ)

=

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a+ ib sinh(bξ)

)
(√

2a− cosh(bξ)
) eiξ ×

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a− ib sinh(bξ)

)
(√

2a− cosh(bξ)
) e−iξ

=

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a
)2

+ b2 sinh(bξ)2(√
2a− cosh(bξ)

)2

On obtient Imax lorsqu’on se place à ξ = 0, on a alors :

Imax =

(
(1− 4a) +

√
2a
)2

(√
2a− 1

)2 (A.5)

On recherche les largeurs à mi-hauteur pour lesquels Imax/2 > 1, car l’intensité du fond continu
est égale à 1. On a amin tel que Imax/2 = 1 :(

(1− 4a) +
√

2a
)2

(√
2a− 1

)2 = 2 (A.6)

4a+ 2
√

2a+ 1
2 = 1 (A.7)

Changement de variable par a = A2 : (A.8)

4A2 + 2
√

2A− 1
2 = 0 (A.9)

Soit après résolution du polynôme :

amin = 1
8
(
3− 2

√
2
)

(A.10)
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Maintenant que nous connaissons la plus petite valeur de a afin d’avoir une solution pour la
largeur à mi-hauteur. On calcule la demi-largeur à mi-hauteur à l’aide de l’équation suivante :(

(1− 4a) +
√

2a
)2

2
(√

2a− 1
)2 =

(
(1− 4a) cosh(bξ) +

√
2a
)2

+ b2 sinh(bξ)2(√
2a− cosh(bξ)

)2 (A.11)

On effectue un changement de variable afin de simplifier l’équation, on définit alorsX = cosh(bξ).
De plus, en utilisant l’identité remarquable :

sinh2(z) = cosh(z)2 − 1 (A.12)

Nous pouvons alors réécrire l’équation (A.11) sous la forme d’un polynôme de second degré :(
4a+ 2

√
2a− 1

2

)
X2 +

(
−3
√

2a− 8a
)
X + 8a2 + 4a

√
2a+ 7a (A.13)

Après résolution du polynôme (A.13), nous obtenons les racines suivantes :

X1 =
7
√

2a+ 8a
(
1−
√

2a
)

8a+ 4
√

2a− 1
(A.14)

X2 =
√

2a (A.15)

La largeur spatiale à mi-hauteur est obtenue par :

∆ξ = 2× 1
b

cosh−1(X) (A.16)

Or, la racine X2 ne donne pas de solution réelle pour a ∈ [amin; 0.5] contrairement à la racine
X1. On obtient ainsi l’expression suivante pour la largeur spatiale à mi-hauteur :

∆ξ = 2√
8a(1− 2a)

cosh−1
(

7
√

2a+ (1−
√

2a)8a
8a+ 4

√
2a− 1

)
(A.17)
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Résumé
Titre : Ondes scélérates complexes dans les fibres optiques

Ce manuscrit de thèse présente l’étude d’instabilités non-linéaires et la génération d’ondes
scélérates complexes liées à la propagation de la lumière dans des fibres optiques standards des
télécommunications optiques. Un rappel est tout d’abord présenté sur les phénomènes physiques
linéaires et non-linéaires impliqués et qui peuvent présenter une analogie directe avec le domaine
de l’hydrodynamique. Les différentes formes d’ondes scélérates liées au processus d’instabilité
de modulation, aussi appelées « breathers », sont alors présentées, elles sont obtenues par la
résolution de l’équation de Schrödinger non-linéaire. À partir de ces solutions exactes, divers
systèmes expérimentaux sont alors conçus par simulation numérique à partir de deux méthodes
d’excitation d’ondes scélérates. La première est une génération exacte à partir des solutions
analytiques en effectuant une mise en forme spectrale en intensité et en phase d’un peigne de
fréquence optique. La seconde méthode est basée sur des conditions initiales approchées avec des
ondes continues modulées sinusoïdalement. Les mesures expérimentales réalisées avec ces deux
méthodes démontrent parfaitement la génération d’ondes scélérates complexes (solutions d’ordre
supérieur du système) issues de la superposition non-linéaire ou collisions de « breathers » de
premier ordre. Enfin, nous avons également étudié un système non-linéaire équivalent au modèle
de Manakov, qui fait intervenir la propagation de deux ondes distinctes avec des polarisations
orthogonales dans une fibre optique. L’analyse de stabilité et des simulations numériques de
ce système multi-variable mettent en évidence un nouveau régime d’instabilité de modulation
vectorielle ainsi que de nouvelles solutions d’ondes scélérates noires et couplées en polarisation.
Un nouveau système expérimental mis en place a permis de confirmer ces prédictions théoriques
avec un excellent accord quantitatif.

Mots-Clés : Optique non-linéaire ultrarapide, fibres optiques, instabilité de modulation, ondes
scélérates, polarisation, équation de Schrödinger non-linéaire, système de Manakov.

Abstract
Title : Complex rogue wave in the fiber optics

This manuscript presents the generation of complex rogue waves related to nonlinear instabi-
lities occurring through the propagation of light in standard optical fibers. Linear and nonlinear
physical phenomena involved are first listed, in particular some of them by analogy with the
field of hydrodynamics. The different forms of rogue waves induced by the modulation instability
process are then presented. They are also known as "breathers", and they are obtained by solving
the nonlinear Schrödinger equation. From these exact solutions, various experimental systems
were designed by means of numerical simulations based on two rogue-wave excitation methods.
The first one is an exact generation of mathematical solutions based on the spectral shaping of
an optical frequency comb. The second method uses approximate initial conditions with a simple
sinusoidal modulation of continuous waves. For both cases, experimental measurements demons-
trate the generation of complex rogue waves (i.e., higher-order solutions of the system) arising
from the nonlinear superposition or collision of first-order breathers. Finally, we also studied a
nonlinear fiber system equivalent to the Manakov model, which involves the propagation of two
distinct waves with orthogonal polarizations. The stability analysis and numerical simulations of
this multi-component system highlight a novel regime of vector modulation instability and the
existence of coupled dark rogue-wave solutions. A new experimental system setup was conceived
and theoretical predictions are confirmed with an excellent quantitative agreement.

Keywords : Ultrafast nonlinear optics, optical fibers, modulation instability, rogue waves,
polarization, nonlinear Schrödinger equation, Manakov system.


