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Introduction

L'essor de la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles, a partir
du XVIIé™e sjgcle, a permis le développement de la modélisation et prédiction du com-
portement des solides : trajectoires, déplacements et déformations sous sollicitations
statiques ou dynamiques. Avec ’apparition des premiers ordinateurs et le développe-
ment des méthodes numériques, l'intérét pour les modeles discrets a contribué a la
popularisation des formulations faibles ou intégrales, et de leurs solveurs — intérét
également porté par I'impossibilité, dans la majorité des cas, de dégager par le calcul
analytique toutes les informations utiles a I'ingénieur.

A la croisée des enjeux de productivité industrielle et d’optimisation des outils al-
gorithmiques de résolution d’équations différentielles, la simulation numérique tend
a devenir incontournable pour les concepteurs de structures complexes, par la prédic-
tion peu coiteuse de leur comportement en état de service, et une optimisation fine
des géométries, matériaux, rendue possible par la simplicité d’utilisation des logiciels
de simulation numérique des structures existant actuellement. Les domaines de va-
lidité des solveurs utilisés par ces derniers sont toujours en expansion, de méme que
leur robustesse ou fiabilité, grace aux travaux de recherche menés ces derniéres dé-
cennies, permettant de simuler dans des temps tendant a se raccourcir des structures
de taille toujours plus grande et de géométrie plus singuliére, ou des phénomeénes plus
complexes.

Les systemes discrets résultant de la projection de la formulation intégrale d'une
équation différentielle sur une base d’'un sous-espace de recherche des solutions de
dimension finie peuvent étre soit linéaires, soit non linéaires — en lien avec le ca-
ractere linéaire ou non linéaire du modeéle de comportement matériau sous-jacent, la
validité ou non de 'hypothése des petites perturbations... Si la théorie linéaire peut
étre considérée comme suffisamment avancée a 'aube du XXI¢™e siécle pour légitimer
I'implémentation de certains solveurs numériques fiables et rapides dans de nom-
breux logiciels (mécanique des solides, des sols, des fluides...), les difficultés posées
encore aujourd’hui par la résolution d’équations non linéaires nécessitent un travail
plus approfondi des solveurs dédiés, et tout particulierement de leur robustesse et
performance.

Ce manuscrit sera en partie sous-tendu par cet objectif de robustification des sol-
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p) Introduction

veurs non linéaires, grace a une amélioration de leurs performances (étendue du do-
maine de validité en termes d’intensité de non linéarité, de variété de géométries
acceptables, de rapidité et d’assurance de convergence dans des cas complexes).

Si le domaine de validité des solveurs numériques tend a englober de plus en plus
de phénomenes non linéaires, s’appuyant sur une expérience riche de nombreuses re-
cherches et résultats concernant les comportements linéaires, I'un des autres défis
majeurs de ce début de siecle consiste a repousser les limites de la taille des pro-
blemes résolvables numériquement, enjeu fortement corrélé a ’avénement des super-
calculateurs et des architectures paralleles, rendant possible 'augmentation de la pré-
cision des calculs sur un domaine donné (raffinement du maillage), ou la taille des
structures physiques considérées.

Dans le contexte de la résolution numérique de systéemes de grande taille, I'un
des outils en vogue depuis quelques décennies — i.e. le calcul parallele — exploite le
caractere distribué de la plupart des architectures numériques actuelles, divisées en
de nombreuses unités comprenant différentes échelles (voir la figure 1). De facon gé-
nérique, ces architectures distribuées, super-calculateurs ou clusters, se divisent en
nceeuds, entre lesquels des cartes ou un pilote de réseau local assurent la possibilité
de transmettre des informations. Les unités composant chacun de ces nceuds sont les
sockets (ou processeurs), un socket pouvant également comporter plusieurs (actuelle-
ment 72 pour un Xeon Phi) unités élémentaires : les ceeurs (le terme « processeur » est
aussi utilisé pour désigner un cceur, cette indifférentiation provenant des anciennes
versions de processeurs, alors composés d'un seul ceeur). Les accélérateurs GPU, des
unités de calcul comprenant un grand nombre de coeurs ou unités de traitement — ini-
tialement dédiés au rendu graphique, — apparaissent également de plus en plus dans
la course a la parallélisation.

Chaque cceur d’'un socket peut étre vu comme une unité de calcul élémentaire, a
laquelle des jeux d’instructions, ou taches, peuvent étre envoyés. Ainsi, étant donné
le grand nombre de processeurs disponibles dans les super-calculateurs, une ma-
niere simple d’augmenter la rapidité de traitement d’'une liste d’instructions, si cha-
cune d’entre elles nécessite un nombre d’opérations « raisonnable », est d’en effectuer
chaque unité sur un ceeur donné, simultanément (i.e. en parallele). Toutefois, ceci n’est
possible que si les instructions sont indépendantes, c’est-a-dire qu’aucune d’entre elles
ne nécessite en entrée des informations obtenues en sortie d'une autre instruction.
Dans le cas contraire, un bon niveau de parallélisme et un gain de temps conséquent
peuvent souvent tout de méme étre obtenus en découpant la liste de taches en sous-
listes distribuées, et en regroupant dans une phase finale les données en sortie de
chaque processeur.

Une hiérarchisation de la mémoire permet également d’améliorer les performances
des architectures paralleles. Les acces a la mémoire persistante (disque dur, clé USB...)
sont a éviter au maximum car transitant par un réseau lent : la mémoire vive (RAM),
dont l'acces est facilité par un réseau plus performant, est capable de stocker une
quantité limitée d’informations de facon temporaire, afin d’augmenter la rapidité de
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Cluster
Noeud 0
Socket 0 Socket 1

Ceoeur 0 | L1 Ceeur 1 | L1 Ceoeur 0 | L1 Ceeur 1 | L1
L2 L2 L2 L2

Ceeur 2 | L1 Ceeur 3 | L1 Ceeur 2 | L1 Ceeur 3 | L1
L2 L2 L2 L2 Connexion

réseau

Noeud 1

FIGURE 1 — Architecture parallele

traitement des instructions. Trois niveaux de mémoire supplémentaires, ultra-rapides
mais de capacité moindre, sont également disponibles dans les architectures mémoire
distribuées actuelles : les caches L1, L2 et LL3. Le cache de niveau L3 est associé a
un socket, les informations qu’il contient en mémoire sont accessibles par tous les
coeurs du socket; les caches de niveau L1 et L2 sont spécifiques a un coeur donné.
Les informations directement nécessaires au traitement des taches par les coeurs sont
stockées dans I'une ou l'autre de ces structures, afin d’optimiser les accés mémoire.
La figure 1 présente les emplacements des différents niveaux de mémoire ; la RAM
est de maniere générale reliée a la mémoire persistante de 'ordinateur ou du cluster,
assurant la possibilité d’y copier temporairement les données nécessaires pour lancer
un programme.

Deux principaux modeles de programmation permettent actuellement a I'utilisa-
teur de paralléliser les parties indépendantes d’'un code. Le premier, dit modele mul-
titdche ou multithreading model, dont I'interface la plus courante est OpenMpP, définit
un niveau de parallélisme a ’échelle du noeud, ou grace a la rapidité du réseau les
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4 Introduction

structures de stockage de type mémoire vive (a I’échelle des sockets) et L3 (a I’échelle
des cceurs) peuvent étre considérées comme « partageables ». OpenMP permet d’ou-
vrir des régions paralléles dans un progamme, et d'indiquer a 'ordinateur combien de
threads (entités d’exécution avec une mémoire locale) allouer pour exécuter les diffé-
rentes instructions de cette région : on parle alors de multithreading. Les différentes
variables intervenant dans un programme peuvent alors avoir un statut partagé (ac-
cessible et modifiable par tous les coeurs, ces derniers en posseédent alors tous la méme
instance) ou privé (chaque coeur posséde une instance de la variable, les modifications
apportées par un coeur n’affectent pas la valeur de I'instance de la variable d’'un autre
coeur), défini par l'utilisateur, suivant I'usage prévu pour chacune d’entre elles. Ce
modele de programmation parallele ne requiert toutefois pas de 'utilisateur de déter-
miner a 'avance quelle instruction sera réalisée sur un cceur donné, ni de controler
finement les échanges d’informations entre coeurs : il peut aisément étre utilisé pour
paralléliser des boucles et des opérations de type réduction.

Le second modele de programmation quant a lui, dont l'interface standard est
Message Passing Interface (MPI), définit un niveau de parallélisme a I’échelle
du cluster. Chaque coeur y est vu comme une entité de calcul indépendante, et la
notion de mémoire partagée disparait : un coeur donné connait la valeur de ses va-
riables, rendues automatiquement privées ; pour avoir acces a la valeur des variables
d’autres cceurs, qu’ils soient localisés dans le méme noeud (ou socket) ou non, les fonc-
tions de la bibliotheque MPI, permettant de gérer les communications entre coeurs,
doivent étre appelées. Ces dernieres peuvent étre répertoriées en deux types : les
unes concernent les communications entre deux cceurs ciblés (méthodes Send, Recv,
Sendrecv), les autres font intervenir un échange d’informations entre tous les cceurs
d’'un méme communicateur ou sous-communicateur (méthodes de type all-to-all
ou all-reduce). Ce manuscrit s'intéressera particulierement au deuxiéme modele
de programmation parallele (MPI), plus adapté aux solveurs dits de Décomposition
de Domaine, consistant a appliquer le principe de parallélisation d’instructions aux
algorithmes de résolution numérique d’équations différentielles — pour lesquels un
controle fin des échanges d’informations entre coeurs doit étre assuré; la théorie dé-
veloppée au cours de ce document s’appuiera fortement sur ces solveurs, ils seront
notamment détaillés dans le premier chapitre — bibliographique.

Une deuxiéme caractéristique notable différencie le modele de programmation pa-
rallele MPT d’OpenMP : grace a la possibilité de communication inter-nceuds, un niveau
de parallélisme plus massif peut étre créé, avec la gestion de plusieurs centaines ou
milliers de cceurs. Bien que les résultats qui seront présentés dans les prochains cha-
pitres ne concernent que des cas-tests académiques de quelques (dizaines de) milliers
d’inconnues, 'objectif, a terme, est de pouvoir traiter des problemes non linéaires a
plusieurs millions d’inconnues. Une possibilité est alors d’utiliser le modeéle MPI pour
effectuer la parallélisation globale de I’algorithme de résolution, et OpenMP pour pa-
ralléliser les sous-jeux d’instructions résultants. Ces stratégies de parallélisation des
algorithmes de résolution d’équations différentielles discrétisées sont actuellement
au cceur des préoccupations des acteurs du High Performance Computing (HPC). En
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particulier, la vitesse de convergence des solveurs numériques est corrélée a l'opti-
misation de leur parallélisation : 'un des courants de ces derniéres décennies vise
la réduction des opérations de communication au sein du processus de résolution, on
parle alors de communication avoiding algorithms. Ce manuscrit s’inscrira dans la
lignée de ce mouvement, basé sur la simple observation que le temps que les coeurs
passent a communiquer est du temps « perdu », le cas idéal correspondant & un nombre
de taches égal au nombre de ceeurs disponibles, toutes totalement indépendantes : le
temps d’exécution est alors égal au temps nécessaire a la réalisation des opérations
composant la tache la plus longue.

Quatre chapitres permettront d’étoffer les deux axes définis ci-dessus :

— la robustesse des solveurs non linéaires

— la réduction des communications au sein du processus de résolution

Ces thématiques sont étroitement liées, 'amélioration des performances consé-
quente a la réduction des échanges entre cceurs participant de la robustesse du sol-
veur.

Dans un premier temps, un chapitre bibliographique détaillera une partie des fon-
dements théoriques, que I'on réutilisera largement dans les trois autres chapitres, né-
cessaires a la compréhension du vaste domaine de la résolution parallele d’équations
différentielles non linéaires. Deux thématiques en particulier guideront la structura-
tion de ce chapitre :

o Les méthodes de Décomposition de Domaine, ou comment sous-structurer un
probléeme mécanique défini sur un domaine en sous-probléemes indépendants,
correspondant physiquement a une décomposition du domaine étudié, puis dé-
finir un processus de résolution permettant d’assurer la résolution de 1’équa-
tion globale en n’effectuant que des opérations définies localement (sur les sous-
problémes) ou aux interfaces de ces sous-problemes.

o Les algorithmes de résolution des systémes non linéaires, ou comment définir
une suite de probléemes tangents permettant de converger vers la solution non
linéaire en utilisant les outils performants des solveurs linéaires.

Un second chapitre posera le cadre théorique de solveurs non linéaires paralléles,
dits méthodes de sous-structuration et condensation non linéaires, choisis pour leur
optimisation « naturelle » des communications au cours de leur déroulement. Si de
premiers travaux relativement récents ont permis de poser les bases de définition de
ces nouveaux solveurs, ce chapitre permettra de définir plus précisément les objets
mis en jeux, le cadre de validité du processus de résolution, ainsi que de peaufiner
les différentes approches existantes. En particulier, étant donnée I'imbrication de plu-
sieurs algorithmes «internes » réalisée au sein de ces solveurs globaux, une étude des
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6 Introduction

criteres d’arrét permettra d’éviter de potentielles sur-résolutions occasionnées par une
précision inutilement élevée sur des solutions intermédiaires. De premiers résultats
permettront d’étudier les performances des différentes approches présentées, ainsi
que de valider leur efficacité sur des cas académiques : les gains de la méthode de
sous-structuration et condensation non linéaires, comparée a une méthode NKS plus
classique, en termes de nombres d’itérations du solveur tangent de Krylov (repré-
sentant la quantité de communications inter-processeurs au cours du calcul) sont de
Pordre de 25 a 30%.

Les deux derniers chapitres seront consacrés a ’'amélioration des performances de
ces solveurs, autour de deux axes distincts :

o Le premier se place dans le cadre de 'approche mixte des méthodes de sous-
structuration et condensation non linéaires, pour laquelle la condensation du
probléeme aux interfaces des sous-domaines passe par la définition d’'une incon-
nue mixte, combinaison linéaire de déplacements et d’efforts (dans le cadre de
problémes mécaniques). L'optimisation du solveur vise alors a optimiser le pa-
rametre intervenant dans cette combinaison linéaire, homogéne a une rigidité
d’interface, afin de maximiser la vitesse de convergence de I'algorithme : des
gains d’environ 20% — en termes de nombres d’itérations du solveur de Krylov —
sont atteints.

o Le deuxieme axe d’optimisation tend a modifier le processus méme de résolution
et de parallélisation de ’algorithme afin de maximiser les opérations réalisables
localement (sans communication), il utilise une nouvelle version de précondition-
neur, que I'on rendra non linéaire. Les gains, en termes de nombres d’itérations
du solveur de Krylov, sont de 'ordre de 30 a 50%.
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Chapitre 1

Etat de 'art

Ce premier chapitre, exclusivement bibliographique, fera état des connaissances et
avancées actuelles en rapport avec les axes majeurs sur lesquels s’appuie cette these.
On s’attachera donc a répertorier la diversité des techniques existantes principale-
ment dans deux domaines :

— Les méthodes de Décomposition de Domaine (méthodes DD)
— Les méthodes de résolution des équations non linéaires

Dans un premier temps, une investigation des différents types de méthodes DD exis-
tantes sera menée, tant concernant les méthodes de point fixe — qui furent les pre-
mieres, chronologiquement, a apparaitre — que celles produisant des opérateurs non
contractants — qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Dans un deuxieme temps, les principales méthodes de résolution d’équations non li-
néaires seront répertoriées, et une étude sommaire de leurs performances, en termes
de vitesse de convergence et de cotlit de calcul, permettra d’évaluer leurs avantages et
inconvénients.

Enfin, dans 'optique d’introduire les méthodes qui seront détaillées dans les chapitres
suivants, la derniére section de cette étude bibliographique sera consacrée a I'union
des deux thématiques précédentes, ou en d’autres termes a la résolution parallele des
systémes non linéaires.

1 Méthodes de Décomposition de Domaine, condi-
tions d’interface
La résolution numérique d’'un systeme linéaire ne nécessite que trés rarement le

calcul de l'inverse de son opérateur. Cette opération est en effet classiquement effec-
tuée au moyen d’un solveur, qu’il soit direct (pivot de Gauss, factorisations LU ou de
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Cholesky...) ou itératif (Gradient Conjugué et ses variantes...) — tous deux bien moins
colteux qu'une inversion directe [Lascaux and Théodor, 1987]. Depuis une soixan-
taine d’années, ces deux types de solveurs se disputent la suprématie dans le domaine
des problemes linéaires.

La théorie des méthodes directes est relativement bien achevée [Duff et al., 1986,
Davis, 2006], elles présentent ’'avantage d’étre robustes et d’aboutir en un nombre fini
d’opérations, connu a priori. Cependant, la capacité de stockage nécessaire augmente
rapidement avec la taille du probléeme, et ce malgré une algorithmique multi-niveaux
permettant une certaine parallélisation de la résolution [Koester et al., 1994]. Les
récents travaux visant a développer des solveurs multifrontaux massivement paral-
leles —- MUMPS, PARDISO [Amestoy et al., 1998, Schenk et al., 2001, Paszynski et al.,
2010], — en lien avec 'augmentation du nombre de coeurs — et donc de la quantité de
mémoire vive disponible — dans les clusters, ont permis de traiter des problemes de
taille de plus en plus importante. Cependant les constructeurs hardware se heurtent
actuellement a une nouvelle barriére mémoire qui sera difficile a dépasser, et qui li-
mite encore les performances des méthodes directes.

Les méthodes itératives, quant a elles, sont en principe plus extensibles (conser-
vation des performances de I'algorithme pour des problémes de taille croissante, lors-
qu’on augmente le nombre de processeurs). Elles ne nécessitent pas le stockage de
la matrice entiére : on a juste besoin de connaitre son action sur un vecteur, et per-
mettent d’exploiter le caractere creux des matrices issues des formulations éléments
finis, ainsi que de controler la précision de la solution. Cependant, leur convergence
n’est pas assurée en un nombre d’itérations déterminé : celui-ci dépend du précondi-
tionneur employé, du point de départ, de la structure de la matrice, du critere d’arrét,
etc. Bien que de récents travaux aient permis d’améliorer la robustesse de ces sol-
veurs, ils ne concurrencent pas encore les méthodes directes dans les codes de calcul
industriels. Toutefois, étant donné les limites actuelles des architectures mémoires,
leur implémentation devrait se développer rapidement dans le cadre du traitement
de problémes a grand nombre d’inconnues. Un soin tout particulier doit étre apporté
a ’étude du conditionnement de 'opérateur du systéme linéaire a résoudre, qui influe
de facon importante sur la rapidité de convergence : une technique de préconditionne-
ment est bien souvent nécessaire, son calcul peut alourdir le processus de résolution
et doit étre traité de facon judicieuse.

Une troisiéme classe de solveurs tente de tirer parti des avantages des méthodes
directes et itératives : les méthodes de Décomposition de Domaine (méthodes DD).
Cette section a pour but de faire un historique et état des méthodes DD existantes.

De facon globale, on peut scinder ces méthodes en deux familles :

o les méthodes contractantes, ou méthodes de Schwarz
o les méthodes non contractantes, ou méthodes du complément de Schur

Chacune de ces familles fera 'objet d'un travail de bibliographie approfondi.

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures
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1.1 Méthodes contractantes : méthodes de Schwarz

Historiquement, ces méthodes furent les premieres a étre proposées, dans une op-
tique de démonstration mathématique. En effet, H.A. Schwarz prouva dans les années
1870 I’existence de solutions au probleme de Poisson sur certains domaines de forme
complexe, ou 'on ne pouvait calculer de solution analytique [Schwarz, 1869] : seuls
des domaines de formes simples (disque, rectangle...) permettaient le calcul des solu-
tions de cette EDP. La démonstration fut permise grace au découpage du domaine en
deux sous-domaines de formes simples sur lesquels on pouvait calculer une solution
explicite : voir la figure 1.1 pour un exemple. En introduisant une suite de solutions de
problémes de Dirichlet résolus successivement dans chaque sous-domaine, et a ’'aide
du principe de maximum pour les fonctions harmoniques, Schwarz montra la conver-
gence du processus vers la solution du probleme sur le domaine global.

A chaque itération de I’algorithme, on résout donc alternativement un probléme
avec conditions de Dirichlet sur chaque sous-domaine. Le couplage entre les deux solu-
tions est assuré par une région commune, dite de recouvrement : a chaque résolution,
on utilise la solution précédente pour fixer les conditions d’interface.

La méthode est de type point fixe, sa convergence est assurée grace a la contrac-
tance de 'opérateur du systéeme a résoudre.
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FIGURE 1.1 — Exemple de découpage en deux sous-domaines avec recouvrement

1.1.1 Algorithmes continus

Algorithme alterné La premieére version apparue de 'algorithme est dite alter-
née : en effet, les résolutions sur chaque sous-domaine sont successives, chaque sous-
équilibre ayant besoin de la solution du systéme précédent pour poser ses conditions
aux limites. L'algorithme 1 présente le processus de résolution pour I’équation de Pois-
son avec des conditions de Dirichlet homogeénes — probléeme (1.1), et le découpage de la
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figure 1.1 :
Soit f € £? (Q)
Trouver u ¢ H! (Q) tel que :

Au+f=0 dans Q
u=0 sur dQ

(1.1)

Algorithme parallele Dans l'optique d’améliorer les performances de ’algorithme,
environ cent ans plus tard, P.L. Lions propose une extension trés importante des tra-
vaux de Schwarz : il démontre sa convergence pour un nombre quelconque de sous-
domaines avec recouvrement, ainsi qu’'en donne une interprétation par formulation
variationnelle, ce qui permet de démontrer la convergence pour tout type de probléeme
elliptique.

Un certain niveau du parallélisme peut étre atteint avec la version alternée de I’al-
gorithme de Schwarz : en effet, les résolutions locales concernant des sous-domaines
n’ayant aucune région de recouvrement en commun peuvent étre effectuées en méme
temps sur des processeurs indépendants : c’est la technique du coloriage [Kahou et al.,
2007]. Cependant, le nombre d’opérations pouvant étre réalisé indépendamment reste
limité, et le parallélisme n’est pas exploité de facon optimisée pour les architectures
actuelles des clusters.

P.L. Lions introduit alors une variante plus parallele ou toutes les résolutions lo-
cales sont effectuées simultanément, donc plus adaptée au calcul sur ordinateur — bien
que toujours au niveau continu [Lions, 1988, Lions and Lions, 1989], voir I’algorithme
2.

Algorithm 1 Alternated Schwarz
Require: Subdomains Q(1), Q) boundaries '), 1'(2)
Initialization : 1y on "D, 5 = 0, status = 'NotConverged’, threshold ¢ > 0

while status == 'NotConverged’ do
1. solve : Aum% +f=0in QM)
1 =00n IQW\TW
Uy, 1 = tin OD r)
2. solve Auy, 1+ f=0in Q(2)
U1 =00n dQ@N\T@)
Uns1 = 1y, 1 OD r@)

if w1 o - U ) | <¢eand Hu”+1|r(2> ~Un o) | <¢then

[r(1)
status = ’Converged’

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures
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Algorithm 2 Parallel Schwarz
Require: Subdomains Q(1), Q) boundaries I'1), T(2)

initialization : ugl) on '), u(()z) on '), n = 0, status = 'NotConverged’, threshold
e>0
while status == 'NotConverged’ do

solve : Au'! + f=0in Q)

n+1

w20 on 9QM\T()

=
1(11+)1 ( ) on T(1)

and : Aufﬁ)l +f=0in Q®@
u?) =0 on 3Q@\r@
(2) (1) on '@

(1) ( ) (2)
if |u =t oy | <eand Huml' o e | <¢then

status =’Converged’

1.1.2 Algorithmes discrets

Enfin, les méthodes de Schwarz sont reformulées au niveau discret : on distingue
alors les méthodes dites multiplicative [Chan and Mathew, 1994, Smith et al., 2004]
et additive [Dryja and Widlund, 1990].

L'opérateur discrétisé de ’équation différentielle a résoudre est noté A. On intro-
duit également des opérateurs rectangulaires de restriction Rj, permettant d’obtenir
a partir d’'une quantité définie sur les nceuds de la structure globale O une quan-
tité définie uniquement sur les nceuds d’'un sous-domaine Q(*). La transposée de cet
opérateur, notée R!, prolonge les quantités définies sur les noeuds de Q) dans le
domaine entier QO par des zéros. Pour la restriction d'un opérateur matriciel A a un
sous-domaine Q) on a : Ay = RgAR].

Méthode multiplicative Lorsqu'on travaille avec un découpage en deux sous-
domaines, le principe de la méthode multiplicative est de créer les suites (un 1 ) et
2/n

(4p+1), définies par :
_ T -1
un+% =Un +R1 Al R4 (f_Aun)
= +RYAJIR (f-A
Un1 = un+% 2442 B2 f un+%
Le calcul d’'un élément u, 1 consiste ainsi a effectuer une résolution locale avec I'opé-
2

rateur Aj, soit une résolution sur le sous-domaine Q1) tandis que le calcul d'un élé-
ment 1,1 revient a effectuer une résolution sur le sous-domaine Q(2). Pour un nombre
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quelconque de sous-domaines K, on déterminera a chaque itération n les éléments des
suites :

n+g

U &k :un+kl_<1+R]{AI;1Rk(f—Aun+kl_<1), Vke{l,...,K}
On peut alors déterminer I'itéré global 1,1 en fonction de I'itéré global # :

K
ups1 = [ (I-REA R A) uy + Cf (1.2)
k=1

o C = X, (-1)* gy (Y1,...,Yk), avec i = RTA IRy et o) le k-ieme polynéme symé-
trique élémentaire des K variables (Yk)1<k<1< —i.e. la somme de tous les produits de
k d’entre ces variables, ou encore, en notant P ({1,...,K}) 'ensemble des parties a k
éléments de 'ensemble {1,...,K} :

Uk(er---/YK)z Z HYI
IePL({1,...,K}) i€l

La méthode de Schwarz multiplicative est une méthode par nature séquentielle, de
méme que la méthode de Schwarz alternée.

Remarque 1 : Lorsqu’on utilise un recouvrement nul, la méthode de Schwarz
maultiplicative est équivalente & une méthode de Gauss Seidel par blocs, ou
encore a la discrétisation de la méthode de Schwarz alternée (voir algorithme
1) avec recouvrement minimal — on rappelle que les méthodes classiques conti-
nues de Schwarz ne convergent pas lorsque le recouvrement est nul.

Méthode additive De méme qu’au niveau continu, une version paralléle de la mé-
thode de Schwarz multiplicative existe et est appelée méthode additive ; elle consiste
a créer la suite d’itérés :

K K
Ups1 = (1 -3 R,{A,;leA) up+ . RTARf (1.3)
k=1 k=1

Les résolutions locales par sous-domaine peuvent alors étre réalisées simultanément,
puisqu’elles sont rendues indépendantes de la solution des autres résolutions locales.

Lorqu’on considere un recouvrement nul entre les sous-domaines, la méthode de
Schwarz additive est équivalente a la discrétisation de la méthode parallele présentée
plus haut (voir algorithme 2) pour un recouvrement de taille minimale, ou encore a
une méthode Jacobi par blocs.

Cependant, I'existence de recouvrements non nuls entre les sous-domaines im-
plique la non-convergence de I'algorithme additif [Gander et al., 2008] : cette méthode
n’est en général pas utilisée telle quelle mais en tant que préconditionneur d’un sol-
veur de Krylov.
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En effet, on reconnait dans I’expression de la suite (1.3) une formulation de type :

Ups1 = g(“n)

et on cherche un point fixe de g : g(uy) = uy.

K K
g(un)—u, =0 < (Z R{A,;le) Auy = (Z R,fA,;le)f
k=1 k=1

On définit alors le préconditionneur de Schwarz additif (AS) :

K
Mgys = Z R]Z"Allek
k=1

1.1.3 Restricted Additive Schwarz

Récemment, une variante plus efficace de la méthode de Schwarz additif a été
concue — de facon accidentelle, grace a une erreur de programmation [Cai and Sarkis,
1999]. La modification apportée a I'algorithme initial consiste en une supression d’'une
partie des communications entre processeurs, ce qui permet d’augmenter la rapidité
de calcul dans le cas d'une implémentation paralléle. Lalgorithme résultant est appelé
Restrictive Additive Schwarz (RAS).

Afin d’expliciter le principe de RAS, on va définir deux types de décomposition de
domaine (voir la figure 1.2) : la premiére consiste en une décomposition du domaine

Q en sous-domaines Q®° non recouvrants, et tels que Q = uQ®° A partir de cette
décomposition, on crée une partition {Q(k)} avec recouvrements de taille 6 = 1, i.e. en

incluant dans chaque sous-domaine Q®° tous les neeuds au voisinage immédiat de
son bord. Par récurrence, on crée une partition avec recouvrements de taille 6, dont on
peut se servir pour appliquer 'algorithme classique de Schwarz additif.

Deux types d’opérateurs sont associés a ces décompositions, dits de restriction, per-
mettant d’obtenir des quantités locales a partir de quantités globales. Les premiers
seront notés R,‘z et correspondent a une restriction du domaine QO au sous-domaine
Q&) — ce sont les opérateurs R; de la section 1.1.2 (chap. 1) dans le cas d’'un recou-
vrement de taille 6. Le second type correspond a une restriction du domaine Q a un

. 0 . . T p
sous-domaine Q(X)” — sans recouvrement ; il sera noté Rg, et on notera Rg lopérateur
. 0 . . P

de prolongement du sous-domaine Q(X)" dans le domaine Q. Lopérateur discrétisé de
I'équation différentielle & résoudre est noté A, sa restriction & un sous-domaine Q%)
est notée Ay = R ARY.

On peut écrire le préconditionneur de Schwarz additif grace aux opérateurs définis
ci-dessus :

K
1 _ T p-1ps
MAS—I;Rk ARy

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures
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Le préconditionneur RAS s’écrit, quant a lui :
K o
Mgl = kz1 R) A'R? (1.4)

L'expression (1.4) permet de diminuer les communications entre processeurs, car le

calcul de Z,Ile RgTXk pour une famille de vecteurs locaux X, donnée, i.e. la somme
des prolongements canoniques des X; dans (), ne nécessite que la communication des
données d’interface entre les processeurs voisins, et non des données portant sur les
recouvrements. De méme que la méthode de Schwarz additive, cette formulation est
utilisée pour préconditionner des solveurs basés sur la théorie des espaces de Krylov,
elle est aujourd’hui implémentée par défaut dans différents codes de calcul paralléles,
comme PETSc.

0®@°
Qm° {
|
Q= | L 4 L 4 L 4 L g L @ L 4 L 4 L 4 L 4 !
)
Q@) ) "
)
—

FIGURE 1.2 — Exemple de partition avec recouvrement de taille 6 = 2, pour deux
sous-domaines en 1D

1.1.4 Conditions de Robin, ou méthode de Schwarz optimisée

P.L. Lions démontre en 1988 que la convergence de la méthode de Schwarz dépend
de la taille du recouvrement 6 : plus le recouvrement est important, meilleure est la
convergence théorique de I'algorithme. Cependant, dans le cadre des méthodes pa-
ralleles (méthode additive notamment), plus le recouvrement est important, plus les
communications entre processeurs augmentent, ce qui alourdit et ralentit le processus
de résolution.

Une alternative est alors proposée dans les années 1990 (toujours par P.L. Lions),
plus sophistiquée, et connue sous le nom de méthode de Schwarz optimisée [Lions,
1990]. Le principe de son efficacité réside dans l'utilisation de conditions d’interface
plus completes que celles employées jusqu’alors : a la place de conditions de Dirichlet —
en déplacement — ou de Neumann — en effort, on va imposer une combinaison linéaire
des deux : une optimisation de ces conditions d’interface est alors possible, permettant
d’accélérer la rapidité de convergence de la méthode [Gander, 2006, Nataf, 2007, Gan-
der and Dubois, 2015].
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Etant donnée une constante positive n > 0, on cherche a résoudre le probléme mo-
dele suivant (équation de Helmoltz) :

(n-A)u=f dans Q = R?

On définit une taille de recouvrement & > 0, Q1) = ]-o0, 5] et Q(2) = [0, +oo[. Soit une
constante a > 0, algorithme de Schwarz optimisé consiste a résoudre pour chaque
sous-structure Q*) k ¢ {1,2}:

(n-A)u®, = f(x,y) dans Q®

n+1
”;(1]?1 est bornée a l'infini (1.5)
d k d k %
(a_nkJr(x)u’(“)l = (a—nkﬁtoc)u,(1 ) sur 1®

Lexposant () définit les grandeurs associées au complémentaire de k dans {1,2}. Les
vecteurs unitaires 7; sont les normales sortantes aux interfaces des sous-domaines
(voir la figure 1.1 pour un exemple).

Grace a une transformation de Fourier partielle dans la direction y, une analyse
de la convergence permet d’évaluer l'efficacité de ’algorithme. On notera p la variable
de Fourier, et on introduit la fonction :

A(p) =+\/n+p?

Le facteur de convergence s’écrit alors :

Alp) -«
Alp) +«

On peut faire les remarques suivantes quant a I'expression de p :

p(p, 6, a) = exp(=A(p)d)

— On ap(p,,a) <1, donc la méthode est convergente

— On peut prendre 6 =0 : p(p,0,x) < 1, ce qui signifie que la méthode est également
convergente pour un découpage sans recouvrement — la démonstration en fut
donnée par P.L. Lions dans un cadre plus général que la résolution du probleme
1.5 [Lions and Lions, 1989].

— Quand il y a recouvrement 6 > 0, le facteur de convergence est uniformément
borné pour p € R : p(p,6 > 0,a) < exp(-nd) < 1. De plus, p - 0 quand p - oo, la
convergence de 'algorithme de Schwarz est donc géométrique (ou g-linéaire).

— La propriété précédente n’est plus vraie pour un recouvrement nul 6 = 0 :
p(p,0,a) - 1 quand p — co. Cependant, la diminution des communications appor-
tée par 'absence de recouvrement peut largement compenser le taux de conver-
gence moindre.
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— Il existe un parameétre « optimal : soit pg ¢ R, en prenant oy = A(pg) on a
p(po,d,a9) = 0, quel que soit le recouvrement §. La convergence est alors éta-
blie en deux itérations au plus (pour deux sous-domaines).

— Le facteur de convergence de l'algorithme classique de Schwarz additif est p =
exp(-A(p)d) : on peut vérifier qu'un recouvrement nul 6 = 0 conduit a la non
convergence de l'algorithme : p(p,6 = 0) = 1. La version modifiée apporte une

A(p ) B ‘X| <1

amélioration de la convergence quantifiée par le facteur |7\(PT
o

1.2 Méthodes non contractantes : méthodes du complément de
Schur

On a vu dans la section précédente que les premieres Méthodes de Décomposition
de Domaine, ou méthodes de Schwarz, produisaient des systemes linéaires avec opé-
rateurs contractants, et pouvaient étre vues comme des techniques de point fixe. De
plus, la plupart de ces méthodes impliquaient la présence d’'un recouvrement entre
les différents sous-domaines. Augmenter la taille du recouvrement permettait alors
d’augmenter la vitesse de résolution.

Toutefois, un large recouvrement implique également une grande quantité d’in-
formation a échanger entre les sous-domaines, et donc de communications entre les
processeurs dans le cas d’'une programmation parallele. Ainsi, le gain de temps CPU
n’est-il pas uniquement dépendant du taux de convergence de 'algorithme, mais éga-
lement de la diminution des communications au cours de la résolution, et la décou-
verte ainsi que le développement de techniques de méthodes DD sans recouvrement
fut-il naturel.

Durant la deuxiéme moitié du 20° siécle, la découverte et le développement des
solveurs de Krylov a révolutionné la résolution des problemes linéaires en paralléle.
Ils permirent, d'une part, d’accélerer les méthodes de Schwarz, mais surtout, partici-
perent de I'essor d’'un nouveau type de méthodes DD, ne possédant pas la propriété
de contractance et n’étant donc pas résolus par une méthode de point fixe. La grande
fiabilité et extensibilité acquises au fur et a mesure de leur optimisation devrait en-
courager les développeurs de codes de calculs industriels a implémenter ces nouveaux
solveurs dans un futur proche [Farhat, 1994, Le Tallec, 1994, Farhat et al., 2001, Gos-
selet and Rey, 2006].

On s’intéressera uniquement, dans cette section, a une formulation discrétisée et
générale de tout type de probleme de mécanique linéaire :

Ku-=f
ou K est un opérateur linéaire, u un vecteur d’inconnues nodales et f un second

membre discrétisé. Les méthodes de Schur consistent a sous-structurer ce probléeme
global, afin de définir deux nouveaux types de problemes :
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* un probleme d’interface de taille réduite, résultant de la condensation du pro-
bleme global

¢ des sous-problémes locaux, de la taille des sous-domaines
L'idée de base se résume a résoudre le probleme d’interface, comportant peu d’incon-
nues, en s’appuyant sur les résolutions locales, que I'on peut paralléliser.
1.2.1 Condensation de Schur

La condensation de Schur permet, comme mentionné au paragraphe précédent,
de ramener un probléme linéaire de taille 7, défini pour un ensemble d’inconnues —
par exemple, les degrés de liberté d'un domaine discrétisé — a un probléeme de taille
n, < n, défini pour un sous-ensemble d’inconnues de taille n,. Elle est basée sur une
décomposition par blocs de I'opérateur linéaire, par exemple pour une matrice K :

K1 Kiz
K =
[Kzl 10

Les opérateurs K;; et Ky, sont de taille 7 x n7 et ny x n, respectivement.
Si le bloc Ky est inversible, on peut réécrire tout probléme de type Ku = f sous la

forme :
K1 Ko ||u1 f
Ku=f< =
f [K21 Kzz] [Mz] lfz
u1 = Kif (fi - Kauip)
(Ka2 = K Ki{Kiz) up = fo - KnKi{ f1

On note K/k,, et on appelle complément de Schur de K par rapport a Ky; l'opérateur
condensé :
Kx,, = Koo = Kp1Ki{ Kip

On introduit également le second membre condensé :

fixy = f2 - KnKii fi (1.6)
On peut ainsi ramener le probleme :

Ku = f : de taille n (1.7)

au probléeme :
Kk, 42 = f/k,, + de taille np (1.8)

On constate que dans le cas ou 1, << n, la résolution du systeme (1.8) pourra étre
bien plus rapide que la résolution du systeme initial (1.7). Le probleme réduit (1.8) est
appelé probleme condensé.
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1.2.2 Lien avec la mécanique linéaire

Dans le cadre de la mécanique linéaire, les problemes de type Ku = f correspondent
a la discrétisation d’équations aux dérivées partielles définies dans un domaine Q.

Afin de posséder une solution unique, le probleme de mécanique doit étre muni
de conditions aux limites de type Dirichlet sur une partie non vide d,Q du bord du
domaine, ainsi que de conditions aux limites de type Neumann sur le complémentaire
0rQ de cette partie [Hadamard, 1902].

Il est alors aisé de trouver une décomposition par blocs de 'opérateur K qui contienne
un bloc diagonal toujours inversible : en effet, si on décompose les degrés de liberté du
probléeme global en deux types :

o degrés de liberté u; correspondant aux nceuds internes du maillage (définis dans
Q\oQ)

o degrés de liberté u; correspondant aux noeuds de bord du maillage (définis sur
0Q)

on constate que la restriction de 'opérateur K aux degrés de liberté internes du maillage
—notée ici K;; — correspond au remplacement des conditions aux limites par des condi-
tions de Dirichlet sur tout le bord du domaine. Cet opérateur est donc inversible (exis-
tence et unicité d’'une solution au probléme associé).

Ainsi, le probleme mécanique défini sur un domaine Q :

Ku =b: de taille n
peut-il toujours se ramener au probléme réduit :
Kk, up = f/x; : de taille n,
ou :
— ny, est le nombre de degrés de liberté appartenant au bord du domaine
— K/, est le complément de Schur de 'opérateur K par rapport au bloc Kj; :
Kk, = Kpp - Kbl-Kl.‘l.lKib. On parle aussi d’opérateur condensé sur les degrés de

liberté de bord

— fik, est le second membre condensé introduit en (1.6) : f/x. = f, — KK f;

1.2.3 Lien avec les méthodes DD du complément de Schur

Le principe des algorithmes de Décomposition de Domaine de Schur revient a dé-
couper un probléeme aux dérivées partielles défini sur un maillage global en sous-
problémes, tels que les sous-domaines associés soient non recouvrants — voir la figure
1.3 pour un exemple. On s’affranchit alors du surplus de communications engendrées
par le recouvrement existant pour la plupart des méthodes présentées a la section 1.1
(chap. 1). Le découpage du domaine en N; sous-domaines non recouvrants définit deux
objets :
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FIGURE 1.3 — Exemple : découpage en deux sous-domaines sans recouvrement

o les sous-structures Q©), Vs e {1,..., Ny}
o les interfaces 0Q(5)\dQ, sur lesquelles sont définis les nceuds de bord

Le probleme global restreint a une sous-structure est appelé sous-probleme, ou
équilibre local. Les équilibres locaux sont rendus indépendants les uns des autres

grace a I'introduction d’'une condition en efforts /\1(75) — inconnue a priori — aux nceeuds
de bord du domaine, représentant les interactions avec les sous-domaines voisins de
la sous-structure considérée. On notera dans la suite A(®) son prolongement par des
zéros dans Q0),

La vérification des équations au niveau global — sur le domaine entier Q) — est alors
assurée par l'introduction de conditions sur les grandeurs d’interface entre les sous-
domaines : on veut avoir égalité — continuité — des déplacements d’interface pour des
sous-domaines adjacents, et équilibre des réactions nodales de bord. On construit ainsi
un probleme d’interface portant sur les inconnues de bord de chaque sous-domaine.
Par exemple, pour un découpage en deux sous-domaines Q1) et Q(2), on aura :

Equilibres locaux :

KD 2 A0 4 ) KDy 2 2@ 4 )

1.9

+ C.L. sur 0Q) + C.L. sur 0Q® (1.9
avec A() tel que )\fs) =0;, Vs €{1,2}

(1.10)

Conditions d’interface :
ul) —u® = 0 (1.11)
(1), 4(2) _
)\b + }\b =0
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Remarque 2 : Les conditions aux limites imposées au niveau local sur 0Q(5)
sont composées :

o des conditions portant sur les inconnues d’interface ”1(75) ou )\Z(]S) :elles
sont définies sur 0Q()\0Q

o de la restriction a 9QG) des conditions aux limites imposées sur le do-
maine global (conditions de Dirichlet sur 9,Q n9Q ) et de Neumann sur
drQ naQ6))

En définissant au niveau local les compléments de Schur des opérateurs K, les
équilibres locaux permettent de relier les grandeurs de bord ”1(75) et Al(f) :

K ul? = A7+ £l s (1,2} (1.12)
Les conditions d’interface (1.11) peuvent alors étre réécrites en fonction d'un seul type
d’inconnue. Par exemple, si on choisit de travailler sur I'inconnue d’interface uy, le
systeme (1.11) peut étre reformulé en :

uél) - ul(jz) =0 Up = u}(]l) = uéz)

(1, (1) @) (2 _ 1), (27 (D) (2) _ (D), (2
K/Kiiub +K/Kiiub B /Kii+ [/Kii (K/Kii+K/Kii)ub_f/Kii+ /Kii

(1.13)

On introduit ainsi une unique inconnue d’interface 1, et on se ramene a un probleme

de taille n;, = nél) = n,gz). Cette formulation est appelée formulation primale, le pro-

bleme (1.13) probléme d’interface ou probléeme condensé (a 'interface). Il est résolu par
des solveurs itératifs de type Krylov.

Remarque 3 : Lopérateur du probleme d’interface (1.13) est non contractant :
on ne peut pas lui appliquer la théorie du point fixe — cf. théorie de Schwarz.

Pour travailler sur I'inconnue d’interface /\Igs), on remanie les équilibres locaux (1.9) :

OOl (A®) 4 f©)) 4+ RO (1.14)
T i
= ul(f) = (K(S))bi fl.(s) + (K(S))bb (/\Z(f) +flfs)) + RZ(JS)(X(S)
(1.15)
Lutilisation des pseudo-inverses des matrices de rigidité locales K(S)Jr est obligatoire

puisqu’on n’a pas de certitude quand a leur inversibilité. La contribution de la solution
dans l'espace engendré par le noyau de opérateur Ker(K(%)) = span(R(9)) — ou encore
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espace engendré par les modes rigides R() de la sous-structure — est introduite par
I’ajout du terme :
R ()

L'étude de la prise en compte des modes rigides sera abordée en détail a la section
1.2.7 (chap. 1). Dans un premier temps, par souci de clarté, on fera I’hypothese que les
sous-structures n’ont aucun mode rigide :

) (v . (e (5) | £(5)
= ul -(K )bifi +(1< bb(/\b  fl )

La propriété suivante est valable pour toute matrice décomposable en blocs vérifiant
les propriétés adéquates d’inversibilité :
(A B)‘1 ( (A-BDc)"  -A'B(D-cA'B)”
C D ~(D-CA'B)'cAl  (D-CA'B)"
On a donc les propriétés suivantes du complément de Schur :
(K(S)T) ON
bb /
t ()T p1

Et les équilibres locaux peuvent étre reformulés :
©) _ g® T (16, )
W™= K/Kii (Ab * /Kii)

Le systeme d’équations d’admissibilité aux interfaces (1.11) devient :
OHo _@Hhe o ()  p@f <2>)
K/Kii Ay K/Kii Ay (K/Kii f/Kii K/Kii K/Kn‘ (1.16)

(1), 4(2) _
Ay AT =0
ou encore :
Ap= Al = A

= + t + +
(1) (2) _ (D" (1) _ p(2) ' 2(2)
(K/Kii " K/Kii )Ab T (K/Kii f/Kii - K/Kii K/Kii)

Cette formulation est, quant a elle, appelée formulation duale.

Remarque 4 : En mécanique des structures, le complément de Schur par rap-
port aux nceuds internes, aussi appelé complément de Schur primal, ainsi que

la condensation des efforts extérieurs f/(IS<) sont fréquemment notés :

- (s (s) — £(s)
st = K/Is<iz” bps - /Is<z‘i
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On utilisera cette notation dans la suite de ce manuscrit, ainsi que :

T )~ () T
Fe) :K/Is<z‘i ! bds - _K/;Qz‘ bps

pour la pseudo-inverse, ou complément de Schur dual, ainsi que la condensa-
tion duale des efforts extérieurs.

1.2.4 Notations générales

On va ici introduire les notations et objets utiles aux méthodes DD sans recouvre-
ment dans le cas d'un nombre quelconque de sous-domaines ngp.

)
1b

33) Tl

SN

3

1(2) 2(2) 32

LY

(a) subdomains (b) local interface (d) interface
connexions
00 1 0 O 00 1 0 O 1 0 0 O
W= (0o 0 01 0 D= (0o 0 0 1 0 t®) = 01 00
0 0 0 0 1 00 0 0 1 0 0 1 0
0 0 O 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 O
(1) — (2) — 3) —
AV = 1 0 O AT = 0 0 O A = 1 0 0
0 0 1 0 1 0 01 0
0 0 O 1 0 0 0 0 -1
0 1 0 0 0 -1 0 0 0
W _ 100 @ _ 0 0 0 @_ |-1 0 o0
B 0 0 O B 0 1 0 B 0o -1 0
0 0 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 1 0 O 0 0 -1 0

FIGURE 1.4 — Numérotations locale et d’interface, opérateurs de trace et
d’assemblage

Numérotations Tout d’abord, on définit trois types de numérotations pour les nceuds
du maillage (voir figure 1.4) :

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



1. Méthodes de Décomposition de Domaine, conditions d’interface 23

o une numérotation locale des degrés de liberté sur chaque sous-maillage Q,(ls)

o une numérotation locale des degrés de liberté de bord pour chaque sous-maillage
_O_(S)
h

- les interfaces locales seront notées I'(s)

(s) _

- les grandeurs de bord locales seront indicées ; : x,”’ = )

[T ()

- on note ”1(75) le nombre de degrés de liberté de bord d'une sous-structure Q)
o une numérotation globale des interfaces

- l'interface globale primale sera notée 'y, elle comprend la totalité des de-
grés de liberté d’interface ; on note 14 le nombre de degrés de liberté qui la
composent.

- l'interface globale duale sera notée I'g, elle peut étre définie différement sui-
vant la description des multiplicités : elle comprend la totalité des degrés de
liberté d’interface, potentiellement additionnée de degrés de liberté "fictifs"
associés aux points multiples ; on note ng le nombre de degrés de liberté qui
la composent.

On introduit également la notation Rff pour décrire ’espace généré par les degrés de
liberté des interfaces locales.

Trace, assemblage On définit également des opérateurs de trace t(5), d’assemblage
primal AG) et dual B(). Les opérateurs de trace sont définis tels que pour une gran-

deur locale u(®) et la grandeur de bord associée ul(]s) = u|(rs()s) :

ul(JS) — t(s)u(s)

Les opérateurs d’assemblage primal A(®) sont les opérateurs canoniques de prolonge-
ment de RZ? dans R"4 : pour une sous-structure Q(), A() est une matrice booléenne

de taille n 4 x nl(f) et de rang plein — un nceud de l'interface locale I'®) correspond a
exactement un noeud de I'interface globale I'y.
On aura par exemple, dans le cas de trois sous-domaines sans points multiples :

Toute matrice B®) satisfaisant a la relation Im | [B®)" || = Ker ([..., A®), ...]) peut
étre utilisée comme opérateur d’assemblage dual — la figure 1.4 représente le choix
classiquement fait pour les matrices B().

On pourra avoir par exemple, dans le cas des trois sous-domaines sans points mul-
tiples évoqués ci-dessus :
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QW ) 0B = S, ABYE) = e

e

Q) 0® 0B = 3, B&v) = )

3)

Les grandeurs assemblées seront notées x4 ou xp suivant l'interface globale sur
laquelle elles seront définies :

xp=> A®xE) R
S

Xp = ZB(S)x(S) e R"5
S

Reformulation du probleme Les équilibres locaux (1.9) peuvent étre reformulés
par :

K& () = t(S)TB(S)T/\B +f6) vs e{1,...,n5p}

Le probleme condensé sur I'interface primale (1.13) peut étre réécrit :

D A(S)s(S)A(S)TuA - ¥ A(s)b;S)

se{l,...nsp} se{l,..nsp}

De méme, on peut reformuler le probleme d’interface dual :

D B(S)F(S)B(S)T}\B - 3 B(S)b((is)

se{l,..nsp} se{l,...,nsp}

Notation diamant On utilisera dans la suite du manuscrit une notation commode
pour les méthodes DD : la notation diamant. Elle est définie comme la concaténation
des vecteurs locaux ou matrices locales, suivant la direction verticale, horizontale ou
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diagonale du diamant :
x(D
x® =] et x© = (x(M) . x(s0)),
x(1sD)
MO 0
M®=| 0 - s
0 ... Msp)
Les équilibres locaux deviennent :
KOu® + 9" B A = £ (1.17)

Le probléeme d’interface primal devient :
A®S®A® Uy = ACBY

et le probleme d’interface dual :

BFSB® Ag = BOb®

Remarque 5 : Deux propriétés de séparation de l'espace généré par les de-
grés de liberté des interfaces locales découlent des propriétés des opérateurs
d’assemblage :

RY = Ker (A®) & Ker (B®) (1.18)
R =Im(A®')&Im (B®') (1.19)

En effet, on a la relation classique :
Im (AQT)l = Ker (Ae) = RZD =Im (AeT) ELB Ker (Ae)

Par définition de B® : Im (B@T) =Ker (A®), on obtient (1.19).

Par la méme propriété, on a A®B®" =0 =B9A®", doi Im (AQT) c Ker (B®).
Montrons Ker(B®) = Im (AQT) . on suppose par labsurde qu’il existe
UZD + 0 € Ker (B®), tel que v§> ¢ Im (A@T). D’apreés (1.19) :

T T T
¢ - A® v,4+B® vget B® vg#0

3! (v4,0p) e R"™ xR"B, o)
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On a alors : .
B®v¥ =B®B® vp =0

= vTB®B® 05 =0 = |B® vp)s
= BQT?)B =0

D’ou (1.18).

1.2.5 Résolution

On a vu que les méthodes de Schur permettaient d’obtenir un probleme de taille ré-
duite, condensé sur l'interface des sous-domaines. Lopérateur linéaire de ce probléme
est, dans le cas de la formulation primale :

S4=A959A%" (1.20)
et dans le cas d’'une formulation duale :
Fz = BSFSB®' (1.21)

Ce probleme pourrait facilement étre résolu par une méthode directe, cependant la
difficulté réside dans le fait qu’on ne veut jamais assembler les opérateurs globaux
(1.20) et (1.21). En effet, I'intérét de ce type de méthode DD est de pouvoir paral-
léliser la résolution, en résolvant les équilibres locaux sur des processeurs différents
simultanément, et de n’échanger que de faibles quantités d’informations entre les pro-
cesseurs, grace notamment a I'absence de recouvrement : ceci implique d’éviter tout
assemblage de matrices sur la structure globale, et de n’effectuer que des produits
matrice-vecteurs locaux.

On va alors utiliser un solveur itératif de type Krylov, facilement parallélisable. Par
exemple, 'algorithme de Gradient Conjugué [Joly, 1986] ne requiert que des produits
scalaires sur les vecteurs d’interface, et permet de maximiser les opérations locales :
voir 'algorithme 3.

Remarque 6 : Dans l'algorithme 3, I’étape de réorthogonalisation est dite to-
tale, i.e. on réorthogonalise la direction de recherche par rapport a toutes les
autres direction de recherche des itérations précédentes. On peut également en-
visager de réorthogonaliser uniquement par rapport a l'itération précédente,
ou encore par rapport a un certain nombre d’itérations, ou certaines itérations
choisies (réorthogonalisations partielle ou sélective).

L'opération étoilée (*) de I'algorithme 3 correspond a 'unique produit matrice-vecteur
de l'algorithme :

P = Mry (1.22)
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Dans le cadre des méthodes DD de Schur, M correspond aux opérateurs (1.20) ou
(1.21), et 7 a un résidu défini sur l'interface : r4 ou rg suivant 'approche primale
ou duale. On voit donc que l'opération (1.22) peut étre effectuée essentiellement par
des produits locaux matrice-vecteur, ne nécessitant quun seul assemblage de vecteurs
d’interface. Par exemple en primal :

T
Sara=  A®SSA®r, - S AB SO
~—— SE{l,...,TZSD} —
vecteurs de bord locaux rl? produits matrice-vecteur locaux

Les opérations munies de doubles astérisques (**) correspondent aux produits sca-
laires de vecteurs d’interface. De méme que pour le produit matrice-vecteur, on peut
transformer cette opération a priori globale en opérations locales paralleles, plus un
assemblage.

Remarque 7 : Pour plus de détails sur les méthodes de Krylov, le lecteur
pourra se référer au livre [Saad, 2003].

Algorithm 3 Conjugate Gradient
Solve linear system Mx =0 :

initialization : iterate x, threshold ¢, k =0
compute residual ry = b - Mx
set search direction wg = r
while |r;| > ¢ do

compute py = Mry (*)
compute g = pi wy (%)
rlr
compute parameter o = o (*%)
k

actualize residual 7y, = 1, — apy
and iterate xj,; = x; + qwy
set new search direction wy,; = 141
complete reorthogonalization :
foric{l,...,k-1} do

T
w pi
compute [3; = kel
i
actualize new search direction wy,; —= f3; * w; (*%)
k+=1

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



28 Chapitre 1. Etat de ’art

1.2.6 Préconditionnement

Si les méthodes DD de Schur permettent de réduire la taille du probléme, rien n’in-
dique que le nouveau probleme condensé a l'interface aura un bon conditionnement,
donc que le solveur de Krylov convergera vers la solution en un nombre raisonnable
d’itérations.

On va donc avoir recours, pour améliorer la vitesse de résolution du solveur, a une
technique de préconditionnement.

De facon classique, préconditionner un systéme Mx = b consiste a le multiplier a
gauche ou a droite par une matrice M! telle que :

Cond(M~'M) << Cond(M)
On résout alors le systeme — préconditionnement a gauche :
M 'Mx=M"1b

Les méthodes de Schur présentent, dans ce contexte, un avantage intéressant : on peut
obtenir 4 moindre coiit un bon préconditionneur du probléme d’interface. En effet, les
compléments de Schur duaux locaux sont les pseudo-inverses des compléments de
Schur primaux :

) — g7

On peut donc approximer l'inverse de 'opérateur de Schur primal assemblé en fonc-
tion des opérateurs de Schur locaux :

s;1-(aesoae") " = (a¢7) (59) (4®)'
- (A@T)T (s (a®)" = (AQT)TP® (a®)
On a la propriété équivalente en formulation duale :
Fjl = (B@TIWB@)_1 ~ (BeT)T 5o (%)

On définit des opérateurs d’assemblage dits pondérés par :

e~ (a)

. T
Be=(B%)
On peut par exemple, pour évaluer A® et B, utiliser une expression de la forme :

A® - <A9A®A@T)T AOA®
B® - (B@A@lB@T)T BOAS™! e
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ce qui permet de vérifier les propriétés fondamentales (voir [Klawonn and Widlund,
2001b]) :

A®AS =T (1.24)
BB B® = B® et BOB® B¢ = B¢ (1.25)
et on définit les préconditionneurs primal et dual par :
§ 1= A°FoA°’ (1.26)
Pl = BoSoBe (1.27)

Les opérateurs d’assemblage vérifient alors la propriété supplémentaire :

AT A +BO'BO = ] (1.28)

Remarque 8 : Les opérateurs AG) introduits dans lexpression (1.23) per-
mettent de tenir compte d’éventuelles hétérogénéités entre les sous-structures :

o structures homogénes : on prend par exemple AG) = I6) pour chaque
sous-structure Q)

o structures hétérogénes : on peut prendre A = diag(Kéz)) par exemple

pour chaque sous-structure Q)

En utilisant les opérateurs (1.26) et (1.27), on peut réaliser I’étape de préconditionne-
ment du systéme en effectuant uniquement des résolutions locales — munies de condi-
tions de Neumann dans le cas de 'approche primale, et de Dirichlet dans celui de
Papproche duale. Les méthodes bien connues BDD et FETI se basent sur ce principe
de préconditionnement : Le systeme d’interface préconditionné devient :
. L& _&-14030
approche primale : S, Squa =S, A%b (1.29)
approche duale : Fp'FgAg = F'BObY (1.30)

Les algorithmes (4) et (5) détaillent le processus de résolution de ces solveurs. On y
introduira les notations :

/\(DS) = SolveD(u,(f), f)) . équilibres locaux
— conditions de Dirichlet ués)
— efforts locaux f(*)

uﬁ) = SolveN(/\,gs), f)) . équilibres locaux
— conditions de Neumann 7\1()5)

— efforts locaux f(*)
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Depuis les travaux de Mandel au début des années 1990 [Mandel, 1993], de nom-
breuses variantes de ces algorithmes sont apparues, permettant de les rendre plus
extensibles — par optimisation des préconditionneurs et introduction de problémes
grossiers notamment [Gosselet and Rey, 2006, Farhat et al., 2001, Rixen and Farhat,
1999].

La possibilité de traiter des seconds membres multiples, grace a des techniques
de déflation ou de solveurs-blocs [O’Leary, 1980, Saad, 1987, Morgan, 2005, Soodhal-
ter, 2013], ou encore la réutilisation d’informations entre résolutions successives pour
augmenter les espaces de Krylov [Risler and Rey, 2000, Gosselet et al., 2013] ou défi-
nir de meilleurs préconditionneurs [Rey, 1996], participerent également a 'essor des
méthodes DD de Schur.

1.2.7 Modes rigides, projecteurs

Formulation duale Les méthodes DD de Schur avec formulation duale doivent tou-
jours étre associées a une stratégie de traitement des modes rigides [Farhat and Roux,
1991, Farhat et al., 1993, Gosselet and Rey, 2006]. En effet, les équilibres locaux avec
conditions de bord de Neumann n’ont pas de solution unique, si la sous-structure n’a
pas de noeuds communs avec le bord de la structure globale soumis a des conditions
de Dirichlet 0Q,,. La solution locale est dans ce cas définie 4 un mode rigide pres, et
lopérateur de Schur dual n’est pas inversible. On note R(®) le noyau de la matrice de
rigidité K() de la sous-structure Q) on veut :

) = FO (B BO Ay ) + R )

RS (bgf) +B(S)T7\B) -0

Fg Gg|_[Ag]_[B®bY
GE o] [a®]| | —e®
ot les modes rigides d’interface assemblés sont notés G = BR} et e® = RI?Tb;? tient

lieu de second membre pour la condition d’admissibilité sur Ap : cette condition traduit
le fait qu'on n’excite pas les modes rigides de la structure. En pratique, elle est mise

(1.31)

ou encore :

en ceuvre par un projecteur Pg sur Ker(RI?TBeT) et par une initialisation permettant
de capter la partie de la solution liée aux efforts bff. On cherche alors Ag = Ap, + PpdAg.

Remarque 9 : De maniére générale, les stratégies de projection sont fréquem-
ment utilisées au sein des algorithmes de Krylov pour prendre en compte
une contrainte d’admissibilité linéaire ou affine sur la solution. Les straté-
gies dites d’augmentation [Saad, 1997, Chapman and Saad, 1997], mises en
ceuvre par projection ou réorthogonalisation, permettent également la vérifica-
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tion de contraintes d’admissibilité ou d’optimalité sur l'inconnue ; un couplage
des stratégies de projection et d’augmentation peut étre envisagé dans le cas de
contraintes imposées d’admissibilité et d’optimalité [Gosselet and Rey, 2006].

Cette stratégie, dite de projection, permet de définir, lors des résolutions locales,
la contribution du déplacement solution ”1(75) dans un espace orthogonal a I'espace des
modes rigides de la sous-structure. La contribution de la solution assemblée Beug>

dans I'espace des modes rigides assemblés span(Gp) = span(BeRb@) est ensuite déter-
minée grace a une condition de minimisation du saut de déplacement aux interfaces :

ap = argmin |B®u’|o = argmin |BOF® (bff + BQTAB) +apGglo
= argmin |rp +agGg|g
ol || . |o est une norme matricielle associée & un opérateur Q, tel que GLQGg soit in-

versible, permettant de fournir de I'information sur les autres sous-domaines. Dans
l'idéal, on prend Q = B® S®]§9T, ce qui permet de minimiser le saut de déplacement
entre les sous-structures en fonction des écarts de rigidité entre les sous-structures.
On peut également utiliser des expressions du type Q = B¢ diag(K,;,)® B¢’ pour mini-
miser les cotits de calcul.

On trouve :

-1
ap = (GEQGg)  Girp
Et en posant :
-1
Pg=1-QGp(GLQGg) G}
; ol (1.32)
A, = -QGp (GB QGB) R, bP
GiPg=0
PETB =rg+ (XBGB

On peut alors reformuler le probleme dual :

PjFgPgAg = P} (BbS - FgAg,)

Formulation primale Dans le cas de la formulation primale, le probléme grossier
intervient au moment du préconditionnement par 'opérateur de Schur dual [Mandel,
1993, Le Tallec, 1994, Gosselet and Rey, 2006]. On doit alors s’assurer que le vecteur
que l'on donne en entrée de 'opérateur de préconditionnement A< F A% est orthogo-
nal & espace des modes rigides pondérés G = AR . Ceci se traduit par la condition
d’optimalité :

GZ‘SAI"A = GZ;TA =0
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On introduit pour cela un projecteur P] sur Ker(G1S,) :

PT = 1-54Ga(GhSACA) " G
Et on reformule le probléeme primal :
P};SAMA = P};Aeb?
La perte de symétrie du nouvel opérateur primal n’est qu’apparente, étant donnée
légalité :
PIS,=PlSAPs
La conservation des propriétés de symétrie du probleme permet d’appliquer les sol-
veurs de Krylov dédiés.

Lien avec le préconditionneur et augmentation par GenEO Le systéme pré-
conditionné primal (1.29) peut étre réécrit en prenant en compte les modes rigides :

SAPiSaua=S5,PLADY
On peut alors choisir d’exprimer le préconditionneur (1.26) — qui correspondait au cas

idéal sans modes rigides — comme une somme directe entre un terme appartenant a
I’espace Ker(GZ S4) et un terme orthogonal :

S = PAM P + (I-Pa) My (I-Py)"
En prenant M;! = AF s A°" et M, = S 4, on obtient le préconditionneur BDD projeté :
§1 =Py ASFO A PT + G4 (GTSAGa) ' GT
et on trouve la condition d’initialisation :
- - U
g =Ga(G)SaGa) GLA®DY

Dans le cas de structures hétérogenes partitionnées en un grand nombre de sous-
domaines, le conditionnement des opérateurs, méme préconditionnés, n’est plus ga-
ranti. Les techniques GenEO consistent & augmenter le probléme grossier —i.e. G4 —
afin d’obtenir une borne supérieure de ce conditionnement :

k(S1S4) <C(NV®,Y?)

ou V') représente, pour un sous-domaine donné, le nombre de ses voisins, et les Y(5)
sont des seuils permettant de définir la taille des espaces GenEO pour chaque sous-
domaine [Spillane and Rixen, 2013].

Pour la formulation duale, le préconditionneur peut étre exprimé plus simplement :

Fil = PgBoSSBe Pl
De méme que pour la formulation primale, on peut ajouter a cette expression un terme

tenant compte des espaces grossiers GenEO et permettant de garantir le conditionne-
ment de 'opérateur FETI préconditionné projeté.
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1.2.8 Algorithmes

Algorithm 4 Balancing Domain Decomposition

initialization :
interface main unknown
threshold ¢
local Dirichlet equilibriums
assemble residual
precondition :
split residual (scaled local nodal
reactions)
local Neumann equilibriums
preconditioned residual
search direction
while /112, > ¢ do
local Dirichlet equilibriums
assemble
scalar product (orthogonalization
parameter)
actualize iterate
residual
precondition :
split residual (scaled local
nodal reactions)
local Neumann equilibriums
preconditioned residual
store old search direction
new search direction
reorthogonalization :
search direction

i =Ga(CTSAGa) " GTASHD

AL = SolveD(AeTuA,]“D)
ra=A°AS

~ ~ T
Ab<l>=14e ra

u;ﬁ = SolveN(Xb<]>,O<'>)
zp = A®uf)
wp = PAZA

AL = Solvep (A wy4,0)
pa=A°AY
a=(rhza)/(phwa)

Up +=XWAH
T’A—=(XPA
~ O ~ T
Ab = A® ra
~ O

ud = Solven(A,~,0)

_ A0
zp = Auy
w%d=wA
wa =Pazyp

wa - = (pywa)/(pywgt)ws

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



34 Chapitre 1. Etat de ’art

Algorithm 5 Finite Element Tearing and Interconnecting

initialization :
interface main unknown A = -QGp (GEQGB)_I e®
threshold
local Neumann equilibriums u% = SolveN(BeT/\B, 1)
assemble residual rg = PIBOuy,
precondition :
split residual (scaled local 1, ¢ = BeTrB
displacement)
local Dirichlet equilibriums A = Solvep (11,%,09)
preconditioned and projected zZg = PBBQ/\g
residual
search direction wg = ZR
while \/”1];—28 > e do
local Neumann equilibriums uﬁ = SolveN(B@TwB, 0)
assemble pg = PYBOuy,
scalar product (orthogonalization o = (rLzp)/(pLwsg)
parameter)
actualize iterate Ap + = awg
residual B — = app
precondition :
split residual (scaled local i, = Borg
displacements)
local Dirichlet equilibriums A% = Solvep (11,%,0)
preconditioned and projected zZg = PBB/\g
residual
store old search direction w9l = wpg
new search direction wp = zZR
reorthogonalization :
search direction wp - = (phzp)/(pLwd®)ws?
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FIGURE 1.5 — Conditions de Robin : modélisation ressorts

1.2.9 Conditions d’interface mixtes

On a montré que l'on pouvait, dans le cadre des méthodes DD de Schur, indé-
pendemment choisir de travailler sur une inconnue d’interface en déplacement ou en
effort — approche primale ou duale : la vitesse de convergence théorique des méthodes
BDD et FETI est identique [Farhat et al., 1994, Klawonn and Widlund, 2001a, Bren-
ner, 2007, Mandel et al., 2005]. Cependant un troisieme choix d’inconnue d’interface
existe, qui peut potentiellement posséder des propriétés de convergence plus avanta-
geuses : une combinaison linéaire de déplacements et d’efforts. Ces conditions sont
appelées conditions mixtes, ou de Robin.

On a vu précédemment, dans le cadre des méthodes DD de Schwarz, que des condi-
tions de transmission mixtes entre les sous-domaines permettaient la recherche d'un
optimum qui accélérait grandement la convergence, et qui permettait également de
recourir a un recouvrement nul, donc une diminution des communications.

Dans le cadre des méthodes DD de Schur, on introduit I'inconnue d’interface “ZD’
telle que :

w2 = A+ QPu?

Le parametre Qgs) est 'analogue du parameétre « de la section 1.1.4 (chap. 1). Il est ici
homogene a une rigidité d’interface : on ’appelle généralement impédance d’interface.

En effet, 'imposition de la condition ulgs) sur le bord d'un sous-domaine Q) revient
a relier ce sous-domaine au reste de la structure par des ressorts de rigidité QISS) et a

imposer une condition de traction a 'extrémité de ce ressort — voir la figure 1.5.
Lintérét principal de l'utilisation de conditions mixtes provient de la possibilité

d’optimisation offerte par ce parametre : un choix judicieux de Ql(f) pour chaque sous-
domaine permet d’accélérer la résolution. En effet, les équilibres locaux (1.17) peuvent
étre reformulés :

T T T
KOu® =t (b - Qrul) + f¢ N (K® +1® th‘@)uq> =t + fO
+ C.L. + C.L.

Pour des décompositions structurelles dont le graphe des connectivités ne contient pas
de cycles, on peut montrer [Magoules et al., 2004, Gander and Kwok, 2011] que définir

Ql(f) comme le complément de Schur S¢) du complémentaire de la sous-structure Q)
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dans Q, condensé sur l'interface ') = '®) permet d’assurer la convergence de la réso-
lution en un nombre maximum d’itérations égal au nombre de sous-domaines (autant
que nécessaires a la propagation du second membre dans toutes les sous-structures).
En effet, cette valeur du parametre Qf permet de transformer 1’équilibre local sur

Q) en équilibre global de la structure (basé sur la rigidité totale).

Remarque 10 : Lorsque des points multiples sont présents au sein de la sous-
structuration, la vitesse de convergence n’est plus bornée par le nombre de
sous-domaines [Nier, 1998, Gander and Kwok, 2011]. De facon plus générique,
la valeur optimale du paramétre Qf n’est pas un opérateur matriciel mais
affine, discrétisation de l'opérateur sous-jacent de Steklov-Poincaré (Dirichlet-

to-Neumann) : . .
0 (17) - 5?10

ot b®) condense les efforts f(5) du complémentaire Q) sur Uinterface TG) :

_ s (3 (3
b = fés) - Ké?)Ki(iS) fl.(s) — les indices x; (resp. xp,) faisant ici référence aux

neeuds internes au (resp. de bord du) complémentaire Q). La reformulation
du probléeme avec cette impédance permet, pour une initialisation nulle de
l'inconnue d’interface ],LZ(JS), une convergence en au plus une itération d’un sol-
veur DD comme FETI-2LM [Roux, 2009], quel que soit le découpage choisi en

sous-domaines.

Le calcul du complément de Schur du complémentaire d’'une sous-structure est
bien entendu proscrit dans le cadre des méthodes de résolution paralléles, car il né-
cessite la donnée et la manipulation de grandeurs matricielles globales sur la struc-
ture entiere, cependant des techniques d’approximations sont possibles, permettant
d’accélerer la résolution a moindre cott.

On peut définir, par analogie avec les approches primale et duale, un opérateur
de condensation local H®, que 'on pourrait qualifier de complément de Schur mixte,
reliant les grandeurs de bord 1 et u” :

u® = HOu® + 2
-1
& _ 19 (S LT O0r0) T
HS = ¢ (K +t th) t
Le vecteur b,(ﬁ ) est le second membre condensé :
T -1
by = +9 (KO + 1% QPt®) @
Et le probleme d’interface devient :

1
(Aer (a°Qgae’)” a°- H®) u® = b (1.33)
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Par exemple pour deux sous-domaines sans points multiples on a :

(QW + Q(z))—l (“21) N ui)) - H(l)“l(Jl) D
(QM + Q(z))*l (“21) N “152)) _ H(z)ﬂéz) b

Remarque 11 : Afin d’assurer l'existence d’une solution au probléme condensé
(1.33), on impose les conditions de symétrie, définition et positivité a la matrice
Ql?. On obtient alors — entre autres propriétés — l'inversibilité de la matrice

assemblée (Ae QI?A@T) :

Vig eR™M, A®QPA® x4 =0 x[APQYAS 1= 0o A% x4 p0 =0
b

= AeTxA =0 (Qf SPD) = x4 =0 (A®de rang plein)

2 Méthodes de résolution des systemes non linéaires

Le deuxieme théme autour duquel s’organisera ce manuscrit concerne la résolu-
tion des systemes non linéaires. Limportance de leur traitement dans la simulation
numérique devient d’autant plus grande que les phénomeénes abordés dans le cadre
du virtual testing sont de plus en plus complexes. Que ce soient en termes de non li-
néarités matériau — plasticité mécanique, diffusion ionique, thermique non linéaire,
...—ou géométriques — grandes déformations, grands déplacements, ...— les applica-
tions sont variées, et les industriels tendent de plus en plus a prendre en compte ces
phénomenes dans leurs études.

Cependant, le traitement des non linéarités est encore trop souvent synonyme de
temps de calcul allongé, voire inacceptable, notamment dans le cas de systéemes a
grand nombre de degrés de liberté. Le recours a des techniques de parallélisation est
employé pour améliorer la rapidité des solveurs, mais potentiellement mal exploité
[Negrello et al., 2016].

On s’attachera d’abord dans cette section, dans un cadre trés général, a détailler
les méthodes de résolution de tout type de probleme non linéaire. Puis on se concen-
trera sur les méthodes de Newton, qui seront largement réutilisées dans la suite de ce
manuscrit. Enfin, on verra comment les méthodes DD sont intégrées a la résolution
non linéaire, et comment les méthodes exploitées dans la suite de ce manuscrit per-
mettraient d’apporter une amélioration conséquente des performances de convergence
non linéaire parallele.
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2.1 Méthodes de point fixe

Depuis le 182 siécle, les algorithmes de résolution des systémes non linéaires évo-
luent. Des méthodes de point fixe au performant algorithme de Newton ainsi que ses
variantes, nous allons ici donner un apercu de I'état de I'art dans le domaine de la
résolution d’équations différentielles non linéaires.

2.1.1 Définitions

On se donne ici une fonction g € C(R"”,R™) continue de R"” dans R”. On cherche a
trouver x solution de :
x e R"”
(1.34)

g(x)=0

Point fixe de contraction On définit la fonction f ¢ C(R",R") telle que
Vx e R", f(x) =x-g(x). On peut remarquer que g(x) = 0 si et seulement si f(x) = x.
On a donc équivalence des systémes :

gx)=0 < f(x)=x (1.35)

Ceci revient a dire que trouver un zéro de g est équivalent a trouver un point fixe de
f, si celui-ci existe — on rappelle a ce sujet le théoréme de point fixe :

Théoreme 2.1.1. Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et f : E —
E
strictement contractante, c’est-a-dire que :

3k e 01, V(x,y) B  d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

Alors il existe un unique point fixe x* € E qui vérifie f(x*) = x*.
De plus la suite (xi);-o définie par :

{XO e E
Xk+1 :f(xk)Vk>0

converge vers x* :

X — X*
k—>OO

En prenant E = R" et pour d la distance associée a la norme euclidienne, notée | . |,
la méthode du point fixe, ou méthode des itérations successives, consiste a calculer
les itérés de la suite (xx);,o du Théoréme 2.1.1 pour trouver le zéro d’'une fonction
g:R" — R",

Le lecteur pourra se référer a la figure 1.6 pour un exemple de recherche de point
fixe avec différentes conditions initiales. La fonction f : x — x? posséde deux points
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fixes : f(0) = 0 et f(1) = 1. Elle n’est strictement contractante que sur l'intervalle
]—%, %[, on n’a donc de certitude sur la convergence de I’algorithme de point fixe que si
I'itéré initial x; appartient a cet intervalle :

V(oY) € lexly, |-y <|x-yle | (x+y) (x-y) ] < HX—J/H;}H?CWH <1

11
=52
T ] 2 2[
Remarque 12 : Soient E = R" espace métrique complet pour la norme | . | et
une fonction f : E — E, dérivable sur Eq sous-espace complet pour | . | de E.

On suppose de plus que :

VxeEr, |f(x)<1 (1.36)

ou f'est la dérivée de f si n =1, et sa matrice jacobienne si n > 1. Par corollaire
du théoreme des accroissements finis, f est strictement contractante sur E;.

2.1.2 Relaxation

Si la fonction f = x - g(x) n’est pas contractante, on peut considérer une fonction
paramétrée f,, = x - wg(x). De méme que précédemment, chercher les zéros de ¢ dans
R" revient a chercher les points fixes de f,, dans (R”, | . |), s’ils existent. On a alors
la possibilité d’ajuster le parametre w afin d’obtenir une fonction f,, satisfaisant aux
conditions d’existence de point fixe dans 'espace considéré, c’est-a-dire que f,, soit
contractante dans (R”, | . |).

On peut aisément montrer que si g satisfait aux conditions :

o g est lipschitzienne de rapport M >0
o Jartel que V(x,y) € R"xR",  (g(x)-8(y)). (x-y) 2 afx - y|?

alors prendre w ¢ ]0, ZM“[ permet d’obtenir la propriété de contractance de f.
On obtient alors I'algorithme de point fixe avec relaxation (le parametre w est dit
de relaxation) en construisant la suite :

{XO e R"
Xki1 = fa(Xk) = xx — wg(xx)

Ce qui peut se réécrire sous la forme finale, dite algorithme de relaxation sur f :

{fku = fxx) = x¢— g(xx)

X1 = WXppp + (1 - w) T
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FIGURE 1.6 — Itérations du point fixe pour la fonction f : x — x?
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2.1.3 Vitesse de convergence d’une suite

Soient une suite (xg); .y € R"” et ¥ € R". On suppose que la suite converge vers X
en k - oo, et qu’elle est non stationnaire, c’est-a-dire que x; # X, Vk € N. On définit la
vitesse de convergence (3 de la suite (xy), .y :

e -3
B = lim 172 g 1)
e P |

On dit que :
o la vitesse est sous-linéaire si =1
o la vitesse est linéaire si 3 € ]0,1[ (au moins linéaire si 3 € [0, 1])
o la vitesse est super-linéaire si 3 = 0. Dans ce cas on dit aussi que :

- la convergence est quadratique si :

Xk =X
lim It =] >0
e [ -x2
- au moins quadratique si 3y € R* et ng € N tels que :

Vk > ng, |xpq - %) <vlxe-%)?

De facon plus générale, la convergence est d’ordre p si :

et au moins d’ordre p si :

Vk 2 no, [ =X <v]xe-x[P

Soit une fonction f € C1(R”,R"), on suppose qu’il existe x* € R" tel que f(x*) = x*.
Etudions la vitesse de convergence de la suite définie par :

{xo e R" (1.37)
Vk EN*, xk+1:f(xk) )
o Sion suppose que f'(x*) #0et |f'(x)| <1surR"”, | . |, alors il existe un voisinage

Vy+ de x* tel que si xg € Vi~ on a x; > x* quand k — oo. De plus, si la suite est non
stationnaire, alors la convergence est linéaire.

o Si on suppose que f'(x*) =0 et f € C>(R",R"), alors il existe un voisinage V-
de x* tel que si xg € Vy+ on a x; » x* quand k - oo. De plus, si la suite est non
stationnaire, la convergence est au moins quadratique (se démontre aisément
par développement limité autour de x*)

Pour ¢ € C1(R*,R"), en prenant f(x) = x-g(x) ou fu(x) = x - wg(x), on a f'(x) =
[-¢'(x) et fl, = I -wg'(x). La suite des itérés de l'algorithme de point fixe avec ou
sans relaxation, si elle converge —i.e. si |f’| <1 ou | f/,| <1, converge donc au moins
linéairement.
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2.2 Méthodes de Newton
2.2.1 Principe

On peut formuler de maniére générale la méthode itérative de résolution du pro-
bleme non linéaire (1.34) : on va chercher a construire la suite (x;);,, du probléme

(1.37), avec :
{f(X) =x - h(x)g(x)
heC?(R",R"xR"), h(x)#0VxeR"
La méthode de point fixe classique consiste, avec ces notations, a prendre h(x) = I. La
méthode de point fixe avec relaxation consiste a prendre h(x) = wl, avec w ¢ ]O, %‘"[,
sous les conditions précisées a la section précédente.

La méthode de Newton, ou encore de Newton-Raphson — dont 'idée ne reviendrait
ni & Newton ou a Raphson, mais au mathématicien Thomas Simpson au 182™¢ sigcle
[Kollerstrom, 1992] — se base sur 'obtention de la propriété f'(x*) = 0. En effet, d’apres
I’étude de la vitesse de convergence de la suite (1.37), cette hypothese permet d’obtenir
une convergence asymptotique quadratique, donc trés intéressante pour augmenter
les vitesses de résolution.

Une facon d’obtenir cette propriété de facon certaine, pour une fonction g € C?(R", R")
telle que sa jacobienne g’ soit inversible, est d’utiliser la fonction :

h=(g)"
On a alors : B
{f(X) =x-(g'(x))  g(x)
-2 -1
fi(x) =T+g"(x) (§'(x)) “"g(x)-(&'(x)) ~¢'(x)
Donc en x* point fixe de f, i.e. zéro de g :
* * _1 *
fiix)=1-(g"(x")) §'(x*)=0
Et la vitesse de convergence est quadratique, pour une initialisation x; dans un cer-
tain voisinage V- de x*.
2.2.2 Algorithme

En réalité, on n’a pas besoin de l'inversibilité de g’ sur le domaine entier pour
définir la suite (xy);.(, mais seulement en x* :

{XOERn

/ (1.38)
Vi eN*,  ¢'(xr) (g1 —xx) = —8(xx)

Et on définit f telle que :
f8'=xg'-g

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



2. Méthodes de résolution des systémes non linéaires 43

Résoudre le probleme tangent g’(xy) (xx.1 —xx) = —g(xx) revient donc a définir x4 =
f ().
On a également, si ¢’/(x*) # 0, la propriété d’équivalence : g(x*) =0 < f(x*) = x*.
De plus :
(f&") =f'g'+fg" =g +xg" -8 =xg" = f'g" = (x- f)g"

Donc en x = x*, la propriété f(x*) = x* implique que f'(x*)g’(x*) = 0. Puisque g’ est
inversible en x*, on a nécessairement g’(x*) # 0, donc f/(x*) = 0. f est C? puisque g est
C2, d’our la vitesse quadratique de convergence.

La grandeur incrémentale dx; = x;,1 — x; calculée a chaque itération de I'algorithme
de Newton (voir algorithme (6)) est appelée direction de descente.

Algorithm 6 Newton-Raphson
Require: ¢ ¢ C?(R*,R"), | . | norm on R", £ <0

hypothesis : 3x* ¢ R” such that g(x*) =0, ¢’'(x*) invertible
initialization : xp e R", rp = g(x¢), k=0
while |r¢| > ¢ do

solve g’ (xy)dxy = —g(x¢)

actualize xj,1 = x + dx;

compute ri.; = g(¥.1)

2.2.3 Variantes

De nombreuses variantes de I'algorithme de Newton-Raphson existent. En effet,
si la vitesse de convergence quadratique permet de converger en un nombre réduit
d’itérations, la méthode est en contrepartie assez cotliteuse : elle nécessite, a chaque
itération, le calcul de la jacobienne de g, ainsi que la résolution d’un systéme linéaire,
potentiellement de grande taille.

Une des techniques possibles consiste a ne calculer la jacobienne que toutes les
m itérations, avec m un entier (typiquement m = 3,4...). C’est la méthode du Faux
quasi-Newton. On a ainsi moins de calculs de jacobienne a effectuer, et dans le cas
d’une méthode de factorisation pour la résolution du systéme linéaire (LU, Cholesky...)
on peut réutiliser la factorisation pour résoudre m systéemes. Cependant, on perd la
propriété de convergence quadratique : cette méthode est en pratique peu utilisée.

Une variante usuelle consiste a supposer une décomposition possible de la fonction
g:

g(x) = Ax+ Fi(x) + F(x), AeMyu(R), F,F eCY{R",R")

Le systeme (1.38) devient alors :

{xo e R"
(A+F{(xk) + F3(xk)) (xy1 - xx) = —Axg — Fi (xx) - Fa(xg)
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La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir compte de la jacobienne

de Pz .
{XO e R"
(A+F1'(xg)) (xs1 = xx) = —Axg = Fi (xg) = Fa(xy)

On dit alors qu’on applique un "Newton sur F;" et un "point fixe sur F,".
Bien que cette méthode entraine également la perte de la vitesse quadratique de
convergence, ses avantages sont multiples :

o on ne calcule pas F}, on peut utiliser cette méthode dans le cas ou F, n’est pas
dérivable

o on peut choisir F; et F, de facon a ce que la structure de (A + Fl') soit plus inté-
ressante que celle de g’ : par exemple, si A est creuse (c’est le cas notamment si
A provient de la discrétation d’'un Laplacien) on va choisir F; et F, de telle sorte
que A + F; ait également une structure creuse.

o si la non linéarité de g peut étre divisée en un couplage fort et un plus faible,
on pourra essayer de répartir le couplage non linéaire plus important dans la
fonction Fj et le reste dans F.

Ces avantages font du Newton incomplet une méthode fréquemment utilisée.

Une derniére variante, dite méthode de quasi-Newton, permettant encore une fois
d’éviter le calcul de la jacobienne g’, consiste a trouver, a chaque itération et a moindre
colit, une matrice approchée By ~ ¢’(xx). En dimension n = 1 on peut simplement
utiliser un quotient différentiel :

5. _ 80%) ~ (%)
k =
X — Xk-1

et la méthode est dite de la sécante.
En dimension n > 1, on cherche By, satisfaisant a la condition :

By (g = x-1) = g(xx) — g(xx-1) (1.39)

Cette condition n’est pas suffisante pour définir By, différentes techniques existent
pour cela. La méthode BFGS notamment — Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [Liu
and Nocedal, 1989], consiste a chercher B; sous la forme :

Bk = Bk_1 +Uk+ Vk

ou Uy et V; sont des matrices symétriques de rang 1.
On trouve : . .
YV Br-1dxe1dxy 4 Br

yrdxe,  dxl Biqdxi

Bk = Bk—l +

avec i = §(xx) - g(Xj-1)-
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2.2.4 Optimisation du pas de Newton

Un autre inconvénient de la méthode de Newton est que sa convergence n’est assu-
rée que si 'initialisation est « assez proche » de la solution. Afin d’éviter ce probleme,
une étape d’optimisation peut étre ajoutée lors du calcul de la direction de descente
dxy de l'algorithme (6). En effet, si I'initialisation est trop éloignée du zéro de g, il
peut étre judicieux de ne pas utiliser cette direction telle quelle en tant qu’incrément,
mais de chercher le meilleur incrément possible le long de cette direction [Gould and
Leyffer, 2003]. On considere alors un incrément optimal dx; , = aopidxy, o oy est
déterminé tel que :

opt

Kopt = argmin g(x; + adxy)
aeR
On parle alors de méthode de type linesearch. D’autres types de méthodes, dites de
trust regions, permettent de modifier la direction de descente a posteriori, en approxi-
mant f par un modele en général quadratique autour de chaque itéré [Conn et al.,
2000]. Ces méthodes sont meilleures que celle de type linesearch en termes de renfor-
cement de la probabilité de convergence, mais sont plus complexes a implémenter.

2.3 Méthodes de Newton inexact

La convergence quadratique de I'algorithme de Newton précédemment détaillé est
intéressante, cependant plusieurs écueils peuvent dégrader les temps de calcul lors
de son utilisation.

En effet, les étapes coliteuses du solveur de Newton sont :

o le calcul de la matrice jacobienne
o la résolution du probléme tangent

On a vu comment on pouvait approximer, si nécessaire, le calcul de la jacobienne a
chaque itération. Reste la résolution du probleme tangent, dont le cott peut étre tres
pénalisant dans le cas de systéemes a grand nombre de degrés de liberté.

L'utilisation d'un solveur itératif et parallélisable, peut permettre de diminuer
dans ce cas les temps de calcul. La résolution tangente est alors effectuée jusqu’a
une précision donnée : on entre dans le cadre des méthodes dites de Newton inexact
(voir algorithme (7)) [Dembo et al., 1982].

2.3.1 Critere d’arrét tangent

La question de la convergence de la méthode se pose alors : quid de la vitesse qua-
dratique du solveur de Newton dans le cas d’'une direction de descente dx; inexacte ?
Deux types de probléemes peuvent apparaitre :

— une dégradation de la convergence si le critere d’arrét du solveur tangent est
trop élevé
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Algorithm 7 Inexact Newton
Require: ¢ ¢ C?(R*,R"), | . | norm on R", e >0, e7 >0

hypothesis : 3x* ¢ R” such that g(x*) =0, ¢’'(x*) invertible
initialization : xo ¢ R", rg, = ¢(x0), k=0
while [rG, | > e do
solve iteratively ¢’(xi)dx; +g(xx) = 0, until r1, = g(xx) + ' (xx)dxy s.t. %’;“ <er

actualize xy,1 = x; + dx;

— une sur-résolution tangente dans le cas d’'un critere d’arrét trop faible

Le premier probléme peut facilement étre traité par la mise en place d'un seuil maxi-
mum sur le critere d’arrét relatif du solveur tangent.

Le deuxiéme nécessite une étude plus poussée : en effet, on peut aisément imaginer
que la précision dont on a besoin sur I'incrément linéaire de I’algorithme de Newton
va varier au cours des itérations. Par exemple, en début de résolution, on n’a pas
besoin d’'une solution tangente tres précise, car les itérés sont loin de la solution, les
directions de recherche sont donc tres "fausses".

En revanche, lorsqu’on s’approche de la solution, on a besoin d’augmenter la préci-
sion de la solution du probleme tangent.

Une maniere d’adapter le critere d’arrét tangent a la qualité des itérés est d’utiliser
une fonction dépendant de la norme du résidu :

ety = fUIg(x)[)

Les démonstrations détaillées permettant d’établir les propriétés de convergence en
fonction du critere d’arrét relatif 1 choisi pour le probleme tangent — auquel on fait
fréquemment référence en tant que forcing term — sont disponibles dans [Eisenstat

and Walker, 1994, Eisenstat and Walker, 1996].
On retiendra principalement les propriétés suivantes :

o sivkeN, 0<er <er,, <1, alorsla convergence de la suite (x);., définie dans
'algorithme (7) est au moins linéaire pour la norme |x|. = ||g’(x*)x|, avec une
vitesse asymptotique v, <e€r,,,,

o si I}im et, = 0, la vitesse de convergence est superlinéaire

— 00

o sier, = O(]|g(xx)|), 1a convergence est quadratique
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et les expressions pour &7, :

oer, = constante < 1

1
o ETk = W
|g (i)l )“
£ = _
o f T y( l9Ceen)] (1.40)
vel0,1], «e]l,2], er,€[0,1]
e - g (x| - g (xk-1) + & (xi)dx_1])|
of * IgCxi-1)l (1.41)
gTO € [0,1[

On peut montrer que le choix (1.40) conduit & une convergence superlinéaire et deux-
pas quadratique, c’est-a-dire que :

oAk
lim X=X g gy
koo [xpq - x|

Le choix (1.41) conduit a une convergence d’ordre « pour y < 1. Prendre « = 2 permet
donc théoriquement de conserver la vitesse de convergence quadratique de la méthode
de Newton classique.

L'adaptation du critere d’arrét du solveur tangent permet donc de conserver des
propriétés théoriques de convergence convenables, tout en minimisant les itérations
internes, et donc les communications entre les processeurs — en évitant la sur-résolution,
— un soin particulier doit donc étre apporté a son optimisation.

3 Résolution parallele des systéemes non linéaires

La premieére section de ce chapitre faisait état des méthodes de résolution parallele
existant pour résoudre de grands systémes linéaires.

La deuxiéme section retrace les grandes lignes des méthodes de résolution des
équations non linéaires, en particulier des méthodes de Newton.

L'objectif de ce manuscrit est de développer une nouvelle technique portant sur la
résolution parallele des systéme non linéaires : un bref état de 'art des méthodes exis-
tantes a ce sujet sera donc effectué avant d’introduire cette technique. Dans les années
1990, Lori Badea démontra la convergence de I'algorithme de Schwarz alterné, pour
des probléemes non linéaires monotones et plus de deux sous-domaines [Badea, 1991].
Ceci ouvrit la voie a des méthodes de résolution non linéaires paralleles consistant a
combiner un algorithme de Newton avec des méthodes DD.
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3.1 Méthodes NKS

De facon générale, les méthodes N-K-S sont dédiées a la résolution parallele de
problémes non linéaires a grand nombre d’'inconnues. Les initiales N-K font référence
aux méthodes de Newton-Krylov, soit les méthodes de Newton inexactes avec pour
solveurs tangents des solveurs de Krylov (GMRES, MINRES, CG...). Linitiale S peut
correspondre soit aux méthodes Schwarz, soit a celles de Schur, et concerne le type de
préconditionneur utilisé pour le probleme tangent. On pourra par exemple combiner
le solveur de Newton inexact avec une méthode BDD ou de Schwarz additif avec pré-
conditionneur RAS pour le probleme tangent [Rey, 1994, De Roeck et al., 1992, Farhat
et al., 2000b, Barboteu et al., 2001] (voir la figure 1.7).

La performance des méthodes NKS a été démontrée principalement pour des pro-
blemes a faible non linéarité diffuse.

Linéarisation Newton Solveur Krylov Relocalisation linéaire

NL ] L

Itérations de Newton

FIGURE 1.7 — Principe de la méthode NKS

3.2 Méthode ASPIN

Cai et Keyes publierent en 2002 une proposition de préconditionnement non li-
néaire du systeme g(x) = 0. Les méthodes PIN (Preconditionned Inexact Newton)
consistent a remplacer ce probléme par un nouveau systéme non linéaire /(g(x)) =0,
ayant la méme solution, mais tel que & ~ ¢~! et h(x) soit aisément calculable. On veut
de plus que l'algorithme de Newton inexact appliqué au nouveau probléme produise
des opérateurs tangents dont la multiplication par des vecteurs d’interface soit simple
et parallélisable.

La méthode proposée dans [Cai and Keyes, 2002, Cai et al., 2002], dite méthode
ASPIN, consiste a utiliser I'algorithme de Schwarz additif non linéaire en guise de
préconditionneur non linéaire : on définit des fonctions non linéaires locales T(5) solu-
tion des équilibres locaux, c’est-a-dire telles que V v(®) ¢ R .

glo_(b) ('U(S) — T(S)(U(S))) =0

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



3. Résolution parallele des systéemes non linéaires 49

Lopérateur de préconditionnement non linéaire peut alors s’écrire, avec les notations
introduites a la section 1.2.4 (chap. 1) :

h(x) = ZA(S)T(S)

S

Le calcul de 'opérateur tangent donne exactement 'opérateur de ’algorithme de Scharz
additif, ce qui permet d’utiliser un algorithme de Newton inexact avec le solveur tan-
gent sus-mentionné.

Remarque 13 : Lutilisation du préconditionneur RAS (algorithme présenté a
la section 1.1.3 (chap. 1) a également fait l’'objet d’une étude dans le cadre des
résolutions de systémes non linéaires par des algorithmes de Newton Exact
(voir méthode RASPEN [Dolean et al., 2016)]).

3.3 Méthode LaTIn

Ce chapitre bibliographique ne saurait étre complet sans une derniére référence,
faite a la méthode LaTIn (Large Time Increment) [Ladeveze, 1985, Ladeveze and
Dureisseix, 1999], alternative aux méthodes NKS pour traiter des problémes non li-
néaires d’évolution a grand nombre de degrés de liberté, a rapprocher d'une méthode
de Schwarz optimisé non linéaire et d'une méthode de directions alternées [Godlewski,
1980].

Cette méthode est basée sur la séparation des équations en deux types :

— Les équations linéaires, i.e. les équations de liaison, d’équilibre aux interfaces...
Elles définissent I'espace vectoriel conventionnellement noté A, (voir la figure
1.8).

— Les équations locales, éventuellement non linéaires, i.e. les lois d’évolution des
matériaux, lois de contact, etc... Elles définissent la variété conventionnellement
notée I' (voir la figure 1.8).

La méthode LaTIn utilise une résolution itérative en deux étapes : a chaque itération,
on va résoudre successivement les équations locales et globales, au moyen de direc-
tions de recherche E* et E- qui permettent de relier les deux espaces de solutions. Si
les fonctions dépendent du temps, la solution est cherchée a chaque fois sur tout le
domaine espace x temps.

La non linéarité est traitée par une approche en contraintes, donc aux points de
Gauss. Le parallélisme de la méthode est trés bon en mono-échelle, cependant afin
d’améliorer son extensibilité, 'ajout d’'un probleme macroscopique est souvent néces-
saire, qu’il concerne le domaine spatial [Cresta, 2008] ou temporel [Ladeveze et al.,
2010a, Passieux et al., 2010].

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



50 Chapitre 1. Etat de I’art

FIGURE 1.8 — Itérations de la méthode LaTIn

Principalement adaptée au calcul non linéaire dans le cadre de non linéarité locali-
sée, elle a été appliquée aux probleme d’élasto-plasticité [Boisse et al., 1989], de visco-
plasticité [Cognard, 1989], ainsi qu’a des problemes de dynamique [Royer, 1990, Lade-
veze, 1996]. Certaines évolutions de la méthode LaTIn ont également été développées
pour traiter des problemes de flambage [Boucard and Ladeveze, 1997] et de grandes
transformations [Bussy et al., 1990], et enfin plus récemment dans le cadre de pro-
blemes de contact avec stratégie non intrusive [Oumaziz et al., 2016].

L'un des atouts principaux de cette méthode provient de son couplage aisé avec
des méthodes multi-paramétriques comme les méthodes d’approximation radiale [Co-
gnard and Ladeveze, 1993], dont récemment la PGD [Ladeveze et al., 2010b] — I'ini-
tialisation pouvant étre réalisée par la solution d’'un calcul précédent, et les fonctions
d’espace pouvant étre réutilisées [Boucard and Ladeveze, 1999, Boucard, 2001].

3.4 Relocalisation non linéaire

La suite de ce manuscrit découle des méthodes NKS : on verra qu’une optimisation
de la parallélisation de ces méthodes peut étre effectuée, et que les communications
entre processeurs peuvent étre minimisées au cours de la résolution. Par exemple,
dans le cas d’'une non linéarité forte et localisée, beaucoup d’itérations de Newton sont
nécessaires avec un solveur "classique" NKS, tandis que la plus grande partie de la
structure évolue de fagon linéaire. Dans cette situation, il est intéressant de différen-
cier les comportements des sous-structures (linéaires ou non linéaires), en opérant
des résolutions locales non linéaires. Ceci permet d’améliorer la qualité de la solution
en sortie des équilibres locaux, et donc de construire un meilleur probleme d’inter-
face, réduisant ainsi le nombre d’itérations de Newton nécessaires. On parle alors de
relocalisation non linéaire : voir la figure 1.9.

Que ce soit dans le cadre des méthodes BDD [Bordeu et al., 2009, Cresta et al.,
2007], FETI [Pebrel et al., 2008], FETI-DP [Klawonn et al., 2014] ou BDDC [Hinojosa
et al., 2014], la possibilité de définir des analogues non linéaires des compléments
de Schur classiques a commencé a étre étudiée au cours des dernieres années, bien

Meéthodes fortement paralleles en mécanique non linéaire des structures



3. Résolution parallele des systéemes non linéaires 51

que leur implémentation a I’échelle industrielle soit encore loin d’étre courante. Afin
de pallier ce probleme, des méthodes non-intrusives ont été proposées. Celles-ci réin-
terpretent les solveurs de maniére a les rendre programmables sur la base des codes
fermés utilisés par les industriels. La méthode de couplage local/global [Gendre et al.,
2009], permet d’insérer au sein du modele, relativement grossier et en particulier li-
néaire, d’'une structure, des patchs non-linéaires raffinés, potentiellement résolus par
des logiciels adaptés. Cette méthode a également été appliquée dans le cas ou la struc-
ture est entiérement recouverte par les patchs conduisant a la mise en place d'un
solveur DD par relocalisation non linéaire non intrusif [Duval et al., 2016]. Le mo-
dele grossier linéaire s’interpréte classiquement comme un probléme grossier (sic) de
décomposition de domaine ou la grille grossiére (re-sic) d'une méthode multigrille loca-
lisée. Dans [Blanchard et al., 2017], la méthode est interprétée comme une technique
de Schwarz optimisée alternée (sans recouvrement malgré les apparances) dont une
partie des parametres est particulierement bien ajustée. Cependant, a moins de forte-
ment déraffiner le probleme grossier, le caractére alterné de la méthode peut s’avérer
limitant en vue d’applications HPC.

Les prochains chapitres de ce manuscrit permettront tout d’abord de donner un
cadre formel aux nouveaux solveurs DD (de Schur) non linéaires avec relocalisation.
On verra par la suite comment les optimiser a moindre coit, puis les méthodes dé-
crites seront testées sur des cas simples.

Linéarisation Newton

Relocalisation NL Condensation interface + Solveur Krylov
NL : NL NL NL L L
NL [kl g il
NL |:| NL NL NL L L

Itérations de Newton

FIGURE 1.9 — Principe de la méthode NKS avec relocalisation non linéaire
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Chapitre 2

Sous-structuration et condensation non
linéaires

On se place ici dans le cadre de la résolution parallele de problemes non linéaires a
grand nombre d’inconnues. L'une des catégories de méthodes de résolution dédiées, les
algorithmes NKS, consistent a combiner un algorithme de Newton appliqué au pro-
bleme global, puis de résoudre le probleme tangent par une approche DD. Le probléeme
d’interface ainsi créé est linéaire, de méme que les résolutions locales impliquées dans
le processus parallele, quel que soit le comportement du matériau a I'intérieur des
sous-domaines. Si I'efficacité de ce type de technique a été démontrée dans le cadre de
non linéarité diffuse et d’intensité peu élevée, elle peut étre améliorée par la construc-
tion d’un probléeme d’interface non linéaire, a partir d’'une sous-structuration effectuée
sur le probleme global non linéaire, et non plus sur le probleme tangent. Les résolu-
tions locales deviennent non linéaires, et, en particulier dans le cas de non linéarité
localisée, on permet a I'algorithme de différencier le comportement de chaque sous-
domaine. Il itere ainsi plus sur les sous-domaines présentant une non linéarité, afin
d’apporter une meilleure information dans la construction du résidu d’interface : on
parle souvent de relocalisation non linéaire, bien quune dénomination plus précise
pourrait étre sous-structuration et condensation non linéaires. On utilisera cette dé-
nomination dans la suite de ce manuscrit.

Ce chapitre s’attachera a présenter de facon détaillée la méthode de sous-structuration
et condensation non linéaires, en précisant pour chaque type d’approche — conditions
d’interface primales, duales ou mixtes — le processus de résolution. Il a fait I'objet d'un
article publié en 2016 dans le journal international IJNME [Negrello et al., 2016].

1 Probleme de référence, notations
On considére ici une équation aux dérivées partielles non linéaire — modélisant

un probléeme de mécanique des structures quasi-statique — sur un domaine Q c R”
(n=2 ou 3), muni de conditions de Dirichlet u, sur une partie non vide de son bord
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0, Q + @, de conditions de Neumann F sur le complémentaire drQ = 0Q\0Q,, et d’efforts
volumiques g (voir figure 2.1). Tous les efforts imposés sont supposés indépendants de
u. (charges mortes).

)

AN

FIGURE 2.1 — Probléme de référence

Une formulation continue du probléme a résoudre est donnée par :
Au temps f, € [0, T], trouver u, € U tel que Vv, €Uy :
: i = [ v fodQ+ f ‘E.dS
—/;) Oc:é&c (Uc) o Uc fc 350 Uc- Ic

oc = 0¢ (ec (uc (7)), e €[0,t])

ou U est I'espace des champs cinématiquement admissibles, et U, ’espace vectoriel
associé : .
U= {uc € [H1 (Q)] ,Uc = Ug SUr auQ}

avec d la dimension du probléeme (d =1, 2 ou 3).

Remarque 1 : On se place ici dans le cadre de la mécanique des structures,
cependant on pourrait traiter des probléemes de thermique non linéaire par la
méme méthode ; on en verra notamment un exemple au chapitre suivant.

La notation o; (e (uc (7)), T €[0,t.]) exprime la dépendance de la contrainte en
un point a son histoire totale (sur [0, {.]) en ce point, ce qui signifie que son comporte-
ment local est non linéaire. L'histoire du matériau est en général représentée par des
variables internes : déformation anélastique, écrouissage, endommagement.

Le probleme est discrétisé en espace par la méthode des éléments finis; on note
V;, le sous-espace de U associé au maillage QO;, — de dimension finie. On appelle N la
matrice des fonctions de forme et u le vecteur inconnue contenant les déplacements
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nodaux : on peut alors exprimer u;, la projection de u. sur V}, en fonction des don-
nées et inconnues discrétes du probléme : u;, = Nu. On obtient également les vecteurs
d’efforts nodaux imposés f et F.

Une discrétisation temporelle vient achever le passage du probleme continu au
probleme algébrique : au pas de temps t,, le probléme discret de référence a résoudre
devient :

Trouver u (t,) tel que fi,; (u) + fext =0 (2.1

avec :

fEXt:[)NngQ+£FQNTFdS

of fi == [ ow:en (N0)dQ

on = oy (en (Nu(t5)), j<n)
La discrétisation de 'opérateur o, est ainsi notée oy, elle dépend de I'histoire discrete
(sur les (t ]-)].<n). Les intégrales sont classiquement calculées numériquement par qua-

drature de Gauss, de sorte que la contrainte et les variables internes sont définies aux
points de Gauss. Par souci de clarté, la variable temporelle (pas de temps f,,) ne sera
plus mentionnée dans la suite de ce manuscrit. De plus, les conditions aux limites de
Dirichlet uy sont prises en compte de facon implicite dans f;,; et fex:.

On peut remarquer que dans le cas de I’élasticité linéaire, pour un domaine de
matrice de rigidité K sous I'hypothése des petites perturbations, on a :

fint(u) =-Ku

Les notations de la section 1.2.4 (chap. 1) seront adoptées par la suite.

On se place également, dans toute la suite de ce manuscrit, dans 'optique de réso-
lution de problémes de grande taille, comportant en moyenne 10° 4 10° inconnues. Le
nombre d’inconnues du probléme global sera noté n.

Remarque 2 : Bien que, pour des raisons techniques, la taille des exemples
qui seront abordés a la section 5 (chap. 2) soit plus réduite que celle visée dans
le cadre des résolutions paralléles, on verra qu’un choix de paramétres d’étude
pertinent semble permettre a priori une prédiction correcte du comportement
a une plus grande échelle.

2 Méthode classique

On pourrait, pour résoudre le probleme (2.1), se servir d'une méthode NKS (voir
section 3.1, chapitre 1), i.e. appliquer un algorithme de Newton pour linéariser le
probléme, puis utiliser un solveur DD pour résoudre le probléeme tangent en résultant,
préconditionné par une méthode de Schur ou de Schwarz.

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



2. Méthode classique 55

De maniére générale, on peut résumer cette méthode, a laquelle on se référera
dans la suite de ce manuscrit en termes de méthode classique, par ’algorithme 8.

Algorithm 8 Classic method
Require: ¢ >0,e7>0

initialization : unknown ug € R"c, global residual 7, = fiut(10) + fext and tangent
operator f/, - !+ (ug), counter k = 0
while |rg, | > e do
initialize increment du;, =0,i=0
compute Iy, = fi, tkduko + fint(Ug) + foxt
while |r7 || >¢er do
precondlitioned DD solver iterations on tangent problem :
ilntkduki + fint (k) + fext = 0
with counter i
actualize iterate u; 1 = up + duy
k=k+1

compute global residual 7, = fi,: (1) + fext and tangent operator f/

intk

I dfmt
i]’lfk -
uy. Par exemple, pour un probleme de plasticité en mécanique des structures,

ona:
! - —
ﬂﬂtk - Ktk

avec Ky, la matrice de rigidité tangente de la structure en un état décrit par le
déplacement uy.

Remarque 3 : On note (uy) Popérateur tangent (matriciel) au point

Le solveur DD utilisé a chaque itération globale k peut par exemple étre 'un de ceux
présentés a la section 1.2.8 (chap. 1), i.e. BDD/FETI. La sous-structuration est bien
appliquée au probleme tangent linéaire :

'S 1.0 L £ (D O o7 1730 _ a0
St + fip (i) + fog +4% dA, =0 (2.2)
ou 'on a introduit I'inconnue d’interface locale d?\éi) , soit I'incrément de réaction no-

dale imposé sur une sous-structure Q(5) par ses voisins, et permettant de rendre les
équations locales indépendantes.

En notant Sf:) la condensation primale de Schur de 'opposé de l'opérateur local
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tangent filrgfk) sur les neeuds de bord d’une sous-structure Q() :

) __|({® ONNTOINTLO
s == [(79),- (), (), (D),
et bg{) le second membre primal local condensé :

() _ (¢, (5) (s) '(5) "G\ (A5, (6) (s)
by = (fid )+ £50), = (Foe) ), (Fmie ), (Find )+ £57),
on peut exprimer I'inconnue d’interface d/\;i en fonction de I'incrément de déplacement
d’interface local dugi :
d/\lji = St@duz]; - bffk (2.3)

k

Remarque 4 : Par exemple, pour un probleme de plasticité en mécanique des
Structures, on a sur une sous-structure Q)

SE:) ) Kt(ks)/Kii

Autrement dit, Sf:) condense lopérateur de rigidité tangent a litération k —

noté ici Kt(:) — sur les degrés de liberté de bord de la sous-structure.

En notant du 4, I'inconnue globale d’interface primale — satisfaisant la continuité des

incréments de déplacement d’interface — telle que dugi - A" du A, — la condition

d’équilibre des incréments de réaction nodale aux interfaces permet de construire le
probléme tangent d’'interface :

A®dAY = 0%
k
= A®SS A® du,, = A®D, (2.4)

Avec une approche primale, le probleme d’interface résolu par le solveur DD serait
donc le probleme (2.4), grace aux équilibres locaux (2.2). Pour obtenir la solution glo-
bale a convergence du solveur DD, il suffit d’effectuer des résolutions locales par sous-

domaine pour déterminer les termes dulg:).

De facon similaire, on peut définir la méthode classique avec approche duale, en
prenant pour inconnue d’interface dAp_— satisfaisant la condition d’équilibre des in-
créments de réaction nodale d’interface : d/\gk = BerABk.

La méthode qui sera développée ici, dite de sous-structuration et condensation non

linéaires, et connue sous le nom de relocalisation non linéaire — abordée a la section 3.4
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(chap. 1) — consiste a sous-structurer le probléme non linéaire global, afin d’obtenir des
équilibres locaux non linéaires, permettant de différencier les sous-domaines ayant un
comportement non linéaire des autres, et de construire par les équilibres locaux non
linéaires un probleme d’interface plus proche de la réalité.

3 Construction d’un probléme non-linéaire condensé
a Pinterface

Similairement au processus de sous-structuration linéaire, on reformule le pro-
bleme (2.1) en introduisant la réaction nodale d’interface locale AZ(JS) :

Trouver (u®,A’) tel que :
> > "o _
int(u®) tText t t® Ab =0¢

A®AY =0
Beuf =0

(2.5)

La formulation sous-structurée (2.5) est strictement équivalente au probleme global
(2.1). La stratégie de résolution varie alors en fonction de I'approche retenue — pri-
male, duale ou mixte. Ces trois formulations seront détaillées dans les paragraphes
suivants.

3.1 Trois formulations distinctes
3.1.1 Formulation primale

L'approche primale consiste a reformuler le systeme (2.5) en fonction d’'une unique
inconnue d’interface u 4 — satisfaisant la condition de continuité des déplacements :

Trouver u, ¢ R"4 tel que A®AY =0

a0 = S (), >
avec : A :—[ S (u®)+ ext]b

[ i<1]1>t(u4>) +fe<];t]i =0

(2.6)
FOu® = A 1,

et u? solution de : {

Le jeu de deux équations (2.6) définit des problémes mécaniques indépendants sur
chaque sous-domaine, avec des conditions aux limites en déplacement (ou de Diri-
chlet), qui assurent automatiquement la continuité du déplacement d’interface u 4 :
u§> = 9% = ATy A= Beug> = 0. Le déplacement u 4 doit alors étre déterminé de sorte
que les réactions nodales associées )\ZD soient équilibrées aux interfaces.
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En faisant ’hypothese que le jeu d’équations (2.6) posséde une unique solution
pour tout déplacement imposé A®'y A, on peut définir un opérateur noté Sffl) tel que :

Vs ¢ {1, - -,Ns}/ A£S) _ 51(152)(“]55) _ A(S)TuA}f(S))

ext

On peut interpréter cet opérateur comme une version non linéaire du complément
de Schur primal : il permet de déterminer la réaction nodale locale associée a un
déplacement d’interface donné. On parle alors d’opérateur Dirichlet-vers-Neumann.

Remarque 5 : Dans le cas d’'un probléeme de mécanique linéaire, pour un sous-
domaine de matrice de rigidité K(), cet opérateur peut aisément étre explicité :

S5 £i) = @Y - b}

-1
avec : S©) = Kéz) - K,Sf)Ki(l.S) Kl(bs) (2.7
-1
by = £5) KK £ (2.8)

Pour 'approche primale, on obtient alors le systéme non linéaire condensé a I'interface
(2.9) :

Trouver u, € R"4 tel que :

r (2.9)
A®sS (Ae uA,-f;’;t) =0

3.1.2 Formulation duale

L'approche duale consiste a reformuler le systeme (2.5) en fonction d'une unique
inconnue d’interface Ap — satisfaisant la condition d’équilibre des réactions nodales
aux interfaces :

Trouver Ag € R"8 tel que B¥t®u® =0

o u? est solution de £ (u®) + £, + 9" B Ap = 0 (2.10)

L'équation (2.10) définit des probléemes mécaniques indépendants sur chaque sous-
domaine, avec des conditions aux limites en effort (ou de Neumann), qui doivent étre
cherchées de telle sorte que les déplacements soient continus a l'interface. Les réac-
tions nodales d’interface locales ont été implicitement définies par AZ()S) = B(S)TAB, ce
qui garantit automatiquement I’équilibre aux interfaces : Ae)\g> =0.

Afin que le probleme (2.10) soit bien posé, la condition nécessaire d’auto-équilibre
de chaque sous-structure doit étre vérifiée. Sous ’hypothése des petites perturba-
tions, on note R(®) 1a base des modes rigides cinématiquement admissibles d’une sous-
structure Q) — si ces modes rigides existent, ils peuvent &tre représentés exacte-
ment dans I'espace des fonctions de forme de la méthode éléments finis, — on a alors :
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RG)' fl.(;t) =0, i.e. les modes rigides ne font pas travailler les efforts internes de la sous-
structure. Ceci implique la condition d’admissibilité :

R (f2,+1% B A5) =0 (2.11)

En supposant que pour toute condition aux limites en traction BQTAB, le probleme
(2.10) posséde une solution unique & un mode rigide prés R®a®, ot a® est 'amplitude

(inconnue a priori) des modes rigides, on peut définir un opérateur Fé?) tel que :
vse{l,...,Ni},  ul)=F (BO Ag £§)) +tOROa®)

Cet opérateur peut étre interprété comme une version non linéaire du complément de
Schur dual — employé dans le cadre des méthodes FETI, voir section 1.2 (chap. 1) : il
permet de déterminer le déplacement associé a une réaction nodale d’interface locale
donnée.

Remarque 6 : Dans le cas d’'un probléeme de mécanique linéaire, pour un sous-
domaine de matrice de rigidité K(), cet opérateur peut aisément étre explicité :

(5) (1(s). () _ (s) _1(s)
Fls (Abs s)—F(S)AbS _bds

7 Jext
avec : FG) = {O g 4(s) (2.12)
bl = _fOIKE) £ (2.13)

On rappelle ici les relations classiques :

R®) =Ker (Kt(s))
R{ = IR = Ker (8(Y)

Le probleme non linéaire condensé dual s’écrit alors :

Trouver Ag € R"8, a® tels que :

B (F% (B4 A £3,) +t°R®a®) =0 (2.14)

ext

R®T( o +t®TBeTAB) -0

ext

3.1.3 Formulation mixte

Pour la formulation mixte, on introduit une nouvelle variable d’interface ués), défi-
nie sur chaque sous-domaine :
O _ >, S,
Hy = Ay +Qpuy
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La matrice Qf est un parametre de la méthode. Elle peut étre, de méme que dans le
cas linéaire (voir section 1.2.9, chapitre 1), interprétée comme une rigidité — ou impé-
dance — ajoutée a l'interface locale d'un sous-domaine : on parle également de condi-
tions de Robin. Afin d’assurer I'existence d’'une solution au probleme global condensé,
on impose les conditions de symétrie, définition et positivité a ce parametre (voir sec-
tion 1.2.9, chapitre 1, on assure ainsi notamment I'inversibilité de la matrice A< QZ?Ae

Les propriétés de la matrice Qf impliquent un partitionnement de I’espace des
degrés de liberté de bord locaux, noté Rf :

~

R =Im (QF A® ) @Im (B') (2.15)
=Ker (A®Q} ) ®Ker (B®) (2.16)

Remarque 7 : La propriété (2.15) de séparation sur les images peut étre mon-
trée a partir de la séparation trés similaire (1.19) introduite a la section 1.2.4

(chap. 1), ainsi que de l'inversibilité de la matrice (AQQSAQT). En effet, on
Ker (AleAeT) - {0} = Ker (A®) mIm(QfA@T) - {0}

Par définition de B®, on a Im(BeT) = Ker (A®). Les espaces Im(B@T) et

Im (QfAeT) sont donc en somme directe. De plus, Ql? est SPD donc l’égalité

Rang (QZ?AQT) = Rang (AQT) est vérifiée, et par la propriété (1.19) on a :
Rang (AQT) +Rang (B@T) = Rang (]RZD)

d’ou le résultat. .

De méme, on a Ker (AGQZ?) nIm (Ae ) = {0}. Par définition de B®, on a
A®B®" =0 = B®A®' donc Im (AQT) = Ker (B®) : les espaces Ker (A®Q}) et
Ker (B®) sont en somme directe. En imposant QI? SPD, on assure l’égalité
dimensionnelle Dim (Ker (AQQZ?)) = Dim (Ker (A®)). La propriété de sépara-

tion sur les noyaux (1.18) permet de conclure quant a la propriété similaire
(2.16).

La propriété (2.16) permet de reformuler en une unique équation les conditions d’in-
terface en déplacement et en effort (2.17) :

A%y =0 2.17)
Bu? =0 '
-1
o A% (A°QpA®T)  A%uY-uf=0° (2.18)
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En effet, en multipliant (2.18) & gauche par B® ou par A®QY, on retrouve les condi-
tions d’interface classiques :
-1
B® [A@T (acQpae’)  Aouf - u;f] = Bou® =0
) L (2.19)
A°QP [A@ (acqpac) asup- uff] = AU - A°Q%u, = ASAL =0

Donc (2.18) = (2.17). D’autre part, la propriété (2.16) donne la décomposition sui-
vante :

Vvl? eRP, 3! (ul?,wl?) ¢ Ker (B®) xKer (A®Q}), tel que : v = u§> +wy (2.20)
Donc :
Vv§> € RZD,
B®v? =0 < wy =0® o o (2.21)
A°0%0® =0 <1>_O<1>©Ub_0
Q oy =0=uy =

Et on trouve (2.17) < (2.19) = (2.18).

La formulation mixte du probléme (2.5) peut alors s’écrire :

-1
Trouver u® € RY tel que : A (AQQ,?AQT) A%u? —ul =0 2.92)

< . T T
ou u® est solution de : £ (u®) - & QP tou® +t¢ P + £, =0

La derniere équation de (2.22) définit la solution de problémes non linéaires indé-
pendants sur chaque sous-domaine, sous conditions aux limites de Robin. En faisant
I’hypothese de I'existence d’'une unique solution pour tout LLZD donné (I'ajout de la ma-

trice Qf évite I'apparition de modes rigides lors de la sous-structuration), on peut
définir un opérateur d’interface non linéaire H,; :

Vs e {1,...,Ns}, Més) = H,S?) (Ill(,s)}fe(;t)/Ql(;S))

Remarque 8 : Dans le cas d’un probleme de mécanique linéaire, pour un sous-
domaine de matrice de rigidité K, cet opérateur peut aisément étre explicité :

ext’

HO (13 £, ) = HOWS 415
avee : H) = 1) (KE) 4 17 Qo)) 409" (2.23)

-1
b,(,j) _4(s) (K(s) + t(S)TQéS)t(S)) f(S)

ext

On retrouve les opérateurs de cette formulation dans l'approche FETI-2LM
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[Roux, 2009].

Le probléeme mixte non linéaire condensé peut alors étre défini par :

Trouver u” € R tel que :
T (400 40T\ T 40, _1® (0. £& AS ® (2.24)
A (A Qy A ) A%y, _an(“b" ext’Qb):O

Lopérateur (Ae QI?A@T) possede exactement la structure d’une rigidité condensée et

assemblée. A linstar de 'impédance d’interface linéaire (voir section 1.2.9, chapitre
1), la factorisation de ce type de matrice est numériquement tres cotteuse, dans le
cas général. Cependant, en choisissant une structure spécifique pour les matrices lo-

cales Q}()S), on peut obtenir un opérateur assemblé (Ae QZ?A@T) bloc-diagonal, et ainsi
rendre son traitement plus abordable dans le cadre de résolutions paralleles.

Formulation équivalente Une formulation équivalente est possible, ou I'inconnue
d’interface uf est remplacée par un couple (Fg, v4), ou Fg est une réaction nodale
d’interface auto-équilibrée, et v4 un déplacement continu aux interfaces :

u® =B Fp+ QP A% vy (2.25)

La bijection entre [JZD et (Fg,v,) est assurée par la propriété (2.15) de partition de l'es-
pace Rff. En effet, pour tout vecteur d’interface xff € Rf, on obtient la décomposition
suivante :

Vxy e RPY, 31 (x4, xp) e R™ xR, tel que x = Ql?AeTxA 1B xp (2.26)

-1
(AQQ;?Ae ) A®xP =,
on a alors : R B
(BeQP B®') BSQY x{ =xp

- T
L'utilisation d’une pseudo-inverse pour la matrice (BeQb® 1BQT) est obligatoire : en

effet, la description des connectivités entre les sous-domaines peut étre sujette a des
redondances en présence de points multiples dans le maillage. Cependant, étant ap-

pliquée & un vecteur Btef_lxg> e Im (Bte?_l) =Im (Btef_lB@T) (car Qlf_l SPD), le
vecteur xz ne dépend pas du choix de la pseudo-inverse : toute pseudo-inverse M
d’'une matrice M doit satisfaire :
VxeIm (M), x=MM'x (2.27)
Vx e Im (MT) , X = M Mx (2.28)
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Remarque 9 : En supposant par l'absurde que pour tout élément x§> € RZD,
3 xp1 # xpp € R"B tels que :

1T\ -1
xp = (BSQY B) BOQY xp

1 T\F -1
xp = (B®QS B®) BSQY xp

oir T et * sont deux types de pseudo-inverses donnés, on a alors par (2.27) :
0o o’ o LR
B Qb B XB1 = B Qb xb
-1 AT\ 1T
= xp = (B®QY B ) B®QY B xp

Donc d’apreés (2.28) on a xp1 = xpo.

3.2 A propos de lexistence des analogues non linéaires aux
compléments de Schur

L'hypothese d’existence des compléments de Schur non linéaires primal, dual et
mixte est implicitement requise dans les sections précédentes. Dans le contexte de
probléemes mécaniques bien posés, I'existence de ces opérateurs est tres probable — au
moins localement : le lecteur pourra se référer a [Ciarlet, 2013] pour une liste des
contextes non linéaires ou les solutions des problémes définis plus haut existent.

Cependant, la formulation, le matériau, ainsi que la forme des sous-structures li-
mitent fortement les domaines d’existence et d’unicité des solutions aux problémes de
Dirichlet, Neumann ou de Robin. Typiquement, en grands déplacements, 'usage de
chargements en compression importants devrait étre proscrit, étant donné le risque
d’instabilités (flambement par exemple); a I'inverse dans le cas de I'’étude d’'un com-
portement endommageable, les chargements en traction sont a limiter. La figure 2.2
donne un apercu de ces deux risques potentiels.

L'existence globale des opérateurs S,;, F,; et H,; peut étre prouvée dans le cas
d’opérateurs maximaux monotones coercifs et continus — voir [Erdos, 1978, Showal-
ter, 2013] par exemple pour une analyse au niveau de la formulation variationnelle,
et [Feistauer and ZeniSek, 1986] pour une analyse de 'approximation éléments finis.
Mécaniquement parlant, ce contexte se retrouve dans le cas de comportements plas-
tiques a écrouissage positif, et certaines lois de contact — toujours sous contrainte de
petites déformations [Ladeveze, 1985, Ladeveze, 2012]. Les problemes de Dirichlet,
Neumann ou de Robin sont alors bien posés : la solution existe, est unique et varie
contintiment avec le chargement. Le théoréme de continuité de la trace permet de dé-
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approche duale :

(a) Flambement local

E\\\\\\\\\\\ \—
approche N risque d’endommagement  \
primale :  uo =0 NNNNNNJocal ~ NNNNN

Q\\\\\\\\\\\\\\ —

(b) Endommagement local

FIGURE 2.2 — Exemples de risques de non existence de solutions en mécanique non
linéaire

finir la condensation de Schur des opérateurs impliqués dans ces contextes ; de plus,
les compléments de Schur héritent des propriétés du probléeme global (typiquement,
la monotonie, la coercivité et la continuité : voir [Hauer, 2015] et la bibliographie as-
sociée), ce qui assure aux problemes globaux condensés aux interfaces (2.9), (2.14) et
(2.24) d’étre bien posés.

4 Stratégie de résolution

4.1 Algorithme de Newton

On fait a présent ’hypothése d’existence locale des analogues non linéaires aux
compléments de Schur par sous-domaine. Les problémes non linéaires d’interface
(2.9), (2.14) et (2.24) ont une structure que 'on peut qualifier d’« additive » : on peut
les écrire sous la forme d’'un assemblage de contributions locales. De fagon générique,
ces trois problemes d’interface sont de la forme :

L(x) =Y LO ) =0 (2.29)

ou LG) est le complément de Schur local non linéaire défini plus haut, associé a une
des trois approches primale, duale ou mixte. En primal par exemple, on a :

T
L(x) = A®SG (uf = A% up; £2,)

1.(s) (x(S)) — A(S)S;(fl) (ul(;S) _ A(S)TuA;f(s))

ext
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La stratégie adoptée ici pour la résolution du probleme générique (2.29) passe par
un algorithme de Newton-Raphson (voir section 2.2, chapitre 1). A T'itération k, le
systéme a résoudre devient :

oL
P (xx) dxg + L (xg) = (2.30)

X1 = Xk +dXg

Le second membre —L(x;) du probléeme tangent de (2.30) correspond a I’évaluation du
résidu non linéaire d’interface en l'itéré x;, obtenu par assemblage des solutions des
équilibres locaux non linéaires indépendants, réalisés par sous-structure. L'évaluation
du membre de gauche nécessite la construction de 'opérateur tangent du complément
de Schur non linéaire, ce qui n’est pas une opération aisée a priori.

4.2 Calcul de opérateur tangent

L'un des principaux intéréts de la procédure choisie réside dans la possibilité de
calculer simplement 'opérateur tangent condensé a chaque itération : en effet, a 'ité-
ration k, il peut s’écrire :

oL (L) LG
$<xk>(T)|x Z( o )

dL®) 9L 9x(s)
ox  ox(s) ox

(s)

K (2.31)

avec :

En primal par exemple, en notant S,;, (14) = AeSfl (AeTuA) :

a aSi’lZA

= Xg) =

" (ua) =AY (

(s) ()
CEN aubs
aués) [ g

05O\ (A0 uy)
(5) (S) auA
b

95t . ILE)
=S A6) A
Z ( ES: dx(s) ‘x]((s)

(s)
iy,

On a donc exprimé l'opérateur global condensé tangent en fonction de la dérivée
des opérateurs condensés locaux. Ces derniers ne sont autres, pour un sous-domaine
donné, que la trace sur le bord de la solution de I’équilibre local (i.e. réaction nodale
d’interface pour des conditions de Dirichlet en primal, ou déplacement d’interface pour
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des conditions de Neumann). Par exemple en primal :

1.6s) (xl(cs)) ZA(S)S,(:I) (ugs) A(s) 14 f(s)) A(s))\éi)
_ _A(S)t(s) I:fz(nst) (ul(:)) 4 (5)]

ext

(2.32)

(s)

En différentiant ’équilibre local autour de I'itéré u,”’, on fait apparaitre la matrice de

rigidité tangente Kt(ks) de la sous-structure, que 'on sait calculer numériquement :

of )

Yot qul? + 7 aAD +0 (41f?) =0 - KD + 17 A +0 (")
u

On peut alors exprimer I'incrément de réaction nodale locale en fonction de la trace de
Popérateur de rigidité tangent :

d}\éi) = t(s) (K(S)du(s) +0 (dul({s))) (K(S))bi duf:) + (Kt(ks))bb du(s) +0 (d”l(ai))

ty by

avees () )+ (), ) o) -

tx

= auf? = (k) (k) )+ (57), )

En supposant que le probleme local avec conditions de Dirichlet est bien posé (i.e.

(Kt(:)) inversible : | (K(S)) | < o0, ce qui permet aux termes négligeables de le res-
11
ter), on peut exprimer d?\ék) en fonction du complément de Schur tangent de la sous-

structure Q ), que 'on notera SEZ) :

d/\éi) - ((Kt(ks)) (Kt(lcs))bz( ka))iz (Kf:))ib) dul(f)"'

(S) (s) (s) (s)
+o(du (Ktk )bl (K )il du, ) (2.33)
_c(s) 4..(s) (s) )\~ (s) (s) (5)2
- Stk dubk +0([1_(Ktk )bi (Ktk )z’i Ktk )z’b] dubk )+O(duik )
<00

Et d’apres la relation (2.32), on peut exprimer I'incrément de réaction nodale d’inter-
face en fonction de la variation du complément de Schur non linéaire primal :

AODD = 46 (5O (4 + du; 1)) - 5,0 (w5 £9))

u

by’
(s)
A (95
au(s)
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(s) )Y _ ! T (s)
’ )dubi +0 (A(S)dubi ) = AG) (JIZS)) A duy +o (d”bi )
s b

(s)
Uy,
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Donc au premier ordre, 'opérateur tangent condensé du probléeme d’interface linéa-
risé n’est autre que 'assemblage des condensations locales des matrices de rigidité
tangentes :

oL 25"
s - (s) | ZZnl_
5 (%) dx ES:A ( )

T _ (s)
- A duy = ;A(S)d/\bi
b

4O
b
- ;A@)sﬁ:)A(S)Tdu 4

Une démonstration similaire permet de montrer ce résultat pour les deux autres ap-
proches.

Les étapes principales du processus de résolution sont détaillées dans la suite pour
les trois approches sus-introduites.

4.3 Etapes de résolution
4.3.1 Formulation primale

Dans le cas primal, le probleme tangent de ’algorithme de Newton (2.30) devient,
a chaque itération et avec les notations de la section précédente :

(4959 A% ) du, = -A®SE (A% ua,; £2,) (2.34)

p) (s) r

ou l'opérateur Sf:) = —’Zsl) (ul(]i) =AG) y A fext) est le complément de Schur tangent
ou

primal défini en (2.7).

Le second membre correspond a 1’évaluation de problemes de Dirichlet non li-
néaires par sous-domaine, avec pour conditions aux limites le déplacement d’interface
Imposé u 4, :

> (P A
(fine () + fe); = O

int ext

Trouver u tel que : ;
toud = A® uy,

, puis: /\Zi = —( ij;t (”;ﬁb) +fe<it)b

Les déplacements u,? ainsi que les réactions nodales d’interface }\Zi sont obtenus a

partir des solutions de ces systémes locaux — résolus en parallele. Le second membre

du probléme tangent, i.e. le résidu non linéaire d’interface a l'itération k du solveur
p s

global de Newton, consiste en la non-vérification de 1’équilibre des réactions nodales

d'interface : A®A) = A®S]) (A@TuAk;f;gt :
Le membre de gauche du probleme tangent (2.34) est obtenu par assemblage des

compléments de Schur primaux tangents, ce qui correspond a une formulation de mé-

thode DD primale classique.

Ainsi, aprés une initialisation arbitraire de I'inconnue en déplacement u 4, le proces-

sus de résolution consiste-t-il a répéter les étapes :
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(i) résoudre des problemes de Dirichlet non linéaires locaux indépendants sur
chaque sous-domaine (en paralléle)

(i1) déterminer le défaut d’équilibre des réactions nodales a l'interface

(iii) résoudre le probleme tangent global condensé a I'interface par application d’'un
solveur BDD et actualiser le déplacement d’interface

4.3.2 Formulation duale

Dans le cas de 'approche duale, le probleme tangent de ’algorithme de Newton
(2.30) devient :

(BOFSB®" ) dAp, + BORYdoc? = -B® (E (B An f2,) + RS or?)

(2.35)
RS B dAg, =0
aF(S) .
ou l'opérateur Ft(:) = a—’zi) (Al(;i) = BG) A, f, e(;t) ) est le complément de Schur dual local
A
b

tangent en l'itéré A , défini en (2.12).
De méme que pour les méthodes de FETI classiques (voir section 1.2.7, chapitre
T
1), I'introduction d’'un projecteur Pg sur 'espace Ker (Rf BQT) permet de rechercher

la solution sous forme projetée PpdAp,, afin de déterminer sa contribution dans un
espace orthogonal a celui généré par les modes rigides — la contribution liée aux modes
rigides étant captée a I'initialisation du solveur global :

T T
Pf (BSESB® ) PpdAp, = ~PEBOFS (B Ap; £2))

Le second membre du systéme (2.35) est obtenu par assemblage des solutions des
équilibres locaux non linéaires par sous-domaine avec conditions aux limites de Neu-
mann — réaction nodale d’interface imposée Ap, :

® (u®)+f9,+t% B Ap, = 0 (2.36)

int
La résolution — menée en paralléle — de ce systéeme détermine les déplacements u?,
dont la discontinuité d’interface projetée PLB¢tSu® = PIBSFJ (B@TA B f, f;t) n’est autre
que le second membre du probleme tangent.

L'assemblage des compléments de Schur duaux locaux tangents en l'itéré /\4;, cal-

culés au moment de la construction du second membre, forme 'opérateur tangent du

probleme dual. On obtient ainsi la formulation duale classique d'une méthode DD.
Afin que les problemes locaux de Neumann (2.36) soient bien posés, la condition

d’admissibilité par rapport aux modes rigides (2.11) doit étre vérifiée. Les incréments
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PpdAp, vérifient la condition d’admissibilité a zéro du probléme (2.35), aussi ne reste-
t-il qu’a ajouter une initialisation pertinente :

T T T
RS (& +t% B Ag,) =0

En effet, la linéarité de la condition d’admissibilité implique que toute combinaison
linéaire Ag = A, + ¥k PpdAp,, ou A, est défini ci-dessus, vérifie (2.11). Cette condition
sur Ap, correspond a l'initialisation du solveur FETI (voir algorithme 5) : on pose

-1
Ag, = -QGp (GEQGg) G} feut

ou Gg et Q sont définis a la section 1.2.7 (chap. 1).

Ainsi, déterminer la solution du probléeme dual (2.14) passe par la résolution d'un
probleme grossier de type FETI pour initialiser I'inconnue Ag, puis l'itération des
étapes suivantes :

(i) résoudre des problemes de Neumann non linéaires locaux indépendants sur
chaque sous-domaine (en parallele)

(i1) assembler le saut de déplacement aux interfaces

(iii) résoudre le probleme tangent d’interface global par application d’'un solveur
FETI et actualiser la réaction nodale d’interface

Remarque 10 : Linitialisation peut étre améliorée par une résolution compléte
du probleme de FETI initial.

4.3.3 Formulation mixte

L'approche mixte pour la résolution du probléme (2.24) produit le probleme tangent
suivant :

T Ty ~1 Ty~ 1
(49" (a°Qpa®") " A - HE )ang - HG (u83 72, QF) - 4°" (4°QPA°T) A%ug
(2.37)
() _ OHut (), ; 5),
H = ( ext, Q, ) est le complément de Schur mixte tangent en I'itéré Hy,

a (5)

défini par (2 23).

Le premier terme du second membre du probleme (2.37) correspond a I’évaluation
de problemes locaux non linéaires par sous-domaine, avec conditions aux limites de
Robin matérialisées par I'impédance d’interface Qf ainsi que la réaction imposée aux

interfaces ulf; :

<I>( ) t® Q®t®u<1>+t® ‘ub + <o =0

int ext —
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La résolution — effectuée en parallele — de ces systémes permet de déterminer le dé-
placement uff, dont on peut déduire le résidu d’interface mixte, équivalent au second

membre du probléme d’interface tangent, by, = ul?; — A9 (Ae QfA@T) ' ae u;i .

La condensation mixte de la matrice de rigidité tangente, calculée en l'itéré uff
lors de I’évaluation du second membre, permet par assemblage de construire I'opéra-
teur tangent de (2.37). Le membre de gauche de ce systéme correspond donc a une
formulation mixte classique de solveur DD.

Apres une initialisation arbitraire, la résolution du probléme non linéaire mixte

(2.24) passe par l'itération des étapes suivantes :

(i) résoudre sur chaque sous-domaine (en parallele) des problemes non linéaires
locaux indépendants avec conditions aux limites de Robin

(i1) calculer et assembler le résidu d’interface mixte

(iii) résoudre le probleme tangent d’interface global par application d'un solveur
FETI-2LM et actualiser I'inconnue mixte d’'interface

4.3.4 Interversion des solveurs linéaires

Pour chacune des trois formulations présentées ci-dessus, la procédure de résolu-
tion alterne des résolutions non linéaires locales sur chaque sous-domaine, avec diffé-
rents types de conditions aux limites, et des résolutions tangentes aux interfaces pour
lesquelles 'emploi de solveurs DD est adapté. Comme on le verra par la suite, le choix
des conditions de transmission aux interfaces impacte fortement les résolutions non
linéaires par sous-domaine. Il n’en va pas de méme pour le probléme tangent, puisque
Popérateur linéarisé est toujours associé a la matrice de rigidité tangente des sous-
domaines : on peut donc a priori choisir n'importe quelle des trois formulations pour
le probleme tangent.

En effet, a partir des définitions (2.7), (2.12) et (2.23), on retrouve les relations
classiques entre opérateurs tangents :

¥ -1
ES=SP" HP=(S7+Qy)
be = FOb? b = HObO

Ces relations impliquent que malgré la spécificité de chaque formulation quant au ré-
sidu obtenu par assemblage des solutions non linéaires locales, n'importe lequel des
solveurs linéaires peut étre employé pour la phase tangente du processus de résolu-
tion. Typiquement, la formulation mixte présente des aspects intéressants pour les
résolutions non linéaires, cependant elle n’est pas tres utilisée dans le cadre des sys-
temes linéaires, pour lesquels les formulations primale (BDD) ou duale (FETI) lui sont
préférées, car plus standard et surtout munies de préconditionneurs naturels et effi-

5 Of,0. £ A = . S _ o[, 0. & S
caces. Apres les calculs locaux H | (ubk,fext, Q, ), le résidu mixte by, = H ) (ubk,fext, Q; ) _
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-1
A®' (A6 QZ?A@T) A® ulji peut étre assemblé et le second membre primal équivalent

by = (Si + Qb@) by, en découle directement. Le défaut d’équilibre résultant A©by peut
alors étre utilisé en entrée d’un solveur tangent BDD.
Cette propriété peut étre observée plus directement en introduisant la formulation

équivalente (2.25) :
3 (dFp,dvoy) e R" x R4, du® = B® dFz+ QS A® do,

dans le systeme tangent mixte (2.37). En effet, apres multiplication a gauche par
<Sg + Qf), le probleme tangent devient :

T T T
(Si + Ql?) A% dvy, - (QZ?A@ dva, +B® dFBk) = (S5 + Qf) b, = b;Dk (2.38)
= S$A® dvy, ~ B dFp, = by, (2.39)

On obtient donc le probléeme de type BDD :
T
(4952 A% ) dvga, = A%,

Les quantités suivantes peuvent ensuite étre retrouvées a partir des données et solu-
tions du probléme primal :

T
(2.38) = (sg + Q;f)dvAk —dud = b9 = du - (sg + Qf) A® dog, - bS
T -1 T
du? = (Kg +1® Q§t®) ( Dot dug’;)
du® = t9du®
by k

S _ 94,0 _ 10 _ 3,0 _ NS4,
d)\bk = Stkd”bk -by, = dubk -Q, dubk

(2.40)

Remarque 11 : Linconnue dFg ne joue aucun réle réel dans lalgorithme, mais
elle peut également étre post-processée :

A T
dF = B® (dulj; -QA® dvAk)

f . . .
oit B¢ est un opérateur d’assemblage pondéré (voir section 1.2.6, chapitre 1).
La propriété (2.26) de séparation de l'espace R? implique l'indépendance de

: : . : 7
dFg par rapport au choix de la pondération, puisqu’on a toujours Bo''Be = L.
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Remarque 12 : Il va de soi que si une formulation duale avait été préférée
pour la résolution du probleme tangent, dFg aurait été l'inconnue principale
d’un systeme de type FETI obtenu par multiplication a gauche de (2.37) par
BOF®.

te

4.4 Algorithmes

Les algorithmes 9, 10 et 11 récapitulent les principales étapes de la méthode de
sous-structuration et condensation non linéaires pour les trois approches primale,
duale et mixte. Par souci de clarté, seul un incrément de chargement sera ici consi-
déré.

Remarque 13 : En plus du critére d’arrét du solveur de Newton global eng,
deux autres criteres apparaissent : ¢x et eﬁL. Le premier est associé au pro-
bleme tangent, et peut étre piloté de la méme facon que dans une procédure
classique de Newton inexact (voir section 2.3, chapitre 1). Le second, défini
localement, détermine la précision des solutions des algorithmes de Newton
locaux. La gestion de ces critéres sera abordée plus en détail dans la section
suivante.

Remarque 14 : Le paramétre Ql? doit également faire l'objet d’'une étude, afin
d’en déterminer une valeur permettant de tirer le meilleur parti possible, a
moindre colit, de son introduction dans les équilibre locaux. Le choix de son
expression sera discuté en détail au chapitre suivant.

4.5 Analyse de erreur

L'analyse des différents criteres d’arrét introduits plus haut, ainsi que des liens les
rattachant entre eux et aux différentes grandeurs accessibles au cours de la résolu-
tion, peut potentiellement permettre un gain en termes d’itérations, si leurs valeurs
sont judicieusement choisies. On s’attachera donc ici a tenter d’exprimer les différents
résidus de chaque solveur, si possible en fonction du résidu global que 'on notera r :

fz’nt (u) +fext =r

Pobjectif du processus de résolution pouvant alors étre formulé ainsi : |7|| < eng|| fext|-
On montrera tout d’abord comment les criteres des algorithmes de Newton locaux

sf,L et du solveur tangent d’interface ex sont reliés pour les différentes approches.

Puis, le processus de sous-structuration et condensation non linéaires sera interprété
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Algorithm 9 Primal approach with BDD tangent solver

deﬁne
(u4>) with r (u<I>) [ it (u®) + ext] and t®r (u<I>) = O;D
1n1t1a11zat10n
®
”00 0, Ky, = /znt (”oo)
local linear initialization step :

solve ug = —Kgo 11’51@ (us)
compute A;i ==t [f0 (ud) + £2,]
assemble bio = Ae/\zz
set k=0
while HbikH > eng do
tangent problem :
set m =0 and d“Ak,m =0
while [, - (4955 A")dua, | > ek do
BDD iterations with index m

S O _ g7 S 1S s 1,0

compute du,” with d”kb =A duAk,m and d”ki = Ktk,m Ktkmh dukb
. S 0 ®
actualize U= U + duk

increment k =k +1

local nonlinear step :

set j =0 and uk —ul?

/]
while Hr ( k]> | > eNL do
> s Lpo( o
Uy ,j+1 uk] Ktk 1’”1 (uk,j)
increment j=j+1
4o o o
compute )\bk =—t [ it (uk’].) + ext]
assemble b, = A®A®
k k
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Algorithm 10 Dual approach with FETI tangent solver

define :
(02 T
ra (U AY) = fy (@) + f+ 1S AY
initialization :
ugy =00, K = f'ov, (ugy), Pp =1 - QG5 (G1QGs) ' G

admissibility condltlon
set ABO = —QGB (GEQGB) GT ;;t
local linear initialization step :

N >
ug = =K Tl <”00/ Ag )
assemble b4 = —B9t®uO
0
set k=0
while Hb%k | > eng do
tangent problem :
set m =0 and dABk,m =0
. T
while |PJb% - PT (BOFS B®') PpdAg, [ > ex do
FETI iterations with index m
compute u{ | =u? K® - t®TBeTPBdABk,m
actualize ABk 1 ABk + PBdABk
increment k =k+1
local nonlinear step :
>

set j = Oandu = Uy

k,j
> 20
while Hr ( S A )H >5NL do
W - S - La®( o o
k]+1 uk] K Tl (uk,j’ Abk)
increment j = ]+ 1

assemble b‘é = B9t®u,f>‘
k /]
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Algorithm 11 Mixed approach with BDD tangent solver

define :
P
7/nml (u<]>’ ”LZD) int (u<]>) + ext -t Q®t®u® +1¢ I’LZD
initialization :
<J> S
0 1/[ 04> Ktoo ,znt (uOO)
local hnear initialization step :

N2 Lo (, o 202
Kto() nl (uOO’ ‘ubo)

set k=0
while [r"® (u,?,uéi) |+ |BetSu®|p > eng do

r

linear right hand side :
O _ p0T PSAN: P o
bp® = Ae" (A°QPAeT)  ACud —toud.
r® _(co &\ m®
by = (Stk,j+ Q )b?
tangent problem :
set m=0and dva, =0
while [b]° - (A9S$ A°")do,, | >ex do
BDD iterations with index m
set ulf;l = “Zi + d“li,m’ ”121 = uff + dulffm and )\2;1 = A;i + d/\bk,m using (2.40)
increment k =k +1
local nonlinear step :
set j =0 and uff]. =u?

while |r"® (ul?]., ul?k) | >ed, do

-1
> S & (0 O
gy == (K, w10 Qo) o ()
increment j = ]+1
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comme un solveur de Newton inexact (voir section 2.3, chapitre 1), et on envisagera
I’'adaptation de ces criteres a chaque itération globale, en fonction de ’erreur au pas
courant ||r|. Les critéeres d’arrét eﬁL et ex seront interprétés comme des forcing terms
[Eisenstat and Walker, 1996] en ce qu’ils controlent la précision de la solution. Ils n’ont
a priori besoin d’étre proches de 'objectif global ¢5: que lorsque la convergence globale
est quasiment atteinte, tandis qu’au début du processus de résolution les risques de
sur-résolution devraient plutoét inciter a les relaxer.

4.5.1 Approche primale

Solveurs de Newton locaux Les itérations locales effectuées a chaque itération du
solveur global sont, dans le cas de 'approche primale, dédiées a la résolution de pro-
blemes de Dirichlet. En faisant I’'hypothése que ces conditions sont prises en comptes
exactement, la convergence est controlée par le résidu des noeuds internes (voir algo-
rithme 9) :

ro = ;Eti (u®)+ ;Eti avec |l <ed, ||f§t,-”

La donnée u® déterminée gréace a ces équilibres locaux permet de calculer les réactions
nodales d’interface, suivant la relation :

A0 =-[£8 (u®) +£2,]

int, exty,

Lien avec l'erreur globale Le cas primal simplifie ’analyse de l'erreur, puisque
I'espace de recherche des déplacements est identique a celui du cas non sous-structuré
— en effet, les déplacements sont choisis continus aux interfaces. On a alors directe-

ment :
| fine (1) + fext| < | fﬁftl. (u®)+f§ti!|+HAe( l-?;b (u®)+ éﬁtb)l\
<leg M fam | +1A°AT]

Ainsi, la convergence globale est atteinte lorsque a la fois les résidus relatifs des New-
ton locaux ainsi que le défaut d’équilibre de I'interface sont faibles.

Solveur d’interface tangent Du point de vue du complément de Schur, le calcul
des réactions nodales d’interface est perturbé par 'erreur acceptée sur les déplace-

. T L . R
ments internes. En notant Sffl (Ae UA ff;t> la réaction exacte (i.e. correspondant a
ry =0%),ona:

T
AL =58 (A% uai f,)+rd (2.41)

Dans le cas linéaire, le résidu interne r? se propagerait sur les degrés de liberté de
S _ _p k-1,0.
bord en r” = —Ky; K 'r;”

S, _ 0 <> -1,

Le calcul de )\2> une fois u§> déterminée n’apporte pas d’erreur additionnelle.
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On peut alors faire I'hypothése d’'un ordre de grandeur similaire entre les erreurs
locales interne et de bord : HrfJ> | ~ HrffH, et Perreur en découlant sur la solution du
probleme d’interface tangent peut étre évaluée. Liincrément solution du 4, satisfait a
la relation : . .

S _ > £ oL
(AS$AS Y dug, =-A®SG (A ua; £2,) - ASrY 41k

Le contrdle du résidu linéaire rik par le critére tangent : ||rf4k | < eK||riO |, permet de
contraindre I'erreur du solveur de Krylov sur I'incrément solution du 4, du probléeme
linéarisé. Les opérateurs d’assemblage primaux vérifiant |[A®| = O (1), I'influence de
Perreur des solveurs de Newton locaux semble étre du méme ordre de grandeur que
celle du solveur tangent d’interface sur la solution du, . On pourra donc considérer

une approche consistant a fixer : 51(\?% = ex.

4.5.2 Approche duale

Solveurs de Newton locaux Les itérations de Newton locales effectuées a chaque
itération du solveur global sont, dans le cas de 'approche duale, dédiées a la résolu-
tion de problemes de Neumann. La convergence est controlée par le résidu local (voir
algorithme 10) :
2 (u®) + £, + 4% B Ap = r® avec [r¥] < e, | foui]

Le déplacement d’interface u§> est obtenu en sortie de ces équilibres locaux, cependant
il n’existe pas de lien direct entre 'erreur associée, que 1’on notera 5§>, et le résidu lo-
cal r®. La trace de la derniére correction apportée au déplacement u,? par les solveurs
de Newton locaux donne toutefois a priori une bonne estimation de 51? : on pourrait
envisager un pilotage non pas en résidu d’effort mais en incrément de déplacement,
avec un critere du type |du| < e ||du§z||, oll duZi est la trace du premier incrément

de déplacement de I’algorithme de Newton considéré, et 5? un seuil de précision mini-
male a respecter. Cette procédure impliquerait toutefois la réalisation d’au moins deux
itérations par sous-domaine, a chaque étape locale : il semblerait alors nécessaire de
jouer avec un critere absolu pour éviter ce probleme. Une autre stratégie envisageable
pourrait imposer la vérification des deux criteres.

Lien avec I'erreur globale Les déplacements obtenus avec 'approche duale ne
sont pas continus, aussi, I’espace dans lequel sont cherchées les solutions (broken
space) est plus grand que 'espace original. Dans le cas linéaire, une procédure d’ajout
d’un terme de saut pondéré au déplacement d’interface a été développée dans [Parret-
Fréaud et al., 2010] :

. < T
aP =ud - A® [uy], avec [up] = BOu?

Cette technique permet de reconstruire a moindre coit des déplacements continus a
partir de la solution discontinue. Cependant, cette stratégie n’est pas réaliste dans
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le cadre non linéaire, ou la détermination des champs internes a partir des champs
d’interface nécessiterait un calcul trop lourd.

On peut également choisir de définir une erreur étendue au broken space, que 'on
notera ici ey, :

T T
ehs = If2 (u®) + £+t B Ap|? + | BOtSu®|3 (2.42)

ou ||-||p est une norme adaptée aux discontinuités d’interface. On retrouve ici une
expression cumulant le critére local avec celui du solveur d’interface tangent.

Solveur d’interface tangent Le probleme tangent, résolu de facon inexacte — par
un solveur itératif — peut s’écrire :

PY(BOFSB®) PydAs, = —Pf (BOES (B® Mg £3,) + BOoY ) + 1k

Le contréle du résidu linéaire rgk par le critére tangent : ||r§k|\ < ek ||r11§0 |, permet de
contraindre l'erreur du solveur de Krylov sur l'incrément solution dAp,_ du probleme
linéarisé. Les opérateurs d’assemblage duaux vérifiant |B¢| = O(1), l'influence de
Perreur des solveurs de Newton locaux semble étre du méme ordre de grandeur que
celle du solveur tangent d’interface sur la solution dAp,. Dans le cas d'un pilotage
en incrément de déplacement, on pourra donc considérer une approche consistant a

fixer : egs) = ¢g. Concernant le critere en effort, on peut remarquer que la résolution
(supposée exacte) des problemes tangents locaux a chaque itération de Newton sur
un sous-domaine donné permet d’exprimer l'incrément de déplacement de bord en
fonction du résidu local en effort :
(s) 3,,(s)  ¢(s) (, (s) (s) Toe) Ty _ (s) _ p(s) (s)
K du® + f0) (ul) ¢ 5+ KO BO A =0 = dup) < Fr

1

Tk
On a alors :

ldug | < e Vduy) | = [B7) | < e IE )|

On note || - || 1a norme matricielle subordonnée a |- |; on a :

IES A < IED)

0

(s) ”
by

il i
et [r] = |ES EO D) < IS NIE )|

T
done [duf)| < e [duy)| = || < e W ES 1|

;
A priori on a [[EPJIES | = Cond(Ft(:)), donc sous 'hypothése d’un probléme bien
conditionné on peut également imaginer une stratégie de pilotage local en effort, avec

(s) _
ENL = £€K.
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4.5.3 Approche mixte

Solveur de Newton locaux Les itérations de Newton locales effectuées a chaque
itération du solveur global sont, dans le cas de ’approche mixte, dédiées a la résolution
de problémes avec conditions aux limites de Robin. La convergence est controlée par
le résidu local (voir algorithme 11) :

T T
ifjt (u®)-t® th‘%ﬁJ> +1© ”I? + 2 =r® avec [r®| < eflLHfgtH (2.43)

De méme que dans le cas de I'approche duale, en sortie de ces équilibres locaux on
obtient le déplacement d’interface ul? dont I'erreur 62” peut étre estimée par la norme
de la trace du dernier incrément calculé par les solveurs de Newton locaux.

Lien avec 'erreur globale Lespace de recherche des solutions est, ici encore, un
broken space, nécessitant I’emploi d'une norme étendue pour évaluer I'erreur globale :
non seulement les déplacements ne sont pas continus aux interfaces, mais les réac-
tions nodales ne sont pas non plus équilibrées aux interfaces. Avec la définition (2.41)
de la réaction nodale }\ZD et la formulation équivalente de ugb introduite dans (2.25),
on peut exprimer la trace des résidus locaux a partir de (2.43) :

O _ 19,0 _ ;O _ 0SS, 0 _ 2O
ry =t = - QU uY - Ay

= Qf (AQTUA - t®u<1>) + (BQTFB - /\f;)

Cette égalité permet de relier les deux erreurs d’interface (sur u,? et sur /\ZD), on peut
donc en conclure que le critere dual associé a I'erreur ¢,; définie en (2.42) est suffisant
pour contrdler la convergence globale : si les deux quantités |\r§> | et |[BCtSu®|p sont

assez faibles, alors la quantité | A®AY | le sera également.

Solveur d’interface tangent Le probleme d’interface tangent peut étre exprimé
en sa forme primale :

(AQSiAeT) dvy, = A® (Qlf + Si) (ulji +67 - AQTUAK) + rik

Le controle du résidu linéaire r; par le critére tangent : [r} | < ex|r; | permet de
contraindre I'erreur du solveur de Krylov sur I'incrément solution dv4, du probleme li-

1
néarisé. De par la définition de 5 = - (Si + Qf) ry, on peut s'attendre a la relation :

|A® (Si + Qf) 51? | ~ |A®tSr®|, ce qui incite a considérer une approche consistant a
fixer un critére de convergence du solveur de Krylov du méme ordre de grandeur que
ceux des solveurs de Newton locaux.
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4.5.4 Mise au point des criteres

Les sections précédentes ont permis d’établir les connections existant entre les
différents criteres d’arrét des solveurs de Newton locaux ainsi que le critére du solveur
global de Krylov. L'algorithme peut alors étre analysé dans le contexte des méthodes
de Newton inexact. En reprenant les notations génériques de la section 4 (chap. 2), le
probleme d’interface tangent est résolu itérativement par :

oL
P (xr)dxr = —L (xx) + 7, avee |re| < ex
X1 = Xg +dXg

Le parametre ¢x est appelé forcing term, et sa valeur peut étre actualisée a chaque
itération de Newton global, afin d’optimiser la vitesse de convergence. Des propriétés
plus précises de convergence sont données dans [Eisenstat and Walker, 1994, Eisens-
tat and Walker, 1996] et résumées a la section 2.3 (chap. 1). On rappelle ici seulement
les expressions classiquement retenues pour le réglage des forcing terms :

¢k, = constante < 1

€K, = 2,3+1 (2.44)
o IL)] )
o T 7( ILCxr )] (2.45)
vel0,1], «€]l,2], e, €[0,1]
G = G + L o)t |
Ke [LCxx1)] (2.46)
ek, € [0, 1]

L'expression (2.44) est trés simple a implémenter, et permet une décroissance du cri-
tere d’arrét avec les itérations, ce qui correspond a priori a une décroissance avec le
résidu d’interface global non linéaire |L (x;)||. Cependant, la relation avec le résidu
global n’étant pas explicitée, la convergence de la série des (xi), ne peut théorique-
ment pas étre meilleure que superlinéaire. Les expressions (2.45) et (2.46) quant a
elles, malgré une technicité d'implémentation plus complexe, permettent d’atteindre
des taux de convergence plus élevés, moyennant un bon ajustement des parameétres «,
Y et de l'initalisation ¢g,, ainsi que de seuils inférieurs et/ou supérieurs garantissant
la convergence. Par exemple, fixer la valeur du parameétre a« a o« = 2 dans l’expres-
sion (2.45) permet de retrouver une vitesse de convergence quadratique du solveur de
Newton inexact. Cependant, cette valeur entraine également un nombre d’itérations
du solveur tangent plus important (critére ek, plus faible); un compromis est finale-
ment a rechercher entre amélioration du taux de convergence du solveur de Newton
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global, et diminution de la sur-résolution pouvant apparaitre au niveau du solveur de
Krylov.

5 Reésultats

Un test des différentes configurations de la méthode de sous-structuration et conden-
sation non linéaires sera réalisé dans cette section, sur un probleme académique met-
tant en ceuvre un comportement non linéaire réaliste. Les méthodes proposées dans
ce chapitre sont bien entendu sensibles a un grand nombre de parametres — entre
autres, le type de non linéarité (pouvant occasionner de potentielles instabilités), le
découpage en sous-domaines, la répartition des non linéarités au sein du domaine
(a l'intérieur d’'un sous-domaine : non linéarité localisée, ou répartie sur plusieurs
sous-domaines : non linéarité diffuse), les différentes variantes existant pour chaque
solveur, les incréments de chargement choisis, ainsi que les critéres de convergence
définis.

L'étude qui va suivre est loin de se prétendre exhaustive, cependant on cherchera a
en dégager les tendances majeures des différentes méthodes, et a prouver leurs atouts
en termes de cofits de calcul. La fin de cette section sera ouverte sur une discussion
autours des différents champs potentiels d’application de la méthode, ainsi que des
performances attendues selon les cas.

5.1 Plasticité parfaite

On consideére dans cette section une plaque multiperforée rectangulaire chargée en
traction par déplacement imposé (voir figure 2.3 pour une représentation apres prise
en compte des symétries du probleme). Les caractéristiques géométriques et maté-
riau de la plaque sont données dans le tableau 2.1. Le matériau choisi est un acier
au comportement élasto-plastique parfait, le critére retenu pour la plasticité est ce-
lui de Von Mises; on se place également sous I'hypothése de contraintes planes. Le
maillage est constitué d’éléments triangulaires a trois nceuds, de longueur caractéris-
tique I, = 0.01L. Le domaine est sous-structuré en huit sous-domaines, délimités par
des cercles concentriques, et numérotés en partant du centre de la plaque.

| Parametres matériau | | Parametres géométriques |
Module dYoung | E; =210.10° Longueur |, L=3
Coefficient de Poisson | v =0.3 Hauteur | H-=1
Limite élastique ' 0p = 420.103 Rayon central 1 r=0.15

TABLE 2.1 — Parameétres matériau et géométriques

Un trou principal se situe au centre de la plaque (voir figure 2.3). De petites perfo-
rations sont ajoutées autour de ce trou central afin de déclencher de fortes concentra-
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FIGURE 2.3 — Cas test : plaque multiperforée

tions de plasticité dans le sous-domaine 1. Le chargement de traction est imposé de
facon incrémentale, par déplacement imposé up sur le bord défini par x =L :

up=[1 2 3 4 5 575 6.5]u
u, =8.107%

Le premier incrément (up = u,), correspond a un chargement dans le domaine
élastique de la plaque. Les incréments compris entre up = 2u, et up = 5u, activent la
plasticité dans le sous-domaine central 1, pour atteindre un maximum de plasticité
cumulée p = 0.051. La plasticité diffuse ensuite dans les sous-domaines 2 et 3 jusqu’au
maximum de plasticité cumulée p = pj;ax = 0.15.

Cette séquence de chargement a été utilisée tant pour 'approche classique (algo-
rithme de Newton pour le probléeme global et solveur DD pour le probleme tangent)
que pour la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires, avec ap-
proche primale ou mixte. Cependant, la difficulté posée par la résolution de problémes
de Neumann locaux avec un comportement matériau élasto-plastique parfait a im-
posé un raffinement de la discrétisation du chargement pour 'approche duale; les
incréments suivants ont di étre ajoutés a la séquence initiale :

up =[4.5, 5.25, 55 ,6, 6.125, 6.25, 6.375]u,

Un controle de la solution a permis d’assurer que cette séquence de chargement raffi-
née donne des résultats de qualité comparables a ceux obtenus avec la séquence plus
grossiére.

La suite de cette section vise a comparer I'approche classique (voir algorithme 8)

avec la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires, pour les diffé-
rentes approches primale, duale et mixte. Au sein de 'approche mixte, deux types de
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parametres Ql? (ou impédance d’interface, voir section 1.2.9, chapitre 1) seront consi-
dérés. Pour une sous-structure Q(/) donnée :

o 'impédance ngj ) - K;‘;igh(j )= AT Vst A(S)Kt(:b)A(S)TA(f), soit la rigidité tangente
de bord des voisins

o I'impédance Qéj ) - ng ), soit le complément de Schur tangent du complémentaire

Q) de la sous-structure Q() dans Q, choix optimal en linéaire (voir section
1.2.9, chapitre 1)

Le premier choix est peu cotteux a évaluer et courant dans le contexte mécanique pa-
rallele. Le calcul du second choix n’est pas envisageable en pratique dans ce contexte,
cependant il a été implémenté ici pour la comparaison, en tant que valeur de référence.
On discutera en détail du parametre Qf dans le chapitre suivant ; on y introduira no-
tamment une heuristique permettant de construire a moindre cotGt une impédance
d’interface pertinente dans le cadre des résolutions mécaniques non linéaires paral-
leles.

Afin d’évaluer la performance de chaque solveur, plusieurs grandeurs sont mesu-
rées au cours de la résolution :

— le nombre d’itérations de Newton globales, cumulées sur les incréments de char-
gement : on attend des approches de sous-structuration et condensation non li-
néaires une convergence plus rapide que la méthode classique, au sens du sol-
veur global

— le nombre maximum de calculs de 'opérateur tangent, parmi les sous-domaines :
pour Papproche classique, cette quantité est égale au nombre d’itérations de
Newton globales, tandis que pour les approches sous-structurées et condensées
non linéairement, il faut y ajouter le nombre de boucles de Newton locales

— le nombre d’itérations de Krylov (Gradient Conjugué) cumulées sur les itéra-
tions de Newton globales ainsi que sur les incréments de chargement : de cette
quantité principalement dépendent les communications entre les sous-domaines

Les approches de sous-structuration et condensation non linéaires doivent per-
mettre en théorie de diminuer le nombre d’itérations de Newton globales, et donc de
Krylov, au prix de boucles de Newton locales supplémentaires. L'une des opérations
les plus cotliteuses des solveurs paralleles réside en la communication d’informations
entre processeurs. Plus le nombre de sous-domaines (et donc le nombre de proces-
seurs affectés a la résolution) augmente, plus les opérations de communication de type
all to all (échange d’information entre tous les processeurs) deviennent cofiteuses,
alors que le nombre de voisins est pratiquement constant. Ainsi, les produits scalaires
de vecteurs d’interface et les produits matrice-vecteur d’'interface deviennent de plus
en plus prédominants en termes de temps CPU, au fur et 4 mesure de 'augmentation
de la taille du probleme d’interface.
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Au sein du processus de sous-structuration et condensation non linéaires, ces opé-
rations sont quasiment 'apanage du solveur de Krylov : a chacune de ses itérations
k, deux produits matrice-vecteur d’interface (dans le cas d’'un solveur préconditionné :
BDD ou FETI) ainsi que deux produits scalaires de vecteurs d’interface (ou jusqu’a k
produits scalaires dans le cas d'une réorthogonalisation totale) sont nécessaires (voir
section 1.2.5, chapitre 1). La construction du projecteur du probleme grossier égale-
ment, requis par les solveurs BDD et FETI, nécessite autant de produits matrice-
vecteur d’interface, ainsi que de produits scalaires d’interface, qu’il y a de modes ri-
gides dans le domaine global sous-structuré (en ce qui concerne ce dernier point, les
techniques de multiple right-hand side permettent de réduire considérablement les
couts de calcul). Seul le calcul de la norme du résidu global non linéaire d’interface, a
chaque itération de Newton globale, est une opération nécessitant des échanges d’in-
formation entre les processeurs non liée au solveur de Krylov.

L'outil de travail utilisé ici pour réaliser I’évaluation des performances de la mé-
thode de sous-structuration et condensation non linéaires est un code Octave utilisant
la bibliothéque d’envoi de messages MPI. Etant donné la petite taille de probleémes
pouvant étre gérée par ce code — intrinseque au nombre maximum d’inconnues au-
torisé a étre stocké en mémoire par Octave, — ainsi que la non optimalité de la syn-
taxe parallele du code (MPI), une étude en termes de temps CPU parait inappropriée
pour juger de la performance de I'une ou 'autre des approches présentées ici. La com-
paraison des nombres d’itérations de Newton globales et de Krylov semble a priori
étre un choix plus raisonnable, et augurer des performances sur des cas test de plus
grande taille, ou le grand nombre de sous-domaines impliqués permettrait de gagner
un temps CPU important par itération de Krylov.

Le cott de la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires réside en
I’ajout de résolutions non linéaires locales, matérialisées par un algorithme de New-
ton par processeur. Le nombre d’itérations locales varie alors d'un sous-domaine a
lautre, dépendamment de la répartition ainsi que de I'intensité de la non linéarité, ce
qui peut rendre la résolution sujette a un mauvais load balancing. Ce probléme n’est
pas a négliger et devra faire I'objet de prochaines études — on peut citer a ce propos
I’émergence de techniques paralleles dites asynchrones, permettant de faire travailler
les processeurs sans "temps mort", soit sans réactualiser les informations d’un proces-
seur donné a chaque itération si ses voisins n’ont pas fini de travailler [Magoulés and
Venet, 2016]. Bien que la théorie ne reste actuellement valable que dans le contexte
linéaire, son extension au non linéaire serait, dans notre cas, pertinente pour pallier
la répartition inégale du travail entre les différents processeurs.

Un autre axe de recherche a privilégier concernant le probleme du load balancing
consisterait a opérer par étapes, avec un redécoupage possible entre chacune d’entre
elles : une premieére résolution assez grossiére permettrait de cibler les sous-domaines
ou la non linéarité risque d’étre plus lourde a traiter, et qui devraient étre redécou-
pés en plus petites structures, puis on affinerait la précision de la solution au fur
et a mesure des résolutions, tout en adaptant la sous-structuration. Cette solution
semble présenter 'avantage d’étre plus simple a mettre en ceuvre qu'une technique
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asynchrone non linéaire.

Une derniére possibilité consisterait a rendre les processeurs en "attente" de leurs
voisins disponibles pour d’autres taches non reliées a la résolution en cours, ou tout
simplement de les mettre en veille pour économiser de ’énergie, dans la mouvance du
green computing. Quoi qu’il en soit, une réduction significative en termes d’itérations
de Newton globales, et donc de Krylov (i.e. de communications), semble déja étre une
proposition intéressante.

5.1.1 Méthode classique

Les performances de la méthode classique sont données dans le tableau 2.2, pour
un solveur tangent BDD. Les criteres d’arrét du solveur de Newton global et du sol-
veur BDD sont fixés a ey = 1072 et ex = 107 respectivement.

Remarque 15 : Concernant la méthode classique, le solveur BDD a ici été
choisi pour la résolution des problemes tangents, cependant un solveur FETI
aurait donné un nombre similaire d’itérations de Krylov.

Incrément de chargement Ue 2u, S5u, 5.75u, 6.5,
Etendue de la non linéarité Elastique | 1SD plastifie | Plusieurs SDs plastifient
# itérations globales 1 2 13 17 23

# itérations de Krylov cumulées 19 38 255 336 460

TABLE 2.2 — Performances de la méthode classique avec solveur tangent BDD et
criteres d’arrét fixes

5.1.2 Méthode de sous-structuration et condensation non linéaires avec cri-
teres d’arrét fixes

La méthode de sous-structuration et condensation non linéaires est ici comparée
a la méthode classique, a criteres d’arréts fixes. Afin de donner plus de poids a cette
étude, ces derniers sont fixés a des valeurs typiques dans la littérature :

ENG = 107°
ENL = EK = 10_6
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Incrément de chargement Ue 2u, | bu, | 5.75u, | 6.5u,
Etendue de la non linéarité Elastique SD1 SD1-2 | SD1-3
fg Primal/Classique 1 1 (077 082 | 083
Qg Dual/Classique 1 1 146 | 212 3.35
% Mixte /Classique, Q f;eblgh(] ) 1 1 (077 | 082 0.78
Z. | Mixte/Classique, Qi = s/ 1 1 [062] 065 | 070
Primal/Classique 1 1 0.76 | 0.82 0.82
& | Dual/Classique 095 |095|136| 196 | 3.08
5 Mixte /Classique, Q ;eblgh(j ) 1 1 (076 | 082 0.78
Mixte/Classique, Q(] = S(]) 1 1 1061 | 0.64 0.69
§ | Primal/Classique 1 2 | 262 288 3.04
%% Dual/Classique 1 2 | 569 | 924 16.74
'S | Mixte/Classique, Q ?;lgh(j ) 1 2 | 269 | 294 3
= Mixte/Classique, QZ(JJ = SEJ ) 1 2 | 185 | 212 2.43

TABLE 2.3 — Itérations cumulées : ratios entre méthode sous-structurée et condensée
non linéairement, et méthode classique, avec criteres d’arrét fixes

Les résultats, en termes de nombres d’itérations normalisés par ceux de 'approche
classique, pour les approches primale, duale et mixte, sont répertoriés dans le tableau
2.3.

Le tableau 2.3 indique clairement une décroissance du nombre d’itérations glo-
bales cumulées lors de l'utilisation de la méthode sous-structurée et condensée non
linéairement, avec les approches primale ou mixte, comparée a la méthode classique :
a la fin de la résolution, on obtient environ 20% de moins pour les méthodes primale et

mixte- Knelgh(] ) , et jusqu’a 30% pour la méthode mixte-S Ej ). Les nombres d’itérations de

la methode duale, quant a eux, augmentent en raison des incréments de chargement
supplémentaires insérés pour assurer la convergence.

Le gain en itérations de Krylov cumulées est tres similaire a celui des itérations
globales : en effet, chaque résolution tangente requiert un nombre d’itérations de Kry-
lov quasiment constant au cours des itérations de Newton globales. On pressent ainsi
I'utilité d'une adaptation du critere d’arrét tangent en fonction du résidu global non
linéaire, afin d’éviter la sur-résolution.
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Remarque 16 : Avant linsertion d’incréments de chargement supplémen-
taires, le solveur tangent FETI de la méthode duale converge en une itération
de moins que le solveur BDD de la méthode primale — par itération globale —
ceci expliquant le ratio 0.95 ~ 18/19 dans le tableau 2.3.

Les versions primale et mixte de la méthode de sous-structuration et condensa-
tion non linéaires semblent donc présenter des performances intéressantes sur cet
exemple, et d’autant plus que la non linéarité reste localisée : en effet, les nombres
d’itérations des solveurs de Newton global ainsi que de Krylov décroissent encore plus
fortement lorsque seul le sous-domaine central (numéroté 1 sur la figure 2.3) plasti-
fie : a 'incrément de chargement up = 51,, les ratios de nombres d’itérations de Krylov
cumulées, pour ces deux méthodes, varient de 0.61 a 0.76 (contre de 0.69 a 0.82 a la
fin de la résolution), soit une décroissance d’autant en communications.

Quant au colt de cette diminution des communications, il reste limité, puisque
le nombre d’itérations locales (ou de calculs des opérateurs tangents locaux) requises
n’est pas plus de 3 fois supérieur a celui de la méthode classique (et méme 2 fois
pour la méthode mixte avec QZEJ ) - SE’ )). Etant donnée I'indépendance des résolutions
locales, qui ne requiérent donc aucune communications entre les processeurs, le gain
en temps CPU devrait étre notable pour des problemes a grand nombre d’inconnues.

L'approche duale, sur cet exemple, n’a pas donné de résultats significatifs, puisque
des incréments supplémentaires ont di étre ajoutés pour assurer sa convergence.
Elle ne sera pas considérée dans le paragraphe suivant, qui présentera une méthode
d’adaptation des critéres sur 'exemple de plaque trouée sus-introduit, cependant un
deuxiéme type de comportement non linéaire — plasticité avec écrouissage — sera étu-
dié dans cette section, qui permettra de mettre en évidence la dépendance des perfor-
mances de 'approche choisie au probléme étudié.

5.1.3 Adaptation des criteres d’arrét

Ce paragraphe a pour but d’étudier I'influence d’'une adaptation des criteres d’arrét
locaux ¢y, et tangents cx en fonction de 'avancement de la résolution, i.e. de la valeur
du résidu global non linéaire au cours des itérations globales. Deux des expressions
de la section 4.5.4 (chap. 2) ont été retenues, ainsi qu'un jeu de parameétres choisis
pour leurs performances (voir tableau 2.4). Les critéres d’arrét locaux ont été choisis
égaux aux criteres tangents (ey = €x), en accord avec les conclusions de la section 4.5
(chap. 2). La méme séquence de chargement que celle du paragraphe précédent est
appliquée a la plaque multiperforée.

Les performances relatives des différentes méthodes avec adaptation des criteres
par les Choix 1 et 2 sont répertoriées dans les tableaux 2.5 et 2.6 respectivement.
Suivant la grandeur observée, la normalisation est effectuée par rapport aux mémes
grandeurs mais avec criteres fixes (nombres d’itérations de Newton globales), ou par
rapport aux mémes grandeurs avec la méthode classique et criteres également adap-
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Choix 1 | Eq. (2.45) | y=0.7, a = 1.5, eg, = 10
Choix 2 | Eq. (2.46) ex, = 104

TABLE 2.4 — Jeu de parametres choisis pour les forcing terms

tés (nombres d’itérations de Krylov et de Newton locales). Lexposant (?) fait référence
dans les deux tableaux a 'activation de 'adaptation des criteres.

Remarque 17 : Seules les méthodes de sous-structuration et condensation
non linéaires avec approche mixte ont été étudiées avec le Choix 2 : en effet, ce
critere d’arrét semble étre trop "laxiste” pour permettre la convergence de son
homologue primal, ou encore de la méthode classique.

On rappelle ici que l'objectif de 'adaptation des criteres d’arrét est d’éviter les
itérations internes inutiles, sans modifier la convergence globale (i.e. les itérations de
Newton globales). Cette absence de perturbation correspond aux ratios de valeur 1
dans la ligne "Newton global" des tableaux 2.5 et 2.6, vérifiée quasiment a tous les
incréments de chargement.

Concernant les nombres d’itérations de Krylov, les chiffres du tableau 2.5 font état
d’'une diminution assez importante liée a ’adaptation des criteres d’arrét : elle est
de 30% pour la méthode classique, et varie entre 20 et 25% pour les méthodes sous-
structurées et condensées non linéairement. On constate alors ’apparition d’une 1é-
gere baisse de performance des méthodes primale et mixte avec le Choix 1, lorsqu’on
compare ces résultats a ceux du tableau 2.3 précédemments présentés (sans adapta-
tion des critéres), cependant on obtient encore un gain de 20% avec ’approche mixte-
s,

Le tableau 2.6 quant a lui montre une hausse des performances pour I'approche
mixte et le Choix 2, comparée a 'approche mixte avec criteres fixes : a la fin de la

résolution, on passe de 0.69 (ng)) et 0.78 (K;:Zlgh(])) a 0.57 et 0.66 respectivement,
tandis que la réduction des itérations de Krylov liée a ’adaptation des criteres est de
plus de 40% pour ces deux approches. Ladaptation des criteres ne semble ainsi pas en
contradiction avec la relocalisation non linéaire, et devrait étre utilisée afin de réduire
les échanges d’informations entre les processeurs au cours de la résolution.

L'adaptation des criteres permet également de réduire les nombres d’itérations de
Newton locales — correspondant au cott de la sous-structuration et condensation non
linéaires : si la diminution est plutot légere pour le Choix 1 (tableau 2.5), elle devient
plus significative pour 'approche mixte avec le Choix 2 (voir tableau 2.6).
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Incrément de chargement U 2u, | bu, | 5.75u, 6.51,
Etendue de la non linéarité Elastique SD1 SD1-2 | SD1-3
E Classique(®) /Classique 1 1 1 1.06 1
S
b Primal(® /Primal 1 1 1 1 1
% Mixte(®) /Mixte, Q) = {;eb“cih( ) 1 1] 1 1 1.06
z Mixte(@) /Mixte, Q\/) = s/ 1 1| 1 | 109 | 106
Classique(®) /Classique 1 11077 ] 077 | 0.69
B Primal(®) /Primal 1 1 (087 | 081 | 075
N Z Mixte(? /Mixte, Qb] - K,{;igh(f) 1 1 (087 | 081 0.81
e Mixte(®) /Mixte, Q\/) = s/ 1 1 1092| 08 | 079
a0 Primal(* }éléséléllle?f 77777777 1| 1 oss| 085 | 089 |
:S Mixte(®) /Classique(®, Q\/) = gjgh(f) 1 1 |08 | 08 | 091
E Mixte(? / Class1que , Q 1 1 0.73 0.73 0.79
é Classique(®) /Classique 1 1 1 1.06 1
8 Primal (* /Cla551que( ) 1 2 | 254 | 256 | 278
:§ Mixte(®) / C1a551que Q ) = zeblgih( 7) 1 2 | 231 233 257
z Mixte(?) /Classique(®), Qé) = Sg” 1 2 | 185 | 206 2.30

TABLE 2.5 — Performances de I’adaptation de critéeres : Choix 1
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Incrément de chargement Ue 2u, | bu, | 5.75u, 6.5u,
Etendue de la non linéarité Elastique SD1 SD1-2 | SD1-3
£z Mixte(® /Mixte, Q) = K} 8"V 1 1|1 1 1.06
%%%o Mixte(® /Mixte, Q) = s/ 1 1|1 1 1
Z | Mixte® Mixte, Q) = K"V 079 | 079|071 | 063 | 059
E z Mixte(®) /Mixte, Qi) = s/ 079 | 079|074 | 068 | 057
& [ 7 i /Classique®, 0 k280 |1 o] 071 | 0w | o066 |
E Mixte(®) /Classique(®, Q\/) = s/ 1 079 | 058 | 056 | 057
g : Mixte(® /Classique(®, Q) = Kj#") 1 2 223 228 | 243
§§ Mixte(®) /Classique(®, Q\/) = s/ 1 2 | 18| 183 | 2.04

TABLE 2.6 — Performances de ’adaptation de critéres : Choix 2

5.2 Ecrouissage isotrope

On a vu a la section 5.1.2 (chap. 2) que la méthode de sous-structuration et conden-
sation non linéaires avec approche duale ne convergeait pas pour un certain décou-
page en incréments de chargement donné, tandis que les approches primale et mixte
convergeaient sans probleme : des pas de chargement supplémentaires ont di étre
insérés afin d’assurer la convergence. En effet, étant donné le comportement élasto-
plastique parfait choisi pour le matériau de la plaque multiperforée, une discrétisation
trop grossiere du chargement produit des équilibres locaux a conditions aux limites
de Neumann impossibles a résoudre par un algorithme de Newton : l'initialisation
semble trop éloignée de la solution finale pour obtenir la convergence.

Une étude du méme probleme, avec ajout d’'un écrouissage isotrope au comporte-
ment élasto-plastique du matériau de la plaque multiperforée, a donc été menée, afin
de mettre en évidence I'influence du type de conditions d’interface choisi sur la qualité
du processus de sous-structuration et condensation non linéaires, en fonction du pro-
bleme considéré. Le but de cette section n’est plus de comparer les performances de
la méthode classique avec celles de la méthode de sous-structuration et condensation
non linéaires, mais uniquement, dans le cadre de cette derniére, de montrer la diffé-
rence existant entre les approches primale et duale (on ne s’attachera pas non plus a
adapter les criteres d’arrét pour optimiser la résolution).

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



5. Résultats 91

5.2.1 Ecrouissage isotrope linéaire

On envisage dans un premier temps un écrouissage de type isotrope linéaire, soit :

R(p)=o0p+h.p (2.47)

ou p représente la déformation plastique cumulée a un chargement donné, et la fonc-
tion R(p) définit la limite élastique du matériau pour une plasticité cumulée donnée.
Le parametre h est appelé coefficient d’écrouissage linéaire.

Remarque 18 : Pour un matériau au comportement élasto-plastique parfait,
on a simplement R(p) = oyp.

Le calcul de I'incrément de plasticité cumulée, a chaque itération de Newton locale,
est effectué grace a un algorithme de retour radial [Bonnet et al., 2014] sur chaque
élément du maillage. L’algorithme se décompose en deux grandes étapes, a chaque
itération n + 1, connaissant 1’état n :

1. a partir de l'incrément de déformation Ae¢, et de 'état de contrainte déviato-
rique s;, la loi de comportement permet de calculer une prédiction élastique en

; . ] el
contrainte sfk‘ls, et le critere de Von Mises associé o7 7

elas,eq

2. a partir de la nouvelle prédiction élastique o, 7" et de la déformation plastique

cumulée a I'itération précédente p,, la fonction critere :

elas _ f (O_elas, eq’ Pn) _ O_elas,eq _R (Pn)

n+1 n+1 n+1

N ) . . 1 ) .
peut étre évaluée. Suivant le signe de sa valeur en (ae ased pn), I’évolution du

n+1
matériau reste élastique, ou au contraire est sujette a la plastification :
- si f,f}fis < 0:1évolution reste élastique, la variable o,,,1 = U}‘jﬁs peut étre calcu-

lée en fonction de sﬁlf‘ls et de la déformation ¢, A¢;, ; 'incrément de plasticité
cumulé est alors nul : Ap, =0

- si f:}f‘ls >0 : Pévolution devient élasto-plastique, et les trois étapes suivantes
permettent de déterminer le nouvel état de contrainte :

(1) la condition de cohérence (i.e., géométriquement, la contrainte déviato-
rique finale s,,,1 doit se trouver sur la surface limite définie par le critere
de Von Mises dans I’espace des contraintes), soit encore :

o831 Ap, — R (pn+ Apn) = 0 (2.48)

avec p coefficient de Lamé du matériau, permet d’obtenir la variable
Apy,
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(ii) Tincrément de déformation plastique Ac! peut étre déduit de l'incré-
ment de plasticité cumulée Ap,, ainsi que de ’état de contrainte dévia-

; A ; elas
torique élastique s°'?;

(iii) ’état de contrainte 0,1 peut étre calculé a partir des autres variables

Pour 'écrouissage isotrope linéaire donné en (2.47), la condition de cohérence (2.48)
devient :
ony =Bl — (00 + 1 (pu + Apn)) = 0

n+1

elas,eq
0,1 —00-hpy

3u+h

:>Apn:

Les résultats du tableau 2.7 correspondent & un coefficient d’écrouissage h = 107.
Les critéres d’arrét tangent et locaux sont fixes : ex = eny = 1079 ; le critére d’arrét
global est de nouveau fixé a eyg = 107°. Le chargement reste le méme que pour le
précédent cas-test. La plasticité cumulée varie de p = 0 a p = 0.0438 lorsque seul le
sous-domaine central (numéroté 1) pastifie, puis elle augmente jusqu'a pax = 0.1067.

Incrément de chargement U 2u, | bSu, | 5.75u, | 6.5u,
Etendue de la non linéarité Elastique SD1 SD1-2 | SD1-3
;g Primal/Classique 1 1 0.77 0.82 0.82
Lé Dual/Classique 1 1 1 1.06 1.05
£ | Mixte/Classique, Q)/) = K#"/ 1 1| 077 082 | 082
2 Mixte/Classique, Ql(j ) = Sg) opti 1 1 0.62 0.71 0.73
Primal/Classique 1 1 0.76 0.82 0.82
E Dual/Classique 0.95 095 | 0.93 0.98 0.97
V) Mixte/Classique, Q} = K[¢") 1 1 |076| 082 | 081
Mixte/Classique, Ql(j ) — Sg) opti 1 1 0.61 0.70 0.72
§ Primal/Classique 1 2 2.62 2.82 2.86
; Dual/Classique 1 2 3.54 3.88 4.05
S | Mixte/Classique, Q) = K*#") 1 2 |262| 282 | 3
’3 Mixte/Classique, Ql(j ) = Sg) opti 1 2 1.85 2.24 241

TABLE 2.7 — Itérations cumulées : ratios entre méthode sous-structurée et condensée
non linéairement, et méthode classique, avec criteres d’arrét fixes, cas de
I’écrouissage linéaire
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Les résultats du tableau 2.7 montrent clairement une amélioration des perfor-
mances de la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires avec ap-
proche duale, bien qu’elles restent en-deca des performances de la méthode classique :
si les ratios d’itérations de Newton globales ainsi que de Krylov sont — avec I'intro-
duction de I’écrouissage linéaire — équivalents pour ces deux méthodes, il n’en reste
pas moins que des itérations locales additionnelles rendent la méthode duale moins
efficace pour ce probleme. Les méthodes primale et mixte restent, quant a elles, perfor-
mantes comparées a la méthodes classique, surtout lorsque la plasticité reste localisée
dans un seul sous-domaine (gains de 25 a 40% environ).

5.2.2 Ecrouissage isotrope exponentiel

Un deuxieme type d’écrouissage isotrope, dit exponentiel, est considéré ici, soit :

R(p) = 00+ Reo (1 —exp(~b.p))

La fonction R(p) définissant la limite élastique du matériau en fonction de la plasti-
cité cumulée est a présent paramétrée par les réels R., et b : la figure 2.4 présente
différents comportements d’écrouissage suivant la valeur de ces parametres.

Afin de mieux comprendre I'influence de ces deux parametres, on peut exprimer la
contrainte en fonction de la plasticité cumulée. En effet, une fois la limite élastique at-
teinte, la valeur de la contrainte dans le matériau doit appartenir a la surface limite
définie par le critére de plasticité de Von Mises; en notant ¢° la déformation maxi-
mum élastique (¢¢ = 0p/E = 0.002) et ¢ la déformation plastique atteinte au sein du
matériau, on a donc au cours du cycle de charge :

Ve>e®, o(e)=R(p)
etp:[|dep|:epze—ee

La pente a partir du point ou le matériau atteint sa limite élastique (¢¢, oy) peut donc
étre exprimée en fonction des parametres de ’écrouissage :

do, ,  dR, 6 . dp

— =—(0) == =bRs

g &)= 3, 05,
D’autre part la valeur limite de la contrainte devient :

limo =0y + Reo

E—>00

Pour obtenir une contrainte limite valant une fois et demi la limite élastique initiale
par exemple, on peut donc prendre :

Ry, = % -210.10°
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FIGURE 2.4 — Comportement du matériau pour différents parametres d’écrouissage

Et pour obtenir une pente en ¢ valant un dixieme de la pente initiale du régime
élastique, on peut prendre :

E
Ry = — =21.10° =1
b 10 0°=0b=100

On considérera dans la suite un écrouissage avec les parameétres R, = 210.103 et

b = 100. La forme exponentielle de I’écrouissage modifie la condition de cohérence de
lalgorithme de retour radial :

O_elas,eq -3uAp, — (09 + Reo (1 —exp (=b. (pn+Apn)))) =0

n+1

Pour déterminer I'incrément de plasticité cumulée a chaque itération de la méthode
de retour radial, on doit donc résoudre une équation non linéaire en Ap,, : 'implémen-
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tation d’'un algorithme de Newton est alors nécessaire, appelé pour chaque point de
Gauss au cours de la résolution.

Afin de ne pas surcharger ce chapitre, seuls les résultats de la comparaison de
Papproche primale et duale sur le cas-test précédent sont donnés dans le tableau 2.8.
Le chargement a été légerement augmenté sur la fin de la résolution, pour obtenir des
valeurs de plasticité cumulée cohérentes avec les tests précédents :

up = [te, 2u,, 3u, 4u, 5u, 6u, 7u,|

La plasticité cumulée varie alors de p = 0 a p = 0.0385 lorsque seul le sous-domaine
central 1 plastifie, puis augmente jusqu’a py.x = 0.1304 : la plasticité s’étend alors sur
quatre sous-domaines.

Incrément de chargement Ue 2u, | Su, 61, 7u,
Etendue de la non linéarité Elastique SD1 SD1-2 | SD1-4
4§ E Primal 1 2 10 14 19
2% | Dual 1 2 | 10| 14 19
% | Primal 18 38 | 195 | 275 | 376
5 Dual 18 36 | 200 276 352
g 5 | Primal 1 4 |30 | 44 63
E) § Dual 1 4 37 55 74

TABLE 2.8 — Itérations cumulées : comparaison entre la méthode primale et la
méthode duale, cas de I’écrouissage exponentiel

On constate sur cet exemple que les méthodes primale et duale sont équivalentes,
la méthode duale nécessitant légerement moins d’itérations de Krylov, mais au prix
de quelques itérations locales supplémentaires.

5.3 Discussion

Les différents résultats obtenus font état de la capacité de la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaires a réduire les nombres d’itérations de New-
ton, et donc Krylov, du solveur global. Les communications entre processeurs dimi-
nuent ainsi au cours de la résolution — comparées a celles d’'une approche classique de
type Newton-Krylov-Schur, — au prix de quelques itérations locales supplémentaires.
Des criteres d’arrét tangents et locaux adaptés en fonction de 'avancement de la ré-
solution ont également permis de réduire les communications, sans toutefois modifier
la performance globale des différentes méthodes.
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Le cas-test étudié a été choisi — entre autres raisons — pour démontrer la haute dé-
pendance de la performance de ces méthodes au type de conditions d’interface choisi
(primal, dual ou mixte). On notera tout particulierement les difficultés de convergence
occasionnées par l'utilisation de conditions de Neumann pour un comportement de
matériau de type élasto-plastique parfait : en effet, dans ce cas la convergence se fait
"par sur-estimation initiale", c’est-a-dire que pour chaque incrément de chargement,
Iestimation de la plasticité cumulée donnée par la premiere itération de Newton glo-
bale est supérieure a la valeur finale, le reste des itérations faisant décroitre cette
valeur jusqu’a convergence. Ainsi, un incrément de chargement important peut plus
aisément conduire a une divergence des algorithmes de Newton locaux, tandis que
dans le cas des approches primale et mixte, la convergence se fait dans ’'autre sens,
donc "par sous-estimation initiale". Les cas-test avec écrouissage isotrope montrent
d’autre part que 'approche duale peut devenir aussi efficace voire presque meilleure
que la méthode primale, notamment dans le cas d'un fort écrouissage.

De facon plus générale, il semble aisé de construire des cas-test ot I'une des va-
riantes se comporte médiocrement comparée aux autres, ou méme aboutit a une di-
vergence du solveur. La figure 2.2 de la section 3.2 (chap. 2) de ce chapitre présente
deux de ces situations : la premiere met en défaut 'approche duale dans le cas d'une
résolution en grands déplacements, car la décomposition est effectuée de telle sorte
que les sous-structures sont assez élancées, et deviennent sujettes au flambement.
La deuxiéme met en défaut I'approche primale dans le cas d’'une étude d’endommage-
ment : en effet, la décomposition amplifie la déformation initiale et peut conduire a la
ruine des la premiére itération malgré un probléme bien posé.

Les conclusions suivantes semblent finalement se dégager de ce chapitre :

o La littérature concernant les méthodes de Schwarz non linéaires [Badea, 1991,
Ladeveze et al., 2007] incite a penser que la méthode devrait converger sans
condition dans le cas d’opérateurs maximaux coercifs monotones continus (typi-
quement pour des matériaux a écrouissage positif en petites déformations), pour
lesquels I'existence des opérateurs non linéaires de Schur, ainsi que I'unicité et la
stabilité des solutions aux problemes locaux, peuvent étre démontrées [Showal-
ter, 2013] — de par le théoreme de continuité de la trace, les opérateurs condensés
héritent alors des propriétés du probleme global. Cependant, on constate dans
la pratique que la non convergence de la méthode est possible, par divergence
des équilibres non linéaires locaux si les incréments de chargement sont trop
grands (apparition d’instabilités locales, artefacts de la résolution, ou emprunt
d’'un chemin non adéquat).

o La forme des sous-domaines joue un rdle important dans le développement po-
tentiel des effets non linéaires.

o La condition initiale est critique pour le bon déroulement de la résolution, notam-
ment, une initialisation nulle peut étre un tres mauvais point de départ pouvant
engendrer des opérations locales complexes, artefacts de la résolution. Effectuer,
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par exemple, une prédiction élastique préalablement aux équilibres non linéaires
semble étre une option plus raisonnable.

o Des conditions de Robin bien choisies devraient permettre de pousser dans la
bonne direction (i.e. celle de la solution monolithique). Dans les exemples ci-
dessus, le complément de Schur tangent du complémentaire de chaque sous-
structure a été explicitement calculé, ce qui constitue a priori une valeur per-
tinente pour I'impédance d’interface, mais dont l'intérét reste purement aca-
démique, au vu du coit numérique de la manipulation et du stockage de ma-
trices globales. Uapproximation de cet opérateur est une question récurente de la
communauté d’utilisateurs des conditions de Robin [Japhet et al., 2001, Gendre
et al., 2011], et sera discutée plus en détail dans le chapitre suivant. Lapproxi-
mation étudiée dans cet exemple — i.e. la rigidité de bord des voisins — a donné
de bons résultats dans le cas-test étudié, mais reste une information assez locale
sur le complémentaire de la sous-structure, et pourrait ne pas suffire dans le cas
d’une structure moins conforme.

6 Conclusion

Des versions non linéaires des opérateurs BDD, FETI et FETI-2LM ont été présen-
tées dans ce chapitre, consistant a introduire des résolutions non linéaires en parallele
sur chaque sous-domaine. Le point de départ de ces nouvelles formulations réside en
une condensation non linéaire du probléme global, engendrant une évaluation paral-
lele du résidu par des probléemes non linéaires locaux aux conditions aux limites ca-
ractéristiques de 'approche choisie, ainsi que, apres linéarisation, la résolution d’'un
systéeme DD linéaire classique.

La méthode modifie le systéme non linéaire a résoudre et introduit des solveurs
internes inexact, dont les critéres d’arrét doivent étre judicieusement adaptés afin
d’éviter tout probleme de sur-résolution ou, a l'inverse, de dégradation du taux de
convergence global. La proposition retenue ici a été d’utiliser la théorie des méthodes
de Newton inexact.

Un cas-test simple a permis de montrer le potentiel de ces méthodes, avec une
réduction intéressantes en termes de nombres d’itérations de Krylov (correspondant
aux communications au sein du réseau de processeurs), au prix d’itérations de Newton
locales supplémentaires.

Cependant, il est clair que ces méthodes souffrent de plusieurs inconvénients. Tout
d’abord, leur performance dépend du type de conditions d’interfaces choisi (primal,
dual ou mixte), ce qui constitue une différence fondamentale par rapport au cas li-
néaire (ou les approches primale et duale sont équivalentes). Deuxiémement, la forme
des sous-domaines joue un réle encore plus important que dans le cas linéaire, puis-
qu’elle peut déclencher de faux effets non linéaires au sein des sous-domaines. Enfin,
dans le cas de non linéarité localisée, la méthode permet de concentrer les opéra-
tions uniquement sur les sous-domaines au comportement non linéaire, cependant
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les sous-domaine dont le comportement reste linéaire deviennent alors inactifs, cas
typique d’'un mauvais load balancing. La question de la répartition du travail entre
processeurs devra se poser dans de futurs travaux, lorsqu’une implémentation plus
puissante sera possible. Typiquement, on peut espérer quune stratégie visant a en-
glober le probleme non linéaire dans une boucle d’adaptation du maillage et/ou de la
sous-structuration serait efficace lorsqu’une précision garantie est requise par l'utili-
sateur, ou encore que le développement des méthodes asynchrones pourra s’étendre
aux solveurs non linéaires.

Avant de pouvoir assurer pleinement la fiabilité de cette méthode, certains axes
restent donc encore a développer. Cependant, on verra dans les chapitres suivants que
des conditions de Robin bien choisies, ou encore une évolution du préconditionnement,
peuvent devenir des ingrédients de sa stabilité et de son efficacité.
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Chapitre

Conditions de Robin : impédance
d’interface

Les méthodes de sous-structuration et condensation non linéaires ont été intro-
duites au chapitre précédent, pour trois types distincts de conditions d’interface : pri-
mal, dual et mixte. Les conditions d’interface de type primal et dual sont équivalentes
dans le cas linéaire sous-structuré — pour les algorithmes BDD/FETI, — cependant
on a vu que dans le cas non linéaire des différences majeures pouvaient intervenir
entre leurs performances respectives, dépendamment de la forme des sous-domaines,
du chargement et du comportement du matériau, ainsi que de l'initialisation des sol-
veurs. Les conditions mixtes quant a elles, permettent de donner un fort sens méca-
nique aux méthodes DD, en affectant une «loi de comportement » (fictive) a I'interface
entre les sous-domaines — de maniere générale dans le contexte des solveurs DD, voir
sections 1.1.4 et 1.2.9 (chap. 1), et plus précisément dans celui de la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaire, voir section 3.1.3 (chap. 2). Elles font en
effet intervenir un parametre noté dans ce manuscrit Qf, homogene dans le cadre
de la mécanique des structures a une rigidité d’interface, et jouant un réle prépon-
dérant dans lefficacité du solveur en permettant d’introduire une information sur la
structure globale dans les équilibres locaux.

Dans le contexte linéaire, la recherche de la valeur optimale de ce parameétre a
fait I’'objet de plusieurs études (voir les sections 1.1.4 et 1.2.9 du chapitre 1). Concer-
nant les méthodes de Schur en particulier, et le cadre de I'élasticité linéaire, un choix
judicieux consiste a lui assigner la rigidité de son complémentaire dans le domaine
total, condensée sur son interface. Cette valeur permet de transformer les équilibres
locaux en équilibres globaux, et ainsi de converger sous certaines hypotheses (voir
section 1.2.9, chap. 1) en seulement autant d’itérations que nécessaires a la propa-
gation du second membre au sein de la structure (I'ajout d'un terme correspondant
a la condensation du chargement extérieur du complémentaire sur l'interface de la
sous-structure permettrait de rendre la convergence immeédiate). Toutefois, cette aug-
mentation de la vitesse de convergence a un cott : en effet, le calcul du parametre Qf
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linéaire optimal n’est pas abordable en pratique dans le contexte sous-structuré, car il
requiert la manipulation et le stockage de matrices globales. On en utilise en général
des approximations, dont la plus classique consiste en 'assemblage des rigidités des
sous-domaines voisins, tracées sur leur bord (voir section 1.2 de ce chapitre pour un
examen plus détaillé de I’état de I’'art dans ce domaine).

Dans le contexte non linéaire, une telle impédance n’est bien entendu plus opti-
male, si tant est qu'une valeur optimale existe encore. De plus, méme en partant du
principe qu'une approximation linéaire reste cohérente dans le cadre non linéaire,
pour obtenir la meilleure d’entre elles le calcul devrait étre effectué a partir des gran-
deurs de I'état convergé de la structure, inconnu a priori. Malgré la réalité de ces
écueils, on a vu au chapitre précédent que la rapidité de convergence de la méthode
de sous-structuration et condensation non linéaires variait en fonction de 'expression
affectée au parametre Ql? (voir 5, chapitre 2), suggérant 'utilité d’accorder un soin
particulier au choix de ce dernier. Ce chapitre a pour vocation de détailler une nou-
velle procédure de calcul de I'impédance d’interface dans le contexte sous-structuré
non linéaire, a la fois peu cotliteuse et plus performante — sur plusieurs cas-tests —
que le choix classiquement fait en mécanique des structures, mais également que la
valeur optimale en linéaire.

La procédure de calcul introduite dans ce chapitre, ainsi que les résultats obtenus,
ont fait ’objet d’'un article soumis en 2017 [Negrello et al., 2017].

1 Un probléme bien connu des mécaniciens

1.1 Motivation

1.1.1 Elasticité linéaire

Le parametre Ql?, ou impédance d’interface, est introduit dans 'inconnue mixte
des conditions de transmission de Robin ul? , en tant que coefficient — homogene a
une rigidité attribuée a I'interface — de la combinaison linéaire des déplacements et
efforts :

i <A+ Qg
Il intervient tout au long de la résolution sous-structurée, qu’elle soit linéaire ou non,
et sa pertinence en tant que représentant mécanique des interfaces locales se doit
d’étre soigneusement évaluée. En particulier, dans le cas de I’élasticité linéaire, en
considérant le contexte plus général d’'un opérateur de rigidité d’interface Q7 (u}),
les équilibres locaux deviennent : ’

D - oDY(, DY Z (D), ,, (D
(St + Qb,l) (”b ) =by’
Ainsi, une valeur optimale peut étre définie pour ngj 3 en considérant la discrétisation
affine de 'opérateur de Steklov-poincaré Dirichlet-to-Neumann du complémentaire de
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chaque sous-structure Q) :

Q) () = sV b - (K(]) KR Km) O _ ), gD 40

ou l'exposant (/) fait référence a des quantités définies sur le complémentaire
Q) = 0\Q) de la sous-structure Q) dans Q. Chaque équilibre local devient ainsi
une résolution globale (basée sur la rigidité ainsi que le second membre totaux de la

structure) : .
(S(]) . SE])) u}(}]) _ b,(/) N b(]) . “15])

Pour une initialisation nulle p(] ) =0, la solution d'un algorithme FETI-2LM muni de
I'impédance Qb 1 opt est obtenue a la premieére itération.

Remarque 1 : On recense peu de solveurs DD linéaires avec approche mixte
basés sur les méthodes du complément de Schur, le plus connu étant FETI-
2LM (ou 2-fields) [Roux, 2009, Gosselet and Rey, 2006], ne disposant pas d’un
probleme grossier naturel. Concernant les méthodes de Schwarz, l'utilisation
des conditions de Robin a donné naissance aux méthodes de Schwarz opti-
misées : on peut citer les solveurs ORAS, SORAS entre autres [St-Cyr et al.,
2007, Haferssas et al., 2015], possiblement couplés a des techniques d’aug-
mentation GenEO [Dolean et al., 2015].

Dans le cas d’'un opérateur linéaire (matriciel) Q§>l (ul?) = Q?Lﬁb, il est possible de
montrer [Magoules et al., 2004, Gander and Kwok, 2011] que pour une décomposition
de la structure suivant un seul axe (ou dont le graphe des connectivités ne contient

pas de cycles), la définition Q(] ) = S, () est optimale, dans le sens ou la convergence est

atteinte en un nombre d’itérations egal au plus au nombre de sous-domaines (les ité-
rations sont nécessaires seulement a la propagation du second membre au sein de la
structure). Si un probleme grossier adéquat est intégré au solveur, la convergence peut
méme a priori devenir quasi-instantanée. Pour une décomposition arbitraire, I'opti-
malité de cette valeur peut étre perdue, en raison notamment de la propagation plus
complexe du second membre en présence de coins (ou points multiples) [Gander and
Kwok, 2011, Nier, 1998] — cependant la pertinence du complément de Schur SEJ ) en
tant quimpédance d’interface du sous-domaine Q (/) ne semble pas devoir étre remise
en question.

Partant de ces considérations, on étudie pour tout sous-domaine Q(/) I'impédance :

L'expression (3.1) comprend deux termes : le premier, K(] ), permet de prendre
en compte les interactions tres locales avec la structure. Ce terme est creux (bloc-

diagonal), et son remplissage est identique a celui de K(] ). Le second terme, K(] )K(] ) Kl(b] ),
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permet de rendre compte des interactions avec la structure lointaine : il dépend de la
structure totale (géométrie et matériau) en couplant fortement tous ses degrés de li-
berté, ce terme est donc une matrice pleine ; cette propriété peut étre vue comme une
conséquence de la non localité de 'opérateur pseudo-différentiel de Steklov-Poincaré
sous-jacent, dont le complément de Schur est la discrétisation. Le signe moins entre
les deux termes est également important : la partie locale de ’expression (3.1) est tres
rigide, et les interactions globales permettent de ’assouplir.

De par la contribution globale du terme Kél] )Ki(i] ) 1K1.(b] ), il va sans dire que le calcul
de 'impédance optimale linéaire (3.1) n’est pas envisageable dans un contexte distri-
bué. Différentes stratégies ont été développées et mises en ceuvre pour en obtenir des
approximations moins cotiteuses — une revue (non exhaustive) en sera présentée a la
section 1.2 de ce chapitre.

1.1.2 Cas non linéaire

La question d’'une impédance d’interface a la fois performante et aisément cal-
culable en parallele se complexifie encore dans le contexte non linéaire. En effet, si
certaines techniques — que 'on verra a la section suivante — permettent d’approximer
le complément de Schur du complémentaire a moindre cotit, quelle pertinence ce der-
nier conserve-t-il en tant qu’approximation linéaire d'une impédance d’interface non
linéaire ? Un tel opérateur, méme calculé exactement, ne peut bien entendu plus pré-
tendre a I'optimalité, toutefois il semble en premiere approche difficile de trouver une
meilleure expression analytique. Considérant ainsi que dans le cadre non linéaire la
valeur optimale linéaire reste pertinente, cette derniére devient cependant également
dépendante de I’état de la structure auquel on la calcule, puisqu’obtenue a partir de
grandeurs tangentes. Celle de ses valeurs possédant alors le plus fort sens mécanique
proviendrait d’'un calcul effectué a partir des grandeurs de 1’état convergé final de
la résolution, inconnu a priori : seule une approximation a partir de I'état initial de
la structure est possible. Une technique visant a actualiser 'impédance d’interface a
chaque boucle de Newton globale serait plus complexe a mettre en ceuvre : en effet, ce
parametre de la méthode deviendrait alors dépendant de 'inconnue : Qf (u?®) ou en-

core Q (1), et la résolution du probleéme tangent, obtenu par dérivation du résidu

d’interface — faisant intervenir Ql? — par rapport a la variable “1? , deviendrait plus
complexe.

On peut toutefois, en gardant ces remarques a l’esprit, faire I’'hypothese d’une re-
lative pertinence de 'expression (3.1) dans le contexte de la méthode de sous-structu-
ration et condensation non linéaires, et en chercher alors une heuristique aisément
calculable, que 'on appliquerait a ’état initial de la résolution.
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1.2 Une revue non exhaustive des techniques d’évaluation de
Pimpédance d’interface

La question d’'une impédance d’interface pertinente et efficace se retrouve au coeur
des méthodes de décomposition de domaine mixtes, telles que les méthodes de Schwarz
optimisées [Gander, 2006], de Schur ou encore de la méthode LaTIn [Ladeveze and
Dureisseix, 1999]. L'une des difficultés posées par cette problématique réside dans la
nécessité de rendre compte aussi bien des effets courte distance (comme les hétéro-
généités locales) que des effets globaux sur la structure totale (comme l’anisotropie
engendrée par I’élancement d'une poutre par exemple [Saavedra et al., 2012]) — effets
que l'on peut qualifier de longue distance. Différentes stratégies ont été développées
dans les trois contextes sus-introduits, tant concernant les problemes linéaires que
non linéaires, dont voici un apercu.

1.2.1 Analyse au niveau variationnel

En se placant au niveau de I'analyse variationnelle, un simple scalaire (ou tenseur
dans le cas anistrope) par interface peut déja rendre compte de certains phénomeénes :
dans le cadre de la méthode LaTIn par exemple, ou les directions de recherche sont
assimilables au parametre de Robin dans notre cas, une interprétation en termes de
grandeurs globales peut étre choisie, telle que le ratio E/Lr, ou E est le module d’Young
du matériau et L la grandeur caractéristique de l'interface — un facteur de pondéra-
tion peut également étre introduit afin d’accélerer la résolution, correspondant par
exemple a la rigidité globale, soit le ratio entre force appliquée et déflexion maximum
[Saavedra et al., 2017]. La structure matricielle de la discrétisation de cet opérateur
— assimilable a une matrice de masse — n’étant pas toujours adaptée, on peut avoir
recours a des techniques de lumping, éventuellement diagonal (super-lumping) pour
retrouver une commode sparsité.

Toujours dans le cadre de la méthode LaTIn, une stratégie extréme consiste a éli-
miner du raisonnement les efforts d’'interface — quantités appartenant a I'espace de
Sobolev fractionnaire H-1/2(9Q) — en introduisant un "représentant" dans I'espace
H'/2(3Q) du travail associé [Desmeure et al., 2011]. En effet, dans le cadre sous-
structuré, la méthode LaTIn permet de découpler les équations locales (comportement
a l'intérieur des domaines) des équations d’interface, permettant ainsi d’associer des
comportements complexes a ces dernieres (lois de contact par exemple). Cependant,
cette possibilité doit étre associée a une discrétisation adaptée : on pourra par exemple
utiliser des éléments P1 pour les déplacements internes aux sous-domaines, et des élé-
ments PO pour les quantités d’interface (permettant de représenter la non-continuité
des efforts d’interface et sauts de déplacements d’interface). Le calcul des efforts a
I'interface est alors effectué aux points de Gauss, et un raccord de type mortar [Ber-
nardi, 1994] est nécessaire pour faire le lien entre sous-structures et interfaces, que
les maillages soient compatibles ou non. Le théoreme de Riesz permet d’exhiber un
représentant unique dans H/2(9Q) de la forme linéaire continue associée au travail
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des efforts d’interface, et ainsi de s’affranchir des problemes de discrétisation et d’in-
terpolation. La reformulation de la méthode LaTIn sous-structurée passe alors par le
produit scalaire dans H'/2 (dQ), et on peut I'interpréter notamment comme une mo-
dification de la direction de recherche, avec — au niveau discrétisé — ajout d'un terme
plein : une adaptation de cette stratégie semble peu raisonnable dans notre contexte,
ou 'on cherche a conserver une structure aisément exploitable pour 'impédance d’in-
terface.

1.2.2 Analyse par transformée de Fourier

Dans le cadre des méthodes de Schwarz optimisées, ou l'utilisation de conditions
de Robin permet de se défaire de la nécessité du recouvrement inter-sous-domaines
(voir section 1.1.4, chapitre 1), une analyse par transformée de Fourier permet d’ex-
primer les parametres de Robin optimaux dans le domaine fréquentiel — correspon-
dant dans le domaine spatial a des opérateurs non locaux, analogues aux opérateurs
de Steklov-Poincaré Dirichlet-to-Neumann. Des approximations polynomiales dans le
domaine fréquentiel (et donc locales dans le domaine spatial, puisqu’opérateurs diffé-
rentiels classiques) peuvent en étre dérivées; ces derniéres sont en général d’ordre 0
(conditions de Robin classiques) ou 2 (conditions de Ventcell) [Gander, 2006, Gander
and Dubois, 2015]. Les conditions de Ventcell permettent notamment d’introduire de
I'information sur la dérivée tangentielle a 'ordre 2, privilégiées pour I’heure par les
mécaniciens des fluides plus que ceux des solides.

1.2.3 Analyse au niveau algébrique

Interactions courte distance Une analyse au niveau algébrique concerne plus di-
rectement les approximations matricielles des opérateurs de Steklov-Poincaré Dirich-
let-to-Neumann, soit du complément de Schur du complémentaire de chaque sous-
structure dans le cadre des solveurs DD avec conditions de Robin. Ce dernier peut
étre approximé simplement par I'assemblage des compléments de Schur locaux des
voisins pour chaque sous-domaine [Cresta et al., 2007, Hinojosa et al., 2014], dans
Poptique de réduire les communications — bien que la matrice reste alors dense et que
les compléments de Schur locaux doivent étre calculés explicitement : afin de remédier
a ces écueils, la matrice de rigidité de chaque sous-domaine voisin peut n’étre conden-
sée que sur une bande d’éléments voisine de I'interface locale (dans le contexte linéaire
voir [Magoules et al., 2006]). Une procédure pour calculer de facon non-intrusive cette
approximation "bande" du complément de Schur peut passer par I'ajout de bandes
d’éléments externes au sous-domaine (ou semelles), a déplacement bloqué sur leur
bord extérieur, dont on évaluerait I’effet a I'interface pour un chargement donné — ce
qui revient a évaluer le complément de Schur de la semelle [Oumaziz et al., 2016], la
rigidité assignée a ces bandes additionnelles d’éléments étant alors en général prise
égale a une moyenne des rigidités locale et voisines. L'esprit global de cette technique
rappelle celui des méthodes RAS (voir section 1.1.3, chapitre 1), les semelles pouvant
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étre interprétées comme des recouvrements — bien que dans le cas des méthodes RAS
le bord extérieur des recouvrements soit affecté d'une condition a la limite provenant
des sous-domaines voisins.

Un autre type d’approximation, dit lumped, peut également se révéler tres efficace
dans le cadre de la mécanique des structures, parfois utilisé en guise de précondition-
neur FETI [Farhat, 1994], mais également d'impédance d’interface des conditions de
Robin pour les solveurs DD — dans des contextes linéaires [Roux et al., 2002] comme
non linéaires, notamment concernant la méthode de relocalisation non linéaire [Cresta
et al., 2007, Negrello et al., 2016]. Etant donnée une sous-structure Q()), on désigne
par neigh(j) 'ensemble de ses voisins; les approximations lumped et super-lumped
sont données par :

Knei;;rh(j) _ A(])T

tob,

( A(S)Kf:b)A(S)T) AW) (3.2)
seneigh(j)

Kneigh(j) _ A(j)T

tbb,Sl

( AG) diag(KfS))A(s)T)A(j) (3.3)
seneigh(j) o

Assemblages de termes (bloc)-diagonaux sur des ensembles réduits de sous-domai-
nes, ces approximations sont treés peu chéres a construire et ne requierent aucune
opération additionnelle puisque les matrices de rigidité locales tangentes sont calcu-
lées et stockées sur chaque processeur au cours du processus naturel de résolution.
Certaines études tendent a qualifier son efficacité en tant qu’impédance d’interface
au sein du processus de sous-structuration et condensation non linéaires d’acceptable,
comparée a celle d’autres approximations plus fines mais également plus cheres, voire
d’un cofit de calcul inacceptable dans un contexte distribué (complément de Schur glo-
bal du complémentaire : voir section 5, chapitre 2 et [Negrello et al., 2016], ou encore
compléments de Schur locaux assemblés sur les sous-domaines voisins [Cresta et al.,
2007]). Cependant, on peut imaginer que dans le cas de structures tres hétérogenes ou
élancées, cette efficacité pourrait étre diminuée : en effet, 'approximation ainsi réali-
sée ne rend compte que des interactions d’'un sous-domaine avec la structure proche,
et dans ces cas précis 'information perdue sur le comportement global pourrait se
révéler pénalisante quant a l'efficacité du solveur.

Interactions longue distance Les techniques visant & ne conserver de l'opéra-
teur global Dirichlet-to-Neumann que sa restriction aux compléments de Schur lo-
caux assemblés sur les sous-structures voisines, et plus encore leurs approximations
bande, privilégient une information tres localisée, au détriment des effets de la struc-
ture lointaine sur le sous-domaine considéré. La réponse de la structure avoisinante,
ou encore les interactions proches sont correctement représentés, contrairement a
leur pendant, ou interactions lointaines. Inspirés par les méthodes d’homogénéisation,
d’autres types d’approximation on vu le jour, permettant de capter les effets globaux
de la structure sur la réponse a une sollicitation locale. De facon tres générale, dans le
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contexte de la décomposition de domaine pour les problemes linéaires, les interactions
lointaines sont prises en compte grace a des problémes grossiers [Mandel, 1993, Fa-
rhat, 1994, Ladeveze and Nouy, 2003], ce qui leur permet notamment d’étre conformes
au principe de Saint-Venant. Etroitement liées & la notion de probleme grossier, les
méthodes de projection, — inspirées des techniques d’homogénéisation, — permettent
d’obtenir des approximations de rang faible d’'un opérateur [Ladeveze and Dureisseix,
1999, Feyel and Chaboche, 2000, Ibrahimbegovié¢ and Markovi¢, 2003, Guidault et al.,
2008]. Génériquement, étant donnée une base orthonormale U d’'un sous-espace de
I'espace dans lequel on cherche la solution (par exemple, dans notre cas, un sous-
espace engendré par des déplacements ou déformations d’interface choisis), I'approxi-
mation d’'un opérateur S(/) dans ce sous-espace peut s’écrire :

SO ~ u(uTsG)u) u’

Dans le cadre d’'une approximation du comportement macroscopique du complément
de Schur S(/) du complémentaire Q(/) d’'une sous-structure Q(/), le principe de Saint-
Venant impose que U contienne au moins les modes rigides de chaque sous-domaine.
Pour améliorer la qualité de 'approximation (ou la richesse de 'information sélection-
née par la projection), on peut leur ajouter des modes de déformation affine, ou des
déplacements définis indépendamment par interface.

Qu’on se limite a la représentation des interactions courte ou longue distance, on
ne pourra obtenir une information compléte et précise sur la réponse structurelle a
une sollicitation, du point de vue d'une sous-structure. Sous ’hypothese de petits dé-
placements, une mauvaise précision sur I’environnement proche d’'une sous-structure
semble a priori plus pénalisant que le filtre des effets structuraux plus globaux : les
réactions prédominantes proviennent généralement dans cette situation des sous-
domaines avoisinants; c’est la raison pour laquelle les approximations courte dis-
tance du paragraphe précédent sont trouvées de facon plus récurrente au sein des
solveurs mécaniques DD. Toutefois, afin d’améliorer la vitesse de convergence de ces
algorithmes, la meilleure stratégie consisterait a combiner ces deux formulations. Ce
couplage n’a pas, jusqu’a présent, fait I'objet d’investigations poussées. En particulier,
il n’est pas si aisé d’assurer la positivité de I'impédance résultant d’un couplage de
deux approximations calculées indépendamment. Une séparation d’échelle assez cotli-
teuse a été développée dans [Gendre et al., 2011], dans le contexte non-intrusif de ré-
solutions par schéma itératif global/local, oi1 le complémentaire Q(/) et les grandeurs
associées sont disponibles, a I'inverse de notre situation algorithmiquement pleine-
ment distribuée.

Les sections suivantes de ce chapitre sont dédiées a la construction d’'un nou-
veau parametre Qf des conditions d’interface de Robin dans la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaires avec approche mixte, combinant inter-
actions proches et lointaines a moindre cott.
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2 Une nouvelle heuristique pour le calcul de 'impé-
dance d’interface

2.1 Un modele basé sur ’assemblage de ressorts en série

La nouvelle heuristique introduite dans [Negrello et al., 2017] repose sur l'intuition
que la construction d'une approximation & deux échelles de la souplesse du complé-
mentaire Q(/) peut s’avérer plus évidente que celle de sa rigidité. En effet, conserver
la structure additive de (3.1) devrait constituer un atout pour découpler aisément les
deux échelles d’interactions (proche et lointaine) : un simple modele de deux ressorts
en série motive alors I'idée d'un raisonnement sur les souplesses (voir figure 3.1). Lun
des ressorts y représente, pour une sous-structure Q(/) donnée, la rigidité de la stuc-
ture avoisinante, tandis que I'autre modélise celle des sous-domaines plus lointains.

neigh(j far(j
s gh(j) oh (4)

| W |

FIGURE 3.1 — Modélisation par deux ressorts en série

Grace a leur propriété d’additivité, les souplesses sommeées des deux ressorts donnent
simplement la souplesse équivalente de ce modéle, soit :

=1 . N—1 -1
Ql()]) _ S?elgh(f) + Sfar(f)

Des considérations pratiques nous aménent a proposer une structure creuse pour la
matrice de rigidité de la structure proche S?elgh(] ) _ afin de retrouver pour la compo-
sante proche, comme on le verra par la suite, la structure de ’expression (3.1), — ainsi
qu’un rang faible pour la souplesse correspondant aux interactions lointaines Sfar(] )
— ceci pour limiter les problémes liés a l'inversion, soit remédier au profil plein de
la composante lointaine de 'expression (3.1). Cette derniére condition est également
motivée par la théorie des H-matrices (ou matrices hiérarchiques), permettant d’ex-
hiber des approximants de rang faible d’inverses potentiellement de rang plein d’opé-
rateurs issus de la discrétisation éléments finis de problémes elliptiques [Amestoy
et al., 2017, Bebendorf and Hackbusch, 2003]. Typiquement, on aura pour une sous-

structure Q() :
-1 . -1 . .
le) _ K:::lgh(]) + ANV VEVTAD) (3.4)
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o1 'on peut utiliser pour Kg jlgh(] ) 'une des deux expressions (3.2), (3.3), F est une ma-
trice carrée de petite taille m x m et V une base de rang faible de vecteurs d’interface,
de taille 14 x m. On note dans la suite V() = A"V 1a contribution locale de la base
d’interface V sur le sous-domaine Q(/).

On rappelle ici la formule de Sherman-Morrisson, qui permet d’exprimer I'inverse
d’une somme de matrices M = (R+UST) , avec R de taille n xn et S de taille m x m (et
M, R, S inversibles) :

M= (R+UST) ' =R -RU (S 1+ TR'U) ™ TR
L'impédance d’interface Qéj ) peut alors étre simplement exprimée en fonction des dif-
férentes grandeurs introduites dans ce chapitre :

Qz(a]) _ gheigh()) _KZ‘Zlgh(J)V(]) <F—1 + V(J)Tszlgh(])V(f)) V(;)Tszlgh(J) (3.5)

tpp

(/) n-1 )T
W, M) Wb(])

La structure de I'impédance ainsi définie n’est autre qu'une matrice creuse corrigée
par un terme de rang faible, soit celle recherchée en s’inspirant de ’expression (3.1)

et du modele de la figure 3.1. Le calcul de Ql()] ) ne nécessite alors que l'inversion de
deux matrices F et M(/), toutes deux de petite taille m x m, ainsi que quelques produits
locaux matrice-vecteur (opérations totalement réalisables en paralléle).

Pour résoudre les équilibres locaux avec conditions de Robin, on peut a nouveau
appliquer la formule de Sherman-Morrisson :

soient Kt(j) = Kt(j) + t(f)TKfeigh(j)t(j) et WO = t(f)TWISj) :
bb
. , N ool , . Ty -1
( KD+ t(;)béfﬁ(;)) - ( R W) p) 1W(])T)
N N - -1 .
“RDT L gD W) ( M) W) gD) 1W(j)) OB
Pour un second membre donné F(/), la structure de Kt(j ) étant la méme que celle de

. _rn-1 N
Kt(]), le calcul de Kt(]) F()) n’est pas plus cofiteux que celui de Kf]) F()) — il est méme

simplifié : du fait de l'inversibilité de Kt(j ), la nécessité de traiter les modes rigides
disparait des résolutions locales. Lajout du terme de rang faible a I'expression de

Qéj ) n‘implique que l'inversion d'une matrice de petite taille m x m, ainsi que deux

(i
résolutions locales linéaires avec second membre multiple de taille m (soit Kt(] ) WG ).

2.2 Une interprétation multi-échelle non linéaire

A Tinstar de [Oumaziz et al., ] pour la méthode LaTIn, une interprétation multi-
échelle non linéaire peut étre dérivée de la structure additive (3.5) choisie pour I'impé-
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dance d’interface. En effet, en considérant en premier lieu le cas linéaire, les équilibres
locaux condensés aux interfaces s’écrivent :

S O _pd A0 S 00, 2 p0 L O
SPud =by +AY < (S +Qp ) uf = by +
Les quantités suivantes sont définies :
AP = (19- A% A%)AD
T ~
7% = A Ay®
b b
afin de pouvoir récrire les conditions d’interface comme :
O _ 70
u, =1
bt (3.6)
AP =P
b b
ou encore comme la solution de la minimisation d'une fonctionnelle :

; 1 —anT -1 - =anT _
argmin [E (AP -A2) Qp (A -AD)+ (AL =A7) (uy _”ZD)]
)\Zb,ufeR?

L'inconnue d’interface mixte est alors cherchée comme : ul? = Ql?al? + 7\1?.
Les étapes d'une méthode DD mixte linéaire peuvent ainsi étre résumées par :
(i) Initialisation : u = 0
(ii) Résolutions paralléles : (S7 +QF ) u” = by + u®
(iii) Post-processing parallele : Al? = S?ug> - bff
(iv) Assemblage : 77, A®

(v) Actualisation de I'inconnue d’interface (en parallele) : ¥ = QP iy + AP

Afin d’'intégrer un caractere multi-échelle a la résolution, a la maniére de la mé-
thode LaTIn, une condition macroscopique peut étre ajoutée sur ’équilibre des efforts
d’interface, relativement a une base C, définie sur I'interface primale globale :

ChA®AP =0 (3.7
Les conditions d’interface (3.6) deviennent :

argmin |2 (¢ -30)" Q" (A -A2) + (A
ClA®A®=0

SO
|
>l
SO
N—"
H
—~
Ny
SO
|
|
SO
N—"
| W
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La définition d’'un Lagrangien £ (u},A?, ac) permet de prendre en compte par un
multiplicateur de Lagrange o la condltlon macroscopique d’équilibre des efforts d’in-
terface (3.7) :

(A2 -2 Q8 (AT =A%) + (A2 = A2)" (u® - 72) + aLCT AC AL

b b

I\Jlr—\

£y A7 ac) =

Enfin, la minimisation de £ (u, A¥, ac) par rapport aux efforts A" revient a résoudre
la condition d’interface globale :

(A =A%)+ QP (uf -a2) + QP A®  Cparc = 0 (3.8)

En multipliant (3. 8) a gauche par CTAe on obtient une expression du multiplicateur
ac en fonction de u ub ,Chg et Qb Puis, en réinjectant cette expresswn dans (3.8),

les réactions nodales )\<l> peuvent étre exprimées en fonction de u }\<D et Q® Les
équilibres locaux deviennent :

[Ko 41979 (19 B, ) 19]u® = f2, 415" [ + @ (19~ B, )

-1
ou P(?A = A®'Cy (C};AQQZ?A@TCA) C};A@Qf est un projecteur appliqué au dépla-
cement, dépendant simplement de 'impédance d’interface Qb® et de la base macro-

scopique choisie C,4. Ainsi, ’addition de la contrainte macroscopique (3.7) peut étre
entierement réinterprétée comme une modification locale de 'impédance d’interface :

ap-0; (1°-22)

Dans le contexte non linéaire, par extension de cette vision du multi-échelle dans

le cas mixte linéaire, en considérant une impédance d’interface classique du type
Q(]) _ gheigh())

top o '
Qp = nelgh(]) W(])M(J) W(]) avec W(]) K;‘;lgh(])wlgj) proposée en (3.5) peut étre
vue comme I 1ntroduct10n d’un probleme grossier dans la méthode de sous-structuration
et condensation non linéaires avec approche mixte.

De plus, dans le contexte non linéaire, ’addition de contraintes macroscopiques
non linéaires sur les efforts ou déplacements d’interface n’étant pas toujours ni pos-
sible ni aisée a réaliser, le concept de calcul multi-échelle est rarement défini ou utilisé
tel quel. Dans [Klawonn et al., 2017], le solveur NL-FETIDP2 fait intervenir la réso-
lution d’'un probleme grossier non linéaire portant sur les déplacements aux coins
des sous-domaines, cependant ce type de contrainte macroscopique additionnelle ne
semble pas si éloignée d’'une simple initialisation appropriée du solveur global non
linéaire, un premier calcul multi-échelle linéaire classique (comme le pré-processing
linéaire BDD de I'algorithme proposé ici) permettant déja de propager une informa-
tion sur le second membre au sein de la structure.

— précédemment définie en (3.2) ou (3.3), — la modification
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2.3 Approximation a deux échelles de la souplesse

L'idée principale sur laquelle repose ce nouveau processus de calcul de I'impé-
dance d’interface peut deés lors étre résumée simplement : on cherche a construire
une approximation de la valeur optimale linéaire (3.1) dont I'inverse — soit la sou-
plesse — aurait la structure additive de (3.4). Pour une sous-structure Q(/) donnée,
on va tout d’abord rrllontrer que le complément de Schur tangent du complémentaire
f
de linverse de I'assemblage des opérateurs locaux sur Q(/). Cette grandeur pourra
ensuite étre évaluée grace a la théorie des préconditionneurs BDD [Mandel, 1993].

Kt(i ), que l'on cherche a approximer, peut s’exprimer en fonction
1

Etant donnée une sous-structure Q(), on note Sg) = s A®S (5) A®)" Passemblage

des compléments de Schur locaux sur le complémentaire Q). On indice xlfj ) les de-

grés de liberté internes a Q), et xéj ) ses degrés de liberté de bord, soit appartenant a

r() = 7). Avec des notations évidentes ainsi que celles de la section 1.2.1 (chap. 1), la
formule du quotient nous permet d’exprimer le complément de Schur du complémen-

taire condensé sur son interface en fonction de quj) :

5(7) _ 5(?) )
La formule de I'inverse du complément de Schur permet ensuite d’exprimer I'inverse
de SEJ ) en fonction de celui de Sg) :

-1

MO _ | (D™ AT A
e (s )b,b-A s a

Les préconditionneurs classiques BDD peuvent alors étre utilisés pour approximer
I'inverse de Sg), que l'on peut voir comme l'opérateur d'un probleme BDD défini sur

le domaine Q).

Remarque 2 : Lopérateur S%) est inversible a la condition que le probléeme

BDD associé soit bien posé sur Q). Cette propriété est vraie si le probléme de
départ (sur Q tout entier) l'est également, que les conditions de Dirichlet ne
sont pas concentrées sur 0Q ndQ () et que le complémentaire Q) est connexe,
ou que chaque partie connexe du complémentaire est munie d’une condition de
Dirichlet sur son bord. Dans le cas contraire, un redécoupage suffit a contour-
ner ce probleme.

On introduit ici @fj) = [ ..,A(S)Rés),...] Ny la concaténation des modes rigides lo-
s#]

caux (R(®)) tracés sur le bord des sous-domaines appartenant 2 Q()), et pondérés par
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des opérateurs d’assemblage A;S) prenant en compte 'absence de matiere au sein

du sous-domaine Q). Typiquement, étant donnée la définition (1.23) des opérateurs
d’assemblage classiques A(®) introduits a la section 1.2.6 (chap. 1), on peut définir A].e
par:

. { (42a94°" _A(]-)A(]-)A(]-)T)l AOAG  sis+]
©_

A i .
0 81 S=7]
_ : (s)
avec AL) = I®) ou diag (Ktbb )
On considerera dans la suite de ce manuscrit une pondération basée sur les rigidités :
A©) = diag (K{).

- : (). NOOIE
Soit P4 le projecteur S;”-orthogonal sur Ker |G,” S, | :
) ) (ADT D ADY " ADT ()
P -1-6P (6] sPeP) s
On a, de maniere générale :
D _ oD e () M) M\
s = pP s py +(I—PA] )sAf (I—PA]) (3.9)

-1
La théorie BDD justifie 'approximation de Sg) dans le premier terme de I'expres-
sion (3.9) par une somme pondérée d’inverses locaux!. Aprés développement et sim-
plification, 'opérateur résultant constitue une premieére expression possible pour la

-1
souplesse d’interface, notée Q](B% D:

- o e s P Y IV I NUERes R G

S%]

Interactions lointaines Le second terme de I'expression (3.10), que 'on notera :

A(J

_ _ _ _ v -1 _
) - aDNTAD (ADTcDADY  ADT A
A,ZZA(]) GA] (GA Sa GA] ) G4 AD

est une matrice de rang faible m(/), ot1 m(/) est le nombre de modes rigides des voi-
sins de la sous-structure Q(/), et dont le calcul passe par l'inversion de la matrice

AN (7Y A - -
GI(L{) Sg)Gg), elle-méme de rang m(/), ott m(/) est le nombre de modes rigides de tous
les sous-domaines du complémentaire de Q(/) dans la structure totale Q. On pourrait

1. La théorie GenEO [Spillane and Rixen, 2013] assure également qu'au besoin, des modes supplé-

mentaires peuvent étre ajoutés a GAI(‘{) afin d’améliorer la qualité de 'approximation.
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conserver le terme ﬁéj )2 tel quel dans I'expression de 'impédance d’interface, cependant

au cours de la résolution, et plus précisément de la construction du probléme grossier
BDD, une quantité tres proche est déja calculée et factorisée : la matrice G;S AGa —

avec Gy = [ . .,A(S)Rés), .. .], et S4 =2 AG)SE) AG) . Pour des structures de grande
taille, comprenant un nombre de sous-domaines important, le rang m() de la matrice

GS)TSEL{)G%) peut augmenter drastiquement, et faire ’économie de son calcul ainsi
que de sa factorisation en vue de son inversion peut alors représenter un gain d’opé-
rations et de temps non négligeable. En prenant en considération le fait que 'ajout du
terme local 1ié & Q(/) dans 'opérateur GZ;S 4G4 (comparé a Pexpression CA;I(‘{) TSEL‘])GEL‘]))
est en quelque sorte contrebalancé par la pondération classique A() sur le bord du
sous-domaine Q(/), on fait 'hypothese :

A(j A (ATe A~ N1 ADT A7) - 50)
FX)Z:A(J) G (GT54G4) &Y A = F{)

Interactions proches Le calcul du premier terme ﬁﬁlj )1 de I'expression (3.10) :

20D _ A() p() 1) T 2T pDT A(
1= A0 Py (ZA].S s A )PA] AW

S%]

nécessite autant d’opérations que 1’étape de préconditionnement d'un systeme BDD
de taille équivalente. En vue d’'une efficacité numérique accrue, 'une des techniques
d’approximation du complément de Schur présentées a la section 1.2 de ce chapitre
peut étre utilisée : la méthode du lumping — la moins cotiteuse d’entre elles — sera ici
choisie pour notre nouvelle heuristique. Bien que la qualité de 'approximation obte-
nue soit également la plus faible, les résultats qui seront présentés a la section 3 de ce
chapitre nous semblent déja assez prometteurs, au regard du cott de calcul tres faible
de cette nouvelle impédance d’interface, pour envisager dans le futur une implémen-
tation a plus grande échelle. D’autre part, la section 3.5 de ce chapitre présentera une
tentative d’enrichissement de cette approximation simple, dont les résultats peu pro-
bants nous ont conduits a conserver la technique de lumping, basique mais efficace.
Afin de s’affranchir aisément des problemes de densité liés a I'inversion, on utilisera
en particulier la technique du lumping diagonal (ou super-lumping, voir expression
(3.3)).

Sgs) ~ diag (Kt(:b))

De plus, afin de conserver la structure creuse de 'assemblage des opérateurs lumpés,

on se défait des projecteurs Pl(qj ), présents dans I’expression du préconditionneur BDD
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uniquement pour traiter la non-inversibilité de Kt(s) :

0 )T A(5) 5 YL AT 4G
ED) = AD) ( > AP diag(K{)) AP )A<J>
seneigh(f)

tbb,sl

-1
seneigh(j)

Gréace a la diagonalité de l'opérateur lumpé, on retrouve ainsi finalement l'inverse de
lopérateur classique KZ?%?(] ) (3.3).

Opérateurs d’assemblage pondéré Enfin, on peut s’affranchir de I’étape de construc-
tion des opérateurs A;S) en remarquant qu’une relation simple existe entre les opéra-

teurs classiques A) [Klawonn and Widlund, 2001b] et modifiés :
Vs % j, A§S> - D;AC)
- PRI |
avec D, = (A9A®A9T) (A@A®A@T — A(])A(])A(])T)

On peut alors localiser l'effet de Pabsence de matiére au sein du sous-domaine Q)
sur le scaling :
vs#j, ADTAY - A(j)TD]. AGs) — A(j)TD]. AD ADT A6)
J [ —
D)
La matrice locale D(/) peut étre aisément construite a partir de A()), & moindre cofit :
OION (I_A(n,q(j)T)‘lA(j)

On a alors : | o 1
EQ) = DD AD' G (6154C4) " CLADDD)

Remarque 3 : Une définition plus explicite encore de lopérateur D)) peut étre
donnée, par exemple pour une pondération basé sur les matrices de rigidité

locales (i.e. AG) = diag (Kf;b) )), le coefficient diagonal de D) correspondant au
degré de liberté x de la sous-structure peut étre exprimé comme :

s) G) \*
DY = 2N _(1 > )

B Zs K(S)

xx = =
Zs;tj K(S) Frx

tXX
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En effet, on a :

o K o K () ()L

(s xx A8 xx . a 1

AP = sk AY) S @ (vsEi) D = (1-4Y)
s%j

S txx tXX

]

Expression finale On retrouve ainsi finalement la structure de (3.4), permettant
Papplication de Sherman-Morrison et une résolution a moindre cott (voir 2.1 de ce
chapitre). Nous proposons donc la nouvelle souplesse d’interface a deux-échelles :

() _1_ 'h(‘)‘1 ~ -TN(*-) ~ ~ -1 ~(f)T N
(QU)) =KD" DDA P (6T54Ga) ' GY ADDU) 3.11)

3 Résultats

3.1 Deux cas-tests

Les performances de la nouvelle expression (3.11) sont ici évaluées, sur la base
de deux cas-tests numériques. Le premier est une poutre bi-matériaux soumise a
un chargement de flexion, représentée sur la figure 3.2. Le second est une poutre
homogene multiperforée, également sous sollicitation de flexion, et représentée sur
la figure 3.3. Les parametres matériau et géométriques choisis pour ces deux cas-
tests sont répertoriés dans le tableau 3.1 : pour le premier cas-tests, le matériau de
faible module d’Young est choisi élastique, tandis que le comportement du matériau
a module d’Young plus important — avec un ratio de presque 10* entre les deux — est
élasto-plastique avec écrouissage isotrope linéaire. Concernant le deuxieme cas-tests,
I'unique matériau de la poutre homogene est choisi élasto-plastique avec écrouissage
isotrope linéaire. Le chargement est, dans les deux cas, appliqué par déplacement
imposé en x = L.

3.2 Analyse élastique

Une analyse préliminaire élastique permet de comparer une expression de I'impé-
dance d’interface donnée a la valeur optimale de référence, simple a exprimer dans ce

cadre : Qé{ gin,opti = Sl(] ) (voir section 1.1.1 de ce chapitre). Bien que le cotit de calcul de
ce parametre soit, en situation réelle, bien trop élevé dans le contexte de résolutions
paralleles, sa construction sera effectuée ici, afin de pouvoir comparer les différents
résultats. Les sollicitations imposées seront choisies assez faibles pour que chaque
matériau reste dans son domaine élastique : pour les poutres bi-matériau ainsi que
multiperforée, I'intensité du déplacement imposé de flexion sera fixée & up = 1.5 % 1073,

Les deux impédances suivantes seront dans cette section comparées a la valeur de

référence :

Meéthodes fortement paralléles en mécanique non linéaire des structures



116 Chapitre 3. Conditions de Robin : impédance d’interface

Yy
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FIGURE 3.2 — Poutre bi-matériaux

FI1GURE 3.3 — Poutre multiperforée

° K;iifh(j) : voir (3.2)

o Q) " voir (3.11)

On rappelle ici que la formulation alternative choisie pour 'approche mixte de la
méthode de sous-structuration et condensation non linéaires (voir 4.3.4 et algorithme
11, chapitre 2) intervertit les solveurs linéaires FETI-2LM et BDD : la résolution d'un
probléeme linéaire par le biais de cette méthode serait ainsi totalement équivalente
a celle d’'une approche primale : au cours de la premiere — et seule en linéaire — ité-
ration, la matrice d'impédance n’intervient pas; les expressions (3.2), (3.11) et (3.1)
ne peuvent ainsi étre comparées par le biais de I'algorithme 11. Conséquemment a
cette observation, un solveur FETI-2LM a été implémenté, afin de pouvoir résoudre
le probléme sous sa forme initiale (2.24) — dans le seul but d’effectuer une étude de
performance des différentes impédances d’interface sur un probleme linéaire. Ce sol-
veur linéaire mixte permet de résoudre des problémes en parallele, avec conditions
d’interface de Robin, cependant il ne dispose pas d’un probléme grossier naturel : une
stratégie d’augmentation serait nécessaire afin d’améliorer son extensibilité. Toute-
fois, dans le cas d’'une étude de la qualité des conditions de transmission inter-sous-
structures, la dépendance critique des performances au nombre de sous-domaines ne
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Poutre bi-matériaux | | Poutre multiperforée \
Parametres matériau || Parameétres matériau \
. Matériau 1 | Matériau 2 I
Young . Eq=420e2 | E, =210e6 Young . E=210e6
Coeff. Poisson | v;=0.3 v2=0.3 Coeff. Poisson | v=0.3
Limite élastique | 09, = 420e3 Limite élastique ' 00 = 420e3
Coeff. écrouissage | hy =1e3 Coeff. écrouissage ' h=1e6
Paramétres géométriques | | Parametres géométriques |
Longueur totale | L=13 Longueur . L=10
Hauteur totale | H=2 Hauteur - H=1
Hauteur d’armature ! H,=0.25 Rayon ' r=2/30

TABLE 3.1 — Parameétres géométriques et matériau

fera a priori que renforcer les différences, sans les dénaturer.

4SD FETI-2LM #iterations Gain (%)
S | K | 25 2S vs. K
3 | 2 0 1347 v 21 | 98 |
4 3. 1265 | 38 97
7 6 3697 84 98
13 12 4393 1 342 92
(a) Poutre bi-matériaux
43D FETI-2LM ##iterations Gain (%)
S | K | 25 2S vs. K
3| 2 0 79 v 20 | 7
4 3. 38 | 23 94
8 7 4300 40 91
15 14 bo1265 ' 113 91

(b) Poutre multiperforée

TABLE 3.2 — Comparaison des trois impédances d’interface : comportement linéaire

Le tableau 3.2 récapitule les résultats des trois impédances d’interface sur les deux

cas-tests présentés a la section précédente 3.1. Pour des raisons de clarté, les nota-
(1) neigh(j) 4

tions simplifiées S, K et 25 sont utilisées pour les impédances Q). opti Kiy 1

Qéj )25 respectivement. La décomposition en sous-domaines est pour I’heure effectuée
uniquement selon I'axe x (voir figures 3.2 et 3.3).
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Conformément a la théorie, dans le cas de ’emploi de 'impédance optimale linéaire
S, le processus de résolution ne nécessite qu'un nombre d’itérations égal au nombre
de sous-domaines moins un pour atteindre la solution. Etant donnée la répartition
des sous-domaines (sans points multiples) ainsi que I'absence de probleme grossier,
ce taux de convergence est le meilleur que 'on puisse obtenir (avec un opérateur Qb®
matricel, toutefois 'usage d'un opérateur affine permettrait de s’affranchir des ité-
rations de propagation du second membre, voir 1.2.9, chapiter 1) : les conditions de
transmission obtenues avec 'impédance d’interface S sont bien optimales.

Le choix classique K ne donne aucune information, dans les équilibres locaux, sur
les interactions d’'un sous-domaine avec la structure lointaine, et le nombre d’itéra-
tions augmente en conséquence drastiquement avec le nombre de sous-structures.

La nouvelle expression (3.11) a deux échelles, comparée au choix classique K, per-
met de réduire massivement le nombre d’itérations du solveur FETI-2LM : les gains
varient de 77 a 98% sur ’ensemble de la résolution. La structure additive de 2S5 semble
donc bien permettre I'introduction d’information globale dans la réponse de la struc-
ture aux sollicitations locales. Bien entendu, ’absence de probléme grossier ou de
stratégie d’augmentation du solveur renforce les bénéfices du terme représentant les
interactions lointaines dans I’expression (3.11) : a la section suivante, cette derniere
sera replacée dans le contexte de résolutions multi-échelle.

Les performances de 'impédance 2S n’équivalent évidemment pas celles de I'im-
pédance S, cependant 'augmentation constatée du nombre d’itérations de FETI-2LM
n’est que d’environ dix fois leur valeur optimale, tandis qu’elle est de cent a un millier
de fois la valeur optimale pour le choix K. On rappelle également que 'impédance d’in-
terface S ne peut en pratique pas étre calculée dans le contexte paralléle : ’expression
25, au contraire, est tres peu chére et simple a évaluer.

3.3 Analyse plastique

L'analyse des performances de ’expression a deux échelles (3.11) est complétée par
une étude en plasticité. Les deux cas-tests sont soumis a un chargement de flexion
par déplacement imposé, appliqué de facon incrémentale. Le chargement de la poutre
bi-matériaux se décompose en onze incréments :

up =[0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.375, 0.4, 0.425, 0.45] tyax
Umax = 7.1

La poutre multiperforée quant a elle, est soumise au chargement incrémental suivant :

up=[04, 0.6, 0.8, 1, 1.15, 1.3, 1.45, 1.5] Uy
umax=0.275
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Remarque 4 : Afin de ne pas surcharger inutilement les tableaux de résultats,
un incrément sur deux seulement sera représenté par la suite.

La poutre bi-matériaux est découpée en 13 sous-domaines, le long de ’axe x, tandis
que la sous-structuration de la poutre multiperforée fait intervenir 30 sous-domaines
avec points multiples (voir figures 3.2 et 3.3).

Les nombres d’itérations du solveur de Krylov, cumulées sur les boucles de Newton
globales ainsi que les incréments de chargement, sont répertoriées pour les trois im-
pédances — S, K et 25, — et les deux cas-tests dans les tableaux 3.3 et 3.4. Le choix d’'un
travail sur les itérations de Krylov est motivé par le lien fort existant entre elles et la
quantité de communications du processus de résolution (voir a ce propos la section 5.1
du chapitre 2, ou une explication plus détaillée de ce lien est donnée), que ’on cherche
a minimiser grace a une augmentation de la part des opérations locales.

Krylov Global Newton
load inc. | 0.05 0.15 0.25 0.35 0.4 045 0.45
S 37 229 x X
K 36 259 598 978 1357 1772 47
28 37 266 580 891 1204 1514 39
] C \ 74 296 633 970 1344 1795 \ 48 \
Gains (%)
2S vs. K \ -3 -3 3 9 11 15 \ 17
] 2S vs. C \ 50 10 8 8 10 16 \ 19 \

TABLE 3.3 — Poutre bi-matériaux : itérations de Krylov cumulées sur les incréments
de chargement, itérations de Newton globales cumulées

Le calcul des opérateurs tangents locaux, a chaque itération globale, est également
une opération couteuse qu’il est intéressant de limiter. Les nombres d’itérations du
solveur de Newton global, cumulées sur les incréments de chargement, sont également
répertoriés dans les tableaux 3.3 et 3.4, pour les deux cas-tests et les trois impédances
d’interface — toutefois, seule la valeur des itérations de Newton globales cumulées au
dernier incrément de chargement sera donnée, dans le souci d’éviter la redondance
d’information, puisque dans ce cas précis, la diminution des itérations de Krylov liée
a une meilleure impédance est fortement corrélée (quasiment proportionnelle) a une
diminution des itérations de Newton globales.

Une quatriéme approche est ajoutée a ’'étude, notée C dans les deux tableaux de
résultats, et correspondant au processus de résolution "classique" en mécanique non
linéaire des structures : un algorithme de Newton pour le probleme global non li-
néaire, combiné a un solveur DD pour les problemes tangents, dans le cas d'un grand
nombre de degrés de liberté (voir section 2, chapitre 2). La différence principale entre
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Krylov Global Newton
loadinc. | 0.6 1 1.3 1.5 1.5
S 48 172 322 481 30
K 61 212 373 548 35
2S 48 170 300 438 28
] C \ 73 222 385 561 \ 36 \
Gains (%)
2Svs. K| 21 20 20 20 20
2Svs. S| O 1 7 9 7
] 2Svs. C \ 34 23 22 22 \ 22 \

TABLE 3.4 — Poutre multiperforée : itérations de Krylov cumulées sur les incréments
de chargement, itérations de Newton globales cumulées

cette méthode et le processus de sous-structuration et condensation non linéaires ré-
side dans le caractere linéaire/non linéaire des algorithmes utilisés pour la résolution
des équilibres locaux. La comparaison en résultant avec les approches S, K et 25 repré-
sente ainsi le gain total pouvant étre obtenu grace a la méthode de sous-structuration
et condensation non linéaires avec approche mixte, dans le contexte plus général des
solveurs non linéaires.

Une premiere observation peut étre établie en comparant les résultats obtenus
avec I'impédance S dans le contexte non linéaire et ceux du contexte linéaire de la sec-
tion précédente : si en non linéaire on ne pensait pouvoir, au début de ce chapitre, défi-
nir analytiquement de meilleure impédance d’interface que le complément de Schur S,
ce dernier perd bien le caractere optimal que lui conférait le contexte linéaire. Pour la
poutre bi-matériaux par exemple, des divergences au niveau des algorithmes de New-
ton locaux apparaissent des les premiers incréments de chargements et conduisent a
la divergence globale de I'algorithme. Ces instabilités locales sont causées par des ni-
veaux anormalement hauts de plasticité cumulée au sein des sous-domaines, artefacts
de la résolution — potentiellement causés par une impédance d’interface trop souple,
permettant au matériau de se déformer plus que nécessaire.

Deuxiemement, bien que notre premiére hypothese consistant a utiliser pour ex-
primer 'impédance d’interface des approximations de S puisse alors étre remise en
question, 'expression additive 25 ainsi dérivée semble se comporter de fagcon tres sa-
tisfaisante, et méme étre plus performante que S (en sus d’offrir 'avantage d’un cott
de calcul tres réduit, comparé a celui de S). Les gains, en termes d’itérations de Krylov
cumulées, par comparaison avec I'impédance d’interface classique K, varient de 15 a
20% a la fin de la résolution : une réduction qui devrait permettre une décroissance
non négligeable du temps CPU, surtout pour des problémes de grande taille ou les
communications entre processeurs peuvent devenir extrémement chronophages. La
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comparaison avec I'impédance d’interface S ne peut étre effectuée que sur le cas de
la poutre multiperforée, étant donnée la non convergence de la méthode avec I'impé-
dance S pour la poutre bi-matériaux : les gains, pour 'approche 2S5, atteignent 9% a la
fin de la résolution — en termes d’itérations de Krylov cumulées. Cette valeur est assez
faible, mais confirme 1'idée que la nouvelle impédance 2S est finalement meilleure —
a la fois plus stable et 1égerement plus rapide — que 'optimum tangent, ce dernier
étant de plus, comme précédemment mentionné, d’'un cotit de calcul trop élevé dans le
contexte paralléle.

Remarque 5 : Le maillage de la poutre bi-matériaux comprend 25 789 degrés
de liberté, et l'interface globale générée par sa sous-structuration en 13 sous-
domaines en comprend 984. Le maillage de la poutre multiperforée, quant a
lui, comprend 30 515 degrés de liberté, et sa sous-structuration en 30 sous-
domaines génere une interface de 1641 degrés de liberté. Malgré la taille li-
mitée de ces cas-tests, on peut espérer une certaine représentativité de calculs
a plus grande échelle, notamment grdce au choix des nombres d’itérations de
Krylov et de Newton en tant que critere de comparaison. Malheureusement,
le code réalisé pour obtenir ces résultats est basé sur l'interpréteur Octave,
dont la limite, en termes de nombre d’inconnues, ne nous a pas permis d’étre
plus pertinents du point de vue de la taille des problémes testés. Une étude en
termes de temps de calcul ne nous aurait pas non plus semblé pertinente dans
ce contexte, pour deux raisons : la non optimisation de la partie MPI du code
n’aurait pas été a Uavantage d’une diminution des communications, de méme
que les problémes d’interface de petite taille, générant des communications
all-to-all trop rapides.

La comparaison avec la méthode classique donne des résultats similaires pour les
deux cas-tests : a la fin de la résolution, les gains varient de 16 a 22% pour les ité-
rations cumulées de Krylov, et de 19 a 22% pour les itérations cumulées de New-
ton globales. Ce gain correspond a la performance globale de la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaires pouvant étre obtenue avec ’approche mixte,
comparée aux procédures de résolution classiques.

Remarque 6 : Les performances plutét limitées des méthodes de sous-structu-
ration et condensation non linéaires mixtes avec l'impédance d’interface K,
comparées a la méthode classique de résolution, peuvent probablement étre
imputées a la difficulté de donner une bonne représentation des phénomenes
lointains avec une impédance d’interface privilégiant les interactions proches ;
elles devraient en effet prévaloir dans le cas d’hétérogénéités locales (poutre bi-
matériaux) ou de structures élancées (poutre multiperforée).
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3.4 Couplage avec la méthode SRKS

Un post-processing des solveurs de Krylov permet I'extraction des vecteurs et va-
leurs de Ritz a la fin de chaque résolution tangente, et une stratégie d’augmentation
des sous-espaces de Krylov peut en étre dérivée, en les stockant et les réutilisant pour
construire une base d’augmentation a chaque itération globale non linéaire. La mé-
thode ainsi définie, dénommée TRKS [Gosselet et al., 2013], réutilise tous les vecteurs
de Ritz produits ; une sélection des "meilleures" valeurs (i.e. les valeurs de Ritz appro-
chant le mieux les valeurs propres de 'opérateur du probleme tangent) permet de ne
conserver que 'information la plus pertinente (méthode SRKS [Gosselet et al., 2013]).
Le couplage de la méthode SRKS a la méthode de sous-structuration et condensation
non linéaires est ici étudié pour les deux cas-tests définis a la section 3.1. Les résultats
sont répertoriés dans les tableaux 3.5 et 3.6.

Krylov
avec SRKS . sans SRKS
loadinc. | 0.05 0.15 0.25 0.35 0.4 0.45, 0.45
S 37 97 «x  x
K 36 113 218 339 452 578 | 1772
2S 37 98 197 304 398 492 ! 1514
 C | 53 130 245 370 492 648 1795 |
Gains (%)
2S vs. K ‘ -3 13 10 10 12 15 15
[2Svs.C| 30 25 20 18 19 24 16 |

TABLE 3.5 — Poutre bi-matériaux, couplage avec SRKS : itérations de Krylov
cumulées sur les incréments de chargement

Conformément a la théorie, la méthode SRKS entraine une réduction globale des
nombres d’itérations de Krylov, que I'on peut observer en comparant les colonnes
"avec" et "sans" SRKS des deux tableaux de résultats. Pour la poutre bi-matériaux,
les itérations de Krylov sont réduites en moyenne de 67% au dernier incrément de
chargement ; cette réduction n’est que de 'ordre de 8% pour la poutre multiperforée
(cette différence entre les deux cas-tests peut probablement s’expliquer en partie par
le bien plus faible nombre d’itérations de Krylov requis pour le deuxieéme, ne permet-
tant la génération que de peu de vecteurs de Ritz).

Les nombres d’itérations cumulées de Newton globales ne variant pas suivant que
la méthode est ou non couplée avec SRKS — conformément a la théorie, — ils ne sont
pas représentés a nouveau dans cette section.

Les tableaux 3.5 et 3.6 confirment les conclusions de la section précédente. En
effet, bien que les itérations de Krylov des deux cas-tests diminuent a cause de la
procédure SRKS, les gains générés par la nouvelle impédance d’interface 25 restent
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Krylov
avec SRKS . sans SRKS
loadinc. |06 1 1.3 1.5, 1.5
S 48 164 304 445 : 481
K 61 201 351 506 | 548
2S 47 159 280 410 ! 438

[ C |72 212 362 517 561 |

Gains (%)
2Svs. K[ 20 20 20 20 , 20
2Svs. S| 2 3 8 8 ! 9
] 2S vs. C \ 35 25 23 21 22 \

TABLE 3.6 — Poutre multiperforée, couplage avec SRKS : itérations de Krylov
cumulées sur les incréments de chargement

similaires lorsqu’on introduit ce couplage. Pour la poutre bi-matériaux, la réduction
massive d’itérations de Krylov liée a la procédure SRKS ne déteriore pas les perfor-
mances de 2S5, voire méme permet une amélioration des performances de I'expression
N, comparée a la méthode classique (cette derniére souffre en effet sur ce cas-test
d’'une déterioration de ses performances liée au couplage avec SRKS, et les gains de
Iexpression N passent de 16 a 24%). Concernant la poutre multiperforée, au contraire
de la méthode SRKS, I'impédance 2S5 est également performante.

3.5 Enrichissement de 'approximation de rang faible

La partie représentative des interactions courte distance dans I'expression (3.11)
approxime — comme on I’a fait précédemment remarquer — de facon trés grossiere le

)

terme 1:“5‘] 1 introduit a la section précédente. En particulier, la restriction des pseudo-
inverses a des opérateurs diagonaux (ou méme bloc-diagonaux si on avait retenu le
lumping simple (3.2)) conduit probablement a une surestimation de la rigidité des
voisins. Un procédé d’enrichissement de cette approximation a été développé suite a
ces considérations, cependant les résultats ne s’en sont pas ou peu ressentis, ne jus-
tifiant pas le cotit numérique plus élevé de 'impédance d’interface résultante ; aussi,
seule une description succinte en sera donnée dans cette section.
La tentative a consisté en I’'ajout d'un second terme de rang faible a 'approximation
creuse du terme d’interactions proches :
£O) . greigh(D™ L A() A(nTVk@kaT ADPU) = Fﬁﬂlﬁ

Al 7 Tty z

ou la matrice diagonale Oy, et la base orthonormale de vecteurs d’interface V; sont des

-1
approximations des éléments propres de de Sg) . Ces éléments peuvent étre obtenus
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a moindre cott a partir d’'un post-processing du solveur BDD, dans I'esprit des mé-
thodes SRKS [Gosselet et al., 2013] — voir 'annexe A pour une démonstration plus
détaillée.

Ce terme de rang faible peut étre concaténé avec le terme associé aux modes rigides
de la nouvelle expression du parametre Ql? (i.e. 'approximation de IEX, )2 retenue) 2, et
ne modifie ainsi en rien la commodité de la structure additive de (3.11). La figure 3.4
présente une comparaison des spectres (ordonnés par valeur propre croissante) des
trois opérateurs suivants :

o Sfj ), szigh(j ) et Qél )25 , notés S, K et 25 respectivement

(7 — &0 (/) 5
© Qb, ritz = FA,ritz + PA,Z ’ noté R

-10° 108
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s S s S
< K AR i
1.5 S 28 - S QS
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FIGURE 3.4 — Spectres pour une poutre bi-matériau

De maniere générale, le spectre de 'impédance d’interface avec enrichissement du
terme d’interactions proches est plus proche de celui de S que celui de 2S. Cependant,
on a vu a la section de résultats que I'impédance S n’était pas optimale, et de plus les
faibles améliorations des performances de la méthode nous ont conduits a abandonner
cette piste.

2. On retrouve ainsi I’esprit des techniques d’augmentation GenEO
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4 Conclusion

Une nouvelle approximation de I'impédance d’interface a été développée, dans le
contexte des méthodes de sous-structuration et condensation non linéaires avec ap-
proche mixte. L'expression de I'impédance d’interface introduite ici permet de cou-
pler, grace a sa structure additive, les interactions proches et lointaines d'une sous-
structure donnée avec le reste du domaine.

La procédure de construction d’'un tel parametre consiste a évaluer, pour un sous-
domaine donné, le complément de Schur tangent de son complémentaire dans la
structure globale (i.e. la valeur optimale dans un contexte linéaire), initialement la
meilleure valeur analytique que 'on pouvait exprimer pour évaluer I'impédance d’in-
terface dans le contexte non linéaire. Cette évaluation met en jeu un terme de champ
proche, assimilable a la rigidité des sous-domaines voisins, ainsi qu'un terme de champ
lointain, composé de la projection du complément de Schur tangent dans 1’espace gé-
néré par les mouvements de corps rigides d’interface, capturant ainsi les interactions
globales avec la structure éloignée.

L'étude des nombres d’itérations d'un solveur FETI-2LM a permis, dans un cas
linéaire, de comparer les performances de cette impédance avec une valeur classique
en mécanique des structures - i.e. la rigidité de bord des voisins — ainsi qu’avec le
complément de Schur du complémentaire — qui dans ce contexte linéaire est la valeur
optimale, et a été calculée ici spécialement pour les besoins de 1’étude, malgré son
cotut de construction inabordable en pratique dans le contexte parallele. Bien que,
conformément a la théorie, la nouvelle expression de 'impédance d’interface n’ait pas
donné d’aussi bons résultats que la valeur optimale, elle a permis d’atteindre des gains
tres élevés, comparée au choix classique.

La performance de cette nouvelle impédance a également été étudiée dans le cadre
de la méthode mixte de sous-structuration et condensation non linéaires, sur deux
problemes de plasticité. La conclusion principale de cette seconde étude semble étre
que non seulement I'impédance linéaire optimale ne I’est plus du tout dans le contexte
non linéaire, mais de plus la nouvelle expression — dont le cott de calcul est extréme-
ment faible en parallele — permet d’obtenir de meilleurs résultats. Ceci suggere que le
niveau de précision atteint par 'impédance d’interface quant a la représentation de
Ienvironnement d’une sous-structure s’est trouvé accru sur les cas-tests considérés.

Pour terminer, I'étude d’un couplage avec une procédure sélective de réutilisation
des éléments de Ritz, obtenus par un post-processing peu cotiteux du solveur de Kry-
lov, vient confirmer la tendance globale du comportement de I'impédance d’interface
a deux échelles, alors méme que les nombres d’itérations de Krylov sont réduits. Ces
considérations laissent a penser quune implémentation a plus grande échelle pourrait
s’avérer intéressante.
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Chapitre

Préconditionneur non linéaire

Les chapitres précédents ont permis de commencer a répondre a I'un des objectifs
sous-tendant le présent manuscrit : 'amélioration de la robustesse de la méthode de
sous-structuration et condensation non linéaires. Dans la méme optique, le chapitre
a venir se concentre sur ’étape de préconditionnement de ce processus de résolution,
jusqu’a présent impliquée au niveau de la résolution des problemes tangents (linéa-
risés) par une méthode DD. Nous en construirons ici une variante non linéaire qui
permettra, grace a la définition d’'un « meilleur » probleme d’interface non linéaire
condensé, dont 'opérateur tangent sera intrinseéquement bien conditionné, de dimi-
nuer le nombre d’itérations globales nécessaires a convergence — et ainsi les commu-
nications entre processeurs au cours de la résolution (i.e. les itérations du solveur
tangent de Krylov). Le colt de cette décroissance en termes de communications se
comptera, comme précédemment, en opérations locales additionnelles, matérialisées
par des boucles de Newton locales supplémentaires en parallele ; le postulat initial a
Porigine de la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires elle-méme,
selon lequel une diminution des communications au sein d'un solveur paralléle justifie
I’ajout d'un nombre raisonnable d’opérations locales — dans le cas d’'un grand nombre
de sous-domaines, — est ainsi a nouveau sollicité et mis en application.

Ce chapitre a fait 'objet de la rédaction d’un article (en préparation).

1 Introduction

La méthode de sous-structuration et condensation non linéaires est basée sur un
principe simple : dans le cadre d’'un solveur paralléle et d'un probleme découpé en
un grand nombre de sous-domaines, les communications entre processeurs de type
all-to-all sont tres coliteuses; une stratégie visant a les réduire par une augmenta-
tion des opérations locales indépendantes est ainsi a privilégier. Le détail de cette
méthode, donné notamment au chapitre 2, a permis de faire état, par comparaison
avec les méthodes plus classiques dites NKS (voir section 3.1, chapitre 1), de la pos-
sibilité de construire un « meilleur » probleme condensé a l'interface, grace a des ré-
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solutions locales rendues non linéaires, et ainsi de converger en un nombre réduit
d’itérations globales, diminuant de la sorte le nombre d’itérations de Krylov néces-
saires. Laugmentation « raisonnable » du nombre d’itérations locales est considérée,
pour des probléemes de grande taille, comme moins problématique que celle des itéra-
tions tangentes, qui concentrent les plus coliteuses des opértions de communication
du solveur (réductions).

Une stratégie similaire peut étre appliquée a 1’étape du préconditionnement de
la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires. De maniere géné-
rale, que l'on se place dans le cas d’'une étude linéaire ou non linéaire, les solveurs
linéaires/tangents considérés dans notre étude (BDD et FETI) nécessitent ’'emploi
d’un préconditionneur a des fins de régularisation, et d’amélioration de leur extensi-
bilité. Les préconditionneurs les plus classiques font intervenir un assemblage pon-
déré de pseudo-inverses locales, soit de compléments de Schur locaux primaux (resp.
duaux) pour I'approche FETI (resp. BDD) [Klawonn and Widlund, 2001b]. Ces der-
niers sont quasi-optimaux pour un probléme linéaire (ou tangent) donné, dans le sens
ou le conditionnement x de I'opérateur ainsi préconditionné dépend du ratio entre la
taille caractéristique d'un élément / et la taille d'un sous-domaine H, selon une loi de
la forme :

kK=f (log (H/h)z)

Muni de ce préconditionneur dit de Dirichlet (resp. Neumann), la stabilité numérique
de l'algorithme FETI est assurée (bien qu’en pratique son extensibilité parallele dé-
pende également de la capacité a calculer a moindre cott le probléme grossier [Bhard-
waj et al., 1999]). Dans le cas de structures hétérogénes notamment, une pondération
basée sur les matrices de rigidité locales permet de s’affranchir d'un mauvais condi-
tionnement du probleme global — des études plus spécifiques ont été nécessaires pour
traiter des hétérogénéités plus singulieres, des cas incompressibles, des interfaces
tordues ou des sous-domaines élancés [Gosselet et al., 2002, Hauret, 2004, Spillane,
2014, Bovet et al., 2017]... Bien que ce type de préconditionneur soit aisément calcu-
lable durant le processus de résolution linéaire/tangent — en effet, seules des résolu-
tions locales sont requises, ainsi qu'un assemblage, — certaines variantes moins cheres
mais toutefois efficaces peuvent étre utilisées afin d’augmenter I'efficacité en temps de
calcul du solveur, tels que les préconditionneurs lumpés [Farhat, 1994, Farhat et al.,
2000a], ou de maniere plus générale des préconditionneurs dits d’interface [Gander
and Zhang, 2014].

Dans le contexte non linéaire, de méme que les solveurs NKS, la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaires ne tire pas entiérement avantage de la
décomposition de domaine pour traiter la nonlinéarité, en n’appliquant le précondi-
tionnement qu’au niveau du probleme d’interface tangent. En effet, une stratégie de
préconditionnement du probléeme non linéaire d’interface lui-méme est possible — et
sera explicitée dans ce chapitre, — qui par une augmentation des opérations locales de
préconditionnement — alors rendues non linéaires — permettra de diminuer le nombre
de communications nécessaires au sein du processus de résolution. A partir d’'une in-
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terprétation du systéeme linéaire FETI (ou BDD) préconditionné comme un probleme
de point fixe [Rixen and Farhat, 1999], dont le pendant non linéaire peut aisément
étre extrapolé, le probleme non linéaire condensé a 'interface de la méthode de sous-
structuration et condensation non linéaires est régularisé par un préconditionneur
supposé quasi-optimal (dans les cas suffisamment réguliers et homogéenes), permet-
tant de prendre en compte le caractere linéaire ou non linéaire du comportement de
chaque sous-domaine, et ainsi de mieux représenter 1’état de la structure. L'opéra-
teur tangent de ce nouveau probléme d’interface est alors intrinsequement bien condi-
tionné : dans le cadre des méthodes DD de Schwarz, une idée similaire est a 'origine
du préconditionneur ASPIN [Cai and Keyes, 2002], et plus récemment du solveur
RASPEN [Dolean et al., 2016] (voir section 3.2, chapitre 1). Bien que la philosophie du
processus soit ainsi profondément modifiée, la statégie globale de résolution reste tou-
tefois inchangée, exceptées quelques résolutions non linéaires locales additionnelles,
ainsi qu'un assemblage supplémentaire. Tres peu de complications viennent ainsi per-
turber la technicité d'implémentation : un algorithme de Newton est toujours appliqué
au probléeme d’interface non linéaire (préconditionné), tandis que les systéemes tan-
gents ont toujours la forme des problemes FETI. Seule une décroissance des nombres
d’itérations de Newton globales (et ainsi des nombres d’itérations de Krylov, coliteuses
en termes de communications) est a attendre de ces modifications légeres, grace a une
régularisation du probléme au niveau non linéaire, et & une augmentation de la part
des opérations locales dans le processus de résolution.

La premiére section de ce chapitre introduira une interprétation des systéemes
linéaires classiques préconditionnés FETI et BDD en termes d’'un probléeme de re-
cherche de point fixe d'un opérateur que I'on définira. Puis, la version non linéaire de
cette interprétation en sera dérivée, et les modifications apportées a la stratégie de
résolution seront détaillées. Les performances de ce nouveau préconditionneur non li-
néaire seront évaluées sur deux cas-tests numériques : un probléme de diffusion d’eau
dans les sols, ainsi qu'un probleme d’évolution thermique non linéaire.

2 Une version non linéaire des préconditionneurs
FETI/BDD

Cette section a pour objectif de définir et développer une nouvelle technique de
préconditionnement, appliquée au probléeme non linéaire condensé a l'interface, de
sorte que son opérateur tangent soit intrinsequement bien conditionné. Un opérateur
de type point fixe est ici construit a partir du probleme non linéaire d’interface, as-
similable a une version non linéaire du préconditionneur FETI/BDD. Les problemes
tangents sont résolus classiquement par un solveur de Krylov.
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2.1 Caslinéaire : interprétation du systeme préconditionné FETI
(resp. BDD) comme un probléme de recherche de point fixe

L'étude du cas linéaire est intéressante en ce qu’elle inspire fortement la nouvelle
version non linéaire du préconditionnement. Cette section donne la vision « point fixe »
des préconditionneurs FETI et BDD, déja présente dans [Rixen and Farhat, 1999],
et sous-tendant les techniques de construction de champs admissibles en parallele
[Parret-Fréaud et al., 2009, Parret-Fréaud et al., 2016].

2.1.1 Approche duale

On rappelle ici 'expression du probleme FETI projeté et préconditionné par 'opé-
rateur pondéré de Dirichlet (voir section 1.2.6, chapitre 1) :

BOSPB® PIBOFY (B Ap f2,) =0 (4.1)

ext

ou FfI> est 'opérateur discret Neumann-to-Dirichlet affine introduit en (2.12) :

F® (B@TAB; %)= FSB® Ap—b?

ext

avec b? = —t®K®Tf£t = -F®by

et les opérateurs d’assemblage pondéré duaux B¢ sont classiquement définis par (1.23).

Remarque 1 : La stratégie de projection mise en place pour traiter du pro-
bleme de la semi-définition des opérateurs Pf est valable, en mécanique des
structures, sous l’hypothése des petites perturbations. On fera dans la suite
de ce chapitre, de maniére plus générale, I’hypothése suivante sur l'opérateur

> . pour tout sous-domaine Q) non muni de conditions de Dirichlet (i.e.
pour tout sous-domaine « flottant »), il existe une base R() de modes rigides
satisfaisant :

£ (60 + ROBO) = £ (o), v

(s) ®
Vo, eR

b ’ T
R®) figjt) (UZ(JS)) =0

(4.2)

La base R() des modes rigides est directement liée au noyau de lopérateur
tangent :

(s)
(s) _ 9 fint
f ou(s)
La condition (4.2) est équivalente a ’hypotheése des petites déformations en
mécanique des structures.

RG) = Ker (Kt(s)) , avec K
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On justifie en général I'expression (4.1) par la qualité de 'approximation de I'opéra-
teur FETI (BePfB@T) obtenue par 'assemblage pondéré des pseudo-inverses locales

(Ee S?EQT>, cependant une autre interprétation peut étre exhibée. On notera dans la

suite u;f le vecteur des déplacements d’interface solution des équilibres locaux :

ud = FP (B® Ag; f2,) + RS a®

ext
ou a(®) est un vecteur de taille d(*), avec d() le nombre de modes rigides d’un sous-
domaine donné Q). On peut construire, & partir de ce déplacement a priori non
continu aux interfaces, une quantitée continue en lui soustrayant sa discontinuité
pondérée :

ﬁl? = ul? - B® B @uzb
~—— —
continu discontinuité
d’interface

En effet, on a :
~ T
BaY = [B® - BB B |uf

donc par (1.24) on trouve B@ﬁg> =0.

La réaction nodale solution d’'un équilibre local a conditions aux limites de type

Dirichlet ayant pour valeur 7 sera notée A" :

A<l> S<]> (ub 'fext) <I> - b??>

ot S est Popérateur discret linéaire Dirichlet-to-Neumann défini en (2.7) et by le
second membre primal condensé On rappelle 'expression du second membre dual

condensé : b¥ = -t¢ (K £o = = —F®b, (voir section 1.2.3, chap. 1).

Remarque 2 : On a légalité :
PIBOF® (B® Aw; f2,) = BOF® (B Ap; £3,) + BORS a® (4.3)

En effet, la contribution «® du déplacement dans Uespace généré par les modes
rigides peut étre déterminée par une considération physique de minimisation
du saut de déplacement d’interface :

a® = argmin|B®u| g
RZS d(s)

ot Q est SPD (voir section 1.2.7, chap. 1). En notant gp = B@Pﬁ (B@T/\B;f;gt),
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ona:
”BG <I>HQ (Be <I>) QB6u<I>
GG ext)+R§oc<I>) B® QB® (F? (B Ag £2,) + Ry a®)

(gB +o® GET;) Q(gp +Gpa®)

D’ou
) -1
- (IB®u7llo) = 2G5Qgp + 2G5 QGpa® = Gpa® = - (G5QGs) ~ G5Qgs
O
Par la propriété (4.3) on a finalement la relation :
- [1-B°"PIB|F® (B Ag; £2,) + RO a®
v R (B A0 f5) s

= S®ub S®[I B® PTB@]FQ> (Be AB’fext)

De méme que précédemment, la réaction nodale )A\Z]> n’étant pas a priori équilibrée
d’un sous-domaine a I'autre, grace aux propriétés (1.24) une quantité équilibrée peut
étre obtenue par soustraction du déséquilibre pondéré :

A0 _ 30 _ FoT 030
AP = A0 - A9 AC A

A convergence, on a :

BOud =0 =AY = 5 (uf + RYa®; £3,) = Su b = ST (ES B A~ b3 +RYa®)-b)
~——
e
=B Ap

D’ou on tire la relation a convergence :
AO - [1 A® A@] B Ag = B® A
On note H<]> lopérateur linéaire défini par :
HZ d (B AB; ext) jl?
=[1- A% a®|sp ([1-B PEBO|F® (B® A £2): £2)

Pour des raisons de clarté d’écriture, la dépendance de H”, aux efforts extérieurs f,
sera rendue implicite dans la suite de ce paragraphe. Le probleme d’interface dual
linéaire devient :

HE, (B@TAB) - B®' A (4.5)
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On a ainsi défini un probléme de recherche de point fixe a partir du probleme d’inter-
face dual. L'équivalence avec le probléme préconditionné classique peut étre aisément
montrée. En effet, en considérant les propriétés satisfaites par les opérateurs d’as-
semblage pondéré (1.24) et (1.28), et en notant classiquement Ag = A, + PgAg ol Ap, et
Pg sont définis en (1.32), on a :

[H2,- 1] (B As) = BS' [B® (5§ [1-B® PLB®|(FSB® Ap—b3) - bF) - As

oTpocopel prpe [ropo’ ® (4.6)

- -B® B®SPB® P{B®|FSB (Ap, + Pslg) - b? |
Le probléme ainsi construit n’est autre que la contribution locale sur chaque sous-
domaine du probleme d’interface global FETI préconditionné (4.1). Enfin, les relations

(1.24) satisfaites par les opérateurs d’assemblage B¢ et Bo' permettent d’assurer :
Vx® eR®, B BOx® =0 = BOBO BOx? = 0= BOx?

Soit encore : .
Ker(Be )nRange (B®) = {0} 4.7

Cette propriété permet de s’affranchir du facteur B¢ dans I’équation (4.6) afin de
recouvrer la forme classique d’interface du probleme FETI.

Remarque 3 : Lopérateur H;}> , défini ci-dessus n’est pas contractant. En ef-
fet, on peut montrer que la plus petite valeur propre o,,;, de l'opérateur FETI
préconditionné projeté vérifie 0y, > 1 [Toselli and Widlund, 2005] : un algo-
rithme de point fixe appliqué au systéeme (4.5) ne pourrait ainsi pas converger,
un algorithme de type Krylov doit étre utilisé. Méme dans le cas contraire,
la rapidité de convergence des algorithmes de Krylov inciterait tout de méme
a utiliser la formulation (4.1); linterprétation en termes de point fixe n’est
donnée ici qu’a titre de prélude au préconditionneur non linéaire.

2.1.2 Approche primale

Une méthode similaire permet de créer un probléme d’interface primal de type
point fixe bien conditionné. On définit ﬁl? un déplacement d’interface continu par :

A pol ol pT .. :
P = [1-B® BO|EP ([1- A% PRA®|SP (A% ua; £2,); £2)
et on note Hf>p Popérateur linéaire défini par :

> ol 0\ AD
Hl,p(A Up; ext)_ub

- 4°" A%F? ([1- A°TPJA] s, (A% uai £2,):£2,)
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Comme précédemment, on négligera de rappeler la dépendance de Hl@p aux efforts

q> .
ot dans la suite.

Le probleme classique d’interface primal AeSl<D (AeTu A ff;t) = 0 est alors équi-

extérieurs

valent a la recherche de point fixe de 'opérateur pr :
T T
Hl?p (AG MA) = A@ Uua

De plus, on a équivalence entre le probleme de recherche de point fixe et le probléme
BDD classiquement préconditionné :

ACFSAS PIA®SY (A% up; £2,) =0 (4.8)

En effet, d’apres les propriétés (1.24) et (1.28) vérifiées par les opérateurs d’assem-
blage pondéré, on a :

[pr - 1] (A@TuA) - A@TA@(Fﬁ> [1 - A@TPA?A@] (S?A@TuA - bff) - ¢ )
e
-FOBY

PN (4.8)
Ker(AeT):{O}

2.2 Préconditionneur non linéaire

La stratégie mise en place dans le cas linéaire peut étre généralisée au cas non
linéaire : la construction d’'un probléme de recherche de point fixe non linéaire per-
met d’obtenir un systeme condensé a l'interface dont 'opérateur tangent est intrin-
sequement bien conditionné. L'approche duale sera détaillée, on verra que I'approche
primale quant a elle est difficilement exploitable dans un contexte ou la présence de
modes rigides imposerait une profonde modification de la stratégie.

2.2.1 Approche duale

Construction d’'un nouveau probléme non linéaire condensé a I’interface De
méme que précédemment, a partir des solutions ”ZD des équilibres locaux non li-
néaires, on peut construire un déplacement continu aux interfaces :

2P = [1-B® BO|up = [1- B PLBO|FS (BO Ap; £2,) + R (4.9)

La réaction nodale A = S% (2%; £2,) solution d’équilibres locaux non linéaires & condi-

tions de Dirichlet continues ﬁff imposées peut également étre équilibrée :

Ap =[1-A°"a®]Ap = [1- A% A%, (0P 12,)
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La dépendance des opérateurs F et S au chargement extérieur £, sera 4 nou-
veau considérée de facon implicite dans la suite, afin de ne pas surcharger les nota-
tions. A convergence, on a :

> _ A0 _ jol > (po T S
BouP =0 = AP = [1- A% A®|S% (FS (BS Ap) + RYa®)
L'hypothese (4.2) faite sur I'opérateur fl.fft entraine la propriété suivante :

46

(s)
Vo e RZ:™M, VB0 e R4, 5 (vP 4+ REBY) = ST (v]) (4.10)

On a alors a convergence :
A — ge'a
b~ B

Ainsi, en définissant 'opérateur Hﬁ; ; tel que :
> )2 30
an,d (Be /\B) = A
=% BesS ([1-B* PIBO| S (B As))
et en prenant en compte les propriétés (1.24), (1.28), on a I'implication :
Tpord (o', = ® o'y Y _po'
PFBOFS (BS Ap) =0 = HY, ,(B® Ap) = B® Ap (4.11)

Ce nouveau probléme condensé a l'interface est dit préconditionné non linéairement;
on verra en effet dans la suite que le conditionnement de 'opérateur tangent résultant
est proche de 1.

Remarque 4 : La condition d’admissibilité portant sur la réaction nodale
d’interface Ag n’est pas modifiée par l'introduction du préconditionneur non
linéaire : . . -
ST b _ S <o S RO _
RO f2 =0 RS (f2,++% BS Ag)=0
La stratégie de projection classiquement définie précédemment (voir sections
1.2.7, chap. 1 et 3.1.2, chap. 2) pour traiter les modes rigides peut donc étre

T
utilisée : on définit un projecteur constant Pg sur Ker (Rl? B@T) et A\g comme :

ABE ABO +PBAB

——
T
eVect(Rl? BeT)
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Remarque 5 : La stratégie de préconditionnement non linéaire est moins évi-
dente avec une approche en déplacement. En effet, la présence de modes ri-
gides au sein des sous-structures implique alors la vérification par l'inconnue
d’interface u, d’une condition d’optimalité non linéaire :

~ T
RLA®SS (Ae uA) -0 (4.12)

Tandis que dans le cas d’un préconditionnement linéaire, l’espace de recherche
des solutions défini par la condition d’optimalité est un espace vectoriel (voir
section 1.2.7, chap. 1), l'espace défini par (4.12) est une variété. Une stratégie
de minimisation sous contraintes non linéaires serait envisageable, cependant
la complexité supplémentaire engendrée par un espace de recherche non vec-
toriel nous a incités a abandonner 'analyse de la méthode dans le cas primal.
Dans [Klawonn et al., 2017], la résolution de problémes grossiers non linéaires
est impliquée dans la formulation du solveur NL-FETIDP2. Néanmoins, leur
structure semble plus simple, en particulier une résolution inexacte est com-
patible avec la convergence de la méthode.

2.2.2 Opérateur tangent

Calcul de l'opérateur tangent Une preuve de la pertinence de I'introduction du
nouveau probleme non linéaire condensé a l'interface (4.11) peut étre trouvée en la
qualité du conditionnement de 'opérateur tangent obtenu. En effet, une stratégie de
résolution basée sur un algorithme de Newton inexact, dont le résidu serait évalué par
des résolutions locales non linéaires, et le probleme tangent résolu par une méthode
DD, est toujours envisageable dans le cas de 'approche duale. Le calcul de 'opérateur
tangent est alors particulierement aisé. En notant classiquement :

AB = ABO + PBAB = dAB = PBdAB

avec le projecteur Pp et l'initialisation Ap, définis en (1.32), on a par dérivation compo-
sée :

8[H<]> - 1] (B@TAB)

_ nl,d _po' (goge o’ pTpo | poge’

S = T - B (BOSy [1-BS P{BS|FPBS ~1)Pp

Lopérateur tangent F;* est calculé a partir de la condensation des matrices tangentes

locales au point )\lf> = BQT)\B, tandis que S? est calculé a partir des matrices tangentes
locales au point 4" = [I - B@Tpg B@] F¢ (B@T)\B). Lutilisation d’une stratégie de New-
ton modifié ou Pf et S? sont extraits des mémes matrices locales tangentes permet de

retrouver la propriété S? = 1—“t® T, et la simplification suivante peut étre effectuée :

H® =-B®' (B®SPB® PIBCF B Py)

7
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On reconnait la contribution locale de l'opérateur classique linéaire FETI projeté
et préconditionné (voir section 1.2.7, chap. 1), assurant un conditionnement quasi-
optimal du probléme tangent. La ki¢me ijtération dun algorithme de Newton,
Ap, = Apy + PpAg,, appliqué au probleme préconditionné non linéairement est ainsi
constituée des étapes :

S _ > of
{Ht,d dAp =~ [an,d - I] (B ABk) (4.13)
ABkH = ABk + PBdAB

Le facteur B®' des membres de gauche et de droite du probleme tangent peut, de
méme que dans le cas linéaire de la section précédente, étre simplifié grace a la pro-
priété (4.7) afin de retrouver une formulation définie sur l'interface duale globale pour
le probléme tangent :

BOSPB® PIBOFSB® Pyd)y = BSS ([1-BS PEBC|FS (B Ap,)) - Ap, =0

On note Fz! = BQS?BQT et Fg = BeFt@BeT. On définit pour la suite de ce chapitre
Popérateur tangent sur I'interface globale :

g1, = F3'PEFpPp
et le résidu d’interface global préconditionné non linéairement :

b 1 =655 (182157 () 2

Implémentation : probleme tangent Le schéma de résolution FETI précondi-
tionné projeté linéaire se base de maniere classique sur 'utilisation d'un algorithme
de Gradient Conjugué avec préconditionneur (GCP), dont la forme générale est donnée
a l’algorithme 12 pour la résolution du probléme linéaire type :

M 'Mx=M"1b
Linitialisation de I'algorithme GCP est réalisée en deux étapes :

(i) a partir d’'une initialisation de I'inconnue x(, le calcul du résidu non précondi-
tionné ry = Mxy — b est effectué

(ii) on calcule le résidu préconditionné zy = A-1rg

Les deux grandeurs 7, et z; sont ensuite utilisées distinctement au cours de 1’algo-
rithme, qui suppose donc la connaissance de rj et zy a I'initialisation. Dans le cas du
probleme tangent au systéme préconditionné non linéairement (4.13), on résout une
équation linéaire de la forme :

M 'Mx = Enl
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ou b, = ¢p(Ap) représente le résidu d’interface préconditionné non linéairement.
La stratégie de Gradient Conjugué préconditionné n’est donc pas applicable dans ce
contexte, puisque la donnée du second membre non préconditionné b n’est pas ac-
cessible. Toutefois, une stratégie de résolution passant par un algorithme de Krylov
(non préconditionné) dont 'opérateur serait défini comme 'opérateur tangent précon-
ditionné M~1M = ¢, est envisageable, pour une vitesse de convergence équivalente.
Le probleme ainsi défini ayant perdu la propriété de symétrie nécessaire a la bonne
convergence du Gradient Conjugué, un algorithme adapté doit étre utilisé (GMRES
ou Orthodir [Saad, 2003] par exemple), sans perte de performance.

Algorithm 12 Preconditioned Conjugate Gradient

Solve preconditioned linear system M-1Mx = M-1b :

initialization : iterate x(, threshold ¢, k =0
compute residual ry = b - Mx
precondition residual zy = M~1r
set search direction wg = z,
while /27, > ¢ do
compute py = Mry
compute g = pi wy
2] 1y
compute parameter o« = ——

Sk

actualize residual 7y, = 1 — apy

and iterate x,q = x; + qwy
compute preconditioned residual zj,1 = M~1r,q
set new search direction wy,q = zj41
complete reorthogonalization :
foric{l,...,k-1} do

T
W 1Pi
compute [3; = 1T
1
actualize new search direction wy,; —= f3; * w;
k+=1

2.2.3 Equivalence des problemes d’interface non linéaires classique et non
linéairement préconditionné

On considere dans cette section la question de I’équivalence entre les systemes :
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(1) non linéairement condensé :
PIBSFY (B@TAB) -0 (4.14)
(i1) non linéairement condensé et préconditionné :

B BesS ([1-BS PIBO|FS (B As) +RSa®) =B A (4.15)

Le résidu non linéairement préconditionné du probleme (4.15) n’est autre que la
contribution locale de 5. On notera également dans la suite :

o5 (B@TAB) - PIB®FY (B@TAB)

le résidu d’interface condensé non linéairement et projeté.
On cherche a prouver ici 'équivalence des systemes :

B®' g5 (Ap) =0 < gp (BQTAB) =0

(<) Limplication gp (BQTAB) =0= BeTg”B (Ag) = 0 est triviale (par construction de
$B).

(=) Limplication BeTg”B (Agp) =0=g3p (BQTAB) = 0 peut étre prouvée au moins loca-
lement (dans un voisinage de la solution). En effet, en notant :

u? = F% (B4 Ap)

et en considérant la propriété (4.10) (vérifiée par hypothese), le probleme précondi-
tionné non linéairement BS" 3B (Ap) = 0 peut étre reformulé :

Thocd (,0_pol pTpo, &) _ cd (,,
B BeSS (uf - BS PIBOu ) = 5% (u)
D’apres les relations (1.24), on a alors :
B® ¢5(Ag) =0= B® (S;Dl (ul? - BeTpréul?) 59 (u§>)) -0 (4.16)

Afin de prouver le résultat localement, on considere un voisinage V), (}\Bsol) de la
solution Ap_, du probléme g (BQTAB) = 0, a I'intérieur duquel la quantité gp (BQT/\B>

3

est arbitrairement petite, ou de fagon équivalente, un voisinage V, (ub l
S0

uy _ du probleme PIB®u® = 0. A Tintérieur de ce voisinage, on a :
SO

) de la solution

vud eV, (uf ), BSPB® PIBOug +o(B® PIBOud)=0
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ol Sy est la jacobienne de S% (1) calculée au point u” €V, (”W ) : S =
v sol

Le résultat final découle des propriétés de symétrie, définition et positivité satis-
faites par la matrice (Be S?BQT), assurant 'implication :

T T
VAB, € Va(As,,), B® 88(Ap,) =0 = Pl B® ul =0 < gg(B® Ap,)=0
~——

Ff;(BeTABv)

2.2.4 Une stratégie de résolution basée sur un algorithme de Newton-Raphson

La stratégie définie pour la méthode de sous-structuration et condensation non
linéaires est applicable a la résolution du probleme d’interface préconditionné non
linéairement :

3p(Ag) =0 4.17)

avec quelques modifications mineures. De méme que dans le cas linéaire, 'opérateur
H;?z, ; Wétant pas contractant, un solveur de type point fixe n’est pas envisageable;
tandis que rien ne s’oppose a I'utilisation d’'un algorithme de Newton. Apres I'initiali-
sation classique :

As, = -QGs (GIQGy) ' GIf2

ext

I’algorithme de Newton appliqué au probléeme d’interface global devient :

S5 dAp = $B
AB += PBdAB
et les problemes tangents ont la forme exacte de systemes FETI.

La procédure de résolution, a laquelle on se référera par la suite en tant que FETI-
precNL, fait ainsi intervenir trois étapes principales :

(1) Construire le résidu d’interface non linéaire :
2 , 1 < g e . . T
(a) Résoudre les équilibres locaux a conditions aux limites de Neumann B¢ Ap
et assembler le résidu d’interface dual

(b) Construire un déplacement d’interface continu d’apres (4.9), résoudre les
équilibres locaux a conditions aux limites de Dirichet imposées ﬁf, assem-
bler et pondérer le résidu pour obtenir ¢p. Vérifier le critere de convergence.

(i) Appliquer un algorithme de Newton global pour résoudre le probleme (4.17),
condensé a l'interface duale et préconditionné non linéairement.

(iii) Résoudre les problemes tangents linéarisés associés par un solveur de Krylov
adapté aux systémes non symétriques.
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3 Résultats

Deux cas-tests numériques sont présentés dans cette section, afin de juger de Ieffi-
cacité de la procédure de préconditionnement non linéaire introduite dans le chapitre
en cours. Le premier met en jeu ’équation de Richards régissant les phénomeénes de
diffusion dans un milieu poreux au cours du temps; le second traite de 1’évolution
thermique non linéaire d'un domaine en régime permanent.

Les résultats numériques ont été obtenus grace au logiciel FEniCS [Logg et al.,
2012], interfacé par un code Python.

3.1 Diffusion d’eau dans une colonne de sol

Le premier cas-test s’inspire fortement du probleme standard dit de Polmann [Ce-
lia et al., 1990, Sochala, 2008] : on étudie un phénomene de diffusion d’eau dans une
colonne de sol, dans deux directions (voir figure 4.1a). Les parametres géométriques
du probleme sont donnés dans le tableau 4.1. Le champ de pression initial est défini
comme spatialement homogene :

h(x,t < 0) = hDO

Au temps t = 0, une pression h = hp, est imposée sur le bord défini par y = L, et
h = hp, sur le bord défini par (x =0, y € [3L/8;L/2]). On impose également une condi-
tion d'imperméabilité (flux normal nul) sur les parois verticales restantes. Les para-
metres du chargement sont donnés dans le tableau 4.1.

Geometrical parameters
L 1
W 0.2
Van Genuchten parameters
0, 0.368
0 0.102
K, 9.22x10°°
n 2
m 0.5
Load parameters
hp, -10
hp, -1.5
hp, -1.5

TABLE 4.1 — Parametres géométriques, de Van Genuchten et de chargement : colonne
de sol
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Yy
h=hp,
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! \ f.21598
| | -1.500e+00
: : E
| 1
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I I -
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I 1
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I | €T
h = hp,
(a) Colonne de sol (b) Colonne de sol avec

diffusion d’eau a t = 1000

FIGURE 4.1 — Equation de Richards : colonne de sol avec diffusion d’eau dans deux
directions

L'équation de Richards, modélisant les phénomeénes de diffusion d’eau dans les
milieux poreux, est considérée ici sous sa formulation classique :

Trouver un champ de pression scalaire h(x,t) tel que :
00 (h
%—V.(K(h)v(h—z))

o 0(h) est la teneur en eau volumique :
0(h)=06,+(0s-6,)S (h)

avec 0,, O les teneurs en eau résiduelle et a saturation, et S le degré de satura-
tion.
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o K(h) est la conductivité hydraulique du sol :
avec K, K, les conductivités intrinseque et relative du sol.

Le modeéle de Van Genuchten est utilisé pour le degré de saturation et la conductivité

relative :
S(h)=(1+eln™)™

Ky () = (1= (el (14 Celh)") ™) (5 ()2

Les parametres matériau sont donnés dans le tableau 4.1.

Remarque 6 : La sous-structuration du probleme global défini par la discréti-
sation de la formulation faible de I’équation de Richards ne fait pas intervenir
de modes rigides au sein des sous-structures. La section suivante présentera
les résultats de l'approche préconditionnée non linéairement pour un cas de
thermique non linéaire ot chaque opérateur local tangent peut admettre un
noyau de dimension ny,, = 1.

L'intégration temporelle est réalisée au niveau discret par un schéma implicite
d’Euler. Le pas de temps est fixé a At = 20. La discrétisation spatiale fait intervenir
5244 noeuds (ou degrés de liberté sur ce probleme scalaire), et la sous-structuration
en 16 sous-domaines 333 nceuds d’interface (voir figure 4.1a).

La précision relative de chaque solveur est fixée a ¢,,; = 1079, et la précision absolue
a Eabs = 10_20.

Les trois méthodes suivantes sont comparées :

- méthode de sous-structuration et condensation non linéaires avec approche pri-
male, a laquelle on se référera dans la suite en termes de méthode BDD-NL

- méthode de sous-structuration et condensation non linéaires avec approche duale,
a laquelle on se référera dans la suite en termes de méthode FETI-NL

- méthode FETI-precNL

La comparaison est effectuée sur les nombres d’itérations des trois solveurs imbriqués
au sein du processus de résolution de chaque méthode : les nombres d’itérations du
solveur de Newton global (cumulées sur les pas de temps), les nombres d’itérations
de Krylov (cumulées sur les itérations de Newton globales et sur les pas de temps),
et les itérations de Newton locales (ces dernieres étant effectuées en parallele sur
différents processeurs, a chaque boucle de Newton globale, seul le maximum — sur les
sous-domaines — du nombre d’itérations locales est retenu; cette valeur est ensuite
cumulée sur les itérations de Newton globales et les pas de temps)
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Les résultats sont donnés dans les tableaux 4.2, 4.3 et 4.4, en termes de nombres
d’itérations de Newton globales, de Krylov et de Newton locales respectivement. La
figure 4.1b présente I'état de la colonne de sol au temps t = 1000.

Sur ce probléme en particulier, les performances des méthodes BDD-NL et FETI-
NL sont tres proches (voir les tableaux 4.2 et 4.3) : au dernier pas de temps, un total de
1535 itérations cumulées de Krylov est effectué pour les deux approches, tandis que
les nombres d’itérations cumulées de Newton globales atteignent 311 et 325 pour les
approches primale et duale respectivement. L'approche primale présente cependant
un cout inférieur, en termes d’itérations cumulées de Newton locales, a I'approche
duale : au dernier pas de temps, seules 2559 itérations cumulées locales sont néces-
saires, contre 3173 pour 'approche duale (voir tableau 4.4).

Il apparait également clairement dans les tableaux 4.2 et 4.3 que la méthode FETI-
precNL est sur ce cas-test bien plus performante que les solveurs BDD-NL et FETI-
NL. Un total de 179 itérations de Newton globales seulement est cumulé au dernier
pas de temps avec la méthode FETI-precNL, qui totalise également 835 itérations de
Krylov seulement au méme instant. Les gains correspondants, en termes de nombres
d’itérations cumulées de Newton globales, comparés a ceux du solveur BDD-NL (resp.
FETI-NL), sont compris entre 42 et 57% (resp. 45 et 62%) tout au long de la résolution.
En termes d’itérations cumulées de Krylov, les gains sont compris entre 46 et 59%
(resp. 46 et 62%). Ces gains varient en fonction du temps : apreés avoir rapidement
atteint un maximum, ils décroissent ensuite lentement au cours de la résolution. En
effet, I'importance du gain dépend fortement de 'intensité de la non linéarité a traiter
au cours du pas de temps. Cette derniere diminuant au cours de I'avancée du front
d’eau dans la colonne, le gain décroit en conséquence car les pas de temps sont gardés
constants.

Le cotit du préconditionneur non linéaire, i.e. les itérations locales non linéaires pa-
ralleles additionnelles, est évalué dans le tableau 4.4 par les ratios des nombres d’ité-
rations de Newton locales pour le solveur FETI-precNL, divisés par ceux des autres
méthodes : un maximum de 1.41 est atteint a la fin de la résolution pour le ratio avec
la méthode BDD-NL (1.14 pour la méthode FETI-NL). Ce léger surcoit devrait étre
largement compensé par la décroissance d’environ 50% en nombres d’itérations cu-
mulées de Krylov (représentatives des communications entre processeurs au cours du
processus de résolution).

Remarque 7 : La remarque du chapitre précédent (section 1) sur la taille des
cas-tests présentés dans ce manuscrit est également & appliquer aux résultats
de ce chapitre.

Une comparaison avec le processus de résolution classique — voir section 2, chap. 2
— est également présentée, pour un algorithme NKS avec solveur tangent BDD. Les ré-
sultats sont donnés dans le tableau 4.5 pour les trois algorithmes imbriqués (Newton
global, Krylov et Newton locaux). Pour chaque pas de temps, les nombres d’itérations
de Newton locales sont égaux, pour la méthode classique NKS, au nombre d’itérations
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# d’itérations cumulées de Newton globales

Gains FETI-precNL (%)

Temps | BDD-NL ‘ FETI-NL ‘ FETI-precNL | o0 TR TN
20 g | 9 | 4 50 : 56
40 6 17 7 56 | 59
60 25 1 27 | 11 56 i 59
80 35 . 39 15 57 | 62
100 45 | 51 20 56 l 61
200 83 ' 94 42 49 | 55
300 115 ' 129 | 58 50 | 55
400 147 159 73 50 i 54
500 174 184 88 49 | 52
600 201 , 211 | 103 49 l 51
700 231 | 241 ! 121 48 | 50
800 261 ' 271 141 46 | 48
900 286 ' 300 161 44 | 46

1000 311 . 325 179 42 | 45
TABLE 4.2 — Equation de Richards - itérations globales
| # d’itérations cumulées de Krylov

Temps | BDD-NL | FETI-NL | FETI-precNL Vfgﬁ%ﬁg Igrse‘%%q&
20 32 | 37 | 16 50 { 57
40 64 ' 69 29 55 | 58
60 107 114 47 56 i 59
80 157 169 65 59 | 62
100 207 . 225 89 57 l 60
200 397 ' 417 189 52 | 55
300 557 | 569 263 53 | 54
400 715 1 714 338 53 i 53
500 80 1 839 | 413 51 | 51
600 985 | 974 | 488 50 l 50
700 1135 ' 1123 | 573 50 | 49
800 1285 | 1269 663 48 | 48
900 1410 ' 1410 753 47 i 47

1000 1535 1 1535 835 46 | 46

TABLE 4.3 — Equation de Richards - itérations de Krylov
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] # d’1terat10ns cumulées de Newton locales \

Temps | BDD-NL | FETI-NL | FETI-precNL — gath)"Sl\fLETsluﬁ_r;ﬁ]f NI
20 994 ; 249 ; 241 1,08 | 0,97
40 366 ' 393 364 0,99 | 0,93
60 477 1 529 485 1,02 | 0,92
80 595 | 714 618 1,04 0,87
100 700 | 899 769 1,10 l 0,86
200 1085 | 1429 | 1354 1,25 | 0,95
300 1359 | 1783 1706 1,26 | 0,96
400 1576 1 2020 1981 1,26 | 0,98
500 1763 1 2211 2956 1,28 | 1,02
600 1939 | 2402 | 2505 1,29 l 1,04
700 2113 | 2604 2779 1,32 | 1,07
800 2283 | 2815 3079 1,35 i 1,09
900 2423 1 3011 3366 1,39 | 1,12

1000 | 2559 1 3173 3608 1,41 | 1,14

TABLE 4.4 — Equation de Richards - itérations locales

de Newton globales, plus une itération correspondant a I'initialisation du solveur glo-
bal. Les gains sont compris, pour les itérations cumulées de Newton globales et du
solveur de Krylov, entre 51 et 82% au cours de la résolution. Le ratio des itérations
cumulées de Newton locales est proche de 10 au début de la résolution, puis décroit
lentement jusqu’a atteindre 8.63 : un coit que 'on espére largement compensé par le
gain en itérations de Krylov (et donc en communications entre processeurs).

3.2 Thermique non linéaire

Un second cas-test numérique traite de I'évolution thermique non linéaire d’'un
domaine Q, décrite par I'’équation aux dérivées partielles classique :

Yool = V. (=K(T)VT) =0
avec T la température, r,, une source volumique de chaleur, et K(T) la conductivité
thermique : la non linéarité provient de la dépendance de K a la température T. Afin de
réutiliser le code déja mis en place pour I'équation de Richards, tout en s’approchant

de I’élasticité HPP, qui vérifie (4.10) et dont 'opérateur tangent a un noyau constant,
on choisit 'expression suivante pour la conductivité :

K(T)=(1+VT.vT)"
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# d’itérations cumulées de Newton globales
Temps | NKS | FETI-precNL | Gains FETI-precNL (%)

20 21 | 4 81
100 72 20 72
200 | 117 42 64
400 189 | 73 61
700 | 279 | 121 57
1000 | 368 179 51

# d’itérations cumulées de Krylov
Temps | NKS | FETI-precNL | Gains FETI-precNL (%)

20 84 | 16 81
100 | 321 | 89 72
200 | 546 189 65
400 | 906 | 338 63
700 | 1356 | 573 58
1000 | 1801 ! 835 54

# d’itérations cumulées de Newton locales

Temps | NKS | FETI-precNL Ratio FETI-precNL

sur NKS
20 22 | 241 10.95
100 | 77 769 9.99
200 | 127 | 1354 10.66
400 | 209 ' 1981 9.48
700 | 314 2779 8.85
1000 | 418 | 3608 8.63

TABLE 4.5 — Equation de Richards - Comparaison avec la méthode NKS

au lieu des expressions plus classiques en thermique non linéaire (lois de type affine
ou puissance) :

K(T)=1+aT ou K(T)=(1+T)* (4.18)

Le domaine Q est rectangulaire et soumis a des conditions aux limites de Dirichlet
(voir figure 4.2). Les parametres géométriques et de chargement sont donnés dans
le tableau 4.6. Différents niveaux de non linéarité sont considérés, via une varia-
tion incrémentale du parametre «, dont on fixera les bornes maximale et minimale a
&pin = 0 (comportement de thermique linéaire) et o, = 0.8 respectivement.

La discrétisation spatiale fait intervenir 5244 nceuds (ou degrés de liberté sur ce
probleme scalaire). La discrétisation en 16 sous-domaines implique 333 nceuds d’in-
terface (voir figure 4.2).

La comparaison entre les solveurs BDD-NL, FETI-NL et FETI-precNL est effec-
tuée a partir des nombres d’itérations des différents solveurs imbriqués au cours du
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processus de résolution : itérations de Newton globales (pour chaque valeur du para-
metre «), itérations de Krylov (cumulées sur les boucles de Newton globales) et itéra-
tions de Newton locales (cumulées sur les boucles de Newton globales). Les résultats
sont donnés dans les tableaux 4.7 et 4.8. La figure 4.3 représente le domaine Q) pour
X = Kmax.

u=upo(r) f—t-----F----- A S L S S u=up1 (z)

FIGURE 4.2 — Probleme de thermique non linéaire

Parametres géométriques
H 1
w 0.2

Parametres matériau
lod \ €{0,0.2,0.4,0.6,0.8}
Parametres de chargement

uDl(x) 10x+2
uDz(x) -10x+4
Tvol 0

TABLE 4.6 — Parametres géométriques, matériau et de chargement : évolution
thermique non linéaire

Une premieére observation peut étre faite en comparant les solveurs BDD-NL et
FETI-NL uniquement : sur ce cas-test en particulier, la méthode primale est plus
performante que 'approche duale. En effet, excepté le cas o = a;4x, les nombres d’ité-
rations de Krylov nécessaires a convergence sont en moyenne inférieurs de 20%. Pour
a = 0.8, les deux méthodes sont équivalentes.

En dépit de 'avantage de la méthode primale, qui semble prévaloir pour ce com-
portement précis, le solveur FETI-precNL, basé sur une approche duale, permet une
convergence plus rapide que celle des solveurs BDD-NL et FETI-NL. Les gains, en
termes de nombres d’itérations de Newton globales, sont compris entre 25 et 40%,
dépendemment de l'intensité de la non linéarité (i.e. du parametre «) au sein des
sous-domaines. En termes de nombres d’itérations de Krylov, les gains varient de 13
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f_5051
4,000e+00

35

2.000e+00

FIGURE 4.3 — Nonlinear thermal problem : « = 0.8

\ # d’itérations de Newton globales \

Gains FETI-precNL (%)
vs. BDD-NL | vs. FETI-NL

a« | BDD-NL , FETI-NL , FETI-precNL

0 1 | 1 | 1 0 } 0
0.2 3 4 3 0 | 25
0.4 4 | 5 3 25 l 40
0.6 4 ' 5 3 25 | 40
0.8 5 1 6 3 40 | 40

\ # d’itérations cumulées de Krylov \

Gains FETI-precNL (%)
vs. BDD-NL | vs. FETI-NL

« | BDD-NL | FETL-NL | FETI-precNL
|

0 § 8 8 0 | 0
0.2 24 . 32 25 4 | 22
0.4 32 | 39 | 28 13 l 28
0.6 34 ' 40 28 18 | 30
0.8 43 1 40 28 35 | 30

TABLE 4.7 — Evolution thermique non linéaire : itérations de Newton globales et du
solveur de Krylov

a 35%, tandis que le colit du préconditionneur non linéaire n’excéde pas un facteur 3
sur les nombres d’itérations locales.
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] # d’itérations de Newton locales \

{ \ Ratios FETI-precNL (%)
« | BDD-NL | FETI-NL | FETI-precNL || o i T
1 | 1 | 3 3.0 } 3.0
0.2 70 11 19 2.71 | 1.73
0.4 0 | 12 22 2.20 l 1.83
0.6 1 16 26 2.36 | 1.63
0.8 12 17 32 2.67 | 1.88

TABLE 4.8 — Evolution thermique non linéaire : itérations locales

4 Conclusion

Ce chapitre investigue une nouvelle technique de préconditionnement pour le sol-
veur FETI, dans le contexte de la méthode de sous-structuration et condensation non
linéaires avec approche duale (ou solveur FETI-NL). Une version non linéaire du pré-
conditionneur classique de Dirichlet pondéré est construite sous la forme d’un sys-
teme de recherche de point fixe condensé a l'interface, remplacant le probléeme d’in-
terface non linéaire classiquement condensé de la méthode FETI-NL. Un algorithme
de Newton global est appliqué pour résoudre ce nouveau systéme, dit non linéaire-
ment préconditionné, et les systémes tangents ont la forme exacte de problemes FETI
préconditionnés projetés, assurant ainsi un conditionnement de qualité et une régu-
larité suffisante des problemes linéaires. Le processus de résolution ainsi défini est
dénommé FETI-precNL.

Les résultats font état d’'une performance bien supérieure du solveur FETI-precNL,
comparé aux solveurs BDD-NL et FETI-NL, sur deux cas-tests numériques. Le pre-
mier consiste en une étude de diffusion d’eau dans une colonne de sol (ne faisant
pas intervenir de modes rigides au sein du processus de résolution), et le second suit
I’évolution thermique non linéaire d'un domaine rectangulaire. Pour chacun de ces
exemples, la méthode FETI-precNL a clairement permis d’augmenter la vitesse de
convergence, en termes de nombres d’itérations de Newton globales et de Krylov : les
gains sont d’environ 50% pour le premier cas-test, et de 30% pour le second.

Ces premiers résultats sont encourageants et permettent d’envisager a la fois une
implémentation a plus grande échelle, et une extension de la méthode a des problemes
a inconnue vectorielle (plasticité par exemple), ou un soin spécial devra étre apporté
a la possible présence de discontinuités importantes aux coins des sous-domaines lors
des résolutions locales avec conditions de Dirichlet artificiellement rendues continues
entre les sous-domaines. De plus, étant données les meilleures performances de la
stratégie de préconditionnement non linéaire sur un probléme n’impliquant pas de
modes rigides, un couplage avec une méthode de décomposition de domaine hybride
[Gosselet and Rey, 2006], ou le choix du couple : déplacement tangentiel, effort nor-
mal en tant qu’inconnue d’interface permet d’éliminer les modes rigides, pourrait per-
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mettre une performance accrue sur des probléemes mécaniques.
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Conclusion et perspectives

Les quatre chapitres de ce manuscrit ont cherché a apporter une réponse a deux
objectifs étroitement liés :

- la robustification des solveurs non linéaires paralleles

— la diminution de la quantité d’information échangée entre les coeurs impliqués
dans le processus de résolution

Cette réponse — non exhaustive — a été construite en s’appuyant sur une formulation
existante favorisant le caractere local des opérations non linéaires au cours du proces-
sus de résolution, et s’étendant au-dela de ce cadre a partir de deux idées majeures : la
premiére s’axe autour de 'optimisation d’'un parameétre introduit dans la formulation
du solveur, permettant d’accélérer la vitesse de convergence, tandis que la deuxiéme
opere une refonte du processus de résolution permettant d’améliorer ses performances
théoriques, sans toutefois complexifier sa technicité d’implémentation.

Dans un premier temps, les fondements et le cadre théoriques des solveurs non li-
néaires paralleles, et plus précisément de la méthode de sous-structuration et conden-
sation non linéaires, ont été développés dans le détail. Ce processus de résolution
consiste a découper le probleme non linéaire a résoudre (équation aux dérivées par-
tielles dans un domaine muni de conditions aux limites) en sous-problemes définis
a partir d'une sous-structuration du domaine physique (afin de conserver un décou-
plage de la majorité des degrés de liberté, et donc la structure creuse des opérateurs
discrétisés par la méthode des éléments finis). Sur les degrés de liberté partagés
par au moins deux sous-domaines — i.e. sur l'interface globale définie par la sous-
structuration, — des conditions de continuité en déplacement et d’équilibre des ef-
forts entre les sous-domaines permettent de définir un probleme condensé, tandis que
les quantités d’interface sont évaluées localement par les équilibres non linéaires de
chaque sous-domaine. Un algorithme de Newton appliqué a ce probléme non linéaire
condensé a I'interface globale — portant sur ’assemblage des quantités d’interface lo-
cales — produit une suite de problemes tangents, dont la résolution (linéaire) est ef-
fectuée par une méthode de Décomposition de Domaine classique, s’appuyant sur la
méme sous-structuration que celle du probléme non linéaire.
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Trois types de conditions de transmission aux interfaces ont permis de définir trois
approches pour la méthode de sous-structuration et condensation non linéaires : la
premieére, ou approche primale, choisit pour inconnue le déplacement, continu aux
interfaces, la deuxiéme, ou approche duale, choisit pour inconnue la réaction nodale,
équilibrée aux interfaces, la troisieme enfin, ou approche mixte, définit I'inconnue d’in-
terface comme une combinaison linéaire des déplacements et efforts, homogene a une
réaction nodale. Dans le cas primal, le résidu d’interface non linéaire est constitué du
déséquilibre des efforts, dans le cas dual du saut de déplacement ; dans le cas mixte il
provient d’'une combinaison des deux.

Les performances de la méthode ont été comparées a celles d’'un processus de ré-
solution plus classique, dit NKS, consistant a appliquer un algorithme de Newton au
probléme global non linéaire (non sous-structuré), et une méthode DD aux problémes
linéarisés a résoudre a chaque itération globale — les équilibres locaux sont alors li-
néaires, quelle que soit la nature des phénomenes a ’ceuvre localement. La comparai-
son est effectuée principalement sur les nombres d’itérations du solveur tangent, ce
dernier comptabilisant la quasi-totalité des opérations de communication du solveur.
Le cotlit de la méthode est évalué par la comparaison des nombres d’opérations locales
(ne nécessitant pas de communications entre les processeurs), plus importants a priori
avec une sous-structuration et condensation non linéaires — les équilibres locaux sont
alors non linéaires.

De maniere générale, la comparaison entre ces deux solveurs montre que sur tous
les cas-tests étudiés dans ce manuscrit, la sous-structuration et condensation du pro-
bleme non linéaire permet de construire un « meilleur » probleme d’interface, et ainsi
de diminuer le nombre d’itérations de Newton globales a convergence du solveur : le
nombre de problémes tangents a résoudre diminue ainsi d’autant, résultant en une
décroissance des nombres d’itérations du solveur DD (de Krylov) tangent, et donc
des communications, au prix d'un nombre « raisonnable » d’itérations locales addition-
nelles. Cette amélioration des performances des processus de résolution d’équations
non linéaires, grace a une augmentation de la rapidité des solveurs, permet donc de
traiter des problemes de plus grande taille dans des laps de temps réduits, ou de com-
plexifier les lois de comportement matériau, d’augmenter la précision sur la solution,
de raffiner le maillage... tous ces éléments participant de la robustesse du solveur.

En ce qui concerne I'influence du type d’approche choisi, les conditions d’interface
primales et mixtes ont semblé étre les plus intéressantes en termes de réduction des
communications, comparées aux conditions d’interface duales qui présentent, dans
le contexte mécanique d’études de structures au comportement élasto-plastique, le
désavantage d’étre fortement tributaires des coefficients d’écrouissage du matériau.

Dans un deuxiéme temps, les conditions de transmission aux interfaces de type
mixte ont été étudiées en détail, et notamment 'optimisation du parametre introduit
dans I'inconnue d’interface mixte, définie comme une combinaison linéaire des dépla-
cements et efforts. Ce parameétre, défini localement, est homogene a une rigidité —
ou impédance — d’'interface, dans le cas linéaire élastique notamment sa valeur op-
timale est connue (bien que son cotit de calcul soit inacceptable en pratique dans le
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contexte distribué), et représente, pour une sous-structure donnée, la discrétisation
de l'opérateur de Steklov-Poincaré Dirichlet-to-Neumann du complémentaire de cette
sous-structure. A partir d’'une étude préliminaire du cas linéaire, une nouvelle heuris-
tique a été développée dans le cas non linéaire, permettant de construire a moindre
cotut une impédance d’interface prenant en compte a la fois la structure proche de
chaque sous-domaine, mais également la partie plus lointaine du complémentaire, le
tout regroupé dans une unique expression matricielle.

La méthode de sous-structuration et condensation non linéaires avec approche
mixte et optimisation de 'impédance d’interface a été comparée a cette méme mé-
thode, pour d’autres expressions de 'impédance d’interface, ainsi qu’avec le processus
plus classique de résolution NKS. Dans les deux cas, le principal constat fait état, a
nouveau, d'une diminution des communications au prix de quelques itérations locales
supplémentaires.

Enfin, la derniere partie de ce manuscrit s’est intéressée a ’étape de précondition-
nement du solveur, intervenant jusqu’ici au niveau tangent, au sein des méthodes
DD. Un nouveau procédé non linéaire de préconditionnement a été développé, a partir
d’une vision des préconditionneurs classiques DD en tant que systémes de recherche
de point fixe d’opérateurs non contractants. Le probleme non linéaire condensé a l'in-
terface est dans ce contexte modifié, de sorte que les problemes tangents produits par
Ialgorithme de Newton global qui lui est appliqué soient intrinsequement bien condi-
tionnés. La encore, la construction d’'un « meilleur » probléeme d’interface permet de
diminuer le nombre d’itérations globales a convergence, et ainsi les communications.

Les performances des différentes méthodes développées au cours de cette these
ont toutes été évaluées sur des cas-tests treés « académiques ». Ainsi, la taille des pro-
blemes étudiés est-elle bien en-deca de celle des problemes sur lesquels les solveurs
paralleles sont réellement avantageux, comparés a des résolutions directes avec mul-
tithreading. Seules les comparaisons des nombres d’itérations ont donc été retenues
en guise d’indicateurs de performance, bien quune étude en termes de temps CPU
(ou encore en termes de temps humain : wall-clock time) soit le juge de paix final.
Une implémentation a plus grande échelle sera donc nécessaire pour évaluer les per-
formances réelles des nouveaux solveurs présentés ici, ainsi que pour découvrir les
potentiels écueils indécelables sur des cas-tests de petite taille.

De plus, si une diminution des communications a bien été observée, différentes
questions restent encore en suspens, notamment celle d'un potentiel mauvais équili-
brage de charge (ou load balancing) inhérent a la résolution parallele de problémes
d’intensité non linéaire variable d'un sous-domaine a ’autre. Plusieurs solutions peuvent
étre envisagées afin d’éviter que les sous-domaines ayant terminé leurs itérations lo-
cales non linéaires n’attendent les autres : une extension des méthodes asynchrones
au cas non linéaire, ou bien une stratégie adaptative visant a procéder par étapes
couplée a un processus d’estimation d’erreur, en affinant la précision de la solution a
chaque pas, et en redécoupant automatiquement les sous-domaines travaillant plus
que les autres.
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D’autres types de non linéarité devraient également étre testés, tels que des pro-
blemes en grands déplacements (flambement...) pour 'approche mixte avec impédance
d’interface optimisée, et des problemes mécaniques (plasticité...) a inconnue vecto-
rielle concernant le préconditionneur non linéaire. La robustesse du solveur avec pré-
conditionneur non linéaire doit également étre encore améliorée, notamment par un
potentiel couplage avec une méthode DD aux conditions de transmission hybrides (ou
I'inconnue d’interface est un couple formé du déplacement tangentiel et de la réaction
nodale normale) permettant de s’affranchir de la présence de modes rigides au sein
des sous-structures.
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Annexe A

A possibility for computing the term Fj 1 = S}! is to resort to a Ritz analysis of the
Krylov solver iterations. Indeed, Ritz analysis, combined with the Krylov subspaces
theory, performs an approximation of eigenelements of the linear system operator by
extracting Krylov coefficients along the iterations. The spectrum of the preconditioner
can then be derived at low cost. Let (A.1) be a given linear preconditioned system :

M Ax=M1p (A.1)

solved by a Krylov solver in m iterations. Krylov subspace of size j associated with
left-preconditioned operator M1 A and initial preconditioned residual zy = M~lrg is
written :

K;j(M™A,zy) = span (zo, e, (M‘IA)]._1 zo)

The Ritz vectors and values (Y, ©,) = (v, 04,) 0<ier, associated to the solving of pro-
blem (A.1) are the solution to a generalized eigenproblem :

Find (y!,,0,) € K (M1 A, M'v)) x R such that :

R suc A2
VuelCm(MflA,Mflvo), uT(Ay;n—Q;nV:n):O o2

where v, is the M~1-normalized initial residual :
7o B o
HrO “M*1 (1’0, 20)1/2
z
S>Mlpy=—=2
1/2
(7’0, ZO)

Ritz elements are thus defined as the approximation of (A, M) eigenelements in the
m-dimensional Krylov subspace ), (M‘lA, M‘lvo) and satisfy the following relations :

{Y,,CAYm = Oy A3)

YIMY,, = I,
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Being given the definition of eigenproblem (A.2) — similar to that of conjugate gra-
dient algorithm — Ritz vectors can be expressed in function of the residuals r; and
preconditionned residuals z; of Krylov solver iterations :

Ym = Vm Qm (A4)

. zZ;
where V,, = ...,(—1)]—]1/2,...
(2] logjem
and Q,, is such that V! AV,, = Q,,0,,Q}
(A.5)

Y,, is a matrix of size n4 x m — with n4 the number of degrees of freedom belonging
to the primal interface 'y, — V,, is orthogonal of size n4 x m and Q,, is orthonormal of
size mxm : QQF = I,..

Remarque 1: VAV, is a tridiagonal symmetric matrix, whose coefficients

can be expressed in function of Krylov coefficients. Its eigenelements (q{n, o/, )0< ,
<j<m

can thus be easily calculated, using a Lapack procedure for instance. However,
computation of Q. and ©,, will not be required here.

In the context of nonlinear parallel computations with mixed approach, we are
interested in the calculation of eigenelements of 51‘41 = VFDFVI_T — with Dr diagonal
and Vr orthonormal, — and the preconditionned linear system solved at each global
Newton iteration reads :

(PAA%?TA@TP}) A®58 A% dv, = PTA® (QF +S9) b
The following connection with notations of problem (A.1) can be made :

A=A°SP A"
b=PiA®(QF +S) b,
M1 =p,A®s®T A" pT = p, & 1pT
We define :
~ 1’]'

Vo= | — | = MV, (A.6)
72
(rj,2j)
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From (A.4) and (A.6) the following relations hold :

Ym = VQO = M_IYQO

=YIMY,, = QLYI M TMM™Y,,Q.,
= QLY MY, Qu

= YIM Y, = Qu Y MY, QF, (A7)

From (A.7), (A.3) and orthonormality property of square matrix Q,,, vectors Y,, satisfy
the following property :

YIM Y, =1, (A.8)

A QR-factorization Y,, = Q,,R,, — with Q,, orthonormal and R,, triangular — is used to
reformulate equation (A.8) :

QL M™1Q, = R,IR;!

Remarque 2 : Matrix Y, is of size n x m with m the number of Krylov itera-
tions. Its QR-factorization can be performed using a modified Gram-Schmidt
algorithm for example : O(2n4m?) operations. If m is too high, a selection
procedure of vectors y', — and i\, by extension — can be derived from SRKS
algorithm [Gosselet et al., 2013] to reject vectors which are not enough good
approximations of eigenvectors of A.

Matrix R;[R;! is symmetric, real-valued of size m x m : its diagonalization can be
performed locally at low cost :

Eventually, the wished eigenelements can be approximated :

VFszEQum
Dp ~ Dy,

Term Fy4 ; can thus be approximated by :

FAJ = g;ll = VFDFVE ~ VmDmV,z; (A.9)
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In conclusion, we have :
QUL" = KISt D™ L AT (Fy 1 + Fy 0) AD) (A.10)
= KM 4G (VmDmV,}; +Ga(GhSAGA)" GYA]) AD (A.11)
And computation of term :
A(]')TFAJA(]') ~ A(j)TVmDmVnCA(f)

requires only :

o

storage of normalized Krylov residuals Y, = [ .,

o

QR-factorization of Y,, = Q,, R, : size n x m

local diagonalization of m x m matrix R;'R;! = PLD,,PL

(e]

o

local products <A(f)TVm) D,, with ANV, of size n)) x m and D,, of size m x m,
n(/) being the number of interface nodes belonging to I'(/)
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