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Chapitre 1 : Introduction

1.1 Contexte général

A partir du milieu du vingtiéme siécle les populations européennes, qui vivaient principalement en
zone rurale, se sont concentrées dans les villes. Pour soutenir cette transformation du mode de vie,
le développement des activités humaines comme I'agriculture, I'élevage, I'industrie, I'urbanisation,
s’est intensifié au point de soumettre I'environnement a une pression anthropique significativement
plus forte. En effet il a été remarqué, pendant cette période, que les eaux de surface et souterraines
ont été exposées a une contamination a divers polluants et en particuliers aux composés azotés que
sont les nitrates. Une origine de cette contamination provient des diverses activités anthropiques se
déroulant a proximité de ces eaux : par exemple I'utilisation d’engrais azotés, les déjections animales
(Benson et al. 2007 ; Babiker et al., 2004), les rejets des eaux usées, les processus de combustion en
émettant des oxydes d’azote, les agents de conservation alimentaire sont autant de sources de
pollution qui alimentent la dégradation de la qualité de ces eaux. Cette situation est particulierement
problématique lorsque ces eaux sont utilisées pour I'approvisionnement en eau potable des
populations. Ces contaminants qui sont principalement émis en surface subissent trois phénomeénes
de migration que sont I'évaporation, le ruisselement et l'infiltration dans les sols. Cette variété de
type de transport augmente leur dispersion dans I'environnement et rend leur suivi extrémement
difficile. Notamment en tirant parti de la connexion entre les aquiféres et les eaux de surface, ceux-ci
peuvent se retrouver en des lieux éloignés de leur lieu d’intrusion.

Ce travail s’inscrit dans le contexte plus générale du transfert de polluant depuis le sol jusqu’a
I'intérieur de la zone saturé des aquiféres. Ce transfert dépend du polluant et de la nature
géologique de I'aquifére. Ici le choix s’est porté sur les nitrates pour leur importance sociétale. lls
peuvent, lors de ce transfert et sous certaines conditions environnementales (I'activité bactérienne,
présence d’autres especes chimiques), se transformer en d’autres éléments azotés comme les
nitrites, 'ammoniac, le monoxyde d’azote.... De plus en raison de la stabilité relative de I'ion nitrate,
la plupart des substances azotées présentes dans I'environnement ont tendance a se transformer en
nitrates et ainsi d’augmenter leur teneur. Ensuite, leur grande solubilité dans I'eau leur permet
d’atteindre la zone saturée en eau par lessivage a travers la zone non saturée. Les mécanismes de
cette migration dépendent fortement de l'activité biologique (André et al.,, 2011) et d'autres
parametres tels que la pluviométrie, les propriétés hydrauliques du sol, I'occupation du sol ainsi que
le niveau piézométrique de la nappe aquifére (Cameron et al.,, 1979 ; Sheperd, 1996). Ainsi la
réactivité et le transfert des nitrates par infiltration résultent de phénomeénes physico-chimiques
complexes. D’une part la structure poreuse du solet du sous-sol détermine grandement les
propriétés hydrodynamiques et les temps de transfert des solutés (Feyen et al., 1998) ; et d’autre
part la capacité d'échange anionique permet de fixer les ions nitrate (Sposito, 1989). De méme, les
conditions de saturation jouent un rble important dans leur transfert et leur réactivité. Les
différentes étapes de la migration des nitrates, énoncés dans ce paragraphe, mettent en évidence la
complexité des mécanismes régissant leur transfert depuis la surface jusqu’a leur entrée dans la zone
saturé, et mériteraient d’étre I'objet d'une étude approfondie.

Dans ce travail on décide de se restreindre au suivi des panaches de nitrates au sein de la zone
saturée, dans laquelle ils réagissent chimiquement en fonction des propriétés géochimiques de
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I'aquifére et migrent sur de grandes distances au point de pouvoir contaminer indirectement des
eaux saines souterraines et de surface éloignées. La prédiction du transport des nitrates dans la zone
saturée répond a trois enjeux sociétaux majeurs. Le premier est d’abord environnemental car ceux-ci
sont responsables de l'eutrophisation des milieux aquatiques engendrant une baisse de leur
diversité biologique. Le second est sanitaire, dans la mesure ou I'approvisionnement en eau potable
provient de la zone saturé des aquiferes ; il convient de s’assurer de sa qualité afin de se prémunir
contre les effets indésirables d’'une contamination. Enfin le dernier est économique, d’une part car la
protection des ressources en eau permet d’éviter, lors de leur exploitation, le surcolt de la mise en
ceuvre d’'un procédé de dénitrification et d’autre part I'amélioration du suivi des nitrates accroit
I’efficacité des procédés de remédiation des eaux contaminées et la baisse de leur coUt.

1.2 Problématique scientifique

Le transport réactif des nitrates dans la zone saturée d’un aquiféere est gouverné par des processus
hydrogéologiques et géochimiques se déroulant a différentes échelles de temps et d’espace. En effet
la zone saturée est un milieu poreux pour lequel la description géométrique peut s’établir a trois
échelles. L’échelle microscopique, allant du nanometre au micrometre, et qualifiée d’échelle porale,
décrit précisément I'espace porale et sa frontiére avec la matrice poreuse dans toute sa complexité
géomeétrique. L’échelle mésoscopique allant du micrométre au centimetre, décrit I'espace porale du
milieu comme un assemblage de pores reliés par des liens formant un réseau ; les pores et les liens
ont des formes simples (spheres, cylindres,...). Enfin I’échelle macroscopique allant du centimeétre au
metre, qualifiée d’échelle de Darcy, considere le milieu comme homogéne et fait abstraction des
hétérogénéités microscopiques; c’est a cette échelle qu’est défini le Volume Elémentaire
Représentatif (VER) au-dela duquel la loi de Darcy s’applique. La connaissance de ces processus a
toutes ces échelles est essentielle pour comprendre et résoudre les problémes de contamination. La
complexité des processus du transport réactif et la difficulté d’acquisition des données de terrain,
entrainent que sa compréhension repose principalement sur sa modélisation mathématique et sa
résolution numérique. L'utilisation des modeles de transport réactif dans le domaine des géosciences
est courante mais présente des limitations au niveau de la détermination des paramétres d’entrée.
En effet ces modeles s’expriment en considérant la zone saturée de I'aquiféere a I'échelle de Darcy
donc comme un milieu homogene, ce qui n'est pas le cas en réalité. Celui-ci présente des
hétérogénéités géométriques microscopiques, qui modifient le processus de transport réactif, dont
la valeur des parameétres doit rendre compte. Cet écart a la réalité est a I'origine des échecs que
rencontrent ces modeles pour prédire le transport réactif, lorsque leurs parametres sont déterminés
en laboratoire. En effet ces derniers sont généralement déterminés a l'aide de systémes
expérimentaux pour lesquels I'hétérogénéité initiale du milieu est perturbée significativement et
souvent perdues. Par conséquent ils ne sont pas représentatifs du milieu dans son état naturel. Par
exemple, le processus de dispersion, qui est souvent considéré en régime asymptotique, peut étre
dépendant du temps (Berkowitz et Sher, 1995, 1998) ; de plus la dispersion réelle (sur le terrain) est
souvent plus grande que celle obtenue en laboratoire et cet écart tend a augmenter avec la taille du
milieu (Gelhar et al., 1992 ; Rajaram et Gelhar, 1995) ce qui pose la question de la détermination du
VER. Les hétérogénéités de composition chimique du milieu entraine une répartition spatiale
hétérogene des processus réactifs se déroulant au sein de la structure poreuse de I'aquifére qui
peuvent déboucher sur une modification du transport. Par exemple, un processus d’adsorption se
faisant a I'équilibre a I'échelle porale, engendre a I'échelle de Darcy un processus d’adsorption
cinétique (Espinoza et Valocchi, 1997). Ces exemples montrent que le transport réactif a I’échelle de
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Darcy dépend fortement de celui au sein de la structure porale du milieu, et qu’il est nécessaire de
comprendre ce processus a I'échelle porale.

Par conséquent ce travail s’attache au suivi de la concentration de solutés a I'intérieur de la structure
poreuse des aquiféres. Ensuite ces informations, sur leur comportement a cette échelle, pourront
étre utilisées pour corriger la valeur des parametres des modeles de transport réactif a I'échelle de
Darcy et dans le futur développer de nouveaux modeéles qui tiennent compte implicitement des
hétérogénéités microscopiques du milieu.

L’accession a la microstructure de ces milieux poreux, est rendu possible par I'amélioration des
techniques d’imagerie. La microtomographie a rayon X permet d’observer la structure porale d’un
milieu a une résolution de quelques microns. Cette description fine permet de résoudre les modéles
de transport réactif a I'échelle du pore. Cependant pour que les résultats soient transférable a
I’échelle de Darcy, notamment pour le calcul des paramétres des modeéles a I’échelle de I'aquifére, il
est nécessaire que la taille de I’échantillon soit taille suffisante. Dans ce cas il est illusoire de résoudre
le transport réactif a I'échelle porale par les méthodes classiques car le temps de résolution est
prohibitif. En effet la complexité géométrique du milieu a cette échelle associée au couplage des
processus de transport et de réactivité conduit a un systéme comportant beaucoup trop de degrés
de liberté pour étre résolu en un temps raisonnable. Pour contourner ce probleme, on modélise
I’espace porale du milieu poreux a I’échelle mésoscopique par un réseau de pores, qui en est sa
simplification géométrique, mais qui conserve en particulier sa topologie. Cette description permet
d’étudier les transferts de masse au sein de la microstructure en tenant compte de la structure
interne du milieu. Si cette simplification change la géométrie, elle permet de suivre plus précisément
la physique du transport de soluté. En effet sur un tel modele, la résolution du transport réactif est
semi-analytique. Cela permet de réduire drastiguement la taille du systéme et de diminuer le temps
de calcul.

La modélisation sur réseau de pores du transport réactif s’est popularisée car elle s’est avérée
efficace pour suivre I'évolution d’un soluté au sein d’'un milieu poreux et pour le calcul de ses
parameétres macroscopiques. Néanmoins on assiste a une multiplication de modeéles spécifiques sans
lien apparent, non hiérarchisés, pour lesquels les domaines de validité ne sont pas clairement définis.
Cette diversité provient de I'étape du calcul analytique qui differe suivant les applications, ce qui
complique la comparaison de ces modeles entre eux. Cependant tous sont quasi-statiques, il
considéere que le régime asymptotique est atteint a chaque instant dans le réseau. Cette hypothése
n’est pas nécessairement compatible avec le couplage les processus réactifs pour lesquels les temps
caractéristiques d’évolution peuvent étre plus petit que ceux du transport. En absence de modeéle
général transitoire, il n’est pas possible de vérifier la validité de cette hypothese. Au vu du réle joué
par les hétérogénéités (voir paragraphe précédent) il est opportun de s’assurer de la pertinence des
modeles existants. En cas d’invalidation, il est nécessaire de développer un nouveau modele, captant
les mécanismes du transport réactif a I’échelle porale dont I’existence influence significativement ce
processus a I'échelle macroscopique.

1.3 Objectifs

L'objectif de ce travail est de développer un modeéle de transport réactif qui généralise les modéles
existants. Il permettra de comprendre les liens entre tous ces modeles, d’identifier ceux qui sont
inutiles ou erronés, de déduire les modeles particuliers, de vérifier I'hypothése concernant I'aspect
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quasi-statique du transport et plus globalement d’identifier les parametres microscopiques pilotant
ce processus a l’échelle macroscopique. Pour développer ce nouveau modeéle on établit une
méthodologie générale qui permettra d’identifier clairement les hypotheses de modélisation a partir
desquelles la formulation du modeéle sera démontrée mathématiquement.

1.4 Plan du manuscrit

A la suite de cette introduction, ce manuscrit est organisé en six chapitres constituant trois grandes
parties de ce travail. La premiére partie constituée par le chapitre 2 donne le tableau des méthodes
utilisées, la seconde partie, qui est le coeur de ce travail, concerne la modélisation dont le traitement
est 'objet des chapitres 3, 4, 5 et 6. Enfin la derniere constituée par le chapitre 7 traite de la
discrétisation et de la résolution numérique du nouveau modele. Dans le chapitre 2 on dresse
I'inventaire des modeles du transport réactif ainsi que leurs résolutions a I'échelle porale, a I'échelle
de Darcy et a I'échelle du réseau de pores. En outre on justifie I'objectif et la méthode employée
pour I'atteindre. La méthode générale de modélisation sur réseau de pores est exposée au chapitre 3
ainsi que les hypothéses qui permettent de développer le nouveau modele. L'application de cette
méthode a I'écoulement, c'est-a-dire le transport de fluide, est dans le chapitre 4. Le chapitre 5
quant a lui traite du transport de masse inerte. C'est dans ce chapitre que I'on développe le nouveau
modele qui est analysé en fonction des parametres le définissant. L'extension du modeéle au
transport réactif est abordée au chapitre 6: il est question de discuter des hypothéses de
modélisation, notamment de leur affaiblissement, pour généraliser le modéle afin de prendre en
compte différentes propriétés géométriques du réseau et les processus réactifs. Le chapitre 7
concerne la discrétisation et la résolution du nouveau modéle dont la mise en ceuvre sur des réseaux
simples permet d’effectuer des tests numériques. Enfin la conclusion sera le lieu pour récapituler les
aspects novateur de ce travail et d’énoncer ses perspectives.
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Chapitre 2 : Le transport réactif dans les milieux
poreux : Etat de I'art

Le transport réactif dans les milieux poreux est un processus qui met en jeu le transport, les aspects
réactifs mais aussi la complexité du milieu poreux. Son étude fait intervenir trois échelles spatiales
appelées respectivement microscopique, mésoscopique et macroscopique qui sont liées par la taille
caractéristique des hétérogénéités du milieu poreux. L'échelle macroscopique (allant du centimétre
au metre) est d’intérét pratique dans la mesure ou elle permet de simuler ce processus a I'échelle du
réservoir géologique ou de l'aquifére a partir des modeles issus de la mécanique des milieux
continus. Néanmoins I'expression et la valeur des parameétres d’entrée des modeles macroscopiques
de transport réactif sont inconnus a priori car ils représentent des caractéristiques effectives du
milieu poreux. Leur détermination nécessite de résoudre le processus a I’échelle microscopique. A
cette échelle (de I'ordre du micrometre) les modeles classiques issues de la mécanique des milieux
continus s’appliquent, et leurs résolutions permettent de déterminer le champ de concentration au
sein de l'espace porale. Ce raisonnement multi-échelle repose sur I'existence d’un modeéle
macroscopique résultant de la mise a I'échelle d’'un modéle défini a I'’échelle microscopique. Cette
condition est respectée dans le cas ou ces deux échelles sont découplées, c'est-a-dire qu’il existe un
volume a partir duquel un échantillon de cette taille est statistiquement homogéne, et sous
I’hypothése de périodicité du milieu. Cependant celles-ci sont invalidées dans le cas du transport
réactif dans la mesure ou I’homogénéisation a I'échelle macroscopique est difficile a mettre en
ceuvre. En effet la non-linéarité des modeéles réactifs et les réactions d’interfaces, comme celles de
précipitation/dissolution ou I'absorption/désorption couplées a la complexité de I'espace porale a
I’échelle microscopique, sont responsables de cet échec et de la non séparabilité de ces deux
échelles. Par conséquent pour déterminer les parameétres du modele macroscopique, il est
nécessaire de considérer une échelle mésoscopique faisant le lien, pour laquelle le suivi des
caractéristiques morphologiques et topologiques du milieu et les processus locaux réactifs sont
explicitement pris en compte dans cette détermination. Ensuite, les parametres macroscopiques
peuvent étre calculés numériquement a partir de la connaissance de I'évolution du champ de
concentration a I'échelle mésoscopique. Ainsi, a ces trois échelles, correspondent trois types de
description de I'espace porale et elles conduisent a trois types de modeles.

L'objectif de ce chapitre est de positionner le travail de cette these au sein de la littérature
s’intéressant au transport réactif. La question principale motivant ce travail concerne la modélisation
a I’échelle mésoscopique de ce processus en tenant compte de la complexité de I'espace poral d’un
milieu poreux.

I Représentation du milieu poreux

A I’échelle macroscopique celui-ci est représenté comme un milieu continu pour lequel la complexité
de la structure interne n’est pas traitée explicitement. Cette derniére intervient a travers les
grandeurs macroscopiques, résultant des lois de conservation, que sont la porosité, la perméabilité,
le facteur de formation ou la dispersion géométrique. Ces grandeurs sont issues des observations de
terrain pour lesquelles les modeles d’écoulement (loi de Darcy) et de transport (convection-
dispersion-réaction) s’appliquent. Cette description reste valable tant que la détermination
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expérimentale de ces grandeurs est correcte et que les processus se déroulant au sein du milieu
n'altérent pas sa structure interne. Par exemple lors de réactions de précipitation/dissolution le
champ des vitesses change ce qui modifie le transport et les vitesses de réactions (Daccord et al.,
1993 ; Sahimi et al., 1990) . En cas de non satisfaction de cette hypothése, ces modeles sont inexacts
a moins que I'on soit capable de suivre I'évolution des grandeurs macroscopiques.

Y Y

Une deuxieme représentation s’attache a décrire le milieu a I’échelle microscopique en se
rapprochant le plus fideélement possible de sa complexité réelle. Cette description permet d’obtenir
une représentation continue a I'échelle microscopique sur laquelle les lois de conservation
s’appliquent. Ici chaque point du milieu est soit solide (imperméable et non poreuse) soit vide
(totalement perméable et poreuse) (Adler, 1992). La structure poreuse est générée a partir de lames
minces (Adler et al., 1990) ou reconstruit par micro-tomographie (Spanne et al., 1994 ; Lindquist et
al, 2000 ; Oren et Bakke, 2003 ; Sok et al., 2002). Les avancées des techniques d’imagerie des années
90 (Hazlett, 1995 ; Ferréol et al, 1995) ont permis de les appliquer a I'extraction de la structure
interne des milieux poreux. Cette méthode non destructive donne acces a une description locale de
I’espace porale et de la matrice solide avec des résolutions de I'ordre du micrometre. Sur un tel
domaine, le transport réactif se modélise a partir des équations de conservation (quantité de
mouvement ou Navier-Stokes, masse, énergie) et sa résolution se fait naturellement a l'aide des
méthodes de discrétisation classique que sont les volumes finis et les méthodes de Galerkin. La
complexité géométrique d’une telle description entraine que la discrétisation spatiale du milieu doit
faire intervenir beaucoup de mailles pour calculer une solution numérique approchant correctement
le champ réel de concentration ; par conséquent cette méthode est gourmande en temps et son
application est bornée aux domaines de petites tailles comportant seulement quelques pores.

Enfin la derniére représentation modélise géométriquement un milieu poreux par un réseau. Les
modeles de réseaux (Fatt, 1956 ; Chatzis et Dullien, 1977) permettent de faire le lien entre la
représentation microscopique, beaucoup trop complexe pour considérer des échantillons de taille
macroscopique ou de celle du VER, et la représentation macroscopique qui lisse toutes les
hétérogénéités. L'approche réseau présente I'avantage de tenir compte de la topologie de I'espace
porale. Cependant sa morphologie est décrite a cette échelle de maniére simplifiée a travers des
éléments de bases (sphere, cylindre, prisme, cube,...) : le réseau est le résultat de I'agencement des
éléments de base deux a deux. Cette simplification permet d’intégrer analytiquement les processus
sur chacun de ces éléments locaux. Par conséquent cette représentation décompose le domaine
poral avec beaucoup moins d’éléments que dans le cas d’'un maillage, impliquant que le nombre de
degrés de liberté varie linéairement en fonction du nombre d’éléments. Ainsi il est possible de
considérer des échantillons d’une taille suffisamment grande (plusieurs dizaines de milliers
d’éléments de base) pour déduire les parametres macroscopiques du milieu tout en conservant une
partie de la complexité géométrique. Notamment cela permet de prendre en compte les effets liés a
la connectivité et a la distribution de la taille des volumes de pores (Békri et Vizika, 2006). Ces raisons
sont a l'origine de notre choix, en vu d’intégrer les équations du transport réactif.

I1 Les processus du transport réactif a I’échelle porale

Dans cette partie on note (2 le domaine du milieu poreux, £, sa matrice solide, .(2f sa matrice
poreuse totalement saturée en fluide ; d2; = 042 est I'interface entre () et ()¢, on I'appelle aussi
I'interface solide. Le transport réactif a I'échelle porale fait intervenir le couplage de trois processus
qui sont I’écoulement, le transport et la réactivité chimique. D’emblée, on se restreint au cas ou les
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effets thermique n’ont aucune influence sur ce processus: cette hypothése est conforme a
I"application au transport de polluant dans les aquiféres se situant a faible profondeur. Ensuite, la
structure interne du milieu poreux est susceptible de se modifier sous lI'effet d’'une part de
contraintes mécaniques dues au transfert de la quantité de mouvement du fluide vers la matrice
solide et d’autre part de réactions de précipitation/dissolution a I'interface de la matrice. On suppose
dans ce travail que la cohésion de la matrice solide est suffisamment forte pour résister aux
contraintes de pression dues a I’écoulement. Par conséquent les processus réactifs sont seuls
responsables du changement de la géométrie du milieu.

1.1 Modélisation de I’Ecoulement

La conservation de la masse et de la quantité de mouvement permettent d’établir le modele
d’écoulement dont la résolution détermine le champ de vitesses au sein du fluide circulant dans la
matrice poreuse. Les équations de Navier-Stokes modélisent I'écoulement a I'échelle microscopique,
et dans le cas d’un fluide Newtonien elles prennent la forme suivante :

0
%+div(pﬂ)=0

0G) | (i grad)ii = p,f — grad p + udi +~u x grad(div @
Pr e prlu-grad)u = prf — grad p + pAu 3,u grad(div u)

dans .Qf (2.1)

ou

e 1U(t,X) est lavitesse du fluide au point X = (x,y, ) du fluide au temps t
o p(t,X) estlapression au sein du fluide au point X = (x,y, z) du fluide au temps t
*  ps(t, X) estla masse volumique du fluide au point X = (x,y, z) du fluide au temps ¢

. f est une force par unité de masse s’exercant sur le fluide
e u estlaviscosité dynamique du fluide

e grad , div et A sont respectivement les opérateurs différentiels gradient, divergence et le
laplacien

Si on considére que le fluide est assimilable a de I'eau, celui-ci est incompressible, c’est-a-dire que sa
composition n’affecte pas sa masse volumique. D’autre part il est visqueux et vérifie I'hypothése de
Stokes. Par ailleurs, on se place dans le cas ou les vitesses sont suffisamment faibles pour que les
effets visqueux soient prépondérants devant les effets inertiels (Re < 1 ou Re est le nombre de
Reynolds). Ainsi on peut considérer un écoulement de Stokes. Si de plus on se place en régime
permanent, les équations (2.1) se simplifient et donnent,

div(y) =0 dans 0
pAt = gradp — prg ans (2.2)

Ou f = g est 'accélération de la pesanteur. On considére que la seule force massique s’appliquant
au fluide est le poids. De plus la nature visqueuse du fluide entraine que sa vitesse est nulle sur
I'interface solide, c'est-a-dire

uU=0 suradf, (2.3)
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1.2 Modélisation du transport de masse

Le transport de masse traduit sa conservation sur chaque élément de volume microscopique. Elle fait
intervenir un terme de transport et un terme de création de masse appelé aussi terme réactif. De
maniere générale les milieux poreux sont, d’une part, le siége de réactions volumiques ou
homogenes qui mettent en jeu les espéces aqueuses présentent au sein du fluide et, d’autre part,
des réactions de surface a l'interface solide ou hétérogenes dans lesquelles les especes en phases
solides sont considérées. Finalement cette conservation de masse se traduit par I'équation
convection-diffusion-réaction suivante

dc

a_ti + div(tic;) — D&, Ac; = R/ (¢) dans oy (2.4)

Avec les conditions aux bords
(dc; — DL Ve,).i = R§(c)  sur 94 (2.5)
ou

e ;(t,X) est la concentration de I'espéce aqueuse i au point X = (x,y, z) du fluide au temps
t. Le vecteur ¢ = c(t, X) contient la concentration de toutes les espéces en (¢, X).

. D,"n est le coefficient de diffusion moléculaire de I’espece aqueuse i

e U(t,X) est lavitesse au point X = (x,y, z) du fluide au temps t

. le(c(t, X)) est le terme de réactions volumiques de lI'espéce aqueuse i au point X =
(x,y,2) du fluide et au temps t.

e R}(c(t,X)) est le terme de réactions a I'interface solide de 'espéce i au point X = (x,y,z)
du bord et au temps t.

e 1l est la normale extérieure sur le bord

Dans le cas général, le modele de transport (2.4) et (2.5) doit étre couplé avec le modele
d’écoulement (2.1). Cependant, dans ce travail, comme I’écoulement est de Stokes par conséquent
celui est découplé du transport. Cette hypothése implique que les especes aqueuses sont toujours
suffisamment diluées pour supposer que les variations de densité soient négligeables lors du
transport. Ainsi le champ de vitesses est connu a priori et le modeéle de transport se simplifie,

3t + U.Vc; — Dy Ac; = R (¢) dans () (2.6)

Avec les conditions de bord
DL, Ve i =Ri(c)  sur df (2.7)

Cette condition de bord peut étre a l'origine d’'un couplage entre le transport et I'écoulement. En
effet les modifications de la forme géométrique du bord 0, dues a des réactions de
précipitation/dissolution entrainent la modification du champ de vitesses puis celle du champ de
concentration.

Afin que la modélisation soit compléte, les termes réactifs pour chaque espéce aqueuse doivent étre
exprimés de sorte que le champ de concentration puisse étre connu a chaque instant. D’apres
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Lichtner (1996), les termes de création de masse Rif(c) et R (c) s’écrivent en toute généralité pour
les solutions aqueuses, de la maniére suivante

f —
RI@ =) vy 1) (28)
j
Ou v;; est le coefficient stoechiométrique de I'espéce i dans la réaction volumique j et 7;(c) la vitesse
de réaction de celle-ci, et

RE() = ) Vi 1n(©) (2.9)

m
OU vj,, est le coefficient stoechiométrique de I'espece i dans la réaction de surface m et 1, (c) la

vitesse de réaction de celle-ci

1.3 Modélisation des vitesses réactions

La vitesse de réaction détermine la vitesse a laquelle les réactifs se transforment en produit. A
chaque instant elle dépend de la concentration des espéces présentent et son expression est
fonction de la réaction considérée. Soit la réaction réversible suivante :

V]_Xl +V2X2 + .- ’:V{X{ +VéXé + .- (2.10)

Ou les v; et v; sont respectivement les coefficients stoechiométriques des réactifs et des produits. Ils
sont tous positifs. La vitesse de transformation (disparition ou production) de chacune des espéces
de cette réaction respecte la loi de conservation imposée par celle-ci. Ainsi la vitesse de réaction r de
(2.10) est relier a I’évolution de la concentration de chaque espéce et elle s’écrit (Lichtner, 1996)

Cld[xy] o 1dlX] _ 1dx{] _ 1d[X;]

v, dt v, dt “_v{ dt v, dt - (2.11)

Ou [X;] et [X]] sont respectivement les concentrations du réactif X; et du produit X;. D’autre part
cette vitesse s’écrit aussi (Lichtner, 1996) de la maniere suivante

r=—-rt+r- (2.12)

ourt etr” sont respectivement les vitesses de réaction directe (sens gauche-droite) et inverse (sens
droite-gauche). Elles s’écrivent en fonction des activités chimiques des espéces X; et X; :

r* =k*(aj'ay?...)

rm =k (a)"a}” ) (2.13)

Les activités a; et a; dépendent entre autres de la concentration des différentes espéces. Leurs
valeurs est 1 lorsque les espéces sont solides, et lorsque les espéces sont aqueuses on définit des
coefficients d’activités y; et y; permettant de relier les activités des espéces a leurs concentrations:

a; = y;[X;]

a; = y{[x{] (214

Ensuite, suivant les applications, il existe plusieurs théories permettant de déduire les expressions
des coefficients y; et y;. Les principales sont celles de Debye-Hiikel, de Davis, de Pitzer ou de la SIT
(Specific ion interaction theory).
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II  Processus du transport réactif a I'échelle de Darcy

Les milieux poreux a cette échelle sont considérés comme continus. Par conséquent, les modéles
d’écoulement et de transport sont issus de I'application, sur un élément de volume, des lois de
conservation de la mécanique des milieux continus. Ici I'’élément de volume comporte une phase
liguide et une partie solide, et la proportion de I'une par rapport a l'autre est déterminé par la
porosité.

1.1 Modele d’écoulement

On se place dans les mémes hypothéses que pour I'écoulement a I’échelle microscopique, a savoir,
un écoulement de Stokes stationnaire. On considere que la phase solide n’est pas modifiée par les
contraintes mécaniques dues a I'’écoulement du fluide. Dans ces conditions I'écoulement est régit a
I’échelle macroscopique par la loi de Darcy

. R k - . 2.15
q=¢u=—;(Vp—pfg) (2.15)

ou

e U(X) est la vitesse réelle ou interstitielle au point X = (x,y, z) du milieu

e §(X) estlavitesse de Darcy ou de filtration au point X = (x,y, z) du milieu
e p(X) estla pression au point X = (x,y, z) du milieu

® py estlamasse volumique du fluide

e g estl'accélération de la pesanteur

e u est laviscosité dynamique du fluide

o  @(X) estla porosité au point X = (x,y, z) du milieu

1.2 Modéle de transport
Le transport de masse dissoute est modélisé par une équation de convection-dispersion-réaction

a(fpci)
ot

(2.16)

+ div(®iic; — dDVe;) = R (¢) + R{ ()
ou

e (;(t,X) est concentration de I'espece aqueuse i au point X = (x,y,z) du milieu au temps t.
Le vecteur ¢ = c(t, X) contient la concentration de toutes les espéces en (t, X).

e D;(X) est le coefficient de diffusion effectif de I'espéce aqueuse i au point X = (x,y, z).

e U(t,X) est lavitesse au point X = (x,y, z) du fluide au temps t

. Rif(c(t,X)) est le terme de réactions volumiques I'espéce aqueuse i au point X = (x,y,z)
du fluide et au temps t.

e R}(c(t, X)) est le terme de réactions a I'interface solide de 'espéce i au point X = (x,y,2)
du milieu et au temps t.

L’évolution des espéces de la phase solide est régit par I’équation suivante

0(Pm) (2.17)
5 = Rm(©)

ou
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o @, (t,X) est la fraction volumique de I'espéce en phase solide au point X = (x,y,z) du
milieu au temps t.

o Ry (c(t, X)) est le terme de réactions a l'interface solide de I'espéce m au point X =
(x,v,z) du milieu et au temps t.

D’aprés Lichtner (1996) (voir aussi (2.8) et (2.9)), les termes de création de masse Rif(c) et R7(c)
s’écrivent

R/ () = ZVU 13(€) (2.18)

J

Ou v;; est le coefficient stoechiométrique de I'espéce i dans la réaction volumique j et r;(¢) la vitesse
de réaction de celle-ci, et

RS (c) = z Vin T () (2.19)

n

OU v, est le coefficient stoechiométrique du I'espéce i dans la réaction de surface n et 1r,,(c) la
vitesse de réaction de celle-ci. On note que dans le cas ou l'espece est un minéral, seules les
réactions d’interfaces sont responsables de sa création ou sa destruction. Ainsi la vitesse de réaction
est uniquement décrite par R;, qui se décompose comme suit

RA(O) = D Vi 1a(©) (2.20)

n

ol V,,y, est le coefficient stoechiométrique du I'espéce minérale m dans la réaction de surface n et
1,,(¢) la vitesse de réaction de celle-ci.

Pour finir on remarque que le transport se couple avec I'écoulement a travers le changement de
porosité que peut engendrer les réactions de précipitation/dissolution au sein du milieu.

.3 Modélisation des vitesses de réactions

La modélisation des vitesses de réactions a I'échelle macroscopique reste un challenge de premier
plan du processus de transport réactif. Dans le cas ou I'on néglige la complexité géométrique du
milieu, la modélisation de la vitesse de réaction est analogue a celle de I’échelle microscopique : ici
les concentrations des espéces aqueuses dans un élément de volume sont @c; et les espéces solides
sont quantifiées par leur fraction molaire @,,. Cependant cette complexité ne peut pas étre ignorée
(li et al., 2006 ; Dentz et al., 2011 ) et cette méthode de modélisation analogue a celle de I'échelle
microscopique ne permet pas d’obtenir un modele réactif adéquat. En effet la modélisation
microscopique des vitesses de réactions suppose que les especes sont instantanément parfaitement
mélangées dans I'élément de volume. Cette hypothese n’est plus vérifiée a I'échelle macroscopique
car les hétérogénéités géométriques du milieu poreux introduisent un temps de transport et des
gradients de concentrations. Ce verrou est a I'origine de la considération de modéles mésoscopiques
capables de faire le lien entre I'échelle microscopique et macroscopique.
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IV Transport réactif a I’échelle mésoscopique

Cette échelle fait le lien entre le processus définit au niveau des pores et sa description au niveau du
réservoir géologique. Elle permet, d’'une part, de maintenir la cohérence du modele a travers les
échelles spatiales dans les cas ol les méthodes théoriques de mise a I'échelle échouent, ce qui est le
cas pour la détermination des vitesses de réactions et, d’autre part, de calculer rapidement les
parameétres effectifs entrant dans les modeles macroscopiques. Ici la modélisation du milieu poreux
se fait par un réseau de pores qui, par définition, simplifie 'espace porale en un réseau prenant par
exemple la forme d’un assemblage de spheres reliées par des cylindres. Dans cette description les
spheres et les cylindres peuvent étre remplacées par d’autres formes géométriques comme des
cubes et des prismes. Les modeles de transport réactif sont établis en appliquant les lois de
conservation de la mécanique des milieux continus au niveau de chacun de ces éléments du réseau,
soient les sphéeres et les cylindres. Dans cette partie on ne détaille pas cette modélisation car elle est
I'objet du paragraphe VI qui expose I'état de I'art concernant les réseaux pores tant du point de vue
de leur construction que de celui de la modélisation du transport réactif sur ces modeles
géométriques simplifiés.

\' Résolution numérique du transport réactif

Dans cette partie on s’intéresse aux méthodes de résolution numérique du transport réactif. Celles-ci
dépendent de I'échelle a laquelle le modele est défini. D’aprés les paragraphes Il et Ill, le modéle a
I’échelle microscopique et celui a I'échelle macroscopique sont issus de la mécanique des milieux
continus ; tandis qu’a I'échelle mésoscopique (voir paragraphe IV) la modélisation sur réseaux de
pores du transport réactif conduit a un modeéle d’une autre nature comme on le verra dans le
paragraphe VI et les chapitres suivants. Tout d’abord les méthodes de résolution de ces modeles
different essentiellement sur la méthode numérique de résolution du transport. Celles-ci se
décomposent a I'échelle du continuum en deux grandes familles qui sont les méthodes Eulériennes
et Lagrangiennes. Les premieres regroupent les méthodes de maillage comme les méthodes de CFD
(éléments finis, etc..) et Boltzmann sur réseau tandis que les secondes sont des méthodes
particulaires comme les marches aléatoires et SPH (Smooth Particle Hydrodynamics). En outre, il est
commode pour des questions de stabilité numérique et pour réduire les temps de calculs de
décomposer le transport réactif en une partie de transport inerte et une partie de réaction, résolues
itérativement I'une apreés l'autre.

VA1 Méthodes de CFD

Ces méthodes classiques de discrétisation reposent sur le maillage de I’échantillon du milieu poreux.
Ensuite, sur chacune des mailles, il convient de discrétiser les équations définissant le transport
réactif afin d’obtenir un systéme matriciel. Sa résolution permet de connaitre la valeur des champs
de vitesse et de concentration au niveau de chacune des mailles. Si cette discrétisation consiste en
un développement de Taylor des opérateurs différentiels alors la méthode est celle des différences
finies, si le systeme matriciel résulte de l'intégration volumique des équations sur chacune des
mailles alors la méthode est celle des volumes finis et enfin si la discrétisation découle de la
décomposition des inconnues sur une base choisie de fonctions alors la méthode est de Galerkin
(éléments finis). Il s’en déduit des schémas numériques robustes, précis et efficaces dont la
résolution permet de rapidement résoudre le transport réactif a I'échelle macroscopique. Toutefois
ils s’averent inadaptés a I'échelle microscopique pour des échantillons de la taille du VER car la
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complexité géométrique du milieu poreux nécessite d’augmenter drastiquement le nombre de
mailles ce qui rend ces méthodes chronophages et gourmandes en espace mémoire trés important.

V.2 Méthodes de Boltzmann sur réseau

La méthode Boltzmann sur réseau se base sur une méthode cinétique. L'inconnue est la fonction de
densité des particules qui est évaluée sur chacun des nceuds d’une grille spatiale; elle dépend du
temps, de la position et de la vitesse des particules. L'objectif étant de calculer un écoulement dans
le régime hydrodynamique ; la discrétisation en vitesse de la fonction de densité est grossiere et ne
comporte que quelques vitesses (au nombre de 3) par direction. Ces vitesses permettent de passer
d’un point de la grille a un autre ce qui simplifie le schéma numérique en évitant toute interpolation.
A chaque noeud les particules entrent en collision suivant le modéle de Bhatnagar-Gross-Krook
(Bhatnagar et al, 1994) pour les fluides Newtonien. Cette approche a été appliquée avec succes pour
les écoulements multiphasiques et multi-especes dans des géométries complexes (comme les milieux
poreux) dont les interfaces changent avec le temps (Shan et Chen, 1993). Plus récemment, Kang et al.
(2002, 2003, 2005) ont étendu la méthode pour simuler les phénomeénes de précipitation et de
dissolution dans les milieux poreux. La méthode Boltzmann sur réseau est efficace pour la simulation
du transport réactif dans les milieux poreux a I'échelle porale car elle se couple naturellement avec
les modeles d’interfaces dans des géométries complexes (Kang et al., 2005). Cependant la précision
et le temps de calcul dépendent du nombre d’éléments du réseau et du nombre de directions
possible pour les vitesses. Plus la géométrie est complexe, plus le réseau doit étre fin pour capter les
phénomeénes locaux tels que les phénomeéenes de réactivités a l'interface fluide-solide. De ce fait,
comme dans le cas précédent, la complexité de la géométrie décuple le temps de calcul.

V.3 Méthode SPH (Smooth Particle Hydrodynamics )

La méthode SPH a été développée dans les années soixante-dix pour simuler les écoulements de
fluides stellaires en astrophysique (Lucy, 1977 ; Gingold et Monaghan, 1977). Cette méthode permet
de reconstruire un champ continu (vitesse, pression, concentration) dans tout I'espace a partir de sa
connaissance en certains points de controle, dont on suit le mouvement. Ces points sont affectés
d’une masse et d'une densité en accord avec le volume qu’ils modélisent, ce qui en fait des
particules. Ensuite, les équations de conservation de la mécanique des milieux continus sont
formulées sur le domaine physique que représentent ces particules dont la position est connue a
chaque instant ; leurs déplacements sont gouvernés par ces lois de conservation. Ces particules se
déplacent et interagissent via des forces surfaciques et volumiques a l'intérieur d’une sphere
d’influence autour de chaque particule. C'est dans ce voisinage que les différentes grandeurs
physiques (quantité de matiére, flux, densité,..) sont calculées. Zhu et al. (1999) ont adapté cette
approche pour la simulation des écoulements en milieux poreux, et Tartakovsky et al. (2007) ont
étendu la méthode SPH pour simuler le transport réactif incluant les phénomenes de précipitation et
de dissolution. De par sa nature, cette méthode a tendance a régulariser les champs. Donc tous les
problemes d’interfaces nécessitent d’augmenter le nombre de particules ce qui augmente le nombre
d’éléments des voisinages et donc le temps de calcul. De la méme maniere, la faible régularité des
champs nécessite d’augmenter le nombre de particules. Finalement, la complexité des milieux
poreux peut étre gérée en augmentant le nombre de particules et donc la taille du systeme dont la
résolution nécessite un temps de calcul qui n’est pas raisonnable pour des échantillons de milieux
poreux de taille conséquente.
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V.4 Marche aléatoire

La marche aléatoire permet de simuler le transport d’une particule sur le domaine représentant le
milieu poreux. Chaque particule est soumise au transport par convection (di au déplacement du
fluide) et a celui par diffusion (d( a I'agitation thermique) modélisé par une loi de Fick. Dans cette
méthode, les particules se déplacent dans un premier temps de maniére déterministe par convection
suivant les lignes de courant puis de maniére stochastique par diffusion. Ce second transport est un
processus markovien qui permet a chaque particule de changer de ligne de courant. La marche
aléatoire est exempte de dispersion numérique car elle s’intéresse uniquement a la trajectoire des
particules. Ainsi elle est généralement utilisée pour déterminer des coefficients macroscopiques de
transport tels que la vitesse moyenne, la diffusion moléculaire et la dispersion (Salle et al.,1993;
Békri et al.,1995)

V.5 Découpe d’opérateurs du transport réactif (Operator Splitting)

Le transport réactif peut faire intervenir un grand nombre de réactions chimiques avec des temps
caractéristiques de réactions trés variés, auquel il faut ajouter les différents temps de transport par
convection et diffusion et la complexité géométrique du milieu. Cette hétérogénéité des temps
d’évolution de ces processus peut étre a l'origine d’instabilités numériques empéchant une
résolution efficace du transport réactif. Pour remédier a cela on peut appliquer une méthode de
découpe (splitting) d’opérateurs qui permet de résoudre séparément le transport et la réactivité.
Ainsi les méthodes principales de résolutions sont les suivantes : en raison de leur prédominance
dans la littérature, on explicite ces méthodes uniquement sur les modéles de transport eulériens
gu’on peut décrire comme suit

(')c_

i T(c) + R(c) (2.22)

OU c(t,X) est le vecteur des concentrations au temps t et au point X de I'espace, T(c(¢t, X)) et
R(c(t, X)) sont respectivement les opérateurs de transport et de réactivité en (t, X). On note T;* et
R les discrétisations respectives des opérateurs de transport et de réactivité au noeud i et au nieme
pas de temps, et At le pas de temps. De plus on note c™(X;) la concentration discrétisée au nceud i
et au nieme pas de temps.

Approche globale implicite (GIA)
Cette méthode n’utilise pas de découpe d’opérateur, c’est le cas général qui se discrétise de la
maniére suivante

XD — (X))
At

=T/ () + R () (2.22)

Approche séquentielle non-itérative (SNIA)

Cette méthode permet de découpler la résolution du transport et la résolution de la réactivité. A
chaque pas de temps, la résolution du transport réactif s’effectue en deux étapes. On note N, le
nombre total d’espéce. La premiére consiste a transporter les especes chimiques pendant le pas de
temps (At)

Cfr'ans (Xl) - Cjn (XL)

) (2.23)
= T(G) i L M
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cjtmns est la concentration de I'espece j aprés le transport. Puis la seconde consiste a les faire réagir

entre elles pour obtenir la concentration au pas de temps suivante, c'est-a-dire

Cn+1(Xi) _ CtranS(Xi)
At

(2.24)

=RMYc), j=1,..,Net

Approche séquentielle itérative (SIA)

Cette méthode est similaire a la méthode SNIA ol le transport et la réactivité sont résolus
séquentiellement, ici les concentrations sont résolues en méme temps. A chaque pas de temps elle
résout itérativement le transport réactif jusqu’a ce que la différence entre les concentrations de deux
itérations successives soit plus petite qu’une valeur de tolérance prédéterminée :

chtim+l _ on (2.25)
o _ Tin+1(cn+1,m+1) — Rin+1(cn+1,m)
Et
Cn+1,m+2 _ Cn
= — RV (enHLmE2) = T (ontLmly (2.26)

Ou ¢™*t1™ est la valeur de la concentration a I'instant n + 1 aprés m itérations.

VI Modeles mésoscopiques: approche des réseaux de

pores

Dans ce travail de thése, pour les raisons évoquées précédemment, on a décidé de choisir les
modeles de réseaux de pores pour résoudre le transport réactif dans les milieux poreux. Son principe
est de simplifier la description géométrique du milieu afin d’intégrer plus efficacement les processus
d’écoulement, de transport et de réactivité tout en gardant de I'information sur les transferts de
masse et fluide. Ainsi le milieu réel est modélisé par un réseau ol les noeuds sont les pores et les
liens sont I'espace porale entre les nceuds. Cette modélisation géométrique permet de faire la
transition entre I'échelle du pore et I'échelle de Darcy. Son efficacité provient des formes
particuliéres des pores (sphére, cube) et des liens (cylindre, prisme) dans lesquels il est possible de
résoudre analytiquement les champs de vitesse et de concentration. On obtient donc un modele
semi-analytique ol les inconnues sont situées au niveau des nceuds ou pores et des liens. Par
conséquent la taille du systéme est bien plus faible que dans les modéles CFD ce qui diminue
significativement le temps de calcul.

Les réseaux de pores ont initialement été introduits par Fatt (1956) pour étudier I'écoulement
multiphasique. Depuis ils ont été utilisé pour différentes applications comme les écoulement non
newtonien (Lopez et al., 2003 ; Balhoff, 2005), non darcien (Thauvin et Mohanty, 1998 ; Balhoff et
Wheeler, 2009), la dispersion de soluté (Sahimi,1986 ; Sorbie et Cifford, 1991 ; Bijeljic et al., 2004 ;
Bijeljic et Blunt, 2007 ; Acharya et al., 2007b), le transport réactif (Hoefner et Fogler, 1988 ; Li et al.,
2006 ; Algive et al., 2010 ; Raoof, 2013), les écoulement multiphasiques (Koplik et Lasseter, 1985 ; Al-
Gharbi et Blunt, 2005 ; Piri et Blunt, 2005) ou les phénomeénes d’évaporation (Pratt, 1993, 2002). La
littérature concernant les écoulements multiphasique est fournie, principalement pour ses
applications dans le domaine pétrolier (Celia et al, 1995 ; Blunt,2001 ; Berkowitz et Ewing, 1998) et
celle concernant le transport réactif monophasique se densifie en raison de I'intérét industriel que
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représente le stockage de C0, (Varloteaux et al., 2013 ; Kim et al., 2011). Dans cette thése on
s’intéresse uniquement au transport réactif monophasique, par conséquent seuls ces modeles sont
discutés dans le paragraphe VI.2.

Le principe de la modélisation sur réseau de pores est simple car elle décompose la structure du
milieu poreux en deux composantes. D’une part la morphologie qui répertorie les formes
géométriques des pores et des liens (volume, rayon, section, surface,...) et d’autre part la topologie
qui décrit la maniere dont les pores sont reliés entre eux (identification des voisins et nombre de
voisins). Afin qu’un réseau soit physiquement représentatif d’'un milieu réel, il est nécessaire de
correctement ajuster ses caractéristiques géométriques. Celles-ci qui apparaissent sous la forme de
distributions statistiques, ne tiennent pas compte des corrélations spatiales (@ren et Bakke, 2003).
Par conséquent elles ne définissent pas uniquement les réseaux. Ainsi ces dépendances spatiales
peuvent étre partiellement réintégrées en ajustant la position des pores et des liens en fonction de
grandeurs macroscopiques comme la porosité ou la perméabilité, qui caractérisent le milieu poreux
et sont mesurables en laboratoire (Fisher et Celia, 1999 ; Vogel, 2000).

La construction de réseau de pores tenant compte des corrélations spatiales est possible depuis les
années 90, grace aux progrés de la tomographie qui permet d’avoir acces a la structure interne du
milieu poreux. L’utilisation de cette derniére permet de se rapprocher de la complexité réelle du
milieu malgré les simplifications induites par I'approche réseau de pores (Lindquist et al., 2000 ; Oren
et Bakke, 2003 ; Sok et al., 2002 ; Youssef et al., 2007). La génération des réseaux par cette méthode
est bien plus avantageuse, il convient donc d’expliciter la méthode permettant d’aboutir a un réseau
a partir de cette technique d’imagerie.

Vi1 Génération de réseaux de pores par microtomographie

La microtomographie est une technique d’imagerie non destructive qui permet de reconstruire
numériquement une image 3D en nuance de gris a partir de projections 2D de I’échantillon étudié.
Ensuite, par analyse d’image, on est capable de déterminer le réseau de pores avec les propriétés
géométriques de ses pores et ses liens. Cette construction se déroule en deux étapes que sont la
segmentation et la squelettisation a partir de laquelle les pores et les liens sont déterminés.

La segmentation consiste en la séparation de la matrice des vides de I’échantillon de la matrice
solide. Pour cela des algorithmes (Oh et Lindquist, 1999) transforment I'image en nuance de gris en
une image binaire en attribuant a chaque voxel une valeur suivant la phase a laquelle il appartient.
Cette transformation est effectuée suivant un seuil dépendant de I'image (lassonov et al., 2009 ;
Porter et Wildenschild, 2010 ; Wang et al., 2011).

Une fois que la matrice des vides est connue on peut en extraire son squelette. Le squelette d’un
milieu poreux est la représentation filaire qui permet de retranscrire la structure de I'espace poral.
Les deux méthodes majeures de squelettisation sont la méthode de I'axe médian (Thovert et al.,
1993 ; Lindquist et al., 1996 ; Lindquist et Venkatarangan, 1999) et la méthode de la sphére maximale
(Silin et Patzek, 2006 ; Al-Kharusi et al, 2006 ; Dong et Blunt, 2009). La méthode de I'axe médian
consiste a réduire I'espace porale en un squelette a I'aide d’un algorithme de type « feu de prairie »
(Lindquist et al., 1996 ; Thompson et al., 2006). En partant des bords de la matrice des vides, des
couches successives de voxels sont supprimées itérativement jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible
d’avancer. Les centres des pores sont les intersections entre trois lignes ou plus. Ces pores sont
fusionnés si la distance entre leur centre respectif est plus petite qu’une certaine longueur. Les liens
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sont définis autour des segments reliant les centres des pores. Lindquist (2000) suivi par Shepard et
al. (2005) ont déterminés un algorithme pour déterminer les propriétés géométriques des pores et
des liens. La méthode des spheres maximales consiste a déterminer pour chaque voxel la plus grande
sphéere, dont il est le centre, inscrite dans I'espace poral. Ensuite en considérant uniquement les
voxels pour lesquels la sphéere maximale n’est pas incluse dans celle d’'un autre voxel, on peut
déterminer les pores et les liens. En effet on obtient un ensemble de spheres se chevauchant, le
centre d’un pore est le voxel dont la sphére maximale est la plus grande parmi toutes les sphéres
maximales la chevauchant. Ensuite un lien est représenté par I'ensemble des sphéres maximales se
chevauchant compris entre deux sphéres maximales de plus grand rayon.

VI.2 Modéles de transport réactif dans les réseaux de pores

Ces dernieres années, les modeéles de transport réactif de solutés se sont multipliés en raison de la
diversité des applications de ces derniers. Un prérequis a leur formulation est la connaissance du
champ de vitesses dans les liens du réseau. Le calcul d’un écoulement de Stokes stationnaire dans un
réseau de pores est bien maitrisé depuis Fatt (1956). Dans ce cas le débit dans un lien q}’j suit la loi

de Hagen-Poiseuille, il donc est proportionnel a la chute de pression AP;; = P; — P;, qui est

constante, le long du lien

P; et P; sont les pressions dans les pores d’indices i et j (voir Figure 2-1) reliés par un lien, g;; est la
conductance hydraulique dans ce lien. En particulier pour un lien cylindrique de rayon r et de
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Figure 2-1 : Schéma d’un lien avec ses pores adjacents

Par ailleurs I'incompressibilité du fluide entraine une loi de Kirchhoff au niveau de chaque pore, par
conséquent en faisant le bilan de masse sur chacun d’entre eux le modele d’écoulement s’écrit

J

Et apres réarrangement des termes on obtient le systéme linéaire
GP =b (2.29)

Ou G est la matrice contenant les conductances hydrauliques g, P est le vecteur inconnu des
pressions dans les pores et enfin b rend compte des conditions aux limites du réseau comme
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I'imposition des pressions ou des débits. Sa résolution permet de calculer le champ de pression puis
de remonter a I'aide de la loi de Hagen-Poiseuille a la vitesse dans les liens.

Les modeles de transport utilisent le champ de vitesse calculé comme précédemment. Dans la suite,
les différents modeles existants sont répertoriés et discutés. On note que, comme pour ceux a
I’échelle microscopique, ces derniers sont soit Eulérien soit Lagrangien.

Modeéles Eulériens

Les modeles de transport les plus utilisés sont ceux basés sur la méthode des cellules mélangées ou
mixed-cell method (MCM), dans laquelle les équations de conservation de masse sont écrites sur
chacun des pores du réseau,

dcl
DS R;
Vi 2 qijci + Z i€ +Z n 54 i(ci) (2.30)

qll<0 CIL]>0

Ou ¢; est la concentration, D,, est la diffusion moléculaire de I'espéce et V; le volume du pore i ; q;’j ,
S;j et l;; sont respectivement le débit d’écoulement du lien, I'aire de sa section et sa longueur ;
Ri(ci) est le terme réactif dans le pore i. Dans ce modéle, on suppose que les liens sont sans volume
et que les pores sont des mélangeurs parfaits, c'est-a-dire que la concentration y est uniforme. Le
flux de masse entre deux pores est la somme d’un flux convectif upwind et d’un flux diffusif qui est
I"approximation au premier ordre d’un flux Fickien. Formellement la méthode MCM revient a utiliser
une méthode des volumes finis sur un maillage ou chaque cellule représente un pore. Les principaux
avantages de cette méthode sont sa simplicité de mise en ceuvre, sa rapidité de résolution
numérique et son adaptabilité a différents types de transport. Par exemple Acharya et al. (2005) ont
utilisé ce modele pour étudier I'adsorption non-linéaire lors du transport de soluté et ont déterminé
que plus d’'un million de pores étaient nécessaires pour que les résultats soient statistiquement
représentatifs. Li et al. (2006) et Kim et al. (2011) ont étudié, en relation avec le stockage du CO5, les
réactions cinétiques géochimiques d’anorthite et de kaolinite de précipitation/dissolution. Nogues et
al. (2013) ont étudié I'évolution de la porosité et de la perméabilité d’une roche lors de réactions de
précipitation/dissolution en présence de carbone en milieu acide. Ces réactions complexes peuvent
tenir compte de plusieurs dizaines d’espéces aqueuses ou en phase solide, qu’il est possible de
coupler avec le transport et de résoudre efficacement a I'aide des modeles MCM. D’ou la popularité
de ces derniers.

Il existe un certain nombres de modifications et de raffinements de ce modeéle pour se rapprocher de
la physique réelle du transport. Par exemple, Raoof et al. (2013) ont considéré des liens et des pores
avec un volume, toujours sous I’"hypothése du mélange parfait, pour tenir compte de I'effet capacitif
des liens. L’équation de conservation sur chaque pore (2.30) se modifie en considérant les pores et
les liens. Dans ce cas I'écriture du bilan de masse (2.30) sur chacun des liens permet d’exprimer
analytiquement la concentration dans les liens en fonction de celle des pores puis de les intégrer
dans I’équation de conservation des pores. Van Milligen et Bons (2014) ont proposé une modification
du flux de masse dans le lien en déterminant une expression analytique dans le cas d’un écoulement
de type bouchon (plug-flow). La précision du transport dans les liens et dans les pores peut étre
augmentée en subdivisant les liens en pores de plus petite taille. La généralisation de cette méthode
pour tenir compte de la non-uniformité du champ de vitesse au sein des pores et des liens est
donnée par Mehmani (2014), mais cette modification n’améliore pas significativement le modele

28



MCM. Une autre méthode permettant de tenir compte de la non-uniformité de la concentration
dans les pores et dans les liens est donnée par Algive et al. (2010, 2012) et Varloteaux et al. (2013),
gu’ils ont utilisé dans le cas du transport réactif. Dans leurs travaux, ils ont employé la théorie des
moments pour calculer les parametres de transport mésoscopiques en régime asymptotique (vitesse
moyenne, dispersion, vitesse de réaction), sur chacun des pores et des liens. Leur modéle a été utilisé
pour étudier les effets de dissolution et de précipitation dans le contexte du stockage de CO, et la
diagénese des roches carbonatées. Martins et al. (2009) ont développé un modele simple dans lequel
la formulation des équations de conservation de masse sur les pores conduisent a un systéme
différentiel d’équation avec retard, soit

dc;
Vi—- = z qjci + Z a6 (t — Tij)
at & : (2.31)

q:;<0 qij>0

Tj; est le temps de résidence dans le lien, il permet de tenir compte du retard dans le transport de
masse entre un pore et son suivant. Ce modele est un raffinement d’un flux upwind lorsque les effets
diffusifs sont négligeables. Cette supposition est I'une de ses limitations, les autres sont la nécessité
d’un écoulement de type bouchon et I’hypothése de mélange parfait dans les pores.

Une autre classe de modeles de transport contient ceux exprimés dans le domaine de Laplace.
L'avantage de ce type de formulation provient de la transformation des produits de convolution des
probabilités des temps de séjour en produits algébriques. De plus, le calcul des moments temporels
devient explicite car ceux-ci s’expriment dans le domaine de Laplace a partir de la distribution des
temps de séjour. De Arcangelis et al. (1986) ont déterminé les probabilités des temps de premier
passage pour une particule d’un traceur se déplagant au sein d’un lien. lls ont supposé que les pores
sont sans volume et un écoulement de type bouchon avec une diffusion moléculaire. Sous ces
hypothéses, ils en ont déduit les probabilités de transition entre pores d’une particule se déplacant
dans le réseau. Ensuite ils ont pu calculer le coefficient dispersion longitudinale du réseau en fonction
du Péclet, et ceci sans jamais calculer le champ de concentration. Cette méthode est modifiée par
Koplik et al. (1988) en écrivant les équations de conservation de masse des pores (sans volume) dans
le domaine de Laplace. Le systéeme linéaire obtenu est résolu et inversé numériquement dans le
domaine temporel par l'algorithme de Stehfest (1970). Ensuite une méthode pour calculer les
moments d’ordre supérieur de la distribution des temps de séjour d’un réseau est mise en évidence.
Alvarado et al. (1997) ont étendu cette méthode en incluant des réactions d’adsorptions. lls en ont
déduit que le coefficient de dispersion dépend de la distribution spatiale des sites réactifs et que sa
mise a échelle dépend du Péclet de maniere non-linéaire. Enfin ils ont remarqué que ['étape
d’inversion numérique de la transformation de Laplace devient prohibitive pour de larges réseaux
(plus de 400 pores) et inexacte pour de grand Péclet (>10). En effet I'inversion numérique de la
transformation de Laplace est mathématiquement un probléme mal posé. Par conséquent ce type
de modéele est mal indiqué pour suivre I’évolution du champ de concentration pour des réseaux de la
taille du VER, mais a toute son utilité pour I'analyse des moments.

Modéles Lagrangien

Les modeles Lagrangiens de transport, se réduisent essentiellement aux modeles de suivi de
particules au sein du réseau. Chacune d’entre elles est transportée de pore en pore par convection et
par diffusion moléculaire au sein du réseau. Ces modeles sont plus précis que les modeles Eulériens,
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néanmoins ils sont plus gourmands en ressources de calculs car il est nécessaire de considérer un
grand nombre de particules pour obtenir des résultats statistiguement convergents. Les méthodes
de suivi de particule se divisent en deux catégories. La premiére suit le détail du mouvement
stochastique des particules a I'intérieur des liens par une marche aléatoire a temps discret (Bruderer
et Bernabé, 2001 ; Bijeljic et al., 2004 ; Acharya et al.,, 2007a; Jha et al.,, 2011). La seconde suit le
mouvement des particules de pore en pore (sans s’occuper des liens), par une marche aléatoire a
temps continu, en utilisant la distribution des temps de séjour au sein des liens (Sahimi et al., 1986 ;
Sorbie et Clifford, 1991 ; Rhodes et Blunt, 2006 ; Bijeljic et Blunt, 2006). Les modeles de la premiere
catégorie sont numériquement beaucoup plus lourds que ceux de la seconde car la taille du pas de
temps est bornée par le plus petit temps de séjour dans les liens. Cependant ils sont bien plus précis
et ont permis d’évaluer avec succeés le coefficient de dispersion pour des milieux poreux non
consolidés (Bijeljic et al., 2004 ; Jha et al., 2011). D’autre part ils sont plus flexibles car plusieurs
profils de vitesses a l'intérieur des liens peuvent étre considérés. De plus ils permettent de choisir de
guelle maniére une particule passe d’un lien a un autre jusqu’au choix de sa position sur la section de
ceux-ci. Les modeles de la seconde catégorie se résolvent plus rapidement car seuls les pores sont
considérés. Le choix du lien de sortie d’'une particule se situant dans un pore est basé sur une
probabilité de transition qui intégre leurs temps de séjour. Par conséquent ces modéles ne
permettent pas d’avoir acces au transport a l'intérieur du lien, ce qui les rend moins précis et
inadéquat pour certaines applications (Edwards et al., 1991 ; Mehmani, 2014).

V1.3 Conclusion

Dans cette partie, les modéles de réseaux pores et ceux de transport réactifs ont été discutés. Il en
ressort qu’ils sont multiples et que leur choix dépend de I'application visée. En ce qui concerne le
transport il n’y a pas de modele faisant I'unanimité. Dans ce travail on souhaite étudier le transport
de solutés réactifs dans les milieux poreux en utilisant un modele de réseau de pores. Un des
objectifs de ce travail est de suivre I'évolution des champs de concentrations des espéces le plus
précisément possible pour un temps de calcul raisonnable. Tout d’abord, le modéle qui a été choisi
est Eulérien car il est numériguement moins lourd et permet d’intégrer plus naturellement des
termes de réactions complexes. Ensuite, I'utilisation d’un modéle MCM est tout indiquée car les
inconnues sont uniqguement basées dans les pores ce qui limite leur nombre. Cependant ils péchent
au niveau de la détermination du flux de masse aux interfaces des pores. En particulier seules des
expressions asymptotiques de ces flux sont considérées. Cela peut poser probleme car la géométrie
du réseau et les réactions chimiques sont susceptibles de perturber le transport de sorte que le
temps d’atteinte de son régime asymptotique soit significativement augmenté. Les modeles définis
dans le domaine de Laplace définissent bien le régime transitoire mais leur inversion numérique dans
le domaine temporel est imprécise pour des Péclet grands (>10); et d’autre part le temps de
résolution devient prohibitif pour de grands réseaux. lls sont donc inadaptés pour simuler le
transport de solutés pour des réseaux de la taille du VER, ce qui est un objectif de ce travail. On
s’apercoit que les modeles existants ne répondent pas aux objectifs fixés. Pour cela, on a développé
un nouveau modele de transport réactif MCM mais dans le domaine de Laplace pour prendre en
compte les aspects transitoires, que I'on se propose d’inverser analytiquement dans le domaine
temporel pour éviter les imprécisions et réduire si possible le temps de résolution. Le deuxieme
objectif est de trouver un modele généralisant les modéles de transport Eulériens qui ont été
exposés dans cette partie et d’établir des ponts avec ceux de formulation Lagrangienne. En effet il
existe de multiples modeles de transport pour différentes utilisations, cependant leurs formulations
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semblent étre indépendantes des unes des autres. Ainsi un modele généralisé aura I'avantage d’étre
valable quelque soit I'application et simplifiera les hypothéses de modélisation. Cette construction
est I'objet des chapitres 3,4, 5 et 6.
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Chapitre 3 : La modélisation sur réseau de pores

La revue bibliographique du chapitre précédent a permis de répertorier les différents types de
modeles de réseau de pores qui sont utilisés pour simuler le transport d’espéces aqueuses dans les
milieux poreux. Son analyse révele que le choix du modéle de réseau de pores influence
significativement la méthode de modélisation du transport au sein de ceux-ci ; par exemple Koplik et
al. (1988) ont considéré que les pores sont des jonctions sans volume. Notre choix de suivre
I'approche initiée par de Arcangelis (1986), Koplik et al.(1988) et poursuivi Alvarado et al. (1997),
découle de cette analyse.

Bien que les réseaux de pores soient utilisés avec succes depuis des dizaines d’années pour simuler
les processus d’écoulement, de transport et plus récemment de transport réactif, il n’existe pas de
méthode systématique de modélisation des processus physiques sur ce type de modéle. Il ressort de
I’étude bibliographique, que suivant le probléme de transport étudié plusieurs approches ont été
testées indépendamment les unes des autres ; elles ne s’incluent pas explicitement dans un cadre
général de modélisation qui permettrait d’établir des passerelles entre celles-ci. Par conséquent,
avant de développer un nouveau modele de transport, il est important préciser la définition du
modele de réseau de pores et les hypotheses de modélisation.

Cette partie est donc consacrée a la modélisation mathématique des réseaux de pores et des
processus physique qui s’y déroulent. En nous plagant a cette échelle de généralité nous espérons
établir une trame générale de modélisation multi-physique dans les réseaux de pores dont
I'application au transport permettrait d’unifier dans un méme formalisme les différentes
formulations des modeéles qui ont été mentionnées dans le chapitre précédent.

I Définitions

Le modéle de réseau de pores est une modélisation géométrique de I'espace porale d’un milieu
poreux. Bien qu’il existe plusieurs types de réseau de pores, ils sont tous définis par des pores
connectés entre eux par des liens (voir paragraphe VI du chapitre 2). Ces modeles different au niveau
de la morphologie des pores et liens qui peuvent avoir un volume ou non. Par conséquent d’un point
de vue mathématique, la topologie du réseau est modélisée par un graphe dont les nceuds sont les
pores et les arcs sont les liens, tandis que la morphologie est modélisée par la forme géométrique de
ces derniers. Ainsi, les pores peuvent étre sphérique, cubique, tétraédrique (voir paragraphe VI du
chapitre 2) ou méme ponctuels (c'est-a-dire sans volume) et les liens peuvent étre de maniéere
analogue de section carré, triangulaire, circulaire (voir paragraphe VI du chapitre 2) ou réduit a leur
section (c'est-a-dire sans volume). On remarque que cette définition permet de séparer les
caractéristiques topologiques des caractéristiques morphologiques. On constate que la topologie,
bien que définis pour chaque pore via la coordinence, c’est-a-dire le nombre de pores voisins,
organise le réseau globalement alors que la morphologie, puisqu’ intrinsequement liée aux
constituants élémentaires que sont les pores et les liens, caractérise le réseau localement.

Dans toute la suite on note P I'ensemble des pores, £ 'ensemble des liens et £ = P U L 'ensemble
des éléments du réseau. Les cardinaux de ces ensembles sont respectivement le nombre de
pores Nyore = Card(P), le nombre de liens Ny, = Card(L) et le nombre d’éléments Nejgment =
Npore + Nijen. Enfin puisque les réseaux de pores sont des graphes, nous utiliserons la notation de
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cette structure mathématique, a savoir, si R est un réseau de pores composé des pores P et des
liens L alors il est noté R = (P, L).

1.1 Morphologie des réseaux de pores

La morphologie du réseau de pore est définie a travers celle de chaque pore et de chaque lien. Les
exemples cités dans le paragraphe précédent (sphere, cylindre, cube, parallépipéde, etc...) montrent
la variété des formes géométriques possibles. D’autre part, la morphologie étant définie pour chaque
pore et chaque lien, ces derniers sont susceptibles au sein d’un méme réseau d'étre de formes
géomeétriques tres différentes. Ainsi la morphologie du réseau de pores présente généralement une
grande hétérogénéité qui résulte des différences de formes géométriques entre les pores et les liens,
et entre les pores entre eux et les liens entre eux.

A I'échelle du réseau, un moyen de définir la morphologie est de construire pour les pores et les liens
les distributions fréquentielles des formes géométriques.

Ici on considére que tous les pores sont de morphologie sphérique et tous les liens sont de
morphologie cylindrique ; les réseaux considérés sont morphologiquement homogenes.

1.2 Topologie des réseaux de pores

La topologie du réseau de pores est définie par le nombre de pores voisins de chaque pore et de
chaque lien. Ce nombre est appelé le nombre de coordinations ou nombre de connectivité. Il est
important de remarquer que les liens sont toujours reliés a deux pores que nous appelons pores
adjacents et par conséquent le nombre de coordination de chaque lien vaut deux. En particulier les
liens considérés au bord du réseau sont ceux le traversant et connectés a un pore, ils possedent
donc qu’un seul pore adjacent. Pour ces liens le second pore est virtuel et symbolise la partie
extérieur du réseau adjacente au bord. Bien qu’il n’y ait aucune contrainte sur le nombre de
coordination des pores, nous qualifions d’isolés les pores sans voisin et de dead-end les pores
possédant un seul voisin. La terminologie dead-end et isolé s’applique respectivement, aux liens
possédant un pore adjacent qui est dead-end, et aux clusters (i.e sous-réseaux) pour lesquelles il
n’existe pas de chemin les reliant au bord du réseau

Dans le paragraphe d’introduction de cette partie, on a mentionné que la topologie est une propriété
globale car elle définit I'agencement des composants élémentaires que sont les pores et les liens.
Prenons le temps de clarifier ce propos ; en effet I'architecture globale des réseaux est retranscrite
par des distributions statistiques sur le nombre de coordination comme la distribution fréquentielle
du nombre de coordination informant sur la connectivité globale entre les pores. Cet exemple de
distribution est certainement le plus classique mais il en existe d’autres retranscrivant
guantitativement des propriétés topologiques diverses, en effet Newman (2003) mentionne dans son
article de review le coefficient de clustering, la distribution du nombre de coordination corrélée, etc.
Dans la suite, aucune hypothése sur la topologie n’est considérée. Les développements suivant en
termes de modélisation sont indépendant de la structure topologique des réseaux.

1.3 Remarques et précisions

Dans cette partie on a défini les objets et les termes nécessaires a la modélisation sur les réseaux de
pores qui seront utilisés dans le cadre du transport au chapitre suivant. Nous laissons donc
délibérément de c6té toutes les théories concernant la quantification des effets de la topologie sur le
transport qui releve de I'analyse des réseaux et des systemes dynamiques ; bien qu’elles permettent
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de quantifier globalement la topologie, leurs applications concernent I'analyse des processus a
I’échelle des réseaux mais ne jouent aucun réle dans la modélisation.

II Méthode de modélisation

Dans la partie précédente on a défini le réseau de pores comme un modele géométrique simplifié de
I’espace porale d’'un milieu poreux. Avant d’exposer la méthode de modélisation sur les réseaux de
pores, il est important de fixer les hypothéses de cette modélisation.

Nous limitons notre étude aux processus de transport d’une grandeur physique scalaire
At°'modélisée a I'échelle microscopique par sa proportion en chaque point notée A, et par des
équations de conservation de la forme :

Z—’: (t,X) + div(J(t,X,4,B)) = R(t, X, A, B) (3.1)

e t et X sont respectivement les variables de temps et d’espaces. A est une fonction du temps
et de I'espace modélisant le processus étudié

e B est un vecteur de fonctions dépendantes du temps et de I'espace et modélisant les
processus annexes

. fest un opérateur modélisant le flux de A qui dépend des processus annexes B

e R est un opérateur modélisant la création et de destruction de A qui dépend de processus
annexes B

Cette équation générique traduit la conservation d’une quantité scalaire au sein d’'un élément de
volume microscopique. Suivant le processus étudié, elle est complétée par des équations traduisant
la conservation d’autres grandeurs physiques scalaires ou vectorielles modélisées par B. Par exemple
le transport d’une espéce dissoute dans un fluide dépend de sa concentration et de I'écoulement du
fluide en chaque point donc le vecteur B comporte les variables de vitesses et de pression du fluide ;
si on ajoute d’autres espéces dissoutes, B comporte en plus les concentrations des autres especes.
L'étape suivante consiste a introduire les moyennes sur les volumes des pores et des liens comme
étant les inconnues du réseau de pores; elles sont des fonctions localisées spatialement qui
dépendent uniquement du temps et représentent I'état du processus dans chacun des pores et des
liens ; par extension leur collection représente I'état global du processus au sein du réseau de pores.
Cela étant dit nous pouvons maintenant énoncer la méthode de modélisation du transport sur un
réseau de pores qui consiste a écrire les équations de conservation sur chacun des pores et des liens
puis de déterminer les expressions des flux aux interfaces pore-lien et du terme de création en
fonction des inconnues définies pour les réseaux de pores. En reprenant |'équation (3.1) cela se
traduit mathématiquement par le systeme (3.2).
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% fﬂ A(t, X)dX = — ff J(t, X, A,B). 7 + fﬂ R(t,X,A,B)dX Ve €&

Volume Volume
élément e element e élément e
A(t,X)dX = AVt = VA, Ve € €
Volume
J élément e

J(t,X,A,B).7 = QLo (t, A, Ayy, ) Aoy Bo, Bory s Bom) M,m € Net Ve € €

bord
élément e

R(t,X,A,B)dX = R (t,A,, Agq, -y Agk Bey Bey, .y Be)) k,LEN et Ve € €

L Volume
élément e

e L’indice e symbolise un élément du réseau de pores qui est un pore ou un lien

e 1, estlevolume de I'élément
N tot

(3.2)

est la quantité de A°t passant a travers I'interface de I'élément e, c'est-a-dire le débit

de At°t dépendant des inconnues A,, A, ..., Az, qui sont les valeurs moyennes de A sur les

éléments e, el,..., en du réseau de pores, des inconnues B,, B,1, ..., By, qui sont les valeurs

moyennes associées a B sur les éléments e, el,..., em et du temps t

o R est la quantité de A crée au sein de I'élément e dépendant des inconnues

Ag Ay, -, Agi qui sont les valeurs moyennes de A sur les éléments e, el,..., ek du réseau de

pores, des inconnues B,, B,1, ..., Bo; qui sont les valeurs moyennes associées & B sur les

éléments e, el,..., el et du temps t
De maniere condensée, nous récrivons ce systeme de la fagon suivante :

d(V,Ag) _

- —QLot(t, A, B) + Rt (t, 4, B)

(3.3)

Ou (t,A,B) est une notation condensé de (t,Ag, Ap1,..»AonsBo, Boty o» Beyy) POUr M et m

appartenant a I’'ensemble des entiers naturels N.

Partie solide /—\

Elément f I‘_Elemente : Elémentg

“J Interface 1
I Interface sollde pore-lien | 1

Figure 3-1 : Schéma d’un pore et de ses liens adjacents
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Ce modele discret de transport est I'analogue du modele continu (3.1) dans la mesure ou I'on
retrouve les termes d’accumulation, de flux a travers l'interface et de réaction qui caractérisent le
transport dans les milieux continus. En tirant parti de la linéarité de I'intégration, le débit total a
travers l'interface de I'élément e est la somme des contributions issues des éléments adjacents et de
I'interface solide de I’élément. Ainsi il se décompose sur le réseau de pores de maniére suivante :

0 (6 AB) = ) 0Lt A B)+ 0" (t,A,B) veee (3.4

e~f
fe€

ou

e e~f est une notation signifiant que les éléments e et f sont adjacents

. Qg est le débit de A%t en provenance de f passant a travers l'interface entre les éléments e

etf
. solide st |e débit de A%t en provenance de la phase solide passant a travers I'interface
solide

Il s’ensuit d’aprés (3.3) que

d(V.A, L _ . o
D) = ) _ Z 0/ (t, 4, B) — Qs°Ude(t, A, B) + RL°(t, A,B) Ve € € 3.5
et
fe€

On constate que le terme de quantité de matiére —QZ5°!4¢ ne dépend que de I'élément e considéré
et de la phase solide. Par conséquent du point de vue des éléments du réseau de pores, il
s’apparente a un terme de réaction a l'interface solide. Nous posons RS°1de = —Qsolide  Cette
derniére remarque permet d’établir 'équation générique du transport d’une grandeur scalaire At
qui fait apparaitre un terme d’accumulation, un terme de transport pur entre les éléments du réseau
et un terme de réaction au sein de chaque élément. Elle se présente comme suit :

d(V,A,) feo A B) 4 REo(r A B

Sl N QAR + R AB) vees (3.6)
e~f
fee

ou

e RLot = Rsolide(t A B) + RLO(t, A, B) est le terme de réaction au sein de I'élément e dans
lequel le premier terme est un terme de réaction surfacique, et le second est un terme de
réaction volumique

Maintenant que le systéeme a résoudre est écrit, discutons de ses propriétés.

1.1 Nature du modéle de transport :

Le systeme d’équation différentielle (3.6) modélisant le transport au sein du réseau de pores établit,
en fonction des inconnues définies dans le réseau, une relation entre la variation de la grandeur
physique considérée, ici A%, dans chaque élément et ses débits aux interfaces pore-lien. Dans le cas
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ou I'équation microscopique est dégénérée, le modele sur réseau de pores le devient aussi. En
particulier, on a les deux cas particuliers suivants :

e /A est constante:
Dans ce cas A est connue impliqguant qu’elle n’est plus une inconnue. Le modele
microscopique se simplifie de la maniére suivante

div(J(t, X, B)) = R(t, X, B)

(3.7)
Et le modeéle sur le réseau de pore s’écrit
0= —z Ql(t,B) + R“(t,B) vee€
e~f (3.8)
fee

Finalement on obtient un systeme d’équation sur B traduisant son évolution sous
I’hypothése A constante.

e Lesvariables de B sont connues:
le systéme (3.1) intégre implicitement les variables de B, et se réécrit

6A d 7 A _ A
= (%) + iv(J(t, X,A)) = R(t, X, A) (3.9)

Et le modeéle sur réseau de pores

d(V,A, . _
% = —Z QL (t,A) + Rt (t,A) vee€
t = (3.10)
fe€

Bien que simplifié, ce systéme de transport de A'°test de la méme forme que le systéme
général (3.6). Ici aussi la variable A est découplée des variables du vecteur B.

Entre ces deux cas, il existe toute une gamme de problémes pour lesquelles le transport de At est
couplée avec les processus modélisés par les variables de B.

1.2 Propriétés mathématiques du systeme d’équation

Le systeme d’équation différentielle (3.6) modélisant le transport au sein du réseau pores dépend
uniquement du temps. Ses propriétés mathématiques dépendent du second membre qui peut étre
linéaire, sous forme différentielle ou intégrale, etc... Celles-ci sont issues des modeles
microscopiques sur les variables A et B.

1.3 Conservation

Sous cette forme, la question de la conservation peut étre abordée simplement. Le modéle continu
de transport considéré a travers 'équation (3.1) traduit la conservation d’une quantité scalaire At°¢
au sein d’un élément de volume ; cette propriété intrinseque aux processus étudiés doit étre vérifiée
par le systéme d’équation modélisant ce dernier dans un réseau de pores. Cela équivaut a affirmer
que pour deux d’éléments adjacents du réseau e et f la quantité de A'°! entrant dans e en
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provenance de f (noté Qg) est égale a 'opposé de la quantité de A entrant dans f en provenance
de e (noté Q}?). De manieére plus concise on a:

Ql(t, A,B)+ Q¢(t,AB) =0 Ve, f € € (3.11)

1.4 Les variables

La grandeur A est définie dans le réseau de pores a travers sa grandeur moyenne A4, au sein de
chaque élément e. Généralement le terme de transport pur dans I'équation générique (3.6) dépend
uniquement des variables définies dans I'élément et ses éléments adjacents tandis que le terme de
réaction dépend uniquement des variables définies dans I'élément. Ces considérations proviennent
du modele microscopique de transport qui, par hypothese, est indépendant du chemin parcouru par
I’élément de volume. Ainsi I'équation générique de transport (3.6) se réécrit plus simplement :

AW A, L ot o
Q = _Z Qg(t, Ae,Af,Be,Bf) + Rtt(t,A,,B,) Ve€&E
dt & (3.12)
fee€

Il s’ensuit que pour la grandeur considérée, a savoir A, le réseau de pores génére un nombre de
variables égal au nombre d’éléments Ngiement = Npore + Nijen dans le réseau. Le nombre de lien
étant généralement supérieur au nombre de pores, il s’ensuit que Nejement = 2Npore ; C€ NOMbre
est généralement grand. Par exemple les réseaux de pores, publiés par Blunt et al. , construits a
partir d'images micro-tomographiques et en particulier le réseau modélisant un échantillon de gres
de Berea comporte 12349 pores et 26146 liens soit un nombre de 38495 éléments ou variables. Le
systeme d’équation (3.12) fait donc intervenir un grand nombre d’inconnues. Une maniere de
réduire ce nombre est de profiter de la topologie simple des liens qui sont reliés uniguement a deux
pores. Pour cela on exprime les débits de A!°t aux interfaces pore-lien en fonction de variables
définie uniquement dans les pores, c'est-a-dire

Q,(t, 4,4, B,,B)) = QS'(t,Ap,Ap, ,B,,) Vp,p' € P tel que p~let I~p’

L g P , . (3.13)
Q7 (t,A;, Ay, Bi,By) = Qp,(t, Ap, Ay, By, By) Vp,p' € P tel que p~Let I~p

Ou p et p’ sont les pores adjacents au lien . On dira que deux pores p et p’ sont adjacents s'ils sont
reliés par un lien [. De fagon équivalente on dira que ces deux pores p et p’ sont adjacents par le
lien [ . On note p~p' et p ~; p’ dans les cas ou I'on souhaite préciser le lien les reliant. On peut alors

!
noter Qz’,’ et Q;’, a la place de QzlJ et le. En conséquence (3.12) se décompose en un systeme sur les

pores et en Nj;.,, sous-systémes sur les liens

40,7 R ——
— =" Z Qb (t,Ap,Ap,,Bp,Bpr) + R,ﬁ"t(t, Ap,Bp) pourp € P
p'~p

pIEP (314)

ld(V,4, o b T
X (d’t D _ —QP(t,4,4,,B,,B,) — QF (t, 4, 4,1, B, By) + R° (t, 4, B)) pour L € Letp ~ p’

Le systéme d’équation modélisant le transport entre les pores est indépendant de celui modélisant le
transport dans les liens. Sa résolution permet de calculer les variables @ dans chacun des pores dont
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les valeurs sont utilisées par la suite dans le calcul des débits aux interfaces pore-lien le. Ensuite les
variables A; dans chacun des liens sont ensuite résolues & postériori a I'aide des équations de (3.14).

1.5 Précision du modele

Bien que le but de ce paragraphe ne soit pas d’étudier en totalité la précision du modeéle des réseaux
de pores, il est souhaitable de comprendre dans quelle mesure le modele proposé présente des
approximations. En effet le modéle de transport dépend de I'expression des termes de transport

Lot et de réactions RE°(t, A, B) qui, dans I'équation de conservation de la grandeur A sur chacun

tot
e

des pores et des liens (3.2), sont définis par le débit total Q5°¢ et la vitesse de réaction totale RL°¢ :

-U J(t,X,A,B).7% = Qtot(t,A,B) = Z Ql(t,4,B) + Qs°lde(t,A,B) poure€ &

bord de e e~f
fep (3.15)

R(t,X,A,B)dX = R (t,A,B) poure€ &

Volume de e

En pratique, QL°¢ et REt sont respectivement des approximations du débit total et de la vitesse de
réaction totale ; leur expression respective est déterminée a 'aide des équations modélisant le
processus étudié. La précision du modéle dépend de la justesse avec laquelle ces fonctions sont
définies.

1.6 Conclusion

Ce chapitre introductif du travail sur le transport a permis d’exposer la trame de modélisation
appliquée par la suite a I’écoulement, au transport et au transport réactif. Il a été question de poser
le probleme, de définir les objets et le formalisme des processus, puis d’en déduire la structure du
modele de transport d’'une grandeur dans les réseaux de pores. Cette démarche permet de
déterminer les transferts a I'échelle du réseau a partir de la modélisation microscopique des
processus.

Avant d’entrer dans le vif du sujet et dans un souci de clarté, un récapitulatif de nos hypotheses de
modélisation et de nos notations s’'imposent :

e Les pores sont des spheres. P est I'ensemble des pores.

e Les liens sont des cylindres. L est I'ensemble des liens.

o E=PULetR = (P,L) désigne le réseau de pores R

e Les processus de transport sont modélisés par une équation de conservation de type (3.1).

e De plus afin de réduire le nombre de variables, ces derniéres sont définies dans les pores
seulement. Par conséquent d’aprés le paragraphe intitulé « Les variables », il est nécessaire
de trouver une méthode de calcul des débits aux interfaces pore-lien en fonction des
variables définies dans les pores.

Ce dernier point est I'objet de la partie suivante dans laquelle il est exposé une méthode de calcul
analytique des débits aux interfaces pore-lien.
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111 Méthode de calcul des débits

Par hypothése le modele de transport ne doit faire apparaitre que les variable définies dans les pores
afin qu’il soit de la forme du systeme (3.6) qui est réécrit ici :

d(,A,) ! 5 ) B
5t = E Qg (t, Ap.Ap’:Bp:Bp’) + RItJOt(t’ AP'BP) pourp €P (3.16)
p'~p
preP

La proportion de A%t , i.e A4, dans les liens est calculable & partir de celle dans les pores. Le modéle

ci-dessus est valable si les débits sz;, integrent I'évolution de A au sein du lien d aux processus de
transport s’y déroulant. Ainsi les liens sont considérés comme des sous-systemes qui modifient le
champ de A en leur sein en fonction des variables B et des conditions a leurs extrémités. On peut
donc leur associer une fonction de transfert, notée H;, modélisant leur influence sur A et permet
d’exprimer le modéle de transport dans le réseau de pores sous la forme (3.16). Son calcul nécessite
de trouver, dans chaque lien [, une solution au probléme aux limites suivant :

04 N
= (&.X) +div (](t,X,A, B)) = R(t, X, A, B) pour X € 0,

) fLeaeﬂlA(t,X)dX = E(t)

ff A(t, X)dX = S(t)
X€os;
\ A(0,X) = g(X) pour X €

(3.17)

Ou 02 est le domaine du lien I, 002, est I'interface d’entrée du lien [, 0°0; est I'interface de sortie
dulien [, et E , F et g sont les conditions aux limites et initiales du probléme. Ainsi la fonction de
transfert se définit comme suit

A(t,X) = H(t,X,E,S) V(t,X) € RT x 1, (3.18)

Cette fonction H; ne dépend que du processus de transport de A et des caractéristiques
morphologiques du lien. Dans la mesure ol tous les liens sont de méme morphologie géométrique, a
savoir cylindrique, toutes les fonctions de transfert sont formellement identiques; on peut donc
définir une méme fonction de transfert H générique pour tous les liens du réseau qui dépend, en
plus des variables de H;, des caractéristiques géométriques de chaque lien. Il s’ensuit que

H(t,x,E,S, x;)) = H(t,x,E,S) V(t,X) € RT x 1, (3.19)

Ou les caractéristiques géométriques des liens du réseau sont représentées par y; qui sont la
longueur et la section du lien.

Le systéme (3.17) est surdéterminé car les conditions aux limites ne définissent pas uniqguement le
champ de concentrations sur les interfaces pore-liens. Pour lever cette indétermination, le champ sur
ces interfaces doit étre déterminé en fonction des données du modele microscopique. On choisit par
exemple que le champ soit uniforme sur ces interfaces, ainsi le systéeme a résoudre devient
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0A R
—(t,X)+div(J(t,X,A,B)) = R(t,X,A,B) pour X € {;
ot
E(t)
J A(t,X) = e sur X € 0¢0,
S ;) (3.20)
A(t,X) = — surX € 0°0,
\ S;

Ou S7 et S} sont respectivement les aires des interfaces 0°(2; et 05(2;. Ensuite, les débits de masse
aux interfaces pore-lien sont calculés en y intégrant le flux,

IQ(t 0)—ﬂae!2 <tX S() B(t,X)).ﬁ

kQ(t l)—ﬂaS!2 <tX 10, B(t,X)).

Ou Q(t, 0) est le débit a I'interface d’abscisse nulle et Q (¢, 1) est le débit a I'interface d’abscisse [. Ces
expressions exactes des débits ne sont pas exploitables directement dans un réseau de pores car

(3.21)

S

elles ne dépendent pas explicitement des variables de ce dernier. En effet, celles-ci sont les
grandeurs moyennes sur chacun des éléments, par conséquent il est nécessaire de modifier les
expressions (3.21) pour y intégrer ces variables. Cela n’est généralement pas possible, ainsi on déduit
une approximation satisfaisante de ces expressions pour inclure ces variables. Cette méthode de
calcul des débits aux interfaces pore-lien peut étre difficile a mettre en ceuvre car la recherche de
solution analytique des problémes aux limites (3.17) et (3.20) peut s’avérer infructueuse. Une
alternative a cette méthodologie est de considérer directement le transport de A section par
section. En effet, puisque les débits sont définis sur les sections, on suppose que ces derniers
peuvent s’exprimer a I'aide de la grandeur A® qui est la quantité de A*°t sur chacune des sections du
lien (Figure 3-2)

AS(t,x) = -U A(t,x,y,z)dydz (3.22)
S(x)
o | | | —»
-3 I =
| 352{' """"" x3— g
1 Axe X —
: | | =
—— AS(tx) — Sens du
transport

Figure 3-2 : Schéma d’un lien montrant son repére orthonormé et le transport de A°t section par
section, i.e A%, aux abscisses x1,x2 et x3 (en rouge)
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Ainsi le transport de A°t se réduit au transport de A% dont le champ au sein du lien est donné par la
variable A définie par

AS(t, x)

A0 =~ o

pour x €]0,[[ (3.23)
AS est la moyenne de A sur les sections du lien. Par conséquent, cette description est valable si le
transport de A%t est indépendant de sa répartition sur les sections. Dans le cas contraire elle
introduit une approximation sur les termes de flux et de réaction. En écrivant I'équation de
conservation de AS entre deux sections infinitésimalement proches, le transport de A!°! est
modélisé par le probléme aux limites suivant

0AS aJs o o
5t (t,x) +a(t, x,AS,B%) = R5(t,x, A, B%) pour x €]0,1[
— E(t)
J A5(t,0) = S (3.24)
l
_ S(t)
AS(t ) = ——
\ &0 S;

Ou JS et RS sont respectivement le flux de A° 3 travers la section du lien au point x et RS le terme
réactif sur cette section. lls dépendent des moyennes surfaciques de A et B, i.e A° et BS. Les
expressions du flux J* et de la vitesse de réaction R® sont calculées a partir du fluxfet de la vitesse
de réaction R. Ensuite la fonction de transfert, H, modélisant I'action du lien sur le transport de At°t
se définit a I'aide de A5 comme suit

AS(t,x) = H5(t,x,E,S, x;) V(t,x) € RT x [0,I] (3.25)

On note qu’on peut relier H & H® par son intégration sur les sections, dans le cas ou (3.24)
n’introduit pas d’approximation par rapport (3.20), on a pour (t,x) € R* x [0, ]

_ 1 _
HS(t,x,E,S, x1) =—f H(t,X,E,S, x;)dX (3.26)
S() X€eS(x)

Finalement, le transport de A®°*dans le lien est régit par une équation d’une dimension spatiale, pour
laquelle il est généralement plus simple de trouver une solution analytique. Ensuite les débits aux

interfaces s’expriment comme suit

(0ct,0) =5 <t, ES(? JBS(t, 0)>Sf
l
S(t)

{ (3.27)
kQ(t, D=y <t, 5 ,B5(t, l)) S;

Ou Q(t,0) est le débit a I'interface d’abscisse nulle et Q(t,[) est le débit a I'interface d’abscisse L.
Encore une fois ces expressions ne sont pas exploitables directement dans un réseau de pores car
elles ne dépendent pas explicitement des variables de ce dernier. Il convient donc de les modifier ou
de les simplifier pour les faire apparaitre. Une part de la difficulté de cette alternative est contenue
dans le calcul des expressions du flux /° et de la vitesse de R® qui peut s’avérer délicat.
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Finalement le calcul analytique des débits aux interfaces pore-lien peut se faire, soit en résolvant
directement le systeme de transport défini dans le lien (voir (3.17)) ; soit en appliquant au préalable
un processus de moyennisation permettant d’obtenir un systéme unidimensionnel de transport, puis
de le résoudre analytiquement. Ces deux méthodes sont équivalentes mais les points de difficulté se
situent a des niveaux différents : pour la premiere méthode la difficulté se situe a la premiere étape
du calcul consistant au calcul analytique d’une solution d’un probléme microscopique en trois
dimensions d’espace mais ensuite le calcul des fonctions de transfert est immeédiat, tandis que pour
la seconde la difficulté est répartie sur les deux étapes du calcul, notamment la premiere étape de
calcul du flux et de la vitesse de réaction sur chacune des sections peut s’avérer délicate. D’autre
part, il se peut que le calcul analytique des différentes expressions qui interviennent dans ces
méthodes soit trop compliqué pour étre effectué. Dans ce cas des expressions approchées sont
privilégiées. Cette situation recommande d’utiliser la méthode conduisant a une fonction de
transfert la plus proche possible de celle qu’on obtiendrait dans le cas analytique. Ces remarques
impliquent que le choix de la méthode dépend du probléme de transport a résoudre.

Cette partie clos le travail préalable sur la modélisation du transport dans les réseaux pores dans la
mesure ol il est exposé une méthode de calcul des débits aux interfaces pore-lien.

Les chapitres suivant concernent l'application de ce travail aux processus d’écoulement et de
transport convectif, diffusif et réactif.
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Chapitre 4 : Modélisation de I'écoulement dans les
réseaux de pores

L’écoulement désigne la maniére dont la masse d’un fluide se transporte. C'est-a-dire que |'on
s’intéresse au flux de masse de fluide en chaque point plutét qu’a sa quantité. Par conséquent, sa
modélisation sur réseau de pores et sa résolution aboutit au calcul des débits aux interfaces pore-
lien. En suivant la trame de modélisation exposée au chapitre 3, ces débits sont exprimés
analytiquement en fonction de la masse de fluide en chaque élément du réseau et des grandeurs
modélisant les autres propriétés du processus. Puis leur calcul numérique est effectué via la
résolution des équations de transport dans le réseau de pores.

I Modélisation microscopique du transport de masse

Dans ce chapitre, la masse volumique du fluide p modélise la grandeur transportée qui est la masse
du fluide, et sa conservation est modélisée a I'échelle microscopique par

dp
— iv(pi) = 4.1
5% +div(pu) =0 (4.1)

e p estlamasse volumique du fluide en kg.m™3

e u estlavitesse du fluide enm.s™1

e div est 'opérateur divergence

Par hypothese le fluide est incompressible et son écoulement est stationnaire ce qui entraine que sa
masse volumique est constante en tout point. Ainsi la conservation de la masse de fluide pendant
I’écoulement est simplement modélisé par

div(@) = 0 (4.2)

En outre le fluide est visqueux impliquant que sa vitesse d’écoulement est nulle sur les interfaces
solides. Enfin le réseau de pores modélise ici un milieu poreux géologique dans lequel le fluide
s’écoule lentement au sein d’un espace étroit. Dans ces conditions les effets dus a la viscosité
dominent les effets inertiels. Par conséquent la conservation de la quantité de mouvement du fluide
est modélisée a I'échelle microscopique par I'équation de Stokes stationnaire

phu = grad(P) + pf (4.3)

e u estlaviscosité dynamique en Pa.s
e P estlapression du fluide en Pa
. fest la résultante des force massique s’exercant au sein du fluide en N. kg~

e grad est 'opérateur gradient
e A est'opérateur Laplacien

et la condition de bord suivante

u =0 surl'interface solide (4.4)
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De plus la seule force massique s’appliquant lors de I’écoulement est la gravité g dont la contribution
intervient dans un terme de pression totale défini comme la somme de la pression P liée au
mouvement du fluide et de la pression Py, liée a la masse du fluide, i.e

P:ﬁ+Pstat:ﬁ+pgh (4.5)

Ou h est la hauteur piézométrique dans le fluide et g est la valeur de la constante d’accélération
gravitationnelle. Avec ces notations I'’équation de Stokes stationnaire se réécrit comme ceci

A = grad(P) (4.6)

Finalement le modeéle de transport microscopique de masse de fluide dans un réseau de pores se
résume au systéme suivant :

Ul = grad(P) dans chaque élément du réseau (4.7)
u=0 sur l'interface solide '

De par sa forme ce modele prend implicitement en compte le transport de masse. Cela résulte des
hypothéses impliquant que la masse volumique du fluide est constante pendant I'écoulement. En
conséquence la masse de fluide en chaque pore et chaque lien vaut

mIte — py poure € & (4.8)
ou Meﬂuide est la masse de fluide de I'élément e et 1, est le volume de I'élément e

Maintenant que le modeéle de transport microscopique de transport a été déterminé, son équivalent
sur le réseau de pores peut étre déduit. Le modele d’écoulement sur le réseau de pores permet
d’établir le systéme d’équation permettant de calculer les débits aux interfaces pore-lien.

I1 Modélisation du transport de masse de fluide sur un
réseau de pores

Avant d’appliquer la trame de modélisation au systeme (4.7), on rappelle qu’il ne posséde aucun
terme réactif et aucun flux de masse aux interfaces solides. De plus ce systeme entre dans la
catégorie des cas particuliers dans la mesure ou le flux de masse microscopique est indépendant de
cette derniére (voir I'équation (3.7)). Par conséquent d’aprés les développements du paragraphe
« Nature du modele de transport » du chapitre 3, le calcul des débits nécessite de résoudre
analytiquement le systéme (4.7) et I'expression des fonctions de transfert pour ce transport de fluide
est la suivante :

H=p pourl € L (4.9)
On rappelle que £ désigne I'ensemble des liens du réseau et H, est définie, d’apres (3.18), par
p(t,X)=H,(t,X,E,S) V(t,X) € R x 1 (4.10)

D’autre part, ces hypothéses de modélisation conduisent au systéme de transport de la forme (3.8)
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- _ I
0= 2 Qb (t,B,,By) pourp€ P (4.11)
p'~p
pIeEP
ou B_p = (ﬂ’p,Pp) ou ﬁp est la vitesse moyenne dans le pore p et Pp est la pression moyenne dans le
pore p. Il ne reste plus qu’a déterminer les expressions des flux en résolvant analytiquement le
systeme (4.7) puis de les intégrer au systéme précédent (4.11)

1.1 Résolution analytique du systéme (4.7) sur un lien du réseau
On réécrit le systéeme (4.7) ici :

{ #Aa’ = grad(P) dans -Ql (4.12)

u=0 sur l'interface solide

Le domaine du lien £2; est par hypothése cylindrique de longueur [ et de section S; = ;% ol 17 est le
rayon de cette section, par conséquent ce systéme modélise un écoulement de Poiseuille dont la
solution suit la loi de Hagen-Poiseuille : le profil des vitesses est parabolique par rapport a axe du
lien, et son expression en coordonnées cylindriques est donnée par

2

“Gor0) = [ - L
u*(x,r,0)=|—|-—01-=
del4p n? (4.13)
u¥ =0
u?=0

o U(x,1,0)= W (1, 0),u¥(x1,0),u*(x,1,0)) est la vitesse du fluide dans le systétme de
coordonnées cylindrique du lien

ar . .
. |E| est la valeur absolue du gradient de pression

Une des conséquences de ce type d’écoulement est que le gradient de pression est constant le long
du lien. Par conséquent

AP[ le 7'2
w(xr0)=——1-—
L™ m (4.14)
u” =0
u?=0

Ou AP, la différence de pression entre les extrémités du lien. Il s’ensuit que le débit de fluide
s’exprime comme suit

S
4
Ou g, = 7:711 est la conductance hydraulique du lien [. Enfin, en notant P,,, et P,, les pressions

respectivement en amont et en aval du lien, le débit se réécrit explicitement en fonction des
pressions aux interfaces pore-lien,

Q1 = 91(Pam — Paw) (4.16)
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1.2 Assemblage du modéle de transport

Le paragraphe précédent a permis de trouver |'expression des débits aux extrémités du lien et de
montrer que seule la pression dans le fluide les détermine. En conséquence la pression permet de
raccorder I'’écoulement dans les liens a celui dans les pores en considérant que celle-ci est continue a
travers les interfaces pore-lien. Dans la mesure oU, dans le modele final, les inconnues sont
uniquement définies dans les pores, les pressions aux interfaces pore-lien d’'un pore doivent étre
exprimées analytiquement en fonction d’une pression définie dans le pore. Ici nous supposons que la
pression au sein des pores est constante et égale a celle aux interfaces. Cette condition permet
d’écrire que

Q= _sz; =g9/(P, — B,)) oup~p (4.17)

Ou le pore p est le pore en amont et p’ en aval du lien [. En identifiant le lien par ses pores adjacents,
on note gy, a la place de g;. Avec cette notation le modéle d’écoulement dans les réseaux de pores
s’écrit

0= Z Gppr(By = Fpr) pourp € P (4.18)
p'~p

pIeP

Ou de maniere développée

([« )

| z 9p pr |Pp — z Ipp Bpr =0 pourp € P (4.19)
p'~p p'~p
preP p'eP

Ce systéme traduit la conservation du flux de masse au niveau de chaque pore, cette loi de
conservation est équivalente a la loi de Kirchhoff en électricité. La dénomination « conductance
hydraulique » des coefficients g; est choisie en référence a cette loi car, par analogie, la différence de
pression est analogue a une tension et le débit dans chaque lien est analogue a un courant.

1.3 Résolution numérique du modeéle
On rappelle que les inconnues du systéme sont les pressions dans chaque pore.

Contraintes d’écoulement: Pour résoudre numériquement le modéle d’écoulement (4.19), des
conditions aux limites ou des contraintes d’écoulement doivent lui étre associées. Ces conditions
peuvent portées sur le débit d’écoulement dans les liens et/ou sur la pression dans les pores.
L'attribution de telles conditions nécessite de vérifier la compatibilité de ces dernieres. En effet la loi
de Hagen-Poiseuille, qui régit I'écoulement dans les liens, est entierement déterminée par la
connaissance de la conductance hydraulique des liens et la chute de pression, qui est constante, au
sein de ceux-ci. Par conséquent la vérification de la compatibilité des conditions aux limites et des
contraintes d’écoulement, revient a s’assurer qu’elles définissent une unique chute de pression dans
chacun des liens qu’elles affectent. En particulier, sur un méme lien, on ne peut pas fixer
simultanément le débit d’écoulement et la chute de pression.

Systéme de résolution : En passant au second membre les contraintes d’écoulement dans le systeme
(4.19), le modele d’écoulement se récrit sous la forme matricielle
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GP = dQ (4.20)

e e vecteur P est composé des pressions dans chaque pore,
e |a matrice G dont chaque ligne représente un pore est appelée matrice de conductance ; sa
définition ligne par ligne est

{ Gppr = —Gpp:

ngp = 2 Gpp pour p € P (4.21)
p'~p
preP

e |e vecteur second membre dQ quantifie la différence entre les débits entrants et sortants
des pores en fonction des contraintes.

Les contraintes d’écoulement, rendant compte d’'une chute de pression macroscopique ou d’'une
certaine vitesse de Darcy, impliquent que la pression dans certains pores est connue. Par conséquent
seuls les pores participant a I'’écoulement pour lesquelles est la pression est inconnue figurent dans
le systéme (4.20).

La résolution du systeme (4.20) donne le champ de pression dans tous les pores du réseau, puis le
champ de vitesse dans tous les liens.
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Chapitre 5 : Modélisation du transport de soluté
dans les réseaux de pores

Dans ce chapitre nous établissons le modele sur réseau de pores du transport d’une espéce dissoute
dans un fluide en mouvement. Pour cela nous nous appuyons bien évidemment sur le chapitre de
modélisation générale (chapitre 3) pour déterminer le modele de transport et le chapitre
d’écoulement (chapitre 4) permettant de calculer le champ de vitesses du fluide au sein du réseau. Ici
la vitesse dans les liens est fixée, car nous supposons que le soluté est suffisamment dilué pour ne
pas entrainer de variations significatives de densité au sein du fluide. Ainsi, on observe un
découplage de I'écoulement et du transport. De plus, nous considérons que le transport
microscopique de soluté se fait uniquement par convection et par diffusion, ce qui correspond a deux
mécanismes physiques bien différents : le premier est di au déplacement du fluide tandis que le
second est le résultat de la dispersion et I'agitation des particules de soluté dans le fluide. Leur
importance relative est mesurée par le nombre de Péclet variant dans l'intervalle [0, 4+oo[ ou 0 et
400 correspondent respectivement au transport purement diffusif et purement convectif. Par
conséquent traiter ces cas particuliers de transport avant d’en modéliser leur combinaison est
pertinent car, d’une part, cela permet de s’assurer de la cohérence du modele complet de transport
a travers toute la gamme des valeurs du nombre de Péclet et, d’autre part, la comparaison de ces
modeles particuliers avec leurs équivalents utilisés dans la littérature montre que notre méthode de
modélisation (chapitre 3) est essentielle a I'élaboration de modeéles précis de transport méme dans
des cas simples. Eventuellement cette méthode de modélisation permet de quantifier I'erreur faite
lorsque I'on fait appel a un schéma simplifié.

Ce chapitre s’organise en six paragraphes: les deux premiers concernent la modélisation
microscopique du transport de soluté, le troisieme traite des cas particuliers, le quatrieme et le
cinquiéme se concentrent respectivement sur la modélisation et I'étude du modéle complet de
transport sur réseau de pores, enfin le sixieme est la conclusion de ce chapitre.

I Modélisation microscopique du transport dans un
réseau de pores

Le processus transport d’'une espece dissoute dans un fluide est le résultat de I’écoulement du fluide
et du déplacement des particules a I'intérieur de ce dernier. La combinaison de ces deux mécanismes
de transport est modélisée par le couplage des équations de Navier-Stokes et de I'équation de
convection-diffusion via la vitesse et la densité du mélange composé du fluide et du soluté. Dans ce
chapitre, on a supposé que |'espece n’est pas suffisamment concentrée pour engendrer des
variations significatives de densité au sein du mélange. Donc celles-ci sont pilotées simplement par
les propriétés de compressibilité du fluide. Or, puisque le transport n’agit sur I'écoulement qu’a
travers la densité du mélange, il s’ensuit que ces deux processus sont indépendants. Par conséquent
a partir de la connaissance du champ de vitesse, le transport d’une espéece dissoute est modélisé par
I’équation de convection-diffusion suivante :

dc

3t + div(uc) = div (Dmgr?l)(c)) (5.1)

ou
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e ¢(t,x,y,z) est la concentration de I'espece dissoute en fonction du temps t et de la position
(x,v,2) au sein du réseau.

e U(x,y,z) estlavitesse du fluide en chaque position du réseau

e D, est le coefficient de diffusion moléculaire de I'espéce dissoute au sein du fluide

Ici la vitesse du fluide en chaque position est supposée connue. En particulier le modele
microscopique d’écoulement considéré dans ce chapitre est celui défini dans le chapitre 4 qui est

valable pour les écoulements de Stokes. Il s’écrit
uAu = grad(P) (5.2)

u=0 sur l'interface solide

Les équations (5.1) et (4.7) constituent le modéle microscopique de transport d’une espéce dissoute
dans un fluide en mouvement. Nous pouvons donc continuer notre développement en établissant le
modele de transport sur le réseau de pores a partir de la méthodologie développée dans le

chapitre 3.
11 Modélisation du transport de masse de soluté dans un
lien

La trame de modélisation qui s’applique ici sur le transport de soluté, nécessite de calculer les débits
de masse aux interfaces pore-lien a I'aide des méthodes développées dans le paragraphe Il du
chapitre 3. On rappelle que ces derniéres sont pertinentes dans le cadre de nos hypothéses (voir
section 1.6 du chapitre 3) supposant que les débits sont exprimés analytiquement en fonction des
variables définies dans les pores uniquement. Le calcul de ces débits est réalisé en suivant la
deuxieme méthode de calcul de ceux-ci qui suppose la connaissance du modele de transport de
masse dans un lien section par section. Ainsi en adaptant I’équation (3.24) a la problématique de ce
chapitre, le transport de masse au sein du lien est modélisé par le systéme d’équation suivant
(%(tx)+%(tx6' U)=0 our x €]0,1]

at Ty ket P ’

G(t,0) ="™(@®)

atD = ®

(5.3)

ou

e [etS; sontrespectivement la longueur et la section du lien L.
e (;(t,x) estla concentration de soluté sur la section située en x au temps t dans le lien [.

v
o U= Z—l est la vitesse moyenne (ou vitesse débitante) du fluide dans le lien [ ou g est le
1

débit volumique du fluide dans le lien qui dans notre cas est constant. A noter que puisque
les liens sont cylindriques, leur section est constante. Donc la vitesse moyenne dans le lien
est constante le long de celui-ci.

o Ji(t,x) est le flux de masse a travers la section située en x et qui dépend du temps t, de
I"abscisse curviligne x de la section, de la concentration surfacique dans le lien C; et de la
vitesse moyenne dans le lien Uj.

o (/™ et C[*sont respectivement les concentrations surfaciques sur les sections situées aux
abscisses 0 et [.
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Remarque : a chaque lien est associé un repere orthonormé orienté par rapport au sens de transport
(Figure 3-2). Ici cette orientation est celle du sens de I'écoulement défini par celui de la vitesse
moyenne U; (Figure 5-1). Par conséquent le pore adjacent au lien en amont de I’écoulement est
qualifié d’amont tandis que celui en aval est qualifié d’aval ; les indices am et av font références a

ces termes.
—-_——— e
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Figure 5-1 : Schéma d’un lien avec ces pores amont et aval

Dans I'équation (5.3) seul le flux de masse J; reste a déterminer. Pour cela nous nous appuyons sur
les travaux de Taylor (1953), Aris (1956) et Vikhansky et Wang (2011) qui pour des liens cylindriques
et un régime d’écoulement de Stokes ont exprimé ce flux de masse comme suit

]l(t,X) = UlCl(t,X) - Dl%(t,X) V(t,X) € ]R+ X [O, l] (54)

Ou D, est le coefficient de dispersion de Taylor-Aris. On remarque que ce flux est de la méme forme
que celui définit a I’échelle microscopique et les coefficients U; et D; caractérisent respectivement le
transport par convection et diffusion. Cette diffusion est en réalité une dispersion c’est a dire qu’elle
tient compte de l'étalement de masse au sein du lien provoqué d’une part par la diffusion
moléculaire de I'espéce dans le fluide et d’autre part par la non uniformité du champ de vitesse dans
le lien. Par conséquent la dispersion D; dépend non seulement des caractéristiques morphologiques
du lien mais aussi de la vitesse moyenne. A titre d’illustration I'expression donnée par Aris (1956)
suite aux travaux de Taylor (1953) est

Ulzrlz
D, =D, + (5.5)
7 m 48D,
Ou 1; est le rayon du lien. Finalement le systeme d’équation régissant le transport de masse dans un
lien s’écrit
(acl(t )+U6Cl(t ) DaZCl(t )=0 €10,1
- x — {t,x) = D——(t,x) = our x ,
ot Cox Cox? P 10.40

C(t,0) = CA™(0) (5.6)

G D = ()

Ce systéme constitue le modéle complet de transport dans un lien dont la résolution permet d’établir
le modele de transport dans le réseau de pore. Il faut souligner que ce modeéle est bien la
combinaison d’un transport purement convectif et d’un transport purement diffusif ou plus
précisément dispersif. Comme il est rappelé dans I'introduction de ce chapitre, I'importance de I'un
par rapport a I'autre est exprimée par le nombre de Péclet Pe; dont I'expression est
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Pel = (57)

Avec I'expression (5.5), le nombre de Péclet Pe; ne pourra pas étre aussi grand que souhaité : en
effet en fonction de la diffusion moléculaire D,,,, on a

siDy =0 alorsD; » +o et Pe; = 0
si D, = 4+ alors D; = 4+ et Pe; —» 0 (58)

Dans les deux cas le nombre de Péclet est nul. Sa valeur la plus grande est obtenue lorsque la
uiny
W3
dépendant uniquement de la morphologie du lien limite, a priori, I'importance des effets convectifs.

dispersion D; est minimal, soit D,, = et D, = \/_, qui donne Pe; = 2\/— Cette valeur
Ensuite ce nombre apparait explicitement dans les équations adimensionnées de transport: en

notantx* ==

e Siles phénomenes dus a la dispersion sont prédominant c'est-a-dire que le nombre de Péclet

est petit, il est pertinent d’adimensionner le systéme (5.6) par rapport au temps de
. . ?
dispersion tP = 5. doncici t* D , Cr(t , x*) = C(tPt", Ix*) et

l

ac;
(t7, , X)) =0 pour x* €]0,1[
x (5.9)
Cr(t ,0) = Cz*“m(t*)
\ Ci (e, 1) = G/ ()

e Tandis que si ce sont les phénomenes convectifs qui I'emportent c'est-a-dire que le nombre
de Péclet est grand, il est pertinent d’adimensionner le systeme (5.6) par rapport au temps

, ! . t
de convection tf = 77 doncici t* ==, G/ (¢, x7) = Ci(tft", Ix™) et
1 1

(acl*(t* )+ ac*( ) —— azcl*(t* =0 *€]0,1

ot ) T gy Pe, 9x2 * ¥/ T pour x” €]0,1]
. . (5.10)
Cr(£7,0) = /™ (t")

Cr(t" 1) = (")

Ces modeles complétement équivalents lorsque 0 < Pe; < 400 montrent que la continuité de ce
transport par rapport au nombre de Péclet s’étend jusqu’aux cas limites Pe; = 0 et Pe; = 400
correspondant dans cet ordre au régime purement dispersif et régime convectif modélisés
respectivement par les systémes d’équations

acl 92,
(t x) — Dla > (t x)=0 pour x €]0,1[
C,(t,0) = C/™(b) (5-11)
\ C(6 D) = C¥ ()
Et
Cl(t )+U6Cl(t )=0 €10, [
—(t,x —(t,x) = our x €]0,
at L ox P (5.12)

G (t,0) = ™ ()
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En conséquence |'expression du débit de masse dans le lien doit étre valide pour les nombres de
Péclet appartenant a 'ensemble R*. D’autre part on remarque que le systéme (5.12) est d’ordre un
en temps et en espace. Par conséquent il est entierement déterminé par une condition aux limites et
une condition initiale. Pour ce systéme la connaissance de la concentration sur I'interface amont C*™
est suffisante pour bien poser le probleme. La condition avale est en fait sans intérét.

Maintenant que le modéle de transport dans un lien est déterminé, les étapes suivantes de la trame
de modélisation consistent a déterminer les expressions analytiques des débits aux interfaces pore-
lien et d’établir le modéle de transport sur le réseau de pores. Ceci est I'objet du paragraphe Il dans
lequel les cas particuliers de transport sont traités, et du paragraphe IV traitant du transport en toute
généralité.

111 Modélisation du transport convectif pur et dispersif

pur dans le réseau de pores

Cette partie s’attache a établir les modeles limites de transport, i.e convectif et dispersif, par rapport
au nombre de Péclet Pe;. lls permettent, dans une certaine mesure, de vérifier la cohérence du
modele général en s’assurant qu’ils s’en déduisent par passage a la limite du nombre de Péclet.
D’autre part, leur établissement constitue une premiere application complete de la trame de
modélisation pour des processus transitoires simplifiés qui est une premiére confirmation de
I'efficience de notre méthodologie. En effet, son exécution sur I'écoulement conduit, comme nous
I'avons remarqué au chapitre 4, a un modele bien connu dans la littérature. La suite montre tout
I'intérét de cette méthodologie méme dans le cas trés standard du transport monophasique de
soluté dans le réseau de pores.

.1 Modélisation du transport convectif
Tout d’abord rappelons le modéle mathématique associée a ce transport :

[E)Cl aCl

|—t(t,x)+Ulg(t,x)=O pour x €]0,[[

4 C;(t,0) = C/™(b) (5.13)
Ik C,(0,x) = C2(x) pourx €]0,[[

Ou Cf™ et € sont respectivement les concentrations sur I'interface en amont du lien et le profil de
concentration initialement dans le lien.

Résolution analytique du systéeme (5.13) sur un lien du réseau
Le systeme (5.13) est mathématiquement un probléme aux limites d’équation de transport linéaire.

Par conséquent d’apreés le principe de superposition, sa solution C; est la somme de la solution Clb du
probléme aux limites sans concentration initiale (5.14) et de la solution Cli"it du transport avec une
concentration initiale non nulle (5.15) :

aClbt)+UaClbt)—0 €]0,1
at(,x lax(,x— pour x €]0,[[

(5.14)
CE(t,0) = CA™(t)

(5.14) donne la solution pour une « excitation » C*'™ donnée et dépendante du temps, et
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at ox (5.15)

init init
{ L (t,x)+ U, l (t,x)=0 pour x €]0,1[
| CMt(0,x) = C2(x) pour x €]0,1[

(5.15) donne la solution pour une condition initiale fixée pour I'ensemble du lien.

Calcul de Cf’ : Le systeme (5.14) est résolu dans le domaine de Laplace. Bien que les aspects
théoriques de cet outil mathématique soient évoqués en annexe (voir Annexe B), nous rappelons ici
les notations : la transformation de Laplace d’une fonction causale f est notée f, et sa définition est
donnée par
+o00
f(s) = fwe **du pours € C (5.16)
0

Avec ces notations, le systéme (5.14) prend la forme suivante dans le domaine de Laplace

—

(= acy
{SCL (s,x)+UlW(t,x) =0 pour x €]0,[[

\

qui est simplement une équation différentielle linéaire d’ordre un. Sa solution est immédiatement

* - (5.17)
CP(s,0) = Cf™(s)

donnée par la formule

— L
CP(s,x) =e UICA™(s) pourx €]0,[[ (5.18)

Donc la solution Clb du systeme initial (5.14) est la transformation de Laplace inverse de Clb(s) a
savoir

x X

H()CP(t,x) =H (t - U) crm (t - U) pour (t,x) € RT x [0,] (5.19)
l !

Ou H est la fonction de Heaviside. A noter que cette expression est valable jusqu’aux extrémités du

lien comprises. Le transport de soluté dans un lien est, comme on pouvait s’y attendre, simplement

/ X . . , . . N .
donné par un retard de 7o e le temps mis par le soluté pour parcourir une distance x a la vitesse Uj.
l

Calcul de Cf"it : Le systéme (5.15) est résolu par la méthode des caractéristiques. En effet I'absence
de condition aux limites permet d’appliquer simplement cette méthode qui est la plus appropriée
pour résoudre ce type de systéme de transport. Les courbes caractéristiques associées a ce systeme
sont les solutions X du systeme différentiel

ax

— =1

dt (5.20)
X(0) =x pourx€]0,l]

X est une position dans le lien qui varie donc dans I'intervalle ]0, l[. Immédiatement la solution de ce
systeme s’écrit
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X(t) =x+Ugt (5.21)

Le respect de la condition d’appartenance au lien impliqgue que la variable temporelle t est

.- P .. L as l-x . . . 4
conditionnée par l'origine x de la courbe caractéristique: ona 0<t< —. ainsi pour x fixé la
l

. . . l-x .
variable temporelle t varie dans l'intervalle [O’T[' Maintenant sur cette courbe on a
l

i(Cim't(t X(t))) =0 pourx fixé,t € [0 _x[ (5.22)
dt l ’ ) ) Ul .

Ce qui implique que sur cette courbe la solution du systeme (5.15) C{"“est constante. Par
conséquent

s L X
M (t, X)) = ¢/™(0,X(0)) pourx fixé,t € [0, ——I (5.23)
l

Et en remplagant X par son expression

. l—x
CM(t,x + Uit) = CP(x) pour x fixé, t € [0, m [ (5.24)
1
Enfin
o x
/M (t,x) = C(x — Uyt) pour x fixé, t € [O’F[ (5.25)
!
Finalement I'écriture générale de la solution C/™* est
- x
Cinit(e,x) = H (3= ) CPe = Ue)  pour (6,2) € R* X [0,1] (5.26)
l

Ou H est la fonction de Heaviside. A noter que cette expression est valable jusqu’aux extrémités du
lien comprises.

Calcul de C; : Maintenant que les solutions des systémes (5.14) et (5.15) a savoir Clb et Cli"it, ont été
calculées, en vertu du principe de superposition la solution du systeme (5.13) est simplement

C,(t,x)=H (t - %) crm (t - %) +H (% - t) Cl(x —Uit) V(t,x) € RY* x [0,]] (5.27)

Cette expression du profil de concentration dans un lien permet de calculer le débit de masse aux
interfaces pore-lien. En effet en notant que S; est la section du lien, il s’écrit de la maniére suivante

Q = UGS (5.28)
En particulier les débits aux interfaces en amont et en aval du lien sont
Q™ () = U, Gi(£,0)S; = U H(E)C™(B)S,

l z (5.29)

Q™ (t) = UG, (t, DS, = UH (t - 71) Cam (t - Uil) S+ UH (E - t) CX(l—U)S,

On remarque qu’en accord avec le modéle microscopique de transport (5.13) ces débits dépendent
uniquement de l'interface en amont du lien. D’autre part le débit en aval fait clairement apparaitre le
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premier terme U;H (UL— t) Clo(l — U;t)S; correspondant au débit Qlo di a la quantité de masse
l

- . . ! ! - .
initialement présente dans le lien et le second U;H (t - 7) Cam (t - F) S; lié a la condition de bord.
1 l

Ce dernier est exactement le débit en amont retardé du temps de transport convectif dans le lien

|- . U
=g Finalement il se réécrit
l

QY (©) = UG (6, DS, = Qf™(t —7) + QP (1) pourt € R (5:30)
Assemblage du modéle de transport

Les expressions des débits de masse aux interfaces en amont et en aval du lien font intervenir
uniquement les concentrations sur celle-ci. D’autre part, nous considérons que les pores sont des
mélangeurs parfaits c’est-a-dire qu’a tout instant la répartition de la masse est uniforme au sein de
ces derniers, ainsi

cp(t,x,y,2) =C, tERY, (x,y,2) EQ,etpEP (5.31)

Oou C_p est la concentration moyenne dans le pore p et (2, est le domaine du pore p. En particulier la
concentration sur une interface pore-lien est égale a la concentration moyenne dans le pore. Donc
par continuité de celle-ci on a C}™ = Caym OU Cuyy est la concentration dans le pore en amont par
rapport a I'écoulement. Ainsi (5.29) se réécrit de la maniére suivante

Q™ () = UH(t)Cam (DS,
L (5.32)
Q¥ (t) = UH(t — 7)) Cam(t — TS, + QL (1)

N P l . . .
ol on a posé 1, = -, le temps de transport convectif dans le lien [. Par ailleurs tous les pores
l

adjacents a un pore considéré sont, soit en amont, soit en aval de celui-ci; le cas particulier des liens
« dead-end » ou encore des réseaux non percolant sont le siege d’une pression constante et donc
d’aucun écoulement. Comme les débits de masse se conservent a travers les interfaces pore-lien, ces
derniers se réindexent de la maniére suivante

! ' 5.33
QF™(1) = Q) et Qf¥(t) = Qb = 0} (5.33)
ou I'indice p représente le pore considéré et p’ est un pore adjacent au pore p par le lien [ (Figure
5-2).
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Interface

pore-lien

Figure 5-2 : Schéma illustrant le pore p et les débits a ses interfaces pore-lien.

Donc par conservation des débits aux interfaces pore-lien, les débits de masse sur l'interface amont

et aval du lien sont donnés par :

£m() = QF (1) = Upy HOT, (DS,
(5.34)
Q" (1) = =Qy (8) = UppH (t = Tpip ) Cpr(t = Tpip) Spip + Qpip (D)

ou I'indice p représente le pore considéré et p’ son pore adjacent par le lien [ (Figure 5-2). On note

qu’ici la position amont ou aval du pore p est signifiée par I'algébrisation de la vitesse Uy, : si Uyp, =

0 alors p en position amont et si Uy, < 0 alors p est en position aval. En intégrant ces expressions

dans I’équation générale de transport (3.6), le modéle de transport convectif dans le réseau de pores

est donné par I'équation différentielle suivante :

dt

d(v,C,) —_— o
S N U H(E = ) O (6= T)Spp — . Upy HOGH (S, € P

p'~p p'~p
Uplp>0 Upp,zo
p’E? p,Efp
(5.35)
DI
p'~p
Uprp>0
p'eP

Introduisons quelques notations afin de simplifier cette équation :

On note qyy, le débit volumique du fluide dans le lien reliant les pores p et p’. Sa valeur est
Appr = UpprSppr €t dprp = —Appr-

La condition p'~p avec Uy, > 0 ( resp. U,, =0 ) est remplacée par la notation p’ > p
(resp.p =p').

On définit q, = przp q;p, le débit volumique sortant du pore p vers les pores lui étant
p'eP

directement connectés.
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¥ <] 0 —_ O sl 7 AN o el
e On définit @, = Zp,>p Qprp le débit de masse de soluté, di a la masse initialement dans les
pIeP
liens adjacents au pore p, entrant dans ce dernier.

Avec ces notations, |'écriture condensée du modele de transport dans le réseau de pores est la

suivante :
dv,C,) _ _
S = N (= Trp) (£ = Trp) — H(OG, 5 () + Q3®) p € P (5.36)
p'>p
preP
ou

e 1}, estle volume du pore p
e (, estla concentration moyenne dans le pore p

® Ty estle temps de transport dans le lien [ tel que p~p’

Description du modeéle de transport

Le systeme d’équation (5.36) fait apparaitre les temps de transport 7,,, qui s’apparentent a des
retards. En effet la masse de soluté partant d’un pore p transite d’abord dans un lien pendant le
temps 7,,, avant d’arriver dans le pore adjacent p’. D’autre part, puisque le volume du pore reste
constant, la division de I'équation (5.36) par ce dernier fait apparaitre les temps de vidange (ou

v
. v — P
remplissage) tp,, = [Upip|Sppr

complément on définit le temps de vidange du pore p, t; comme étant I'inverse de la somme

dans le pore p par écoulement a travers le lien adjacent au pore p’. En

. . . . . .1 1
harmonique des temps de vidange a travers ses liens adjacents, i.e = = Zp>p't,,— . Avec ces

tr
P p,ej) p'p

notations et en notant dC," = V—Qg(t), I’équation (5.36) se réécrit de la maniére suivante :
D

dC_p 1 - 1 in
at () = § v H(t = Tp1p) Cor (t = Tpip) — H(t)t_vcp(t) +dCp" peP (5.37)
7 p'p p
p'>p
pIEP

Cette expression indique que le transport dans le réseau de pore est complétement régit par la

. . . 1
topologie du réseau a travers les sommes sur les pores dans (5.37) et de et par les temps de
p

transfert 7,,,, et de vidange t7,,, qui dépendent de la morphologie des éléments du réseau et de
I’écoulement. En particulier deux réseaux se comportent identiquement par rapport au transport
convectif s’ils sont identiques topologiquement et du point vu des temps ,,,,, et tp,.

Mathématiquement, I'expression (5.37) est un systéme linéaire d’équations différentielles retardées
par les temps Tp,, qui lorsque ces derniers sont nuls conduit au systeme linéaire différentiel
caractérisant le modele MCM (Mixed Cell Model) qui sont des modeles de réseaux de pores sans lien.
Il s’ensuit que notre modele est une généralisation de celui-ci. Il est intéressant de constater que
comme dans le cas de I'écoulement, 'application de notre méthodologie conduit a un modeéle
connu. En effet le modéle (5.37) a été développé récemment par Martins et al. (2009) en exprimant
la concentration aux interfaces pore-lien a I'aide de la solution dans les liens de I'équation de
transport microscopique (voir (5.13)), ce qui revient a reprendre les étapes de notre démonstration
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sans l'inclure dans un cadre plus large. Cette similitude de résultat entre notre approche et ce qui
existe dans la littérature permet de montrer dans un cas simple la pertinence de notre méthodologie
de modélisation pour le transport de masse dans le réseau de pores. Cependant l'utilité de notre
approche n’est pas vérifiée car le modele (5.37) tient compte du transport dans les liens mais il n’est
pas clair que ce dernier affecte significativement la répartition de la masse dans le réseau de pores.
Cette question est I'objet du paragraphe suivant.

Démonstration de l'utilité de la méthodologie a travers I'exemple du transport convectif
dans le réseau de pores de type cascade

On a montré dans le paragraphe précédent que la méthodologie de modélisation permet d’établir,
au moins pour le transport convectif, un modele sur réseau de pores généralisé défini sur les pores et
qui tient compte du transport dans les liens. Pour valider le bien-fondé de celle-ci, il reste a s’assurer
le modele (5.37) améliore sans équivoque le modele (MCM). Pour cela deux calculs de transport sur
le réseau de pores en cascade permettent d’étudier I'influence des temps de retard 7, :

e Le calcul 1 consiste, sur un méme réseau, a comparer les courbes d’évolution de la
concentration de chaque pore et les courbes de restitutions des deux modéles.

e Le calcul 2 consiste a comparer, toujours via les courbes d’évolution de la concentration de
chaque pore et les courbes de restitutions, le modéle (5.37) et le modele (MCM) appliqués
respectivement sur le réseau donné et sur le réseau équivalent comportant uniquement des
pores qu’on appelle cellule (voir Figure 5-3).

Figure 5-3 : Schéma d’une portion d’un réseau de pore en cascade ou les cylindres et les spheres
représentent respectivement les liens et les pores. Les rectangles en pointillé sont les cellules du
réseau équivalent comportant uniquement des pores et affectés du volume des pores et des liens les
composants

La simplicité du réseau de pores en cascades permet dans le cas du transport convectif d’exprimer
analytiquement I'évolution de la concentration dans chaque pore. Avant de poursuivre ce
développement, nous précisons que le cadre d’étude concerne le transport d'un pulse de
concentration dans un réseau homogene, par conséquent l'adaptation du modele (5.37) a ce
réseau s’écrit:

(dCy _

I(t) = —H(®)f{'C1(D)

dC. - - (5.38)
kﬁ @) =fHEt -1t —7) —HOf"Cr(6) n>1

Avec les conditions initiales C, (0) = C? pour n > 1. La contribution initiale des liens est nulle dans
ce modele, en effet s’il y a du soluté présent a cet instant, il n’est que dans les pores. Pour aller au
bout de la démarche on aurait pu annuler concentration initiale dans les pores autres que le premier,
mais, pour plus de flexibilité, on décide de calculer la solution analytique en considérant des

. N 1 .
concentrations initiales quelconques dans les pores. Les nombres f¥ = — sont les fréquences de
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remplissage ou de vidange des pores et T est le retard d( au transport dans les liens. Ce choix de
réseau est adapté a notre étude car nous souhaitons comprendre comment la prise en compte des
liens dans le modele affecte le transport de la concentration: effectivement pour un débit
d’écoulement fixé, fV et T caractérisent respectivement le transport dans les pores et dans les liens.
Dans le cas d’un réseau homogéne il est commode d’adimensionner les temps avec (fV)7! et les
longueurs par celle des liens. Il s’ensuit que le transport de soluté au sein du réseau est piloté par le

X . LA st . . .
parametre sans dimension T = fV7 =  aui est le rapport du volume du lien sur celui du pore.

Résolution analytique de I’évolution de la concentration dans chaque pore : Le modéle (5.38) est
un systéme linéaire d’équation différentielle du premier ordre ; donc la transformation de Laplace
s’applique. Dans le domaine de Laplace, son expression est la suivante :

{sCAl(s) = —fCi(s) + C,(0) (5.39)

SCa(s) = fYe ™ Cpmy(8) = fYCn(s) + C,(0) n>1

Ou s est la variable de Laplace. Pour simplifier les notations, la transformation de Laplace des

fonctions C,, est notée C,, au lieu de C,, comme nous I'avons défini précédemment (5.16). Le systéme
(5.39) établit une relation de récurrence entre les concentrations de deux pores consécutifs qui

s’écrit :
(G
! Ci(s) = S+fv
Z-\ 3 fve—str\ C_n(()) . (5-40)
(6@ = e+ n>

La relation de récurrence est valable pour tous les pores sauf le premier. Donc en I'écrivant pour la
concentration Cfn_\l et en remplacant cette derniére par son expression, f; s’exprime en fonction de
C,_,. En itérant ce processus a savoir une récurrence décroissante, I'expression de I'évolution de la
concentration dans les pores est donnée par :

n-1 (fi:)ke—kpr

Ca($) = ) = Fovert
L+ [y

Crok(0) n>1 (5.41)

L’évolution temporelle dans chaque pore est obtenue en prenant la transformation de Laplace
inverse de I'’équation précédente

n—-1
"k k
_ t—kt)*____ .
Ca(t) = Z Utk (k, ) Cok (O)H (t — kr)e /77K (5.42)
k=0 '
D’autre part, I'’étude concerne la propagation d’un pulse de concentration par conséquent
initialement seul le premier pore contient de la masse, c'est-a-dire C;(0) # 0 et C,,(0) = 0 pour n >
1. Cette hypothese implique que I'expression (5.42) se simplifie de la maniére suivante :

U= (= D!

Ca(®) = H(t = (n = D)) ]

G, (0)e /" (E=(=1)1) (5.43)
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Remarque : I'expression (5.42) est obtenue dans le cas d’'un réseau homogéne mais toutes les étapes
du calcul sont valables pour des réseaux hétérogeénes ; les détails du calcul précédent et du cas
hétérogene sont présentés dans I'annexe A.

Calcul 1: Le modele (5.37) généralise le modéle (MCM) ; la comparaison de ces deux modeles sur le
méme réseau renseigne sur I'importance de la prise en compte des liens pour modéliser le transport.
L’expression analogue de la concentration dans les pores (voir (5.43)) pour le modéle (MCM) est
donnée par:

(fv)n—ltn—l

=D C1(0)e~ ™ (5.44)

C,(t) = H(t)

Ici nous considérons un réseau homogene comportant dix pores de volume V, = 1071 m3 séparés
par des liens de longueur [ = 10™*m et de section S; = 107'm2. Enfin nous considérons que la
vitesse débitant dans chaque lien vaut U; = 10~°m. s~ donc la fréquence de remplissage des pores

et le temps de retard valent respectivement fV = 10" 1s 1 et = 10 s.

—Pore 1 (5.37) J
—Pore 5 (5.37)
—Pore 10 (5.37)
---Pore 1 (MCM)
---Pore 5 (MCM)
---Pore 10 (MCM)

0.8

0.6

cic,

0.4

0.2F \ - i

0 50 100 150 200 250 300
temps (s)

Figure 5-4 : graphe des courbes d’évolution de la concentration des pores 1,5 et 10 pour les modeles
(MCM) et (5.37)

La Figure 5-4 montre les courbes d’évolution de la concentration des pores 1, 5 et 10, obtenues par
les modeles (MCM) (en pointillés) et (5.37) (trait plein). Nous avons choisi de représenter
uniquement ces trois pores car ils sont représentatifs de trois positions particuliéres dans le réseau a
savoir I'entrée, I'intérieur et la sortie ; en particulier I'’évolution de la concentration dans le dernier
pore est, a un facteur de dilatation pres, la courbe de restitution du réseau. Le graphe de la Figure
5-4 montre qu’hormis pour le pore d’entrée, la courbes d’évolution de la concentration d’un pore
obtenue par le modéle (MCM) se déduit de celle du modele (5.37) par un décalage vers la gauche, i.e
un retard, qui est différent pour chaque pore. D’autre part ce retard croit suivant la distance entre le
pore considéré et la source de concentration.

Calcul 2 : Ici, nous considérons toujours un réseau cascade. Cependant le modéle (MCM) est appliqué
sur le réseau équivalent comportant uniquement des pores (Figure 5-3) : chaque pore du réseau
équivalent est la réunion d’un pore du réseau initial et de la moitié de ses liens adjacents. Pour
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montrer I'effet d’'un tel modéle de réseau sur le transport, nous choisissons un réseau cascade
comportant toujours dix pores de volume V, = 10~1 m?3 séparés par des liens de longueur [ =
5 x 107>m et de section S; = 10~ m? ; d’autre part la vitesse débitante dans chaque lien vaut U =
1075 donc la fréquence de remplissage des pores et le temps de retard valent respectivement f? =
107 !s~! et T = 5 5. De maniére analogue les caractéristiques du réseau équivalent sont Vy =V, +
[XS =15x10"15m3,I' =0etS/ = 1071 m? donc ses temps de remplissage et de retard valent
respectivement f”' =6,7x 1072571 et T = 0 5. Le graphe de la Figure 5-5 montre I'évolution de la
concentration dans les pores 1, 5 et 10 suivant le modele (MCM) (en pointillé) et le modéle (5.37)
(trait plein). Nous remarquons que pour ce réseau ou le volume des liens est du méme ordre que le
volume des pores, le temps de vidange du réseau équivalent est significativement plus grand que
celui du réseau cascade. Cette différence se traduit par une décroissance moins rapide de la

concentration dans le premier pore et par un évasement des courbes de concentration des pores 5
et 10.

1 1 1 1 1 1

—Pore 1 (5.37)
—Pore 5 (5.37) -
—Pore 10 (5.37)
---Pore 1 (MCM)
---Pore 5§ (MCM) J
---Pore 10 (MCM)

cic,

0 50 ) 100 15 200 250 300
temps

Figure 5-5 : graphe de I’écart entre les courbes d’évolution de la concentration des pores 1,5 et 10
obtenues par le modeéle sans lien et le modele (5.37)

Ces calculs montrent que le modele généralisé de transport convectif (5.37) s’avere bien plus fiable
que le modéle (MCM) pour déterminer I’évolution de la concentration dans les pores lorsque le
réseau est composé d’une part de liens de longueur non négligeable devant les dimensions du réseau
et d’autre part de grand volume par rapport au volume des pores. Finalement la morphologie des
liens influe sur I'erreur dans le transport pour le modéle (MCM) montrant la nécessité du modele
(5.37) qui est valable sans restriction sur la morphologie du réseau.

D’autre part, on remarque que |'étalement de la courbe de restitution du réseau, qui est
proportionnelle a la courbe d’évolution du dernier pore, se déduit a partir de I'expression analytique
de la concentration dans celui-ci. On peut donc suivre I'évolution de la courbe de restitution en
fonction du nombre de pores dans le réseau. En effet a I'aide la solution dans le domaine de Laplace
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(5.41), les moments des courbes d’évolution de la concentration dans les pores sont calculés et en
particulier celui régissant I'étalement de la courbe, c’est-a-dire le moment d’ordre deux noté o, ol
n € N* est l'indice du pore ou de maniére équivalente le nombre de pores dans le réseau. Tout
d’abord le maximum de concentration dans chacun des pores n € N* du réseau, noté CJ*%*, vaut

. A , s
approximativement CJ'%* =~ T Par conséquent plus le pore est éloigné de la source plus sa

concentration maximale C;'*** est faible. Ensuite on constate que la relation C*** X g, = cste se
vérifie pour tous les pores. On en déduit que l|'étalement de la courbe d’évolution de la
concentration des pores est inversement proportionnel a la concentration maximale.

1.2 Conclusion

La méthodologie de modélisation a permis de développer le modele généralisé de transport
convectif ((5.37)) dont la pertinence a été montrée. Ce cas valide les efforts de modélisation réalisés
dans le chapitre 3 et nous assure que l'application de cette méthodologie au transport convectif-
diffusif conduira tres certainement vers un modele généralisé combinant le transport dans les liens
et dans les pores. Avant de poursuivre cette voie, il faut noter que contrairement a ce qui a été
annoncé dans lintroduction de ce chapitre, le modele dispersif pur n’a pas été établi;
mathématiquement ce modeéle est de la méme nature que le modele convectif-dispersif donc les
étapes de son établissement en sont strictement les mémes, par conséquent il s’en déduit a
postériori par annulation de la vitesse d’écoulement dans tous les liens.

IV Modélisation du transport convectif-dispersif dans le
réseau de pores

Pour établir le modele de transport convectif-dispersif dans le réseau de pore, il convient de calculer
analytiquement les débits de masse aux interfaces pore-lien a partir de I'équation (5.6) définie dans
chaque lien qui est réécrite ci-dessous :
0%¢,
W(t,x)=0 pour x €]0,[[
C,(t,0) = C/™(b) (5.45)
G D = ¢ ()
C,(0,x) = C2(x) pourx €]0,[[

9 t +U6C’ t D
ot (t,x) lax (t,x) l

Ce systeme d’équation aux dérivées partielles est un probleme aux limites linéaire, par conséquent
son traitement par la transformation de Laplace est adéquat. Il s’ensuit que la détermination du
modele de transport convection-dispersion dans le réseau de pores s’effectue a travers trois étapes :

e Calcul analytique des débits aux interfaces pore-lien dans le domaine de Laplace

e Assemblage du modele de transport dans le domaine de Laplace

e Application de la transformation de Laplace inverse pour obtenir le modele de transport dans
le domaine temporel

V.1 Calcul analytique des débits dans le domaine de Laplace
En utilisant les notations définies en (5.16), I'expression du systéme (5.45) dans le domaine de
Laplace est :
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—~ —~

[ aC, 0%C, o
!sCl(s,x)+Ula(s,x)—Dl > (s,x) = (x) pour x €]0,[[
Ci(s,0) = C7™(s)

9xZ
L A I (5.46)
Ci(s,D) = C**(s)

Dans ce nouveau probleme aux limites, I'équation de transport est du deuxieme ordre en espace et
I’équation caractéristique qui lui est associé est

s+Uy—Dy*=0 (5:47)

Dont les solutions sont

. U, + /Ul2 + 4D;s . U- /Ul2 + 4D;s (5.48)

T 2D, S 2D,

Il s’ensuit les solutions de I’équation homogéne (i.e C = 0) associée sont de la forme

Ci(s,x) = A(s)e" * + B(s)e™ * (5.49)
Ou A et B sont deux fonctions dépendant uniquement de la variable de Laplace s. D’autre part nous
rappelons que le systeme général (5.46) est linéaire donc le principe de superposition s’applique,
c'est-a-dire que ses solutions se présentent comme la somme d’une solution du systéme homogene
et d’une solution particuliere calculée grace a la méthode de la variation de la constante. Ainsi la
solution de ce systeme s’écrit

(s, ) = AT+ BE ™ — g COETEO e (s50)
0

Dl (r+ —_

Ou les fonctions A et B sont déterminées a I'aide des conditions aux limites. Elles vérifient le systeme
linéaire

A(s) + B(s) = CF™(s)

s - 1 ! o . — (5.51)
M@ 4 B@e !~ o [ @ - e D)t = ()
Donc elles s’expriment comme suit
Alp) = CF(s) x e" L — CP(s) fol CA(E) (e 079 — e (=yag
() = et | — orl - D,(rt —r7) X (e" L — erﬂ) (5.5
s = ) =G (s) et [ CRE(er 1= — e (-D)ag |
() = e L — ertl + D,(rt —r) x (er‘l _ er’fl)

En remplacant A et B par leur expression respective dans (5.50), la solution du systéme (5.46) est
donnée par la formule analytique suivante :
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rYi+rtx _ rti+r™x rx _ rtx

e J— —
am av
el — ortl G+ el l — ortl G (s)

el X _ grtx fol Cl()(f)(eTJr(l—f) — er_(l—f))df

Ci(s,x) =

+

e’ 1l — er+l Dl(T+ _ 7‘_) (5'53)
Sy €@ (e ®) — e = Dydg
B Dy(rt—r7)

Cette expression du profil de concentration dans un lien permet de calculer le débit de masse aux

interfaces pore-lien. En effet en notant que §; est la section du lien, ce débit s’écrit dans le domaine
de Laplace de la maniere suivante :

aC;
Q, =U,C,S;, — D= — Ls, (5.54)

En reportant (5.53) dans (5.54), on obtient

e’ L — er+l

Qi(s,x) = <Ul

- + - +
Uerx_erx Drerx_r+erxSCTav
l el l — ortl - el l — ortl [t} (s)

el X _ grtx roel X — ptertx f()l Clo (f)(er’r(l—f) _ er_(l—f))d‘,r (5.55)
+| U, S

- + + - - +
er l+r x_er +r~x r+er l+rTx —7r er tl4r—x
S$1C(s)

e’ L — er+l

e’ 1 — er’fl l e’ 1 — er’fl

Dy(rt—r7)
Sy Q@O0 e )ag O (rte 00 e 0)ag
Dy(r* —r7) (rt—r7)

. _ o U . . .
Les racines r* et r~ peuvent se réécrire rt = jiAl ou A; est une fonction dépendant de Ila
l

/U12+4Dls
variable de Laplace s et valant A;(s) = ~———

2D;
lien (5.55) se simplifie et se présente comme suit

. Avec ces notations I'expression du débit dans le

_ U, Yxsh(A(l—x)) Uix Ajch(A; (1 — x))
— | —p2D) —~ -~ 77 2D am
Uy —Ul(l x)sh(Alx) SUl=0 Aych(Ax)
—_ 2D - =~ " 7 ~av
+<2 ¢ s 2 g )i
ul-9
U= _Ui(l-x) C 201 sh(A(L— &))d
+<ﬂe 1(1=9) sh(Ax) e I Alch(Alx)>S xf P(©)e sh(d(1—&))d¢  (5.56)
2 sh(A,D) sh(A,D) DA,
Ui(x=§)

2] _ x 1(x=%)
UlSlf Cl (f)e - ASh(Al(x f))df Slf ClO(f)eU 2D Ch(Al(X — f))df
18 0
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En particulier les débits aux interfaces en amont et en aval du lien, toujours dans le domaine de
Laplace sont obtenus en x = 0 et x = [ respectivement :

La relation (5.56) évaluée en x = 0 donne le débit amont,

_ _ aC,
Qf™(s) = U,C(s,0)S, — D, a—x’ (s,0)S,

Ul AlCh(All)> —_— —U—ll Al ~di
= (L p, 2B o T gy _ peTI 2L g cav(s
<2 l Sh(All) (A () l Sh(All) (A () (557)
Ui§

Sy CP@)e 2ish(8,(L - §)dg
sh(A;D) !

Et la relation (5.56) évaluée en en x = [ donne le débit aval,

- . aC,
0 (s) = UCy(s, 1), = Dy (5. DS,

-D % Al —am Ul AlCh(All)
= DeDi— S, CF(s) + (= - D

sh(,0) 2~ PUsh(aD )S‘Clav(s)

(5.58)
! URI)
Jy €0 (e 2Pv sh(A§)dé c

sh(A;D) !

Ces expressions des débits aux interfaces pore-lien font apparaitre trois termes dépendant
respectivement de la concentration sur l'interface amont du lien, de la concentration sur l'interface
aval du lien et du profil de concentration présent initialement dans le lien. En regroupant les deux

premiers termes en un seul, on met en évidence un débit, Qlcb dépendant des conditions aux limites

et des coefficients de transport. En notant Qlo le débit dépendant de ces coefficients et du profil de
concentration initiale, les débits aux interfaces pore-lien se réécrivent :

Q7™ () = Qf (U, CF™(5), CF¥(5)) + QP (U1, CP)

— — — S — — (5.59)
A (s) = =0 (~Up, CF¥(5), CF™(5)) = QP (~Uy, CP)

ou Elé(x) = CP(l — x). Par ailleurs les variables de méme valeur pour les deux débits ont été omises.
Cette écriture traduit une homogénéité formelle du transport car, au signe pres, les débits aux
extrémités du lien possédent des expressions identiques ol seules les valeurs des variables different.
D’autre part, elle rend compte comme on pouvait s’y attendre, du réle antisymétrique des interfaces
amont et aval qui est une conséquence du sens de I'écoulement. En effet mathématiquement cette
propriété se traduit a travers la fonction o définie par la relation suivante

)& (U, CF™(s), CF¥ (), €0) = —QF™(a(Uy, CF™(s), CF(s), CD)) (5.60)

Ou o est une fonction définit pour X e R,Y € C, Z € C et f une fonction définit sur [0,1], par
o(X,Y,Z,f) = (=X, Z,Y,f) ot f(x) = f(l — x). Cette fonction présente trois types d’antisymétrie :
la premiere liée a la variable X est une antisymétrie d’opposition, la seconde liée au couple de
variable (Y,Z) est une antisymétrie de permutation et la derniere liée a la variable f est une
antisymétrie d’opposition du sens de parcours du graphe de la fonction f. Une autre réécriture des
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termes des débits permet de mettre l'accent sur le régime de transport qui est notamment

caractérisé par le nombre de Péclet défini dans le paragraphe Il par Pe; = [;—ll ((5.7)). En effet si U; >
l

o . I ~ , 4Dis |, .
0 on peut factoriser I'expression de A; par U, : ainsi en posant A;(s) = |1+ ” lzs, I'expression de A,
l

/Ulz + 4D;s

se réduit a

A(s) =
! 2D,
) Uz 2Dt
et les formules des débits se réduisent aux expressions ci-dessous ((5.62))
—~ Pe;, ~
v Ach (=LA v Ppe A .
o) =L 1+ —2 1 (7 _ ) Com(s) Loz — By

2 sh (EA ) 2 sh (EA )

2 -l 2 -l
fol Cl(Ix)e 2" sh <%A~l(1 — x*)) dx*

— [xS
Pel ~ L
sh|—=A
( 2 ’) (5.62)
_ ql Pe A, qr Ajch % ~z) —
Q¥ (s) = Tle 2 pél — " (s) +7l 1- Pe, ~ Co(s)
sh(7-4) sh('4,)
Pe * ~
fol Clo(lx*)eTl(l_x )sh (% lx*) dx*
Pe;, ~ Ix$;
sh('4,)

Ou qf = U,S;. Cette forme faisant apparaitre explicitement le Péclet est essentielle pour montrer la

cohérence du modeéle a travers tous les régimes de transport. A noter que ces expressions sont

. .U A . :
valables aussisi U; = 0 car lim —A,; = RN qui est la valeur de A; lorsque U; = 0. Enfin, cette forme
U;—02D; VD1

est utilisée dans la suite pour établir le modele de transport.

V.2 Assemblage du modéle de transport dans le domaine de Laplace
L'assemblage du modele de transport consiste a raccorder le transport dans les pores au transport
dans les liens en exprimant les concentrations aux interfaces pore-lien en fonction de Ia
concentration des pores adjacents. Comme dans le transport convectif pur, nous supposons que les
pores sont des mélangeurs parfaits. Ainsi la concentration y est uniforme a chaque instant, et vaut la
concentration moyenne. On a donc dans le domaine de Laplace

f;(s,x,y, z) = Cip sEC (x,y,z) EN,etp€EP (5:63)
En particulier la concentration sur une interface pore-lien est égale a la concentration moyenne dans
le pore. D’ol par continuité de celle-ci a travers ces interfaces, on a

= o et (P =T (564
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on rappelle que Cg,y, (resp. Cyyy) st la concentration moyenne du pore en amont (resp. en aval) par
rapport a I'écoulement. Par ailleurs tous les pores adjacents a un pore considéré sont soit en amont
soit en aval de celui-ci. De plus les débits de masse associés se conservent a travers les interfaces
pore-lien. Donc en reprenant la notation du débit entre deux éléments du réseau, qui sont ici des
pores, introduite au chapitre 3, ces derniers se réindexent en fonction des pores de la maniere

suivante
Q™ = Qf,’, et p en amont du pore p’
5 ! (5.65)
V= QSI = —Q, etpenaval duporep’

ou l'indice du bas correspond au pore sur lequel est effectué le bilan de masse tandis que I'indice du
haut correspond a un pore adjacent. La Figure 5-6 rappelle schématiquement la définition des débits
de (5.65) .

% = Q% = -@}

AN
"" . Cpy(1) -TTT=3"
UlZ Ull
— —_—
———————— Pore p —_——— - - -

Qam — QP’
1 — %p

Figure 5-6 : schéma du positionnement des débits de masses de (5.65)

Donc, en prenant le point de vue des débits de masse du pore p vers le pore p’, les expressions de
(5.62) exprimées du point de vue du lien [, se réécrivent de la maniére suivante:

1. Le débit sortant du pore p vers le pore p’ devient

q‘V A ’Ch (@A ,) q‘l} Pe r
- ' pD pD _ o _“Cpp’ ’ _
Q()=—-| 1+ Cp(s) — e 2 e Cpi(s)
2 b Pep, — b Pep,r —
S TAPP’ S 2 Appl
Pe ’
) Pe, . . (5.66)
0 pp (lpprx )e 2 * sh <%Appr(1 - )) dx
— l IS !
Pey,y pp'“pp
sh( > Appr )

2. Etle débit entrant dans le pore p en provenance du pore p’ est donné par
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Q%) = Q% (s)

qy, Pepp A, qy App ch (PeZPIp P'P>
— ppe 2 D' P C’v;,(s)_i_ pp 1— E;(S)
2 b Pepr, — 2 b Peyry —
S 7 Dprp S 2 Bp'p (5.67)

Pe_

1 .0 . PP 1 Pe Ty — .

Cp,p(lprpx )e 7 x)sh( > A )dx L
sh(Pep,pA,) ppTpp

2 p'p

ou l'indice p représente le pore considéré et p’ est un pore adjacent au pore p par le lien . Dans
I’expression précédente, le lien est identifié par ses pores adjacents donc la longueur du lien [ est
noté l,,,,,. En outre, I'équation générale du transport (3.6) appliquée au pore p s’écrit dans le
domaine de Laplace : pourp € P

— 1 ’;l — — 1 —
I/pCp == z —X Qp (Sl Cp(s)J Cp’(s)) +§ X VpCp(O)

- S
p ~p
p'eP
1 =, _ 1 =, - 1 _ (5.68)
= Y X (GO ) = D X0 (5.5 () + X BTy ©O)
p'>p pzp’
p'eP p'eP

ou pour deux pores p et p’ la notation p = p’ ( resp. p’ > p) signifie que p~p' et q;p, = 0 (resp.

qz,p > 0). Donc en injectant les expressions des débits données par (5.66) et (5.67) dans I'’équation
(5.68), et en remarquant que Ap,r= Ay, et Peppr = Peprp , le modele transport convectif-dispersif

dans le domaine de Laplace est donné par I'équation suivante :

v Pe AN
—~ p'p —p'p Ay
Cy(s) = ';p ez o /(s)
p'>p S X Sh( Zp P Ap’p)
p'eP
v Pe__ e
Qpp' oo’ ! —
+ 2 PP 72 PP C,(s)

2 Peppr —\ P (5.69)
p=zp’ s X sh( > pp,) :
p'eP

Pe,
— pp’ —
|q;p, App,ch( 74, ) (gir — qg4t) _ .
C ) +——= C (s) + Mp*(s)
2 Pepp’ — 2Xs
p'~p s X sh ) op’
p'eP
‘hi: et q"“t sont les débits volumiques en entrée et en sortie du pore d’indice p, et Mzi," est un terme

de masse résultant du débit de masse aux interfaces pore-lien du pore p di a la masse initialement
présente au sein du pore et de ses liens adjacents. Les expressions de ces termes sont les suivantes :
les débits volumiques s’expriment comme suit
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_ Z q;,p et Ouf Z qpp’ +2 Z qz(ext) (5.70)

p'>p pzp’ p>(ext)

p'eP p'eP
Ou la notation (ext) est un pore correspondant a I'extérieur du réseau ; le débit volumique sortant
du pore p vers I'extérieur du réseau, i.e q;f(ext), correspond a une condition aux limites de type
Newman s’appliquant sur le débit de masse en sortie du réseau: elle suppose que celui-ci est

purement convectif. Le terme de masse initiale s’exprime dans le domaine de Laplace de la maniere
suivante

N f Cp p(lprpx )e gp(l ) ( > p,px*) dx*
My (s) = 2 L pSp'p
p'>p s X Sh( A )
p'eP ( )
Pe, 5.71
pp . * Pe [
pp * *
0 pp (lpprx ez ¥ Sh( > Appr(1—x )) dx 1,55 (0)
+ Pe. . Lop' Spp' + S
pp
pr’ S X Sh (TAPP’)
p'eP

L’expression (5.69) est composée de quatre termes symbolisant la contribution en masse de soluté
des pores et des liens adjacents au pore considéré : le premier terme est la contribution des pores en
amont, le deuxiéme celle des pores en aval, le troisi€me celle du pore p lui-méme et enfin la derniére
contribution provient de la masse initialement présente dans le pore p et dans ses liens adjacents.
Ainsi la concentration dans le pore p est donnée par la concentration dans les pores adjacents sans
tenir compte explicitement de la concentration dans les liens. Ce systeme liant la concentration des
pores dans le domaine de Laplace C;(s), est suffisant pour obtenir les moments de ces
concentrations dans le domaine temporel C,(t) et ainsi reconstruire ces fonctions d’évolution a
I'aide de leur fonction génératrice. Cependant dans la perspective d’inclure des phénomenes réactifs
dans le systéme, obtenir I'expression de ce systéme dans le domaine temporelle est utile (voire
incontournable). Aussi I'objet de la sous partie suivante est de déterminer dans le domaine temporel
I’expression de ces termes.

IvV.3 Expression du modeéle de transport dans le domaine temporel

Dans cette sous-partie, nous calculons les expressions dans le domaine temporel des termes de
(5.69). Avant de dérouler les étapes de calcul des transformations de Laplace inverses des différents
termes, il est important de rappeler les définitions, les hypothéses et les notations des outils qui sont
utilisés dans la suite :

e Toutes les fonctions considérées dans la suite sont causales (i.e. nulles sur I'intervalle ] —
0, 0]). Une telle fonction f est de la forme f = H X g ou g est une fonction quelconque, elle
s’identifie donca H X f. Dans la suite on la note simplement f.

e Latransformation de Laplace inverse, notée L1, d’une fonction complexe f est calculée par
la méthode des résidus a I'aide de la formule suivante
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Y+ioo
R 1 R
f@®) = L_l(f) =50 f f(s)estds

y-=ico

Z Res(f(s)et, Z)

Z=poblede f
Ou y est un lacet choisi judicieusement. Ce calcul repose sur le lemme de Jordan qui est

pourt >0 (5.72)

énoncé dans I'annexe B ainsi que tous les développements mathématiques permettant de
justifier son application sur les termes de (5.69).

e latransformation de Laplace inverse est linéaire

L'établissement du modeéle de transport dans le domaine temporel se décompose en 3 étapes qui
sont la détermination des poles des termes de (5.69) puis le calcul des transformations de Laplace
inverse de ces derniers a |'aide de la formule (5.72) et enfin leur assemblage. Pour rappel, (5.69)
posséde trois types de termes remarquables qui sont les transformations de Laplace de trois
fonctions K1, K2 et K™, Ils s’écrivent

TIre) — A(s)
e s X sh (%E(s))
_Aen(Bae)
2(g) =
e s X sh (%E(S)) (5.73)
ﬁl(s’X*) _ sh (%E(S’)x*)

s X sh (% E(s))

N f 4D . . - . -
Ou A(s) = |1 +U—Zs . De plus pour des besoins de clarté, les indices relatifs aux pores ont été

volontairement éliminés. On remarque que ces termes sont au nombre de trois car formellement le
terme symbolisant la contribution de masse d{ aux pores en amont est identique a celui symbolisant

la contribution de masse di aux pores en aval. D’autre part ils se présentent comme des fractions

. A . . Pe ~ . . . . .
possédant le méme dénominateur s X sh (7A(s)), ce qui permet de déterminer simultanément
leurs poles.

Détermination des poéles des termes de (5.69)

, Pe % . . =1 o2 e
On note la fonction D(s) =s X sh (fA(s)) le dénominateur des termes K1, K? et K™, et

N1(s) = A(s), N%(s) = A(s)ch (%E(s)) et N*(s) = sh (%E(s) x*) leur numérateur respectif.
Les pbles des termes T;, T, et T3 sont les nombres complexes Z tels
D(Z)=0

ND|_ .. (5.74)
D) |

i€ 11,2,i ;
pour L € {LL M i) 2 0 ou

Donc ils vérifient
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Pe .
Z7=0=2° ou sh (;A(Z)) —0 (5.75)

La fonction sinus hyperbolique est nulle pour les nombres complexes s,, = inrn pour n € Z, donc les
poles de la fonction D vérifient

Pe _
Z°=0 ou TA(Zn) =inmt avecn €7 (5.76)
C'est-a-dire
D Pe\?
Z2°=0 ou Z,= —l—2<n2n2 + (7) > avecn € N (5.77)
La seconde condition de (5.74) est vérifiée pour tous ces nombres sauf Z, car pour i € {1,2,in}
L = Ni(s cstet
{N (Zy) =0 ( )~s:z < +oo
D(Z,) =0 D(s) o 5 (5.78)

Donc 'ensemble des poles de K1, K2 et K™, noté ZT, est 'ensemble des nombres complexes défini

2
ZT = {70 = O}U{Zn = —122<n2n2+(%) )

Ensuite, on choisit de décomposer lI'inverse du sinus hyperbolique, i.e Yy sous la forme d’une série

par

ne N*} (5.79)

infinie de fractions rationnelles qui permet de mettre en évidence les pdles des termes K1, K2
et K et leur ordre, préparant en cela le calcul de leur transformation de Laplace inverse. Ainsi a
I'aide des relations suivantes

sh(s) = —i x sin(is)
T 1_ +oo (=" (5.80)

sin(ms) =5 n=ln2 _ g2

Ona

400
L1 (-1)"
sh(s) s S Lm0 + 52 (5-81)

Par conséquent les termes K1, K2 et K™ se réécrivent sous la forme d’une série infini de fractions
rationnelles exhibant ainsi les poles avec leur ordre :

() = —— sze (1 +2 —(—1371_(52— ZO))
n=1 n
Pe +0o
N 2ch (SA(S)) (—D)™(s — Zy) (5.82)
() = W(l * 2_—2)
Pe -~ +00
- ash(FEe) ) (—D"(s =2
K5, x7) = s X Pe x A(s) <1+2n=1 S— Iy )
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On remarque que les nombres Z,, pour n € N* sont bien les poles de ces termes. Tous les poles sont
simples et on retrouve bien que Z, n’est pas un péle. En outre, ils sont tous négatifs sauf le pole a
I’origine.

Calcul des transformations de Laplace inverse des termes K 1 K2 et K

D’aprés (5.72), le calcul des expressions dans le domaine temporel de K1, K% et K est effectué en
calculant les résidus en chaque pdle des fonctions suivantes :

Ki(s) = K1(s)est
SECE>0  K2(s) = K2(s)est
K™ (s,x*) = K™ (s,x*)est avec x* € [0,1]
Puisque tous les poles sont simples alors par définition le résidu des expressions de (5.83) en chaque

(5.83)

pole est donné par la formule suivante

Res(K,Z) = lirr}(s — 2)K'(s)e’t aveci€ {1,2,in},t>0etZ€Z” (5.84)
S—

D’autre part la fonction Ind, est constante et vaut 1 en chaque péle (I'annexe B). Finalement leur
résidu respectif en Z,,, n € N* est :

— 2X?2
Res(K1,2y) = — —— (= 1)"(Zy — Zo)e™*
n
— X
Res(K?%,Z,) = 7o %n Zy)eZnt (5.85)
n
__ sin(nmx*
Res(Km,Zn) — ﬁ (—1)712(Zn — ZO)eZnt
n

Et leur résidu en Z° = 0 vaut

Res(l?l,ZO) =

Res(l\(/Z,ZO) = (5.86)

N|§ l\.)l:‘? N|§N|§

)
h(7)
)
<)

o g0 (
Res(K™,2%) = —5_—=~
Sh( )

en reprenant les expressions données par (5.73) avec A(0) = 1 (la décomposition en éléments
simples n’est utile que pour déterminer les résidus en Z,,, n € N*). Par conséquent en appliquant la
formule (5.72), les expressions des termes dans le domaine temporel sont
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K0 =g+ gy ot e

L
ch(B8) 4 &= (Zn — Zy)
KE(e) = sh Eéi ’ En=1nTezn 587)
_ sh (%x*) sm(nrrx )YD™(Z, —Zo)
Kln(t'x*)=T+2 Zp X N1
sh (7) n=1

Ces expressions se présentent comme des séries d’exponentielles décroissantes traduisant leur
décomposition sur la base de fonctions définie par {1, (eZn%),cn+}. A noter que cette décomposition
est unique. Les pdles réels négatifs Z, pour n € N*, donnent le régime transitoire, tandis que le pdle
en 0 donne le régime permanent. On remarque que les péles croissent, en valeur absolue, comme n?
impliquant que leur contribution dans les noyaux K décroit alors rapidement.

Assemblage du modéle de transport dans les pores
Avec les notations (5.73) et en réintroduisant I'indexation par rapport aux pores, le systéme de
transport dans le domaine de Laplace s’écrit

qv, Pe_/ -
K,Cy(s) = %e Ky, (s)Cpr(s)
p'>p
p'eP
v Pe__y
q,, __"“pp — —
+2%e 2 K ()Cpr(s) (5.88)
pzp’
p'eP
| = (-t -
= PR 6 G () + TG () + M (s)
p'~p
p'eP

Avec

1 Pe_/
M (s) = z J;) C;’)'p(lp’pX*)e pra-x )Km (s, x")dx™ Ly, Sy

p'pop'p
p:>p
Per B (5.89)
* Pe r 74508 * pCp(O)
+ 2f ,(lpprx )e —z K (s 1=x")dx" L,y S, + s
pzp’
p'eP

Le modéle de transport est obtenu en calculant les transformations de Laplace inverse de K1 x

C, K2 x C et K™ x C. Or la transformation de Laplace du produit de convolution de deux fonctions
est le produit de leur transformée de Laplace. Donc

pouri€{1,2,in} LY (K'xC)=K'xC (5.90)
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Ou « * » symbolise le produit de convolution. En utilisant les expressions des noyaux données par
(5.87), le modeéle de transport sur réseau de pores s’écrit, en réintroduisant les indices des pores

_ q _ -
pEP, VC,(t) = PP o'y * Cpr ) () + T o * Cpr) ()

p'>p p=p’

qZ’p>0 qu,>0

p'eP p'eP (5.91)

ut

z | | £ Ty (b) ) )f T, (2)dz + MI(t)
p ESD

Ou, pour mémoire,

. q;,p, q;', et q"“t sont respectivement le débit volumique dans le lien adjacent aux pores p

et p’, et les débits volumiques entrant et sortant du pore p ((5.70)),
. Mz‘;” est le flux de masse dans le pore p di a la masse initialement présente dans celui-ci et
dans ses liens adjacents. Son expression déduite de (5.71) et (5.87) s’écrit

MR (¢t) = 2 f rpx*)e 5 (1 )Km (t,x")dx* Ly, S,y
p'>p
p'eP

(5.92)
1 e I

- 2 J (lpp’x Je 2 Km’(t 1= x7)dE Ly Sppr + ¥ Cp (0)

p=p’ "0

p'eP
Les relations (5.91) donnent I’évolution temporelle de la concentration dans les pores. A priori cela
est suffisant si seule cette donnée est nécessaire. Cependant, notre modele de transport dans les
pores tient implicitement compte du transport dans les liens. En effet ce dernier est caractérisé dans
le domaine de Laplace par la solution analytique (5.53) du systéme (5.46) qui détermine le profil de
concentration dans un lien en fonction de sa valeur initiale et de I’évolution de la concentration dans
les pores adjacents. L'expression de cette solution dans le domaine temporel est I'objet de la sous-
section suivante achevant ainsi la modélisation du transport sur réseau de pores.

V.4 Expression analytique du profil de concentration dans les liens
La solution analytique dans le domaine de Laplace (5.53) du transport dans un lien se réécrit sous

forme réduite de la maniére suivante :
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Pe; X\ ~ Pe;x ~
pe xSh(—-(1-7)A(s)) Pe x, Sh|\—==FA,(s)) _
Cl(S x) — eTlXT ( 2 5 ~l) )Clam + e_TlX(l_T ( ge l~ )Clav(s)

sh(-8()) sh(-8())

Pe; x ~ 1 _Pey Pe
re x Sh(ATRE) [ CPEDe 2 sh (SR - HE()d  (5.93)
+e 2 X0 Do - X 27 =
sh (Tl 1(5)) 1(s)
_Peyx_, Pe; (x
J“cl@De 2 (1 Dsn (P (3 - 6) &) ag
Ay(s)
ou
e A estlafonction dépendant de la variable complexe s et valant A;(s) = |1+ 4Dls

e 1; estletemps de transport dans le lien par convection, 7; = o
l

Dans cette expression, le terme en sh( o (1- E)Al(s)) dans les intégrales tend vers l'infini lorsque

la variable complexe s tend vers 'infini ; et cette croissance est exponentielle. Par conséquent il n’est
pas possible d’appliquer les théorémes d’inversion de transformation de Laplace en ['état,
notamment la formule (5.72), les lemmes de Jordan et les méthodes de régularisation ne
s'appliquent pas (annexe B). Cependant ceux-ci s’appliquent aux termes dépendant des
concentrations en amont et en aval du lien. Donc, puisque (5.93) est la solution dans le domaine de
Laplace du systeme temporel (5.45), ce dernier se décompose en trois sous-systémes qui sont le
probleéme aux conditions initiales nulles et aux limites quelconques, i.e.

(0 act a2cy
| at (tx)+Ula (t,x) — Dla > x)=0 pour x €]0,[[
! C.(t,0) = ™ (6) = G 0) (5.99
I Gt D = () - ¢ (0)
cl,x)=0 pour x €]0,1[
le probléme stationnaire, i.e.
( aC, a%¢cy°
Ul (x)—D;—— 922 (x)=0 pour x €]0,1[ (5.95)
i ¢ (0) = ¢™(0) '
e = ¢ (0)
et le probléme aux conditions initiales quelconques et aux limites nulles, i.e.
( mLt aClL‘nit 9 2 Clmt
| (t,x)+UlW(t,x) —‘Dl 9x2 (t,x)=0 pour x €]0,[
Clm'lt(t, 0) =0
Clinit(t, l) =0 (596)

CiME(0,x) = CX(x) — C°(x) pour x €]0,1]
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Ainsi, par linéarité, la solution de (5.45) est d’apres le principe de superposition la somme des

solutions des trois systémes ci-dessus, i.e. C; = CP + C/™ + C°. Les paragraphes suivants
concernent la résolution de ces trois systemes.

Calcul de la solution Cf’ du systeme (5.94)
Ce systéme est résolu a I'aide de la transformation de Laplace. Celle-ci le transforme en

ach 2¢h
sCl (s,x) + Ula—(s x) — D 32 (s, x) =0 pour x €]0, [
) CP(s,0) = CO™(s) — © (5.97)
_ . av 0
L CP(s,) = C&(s) — s( )

D’apres la sous-partie IV.1 (5.97) posséde une solution s’écrivant sous la forme réduite ((5.93))

Pe X\ ~
o= LD g, )
sh (—PAl(s)) .
e x .
+e_ﬁx(1 )lc) sh (;_Al( )) <C/Fv(s) ~ Clav(0)>
sh (TZEI(S)) S
(0)

que I'on obtient aisément en remplagant respectivement C*™(s) et C/fT”(s) par (; cam(s) —

T (o . o, B .
Cl‘“’(s)—lT(), puis en prenant des conditions initiales nulles dans I'expression (5.93). Cette

expression est composée de termes dépendant de I'amont et de I'aval du lien. D’autre part, puisque
la transformation de Laplace du produit de convolution de deux fonctions est le produit de leur
transformée, il apparait un noyau de convolution noté K' dépendant du temps et de la position dans
le lien. Il est définit dans le domaine de Laplace par la formule

Pe;x ~
— h(—25
Ki(s,x) = (IZD—el~l) (5.99)
o (515
Impliquant que
Pe; L X — am(o)
Cl(Sx)—eZ lKl(s,l—x)<C m(s) — )
e X\ _ . caw (5.100)
+€_%X(1_T)KZ(S, X) <Clav(s) _ l S(O)>

On remarque que i(\l(s,x) = sKm (s,%) et Kin (O z) 0, or pour toute fonction causale f

dérivable on a f'(s) = sf(s) — £(0), donc

aKin
ot (t’ %
+00

= —;D;(—l)" sin (nn %) (nm)e?nt

Ki(t,x) =
(5.101)
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- e . . 12 , . . . be
ou I'on définit le temps de dispersion t? = o Il s’ensuit que la solution du systeme (5.97) s’écrit

Pe;_x [t
CP(t,x) = eTlXTf Ki(t—2z1 - x)(Cf‘m(Z) — Clam(O))dz
0 (5.102)

e X t
+oax (1) J KU (t — 2,2)(CA(2) — C22(0))dz
0

Calcul de la solution C;° du systéme (5.95)
Ce systeme stationnaire est un probléme aux limites présentant une équation différentielle linéaire
du deuxiéme ordre. Elle est donc associée au trinbme caractéristique

Uz — Dyz% = (5.103)
Dont les racines sont r*® = % et 7~ = 0. La solution de (5.95) est de la forme
l
Uix (5.104)
C°(x)=A+Bebh
ou A et B sont deux constantes vérifiant le systeme
— am
{ A+ Bul_z ¢ (0) (5.105)
A+ BeDit = Cf(0)
Sa résolution conduit a I'expression suivante pour C;”
Ul(l - .X') le
e sh () _ul=x Sh(zp,
CP(x) = eZDl—UllClam(O) +e  2D; (—Ull)clav(o) (5.106)
el i el i
sh(267) sh(26,)

Calcul de la solution Cf”it du systéme (5.96)
Ce systéme est résolu par la méthode de la séparation des variables. On suppose donc qu’il existe

deux fonctions continues X et Y telles que pour t > 0 et x €]0,1[, on a C/™(t,x) = X(x)Y (). Sous
cette hypothése le systeme (5.96) devient

(X(x)Y’(t) + U X' ()Y(@t) —DX"(x)Y(t) =0 pour x €]0,1[
X(0)Y@) =0
XDye)=0 (5.107)

X(x)Y(0) =Cc2(x) — €2 (x) pourx €]0,1]

Les conditions aux limites imposent que, soit la fonction Y est identiquement nulle, soit la fonction X
est nulle aux extrémités du lien. Le premier cas nécessite que la concentration initiale soit nulle
impliquant que l'unique solution est la fonction nulle. Donc les solutions intéressantes proviennent
du second cas, c'est-a-dire que X(0) = X(1) = 0. Si, ni la fonction X, ni la fonction Y ne s’annule,
alors en isolant les éléments de (5.107) dépendant de Y des éléments dépendant de X, ce systeme se
réarrange de la maniére suivante :
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Y,(t) . —UlX,(X) + DlX”(X)

pour x €]0,[[

Y(t) X(x)
X0)Y(@) =0
XY@ =0 (5.108)

X(x)Y(0) =Cc2(x) — €2 (x) pourx €]0,1]

On remarque que le membre de gauche de I'équation dépend uniquement du temps tandis que le
membre de droite dépend uniquement de I'espace. Donc cette égalité est possible pour x €]0, ([ et
pour t > 0 si et seulement si ses membres sont constants. En notant a cette constante on obtient
aprées développement les équations suivantes pour X et Y :

Y =aY

aX + U X'(x) — D X"(x) =0 (5.109)

Y vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre par conséquent elle s’exprime comme
suit

Y(t) = Y(0)e%t (5.110)
X vérifie une équation différentielle linéaire du second ordre d’équation caractéristique
a+Uz—Diz>=0 (5.111)

Soit f = U,> +4D,a le discriminant de ce trindme. On discute ensuite des solutions de X en

2
+ U U;“+4D 1«

fonction du signe de celui-ci. On note r‘{_EiT les solutions de I'équation
l l

caractéristique et on rappelle que X(0) = X(1) = 0.
e Sif > 0alorslafonction X est de la forme
X(x) = Ae"@* 4 Be'aX (5.112)

Ou A et B sont deux constantes a déterminer a I'aide des conditions aux limites. Plus
précisément elles impliquent que

o LB\ _
=>A=0o0ush <ﬁ> = (5.113)

{ B=-A
!

A(er&rl _ ergl) =0

Puisque f > 0, on a sh (%F) # 0 et A = B = 0. Finalement la fonction X est identiquement
l

nulle tout comme la fonction C/™*. L’hypothése de continuité de C/™ a linstant initial

impose que la solution du systéme (5.96) existe si le profil de concentration initial est nul.

e Sif = 0alors la fonction X est de la forme

Uix
X(x) = (A + Bx)eZDt (5.114)

Ou A et B sont deux constantes vérifiant le systéme issu des conditions aux limites :
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A=0
{ uil <=>A=B=0carl+0 (5.115)
Ble?P1 =0

Comme pour > 0, la seule solution de (5.96) existe si le profil de concentration initial est

nulle et C/™ est la fonction identiquement nulle.

e Sip < 0alorslafonction X est de la forme

X(x) = Ae"@* 4 BeTa* (5.116)
Ou les constantes A et B vérifient
F=- L/1B]
LI => A =0 ousi =0
2AeZDlsin(2—\/'f) —0 < ou sin 2D, (5.117)
!

Si A =0, on retrouve la solution identiquement nulle. Donc les solutions non nulles sont

. o _— . (1 L
déterminées en considérant que A # 0 et sin (%) =0 smt% = nm, n € Z; avec cette
1 1

D

: . P
contrainte et la condition B = U?+4D,a <0on trouve que a = —l—z(nzn2 +7e) €

{Z,|n € N*} puis compte tenu de la parité de la fonction carré, on peut se limiter aux valeurs
de n positives. Finalement a est un pdle ((5.79)) comme on pouvait s’y attendre puisque
(5.111) est I'équation caractéristique que Il'on obtient en cherchant les solutions
stationnaires de I'équation de convection-diffusion. In fine pour chaque n € N*, on a une
solution X,, de I'’équation (5.116) qui s’écrit

Ux  nmx
X,(x) = AneZDlsin(T (5.118)

et une solution C]*de I'équation du systeme (5.96) qui s’écrit

u
n _ _sz _NX
C*(t,x) = K,e?Pisin(——)e (5.119)

l
Ou seule la constante K, reste a déterminer a I'aide des conditions initiales.

Le point précédent a permis d’identifier les fonctions C/* en tant que solutions de I'équation de
(5.96), donc d’apres le principe de superposition, on pose pourt > 0 et x € [0, (]

+00 +00

init _ n _ é%x : @ Znt

C™ (t,x) = C'(t,x) = e?D K, sin( i e (5.120)
n=1 n=1

Cette fonction vérifie bien I’équation de transport et les conditions aux limites. La condition initiale
permet de déterminer les constantes K, pourn € N*; on a

init Y s nmx
C/™M(0,x) = e?Dt 2 Knsm(T) (5.121)
n=1

Et en isolant les termes relatifs aux constantes, I’équation précédente se réécrit
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Uix -
e BUCI) ~ P () = . Kysingr) (5.122)
n=1

Sous cette forme on voit que les K, pour n € N* sont les coefficients associés a la décomposition sur

_Urx
la base de fonction (sin(nlix)) de la fonction définie pour x € [0,1] par e 22:1(CP(x) — C°(x)).
neN*
Cette base de fonction est orthogonale, donc, en intégrant (5.122) contre chacun de ses éléments, on
a
C}—Cl=K, nen (5.123)
Oou
ZD ﬂf 5.124
cl l e lCl(f)sm - dé¢ (5.124)
Et en prenant en compte I’expre55|on de C;° donnée par I'équation (5.106)
2 Ui§ mé
ch =—f e 20!C°°(<f)sm< )d{
! (5.125)
D,nm Dynm(—1)"
_ ——C am(( av 0
I ACHORE S eSO

L’équation (5.120) est bien la solution du systeme (5.96) et les constantes K, pour n € N* sont
calculées suivant (5.123), (5.124) et (5.125).

Expression analytique du profil de concentration dans les liens

L’évolution temporelle du profil de concentration dans le lien est donnée par la somme des solutions
des systéemes (5.94), (5.95) et (5.96). Sa formule sous forme réduite est pour t = 0 et x €]0,/], la
suivante :

Pe;_x [t
C,(t,x) = eTlXTJ K'(t — 21— x)(CA™(2) — CA™(0))dz
0

+e_%x(1_%) ftKl(t - 2,%)(C"(2) — C(0))dz

+eP2elx Z(CO Co‘r})) Sln( ) (5126)
Pe
Pe; xSh <Tlx (1 _T)> —mx(l—f) sh %X%)
+e2 T B CA™(0) +e 2 —=2——2CA(0)
h ﬁ) sh E)
s ( 2 2

Ou on rappelle que

K'(t,x) = —%Z(—l)”sin(nn%)(nn)eznt (5.127)
n=1
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Vv Description et analyse du modele de transport dans les
liens et dans les pores

La méthodologie de modélisation a permis de développer dans le cas du transport convectif-
dispersif, un nouveau modéle de transport dans le sens ou il ne fait pas d’hypothése a priori sur le
profil de concentration dans les liens. De fait il est important de le décrire, de I'analyser et d’exposer
ses avantages et ses inconvénients éventuels par rapport aux modeles existants.

VA1 Description du modéle de transport

Le modele de transport dans les pores est mathématiquement un systéme d’équation de Volterra du
second type ou les intégrales sont des convolutions de noyaux K'et K2. Celles-ci traduisent que la
concentration en un pore a chaque instant dépend de la somme de I'historique, pondérée par Klet
K?, des concentrations dans les pores adjacents et dans lui-méme. Cette dépendance a I’évolution
passée est irréductible dans la mesure ou ces noyaux sont des fonctions non constantes. En effet
dans le cas contraire, on pourrait établir I’'équation (5.91) et retrouver une équation différentielle
ordinaire caractéristique des processus pour lesquels I'évolution future est entierement déterminée
par leur état au temps présent. En un sens ce_modele garde en mémoire une trace de tous les

évenements passés. Par analogie ces conclusions se transférent au profil de concentration dans les

liens qui dépend lui aussi de I'historique de la concentration dans leurs pores adjacents, pondérée
par les valeurs du noyau K' évaluées aux extrémités du lien.

Par ailleurs en divisant (5.91) par le volume du pore, on voit apparaitre le temps de vidange (ou de

. v , . . . )
remplissage) tp,, = W du pore p par écoulement a travers le lien adjacent au pore p’, le temps
p'p|°pD!
de vidange (resp. remplissage) du pore p défini d’aprés (5.70) par
LY L Y
out = = v v
tp Vp p=p’ tpp’ p>(ext) tp (ext) (5128)
pIEP p'eP
1 _ap bopSpp’ - ’; :
(resp. = V—) et un facteur forme w,,» = — qui mesure I'importance du volume du lien par
14 p 14

rapport au volume du pore adjacent. Avec ces notations le modele de transport donné par (5.91) se
réécrit :

_ 1 Peprp 1 _ 1 _Pepy 1 _
pEP, Cp(t) = 2 T 2 (Kp,p * sz)(t) + Z TS 2 (Kpp, * Cp,)(t)
pi>p p'p p=p’ pp
p'eP p'eP

(5.129)

1, 11 1\ [ .
- Z T]}[Kpp/ * Cp(t) + E F - W f Cp(Z)dZ + Cp ®
pl~p PP p p 0

p'eP
ou
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1
cro=7) | 0 (e DR (6,05 wyry
p’>p~°
p'eP

3 [ el

pzp’
p'eP

(5.130)

5 (61— 8)dS wpy + 6, (0)

On remarque que le facteur de forme w,,, intervient directement dans le terme lié au profil de la

pp
concentration initiale dans les liens. Il pondeére de la contribution de chacun des liens au transport de
la masse entre pores. Cependant, on montre dans la suite de ce paragraphe que ce nombre
caractérise le transport et dans la sous-section V.3 qu’il apparait explicitement dans tous les termes
du modele. En outre la dynamique du transport entre pores est régit par le nombre de Péclet, le
temps de vidange des pores et les noyaux de convolutions K! et K?,tandis que le profil de
concentration dans un lien dépend lui du nombre de Péclet et du noyau de convolution K'. Enfin la
concentration initiale dans les liens est prise en compte a travers un terme de concentration effectif
(5.130) dépendant du temps, du nombre de Péclet et du noyau de convolution K. Les expressions

des noyaux K1, K2, K™ et K! sont données en (5.131) :

K'(©) =;+iiwe (n n2+(%2) )tLD

sh (%) Pe =in2m? + (&)2
ch (%) 4 < TlZTL'Z nem +(Pe) LD
KZ(t)=Sh(—P_e)+ﬁnZln2ﬂ2+ &ze ( )t
Pze ( i ) (5.131)
Kin(t,x*) _ sh (7 Z sin(n *) (nm)(=1)" , <n2n2+(Pe) )t_D
sh( =1 n2m? + (Pze)

K6 x) = _t%z:;(_l)n sin (n”% (nm)e <n2”2+(Pze) )t_D

. ‘s . . . 12
Elles montrent une dépendance évidente au nombre de Péclet et au temps de dispersion t? = o On

déduit que le transport est contrélé uniquement par trois temps définis pour chaque lien du réseau
qui sont temps de vidange d’un pore dans un lien adjacent, le temps de convection et le temps de
dispersion. En fait I'analyse dimensionnelle montre que I'on a deux paramétres sans dimensions et

P 12 l 14 . ’: -
que I'on peut définir 3 temps t? = —, t¢ = 7 et t¥ = U5 Ces derniers permettent d’identifier et de

D
D

définir les deux parametres sans dimension de transport qui sont le nombre de Péclet, i.e Pe = Tor et
o t€ . . . .
la porosité locale w = ot Ainsi I'analyse des noyaux en fonction de ces parametres est essentielle a

la compréhension du transfert de masse entre pores, ceci est I'objet de la sous-partie suivante.

Mais avant commencer cette analyse et d’étudier en détails I'allure de ces fonctions suivant les
parametres de transport, on a besoin de donner une interprétation, du point de vue du processus de
transport, des termes du modeéle (5.129).
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V.2 Nouvelle interprétation des termes du modéle (5.129)

Ce modele permet d’exprimer le transport de masse dans le réseau en fonction de celle contenue
dans les pores uniquement (notre objectif !), les liens sont pris implicitement en compte. Ainsi les
deux questions qui se posent concernent (i) la possibilité de reconstruire un débit de masse effectif
entre pores et (ii) 'expression de ce débit. Pour aborder ce sujet on reprend, pour des raisons de
simplicité, I'expression du modeéle de transport dans le domaine de Laplace ((5.69)). En utilisant la
relation suivante

ch(s) + sh(s) = e® pours €C (5.132)

le membre de droite de (5.69) peut s’exprimer comme la somme des débits entrants et la somme des
débits sortant. Ainsi (5.69) se réécrit de la maniére suivante

v
q 2 — Ay’ —
sV, Cp(s) = ’;” B Cpr(s) + %cp(s)
p'>p Sh( pr p’p)
p'eP
Pe. 1 Pe.
A pp pp’ 77—
Ay’ Apprch|—, ) Ch( 2 pp’) _
_ Z G (s) T (s)
4 2 h (Peppr ~) b (M
p >p S 2 Bpp’ 2
p'€P
Pe. (5.133)
v sh pp ' v
Tpp’ ( 2 ) pp

Pe.
pp’ —
Ch( 2 Appl>

— — Cy(s) —
Z/ 2 h (Peprp ~) p ch (Pezppf)

Cp(s) |+ x M (s)

ou les deux premiers termes du membre de droite sont les débits entrants tandis que les deux
derniers sont les débits sortants. Avec cette réécriture on cherche a exprimer les débits entrants ou
sortants comme dans I'équation (3.6) que I'on rappelle ici dans le cas du transport non réactif entre
pores,

A ,

— _ p

dt z Qesr), (B) VP EP (5.134)
p~p'
p'eP

Ou les débits de masse Qeffgl sont algébriques, i.e positifs ou négatifs, suivant qu’ils soient entrants

ou sortants. Sous cette forme, on voit apparaitre dans (5.133), le débit de masse effectif dans le
domaine de Laplace. Son expression algébrique entre deux pores p et p’ est donnée par
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N q
Qors’ () =2 Cpr(s) + 2= cc>
2 Peppr,__/
sh 2 Bpp’
p— Pe, r_____ Pe. .1 (5135)
50 () )

Cpr(5) = Gps)

Z— P
2 sh( ) | cn(FR )

Pour la suite, on restreint I'étude a un seul lien et ses pores adjacents p et p’ comme le montre la
Figure 5-7. En outre tous les débits sont écrits par rapport au pore d’indice p. On désigne par I'indice
[ le lien et par p’ le pore adjacent. Ainsi, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on s’autorise a abandonner
I'indexation par rapport aux pores.

D’apres le développement en série entiére des fonctions cosinus et sinus hyperbolique on a

s
ec, =1 2 h h 2
s sh(s) 1= h( A (h()"  avech(s) = (Zk 1)
n=t (5.136)
ch(s) =1+ g(s) avec g(s) = Z 20!
k=1
Ainsi en définissant la fonction f? comme suit
s€C [P = ) (he)" +9() +9(5) ) (h())" (5137)
n=1 n=1
On a la relation
cc S><ch(s)_1+ D(s)
s€C, ShGs) fo(s (5.138)
Puis en I'intégrant dans I'expression du débit effectif (5.135), celle-ci devient
q" sh(3 Q" -
Tors () = %c )+ Cp(5)
sh (—A)
2 (5.139)
Pe \\S[ ch
—D 1+fD(—A)— (Z)C /(s) = Cy(s)
2 ! ch (Pze A)
Qui permet de décomposer celle-ci en une partie convective valant
sh A v
q" q .
% ()—7 E ))c /() + o) (5.140)
et une partie dispersive
Pe
— 7 Pe \\S[ ch(~5
Gy () =-D(1+f°(5E) )3 t(7) G (s) = Ty (s) (5.141)
P 2 l (P
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La qualification des débits effectifs précédents provient de la nature des termes les composants. En

sh(%)ﬁ D (Pe % Ch(%) PP . .
effet, les facteurs —#=, (1 +f (— A)) et —=% sont par définition sans dimension. Donc (5.140)
sh(£%5) 2 ch(£%5)

v
et (5.141) sont respectivement de méme nature que le débit convectif %Cp(s) et que le débit

. e S [ A~ —~ . ‘- .
dlsper5|fD7(Cp,(s) —Cp(s)). En conséquence on peut mettre en évidence une concentration
effective rendant compte du transport par convection et dispersion. Pour cela on introduit la

concentration effective ClD et la fonction @; dépendant uniquement des propriétés de transport du
lien ; elles sont définies sur C x [0, [] par

Pe x
h(ZEex
ClD (S, X) - M C"\l(s’ x)
ch (%%A(s))
pour (s,x) € C x [0,1], Pe x ~ (5.142)

_th (TT) A(s)
@ (s,x) = b Pe x ~

th (5 75)

ol on rappelle que C; est I'expression du profil de concentration dans le lien donnée par (5.126). En
remarquant que @;(s,0) =1, i.e a;(t,0) est un Dirac, et que le pore p’ est par définition a la
distance [ du pore p, on a les relations suivantes,

CP(s) = CP(s,0) = Ci(s,0) = G,

Ch(s) =CP(s,) =

(5.143)
Cp = @,(5,0)CP (5,0) = CF (s)
sh (%) A(s) _
Cpr(s) = @(s,DC) (s)
sh <% E(s))
Et les débits (5.140) et (5.141) peuvent se réécrire de la maniere suivante
—p' d(sr l)qv ~D q‘U -D
0%y, () = ——5——Cp(s) + - CP(s)
(5.144)

0 () =D (1 +fP (%E))?@(s) ~3)

Sous cette forme on reconnait les formes typiques des débits de convection et de dispersion. En
effet, le débit convectif effectif a I'interface du pore p est en réalité la moyenne du débit convectif a
cette l'interface et de la somme pondéré par la fonction a(t,l) de I'historique du débit convectif a
I'interface du pore p’. Simultanément le débit dispersif effectif est définit dans le domaine de Laplace
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par I'approximation du premier ordre du gradient de concentration effective, affecté du coefficient
de dispersion effectif déterminé par

DT (sy=D <1 4 P (?A@))) (5.145)

On remarque que la dépendance de ce coefficient a la variable de Laplace s entraine que celui-ci
varie dans le temps. Ainsi dans le domaine temporel le débit dispersif est la somme de I'historique du
débit dispersif associé a la concentration effective C?. Finalement la définition (5.142) de C? , est
une candidate admissible pour la concentration effective. Ces conclusions permettent de

!
comprendre que Qeffz est le débit de masse traversant l'interface du pore p provenant ou partant

directement dans le pore adjacent p'. C'est-a-dire que tout se passe comme si le lien n’était qu’une
interface comme le montre la Figure 5-7. Cette réduction du lien est la version longitudinale de la
méthode utilisé par Taylor (1956) et Aris (1958).

Débit amont Débit aval
Modélisation sur le résau

Debit effectif

Figure 5-7 : Représentation du débit effectif

On rappelle que dans le cas de la dispersion de Taylor-Aris, le modéle effectif est une équation de
transport unidimensionnelle en espace de débit effectif

ac
QeTff(t, x)=q"C(t,x) — DLSa (t,x) (5.146)

OuU S est la section du tube, g” = uS le débit volumique moyen ou u est la vitesse débitante, et le

ur2

coefficient de dispersion effectif D, = D,, (1 + i(u ) ) ou D,, est la diffusion moléculaire et r est

le rayon du tube. En notant Pe; = g—r le nombre de Péclet transversal qui donne I'importance de

m
I"'uniformisation de la concentration par rapport a D,,, on peut écrire que D;, = D,, (1 + 4—18 (PeT)Z).
Le coefficient de dispersion effectif (5.145) est de la méme forme que le coefficient de Taylor-Aris
pour lequel la fonction fP joue le réle de la fonction x ﬁﬁxz c'est-a-dire qu’elle corrige le
coefficient de dispersion en fonction du nombre de Péclet associé a la direction dans laquelle le
modele effectif est calculé. On constate que I'analogie se poursuit entre Per et % = % oy, a %, [ et
D correspondent respectivement a u, r et D,, dans le modéle de Taylor-Aris. Enfin, pour que

. . o , . . .U
I'analogie soit complete, il faut s’assurer que la vitesse effective est bien > Et en effet on peut

88



considérer que c’est le cas car le débit convectif effectif (5.144) implique les débits volumiques aux
v

interfaces du lien valant q? ce qui entraine une vitesse d’écoulement en % Finalement, a postériori,
le débit effectif (5.139) découle bien d’un processus longitudinal de moyennisation dans le lien
analogue a celui développé par Taylor et Aris dans la direction transversale. A noter que le modéle de
transport sur réseau de pores (5.129) est établi a partir du modeéle de transport unidimensionnel
associé au débit de Taylor-Aris. Par conséquent, le débit effectif est en réalité le résultat de la
moyennisation transversale de Taylor-Aris suivi de celle longitudinale résultant de la modélisation sur
réseau de pores. Ainsi le transfert de masse entre deux pores est piloté par deux coefficients effectifs
qui sont, la moitié la vitesse débitante % et le coefficient de dispersion effectif D€/ dont I’expression

est définie, dans le domaine temporel, a travers sa primitive de la maniére suivante

t Pe
fDeff(z)dz=D<1 +fD< )>+2DZ ————e (" +(7) )t” (5.147)
0 n=1n2m? + )
Cette définition intégrale de D¢/ est pertinente ici car, d'une part ce coefficient intervient a
I'intérieur d’une convolution avec la concentration dans les pores (donc si cette derniere est
constante alors la primitive (5.147) apparait immédiatement) et, d’autre part, le modele de transport
sur réseau de pores (5.129) est défini sous sa forme intégrée, par conséquent c’est encore a travers
(5.147) qu’apparait le coefficient de dispersion.

Remarque : D’aprés ce qui précede, on pourrait réécrire tout le modéle de transport a I'aide de

Ueftf = % (ou U est la vitesse débitante dans le lien) conduisant a définir le débit volumique effectif,
v
le Péclet effectif et le temps de vidange effectif d’expression respective ¢/ = U¢/fs =q7,

veff|i Pe t , . e e . .
Peéff = % et tvIeff = PG| vleff| —. Cependant cela nécessiterait d’introduire ces notations,

. X . . 1
alourdissant encore un peu plus I'écriture des termes du modele, afin de tenir compte d’un facteur >
On estime que cela n’en vaut pas la peine car cela n’a aucune influence qualitative sur le modéle,

néanmoins on garde ceci en mémoire pour des utilisations ultérieures de la valeur de la vitesse
effective.

On constate que le comportement et les propriétés du coefficient de dispersion effectif D€/ sont
identiques a ceux de la dérivée du noyau de convolution K? car ces deux fonctions le sont
formellement. Par ailleurs le transfert de masse entre pores dépend de la concentration effective ClD,
dont I'expression est donnée en fonction de la concentration par : pour x € [0, 1],

CP(t,x) = (KP(.,x) % C,(, 2))(®)
Co(t) = (KP(, D) # GC D)) = (K2, D * Cpr ) (©) (5.148)

CP () = C,(t,0) = Cy(t)
ol I'opération *; est la convolution sur la variable temporelle et

KP(t,0) = 6(b)

KP(t, x)—ch(Pex)tDZ( D (n+ ) {(3)

0 pour x €]0,1] (5.149)
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Pex
ch(==>
(le calcul de la transformation de Laplace inverse du terme % est effectué dans I'annexe B), et
Cc

de la pondération a; du débit convectif effectif a I'interface du pore p'. Pour les mémes raisons que
pour D&/, 1a fonction a;(t, 1) est définit par sa primitive et on a

Pe, +w 2
t 4th(—) n2m? _< 22, (P )L
.faz(z,l)dz=1+ 2 e \ () )
t Pe Pe

’ n=infm? + (7)2

(5.150)

Enfin, on remarque que dans le pore p, la concentration effective Cz?est égale a la concentration C,
traduisant que les effets de mémoires sont dus au temps de transport dans le lien. Effectivement le
débit de masse effectif a I'interface du pore p est affecté instantanément par les changements de
concentration dans ce pore tandis que les variations de concentration dans le pore adjacent
impactent ce débit de masse qu’aprés le temps nécessaire pour que la masse traverse le lien et arrive
a l'interface. Ainsi le pore agit localement sur le débit de masse a ses interfaces et non localement
sur ceux de ses pores adjacents. Cette conclusion reste valable pour le débit convectif effectif associé
a la fonction a;.

Maintenant que la structure globale du modele de transport a été étudiée, on peut passer a I'analyse
qualitative du transport dans les liens caractérisés par les noyaux de convolution dont le
comportement dépend des parametres de transports énoncés a la fin de la sous-partie précédente.
Cette étape est indispensable a la compréhension du transfert de masse entre pores.

V.3 Analyse des noyaux de convolution K, K%, K' et K™

On rappelle qu’ils décrivent I'action des liens sur le transport de masse entre pores en induisant un
effet mémoire qui est une pondération de l'influence de I'évolution passée de la concentration sur
celle a I'instant présent. Pour comprendre cette dépendance au passé, il est nécessaire d’étudier les
propriétés mathématiques de ces fonctions et de saisir leur comportement en fonction des
parametres de transport que sont le nombre de Péclet et le nombre w.

Remarque : pour simplifier les notations, les indices des liens sont retirés car I'expression des noyaux
est la méme pour tous les liens

Propriétés mathématiques
En appliquant la formule sommatoire de Poisson, les noyaux K et K'se réécrivent de la maniére
suivante
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(Pe)z t 1 b/l b/l
Ki(t) 2e \2/ D <tD>ZZ ! (7:") N 1 ft —(%)—D\/ﬁz: ) d
= —_ e e e z Z
PE\/% t nez 2Vmte 0 z nez
K%(t) -’ (%) + : i o i n2”2+(%)2)t%
sh (&) PeLs ;o + (&)2
2 2 2 (5.151)
e = BV S (xS
,X) =e Py n-o173

K™(t, x) =le(s,x)ds

0

On remarque que tous ces noyaux sont positifs. Par ailleurs ces noyaux se présentent aussi comme
des séries d’exponentielles décroissantes ((5.131)) dont le premier terme est constant. Par
conséquent ce sont des fonctions qui convergent vers ceux-ci en temps long, d’ou

tl—i>£—noo K'(0) = <h (%)
Pe
lim K?(t) = h (z)
o sh() (5.152)
i, K10 =0
()

; in —
tl—linooK (t' X) Pe

sh( )
Enfin suite & I'application de la formule sommatoire de Poisson sur les noyaux K?! ((5 151)), K?

(annexe C) et K! ((5.151)), on remarque qu’ils présentent une singularité a I'origine en = \/ pour K1 et

K?, et en t—\/t pour K. Enfin ces fonctions sont majorées par des fonctions décroissantes s’écrivant
sous la forme d’une série d’exponentielles décroissantes d’exposants identiques a ceux des noyaux.
Donc globalement, ces derniers décroissent de I'infini jusqu’a leur valeur en l'infini. Cette allure
traduit que la dépendance a I'historique de la concentration s’atténue exponentiellement et tend a
s’uniformiser avec le temps.

Parametres de transport et comportement asymptotique

Les noyaux de convolution dépendent explicitement du paramétre de transport qu’est le nombre de
Péclet Pe mais pas du nombre w, on remarque simplement la présence du temps de dispersion t°.
On introduit le temps T, temps caractéristique sur lequel évolue la concentration dans le réseau :

(5.153)

Il permettra par la suite de choisir un pas de temps d’intégration numérique des équations. Pour le
relier a une quantité macroscopique, on peut voir T comme le temps de transit du soluté a travers le

réseau : pour un réseau de taille L et pour une vitesse débitante macroscopique V onaura T = v Sa
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considération résulte de I'a-dimensionnement du modeéle de transport par rapport a un temps,
caractéristique de la vitesse d’évolution de concentration moyenne dans les pores du réseau. Ainsi,

on définit la variable temporelle adimensionné t* = et la concentration correspondante C*(t*) =

C(Tt*) permettant de réécrire le modéle de transport a I'aide de ces deux variables de la maniére
suivante : pour tout porep € P, on a

E : Pey, Pép'n Pe, i _Pepp’
* gk pp 1x * * 124 - 1* * *
Cp(t") = Wpp' € 2 (Kp,p * Cp,) (t") + E Wpp' — € 2 (Kpp, * Cp,) (t")

!

p'>p pzp
p'eP p'eP
(5.154)
Pepp, 2% * gk T 1 1 v * in* (g
= >y IR 1 () + 5 T o f Ci(2)dz + CI* (")
P ~p 14 14 0
p'eP

ou CiM(t*) = CiM(Tt™) , KM (t*) = tlDKl(Tt*) et KZ*(t*) = tLDKZ(Tt*) . Sous cette forme on voit

N . . . tb
apparaitre le nombre w et un troisieme parameétre sans dimension €= résultant de la

considération du quatrieme temps caractéristique du transport qu’est T. Le profil de concentration
dans un lien s’écrit aussi a I'aide de ces paramétres et de I'abscisse adimensionné x* : il se définit par
C/(t*,x*) = C;(Tt, Ix), i.e d’aprés (5.126)

Pe; . (L
C,(t*,x*) = ez X f KU (" —z",1—x")(CH™(z*) — ™ (0))dz"
0

_Pery ey [
+e 2 f K& (e — 2z, x)(Cf7 (%) — ¢2*(0))dz*

0
Rkt Pe\?\t*
Pey <n2n:2+ Pe )_
+e2” Z(Cél — C})sin(nmx*) e (2 ) € (5.155)
n=1
Pel "
Pe; *Sh<T(1—x )) _m(l_ *)Sh(%x*)
te 2 CA™(0)+e 2 ) —2—2C(0)

Pel L Pel
sh () sh ()
Ou CH™(t*) = C™(Tt*), CAV*(t*) = CAV(Tt*); et K¥(t*,x*) = TKY(Tt*, Ix*). Les paramétres
locaux sans dimension Pe, w et € variant dans l'intervalle [0, +oo[ sont liés au processus de transport

pour le premier et pour le second a la géométrie du réseau. La détermination du parameétre & est
fonction de cellede T.

Etude en fonction de Pe: Le nombre de Péclet détermine le régime de transport, il compare le
transport par dispersion a celui par convection qui constituent les régimes limites : Pe = 0 et Pe =
400 correspondent respectivement a un transport uniqguement par dispersion ou par convection.
Ces deux cas limites permettent de déduire les expressions particuliéres des noyaux K%, K**, K'* et

K™ (ou de maniére équivalente K1, K%, K' et K™) :

e lorsque Pe — 0 le transport s’effectue par dispersion de la masse a travers le lien et les
noyaux sont donnés par
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Kl*t'v Z 1n—nrr—
()PeOSPe sPe ( )

12 14 2. 2t"
2% ~ I -nemnc—_—
K= @) PeosPe+sPeze ‘

n=1

+o0 . (5.156)
¥ (g% * 2 n .: * —leTL'zt—
K" (t*, x")~pe=o —2 (=1D)"sin(nm *) (nm)e €
n=1

Pe . 0
sh (TX ) ) u sin(nmx™) (=1)" _,22t"
Pe + Z nn ) )
(7)) =

On remarque que les équivalents de K1* et K?* dépendent de I'inverse du nombre de Péclet

K™ (t*,x*)~pe=o

. . g 1
et puisque ce dernier tend vers 0, ces noyaux tendent vers I'infini comme o Cependant

dans I'expression (5.154), ceux-ci sont multipliés par Pe qui tend vers 0. Par conséquent les
termes du modeéle (5.154) comportant ces deux noyaux s’expriment de la maniere suivante :

Pe ,Pe W W _p2p2t”
0 eET K ()~ pyry = + 2—2(—1)% nim
2 £ € L
s (5.157)
Pe w w 2 2t"
Ww—K**({t)~p,_ —+2—Ze_n”?
2 ( ) Pe=0 € < ]
n=

. , . . . w
Comme attendu la vitesse d’écoulement n’intervient pas dans ces expressions, et on a — =
&

T DS . . . . I .
v Puisque le transport est purement dlsper5|f ce modele fait intervenir le temps de

dispersion t” a travers ¢ et le coefﬂuent homogene a un débit volumique, qui intervient

dans l'approximation linéaire du débit dlspersif. Par ailleurs, les expressions de (5.157)
montrent la continuité du modele de transport dans les pores et dans les liens ((5.129) et
(5.126)) lorsque le nombre de Péclet tend vers 0. En effet, en reprenant les étapes
permettant d’établir le modele (5.129) et en considérant que le transport microscopique est
purement dispersif, on obtient, aprés a-dimensionnement, (5.157) pour expression des
termes intervenant dans le modéle de transport. Ensuite les expressions des noyaux K'* et
K™ de (5.156) correspondent bien a celles obtenues en régime dispersif.

Le cas Pe = 4o correspond au cas du transport purement convectif pour lequel le modéle a
été établi dans la sous-partie IIl.1. Le calcul des équivalents des noyaux dans ce cas s’effectue
plus simplement dans le domaine de Laplace et leur expression est donnée par
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5* (5.158)

K™ (™, X)) ~pe=too ————

Comme pour (5.156), les noyaux K1*, K2*, K!* et K'™* sont accompagnés de facteurs qui
permettent d’écrire les équivalents des termes intervenant dans le modéle de transport dans
les pores et dans les liens de la maniére suivante :

(5.159)
Par conséquent d’aprés (5.158) on a
E 51 * 1 _tc* * P _E — «
w—-e? K1*(s )~Pe=+oowe 55 w—-e 2 K (5")~pe=+000
Pe 137*( " 1
N T
(5.160)

mx* "l‘ * * —tCx*s* _&(1_,(*) ’T « *
e2” K*(s", 1 —x")~pe=tcol ;e 2 K% (s™,x")~pe=+00
Per1—x*) e R L —
- * * - * *
ez Kln*(s X )~P€=+°° S* ;e 2 Kln*(s ) 1—x )~Pe=+ooo

permettant d’avoir les expressions suivantes des noyaux dans le domaine temporel au
voisinage de Pe = 400

Pe Pe 1 Pe _Pe
W€ 2K ()~ pemsoo o H(E" —t7) ;00— €T 2KV ()~ pemson0

Pe 2% (4% *
w—K (t )~Pe:+ooWH(t )
(5.161)
Pe

&x* Lip* * * C* 0k —_lX(l—E) l
e2 " K'(t" 1 —x")~pecyod(t™—tx™); e 2 UK (s, X)~pe=t0

Pey Pey
2

l(l—x*) i cex L%\ * _ 1 C* A% LT ink ek o *) o
e K™ (", x")~pe=groo H({t" =t (1 —x")); e 27 K"™(t", 1 —x")~pe=t00
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Ici on retrouve bien, aprés a-dimensionnement, les termes intégrés intervenant dans le
modele de transport purement convectif dans les pores; et le terme permettant de
déterminer le profil de concentration dans les liens.

Etude en fonction de w : Ce facteur de forme est le rapport du volume du lien sur le volume du pore
adjacent ; par conséquent celui-ci ne dépend que des propriétés morphologiques du réseau de
pores. D’autre part, il apparait dans (5.154) comme un facteur multiplicatif des termes du modeéle de
transport, ainsi il n"affecte pas qualitativement le transport mais uniquement quantitativement en
fonction de la morphologie et de la topologie du réseau :

e Siw =0 le volume du lien est négligeable devant le volume du pore adjacent et tous les
termes liées aux noyaux K*, K2* et K™ sont nuls impliquant que la concentration dans les
pores reste constante et égale a celle initialement présente. Donc dans ce cas il n’y a pas
transfert de masse entre pores indiquant que du point de vu du transport les deux pores
adjacent au lien considéré ne sont pas connectés. Ainsi w caractérise la connectivité entre
deux pores, et par conséquent la topologie du réseau, suivant qu’il soit positif ou nul : deux
pores sont connectés si w > 0 et non connectés si w = 0.

e Si w = 400 le pore est considéré pour le lien adjacent comme une simple jonction c'est-a-
dire que le masse entrant dans le lien n’a pas résidé dans le pore. Dans ce cas le modele de
transport écrit sous la forme (5.154) n’est pas adéquat. En effet le volume du pore est
tellement petit devant le volume du lien que w n’est plus pertinent. Il est donc nécessaire de
trouver un volume, lié au pore, déterminant son comportement vis-a-vis du transport. Pour

pINPSpprlppr qui est la somme des liens adjacents, et on

effectue la division par celui-ci dans (5.129). Il s’ensuit que pour tous les liens adjacents au

cela on définit le volume sz =)

N V; 1 . L . . .
pore p et a un autre pore p’,ona 0 < V—'Z < — et puisqu’ici il existe au moins un lien tel
P pp’

l Spp!bop’

que w pp’ = 1]

v, P
pp’ = +co alors V—’; = 0. Donc on définit le nouveau facteur de forme w
14

permettant de réécrire de le modele de transport de la maniere suivante: pour p € P
possédant un pore adjacent p’ € P tel que Wpp! = +00

Pey, Peﬂ Pe, _M
0= Z a);p, PPe2 (K;fp * Cp*,) () + 2 w;p, —PP o (K;;, * Cp*,) (")
p'>p 2 pzp’ 2
p'eP p'eP
(5.162)
_ l Pepp’ KZ* * CX(t* +Z 1 _ 1 t*C*( )d + Cl—in*(t*)
Opp' "5 So'p p(£7) 2\ pl=in ~ {l-out p\Z)Az T Lp
7 p p 0
p'~p
p'eP
R 1 qout 1 qin
Ou Tl-out — sz ) (i = V—plet
p p 14 14
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1 Pe_/
. PP .
@)= Y [ oy (brp)e E ORI @ g
p>p 0
p'eP

o3 [ e e

pzp’
p'eP

(5.163)

("1 = E)dE wy

Comme on pouvait s’y attendre, le volume des pores disparait de I'équation car celui-ci n’est

plus pertinent dans ce cas. Par ailleurs Zp,~p a);,p = 1 donc le facteur de forme w' est une
pondération, proportionnellement a leur volume, de la masse partant dans les liens

adjacents.

Etude en fonction de &: Par définition ce nombre estime I'ampleur du temps caractéristique
d’évolution de la concentration dans les pores par rapport au temps de dispersion dans un lien,
néanmoins son interprétation en terme de transport reste a définir. Pour ce faire, I'’étude des noyaux
en fonction de ce nombre, en particulier lorsque € — 0, permet de déterminer la composante du
transport contrdlée par celui-ci. Tout d’abord on remarque que celui-ci n’est pas de méme nature
que Pe ou w car contrairement a ces derniers il fait intervenir le temps T dont la valeur est laissée au
choix du modélisateur. Par conséquent il ne dépend que partiellement de la physique du transport
dans le réseau.

e lorsque € —» 0 le temps caractéristique d’évolution de la concentration dans les pores
devient trés grand devant le temps de dispersion dans le lien entrainant que la série des
exponentielles décroissantes composant les noyaux convergent vers un terme dépendant du
Péclet et localisé au temps initial. Ainsi

m——z Shis (G (n%(%)z)%* 4§ St

s—>0£Pen 1n27T2+ _ < n2+ 2)
+00 5
14 22 _(n2 2. (PEY\E"
lim——ZLzH(Tt*)e <n T +(2) )s 25(t*)
e-0¢ Pe Pe 2
n=inin + () ( 22 + ( )
pev? (5.164)
< 1% +(5) )5 _ z( 1)"(nm) sin(nmx” )6(t 9

ll_r}(l)—Z( D™ (nm) sin(nmx™) H(Tt)e

& e ()

z (=)™ (nmn) sin(nmwx*) H(Tt*)€_<n2n2+(%)z)%* _ 0
HO n?m? + (Pze)

ou H et § sont respectivement la fonction de Heaviside et le Dirac. Le détail du calcul des
séries dans les membres de droite de (5.164) est effectué dans I'annexe C, et ils se réduisent
aux expressions suivantes :
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400 Pe
Sl _ iz (_1)n nznz 3 2 B ch (7)

") D ()

2.2

52—4§ nm ~ 2ch(%)_ 1
n=

= =507 Pe 5 (5.165)
Pe sh{—- Pe
2.2 =c
<nrc +(2)> (2) Pe(sh(2)>
. Pe
5 Z (=1)"(nm) sin(nmx™) sh(x 7)
- Pe
=1 n?n?+ (Pze) sh(=)
Par conséquent les équivalents des noyaux lorsque € est proche de 0 sont

K™ (t")~, Pe +S16(t%)
(7)
1o ()

K2 (t")~, Pze +528(t%)
“sh(7)

sh( Pe) (5.166)

KU (t*, x")~ .= —5(f )

sh(7)
. Pe
IN* (4% * Sh( 2 )
K™ (t*, x")~¢=0 v

sh(7)

Ici on retrouve d’'une part I'expression des noyaux lorsque le régime asymptotique est
atteint: pour s’en rendre compte on applique le théoreme de la valeur finale sur leur
formulation dans le domaine de Laplace. Et d’autre part les termes S16(t*) et S26(t*) qui
sont a mettre en perspective avec le membre de gauche du modele de transport ((5.154)) :
en effet celui-ci peut aussi s’écrire sous le forme d’une convolution de noyau la masse de
Dirac §, i.e Cp(t") = fot* 8(t" — s*)Cp(s™)ds™, ainsi ces termes impliquent une dépendance a
la concentration présente des pores adjacents. Ensuite par définition des noyaux, la
convergence en fonction de € vers ce régime est monotone, c'est-a-dire que plus & est petit

plus le régime de transport dans le lien converge vers cet état stationnaire. Donc € = 0
correspond a I'établissement du régime asymptotique de transport dans le lien.

Lorsque € — oo alors pour tous les t* > 0 les noyaux K*, K%*, K'* et K™*convergent vers
la fonction nulle. En effet d’apres (5.151) et I'annexe C, ils sont équivalents en € = 400 et
s’écrivent :
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1 e(L+n) )2
* (g% £€\2 -2 * 1
Kl (t )~£=+OO (t_*) Z e t 2\/7 \/— dZ ~e= +000

nez
1

£N2 en t” _en?
2% (4% * —F *
K0~ emsn () Ze o), Vo £, 7 47 el

nez

. ( ) ( ) e(x*+1+2n)? (5.167)
K (t" x")~cctoo — Zx +1+4+2n)e 4t* ~ecr000
E=+ 2t /— E=+

Kin*(t*: X*)~£=+oo

sh z (—1D)"*(nm) sin(nmx™) _
=1  n?m?+ (Pze)

En faisant tendre ¢ = +oo, la convergence vers 0 est obtenue. Cela signifie en termes de
transport qu’il n’y a pas de transfert de masse entre les pores, donc la concentration dans le
pore reste identiquement égale a celle initialement présente. Finalement, & = 4+
correspond a l'instant initial et plus € est grand plus on se rapproche de cet instant. Ainsi, le
régime est transitoire, et il caractérise les premiers instants du transport.

e les deux points précédents montrent que & pilote la convergence vers le régime
asymptotique a partir de I'état initial. Plus précisément, le temps T apparaissant dans &
correspond au temps caractéristique pendant lequel la concentration dans le pore varie peu.
Par conséquent € détermine a priori le régime dans le lien a la fin de ce laps de temps : il
peut étre tres transitoire si € > 1, simplement transitoire si e~1 ou asymptotique si & «< 1.
Il semble donc intéressant d’évaluer, en fonction de ce parametre, le temps nécessaire pour
atteindre I'état stationnaire de transport dans le lien. On I'appelle le temps de relaxation et il
se note T®*. Celui-ci est rigoureusement atteint en I'infini ce qui est d’aucun intérét pour
comprendre sa dépendance aux parametres de transport. En pratique, on considére ce
régime établit s'il I'est a une erreur relative prés, notée 7, et fixée a priori. En observant que
|K1*| < K%, |Ki"*| < eK?on déduit que K?* pilote la vitesse a laquelle le régime

asymptotique de transport s’établit. Et puisque

11(7)
h(7)

on définit la valeur 7%, valable pour les deux noyaux, de la maniére suivante

K2 (t")~g=p . = K?*(+) (5.168)

7°* = min{t* € R*, |[K?*(t*) — K?*(+00)| < nK?*(+)} (5.169)

Ce probleme n’admet pas de solution analytique, néanmoins puisque que ces noyaux sont
des séries d’exponentielles décroissantes, leur vitesse de décroissance est contrélée par le

2
. . N . . Yy 1 Pe
terme le moins rapide a savoir celui associé au mode Z; vaIant;(ﬂ2 + (7) ) Donc %" est

approximativement déterminé par le probléme suivant,
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4m? () ) E

CO* . . * + 1
%" = min<t* € R", |- e

| (e (B

Dont la solution est donnée par

(5.170)

€ / 42sh (%)

T @) e @)

Et en définissant la fonction f7 par

\
| (5.171)
/

Vx € R F10x) = 1 | 2m2sh(x)
*x €RYf100) = (2 + x2) xin nx(m? + x2)ch(x) (5.172)
ona
T = gf (%) (5.173)

A partir de cette valeur le régime asymptotique est considéré établi et les expressions des

noyaux K1* et K?* sont données par (5.166). T°* est proportionnel a ¢ et le rapport entre

. P s . .
ces deux nombres est donné par f" (79) qui dépend uniquement du nombre de Péclet, donc

le temps T n’a aucun impact sur le temps nécessaire a I'établissement du régime
asymptotique de transport dans le lien. Ainsi on définit le temps t® = TT®" lié au lien
uniquement, qui évalue a priori, en fonction du temps de dispersion t? et du nombre de
Péclet Pe, le temps nécessaire a I'établissement du régime asymptotique de transport. Son
expression

o D Pe
T® ~ tPfn (7> (5.174)
indépendante de T, permet d’affirmer que ce dernier est homogéne a un temps de
dispersion, impliquant que c’est le transport dispersif qui est responsable de I'établissement
du profil de concentration asymptotique dans le lien. La Figure 5-8 est la représentation du
temps de relaxation, redimensionné par rapport au temps de dispersion, en fonction du
nombre de Péclet. Cette figure représente la fonction f7 et montre I'évolution de ce
coefficient directeur en fonction du nombre de Péclet. On voit que celle-ci est décroissante,
donc pour chaque lien le temps de relaxation T est majoré par le temps de relaxation défini
pour le plus faible nombre de Péclet (Pe = 0) ; finalement pour un temps de dispersion

In)
donné, T* est borné par t® < f7(0)tP = n—;’tD.
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Figure 5-8 : représentation du temps de relaxation en fonction du nombre de Péclet. L’axe des
ordonnées est redimensionné par rapport au temps de dispersion

0 1 1 1 1

e Contrairement au facteur de forme w ou au nombre de Péclet Pe, £ s’exprime a I'aide du
temps T qui est défini a I’échelle du réseau : en effet sa valeur est la méme pour tous les
pores et a fortiori pour tous les liens; il est le temps d’évolution caractéristique de tout le
systeme. D’autre part son indépendance vis a vis des propriétés morphologiques du réseau
(volume du pore, section et longueur du lien) et des valeurs caractéristiques du transport
(dispersion, vitesse), suppose que sa valeur doit étre choisie convenablement afin d’observer
le transport dans toute sa globalité. Il s’ensuit qu’il est nécessaire de comprendre les
implications du choix de T sur &, les noyaux et la physique. Tout d’abord d’apres (5.174)

o_ 1%

tP~1® donc a la place de & on peut définir le parametre ° = ~ sans changer la physique

0

du transport : en effet pour intégrer €% dans (5.154) il suffit de remarquer que € = ﬁs .

2

o . . P . .
Il apparait simplement le facteur sans dimension f (76) dépendant uniquement du nombre

de Péclet. Cette forme présente I'avantage d’admettre une interprétation directe de &,
celui-ci compare le temps nécessaire pour atteindre le régime stationnaire dans le lien par
rapport au temps pendant lequel la concentration dans les pores adjacents reste stable. On
retrouve immédiatement : €%~0 signifie que le régime asymptotique est atteint pendant le
temps T, €%~ + oo signifie que le régime reste dans sa phase transitoire pendant le temps T
et € comme ¢ détermine I’état du régime dans le lien aprés un laps de temps de durée T.
Ensuite pour choisir convenablement le temps T, il est nécessaire de le lier aux parametres
de transport. Ainsi par définition de T, afin que la concentration dans un pore reste stable il
est essentiel que le volume de fluide sortant du pore pendant cet intervalle de temps soit
petit devant le volume du pore: ie Vp€P Yy pUpy S, T <1mol), ol 1y est la
proportion acceptable du volume du pore sortant de celui-ci par écoulement pendant ce laps
de temps. Finalement la valeur de T est contrainte par la relation T < 74ty pour p € P ou

plus simplement par T < Ty ou T; =mnominty. Cette condition est particulierement
pEP

importante pour les pores possédant de petit temps de vidange car pendant le temps T ceux-
ci sont susceptibles de se remplir et de se vider plusieurs fois, entrainant que la
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concentration ne représente plus la masse se trouvant dans le pore mais celle y passant
pendant ce laps de temps. Cela conduit a considérer un processus de moyennisation
temporelle non désiré. Ensuite on constate que cette condition a des répercussions sur les
les termes du modéle lorsque g, = 0 (ou € = 0) : d’aprés (5.166) ceux-ci s’écrivent

P
J_F%Pe K a)Pe e— Ze J_F%Pesla .
2
Pe (5.175)
Pe K2 (¢ wPech (7) P3526 .
0> (t")~ey=0 xm + 0> (t*)
SN2

Les termes de ces noyaux doivent d’abord étre comparés entre eux puis avec le terme du
noyau apparaissant dans le membre de gauche du modeéle de transport : celui-ci se réécrit
t*
’ . PN . * ®*\ * * * * *
sous la forme d’une convolution de la maniére suivante, C,(t*) = fo O(t" —sM)Cp(s™)ds
ou la masse de Dirac § est le noyau de convolution. Par commodité on introduit les notations

Pe
Pep P . . e
k01t = etz 7951 et k%2 = waZ. D’apres I'allure des fonctions k%1% et k%2 définies par

) =1 ()

pour x € RY, 21Sh(x)1 X ti{(x) (5.176)
k62 (x) — (_ _ )
th(x)\2x sh(2x)

et représentés dans la Figure 5-9, ces dernieres sont bornées par w et respectent les
encadrements suivant: —w < k% < 0et 0 < k%2 < w.

Lorsque gy~e~0, les équivalents des expressions de (5.175) sont

Pe Pe
w | Pe etz Ek‘Sli st |~ w Pe etz
el 2 <n(Fe w ©0=0¢ 2 n(Ee
(ie) ) ( ) (5.177)
W PeCh(j) a)PeCh(z)
=\ 2 Py 5(” “e=0F 3 (Pey
(7) sh(7)
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Figure 5-9 : allure des fonctions k%1% et k2.

Les expressions données par (5.177) sont négligeables s’il n’y a aucun transfert de masse
provenant du pore adjacent au pore considéré, soit w~0. Finalement la détermination des
expressions des noyaux au voisinage de g5 = 0 en fonction de T, w et Pe nécessite de

Pe
. +-— Pe Pe N
comparer uniquement les facteurs we~— 2 751 et w752 par rapport a 1. On constate que

cette comparaison pilote aussi la recherche d’équivalent lorsque w > 1, ce qui a priori n’a
rien d’évident car la formulation du modele dans ce cas n’est plus donnée par (5.154) mais
par (5.162). En effet en multipliant chaque ligne p du modele de transport de (5.154) par

Yo _

vl

, on obtient celui-ci en w' dont la formulation différe de celle de (5.162) par la
p Lpp' Ppp

!

membre de gauche valant C,(t*). Ainsi on retrouve une formulation ou w! < 1ou
Lpp! Opp!
w'~1, et les facteurs de la masse de Dirac ,i.e w'

l
w
rapport a — qui vérifie ! =2 «1 (par hypothese le pore possede un lien
!

Lpp! Wpp! p~p' “pp’  Ppp

Pe
+Pe pe Pe .
e*z 751 et a)l?SZ, sont a évaluer par
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adjacent tel que w,,’ > 1). Enfin puisque w! <1, la recherche d’équivalent dans ce cas

Pe
, . +— Pe Pe L1 . . . N N
nécessite de comparer e™ 2 751 et 752 a — ce qui revient bien & comparer kS1E et k92 3 1.

L’encadrement et Iallure des fonctions k%1% (x) et k%2(x) permettent de déduire en
fonction de Pe et de w les équivalents

51+ 51— 52
k® T ~peow k® " ~peow k®“~peow
51+ 51— 52
k® T ~pe 1w k® " ~pe 1w k®“~peqw
) > P (5.178)
o1+ W s1- o7 k2 w

~Pe~+c Pe ~Pe~+00ﬁe
Ce qui permet de réunir dans le tableau suivant les ordres de grandeurs des coefficients

k8% et k52 en fonction de ceux de w et Pe :

Pe > 1 Pe> 1 Pe> 1
Pe < 1| Pe~1 {ﬂ «1 {ﬂ~1 {3 » 1
Pe Pe Pe
w K1 kSt « 1
k%2 « 1
ko1t « 1
k%2« 1
w~1 ko1E~1
k2~1
w>1 kS > 1 kOt « 1| KkS1t~1 | k%1t > 1
k52 5> 1 kO <1 | k%« 1| k0«1
k%2 « 1 ké2~1 k%2 >» 1

On constate que les coefficients k%1% et k%2 sont négligeables simultanément lorsque w <«
1 ou, Pe> 1 et w K Pe. Dans ce cas les équivalents des noyaux en g5 = 0 s’expriment

comme suit

LPe

+%P6K1*(t*) wPe e~2
we 2 — ~e g
2 =% 2¢ sh(%)

Pe (5.179)

Pe K2+ (") wPe Ch (7)
) £0=0"7¢ sh(&)

2

Ces conditions sur les parameétres de transport conduisant aux expressions (5.179),
traduisent respectivement la dépendance des expressions précédentes a la morphologie et
au régime de transport. Effectivement w <« 1 signifie que le volume du lien est négligeable
devant celui du pore adjacent ; Pe > 1 implique que le régime de transport est trés convectif
et la condition w < Pe n’est nécessaire que si w > 1, c'est-a-dire que le pore n’est qu’une
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jonction pour son lien adjacent dont la taille autorisée est controlée par Pe : plus le régime
est convectif plus les tailles admissibles de la jonction peuvent étre petites.

k51i et

Inversement, toutes les autres conditions sur w et Pe nécessitent de tenir compte de
k%2 simultanément dans I'expression des noyaux ((5.175)) sauf lorsque le régime de
transport est trés convectif, i.e Pe > 1, ol k%1~ « 1. On étudie maintenant I'impact du
choix du temps caractéristique d’évolution de la concentration dans les pores sur les noyaux
qui s’exprime soit comme dans (5.175) soit comme dans (5.179). Dans cette étude on
considére que 71y =1 car par linéarité du modéle de transport, on peut toujours le

. . . . . 1
renormaliser par rapport a 1y pour faire apparaitre la concentration - c*.
0

. tP Pe .. Pe Pe
SiT < Ty alors gg~& = — = w— donc au voisinage de e, =0ona w—Kletw—<1,

T? 2 2 2¢

T . Pe ,

c'est-a-dire les ordres de grandeurs possibles pour w et ~ sont donnés par le tableau

suivant :

Condition : w28« 1| Pe K 1| Pe~1|Pe> 1
2

w<K1 Vrai

Vrai

Faux

w>1

Les cellules en gris foncé représentent les cas ol la condition w% « 1 conduit aux
expressions (5.179) ; c’est le cas lorsque w < 1 c'est-a-dire que le volume du lien est petit
devant le volume du pore adjacent. Les autres expressions des noyaux apparaissent lorsque
Pe & 1etw~1ouw > 1, c'est-a-dire lorsque le régime de transport est trés dispersif dans
un lien de volume équivalent ou prépondérant devant celui de son pore adjacent.

D

Si T> max t s alors gg~e <

: < wPe donc au voisinage de ¢y = 0 on observe, en
p.p'€P

max t? ,
pp'er PP

premier lieu, le processus de moyennisation temporelle, expliquée précédemment dans ce
point, pour tous les liens. Ensuite puisque gy~ <K 1 et wPe = ¢ alors 'ordre de grandeur
de wPe est quelconque. Notamment le cas wPe <« 1 revient a reprendre le cas T < T/ sans

. P . ,
la condition wz—: < 1. Les tableaux suivants montrent en fonction de wPe, les ordres de
grandeurs de w et Pe conduisant a chacune des expressions (5.175) et (5.179) ; et comme
P . . . o,
pour le tableau concernant a)?e « 1, les cellules en gris foncé représentent les conditions

dans lesquelles les expressions de (5.179) sont valides:
siwPe~1:
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Condition: wPe~1 | Pe K1 | Pe~1 | Pe » 1

w<K1 Faux Vrai
Faux
w~1
Faux
w>1 Vrai

EtsiwPe > 1:

Condition: wPe > 1 | Pe K1 | Pe~1 ng »>1 Pf) > 1 F(Ke > 1
{;25<K 1 {:;i;'vl {Ei;>> 1
w<K1
Faux Vrai
w~1
w>1 Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai

On observe que pour ces deux conditions que les coefficients k%1% et k%2 sont négligeables
si nécessairement le régime de transport est tres convectif.

SiT{ <T < max t;p, alors au sein d’un réseau on peut trouver des liens vérifiant T > t;p,
pp'EP

et des pores tel que T < t¥, c'est-a-dire une combinaison des deux cas précédents.

Conclusion

L’analyse des noyaux en fonction des parametres sans dimension, a savoir le Péclet , le facteur de
forme w et de &, a permis d’identifier deux cas limites qui méritent une attention particuliere. Le
premier est celui du transport purement convectif dans un lien, signifié par Pe = 4o, qui lorsque
celui-ci s’étend a tous les liens du réseau, est examiné dans le paragraphe lll. Le second traite du
régime asymptotique de transport qui est atteint si ¢ = 0 ; lorsque celui-ci s’étends a tous les liens du
réseau un nouveau modele de transport, qualifié d’asymptotique, est définit et son étude est I'objet
de la sous-partie suivante.

V.4 Modeéle asymptotique de transport de masse dans le réseau de pores

Ce modele est un cas particulier du modeéle général de transport, il s’en déduit en supposant que les
vitesses d’évolution de la concentration dans les pores sont négligeables devant les vitesses
d’établissement du régime asymptotique de transport dans les liens. Ainsi on peut considérer qu’a
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chaque instant le régime asymptotique de transport est atteint dans tous les liens. Il s’ensuit que ce
modele est par construction quasi-statique. Cette hypotheése se traduit mathématiquement par

pourl € L, T»1°<=> g~0 (5.180)

Et pour un réseau de pores noté r, on définit son temps de relaxation, i.e le temps a partir duquel le
régime asymptotique de transport est établit dans tout le réseau, par t71® = r{laﬁxrl‘”. Ceci implique
€

que les noyaux associés a chaque lien valent leur valeur asymptotique a savoir d’aprés (5.166) : pour
le Ll

.y 1 1
Ki*(t") =—

z @ + S}(S(t*)

2
Pe
KM@Y = 3 %Tl) + SES8(tY)

ez) (5.181)
o(t")
()

o (- 7g)
)

Donc a partir du modele général de transport dans les pores (5.91), et a I'aide de la matrice k, définie

Kl (t*,x") =

Sh

a partir de k%1%, k%2 et w comme suit

pp' "p'p

51—
>
pp’kpp' si qpp, 0

Vp,p' € P,p~p’ 5 (5.182)
kepp = z Wpp' Kt
p'€P

5 .
{ koM si qpr, >0

on déduit le modele asymptotique dont I'écriture est la suivante : pourp € P

Pe "p Peplp
((1 0 dC*) wyp'Peyr, e 5 C () + pp'Peprp € 2 ()
= t (t*
dt* Z 28,1 €p 2 2.1 Pe. 14
o p'p ( ) = . ( 210 p)

p'eP
(5.183)

G + 3 7~ ) ()

ac*
dt*) estlap
p
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dc
<(1 + k) dt*) Z kpp dt* (t )+ (1 +k (5.184)
14

pESD

De plus la condition initiale de cette équation différentielle est kC*(0) = C™* () : C* et C™* sont
les vecteurs correspondant respectivement a la concentration dans chacun des pores a chaque
instant et a la concentration liée a celle initialement présente dans les pores et dans les liens. Il est
intéressant de constater que le vecteur Ci"*(OO) permet de prendre en compte un profil de
concentration initiale dans les liens non nul, ce qui n"aurait pas pu étre le cas si I'on avait directement
déterminé le régime asymptotique de transport a partir du modele microscopique dans le lien: en
effet si 'on suppose I'équation de transport stationnaire, il n'y a pas de temps donc pas de
concentration initiale.

D’autre part le profil de concentration asymptotique dans chaque lien est calculé en faisant tendre le
parametre € vers 0 dans la solution analytique (5.155), il s’exprime de la maniére suivante

Pe; *
&x* sh <T (1 7 )> —mx(l—x ) sh (PZel )
Ci(thx)=e2 Com(t) +e 2 —=e Jcr Y (5.185)
sh (&) sh (E)
2 2

Ou [ désigne I'indice du lien considéré, C,,, et Cq,, sont respectivement les concentrations des pores
en amont et en aval du lien.

Propriétés mathématiques du modele (5.183) et de I'expression (5.185)
(5.76) est un systeme différentiel linéaire d’équations du premier ordre dont I’écriture réduite est

*

dc
I+k)

= M>C* .
T (5.186)

ol C* est le vecteur colonne dont les composantes sont les concentrations des pores et M® est une
matrice carrée appelée matrice de propagation du réseau de pore. Celle-ci détermine principalement
le régime asymptotique de transport dans le réseau. En effet d’aprés (5.181) k < M®, et son
expression est :

s Pe_/
lPepr e gp ]
sip’>petp #p
nglp Sh (Pep p)
Pe_
rPe e gp
o Sip = p et p Fp
AR 2epp (P ezpp') (5.187)
p'p
_ZMPP'Pe' ( 2 ) <i— 1>sip’—p
= 2w (P ev’p) gt
, 2
p'€P
0 sinon
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Finalement les propriétés de cette matrice rendent compte des propriétés physiques du transport.
En effet, les sommes respectives des lignes et des colonnes de cette matrice sont égales et valent :

o w T(1 1\ T(1 1
pEfP, ZMPPI_ZMPIP_E g_tlgut +E g_tgut (5.188)
p p

Et puisque le débit volumique est conservatif alors ces sommes sont nulles pour les pores en entrée
et a I'intérieur du réseau et négative pour les pores en sortie, traduisant bien le fait que le débit de
masse se conserve sur les premiers et que les seconds sont ceux par lesquelles la masse sort du
réseau. A noter que si le réseau est périodique, i.e les sorties du réseau sont ses entrées, on a la
conservation de masse pour tous les pores. Une autre propriété de cette matrice concerne ses
valeurs propres qui sont, d’apres le théoréme de localisation de Gerschgorin, toutes négatives
rendant compte de la décroissance exponentielle de la masse au sein du réseau a une vitesse définie
par la plus grande valeur propre. D’autre part, comme il a été dit précédemment, la matrice k
détermine dans une moindre mesure le transport dans le réseau de pores car elle est négligeable
devant la matrice M*. D’ailleurs d’aprés le paragraphe sur I'étude du parameétre ¢ de la sous partie
V.3, cette matrice est négligeable dans certains cas notamment lorsque le volume des pores est
grand devant celui de leurs liens adjacents. Elle est aussi une matrice de propagation car elle est la
limite, en fonction de ¢, de la partie transitoire des noyaux mais elle correspond a un débit de masse
de deuxiéme ordre par rapport a la matrice M® qui correspond a un débit de masse de premier
ordre.

L’expression (5.185) du profil de concentration dans un lien est une combinaison convexe des
concentrations aux extrémités du lien. En effet les facteurs multipliant les fonctions Cg,,, et Cg, sont
positives et vérifient

Pel
Lo Pe, .
Pey . Sh( 7 d-x )> _Pery 1y sh (%x )

= * 5.189
ez h(ﬁ) +e 2 h(&) 1 pour x* € [0,1] ( )
2 Sz
donc en notant par A, la fonction définie dans le lien par
o sh(ra-a)
L.
Lx)=ez* (5.190)

Pel
sh(2)
on peut voir ces facteurs comme des poids barycentriques: pour tout temps t* la concentration en
un point xq du lien C;(t,xy*) est le barycentre, a cet instant, des concentrations en amont Cg,, (t*)

et en aval C,, (t*) affectées respectivement des poids 4;(xy*) et 1 — A;(x,*). Et puisque la dérivée
de A; vérifie

, . Pel e 2 +Pe;x .
AG) =—= Pey =0 pourx” €[01] (5.191)
h ()
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cette fonction est strictement décroissante le long du lien. Ensuite la propriété (5.189) entraine que
le transport de masse dans le lien respecte le principe du maximum qui stipule que les extrema du
profil de concentration sont atteints aux extrémités du lien ; mathématiquement cela découle de
(5.189) en majorant (resp. minorant) Cg, et Cghy par max(Ca,(t*),Capn(t™)) (resp.
min(C,,, (t*), Cap(t™) )) dans (5.185), d’ou

min(Cap, (t*),Cap(t™) ) < C(t*, x*) < max(Com(t™), Cop(t™) ) pour x* € [0,1] (5.192)

La Figure 5-10 montre I'évolution des poids 4; et 1 — 4; en fonction de la position relative dans le
lien, pour trois régimes de transports représentés par leur valeur du Péclet. Celles-ci sont Pe; = 0.01,
i.e le régime dispersif, Pe; = 1, i.e le régime intermédiaire et Pe; = 100, i.e le régime convectif. On
remarque en premier lieu que les courbes sont bien toutes décroissante tel que le montre (5.190), et
gu’elles sont rangées dans le méme ordre que celui des nombre de Péclet correspondant. En terme
de concentration, cela signifie que plus le régime de transport devient convectif plus le profil de
concentration est déterminé par la concentration dans le pore en amont, en particulier dans le cas
trés convectif, i.e Pe; = 100, on a A4; = 1 sur presque tout le lien indiquant que la concentration a
ces positions dans le lien vaut, comme attendu, la concentration dans le pore amont tandis que dans
le cas dispersif, i.e Pe; = 0.01, on retrouve bien le profil linéaire de la concentration dans le lien
caractéristique de I'état stationnaire du transport dispersif.

kl en trait plein 1-x| en pointillé
1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 ,;’
déplacement de L
...... - " g g
x™% en fonction du Pl
. -
08 Péclet LT
O . s
Pe=0.01 G
”a’ P [
= ot i
Pe=1 e . H
— ’¢’ ,’ |
0.6 - o
r”" /,"
Pe=100 P g h e =
0.4+ P -~ q
S oo ! i
o L : ;
L o [ H
- - i "
" i : i
0.21 -7 Fls : ;
: ™ e - i
-~ T i i
4 = : o
Pl - 14
VA e i -
e A {
0 227 1 1 1 Pes0i01 o 3 bt 1 1 4

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 xmov 1
g - Pe=100
position dans le lien

Figure 5-10 : représentation du profil de concentration dans le lien en fonction du nombre de Péclet

Sur la Figure 5-10 on a tracé aussi la fonction 1 — A; (en pointillés) qui est le poids de la concentration
dans le pore en aval afin de mettre en évidence la position dans le lien ol la concentration moyenne
est atteinte. On le note x™%Y. Comme prévu, cette position correspond a la moitié du lien dans le cas
dispersif et dans le cas convectif celle-ci se situe en aval du lien. Part ailleurs on constate que ce point
se déplace vers I'aval du lien lorsque que le régime de transport devient convectif , i.e Pe; = +o0.
Toutes ces propriétés sur le poids 4; se retrouvent dans la Figure 5-11 qui représente le profil de
concentration, pour quatre ordres de grandeurs du Péclet, dans le lien en fonction de la position au
sein de ce dernier.
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profil de concentration dans un lien
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Figure 5-11 : représentation du profil de concentration dans le lien en fonction du nombre de Péclet

Remaraque sur le calcul du flux asymptotique

Bien que le modeéle asymptotique de transport (5.183) se déduise mathématiquement du modele
générale de transport, le lien avec la physique du transport n’a pas encore été spécifié. En effet on a
bien affaire a une modélisation du transport sur réseau de pores, par conséquent (5.183) doit
pouvoir se réécrire suivant la forme générale (3.6) (ou (5.134)). Quel est donc I'expression des débits
de masses et des flux au sein des liens ? Pour répondre a cette question on utilise les relations

ch(x) + sh(x) = e* pourx € R (5.193)

et
ch?(x) —sh?(x) =1 pourx € R (5.194)

Qui permettent de réécrire (5.183), apres réarrangement de ses termes, de la maniére suivante

1dC; p'
p *\ * *00|&

PEP, Yol (t) =~ E (Qeff) +( Q! ) (5.195)
p'~p
p'eP

*00 p, . s . . . s .

Oou (Qeff (Qefflg) sont respectivement les débits de masse adimensionnés du premier et du
p

second ordre dont les expressions sont les suivantes :

(@:77)) = %(Cg, +Cp) - EP—Z(C;, —¢;) (5.196)

Et
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(5.197)

Ici Pe = %l est le Péclet algébrique, c'est-a-dire qu’il est du signe de U. Le débit de masse du premier
ordre Q;}‘} est I'expression asymptotique du débit de masse effectif définit dans la sous-partie V.1. Et

en appliquant le théoréme de la valeur finale a la transformée de Laplace du coefficient de dispersion

effectif D;g,f, le coefficient de dispersion asymptotique effectif se définit par

i Pe,
/] (e0) = DT (0) = D,y (1 +fP (%)) (5.198)

Et le débit de masse effectif asymptotique Q;}‘i‘} se réécrit de la maniéere suivante

v

I (e L ox) L peff Spp’ )
@77y =5 (6 +.63) = Dyl 2 (65 - 63) (5.199)
) P . o1l _ 1 ch(x) 002 ch(x) 1
D’autre part en définissant les fonctions f**(x) =1 + " shto et f%(x) = osho) TR

débit de masse du second ordre Q;;oflg se réécrit

! l d Pe,

*0o|g p _ pp o1 124 *

= ‘=g —)C

(e:f )p aroee g/ 5 G
2

L, pp {4 (5.200)
02 *
o Sov'f ( - Ly dt* (6 -¢)

Ou l'on peut voir une sorte de débit de masse convectif et dispersif se déplacant a vitesse
2

pp’ roo1 L pp’ - ) ) L' oo Pepp! ‘
Py f (—2 ) et de coefficient de dispersion valant ?f (T)' En outre dans le cas ou les

variations de concentration dans les pores sont relativement petites, il résulte de 0 < f°°1 <1,0<
2

12 . L1 Pe_ 1 . . L1 Pe_
fP?2<lete~0<=>T> —» que la vitesse 2= 001(%) et la dispersion £%- Sppt f2%( L) son

négligeables. Ce débit corrige donc faiblement la valeur de Q;}‘i‘} en fonction de T, en ajoutant une
contribution di au raccordement du transport, entre les pores et les liens, en régime transitoire.
L'importance de cette contribution est déterminée par € (ou T) : plus ce paramétre est petit moins le

débit Qeff compte.

Ces expressions montrent que dans le cas du transport asymptotique les débits effectifs dans un lien,
convectif et dispersif, sont directement exprimés par la concentration dans les pores adjacents. Ainsi,
il n’est pas nécessaire de reformuler les expressions avec des concentrations effectives qui tiennent
compte du régime transitoire de transport car le régime est asymptotique. Donc ici les
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concentrations effectives sont en réalité les concentrations. Cela vaut aussi pour la fonction de
pondération a qui converge en temps long vers le Dirac. Ainsi les effets non-locaux de transport
disparaissent traduisant que toute variation de concentration dans les pores se répercutent
instantanément sur le débit de masse. Finalement au premier ordre le débit convectif effectif entre
deux pores adjacents est simplement la moyenne des débits convectifs aux interfaces du lien les
joignant et le débit dispersif effectif est simplement I'approximation du premier ordre du débit

dispersif de coefficient de dispersion D;g,f(OO).

L’écriture sous la forme (5.199) du débit de masse asymptotique de premier ordre permet d’'établir
un point de comparaison avec les modeéles (MCM) usuels issus de la littérature (Chapitre 2). En effet
ces derniers sont caractérisés par les débits effectifs de la forme

c—C}
«1P’ * p p \ ’ 5.201
Q™ =qu,C#—Dpp:Spprl—, ou#=pou#=p ( )
pp
qui est I'approximation amont ou aval du premier ordre du débit microscopique de transport, ou de
la forme
C;, —Cp
q;p,C; = DppiSpp I p est le pore amont
QWP = Cfp' c (5.202)
| v * p' — ~p
k Q' Cyr = Dpp Sppr T p est le pore aval

qui est le débit connu sous la dénomination « upwind ». En mettant en perspective ces débits avec
celui du modele asymptotique (5.199) on s’apercoit qu’aucun des débits usuels n’est réellement
adéquat. Notamment les coefficients de dispersion effectifs de Q*! et Q*“P sont, en fonction du

nombre de Péclet, 'approximation d’ordre zéro du coefficient de dispersion asymptotique D;gf(oo),

c'est-a-dire que si Pe = 0 alors D;gf(oo) = Dpy,. Donc les modeles (5.201) et (5.202) évaluent

correctement le débit dispersif lorsque le régime de transport est dispersif, i.e Pe = 0. Lorsque le
régime de transport est quelconque, les débits dispersif et convectifs sont mésestimés, et I'écart
de Q"' et Q**Pa Q f} s'écrit comme suit

Pe_/ ﬁ ’ S ’
p(C'p pp’ \°pp' (s Do
, , =D,y <f < > ) - ) I (Cp, - Cp) si =p
@)~y = :
1 p P Pe, Pe,,,\ S
_ p(_Cp'p por \ 0D ((;x k) i
\ Dppl <f < 2 ) + 2 ) lpp, (Cpl Cp) SL*=Dp
Pes N\ Po. NS (5.203)
, —Dy,, <fD < 2p p) - pr’> lpp’ (C;: - C;) p est le pore amont
(00} p upp’ _ pp!
(Qeff) -Q p ) P _
’ =D, | fP ‘o' + Pevp ) pp (C*, - C*) p est le pore aval
L pp’ 2 2 lppr p p

= Ul . L L R . . L
Ou Pe = > est le Péclet algébrique, i.e il est du méme signe que la vitesse U. On déduit de cette

expression que ces écarts sont d(i a une mésestimation du coefficient de dispersion effectif dans le
lien; I'écriture générique de cette erreur notée err® est
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o Pe Pe,,,
erry = Dy, <fD <%> + %) (5.204)

Par ailleurs au systeme (5.183), il est associé I'expression (5.185) du profil de concentration
asymptotique dans chaque lien en fonction de la valeur de concentration dans les pores adjacents.
Par hypothese le flux de masse microscopique est défini par (5.4), donc notant ];p, le flux de masse

adimensionné, ol p est le pore en amont du lien, il s’écrit de la maniéere suivante

e = C ,iacpp’
pp Upp pp’ Dpp Ly 0x*
U. ., Pepp/ Pepp,
=+<e 2 Cp—e 2 C;,>
2s h( e””) (5.205)
(Qeff
Spp

La derniére égalité de (5.205) est obtenue en appliquant la relation (5.193). Ici on constate que le flux
de masse au sein du lien est constant a chaque instant et que sa valeur est celle du flux de masse
effectif : ceci n’est pas évident a priori car le profil asymptotique de concentration est une fonction
non linéaire de la position dans le lien. Il s’ensuit que sa divergence est nulle
a]*OO
pp
div (]pp ) =0 (5.206)

Et le systéme microscopique de transport dans le lien est donné par

* 2 ¥
anp, d Cpp, —o

- pp’ T, P 9x*2
pourt € R7, | C;p’ (t,0) = c; ® (5.207)

k Cp*pl(t, lpp') = Cp*l(t)

sur .Qppr

Ce systéme paramétré par t € Rt est exactement le systéme adimensionné de transport
asymptotique associé a (5.6) pour lequel les valeurs finales de la concentration des pores adjacents
sont respectivement Cp (t) et C;,(t). Par conséquent le modéle asymptotique de transport peut-étre
établi, au premier ordre, de deux manieres complétement équivalentes, la premiére consiste a suivre
les étapes précédente de modélisation c'est-a-dire d’établir le modéle générale de transport sur le
réseau de pores puis de considérer que les noyaux de convolutions sont réduits a leurs expressions
asymptotiques, tandis que la seconde a déterminer le systeme asymptotique de transport a I'échelle
microscopique puis d’appliquer les étapes de modélisation. On constate que la contribution de

second ordre, symbolisé par le débit Qeff n’est pas récupérable a partir (5.207). Cela est tout a fait

normal car celle-ci caractérise un effet de raccord, dii au régime transitoire, entre les liens et les
pores, tandis que (5.207) suppose que le transport dans les pores et le transport dans les liens sont
indépendants.
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Modéles équivalents de transport et limites en fonction du nombre de Péclet

D’apres (5.183) et (5.185) on voit que le transport asymptotique est d’une part paramétré dans les
liens par le nombre de Péclet uniquement, et d’autre part que la composante principale du transport
est déterminée par les matrices de propagation M® dont la structure implique des dépendances trés
fortes entre les débits aux interfaces des pores. Le but de ce paragraphe est d’explorer ces deux
composantes plus en détails.

Les modeles limites en fonction du Péclet : par analogie avec le paragraphe sur comportement
asymptotique de la sous-partie V.3, il s’agit d’établir les modeles limites, i.e Pe = 0 et Pe = +, et
d’identifier de quelle maniere le passage de I'un a l'autre se fait en fonction du Péclet. L'expression
du modele dans le cas d’un transport dispersif , i.e Pe~0, est déterminée a partir des équivalents du
premier ordre en fonction du Péclet du débit asymptotique :

N D ot 1 o) = Por'Sen’ (e o (5.208)
(Qeff)p ~Pe=0"5 (p’+ p) Ly (p’ p)

Et

! L/ d Pe. 1
*00|€ p - bp_ il _ pp *
(Qeff )p pe=0 S Spp' g 1 =56y

L2 21 d
pp * *
- ——(c-cC

2T ~7P 3zpp,dt*( v = G)

(5.209)

Ici la composante dispersive de Qg‘}f est exactement I'approximation du premier ordre du débit
dispersif entre les pores p et p’, tandis que sa composante convectif reste la moyenne des débits aux
interfaces du lien entre les pores p et p’. Autrement dit, I'expression (5.208) est le débit moyen des
débits du premier ordre définis par 'amont, i.e

’ D, 1S 1
' _ e pp'°pp * X
(Q¥™P = qu,cp - —lpp' (Cp, - Cp) (5.210)
Et par I'aval, i.e
’ D, 1S, 1
' _ pp °pp * X
(Qav)p = qu,Cpr — —lpp' (Cp, - Cp) (5.211)

Le débit de second ordre Q:jf}ls reste présent et d’aprés I'allure des courbes des fonctions f 1 et

2, c’est dans ce régime trés dispersif que ce débit de masse est le plus grand. Ensuite le profil de
concentration dans les liens s’exprime dans ce cas, par le calcul d’équivalent de (5.185), comme suit

C(t",x7) = (1 = x")Cam(t™) + x"Cap(t7) (5.212)

Ce qui correspond au profil de concentration linéaire caractéristique de I'approximation au premier
ordre du gradient de concentration. Lorsque Pe = 400 les équivalents les débits de masse
asymptotiques du premier et du second ordre valent respectivement

v * . !
App'Cp SIP 2P (5.213)

x00 \P'
(Qeff TPe=0),v px o0
p qp,pCp, sip'>p

et
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(Q*m"g)p ~ 0 5.214
eff p Pe=+o0 ( )

Comme attendu au premier ordre le débit de masse est de type « upwind », c'est-a-dire qu'’il
s’adapte automatiquement de sorte que le débit masse entrant dans un pore est défini par rapport
au pore en amont tandis que le débit sortant I'est par rapport au pore lui-méme. De plus, le débit de
masse du second ordre est nul en régime convectif, signifiant que les effets de raccord sont
inexistants. Comme dans le cas précédent on exprime le profil de concentration dans le lien a partir
de (5.185)

Ci(t%,x") = Cam(D) (5.215)

Donc le profil de concentration dans le lien est constant, qui par ailleurs est le profil asymptotique du
transport convectif pur. Finalement on obtient le modele asymptotique du modele purement
convectif (5.35) qui est ce dernier avec un retard nul.

Modele équivalent et matrice de propagation M : les propriétés de cette matrice sont énoncées
dans le paragraphe de cette sous-partie (V.4) concernant les propriétés mathématiques du modéle
asymptotique. Ici on s’intéresse a la propriété de conservation de la masse qui se traduit
mathématiquement par (5.188) qu’on réécrit ici

o o _ (@ —a") (6 — ")
e A (5.216)
p’ p’

Notamment dans le cas d’un réseau de pores périodique, on a la conservation de la masse sur tous
les pores du réseau, méme ceux se situant sur les bords du réseau. Ainsi (5.216) devient

PEP ZM;;’:ZM;P:O (5.217)
v’ P’ .
Dans le cas ol la matrice k est négligeable, et en faisant une discrétisation d’Euler explicite sur
(5.186), on a le modele discret de transport suivant
C™1 = (I + AtM*®)C™ (5.218)

Ou C™** et C™ sont les concentrations dans les pores au pas de temps n + 1 et n, At est la taille du
pas de temps et [ est la matrice identité. (5.218) est caractérisé par la matrice de propagation I +
AtM® qui posséde les propriétés suivantes :

e lapropriété (5.217) engendre

p EP, z [pp’ + AtMpp, = z [prp + AtMp:p =1 (5.219)
p’ p’

1 - , P
e Et pour At < oy, tous les coefficients de la matrice I + AtM® sont positif, i.e I+
pp

AtM®™ =0
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Ces deux propriétés entrainent que la matrice I + AtM® est bi-stochastique. Autrement dit on peut
voir chaque coefficient de cette matrice comme la probabilité de transition entre deux pores : Ippr +

AtM;;, est la probabilité de transition du pore p vers le pore p’ d’une particule et Ipp + AtMg;, est

sa probabilité de rester dans le pore p. La matrice I + AtM* s’appelle donc la matrice de transition
du systéme et cela permet d’obtenir un modele de transport stochastique s’interprétant comme une
marche aléatoire (modele lagrangien de transport) défini sur le graphe qu’est le réseau de pores et
qui est mathématiquement une chaine de Markov. Une conséquence de cette structure est qu’il
existe un état stationnaire C**® qui vérifie C** = (I + AtM*)C**. Mathématiquement cela signifie
que 1 est une valeur propre de la matrice de transition et que I’état stationnaire C* est le vecteur
propre associé a cette valeur propre. Donc dans le cas du transport asymptotique, on a un lien entre
le modele différentiel et le modeéle stochastique a travers la matrice de transition dont les
coefficients sont explicités a I'aide de la matrice de propagation. Cette équivalence n’est pas
nouvelle, cependant le modéle asymptotique permet d’améliorer les valeurs des probabilités de
transition qui jusqu’ici devaient étre exprimé a partir des matrices de propagation issues de Q*! et
QP pour lesquels le sous-paragraphe précédent a montré leur inadéquation.

Synthese sur le modéle de transport asymptotique

Dans cette sous-partie on a établi le modele sur réseau de pores de transport asymptotique a partir
du modele général en considérant uniqguement les expressions en temps long de ses termes. En
procédant ainsi on a mis en évidence un nouveau modele quasi-statique de transport cohérent avec
le modéle général, et qui s’avere étre le modele généralisé, car tenant compte des débits de masse
de second ordre, de transport sur réseau de pores associé au transport microscopique asymptotique.
Il s’ensuit qu’il est le modele quasi-statique de transport et I'étalon permettant d’évaluer la
pertinence des modeéles quasi-statiques (différentiels ou probabilistes) issus de la littérature qui
faillent a estimer la dispersion effective entre deux pores. D’ailleurs les modeles équivalents en
régime dispersif et convectif établis découlent de ce modele. D’autre part, on a montré l'influence du
régime de transport sur le profil de concentration qui est significative dés que le nombre de Péclet
devient plus grand que 1. En effet cette dépendance est exponentielle ce qui discrédite a fortiori
toutes les tentatives d’approximations linéaires du profil de concentration dans ces cas-la.

V.5 Récapitulatif

La description et I'analyse du modele général de transport a permis de définir un nouveau débit de
masse quantifiant les transferts de masse entre pores. Celui-ci dépend des parameétres sans
dimension que sont le Péclet Pe et €. Notamment on a montré d’une part que les modéles de
transport convectif ou dispersif sont obtenus respectivement pour des nombres de Péclet grands ou
faibles ; et d’autre part lorsque ¢ est faible on déduit le modéle en régime asymptotique. Par ailleurs,
on a identifié que ce modele est mathématiquement un systéme d’équation de Volterra de seconde
espéce de noyaux de convolution K1, K2 et K™dont le rdle est d’encoder I'évolution passée du
systeme. Cette dépendance aux instants antérieurs exprime que les effets transitoires au sein des
liens sont importants pour comprendre I’évolution du systéme, révélant ainsi une forte dépendance
entre I'évolution de la concentration dans les pores et celle dans les liens. Ensuite I’étude des noyaux
en fonction du parameétre € a permis de comprendre que cette dépendance concerne les instants
antérieurs proches de linstant présent, et qu’on observe, pour ceux les plus lointains, une
uniformisation de leur contribution c’est-a-dire que pour ces instants la on peut supposer le régime
asymptotique atteint. Cette dichotomie du temps est spécifiée par le temps de relaxation qui
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détermine le moment a partir duquel le transport dans un lien se découple de celui dans ses pores
adjacents.

VI Conclusion sur la modélisation sur réseau

Ce chapitre fondamental a I'étude du transport a permis de tester I'efficacité de la méthode de
modélisation élaboré dans le chapitre 3 a travers la modélisation sur réseau de pores du transport
convectif et diffusif. Son application conduit a un nouveau modele de transport défini uniquement
dans les pores, tenant compte des effets transitoires, et valable pour tous les régimes de transport.
Notamment on a montré que le régime purement convectif et celui purement dispersif sont des cas
particuliers de celui-ci. Ensuite cette méthode a permis d’identifier les parameétres régissant I'état du
systeme ; ici ils sont définis pour chaque lien par le facteur de forme w, le Péclet Pe et le paramétre
€. De plus au cours de son application, on a mis en évidence un débit de masse effectif dépendant
des parametres du systeme qui pilote les transferts de masse entre pores, et qui permet en fin de
compte de voir, du point de vu des pores, les liens comme des interfaces. Enfin on a pu exprimer
analytiquement le profil de concentration dans le lien en fonction de la concentration dans les pores
adjacents et a fortiori le débit de masse en chaque position du lien. Finalement le modéle général sur
réseau de pores du transport obtenu, est conditionné uniquement par les trois hypothéses de départ
a savoir : les pores sont reliés par des liens, les pores sont des mélangeurs parfaits et le transport de
masse dans les liens est modélisé par une équation de convection-dispersion unidimensionnelle. Les
différents modeles qui ont été développés dans ce chapitre sont résumés dans le schéma de la Figure
5-12 a travers |'association respective de leur flux microscopique et de leur flux effectif sur le réseau
de pores.

Clairement la nouveauté des résultats obtenus montre que la méthode de modélisation est
pertinente et efficace. En outre elle permet d’obtenir un modeéle extrémement général et cohérent
pour tous les régimes de transport avec un minimum d’hypothéses.

Ce chapitre termine la séquence d’application de la méthode de modélisation qui a été ouverte au
chapitre précédent. Les résultats de modélisation obtenus, ont été montrés a partir d’hypotheses
prédéfinies sur la géométrie des éléments du réseau et sur le modele de transport. Il est donc temps
de revisiter ces hypotheses a la lumiere des étapes modélisation du transport, afin d’identifier les
verrous qu’elles débloquent et de s’assurer de leur optimalité.
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x : Coordonnées locales
4 : champ local de vitesse
D, : diffusion moléculaire

Pe : Péclet local
C: Concentration

Modélisation générale du transport

J(t,x) = UC(t, x) — D VC(t,x)

Et Pe <1

Et Pe > 1
Asy\nptotique

J%(x) = UC(x) — D VC(x)

Asymptotique Convectif Asymptotique Dispersif

Figure 5-12 : Schéma synthétisant les modeles de transport développés dans le Chapitre 5. On
rappelle que I'accentuation” " correspond a la transformation de Laplace et la concentration
effective CP (x= p ou p’) est définie en (5.142) et (5.143)

J®(x) = UC(x) — D,,VC(x)
Et Pe <1

J®(x) = UC(x) — D,,VC(x)
Et Pe > 1
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Chapitre 6 : Extension du modele a des phénomenes
réactifs sur des réseaux de pores genéralises

Ce chapitre conclue le développement sur la modélisation sur réseau de pores qui a été I'objet des
trois chapitres précédents. Notamment il a été exposé au chapitre 3, de fagon trés générique, les
définitions des objets manipulés ainsi que leurs propriétés, une résolution du transport de fluide,
c'est-a-dire I’écoulement, et le transport de soluté dans les réseaux de pores. Il ressort donc que ce
troisiéme chapitre, qui pose le probléme de la modélisation sur réseau, peut étre considérer comme
une ébauche de théorie de la modélisation des transferts au sein des réseaux de pores. Il est clair que
seules les propriétés, qui sont utilisées par la suite, sont exposées dans le chapitre 3, néanmoins
celui-ci mérite d’étre complété en termes de formalisme et si possible de résultats pour étudier en
toutes généralités trois aspects fondamentaux :

e Le principe de la modélisation sur réseau de pores consiste a exprimer le plus exactement
possible le débit d’une quantité scalaire aux interfaces pore-lien en fonction des variables
définies pour le réseau de pores. Cependant cette expression n’est généralement qu’une
approximation du débit réel, il est donc important de comprendre I'impact de l'erreur
commise, sur ce dernier, sur la dynamique du transfert entre deux pores et sur la
propagation de la quantité au sein du réseau.

e La modélisation sur réseau présente tout son intérét dans les cas ou la propagation de la
guantité scalaire étudiée dépend de la topologie des réseaux, néanmoins la littérature sur le
sujet ne fait pas état d’outils permettant d’étudier le réle de la connectivité des pores sur la
propagation de la grandeur considérée. Plus précisément on n’a pas d’indicateur topologique
rendant compte, a priori, du comportement de la grandeur (ici la concentration de soluté).

e Dans la continuité du point précédent, il n’existe pas de méthode permettant de déduire, a
partir du modele sur le réseau de pores, le modéle correspondant a I’échelle du réseau.

Ces points sont en dehors des délimitations de ce travail de thése. Néanmoins on peut, a postériori,
reprendre les étapes de modélisation du transport de masse d’eau et soluté pour comprendre les
conditions de leur bon déroulement afin d’intégrer, sans trop d’effort, des processus annexes au
transport et de considérer d’autres formes géométriques pour les éléments du réseau. On verra qu’il
est en particulier possible d’introduire en conservant la méme démarche des processus de réactions.
Notamment un des buts de cette étude est d’affaiblir I’hypothése de la forme des liens et des pores,
qui dans le cas des milieux géologiques, ne sont jamais respectivement de forme cylindrique ou
sphérique. Part ailleurs cette discussion concernant principalement les aspects formels permet de
préciser la définition des éléments du réseau.

I Analyse des étapes de modélisation de I’écoulement

On s’intéresse au modele microscopique de I'écoulement valable dans le cas d’un écoulement
incompressible stationnaire d’un fluide visqueux. Ces hypothéses ne sont pas remises en cause par ce
qui suit. Ce modele s’écrit donc,
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{ uAt = grad(P) dans {; (6.1)

u=20 sur l'interface solide

qui apres intégration de la géométrie cylindrique du lien conduit a la relation de Hagen-Poiseuille
liant la vitesse longitudinale au gradient de pression. On écrit

u*(x,r,0) = ﬁf<1 —ﬁ> =ﬁ5 (r)
Y I 4u 1,2 Iu ~¢ 6.2)
u" =0
u? =0

On sait d’aprés le chapitre sur I'’écoulement que ce modele nécessite que le débit dans le lien
dépende linéairement de la différence de pression aux extrémités du lien, i.e

Q= 91(Pam — Pav) (6.3)

4
N T, . . TS .
ol g, = —= est la conductance hydraulique et P,,, et P, sont les pressions aux extrémités du lien.
8ul

On rappelle que 17, I et u sont respectivement le rayon du lien, sa longueur et la viscosité dynamique
du fluide. Maintenant, pour élargir la formulation (6.3) a d’autres formes de lien, il est nécessaire de
raisonner en termes de propriétés physiques plutét qu’en formes géométriques. Cela revient a
établir des équivalences entre la forme géométrique et le comportement physique du systeme. Le
but de cette partie n’est évidemment pas de faire une étude approfondie mais de simplement
énoncer des conditions suffisantes d’élargissement du modeéle. Notamment on sait par
I'incompressibilité du fluide que

f u(x,y,z).1(x,y,z) dydz = Q, = constante (6.4)
S(x)

ou x,y et z sont les coordonnées spatiales au sein du lien, S(x) est 'aire de la section du lien située
au point d’abscisse x sur laquelle I'intégration se fait et 71 est le vecteur normal a celle-ci en chacun
de ses points. Donc en appliquant (6.4) a (6.2) on a

Q, = f u*(x,r,0)n*(x,1,0) + u" (x,r,0)n" (x,1,0) + ul (x,r,0)nb (x,r,0)rdrdo

S(x) (6.5)
= _APl ToT 0.,0 _ AP,
= Seq(r)rdrdo + [u n" +u'n ]rdrd9 =—— | Seq(r)rdrdo
lu lu
S(x) S(x) S(x)

Dans cette expression il apparait que les trois hypothéses conduisant a un débit de la forme (6.2),
sont la nullité du gradient de pression dans les directions transverses au champ de vitesse, la
constance du gradient de pression suivant 'axe des abscisses et la nullité du débit transversal sur
toutes les sections, i.e en coordonnées cartésiennes

pour x € [0,1], f w(x,y,2)n”(x,y,2z) + u?(x,y, z)n*(x,y, z)rdrdd = 0 (6.6)

S(x)
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Les trois hypothéses précédentes découlent d’une extrapolation directe de I'expression (6.5),
cependant celles-ci sont redondantes. En effet le champ de vitesse est déterminé par I’équation de
Stokes associée a une vitesse de bord qu’on note u,, c’est a dire

{ uldu = grad(P) dans (),

— . ; 6.7
U=1uy, sur l'interface solide (6.7)

Maintenant on étudie les conséquences des hypothéses suivantes sur le systéeme :

e On suppose ici que les interfaces extrémes du lien sont paralléles et qu’il existe un segment
orthogonal a celles-ci qui traverse le lien en y restant strictement a l'intérieur, il ne touche
jamais les bords (Figure 6-1). Dans ces conditions I'axe des abscisses est paralléle a ce
segment, les sections du lien sont toutes paralleles entre elles et possedent la méme
normale qui est le vecteur unité de I'axe des abscisses e, = (1,0,0) = 7. Doncn¥ = n% =0
et la relation (6.6) est automatiquement vérifiée. A noter que ce type de lien n’est pas
tortueux. Si c’est le cas on suppose en premiere approximation que le lien est décrit par un
lien comme dans la Figure 6-1 mais de plus grande longueur. On peut noter qu’il est possible
d’introduire des longueurs effectives qui ne sont pas nécessairement les distances entre les
pores qui connectent ces liens.

e L’hypothése de nullité du gradient dans les directions transverses au champs de vitesse, ou

ap _ P Lo b s .
% o 0, implique que AuY = Au* = 0 c’est-a-dire que les vitesses uY et u? sont des
fonctions harmoniques sur le domaine S(x) pour tout x € [0,![]. Si pour tout x € [0,1], les
fonctions uZ et uj, sont prolongeables sur S(x) de maniére harmonique (c’est la cas pour les

constantes), en notant ces fonction uz et ug, on a par linéarité u” et u” qui vérifient

A (uy — 17) =0 al'intérieur de S(x)

z_ 77\ — T
pour x € [O,l]{ A(u Iili) 0 al'intérieur de S(x)

(6.8)
l u¥ — uz' =0 surlebord de S(x)
u? — 11?, =0 surlebordde S(x)
Donc finalement en intégrant ces expressions sur les sections du lien on obtient
uY = uZ et u? = uZ sur S(x) avec x € [0,] (6.9)
. . y 2 . P _ aP _
Inversement si pour tout x € [0, 1], les fonctions u” et u? sont harmoniques alors pialrie

0. En bref il y a équivalence entre I’"harmonicité du champ de vitesse transversal et la nullité
du gradient de pression dans ces directions entrainant que le gradient de pression ne dépend
que de la direction longitudinale du lien.

e L’expression (6.3) implique que le gradient de pression s’exprime en fonction de la différence

de pression entre les extrémités du lien donc en se servant de I'hypothése précédente, la
pression ne dépend que de I'abscisse et
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apP _ Py — Py
a x) =

] (6.10)

Finalement des formes de lien admissibles sont celles dont le champ de vitesses associé vérifie :

r —-P
ux(x:YrZ) = pwseq(x;yyz)
pour x € [0,1]% a _ (6.11)
x| ) Jea =0
S(x)
AuY = Au? = 0 sur S(x)
Et la conductance hydraulique du lien g est
1
g = lﬂ J Seq (6.12)
S(x)

En particulier si le lien est un cylindre généralisé, c’est-a-dire un lien de section constante mais
quelconque, la vitesse u* suivant I'axe du lien est indépendante de I'abscisse, par invariance par
translation, donc S, ne dépend plus de I’abscisse et le systeme (6.11) devient simplement:

1P, —P
u*(y,z) = l—lwseq(x z) (6.13)

AuY (y,z) = Au?(y,z) =0
Donc une condition suffisante pour appliquer la formulation du type (6.3) est que le lien soit un

pour x € [0,1] sur S(x)

cylindre généralisé.

Figure 6-1 : Représentation d’un lien cylindrique et son axe central

Par ailleurs la forme des pores n’intervient pas dans la détermination de I'écoulement. En effet on a
supposé que la pression était constante au sein de ces derniers, par conséquent le gradient de
pression y est nul impliquant qu’il n’y a pas d’écoulement. Les pores peuvent donc étre de formes
qguelconques
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I1 Analyse des étapes de modélisation du transport

Le but de cette partie est d’étendre les étapes de modélisation du chapitre 5 a d’autres formes de
liens et de pores, et si possible de coupler le transport avec d’autres processus et en particulier les
phénomeénes réactifs. On s’attachera a étudier la forme mathématique que doivent remplir ces
nouveaux phénomeénes afin que la stratégie adoptée au chapitre 5 reste valable. Cela permettra de la
prendre en compte sans alourdir le calcul et plus précisément on considérera simplement I'ajout de
phénomeénes réactifs ne nécessitant pas d’effectuer des calculs supplémentaires trop lourds. Dans
cette optique on discute chacune des hypotheses faites lors des étapes de calculs afin d’établir le
champ le plus large de leur application. Avant de commencer on rappelle les hypothéses a I'origine
du modele de transport :

e (H1): Les liens et les pores sont respectivement de forme cylindrique et sphérique.

e (H2): Les pores sont des mélangeurs parfaits

e (H3): Le modele de transport de masse dans les liens est une équation de transport
convectif-dispersif unidimensionnelle dont le flux effectif est donné par (5.4) :

]l(t,X) = UlCl(t,X) - Dl%(t,X) V(t,X) € ]R+ X [O, l] (614)

Ou U, D; et C; sont respectivement la vitesse moyenne, le coefficient de dispersion de
Taylor-Aris et la concentration sur chaque section du lien noté [.

Dans un premier temps on s’intéresse uniquement a I’'étude des hypotheses (H1), (H2) et (H3), puis
dans un second temps on tentera de compléter le modeéle de transport avec des termes de réactivité.

1.1 Analyse des hypothéses (H1), (H2) et (H3)

Dans le modele de transport sur réseau pores, la forme sphérique des pores n’intervient ni dans le
résultat final, ni dans le déroulement des étapes de modélisation. Donc, a postériori, on se rend
compte que les pores peuvent étre de forme quelconque car seul le volume de ceux-ci est nécessaire
au calcul de la concentration dans les pores. En fait c’est I’'hypothése (H2) qui est a I'origine de cette
indépendance par rapport a la forme des pores du modele. En effet elle permet d’affirmer que la
concentration dans les pores y est a tout moment uniforme; et en particulier la valeur de la
concentration aux interfaces pore-lien d’'un pore sont égalent et valent la concentration moyenne
dans le pore. On rappelle que cette hypothese permet de raccorder le transport dans les liens a celui
dans les pores. C'est donc une hypothése importante de modélisation et sa validité est susceptible
d’étre mis en défaut lorsque le volume des pores est grand. Si I'on souhaite avoir un modele qui tient
compte de la forme des pores, (H2) doit étre éliminée et on doit étre capable d’exprimer la
concentration aux interfaces pore-lien en fonction des grandeurs définies a I’échelle des éléments du
réseau, i.e volume, section, surface, débit volumique, concentration moyenne, autrement dit des
grandeurs effectives résumant I'aspect de chaque élément ou du processus s’y déroulant. Par
exemple, Algive et al. (2010) ont exprimé le profil de concentration dans un pore sphérique, pour
tenir compte du gradient de concentration aux interfaces solides. A noter que si on n’est pas capable
d’exprimer la concentration aux interfaces pore-lien en fonction de la concentration moyenne dans
le pore, alors chacune d’entre elles sont potentiellement des inconnues du systéme : elles sont au
nombre de 2 X Ny, ce qui est considérablement plus grand que Ny, , soit le nombre d’inconnues
du modeéle de transport (5.91). En outre dans ce cas le seul moyen de suivre |'évolution de la masse
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dans les pores serait de résoudre numériquement ou analytiquement (peu probable !) I'’équation de
transport au sein des pores.

Par ailleurs la forme cylindrique des liens va de pair avec la dispersion de Taylor-Aris qui stipule que
dans ce cas le transport de masse est régit par une équation de transport convectif-diffusif de flux
Ui%r?
48Dy,
ce type de flux s’étend a tous les cylindres généralisés, c'est-a-dire les liens de section constante,

(5.4) ou le coefficient de dispersion vaut D; = D,,, + . Cependant d’aprés Ramirez et al. (2006)

pour lesquels la vitesse effective et la dispersion effective sont données par les formules suivantes :

1
U, = mf u*(y, z)dydz
5 (6.15)
1
D, =D, + Dmmf v, h(y,2).V, ,h(y,z)dydz
s

ou V, , est le gradient suivant les directions y et z, |S| est I'aire de la section du lien, u* est la
composante longitudinale de la vitesse et h est la solution du systeme

Vy, Dy Vy h(y,2)) =u*(y,z) —U; dansS
{ y,z( mVy,z y ) y l (6.16)

DV, h(y,2).n,; =0 surleborddeS

(ny,; est la normale au bord de la section). Il s’ensuit que (H3) est automatiquement vérifiée des que
le lien est un cylindre généralisé.

Les paragraphes précédents indiquent que les deux hypothéses nécessaires, pour appliquer les
étapes d’établissement du modele de transport sur réseau pores, sont :

e (HY1'): Les liens sont des cylindres généralisés, i.e de section constante

e (H2): Il existe une relation entre la concentration moyenne dans le pore et celle sur ses
interfaces pore-lien. En particulier c’est une relation d’égalité si les pores sont des
mélangeurs parfaits (répartition uniforme)

1.2 Transport réactif

Les aspects réactifs qui interviennent dans le transport sont des phénomeénes locaux qui ont lieu dans
les milieux poreux au niveau de l'interface solide uniquement s’il n’y a qu’une espeéce, et au sein du
fluide s’il y a plusieurs especes dissoutes.

Modélisation Microscopique
De maniere générique on rappelle que le transport réactif d’'une espece aqueuse est modélisé a
I’échelle microscopique par I'équation de convection-diffusion-réaction suivante
oc’ i i g i ;
pour1<i<N,]ac + V. (dct) = v.(D},Vet) + Rf(c) dans le fluide
(dct — D'Vch). 7t = Ri(c) sur linterface solide

(6.17)
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Ou N, est le nombre d’especes dans le systeme, ¢ = (c‘)1<i<N est le vecteur contenant les
=t=Ne

concentrations de toutes les espéces aqueuses, R} et R. sont respectivement la vitesse de réaction
volumique associée aux especes aqueuses et la vitesse de réaction surfacique associé aux especes
solides. Les expressions de Rfi et RL peuvent étre tout a fait générales. Il faut alors faire appel a des
méthodes numériques adaptées pour les prendre en compte. Cependant on se focalise sur des
expressions des vitesses de réaction permettant d’appliquer avec un minimum d’effort les étapes de
modélisation du chapitre précédent. Le développement suivant suppose les hypotheses (H1') et
(H2')

La premiere étape consiste a écrire le bilan de masse sur chaque pore. Pour chaque espece i €
{1, ..., N.} I'équation de conservation de masse sur chaque pore (3.6) s’écrit comme suit

PEP—===) @) TR (6.18)
p'~p

ou M;, est la masse totale de I'espéce i dans le pore p, c'est-a-dire qu’elle est la somme de celle

. . !
contenu dans le fluide M;,lf et de celle déposée sur I'interface solide du pore M;,lb ; QLZ est le débit

Sy . , N . . r. i

de masse, algebrique, de I'espece i aux interfaces du pore p en provenance du pore p’; et R, est la
vitesse de réaction de I'espéce i dans le pore p. Comme pour le modele de transport on souhaite
établir un modele de transport réactif dépendant uniquement de la concentration moyenne de

I'espece i dans les pores; on note Cj sa concentration moyenne. Pour cela on doit exprimer les

!
_ 14 ; . N
débits de masses Q‘p et My, en fonction de ces derniéres :

e D’apres ce qui précede on a Mzi, = M;,lf + M;,Ib et on sait que M;)If = I/;,C_I‘,. Ensuite le terme
i|b

P_ Dans

Mzi,lb est associé au flux de masse vers la surface du pore, en effet ce dernier est
le cas ol on est capable de calculer la répartition de la concentration dans les pores, on a
accés a un gradient de concentration au sein du pore, par conséquent ce terme peut étre
évalué comme une vitesse de réaction et s’intégre a Rziz- Dans le cas ou les pores sont des
mélangeurs parfaits, la concentration dans les pores y est considérée uniforme. Il convient
donc d’évaluer ce gradient. Pour cela on suppose que le flux de soluté a la surface s’adapte
de maniére a ce que la relation

M) =Kk ) (6.19)

. . . i|b . . .
soit toujours valable. La fonction I('pI est analytique, i.e elle se présente sous la forme d’une

série finie ou infinie, et vérifie K;lb(O) = 0 . Cette modélisation correspond a une adsorption

instantanée sur I'interface solide du pore et le bilan de masse sur chaque pore s’écrit

dct  dKP v Ch) IR
I L (6.20)
'~p
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R !
e L|’expression des débits de masse Q‘Z est 'objet de la seconde étape qui est explicitée dans

les développements suivants.

La seconde étape consiste a trouver le modele de transport de masse dans les liens section par
!

. i . -~ 14 . .
section afin d’exprimer les débits de masses Q‘p en fonction des concentrations moyennes dans les

. - . i i|b .
pores. On se place dans le lien d’indice [; on note respectivement C| et clI la concentration

moyenne de I'espéce i € {1, ..., N,} dissoute sur chacune la section du lien [ et sur son bord ; on a
1

Cli(t, xX) = Eﬂs ci(t, x,y,z)dydz. Ainsi en intégrant sur la section du lien (6.17) , la concentration
moyenne de I'espece i € {1, ..., N, } vérifie I'équation suivante :
oG, L ff SO ﬂR"() - ffRi() 6.21
oc TIS1)) M o T P s ) 9 T ) (6.21)
S S S

L’équation (6.21) tient compte de I'hypothese (H1’) qui permet d’affirmer que la normale dans (6.17)
est toujours dans le plan défini par la section, i.e 1 = (0,nY,n%), donc par application de la formule
de Green sur le flux de masse sur la section, il apparait le terme ffas Ri(c) qui est un terme de flux de

masse sur l'interface. Ce dernier s’exprime aussi en fonction de la masse de I'espéece i, présente sur
le bord, par

ociv
185 gt =ﬂ Ri(O) (6.22)
as

Ou ¢! est la concentration moyenne de I'espéce i sur le bord de la section et |3S] la longueur de
son périmetre. Ensuite on cherche a exprimer I'équation (6.21) uniguement en fonction de Cli, soit la
concentration moyenne dissoute sur les sections du lien. Pour cela on fait I’'hypothése que les termes
réactifs du membre de droite peuvent s’exprimer en fonction des concentrations moyennes des
especes dissoutes sur chaque section, c'est-a-dire

o f [ ri+ g 6[[ RI(O) = RU(G) (6.23)

ou(; = (Cll)1<i<1v . En particulier si la concentration est uniforme sur chaque section et sur son bord
=t=Ne

ou que les vitesses de réaction R}c et R. sont du premier ordre alors

i 951 i
REC) + 7R (") = RUG) (6.24)

. b ilb . S . b .
ou Czl = (cll ) . Ensuite s’il existe une fonction F tel que Czl = F(C,;) alors la vitesse de
1<i<N,

réaction sur chacune des sections est

. as| . .
Rp(C) + %RE(F(Q)) = R'(C}) (6.25)
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Un autre cas particulier est celui de I'adsorption instantanée sur I'interface solide du lien. En effet le
flux de soluté vers celle-ci dépend du gradient de concentration dans les sections. Or dans cette
approche seule la valeur moyenne de la concentration est fournie, par conséquent il convient
d’évaluer ce gradient. Ce flux est donné par la condition de bord de (6.17) mais aussi par (6.22) ; dans
le cas de I'adsorption instantanée on suppose que celui-ci s’adapte de sorte qu’a chaque instant on
ait la relation

o =k"(ch (6.26)

. ilb . . . . g . " ;
ou Kll est une fonction analytique nulle en zéro. Ainsi on peut définir la vitesse réaction R' ne

dépendant que de R}‘; et R qui est évaluée indirectement a I'aide de (6.22) et (6.24), soit

5 [ Bi@ = R
S

. o (6.27)
1 RO |as|act?  |as| ok, (c})
—_— Cc) = =
ISIH s
as

|S| ot |S] ot

En outre I'hypothese (H1’) permet d’exprimer le flux de masse moyen sur la section S a I'aide du flux
de Taylor-Aris généralisé. Ainsi on a

1 , ' S
pourlSiSNe, mjfux__DTanZUlCll_Dl_ (628)
N

ol on retrouve U; et Dli qui sont respectivement la vitesse débitante et la dispersion au sein du lien
de I'espece i calculées a I'aide des formules (6.15) et (6.16). On déduit de ces suppositions qu’une
formulation générale du modele de transport-réactif dans le lien s’écrit

(act  ak'P(c! act . 9%C!
il IS l(l)+Ul_l_DlL !
ot ot 0x ale
pour 1 <i <N, 1 ci(t,0) = ¢/“™(t) (6.29)
cle,D) = ¢/ @
ci(0,x) = ¢°(x)

= RY(C) pour x €]0,[[

. ilb i . . P . . . .
ou KlI et R' représentent respectivement les réactions d’adsorptions instantanées avec l'interface
solide et les vitesses de réactions des réactions cinétiques. On rappelle que dans le cas ou le gradient

de concentration est évaluable sur les sections du lien, le flux de masse a I'interface solide du lien se

o . . s P e . \ . ilb
calcule et s’intégre 3 la vitesse de réaction R', puis on élimine la dépendance a la fonction KlI en
I"annulant.

Etapes de modélisation sur réseau de pores issues du chapitre 5

On détermine la forme des termes réactifs dans les liens de sorte que les étapes de calcul du chapitre
cing s’appliquent. On rappelle qu’on a déterminé, a partir du modéle de transport dans le lien, le
débit de masse aux extrémités du lien. Cette résolution passe par la transformation de Laplace du
systeme de transport ; celle-ci est efficace lorsque les termes liés aux inconnues du systéme sont
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linéaires. Par conséquent pour que le systeme (6.29) respecte cette condition il faut que les fonctions
Klilb et R! dépendent linéairement de Cli. Ainsi pour chaque espéce i, il existe deux constantes Klilb
et RY, appelées respectivement coefficient de partition et temps de dégradation (ou création suivant
son signe), telles que Kllb(Cl) Kllel et RY(C) = RUC} +R§lq(Cl) ol R} aq correspondent aux
vitesses de réaction associées aux transformations chimiques dues aux autres espéeces dissoutes dans
lesquelles I'espéce i en est uniqguement le produit. Ainsi le systeme (6.29) se réécrit de la maniére
suivante: pour 1 <i < N,,

((1 K/1? oci +U oci — D} ,0%C = RiCI+RL (C 0,1
i( + ) lax L 52 l+ aq(l) pour x €]0, [
{ ci(t,0) = ¢/""(t) (6.30)
l Cli(t, l) — Clllav(t)
cl(0,x) = ¢ (x)
ou de maniéere matricielle
1\ 9C; ac, 92C,
((1+1<l )E+U11 === Di— = RC, + Raq (C) pour x €]0, ([
¢, (,0) =C™(t) (6.31)
G (t,D=C(t)
\ ¢, (0,x)=C°()

ou [ est la matrice identité de taille N, X N,, Kllb est la matrice de taille N, X N, diagonale
représentant une adsorption linéaire instantanée a l'interface solide, D; est la matrice de taille
N, X N, diagonale ol chacun de ses coefficients est la dispersion de I'espéce dans le lien, R est la
matrice de taille N, X N, diagonale représentant la vitesse de dégradation de chaque espéce
dissoute et R, est la fonction de RNe — RNe définissant les vitesses de réaction des transformations
chimiques associés aux espéces dissoutes. Maintenant qu’on est arrivé au systeme voulu, on
applique la transformation de Laplace a (6.30) pour obtenir, aprés réarrangement des termes, le

systeme
( i|b i\ 71 66\1 aZCl 71
((1+1< )s—R )C tU =D == f pour x €]0, [
pour1<i < Ne,i Cl‘(s, 0) = Cll|am(s) (6.32)
k a(s, 0= Clzlav(s)

ou fi(s,x) = Riq(C)(s,x) + Clllo(x). On précise que généralement R,,(C;) est différent de

R,,(C;), 'égalité a lieu si la fonction R, est linéaire. Ici le facteur | (1 + Kllb s — R ) et la fonction
aq\*~l g aq

f jouent respectivement le role de la variable s de la fonction Clo dans le systéme (5.46). Donc par

analogie la solution analytique de (6.32) est donnée immédiatement par (5.53) et I'expression du

débit de masse a travers chaque section du lien et en particulier celles en amont et en aval sont

respectivement déterminées par (5.57) et (5.58) ; ou pour chaque espéce i € {1, ..., N,} les racines
du trinbme caractéristiques de I’équation de transport sont
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U, + \/Uﬂ — 4D}R + 4D} (1+ k") s
i+

r = -
2D;
. (6.33)
U - \/Ulz — 4D{Ri + 4D} (1+K/") s
.
r = -
2D}
a partir desquelles on définit
| \/Uﬂ — aD{R + 4D} (1+ k") s
Ai(s) = (6.34)

2D}

Le chapitre 5 montre que le transfert de masse au sein des liens est intégralement régit par ces
racines et en particulier par la fonction Af qui intervient dans la détermination des poéles de
I’'expression (dans le domaine de Laplace) des débits de masse aux interfaces du lien. Plus
précisément on a vu qu’elles se réécrivent de sorte qu’elles fassent apparaitre explicitement le

nombre de Péclet Peli, qui devient ici un nombre de Péclet apparent Pe“f dépendant du Péclet Peli

et du nombre de Damkéhler Da,i = |Rii| lz}_l Ona
l

peti /Ulz - 4D§Riil

2 2D}

(6.35)

Avant de présenter cette réécriture, il est nécessaire de comprendre les termes qui sont manipulés,

) ] . . i ilb
notamment ceux du numérateur de la fonction A} dont le sens n’est pas évident. En effet R" et I('lI
sont des constantes respectivement homogene a une fréquence et a un parametre sans dimension

i i . . . . i ilb . .
donc D;R" a la dimension d’une vitesse au carré et Df (1 +Kz| ) celle d’une dispersion, par

conséquent on peut définir pour chaque espéce une vitesse 71‘ = /Ulz - 4-DliRii et un coefficient de
dispersion D_ll = Dli (1 + Klllb) apparent intégrant les phénoménes réactifs qui décrivent le véritable
transport de I'espéce dans le lien. On remarque que I'expression sous le radical de 71‘ est négative

U2 i . s . S -
lorsque 4—[1)i < R", ce qui conduit a une vitesse complexe. De maniére équivalente en multipliant par
1

. o c— 21 . . .
le temps de convection effectif tlc off = T ( on a vu dans le chapitre 5 que la vitesse effective de
l

, U . L s
transport convectif entre deux pores est ?l ) cette condition se réduit a

i
Per

- < |Rii|th—€ffl = Da,f (6.36)

Ici Da,§ représente le nombre de Damkholer pour une réaction du premier ordre, celui-ci compare la
vitesse de réaction avec la vitesse de I'apport de masse de soluté par convection. En termes de
physique, cette condition peut survenir si la constante de temps R¥ est strictement positive c'est-a-
dire lorsqu’il existe un processus externe aux réactions chimiques qui, a chaque instant pendant le
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transport, crée de la masse de I'espéce i plus rapidement que celle-ci ne s’évacue par convection. Par
exemple un tel processus pourrait avoir lieu si I'interface solide se dissout au contact du fluide. Les
autres cas R" =0 et R™ < 0 correspondent a une espéce qui respectivement se conserve et se

dégrade par adsorption cinétique du premier ordre. Dans la mesure ou I'étude du cas 7l‘< 0
conduirait a des développements bien trop grands, on choisit de simplement traiter ces deux

derniers cas. Ainsi I’expression sous le radical de U est toujours positive ce qui en fait bien la vitesse

apparente de 'espece i dans le lien. Finalement, comme dans le chapitre 5, en factorisant par U} on

définit la fonction Si(s) = |1 + s afin d’exprimer les débits de masse aux interfaces amont et

. . . i Ul , .Ul
aval du lien en fonction du Péclet apparent Pe?; = 2_;)1 et du Péclet Pe; = j On a donc les
i

i

expressions des débits de masse analogues a celle de (5.62) qui s’écrivent de la maniére suivante

AL

—> Cl|am(s) _ q_z]e—PTell—lCﬂav(s)
Pe®i ~ : 2 Peai -\
sh|— LA sh|— LAY

2 Fics, 16)e™ 3 ¢sh (P PeIRm( - f)) dé

QM) =T 1+

- Poal - xS
sh( > lAi)
i (6.37)
~ at
- , A;ch<PeZ lA;) o
L|av _C[ tlam q t|av
() =7e TQ )+ L —pear |G )
sh{— LA sh|——4;
a
[y Fis e Hla- f)sh<P 2 lAéf)df
+ lXSl

al __
sh <P3 lA;)

Il s’ensuit que le modele de transport réactif dans le réseau de pores résulte de I'application de
I’équation (3.6) dans laquelle les débits sont ceux définis précédemment et les termes de réaction au
sein des pores sont représentés par les fonctions R, , pour p € P, dont chaque composante Rziz est
la vitesse de réaction associée a la production de I'espéece i, et qui dépendent de la concentration
moyenne de chaque espéece dans le pore C_p. Donc dans le domaine de Laplace celui-ci s’écrit de la

maniére suivante : pour chaque espece i € {0, ..., N}
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. b/\— qv, Peplp Al , .
V,Ch(s) + K, (K,Cp)(s) = 2he Pza”l Cpr(5)
B p'p AT
Z,ng s X sh( > Ap,p>
v Pe 1
q..,' _ pp’ A ’
+ Z _z;p e ppl C;,(s)
, peal,
pzp s X Sh( 2p P A;,p>
per , (6.38)

_ out
(szxqp )C L(s)+— (R ) += RP(C )(s)+M”” (s)

Oou Rzl, est la vitesse de réaction effective des espéces dissoutes lors de leur transport a travers les
liens adjacents au pore p; chacune de ses composantes est associée a une vitesse de réaction
effective d’'une espéce et elle s’exprime comme suit dans le domaine de Laplace

Pe?,
sh( 2p pA‘ f)
S Ly X Sp'p

A T Pe-g)
(Rp) = 2f Réq(Cprp) (s, Lypé)e 2

i

>p 0 Petyrp

g; Sh( 2 Ap p
poat (6.39)
~ sh ”’ A‘ (1-9§)
P L

+ Z f Rétq(cpp ) Lppr§e 2 pedl dg Lyp X Spyp!

p=p’ sh( D’ AT )

p'eP 2

oui€{0,..,N,} est I'indice de I'espéce considéré. On précise que chaque composante du vecteur
Cprp (resp. Cy,,) est le profil de concentration d’une espece dissoute dans le lien adjacent aux pores
p et p’ tel que le pore p’ (resp. p) soit en amont. D’autre part, le systéeme (6.38) fait apparaitre le
terme M‘”;, qui est la transformation de Laplace du terme Mi”;, lié a la masse initialement présente

de I'espece i dans le pore p et ses liens adjacents. Par analogie, celui-ci se déduit de (5.71) et s’écrit
dans le cas de ce transport réactif de la maniére suivante : pour chaque espece i € {1, ..., N,.},

e’
C"°(lp'p€)e £ f)sh< ””A‘ f)df
l I S !

i p'p°p'p
p'>p s X sh Pe” A,
p'eP 2 pD
(6.40)
al
cl'° (zpplf)e sh iA‘ S (1—8) |de
V,CL(0

+ Z lpp:Spp + 2P p( )

>p! Pea;’P AL o

Z,—:? s X sh > App,
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N . i|0 ol s e . N . . .
Ou la fonction C;lp, est le profil initial de concentration de I'espéece i dans le lien adjacent aux pores p

et p’ tel que le pore p soit en amont du lien.

Avant de poursuivre le raisonnement, on rappelle les notations issues du chapitre précédent
intervenant dans ce systéme:

. qu, est le débit volumique, par rapport au pore p, dans le lien adjacent aux pores p et p’. De

. ) . sy . v .
plus on a la relation d’antisymétrie Tpp' = Ay »
e ;' et g™ sont les débits volumiques totaux en entrée et en sortie du pore p: ils sont
définis par
in _— v t v v
W = z Gp € = Z pp + 2 z Tp (ext) (6.41)
p'>p pzp’ p>(ext)
p'ep p'eP p'eP

Ou la notation (ext) est un pore correspondant a I’extérieur du réseau.

Pour chaque pore p, le membre de droite du systéme (6.38) se décompose en un terme réactif qu’est

(Rzl,)l + R;,(C_p), et un autre terme correspondant au transport. En effet ce dernier ne dépend pas

des réactions des espéces entre-elles, seul le transport et la dégradation y interviennent (i.e R¥ < 0),
et son expression est exactement celle du membre de droite du modeéle (5.69) dans lequel on a
- - ped’ — L Pex = . .
substitué les coefficients eTA‘ et A' aux coefficients 7eA et A . Par conséquent le modele de

transport dans le domaine temporel nécessite de calculer les transformations de Laplace inverse des
trois termes équivalents et formellement identiques a ceux de (5.73)

K1(s) = e S)
s X sh <Pez AY (s))
A" ch <Pezal AT (s)>

k2 = peat (6.42)
s X sh< ez AY (s)) '

Par conséquent leurs poles se déduisent automatiquement de ceux de (5.73), et en se référant a
(5.77) ces derniers s’expriment de la maniére suivante :

) . D ped!
Z‘|T ={Z°=0}u Zh = _ﬁ n?m? + < > ) n € N* (6.43)
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Finalement, le modéle de transport réactif dans le réseau de pores s’établit en calculant les
transformations de Laplace inverse des termes de (5.69), dont les expressions génériques dans le cas
du transport réactif sont données par (6.42). A I'aide de la décomposition en éléments simples de la

fonctionz € C —» % ((5.81)) et du calcul des résidus des fonctions K qui sont définies pour j €

{1,2,in} par KU(s,t) = KY(s)est avec s € C et ,t € R* ((5.83)). En reprenant les calculs du
paragraphe sur le calcul des transformations de Laplace inverse des termes de la sous-section V.3

R i . L N .
avec I’'ensemble péles Z | ((6.43)), il s’en déduit que les noyaux associés a ce modele sont

Ki© = —— Z( Dn(ZL 20) jzhe
L (Pes Pea‘
S\T2
Pe® )
Ch( +coo . .
, 2 (zi-2z8)
K%2(t) = ol oodl z nZi eZnt (6.44)
sh( > ) n=1 "
h Peal §>
s
Kin (e, ) = 42 Z sin(nmx” )(Z‘ —ZO)( 1)"
' <Pea‘ ) ZL x nm
sh > n=1

et celui-ci s’exprime dans le domaine temporel par le systeme d’équation suivant définie pour

chaque espécei € {1, ..., N, } dissoute :

Pel
qpp p

WCp(®) + Ky (WCh(0)) = 2 (K%, C ) (1)
p'>p
p'eP

q,
+Z “pp’

pzp’
p'eP

_z 2 (Klz p* G )©)

p'~p
p'eP

N

Kll C_;,') (t)

(6.45)

t

(q ut)J ClL (z)dz+J (R}) (z)dz+JR‘ (C (z))
+Min (£)

ou pour chaque espece ila masse créée a chaque instant lors du transport a travers les liens

s’exprime par
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. P
[ @ ar= Y [ (b (Gt vk 0) 0 2000t 1y, x5,

p'>p
p'eP
; (6.46)
Pe p[
+ z f Rfllq Corp(- lp’pf)) *t Klm( 1= 5)) e 2 fdx’ Lpp' X Spp’
pzp’
p'eP

Ou l'opération *; désigne la convolution en temps. Par ailleurs le terme lié a la concentration de
masse initiale de chaque espéce dans le réseau se présente sous la forme

Min () = z f co (1, ,pg)e Fra- ORI (6, x)dx" Ly, Sy

p'>p
p'eP

+Zf ct, (lpplf)e

pzp’
p'eP

. (6.47)

ot (6,1 = x)dx" Ly Sy + V,C5(0)

L'analyse des étapes de modélisation du chapitre 5 a permis de déduire, apres adaptation des
hypothéses sur les aspects réactifs, le modéle de transport de réactif dans le réseau de pores (6.45).
Il ne differe formellement du modele de transport (5.91) qu’a travers I'ajout des termes réactifs

fOt(Rzl,)l(z)dz et fot Rzi, (C_p(z)) dz. Ces derniers rendent compte respectivement de la masse créée

lors du transport a travers les liens de I'espéce considérée et de celle créée dans chaque pore.
D’autre part, le choix de la forme de la vitesse de réaction dans les liens R¥(C;) = R%C} + Rcilq(Cl)
permet d’exprimer analytiquement le profil de concentration dans les liens de chaque espéece en
fonction des parameétres de transport et de réaction d’'une part, et du profil de concentration des
autres especes dissoutes d’autre part. En outre ce cas met en évidence les parameétres de transport

i2 i\2
PRI i D! pe“ . ,
réactifs a travers les nombres Z}, = _ﬁﬂ( +< ) ) pour n €N et i €{1,...,Nc} quon

étudiera plus loin dans ce chapitre. Ensuite le cas ol I'expression des vitesses de réaction est tres
générale se déduit du cas précédent en considérant que pour chaque espece i € {1,...,N,} R% =0
et en remplagant R! q(Cl) par RY(C)). En général (6.32) conduit a une équation mtegrale ce qui
entraine un couplage entre le systeme (6.45) et (6.32).

Finalement peu importe la forme du terme réactif dans les liens, on remarque que le terme Rzl, fait
intervenir I'expression du profil de concentration dans les liens des especes concernées. Par
conséquent si I'on souhaite avoir un modele de transport-réactif dans le réseau décrit uniquement
par I’évolution de la concentration dans les pores ; il est nécessaire d’adapter les hypotheses sur les
phénomeénes chimiques réactifs afin d’exprimer analytiquement le profil de concentration dans les
liens en fonction des parametres de transport réactifs, de la concentration aux extrémités du lien et
de la concentration initiale. Clairement (6.46) montre que le moyen le plus simple pour obtenir une
telle représentation est de considérer que Réq(Cl) = 0, c'est-a-dire qu’il n’y a pas de réaction dans
les liens entre les especes dissoutes, d’oti RY(C)) = RiiCli et Rzl, = 0. Cette hypotheése purement
mathématique mérite quelques éclaircissements sur les implications qu’elle provoque sur le
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processus de transport réactif. Tout d’abord il est curieux de pouvoir considérer des expressions des
vitesses de réaction différentes dans les pores et dans les liens, car celles-ci émanent du méme
processus réactif a I'échelle microscopique. Donc forcément cette différentiation provient d’'un
procédé de moyennisation et/ou d’approximation qui permet de réécrire le terme réactif dans les
liens en tenant compte du régime et des parametres de transport (les temps de dispersion, de
convection et de relaxation). Notamment I'"hypothése de non réaction dans les liens est le cas idéal
de celle supposant que la vitesse de réaction y est négligeable devant la vitesse de transit des
especes dans les liens : c'est-a-dire que le nombre de Damkdhler Da; associé a chacune de ces
réactions vérifie Da; << 1. Sa validité dépend de I'écoulement, de la géométrie des liens et des
especes considérées a travers le flux convectif, le flux dispersif et les vitesses de réactions: on
remarque que plus la longueur des liens est petite plus la vitesse de transit est grande impliquant que
cette hypothese devient de plus en plus pertinente. Cette forte dépendance a ces quantités qui sont
des entrées du modele est un inconvénient, mais on n’est pas capable pour le moment de remplacer
cette hypothése par une autre rendant le modeéle plus général. En attendant, on peut toujours
examiner les implications, en termes de modele, de sa supposition. En effet le fait qu’il ne peut y
avoir de réaction au sein des liens entraine que ces derniers propagent uniqguement la masse dans le
réseau tandis que les pores jouent le réle de réacteurs chimiques ; ainsi le couplage des processus de
transport et de réaction est assurer par I'agencement topologique des éléments du réseau. Quelque
part, on observe un changement de point de vu permettant de voir le transport réactif comme un
processus géométrique défini par la topologie du réseau. Cette derniére analyse conclue ce
paragraphe concernant la détermination des hypothéses sur le modele de réaction permettant
d’adapter au transport réactif, modélisé a I'échelle microscopique par (6.30), les étapes de
modélisation du transport développées au chapitre 5.

Conclusion
Finalement les hypothéses de modélisation des réactions chimiques, induites par les étapes de calcul
du chapitre 5, se résument en I'assertion suivante :

e (HR): Les seuls processus réactifs qui ont lieu dans les liens sont I'absorption sur I'interface
solide et la dégradation des espéces. Ces réactions sont supposées au plus du premier ordre.
Toutes les autres réactions vérifient Da; «< 1.

1.3 Récapitulatif des hypothéses de transport

Cette partie concernant l'analyse des étapes de modélisation, a permis d’élargir le domaine
d’application du modeéle de transport a différentes géométries de liens et de pores, et au transport
réactif. Il ressort des sous-parties précédentes que le modéle de transport, bien qu’établit a partir
des hypotheses (H1), (H2) et (H3), reste valable pour les hypothéses (H1’) et (H2’) qui sont moins
contraignantes ; de plus (HR) garanti I'extension de la méthode d’établissement du modele au
transport réactif. En guise de conclusion de cette partie, les hypothéses sur lesquelles reposent le
modele de transport et de transport réactif sont rappelées :

e (H1'): Les liens sont des cylindres généralisés, i.e de section constante

e (H2'): Il existe une relation entre la concentration moyenne dans le pore et celle sur ses
interfaces pore-lien. En particulier c’est une relation d’égalité si les pores sont des
mélangeurs parfaits (répartition uniforme)
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e (HR): Les seuls processus réactifs qui ont lieu dans les liens sont I'adsorption sur 'interface
solide et la dégradation des espéces. Ces réactions sont supposées au plus du premier ordre.
Toutes les autres réactions vérifient Da; < 1.

Cette partie d’analyse méthodologique, a permis de mettre en évidence un nouveau modele ((6.45))
tenant compte de certains processus réactifs. Son étude est I'objet de la partie suivante.

III Le modele de transport réactif (6.45)

Ce nouveau modele a été déduit du modele sur réseau de pores du transport, en tenant compte des
hypotheses (H1’), (H2’) et (HR), et du modeéle de transport réactif microscopique (6.30). Afin de
faciliter son étude, on I'écrit directement sous forme adimensionnée. Les temps caractéristiques
associés au processus de transport réactif sont d’une part le temps de convection t¢ = %, le temps
caractéristique d’évolution macroscopique de la concentration dans les pores T et d’autre part pour

1
il

chaque espece i € {1, ..., N,} le temps de réaction 7t = le temps de vidange apparent t¥"l¢ et

le temps de dispersion apparent tﬁ, qui dépendent des réactions instantanées d’adsorption, dont
les définitions respectives méritent quelques explications :

e Le temps de vidange : d’apres (6.20) la masse dans le pore p, M,, s’exprime par M,, = VpC_z‘, +
Kélb(l/;,C_z‘,) et puisque par hypothése la fonction K;lb est analytique, cette expression se
réécrit M, =V,(1+ Kélb)C_z‘,+ h(VpC_;,) ol la constante Kélb = (K;Ib), (0) et h(x) =
Kélb(x) - Kélbx. Le choix d’identifier la fonction K;lb a sa dérivée a l'origine provient de la
masse de soluté dans un pore qui sera généeralement tres petite, par conséquent dans M, les
termes d’ordre supérieur a 1 sont négligeables, i.e h(VpC_z‘,) <1 +K£|b)C_},. Ainsi la
concentration dans le pore se calcul a partir du volume équivalent V(1 +K£lb) tenant

compte de I'adsorption s’y déroulant. Finalement dans le cas du transport réactif, le temps
de vidange est

A+ kh .
prti 2 A+ K ) e (14 K") (6.48)
; p* peai \?
e Letemps de dispersion : les nombres Z}, = —= <n2n2 + ( e2 ) ) pour n € N, entrainent

que le temps de dispersion dans ce transport est donné par

o 1? i -
P =— = 1¢” 1+ (6.49)

=

=)

Ces cing temps caractéristiques permettent de définir les quatre parametres sans dimensions

, c
rli — _t
tvrli?

suivant pour chaque espece et chaque lien: le facteur de forme réactif w le Péclet réactif

¢D*
tc’

PeTll = rii —

> .- . . ¢D*
le paramétre de convergence vers le régime stationnaire & - et le nombre de
Damkohler Da} = |Rii|tc_eff = R% x 2 X t° ( on rappelle que le transport convectif entre deux

. . .U
pores se fait a la vitesse effective 5).
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i
Da, Tll

Dans la mesure ol le nombre de Péclet apparent o ne dépend pas de Pe

2
mais de Pe!, on souhaite donc conserver cette dépendance a ce dernier parameétre. Ensuite en

observant que w'! et Pe”l" apparaissent dans le modéle de transport réactif ensemble dans le
ilb ilb
1+K i g i i 1+K
L Pel, on redéfinit donc w' par w* = w —
1

r|i i
ib*
+Kp

produit w'Pe™t = w

ib
14K,

Finalement |'écriture adimensionnée du modele de transport réactif sur réseau de pores est la
suivante : pour chaque espéce aqueuse i € {1, ..., N,}, et chaque porep € P

| h(V,CE(¢%)) - Pell Py .
Chr(e) + =22 = E w,—2Le 2 (K1, 0 ) ()
p 1/1'9(1+K;|b) / pp° ( p'p p)

Pei ’ Pe;)p’
' pp’ - ' j
+ 2 w:  ———e 2 (K‘l*p:p * C;)r) (t)

(6.50)
Pei ’
[ 124 i2% i %
- Z Wy ) (K™ ppr * Cp7) (®)

T(1 1

t* t*
+s <%7 - W> fo Ci*(z)dz + fo R (Cp(@)) dz + Ciim(¢")

. i a ; ap*t o i
out," = £ lout — p—i|b) le terme lié a la concentration initiale C,™* est défini par

NGRS
Vp(1+K,") Vp(1+K),

1 Pe_/
. . _PPHq_ iM% (4% i
Czljln*(t*) — E -fo C;(,)p(lp/pf)e 2 (1 E)Klln (t ,f)df (l.);pl
p'~p

v, >0
TBp
p'eP
Pe

L _pp'y . .
+y fo €O, (€)™ 2 S K (5,1 — £)dE ], (6.51)
p'~p

v ,>0
qppl
p'eP

h(%C5"(0))

+Ci(0) + :
P 1+ K"

On rappelle que Czi,*(t*) =C_;,(Tt*) et les noyaux de convolution intervenant dans ce modéle

adimensionné s’expriment comme suit
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SN2
o pedt t*
itepy = L 1 1 4 &  (=1)"nZn? ‘("2”2+< 2 ))mt
":1n2n2+< 62 )

Pe pect \\ ¢
K (0 _Sh< 2 ) Z nn’ ‘("2”2+<€T> )—
= ol h(Peai > 8r|l peal - <Peai 2€ (6.52)
S =
2 n + ) )
Peal ai 2 *
h|l —— o _ Pe t
) s < 2 f) 2 < sin(nmé) nm(—1)" ("2”2+< 2 ) )srli
Kim(1,6) = ). e

- - + -
b b
a+K" <Pe2“l ) 1+k"&

N
272 + Peal
nem 2

On rappelle que I'hypothese (HR) suppose que pour chacune des espéces i € {1, ..., N,}, les seules
réactions se déroulant dans les liens sont la dégradation linéaire a vitesse R et I'adsorption
instantanée, linéaire, sur l'interface solide de proportion Klilb. D’autre part, en suivant la méthode
développée au paragraphe IV.4 du chapitre 5, le profil de concentration dans le lien vérifie le systeme
(6.30) avec Rflq(Cl) = 0. Ainsi la solution analytique a ce systeme adimensionné s’écrit comme suit :

pour chaque espéce aqueuse i € {1,...,N,},t = 0etx* €]0,1[,ona

Pel

t* ,
Cir(t,x)=ez f Ki e =21 = x) ()™ (2%) - ¢ (0)) dz”
0
—P—elix(l—x*) 2 [y ok ilavx . _« i|lavx *
+e 2 RC = 2,2 (¢ (") - ¢/ (0) ) dz
+00

. ( 2 2 (Peai ) > t*
Pef ., - 2 it
+e2 ¥ Z (C - cB)sin(nmx*) e ) (6.53)

n=1

at i
i sh Pe [(1_x*) i sh Pealx*
Pe 2 . Pe 2 .
et ilamx —Lx(1-x*) ilavx
clem(0) + e 2 S A

+e 2 - i 0
h il h pe) )
S 2 s >
ou CH(t*,x*) = C}(Tt*, Ix*) et le noyau K}* est défini par
S\ 2
ot
Kt x") = _T“Z( 1)"sin(nrx*)(nm)e ‘ (6.54)

Maintenant on peut passer a I'analyse de ce modeéle pour comprendre I'impact des termes réactifs
sur le transport des especes dissoutes.

.1 Analyse du modele de transport réactif

Tout d’abord, on remarque que les processus réactifs se déroulant dans les pores ne change pas la
maniere dont le transfert de masse se passe entre eux. En effet, comme dans le cas du transport,
celui-ci est modélisé par un débit de masse effectif dépendant des noyaux de convolutions Kt et K2
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Y

Tl w!, Pe} et Pe®]. Formellement son expression est identique a celle du

et des parametres &
transport, elle en différe uniquement par la valeur des paramétres : en effet aux noyaux K et K*?

r|i

correspondent les noyaux K! et K2, aux parameétres €' et w' correspondent les paramétres ¢ et

w, aux positions ou interviennent Peli et Pe“f sont respectivement substituées Pe; et Pe;. Ces
correspondances sont valables aussi pour I'expression du profil de concentration dans le lien. Elles
permettent de comprendre qu’il y a une analogie entre le transport réactif, tel qu’il est définit ici, et
le transport, ou les processus réactifs modifient la valeur de ces parametres indépendamment de la
physique du transport. Par conséquent, les analyses développées au chapitre 5 concernant le
transport se transposent en grande partie au transport réactif. La validité de cette transposition en
fonction des parameétres réactifs est étudiée dans la suite de cette sous partie.

Les nombres de Péclet : Pe' et Pe®

Ces nombres caractérisent le régime de transport mais n’ont pas le méme roéle. Cette différenciation
des rbles n’est pas remarquable dans le cas du transport non réactif car Ped' = pe! , mais elle est
bien présente. Pour s’en rendre compte, il faut revenir a I'expression des débits de masse dans le
domaine de Laplace et plus précisément aux expressions des noyaux de convolution ((6.52)) qui ne
dépendent que de Pe?' . Ce nombre caractérise la maniere dont le transport d’une espece se fait
lors de son transfert entre deux pores, il détermine en quelques sortes un régime de transport
résultant du couplage du transport et des réactions en présence. D’autre part le nombre de Péclet
Pet apparait comme un paramétre modulant 'amplitude de ce transfert en fonction du régime de

transport. On rappelle que Ped" est définit par

(6.55)

. i i pii S i i s
Ou Da;* =t° |R”|. On remarque en premier lieu que Pe%" = Pe', donc qualitativement la
présence de réactions entraine I'observation d’un régime de transport plus convectif qu’il ne I'est en
réalité. L'ampleur de cette surévaluation est pilotée par le nombre Ntr! défini par

D
Ntr' = —=3 (6.56)

Il permet d’évaluer I'intensité du couplage du processus de transport et de réaction en fonction du

régime de transport. En particulier lorsque Ntri =0 on a Ped' = pel signifiant que les réactions
n’ont aucun impact sur le régime de transport. Ce cas peut survenir lorsque I'espéce n’a pas le temps
de réagir : soit parce que la vitesse réaction est trés faible, i.e R¥~0, soit parce que la vitesse de
transit dans le lien est tellement grande que I'espéce n’a pas le temps d’y réagir, c'est-a-dire que

i
ea

Pe~ + o ou le transport est purement convectif. Inversement lorsque Ntr' = 4+, on a =

Pet i - . I .
/TDa,l indiquant que le transport est indissociable des processus réactifs. Ce cas survient lorsque

la vitesse de réaction est trés grande, i.e R"~ + o, ou lorsque le régime de transport est trés

dispersif Pe~0. Dans le cas général Pe?" s’exprime en fonction de Ntr' de la maniére suivante
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(6.57)

al

Pe
on constate que

Pel i 1 . . L.
> = \/TDa,l car \/1 + ol = 1. Finalement les expressions équivalentes de

pedt

en Ntr! = 0 et Ntr' = 400 sont ses minimas, et il en converge (resp. diverge) en fonction de

Ntrt suivant la fonction x = v/1 + x illustrée par la Figure 6-2.
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Figure 6-2 : représentation du Péclet apparent en fonction de Ntr*

Le paramétre "'t
Ce parameétre joue exactement le méme role que le parameétre € dans le cas du transport, a ceci pres
que l'expression du temps de dispersion le définissant dépend du processus d’adsorption
instantanée dans le lien. On a

grli — 8(1 + Klilb) (6.58)
Par conséquent €7l > ¢. Ainsi pour chaque espéce, son adsorption retarde I'établissement du
régime asymptotique de transport. Notamment le temps de relaxation est donné, d’apres (5.174),
par

al

7i° ~ tﬁfﬂ <P > < tﬁfn (%) < tﬁfn(()) (6.59)

Ici on voit que le nombre de Damkdhler tend a raccourcir ce temps. Donc les deux processus réactifs
entrent, a priori, en compétition dans la détermination du temps de relaxation, mais au vu des
encadrements précédents c’est I'adsorption instantanée qui borne la valeur de ce temps.

140



Le paramétre o'
w' est le facteur de forme intégrant 'adsorption dans le lien et dans le pore adjacent. Celui-ci s’écrit
comme suit

sia+k"™  @a+k™
= - =W T

b b

LA+K") @A+ K)")

(6.60)

L’équation (6.60) montre que I'adsorption affecte le transport en faisant paraitre le lien et le pore
llb) >SletV,(1+ Kllb) > V,. Ainsi

c’est donc le rapport entre I'adsorption se passant dans le lien et dans le pore adjacent qui mOdIer le

plus volumineux qu’ils ne le sont vraiment. En effet SI(1 + K,

facteur de forme.

Conclusions

L’étude des parametres du transport réactif permet, méme dans ce cas tres simple, d’avoir un apergu
de la complexité qu’engendre ce couplage. En effet bien que le modele de transport reste inchangé,
ce sont les parametres de transport qui portent I'impact des processus réactifs: on a vu que le

régime de transport (voir le paragraphe sur Ped! ) est piloté aussi par les réactions du premier ordre
de type dégradation (ou adsorption cinétique du premier ordre), le temps d’atteinte du régime
asymptotique de transport (voir le paragraphe sur €"!%) s’allonge en fonction de I’ adsorption
instantanée (réaction d’ordre zéro) et le facteur de forme évolue suivant le rapport des volumes
apparents. Quid des autres types de réactions ? C'est-a-dire celles d’ordre supérieur et celles faisant
intervenir plusieurs espéces.

Puisque le modeéle de transport réactif est formellement équivalent au modele de transport, a I'ajout
du terme réactif lié aux pores, I'expression du débit effectif associé au transport réactif se déduit
aisément a partir de celles du chapitre 5. Cela est I'objet de la sous section suivante.

1.2 Débit effectif

Le débit effectif correspond, dans le modele de transport réactif, a la masse transitant entre deux
pores a travers un lien. |l se défini ici pour chaque espece i € {1, ..., N} a partir du bilan de masse,
écrit pour chaque pore, de la maniére suivante

pe?, - z 0l (G C) + R(G) + (6.61)

En se placant dans le domaine de Laplace et par analogie avec le transport, le débit effectif dans le
cas du transport réactif s’écrit d’apres (5.139) de la maniére suivante :

al(s,Dq” = 7" =
TCP, (S) + 765 (S)

DT ()7 (B (5) - €' (o))

Qyr, () =
(6.62)

ol comme dans le chapitre 5 la concentration effective C? est défini comme suit
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pour s € Cet x € [0,1], (6.63)

permettant ensuite de déterminer les concentrations effectives dans les pores

CP'(s) = CP'(s,0)

~Dt D 6.64
Cz?’ () =cP(s, D (6.64)

D’autre part I'expression du coefficient de dispersion effectif est

- (1 +fD<
Dlleff(S) — Di

Pe
2

iy (s)))

(6.65)

Celui-ci dépend des phénomenes réactifs a travers le nombre de Péclet apparent et le nombre de
Damkohler.

Ici encore toutes conclusions concernant le débit effectif, énoncée dans le cas du transport,
s’étendent a ce transport réactif. On passe donc directement a la derniére partie de I'étude du
modele de transport réactif concernant le régime asymptotique de transport.

1.3 Modélisation asymptotique du transport réactif
Le modele asymptotique du transport réactif est déterminé en supposant que ce régime est atteint a
chaque instant dans les liens. Il se déduit du modéle complet (6.50) en faisant tendre le parameétre

€'I" pour tous les liens du réseau. Ensuite, il s’écrit a I'aide de la matrice k' définie a partir de w?, des

: Srigpy_1_ 1 (1 1 Sr2gey — 1 (1 __ 1
fonctions k (x)—Zxxsh(x)(x th(x)) et k (x)—xxth(x)(Zx sh(Zx)) par les formules
suivantes :
( Pei ’ Pe;)p’ Peai ’
pp 5r1 pp'y o v
" _{ —Wppy' —, € 2 X k° (T) Siqy, >0
pp’ T i pel i
Pe 14 pp’ Pea 14
PP - sr1 PPy i,
vp,p' € P,p~p’ oy e 2 XK ) sty 20 (6.66)
Pei 1 Peai ’
i pp 512 pp
kpp = Wpp' — X ko" (T)
p~p'
p'eP
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hVpCy) g X
EE2-, I'écriture du modele de transport

Par conséquent d’aprés (5.183), en posant @(Ci*) = m

réactif en régime asymptotique est la suivante : pourp € P

Pe;, pel,

* dh(C™ ‘ i —+2 i i _
(I+k)—— dc’ + M _ Wpp' Py €2 ci 4 Wy, Pe,n, ez cie
dt* dt* B 2l peal, \ P el Peal N\ P
p'>p p'p sh pp p=p’ p'p sh D
’ 2 p'eP 2

Pel, (6.67)

i i ch %
w,,Pey, L T(1 1 .

-y = i = (== | G

2 l|,T peal , tZlJm t;,out p

€ P2
p'~p p'p sh( pp )
p'eP 2

ou <(I + kl) e + %) est la p — éme coordonnée du vecteur (I + kl) e %, i.e
P
L dc  dhi(c™) dc d}? (c™)
i p
(14K TP Z km’ dt* -+ (1+ k) TS (6.68)

pe?

et la condition initiale de cette équation différentielle est (I + ki)Ci*(O) + i?(Ci*(O)) = Cli"*(o0) :
C™ est un vecteur ol chaque ligne est la concentration dans un pore de I'espéce i dans un pore, et
CU* est un vecteur ol chaque composante est un terme lié a la concentration initiale dans un pore
et ses liens adjacents. Comme dans le cas du transport, bien qu’on soit en régime asymptotique, on
récupere un terme dépendant de la concentration initiale dans les liens. Il s’ensuit que le débit de

. . . , ~*i|oo . .
masse asymptotique effectif au premier ordre, noté Qeflf , entre deux pores s’exprime comme suit

vileff vileff
oop i* o ' [% (4%
Q7 (€)= 22— c%(t)+—””2 ci ) 0
6.69
DI (o) T2 (el e - i ()
pp

ou le coefficient de dispersion effectif, dépendant des réactions se déroulant dans le lien, est donné

Peai /

par

lleff(oo) _ ni
p

o (6.70)

et le débit volumique effectif, dépendant aussi des réactions, est donné par

143



Pe'.
sh —Zp P

pe®,
sh < 2p p)

D’autre part le profil de concentration dans le lien est donné par I'expression ci-dessous :

Pe?! . al
; shl—=t@-x ; sh(PE Ly
Pelx* Pﬁ(l—x*) 2

CH(tx) =e2 . Cl (t*) +e 2 .
l ( Pe“ﬁ am( ) Pe“ﬁ
sh > sh >

Ou [ désigne I'indice du lien considéré, Ct;, et CL;, sont respectivement les concentrations en espéce

vileff

)
qpp, = qppl (6.71)

ckx @  (6.72)

i des pores en amont et en aval du lien.

Comme attendu on n’observe plus la nullité de la somme des coefficients du membre de droite de

(6.67), ni la propriété de convexité pour I'expression (6.72). En effet ces deux propriétés sont des

conséquences de la conservation de la masse lors du transport, qui n’est plus vérifiée des qu’on

suppose que I'espece peut se dégrader. La Figure 6-3 montre le profil de concentration en fonction
. 2Da,

de Ntrt = —FF

i
Pe oy’

Da//(Pe'/2)=0

0.8

i ijgy—
c 05 Da, /(Pe'/2)=1

C/iC

0.4

Da: I(Pe'/2)=10
0.2}

00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/1

. 2Da;t
Figure 6-3 : le profil de concentration dans un lien en fonction de Ntr* = a

Pel
adimensionnée par rapport a la longueur du lien

X .
X =7 est I’abscisse

Elle montre bien I'influence de la réaction associé a la vitesse de réaction R™ a Péclet fixé : plus le
nombre de Damkdhler par rapport au Péclet est grand, plus la masse de soluté est consommée
pendant son transport jusqu’a s’annuler dans les cas extrémes.
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IV Conclusion

Ce chapitre conclue la modélisation sur réseau de pores du transport. On a montré que la
méthodologie élaborée au chapitre 3 et la technique de calcul utilisée au chapitre 5 permettent
développer le modele de transport réactif. L'expression et le comportement de celui-ci sont
extrémement proches du modele de transport non réactif. Ensuite on a montré que ce modele est
valable tant que les 3 hypothéses suivantes sont vérifiées :

e (HY1'): Les liens sont des cylindres généralisés, i.e de section constante

e (H2): Il existe une relation entre la concentration moyenne dans le pore et celle sur ses
interfaces pore-lien. En particulier c’est une relation d’égalité si les pores sont des
mélangeurs parfaits (répartition uniforme)

e (HR): Les seuls processus réactifs qui ont lieu dans les liens sont I'adsorption sur l'interface
solide et la dégradation des espéces. Ces réactions sont supposées au plus du premier ordre.
Toutes les autres réactions vérifient Da; «< 1.

Clairement ces hypothéeses sont peu contraignantes, ce qui rend le domaine d’application du modeéle
extrémement large, notamment dans le cas de réseaux de pores issus de matériaux géologiques dont
I'architecture peut présenter une grande hétérogénéité.

Maintenant que lI'étude compléte de ce modeéle est terminée, on peut considérer quelques
applications numériques.
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Chapitre 7 : Résolution numériques-Applications

Les chapitres de 3 a 6 ont permis de développer de nouveaux modeles de transport dans les réseaux
de pores, plus généraux que ceux présents dans la littérature (chapitre 2), et d’en analyser les
expressions en fonction des parametres de transport. Leurs applications a des problémes concrets de
transport de soluté dans les milieux poreux nécessitent de développer une méthode numérique
permettant de suivre I'évolution de sa concentration dans le réseau de pores. En effet, le modele
général de transport est un systeme d’équation de Volterra dont la méthode résolution numérique
choisie conduit a un systeme discrétisé qu’il est nécessaire d’analyser. Cette étude est, d’'une part
mathématique ol I'on s’assure que la solution du systéme discrétisé conserve bien la positivité de la
concentration et qu’elle converge bien vers la solution du modele. D’autre part, elle est numérique
car I'application d’un tel modele est pertinente si son temps de résolution est acceptable tout en
restant précis et s'il présente de meilleurs résultats que les modeles issus de la littérature (chapitre
2). Par ailleurs, une autre application concerne la mise a I'échelle des parametres de transport
comme le tenseur de dispersion effectif dont la connaissance permet de simuler le transport du
soluté a I'échelle macroscopique. On montre qu’avec ce modele ce parameétre s’obtient a priori,
c'est-a-dire sans calculer la courbe de restitution, ce qui est un gain de temps énorme surtout dans
les cas ol le transport se fait lentement comme c’est le cas en absence de convection.

Ce chapitre s’organise en cinq parties. La premiere partie traite de I'existence et de I'unicité de la
solution de systéme. Puis la deuxiéme partie qui comprend I'essentiel de ce chapitre, concerne la
méthode de résolution numérique et son analyse. Viennent ensuite les troisieme et quatrieme
parties dans lesquelles on examine respectivement la comparaison du modele général de transport
et le modeéle asymptotique sur des réseaux de pores en cascade et les aspects de mise a I'échelle,
notamment avec la méthode de calcul du tenseur de dispersion. Enfin la cinquiéme et derniére partie
traite de la résolution du transport réactif a I'aide du modéle développé dans le chapitre 6.

I Existence et unicité de la solution du systeme de
transport

On rappelle que le modéle établie au chapitre 5, se présente comme un systéme d’équation de
Volterra défini comme suit :

_ 1 Peprp 1 _ 1 _Pepy! 1 _
PEP, GO = ) some b (Klyy s Cp) O+ ) some™ 2 (Kl < Cp)(®
p>p PP p=p' = PP’
p'eP p'eP

(7.1)

1 2 — 1/1 1 t__ in
_Z 27 ,K ppl*Cp(t)‘l‘E W—W f Cp(Z)dZ-i-Cp )
p'~p pp 14 14 0
p'eP
ou
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1 Pe_/
1 _ 0 * PP p(l_ *) i * *
CM(t) = E J;) Cp,p(lprpx e 2 x K;:,’p(t,x )dx* w,

p
p'>p
p'eP
L Pemg,f ' o (7.2)
+ z f Cpp,(lpprx*)e 2 CK™(t 1 —x")dx" wpy + C,(0)
pzp' °°
p'eP

En considérant que P = {1, s Npore}, ce systéme se réécrit sous la forme matricielle suivante :

t
C(t) =C™(t) + f K(t —2)C(2)dz (7.3)
i :

ouC = (Cy, ""’CNpo‘re)t est le vecteur colonne des concentrations moyennes dans chaque pore et le
noyau K est la matrice de dimension Np,re X Npore pour laquelle les composantes K,,,,r pour 1 <

P, p" < Npore sont définie par

(1 Peyrp 1 )
| T 2 K y,t) sip">p
_ ) ) ,
th;p,e 2 Ky (t) sipzp
(7.4)
j " Ky (1) ! K? (t)+1 ! !
StP =D, 8pp =_z—v p'p S\ 7in ~ jout
pT~p ZTpp’ z tp' tp"
p'eP

Les conditions d’existence et d’unicité ainsi que la régularité de la solution de cette équation
dépendent des propriétés d’intégration et de régularité des fonctions K™ et K. Les composantes du

noyau K sont des fonctions possédant une singularité en a l'origine (Annexe C), et sont

L
vt
indéfiniment dérivables pour t > 0. Le noyau K™ est continu et est indéfiniment dérivable pour t >
0. On est en présence d’un systeme d’équations de Volterra faiblement singuliéeres. La solution d’un
tel systeme est continue et indéfiniment dérivable pour t > 0. Ce systeme admet une unique

solution (Kershaw, 1982).

I1 Méthode de résolution numérique du transport

Les techniques de discrétisation des équations de Volterra faiblement singuliéres sont I'objet d’une
littérature abondante (e.g. Brunner et al.,1988 ; Baker 2000). Celles-ci entrent dans la catégorie des
méthodes de collocations dont le principe est de décomposer la solution discrete du systeme (5.129)
sur une base de fonction, dont le choix dépend de la régularité de la fonction et des propriétés de
convergence de cette solution vers la solution continue.

1.1 Détermination du schéma d’approximation

Le probléeme (5.129) est défini sur I'intervalle [0, T;]. On considére le sous-intervalle [0, T¢[ qui est
subdivisé en N intervalles de la forme [t,,t,41[ pour n €{0,...,N—=1} ou 0 =¢t, <t; < <
ty-1 < ty = Tf. Ensuite pour une fonction continue f définie sur [0, Tr] a valeur dans RNpore | on
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définit son approximation fV de la maniére suivante: pour chacune de ses composantes p €
{li-wNpore}

N-1

BO=) @l ©,  te0T] 75)

n=0

ou ap est un nombre pour p € {1,.., Npore}, n €{0,..,N — 1} et 1, . . (¢t) est I'indicatrice de
I'intervalle [t,, t,41[. Cette approximation signifie que les composantes de la fonction f sont
approchées par des fonctions étagée. D’autre part, on sait que toute fonction continue est
approchable par des fonctions de ce type. Ensuite la fonction fV approche la fonction f aux points t,,
pourn € {0, ..., N — 1}, appelés aussi points de collocation. Par conséquent

() = f(tn) ne{0,..,N—-1} (7.6)
C’est-a-dire
a;l = fp(tn) ne {0: ---:N - 1} P € {L--vaore} (7.7)

Cette approximation est qualifiée d’Euler explicite. De la méme maniére on définit I'approximation
d’Euler implicite pour laquelle on considére le sous-intervalle |0, T] qui est subdivisé en N intervalles
de la forme |t,, tp41] pourn € {0, ..., N — 1}. Cette discrétisation conduit a définir les coefficients ay
de la maniere suivante

ag = fp(tn+1) nef{0,...N—-1}p€ {1:--:Npore} (7.8)

Une derniére discrétisation consiste a définir I'lapproximation £V sur chacun des intervalles |t,,, tp41[
pour n € {0, ..., N — 1} comme une combinaison convexe des discrétisations de type Euler explicite
et implicite, et aux points de collocation t,, pour n € {0, ..., N — 1}, fN(t,)) = f(t,). Donc fV est de
la forme

N-1 N
PO = @i O+ ) FEe®,  tE[0,T] 79)
n=0 n=0

ou les coefficients a; sont définis par

a} = (1 — @) fy(tn) + anfy(tns1) (7.10)

et les nombres a,, vérifient 0 < a,, < 1. Cette méthode appelé de Crank-Nicholson, généralise les
deux précédentes dans la mesure ou elle interpole la discrétisation entre I'explicite (a, = 0) et
I'implicite (a;, = 1) sur les sous-intervalles |t,, 1]

1.2 Ecriture du schéma numérique

Dans la mesure ol le schéma de type Crank-Nicholson couvre ceux de type Euler, le schéma
numérique sera écrit pour lui, les deux s’en déduiront en prenant respectivement pourn =20 a, =0
et a, = 1. Le systeme (5.129) dépend de produits de convolution, il est souhaitable dans un premier
temps d’établir la discrétisation d’un produit de convolution d’'un noyau quelconque avec la
discrétisation de type Crank-Nicholson d’une fonction a valeur réelle. Soient K un noyau de
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convolution, K~V sa primitive s’annulant en 0, f une fonction étagée de type (7.5) et de coefficients
(7.10) alors

t

K * (O = f K(t — $)f(s)ds

Slt 1 tn+1

Z(l—an)f(tn) j K= s+ (1=, (). f Ke-sas
ng—1 tn+1 "

+ Z tnf (tns) j K(t - $)ds + an f(tn11) j K(t - 5)ds

tn,

ou n; est I'indice de I'intervalle comportant la valeur t, c'est-a-dire tel que t,, <t < t, 4. Ensuite

en réarrangeant les termes des sommes, |'expression (7.11) devient

ng—1 tnt1 tn
K+HO =Y | a-a) f K(e=s)ds+any | K(e=5)ds | F(en)
n=1 th-1
+(1- ant)f(tnt) JK(t —s)ds + antf(tntﬂ) JK(t —s)ds (7.12)
tnt tn,
tn,
+(1 —ay)f(ty) f K(t—s)ds + ap, - 1f(tnt) f K(t —s)ds
tnt 1
Enfin a I'aide de la primitive K, notée ici K&D ona
tn41
J K(t—s)ds =KDt —t,)— KVt —t,4,) (7.13)
tn

et

t

fK(t —s)ds = KCD(t —t,,)

tn,

(7.14)

car KCD(0) = 0 par hypothése. Ainsi en intégrant (7.13) et (7.14) dans (7.12), cette derniére
expression peut se réécrire sous la forme d’une convolution discrete de la forme

ne

K+ O = Y KO () + Rn, (0) (7.15)

n=0
ou le reste Ry, dépendant du temps, s’écrit
Rnt(t) = antK(_l) (t - tnt)f(tnﬁl) (7.16)

et les matrices {K}™~"(t) sont définies par
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(1 - ap) (K<-1>(t —t,) — KDt — tl)) sin=0

(1—an )KCV(t - ty,) sin=n,

(K (e) = { +tn 1 (KOD(E = t,a) = KO (E = 15,)) (7.17)

(1= @) (KED(E = ) = KED(t = tyyy)) sil<n<nm,—1
(et (KD = ton) = KOV~ 1)

Finalement on applique les formules (7.15) et (7.17) aux convolutions intervenant dans le systeme

(5.129), ou la discrétisation de la concentration dans chaque pore € P, i.e G, ',

1

N-

—N

Gy (6) = = )Gy (tn) + Ty (tns)) Lty a1 (©)
n=0

N
2 () 1161 (©

(7.18)

joue le réle de f et les noyaux correspondants K;p, et ij, joue le role de K. Donc la discrétisation

de ce systéme aux points de collocation s’écrit

Pe I L ne-n -
peP, Cplty)= Z z T {Ka, )" ()T ()
n=0p’'>p
p'eP
e 1 Pe__/

__pp ng—n -
+ZZW,6’ SRy} )G (6

N p'EP (7.19)
1 ng—n R
_Z Z 207 (Ko} @G
n=0p~p PP’
p'eP
ng
1/1 1 e ]
+§ <t7 B tOut> Z{l}nc—n (tnt)Cp (tn) + CILJn (tnt)
p p n=0

ng—n ng—n
N .. 1 2 — ’ . T
oUu les coefficients {Kp,p} (tn,)s {Kp,p} (tn,) et {1}™7"(t,,) s'expriment a l'aide des
formules (7.17) de la maniére suivante (pour simplifier les notations on omet I'indexation par rapport
aux pores) :

(1 — ap)(ty — to) sin=10
ng—n - — in =
t
{1} (tn ) ant—l(tnt tnt—l) stn nt (7.20)
(1- an)(tn+1 - tn) + an—l(tn - tn—l) silsn<n,—1

Puis les noyaux discrets associés a K1 et a K2 sont respectivement
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((1 —ay) <K1 (_1)(tnt —ty) —K*' (_1)(tnt - t1)> sin=0

-1 ,
B ®An,—1 <K1 ! (tnt - tnt_1)> sin=n;
K () = 4 (7.21)
(1-ay) <K1 e, ) -k (e - tn+1)> sil<n<n -1
-1 (-1
+ay_q <K1 ! (tn, — tn-1) — K* ! (tn, — tn)>
Et
((1 —ay) <K2 (_1)(tnt —ty) —K? (_1)(tnt - t1)> sin=0
-1 ,
- An,—1 <K2 ! (tnt - tm—l)) sin=n;
2t _
K2} () = (7.22)

(1-a,) (KZ (_1)(tnt —t,) — K? (_1)(tnt — tn+1)> sil<n<n,—1

+an—1 <K2 v (tnc - tn—l) - K? (_1)(tnt - tn))

ou les primitives des noyaux K1 et K2 sont par hypothése nulles en 0, et leurs expressions sont

-1 .. .
) et KZ( ) s’écrivant comme suit :

p I® _ 2.2 N Pe\?\ t
K1(—1)(t)= tpe +4Lz (-1D)" n?n 2<1_e <n2”2+(2))tD>
sh(—) Pe =i, 5 . (Pe)?
2 nem +(T)

. . (-1
données respectivement par K?!

) (7.23)
[{2 (_1)(t) _ ch (PT:e) t N %-‘-z n2m? _ (1 _ e_<nznz+(%)2)t%>
sh (7) n=1 <7’l27'[2 + (%) )

A noter que sous cette forme, on s’apercoit que ces fonctions sont positives. De plus en rappelant
que les noyaux K et K? sont positifs, ces fonctions sont croissantes. Finalement, I'expression

discréte (7.19) se réécrit de maniére condensée sous la forme d’une convolution discréte de la
maniere suivante :

Cltn) = Y ANt )C(t) + C™(tn,) (7.24)
n=0

ou pour 0 < n < ng, les matrices A™t ™" sont définies par :
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(1 Peprp L e »
2tY e ? {Kp'p} (tnt) sip" >p
p'p
1 _Pepy e ' ’
- v € {Kpp’} (tn,) sip=p
A n(t ) =4 thp’
e 7.25
1 2 ng—n 1 1 1 S ) ( )
B Z Ztv ! {Kpp,} (tnt) + E tW - tout {1} t (tnt)s p = p
p'~p PP p p
p'eP

0 sinon
Ainsi la valeur de la concentration dans les pores a I'instant tn, vérifie le systeme linéaire suivant :

nt—l

(I - Ao(tnt))f(tnf) - z Ant_n(tnt)ﬁ(tn) + Cin(tnc) (7.26)

n=0

ou I correspond a la matrice identité. L’équation (7.26) constitue le schéma numérique de résolution
de la concentration a chaque instant, a partir de la connaissance de la valeur de concentration aux
instants antérieurs. A partir de 13, il est nécessaire de s’assurer, d’une part, que la solution discréte
existe a chaque pas de temps et, d’autre part, qu’elle converge bien, en fonction du nombre de
points de collocation, vers la solution continue du systeme (7.1).

1.3 Existence et convergence de la solution discrete

Pour que le schéma numérique (7.26) soit acceptable, il faut que la solution de ce systéme existe a
tous les points de collocation et que cette solution converge vers la solution continue du systeme
(5.129). Avant de traiter ces deux questions, on réécrit ce systtme a la maniere d’'un schéma
numérique : on définit pour0 < n < N,

e (C"=(CP .. C )laconcentration dans tous les pores du réseau a l'instant t,, ,
1 Npore n

e pour0 < k < n, les matrices
' ‘ Ank = An=k(t) (7.27)
o (}'=C"(t,) est le vecteur lié a la concentration initiale dans les pores et leurs liens
adjacents.

Avec ces grandeurs, le schéma de résolution numérique s’écrit, a chaque instant ¢, pour 1 <n < N,
en fonction de la concentration aux instants précédents de la maniére suivante :

n—-1
(I—AYCM = > Ar-kCk 4 clr (7.28)
k=0
Existence de la solution discrete
Pour chaque pas de temps t, la solution discrete vérifie le systéme (7.28) qui est linéaire, matriciel,

de matrice (I — A9) et de second membre Y721 A7=*Ck + Ci". Donc la solution discréte existe si la
matrice du systéme, (I — A9) est inversible. Celle-ci s’écrit
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1 Peprn Y o
T2 ¢ {Kp’p} (tn) sip'>p
pl
1 _Pepp! 0 . ’
2t ¢ 2 {K;p’} (tn) sip=p
— A0 = pp’
’ An)pp 1/1 1 (7.29)
1+ Z 2t” pp (tn) _§<t7— t"“f> {13t sip=p’
p e?
0 sinon

L’analyse de la structure de cette matrice renseigne sur I'inversibilité de celle-ci :

o Propriété 1: Tous les coefficients non diagonaux de cette matrice sont négatifs tandis que

ceux se situant sur la diagonale sont positifs. En effet, on rappelle que puisque les noyaux K*

_1)

-1
et K? sont strictement positifs, leurs primitives respective Kl( et Kz( ) sont

croissantes ; par conséquentpour0 <k <l <n <N,

Kty =t -k TVt —t) >0

. _ (7.30)
K2 D(t —ty) — k2! 1)(tn—tl)>0 _
De plus par définition de t*, tg** et {1}°(¢,), ona t3** <t et {1}°(¢t,) = 0, donc
1< 1 1 )
—=—==- {13°(t,) =0 (7.31)
2\en gt

e Propriété 2 : Cette matrice est a diagonale strictement dominante i.e pour toutp € P

|U _A%)pp’| > z |U _A%)pp’|

(7.32)
p#p’
Cette propriété résulte de I'inégalité suivante sur les noyaux de convolution
1 2
K[ <K (7.33)
Ainsipour a, b,t € [0, Tfinqi], aveca < tetbh <t
b b
f|K1 (t—s)|ds<JI('2 (t —s)ds (7.34)
a a
D’ou
k' Pt -a) -k P -n) <k Pe-a)- k2P -b) (7.35)
et
110 270
K} <{K'}® (7.36)
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La propriété 2 entraine que cette matrice est inversible et avec la propriété 1 cette matrice est
monotone c'est-a-dire que les coefficients de son inverse sont tous positifs ou nuls. Finalement la
solution du systéme discret (7.28) existe a tous les pas de temps de I'intervalle de définition de celui-
ci.

Convergence vers la solution continue

La convergence du schéma numérique consiste a s’assurer que la solution numérique calculée a
partir de la résolution de (7.28) a chaque pas de temps converge vers la solution exacte du systeme
(5.129). Cela revient a montrer que

~ ~Nn
max|C(t,) = C"lleo a0 0 (7.37)
Pour ce faire, on décompose cette différence entre la solution exacte et la solution numérique a
I'instant t,, de la maniére suivante

C_'(tn) —-C" = (C(tn) - C_An(tn)) + (C_An(tn) - En) (7.38)

ou la premiere différence constitue I'erreur de consistance elns = €cons(tn) (avec econs(t) =
C(t) — C," (t) ) tandis que la seconde est I'erreur de stabilité e, = Cy' (t,) — C™. D’abord d’aprés
(7.18) et (7.19), a linstant t,, on a la relation (7.26) pour la fonction en escalier C_An. Ainsi, par
différence, I'erreur de stabilité a I'instant t,, vérifie la relation

n-1
- Ao(tn)) e;ltab = Z An_k(tn) e;ctab (7.39)
k=0

Ensuite pour des raisons de stabilité, on considere que le premier pas de temps se fait par un schéma
de type Euler-implicite ce qui signifie que dans le schéma de Crank-Nicholson a I'instant t; on a @y =
1. Ce choix impose que la matrice A™(t,,) = 0 a chaque instant, et la relation (7.39) devient

(I - Ao(tn)) esltab =0

n-1

(1= A(t) eliap = ) A™(ta) el (7.40)
k=1

Et puisque que la matrice (I - Ao(tn)) est inversible (voir le paragraphe précédent) alors e, = 0
et de proche en proche el ,, =0 pour n > 1. Finalement, le schéma converge si I'erreur de
consistance tend vers 0 lorsque At tend vers 0. Il est immédiat que cette erreur est nulle car, par
définition de 5, Cx' (t,,) = C(t,,). Donc le schéma numérique converge vers la solution du systéme
et pour déterminer cette vitesse de convergence il est nécessaire de trouver une majoration en
fonction de At de la différence entre la solution exacte et celle approximée. Par différence de (5.129)
par (7.26), on a aprés réarrangement des termes,
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1 Py ) 1 _Peyy 1
econsp(t) = 2 2V e 2 (K p'p* econsp') )+ Z 2V ,e 2 (K pp' * econsp’) ®)
p>p PP pzp’ PP
p'eP p'eP

(7.41)

1 2 1/1 1 t
) p’Zp Ztgp' Ko Ceonsp ®+ 2 @ - @ Jo eConsp(Z)dZ

p'eP

ol pour chaque porep € P, efons représente I'erreur de consistance en fonction du temps. Ainsi sur
chaque intervalle [t;,, t,,+1], par dérivabilité de la solution exacte sur tout I'intervalle de définition

econsy ()] < (1 = @) [Ty (8) = Ty (ta)]| + @n[ Gy (£) = Cp (s

< —

<ae, max G O (7.42)

< M:At

N — n n __ - ’ .
ou M, = omax Mcp et Mcp = te[gnn%:l(ﬂ]wp (t)|. Il s’ensuit que
pEP

(71
f K(t, — S)eqons(s)ds| < M-MgAt (7.43)
t

ol My = My, et My, = fttn"“ K?,,/(tae — s)ds. De (7.43) on déduit que I'erreur de

max

osnsnt-1
p.p'€P

consistance est du premier ordre; de plus I'écart maximal entre la solution exacte et la solution

approché vaut MMy At.

1.4 Analyse et optimisation du schéma numérique

Le schéma numérique (7.28) est un systéme linéaire dépendant de I'instant considéré, et son second
membre Y121 An-kCk 4+ Ci* est un vecteur dont la taille croft linéairement en fonction du nombre
de pas de temps. Ces deux propriétés dérivent directement de la discrétisation des produits de
convolution du systéme (5.129). Cette croissance entraine d’emblée que, plus le nombre de pas de
temps de temps est élevé, plus le temps de résolution de chacun d’entre eux est grand. Il est donc
nécessaire d’élaborer une méthode afin de limiter cette croissance.

Analyse des noyaux et calcul des convolutions

Pour cela on choisit de tirer profit de la forme des noyaux de convolution qui sont des séries
d’exponentielles décroissantes convergeant vers leur premier terme. On sait d’apres le chapitre 5
((5.174)) qu’il existe un temps T dépendant de chaque lien et de I'erreur d’approximation, tel que
pour tous les temps t > 7%

|K(t) = K(+)| < nK(+0) avec K(+0) >0 (7.44)

Par conséquent les noyaux respectent les encadrements

K(4+00) < K(t) < (1 +n)K(+o0) si K(t) = K(4+)

(1—mMK(+o) < K@) <K(+®)  si  K() > K(+») (7.45)
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Ainsi I'expression du produit de convolution (7.11) avec un tel noyau se transforme comme exposé
dans (7.46): par (7.44), on distingue le cas t —s < 1%, i.et—1° <s,ducast—s=>71%, iet—
T® >, etennotant t; =t — % et n.(t) le grand entier tel que t, (1) < t; <ty (p)+1-

tn‘r tr
(K= = f K(t —s)f(s)ds + f K(t —s)f(s)ds
0 tne(t)
tnp()+1 t
+ J K(t —s)f(s)ds + J K(t —s)f(s)ds
tr tnf(t)+1
ne(t)—1 tnt1 n(t)-1 tn+1
= Y A-adf@) [ KCe=9ds+ Y afun) [ K- s)ds
n=0 tn n=0 tn
tr tr
+(1 = an, ) f () f K(t = $)ds + tn (o) f (tn,(0)+1) f K(t —s)ds
th(® tne(t)
the(O+1 thr(O+1
+(1 = an, ) f () f K(t = 5)ds + ttn (o) f (tn,(0)+1) f K(t —s)ds
te te
ng—1 tnta ng—1 tnt1
£ A-adf) [ KE-sds+ anf(tnsr) [ K (= s)ds
n=n(t)+1 th n=n;(t)+1 th

t t
+(1 —ant)f(tnt) JK(t—s)ds+antf(tnt+1) JK(t—s)ds

tn; tn;

Puis en intégrant la condition (7.45) dans (7.46) , on obtient pour I'approximation des noyaux (7.47)
en fonction de I'erreur n

nq(t)—1 nq(t)—1

K= DO~KGEDAEN| D A= adf ) =)+ D nf ta)tnrs — ta)
n=0 n=0

+K (+00) (1 £ 1) (tr = taye)) (1 = @ny0)f (tne0) (o) f (Enrcere1) )

thr()+1 the(0)+1

+(1 - anr(t))f(tnr(t)) f K(t - S)dS + anr(t)f(tnr(t)"'l) f K(t - S)dS
tr tr

ng—1 tny1 ng—1 tny1
£ A= af(e) f K@E=s)ds+ Y anf(tue) f K(t - s)ds
n=n;+1 tn n=n;+1 tn

t t
+(1 —ant)f(tnt) fK(t—s)ds+antf(tnt+1) fK(t—s)ds

tng tng

Puis en réarrangeant les termes, I'expression analogue a celle du cas général ((7.12)) est déduite de
(7.48). Elle montre que la discrétisation de la convolution a I'aide de la condition (7.45) approche
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correctement (7.12) dés que 1 < 1, de plus I'erreur commise est de 'ordre de 1. D’un point de vue
pratique, il est intéressant de constater que la précision numérique d’'une machine empéche cette
derniére de distinguer deux nombres possédant une erreur relative de 1071° (en double précision).
Ainsi pour un choix de 7 = 1071 'approximation (7.48) est numériquement une égalité. Finalement
Iinsertion du temps intermédiaire t; entraine une modification des coefficients pour t < t, dont
I’expression ne dépend plus de la valeur temporelle du noyau mais simplement de la longueur du pas
de temps entre deux instants consécutifs et de la valeur finale du noyau.

(K * f)(8) = K(+0)(1 £ ) (1 — ao)f (t)(t1 — o)

nq(t)—1

HKGD)A 1) D (= @) tnss = ) + Gnoa(tn = tno))f ()
n=1

+K (+00) (1 £ 1) (@ny(er-1(tny(e) = tngcr-1) + (1 = ) (tr = ) ) f (Enscoy)

thr()+1

+ ((1 = (1) tf K(t - S)d5> f(tnev)

th()+1
+<K(+oo)(1 ) (tr — to) + f Kt —s)ds |an o f (tn,t)+1)

tr
/ tnp(t)+2 \
(7.48)
+1 (1- anf(t)+1) f K(t —s)ds f(tn.,(t)+1)
\ tnp(t)+1 /
ng—1 tnta tn
+ z (1-ay) f K(t - s)ds + ay_, f K(t —s)ds | f(ty)
n=n;(t)+2 tn tn-1
tng t
+| an,-1 f K(t — s)ds + (1 —ant) JK(t—s)ds f(tnt)
tnt—l tnt

t

+| an, fK(t—s)ds f(tnt“)

tn;

Comme pour (7.12), (7.48) s’écrit sous la forme d’une convolution discrete composée d’'une somme
associée aux variations du noyau et d’une autre rendant compte de son uniformité.

n.(t)—-1

K+ O =K@ £ ) {1t ) (t)
n=0

"t (7.49)
£ Kt )f(6) + RO
n=nq(t)
ou on rappelle que d’apres (7.20),
- (1 —ag)(t; — to) sin=20
13 (¢t ={ . 7.50
{ } ( ) (1 - an)(tn+1 - tn) + an—l(tn - tn—l) silsn< nr(t) -1 ( )
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Ensuite, en notant K1 la primitive de K telle que KCD (0) =0, on ad’apres (7.48)

K(+0)(1 £ n)an t)-1(tn, ) = tn,t)-1)
+K (+0)(1 £ Man,)-1 (1 = tny)) (tr = tno(o) sin = n(t)
+(1 = an, ) (K(_l)(t —t) —KD(t - tn‘r(t)‘l'l))
{K3" () =4 (7.51)
K(+00)(1 £ m)(t; = tn ) @n.t)
n (K<—1)(t —t) — KCD(t - tn.,(t)+1)) tn.(6) sin=n.(t)+1
\"‘(1 - anf(t)+1) (K(_l)(t - tnf(t)+1) — KV (t - tnf(t)+2))

Puis d’aprés (7.17)

(1—an, )KV(t —t,) sin=n;

a1 (KOO (t = tymy) = KCD(t = t,))

{K}™(t) = 4
(1—ay) (K<—1)(t ) — KD (e — tn+1)) sin(®+2<n<n -1 (7.52)

ey (KD = tog) = KED(E~ 1)

Enfin le reste {R}™(t) est défini comme dans (7.16). Cette décomposition en une partie variable,
appelée aussi transitoire, et une partie constante, appelée stationnaire, permet de borner en
fonction de 7% le nombre de termes apparaissant dans cette premiére et de calculer itérativement la
seconde. En effet en notant At,, ) = ty_(£)+1 — tn,(r) ON Observe que

Too S t - tn.,(t) < Too + Atnf(t) (7 53)

Or T est un nombre fini et At, () est borné, par conséquent t — t,, (1), I'intervalle sur lequel le
noyau est transitoire, est borné indépendamment du temps t donc il se décompose en un nombre
fini de pas de temps, dont la valeur est définie par

m(t) = n; —n (t) Sit =ty (7.54)
m(t) =n;—n(t) +1 sit#ty, '
et est encadrée par
mme () < m(t) < m™n(t) (7.55)
ol m™* et m™" sont les nombres de pas de temps pour parcourir 'intervalle t — ty,(r) avec

respectivement le pas de temps minimum dtmin et le pas de temps maximum dtmax. Ainsi la
convolution discrete (7.15) s’exprime en fonction de m(tnt) en remplagant la valeur de n.(t) a I'aide
de (7.54) pour donner (7.56). A noter que la deuxiéme somme de cette expression peut se réindexer

entre 0 et m(tnt) en appliquant le changement de variable k = m(tnt) —ng +n.
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nt—m(tnt)—l

KsHO=KGE=)A£n) > (1))
n=0

ne (7.56)
O T (6 () + Ry

n=ng—m(tyn,)

Sous cette forme le calcul de la partie transitoire de la convolution nécessite de calculer m(tnt) +1
termes et ce nombre d’apres ce qui précéde ne dépend que de la taille des pas de temps, tandis que
la partie stationnaire se calcule a partir de celle de n’importe quel pas de temps antérieur. En effet
pour t' <t, n, (tnt,) — 1+ ny donc {1}"f_”(tnt) = {1} ™" (tnt,) pour n < n, (tnt,) ce qui
implique (7.57),

Ne(tn,)—1 Ny (tn,)—1 nf(tnt,)—l
Y W) = ) W)@+ Y (T (b, ) f@E) (757
n=0 n=nf(tnt,) n=0

En particulier si n;s = ny — 1 alors n,(tnt) =n; (t"t') + 1 et en notant la partie stationnaire de

cette somme comme suit

n‘r(tnt)—l
7.58
S (tn,) = z (e (60,)f (tn) (7.58)
(7.57) devient n=0
Snum(tnt) = {1}nt_(nr(tnt)_1)(tnt)f (tn‘f(tnt)—l) + Snum(tnt—l) (7.59)

Schéma numérique optimisé
La discrétisation des produits de convolution de (7.28) par (7.56), (7.58) et (7.59) permet d’écrire le
schéma de résolution numérique a chaque instant t,, pour 0 < n < N de la maniére suivante :

e Si0<n<m,(t,) le schéma numérique s’écrit comme (7.28) a savoir

n-1
— A0\ — n—-kFk in
(I—-Ap)C AR7*C* + G (7.60)
k=0
e Sin = m,(t,) le schéma numérique de résolution s’écrit de la maniére suivante
(I —A%)C_'n — bﬁrans + b2 + Criln (7.61)
ou
n-1
ptrans — Ag—kc‘k (7.62)
k=n-my(tn)

ou birans est appelé la partie transitoire de la convolution discréte et by la partie
stationnaire de la convolution discréte. De plus m,.(t,) = prg;gomp’pr(tn) ou my, v est le

nombre de pas de temps a partir duquel les noyaux de convolution associés aux pores p et p’
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valent numériquement leur valeur finale. Ensuite d’aprés (7.59) la partie stationnaire de la
convolution discrete se calcule de la maniére suivante

bg® = {1}A*C° (7.63)
b = {1}n—(n—mr(tn)—1)(tn)AOOC‘n-mr(tn)—l +b®
ou

(1_a0)(t1_t0) Sln=0
(I =—ap)(tpe1 —t) Fan_1(ty, —th_q) sil<n<n;(t)-1 (7.64)

e = {

Et la matrice A® est la matrice correspondant au transport stationnaire de premier ordre.
Son expression se déduit de celle de M® définie au chapitre 5 (5.187), par la relation A® =

1 . b . . R
;M‘” et qui permet d’écrire, en (7.65), cette matrice en fonction des temps caractéristiques

de transport.

( Pe‘plp
! c ip' >pet p' #
SLp bet p p
thlp h<Pep p)
_Peppl
1 e 2 > et b
o N Stp=p etp p
App’ = 2tpp sh (Pezpp ) (7.65)
Pe_r
pp
1Ch<2)+T<1 1).,
- ——=- sip'=p
p'eP

Finalement cette procédure permet d’obtenir un second membre dont le nombre de termes est
majoré en fonction de la taille du pas de temps. On est donc assuré que le temps de calcul de la
solution a chaque instant est majoré indépendamment du nombre de pas de temps nécessaire pour
I"atteindre.

1.5 Conclusion

Dans cette partie on a exhibé un schéma numérique de résolution dont la solution converge vers la
solution du systéme. Ensuite I'analyse des noyaux a permis de traiter le probleme d’efficacité
numérique que posaient les produits de convolution dont la discrétisation conduisait au calcul d'un
nombre croissant de termes en fonction du nombre de pas de temps. Ainsi le temps de résolution de
la solution par le schéma optimisé doit étre bien plus faible que celle du schéma complet avec une
erreur de I'ordre de 1 ((7.47) et (7.48)). Pour utiliser un tel schéma il est nécessaire de vérifier cette
assertion en pratique, et c’est le premier objectif de la partie suivante concernant les tests
numériques.

Il Tests numériques

La modélisation du transport sur réseau de pores a abouti a plusieurs modeles dont I'étude a été
effectuée dans le chapitre 5 et dans le chapitre 6 pour les aspects réactifs. Pour comprendre leurs
spécificités en termes de transfert de masse au sein du réseau, il est nécessaire de les mettre en
ceuvre sur des réseaux simples qui permettent de limiter les effets dus a la topologie. Ainsi tous les
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tests sont réalisés sur des réseaux de type cascade; la Figure 7-1 (ou Figure 5-3) est une
représentation d’un tel réseau. lls présentent la particularité de supprimer les effets topologiques et
ainsi de rendre les résultats obtenus plus facilement interprétables, en particulier dans les cas limites
(Pe grand ou petit). En effet le transport de masse se fait suivant uniquement un chemin qui relie
tous les pores entre eux. L'incompressibilité de I'eau impose que la vitesse est constante dans les
liens.

Figure 7-1 : Schéma des cing premiers pores d’un réseau de pores en cascade ol les cylindres et les
spheéres représentent respectivement les pores et les liens. Le pore rempli en damier est le premier
pore.

Par conséquent, les conclusions résultant de la résolution du transport sur ce type de réseau
concernent uniquement le schéma numérique et la morphologie du réseau. Ensuite, I'impact de la
morphologie du réseau est étudié en considérant cette propriété homogéne sur tous les éléments,
c’est-a-dire que tous les pores possedent les mémes caractéristiques géométriques et il en est de
méme pour tous les liens. Les tests qui sont faits dans cette partie concernent, d’'une part, la
comparaison entre le schéma numérique complet et le schéma optimisé et, d’autre part, la
comparaison des modéles de transport entre eux. A noter que la méthode présentée s’accorde avec
n’importe quel réseau structuré ou non.

.1 Comparaison schéma complet et schéma optimisé
L’efficacité de la procédure d’accélération nécessite d’étre vérifiée suivant deux critéres qui sont

e a) la pertinence de la méthode de détermination a priori du temps de relaxation 7,° du
systéme et du nombre de pas de temps du régime transitoire m,.(t;,)

e D) I'évaluation du gain de temps induit par cette procédure et sa mise en perspective avec la
précision numérique de la solution obtenue.

a) Temps de relaxation t;° et du nombre de pas de temps transitoire m,.(t,,)

Le temps de relaxation du systéme étant le maximum des temps de relaxation des liens, il est donc
suffisant de réduire sa comparaison entre sa valeur théorique et sa valeur numérique sur un seul
lien. On rappelle que I'expression analytique du temps de relaxation 7%, pour chaque lien est définie

par
%~ ¢D 1 (E) (7.66)
2
ou 7 est I'erreur entre le noyau et sa valeur finale et f" est la fonction

vx € RY, f1(x) =

2m2sh(x) ) (7.67)

(m? + x2) xIn <nx(1‘r2 + x2)ch(x)

La Figure 7-2 (ou Figure 5-8) est la représentation du temps de relaxation, redimensionné par rapport
au temps de dispersion, en fonction du nombre de Péclet c'est-a-dire la fonction f". Les calculs sont
fait pour n = 10715 qui correspond a la précision numérique d’un machine en double précision. On
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constate que les valeurs numériques se situent sur la courbe représentant I'expression analytique
signifiant que (7.67) est une bonne expression du temps de relaxation en fonction du nombre de
Péclet.

o
[3,]
T
1

¢ 3 4 5
Pe (Péclet)
Figure 7-2 : représentation du temps de relaxation en fonction du nombre de Péclet. L’axe des
ordonnées est redimensionné par rapport au temps de dispersion. La représentation analytique de

cette fonction a I'aide de (7.67) est donnée en trait plein et les cercles sont les valeurs numériques de
cette fonction pour certains Péclet obtenues en résolvant numériquement le probleme (7.44).

Finalement a partir de cette expression le nombre de pas de temps transitoire est encadré par

7% T%®
< <
[dtmaxJ Flsmty) < ldtminJ +1 (7.68)

ou dtmax est le pas de temps maximum et dtmin le pas de temps minimum.

b) Comparaison des schémas numériques optimisés avec le schéma complet

Ces tests numériques sont effectués pour la propagation d’un pulse de concentration a travers un
réseau de pores homogeénes comportant 10 pores placés en cascade. Tous les pores ont le méme
volume et les liens sont identiques (méme section et méme longueur), la vitesse du fluide dans le lien
est arbitrairement prise a 1. Les caractéristiques du réseau sont décrites a travers les différents
temps qui entrent dans le modeéle de transport :

Temps de vidange : t¥ = 107 3s

Temps de dispersion : t? = 107%s

Temps de convection:t€ =1s

On a donc un régime de transport dispersif car Pe = 1072 et le temps de relaxation est donné par
T =10"2 X f1(5 x 1073) = 3,57 x 10~ 2s ot = 1075, Enfin les simulations sont faites sur 10*
pas de temps de dt = 0.1 s, soit un temps de simulation de 103 secondes. Dans ce premier test on
étudie I'impact sur le temps de résolution, du nombre de termes présent dans la somme transitoire
du second membre du schéma numérique. Ce nombre est constant car le pas de temps |'est, c'est-a-
dire que m(t,;) = m. La réalisation de ce test consiste a effectuer le méme calcul pour différentes
valeurs de m, et en particulier pour le schéma numérique complet on a m = 10%. On sait que la
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valeur optimale de ce nombre dépend du réseau a travers le temps de relaxation. Cependant le
temps de résolution ne dépend que de la valeur de ce nombre et du nombre de pores. De plus
d’apres le paragraphe I1.4, pour un réseau donné, le choix d’'une valeur de m impactera la précision
de la résolution numérique. Celle-ci est discutée dans un deuxiéme temps, cependant, par

anticipation, on peut dire que théoriqguement pour m = l;—tl +1=1 ((7.68)) la précision est de

I'ordre de n =10"1 ((7.48) et (7.49)). Ainsi sur le réseau déterminé plus haut, les temps de
résolution en fonction de la valeur de m sont valables pour tous les réseaux comportant 10 pores.
Les résultats des simulations sont synthétisés dans le Tableau 1 ol le gain de temps est défini par la
formule

temps calcul schéma complet oum = 10* (7.69)

Gain de temps = — —
temps calcul schéma optimisé pour m =x

Temps de calcul Gain de temps
10000 pas de temps

Schéma complet ou m = 10000 13,5 heures 1

Schéma optimis¢ m = 100 17,5 minutes 46

Schéma optimis¢é m = 50 8,5 minutes 95

Schéma optimis¢ m = 10 2 minutes 405

Schéma optimis¢ m =1 30 secondes 1620

Tableau 1 : récapitulatif des temps de calcul et du gain de temps du transport
dans un réseau 1D homogeéne ot t” = 1073s,t? = 1072%s,t¢ = 15,7%° =
3,57 X 1072s..

Le Tableau 1 révele que le temps de calcul entre le schéma complet et le schéma optimisé chute
drastiqguement. Comme on pouvait s’y attendre, plus la valeur de m est petite, plus le gain de temps
est important. En particulier le schéma optimisé est au minimum 46 fois plus rapide que le schéma
complet lorsque m est 100 fois plus petite, et au maximum 1620 fois plus petit rapide lorsque m est
10* fois plus petit. On constate donc que 'optimisation du schéma est essentielle pour utiliser le
modele de transport (5.129) et ce type de résolution de maniére opérationnel. A noter que, d’une
part le choix de la valeur de m est indépendant du nombre de pores et, d’autre part, que la taille du
systeme numeérique croit linéairement avec le nombre de pores, par conséquent les résultats
concernant le gain de temps sont transposables a des réseaux de plus grandes tailles.

Le but du second test est de montrer que pour une simulation donnée, on peut déterminer la plus
petite valeur de m pour laquelle le schéma optimisé est équivalent, en termes de précision, au
schéma complet. C’est le schéma optimisé optimal. La valeur de m, pour le réseau qui a été choisi est
(0]
T

m= lEJ + 1 = 1. La Figure 7-3 montre I’évolution de I'erreur entre la solution issue du schéma

complet et celle issue du schéma optimisé optimal dans le premier pore, le pore au centre du réseau
et dans le dernier pore.
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Figure 7-3 : évolution de I'erreur entre les solutions des deux schémas numériques dans les pores 1, 5
et 10 lors du transport d’un pulse de concentration dans un réseau 1D homogéne ol tV =
10735,tP =107%s,t =15, = 3,57 X 107 %s .

Comme prévu théoriquement par (7.48) et (7.49), 'erreur est de 'ordre de p = 10715,

Conclusion

Ces deux tests permettent d’affirmer que le schéma numérique optimisé optimal est bien plus rapide
que le schéma complet et que suivant sa précision, prédéterminée par la valeur de 7, il en est un
parfait substitut. Dans toute la suite on utilisera donc uniquement ce schéma pour des valeurs
optimales de m correspondant a une erreur valant n = 10715, soit la précision numérique de la
machine.

1.2 Conservation de la masse

La conservation de masse est la propriété principale qui détermine I'admissibilité d’un schéma
numérique concernant le transport : lors d’un transport non réactif de masse, celle-ci se conserve.
Par ailleurs on sait que, par construction, le modele sur réseau de pores est conservatif. En effet on a
supposé d’une part que les débits de masse entrant et sortant d’'un pore a travers une interface
pore-lien sont opposés et d’autre part qu’ils sont continus a ces interfaces. Par conséquent aucune
masse n’est stockée au niveau de ces derniéres. Ensuite cette propriété est valable tant que les
fonctions d’évolution de la concentration dans les pores sont bornées. Elle s’applique donc aussi bien
au modele continu qu’au schéma numérique : par construction, la discrétisation du systeme de
transport (5.129) consiste a moyenner la solution sur chaque intervalle de temps, ce qui en fait une
fonction étagée et bornée (Il.1 et 11.2). On peut noter que ce schéma numérique est conservatif quel
gue soit la taille du pas de temps. Pour illustrer cette assertion on trace les courbes de restitution
cumulées du transport d’un pulse de concentration sur un réseau cascade et on s’assure que toute la
masse initialement présente est récupérée a la fin de la simulation dans le dernier pore qui sert
d’exutoire.

Le réseau choisi est homogene, comporte 10 pores et ses temps caractéristiques du transport sont :
e Tempsdevidange:t" =1s

e Temps de dispersion : t? = 107%s
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e Temps de convection: t¢ = 1071 s

On a donc un régime de transport dispersif car Pe = 10~ ! et le temps de relaxation est donné par
7° =107t X f1(5 x 1072) = 3,57 x 10~ 2s ot = 107>, Enfin le temps de simulation est de 100
secondes. Les courbes de restitution cumulées pour dt = 1073s, dt = 10™%s et dt = 10~ !s sont
données dans la Figure 7-4.

—dt=0.001
+ dt=0.01
x dt=0.1

CiC.

0 10 20 30 40 50 60
Temps

Figure 7-4 : Courbes de restitution cumulées pour dt = 10735 (trait plein) , dt = 10725 (points) et
dt = 1071 (croix).

On constate que les courbes de restitution cumulées se superposent et montrent que le résultat
obtenu en sortie du systeme est indépendant du pas de temps. En particulier il n’est pas nécessaire
de choisir dt < T et on peut directement chercher la solution relaxé en prenant dt > t%. La
conséquence est que le terme transitoire n’est plus nécessaire et donne m = 1. Ensuite en fin de
simulation elles atteignent et se stabilisent a la valeur 1 signifiant que 100% de la masse initialement
présente dans le réseau a été récupérée, ce qui confirme bien que la conservation de la masse est
valable indépendamment de la valeur du pas de temps.

On remarque que cette illustration de la conservation de masse du schéma numérique reste vraie
pour tous les sous-modeles discrets. En effet depuis le chapitre 5, on sait qu’en faisant tendre les
parametres sans dimension que sont Pe, w et € vers 0 ou 4o, il est possible de déduire les sous-
modeles convectif, dispersif et asymptotiques. En particulier cette remarque entraine bien d’une part
que les schémas asymptotiques sont valables uniqguement lorsque &~0 et d’autre part qu’ils sont
conservatifs. Pour comprendre, en premiere approche, leur impact sur transport de masse, on
compare la courbe de restitution cumulée du modele asymptotique du premier ordre avec celle du
modele complet. Ces deux courbes sont tracées dans la Figure 7-5.
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Figure 7-5 : Courbes de restitution cumulées issues du modeéle général et du modéle asymptotique.

On observe que la courbe de restitution cumulée correspondant au modéle asymptotique est au-
dessus de celle correspondant au modele général. Ensuite I'écart entre ces courbes est faible en
début de simulation ; le moment ou 100% de la masse est sortie du réseau est approximativement le
méme pour les deux simulations ; enfin I'écart le plus important a lieu entre ces deux moments. Il
apparait que le schéma asymptotique accélere le transfert de masse entre le premier pore et le
dernier pore, et que cette accélération est d’autant plus grande que la concentration dans les pores
du réseau est forte. L'approfondissement de ce comportement est I'objet du paragraphe suivant
concernant I'’étude du domaine de validité des modeles asymptotiques.

1.3 Etude numérique des modéles asymptotiques

Le chapitre 5 a permis d’exhiber les modeles de transport en régime asymptotique. On sait qu’ils sont
valables dés que le paramétre ¢ est proche de zéro. Contrairement au modele général, les noyaux de
convolutions les définissant sont indépendants du temps, par conséquent la discrétisation des
convolutions ne contient pas de partie transitoire. Ainsi la résolution numérique peut se faire avec le
schéma optimisé ou m = 1, ce qui permet d’avoir un temps de résolution minimum (Tableau 1). Cet
avantage doit étre mis en perspective avec la précision de la solution numérique qui se dégrade
lorsque la contrainte € << 1 n’est plus vérifiée. Plus précisément, cette condition se détaille de la
maniére suivante : il existe £™%* tel que 1 < & < ™™ et £ « 1, pour lequel les modeles
asymptotiques sont valables pour 0 <& < &™%* et inadéquat dés que &> &M%, Donc la
détermination d’un ordre de grandeur pour £™%** permet d’avoir un critére de sélection des modéles

. . s tP e e s .
asymptotiques. Ensuite on rappelle que le parametre ¢ = se définit a partir d’un temps T

caractérisant I'évolution macroscopique du systeme dont la valeur est laissée au choix du
modélisateur en fonction de la connaissance qu’il a du systéme. Or cette évolution est pilotée
intégralement par le changement de concentration au sein des pores. Par conséquent T est corrélé a
un temps caractéristique de I'évolution de la concentration dans les pores qui est par défaut, dans le
cas du transport non réactif, le plus petit temps de vidange des pores. Finalement les modéles

. . tD s
asymptotiques sont valables si 0 SsSsmax~t—v « 1. Ainsi d’apres I'étude des noyaux de

convolution en fonction de ce paramétre (chapitre 5 paragraphe V.3) les modéles asymptotiques
sont équivalents a celui du premier ordre. Avec ces spécifications, I'objet des tests numériques de ce
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paragraphe est de comprendre ce qui différencie le transfert de masse en régime asymptotique de
celui en régime transitoire. En conséquence les tests numériques consistent a comparer sur plusieurs
réseaux les solutions numériques obtenues a partir du modeéle général et des modeles
asymptotiques, pour en déduire leurs domaines d’équivalence et étudier leurs différences. Les tests
numériques sont effectués sur trois réseaux homogenes de 10 pores pour lesquelles la résolution
numérique de I’évolution de la concentration est faite a I'aide du modele général et du modele
asymptotique du premier ordre, pour différents pas de temps. On rappelle que, d’apres ce qui
précede, les modeles asymptotiques sont équivalents a celui du premier ordre, la correction du
second ordre étant négligeable ; ainsi le choix de travailler uniquement avec ce modele asymptotique
du premier ordre se justifie complétement. De plus le fait qu’il soit le modele limite lorsque le
parametre € tend vers 0 permet de mieux marquer les spécificités du transport de masse en régime
asymptotique. Les paramétres morphologiques des réseaux sont donnés dans le Tableau 2 , leurs
temps caractéristiques de transport sont donnés dans le Tableau 3 et les parameétres sans dimension
de transport sont décrits dans le Tableau 4.

Volume des| Longueur lien [Surface section

pores (enm3) | (enm) (enm?)
Réseau 1 10714 1075 10710
Réseau 2 10715 1075 10710
Réseau 3 10715 10~* 10710

Tableau 2 : Caractéristiques morphologiques des réseaux

Régime Dispersif | Temps de [Temps Temps Temps

(Pe = 0.1) vidange (en s) |dispersion |convection [relaxation
(en s) (en s) (en s)

Reseau_ 1 1 1072 1071|357 x 1072

Reseau 2 1 1071 1 3.57 x 1071

Reseau 3 1 1 10 3.57

Tableau 3 : temps caractéristiques de transports

Pe W £
Réseau 1 0.1 1071 1072
Réseau 2 0.1 1 1071
Réseau 3 0.1 10 1

Tableau 4 : parametres sans dimension des réseaux
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Comme dans les tests numériques précédents, on transporte un pulse de concentration au sein du
réseau. Pour chacun des trois réseaux on porte sur un graphe les courbes d’évolutions de la
concentration dans les pores 2, 5 et 10 et sur un autre graphe les courbes de restitution cumulées
(au pore 10). Les graphes sont donnés a chaque fois pour le modele général et pour le modele
asymptotique.

T
* Asymptotique Pore 2
= Asymptotique Pore 5
0.25 #  Asymptotique Pore 10 T

—— Général Pore 2

—— Geéneral Pore 5

0.2

== Général Pore 10

£
O 0.15

(&)
0.1

0.05

0 5 10 15 20 25 30
Temps (en s)

(=}

Figure 7-6 : courbes d’évolution de la concentration dans les pores 2, 5 et 10 issues du modele
général et le modele asymptotique pour Réseau_1

0.8 o —Général a
s ---Asymptotique

n
~,

C/C.

0.4} / L

0.2 7 i

00 10 20 30 40 50 60

Temps (en s)

Figure 7-7 : courbes de restitution cumulées issues du modéle générale et du modele asymptotique
pour Réseau_1

Les Figure 7-6 et Figure 7-7 compilent les résultats de la simulation effectuée sur Réseau_1. Elles
montrent que les courbes d’évolution de la concentration dans les pores et les courbes de restitution
cumulées sont quasiment superposées. Ainsi le transport de masse dans ce réseau en régime
asymptotique se fait de maniere similaire a celui en régime transitoire. Finalement les parametres du
réseau entrainent que la concentration dans les pores varie suffisamment lentement pour considérer
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que le régime asymptotique de transport dans les liens est toujours atteint. Comme attendu cette

conclusion est en accord avec la valeur du paramétre e = 1072 « 1.

—Général Pore 2
—Général Pore 5§
—Général Pore 10
+ Asymptotique Pore 2
* Asymptotique Pore §
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Figure 7-8 : courbes d’évolution de la concentration dans les pores 2, 5 et 10 issues du modeéle
général et le modele asymptotique pour Réseau_2
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Figure 7-9 : zoom sur les premiers temps des courbes d’évolution de la concentration dans les pores

2, 5 et 10 issues du modele général et le modéle asymptotique pour Réseau_2
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Figure 7-10 : courbes de restitution cumulées issues du modele générale et du modele asymptotique
pour Réseau_2

La Figure 7-8 montre que les courbes d’évolution de la concentration, issues de la résolution du
modele asymptotique different de celles obtenues avec le modele général. Les courbes d’évolution
possedent une phase de croissance correspondant au remplissage du pore et une phase de
décroissance correspond a sa vidange. En régime asymptotique les phases de croissance et de
décroissance sont plus rapides, donc les pores se remplissent et se vident beaucoup plus vite. Le
maximum de concentration est obtenu plus tot et est plus élevé. En effet en régime asymptotique le
flux de masse a chaque instant se conserve le long du lien (voir chapitre 5), par conséquent la masse
sortant d’un pore est égale a celle rentrant dans le pore suivant. Ainsi, s’il se vide plus vite, son
suivant se rempli plus vite donc le maximum de concentration de ce dernier est atteint plus tot.
Enfin, par conservation de masse puisque le support de la courbe est plus petit alors le maximum est
automatiquement plus élevé. En zoomant sur les premiers temps (Figure 7-9) on constate que la
masse arrive plus vite dans chacun des pores en régime asymptotique, ceci est aussi une
conséquence de la conservation du flux de masse le long des liens a chaque instant. Finalement le
modele asymptotique accélére le transport de masse au sein de ce réseau. Cette conclusion s’illustre
bien par le graphe de la Figure 7-10 montrant les courbes de restitution cumulées : on constate que
le réseau se vidange plus vite avec le modéle asymptotique. Enfin, en reprenant la valeur de € =
101 « 1, on s’apercoit que pour cette valeur le régime asymptotique de transport dans les liens

n’est jamais atteint invalidant le modéle asymptotique.
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Figure 7-11 : courbes d’évolution de la concentration dans les pores 2, 5 et 10 issues du modéle
général et le modele asymptotique pour Réseau_3
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Figure 7-12 : courbes de restitutions cumulées issues du modele général et du modele asymptotique

Les Figure 7-11 et Figure 7-12 regroupent les résultats de la simulation effectuée sur Réseau_3. Les

observations et les conclusions dans ce cas sont identiques a celles concernant les simulations sur
Réseau_2 (Figure 7-8, Figure 7-9 et Figure 7-10). Dans ce cas les différences sont bien plus marquées.
Cependant elles sont en conformité avec la valeur de € = 1 qui n’est pas négligeable devant 1, donc

on savait a priori que le modéle asymptotique était inadéquat dans ce cas.

La Figure 7-13 montre sur un méme graphe les courbes de restitution cumulées, issues du modéle

asymptotique, pour les trois réseaux. On observe que celles-ci se superposent. Pour comprendre les
implications de cette observation, il est nécessaire d’exhiber les parametres mis en jeu. En régime

asymptotique, les temps caractéristiques sont les temps de vidange tV, de dispersion t? et de
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. e . . . tP tP
convection t¢ permettant de définir deux paramétres sans dimension que sont Pe = ye ete = w (ou

t€ . . PP . . . .
w= t_v)' Ici on travaille donc avec Pe et ¢ car, par définition des réseaux, le Péclet est identique pour

les trois réseaux ; ils different par la valeur de ¢ allant de 1072 & 1. Par conséquent, le fait que les
courbes de restitutions se superposent, entraine qu’en régime asymptotique le transfert de masse
est principalement piloté par le régime de transport quantifié par Pe. Cette indépendance vis-a-vis
de € ou w signifie que le temps caractéristique d’évolution de la concentration dans les pores est le
temps de vidange ; car dans ce cas le modele de transport asymptotique, adimensionné par rapport
a tY, s’écrit uniqguement en fonction des nombres de Péclet. Ensuite le fait que dans notre cas les
trois réseaux possédent le méme temps de vidange entraine qu’ils sont équivalents vis-a-vis du
modele asymptotique.

1 Y
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0.8r + Réseau_2| |
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Figure 7-13 : courbes de restitution cumulées issues du modéle asymptotique pour Réseau_1,
Reseau_2 et Réseau_3.

Ces tests numériques établissent d’une part que le temps caractéristique d’évolution de la
concentration dans les pores est bien corrélé au temps de vidange, et d’autre part que le domaine
d’équivalence entre le modéle général et les modéles asymptotique se situe pour 0 < £ < 1072 soit
£Ma* = 1072, Lorsqu’ils sont mis en défaut soit & > 1072, ces derniers accélérent le processus de
transport en limitant les effets capacitifs des liens qui sont responsables du ralentissement du
transfert de masse dans ceux-ci.

.4 Conclusion

Les tests numériques ont montré la pertinence du modele de transport général pour résoudre le
transport masse dans les réseaux pores. En effet on a développé un schéma numérique conservant la
masse lors du transport. Si les expressions permettant la détermination de la concentration dans les
pores sont assez lourdes, leur optimisation permet de faire chuter les temps de calculs tout en
gardant une précision numérique choisie a priori. Ensuite on a montré que la validité du modeéle
dépendait des caractéristiques du réseau a travers la condition € < 1072. Son utilisation dans des cas
non appropriés conduit a une surestimation de la vitesse du transport de masse au sein du réseau. Le
réseau utilisé dans ces tests est simple : les volumes des pores, les sections et longueurs des liens et
la vitesse de transport U sont identiques. Cela permet de n’avoir qu’une seule valeur de chacun des
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trois temps caractéristiques qui sont les temps de vidange des pores, des temps de dispersion et de
convection dans les liens et ainsi de mieux pouvoir comparer les trois phénomenes qu’ils sous-
tendent. Dans un réseau de pores quelconque il existera une multiplicité des valeurs, a chaque
couple pore-lien sera associé une valeur de temps de vidange et a chaque lien une valeur de temps
de convection et de dispersion. L'étude précédente sur un réseau quelconque semble difficile a
mener mais on peut sans doute estimer que c’est pour chacun que la comparaison des trois temps
qui doit étre faite. La contrainte la plus forte donne le pas de temps, le nombre de termes a adopter
pour le schéma optimisé et la condition de validité du modele asymptotique.

IV Mise a l’échelle

L'intérét majeur des réseaux pores résident dans leur aptitude a suivre I’écoulement sur un volume
porale important et notamment de la taille du VER. Ainsi ils rendent possible le calcul des propriétés
effectives d’un milieu poreux relativement a un processus. Dans le cas du transport réactif, ces
propriétés macroscopiques sont la porosité, la vitesse d’écoulement de Darcy, la perméabilité, le
coefficient de dispersion et les vitesses de réactions. La suite traite du calcul de ces grandeurs en
utilisant 'approche développée dans les chapitres précédents

VA1 Préparation de I'échantillon de milieu poreux

Certains de ces paramétres macroscopiques ne sont pas scalaires mais sont des vecteurs ou des
tenseurs. Donc leur calcul nécessite certaines hypothéses sur la forme de I’échantillon et sur la
méthode de résolution. Les propriétés macroscopiques vectorielles possedent au maximum 3
composantes, une par direction. Leurs calculs dans une direction nécessite de considérer que les
bords de I’échantillon sont orthogonaux a cette direction ; ainsi ces bords sont paralléles entre eux et
ils définissent les faces d’entrée et de sortie du réseau dans cette direction. En particulier le calcul
dans les trois directions de I'espace entraine que I'échantillon tient dans un parallélépipede rectangle
(Figure 7-14).

Figure 7-14 : schéma d’un réseau de pores, représentant un échantillon de milieu poreux

D’autre part les tenseurs considérés sont du deuxieme ordre, donc ils s’identifient a des matrices de
taille 3 X 3. Pour réduire le nombre de calculs, on suppose que les tenseurs sont réduits a leur forme
principale, c'est-a-dire que seuls les coefficients diagonaux sont non nuls. Pour obtenir une telle
forme, le calcul du tenseur dans une direction nécessite de supposer que les liens (ou les pores) reliés

174



a I'extérieur du réseau (ou de I’échantillon) sont uniquement situés sur les faces d’entrée et de sortie
associées a cette direction. On bouche artificiellement les liens reliés a I'extérieur dans les autres
directions. A noter que les calculs de cette partie s’étendent sans probléme a des tenseurs de forme
qguelconque.

V.2 La porosité
La porosité ¢ d’un échantillon de milieu poreux modélisé par un réseau de pores se calcule a partir
du volume des pores et des liens. On a

_ Yper Vo + 2iec Vi

Vmilieu

(7.70)

ou on rappelle que V, pour p € P et V; pour | € L sont respectivement le volume du pore p et du
lien l. Viitien €St le volume de I’échantillon.

V.3 Vitesse d’écoulement macroscopique

Le modele sur réseau de pores de I'écoulement incompressible a été établi au chapitre 4. Une fois sa
résolution effectuée, on a acces aux valeurs des vitesses d’écoulement et des débits dans tous les
liens du réseau. La vitesse d’écoulement macroscopique est un vecteur a trois composantes
correspondant aux directions de I'espace. On en déduit le débit a travers les surfaces délimitant

I’échantillon. Le débit moyen du fluide dans la direction € {1,2,3} @}, traversant le milieu poreux, est

Q7 = Z q = Z UiS, = Z @ = Z Ui, (7.71)

I>out—i I>out—i in—-i>l in—-i>l

donné par

ou la notation I > out — i (resp. in — i > [ signifie que le lien [ est relié a la face de sortie (resp.
entrée) du réseau dans la direction i pour I'écoulement. Ensuite la vitesse moyenne en entrée (resp.
sortie) du réseau dans la direction € {1,2,3}, Uii” (resp. Uiout) se calcule de la maniére suivante
m O Q7
Ut =—" et Ut = —— (7.72)
out .
SF 5

ol S/™ et P4t sont respectivement les surfaces des faces d’entrée et de sortie du réseau dans la
direction i € {1,2,3}. Dans le cas ou S/ = S?“ on note ces vitesses U;, et le vecteur vitesse s’écrit
U= (U, Uy, Us)"

V.4 Tenseur de perméabilité intrinseque
Le tenseur de perméabilité intrinséque est la capacité du milieu a laisser passer un fluide dans
chacune des directions. On note

ik 00
k=0 k, 0 (7.73)
0 0 ks

Pour son calcul on suppose qu’a I'échelle macroscopique, I'écoulement est régit par la loi de Darcy.
Ici elle s’exprime comme suit :

(7.74)
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ou U est la vitesse de Darcy, u est la viscosité dynamique du fluide et P la pression totale dans le
fluide. On suppose qu’a I'échelle macroscopique le gradient de pression est constant, donc pour i €
{1,2,3}

pout _ pin

VP) = ——— 7.75
(VP),=—1 (7.75)
ou PPUt et PL-"” sont les pressions respectives sur la face de sortie et d’entrée dans la direction i et L;
est la distance dans cette direction entre ces deux faces. Finalement

Ui UiL;

k-: — =
i #(Vp)i H

Piin _ Piout (7.76)

IV.5 Le tenseur de dispersion
Le tenseur de dispersion quantifie I'étalement de la concentration du soluté au sein du réseau. On le

note D et son expression se décompose de la maniére suivante

N — (7.77)
D =D, +D;

ou D,,, correspond & la dispersion au sein du réseau dii uniquement 3 la diffusion moléculaire et D,
correspond a celle di a I’'hétérogénéité des vitesses d’écoulement au sein du réseau.

Ce tenseur se calcule a partir de la courbe de restitution dans la direction i, notée BC ;, qui dans le
cas des réseaux pores se définit de la maniéere suivantes : pourt = 0,

BCT;(t) = Z q;’(out)c_p(t) (7.78)

p>(out—i)

Ou p tel que p > (out) correspond aux pores de sortie du réseau, c'est-a-dire les pores tel que le
débit q,, (5 dans le lien qui les relie & une face extérieur soit positif. Une fois cette courbe calculée
on peut déterminer le coefficient de dispersion en la comparant a la solution analytique du transport
convectif-dispersif. Une possibilité est de rechercher les paramétres de la solution analytique
permettant de minimiser une fonction de I'écart entre ces deux courbes. A noter que I'expression
(7.78) suppose que le débit de masse sort du réseau est purement convectif, ce qui empéche
d’utiliser cette formulation dans le cas olU la vitesse de Darcy est nulle, i.e U=0. En vérité
I’expression générale de la courbe de restitution est

BCT;(t) = Z max(QS*:~%, 0)
p~(out—i)

(7.79)

ol qut—i

dans la direction i. D’aprés I'annexe D son expression nécessite de déterminer la valeur de la

est le débit de masse a l'interface aval du lien se situant sur la face de sortie du réseau

concentration dans le pore artificiel permettant de définir les conditions aux limites de transport. On
rappelle que dans le cas d’un débit de sortie purement convectif, on considére que le lien de sortie
est de longueur négligeable et que la concentration dans le pore artificiel est égale a celle dans le
pore du réseau adjacent a ce pore ; ce qui revient a déplacer la surface de I'échantillon sur les sorties

176



des pores se vidant par cette surface. Dans ces conditions Q'™ = a (out)C_p et on retrouve

I’expression (7.78). Dans le cas général I'expression Q;“t‘l dans le domaine de Laplace est

P Pe i,
v Pe —_— v A h(ﬂA ] ) .
out—1 _ W'y Zr'v AP'P = dp'p . p'p © 2 PP (ext)
Q = e 2 Cp(s) + 1 C, 7 (s)
P 2 Pepry —\ P 2 Peyrp — P
Sh (TAplp) Sh (TAplp) ( )
Pe_; 7.80
PPy Pe,r _____
fol Clexty p(Lpyp x")e 2 (- )Sh< zp . Ap’pX*) dx” o
Pe,r p'p°p'p
sh (% Ap’p)

Dans le domaine temporel, ce débit peut étre négatif ou positif, par conséquent max(QS”t_i, 0) est
le débit de masse sortant du réseau dans la direction i. Afin de s’assurer que le débit est toujours
positif, c'est-a-dire qu’aucune masse de soluté n’entre dans le réseau par les liens sur la face de
sortie, il est suffisant de supposer que le débit dispersif sortant soit positif, soit que C, = C;ext).

Ainsi dans le cas ou la dispersion contréle le transport de masse dans le lien de sortie, on

choisi ngext) = 0. Et en supposant que les liens du bord sont initialement vidés de toute masse, on a
v Ppe o
S q, p'p Ay —
Qout—L — 14 pe 2 pp C (S)
p 2 Pep’p p (7.81)
Sh( ) Aplp)
Par conséquent dans le domaine temporel
v Pe 1
. g 'y AK -
out—i — _PP p'p
=—129e 2 * t (7.82)
ou
dKY, 4 < —<nz1'r2+(g)z>i
pp D
dt  PextD 2(_1)11 nine S (7.83)
n=1

Maintenant a partir des expressions (7.79) et (7.82) on calcule la courbe de restitution, puis une
optimisation comme explicitée dans le cas convectif permet de calculer le coefficient de dispersion
pour toutes les conditions aux limites. Cette méthode nécessite de déterminer l'intégralité de la
courbe de restitution afin de calculer le coefficient de dispersion. Dans les cas ou le transport est
gouverné principalement par la dispersion, cette résolution peut s’avérer extrémement longue. En
réalité la dispersion est associée naturellement au moment d’ordre deux de la courbe de restitution
(De Arcangelis et al.,1986 ; Koplik et Wilkinson,1988) car elle mesure I'étalement de celle-ci par
rapport au transport moyen au sein du réseau. Le principe de calcul de la dispersion par cette
méthode est analogue a celui de la méthode précédente :

e On détermine numériquement le moment du deuxieme ordre de la courbe de restitution
donnée par (7.79)
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e Puis on ajuste le coefficient de dispersion effectif du réseau en fonction du moment d’ordre
deux de la solution analytique du transport convectif-dispersif a I'échelle du réseau
(macroscopique).

Par définition le moment d’ordre n de la concentration en un point d’'un milieu poreux est donné par

[T tne(t, X)dt
my(c,X) = . Foo
J, et X)dt

(7.84)

ou la variable X = (x,y, z) correspond aux coordonnées spatiales et ¢ est la concentration au sein du
milieu poreux. A partir de cette formule, on déduit les moments du débit de masse Q traversant
n’importe quelle nappe (ou section) de I’échantillon :

m,(Q,N) = f0+‘;°:n fNﬁj (¢, U)ji(a)da dt
fO fN](t’O-)'n(O')dO'dt

(7.85)

ou NV représente la nappe choisie, J est le flux de masse traversant la nappe et 7 est le vecteur
normal extérieur a un volume dont V' est le bord. En particulier la courbe de restitution, notée BCT,
du réseau est définie par

BCT() = | J*(t 0)do (7.86)
Nout

ouJt = max(f. 7,0) = max(J, 0) ou J est la valeur algébrique du flux de masse a travers la nappe de

sortie de I'échantillon V¢ etf = Uc — D,,Vc. Il s’ensuit donc que

e ], J(t0).di(o)do dt

f0+oo fNoutj(t’ 0).1(0)do dt

mn(BCT' Nout) = (7.87)

En particulier dans le cas ou le bord sortie du réseau est une section sur lequel le flux est y
uniquement convectif et orthogonale a cette section, la courbe de restitution s’exprime comme suit

BCT(t) =f u*(t,0)c(t,0)do (7.88)

Sout

ou ut = max(i.1,0) = max(%@,0) et U est la valeur algébrique de la vitesse qui est positive si la
vitesse est orientée vers I'extérieur du réseau et négative sinon. (7.88) est la formulation continue de
celle associée au réseau de pores dont I'expression est donnée par (7.78). Puis les moments de la
courbe de restitution sont données par

+00
t" ou u* t,o C(t, O’)dO' dt

ma(BCT, 508y = 1o _ Jsoue " (&, 9)
fo fsout u+(t' O')C(t, O')dO' dt

(7.89)

Les moments condensent I'information portée par les courbes de restitution. Il n’est cependant pas
nécessaire d’avoir I'expression de la concentration dans le domaine temporel et la formulation dans
le domaine de Laplace améne a des développements bien plus simples. En effet
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(BCT, Sout) 1 BT o
m ’ t = (o] - - S =
" - f0+ fN t](t,a).ﬁ(a)dadt os™ (7.90)

Dans le cas d’'un écoulement stationnaire, le calcul des moments de la courbe de restitution
nécessite de connaitre uniquement les moments de la concentration et de son gradient en sortie du
réseau :ona

J

(—) n\% _DrnV n\C )X e (t, )dtd
i (BCT, 5,0} = 5, (dmn(c,0) my(c, o) (fo c(t,o ) o (7.91)

Iy 1, Jt0).7i(0)do dt

ou

mu (¢, = ~"Fo . . = —_— (s =
f0+ c(t, X)dt dsn (7.92)

Ces formules (7.90), (7.91) et (7.92) permettent de calculer les moments a partir de la transformation
de Laplace. L'expression (7.90) est trés générale et son application nécessite de déterminer
I’expression dans le domaine de Laplace de la courbe de restitution suivant I'échelle a laquelle le
calcul s’effectue : (7.91) est son application a I’échelle microscopique. Pour le modele de réseau de
pores I'expression de BCT est donnée dans le cas général par (7.79) avec (5.67) et (7.81). En
rappelant que d’apres (5.73), les noyaux de convolution s’expriment comme suit

Ki(s) = AGs)
s><sh( A(s))
. A(s)ch( FA(s))
2(s) =
o= sXsh(PeA(s)) (7.93)
£ s, 2% = n(E2A)x)

s X sh( A(s))

On a, apres supposition que les liens de sortie ne contiennent pas de masse initialement, les débits
de masse sortant du réseau qui s’expriment de la maniére suivante :

qv, Pep’p dKl, _ qvl dKZI o F
QT =T —L()G() + 2 1-—22 () | V() (7.94)

Par conséquent en dérivant cette expression par rapport a la variable de Laplace, les moments des
débits de masse sortant du réseau s’exprime comme suit

v, Pey, & K,
a0 = 52 () (S )+ B c0)
n 2
qZ’p n de’p (ext)
_ 5 Z(k)mn_k< T my (Cpex )

(7.95)
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Ainsi les moments de la courbe de restitution de masse dans la direction i € {1,2,3} sont d’aprés
(7.95) et (7.79)

ma(BCT) = 2 ma Q5" (7.96)

p~(out—i)

Ces expressions montrent que le calcul des moments de la courbe de restitution nécessite de
déterminer ceux de la courbe d’évolution de la concentration dans les pores en sortie. Pour cela on
reprend I'expression du modeéle de transport dans le domaine de Laplace, développé pour des
conditions aux limites quelconques (Annexe D), que I'on réécrit ici a I'aide de (5.73):

. wdKy,
V,sCp(s) = > d’; E(s)Cpr(s)
p'>p
p'eP
q;p’ ’dep
+Z R TR AS, (7.97)
pzp’
p'eP
gyl Kz, - awg
S e ROLIORE O
P ~p
p'eP

ou P =P UPt ou P est Iindice de tous les pores a I'intérieur du réseau et P*t contient les
indices des pores artificiels et

Mm dKT
(s) = Z f pX )e 2 p(l —x") dip (s, x)dx" L, Sy
p’>p
p'eP
N (7.98)
* —Pepp,x* dK;:;lp * a
+ z f ,(lpprx )e 2 T(s,l = x")dx" Ly Sy + V0, (0)
pzp’
p'eP

La différentiation de ces expressions par rapport a la variable de Laplace permet de déduire les
équations vérifiées par les moments des évolutions de la concentration dans tous les pores du réseau
et en particulier dans ceux situés sur le bord de sortie. En effet celles-ci s’écrivent

_ q Pep'p L dK
Vanmn_l(Cp)= ppe 2 z mn_k< ar )mk(C )
p'>p k=0
p'eP
By P’ < dK
+2%e 5 Z(k)m""‘< o m (Cyr) (7.99)
p=p’ k=0
p'eP
Q' | o dK?\ dMin
_2 ) |Z(k)m""‘< dz;p>mk(cp)+m"< df)
p'~p k=0
p'eP
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Avec

de Pep’p* dK;T,lp
< ) ZJ (lp,px*)ez(l—x im,, T (&, x") | dx* Ly Sy,

p'>p
p'epP

_Pepprx* dK;Z,
+ Z f '(lpp'x*)e 27 My dt (61 =x7) |dx" Ly Sppr
pzp’
p'eP
+380.0VC, (0)

(7.100)

et §p, vaut 1sin = 0 et 0 sinon. On obtient pour chague moment une équation dépendant de ceux

d’ordres inférieurs. En particulier le calcul du moment du deuxieme ordre nécessite de calculer ceux

d’ordres 0 et 1. Par conséquent, on peut remonter a la dispersion effective au sein du réseau en

résolvant uniqguement 3 systémes linéaires. Ces calculs sont indépendants du temps de simulation du

transport, du pas de temps. Pour finir 'annexe E donne les expressions des dérivées du premier et du
dK' dKk?  dK™

second ordre par rapport a la variable de Laplace des fonctions - o © et

permettant de

calculer les moments intervenant dans le calcul de la dispersion effective.

IV.6 Vitesse de réaction effective

La détermination d’'une vitesse de réaction effective consiste a suivre I'évolution de la masse des
différents composants mis en jeu dans le transport réactif puis de comptabiliser en sortie du réseau
la masse totale de chacun des composants.

\' Résolution du transport réactif

On souhaite maintenant suivre I’évolution d’espéces chimiques réactives au sein d’un réseau de
pores. Pour cela on reprend le modele de transport réactif développé dans le chapitre 6 (systeme
(6.45)). On suppose dans ce paragraphe que seuls les pores sont le siege de processus réactif, qu’il
n’existe pas de processus d’absorption instantanée et enfin qu’il n’existe pas de soluté initialement
présent dans les liens mais éventuellement dans les pores. Ces hypothéses conduisent a réécrire le
modeéle de transport réactif (6.45) pour chaque espece aqueuse i € {1, ..., N,}, comme suit

qyr P Ay’
VCp(t) = Z %e (K‘lp,p x C;,,)(t) + Z %e‘

Pe_/ Pep ’

p (Kilp,p " C_z‘,,)(t)

p'>p pzp’
p'eP p'eP
_ |qpp | 12 R (q ut) i in (7.101)
> K p ¥ Cy O+—F———= C p(2)dz + M p(t)
p'~p
p'eP
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ou les noyaux K'! et K*? sont analogues aux noyaux K' et K? du modéle de transport dans lesquels
le coefficient de dispersion dépend I'espéce considérée, R;, est la vitesse de réaction de I'espéce i et

Mi";, est le terme de concentration initial se réduisant ici a
M™(t) = 1,C5(0) (7.102)

La vitesse de réaction de I'espéce i s’exprime en fonction celle des réactions la mettant en jeu :
P _
Ry (Cp) = Z vij 15(Cp) (7.103)
j

ou v;; est le coefficient stoechiométrique de I'espéce i dans la réaction volumique j et rj(C_p) la
vitesse de réaction de celle-ci dans le pore p. Pour achever la modélisation du transport réactif, il est
nécessaire d’exprimer ces vitesses de réaction en fonction de la concentration des espéces en
présence.

VA1 Modélisation des vitesses de réactions

On suppose que le systéme chimique est écrit sous la forme faisant apparaitre les espéces primaires
et secondaires. On note respectivement N, et N le nombre d’especes primaires et secondaires ; et
N, = Ny, + Ny le nombre total d’especes du systeme. Ainsi les réactions chimiques sont de la forme :
pouri € {1, ..., N5}

Np
7.104
%= Y, (7.104)
j=1

Ou X; désigne les espéces secondaires et Y; les especes primaires. Le nombre d’espéces secondaires
est égal au nombre de réactions. On dresse alors le tableau de Morel résumant le systeme sous la
forme d’une matrice ou les lignes représentent la décomposition des espéces secondaires sur les
especes primaires :

Espéeces primaires

[ l |
(%]
|- 1 Y Yn,
©

X v e Vij .V

e [+ M 1 1Np (7.105)
o . . . .
0
a 23X Vit e Vi Vin,
] .
(9]
g1
uu} XNS stl A Vst VNSNp

Dans la suite on désigne par x* = [X;] et y/ = [Y;] les concentrations des especes secondaires et
primaires. Avec ce formalisme la vitesse de réaction de la réaction d’indice i € {1, ..., Ng} correspond
a la vitesse de disparition de I'espéce secondaire X; qui lui est associée. Ainsi elle s’écrit

Ny

dxt , o
ri(x) = T —kixt+ ki H(yJ)VU (7.106)
j=1
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En particulier lorsque cette vitesse est nulle, I’état d’équilibre est atteint et il est caractérisé par les
constantes d’équilibre K; pour i € {1, ..., Ni}. Elles se définissent en fonction des espéces intervenant
dans la réaction de la maniére suivante

ko l'l;vi’l(yeq")v” (7.107)
Pk xeqt

ol xeq; et yeq; sont respectivement les concentrations d’équilibre des espéces secondaires et

primaires. Ensuite les équations de ce systeme différentiel sont contraintes par, d’une part, la

positivité de la concentration de toutes les espéces et, d’autre part, par la conservation de la matiere

lors de la réaction. Cela se traduit par I'assertion suivante : lorsqu’une mole de I'espéce secondaire X;

i € {1, ..., N5} est consommée alors il est produit v;; moles de I'espece primaire ¥; j € {1, ..., N,}. La

conservation de la matiere lors de la réaction des especes primaires Y; j € {1, ..., N} se traduit par la

relation
Ny
; ; i 7.108
cste=t) =n/+ ) vn' ( )
i=1
Et puisque les réactions se font a volume constant, cette relation reste valable pour les
concentrations :
Ny
; ; ; (7.109)
T/ =yJ +2vijx‘
i=1

Ou T/ est la concentration initiale de I'espéce primaire Y;, j € {1, .., Np}. Donc en injectant (7.109)
dans (7.106), on obtient le systéeme d’équations régissant I'évolution de la concentration des espéces
secondaires, i.e pour i € {1, ..., Ng}

d i Np Ny Vij

X . . .

Fra —kfxt+ Kk} 1_[ Ti — z vix! (7.110)
j=1 i=1

Les especes primaires sont calculées a postériori a I'aide de (7.109). Ce systeme s’écrit sous forme
vectorielle de la maniére suivante
(7.1112)

dx_F
i (%)

Oux = (xl, s xNS) est le vecteur colonne des concentrations tandis que la fonction F définie de

RMs dans RYs s’exprime comme suit a travers ses composantes i € {1, ..., Ng}

Np N Vij
Fi(x) = —kix* +k;n TJ _Zvifxi (7.112)
j=1 i=1

V.2 Modeéle de transport réactif

D’aprés la partie V.1, la vitesse de réaction de chaque espece secondaire et dans chacun des pores du
réseau s’exprime en fonction de ces dernieres. Son expression pour I'espece secondaire i €

{1, ..., N} dans un pore p € P s’écrit :
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NP Ns Vij
Ry(Cp) =1(Cp) = —k?C_é+kfl_[ TJ—ZVUC_,S (7.113)
j=1 i=1

ol k;—r sont les constantes cinétiques de la réaction associée a I'espece i, Tp] est la concentration
totale de I'espéce primaire j € {1, ..., N}, et v;; est le coefficient stoechiométrique de I'espece j dans
la ieme réaction. On note ng pourj € {1, ..., N,}, la concentration de I'espéce primaire j dans le

pore p. Le systéme réactif défini par (7.113) est contraint par la positivité de toutes les
concentrations notamment, on doit observer

N
C_;=Tz{—2vijc_;,20 (7.114)
i=1

Les relations (7.113) et (7.114) parachévent, avec (7.101), le modele de transport réactif.

V.3 Approche numérique

En observant le modele de transport réactif (7.101), on constate qu’il contient un terme de transport
identique a celui du modele de transport. Par conséquent celui se discrétise exactement comme
exposé dans le paragraphe Il. Ainsi, d’aprés (7.28), le systeme discret s’écrit de la maniére suivante a
I'instant t,, :

tn

n—-1
(1-an)T" = > ATt 4 o + f RI(C(2))dz (7.115)
k=0 0

N . in—k . . . _ . .
Ou I'expression de A',, ~ est donnée par I'expression (7.25) adaptée au coefficient de dispersion de
I’espéce secondaire considérée, et C* = C(0). En particulier I'utilisation du schéma optimisé pour
le calcul des convolutions discrétes reste valable.

La non-linéarité de la vitesse de réaction r;, nécessite d’utiliser une méthode d’intégration
numérique pour traiter le terme réactif de (7.115). On observe que ce dernier peut se faire de
maniere itérative. En effet, la décomposition suivante

tn th— tn
J RI(C(2))dz = J RI(C(2))dz + J RI(C(2))dz (7.116)
0 0 th—1

. < " tnet nif A
permet de s’apercevoir qu’a I'instant t,,, la valeur de l'intégrale fon ! RL(C(Z))dZ est connue car son

évaluation est effectuée au pas de temps précédent. Par conséquent le calcul ne porte que sur la

n

seconde intégrale ftt Ri(C_(z))dz dont la discrétisation dépendra de la méthode de quadrature

-1
utilisée. Ainsi le schéma numérique de résolution s’écrit de la maniére suivante :

n—1
(1=a)T™ = > an7T" + cin 4+ RO
, k=0 ‘ (7.117)
RI™(C) = RI™1(C) 4+ ARU™(C)
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ou RU™(C) est la discrétisation de I'intégrale fotn R'(C(2))dz et AR'™(C) est celle de I'intégrale

ftt:l-l Ri(f(z))dz. Le schéma numérique (7.115) permet de calculer la concentration des espeéces

secondaire a chaque instant, puis la relation (7.114) permet de remonter aux valeurs des
concentrations des espéces secondaires. Cependant il reste a définir les opérateurs de discrétisation
RU™ et ARU™ . Pour cela, pour simplifier la résolution, il est possible d’appliquer une méthode de
décomposition d’opérateur. Le premier opérateur, appelé opérateur de transport, conduit a
résoudre le systeme discret suivant :

n—1
_ 4i0 _l_z in~k=k | niin | piln-1/7
(1 An)Ct = » AL, CU 4 CiM 4+ RIML(C) (7.118)
k=0

ou Ct! est I'inconnue. Le membre de droite (7.118) dépend uniquement des concentrations aux pas
de temps antérieurs, par conséquent sa valeur est connue a priori.

Le second opérateur, appelé opérateur de réaction, conduit a résoudre le systéme suivant :

S pilng Ay 4 P
Ct" = AR'"™(C) + Ct (7.119)

o Dilng A T e t i( A NPT
ou ARU™(C) est la discrétisation de I'intégrale ft n R‘(C(z))dz. Dans ce cas cette discrétisation
n-1

peut se faire par une méthode de Runge-Kutta explicite d’ordre 4. Par conséquent AR”"(C_')
s’exprime comme suit
( k1 = RYC™)

= Ri(Cn Aﬂ
k2 R(C+2k1)

At
3 k3 = RY(C™ + T"kZ) (7.120)
k4 = RY(C™ + At,k3)
At
ARIM(C) = T” (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
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Chapitre 8 : Conclusion

I Conclusion générale

L'objectif général de ce travail est d’améliorer le suivi du champ de concentration d’un soluté lors de
son transport réactif dans les milieux poreux totalement saturés en eau. En raison de la dépendance
de ce processus aux hétérogénéités géométriques et chimiques du milieu, qui sont localisées a
I’échelle porale, on a souhaité utiliser un modéle a I’échelle mésoscopique qui permet de faire le lien
entre I'échelle du pore et I'échelle de Darcy. Pour cela on a décidé de représenter le milieu poreux
par un modele de réseau de pores qui présente |'avantage de simplifier la géométrie de I'espace
porale tout en conservant ses principales caractéristiques. Notamment, il permet de tenir compte
explicitement de la topologie du milieu mais de réduire localement sa morphologie a des formes
géométriques simples comme des spheres ou des cubes pour les pores et des cylindres ou des
prismes pour les liens. La méthode de résolution est intimement liée a la description du milieu
poreux par un réseau de pores connectés deux a deux par des liens. Cette description est devenue
utile (et peut-étre nécessaire) avec la possibilité d'avoir accés a la matrice poreuse de matériaux
grace a la microtomographie X. Associée a des méthodes de segmentation puis d'analyse d'image,
elle permet de reconstruire un volume important du milieu puis d’en déduire un modele de réseau.
Dans ce travail, en accord avec les méthodes d’analyse d’'image, les liens comme les pores possédent
un volume et ces derniers sont reliés par des liens rectilignes de sections constantes. Cette
simplification assure un traitement semi-analytique de I’écoulement et du transport réactif dans la
mesure ou sur chacun de ces éléments (pores et liens) I'écoulement et le transport sont résolus
analytiquement. En particulier les grandeurs régissant ces processus (pression, concentration) sont
supposées constantes dans les pores du réseau. Par conséquent, le nombre d’inconnues est réduit au
nombre de pores. Ainsi on observe une diminution significative du temps de résolution des champs
de pression et de concentration dans le milieu, ce qui permet le calcul des parameétres
macroscopiques de transport réactif par une résolution numérique multi-échelles; dés lors la
prédiction de I’évolution du champ de concentration a I’échelle de Darcy s’en trouve améliorée.

1.1 Méthode de modélisation

Le systéme est supposé compléetement saturé par un fluide incompressible. Vu la résolution des
images acquises par tomographie (quelque dizaines de micrometres), I'écoulement est dans un
régime hydrodynamique et suffisamment lent pour que les effets inertiels soient négligés. Cela
conduit a considérer des écoulements de type Poiseuille dans les liens, ce qui est une approche tres
classique pour les modeles de réseau de pores. Une moyenne sur la section rend le probleme
d'écoulement unidimensionnel caractérisé par une vitesse dans chaque lien.

En ce qui concerne le transport d'un ou plusieurs solutés, les hypothéses centrales sur lesquelles
repose la modélisation sur réseau de pores sont, premierement, que la présence de solutés
n'influence pas I'écoulement, deuxiemement que les pores sont des mélangeurs parfaits c'est-a-dire
que la concentration y est constante a chaque instant, et enfin que le transport de masse au sein des
liens peut, a I'aide de la dispersion de Taylor-Aris, étre modélisé par une équation de convection-
dispersion unidimensionnelle a coefficients constants. La résolution de cette équation dans chaque
lien est effectuée en considérant les conditions aux limites données par les concentrations dans les
pores adjacents. Cette résolution est plus aisée dans le domaine de Laplace car elle permet d’écrire
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|'évolution de la concentration en tout point du lien comme une expression algébrique dépendant
linéairement de I'évolution de la concentration dans les pores adjacents. Par continuité, le débit de
masse aux interfaces des pores en est déduit. Puis celui-ci est injecté dans les équations de bilans de
masse dans chaque pore, afin d'obtenir, in fine, I'évolution de la concentration dans les pores apres
transformée de Laplace inverse.

Les hypotheses qui précedent la résolution de I'’équation de convection-dispersion ne sont pas
nouvelles, cependant les méthodes utilisées étaient jusqu’alors comportementales en ce sens
gu'elles supposaient a priori une solution d'évolution. Elles sont a I'origine de la plupart des modéles
de transport, dit MCM (Mixed Cells Method), qui existent dans la littérature (chapitre 2). Ici, on ne
fait aucune hypothése sur la facon dont agissent les termes de convection et de diffusion. On
recherche la solution de I'équation de convection-dispersion dans chaque lien et c'est grace a elle
que lI'évolution de la concentration dans les pores est obtenue. Ainsi, ce travail compléte et
généralise les modeles MCM. L'analyse sur des réseaux simples de ces solutions ont montré leur
importance et leur nécessité.

1.2 Les résultats analytiques

La grande nouveauté de ce travail est I'élaboration d’'un modeéle conservatif de transport se
déduisant mathématiquement du transport microscopique dont la formulation généralisée est
valable sans restriction (aux hypothéses prés). Ce modele MCM détermine intégralement le champ
de concentration dans les pores et dans les liens a partir seules des concentrations moyennes dans
les pores. En particulier le profil de concentration dans les liens est donné par la solution analytique
de I'équation de convection-dispersion dans chacun d’entre eux. Cette solution a été développée
dans ce travail. Dans chaque lien, elle se présente dans le domaine temporel sous la forme d’une
somme de produit de convolution dépendant de I’évolution de la concentration dans les pores
adjacents dont le noyau (de convolution) dépend du temps et de la position au sein du lien : la forme
de la solution dans le lien [ est la suivante

t t
C(t,x) = f Ké(t -z, —x)Cyn(2)dz + f Ké(t —27,x)Cq,(2)dz + Cli”(t) (8.1)
0 0

ou [ est I'indice du lien, Ké est le noyau de convolution, C,,,, et C,,, sont respectivement les fonctions
d’évolution de la concentration dans les pores en amont et en aval du lien, et C/™ est une fonction
dépendant de la masse initialement présente dans le lien. L'expression compléete de (8.1) est donnée
en (5.126). Une telle solution de la concentration dans les liens conduit a une formulation du bilan de
masse au niveau de chaque pore qui s’exprime comme une équation intégrale de Volterra. Elle fait
apparaitre des noyaux de convolution qui relient la dépendance du champ de concentration dans les
pores a l'instant présent a son évolution passée. Dans chacun des pores p € P, elle s’écrit alors

t
G®=Crm+ ) f K, (t — 2)Cp (2)dz
p~p'"° (8.2)
p'eP
ou C_p est la concentration moyenne dans le pore p a linstant ¢t, C},” est un terme lié a la
concentration initiale dans le pore p et ses liens adjacents, et les noyaux de convolutions Kppr sont

les composantes de la matrice carré K qui se présentent comme des séries d’exponentielles
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décroissantes dont le premier terme est constant. Ainsi, pour p,p’ € P, elles s’écrivent sous la forme

suivante
— n T /
Kppr(t)— ZK e PP (8.3)
. R R 1
ol le temps caractéristique ", s’écrit 7', =————t2 , >0 pour n €N et Pe est le
pp pp s <Pepp> pp
n4m<+

nombre de Péclet. Dans cette série, le premier terme caractérise le régime stationnaire de transport
dans le lien entre les pores p et p’. Son unique considération pour tous les noyaux de convolution,
constitue le modele de transport asymptotique de premier ordre. Les expressions détaillées de (8.2)
et (8.3) sont respectivement données en (5.129) et (5.131) ; et I'analyse compléte de celles-ci est
exposé dans le paragraphe V du chapitre 5. Ces noyaux, K et K}, tiennent compte d’un effet
mémoire, di a I’évolution passée de la concentration, en encodant le déroulement du transport dans
les liens. En effet la solution a l'instant t n’a uniquement besoin que de la connaissance de la
concentration aux instants antérieurs dans les seuls pores. La concentration dans les liens peut-étre
retrouvée g postériori a I'aide de la solution analytique (5.126). A partir de cette formulation on a pu
identifier les temps caractéristiques du transport dans les réseaux de pores. Ceux-ci sont, sans trop
de surprise, le temps de vidange, le temps de convection et le temps de dispersion. Leurs valeurs
dépendent de chacun des liens du réseau. lls sont reliés aux parametres sans dimension que sont le
nombre de Péclet (rapport du temps de dispersion sur le temps de convection), quantifiant le régime
de transport , et le facteur de forme w (rapport du temps de convection sur le temps de vidange),
rapport du volume du lien sur le volume du pore adjacent qui traduit la géométrie du réseau de
pores.

Par ailleurs cette formulation a permis de mettre en évidence un débit de masse effectif entre deux
pores adjacents dont I'existence autorise a considérer les liens comme de simples interfaces entre les
pores sur lesquelles ces débits effectifs sont définis. Ces derniers se décomposent en un débit
convectif, se déplagant a une vitesse effective qui est la moitié de la vitesse débitante dans le lien, et
un débit dispersif dont le coefficient de dispersion dépend du temps et du nombre de Péclet. Cette
observation a été a I'origine de I'analogie faite avec la dispersion de Taylor-Aris. En effet |'existence
d’'un tel débit effectif est le résultat d’'une moyennisation de type Taylor-Aris dans le sens
longitudinal.

Les valeurs limites des parameétres sans dimension ainsi que celles du temps de dispersion
conduisent a des modeles de transport de type MCM dans des régimes particuliers. En régime
dispersif, c'est-a-dire Pe tendant vers 0, cette formulation permet de suivre le transport en phase
transitoire. Cela est d’autant plus important que dans ce cas le régime asymptotique est susceptible
d’étre atteint trés tardivement. Jusqu’ici, ce modele n’existait pas dans la littérature car seul le
régime asymptotique était considéré. En régime convectif, c'est-a-dire Pe tendant vers +oo, on a
obtenu un modeéle tenant compte du temps de séjour du soluté dans les liens. Ce modele, qui se
présente sous la forme d’un systeme différentiel d’équations avec retard, a été développé tres
récemment par Martins et al. (2009) pour tenir compte du transport dans les liens. A noter qu’on
retrouve ici une vitesse de transport égale a la vitesse débitante, comme on pouvait s’y attendre.
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La durée de la phase transitoire du transport dans les liens est contrélée essentiellement par les
temps de dispersion définis dans chacun des liens (voir I'argument de I'exponentiel dans le noyau K
(8.3)). Plus ce temps est faible plus le régime asymptotique de transport est atteint

. . I N 12 . .
exponentiellement rapidement. Dans le cas limite ou t? (tP =5 est le temps de dispersion)

tendant vers 0, on obtient un nouveau modele de transport, appelé modeéle asymptotique, qui
présente la particularité d’étre quasi-statique. Par conséquent, il s’exprime comme un systéme
différentiel d’équations linéaires. Il suppose que I'évolution future du champ de concentration ne
dépend que de sa valeur au temps présent; il prédit donc un transport sans mémoire. Son
expression fait intervenir un terme de premier ordre correspondant au régime stationnaire de
transport dans les liens et un terme de second ordre, correspondant a la contribution de I'intégralité
de la phase transitoire qui a la limite (t? — 0) se raméne a un Dirac. Ce second terme s’annule
lorsque le temps de dispersion est négligeable devant le temps caractéristique d’évolution
macroscopique de la concentration dans les pores. Ce modele asymptotique est valable pour tous les
régimes de transport, c'est-a-dire que le nombre de Péclet peut-étre quelconque. Comme pour la
formulation généralisée, on peut lui associer un débit de masse effectif qui se propage a la moitié de
la vitesse débitante, et un coefficient de dispersion effectif dépendant du Péclet qui est dans ce cas
indépendant du temps. Bien que le profil de concentration dans le lien soit non-linéaire, ce débit est
constant le long du lien.

Le modele asymptotique de premier ordre est particulierement intéressant car il permet d’établir des
points de comparaison avec ceux présents dans la littérature. Pour de faibles nombres de Péclet, la
partie dispersive de son débit posséde la méme expression que celles des modeles issus de la
littérature, caractérisée par un profil de concentration linéaire dans les liens; tandis que la partie
convective correspond a un débit centré qui n’est pas la plus courante. Pour de grands nombres de
Péclet, son débit devient purement convectif et prend la forme d’un débit « upwind » caractéristique
de ce transport. Ces cas particuliers sont les seules modéles en régime asymptotique qui sont
cohérents avec le modele général de transport. En particulier le modele usuel consistant a considérer
un débit convectif « upwind » additionné a un débit dispersif linéarisé n’est pas valable; il ne
constitue qu’une approximation du modéle développé dans ce travail, considérant un débit convectif
centré.

Enfin ce modele de premier ordre permet de faire le lien entre les modeles eulériens et les modéles
lagrangiens. En effet une discrétisation de type Euler explicite du systeme d’équations différentielles
modélisant ce transport, permet de définir une matrice de propagation qui présente la
caractéristique d’étre bi-stochatique. Par conséquent ses coefficients sont les probabilités de
transition d’une marche aléatoire définie sur le réseau de pores. Le modele de transport développé
dans ce travail montre que I'hypothese du régime asymptotique est extrémement forte, et que sa
validité dépend, a travers le temps de dispersion, des caractéristiques morphologiques du réseau et
du soluté transporté. Les conditions d’application de cette hypothése était une des interrogations
gue soulevait la modélisation sur réseau de pores ; cette formulation généralisée a permis de lever
cette indétermination.

En analysant les étapes de modélisation du chapitre 5, on constate que les hypothéses qui ont été
faites peuvent étre affaiblies. En effet on a pu étendre (8.2) d’'une part a des liens de sections
guelconques et d’autre part aux processus réactifs qui peuvent étre quelconques dans les pores et
linéarisés dans les liens. On en a déduit une nouvelle solution analytique dans les liens tenant
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compte des aspects réactifs et un nouveau modele de transport réactif. Ce nouveau modele est
gouverné dans chaque lien par les trois temps du transport, et par le temps de réaction de I'espece
considérée. A noter que dans le cas de processus d’adsorption a I’équilibre, les temps de vidange et
de dispersion apparents sont modifiés par les coefficients de ces réactions. Plus précisément les
réactions tendent a augmenter ces temps. Par conséquent ils impactent le transport, d’'une part, en
augmentant le temps de résidence du soluté dans les pores et, d’autre part, en rallongeant la phase
transitoire du transport. Ensuite ces quatre temps caractéristiques permettent, comme dans le cas
du transport inerte, de définir les paramétres sans dimension que sont le Péclet et le facteur de
forme w, et un troisieme qui est le nombre de Damkdhler, évaluant I'apport de masse de soluté par
rapport a la vitesse de réaction. Finalement, pour chaque soluté, la formulation du bilan de masse au
niveau de chaque pore p € P, est de la forme

t t
C,(0) ="+ Z f Ky, (t = 2)Cp, (2)dz +J R(C, (2))dz
o 0

p'eP

(8.4)

ou R(C_p) représente la vitesse de réaction du soluté dans le pore p. Formellement ce modéle se
décompose en un terme purement réactif fOtR(C_p(Z))dZ et d’un terme de transport Cz‘;”(t) +
Yp~p' fot Ky (t — Z)C_p,(Z)dZ analogue au terme de transport de (8.2). Dans ce dernier terme, le
p'eP

role du Péclet dans le noyau de convolution est joué par un nombre de Péclet apparent dépendant
du nombre de Damkohler. Comme attendu, on a vérifié que cette dépendance s’estompe, d’une
part, lorsque le régime est trés convectif ou lorsque la vitesse de réaction est faible. En effet dans ces
deux cas les espéces n’ont pas le temps de réagir lors de leur transit dans le lien. Cette analogie entre
le transport inerte et le transport réactif permet d’appliquer la majeure partie des conclusions sur le
transport au transport réactif. Le point de divergence concerne principalement le régime
asymptotique pour lequel la matrice de propagation n’est plus bi-stochastique dans le cas du
transport réactif. Ceci est cohérent avec la prise en compte de phénomeénes réactifs qui entrainent
une perte ou une création de masse.

1.3 Approche et résultats numériques

Cette nouvelle formulation a nécessité de développer, dans le chapitre 6, une discrétisation
permettant de traiter numériqguement les produits de convolutions. Pour cela on a considéré que les
fonctions d’évolution de la concentration dans les pores sont constantes entre deux instants
consécutifs. Ainsi le schéma de résolution numérique du transport est donné par

n-1
(I—AYCr = » AVkCk 4 cin (8.5)
k=0
ol C¥ est la vecteur des concentrations moyennes dans les pores a I'instant k € N, I est la matrice

identité, A’,§ 0 < k < n sont des matrices issues de la discrétisation du noyau de convolution K, et
Ci™ est I'évaluation du vecteur C™ a Iinstant n € N. On a montré que ce systéme admettait une
solution et qu’elle était positive dés que le second membre I'était. Ce schéma numérique est
chronophage, principalement a cause du second membre dont le nombre de termes croit
linéairement avec le nombre de pas de temps. Par conséquent, un tel schéma n’est pas apte pour la
résolution du transport, en un temps raisonnable, sur de long temps de simulation. Pour remédier a
cela, on a tiré parti de la nature des composantes du noyau K qui d’aprés (8.3) décroissent
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exponentiellement vite vers leur premier terme. Ainsi pour chaque composante du noyau, on a pu
décomposer le produit de convolution, en fonction d’un temps de relaxation T, en deux parties :

t t—1%°
Jo Ky (t —2)C(2)dz = -fo Kpp (t — 2)C(2)dz (D
? (8.6)
+ f Kpp (t — 2)C(2)dz (2)
t—1®
Une contribution dite « ancienne » pour laquelle le noyau a eu le temps d’atteindre sa valeur
asymptotique (terme (1) de I'’équation (8.6)) et la contribution du passé récent pour laquelle ce n’est

pas le cas (terme (2)). Ainsi le noyau de la contribution (1) se rameéne a un son terme constant Kz?p,

((8.3)). Par conséquent on a obtenu

t—1%

t—t*®
f Ky (t = 2)C(2)dz = Kz?p, f C(z)dz (8.7)
0 0

et la discrétisation de cette intégrale se présente, a chaque instant, comme une somme dont le calcul
numérique peut se faire itérativement. La discrétisation du terme (2) se fait en subdivisant
I'intervalle [t —1%,t], de longueur T, en n;~ pas de temps. Finalement on a été capable de
déduire un schéma numérique optimisant le temps de résolution. Celui-ci est de la forme suivante

n-1
(I —A%C" = 2 AVECE 4+ b + i
k=n—-n o (8.8)

bY = by +a®Cn e

ol n;~ est I'entier tel que thn o = t—1°< th-n_cot+1- L second membre du schéma (8.8)

comporte un nombre fixe de termes qui dépend de la valeur de 7 et de la taille des pas de temps.
On a montré que ce schéma était, en fonction de la valeur de n;«, jusqu’a 1600 fois plus rapide tout
en conservant une précision de 'ordre de I'erreur numérique de la machine, soit 1071° (en double
précision). On peut donc simuler le transport sur des temps longs.

Ce schéma a permis d’effectuer des tests numériques pour vérifier la pertinence du modele de
transport. Ceux-ci ont été effectués, d’'une part, sur des réseaux de pores cascades pour éliminer
I'influence de la topologie du réseau sur le transport de soluté et, d’autre part, avec des pores ainsi
que des liens identiques pour limiter 'impact de la morphologie. De plus, tous ces tests concernent la
propagation d’un pulse de concentration a travers le réseau. Le premier test a permis de vérifier que
la masse de soluté se conserve lors du transport, en particulier elle se retrouve en totalité dans le
pore a I'exutoire. Le second test a montré que le modeéle en régime asymptotique n’est valable que
lorsque le temps de dispersion est négligeable devant le temps de vidange des pores. Dans le cas
contraire, il entraine une accélération du transfert de masse au sein du réseau. Ce phénomeéne est di
aux liens, qui en régime asymptotique perdent leur effet capacitif.

1.4 Bilan

La résolution analytique de I'équation de convection-dispersion, I'analyse de ses solutions et le
travail numérique ont permis de construire un cadre efficace pour suivre I’évolution d’un champ de
concentration dans un réseau de pores. Le modéle a été testé sur un réseau de pores en cascade
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mais il s’étend sans probléeme a des réseaux 3D quelconques possédant des liens de section
guelconque (auquel cas il faut revoir I'expression de la dispersion donnée par Taylor-Aris).

Notre approche généralise les modeles MCM de la littérature et précise leur domaine d’application.
En particulier ils ne sont plus valables dans les cas ol un temps de dispersion grand par rapport au
temps macroscopique d’évolution de la concentration dans les pores.

II Perspectives

Dans ce travail de these, la modélisation et la résolution numérique du transport sur les réseaux de
pores ont été explorés. Pour aboutir aux résultats obtenus dans ce manuscrit, nous avons fait des
choix qui méritent d’étre discutés afin de donner des pistes d’amélioration. Ce paragraphe est
I'occasion de les examiner.

L'hypothese considérant les pores comme des mélangeurs parfaits n’est pas réaliste car elle
correspond a une diffusion instantanée dans ces derniers. Méme si la diffusion est prépondérante
dans les pores (la vitesse chute, alors que la diffusion reste la méme), cette hypothese est sans doute
un peu forte. Pour y remédier on pourrait tenter d’intégrer une solution analytique du transport dans
les pores comme l'ont proposé Algive et al. (2010,2012) et Varloteaux et al. (2013) ou de résoudre
numériquement un sous-systeme de transport dans les pores, tenant compte de |'écoulement
(Mehmani, 2014). Cependant notre hypothése a permis d’assurer la continuité du champ de
concentration dans le réseau de pores, et en particulier aux interfaces pore-lien. Mais cette
continuité entraine nécessairement la discontinuité du débit de masse a ces interfaces. En effet si la
concentration est uniforme dans le pore alors le flux de masse y est nul, tout comme a fortiori, le
débit de masse. Par conséquent, pour obtenir un modeéle conservatif, on a supposé la continuité du
débit de masse issu des liens a travers les interfaces pore-lien. La prise en compte d’un champ de
concentration non uniforme dans les pores pourrait étre la solution pour éliminer I’hypothése de
continuité du débit de masse tout en obtenant un modele conservatif.

L'intégration de processus réactifs dans les liens se fait au prix d’une simplification drastique des
vitesses de réactions qui, d’'une part, suppose la linéarité de ces derniéres et, d’autre part, nécessite
de considérer une seule espéce dissoute. Une premiére amélioration serait d’incorporer des
réactions linéaires ou linéarisées pour tenir compte de processus réactifs entre espéces aqueuses. Un
tel systeme, écrit sous forme matricielle, conduirait a considérer une matrice de réaction non
diagonale, ce qui n’est pas le cas dans notre étude. Pour cela I'utilisation de méthode d’algebre
linéaire de diagonalisation permettrait de se ramener un systeme de transport réactif formellement
identique a celui traité dans le chapitre 6.

Enfin la résolution numérique peut aussi étre perfectionnée. Dans la mesure ol la solution du
systeme de transport est continue en temps, il serait adéquat que la solution numérique le soit. Or
dans le chapitre 7, on a supposé une solution constante par morceau pour se rapprocher des
discrétisations de type Euler. On pourrait, pour plus de cohérence, considérer une solution
numérique linéaire par morceau.

De maniére plus générale, le modéle qui a été développé peut s’adapter au transport de soluté dans
des réseaux quelconques ; par exemple dans des réseaux de conduites, de fractures, etc...
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Annexe A: Transport convectif

Dans le cas purement convectif, le transport dans les liens se traduit par un retard pur. Ainsi la
solution de I'évolution temporelle de la concentration dans un réseau de pores en cascade est
obtenue facilement. Cette annexe propose cette solution. On choisit d’indexer respectivement, de
gauche a droite, les pores a partir de 1 et les liens a partir de 0 (Figure A-1) :

lien 0 lien1 lien 2

Figure A-1 : Représentation d’un réseau cascade avec I'indexation des pores et des liens

Dans un tel réseau, le transport de masse est modélisé par le systeme d’équations suivantes :

( d_ t) - UOSO ext(t) Ulslc_l(t)
{ - B (A.1)
W7 (© = Up-1Snmt Coot (¢ = Tpot) = UnSpCa®) - > 1

ou C, , V,, représentent respectivement la concentration moyenne, le volume du pore d’indice n et
U, S, et t, la vitesse d’écoulement, la section et le temps de séjour dans le lien d’indice n. C,, est
la concentration entrant dans le réseau par le premier pore, provenant de |'extérieur. On remarque
que 7y = 0 car la concentration C,,; ne séjourne pas dans le lien d’indice 0. Ce systeme se réécrit en
fonction des temps de remplissage et de vidange des pores, a travers les fréquences de remplissage
f" et de vidange "

[ —
T 0= fl Cexe (D) — TG (0)
(A.2)

C, _
W(t) = frn Cpe1(t — Tno1) — f Cu(0) n>1

N Up—1Sp— UpS , . . -
ou fil = L=L=let fiV = R sont les fréquences de remplissage et de vidange du pore d’indice n.
Vn Vn

La résolution analytique des concentrations C,, est effectuée a I'aide de la transformation de Laplace
dont les aspects théoriques sont présentés dans I'annexe B. on rappelle simplement les notations

utilisées : on note C,, la transformation de Laplace de C,, et s la variable de Laplace

I Résolution analytique de la concentration dans les
pores

1.1 Expression des concentrations dans le domaine de Laplace
Dans le domaine de Laplace, le systeme (A.2) se transforme de la maniére suivante :
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sC1(8) = fi Coxt(s) = fI'C1(s) + C1(0)

(A.3)
sCn(s) = fre ™15C,_1(s) — i Cu(s) + C(0) n>1
Puis en isolant C,,

— . fi —~ C1(0)

Ci(s) = (s+—f1v)Cext(S) + G+
(A.4)

_ fneTmS C,(0) 1
GO =y O e

Le calcul de C,, se fait par une récurrence décroissante. Tout d’abord, pour simplifier les notations,

_ fre Tm-18 _ Cp(0) . ,
on note a,(s) = T etb,(s) = G Puis par récurrence, on a
E; = apCy1 + Dby
= apap_ 16y + apbp_q + by
= Ay 10n2Ch 3+ anan_1by_5 + apby_q + by

= 0nQp-1ap—20an- 3Cn 4 + anan 1an—2bn—3 + anan—lbn—z + anbn—l + bn (A'S)
4-1

nan -j n 4+zbn kl_[an—j+bn

Cette derniére écriture permet de déduire I'expression de C,, en fonction de C,_, pour tous les
indices i € {0, ...,n—1}:

i—-1

a,_; Coo l+2bn knan_j+bn (A6)

i=0

~.

Et en particulier pouri =n—1

n-2
Cp= an Cl+2bn kl_[an_j+bn
j=0
n-1 (A.7)
= a, Cext+2bn kl_[an_j+bn
j=0
L’expression finale de C,, s’obtient en remplacant dans (A.7), a,, et b,, par leur valeur :
T fis e N Ca(0)
G = e, +2 fh G @+ (A8
RS ¥ YCRyEan T LT+ fp LU D gy A
1.2 Expression des concentrations dans le domaine temporel

La solution analytique dans le domaine temporel des concentrations C,, est obtenue en calculant la
transformation de Laplace inverse de I'expression (A.8) par la méthode des résidus. La linéarité de
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I’expression de C, permet d’effectuer ce calcul terme par terme. Les termes a inverser, sont de la
forme suivante

— e—SZﬂZ& Tn—j-1
TS ==———— (A.9)
k
j=o(s + f-p)
Les poles de (A.9) sont les k+1 coefficients —f,l’_j pour j € {0, ..., k}. Les f;” sont des paramétres du
réseau connus, on connait donc 'ordre des péles que I'on note m;. Finalement I'expression de T
dans le domaine temporel est donnée en appliquant la formule suivante : pourt > 0,

k
Te(t) = z Res(f’k?‘(s)e“, —frf_j) (A.10)
=0
ou g

1 gmi—1

Res(fk?‘(s)e“, —f,'l’_j) = m —— (s + fir_ ])m]TI?(s)eSt) (A.11)

1)]5_> fv a m
On pourrait continuer le calcul dans ce cas tres général ou I'ordre des poles est quelconque mais on
souhaite se concentrer sur deux cas particuliers. Le premier cas suppose un réseau homogéne, donc
tous les £, et f; pour n > 1 sont égaux, i.e fy = f, = f pourn > 1, et les termes Tk possédent un
unique pole d’ordre k + 1. Le second cas suppose un réseau totalement hétérogene, donc tous les

fY pour n > 1 sont différents, i.e f,/ # fi pour n # k, et les termes 7’",(7‘ possedent k + 1 poles du
premier ordre.

Réseau de pores homogéne
Pour ce type de réseau, les termes T} se réduisent a

. e—skr
T (s) = Gret (A.12)
Par conséquent le calcul du résidu (A.11) est le suivant
Res(T"(s)e“ -f) = 1 (e‘s(t"”))
k's—> f" ask
1 (A.13)
= H(E— ko)t - kt)ke=ft=ko)
puis 'expression dans le domaine temporel de C,, est la suivante :
fft—(m-1o" (o
C(®) = o (H(.—(n— Dn)e DD % ¢, (1)
(t k‘r) (A.14)

+ z H(t — kD) Ty g (0) fF 2 g=F(t=k)

Réseau de pores totalement hétérogene
Dans ce cas, les poles sont tous du premier ordre, donc le calcul des résidus (A.11) se simplifie de la
maniére suivante :
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oS=223 tnojo1)

Res(TR(s)es, —f¥ ;) = lim
( k n 1) s—>—f,f_j Hf:o(s +frf—l)
l#j

_ A.15
oS- j(t=2f tnejo1) (A.15)
= T
Mico(fa-s = fir-y)
l#j
Par conséquent I'expression de Ty dans le domaine temporel est la suivante :
k ko1 o~ Fa-j(t=223 Tn-j-1)
Tl?(t)zzH(t_ZTn—j—l) % A.16
j=0 j=0 Hl:o(f;:.]—l - f‘r:]—]) ( ’ )
1#j

Puis celle de la concentration C,, est

n-1 k-1

n—1
G=] [f @ ® + ) RO | [ T @ + HOT @R (a17)
j=0 k= i=0

1 J

I1 Analyse de la solution pour un réseau de pores

homogene
Comme dans le paragraphe lll.1 du chapitre 5, on s’intéresse a la propagation d’un pulse de
concentration au sein d’'un réseau homogene. Dans ces conditions, la solution analytique de
I’évolution de la concentration dans les pores s’écrit : pourn > 1

= =DD" -1y
n!

Cu® =H(t - (- 1DC0)f" (A.18)

Analyse des maxima de la concentration dans les pores
Le maximum C;*** de la concentration dans le pore n > 1, est obtenu aux temps t*** tels que

dc, (A.19)
“T®)=0
It ®
Soit
1
' =Zn+ (=17 (A.20)

Ainsi la concentration maximale dans le pore n est donnée par

("

n!

C%* = Cu(t ™) = C1(0)——e™ (A.21)

On remarque que cette valeur est indépendante des paramétres du réseau, f et 7. Ensuite pour n
suffisamment grand, on peut appliquer la formule de Stirling, c'est-a-dire

n! ~Zmm (g)" (A.22)
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Par conséquent la concentration maximale d’un pore, en fonction de son éloignement du premier
pore, varie comme suit

C,(0)
cmax 22 (A.23)
21Tn

L'expression (A.23) permet de suivre I’évolution, en fonction du temps, du maximum de

. . . 1 .
concentration dans un réseau. En effet en un pas de temps uniforme valant At = 7 + 7, les instants

de cette discrétisation temporels sont exactement les instants t*** pour n = 1. Par conséquent

I’évolution de la concentration maximale dans le réseau C,;,,, est donnée a I'aide de (A.23) et (A.20):

t+
en effetn = +— :
?+T

€1(0) %+T 1 (A.24)

V2r(t + 1) ~ﬁ

Cmax(t) = Crrlnax (t)“’

Analyse de la courbe de restitution en fonction du nombre de pores

On cherche a évaluer le temps de séjour moyen et la dispersion dans le réseau. Ces deux parametres
caractérisent le comportement macroscopique du transport de masse dans le réseau. Leur
détermination se fait a I'aide des moments. Le moment du premier ordre détermine le temps de
séjour moyen, permettant d’évaluer une vitesse moyenne d’écoulement, tandis que le moment du
second ordre est associé a la dispersion de la masse dans le réseau. Par définition le moment d’ordre
k de la courbe de restitution au pore n, mg, s’exprime comme suit

I kT (tae

My = = So—
J, Cu(Hat

(A.25)

lIs se définissent aussi, a partir de I'expression de la concentration dans le domaine de Laplace, par

1 okC
n k n
my = — (-1 = A.26
C'est cette derniére définition qui sera utilisée. On rappelle I'expression de C,, dans le cas du
transport d’un pulse de concentration

e—s(n—l)‘r

Culs) = mf"_la(o) (A.27)

Ainsi le moment du premier ordre est

1 0'C,
my = m_g(_l)l ds?t A28
_(n-D1f+n (A.28)

— +Max
= tn

f
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et le moment du second ordre est donné par

T I
e _m_g(_ ) ds?
(n—1)2%12 2n—-Dnt n(n+1)
=/ f + f2 + 3 (A.29)
= flz[(" —1)222f2 4+ 2(n — Dnaf +n(n + 1)]

Le moment d’ordre deux permet de calculer I'écart quadratique o> qui est directement relié 3 la
dispersion. On a

of =m} — (m})?

1 (A.30)

f2

T . 1
Donc pour une discrétisation uniforme du temps, de pas de temps At = 7 +7,0na

2 t+7
0 = ————
Donc pour de grandes valeurs de t, on peut définir le coefficient de dispersion D; par
2Dt = o ‘
= gf~ —m8
t n f +f2T (A32)
Soit Dy = ~———. Enfi
oit D; = 2T nfin on remarque que
X x g ~C_1(0) = cst (A.33)
" " f2Zn '

Comme attendu ce produit est constant. En effet la conservation de la masse impose que plus la
courbe d’évolution de la concentration dans le pore s’aplati plus celle-ci s’élargie. On voit ainsi I'effet
dispersif du réseau de pores méme en absence de tout phénomeéne diffusif, et sans réseau de pores
compliqué. Seuls les temps de vidange sont responsables de cette dispersion, par conséquent la
considération de pores, possédant un volume, entraine son apparition.
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Annexe B: Transformation de Laplace et calculs
dans le domaine complexe

I Transformation de Laplace

1.1 Généralités
Définition 1 : Une fonction causale f est une application de R dans C telle que :

Vt €] —,0[, f()=0 (.1)
Dans le cas ou f est définie sur R, on peut la considérer comme causale en la prolongeant par O sur
R™.
Définition 2 : on note I(f, s), la quantité

+ oo

I(f,s) = fwe **du (B.2)

0

On appelle abscisse de convergence absolue de Laplace de f, le nombre {,(f) € RU {+00, —00} tel

que
Vx €R, x <{(f) = I(f],x) = +oo, x >3 (f) = 1(fl,x) <+ (8.3)
Lemme 1: si x, est un réel tel que I(|f], x,) soit convergente, alors
VxeER, x>xy= I(|f|,x) <+,
0 (£ 1) (B.4)
Définition 3 : On appelle abscisse de convergence de Laplace de f, le nombre {.(f) € RU
{400, —00} tel que
x < {(f) = I(f,x) estdivergente, x > {.(f) = I(f,x) est convergente (8.5)
Lemme 2: si x, est un réel tel que I(f, x,) soit convergente, alors
Vx ER, x>xy= I(|f] x) est convergente (8.6)

Définition 4 : Soit f une fonction causale telle {,(f) < +oo. Soit la fonction f, définie dans le demi-
plan ouvert Il sy = {s € C, Re(s) > {.(f)} (noté plus simplement I1;(f)) au moyen de la formule
suivante :

f(s) = f fwe *du pour s € C (B.7)
0
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Cette fonction est appelée transformation de Laplace de f. L’application qui associe a f sa

transformée f est appelée « transformation de Laplace ».
Propriétés de la transformation de Laplace : f désigne une fonction causale

e latransformation de Laplace est linéaire.

e on note f, la translatée de f d’indice a € R. Cette fonction est définie par f,(t) = f(t — a).
Alors la transformation de Laplace de f, se défini a partir de celle de f de la maniére
suivante :

fa(s) = e™3f(s) pour s € C (B.8)
e sif est dérivable alors

%(s) =sf(s) — f(0*) pours€C (B.9)

e la transformation de Laplace du produit de convolution de deux fonctions f et g, est le
produit de leur transformée de Laplace, i.e

Frg=Fx3s (810

Ou * désigne le produit de convolution

Proposition 1 (valeur finale): Soit f une fonction causale intégrable. Si la limite de f en 4o existe et
est finie, alors

_ o f (B.11)
Jlim £(6) = limsf (s)
1.2 Transformation de Laplace inverse

Théoréme 1 (transformation de Laplace inverse): Soit F une fonction analytique dans le demi-plan
ouvertIl, = {s € C, Re(s) > a}telle que:

e (i) Pourtouth > a, | |hr-r+1 F(s) = 0, ceci uniformément dans le demi-plan fermé II,,.
S|—

oo
e (li) Pour tout b > a, l'intégrale de F sur la droite A, paralléle a I'axe des imaginaires et
d’abscisse b est absolument convergente.

Posons alors :
1 st
f() = 5 F(s)estds (B.12)
Ap

Cette fonction a les propriétés suivantes :

1) La fonction f est bien définie par cette formule, en particulier elle ne dépend pas de
I'abscisse b de A,
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2) Lafonction f est causale, continue sur R.

3) L’abscisse de convergence absolue de f est inférieure ou égale a a.

4) Quel que soit b > a, la transformée de Laplace de f, f,co'fncide, dans le demi-plan I, avec
la fonction F.

L’application qui a f associe la fonction f est notée L™! et est appelée transformation de Laplace
inverse. Cette application est linéaire par définition.

Proposition 2 : Soit F une fonction holomorphe dans II, vérifiant les hypothéses suivantes :

. F(b+i . . < .
1) Pourtoutb >a,ona: | }1m S)+i;y) = 0 uniformément par rapport a I'abscisse b.
y|->+00

b+iB F(s)

2) Lalimite, lorsque B — +oo de | . eStds existe quel que soit t dans R.

b—iB
3) Cette limite étant désignée par g(t), cette fonction est dérivable et la restriction de sa

dérivée a [0, +oo[ admet une transformée de Laplace G.
Alors, F = G, autrement dit, F est bien une transformée de Laplace

Calcul de la transformation de Laplace inverse par les résidus
La méthode de calcul de I'intégrale (B.12) n’est pas unique. Un moyen pour évaluer cette intégrale
est d’appliquer la méthode des résidus.

Théoréme 2 (Théoreme des résidus) : Soit £2 un ouvert de C, et soit F une fonction holomorphe dans
0\S, ou S est un sous-ensemble de () sans point d’accumulation dans (2. Soit également K C (2 un
compact a bord régulier, et supposons que dK ne contienne aucun point de S. Alors S n’a qu’un
nombre fini de points dans K, et on a

'LKF ds = 2im Z Res(F,a) (.13)

aeSNK

Calcul des résidus : Soit a un podle de la fonction F, de multiplicité m,, alors

1 a(ma_l)
. e
(mg — 1)! lim 9sma—1) ((s —a)™eF(s))

Res(F,a) = (B.14)

Lemme de Jordan : Soit F une fonction holomorphe dans un domaine D < C. Si |sF(s)| tend vers 0
quand |s| tend vers l'infini alors l'intégrale prise le long de la portion du cercle C (0, ) incluse dans le
domaine tend vers 0 quand le rayon r tend vers l'infini :

lim F(s)ds=0
=% Je,m)nD (B.15)

Application a (B.12) : On choisit un lacet y défini par la Figure B-1.
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Figure B-1 : représentation du chemin y

1
f(t) = o f F(s)eStds
Ap

Y+ico

f f(s)estds pourt >0 (B.16)

y=ioo

= Z Res(f(s)est, z)

Z=pblede f

_ 1
C 2mi

ou l'intégration entre les bornes y + ico désigne la droite A,.

I1 Calculs dans le domaine complexe et applications

Dans cette partie, on reprend les notations du chapitre 5. Par conséquent s désigne la variable
complexe ; [, U, et D désignent respectivement la longueur d’un lien, la vitesse dans ce lien et le
coefficient de dispersion.

1.1 Calcul de deux séries particulieres

Le premier calcul

L’expression peut se réécrire sous la forme d’une série :

sin(7s)

T 1w (="

sin(7s) s 2s n? —s? (8.17)
n=1
Or sh(s) = —isin(ms), donc
+00
1 1 "
=—(1 2 2 z -~ “Z
sh(s) s( +es 1ﬂ2n2 + 52) (B.18)
n=

Il s’ensuit la relation suivante :
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1 2 +00 (_1)n(s _ Z0)>
=— (142 )y ——
sh(%z(s)) PeA(S)( L s—1Iy (B.19)

.o~ 4D D U? - )2 . .
Ou A(s) = |1+ —s et Z, = ——=n?m? —— pour € N . En particulier, I'évaluation de la relation
U2 n 12 4D

(B.19) en s = 0 conduit a la décomposition suivante :

+0
1 2 (—1)"2(,)
=>-|\1+2) —— B.20
ship) P e< zl Zn 20

Le second calcul
Le second calcul de série nécessite de dériver la relation (B.19) par rapport a la variable de Laplace s.
Tout d’abord, on a

4D 1 2D 1
_ (B.21)
(@ ) (s) = Uz 2A(s) g A(s)
Donc
Pery y_L 1 _ ¢ (B.22)
( 2 A) &)= 0% = i)
ou t¢ = % Puis
1 ) t¢
Peo | ) =" 5 — (B.23)
7 & ey aes?

Finalement la dérivation de la relation (B.19) conduit a I’égalité suivante :

cn(F50) e S
B n=1 S_Zn

_ _ E
A(s) (sh< A(s ))) (_e) A (B.24)

4 O (D2 — Zy)
Pel(s) ] (s —Zp)?

En particulier I'évaluation de (B.24) en s = 0, puis en y injectant la relation (B.20) , on obtient :

_ﬂ_ tc Z( 1)n(Zo_ n)
<sh(Pe)>2 L shi) Pen_l (B.25)

Il s’ensuit I'égalité suivante :
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oo Pe
4 (—D)nPa? 2 ch (%)
el N perxon S 2 520
= Pe Pe“ X sh(—=-) Pe
n=1 242 i i
<n1‘r +(2)> 2 Pe(sh(2)>
1.2 Décomposition en éléments simples d’'une fonction méromorphe
Les calculs de la partie 1.1 découlent de la décomposition en éléments simples de Sin?ns). Dans cette

partie on souhaite généraliser ce processus pour I'appliquer aux noyaux définis dans le chapitre 5.

Les fonctions méromorphes sont la généralisation des fractions rationnelles dans la mesure ou elles
s’écrivent sous forme irréductible comme suit

N(s)
D(s)

f(s) = (B.27)
oU N et D sont deux fonctions holomorphes sans zéro commun. Les pdles de la fonction f sont les
zéros de la fonction D. Soit ZP I'ensemble des zéros de D et pour z € ZP on note m(z) sa
multiplicité. D’autre part on pose

a’Z
g(s)=f(s) - 2 m (B.28)
zezDb
Avec
| o ern N@
ou h(s) = % avec h(z) # 0. Pour calculer la valeur de h en z on procéde de la maniére

suivante : la fonction D se réécrit en fonction de h comme suit
D(s) = (s — 2)™@h(s) (B.30)

donc en dérivant m(z) fois cette relation, a I'aide de la formule de dérivation de Leibniz, on a

m(z)
m(z) _ m(z) m(z)! _ Am@)—kpm(z)-
DM@ (s) = kzzo( ) )(m(z) _k)!(s ) kp( ) (s) (B.31)

Donc en évaluant cette relation en s = z donne
D(m(Z))(Z) = h(z) (B.32)
La fonction g n’a aucun péle sur C, donc celle-ci est holomorphe sur tout le plan complexe. D’autre
part si lim f(s) =0 alors lim g(s) = 0. Il s’ensuit que g est une fonction holomorphe et
s>+ Is[>+00

bornée sur tout le plan complexe donc g est constante. Ensuite cette constante est nulle car

| Illrgrl g(s) =0, donc g = 0. Ainsi on obtient la décomposition en éléments simples de la fonction
Ss|—>40o

f:
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fs) = Z # (B.33)

zezDb

ou
L N®__N& (B.34)
27 h(z)  DmM@)(z)
1.3 Application de la décomposition en éléments simples
Dé i A1 ts simples de M@ .
écomposition en éléments simples de 7~
Les poles de cette fonction sont les zéros de la fonction sh qui sont : z, = inm pour n € Z. Ces pOles
sont du premier ordre car sh’(z,) = ch(z,) = (-1)" # 0 donca, = EZEE”; = 1. Finalement
+00
ch(s)_z 1 _1+2 Z 1 B35
sh(s) Lus—inm s S 2. s? + ntn? (8.35)
nez n=1
En particulier en remplagant s par E(s), ona
Pe ~ 0
ch(xA() 2 < (s — Zo)
2 - 142 ) —2% (B.36)
sh(EA(s))  PeAls) s~ 2,
Puis en évaluant cette relation en s = 0,
Pe [e9)
2,5 -
= - B.37
Pe
shzp) P\ o

D’autre part la dérivation de la relation (B.36) permet d’obtenir I'égalité suivante :

€ ¢ CE-Z)\ . 4 NG Zw)
27 T Pey? 142 s—Z +PeA(s) (s—7Z)? (B33
- - €Y Are)3 = T 4n - T 4n B.38
A(s) (sh <%A(s)>> (2 ) As) n=t n=t
Puis en I'évaluant en s = 0, on obtient
Pe o)
te _ tech(H N 4 2 (Zo — Zp)
- 27 Pe . Pes " Pelu (Z,)? (B.39)
<sh (%)) 7 sh( =1 h

Puis
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Pe
4 Z n?m? 2 ¢h (7) 1
Pe " Pe?2 , (Pe (B.40)

sh(xs) |
sh(s) *
Si x* =0 alors cette fonction est nulle et si x* =1 alors cette fonction vaut 1. Donc le

Décomposition en éléments simples de

développement suivant est valable si x* €]0,1][. Les pdles de cette fonction sont : z, = inm pourn €

Z. Ces poles sont du premier ordre car sh'(z,) = ch(z,) = (=1)" # 0 donc a, =%=
(—1)™i sin(nmx™). Ainsi
sh(x*s) (=™ sin(nmx™) - nm(—1)"sin(nwx™)
_ _ — 2 (B.41)
sh(s) s —inm s? + n?m?
nez n=1
Donc en remplacant s par A(s), on obtient la relation suivante
. Pe ~
sh(x* 5 A(s)) nm(— 1)"51n(nnx )
2 __Z (B.42)
Sh(TA(S)) n=
En particulier en évaluant (B.42)ens = 0,0ona
sh(x 28 ¥oo "o . +oo . .
2) _ _i nm(—1)" sin(nmwx™) _ _Zz nm(—1)"sin(nmx™) (B.43)
Pe D —
shiz) U Zn S (Be)

1
Décomposition en éléments simples de Pyt

Les pdles de cette fonction sont les zéros de la fonction ch qui sont : z,, = i§+ inm pour n € Z. Ces

poles sont du premier ordre car ch'(z,) = sh(z,) = i(=1)" # 0 donc a, = W =—i(—1D)"
Ainsi
+oo n 1
I SV i) (n+2)
= = 4Tl
T 2 (B.44)
ch(s) &g (17 + mn) =052 4 2 (n + %)
Donc en remplacant s par A(s), on a
+oo n 1
1 C2n o (D) (n + 7)
S Per 0L, s—Z, (8.43)
ch(Fhs) U
ou ici
D 1\* U? 1 1\?  /Pe\? (B.46)
Zn=-p(n+3) ~3p= ‘70((”*5) +(3) )
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sont les zéros de la fonction ch(% A(s)). L'expression (B.45) permet de déduire la transformation de

. _ ch(@)
Laplace inverse de KP(s,x) = h(Pi"lﬁ)
C

l

pour x €]0,1]. En effet puisque tous les pbles de (B.45) sont

simples alors

x €]0,1], Res(KD(s x)eSt,Z¥) = ch (Pze )lc) (=" (n + ;) nt n>1 (B.47)
ou
. 1 1\2  /Pex\?
E]O, l], Zy = _t_D<(n + E) + (77) ) n=1 (B.48)

Par conséquent pour x €]0,l] ett > 0

+o0
KP(t,x) = 2 Res(l?f’(s, x)est, ZX)
n=1

(B.49)
()% ¥ a3
=ch|—5 7 a(—1)"(n 5)e
n=1
1.4 Application de la décomposition en éléments simples pour déterminer la limites

des parties transitoires des noyaux K! et K>
La partie transitoire des noyaux, en fonction des parameétres sans dimension, s’écrit (voir chapitre 5)

Ktrl( ) z ( 1)" <n2nz+(P26) )?
P
sPes 1”2"2+( ) (B.50)
Fo 2.2

Pe\2\t*
KEr2 (%) = 14 ZL(;(nz"H(Te) )?

€ Pen 1n2m2 + (Pze)
D

Oue= - ou T est un temps caractéristique lié a I'évolution de la concentration dans les pores.

Pe +—

Avant de commencer, on rappelle que ces noyaux sont multipliés par respectivement a = w—ev?
Pe 1t¢¢D
etf=w—=-=—.
2tV te

Convergence lorsque € = 0
Tout d’abord, on a

+0
_ <n T +(Pe) )s* . 1
I Of e ds <n2n2 . (Pze)2> (B.51)

Donc
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+00
4 (=™ n?n?

Kti(e* o — E S(t*

( )_)s OPe 2 ( )

e ()

4 +oo 2 9
tr2 * - *
K2 e ), )

n-m
= <n27.[2 +(5) )

Les séries de (B.52) sont calculées en (B.26) et (B.40).

(B.52)
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Annexe C: Calculs sur les noyaux de convolution

Les noyaux de convolution, définis au chapitre 5, sont :

S oreint (w5 )5

1
pe n=1n2m? + (%)2

1 =
K'(t) " (%)+
Kz(t) — @ + PiiLze—<n2n2+(Pz_e)z>tiD (C.1)
sh (7) Cioinzn? + (%)
t

Y T e L

D)

lIs se présentent comme des sommes d’exponentielles décroissantes. On souhaite modifier leur
écriture afin de faire apparaitre explicitement la singularité a I'origine. Pour cela, on leur applique la
formule sommatoire de Poisson. Cette formule se définie comme suit: pour une fonction f
intégrable dont la transformation de Fourier est définie par

F@) = fR f(2)e~22 4y (€2)

et appartenant a I'espace de Schwartz, alors la série }.,cn f (- +1) converge sur tous les intervalles
fermés et bornés de R et on a,

Vx € ]R{,z flx+n)= Ef(n)ez“mx (C.3)

NezZ nez

En particulier le noyau de la chaleur se réécrit de la maniére suivante :

(x+n)2

1
Vx €ER, Z —nimit g 2imnx —\/—_ t pourt >0 (C.4)

nezZ
L'application de cette égalité aux noyaux de convolution nécessite de transformer leur expression.

Pour cela on utilise les égalités suivantes :

( 1)n _ 2171'71.1

innz _ e—imr% (C.5)

an (o) =05

Ainsi les noyaux peuvent se réécrire comme suit
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t Zmn— <n2n2+(%)z>ti0

P 2
00 =y 25 ot 17 Loy e
Pe Pe 2 Pe
sh 7 = n2m? + ( . )
s ez
5 Ch 76 <n21r2+ )tLD Pe e nen +( 2) tD
K50 = Pe Z _72 P
Sh 7 neZ n?m? + ( ze)
1 < + Pe >_
K(tx)———DzemHZl Dnm)e n?n? (2) D

NezZ

D’autre part, d’apres I'annexe B, on a

+00
1 1 -nr
=—+12s (1)

sh(s) s _1n27r2 + 52
Soit
+00
- 1 1
n2m? + x2  xsh(x) x2
n=1
. Pe
Donc en évaluant (C.8) ens = —
+00
(- _ 2 4

2 = -
Pe 2
n=1n’m? + (Pze) Pe X sh(=") be

Et

Enfin, en remarquant que

On en déduit la relation suivante :

Pe\?\ t
1 n2n2+(—) )— 2
Zmn— ( 2 tD 2. o, (Pe z
_& ze _ f Z 217rn— (n T +(7) t_DdZ

T e ()

La relation (C.12) fait apparaitre la fonction K*¢4* dont I'expression est la suivante :

(22 (BE) )L
KHeat(t x) — Z elinnx <n T +(2) )tD

nez

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.112)

(C.12)

(C.13)
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Et en posant
K'(t,x) = L gheat (t X4 1) (C.14)
’ tP 21 2 '

On peut réécrire les noyaux de convolution K, K? et K' de la maniére suivante :

2 1 Pe (¢ 1
1 — __ Heat - - Heat _
KO = 5K (t’ 2) tam) K (Z' 2) dz
n(7) 2 f
K2(t) = — 5t EK”eat(t, 0) + f KHeat(z,0)dz (C.15)
sh(7) °

l oK'
K'(t,x) = W(t.x)

Sous cette forme on voit que tous les noyaux s’écrivent en fonction de K€%, Maintenant
I'application de la formule sommatoire de Poisson sur la fonction K€%t permet d’exhiber une

. N L 1
singularité a I'origine en —=:
g g 7

_(nzaze(PE) )L
KHeat(t x) — Z elinnx (n T +(2) >tD

net (C.16)
_(E)ZL\/t_D tP (x+n)?
—e \2/tbh— e t
Vrt

nez

Qui permet d’écrire les noyaux de la maniére suivante :

2
2o @i poie oGl 1 e Ge)
Kl(t)=—<_> Ze Cor \/—fe P Ze T
PE\/% t nez 2vmt© Jo \/E ner

Pe Pe\? t 1

Ch(j) Ze_(T)t_D tP\2 _tPm? Dt _(E)zi _tP(m)?

K2(t) = Poy T <—> 26 t +—Je 2 tD—Ee z dz (C.17)
n(Be) pevE \1 V7 Jo vz

nez nez

1 2
Pe\? t +[tD (x N 1 N ) _tD(%J;E“‘)
- - nje
t\/ntnez 2l 2

On remarque que la singularité a I'origine en NG montre le caractere diffusif des noyaux.
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Annexe D: Conditions aux limites générales

Le modele sur réseau de pores développé au chapitre 5 suppose que les débits de masse aux
interfaces se situant aux limites du réseau sont purement convectifs. Ainsi on a

0y = q¥C, (D.1)

. ~(ext)
ou @,
réseau. Cette supposition simplifie I'écriture du modele, cependant on peut écrire le modele avec

est le débit a I'interface pore-lien pour les liens, adjacents au pore p, reliés a I'extérieur du

des débits de masse plus généraux. En effet on peut écrire les équations de conservation de masse
explicitement en fonction des débits. Ainsi on a

aM '

P _ D (ext)

B=m 2% ) o (D.2)
p~p’ p~(ext)

soit dans le domaine de Laplace,

_ 1 —, 1 Cext 1
T ==5 ) B ©-7 ) W+ M0 (0:3)
p~p’

p~(ext)

/ =
Oou Qg et QS sont connus d’apres le chapitre 5. Il reste a trouver un moyen d’exprimer les débits

I(jext) ot Qz(Jext)

sont adjacents a un pore artificiel, dont la concentration est connue. Ce pore représente I'extérieur

sortants du réseau Q . Pour cela on considére que les liens reliés a I'extérieur du réseau

, \ e e . . s ext N . . .
du réseau a proximité du lien. La concentration dans ce pore est notée ng ) ou Vindice p fait

référence au pore a l'intérieur du réseau auquel il est adjacent. On définit P = P U Pé*t ol P est
I'indice de tous les pores a I'intérieur du réseau et P¢*t contient les indices des pores artificiels.
Avec ces notations, d’apres le chapitre 5, I'expression analytique du débit de masse dans un lien
s’exprime, dans le domaine de Laplace, comme suit :

Le débit sortant du pore p € P vers le p’ € P est donné par

q” A .ich (@A r) qv Pe__; A,
— ' pp 144 _ 1 _““pp ’ _
Q; (s) = _;p 1+ Pe. Cp(s) —_;p e 2 pepp, Cp’(S)
h(—22-A, sh|—22&A,
2 pp 2 pp
Pe__/ ) Pe.. r D.4
fol Cz?p,(lpp:x*)e_ 5% sh <%App’(1 — x*)) dx* (D-4)
— l IS !
Pey, — pp PP
sh (TAPP’>

Et le débit entrant dans le pore p € P en provenance d’un pore p’ € P est donné par
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Q%(s) = —Q¥ (s)

” ” 5 ch Peprp~
dyr, Po'n Ay _ q, ppc(z p’p)
= ’;pe ) Pe“’ Cpr(s) + ’;p 1— e C,(s)
p'pA— p'p —
sh(TAp,p) h(=3 p,p) (D.5)
Pe_/
1 . PP g Pey, | i
Jo Clexty p(Lprp x7)e ™2 - )Sh( pr p'pX )dx s
Pe i p'p°p'p
sh (#Ap’p)
Finalement le modele de transport s’écrit de la maniere suivante : pourp € P
— 1 ’5/ 1 ’5: 1
o= Q)= ) =) () +-%G(0) 0.6)
p'>p pzp’
p'eP p'eP
Et aprés intégration de (D.4) et (5.67) dans (D.6), on obtient pourp € P
v Pe_/ N
— _ qp’p PP Ap’p —
,Cy(s) = 5 e 2 P, Cpr(s)
p'>p SXSh( ) Ap’p)
p'€P
v Pe —_—
q,, _ " ‘ov’ A, .
+ Z 7€’ r— O (D.7)
p=p’ s X sh( pr App,)
p'€P
— Pe, r____
pp
|q;;p'| Apprch ( 2 pp’) _ _
-y B 2L T (s) + MR (S)
p'~p s><sh( 2”” pp,)
p'€P
Oou
1.0 * ’p(l_X*) Pep,p~ * *
0 Cp,p(lprpx )e 2 sh 5 DprpX dx
ME'(s) = Z L, S,
Pe,r, p'pUpD
p'>p s X sh( 2” P p,p)
p'€P 0.5)
Pe__/ .
1 .0 N - PP Peppr — . .
Jo Copr (Lpprx*)e™ 2 sh( > Dppr (1= x7) | dx VT (0)
+ LS 1 + A Al
Peyyr — pp'“pp S
plzpj s X sh( > App,)
p'€P

Ces expressions sont valables aussi bien pour les pores a l'intérieur du réseau (voir chapitre 5) que
pour les pores reliés a I'extérieur du réseau. Par conséquent toute I'étude et les conclusions du
chapitre 5 s’étendent a ce modéle de transport généralisé. A noter qu’ici tous les pores appartenant
a P etles liens appartenant a L sont considérés a l'intérieur du réseau tandis que les effets de bords
sont portés uniquement par les pores artificiels.

On montre qu’en ajustant la valeur de la concentration des pores artificiels, ce modéle est capable de
prendre en compte n’importe quelle condition aux limites :
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e Condition aux limites de Dirichlet : En imposant la concentration dans un pore, celui-ci se
comporte comme un pore artificiel par conséquent s'il est lui-méme relié a un tel pore, la
concentration dans ce dernier peut étre choisie de maniére quelconque car le débit de masse
s’ajustera automatiquement.

e Condition aux limites de Newman convective: I'imposition d’un flux convectif peut se faire
e . Ul . .
en augmentant artificiellement la valeur du nombre de Péclet Pe = S ouen déterminant la

valeur du pore artificiel permettant d’annuler le débit dispersif. L'augmentation du Péclet
tout en conservant le débit de I’écoulement, se fait soit en augmentant la longueur du lien de
sortie ou soit en diminuant la valeur de la dispersion de I'espece a I'intérieur de ce dernier.
Le premier cas entraine I'augmentation du retard de transport entre 'amont et I’aval du lien,
par conséquent il est nécessaire de tronquer artificiellement le lien a la longueur voulue. Le
second cas permet de supprimer artificiellement les effets dispersifs tout en conservant la
longueur du lien. L'imposition d’un flux convectif par élimination du flux dispersif se fait en se
plagant en régime asymptotique et en choisissant la concentration du pore artificiel égale a
chaque instant a celle du pore du bord auquel il est relié. Le régime asymptotique de

< . . 12 .-
transport a lieu lorsque le temps de dispersion t? = 5 est négligeable devant le temps de

. 1% . L.
vidange t¥ = —. Dans ce cas le lien du bord se comportent, vis-a-vis du transport, comme
Us

des liens de longueur nulle, par conséquent la diminution de t? se fait en diminuant
artificiellement la longueur du lien

e Condition aux limites de Newman dispersive : I'imposition d’un flux dispersif dans un lien du
bord du réseau se fait en imposant une concentration dans le pore artificiel relié a ce lien

Enfin I'imposition d’un débit de masse dont I'expression est indépendante de la concentration dans
les pores du réseau se fait simplement en I'ajoutant au membre de droite de I'expression de (5.129)
dans le domaine temporel.
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Annexe E: Dérivation, dans le domaine de Laplace,
des fonctions intervenant dans le calcul des
moments

Le calcul des moments dans le domaine de Laplace nécessite de calculer les dérivées successives de
la dérivée des noyaux dans le domaine de Laplace. Ces fonctions sont les suivantes :

dK1 A(s)
ar 7 sh(52A())
dR? . A(s)ch (%E(s))
dt <h (%E(s)) (E.1)
L sh(52E(s)x)
dt sh(52A(s))

Lo , 4D . N e
ou A(s) = |1 +ﬁs. Dans cette annexe, on donne uniquement les deux premiéres dérivées car

elles suffisent a la détermination du moment d’ordre deux. En effet celui-ci est relié au calcul de la
dispersion qui permet de rendre compte du comportement macroscopique d’un échantillon de
milieu poreux.

Dérivation de A par rapport a s
Tout d’abord les dérivées du premier et du second ordre par rapport a s de A sont :

X(s) 2D 1
S)=——">=7T

U2 A(s) (E2)
-, 2D 2D\* 1
PO =-5n () 7

Dérivation du premier ordre par rapport a s des termes de (E.1) :

<d751>' sh(GPE)-Saen(TFE)A

d _ 2
t sh (%A) (E.3)
2D 1 e ch %5)2
U? Ksh (%E) sh (% ”)
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2 h 2
<m>’ _ LR —xch (2R —0) sh(52E) - L2 Ken (2 8) sh (A - )

2
g ()
. sh (% Ex) . ch (%5(1 - x))
ash (52) T A ry

Dérivation du second ordre par rapport a s des termes de (E.1) :

_pe 2 2 2 2 2
Pe \*
sh( )
) N ch (7 )
U pasn(t2R) U Azsh(kg)z
\2
_tcz ]}3 +2t(:2 ch (%A) -
Bsh (> B) ash (P25)

dK? 2D te 2D\? ch (7 A) 2 Ch (%5)
<W> Tz Pe~2_(U_> 3.5 (Pe % +2t _ Pe A3
E2sh (52 B) B3sh (£ B) Bsh (£ B)
) o D) o (53 (G
T gy Tea@y el
o (1 - x)sh <%5(1 - x)) ) xtcgch <%5(1 - x))
Kesh (224) Ut pesn(52E)
ch (% E) ch <% A1 - x))
+xtc? >
Resh (L2 5)

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)

(E.8)
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camm!mm Formulation généralisée du transport réactif pour ‘CARNOT
les modéles de réseaux de pores saturés en eau [* -

Résumé : La protection et la remédiation des ressources en eau sont un enjeu sociétal majeur, ainsi il est
nécessaire de comprendre I'évolution de solutés, tels les polluants, au sein de la zone saturée et non
saturée. Dans ce but, de nombreux travaux ont été consacrés a la modélisation du transport réactif en
milieux poreux. Son déroulement a I'échelle de Darcy dépend des hétérogénéités microscopiques du milieu.
Les modéles de réseau de pores qui simplifient la géométrie en un ensemble de pores reliés par des liens
de sections constantes, permettent de se placer a une échelle mésoscopique, faisant le lien entre I'échelle
porale et I'échelle de Darcy. Sur de telles formes géométriques, I'écoulement admet un traitement
analytique. En ce qui concerne le transport réactif des solutés, nous proposons une solution analytique dans
les liens qui permet de calculer le débit de masse entre pores. Le modéle de transport se formule alors
comme un systeme d’équations de Volterra de secondes especes dont les noyaux de convolution sont des
séries d’exponentielles décroissantes (hormis le premier terme qui est constant). Leurs temps de relaxation
sont pilotés essentiellement par le temps de dispersion td. Dans la limite ou td tend vers 0 a Péclet
constant, les termes transitoires des noyaux se réduisent a un Dirac, débouchant sur un premier modéle
simplifi¢ a réponse instantanée c'est-a-dire un modele de transport quasi-statique. Dans le cas ou les
volumes des pores sont suffisamment grands, les noyaux se réduisent a leur premier terme. Ces
formulations du transport généralisent celles de la littérature. En particulier pour des Péclet petit ou grand on
retrouve respectivement les modéles usuels en régime dispersif et convectif. Numériquement, la
décroissance exponentielle des noyaux permet d’optimiser le calcul des convolutions avec une précision
arbitrairement fixée, réduisant drastiquement le temps de résolution.

Mots clés : transport réactif, milieu poreux saturé, modéle de réseau de pores, schéma numérique

A generalized solution for reactive transport in saturated porous
networks

Abstract: Protection and remediation of ground water resources are a major societal challenge. It implies to
understand the evolution of solutes as pollutant in the saturated and non-saturated zones. For that purpose
numerous studies have been conducted for modeling the reactive transport in a porous media. At Darcy
scale, the behavior of solutes depends on microscopic heterogeneity for the media. The Pore Network
Models (PNM) simplifies drastically its geometry and considers pores linked by straight throats the section of
which is constant. They give a description which is in between the macroscopic and the pore descriptions.
With such geometry it is possible to use a Poiseuille flow modeling the flux. With respect to the reaction-
transport equation, we seek the analytical solution of the CDE in throats, which in turn allows computing the
mass flux in pores. The transport solution consists of a Volterra equation system. Its convolution kernels
result in a summation of time function which is decreasing exponentially with time (except the first term which
still constant). The time constant is driven by the diffusion time td. As td goes to zero, keeping the Peclet
number fixed, each term of the summation reduces to a Dirac. The response of the system is then
instantaneous. When the volume of the pore is large enough it is possible to neglect all the term of the kernel
except the constant one. In the limit where the Peclet number goes to zero, usual models are recovered.
Numerically, the exponential time decreasing of the kernel allow to optimize their computational time up to an
arbitrary fixed precision.

Keywords: reactive transport, saturated porous media, Pore Network Model, numerical scheme
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