
HAL Id: tel-01717745
https://theses.hal.science/tel-01717745v2

Submitted on 31 May 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Réduction des niveaux vibratoires d’un panneau au
moyen de trous noirs acoustiques structurés en réseau

périodique : conception d’une méta-plaque
Omar Aklouche

To cite this version:
Omar Aklouche. Réduction des niveaux vibratoires d’un panneau au moyen de trous noirs acous-
tiques structurés en réseau périodique : conception d’une méta-plaque. Acoustique [physics.class-ph].
Université du Maine, 2017. Français. �NNT : 2017LEMA1030�. �tel-01717745v2�

https://theses.hal.science/tel-01717745v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


Thèse de Doctorat

Omar AKLOUCHE

Mémoire présenté en vue de l’obtention du grade de :

Docteur de Le Mans Université, sous le label de L’Université Bretagne Loire

École doctorale : SPIGA

Discipline : 60
Spécialité : Acoustique
Unité de recherche : LAUM UMR CNRS 6613

NNT : 2017LEMA1030
Soutenue le : 27 / 10 / 2017.

Réduction des niveaux vibratoires d’un panneau au

moyen de trous noirs acoustiques structurés en réseau

périodique : conception d’une méta-plaque

JURY

Rapporteurs : Emmanuel FOLTETE, Professeur, Institut FEMTO-ST (Besançon)

Ruben PICO VILA, Professeur, Université Polytechnique de Valence (Gandia)

Examinateurs : Manuel COLLET, Directeur de recherche CNRS, École Centrale de Lyon (Lyon)

Anne-Christine HLADKY, Directrice de recherche CNRS, Institut
d’électronique, de Microélectronique et de Nanotechnologie (Lille)

Invités : François BESLUAU, Ingénieur, Airbus Operation SAS (Toulouse)

Pascal AUDRAIN, Docteur, IRT Jules VERNE (Le Mans)

Directeur de thèse : François GAUTIER, Professeur, Université du Maine (Le Mans)

Co-directeurs de thèse : Adrien PELAT, Maître de conférences, Université du Maine (Le Mans)

Sylvain MAUGEAIS, Maître de conférences, Université du Maine (Le Mans)



1/ 161 O. AKLOUCHE



Résumé

À cause de la gêne qu’elles occasionnent, les vibrations des structures mécaniques
constituent un sujet d’étude important dans de nombreux contextes industriels. La ré-
duction des niveaux vibratoires indésirables est en général obtenue de façon passive grâce
à l’ajout de matériaux viscoélastiques, granulaires ou encore d’absorbeurs dynamiques.
Ces méthodes efficaces et relativement simples de mise en œuvre donnent cependant lieu
à une masse ajoutée, qui n’est en général pas souhaitée. L’utilisation de l’effet trou noir
acoustique (TNA) est une stratégie alternative, permettant d’amortir les structures de
façon passive sans pour autant augmenter leur masse. Le TNA consiste à réaliser un
amincissement local de la structure et à la revêtir d’une couche viscoélastique. L’effet
TNA résulte alors de l’augmentation locale de l’amplitude vibratoire, qui sollicite forte-
ment le revêtement, donnant lieu de ce fait à un amortissement localisé important.

L’objectif de ce travail de thèse est de réaliser une analyse détaillée du mécanisme
d’amortissement induit par le TNA, afin d’en tirer le meilleur parti. Un TNA sans revê-
tement viscoélastique, inséré dans une plaque mince infinie est analysé dans un premier
temps au moyen d’un modèle ondulatoire. L’analyse des relations de dispersion, montre
que quatre ondes de flexion coexistent dans la région inhomogène et qu’au-delà d’une
fréquence de coupure, toutes ces ondes sont fortement atténuées, traduisant ainsi l’effet
TNA. L’étude de la section efficace de diffusion montre qu’il existe des résonances locales
piégées, et qu’il est possible de les contrôler au moyen des caractéristiques géométriques.
Le TNA avec revêtement est étudié en utilisant un modèle aux différences finies. On
montre que l’ajout du film viscoélastique induit un mécanisme d’amortissement local im-
portant, permettant d’augmenter significativement l’amortissement global de la structure.

L’effet TNA étant surtout efficace au-delà de sa fréquence de coupure, la conception
d’une méta-plaque, consistant en une organisation périodique de trous noirs est proposée,
de façon à tirer parti de possibles bandes d’arrêt de Bragg ou de résonance en basses
fréquences. Un réseau carré est étudié numériquement par la méthode PWE et expéri-
mentalement par mesure de mobilités vibratoires. L’analyse des diagrammes de dispersion
montre qu’il est difficile d’obtenir des bandes interdites complètes à basses fréquences en
utilisant un TNA à profil classique. Les mesures confirment ce constat : les mobilités sont
uniquement lissées dans la gamme des hautes fréquences, traduisant un effet cumulatif
des différents trous noirs. Une autre stratégie consiste à utiliser un réseau périodique de
TNA à profil sinusoïdal, à symétrie carrée ou triangulaire. La plaque est analysée numé-
riquement et expérimentalement. Les résultats montrent que la méta-plaque est à la fois
amortie en basses fréquences par les effets de réseau et à hautes fréquences par les effets
cumulatifs des trous noirs, ce qui en fait une structure intéressante pour l’ingénieur.
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Abstract

Because of the inconvenience they cause, the vibrations of the mechanical structures
are an important subject of study in many industrial contexts. The passive reduction
of the undesirable vibratory levels is generally obtained by the addition of viscoelastic
materials, granular materials or dynamic absorbers. These efficient and relatively simple
methods of implementation give rise to an added mass, which is generally not desired.
The Acoustic Black Hole (ABH) is an alternative strategy, allowing the structures to be
damped passively without increasing their mass. The ABH consists of performing a local
thinning of the structure and coating it with a thin viscoelastic layer. The ABH effect
then results from the local increase in the vibratory amplitude, which strongly stresses
the viscoelastic coating, giving rise to high localized damping.

The general objective of the thesis work is to carry out a detailed analysis of the dam-
ping mechanism induced by the ABH, in order to make the most use of it. A black hole
without a viscoelastic coating, inserted into an infinite thin plate is initially analyzed by
means a wave model. The analysis of the dispersion relations shows that four bending
waves coexist in the inhomogeneous region and that, beyond a cutoff frequency, all these
waves are strongly attenuated, thus reflecting the ABH effect. The study of the scattering
cross-section shows that there are local trapped resonances, and that it is possible to
control them by means the geometric characteristics. The ABH with viscoelastic coating
is studied using a finite difference formulation. It is shown that the addition of the vis-
coelastic film induces an important local damping mechanism, allowing to significantly
increase the overall damping of the structure.

The ABH effect being especially effective beyond its cutoff frequency, we propose the
design of a meta-plate, consisting of a periodic distribution of a set of black holes, so as to
take advantage of possible low frequency Bragg or resonance band gaps. A square periodic
lattice is studied numerically by the PWE method and experimentally by measurement
of vibratory mobilities. The analysis of the dispersion diagrams shows that it is difficult
to obtain complete band gaps at low frequencies by using the classical ABH. The mea-
surements confirm this finding : the mobilities are only smoothed in the high frequency
range, reflecting a cumulative effect of the different black holes. Another strategy is to
use a periodic rectangular or triangular lattice of black holes with sinusoidal profiles. The
plate is analyzed numerically and experimentally and the results show that the meta-plate
is both damped at low frequencies by the lattice effects and at high frequencies by the
cumulative effects of black holes,which makes an interesting structure for the engineer.
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Nomenclature

Variables générales

Grandeur Description Unité

x, y, z Coordonnées spatiales cartésiennes m
r, θ, z Coordonnées spatiales cylindriques m, rad, m
t Temps s
f Fréquence Hz
ω Pulsation rad.s−1

kf Nombre d’onde naturel de flexion rad.m−1

λ Longueur d’onde m

Paramètres physiques de la plaque

Grandeur Description Unité

ρ Masse volumique kg.m−3

η Facteur de pertes du matériau -
E0 Module d’Young élastique Pa
E Module d’Young avec pertes Pa
ν Coefficient de Poisson -
D Rigidité de flexion Pa.m3

Paramètres géométriques du trou noir

Grandeur Description Unité

hTN Épaisseur de la zone variable m
h0 Épaisseur de la zone uniforme m
ht Épaisseur de troncature m
a Rayon intérieur m
b Rayon extérieur m
a′ Constante du profil m
m Ordre du profil -
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Variables d’état

Grandeur Description Unité

W Déplacement transversal m
Θr, Θθ Pentes dans les directions r et θ -
Mr, Mθ Moments fléchissants dans les directions r et θ N
Mrθ Moment de torsion N

Qr, Qθ Efforts tranchants de Kirchhoff dans les directions r et θ N.m−1

V Effort tranchant de Kélvin-Kirchhoff N.m−1

Champs vibratoires

Grandeur Description Unité

Winc Champ du déplacement incident m
Wdiff Champ du déplacement diffusé m
W ext Champ du déplacement dans la zone extérieure m
W int Champ du déplacement dans la zone intérieure m
W TN Champ du déplacement dans la zone du trou noir m
W cent Champ du déplacement dans la zone centrale m

Propriétés de diffusion

Grandeur Description Unité

f(θ)/
√
b Fonction de directivité, ou fonction de forme m

f(π)/
√
b Champ rétrodiffusé lointain m

Qdiff Section efficace de diffusion m

Milieux périodiques & PWE

Grandeur Description Unité

L Période spatiale du réseau m
k Nombre d’onde de Bloch rad.m−1

G1, G2, G3 Vecteurs d’onde du réseau réciproque rad.m−1

Wk(G1) Coefficients de Fourier du vecteur G1 m
ΓXM , ΓMK Périmètres des zones de Brillouin irréductibles des ré-

seaux carré et triangulaire
-
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Introduction Générale

Contexte de la thèse

Le contexte de cette thèse s’inscrit dans le cadre du projet de recherche VIBROLEG
(VIBROacoustique des structures LÉGères), financé par l’Institut de Recherche Tech-
nologique Jules Verne (IRT JV), qui réunit un ensemble d’organismes académiques (Le
Mans Université et son laboratoire d’acoustique, le LAUM) et industriels comme Airbus,
Naval Group, STX, DAHER, le CETIM, Bureau Veritas et General Electric. L’objectif de
ce projet est de répondre à certaines problématiques liées à la caractérisation vibratoire
et à l’allégement des structures utilisées en ingénierie mécanique, en particulier dans le
domaine des transports. Le projet est structuré dans son ensemble sous forme de thèses
de doctorat, organisées selon deux grands axes de recherche. Le premier axe concerne
la thématique du diagnostic vibratoire et s’organise en trois thèses : l’holographie op-
tique numérique ultra-rapide pour la mesure du champ vibratoire [1], la caractérisation
de matériaux composites par problème inverse vibratoire [2, 3] et la caractérisation de
sources aéroacoustiques excitant les structures légères [4]. Le second axe est centré autour
de la thématique de l’allégement des structures et se décline également en trois thèses,
proposant des méthodes innovantes pour la réduction des vibrations : la première thèse,
faisant l’objet de ce manuscrit, propose une méthode d’amortissement vibratoire par ré-
seau périodique de trous noirs acoustiques, la seconde se base sur l’utilisation de patchs
piézoélectriques pour l’augmentation de l’isolation acoustique et vibratoire de parois d’une
structure vibrante [5], et la troisième thèse concerne l’utilisation de matériaux granulaires
légers dans les structures tubulaires pour la réduction des niveaux vibratoires [6].

Vibrations des structures : définition et enjeux

Les vibrations se produisent dans de nombreux systèmes mécaniques et structurels.
Si elles sont incontrôlées, celles-ci peuvent alors entraîner des situations catastrophiques.
Divers exemples pointant les risques et les problèmes induits par les vibrations indésirables
peuvent être cités : les vibrations des machines d’usinage peuvent conduire à un usinage
inadéquat des pièces [7]. La défaillance d’une structure peut se produire en raison des
contraintes dynamiques élevées développées pendant un tremblement de terre [8] ou même
à cause des vibrations induites par le vent [9]. Les vibrations que subit une hélice d’un
hélicoptère en rotation à des vitesses élevées sont souvent importantes. Lorsque l’hélice
possède un défaut de fabrication, celui-ci peut s’aggraver à cause des vibrations et conduire
à un dysfonctionnement de l’hélice pouvant causer une catastrophe pour l’appareil en vol
[10]. Les vibrations excessives des pompes [11], des compresseurs [12], des turbomachines
[13] et d’autres machines de production industrielles induisent des vibrations qui peuvent
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entraîner un fonctionnement inefficace des machines, tandis que le bruit rayonné peut
provoquer de fortes nuisances pour l’entourage [14–16]. La liste des problèmes engendrés
par les vibrations est longue et ne peut se résumer aux quelques exemples cités. Néanmoins,
ces exemples montrent à quel point les vibrations constituent un sujet omniprésent dans
l’industrie mécanique, ainsi à quel point il est important de les réduire pour assurer la
sécurité et le fonctionnement correct des équipements.

Allégement des structures mécaniques

L’allégement des structures mécaniques suscite actuellement beaucoup d’intérêt. L’ob-
jectif visé est de réduire principalement la consommation d’énergie nécessaire au transport
des structures. Cela permet de réduire l’émission des gaz à effet de serre, comme le dioxyde
de carbone (CO2), qui sont à l’origine de la pollution atmosphérique et la progression du
réchauffement climatique. Par exemple dans le transport routier, il est établi par l’Agence
de l’Environnement et de la Maîtrise de l’Énergie (ADEME) qu’une diminution de 500
kg de la masse d’un véhicule permet de baisser les émissions du CO2 d’environ de 2 %

(d’après [17]). Dans les structures légères, le problème des vibrations se pose de façon
assez naturelle : en effet ces structures sont très sensibles aux excitations extérieures et
peuvent vibrer avec de grandes amplitudes, ce qui les rend de plus en plus rayonnantes
(sur le plan acoustique) et fragiles (sur le plan mécanique). La réduction de masse est
l’un des facteurs principaux d’augmentation des nivaux vibratoires et acoustiques, qui
conduisent à la dégradation des performances vibratoires et du confort acoustique. De ce
fait, le contrôle des vibrations indésirables des structures légères est un enjeu important.

Méthodes usuelles d’amortissement vibratoire

L’amortissement met en jeu des forces dissipatives qui agissent sur un système vibrant
de façon à diminuer son énergie mécanique. Le phénomène est causé par divers méca-
nismes : impacts, glissement ou autres frottements, interaction fluide-structure, rayon-
nement vibratoire aux appuis et mécanismes internes (viscoélastiques, thermoélastiques)
dissipant l’énergie sous forme de chaleur. L’amortissement, contrairement aux caracté-
ristiques de rigidité et d’inertie, est une quantité souvent difficile à quantifier car il ré-
sulte souvent de plusieurs mécanismes physiques différents coexistants. Il ne peut pas en
général être mesuré à l’aide d’expériences statiques. L’amortissement est généralement
plus difficile à décrire que les effets de raideurs et d’inertie. Le concept d’amortissement
est introduit dans l’analyse des vibrations pour tenir compte de la dissipation d’énergie
dans les structures et les machines. En fait, l’amortissement visqueux [18–20], qui est
la forme d’amortissement la plus couramment utilisée dans l’analyse des vibrations, est
souvent choisi pour la modélisation, car il permet une solution analytique des équations
de mouvement plutôt que parce qu’il modélise correctement la physique. Les problèmes
de base sont : la modélisation des phénomènes physiques de la dissipation d’énergie afin
de produire des modèles prédictifs et la création de traitements complémentaires qui aug-
menteront l’amortissement dans un système mécanique afin de réduire les vibrations, le
bruit rayonné et la fatigue structurelle.
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Tout système mécanique réel présente une forme de dissipation de son énergie méca-
nique. Dans la modélisation des systèmes, l’amortissement peut être négligé si l’énergie
mécanique dissipée pendant la durée d’intérêt est faible par rapport à l’énergie mécanique
totale initiale de l’excitation dans le système. Même pour les systèmes très amortis, il peut
être utile d’effectuer une analyse en négligeant les termes d’amortissement, afin d’étudier
des caractéristiques dynamiques essentielles, comme les caractéristiques modales d’un sys-
tème (fréquences naturelles non amorties et formes des modes).

Trois mécanismes d’amortissement sont importants dans l’étude des systèmes méca-
niques [14, 19], et sont les suivants :

1. Amortissement interne du matériau : il a plusieurs origines parmi lesquelles on
distingue la dissipation d’énergie associée aux :
— défauts de la microstructure, tels que les limites des grains et les impuretés,
— effets thermoélastiques provoqués par des gradients de température locaux ré-

sultant de contraintes extérieures,
— mouvements de dislocation dans les métaux [21, 22],
— mouvements des chaînes dans les polymères [23, 24].
Plusieurs modèles ont été utilisés pour représenter la dissipation d’énergie induite
par l’amortissement interne en fonction des différents matériaux utilisés en ingénie-
rie. Aucun modèle ne peut représenter de manière satisfaisante les caractéristiques
d’amortissement internes de tous les matériaux. Néanmoins, deux types généraux
d’amortissement interne peuvent être identifiés : l’amortissement viscoélastique
[25–27] et l’amortissement hystéretique [28].

2. Amortissement structurel : résulte de la dissipation d’énergie mécanique occasion-
née par le frottement dû au mouvement relatif entre les composants et par un
contact impactant ou intermittent aux articulations dans un système ou une struc-
ture mécanique [29]. Le comportement de dissipation d’énergie dépend des détails
du système mécanique particulier. Par conséquent, il est extrêmement difficile de
développer un modèle analytique généralisé qui permettrait d’écrire de manière
satisfaisante l’amortissement structurel. La dissipation d’énergie causée par le frot-
tement est généralement représentée par un modèle de frottement de Coulomb [30].
La dissipation d’énergie causée par l’impact est déterminée à partir du coefficient
de restitution des corps ou systèmes qui sont en contact [31–33]. La méthode la plus
commune d’estimation de l’amortissement structurel est par mesure. Les valeurs
mesurées, cependant, représentent l’amortissement global dans le système méca-
nique. La composante d’amortissement structurel est alors estimé en soustrayant
les valeurs correspondant à d’autres types d’amortissement de la valeur d’amortis-
sement global, tels que l’amortissement du matériau présent dans le système.

3. Amortissement des fluides : provient de la dissipation d’énergie mécanique résul-
tant des forces de traînée et des interactions dynamiques associées lorsqu’un sys-
tème mécanique ou ses composants se déplacent dans un fluide [34, 35].

Comme indiqué ci-dessus, plusieurs types d’amortissement sont intrinsèquement présents
dans un système mécanique. Si le niveau d’amortissement disponible dans le système
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n’est pas suffisant pour son bon fonctionnement, des dispositifs d’amortissement externes
peuvent être ajoutés soit lors de la conception d’origine, soit pendant les modifications
de conception ultérieures du système. De nombreux systèmes et structures n’ont pas suf-
fisamment d’amortissement interne ou naturel pour limiter les vibrations à des niveaux
acceptables. La plupart des structures métalliques, par exemple, ont des amortissements
de l’ordre de 1 %� et vont donc fortement vibrer et rayonner du bruit à des niveaux élevés.
Dans ce cas, le développement de techniques d’amortissement complémentaire à celui déjà
présent dans la structure devient d’intérêt majeur.
Il existe deux méthodes de contrôle des vibrations, qui permettent d’ajouter de l’amortis-
sement externe à un système mécanique afin d’améliorer ses caractéristiques de dissipation
d’énergie. Elles sont :

1. Méthodes actives : consistent à utiliser des actionneurs qui agissent sur la structure
pour atténuer l’intensité des vibrations. Ces actionneurs permettent de contrôler
les vibrations à chaque instant et nécessitent des sources d’alimentation externes
[36–39].

2. Méthodes passives : consistent à ajouter des dispositifs (matériaux ou systèmes)
qui possèdent un caractère dissipatif, à la structure de telle sorte que les vibrations
de la structure porteuse sont amorties passivement [40, 41], c’est-à-dire, sans avoir
recours à l’utilisation d’une source d’énergie externe supplémentaire comme dans
le cas des méthodes actives. Dans le présent travail, l’accent sera mis uniquement
sur l’amortissement par méthodes passives.

Dans les techniques de contrôle passif des vibrations, une solution simple consiste à re-
vêtir la surface de la structure avec un matériau amortissant, habituellement un matériau
viscoélastique [42]. En fait, en industrie automobile par exemple, chaque corps d’automo-
bile produit est traité avec un traitement amortissant de surface pour réduire le bruit de
la route et du moteur transmis à l’intérieur de l’habitacle. L’ajout d’une couche viscoélas-
tique à un substrat métallique ajoute de l’amortissement car, à mesure que la structure
hôte se met à vibrer, elle fait travailler le matériau viscoélastique en traction-compression
[43], ce qui provoque une dissipation de l’énergie par la chaleur. Cette notion de couche
de matériau viscoélastique sur la surface d’une feuille de métal est connue sous le nom
de traitement amortissant par revêtement libre. Le mécanisme de dissipation résultant
est décrit pour la première fois par le modèle d’Oberst [44], permettant de calculer les
propriétés équivalentes d’une poutre telles que la rigidité, le module d’Young et le facteur
de pertes équivalents.

En ajoutant une troisième couche, souvent plus rigide et mince, au dessus du matériau
viscoélastique, ce dernier est contraint à travailler en cisaillement [45] et provoque une plus
grande dissipation d’énergie. De tels traitements sont appelés traitements amortissants
par revêtement contraint. Ross-Ungar-Kerwin [46–48] ont généralisé le modèle d’Oberst
[44] pour les poutres bicouches à un modèle avec trois couches, permettant également
l’établissement des propriétés homogènes de tel milieu stratifié. D’autres traitements in-
téressants d’amortissement de surface consistent à utiliser un matériau piézocéramique
habituellement sous la forme d’un mince patch stratifié sur la surface d’une poutre ou
d’une structure en forme de plaque [49, 50]. À mesure que la surface se déforme, une
tension est produite par effet piézoélectrique. Si une résistance électrique est attachée à
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travers la couche de piézocéramique, l’énergie est dissipée sous forme de chaleur et le
système se comporte exactement comme un traitement d’amortissement par revêtement
viscoélastique libre.

Les vibrations peuvent également être atténuées passivement par utilisation de ma-
tériaux granulaires [51, 52]. Cette technique d’amortissement structurel peut être mise
en place en remplissant une cavité ou une enceinte de particules, fixée sur une zone de
la structure où les vibrations sont de grandes amplitudes. L’énergie vibratoire est alors
dissipée, sous forme de chaleur, par frottement engendré lors de la collision des différentes
particules entre elles et avec la structure. La méthode d’amortissement par utilisation de
milieux granulaires dérive de la méthode d’amortissement par impact [53, 54]. L’amor-
tissement par impact implique une seule particule dans une enceinte généralement plus
large que celle utilisée dans l’amortissement par les granulaires. En revanche, ces derniers
mettent en jeux plusieurs particules pour générer un amortissement. De part leur effica-
cité, les granulaires sont utilisés dans diverses applications, à savoir les raquettes de tennis
[55], les structures d’ingénierie civile [56] et même dans les navettes spatiales [57, 58].

Un autre moyen classique de traitement des vibrations consiste à rajouter des systèmes
masse-ressort, appelés "absorbeurs dynamiques", sur une structure pour atténuer ses vi-
bration et la protéger des excitations et chocs extérieurs. Cette technique d’amortissement
nécessite la connaissance précise de la fréquence d’excitation pour accorder au mieux l’ab-
sorbeur [59]. De part leur robustesse et simplicité de mise en œuvre, ces systèmes sont
largement étudiés dans la littérature [26, 60, 61] et appliqués dans divers domaines [62, 63].
Les absorbeurs dynamiques peuvent se présenter sous une autre forme en utilisant des sys-
tèmes de masse-ressort avec amortissement visqueux ou de masse connectée à un ressort
viscoélastique [64–66]. D’autres techniques d’amortissement passif utilisent des matériaux
à gradient de propriétés : le traitement consiste à empiler des matériaux de différentes
propriétés physiques de sorte que l’impédance aux interfaces diminue graduellement vers
l’extrémité de la structure. Ce concept est étudié par Vemula et al. [67] dans le cas de
poutre et plaque et a montré la possibilité de diminuer la réflexion des ondes à l’extrémité
de la structure. Cette approche est similaire à celle du trou noir acoustique proposée dans
ce manuscrit, pour lequel le gradient s’applique sur l’épaisseur et la rigidité de flexion.

Trou noir acoustique : synthèse bibliographique

Préliminaire

L’utilisation de l’effet "trou noir acoustique" (TNA) est un moyen passif de réduc-
tion des niveaux vibratoires d’une structure mécanique sans masse ajoutée. Le nombre
d’articles scientifiques étudiant ce dispositif augmente depuis les premiers travaux ap-
paraissant à la fin des années 1980. Ces articles montrent que plusieurs propriétés sont
habituellement observées dans un TNA inséré dans une poutre ou une plaque : amortis-
sement important des résonances de la structure, coefficient de réflexion faible, vibrations
localisées, modes internes piégés, fréquences de coupure,...etc. Le but de cette synthèse
bibliographique est de fournir un bref état de l’art sur les principales propriétés du TNA,
rappeler des références représentatives des différentes équipes travaillant dans ce domaine
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et donner des illustrations à travers des résultats numériques et expérimentaux obtenus
durant ces années. À cette fin, des recherches sont effectuées sur une collection de TNA
1D (poutre) et 2D (plaque) de différents types : TNA 1D avec une épaisseur variable
seulement, TNA 1D avec épaisseur et largeur variables, TNA 1D non linéaire, TNA 1D
avec défauts locaux, TNA 2D circulaire avec et sans trou central, TNA 2D circulaire avec
et sans masse centrale, réseau périodique de TNAs intégré sur un panneau plan. La ca-
pacité de ces différentes configurations à amortir les vibrations est alors discutée.

La thématique du TNA est relativement récente car le premier travail décrivant l’effet
a été publié par Mironov en 1988 [68]. Pour les trois dernières décennies, la communauté
scientifique travaillant sur ce thème a été en croissance et concerne environ une dizaine
d’équipes d’organisations universitaires et industrielles. La figure 1 montre le nombre de
publications par an liées au trou noir acoustique. L’évolution au cours des cinq dernières
années traduit l’intérêt grandissant pour le TNA. En effet, la bibliographie scientifique
compte, à la connaissance de l’auteur 1, environ cinquante articles publiés dans des re-
vues et journaux internationaux à comité de lecture, cinq brevets et de nombreuses com-
munications en congrès ou sous forme de conférences. La première session de congrès
spécifiquement consacrée au TNA a été organisée en 2012 dans le cadre du congrès inter-
national «ACOUSTICS» [69–75], qui s’est déroulé du 23 au 27 avril à Nantes (France).
Depuis 2015, une session dédiée à ce thème est organisée chaque année dans le contexte
du congrès international «INTERNOISE» [76–94].

Figure 1 – Évolution du nombre de publications scientifiques liées au trou noir acous-
tique de 1988 à 2016. En bleu les articles publiés dans des journaux internationaux, et en
rouge les différentes communications dans des congrès internationaux.

Trou noir acoustique 1D

Le principe du trou noir acoustique de type poutre ou plaque est basé sur le fait que la
célérité des ondes de flexion se propageant dans un milieu inhomogène décroît avec l’épais-
seur du milieu. Pour une poutre dont l’épaisseur est décroissante au voisinage de l’une de

1. Le recensement des articles et communications liés au TNA, présenté sur la Fig 1, est réalisé par
A. PELAT, pour être présenté au congrès "INTERNOISE 2017" à HONG KONG.
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ses extrémités, il est possible de déterminer le profil de cette épaisseur de telle sorte que
la propagation des ondes dans cette région ait lieu sans réflexion à l’extrémité. Ceci est
possible théoriquement si l’épaisseur de la poutre diminue en suivant une loi de puissance
jusqu’à une épaisseur strictement nulle [68]. De telles variations locales d’épaisseur et de
la rigidité de flexion entraînent une vitesse de phase progressivement décroissante et une
augmentation d’amplitude des vibrations à mesure que l’épaisseur décroit.

L’épaisseur à l’extrémité de la poutre n’est cependant jamais nulle en pratique et
cela induit la réflexion des ondes à l’extrémité. La solution proposée pour réduire cette
réflexion est l’ajout d’une fine couche de matériau viscoélastique (voir Fig 2), qui va
permettre d’augmenter la dissipation d’énergie vibratoire [95].

Figure 2 – Vue de profil d’un TNA 1D muni d’une fine couche de matériau viscoélastique.

• La littérature disponible montre que, lorsqu’il est intégré dans des structures méca-
niques, le trou noir acoustique peut conduire à une diminution importante du niveau des
vibrations. De nombreux démonstrateurs ont été testés expérimentalement et analysés nu-
mériquement [96, 97]. La figure 3 montre les mobilités d’entrée (rapport entre la réponse
de la vitesse et la force au point d’excitation) de deux poutres en aluminium d’épaisseur
de 1.5 mm. La première poutre est uniforme et prise comme référence, et la seconde est
munie de deux trous noirs de 6 cm de long à ses extrémités. Les résultats montrent que
l’insertion des trous noirs permet d’introduire un effet de lissage sur les mobilités mesu-
rées. A partir d’une certaine fréquence (environ 1 kHz pour la poutre testée), une forte
atténuation (environ 10 dB) des vibrations peut être constatée : le comportement résonant
de la poutre est presque totalement supprimé dans cette gamme hautes fréquences.

• Lorsqu’un trou noir acoustique est inséré à l’extrémité d’une poutre, son efficacité
peut être évaluée par son coefficient de réflexion : moins celui-ci est élevé plus le TNA
est efficace. Plusieurs modèles théoriques et numériques de coefficient de réflexion ont
été proposés en utilisant l’hypothèse de l’acoustique géométrique [95], l’hypothèse d’onde
plane [98] ou le formalisme multimodal [99], l’hypothèse de Wentzel-Kramers-Brillouin
(WKB) [100], la décomposition en ondelettes [101] ou encore en utilisant la méthode des
éléments finis [102]. Une méthodologie expérimentale basée sur la technique de Kundt a
été proposée pour mesurer le coefficient de réflexion de la terminaison arbitraire d’une
poutre [103].
La figure 4 montre le coefficient de réflexion typique, R, qui peut être obtenu pour une
poutre munie d’un TNA à son extrémité. A hautes fréquences, le module de R (voir
Fig 4(a)) présente une valeur d’autant plus faible que l’épaisseur finale est faible. La
courbe noire correspond à une poutre d’aluminium pour laquelle l’épaisseur finale est de
l’ordre de 100 µm approximativement, ce qui est une épaisseur assez faible à obtenir au
moyen d’une machine classique. Le coefficient de réflexion est beaucoup plus faible dans
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Figure 3 – Mobilités vibratoires d’entrée d’une poutre munie de deux trous noirs à ses
extrémités libres (en noir), et d’une poutre de référence (en bleu).

le cas d’une poutre de polymère réalisée par impression 3D (courbe grise interrompue)
pour laquelle l’épaisseur finale est d’environ 20 µm. Les arches typiques qui peuvent être
observées sont interprétées comme des résonances du trou noir [102]. Il peut être démontré
à partir d’un modèle de différences finies 1D d’une poutre non-uniforme que les minimas
du module du coefficient de réflexion correspondent aux résonances des modes piégés
localisés, fournissant la dissipation [78]. La phase (voir Fig 4(b)) du coefficient de réflexion
d’une terminaison TNA (courbes en noir et en gris interrompu) semble diminuer plus que
pour le cas de référence d’une terminaison d’épaisseur uniforme (ligne grise). Cela signifie
qu’une onde incidente passe plus de temps dans le profil décroissant car elle est ralentie.

• En plus de la description de la propagation d’ondes qui peut être effectuée à partir
du coefficient de réflexion, l’étude des caractéristiques modales d’une structure munie d’un
TNA donne également une compréhension détaillée de son fonctionnement. En utilisant
un modèle de différence finie bidimensionnel d’une plaque non-homogène, les effets glo-
baux et locaux peuvent être analysés à partir d’un point de vue modal [104].

La figure 5(a) compare le spectre des valeurs propres d’une poutre de référence de
longueur finie (triangles △) et la même poutre avec une extrémité TNA, recouverte d’une
couche de matériau viscoélastique (triangles ∇). Les modes de la poutre de référence
sont disposés le long d’une ligne droite dont l’angle avec l’axe imaginaire correspond au
facteur de perte du matériau constituant la poutre. Lors de l’insertion du TNA, la majeure
partie des modes sont disposés sur une ligne droite dont l’angle est d’environ 10 fois plus
grand que l’angle initial. Cela peut être interprété comme un effet global indiquant que
la poutre non-uniforme vibre comme une poutre uniforme de facteur de pertes équivalent
10 fois plus important que celui de la poutre sans trou noir. Certaines valeurs propres
apparaissent dans le plan complexe avec des facteurs de pertes très élevé (modes 23 et
41). Ces valeurs propres correspondent à des modes hautement localisés dans la zone du
TNA qui exhibent des motifs à deux dimensions avec des oscillations transversales le long
de la largeur de la poutre. Ces modes sont hyper-amortis et donnent à la structure un
effet amortissant local supplémentaire.

• Comme cela a été observé dans de nombreuses études, l’épaisseur résiduelle de l’ex-
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Figure 4 – Estimation expérimentale du module (a) et de la phase (b) du coefficient de
réflexion R aux extrémités libres des poutres en aluminium (courbe noire continue) et en
polymère (courbe grise interrompue) munies d’un trou noir acoustique, et d’une poutre
de référence (courbe continue en gris clair), (d’après [103]).

Mode 41 

Mode 23 

(a) (b)

Figure 5 – (a) Spectres des valeurs propres des poutres de référence (△), avec trou noir
acoustique (∇) et poutres intermédiaires avec un dégradé d’épaisseur entre la référence
et le TNA (•). (b) Module des déformées propres des modes 23 et 41 (d’après [104]).

trémité TNA joue un rôle central mais difficile à contrôler lors de la fabrication. Certaines
déchirures, imperfections géométriques ou matérielles peuvent apparaître facilement. Les
imperfections spatiales réparties ou localisées ont fait l’objet d’études expérimentales [105]
et numériques [106]. Les résultats montrent que, même si les imperfections tendent à ré-
duire l’efficacité d’amortissement, le traitement des vibrations par effet TNA reste assez
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robuste. Il est montré dans [99] que les imperfections localisées peuvent être contrôlées et
exploitées pour améliorer l’efficacité d’amortissement par effet TNA. Comme le montre la
figure 6(a), la présence d’un défaut local peut réduire le coefficient de réflexion d’environ
10 %.
D’autres améliorations géométriques telles que le trou noir spiral [107] ou le profil modifié
avec des plateformes étendues [85] ont été étudiés pour minimiser la réflexion d’une ter-
minaison TNA, puis maximiser la réduction du champ vibratoire.

(a) (b)

Figure 6 – (a) Module du coefficient de réflexion de poutres/TNA sans (courbe grise) et
avec défaut contrôlé (courbe noire). (b) Face usinée des poutres/TNA sans et avec défaut
contrôlé (d’après [108]).

• Comme le trou noir acoustique reste non efficace à basses fréquences, d’autres
améliorations que celles citées précédemment peuvent être proposées. Tirer parti des non-
linéarités géométriques est un moyen de baisser la fréquence seuil d’efficacité [108]. En
effet, le déplacement de la poutre dans la région de petite épaisseur est grand et peut
facilement dépasser l’épaisseur de la plaque, ce qui conduit à une non-linéarité géométrique
qui peut induire le transfert d’énergie de la gamme des basses fréquences à celle des hautes
fréquences dans laquelle le trou noir est efficace.
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Trou noir acoustique 2D

Les structures bidimensionnelles telles que les panneaux ou les plaques sont d’un intérêt
majeur car elles sont plus directement liées à d’éventuelles applications industrielles. La
fabrication d’un trou noir acoustique sur les bords d’un panneau rectangulaire a été testée
avec succès [109, 110]. Les résultats montrent une réduction significative de la mobilité
du panneau, comme il peut également être observé dans le cas des poutres. L’extension
du concept au cas bidimensionnel consiste en une cuvette de révolution (voir Fig 7) dont
le profil radial est similaire à celui du trou noir unidimensionnel. Plusieurs configurations
de géométrie dans la zone centrale du TNA 2D peuvent être proposées pour rendre sa
stratégie plus adaptée aux applications industrielles.

Figure 7 – Profil du trou noir acoustique bidimensionnel (d’après [111]).

• La mise en œuvre du trou noir circulaire a été testée expérimentalement sur dif-
férents types de plaques [112] et analysée dans l’espace des nombres d’ondes [113]. De
la même manière que dans le cas unidimensionnel, une chute d’amplitude des vibrations
très intéressante a été observée lorsqu’une couche d’amortissement est placée dans la zone
centrale d’épaisseur faible. La figure 8 montre l’effet de la couche d’amortissement sur l’ef-
ficacité du TNA. Un indicateur d’efficacité est défini à partir d’un ensemble de fonctions
de transfert (mobilités) mesurées [74]. Cet indicateur (E) représente la diminution glo-
bale (en dB) du niveau de mobilité moyenne par bande de tiers d’octave. Comme prévu,
le résultat montre que sans couche viscoélastique amortissante, l’indicateur reste faible
(environ 0 dB) montrant qu’aucune dissipation supplémentaire n’est produite. Lorsqu’un
film viscoélastique est ajouté, l’indice d’efficacité est augmenté d’environ 5 à 10 dB.
D’autres géométries de trous noirs 2D, à variation unidirectionnelle de profil, ont égale-
ment été proposées et testées expérimentalement [97].

• Le trou noir acoustique 2D est un diffuseur pénétrable, résonant et amorti. Parmi les
types de modélisations des vibrations proposés, on cite les approches d’onde qui peuvent
être obtenues en résolvant l’équation de la plaque présentant une inhomogénéité axisy-
métrique. Une solution analytique de référence dans le cas d’un profil quadratique et une
solution numérique aux différences finies incorporant des variations arbitraires du profil
et de l’amortissement sont établies, et font l’objet des chapitres 2 et 3 de ce manuscrit.

• Dans la gamme des basses fréquences, lorsque le trou noir n’a pas les caractéristiques
d’un amortisseur efficace, il existe des résonances locales piégées. Celles-ci peuvent être
exploitées pour améliorer l’efficacité globale du traitement d’un panneau dans lequel un
réseau de trous noirs est inséré en créant des bandes d’arrêt de résonance. Les fréquences
et déformées associées à ces résonances peuvent être contrôlées par la répartition de masse
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Figure 8 – Indice d’efficacité d’un trou noir acoustique avec (ligne continue) et sans
(ligne interrompue) film viscoélastique, inséré dans un panneau plan (d’après [74]).

et de la raideur dans le panneau. Cette stratégie fait alors l’objet des chapitres 4 et 5.
Plusieurs études à la fois expérimentales [114, 115] et numériques [116] ont été réalisées
sur ce type de structures et ont montré un amortissement cumulatif intéressant à hautes
fréquences, impliquant une atténuation très forte du champ vibratoire. Le panneau se
comporte alors comme une structure presque non-résonnante dans cette gamme de fré-
quences. La relation de dispersion des ondes de flexion dans une plaque mince avec un
réseau périodique de trous noirs acoustiques a été également étudiée numériquement, mais
le dimensionnement choisi ne permet pas de montrer l’existence des bandes d’arrêt com-
plètes dans la gamme des basses fréquences [117]. Une étude récente décrit numériquement
les caractéristiques des bandes d’arrêt d’une structure périodique de type poutre avec trou
noir [118].

• Le trou noir acoustique a également été étudié pour son éventuel utilisation à des
fins de récupération d’énergie piégée. À la fois numériquement et expérimentalement,
les résultats montrent que le trou noir peut permettre une augmentation drastique de
l’énergie récoltée par rapport aux structures traditionnelles [119, 80]. Le niveau de pré-
paration technique étant en augmentation permanente, certains travaux ont été réalisés
pour évaluer la pertinence du concept du trou noir lorsqu’il est appliqué aux structures
industrielles. Les cas des pales de turbine [120] et des pales d’un turboréacteur [121] ont
été testés car leur géométrie peut intégrer naturellement les profils du trou noir. Dans
d’autres contextes, le trou noir a été utilisé comme dispositif isolant pour les ondes de
flexion dans des plaques minces [122] et comme dispositif anéchoïque dans une étude ex-
périmentale d’une cochlée artificielle [100].
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Test expérimental d’une plaque avec réseau de trous

noirs débouchants

Nous présentons dans cette section un premier test expérimental visant à montrer l’ef-
ficacité du traitement vibratoire par effet trou noir dans la gamme des hautes fréquences.
L’objectif est de quantifier la diminution de l’amplitude des résonances d’une plaque mu-
nie d’un réseau périodique carré de trous noirs acoustiques débouchants. On appelle ici
trou noir débouchant, un trou noir avec un trou central (le rayon de troncature est non
nul).

Description des plaques testées

La mobilité vibratoire est mesurée pour deux plaques : une plaque de référence (sans
traitement) et une méta-plaque avec 60 trous noirs débouchants, distribués périodique-
ment avec une période spatiale L. Le profil d’épaisseur d’une cellule unitaire est le même
que celui décrit dans la figure 2 avec m = 2 (profil quadratique). Les paramètres géomé-
triques de la méta-plaque sont donnés dans le tableau suivant :

L xt h(xt) xr h(xr)

90 mm 5 mm 0.1 mm 30 mm 5 mm

Tableau 8 – Paramètres géométriques de la méta-plaque de 60 trous noirs.

L’admittance mécanique, appelée également "mobilité vibratoire", est définie comme le
rapport de la vitesse vibratoire et la force appliquée :

Yij =
Vi

Fj

, (1)

où Vi est la vitesse vibratoire d’un point i où la mesure est effectuée et Fj représente la
force appliquée sur un point j.

Figure 9 – Méta-plaque avec 60 trous noirs acoustiques débouchants. Les deux plaques
testées sont en aluminium (ρ = 2700 kg/m3, E0 = 70 GPa et ν = 0.33), de longueur de
90 cm et de largeur de 54 cm.

Dispositif expérimental

La figure 10(a) illustre le montage expérimental. Pour chaque mesure, les plaques sont
excitées en un point par un marteau d’impact (Fig. 10(b)). Un accéléromètre mesure
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l’accélération sur l’autre face de la plaque comme indiqué sur la Fig 10(c). Les mesures ef-
fectuées sont colocalisées, c’est-à-dire que l’accélération est mesurée sur le même point que
l’impact (Yjj). Les signaux sont acquis au moyen d’une station d’acquisition OROS, qui
permet le calcul des fonctions de transfert. L’analyse s’étend sur la bande de fréquences [0
- 8000] Hz. Ce système d’acquisition permet de suivre l’évolution de la mobilité vibratoire
en fonction de la fréquence.

Système 

d'acquisition

Accéléromètre

Marteau

d'impact

Plaque

(a) (b) (c)

Figure 10 – (a) : Montage expérimental. (b) : Marteau d’impact sur la face avant de la
plaque. (c) : Accéléromètre sur la face arrière de la plaque.

Comparaison des mobilités de la plaque de référence et la méta-
plaque

La figure 11 montre les mobilités vibratoires moyennes issues du test expérimental
décrit ci-dessus. Ces mesures montrent clairement l’intérêt de l’utilisation des réseaux de
trous noirs acoustiques pour augmenter l’amortissement vibratoire des structures. L’in-
sertion du réseau dans la plaque permet d’introduire un effet de lissage des fonctions de
transfert mesurées : à partir d’une fréquence seuil de l’ordre de 1500 Hz, le comportement
résonant de la plaque avec 60 trous noirs est fortement atténué (environ 10 dB), mettant
ainsi en évidence l’effet cumulatif hautes fréquences attendu.
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Figure 11 – Mobilité vibratoire moyenne mesurée en dB (0 dB = 1 m/s/N) sur deux
plaques : référence et méta-plaque avec 60 trous noirs débouchants .
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Objectifs de la thèse

L’utilisation de l’effet "trou noir acoustique" pour la réduction des nivaux vibratoires
des structures légères s’avère d’être une perspective prometteuse, notamment dans le do-
maine des transports. Le potentiel de cette technique est pointé et est mis en avant dans
plusieurs publications scientifiques (voir synthèse bibliographique ci-dessus). De nombreux
travaux ont montré que le trou noir acoustique est un amortisseur efficace à hautes fré-
quences mais il l’est moins en basses fréquences. L’objectif principal de cette thèse est
d’examiner la possibilité d’étendre le domaine d’efficacité de cette technique à la gamme
des basses fréquences. Nous proposons dans ce travail une stratégie qui permet d’atteindre
l’objectif visé, à savoir le dimensionnement d’un démonstrateur d’une plaque amortie sur
une plage de fréquences étendue, comprenant les basses fréquences. Nous proposons pour
cela d’insérer un réseau périodique de trous noirs dans une plaque mince, dans le but
de tirer profit à la fois du cumul des effets des trous noirs en hautes fréquences, et des
effets de périodicité du milieu pour augmenter l’amortissement de la plaque en basses
fréquences. Le comportement vibratoire du trou noir acoustique au sein d’une structure
est complexe, et sa périodisation l’est encore plus. Il est donc nécessaire de l’analyser
finement et le caractériser lorsqu’il est isolé avant de l’étudier en réseau. Ceci constitue
alors une étape préliminaire de caractérisation, dont l’objectif la compréhension de son
comportement vibratoire pour préparer son implémentation en réseau.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit s’articule en cinq chapitres : les trois premiers chapitres concernent le
trou noir acoustique isolé, et les deux derniers traitent les aspects de réseaux périodiques
de trous noirs acoustiques.

Le premier chapitre étudie la diffusion des ondes de flexion par des obstacles de formes
simples. Quelques définitions fondamentales et notations générales concernant cette étude
sont donc données : généralités sur la diffusion et théorie des plaques minces, permettant
de fixer le cadre théorique de l’étude.

Dans le second chapitre, la diffusion des ondes de flexion par un trou noir acoustique
à profil quadratique est étudiée. Un modèle ondulatoire analytique permettant d’analyser
les propriétés de diffusion, la dispersion des ondes et le comportement vibratoire du trou
noir acoustique sans film viscoélastique est proposé et utilisé pour identifier ses caracté-
ristiques principales.

Le troisième chapitre propose l’étude d’un trou noir avec revêtement viscoélastique.
Un modèle numérique basé sur la méthode des différences finies, traitant la diffusion par
cet obstacle complexe, est alors développé. Ce modèle permet de prendre en compte des
variations arbitraires du profil d’épaisseur et de l’amortissement rajouté par le revêtement.

Le quatrième chapitre a pour objectif l’étude de la propagation des ondes de flexion
dans une plaque mince, munie d’un réseau périodique à symétrie carrée de trous noirs
acoustiques, appelée "méta-plaque". Les courbes de dispersion dans ce type de plaques

30/ 161 O. AKLOUCHE



sont calculées en utilisant la méthode PWE (Plane Wave Expansion) et analysées. Les
notions de base, liées aux milieux périodiques telles que les réseaux de Bravais, le théo-
rème de Floquet-Bloch et les bandes interdites, sont donc brièvement rappelées au début
de ce chapitre. Enfin, une étude expérimentale de la méta-plaque basée sur des mesures
de mobilité par scan vibrométrique est présentée.

Dans le cinquième chapitre, une autre architecture de réseau périodique, permettant
de dimensionner une méta-plaque amortie dans la gamme des basses fréquences, est déve-
loppée. Celle-ci est basée sur l’utilisation de réseaux à symétrie triangulaire. La nouvelle
méta-plaque est à nouveau analysée numériquement par la méthode PWE et testée expé-
rimentalement.

Enfin, le manuscrit se termine par une conclusion générale sur l’ensemble des travaux
réalisés, suivie de perspectives et propositions pour de futurs travaux.
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Chapitre 1

Introduction à la diffusion des ondes de
flexion par un obstacle

Résumé

Le but de ce chapitre bibliographique est d’introduire les définitions et notations es-
sentielles, sur lesquelles se base l’étude du phénomène de la diffusion des ondes de flexion
par un obstacle, présent dans le milieu de propagation. La définition de la diffusion des
ondes est donnée dans le cas général, à travers des exemples de différents types de mi-
lieux de propagation. La théorie des plaques minces, issue de la théorie d’élasticité, est ici
rappelée pour fixer les concepts théoriques et les quantités physiques utilisés tout au long
de ce manuscrit. Des modèles analytiques, issus de la littérature, traitant la diffusion par
des obstacles de formes simples sont appliqués aux ondes de flexion dans le cadre de la
théorie des plaques de Kirchhoff, et sont présentés dans ce chapitre.

1.1 Généralités : diffusion des ondes

En général, un milieu de propagation n’est homogène que sur une partie limitée de
l’espace. Il est en effet fréquent que les milieux présentent des inhomogénéités locales
faisant obstacle à la propagation. Le phénomène de diffusion d’ondes résulte d’une ou
plusieurs interactions entre des ondes incidentes et un obstacle. Lorsqu’une onde, de type
quelconque, rencontre une inhomogénéité géométrique (changement de forme du milieu
de propagation) ou physique (propriétés différentes de celles du milieu de propagation),
elle est réfléchie par l’obstacle dans de multiples directions de l’espace (voir Fig. 1.1). Au-
trement dit, au passage d’une onde, l’obstacle se comporte comme une source secondaire
émettant des ondes vers l’extérieur de la surface constituant l’obstacle. Ce phénomène
de distribution d’énergie réfléchie dans l’espace est appelé diffusion. Durant le siècle der-
nier, la diffusion des ondes par différents types d’obstacles a été étudiée : P. Morse et H.
Feshbach [123] ont établi le cadre théorique général pour analyser la diffusion des ondes
électromagnétiques et acoustiques par des cylindres et des sphères. Le cas spécifique des
ondes de flexion dans une plaque fine est introduit par C. Mow et Y. Pao [124] dans le
cadre de la théorie des plaques de Kirchhoff, en analysant la diffusion par une inclusion
rigide circulaire. A. Norris et C. Vemula [125] ont étudié analytiquement les propriétés
de diffusion des cas limites d’un trou et d’une inclusion rigide insérés dans une plaque
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA DIFFUSION DES ONDES DE FLEXION
PAR UN OBSTACLE

mince infinie. Les mêmes auteurs [126] ont analysé les mêmes diffuseurs en utilisant la
théorie des plaques de Mindlin, et ont mis en évidence les différences entre les résultats
obtenus avec les théories de Kirchhoff et de Mindlin. V. A. Squire et T. W. Dixon [127]
ont appliqué une méthode similaire pour analyser la diffusion des ondes de flexion par une
inclusion circulaire revêtue. Dans ce cas, le diffuseur est dit pénétrable, dans la mesure
où l’intérieur du diffuseur est le siège de vibrations. Dans ce cas, le couplage entre les
déplacements interne et externe est décrit par des relations de continuité à l’interface.

Figure 1.1 – Diffusion des ondes par une surface rugueuse et rigide, avec des rugosités
de différentes formes et tailles.

Diffusion de Mie

Diffusion

de Rayleigh Diffraction

Figure 1.2 – Types de diffusion des ondes, classés en fonction du paramètre adimen-

sionnel ξ =
2πR

λ
, où λ est la longueur d’onde incidente et R la taille typique de l’obstacle

(d’après [128]).

Il existe trois types de diffusion, classés selon un paramètre fréquentiel adimensionnel
ζ = 2πR/λ (voir Fig 1.2), qui permet de comparer la longueur d’onde incidente λ à la
taille typique R de l’obstacle. En pratique, R est le rayon de l’obstacle lorsqu’il est de
forme cylindrique ou sphérique [128]. Lorsque ζ ≪ 1 (en pratique ζ < 0.1), c’est-à-dire
que λ est au moins dix fois plus grande que la taille de l’obstacle, comme par exemple
dans la diffusion de la lumière par des particules de très petite taille. On dit qu’il s’agit
de la diffusion de Rayleigh [129]. Lorsque ζ ≫ 1 (en pratique ζ > 10), l’obstacle est
au moins dix fois plus grand que λ, comme par exemple dans le cas de la diffusion des
ultrasons ou de la lumière par une fente. On dit qu’il s’agit du régime de la diffraction
[130]. Le domaine fréquentiel intermédiaire correspond à ζ ≈ 1. Dans ce domaine, la
longueur d’onde incidente considérée est comprise entre une longueur d’onde dix fois plus
grande et une longueur d’onde dix fois plus petite que la taille de l’obstacle (en pratique
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CHAPITRE 1.

0.1 < ζ < 10). On dit qu’il s’agit de la diffusion de Mie [131]. Pour les vibrations de
plaques que nous étudierons dans ce manuscrit, les longueurs d’ondes varient de quelques
millimètres à quelques mètres. Les obstacles que nous considèrerons sont de l’ordre du
centimètre à quelques dizaines de centimètres. Le domaine de diffusion de Mie est donc
celui qui convient le mieux aux problématiques des vibrations mécaniques, et qui est choisi
pour toutes les études de diffusion des ondes de flexion présentées dans ce document.

1.2 Théorie des plaques de Kirchhoff

1.2.1 Introduction

Les vibrations de flexion d’une plaque dépendent de ses caractéristiques géométriques
et physiques. Deux théories des plaques existent dans la littérature : la première théorie est
celle des plaques minces, qui d’après [132], est annoncée pour la première fois par Poisson
dans son mémoire [133], et la seconde est celle des plaques épaisses. Ces deux théories
sont respectivement des extensions des théories des poutres minces d’Euler-Bernoulli et
des poutres épaisses de Timoshenko [134, 135]. Le rapport entre la longueur d’onde et
l’épaisseur est le paramètre fixant la limite d’applicabilité des théories de plaques. On
admet généralement que la théorie de Kirchhoff est valide lorsque la longueur d’onde est
supérieure à 6 à 8 fois l’épaisseur. Deux théories des plaques minces existent : la première
(théorie linéaire) concerne les plaques minces avec des petites déformations et la seconde
(théorie non linéaire) concerne les plaques minces avec des grandes déformations. La
théorie des plaques minces avec des petites déformations, connue sous le nom de théorie
de Kirchhoff, est valide tant que le déplacement de la plaque reste faible devant l’épaisseur,
en respectant les hypothèses suivantes, qui sont largement discutées dans la littérature
[136–139].

1. Le plan médian de la plaque reste neutre pendant la déformation : il n’y pas de
déformations dans ce plan.

2. La section droite de la plaque, initialement orthogonale au plan médian, reste plane
et orthogonale à celui-ci. Il en résulte de cette hypothèse que les déformations en
cisaillement transverse sont négligées.

3. Les contraintes normales dans la direction transversale de la plaque sont négligées.
Elles doivent en effet être nulles sur les surfaces extérieures et, en supposant que la
plaque est suffisamment mince, il est admis naturellement que ces contraintes sont
nulles dans la direction transversale (direction perpendiculaire au plan médian).

4. Seul le déplacement transversal est considéré : l’inertie de rotation est négligée.

En utilisant ces hypothèses, toutes les composantes des contraintes utilisées dans la
théorie de l’élasticité peuvent être exprimées en fonction du déplacement de la plaque,
qui est une fonction des deux variables du plan de la plaque. Ce déplacement satis-
fait une équation aux dérivées partielles linéaire du mouvement et les conditions aux
limites. L’ensemble de l’équation du mouvement associée aux conditions aux limites per-
met d’avoir toutes les informations nécessaires pour calculer le déplacement et en déduire
les contraintes en tout point de la plaque. La deuxième hypothèse, stipulant que l’effet
de la force de cisaillement est peu important sur le déplacement de la plaque, est géné-
ralement satisfaisante. Dans le cas où le cisaillement est important, comme par exemple
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dans le cas d’une plaque contenant un trou, il devient nécessaire de prendre en considé-
ration l’effet de l’effort de cisaillement dans la théorie. La prise en compte de ce dernier
induit une correction de la théorie des plaques minces, et des termes supplémentaires sont
rajoutés dans l’équation aux dérivées partielles du mouvement [140].

Lorsque les vibrations sont de niveau important, la flexion d’une plaque est accom-
pagnée par des déformations du plan médian dues à des contraintes dans le plan. Ces
contraintes sont négligées dans la théorie de Kirchhoff mais doivent être prises en compte
dans l’équation aux dérivées partielles du mouvement à fort niveau. En conséquence,
l’équation gouvernant le mouvement de flexion de la plaque devient non-linéaire, ce qui
rend sa résolution plus compliquée. La théorie des plaques minces tenant compte des non
linéarités géométriques dues aux grands déplacements est connue sous le nom de la théorie
de Von Kàrmàn [141].

Les théories de Kirchhoff et de Von Kàrmàn ne sont plus adaptées dans le cas des
plaques avec des épaisseurs considérables. Dans ce cas, la théorie des plaques épaisses,
connue sous le nom de la théorie de Mindlin [142–144], doit être appliquée. Cette théo-
rie, énoncée par Uflyand [145] ensuite complétée par Mindlin [146], inclut les effets du
cisaillement et de l’inertie de rotation. Elle fournit donc une meilleure description de la
propagation des ondes dans la plaque.

1.2.2 Vibrations de flexion d’une plaque mince circulaire

L’objectif de cette section est d’établir l’équation du mouvement, nécessaire à l’étude
des vibrations de flexion d’une plaque circulaire isotrope d’épaisseur variable. Le cadre
théorique fixé est la théorie de Kirchhoff, qui prend en compte les hypothèses discutées
dans la Sec. 1.2.1. L’équation de flexion est établie dans un premier temps pour une plaque
d’épaisseur variable. Dans un second temps, l’équation générale est simplifiée pour obtenir
l’équation du cas particulier d’une plaque d’épaisseur constante. Des solutions analytiques
de cette équation sont données par la suite.

1.2.2.1 Équation du mouvement

On considère une plaque élastique isotrope, de forme circulaire, d’épaisseur variable
h(r, θ), de masse volumique ρ0 , de module de Young complexe E∗

0 et de coefficient de
Poisson ν0. L’épaisseur de la plaque est supposée quelconque et peut varier dans l’espace.
Sa variation est caractérisée dans le système des coordonnées polaires par les composantes
(r, θ). La figure 1.3 montre les différents moments fléchissants et efforts tranchants agissant
sur un élément infinitésimal de surface dS = rdrdθ de la plaque. A un instant t donné,
cet élément surfacique est décrit par les variables d’état suivantes [138, 147] :

W = W (r, θ), (1.1)

Θr =
∂W

∂r
, (1.2)

Θθ =
1

r

∂W

∂θ
, (1.3)

Mr = −D

[
∂2W

∂r2
+ ν0

(
1

r

∂W

∂r
+

1

r2
∂2W

∂θ2

)]
, (1.4)
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Mθ = −D

[
ν0
∂2W

∂r2
+

1

r

∂W

∂r
+

1

r2
∂2W

∂θ2

]
, (1.5)

Mrθ = −D(1− ν0)
∂

∂r

(
1

r

∂W

∂θ

)
, (1.6)

Qr =
1

r

[
∂

∂r
(rMr)−Mθ +

∂Mrθ

∂θ

]
, (1.7)

Qθ =
1

r

[
∂

∂r
(rMrθ) +Mrθ +

∂Mθ

∂θ

]
, (1.8)

où W est le déplacement transversal (selon la direction z), Θr, Θθ, Mr, Mθ, Qr et Qθ

représentent respectivement les pentes, les moments fléchissants et les efforts tranchants
de Kirchhoff dans les directions r et θ. Mrθ est le moment de torsion et

D =
E∗

0h
3(r, θ)

12 (1− ν2
0)

(1.9)

la rigidité de flexion de la plaque d’épaisseur variable.

(a)

(b) (c)

Figure 1.3 – Moments et efforts s’exerçant sur un élément surfacique de plaque circulaire.
(a) Vue de dessus, (b) moments fléchissants et (c) efforts tranchants.

36/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 1.

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, on obtient :

1

r

∂

∂r
(rQr) +

1

r

∂Qθ

∂r
= ρ0h

∂2W

∂t2
. (1.10)

Pour obtenir l’équation gouvernant le mouvement transversal de la plaque, les trois Eqs.
(1.4), (1.5) et (1.6) sont injectées dans les Eqs. (1.7) et (1.8). Les deux équations résultantes
sont substituées dans l’Eq. (1.10). La rigidité de flexion D est variable dans l’espace du fait
de la variation de l’épaisseur en fonction de r et de θ. En considérant que l’épaisseur varie
uniquement dans la direction radiale (variation axisymétrique), l’équation du mouvement
est une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre à coefficients variables. Elle
est donnée par [147] :

∇2
[
D(r)∇2W (r, θ)

]
− (1− ν0)♦4 {D(r),W (r, θ)}+ ρ0h(r)

∂2W (r, θ)

∂t2
= 0, (1.11)

où ♦4 est l’opérateur aux dérivées partielles, défini comme :

♦4 {D,W} =
∂2D

∂r2

[
1

r

∂W

∂r
+

1

r2
∂2W

∂θ2

]
+

[
1

r

∂D

∂r

]
∂2W

∂r2
. (1.12)

Dans le cas d’une plaque d’épaisseur constante h0, la rigidité de flexion est constante
(D = D0). Par conséquent, l’opérateur (♦4) donné par l’Eq. (1.12) s’annule et l’équation
du mouvement (1.11) se ramène à l’équation des plaques uniformes

D0∆
2W (r, θ) + ρ0h0

∂2W (r, θ)

∂t2
= 0, (1.13)

où

∆2 =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)2

(1.14)

représente le double Laplacien, exprimé en coordonnées polaires.

1.2.2.2 Solutions analytiques de l’équation des plaques uniformes

Nous cherchons à établir la forme générale des solutions de (1.13) en régime harmo-
nique (W ∝ e−iωt, où ω est la pulsation harmonique et t représente le temps) et pour une
plaque circulaire de dimension finie. L’équation du mouvement harmonique de flexion de
la plaque circulaire d’épaisseur constante s’écrit :

(
∆2 − k4

f0

)
W (r, θ) = 0, (1.15)

où k
f0

est le nombre d’onde de flexion donné par :

k
f0

= 4

√
ρ0h0

D0

√
ω. (1.16)

La solution complète de l’équation (1.15) est la combinaison linéaire des solutions des
équations suivantes : (

∇2 + k2
f0

)
W1(r, θ) = 0, (1.17)

(
∇2 − k2

f0

)
W2(r, θ) = 0. (1.18)
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Le champ du déplacement W (r, θ) est 2π périodique en θ et admet un développement de
Fourier sur les ordres circonférentiels n sous la forme :

W (r, θ) =
2∑

j=1

∞∑

n=0

Wj,n(r) cos(nθ). (1.19)

En substituant l’Eq. (1.19) dans les Eqs. (1.17) et (1.18), on obtient :

d2W1,n

dr2
+

1

r

dW1,n

dr
+

(
k2

f0
− n2

r2

)
W1,n = 0, (1.20)

d2W2,n

dr2
+

1

r

dW2,n

dr
−
(
k2

f0
+

n2

r2

)
W2,n = 0, (1.21)

qui sont respectivement l’équation de Bessel ordinaire et l’équation de Bessel modifiée
[148, 149]. Ces deux équations admettent les solutions suivantes, [150, 151] :

W1,n = AnJn(kf0
r) + BnYn(kf0

r), (1.22)

W2,n = CnIn(kf0
r) +DnKn(kf0

r), (1.23)

où Jn et Yn sont les fonctions de Bessel ordinaires de première et de deuxième espèce,
décrivant deux ondes propagatives. Dans l’Eq. (1.23), In et Kn sont les fonctions de
Bessel modifiées de première et de deuxième espèce d’ordre n, qui décrivent deux ondes
évanescentes (voir Fig. 1.4).

0 2 4 6 8 10
−1

0

1

x

J
n
(x
)

0 2 4 6 8 10
−1

0

1

x

Y
n
(x
)

0 1 2 3 4
0

2

4

x

I
n
(x
)

0 1 2 3 4
0

2

4

x

K
n
(x
)

 

 

Figure 1.4 – Variation des fonctions de Bessel en fonction de leur argument x pour les
ordres circonférentiels (—–) n = 0, (−−) n = 1 et (−.−) n = 2.

La solution complète de l’Eq. (1.15) est une somme de ces ondes propagatives et
évanescentes et s’écrit :

W (r, θ) =
∞∑

n=0

[
AnJn(kf0

r) + BnYn(kf0
r) + CnIn(kf0

r) +DnKn(kf0
r)
]
cos(n, θ), (1.24)
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avec An, Bn, Cn et Dn les amplitudes du champ de déplacement transverse à déterminer
par l’application des conditions aux limites du domaine. La solution donnée par l’Eq.
(1.24), est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel tracées sur la Fig. 1.4, projetées
sur les cos(nθ). Cette solution, décrivant le champ du déplacement en tout point de la
plaque, est une solution générale purement mathématique. Physiquement, le champ du
déplacement doit être fini au centre de la plaque (r = 0) et à l’infini (r → ∞). Or, la
figure 1.4 montre que les fonctions Yn(x) et Kn(x) tendent rapidement vers l’infini (−∞
pour Yn(x) et +∞ pour Kn(x)) lorsque x = 0. Nous ne retenons que les solutions qui
décrivent un champ vibratoire physique, décrit par une somme de fonctions de Bessel non
divergentes, ni en r = 0, ni lorsque et r → ∞. Le champ vibratoire retenu pour décrire le
champ vibratoire dans une plaque circulaire de dimension finie est donc :

W (r, θ) =
∞∑

n=0

[
AnJn(kf0

r) + CnIn(kf0
r)
]
cos(n, θ). (1.25)

1.3 Diffusion des ondes de flexion

Dans cette section, la diffusion des ondes de flexion par un obstacle est étudiée dans
une plaque mince infinie d’épaisseur constante h0. L’obstacle est circulaire, de rayon b,
et joue le rôle de diffuseur d’ondes. Cette plaque est faite d’un matériau élastique dont
les caractéristiques sont la masse volumique ρ0, le coefficient de Poisson ν0 et le module
d’Young complexe E∗

0 = E0(1− iη0) conforme à la convention temporelle e−iωt, avec E0 le
module élastique sans pertes et η0 le facteur de pertes. Selon la condition considérée à l’in-
terface r = b (voir Fig. 1.5), l’obstacle représente trois configurations donnant lieu à trois
types de diffuseurs : la première configuration correspond à un trou avec un bord encastré
en r = b. Dans ce cas, le diffuseur est appelé inclusion rigide. La seconde configuration
correspond à un trou simple avec un bord libre. La dernière configuration correspond à
une inclusion souple, où le diffuseur est un changement de milieu (matériau et épaisseur de
plaque), permettant ainsi aux ondes de pénétrer à l’intérieur. Ce dernier diffuseur possède
les caractéristiques suivantes : épaisseur h1, masse volumique ρ1, coefficient de Poisson ν1
et module d’Young complexe E∗

1 = E1(1− iη1).

On considère, comme illustré sur la Fig. 1.5, une onde plane harmonique de flexion
Winc = W0e

ik
f0

xe−iωt, se propageant dans la direction des x croissants, où W0 est l’am-
plitude de l’onde incidente, k

f0
est le nombre d’onde à l’extérieur du diffuseur et ω est

la pulsation harmonique. Quel que soit le type de diffuseur considéré, l’onde incidente
Winc donne lieu à un champ diffusé vers l’extérieur du diffuseur, appelé Wdiff . Ce champ
diffusé est solution de l’équation du mouvement (1.15), et doit satisfaire la condition de
Sommerfeld [152, 153] :

lim
k
f0

r→+∞

[√
r

(
∂Wdiff

∂r
− ik

f0
Wdiff

)]
= 0, (1.26)

qui impose la décroissance du champ diffusé à l’infini. En prenant en considération la
convention temporelle e−iωt et en ne conservant dans (1.24) que les termes non divergeant
et satisfaisant (1.26), le champ diffusé est donné par [124, 125] :

Wdiff (r, θ) =
∞∑

n=0

[
AnH

(1)
n (k

f0
r) + BnKn(kf0

r)
]
cos(n, θ), (1.27)
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où
H(1)

n (k
f0
r) = Jn(kf0

r) + iYn(kf0
r) (1.28)

représente la fonction de Hankel de première espèce d’ordre n ; Jn(kf0
r), Yn(kf0

r) et
Kn(kf0

r) sont les fonctions de Bessel d’argument k
f0
r, représentées sur la figure 1.4 en

fonction de l’argument x. Notons qu’ici le champ diffusé Wdiff ne prend en compte que
les ondes progressives et les ondes évanescentes divergentes, c’est-à-dire les ondes qui
s’éloignent du diffuseur.

Figure 1.5 – Onde plane de flexion incidente sur un obstacle inséré dans une plaque
mince infinie. L’obstacle peut être un diffuseur de trois types différents : trou simple,
inclusion rigide ou inclusion souple, appelée trou borgne dans la littérature [154].

A l’extérieur de l’obstacle (r > b), le champ du déplacement totale W ext est une
superposition de l’onde plane incidente Winc et du champ diffusé Wdiff :

W ext = Winc +Wdiff , (1.29)

où l’onde plane incidente peut être développée en une somme d’ondes cylindriques en
utilisant la fonction de Bessel de première espèce :

Winc(r, θ) = W0

∞∑

n=0

εni
nJn(kf0

r) cos(nθ), εn =

{
1, n = 0

2, n > 0
. (1.30)

Finalement, le champ total extérieur au diffuseur s’écrit :

W ext(r, θ) =
∞∑

n=0

[
W0εni

nJn(kf0
r) + AnH

(1)
n (k

f0
r) + BnKn(kf0

r)
]
cos(nθ), r ≥ b. (1.31)

Dans les deux cas du trou simple (condition de bord libre) et de l’inclusion rigide (condition
de bord encastré), l’onde plane incidente ne donne lieu qu’au champ extérieur W ext car les
conditions de bord ne permettent pas la transmission de l’onde à l’intérieur. En revanche,
l’inclusion souple permet la pénétration de l’onde incidente à l’intérieur et donne naissance
à un champ vibratoire intérieur appelé W int. Tout comme le champ diffusé Wdiff , le champ
intérieur W int est également solution de l’Eq. (1.15) de la plaque circulaire. Elle est cette
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fois composée des fonctions de Bessel qui décrivent uniquement un champ fini au centre
du domaine (r = 0). Le champ intérieur s’écrit :

W int(r, θ) =
∞∑

n=0

[
FnJn(kf1

r) +GnIn(kf1
r)
]
cos(nθ), r ≤ b, (1.32)

où k
f1

= 4

√
ρ1h1

D1

√
ω et D1 =

E∗

1h
3
1

12 (1− ν2
1)

sont respectivement le nombre d’onde naturel de

flexion et la rigidité de flexion à l’intérieur de cette inclusion souple. Les coefficients An, Bn,
Fn et Gn sont les amplitudes du champ vibratoire total de la plaque pour chaque ordre
circonférentiel n, déterminées dans la section suivante par l’application des conditions
aux limites pour le trou simple et l’inclusion rigide et par l’application des conditions de
continuité à l’interface r = b pour l’inclusion souple.

1.3.1 Conditions à l’interface r = b

Nous allons maintenant appliquer les conditions aux limites et les conditions de conti-
nuité à l’interface r = b de chacun des diffuseurs, pour déterminer les inconnues du champ
total An, Bn, Fn et Gn.

• Inclusion rigide : le bord de l’inclusion rigide est encastré en r = b. Cette
condition d’encastrement impose la nullité du déplacement W ext et la pente Θ en ce bord.
Il est donc possible d’écrire :

W ext|r=b = 0,

Θ(W ext)|r=b = 0.

(1.33)

La substitution de l’Eq. (1.31) dans les Eqs. (1.33) donne lieu au système linéaire de deux
équations avec deux inconnues

M .X = S, (1.34)

où M , X et S sont respectivement la matrice du problème, le vecteur des inconnues et
le vecteur source qui s’écrivent :

M =




H
(1)
n (α) Kn(α)

H
(1)′

n (α) K
′

n(α)


 , (1.35)

X =





An

Bn



 , S = −W0εn

in





Jn(α)

J
′

n(α)



 , (1.36)

où
α = k

f0
b (1.37)

est un nombre d’onde adimensionnel. Dans l’Eq. (1.35), H
(1)′

n et K
′

n sont les dérivées
premières des fonctions H

(1)
n et Kn par rapport à r. Après la résolution analytique du

système linéaire, on obtient [125] :

An = −W0εni
n

[
Jn(α)K

′

n(α)− J ′

n(α)Kn(α)

H
(1)
n (α)K ′

n(α)−H
(1)′
n (α)Kn(α)

]
, (1.38)
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Bn = −W0εni
nW

[
H(1)

n (α)K ′

n(α)−H(1)′

n (α)Kn(α)
]
−1

, (1.39)

où

W
{
Jn(α), H

(1)
n (α)

}
= J ′

n(α)H
(1)
n (α)− Jn(α)H

(1)′

n (α) =
−2i

πα
(1.40)

représente le Wronskien [148–151].

• Trou simple : le cas du trou simple impose que le moment fléchissant M et l’effort
tranchant V0 soient nuls en r = b. On écrit donc

M(W ext)|r=b = 0,

V0(W
ext)|r=b = 0,

(1.41)

où M est défini dans l’Eq. (1.4) avec D = D0 et V0 est l’effort tranchant de Kelvin-
Kirchhoff [137, 147], donné par l’opérateur aux dérivées partielles suivant :

V0(·) = −D0

{
∂

∂r
∇2(·) + (1− ν0)

1

r2
∂2

∂θ2

[
∂(·)
∂r

− (·)
r

]}
. (1.42)

En substituant l’Eq. (1.31) dans les Eqs. (1.41), on obtient le même type de système que
celui de l’inclusion rigide (voir l’Eq. (1.34)), avec cette fois

M =




SHn
(α) SKn

(α)

THn
(α) TKn

(α)


 , (1.43)

et

X =





An

Bn



 , S = −W0εn

in





SJn(α)

TJn(α)



 . (1.44)

Le système linéaire du trou simple admet également des solutions analytiques. Elles s’ex-
priment sous la forme suivante [125, 155] :

An = −W0εni
n

[
SJn(α)TKn

(α)− SKn
(α)TJn(α)

SHn
(α)TKn

(α)− SKn
(α)THn

(α)

]
, (1.45)

Bn = −W0εni
n

[
SHn

(α)TJn(α)− SJn(α)THn
(α)

SHn
(α)TKn

(α)− SKn
(α)THn

(α)

]
. (1.46)

• Inclusion souple : pour résoudre le problème de la plaque avec une inclusion
souple, dans lequel on a quatre coefficients à déterminer (An, Bn, Fn et Gn), il faut
écrire un système linéaire de quatre équations. Ces quatre équations sont établies par
l’application des conditions de continuité à l’interface r = b entre le milieu extérieur et
le milieu intérieur. A cette interface le champ W , la pente Θ, le moment de flexion M et
l’effort tranchant V0 sont continus. On écrit alors :

W ext|r=b = W int|r=b,

Θ(W ext)|r=b = Θ(W int)|r=b,

M(W ext)|r=b = M(W int)|r=b,

V0(W
ext)|r=b = V0(W

int)|r=b.

(1.47)
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En substituant les Eqs. (1.31) et (1.32) dans les Eqs. (1.47), on obtient un système linéaire
qui contient quatre équations avec quatre inconnues, dont la matrice M , le vecteur des
inconnues X et le vecteur source S s’écrivent [125] :

M =




H
(1)
n (α) Kn(α) −Jn(β) −In(β)

k
f0
H

(1)′

n (α) k
f0
K

′

n(α) −k
f1
J

′

n(β) −k
f1
I

′

n(β)

SHn
(α) SKn

(α) −SJn(β) −SIn(β)

THn
(α) TKn

(α) −TJn(β) −TIn(β)




, (1.48)

X =





An

Bn

Fn

Gn





, S = −W0εn
in





Jn(α)

k
f0
J

′

n(α)

SJn(α)

TJn(α)





, (1.49)

où
β = k

f1
b. (1.50)

Les expressions détaillées des éléments de la matrice M et du vecteur S correspondant à
chacun des trois diffuseurs étudiés sont données dans l’annexe A.

1.3.2 Application numérique et discussion

Les résultats numériques concernant l’inclusion rigide et le trou simple présentés dans
cette section, sont publiés dans l’article [125]. Ils sont reproduits ici pour les comparer
avec ceux du trou borgne. On appelle ici trou borgne une réduction locale et uniforme
d’épaisseur. Il s’agit d’un cas particulier de l’inclusion souple décrite dans l’introduction
du paragraphe 1.3. L’ensemble des applications numériques est effectué pour une plaque
d’acier d’épaisseur extérieure h0 = 25.4 mm. Les caractéristiques du matériau consti-
tuant cette plaque dans les zones extérieure et intérieure au diffuseur sont considérées
identiques. Ces caractéristiques sont la masse volumique ρ0 = 7800 kg/m3, le module de
Young élastique E0 = 210 GPa avec un coefficient de pertes η0 = 0.001 et le coefficient
de Poisson ν0 = 0.3. Les diffuseurs sont de même taille (b = 60 mm).

La directivité des trois diffuseurs étudiés est analysée à travers la fonction de forme
f(θ). Cette fonction est obtenue à partir de l’expression asymptotique du champ diffusé
(voir l’Eq. (1.27)) lorsque r → ∞, dans laquelle les ondes évanescentes sont négligées :

Wdiff (r, θ) =

√
2

πk
f0
r
ei(kf0r−

π
4
)

∞∑

n=0

(−i)nAn cos(nθ), r → ∞. (1.51)

Cette écriture asymptotique du champ diffusé est équivalente à :

Wdiff (r, θ) =
1√
2r

ei(kf0r−
π
4
)f(θ), r → ∞, (1.52)

43/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 1.

avec

f(θ) =
2√
πk

f0

∞∑

n=0

(−i)nAn cos(nθ). (1.53)
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Figure 1.6 – Diagrammes de directivité des trois diffuseurs étudiés pour les nombres
d’onde de flexion adimensionnels α = 0.5, α = 1 et α = 5. (a) une inclusion rigide, (b) un
trou simple et (c) un trou borgne d’épaisseur h1 = h0/10.
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La fonction
∣∣∣f(θ)/

√
b
∣∣∣, correspondant au module de l’amplitude du champ lointain

diffusé, est tracée sur la figure 1.6 pour les nombres d’onde adimensionnels α = 0.5, α = 1

et α = 5. Sur cette figure, l’onde incidente est dirigée selon l’axe des abscisses croissantes ;
le diagramme présente la distribution polaire du champ diffusé en champ lointain. Les
diagrammes de directivité présentés sur les Figs. 1.6(a) et 1.6(b) montrent qu’à basse
fréquence (α = 0.5), l’inclusion rigide se comporte comme un monopole et le trou simple
comme une combinaison de monopole et de quadripole. Ceci est un résultat qui peut être
prédit directement à partir des expressions de An données par les Eqs. (1.38) et (1.45) :
le développement asymptotique de An à la limite basse fréquence (α → 0) montre que
tous ces coefficients tendent vers zéro sauf A0 pour l’inclusion rigide et A0 et A2 pour le
trou simple. En augmentant la fréquence (α = 1 et α = 5), l’inclusion rigide et le trou
simple convergent vers un même type de comportement, caractérisé par une diffusion di-
rectionnelle, exprimée par l’apparition d’un large lobe derrière l’obstacle autour duquel
se développent de petits lobes dont le nombre augmente avec la fréquence.
La Fig. 1.6(c) montre que le trou borgne étudié possède un comportement semblable à
celui de l’inclusion rigide en termes de directivité. Il se comporte également comme un
monopole à basse fréquence (α = 0.5) et exhibe un comportement typique des hautes
fréquences pour α = 5, qui se distingue par une diffusion maximale derrière le diffuseur.

Le champ rétrodiffusé, défini comme le champ diffusé dans la direction opposée à la
direction de l’onde incidente (voir Fig 1.1), est tracé en module sur la figure 1.7 en fonction
du nombre d’onde adimensionnel α, pour les trois types de diffuseurs étudiés. Comme le
montre la figure, le champ rétrodiffusé tend vers zéro à la limite basse fréquence pour
le trou simple et le trou borgne. Il tend vers l’infini pour l’inclusion rigide. A hautes
fréquences, le facteur |f(π)| /

√
b (amplitude rétrodiffusée en champ lointain) pour le trou

simple et l’inclusion rigide approchent asymptotiquement l’unité. Ceci peut-être expliqué
par le fait que le coefficient de réflexion en amplitude d’une onde réfléchie par une extrémité
rigide ou libre vaut l’unité dans les deux cas.
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(π
)|/

√
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Inclusion rigide

Trou simple

Trou borgne

Figure 1.7 – Champ rétrodiffusé (champ lointain, diffusé dans la direction θ = π) en
fonction de α. Ce champ est divisé par

√
b pour l’exprimer en mètre.

Le trou borgne étant pénétrable, et permet la transmission du champ de l’extérieur vers
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l’intérieur, il peut résonner localement à certaines fréquences particulières, dépendantes
de sa géométrie. Ce comportement se manifeste par des augmentations locales du champ
rétrodiffusé à certaines fréquences qui peuvent être calculées en résolvant un problème
homogène aux valeurs propres (voir Sec 2.2.5).

1.4 Conclusion

Ce chapitre bibliographique synthétise les outils théoriques descriptifs de la diffusion
des ondes de flexion par des obstacles de formes simples, insérés dans une plaque infi-
nie. La théorie utilisée pour décrire les vibrations des plaques minces est la théorie de
Kirchhoff. Dans ce cadre, l’équation régissant le mouvement de flexion d’une plaque cir-
culaire d’épaisseur variable est établie, et résolue analytiquement dans le cas d’une plaque
d’épaisseur constante. Cette théorie est utilisée pour étudier la diffusion des ondes de
flexion par trois types de diffuseurs : une inclusion rigide qui constitue une inhomogénéité
caractérisée par un périmètre rigide, un trou simple avec un bord libre et une inclusion
souple, appelée trou borgne, avec un bord permettant la continuité de la vibration. Un
modèle ondulatoire analytique permettant d’analyser les propriétés de diffusion de ces
diffuseurs est décrit dans ce chapitre. Ce modèle est centré sur l’étude des variations du
champ rétrodiffusé et la directivité du champ diffusé en fonction de la fréquence. Il est
montré que le champ rétrodiffusé du trou simple et du trou borgne tend vers zéro à la
limite basse fréquence, tandis que celui de l’inclusion rigide tend vers l’infini. En augmen-
tant la fréquence, le champ rétrodiffusé tend vers l’unité pour le trou simple et l’inclusion
rigide, et oscille entre les deux pour le trou borgne tout en montrant un comportement
résonnant. L’étude de la directivité du champ diffusé montre que l’inclusion rigide et le
trou borgne se comportent comme un monopole à basses fréquences, tandis que le trou
simple est une combinaison de monopole et de quadripole. A des fréquences élevées, les
trois diffuseurs ont des comportements similaires, caractérisés par une diffusion essentiel-
lement orientée vers l’aval du diffuseur. Le modèle et les notions théoriques décrits dans
ce chapitre constituent un point de départ pour l’étude du trou noir acoustique et sont
utilisés par la suite pour analyser le comportement vibratoire de ce dernier.
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Chapitre 2

Modèle analytique de diffusion des
ondes de flexion par un trou noir
acoustique

2.1 Introduction

Le trou noir acoustique (TN) appartient à la classe des diffuseurs pénétrables, pour
lesquels un champ interne à l’obstacle existe. Pour comprendre les types et le comporte-
ment complexe des ondes à l’intérieur du TN, qui résultent du couplage dû aux variations
locales d’épaisseur et la distribution des mécanismes dissipatifs, l’étude préliminaire du
trou noir sans revêtement viscoélastique est nécessaire. L’amortissement dans la plaque
est considéré au moyen d’un module d’Young complexe. C’est l’hétérogénéité d’amortis-
sement induite par le revêtement viscoélastique qui n’est ici pas prise en compte. L’effet
de cette hétérogénéité est étudié au chapitre 3. Une analyse d’un tel diffuseur à travers
un modèle ondulatoire analytique est proposée dans ce chapitre : la caractérisation du
champ diffusé et des propriétés de diffusion de ce diffuseur pénétrable constitue l’objet
de cette analyse, dont le contenu est une traduction de l’anglais au français d’un article
publié dans le "Journal of Sound and Vibration" [156]. Ce modèle est utilisé pour dimen-
sionner le TN pour une application d’amortissement vibratoire, et constitue également
une première étape avant l’étude d’un TN avec revêtement. La description du problème
à résoudre et la formulation du modèle ondulatoire sont données dans les sections 2.2.1,
2.2.2 et 2.2.3. Dans la Sec. 2.2.4, ce modèle est utilisé pour identifier les caractéristiques
principales du trou noir. Les modes locaux associés au diffuseur sont mis en évidence
et sont étudiés dans la Sec. 2.2.5. Enfin, des études paramétriques sur les propriétés de
diffusion du TN sont réalisées dans la Sec. 2.2.6.

2.2 Modèle d’un trou noir sans film

2.2.1 Position du problème

Le milieu de propagation considéré est une plaque infinie, d’épaisseur constante h0

constituée d’un matériau de masse volumique ρ0, de module de Young complexe E∗

0 et
de coefficient de Poisson ν0. Un trou noir acoustique sans film viscoélastique (Fig. 2.1) de
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CHAPITRE 2. MODÈLE ANALYTIQUE DE DIFFUSION DES ONDES DE
FLEXION PAR UN TROU NOIR ACOUSTIQUE

rayon extérieur b et de rayon intérieur a, dit "rayon de troncature", est placé à l’origine du
système de coordonnées polaires (r, θ). Le TN est constitué d’une cuvette de révolution,
donnant lieu à une diminution graduelle de l’épaisseur en fonction du rayon, suivant une
loi de puissance : l’épaisseur présente une variation axisymétrique, et est donnée par :

h(r) =





h
TN

= h0

(
r − a′

b− a′

)m

, a ≤ r ≤ b

h0, r ≥ b
, (2.1)

de façon à ce que l’épaisseur de la plaque au bord d’un trou central virtuel de rayon r = a′

(a′ < a) soit nulle (voir Fig. 2.1).

Figure 2.1 – Description des cotes d’un trou noir acoustique débouchant inséré dans une
plaque infinie.

Figure 2.2 – Schéma du problème considéré : onde plane de flexion en incidence normale
sur un trou noir acoustique débouchant.

Comme illustré dans la Fig. 2.2, une onde plane harmonique de flexion Winc =

W0e
ik

f0
xe−iωt, se propageant dans la direction x est considérée. On note la pulsation

naturelle ω, k
f0

est le nombre d’onde de flexion dans la plaque d’épaisseur uniforme h0.
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FLEXION PAR UN TROU NOIR ACOUSTIQUE

L’onde incidente Winc donne lieu à un champ de déplacement Wdiff appelé champ dif-
fusé et un champ intérieur au TN, noté W TN . Dans la suite de cette section, un modèle
analytique est proposé pour analyser les propriétés de diffusion du trou noir.

2.2.2 Mise en équations

Un modèle ondulatoire basé sur la théorie de Kirchhoff est développé dans le cas d’une
plaque avec une épaisseur localement variable. Ce cadre théorique de travail, supposant
que les contributions des forces de cisaillement sont négligées, n’est valide qu’à partir
d’une longueur d’onde six fois supérieure à l’épaisseur (λ > 6h) en tous points de la
plaque [157]. Cela revient à dire que les ondes se propagent dans le milieu à basses fré-
quences. Cependant, le déplacement hors-plan W est supposé petit devant l’épaisseur h.
Si cette hypothèse n’est pas satisfaite, le modèle non linéaire de Von Karman [141] doit
être utilisé. Dans le cas où l’hypothèse des basses fréquences n’est plus valide, c’est-à-dire
que les ondes sont susceptibles de se propager dans l’épaisseur, la théorie de Mindlin [158]
doit être appliquée. Dans notre problème, la géométrie du trou noir et la gamme de fré-
quences étudiée sont choisis afin que la théorie classique de Kirchhoff soit valide.

A l’extérieur du diffuseur (r ≥ b), où l’épaisseur est uniforme, le champ du déplace-
ment W ext, appelé champ externe, est solution de l’équation de mouvement (1.15), donnée
dans le chapitre 1.

Dans la zone interne au trou noir (a ≤ r ≤ b), l’épaisseur décroit en suivant l’Eq.
(2.1). La rigidité de flexion interne au TN est indépendante de θ et varie uniquement en

fonction de r tel que DTN = D0

(
r − a′

b− a′

)3m

. Par conséquent, le champ du déplacement

W TN à l’intérieur du TN, satisfait l’équation du mouvement, [147, 159], suivante :

∇2
[
DTN∇2W TN

]
− (1− ν0)♦4

{
DTN ,W

TN
}
− ρ0hω

2W TN = 0, a ≤ r ≤ b, (2.2)

où ♦4 est l’opérateur aux dérivées partielles défini comme :

♦4
{
DTN ,W

TN
}
=

∂2DTN

∂r2

[
1

r

∂W TN

∂r
+

1

r2
∂2W TN

∂θ2

]
+

∂2W TN

∂r2

[
1

r

∂DTN

∂r

]
. (2.3)

A l’interface entre le TN et la zone uniforme extérieure (r = b), le champ du déplace-
ment W , la pente Θ, le moment fléchissant M et l’effort tranchant V sont continus. Cette
condition de continuité permet d’écrire :

W ext|r=b = W TN |r=b,

Θ(W ext)|r=b = Θ(W TN)|r=b,

M(W ext)|r=b = M(W TN)|r=b,

V0(W
ext)|r=b = V (W TN)|r=b.

(2.4)

Les opérateurs différentiels de Θ, M , V0 sont donnés respectivement par les Eqs. (1.2),
(1.4) et (1.42) et V est donné par :

V (·) = − (DTN)
∂3(·)
∂r3

−
(
∂DTN

∂r
+

DTN

r

)
∂2(·)
∂r2

+

(
DTN

r2
− ν0

r

∂DTN

∂r

)
∂(·)
∂r

−
(
DTN(2− ν0)

r2

)
∂3(·)
∂r∂θ2

+

(
DTN(3− ν0)

r3
− ν0

r2
∂DTN

∂r

)
∂2(·)
∂θ2

. (2.5)
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Notons que dans le cas où la rigidité de flexion de la plaque est constante (DTN = D0),
ce qui est le cas à l’extérieure du trou noir, l’opérateur donné par l’Eq. (2.5) devient le
même que celui dans l’Eq. (1.42).

Le trou noir possède une extrémité libre en r = a, ce qui implique la nullité du moment
de flexion et de l’effort tranchant en cette limite :

M(W TN)|r=a = 0,

V (W TN)|r=a = 0.
(2.6)

Finalement, l’équation du mouvement (2.2), les conditions de continuité, Eq. (2.4), et les
conditions aux limites, Eq. (2.6), associées à la condition d’excitation Winc = W0e

ik
f0

x,
constituent le problème à résoudre.

2.2.3 Méthode analytique de résolution

Dans cette section, on présente la méthode analytique permettant de calculer le champ
diffusé par le trou noir et d’étudier ses propriétés de diffusion. Pour contrôler la décrois-
sance du profil, toute la formulation mathématique concernant le trou noir est exprimée
par rapport à un repère polaire translaté (r̂, θ), où r̂ = r − a′ représente la coordonné
radiale translatée d’une distance a′. La distance a′, montrée dans la Fig. 2.1, désigne le
rayon d’un cercle virtuel sur lequel l’épaisseur de la plaque donnée par l’Eq. (2.1) est nulle.

2.2.3.1 Champ de déplacement extérieur (r ≥ b)

Tout comme pour les diffuseurs étudiés dans le chapitre 1, dans la région extérieure
au trou noir (r ≥ b) où l’épaisseur de la plaque est constante, le champ du déplacement
total W ext(r, θ) est une superposition du champ incident Winc(r, θ) et du champ diffusé
Wdiff (r, θ), et s’écrit donc comme une somme de ces deux champs (voir l’Eq. (1.31)). Il
est donné par :

W ext = W0

∞∑

n=0

εni
nJn(kf0

r) cos(nθ)+
∞∑

n=0

[
AnH

(1)
n (k

f0
r) + BnKn(kf0

r)
]
cos(nθ), r ≥ b.

(2.7)
Les constantes An et Bn sont obtenues pour chaque ordre ciconférentiel n en appliquant les
conditions de continuité, Eq. (2.4), et les conditions aux limites, Eq. (2.6), qui nécessitent
la description du champ à l’intérieur du trou noir. La méthode qui décrit la façon d’obtenir
ce champ est détaillée ci-dessous.

2.2.3.2 Champ de déplacement intérieur (a ≤ r ≤ b)

A l’intérieur du trou noir, où l’épaisseur de la plaque varie en fonction de r, le champ
du déplacement W TN(r̂, θ) satisfait l’équation de mouvement (2.2). Une telle solution est
2π périodique et peut être développée en série de Fourier :

W TN(r̂, θ) =
∞∑

n=0

W TN
n (r̂) cos(nθ), (2.8)

où l’axe x est l’axe de référence pour l’angle θ. La substitution de l’Eq. (2.8) dans l’Eq.
(2.2) en prenant en compte les propriétés d’orthogonalité des fonctions cos(nθ) mène à
l’équation suivante, satisfaite par W TN

n (r̂) pour chaque ordre circonférentiel n :
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∂4W TN
n

∂r̂4
+

[
2

DTN

∂DTN

∂r̂
+

2

r̂

]
∂3W TN

n

∂r̂3
+

[
1

DTN

∂2DTN

∂r̂2
+

2 + ν0
r̂DTN

∂DTN

∂r̂
− 2n2 + 1

r̂2

]
∂2W TN

n

∂r̂2

+

[
ν0

r̂DTN

∂2DTN

∂r̂2
− 2n2 + 1

r̂2DTN

∂DTN

∂r̂
+

2n2 + 1

r̂3

]
∂W TN

n

∂r̂

−
[

ν0n
2

r̂2DTN

∂2DTN

∂r̂2
− 3n2

r̂3DTN

∂DTN

∂r̂
+

n2(4− n2)

r̂4
+

ρ0hTN
ω2

DTN

]
W TN

n = 0.

(2.9)

La rigidité de flexion DTN dépend de l’épaisseur à l’intérieur du TN, qui elle-même,

dépend de r. En considérant la définition DTN(r̂) = D0

(
r̂

b− a′

)3m

[159, 160], l’Eq. (2.9)

se transforme comme suit :

r̂4
∂4W TN

n

∂r̂4
+ r̂3 [2 + 6m]

∂3W TN
n

∂r̂3
+ r̂2 [3m(3m+ 1 + ν0)− (1 + 2n2)]

∂2W TN
n

∂r̂2

+r̂ [3m(3m− 1)ν0 − 3m(1 + 2n2) + (1 + 2n2)]
∂W TN

n

∂r̂

+

[
3m(3n2 − (3m− 1)ν0n

2) + n2(n2 − 4)− 12ρ0ω
2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0(b− a′)−2m

r̂4−2m

]
W TN

n = 0.

(2.10)

La résolution analytique de l’Eq. (2.10) est possible si ses coefficients sont constants. Dans
le cas particulier d’un trou noir avec un profil quadratique (m = 2), le dernier terme de
cette équation devient indépendant de r̂. Ceci permet d’écrire

r̂4
∂4W TN

n

∂r̂4
+ r̂3 [14]

∂3W TN
n

∂r̂3
+ r̂2 [6(7 + ν0)− (1 + 2n2)]

∂2W TN
n

∂r̂2

+r̂ [30ν0 − 5(1 + 2n2)]
∂W TN

n

∂r̂
+

[
n2(n2 − 30ν0 + 14)− 12ρ0ω

2(1− ν2
0)

E∗

0h
2
0(b− a′)−4

]
W TN

n = 0.

(2.11)

L’Eq. (2.11) peut maintenant être résolue dans un espace modifié en utilisant le change-
ment de coordonnées décrit par la relation :

r̂ = r0e
ẑ, (2.12)

où ẑ =
z

r0
est un paramètre adimensionnel, r0 = b− a′ et z est homogène à une longueur.

En utilisant l’Eq. (2.12), qui implique que
∂(·)
∂r̂

=
1

r̂

∂(·)
∂ẑ

, l’Eq. (2.11) peut alors s’écrire

comme une équation différentielle à coefficients constants :

α4
∂4W TN

n (ẑ)

∂ẑ4
+ α3

∂3W TN
n (ẑ)

∂ẑ3
+ α2

∂2W TN
n (ẑ)

∂ẑ2
+ α1

∂W TN
n (ẑ)

∂ẑ
+ α0W

TN
n (ẑ) = 0, (2.13)
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avec les coefficients α4 = 1, α3 = 8, α2 = 10 + 6ν0 − 2n2, α1 = −24 + 24ν0 − 8n2,

α0 = n2(n2 − 30ν0 + 14) − 12ρω2(1− ν2
0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

. En cherchant des solutions pour W TN
n (ẑ)

qui sont proportionnelles à eKẑ (K étant la constante de propagation adimensionnelle),
l’équation caractéristique suivante est établie :

α4K
4 + α3K

3 + α2K
2 + α1K + α0 = 0. (2.14)

Pour chaque ordre circonférentiel n, l’équation polynomiale (2.14) admet quatre racines
Kp,n (p = 1, 2, 3, 4) qui peuvent être obtenues en utilisant la méthode de Ludovico
Ferrari [161] comme suit :

Kp,n = −2∓

√√√√7− 3ν0 + n2±
√
8n2(3ν0 − 1) + 9(1− ν0)2 +

12ρ0ω
2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

, (2.15)

où les constantes de propagation K1,n, K2,n, K3,n et K4,n sont obtenues à partir de la
relation de dispersion Eq.(2.15) en prenant les combinaisons de signes (−,+), (+,+),
(−,−) et (+,−) respectivement. L’expression du champ du déplacement W int(z, θ) à
l’intérieur du trou noir est finalement donnée par

W int =
∞∑

n=0

4∑

p=1

[
Cp,ne

ikp,nz
]
cos(nθ), kp,n =

Kp,n

ir0
. (2.16)

Pour chaque ordre circonférentiel n, les coefficients An, Bn et Cp,n sont calculés pour le
trou noir en substituant les Eqs. (2.7) et (2.16) dans les expressions des conditions de
continuité, Eq. (2.4), et les conditions aux limites, Eq. (2.6). Le système de six équations
avec six inconnues (6× 6), donné par l’Eq. (2.17), est alors inversé numériquement.

M .X = S, (2.17)

où M , X et S représentent respectivement la matrice calculée à partir des conditions de
continuité et des conditions aux limites, le vecteur des coefficients recherchés et le vecteur
source.

M =




H
(1)
n (α) Kn(α) −1 −1 −1 −1

k
f0
H

(1)′

n (α) k
f0
K

′

n(α) −ik
1,n

−ik
2,n

−ik
3,n

−ik
4,n

S
Hn

(α) S
Kn

(α) −γ
1,n

−γ
2,n

−γ
3,n

−γ
4,n

T
Hn

(α) T
Kn

(α) −ξ
1,n

−ξ
2,n

−ξ
3,n

−ξ
4,n

0 0 Γ
1,n

Γ
2,n

Γ
3,n

Γ
4,n

0 0 Ξ
1,n

Ξ
2,n

Ξ
3,n

Ξ
4,n




, (2.18)

X =





An

Bn

C1,n

C2,n

C3,n

C4,n





, S = −W0εn
in





Jn(α)

k
f0
J

′

n(α)

S
Jn
(α)

T
Jn
(α)

0

0





. (2.19)

La méthode de Ludovico Ferrari pour la recherche des racines des polynômes d’ordre
4 et le calcul détaillé des éléments de la matrice M et du vecteur source S sont présentés
dans l’annexe B.
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2.2.4 Résultats numériques

Les résultats numériques présentés dans cette section sont obtenus pour une plaque
d’aluminium, dont les valeurs numériques des propriétés géométriques et physiques sont
listées dans le tableau 2.1.

Matériau Géométrie

ρ0 2700 (kg/m3) a′ 10−3 (m)
ν0 0.33 a 5.10−3 (m)
E0 69 (GPa) b 6.10−2 (m)
η0 10−3 h0 1, 5.10−3 (m)

m 2

Tableau 2.1 – Paramètres physiques et géométriques de la plaque simulée.

2.2.4.1 Relations de dispersion

Le modèle présenté dans la Sec. 2.2.3 montre que dans l’espace transformé ẑ, défini
à partir du changement de variable, Eq. (2.12), le trou noir est vu comme un milieu de
propagation dans lequel existent quatre ondes. La dispersion de ces ondes est étudiée dans
la Fig. 2.3, dans laquelle sont tracées les parties réelles et imaginaires des nombres d’onde
adimensionnels k

p,n
b (p = 1 à 4) en fonction du nombre d’onde de flexion adimensionnel

α = k
f0
b (k

f0
est le nombre d’onde à l’extérieur et b étant le rayon extérieur du trou noir).

Pour faciliter la lecture et l’interprétation des résultats, les courbes de dispersion sont
tracées sur la Fig. 2.3 uniquement pour l’ordre circonférentiel fondamental (n = 0).

1 2 3 4 5
−5

0

5

10

α

k
1
,0
b

1 2 3 4 5
−4

−2

0

2

α

k
2
,0
b

1 2 3 4 5
0
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6

α

k
3
,0
b

1 2 3 4 5
−5

0

5

α

k
4
,0
b

(b)(a)

(c) (d)

αc,0αc,0

Figure 2.3 – Courbes de dispersion à l’intérieur du trou noir. Les parties réelles (——–)
et imaginaires (−−−) de k

p,0
b (p = 1 à 4) sont tracées en fonction du nombre d’onde de

flexion adimensionnel α, défini dans la zone uniforme de la plaque.

En se basant sur la convention temporelle e−iwt, on peut analyser le comportement des
ondes à l’intérieur du trou noir et en déterminer le type : les ondes associées aux nombres
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d’onde kp,n qui ont une partie réelle non nulle et positive (ℜ{kp,n} > 0) correspondent
à des ondes dites divergentes (sortantes), c’est-à-dire les ondes qui se propagent dans la
direction des x croissants. Ce raisonnement implique que les ondes qui se propagent avec
un nombre d’onde dont la partie réelle est négative (ℜ{kp,n} < 0) sont dites convergentes
(rentrantes). Les parties imaginaires ℑ{kp,n} traduisent l’atténuation (ℑ{kp,n} > 0) ou
l’amplification (ℑ{kp,n} < 0) des ondes dans la direction des x croissants.
Les Figs. 2.3(a) et 2.3(b) montrent que k1,0 et k2,0 correspondent à des ondes évanescentes
(ℜ{kp,0} ≈ 0) divergente (p = 1) et convergente (p = 2) respectivement. Les tracés de k3,0,
(Fig. 2.3(c)), et k4,0, (Fig. 2.3(d)), exhibent un nombre d’onde adimensionnel de coupure
αc,n pour chaque ordre n. L’expression analytique de ces nombres d’ondes s’obtient à
partir de la relation de dispersion, Eq. (2.15), comme :

αc,n =
b

r0

4

√
n2(n2 − 30ν0 + 22)− 24ν0 + 40. (2.20)

Les fréquences de coupure fc,n correspondantes peuvent ainsi être dérivées de l’Eq. (2.20)
comme :

fc,n =
h0

2πr20

√
E0 [n

2(n2 − 30ν0 + 22)− 24ν0 + 40]

12ρ0(1− ν2
0)

. (2.21)

En dessous de αc,0, le nombre d’onde k3,0 correspond à une onde évanescente (ℜ{k3,0} ≈
0) divergente, et devient propagative (ℜ{k3,0} > 0) au dessus de αc,0 tout en restant at-
ténuée exponentiellement (ℑ{k3,0} > 0). Le cas de k4,0 est particulièrement intéressant
et illustrateur de l’un des effets du trou noir acoustique : à basses fréquences (à des
nombres d’onde adimensionnels inférieurs à αc,0), l’onde correspondant à k4,0 est évanes-
cente (ℜ{k4,0} ≈ 0) convergente. A hautes fréquences (à des nombres d’onde adimension-
nels supérieurs à αc,0), cette onde reste convergente et devient propagative (ℜ{k4,0} < 0)
amplifiée exponentiellement (ℑ{k4,0} < 0) à partir de αc,0 ≈ 2.42, qui représente le nombre
d’onde adimensionnel fondamental de coupure du trou noir simulé.

Cette analyse vient confirmer certaines interprétations de résultats numériques et ex-
périmentaux existants dans la littérature [111, 162], où il est montré que le trou noir
acoustique devient actif à partir d’une certaine fréquence seuil, appelée également fré-
quence d’allumage dans [104], qui correspond ici à la première fréquence de coupure fc,0.
A partir de cette fréquence de coupure, des ondes propagatives apparaissent et conduisent
à des résonances locales internes, amplifiant les amplitudes du déplacement à l’intérieur
du trou noir.
La Fig. 2.4 montre que l’analyse faite sur les résultats présentés sur la Fig. 2.3 peut être
généralisée pour tous les ordres circonférentiels n, et montre qu’il existent un nombre
d’onde adimensionnel de coupure αc,n pour chaque n en suivant l’Eq. (2.20). Les nombres
d’onde αc,n séparent les deux comportements évanescent (en dessous de αc,n) et propagatif
(au dessus de αc,n) montrés sur les Figs. 2.3(c) et 2.3(d). Pour chaque ordre circonférentiel
n, on retrouve deux ondes évanescentes, non représentées sur la Fig. 2.4, quelque soit la
fréquence de l’onde incidente sur le trou noir.
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Figure 2.4 – Courbes de dispersion de k3,n pour différents ordres circonférentiels n = 0,
1, 2 et 3. Les lignes continues et les lignes interrompues correspondent respectivement aux
parties réelles et aux parties imaginaires de k

3,n
b.

2.2.4.2 Champ de déplacement total

Le champ du déplacement total est calculé après la résolution du système linéaire, Eq.
(2.17). Le module de ce champ est tracé sur la Fig. 2.5(a) en dB, pour quatre fréquences
d’onde incidente : f ≈ 26 Hz, 102 Hz, 923 Hz et 2563 Hz, correspondant respectivement
aux quatre nombres d’onde de flexion adimensionnels α = 0.5, 1, 3 et 5. Comme attendu
et déjà montré dans des travaux antérieurs [111, 162], la Fig. 2.5(a) montre que le champ
vibratoire est quasiment uniforme à basses fréquences : l’absence d’ondes propagatives
en dessous de la première fréquence de coupure rend le trou noir inactif (voir α = 0.5

et α = 1). A hautes fréquences (α = 3 et α = 5), le trou noir exhibe un comportement
typique qui se distingue par un rétrécissement des longueurs d’ondes et une augmenta-
tion des amplitudes en son bord libre (différences d’amplitudes importantes (30 dB) par
rapport au champ extérieur). Cependant, le champ montre des patterns d’interférences
de plus en plus complexes lorsque la fréquence augmente. Ceci est dû à l’augmentation
du nombre d’ondes propagatives associées aux différents ordres circonférentiels n.

La fonction de forme
∣∣∣f(θ)/

√
b
∣∣∣, appelée également fonction de directivité, correspon-

dant au amplitudes du champ diffusé Wdiff loin du diffuseur (r ≫) est tracée sur la Fig.
2.5(b) en diagrammes polaires. Cette figure montre qu’à basses fréquences (α = 0.5), le
trou noir, étant inactif, diffuse peu d’énergie (l’amplitude du champ diffusé est inférieure
à 15 % de l’onde incidente) et possède une directivité similaire avec celle du trou simple
étudié dans le chapitre 1 (voir la Fig. 1.6(b)). A hautes fréquences (α = 3 et α = 5), l’am-
plitude du champ diffusé est du même ordre de grandeur que l’onde incidente et présente
des lobes de directivité de plus en plus complexes en augmentant la fréquence.
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Figure 2.5 – (a) : Module en dB du champ du déplacement d’une plaque infinie, munie
d’un trou noir acoustique débouchant. Le champ est calculé pour des fréquences d’onde
incidente correspondant à α = 0.5, α = 1, α = 3 et α = 5. Les cercles noirs concentriques
désignent les limites interne et externe du trou noir. Pour chaque fréquence, le champ est
normalisé par rapport à sa valeur maximale, de telle sorte que le maximum du champ soit
désigné par 0 dB dans la barre des couleurs. (b) : Diagrammes polaires de la fonction de

forme
∣∣∣f(θ)/

√
b
∣∣∣ (définie par l’Eq. (1.53)) du trou noir acoustique débouchant.
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2.2.4.3 Section efficace de diffusion

La section efficace de diffusion, notée Qdiff dans ce manuscrit, est classiquement utili-
sée pour quantifier et analyser l’énergie globale diffusée par un obstacle : elle rend compte
de la visibilité d’un diffuseur par une onde incidente se propageant à une fréquence don-
née. Cette quantité est définie comme le rapport entre le flux d’énergie globale du champ
diffusé et le flux d’énergie associé au champ incident par unité de longueur [125]. Si un
problème de propagation d’ondes est traité dans un espace de dimension N , la section
efficace prend la dimension N−1. Par exemple, dans le cas d’un problème tridimensionnel
(diffusion d’ondes par une sphère), la section efficace est homogène à une surface. Dans
notre cas, où le problème est bidimensionnel (diffusion dans une plaque), elle est donc
homogène à une longueur, et est donnée par

Qdiff =
1

2

∫ 2π

0

|f(θ)|2dθ. (2.22)

La section efficace de diffusion globale du trou noir acoustique simulé est tracée dans
la Fig. 2.6 en fonction du nombre d’onde adimensionnel α. Les courbes de Qdiff associées
au trou simple et au trou borgne, étudiés dans le chapitre 1, sont présentées sur cette
figure pour les comparer avec le trou noir. A basses fréquences (Fig. 2.6(b)), le trou noir
et le trou simple présentent quasiment le même comportement : la longueur d’onde in-
cidente étant grande devant le rayon extérieur b, les deux diffuseurs sont invisibles par
l’onde incidente et diffusent une énergie quasi nulle. Contrairement à ces deux diffuseurs,
le trou borgne montre une section efficace nettement supérieure. Ceci peut être expliqué
par le fait que ce dernier résonne dans cette gamme de fréquences.

Au dessus du premier nombre d’onde adimensionnel de coupure du trou noir αc,0 ≈
2.42, le comportement du trou noir diffère de celui du trou simple et ressemble plus au trou
borgne. Le trou simple exhibe une section efficace lisse, tandis que celle du trou noir et du
trou borgne présente des variations importantes en particulier pour certaines fréquences.
Les variations de la section efficace globale constatées dans la Fig. 2.6(a) résultent d’une
combinaison complexe de plusieurs sections efficaces élémentaires, associées aux différents
ordres circonférentiels n pris en compte dans le calcul numérique. Les sections efficaces
de diffusion élémentaires associées aux ordres n = 0, 1 et 2 sont tracées sur la Fig. 2.7
pour le trou noir. Ces sections présentent des maximas associés aux résonances des modes
locaux du trou noir, appelés "modes piégés". Cependant, au dessus de chaque fréquence
de coupure fc,n, l’interférence des ondes propagatives présentes dans le milieu conduit
à l’allumage d’une série de modes piégés, associés aux ordres n. Ces modes piégés sont
étudiés dans la Sec. 2.2.5.

A plus hautes fréquences (α > 5, Fig. 2.6(c)), la section efficace globale du trou
noir et du trou borgne oscille autour de celle du trou simple et tendent vers une valeur
asymptotique correspondant approximativement à la moitié du périmètre πb des diffuseurs
. Ces variations montrent une certaine périodicité en fonction de la fréquence, qui peut être
expliquée pour le trou noir à partir de l’expression asymptotique de l’Eq. (2.20) : lorsque
n ≫ 1 (à des fréquences élevées), αc,n ≈ b

r0
n de sorte que les fréquences de coupure

deviennent harmoniques (des multiples de fc,0), conduisant à des patterns de résonances
répétitifs.

58/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 2. MODÈLE ANALYTIQUE DE DIFFUSION DES ONDES DE
FLEXION PAR UN TROU NOIR ACOUSTIQUE

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

α

Q
d
if
f
(m

)

 

 

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

α

 

 

Q
d
if
f
(m

)

(b)

5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

α

Q
d
if
f
(m

)

(c)

Figure 2.6 – (a) : Section efficace de diffusion de trois diffuseurs : trou noir acoustique
débouchant (——–), trou simple (− − −) et trou borgne (−. − .−). (b) : Zoom de Fig.
2.6(a) dans la gamme des basses fréquences (échelle logarithmique). (c) : section efficace
à hautes fréquences (α entre 5 et 10). Notons qu’ici le trou simple et le trou borgne sont
de même taille que le trou noir, avec un rayon b = 6 cm. Les propriétés du matériau du
trou borgne sont données dans le tableau 2.1 avec une épaisseur h1 = h0/10.
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Figure 2.7 – Sections efficaces de diffusion élémentaires du trou noir, correspondant aux
ordres circoférenciels n = 0 (a), n = 1 (b) et n = 2 (c).
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2.2.5 Modes piégés

2.2.5.1 Introduction

La présence d’un obstacle à la propagation des ondes dans un milieu, même infini,
peut donner lieu à des phénomènes de résonance locale, liés à l’excitation de ce qu’on
appelle des modes piégés. Ces modes correspondent à des oscillations libres, localisées
autour et éventuellement à l’intérieur du diffuseur si celui-ci est pénétrable. Les modes
piégés sont observés et étudiés dans différents domaines de la physique ondulatoire. Dans
le cas d’un guide d’ondes acoustique bidimensionnel, Callan et al. [163] ont étudié les
oscillations libres localisées autour d’un obstacle rigide, de forme cylindrique. Cobelli et
al. [164] ont observé expérimentalement les modes piégés dans un canal d’eau, dans lequel
un cylindre circulaire rigide est inséré. Porter [165] a montré que les modes piégés d’un
trou avec un bord libre sont obtenus numériquement quand il est placé dans une plaque
fine de longueur infinie et simplement appuyée sur deux bords parallèles. Xeridat [154]
a analysé la diffusion des ondes de Lamb et a mis en évidence la présence de résonances
locales pour un trou non débouchant.
Dans cette section, nous étudions les modes piégés pouvant exister dans une plaque infinie,
contenant un trou noir acoustique débouchant. Cette étude est basée sur la résolution d’un
problème homogène et l’analyse des déformées propres du trou noir.

2.2.5.2 Calcul des modes piégés

Par définition, les modes piégés sont des solutions d’un problème homogène (sans le
second membre), donné pour le trou noir étudié par l’équation matricielle suivante :

M.X = 0, (2.23)

où M est la matrice définie à partir des conditions de continuité et des conditions aux
limites du problème (voir Eq. (2.18)), dont les éléments sont détaillés dans l’annexe B.
Les valeurs propres de l’Eq. (2.23) sont calculées dans le plan complexe de kb pour chaque
ordre circonférentiel en localisant numériquement les zéros du déterminant de la matrice
M (voir Fig. 2.8). Les déformées propres associées aux valeurs propres calculées sont ob-
tenues à partir du vecteur propre X.

La Fig. 2.9 montre des exemples de patterns des modes piégés du trou noir, correspon-
dant aux ordres circonférentiels n = 0, 1 et 2. La relation entre ces modes et les variations
de la section efficace de diffusion globale (Qdiff ) du trou noir est ici mise en évidence : les
maximas de Qdiff se produisent à des nombres d’onde adimensionnels α correspondant
aux parties réelles des valeurs propres kb dans la Fig. 2.9. Par exemple, les maximas de
Qdiff en α ≈ 2.73 et α ≈ 3.56 sont associés respectivement à l’allumage des modes pour
lesquels kb = 2.71− 0.07i et kb = 3.56− 0.2i. Notons que l’étalement des modes à l’exté-

rieur du trou noir dépend du rapport

∣∣∣∣
ℜ[kb]
ℑ[kb]

∣∣∣∣ : le mode est d’autant plus localisé dans le

centre du trou lorsque ce rapport est grand.

61/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 2. MODÈLE ANALYTIQUE DE DIFFUSION DES ONDES DE
FLEXION PAR UN TROU NOIR ACOUSTIQUE

Figure 2.8 – Module en dB du déterminant de la matrice M pour n = 0, représenté
dans le plan complexe de kb. Le déterminant de M est normalisé par rapport à sa valeur
maximale, de telle sorte que le maximum sur la barre des couleurs soit désigné par 0 dB.
Les valeurs propres, indiquées par des points lumineux sur la figure, correspondent aux
coordonnées des minimas locaux du déterminant dans le plan complexe de kb.

Figure 2.9 – Module en dB des déformées modales des modes piégés du trou noir. Trois
modes sont montrés pour chacun des ordres circonférentiels suivants : n = 0 (1ère ligne),
n = 1 (2ème ligne) et n = 2 (3ème ligne).

2.2.6 Analyses paramétriques

Les caractéristiques géométriques du trou noir et les propriétés du matériau consti-
tuant la plaque sont nombreuses, et leurs effets sur les propriétés de diffusion doivent être
explorés afin d’établir des règles de dimensionnement permettant de fixer ces propriétés
pour des applications spécifiques d’ingénierie mécanique. La réalisation d’un dimensionne-
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ment du trou noir à partir du modèle développé est difficile du fait du nombre important
de paramètres intervenant dans la réponse vibratoire, qui elle-même résulte d’une com-
binaison complexe de plusieurs contributions d’ordres circonférentiels. Néanmoins, des
explorations paramétriques qualitatives peuvent être réalisées facilement en analysant les
variations de la section efficace de diffusion. Cette section se focalise donc sur l’étude
de l’influence du facteur de pertes η0 du matériau, de l’épaisseur de troncature ht et de
la constante du profil a′ du trou noir sur le comportement de la section efficace de dif-
fusion globale Qdiff . La relation donnée par l’Eq. (2.24), liant les différents paramètres
géométriques du trou noir (voir Fig. 2.1), est établie à partir de l’Eq. (2.1) pour un profil
quadratique (m = 2).

a = a′

(
1−

√
ht

h0

)
+ b

(√
ht

h0

)
. (2.24)

2.2.6.1 Influence du facteur de pertes uniforme η0

Sur la Fig. 2.10, la section efficace de diffusion globale du trou noir, dont les carac-
téristiques sont définies dans le Tab. 2.1, est tracée pour différents facteurs de pertes η0
du matériau. La figure montre que η0 contrôle la quantité globale d’énergie diffusée, en
particulier dans la gamme des hautes fréquences dans laquelle les variations de Qdiff de-
viennent de plus en plus lisses avec l’augmentation de η0 : les valeurs aux maximas sont
divisées par deux lorsque η0 augmente de 0.1% à 10%. Il est montré également que le
facteur de pertes uniforme η0 joue un rôle mineur sur le comportement du trou noir à
basses fréquences. Comme discuté dans 2.2.4.1 et 2.2.4.3, on définit la transition entre
les basses et les hautes fréquences par la condition αc,0 ≈ 2.42 pour le trou noir étudié,
qui correspond à une longueur d’onde incidente λ = 2πb

2.42
. Pour toutes les valeurs de η0, le

même premier nombre d’onde de coupure adimensionnel αc,0 sépare les deux zones basses
et hautes fréquences. A partir de ces observations, on peut prévoir des effets importants du
facteur de pertes sur la diffusion du trou noir en présence d’un revêtement viscoélastique
amortissant.
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Figure 2.10 – Influence du facteur de pertes uniforme η0 sur les variations de la section
efficace de diffusion.
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2.2.6.2 Influence de l’épaisseur de troncature ht

La section efficace de diffusion globale du trou noir, défini par les paramètres listés
dans le Tab. 2.1, est calculée et tracée sur la Fig. 2.12 pour différentes valeurs du ratio
d’épaisseur ht/h0. Cette figure est tracée en utilisant l’Eq. (2.24) en fixant les paramètres
b, h0 et a′ et en faisant varier l’épaisseur de troncature ht comme illustré sur la Fig.
2.11. Comme attendu, l’effet de l’épaisseur de troncature n’est pas significatif à basses
fréquences : la fréquence de coupure n’étant pas dépendante de ht, le trou noir présente
un comportement inchangé quelque soit la valeur de ht. L’effet de l’épaisseur de troncature
est visible dans la zone des hautes fréquences comme étant un paramètre de contrôle du
gradient de rigidité du trou noir : la position des résonances en fonction de la fréquence est
décalée vers les hautes fréquences en augmentant ht. Par exemple, la première résonance
située à α ≈ 2.73 lorsque ht = h0/100 est décalée à α ≈ 3.84 lorsque ht = h0/10. Cette
étude paramétrique montre que le diamètre du trou central pour un profil donné, peut
jouer un rôle majeur sur le champ diffusé à l’extérieur du trou noir.

Figure 2.11 – Profil du trou noir pour différentes valeurs du ratio d’épaisseur ht/h0.
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Figure 2.12 – Influence de l’épaisseur de troncature ht sur la section efficace de diffusion,
avec b = 6 cm, h0 = 1.5 mm et a′ = 1 mm.

2.2.6.3 Influence de la constante du profil a′

La Fig. 2.14 montre la section efficace de diffusion du trou noir simulé pour différentes
valeurs de la constante de profil a′. Cette figure est tracée en suivant l’Eq. (2.24), en fixant
les paramètres b, h0 et ht et en faisant varier a′, qui fait varier le rayon de troncature a (voir
Fig. 2.13). Tel que l’indique l’Eq. (2.20), a′ est un des paramètres permettant de contrôler
les fréquences de coupure à chaque ordre circonférentiel. Par exemple, αc,0 augmente de

64/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 2.

2.43 lorsque a′ = 1 mm à 3.58 lorsque a′ = 20 mm. En augmentant a′, la décroissance du
profil du trou noir devient de plus en plus sévère, faisant augmenter la raideur du trou
noir. Par conséquent, les résonances se décalent vers les hautes fréquences. Cette étude
montre que le profil de décroissance de l’épaisseur est un paramètre qui contrôle la raideur
du trou noir, avec lequel on peut contrôler les résonances de ce diffuseur.

Figure 2.13 – Profil du trou noir pour différentes valeurs de la constante du profil a′.
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Figure 2.14 – Influence de a′ sur la section efficace de diffusion, avec b = 6 cm, h0 = 1.5

mm et ht = 15 µm.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, la diffusion des ondes de flexion par un trou noir acoustique dé-
bouchant, vu comme un diffuseur pénétrable, est modélisée dans le cadre de la théorie
des plaques minces de Kirchhoff. Dans le cas d’un profil quadratique (m = 2) avec des
propriétés d’amortissement interne uniforme, le calcul analytique des relations de disper-
sion des ondes à l’intérieur du trou noir est un résultat clé du modèle développé. Les
fréquences de coupure, obtenues analytiquement, donnent une interprétation théorique
de la fréquence seuil à partir de laquelle l’amortissement des vibrations est important,
observée expérimentalement et numériquement dans des travaux antérieurs. Il est montré
pour chaque ordre circonférentiel qu’en dessous de la fréquence de coupure, il existe quatre
ondes évanescentes dans le trou noir et que deux ondes se transforment en propagatives
au dessus de cette fréquence. Les deux ondes propagatives donnent lieu à l’apparition
des modes piégés du trou noir. L’analyse de la réponse du trou noir à une onde plane
incidente de flexion permet de comprendre finement le comportement modal de ce dif-
fuseur. Dans la simulation du champ vibratoire et de la section efficace de diffusion, il
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est montré qu’en dessous du premier nombre d’onde de coupure adimensionnel (αc,0), la
section efficace de diffusion globale du trou noir se comporte comme celle du trou simple.
A hautes fréquences (au dessus de αc,0), le trou noir se comporte comme le trou borgne :
la section efficace exhibe des maximas à des fréquences spécifiques, liés aux résonances
de ses modes piégés. L’influence du matériau et de la géométrie du trou noir sur son
comportement vibratoire est mise en évidence à travers des explorations paramétriques
sur le facteur de pertes uniforme η0, l’épaisseur de troncature ht et la constante du profil
a′. Il est montré que η0 tend à réduire le comportement résonant du trou noir, en particu-
lier à hautes fréquences, ce qui laisse à penser que l’ajout d’un revêtement viscoélastique
jouerait le même rôle dans cette gamme de fréquences, c’est-à-dire, lisser la courbe de
la section efficace à hautes fréquences. L’étude des paramètres géométriques ht et a′, qui
contrôlent la raideur du trou noir, montre que les résonances de ce diffuseur peuvent être
décalées en fréquence en fonction de ces deux paramètres. Le modèle montre que pour
obtenir un trou noir résonant à basses fréquences, il faut que la décroissance d’épaisseur
soit lente avec une épaisseur de troncature très fine, ce qui implique la diminution de a′

et ht. En pratique, la réalisation de tel trou noir est très vite limité par les moyens tech-
nologiques d’usinage actuels. Une autre configuration de trou noir, réalisable simplement
en pratique, est proposée pour contrôler ses résonances. Cette configuration consiste à
boucher le centre du trou noir, donnant lieu à ce que nous appelons "trou noir acous-
tique non-débouchant", lui permettant de résonner à basses fréquences. L’analyse et la
caractérisation du comportement de ce trou noir non-débouchant fait l’objet du chapitre
3.
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Chapitre 3

Conception et caractérisation d’un trou
noir acoustique à résonances contrôlées

3.1 Introduction

Ce chapitre présente des propositions d’aménagements géométriques du cœur du trou
noir permettant de tirer partie et de contrôler les résonances internes d’un trou noir
acoustique. Dans un premier temps, un revêtement viscoélastique est modélisé de façon
à décrire l’amortissement induit en hautes fréquences. La modélisation est réalisée via
l’étude de la diffusion des ondes de flexion par ce TN (trou noir) lorsqu’il est inséré dans
une plaque infinie. D’un point de vue physique, le film viscoélastique modifie la rigidité
du diffuseur et rajoute un amortissement local non-uniforme, c’est-à-dire dépendant de
l’espace, à celui déjà présent dans la plaque [44, 47, 166]. Cet amortissement inhomogène
modifie la forme de l’équation du mouvement de flexion, et rend l’obtention analytique
du champ du déplacement à l’intérieur du TN difficile. Un modèle hybride couplant des
solutions en onde à l’extérieur du TN et un schéma aux différences finies à l’intérieur du
TN est présenté dans la Sec. 3.2 pour la diffusion d’une onde plane par ce trou noir. Le
modèle résultant, basé sur des propriétés mécaniques équivalentes du diffuseur, permet
de prendre en compte un profil radial d’épaisseur arbitraire, et de mettre en évidence
l’influence du film viscoélastique (Sec 3.3) et les possibilités de contrôle en masse et en
raideur de la première résonance du TN.

3.2 Modèle de différences finies

3.2.1 Configurations étudiées

Dans cette section est présentée la méthodologie de calcul du champ vibratoire par la
méthode des différences finies, appliquée à différentes configurations du trou noir acous-
tique. Dans un premier temps, la méthode est utilisée pour développer un modèle de
diffusion d’ondes de flexion par le trou noir dit "débouchant" (voir Fig. 3.1(a)) muni d’un
film viscoélastique dans la zone r ∈ [a; b]. Ce modèle permet d’analyser les propriétés de
diffusion du TN avec film, et sert de validation de la méthode analytique présentée dans
le chapitre 2 pour le TN débouchant sans film. Dans un second temps, le même modèle
est étendu pour étudier un TN "non-débouchant" (voir Fig. 3.1(b)) afin de montrer l’im-
portance pratique de cette configuration. La configuration finale constitue l’objectif de
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ce chapitre et concerne un TN non-débouchant avec une masse en son centre (voir Fig.
3.1(c)), pour contrôler ses propriétés de diffusion

(a)

(b)

(c)

Figure 3.1 – Vue de profil des trois configurations de TN considérées : (a) TN débouchant,
(b) TN non-débouchant et (c) TN non-débouchant avec masse centrale

Tout comme dans le chapitre 2, le problème à résoudre est celui de l’interaction d’une
onde plane de flexion avec le trou noir acoustique (voir Fig 2.2). Le milieu de propagation
considéré est une plaque infinie, dans laquelle un trou noir revêtu d’une couche mince de
matériau viscoélastique est inséré. Les configurations du trou noir étudiées sont illustrées
dans la Fig. 3.1. Le principe de la résolution consiste à appliquer un schéma numérique aux
différences finies dans la zone r ∈ [a; b], couplé à la méthode ondulatoire présentée dans
les chapitres 1 et 2 pour les zones d’épaisseurs constantes. La formulation mathématique
du schéma aux différences finies, développée dans les sections 3.2.3 et 3.2.4 se base sur
la discrétisation de l’ensemble de l’équation du mouvement de la plaque et les conditions
aux interfaces r = a et r = b.

3.2.2 Modèle de rigidité équivalente

Le film viscoélastique couvrant la zone du trou noir r ∈ [a; b] ou une partie de cette
zone (Fig. 3.1) induit des modifications de ses propriétés mécaniques. Dans le modèle
suivant, des propriétés mécaniques équivalentes sont considérées. Le rôle du film intervient
dans le facteur de pertes pour la rigidité de flexion complexe. La rigidité équivalente de
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l’association plaque/revêtement peut s’écrire comme :

Deq(r̂) = ℜ [DTN(r̂)] (1− iηeq(r̂)) , r̂ = r − a′, a ≤ r ≤ b, (3.1)

où DTN(r̂) =
E

TN
h3

TN

12(1− ν2
TN

)
est la rigidité de flexion complexe du trou noir sans film, et

ηeq(r̂) représente le facteur de pertes équivalent variable. Il s’écrit :

ηeq(r̂) = η
TN

+ ηr(r̂), (3.2)

où η
TN

est le facteur de pertes du TN sans film, et ηr(r̂) représente le facteur de pertes
variable rajouté, dû à la présence du film. En reportant Eq. (3.2) dans Eq. (3.1), la rigidité
équivalente est alors obtenue comme suit :

Deq(r̂) = DTN(r̂)−Dr(r̂), (3.3)

avec la rigidité rajoutée Dr(r̂) = ℜ [DTN(r̂)] (iηr(r̂)). La rigidité rajoutée Dr(r̂) est déter-
minée en suivant le modèle de Ross-Ungar-Kerwin [47], qui décrit une loi de mélanges,
utilisée dans [162, 110, 17], permettant d’établir l’expression de ηr(r̂) tel que :

ηr(r̂) =

η
f

E
f
h

f

E
0,TN

h
TN

[
4

(
h

f

h
TN

)2

+ 6

(
h

f

h
TN

)
+ 3

]

1 +
E

f
h

f

E
0,TN

h
TN

[
4

(
h

f

h
TN

)2

+ 6

(
h

f

h
TN

)
+ 5

] , (3.4)

où E
f
, η

f
et h

f
sont respectivement le module d’Young élastique, le coefficient de pertes

et l’épaisseur du film. L’épaisseur du trou noir sans film h
TN

est définie dans le chapitre
2 par l’Eq. (2.1). On en déduit alors la masse volumique équivalente :

ρeq(r̂) =
ρ

TN
h

TN
(r̂) + ρ

f
h

f

heq(r̂)
, (3.5)

avec l’épaisseur équivalente
heq(r̂) = h

TN
(r̂) + h

f
. (3.6)

Le rapport de la partie imaginaire et de la partie réelle de la rigidité de flexion équiva-

lente complexe (Eq. (3.3)) traduit le facteur de pertes équivalent (
ℑ[D

eq
]

ℜ[D
eq
]
= η

eq
), présenté

par l’Eq. (3.2). L’évolution de ce dernier en fonction de r est montrée sur la figure 3.2
pour une plaque en aluminium munie d’un trou noir quadratique débouchant (voir Fig
3.1(a)). A titre d’exemple, une plaque d’épaisseur uniforme h0 = 10 mm est choisie, avec
un trou noir de caractéristiques suivantes : rayon intérieur a = 5 mm, rayon extérieur
b = 87.5 mm, épaisseur de troncature h(a) = 1 mm, masse volumique ρ

TN
= 2700 kg/m3,

module d’Young élastique E
0,TN

= 69 GPa, coefficient de Poisson ν
TN

= 0.33 et facteur de
pertes η

TN
= 0.1 %. La plaque est entièrement revêtue d’un film viscoélastique d’épaisseur

uniforme h
f
= 1 mm avec une masse volumique ρ

f
= 1000 kg/m3, un module d’Young

élastique E
f
= 1 GPa et un facteur de pertes η

f
= 65 %.

Comme prévu par les Eqs. (3.2) et (3.4), quel que soit r, le facteur de pertes équivalent
η
eq

est plus élevé que celui de la structure porteuse seule (plaque). La figure 3.2 montre
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que dans la partie de la plaque où l’épaisseur est uniforme (r > b) et largement supérieure
à celle du film (h0 ≫ h

f
), le facteur de pertes équivalent reste constant à 5 %, ce qui

correspond à 5 fois la valeur initiale (η
eq

= 5η
TN

). A l’intérieur du TN, où l’épaisseur
décroit progressivement entre r = b et r = a, l’effet du film viscoélastique devient de

plus en plus visible : le rapport
ℑ[D

eq
]

ℜ[D
eq
]

augmente de façon importante et atteint une

valeur maximale d’environ 10% en r = a. Cette variation caractéristique du facteur de
pertes équivalent dans l’espace confère alors au trou noir acoustique la capacité d’amortir
efficacement les ondes qui se propagent dans la plaque.

Figure 3.2 – Évolution radiale (en fonction de r) du rapport de la partie imaginaire et
la partie réelle de la rigidité de flexion équivalente dans une plaque munie d’un trou noir
acoustique débouchant, défini dans l’intervalle r ∈ [a; b].

3.2.3 Discrétisation de la zone non-uniforme

La zone non-uniforme du trou noir est une plaque circulaire d’épaisseur variable.
L’équation gouvernant le mouvement de flexion dans ce type de milieu est donnée par
l’Eq. (2.2), et rappelée ci-dessous pour le TN muni d’un film viscoélastique.

∇2
[
Deq∇2W TN

]
− (1− νeq)♦4

{
Deq,W

TN
}
− ρeqheqω

2W TN = 0, a ≤ r ≤ b, (3.7)

où ♦4 est l’opérateur aux dérivées partielles défini par l’Eq. (2.3), et Deq, νeq, ρeq et heq

sont respectivement la rigidité, le coefficient de Poisson, la masse volumique et l’épaisseur
équivalents de la plaque non-uniforme munie du film viscoélastique. Le champ à l’intérieur
du trou noir W TN est une fonction 2π périodique de la variable angulaire θ et peut s’écrire

W TN(r, θ) =
∞∑

n=0

W TN
n,j (r̂) cos(nθ), r̂ = r − a′, (3.8)

où W TN
n,j représente le déplacement discret en un point j (j = 1, 2, ... J) à l’intérieur

du trou noir. La substitution de l’Eq. (3.8) dans l’Eq. (3.7) permet d’écrire, pour chaque
ordre circonférentiel n, l’équation différentielle du mouvement sous la forme suivante :

λ4(r̂)
∂4W TN

n,j

∂r̂4
+ λ3(r̂)

∂3W TN
n,j

∂r̂3
+ λ2(r̂)

∂2W TN
n,j

∂r̂2
+ λ1(r̂)

∂W TN
n,j

∂r̂
+ λ0(r̂)W

TN
n,j = 0, (3.9)
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où

λ0(r̂) = −
[
n2νeq
r̂2Deq

∂2Deq

∂r̂2
− 3n2

r̂3Deq

∂Deq

∂r̂
+

n2(4− n2)

r̂4
+

ρeqheqω
2

Deq

]
,

λ1(r̂) =

[
νeq
r̂Deq

∂2Deq

∂r̂2
− 2n2 + 1

r̂2Deq

∂Deq

∂r̂
+

2n2 + 1

r̂3

]
,

λ2(r̂) =

[
1

Deq

∂2Deq

∂r̂2
+

2 + νeq
r̂Deq

∂Deq

∂r̂
− 2n2 + 1

r̂2

]
,

λ3(r̂) =

[
2

Deq

∂Deq

∂r̂
+

2

r̂

]
,

λ4(r̂) = 1.

(3.10)

En utilisant les approximations centrées des dérivées, définies dans l’annexe C, la forme
discrétisée de l’Eq. (3.9) est

Λ1(r̂j)Wj−2 + Λ2(r̂j)Wj−1 + Λ3(r̂j)Wj + Λ4(r̂j)Wj+1 + Λ5(r̂j)Wj+2 = 0, (3.11)

où

Λ1(r̂) =

[
λ4(r̂)

δ4r
− λ3(r̂)

2δ3r

]
,

Λ2(r̂) =

[
−4

λ4(r̂)

δ4r
+

λ3(r̂)

δ3r
+

λ2(r̂)

δ2r
− λ1(r̂)

2δr

]
,

Λ3(r̂) =

[
6
λ4(r̂)

δ4r
− 2

λ2(r̂)

δ2r
+ λ0(r̂)

]
,

Λ4(r̂) =

[
−4

λ4(r̂)

δ4r
− λ3(r̂)

δ3r
+

λ2(r̂)

δ2r
+

λ1(r̂)

2δr

]
,

Λ5(r̂) =

[
λ4(r̂)

δ4r
+

λ3(r̂)

2δ3r

]
,

(3.12)

sont les coefficients variables qui traduisent les variations radiales des propriétés méca-
niques du trou noir, et δr représente le pas de discrétisation spatiale.

3.2.4 Validation du modèle du TN débouchant

La validation numérique de la méthode des différences finies est réalisée dans le cas du
TN débouchant, décrit sur la figure la Fig. 3.1(a), qui a été étudié analytiquement dans
le chapitre 2. Le déplacement extérieur (r ≥ b) étant une somme du champ incident et
du champ diffusé, il est donnée par l’Eq. (2.7). A l’interface r = b, le TN est lié continu-
ment avec le milieu extérieur, où l’épaisseur h0 est constante. Cette condition imposant
la continuité du champ du déplacement, de la pente, du moment fléchissant et de l’effort
tranchant, justifie donc l’écriture des conditions données par l’Eq. (2.4). L’extrémité du
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TN en r = a est libre. Par conséquent, le moment fléchissant et l’effort tranchant s’an-
nulent en cette limite. Ce qui permet d’établir les deux relations données par l’Eq. (2.6).
La substitution des Eqs. (2.7) et (3.8) dans les Eqs. (2.4) et (2.6) permet d’obtenir, pour
chaque ordre circonférentiel n, le système linéaire M.X = S donné par l’Eq. (2.17), qui
est cette fois de dimension (J + 2)× (J + 2), avec

M =





H(α) K(α) 0 0 0 0 0 0 −1

k
f0

H
′

(α) k
f0

K
′

(α) 0 0 0 0 0 −ag −bg

S
H
(α) S

K
(α) 0 0 0 0 −b2cg −b2dg −b2eg

T
H
(α) T

K
(α) 0 0 0 −b3fg −b3gg −b3lg −b3pg

0 0 Λ1(r̂1) Λ2(r̂1) Λ3(r̂1) Λ4(r̂1) Λ5(r̂1) 0 0

0 0 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0

0 0 0 0 Λ1(r̂J ) Λ2(r̂J ) Λ3(r̂J ) Λ4(r̂J ) Λ5(r̂J )

0 0 cd dd ed 0 0 0 0
0 0 fd gd ld pd 0 0 0





, (3.13)

X =
[

An Bn W1 W2 W3 · · · · · · WJ−3 WJ−2 WJ−1 WJ

]T
, (3.14)

S = −W0i
nǫn

[
J(α) k

f0
J

′

(α) S
J
(α) T

J
(α) 0 · · · · · · 0

]T
, (3.15)

où les éléments de la matrice M et du vecteur source S sont détaillés dans l’annexe C.

Applications numériques

Des applications numériques utilisant le pas de discrétisation δr = 10−4 m et les
valeurs données par la table 2.1 sont présentées sur les Figs 3.3 et 3.4. Le champ du
déplacement total représenté à une fréquence donnée sur la Fig 3.3(a) est la somme de
plusieurs ordres circonférentiels. Une coupe radiale (r ≥ 0, θ = 0) est donnée par la Fig
3.3(b). Ces deux figures sont obtenues par la méthode analytique du chapitre 2 et par
la méthode des différences finies pour un profil de décroissance d’épaisseur quadratique
(m = 2). Les deux résultats numérique et analytique sont quasi identiques, ce qui valide
l’implémentation de la méthode des différences finies. Le calcul de la section efficace de
diffusion Qdiff est effectué sur une plage de fréquences étendue (voir Fig 3.4(a)) avec les
deux méthodes. Là encore les résultats concordent. Un dernier type de résultat utile pour
la suite, concerne les modes locaux qui sont solutions du système homogène M.X = 0.
Les zéros du déterminant de M sont obtenus dans le plan complexe du nombre d’onde
de flexion adimensionnel α = k

f0
b au moyen des deux méthodes, et sont tracés sur la

Fig 3.4(b). Les variations du déterminant dans le plan complexe et les valeurs propres
complexes obtenues sont les mêmes dans les deux méthodes de résolution.
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Figure 3.3 – Deux calculs de champs vibratoires sont effectués pour le nombre d’onde
adimensionnel α = 5 : (a) module du champ en dB calculé avec les différences finies pour
les ordres circonférentiel n = 0 à 10. (b) coupe radiale (r ≥ 0, θ = 0) du module du champ
calculé analytiquement et numériquement avec les différences finies.
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Figure 3.4 – Section efficace de diffusion (a) et nombres d’onde propres adimensionnels
dans le plan complexe de α (b) calculés analytiquement et avec les différences finies.

3.3 Effet de l’hétérogénéité radiale de pertes

3.3.1 Préliminaire

La loi de mélange présentée dans la Sec. 3.2.2 décrit un modèle qui permet d’estimer le
facteur de pertes équivalent η

eq
en chaque point de l’espace. L’inhomogénéité de η

eq
n’est

bien sûr pas sans conséquences sur le comportement vibratoire du trou noir. Quel que soit
le cas considéré, conservatif ou dissipatif, lorsque le facteur de pertes est une constante
dans l’espace, la rigidité de flexion équivalente l’est également (D

eq
= cste) et peut sortir

de l’opérateur différentiel dans l’Eq. (3.7). Cette configuration donne lieu à des déformées

74/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 3.

modales du TN purement réelles [167]. Dans le cas où le facteur de pertes est inhomogène,
la rigidité de flexion devient dépendante de l’espace et ne peut alors sortir de l’opérateur
différentiel. Par conséquent, le problème aux valeurs propres liée à ce cas fournit des
déformées modales complexes avec des coefficients d’amortissements modaux plus élevés
que ceux d’une plaque uniforme avec un facteur de pertes équivalent constant. Denis [17] a
étudié l’effet de l’inhomogénéité spatiale du facteur de pertes sur le comportement modal
d’un trou noir acoustique au sein d’une poutre (TN monodimensionnel). En analysant
les fréquences propres dans le plan complexe, il a pu montrer que la distribution spatiale
inhomogène du facteur de pertes est à l’origine de l’augmentation d’un facteur 10 du
coefficient d’amortissement modal, et donc de l’amélioration des performances du trou
noir. Dans la section suivante, le rôle de la non-uniformité de l’amortissement dans le trou
noir bidimensionnel est mis en évidence par l’analyse de ses propriétés de diffusion en
présence du film viscoélastique.

3.3.2 Rôle de la non-uniformité de l’amortissement dans le trou
noir bidimensionnel

L’amortissement induit par le film n’est pas uniforme dans la mesure où il dépend du
ratio d’épaisseur entre la plaque et le revêtement. Ceci est une source d’hétérogénéité, qui
est mise en évidence sur la Fig 3.5. On montre sur cette figure les variations de la section
efficace de diffusion et du champ du déplacement en présence d’un film viscoélastique,
dont les caractéristiques sont listées dans le tableau 3.1. Le facteur de perte de ce film est
mesuré par DMA (Dynamical Mechanical Analysis) et est présenté dans l’annexe D.

hf ρ0 Ef ηf

1.5 mm 100 kg/m3 50 MPa 1.7

Tableau 3.1 – Propriétés du film viscoélastique utilisé pour la simulation.

La section efficace de diffusion est tracée sur la Fig 3.5(a) en fonction du nombre
d’onde adimensionnel α ∈ [0.1; 10], correspondant à la plage de fréquences f ∈ [1; 10252]

Hz. Le résultat montre que le film agit sur l’ensemble des amplitudes de la section efficace
en les diminuant significativement, en particulier dans la zone des hautes fréquences :
l’augmentation de l’épaisseur du film hf tend à réduire les résonances du trou noir. Le
léger décalage des résonances du TN vers les basses fréquences s’explique par l’ajout de
masse apportée par le film viscoélastique. La non-uniformité de l’amortissement se traduit
par une diminution conséquente de la section efficace de diffusion à hautes fréquences.
L’effet de l’hétérogénéité est également visible sur les cartes du champ du déplacement
total de la plaque avec le TN. La Fig 3.5(b) montre le module du champ du déplacement
calculé à α = 5, correspondant à la fréquence f ≈ 2563 Hz en l’absence du film. Cette
figure montre les interférences entre le champ incident et le champ diffusé, résultant de
l’interaction avec le trou noir. L’effet de la diminution d’épaisseur de la plaque dans la
zone du TN se manifeste par l’augmentation des amplitudes à l’extrémité libre du TN. Le
champ vibratoire de la plaque avec TN en présence du film est représenté sur la Fig 3.5(c).
Sur cette figure, les interférences significativement moins marquées à l’extérieur du TN
traduisent la faible diffusion du trou noir au profit d’une dissipation induite importante.
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L’effet du film est visible sur toute la plaque par l’atténuation du champ vibratoire, en
particulier au centre du trou noir où les amplitudes sont significatives en l’absence du
film.
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Figure 3.5 – Section efficace de diffusion du TN débouchant calculée pour différentes
valeurs d’épaisseur du film (a). Champ du déplacement de la plaque munie d’un TN
débouchant sans film (b) et avec film (c), calculé au pic de la section efficace de diffusion
situé à α = 5. Le module du champ total est normalisé par le module du champ incident
et est représenté en dB entre −20 et 20 dB.

3.4 Aménagement de la zone centrale pour le contrôle

de résonances

3.4.1 Contrôle par la raideur

Le trou noir acoustique débouchant (Fig 3.1(a)) étudié dans la section 3.2.4, présentant
un trou physique au centre, constitue une zone fragile pour la structure et engendre une
difficulté d’usinage, notamment lorsqu’il s’agit d’atteindre des épaisseurs de troncature
(en r = a) très faibles. Par ailleurs, ce trou central peut gêner l’application du trou
noir dans des contextes ou d’autres fonctionnalités techniques, comme l’étanchéité par
exemple. Une réponse à ces aspects technologiques consiste à laisser au cœur du TN
une zone centrale dont l’épaisseur peut être contrôlée. Ceci donne lieu à la configuration
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présentée sur la Fig 3.1(b), appelée trou noir acoustique "non-débouchant". Il s’agit alors
d’une cuvette constituée d’une zone d’épaisseur décroissante hTN et d’une zone centrale
d’épaisseur résiduelle constante h1. La caractérisation de la diffusion d’ondes de flexion
par ce type de trou noir est basée sur le modèle aux différences finies développé dans
la Sec 3.2.3, en tenant compte de l’existence du champ vibratoire dans la zone centrale
(r ≤ a).

3.4.1.1 Modèle

Tout comme le TN débouchant, le TN non-débouchant est un diffuseur pénétrable :
sous l’effet d’une excitation extérieure, il se comporte comme une source secondaire émet-
tant des ondes vers l’extérieur (r > b). En considérant une excitation sous forme d’onde
plane, le champ du déplacement extérieur, lorsque r ≥ b, est toujours la somme du champ
incident et du champ diffusé (voir Eq. (2.7)). Le champ incident donne lieu aux champs de
déplacement dans la zone non-uniforme (a < r < b) d’épaisseur décroissante hTN et dans
la zone centrale (r ≤ a) d’épaisseur constante h1. Le champ du déplacement est calculé
par la méthode des différences finies dans la zone non-uniforme en considérant l’Eq. (3.8).
Le champ dans la zone centrale (r ≤ a) est ondulatoire et est défini dans le chapitre 1 par
l’Eq. (1.32). Le fait que la vibration soit continue aux interfaces r = a et r = b, le champ
du déplacement, la pente, le moment fléchissant et l’effort tranchant le sont également.
L’équation du mouvement discrétisée avec la substitution des Eqs. (2.7), (3.8) et (1.32)
dans l’Eq. (2.4) pour r = a et r = b donnent lieu au système

M.X = S, (3.16)

qui est de dimension (J + 4)× (J + 4), avec

M =





H(α) K(α) 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

k
f0

H
′

(α) k
f0

K
′

(α) 0 0 0 0 0 −ag −bg 0 0

S
H
(α) S

K
(α) 0 0 0 0 −b2cg −b2dg −b2eg 0 0

T
H
(α) T

K
(α) 0 0 0 −b3fg −b3gg −b3lg −b3pg 0 0

0 0 Λ1(r̂1) Λ2(r̂1) Λ3(r̂1) Λ4(r̂1) Λ5(r̂1) 0 0 0 0

0 0 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0 0 0

0 0 0 0 Λ1(r̂J ) Λ2(r̂J ) Λ3(r̂J ) Λ4(r̂J ) Λ5(r̂J ) 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 −J(β) −I(β)

0 0 ad bd 0 0 0 0 0 −k
f1

J
′

(β) −k
f1

I
′

(β)

0 0 a2cd a2dd a2ed 0 0 0 0 −S
J
(β) −S

I
(β)

0 0 a3fd a3gd a3ld a3pd 0 0 0 −T
J
(β) −T

I
(β)





,

(3.17)

X =
[

An Bn W1 W2 W3 · · · · · · WJ−3 WJ−2 WJ−1 WJ Fn Gn

]T
, (3.18)

S = −W0i
nǫn

[
J(α) k

f0
J

′

(α) S
J
(α) T

J
(α) 0 · · · · · · 0

]T
, (3.19)

où X est le vecteur inconnu du problème. Les calculs détaillés des différents éléments de
la matrice M et du vecteur source S sont donnés dans l’annexe C.
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3.4.1.2 Résultats

Les résultats présentés dans cette section sont issus de simulations numériques d’une
plaque en aluminium munie d’un trou noir acoustique non-débouchant avec film viscoélas-
tique, dont les côtes sont h0 = 5 mm, a = 15 mm et b = 87.5 mm. Le rayon a′ du cercle
virtuel auquel l’épaisseur décroissante est nulle (voir Fig 3.1(a)), est réglé pour atteindre
l’épaisseur h1 souhaitée pour les simulations (voir Fig 3.6). Les caractéristiques physiques
du matériau constituant la plaque et le film viscoélastique sont respectivement données
dans les tableaux 2.1 et 3.1 avec hf = 5 mm.

0 0.015 0.0875

0

h
(r
)

(m
)

r (m)

h0

h1

a b

Figure 3.6 – Vue de profil du trou noir non-débouchant. La raideur de celui-ci est modifiée
par l’épaisseur h1 de la zone centrale (r ∈ [0; a]).

Les sections efficaces de diffusion Qdiff des trous noirs acoustiques débouchant (Fig
3.1(a)) et non-débouchant (Fig 3.1(b)) sont tracées sur la figure 3.7(a) en fonction de la
fréquence. Le trou noir débouchant (TND) est un diffuseur peu visible en basses fréquences
(car sa section efficace est faible), et résonant en hautes fréquences à partir de la première
fréquence de coupure. Les résonances hautes fréquences sont ensuite atténuées par effet
trou noir en présence du film viscoélastique.

Lorsqu’une zone centrale d’épaisseur h1 est considérée (voir Fig 3.6), le comportement
résonant en hautes fréquences est modifié. En effet, la Fig. 3.7(a) montre que les effets
conjoints de masses et raideur rajoutées par cette zone centrale modifient la position
fréquentielle des maxima et l’allure de la section efficace de diffusion en fonction de son
épaisseur h1. En basses fréquences, l’insert de la zone centrale induit l’apparition d’un pic
de résonance à une fréquence inférieure à la fréquence de coupure du trou noir débouchant
de même profil d’épaisseur. La position fréquentielle de cette résonance additionnelle est
contrôlée en raideur par l’épaisseur de la zone centrale : le pic est décalé vers les hautes
fréquences lorsque h1 augmente.

Le champ du déplacement de la plaque est composé par une somme de plusieurs contri-
butions d’ordres circonférentiels. Il est ici calculé à la première fréquence de résonance du
TN où la contribution de l’ordre circonférentiel fondamental (n = 0) est maximale, et
représenté sur les Figs 3.7(b), (c) et (d) pour les épaisseurs de zone centrale h1 = 100 µm,
h1 = 150 µm et h1 = 200 µm. Les trois cartes de champs montrent un maximum d’am-
plitude dans la zone centrale du TN, indiqué par une tache noire. Cette tache résulte de
la superposition entre la résonance du mode local fondamentale (n = 0) axisymétrique
et les contributions des ordres circonférentiels supérieurs (n > 0). Lorsque h1 augmente,
la résonance se décale vers les hautes fréquences, impliquant un champ plus compliqué
quand les contributions des ordres circonférentiels supérieurs sont importantes.
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L’épaisseur de la zone centrale est ici utilisée pour contrôler les résonances du trou
noir. L’augmentation de cette épaisseur donne lieu à une augmentation locale de raideur,
mais aussi de masse, qui conduit à des variations complexes de la fréquence du premier
mode local que l’on cherche à contrôler. On propose d’ajouter une zone supplémentaire
d’épaisseur constante à la configuration étudiée, constituant une sorte de plot cylindrique,
qui va jouer le rôle de masse, faisant décaler les résonances vers les basses fréquences
lorsque son épaisseur augmente. Cette configuration finale, illustrée sur la Fig 3.1(c), fait
donc l’objet de l’étude présentée dans la section suivante.
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Figure 3.7 – Section efficace de diffusion du TN non-débouchant calculée pour différentes
valeurs d’épaisseur h1 de la zone centrale (a). Module en dB du champ du déplacement
de la plaque munie du TN non-débouchant, calculé à la fréquence du premier pic de la
section efficace de diffusion : (b) h1 = 100 µm, (c) h1 = 150 µm et (d) h1 = 200 µm.

3.4.2 Contrôle de résonances par la masse

3.4.2.1 Description de la géométrie

Dans cette section la zone centrale du trou noir est aménagée de sorte que la masse
et la raideur de ce dernier soient découplées, pour pouvoir contrôler ses premières ré-
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sonances à l’aide de masse. Il s’agit donc de la configuration illustrée sur la Fig 3.1(c),
où on peut distinguer quatre zones : une zone centrale (r < c) d’épaisseur constante
h2, une zone intermédiaire (c ≤ r ≤ a), également d’épaisseur constante h1, une zone
non-uniforme (a < r < b) où l’épaisseur décroit radialement et une zone extérieure au
TN (r ≥ b) d’épaisseur constante h0. Ce système peut donc être vu comme un système
masse-ressort, où la zone centrale constitue la masse et la zone intermédiaire constitue le
ressort. L’épaisseur (hp) de la plaque munie de ce type de trou noir est décrite par l’Eq.
(3.20).

hp =





h0, r ≥ b

h0

(
r − a′

b− a′

)m

, a < r < b

h1, c ≤ r ≤ a

h2, r < c

. (3.20)

3.4.2.2 Formulation du problème

Le trou noir acoustique muni d’un film viscoélastique et avec masse centrale est inséré
dans une plaque mince infinie, soumise à une onde plane incidente. Le profil d’épaisseur
de la plaque avec le trou noir est donné sur la figure 3.8.

Figure 3.8 – Profil d’épaisseur d’une plaque munie d’un trou noir avec masse centrale.

Suite à cette excitation le champ du déplacement de la plaque, qui est solution de
l’équation du mouvement (2.2), peut être décrit à tous les endroits de la plaque. Le
champ W ext à l’extérieur du TN (r ≥ b), rappelé par l’Eq. (3.21), est une superposition
de l’onde incidente et du champ diffusé. Dans la zone non-uniforme du TN (a < r <

b), le déplacement W TN est calculé par la méthode des différences finies et s’exprime
comme dans l’Eq. (3.8). La région centrale du TN est composée de deux zones uniformes
d’épaisseurs h1 (lorsque c ≤ r ≤ a) et h2 (lorsque r < c), où les déplacements W cent1 et
W cent2 sont donnés par les Eqs. (3.22) et (3.23) respectivement. Les fonctions de Bessel
utilisées pour décrire le champ vibratoire dans les deux zones centrales sont illustrées dans
le chapitre 1 par la Fig 1.4.

W ext =
∞∑

n=0

[
W0εni

nJn(kf0
r) + AnH

(1)
n (k

f0
r) + BnKn(kf0

r)
]
cos(nθ). (3.21)

W cent1 =
∞∑

n=0

[
LnJn(kf1

r) + PnYn(kf1
r) +RnIn(kf1

r) + UnKn(kf1
r)
]
cos(n, θ). (3.22)

W cent2 =
∞∑

n=0

[
FnJn(kf2

r) +GnIn(kf2
r)
]
cos(n, θ), (3.23)

80/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 3.

où k
fq

= 4

√
ρqhq

Dq

√
ω représentent les nombres d’onde uniformes liés aux zones extérieure

(q = 0) et centrales (q = 1 et q = 2), et hq, ρq et Dq sont respectivement l’épaisseur, la
masse volumique et la rigidité de flexion de la zone q.

Les inconnues du problème An, Bn, Ln, Pn, Rn, Un, Fn, Gn et W TN
n,j sont à déterminer

par l’application des conditions de continuité au niveau des interfaces r = a, r = b et
r = c, imposant la continuité du déplacement, la pente, le moment de flexion et l’effort
tranchant. L’équation du mouvement discrétisée (voir l’Eq. (3.11)) avec la substitution
des Eqs. (3.21), (3.8), (3.22) et (3.23) dans l’Eq. (2.4) pour r = a, r = b et r = c donnent
lieu au système M.X = S, qui est de dimension (J + 8) × (J + 8), dont la matrice M

et les vecteurs X et S sont donnés par les Eqs. (3.24), (3.25) et (3.26). L’inversion de ce
système fournit alors le vecteur des inconnues X.

Note : les différents éléments de M et S sont détaillés dans l’annexe C.
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3.4.2.3 Résultats et discussions

Les résultats numériques présentés dans cette section concernent le trou noir non-
débouchant muni d’une masse en son centre et avec un film viscoélastique dans la zone
non-uniforme r ∈ [a; b] (voir Fig 3.8). Les simulations sont effectuées sur la base des
paramètres géométriques présentés dans le Tab 3.2. Le film viscoélastique possède les
mêmes caractéristiques que celui utilisé pour les simulations de la Sec. 3.4.1.

h0 h1 a b c

5 mm 200 µm 15 mm 87.5 mm 5 mm

Tableau 3.2 – Cotes du TN non-débouchant avec masse centrale.

• Section de diffusion : effet du film viscoélastique

La section efficace de diffusion (Qdiff ) du TN non-débouchant avec masse centrale d’épais-
seur h2 = 5 mm, calculée en présence et en absence du film viscoélastique, est représentée
sur la Fig 3.9 en fonction de la fréquence. Pour les deux cas (avec et sans film), on constate
que le TN est peu visible (Qdiff −→ 0) par l’onde incidente à très basses fréquences et
devient visible (Qdiff ր) lorsque la fréquence augmente. La section efficace présente des
variations complexes, dues aux résonances des modes piégés du TN. En présence du film,
le comportement modal de ce TN est modifié dans la zone des hautes fréquences : les
résonances liées aux différents modes piégés sont atténuées, et légèrement décalées vers
les basses fréquences sous l’effet de la masse rajoutée par le film. La masse du film étant
négligeable devant celle de la structure porteuse, la fréquence de la première résonance
(premier pic à environ 500 Hz) n’est pas affectée par l’ajout du film.
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Figure 3.9 – Section efficace de diffusion du TN non-débouchant en présence et en
absence du film viscoélastique, calculée pour h2 = 5 mm, correspondant à une masse de
la zone centrale mc ≈ 1 gr.
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• Section de diffusion : effet de la masse centrale

L’effet de la masse centrale sur le comportement du TN est mis en évidence sur la Fig
3.11 via une étude exploratrice de la section efficace de diffusion en fonction de cette
masse. En effet, la Qdiff du TN est calculée en tenant compte des paramètres présentés
dans le Tab 3.2, et pour les épaisseurs h2 = h1, h2 = 5h1, h2 = 15h1 et h2 = 25h1, qui
correspondent à des masses centrales mc ≈ 0.04 gr, mc ≈ 0.2 gr, mc ≈ 0.6 gr et mc ≈ 1

gr respectivement (voir Fig 3.10). La figure 3.11 montre que la masse centrale agit sur
l’ensemble des variations de la section efficace en modifiant les fréquences de résonance
du TN. Ces résonances sont décalées vers les basses fréquences lorsque la masse centrale
augmente ; par exemple, le pic de résonance qui apparait à 910 Hz pour mc ≈ 0.04 gr,
correspondant à la résonance du premier mode piégé, passe à 485 Hz pour mc ≈ 1 gr.
Ce décalage en fréquence des résonances, de plus en plus important en hautes fréquences,
explique la perturbation de la structure modale du TN et les variations complexes de la
section efficace.
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Figure 3.10 – Vue de profil du TN non-débouchant avec masse centrale. La masse (mc)
de la zone centrale (r ∈ [0; c]) est modifiée par l’épaisseur h2.
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Figure 3.11 – Section efficace de diffusion du TN non-débouchant en fonction de la masse
mc de la zone centrale.
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• Section de diffusion : effet de l’ordre du profil

Les trous noirs acoustiques étudiés dans ce chapitre sont quadratiques : c’est-à-dire qu’ils
ont un profil d’épaisseur décroissant en suivant une loi de puissance d’ordre 2 (voir l’Eq.
(3.20) avec m = 2). Le modèle de différences finies développé dans la Sec. 3.2 permet
de prendre en compte n’importe quel profil d’épaisseur, variant en loi de puissance. L’in-
fluence de l’ordre du profil d’épaisseur sur le comportement du trou noir est étudiée à
travers l’analyse des variations de la section efficace de diffusion en fonction de la fré-
quence. La section efficace du TN non-débouchant avec masse centrale d’épaisseur h2 = 5

mm est calculée en présence du film viscoélatique pour les trois profils d’épaisseur m = 2,
m = 3 et m = 4 (voir Fig. 3.12), et représentée sur la figure 3.13.

La Fig. 3.12 montre que la raideur du TN est diminuée par l’augmentation de l’ordre
m du profil. Ceci est dû à l’élargissement de zone centrale située entre c et a. La dimi-
nution de cette raideur a des conséquences directes sur les fréquences de résonances du
trou noir : ce dernier se comportant comme un système masse-ressort, ses fréquences de
résonances sont décalées vers les basses fréquences lorsque la raideur de la zone r ∈ [c; a]

diminue ou lorsque la masse centrale augmente. Cette analyse est confirmée en Fig 3.13,
montrant le décalage des pics de la section efficace de diffusion vers les basses fréquences
lorsque l’ordre m du profil augmente.

L’augmentation de m amincit la zone non uniforme du trou noir. Par conséquent l’effet
du film viscoélastique est d’autant plus visible pour des trous noirs ayant un ordre élevé
(par exemple m = 3) : les résonances hautes fréquences sont atténuées par le film. Pour des
ordres plus élevés (m = 4), le trou noir exhibe une section efficace de diffusion plus lisse
(résonances complètement aplaties), qui pour cette simulation tend asymptotiquement
vers une valeur proche du demi-périmètre d’un TN de rayon équivalent req ≈ 6 cm. On
note qu’au delà de m = 4, pour le TN simulé, le comportement de ce dernier est semblable
à celui d’un trou simple de mêmes dimensions.
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Figure 3.12 – Schéma du TN non-débouchant avec masse centrale. Trois ordres de profils
sont représentés : m = 2, m = 3 et m = 4.
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Figure 3.13 – Section efficace de diffusion du TN non-débouchant muni d’un film vis-
coélastique et d’une masse centrale, calculée pour 3 ordres de profils différents : m = 2,
m = 3 et m = 4.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la diffusion des ondes de flexion par trois types de trous noirs acous-
tiques, munis d’une couche mince de matériau viscoélastique, est étudiée. Cette caractéri-
sation met en jeu un modèle de différences finies, permettant de décrire le comportement
vibratoire de la zone non-uniforme de la plaque, couplé à un modèle ondulatoire décrivant
le comportement vibratoire dans les zones d’épaisseurs constantes. Le calcul numérique
issu de la méthode des différences finies est validé sur le cas du trou noir débouchant
quadratique (m = 2) sans film vicoélastique, en comparant le champ, la section efficace
de diffusion et les fréquences des modes piégés avec les résultats obtenus dans le chapitre
2 par un modèle analytique.

L’effet du film viscoélastique, introduisant un amortissement inhomogène, est mis en
évidence en analysant la section efficace du TN débouchant. Il est montré que le film
agit principalement dans la zone des hautes fréquences, en atténuant le comportement
résonant du trou noir.

La configuration du trou noir non-débouchant est d’une grande importance, car elle
permet d’une part d’apporter une solution aux difficultés d’usinage et de tenue mécanique
du TN, et d’autre part de contrôler de ses résonances. Le comportement résonant de ce
trou noir, assimilé à un système masse-ressort, est contrôlé dans un premier temps par la
raideur de la zone centrale en faisant varier son épaisseur h1. Il est montré par le calcul
de la section efficace de diffusion que les résonances du TN sont décalées vers les hautes
fréquences lorsque l’épaisseur finale h1 du TN augmente. Les simulations ont montré qu’il
est possible de rendre le TN résonant à basses fréquences en diminuant suffisamment h1,
ce qui peut engendrer des difficultés d’usinage et la diminution des performances méca-
niques de la structure lorsque h1 devient très faible. Pour solutionner ces problèmes, une
zone supplémentaire d’épaisseur uniforme h2 est rajoutée au centre du TN. Cette zone,
jouant le rôle d’une masse, permet de contrôler les résonances du TN en les faisant décaler
vers les basses fréquences lorsque cette masse centrale augmente. Il est montré, pour le
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trou noir simulé, que la première résonance à 910 Hz se produisant lorsque la masse de la
zone centrale mc ≈ 0.04 gr, est décalée à 485 Hz lorsque mc ≈ 1 gr.

Les résonances du TN peuvent également être contrôlées au moyen de la raideur cen-
trale tout en gardant fixée l’épaisseur h1 de la zone centrale et en modifiant l’ordre m

du profil d’épaisseur non-uniforme du TN. Il est montré que la raideur du TN diminue
avec l’augmentation de m. Par conséquent, le comportement résonant du trou noir se dé-
cale graduellement vers les basses fréquences jusqu’à disparaitre pour les profils d’ordres
élevés, comme par exemple dans le cas du profil de puissance m = 4.
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Chapitre 4

Modélisation et tests expérimentaux
d’une méta-plaque à réseau périodique
carré

Résumé

L’objectif de ce chapitre est la caractérisation numérique et expérimentale d’un pan-
neau, appelé "méta-plaque", muni d’un réseau périodique à symétrie carré de trous noirs
acoustiques. L’étude des milieux périodiques nécessite des connaissances théoriques, d’une
part pour leur modélisation mathématique et d’autre part pour l’analyse de leur compor-
tement physique. Quelques notions théoriques de base, utiles à l’étude générale de ces
milieux, sont brièvement rappelées en début de ce chapitre : à des fins pédagogiques, un
exemple issu de la littérature, mettant en avant l’existence de bandes interdites dans un
système périodique discret est donné. La méthode de décomposition en ondes planes, cou-
ramment appelée "Plane Wave Expension" (PWE) en anglais, est utilisée pour modéliser
les phénomènes liés à la propagation des ondes de flexion dans la méta-plaque. Avant son
application au cas de la méta-plaque, l’implémentation numérique de la méthode PWE
est validée sur des cas de littérature, traitant des poutres périodiques et des plaques avec
réseaux périodiques d’inclusions rigides. Des tests expérimentaux 1, basés sur un scan par
vibromètre laser à balayage, sont réalisés sur cette méta-plaque. Des cartes de champs
vibratoires et de fonctions de transfert sont alors extraites et analysées.

4.1 Ondes et structures périodiques

4.1.1 Bref historique

L’étude de la propagation des ondes dans les milieux périodiques a depuis longtemps
suscité l’intérêt de la communauté scientifique. Sous l’hypothèse que le son se propage
dans l’air de la même façon qu’une onde élastique se propage dans un réseau de masses
ponctuelles, Newton [168–170] proposa au 17ème siècle une expression analytique de la

1. Les tests expérimentaux présentés dans ce chapitre sont réalisés en collaboration avec Ameer ADLI
ZALI dans le cadre de son stage de Master 2 (mars-juillet 2016), intitulé "Conception de structures non
résonantes : effet du contraste de rigidité sur les bandes d’arrêt de poutres et plaques périodiques en
flexion".
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célérité du son. A partir de l’année 1727 (d’après [171]), les travaux de Newton sur les
réseaux furent poursuivis par Daniel Bernoulli et son père Johann Bernoulli en établis-
sant qu’un système de n masses ponctuelles possède n modes de vibration et n fréquences
propres. Plus tard, en se basant sur les travaux de Kelvin et Rayleigh sur la propaga-
tion des ondes élastiques dans une chaine de masses-ressorts, Léon Brillouin [171] a mené
au milieu du 20ème siècle une étude plus générale sur la propagation des ondes dans les
milieux périodiques en décrivant analytiquement la dispersion des ondes mécaniques et
électromagnétiques dans les réseaux périodiques. En étudiant les symétries des réseaux,
Brillouin a défini les domaines fondamentaux, connus sous le nom "des zones de Brillouin",
liés aux différents types de réseaux. Il a ainsi décrit et discuté l’existence de bandes inter-
dites, encore appelées "bandes d’arrêt", qui sont des intervalles fréquentiels dans lesquels
la propagation des ondes est fortement atténuée. Le réseau représente alors une barrière
empêchant la transmission des ondes, dont la capacité de stopper la propagation est direc-
tement liée aux caractéristiques physiques et géométriques du milieu de propagation. A
partir de là, de nombreux champs d’application se sont développés autour de la conception
de matériaux artificiels, périodiquement structurés, pour le contrôle de la propagation des
ondes.

4.1.2 Les structures périodiques

Selon leurs dimensions spatiales, les structures périodiques peuvent être présentées
sous trois catégories : les structures présentant une périodicité de leurs caractéristiques
physiques ou géométriques selon une, deux ou trois directions de l’espace comme montré
par la Fig 4.1. Les structures périodiques unidimensionnelles (Fig 4.1(a)) sont en pratique
constitué d’alternance périodique de deux matériaux selon une direction de l’espace. Les
structures ayant une périodicité bidimensionnelle (Fig 4.1(b)) se distinguent par un plan
avec des motifs agencés périodiquement et invariant selon la dimension perpendiculaire
à ce plan. Ces structures sont généralement constituées de réseaux d’obstacles, pouvant
être des inclusions ou des trous entièrement ou partiellement percés, insérés dans la ma-
tière. Enfin, les structures périodiques tridimensionnelles (Fig 4.1(c)) peuvent être définies
concrètement par un arrangement périodique de motifs (ex : sphères) dans les trois di-
mensions de l’espace.

(a) (b) (c)

Figure 4.1 – Illustration des structures périodiques avec une périodicité à une dimension
(a), à deux dimensions (b) et à trois dimensions (c). (d’après [172])
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4.1.3 Réseaux direct, réseau réciproque et zone de Brillouin

En cristallographie géométrique, les différents réseaux sont caractérisés dans l’espace
par leurs vecteurs de base, la norme de ces vecteurs et les angles qui les séparent. Ainsi,
selon les symétries des différentes mailles, on dénombre 7 systèmes cristallins dans la
nature, donnant lieu à 14 types de réseaux tridimensionnels de Bravais [173]. Un réseau
3D peut être décrit mathématiquement par une base de trois vecteurs −→a1 , −→a2 et −→a3 , et dont
les nœuds sont repérés par des coordonnées m1, m2 et m3, qui sont des entiers relatifs.
Ce réseau, dit "direct", est invariant pour toute translation

−→
R , qui s’écrit [174]

−→
R = m1

−→a1 +m2
−→a2 +m3

−→a3 , (4.1)

où
−→
R représente le vecteur position désignant un point du réseau.

A tout réseau direct, on peut associer dans l’espace des nombres d’onde un réseau
réciproque, qui, lui aussi est invariant par toute translation

−→
G , s’écrivant

−→
G = n1

−→
b1 + n2

−→
b2 + n3

−→
b3 , (4.2)

sous réserve que la condition suivante soit satisfaite :

−→ai .
−→
bj = 2πδij, avec δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
, (4.3)

où n1, n2 et n3 sont des entiers relatifs, δij représente le symbole de Kronecker et
−→
b1 ,

−→
b2

et
−→
b3 sont les vecteurs de base définis à partir du triplet (−→a1 ,−→a2 ,−→a3), et donnés par

−→
b1 = 2π

−→a2 ∧ −→a3
−→a1 .(−→a2 ∧ −→a3)

;
−→
b2 = 2π

−→a1 ∧ −→a3
−→a1 .(−→a2 ∧ −→a3)

;
−→
b3 = 2π

−→a1 ∧ −→a2
−→a1 .(−→a2 ∧ −→a3)

. (4.4)

En se limitant au réseaux 2D, on peut montrer qu’il existe 5 types de mailles com-
patibles à la construction d’un tel réseau bidimensionnel, qui correspondent aux réseaux
2D de Bravais suivants [175] : réseau carré, réseau rectangulaire, réseau rectangulaire cen-
tré, réseau hexagonal ou triangulaire et réseau oblique. Dans ce manuscrit, l’ensemble
des travaux s’appuie sur les réseaux 2D de symétries carrées et triangulaires de longueur
caractéristique (période spatiale) L.

Le réseau direct 2D est obtenu en considérant uniquement les vecteurs de base −→a1 et
−→a2 dans l’Eq. (4.1), où ||−→a1 || = ||−→a2 || = L. Les schémas (a)-(b) et (d)-(e) de la figure 4.2
illustrent respectivement les réseaux directs et réciproques carrés et hexagonaux (ou tri-
angulaires), dont les cellules unitaires sont représentées en pointillé. Les premières zones
de Brillouin des deux réseaux sont illustrées (en lignes rouges continues) sur les figures
4.2(c)-(f) respectivement. Les zones de Brillouin irréductibles sont repérées par des tri-
angles grisés, délimités par les parcours ΓXM pour le réseau carré et ΓKM pour le réseau
triangulaire.
Les expressions des vecteurs de base du réseau réciproque 3D (Eq. (4.4)) restent valables
pour les réseaux 2D en posant le troisième vecteur de base du réseau direct −→a3 = 1.−→z ,
où −→z est le vecteur perpendiculaire au plan défini par −→a1 et −→a2 . Les vecteurs de base du
réseau réciproque 2D sont finalement donnés en fonction de −→a1 et −→a2 uniquement, et sont
résumés dans le tableau 4.1 pour les réseaux carré et triangulaire.
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(a) (b) (c)

(d) (f)(e)

Figure 4.2 – Représentation 2D des réseaux directs (a) et (d), réseaux réciproques (b)
et (e) et des premières zones de Brillouin pour les réseaux carrés ((a), (b) et (c)) et pour
les réseaux triangulaires ((d), (e) et (f)). Les zones de Brillouin irréductibles des deux
réseaux sont représentées par des triangles grisés : ΓXM et ΓKM (d’après [176]).

Type du réseau Vecteurs du réseau direct Vecteurs du réseau réciproque

Carré

−→a1 = L(1, 0)
−→
b1 =

2π

L
(1, 0)

−→a2 = L(0, 1)
−→
b1 =

2π

L
(0, 1)

Triangulaire

−→a1 = L(1, 0)
−→
b1 =

2π

L

(
1,− 1√

3

)

−→a2 = L

(
1

2
,

√
3

2

)
−→
b2 =

2π

L

(
0,

2√
3

)

Tableau 4.1 – Vecteurs directs et réciproques 2D des réseaux carré et triangulaire.

4.1.4 Théorème de Floquet-Bloch

L’origine du théorème de Floquet-Bloch revient aux travaux du mathématicien Achille
Marie-Gaston Floquet en 1883 [177] sur les équations différentielles linéaires à coefficients
périodiques. En étudiant les équations de Mathieu et Hill [178–180], Floquet proposa une
solution pour les systèmes différentiels du second ordre, ayant des coefficients périodiques :
dans un réseau périodique, la solution calculée entre deux points voisins i et j distants l’un
de l’autre d’une distance égale à la longueur caractéristique du réseau, est équivalente à
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un déphasage de la forme eiφ. En 1929, Félix Bloch a généralisé les travaux de Floquet et
les a appliqués pour la première fois dans le cadre de la physique moderne en démontrant
que la fonction d’onde d’un électron dans un potentiel périodique présente une périodicité
de second degré [181]. A partir de là, découle le théorème connu sous le nom de "Floquet-
Bloch", qui stipule que la propagation d’ondes (de tous types) dans un milieu périodique
peut être décrite par une superposition d’une infinité d’ondes planes de vecteur d’onde
k et d’une fonction périodique de même période que le réseau. La figure 4.3 illustre la
conséquence de l’application de ce théorème dans le cadre de la mécanique vibratoire : le
champ du déplacement W (−→r2 ) au point repéré par le vecteur position −→r2 , est le même que

celui au point repéré par le vecteur −→r1 , mais déphasé d’un facteur eik
−→
L , où W (−→r1 ) est un

déplacement périodique de période L et k représente le nombre d’onde de Bloch.

Figure 4.3 – Représentation schématique du théorème de Floquet-Bloch (d’après [182]).

4.1.5 Cristaux phononiques

Les cristaux, qui sont des matériaux périodiques, peuvent en général être catégorisés
en fonction du type d’ondes qui s’y propagent : on trouve alors les cristaux électroniques
pour les électrons, les cristaux photoniques pour les ondes électromagnétiques ou lumi-
neuses et les cristaux phononiques pour les ondes élastiques (vibratoires ou sonores). Ces
cristaux ont des caractéristiques intéressantes et donnent lieux à un champ d’application
très vaste. Une revue bibliographique synthétique sur leurs propriétés et leur utilisation
dans les divers domaines d’application est donnée dans les thèses de doctorat de S. Ben-
chabane [183] et Q. Rolland [184] et les travaux de Mead [185]. Dans ce manuscrit, l’intérêt
est porté uniquement sur les cristaux phononiques, en l’occurrence vibratoires, qui sont
en lien direct avec le champ de recherche de cette thèse.

Comme démontré dans plusieurs travaux de la littérature, les cristaux phononiques
présentent des propriétés similaires à celles de leurs homologues photoniques, à savoir la
production de bandes fréquentielles interdites dans lesquelles la propagation d’ondes n’est
plus possible. L’obtention de bandes interdites dans un milieu de propagation nécessite
d’avoir un motif répété périodiquement et constitué de deux matériaux avec un contraste
de propriétés prononcé. Un exemple simple peut être donné dans le cas d’un milieu pé-
riodique discret : il s’agit d’une chaine périodique de masses-ressorts.
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La figure 4.4 illustre une chaine périodique de motifs répétés infiniment. Chaque motif
est composé de deux masses ponctuelles M1 et M2, espacées l’une de l’autre d’une distance
L et reliées avec un ressort sans masse, de raideur K.

Figure 4.4 – Schéma d’un système périodique diatomique de masses-ressorts.

La propagation dans ce type de système peut être étudiée en analysant la dispersion des
ondes qui s’y propagent. La relation de dispersion du système est calculée en recherchant
les valeurs propres de la matrice suivante :

M =




2K −M1ω
2 −2K cos(kL)

−2K cos(kL) 2K −M2ω
2



. (4.5)

Les valeurs propres de cette matrice sont données par [176] comme :

ω2
1,2 = K

(
1

M1

+
1

M1

)
∓

√

K2

(
1

M1

+
1

M1

)2

− 4K2

M1M2

sin2(kL), (4.6)

où ω1(k) et ω2(k) correspondent à deux distinctes branches de dispersion.

Deux systèmes peuvent être étudiés et comparés : le système monoatomique avec
M1 = M2 et le système diatomique où M1 6= M2. Les diagrammes de dispersion des deux
systèmes sont calculés à partir de la relation (4.6) dans la première zone de Brillouin
k ∈ [−π

2
; π
2
] et représentés sur la figure 4.5. Le système monoatomique (Fig 4.5(a)) montre

que les ondes peuvent se propager à tous les nombres d’onde : autrement dit, pour toute
fréquence, il existe un nombre d’onde qui lui correspond comme solution. Dans le cas du
système diatomique (M1 6= M2), la figure 4.5(b) montre qu’il existe une bande interdite,

indiquée par l’intervalle grisé entre 1 et
√

M1

M2

, dans laquelle la propagation est stoppée :

mathématiquement, aucun nombre d’onde réel n’est solution à ce problème dans cette
gamme de fréquences.
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kL

(ω
n
/
ω
1
)

kL

(ω
n
/
ω
0
)

0+π

2
−

π

2
−

π

2 +π

20

√

2

2

0 0

1

√

M1

M2

√

M1+M2

M2

(a) (b)

Figure 4.5 – Courbes de dispersion dans les systèmes périodiques discrets (a) monoato-
mique et (b) diatomique. Les pulsations ωn (n = 1 ou 2) sont normalisées par rapport à

ω0 =
√

K
M1

=
√

K
M2

pour le système monoatomique et par rapport à ω1 =
√

2K
M1

pour le

système diatomique. On note, d’après [176], que l’expression de ω1 n’est valide que lorsque
M1 > M2.

Tout comme les cristaux phononiques discrets, il existe aussi des cristaux phononiques
continus. Étant des matériaux artificiels, ils sont conçus au départ pour répondre à des
problématiques d’isolation et de transmission phonique ou vibratoire. Par la suite, ils sont
utilisés à des fins de confinement et de guidage d’ondes. Ils sont en général constitués d’un
arrangement périodique d’inclusions comme des trous, cylindres ou des sphères, insérés
dans un milieu environnant de propriétés différentes, appelé "matrice", en suivant une,
deux ou trois directions de l’espace.
L’étude de la propagation des ondes élastiques dans les cristaux phononiques a connu
beaucoup de progrès au cours des trois dernières décennies [186–192]. En raison de leur
capacité à produire des bandes interdites, les structures périodiques peuvent avoir de
nombreuses applications potentielles [190–192]. Les principaux mécanismes responsables
de la création des bandes interdites sont basés sur la diffusion de Bragg [193] et les ré-
sonances locales [194–197]. Pour le premier mécanisme, la première bande interdite, dite
de "Bragg", se produit lorsque la longueur d’onde est le double de la longueur caracté-
ristique du réseau (période spatiale du réseau), mais pour le second mécanisme, la bande
interdite, dite de "résonance", est imposée par la fréquence de résonance associée aux
diffuseurs insérés dans le milieu et dépend moins de la périodicité et de la symétrie de la
structure.
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4.2 Méthode PWE pour les milieux périodiques

4.2.1 PWE pour une poutre

Dans cette section, la méthode de décomposition en ondes planes est appliquée dans le
cas d’une poutre périodique d’Euler-Bernoulli [198]. L’objectif est de calculer les courbes
de dispersion d’ondes de flexion dans ce type de structure. Les trois étapes clés de cette
méthode sont présentées dans les paragraphes 4.2.1.1, 4.2.1.2 et 4.2.1.3.

4.2.1.1 Équation de flexion de poutre

Le milieu de propagation illustré sur la figure 4.6-(a) est une poutre mince, composée
d’un réseau périodique infini de cellules élémentaires. Chaque cellule élémentaire est de
longueur caractéristique L, appelée "période spatiale du réseau", et est constituée de deux
milieux de longueur li ( l’indice "i" désigne le milieu 1 ou le milieu 2). La section droite Si

de la poutre est définie dans le plan yz et est donnée par Si = dihi (voir Fig 4.6-(b)). Les
caractéristiques physiques de la poutre sont la masse volumique ρi et le module d’Young
élastique E0,i.

(a) (b)

Figure 4.6 – (a) Schéma d’une poutre composée d’une succession de deux milieux, dis-
posés de façon périodique. (b) Section droite de la poutre.

Dans le système des coordonnées cartésiennes (x, y, z), où le plan xy constitue le
plan neutre de la poutre, l’équation qui gouverne le mouvement de flexion de la poutre
périodique en régime harmonique (convention e−iωt) est donnée par [199, 200] :

ω2α(x)W (x) =
∂2

∂x2

[
β(x)

∂2W (x)

∂x2

]
, (4.7)

avec 



α(x) = ρS

β(x) = EI

, (4.8)

où W représente le déplacement transversal de la poutre (dans la direction z), S = dh est

la section droite et I =
dh3

12
est le moment quadratique de la section droite. Les variables
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α(x) et β(x), sont des fonctions périodiques du vecteur position x, désignant la masse
linéique et la rigidité de flexion de la poutre respectivement.

4.2.1.2 Développement en séries de Fourier

D’après le théorème de Bloch [197, 201–203], le champ du déplacement transversal
harmonique de la poutre périodique peut être exprimé comme :

W (x) = eik.xWk(x), (4.9)

où k est le vecteur nombre d’onde de Bloch. Le champ Wk(x) est une fonction périodique
présentant la même périodicité spatiale que la structure, Il peut se développer en série de
Fourier comme

Wk(x) =
∑

G1

Wk(G1)e
iG1.x, (4.10)

avec G1 = 2π
(n1

L

)
est un vecteur monodimensionnel appartenant au réseau réciproque.

Le nombre n1 = 0, ±1, ±2, ... est un entier relatif et Wk(G1) représentent les coefficients
de Fourier correspondant au vecteur d’ondes G1. En substituant l’expression Eq. (4.10)
dans la relation Eq. (4.9), la solution de l’équation différentielle (4.7) prend la forme
suivante :

W (x) = eik.x
∑

G1

Wk(G1)e
iG1.x. (4.11)

Les fonctions α(x) et β(x) intervenant dans l’équation de mouvement (4.7) peuvent être
développées en séries de Fourier. Si H(x) désigne l’une des fonctions α(x) ou β(x), il est
possible d’écrire

H(x) =
∑

G2

H(G2)e
iG2.x, (4.12)

où H(G2) représente le coefficient de Fourier associé au vecteur d’ondes G2, donné par

H(G2) =
1

L

∫

L

H(x)e−iG2.xdx. (4.13)

Les variations de H(x) étant connues, l’équation 4.13 fournit H(G2) de façon explicite.

4.2.1.3 Problème aux valeurs propres

La substitution des Eqs. (4.11) et (4.12) dans l’Eq. (4.7) donne lieu à l’équation de
couplage suivante :

ω2
∑

G1

α(G3 −G1).Wk(G1) =
∑

G1

β(G3 −G1)
[
(k +G1)

2 . (k +G3)
2] .Wk(G1),

(4.14)
où

G3 = G1 +G2. (4.15)

Deux types de problèmes aux valeurs propres peuvent être déduits de l’Eq. (4.14) : le
premier, dit "standard" [204], est celui dans lequel les pulsations propres sont recherchées
en fonction du nombre d’onde de Bloch (ω = f(k)). Le second problème, dit "polyno-
mial" [205–207], fournit les nombres d’onde propres de Bloch en fonction de la pulsation
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(k = f(ω)).

• Formulation standard (méthode ω(k)) :

En considérant que les vecteurs G1 et G2 prennent toutes les valeurs possibles des
vecteurs du réseau réciproque, l’équation (4.14) est un système infini d’équations linéaires
des vecteurs propres Wk(G1). En pratique, pour le développement des calculs numériques,
le nombre de ces vecteurs est fini. En tronquant les sommes dans les équations (4.11)
et (4.12) en choisissant N vecteurs réciproques, l’équation (4.14) devient un système à
(2N + 1) × (2N + 1) équations pour le problème standard, et s’écrit alors sous la forme
matricielle comme :

− ω2
nPW = QW , (4.16)

avec

P = P ij = α(G3i −G1j), (4.17)

Q = Qij = −β(G3i −G1j)
[(
k +G1j

)2
. (k +G3i)

2
]
. (4.18)

et

W = Wk(G1j), (4.19)

où i et j sont les indices de sommation, indiquant le nombre de G3 et G1.
Pour des valeurs données du nombre d’onde de Bloch k, le système d’équations (4.16)
admet des solutions pour certaines valeurs propres ωn réelles, où n est la nème branche
de dispersion. La relation entre ωn et k est obtenue en laissant k parcourir l’intervalle[
−π

L
; +

π

L

]
, qui représente la première zone de Brillouin [171, 176] pour un milieu pério-

dique monodimensionnel.

• Formulation polynomiale (méthode k(ω)) :

La méthode PWE standard (ω(k)) ne permet pas vraiment de prendre en compte
l’amortissement dans la structure, dans la mesure où le nombre d’onde k qui parcourt la
zone de Brillouin est contraint à conserver des valeurs réelles. Nous proposons une mé-
thodes k(ω) dans laquelle les vecteurs d’ondes admissibles sont calculés pour un ensemble
de valeurs réelles de la pulsation. Pour établir le problème aux valeurs propres, l’Eq. (4.14)
est réécrite de façon à faire apparaitre un polynôme en kn tel que :

∑

G1

[
Q0 +Q1kn +Q2k

2
n +Q3k

3
n +Q4k

4
n

]
Wk(G1) = 0, (4.20)

où
Q0 = Q0,ij = ω2α(G3i −G1j)−G1

2
jG3

2
iβ(G3i −G1j), (4.21)

Q1 = Q1,ij = 2G1jG3i(G1j +G3i)β(G3i −G1j), (4.22)

Q2 = Q2,ij =
[
(G1j +G3i)

2 + 2G1jG3i

]
β(G3i −G1j), (4.23)

Q3 = Q3,ij = 2(G1j +G3i)β(G3i −G1j), (4.24)
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Q4 = Q4,ij = β(G3i −G1j), (4.25)

sont des matrices carrées, de même taille (2N + 1) × (2N + 1) et Wk(G1) est le vecteur
propre recherché.
La relation entre kn et ω est obtenue en résolvant numériquement le système aux valeurs
propres en kn (4.20) pour une plage de pulsations ω donnée, en utilisant la fonction
"polyeig" de Matlab [205–207].

4.2.1.4 Diagrammes de dispersion

Les courbes de dispersion calculées en utilisant les méthodes PWE (pour le problème
standard) et EPWE (pour le problème polynomial), sont présentées dans cette section
d’une part pour valider l’implémentation des deux méthodes, et d’autre part pour illus-
trer les caractéristiques de la propagation des ondes de flexion dans une poutre périodique.

Les paramètres du matériau sont choisis dans un premier temps de façon à représenter
le cas d’une poutre uniforme, constituée d’un matériau de masse volumique ρi = 2730

kg/m3 et module d’Young élastique Ei = 77.56 GPa (i désigne le milieu 1 ou 2). A titre
d’exemple, les paramètres géométriques sont choisis tels que : L = 150 mm, li = L/2,
di = 10 mm et hi = 10 mm. Sur la figure 4.7(a) sont tracées les trois premières branches
de dispersion de la poutre périodique uniforme, obtenues en utilisant la méthode PWE,
où les milieux 1 et 2 sont de mêmes matériaux et dimensions. La relation de dispersion

naturelle w = k2
f

√
EI

ρS
, où kf représente le nombre d’onde naturel de flexion, est tra-

cée (en ligne rouge continue) et se trouve superposée à la première branche calculée. Le
résultat montre que pour toutes les valeurs du nombre d’onde de Bloch k considérées

(k ∈
[
−π

L
; +

π

L

]
), il existe des solutions ωn au problème aux valeurs propres dans l’Eq.

(4.16). Ce qui signifie que les ondes de flexion peuvent se propager à toutes les fréquences
dans cette poutre.

Dans un second temps, et afin d’étudier une poutre périodique avec un contraste de
rigidité dans la cellule élémentaire, le matériau du milieu 1 est remplacé par un autre
matériau plus léger et moins rigide, avec une masse volumique ρ1 = 1180 kg/m3 et un
module élastique E1 = 4.35 GPa. Pour des fins de comparaison avec la littérature et
pour une meilleure convergence du calcul numérique, 201 vecteurs du réseau réciproque
(n1 = 0, ±1, ..., ±100) sont considérés dans l’algorithme de la méthode PWE utilisée.
La figure 4.7(b) présente le diagramme de dispersion de cette poutre périodique non-
uniforme. Le résultat est en parfait accord avec celui trouvé par Yu Dianlong [208], et
montre qu’il existe deux intervalles fréquentiels, [387.8; 580.7] et [1751.4; 3030.3] Hz, dans
lesquels aucune fréquence ne correspond au nombre d’onde k. Autrement dit, aucune
valeur de ωn ne satisfait l’équation de dispersion (4.16). Dans ces intervalles, appelés
"bandes interdites", aucune onde ne se propage.

Pour valider la méthode EPWE, on s’est référé aux travaux de Junyi [209] sur la mesure
des courbes de dispersion de poutres périodiques en utilisant la méthode de superposition
d’ondes ("wave superposition method").
La poutre choisie pour l’application de la méthode EPWE possède les caractéristiques
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Figure 4.7 – Courbes de dispersion d’une poutre périodique, calculées en utilisant la
méthode PWE/ω(k) : (a) poutre uniforme et (b) poutre non-uniforme (d’après [208]).

géométriques suivantes (voir Fig 4.6) : L = 80 mm, l1 = 17 mm, l2 = 63 mm, hi = 3 mm
et di = 20 mm. Les caractéristiques des deux matériaux constituant la cellule unitaire
sont listées dans le tableau 4.2.

ρ1 (kg/m3) ρ2 (kg/m3) E0,1 (GPa) E0,2 (GPa) η1 (%) η2 (%)

2710 2700 2.38 70 1.68 0.105

Tableau 4.2 – Paramètres physiques utilisés pour la poutre étudiée : masses volumiques
ρi, modules d’Young élastiques E0,i et coefficients de pertes ηi.

A partir du problème aux valeurs propres polynomial formulé dans l’Eq. (4.20), les
nombres d’onde propres kn sont calculés pour des valeurs données de la pulsation ω, et
leurs parties réelles et parties imaginaires adimensionnelles (ℜ[kL] et ℑ[kL]) sont tracées
sur la figure 4.8 en fonction de la fréquence. Les résultats obtenus sont en parfait accord
avec ceux obtenus par Junyi [209] pour cette poutre. La représentation de kL en parties
réelles et imaginaires permet d’analyser les modes propagatifs et les modes évanescents
séparément : la Fig 4.8(a) montre qu’il existe une bande interdite entre 300 Hz et 900
Hz, dans laquelle n’existe aucun mode propagatif. Cette bande interdite se manifeste sur
la Fig 4.8(b) par des parties imaginaires de kL non nulles, traduisant l’atténuation. On
note qu’à l’intérieur de la bande interdite, les parties imaginaires de kL s’organisent sous
forme d’un ovale, correspondant à des modes purement évanescents.
Les modes propagatifs sont calculés en utilisant la méthode PWE et les résultats obtenus
sont comparés à ceux trouvés avec la méthodes EPWE. La Fig 4.8(a) montre, encore une
fois, un bon accord entre les deux méthodes.
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Figure 4.8 – Courbes de dispersion d’une poutre périodique, calculées par les méthodes
EPWE et PWE : (a) parties réelles et (b) parties imaginaires de kL (d’après [209]).

4.2.2 PWE pour une méta-plaque

Dans cette section, le modèle développé pour le cas d’une poutre périodique est étendu
à deux dimensions pour l’étude de plaques. L’objectif est l’analyse de la propagation dans
une plaque munie d’un réseau périodique à symétrie carrée de trous noirs acoustiques.
L’association de la plaque et du réseau de trous noirs constitue alors ce qui est appelé
dans ce manuscrit une "méta-plaque".

4.2.2.1 Position et formulation du problème

La méta-plaque à étudier est montrée sur la figure 4.9-(a). Elle est composée d’une
infinité de cellules élémentaires carrées de coté L et de surface Ω = L2, disposées de façon
périodique. Un trou noir acoustique est placé au centre de chacune de ces cellules (voir Fig
4.9-(b)). Les trous noirs (zone A) apparaissent alors comme des diffuseurs pénétrables et
résonants, placés dans une plaque mince d’épaisseur uniforme h0 (zone B), jouant le rôle de
structure porteuse. Tous les trous noirs sont de même taille et chacun est composé de trois
zones : une zone centrale A1 d’épaisseur uniforme h2 et de rayon c, une zone intermédiaire
A2 également d’épaisseur uniforme h1 et de rayon a et une zone non uniforme A3 de
rayon b et d’épaisseur h3, dont le profil est donné dans le chapitre 3 par l’Eq. (3.20) pour
a < r < b.
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(a) (b) (c)

Figure 4.9 – (a) : Schéma illustrant la vue de dessus de la méta-plaque étudiée. (b) :
Cellule unitaire carrée. (c) : Première zone de Brillouin de la cellule unitaire, où le triangle
grisé, délimité par ΓXM , représente la zone de Brillouin irréductible.

L’équation gouvernant le mouvement harmonique (∝ e−iωt) de flexion de la plaque est
donnée en coordonnées cartésiennes (x,y,z) par [202, 203] comme :

ω2α(r)W (r) =
∂2

∂x2

(
D(r)

∂2W (r)

∂x2
+ β(r)

∂2W (r)

∂y2

)

+
∂2

∂y2

(
D(r)

∂2W (r)

∂y2
+ β(r)

∂2W (r)

∂x2

)
, (4.26)

+ 2
∂2

∂x∂y

(
γ(r)

∂2W (r)

∂x∂y

)

avec 



α(r) = ρh

β(r) = Dν , et D = Eh3

12(1−ν2)
,

γ(r) = D(1− ν)

(4.27)

où W est le déplacement transversal de la plaque, D est la rigidité de flexion, ρ la masse
volumique, h l’épaisseur, E est le module de Young élastique et ν le coefficient de Poisson.
Les fonctions α, β et γ sont des fonctions périodiques du vecteur position r = (x, y), et
représentent la masse surfacique et la rigidité de flexion de la plaque.

Comme dans tout milieu périodique, le théorème de Floquet-Bloch [197, 201–203]
impose que le champ du déplacement transversal de la méta-plaque soit exprimé comme

W (r) = ei(k.r)Wk(r), (4.28)

où k = (k1, k2) est le vecteur nombre d’onde de Bloch et ω représente la pulsation. Le
champ périodique Wk(r) présente la même périodicité spatiale que la structure, et peut
se développer en série de Fourier :
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Wk(r) =
∑

G1

Wk(G1)e
iG1.r, (4.29)

avec G1 = 2π
(n1

L
,
n2

L

)
est un vecteur bidimensionnel du réseau réciproque. Les nombres

n1, et n2 sont des entiers relatifs et Wk(G1) représente les coefficients de Fourier corres-
pondant au vecteur d’ondes G1. En substituant l’expression Eq. (4.29) dans la relation
Eq. (4.28), la solution de l’équation différentielle (4.26) prend la forme suivante :

W (r) = ei(k.r)
∑

G1

Wk(G1)e
iG1.r. (4.30)

Les fonctions périodiques D(r), α(r), β(r) et γ(r) intervenant dans l’équation de mouve-
ment (4.26) peuvent être développées en séries de Fourier. Si H(r) désigne l’une d’entre
elles, le développement s’écrit :

H(r) =
∑

G2

H(G2)e
iG2.r, (4.31)

où H(G2) représente le coefficient de Fourier associé au vecteur d’ondes G2. Le coefficient
H(G2) est obtenu en utilisant la transformée de Fourier spatiale suivante :

H(G2) =
1

L2

∫

[0,L]2

H(r)e−iG2.rd2r. (4.32)

Les variations de H(r) étant connues, l’équation (4.32) fournit H(G2) de façon explicite.

4.2.2.2 Résolution du problème

En considérant les équations (4.30) et (4.31), l’équation du mouvement (4.26) peut
s’écrire comme :

ω2
∑

G1

α(G3 −G1)Wk(G1) =

∑

G1

D(G3 −G1)
[
(k +G1)

2
x(k +G3)

2
x + (k +G1)

2
y(k +G3)

2
y

]
Wk(G1)

+
∑

G1

β(G3 −G1)
[
(k +G1)

2
y(k +G3)

2
x + (k +G1)

2
x(k +G3)

2
y

]
Wk(G1)

+2
∑

G1

γ(G3 −G1) [(k +G1)x(k +G1)y(k +G3)x(k +G3)y]Wk(G1)

, (4.33)

où (k +G1)x et (k +G1)y représentent respectivement la somme des composantes x et
y des vecteurs nombres d’onde k et G1. Le vecteur d’onde G3 vaut la somme des deux
vecteurs G1 et G2 et s’écrit :

G3 = G1 +G2. (4.34)

Dans l’équation (4.33), les vecteurs G1 et G2 peuvent prendre une infinité de valeurs
dans le réseau réciproque, ce qui conduit à un système infini d’équations linéaires. En
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pratique, la troncature des équations (4.30) et (4.31) à N vecteurs réciproques, c’est-à-
dire (2N + 1)2 valeurs de G1 dans l’Eq. (4.30), ramène le système infini à un système de
(2N + 1)2 × (2N + 1)2 équations. Ce dernier peut alors se mettre sous la forme de l’Eq.
(4.16), avec cette fois

P ij = α(G3i −G1j), (4.35)

et

Qij = − D(G3i −G1j)
[
(k +G1j)

2
x(k +G3i)

2
x + (k +G1j)

2
y(k +G3i)

2
y

]

− β(G3i −G1j)
[
(k +G1j)

2
y(k +G3i)

2
x + (k +G1j)

2
x(k +G3i)

2
y

]
, (4.36)

− 2γ(G3i −G1j)
[
(k +G1j)x(k +G1j)y(k +G3i)x(k +G3i)y

]

où i et j sont des indices variant de −N à +N , ce qui fait de P ij et Qij des matrices de
dimension (2N + 1)2 × (2N + 1)2.

Pour une valeur réelle du vecteur nombre d’onde de Bloch k appartenant à la zone
de Brillouin irréductible (voir Fig 4.9(c)), l’équation (4.33) admet des solutions pour cer-
taines valeurs propres ωn, où n désigne la nème branche de dispersion. La relation entre ωn

et k est obtenue usuellement en limitant la variation de k uniquement aux directions ΓX,
XM et MΓ, dites de "haute symétrie" de la zone de Brillouin irréductible, c’est-à-dire,
sur la périphérie du triangle grisé, délimité par les points ΓXM (voir Fig 4.9(c)).

4.2.2.3 Validation de la méthode

Les diagrammes de dispersion calculés en utilisant la méthode PWE, sont présentés
dans cette section à la fois pour la validation de la méthode et son application au cas d’une
méta-plaque munie d’un réseau périodique à symétrie carré de trous noirs acoustiques.

• Plaque uniforme

La méthode est appliquée dans un premier temps pour calculer les courbes de dispersion
d’ondes de flexion dans une plaque uniforme infinie. Cette dernière est considérée comme
étant un milieu périodique, de période spatiale L = 20 cm et d’épaisseur h0 = L/10. Le
matériau de la plaque est homogène et possède les caractéristiques suivantes : la masse
volumique ρ = 1142 kg/m3, le module d’Young élastique E0 = 4.35 GPa et le coefficient
de Poisson ν = 0.378. Dix branches de dispersions sont calculées en considérant 1681
ondes planes, correspondant à une troncature N = 20. Les solutions (ωn) obtenues sont
normalisées par le facteur L/Ct (Ct = 1160 m/s est la vitesse transversale de propagation
dans le matériau), et tracées sur la figure 4.10 en fonction du nombre d’onde de Bloch k,
variant sur le périmètre de la zone de Brillouin irréductible (ΓXM) montrée sur la Fig.

4.9-(c). La relation de dispersion naturelle ω = (k2
x + k2

y)

√
D

ρh0

des ondes de flexion dans

une plaque uniforme, où kx et ky représentent les composantes x et y du nombre d’onde
de flexion, est calculée et superposée (courbe rouge continue) sur la première branche de
dispersion dans la Fig. (4.10). Le résultat ne montre bien sûr aucune bande interdite dans
le milieu de propagation.
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Figure 4.10 – Courbes de dispersion d’ondes de flexion dans une plaque périodique
uniforme. Calcule sur le pourtour de la zone de Brillouin définie sur la figure 4.9(c).

• Plaque munie d’un réseau périodique carré d’inclusions cylindriques

Un deuxième cas de validation, issu de la littérature [202], est proposé. Il s’agit de la même
plaque uniforme simulée, dans laquelle est inséré un réseau périodique carré d’inclusions
cylindriques avec un facteur de remplissage Fr = 0.283, définissant le rapport entre l’aire
de l’inclusion et l’aire de la cellule unitaire. Les inclusions ont la même épaisseur que
la plaque uniforme (h0) et sont faites d’un matériau avec les caractéristiques suivantes :
ρ = 3970 kg/m3, E0 = 402.7 GPa et ν = 0.23. Le diagramme de dispersion calculé par
notre méthode est donné sur la figure 4.11(a). Le même graphe issu de la publication
est donné sur la Fig 4.11(b). La troncature n’étant pas précisée dans cette publication,
une troncature à N = 20 est choisie pour notre calcul, ce qui donne lieu à des matrices
P et Q de taille (1681 × 1681). L’accord entre les deux résultats est satisfaisant pour
les six premières branches de dispersion. De légères différences sont constatées pour les
branches d’ordre élevé, qui sont probablement dues à la troncature choisie (N = 20) qui
est différente de celle fixée (mais non précisée) dans la publication. Néanmoins, les deux
bandes interdites sont retrouvées approximativement aux mêmes intervalles fréquentiels
et avec les mêmes largeurs, ce qui valide le calcul effectué.

4.2.2.4 Application à la méta-plaque de trous noirs

Considérons une méta-plaque de trous noirs acoustiques non-débouchants, dont le
profil d’épaisseur de la cellule unitaire du réseau est représentée sur la figure 4.12. Les
paramètres géométriques de cette dernière sont les suivantes : L = 350 mm, a = 15 mm,
b = 87.5 mm, h0 = 5 mm, h1 = 0.2 mm et hTN est donnée dans le chapitre 3 par l’Eq.
(3.20) pour a < r < b. Le matériau de la plaque est l’aluminium avec les caractéristiques
suivantes : ρ = 2700 kg/m3, E0 = 70 GPa et ν = 0.33.

Un calcul des courbes de dispersion d’ondes de flexion dans cette méta-plaque est réa-
lisé en utilisant la méthode PWE en considérant 961 ondes planes (N = 15), et le résultat
est présenté sur la Fig 4.13. Le même calcul est réalisé avec le logiciel d’éléments finis
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(a) (b)

Figure 4.11 – Courbes de dispersion d’ondes de flexion dans une plaque munie d’un
réseau périodique carré d’inclusions cylindriques : (a) notre résultat et (b) résultat issu
de la littérature (d’après [202]).

Figure 4.12 – Profil d’épaisseur de la cellule unitaire de la méta-plaque étudiée.

"Comsol Muliphysics" et est montré sur cette même figure. Ce dernier calcul, réalisé avec
un maillage adaptatif suffisamment fin, est considéré comme référence. La comparaison
des deux calculs permet de constater que les courbes obtenues ont les mêmes allures,
ce qui valide l’implémentation de la méthode PWE. Un léger décalage pour les branches
d’ordre élevé est observé. Ce constat permet d’en déduire que le calcul par la PWE n’a pas
suffisamment convergé pour les branches hautes fréquences, et qu’il faudrait augmenter
la troncature N . Il apparait cependant clairement que la méta-plaque simulée ne pré-
sente pas de bandes interdites dans la plage des basses fréquences. Plusieurs explorations
paramétriques, portant sur la géométrie du trou noir, non présentées dans le manuscrit
montrent de même une absence de bandes interdites dans cette plage de fréquences.
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Figure 4.13 – Courbes de dispersion de la méta-plaque avec réseau carré de trous noirs,
calculée en utilisant la méthode PWE (triangles gris) et Comsol (ronds noirs).

La difficulté de convergence de la méthode pour les branches d’ordre élevé provient du
nombre insuffisant de composantes de Fourier utilisées dans le calcul. En effet, le manques
de composantes de Fourier induit des erreurs dans la synthèse des profils d’épaisseur et
de la rigidité. La Fig 4.14 montre la variation des fonctions périodiques α, β et γ de
l’équation de mouvement en fonction du nombre de composantes de Fourier. Le résultat
montre que l’erreur est minimisée avec l’augmentation de N (voir N = 30).
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Figure 4.14 – Profils réels et synthétisés des fonctions périodiques (a) α, (b) β et (c) γ.
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4.2.2.5 Cas de la méta-plaque accordée

L’absence de bandes interdites nous conduit à modifier la structure du diffuseur : une
masse centrale est ajoutée au trou noir non-débouchant avec l’idée de créer une résonance
locale permettant l’ouverture de ce qu’on appelle une bande interdite de résonance.

(a) (b) (c)

Figure 4.15 – (a) Cellule unitaire de la méta-plaque avec réseau de trous noirs avec
masse centrale. (b) vue de profil de la demi-cellule unitaire. (c) Maillage utilisé pour la
méta-plaque simulée.

Le calcul des branches de dispersion dans la méta-plaque de trous noirs avec masse cen-
trale, dont la cellule unitaire est donnée par la figure 4.15(a), est effectué par éléments finis
au moyen du logiciel Comsol et en considérant la géométrie présentée sur la Fig 4.15(b),
avec les paramètres suivants : L = 350 mm, a = 20 mm, b = 87.5 mm, c = 10 mm, h0 = 5

mm, h1 = 0.26 mm, h2 = 0.26 mm et hTN est donnée par l’Eq. (3.20). La zone centrale,
définie par un diamètre qui vaut 2c (voir Fig 4.15(a)), joue alors le rôle d’une masse. Elle
est modélisée en augmentant localement la masse volumique de sorte que l’ajout de masse
soit de 25 grammes dans cette zone, dans l’idée d’accorder la fréquence de résonance de
chaque trou noir à la fréquence de Bragg qui, elle, est fixée par la périodicité du milieu.
Le maillage utilisé pour le calcul Comsol (voir Fig 4.15(c)) est adaptatif, et est composé
de 28161 éléments tétraédriques permettant de prendre en compte exactement 169611
degrés de liberté dans la cellule simulée. La figure 4.16(a) montre l’existence d’une bande
interdite de résonance, malheureusement faible (voir le zoom sur la Fig 4.16(b)). De ce
fait, elle est peu visible et présente donc un intérêt applicatif limité. Cependant, cette
bande d’arrêt existe et sous réserve d’un accord précis, il est possible d’en tirer profit.
Deux types de modes peuvent exister dans la méta-plaque étudiée : les modes liés aux
résonances de la zone centrale, qui sont très localisés au centre de cette zone (voir le mode
piston sur la Fig 4.16(b)), et les modes globaux, liés aux résonances de toute la cellule
unitaire comme dans le cas des modes désignés par A, B et C dans la Fig 4.16(a), dont
les allures sont montrées sur la Fig 4.17.

Indépendamment des effets hautes fréquences liés à la structure trou noir de la cellule
unitaire, la méta-plaque étudiée présente donc une bande interdite complète en basses
fréquences, malheureusement de très faible largeur.
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Figure 4.16 – (a) Courbes de dispersion de la méta-plaque accordée. (b) zoom sur la
bande interdite de résonance (à gauche) et allures du mode de résonance piston (à droite).
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Figure 4.17 – Allure des modes de la cellule unitaire indiqués par A, B er C dans la
figure 4.16 : (a) mode A, (b) mode B et (c) mode C.

108/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 4.

4.3 Test expérimental d’une méta-plaque de trous noirs

avec masse centrale

L’effet hautes fréquences du réseau de trous noirs est établi expérimentalement dans
l’introduction générale sur la configuration des trous noirs débouchants. L’objectif de
cette section est l’analyse d’une méta-plaque, consistant en un réseau périodique carré
de trous noirs acoustiques non-débouchants avec masse centrale. Nous proposons ici une
étude expérimentale de cette méta-plaque, centrée sur l’analyse des champs et mobilités
vibratoires mesurés. Outre l’effet d’amortissement à hautes fréquences, nous cherchons ici
à mettre en évidence un effet basses fréquences lié aux résonances locales (de type piston)
des trous noirs comme décrit sur la figure 4.16.

4.3.1 Description du montage expérimental

La géométrie de la cellule unitaire de la méta-plaque testée est décrite par la figure
4.15(b), dont les paramètres sont inscrits dans le tableau 4.3 telle que la plaque est usinée
avec h1 = h2. Une masselotte réalisée au moyen de rondelles est collée sur la surface de
la région centrale de rayon c de chaque trou noir.

L h0 h1 h2 a b c

350 mm 5 mm 0.2 mm 0.2 mm 20 mm 87.5 mm 10 mm

Tableau 4.3 – Paramètres géométriques de la méta-plaque de trous noirs avec masse.

Le montage expérimental est montré sur la figure 4.18 : un panneau de 15 trous noirs
est excité par un pot vibrant raccordé à la structure par une courte tige métallique et
un capteur d’effort. Un vibromètre laser à balayage permet la mesure de la vitesse en un
grand nombre de points.

Vibromètre laser

Pot vibrant

Méta-plaque

Figure 4.18 – Description du montage expérimental.
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4.3.2 Accord de la résonance du trou noir à la fréquence de Bragg

Dans une phase préliminaire, on réalise un impact au centre du trou noir. La mobilité
en ce point est donnée sur la figure 4.19(a). Elle montre une résonance isolée très marquée,
associée à un mode local que nous appellerons mode "piston". La déformée opérationnelle
à la fréquence de résonance est donnée sur la figure 4.19(b) : elle montre clairement un lobe
vibratoire prononcé localisé dans la région faible du trou noir. La fréquence de résonance de
ce mode piston est ajustable aisément en modifiant la masse centrale utilisée et la surface
de collage de cette masse sur la plaque. Cette surface de collage contrôle directement la
raideur locale présentée par cette masse pour la méta-plaque réalisée. Dans une phase
d’accord, on vient ajuster chaque masse de façon à positionner la valeur du mode piston
autour de 100 Hz, qui représente la première fréquence de Bragg du réseau.
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Figure 4.19 – (a) Mobilité vibratoire et (b) déformée opérationnelle du trou noir avec
masse à sa fréquence de résonance, mesurées au vibromètre à balayage.

4.3.3 Résultats de mesures

Les résultats finaux sont donnés sur la figure 4.20. La mobilité quadratique moyenne
sur l’ensemble du panneau est présentée sur une large plage de fréquences. Le nombre de
modes impliqués est très important et donne lieu à de multiples résonances bien résolues
en basses fréquences. L’effet des trous noirs lisse les mobilités dans la plage hautes fré-
quences, au-delà de la fréquence de coupure qui est ici au alentours de 1200 Hz.

Un zoom sur la plage basses fréquences révèle les résonances du système. A 100 Hz
environ, un minimum est obtenu, que l’on peut attribuer, sans que cela soit certain à
cause de sa faible largeur fréquentielle, à la bande interdite de résonance obtenue avec le
réseau de résonateurs.
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Plusieurs cartes de déformées montrant le comportement vibratoire du panneau avant,
dans et au-delà de cette bande interdite sont données (voir Fig 4.21). En particulier au
centre de cette possible bande interdite (93 Hz), le champ vibratoire est d’amplitude
particulièrement faible. La possible présence d’une bande d’arrêt en basses fréquences,
associée à l’effet du trou noir en hautes fréquences est donc observé expérimentalement.
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Figure 4.20 – Mobilité quadratique moyenne d’une méta-plaque munie d’un réseau carré
de trous noirs acoustiques avec masse centrale (0 dB = 1 m/(s.N)).
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Figure 4.21 – Déformées de la méta-plaque de trous noirs avec masse centrale.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un panneau muni d’un réseau périodique carré de trous noirs acous-
tiques est caractérisé numériquement et expérimentalement. Un modèle basé sur la mé-
thode PWE est développé pour un panneau infini, et est validé sur poutres et plaques
munies d’inclusions cylindriques. L’application de la méthode PWE au cas de la méta-
plaque de trous noirs non-débouchants a révélé des difficultés de convergence à cause de la
complexité de la géométrie, impliquant une troncature élevée du calcul. Un modèle basé
sur les éléments finis, réalisé avec le logiciel "Comsol Multiphysics" a permis de valider le
cas de la méta-plaque. Il est montré, à travers le calcul des courbes de dispersion, que la
plaque étudiée ne présente pas de bandes interdites basses fréquences. Un cas particulier
de réseau de trous noirs avec masse centrale a montré la possibilité de créer une bande
interdite basses fréquences par effet de résonance. En effet, l’accord des fréquences des
modes pistons des trous noirs à la fréquence de Bragg, liée à la périodicité du milieu, per-
met l’ouverture d’une étroite bande interdite complète de résonance en basses fréquences,
dont il est possible de tirer profit sous réserve d’un accord précis.

L’intérêt d’utiliser les réseaux de trous noirs acoustiques pour amortir les panneaux
est montré expérimentalement. Les résultats du test expérimental réalisé dans l’introduc-
tion générale sur la méta-plaque de trous noirs débouchants, sont à nouveau confirmées
dans ce chapitre pour la méta-plaque de trous noirs non-débouchants : le traitement
n’est efficace qu’à partir de la fréquence de coupure des diffuseurs, ce qui se traduit par
une diminution importante de la mobilité de la plaque au-delà de la fréquence de coupure.

Les effets basses fréquences liés au résonances des trous noirs sont également explorés.
Le test expérimental de la méta-plaque de trous noirs dont la fréquence du mode piston
est accordée à la fréquence de Bragg a mis en évidence une bande fréquentielle étroite de
faible mobilité, interprétée comme une possible bande interdite de résonance. Ce résultat
expérimental corrobore les prédictions numériques, et permet d’observer à la fois les effets
de la bande interdite en basses fréquences et du trou noir en hautes fréquences.

Dans le chapitre suivant, une solution technique permettant de résoudre les problèmes
de convergence de la méthode PWE est apportée. Une autre architecture de réseau, per-
mettant de montrer clairement la présence d’une bande interdite basses fréquences assez
large est également proposée en étudiant numériquement et expérimentalement de nou-
veaux types de profils de trous noirs.
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Chapitre 5

Méta-plaque à réseau périodique :
nouvelle géométrie combinant bande
interdite et effet trou noir

Résumé

Les travaux menés dans le chapitre 4 ont permis de conclure sur les difficultés d’ob-
tention de bandes interdites basses fréquences avec une géométrie de trou noir circulaire.
Par ailleurs, le temps de calcul important et la faible convergence de la méthode PWE
sont des difficultés. Il est établi que ces problèmes sont liés à la complexité du profil géo-
métrique du trou noir choisi, qui demande un nombre élevé de composantes de Fourier
pour avoir des résultats assez précis. Il est pointé également qu’une bande interdite de
résonance étroite basse fréquence peut être obtenue sous réserve d’un accord bien précis
des fréquences de résonance des trous noirs à la fréquence de Bragg.

Dans ce cinquième et dernier chapitre 1, une solution technique basée sur le choix d’un
nouveau profil du trou noir, est proposée. Sa structure permet une mise en œuvre de
la méthode PWE avec peu de termes et assure une bonne convergence à moindre coût
de calcul. Dans l’idée d’obtenir une bande interdite basse fréquence large, deux réseaux
périodiques carré et triangulaire sont considérés avec le nouveau profil. La méta-plaque à
réseau triangulaire est à nouveau étudiée numériquement par la méthode PWE et expé-
rimentalement par mesures vibrométriques de mobilités vibratoires. La confrontation des
deux résultats permet alors d’atteindre l’objectif visé, qui est le dimensionnement d’une
méta-plaque produisant une bande interdite basse fréquence assez large.

Un exemple concret s’agissant d’une structure industrielle 2 présentant des similitudes
géométriques avec la méta-plaque étudiée, est présenté dans ce chapitre. Cette structure
est étudiée expérimentalement à travers la mesure et l’analyse des mobilités vibratoires, et
a montré un potentiel applicatif élevé dont il est particulièrement intéressant d’approfondir
l’étude.

1. Les travaux de ce chapitre sont réalisés en collaboration avec Ao Wang dans le cadre de son stage
de Master 2 (mars-juillet 2017), intitulé "Conception de structures non résonantes utilisant un réseau
périodique de trous noirs acoustiques", effectué au LAUM et supervisé par A. PELAT et F. GAUTIER.

2. Partie confidentielle, masquée dans ce document.
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CHAPITRE 5. MÉTA-PLAQUE À RÉSEAU PÉRIODIQUE : NOUVELLE
GÉOMÉTRIE COMBINANT BANDE INTERDITE ET EFFET TROU NOIR

5.1 Remise en question du profil quadratique

Comme indiqué et discuté dans le chapitre 4, la convergence de la méthode PWE
dépend fortement du type de profil du trou noir : moins il y a de discontinuités dans le
profil, et plus la convergence de cette méthode est rapide. Il est donc important d’avoir
un profil qui minimise le nombre de composantes de Fourier utilisées, minimisant donc
le temps de calcul. Un nouveau profil de trou noir, permettant de résoudre les problèmes
de convergence de la méthode PWE et qui permet l’ouverture de bandes interdites, est
défini dans cette section.

5.1.1 Définition du nouveau profil d’épaisseur

L’idée de base pour définir ce nouveau profil d’épaisseur consiste à travailler dans le
domaine des nombres d’onde. En fixant le nombre de composantes de Fourier intervenant
dans le calcul (nombre de G2 dans l’Eq. (4.32)), il est possible de synthétiser une géométrie
de la cellule unitaire du réseau.
En se basant sur cette idée, un profil de la cellule élémentaire décrit par une somme de
cosinus est proposé sous la forme suivante :

h(x, y) = α + β

[
cos

(
2π

L
x

)
+ cos

(
2π

L
y

)
+ γ cos

(
2π

L
x

)
cos

(
2π

L
y

)]
, (5.1)

où h(x, y) représente l’épaisseur dépendant des variables cartésiennes x et y, et L désigne
la période spatiale du réseau (voir Fig 5.1(a)). Les paramètres α et β sont des constantes
contrôlées par le paramètre γ et les épaisseurs minimale hmin et maximale hmax (voir Fig
5.1(b)). En recherchant les minimas et les maximas de h(x, y) et en les fixant aux valeurs
imposées hmin et hmax, on peut écrire :

α =





γhmax + (γ − 2)hmin

2γ − 2
, si γ < −1

(2 + γ)hmax + (2− γ)hmin

4
, si γ ∈ [−1; 1]

(2 + γ)hmax + γhmin

2γ + 2
, si γ > 1

, (5.2)

β =





hmax − hmin

2γ − 2
, si γ < −1

hmin − hmax

4
, si γ ∈ [−1; 1]

hmin − hmax

2γ + 2
, si γ > 1

. (5.3)

Le spectre des variations d’épaisseur et de rigidité de la cellule unitaire montrée sur
la Fig 5.1, est effectué avec une troncature N = 3. Le spectre (module de la transformée

de Fourier) des fonctions h(x, y) et D =
Eh(x, y)3

12(1− ν2)
comprend par construction peu de

composantes.
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CHAPITRE 5. MÉTA-PLAQUE À RÉSEAU PÉRIODIQUE : NOUVELLE
GÉOMÉTRIE COMBINANT BANDE INTERDITE ET EFFET TROU NOIR

(a) (b)

Figure 5.1 – Cellule unitaire du réseau carré : (a) vue en perspective et (b) vue de dessus.
La cellule tracée est construite en prenant γ = 1 dans le nouveau profil (Eq. (5.1)).

Un exemple de champ est donnée sur la figure 5.1 pour α = 3.8 mm, β = 1.2 mm
et γ = 1. Les spectres d’épaisseur de rigidité associés sont présentés sur la figure 5.2.
Sur cette figure, le carré noir délimite les composantes prises en compte dans le calcul,
correspondant à (2N + 1)2 composantes. La Fig 5.2(a) montre que le spectre d’épaisseur
est constitué de 9 composantes. Du fait de la symétrie hermitienne et la symétrie de
la cellule unitaire, seules 3 composantes de l’épaisseur sont indépendantes. La rigidité
de flexion est proportionnelle à la puissance 3 de l’épaisseur, et nécessite donc un peu
plus de composantes pour la synthèse de son profil. La Fig 5.2(b) montre que le spectre
de rigidité comprend 49 composantes, dont 10 composantes indépendantes. Ces résultats
montrent qu’une troncature à N = 3, correspondant à 49 vecteurs réciproques G2, suffit
pour reconstruire exactement les profils d’épaisseur et de la rigidité et permet de réduire
considérablement le temps de calcul avec le profil choisi. Sur la base de ce résultat, les
diagrammes de dispersion issus de la méthode PWE, qui sont présentés dans la suite de
ce chapitre, sont calculés en se limitant à la troncature N = 3.
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Figure 5.2 – Spectres des profils d’épaisseur et de la rigidité de flexion. Les composantes
indépendantes de Fourier sont numérotées : de 1 à 3 pour l’épaisseur et de 1 à 10 pour la
rigidité.
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GÉOMÉTRIE COMBINANT BANDE INTERDITE ET EFFET TROU NOIR

5.1.2 Étude du profil en fonction de γ

Le profil d’épaisseur donné par l’Eq. (5.1) est piloté par la période du réseau L et
les paramètres α, β et γ. Tel que le montre les Eqs. (5.2) et (5.3), les paramètres α et
β sont dépendants de la constante γ et des épaisseurs extrêmes hmin et hmax. Plusieurs
types de profils de la cellule unitaire peuvent être construits en fonction de la valeur de
γ. Sur la figure 5.3 sont présentés les profils d’épaisseur (colonne à gauche), leurs spectres
(colonne du milieu) et les courbes de dispersion (colonne à droite) pour quelques valeurs
de γ ∈ [−7; 7], obtenus avec les paramètres fixés suivants : L = 35 cm, hmin = 0.2 mm
et hmax = 5 mm. En fonction des valeurs étudiées de γ (entre −7 et 7), la figure montre
quatre types de profils d’épaisseur de la cellule unitaire, et sont :
• Type (1) : obtenu pour des valeurs de γ < −1.5 et se distingue par des maximas
d’épaisseur aux coins de la cellule unitaire avec un minimum situé sur le bord entre deux
maximas. On note que l’épaisseur au centre de la cellule augmente en diminuant γ.
• Type (2) : obtenu pour −1.5 < γ < 0 et se distingue également par des maximas d’épais-
seur sur les coins de la cellule élémentaire. La différence par rapport au profil de type (1)
est que les minimas d’épaisseur, constituant des points faibles de la structure, sont alignés
en rejoignant le centre de la cellule. Notons qu’en augmentant γ, l’étendue des zones de
faible épaisseur se réduit graduellement et se localise au centre de la cellule.
• Type (3) : ce type de profil a une forte ressemblance avec le trou noir circulaire qua-
dratique étudié dans les chapitres précédents. Il est obtenu lorsque 0 < γ < 1.5 et a
une épaisseur qui diminue vers le centre de la cellule de façon axisymétrique et avec un
maximum sur les bords.
• Type (4) : ce type de profil est réalisable lorsque γ > 1.5. Tout comme dans le profil de
type (1), les minimas et maximas d’épaisseur sont alternés en x et en y et forment une
sorte de grillage, mais inversement au type (1), les minimas du type (4) sont situés sur
les coins et le centre de la cellule élémentaire.

Les spectres présentés sur la Fig 5.3 présentent un point commun : quel que soit la
valeur de γ, les différents types de profils sont décrits exactement avec 9 composantes
dans le domaine de Fourier pour une synthèse satisfaisante, ce qui rend également rapide
le calcul des courbes de dispersion par la méthode PWE. Il est montré sur la même figure
(colonne de droite) qu’il est possible d’ouvrir des bandes interdites basses fréquences
pour certains types de profils de la cellule unitaire lorsque γ ∈ [−2;−0.7]. Une attention
particulière est portée sur le profil d’épaisseur donné par γ = −1, et les résultats sont
reproduits sur la figure 5.4 pour plus de lisibilité. On voit donc sur cette figure la cellule
unitaire en perspective (Fig 5.4(a)), l’épaisseur de la cellule unitaire représentée en couleur
(Fig 5.4(b)) et le diagramme de dispersion (Fig 5.4(c)). Ce dernier montre que ce type
de profil est intéressant numériquement car il présente deux bandes interdites basses
fréquences, dont l’une est assez large ([102− 159] Hz), et plusieurs bandes directionnelles
non représentées sur la Fig 5.3. En pratique, ce profil n’est pas favorable car il présente
des points faibles connectés, et forment des lignes se croisant au centre de la cellule. Ceci
dégrade alors la tenue mécanique de la structure et induit des difficultés d’usinage.
La recherche d’une configuration assez solide et qui permet d’ouvrir des bandes interdites
plus large dans la plage des basses fréquences nous conduit à remettre en question les
réseaux à symétrie carrée. Le réseau à symétrie triangulaire est alors proposé et étudié
dans la section suivante.
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Figure 5.3 – Variation du profil d’épaisseur, du spectre d’épaisseur et des courbes de
dispersion dans le réseau carré pour quelques valeurs de γ ∈ [−7; 7].
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Figure 5.4 – (a), (b) et (c) respectivement : cellule unitaire en vue de perspective, carte
représentant l’épaisseur et diagramme de dispersion du réseau carré avec γ = −1.

5.2 Remise en question du réseau carré

L’étude du réseau carré avec le nouveau profil en cosinus a montré qu’il est possible
d’améliorer la convergence de la méthode PWE et d’obtenir des bandes interdites basses
fréquences lorsque le paramètre γ = −1. Mais dans ce cas, la structure est trop fragile et
n’a donc pas de potentiel applicatif intéressant. Le réseau triangulaire est alors proposé
dans cette section comme alternative.

5.2.1 Définition du réseau triangulaire

Tel qu’il est illustré sur la figure 5.5, le réseau triangulaire est défini à partir du réseau
carré en changeant la base (x, y) pour la base (u, v). En se basant sur le tableau 4.1, on
établi le lien entre les deux bases comme :

u(x, y) = 1x+ 0y, (5.4)
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v(x, y) =
1

2
x+

√
3

2
y. (5.5)

Le nouveau profil, donné par l’Eq. (5.1) pour le réseau carré, s’exprime alors pour le réseau
triangulaire sous la forme :

h(u, v) = α + β

[
cos

(
2π

L
u

)
+ cos

(
2π

L
v

)
+ γ cos

(
2π

L
u

)
cos

(
2π

L
v

)]
, (5.6)

où L représente la période spatiale du réseau et α et β sont donnés respectivement par
les mêmes relations qu’en Eq. (5.2) et Eq. (5.3).
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0
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-0.4

0

(a) (b)

Figure 5.5 – Méta-plaque avec réseau périodique de 5× 5 cellules (a) carrées et (b) tri-
angulaires. La barre des couleurs désigne l’évolution de l’épaisseur : blanc pour l’épaisseur
minimale et noir pour l’épaisseur maximale.

5.2.2 Application de la méthode PWE au réseau triangulaire

La méthode PWE est utilisée dans cette section pour calculer les diagrammes de
dispersion d’un réseau triangulaire. Pour valider la méthode sur ce réseau, cette dernière
est appliquée dans un premier temps sur une plaque uniforme et les courbes de dispersion
obtenues sont comparées à celles calculées en utilisant Comsol. Dans un second temps, la
même méthode est utilisée pour étudier le profil en cosinus, donné par l’Eq. (5.6).

5.2.2.1 Validation sur la plaque uniforme

La plaque considérée est une plaque en aluminium, d’épaisseur uniforme h = 5 mm.
Elle est supposée périodique et possède une période spatiale L = 20 cm. Les courbes
de dispersion d’ondes de flexion dans cette plaque sont calculées en utilisant la méthode
PWE et le logiciel Comsol et sont représentées dans la figure 5.6, sur le parcours ΓMKΓ

de la zone de Brillouin irréductible du réseau triangulaire (voir Fig 4.2(f)).
Les résultats fournis par les deux calculs sont parfaitement superposés, ce qui valide donc
l’implémentation de la méthode PWE.
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Figure 5.6 – Courbes de dispersion d’une plaque uniforme à réseau triangulaire, calculées
avec la méthode PWE (ronds noir) et avec éléments finis en utilisant le logiciel Comsol
Multiphysics (triangles gris).

5.2.2.2 Courbes de dispersion du trou noir circulaire : γ = 1

La plaque considérée cette fois a une épaisseur non-uniforme et est composée d’un ré-
seau périodique triangulaire de période L = 35 cm. Le profil de chaque cellule unitaire est
donné par l’équation (5.6) et illustré sur la figure 5.7(a). A titre d’exemple, le paramètre
γ est choisi égale à 1 pour représenter le cas d’un trou noir circulaire (voir Fig 5.7(b)). Les

épaisseurs minimal et maximal sont fixées de sorte que le contraste d’épaisseur Ch =
hmax

hmin

soit égal à 25, avec hmin = 0.2 mm et hmax = 5 mm.

Le diagramme de dispersion des ondes de flexion dans cette plaque est calculé avec la
PWE dans la plage de fréquences [0−1000] Hz et présenté sur la figure 5.7(c). Le résultat
montre l’absence de toute bande interdite complète dans la plage fréquentielle étudiée,
mis à part quelques bandes directionnelles (incomplètes) étroites, signalées en gris sur
la figure. Ce résultat permet de conclure que quel que soit le type de réseau utilisé, le
trou noir acoustique circulaire sans masse centrale ne permet pas l’ouverture de bandes
interdites en basses fréquences, corroborant ainsi le résultat donné dans la figure 5.3 pour
γ = 1, et confirmant le constat établi dans le chapitre 4 pour le trou noir quadratique
circulaire (voir Fig 4.12 de la Sec. 4.2.2.4).
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Figure 5.7 – (a), (b) et (c) respectivement : cellule unitaire en vue de perspective, carte
d’épaisseur (en mm) et diagramme de dispersion du réseau triangulaire avec γ = 1.

5.2.3 Dimensionnement de la cellule

On cherche dans cette section à dimensionner le profil de la cellule unitaire de sorte que
celle-ci, une fois insérée dans le réseau triangulaire, soit capable de produire des bandes
interdites assez larges dans la plage des basses fréquences. L’optimisation d’un profil qui
réponde à des exigences et qui soit usinable est réalisée en suivant la même démarche
que pour le réseau carré, présentée dans la section 5.1.2. Le profil d’épaisseur donné par
l’équation (5.6) est donc étudié en fonction du paramètre γ ∈ [−7; 7]. Les mêmes types de
profils qu’en Fig 5.3 sont obtenus et représentés sur la figure 5.8 (voir la colonne à gauche).
La colonne du milieu représente le spectre d’épaisseur pour chaque valeur de γ et montre,
comme pour le réseau carré, que 9 composantes de Fourier suffisent à la synthèse des
profils proposés. La colonne à droite présente les courbes de dispersion correspondant à
chaque profil, calculées avec la méthode PWE en prenant une période L = 35 cm et en
fixant les épaisseur hmin et hmax à 0.2 et 5 mm respectivement. Ces courbes montrent la
présence de bandes interdites basses fréquences pour des valeurs de γ ∈ [−3;−0.7].
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Figure 5.8 – Variation du profil d’épaisseur, du spectre d’épaisseur et des courbes de
dispersion dans le réseau triangulaire pour quelques valeurs de γ ∈ [−7; 7].

123/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 5.

5.2.4 Choix du profil optimal

L’étude du profil d’épaisseur en fonction de γ a montré qu’il est possible de construire
des profils, lorsque γ ∈ [−3;−0.7], permettant de créer des bandes interdites basses fré-
quences (voir Fig 5.8). Tout comme le réseau carré, le profil correspondant à γ = −1

est intéressant numériquement car il produit plusieurs bandes interdites, mais reste très
limité en pratique à cause de sa fragilité. Un profil plus robuste est proposé avec γ = −1.5

et est montré sur la figure 5.9(a). Ce dernier se situe à la limite qui sépare les types
(1) et (2) (voir Fig 5.8) et se caractérise par une alternance de minimas et maximas au
long des bords de la cellule unitaire. La figure 5.9(b) présente les courbes de dispersion
correspondant à ce profil. Elle met en évidence une bande interdite complète entre les fré-
quences 142 Hz et 172 Hz. Pour augmenter la rigidité statique de la structure et optimiser
la largeur de la bande interdite trouvée, l’épaisseur de la méta-plaque et augmentée de
façon à garder le même contraste d’épaisseur Ch = 25. Le résultat correspondant à cette
configuration finale est affiché sur la figure 5.9(c). Il montre une bande interdite complète
de largeur d’environ 140 Hz (entre 652 Hz et 792 Hz) et plusieurs bandes directionnelles.
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Figure 5.9 – (a) : Profil de la cellule optimale, (b) : diagramme de dispersion calculé
avec γ = −1.5 et (c) : diagramme de dispersion de la méta-plaque optimale.
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5.3 Validation expérimentale

Le travail mené dans cette section concerne des tests vibratoires de la méta-plaque
triangulaire dimensionnée précédemment, et d’une structure industrielle 3. Il s’agit alors
d’une caractérisation expérimentale par scann vibrométrique, visant à démontrer la capa-
cité de la méta-plaque à amortir les vibrations en basses fréquences en créant des bandes
interdites, et examiner le potentiel applicatif du traitement développé pour la structure
industrielle.

5.3.1 Méta-plaque à réseau triangulaire

5.3.1.1 Description du processus expérimental

La méta-plaque testée est photographiée sur la figure 5.10. Elle est composée de trois
zones : deux zones SA et SB d’épaisseur constante hmax et une zone usinée en suivant le
profil donné par l’Eq. (5.6), avec L = 20 cm, hmin = 0.3 mm et hmax = 7.5 mm. Deux
configurations de cette méta-plaque sont testées : la première correspond à la plaque
sans revêtement (sans traitement) et la seconde est celle avec un adhésif collé sur la face
plane de la zone usinée, constituant un revêtement viscoélastique. La mesure de propriétés
mécaniques de cet adhésif est décrite dans l’annexe D.

Point 

d'excitation 

Pot 

vibrant 

Figure 5.10 – Photographie de la méta-plaque réalisée pour les tests.

Les mesures sont réalisées en utilisant la technique de vibrométrie laser : la méta-
plaque est suspendue avec de simples ficelles de manière à approcher des conditions aux
limites de liberté sur ses bords. Un pot vibrant avec capteur de force excite la plaque
au coin de la zone SA (voir Fig 5.10) dans la bande de fréquence [0 − 6.25] kHz. La
vitesse vibratoire est ensuite mesurée en chaque point de maillage par un vibromètre
laser à balayage. Les signaux mesurés permettent d’étudier la réponse vibratoire de la
plaque à travers l’analyse des courbes de mobilité en fonction de la fréquence et des cartes
vibratoires à fréquence choisie. L’analyse de la réponse vibratoire de la méta-plaque sans
et avec revêtement adhésif est proposée dans les sections 5.3.1.2 et 5.3.1.3.

3. Parie confidentielle, masquée dans ce document.
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5.3.1.2 Réponse vibratoire de la méta-plaque sans adhésif

La figure 5.11 représente la mobilité quadratique moyenne de la zone SB de la méta-
plaque en l’absence du film adhésif viscoélastique sur la bande fréquentielle [0 − 6] kHz.
La bande interdite complète prédite numériquement par la méthode PWE est signalée
par une bande rouge sur la figure. Le signal présente de très nombreuses variations autour
d’une valeur moyenne qui décroit avec la fréquence. Les variations autour de cette valeur
moyenne traduisent la densité modale particulièrement élevée de la plaque en raison de
sa taille relativement grande (1 m × 1.5 m) et de son épaisseur mince. La figure montre
en effet la présence de très nombreux pics de mobilité, chacun associé à une résonance du
panneau. Des émergences de 10 à 20 dB en basses fréquences témoignent du caractère très
résonant de la méta-plaque en l’absence de traitement anti-vibratoire. Une chute brusque
de mobilité moyenne est observée autour de la fréquence de 700 Hz, correspondant à peu
près au centre de la bande interdite calculée par la PWE, validant ainsi les prédictions
numériques et le dimensionnement de la méta-plaque réalisés dans les sections 5.3.1.2 et
5.3.1.3.

Figure 5.11 – Mobilité quadratique moyenne de la méta-plaque à réseau triangulaire
sans adhésif dans la bande de fréquence [0− 6] kHz.

5.3.1.3 Analyse de l’amortissement induit par l’adhésif

La figure 5.12 montre les mobilités quadratiques moyennes de la zone SB de la méta-
plaque sans (courbe grise) et avec traitement viscoélastique (courbe noire). Comme at-
tendu, La représentation en large bande fréquentielle (Fig 5.12(a)) montre que l’ajout de
l’adhésif ne modifie que très peu la valeur moyenne de la mobilité en haute fréquence.
Un effet de "lissage" de la réponse vibratoire est clairement observé en particulier pour
les fréquences supérieures à 600 Hz. Ce lissage correspond à une diminution du caractère
résonant de la plaque associée à l’amortissement induit par le film adhésif. En basses fré-
quences (f < 600 Hz), le traitement n’induit pas d’importante réduction d’amplitude des
pics de résonance (voir Fig 5.12(b)). Tandis qu’à plus haute fréquence, la réduction des
amplitudes des pics de résonance est de l’ordre de 5 dB en moyenne. Dans cette bande
haute fréquence, l’amortissement induit est tout à fait analogue à celui de l’effet trou noir
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acoustique. La localisation du champ vibratoire permet alors d’augmenter significative-
ment la dissipation de l’énergie par l’adhésif.

(a)

(b)

Figure 5.12 – (a) Mobilités quadratiques moyennes de la méta-plaque sans et avec film
adhésif dans la bande fréquentielle [0− 6] kHz et (b) zoom sur la bande [0− 1.5] kHz.

127/ 161 O. AKLOUCHE



CHAPITRE 5.

Les champs de mobilités vibratoires moyennes de la méta-plaque sans et avec revête-
ment adhésif sont présentés sur les figures 5.13(a)-(b) à une fréquence fixe. La comparaison
des deux résultats montre nettement l’effet du film viscoélastique rajouté : une diminution
de mobilité de l’ordre de 10 dB en moyenne est clairement observée. Les figures 5.13(c)-
(d)-(e) montrent le champ de mobilité de la méta-plaque aux fréquences 193 Hz, 728 Hz
et 3405 Hz. Le champ basse fréquence (Fig 5.13(c)) montre des résonances associées aux
modes globaux de la plaque. A la fréquence 728 Hz (Fig 5.13(d)), la carte montre un
champ fortement atténué sous l’effet de la bande interdite située entre 652 et 792 Hz. A
des fréquences plus élevées (Fig 5.13(e)), la plaque possède un champ globalement atténué
par rapport à celui à 193 Hz et exhibe des effets de localisation d’énergie vibratoire dans
les zones de faible épaisseur.
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Figure 5.13 – Champs de mobilités quadratiques moyennes de la méta-plaque sans (a)
et avec adhésif (b), représentés en dB (0 dB = 10−9 m/s/N) à fréquence fixée. Champs de
mobilités représentés en mm/s/N aux fréquences 193 Hz (c), 728 Hz (d) et 3405 Hz (e).
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, deux types d’études sont réalisées : la première est numérique et se
base sur l’analyse des courbes de dispersion dans une méta-plaque à réseau périodique
avec les symétries carrée et triangulaire, et la seconde s’articule autour de tests expéri-
mentaux de la méta-plaque à réseau triangulaire et d’un panneau de fuselage d’avion. Un
nouveau type de profil d’épaisseur de la plaque, constitué d’une somme de cosinus, est
proposé et a permis d’enlever les difficultés de convergence de la méthode PWE pointées
dans le chapitre 4 pour le trou noir quadratique, et réduire considérablement le temps de
calcul. Les diagrammes de dispersion calculés en utilisant ce nouveau profil ont montré
qu’il est possible d’ouvrir des bandes interdites complètes basses fréquences dans un ré-
seau carrée pour des valeurs de γ ∈ [−2;−0.7].

Le réseau carré ne permettant pas d’obtenir des bandes interdites suffisamment larges,
il est remis en question et est remplacé par le réseau triangulaire. Ce dernier est à nou-
veau exploré en étudiant le profil d’épaisseur en fonction de γ. L’analyse des courbes de
dispersion obtenues pour ce réseau a montré l’existence de bandes interdites complètes
pour γ ∈ [−3;−0.7]. A partir de cette étude, un compromis entre une bande interdite
assez large et une bonne tenue mécanique de la structure est trouvé pour γ = −1.5 et
un contraste d’épaisseur Ch = 25. Ce paramétrage a permis le dimensionnement d’une
méta-plaque qui crée une bande interdite large de 140 Hz. Cette méta-plaque est ensuite
réalisée et étudiée expérimentalement. Les résultats des tests effectués ont montré une ca-
pacité remarquable de la plaque à amortir les vibrations à basses fréquences par la bande
interdite produite et à hautes fréquences par l’effet de l’adhésif viscoélastique rajouté.

L’étude expérimentale réalisée sur la structure industrielle a montré qu’une fonction
technologique d’amortissement vibratoire peut être ajoutée à la structure lorsqu’elle est
munie d’un adhésif viscoélastique. Cet amortissement vibratoire ajouté tire partie de l’effet
de localisation de l’énergie vibratoire induit par la géométrie typique de la structure. En
ce sens, l’effet exploité est proche de l’effet trou noir acoustique. L’intérêt du traitement
réside dans son coût financier très modique, sa grande facilité de mise en œuvre et dans
l’ajout de masse négligeable qu’il représente. Les mesures montrent que si le revêtement
est appliqué à la structure, une réduction d’amplitude des pics de résonance de l’ordre de
5 dB peut être atteinte.
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Conclusions générales et perspectives

Conclusions générales

L’objectif de cette thèse était de développer une plaque architecturée, utilisant d’une
part l’effet trou noir acoustique et d’autre part des effets de bande d’arrêt induits par
une organisation sous forme de réseau périodique. Pour atteindre cet objectif, une série
d’études analytiques, numériques et expérimentales sont réalisées à travers les cinq cha-
pitres de cette thèse.

• Le premier chapitre de la thèse est une étude bibliographique portant sur la diffusion
des ondes de flexion par des obstacles de forme simple, tels qu’un trou simple, une inclu-
sion rigide ou un trou borgne. Le contenu de ce chapitre a constitué un socle solide pour
les chapitres suivants en termes de modélisation analytique et a permis la compréhension
des phénomènes physiques complexes lié à la diffusion.

• Le trou noir acoustique est étudié dans sa version la plus simplifiée dans le chapitre
2 : il s’agit d’un trou noir (TN) quadratique débouchant et sans film viscoélastique. Un
modèle ondulatoire de diffusion des ondes planes de flexion par ce type de TN est déve-
loppé. Ce modèle étant analytique, il fournit une description rigoureuse de l’interaction
des ondes avec le TN. A partir de la relation de dispersion, il est montré qu’il existe quatre
ondes évanescentes à l’intérieur du TN, dont deux se transformant en propagatives au-
delà de la fréquence de coupure. L’analyse de la section de diffusion a montré que le TN
est un diffuseur résonant à hautes fréquences et quasiment invisible en basses fréquences :
il est établi que le caractère résonant du TN à des fréquences au-delà de la fréquence de
coupure résulte de la résonance des modes piégés présents dans cette gamme de fréquences.

• Le film viscoélastique joue un rôle important dans l’efficacité du TN, et sa prise
compte dans le modèle précédent induit de grandes difficultés techniques dans la réso-
lution analytique du problème de la diffusion. Pour cela, un modèle numérique basé sur
la méthode de différences finies est développé dans le chapitre 3 pour caractériser le TN
avec film. Le but de ce chapitre est d’une part de décrire l’amortissement induit par le
film et d’autre part de contrôler les résonances locales du trou noir. Le modèle développé
a montré que le revêtement viscoélastique agit principalement dans la zone des hautes
fréquences en diminuant la section efficace de diffusion, et qu’il est possible de piloter les
résonances par la masse et la raideur de la zone centrale. Il est établi qu’une très faible
masse permet de décaler considérablement la première fréquence de résonance du trou
noir. La raideur de la zone du trou noir dépend de son profil. Il est montré pour qu’un
trou noir ayant un ordre de profil m élevé voit ses résonances se décaler vers les basses
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fréquences et tendent à disparaitre lorsque m > 4.

• Dans le chapitre 4, un panneau muni d’un réseau périodique carré de trous noirs
acoustiques est caractérisé numériquement et expérimentalement. Un modèle basé sur la
méthode PWE est développé pour un panneau infini, et est validé sur poutres et plaques
munies d’inclusions cylindriques. Le calcul du diagramme de dispersion de la méta-plaque
de trous noirs non-débouchants par la méthode PWE a révélé des difficultés de convergence
à cause de la complexité de la géométrie, impliquant une troncature élevée du calcul. Un
modèle réalisé sous "Comsol Multiphysics" a permis de valider le cas de la méta-plaque.
Les courbes de dispersion obtenues dans le cas particulier du réseau de trous noirs avec
masse centrale ont montré la possibilité de créer une bande interdite basses fréquences
sous réserve d’un accord précis des fréquences de résonance des trous noirs à la fréquence
de Bragg. Cette bande interdite est cependant très étroite. La méta-plaque accordée à la
fréquence de Bragg est testée : les mesures de mobilité vibratoire ont montré un effet de
lissage des résonances en hautes fréquences, et une possible présence d’une bande inter-
dite de résonance, dans laquelle la mobilité est d’amplitude particulièrement faible. Ces
résultats expérimentaux corroborent les prédictions numériques, et permettent d’observer
à la fois les effets de la bande interdite en basses fréquences et du trou noir en hautes
fréquences.

• Le dernier chapitre conduit à la réalisation d’un démonstrateur de laboratoire non
résonant sur des plages de fréquences contrôlées, combinant pour la première fois des effets
cumulatifs des trous noirs en hautes fréquences et de bande interdite de Bragg en basses
fréquences. L’obtention de ce résultat nécessite de reconsidérer la géométrie de la cellule
unitaire alors conçue comme une combinaison de fonctions cosinus. Le profil topologique
résultant met en évidence trois épaisseurs caractéristiques : 1) une épaisseur moyenne
adaptée (1.8 mm) permettant d’assurer la tenue mécanique en statique du panneau, 2)
une épaisseur minimale suffisamment faible (300 µm) permettant de générer un effet trou
noir hautes fréquences, 3) une épaisseur maximale suffisamment élevée (7.5 mm) induisant
un contraste de propriété significatif à l’origine de l’ouverture d’une bande interdite de
largeur exploitable.

Perspectives

Les perspectives pour la suite des travaux de cette thèse sont nombreuses.

• Les études numériques menées sur le trou noir acoustique quadratique seul ou inséré
dans un réseau permettent d’envisager d’autres formes de trous noirs, comme par exemple
un trou noir rectangulaire ou elliptique qui peuvent s’avérer efficaces et peut-être simples
à modéliser. L’étude d’un trou noir isolé avec le profil optimal, établi dans le chapitre 5,
serait utile et pourrait permettre d’apprendre davantage sur son comportement vibratoire.

• Le film viscoélastique joue un rôle important dans les mécanismes de dissipation du
trou noir. Son rôle est déterminé expérimentalement dans le chapitre 5 pour la méta-plaque
triangulaire. Une perspective à court terme est d’étendre le modèle PWE, en développant
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donc un modèle Extended-PWE, pour apprendre plus sur la dispersion des ondes dans le
milieu, notamment sur la dissipation.

• Les réseaux périodiques peuvent être utilisés pour filtrer, guider ou piéger les ondes.
Il serait intéressant d’étudier un réseau de trous noirs acoustiques couplant les fonctions
de guidage et de piégeage, comme par exemple un réseau dans lequel manquerait une
rangée de trous noirs et ayant un trou noir de grande taille au centre de la structure.

• Une perspective à long terme serait d’intégrer le trou noir acoustique dans une
structure sandwich. Cela permettrait de rigidifier la structure tout en tirant profit des
propriétés du trou noir.
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Annexe A

Diffusion par des obstacles de forme
simple

Cette annexe est dédiée au développement de certains calculs nécessaires, qui per-
mettent d’aboutir aux résultats présentés dans le chapitre 1. L’objectif est de détailler les
coefficients intervenant dans les différents systèmes linéaires, liés aux trois diffuseurs étu-
diés. Les systèmes linéaires de l’inclusion rigide et du trou simple sont des sous-systèmes
du système linéaire de l’inclusion souple (trou borgne) : les matrices de dimension (2×2),
données par les Eqs. (1.35) et (1.43) constituent respectivement les blocs (2 × 2) haut à
gauche et bas à gauche de la matrice donnée par l’Eq. (1.48). Idem pour le vecteur S

dans l’Eq. (1.49) : il est composé par les deux vecteurs S donnés par les Eqs. (1.36) et
(1.44). En conséquence, il est donc nécessaire de détailler uniquement les calculs liés au
problème de l’inclusion souple.

Ci-dessous, les expressions des champs des déplacements transverses, pentes, moments
fléchissants et des efforts tranchants de Kelvin-Kirchhoff utilisés dans les conditions de
continuité données par l’Eq. (1.47).

W ext =
∞∑

n=0

[
W0εni

nJn(kf0
r) + AnH

(1)
n (k

f0
r) + BnKn(kf0

r)
]
cos(nθ), r ≥ b, (A.1)

Θ(W ext) =
∞∑

n=0

k
f0

[
W0εni

nJ
′

n(kf0
r) + AnH

(1)′

n (k
f0
r) + BnK

′

n(kf0
r)
]
cos(nθ), (A.2)

M(W ext) = −D0

r2

∞∑

n=0

[
W0εni

nSJ(kf0
r) + AnSH(kf0

r) + BnSK(kf0
r)
]
cos(nθ), (A.3)

V0(W
ext) = −D0

r3

∞∑

n=0

[
W0εni

nTJ(kf0
r) + AnTH(kf0

r) + BnTK(kf0
r)
]
cos(nθ). (A.4)

W int =
∞∑

n=0

[
FnJn(kf1

r) +GnIn(kf1
r)
]
cos(nθ), r ≤ b, (A.5)

Θ(W int) =
∞∑

n=0

k
f1

[
FnJ

′

n(kf1
r) +GnI

′

n(kf1
r)
]
cos(nθ), (A.6)
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M(W int) = −D1

r2

∞∑

n=0

[
FnSJ(kf1

r) +GnSI(kf1
r)
]
cos(nθ), (A.7)

V0(W
int) = −D1

r3

∞∑

n=0

[
FnTJ(kf1

r) +GnTI(kf1
r)
]
cos(nθ). (A.8)

La substitution des Eqs. (A.1 - A.8) dans les conditions de continuité (1.47) mène aux
Eqs. (1.48) et (1.49), où

SJn
(χ) =

[
n2(1− ν)− χ2

]
Jn(χ)− (1− ν)χJ

′

n(χ), (A.9)

SHn
(χ) =

[
n2(1− ν)− χ2

]
Hn(χ)− (1− ν)χH

′

n(χ), (A.10)

SIn
(χ) =

[
n2(1− ν) + χ2

]
In(χ)− (1− ν)χI

′

n(χ), (A.11)

SKn
(χ) =

[
n2(1− ν) + χ2

]
Kn(χ)− (1− ν)χK

′

n(χ), (A.12)

TJn
(χ) =

[
n2(1− ν)

]
Jn(χ)−

[
χ(n2(1− ν) + χ2)

]
J

′

n(χ), (A.13)

THn
(χ) =

[
n2(1− ν)

]
Hn(χ)−

[
χ(n2(1− ν) + χ2)

]
H

′

n(χ), (A.14)

TIn
(χ) =

[
n2(1− ν)

]
In(χ)−

[
χ(n2(1− ν)− χ2)

]
I

′

n(χ), (A.15)

TKn
(χ) =

[
n2(1− ν)

]
Kn(χ)−

[
χ(n2(1− ν)− χ2)

]
K

′

n(χ). (A.16)

La notation du coefficient de Poisson ν varie selon le milieu considéré : ν0 pour le milieu
extérieur (r > b) et ν1 pour le milieu intérieur (r < b). Le nombre d’onde adimensionnel
χ s’écrit comme :

χ =





k
f0
b = α, si r > b

k
f1
b = β, si r < b

. (A.17)
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Annexe B

Diffusion par un trou noir acoustique
débouchant

Dans la première partie de cette annexe, on présente la démonstration de l’Eq. (2.5),
concernant l’effort tranchant de Kelvin-Kirchhoff utilisé pour une plaque d’épaisseur va-
riable. Dans la seconde partie, la méthodologie de calcul des constantes de propagation
adimensionnelles, données dans le chapitre 2 par l’Eq. (2.15), est présentée. La dernière
partie concerne les calculs liés à l’application des conditions de continuité et des conditions
aux limites menant au système linéaire à inverser, présenté dans l’Eq. (2.17).

B.1 Effort de Kelvin-Kirchhoff

L’opérateur aux dérivées partielles d’effort tranchant radial de Kelvin-Kirchhoff pour
une plaque circulaire s’écrit de manière générale comme, [147] :

V (·) = Qr +
1

r

∂Mrθ

∂θ
, (B.1)

où le moment de torsion Mrθ et l’effort tranchant Qr sont définis par les Eqs. (1.6) et
(1.7). En prenant en compte la variation axisymétrique de la rigidité de flexion dans les
deux dernières équations, l’effort de Kelvin-Kirchhoof recherché est

V (·) = − (D)
∂3(·)
∂r3

−
(
∂D

∂r
+

D

r

)
∂2(·)
∂r2

+

(
D

r2
− ν

r

∂D

∂r

)
∂(·)
∂r

−
(
D(2− ν)

r2

)
∂3(·)
∂r∂θ2

+

(
D(3− ν)

r3
− ν

r2
∂D

∂r

)
∂2(·)
∂θ2

, (B.2)

qui est défini dans le cas du trou noir par l’Eq. (2.5).

B.2 Constantes de propagation

La relation de dispersion donnée par l’Eq. (2.15) est calculée suite à la résolution de
l’équation polynômiale d’ordre 4 suivante :

α4K
4 + α3K

3 + α2K
2 + α1K + α0 = 0. (B.3)
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avec

α4 = 1,

α3 = 8,

α2 = −2n2 + 6ν0 + 10,

α1 = −8n2 + 24ν0 − 24,

α0 = n2(n2 − 30ν0 + 14)− 12ρω2(1− ν2
0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

,

(B.4)

où K représente la constante de propagation adimensionnelle recherchée.
La méthode de Ludovico Ferrari (1522-1565), [161], est appliquée pour pour rechercher
les racines de l’Eq. (B.3). Cette méthode se déroule en trois étapes : (1) changement de

variable, (2) factorisation de l’équation et (3) fin de résolution.

• 1ère étape : changement de variable

Le changement de variable utilisé s’écrit comme :

K = K̂ − α3

4α4

, (B.5)

où K̂ est la nouvelle inconnue de l’équation. La substitution de l’Eq. (B.5) dans l’Eq.
(B.3) permet de faire disparaître les termes en K̂3 et ramener l’Eq. (B.3) à

K̂4 + c1K̂
2 + c2K̂ + c3 = 0, (B.6)

avec

c1 = −3

8

(
α3

α4

)2

+
α2

α4

,

c2 =
1

8

(
α3

α4

)3

− α3α2

2α2
4

+
α1

α4

,

c3 = −3

(
α3

4α4

)4

+
α2α

2
3

16α3
4

− α3α1

4α2
4

+
α0

α4

.

(B.7)

En substituant les Eqs. (B.4) et (B.7) dans l’Eq. (B.6), on obtient

K̂4 +
[
−14 + 6ν0 − 2n2

]
K̂2 +

[
n2(n2 + 22− 30ν0)− 24ν0 + 40− 12ρω2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

]
= 0.

(B.8)
• 2ème étape : factorisation de l’équation

Le but de cette étape est de factoriser l’Eq. (B.8). L’astuce est de constater que pour
n’importe quelle valeur de s, on peut écrire

K̂4 =
(
K̂2 + s

)2
− 2sK̂2 − s2. (B.9)

153/ 161 O. AKLOUCHE



ANNEXE B. DIFFUSION PAR UN TROU NOIR ACOUSTIQUE DÉBOUCHANT

La substitution de l’Eq. (B.9) dans l’Eq. (B.8) donne

(
K̂2 + s

)2
= [2s− (−14 + 6ν0 − 2n2)] K̂2

+

[
s2 −

(
n2(n2 + 22− 30ν0)− 24ν0 + 40− 12ρω2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

)]
.

(B.10)

Le terme de droite de l’Eq. (B.10) est un polynôme d’ordre 2 en K̂. Afin de le factoriser,
on cherche les valeurs de s pour lesquelles son discriminant s’annule. Ce discriminant
s’écrit :

∆ = −4
[
2s− (−14 + 6ν0 − 2n2)

] [
s2 −

(
n2(n2 + 22− 30ν0)− 24ν0 + 40− 12ρω2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

)]
.

(B.11)
Les valeurs de s pour lesquelles l’Eq. (B.11) s’annule sont :

s1 = −7 + 3ν0 − n2, (B.12)

s2,3 = ±
√
n2(n2 + 22− 30ν0)− 24ν0 + 40− 12ρω2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

. (B.13)

• 3ème étape : fin de la résolution

Une seule valeur de s suffit pour la résolution du problème. En rapportant l’Eq. (B.12)
dans l’Eq. (B.10), on obtient

(K̂2 + s1)
2 = (c4K̂ + c5)

2, c4 est réel ou complexe, (B.14)

où c24 = 2s1 − c1, et pour c5, on distingue deux situations :

c5 =





− c2
2α4

, si c24 6= 0

√
s21 − c3, si c24 = 0

. (B.15)

Sachant que la constante c24 est nulle, l’Eq. (B.14) se transforme par identité remarquable
à (

K̂2 + s1 + c5

)(
K̂2 + s1 − c5

)
= 0, (B.16)

pour laquelle les solutions s’écrivent :

K̂1,2 = ±
√
−s1 − c5, (B.17)

K̂3,4 = ±
√
−s1 + c5. (B.18)

Puisqu’on avait au départ K = K̂ − α3

4α4

, il reste donc qu’à soustraire
α3

4α4

aux quatre

solutions K̂1,2 et K̂3,4 pour trouver les solutions de l’Eq. (B.3) sous la forme :

Kp,n = −2±

√√√√7− 3ν0 + n2 ±
√

8n2(3ν0 − 1) + 9(1− ν0)2 +
12ρω2(1− ν2

0)

E∗

0h
2
0r

−4
0

, (B.19)

avec p = 1 à 4.
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ANNEXE B.

B.3 Système linéaire

Les expressions du champ du déplacement, pente, moment fléchissant et d’effort tran-
chant de Kelvin-Kirchhoff à l’intérieur du trou noir débouchant, s’écrivent comme :

W TN =
∞∑

n=0

{
4∑

p=1

[
Cp,n

(
r̂

r0

)ikp,nr0
]}

cos(nθ), (B.20)

Θ(W TN) =
∞∑

n=0

{
4∑

p=1

[
Cp,n

r̂
ik

p,n
r0

(
r̂

r0

)ikp,nr0
]}

cos(nθ), (B.21)

M(W TN) = −DTN

∞∑

n=0

{
4∑

p=1

[
Cp,n

r̂2
γ

p,n

(
r̂

r0

)ikp,nr0
]}

cos(nθ), (B.22)

V (W TN) = −DTN

∞∑

n=0

{
4∑

p=1

[
Cp,n

r̂3
ξ
p,n

(
r̂

r0

)ikp,nr0
]}

cos(nθ), (B.23)

Les expressions équivalentes pour le milieu extérieur sont données par les Eqs. (A.1 - A.4).
En substituant les Eqs. (A.1) et (B.20) dans les expressions des conditions de continuité
(2.4), et l’Eq. (B.20) dans les conditions aux limites (2.6), le système donné dans le
chapitre 2 par les Eqs. (2.18) et (2.19) est alors obtenu avec les coefficients suivants :

γ
p,n

= −k2
p,n
r20 + ik

p,n
r0(ν0 − 1)− ν0n

2, r0 = b− a′, (B.24)

ξ
p,n

= −ik3
p,n
r30 − 4k2

p,n
r20 +

[
6(ν0 − 1)− n2(2− ν0)

]
ik

p,n
r0 + n2(3− 7ν0), (B.25)

Γ
p,n

= γ
p,n

[
r1
r0

]ikp,nr0
, r1 = a− a′, (B.26)

Ξ
p,n

= ξ
p,n

[
r1
r0

]ikp,nr0
. (B.27)
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Annexe C

Éléments complémentaires de calculs :
méthode des différences finies

Cette annexe fournit quelques éléments complémentaires de calcul concernant la mé-
thode de différences finies utilisée dans le chapitre 3. Trois types de trous noirs (dé-
bouchant, non-débouchant et non débouchant avec masse centrale) sont étudiés dans ce
chapitre en utilisant un schéma aux différences finies couplé à la méthode ondulatoire
présentée dans les chapitres 1 et 2. Les matrices correspondant aux différents types de
trous noirs sont données par les Eqs. (3.13), (3.17) et (3.24) respectivement. Il est donc
question dans cette annexe de détailler la démarche d’obtention de ces matrices.

La méthode de différences finies est appliquée uniquement dans la zone du trou noir,
où l’épaisseur est variable. La figure C.1 montre le schéma de discrétisation utilisé dans
la zone r ∈ [a; b].

Figure C.1 – Schéma utilisé pour discrétisation.

C.1 Discrétisation de l’équation du mouvement

L’équation du mouvement de flexion d’une plaque circulaire d’épaisseur variable est
ici rappelée :

λ4(r̂)
∂4W TN

n,j

∂r̂4
+ λ3(r̂)

∂3W TN
n,j

∂r̂3
+ λ2(r̂)

∂2W TN
n,j

∂r̂2
+ λ1(r̂)

∂W TN
n,j

∂r̂
+ λ0(r̂)W

TN
n,j = 0, (C.1)

où les coefficients λi (i = 0 à 4) sont donnés dans le chapitre 3 par l’Eq. (3.10), et
W TN

n,j représente le déplacement dans le trou noir discrétisé. L’équation du mouvement
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ANNEXE C. ÉLÉMENTS COMPLÉMENTAIRES DE CALCULS : MÉTHODE DES
DIFFÉRENCES FINIES

discrétisée, donnée par l’Eq. (3.11) est obtenue en substituent les approximations des
dérivées centrées en Eq. (C.2) dans l’Eq. (C.1).

∂W TN
n (r̂j)

∂r̂
≈ −Wj−1 + 0Wj +Wj+1

2δr
,

∂2W TN
n (r̂j)

∂r̂2
≈ Wj−1 − 2Wj +Wj+1

δ2r
,

∂3W TN
n (r̂j)

∂r̂3
≈ −Wj−2 + 2Wj−1 + 0Wj − 2Wj+1 +Wj+2

2δ3r
,

∂4W TN
n (r̂j)

∂r̂4
≈ Wj−2 − 4Wj−1 + 6Wj − 4Wj+1 +Wj+2

δ4r
,

(C.2)

C.2 Discrétisation des conditions aux limites

La discrétisation des conditions aux limites implique l’utilisation des approximations
décentrées des dérivées : à droite à l’interface r = a et à gauche en r = b (voir Fig C.1).

C.2.1 Discrétisation décentrée à droite : r = a

Les approximations décentrées à droite des dérivées sont données de façon générale
dans l’équation (C.3). Il suffit alors de remplacer l’indice j par 1 pour décrire le déplace-
ment à l’interface r = a.

∂W TN
n (r̂j)

∂r̂
≈ −Wj +Wj+1

δr
,

∂2W TN
n (r̂j)

∂r̂2
≈ Wj − 2Wj+1 +Wj+2

δ2r
,

∂3W TN
n (r̂j)

∂r̂3
≈ −Wj + 3Wj+1 − 3Wj+2 +Wj+3

δ3r
.

(C.3)

Le déplacement dans le trou noir s’écrit comme :

W TN(r̂, θ) ≈
∞∑

n=0

W TN
n (r̂j) cos(nθ), a ≤ r ≤ b, (C.4)

où W TN
n (r̂j) ≈ Wj (j = 1, 2, ... J).

En utilisant Eq. (C.4) et en substituant Eq. (C.3) dans Eqs. (1.2), (1.4) et (2.5), on
obtient :

W TN |r=a ≈
∞∑

n=0

W1 cos(nθ), (C.5)
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Θ(W TN)|r=a ≈
∞∑

n=0

[adW1 + bdW2] cos(nθ), (C.6)

M(W TN)|r=a ≈ −Deq|r=a

∞∑

n=0

[cdW1 + ddW2 + edW3] cos(nθ), (C.7)

V (W TN)|r=a ≈ −Deq|r=a

∞∑

n=0

[fdW1 + gdW2 + ldW3 + pdW4] cos(nθ), (C.8)

avec

ad = − 1

δr
, (C.9)

bd = +
1

δr
, (C.10)

cd = +
1

δ2r
− νeq

r1

1

δr
− νeqn

2

r21
, (C.11)

dd = − 2

δ2r
+

νeq
r1

1

δr
, (C.12)

ed = +
1

δ2r
, (C.13)

fd = − 1

δ3r
+

1

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=a +
1

r1

)
− 1

δr

(
νeq
r1

D
′

eq

Deq

|r=a −
(2− νeq)n

2 + 1

r21

)

− νeqn
2

r21

D
′

eq

Deq

|r=a +
(3− νeq)n

2

r31
,

(C.14)

gd = +
3

δ3r
− 2

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=a +
1

r1

)
+

1

δr

(
νeq
r1

D
′

eq

Deq

|r=a −
(2− νeq)n

2 + 1

r21

)
, (C.15)

ld = − 3

δ3r
+

1

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=a +
1

r1

)
, (C.16)

pd = +
1

δ3r
. (C.17)

C.2.2 Discrétisation décentrée à gauche : r = b

Le déplacement à l’interface r = b est obtenu cette fois en remplaçant j par J . Les
approximations à gauche s’écrivent comme :

∂W TN
n (r̂j)

∂r̂
≈ −Wj−1 +Wj

δr
,

∂2W TN
n (r̂j)

∂r̂2
≈ Wj−2 − 2Wj−1 +Wj

δ2r
,

∂3W TN
n (r̂j)

∂r̂3
≈ −Wj−3 + 3Wj−2 − 3Wj−1 +Wj

δ3r
.

(C.18)
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En utilisant Eq. (C.4) et en substituant Eq. (C.18) dans Eqs. (1.2), (1.4) et (2.5), on
obtient :

W TN |r=b ≈
∞∑

n=0

WJ cos(nθ), (C.19)

Θ(W TN)|r=b ≈
∞∑

n=0

[agWJ−1 + bgWJ ] cos(nθ), (C.20)

M(W TN)|r=b ≈ −Deq|r=b

∞∑

n=0

[cgWJ−2 + dgWJ−1 + egWJ ] cos(nθ), (C.21)

V (W TN)|r=b ≈ −Deq|r=b

∞∑

n=0

[fgWJ−3 + ggWJ−2 + lgWJ−1 + pgWJ ] cos(nθ), (C.22)

où

ag = − 1

δr
, (C.23)

bg = +
1

δr
, (C.24)

cg = +
1

δ2r
, (C.25)

dg = − 2

δ2r
− νeq

r0

1

δr
, (C.26)

eg = +
1

δ2r
+

νeq
r0

1

δr
− νeqn

2

r20
, (C.27)

fg = − 1

δ3r
, (C.28)

gg = +
3

δ3r
+

1

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=b +
1

r0

)
, (C.29)

lg = − 3

δ3r
− 2

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=b +
1

r0

)
− 1

δr

(
νeq
r0

D
′

eq

Deq

|r=b −
(2− νeq)n

2 + 1

r20

)
, (C.30)

pg = +
1

δ3r
+

1

δ2r

(
D

′

eq

Deq

|r=b +
1

r0

)
+

1

δr

(
νeq
r0

D
′

eq

Deq

|r=b −
(2− νeq)n

2 + 1

r20

)

− νeqn
2

r20

D
′

eq

Deq

|r=b +
(3− νeq)n

2

r30
.

(C.31)
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Annexe D

Mesure du facteur de perte du film
viscoélastique utilisé

Le film adhésif viscoélastique utilisé dans les simulations présentées dans le chapitre 3
et les tests expérimentaux du chapitre 5, est caractérisé par DMA (Dynamical Mechanical
Analysis). L’échantillon a été sollicité en cisaillement à une fréquence de 1 Hz dans la plage
des températures allant de −100 à 100 ◦C avec une rampe de 3 ◦C/min. A partir de ce
test, le module de cisaillement, le module d’Young et le facteur de perte sont estimés dans
la gamme de fréquences [10−4 − 106] Hz à une température de 20 ◦C. Les résultats de
la DMA ont montré que cet adhésif présente des propriétés intéressantes, notamment en
termes d’amortissement viscoélastique : le facteur de perte mesuré est toujours supérieur
à 100 % et peut atteindre une valeur de 175 % entre 100 et 200 Hz (Fig D.1).
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Figure D.1 – Mesure du facteur de perte en fonction de la fréquence du film adhésif
viscoélastique utilisé comme revêtement.
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Réduction des niveaux vibratoires d’un panneau au moyen

de trous noirs acoustiques structurés en réseau périodique :

conception d’une méta-plaque

Résumé
Le "Trou Noir Acoustique" (TNA) constitue un
moyen passif de réduction des vibrations des struc-
tures sans pour autant augmenter leur masse. Il s’agit
d’un amincissement local de la structure, revêtu d’un
matériau viscoélastique. L’effet TNA résulte alors
de l’augmentation locale de l’amplitude vibratoire,
qui sollicite fortement le revêtement, donnant lieu à
un amortissement important. Une analyse détaillée
des mécanismes de dissipation du TNA est réalisée :
la diffusion des ondes de flexion par un TNA est
étudiée lorsque ce dernier est inséré dans une plaque
infinie. On montre que le revêtement induit un amor-
tissement local important, permettant d’augmenter
significativement l’amortissement global. Le TNA
étant surtout efficace en hautes fréquences (HF),
il est périodisé sur une plaque pour tirer parti des
bandes interdites en basses fréquences (BF). Deux
réseaux (carré et triangulaire) sont étudiés numéri-
quement par la méthode PWE et expérimentalement
par mesure de mobilités vibratoires. Les résultats
montrent que la plaque est à la fois amortie en BH
par effet de réseau et en HF par l’effet TNA.

Abstract
The "Acoustic Black Hole" (ABH) is a passive
device of reducing vibrations of structures without
increasing their mass. It consists in a local thinning of
the structure, coated with a thin layer of viscoelastic
material. The ABH effect results from the local
increase in vibratory magnitude, which strongly
solicits the coating, giving rise to local significant
damping. A detailed analysis of the mechanisms of
dissipation of the ABH is carried out : the scattering
of bending waves by an ABH is studied when the
latter is inserted in an infinite thin plate. It is shown
that the coating induces a significant local damping,
allowing to significantly increase the global damping.
The ABH is especially effective at high frequencies
(HF), it is periodized on a plate to take advantage
of the band gaps effect at low frequencies (LF).
Two lattices (square and triangular) are studied
numerically by the PWE method and experimentally
by measuring vibratory mobilities. The results show
that the plate is damped at the same time in LF by
the lattice effect and in HF by the ABH effect.

Mots clés

Trou noir acoustique, Amortissement vibratoire,
Diffusion d’ondes, Réseaux périodiques.
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Acoustic black hole, Vibratory damping, Wave
scattering, periodic lattices.
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