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Résumé

Les méthodes d’algebre linéaire classiques, pour le calcul de valeurs et vecteurs propres d'une matrice,
ou des approximations de rang inférieurs (low-rank approximations) d'une solution, etc., ne tiennent pas
compte des structures de matrices. Ces derniéres sont généralement détruites durant le procédé du calcul.
Des méthodes alternatives préservant ces structures font!’objet d'un intérét important par la communauté.
Cette these constitue une contribution dans ce domaine.

Ainsi I'algorithme SR, qui est un algorithme de type QR, et qui préserve les structures d'une classe
importante de matrices, est basé sur la décomposition SR (qui est de type QR) et sur une réduction a une
forme condensée : J-Hessenberg forme (de type Hessenberg).

La décomposition SR peut étre calculé via I’algorithme de Gram-Schmidt symplectique. Comme dans
le cas classique, une perte d’orthogonalité peut se produire. Pour y remédier, nous avons proposé deux
algorithmes RSGSi et RM SGSi, qui consistent a ré-orthogonaliser deux fois les vecteurs a calculer. La perte
de la J-orthogonalité s’est améliorée de maniére tres significative.

L'étude directe de la propagation des erreurs d’arrondis dans les algorithmes de Gram-Shmidt symplec-
tique est tres difficile a effectuer. Nous avons réussi a contourner cette difficulté et donner des majorations
pour la perte de la J-orthogonalité et de I'erreur de factorisation.

Une autre facon de calculer la décomposition SR est basée sur les transformations de Householder
symplectiques. Celles ci présentent des parametres libres. Un choix optimal a abouti al’algorithme SROSH.
Cependant, ce dernier peut étre sujet a une instabilité numérique. Nous avons proposé une version modi-
fiée nouvelle SRM SH, qui a 'avantage d’étre aussi stable que possible. Une étude approfondie a été faite,
présentant les différentes versions : SRMSH et SRMSH?2.

Dans le but de construire un algorithme SR, d’'une complexité d’ordre @ (n®) ol 2n est la taille de la
matrice, une réduction (appropriée) de la matrice a une forme condensée (J-Hessenberg forme) via des
similarités adéquates, est cruciale. Cette réduction peut étre effectué via ’algorithme JHESS.

Nous avons montré qu’il possible de réduire une matrice sous la forme J-Hessenberg, en se basant ex-
clusivement sur les transformations de Householder symplectiques. Le nouvel algorithme, appelé JHSH,
est basé sur une adaptation de I'algorithme SRSH. D’un point de vue algébrique, cette méthode est 'ana-
logue de la réduction d’'une matrice sous la forme Hessenberg, par des transformations de Householder,
dans le cas Euclidien. Ce nouveau algorithme peut étre aussi sujet a une instabilité numérique. Nous avons
réussi a proposer deux nouvelles variantes, aussi stables que possible : JHMSH et JHMSH?2. Une étude
approfondie a été faite. Nous avons constaté que ces algorithmes se comportent d'une maniére similaire a
I'algorithme JHESS.

Une caractéristique importante de tous ces algorithmes (JHESS, JHMSH, JHMSH?2) est qu’ ils peu-
vent rencontrer un breakdown fatal, ou un "near breakdown" rendant impossible la suite des calculs, ou
débouchant sur une instabilité numérique, privant le résultat final de toute signification. Ce phénomene
n’a pas d’équivalent dans le cas Euclidien.

Nous avons réussi a élaborer une stratégie tres efficace pour "guérir" le breakdown fatal et traiter le
near breakdwon. Les nouveaux algorithmes intégrant cette stratégie sont désignés par MJHESS, MJHSH,
JHM?SH et JHM?SH?2.

Ces stratégies ont été ensuite été intégrées dans la version implicite de ’algorithme SR lui permettant
de surmonter les difficultés rencontrées du fatal breakdown ou du near-breakdown. Rappelons que, sans
ces stratégies, I’algorithme SR s’arréte.

Ensuite, nous présenté une variante de I'algorithme QR appliquée aux matrices Hamiltonienne (symé-
triques ou antisymétriques) qui préserve leur structure pendant la procédure.

Finalement, et dans un autre cadre de matrices structurées, nous avons présenté un algorithme robuste
via FFT et la matrice de Hankel, basé sur le calcul approché de plus grand diviseur commun (PGCD) de
deux polynémes, pour résoudre le probleme de la déconvolution d’images. Plus précisément, nous avons
concu un algorithme pour le calcul du PGCD de deux polynémes bivariés. La nouvelle approche est basée
sur un algorithme rapide, de complexité quadratique @ (n?), pour le calcul du PGCD des polynémes unidi-
mensionnels. La complexité de notre algorithme est @ (n?log(n)) ot la taille des images floues est n x n. Les
résultats expérimentaux avec des images synthétiquement floues, illustrent I'efficacité de notre approche.

Mots-clés : Produit scalaire antisymétrique, la préservation de la structure, matrice structurée, les trans-
formations de Householder symplectiques, Gram-Schmidt symplectique, la décomposition SR, la forme de
J-Hessenberg, réduction de matrice, 'algorithme SR, le PGCD approché, la matrice de Hankel, la matrice

Hamiltonienne, la matrice symplectique, déconvolution d'image floue, restauration d'images.
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Abstract

The classical linear algebra methods, for calculating eigenvalues and eigenvectors of a matrix, or lower-
rank approximations of a solution, etc., do not consider the structures of matrices. Such structures are
usually destroyed in the numerical process. Alternative structure-preserving methods are the subject of
an important interest mattering to the community. This thesis establishes a contribution in this field.

Thus the SR algorithm, which is a QR-like algorithm, structure-preserving for a large class of structured
matrices, is based on the SR decomposition (which is a QR-like decomposition) and on a reduction to the
condensed matrix form : upper /-Hessenberg form (Hessenberg-like).

The SR decomposition is usually implemented via the symplectic Gram-Schmidt algorithm. As in the
classical case, a loss of orthogonality can occur. To remedy this, we have proposed two algorithms RSGSi
and RM SGSi, where the reorthogonalization of a current set of vectors against the previously computed set
is performed twice. The loss of J-orthogonality has significantly improved.

A direct rounding error analysis of symplectic Gram-Schmidt algorithm is very hard to accomplish. We
managed to get around this difficulty and give the error bounds on the loss of the J-orthogonality and on
the factorization.

Another way to implement the SR decomposition is based on symplectic Householder transformations.
This algorithm involves some free parameters. An optimal choice of free parameters provided an optimal
version of the algorithm SROS H. However, the latter may be subject to numerical instability. We have pro-
posed a new modified version SRMSH, which has the advantage of being numerically more stable. By a
detailed study, we are led to two new variants numerically more stables : SRMSH and SRMSH2.

In order to build a SR algorithm of complexity @ (n3), where 2n is the size of the matrix, a reduction to
the condensed matrix form (upper /-Hessenberg form) via adequate similarities is crucial. This reduction
may be handled via the algorithm JHESS.

We have shown that it is possible to perform a reduction of a general matrix, to an upper J-Hessenberg
form, based only on the use of symplectic Householder transformations. The new algorithm, which will be
called JHSH algorithm, is based on an adaptation of SRS H algorithm. From a linear algebra point of view,
JHSH is the analogue in the symplectic case, of the algorithm performing the Hessenberg reduction of a
matrix via Householder transformations in the Euclidean case. This new algorithm may also be subject to
numerical instability. We are led to two news variants algorithms JHMSH and JHMSH?2 which are signi-
ficantly more stable numerically. A detailed study has been done. We found that these algorithms behave
quite similarly to JHESS algorithm.

The main drawback of all these algorithms (JHESS, JHMSH, JHMSH?) is that they may encounter
fatal breakdowns or may suffer from a severe form of near-breakdowns, causing a brutal stop of the com-
putations, the algorithm breaks down, or leading to a serious numerical instability. This phenomenon has
no equivalent in the Euclidean case.

We sketch out a very efficient strategy for curing fatal breakdowns and treating near breakdowns. Thus,
the new algorithms incorporating this modification will be referred to as MJHESS, MJHSH, JHM?SH and
JHM?SH?2.

These strategies were then incorporated into the implicit version of the SR algorithm to overcome the
difficulties encountered by the fatal breakdown or near-breakdown. We recall that without these strategies,
the SR algorithm breaks.

Next, we presented a new variant of a double structure-preserving QR Algorithm for symmetric\skew-
symmetric and Hamiltonian Matrices.

Finally and in another framework of structured matrices, we presented a robust algorithm via FFT and a
Hankel matrix, based on computing approximate greatest common divisors (GCD) of polynomials, for sol-
ving the problem of blind image deconvolution. Specifically, we designed a specialized algorithm for com-
puting the GCD of bivariate polynomials. The new algorithm is based on the fast GCD algorithm for uni-
variate polynomials, of quadratic complexity @ (n?) flops. The complexity of our algorithm is @ (n?log(n))
where the size of blurred images is n x n. The experimental results with synthetically blurred images are
included to illustrate the effectiveness of our approach.

Key-words : Indefinite inner product, structure-preserving eigenproblems, structured matrix, symplec-
tic Householder transformations, symplectic Gram-Schmidt, SR decomposition, upper J-Hessenberg form,
breakdowns and near-breakdowns, matrix reduction, SR-algorithm, approximate GCD, Hankel matrix, Ha-

miltonian matrix, symplectic matrix, blind image deconvolution, image restauration.
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Table de notations

Nous résumons ici les notations les plus courantes qui seront utilisées tout au long de
ce manuscrit.

Notation Explication

K Corps arbitraire

R Corps des nombres réels

C Corps des nombres complexes

K"*P Corps des matrices arbitraires de taille n x p

R™*P Corps des matrices réelles de taille n x p

cp Corps des matrices complexes de taille n x p

. Le produit scalaire usuel

() Le produit scalaire antisymétrique

AT La transposée de la matrice A

A*, AH la transposée conjuguée de la matrice A, (A* = AT)
A LaJ-transposée ou I'adjoint symplectique de la matrice A
ek Le k™€ vecteurs de la base canonique

I=1, La matrice identité de taille n x n

0=0, La matrice nulle de taille n x n

z Le conjugué du nombre complexe z

rang(A) Le rang de la matrice A

trace(A) La trace de la matrice A

det(A) Le déterminant de la matrice A

vect(ay, ay,...,ay)
x (A), cond(A)
o)

flop

Lespace engendré par la famille (a,, ay, ..., a,)
Le nombre de conditionnement de la matrice A
La notion de complexité

Opération en arithmétique flottante






Introduction

« Change is the end result of all
true learning »

Leo Buscaglia (1924-1998)

Des problemes provenant du controle linéaire optimal [6, 15, 33, 41, 82] comme les
problemes LQR, les équations algébriques continues de Riccati, etc., la modélisation de
certaines applications industrielles (mécanique quantique, résonance, etc.) débouchent
sur le calcul de valeurs/vecteurs propres ou espaces invariants de matrices structurées
creuses et de grandes tailles. Une matrice symétrique définie positive est un exemple clas-
sique de matrices structurées, pour lesquelles il existe dans la littérature des méthodes de
calcul de valeurs/vecteurs propres exploitant d'une maniere optimale cette structure, en
diminuant le cofit et en augmentant I'efficacité.

Le besoin de calculer des valeurs et vecteurs propres des matrices structurées, moins
classiques, telles que les matrices Hamiltoniennes, anti-Hamiltoniennes et symplectiques
est rencontré dans beaucoup d’applications comme la construction dynamique, macro-
économie, chimie quantique, la théorie de controle, etc. En effet, de nombreux problemes
de calcul des valeurs propres découlant de la pratique sont structurés en raison des pro-
priétés physiques induites par le probleme initial. La structure peut également étre in-
troduite par des techniques de discrétisation et de linéarisation. La préservation de cette
structure peut aider a préserver les symétries physiquement pertinentes dans les valeurs
propres de la matrice et peut améliorer la précision et I'efficacité d'un calcul des valeurs
propres.

La méthode QR pourrait ne pas étre un outil approprié pour ce genre de calcul. En
raison des erreurs d’arrondis inévitables dans I'arithmétique de précision finie, les va-
leurs propres calculées ne sont généralement pas en paires ou en quadruple bien que
les valeurs propres exactes aient cette propriété. Ce probleme est dii au fait que les mé-
thodes standards ignorent la structure de la matrice puisqu’elle est traitée comme n'im-
porte quelle autre matrice. En effet, les méthodes de préservation de structure sont sou-
haitables, afin de préserver les structures [18, 20, 38, 40, 70, 83].

Une matrice réelle S € R?"*2" est dite symplectique ou J-orthogonale si

stis=7,
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avec la matrice J s’écrit sous la forme :

_ On In 2nx2n
]_(_In On)e[R{ .

Les matrices symplectiques sont inversibles puisque

et leurs valeurs propres se présentent en paires réciproques. C’est-a-dire en paire {1, 17!}
si A est une valeur propre réelle ou imaginaire pure et en quadruple {1,171, 1,171} si A est
une valeur propre complexe avec une partie réelle non nulle.

La solution du probléme de calcul des valeurs propres symplectiques a fait I’objet de
nombreuses publications au cours des derniéres décennies, mais elle n’est pas encore
bien connue. Ce probleme est utile par exemple pour analyser un certain nombre de pro-
blemes qui se posent dans la théorie du controéle linéaire pour les systemes a temps dis-
cret. Certains problemes de calcul des valeurs propres quadratiques par exemple dans la
discrétisation par éléments finis dans I'analyse structurelle, la simulation acoustique de
matériaux poro-élastiques ou la déformation élastique de matériaux anisotropes peuvent
également conduire a des problemes de calcul des valeurs propres symplectiques. Le pro-
bléme apparait également dans d’autres applications [16, 37, 54, 61, 65, 72, 79, 80, 98].

Une matrice réelle H € R?**2" est dite Hamiltonienne si

HJj=®HN"

En effet, toute matrice Hamiltonienne s’écrit sous la forme :

A G
H:(Q —AT)’

aveclesblocs A, G, Qe R " telsque G=G' et Q= Q".

Pareillement, les valeurs propres d'une matrice Hamiltonienne se présentent toujours
en paires {1, —A} pour les valeurs propres réelles et purement imaginaires et en quadru-
ples {1, —A, 1, —A} pour les valeurs propres complexes avec une partie réelle non nulle.

Le calcul du sous-espace invariant de la matrice H Hamiltonienne est parmi les appli-
cations importantes dans les problémes linéaires de controle quadratique.

Lensemble de toutes les matrices symplectiques S forme un groupe multiplicatif : le
groupe de Lie et 'ensemble de toutes les matrices Hamiltoniennes L forme une algebre
de Lie [3, 5, 108]. De plus, les transformations symplectiques de similarité préservent la
structure Hamiltonienne.

(ST'HS)J=1(ST'H)JI'.

En outre, la transformée de Cayley transforme une matrice symplectique en une matrice
Hamiltonienne et vice versa. Ceci explique la ressemblance entre les spectres des ma-
trices Hamiltoniennes et les spectres des matrices symplectiques. Malgré cette relation,
le probléeme du calcul des valeurs propres d'une matrice symplectiques est beaucoup
plus difficile que le probleme du calcul des valeurs propres d’'une matrice Hamiltonienne
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4,17, 18, 21, 22, 42, 53, 75, 83, 90, 106, 114]. En particulier, la structure des matrices Ha-
miltoniennes est explicite alors que la structure des matrices symplectiques est donnée
implicitement.

Le probleme de la résolution de I'équation algébrique de Riccati [71]

~XNX+XA+A'X+K=0, 1)

ot les matrices X, N, K, A sont des matrices réelles de taille n x navec K= KT et N = N7,
se pose fréquemment dans les problemes de controle optimal [2, 39, 40, 71, 73, 74, 84].

Le probleme de controle optimal linéaire consiste a trouver une trajectoire de controle
{u(t), t = 0} tel que la fonction de controle

u(t) = Hx(1),

minimise la fonction
](u):f XN (OKx(8) + u' () Ru(r)]dt,
0

sous la contrainte

.. d B
x(t) = dtx(t) = Ax(t) + Bu(t) 2

x(0) =xp

Supposons que la matrice K = K' est semi-définie positive et la matrice R = R' est
définie positive. Soit K = C'C une décomposition de la matrice K. Supposons que la paire
(A, B) est stabilisable, c’est-a-dire si w'A = Aw?T et Re(1) = 0 avec w # 0, alors wT A # 0.
Supposons aussi que la paire (C, A) est détectable, c’est-a-dire si Ax = Ax et Re(1) = 0 avec
x #0, alors Cx #0.

Sous ces hypotheses, I'équation (1) admet une unique solution symétrique définie po-
sitive X et la fonction de controle optimal s’écrit

u(®)=-R'BTXx.

Soit M une matrice de taille 2n x 2n par blocs tel que

M= )

K -AT

ol N = BR'BT. Cette matrice a la forme d’une matrice Hamiltonienne.

Siles matrices Y, Z et A sont des matrices de tailles n x n telles que nous avons
Y Y
- [ ] A,

M|z

Z

et la matrice Y est inversible, alors
X=-zy! 3)

résout I’équation (1).
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Pour chaque valeur propre A de la matrice M la valeur —A est aussi une valeur propre
de la matrice M avec la méme multiplicité algébrique et géométrique que A. Dans les
hypotheéses ci-dessus la matrice M n’a pas de valeur propre avec une partie réelle nulle.

Y L. . ‘s
P engendre les sous-espaces réels invariants associés aux n va-
leurs propres avec une partie réelle négative, alors la matrice symétrique semi-définie
positive

Comme la matrice

X=-zY"!
existe.

Le sous-espace invariant de la matrice M peut étre calculé par l'algorithme QR

Y
Z
[73]. Mais cette méthode ne peut pas profiter de la structure Hamiltonienne de la ma-
trice M. Elle traitera la matrice M comme n'importe quelle matrice arbitraire de taille
2n x 2n. Ainsi, pour préserver la structure Hamiltonienne nous devons utiliser des trans-
formations de similarité symplectiques au lieu des transformations habituelles dans I'al-
gorithme QR.

La présente these s’inscrit dans ce cadre et dans le but d’introduire une nouvelle ver-
sion de l'algorithme SR avec une complexité d’ordre @ (n®) dans le cas général et aussi
pour les matrices Hamiltoniennes. En fait, nous avons implémenté une nouvelle version
de l'algorithme SR implicite avec shift en se basant sur les transformations de Househol-
der symplectiques. Nous allons montré qu’il est possible de réduire une matrice sous la
forme J-Hessenberg, en se basent exclusivement sur les transformations de Householder
symplectiques, qui sont des transvections s’écrivant comme l'identité modifiée par le ra-
jout d'un terme de rang un. Notre algorithme SR est basé aussi sur la décomposition SR
a chaque itération qui est une méthode qui préserve la structure et analogue a la décom-
position QR dans le cas Euclidien. Du point de vue algébrique, notre méthode dans le cas
symplectique est 'analogue a 'algorithme QR via les transformations de Householder
dans le cas Euclidien.

Dans un autre cadre des matrices structurées, nous avons proposé un algorithme ra-
pide pour résoudre le probléeme de la déconvolution d’images. Nous avons introduit un
algorithme robuste via FFT (la transformation de Fourier rapide) et la matrice de Hankel,
qui est basé sur le calcul approché de plus grand diviseur commun (PGCD) de deux poly-
nomes, pour résoudre le probleme de la déconvolution d’images. Plus précisément, nous
concevons un algorithme spécialisé pour le calcul du PGCD de deux polyndémes a deux
variables. La nouvelle approche est basée sur I'algorithme rapide, de complexité quadra-
tique @ (n?), pour le calcul du PGCD des polynomes unidimensionnels. La complexité
de notre algorithme est @ (n?log(n)) ol la taille des images floues est n x n. Les résultats
expérimentaux avec des images synthétiquement floues sont inclus pour illustrer I'effica-
cité de notre approche. Ce dernier chapitre a fait 'objet d'un article en collaboration avec
Skander Belhaj, Marwa Dridi et Maher Moakher intitulé "Blind image deconvolution via
Hankel based method for computing the GCD of polynomials" et accepté pour publica-
tion dans la revue "Mathematics and Computers in Simulation", (voir [13]).

Le travail présenté se décompose en quatre grandes parties. Le premier chapitre pré-
sente le cadre terminologique. La premieére partie commencera a partir du deuxieme cha-
pitre qui s’intéressera aux algorithmes de la décomposition SR symplectique. La deuxiéme
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partie consacrée aux méthodes de réduction sous la forme J-Hessenberg sera présentée
dans le troisieme chapitre. L'algorithme SR sera présenté dans le quatrieme chapitre. Pour
finir, le dernier chapitre traitera le probleme de la déconvolution d’'images en introduisant
un algorithme robuste via FFT et la matrice de Hankel basée sur I'inversion rapide de la
matrice triangulaire de Toeplitz.
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Chapitre

Préliminaires

« When one door closes, another
opens; but we often look so long
and so regretfully upon the closed
door that we do not see the one
which has opened for us»

Alexander Graham Bell
(1847-1922)
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Chapitre 1. Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques outils qui seront nécessaires tout au
long de cette thése. Nous donnons également certaines définitions et propriétés sur les
matrices structurées tels que les matrices Hamiltonienne, anti-Hamiltonienne, symplec-
tique, Hankel, Toeplitz, etc.

1.1 Notations

Nous utilisons les lettres majuscules et minuscules pour désigner les matrices et les
vecteurs respectivement. Les lettres minuscules grecques désignent les scalaires. Nous
désignons les matrices réelles de taille n x k par R”*¥, les matrices complexes de taille
n x k par C**. Nous utilisons K pour désigner R ou C. La matrice d’identité n x n sera
désignée par I, , ou bien I,,. Si la dimension de I, est claire du contexte nous la notons
tout simplement I avec I = [ey, ey,..., e,] et ey est le k™€ vecteur de la base canonique.

Soit la matrice K"**¥, nous désignerons par :

— a;,j 'entrée (i, j) de la matrice A.

— (@i,j)i=1,...n, j=1,...k 1a matrice A.

— Aj 1k la j*meligne de la matrice A.

— Ajrmlesentrées [,I+1,...,mdela j®mligne de la matrice A.

— Ajp,jla j®me colonne de la matrice A.

— Appm,jlesentrées [,1+1,...,mdela jm colonne de la matrice A.

— A" la transposée de la matrice A = (a;;) avec A" = (a};).

— A* ou A" la transposé conjuguée de la matrice A = (a; j) (conjuguée hermitienne)
avec A" = (a;).

— A;jlebloc (i, j) ou bien la sous-matrice en position (i, j) de la matrice A.

— vect(A) 'espace engendré par les colonnes de la matrice A.

Le produit scalaire usuel est noté par
Xy =x"y,

avec x, y € R".
Soit J»,, € R?"™2" (ou simplement J lorsque la dimension est claire dans le contexte)

une matrice réelle définie par
0, I
. ) : (1.1

ot1les matrices 0,, et I,, € R"*™ sont respectivement la matrice nulle et la matrice identité.
La matrice J est symplectique, antisymétrique et orthogonale, c’est-a-dire JT = J~! = —J
avecdet(J) =1let J>=—].

Nous considérons la permutation P ("perfect shuffle") tel que

2nx2n
P=leye3,...,e2n-1,€2,...,€2,] € R (1.2)
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Ainsi, 'inverse de la matrice P est la matrice
T 2nx2n
P =le1,epi1,€2,€n42,...,en,e2] ER .

De plus, nous avons

J=prt diag(

1[0 1 0 1]\, _ pT 4
o oH—l 0},...,[_1 OI)P—P diag(J»)P.

e N\

1.1.1 Le produit scalaire associé a la matrice J

Soit la forme bilinéaire

(x,y)— (x,¥);

tel que
VxeR?", VyeR*™, (x,y);=(x,Jy) =xJy.

Cette forme bilinéaire (1.3) est non-dégénérée, c’est-a-dire
_ 2n _
(x,);=0, VyeR" =>x=0,
et antisymétrique, c’est-a-dire
Vx,y eR?", (x,9);=—(3,%).

Définition 1.1.1. (L'adjoint ou la ] -transposée)

— La J-transposée x’ d'un vecteur x € R*" est définie par :

— La J-transposée d’une matrice A € R*"* ¥ réelle est définie par :

A =] AT o,

tel que
VxeR?", Vye R, (Mx,y); = (x,M’y);.

Proposition 1.1.1. Soit A une matrice réelle de taille2n x 2m tel que

An Alz)
A= .
(A21 A

Alors, A la J-transposée de la matrice A s'écrit

T T
Al = ( Az% _’f}lz)'
—Ay Aq

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Preuve. En effet, nous avons

A=}, AT ],
_(Om ~Im Al ALN(0, I,
Im Om J\AL, ALJ\-I, O,

T T
_[~An _Azz)(on In)

T T
T T

— Az% _’L}FZl).
_A12 A11

O

Les propriétés de la J-transposée (I’adjoint) par rapport au produit scalaire antisy-
métrique (.,.); sont toutes les analogues de la transposée. En particulier, nous avons les
résultats suivants.

Proposition 1.1.2. Soient les matrices A € R?"?k, B € R***2P ¢t C € R*™*?¥ tels que nous
avons les propriétés suivantes :

(AB) = B/ A/,
(A+C)Y =A+(C/,
Ay = 4,

Ah/ =T,
A H =@ahHh

Preuve. D’apres la définition (1.5), nous avons
(ABY = 13 ,(AB)" Jan = J3,B' A" Jo = I3 ,B" Jor Sy A" Jon = B/ AL
(A+CY = L (A+ O on =15 A Jan + 15, C on = AT+ C.
(AN = 13, (AN Jok = 13, Ui A Jon) ok = A
(A" = I3, (AN Tor = Ug AT o) = (AN

(AN = 13,(A Y ok = g (AN U T = U A o) = (AD7

1.2 Les ensembles structurés
Un espace linéaire muni du produit scalaire antisymétrique (.,.); est appelé espace
symplectique. Les principaux ensembles de matrices structurées associées au produit

scalaire antisymétrique (.,.); sont :
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1.3 La géométrie symplectique

— le groupe d’automorphisme est défini par :
S ={SeR* " | (Sx,Sy); = (x,));, Vx,y € R*"},

ol la matrice S € S est dite une matrice symplectique. Lensemble S est un groupe
multiplicatif appelé groupe symplectique.

— Lalgebre de Jordan J est défini par :

J={AeR*™?" | (Ax,y); = (x,Ay)], Vx,y € R*"
={AeR?™2" | A = A},

ol la matrice A € J est dite une matrice anti-Hamiltonienne. L'ensemble J est ]’es-
pace vectoriel des matrices anti-Hamiltonienne.

— Lalgebre de lie L est défini par :

L={HeR*"?" | (Hx,y);=—(x,Hy);, Vx,y € R*"}
—{HeR*™?" | H =-H},

ou la matrice H € L est dite une matrice Hamiltonienne. Lensemble L est 'espace
vectoriel des matrices Hamiltoniennes.

Définition 1.2.1. Le groupe symplectique S préserve la structure par similarités pour des
matrices dans 'S, J etL, c’est-a-dire

VSeS,VAeE= S 1AS€EF, ouE=S, Joul.

1.3 Lagéométrie symplectique
Le groupe d’automorphisme, par rapport au produit scalaire classique est donné par :
0 ={0eR*?" | (0x,0y) = (x,), Vx,y € R*"}. (1.6)
L'ensemble O est le groupe des matrices orthogonales. De plus, nous avons
Oe0 o VxeR* (Ox,0x) = (x, ). (1.7)

Cette propriété n’a pas d’analogue dans le cas du groupe symplectique. En fait, pour
toutes matrices S € R?"*2" symplectiques ou non Nous avons :

(Sx,8x)5=(x,x);=0. (1.8)

Dans la suite, nous décrivons brievement quelques caractéristiques de la géométrie
symplectique. Pour plus de détails, voir [5]. Un vecteur x € R>" est dit orthogonal au vec-
teur y € R%" par rapport au produit scalaire antisymétrique (.,.); si et seulement si

(x,y);=0.

11



Chapitre 1. Préliminaires

Nous utilisons le symbole L pour désigner I'orthogonalité dans I'espace Euclidien et
le symbole L’ pour désigner I'orthogonalité dans I’espace symplectique.

Soit £ un sous-espace de R?>". Lespace orthogonal au sous-espace £ par rapport au
produit scalaire antisymétrique (.,.); est défini par :

L =(xeR™ |Vye L, (x,y); =0} (1.9)

L'espace £ estle complément symplectique de 'espace £ et qui vérifie :

(LYY = 2 et dim(¥L) +dim(L) = 2n. (1.10)

Remarque 1.3.1. Contrairement au complément orthogonal, la propriété £*+NL = {0}
est fausse dans la géométrie symplectique.

Proposition 1.3.1. Si £ = vect(v) avec v est un vecteur non nul quelconque de R2", alors
e =2.

Plus généralement, nous distinguons quatre cas dans la géométrie symplectique :

— Lespace &£ est dit symplectique si
LY ng =0

C'est vrai si et seulement si la restriction de (.,.) ; dans £ est une forme non dégénérée.
— Lespace &£ est dit isotrope si
!
Lt ny=2.
Cest vrai si et seulement si la restriction de (.,.); dans £ est une forme nulle. Ainsi,

tout sous espace de dimension un est isotrope.

— Lespace &£ est dit coisotrope si
Lrng=2"

Lespace £ est coisotrope si et seulement si £ L' est isotrope. Ainsi, tout sous espace
de codimension un est coisotrope.
— Lespace &£ est dit Lagrangien si
L=t

Un espace est Lagrangien si et seulement si £ est a la fois isotrope et coisotrope. En
dimension finie, le sous-espace Lagrangien d'un espace vectoriel de dimension 2n est
un sous-espace isotrope de dimension n.

Tout espace Euclidien E de dimension fini peut s’écrire comme une somme directe
d’un sous-espace unidimensionnel et son complément orthogonal :

Vve E\{0}, E= ()P .

12



1.4 Les matrices structurées

Ainsi, I'espace Euclidien R” peut étre représenté comme somme directe des droites
orthogonales, c’est-a-dire

n
Avy...v, €R” tel que R =@ uect{vi}, vi Lvj, YVI<i#j< n.
i=1

Contrairement au cas Euclidien, 'espace symplectique R*>" ne peut jamais étre écrit
comme une somme directe de sous-espaces symplectiques unidimensionnels. Cela est
da au fait que tout espace unidimensionnel est isotrope, c’est-a-dire

VveE (et

Cependant, cette décomposition peut étre obtenue en utilisant des sous-espaces bidi-
mensionnels (les plans). En fait, pour tout sous espace symplectique (v;, v») de R?"*, nous
avons

R*" = (w1, v2) Dvr, vyt

En conséquence, I'espace linéaire symplectique R?" peut s’écrire comme une somme
directe des plans symplectiques, c’est-a-dire

n
Av; eR*”, i=1,...,2n, tels que R*" = @ (v2i_1, v2:),
i=1

lorsque la matrice [v2;_1, V2;] est une matrice symplectique pour 1 < i < n et tel que

1<i#j<n, (vai-1,v2) L (v2j_1,v2)).

1.4 Les matrices structurées

Définition 1.4.1. Soit la matrice A € R""*". Nous avons les définitions suivantes :
— Soit A€ C. Si det(A—AI) =0, alors A est une valeur propre de la matrice A.

— Le spectre de la matrice A est défini par
0(A) ={1eC tel que det(A— A1) =0}.
— Le rayon spectral de la matrice A est défini par
p(A) = max{|A| tel que A € o (A)}.

— Les normes sont un outil indispensable dans l'algebre linéaire numérique. Nous dé-
crivons certaines de leurs propriétés les plus utiles et les plus intéressantes.

> La norme d’'un vecteur est définie par la fonction

[.]:C"—R

x— |lxll,

tels que

13



Chapitre 1. Préliminaires

¢ lanormel
n
lxlly = Z | ;1.
i=1

¢ lanorme?2 .
2

lxlz = (xT2)% = (Z |x,-|2)
i=1

¢ la normeoo
[ Xlloo = max |x;|.
1<i<n

> La norme matricielle est définie par la fonction

I : C"™" —R
A— | All,

tels que
¢ la norme de Frobenius

¢ la normel d’'une matrice
n
IAly = max ) |ajjl.
Isj=n;3

¢ la normeoo d'une matrice

n
Il Allo = max " |ajl.
Isism; 5

o la norme2 d'une matrice (la norme spectrale)
o Al
| All2 = (p(A” A))2 = Omax(A),

avec 0 max(A) est la plus grande valeur singuliere de la matrice A.
— Le conditionnement de la matrice A € K™*" en utilisant la norme 2 est désigné par

Kk2(A) = condy(A) = || All2[| A7z,

et d'une maniere générale en utilisant la norme ||.||; le conditionnement de la matrice
A s’écrit comme suit
-1
ki(A) =cond;(A) = [|All; 1A ;.

— La trace d’'une matrice A
n n
trace(A) = Z aik = Z Ak
k=1 k=1
avec les Ay sont les valeurs propres de la matrice A.
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1.4 Les matrices structurées

— Pour Ae R, v e R" et j € N, nous notons par K(A, v, j) la matrice de Krylov de
taille n x j tel que

K(A v, j) = v, Av, Av,..., AV Ty e R,

Définition 1.4.2. Soit une matrice A€ K"*" dont les coefficients sont notés par (a;j), ., _,-
La matrice A est dite:

— Symétrique si AT = A.
— Orthogonalesi K=Ret ATA= AA" = I,.
— Unitairesi K=Cet A*A=AA* = I,,.

— Diagonalesia;j=0pouri# jeti,j=1,...,n tel que

— Hessenbergsia;j =0 pouri> j+1aveci,j=1...n tel que

N

— Triangulaire supérieure si a;j =0 pouri> j aveci, j=1,...,n tel que

— Strictement triangulaire supérieure si a;j =0 pouri = j aveci, j=1,...,n tel que

0

N

0

— Tridiagonalesia;j =0 pouri>j+1leti<j—1laveci,j=1,...,ntel que

TN
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Nous rappelons que dans le cas Euclidien toute matrice réelle A est semblable a une
matrice H de Hessenberg, via une matrice de similarité orthogonale, c’est-a-dire qu’il
existe une matrice orthogonale notée Q tel que

H=QAQ".

La matrice H est dite une matrice de Hessenberg supérieure irréductible si elle est une
matrice de Hessenberg supérieure avec a; ;-1 #0 pouri =2...n.

Définition 1.4.3. Soit A € R>™?" yne matrice tel que

Al A
Axr A

’

|

ot les blocs A;j € R™" pouri, j = 1,2, alors nous avons :

— Une matrice A est dite une matrice de J-Hessenberg supérieure si les blocs Ay, Az
et Apy sont des matrices triangulaires supérieures et le bloc Ao est une matrice de
Hessenberg supérieure, c'est-a-dire la matrice A est sous la forme

Aol NN

Dans le cas symplectique, l'équivalent de la forme Hessenberg est la forme
J-Hessenberg.

— La matrice A est une matrice de J-Hessenberg supérieure irréductible si la matrice
A est une matrice J-Hessenberg, le bloc Ay, est une matrice non singuliére et le bloc
A1 est une matrice de Hessenberg supérieure irréductible, c’est-a-dire elle n'a aucune
entrée zéro dans sa premiere sous-diagonale.

— La matrice A est une matrice J-triangulaire supérieure si les blocs A1y, Ao et Ay
sont des matrices triangulaires supérieures et le bloc Ay, est une matrice strictement
triangulaire supérieure, c'est-a-dire elle a une diagonale nulle tel que :

— La matrice A est une matrice J-triangulaire inférieure si la matrice A* est une matrice
J-triangulaire supérieure tel que :

0

A=|— &
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1.4 Les matrices structurées

— La matrice A est une matrice J-tridiagonale si les blocs A1y, A2 et Azy sont des ma-
trices diagonales et le bloc Ay, est une matrice tridiagonale tel que :

Lemme 1.4.1. Soit la matrice A, B € RZ"2" ¢t la matrice P est la permutation (1.2) présen-

téeparP = [e},es,...,€2n_1,€2,€4,...,e2,] € RZ™2" Alors, nous avons les résultats suivants :

1. Sila matrice A est une matrice de J-Hessenberg supérieure (J-Hessenberg supérieure
irréductible respectivement), alors la matrice PAPT est une matrice de Hessenberg
supérieure (Hessenberg supérieure irréductible respectivement) tel que :

PAPT =

2. Si la matrice A est une matrice J-triangulaire supérieure, alors la matrice PAPT est
une matrice triangulaire supérieure tel que

PAPT =

3. Si la matrice A est une matrice J-triangulaire, alors la matrice A~ est une matrice
J-triangulaire.

4. Si les matrices A et B sont deux matrices J-triangulaires, alors la matrice AB est une
matrice J-triangulaire.

5. Si la matrice A est une matrice de J-Hessenberg et la matrice B est une matrice
J-triangulaire, alors les matrices AB et BA sont deux matrices de J-Hessenberg.

1.4.1 Lamatrice symplectique

Définition 1.4.4. Une matrice réelle S € R*"** est dite symplectique si et seulement si elle
satisfait la condition
§'8 = L,

ou de facon équivalente
§'J2nS = Jok»

avec
S =158 Jon.
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Proposition 1.4.1.

1. Soient A € R?™*?k et B € R***2P deux matrices symplectiques, alors la matrice
AB € R?"™2P est aussi une matrice symplectique.

2. Toute matrice A € R*"?K symplectique est inversible et la matrice inverse A~ est

donnée par son adjoint tel que
A =A =1, 8 Ty
3. Soit A € R*™?k yne matrice symplectique réelle. Alors,
det(A) = £1.

Preuve.

1. Soient A et B deux matrices symplectiques, alors

(AB)' J2n(AB) = B' (A" J2, A)B
=B'JxB
= J2p.
Donc, la matrice AB est symplectique.
2. Soit A une matrice symplectique, alors A/ A = L. Ainsi, A~ = A/ = J, ST J»,.

3. Soit A une matrice symplectique, alors A" JA = J. En passant au déterminant nous
avons det(ATJA) = det(AT) det(J) det(A) = det(J) det(A)? = det(J). Par conséquence,
det(A) = +1.

O

Remarque 1.4.1. Une matrice A est dite triviale si elle est a la fois symplectique et
J-triangulaire et a la forme
cl! F
A= ,
[0 o
avec les blocs C, F € R™*" sont des matrices diagonales.
Les matrices symplectiques peuvent étre considérées comme les matrices orthogo-

nales par rapport au produit antisymétrique (.,.) ;. Nous rappelons que les matrices sym-
plectiques sont également appelées les matrices J-orthogonales.

Définition 1.4.5. Soit A € R*"*2" yne matrice. La décomposition SR consiste a écrire la
matrice A comme produit de deux matrices tel que

Ri1 R
A:SR:S( 1 12):5 0

R>1 Ry

A\

0
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1.4 Les matrices structurées

sachant que S € R*™2" est une matrice symplectique et R € R>"*2" est une matrice

J-triangulaire, c’est-a-dire les blocs Ry 1, Ry2, Ro» sont des matrices triangulaires supérieures
et le bloc Ry, est une matrice strictement triangulaire supérieure avec R;j € R"™*",

Presque chaque matrice A € R?"*2" peut étre décomposée en SR. La décomposition
SR est essentiellement unique au sens symplectique. Nous rappelons que la décompo-
sition SR a été introduite pour la premiere fois par Della-Dora [47, 48]. Contrairement a
la décomposition QR, cette décomposition n’existe pas toujours puisque I’ensemble des
matrices qui peuvent étre décomposées de cette maniere est dense dans R?"*2",

Théoréme 1.4.1. Soit A € R*™*2" yne matrice non singuliere. Alors, il existe une matrice
symplectique S et une matrice J-triangulaire R telle que A = SR si et seulement si tous les
principaux mineurs de dimension paire de la matrice PA' JAPY sont non nuls oii P est la
matrice de permutation (1.2). Lensemble des matrices de taille 2n x 2n décomposables en
SR est dense dans R*"*?",

Remarque 1.4.2. Les valeurs propres d’'une matrice symplectique A se présentent en paires
réciproques (en paire {A,A"'} si A est une valeur propre réelle ou imaginaire pure et en
quadruple (A, A", A, A7} si A est une valeur propre complexe avec une partie réelle non
nulle), c’est-a-dire si A est une valeur propre de la matrice A avec vecteur propre v, alors
AL est aussi une valeur propre de A avec un vecteur propre a gauche Jv?'.

1.4.2 Lamatrice Hamiltonienne
Définition 1.4.6. Une matrice réelle H € R*"*?" est dite matrice Hamiltonienne si
H =-H,
c'est-a-dire
Hj=(H]".

En effet, toute matrice Hamiltonienne s'écrit sous la forme :

A
H= (Q —iT) (1.11)

avec les blocs G et Q sont deux matrices symétriques G=G', Q= Q" et A, G, Q e R™",

Proposition 1.4.2.

— La transposée d’'une matrice Hamiltonienne est une matrice Hamiltonienne.
— La trace d’'une matrice Hamiltonienne est nulle.

— Les valeurs propres d’'une matrice Hamiltonienne se présentent en paires {A, — A} pour
les valeurs propres réelles et purement imaginaires et en quadruples {A,—A, A, —A}
pour les valeurs propres complexes avec une partie réelle non nulle. Autrement dit, le
spectre de toute matrice Hamiltonienne est symétrique par rapport aux axes des réels
et des imaginaires.
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Remarque 1.4.3.

— Si A est une matrice Hamiltonienne et S est une matrice Symplectique, alors S™1 AS
est une matrice Hamiltonienne.

— Si une matrice T a la forme Hamiltonienne et J-Hessenberg, alors T est une matrice

J-tridiagonale :

a c1 by
ap by
T b1
T = an bn- Cn
q1 —a
qz —ap
qn —ap

— Si T est une matrice J-tridiagonale (Hamiltonienne et J-Hessenberg), alors

a; C1 0 bl 0 0
qaq —-a 0 0 0
0 bl ay C2 0 bg
PTPT _ N ‘e *e *. ‘e s *. 0 ’
. . . . . . bn—l
0
: - bp-1 an ¢y
avecP = [e},es,...,€5-1,€2,€4,...,€2,] € RZW2" o5t g permutation de (1.2).

1.4.3 Lamatrice anti-Hamiltonienne

Définition 1.4.7. Une matrice réelle H € R2" 2" ost dite matrice anti-Hamiltonienne si

H =H,
c'est-a-dire
HJ=~(H]".
En effet, toute matrice anti-Hamiltonienne s'écrit sous la forme :
A G
H= 1.12
o ) 42

avec les blocs G et Q sont deux matrices antisymétriques G = —G', Q = —Q" et les matrices
A, G, Qe R™ ",
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1.5 Les transformations de Householder symplectiques

Proposition 1.4.3.

— Si la matrice A est une matrice Hamiltonienne, alors la matrice A® est une matrice
anti-Hamiltonienne.

— Sila matrice S est une matrice symplectique, alors la matrice S+ S™! est une matrice
anti-Hamiltonienne.

Preuve.

— Soit la matrice B = A% et comme la matrice A est une matrice Hamiltonienne, alors
A’ = — A. Ainsi, nous avons B = A’ A = A2 = B. Donc, B/ = B et par suite la matrice
A? est une matrice anti-Hamiltonienne.

— Nous avons (S+S 1)/ =8+ =8 +5S=S+S"L. Donc, la matrice S+ S ! est
une matrice anti-Hamiltonienne.

O

1.5 Les transformations de Householder symplectiques

Soit R un espace vectoriel tel que v est pair pour 'espace vectoriel symplectique.

Définition 1.5.1. Soit la transformation T : R — RY est dite une transvection si elle vérifie
JveR",VxeR", T(x) =x+@X)v,
avec @ est une forme linéaire.

Une transvection orthogonale T est fréquemment appelée transformation de House-
holder. Elle est de la forme

T=1-2vv", avecveR", v v=1. (1.13)
Ce qui nous amene a la définition suivante :

Définition 1.5.2. Une transvection symplectique est appelée transformation de Househol-
der symplectique.

Lemme 1.5.1. Une transvection T est dite symplectique si et seulement si elle est de forme

J

T=1+cvv’, avecceRetveR’ tel quev est paire. (1.14)

Le vecteur v est appelé la direction de la transformation T.

Preuve. Soit T une transvection symplectique. De plus,T est une isométrie par rapport
au produit scalaire antisymétrique (.,.) ;. Alors, nous avons

VxeR, Vy e R (T(x), T(y); = (x,7);.
En simplifiant par x’ y et en utilisant v/ v = 0, nous obtenons

VxeR*, VyeR* ¢x) v’y = (1)1 x.
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Soit ¥ € R*" tel que v’ yy # 0. Nous obtenons ¢(x) = w v’ x. Ainsi, Ic € R tel que
v’ Yo

T=I+cvv.

Réciproquement, I + cvv’ est évidemment une transvection symplectique. O

Proposition 1.5.1. La transformation de Householder symplectique T = I + cvv’ satisfait
T/ =1-cvv/.

Nous pouvons noter que les expressions algébriques des transvections orthogonales
et symplectiques sont fondamentalement différentes.
Dans le cas Euclidien, nous avons le théoreme suivant :
2z N . . . . y - X .
Théoréme 1.5.1. Il existe une transvection orthogonale T de direction v = ﬁ qui
Y= Xll2
transformex en y si|xll2 =1y l2.

Preuve. Soit T une transvection orthogonale donnée par (1.13) avec une direction v =

-X
—” y B Comme nous avons || v|, =1, alors T(x) = x + 2vvT. De plus, nous avons vix=
y—Xli2
T 2 T 2
x— x| x—|lx|l 1
y X710 etla condition || x|» = || yll, implique que vvlx = (y—x)y—z2 =—=(y—x).
ly—xl2 ly—xl5 2
Donc, nous avons le résultat T(x) = x +2vvix=x+ (y—x) = y. O

Dans le cas symplectique nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 1.5.2. Il existe une transvection symplectique T qui transformexeny six =y
ou bien si x’y # 0 de direction y — x. De plus, dans le cas ot X’y # 0 la transvection est
donnée par

1 J
T= I—T(y—x)(y—x) .
Xy
Preuve. Dans le cas ou x = y, le résultat est évident. Nous supposons que x # y et nous

posons que
T=I+cly-x)(y-x).

Pour y = T(x) = x+c(y— x)(y — x)/ x, nous avons y — x = c(y — x)(y — x)/ x = c(y — x) ¥ .
1

1
Alors,c= —=———. O
yvx o Xy

Théoreme 1.5.3. Tout vecteur non nul x peut étre transformé en un vecteur non nul y par
au plus deux transvections symplectiques.

Preuve. (voir [102]) O
Théoréme 1.5.4. Toute transvection symplectique T est une rotation etdet(T) = 1.

Preuve. Soit la transvection symplectique T, = I+ cvv’/. Comme T, C] T. = I, alors nous au-
rons det(T)? = 1. Donc, nous obtenons det(T) = +1. Puisque T, = TEZ, alorsdet(T)=1. O
2
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1.5.1 Les transformations de Householder symplectiques optimales

Lemme 1.5.2. Soit T une transformation de Householder symplectique non triviale, c’est a
direc#0etv #0, tel que

T=I+cvv’

alors le conditionnement de cette transformation selon la norme ||.||, est:

2+l + /vl +4c? vl
Ko (T) = . (1.15)
2+ 2 vlg - \/cHlvIg +4c I

Dans ce cas, pour minimiser le conditionnement de la transformation T, il suffit de mini-
miser ¢ v|5.

Preuve. Soit T = I+ cvv’ une transformation de Householder symplectique. Linverse de
cette transformation est 77! = T/ = J'TTJ. Ainsi | T |, = | Tl = | Tll2. Donc

Ko (T) = I Tl T 2 = I TII5.

Par suite, la minimisation de conditionnement de T est équivalent a la minimisation de
lanorme de T.

T'T = I+ cvv))T (I + cvv/)
=+ cvaDT(I+cva])
= +cJ vvHT +cvv'))
=I+cvvJ+cJ vt + A vvl vty
=1+ cva]+ c]Tva+02||u||§]Tva].

Cette matrice est unitaire et similaire a la matrice

1 —cllvl} 0
A= |-clvl; 1+c*lvl; of,
0 0 I

avec la matrice unitaire de similarité qui est sous la forme :

Q=|m; Q)

En effet,
T A
; 1 —clvl; 0] | mur
T _ v v | _ 2 2 4 T
QAQ" =i i Q| [-elviz 1+cuid of |2L 1,
0 0 1] | gof
T
o~ cllvlzv' gt
—|v_ Jv ! T 7T
_[llvllz [ Q] —cllvllzv™ + -+ lvl3vT T
QIT
1

1
= 2va—cva]T—c]va+—2
w2 V|2

=1+ cva]+ c]Tva+02||v||§]Tva].

ToT 20,2 T ;T
Jvv I  +clvlsJvv T +1,
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Il est clair que la matrice A admet 1 comme valeur propre de multiplicité 2n — 1. Les

.. [ . s
deux autres valeurs propres : soit (a ) un vecteur propre associe a la valeur propre A tel
2

2 _
{ ar—cllviza: = Aay
2 2 4
—cllviza +az +cllvlzaz = Aas

2

1 —cllvl;
2 2 4
—cllvl; 1+colvl;

Ceci est équivalent a

SiA=1alors a; = a, =0.Sinon, si A # 0 nous aurons

2
o dw%
1= 2
2 2 4 (1_A)
—clvliar +az+cvilae = Aaz
D’ou,
2 2 4
—cllvlzar + az + cllviyaz = Aaz
1
2 4 2 4
- c“lvilzaz + az + clvl,az = Aaz
1
2 4 2 4
- clvls+az+cllvlls, —A=0
vl +1=A+cElvlls - Ac®vl; —A+A%*=0
A2 =2+ vl3A+1=0.
Ainsi,
2 452
A=@2+c vl -4,
4 8 2 4
=c llvlz +4c(vll;.
Dongc,
2 4
2+l — /e vIG +4c vl
Alz <],
2
2 4
2+l + 1/t lvl§ +4c vl
AZZ > 1.
2

Ainsi, sachant que 1 est une valeur propre de multiplicité 2n — 2, et comme de plus 1,
et A1, sont deux valeurs singuliers tel que A, = 14, alors

Ro 2+IVIE+y/c vl +4c vl

Ko(T) = 22 = :
M2k eoly- el ac v
Soit la fonction
() 2+ x+Vx?+4x
X) = ’
2+x-Vx?+4x
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oux=0.
La dérivée de cette fonction est :

8
\/x2+4x[2+x—\/x2+4x]2,

c’est d'une fonction strictement positive pour tout x = 0. Le minimum de #(x) est atteint
pour x =0.
Donc, pour minimiser

f'(x) =

2 4
2+l + /vl +4c? vl
o(T) =

)
2+ 2 vlg—/cHvIg+4c vl

il suffit de minimiser ¢?||v|3. O

Remarque 1.5.1. Les valeurs propres A, et A, vérifient que A1 = 1.

1.6 Lesmatrices des transformations élémentaires symplec-
tiques

En fait, nous utilisons trois types des transformations :
Le premier type c’est

_ (diag(Ik-1,,P) 0

H(k, w) 0 diag(Ix-1,P))’

avec

P=I-2ww'/w w, weR" 1

Cette transformation H(k, w) est la somme directe de deux matrices n x n de House-
holder ordinaires [116]. Nous notons par H(k, w) la transformation de Householder sym-
plectique au sens de Van Loan. Remarquons que

H(k,w)e; = e;,

pouri=1,....,k—letpouri=n+1,...,n+k—-1.
Le deuxieme type est

c S
](k,c,8)=(_s C),

avec

et

C =diag(x_1,¢,In_k) = I, + (c— Dege,,

S =diag(0x_1,$,0,-k) = seker,g,
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pour k€ {l,...,n}, s,ceRet C,S e R"*",

Cette transformation J(k,c, s) est une transformation de Givens symplectique, c’est
une rotation 2n x 2n ordinaire de Givens dans les plans k et n + k [116]. Nous notons par
J(k, c, s) la rotation de Givens symplectique au sens de Van Loan.

Le troisieme type est la matrice transformation de Gauss symplectique
D Vv )

G(k, V) = ( 0 D_l

ou la matrice V est une matrice de taille n x n ot seulement deux entrées non nulles dans
les positions (k,k—1) et (k—1, k)

v
V=

T T
———|(ex-ref +exer ),
(1+v2)7

la matrice D est une matrice diagonale de taille 7 x n qui est différente de la matrice iden-
tité I seulement par les positions diagonales k-1 et k

D=I,+|——1]|(el_ ek_1+ekeT).
" (u+v%i ) ! ¢
Notons que
Dl v
-1 _
G(k,v) —( 0 D )

Remarque 1.6.1. Les matrices J(k,c, s) et H(k, w) sont deux matrices orthogonales et sym-
plectiques. La matrice G(k,v) est une matrice symplectique mais non orthogonale et

12(Gk, w) = (1 +vA) 2 +|vl.

Notons que Bunse-Gerstner et Mehrmann dans [40] ont référé aux matrices des trans-
formations élémentaires J(k,c, s), H(k, w) et G(k,v) par algorithme J, algorithme H et al-
gorithme G.

Les matrices J(k, ¢, s) seront utilisées pour mettre un zéro dans une entrée de la moitié
inférieure d'un vecteur.

Algorithme 1.1 Algorithme ]

Etant donné k tel que 1 < k < n. La matrice J(k, c, s) annule 'entrée de la position n+ k du
vecteur a € R?", c’est-a-dire si b = J(k, ¢, s)a, alors b, = 0.
1: Début
a=\/a;+a>,;
: 8Si a =0 alors
c=1;
s=0;
: Sinon

N gk w

®

10: Fin
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Les matrices H(k, w) sont utilisées pour éliminer des entrées dans la moitié supérieure
d’un vecteur.

Algorithme 1.2 Algorithme H

Etant donné k tel que 1 < k < n et un vecteur a € R?". Cet algorithme détermine
w=(Wk,...,w,)T eR" ¥ 1! tel quesi b= H(k, w)a, alors b; =0 pour i€ {k+1,...,n}.
1: Début
a=,/ai+...+a5;
wi = alk) +sign(a(k))a;
Pouri=%k+1,...,nfaire
Wi = ai;
Fin Pour
Fin

Les matrices G(k, v) sont utilisées pour mettre un zéro dans les entrées qui ne peuvent
pas étre annihilées par des matrices d’éliminations symplectiques orthogonales. Les ma-
trices G(k, v) sont utilisées pour éliminer une entrée dans la moitié supérieure d'un vec-
teur spécial.

Algorithme 1.3 Algorithme G

Etant donné k tel que 1 < k < n et un vecteur a € R>" avec a,,,_; = 0 seulement si a;. = 0.
Cet algorithme détermine v tel que si b = G(k, v) alors by = 0.

: Début

: Si (a ==0) alors

v=0;
: Sinon
V=—

’
... Gnik—1
6: Fin Si

7: Fin

1.7 Les matrices de Toeplitz, Hankel et Bézout

Définition 1.7.1. La matrice T = [t,-,j] est une matrice de Toeplitz si t; j = tivk,j+k pour
tout k positif, c’est-a-dire les entrées de la matrice T sont constantes sur les diagonales des-
cendantes. La matrice de Toeplitz est donc completement définie par sa premiére ligne et sa
premieére colonne. La matrice de Toeplitz est sous la forme :

fo [ e+ eee e Bon
h Ty
T =(ti-))} 20 =
I
In-1 In-2 i lo
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Définition 1.7.2. La matrice H = [hi,j] est une matrice de Hankel, si hj j = hj_, j+r pour
tout k, c’est-a-dire les entrées de la matrice H sont constantes sur les antidiagonales. La
matrice de Hankel est completement définie par sa premiere ligne et sa derniére colonne.
La matrice de Hankel est sous la forme :

ho hy hy - -+ hy_
_ h '
H= (hi+j)Zjio = ?
hp_1 hy -+ -+ - hop

Corollaire 1.7.1. Une matrice carrée de Hankel est une matrice symétrique.

Définition 1.7.3. Une matrice de Fourier d’ordre n est sous la forme :

1 e e 1
n-1
Fom sz | T
b — < <n— e — .
" N shy=n vn :
-1 (n-1)?
1 ol wy

avec w,, est une racine n'*¢™¢ de l'unité.

Définition 1.7.4. La matrice de Frobenius (ou bien la matrice compagnon) associée au

polynéme unitaire u(x) = g’,o uixt = xM+ rTlZ_Ol u;x' est sous la forme:
i= i=
0 e 00—
1 . R T
Fy=1 0
: . .0 :
0 -+ 0 1 —upm,

1.7.1 Lamatrice de Bézout associée a deux polynémes

Dans ce paragraphe nous présentons quelques définitions de la matrice du Bézout et
ses propriétés :

n . m .
Définition 1.7.5. Soient u(x) = Y u;x' etv(x) = Y, v;x' deux polynémes avec n = m. Nous
i=0 i=0
appelons matrice de Bézout associée aux deux polynomes u(x) et v(x) la matrice symé-
trique :
boo -+ bon-

B(u,v) = : : , (1.16)

bp-10 *+ bu-1,n-1
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avec les entrées b; ; sont définis par l'expression de Cayley tel que :

u@vy)-u@rvx = o
= ) bijx'y, (1.17)
=y i,jzz'o Y

y"'rxn_l]B(u; U)[lyy,yz,"',yn_l]T- (118)

b(x,y) =

=1, x,x*

D'oit B(u,v) = (b; j)i,j-

Définition 1.7.6. La représentation matricielle : la matrice de Bézout est représentée par :

B(u,v) =uH(uy,...,un)ul(vy,...,vnp-1) —uH(1,...,v)uT (up,..., Up-1), (1.19)
ul cee un UO “ee vn_l Ul e vn uo e un_l
B(ur U) = E - - : )
Up 0 0 Vo Un 0 0 Uop
telle que pour m < n les coefficients v 41, ..., Uy Sont supposés nuls.

Remarque 1.7.1. Nous remarquons que :

ul un
B(u,1) = uH(uy,...,uy) = Lo , (1.20)
Up 0

B(u,x™)=—-1H(uy,...,uy-1) = — : . (1.21)

uO coe un_l

Définition 1.7.7. Les composantes de la matrice de Bézout B(u, v) sont récursivement cal-
culées avec l'équation suivante :

bi,j+1=bis1,j+Uuivj—ujv;,
tels que by 41,k = bo,x =0 pour touti, j et vy =+ =0, =0.

Proposition 1.7.1. Nous avons les propriétés suivantes :
1. La matrice B(u, v) est une matrice symétrique d’ordre N ott N = max(n, m).
2. B(u,v) =-B(v,u).
3. B(u,v) est linéaire par rapport aux polynémes u et v tels que :
B(au+ Bf,v)=aB(u,v)+ BB(f,v),
B(u,av+pBg) =aB(u,v)+ pB(u,g),
pour tout f(x) et g(x) deux polynémes et pour tout « et  deux scalaires.

Remarque 1.7.2. Sin=m alors B(u, v) = B(u(x), u(x) mod(v(x))).
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Proposition 1.7.2. Soient u(x) et v(x) deux polynémes, alors nous avons les propriétés sui-
vantes :

1. la matrice B(u, v) est inversible si et seulement si les polynémes u(x) et v(x) sont pre-
miers entre eux.
dim(ker(B(u, v))) = deg(PGCD(u, v)). (1.22)

2. La matrice du Bézout associée aux polynomes u(x) et v(x) peut étre factorisée comme
suit :
B(u,v) = B(u, 1) v(F,). (1.23)

m

ot v(Fy,) = Y. vi(F,)™ et u(x) est supposée étre unitaire avec F,, la matrice de Frobe-
i=0

nius associée au polynéme unitaire u(x).

1.7.2 Lamatrice de Hankel associée a deux polynomes

Dans ce paragraphe nous présentons quelques définitions de la matrice du Hankel et
ses propriétés :

n . m .
Définition 1.7.8. Soient u(x) = Y u;x', v(x) = Y v;x' deux polynémes avec n = m. Nous

i=0 i=0
appelons matrice du Hankel associée aux polynomes u(x) et v(x) la matrice symétrique
ho  hi - hpa
H(u,v) = H(ho, "+, hap-2) = h_l h?‘_ h” , (1.24)
hn—l hn e h2n—2
telle que les h; sont définies par
v(ix) &, i
Rx)=——=) h;x ' (1.25)
u(x) i;’) l

La définition originale est définie pour n > m. Mais pour travailler avec des polynémes
du méme degré, nous utilisons la remarque suivante pour étendre la définitiona n=m:

Remarque 1.7.3. Dans le cas oit n = m, soient

v(x)=v(x)— U—mu(x)
Un

et
v(x) v D(x X ;
R(x):L:—m+L:h0+Zh,—x",
ulx) u, u(x) ]
avec hy = Z—’Z Ainsi, la matrice de Hankel associée aux deux polynomes u(x) et v(x) est sous
la forme:

W hy - hy,
P L R
hy hpar -+ hopa

Par suite, H(u, v) = H(u, vmod(u)) = H(u, 0).
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Les coefficients de la matrice de Hankel H(u, v) sont liés aux coefficients des deux
polyndmes u(x) et v(x) par les systemes linéaires suivants :

un—l un hz _ Un_z
Up—2 Up-1 Up h3 | vu-3 |’ (126)
avec la convention que u; = v; =0 pour j <0 et v; =0 pour i > m.
Ou bien
hl hz e hl’l i hn+1
oo " =—un| = | (1.27)
hn hpir - hop-1) \Up-1 han
Ou bien
Un_1 hh 0 --- 0 0,
Un-2 hy hy . Up—1
= c Tl (1.28)
SR 0 :
Vo h, - - I uy

Ainsi, si la matrice de Hankel est une matrice triangulaire inférieure

0 0 h,
H= hn+1 ,
o .7 . :
hn hn+l h2n—1
alors
Vo1 0 -+ - 0 U, 0
Un-2| N | R 227 B :
0 .o i|] 0
Vo h, 0 - 0 U hau,

Par suite, v(x) est constante. Soit alors v(x) = vg=1d'ou u, = th et

0 0 h,
H=H(u1) = h'f“

0 ot

hn hpi1 -+ hap—a

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques outils nécessaires qui seront utiles
pour la suite. Nous avons aussi rappelé quelques définitions et certaines propriétés des
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matrices structurées telles que les matrices symplectique, Hamiltonienne, anti-Hamilto-
nienne, J-Hessenberg, Hankel, Bézout, etc.
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Chapitre

La décomposition SR

« Tell me and I forget, teach me
and I may remember, involve me
and I learn»

Benjamin Franklin (1706-1790)
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Chapitre 2. La décomposition SR

2.1 Introduction

La décomposition SR est une étape fondamentale pour résoudre de nombreux pro-
blémes dans l'algébre linéaire ou les méthodes de préservation de la structure sont sou-
haitables.

Rappelons que la décomposition SR d’'une matrice réelle A € R?"*2" avec m = n et
rang(A) = 2n, consiste a écrire cette matrice comme produit de deux matrices S et R tel
que A = SR, avec la matrice S est une matrice symplectique (J-orthogonale, S/S=1Detla
Rii Ry2
Ro1 Ry
trices triangulaires supérieures et R»; est une matrice strictement triangulaire supérieure.
Ainsi,

matrice R est J-triangulaire : R = ( ), tel que les blocs R;1, Ry2, R sont des ma-

A=SR=S§

0
N
0

La décomposition SR a été initialement introduite par Della-Dora [47, 48]. Cette dé-
composition est impliquée dans des nombreuses méthodes de préservation de la struc-
ture afin de préserver les propriétés géométriques de certaines fonctions matricielles ou
dans les méthodes de type QR symplectiques pour résoudre le probleme symplectique de
calcul des valeurs et/ou des vecteurs propres d'une classe importante de matrices structu-
rées, telles que les matrices Hamiltoniennes, anti-Hamiltoniennes et symplectiques [15,
18,19, 52,90, 114, 116].

Nous pouvons voir la décomposition SR comme l’analogue de la décomposition QR
dans le cas Euclidien, mais en considérant I'’espace symplectique : c’est-a-dire I’espace
linéaire muni d'un produit scalaire antisymétrique (.,.); au lieu du produit scalaire usuel.
Le groupe orthogonal correspondant, avec respect au produit scalaire antisymétrique, est
appelé le groupe symplectique. Contrairement au cas Euclidien, ce groupe n’est pas com-
pact. Une détermination numérique de la forme canonique pour les matrices symplec-
tiques a été introduite par Godunov et Sadkane dans [59].

Les méthodes générales de type QR, dans lesquelles les décompositions QR sont rem-
placées par d’autres décompositions, ont été étudiées par plusieurs auteurs [47, 52, 81,
116]. Ces décomposition doivent satisfaire plusieurs conditions pour conduire a un pro-
cessus de calcul raisonnable. Deux types de décompositions symplectiques pour les ma-
trices arbitraires de taille paires 27 x 2n répondent a la plupart de ces exigences, voir [38].
La premiere version d’entre elles est la décomposition SR unitaire tel que A = SR, ou la

Rii Rz )
Ry Ry )
ou les blocs Ry et Ry; sont des matrices triangulaires supérieures et la matrice Ry; a une
diagonale nulle. L'autre version est la décomposition SR tel que A = SR ou1la matrice S est
une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire supérieure. Cette
derniére a déja été introduite par Della-Dora dans [47] et elle peut en effet servir comme

matrice S est une matrice symplectique et en plus unitaire et la matrice R = (
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2.1 Introduction

une base pour les méthodes de type QR. Une version modifiée de cette méthode géné-
rale a été étudiée par Mehrmann dans [81]. La décomposition SR préserve la structure
symplectique et permet de développer des implémentations rapides et efficaces.

Dans le cas Euclidien, le calcul de 1a décomposition QR est géré par deux types d’algo-
rithmes. Le premier type est effectué par un processus d’orthogonalisation de type Gram-—
Schmidt [27, 28, 29, 30]. Ainsi, I’algorithme est plus sensible aux erreurs numériques alors
que la version modifiée améliore sa performance [7, 30, 46]. Le deuxieme type est effectué
par des transformations de Householder [60, 97, 117, 118]. Puisque ce dernier est obtenu
par un produit de matrices orthogonales, alors I’algorithme est plus précis.

Dans le cas symplectique, la décomposition SR peut étre effectuée par deux types
d’algorithmes. La premiere classe via I’algorithme de Gram-Schmidt symplectique (SGS)
[99, 107]. Ces algorithmes et leurs versions modifiées sont habituellement impliquées
dans les méthodes de sous-espaces de Krylov [18, 19] qui préservent la structure, pour les
matrices structurées, creuses et de grandes tailles. La deuxiéme classe est construite a par-
tir d'une variété de transformations élémentaires symplectiques. Chaque choix, de telles
transformations, conduit a une décomposition SR correspondante. Comme ces transfor-
mations élémentaires sont assez hétérogenes, la décomposition SR est considérablement
influencée par leur choix.

Dans la littérature, les transformations élémentaires symplectiques impliquées dans
la décomposition SR peuvent étre divisées en deux sous-ensembles. Le premier sous-
ensemble est constitué de deux types de transformations symplectiques et orthogonales a
la fois, introduites dans [90, 114] pour calculer une décomposition de Schur ou I'approxi-
mation de toutes les valeurs propres d’'une matrice Hamiltonienne; et d'une troisieme
transformation symplectique, mais non orthogonale, a été proposée par Bunse-Gerstner
et Mehrmann dans [40]. En effet, Bunse-Gerstner a montrée dans [38] que la décompo-
sition SR d’'une matrice générale ne pouvait pas étre réalisée en utilisant uniquement
les transformations ci-dessus a la fois orthogonales et symplectiques. Pour corriger cette
lacune, la troisiéme transformation symplectique, non orthogonale a été ajoutée. L'algo-
rithme SRDECO, basé sur ces trois transformations, a été proposé par Bunse-Gerstner et
Mehrmann dans [40], ce qui généralise la méthode de Paige et Van Loan [90]. L'algorithme
SRDECO est destiné pour étre utilisé dans I'algorithme SR, seulement il est tres cotiteux.

De point de vue algébrique, la décomposition SR par I’algorithme SRDECO ne corres-
pond pas a I'analogue de la décomposition QR via Householder, parce que I'algorithme
SRDECO implique des transformations qui ne sont pas une modification élémentaires
de I'identité par une matrice de rang un, voir [5, 60].

Le deuxiéme sous-ensemble est constitué par des transformations analogiques aux
transformations de Householder dans I'espace linéaire symplectique. Ces transforma-
tions, qui sont juste une modification de l'identité par une matrice de rang un, sont ap-
pelées les transformations de Householder symplectiques. L'algorithme SRSH pour cal-
culer la décomposition SR a été proposé dans [102] en utilisant des transformations de
Householder symplectiques. Contrairement a la décomposition QR de Householder, I'al-
gorithme SRSH comporte des parametres libres et les avantages proviennent de ce fait.
Ces parametres peuvent étre déterminés de maniere optimale en fournissant une ver-
sion optimale SROSH de cet algorithme. La décomposition SR par I'algorithme SRSH ou
SROSH correspond al’analogue de la décomposition QR via Householder.
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Les aspects computationnels et les comparaisons numériques entre les algorithmes
SGS et SROSH ont clairement montré la supériorité de ’algorithme SROS H par rapport
al’algorithme SGS; et aussi que les algorithmes SROSH et SRDECO se comportent de fa-
con similaire, sauf quand 'algorithme SRDECO sera instable numériquement ou méme
quand il s’arréte sans donner une décomposition SR.

Presque toute matrice A peut étre décomposée, A = SR, en un produit d’'une matrice S
symplectique et une matrice R J-triangulaire supérieure. Contrairement a la décomposi-
tion QR, la décomposition SR n’existe pas toujours. En effet, 'ensemble des matrices, qui
peuvent étre factorisées de cette maniere, est dense dans R?**2" [38]. Alors que la décom-
position QR est généralement considérée pour les matrices dans R et C, la décomposition
SR n'est généralement pas pris en compte pour les matrices complexes A € C>"*2"_Cela
est di au fait que I'ensemble des matrices, qui ont une décomposition SR (A = SR), ol
SHJS = Jou S"JS = -], n'est pas dense dans C*"**"* [38].

En outre, soit A une matrice inversible. Il existe une matrice S symplectique et une
matrice R J-triangulaire supérieure tel que A = SR si et seulement si tous les mineurs
principaux dominants de dimension paire de la matrice PAT JAP' sont non nuls.

Si la décomposition SR existe pour une matrice A, alors les autres décompositions
SR de la matrice A peuvent étre construites a partir de celle-ci en passant des facteurs
triviaux, c’est-a-dire des facteurs symplectiques et J-triangulaires a la fois. Autrement dit,
si la matrice D est une matrice triviale, S = SD™! et R = DR, alors A = SR est une autre
décomposition SR de la matrice A. Dong, si la matrice A est inversible, alors c’est la seule
facon de créer d’autres décompositions SR. En d’autres termes, la décomposition SR est
unique dans ce sens.

2.2 Gram-Schmidt symplectique

Dans le cas classique, soit A une matrice de R”*" tel que rang(A) = m. L'algorithme
de Gram-Schmidt classique (GS) calcule la décomposition :

A=QR,

ol la matrice Q = [qy, ..., gm] € R"*"" a des colonnes orthonormées et la matrice R est une
matrice triangulaire supérieure. Ce processus d’orthogonalisation est un élément crucial
dans les méthodes d’Arnoldi et de Lanczos [60, 97].

Dans le cas symplectique, son analogue est la décomposition SR a travers I’algorithme
de Gram-Schmidt symplectique qui a été introduite par Salam [99]. C’est un processus
d’orthogonalisation de type Gram-Schmidt d’'un ensemble des vecteurs relatifs au pro-
duit scalaire antisymétrique (.,.); avec préservation de la structure. Il existe deux versions
de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique SGS, la version classique SGS (parfois
notée CSGSY) et la version modifiée MSGS. Dans 'arithmétique exacte, les deux algo-
rithmes sont équivalents, mais ils ont des comportements numériques tres différents.
Comme dans le cas Euclidien, 'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifiée
MSGS est plus stable que la version classique.
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2.2 Gram-Schmidt symplectique

Soit A une matrice telle que A = [a, a, ..., azp] € R2"*2P alors I'algorithme de Gram-
Schmidt symplectique calcule la décomposition :

A=SR,

tel que la matrice S = [vy, v, ..., U2p] € R2"*2P est une matrice symplectique et la matrice
R € R?" est une matrice J-triangulaire supérieure. En effet, 'algorithme dans sa version
colonne consiste a calculer une séquence des matrices :

A=AD AP A® AP =g,

ot la matrice AY) intermédiaire est sous la forme :

, () §))

) ()
J )-

Ay e g
Ainsi, les matrices S et R sont générées deux colonnes par deux colonnes. A la jitme

étape de I'algorithme, les deux colonnes [a;] ) a;]ij] se transforment aux deux colonnes

[vj, vp+ ] par la factorisation SR élémentaire ESR

0 ()
la!, a’ -]=[vj,vp+j](

Tjj Tip+j
i Tp ’

0 T'p+j,p+j

2.2.1 Lafactorisation SR élémentaire (ESR)

La factorisation SR élémentaire ESR consiste a écrire deux colonne arbitraire [a;, a,]
comme produit de deux colonnes symplectique [v;, ] et une matrice de taille 2 x 2 tel
que
ri T2 )

(a1, az] = vy, Vo] ( 0 1y

Soit £ un espace engendré par les deux vecteurs u; et u, de R?" tel que nous no-
tons £ = vect{uy, up}. Lespace £ de R2" est un espace non-isotrope si et seulement si
(u1, up)y # 0. La matrice [u;, up] € R2"*2 est une matrice symplectique si et seulement si

T _
uy Jup = 1.

Soit la matrice A, = [a, a] € R?"*?, et supposons que 1'espace vect(A;) est non-iso-
trope. Alors il existe deux matrices : une matrice V; = [vy, v2] € R271%2 symplectique et une
rni Tn

matrice R; = ( 0 -
22

) € R?*2 triangulaire supérieure, telles que

A1 =W"R. (2.1)

Nous référons a cette décomposition (2.1) en tant que la factorisation SR élémentaire de
la matrice A; et nous la nommons ESR.

Cette factorisation n’est pas unique puisque les coefficients r1; # 0 et r;2 peuvent étre
choisis arbitrairement en vérifiant que ry722 = af Ja.

Pour une matrice A; € R?"*2, I'algorithme qui calcule cette factorisation SR élémen-
taire ESR en satisfaisant 'équation (2.1) est le suivant :
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Chapitre 2. La décomposition SR

Algorithme 2.1 Algorithme de la factorisation SR élémentaire ESR

Cet algorithme calcule la décomposition SR élémentaire ESR de la matrice

Ay = [a1,ap] € R?™2 tel que A, = V4R avec la matrice Vi = [v1, 1»] € R?™2 est une

matrice symplectique et la matrice R; € R?*? est une matrice triangulaire supérieure sous
ri T2

0 22 )

la forme R; = (

ENTREE(S) : Deux vecteurs qui forment la matrice A; = [ay, a»] € R>"*2,
SORTIE(S) : Deuxmatrices V; = [v1, 1»] € R?"*2 et R; € R>*? respectivement symplectique
et triangulaire supérieure telles que A; = V1 R;.

1: Fonction [V}, R;] = ESR(A;)
2: [den,dep] = size(Ay);
3: n=den/2;
4: J=[zeros(n),eye(n);—eye(n),zeros(n)l;
5: V1 =zeros(den,dep);
6: Ry = zeros(2,2);
7: Choisir ry; arbitrairement tel que r1; #0
8 vi=aplr;
9: Choisir rq» arbitrairement
10 W =apx—r112V1,
11: 790 = UlT]w;
12: Si 92 # 0 (vect(A;) non-isotrope) alors
13: v =wlry;
14: Fin Si
15: Fin

Nous notons qu'il y a des différentes versions de la factorisation SR élémentaire ESR
proviennent des différents choix des parametres libres. J. Della-Dora (1975) dans [48], a
utilisé la décomposition SR élémentaire qui correspond aux choix r;; =1, rj2 = 0. A. Sa-
lam (2005) dans [99] a désigné par ESR1, la version de la factorisation SR élémentaire
ESR, ou les parametres libres r1; = | a, || et ry2 reste arbitraire. La deuxieme version ESR2
est une amélioration de ESR1, avec r11 = ||aill2 et ri2 = vlTag. La troisieme version ESR3,

ou ry; =/laj Jay| et 1, arbitraire.

2.2.2 Gram-Schmidt symplectique classique (SGS)

Soit la matrice A = [ay, az,..., dzp) € R?"*?P. Lalgorithme de Gram-Schmidt symplec-
tique classique calcule la décomposition SR de la matrice A tel que

A=SR,

avec S = [s1, $2,..., S2p] € R?"*2P est une matrice symplectique et R € R?” est une matrice
J-triangulaire supérieure.

La version colonne de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique classique est la
suivante :
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2.2 Gram-Schmidt symplectique

Algorithme 2.2 Algorithme de Gram-Schmidt symplectique classique SGS (version co-

lonne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R*"*2P tel que A = SR oul

la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.

ENTREE(S) : La matrice A= [ay,ay,...,dxp] € R21*2p

SORTIE(S) : Deux matrices S = [s1, $2,..., 2] € R**?P et R € R?P*2P respectivement sym-
plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S, R] = SGS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5:

J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
- 0 1 .
6: )1 —( 1 0 ),
7: R=zeros(den,dep);
8: S=zeros(den,dep);
9: W1 =[AG 1), AG,p+1)];
10: Si AG, DT x Jx AC, p+1) #0 (W) non-isotrope) alors
1: [SG[Lp+1D, R(L, p+1],[1,p+1D)] = ESR(A(1:den,[1,p+1]));
12: Sinon
13:  Arréter
14: Fin Si
15: Pour j =2: p faire
16: Pouri=1:j—1 faire
17: R({i,p+il,lj,p+jD =T xSG,li,p+il
18: Fin Pour .
19: Wj=AGLj,p+]D) —Zf;ll SG i, p+i) xR(i,p+il,[j,p+]jD;
2. SiW;(, DT x Jx W;(;,2) #0 (W non-isotrope) alors

W% Jx AG, [, p+ j1);

21: [SC,[j,p+jD, RUj,p+ jl,1j, p+ jD] = ESR(W));
22:  Sinon

23: Arréter

24: Fin Si

25: Fin Pour

26: Fin

Notons que SGS1 (SGS2, SGS3, respectivement) désigne la version SGS de 'algo-
rithme de Gram-Schmidt symplectique classique dans lequel la factorisation SR élémen-
taire ESR est remplacée par ESR1 (ESR2, ESR3, respectivement).

2.2.3 Gram-Schmidt symplectique modifié (MSGS)

Lalgorithme de Gram-Schmidt classique SGS est instable numériquement. Généra-
lement, il y a une perte de la J-orthogonalité comme dans le cas Euclidien. Un réarrange-
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Chapitre 2. La décomposition SR

ment du calcul, conduit a la version améliorée I’algorithme : Gram-Schmidt symplectique
modifié noté par MSGS.

La version ligne de I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié consiste a
calculer une suite des matrices A = AV, A® A® AP+ = § sachant que la matrice
AU est sous la forme :

i )] (@] @] ()
AD = [sl,...,sj_l,aj] ,...,apJ ,sp+1...,sp+j_1,ap]+].,...,a2]p].
(@] 0 () PR
Les colonnes Aieeyp Ay s Gy, SONT déja J-orthogonales par rapport aux colonnes

S1y+-+»8j=1,Sp+1-.-, Sp+j-1. Ces dernieres sont des colonnes finales de la matrice S. Dans la
jieme étape, les deux colonnes [s}, sp+ j] sont calculées par la factorisation SR élémentaire
ESR tels que

W G 4 _ Tjj Tip+j
la’",a -]—[sj,sp+j]( :
U 0 Tp+jp+j
Puis, les colonnes restantes a;] ), ety a;f), a;]i e aé]’z sont J-orthogonalisées par rap-

porta [sj, sp+jl, C'est-a-dire

(@U+D gU+D I

ik ri k
— — e . b bt
ak ’ap+k ]_[ak ’ap+k] [S]rsp+]]( ))

Fp+jk  Tp+jp+k
avec

T'jk T'jp+k
rp+j,k rp+j,p+k

() E))

= [sj,sp+j]][ak ,ap+k], pourk=j+1,...,n.

Il est intéressant de noter que la matrice AY) peut étre écrite sous la forme
() = AU+ p.
AV = AVTVR;,

avec la matrice R; possede les mémes lignes j et p + j comme la matrice J-triangulaire
supérieure R, mais elle correspond a la matrice unitaire ailleurs. Ainsi, a la derniere étape,
nous obtenons la décomposition

A=A" = A®R = A®RyR =...= AP*VR,...R = SR,

avec la matrice S est une matrice symplectique par construction et la matrice R est une
matrice J-triangulaire supérieure.

La version ligne de I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié est la sui-
vante :
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2.2 Gram-Schmidt symplectique

Algorithme 2.3 Algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS (version

ligne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R?"*2P tel que A = SR oi1
la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.
ENTREE(S) : La matrice A= [ay, ay,...,azp] € R21*2p.

SORTIE(S) : Deux matrices S =[s1,$2, ..., S2p] € R**?P et R € R*P*2P respectivement sym-

plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S,R] = MSGS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5:

J=lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
p— 0 1 .

6: J1 —( 1 0 ),

7: R=zeros(den,dep);

8: S=zeros(den,dep);

9: Pour j =1: n faire

%W, =[A(G 1), AG, p+ 1],

10 SiAG NI xJxAG,p+j)#0 (W; non-isotrope) alors

11: [SC,[j,p+jD, RUj,p+ jl,1j,p+jDl = ESR(AG,[j,p+ jD);
12:  Sinon

13: Arréter

14: Fin Si

15:  Pour k= j +1: n faire
16: R(j,p+jllk,p+kD) =] xSC,[j,p+ DT x T x AG, [k, p+ k]);

17: AG, Lk, p+ kD) = AG [k, p+ kD) =SCG[j,p+jl) xR(Uj,p+jl,lk p+KkD;

18:  Fin Pour
19: Fin Pour
20: Fin

La version colonne de I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS
est obtenue en échangeant I'ordre des calculs dans 'algorithme 2.3 afin que la matrice
R soit progressivement obtenu deux colonnes par deux colonnes. Ce qui nous ramene a

'algorithme suivant dans sa version colonne :
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Chapitre 2. La décomposition SR

Algorithme 2.4 Algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS (version co-

lonne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R?"*?P tel que A = SR oi1

la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.

ENTREE(S) : La matrice A= [ay,ay,...,dxp] € R21*2p

SORTIE(S) : Deux matrices S = [s1, 52, ..., S2p] € RZ*2P et R € R?P*?P respectivement sym-
plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S,R] = MSGS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5:

J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
- 0 1 .

6: 1 —( 1 0 ),

7: R=zeros(den,dep);

8: S==zeros(den,dep);

9: W1 =[A(G 1), AG,p+1)];

10: Si AG, DT x Jx AC, p+1) #0 (W) non-isotrope) alors

11:  [SG,[L,p+1D), R([1,p+1],[1,p+1])] = ESR(W));

12: Sinon

13:  Arréter

14: Fin Si

15: Pour j =2: p faire

16: Pouri=1:j—1 faire

17: R({i,p+il,1j,p+ D =J] xSG,[i,p+iDT x I x AG, [j, p+ j);
18: W;=AG[j,p+jD)—SCli,p+il) x R(li,p+ il [j, p+ j1);
19:  Fin Pour
20: Si Wi, DT x Jx W;(,2) #0 (W; non-isotrope) alors

21: [SG,Lj,p+jD, RWj, p+ I, p+ iD= ESR(W));
22:  Sinon

23: Arréter

24: Fin Si

25: Fin Pour

26: Fin

Remarquons que I'algorithme MSGS1 (MSGS2, MSGS3, respectivement) désigne la
version M SGS del’algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié dans lequel la fac-
torisation SR élémentaire ESR est remplacée par ESR1 (ESR2, ESR3, respectivement).

Nous notons que 'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS dans
ses deux versions colonne ou ligne a le méme cofit @(np?). Les résultats numériques de
deux versions sont comparables. Les deux versions produisent les mémes résultats nu-
mériques avec les mémes erreurs d’arrondis.

La différence entre I'algorithme SGS et 'algorithme M SGS est que dans la version mo-
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2.2 Gram-Schmidt symplectique

.y S rij Tip+j . L1 .
difiée la projection [s;, sp4+i] | "/ hPH est immédiatement soustraite des deux

Fp+i,p+j

colonnes courantes [a;, ap+ j] une fois le produit scalaire indéfini [si,sp+i]][aj, ap+jl est
calculées (voir les lignes 16, 17 de I'algorithme 2.3 et les lignes 17, 18 de I'algorithme
2.4). Cependant, comme déja mentionné précédemment, méme sil’algorithme de Gram-
Schmidt symplectique classique SGS et’algorithme de Gram—-Schmidt symplectique mo-
difié MSGS sont mathématiquement équivalents, ils ont des comportements numériques
tres différents.

I'p+i,j

2.2.4 Résultats numériques

Dans les exemples ci-dessous, nous allons présenté une comparaison de rapport de
la perte de J-orthogonalité et I'erreur absolue de la décomposition SR via I'algorithme
de Gram-Schmidt symplectique MSGS2 avec \/ Ko (A A) et \/ | A7 All, respectivement. En
effet,

J1-5's]], _
- =€,
K2 (AT A)

et
|A-SRIl,
<e¢

—F— =&
V1A All

Ces majorations sont tres fines et c’est tres difficile pour le moment de démontrer ces
résultats théoriquement. En fait, ils méritent plus d’investigations et feront I'objet d’'un
travail a venir. Les exemples suivants prouvent numériquement ces résultats. Nous avons
utilisé I'algorithme M SGS2 via la transformation élémentaire ESR2.

Exemple 2.2.1. Dans cet exemple, nous prenons une matrice aléatoire A de taille2n x 2n
telle que A = rand(2n). Dans le tableau 2.1, nous présentons dans les deux premieres co-
lonnes la perte de J-orthogonalité et l'erreur absolue de la décomposition SR via l'algo-
rithme MSGS2, puis dans les deux dernieres colonnes la comparaison avec \/x,(A’ A) et

V IIAY A|l», respectivement.

I17-5'sll, IA-SRIl
2n |1-8$|, A= SRIl N, VAl
10 2.778227e—14 1.141352e—15 2.279520e—15 5.337267e— 16
12 4.552833e—15 8.859565e¢—16 3.123375e—16 2.934378e— 16
14  3.714892e—14 9.550775e—16 1.241824e—15 3.725937e—16
16  9.472045e—14 1.951878e—15 5.184198e—15 6.709442¢—16
18  3.135370e—13 3.182066e—15 9.245536e—15 9.255411e—16
20 1.676059e—13 2.872195e—15 9.586040e—15 9.313757e—16
22 2.036772e—13 2.773160e—15 9.71958le—15 7.453637e— 16
24  4.505086e—13 4.325070e—15 1.198175e—14 9.991685e— 16
26  4.033913e—12 1.26864le—14 2.110076e—13 3.080962e— 15
28  7.169826e—12 1.829421e—14 1.148212¢—13 3.650348e—15
30 1.515253e—11 1.303545e—14 6.458780e—13 2.784771e—15
32 1.70145le—12 1.028750e—14 1.439645e—14 1.950676e— 15
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1 7-5'sll, IA-SRI,

2n ||1-8$|, IA—SRll2 Veoa VTaal,

34  1.038683e—12 5.842093e—15 3.506724e—14 1.175783e—15
36  3.889220e—11 2.321684e—14 4.727317e—13 3.928278e—15
38  1.382190e—11 1.70054le—14 3.508044e—13 2.824444e—15
40  2.972035e—11 4.190310e—14 7.643429e—13 6.422285e—15
42 6.798994e—12 3.616688e—14 9.771534e—14 6.272007e—15
44  1.140465e—10 2.522382e—14 7.986842e—13 3.976627e—15
46  2.240403e—11 2.435215e—14 4.309188e—13 4.135919e—15
48  8.087628e—11 2.677528e—14 7.277089e—13 3.612570e—15
50 2.812247e—12 1.861417e—14 4.38334le—14 2.715005e— 15
52  2.704368e—11 2.726110e—14 2.774043e—13 3.938440e - 15
54  5.007757e—11 2.930749e—14 3.372220e—13 3.698948e— 15
56  1.38634le—11 1.849616e—14 1.205285e—13 2.495525e—15
58  4.238597e—10 5.009153e—14 8.456004e—12 6.011019e— 15
60 1.308539¢—10 3.621644e—14 1.756340e—12 4.202345e— 15
62  3.131928e—10 1.061028e—13 1.238298e—12 1.274508e — 14
64 1.559199e—10 4.848794e—14 1.752463e—12 5.77476le—15
66  1.822717e—10 5.655282e—14 2.951418e—12 6.603007¢— 15
68  1.028708e—10 5.52885le—14 2.044379e—12 5.991214e-15
70  6.172274e—10 7.893311e—14 3.921378e—12 8.689253e— 15
72 4.709477e—10 8.874115e—14 1.015753e—12 9.723950e— 15
74 1.060537e—10 5.595833e—14 1.312967e—12 5.939292e— 15
76 4.099725e—08 5.379400e—13 3.859308e—10 5.895765e — 14
78  3.411352e—09 2.544616e—13 7.473639e—12 2.620247e— 14
80 1.631161e—09 1.634163e—13 1.271911e—11 1.642790e— 14
82  5.280397e—11 7.08705le—14 3.277464e—13 6.725807e— 15
84  8.107981e—09 3.570929e—13 5.936622e—11 3.387143e— 14
86  1.678155e—10 7.541498e—14 4.154631e—13 7.193127e-15
88  8.51408le—10 1.612639e—13 4.342928e—12 1.452360e — 14
90  6.129730e—10 1.427392e—13 3.259150e—12 1.312587e— 14
92  7.229107e—10 1.348801e—13 4.432470e—12 1.243933e— 14
94  7.391016e—10 1.519676e—13 6.341387e—12 1.363400e — 14
96 1.605787e—09 3.248849e—13 8.429832e—12 2.725135e— 14
98  6.141053e—10 1.971038e—13 1.085730e—11 1.71255le— 14
100 5.431989e¢—09 2.36014le—13 3.936356e—11 1.926131e—14
102 5.538027e—10 1.360254e—13 4.495491e—12 1.141446e—14
104 4.729025e—10 6.018928e—14 2.422432e—12 4.912927e—15
106 2.761664e—10 1.099373e—13 2.308214e—12 8.607192e—15

TABLEAU 2.1 — La perte de J-orthogonalité et 'erreur absolue de la décomposition SR pour la ma-
trice A = rand(2n) via I'algorithme Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS2 de I'exemple
221

Exemple 2.2.2. Dans cet exemple, nous prenons une matrice A mal conditionnée de taille
2nx2n telleque A= Pascal(2n). Nous comparons la perte de J-orthogonalité et I'erreur ab-
solue avec \/ K2 (AL A) et \/ | A7 All», respectivement de la décomposition SR via l'algorithme
MSGS2 dans le tableau 2.2.
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2.3 Gram-Schmidt symplectique avec ré-J-orthogonalisation

op  =S'SI, I A-SRI, on  =SSI, IA-SRI,

Va2 (A A) A7A]l, V(A A) 1A7A]l,
10 8.024810e—16 1.032346e—15 36 2.581543e—17 7.541128e—13
12 9.061303e—17 3.571795e—15 38 3.847825e—16 8.748867e¢—13
14 1.933898e—14 1.823824e—15 40 3.920629¢—19 1.835898e— 12
16 1.600923e—13 8.737769e—15 42  3.568690e—20 4.06795le—12
18 6.596920e—12 8.732076e— 15 44 3.065806e—20 3.673544e—12
20 3.456839e¢—11 2.612938e—14 46  2.954762e—21 1.900495e—12
22 1.141926e—11 2.976639¢ — 14 48 9.320458e—22 1.165014e—11
24  4.505905e—12 1.616225e¢—14 50 2.827825e—23 8.411726e—12
26 4.855978e—13 6.131477e¢—14 52 2.168174e—23 2.73137le—11
28 3.595324e—14 1.171254e-13 54 1.533508e—24 3.455703e—11
30 2.157750e—14 8.033088¢— 14 56 1.013009e¢—25 1.458120e— 10
32 1.366745e—15 3.202818e—13 58 1.369439e¢—26 1.032969¢— 10
34 3.470493e—17 2.062405e—13 60 1.455934e—26 1.954161e—10

(a) Pour 2n de 10 jusqu’a 34 (b) Pour 27 de 36 Jusqu'a 60

TABLEAU 2.2 — La perte de J-orthogonalité et I'’erreur absolue de la décomposition SR pour la ma-
trice A= Pascal(2n) vial'algorithme Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS2 de I'exemple
222

2.3 Gram-Schmidt symplectique avec ré-J-orthogonalisa-
tion

Apres I'étude de la décomposition SR via 'algorithme de Gram-Schmidt classique
SGS et modifié MSGS dans le cas symplectique [99, 101, 107] et la décomposition QR via
'algorithme de Gram-Schmidt classique CGS et modifié MGS dans le cas Euclidien [1, 7,
27, 29, 30, 31, 36, 46, 60, 63, 66, 93, 95, 96], nous proposons deux algorithmes de Gram-
Schmidt symplectique avec la ré-orthogonalisation symplectique (RSGS et MRSGS) en
s'inspirant de I'approche de L. Giraud , J. Langou et M. RozloZnik (2005) dans [58], intro-
duite dans le cas Euclidien. La ré-orthogonalisation symplectique pourrait étre en prin-
cipe appliquée plusieurs fois, mais la répétition d'une seule étape de la J-orthogonali-
sation est suffisante pour préserver la J-orthogonalité des vecteurs calculés. Donc, nous
considérons juste des algorithmes o1 ]’orthogonalisation symplectique d'un plan courant
contre 'ensemble précédemment calculé est effectuée exactement deux fois seulement.
Les tests numériques montrent l'efficacité et une meilleure stabilité numérique de la nou-
velle méthode avec la ré-J-orthogonalisation.

2.3.1 Gram-Schmidt symplectique classique avec ré-J-orthogonalisa-
tion (RSGS)

Soit la matrice A = [ay, az,..., dzp) € R?"*?P. Lalgorithme de Gram-Schmidt symplec-

tique classique avec ré-J-orthogonalisation calcule la décomposition SR de la matrice A

tel que
A=SR,
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Chapitre 2. La décomposition SR

avec la matrice S = [$1,82,...,82p] € R2"*2P est une matrice symplectique et la matrice
R € R?P est une matrice J-triangulaire supérieure.

La version colonne de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique classique avec
ré-J-orthogonalisation RSGS est la suivante :

Algorithme 2.5 Algorithme RSGS de Gram-Schmidt symplectique classique avec
ré-J-orthogonalisation (version colonne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R?"**?P tel que A = SR o1

la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.

ENTREE(S) : La matrice A= [ay,ay, ..., azp] € RZ"*?P,

SORTIE(S) : Deux matrices S =[s1,$2, ..., S2p] € R**?P et R € R*P*2P respectivement sym-
plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S, R] = RSGS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5:

J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;

— 0 1 .
6: J1 —( 1 0 ),
7: R=zeros(den,dep);
8: S=zeros(den,dep);
9: W) =1[AG 1), AG,p+1)];
10: Si AG, DT x J x A(, p+1) #0 (W) non-isotrope) alors
11:  [SG (1, p+1]), R([1,p+1],[1,p+1])] = ESR(A(1 : den,[1, p +1]));
12: Sinon
13:  Arréter
14: Fin Si
15: Pour j =2: p faire

% La ré-J-orthogonalisation

16: Pour k =1:2 faire

17: Pour i =1:j-1 faire
18: R(li,p+il,[j,p+ D) =J] xSG,[i,p+iDT x I x AG, [j, p+ jI);
19: Fin Pour

200 W= AGL,p+ DX, SC i, p+i) x R, p+il, [, p+ j;
21:  Fin Pour
22:  Si W;(, DT x Jx W;(,2) #0 (W; non-isotrope) alors

23: [SC,Lj,p+jD, R(ULj,p+ jl1j,p+ jDl = ESR(Wj));
24:  Sinon

25: Arréter

26: Fin Si

27: Fin Pour

28: Fin

Afin de préserver la J-orthogonalité des vecteurs calculés, nous répétons I'étape de
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2.3 Gram-Schmidt symplectique avec ré-J-orthogonalisation

la J-orthogonalisation deux fois seulement. Cette étape de la ré-J-orthogonalisation est
entre la ligne 16 et la ligne 21.

Nous notons que l'algorithme RSGS1 (RSGS2, RSGS3, respectivement) désigne la
version RSGS de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique -classique avec
ré-J-orthogonalisation dans lequel la factorisation SR élémentaire ESR est remplacée par
ESR1 (ESR2, ESR3, respectivement).

2.3.2 Gram-Schmidtsymplectique modifié avec ré-J-orthogonalisation
(MRSGS)

La version ligne de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié avec
ré-J-orthogonalisation M RSGS est la suivante :

Algorithme 2.6 Algorithme M RSGS de Gram-Schmidt symplectique modifié avec
ré-J-orthogonalisation (version ligne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R?"**?P tel que A = SR o1

la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.

ENTREE(S) : La matrice A= [ay,ay,...,dxp] € R21*2p

SORTIE(S) : Deux matrices S = [s1, $2,...,52p] € R?"*2P et R € R?P*?P respectivement sym-
plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S, R] = MRSGS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5:

J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;

— 0 1 .
6: J1 —( 1 0 ),
7: R=zeros(den,dep);
8: S==zeros(den,dep);
9: Pour j =1:n faire

%W =[AG L), AG,p+1)];

10:  Si A(:,j)T x I x A, p+J)#0 (W; non-isotrope) alors

11: [SG L, p+JD, R(j,p+jl,1j,p+jD] = ESR(AG, [j, p+ j1));

12:  Sinon

13: Arréter

14:  Fin Si

15:  Pour i =1:2 faire

16: Pour k = j +1: n faire

17: R(Ij,p+jllk,p+kD)=T] xSG1j,p+ DT x T x AG, [k, p+ k);

18: AG, Lk, p+ kD) = ACG [k, p+ kD) =SCG[j,p+j)) xR(j,p+jl,lk, p+Kk]);
19: Fin Pour

20:  Fin Pour
21: Fin Pour
22: Fin
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Chapitre 2. La décomposition SR

Pour préserver la J-orthogonalité des vecteurs calculés, nous répétons I'étape de la J-
orthogonalisation deux fois seulement. Cette étape de la ré-J-orthogonalisation est entre
laligne 15 et la ligne 20.

La version colonne de l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié avec
ré-J-orthogonalisation M RSGS est la suivante :

Algorithme 2.7 Algorithme M RSGS de Gram-Schmidt symplectique modifié avec
ré-J-orthogonalisation (version colonne)

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R>"*?P tel que A = SR ol1

la matrice S est une matrice symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire

supérieure.

ENTREE(S) : La matrice A= [ay,ay, ..., azp] € RZ*?P,

SORTIE(S) : Deux matrices S = [s1,$2,...,52p] € R?"*2P et R € R?P*2P respectivement sym-
plectique et J-triangulaire supérieure telles que A = SR.

1: Fonction [S,R] = MRSGS(A)

2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4 p=depl2;

5: J=[zeros(n),eye(n);—eye(n),zeros(n)l;
. J— 0 1 .

6: J1 —( 1 0 ),

7: R=zeros(den,dep);
8: S=zeros(den,dep);
9: Wy =[AG D), AG p+1)];
10: Si AG, DT x Jx AC, p+1) #0 (W) non-isotrope) alors
11:  [SG [, p+1]), R([1,p+1],[1,p+1])] = ESR(Wy);
12: Sinon
13:  Arréter
14: Fin Si
15: Pour j =2: p faire
16: Pour k =1:2 faire

17: Pour i =1:j—1 faire

18: R(li,p+il,[j,p+jD=J1 xSGli,p+iDT x I x AG, Lj, p+ j1);
19: Wj=AGj,p+jD—SCli,p+il) x R(i, p+il,[j, p+ j1);

20: Fin Pour

21:  Fin Pour
22:  Si w;(, DT x Jx W;(,2) #0 (W; non-isotrope) alors

23: [SC,Lj,p+jD, R(ULj,p+ jl1j,p+ jDl = ESR(Wj));
24:  Sinon

25: Arréter

26: Fin Si

27: Fin Pour

28: Fin

Pour conserver la J-orthogonalité des vecteurs calculés, nous répétons I'étape de la J-
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2.3 Gram-Schmidt symplectique avec ré-J-orthogonalisation

orthogonalisation deux fois seulement. Cette étape de la ré-J-orthogonalisation est entre
laligne 16 et la ligne 21.

Remarquons que l'algorithme MRSGS1 (MRSGS2, MRSGS3, respectivement) dési-
gne la version MRSGS de 'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié dans le-
quel la factorisation SR élémentaire ESR est remplacée par ESR1 (ESR2, ESR3, respecti-
vement).

2.3.3 Résultats numériques

Dans cet exemple nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n de type Pascal pour
comparer la perte de J-orthogonalité et I'erreur absolue de la décomposition SR via les
algorithmes SGS, MSGS, RSGS et MRSGS pour les transformations élémentaires ESR]1,
ESR2 et ESR3.

A Pascal(6) Pascal(8) Pascal(10) Pascal(12) Pascal(14) Pascal(16)

k2(A) 1.1079e+05 2.0645e+07 4.1552e+09 8.7639e¢+11 1.9076e+14 4.2469e+ 16

TABLEAU 2.3 — Le conditionnement de la matrice A= Pascal(2n)

S L P L e P L P
6 9.7012e—13 7.8104e—13  1.1696e—15  6.5038e—16
8 3.1177e—08 43199e—11  15097e—14  12973¢—14
10 2.8014¢-04 6.8979¢—09  24219e—14  7.4469¢-15
12 1.9698 3.5929¢-07  2.15lde—12  1.1392¢-13
14 2.1050 6.8904c—04  21567e—11  4.9721e—12
16 53.2962 6.7000e—03  2.5478¢—06  3.4844e—11

TABLEAU 2.4 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR via SGS1, MSGS1, RSGS1 et

MRSGS1

2n A= SRIZ®T A= SRIYST | A=SRIFSST | A= SRS

6 89076e—15 2.8491e-14 2.6041e—14 2.6004e—14
5.6823e—13  4.5512e—13 4.7735e—13 1.1657e—-12

10 2.2004e—11 8.3543e—12 2.9968e — 12 8.1192e—12

12 1.6673e—10 1.4652e¢-10 1.3494e—-10 6.9440e—11

14 1.8787e¢—09  5.4953e-10 6.6667e— 10 2.4057e—09

16 1.7305e—08 1.8339e—08 4.3498e - 08 2.1482e—08

TABLEAU 2.5 — Lerreur absolue de la décomposition SR via SGS1, MSGS1, RSGS1 et MRSGS1
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ol L PR L PR L 0 PR Lt o
6 4.1182e—12  4.0933e¢—13 3.0033e—-16  4.5558e—16
1.9669¢—07  2.0908e— 10 3.9456e—-16  6.5182¢—16
10 5.1000e—03  1.9040e—08 9.330le—16  9.9909¢—16
12 4.2601 1.4009¢ — 06 1.5539e—-15  1.9093e-15
14 14.8226 5.1644e — 05 2.4906e—11  4.3186e—15
16 104.9010 5.7000e — 03 1.6216e—07  1.2447e-14
TABLEAU 2.6 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR via SGS2, MSGS2, RSGS2 et
MRSGS2
2n A= SRIZ®® A= SRIYS9? | A= SRIFS? | A= SRS
6 25244e—14 3.4552e-14  4.5418e—-14  2.6004e—14
5.7072e—-13  4.9291e-13 1.1239e—-12  1.1657e—12
10 3.9779e—-12  4.3537e¢—12 1.1247e—-11  8.1192e—12
12 1.7566e—10 1.4058e—10  2.7780e—10  6.9440e—11
14 1.1558e—-09  6.8283e—10 1.1307e—-09  2.4057e¢—09
16 2.2758¢—08 3.1535e—08  5.8564e—08  2.1482¢—08

TABLEAU 2.7 — Lerreur absolue de la décomposition SR via SGS2, MSGS2, RSGS2 et MRSGS2

S L P L e P L P

6 15404e—12 1.1247e—12  2619le—15  4.0610e— 16
8.2336e—08  12097¢—10  16127e—14  4.5090e— 14

10 7.9030e—04 4.1587¢—08  5501le—14  4.4277e—14

12 3.7950e-01 1.7138¢-06  7.7078¢—13  4.4817¢—12

14 9.4204 1.4000e—03  3.997le—11  1.1603e—11

16 600.9414 26470e—01  4.0615¢—06  9.4430¢—11

TABLEAU 2.8 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR via SGS3, MSGS3, RSGS3 et
MRSGS3

D’apres ces tests numériques sur la perte de J-orthogonalité et I'erreur absolue de la
décomposition SR, il s’est avéré que 'algorithme de Gram-Schmidt symplectique avec
ré-orthogonalisation est plus stable et conserve la J-orthogonalité dans ces deux versions
RSGS et MRSGS. Nous remarquons que l'algorithme MRSGS présente un avantage si-
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2.3 Gram-Schmidt symplectique avec ré-J-orthogonalisation

2n |A=SRI3%® A= SRIFSC% A= SRIFROS A= SRIHROCS
6 1.0211e—14  3.3440e-14 1.7815e—14 3.4173e—14
8 5.2193e—-13 4.7279e¢-13 2.2900e—13 2.9461e—13
10 8.3275e—12  8.4975e—12 1.6969e — 11 1.1531e—11
12 1.3505e—-10 6.5604e—-11 2.5004e—-10 1.7605e - 10
14 1.0953e—09 5.6571e—10 2.2142e—-09 3.4233e—-09
16 2.0750e—08 1.5198e-08 3.6519e¢—-08 4.8390e - 08

TABLEAU 2.9 — Lerreur absolue de la décomposition SR via SGS3, MSGS3, RSGS3 et MRSGS3

gnificatif par rapport al’algorithme RSGS pour la J-orthogonalité. Nous pouvons refaire la
ré-J-orthogonalisation plusieurs fois, mais une seule étape de ré-J-orthogonalisation est
suffisante pour préserver la J-orthogonalité des vecteurs calculés. Le choix des parametres
libres dans la factorisation SR élémentaire joue un role trés important. Ainsi, la version
RSGS2 a un avantage par rapport a RSGS1 et RSGS3; aussi la version MRSGS2 a un
avantage par rapport a MRSGS1 et MRSGS3. La ré-J-orthogonalisation n’intervient pas
sur I'erreur absolue de la décomposition SR et les différentes versions de Gram-Schmidt
symplectique fournissent des résultats trés semblables.

2.3.4 Conclusion

La préservation de la J-orthogonalité est tres importante pour les méthodes de conser-
vation de la structure. En fait, les algorithmes de Gram-Schmidt classique ou modifié,
dans le cas Euclidien ou symplectique, sont des procédures bien connues et utilisées pour
I'orthogonalisation des colonnes d'une matrice donnée. Lorsqu'’ils sont appliqués sur des
matrices mal conditionnées, alors |’orthogonalité peut étre perdue. Dans ce sens, en s'ins-
pirant del’approche de L. Giraud, J. Langou, et M. RozloZnik [58] introduite dans le cas Eu-
clidien, nous avons proposé une technique de ré-J-orthogonalisation pour l'algorithme
de Gram-Schmidt symplectique dans ces deux versions (la version classique SGSi et la
version modifiée M SGSi) afin d’avoir les versions RSGSi et MRSGSi. En réalité, La ré-J-
orthogonalisation pourrait étre en principe appliqué plusieurs fois, mais une seule étape
de ré-J-orthogonalisation est suffisante pour préserver la J-orthogonalité des vecteurs cal-
culés. Donc, nous considérons juste des algorithmes ou la ré-J-orthogonalisation d'un
plan courant contre I'’ensemble précédemment calculé est effectuée exactement deux fois
seulement. Nous avons montré la pertinence du choix des parametres libres impliqués
dans 'algorithme de Gram-Schmidt symplectique, qui a une incidence sur la préserva-
tion de la J-orthogonalité. En effet, il s’est avéré que 'algorithme de Gram-Schmidt sym-
plectique avec ré-J-orthogonalisation, en utilisant la factorisation SR élémentaire ESR2,
vial’algorithme RSGS2 et via la version modifiée M RSGS2 sont plus stables et conservent
laJ-orthogonalité mieux que les versions RSGS1, RSGS3, MRSGS1 et MRSGS3. Nous no-
tons que les versions modifiées M RSGSi sont légerement meilleurs que les versions clas-
siques. Les algorithmes RSGS1, RSGS2, RSGS3, MRSGS1, MRSGS2, et MRSGS3 sont
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testés sur une variété d’exemples numériques qui nous permettent de confirmer que
la J-orthogonalité est conservée, alors que pour SGS1, SGS2, SGS3, MSGS1, MSGS2 et
MSGS3 1a J-orthogonalité est souvent complétement perdu. Nous remarquons aussi que
la ré-J-orthogonalisation n’'intervient pas sur l'erreur absolue de la décomposition SR via
'algorithme de Gram-Schmidt symplectique.

2.4 Ladécomposition SR viales transformations de House-
holder symplectiques

La décomposition SR via les transformations de Householder symplectiques est'ana-
logue de la décomposition QR via les transformations de Householder dans le cas Eucli-
dien. Contrairement du cas Euclidien, dans le cas symplectique il y a des parametres libres
qui intervient a chaque itération. En effet, cette décomposition est basée sur deux types
des transformations de Householder symplectiques. Soient {ey, ..., e2,,} la base canonique
de R2™*2" [q, b] € R2"*2 et P, I et v trois scalaires arbitraires. La décomposition SR utilise
deux transformations de Householder symplectiques tels que :

Ti(a) = pey,
Tr(e1) = e;

et
T>(T1 (b)) = pey +veyyy.

Le fait que T> T; est une isométrie symplectique nous donne la condition nécessaire sui-
vante :
@’b= (T, Ty (@) (T Ty(b)) = pv.

Cecinous conduit au théoréme sur lequel est basée la décomposition SR via les trans-
formations de Householder symplectiques.

Théoréme 2.4.1. Soient [a, b] € R>"*2 et p, U deux scalaires arbitraires satisfaisant

pv=a'b
et soient
1
C1=— 7 ) V1 =pe;r—a,
a’pe;
1
Cr = — , v, = ey +veyue1 — T1(b).
(T1 (b)) (per + Vens1) HerT Ve
Alors, nous avons les transformations de Householder symplectiques
Ty =I+cuv], (2.2)
T, =I+cvo0), (2.3)
vérifient que
Ti(a) = pey,
I>(e1) = ey,

T>(T1 (b)) = pey +vepy1.
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2.4 SR via les transformations de Householder symplectiques

2.4.1 Lalgorithme SRSH

Nous décrivons ici les étapes de I'algorithme SRS H pour effectuer la décomposition
SR via les transformations de Householder symplectiques. Cette décomposition est sou-
vent utilisée pour les matrices carrées. Toutefois, pour certaines applications, il est né-
cessaire de faire la décomposition pour les matrices non carrées. Nous présentons ici la
version générale.

Soit la matrice de départ A = [ay, ..., Ap, Ap+1, ..., zp] € R2"*2P  Soient P, 1 etv des sca-
laires arbitraires satisfaisant

pV = a{ap+1.

La premieére étape :

La premiere étape de 'algorithme SRSH est de trouver la transformation de House-
holder symplectique T; pour annuler les entrées de la premiére colonne de la position 2
jusqu’ala position 2n, c’est-a-dire trouver la constante c; et le vecteur v; par le Théoreme
2.4.1, tel que

1
(&) = pey = A(H)el-

Laction de T; sur A est

(1) (1) 1) (1)
A(l,l) A(l,Z:p) A(l,p+1) A(l,p+2:2p)
0 A(l) A(l) 1)
A(l) =T\ A= (2:n,2:p) (2:n,p+1) (2:n,p+2:2p)
- 414a= 0 A(l) A(l) 1)
(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
0 A(l) A(l) A(l)

(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+1) (n+2:2n,p+2:2p)

La deuxiéme étape :

Ensuite, la deuxiéme étape consiste a trouver la transformation de Householder sym-
plectique T» pour mettre des zéros dans la (p + 1)m colonne de la matrice A" de la
position 2 jusqu’a la position 7 et de la position 7 + 2 jusqu’a la position 27, c’est-a-dire
trouver la constante c; et le vecteur v par le Théoreme 2.4.1, tel que

Tr(e1) = e

et
— 2@ 8]
TZ Tl (ap+l) - A(LP"’D e+ A(n+l,p+l) €n+1.

Laction de T» sur T; A est

(€8] @ 2 @
A(l,l) A%%Z:p) A(l,p+1) Agjp+2:2p)
0 A 0 A
(2) _ _ (2:n,2:p) (2:n,p+2:2p)
AT=TLhA=| A0 4D (1
(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
2 2
0 A(n+2:2n,2:p) 0 A(n+2:2n,p+2:2p)

53



Chapitre 2. La décomposition SR

Puisque la composante (n + 1)ime de I'entrée du vecteur v, est nulle (v2(n+1) = 0),
alors pour n'importe quel vecteur x € R*" la transformation 7> ne modifie pas la compo-
sante (n + 1)#me du vecteur T» (x).

Ces deux étapes impliquent deux parameétres libres p = AV

_ A
L1 etu=A

1,p+D)°

La troisieme étape :

Dans cette étape, nous voulons annuler les entrées de la position 3 jusqu’a la position
n et de la position 7 + 2 jusqu’a la position 27 de la deuxiéme colonne de la matrice A,

Soit la sous matrice A®) obtenue en supprimant la premiére ligne et la (n + 1)®m¢ ligne
et la premiere colonne et la (p + 1)®™¢ colonne de la matrice A® | cest-a-dire

2 A
A(Z) _ (2:n,2:p) (2:n,p+2:2p)
T AY 2)
(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+2:2p)

Cette étape consiste a répéter la premiére étape sur la nouvelle matrice réduite A®.
En d’autres termes, nous choisissons une transformation de Householder symplectique
T3, ce qui signifie que nous devons calculer un scalaire réel c3 € R et un vecteur

us

€ RZn—Z’
w3

U3 =

avec u3 € R" 1, ws e R" ! tel que T3 = Ly, + 3173 17?{ . Cette transformation annule les
entrées de la position 2 jusqu’a la position n — 1 et de la position n jusqu’a la position
2n -2 de la premiére colonne de la matrice A, sachant que

5 32 3 2n-2
T3 A%, 1) = A, e1 € RP"2,
avec Ag)z) est un scalaire arbitraire non nul. En effet, la transformation T3 correspond

ala transformation de Householder symplectique T} dans le Théoréme 2.4.1.
Par conséquent, nous obtenons

3) 3 3) 3)
A(2,2) A%S?):p) A%p+2) A%Sp+3:2p)
A(S) _ T A(Z) _ 0 A(S:n,3:p) A(B:n,p+2) A(S:n,p+3:2p)
- 43 - AB) A® A®
(n+2,3:p) (n+2,p+2) (n+2,p+3:2p)
0 AB 3) 3)
(n+3:2n,3:p) (n+3:2n,p+2) (n+3:2n,p+3:2p)

Soit T5 = I, +c3v3 vé la transformation de Householder symplectique ol le vecteur de
direction
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2.4 SR via les transformations de Householder symplectiques

tel que sur ces entrefaites, nous avons :

A(3) — TgA(z) —

1) 2) 2) ) 2) 2)
A(l,l) A%SZ) A%S&p) A(l,p+1) A%S;HZ) A%ip+3:2p)
0 A(2,2) Agi?::p) 0 Agjp+2) A%p+3:2p)
0 0 W AE33n,3:p) 0 W AE3;n,p+2) E3;n,p+3:2p)
1 1 1 1 1
0 A(n+1,2) A(n+1,3:p) A(n+1,p+1) A(n+1,p+2) A(n+1,p+3:2p)
(n+2,3:p) (n+2,p+2) (n+2,p+3:2p)
L (n+3:2n,3:p) (n+3:2n,p+2) (n+3:2n,p+3:2p) |

La transformation T3 préserve la premiere et la (n + 1)®™¢ lignes et la premiere et la
(p + 1)®me colonnes de la matrice A®.
0

La quatrieme étape :

Maintenant, nous répétons la deuxieme étape a la matrice A® = T3 A® pour mettre
des zéros dans les entrées de la position 3 jusqu’a la position n et de la position n+ 3
jusqu’a la position 27 de la (p + 2)®me colonne de la matrice A®). En effet, nous cherchons
la transformation de Householder symplectique T; pour annuler les entrées de la pi¢me
colonne de la matrice A®) de la position 2 jusqu’a la position 7 — 2 et de la positon 7 + 2
jusqu’a la position 2n — 2, c’est-a-dire cherchons a trouver la constante c, et le vecteur

Uy
Wy

€ RZn—Z’

o

avec uy € R, wy € R ! tel que Ty = Iny_o +caly ﬁi (la transformation T} correspond a
la transformation 7> dans le Théoreme 2.4.1), tel que

Ta(er) = e
et
N _ 14 3)
T T5(AC ) 10) = A proy€1 T Ao proyenvls
avec

121 VW A@ (= 2B 2B
AY(L,:) A (p")_A(Z,Z)A(n+2,p+2)‘

Ainsi, nous avons

(3) 4) 4) 4)
A(2,2) Agj?’:p) A(Z.p+2) Agjp+3:2p)
AW — T, A® = 0 A(3:n,3:p) 0 A(3:n,p+3:2p)
-4 - A(3) A(3) A(3)
En)+2,3:p) (n+2,p+2) En)+2,p+3:2p)
4 4
0 A(n+3:2n,3:p) 0 A(n+3:2n,p+3:2p)

De méme, soit la transformation de Householder symplectique Ty = I>,, + c4v4 vi avec
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Chapitre 2. La décomposition SR

0
Ug 2n
vp=|——| €R
4 0
Wy
Laction de T, sur A® est
A(4) — T4A(3) —
r (1) 2 @ @ @ @
A(l,l) A%BZ) Agﬁs:p) A(l,p+1) A%p+2) A%p+3:2p)
0 A(2,2) A%g:p) 0 A(2,p+2) A%p+3:2p)
0 0 A(3:n,3:p) 0 ) 0 A(33n,p+3:2p)
€8] €8] a 1 a
0 A(n+1,2) A(n+1,3:p) A(n+1,p+1) A(n+1,p+2) A(n+1,p+3:2p)
3) 3 (3)
0 0 A(n+2,3:p) 0 A(n+2,p+2) A(n+2,p+3:2p)
4 “4)
0 0 A(n+3:2n,3:p) 0 0 A(n+3:2n,p+3:2p) ]

La transformation T, ne modifie pas la premiere ligne, la (n+1)¢™¢ ligne et la (n+2)eme
ligne et la premiere colonne, la deuxiéme colonne et la (p + 1)i™¢ colonne de la matrice
A®,

La troisieme et la quatrieme étapes de I’algorithme impliquent deux parametres libres

Ag)z) et Asz)+2 p+2) qui correspondent aux parametres libres p et u du Théoreme 2.4.1,
respectivement.
O

Ainsi dans la suite, a chaque fois nous répétons la premiere et la deuxieme étapes
jusqu’a la derniere étape c’est-a-dire la 2 pi®™e étape.
A la fin, nous obtenons

Ri1 Ry

= Re R*"?P,
Ry1 Ry

TZpTZp—l T4T3T2T1A = [

avec les blocs Ry1, Ry2, Ryp sont des matrices triangulaires supérieurs et le bloc Ry; est
une matrice strictement triangulaire supérieure. La matrice R est appelée J-triangulaire
supérieure. Nous avons

TopTop1... Ti T3 Ty Ty A= =R.

0

A\

0

Par suite, nous avons A = SR avec la matrice S = le sz ... szp_l T2]p est une matrice
symplectique et la matrice R est une matrice J-triangulaire.

Nous proposons ici I'algorithme dans sa version générale, pour calculer la décompo-
sition SR d’'une matrice A, via des transformations de Householder symplectiques. C’est
algorithme de SRSH :
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2.4 SR via les transformations de Householder symplectiques

Algorithme 2.8 Algorithme SRSH

Cet algorithme calcule la décomposition SR d'une matrice A tel que A = SR avec la ma-

trice S = Tlf Tzf e Tzfp_1 TZJ p estune matrice symplectique. La matrice A est remplacée par

la matrice J-triangulaire R.

ENTREE(S) : AcR2™2P et S=I,,,.

SORTIE(S) : R la matrice sous la forme J-triangulaire et S = T1] T2] e Tzfp_1 T. sz la matrice
symplectique.

Fonction [S,R] = SRSH(A)
[den,dep] = size(A);
n=denl/2;

p=depl2;

S=-eye(den);

Pour j =1: p faire
J=lzeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=|[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+j:2pl;

% Calculer la constant c et le vecteur v; de la transformation de Householder sym-

plectique de type un tel que 77 = I + cv; vlj.

10: [c,v1] =shl(A(ro,j));

% Mise a jour de la matrice A.
11:  A(ro,co) = A(ro,co) +cx vy x (v] x J x A(ro, co));
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
122 S(;,c0) =S8(,co)—(S(,co) x (cxvy)) x vf x J;
% Mise a jour de la matrice s/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end) =S(ro,2:end) +cx (v x vlT) x Jx S(ro,2:end);
% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-
plectique de type deux tel que 7> = [ + cvy vé .
13:  [c,v2] =sh2(A(ro,p+ j));
% Mise a jour de la matrice A.

14:  A(ro,co) = A(ro,co) +cx vy x (v, x J x A(ro, co));

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).

15 S(,¢0) =S(,c0)—(SG,c0) x (¢ x v2)) x vs x J;

% Mise a jour de la matrice S/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end)=S(ro,2:end)+ c x (v x UZT) x I x S(ro,2:end);

16: Fin Pour

17 R=A

18: Fin
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Chapitre 2. La décomposition SR

Dans cet algorithme SRS H de décomposition SR, nous calculons les transformations
de Householder symplectiques de type un shl et de type deux sh2 via les algorithmes
suivants.

Lalgorithme de la transformation de Householder symplectique de type un est donné
par:

Algorithme 2.9 Algorithme de la transformation de Householder symplectique sh1

Cet algorithme calcule la constante c; € R et un vecteur directeur v; € R*" tel que
la transformation de Householder symplectique de type un soit sous la forme
T1=L,+cn v{ en vérifiant que T)(a) = pe;. p est un parametre libre.
ENTREE(S) : Un vecteur a € R?".
SORTIE(S) : Une constante c; € R et un vecteur v; € R2",
Fonction [c1, v1] = shl(a)
den = taille (a);
n=denl2;
J=lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
Sia,. ==0alors
Stop division par zéro
Sinon
Choisir le parameétre p
v =a
vi(1) =1a(1) -p

C1 =

—
- O

Pan+1’
%T, =1+ clvlv{;

12: Fin Si

13: Fin

Pareillement, I'algorithme de la transformation de Householder symplectique de type
deux est comme suit :
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2.4 SR via les transformations de Householder symplectiques

Algorithme 2.10 Algorithme de la transformation de Householder symplectique sh2

Cet algorithme calcule la constante ¢, € R et un vecteur v, € R2" tel que la transforma-
tion de Householder symplectique soit sous la forme 15 = L, + co v v2] en vérifiant que
T>(e1) = ey et To(u) = pey + ven41. u est un parametre libre.
ENTREE(S) : Un vecteur u € R?"
SORTIE(S) : Une constante ¢, € R et un vecteur v, € R>"
Fonction [cy, v2] = sh2(u)
den = taille (u);
n=denl2;
J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
Sin==1alors
c2=0;
V2 = 02p;
%1, = Ip;
Sinon
:  Choisir le parametre ¢ non nul
10: v=uln+1);
11:  p=u(l)+<
122 aux=vx¢
13:  Siaux==0alors

© ®

14: Stop division par zéro
15:  Sinon

16: Vo = U;

17: v2(1) ==¢;

18: v2(n+1)=0;

19: !

U+ -’
%Ty =1+ szzl/g;
20:  Fin Si
21: Fin Si
22: Fin

Il est important de noter que, contrairement a la décomposition QR via les transfor-
mations de Householder, I'algorithme SRS H implique des parametres libres. En outre, a
chaque itération j de l'algorithme SRS H, deux des trois parametres peuvent étre choisis
librement.

2.4.2 Lalgorithme SROSH

Du point de vue algébrique, I'algorithme SRS H est’analogue, dans le cas Euclidien, a
I'algorithme QR via les transformations de Householder. Contrairement au cas Euclidien,
I'algorithme SRSH comporte deux parametres libres a chaque étape, et les transforma-
tions de Householder symplectiques impliquées ne sont pas orthogonales. Afin d’obte-
nir un algorithme plus stable numériquement que possible, les parametres libres seront
choisis de sorte que les transformations de Householder symplectiques utilisées dans
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Chapitre 2. La décomposition SR

la décomposition SR aient des conditionnements minimaux selon la norme |.|2 pour
prendre 'avantage de ces parametres libres d'une maniere optimale. En d’autres termes,
I'algorithme SROS H correspond a un choix efficace et optimal des parametres libres uti-
lisés dans I'algorithme SRSH. De ce fait, nous devons minimiser le conditionnement des
transformations de Householder symplectiques afin de les optimiser. Pour plus de détails
voir les paragraphes 1.5 et 1.5.1 dans le premier chapitre.

Lalgorithme SROSH est basé sur le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2. Soit[a, b] € R2"*2, Soient

1
pale’

p=sign(alalz, c= v =per—a,

tel que

J

=1+ v;.

Alors, Ty a un conditionnement minimal selon la norme ||.||, et vérifie que
T (a) = pe;. (2.4)
Soit u un vecteur tel que u = T1(b) et u; sa i*®m¢ composante. Soient

V=Upil, E=llu—ujer —ups1ens1llz, B=u £,

1

Cp=——
ifunﬂ’

Vs = ey + Up+1€n+1 — U,

tel que

T, =1+ Cgl}gl/z].

Alors, T, a un conditionnement minimal selon la norme |.|» et vérifie que

T>(ey) = ey, (2.5)
Ty (u) = Hert+veny. (2.6)

Les transformations T, et T, sont deux transformations de Householder symplectiques
optimales.

Remarque 2.4.1. Le vecteur v, se distingue du vecteur u uniquement par la premiére com-
posante et la (n + 1)#me composante et satisfait v,(n+ 1) = 0. Cela va étre pris en considéra-
tion lors du stockage de vecteur v-.

La fonction oshl a partir d'un vecteur a calcule le coefficient c; et le vecteur v; de
la transformation de Householder symplectique optimale 7;. De méme, la fonction osh2
a partir d'un vecteur u calcule le coefficient ¢, et le vecteur v, de la transformation de
Householder symplectique optimale 7>.

La normalisation du vecteur v; de la transformation Householder symplectique opti-
mal de la fonction oshl de sorte que v;(1) = 1, permet de stocker v, (2 : 2n) ou les zéros
ont été introduits dans le vecteur a, c’est-a-dire dans a(2 : 2n) (voir la version de oshl
avec normalisation dans le chapitre suivant).
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2.4 SR via les transformations de Householder symplectiques

Lalgorithme qui calcule la transformation de Householder symplectique optimale de
type un est le suivant :

Algorithme 2.11 Algorithme de la transformation de Householder symplectique optimale
oshl
Cet algorithme calcule la constante c¢; € R et un vecteur v, € R*" tel que v;(1) = 1 et la
transformation de Householder symplectique optimale soit sous la forme T; = I+ ¢ v; v{
en vérifiant que T (a) = pe;.
ENTREE(S) : Un vecteur a € R?".
SORTIE(S) : Une constante c; € R et un vecteur v; € R2",
Fonction [c;, v1] = oshl(a)
den = taille (a);
n=denl2;
J =lzeros(n),eye(n);—eye(n), zeros(n)l;
Si a,;.1 ==0alors
Stop division par zéro
Sinon
p =sign(ai)lallz;
v =a;
vi(1) zla(l) -p

—
=

C1= ;

Pan+1
%T, =1+ clvlv{;

12: Fin Si

13: Fin

D’une maniere similaire, nous pouvons normaliser le vecteur v, de la transformation
Householder symplectique optimale de la fonction osh2 de sorte que v»(1) = 1 (voir la
version de osh2 avec normalisation dans le chapitre suivant). De plus, puisque v, (n +
1) = 0 alors v, (2 : 2n) peut étre stocké ol les zéros ont été introduits dans le vecteur u.
Ce stockage n’est pas possible si la transformation de Householder symplectique utilisée
n’est pas optimale puisque dans ce cas, vz2(n + 1) n’est pas nécessairement nul.

Ainsi, I'algorithme qui calcule la transformation de Householder symplectique opti-
male de type deux est le suivant :
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Chapitre 2. La décomposition SR

Algorithme 2.12 Algorithme de la transformation de Householder symplectique optimale
osh2
Cet algorithme calcule la constante c; € R et un vecteur v, € R?>" tel que I'entrée
(n + 1)ieme du vecteur v» est nulle (v2(n +1) = 0), et la transformation de Householder
symplectique optimale soit sous la forme T, = I + co v vé en vérifiant que T»>(e;) = e; et
T>(u) = per +vepi1.
ENTREE(S) : Un vecteur u € R2",
SORTIE(S) : Une constante ¢, € R et un vecteur v, € R2",
1: Fonction [cy, V2] = osh2(u)
2: den = taille (u);
3: n=denl2;
%] = [zeros(n),eye(n);—eye(n),zeros(n)l;
: Sin==1alors
Cy = 0;
V2 =02p;
%T> = Iop;
: Sinon
I=[2:nn+2:denj;
10 &= llullz;
11: Sié==0alors

© e N a R

12: c=0;
13: v =02y;
14: %To = Iry,;
15:  Sinon
16: v=u(n+1);
17: %u = u(l) + ¢; pas besoin de calculer u
18: Si v ==0 alors
19: Stop division par zéro
20: Sinon
21: Vo =——;
22: (1) =1;
23: v(n+1)=0;
24: C=—"7";
u(n+1)
25: %T2:I+Cgl}21}é;
26: Fin Si
27:  Fin Si
28: Fin Si
29: Fin

Remarque 2.4.2. Dans l'algorithme précédent de osh2 nous pouvons prendre la variable
¢ =—llulDll2 au lieude & = | u(D|l>.

Ce qui nous ramene a proposer l'algorithme dans sa version générale, pour calculer
la décomposition SR d’'une matrice A, via des transformations de Householder symplec-
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2.5 La décomposition SR via I’algorithme SRMSH

tiques optimales. L'algorithme de SROSH est alors comme suit :

Algorithme 2.13 Algorithme SROSH

Cet algorithme calcule la décomposition SR une matrice A tel que A = SR avec la matrice
S = le T2] ... szp_l Tzfp est une matrice symplectique. La matrice A est remplacées par la
matrice J-triangulaire R.

ENTREE(S) : AcR?™2P et S= Iy,
SORTIE(S) : R la matrice sous la forme J-triangulaire et S = le T2] . szp_l Tzlp la matrice
symplectique.

Fonction [S,R] = SROSH(A)
[den,dep] = size(A);
n=denl2;

p=depl2;

S=-eye(den);

Pour j =1: p faire
J=lzeros(n—j+1),eye(n—j+1);,—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)|;
ro=|[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+]j:2pl;

% Calculer la constant c et le vecteur v; de la transformation de Householder sym-

plectique optimale de type un tel que 77 = I + cv; v{ .

10:  [c,n1]l = 0shl(A(ro,j));

% Mise a jour de la matrice A.

11: A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x v x (UlT x J x A(ro, co));

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
122 S(,¢0) = S(,c0) = (SG,c0) x (¢ x v1)) x ] x J;
% Mise 2 jour de la matrice S/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end)=S(ro,2:end)+ c x (v x vlT) x I x S(ro,2:end);
% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-
plectique optimale de type deux tel que 7> = I + cv» vg .

13:  [c,v2] = osh2(A(ro,p+ j));
% Mise a jour de la matrice A.

14:  A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x vy x (v, x ] x A(ro, co));
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).

15:  S(;,c0) =S(,co)—(S(,co) x (¢ x vy)) x vg x J;

% Mise a jour de la matrice S/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end) =S(ro,2:end) +c x (v x UZT) x Jx S(ro,2:end);

16: Fin Pour

17 R=A

18: Fin

2.5 Ladécomposition SR via I'algorithme SRMSH

Dans ce qui suit, nous allons présenter un nouvel algorithme SRMSH qui calcule la
décomposition SR. En effet, nous allons modifier I'algorithme SROSH en remplagons la
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Chapitre 2. La décomposition SR

moitié des transformations de Householder symplectiques, non forcément orthogonales,
par d’autres transformations élémentaires, qui ont 'avantage d’étre symplectiques et or-
thogonales. Autrement dit, nous remplacons les transformations de Householder sym-
plectiques optimales de type un T; par des transformations de Givens symplectiques et
des transformations de Householder symplectiques au sens de Van Loan [114].

En fait, nous utilisons deux types des transformations pour remplacer les transforma-
tions T;.

Le premier type est

_ (diag(I_1, P) 0
Hk, w) = 0 diag(I;_1,P))’

avec

P=I-2ww'/w w, weR" 1

Cette transformation H(k, w) est la somme directe de deux matrices n x n de House-
holder ordinaires [116]. Nous notons par H(k, w) la transformation de Householder sym-
plectique au sens de Van Loan. Remarquons que

H(k,w)e; = e;

pouri=1,...,k—letpouri=n+1,...,n+k—1.
Le deuxieme type est

c S
](k,c,S)=(_S C),

avec ¢+ s% = 1, et

C =diag(Ix-1,¢, In—)
S =diag(0x-1,$,0,—k).

Cette transformation J(k, c, s) est une transformation de Givens symplectique, basée
sur une rotation 2n x 2n ordinaire de Givens dans les plans k et n + k [116]. Nous notons
par J(k, c, s) la rotation de Givens symplectique au sens de Van Loan.

Remarquons que pour i # k et i # n+ k, nous avons J(k, c, s)e; = e;. De plus,

](ky c, S)ek =Cer— Seu+k
et
](k) c, S)en+k = Séy + Cenik-

La transformation J(k, ¢, s) ne modifie que la k'®™¢ ligne et (n + k)¢ ligne de la matrice a
la quelle elle a été multiplié.

Les transformations de Householder et les rotations de Givens au sens de Van Loan
[114] sont a la fois orthogonales et symplectiques.
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2.5 La décomposition SR via I’algorithme SRMSH

Les étapes de I'algorithme SRM S H sont comme suit :
Soitla matrice A= [ay,...,ap, Ap+1, ..., dzp) € R*?P et posons que A = A.

La premieére étape :

Au début de l'algorithme SRMSH, nous voulons annuler les entrées de la premieére
colonne de la position 2 jusqu’a la position 2n. D’abord, nous appliquons la rotation de
Givens symplectique au sens de Van Loan (Algorithme 2.15) a la matrice A® pour an-
nuler les entrées de la position 2n jusqu’a la position n + 1. En effet, pour k = n,...,1
nous calculons les constantes c et s de la matrice de rotation J(k, ¢, s) pour mettre un zéro
dans I'entrée de la position 7 + k de la premiére colonne de la matrice J(k, c,s) A, Pour
ce faire, nous appliquons algorithme J (vIg 2.15) avec le vecteur v = A9 e; pour déter-
miner la matrice de rotation J(n, ¢, s). Puis, nous actualisons la matrice A© par la matrice
A9 = J(n,c,5) A9, ce qui modifie uniquement la ni¢me et la 2 pieme lignes de la matrice A,
Ainsi de suite jusqu’a k = 1, avec le vecteur v = A© ¢, nous calculons la matrice de rota-
tion J(1,c, s) et nous actualisons la matrice A par la matrice A? = J(1,¢,s)A?, ce qui
modifie uniquement la premiére et la (n +1)em¢ lignes de la matrice A, De ce fait, la ma-
trice A© est finalement actualisée par la nouvelle matrice A'Y = J(1,¢,s)...J(n,c,s) A,
Donc, nous avons

AV =711,¢c,5)...J(n,cs) A9 =

(1) /(1) (1) (1)
i ge e g
A(Z:n,l) A(Z:n,Z:p) A(Z:n,p+1) A(2:n,p+2:2p)
0 A/(l) A/(l) (1)
(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
0 A/(l) A/(l) (1)

(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+1) (n+2:2n,p+2:2p)

Apres, afin de créer des zéros dans les positions souhaitées, nous utilisons la trans-
formation de Householder symplectique au sens de Van Loan (Algorithme 2.16). Nous
calculons la constante S et le vecteur w de la transformation tel que :

Hl,w)=I-2ww'/w'w=1I-Bww’.

La multiplication de la matrice A"V a gauche par la matrice H(1, w) crée des zéros
dans les entrées de la premiere colonne de la position 2 jusqu’a la position 7.

(1) (1) 1) (1)
A(l,l) A(l,Z:p) A(l,p+1) A(l,p+2:2p)
0 A(l) A(l) 1)
A(l) = HQ w)A/(l) — (2:n,2:p) (2:n,p+1) (2:n,p+2:2p)
’ 0 A(l) A(l) 1)
gz)+1,2:p) gz)+l,p+l) gz)+l,p+2:2p)
0 A(n+2:2n,2:p) A(n+2:2n,p+1) A(n+2:2n,p+2:2p)

En général, chaque ligne de la matrice A’ () est affectée par cette transformation, mais
les zéros déja créés dans la partie inférieure de la premiére colonne sont conservés.
O
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La deuxiéme étape :

Ensuite, comme dans la deuxieme étape de l'algorithme SROSH, nous utilisons la
matrice To = [+ co v vé de la transformation de Householder symplectique de type deux
pour mettre des zéros dans la (p + 1)me colonne de la matrice A de la position 2 jusqu’a
la position 7 et de la position n + 2 jusqu’a la position 2n, c’est-a-dire nous cherchons la
constante ¢ et le vecteur v, qui sont définis par le Théoréme 2.4.1.

Ainsi, nous avons

eY] ) (2) )
A(l,l) AEéSZ:p) A(l,p+l) Agjp+2:2p)
A(Z) =T A(l) _ 0 A(Z:n,Z:p) 0 A(Z:n,p+2:2p)
= 12 - 0 A(l) A(l) A(l)
(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
) 2)
0 A(n+2:2n,2:p) 0 A(n+2:2n,p+2:2p)

Puisque la composante (n + 1)*™¢ de I'entrée du vecteur v, est nulle (c’est-a-dire
v2(n+1) = 0), alors pour n'importe quel vecteur x € R2" la transformation T, ne modi-
fie pas la composante (n + 1)®m¢ du vecteur T»(x). Ainsi, T» ne modifie pas la (n + 1)ieme
ligne de la matrice AWV,

O

La troisieme étape :

Dans cette étape le but est d’annuler les entrées de la position 3 jusqu’a la position n
et de la position 7+ 2 jusqu’a la position 21 de la deuxiéme colonne de la matrice A®.

Soit A® la sous matrice obtenu en supprimant la premiére et la (n + 1)ieme lignes et la
premiere et la (p + 1)®me colonnes de la matrice A, c’est-a-dire

(2) A(Z)
A(Z) — (2:n,2:p) (2:n,p+2:2p)
A(Z) A(Z)

(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+2:2p)

Nous répétons ici la premiere étape a la matrice A®. En d’autres termes, pour
k=n-2,...,0 nous calculons la matrice J(k,c,s) de la rotation de Givens symplectique
au sens de Van Loan pour mettre un zéro dans I'entrée de la position n + k de la premiere
colonne de la matrice A®.

Ainsi, nous avons

A3 =7J0,c,5)...J(n-2,c,5A% =

1(3) 1(3) 1(3) 1(3)
A((Zé)Z) A((Zé)&p) A((Zé)p+2) ((23;)P+312P)
/ / / /
A(3:n,2) A(S:n,3:p) A(3:n,p+2) A(3:n,p+3:2p)
0 A/(3) 1(3) 1(3)
(n+2,3:p) (n+2,p+2) (n+2,p+3:2p)
0 A/(3) A/(3) A/(3)

(n+3:2n,3:p) (n+3:2n,p+2) (n+3:2n,p+3:2p)

Autrement dit, pour k = n,...,2 nous utilisons la matrice J(k,c,s) de la rotation de
Givens symplectique au sens de Van Loan pour annuler 'entrée de la position n + k de la
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2.5 La décomposition SR via I’algorithme SRMSH

deuxieme colonne de la matrice A). Donc, nous actualisons la matrice A® par la matrice
A'® =J2,¢c,5)...](n,c, s)A®. Par conséquent, nous avons :

A® =712,¢5)...](ncs)A® =

1) ) (2) () ) (2)
A(l,l) A((l?;)Z) A((I?;)S:n) A(l,n+1) A((I?;;HZ) A((l?;?+3:2n)
li li li /
0 A(Z:n,Z) A(Z:n,3:n) 0 A(Z:n,n+2) A(Z:n,n+3:2n)
0 A(l) A(l) A(l) (1) (1
(n+1,2) ((ré-)l—l,S:n) (n+1,n+1) ((ré-)l—l,n+2) ((ré;rl,n+3:2n)
li li /
0 0 A(n+2:2n,3:n) 0 A(n+2:2n,n+2) (n+2:2n,n+3:2n)

Ensuite, pour terminer I'annulation du deuxiéme colonne de la matrice A’ @ nous
utilisons la transformation de Householder symplectique au sens de Van Loan tel que
H@2,w)=I-2ww"/w"w. Ainsi, des zéros apparaissent de la position 3 jusqu’a la position
n dans la deuxieme colonne de la matrice A’®,

A® = H2,w)A'® =

Avy Aan  Adsp Al Agpe Alpazp
0 AS?Z) Ag?&p) 0 AS?IHZ) Ag?p+322p)
0 0 Ag?n,?):p) 0 Ag3n,p+2) Ag3n,p+3:2p)
0 Aglli)+l,2) A&)ﬂ,s:p) AE111)+1,p+1) Aglli)+l,p+2) AE111)+l,p+3:2p)
0 0 Agi)+2,3:p) 0 Agi)+2,p+2) E?’l)+2,p+3:2p)
L 0 0 Agz)+3:2n,3:p) 0 Ag;)+3:2n,p+2) Ei)+3:2n,p+3:2p) ]

Dans cette étape, les multiplications par les matrices des transformations de Hou-
seholder symplectiques ou les matrices des rotations de Givens symplectiques au sens
de Van Loan ne modifient pas les zéros déja créés et ne modifient pas la premiere et la
(n+ 1)i®me lignes et la premiere et la (p + 1)®™¢ colonnes de la matrice A@,

O

La quatrieme étape :

Cette étape consiste arépéter la deuxieme étape, c’est-a-dire a travers une transforma-
tion de Householder symplectique de type deux Ty = I+ c4v4 vi nous annulons les entrées
dela (p +2)#me colonne de la matrice A®) de la position 3 jusqu’a la position 7 et de la po-
sition 7 + 3 jusqu’a la position 27. En d’autres termes, nous appliquons Ty = I + ¢4 7, ﬁi a
la sous matrice A® tel que cette derniére est obtenue en supprimant la premiére ligne et

la (n+ 1)#me ligne et la premiere colonne et la (p + 1)i¢me colonne de la matrice A® :

3) 3 3) 3)
A(z,z) A%j?):p) A%mz) A%Sp+3:2p)
A(s) _ 0 A(S:n,3:p) A(S:n,p+2) A(S:n,p+3:2p)
- 0 A(3) A(S) A(S)
(n+2,3:p) (n+2,p+2) (n+2,p+3:2p)
0 A(3) A(S) A(S)

(n+3:2n,3:p) (n+3:2n,p+2) (n+3:2n,p+3:2p)

La multiplication de la matrice A® parla matrice T, annule les entrées de la position 2
jusqu’a la position n—1 et de la position n+1 jusqu’a la position 2n—2 de la p'®™¢ colonne
tel que:
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3) (4) 4 (4)
A(2,2) A%&p) A(Z,p+2) A%p+3:2p)
A(4) _ T A(?,) _ 0 A(3:n,3:p) 0 A(3:n,p+3:2p)
-4 A(3) A(S) A(3)
(n+2,3:p) (n+2,p+2) (n+2,p+3:2p)
(4) 4)
0 A(n+3:2n,3:p) 0 A(n+3:2n,p+3:2p)
Ainsi, nous avons
A(4) — T4A(3) —
r 4 ) ) (2) ) (2)
A(l,l) AEEI’)SZ) AEZIIjS:p) A(l,p+1) Agllljp+2) A&jp+3:2p)
0 A(2,2) A%S:p) 0 A(Z,p+2) A%p+3:2p)
0 0 A(B:n,S:p) 0 0 A(S:n,p+3:2p)
1) (1) (1) 1) (1)
0 A(n+1,2) A(n+l,3:p) A(n+1,p+1) A(n+1,p+2) A(n+1,p+3:2p)
3 3) 3)
0 0 A(n+2,3:p) 0 A(n+2,p+2) A(n+2,p+3:2p)
(4) (4)
0 0 A(n+3:2n,3:p) 0 0 A(n+3:2n,p+3:2p) .

La transformation T, ne modifie pas la premiere ligne, la (n+1)®™¢ ligne et la (n+2)ieme
ligne et la premiere colonne, la deuxiéme colonne et la (p + 1)™¢ colonne de la matrice
AV,

O

Ainsi de suite jusqu’a la fin, a chaque fois nous répétons la premiere et la deuxieme
étapes. Ensuite, nous réduisons la taille de la matrice ACD avec j=1,...,p en éliminant
la premiere ligne et la (n + 1)'®™e ligne et la premiéere colonne et la (p + 1)®™¢ colonne.

Finalement, nous obtenons

S

A=SR=S [Ru R12]

Ry1 Ry

A\

0

avec les blocs Ry, Ry2, R € R™*P sont des matrices triangulaires supérieurs et le bloc
R»; € R™*P est une matrice strictement triangulaire supérieure. La matrice R € R>"*?P est
une matrice J-triangulaire supérieure. La matrice S € R?"*2" est une matrice symplec-
tique.

Nous présentons ici I'algorithme SRMSH, pour calculer la décomposition SR d’'une
matrice A € R2*2P,
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Algorithme 2.14 Algorithme SRMSH

Cet algorithme calcule la décomposition SR une matrice A € R>"*2P tel que A = SR avec

la matrice S € R?

X2 est une matrice symplectique. La matrice A est remplacées par la

matrice J-triangulaire R € R2"*2P,
ENTREE(S) : AcR?™2P et S=I,,,.
SORTIE(S) : R la matrice sous la forme J-triangulaire et S la matrice symplectique.

10:
11:

12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:

19:
20:

21:
22:

23:

24:
25:

26:

Fonction [S,R] = SRMSH(A)
[den,dep] = size(A);

n=denl2;
p=depl2;
S=-eye(den);

Pour j =1: p faire
J=lzeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)|;
ro=|[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+]j:2pl;

% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k,c, s) de la rotation de Givens sym-

plectique au sens de Van Loan afin d’annuler les entrées souhaitées dans la partie

inférieure de la ji™me colonne.
Pour k=n:-1: j faire
[c,s] =vig(k, A, j));

% Mise a jour de la matrice A.
vliA= A(k,co);

A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
An+k,co)=—-sxviA+cx A(n+k,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);
SGk)=cxSCk)+sxS¢n+k);
Stn+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);

Fin Pour

% Calculer la constante g3 et le vecteur w de la matrice H(j, w) de la transformation de

Householder symplectique au sens de Van Loan afin d’annuler les entrées souhaitées

dans la partie supérieure de la ji™e colonne.
Si j <n-1alors

(B, wl =vih(j,AC, j));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j:n,co)=A(j:n,co)—Bx(wxw') x A(j:n,co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—pBx (wx w') x A(j+n:den,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SCj:n)=8Gj:n)—-PpxSCj:n)x(wx wh);
St,n+j:den)=SGn+j:den)— xSt n+j:den)x (wxw

Fin Si

% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-

plectique optimale de type deux tel que T> = I +cv; Ué pour mettre des zéros dans les

entrées souhaitées de la (p + j)™ colonne.
[c,v2] = osh2(A(ro,p+ j));

D

’
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La suite de I'algorithme SRMSH

% Mise a jour de la matrice A.
27: A(ro,co0) = A(ro,co) + ¢ x v x (v, x J x A(ro, co));
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
28:  S(,ro)=S8(,ro)— (S, ro) x (cx vy)) x vg x J;
29: Fin Pour
30: R=A
31: Fin

Dans I'algorithme SRM S H nous utilisons la rotation de Givens symplectique au sens
de Van Loan vlg (Algorithme J) qui calcule les constantes c et s de la matrice J(k,c, s)
pour mettre un zéro dans I'’entrée de la position n + k de la colonne j avec k = n,..., j.
Lalgorithme vlg estle suivant :

Algorithme 2.15 Algorithme de la rotation de Givens symplectique au sens de Van Loan
vig

Cet algorithme calcule les constantes c et s de la matrice J(k, ¢, s) de la rotation de Givens
symplectique au sens de Van Loan avec

I,
J(k,c,s) = n-k ,ouc?+s*=1.

La matrice J(k,c,s) annule I'entrée de la position n + k du vecteur a, c’est-a-dire si
b=J(k,c,s)a,alors b(n+ k) =0.
ENTREE(S) : Un vecteur a € R?" et une constante k.
SORTIE(S) : Les constantes ¢ et s de la matrice de rotation de Givens symplectique au
sens de Van Loan tel que c?2+s%=1etl'entrée dela position n+ k du vecteur J(k,c, s)a
est zéro.
Fonction [c, s] = vig(k, a)
den=length(a);
n=denl2;
r=+vak)?+an+k?;
Si r =0 alors
c=1;
s=0;
Sinon

10: ) ;
11: Fin Si
12: Fin
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Aussi dans I'algorithme SRMSH, nous utilisons la transformation de Householder
symplectique au sens de Van Loan vlh (Algorithme H). Ce dernier calcule la constante
Betlevecteur w = (wy,..., Wy_k41)' € R"%*1 de la matrice H(k, w) pour mettre des zéros
de la position k + 1 jusqu’a la position n. L'algorithme v!h est le suivant :

Algorithme 2.16 Algorithme de la transformation de Householder symplectique au sens
de Van Loan vilh
Cet algorithme calcule la constante f et le vecteur w de la matrice H(k, w) de la transfor-

mation de Householder symplectique au sens de Van Loan avec

_ [diag(Ix-1, P) 0
Hk, w) = 0 diag(Iy_1,P))’
ouP =1, s +ﬁwa =L e +2ww/wTwet w=(wy,..., Wp_11) € R"**+1 La ma-

trice H(k,w) annule les entrées aux positions k + 1,...,n du vecteur a, c’est-a-dire si
b= H(k,w)a, alors b(k+1:n)=0.

ENTREE(S) : Un vecteur a € R*" et une constante k.

SORTIE(S) : La constante f et le vecteur w de la matrice de transformation de Househol-
der symplectique au sens de Van Loan tel que ¢® + s> = 1 et 'entrée de la position n+ k
du vecteur J(k, c, s)a est zéro.

Fonction [B, w] = vih(k, a)

den=length(a);

n=den/2;

rn= Z?;zk“ a(i+k-17%

r=vak)?+r;

wy = a(k)+sign(a(k))r;

Pour k=2,...,n—k+1 faire
Wi =4djt+k-1;

Fin Pour

r= wf +17;

. Si r;éé)alors
p=1;

o
: Sinon
beta =0;
: Fin Si

%P = I+ﬁwa tel que (H(k,w)a); =0pouri=k+1,...,n.
16: Fin

—
- O

—
»

—

2.6 Ladécomposition SR via I’algorithme SRMSH2

Dans ce paragraphe, nous présentons un autre nouvel algorithme de décomposition
SR via SRMSH?2. Cet algorithme est une version modifiée de I'algorithme SRMSH. En
effet, nous allons modifier les étapes paires. Au lieu d’utiliser la transformation de Hou-
seholder symplectique optimale de type deux seulement pour mettre des zéros dans la
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colonne p + j, nous allons utiliser d’abord la rotation de Givens symplectique au sens
de Van Loan pour la partie inférieure du vecteur. Puis, la transformation de Househol-
der symplectique au sens de Van Loan pour la partie supérieure du vecteur. Enfin, pour
annuler la derniére entrée dans la position (j + 1) du vecteur (p + j), nous utilisons la
transformation de Householder symplectique optimale de type deux.

Ainsi, dans la suite, nous donnons une breve description des étapes d’algorithme
SRMSH?2:

Soitla matrice A= [ay,...,ap, Ap+1, ..., dzp) € R*?P et posons que AQ = A.

La premiere étape :

Cette étape est identique a la premiere étape de I'algorithme SRMSH. Nous voulons
mettre des zéros dans la premiére colonne de la matrice A’ de la position 2 jusqu’a la
position 2n.

D’abord, nous commencons par la partie inférieure de la premiere colonne. Nous uti-
lisons la rotation de Givens symplectique au sens de Van Loan pour annuler les entrées de
la position 27n jusqu’a la position (7 + 1). Ainsi, nous calculons les matrices J(k, ¢, s) pour
k =n,...,1 afin de mettre un zéro dans I'’entrée de la position (n + k) de la premiére co-
lonne de la matrice A, Par conséquent, la matrice de départ est actualisée par la matrice
AW =J1,c,5)...](n,c,s)AY. Ainsi,

(1) (1) (1) (1)
A((ll,)l) A((ll,)Z:p) A((ll,{aﬂ) ((11,{9+2:2p)
/ / / /
AV =70,¢79...J(n,c s)AY = Ay Af(zf)n’zzm A%?’pﬂ) AE(Zﬂl'erZ:Zp)
0 A(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
0 A/(l) A/(l) (1)
(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+1) (n+2:2n,p+2:2p)

Ensuite, pour la partie supérieure de la premiére colonne de la matrice A"V nous utili-
sons la transformation de Householder symplectique au sens de Van Loan H(1, w). Nous
calculons la constante S et le vecteur w de la transformation tel que

Hl,w) =I-2www'w=I-pww’,

pour crée des zéros dans les entrées des positions 2,..., n de la premiére colonne.
Donc, nous avons

(1) (1) 1) 1)
A(l,l) A(I,Z:p) A(l,p+l) A(l,p+2:2p)
0 A(l) A(l) (1)
A(l) =H(1 w)A/(l) — (2:n,2:p) (2:n,p+1) (2:n,p+2:2p)
4 0 A(l) A(l) A(l)
(n+1,2:p) (n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
0 A(l) A(l) A(l)
(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+1) (n+2:2n,p+2:2p)

La deuxiéme étape :

Ensuite, nous modifions cette étape par rapport a la deuxieme étape de 'algorithme
SRMSH en appliquant deux transformations symplectiques et orthogonales au sens de
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Van Loan puis nous utilisons la transformation de Householder symplectique de type
deux pour mettre des zéros dans la (p + 1)#me colonne de la matrice A"V de la position
2 jusqu’a la position n et de la position n + 2 jusqu’a la position 2n.

En effet, nous commencons en premier lieu par annuler le bas de la (p +1)1®™¢ colonne
en utilisant la rotation de Givens symplectique au sens de Van Loan. Ainsi, nous calculons
les constantes c et s de la matrice de rotation J(k, ¢, s), afin de créer un zéro dans I’entrée
de la position (n+ k,p +1) avec k=n,...,2.

Donc, nous avons

(1) (1) (1) (1)
A(l,l) A(l,Z:p) A(l,p+1) A(1,§)+2:2p)
0 A/(z) A/(Z) A/(Z
A’(Z) — ](2, c, S) ...](n’ c, S)A(l) — g)n,Zp) g)n,p+1) g)n,p+22p)
0 A(n+1,2:p) A(n+1,p+1) (n+1,p+2:2p)
0 AP 0 AP
(n+2:2n,2:p) (n+2:2n,p+2:2p)

Ainsi, les transformations J(2, ¢, s) x ... x J(n,c, s) de Givens symplectiques au sens de
Van Loan ne modifient pas la premiére et la (n + 1)#me lignes de la matrice A1,

Apres, nous annulons en second lieu les entrées de la position 3 jusqu’a la position n
en appliquant la transformation de Householder symplectique au sens de Van Loan

HR,w)=1-Bww’.

En conséquence, nous avons

[ 4D n eh) (1)
A(l,l) A(l(,22):p) A(l(,2;§+1) A(l(,2]§+2:2p)
" " "
0 A(Z(,ZZ):p) A(Z,p+1) A(2(,£+2:2p)
n2) _ 2) _ " "
ATY =HQ@Z,w)A™ = | 0 A(3:n,2:p) 0 A(3:n,p+2;2p)
0 A(l) A(l) A(l)
Slr(l;)l,Z:p) (n+1,p+1) Ellg)l,p+2:2p)
0 A(n+2:2n,2:p) 0 A(n+2:2n,p+2:2p) ]

1(2)
2,p+

der symplectique de type deux To> = [+ co 12 vg . En effet, la (p+ 1) colonne de la matrice
A"®@ est sous la forme suivante :

Pour finir, il nous reste a annuler 'entrée A ;) par la transformation de Househol-

la (p + 1)#me colonne de A”®

)
Au(,z,;m D)
1A
AII(Z) G, p+ 1= A(Z,p+l) o) .
0 3 n-2)
M
A(n+1,p+1) } (1)
0 } (n=1)

Ainsi, pour calculer la constante c; et le vecteur v, nous pouvons utiliser la transfor-
mation de Householder symplectique 7> avec un vecteur de dimension 4 au-lieu de 2n
parce que les restes des entrées du vecteur A” @, p + 1) sont déja nulles. Donc, nous uti-
lisons le vecteur suivant :
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1,p+1) P
Appey | 1 M
Agl)+1,p+l) b
0 b
De ce fait, nous avons :
Ay Atz Al Az
0 Ag?Z:p) 0 Ag?p+2:2p)
AP =1,A"® =0 Aé(:zr)z,Z:p) 0 Azgzzri,mz:zm
0 AE111)+1,2:p) Agl)+l,p+l) AEIll)+l,p+212p)
| 0 Azlr(zi)2:2n,2:p) 0 A?}E?Z:Zn,p+2:2p) )

La multiplication de la matrice A”® par la transformation 7, modifie la premiére ligne
et la deuxieme ligne seulement de la position 2 jusqu’a la position 2n.

O

Ainsi de suite jusqu’'a 'étape (2p)i™e, a chaque fois nous répétons la premiere et la
deuxieme étapes et nous déminions a la fin de ces deux étapes la taille de la matrice en
supprimant la premiére et la (n + 1) lignes et la premiere et la (p + 1)*™¢ colonnes.

Finalement, nous obtenons

=S

A=SR=S [311 RIZ]

Ry1 Ry

N

avec les blocs Ry1, R12, Ry sont des matrices triangulaires supérieures et le bloc Ry est
une matrice strictement triangulaire supérieure. La matrice R € R?"*?P est une matrice
J-triangulaire supérieure. La matrice S € R>"*2" est une matrice symplectique.

Cette description nous ramene a l'algorithme SRMSH2 pour la décomposition SR
d’'une matrice A € R*"*?P
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2.6 La décomposition SR via I’algorithme SRMSH2

Algorithme 2.17 Algorithme SRMSH?2

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R?"*?P de telle sorte que

A=

SR avec S € R?"*2" est une matrice symplectique et la matrice A est remplacée par la

matrice J-triangulaire R € R2"*2P,
ENTREE(S) : AcR?™2P et S=I,,,.
SORTIE(S) : La matrice R sous la forme J-triangulaire. La matrice S qui est une matrice

10:
11:

12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:

19:
20:

21:
22:

23:
24:
25:

symplectique. Tel que A = SR.
Fonction [S,R] = SRMSH2(A)
[den,dep] = size(A);

n=den/2;
p=depl2;
S=-eye(den);

J2=[zeros(2),eye(2);—eye(2), zeros(2)];

Pour j =1: p faire

rol=[j:j+1L,n+j:n+j+1];
co=[j:p,p+j:2pl;

% Mettre des zéros dans les positions souhaitées de la j®™¢ colonne :

% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens sym-

plectique au sens de Van Loan dans l'intention d’annuler les entrées désirées dans la

partie inférieure de la ji®™me colonne.
Pour k=n:—1: j faire
[c,s] = vig(k, AC, j));

% Mise a jour de la matrice A.
vliA=A(k,co);

A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
A(n+k,co)=-sxvlA+cx A(n+k,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);
SGk)=cxSGk)+sxSt n+k);
St,n+k)=—-sxvecS+cxS:,n+k);

Fin Pour

% Calculer la constante f et le vecteur w de la matrice H(j, w) de la transformation

de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler les entrées

désirées dans la partie supérieure de la ji®™¢ colonne.
Sij<n-1alors
(B, w] =vlh(j, AG, J));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j:n,co)=A(j:n,co)—Bx(wxwh) x A(j:n,co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—f x (w x wh) x A(j+n:den,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGjim)=8Cj:n)—BxS¢j:n) x(wxwh);
St,n+j:den)=SGn+j:den)— xSt n+j:den)x (wxw

Fin Si

D

)
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La suite de I'algorithme SRMSH?2

26:

27:
28:

29:
30:
31:

32:
33:
34:
35:
36:

37:

38:
39:

40:
41:
42:

43:

44

45:
46:
47:
48:
49:

% Mettre des zéros dans les positions souhaitées de la (p + j)™ colonne :
Si j <n-1alors
% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens sym-
plectique au sens de Van Loan dans I'intention d’annuler les entrées désirées dans la
partie inférieure de la (p + j)*™¢ colonne.
Pour k=n:—1:j+1 faire
lc,sl=vig(k,AC, p+j));
% Mise a jour de la matrice A.
vlA= A(k,co);
A(k,co) =cx A(k,co) + s x A(n+k, co);
An+k,co)=-sxvlA+cx A(n+k,co);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);
SG k) =cxSGk)+sxS¢n+k);
Stn+k)=—-sxveS+cx St n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Calculer la constante £ et le vecteur w de la matrice H(j+1, w) de la transformation
de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler les entrées
désirées dans la partie supérieure de la (p + j)**™ colonne.
(B, wl=vlh(j+1,AC, p+j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)— B x (wx wh) x A(j+1:n,co);
A(j+1+n:den,co)=A(j+1+n:den,co)—fx(wx wh) xA(j+1+n:den,co);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SC,j+1:m) =S¢ j+1:n)—BxSCj+1:n) x(wxwh);
SG,n+j+1:den)=S¢,n+j+1:den)— xS n+j+1:den)x (wx wh);
Fin Si
% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-
plectique optimale de type deux tel que 1> = I + cv» vg pour mettre des zéros dans
I'entrée (j + 1) dela (p + j)i®™e colonne.
[c, v2] = 0sh2(A(rol,p+j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(rol, co) = A(rol,co) + ¢ x vy x (v2T x J x A(rol, co));
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SG,rol) = SG,rol) = (SG,rol) x (¢ x v2)) x v, x J;
Fin Si
Fin Pour
R=A
Fin

Dans I'algorithme SRMSH2, nous utilisons la rotation de Givens symplectique au

sens de Van Loan vlg via l'algorithme 2.15 (Algorithme /) qui calcule les constantes ¢
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2.7 La décomposition SR via I'algorithme SRDECO

et s de la matrice J(k, ¢, s) pour mettre un zéro dans I'’entrée de la position (n + k) dans les
colonnes j et (p + j) avec k = n,..., j. Aussi dans cet I'algorithme, nous utilisons la trans-
formation de Householder symplectique au sens de Van Loan vlh via I'algorithme 2.16
(Algorithme H) qui calcule le vecteur w = (wy, ..., wy,- e+1) T € R k+1 et 1a constante B de
la matrice H(k, w) pour mettre des zéros de la position (k + 1) jusqu’a la position n dans
la jiéme colonne et la (p + j)®™e colonne.

2.7 Ladécomposition SR via I’algorithme SRDECO

Un algorithme appelé SRDECO de décomposition SR d'une matrice A arbitraire de
taille (2n x 2n) a été présenté par Bunse-Gerstner et Mehrmann dans [40]. En fait, la
construction de I'algorithme SRDECO a été basée sur les transformations de Givens sym-
plectiques, les transformations de Householder symplectiques qui ont été introduites par
Van Loan [114] et complétées par les transformations de Gauss symplectiques [40]. Sa-
chant que les deux premieéres transformations de Givens symplectiques et de Househol-
der symplectiques sont orthogonales, tandis que les dernieres ne le sont pas. De point de
vue algebre linéaire, la décomposition SR via 'algorithme SRDECO ne correspond pas a
I’analogue de la décomposition QR via Householder.

Maintenant, nous allons commencer par rappeler les étapes de la construction d’'une
décomposition SR d'une matrice A arbitraire de taille 2n x 2n via I'algorithme SRDECO.
Avant de donner |’algorithme correspondant, Nous illustrerons les deux premieres étapes
d’élimination.

Soit la matrice A= [ay,..., An, Any1,. .., don) € RZV2" et posons que AQ) = A,

La premiere étape :

L'algorithme commence par mettre des zéros dans la premiere colonne de la matrice
A© A travers les transformations de Givens symplectiques au sens de Van Loan (Algo-
rithme /), nous annulons les éléments de la position 2n jusqu’a la position (n + 1) de la
premiere colonne. Pour cela, nous calculons les matrices J(k,c,s) avec k = n,...,1 afin
d’annuler I'entrée de la position (n + k). La nouvelle matrice est sous la forme

(1) /(1) (1) (1)
A(l,l) A(I,Z:n) A(l,n+1) A(l,n+2:2n)
W _ O_ | Aznn Aznzm  Agpmey  Azgaezen
AV =]J(1,c,8)...]J(n,c,5) A = 0 4/ i) A0
((111-)1-1,2:71) ((nl-)i-l,n+1) ((ri-)e-l,n+2:2n)
/ / I
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1) A(n+2:2n,n+2:2n)

En utilisant la transformation de Householder symplectique au sens de Van Loan (Al-
gorithme H), nous annulons les éléments de la position 2 jusqu’a la position n dans la
premiere colonne de la matrice A'". Pour effectuer cela, nous calculons la constante 3 et
le vecteur w de la transformation tel que :

Hl,w) =I-2ww'w'w=I-Bww’.
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Nous actualisons la matrice A’ par la matrice

(1) (1) (1) 1)
A(l,l) A852:n) Agjn+1) A83n+2:2n)
A(l) =H(1 w)A'(l) — 0 A(2:n,2:n) A(Z:n,n+l) A(Z:n,n+2:2n)
’ 0o A A A
({z+1,2:n) En+1,n+l) gl)+1,n+2:2n)
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+l) A(n+2:2n,n+2:2n)

La deuxiéme étape :

La deuxieme étape consiste a mettre des zéros dans la (n + 1)®™¢ colonne de la matrice
A©® Nous annulons les éléments de la position 27 jusqu’a la position (n+1) dela (n+1)ime
colonne, en utilisant les transformations de Givens symplectiques au sens de Van Loan
(Algorithme J). En effet, nous nous calculons les matrices J(k, ¢, s) pour annuler l'entrée
de la position (n + k) avec k = n, ..., 1.

Donc, nous avons

(D (1 (D (D
A(l,l) A((lz,)Z:n) A((12,51+1) A((lz,)n+2:2n)
0 Al Al Al
12) _ 1) _ 2:n,2: 2:n,n+1 2:n,n+2:2
AT =@ ¢8). Jme, AT = | A g
((712-)1-1,2:71) (n+1,n+1) ((ré-)#l,n+2:2n)
i /
0 A(n+2:2n,2:n) 0 A(n+2:2n,n+2:2n)

Les transformations de Givens symplectiques ne modifient pas ni les zéros déja créés
ni la premiére ligne et la (n + 1)®me ligne de la matrice AW,
Ensuite, nous appliquons la transformation de Householder symplectique au sens de
Van Loan
HZ,w)=1-pww’

pour annuler les entrées de la position 3 jusqu’a la position n. Donc, nous avons

[ Ag?l) AS?Z:n) Ag?n+1) Ag?n+2:2n) 1
0 A?Z(,zz):n) AEI2(,2r)L+1) AEIZ(,ZIEHZ:Zn)
A" =H2,wA® =0 Z'-;(z;izn) 0 Agii,mz:zn)
0 AE111)+1,2:11) Agl)+l,n+l) Agl)+l,n+2:2n)
0 Aélr(zi)Z:Zn,Z:n) 0 AE,r(zi)Z:Zn,n+2:2n) ]

Enfin, nous devons détruire I’entrée de la position (2, 7+ 1). Nous ne pouvons pas uti-
liser ni les transformations de Givens symplectiques ni les transformations de Househol-
der symplectiques au sens de Van Loan parce que dans le cas contraire nous remplirons
I'entrée de la position (n +2,n+ 1) ou les entrées des positions (2,1) et (n+2,n+ 1), res-
pectivement.

Dans le cas ol I'entrée de la position (n + 1, n + 1) est non nulle, nous pouvons appli-
quer la transformation de Gauss symplectique via I’Algorithme G (Algorithme sg¢) avec
le vecteur v = A"@e,. Ainsi, nous obtenons la matrice G(2, V).
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Donc, nous avons maintenant

[ 2) (2) (2) 2)
A(l,l) A%SZ:H) A(l,n+1) A%Sn+2:2n)
0 A(Z(,ZZ):n) 0 A(Z(,Zr)z+2:2n)
" "
A(Z) =G(@2 v)A”(Z) — 0 A(S:n,Z:n) 0 A(3:n,n+2:2n)
) 0 A(Z) A(Z) A(Z)
(121+1,2:n) (n+1,n+1) (éa)+1,n+2:2n)
0 A(r%2+)2,2:n) 0 A(r(zg—)Z,n+2:2n)
" "
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

L'Algorithme G modifie la premiere ligne, la deuxieme ligne, la (n + 1)*™¢ ligne et la
(n+2)#me Jigne de la matrice A",

Remarquons que sil’entrée de la position (2, n + 1) est différente de zéro mais I'entrée
de la position (n+1,n+1) est nulle, alors la matrice A n’a pas de décomposition SR et par
suite I'algorithme s’arréte.

O

Ainsi de suite, a chaque fois nous répétons les deux étapes précédentes et nous démi-
nions la taille de la matrice en supprimant la premiere et la (n + 1)®®™¢ lignes et colonnes.
Enfin, nous obtenons A = SR avec R est une matrice J-triangulaire supérieure et S est une
matrice symplectique.

Lalgorithme SRDECO de la décomposition SR d’'une matrice A arbitraire de taille
(2n x 2n) est le suivant :

Algorithme 2.18 Algorithme SRDECO

Cet algorithme calcule la décomposition SR de la matrice A € R>"*2" de telle sorte que

A= SR avec S € R*"*2" est une matrice symplectique et la matrice A est remplacée par la

matrice J-triangulaire R € R27*21 i cette décomposition existe. Dans le cas ou la matrice

An’apas de décomposition SR, alors I'algorithme s’arréte.

ENTREE(S) : AcR?™2P et S= Iy,

SORTIE(S) : La matrice R sous la forme J-triangulaire. La matrice S qui est une matrice
symplectique. Tel que A = SR.

Pour j =1: p faire

co=[j:p,p+j:2pl;
% Mettre des zéros dans les positions souhaitées de la ji®™ colonne :
% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens sym-
plectique au sens de Van Loan dans I'intention d’annuler les entrées désirées dans la
partie inférieure de la ji®™me colonne.

Pour k=n:—1: j faire

[c,s] = vig(k, AC, j));

% Mise a jour de la matrice A.
10: vliA=A(k,co);

1: Fonction [S,R] = SRDECO(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: p=depl2;

5: S=eye(den);

6:

7:
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La suite de I'algorithme SRDECO

11:
12:

13:
14:
15:
16:

17:
18:

19:
20:

21:
22:
23:

24:

25:
26:

27:
28:
29:

30:
31:
32:
33:
34:

35:

36:
37:

A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
An+k,co)=—-sxviA+cx A(n+k,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);
SGk)=cxSGk)+sxStn+k);
SG,n+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);

Fin Pour

% Calculer la constante f et le vecteur w de la matrice H(j, w) de la transformation

de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler les entrées

désirées dans la partie supérieure de la j®™¢ colonne.
Si j <n-1alors
(B, w] = vih(j, A, j));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j:n,co)=A(j:n,co)—Bx(wxw')x A(j:n,co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—pBx (wx w')x A(j+n:den,co);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SG,j:m)=8Cj:n)—PxSCj:n) x(wxwh);
St,n+j:den)=SG,n+j:den)— xSt n+j:den)x (wxw

Fin Si
% Mettre des zéros dans les positions souhaitées de la (n + j)*®™¢ colonne :
Si j <n-1alors
% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens sym-
plectique au sens de Van Loan dans l'intention d’annuler les entrées désirées dans la
partie inférieure de la (n + j)®™¢ colonne.
Pour k=n:—-1:j+1 faire
lc,sl=vig(k, A, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.
vliA=A(k,co);
A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
An+k,co)=-sxvliA+cx A(n+k,co);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(, k);
SGk)=cxSGk)+sxSGn+k);
SGn+k)=—-sxvcS+cxS¢,n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors

% Calculer la constante S et le vecteur w de la matrice H(j +1, w) de la transformation

de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler les entrées

désirées dans la partie supérieure de la (n + j)**™ colonne.
(B, wl=vlh(j+1,AC, n+j));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j+1:n,c0)=A(j+1:n,c0)—Bx (wxw") x A(j+1:n,co);
A(j+1+n:den,co) = A(j+1+n:den,co)—fx (wx wT)xA(j+1+n:den,co);

T

’
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La suite de I'algorithme SRDECO

38:
39:
40:

41:
42:
43:
44:

45:
46:
47:
48:

49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
57:

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGj+1:m) =S¢ j+1:n)—BxSCj+1:n)xwxw);
St,n+j+1l:den)=St,n+j+1:den)—pPxS:,n+j+1:den)x (wx wh);
Fin Si
% Calculer les constantes c et d de la matrice G(k,v) de la transformation de Gauss
symplectique afin de mettre des zéros dans 'entrée (j + 1) de la (n + j)*®™¢ colonne.
Si(A(j+1,n+j)#0) et (A(n+j,n+j)==0)) alors
Arréter 'algorithme (il n'y a pas de décomposition SR pour A).
Sinon
[c,d] =sgt(AG,n+j),j+1);
% Mise a jour de la matrice A.
A(j,)=cxA(j,)+dx A(n+j+1,2);
A(j+1,))=cxA(j+1,)+dx A(n+j,:);
An+j,) = cx An+j,2);
An+j+1,)=cxAn+j+1,2;
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
St,n+j)=—-dxSCG j+1)+cxStn+j);
SGn+j+1)==dxSG j)+cxSGn+j+1);
SG, j)=c ' xS, j);
SGj+1)=ctxSC j+1);
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
R=A
Fin

Dans cet algorithme SRDECO nous avons utilisé la transformation de Gauss symplec-

tique sgt (Algorithme G) qui calcule les constantes c et d de la matrice G(k, v) pour mettre
un zéro dans 'entrée de la position (j + 1) dans la (n + j)®™¢ colonne. L'algorithme sgt est
donné par:

Algorithme 2.19 Algorithme de la transformation de Gauss symplectique sg¢

Cet algorithme calcule les constantes c et d de la matrice G(k, ¢,d) = G(k,v) de la trans-
formation de Gauss symplectique avec

Glk,v) = In-k

ot étantdonné k (1 < k < n) et un vecteur a € R*"*, oll a,+x_; = 0 si et seulement si a; = 0,
I’algorithme suivant détermine les constates c et d tel que si G(k, ¢,d)a = b alors by = 0.
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La suite de I'algorithme de la transformation de Gauss symplectique sg ¢

ENTREE(S) : Un vecteur a € R?" et une constante k.
SORTIE(S) : Les constantes c et d delamatrice G(k, ¢, d) de transformation de Gauss sym-
plectique.
Fonction [c,d] = sgt(a, k)
den=length(a);
n=den/2;
Si ((a(k) ==0) et (a(n+ k—1==0)) alors

Arréter 'algorithme.
Sinon

Si (a(k) == 0) alors

v =0;
Sinon
v=—alk)lan+k-1);

Fin Si

c=V1+v2

d=vxc
% Le conditionnement de la matrice G(k, ¢, d) (si nous avons besoin).
%K =V1+vZ+|v|;
14: Fin Si
15: Fin

— e
BB S a4

Cet algorithme SRDECO, de la décomposition SR de Angelika Bunse-Gerstner et Vol-
ker Mehrmann [40], a une instabilité numérique. L'origine de cette instabilité est claire-
ment identifiée : elle survient lorsqu'une transformation G(k,v) de Gauss symplectique,
qui n’est pas orthogonale, est rencontrée. En effet, quand la matrice G(k, v) est appliquée
pour éliminer I'entrée de la position ki¢me d’ug vecteur a et sil’entrée a, . —; est trés pe-

k

Api k-1
la matrice G(k,v) devient mal-conditionnée sachant que son conditionnement s’écrit :

x2(G(k,v)) = V1+v2 +|v|. Donc, I'algorithme SRDECO sera instable numériquement et
méme il échoue; dans ce cas il n’aura pas de décomposition SR pour la matrice A.

Notre nouvel algorithme SRMSH2 de la décomposition SR remédies aux instabilités
numériques de l'algorithme SRDECO. En outre, nous pouvons voir l'algorithme
SRMSH?2 comme une version modifiée de I'algorithme SRDECO dans lequel nous rem-
placons les transformations de Gauss symplectiques par les transformations de House-
holder symplectiques de type deux.

tite par rapport a 'entrée ay, alors v = — devient tres grande. Par conséquent,

2.8 Résultats numériques

Nous proposons ici quelques exemples numériques dans des situations différentes,
ce qui nous permet de faire la comparaison entre les différents algorithmes. Nous com-
parons la perte de la J-orthogonalité et I’erreur absolue de la décomposition SR.
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Exemple 2.8.1. Dans cet exemple, nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que
A= Pascal(2n). Puis, nous appliquons a cette derniere les algorithmes SRDECO, SRMSH,
SRMSH?2 et SROSH.

) La perte de J-Orthogonalité | I - §’/S|,
n

SRDECO

SRMSH

SRMSH?2

SROSH

10
12
14
16
18

4.9187e—-16
1.1906e - 15
1.8792e—-15
2.0450e—-15
5.2632e - 15
1.1398e - 14
5.1172e—14
2.4254e—-14

3.0260e - 16
8.7662e - 16
1.8524e—15
2.0232e—-15
8.6536e —15
6.7548e - 14
1.1601e—13
3.8304e—-13

2.7746e - 16
1.7813e—-15
1.7427e—15
5.2375e-15
1.9973e—-14
4.7555e—-14
1.0313e—13
6.7605e¢—13

2.5322e-16
7.3212e—16
2.9899e - 14
7.0806e - 14
1.4156e—08
1.6448e—-11
7.3073e—-10
1.8471e—-09

TABLEAU 2.10 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR de la matrice A = Pascal(2n)

via les algorithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH2 et SROSH

Lerreur absolue de la réduction ||A— SR]»

2n
SRDECO SRMSH SRMSH?2 SROSH
1.3146e—14 8.3477e—15 8.3768e—15 1.4865e—15
1.3215e—13 8.2041e—14 1.2978e¢—13 2.2680e—13
1.1740e—-12 2.2313e—-12 1.4626e—12 2.9295e—12
10 1.9155e—11 1.4932e—11 2.580le—11 4.1395e—-11
12 6.4563e—10 2.9852e—10 3.0539e¢—10 4.4348e—08
14 4.9791e—-09 5.4522¢—-09 5.0939¢—-09 3.7373e—08
16 5.8830e—08 5.9826e—08 6.5018¢—-08 3.4990e-07
18 9.6741e—07 1.0267e—06 1.0815e—06 3.3385e—06

TABLEAU 2.11 - Lerreur absolue de la décomposition SR de la matrice A = Pascal(2n) via les
algorithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH2 et SROSH

Dans ’Exemple 2.8.1, nous remarquons que, pour la matrice A = Pascal(2n), les algo-
rithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH?2 et SROSH fournissent des résultats raisonnable-
ment tres semblables avec un petit désavantage pour l'algorithme SROSH. La perte de
la J-orthogonalité et I'erreur dans la décomposition SR, pour les différents algorithmes,
sont présentées dans le Tableau 2.10 et le Tableau 2.11, respectivement.
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Chapitre 2. La décomposition SR

Exemple 2.8.2. Dans cet exemple, nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que
A =rand(2n). Puis, nous appliquons a cette derniere les algorithmes SRDECO, SRMSH,
SRMSH?2 et SROSH.

La perte de J-Orthogonalité || I-S/S||,

2n

SRDECO

SRMSH

SRMSH?2

SROSH

8

10
12
14
16
18
20
22

1.2241e—-15
8.4262e - 15
5.5863e - 15
3.1964e—-14
1.1135e—-14
2.6492e—14
1.6493e—-14
6.4256e— 14

1.7885e—15
5.9949¢ - 14
3.3405e - 14
8.0824e—-13
2.508le—-14
1.9372e—-12
4.5311e—-13
1.8804e—12

2.9616e—15
8.2671e—14
4.4051e—-14
3.9842e—-13
3.2348e—-14
7.0526e - 13
8.3591e—-13
4.3414e—-12

8.2483e—-15
2.5664e—-13
2.3591e-11
2.3202e—-12
3.1093e—-12
1.3444e—-11
9.5135e—-10
1.5161e—-09

TABLEAU 2.12 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR de la matrice A = rand(2n)

via les algorithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH2 et SROSH

2n

Lerreur absolue de la réduction ||A— SR|»

SRDECO

SRMSH

SRMSH?2

SROSH

8

10
12
14
16
18
20
22

1.6499e—-15
3.5192e-15
1.2944e—-14
1.2887e¢—14
3.4408e - 15
1.1579e—-14
1.8281e—14
3.9904e-14

2.4184e—-15
6.1972e—-15
1.3647e—14
8.2082e—-14
4.6350e - 15
1.6906e - 13
2.0731e—13
2.808le—13

1.8322e—-15
6.3972e—-15
8.7209e - 15
4.6269e - 14
8.6635e - 15
2.5665e - 14
1.6150e—14
6.5138e—-14

4.0711e-15
9.2264e—-14
1.4552e—12
4.9120e—-13
1.6625e—12
3.558le—-12
7.4008e - 09
2.7094e-10

TABLEAU 2.13 — L'erreur absolue de la décomposition SR de la matrice A = rand(2n) via les algo-
rithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH?2 et SROSH

Dans I'Exemple 2.8.2, nous remarquons aussi que pour la matrice A = rand(2n) les
algorithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH?2 et SROSH fournissent des résultats raisonna-
blement trés semblables avec un petit désavantage pour |’algorithme SROSH. La perte de
la J-orthogonalité et I'erreur dans la décomposition SR, pour les différents algorithmes,
sont présentées dans le Tableau 2.12 et le Tableau 2.13, respectivement.
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2.8 Résultats numériques

Exemple 2.8.3. Dans cet exemple, nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que

An Alz)
A= .
(A21 Az
Sachant que chaque bloc A;j est de taille n x n avec
1 1
1 0.01 1 11
Aq = , A2 = . , Agp =
1 001 1 S
1 0.01 1 1 1
1
ez
2
ez
et Azg =
n-1
e 2
e?

Puis, nous appliquons a cette matrice A les algorithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH?2

et SROSH.

La perte de J-Orthogonalité |- §/S|,

2n
SRDECO SRMSH SRMSH?2 SROSH

20 3.0065e—15 4.7320e—15 5.9728e—15 2.0241e-15
22 1.5726e—15 3.1068e—15 5.4974e—-15 1.3031e—-15
24 1.5726e—15 3.1068e¢—15 5.4974e—15 1.3031le—15
26 1.5726e—15 3.1068e¢—15 5.4974e—15 1.3031e—15
28 1.5726e—15 3.1068e¢—15 5.4974e—15 2.6935e—15
30 1.5726e—15 3.1068e¢—15 5.4974e—15 2.8098e-15
32 1.5726e—15 3.1068e—15 5.4974e—15 5.2430e—-15
34 1.5726e—15 3.1068e¢—15 2.3385e—12 4.6879¢—-15
36 1.5726e—15 3.1068e—15 5.4974e—15 3.5034e—14
38 1.5726e—15 3.1068e—15 5.4974e—15 3.4659e—-14
40 1.5726e—15 3.1068e—15 5.4974e—15 8.9884e—14

TABLEAU 2.14 — La perte de J-orthogonalité de la décomposition SR de la matrice A via les algo-
rithmes SRDECO, SRMSH, SRMSH2 et SROSH

Dans I'’Exemple 2.8.3, nous remarquons aussi que pour la matrice A les algorithmes
SRDECO, SRMSH, SRMSH?2 et SROSH fournissent des résultats raisonnablement tres
semblables. La perte de la J-orthogonalité et 'erreur dans la décomposition SR, pour les
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Chapitre 2. La décomposition SR

Lerreur absolue de la réduction | A— SR]»

2n
SRDECO SRMSH SRMSH?2 SROSH

20 3.4335e—14 2.6720e—14 2.2870e—14 1.5017e-14
22 5.0466e—14 8.0533e—14 1.0527¢—13 3.7174e-14
24 1.7501e—13 1.4238e—13 1.9510e—13 1.8580e—13
26 3.0157e—13 2.5726e—13 2.4957e¢—-13 2.4646e—-13
28 4.9370e—13 4.4890e—13 4.1654e—-13 9.3066e—13
30 5.9785e—13 6.0880e—13 6.0874e—13 7.7500e—13
32 1.2407e—12 1.1383e—12 1.4439e—-12 1.0314e-10
34 2.0213e—12 2.3350e—12 2.3385e—12 1.0412¢-10
36 2.3328¢—12 3.6446e—12 5.0825e—12 7.0664e—-10
38 3.3066e—12 4.3147¢—12 7.1038e—12 6.9971e—10
40 4.9845e—12 1.0552e—11 8.2649e¢—-12 7.0307e—10

TABLEAU 2.15 — Lerreur absolue de la décomposition SR de la matrice A via les algorithmes
SRDECO, SRMSH, SRMSH?2 et SROSH

différents algorithmes, sont présentées dans le Tableau 2.14 et le Tableau 2.15, respecti-
vement.

Nous Remarquons aussi que l'injection des transformations de Givens symplectiques
et les transformations de Householder symplectiques au sens de Van Loan avant I'ap-
plication des transformations de Householder symplectiques optimale osh2 dans I’algo-
rithme SRM S H2 ne fait que renforcer la précision par rapport a I’algorithme SRMSH.

2.9 Etude d’erreur du MSGS par 'équivalence entre MSGS
et SR via Householder symplectique

Dans le cas Euclidien, Ake Bjérck, Christopher C. Paige dans leur article [30] ont mon-
tré que la décomposition QR d’'une matrice A de taille m x n via I'algorithme de Gram-
Schmidt modifié MGS est numériquement équivalente a celle résultant des transforma-
tions du Householder appliquées a la matrice A augmentée par une matrice carrée des
zéros de taille n x n en haut. Ce n'est pas seulement vrai en théorie, mais aussi en pré-
sence des erreurs d’arrondi. Cette observation fascinante est a I'origine due a Charles
Sheffield et a été communiquée par Gene Golub. Ceci est expliqué d'une maniere claire
et simple dans [30], puis combiné avec un résultat d’erreur d’arrondissement bien connu
pour montrer que la matrice triangulaire supérieure R de I’algorithme MGS est aussi pré-
cise que la matrice R a partir de I'autre décomposition QR via les transformations du
Householder. La structure spéciale du produit des transformations du Householder est
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2.9 Etude d’erreur de I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié

dérivée, puis utilisée pour expliquer et majorer la perte d’orthogonalité dans I'algorithme
MGS. Enfin, cette équivalence numérique est utilisée pour montrer comment la perte
d’orthogonalité dans I'algorithme MGS peut étre retrouvée en général.

Dans le cas symplectique, A. Salam et E. Al-Aidarous dans [101] ont montré que la dé-
composition SR d’'une matrice A vial’algorithme de Gram-Schmidt symplectique modi-
fié MSGS est mathématiquement et numériquement équivalente a la décomposition SR
via les transformations du Householder symplectiques (Algorithme SRS H) appliquées a
une matrice augmentée. Cette matrice est obtenue a partir de la matrice A en ajoutant
deux blocs de zéros au sommet de la premiere moitié et au sommet de la seconde moitié
de la matrice A.

Dans ce paragraphe, nous prévoyons utiliser ces résultats importants pour la dériva-
tion d'une analyse d’erreur de 'algorithme MSGS (en se basant sur I’équivalence entre
les algorithmes M SGS et SRSH). En fait, les tentatives directes pour établir I’analyse des
erreurs d’arrondi de 'algorithme M SGS ont été révélées tres difficiles a réaliser [107]. Du
coup, nous nous attendons a ce que I'analyse de I'’erreur d’arrondi de I'algorithme MSGS
devienne plus accessible pour I'étudier. En outre, nous affirmons que ces résultats se-
raient utiles pour dériver élégamment et plus facilement des majorations plus fines que
celles dans [107], et aussi pour établir que la perte de J-orthogonalité produite lors de
I'application de 'algorithme M SGS se produit d'une manieére prévisible.

Soit la matrice

An A12) 2mx2n
A= eR ,
(AZI A

avec les blocs A;j € R™*" pour i, j € {1,2}.

La matrice A est augmentée avec un premier bloc de deux matrices carrées nulles au-
dessus de la premiere moitié de la matrice A et un deuxieme bloc de deux matrices carrées
nulles au-dessus de la seconde moitié de la matrice A tel que:

Ol’ll’l Ol’ll’l

, An A c R2m+mx2n.

I l Iy =
A =lay,...,a,0,,.,...,0y,] = 0 0
nn nn

L'algorithme de la décomposition SR via les transformations du Householder sym-
plectiques a la matrice A’ effectue les mémes calculs et dans le méme ordre que ceux de
I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS. Nous rappelons aussi que
cet algorithme consiste a construire des transformations du Householder symplectiques
Py, Py,..., P, de telle sorte que la matrice P/ =P, ...P,P; transforme la matrice A’ comme
suit:

Onn Onn Rll RIZ
J Al _ An A _ Omn Omn Y 2(m+n)x2n
P’A=P,...P,P, 0 Ops| = | Rt Rao =R eR .
Ap1 A Omn Omn

Les matrices R;; € R"*" pour i, j € {1,2} sont des matrices triangulaires supérieures
et la matrice R»; est une matrice strictement triangulaire supérieure. Les transformations
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Chapitre 2. La décomposition SR

du Householder symplectiques ont la forme Py = [ + WkZ£W,{ avec Wy € R2UM+Mx2 ot
Z,]C € R?*? en satisfaisant la condition

rang(Wy) = 1 ou W) Wi det(Z) + trace(Z) = 0.

Nous pouvons voir cette transformation Py comme le produit de deux transforma-
tions du Householder symplectiques, T} = [ + c; 1, v{ etTo=I+couv vé avec cj € R et
v;j € R?"*M pour j € {1,2}. Nous avons

TWT,=I+ Wz W/,

1
_ _ J
C2 C1C2 Ul %)
En conséquence, dans la ki®™¢ étape, nous pouvons réécrire la transformation Py du
Householder symplectique comme suit :

ou W = [vy, vp] € REUMHM*2 ot 3/ — € R2*2,

Py=1-U.xU/,

ou bien pour la sous matrice A (voir les étapes de 'algorithme SRSH ou SROSH) de la
facon suivante :
Pe=1-0,x 0/,

sachant que

—er 0 —eik) 0
, vu Uu _ vu vu
U, = k Tktn U, = k k+ et Uc=[vr v )
k 0 —er |7 k 0 _egly) k [ k k+n]
Il ! !
Vi o Vken Vi Vkin

Le vecteur e(k) représente le premier vecteur canonique de et le vecteur e
1 k

représente le ki®™¢ vecteur canonique de R". Et pour j = k+1,..., n, nous avons

Rn—k+l

1 T'k,j Tk,n+j
0 0 0 0
- —k+1
L] eStTR S e |TK
moY ntj o p | mej| M 2.7)
1 Tn+k,j Tn+kn+j 0 0 |n—-k+1
n-kl 0 0 a®' a;’“jl. m
m | gknt Uke))! J J
i n+j

Les matrices de deux transformations de Householder symplectiques Py et Py sont
anti-Hamiltoniennes, c’est-a-dire Pi =Py et Pli = Py. Cette propriété correspond, dans le
cas Euclidien, au fait que les transformations de Householder sont symétriques. En outre,
les matrices U,’C et Uj. satisfont :

U/U,=2D, UlUr=1 et U/U=U'U, =0 pour k#l.
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Ainsi, nous avons :

—ey 0
u u T IT _,uT
Pk =]— vk Uk+n x ek Ulﬁir% OT Vk,+rn
_ _ _ u
0 ek 0 Uy e. U
vl vl
k k+n
Nous pouvons voir la relation (2.7) comme suit :
k,j kn+j | Z ) q® et [ kv gkt ] [ a® g® ]
Tn+k,j Tn+kn+j k™ J Jrn J Jrn

pour j=k+1,...,navec Ty = I — Uj x U,{.

e
0 e
teur canonique deR". Soit Z la matrice de permutation définie par

Théoréeme 2.9.1. Soit la matrice Ej. = , avec le vecteur ey représente le ke vec-

I, 0 0 ©
1o o I, o0
Z=lo 1, 0 o
0 0 0 Iy

Alors, nous pouvons réécrire la matrice P de la fagcons suivante :
n ! I]
P=P\P,...P,_P,=1—- kZlUkUk )

et nous avons

J
ZTPZ:(O S )

S 1-88’

Preuve. En effet, comme la matrice Z est orthogonale, alors nous avons

T _ Ty /]
Z"Pz=1-2"U,U/ Z.

0 0 .
Sachant que Ey = eok o ,Eiin eok ol , alors EiEk:I, EiEj =0aveck # j.
k k
D’autre part,
T IT uT
T, e, 0 v -V _ T ]
Ugz= 0 —ef —vz’% vZan [ -Ex Ug ]
De plus,
—ey 0
' 0 - -E
Z'Uy = ot | = [ k ]
vlf v§+n Ui
Uk vk+n
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Par suite, nous aurons

Z'pz=2"U-uU))z

_ Try 177
=1-Z"UU/z

_ —Ej J 1)
_I—[Uk x[—Ek Uk]
. ExE] —EkU/{

- ~UxE] UxU]

I-EEl  EU]
UE,  I-UU] |

Dongc,

n
T ST s
ZPZ—Z(I—E UkUk)Z

k=1

n
_ T g
=1-) ZUU/Z

k=1

n [ E.E -E.U
=1- (l;g‘f UkU]k

k=1\ ~YkEg kY

J J
- I-%5_ ) ExEy k=1 ExUp )
YrUEL I-X7_ UyU]

Comme}.}_, EkE,/; =LYy, UkE,/; =831, EkU,{ =Sety}, UkUé = 8§/, alorsnous
aurons

.., (0 &
ZPZ‘(S I1-88)

O

Du coup pour résumer, soit la matrice A € R?"*2" tel que rang(A) = 2n. Soit la matrice
augmentée A’ € R2M+W*21 qui est obtenue par I'addition d’'un premier bloc de deux ma-
trices carrées nulles 0,;, € R"*" au-dessus de la premiére moitié de la matrice A et d'un
deuxieme bloc de deux matrices carrées nulles 0,,;,, € R”*" au-dessus de la seconde moi-
tié de la matrice A. Nous considérons deux décompositions SR, qui sont équivalentes :
la décomposition SR via les transformations du Householder symplectiques pour la ma-
trice A’ et1’autre décomposition SR via Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS pour
la matrice A tels que les matrices symplectiques P € R?("+W>2(m+1) ot §) € R2M*2M gyec
Se RZmXZn.

A=8 (ﬁ) =(S 9) (g) =SR.

0) =Z2'A =72"pzZz"R' =Z"Pz (ﬁ).

r_ I
A—PR(:)(A
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2.9 Etude d’erreur de I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié

Comme Qa, nous aurons
0)_ 1 R\ (P11 P12\ (R _(PuR
(A) =7 pZ(O) - (le P22) (0) B (P21R)'

Puisque la matrice rang(A) = 2n, alors la matrice P;; est une matrice nulle, la matrice
P, € R?™*2" st une matrice symplectique et nous avons

A=SR=PyR,
AA=R'R=RR.

Par I'équivalence entre les deux décompositions SR et par analogie, nous avons alors
R:ﬁetsl :Pgl.

Dans ce que suit, en utilisant I’équivalence entre la décomposition SR d'une matrice
A € R?™*2" yia I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique modifié MSGS et la décom-
position SR via les transformations du Householder symplectiques appliquées a une ma-
trice augmentée A’ € R2"+W*2 nous présentons un nouveau théoréme sur 'analyse de
I'erreur d’arrondi de I'algorithme M SGS ainsi que la perte de la J-orthogonalité produite
lors de I'application cet algorithme.

Al Ar
A1 Az
en ajoutant deux blocs de zéros au sommet de la premiére moitié et au sommet de la seconde
moitié de la matrice A pour avoir la matrice augmentée

Théoréme 2.9.2. Soitla matrice A = ( ) € R2"™*2" Nous augmentons cette matrice

Onn
Al
Onn
An

A=

Onn
A1
Onn
Az

€ RZ(m+n)x2n.

Soit Z € R2mTm>2m+n) yme matrice de permutation définie par :

I, 0 0 O
Z=lo 1 0 o
0 0 0 Iy
Alors nous avons : _
(A]flEz) =7ZTA' = ZTPZ(O),

P

(I-pP)S )

P= (S(I—Pu) I-S(I-P)S

Tels que :
IELl2 =

myn

P=P+E.

m
1Al [T x2(Tp), (2.8)
i=1
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3myy, ( 1 ) d
Esp < 1+ A Ko (T7;),
| E2ll2 —amy, —am7, I ||2i:l_[1 2(T3)

_ 1 1 m m
Plo=1 2 3my,k2(A T; Till2,
1P +1—3myn( +(1_3m%+ mynka( ))Hu z||z)H|| ill2

i=1 i=1

! !/
IEll2 < 1 Eyll2 + 1 E 2,

2
3my u d
1B}l < 23—:;;7]62(1‘1) [T ka(Tp (1 LI ||2) ,
n

1- =1 o1
||E2||2<(2+ Y”l‘[n Tl | 7 1‘[||T,||2,
3my, u
P <——— k(A ko (T5).
| P11ll2 —amy, 2 ( )i:Hl 2 (T7;)

Ou nous désignons A = SR la décomposition SR de la matrice A via MSGS, A' =

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

PR’ la

décomposition SR de la matrice A' via les transformations du Householder symplectiques
et par les matrices S, R et P les versions calculées des matrices S, R, P respectivement (c'est-

a-dire d’une maniére générale M = M + AM). Nous utilisons la notation

cku

<
Yn= 1-cku’

(voir [63, p. 63]) avec c est le plus petit entier constant et u la précision machine tel que

cku<1outkeN*.

Preuve. En effet, nous avons

A'=PR/,
Onn Onn Rll R12
All A12 Omn Omn
A= =P .
Onn Onn R21 R22
AZI A22 Omn Omn
Ainsi,
Onn Onn Rll RIZ
A A 0 0
0,n Oun Ro1 Ry
Asr Axo Omn Omn

Ri1 Ry

0 0
=ZTpzy(Z" | Tmny,
Ry1 R

Omn Omn
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De plus, nous avons d’'une part

Ri1 Ry Ri1 Ry

0 0 R R
Tpl _ 5T | 21 R22
ZR=2 Ry Rp| |0 O
0 0 0 0
et de 'autre part nous avons
0 0 0 0
#T An Awpf_| 0 0
0 0 Al A
A1 A Ap1 A
Ri1 Ry
o § Y |0 o
S I-S8S Ro1 Ry
0 0
Ry Ry
(0o 9 Ro1 Ro
s 1-s8’J] o o
0 0
Donc, nous pouvons écrire
0 0 Ry1 Riz
o o (0o & Ry1 Ry
A Ap | \s 1-889)l o o |
Ap1 A 0 0

(W=za=zez(G)=(5 ) %05}

Ainsi, par analogie avec I’étude d’erreur dans le cas Euclidien, nous avons

Ev Y\ _ _rs_ ot R
(A+E2)—ZA—ZPZO.

Par suite, nous rappelons la matrice Z' Py Z ot1la matrice Py est la matrice de la trans-
formation du Householder symplectique appliquée a la k'*™¢ étape de la décomposition
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SR, de telle sorte que PéP,C =1.

ro -E
T _ T J7_ k J ]
Z'PzZ=1-2 UkUkZ_I—[ Us ][ ~E] Ul ]
ExE]  -E U]

~UE] UkU]ﬁk
I-EE.  EU! )

- ( UE,  I-UU]

=I-

I-EE] EcU]
ULE], Ty

Alors, nous avons

J ]
ZTPkZ( E; ):( [-EE.  EU!

0 UE, I-UU]

De méme,

ZTsz( b;’“ ) =

I-ExE|  EU] (Ek)_( 0 )_(O)U
el 1-uul Lo T\ U )T ke
Nous adapterons la notation suivante :

(Pn P1s

=Z2'pz=7'P,P,...P, 1P, 7.

Soit1 < j < n,si j # k alors nous avons

T Ej _ Ej . T Ex) (0} [O
ZPkZ(O =1 o , bien que Z" PrZ 0 |= =1 ; Uy.
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Alors,

|

P
Py

e

_:(Pu Plz)(Ej)
I \Pa1 Px)\ 0
E.
_ 7T J
=7 PZ( 0 )
E.
— 7T . J
—Z Pl...P]...PnZ( 0 )
E.
— 7T , J
=7 Pl...P]Z( i )
—7Tp,..pi 27 Pz | Ei
] ] 0
=7Z'p,...P;_1Z 0 Uy
J 1
0
:ZTP1...Pj_gZZTPj_1Z( I )Uk
=7"P,...Pj 27 i o
j-1
=7'P,...P; 327"Pj »7 J
j-1
_F. J . J
:ZTP1...P]~_SZ ! E]_ZJE'j_Z E]_ZUj_z
UJ’—ZEj—z
E'_lU[ +E'_2U[ Ti_1
—7Tp,  p. Lz| 1T I ot
1--- ] 3 T T
j—24j-1

U{Tg---Tj_lUj
U2]T3--'Tj_1Uj

o Tj1U;
J J
ul_, U
0

]
Uj

0
Ty Tj-1U;

|

j—1
Y/2) iUl Ty Ty U)
Ty Tj—2Tj1Uj

P
Py

|

oo

P11
p21

o

T

|

|

]
Ej—lUj—l
Ti-

Jos

Uj

7'[1]'
7'[2]‘

Tj-2,j
Tj-1j
Tjj

p2j
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pP pP
Ce qui nous donne les blocs P;; et P,; de la matrice Z'p7z = ( 11 12).
Py Py
De plus,
GREREl
P Py Py \I
0
_ T
=7 PZ (I)
T 0
=Z'P1Py...Pya PuZ| |
T T 0
=7"P\P,...Py, 177 PnZ(I)
J
- ZTPIPZ...Pn_lZ(E’,}U”)
n
T
=Z'P\Py...Py_2 27 P, 1 Z (E”TU”)
n
_ J ] J
:ZTPIPZ...Pn_ZZ( I En—lJEn—l En—lUn—]l )(EnUn)
U B, 1-U U\ T,
J J
=7Z'P\Py...P,_27 (E” Un J}E”‘}Un—l T”)
n-14n
_ " (EiU! Ty Tiso - Tuo1Tp)
Ty--- Ty
Ul T Ts Ty
UJT3Ty Ty
Ul T,
U,
T Ty
P11 Py

Ce qui nous donne les blocs Py, et P2y de la matrice Z'pz = (
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Donc, d’apres ce qui précede nous avons

PyEj=TiT,Ts- Tj_1 U;
=(I-UDUNTTs - Tj1U;
=113+ Tji1Uj—Urmj
= T3T4---Tj_1Uj—Ulﬂlj—Ugﬂgj

= T]’_lU]‘—Ulﬂlj—Ug]’lgj—"'—Uj_gﬂj_zyj
= Uj—U17T1j—UgT[gj—-'-—Uj_lﬂj_Lj
= SE]'—SPHE]'.

Par suite, nous avons le bloc P, de la matrice ZTPZ :
Py = S(I - Pry). (2.15)
De plus, nous avons
E[P12=U]Tis1 -+ Tur T
= U] Tiv1- Tyor = U] Tir -+ Toa U Uy,
= Ui]Ti+1 Ty _”i,nU;j;
=U/ Ty Tz = Wip1 Ul _y =i U},

=U!Ti 72U, — =7 0U),
=U!-miinU}, - —7miaU,

=E/s/-ElpP; 8.
Ainsi, nous avons le bloc P;, de la matrice ZTPZ :
Py =(I-Pi)S. (2.16)
Aussi, nous avons

Py=TT,---Ty
=TT Tp1 = T1 T+ Ty UnUj,
=TT Ty-1— P2 E U},
=TT+ Tn-2 — P Ep1U._| — Py E, U}

=1-U U] - Py E,U) - Py EsUJ — -+ — Py E, U,
= - Py (E\U! + B,U} +---+ E,U))
=1-Pns

=1-SU-P)S.
Ainsi, nous avons le bloc Py, de la matrice ZTPZ :

Py, =I1-S(I-P;p)S’. (2.17)
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Dong, le bloc P;; = 0'si et seulement si /S = I, c’est-a-dire si et seulement si la matrice

S est une matrice symplectique.
Enfin, si nous notons par P la matrice P calculée, alors d’apres (2.16), (2.15) et (2.17)
nous aurons :

_ p (I-P)S
T5,_[ P - P1)S"
z PZ—(S(I_PH) I_S(I_PH)S,). (2.18)
Avec,
0o
T _
ZPZ_(S I—ssf)' (2.19)
Nous rappelons que nous avons
0 0 Ri1 Rp»
A Aw|_pl 0 o
0 0| Ry1 Ry |’
Ap1 A 0 0
Dongc,
0 0 0 0 Ri1 Ry Ri1 Ry
A A 0 0 0 0 R R
| A A _ _ T T _ T 21 Rop
Z1lo o]~ A A =abzz Ro1 Ry =4PZ
Apr A Apr A 0 0 0 0
0 . (R
A)—Z Pz 0).

11 est clair que les matrices Z'PZ et Z'PZ sont des matrices J-orthogonales. Les 2n
premiéres colonnes Z* P?" Z de la matrice Z' PZ sont symplectiques. Ainsi :

- p p
Tpen , _ [F11) _ [ Fn
Z°p z= (Plg) B (S— SPH)

(Z'plm 7 7T pm 7 — 1.

et

En effet, nous avons I’équation

Er \_ 15, (R
lae)=72o)
en ce cas, nous remplacons la matrice Z'PZ par la matrice Z'P?" Z. Autrement dit,
d’apres (2.18) et ces deux équations précédentes, nous aurons

_ _ P . PR PuR E
ZTP(Zn)ZR:(_ 11 )R:(- 11 _):(__11 _):(__1 )
S(I - Pr1) S(I-Pn)R) \S(R-P11R) S(R—-Ey)

Donc, nous avons
A+E>,=S(R-E))

et par suite
E>+SE; = A-SR.

Pour la suite de la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant
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Lemme 2.9.1. Si X; +AX; e R™*™ tel que ||AX;||r <yl X;ll2 pour tout j, alors

p p P p
ITTX +AX) =TT Xles (I X;@+y) =D [T 1Xll2. (2.20)
j=0 j=0 j=0 j=0

(voir [63, p. 73]).

Nous pouvons voir que la matrice Ay, dans la décomposition SR via les transforma-
tions de Householder symplectiques comme une suite de matrices données par
A1 = TeAp,aveck=1:7,00 A; = AcR¥V2M et T = [ — Uy x Ulg une transformation du
Householder symplectique. Notons que chaque Ty est le produit de deux transformations
du Householder symplectiques de types un (T}) et deux (T;) de telle sorte que Ty = T, T}
avec Tl’ =Il+cun U{ et T2’ =]l+cv v{, tel que S = T, Ty_; ... Ty. De plus, nous supposons
que 1y, < % La matrice A, satisfait Apy; = T, Ty_1--- T> T1 A. Donc, la matrice calculée

Api1 = (Tr + AT )(Tr—1 + ATy1) - (To + AT (Th + ATH) A.

Sachant que chaque T} satisfait [ATillr < 37, Tkll2 (voir [100]).
En utilisant I’équation (2.20) de la Lemme 2.9.1, nous obtenons

Aps1=S(A+AA),

.
ISAAl2 < (1 +37)" =D [T I Til20l All2
i=1

3ryn
T2l A 2.21
=1 37, Hlll ill2IlAll2. (2.21)

Alors,

.
IAAllL = 118 SA Al < 157 11211SA Al < 1 SA ANl TTIT; o
i=1

En utilisant (2.21), nous avons

3ry r _
IAA]2 < HIITzllzllAllz) HIITilllz
1-3ry, i1
”’ r r
H ITil2 || TTNT 2 | 1Al
1 3 i=1 i=1
Sr)fn r
s ———— | | <2(T) All». (2.22)
Du coup, pour A+ AA = SR nous avons
3myy, uu
AAl|lp = ——||A T;ll>. 2.23
IAA]2 —3my, I ”2,-:1_[1” ill2 ( )
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En outre, pour A; = I dans (2.21) et (2.22), nous avons S = S(I + AI). D’oly,

- 3my, &
S=Sl2=IISAIlp £ —————— Tillo.
| ll2 = IISATIl2 1—3m77ni=1_[1|| ill2

Dans ce cas, si E» = 0, alors R = R. Comme nous avons A+ E, = S(R — E;), alors
A=S(R-E).Ainsi, E; = —(A-SR).

IEill2 =lA= SRl =|A— SR+ SR—SRl2= - SR+ SRll2 = I(S— S)RI>.
Dongc,

IE1l2 = 1S~ S)RII2
< 1S ll21I Rl

3my m
Y T T30 8 120 Al

= T 4~
Sm,}‘;n m m 1
s ————— Al [ [ ITill2 ] | IT; 2
1-3my, 1=H1 ' 1=H1 !

A

3my, u
=——-IA T;). 2.24
3my,! ||21'[11<2( ) (2.24)

1=

Aussi,
m

- 1
IRll2 < ——F——=1lAll2 [ | I Till2.
1-3my, l:Hl :

Par suite,

IA=SRl2 = I(A=SR)(S-SR)I2
< | A= SRIl2IS - Sli2lIRll2

3myn, 1 n
< 1 A T;). 2.25
1_3m%( +1_3m?n)|| ||2i:l_[17<2( ) (2.25)

De plus, nous avons
E;=S(R-E))-A=SR- A-SE,
et dans le cas o1 E; = 0 nous aurons
E;=SR—-A,
alors,

IE2ll2 = 1A~ SRl

3my 1 m
< > (1+ _ )||A||2]'[1<2(T,-). (2.26)
1-3myy 1-3myn, i=1

De plus, nous avons A= S(I — P;;)R= SR
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A1 =SU—-P11)A=S(A+AA)ouAA=-SP;;Aetcomme

3my 1
ISP Al = ISAAll, < —— X TTITs 201 All2

(2.27)
1-3myn i
Donc,
IP11ll2 = 1S7SP11 AATY I,
< ||S’||z||SPuA||2||A‘1||2
_HHT lor— = > ||A||21'[||Tl||z||A 2
Yn i=1
ﬂk (A)Hk (T)
_1—37’)7,1 2 i=1 2
Ainsi,
3myy, uk
P <—— k(A ko (T3). 2.28
1Pl = 3= kol )iznl 2 (T7) (2.28)
Comme P,; = S(I - Py;), alors
1Po1ll2 = IS = P12 = ISl2 1T = Pr1ll2 < 11Sl2
1 m
<— Till».
1—3m?n,-:Hl” il
De méme, Py» = (I — P1;)S/
IP12llo = 1T = P1))S N2 = 18112111 = Prylla < 1187112
1 m
< — Till».
1_:J,)Mnizl'[1|| ill2
Aussi, Pop = [+S(I-P;) S :
I Poslly = 1T+ S(I—P11) S|l
=1+1SU-P1)S |2
=1+ ISl20T =P lI2187 112
=1+SlI218 12
=1+8l3
1 m
=1+ ———[[x2(Ty).
Par suite,
IPll2 < IP11ll2 + I P12ll2 + P21 ll2 + | Pazll2
3myy, 1
<—k(A kT+— T; +1+— Ko (T})
—amy, 2( )llj 2(T7) 3mYnzl_[1” ill2 1z )ZH 2(T7)
m
<1+ + +3mvy,ko(A T; T: .
3, (1_3m7n Fnkal ))i:Hl” i1l i:Hlu i1l
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(2.29)

ZT(IS'—P,)Z:( Py (I-P)s ) (0 s/ )

SI-Py) I-SU-P1)S') \S 1-88/

_( Pn —P115])

—SP11 SPHS] (230)

Pour E; =0, nous savons que P;; =0, ainsi
T 5 o, (0 8 ) (0 &
2P P)Z—(s‘ 1-85/)7\s 1-s8 @31

(0 S-97
D’ou,
IEjl2 =P - Pl
=1Z"P-P)Zll,
<1S=Sl2+1S=87o + 1S =Sl21(S+ 57>
<2+20Sl2+I1IS=SlI2)1S-Sll2
< (2+2||S||2+IISAlllz)IISAIIIz

7" H 1Tl 5 1‘[ I Til2

s(2+ Y”Hn Tyl Hn Till,. (2.33)

<(2+2H||Tz||2+1
i=1

Puis, pour E, = 0, nous savons que S = S, ainsi

ZNP-P)Z = P (I-P1)S ) (0 s’ )

S(I-Py) I-SU-P;S'| \S 1-88
[ Pn -Pn¥
-SP;; SP;; S/

(I O\ Py —Pu\(I 0
=, S)(_PH PH)(O S,). (2.34)

IELllo =P~ Pl
=1ZYP-P)Z|,
< 2| P11 ll2(1 +ISll2)?

3myn
M0 [T k(T + [T 1 T3l (2.35)

<2—-
13Y i=1 i=1

Ainsi, nous avons trouvé le résultat a chercher. O
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2.10 Conclusion

La décomposition symplectiques SR (par un processus de type Gram-Schmidt, par de
transformation de Householder, par de décomposition de Schur, etc.,) en utilisant un pro-
duit scalaire antisymétrique (.,.); est une étape essentielle dans les méthodes de réduc-
tion de modele ou dans les méthodes de conservation de la structure ot la préservation
de la J-orthogonalité est tres importante.

La décomposition SR peut étre calculé via l'algorithme de Gram-Schmidt symplec-
tique. Comme dans le cas classique, une perte d orthogonalité peut se produire. Pour y
remédier, nous avons proposé une technique de ré-J-orthogonalisation. Nous avons in-
troduit deux algorithmes RSGSi et RM SGSi, qui consistent a ré-orthogonaliser deux fois
seulement les vecteurs a calculer. La perte de la J-orthogonalité s’est améliorée de ma-
niere tres significative. Nous avons montré la pertinence du choix des parametres libres
impliqués dans l'algorithme de Gram-Schmidt symplectique, qui a une incidence sur la
préservation de la J-orthogonalité. Nous remarquons aussi que la ré-J-orthogonalisation
n’intervient pas sur l'erreur absolue de la décomposition.

Une autre facon de calculer la décomposition SR est basée sur les transformations de
Householder symplectiques. Celles ci présentent des parametres libres. Un choix optimal
a abouti a 'algorithme SROSH. Cependant, ce dernier peut étre sujet a une instabilité
numérique. Nous avons proposé deux nouvelles versions modifiées SRMSH et SRMSH?2,
qui ont I'avantage d’étre plus stable numériquement. Une étude approfondie a été faite,
présentant les différentes versions SRMSH et SRMSH2.

L'étude directe de la propagation des erreurs d’arrondis dans les algorithmes de Gram-
Shmidt symplectique est tres difficile a effectuer. Nous avons réussi a contourner cette dif-
ficulté et des majorations pour la perte de la J-orthogonalité et de I'erreur de factorisation
ont été données en se basant sur I’équivalence entre la décomposition SR via les transfor-
mations de Householder symplectiques et la décomposition SR via Gram—-Schmidt sym-
plectique modifié MSGS.
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Chapitre

Réduction d’'une matrice sous forme
J-Hessenberg

« In the middle of difficulty lies
opportunity »

Albert Einstein (1879-1955)
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3.1 Introduction

Dans le but de construire un algorithme SR, qui est un algorithme de type QR, pour
calculer les valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice, une réduction de la ma-
trice sous la forme J-Hessenberg supérieure est cruciale. Cela est di au fait que 1’algo-
rithme final que nous recherchons devrait avoir une complexité d’ordre 0 (n3). En effet,
les matrices symplectiques peuvent servir a transformer une matrice A en une forme de J-
Hessenberg. La relation entre cette transformation sous forme J-Hessenberg et la factori-
sation SR est tout a fait analogue a la relation entre la réduction sous la forme Hessenberg
et la factorisation QR dans le cas classique (Euclidien).

Bunse-Gerstner et Mehrmann [40] ont présenté un algorithme de réduction d’'une
matrice arbitraire sous la forme J-Hessenberg supérieure appelé J HESS, en utilisant dans
ce but, les transformations de Givens symplectiques, les transformations de Householder
symplectiques et les transformations de Gauss symplectiques. Les deux premiéres trans-
formations (Givens et Householder) sont orthogonales, tandis que les derniers ne le sont
pas. Lalgorithme JHESS est basée sur une adaptation de 1’algorithme de décomposition
SR via SRDECO. De point de vue algebre linéaire, la décomposition de SR via I'algo-
rithme SRDECO ne correspond pas a I'analogue de décomposition QR via Householder.
Ainsi, la réduction sous forme J-Hessenberg J HESS n’est pas analogue a la réduction sous
la forme Hessenberg. En fait, sa construction a été basée sur les transformations ortho-
gonales et symplectiques, qui ont été introduits par Van Loan [114], complétées par une
transformation symplectique et non orthogonale [40]. La décomposition SR analogue a
QR via Householder a été introduite en [102], c’est-a-dire la décomposition via I'algo-
rithme SRS H dans sa forme générale ou bien via sa forme optimale SROSH.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer qu’il possible de réduire une matrice sous
la forme J-Hessenberg, en utilisant exclusivement les transformations de Householder
symplectiques [104], telles qu’elles sont introduites dans [102]. Ces transformations sont
des transvections, et s’écrivent comme l'identité, modifiée par le rajout d'un terme de
rang 1.

De point de vue algébrique, elles sont dans le cas symplectique, les analogues des
transformations de Householder dans le cas Euclidien.

De ce fait, I’algorithme que nous allons construire sera, d'un point de vue algébrique,
exactement’analogue dans le cas symplectique, de1’algorithme faisant la réduction d'une
matrice arbitraire, sous la forme Hessenberg, via les transformations de Householder, du
cas Euclidien.

Dans un premier temps, nous allons proposer une version générale de I'algorithme
(JHSH), c’est-a-dire, la question du choix des paramétrés libres ne sera pas abordée.

Des tests numériques, montrant la pertinence de ce choix seront donnés (JHOSH).
Ce choix garantit une meilleure préservation de la J-orthogonalité, aussi bien, que la fac-
torisation.

Cependant, cet algorithme, comme sa version générale, est basé exclusivement sur
des transformations de Householder symplectiques. Bien qu’elle soient juste une modifi-
cation de I'identité par une matrice de rang 1, peut arriver qu’elles soient mal condition-
nées, d’autant plus qu’elles ne sont pas forcement orthogonales.

Dans la partie suivante, nous allons montrer comment on peut remplace la moitié
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de ces transformations de Householder symplectiques, non forcément orthogonales, par
d’autres transformations élémentaires, qui ont 'avantage d’étre symplectiques et ortho-
gonales (JHMSH).

Par la suite, pour 'autre moitié, nous avons limité I'intervention de la transformations
de Householder symplectiques a ’annulation d'une seule entrée au lieu de toute la co-
lonne (JHMSH?2).

Lalgorithme obtenu est donc numériquement aussi stable que possible (les trans-
formations orthogonales), ol les parametres libres si ont été choisi soigneusement. Des
tests numériques, montrant la supériorité de cette derniere version par rapport aux pré-
cédentes sont données.

Puis, nous rappelons l'algorithme JHESS de la réduction sous la forme J-Hessenberg
de [40].

Nous comparons ensuite notre algorithme dans sa derniére version, a celui donné en
[40].

Lalgorithme présenté en [40], utilise pour moitié les mémes transformations sym-
plectiques et orthogonales que notre algorithme. Mais, il utilise pour 'autre moitié, des
transformations de Gauss symplectiques [40, p 1106]. Le premier inconvénient de cet al-
gorithme est que ces transformations peuvent étre généralement mal conditionnes [40],
(voir aussi tests numériques).

Le second inconvénient, qui est majeur, réside dans la facon proposée en [40] pour y
remédier, dans le contexte de 'algorithme SR, dans sa version implicite.

En effet, il est proposé, lorsque le probléme est rencontré a I'itération consistant a cal-
culer la matrice A;;1 = Sl._lAiS i, oll la matrice A; est la matrice courante, (elle a la forme
J-Hessenberg) et S; la matrice de similarité, (elle est symplectique), choisir une transfor-
mation de similarité exceptionnelle sous la forme S; = I — ww?'J oi1 le vecteur w est un
vecteur aléatoire, sachant que || w]| = 1. Remarquons d’abord que ce choix I — ww?J est
une transformation de Householder symplectique au sens du [102]. Un choix aléatoire du
vecteur w a pour conséquence de détruire la structure J-Hessenberg de la matrice A; : en
effet la matrice A; est de J-Hessenberg, la matrice A;4; = Sl.‘lA,-S i ne le sera plus avec un
choix aléatoire de w, avec S; = I—ww" J. Cela a pour conséquence de "doubler" le cotit de
I'algorithme SR implicite, a chaque fois nous avons recours a une telle itération, puisque
le cotit majeur de SR algorithme implicite, provient essentiellement de la premieére étape
qui consiste a réduire une matrice sous la forme J-Hessenberg. Dans des cas pessimiste,
nous pouvons s’attendre a un cofit de @ (n*) d’opérations arithmétiques.

Notre derniére version de 1'algorithme, ne présente pas ces inconvénients, et cons-
truire de ce fait, une amélioration significative, et une alternative efficace.

Enfin, I'étude approfondie a propos les aspects numériques nos nouveaux algorith-
mes ainsi que l'algorithme JHESS et ces problemes d’instabilités numériques (break-
downs\near-breakdowns) nous amene a décrire une stratégie tres efficace pour corriger
et pré-dicter de tels problémes. De ce fait, nous sommes amenés a un choix algorith-
mique, que nous avons mis en ceuvre dans les versions modifiées de tous les algorithmes.
De cette maniere, ’algorithme JHESS incorporant cette modification sera nommé com-
me MJHESS. Pareillement, les versions modifiées de |’ algorithme JHSH et ses diffé-
rentes variantes JHOSH, JHMSH, JHMSH?2 seront nommés MJHSH, JHM?SH et
JHM?SH2 respectivement. Notre stratégie est certifiée par des exemples numériques.
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3.2 Laréduction sous la forme J-Hessenberg via les trans-
formations de Householder symplectiques

3.2.1 Laréduction J-Hessenberg vial’algorithme JHSH

Dans cette partie, nous allons proposer un nouvel algorithme appelé J HS H qui réduit
une matrice arbitraire de taille 2n x 2n sous la forme J-Hessenberg. Cet algorithme utilise
des transformations de Householder symplectiques et il est basé sur une adaptation de
la décomposition SR via SRSH ou SROSH. Dans le cas symplectique, la réduction J-Hes-
senberg via JHS H est la version analogue de la réduction Hessenberg via hess qui adapte
la décomposition QR par des transformations de Householder dans le cas classique.

Rappelons que dans le choix de deux transformations de Householder symplectiques
T, et T, nous avons trois parametres libres : Soient {ej, e2,..., e2,,} une base canonique de
R27%21 g4 b] € R2"*2 et trois scalaires arbitraires o, 1,V tels que

Ti(a) = pe; 3.1

et
Tr(e1) = e; (3.2)
T>(T1(D)) = pey +ven41. (3.3)

Comme les transformations T3, 7> sont des isométries symplectiques, alors

(Tx(T1 (@), To(T1 (b)) = (T1(a), Ty (b)) ;= {a, by ;= a’ b (3.4)
et
(Ty(Ty(a), To(T1 (b)) = {pey, pe1 + veni1) ) = (a, by = pv. (3.5)
Donc,
pv=a’b. (3.6)
De plus,
(To(a), Tale)))y = (a,e1) = a’e; = —any,. (3.7)
Ainsi,
V=0ay41. (3.8)

Alors, a cette étape il n'y a que deux parameétres libres.

Théoréme 3.2.1. Soient[a, b] € R"*2 ¢t P, i deux scalaires arbitraires et v = a,+ tels que:

pv=a’b,
1
alpe
1
o ’ = 1 + Ve~ Ty (b).
® (Th (D)) (uey + vens1) V2 = pey +vep1 — T1(D)
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3.2 La réduction sous la forme J-Hessenberg via Householder symplectiques

Alors,

vérifient que

T1:1+c1v1v{,

T, =1+ Czl}gl/g,

T (a) = pey,
Tr(Th(a) = Ti(a),
T>(T1 (b)) = pey +veps1.

(3.9
(3.10)

Remarque 3.2.1. Puisque la composante (n + 1)#me de l'entrée du vecteur v, est nulle
(v2(n+1) = 0), alors pour wimporte quel vecteur x € R*" la transformation T, ne modi-
fie pas la composante (n + 1) du vecteur T, (x).

Théoréme 3.2.2. Soit v € R?" un vecteur avec la partition v = 0T, u

T T T,T
00, w']

, de sorte

que [u, w] € R"9*2 poyr1 < i< n—1 etsoit v € R*" D quec la partition v = [u", w"]".
Considérons les transformations de Householder symplectiques

T:I+cvvj,

T=I+cii’,

alors,Vx; €R}, Vy, e RY, Vx e R*, Vy e R"!, nous avons

X1 [ X1
/
T x| _| X ’
N4 N4
y B4
avec )
xl _T X
y y
Preuve. Nous avons :
X1 X1
v/ . =vly *
N n
y y
X1
=10%,u",0%, why| ¥
N
y
:uTy—wa
=[u", w1y x]
y
| *
y
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Dongc,

X1 [ X1 ]
/
rl 2]
N N
y 4
X1 0
- * +c u [uT,wT]] x.
N 0 y
. w
En conséquence, il est clair que
/
lsl Y e ¥t why| Y
y L Y w y
| +c “ [uT,wT]] *
w y
= +cid’)
=7l Y,
y
avec
X1 X1
T 0 _ 0
N1 N
0 0

O

Remarque 3.2.2. Le théoreme 3.2.2 reste valable dans le cas oit nous remplacons la trans-
formation de Householder symplectique T par T' =1 - cvv’.

Les théoremes 3.2.1 et 3.2.2 constituent le principal outil sur lequel est basée notre
réduction d’'une matrice sous la forme J-Hessenberg via les transformations de House-
holder symplectiques.

D’abord, nous allons commencer par une description détaille des étapes de I'algo-
rithme. Soit la matrice A= [ay,...,an, Ans1,..., don] € RZ2" et posons que A? = A,

La premiére étape :

Au début, choisissons une transformation de Householder symplectique H; pour an-
nuler les entrées de la position 2 jusqu’a position n et de la position n + 2 jusqu’a la po-
sition 2n de la premiere colonne de la matrice A. Cette transformation de Householder
symplectique s’écrit sous la forme

J

Hy=I+cnuv
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3.2 La réduction sous la forme J-Hessenberg via Householder symplectiques

telsquec; eRetv; € R2", Le vecteur v; est le vecteur directeur de H;. La transformation
H; correspond a la transformation 75, définit dans le théoréme 3.2.1. Comme H;e; = ey,
alors nous aurons v{ e = vlT Je1 = 0. Ainsi, I'entrée de la position (n + 1)®™me de vecteur v,
est égale a zéro. Il s’ensuit que pour tout vecteur x, 'entrée de la position (n + 1)®™¢ de

vecteur H x préserve. La direction v; de la transformation H; est donnée par :
_ A(l) 1 _
n=Aetai(n+eg —a

ol A(lli est un scalaire arbitraire. De plus, nous avons H{ e1 = e1, ce qui implique que la

premiere colonne de H; et de H{ est égale a e;. En conséquence, la multiplication de la
matrice A a gauche par H; préserve la (n + 1)i™¢ ligne et crée les zéros désirés dans la
premieére colonne. Nous obtenons

Ay AL, AL,
A/(l) — HlA — 0 © AE:Z);n,Z:n) AE:Z);n,n+1:2n)

A(n+1,1) A(n+1,2:n) A(n+1,n+1:2n)

0 Az(nli—Z:Zn,Z:n) AE(rB—Z:Zn,n+1:2n)

1)
(1,1)

La multiplication de H; A a droite par H{ préserve la premiére colonne de HlAH{ et
nous obtenons :

Dans cette étape, A;;’,, est un parametre libre.

1) (1) 1)
A(l,l) AEhZ:n) A83n+1:2n)
0 A A
1 _ (2:n,2:n) (2:n,n+1:2n)
AT =HAH = | 0 4D 1
(n+1,1) gl+1,2:n) (iz)+1,n+1:2n)
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1:2n)

La deuxiéme étape :

Ensuite, I"étape suivante consiste a choisir une deuxieme transformation de House-
holder symplectique H, pour mettre des zéros dans les entrées de la position 3 jusqu’a
la position n et de la position n + 2 jusqu’a la position 2n de la (n + 1)®™¢ colonne de la
matrice AW,

Ainsi, nous prenons la sous matrice

(1) A(l)
A(l) _ (2:n,2:n) (2:n,n+1:2n)
- A(l) A(l)
(n+2:2n,2:n) (n+2:2n,n+1:2n)

Elle est obtenue de la matrice A" en supprimant la premiere colonne, la premiére

ligne et la (n + 1)*m¢ ligne. Soit Ag)n .1y un scalaire arbitraire non nul (Afz, nen) 7 0)-

Soit la transformation H = I»,,_» + ¢ D> 17{ , donnée par le théoréme 3.2.1 tel que :

Uy
w»

Uy =

2 0 2n-2
= AEZ?n+l)el - AE:,)n) eR"Y,
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ol up, € R w, e R"1, alors nous obtenions :

1/(2) 1) 1/(2)
B o 4_(2,2:11) A(Z,n+l) %(2,n+2:2n)
A'@ = i, AW = A%},z:n) 0 AE%wHZ:Zn)
it it
A(n+2:2n,2:n) 0 A(n+2:2n,n+2:2n)

La transformation H, correspond a la transformation de Householder symplectique
de type un, c’est-a-dire la transformation 77 du théoréme 3.2.1. Soit Hy = L, + 212 vé,
avec

€ RZn’

alors H, est une transformation de Householder symplectique. En utilisant le théoréme
3.2.2, nous aurons

[ (D) (1 (1 (1
A(l,l) A§(12,)2:n) Agjlﬁl) A;(lz,)n+2:2n)
0 A((ZZ,)Z:n) A(Z,n+1) A((22,)n+2:2n)
/ /
A’(Z) - H A(l) _ 0 A(3:n,2:n) 0 A(3:n,n+2:2n)
= 112 - A(O) A(l) A(l) A(l)
(n+1,1) ((I’é-)l—l,Z:n) (n+1,n+1) ((ré-)kl,n+2:2n)
/ /
0 A((rg—Z,Z:n) 0 A(n+2,n+2:2n)
! /
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

La transformation H, préserve la premiére et la (7 + 1) lignes de la matrice Hy A,
Elle ne modifie pas aussi la premiere colonne de H, AV et crée les zéros souhaitées dans
la (1 + 1)ieme colonne de la matrice A’®,

Ensuite, nous multiplions la matrice A'® = H, A" a droite par la transformation
sz =Dy, 2—Co ljg Ainsi,

(2) (2) 2)
- . AE%Z:I’L) A(Z,n+1) Agjn+2:2n)
A H, = H, A" H,) = A%n,Z:n) 0 A%n,n+2:2n)
A(n+2:2n,2:n) 0 A(n+2:2n,n+2:2n)

Cela correspond a la multiplication de H, A a droite par la transformation de Hou-
seholder symplectique Hzf . Cette multiplication ne modifie pas la premiere et la (n + 1)ieme
colonnes de la matrice HgA(DHZJ .Donc,

[ A (D) (2) (1) (2)
A(l,l) AE%SZ:n) Agsn+l) Agsn+2:2n)
0 A%Z:n) A(Z,n+1) A%n+2:2n)
A(Z) = H A(l)H/ _ 0 A(S:n,Z:n) 0 A(S:n,n+2:2n)
— 412 2 = A(O) A(Z) A(l) A(Z)
(n+1,1) E£1+1,2:n) (n+1,n+1) E;21)+1,n+2:2n)
0 A&z)+2,2:n) 0 Agz)+2,n+2:2n)
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]
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Comme Hye; = e; et Hye,11 = e,41, alors la premiere colonne des matrices H, et Hzl
est égale a e;. Aussi, la (n + 1)®™¢ colonne des matrices H, et H2] est égalea e; 4. O

La troisieme étape :

Dans cette étape, nous voulons annuler les entrées de la position 3 jusqu’a la position
n et de la position 7 + 3 jusqu’a la position 27 de la deuxiéme colonne de la matrice A®.

Soit la sous matrice A® obtenu en supprimant la premiére et la (n + 1)ieme lignes et
colonnes de la matrice A?, c’est-a-dire

2) A(Z)
A(Z) _ (2:n,2:n) (2:n,n+2:2n)
- A(Z) A(Z)
(n+2:2n,2:n) (n+2:2n,n+2:2n)

Cette étape consiste a répéter la premiére étape sur la nouvelle matrice réduite A®.
En d’autres termes, nous choisissons une transformation de Householder symplectique
Hjs , ce qui signifie que nous devons calculer un scalaire réel c3 € R et un vecteur

us
w3

173 = € RZn—Z’

avec uz € R" ', w3 € R" ! tel que Hz = I»,,_» + c373 173{ . Cette transformation annule les
entrées de la position 2 jusqu’a la position n — 1 et de la position n + 1 jusqu’a la position
2n—2 de la premiére colonne de la matrice A?), sachant que Hze; = e; € R?"~2, En effet, la
transformation Hz correspond a la transformation de Householder symplectique T, dans
le théoréme 3.2.1. La direction de H; est donnée par le vecteur

~ _ 4(3) 2 i®) 2n-2
U3 = A(z'z)el + A(n+2,2) e, A(:,D eR ,

3
a~vec Ao -
H;, cette derniére préserve les entrées de la ni*me ligne de la matrice H3A®. Par consé-
quent, nous obtenons

est un scalaire arbitraire non nul. En multipliant la matrice A® a gauche par

(3) 1(3) 1(3)
A(2,2) A((Z?;?:n) A((23§1+2:2n)
li li
A/(3) — f{?’A(Z) — 0 @ A%n,&n) A%n,n+2:2n)
(n+2,2) ((1%’;2,3:11) A((%—)%Z,n+2:2n)
li li
0 A(n+3:2n,3:n) (n+3:2n,n+2:2n)

Remarquons ici, que 'entrée de la position ni®™¢ du vecteur 3 est nulle, 73(n) = 0.
Soit Hy = I, + c33 vg la transformation de Householder symplectique ou le vecteur
de direction
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Les entrées des positions 1, (n + 1) et (n+2) du vecteur v3 sont nulles. De ce fait, la
transformation Hz préserve les lignes 1, (n+1) et (n+2) de la matrice H3A® aprés la mul-
tiplication a gauche et vérifie que Hse; = e}, Hze, = e» et Hze,+1 = e,+1. Par conséquent,
Hj ne modifie pas la premiere et la (n + 1)#*™ colonnes de la matrice HyA®. La transfor-
mation Hj3 annule les entrées de la position 3 jusqu’a la position n et de la position n + 3
jusqu’a la position 27 de la deuxiéme colonne de la matrice A®.

Sur ces entrefaites, nous aurons :

[ A(D) ) 2) (1) )
A(l,l) A%jZ) A((lé?:n) Agjrwl) A((lé)n+2:2n)
li l
0 A(2,2) A/((Zﬁ:n) A(2,n+1) A;(zéng:zm
A/(3) = H A(Z) _ 0 0 A(3:n,3:n) 0 A(S:n,n+2:2n)
— 413 - A(O) A(Z) A(z) A(l) A(Z)
(n+1,1) En)+1,2) Eg)+1,3:n) (n+1,n+1) Eg)+1,n+2:2n)
0 A(n+2,2) AE&-)&—ZB:n) 0 ;g—)9—2,n+2:2n)
| 0 0 A(n+3:2n,3:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

La transformation H3] = I, —c303 vé ne modifie pas les colonnes 1, 2 et (n+ 1) de la

matrice H3A® aprés la multiplication & droite, puisque nous avons H3] e =ep, He{ e = e
] —
et H3 €n+1 = €p+1-
De cette maniere , nous obtiendrons :

[ A(D) ) 3) 1) 3)
A(l,l) A%SZ) A%j?):n) Agjn+l) A%jn+2:2n)
0 A(2,2) A%S:n) A(Z,n+1) A%jn+2:2n)
A(3) - H A(Z) H] _ 0 0 A(3:n,3:n) 0 A(3:n,n+2:2n)
— 413 3 A(O) A(Z) A(S) A(l) A(3)
(n+1,1) En)+1,2) E?r’z)+1,3:n) (n+1,n+1) %z)+1,n+2:2n)
0 A(n+2,2) AEg)+2,3:n) 0 (éz)+2,n+2:2n)
| 0 0 A(n+3:2n,3:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

La quatrieme étape :

Maintenant, nous voulons mettre des zéros dans les entrées de la position 4 jusqu’a
la position n et de la position n + 3 jusqu’a la position 2n de la (n + 2)®™¢ colonne de la
matrice A®),

Soit la sous matrice A® définit par :

(3) 3)
A(?)) _ A(3:n,3:n) A(3:n,n+2:2n)
- A(3) A(3)

(n+3:2n,3:n) (n+3:2n,n+2:2n)

Nous obtenons cette sous matrice en supprimant les 1°¢, 2i¢me et (n + 2)€me Jignes et
les 1%, 2i¢me et (n + 1)®me colonnes de la matrice A®).

La quatrieme étape consiste a répéter la deuxieme étape sur la nouvelle matrice ré-
duite A®. Autrement dit, nous devons choisir une transformation de Householder sym-
plectique Hj, c’est-a-dire nous devons calculer un scalaire réel ¢4 € R et un vecteur direc-
teur
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3.2 La réduction sous la forme J-Hessenberg via Householder symplectiques

= —_ A(4) e;— A(g) € RZn—4’

(3,n+2) (:,n-1)

Wy

avec uy € R"2, wy € R"2, tels que la transformation de Householder symplectique soit
définie par: Hy = Ip;—4+C4 74 174{ . En fait, cette transformation correspond a la transforma-
tion de Householder symplectique de type un T; du théoreme 3.2.1.

Puis, nous appliquons H, a la matrice A3 :

1/(4) 4) 71(4)

@ @ A(a)&n) A(S,n+2) A(All%),n+3:2n)

14 _ 7 A(3) _ it 5

AT = Hy A = A(4:n,3:n) 0 A(4:n,n+3:2n)
<1(4 0 ~51(4)
(n+3:2n,3:n) (n+3:2n,n+3:2n)

: 4)
Le coefficient A(gy n+2)

De méme, soit la transformation de Householder symplectique Hy = I, +c4v4 vi , avec
le vecteur directeur définit par

scalaire réel non nul, est choisi arbitrairement.

0
0
Uy
0
0

L w4.

€ R?",

Uy =

Cette transformation préserve les 1°7¢, 2éme, (n + 1)®™e et (1 +2)°™e lignes et les 1°r¢, 2éme
et (n + 1)®me colonnes de la matrice A'® = H,A®. En méme temps temps, elle crée les
zéros désirées dans la (n + 2)®me colonne de la matrice A'®.

Ainsi, nous aurons

[ Ag?l) AE??Z) Ag)?&n) Ag?n+1) AS?IHZ) Ag?n+3:2n)
0 Ag?Z) Ag??):n) Ag?n+l) Ag?n+2) Ag?n+3:2rz)
0 0 Aé%:n) 0 Ag?n+2) Azg)n+3:2n)
0 0 Agongy O 0 Alyenns2m)
AE?@L],D A&)H,Z) AS;)H,S:n) A&)+1,n+1) Agz)+1,n+2) Agi)+1,n+3:2n)
0 Agn)+2,2) Agi)+2,3:n) 0 Agi)+z,n+2) 5}1+2,n+3:2n)
L 0 0 Az(i;l-)i-S:Zn,S:n) 0 0 Az(iftl-)i-S:Zn,n+3:2n) )

Puisque nous avons Hie,- =e;pouri=12n+1,n+2, alors Hi ne modifie pas la
premiere, la deuxieme, la (n + 1)®™¢ et la (n + 2)®™¢ colonnes de la matrice H,A® apres la
multiplication a droite par la matrice Hi .
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. J s . 4) .
Nous appliquons H, ala matrice A™ :

AW = AYH = g,A¥H] =

[ Ag?l) AE%?Z) AEAIL?&n) Ag?rﬁl) Ag?n+2) Agzll?n+3:2n)
0 Aoy Apsw  Apwen Apwen Apisan
0 0 A%?S:n) 0 Ag?n+2) Ag?n+3:2n)
0 0 AEi?n,B:n) 0 0 AEi?n,n+3:2n)
AEZ)H,U AE?H,Z) Agi)ﬂ,?):n) AE111)+1,n+1) Agi)+1,n+2) Agjz)+1,n+3:2n)
0 Agl+2,2) AE;Ll)+2,3:n) 0 Ag)l)+2,n+2) E;Ll)+2,n+3:2n)
L 0 0 Agi)+3:2n,3:n) 0 0 A(i)+3:2n,n+3:2n) ]

O
Ainsi dans la suite, a chaque fois nous répétons la premiere et la deuxieme étapes
jusqu’ala jieme étape.

La jieme étape :

D’abord, supposons que I'entier j € N est un entier impaire, ainsi nous pouvons 1’é-
crire sous la forme j =2j'—1. La ji*me étape est maintenant claire. Au début, nous devons
chercher la transformation de Householder symplectique H; = H,j_, c'est-a-dire trou-
vons un scalaire ¢, ;1 € R et un vecteur v, € R?" tels que

Hyjy=Ip+Cojr-1V2j-1 szj/_l-

Cette Transformation H,;_; correspond a la transformation de Householder symplec-
tique T> dans le théoreme 3.2.1. Nous appliquons cette transformation a la matrice
AU = ARI'-2) te] que A'®/""V = Hy;_ A®/'~?. H; annule les entrées de la position
(j'+1) jusqu'a la position n et de la position (n+ j' + 1) jusqu’a la position 2n de la
j'tme colonne de la matrice A’ (), De méme, cette transformation ne modifiée pas les
lignes 1,...,j —1, les lignes n+1,...,n+ j' — 1, les colonnes 1,...,j'— 1 et les colonnes
n+1,...,n+j —1delamatrice H;jAV™V.

Le vecteur directeur v, € R2" ala structure

o ]} (-1
| |V -j+D)
RIT 10 |y G-

wyjy |} (n=j+1)

=/ =
avec upji— € R"7/ 1 et woji_1 €R"J +1
Remarquons que la premiére composante du vecteur w,j_; est nulle. Ainsi, pour
i=1,..,jetpouri=n+1,...,n+j —1,nous avons Hyj_;e; = e;.

. o f i .I_ . ’ .
Par suite, la j/®me colonne de Hyji_1 A%/ 72, j) est transformée sous la forme sui-
vante :
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la j'ieme colonne de A’

~

ART2(1:j -1, ") b G -1

AW (Z,j,) _ sz,_lA(Zj'—z) (3,j,) _ ARJ-D G’ i o)
0 b o(m—j")

ACTD(py1:n+j, ) G0
0 bo(n—=j)

A@I'=D(j! ") est un parametre libre.
D’apres le théoreme 3.2.2, soit la transformation de Householder symplectique
ﬁzjr_l = D jre1) + C2jr-102j1-1 ﬁgj,_l sachant que le vecteur directeur 7;_; est sous la
forme
Uzjr-1
Wajr-1

172]'/_1 = € Rzaj,,

tel que upji—1 €RY et woj_; €eRY' oty =n—j' +1.

La sous matrice A%/~ est obtenue en supprimant les lignes 1,..., j' — 1, les lignes
n+1,...,n+j'—1,lescolonnes 1,..., j— 1 etles colonnes n+1,...,n+ j'— 1 de la matrice
A@I'=D_Aussi bien que A®J -, j" 1a j'ieme colonne de la matrice A%/ =2 est obtenue de
la colonne A%/ (;, j') en supprimant les lignes 1,..., j'—1 et les lignes n+1,..., n+ j' —1.

Evidemment, nous obtenons la relation suivante

HojyA® 2, jy = ARV, e+ AR D (n+ f, JNeajr.

Les coefficients A%~V (j’, j") et A%'~2 (n+j', j") sont les parametres libres qui coincident
avec les parametres p et v respectivement du théoreme 3.2.1. Sachant que ici, nous notons
par e; et eq 41 le premier et (a j + 1)*™¢ vecteurs de la base canonique de R2%/.

Enfin, nous multiplions la matrice H; AY~Y & droite par szj,_l pour avoir la matrice

AW = A'D HJ] = H]-A(f‘”H][ = Hyjr_ A®I'2) H2]j’—1 sous la forme souhaitée. La transfor-

mation szj,_l préserve les colonnes 1,..., j' etles colonnes n+1,...,n+ j' — 1. O

La (j + 1)ime étape :

De méme dans cette étape, nous voulons annuler les entrées de la position j’ + 2 jus-
qu’ala position n et de la position n+ j'+1 jusqu’a la position 2n de la colonne (n+ j')ieme,
A cet égard, nous cherchons une transformation de Householder symplectique, c’est-
a-dire nous calculons un scalaire ¢, et un vecteur v, € R?" tel que la transformation
s'écrit Hj = Hpjr = Ipp+ Coji U2 vgj, ou j =2j'—1. De cette manieére, la transformation Hyjr
préserve les lignes 1,..., j', les lignes n+1,...,n+ j’, les colonnes 1,..., j’ et les colonnes
n+1,...,n+j —1 de la matrice A/@/ = ngrA(zf/_U. Le vecteur directeur v, € R*" ala
structure

0 b
|y |V (=D
2rT1T0 |y g

wyir |+ (n—j)
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avec upj € R et wojr € R,

Du coup, Hyje; = e; pour i = 1,...,j etpouri=n+1,...,n+j'. Aprésla multiplication
a gauche de la matrice AY) par Hj.; pour avoir la matrice A'V*) = H,; A®I=V, la (n +
jhieme colonne de H, jrA(zf "D n+ j') est transformée sous la forme suivante :

la (1 + j)'eme colonne de A’?/"

- ~

AN n+ ) b
AU = AR +1,n+ j) b
0 b (n—j'-1)
AL D(p4l:n+j n+j) b
0 bo(m=j

A@I(j' +1,n+ j') est un paramétre libre.

Selon le théoréme 3.2.2, soit la transformation de Householder symplectique tel que
sz/ = D1y + C2ji Dajr ﬁgj, avec le vecteur 7, est sous la forme

tel que uy eRPI et Wwoji eRP on Bjr=n-j".

La sous matrice A%/'~D est obtenue en supprimant les lignes 1,...,j’, les lignes
n+1,...,n+j',les colonnes 1,..., j' etles colonnes n+1,..., n+j'—1 de la matrice A%/ D,
De méme que A%~V (;, n+ j) la (n+ j")eme colonne de la matrice A?/'~1, est obtenue de
la colonne A%~V (;, n+ j') en supprimant les lignes 1,..., j’ etles lignes n+1,...,n+ .

Nous obtenons aisément la relation suivante
~ =+ ~ ~ ./ .f
ACD (G n+ jy= Hop AP V,n+j) = APV (' + Ln+ e

Le coefficient A2/ (j'+1, n+ j') est le parametre libre qui coincide avec le paramétre p du
théoreme 3.2.1. Nous notons ici par e; le premier vecteur de la base canonique de R%5 .

Ala fin, la multiplication de la matrice Hj,1 AY) a droite par H ]] ,, bour avoir la matrice
AUHD = A’(J'J’”H][+1 = -HA(J')H][Jrl = sz/A(zf"”Hzfj, sous la forme souhaitée, préserve
les colonnes 1,..., j’ etles colonnes n+1,...,n+ j'. En effet, nous avons szj,e,- = e; pour
i=1,...,j'etpouri=n+1,...,n+j. O

Ainsi, notons que chaque deux étapes j et j+ 1 font intervenir deux parametres libres
3 >
ARV i et A2 (j'+1,n+ j'). Ces parameétres sont trouvés dans les transformations
de Househol~der symp}ectiques Hyjr_1 et Hyjr, ou d’une fagon équivalente dans les trans-
formations Hyj_1 et Hpjr.
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3.2 La réduction sous la forme J-Hessenberg via Householder symplectiques

La derniere étape ((2n — 2)i¢me étape) :

En fin, ala derniere étape, nous aurons la forme J-Hessenberg H € R?*2" de la matrice
Atel que:

H=Hyp2Hop1... HoHy A(Hop—pHop-1 ... HoHy)!

_|Hu Hiz

— € RanZn’
Hy, sz]

sachant que les blocs Hy1, Ho; et Hpp sont des matrices triangulaires supérieures et le bloc
Hj, est une matrice de Hessenberg supérieure.

Les entrées de la diagonale de la matrice H;; sont les parametres libres (u) de la forme
ARI=D (1 ), Cest-a-dire Hy (J',J) = ARV (1 ') pour J' = 1,..., n. Egalement, les en-
trées de la sous-diagonale de la matrice H;, sont aussiles parameétres libres (p) de la forme
A@N(J +1,n+ ), cest-a-dire Hi(J,J'+1) = A% (J' +1,n+ ) pour /' =1,...,n—1.

Ainsi, nous avons A = S’ HS avec S la matrice de la transformation symplectique tel
que S = Hoy,_oHoy,_1 ... HoHy, la matrice S/ I'inverse de la matrice S, c’est-a-dire S™! = &/
tel que 8/ = (Hap—2Hon—1... HoHy) = H/H]...H] | HJ , etla matrice réduite H de J-
Hessenberg est sous la forme

A\

3.2.2 C(Cas d’une matrice Hamiltonienne :

Dans le cas oi1 la matrice de départ A = [ay, ..., an, Gni1,-. ., G2,) € RZ?" est une ma-
trice Hamiltonienne, nous aurons des zéros supplémentaires qui apparaissent. Dans ce
qui suit nous allons ajouter a la description précédente pour le cas d’'une matrice aléatoire
cet paragraphe dont le quel nous précisons seulement les emplacements de ces zéros.

La premiere étape :

Au commencement, la multiplication a gauche par la transformation de Householder
symplectique H; annule les entrées de la position 2 jusqu’a position n et de la position
n+ 2 jusqu’ala position 2n de la premiere colonne de la matrice A. Ainsi, nous aurons :

1 (1) (1) (1)
A(l,l) A((ll,)Zzn) A((ll,;’l+l) A((ll,)n+2:2n)
/ / /
1) _ _ 0 A(Z:n,Z:n) A(Z:n,n+1) A(Z:n,n+2:2n)
AT =HA=1 0 40 A0 40
(n+1,1) ((rﬁ-l,Z:n) ((rﬁ-l,n+1) (nl+1,n+2:2n)
/ / /
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1) A(n+2:2n,n+2:2n)

Puisque la matrice A est Hamiltonienne, alors des zéros supplémentaires apparais-
sent, apres la multiplication a droite par H/, dans la (n + 1)#®me ligne de la matrice A de
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la position 2 jusqu’a position n et de la position n + 2 jusqu’a la position 2n. Donc, nous

obtenons:
1) 1) 1) (1)
A(l,l) AngZn) Agjn+l) AE%jn+2:2n)
A(l) = HiAH 0 A(Z:n,Z:n) A(Z:n,n+1) A(Z:n,n+2:2n)
- 1 1~ A(O) 0 (1) 0
(n+1,1) o E111)+1,n+1) m
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1) A(n+2:2n,n+2:2n)
O
La deuxiéme étape :

De méme, La multiplication a gauche par la transformation de Householder symplec-
tique H, crée les zéros désirés dans les entrées de la position 3 jusqu’a la position n et de
la position 7 + 2 jusqu’a la position 27 de la (n + 1)#m¢ colonne de la matrice AV, D’oi,

nous obtenons :

[ Ag?l) AS?Z:n) Ag?n+1) Ag?n+2:2n)
0 A;EZZZ:n) Ag?nﬂ) Agzzjmz:zn)
A'@ — HZA(I) — 0 O A(S:n,Z:n) 0 a A(S:n,n+2:2n)
A(n+1,1) 0 A(n+1,n+1) 0
0 Az(rf)+2,2:n) 0 Az(rﬂZ,n+2:2n)
| 0 AE(nZ}rE»:Zn,Z:n) 0 Az(r?3r3:2n,n+2:2n) ]

La multiplication de la matrice H, A"V a droite par la transformation de Householder
symplectique HZJ crée des zéros dans les entrées de la premiére ligne de la matrice A'® de
la position 2 jusqu’a position n et de la position n + 3 jusqu’a la position 2n. Ainsi, nous

obtenons:

[ A(D) (1) (2)
Aan O @) ° @) @ S ° @
0 A(z,z) A(z,a:n) @,n+1) (2,n+2) A(Z,n+3:2n]
0 A@ 2) 0 (2)

A® = HZA(I)H] — 3:n,2) @3:n,3:m) @:n,n+2) @3:n,n+3:2n)
2 A(O) 0 0 A(l) 0 0
(n+1,1) @ @ (n+1,n+1) @ @

0 A((rzl-)#Z,Z) A(&;—Z,&rz) O ((%-Z,n-#Z) A(n+2,n+3:2n)

| 0 A(n+3:2n,2) (n+3:2n,3:n) 0 A(n+3:2n,n+2) (n+3:2n,n+3:2n) |

La troisieme étape :

Dans cette étape, nous annulons les entrées de la position 3 jusqu’a la position 7 et de

la position 7 + 3 jusqu’a la position 27 de la deuxiéme colonne de la matrice A® par la
transformation Hs. Par conséquent, nous aurons :
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A® = H,A@ =

Ay 0 0 Ay Adny 0
0 Aon  Aozm  Avwy  Apms A
0 0 A,(g):n,&n) 0 Azg)n,n+2)
AE(Y)I)+1,1) 0 0 A&)+l,n+l) 0 0
0 A%Lz,z) AEIZ’I)+2,3:I’I) 0 Agrzi)+2,n+2)

| 0 0 A;S’-)+-3:2n,3:n) 0 Az(;’-)i-S:Zn,n+2) A

1(3)
2,n+3:2n)
1(3)

(3:n,n+3:2n)

(2)
(n+2,n+3:2n)
1(3)

(n+3:2n,n+3:2n) |

La transformation H3] annule les entrées de la position 3 jusqu’a la position 7 et de
la position 7 + 3 jusqu’a la position 27 de la (n + 2)#me ligne de la matrice A® apres la
multiplication a droite. De cette maniere , nous obtenons :

A® = H;A® H] =

La quatriéme étape :

Ag?l) 0 0 Ag?nH) Ag?n+2) 0
0 Aon  Agsm  Aowy Apmn A
0 0 Ag?n,&n) 0 Ag?n,n+2)
AE%)H,I) 0 0 AE111)+1,n+1) 0 0
0 qu)+2,2) 0 0 Ag)l)+2,n+2) 0
| 0 0 Agz)+3:2n,3:n) 0 AE:EZ)+3:21’Z,I’I+2) A

3)
(2,n+3:2n)

3)

3:n,n+3:2n)

(3)
(n+3:2n,n+3:2n) |

A travers la multiplication a gauche par la transformation Hy, nous mettons des zéros
dans les entrées de la position 4 jusqu’a la position 7 et de la position n + 3 jusqu’a la
position 27 de la (n + 2)eme colonne de la matrice A®). Ainsi, nous aurons

A/(4) — H4A(3) —

e

Ay | 3)

0 Ao

0 0

0 0

0)

A(n+1,1) 0 @

0 A(n+2,2)
| 0 0

1(4)
A(n+3:2n,3:n)

3)
Agjn+1) A%jn+2) 0
A(2,n+1) AEAZLSIH—Z) A
0 A(3,n+2) A
0 0
(1)
A(n+1,n+1) 0 3 0
0 A(n+2,n+2) 0
0 0 A

3)
2,n+3:2n)
1(4)

3,n+3:2n)
1(4)
(4:n,n+3:2n)

1(4)
(n+3:2n,n+3:2n) 1

Puis, nous annulons les entrées de la position 3 jusqu’a la position 7 et de la position
n+4 jusqu’a la position 27 de la deuxieéme ligne de la matrice H;A® en multipliant par

la matrice Hi :
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3

A®)

2,1+2)
3)

+2)

+2)

(n+2,n+2)

AL 00

0 0 2,2) (4) 0 2,n+1) ((4

0 0 AD" 0 0

A(O) 0 0 (4:n,3:n) A(l) 0

0 (n+1,1) A(Z) 0 O (n+1,n+1)

0 o AW 0 0
(n+3:2n,3:n)

0

(4)
(2,n+3)
4)
(3,n+3)
4)

(4:n,n+3)

0
0
A@

(n+3:2n,n+3)

0
0

0
0

A®

(4)
(3,n+4:2n)
4)

(4:n,n+4:2n)

(n+3:2n,n+4:2n) |

O

Ainsi dans la suite, a chaque fois nous répétons la premiére et la deuxieme étapes

jusqu’ala fin, c’est-a-dire jusqu’a la (2n — 2)1me étape.

La (2n — 2)ieme étape :

Ala fin, nous obtenons une matrice sous la forme J-tridiagonale c’est-a-dire la matrice
est a la fois Hamiltonienne et J-Hessenberg :

[ 4(D)
A(Ll) 3
A(2,2)
2n-2)
© (n,n)
A(n+1,1) @
A(n+2,2)
2n-2)
A(Zn,n)

J _
HZn—Z_
(1) 3)
A%nﬂ) A%n+2) @
A(Z,n+1) A(Z,n+2) A(Z,n+3)
2n-2) (2n-2)
(1) A(n,Zn—l) A(n,Zn)
A(n+1,n+1) @
A(n+2,n+2)
(2n-2)
2n,z2n) |

O

Nous proposons ici I'algorithme dans sa version générale, pour calculer la réduction
d’'une matrice sous la forme J-Hessenberg, via des transformations de Householder sym-

plectiques. C’est algorithme de JHSH.

Algorithme 3.1 Algorithme JHSH

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg tel que H = S’ AS avecla

matrice S = H{H;{H] HZJ

2n-1""2n
cées par la matrice H de J-Hessenberg.

ENTREE(S) : AcR2™2" et S=[,,.

_, est une matrice symplectique. La matrice A est rempla-

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de la trans-

formation symplectique.
1: Fonction [S, H] = JHSH(A)
2: [den,dep] = size(A);
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La suite de I'algorithme JHSH
3: n=denl2;

p=depl2;

S=eye(den);

Pour j =1: p—1 faire
J=lzeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+]j:2pl;

% Calculer la constant c et le vecteur v; de la transformation de Householder sym-

plectique de type deux (T>) tel que H; = I + cv; v{.

10:  [c,v1] =sh2(A(ro,j));

% Mise a jour de la matrice A.

11:  A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x vy x (v} x J x A(ro,co));

12:.  A(,co0)=A(,co)— (A, co) x (¢ x V7)) x vlT x J;

% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).

13:  S(;,c0)=S8(,co)—(S(,co) x (cxvy)) x vlT x J;

% Mise a jour de $/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end)=S(ro,2:end)+c x (v x UIT) x I x8(ro,2:end);

14:  J=[zeros(n—j),eye(n— j);,—eye(n— j),zeros(n-— j)l;

15 ro=[j+1l:n,n+j+1:2nj;

16: co=[j:p,p+]:2p];

172 col=[j+1:p,p+j+1:2p];

% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-
plectique de type un (T7) tel que Ho = I+ cv» vé.

18:  [c,v2] =shl(A(ro,p+j));

% Mise a jour de la matrice A.

19:  A(ro,co) = A(ro,co) +c x vy x (vg x J x A(ro,co));

20:  A(,col) = A, col) — (AG,col) x (¢ x 1)) x vy * J;

% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).

21:  S(,col)=S8(,col)—(S(,col) x (¢ x vy)) x vg x J;

% Mise a jour de $/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end) =S(ro,2:end) +cx (v x vZT) x ] x S(ro,2:end);

22: Fin Pour

23: H=A

24: Fin

Dans cet algorithme nous calculons les transformations de Householder symplec-
tiques de type un shl et deux sh2 via les algorithmes suivantes :
L'algorithme de la transformation de Householder symplectique de type un:

Algorithme 3.2 Algorithme sh1

Cet algorithme calcule la constante ¢; € R et un vecteur v; € R2"  tel que

v1(1) = 1. La transformation de Householder symplectique de type un est sous la forme

T =DLy+cn v{ en vérifiant que T)(a) = pe; avec p est un parametre libre.
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La suite de I'algorithme sh1

ENTREE(S) : Un vecteur a € R?".
SORTIE(S) : Une constante c; € R et un vecteur v; € R2",
1: Fonction [c;, V1] = shl(a)
2: den = taille (a);
3: n=den/2;
On I}'l
4: J= (_In On);
Choisir le parametre p
aux = a, —p;
Si aux == 0 alors
C = 0;
V1 =02p;
% Ty = I2n;
10: Sinon Si a,,; == 0 alors
11:  Stop division par zéro

12: Sinon

130 1 =—;
aux
aux?

14: C1 = )
Pan+1

15: l)](l) =1

%T, =1+ clvlv{;
16: Fin Si
17: Fin

Pareillement, I'algorithme de la transformation de Householder symplectique de type
deux :

Algorithme 3.3 Algorithme sh2

Cet algorithme calcule la constante c, € R et un vecteur v, € R?" tel que la transforma-
tion de Householder symplectique est sous la forme T, = I, + co v v2] en vérifiant que
T>(e1) = ey et To(u) = pey + ve,41 avec p est un parametre libre.
ENTREE(S) : Un vecteur u € R2",
SORTIE(S) : Une constante ¢; € R et un vecteur v, € R2",

1: Fonction [cy, 2] = sh2(u)

2: den = taille (u);

3: n=denl2;

4: J= ( On In);

_In On

5: Si n==1 alors

c2=0;
7 V2 = 02p;
% Ty = Iy,
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La suite de I'algorithme sh2

8: Sinon

9:  Choisir le parametre u
10 v=u(n+1);
11: Siv==0alors

12: Stop division par zéro
13:  Sinon
14: Uy =ueyr+veu1 — U
15: va(l)=1;
16: v(n+1)=0;

1
17:

U -’
Ty, =1+ czvzvzj;
18:  Fin Si
19: Fin Si
20: Fin

Lalgorithme JHSH implique des parametres libre a chaque étape. Dans ce sens nous
implémentons I'algorithme JHOS H, qui correspond au choix optimal de ces parametres.

Remarque 3.2.3.

1. Dans le cas ou cet algorithme est appliqué a une matrice Hamiltonienne, alors la
matrice réduite qui en résulte sera sous la forme J-tridiagonale, c’'est-a-dire :

\

2. Grdce a la structure Hamiltonienne, les blocs (1,1) et (2,2) d'une matrice sous la forme
Hamiltonienne J-Hessenberg sont identiques (A1 = —Ay»), tandis que le bloc (1,2)
est symétriqme(A?2 = Aj2). Une matrice Hamiltonienne J-Hessenberg peut étre re-
présentée par 4n — 1 parametres réels. Par conséquent, toute matrice Hamiltonienne
peut étre représentée par 4n—1 parametres réels ainsi que 2n? parametres nécessaires

pour représenter la matrice de la transformation symplectique sous la forme Hamil-
tonienne J-Hessenberg.

3. Toute matrice Hamiltonienne peut étre réduite en un nombre fini d’étapes sous la
forme d’une matrice Hamiltonienne J-Hessenberg.

3.2.3 Laréduction J-Hessenberg via I’algorithme JHOSH

Du point de vue algébrique, I'algorithme JHSH est 'analogue, dans le cas Euclidien,
a I'algorithme effectuant la réduction d'une matrice sous la forme Hessenberg par des
transformations de Householder. Contrairement au cas Euclidien, I'algorithme JHSH
comporte deux parametres libres a chaque étape, et les transformations de Householder
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symplectiques impliquées ne sont pas orthogonales. Dans la suite, nous montrons com-
ment nous pouvons prendre ’avantage de ces parametres libres d'une maniere optimale.
Afin d’obtenir un algorithme plus stable numériquement que possible, les parametres
libres seront choisis de sorte que les transformations de Householder symplectiques uti-
lisées dans la réduction sous la forme J-Hessenberg aient des conditionnements mini-
maux selon la norme deux ||.||,. En d’autres termes, I'algorithme JHOSH correspond a
un choix efficace et optimale des parametres libres utilisés dans I'algorithme JHSH. En
effet, nous allons rappeler les résultats qui nous permettent de rendre les transformations
utilisées plus optimales. Les conditionnements des transvections vont jouer un role trés
important. De ce fait, nous devons minimiser le conditionnement des transformations de
Householder symplectiques afin de les optimiser. Pour plus de détails voir les paragraphes
1.5 et 1.5.1 dans le chapitre préliminaire.

Si T = I+ cvv’/ est une transformation de Householder symplectique non triviale,
c'est-a-dire ¢ # 0 et v # 0, alors le conditionnement de cette transformation selon la
norme deux ||.||, est:

2+ vl +/cHvIg +4c I
ko (T) = . (3.12)
2+ wll§ =/t vl +4c?] vl

Dans ce cas, pour minimiser le conditionnement de la transformation T il suffit de
minimiser ¢ v||;.

Une transformation de Householder symplectique de type un, c’est-a-dire la transfor-
mation 7T; qui transforme la premiere colonne de la matrice en une colonne colinéaire a
e1, a un conditionnement minimal selon la norme deux ||.||2 si p = sign(a;)|all2 sachant
que a; est la premiere composante du vecteur a.

Supposons que u = T;(b) tel que pour i =1,...,2n, u; est la i'®™ composante du vec-
teur u. De cette maniere, la condition pv = a’ b est équivalente a v = u,4.

Donc pour minimiser le conditionnement de T», nous devons choisir le parametre

: : o 2 2, 2 2 _
libre u de fagon optimale. Soit { = \/u2 totuptu, ,+..tus, = lu—wer—upiieniallz

Par suite, La transformation de Householder symplectique de type deux a un condition-
nement minimal selon la norme deux ||.||> si u = u; £¢.
D’ou le théoreme sur lequel basé le choix des parametres libres.

Théoréme 3.2.3. Soit [a, b] € R®"*2, Soient

p=sign(ai)lallz, c1=- V] =per —a,

tel que

J
1

Th=I+cnv
Alors Ty a un conditionnement minimal selon la norme deux ||. ||, et vérifie que
T1(a) = pe;. (3.13)
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Soit u un vecteur tel que u = Ty (b) et u; sa i*®m composante. Soient

V=Upil, ¢=lu—uer—upsiensill, u=1uy £,
1

Cp=——
ifunﬂ’

V2 =per + Upi1€p+1 — U,y

tel que

T, = I+czv2vg.

Alors T, a un conditionnement minimal selon la norme deux |.|» et vérifie que

Tz(e1) = ey, (3.14)
Ty (u) = Hert+veyy. (3.15)

Les transformations T, et T, sont deux transformations de Householder symplectiques
optimales.

Remarque 3.2.4. Les vecteurs u et v, sont différés seulement par la premier et la (n + 1)#me
composantes.

Pour ces choix des parametres libres, nous nous référons a 77 comme la premiere
transformation de Householder symplectique optimale (osh1). De méme, nous nous ré-
férons a T, comme la deuxieme transformation de Householder symplectique optimale
(osh2).

Lalgorithme qui calcule la transformation de Householder symplectique optimale de
type un est le suivant :

Algorithme 3.4 Algorithme oshl

Cet algorithme calcule la constante ¢; € R et un vecteur v; € R%" tel que v;(1) = 1 et la
transformation de Householder symplectique optimale est sous la forme T = I + ¢ v; U{
en vérifiant que T (a) = pe;.
ENTREE(S) : Un vecteur a € R?".
SORTIE(S) : Une constante c; € R et un vecteur v; € R2",
1: Fonction [c1, 1] = oshl(a)
2: den = taille (a);
3: n=denl2;
4 p=sign(a)lallz;
5. aux =a,—p;
6
7
8
9

: Si aux ==0 alors
c =0;
V1 = 02p;
%Ty = Iop;
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La suite de I'algorithme oshl

10: Sinon Si a,,; == 0 alors
11:  Stop division par zéro

12: Sinon
130 vy =——;
aux
aux?®
14: C= ;
Pan+1
15: ri(1)=1
16:  %T) = I+clv1v{;
17: Fin Si
18: Fin

De méme, I'algorithme qui calcule la transformation de Householder symplectique
optimale de type deux est le suivant :

Algorithme 3.5 Algorithme osh2

Cet algorithme calcule la constante ¢, € R et un vecteur v, € R?" tel que la transformation
de Householder symplectique optimale soit sous la forme T> = [+ ¢, v vg en vérifiant que
Tr(e1) = ey et To(u) = pey +vepy1.

ENTREE(S) : Un vecteur u € R2",

SORTIE(S) : Une constante ¢, € R et un vecteur v, € R2",

1: Fonction [cy, 2] = osh2(u)

2: den = taille (u);

3: n=denl2;

4: Sin==1alors

5 ¢ =0;

6: U2 =02p;

7. %I =Dy

8: Sinon

9 I=[2:nn+2:denj;

10: &= llulDl2;
11: Sié==0alors

12: c=0;

13: v =02y;

14: %1 =1Ly,

15:  Sinon

16: v=u(n+1);

17: %u = u(l) + ¢; pas besoin de calculer u
18: Si v ==0 alors

19: Stop division par zéro

20: Sinon

21: Vo =—

E;

128
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La suite de I'algorithme osh2

22: (1) =1;
23: v(n+1)=0;
24: C=—"—7;
un+1)
25: %T2=I+6‘2U21/g;
26: Fin Si
27:  Fin Si
28: Fin Si
29: Fin
Remarque 3.2.5. Dans l'algorithme précédent, nous pouvons choisir { = —|lu()|l2 a la

place de & = |u(D)]l>.

La version optimale de I'algorithme JHSH est appelée algorithme JHOSH. En effet,
nous avons remplacer les transformations shl par oshl et sh2 par osh2. L'algorithme
JHOSH est donné comme suit :

Algorithme 3.6 Algorithme JHOSH :

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg tel que H = S/ AS avec
S= Hlj H2] ... H2]n—1H2]n—2 est une matrice symplectique. La matrice A est remplacées par

la matrice J-Hessenberg H.

ENTREE(S) : AcR?™2" et S=1,,,.

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-
mation symplectique.

Fonction [S, H] = JHOSH(A)
[den,dep] = size(A);
n=denl2;

p=depl2;

S=-eye(den);

Pour j =1: p—1 faire
J=lzeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)|;
ro=|[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+j:2pl;

% Calculer la constant c et le vecteur v; de la transformation de Householder sym-

plectique de type deux (T>) tel que H; = I + cv; v{.

10:  [c,vl] =o0sh2(A(ro,)));

% Mise a jour de la matrice A.

11: A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x v; x (vlT x J x A(ro, co));

122 A(,c0) = A, c0) — (A(, c0) x (¢ x v1)) x V] x J;

% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).

13:  S(;,¢0) = S(:;,c0) = (S, c0) x (¢ x 1)) x v} X J;

% Mise a jour de S/ implicitement (si nous avons besoin).

%S(ro,2:end)=S(ro,2:end)+ c x (v x vlT) x ] xS(ro,2:end);
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La suite de I'algorithme JHOSH
14:  J=[zeros(n—j),eye(n—j);—eye(n—j),zeros(n—j)l;
15: ro=[j+1l:n,n+j+1:2nj;
16: co=[j:p,p+j:2pl;
172 col=[j+1:p,p+j+1:2p];
% Calculer la constant c et le vecteur v, de la transformation de Householder sym-
plectique de type un (T7) tel que Ho = I + cv» vg.
18:  [c,v2] = oshl(A(ro,p+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
19: A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x vy x (U;f x J x A(ro, co));
200 A(,col) = A, col) — (A(, col) x (¢ x v2)) x v, X J;
% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
21:  S(,col) =S(, col) = (S(, col) x (¢ x v2)) x v, x J;
% Mise a jour de $/ implicitement (si nous avons besoin).
%S(ro,2:end)=S(ro,2:end)+ c x (vy x UZT) x I x S(ro,2:end);
22: Fin Pour
23: H=A;
24: Fin

Nous avons vu que les transformations de Householder symplectiques utilisées dans
I'algorithme JHOSH ont des conditionnements minimaux selon la norme deux |.||».
Donc numériquement l'algorithme JHOSH présente un avantage important par rap-
port I'algorithme JHSH. Cependant, toutes ces transformations de Householder sym-
plectiques ne sont pas orthogonaux. Il est bien connu qu’il n’est pas possible de construire
une décomposition SR (respectivement la réduction sous la forme J-Hessenberg) en uti-
lisant seulement les transformations symplectiques et orthogonaux (voir [40]).

3.3 Laréduction sous la forme J-Hessenberg via ’algorith-
me JHMSH

Dans cette partie, nous allons montrer comment nous pouvons remplace la moitié
de ces transformations de Householder symplectiques, non forcément orthogonales, par
d’autres transformations élémentaires, qui ont 'avantage d’étre symplectiques et ortho-
gonales. En effet, nous allons modifié notre algorithme /JHOSH en remplacons les trans-
formations de Householder symplectiques optimales de type un par des transformations
de Givens et des transformations de Householder au sens de Van Loan [114]. En réalité,
nous allons remplacer les transformations H»; par deux types des transformations.

Le premier type c’est

_ (diag(lx-1,, P) 0
H(k, w) = 0 diag(Ix-1,P))’

avec
P=I-2ww'/w w, weR" 1
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La transformation H(k,w) est tout simplement la somme directe de deux matrices
nx n de Householder ordinaires [116]. Nous appelons H(k, w) la transformations de Hou-
seholder au sens de Van Loan.

Le deuxieme type est

c S
](k,c,S):(_S C),

avec ¢+ s =1, et

C =diag(Ix-1,¢, In-)
S =diag(0x_1,$,0,—%).

Latransformation J(k, c, s) est une transformation de Givens, c’est une rotation2nx2n
ordinaire de Givens dans les plans k et n + k [116]. Nous nous référons a J(k,c, s) par la
rotations de Givens au sens de Van Loan.

Les transformations de Householder et de Givens au sens de Van Loan sont a la fois or-
thogonales et symplectiques. Notons que pour i # k et i # n+ k, nous avons
J(k,c,s)e; = e;. Nous avons aussi, J(k,c,s)er = cer — se,+r et J(k,c,8)e,+r = sex+ce,ik.
C’est pourquoi J(k, ¢, s) ne modifié pas toutes les lignes de la matrice, a la quelle la ma-
trice J(k,c,s) a été multiplié, sauf la k™ et (n + k)®me lignes. Il est évident aussi que
H(k,w)e;=e;pouri=1,....,k—letpouri=n+1,...,n+k—1.

La modification des étapes paires de I'algorithme JHOSH est comme suit.

Soit la matrice A = [ay,...,an, Ans1, ..., G2,) € RV et posons que AQ = A,

La premiere étape :

En premier lieu, comme dans 'algorithme de JHOSH nous cherchons une transfor-
mation de Householder symplectique H; pour annuler les entrées de la position 2 jusqu’a
position 7 et de la position 7 + 2 jusqu’a la position 2n de la premiere colonne de la ma-
trice A. Cette transformation H; = I — i1, v{ est tels que c; € R et v; € R?". Le vecteur
v est le vecteur directeur de H;. La transformation H; correspond a la transformation
T,, définit dans le théoreme 3.2.1. De plus, Hye; = e, alors v{el = UIT]el = 0. Par suite,
I'entrée de la position (n + 1)i®™¢ de vecteur v, est égale a zéro. Ainsi, pour tout vecteur
x, I'entrée de la position (n + 1)®me de vecteur H; x est préserve. Le vecteur v; est donnée
par:

1
V= A(Liel +a1(n+1)ey1 —ap

avec Agli est un scalaire arbitraire. D’autre part, nous avons H{ e1 = e}, ce qui entraine que
la premiere colonne de H; et de H{ est égale a e;. De cette maniere, la multiplication de
la matrice A a gauche par H; préserve la (n + 1)i®™¢ ligne et crée les zéros désirés dans la
premieére colonne. Ainsi, nous obtenons

1 (1) /(1)
Ay A((ll,)z:n) A((ll,)n+1:2n)
I 1
A'(l) = H A= 0 A(Z:n,Z:n) A(Z:n,n+1:2n)
—H1a= A(O) A(O) 0)
(n+1,1) ((ri-)i-l,Z:n) (nl+1,n+1:2n)
I 1
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1:2n)
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Puis, la multiplication de H; A a droite par Hll préserve la premiere colonne de HlAHll
et nous aurons :

(1 1) (1)
A(l,l) A(l 2:n) (1,n+1:2n)
0 A A
A(l) —H AH] _ (2:n,2:n) (2:n,n+1:2n)
— 41 1~ A(O) A(l) A(l)
(n+1,1) ({z+l,2:n) Ell1+l,n+l:2n)
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1:2n)

La deuxiéme étape :

Maintenant, pour créer les zéros souhaitées dans la (n + 1) colonne et en conser-
vant la premiere colonne inchangée, nous utiliserons des transformations de Van Loan,
au lieu de la transformation de Householder symplectique optimale de type un H;. Nous
calculons les transformations de Givens au sens de Van Loan J(k,c, s) pour k = n,...,2,
tels qu'un zéro est créé dans I'entrée de position n + k dans la (n + 1)™¢ colonne de
la matrice J(k,c,s)AV. La premiére colonne ainsi que les zéros déja créés dans la cou-
rante (n+ 1)ieme colonne de la matrice AV restent inchangées. La premiére et la (7 + 1)ieme
colonne de la matrice J(k, c,s) A sont préservées lorsque cette derniére est multipliée
a droite par la matrice J(k,c,s)'. Ensuite, la matrice A est actualisée par la matrice
A'® = J@2,¢,5)...J(n,c,) AV J(n, ¢, s) ... 72, ¢, 5)T. Ainsi, les entrées aux positions
n+2,...,2ndansla (n + 1)me colonne de la matrice A’'® sont toutes des zéros. D’ol,

A® =J2,¢c,5)...J(n,c,5) AV J(n,c,5)" ... ]2, ¢, 9)T

[ A (D) 1(2) (1) 1(2)
A(l,l) A;(lz,)Z:n) A§(12,51+1) A§(12,51+2:2n)
0 A((Z,)Z:n) A((Z,;Hl) A((22,51+2:2n)
I / !
_ 0 © A(S:;@,Z:n) Agjn,rﬁl) A((Sé{t,n+2:2n)
= 1 /
A(n+1,1) A((nz)+1,2 n) A(n+1,n+1) A((ré)+1,n+2:2n)
I !
0 A((1;r2,2:n) 0 A((1123k2,n+2:2n)
1 /
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

Apreés, nous calculons le vecteur w de la transformation de Householder au sens de
Van Loan ot H2, w) = I -2ww?Y/w™w, de sorte que la multiplication de la matrice A’ &)
a gauche par la matrice H(2, w) crée des zéros dans les entrées des positions 3,...,n de la
(n+ 1)me colonne. La premiére colonne de la matrice A'® ainsi que les zéros déja créés
restent inchangés. La transformation H(2, w)" préserve la premiere et la (n + 1)me co-
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lonne de la matrice A® = H2, w)A'® H2, w)T. Ainsi,

A® =HE,w)APHE,w)'

[ 4 (D) ) (1 (2)
A(l,l) Agjz:n) A%Sn+1) A%Sn+2:2n)
0 A%Z:n) A(Z,n+1) Agjn+2:2n)

— 0 ©) A(S:n,Z:n) 0 o Agin,n+2:2n)
A(n+1,1) A(n+1,2:n) A(n+1,n+1) A(n+1,n+2:2n)
0 A(Z) 0 (2)
(n+2,2:n) &1)+2,n+2:2n)
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

La jieme étape :

Dans la jime étape ot j = 2j' — 1 € N, nous créons les zéros souhaitées dans la co-
lonne j', par la transformation de Householder symplectique H; = H,j_;. Autrement
dit, c’est comme dans la jime étape de I'algorithme JHOSH, c’est-a-dire nous cherchons
un scalaire ¢;—1 € R et un vecteur vpjr_; € R2" tels que Hyjiy = Ihp+cCojrqU2j-1 véj,_l.
Hyj—1 correspond a la transformation de Householder symplectique T» dans le théo-
réme 3.2.3. Nous appliquons cette transformation a la matrice AU=1 = A@J '-2) pour avoir
H, j/_lA(Zj =2 La matrice H ; annule les entrées de la position (j’ + 1) jusqu’a la position
n et de la position (n + j'+ 1) jusqu’a la position 2n de la j'®me colonne de la matrice
Hyji_y A%/~ En effet, cette transformation ne modifiée pas les lignes 1,...,j’ 1, les
lignes n+1,...,n+ j'—1, les colonnes 1,...,j' — 1 et les colonnes n+1,...,n+ j' —1 de
la matrice HjA(f_l).

Le vecteur directeur v,j_ € R?" ala structure suivante

0 G-
| w1 | Y (m=j+D)
T Ty G-

w2]'l_1 } (I’l—]'+ 1)

avec Upji_1 € R+ et Wyjr_1 € R+,

Notons que la (n + j)*™° composante du vecteur v,;,_; est nulle. Donc, pour i =
1,...,jletpouri=n+1,...,n+j —1,nous avons Hyj_1e; = e;.

De ce fait, la j'®me colonne de H, j/_lA(zj"Z) (:, j") est transformée sous la forme sui-

vante : ;
la j'itme colonne de A’/

~

[ A¥Rac oL ] ) (G-
Hyp A%, j) = ARTZD(f b
0 b (n=j)
AT D(py1:n+j, ) FoUgn
_ 0 b (-
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Soit la transformation de Householder symplectique
I:IZ i1 =1 1)+ Coir_1 Ui 17]
j'=1 2(n—j'+1) 27 -1Y2j'-1 2j/-1’

avec le vecteur directeur 7, tel que

Upji-1=

Upir— .
2j' -1 ] c RZa]r,
Wajr—1

avec tpji_1 ERY et w1 R otaj=n—j +1.

La matrice A%/'~2 est obtenue en supprimant les lignes 1,...,j' — 1, les lignes
n+1,...,n+j'—1,les colonnes 1,..., j'— 1 etles colonnes n+1,...,n+ j'— 1 de la matrice
A@I'=D De méme, AZ-2, j") la j'ime colonne de la matrice A@JI'=2) st obtenue de la
colonne A®/'~2(;, ') en supprimant les lignes 1,..., j' — 1 etles lignes n+1,...,n+ j' — 1.

Donc, nous obtenons

HojyA® 72, jy = A0, fher+ AR P (n+ JNeajr.

Les coefficients A2~V (j’, j') et A%/ =D (n+j’, ') sont les parametres libres qui coincident
avec les parametres u et v respectivement du théoréme 3.2.3. Nous notons ici par e; et
€a+1 le premier et (a j + 1)*™¢ vecteurs de la base canonique de R2%S

Derniérement, nous multiplions la matrice H;AY~ a droite par szj,_l pour avoir

la matrice AV = A’(j)H][ = H;AU™D H]] = Hpji_  ARI'? H2]j’—1 sous la forme désirée. La

transformation szj,_l préserve les colonnes 1,..., j' etles colonnes n+1,...,n+j —1. O

La (j + 1)ieme étape :

Maintenant dans cette étape, nous souhaitons créer les zéros désirés dans la
(n+ j"ieme colonne (j = 2j' — 1 € N) en utilisant des rotations de Givens au sens de Van
Loan, au lieu de la transformation de Householder symplectique optimale H,j.. Ainsi,
pour k= n,..., j'+1, nous calculons J(k, c, s) afin de créer un zéro dans I'entrée de la po-
sition n + k de la (n + j')®me colonne de la matrice J(k, c, s)A@ =D Cette multiplication
ne modifiée pas les colonnes 1,..., j’ etles colonnes n+1,...,n+ j' — 1 ainsi que les zéros
déja créés dans la courante (1 + j')eme colonne de la matrice A%?/'~D. Egalement, la mul-
tiplication de la matrice J(k, ¢, s) A%/~ a droite par la matrice J(k, ¢, s)” ne modifiée pas
les colonnes 1,..., j’ et les colonnes n+1,...,n+ j'— 1 de la matrice J(k,c, s)A(Zf,_l). En
conséquence, la matrice A%/ '~1 est ensuite actualisée par la matrice

AR = 7' +1,¢,9)...J(n, ¢, ) A% V¢, 9)T... (' +1,¢,9)".
Ainsi les entrées aux positions n+ j'+1,...,2n dela (n+ j")me colonne de la matrice A'@/"
sont des zéros.

De cette maniére, la (n+ j')®me colonne de A’/ 06 n+ j) est transformée sous la forme
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suivante :

la (n+ j)ieme colonne de A'@/)

- )

A/(Zj,)(. n+ ")_ A(Z-]/ _1.)(1:].,’”4_]',.) : (],) .

STyl = ACD(j'+1:n,n+j" bo(n—j"
AY D (ptl:n+j n+j) b

0 bo(n=j)

Puis, nous calculons le vecteur w de la transformation de Householder au sens de
Van Loan H(j',w) = I - 2ww"/w"w afin de créer des zéros dans les entrées aux posi-
tions j' +2,...,n de la (n + j')ieme colonne de la matrice A'?J ) apres la multiplication a
gauche par la matrice H(j', w). Cette multiplication ne modifiée pas les colonnes 1,..., j’
et les colonnes n+1,...,n+ j' — 1 ainsi que les zéros déja créés dans la (n + j')eme co-
lonne de la matrice A’'®". Aussi aprés la multiplication 2 droite, la matrice H(j, w)" ne
modifiée pas les colonnes 1,..., j’ et les colonnes n+ 1,...,n + j' de la matrice actualisée
AR = H(j", w) AYH(', w)T.

De cette facon, la (n+ j/)#me colonne de A/)(;, n + j') est transformée sous la forme
suivante :

la (n+ j')ieme colonne de A%/

- ~N

ACT=D (1 j' n+ j) boGh
ARt )= AR +1,n+ ') b
0 b (n—j'-1)
AY D (pyl:n+j n+j) U
0 bo(n—j"

O

Ainsi de la méme maniere, nous répétons les deux étapes précédentes c’est-a-dire la

jieme et la (j + 1)ieme étapes jusqu’a ce que j+ 1 = 2n — 2 afin d’obtenir la forme réduite
souhaitée.

3.3.1 Cas d’'une matrice Hamiltonienne :

De la méme maniére, dans le cas ot A = [ay, ..., adn, Gps1,-.., 2,] € RZP*2" 13 matrice
de départ est une matrice Hamiltonienne, nous aurons des zéros supplémentaires qui
apparaissent. Ainsi, dans cette paragraphe nous précisons les emplacements de ces zéros
supplémentaires sachant que la description précédente pour le cas d'une matrice aléa-
toire reste encore valable pour le cas d'une matrice Hamiltonienne.

La premiere étape :

Au début, nous annulons les entrées de la position 2 jusqu’a position n et de la posi-
tion n+2 jusqu’a la position 27n de la premiere colonne de la matrice A par la transforma-
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tion de Householder symplectique H;. Ainsi, nous aurons :

Ay AL, AL A,
AD = HiA= 0 ©) Agz);n,Z:n) A%(%;n,n+l) Aéi;,nuzzn)

A(n+1,1) A(n+1,2.n) A(n+1,n+1) A(n+1,n+2:2n)

0 Az(nl4)—2:2n,2:n) Az(nl4)—2:2n,n+1) Aznl+2:2n,n+2:2n)

Apres la multiplication a droite par H/, les zéros apparaissent dans la (1 + 1)i¢me ligne
de la matrice A de la position 2 jusqu’a position n et de la position n + 2 jusqu’a la
position 2n. Donc, nous obtenons :

1) (1) (1) (1)
A(l,l) Ang:n) Agjn+l) Agjn+2:2n)
A(l) - H AH] _ 0 A(Z:n,Z:n) A(2:n,n+1) A(Z:n,n+2:2n)
— 411 1~ A(O) 0 A(l) 0
(n+1,1) (n+1,n+1)
0 A(l) A( A(l)
(n+2:2n,2:n) (n+2:2n,n+1) (n+2:2n,n+2:2n)

La deuxiéme étape :

Nous calculons les rotations de Givens au sens de Van Loan J(k,c, s) pour k = n,...,2,
tels qu'un zéro est créé dans 'entrée de la position n + k dans la (n + 1)®™¢ colonne de la
matrice J(k,c,s)AY c’est-a-dire J(k, ¢, s)AY (n+ k,n+ 1) = 0. Ensuite, nous multiplions
la matrice J(k, c,s)A? a droite par la matrice J(k,c, s)T. Ainsi, un zéro est créé dans I’en-
trée de la position k de la premieére ligne c’est-a-dire J(k,c,s) AV J(k,c, $)T(1, k) = 0. Pour
k=n,...,2,1amatrice A est actualisée par la matrice

A'@ = J(2,¢,5)...J(n,c, s)A(D](n, c, S)T . J(2c, S)T-

De ce fait, les entrées aux positions 7 +2,...,2n dans la (n + 1)™¢ colonne de la matrice
A'® sont toutes des zéros. Aussi, les entrées aux positions 2, ..., n de la premiére ligne de
la matrice A'® sont toutes des zéros. D’ot1, nous obtenons

A,(Z) = ](2; c) s) ..-](ny C) S)A(l)](n) C, S)T"'](Z’ C’ S)T

[ 4D (1 1(2)
A(l,l) 0 - A;(lz,)n+1) A;(lz,)n+2:2n)
0 A((22,)2:n) A((Zz,)n+1) A((Zz,)n+2:2n)
1 / /
— 0 © A(S:n,z:n) AE%H’W—D A(3:n,n+2:2n)
A(n+1,1) 0 @ A(n+1,n+1) 0 @
I /
0 A((I%rZ,Z:n) 0 A((résrz,n+2:2n)
1 /
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) )

Apres, la multiplication de la matrice A'® a gauche par la matrice de la transformation
de Householder au sens de Van Loan H(2, w), crée des zéros dans les entrées des positions
3,...,ndela (n+ 1)ieme colonne. La multiplication a droite par la transformation H (2, w)"
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crée des z€ros dans les entrées des positions n+3,...,2n de la premiere ligne de la matrice
AP =HE2, w)APH2, w)T. Ainsi, nous avons

AP = H2, AP HER, w)T

Aay O Adey  Anes Alnison
0 Ag?z:n) Ag?nﬂ) Ag?n+2) Ag?n+3:2n)
— 0 Ag3n,2:n) 0 Ag?n,n+2) Agn,n+3:2n)
AE(I)’Z)+1,1) 0 A5111)+1,n+1) 0 0
0 Agz)+2,2:n) 0 Agz)+2,n+2) Agi)+2,n+3:2n)
| 0 Agn)+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2) gz)+3:2n,n+3:2n) ]

O
Ainsi de la méme facon dans la suite, a chaque fois nous répétons ces deux étapes
jusqu’ala fin, c’est-a-dire jusqu’a la (2n — 2)1me étape.

La (2n — 2)ieme étape :

En dernier ressort, nous obtenons une matrice réduite sous la forme J-tridiagonale
c’est-a-dire que la matrice est a la fois Hamiltonienne et J-Hessenberg :

2n—2 2n—2 2n-3
A( n ):A/( n )H] :HZn—ZA( n )szn—z:

2n-2
[ @) (1) 3)
A(l.l) 3) A((lz,)nﬂ) A%)nﬂ) @
A(2y2) A(Z,n+1) 2,n+2) (2,n+3)
(2n-2) 2n-2) 2n-2)
) (n,n) L A(n,2n—1) A(n,2n)
(n+1,1) (2) A(n+1,n+l) (3)
A(n+2,2) (n+2,n+2)
(2n-2) 2n-2)
A(Zn,n) 2n,2n)

O
Par suite, I'algorithme JHMSH de la réduction d’'une matrice arbitraire de taille 27 x
2n sous la forme de J-Hessenberg est le suivant :

Algorithme 3.7 Algorithme JHMSH

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg H = S/ AS avec S est une
matrice symplectique.
ENTREE(S) : AcR2™2 et S=[,,.
SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-
mation symplectique.
1: Fonction [S, H] = JHMSH(A)
2: [den,dep] = size(A);
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La suite de I'algorithme JHMSH

3:

10:

11:
12:

13:
14:

15:

16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:
23:
24:
25:
26:

27:

28:
29:
30:
31:

32:

n=denl2;
p=depl2;
S=eye(den);

Pour j=1,...,n—1 faire
Jon-j+1) = [zeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=[j:n,n+j:2nj;
co=[j:p,p+]j:2pl;
% Nous mettons des zéros dans j®™¢ colonne de la matrice A en appliquant la trans-
formation de Householder symplectique optimale osh, pour calculer la constante ¢
et le vecteur v de la matrice de transformation T, = I+ cvv’.
[c,v] = oshy(A(ro, j))
% Mise a jour de la matrice A.
A(ro,co) = A(ro,co)+c x v x (vT x fg(n_j+1) x A(ro, co));
A(,c0) = A(;, c0) — (A(, c0) x (¢ x 1)) x 1T x Jo(n-j+1)
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
S, co) = S, c0) — (S, c0) x (¢ x v)) x T X Jon—js1);
Pour k=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a ’entrée de la position (n+ k, n+ j) de la matrice A en appli-
quant l'algorithme vl g pour déterminer les constantes c et s de la matrice J(k,c, s).
[c,s] =vig(k, A, n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
viA=A(k,?);
Alk,)=cx A(k,:)+sx An+k,:);
An+k,)=-sxvlA+cx A(n+k,:);
vcA = A(, k);
AG k) =cx AC k) +sx A, n+k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS =S, k);
SGk)=cxSG k)+sxS¢,n+k);
Stn+k)=-sxveS+cxSt,n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Nous mettons des zéros aux entrées des positions (j+2,n+j),(j+3,n+j),...,(n,n+
j) dela matrice A en appliquant ’algorithme v!h pour déterminer la constante £ et le
vecteur w de la matrice H(j + 1, w).
(B, w]=vIih(j+1,AC, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)— P x (wx wh) xA(j+1:n,co);
A(j+1+n:2n,co)=A(j+1+n:2n,co)— L x (w x wh) xA(j+1+n:2n,co);
AGj+1:n)=ACj+1:n)-BxAGj+1:n) x (wx wh);
AG,n+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)-BxAG,n+j+1:n)x(wxw
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGj+1:n)=8Cj+1:n)—-FxSG¢j+1:n)x(wx wh);

T

)
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La suite de I'algorithme JHMSH

33: Stn+j+1:2n)=S¢,n+j+1:2n)-PFxSt,n+j+1:2n) x (w x wh);
34: FinSi

35: Fin Pour

36: H=A;

37: Fin

L'algorithme de la rotation de Givens au sens de Van Loan qui calcule les constantes ¢
et s de la matrice J(k,c, s) est le suivant :

Algorithme 3.8 Algorithme vig
Cet algorithme calcule les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens
au sens de Van Loan avec

J(k,c,s) =

La matrice J(k,c,s) annule I'entrée de la position n + k du vecteur a, c’est-a-dire si
b=J(k,c,s)a,alors b(n+ k) =0.
ENTREE(S) : Un vecteur a € R?".
SORTIE(S) : Les constantes c et s de la matrice de rotation de Givens au sens de Van Loan
tel que c? + s2 =1 et 'entrée de la position n + k du vecteur J(k, c, s)a est nulle.
Fonction [c, s] = vig(k, a)
den=length(a);
n=denl/2;
r=vak)?+an+k?;
Si r =0alors

c=1;

s=0;
Sinon

ag
c=—;

ar
10;  s= 2k
11: Fin Si

12: Fin

Lalgorithme de la transformation de Householder au sens de Van Loan qui calcule
la constante f et le vecteur w = (wy,..., Wh_r1)) € R"*+1 de la matrice H(k, w) est le
suivant :
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Algorithme 3.9 Algorithme vlh :

Cet algorithme calcule la constante § et le vecteur w = (wy,..., Wy_i+1)T € RPk+1 de

la matrice H(k, w) de la transformation de Householder au sens de Van Loan avec
diag(lx_;,P) 0

Hk,w) = 0 diag(Ix_1, P)

La matrice H(k, w) annule les entrées aux positions k +1,...,n du vecteur a, c’est-a-dire

sib=H(k,w)a, alors b(k+1:n)=0.

ENTREE(S) : Un vecteur a € R*".

SORTIE(S) : La constantes f3 et le vecteur w de la matrice de transformation de House-

holder au sens de Van Loan tel que pour b = H(k, w)a, nous avons b(k+1:n) =0.

Fonction [B, w] = vih(k, a)

den=length(a);

n=den/2;

n=Y"=Mlag+k-1%

wy = a(k)+sign(a(k))r;
Pour k=2,...,n—k+ 1 faire
Wi=0aijt+k-15
Fin Pour
r= wf + 115
:Sir ;éé) alors
p= p
: Sinon
beta =0;
: Fin Si
%P = I+,6wa tel que (H(k,w)a); =0pouri=k+1,...,n.
16: Fin

oll P = I+ Ppww’ = I +2ww /w'w.

—
- O

—
»

—

3.4 Lalgorithme de réduction sous la forme J-Hessenberg
JHMSH?2

L'algorithme de laréduction d'une matrice sous forme J-Hessenberg JHESS de Bunse-
Gerstner et Mehrmann a une instabilité numérique. L'origine de cette derniere est claire-
ment identifiée vu qu’elle survient lorsqu'une transformation de Gauss G(k,v) est ren-
contrée avec un conditionnement tres grand. Avec I’objectif de rendre JHESS plus stable
numériquement, nous avons proposé une modification de cet algorithme pour remédies
a ses instabilités numériques. En outre, la version de 'algorithme JHESS modifié va cor-
respondre a notre algorithme JHMSH modifié c’est-a-dire I'algorithme JHMSH2. En
réalité, nous allons limiter I'intervention de la transformation de Householder symplec-
tique optimale oshy, dans l'algorithme JHMSH, a 'annulation de I'entrée de la position
(i +1,17) de la matrice seulement au lieu d’annuler toutes les entrées de la colonne i de
la position i+1a netde n+i+1 a2n. Nous annulons les autres entrées de la colonne
via les transformations de Givens et les transformations de Householder au sens de Van
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3.4 L'algorithme de réduction sous la forme J-Hessenberg JHMSH2

Loan. Cette modification dans I'algorithme JHMSH va correspondre au remplacement
de la transformation de Gauss par la transformation de Householder symplectique op-
timale dans I'algorithme JHESS. En effet, la nouvelle version modifiée basée seulement
sur trois transformations : les transformations de Givens symplectiques (algorithme J),
les transformations de Householder symplectiques au sens de Van Loan (algorithme H)
et les transformations Householder symplectiques optimales (algorithme oshs,).

De méme, avant de donner I'algorithme correspondant, nous allons présenter une
description des étapes de cette réduction sous la forme J-Hessenberg d’'une matrice A
arbitraire de taille 2n x 2n.

Soit la matrice A = [ay,..., An, Any1,. .., A2n) € RZV?" et posons que AQ) = A,

La premiere étape :

Premiérement, nous voulons annuler les entrées de la position 2 jusqu’a position n
et de la position n + 2 jusqu’a la position 27 de la premiere colonne de la matrice A. Au
lieu d’utiliser une transformation de Householder symplectique optimale de type deux
(T»), nous utilisons les transformations de Van Loan. Au commencement, nous calculons
les rotations de Givens au sens de Van Loan J(k,c,s) pour k = n,...,2 afin de créer un
zéro dans l'entrée de position n + k dans la premiére colonne de la matrice J(k, c,s)A©.
Puis, nous multiplions cette derniére a droite par la matrice J(k, c,s)'. La multiplication 2
droite ne modifiée pas la premiere colonne de la matrice J(k, c, s)A® Donc, nous aurons
la matrice

A'D = J(2,¢,s)...J(n,c, s)A(O)](n, c, S)T . J(2c, S)T-

Ainsi, les entrées aux positions n+2,...,2n de la premiére colonne de la matrice A’ M sont
toutes nulles. D’ot1, nous obtenons

AV =7J2,¢9)..0nc¢9)A%(n,c,9)"...J2,¢ )"

(0) /(1) 0) /(1)
A((ll,)l) A((ll,)Z:n) A((ll,;ﬁl) A((ll,)n+2:2n)
li li li ]
— A(Z:n,l) A(Z:n,Z:n) A(Z:n,n+1) A(Z:n,n+2:2n)
- A(O) A/(l) (0) Al(l)
(n+1,1) (ﬁ-)i—l,Z:n) ((ri-)e-l,n+1) (nl+1,n+2:2n)
li li ]
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1) A(n+2:2n,n+2:2n)

Ensuite, nous cherchons a mettre des zéros dans les entrées aux positions 2,...,n de
la premiere colonne. Par conséquent, nous cherchons le vecteur w de la transformation
de Householder au sens de Van Loan tel que H2, w) = I —2ww" /w" w, de sorte que la
multiplication de la matrice A’ a gauche par la matrice H(2, w) crée des zéros dans les
entrées des positions 3, ..., n dela premiere colonne. La multiplication a gauche et a droite
par la matrice H(2, w) et H(2, w)" respectivement ne modifiée pas les zéros déja créés.
Ainsi, nous actualisons la matrice A"V pour avoir la matrice A" = H2, w) AW H2, w)T,

141



Chapitre 3. Réduction d’'une matrice sous forme J-Hessenberg

tel que
[ 0) 11(1) 0) 11(1)
A(l(,ll)) A(l(,IZ):n) A(l(,11}+1) A(l(,lr)z+2:2n)
" " " "
(@)} 1 T A(ZJ) A(z(ylz):n) A(Z(ylr)lﬂ) A(z(,1;§+2:2n)
nl) _ / _ " " "
AT =HR wA™HZw) = |0 AGip2m) Ao 1) AGip nr2:2m)
A(O) A//(l) (0) A//(l)
(n+1,1) (I’(lif')l,zll’l) (I%ik)l,n+l) (r(zf—)l,n+2:2n)
" " "
L 0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1) A(n+2:2n,n+2:2n) ]

Pour terminer la mise a zéro de la premieére colonne de la matrice A il faut annuler
I'entrée de la position (2, 1) en utilisant une transformation de Householder symplectique
optimale de type deux (T>») avec 'algorithme osh,. En effet, nous calculons la constante
c1 € Retle vecteur v; € R*" tel que Hy = I — c; 1, v{ . La transformation H; correspond a la
transformation T». Comme H;e; = e;, alors v{ e = vf Je; = 0. Ainsi, 'entrée de la position
(n+1)eme de vecteur v, est nulle. Donc, H; préserve la (n+1)®™¢ligne. La multiplication de
la matrice A" a gauche par Hj préserve la (n + 1)#m¢ ligne et crée le zéro désirés dans la
premiere colonne. Puis, la multiplication de H; A" a droite par Hll préserve la premiere
colonne de H; A” (1)H1] et nous aurons :

(1) (1) (1)
A(l,l) Agjz:n) Agjn+1:2n)
A(l) - H A//(I)H/ _ 0 A(2:n,2:n) A(Z:n,n+1:2n)
— 4 1~ A(O) A(l) A(l)
(n+1,1) E111)+1,2:n) (n+1,n+1:2n)
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1:2n)

La deuxiéme étape :

Cette étape correspond exactement a la deuxieme étape de l'algorithme précédent
JHMSH. En effet, nous utilisons les transformations de Van Loan pour créer les zéros
souhaitées dans la (n + 1)®™e colonne et en conservant la premiére colonne inchangée.
Apreés 'application des transformations de Givens, nous aurons

A,(Z) = ](2; c) S) .. -](ny C) S)A(l)](n) C} S)T b '](2’ C’ S)T

' Ag?l) Az(lz,)z:n) Ag?nﬂ) AE(12,)11+2:2n)
0 AQ(ZZ,)Z:n) AE(ZZ,)rHl) AE(ZZ,)n+2:2n)
— 0 Aézzzz,Z:n) Ag:)n,n+1) Azgzz)n,n+2:2n)
- AE?’Z)+1,1) Az(nz-)i-l,Z:n) A&)+l,n+l) Az(rf-)i-l,n+2:2n)
0 Az(nz}rz,Z:n) 0 Azr?+2,n+2:2n)
| 0 Az(nz-)i-3:2n,2:n) 0 Az(if-)I-S:Zn,n+2:2n) ]

Ensuite, nous appliquons la transformation de Householder au sens de Van Loan.
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Ainsi,
[ (1) ) (1) (2)
A(l,l) AEéjZ:n) A%jrﬁl) Agjn+2:2n)
0 A%Z:n) A(Z,n+1) AE%SIHZ:Z”)
) ) A(O) A A(l) A(Z)
(n+1,1) &1)+1,2:n) (n+1,n+1) Eg)+1,n+2:2n)
0 A&’t)+2,2:l’l) 0 Agz)+2,n+2:2n)
| 0 A(n+3:2n,2:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) ]

La jitme étape :

Dans cette étape, avec j =2j’'—1 € N, nous créons les zéros souhaitées dans la colonne
j'. Comme dans la premiére étape, nous utilisons les rotations de Givens au sens de Van
Loan pour annuler le bas de la j'®m¢ colonne. C’est-a-dire créer des zéros dans les entrées
aux positions n+ j'+1,...,2n de la colonne j'. Ainsi, nous obtenions la j' ¢ colonne de
la matrice

A = (' +1,¢,8)...J(n,¢, ) A% VI, ¢, )T T+ 1,¢,9)"
sous la forme suivante :

la (j')ieme colonne de A'@/'~D

~

ART=2 (1 ) i b
@j'-1 . i _ . ’
ACTD, = ACI( 412, ) b (n—j"
ACTD(n+1:n+j,j" boUn
0 bo(n—j"

Puis, nous cherchons a créer des zéros dans les entrées aux positions j'+2,...,n de
la (j")ieme colonne de la matrice A’ 2/'=1 via la transformation de Householder au sens
de Van Loan H(2j' —1,w) = I - 2ww"/w"w. La multiplication 4 gauche ne modifiée pas
les colonnes 1,..., j' etles colonnes n+1,...,n+ j' — 1 ainsi que les zéros déja créés dans
la (j")®me colonne de la matrice A’@/'~D, Aussi la multiplication a droite par la matrice
H(2j' -1, w)! ne modifiée pas les colonnes 1,..., j' et les colonnes n+1,...,n+ j’ dela
matrice actualisée

AI/(Zj’_l) — H(zj/ _ 1, w)AI(ZJ’_l)H(Zj/ _ 1’ LU)T-
Dong, la j'#me colonne de la matrice A” 2j'-1 est transformée sous la forme suivante :

la (j')i*me colonne de A"/~

~

AR 1y boU"
A/I(Zj'—l) (:;j,) — A”(zj,_l) (_], + l,j,) P
0 b (n—j'-1)
AT D(ny1:n+j, ) boGn
0 bo(m—-j
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Pour finir cette étape, nous annulons A”?J o j'+1, j") parla transformations de Hou-
seholder symplectique optimale de type deux (7»). Ainsi, nous cherchons un scalaire
cj € R et un vecteur v; € R?" tels que H i=DLy+cjvj v]]. . Nous appliquons cette trans-
formation a la matrice A”?/'~V) pour avoir H; A”?/'~V, La matrice H; annule I'entrée de

la position (j’+1) de la j"#me colonne de la matrice A”?/'~1_ En effet, cette transformation
ne modifiée pasles lignes 1,..., j'—1, leslignes n+1,...,n+ j'—1,les colonnes 1,..., j'— 1
etles colonnes n+1,...,n+ j'—1 ainsi que les zéros déja créés dans la (j’)™e colonne de
la matrice A”@/'=1_ Par suite, nous aurons

A(Z]’—l) — H]A”(Z‘],_l) H]]
et la j'®me colonne devient sous la forme suivante :

la (j')ieme colonne de A%/~

ACT=D(1: ", 1 b
ACTYG, Y = 0 b (-
AT D(pyl:n+j, ) N
0 }o(n-j"

La (j + 1)ieme étape :

De méme, cette (j + 1) étape est identique a la (j + 1)®me étape de l'algorithme
JHMSH. Nous créerons des zéros dans la (n + j’)me colonne aux positions j' +1,...,n
etj’,...,2n (avec j =2j'—1€N) en utilisant des rotations de Givens et transformation de
Householder au sens de Van Loan. De cette facon, la (n + j")me colonne de A%/ (;, n+ j)
est transformée sous la forme suivante :

la (n+ j)ieme colonne de A"

~ =~

ARI=D(1: n+ jh boGh

AR n ) = AR +1,n+ ) b
0 }o(n—j)

A D+ 1:n+j n+j) N
0 b o(n—j)

O
Nous répétons les deux étapes précédentes (la j®™e et la (j + 1)eme étapes) jusqu’a ce
que j+1=2n-2 afin d’obtenir la forme réduite souhaitée.
Du coup, I'algorithme JHMSH?2 de la réduction d’'une matrice arbitraire de taille
2n x 2n sous la forme de J-Hessenberg est le suivant :

Algorithme 3.10 Algorithme JHMSH?2

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg H = S/ AS avec S est une
matrice symplectique. La matrices A est remplacée par la matrice J-Hessenberg H.

ENTREE(S) : Ac R 2 et S=[,,,.
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3.4 L'algorithme de réduction sous la forme J-Hessenberg JHMSH2

La suite de I'algorithme JHMSH?2

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-

_.
e

11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:

23:

24:
25:
26:
27:

28:

29:
30:

31:

mation symplectique.
Fonction [S, H]| = JHMSH2(A)
[den,dep] = size(A);

n=denl2;
p=depl2;
S=-eye(den);

Pour j =1,...,n—1 faire
J2(n-j+1) = [zeros(n— j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=[j:n,n+j:2xnj;
co=[j:p,p+j:2xpl;
Pour k=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a 'entrée de la position (n + k, j) de la matrice A en appli-
quant l'algorithme vlg pour déterminer les constantes c et s de la matrice J(k,c, s).
[c,s] =vig(k, A, j));
% Mise a jour de la matrice A.
viA=A(k,?);
Alk,)=cx A(k,:)+sx An+k,:);
An+k,)=-sxvlA+cx A(n+k,:);
vcA= A, k);
AG k) =cx AG k) +sx A, n+k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS =S, k);
SGk)=cxSG k)+sxS¢,n+k);
Stn+k)=-sxveS+cx S, n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Nous mettons des zéros dans la ji®m¢ colonne de la matrice A aux entrées des po-
sitions (j +2,7),(j+3,J),...,(n, j) en appliquant I'algorithme vlh pour déterminer la
constante f et le vecteur w de la matrice de transformation H(j + 1, w).
[B, w] =vIlh(j+1, AC,j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)—fx (wx wh) xA(j+1:n,co);
A(j+1+n:2n,co)=A(j+1+n:2n,co)— L x (w x wh) xA(j+1+n:2n,co);
AGj+1:n)=ACGj+1:n)-BxAGj+1:n) x (wx wh);
AG,n+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)-BxAG,n+j+1:n)x(wxw
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGj+1:n)=8Cj+1:n)—-FxSG¢j+1:n)x(wx wh);
St,n+j+1:2n)=S¢,n+j+1:2n)-FxS¢,n+j+1:2n) x (w x wh);
Fin Si
% Nous mettons un zéro a I’entrée de la position (j+1, j) de la matrice A en appliquant
la transformation de Householder symplectique optimale T, = I+ cvv'].
[c,v] = 0shy(A(ro,j))

T

)
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32:
33:

34:
35:

36:

37:
38:
39:
40:
41:
42:

43:
44:
45:
46:
47:

48:

49:
50:
51:
52:

53:
54:
55:
56:
57:
58:

% Mise a jour de la matrice A.
A(ro,co) = A(ro,co) + ¢ x v x (V1 x Jogn—j+1) X A(ro,co));
A(;,c0) = A(:, c0) — (A(, c0) x (¢ x 1)) x vT x Jo(n-j+1)
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
S, c0) = S(:;,c0) — (SG, c0) x (¢ x V) x V! X Jan—j+1y;
Pour k=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a 'entrée de la position (n+ k, n+ j) de la matrice A en appli-
quant l'algorithme vl g pour déterminer les constantes c et s de la matrice J(k,c, s).
[c,s] =vig(k,AC:,n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
vIA= A(k,:);
Alk,))=cx Alk,))+sx A(n+k,?);
An+k,)=-sxvlA+cx A(n+k,:);
vcA=A(G,k);
AGLk)=cx AGLk)+sx A, n+k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx A(,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS =S, k);
SGk)=cxS¢k)+sxSG n+k);
St,n+k)=—-sxvecS+cx S, n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Nous mettons des zéros aux entrées des positions (j+2,n+j),(j+3,n+j),...,(n,n+
j) dela matrice A en appliquant ’algorithme vlh pour déterminer la constante £ et le
vecteur w de la matrice H(j + 1, w).
(B, w]=vIh(j+1,AC, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j+1:n,co)=A(j+1:n,co)— B x(wx wh) xA(j+1:n,co0);
A(j+1+n:2n,co)=A(j+1+n:2n,co)— L x (w x wT)XA(j+1+n:2n,co);
AGj+1:n)=AGCj+1:n)-PBxAGj+1:n) x(wx wh);
AGn+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)—Bx AG,n+j+1:n) x (wx wh);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGj+1:m) =S¢ j+1:n)—BxSCj+1:n) x(wxw);
Stn+j+1:2n)=S¢,n+j+1:2n)-FxSt,n+j+1:2n) x (w x wh);
Fin Si
Fin Pour
H=A;
Fin
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3.5 Laréduction sous la forme J-Hessenberg via ’algorith-
me JHESS

Bunse-Gerstner et Mehrmann ont présenté I'algorithme JHESS permettant la réduc-
tion d'une matrice arbitraire sous forme J-Hessenberg. En effet, la construction de I'al-
gorithme JHESS a été basée sur les transformations de Givens symplectiques (via I’algo-
rithme /), les transformations de Householder symplectiques (via I’algorithme H) et les
transformations de Gauss symplectiques (via I'algorithme G).

Nous présentons la réduction sous forme J-Hessenberg d'une matrice A arbitraire de
taille 2nx2n comme cela a été fait dans [40]. Avant de donner I'algorithme correspondant,
nous allons illustrer la premiere étape d’élimination sur un exemple de taille 6 x 6. Dans
cet exemple, nous notons que si la matrice A est Hamiltonienne alors il y a des zéros
supplémentaires qui sont obtenus.

Soit la matrice

T T B
MoK X X K
oI T B
[T o T
[T T T B

ST B T

X X X X X

Nous utilisons les transformations de Givens symplectiques pour mettre des zéros
dans les entrées des positions (6,1), (5,1). Avec x = Ae;, nous déterminons la matrice
J(3, ¢, s) et nous actualisons la matrice A par A:=J(3,c,s) AJ(3,c, S)T.

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|Xx x X X X X|X X X
X X X|Xx x X X X X|X X X
X X X|X x X X X X|X X X
A= A=
X X X|X X X X x 0|x x X
X X X|X x X X X X|X X X
0 x X|X X X 0 X X|X X X

Ensuite, avec x = Ae; nous appliquons alors la matrice J(2, ¢, s) et nous actualisons la
matrice A := J(2,c,5) A J(2,c,s)Y. Etant donné que les premiere colonnes des matrices
J(3,c,8) et J(2,c,s) sont colinéaires au vecteur e;, la multiplication par ces matrices a
droite n’affecte pas les premieres colonnes de la matrice J(3,c, s) Aet J(2,c,s) A, respecti-
vement. Maintenant, la matrice A est sous la forme suivante :

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|X X X X X X|X X X
X X X|X X X X X X|X X X
X X X|X X X X X X|X X X
A= A=
X X X|X X X x 0 0|x x X
0 X X|X X X 0 X X|X X X
0 X X|X X X 0 X X|X X X
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Puis, nous utilisons les transformations de Householder symplectiques au sens de Van
Loan avec x = Ae, pour générer la matrice H(2, w) qui remet a zéro 'entrée de la position
(3,1). Nous actualisons la matrice A:= H2,w) A H2, w)" :

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :

ST T B
ST T B

ST T B
ST T B
ST T B

S O K| O X K
S O K| O X X
MM O X M X
MM O X M X
ST T B
ST T B
MM O X M X

Afin de préserver les zéros déja créés dans la premiere colonne, pour la mise a jour de
XAX ™! nous devons utiliser les matrices X! dont la premiére colonne est un multiple de
vecteur e;.

Pour terminer la mise a zéro de la premiére colonne de la matrice A il faut annuler
I'entrée de la position (2,1) en utilisant les transformations de Gauss symplectiques.

En outre, nous calculons avec x = Ae; la matrice G(2,v) et nous actualisons la matrice
Apar A:=G(2,v) A G(2,v)"L. Lannihilation de I'entrée de la position (2,1) est possible
lorsque I'entrée de la position (4, 1) est non nulle.

Ainsi, nous aurons :

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|[X X X X X X|X X X
0 x xX|x X X 0 x xX|xXx X X
A= 0 x x|x X X A= 0 x xX|x X X
Tl x x x|[x x X | x 0 0[x 0 O
0 x xX|x X X 0 x xX|x X X
0 x xX|x X X 0 x xX|x X X

Par la suite, nous cherchons a éliminer les entrées dans les positions (6,4) et (5,4) par
les transformations de Givens symplectiques. Avec x = Aey4, nous calculons la matrice
J(3,c¢,s) pour avoir A:=J(3,¢,8)AJ3,c, DEE

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|X X X Xx Xx 0|x x X
0 x xX|xXx X X 0 X X|X X X
A= 0 x xX|x X X A= 0 X X|X X X
Tl x x x|x x X I x 0 0|x 0 O
0 x xX|x X X 0 X X|X X X
0 x x|0 x X 0 x x|0 x Xx

Apres, nous actualisons la matrice A par A:= J(2,¢,s) A J(2,¢,s)T et nous aurons :
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Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|X X X x 0 0|]x x X
0 x xX|XxX X X 0 X X|X X X
A= 0 x xX|XxX X X A= 0 X X|X X X
Tl x x x|x X X I x 0 0[x 0 O
0 x x|0 x X 0 x x|0 x X
0 x x|0 x X 0 x x|0 x Xx

Nous notons que la premiére et la quatrieme colonnes des matrices J(3,c, 9T et
J(2,¢, )" sont colinéaires aux vecteurs e et e, respectivement. D’otl1 la multiplication avec
ces matrices a droite n’affecte pas les zéros que nous avons déja obtenus.

Finalement, nous éliminons I'entrée de la position (3,4) par les transformations de
Householder symplectiques au sens de Van Loan. En effet, avec x = Ae, nous aurons
A:=H@2,w) AH22,w):

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|X X X x 0 0|x x O
0 X X|X X X 0 X X|X X X
0 x x|0 x X 0 x x|0 x x
A= A=
X X X|X X X x 0 0|x 0 O
0 x x|0 x X 0 x x|0 x x
0 x x|0 x X 0 x x|0 x x

L'algorithme consiste a poursuivre les mémes étapes précédentes afin de créer des
z€éros dans les positions désirées pour les colonnes 3 et 5 de la matrice A.

Enfin, la matrice A sera sous la forme suivante :

Cas d’'une matrice arbitraire : Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
X X X|X X X x 0 0|x x O
0 x X|xXx X X 0 x 0|x x X
A= 0 0 x|0 x x A= 0 0 x|0 x x
X X X|X X X x 0 0|x 0 O
0 x x|0 x x 0 x 0/]0 x O
0 0 x|0 0 x 0 0 x|0 0 x

Remarquons que toutes les matrices de transformation dans cet algorithme ont une
premiere colonne colinéaire au vecteur e;.

Pour la réduction d’'une matrice arbitraire de taille 2n x 2n sous la forme J-Hessenberg
par une matrice symplectique, dont la premiere colonne est colinéaire au vecteur ej, nous
avons l'algorithme suivant :
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Algorithme 3.11 Algorithme JHESS

L'algorithme effectue la réduction d’'une matrice A sous la forme d’'une matrice J-Hessen-

berg H = S/ AS, oi1la matrice S est une matrice symplectique. Cette réduction est possible

sous une certaines conditions. Si la réduction n’existe pas, alors ’algorithme s’arréte.

ENTREE(S) : AcR2™2M et S=1,,.

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-
mation symplectique tel que H = S’ HS.

Pour j=1,...,n—1 faire
co=[j:n,n+j:den];
% Mettre des zéros dans les positions souhaiter de la ji®™ colonne :
% Nous calculons les constantes c et s de la matrice J(k, ¢, s) de la rotation de Givens
symplectique au sens de Van Loan dans l'intention d’annuler les entrées désirer dans
la partie inférieure de la ji®™¢ colonne.
7. Pour k=n:-1:j+1 faire
% Nous mettons un zéro a I'entrée de la position (n + k, j) de la matrice A.
8: [c,s] =vig(k, AG, }));
% Mise a jour de la matrice A.
9: vliA= A(k,co);
10: A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
11: An+k,co)=—-sxviA+cx A(n+k,co);
12: vcA= A(Gk);
13: AG k) =c* AC k) +s* A, n+k);
14: AG,n+k)=—-sxvcA+c* AC,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
15: veS =S, k);
16: SGk)=cxSG k)+sxS¢,n+k);
17: Stn+k)=-sxveS+cxSt,n+k);
18:  Fin Pour
% Nous calculons la constante f et le vecteur w de la matrice H(j, w) de la transfor-
mation de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler les
entrées désirer dans la partie supérieure de la ji™ colonne.
19:  Sij<n-2alors
% Nous mettons dans la j®™e colonne de la matrice A des zéros aux entrées des posi-
tions (j+2,j),(j+3,j),...,(n, j) de lamatrice A.

1: Fonction [H,S] = JHESS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl/2;

4: S=eye(den);

5:

6:

20: (B, w] =vih(j+1,ACG, j));
% Mise a jour de la matrice A.
21: A(j+1:n,c0)=A(j+1:n,c0)—Bx (wxw)x A(j+1:n,co);
22: A(n+j+1:den,co)=An+j+1:den,co)—Bx (wxw')x A(n+j+1:den,co);

23; AGj+1:n)=AGj+1:n)—BxAG j+1:n) x (wx wh);
24: AG,n+j+1l:den)=AGn+j+1:den)—px A, n+j+1:den) x (w x wh);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
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25: SGj+1:n)=8Cj+1:n)—-FxSG¢j+1:n) x(wx wh);

26: St,n+j+1l:den)=SG,n+j+1:den)— xS, n+j+1:den)x (w x wh);
27:  Fin Si

28: Si(A(j+1,j)#0)et(A(n+j,j)=0)alors

29: Arréter 'algorithme, la réduction n’est pas possible

30:  Sinon

% Nous calculons les constantes ¢ et d de la matrice G(k,v) de la transformation de
Gauss symplectique afin de mettre des zéros dans I'entrée (j + 1) de la ji™e colonne.
31: [c,d] =sgt(AG, j),j+1);
% Mise a jour de la matrice A.
32: A(j,)=cxA(j,)+dx Ain+j+1,);
33: A(J+L,)=cxA(j+1L,)+dxAn+j,);
34: An+j,)=ctxAn+j,);
35: An+j+1,)=cx An+j+1,);
36: AG,n+j)=—dx AG, j+ 1) +cx AG,n+j);
37: AG,n+j+1)=—-dxACj)+cx AG,n+j+1);
38: AG ) =c P x AG, j);
39: AGj+1)=c ' x AG, j+1);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
40: St,n+j)=—-dxSC j+1)+cxStn+j);
41: SG,n+j+1)=—dxS(C,j)+cxSt,n+j+1);
42: SGj)= cx SG )
43: S(:,j+1):c_1><S(:,j+1);
44:  Fin Si
% Mettre des zéros dans les positions souhaiter de la (n + j)™¢ colonne :
% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, c, s) de la rotation de Givens sym-
plectique au sens de Van Loan dans l'intention d’annuler les entrées désirer dans la
partie inférieure de la (n + j)®™¢ colonne.
45: Pour k=n:-1:j+1 faire
% Nous mettons un zéro a ’entrée de la position (n + k, n + j) de la matrice A.
46: [c,s] =vig(k,AC,n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
47 vliA=A(k,co);
48: A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
49: A(n+k,co)=—-sxvlA+cx A(n+k,co);
50: vcA= A, k);
51: AGk)=c*x AG k) +s* AG,n+ k);
52: AG,n+k)=-sxvcA+c*x A(, n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
53: veS=S(,k);
54: St k)=cxSG k) +sxS8S¢n+k);
55: SG,n+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);
56:  Fin Pour
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572 Sij<n-2alors
% Nous calculons la constante f et le vecteur w de la matrice H(j + 1, w) de la trans-
formation de Householder symplectique au sens de Van Loan dans le but d’annuler
les entrées désirer dans la partie supérieure de la (n + j)®™¢ colonne.

58: (B, w]=vIh(j+1,AC, n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
59: A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)— B x (wx wh) xA(j+1:n,co);
60: A(n+j+1:den,co)=An+j+1:den,co)—fx (w x wh) x A(n+j+1:den,co);

61: AGj+1:n) =AGj+1:n)—BxAG j+1:n) x(wx w"h);

62: AG,n+j+1:den)=AG,n+j+1:den)—Bx ACG,n+j+1:den)x (wx w
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).

63: SGj+1:m) =S¢ j+1:n)—BxSCj+1:n) x(wxw);

64: St,n+j+1l:den)=SG,n+j+1:den)—pPxS:,n+j+1:den)x (wx why;

65:  Fin Si

66: Fin Pour

67: H=A;

68: Fin

T

)

Remarque 3.5.1. Dans le cas ot cet algorithme est appliqué a une matrice Hamiltonienne,
alors la forme de la matrice réduite qui en résulte sera J-tridiagonale, c’est-a-dire :

\

Dans l'algorithme JHESS, la réduction sous la forme J-Hessenberg est réalisée par
une série de transformations de similarité comportant : des transformations de Givens
symplectiques et des transformations de Householder symplectiques au sens de Van Loan;;
ces deux dernieres sont connues pour étre des transformations stables numériquement
et orthogonales, ainsi que des transformations de Gauss symplectiques qui ne sont pas
orthogonales.

Dans l'algorithme JHESS, Bunse-Gerstner et Mehrmann ont appliqué 'algorithme G
(G(k,v)) pour éliminer I'entre de la position k'*™¢ d'un vecteur x. Sil’entrée x,,;_; est tres

petite par rapport a xj, alors v = — devient trés grande. Par conséquent, la matrice

Xn+k-1
. - 1 . .
G devient mal conditionne avec k2 (G(k,v)) = (1 +v?)z + |v|. Ainsi, 1 algorithme JHESS
sera instable numériquement et méme il peut s’arréter et il n’aura pas de réduction sous
la forme J-Hessenberg.

Remarque 3.5.2. La réduction sous la forme J-Hessenberg est une étape essentiel dans l'al-
gorithme SR. Lorsqu'il y a un échec de l'algorithme G a un certain niveau ou lorsque le
conditionnement x2(G(k,v)) = (1 + vz)% + |v| est tres grand, Bunse-Gerstner et Mehrmann
ont proposé de choisir une certaine tolérance pour la valeur de v afin de surveiller la sta-
bilité numérique. Si dans ke étape |v| est plus grand que cette tolérance donnée, alors ils
arrétent l'algorithme a cette étape.
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3.6 Breakdowns et near-breakdowns

Dans la littérature, a notre connaissance, seulement 'algorithme JHESS est utilisé
pour effectuer la réduction d’'une matrice sous la forme J-Hessenberg, avec des transfor-
mations symplectiques. Lorsque nous appliquons l'algorithme JHESS, comme présenté
par Bunse-Gerstner et Mehrmann dans [40], a une matrice A, alors dans certains cas 'al-
gorithme peut rencontrer une instabilité numérique fatale ("breakdowns") ou bien il peut
étre tres proche d’une telle instabilité ("near-breakdowns"). Ainsi, dans le premier cas
I'algorithme JHESS s’arréte. Autrement dit, les problémes d’instabilités peuvent survenir
non seulement parce que I'algorithme s’arréte, mais aussi dans ces cas, ol nous sommes
proche d’une telle rupture. Par conséquence, nous ne pouvons pas obtenir une réduction
sous la forme de J-Hessenberg. En outre, dans ce cas 'algorithme SR ne peut pas étre
exécuté. Une telle rupture fatale n’est pas nécessairement incurable.

En fait, I'algorithme présenté en [40], utilise des transformations de Gauss symplec-
tiques [40, p 1106], qui ne sont pas orthogonales. Le premier inconvénient de cet algo-
rithme est que ces transformations peuvent étre généralement mal conditionnes. Pour
controler la stabilité numérique, Bunse-Gerstner et Mehrmann ont choisi une certaine to-
lérance pour la valeur de v dans l'algorithme G (I'algorithme sg¢ 2.19). Si dans une étape
d’itération |v| est plus grand que cette tolérance donnée, alors ils arrétent cette itération
spéciale.

Le second inconvénient, qui est majeur, réside dans la facon proposée en [40] pour y
remédier, dans le contexte de I'algorithme SR uniquement, dans sa version implicite. En
effet, il est proposé, lorsque le probléme est rencontré, de calculer la matrice
Akl = S;lAkS > sachant que la matrice Ay est la matrice courante sous la forme J-Hes-
senberg et la matrice de similarité Sy est symplectique. La transformation de similarité
exceptionnelle est choisie sous la forme Sy = I — ww' ] tel que le vecteur w est un vecteur
aléatoire avec |w| = 1.

Remarquons d’abord que ce choix I — ww" ] est une transformation de Householder
symplectique au sens du [102]. Un choix aléatoire du vecteur w a pour conséquence de
détruire la structure J-Hessenberg de la matrice Ay : en effet la matrice Ay est de J-Hes-
senberg, la matrice Ag;; = S;lAkSk ne le sera plus avec un choix aléatoire de w, avec
St =I—ww?'J. Cela a pour conséquence de doubler le coiit de 'algorithme SR implicite,
a chaque fois que nous avons recours a une telle itération, puisque le colit majeur de
I'algorithme SR implicite, provient essentiellement de la premiere étape qui consiste a
réduire une matrice sous la forme J-Hessenberg. Dans des cas pessimiste, nous pouvons
s'attendre a un cofit de G (n*) d’opérations arithmétiques.

C’est pourquoi une étude approfondie et détaillée a propos les aspects numériques
des nouveaux algorithmes ainsi que I’algorithme J HESS, les problemes d’instabilités\d’é-
tre proche d’instabilités numériques (breakdowns\near-breakdowns) et leur prédiction,
les différentes stratégies des réparations pour ces problemes, etc., est nécessaire.

Sur ces entrefaites, il s'avere que l'algorithme JHSH et ses différentes variantes
JHMSH et JHMSH?2 peuvent aussi rencontrer ces types de problemes comme 1’algo-
rithme JHESS. De tels problemes d’instabilités se produisent exactement dans la méme
condition pour tous ces algorithmes. En d’autres termes, I'origine de I'instabilité est clai-
rement identifiée : elle survient dans le (k—1)™¢ vecteur x de la matrice A, lorsque 'entrée
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de la position (n + k — 1) est nulle ou bien trés petite par rapport a 'entrée de la position
k, qui nous voulons I'annuler.

Par exemple, pour k = 2, la premieére colonne de la matrice A aura 'une des deux
formes suivantes :

Cas proche de l'instabilité numérique : | Cas d’instabilité numérique :

X1 X1

X2 X2

0 0

X = 0 x= 0

| e |0

0 0

0 0

0 0

Cela donne lieu a des questions trés importantes concernant par exemple les diffé-
rentes stratégies pour remédies a ses instabilités numériques, lorsque c’est possible. Ainsi,
nous décrivons dans [105] une facon tres efficace pour corriger un tel probleme, comme
certifié par les exemples numériques. Pour plus de détails voir dans 'annexe B. Dans la
suite nous allons présenté les algorithmes seulement.

3.6.1 Lalgorithme JHM?SH

Lalgorithme JH M?2SH, la version modifiée de I'algorithme JHMSH, de la réduction
d’'une matrice arbitraire de taille 2n x 2n sous la forme de J-Hessenberg est le suivant :

Algorithme 3.12 Algorithme JHM?SH

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg H = §/ AS avec S est une

matrice symplectique.

ENTREE(S) : AcR?™2" et S=1,,.

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-
mation symplectique.

Tant que (j < n—1) faire
J2(n-j+1) = [zeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=|[j:n,n+j:2nj;

10: co=[j:p,p+]:2p];

1: Fonction [S, H] = JHM?*SH(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4 p=depl2;

5: S=eye(den);

6: j=1;

7:

8:

9:
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3.6 Breakdowns et near-breakdowns

La suite de I'algorithme JHM?SH

11:
12:

13:
14:
15:
16:

17:
18:

19:

20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:

27:

28:
29:

30:
31:

32:

33:
34:
35:
36:
37:
38:

39:
40:

% Le test de near breakdown et breakdown. o
Tant que ((A(j +1, ) #0) et (A(n+ j, j) == 0)) ou (15751 > 10°) faire
(B, w] =vlh(j, AG, j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j:n,)=A(:n,)—betax (wxw) x A(j:n,:);
A(j+n:den,))=A(j+n:den,:)—betax (wx w') x A(j+n:den,);
A jin)=A(G, j:n)—betax AG,j:n)x (wx wh);
AG,n+j:den)=A(,n+j:den)—betax A(;,n+j:den) x (wx w
% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
SG,j:n) =8¢ j:n)—betax S, j:n)x (wxwh);
St,n+j:den)=8SG,n+j:den)—betaxS(:,n+j:den)x(wxw
% L'annulation de I'’entrée de la position (j,n+ j —1).
(B, w] =vIh(j,ACG,n+j—1));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j:n,co) = A(j:n,co) —betax (wx w") x A(j : n, co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—betax (wx w') x A(j+n:den,co);
AG,jin)=A(G, j:n)—betax AG, j:n) x (wx wh);
AG,n+j:den)=A(,n+j:den)—betax A(;,n+j:den) x (wx w
% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
SGj:n)=8SGj:n)—betaxS(, j:n)x (wx wh;
St,n+j:den)=8SGn+j:den)—betax S, n+j:den)x(wxw
Fin Tant que
% Nous mettons des zéros dans ji®™¢ colonne de la matrice A en appliquant la trans-
formation de Householder symplectique optimale oshy Tosp, = I+ cvv’.
[c,v] = oshy(A(ro, j))
% Mise a jour de la matrice A.
A(ro,co) = A(ro,co) +c x v x (vT x Jon-j+1) X A(ro, co));
A(;,c0) = A(;,c0) — (A(;, c0) x (¢ x 1)) x T x Jo(n-j+1)
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
S(:;,c0) = S(;,c0) — (SC, co) x (¢ x v)) x vT x Jo(n-j+1)
Pour k=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a I'entrée de la position (n + k, n + j) de la matrice A en ap-
pliquant I’algorithme vig.
[c,s] =vig(k,AC:,n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
viIA=A(k,?);
A(k,:)=cx Alk,:)+sx A(n+k,);
An+k,)=—-sxvlA+cx An+k,:);
vcA=A(,k);
AG k) =cx A k)+sx A, n+ k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);
SGk)=cxSGk)+sx St n+k);

D)

)

T

)

D)

)

D

)
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La suite de I'algorithme JHM?SH

41:
42:
43:

44:

45:
46:
47:
48:

49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:

SGt,n+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Nous mettons des zéros aux entrées des positions (j+2,n+j),(j+3,n+j),...,(n,n+
j) de la matrice A en appliquant I'algorithme vih.
(B, w]l=vIh(j+1,AC, n+ j));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)—pfx (wx wT)XA(j+1:n,co);
A(j+1+n:2n,co)=A(j+1+n:2n,co)— L x (w x wT)XA(j+1+n:2n,co);
AGj+1:n)=ACj+1:n)-BxAGj+1:n) x (wx wh);
AGn+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)—Bx AG,n+j+1:n) x (wx wh);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SGj+1:n)=8Cj+1:n)—FxSG¢j+1:n)x(wx wh);
St,n+j+1:2n)=S¢,n+j+1:2n)-FxSt,n+j+1:2n) x (w x wh;

Fin Si
j=j+1

Fin Tant que

H=A;

Fin

3.6.2 Lalgorithme JHM?SH2

Lalgorithme JHM 2SH?2, la version modifiée de I'algorithme JHMSH2, de la réduc-

tion d'une matrice arbitraire de taille 27 x 2n sous la forme de J-Hessenberg est le suivant :

Algorithme 3.13 Algorithme JHM?SH?2

Cet algorithme réduit une matrice A sous la forme J-Hessenberg H = S/ AS avec S est une
matrice symplectique. La matrices A est remplacée par la matrice J-Hessenberg H.
ENTREE(S) : A€ R*™ 2" et S = Ipy,.

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-

mation symplectique.
Fonction [S, H] = JHM?SH2(A)
[den,dep] = size(A);

n=denl2;
p=depl2;
S=eye(den);
nbd =0;
j=5

Tant que j < n— 1 faire
Sinbd ==1 alors

nbd =0;
J=ji-5
Fin Si
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3.6 Breakdowns et near-breakdowns

La suite de I'algorithme JHM?SH?2 :

13: Jon-j+1) = [zeros(n—j+1),eye(n—j+1);—eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
14: ro=[j:n,n+j:2xnj;
15 co=[j:p,p+j:2xp];
16: Pourk=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a 'entrée de la position (n + k, j) de la matrice A en appli-
quant l'algorithme vlg.
17: [c,s] =vig(k, AC, }));
% Mise a jour de la matrice A.
18: viA=A(k,);
19: Alk,)=cx Alk,:)+sx An+k,:);
20: An+k,))=—-sxvlA+cx A(n+k,);

21: vcA=A(Gk);
22: AGK)=cx AG k) +sx AG,n+k);
23: AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
24:; veS =S(, k);
25: SCGk)=cxSGk)+sxStn+k);
26: St,n+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);
27:  Fin Pour
28: Sij<n-2alors
% Nous mettons des zéros dans la ji™m¢ colonne de la matrice A aux entrées des posi-
tions (j+2,j),(j+3,j),...,(n, j), en appliquant I'algorithme vih.
29: (B, wl=vlh(j+1,ACG, j));
% Mise a jour de la matrice A.
30: A(j+1:n,co)=A(j+1:n,c0)— P x (wx wh) xA(j+1:n,co);
31: A(j+1+n:2n,c0)=A(j+1+n:2n,c0)— B x (wx w') x A(j+1+n:2n,co);
32: AGj+1:n)=ACj+1:n)-BxAGj+1:n) x (wx wh);
33: AG,n+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)-BxAG,n+j+1:n)x(wxw
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
34: SCGj+1:n)=8Cj+1:n)—FxSGj+1:n)x(wx wh);
35: St,n+j+1:2n) =S¢, n+j+1:2n)-BxSt,n+j+1:2n) x (w x why;
36: Fin Si
% Le test de near breakdown et breakdown.
37 Si((A(j+1,j)#0) et (A(n+j,j)==0)) ou (]
38: (B, w] =vih(j, AG, j));
% Mise a jour de la matrice A.
39: A(j:n,)=A(:n,:)—betax (wxw) x A(j:n,);

T

)

A(j+1,))
A(n+j,j)

| >108) alors

40: A(j+n:den,))=A(j+n:den,:)—betax (wx w') x A(j+n:den,);
41: A j:in)=A(G, j:n)—betax AG, j:n)x (wx wh);
42: ACG,n+j:den)=AG,n+j:den)—betax AG,n+ j:den) x (wx wh);

% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
43; SG,j:n) =8¢ j:n) —betax S, j:n)x (wxwh);

44: SG,n+j:den) =S¢ n+j:den)—betax S, n+j:den)x (wx wh)

)
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La suite de I'algorithme JHM?SH?2 :

45;

46:
47:
48:
49:

50:
51:
52:
53:

54:

55:
56:

57:
58:
59:
60:

61:

62:
63:
64:
65:
66:
67:

68:
69:
70:
71:
72:

73:

74:

% L'annulation de I'entrée de la position (j,n+ j —1).
(B, w] =vilh(j,ACG,n+j—-1));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j:n,co)=A(j:n,co)—betax (w x wh) x A(j:n,co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—betax (wx w') x A(j+n:den,co);
AG,jin)=A(G, j:n)—betax AG, j:n) x (wx wh);
AG,n+j:den)=A(,n+j:den)—betax A(:,n+ j:den) x (wx w
% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
SGj:n)=8SGj:n)—betaxS(, j:n)x (wx wh);
St,n+j:den)=8SG,n+j:den)—betax S, n+j:den)x(wxw
nbd =1;
Sinon
% Nous mettons un zéro al’entrée de la position (j+1, j) de lamatrice A en appliquant
la transformation de Householder symplectique optimale Typ, = I + cov'J.
[c,v] = oshy(A(ro,j))
% Mise a jour de la matrice A.
A(ro,co) = A(ro,co)+cx v x (UT X Jo(n-j+1) X A(ro,co));
A(:,c0) = A(;, c0) — (A, c0) x (¢ x 1)) x VT x Jon-j+1);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SG, co) = S(;, co) - (SG, co) x (¢ x v) x VT x Jo(n-j+1)5
Fin Si
Si nbd ==0 alors
Pour k=n,n-1,...,j+1 faire
% Nous mettons un zéro a I'entrée de la position (n + k, n + j) de la matrice A en ap-
pliquant I'algorithme vig.
[c,sl=vig(k, A, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.
viA=A(k,?);
Alk,)=cx A(k,:)+sx An+k,:);
An+k,))=-sxvlA+cx A(n+k,:);
vcA= A(, k);
AG k) =cx AG k) +sx A, n+k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS =S, k);
SGk)=cxSG k)+sxS¢,n+k);
St,n+k)=-sxveS+cx S n+k);
Fin Pour
Si j <n-2alors
% Nous mettons des zéros aux entrées des positions (j+2,n+j),(j+3,n+j),...,(n,n+
j) de la matrice A en appliquant I’algorithme vlh.
(B, wl=vlh(j+1,AC, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.
A(j+1:n,co)=A(j+1:n,co) - x(wx wh) x A(j+1:n,co);

Ty

M

D

)
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3.6 Breakdowns et near-breakdowns

La suite de I'algorithme JHM?SH?2 :

75: A(j+1+n:2n,co)=A(j+1+n:2n,co)— P x (w x wT)xA(j+1+n:2n,co);

76: A(:,j+1:n):A(:,j+1:n)—,6><A(:,j+1:n)><(w><wT);

77 AGn+j+1:2n)=AGn+j+1:2n)-Bx A, n+j+1:n) x (wx why;
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).

78: SC,j+1:m) =S¢ j+1:n)—BxSCj+1:n) x(wxwh);

79: SG,n+j+1:2n)=SC,n+j+1:2n)—BxS¢,n+j+1:2n) x (wx wh);

80: Fin Si

81:  Fin Si

82: j=j+1;

83: Fin Tant que

84: H=A;

85: Fin

3.6.3 Lalgorithme MJHESS

Lalgorithme MJHESS, la version modifiée de I'algorithme JHESS, de la réduction
d’'une matrice arbitraire de taille 2n x 2n sous la forme de J-Hessenberg est le suivant :

Algorithme 3.14 Algorithme MJHESS

L'algorithme effectue la réduction d’'une matrice A sous la forme d’'une matrice J-Hessen-

berg H = S/ AS, o1 1a matrice S est une matrice symplectique.

ENTREE(S) : AcR2™2M et S=[,,.

SORTIE(S) : H la Matrice réduite sous la forme J-Hessenberg et S la matrice de transfor-
mation symplectique tel que H = S/ AS.

1: Fonction [H,S] = MJHESS(A)
2: [den,dep] = size(A);

3: n=denl2;

4: S=eye(den);

5. nbd =0;

6: j=1;

7: Tantque j < n—1 faire
8: Sinbd==1 alors

9: nbd =0;

10: j=j-1

11:  Fin Si

122 co=[j:n,n+j:den];

% Mettre des zéros dans les positions souhaiter de la j®™¢ colonne :
% Nous calculons les constantes c et s de la matrice J(k, ¢, s) dans 'intention d’annuler
les entrées désirer dans la partie inférieure de la j®™¢ colonne.
13: Pourk=n:-1:j+1 faire
% Nous mettons un zéro a ’entrée de la position (n + k, j) de la matrice A.
14: [c,s] =vig(k, AC, ));
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La suite de I'algorithme MJHESS :

15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:
22:
23:
24:

25:

26:

27:
28:
29:
30:

31:
32:
33:

34:
35:

36:
37:
38:
39:

40:
41:

42:

43:

44
45;

% Mise a jour de la matrice A.
vliA=A(k,co);

A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
An+k,co)=—-sxviA+cx A(n+k,co);
vcA= A, k);

AGk)=c*x AG k) +s* AG,n+ k);
AG,n+k)=—-sxvcA+cx AG,n+k);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS=S(,k);

St k)=cxSG k) +sxS8S¢n+k);
St,n+k)=-sxveS+cx S, n+k);
Fin Pour
% Nous calculons la constante f et le vecteur w de la matrice H(j, w) dans le but
d’annuler les entrées désirer dans la partie supérieure de la ji™¢ colonne.
Si j <n-2alors
% Nous mettons dans la j®™¢ colonne de la matrice A des zéros aux entrées des posi-
tions (j+2,j),(j+3,)),...,(n, j) de la matrice A.
(B, w] =vih(j+1,ACG, j));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j+1:n,c0)=A(j+1:n,c0)—Bx (wxw")x A(j+1:n,co);
A(n+j+1:den,co)=An+j+1:den,co)—Bx(wxw')x A(n+j+1:den,co);
AGj+1:n)=ACj+1:n)-BxAGj+1:n) x (wx wh);
AG,n+j+1:den)=A(Gn+j+1:den)—Bx A, n+j+1:den)x (wx wh);

% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
SCGj+1:n)=8Cj+1:n)—FxSCj+1:n)x(wx wh;
Stn+j+l:den)=St,n+j+1:den)—pxSt,n+j+1:den) x(wxw

Fin Si
% Le test de near breakdown et breakdown.
Si((A(j+1,j)#0) et (A(n+j,j)==0)) ou(]
(B, w] =vlh(j, AG, j));

% Mise a jour de la matrice A.
A(j:n,)=A(:n,:)—betax (wxw") x A(j: n,);
A(j+n:den,:)=A(j+n:den,:)—betax (w x wh) x A(j+n:den,:);
AGj:n)=A(G j:n)—betax A(,j:n) x (w x wh);
AG,n+j:den)=A(,n+j:den)—betax A(;,n+j:den) x (wx w

% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).

SG,j:n) =8¢ j:n)—betax S, j:n)x (wxwh);

St,n+j:den)=S,n+j:den)—betax S, n+j:den)x(wxw
% L'annulation de I'entrée de la position (j,n+ j —1).

(B, w] =vIh(j,ACG,n+j—1));

% Mise a jour de la matrice A.

A(j:n,co)=A(j:n,co) —betax (wx w) x A(j : n, co);
A(j+n:den,co)=A(j+n:den,co)—betax (w x wh) x A(j+n:den,co);
AGj:n)=A(G j:n)—betax A(,j:n) x (w x wh);

D

M

A(j+1,))
A(n+j,j)

| >108) alors

D

)

T

)
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3.6 Breakdowns et near-breakdowns

La suite de I'algorithme MJHESS :

46:

47:
48:
49:
50:

51:

52:
53:
54:
55:
56:
57:
58:
59:

60:
61:
62:
63:
64:

65:
66:

67:

68:
69:
70:
71:
72:
73:

74:
75:
76:
77:

AG,n+j:den)=A(,n+j:den)—betax A(;,n+j:den) x (w x wh)
% Mise a jour de S implicitement (si nous avons besoin).
SG,j:n) =8¢ j:n)—betax S, j:n)x (wxwh);
St,n+j:den)=8SG,n+j:den)—betax S, n+j:den)x(wxw
nbd =1;
Sinon
% Nous calculons les constantes ¢ et d de la matrice G(k,v) de la transformation de
Gauss symplectique afin de mettre des zéros dans I'entrée (j + 1) de la ji™e colonne.
[c,d] =sgt(AG, j),j+1);
% Mise a jour de la matrice A.
A(j,)=cxA(j,)+dx An+j+1,);
A(J+L,)=cxA(j+1,)+dxAn+j,);
An+j,)=ctxAn+j,);
An+j+1,)=cxAn+j+1,);
AG,n+j)=—-dxAG, j+ 1) +cx AG,n+j);
AG,n+j+1)=—-dxAC j)+cx AG,n+j+1);
AG ) =c P x AG, j);
AGj+1)=c ' x AG j+1);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
St,n+j)=—-dxSC j+1)+cxStn+j);
SG,n+j+1)=—dxS(C,j)+cxSt,n+j+1);
SG )= c 1 x SGJ);
SGj+1) = clx SGj+1);
Fin Si
% Mettre des zéros dans les positions souhaiter de la (n + j)™ colonne :
% Calculer les constantes c et s de la matrice J(k, ¢, s) dans l'intention d’annuler les
entrées désirer dans la partie inférieure de la (n + j)®™¢ colonne.
Si nbd == 0; alors
Pour k=n:—-1:j+1 faire
% Nous mettons un zéro a ’entrée de la position (n + k, n + j) de la matrice A.
lc,sl=vig(k,AC, n+ j));
% Mise a jour de la matrice A.
vliA=A(k,co);
A(k,co)=cx A(k,co)+sx A(n+k,co);
An+k,co)=-sxvlA+cx A(n+k,co);
vcA= A(, k);
AG k) =c*x AG k) +s* AG,n+ k);
AG,n+k)=-s*xvcA+c*x A(, n+k);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).
veS =S(, k);
SGk)=cxSGk)+sx S, n+k);
Stn+k)=—-sxvcS+cx S, n+k);
Fin Pour

)

D

)
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La suite de I'algorithme MJHESS :

78: Si j <n-2alors
% Nous calculons la constante f et le vecteur w de la matrice H(j + 1, w) dans le but
d’annuler les entrées désirer dans la partie supérieure de la (n + j)™¢ colonne.

79: (B, wl=vlh(j+1,AC, n+j));
% Mise a jour de la matrice A.

80: A(j+1:n,co)=A(j+1:n,co) - x (w x wT)xA(j+1:n,co);

81: A(n+j+1:den,co)=An+j+1:den,co)—px(wx wh) xA(n+j+1:den,co);

82: AGj+1:n)=AGj+1:n)-PBxAG j+1:n) x (wx wh);

83: AGn+j+1:den)=AGn+j+1:den)—Bx A, n+j+1:den) x (wx wh);
% Mise a jour de la matrice S implicitement (si nous avons besoin).

84: SCGj+1:m) =S¢ j+1:n)—PxSCj+1:n) x(wx wh);

85: St,n+j+1l:den)=SG,n+j+1:den)—pPxS:,n+j+1:den)x (wx wh);

86: Fin Si

87: Fin Si

88: j=j+1;

89: Fin Tant que

90: H = A;

91: Fin

3.7 Résultats numériques

Nous proposons ici quelques exemples numériques dans des situations différentes,
ce qui nous permet de faire la comparaison entre les différents algorithmes. Nous compa-
rons la perte de la J-orthogonalité et I'’erreur absolue de la réduction sous la forme J-Hes-
senberg.

Exemple 3.7.1. Dans cet exemple nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que
A = Pascal(2n). Puis, nous appliquons a cette derniere les algorithmes JHESS, JHMSH,
JHMSH?2 et JHOSH.

Dans I'exemple 3.7.1, nous remarquons que, pour la matrice A = Pascal(2n), les al-
gorithmes JHESS, JHMSH, JHMSH?2 et ] HOSH fournissent des résultats raisonnable-
ment trés semblables. La perte de la J-orthogonalité et I'erreur dans la réduction sous la
forme J-Hessenberg, pour les différents algorithmes, sont présentées dans le tableau 3.1
et le tableau 3.2 respectivement.

Exemple 3.7.2. Dans cet exemple nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que
A =randn(2n). Ensuite, nous appliquons a cette derniere les algorithmes JHESS, JHMSH,
JHMSH?2 et JHOSH.

Dans I'exemple 3.7.2, nous pouvons observer que les algorithmes JHESS, JHMSH et
JHMSH?2 fournissent des résultats raisonnablement semblables, avec un désavantage si-
gnificatif pour l'algorithme JHOS H. Nous Remarquons aussi que l'injection des transfor-
mations de Givens symplectiques et les transformations de Householder symplectiques

162



3.7 Résultats numériques

2n

La perte de J-Orthogonalité || I-8's ||2

JHESS

JHMSH

JHMSH?2

JHOSH

8

10
12
14

4.5386e — 16
8.1225e—-16
2.0280e - 15
3.7131e—-15
5.9575e—-15
1.2189e—-14

3.1889e - 16
1.0762e - 15
4.2141e—-15
1.8613e—14
2.4844e—13
6.4269e¢ - 13

4.5386e - 16
1.5073e—-15
8.3650e - 15
1.3963e—-14
1.2110e—-13
8.9480e—-13

2.7894e-16
1.0240e—-15
1.7292e—12
2.1527e—-13
9.0008e—-13
4.1346e—12

TABLEAU 3.1 — La perte de J-orthogonalité de la réduction J-Hessenberg de la matrice A =

Pascal(2n) via les algorithmes JHESS, JHMSH, JHMSH?2 et JHOSH

Lerreur absolue de la réduction |[H—- S AS||,

2n
JHESS JHMSH JHMSH?2 JHOSH

4  5.4200e—15 1.6193e—14 5.4200e—15 7.7225e—-15

1.1295e—-13 4.1480e—-13 2.3103e—13 3.1425e¢—-13
8 6.5367e—12 4.8847¢—11 3.0102e—11 8.7564e—-09
10 1.1217e—10 1.1529¢—-09 8.1251e—10 1.3984e-08
12 2.7057e—-09 7.9695e—08 1.4269e¢—-07 6.0044e—-07
14 1.1313e—07 7.0409¢—-06 3.7869e—06 2.1995e—-05

TABLEAU 3.2 — Lerreur absolue de la réduction J-Hessenberg de la matrice A = Pascal(2n) via les
algorithmes JHESS, JHMSH, JHMSH?2 et JHOSH

au sens de Van Loan avant 'application des transformations de Householder symplec-
tiques optimale osh2 dans l'algorithme JHMSH?2 ne fait que renforcer la précision par
rapport a 'algorithme JHMSH. La perte de la J-orthogonalité et I'erreur dans la réduc-
tion sous la forme J-Hessenberg, pour les différents algorithmes, sont affichées dans le
tableau 3.3 et le tableau 3.4 respectivement.

Exemple 3.7.3. Dans cet exemple nous prenons une matrice A de taille 2n x 2n telle que

A = (A” Alz). Sachant que chaque bloc A;j est de taille n x n avec
A1 Az
) - 0 2
5 1 2 1 2 01
A = , A = I , Az =
2 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 1
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2n

La perte de J-Orthogonalité |

1-5s|,

JHESS

JHMSH

JHMSH?2

JHOSH

8

10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30

2.2377e—-16
1.2362e—15
1.1262e—15
5.5159e~-15
8.3091e-15
5.5932e—-14
1.4082e—14
2.8530e—-14
1.5660e — 13
1.6207e—14
6.5797e—-14
1.2295e—-13
4.5993e—-14
6.1491e—-13

5.0453e-16
1.0314e—-14
4.4185e—15
6.6951e—14
8.3005e—-13
4.5568e—13
2.0836e—-13
1.5159e—-12
8.1831e—11
3.0169e—-13
9.3572e—12
3.9518e—-11
1.6715e—12
5.9323e—-11

1.5701e—-16
7.2445e—-15
2.0318e—-15
6.1371e—14
1.2185e—13
3.8058e—13
9.2822e—-14
4.1867e—-13
2.4944e—-11
3.8383e—-13
8.3027e—-12
5.5587e—-12
1.1331e—12
1.1910e—-11

1.3878e - 16
7.8665e — 15
8.2489e - 15
2.3061le—-13
7.7104e—-13
8.9718e—-11
5.9120e—-12
1.8129e¢-10
1.9407e—09
8.4138e—11
8.0934e-09
1.0048e—05
1.6731e—09
2.8166e—-05

TABLEAU 3.3 — La perte de J-orthogonalité de la réduction J-Hessenberg de la matrice A =
randn(2n) via les algorithmes JHESS, JHMSH, JHMSH2 et JHOSH

et Ayp = ..
3 1

31

Puis, nous appliquons a cette matrice A les algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH
et JHM?SH2.

Dans I'exemple 3.7.3, lorsque 'algorithme JHESS est appliqué a la matrice A alors
il aura un breakdowns (une instabilité numérique fatale) et I'algorithme s’arréte depuis
la premiére étape. Les résultats numériques de cet exemple montrent |'efficacité de notre
stratégie pour remédier a cette instabilité numérique fatale. Ainsi, les algorithmes
MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?2 fournissent des résultats semblables, avec un petit
avantage pour l'algorithme MJHESS. La perte de la J-orthogonalité et I'erreur dans la
réduction sous la forme J-Hessenberg, pour les algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH
et JHM?SHZ2, sont données dans le tableau 3.5 et le tableau 3.6 respectivement.

Exemple 3.7.4. Dans cet exemple nous prenons une matrice A Hamiltonienne de taille
An A

2n x 2n telle que A =
q (A21 App

). Sachant que chaque bloc A;;j est de taille n x n avec
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2n

Lerreur absolue de la réduction || H- S‘lAS”2

JHESS

JHMSH

JHMSH?2

JHOSH

8

10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30

7.6284e - 16
1.1399e¢-14
5.4087e—15
4.1767e—-14
4.9776e—14
1.7671e—13
1.2971e—-13
1.7410e-13
1.6234e—12
1.2996e - 13
7.4530e—-13
1.2377e—-12
7.0871e—-13
3.9641e—12

1.7280e — 15
1.3724e—13
2.7576e—-14
2.6532e—-12
7.1119e—-12
1.3752e—-11
1.4069e — 12
6.4203e—12
3.3818e—-09
7.0366e —12
3.1000e—-10
1.2405e-09
1.8094e—-11
1.4573e—-09

2.1593e—-15
1.4030e—13
2.6325e—-14
4.1763e—13
9.9413e-13
3.8978e—12
1.8731e—12
8.1253e—-12
1.5008e—10
9.0303e—-12
1.5243e—-10
5.7954e—-11
9.4246e—-12
1.4503e-10

1.4299e—15
4.4936e—13
8.9172e—-14
1.2819e~-11
2.0655e—-11
6.4185e—-09
2.1820e—-10
3.1054e—-08
7.7719e - 07
2.4491e-09
7.4156e - 07
6.3300e - 02
4.9546e - 07
1.1500e - 02

TABLEAU 3.4 — Lerreur absolue de la réduction J-Hessenberg de la matrice A = randn(2n) via les
algorithmes JHESS, JHMSH, JHMSH2 et JHOSH

An = —A},, les blocs Ay et Ay sont deux matrices symétriques : Ay, = Aj,, Ay = A}
1 1 2 00
2 1 2 1 2 0 1 3
tel que Ay = , Ajp = , Ag1 = 3
2 1 2 1 2 1 3
2 1 2 1 3 1
-1 -2
-1
et Ay = )
-1 -2

-1
Par la suite, nous appliquons a la matrice Hamiltonienne A les algorithmes JHESS,
MJHESS, JHM?SH et JHM*SH?2.

Dans 'exemple 3.7.4, de méme comme pour I'exemple 3.7.3, nous remarquons que
lorsque I'algorithme JHESS est appliqué a la matrice Hamiltonienne A, il aura un break-
downs (une instabilité numérique fatale) et1’algorithme s’arréte depuis la premiere étape.
C’est-a-dire dans ce cas, il n'y aura pas une réduction sous la forme J-Hessenberg Ha-
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TABLEAU 3.5 — La perte de J-orthogonalité de la réduction J-Hessenberg de la matrice A via les

La perte de J-Orthogonalité || I- S]S”2

JHESS

MJHESS

JHM?SH

JHM?SH?2

© &0 N O g s w N

NS NG R NG R G R N R e N R N B R N R e R R e R R B e I R
© 0 N O B WO ©W 0 N s WD ~- O

30

échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue

échoue

1.0717e—15
1.6767e—15
1.0717e—15
5.5610e—-15
5.2871e—15
1.3446e—14
1.8294e—14
3.8698e—13
2.4877e—13
3.2961e—13
4.2368e—13
9.8990e - 13
1.4096e — 12
8.8834e—-13
8.3168e—-13
9.0923e—-13
1.4143e—12
3.0133e—-12
3.0854e—12
2.4744e—-12
1.1614e—12
1.2597e—12
2.0548e—-12
3.0479e—12
3.8862e—12
4.3655e—12
4.3449e—12
9.6426e - 12
5.3754e—-12

2.5168e—-16
1.0412e—-15
3.1015e—-15
2.8250e—-14
4.1918e—-14
2.0709e-13
1.7497e—12
1.2988e—10
4.8062e - 10
6.6942e—-10
4.5165e—-10
7.9908e - 10
7.6406e - 10
1.7248e—-09
6.9530e - 10
1.9515e-09
1.1824e—-09
3.6906e - 09
2.8172e—-09
1.5606e - 08
1.0522e—-09
3.8242e-09
1.1119e-09
3.9755e-09
1.8132e—-09
1.2417e—-08
2.2564e—-09
3.9904e-08
1.6554e - 09

3.1402e-16
9.7146e-16
3.6572e—15
3.3284e—-14
4.3812e—14
1.1965e—-13
7.4477e—13
5.8035e—-11
1.1476e—10
1.7784e—-10
1.7250e—10
2.9785e—-10
1.7497e¢—10
1.9073e—-10
1.9133e—-10
2.1889e—-10
6.2781le—10
2.2293e-10
2.6019e~-10
8.6765e—-10
2.408le—-10
2.6805e—-10
4.8392e—-10
4.2710e—-10
1.4496e—09
1.1257e—-09
1.1255e—-09
2.3791e-09
5.4776e—-10

algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH2
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Lerreur absolue de la réduction ” H- S_IAS”2

JHESS

MJHESS

JHM?SH

JHM?SH?2

© &0 N O s W N

NS N R N R N i N R e N e N B G N R e R R R B e R R
© 0 N OO G B W NN - O ©W © N O G b W N - ©

30

échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue

échoue

8.9915e - 15
3.9086e - 15
8.9915e - 15
2.5502e-14
5.1641e—14
4.9408e—-14
1.2355e—13
1.2932e—12
2.4578e—12
2.7462e—12
6.5230e—12
7.3703e—-12
1.1269e—-11
7.3380e—-12
6.7075e—12
8.2522e—-12
3.4928e—11
2.1809e-11
6.7873e—11
3.9748e—-11
6.5786e—11
6.3465e—11
6.2066e—11
2.3255e—11
2.9622e—-11
1.0102e—-10
1.4271e—-10
5.3487e—-11
4.6021e—11

1.0361e—15
1.0623e—-14
6.3153e—14
1.4279e—13
2.5845e—13
2.7021e—-12
1.0972e - 11
1.0461e—-09
3.4164e—09
4.7274e—-09
1.1306e - 08
7.4063e - 09
8.3607e - 09
1.1932e¢-08
5.6770e - 09
1.4054e—-08
1.4967e—07
2.5400e-08
1.2725e—-07
2.6936e - 07
1.1047e—08
2.1954e-08
5.6800e - 08
2.2816e-08
3.2416e—-08
1.0768e - 07
1.4462e—07
6.3257e—-07
5.9380e - 08

1.0262e— 15
5.6678e—15
2.9172e—-14
6.8545e - 14
1.6997e¢—13
5.7755e—-13
3.5435e—12
3.8219e¢-10
7.1532e—-10
5.7041e-10
8.0399e-10
1.7637e—-09
1.0158e—-09
9.8201e—-10
1.1922e¢—-09
1.2598e - 09
5.7161e—-09
1.4194e-09
2.0413e-09
5.1208e-09
1.9222¢—-09
1.6025e - 09
3.2751e—-09
2.6839e-09
1.0678e— 08
1.0010e - 08
8.2262e—09
4.1958e—-08
4.0406e — 09

TABLEAU 3.6 — Lerreur absolue de la réduction J-Hessenberg de la matrice A via les algorithmes

JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?
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La perte de J-Orthogonalité || I- S]S”2

JHESS

MJHESS

JHM?SH

JHM?SH?2

© o0 N O Gk W N

— e b e e e e e e
© O N O g s W N~ O

20

échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue

échoue

2.6809e - 16
9.1518e-16
3.6585e—15
1.3451e—-14
3.2002e - 15
1.7497e—14
1.1440e—-14
4.7591e—-14
9.8212e - 14
2.5071e—-13
3.0863e—13
2.3432e—-12
1.5649e — 12
1.2911e—-11
1.7852e—11
5.2827e—11
2.1702e-10
6.5499¢ - 10
5.6016e—09

1.3843e—16
2.1967e—-15
3.1724e—-14
5.5639e¢-13
1.3229e-14
1.9456e - 13
2.4182e—-13
7.0030e - 12
6.7908e - 11
1.2746e—-10
1.6379e - 09
5.7401e-09
5.9220e -09
1.1198e—-07
3.2853e - 07
1.0707e - 06
2.2014e-04
7.0710e - 05
7.9995e - 04

2.7756e—-17
4.1153e—-15
1.1623e—14
4.5393e—-13
3.1824e—-14
2.9018e—-13
9.1255e - 14
4.6008e —12
1.8421e—-11
3.6111e-11
1.1448e—10
1.8386e—09
2.7826e—-09
1.5282e—-08
1.9260e - 07
1.9526e -07
2.2887e—-05
2.0118e—-05
4.0086e - 05

TABLEAU 3.7 — La perte de J-orthogonalité de la réduction J-Hessenberg de la matrice A via les
algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?2

miltonienne et par conséquent, 1'algorithme SR ne peut pas étre exécuté. Cependant,
une telle rupture fatale n’est pas insurmontable. Les résultats numériques de cet exemple
montrent |'efficacité de notre stratégie pour remédier a cette instabilité numérique fatale
dans le cas d'une matrice Hamiltonienne. Ainsi, les algorithmes MJHESS, JHMSH et
JHMS H2 fournissent des résultats semblables, avec un petit avantage pour l’algorithme
MJHESS. La perte de la J-orthogonalité et 'erreur dans la réduction sous la forme J-Hes-
senberg, pour les algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?2, sont exhibées
dans le tableau 3.7 et le tableau 3.8 respectivement.
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Lerreur absolue de la réduction || H-S1AS ||2

JHESS

MJHESS

JHM?SH

JHM?SH?2

© &0 N O G ks W N

[ e e e B S T = I R
© O N o s W N = O

20

échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue
échoue

échoue

1.2230e - 15
4.6309e - 15
1.1179e—-14
1.0634e—13
2.0835e—-14
3.6429e—-13
5.3612e—-14
4.2431e—-13
5.5556e—-13
6.2363e—12
3.2918e—12
1.7487e—-11
1.2069e - 11
1.2035e—-10
2.0077e-10
1.8192e—-09
8.0165¢—-09
2.2317e-07
2.5767e-06

3.4732e—-16
1.4123e—-14
1.0235e—-13
2.2678e—12
1.6308e—13
4.2300e—-12
2.6360e—12
2.8308e—-11
1.8128e—-10
1.2132e-09
5.6804e - 09
4.3477e-07
1.1117e—-07
8.4815e - 07
3.6979e - 06
1.4713e—-05
1.3000e - 03
1.5000e - 03
4.1000e - 03

7.5047e—16
9.5826e - 15
1.1283e—13
1.4082e—12
1.8500e—13
5.7276e—12
1.2184e—12
6.0019¢—-11
4.2484e—-11
1.3393e—-10
1.0683e—09
5.7596e - 09
1.1405e¢ - 08
2.1596e-07
8.2332e - 07
3.9805e - 06
4.6621e - 04
4.0607e—-04
6.8321e—-04

TABLEAU 3.8 — Lerreur absolue de la réduction J-Hessenberg de la matrice A via les algorithmes

JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?2

Exemple 3.7.5. Nous considérons un exemple de breakdown
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) La perte de J-Orthogonalité | I-s S||2
n

JHESS ~MJHESS  JHM®SH  JHM®SH2
12 échoue 1.8553e—15 5.0842¢—-15 6.6428e¢—-15

TABLEAU 3.9 — La perte de J-orthogonalité de la réduction J-Hessenberg de I'exemple 3.7.5 via les

algorithmes JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH2

2n

Lerreur absolue de la réduction || H-S'AS ||2

JHESS

MJHESS

JHM?SH

JHM?SH?2

12

échoue 3.2709e¢—14 3.8777e—13 2.7653e—13

TABLEAU 3.10-Lerreur absolue de la réduction J-Hessenberg de I’exemple 3.7.5 via les algorithmes

JHESS, MJHESS, JHM?SH et JHM?SH?2

Via l'algorithme M JHESS, nous avons Hyjygss = S]]V[]HESSASM]HESS tel que :

1 5 -27.1818 -12.9177 9.8049 111982 1 3 -12.4164  —20.4948 78702 —6.7329
0 1 -17.3963 -16.6783 39217 22349 -2 1 -17.5209 -13.9976 57151  -7.2751
0 0 26000 119671  -9.1156  -4.1538 0 0 164255  —-0.7512  -2.5244 42492
0 0 0 -56.4737 255600 200819 0 O —61.2806  20.3181  10.3850  —19.9690
0 0 0 0 -2.1626 -1.6988 0 0 0 -11900  -2.4397  -2.1935
— o o 0 0 0 -10008 0 0 0 0 1.7426 2.1659
HM] HESS = | 1 4 ~11.96  —24.3261 8.9536 49653 1 7 -251087  —7.3735 03283  -3.1143 |°
0 1 -163091 -161201 132282 123682 0 1 -18.1647  -9.9332  —0.0956  —-0.5728
0 0 94573 635397 -28.9661 -243836 0 0 684000 141468 —16.8095 265193
0 0 0 3.6585 12962  -27405 0 0 0 -23176 0.1515 2.0092
0 0 0 0 -08140 -02898 0 0 0 0 -10722  -1.1692
0 0 0 0 0 17267 0 0 0 0 0 0.0268
1o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -10873 -03930 01956 01412 0 0 -02759 —09642 -0.7511  0.7638
0 0 -21745 -00657 -02349 01052 0 0 01380 -20543  1.1686 —0.8966
0 o 0 -03452 09642 08810 O 0 -0.4599 03404 —0.0599 -0.5165
— o o 0 -09155 00072 -0.0852 O 0 09197 04476 01553  -0.2989
SM] HESS = | o 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o |*
0o o 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 o 0 -0.1126 04035 -03223 0 0 04599 -0.1176  0.0703  —0.0050
0o o 0 00563 -02017 0612 0 0 -0.2299 00588 -0.0351  0.0025
0o o 0 -03640 08585 09745 0 0 -0.4599 03472 03951  0.0684
0o o 0 -22213 -00432 -0.0732 0 0 -2.0694 00521 00122  —0.8054
Via l'algorithme JHM?SH, nous avons H =5/ AS tel que :
8 ) JHM2SH = O g A THM2sH (€L qUe
1 -5 -111803  -4.7635 7.5960 74333 1 -3 349452  -253872 227873 -32.5195
0 1 7.1554 61503  -3.0382  -14835 -2 1 09126 -1.0209  -12.4281 15.4257
0 0 119209 668730 709397 454873 0 0 4261113 5207106 -177.8519  248.2220
0 0 0 -533206  56.0449  31.8975 0 0 -404.0210  472.6685  129.9843  —170.5259
0 0 0 0 -1353 -1208 0 0 0 ~4.1654 ~45274 1.6392
H , —|o o 0 0 0 12894 0 0 0 0 3.3886 1.1146
JHM-SH 1 -4 -49193  -8.9704 6.9364 32959 1 -7  -323865 36.8582 119556  —14.6133
0 1 6.7082 59444 -102480  -82100 0 1 50831  -10.7383  -16.9141 25,5773
0 0 1.6000 96375 92301 66575 0 0 50.0791  -76.8608  —-24.2698 36.4735
0 0 0 0.4975 03703 06708 0 0 0 ~5.4706 0.6878 3.1356
0 0 0 0 04886 -0.1490 0 0 0 0 ~1.8844 ~0.9160
0 0 0 0 0 07608 0 0 0 0 0 ~2.2634
1 o0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0
0 0 -04472 01449 01516 00937 0 0 19345 -1.6961 07175  0.8685
0 0 -08944 00242 -0.1820 -0.0698 0 0 55460 54174 12058 —1.1405
0 0 0 -01273 07470 05848 0 0 11180 17209 11646 -2.5385
S ) — o o 0 -03376 0005 00565 0 0 -2.2361 33535  0.2098 -0.2801
JHM?SH 0o o 0 0 0 o1 0 0 0 0 o |*
0 0 0 0 0 0o 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 -00415 03126 -02140 0 0 -11180 -0.0560  0.6104  0.6365
0 o 0 00208 -01563 0070 0 0 -05590  0.0280 -0.3052 -0.3183
0 0 0 -01342 06651 06469 0 0 -1.1180 17922 16157 -1.8443
0o 0 0 -08191 -00334 -00486 0 0 -50312 53328 -0.0398 —1.0669
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3.7 Résultats numériques

Via I'algorithme JHM?SH2, nous avons Hipgavespe = S;HMZSHZAS]HMZSHZ tel que:

1 -5 -111803  -4.7635 7.5960 74333 1 -3 349452  -25.3872 227873 -325195
0o 1 7.1554 61503  -3.0382 14835 -2 1 09126 ~1.0209  -12.4281 15.4257
0 0 119209  66.8730 -70.9397 454873 0 0 4261113 -520.7106 -177.8519  248.2220
0o o 0 -53.3206  56.0449  31.8975 0 0 4040210  472.6685  129.9843  —170.5259
0o o 0 0 -13503 -12078 0 0 0 ~4.1654 —45274 1.6392
H , — o o 0 0 0 12894 0 0 0 0 3.3886 1.1146
JHM=SH?2 1 -4 -49193  -8.9704 6.9364 32959 1 -7  -323865 36.8582 119556  -14.6133 |°
0o 1 6.7082 59444 -102480  -82100 0 1 50831  -10.7383  —16.9141 255773
0o o 1.6000 96375 92301 66575 0 0 59.0791  -76.8608  —24.2698 36.4735
0o o 0 0.4975 03703 06708 0 0 0 ~5.4706 0.6878 3.1356
0o o 0 0 -04886 -0.1490 0 0 0 0 ~1.8844 ~0.9160
0o 0 0 0 0 07608 0 0 0 0 0 ~2.2634
1 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0
0 0 -04472 -01449  0.516 00937 0 0 19345 -16961 07175  0.8685
0 0 -08944 -00242 -0.1820 —0.0698 0 0 55460 -54174 12058 —1.1405
0 0 0 -01273 07470 05848 0 0 11180 17209 11646 -2.5385
S ) — o o 0 -03376 0005 -0.0565 0 0 -2.2361 33535  0.2098 —-0.2801
JHM-*SH?2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o |
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 -00415 03126 -02140 0 0 -11180 -0.0560  0.6104  0.6365
0 0 0 00208 -01563 0070 0 0 05590  0.0280 -0.3052 -0.3183
0 0 0 -01342 06651 06469 0 0 11180 17922 16157 -1.8443
0 0 0 -08191 -00334 -00486 0 0 -50312 53328 -0.0398 —1.0669
Ainsi, nous avons
1 o 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0
0 0 04113 0 0 0 0 0 -23962 0 0 0
0 0 0 03688 0 0 0 o0 0 -23371 0 0
ToT 0 0 0 0 07747 0 0 o0 0 0 12880 0
— — o o 0 0 0 06638 0 0 0 0 0 -1.9982
Dy=]J SM]HESS]S]HMZSH_ 0 0 0 0 0 01 0 0 0 0 o |*
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 24312 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 2718 0 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 12908 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 15065
-1
||D1 HM]HESSDI_H]HM25H||2 =5.3417e—13.
1 o0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0
0 0 04113 0 0 0 0 0 -23962 0 0 0
0 0 0 03688 0 0 0 o0 0 -23371 0 0
ToT 0 0 0 0 07747 0 0 o0 0 0 12880 0
— — o o 0 0 0 06638 0 0 0 0 0 -1.9982
Dy=] SM]HESS]S]HM25H2 1o o 0 0 0 0 1 o0 0 0 0 o |°
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 24312 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 27118 0 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 12908 0
0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 15065

ID5 HyyrgssDa — Hypazsioll2 = 3.7881e — 13.

1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0

01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

000 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

000 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

T T 000 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

— — |0 0o 0 0o 0o 1 0 0 0 0 0 0
D3 =] S]HMZSH]S]HMZSHZ_ 000 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o0 |°

000 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

000 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

000 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

000 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

000 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 1

ID3  Hypives D3 — Hsllo = 9.4799e — 13.

Lexemple 3.7.5 nous montre que la réduction sous la forme J-Hessenberg est essen-
tiellement unique au sens symplectique. C’est-a-dire qu’il existe une matrice triviale D;
qui relie deux réductions sous forme J-Hessenberg de la méme matrice A.
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Chapitre 3. Réduction d’'une matrice sous forme J-Hessenberg

3.8 Conclusion

Dans cet chapitre, nous avons introduit (/ HS H) une réduction d’'une matrice sous la
forme J-Hessenberg, en se basent exclusivement sur les transformations de Householder
symplectiques, qui sont des transvections, et s’écrivent comme l'identité, modifiée par le
rajout d'un terme de rang un. Cette réduction est une étape cruciale pour une implémen-
tation efficace de I'algorithme SR. De point de vue algébrique, notre méthode dans le cas
symplectique est 'analogue de la réduction d’'une matrice sous la forme Hessenberg, par
des transformations de Householder, dans le cas Euclidien. Ensuite, I’algorithme JHOSH
estdérivé de la version générale de I'algorithme JHSH. Ce dernier, a montré la pertinence
du choix optimal des parametres libres afin de garantir une meilleure préservation de la
J-orthogonalité, aussi bien que la factorisation. En outre, I’algorithme JHOSH est consi-
dérablement amélioré en montrant que la moitié de ces transformations de Householder
symplectiques, non forcément orthogonales, peuvent étre remplacées par d’autres trans-
formations élémentaires, qui ont I’avantage d’étre symplectiques et orthogonales. Ce qui
nous a conduit a deux variantes JHMSH et JHMSH?2 qui sont significativement plus
stables numériquement. Ces algorithmes se comportent d’'une maniére similaire a 1’algo-
rithme JHESS. De plus, tous ces algorithmes peuvent rencontrer, au méme moment et
position, un breakdown ou bien peuvent étre proche d'une telle instabilité numérique.
Nous avons implémenté une stratégie efficace pour remédier a ces cas. Les nouveaux
algorithmes intégrant cette stratégie sont nommés par MJHESS, MJHSH,JHM?SH et
JHM?SH2. Leur efficacité a été testée et prouvée par des testes numériques.
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Chapitre

Lalgorithme SR

« If your actions inspire others to
dream more, learn more, do more
and become more, you are a
leader »

John Quincy Adams (1767-1848)
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Chapitre 4. L'algorithme SR

4.1 Introduction

Afin de développer des méthodes rapides et efficaces numériquement, pour résoudre
des problemes dans I’algebre linéaire tel que le probleme symplectique de calcul des va-
leurs et/ou des vecteurs propres, nous devons utiliser la structure mathématique riche
du probléme d’'une facon similaire a ce qui a été fait pour les problemes de calcul des
valeurs et/ou des vecteurs propres dans le cas des matrices symétriques/hermitiennes et
orthogonaux/unitaires.

Par exemple, dans le cas symétrique, 'une des approches classiques actuelles est d’ap-
plique tout d’abord la réduction de la matrice A sous la forme tridiagonale symétrique
suivie d'une séquence d’étapes QR implicites, qui préservent cette forme tridiagonale sy-
métrique [49, 60]. Ces méthodes de préservation de la structure sont souhaitables, comme
les propriétés importantes du probléme original sont préservées au cours des calculs ac-
tuels et ne sont pas détruites par les erreurs d’arrondi. De plus, en général, de telles mé-
thodes permettent d’avoir des calculs plus rapides que les méthodes d’objectives géné-
rales.

Pour le cas du probleme de calcul des valeurs et/ou des vecteurs propres d'une ma-
trice symétrique, par exemple, I’application de I'algorithme QR implicite a la matrice sy-
métrique nécessite G (n°) d’opérations arithmétiques par étape, tandis que I'application
une étape de 'algorithme QR implicite a la matrice tridiagonale symétrique similaire ne
nécessite que O(n) d’opérations arithmétiques seulement, ou n est 'ordre de cette ma-
trice.

Si de plus, la matrice considérée est de grande taille et creuses, alors 1'algorithme QR
peut ne pas étre un outil approprié pour résoudre le probleme de calcul des valeurs et/ou
des vecteurs propres. Dans ce cas, on utilisera habituellement la méthode de Lanczos
[97, 113], qui est une technique spécialement réglée pour résoudre ce type problemes.

Les valeurs propres et les sous-espaces invariants de la matrice symplectique S peu-
vent étre calculés par I'algorithme QR. Mais ce dernier ne peut pas profiter de la structure
symplectique de la matrice S, il traitera la matrice S comme n’importe quelle matrice
arbitraire de taille 27 x 2n.

En général, les valeurs propres calculées ne seront pas en paires réciproques (1, 171,
malgré que les valeurs propres exactes ont cette propriété. Pire encore, des petites pertur-
bations peuvent provoquer la perte des valeurs propres proches du cercle unité.

Ainsi pour préserver la structure symplectique de la matrice S, nous devons employer
des transformations de similarité avec matrices symplectiques plutodt que les transforma-
tions de similarité avec les matrices unitaires habituels dans I'algorithme QR. Sachant
que les matrices symplectiques, muni de la multiplication, forment un groupe. Dans l'in-
tention d’assurer la stabilité numérique, il serait préférable d’utiliser des transformations
symplectiques et orthogonales. Sous certaines conditions, une matrice symplectique peut
étre réduite sous la forme de J-Hessenberg en utilisant des matrices de transformation
symplectiques et orthogonaux.

Par conséquent, les méthodes générales de type QR doivent étre examinées pour en
déduire des méthodes qui préservent la structure afin de résoudre le probleme de calcul
des valeurs et/ou des vecteurs propres dans le cadre symplectique.

La décomposition SR peut servir comme une base pour une méthode de type QR,
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4.2 L'algorithme SR

I'algorithme SR, qui fonctionne pour les matrices arbitraires de dimensions paires. Elle

préserve la structure et permet de développer des implémentations rapides et efficaces.
Les méthodes général de type QR, dans lesquelles la décomposition QR est rempla-

cées par d’autres décompositions, ont été étudiés par plusieurs, voir [40, 47, 48, 81, 116].

4.2 Dalgorithme SR

L'algorithme SR ot bien la factorisation SR est une méthode symplectique itérative,
analogue a 'algorithme QR dans le cas Euclidien, pour calculer les valeurs et vecteurs
propres d'une matrice. Cet algorithme qui est une méthode de préservation de la struc-
ture, est basé sur la décomposition SR a chaque itération.

Soit une A matrice arbitraire tel que Ay = A, alors:

Ao = SoRo

A1=RoSo=51R,
A2 =R181=5R,
Az = RySy = S3R3

et ainsi de suite ...

Ak+1 = RiSk = Sk+1R+1-
Dongc,

Ak+1 = Sk+1Ri+1 = RSk
= Si(SkRk)Sk
= S (A)Sk

et ainsi de suite ...

= SIS, ... SI(ADSy... Sk-1Sk

=88 _...S](RoS0)S1... Sk-1Sk

= SIS, ... SI(S}(SoRo)S0)S1 ... S—1Sk

= SIS|_|...SISh(SoR0)SoS1 ... Sk1Sk

=88 _...818)(A0)S0S1 ... Sk-15k.

Ainsi,
_oJJd JoJ
Ak+1—:Sksk_l---5189A0§051---Sk_1813-

N S
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Chapitre 4. L'algorithme SR

Autrement dit, nous pouvons écrire la matrice Ay, sous la forme A, = S’ AyS, tel que
la matrice S = SpS152S3... Sk-1Sk etla matrice S’ = $1S) | ...S}S,S1S).

Sous certaines hypotheses, la suite de matrices Ay converge vers une matrice J-trian-
gulaire supérieure. Cette derniere matrice admet les mémes valeurs propres que la ma-
trice de départ A comme ils sont deux matrices similaires.

L'algorithme SR pour une matrice A arbitraire de taille 21 x 27 sans shift est le suivant :

Algorithme SR sans shift :
La forme basique de I'algorithme SR sans shift.
1: Soit Ag=A
2: k=0
3: répéter
4:  Calculer la décomposition SR de la matrice Ay = Sg Ry
5: Calculer Ai;1 = RSk
6: k=k+1
7: jusqu’a la convergence
8: Fin

Comme nous avons

Ak+1 = RSk
= (S St)RiSk
= SJ(SkR) Sk
= SJ AS.

alors les matrices A, et Ay sont deux matrices similaires.

4.2.1 Lastratégie du simple shift

Pour accélere la convergence de 'algorithme ci-dessus nous utilisons la stratégie de
shift. Le parametre o est appelé décalage ou shift en anglais. En effet, plus le shift o est
proche de la valeur propre A de la matrice A plus la convergence est rapide. Si nous choi-
sissons le bon shift o, alors I'entrée du coin inférieur droit de la matrice A converge vers
la valeur propre A la plus proche de la valeur . Donc nous appliquons la décomposition
SR sur la matrice (A— o) au lieu de 'appliquer sur la matrice A.

L'algorithme SR pour une matrice A arbitraire de taille 2n x 2n avec shift est le suivant :
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4.2 L'algorithme SR

Algorithme SR avec shift :
La forme basique de I'algorithme SR avec shift.
1: Soit Ag = A
1 k=0
répéter
Choisir un shift o proche d’'une valeur propre de la matrice A
Calculer la décomposition SR de la matrice Ay — oI = Sk Rk
Calculer Ap 1 = RS+ 01
k=k+1
: jusqu’a la convergence
: Fin

© 2N DD R

Lemme 4.2.1. Les matrices Ay et A1 sont deux matrices similaires.

Preuve. En effet,

Aps1 = RS+ 0xl
= (Sisk)RkSk +0'k(S£Sk)
= S/(SkRy+ 0 1) Sk
= S, AySk.

De plus, sila matrice Ry est une matrice inversible, alors nous pouvons écrire :

Ags1 = RS+ 0l
= RieSk(RiR. ) + 0k (Re R
= Ri(SkRi + o) R,
= Ry AkR .

En fait, dans le cas ou la constante o est une valeur propre exacte de la matrice
Ay € R2™2 alors nous constatons que l'itération SR converge en une seule étape. En réa-
lité, puisque la constante o est une valeur propre de la matrice Ay, la matrice Ay —o I est
singulier, donc la matrice Ry est aussi singulier, et ainsi une entrée diagonale de la matrice
Ry doit étre nulle. Supposons que Ry(2n,2n) égale a zéro. Ceci implique que la derniére
ligne de la matrice RSy est nulle, alors la derniere ligne de la matrice Ay = RgSk + 0l
égale o kegn, ol e, est le 2n'®™e vecteur de la base canonique de R2", En d’autres termes,
la derniere ligne de la matrice Ay est nulle sauf pour la valeur propre o} apparaissant
dans I'’entrée de position (2n,2n). Le bon choix de la constante o est le dernier élément
sur la diagonale de la matrice Ag.

Dans le cas ou la constante o n’est pas une valeur propre exacte, mais elle est tou-
jours proche d’'une valeur propre, alors la valeur Ax(2n,2n) va converger vers une valeur
propre lorsque le bloc inférieur A (2n,1:2n-1) est assez petit. Autrement dit, la matrice
Ay — oI est presque singulier, ce qui signifie que ses colonnes sont presque linéairement
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Chapitre 4. L'algorithme SR

dépendantes. Il s’ensuit que I'entrée Ry (2n,2n) est petite, et nous pouvons montrer que
I'entrée Ag.1(2n,n) est aussi petite et ainsi Ax,(2n,2n) = oy. Par conséquent, la valeur
o est révélé par la structure de la matrice Ax;; comme une valeur propre approxima-
tive de la matrice Ag. Cela suggere d’utiliser la valeur Ax(2n,2n) comme shift o, pendant
chaque itération, car si I'entrée Ay(2n,n) est assez petite en comparaison avec l'entrée
Ar(2n,2n), alors ce choix de shift entrainera la convergence de I'entrée Ay (2n,n) vers
zéro. En fait, nous pouvons montrer que cette stratégie entraine généralement la conver-
gence de 'entrée Ay (2n, n) vers un zéro quadratiquement. Cette amélioration par rapport
a la convergence linéaire est due au changement du shift a chaque étape.

Donc si o est une trés bonne approximation de la valeur propre Ay, nous attendons
une convergence plus rapide.

4.2.2 Lastratégie du double shift

La stratégie du simple shift que nous avons décrit dans la section précédente donne
une convergence quadratique locale, n'est pas globalement convergente. Par exemple,
prenons un cas particulierement embétant : imaginons ce qui se passe si nous voulons
calculer une paire conjuguée des valeurs propres complexes d'une matrice réelle. Avec la
stratégie du simple shift, les itérations

Ak —O'kI = SkRk
Ags1 = RS+ 0o,

ne produiront jamais une itération complexe, un shift complexe ou une valeur propre
complexe. Le meilleur que nous pouvons espérer est que notre shift initial soit le plus
proche de la paire conjuguée de deux valeurs propres complexes plutdt que de toute autre
chose dans le spectre.

Une facon de contourner cette difficulté, si les valeurs propres sont complexes et pour
garder les calculs en arithmétique réelle, consiste a appliquer les deux shifts conjugués
dans les itérations consécutives. Autrement dit, cette étape consiste a exécuter deux é-
tapes consécutives de I'algorithme SR en utilisant o et o¢;; comme décalages tel que
O = Ok+1, pour obtenir une convergence quadratique dans le cas complexe. C’est-a-dire
que nous calculons :

Ay —0oil = SiRx
Ajs1 = RiSx+ 01
Ag+1 = Ok+11 = Sg41Rk41
Agt2 = Rip18k+1 + O g1 1.

Ainsi, ces équations peuvent étre manipulées pour avoir :

(SkSk+1) (Rir1Ri) = (A — 0 D (Ag — 0 g4 D). (4.1)
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4.2 L'algorithme SR

En fait, nous avons

(SkSk+1) (Ri+1Ry) = Sk(Skv1Re+1) Ry
= Sk(Ak+1—Ok+1 DRk
= Sk(RkSk + (0k — 0 k+1) DRk
= Sk Rk Sk Ry + (0 — 0 k11) Sk Ry
= Sk Rie(Sk Rk + (0 — 0+ 1))
= (A -0k DAk — 01 D)
= (Ax— 0k D(Ax— 01 D)
= (Ax— oD (A -0 D).

O

Notons que dans I'équation (4.1) les matrices (A — 0 )(Ax — Ok+11), (SkSk+1) €t

(Ri+1Ry) sont des matrices réelles méme sila matrice de départ admet des valeurs propres
complexes.
En effet,

(SkSk+1) (Re+1Ry) = (Ax— ok D(Ar — 0k D)
= A{— (O +0) A+ 04Tkl

Etant donné que o = x+ iy et 0y = x — iy sont une paire de complexe conjuguée, il
s'ensuit que (0 +0y) = 2 Re(o) = 2x et 0,0 = |o|> = x* + y? sont des réels. Par consé-
quent, SgSk+1Rk+1 Rk = (SkSk+1) (Rk+1Ri) représente la décomposition SR d’'une matrice
réelle. O

En outre, la matrice SiSi+; est la matrice J-orthogonale qui implémente la transfor-
mation de la similarité de la matrice Ay pour obtenir la matrice réelle Aj,,. Autrement
dit, nous avons

Ags2 = (SkSk+1) Ak(SkSk+1)-

Comme,

Ak+2 = Ri418k+1 + O k41!

= S£+1(Sk+1Rk+1 + 0410 Sks1

= S£+1(Ak+1 —Ok+11+ 041D Sk

= S£+1(Ak+1)5k+1
(RieSk+ 0k D) Sk+1

(SL(SkRk+0 kD SK) Sk41

= S0y (Sp(Ak =0k I + 0k DSP) Sk
=S, SLAKSKSkn
= (SkSk+1)) Ak(SkSk+1)-

_ o
- Sk+1

_ o
- Sk+1
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D’une maniere générale, I'algorithme SR pour une matrice A arbitraire de taille
2n x 2n est sous cette forme :

Algorithme 4.1 Algorithme SR basique :
La forme basique de I'algorithme SR.
1: Soit Ag=A
2: Pour k=1,2,... faire
3:  Choisir le polynéme de shift py
4:  Calculer la décomposition SR de py(Ax-1) = Sk Rk
5:  Calculer Ay = S;' A1 Sk
6
7

: Fin Pour
. Fin

Remarque 4.2.1. Les polynémes py. de shift sont généralement choisis :

— Pour étre sous la forme : pr(x) = (x — o), out le shift o prend la valeur du dernier
élément diagonal de la matrice Ay, cest-a-dire oy = Ax(2n,2n).

— Ou bien pour étre sous la forme : pi(x) = (x — o) (x —0), sachant que les constantes
O\ et oy sont les deux valeurs propres de la matrice

(AR Ak, n+k)
" N\Ark+n) Ar(n+k,n+k))’

ol cette matrice B est forme par le dernier élément diagonal de chaque blocs parmi
les quatre blocs Ag,,, Ak,,, Ak,, et Ay, de la matrice Ay, telle que la matrice Ay est

A A
sous la forme Ay = (Ak“ Aklz), de taille 2n x 2n. En d’autres termes, la matrice B
ko1 koo
est constituée par les entrées Ay (k, k), Ar(k,n+ k), Ax(k+n) et Ax(n+k,n+ k) dela
matrice Ag.

Nous rappelons que la décomposition SR d'une matrice A réelle de taille 27 x 27n est
donnée par A = SR ol1 la matrice S € R?"*2" est une matrice symplectique, et la matrice
R € R?"*2" gst une matrice J-triangulaire supérieure. Presque chaque matrice A peut étre
décomposée en un tel produit puisque I'ensemble des matrices 2n x 2n décomposables
en SR est dense dans R?>"*2"_ Dans le cas ot la décomposition de SR existe, nous pou-
vons construire d’autres décompositions SR de la matrice A en passant par des facteurs
triviaux. Autrement dit, si la matrice D est une matrice triviale, S = SD~! et R = DR alors
A = SR est une autre décomposition SR de la matrice A. Donc si la matrice A est inver-
sible, alors ceci est la seule facon de créer d’autres décompositions SR. En d’autres termes,
la décomposition SR est unique dans ce sens.

Proposition 4.2.1. Soit A € R>"*?" yne matrice inversible. Soient A = SR et A = SR deux
décompositions SR de la matrice A. Alors il existe une matrice D trivial, c'est-a-dire une
matrice a la fois symplectique et J-triangulaire de la forme

F
D= (g c—l) (4.2)
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SD™!

ou C = diag(cy,...,cp) et F =diag(f,..., fn) de tellesorteque{ %:_ DR

Preuve. Puisque la matrice A = SR = SR, alors nous avons S!S = RR™! = D avec la ma-

) D11 Dy
trice D =
(D21 Dy,

de plus, la matrice D est une matrice symplectique, alors DT JD = J et nous aurons

) est une matrice symplectique et J-triangulaire supérieure. Comme

{D%DH—D%DH: Dy,D25 = D3, D12 =0
D{,D» - D},Dy1= -1

De plus, la matrice D est aussi une matrice J-triangulaire supérieure ainsi les blocs
Dy, Dy, D2y et Doy sont des matrices triangulaires supérieures et la matrice D»; a des
zéros sur la diagonale.

En outre, la matrice D est inversible, alors les matrices D;; et Dy, sont aussi deux
matrices inversibles et nous pouvons écrire

DleleIf = Dgl
et
DgzDIZDgzl = D?z-

De la résolution de ces deux équations pour chaque composante, nous obtenions
Dy, = 0 et la matrice D, est une matrice diagonale. Ainsi Dgle 1 = I ce qui implique
que les matrices D) et Dy, sont deux matrices diagonales et Dy = Dz_zl.

C F
0o ct
C =diag(cy,..., c,) etlamatrice F = diag(fi,..., fn)- O

En fin, nous aurons la matrice D sous la forme D = ( ) avec la matrice

Linconvénient de I'algorithme SR ci-dessus (I'algorithme 4.1) est que chaque étape
nécessite une décomposition SR qui cotit @((2n)3). Par suite, si nous faisons qu'une seule
itération pour chaque valeur propre alors le cofit total de I'algorithme SR serait @ ((2n)*).
Heureusement, nous pouvons réduire ce colt a 0 ((2n)?) si nous réduisons tout d’abord
la matrice A de départ sous la forme J-Hessenberg. En effet, le calcul de la décomposition
SR d’une matrice sous la forme J-Hessenberg de taille 27 x 271 ne nécessite que 0((2n)?)
seulement, par rapport a @((2n)%) si la matrice de départ est arbitraire. Par conséquent,
apres la réduction initiale sous la forme J-Hessenberg, le cott total devient O((2 n)3). En
conséquence, pour une implémentation raisonnable de I’algorithme SR nous devons tout
d’abord commencer par la réduction de la matrice A de départ sous la forme J-Hessen-
berg.
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Algorithme 4.2 Algorithme SR avec réduction sous la forme J-Hessenberg
L'algorithme SR pour une matrice de taille 2n x 2n arbitraire A avec réduction sous la
forme J-Hessenberg.

1: Réduire la matrice A sous la forme d’'une matrice J-Hessenberg H; telle que :
Hy =Sy ASy = S} ASo
avec la matrice Sy est une matrice symplectique.

2: Soit § =Sy

3: Pour k=1,2,... faire

4:  Choisir le polynome de shift py

5:  Calculer la décomposition SR de py(Hy-1) = Sk Rk
6:  Calculer Hy = S, ' Hy_1 Sk

7:  Calculer § = SS;

8: Fin Pour

9: Fin

Remarque 4.2.2. Lalgorithme SR préserve la forme J-Hessenberg et dans toutes les itéra-
tion les matrices Hy sont des matrices sous la forme J-Hessenberg et semblables.

En effet, si la matrice pr(Ax-1) est inversible et pi(Ax-1) = SRk, comme de plus la
matrice Sy est une matrice symplectique, alors la matrice Ry est une matrice inversible.
Par conséquent, vu que les matrices py(Ax—1) et Ax_; commutent, nous aurons :

A = S;lAk_lsk
= Ripi(Ak-1) "' Apo1 pr(Ar-1) R
= Ry Ak Ry

Par suite, si la matrice Ax_; est une matrice sous la forme J-Hessenberg, alors la ma-
trice Ay est aussi une matrice sous la forme J-Hessenberg. En fait, la matrice Ay est le
produit d'une matrice Ax_; sous la forme J-Hessenberg et de deux matrices Ry et R,;l qui
sont J-triangulaires. Autrement dit, les transformations de similarité symplectique pré-
servent la structure Hamiltonienne :

[Ar)] = (S  Aeo1SOT = St Ak IS =S T A S =T SR AL, Si !
= (S A1 ST = (A1

Dans le cas ol la matrice py(Ag-1) est singuliere, nous devons vérifier la forme spé-
ciale de la matrice Sy pour savoir sila matrice Ay est sous la forme souhaitée dans le cas ou
la matrice Ay_; est sous la forme J-Hessenberg. Dans ce cas, nous pouvons diviser le pro-
bléme en deux sous problemes de dimensions inférieures : Si rang(Ax_;) = 2n—-2v = 2],
alors le probléme se divise en un probleme de taille 2j x 2 j avec la forme J-Hessenberg et
un probleme de taille 2v x 2v dont les valeurs propres sont exactement les shifts qui sont
les valeurs propres de la matrice Ax_;; autrement dit, ces sont les valeurs propres de la
matrice A.

En raison de l'unicité essentielle de la réduction sous la forme J-Hessenberg, nous
pouvons implémenter I'algorithme SR sans calculer explicitement les décompositions
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SR de la matrice pi(Ax-1) = SkRk. Il suffit de calculer la premiére colonne de la matrice
pr(Ak-1) par analogie a la version implicite de I'algorithme QR.
Nous pouvons effectuer implicitement une étape de 1'algorithme SR de la facon sui-
vante :
— Calculer une matrice symplectique Sy tel que S;' pr(Ax_1)e1 = ae; avec le scalaire
aeR.

— Calculer A = 8. Ap_1 Sy
— Calculer une matrice symplectique S tel que la matrice Silﬁkﬁ k soit sous la forme
J-Hessenberg.
La matrice résultante de J-Hessenberg

S;lAkSk
est essentiellement la méme que la matrice
-1
S Ak-18k

parce que Sk =DSk pour une matrice triviale D (voir la proposition 4.2.1).

Lapplication de la premiére transformation Sy 4 la matrice A;_;, qui est sous la forme
J-Hessenberg, donne une matrice avec une forme presque J-Hessenberg ayant une pe-
tite bosse ou "bulge". Ainsi, il y aura des entrées supplémentaires dans le coin supérieur
gauche de chaque bloc 7 x n de la matrice S;' Ag_; k.

Les transformations implicites restantes (c’est-a-dire les matrices Sy) effectuent la
chasse du bosse ou la "bulge chasing" pour restaurer la forme J-Hessenberg.

4.3 LeS-théoréeme implicite

Nous notons par K(A4,x,j) (€ K?>"/) la matrice de Krylov de taille (2n x j), avec
AeR?™2n xeR*" et j €N, telle que

K(Arxyj) = [X,Ax,Azx,,__,Aj—lx] EIRZYLX]'.

Théoréme 4.3.1. Soient la matrice A € R*"™?", la matrice S € S»,, symplectique de taille
(2n x 2n) et la permutation P définie par la matrice

2nx2n
P=leyes...,e2n-1,€2,€4,...,€2n] €R :
Nous notons par le vecteur sy la premiere colonne de la matrice S (s; = Sey). Alors nous
avons :

1. Soit K(A, s1,2n) une matrice de Krylov inversible. Si la matrice K(A, s1,2n)P admet
une décomposition SR tel que K(A, s1,2n)P = SR, alors la matrice H = S~1 AS est une
matrice sous la forme J-Hessenberg irréductible.

2. Sila matrice H = S™! AS est une matrice sous la forme J-Hessenberg, alors la matrice
K (A, s1,2n)P admet une décomposition SR : K(A, s1,2n)P = SR. De plus, si la matrice
H sous la forme J-Hessenberg est une matrice irréductible, alors la matrice R est une
matrice inversible.
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3. Soit S € Sy, une matrice symplectique de taille (2n x 2n) dont la premiére colonne
51 =Se; = Asy, avec A € R\ {0} et soient H= S~ ' AS et H = S™' AS deux matrices sous
la forme J-Hessenberg oui la matrice H est une matrice irréductible. Alors il existe une

matrice
C F
D‘u c4)

avec C = diag(c, ..., cp) et F = diag(fi,..., f,) de telles sorte que S = SD et
H=D'HD.
Preuve.

1. Soient la matrice S = SPT, les scalaires aq, ..., @2,_; € R tels que

2n-1 .
AMsi= Y a;Alsy,
i=0

et soit la matrice

00 0 o
10 0 a
c=[01 - 0 a |
o0 --- 1 do2n-1
alors nous avons
K(A, s1,2n)C = [Asy, Asy, ..., A?'s1] = AK(A, s1,2n). (4.3)

Si la matrice K(A4, s;,2n) P admet une décomposition SR tel que :
K(A, s1,2n)P = SR.
Alors,
K(A,s1,2n) = SRPT = SPTPRPT = SR,

avec la matrice R est une matrice triangulaire supérieure R = PRP'. Ainsi, 'équa-
tion (4.3) ci-dessus devient

donc
AS=SRCR™.
La matrice H = RCR™! est une matrice de Hessenberg supérieure irréductible et

par conséquent la matrice H = S~' AS = PTS~1 ASP = PT AP est une matrice sous la
forme J-Hessenberg supérieure irréductible.

2. Soient les matrices H = S"'AS et H = PHP™. Pour tous i € N nous avons A’s; =
SH'S 's; =SH'e; et H'e; = PH'P'e; = PH'e,. Ainsi,

K(A, s1,2n) = SK(H,e1,2n),
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K(H,ey,2n) = PK(H, ey,2n)

et par conséquent nous avons
K(A,s1,2n)P = SK(H,e1,2n)P = SP*K(H, e},2n) P.

Puisque la matrice H est une matrice de Hessenberg supérieure, alors la matrice
R = K(H,e1,2n) est une matrice triangulaire supérieure. Le i®m¢ élément de la dia-
gonale de la matrice R est égal a Hj._:ll h j+1,j pour i > 2. En conséquence, si la ma-
trice H de Hessenberg est irréductible autrement dit sila matrice H de J-Hessenberg
est irréductible, alors la matrice R est une matrice inversible.

3. Si les matrices H = S"'AS et H = S~ AS sont deux matrices de J-Hessenberg, oil
§1 = As; est la premiere colonne de la matrice S, alors d’apres le deuxieéme point de
ce théoréme nous aurons deux décomposition SR tel que :

1
K(A,$1,2n)P=SR = ESR.

En fin, d’apres la proposition 4.2.1 nous aurons le résultat a démontre, c’est-a-dire
qu’il existe une matrice D symplectique et J-triangulaire a la fois (triviale) tel que

C F
b ‘(0 C—l)’
avec C = diag(cy,...,cy,) et F = diag(fy,...,fn) de telles sorte que

S=SDet H=D 'HD.
O

Limplémentation de la version implicite de I’algorithme SR nécessite le S-théoreme
implicite qui découle de théoreme 4.3.1 et la proposition 4.2.1. Le S-théoreme implicite
est I’analogue de le Q-théoréme implicite dans le cas Euclidien.

Théoreme 4.3.2. Le S-théoreme implicite.

Soit la matrice H = S’ AS tels que la matrice S est une matrice symplectique et s; = Se;
sa premiere colonne. Nous supposons que la matrice H est une matrice de J-Hessenberg
supérieure irréductible. Alors de la premiere colonne s, de la matrice S nous pouvons déter-
miner tous les autres vecteurs colonnes de cette matrice de la position 2 jusqu’a la position
2n d’'une facon essentiellement unique.

Preuve. Nous supposons que les deux matrices H = S/ AS et H = §/ AS sont deux ma-
trices de J-Hessenberg irréductibles, tels que les matrices S et S sont deux matrices sym-
plectiques et nous supposons que leurs premiéres colonnes sont égaux s; = Se; = Sej =
§.

Soit la matrice D = §/S, alors nous avons

AD=055=58A85s=8AS=8SH=DH.

Donc nous avons HD = DH et ainsi nous pouvons écrire H = D !AD.
D’apreés le troisieme point de théoréme 4.3.1 et la proposition 4.2.1, nous obtenons : La
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matrice D est une matrice triviale c’est a dire qu’elle est symplectique et J-triangulaire a
la fois telle qu’elle a la forme suivante :

C F
b _(o C‘l)’
avec les matrices diagonales C et F sont sous la forme C = diag(c,...,cn)

et F =diag(f1,..., fn)-
De plus comme les matrices S et S ont la méme premiere colonne et S = SD alors De; = e;
et Dept1 = ep+1.

Ainsi, grace a 'unicité essentielle de la réduction sous la forme J-Hessenberg, si nous
avons la premiere colonne de la matrice symplectique S alors nous pouvons déterminer
toutes les restes des colonnes de cette matrice d'une facon essentiellement unique. O

En outre, le S-théoréme implicite peut servir comme une base pour la construction
d’'un algorithme SR implicite pour les matrices de J-Hessenberg, tout comme le Q-théo-
reme implicite qui fournit une base pour I'algorithme QR implicite sur les matrices de
Hessenberg supérieures. Dans les deux cas 'unicité dépend du caractere irréductible de
la matrice J-Hessenberg ou Hessenberg. Bien que la décomposition QR d'une matrice
toujours existe, mais la décomposition SR peut ne pas exister.

4.4 DLalgorithme SR implicite

4.4.1 DLalgorithme SR implicite avec shift

L'algorithme SR implicite avec shift admet le méme principe que la version explicite
de I'algorithme SR avec shift. Nous rappelons que :

SkRi = Ag-1—0¢l,
Ak = RkSk+akI,

ainsi
Ak = S} Ag1 S

D’apres le S-théoreme implicite pour calculer la matrice Ay a partir de la matrice Ax_;
dans l'algorithme SR, nous n’aurons besoin que de calculer la premiere colonne de la
matrice Sg, qui est parallele a la premiere colonne de la matrice Ax_; — o I. Ensuite, nous
choisissons les autres colonnes de la matrice Sy de telles sorte que la matrice Sy soit une
matrice symplectique (J-orthogonale) et la matrice Ay soit une matrice de J-Hessenberg
irréductible.

En effet, nous choisissons la premiere colonne s; = Sie; de la matrice Sy pour étre
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proportionnelle a la premiere colonne de la matrice py(Ax-1) = Ap—1 — 0l :

a1 — 0k

$1

Cela signifie que la matrice Sj est la méme que dans la décomposition SR de la matrice
Ap_1—0gl.

4.4.2 Lalgorithme SR implicite avec double shift

Lalgorithme SR implicite avec double shift consiste a faire deux itérations de shift
en méme temps en utilisent o et son conjugué o comme shift. Par suite, nous pouvons
avoir des valeurs propres complexes ou réelles sachant que les matrices intermédiaires
Ay restent réelles durant toutes les itérations.

Nous faisons un shift avec la valeur o :

A() —ol = SlRl,
Ai=RS1+0l,
=S8N (Ag-oDS +01,
ainsi
Ay =8 ApS;.

Puis, nous faisons un autre shift avec la valeur o :

A1~ =S8Ry,
Ay = RySp +01
=Sl(A-oDS; +01
= SJA1Ss.

D’oli, nous avons :
Az =S A8, =587 4081 Ss.

Donc nous pouvons choisir les matrices S; et Sy de telles sorte que leur produit la
matrice S;S, soit une matrice réelle et aussi la matrice A, soit une matrice réelle. En ef-
fet, comme S;S2R2 Ry est une décomposition SR de la matrice réel Ay avec S = §1S, et
R = RyR;, alors nous pouvons choisir les matrices S1S» et RyR; de telles sorte qu’elles
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soient des matrices réelles.

S1S2RyRy = S1(A1 —G DRy
= $1(R1S1+ (0 - DRy
= S1R1S1R + (0 —3)S1 Ry
=(Ag—0D(Ag-0oD+(0-0)(Ag—0])
= Az -2 Re(0) Ay + o |*I.

D’une maniere générale, nous avons :

Ag+2 = SkSk+1Rie+1Rk = Sk (A — 0k DRy
= Sk(RkSk + (0 —0k) )Ry
= Sk RSk Ry + (0 — 0 k) Sk Ry
= (A1~ 0k DA — 0k D)+ (0 —0k) (Ak—1 — 0 D)
= (Ag-1 =0k D (A1 —0 kD)
= A% | —2Re(0 ) Ag_1 + ok [* 1.

Sachant que

A1 — 0kl = SRy,
Ap = RpSp+ 0kl
= S/ (Ag1 — 0k DSk + 01
= 5} Ak-1Sk,

et

A =0kl = Sk+1Ri+1,
Ak+1 = Rs1Skr1+ 0k
(A —0kDSkr1+0kl
AkSk+1
S Ak-1SkSk+1-

_cf
- Sk+1
Ji
- Sk+l
_cf
- Sk+1
En conclusion, la premiere colonne de la matrice S;S» (respectivement la matrice
SkSk+1) est proportionnelle a la premieére colonne de la matrice du polynéme de shift

p1(Ag) = A5 -2 Re(0) Ag + |a|*T
(respectivement du polyndome de shift py(Ax-1) = A?C_l -2 Re(0i) Ax—1 + |lok|?I). Nous
rappelons que la matrice Ay (respectivement la matrice Ax_) est une matrice de J-Hes-

senberg de taille 2n x 2n, ainsi la premiere colonne est sous la forme suivante :
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a3 | + a1 ni1ane1,1 —2 Re(@)ayy + o

az n+1an+1,1
0

0

ans1,1(a11 + Ape1 e — 2 Re(0))
0
0

0

Les restes des colonnes de la matrice S;S, (respectivement la matrice SiSy+1) sont
calculées implicitement par le S-théoreme implicite.

Remarque 4.4.1. Dans le calcul de la premiere colonne de la matrice Sy Si+1 qui est propor-
tionnelle a la  premiére colonne de la  matrice du  polynéme
pi(Ar-1) = Ai_l —2 Re(oi) Ar—1 + |ok|*I, nous navons pas besoin de calculer le carré de
toute la matrice Ay—1. Mais nous calculons seulement que les termes dont nous avons be-
soin d'utiliser, c’est-a-dire nous calculons la premiere, la deuxieme, la (n + 1)@me et la
(n + 2)ieme entrées de la premiere colonne. En d'autres termes, pour avoir la premiere co-
lonne de la matrice du polynome de shift, nous calculons :

— Le produit d’'une matrice 4 x 2 par un vecteur 2 x 1 pour avoir la premiere colonne de
la matrice Ai_l (une colonne similaire de taille 4 qui contient seulement les éléments
non nuls de la premiere colonne) :

2
a ai,n+1 ay;tain+1an+1,1
0 azne1 | ( a )_ a2, n+10n+1,1 (4.4)
ap+1,1  An+l,n+l1 an+1,1 a;1an+1,1 + An+1,14n+1,n+1
0 0 0

— Ensuite, pour la soustraction de la premiere colonne de la matrice
2 Re(ok) Ax-1, plus précisément nous modifions seulement la premiere et troisieme
entrées du vecteur (4.4) parce que la matrice Ai_, est de J-Hessenberg et ainsi nous

avons :
2
ayy +a,n+1an+1,1 2Re(or) a1
az n+14n+1,1 _ 0 _
ai,10n+1,1 t Ape1,10n+1,n+1 2Re(oK)ant1,1
0 0

2
ai, + ai,n+1an+1,1 —2 Re(og)ar
a2, n+14n+1,1
ans1,1(ay1 + apsne1 — 2 Re(og))
0

(4.5)
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— Puis, pour l'addition de la matrice lo k|1, nous ajoutons la valeur ik

entrée du vecteur (4.5) tel que nous avons :

a la premiere

“il + a1, n+1an1,1 — 2 Re(op)ar lokl?
A2,n+14n+1,1 4 0 —

an+1,1(a11 + ape1ne — 2 Re(og)) 0

0 0

ail + a1 pe1ani11 —2 Re(op)arg + okl
a2, n+14n+1,1 (4.6)
an+1,1(a1) + ape1ne — 2 Re(og))
0

— En fin, pour avoir la premiere colonne de la matrice du polynéme de shift, nous in-
jectons ce vecteur (4.6) de dimension 4 dans un vecteur de dimension 2n tel que:

2 2
ai, + ay,n+1an+1,1 —2 Re(op) a1 + 10l

a2 n+14n+1,1
0

0

anps1,1(a1,1 + Ape1ne — 2 Ne(ok)
0
0

Nous pouvons écrire

Pr(Ap1) = AL =2 Re(0p) Agy +loglT
= A%c—l + b Ap_1 +cil,

tels que by = —2 Re(oy) et ¢ = |0/

Au début, nous commencons par un algorithme qui calcule les coefficients by et ¢ du
polynéme py.(z) = 2%+ by z+ck. En effet, nous calculons ces coefficients a chaque itération,
dans I'algorithme SR, afin de faire le shift.
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Algorithme 4.3 Algorithme SRpoly :

L'algorithme calcule les coefficients by et ¢ du polynome de shift qui s’écrit sous la forme
pi(2) = 2% + brz + ¢ de la matrice H de J-Hessenberg.

ENTREE(S) : La matrice H = [ay, ay, ..., az,] € R?"*2" de J-Hessenberg.
SORTIE(S) : Deux coefficients b et ¢ du polyndme de shift p(H) = H> + bH + c.

1:

Fonction [b, c] = SRpoly(H)

% Nous calculons les coefficients b et ¢ du polyndme p(H) tel que

p(H) = H?>+bH+c=(H-0)(H-0).

global itr itc;

den = longueur (H);

n=denl2;

B =H([n,den],[n,den));

% la trace de la matrice B.

trB=B(1,1)+ B(2,2);

% le déterminant de la matrice B.

detB=B(1,1) x B(2,2)—B(1,2) x B(2,1);

% Si (tr B)?> > 4 x detB alors les valeurs propres sont des valeurs réelles : Nous utilisons
comme double shift la valeur propre la plus proche de I'entrée H(den, den).

8: Si (trB)>>4xdetB alors

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:
17:
18:
19:

20:
21:
22:
23:
24:

M =({rB++\(trB)2—4xdetB))/2;
Aoy =(trB—+\/(trB)2—4 x detB))/2;
Si [A; — H(end,end)| < |1, — H(end, end)| alors
Az = Ay;
Sinon
A= Ay;
Fin Si
% z?+bz+c=(z-A1)(z— A1) ou (z—Az)(z— Ay)
b=-A1-Az;
c=A1 x Ay;
itr=itr+1;
Sinon
% les valeurs propres sont des valeurs complexes.
b=—trB;
c=detB;
itc=itc+1;
Fin Si
Fin

Apres avoir déterminé les coefficients by et ¢i de la fonction quadratique pi(Ax-1) par

'algorithme 4.3 SRpoly, nous voulons maintenant calculer :

SkRi = pr(Ax-1) = A5 +bpAg_1 + il
A = SiAk_lsk.

L'astuce est de se rendre compte que dans toutes les itérations, les matrices Ay sont
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des matrices sous la forme J-Hessenberg a cause de 'unicité essentielle de la réduction
sous la forme J-Hessenberg.

Dans la version explicite, le polynome py(Ax_1) est calculé en @((2n)%) opérations
arithmétiques. Par conséquent, ce n’est pas une approche pratique. Nous pouvons con-
tourner cette difficulté en utilisant le S-théoreme implicite. En effet, au lieu de construire
la matrice du polynéme py(Ax-1) qui est un polynéme du second degré d’'une matrice
de J-Hessenberg, nous ne calculons que sa premiere colonne. Cette derniere a seulement
trois entrées non nulles.

4.4.3 Bulge chasing (chasser la bosse)

Par la suite, nous calculons la premiere transformation de Householder symplectique
To = I - cvv’ de la décomposition SR appliquée implicitement a la premiére colonne de
la matrice du polynéme de shift py(Ax—1). Par conséquent, Ty transforme py(Ax—1)e; en
une colonne colinéaire au vecteur e;, c’est-a-dire T0] pi(Ax_1)e; = ae;. Ensuite, nous cal-
culons la matrice TOJ Ak-1To, qui n'est plus de J-Hessenberg. La premiere colonne de la
matrice Si est la méme que la premiere colonne de la matrice Tj. Les autres colonnes
de la matrice Sy peuvent étre déterminées par I'exigence selon laquelle la matrice Ay est
sous la forme J-Hessenberg. Autrement dit, nous les calculons implicitement en appli-
quant I'algorithme de la réduction sous la forme J-Hessenberg a la matrice TO] Ag-1Tp, en
profitant du fait que cette matrice a une structure spéciale. La complexité de cette réduc-
tion est @((2n)2). Donc, nous appliquons une suite de transformations de Householder
symplectiques T1, T»,..., T>,—2 a la matrice TOI Ag-1Tp, qui rétablissent la forme de J-Hes-
senberg. Nous notons par S; = TyT; ... To,_». Il s'ensuit que les matrices S et Sy ont la
méme premiére colonne. D’apres le S-théoréme implicite les deux matrices Sy et Sy sont
essentiellement égaux.

De cette maniere, nous réduisons la matrice Aj_; en une matrice de la forme J-Hes-
senberg Ay = SiAk_l Sk. Chaque étape de la réduction déplace un renflement vers le bas.
Nous appelons cette procédure chasser la bosse ou bien la "bulge chasing".

Nous prenons un exemple d'une matrice A sous la forme J-Hessenberg de taille 10 x 10
(n = 5) pour montre le mouvement de la bosse durant la procédure et pour détailler les
étapes des itérations de la bulge chasing.

Soit la matrice A de la forme :

-~
Il
OO OO R IOCO OO

© O O K 8| OCOO = &
O O R &8 8OO &K &8 &
O R &8 &8 8O & &8 &8 &
2R H R B[R H K 8
© O O O K| O OO K =
O O O X KOO K8 &8 =
O O & & 8O &K &8 &8 &
O & & & 8|8 &8 &8 & &
R 8RR ER 8K KR

1. Afin de créer une bosse, nous multiplions cette matrice A a gauche par la matrice S{
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qui est une transformation de Householder symplectique de type un (osh;), sachant que
la premiere colonne de la matrice S; est proportionnel a la premiere colonne de la matrice
du polynéme de shift p; (A) = A% + by A+ ¢ I. Ainsi, nous pouvons écrire

S{:I+clxv1xvlTx]

et nous obtenons:

J A —
slA=

© O O O Koo o d i
O O O K RO o o Rl Kl
O O R R RO O K R K
O 8 8 8 Ko &R &8 % I
RN R R KRR R R KR
O O K X RO &R 8 % x|
O K 8 X% R[R 8 8 %=l
MR R R KRR R R R

O O O O RO o O R K|
©C O O R Ko O w %K

Nous apercevons I'apparition d'une bosse a la position (2,1) que nous la notons par
le symbole "@". Nous remarquons aussi que seulement la premieére, la deuxieme et la
(n+1)®me Jlignes qui sont modifiées. Nous notons par le symbole "x" I'élément qui bouge.

Puis, nous multiplions la matrice S{ A a droite par la transformation de Householder

symplectique S; =1—c¢; x vy x vlT x J:

A =SIAS; =

© OO B KRloo oo i

© O O B xl|lo o o xl Ml

O O O X K| O OO R &
O O R &8 R OO KR R R
O 8 8 8 KR |O 8 8 % =
HoOH R R KRR R R %R
O O O Rl RO O R R R
O O R &8 R O R R R %
O R H R KRR R R %R
LIRS T I R TR R

Par suit, deux autres bosses ont apparu aux positions (n+1,1) et (n+1,n+ 1). Cette
bosse est de type 2 x 2. Dans cette étape seulement les colonnes 1, (n+ 1) et (n +2) qui
bougent.

2. Apres, nous commencons la chasse du bosse ou la "bulge chasing" pour remmener
la matrice A; sous la forme J-Hessenberg. En outre, nous choisissons la transformation
Sé afin d’éliminer les bosses de la premiere colonne aux positions (2,1) et (n+2,1) de la
matrice A;. Donc nous appliquons la transformation de Householder symplectique oshs,
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c’est-a-dire Sé =I+cyx vy x VZT x J, a gauche de la matrice A; :

SjA; =

O O O O K|o o o o
© O O K RO O O R K|
O O R R RO O R R K
O X 8 8 RO R 8 K %
%R R R RI[R R R R X
© OO P RO o oK
R RN R RIR R R KK

©C O O % RO O R R R
©C O % 8 R[loO v 8w % x|
O R 8% RI[R R R R R

De méme ici seulement la premiére, la deuxieme et la (n + 1) lignes qui sont modi-
fiées. La bosse a la position (n + 2, n + 1) ne bouge pas.

Ensuite, nous multiplions la matrice Sé A; adroite par la matrice de la transformation
de Householder symplectique du type deux (oshy), c'est-a-dire la matrice
ngI—czxvzxszx]:

X X X X X|X X X X X
0 X x x xX|XxX X x x X
0 @ x x xX|® X X X X
0 0 0 x x|0 0 x x x
Ap=Siays,= 22 00 X0 00 ¥~
X X X X X|X X X X X
0 X x x xX|® X X X X
0 0 x x x|0 0 x x x
00 0 x x|0 0 0 x x
0 000 x|{0 0 O0 0 x

Dans cette étape nous modifions la deuxieme, la (n + 1)®™¢ et la (n + 2)®™¢ colonnes.
La bosse aussi bouge et devient de type 2 x 2, localise aux positions (3,2), (3,n+ 1) et
(n+2,n+1).
3. Maintenant, nous voulons éliminer les bosses aux deux positions (3,7 + 1) et
(n+2,n+1). Donc, nous multiplions la matrice A, a gauche par la transformation de
Householder symplectique du type un (osh;), Sé =1+c3xv3x vg x J, nous obtenons :

SjA, =

©C OO O R|OOC OO K
O OO R K| oo P %=
O O R R KOO K KK
O 8 8 R KR|O 8 K %%
N R R KRR R KRR
O O O O R | OO O XK=
O O O K K| OO K %=
O O R KB R|OK K K&
O K 8 X R[R 8 K X =
RN RRRIR R KRS
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Les lignes qui bougent sont la deuxieme, la troisieme et la (n + 2)®™¢ lignes. La bosse a
la position (3,2) ne disparut pas comme les deux autres bosses.

De méme, nous multiplions la matrice Sé A, a droite par la transformation de House-
holder symplectique (0shy), S3 =1 —c3 x v3 x v3T x J, ainsi nous aurons :

A3 =S}Ar83 =

O O B R Ko o s
© O R Kl RO = =l K| K

R R R K KR KK 8=

O O B R RO O Kl Kl
O K 8 8 K& &8 8 8 &

O O R & KOO &8 &8 8
O R &8 8 |08 &8 &8 R
o R R R KR EK RS

S O OO RO OO O K
O O O O 8 IO OO R =%

Les colonnes 2, (n + 1) et (n + 2) sont modifiées.

Remarque 4.4.2. Nous remarquons que les bosses sont entrain de descendre vers le bas :
les bosses sur la sous-diagonale se déplacer vers le bas d'un pas chaque deux étapes. L'autre
bosse permute sa place entre les sous-diagonale de deux blocs (2,1) et (1,2), elle descendit
d'un pas chaque deux étapes aussi.

Maintenant, pour terminer la bulge chasing, nous allons répéter les étapes 2 et 3 jus-
qu’a la disparition totale des bosses.

4. Alors, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder sym-

plectique du type deux (oshy) et sa conjuguée, Si =14 cqx Vg% v} xJetSy=1—-cqxvyx

v:f x ] respectivement pour avoir la matrice Ay :

SAs =

O OO0 O R|IOO OO
C OO K K| OO O KK
O O R 8 K| O O Kl %=
O K % % RO =% K K=
N R RR KRR R KRR
O O O O R | OO O XX
©C OB R K| OO KR KK
O O =R % K| O = % K %

O R R & K& &8 B & &
R R KRR KRR RRR
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Ay =S)A384 =

O O 8 8O OO ®8 =
O O Rl R RI[|O & Rl R K
2R E KRR R KK R
© O Rl & &l|O | & ®| R
H R R KRR R R K8

© O B R K|SO & Kl R K
O 8 &8 & 8K &8 & 8 &

S O O O R8O O OO .
O R &8 8 O &K &8 &8 &
O O O O K8 IO OO K =&

(e}
=
=

D’abord, les bosses aux positions (3,2), (n+ 3,2) et (n+ 3, n + 2) se réduisent en une
seule bosse a la position (n + 3, n+ 2). Apres la multiplication a droite, la bosse se déplace
vers les positions (4,3), (4,n+2) et (n+3,n+2).

La multiplication a droite modifie les lignes 2, 3 et (n+3), et la multiplication a gauche
modifie les colonnes 3, (n +2) et (n+ 3).

5. Puis, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder sym-
plectique du type un (osh;) et sa conjuguée, Sé =I+csxvsx Ui xJetSs=I—csx Usx v, x ]
respectivement pour avoir la matrice As :

X X X X X|x X X X X
0 x x x x|x x x x X
0 0 x x x|0x x x x
0 0 x x|0 0 x x x
SéA4: 00 00 x|0 OO0 x x ’
X X X X X|x X X X X
0 x x x x|0 x x x Xx
0 0x x x|00 x x x
000 x x|0 0O 0 x x
0 00 0 x|0O O OO0 x
X X X X X|xXx X X X X
0 x x x xX|x x X X X
0 0 x x x|0 x x x x
0 0 x x|0 0 x x x
A5:SéA4S5: 0 0 9 0 X 0 O 9 )_C a
X X X X X|xX X X X X
0 0x x x|0 x x x x
0 0x x x|0 0 x x x
0 0 x x|0 0 & x x
00 0 0 x|{0 0O 0 0 x

De méme, les bosses se réduisent en une seule bosse a la position (4, 3). Apres la mul-
tiplication a droite, la bosse se déplace vers les positions (4,3), (n+4,3) et (n+4,n+ 3).

La multiplication a gauche modifie les lignes 3, 4 et (n+3), et la multiplication a droite
modifie les colonnes 3, (n +3) et (n +4).
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6. Apres, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder sym-

plectique du type deux (oshy) et sa conjuguée, Sé =1+ cg x Vg x vg x JetSg=1-cgx vgx

vg x ] respectivement pour avoir la matrice Ag :

SéA5 =

O O OO R|IOO0 OO KR
C OO KR R|IOOO R R
C O R 8 R OO K R R
O R &8 % 8|0 K K% 8 =
R ORIR X KRR KKR R
O P = % K| O % X xR =
O R 8 8 K|R K X % =
N ORIR R R[IR KRS R

S OO0 ORI OOO R R
O OO K KR IOO KK &

Ag = S} A5S6 =

R KRR R KR KK KR
© & R R RIS R &8l &Rl &
O Rl K| 8l Rl &l 8 8| & K
R KRR K KR KK KR

O Rl Rl R RI|® K| 8| Rl %I
C OO0 O KR|OOO R K
C OO K KR|IOO KR & &

O O O O RO OO O =
O O O &8 8OO O K %
O O X 8 8OO &K &8 &

Pareillement, les bosses se déplacent vers la positions (7 + 4, n + 3) puis vers les posi-
tions (5,4), (5,n+4) et (n+4,n+3).

La multiplication a gauche modifie les lignes 3, 4 et (n+4), et la multiplication a droite
modifie les colonnes 4, (n+3) et (n +4).

7. Ensuite, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder sym-
plectique du type un (o0sh;) et sa conjuguée, S; =I+c7xvrxvsxJetS;=I-crxvrxvix]
respectivement pour avoir la matrice Ay :

S]Ag =

O OO0 O R|IOO OO R
©C OO R R|IOOO R R
O O R 8 8OO & &8 &
O R &8 8 R|D K 8 ® =
N Rl R KRR R R R
© OO0 O KR|IOO O R R
©C O R K KO KRR 8 &
O R 8 X R [ R KX % =%
R ORR R KR RR RS

O O O K K|IO O &8 &8 &
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A7 =S]A6S; =

O Rl Rl R RIS R K8 K K|

D Rl R R K| R R K8 % =K
Rl Rl Rl R Rl 8] & & R R

© O O O KOO OO
O O O O 8 IO OO &8 =
O O K 8 8|0 O &8 &8 &
LSRR TR TR N R R TR S I
© O O O 8|OC O O &8 =
© OO K 8|0 O 8 &8 &
O O R & K|O X 8 &8 &

De méme, les bosses se déplacent vers la position (5,4) puis vers les positions (5,4),
(n+5,4) et(n+5n+4).

La multiplication a gauche modifie les lignes 4, 5 et (n+4), et la multiplication a droite
modifie les colonnes 4, (n +4) et (n +5).

8. Puis, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder sym-
plectique du type deux (oshy) et sa conjuguée, Sé =1+ cg x vg X vg x JetSg=1-cgx vg x
vg x ] respectivement pour avoir la matrice Ag :

StA; =

O O R R R OO R R R
O 8 8 8 KR|O % 8 = =
IR T N I
©C O K K8 K| O KRR 8 %
D R X R R KKK R K
R R R R R(RRR R R

O O O O K8 |IOC O OO R
O OO K 8O OO &K =
O O O O RO OO K &
O O O K 8 IO O &8 &8 &

Ag =S} A5 =

sl Rl Rl Rl Rl R R R R R
S O OO RO OO K &
O O O 8 8| OO K 8 &
O O K &8 8| O &K &8 8 &
D Rl Rl R K| R R K R R
R R R R R R R R R R

©C O O O 8OO OO
S O O X 8O OO &8 &
O O 8 & 8OO &8 &8 =
O 8 8 8 8 O 8 8 8 =

S

Apres la multiplication a droite et a gauche, la bosse reste a la méme position
(n+5,n+4).

La multiplication a gauche modifie les lignes 4, 5 et (n+5), et la multiplication a droite
modifie les colonnes 5, (n +4) et (n +5).
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9. Finalement, nous multiplions a gauche et a droite par la transformation Householder
symplectique du type un (osh;) et sa conjuguée, Sg = I+ cg x vg X vg x J et
Sg=1—-cg x Vg X vg x ] respectivement pour avoir la matrice Ag :

X X X X X|X X X X X
0 x x x x|x x x x X
0 0 x x x|0 x x x Xx
0 00 x x|0 0 x x x
SéA8:0000Y000E2,
X X X X X|X X X X X
0 x x x x|0 x x x x
0 0 x x x|00 x x x
0 00 x x|0 00 x x
0 000 x|{0 0 O0O0 x
X X X X X|X X X X X
0 x x x X|x x X X X
0 0x x x|0 x x x X
0 00 x x|0 0 x x x
AgzséASSQZOOOOEOOOxZ
X X X X X|X X X X X
0 x x x x|0 x x x X
0 0 x x x|0 0 x x x
0 00 x x|0 0 O0 x x
0 000 x|/0 0 O0O0 X

Enfin, la bosse est disparue de la matrice S/ AS et on récupére la forme de J-Hessen-

berg; sachant que S = §1S»...S2,-1 et S/ = sgn_lsgn_z...s{.
La multiplication a gauche modifie les lignes 5 et (n +5), et la multiplication a droite
modifie les colonnes 5 et (1 + 5). O

Lalgorithme qui fait cette procédure de la chasse du bosse ou bien la "bulge chasing"
est le suivant :

Algorithme 4.4 Algorithme SRstep
L'algorithme SRstep est une étape de I’algorithme SR implicite avec double shift.
ENTREE(S) : La matrice H € R2"*2" gous la forme de J-Hessenberg.
SORTIE(S) : Lamatrice H € R?"*?" sous la forme de J-Hessenberg aprés la bulge chasing.
1: Fonction [H] = SRstep(H)
2: den = longueur (H);
3: n=denl2;
4: Jy=[zeros(2),eye(2);—eye(2),zeros(2)];
% Nous calculons les coefficients b et ¢ du polynéme de double shift H> + bH + cI et
sa premiere colonne C1.
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La suite de I'algorithme de SRstep
5. [b,c] = SRpoly(H);
6: C1=H([1:2,n+1:n+2],[1,n+1])) x H([1,n+1],1);
7. C1([1,3],1) =C1([1,3],1)+ bx H([1,n+1],1);
8: C1(1) =C1(1) +¢;
% Nous calculons la transformation de Householder symplectique (osh;) associée a
la premiére étape de la décomposition SR sur la colonne C1.
9: [c1,v1] = 0sh1(C1);
% Nous multiplions a gauche puis a droite la matrice H par la transformation Sj et sa
conjuguée Si.
10: ro=[1:2,n+1:n+2];
11: H(ro,:) = H(ro,:) + ¢1 x v1 x (v] x Jy x H(ro,:));
12: H(:,ro)=H(;,ro)—(H(,ro) x (c1 x v1)) x vlT X Ja;
% Chasser la bosse ou bien la "bulge chasing".
13: Pour j =1,...,n—1 faire
14:  k=min(j+1,n);
15:  J=[zeros(k—j+1),eye(k—j+1);—eye(k—j+1),zeros(k—j+1)];
16: ro=|[j:k,n+j:n+kl;
172 [c, 1] = 0sh2(H(ro, j));
18: H(ro,:) = H(ro,:)+cx vy x (U? x Jx H(ro,?));
19: H(,ro)=H(,ro)—(H(,ro) x(cx vy)) x vlT x J;
20 k=min(j+2,n);
21:  J=lzeros(k—j),eye(k—j);—eye(k— j),zeros(k— j)I;
22: ro=|[j+1l:k,n+j+1:n+kl;
23:  [c,v2] =0shl(H(ro,n+ j));
24:  H(ro,:) = H(ro,:) + ¢ x vo x (v x J x H(ro,:));
25:  H(,r0)=H(,r0)— (H(G,10) x (X 12)) x v, X J;
26: Fin Pour
27: Fin

4.4.4 Ladéflation

Une séquence d’étapes SR implicite avec double shift, nous donnera généralement
une convergence plus rapide. Doncg, si les décalages choisis sont de bonnes approxima-
tions de valeurs propres, alors nous nous attendons a une déflation a la fin de I’étape de
SR.

En effet, ’analyse précédente de la stratégie du décalage simple ou double montre que
les coefficients de la sous-diagonale du blocs (1,2), qui est une matrice de Hessenberg,
convergent vers 0 treés rapidement. Dans la ki®™¢ itération, quand le coefficient H(k,2k—1)
est suffisamment petit, nous réduisons la taille en supprimant la k¢ et la 2 ke lignes et
la ki®me et la 2k'®™e colonnes de la matrice Hy courante. Nous continuons I'algorithme SR
avec la matrice de J-Hessenberg réduite Hy([1: k—1,k+1:2k—1],[1: k—1,k+1:2k—-1]) et
les valeurs propres de la matrice Hy([k—1,2k—1],[k—1,2k—1]), de taille (2x2), comme des
décalages pour l'itération suivante. Et ainsi de suite, jusqu’a obtenir a la fin une matrice
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réduite de taille (2 x 2). Ce processus de réduction de la dimension du probleme, nous
I'appelons par déflation.

En d’autres termes, soit H une matrice sous la forme de J-Hessenberg :

al,l al,z al,n 1,1 1,2 bl,n
aZ,Z i i : bz,l b2,2
anfl,nfl an—l,n bn—l n-1 bnfl n
H = an,n bn n—1 bn,n
Cl,l Cl,z Cl,n dl,l dl,z dl,n
CZ,Z d2,2
Cn—l,n—l Cn—l,n dn—l,n—l dn—l,n
Cn,n dn n

Au début de I'étape ki®™e de I'itération, nous vérifions si certains élément by x_; est
négligeable. C’est-a-dire si

[Di k11 < tol x (|ak, k| + |dk-1,k-11), 4.7)

avec tol = |H||rx/epsou eps estla précision relative de la machine. Dans le cas ot1 nous
avons la condition (4.7), alors nous pouvons diviser notre probléme en deux plus petits
sous problémes pour les matrices de J-Hessenberg :

a,, G, a, | by, by, b,
a, b,, b,,
A1 k1 Aok berer Droik
i b by
G Gy Cu | din dy d,
Cop d,,
Coork1 Crrk [
Crk iy
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et
ak+1,k+1 ak+1,k+2 ak+l,n k+1,k+1 bk+1,k+2 bk+1,n
ak+2,k+2 k+2,k+1 k+2,k+2
an—l,n—l an—l,n bn—l,n—l bn—l,n
an,n bn,nfl bn,n
Ck+1,k+1 Ck+1,k+2 Ck+1,n dk+1,k+l dk+1,k+2 dk+1,n
Ck+2,k+2 dk+2,k+2
Cn—l,n—l Cn—l,n dn—l,n—l dn—l,n
Cn,n dn n
et nous procédons a travailler sur chaque bloc séparément.
Nous faisons la déflation, quand le coefficient b;, ;-1 s’annule, vu que
PHP' =
app by | @ by | a3 by by a0 by
1 4y | ap  dip | a3 413 - ‘Ln 45
0 byy | @ bap | ap3  byz | ap3 by n
0 0 C2 o | G35 dy3 | Gy 44 '
0 0 0 byo | a3z b3z | a3y byy a5
)
0 bn—l,n—z an—l,n—l bn—l,n—l “n—l,n bn—l,n
0 En—l,n—l dn—l,n—l ‘n-1,n dn—l n
0 0 ) 0 by -1 n,n by
0 0 0 0 enn dyn

avec la matrice P est la permutation P = (e, es,...,€2,-1,€2,€4,...,€2,) € R27%21  Cette
permutation transforme la matrice H de J-Hessenberg en une matrice PHP' de Hessen-
berg. Comme la dimension du probléme principale doit étre pair, alors quand nous dé-
flatons la dimension des sous problemes doit étre aussi pair. Ainsi, contrairement au cas
Euclidien pour calculer des valeurs et/ou des vecteurs propres d'une matrice via 1’algo-
rithme QR, nous ne pouvons pas faire la déflation lorsque le coefficient ¢ ;. s’annule dans
le cas symplectique et vial’algorithme SR. Donc, pour préserver la structure de la matrice,
nous effectuons la déflation en supprimant un nombre pair des lignes et colonnes. De
plus, aI’étape k'*me de I'itération, nous choisissons les décalage parmi les valeurs propres

. . < 1. a b 3
du dernier bock 2 x 2 de la matrice H, c’est-a-dire du block (ck‘k kk ) . Par conséquent,
k,k k,k
les coefficients de la sous-diagonale du blocs (1,2) de la matrice H commencent a s’an-

nuler du bas vers le haut.

En fin, le programme principale del’algorithme SR sous la forme implicite avec double
shift est le suivant :
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4.4 L'algorithme SR implicite

Algorithme 4.5 Algorithme SRimplicite

L'algorithme SRimplicite est I'algorithme SR sous la forme implicite avec double shift qui
calcule les valeurs propres d'une matrice A € R>"*2",

ENTREE(S) : La matrice A € R?"2",

SORTIE(S) : Le vecteur T € R?" des valeurs propres de la matrice A, le nombre d’itérations

—
- O

12:
13:
14:
15:

16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

34:

it avec shift simple, le nombre d’itérations itd avec shift double et le temps d’exécu-
tion ¢ de I'algorithme.

Fonction [T,it,itd,t] = SRimplicite(A)

global itr itc;

den = longueur (A);

T = zeros(den,1);

tol =|lAllr x \/eps;

n=denl2;
k=n;
h=mn;
l=mn;
i=1;
j=1

% Nous réduisons la matrice A sous la forme J-Hessenberg tel que H = S/ AS.
[S,H] = JHOSH(A);

itr=0;
itc=0;

tic;

% La déflation.

Tant que (k > 2) et (k> i) faire

Si(|(Hk,n+h-1)|<tolx (|H(k,k)|+|H(n+h—-1,n+ h-1)|)) alors
T2x1-1:2x1)=eig2x2([H(k,k)H(k,n+h); Hn+ h,k)Hn+ h,n+ h)]);
I=1-1;
k=k-1;
h=h-1;

SinonSi (|H(k—1,n+h-2)|<tolx (|H(k—-1,k-1)|+|Hn+h-2,n+h-2)|)) alors
T2xI1-3:2xl)=eigdx4(H(lk—1:k,n+h—-1:n+h],[k-1:k,n+h—-1:n+h]));
I=1-2;
k=k-2;
h=h-2;

SinonSi (|H(i+1,n+j)I<tolx(|H(i+1,i+1)|+|H(n+ j,n+ j)|)) alors
T2x1-1:2x)=eig2x2([H(i,i)H(i,n+ j); Hn+ j,i)Hn+ j,n+ j));
I=1-1;

i=i+1;
j=j+1
Sinon

H([i:k,n+j:n+h]lli:k,n+j:n+h])=
SRstep(H(li:k,n+j:n+hlli:k,n+j:n+hl);
Fin Si
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La suite de I'algorithme SRimplicite

35: Fin Tant que

36: Si((k—i+n+h—n+j+2)==2)alors

37 T@2xIl-1:2x1)=eig2x2(H([i:k,n+j:n+hlli:k,n+j:n+hl);
38: Fin Si

39: t=toc;

40: it=1itr;

41: itd =itc;

42: Fin

Nous notons que la fonction ei g2x2 est un programme qui calcule les valeurs propres
de matrice de taille 2 x 2 :

Algorithme 4.6 Algorithme eig2x2
L'algorithme eig2x2 est une fonction qui calcule les valeurs propres d’'une matrice de
taille 2 x 2.
ENTREE(S) : Une matrice A € R**2.
SORTIE(S) : Un vecteur v € R? qui contient les valeurs propres de la matrice A.
1: Fonction [v] = eig2x2(A)
% La trace de la matrice A.
2: trA=A(2,2)+ A(1,1);
% Le déterminant de la matrice A.
3: detA= A(2,2) x A(1,1) — A(1,2) x A(2,1);
4: sqrtd=VitrA2—4xdetA;
% La premiere valeur propre.
5: v(1) = (trA+sqrtd)/2;
% La deuxieme valeur propre.
6: vV(2)=(trA—sqrtd)/2;
7. v=v();
8: Fin

4.5 Cas d’une matrice Hamiltonienne

Dans cet paragraphe, nous développerons une implémentation de I'algorithme SR
pour les matrices Hamiltoniennes. La structure Hamiltonienne est forcée a chaque étape
et les erreurs d’arrondis ne peuvent pas détruire la structure Hamiltonienne. Notre but
sera de dériver une description d'une étape SR implicite. Nous rappelons qu'une matrice
réelle H € R2"*2" est dite matrice Hamiltonienne si H/ = — H, c’est-a-dire HJ = (H])". En
effet, une matrice Hamiltonienne a la forme suivante :

H:(A G): AN

Q -AT
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4.5 Cas d’'une matrice Hamiltonienne

ou les blocs A, G, Q € R™", sachant que les matrices G et Q sont deux matrices symé-
triques G=G', Q = Q.

Un certain nombre d’applications de la théorie du controle et des domaines connexes
conduisent aux problemes de calcul des valeurs propres d'une matrice Hamiltonienne.
Nous citons par exemple : le rayon de stabilité et le calcul de la norme H,, les problemes
de controle linéaire quadratique optimal et la solution des équations algébriques conti-
nues de Riccati, le contrdle Hy,, réduction du modele avec conservation de la structure,
les problemes de calcul des valeurs propres quadratiques, calcul des pseudo-spectres, etc.

Les transformations de similarité symplectique préservent la structure Hamiltonienne

S'HS)Y =S 'HJS T =5 T H's T = (S 'HS) " .

Parmi les propriétés les plus remarquables de la matrice Hamiltonienne est que ses
valeurs propres se produisent toujours en paires {1, —A} si A est réel ou purement imagi-
naire (A € R ou A € iR), ou en quadruples {A,—-A, A, —AtsideC\(RUIR). Par conséquent,
le spectre de toute matrice Hamiltonienne est symétrique par rapport a I’axe des réels et
I’axe des imaginaires purs. Les méthodes numériques qui tiennent compte de cette struc-
ture sont capables de préserver cette symétrie des valeurs propres malgré la présence
d’erreurs d’arrondis. En plus que la préservation de telles symétries des valeurs propres,
il existe d’autres avantages de l'utilisation des algorithmes de préservation de la struc-
ture a la place des algorithmes généraux, comme la réduction du temps de calcul et une
meilleure précision pour les valeurs et/ou les vecteurs propres.

Par conséquent, afin de développer des méthodes numériques rapides et efficaces
pour le probléeme de calcul des valeurs propres d'une matrice Hamiltonienne, nous de-
vons utiliser la structure mathématique du probleme.

Les valeurs propres et les sous-espaces invariables des matrices Hamiltoniennes H
peuvent étre calculées par I’algorithme QR. Mais cette méthode ne peut pas profiter de la
structure Hamiltonienne de la matrice H. En fait, elle traitera la matrice H comme n’'im-
porte quelle matrice arbitraire de taille 27 x 2n. Elle va imposer des erreurs non struc-
turées inévitables sur les valeurs propres calculées, de sorte que chaque valeur propre
d’une paire de valeurs propres ou d’'une quadruple peut étre modifiée d'une maniere 1é-
gerement différente. Par suite, les valeurs propres calculées ne seront généralement pas
en paire {4, —A} ou en quadruple {1, -1, A, —A}, bien que les valeurs propres exactes aient
cette propriété. Ainsi, les exactes informations sur le sous-espace invariant pourraient
alors étre perdues.

Donc, pour préserver la structure Hamiltonienne de la matrice H, nous devrions utili-
ser des matrices symplectiques pour les transformations de similarité au lieu des matrices
unitaires usuelles de I'algorithme QR.

Pour une matrice Hamiltonienne, 1'algorithme SR est presque comme celui décrit
dans la section précédente.
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Algorithme 4.7 Algorithme SR pour la matrice Hamiltonienne avec réduction sous la
forme J-Hessenberg
L'algorithme SR pour une matrice de taille 27 x 2n Hamiltonienne A avec réduction sous
la forme J-Hessenberg.
ENTREE(S) : La matrice A = [a;,ay, ..., az,] € RZ"W*?",
SORTIE(S) : Deux matrices S = [s1, S, ..., S2,] € R et H € R?"**2" respectivement une
matrice symplectique et une matrice J-tridiagonale tel que H = S™1AS = S/ AS.
1: Fonction [S, H] = SRalgorithme(A)
2: Réduire la matrice A Hamiltonienne sous la forme d’'une matrice de J-Hessenberg H,

| U\
NN

Sachant que la matrice Sy est une matrice symplectique et la matrice H, est matrice
J-tridiagonale, c’est-a-dire une matrice Hamiltonienne et J-Hessenberg.

Hy=S5'ASy =S} ASy =

3: Soit S = Sy
4: Pour k=1,2,... faire
5. Choisir le polyndme de shift py
6:  Calculer la matrice symplectique Sy de la décomposition SR du polynome
Pk(Hk-1) = Sk Rk.
7:  Calculer la matrice J-tridiagonale
Hi = Sin_ISk = s § .
8: Calculer S =SS
9: Fin Pour
10: Fin

Nous Rappelons que 'algorithme SR est un algorithme itératif, qui effectue une dé-
composition SR a chaque itération. Apres la réduction de la matrice A sous la forme J-
Hessenberg tel que :

Hoy = S} ASy,
sila matrice Hj_; estla matrice courante de I'itération (k—1)®™¢, alors al’étape k'®™€ nous
choisissons un polyndéme de shift py comme dans le cas générale du choix du shift. Puis,
nous calculons la matrice symplectique S de la décomposition SR tel que :

Pi(Hg-1) = Sk Ry
Ensuite, nous utilisons la matrice symplectique Sy pour effectuer la transformation

de similarité sur la matrice Hy_; afin d’avoir la matrice Hj de l'itération suivante de telle
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sorte que :
Hj = Sin_lsk.

Du coup, 'algorithme SR préserve la structure Hamiltonienne puisque nous avons

utilisé seulement des transformations de similarité symplectiques.
Nous notons que toute matrice Hamiltonienne peut étre réduite sous la forme Hamil-
tonienne J-Hessenberg, c’est-a-dire sous la forme J-tridiagonale

ou chaque bloc est une matrice de taille n x n et a cause de la structure Hamiltonienne,
les blocs H; et Hyy sont identiques (Hy; = — Ha), tandis que le bloc Hj, est une matrice
symétrique. Par conséquent, toute matrice Hamiltonienne peut étre représentée par 4n—

1 parametres.
Par suite, a la k'®™¢ étape de I'algorithme SR la matrice H sera sous la forme suivante :

a c1 by
ap by
bn—l
H= an bp-1 Cn
q —-a
q —ap
dn —an

Dans le cas o1 A est une valeur propre réelle de la matrice Hamiltonienne H, alors —A
est aussi une valeur propre de la matrice A. Sinon, si A n’est pas une valeur réelle, alors
-, A, et —A sont également des valeurs propres de la matrice A.

Ainsi, le polynéme caractéristique p(A) de la matrice Hamiltonienne J-tridiagonale
de taille 4 x 4 admet une forme quadratique et ses quatre valeurs propres sont faciles a
calculer.

Par conséquent, nous utilisons le polynéme

Pr(x) = (x— A1) (x = A2) (x — A3) (x — Aa),

comme polyndéme de shift ot1 11, A2, A3 et 14 sont les valeurs propres de la sous-matrice

ap-1 0 Cn-1 bn—
B= 0 an | bp Cn
dn-1 0 | —an-1 0

de la matrice H.
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Nous nous attendons a une convergence lorsque seulement chaque deuxieme sous-
diagonale de la matrice tridiagonale H;, s’annule, c’est-a-dire lorsque by_, s’annule pour
k =n:-2:1. Autrement dit, lorsque les sous-matrices (B) de taille 4 x 4 de la matrice H
nous donnent des valeurs propres en quadruple {1, -1, 1, —A} avec A € C\ (RUiR). De plus,
nous nous attendons aussi que les autres by et g; peuvent parfois s’annuler dans le cas
ou par exemple certaines valeurs propres de la matrice H sont réelles, a savoir les valeurs
propres seront les paires réelles {ay, —ay}. Mais nous ne pouvons pas nous attendre a ce
que les matrices Hy convergent vers la forme J-triangulaire supérieure, ce qui signifie ici
que les éléments by et g; tendent tous vers zéro.

4.5.1 Dalgorithme SR implicite pour une matrice Hamiltonienne

Pareillement, comme dans le cas général, nous pouvons implémenter I’algorithme SR
implicitement pour une matrice Hamiltonienne. En fait, nous commencons par la déter-
mination de la premiere colonne du polynéme de shift p; (Hp). Ensuite, nous cherchons
la premiere transformation symplectique S;, qui rend la premiére colonne de p;(Hp) co-
linéaire au vecteur e;, afin d’introduire des bulges (¢) dans la matrice Hy de J-Hessenberg
de telle sorte que :

Sl_lpl(Ho)el = S{pl(Ho)el =ae; avec a € R.

L'application de cette premiere transformation symplectique a la matrice de J-Hes-
senberg Hy donne une matrice Hamiltonienne S{ H,S; avec une forme presque de J-Hes-
senberg ayant des bulges tel que :

X & @ X x & o
@ x o X x x o
@ & X @ X X X
X @ & X X
X
S| HoS1 = X x X
X & @ X
& x o X
& & X ® x & o
X & & x &
X X

Ainsi, cette matrice doit étre réduite a nouveau sous la forme J-tridiagonale, sachant
que le nombre d’opérations arithmétiques pour une telle étape est d’ordre @' (n) seule-
ment sans considérer la mise a jour de la matrice S.

Les transformations restantes exécutent un Bulge chasing (chasser la bosse) pour res-
taurer la forme de J-Hessenberg. C’est-a-dire qu'une deuxieéme matrice S, symplectique
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est déterminée de telle sorte que la matrice Hy = Sé S{ H,yS; S, soit une matrice de la forme
J-Hessenberg a nouveau.

4.5.1.1 Le polyn6éme du shift

En vertu de la structure spéciale Hamiltonienne, le polyndme du shift sera choisie soit
comme suit :

4.5.1.1.1 Cas du simple shift
Dans une étape de l'algorithme SR implicite avec un simple shift pour une matrice
réelle H Hamiltonienne, le polyndme du shift est de la forme suivante :
px(H) = H—pul,

avec u € R. La premiere colonne de pi(H) est sous la forme

ay—

pr(H)ey = (H—-pule; = =(m —per+qieps.

Par conséquent, la premiere étape de I'algorithme SR implicite introduit des bulges
(bosses) dans la matrice Hy tel que :

a a1 b
® a by
bn—l
S{HOS1 = ap bp-1 Cn
qi —a ®
qz —ay
dn —ap

4.5.1.1.2 Cas du double shift
Dans une étape de I'algorithme SR implicite avec un double shift pour une matrice
réelle H Hamiltonienne, le polynéme du shift est de la forme suivante :

pr(H) = (H-0xD)(H =01 D) = (H-pD) (H+pl) = H - (21,
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avec € Rou p € iR. La premiere colonne de py(H) est sous la forme

2 2
a1+qlcl—,u

q1 by
0

pr(He, = (H*> — i’ e, = = (df+67101—,u2)61+671b1€2-

0
Dans ce cas, comme dans le cas général, nous calculons les valeurs propres {1, —A}
avec u € R oubien p € iR en utilisant les deux valeurs propres la sous-matrice

B= (an Cn )
dn —0an
En réalité, nous n'avons pas besoin de calculer les valeurs propres de la matrice B. En
effet, comme nous savons que ,u2 =—det(B) = a%l + gncy, alors

pr(H)ey = (d% +qi1c1— d,21 —qncn)er+ qibes.

Par conséquent, la premiére étape de 'algorithme SR implicite introduit des bulges
(bosses) dans la matrice Hy tel que la matrice S{ HyS; soit sous la forme :

a 2 C1 b1 52
S a b Co by
as 52 by C3
bn—l
0 bn-1 Cn
q1 52 —-ay &
&b q2 & —ay
qs
qn —dap

4.5.1.1.3 Cas du quadruple shift
Dans une étape de I'algorithme SR implicite avec un quadruple shift pour une matrice
réelle H Hamiltonienne, le polyndme du shift est de la forme suivante :

pr(H) = (H—-pD)(H+pD)(H-ph)(H+ pil)
— (HZ_MZI)(HZ_IJZI)
:H4_(,u2+ﬂ2)H2+(M2ﬂ2)I,
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avec u € CetRe(u) #0.
Dans ce cas, nous calculons les valeurs propres {u, —u, i, —fi} en utilisant les quartes
valeurs propres la sous-matrice

an-1 0 Cn-1  bp
B= 0 an | bp Cn
dn-1 0 | —an— 0

En méme, nous n'avons pas besoin de calculer les valeurs propres de la matrice B.
En fait, nous savons que le polyndme caractéristique de la matrice B est sous la forme
suivante :

4 2, .2 2, 2 2 2 2 2
2t =(ay+a,_+qncp+qn-1cn-1)2° + a,a,_, + a,qn-1Cn-1+ a5_1qnCn— Gn-1qnb;_;.

Nous remarquons aussi que itération en quadruple shift implicite peut également étre
utilisée pour effectuer deux itérations du double shift, dans ce cas nous notons par u et
Y ces deux shift, qui sont soit réels ou bien purement imaginaires. Ainsi, le polynéme du
shift est de la forme

pr(H)=H-pu(H+p)(H-y)(H+yI)

La premiére colonne de p(H) est sous la forme

as + qic1 + q1qabi — (W2 +y2) (@2 + qray) + pPy?
b [(@5 + gr1 + a5 + gaca) — (P + 7))
q1G2b1b>
0
pr(H)ey =

0
= [af + qrc1 + qugabi — (WP + 7)) (@] + qren) + Py e+

qlbl [(a% +q.c1 + a% + 6/262) — (,uz +Y2)]€2 +q1 6]219119283.

D’une maniere générale, la premiere colonne de py(H) est sous la forme

pr(H)e; = [a% +q10+ qlngf - (a,zl +gncn+ afl_l + qn_lcn_l)(af +qic1)+
(afz +qncn) (3,21_1 + qn-1Cn-1)qn-1 qnbi_l]eﬁ‘

g1 [(d% + 4101+ a% +q2c0) — ai —qnCn— 0,21_1 —qn-1Cn-1le2+ q1g2b1 boe3.
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Par conséquent, la premiere étape de I'algorithme SR implicite introduit des bulges
(bosses) dans la matrice Hj tel que la matrice S{ HyS; soit sous la forme :

aq & o 1 by ) )
& a & by Co b 52
52 & as 52 by C3 by
52 @ bs Cy
bn—l
Ap bp-1 Cn
q & 52 - 2 52
& g o ® —ay ®
52 ® (s @ @ —das
dn —dp

Remarque 4.5.1.

— Soit la matrice B de taille2 x 2 tel que :

B:(ak Ck )
qr —ag

Les valeurs propres de la matrice B sont données par

Ai= 14/ di-i— qrCk»

pouri € {1,2}.

— Soit la matrice B de taille4 x 4 tel que :

ak-1 0 | k-1 bry
B= 0 ar| b1
k-1 0 | —ag-1 O

0 qi 0 —ay

Les valeurs propres de la matrice B sont données par

+ Q1 gl

2 2 2 2 2
1=+ A+ qk-1Ck-1+ a3 + gk Ck N Ay T qk-1Ck-1+ A + qiCk
i==x - X

2 2

pourie{l1,2,3,4}.
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4.5.1.2 Ladéflation

Pour faire la déflation, nous suivant la méme démarche que le cas général. En fait,
I'analyse précédente de la stratégie du simple, double ou quadruple shift montre que les
coefficients de la sous-diagonale du blocs Hj,, qui est une matrice de Hessenberg tridia-
gonale et symétrique, convergent vers 0 tres rapidement. Dans la k™ itération, quand
le coefficient H(k,2k —1) (by) est suffisamment petit, nous réduisons la taille en suppri-
mant la ki®™me et la 2k®™e lignes et la ki®™e et la 2k colonnes de la matrice Hy courante.
Nous continuons I'algorithme SR avec la matrice Hamiltonienne de J-Hessenberg réduite
Hr([1:k—-1,k+1:2k—1],[1:k—1,k+1:2k—1]) et nous choisirons les valeurs propres de
la matrice B de taille (2 x 2) ou (4 x 4), comme des shift pour I'itération suivante, et ainsi
de suite, jusqu’a la fin.

En d’autres termes, soit H une matrice Hamiltonienne sous la forme de J-Hessenberg:

a C1 b1
as b1
: bn—l
H= ap bn—l Cn
qi —a
qz2 —az
dn —an

Au début de I'étape k'*™e de I'itération, nous vérifions si certains élément by est négli-
geable, c’est-a-dire si nous avons

|bi| < tol x (la| + |ak-1D), (4.8)

avec tol = ||H||rx/epsou eps estla précision relative de la machine. Dans le cas ot1 nous
avons la condition (4.8), alors nous pouvons diviser notre probléeme en deux plus petits
sous problémes pour les matrices Hamiltoniennes de J-Hessenberg :

a) C1 bl
ap by
e b
ay b1 ck
q1 —a
qz —ap
gk —ag
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a1 Ci+1 bi+1
Ajc+2 b1
e b1
an bp-1 Cn
dk+1 —ak+1
qic+2 —Af+2
dn —ap

et nous procédons a travailler sur chaque bloc séparément.

Finalement, 'algorithme SR implicite avec shift pour une matrice Hamiltonienne est

4.6 Exemples numériques

le méme algorithme dans le cas général en changeant seulement 1’algorithme SRstep,
plus précisément nous changeons le calcule de la premiere colonne du polynéme de shift.

Nous avons testé nos algorithmes sur des matrices arbitraires. Nous citons ces exemples :

Cas d'une matrice arbitraire :

Tsr

Teig

USR — Veig

4.3239e + 00 +0.0000e + 00

4.3239e+ 00 +0.0000e + 00i

4.3561e—11+0.0000e+ 00i

—8.2879e - 01 +0.0000¢e + 00

—8.2879e - 01 +0.0000¢e + 00

3.7448e - 06 +0.0000e + 00

6.2492e - 01 +0.0000¢e + 00

6.2492e - 01 +0.0000¢e + 00

—4.1744e—-13+0.0000e + 00

2.0063e—01+4.2378e—01i

2.0063e—01+4.2378e—-01i

—6.0982e —10—-3.4907e—10i

2.0063e—01 —4.2378e - 011

2.0063e - 01 —4.2378e - 011

—6.0982e - 10+ 3.4907e - 10i

4.1320e - 01 + 4.8298e — 021

4.1320e - 01 +4.8298e — 021

—1.8902e - 13 —2.2458e - 13i

4.1320e - 01 — 4.8298e — 021

4.1320e — 01 — 4.8298e — 021

—1.8902e - 13 +2.2458e — 13i

—-3.8101e—-01 +0.0000e + 00:

—-3.8101e~-01 +0.0000e + 00i

—6.0209e - 09 +0.0000e + 00

Tsgr

Teig

USR — Veig

5.7196e + 00 + 0.0000¢ + 001

5.7196e + 00 + 0.0000¢ + 001

1.7759e - 07 + 0.0000e + 001

1.3407e + 00 + 0.0000¢ + 001

1.3408¢e + 00 + 0.0000¢ + 001

9.4579e — 05+ 0.0000e + 001

—7.2988e—-01 +4.5358e—01i

—7.2988e—-01 +4.5358e—01i

—2.0442e—-09-1.3193e—08i

—7.2988e—-01 -4.5358e—01i

—7.2988e—-01-4.5358e—01i

—2.0442e—-09 +1.3193e—08i

—7.7519e¢—-01 +1.4282e¢—01i

—7.7519e¢—-01 +1.4282e¢—01i

—4.0762e - 09 +8.7880e — 09i

—7.7519e¢—-01-1.4282¢—-01i

—7.7519e¢—-01-1.4282¢—-01i

—4.0762e — 09 —8.7880e — 09i

4.3640e—01 +3.5379¢—-01i

4.3639e—01 +3.5379¢—-01i

—4.7949e — 06 —4.6784e — 061

4.3640e - 01 —3.5379¢ - 011

4.3639e - 01 — 3.5379¢ - 011

—4.7949e - 06 — 4.6784e — 061

—5.1280e - 01 +0.0000e + 00

—5.1280e - 01+ 0.0000e + 00

7.2331e—-09+ 0.0000e + 001

4.7201e—-01 +0.0000¢e + 001

4.7201e—-01 +0.0000e + 001

—1.6384e— 06+ 0.0000e + 00

6.2609e - 02 +2.9070e—-01i

6.2609e - 02 +2.9070e —-01i

5.2299e - 08 —1.9355e - 09i

6.2609¢ - 02 —2.9070e—-01i

6.2609e — 02 —2.9070e—-01i

5.2299e - 08 +1.9355e — 09i

Cas d’'une matrice Hamiltonienne :
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Tsp Teig USR — Veig
—4.9995¢e + 00 + 0.0000e + 007 | —4.9995e+ 00 + 0.0000e +00i | 0.0000e + 00 +0.0000e + 00i
4.9995e + 00 + 0.0000e + 00 4.9995e+ 00+ 0.0000e+00; | —8.8818e—16+0.0000e + 00

5.7340e—-01+1.7693e—01i

5.7340e—-01+1.7693e—01i

—2.4425e—-15-8.3267e— 161

5.7340e—-01-1.7693e—01i

5.7340e—-01-1.7693e—01i

—2.4425e—-15+8.3267e— 161

—5.7340e—-01+1.7693e—01i

—5.7340e—-01+1.7693e—01i

6.6613e—16—1.4155e—15i

—5.7340e—-01-1.7693e—-01i

—5.7340e—-01-1.7693e—-01i

6.6613e—16+1.4155e—15i

—-5.5956e - 01 +0.0000e + 00

5.5956e - 01 + 0.0000¢ + 001

1.1191e+ 00 + 0.0000e + 001

5.5956e - 01 + 0.0000¢ + 001

—-5.5956e - 01 + 0.0000e + 00

—1.1191e+ 00 + 0.0000e + 00

Dans ces tableaux, nous désignons par Tsg le vecteur des valeurs propres vsr qui ont
été calculées par notre méthode et par Te;¢ le vecteur des valeurs propres v,;g qui ont été
calculées par la fonction eig du Matlab.

4.7 Lapréservation delastructure double pour les matrices
Hamiltoniennes et symétriques/antisymétriques

Dans [109], un algorithme a été proposé pour calculer les valeurs et les vecteurs pro-
pres d'une matrice symétrique et Hamiltonienne ou antisymétrique et Hamiltonienne. Ce
dernier, exploite la structure double de la matrice d’origine (symétrique/antisymétrique
et Hamiltonienne). D’abord, I'algorithme réduit la matrice sous la forme d’'une matrice
de type Hessenberg en se basant sur les transformations de similarités au sens de Van
Loan [90, 114]. Sachant que de telles transformations préservent les doubles structures
de la matrice. En conséquence, la structure du spectre est préservée et le cotit du calcul
est divisé par quatre.

Dans ce paragraphe, nous revisitons la méthode, en présentant une nouvelle facon de
mettre en ceuvre la réduction de la matrice sous la forme adéquate [103]. Cette réduction
est basée sur les transformations de Givens et les transformations de Householder au sens
de Van Loan [90, 114]. Ensuite, I'algorithme QR par bloc sous sa forme implicite, comme
indiqué dans [109], a été utilisé. Les expériences numériques montrent une convergence
cubique sous des stratégies appropriées pour le choix du shift.

Laméthode proposée dans [109] concerne les matrices Hamiltoniennes qui possedent
également une structure symétrique ou antisymétrique. De plus, ces structures supplé-
mentaires sont préservées par les transformations de similarités orthogonales. Nous no-
tons que les transformations utilisées sont orthogonales et symplectiques. De cette facon,
les deux structures sont préservées et la stabilité rétrograde (backward) est également ga-
rantie.

Soitla matrice S=[U V] € R¥"™*?" aveclesblocs U, V € R*"*". Ainsi, la matrice S est
orthogonale et symplectique si et seulement si U'U = I, U'JU =0 et V = JTU. Dans un
cas particulier, si la matrice Q € R™*2" est une matrice orthogonale, alors la matrice

Q 0
0 Q

S = E|R2n><2n

est une matrice orthogonale et symplectique.
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Les algorithmes donnés dans [109] ont utilisé deux types des transformations de simi-
larité orthogonales et symplectiques.
Le premier type est

_ (diag(Ix_1,, P) 0

H ke, w) = 0 diag(I;_1,P))’ (4.9)

avec
P=I-2ww'/w w, weR" 1,

Nous rappelons que la transformation H(k, w) est tout simplement la somme directe
de deux matrices n x n de Householder ordinaires [116]. Nous nous référons a la transfor-
mation H(k, w) par la transformations de Householder au sens de Van Loan.

Le deuxieme type est

(4.10)

-§ C

](k,c,S):( €S )

avec c2+s2=1, et

C= diag(Ik_l,c, In—k)
S =diag(0x-1,5,0,—k).

Nous rappelons que la transformation J(k, c, s) est une transformation de Givens, c’est
une rotation 2n x 2n ordinaire de Givens dans les plans k et n+k [116]. Nous nous référons
a la transformation J(k, c, s) par la rotations de Givens au sens de Van Loan.

Les transformations de Householder et de Givens au sens de Van Loan sont a la fois
orthogonales et symplectiques. Notons que pour i # k et i # n+ k, nous avons

J(k,c,s)e; = e;.
Nous avons aussi,
J(k,c,s)er = cex — sepyi

et
J(k,c,8)e, ik = Sei+ cepik.

C’est pourquoi la transformation J(k, ¢, s) ne modifié pas toutes les lignes de la matrice, a
la quelle elle a été multiplié, saufla k™ et (n + k)'®™e lignes. Il est évident aussi que

H(k,w)e; = e;

pouri=1,....,k—letpouri=n+1,...,n+k—1.

Nous notons que les algorithmes de ces deux transformations sont 3.9 et 3.8 respecti-
vement.

Nous considérons la matrice H avec la structure suivante

A G
H:(G —A)’ (4.11)

ol les blocs A et G sont des matrices réelles de taille n x n.
Nous avons le résultat suivant
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Théoreme 4.7.1. La structure de la matrice H donnée dans (4.11) est conservée dans les
produits SH et HS, ot la matrice S est une transformations de la forme (4.9) ou bien de la
forme (4.10).

Preuve. Ce résultat est évident par simple calcul. O

Lintérét de ce théoreme est qu’il nous suffit de calculer que les n premiéres colonnes
seulement du produit SH ou HS et les autres n dernieres colonnes sont immédiatement
déduites de la structure de la matrice H. Ainsi, le cofit des calculs est divisé par deux. En
outre, nous pouvons travailler avec 2n? parameétres seulement au lieu de 4n? parametres.

4.7.1 Laréduction de laforme

Nous considérons ici le cas symétrique. Soit H une matrice Hamiltonienne et symé-
trique tel que

A G

H= ,

6
avec les matrices A et G sont des matrices symétriques (AT=Aet G =G).

Dans [109], il a été montré que la matrice H peut étre transformé par des transforma-

tions de similarité orthogonales et symplectique sous la forme

_ (T D
7o )

ol la matrice T est une matrice symétrique et tridiagonale et la matrice D est une matrice
diagonale. Par exemple, pour 7 = 4 la matrice H ala forme

a) bl C1
bl ay bg C
b, as bs C3
~ b
= 3 G c (4.12)
1 —a; —b
C2 - bl —ay — bg
C3 - bz —as — b3
Cyq —b3 —ay

Un algorithme pour calculer cette réduction est dérivé dans [109]. Maintenant, nous
présentons une nouvelle variante de celui dans [109]. Nous commencons par décrire en
détail cette variante.

En effet, la premiére étape de la réduction est composée de deux sous-étapes sui-
vantes :

La premieére sous-étape : nous utilisons J(n, ¢, s) la transformation de Givens au sens
de Van Loan. Lorsque nous appliquons la matrice J(n, ¢, s) a gauche de la matrice H, elle
crée un zéro dans la premiere colonne de la matrice G a la position g,,;. Nous notons que
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la matrice J(k, ¢, s) ne modifie pas les lignes 1,...,n—1etn+1,...,2n—1 de la matrice H.
Nous obtenons

*

Jn,c,s)H =

¥ OX K| X ¥ ¥ ¥

¥ OXk X K| X X ¥ ¥
¥ ¥k X K| X X ¥ ¥
* ¥ ¥ K| X X ¥ ¥
¥ OXk X X | X ¥ ¥ ¥
¥ Xk X K| X X ¥ ¥
¥ OXk X K| X X X ¥

* ¥ ¥ ¥

D’apres le théoreme 4.7.1, nous calculons que les n premiéres colonnes du produit
J(n,c, s)H. Ainsi, les n derniéres colonnes restantes sont obtenues a partir de la préserva-
tion de la structure de la matrice H et non pas de la symétrie des blocs. Ensuite, nous ac-
tualisons la matrice J(n, ¢, s) H par la multiplication a droite par la matrice J(n,c, DR pour
avoir J(n,c,s)HJ(n,c,s)T. Cette multiplication ne modifie pas les colonnes 1,...,n—1 et
n+1,...,2n—1delamatrice J(n,c, s) H. Nous obtenons

* ¥k ¥ ¥
*  *

Hipy =J(n,c,8)H(n,c,5)" =

*

* ¥ XX X ¥ ¥
¥ Kk X K| ¥ ¥ X ¥
¥ Ok X K| ¥ ¥ X ¥
¥ OO¥ K K| K ¥ X ¥
¥ OOX X K| ¥ ¥ X ¥

¥ Kk X K| ¥ ¥ *

*
* ¥ X ¥

Ensuite, nous utilisons la transformation J(n —1, ¢, s) de telle sorte que la multiplica-
tion a gauche crée un zéro dans la premiere colonne de la matrice G a la position g, ;.
La multiplication de la matrice H(, ) a gauche par la matrice J(n —1, ¢, s) ne modifie que
les lignes n—1 et 2n — 1. Nous obtenons

* ¥ ¥ %

J(n—1,¢,8)Hu ) =

* K| ¥ X ¥ ¥
* ¥ X X | X ¥ X ¥
* ¥ X X | X ¥ ¥ ¥
* ¥ X X | X ¥ ¥ ¥

* ¥ X K| X ¥ ¥ ¥

* ¥ X X | X ¥ %

*
* % X ¥

De méme, la multiplication a droite par la matrice /(n—1,c,s)! ne modifie que les
colonnes n—1 et 2n— 1. D’apres la théoréme 4.7.1, des zéro sont créés dans les positions
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(n+1,n-1) et (1,2n-1) de la matrice actualisée H,-1,1). Nous obtenons

Hpuy=J(n-1,¢,8)HunJ(n—1,c,9)" =

* ¥ X ¥

* ¥ X ¥

¥ X | X ¥ ¥ ¥

D’une maniere générale pour créer les zéros désirés a la ji®me étape, nous utilisons la
transformation J(j,c, s) telle que la matrice J(j,c,s) appliquée a gauche de la derniére
matrice actualisée H(;;1,1) crée un zéro dans la premiere colonne de la matrice G a la
position g;1. De plus, la matrice J(j, ¢, s) ne modifie pas les lignes de la matrice H;1,1)
saufles lignes j et n+ j. La multiplication a droite par la matrice J(j,c, $)T ne modifie pas
les colonnes de la matrice J(j,c, s)H(j+1,1) sauf les colonnes j et n+ j. Ainsi, la matrice

actualisée a la forme

Hiy =T, ¢, 9 Hij+1,0J (¢, )7

* ¥k ¥ K| ¥ X X %

*

*
*

*

*
*

* ¥ ¥ %

¥ Xk X K| X X ¥ ¥

* X X X | ¥ ¥ ¥
* ¥ X ¥ | ¥ ¥ ¥

Deux z€éros sont créés dans les positions (n + j, 1) et (1, n + j) de la matrice H(j 1).

Dans la derniere étape, la matrice Hy,,) a la forme

* ¥ X ¥

EE R

* ¥ ¥ ¥

Heo1=J2,¢,8)HznJ2cs)' =

* | ¥ ¥ % ¥

*

*

*

La structure double (Hamiltonien et symétrique) de la matrice actualisée est préservée.

*

*
*

De ce fait, nous avons terminé la premiére sous-étape.

La deuxieme sous-étape : nous utilisons H(2, w) la transformation de Householder
au sens de Van Loan qui agit sur les lignes de 2 a n des matrices A et G afin de créer
des zéros dans la premiére colonne de la matrice A aux positions a3 1,..., d,,1. La matrice
H(2, w) ne modifie pas la premieére colonne de la matrice G ainsi que les lignes 1 et n+ 1

de la matrice actualisée. Nous obtenons

*
*

* ¥ ¥ ¥
* % ¥ ¥
L S R

*

* ¥ ¥ ¥

* ¥ X K| X ¥ *

H@2,w)Hq, 1) =

*
*
*
*

¥ O¥ X K| X ¥ *

* X X K| X ¥ *

* K X K| X ¥ *

¥ O¥ X K| X ¥ *

¥ O¥ X K| X ¥ *
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Chapitre 4. L'algorithme SR

La multiplications a droite par la matrice H(2, w)T ne modifie la premiere et la (n +
1)iéme colonnes de la matrice H(2, w) Hp,1) H(2, w)". Elle crée des zéros dans les positions
(1,3:n) et (n+1,n+3:2n). De coup, nous obtenons

% % k
% % * * % % %
* k k k * *
) T * k k * *k *
HY = H@,w)Ho nHE2,w)" =
* k k
* k k k *k *k
* k % % %
% * * % % %

La structure double (Hamiltonien et symétrique) de la matrice actualisée est préservée.
Ainsi, nous avons complété la deuxieme sous-étape de la premiere étape.

Nous comparons cette premiere étape a la premiere étape de I’algorithme donné dans
[109]. Dans ce dernier, d’abord une transformation de Householder au sens de Van Loan
est utilisée pour introduire des zéros dans la premiere colonne de la matrice G aux posi-
tions g3 1,...,8n,1. Ensuite, la transformation de Givens au sens de Van Loan est utilisée
pour mettre un zéro a la position g» ;. Enfin, une transformation de Householder au sens
de Van Loan agit sur les lignes et les colonnes de deux matrices A et G de la position 2
jusqu’a la position n pour créer des zéros dans la premiere colonne de la matrice A aux
positions a3 1,...,au,1.

Cette premiere étape met en évidence la différence entre les deux versions. En fait,
notre version utilise n — 1 transformations de Givens au sens de Van Loan suivi d'une
transformation de Householder au sens de Van Loan. Alors que la version de [109] utilise
d’abord la transformation de Householder au sens de Van Loan suivie d' une transforma-
tion de Givens au sens de Van Loan et se termine par une transformation de Householder
au sens de Van Loan.

La deuxieme étape agit de la méme maniere sur la deuxieme colonne de deux matrices
A et G. En outre, les transformations de Givens au sens de Van Loan J(n,c, $),...,J(3,c¢, )
créent des zéros dans les positions g2, ..., 32 respectivement. Ensuite, la transformation
de Householder au sens de Van Loan H (3, w) crée des zéros dans les positions da s, ..., an2.
De cette facon, nous aurons la matrice H® tel que

% % *
* % k *
% % % k *
H(Z) _ % % k k
k % %
k * * k
*
*
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D’une maniere générale, apres n — 1 étapes la matrice est réduite sous la forme

* * *
k k k *
k % k k k
* * * *
ES * *
* * * *
% % * * *
* * * *

Du point de vue numérique, cette facon de calculer la réduction est significativement
différente de celle proposée dans [109] méme siles deux méthodes utilisent le méme type
de transformations élémentaires. La version de [109] commence par une transformation
de Householder au sens de Van Loan, suivi par une transformation de Givens au sens
de Van Loan et se termine par une transformation de Householder au sens de Van Loan.
Cependant que notre variante commence par une transformation de Givens au sens de
Van Loan et se termine avec une transformation de Householder au sens de Van Loan. En
effet, le cotit des deux versions est approximativement le méme.

Le cas antisymétrique est obtenu d’'une maniere similaire au cas symétrique. Soit H
une matrice Hamiltonienne et antisymétrique tel que
A —G)

)

H:(G A

avec la matrice A est une matrice antisymétrique (AT = —A) et la matrice G est une ma-
trice symétriques (G' = G).

Comme dans le cas symétrique la matrice H peut étre transformé par des transforma-
tions de similarité orthogonales et symplectique sous la forme

_ (T -D
7= 7)

avec la matrice T est une matrice antisymétrique et tridiagonale et la matrice D est une
matrice diagonale. Par exemple, pour 7 = 4 la matrice H ala forme

0 —bl —C1
bl 0 —b2 —C2
bg 0 —bg —C3
- bs a4 —C4
H= o 0 —b (4.13)
C2 bl 0 —bz
C3 bg 0 —bg
Cyq b3 0

4.7.2 Limplicite algorithme QR avec shift

Maintenant, nous supposons que la matrice symétrique Hamiltonienne H a été ré-
duite avec la nouvelle version sous la forme réduite illustrée par la matrice H dans (4.12).
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Donc,
ay bl C1
by a b C2
b, a3z b3 3
H= by a4 C4
c1 -ar —b
2 -by -ay -b
3 -b, -as3 —bs
C4 -bs —ay

Si nous appliquons la permutation P = [e], e3, es5, €7, €2, €4, €6, €g] A la matrice H, alors le

résultat sera

a ¢ | b
1 —a -by
by a ¢ | b
T -b1 | 2 —a —b>
H;,=PHP = by A o bs
-by | c3 -—as3 —bs
b3 a; ¢
=b3s | s —ay

Les valeurs propres d'une matrice Hamiltonienne symétrique sont réelles et se pro-
duisent en paires +A.

Ensuite, nous appliquons l'algorithme QR présenté dans [86] a cette structure. L'al-
gorithme QR utilisé est un algorithme implicite avec double shift +p qui chasse la bosse
("implicitly-shifted bulge-chasing algorithm").

En effet, chaque itération de I'algorithme QR prendra la forme

I:Is = Qs_leQs»
ol la matrice Q; est la matrice orthogonale de la décomposition QR
(Hs—pD)(Hs+pl) = QsR;.

La matrice R, est une matrice triangulaire par bloc ou1 chaque bloc est de taille 2 x 2. Dans
cette version implicite ne calculons pas ni la décomposition QR explicitement ni le pro-
duit Hy—pI)(Hs+pl) = HS2 — pZI . Comme le processus de I'algorithme SR implicite, nous
avons juste besoin des deux premiéres colonnes de la matrice H? — p?1. C’est-a-dire nous
avons besoin des colonnes 1 et 7+ 1 de la matrice H?> — p?I qui sont p et J! p respective-
ment tel que

a + b2 + cf — p?

by (a1 + a)
b by
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Nous calculons la transformation symplectique orthogonale Q; tel que QlT p = ae;. Puis-
que la matrice Q; est une matrice symplectique et orthogonale, alors nous avons
JQi = Q1J. Ainsi, QT (J"p) = J'Q]p = aJ'e; = aeps1. Donc, I'élimination dans J'p se
déroule automatiquement.

La transformation de similarité par la matrice Q; nous donne une matrice
H, = Ql‘lH Q; Hamiltonienne et symétrique qui n'a plus la forme (4.12) mais qui a des
bulges dans les blocs T et D.

Par exemple, pour n =7 la matrice H; est sous la forme

* %k k% * k%
* % % % * % %
* % % % * % %
* % k% % *
* %k *
* %k *
* % *
* k% * % k% %
* % % * % % %
* % % * ok k%
* * %k k% %
* * %k
* * %k
* * %

Le reste de I'étape de 'algorithme QR consiste a retourner cette matrice sous la forme
tridiagonale par bloc avec les mémes techniques qui ont été décrites dans la section pré-
cédente.

Une fois que la matrice a été réduite sous la forme tridiagonale par bloc nous utilisons
exactement les mémes techniques que dans [109] pour stocker la forme réduite obtenue.
La mémoire totale requise est exactement la méme, c’est-a-dire @ (n). En outre, le cotlit en
flops (L'opération en virgule flottante par seconde) par étape reste identique, c’est a dire
O (n) puisque le nombre de matrices des transformations est ©'(n) et que le cotit d’appli-
cation de chaque matrice de transformante est &' (1).

Dans le cas ou nous avons besoin de calculer la matrice des transformations de simi-
larité qui est orthogonale et symplectique pour obtenir les vecteurs propres par exemple,
nous suivons le méme schéma que dans [109].

Pendant les itérations, les entrées b; tendent en effet a converger vers zéro. Une fois
que tous les b; sont devenus suffisamment petits pour étre considérés comme des zéros,
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la matrice H ala forme suivante

a
ar

as
ay

9]
C2
C3
Cy

1
C2

C3
C4

Chaque sous-matrice a la forme
a i
ci —a; ’
admet une paire de valeurs propres +/ a‘?‘ + cl?.

En utilisant une seule transformation de Givens au sens de Van Loan nous pouvons
diagonaliser cette matrice sous la forme

a 0
0 -a;)’
avec 4; = \/aZ + c2.
Nous avons testé cet algorithme avec les mémes deux stratégies de shift que dans
[109]. La plus simple consiste a prendre comme shift les valeurs propres de la sous-matrice

a; Ci

ci —a; ’
qui sont +,/ al? + cl?. Cette stratégie généralisée de shift via le quotient de Rayleigh a une
convergence cubique locale. Parfois cette stratégie se bloque et nécessite beaucoup d’ité-
rations pour trouver une paire de valeurs propres. Nous avons également utilisé la stra-

tégie de shift de Wilkinson dans laquelle nous cherchons les valeurs propres de la sous-
matrice

an-1 Cn-1 bn—l
Cn-1 —Ap-1 —-bu
H,=PHP =| -2 n n )
bn—l an Cn
—b; 1 Cn —an

et prenons la plus proche paire de +,/ a? + cl? comme shift. Nous avons remarqué aussi
que la convergence est cubique et nous constatons comme dans [109] que cette straté-
gie est globalement convergente. Pour les probléemes de grandes tailles, nous adoptons la
meéme déflation que celle de [109] avec sa stratégie de shift associée.

Puisque I'algorithme préserve les structures, alors il fournit des parfaites paires de va-
leurs propres réelles + A et les vecteurs propres correspondants sont fournis en paires v,
Jv aussi.
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4.7 La préservation de la structure double pour les matrices Hamiltoniennes

Pour le cas antisymétrique, c’est-a-dire pour la matrice Hamiltonienne antisymétrique
H qui a été réduite avec la nouvelle version sous la forme réduite illustrée par la matrice
H dans (4.13). Ainsi,

0 —bl —C1
bl 0 —b2 —C2
bz 0 —bg —C3
b3 ay —Ca
H= C1 0 —bl
C2 bl 0 —bz
C3 bg 0 —bg
Cy4 bg 0

Si nous appliquons la permutation P = [ey, e3, €5, €7, €2, €4, €6, €g] A la matrice H, alors le
résultat sera

—c1 | —b;
1 -b;
by —C2 | —b>
T by | o —b>
H,=PHP" = by “es | =D
by | c3 —bs
bs —C4
bs | ¢

Les valeurs propres d’'une matrice Hamiltonienne antisymétrique sont complexes et
se produisent en paires conjugués purement imaginaires +y. Donc, nous utilisons des
shift +p avec p est un réel. De méme dans l'algorithme QR, nous avons besoin des co-
lonnes 1 et n+ 1 de la matrice (H—ipI)(H? +ipI) = H? + p?I qui sont p et J' p respecti-
vement tel que
—b? - ¢} + p?

0
b1 b,
_ 0
p= 0
(co—c1)by
0
0

La matrice Q; de la transformation de similarité peut étre construite comme dans le
cas symétrique tels que Q| p = ae; et Q] J'p = aep;. La transformation de similarité par
la matrice Q; nous donne la matrice H; = Q; 1HQ; qui n'a plus la forme (4.13) mais qui
a des bulges. Les détails de l'algorithme QR sont légerement plus simples que dans le
cas symétrique en raison des zéros supplémentaires dans la forme antisymétrique. Cet
algorithme nous donne des résultats similaires au cas symétrique.
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Chapitre 4. L'algorithme SR

4.7.3 Conclusion

Nous avons développé une nouvelle variante de I'algorithme dans [109]. La nouvelle
version préserve les double structures Hamiltonienne et symétriques ou Hamiltoniennes
et antisymétriques en donnant les valeurs propres en paires +A. L'algorithme est robuste
et stable numériquement. Les expériences numériques montrent une convergence cu-
bique lorsque des shift adéquats sont choisis.
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Chapitre

Blind image deconvolution via Hankel
based method for computing the GCD of
polynomials

« Be yourself. Above all, let who you
are, what you are, what you believe
shine through every sentence you
write, every piece you finish»

John Jakes (1932)
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Chapitre 5. Blind image deconvolution via Hankel based method for
computing the GCD of polynomials

Présentation

Dans ce chapitre, un nouveau point de vue est proposé pour déconvoluer une image a
partir de ses versions floues. Dans la z-transformée, 'image désirée peut étre considérée
comme le plus grand commun diviseur polynomial de deux versions déformées. Ce pro-
bleme devient un probleme de détermination du plus grand commun diviseur (PGCD) de
deux ou plus polyndémes a des variables (2D). Le PGCD exact n’est pas souhaitable parce
que, méme une faible variation due a I'erreur de quantification ou du bruit additif peut
détruire I'intégrité du systéme et conduire a une solution triviale. Notre approche pour
ce probleme de déconvolution d’images floues introduit une nouvelle et robuste (2-D)
pour le calcul du PGCD basée sur une approche unidimensionnelle (1-D) via la matrice
de Hankel en se basant sur I'inversion de la matrice de Toeplitz via I’algorithme de Bini ré-
visée puis l'algorithme d’interpolation modifiée. Sachant que l'algorithme de PGCD uni-
dimensionnel via Hankel 4 un cofit compétitif G (n?).

Dans de nombreux problemes, y compris la communication, 'imagerie par satellite,
radar, I'image émise par les avions sans pilot, etc., la sortie se compose d'une entrée sou-
haitée qui a été déformée par une fonction de flouage : comme mouvement de la ca-
méra. Limage finale peut étre représentée comme le résultat de convolution entre I'image
voulue et une fonction de flouage (filtre). Dans toutes ces situations, la déconvolution
d’image consiste a déterminer I'image nette et le filtre.

Dans les méthodes existantes qui traitant ces problémes, Ghiglia (1993) a donné dans
[56] une (2-D) approche systématique. Cet algorithme est tres sensible au bruit, et a une
complexité de calcul de @(n®); pour une image de taille n x n. Une autre méthode qui
se base sur la matrice de Sylvester (2-D), la taille de la matrice de Sylvester est 2n? x 2n?,
ainsi on applique la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) qui est proportionnel au
cube de la taille du cette matrice alors la complexité de 1'algorithme est & (n%). Puis une
autre (voir [92]) approche basée sur la matrice de Sylvester et la FFT cotit @ (n?). En effet,
Il est bien connu que la matrice de Bézout peut également étre utilisée pour calculer le
PGCD de deux polyndémes. Par rapport a la matrice de Sylvester, la matrice de Bézout a
une plus petite taille. Par exemple, la taille de la matrice Sylvester de deux polynomes
avec le méme degré n est 2n x 2n, tandis que la taille de la matrice Bézout est n x n. En
outre, la complexité de déconvolution d'image de taille n x n via la matrice de Bézout (en
2010) est @ (n?log(n)) (voir [77]). De méme notre méthode via la matrice de Hankel et FFT
cofite aussi @ (n?log(n)) mais elle est plus rapide en point du vu temps que la méthode
basée sur la matrice de Bézout.

Ce chapitre est un article en collaboration avec Skander Belhaj, Marwa Dridi et Maher
Moakher publié dans la revue "Mathematics and Computers in Simulation", (voir [13]).
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5.1 Introduction

Blind image deconvolution via Hankel based method for computing
the GCD of polynomials !

Abstract: In this chapter we present an algorithm, that is based on compu-
ting approximate greatest common divisors (GCD) of polynomials, for solving
the problem of blind image deconvolution. Specifically, we design a speciali-
zed algorithm for computing the GCD of bivariate polynomials correspon-
ding to z-transforms of blurred images to recover the original image. The new
algorithm is based on the fast GCD algorithm for univariate polynomials in
which the successive transformation matrices are upper triangular Toeplitz
matrices. The complexity of our algorithm is @ (n?log(n)) where the size of
blurred images is n x n. All algorithms have been implemented in Matlab and
experimental results with synthetically blurred images are included to illus-
trate the effectiveness of our approach.

5.1 Introduction

Blind image deconvolution, which appears in a wide range of applications, such as as-
tronomical imaging [69, 111], remote sensing [32], light microscopy [57], medical imaging
[85], optics [88, 94], photography [115, 121], super resolution imaging [112], and motion
tracking [45], among others, is a classical inverse problem in image processing. During ac-
quisition as data pass through the sensing, transmission, and recording processes, images
can be distorted. A degradation can be also observed as a result of noise and blurring,
which is typically modelled by convolution with some blurring kernel called the Point
Spread Function (PSF).

A grey level image can be represented by a matrix whose dimensions are equal to the
size of the image and whose entries are the intensities, and a colour image can be re-
presented by three matrices which represent the intensities of the Red, Green and Blue
intensities. We have the following relation between the original image matrix P and the
distorted image matrix F : F = P x U + N where U is the blurring matrix and N is the addi-
tive noise matrix.

In [56], Ghiglia, Romero and Mastin have gave a (2D) systematic approach to the pro-
blem of blind image deconvolution. Their algorithm is very sensitive to noise, and has a
computational complexity of @ (n®) operations for an image of size n x n. Kaltofen, Yang
and Zhi [67] have proposed an algorithm based on the Sylvester matrix of size 2n? x 2n?
and the SVD technique with a reduced complexity of @ (n°) operations. This method was
improved by Pillai and Ben Liang [92] with a substantial saving of complexity which is
O (n*) operations.

Recently, Li, Yang and Zhi [77] have introduced an approach using the Bézout matrix
and Fast Fourier transform (FFT). Their algorithm requires about & ( n? log(n)) operations.
Their idea is to solve the problem of blind image deconvolution by computing approxi-
mate greatest common divisors (GCD) of polynomials by using the two-dimensional (2D)

1. Ce chapitre est un article en collaboration avec Skander Belhaj, Marwa Dridi et Maher Moakher publié
dans la revue "Mathematics and Computers in Simulation", (voir [13])
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z-transform [92] which maps the elements of an m x n matrix P to the coefficients of the
bivariate polynomial

p(x,y)=x'-P-y,

where x = [1,x,x%,...,x" YT and y = [1,,)%,...,y" '1T. Hence,
F=P+«xU+N

is transformed to
fxy)=pxyulxy +vixy),

where f(x,y), p(x,y), u(x,y) and v(x, y) are the z-transforms of F, P, U and N, respec-
tively. To recover the original image, we compute p(x, y) the GCD of p;(x, y) and p2(x, y)
corresponding to the z-transform of two distinct blurred images P; and P, of the same

original image P € C™*". Thus, to find the desired bivariate GCD we crucially sample the
polynomials p; and p; in each variable at the DFT points on the unit circle x; = e_znlim,

k=0,1,....m—-1land y; = eim, [=0,1,...,n—1. The GCD of the resulting univariate po-
lynomials is found by using the Bézout-type GCD method [23].

The computation of the approximate GCD of univariate polynomials is beginning
to be studied by Collins and Brown (see [34, 35, 43]) via efficient Euclidean-based me-
thods. Naturally, the classical (exact) GCD algorithm is not desirable because even a small
change, due to the quantization error or additive noise, can destroy the integrity of the
system and leads to a trivial solution. One might think of designing stabilized numerical
versions of the Euclidean algorithm to the approximate case (see [89, 110]).

Several papers have been devoted to describe the natural relation between the Eucli-
dean algorithm and the block LU factorization of the Hankel and Bézout matrices (see
[11, 12, 23, 24, 25, 26, 51, 55]). For more details on this research topic, we refer the reader
to [44, 68, 76,87, 91, 119, 120, 122, 123] and the references therein.

In this chapter, a new point of view is proposed to solve the problem of image de-
convolution from its blurred versions. Our main contribution for this problem is the de-
velopment of a robust two-dimensional GCD algorithm based on superfast techniques
for computing inverses of Toeplitz matrices described in [14, 64, 78] and the techniques
for computing the one-dimensional GCD via Hankel matrices, with a competitive cost of
0 (3n?) operations, introduced recently in [11, 12]. This algorithm for computing the biva-
riate GCD of polynomials via Hankel based method requires only &' ( n? log(n)) operations.

Although the new algorithm requires a similar complexity with respect to the latest
method based on the Bézout matrix [77], the computational time (in sec) is very low. In
addition, our method is successful both from the point of view of the numerical criterion
PSNR? and the visual point of view. Besides, the SSIM ® of the method is in general very
close to 1 with respect to existing methods.

2. The PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio) is most commonly used as a measure of quality of reconstruc-
tion of lossy compression codecs (e.g., for image compression). Typical values for the PSNR in lossy image
and video compression are between 30 and 50 dB, where higher is better.

3. The SSIM (Structural SIMilarity) is a method for measuring the similarity between two images. The
resultant SSIM index is a decimal value between —1 and 1, and value 1 is only reachable in the case of two
identical sets of data.
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5.2 Notations and preliminaries

The outline of the remainder of this chapter is as follows. In Section 2, we introduce
some notations and present classical results. The new bivariate polynomials GCD via a
Hankel matrix is proposed in Section 3. In Section 4, we show the effectiveness of our
method with respect to experimental results on synthetically blurred images collected
from the literature in terms of computation times and numerical criterion (PSNR, SSIM).
Finally, a summary and perspectives of future work are given in Section 5.

5.2 Notations and preliminaries

We start by introducing some notations and giving some necessary tools about Toe-
plitz and Hankel computations which will be used throughout this chapter. Some basic
results are extended.

— K=RorC.

— H(s) € K™ denotes the Hankel matrix associated to a list s of length (2n —1). This
means that the first row is given by the first n terms of s and the last column is given
by the last n terms of s.

— [H(s) € K'"*" denotes the lower Hankel triangular matrix (with respect to the anti-
diagonal) associated to a list s such that the last column is defined by s.

— uH(s) € K"*" denotes the upper Hankel triangular matrix (with respect to the anti-
diagonal) associated to a list s such that the first column is defined by s.

— T(s) e K" denotes the Toeplitz matrix associated to a list s of length (2n —1). The
first row is given by the first n terms of s and the last column is given by the last n
terms of s.

— IT(s) e K" denotes the lower Toeplitz triangular matrix associated to a list s such
that the last row is defined by s.

— uT(s) e K" denotes the upper Toeplitz triangular matrix associated to a list s such
that the first row is defined by s.

— ForpeN,letX, e KP*P; X, = [gi]
Ejrk,j =€k for jk=1,2,..,p.

— Given Pe K™™; p=J,,P'], where J, = [H(1,0,...,0); peN.

— ForaeKand u>0; V(a,u) = (a-p,a+ u) denotes a neighbourhood of a.

7 1> Where all entries of X, are zero except that

5.2.1 1-D z-transform

Definition 5.2.1. Let g(z) = qo+---+ qn_lz”‘l € Klzl, and let Q = (qo, q1,..., qn-1) € K".
Then, q(z) is called the z-transform of Q and denoted by ZT(Q), and Q is called the coeffi-
cient vector of q.

Definition 5.2.2. Let F € K" and G € K™. The convolution of F and G is the element of
K"*™m=1 given element-wise by

min(i,n)
(F*G)(i) = Y F(HGGi+1-j),1<i<n+m-1.

j=maxQ,i+1-m)
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Lemma5.2.1. Let F e K" and G € K. Then the z-transform of the convolution of F and G
is the product of their z-transforms :

ZT(F+«G)=ZT(F)ZT(G).

5.2.2 2-D z-transform

Definition 5.2.3. The two-dimensional z-transform maps the elements of an m x n matrix
Q to the coefficients of the bivariate polynomial

m—1n-1 o
gxy =x"-Q-y= Z Z qi,jx'y! e Klx, yl,
i=0 j=0

m—

wherex=[1,x,x%,...,x 1]T,y: [l,y,yz,...,y”_l]T. Then the matrix

90,0 qo,1 e qo,n-1
q1,0 qi11 qi1,n-1
Q= . ) , . e K™,
dm-1,0 9Im-11 °° Im-1,n-1

can be considered as the coefficient matrix of q(x,y), and q(x,y) is the two-dimensional
z-transform of matrix Q.

5.2.3 Hankel and Toeplitz matrices

We begin this subsection by introducing the following classical results about Toeplitz
and Hankel matrices :

Definition 5.2.4. H = (h;,;) is a Hankel matrix if h; j = hi_, j+x for all positive k, that is,
if the entries of H are invariant under a shift along the anti-diagonal direction. A Hankel
matrix is completely defined by its first row and last column.

Definition 5.2.5. T = (t;,;) is a Toeplitz matrix if t; j = t; 1, j+x for all positive k, that is, if
the entries of T are invariant under a shift along the diagonal direction. A Toeplitz matrix
is therefore completely defined by its first row and first column.

Remark 5.2.1. Toeplitz and Hankel matrices of size n are completely specified by 2n — 1
parameters, thus requiring less storage space than ordinary dense matrices. Moreover, many
computations with Toeplitz or Hankel matrices can be performed faster.

Proposition 5.2.1. [26] The multiplication of a Hankel or Toeplitz matrix of size n by a vec-
tor can be reduced to multiplication of two polynomials of degree at most2n and performed
with a computational cost of O (nlogn).

Proposition 5.2.2. [26] A nonsingular linear system of n equations with Hankel or Toeplitz
matrix can be solved with a computational cost of G (nlog? n).
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n . m .
Theorem 5.2.1. [51] Let u(x) = Y. u;x' and v(x) = Y, vix' be two polynomials in K[x]
i=0 i=0
(K =R orC) of degree n and m, respectively, where m < n. The power series expansion of
the function R(x) = v(x)/u(x) at the infinity : R(x) = Y. hyx~* defines the n x n Hankel
k=0

matrix, H = H(u, v); associated to u(x) and v(x) as

hy hy h3 - - h,
hy  h3 L
H(u,v) = hj”’
By hpep -+ o oo hopel

In addition, every nonsingular Hankel matrix can be viewed as a Hankel matrix associated
to two polynomials.

5.2.4 Approximate block diagonalization of a Hankel matrix

We introduce the approximate block diagonalization of a Hankel matrix presented in
[8, 10].

Lemma 5.2.2. Let h = H (hy, ..., ho,—1) be a square Hankel matrix of order ne€ N* and let p
be a given positive constant. Suppose that hj = €; withe; € V(O,u) for j=1,2,..,p—1 and
h, € V(0,u). Then h has the form

hin hiz )
h=H ey, ...€p-1,hp, ..., hop_1) = , 5.1
(&1 p-1,"p 2n1)(h21 - 6.1)
where
hll = lH(hp)---) th—l) +]pzp) h22 = H(h2p+1y (23] th—l) )
hlZ:H(hp+lr---!hn+p—l;p;n_p)r th :hfz-
We can successively construct from £/ the following two matrices :
— A square lower Hankel triangular matrix # of order (2n- p),
0 0 His
S = lH(hp,..., h2n_1) = 0 hyy hi |, (5.2)
Hs1 hi, hy
where H31 = H13 = lH(hp,..., hn—l)-
— A square upper triangular Toeplitz matrix 7,
i he 43
T = Jon-pI€ =uT (hp,... han1)=| 0 1o 13 |, (5.3)
0 0 133

where t11 = t33 = uT (hp,..., hu-1), toz = Jphi1, s = Ju-phoo, tiz = Ju—phi,, and
3 = Jphia.
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Lemma5.2.3. Let T be a nonsingular upper triangular Toeplitz matrix with non-zero dia-
gonal elements. Then T™' = uT (1, ..., hon— p) and has the following block decomposition

., (T7), (T_i)lz T_i)l?) ' ﬁl Q
T = 0 (T7Y),, (T7Y), [=| 0 &} P |, (5.4)
0 0 (T7)sy 0 0

where
P:T(ﬂzy---,ﬂn;P;n—P), P:]n—ppt]py

—1 -1
o P+ I3y :O(p,n—p)’ h11P+MtH :O(p,n—p)’
5 -1 -1
mP+tp I, = O(n—p,p)! niQ+ P+ 13 I = O(H—p,n—p)'

Theorem 5.2.2. (Approximate block diagonalization of a Hankel matrix)

Leth= H(sl, v €p-1,hp, ..y h2n_1) be an approximate Hankel matrix (i.e., an approxima-
tion of an ‘exact” Hankel matrix H(O, w00, hp, ..., h2n_1)) where €; € V(0,u)
forj=1,2,..,p—1withh, ¢ V(0,u) and

t=uT (hp, .. ipsp-1), t =uT (L1, fin)-
Then , /
bt -1 [ B €
h'=(") ht _( ) n, ) (5.5)
where

—1\¢ -
11 = LH (1o tip) + (132) TpZptyg
—1n\?
Moy ==H (Wps2,-tizn-p) + P'IpZpB €' = (1) JpZpP
Remark 5.2.2. Theorem 5.2.2 gives an approximate reduction for real Hankel matrix. Thus,
ife; =0, Theorem 5.2.2 provides the exact case. To iterate this result, h;,, must be a Hankel
matrix, but although —H (p+2, ..., f2n—p) is a Hankel matrix, P'J, %, P is only a symmetric

martrix. If we choose € very close to zero, we can conclude that Z, ~ 0,, and the process
converges to the exact case. To solve this problem, we can choose

héz = _H(,Up+2, ooy l«l«Zn—p) + 0,
where © is a Hankel matrix built from the first column and the last row of P'J,X , P.

Remark 5.2.3. The key of our approach is based on the superfast techniques described in
[14, 64, 78] for the inversion of a triangular Toeplitz matrix.

5.2.5 Approximate block diagonalization for H(u, v)

Let

n m
ux) =Y upxFand v(x) = Y vpxt (5.6)
k=0 k=0
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be two polynomials with deg (u(x)) = n, deg(v(x)) = m and m < n. The classical Euclidean
algorithm applied to u(x) and v(x) returns a sequence of quotients gy (x) and remainders
i (x), such that

r-1(x) = ux), ro(x) =v(x)

T2 (X) =11 () g (x) =1 (%), k=1,...,K (5.7)

where —ry (x) is the polynomial remainder of the division of rr_, (x) and r¢_; (x) and rg (x)
is the greatest common divisor (GCD) of u(x) and v(x).

We recall the correlation between the approximate Euclidean algorithm applied to two
polynomials #(x) and v(x) and the approximate block diagonalization of a Hankel matrix
[9, 11].

Theorem 5.2.3. Let H(u,v) = H (€], €En—m—-1,Mn—m, - han-1) be an approximate Han-
kel matrix as defined in (5.1) associated with two coprime polynomials in R[x], u(x) =
ZZ:O upx® and v(x) = ZZLO vixk, deg(u(x)) = n, deg(v(x)) = m and m < n. Let

= uT(hn—mr (L) h2n—m—l) ’ t_l =uT (uly !,un) .

Then ~
Jn-mB (q, l)fn—m €'
(e’)t Hw,r) )

JB(4,1) T = Tn-mB (0 1) Tnem + In-m (62) TnemEn-mtss Tn-m>
Hw,)=Hwn+P JnmEamP € =(62) Jn-mEn-mP,

q(x) and r(x) are the polynomials quotient and remainder of the division u (x) / v (x).

() Hwv)t' = (5.8)

where

5.2.6 Univariate polynomials GCD of a Hankel matrix

Let us devise the algorithm for the computation of the approximate polynomials GCD
applied to two polynomials u(x) and v(x) of degree n and m, respectively, with m < n.

Algorithm 5.1 the algorithm for the computation of the approximate polynomials GCD

Given u(x) = X7 u;x" and v(x) = X" jv;x' two polynomials of degree n and m, respec-

tively, where m < n; this algorithm computes the approximate GCD polynomial.

1: Step 1: Construct H(u,v) = H(ey,...,€n-m-1, hn—my ..., hon—-1).

Step 2 : Define an upper triangular Toeplitz matrix t = uT (hy—pm, ..., h2n—m-1).

Step 3 : Compute ¢! via modified interpolation and compute ¢~ H(u, v)t 1.
Step4:Seth), =h'(1:n-m,1:n-m)and hy,=h'(n-m+1:n,n—-m+1:n).

Step 5 : Recover the coefficients of the quotient and the remainder polynomials.

Step 6 : Recursively apply Algorithm 5.1 to h = H(h,(1: m,1) h;,(m,1: m)) and extract
the GCD.

Theorem 5.2.4. The GCD evaluation of two polynomials via Algorithm 5.1 requires G (3n?)
flops.

Remark 5.2.4. Algorithm 5.1 was tested for several non-coprime polynomials and is nu-
merically stable. For more details, see [12].
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5.3 Image deconvolution viabivariate polynomials GCD for
a Hankel matrix

5.3.1 Blind image deconvolution

Blind image deconvolution is the process of identifying both the true image and the
blurring function from the degraded image. Let F be an observed image of an original
image P. The observed image is related to the original image by

F=PxU+N,

where U is the blur and N is an additive noise. Using the ideas of S. Pillai and B. Liang
in [92], when multiple blurred versions of the same scene are available, the problem of
blind image deconvolution can be transformed to computing approximate GCDs of poly-
nomials by the use of z-transforms.

By the two-dimensional z-transform, we map the elements of matrices to coefficients
of bivariate polynomials. Hence, F = P * U + N, is transformed into

f,y)=pxpulxy) +vix,y),

where f(x,y), p(x,y), u(x,y) and v(x, y) are the z-transforms of F, P, U and N, respecti-
vely. Such a model is applicable in all scenarios where the distortion can be modeled as a
linear filter acting on the original image. For example, camera motion and intermediate
medium in satellite photography. Upon degradation, there may be unwanted information
which represents the noise. Thus, the usefulness of an additive noise N in a corrupted
image is natural.

Definition 5.3.1. (Convolution)
Let P an image and D a matrix (filter). By linear filtering, i.e., convolving P and D, we get
a convoluted image Py = P x D.

Definition 5.3.2. (Deconvolution)

Let P, and P, be two blurred images of the same original image P € C"*" , and let D, and
D, be two distinct filters. Then Py = P« Dy and P, = P x D, .

When applying z-transforms and Lemma 5.2.1, we will have p,(x,y) = p(x, y)d,(x,y) and
p2(x,y) = px,)d2(x,y), where p(x,y) = ZT(P) and py(x,y) = ZT (Py), dr.(x,y) = ZT (Dy)
fork=1,2.

5.3.2 Bivariate polynomials GCD for a Hankel Matrix

To find the original image we compute the GCD of two blurred images P; and P, :
p(x,y) = GCD(p1(x, y), p2(x, ).

We assume that deg,(p1) = deg,(p2) = m and deg, (p1) = deg, (p2) = n.
Thus, to find the bivariate GCD we use the univariate GCD via Hankel matrix as follows :
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—2lmi
n be primitive m-th and n-th complex roots of unity, res-
—2kni

pectively. These knots allow the evaluation using the FFT; we substitute x by xy =e™m ,
0 < k<m-1into p; and p,. Then we compute

—2kmi
Let xpy =e m and y;=e

c(xp)p(xk, y) = GCD(p1(xk, ¥), p2 (XK, ¥)).

After that, we evaluate y by using FFT; we get c(xi) p(xk, y;) which we put in a matrix A.
Similarly, we do this with y then we get

d(ypp(x, y)) = GCD(p1(x, y1), p2(x, y1),
which we put in a matrix B. If we assume that aj., = c(x) ! and b;,; = d(y;) ! then

P Xk, Y1) = Qg1 Aks1,141 and p(xg, y1) = biy1Bis1,141-

Therefore
Aks1,1410k+1 — Bk+1,l+1bl+1 =0, (5.9)

which we write in matrix form as :

Ay 0 0 -Bi1,1 0 0
A O 0 0 —Bi 0
Az 0 0 0 0 0
A, O 0 0 0 0 -Bin
0 Agyl 0 —Bgyl 0 . 0 ay
0 Az 0 0 —Ba» 0 :
0 Az ... 0 0 0 0 a
Ty2 : SR : : : : bi" =0. (5.10)
0 Ay, O 0 0 0 —By n :
: : bn
0 0 Am1 —Bma 0 0
0 0 Am2 0 —Bppo 0
0 0 Am3 0 0 0
0 0 cee Am n 0 0 cee _Bm,n

Equation (5.10) is extremely overdetermined homogeneous system and it can be sol-
ved through SVD, such that a solution is given by the eigenvector of the matrix I''T" cor-
responding to the smallest singular value of I'. Then, the estimated Fourier transform of
the original image is given by

1
p(xk, y1) = E(Akﬂylﬂakﬂ + Bi+1,1+1b141), for0<sk<sm-landO0<l<n-1. (5.11)
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By taking the inverse Fourier transform of (5.11), we obtain an estimate of the original
image. Thus, we give the algorithm for computing the approximate bivariate polynomial
GCD algorithm via Hankel matrices as follows :

Algorithm 5.2 The approximate bivariate polynomial GCD algorithm via Hankel based
method

Input: pi(x,y),p2(x,y) € Clx,yl, with deg,(p1) = deg,(p2) = mand deg,(p1)) =

degy( p2) = n.
Output: p(x,y) € Clx, y]: an approximate GCD computed via a Hankel matrix of p; and
p2-

1: Step 1 : Apply the Approximate Univariate Polynomial GCD Algorithm via a Hankel
matrix to compute [p(xg, y;)], where

—2kmi —2lmi
Xx=e m ,0<sk<m-land yy=e

,0<l<n-1.

2: Step 2: Apply inverse FFT to [p(xk, yx)] to compute p(x, y).

Theorem 5.3.1. The algorithm for identifying both the original image and the blurring
functions from blurred images of size nx n when the blurring functions have very low degree
requires © (n?log(n)) flops. Explicitly, Algorithm 5.2 is bounded by G (5n*log(n)) flops.

Proof. Idea on the cost of Algorithm 5.2. The GCD evaluation requires @(3n?) flops.
Thus, Step 1 is bounded by ¢ x @(n?) flops. The very expansive operation in this algo-
rithm is the FFT of the matrix (5.11) which costs @ (n?log(n)) flops (Step 2). So, as a result
the algorithm requires ©'(5 n? log(n)) flops. O

Remark 5.3.1. Algorithm 5.2 is bounded by ©(5n?log(n)) flops which is about half of the
complexity of the method based on Bézout (See [77]).

Remark 5.3.2. In the case where we have only one image, it is easy to consider two distinct
portions from the blurred image. So, we can see that the GCD of the two distinct portions
will be the filter. Since we know the blurring function, we can find the original image. In
the case where we have only one blurred RGB image, we assume that the three channels
have the same blurring function. Hence, we can get Fy = Py * U + N1, F» = P, x U + N, and
F3 = P3 * U + N3. By z-transforms, we have fi(x,y) = p1(x,y) * u(x,y) +vi(x,y), fo(x,y) =
p2(x, y)xu(x, y)+va(x,y) and f3(x, y) = ps(x, y) *u(x, y)+vs(x, y). Then, the blurring func-
tion u(x, y) is now the approximate GCD of fi, f», fs. For more details, see [92].

5.4 Experimental results

The following examples come from the literature on image deconvolution [56, 67, 77,
92]. In the simulations, images will be corrupted by “Salt & Pepper” noise. Also a wide
range of noise levels starting from 5% will be tested. Here, the noise level is fixed to 5%.
Restoration performances are quantitatively measured by the peak signal-to-noise ratio
(PSNR). For simplicity, a 3 x 3 distortion filter constructed randomly via Matlab is used.
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Our algorithm can successfully reconstruct original images from blurred images in few
seconds. We have implemented both Hankel-type and Bézout-type univariate GCD algo-
rithms in Matlab (R2012A). All experiments are ran on an Intel(R) Core(TM)2 CPU T5600
laptop with a 1.83GHz processor and 2046Mb of RAM under Windows.

Example 1. (Reconstructing Gray level Image from two Blurred Images)

In figure 5.1, Figure 5.1a is the original image of Cameraman of size 512 x 512 [77, page 6].
Figures 5.1b and 5.1c are two images built by convolving Figure 5.1a with a 3 x 3 distortion
filter. Figure 5.1e is the image reconstructed in about 0.51 seconds by running Algorithm
5.2. Whereas the time obtained by running the algorithm in [77] (Figure 5.1d) is 1.03 se-
conds.

NG

(a) Original image (c) Distorted image 2

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.1 — Blind debluring from two distorted images.

Example 2. (Reconstructing Gray level Image from two Blurred Images)

In figure 5.2, Figure 5.2a is the original image of size 200 x 200 [62]. Figures 5.2b and
5.2c are two images built by convolving Figure 5.2a with a 3 x 3 distortion filter. Figure
5.2e is the image reconstructed by running Algorithm 5.2 with restoration performances
PSNR = +25.50dB and SSIM = 0.9768. Whereas restoration performances obtained by
running the algorithm [77] (Figure 5.2d) are PSNR = +13.93d B and SSIM = 0.9491.

Example 3. (Reconstructing RGB Image from two Blurred Images)

In figure 5.3, Figure 5.3a is the original image of size 256 x 256 recovered from Matlab da-
tabase. Figures 5.3b and 5.3c are two images built by convolving Figure 5.3a with a 3 x 3
distortion filter. Figure 5.3e is the image reconstructed in about 0.34 seconds by running
Algorithm 5.2. Whereas the time obtained by running the algorithm in [77] (Figure 5.3d)
is 0.57 seconds.
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My L

T

(a) Original image (b) Distorted image 1

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.2 — Blind debluring from two distorted images.

(b) Distorted image 1 (c) Distorted image 2

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.3 — Blind debluring from two distorted RGB images.

Example 4. (Reconstructing RGB Image from two Blurred Images)
In figure 5.4, Figure 5.4a is the original image of size 128 x 128 [77]. Figures 5.4b and 5.4c
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are two images built by convolving Figure 5.4a with a 3 x 3 distortion filter. Figure 5.4e is
the image reconstructed in about 0.048 seconds by running Algorithm 5.2. Whereas the
time obtained by running the algorithm in [77] (Figure 5.4d) is 0.072 seconds.

e
- | s A
E . N
L ; g L _*
(b) Distorted image 1 (c) Distorted image 2

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.4 — Blind debluring from two distorted RGB images.

Example 5. (Reconstructing Grey level Image from one Blurred Image)

In figure 5.5, Figure 5.5a is the original image of size 337 x 337 recovered from [62]. Fi-
gures 5.5b is an image built by convolving Figure 5.5a with a 3 x 3 distortion filter. Figure
5.5d is the image reconstructed by running Algorithm 5.2 with restoration performances
PSNR = +20.05dB and SSIM = 0.6348. Whereas restoration performances obtained by
running the algorithm [77] (Figure 5.5¢) are PSNR = +18.20dB and SSIM = 0.7494.

Example 6. (Reconstructing Grey level Image from two Blurred and Noisy Images)

In figure 5.6, Figure 5.6a is the original image of size 200 x 200 [62]. Figures 5.6b and 5.6¢
are two distorted and noisy images built by convolving Figure 5.6a with a 3 x 3 distortion
filter and by using the additive “salt & pepper” noise. Figure 5.6e is the image recons-
tructed by running Algorithm 5.2 with restoration performances PSNR = +19.43dB and
SSIM = 0.9936. Whereas restoration performances obtained by running the algorithm
[77] (Figure 5.6d) are PSNR = +19.30dB and SSIM = 0.9854.

Example 7. (Reconstructing RGB Image from two Blurred and Noisy Images)

In figure 5.7, Figure 5.7a is the original image of size 200 x 200 recovered from Matlab data-
base. Figures 5.7b and 5.7c are two distorted and noisy images built by convolving Figure
5.7a with a 3 x 3 distortion filter and by using the additive “salt & pepper” noise. Figure
5.7e is the image reconstructed in about 0.31 seconds by running Algorithm 5.2. Whereas
the time obtained by running the algorithm in [77] (Figure 5.7d) is 0.41 seconds.
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(c) Image via Bézout [77] (d) Image via Hankel

FIGURE 5.5 — Blind deblurring from one distorted image.

L N

L

(c) Distorted image 2

(a) Original image

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.6 — Blind deblurring from two distorted and noisy images.
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(b) Distorted image 1

(d) Image via Bézout [77] (e) Image via Hankel

FIGURE 5.7 — Blind deblurring from two distorted and noisy RGB images.

5.4.1 CPU time comparison

It is clear that the Hankel based method and the Bézout based method both require
0 (n%l 0g(n)) operations [77]. Therefore, it is interesting to compare the execution time
necessary for each method.

Name of the image Size of the image Bézout  Hankel

Laure_gray_256.jpg 256 x 256 0.278725 0.199620
Lena_gray_256.tif 256 x 256 0.246597 0.179761
Catherine_gray_256.jpg 256 x 256 0.250656 0.181455
Cameraman_gray_512.tif 512 x512 1.032338 0.511549

TABLE 5.1 — Comparison of the CPU time for gray-level images

In tables 5.1 and 5.2, we give the computational times (in sec) for the two methods
for four different gray level images and four different color images. We observe that the
Bézout method requires about twice time than our approach.

5.4.2 Similarity and PSNR

In Table 5.3, we note that the PSNR of the restored image by our method is successful
both from the point of view of the numerical criterion (PSNR) and the visual point of view.
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Name of the image Size of the image Bézout  Hankel

Lena_color_512.tif 512 x 512 3.061329 1.569268
Lena_color_256.tif 256 x 256 0.592194 0.377097
Laure_color_256.jpg 256 x 256 0.575275 0.395922
Catherine_color_256.jpg 256 x 256 0.578055 0.349498

TABLE 5.2 — Comparison of the CPU time for color images

Example 1 Example 2

SSIM PSNR SSIM PSNR

Hankel 0.9395 +25.50dB 0.9768 +20.14dB
Bézout 0.8151 +20.41dB 0.9491 +13.93dB

TABLE 5.3 — Reconstruction with two blurred images

In order to measure the robustness of the proposed method, Table 5.4 and Table 5.5
show similarity and PSNR of the image of Example 6 with respect to 3 x3 and 11 x 11 fixed
distortion filter (which gives us best results), respectively and a “salt & pepper” additive
noise. The level noise is varied from 10% to 30%.

Noise level SSIM PSNR
Hankel 0.9650 +13.66dB
10%
Bézout 0.8203 +12.34dB
Hankel 0.9674 +10.63dB
20%
Bézout 0.8564 +9.49dB
Hankel 0.9143 +9.48dB
30%

Bézout 0.8997 +9.46 dB

TABLE 5.4 — Measuring performance with a 3 x 3 fixed distortion filter and a “salt & pepper” additive
noise.

To provide a complete analysis of the results, we show the behaviour of the similarity
and PSNR of the image Lena_gray_512.ti f recovered from Matlab with respect to the
additive noise and the size filter, respectively.

In Figure 5.8, we convoluted the original image by a 3 x 3 fixed distortion filter (here, the
choice of the fixed filter is based on a filter which gives us the worst results) and a “salt &
pepper” additive noise with level noise varied from 1% to 21%. In Figure 5.9, we fixed the
“salt & pepper” additive noise to 5% and we convoluted the original image by a random
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Noise level SSIM PSNR
Hankel 0.9086 +12.93dB
10%
Bézout 0.8951 +11.50dB
Hankel 0.8981 +11.24dB
20%
Bézout 0.7476 +9.56 dB
Hankel 0.8270 +9.79dB
30%
Bézout 0.7221 +8.72dB

TABLE 5.5 - Measuring performance with a 11 x 11 fixed distortion filter and a “salt & pepper”
additive noise.

distortion filter varied from 3 x 3 to 21 x 21.

0.96 24
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FIGURE 5.8 — Comparison of the behaviour of the similarity and PSNR with respect to the noise
level

Based on a negligible difference (about 0.05 for SSIM and 1 for PSNR) for the obtained
results, experiments show that our algorithm is the best choice with respect to PSNR and
Algorithm [77] is more better than our algorithm with respect to SSIM. In addition, it is na-
tural to say that the image quality for any blind image deconvolution method deteriorates
when the size filter and the additive noise increase.

5.4.3 Comparative studies with a standard deconvolution method

In this subsection we propose numerical comparisons to evaluate the performance of
the proposed method with respect to the standard deconvolution algorithm. To deblur an
image, our choice is the use of the Matlab function “deconvblind.m”. The blind standard
deconvolution algorithm proposed can be used effectively when no information about
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FIGURE 5.9 — Comparison of the behaviour of the similarity and PSNR with respect to the filter size

the distortion (blurring and noise) is known. Note that the function “deconvblind.m” is
an iterative and computationally-intensive method. We initialized “deconvblind.m” with

“PSF” blur and “Gaussian” noise.

In Table 5.6, we compare the computational time of our method and the standard me-
thod. Table 5.7 and Table 5.8 concern the comparison of the two methods for the PSNR

and SSIM, respectively.

In general, our algorithm restores an image from two blurred image. To allow the com-
parison with the function “deconvblind.m” which needs only one blurred image, we can
take as inputs for our algorithm two same blurred images.

Name of the image size ofimage Hankel “deconvblind.m”
Laure_gray 512.jpg 512 x 512 0.058 0.716
Lena_gray_256.tif 256 x 256 0.071 0.674
Catherine_gray_256.jpg 256 x 256 0.062 0.638
Cameraman_gray_512.tif 256 x 256 0.052 0.766

TABLE 5.6 — Comparison of the CPU time for gray level images

Based on experimental results, we have shown the performance of the proposed me-
thod with respect to the standard deconvolution method. This enables us to implement
competitive solution for a blind image deconvolution problem.
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Name of the image size of image Hankel “deconvblind.m”
Laure_gray_512.jpg 512 x 512 +17.32dB +16.85dB
Lena_gray_256.tif 256 x 256 +18.42dB +18.11dB
Catherine_gray 256.jpg 256 x 256 +17.11dB +16.54dB
Cameraman_gray 512.tif 512 x512 +17.82dB +17.23dB

TABLE 5.7 — Results for PSNR

Name of the image size of image Hankel “deconvblind.m”
Laure_gray_512.jpg 512 x 512 0.963 0.942
Lena_gray_256.tif 256 x 256 0.935 0.902
Catherine_gray 256.jpg 256 x 256 0.944  0.930
Cameraman_gray_512.tif 512 x 512 0.926 0.913

TABLE 5.8 — Results for SSIM

5.5 Conclusion

In this work, we have studied the problem of blind image deconvolution by proposing
a robust algorithm using FFT and a Hankel matrix based on the fast inversion of a trian-
gular Toeplitz matrix via a modified interpolation algorithm. It is true that the proposed
method via Hankel has the same order of complexity O (n? log(n)) compared to its direct
competitor based on the Bézout method [77] but our approach gives a promising result in
point of view of computation time. It would be critical to study the numerical stability and
the errors appearing in the bivariate GCD algorithm via a Hankel matrix. Our algorithm,
based essentially on FFT, has a total cost of @(n?log(n)) arithmetic operations. It would
be interesting to improve the FFT, something which is not at all easy, to design a robust
algorithm with a low complexity. Finally, we can design a specialized algorithm via gene-
ralized Hankel based method for computing the GCD of bivariate polynomials of several
blurred images in a compact way by using the idea introduced in [50].
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Conclusion et perspectives

«Ifyou do not change, you can
become extinct »

Spencer Johnson (1938-2017)

Dans cette these, nous avons introduit des méthodes d’algebre linéaire numérique
pour le calcul des valeurs et vecteurs propres d'une classe importante de matrices struc-
turées.

D’une part, nous avons proposé une version révisée de 1'algorithme SR, qui est un
algorithme de type QR en préservant la structure des matrices Hamiltoniennes, anti-
Hamiltoniennes, symplectiques, etc. Cet algorithme est basé sur la combinaison de la
décomposition SR et la réduction de la matrice en question sous la forme J-Hessenberg.

Ensuite, nous avons présenté des versions améliorées de la décomposition SR en se
basant sur I'algorithme de Gram-Schmidt symplectique et aussi sur une ré-J-orthogona-
lisation afin d’améliorer la perte de la J-orthogonalité.

Egalement, nous avons proposé des versions révisées de la décomposition SR via les
transformations de Householder symplectiques et aussi sur les transformations au sens
de Van Loan (Givens et Householder).

Une étude d’erreur des algorithmes proposés a été aussi introduite.

D’autre part, nous avons montré qu’il est possible de réduire une matrice sous la
forme J-Hessenberg en se basant sur les transformations de Householder symplectiques.
A cet effet, nous avons proposé une version généralisée en montrant la pertinence du
choix des parametres libres pour garantir une meilleure préservation de la J-orthogonalité,
aussi bien que la factorisation. De plus, deux variantes de la réduction sous la forme
J-Hessenberg qui se comportent d’'une maniere similaire a I'algorithme JHESS ont été
introduites.

Une particuliere attention sur les questions de breakdown et near-breakdwon a fait
aussi l'objet d’'une investigation sérieuse dans cette these. Dans ce cadre, nous avons
réussi a élaborer une stratégie tres efficace pour remédier ce genre de problemes.

Par ailleurs, nous avons introduit une nouvelle variante de I’algorithme QR appliquée
aux matrices Hamiltoniennes (symétriques ou antisymétriques) qui préserve leur struc-
ture double pendant la procédure.
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Finalement, et dans un autre cadre de matrices structurées, nous avons proposé un
algorithme rapide pour résoudre le probleme de la déconvolution d’images. Nous avons
introduit un algorithme robuste via FFT (la transformation de Fourier rapide) etla matrice
de Hankel, qui est basé sur le calcul approché de plus grand diviseur commun (PGCD) de
deux polynoémes, pour résoudre le probleme de la déconvolution d’images. Plus préci-
sément, nous concevons un algorithme spécialisé pour le calcul du PGCD de deux poly-
nomes a deux variables. La nouvelle approche est basée sur I'algorithme rapide, de com-
plexité quadratique @ (n?), pour le calcul du PGCD des polynomes unidimensionnels. La
complexité de notre algorithme est @ (n?log(n)) ot la taille des images floues est 1 x n.
Les résultats expérimentaux avec des images synthétiquement floues ont été inclus pour
illustrer I'efficacité de notre approche.

Les perspectives de cette thése sont nombreuses. A titre d’exemple, il s’avere intéres-
sant de réaliser une étude de la propagation des erreurs et la perte de la J-orthogonalité
des algorithmes introduits.

La connexion des nouvelles méthodes symplectiques avec des applications tels que le
probléme du contrdle optimal, 1a résolution de I’équation algébrique de Riccati, la réduc-
tion du modeéle, etc. fera I’objet d'un travail futur.

Il est aussi primordiale de concevoir une version généralisée pour la décomposition
SR par blocs.

Il semble intéressant d’aborder la question de recherche du calcul de PGCD de plu-
sieurs polynémes en se basant sur la matrice de Hankel généralisée (associée a plusieurs
polynoémes). Dans ce cadre, la connexion avec le probleme de la déconvolution d’images
aveugles sera cruciale.
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An upper J-Hessenberg reduction of a
matrix through symplectic Householder
transformations
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that Ry, Ri2, Ros are upper triangular and Rs; is strictly upper triangular
[3, 4]. This decomposition plays an important role in structure-preserving
methods for solving the eigenproblem of a class of structured matrices.

More precisely, the SR decomposition can be interpreted as the analogue
of the QR decomposition [5], when instead of an Euclidean space, one con-
siders a symplectic space : a linear space, equipped with a skew-symmetric
inner product (see for example [7] and the references therein). The orthogonal
group with respect to this indefinite inner product, is called the symplectic
group and is unbounded (contrasting with the Euclidean case).

There are two classes of methods for computing the SR decomposition.
The first lies in the Gram-Schmidt like algorithms and leads to the symplec-
tic Gram-Schmidt (SGS) algorithms. The second class is constructed from
a variety of elementary symplectic transformations. FEach choice of such
transformations leads to the corresponding SR decomposition. Since these
elementary transformations are quite heterogeneous, the SR decomposition
is considerably affected by their choice.

Results on numerical aspects of SGS-algorithms can be found for example
in [7]. These algorithms and their modified versions are usually involved
in structure-preserving Krylov subspace-type methods, for sparse and large
structured matrices.

In the literature, the symplectic elementary transformations involved in
the SR decomposition can be partitioned in two subsets. The first subset is
constituted of two kind of both symplectic and orthogonal transformations
introduced in [6, 12] and a third symplectic but non-orthogonal transforma-
tions, proposed in [2]. In fact, in [3], it has been shown that SR decompo-
sition of a general matrix could not be carried out by using only the above
orthogonal and symplectic transformations. An algorithm, named SRDECO,
based on these three transformations was derived in [2].

From linear algebra point of view, the SR decomposition via SRDECO
algorithm does not correspond to the analogue of Householder Q)R decom-
position, since SRDECO involves transformations which are not elementary
rank-one modification of the identity (transvections), see [1, 5].

In [8] a study, based on linear algebra concepts and focusing on the con-
struction of the analogue of Householder transformations in a symplectic
linear space, has been accomplished. This has led to the second subset of
transformations. Such analogue transformations, which are rank-one mod-
ification of the identity are called symplectic Householder transformations.
Their main features have been established, especially the mapping problem



has been solved. Then, the analogue of Householder ) R decomposition in a
symplectic linear space has been derived. The algorithm SRSH for computing
the SR decomposition, using these symplectic Householder transformations
has been then presented in details. Unlike Householder QR decomposition,
the new algorithm SRSH involves free parameters and advantages may be
taken from this fact. It has been demonstrated how these parameters can be
determined in an optimal way providing an optimal version[9] of the algo-
rithm (SROSH). The error analysis and computational aspects of this algo-
rithm have been studied [10]. Also, recently, a mathematical and numerical
equivalence between modified symplectic Gram-Schmidt and Householder SR
algorithms (typically SRSH or SROSH) have been established in [11]. Com-
putational aspects and numerical comparisons between SGS and SROSH
have clearly showed the superiority of SROSH over SGS.

In order to build a SR-algorithm (which is a @ R-like algorithm) for com-
puting the eigenvalues and eigenvectors of a matrix [13], a reduction of the
matrix to an upper J-Hessenberg form is crucial. This is due to the fact that
the final algorithm we are looking for should have O(n?®) as complexity.

In [2], a reduction of a general matrix to an upper J-Hessenberg form
is presented, using to this aim, the three symplectic transformations of the
above first subset. The algorithm, called JHESS, is based on an adaptation
of SRDECO.

In this paper, we focus on the reduction of a general matrix, to an up-
per J-Hessenberg form, using only the symplectic Householder transforma-
tions (the second subset above). We show how this reduction can be con-
structed. The new algorithm, which will be called JHSH algorithm, is based
on an adaptation of SRSH algorithm. A variant of JHSH, named JHOSH
is then obtained by taking some optimal choice of the free parameters. The
JHOSH is numerically better than JHSH. However, to enforce the accuracy
in the computations, we are led to derive another variant, based in replacing
when possible, each symplectic non-orthogonal transformation by another
one, which is symplectic and orthogonal. This gives rise to JHMSH algo-
rithm and its variant JHMSH2.

In this work, we restrict ourselves to the construction of such algorithms
and the study of their features. Numerical aspects of the new algorithms
and new insights on JHESS algorithm (breakdowns/near-breakdowns and
their prediction, different strategies of curing breakdowns/near-breakdowns,
...) are very important questions and deserve a detailed study in a devoted
work. Nevertheless, we give some illustrating numerical examples, showing



in particular that the algorithms JHESS, JHMSH and its variant JHMSH2
behave quite similarly. Furthermore, all of these algorithms are subject to
a fatal breakdown under the same condition. We sketch out an efficient
way to remedy to such breakdown. The numerical experiments attest of the
efficiency of the approach.

The remainder of this paper is organized as follows. Section 2, is devoted
to the necessary preliminaries. In the section 3, we introduce the method
of reducing a general matrix to an upper J-Hessenberg, based only on the
use of symplectic Householder transformations, which are rank-one modifi-
cation of the identity. Also, we present the different variants, motivated by
numerical considerations. In the section 4, we discuss the numerical aspects
of the algorithms. Thus, an efficient strategy is sketched out for curing fatal
breakdowns. Numerical experiments and comparisons between JHESS and
JHMSH and its variant JHMSH2 are given. We conclude in the section 5.

2. Preliminaries

Let Jy, (or simply J) be the 2n-by-2n real matrix

0, I,

where 0,, and I, stand respectively for n-by-n null and identity matrices.
The linear space R?" with the indefinite skew-symmetric inner product

(z,y); =" Jy (2)

is called symplectic. For x, y € R?", the orthogonality # 1’ y stands for
(z,); = 0. The symplectic adjoint 27 of a vector x, is defined by

v’ =2 (3)
The symplectic adjoint of M € R?"*?* is defined by
M7 = JLM" Jy,. (4)
A matrix S € R?*?F is called symplectic if

S7S = Iy, (5)



The symplectic group (multiplicative group of square symplectic matrices) is
denoted S. A transformation 7' given by

T =1+ cov’ where c € R, v €R” (with v even), (6)

is called symplectic Householder transformation [8]. It satisfies
T'=17'=1—cn’. (7)

The vector v is called the direction of T.
For x, y € R?*", there exists a symplectic Householder transformation 7T
such that Tz = y if x = y or y/x # 0. When y/x # 0, T is given by

1 J
T:IerTx(y—x)(y—x) :

Moreover, each non null vector x can be mapped onto any non null vector
y by a product of at most two symplectic Householder transformations [8].
Symplectic Householder transformations are rotations, i.e. det(T) = 1 and
the symplectic group S is generated by symplectic Householder transforma-
tions.

We recall that a matrix H = { Hy1 Hip

Hy  Ho
when Hyq1, Hoy, Hoo are upper triangular and His is upper Hessenberg. H is
called unreduced when Hs,; is nonsingular and the Hessenberg His is unre-
duced, i.e. the entries of the subdiagonal are all nonzero.

] € R?»2" isupper J-Hessenberg

3. Upper J-Hessenberg reduction via symplectic Householder trans-
formations

3.1. Toward the algorithm

Let {e1,...,ea,} be the canonical basis of R?*" and a € R®*" be a given
vector. We seek for symplectic Householder transformations 77 and 75 such
that

Tia = pey, (8)

for certain p € R and

T261 = e, TQCL = uey + Vénti, (9)



for certain p,v € R. The fact that 75 is a symplectic isometry yields the
necessary condition
(TQQ)J(Tgel) = CLJ€1, (10)

which implies v = a,;1 (the n + 1th component of a) and p is arbitrary. We
get

Theorem 1. Let p # 0, p be arbitrary scalars and v = a,4,. Setting

1 1
v = pe; —a, g = —
Lo ’ a’(per + veny1)

cp = , Ug = uey + vepy1 — a,

N pa’e;’
then

Ty = I + vy ( respectively Ty = I + covavy) satisfy (8) (respectively( 9)).
(11)

Remark 1. Since the n + 1th component of vy is zero, 15 keeps the n + 1th
component of Thz unchanged, for any = € R?". More on the properties of
such transformations 7} or 75 can be found in [9, 10].

We also need the following

Theorem 2. Let v € R?™, with the partition v = [07,u?, 07, wT]|T, where
[u,w] € RO=DX2" for a given integer 1 <i<mn—1 and set v = [u”,w’]".
Consider the symplectic transformations T = I + cov’ and T = I + cot”.
We have

Va € R, VB € RY, Vo € R*%, Vy € R* ™,
T[OzT,xT,ﬂT,yT]T _ [aT,xlT,ﬁT,y/T]T, with [x/T’ y/T]T — T[:L,Tny]T‘
PrOOF. We have v’/[a, 2T, BT, 47T = uly —wTx = [uTwT]J[zTy"]T. Then
x x u x ~
checkeasily{ ,}:[ }%—c{ }[uTwT]J{ ]:T{
Y Y w Yy
Tla™,07, 57,077 = [a 07, 57, 07)""

S

Note that the Theorem 2 remains valid if one takes T instead of 7. This
result, with Theorem 1, constitute the main tool on which the SR factoriza-
tion (based on symplectic Householder transformations) is constructed. We
will adapt this tool for reducing a general matrix to an upper J-Hessenberg
form, based on these symplectic Householder transformations.

6



3.2. The J-Hessenberg reduction : the JHSH algorithm

We explain here the steps of the algorithm by illustrating the general

pattern. Let A € R?"*?" be a given matrix and set A® = A. We will use the
notation A i, jrja)s Airsia,)s A(jrje) 10 denote respectively the submatrix
obtained from the matrix A by deleting all rows and columns except rows i,
until 75 and columns j; until jo, by deleting all rows except rows ¢; until is,
by deleting all columns except columns j; until j.
1. The first step of the algorithm relies in determining a symplectic House-
holder transformation H; (i.e. ¢; € R and v; € R?"), with Hye; = ey, to zero
out entries 2 through n and entries n + 2 through 2n of the first column of
A The vector e; stands for the first canonical vector of R?*. The trans-
formation H; corresponds to the transformation 75, given in Theorem 1. Set
v1 the direction vector of Hy. Since Hie; = e, we obtain vi]el = vael = 0.
Thus the n + 1th component of v; is zero. It follows that for any vector x,
the n + 1th Comgonen‘c of Hix remains unchanged. The direction v, of H; is
given by v; = A(Bl)el + Aggllyl)enﬂ — AE:O’)DenH, where AERU is an arbitrary
given scalar. Notice that we have also H i] e1 = e, and hence the first column
of H, and H{ is e;. Thus, multiplying A on the left by H, leaves unchanged
the n + 1th row and creates the desired zeros in the first column. We get

(1) /(1) (1)
A(l,l) A(I,Q:n) A(l,n+1:2n)
0 Aoy Alnnan,
Al(l) - H A(O) _ 2:n,2:n) 2:n,n+1:2n)
— - A(O) A 0) A 0)
(n+1,1) (n+1,2:n) (n+1,n+1:2n)
0 A A

(n+2:2n,2:n) (n+2:2n,n+1:2n)

The step involves the free parameter Ag?n'

Multiplying H; A on the right by H{ leaves the first column of H;A©® H/
unchanged, and we obtain

(1) (1) (1)
A(l,l) AEl,Z:n) AEl,n—i—l:Qn)
J 0 A é) 2 A ;) 1:2
1 0 n,2:mn m,n+1:2n
AW = H, A )H1 =| 40 AEI) ) AEI) +1:2n)
(n+1,1) Erf)«l»l,Q:n) E;L)«I»l,n+l:2n)
0 A(n+2:2n,2:n) A(n+2:2n,n+1:2n)

The next step consists in choosing a symplectic Householder Hy to zero
out the entries 3 through n, the entries n + 2 through 2n of the n + 1th



B A(l) A(l)
column of AM. To do this, let AW = | = (Em2m) (ot be the
An+2:2n72:n An+2:2n,n+1:2n
the matrix obtained from A® by deleting the first column and the first

and the n + 1th rows. And let Ag)n ) # 0 be an arbitrary given scalar.

We apply Hy = Ip,_y + o002 given by Theorem 1, with @ = [ U2 } —

Wa
Ag)nﬂ)el — A(l)(:,n) € R 2 yy, € R wy, € R*! where e; stands for
the first canonical vector of R?"~2. We obtain
"(2) (2) (2)
A((Zé)Qn) A(27n+1) A((QQ,’;l—FQIQTL)
P2 oA / /
A( ) = HQA( ) = A((32;1,2n) 0 A((?)2:;1,n+2:2n)
/ /
A(n+2:2n,2:n) 0 A(n+2:2n,n+2:2n)

The transformation ﬁg corresponds to the choice T} in Theorem 1. Setting
0

Hy = Iy, + covavy’, with vy = 82 € R?" then H, is a symplectic

W2
Householder transformation. Using Theorem 2, we get

[ Ag?l) Ag?Zn) A(i?n-‘rl) Ag?n—l—Qﬂn) ]
0 A/((22,)2n) A(g,)nJrl) A/((22,2L+2:2n)
Al(2) = HQA(l) = O A,(Z’>2:Zz,2:n) 0 A/(32:31,n+2:2n)
Agg)Jrl,l) A(71L)+1,2:n) A§71L)+1,n+1) A(;)ﬁ»l,n+2:2n)
L 0 A,((n2—)&—2:2n,2:n) 0 A/(('r?—)l—2:2n,n+2:2n) A

H, leaves the first and the n + 1 th rows of HyA® unchanged. It leaves
the first column of H,A™ unchanged, and creates the desired zeros in the
column n + 1.

The multiplication of HyA™ on the right by Hj leaves the first and the
n + 1th columns of Ho AW Hy unchanged. We obtain



[ Aty Agf?gm) A A??Mm '
0 Agg?zn) A(g?n—l—l) Agg?nwan)
A® = H2A(1)Hé] =10 Ag?;?n,Q:n) 0 AE;:)n,n-i-Q:Qn)
AESL)+1,1) AEZ)Jrl,&n) AE;)H,nH) En+1,n+2:2n)
| 0 A(?—i—Z:Qn,Z:n) 0 A(?+2:2n,n+2:2n) i

It is worth noting that Hse; = ey and Hse,1 = €,41. Thus the first column
(respectively the n + 1th column) of Hy and Hy is e; (respectively e,41).
In the next step, we want to zero out the entries 3 through n and n + 3
through 2n of the second column of A and the entries 4 through n and n+3
through 2n of the column n+2 of A®. Let A® be the matrix obtained from
A® by deleting the first, the n + 1th rows, and the corresponding columns,

(2) (2)
ie A(2) _ AgQ:n,Q:n) A 2:n,n+2:2n)
. = A 2) A 2
(n+2:2n,2:n) (n+2:2n,n+2:2n)

2. We apply now exactly the same two steps of 1., to the new size re-
duced matrix A®. In other words, we choose a symplectic Householder
transformation Hs, which means to compute a vector o5 = [uf, wl]” with
us € R" 1, ws; € R"! and a real c3 such that Hy =1+ 03173175{ zero out the
entries 2 through n—1 and the entries n+1 through 2n—2 of the first column
of A® with Hse; = e; € R?"2. Here e, stands for the first canonical vector
of R2"2, The transformation Hj corresponds to the transformation 15, in
Theorem 1. Let e,, denote the nth canonical vector of R?"~2. The direction
vector U3 of Hs is given by 3 = Ag?mel +A®(n,1)e, — AP (:, 1), where Ag?z)
is an arbitrary non zero scalar. Hj leaves unchanged the nth row of H3A®.
We get

(3) /(3) 1(3)
A(2,2) A(Q,S:n) A(27n+2:2n)
VB _ i A2 0 A,(?f) 3: A/(;) 2:2
A6 — [,4® n,3n) n42:2m)
AD L, A A?
(n+2,2) 5&—;-2,3:71) /((7;))—;-2,71—&-2:211)
0 A(n+3:2n,3:n) A(n+3:2n,n+2:2n)

Remark that the nth component of 93 is zero. Take now vz = [0 ul|0 wl]”
and set Hy = I + 03?)303‘,] . Then Hj is obviously a symplectic Householder

transformation of order 2n. The components 1, n+1 and n+2 of v3 are equal
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to zero. Thus Hj leaves the rows 1, n + 1 and n + 2 of H3A® unchanged
and satisfy Hs(ey) = ey, Hzes = e and Hze, 1 = €,41. Thus

Hj leaves the first and the n+ 1th columns of H3A® unchanged and zero
out the entries 3 through n and the entries n + 3 through 2n of the second
column.

We have
[ 4D 2 (2 (1) &) T
A(l,l) A%Sm A((léfzn) A %Sn+1) A((lé;z+2:2n)
/
0 0 Al 0 A’
1(3) _ (2) _ 3:n,3:n) (3:n,n+2:2n)
A= HAD =1 o0 AW >
(n+1,1) EEL)JrIQ) gg;rl,S:n) (n+1,n+1) E;L)«I»l,n+2:2n)
0 A(n+2,2) A(&—;—Q,&n) 0 A(&—;—Z,n—l—Q:Qn)
!
| 0 0 A(n+3:2n,3:n) 0 A/(n+3:2n7n+2:2n) |

The transformation Hy leaves the column 1, 2 and n + 1 of H3A® HY
unchanged since H{ (e;) = €1, Hjey = e3 and Hie, 1 = e,1. We get

[ 4 () ®3) (1 ) T
A(l 1) AE;)BQ) AE;’SBn) A %Sn—&-l) Agé,)n—i-Q:Zn)
0 A(2,2) Agssm) A(2,n+1) Ag,)nw:zn)
0 0 Al s 0 Alsmnt2:2n
AV = HAPH] = | o e G o e
(n+1,1) E;L)Jrl 2) Eg)JrLS:n) (n+1,n+1) gg)«#I,nJrQ:Qn)
0 A(n+272) AEn+2,3:n) 0 Agn)—&-Z,n—i-Q:Qn)
3 3
L 0 0 A(n+3:2n,3:n) 0 A(n+3:2n,n+2:2n) |

Now, deleting the rows 1,2, n + 1, n + 2 and the columns 1, 2, n + 1 of

~ A(3) A(3)
A®) and setting A®) = s gy 2:2n) , we find ¢4 € R
A(n+3:2n,3:n) A(n+3:2n,n+2:2n)

and U4 = [Z;l} , with ugs € R"2 and ws € R™ 2 such that the action of
4

H4 =1+ C4?~)4U~4J gives

1(4) (4) "(4)

) . A/((Z’Z)Q?)n) A(3,n+2) A/((?z;t-l—&?n)

AN = HAY = A,((ﬁ?’gm) 0 A,(Elzi?’n+3:2n)
A(n+3:2n,3:n) 0 A(n+3:2n,n+3:2n)
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The coefficient AE?’) +2)

then the transformation H, = I + cyu4v] leaves unchanged the rows 1, 2,
n+1,n+2and columns 1, 2, and n+ 1 of A’® = H,;A®) and creates the
desired zeros in the column n + 2. We obtain

is an arbitrary chosen scalar. Taking v, =

00 ul|00wl]”

A8)1) A?)z) Agi)?, n) A(Pnﬂ) Agi)nw) AE?n-ﬁ-S 2n)
0 A(g?Q) A(g?&n) A(g?n+1) Agg,)nw) A(g)n+3:2n)
0 0 A/gg?&n) 0 A(g?mz) Algg n+3:2n)
AW =0 0 A O 0 A o
AE?L)HJ) AEZ)JAQ) Agill,?; n) Agi)ﬂ,nﬂ) gi)ﬂ,nm) Ei+1,n+3:2n)
0 A(i)+2,2) A(731)+2 3:n) 0 A(i)+2,n+2) A(i)-i-Z,n—FSQn)
0 0 A,(n+3 :2n,3:n) 0 0 A/(n+3 2n,n+3:2n)

Hj leaves unchanged the first, the second, the n + 1, n + 2 columns of
AW = HA® H] since H (e;) = e; fori =1,2,n+ 1, n + 2. Hence, we get

[ Aﬁ?n A;?Q) A?)s n) A(Pn-i-l) A?)mz) A?)nm 2n) ]
0 A(g?z) E2 3:m) A(g?nJrl) Agg?nw) 22 ;n+3:2n)
0 0 Ags 0 A(g?nﬂ) Ags n+3:2n)
AW =10 0 Agi 3in) 0 0 Ag4 n,n+3:2n)
AE’?L)-FLI) A?L)H,Q) AEn+1 3:n) A&)—H,n—&-l) A?)Jrl,mrz) Agn+1 n+3:2n)
0 A(i)+2,2) AEn+2 3:n) 0 A(i)+2,n+2) Agn+2 n+3:2n)
L 0 0 A(n+3 2n,3:n) 0 0 A(n+3 :2n,n+3:2n)

3. The jth step is now clear. It involves two sub-steps. The first consists in
finding Hj;_1 , i.e. the scalar cy;_; and the vector vy;_; such that Hy; ;1 =
I+ czj_lvgj_lvgj_l leaves the rows 1,...,7 — 1, therows n+1,...,n+ j, the
columns 1,...,j — 1, and the columns n+ 1,...,n + j — 1 of Hy; 1 A%~2
unchanged and zero out the entries j 4+ 1 through n and the entries n 4 j +1
through 2n of the jth column. The vector vy;—; € R?" has the structure
Vj—1 = [OT,U%}_DOT,U}%;_JT, with Ugj—1 € Rn—j—&-l’ Waj—1 € R™»7+1. The
first component of wy;_; is zero.Thus Hyj_1e; = e; for ¢ = 1,...,7 and for
i=n+1,...,n+j— 1. The jth column Hy; ;A%~2(: j) is transformed as
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follows

ABZ(1 5 1, 5) {i -1}

ABZ(, ) {1}
ngflA(Qj_z)(i,]) = 0 {TL —j} .

AP (n+1:n+7,5) | {i}

0 {n—Jj}

The entry A%~V (j, 5) is a free parameter.

The multiplication of Hy; 1 A= on the right by Hé]jfl leaves the columns
1,...,j, and the columns n + 1,...,n + j — 1, of Hy A% 2HJ | un-
changed. The coefficient cy;_;, the vector vy;_; and hence the symplectic
transformation Hy;_; are simply and explicitly given by Theorem 1. The ma-
trix AZ-1 = ng,lA(zj_Q)HQijl has the desired form. Let us set lflgj,l =
I + CQj—162j—11~1§]j_17 ’(N)Qj_l = [U%}_l,w%}_l]T, where [Ugj_l,UJQj_l] € RanQ s
with a; = n—j 41 and A®=2)(:, j) the jth column of A=) obtained from
A®i=2)(: j) by deleting the rows 1,...,j—1and rows n+1,...,n+j—1. We
obviously obtain Hy; 1 AZ=2(:,j) = AZ=V(j, j)er + A% (n + j, j)ea,+1.
Here €, and e, 1 denote the first and the a; + 1th canonical vectors of R2?%.

In a similar way, the second sub-step consists in finding Hsy; , i.e. the
scalar cy; and the vector vy; such that Hy; = I + cszijzJj leaves the rows
1,...,4, the rows n + 1,...,n + j, the columns 1,...,4, and the columns
n+1,...,n+j—1of HyA%~Y unchanged and zero out the entries j + 2
through n and the entries n + j + 1 through 2n of the n + jth column.
The vector vy; € R*™ has the structure vy; = [07, ugj,OT, w2T]-]T, with ug; €
R"7, wy; € R"7. Thus Hyje; =e;fori =1,...,7and fori =n+1,...,n+j.
The n + jth column of Hyj A%~V (:,n + j) is transformed as follows

ABED(1 2 on+ ) {j}
A®)(j+1,n+ ) {1}

Hyy A% D(n4+4)= 10 {n—j—1}.
AU D+ 1:n+jn+j) | {j}
0 {n -3}

The entry A®)(j +1,n + j) is a free parameter.

The multiplication of Hy; A®~1) on the right by Hj; leaves the columns
1,...,j, and the columns n+1,...,n+ j, of Hy; A%~V HJ unchanged. The
coefficient cy;, the vector vo; and hence the symplectic transformation Hoy;
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are explicitly given by Theorem 1. The matrix A®) = Hy; A=Y H{; has
the desired form.

Let us set ffgj =1+ ngf)zjf)‘zjj, with 0y; = [ugj,ng]T, where [ug;, ws;] €
R%*2 3, =n—jand A%~V (: n+j) the n+ jth column of A®~1 obtained
from A=V (:, n+7) by deleting the rows 1, ..., j and rows n+1, ..., n+j. We
obviously obtain Hyj A%V (:;n+ 5) = A®)(j + 1,n + j)e;. Here e, denotes
the first canonical vector of R?%-

Thus, it is worth noting that each step j involves two free parameters
AZ=D (5 5) and A®)(j+1,n+ j), and that these parameters are located as
highlighted above, in the corresponding symplectic Householder transforma-
tions Hy;_1 and Hy; (or equivalently f[zj_l and ﬁgj ).

At the last step (the n — 1th step), we obtain
Hyp_y.. . HyH\A(Hyp_y ... HyHy)! = { gi Z;z
Hyy, Hy, Hyy upper triangular and Hy, upper Hessenberg. We get A =
STHS with S = Hs,_5 ... H,. The entries of the diagonal of H;; are the free
parameters A=V (5, 5), ie. Hy1(j,7) = A%=Y(j,5) for j = 1,...,n. Also,
The entries of the sub-diagonal of Hyy are the free parameters A% (j+1,n+
§), ie. Hip(j+1,75) = A@(j+1,n+j) for j =1,...,n — 1. We propose
here the algorithm in its general version, written in pseudo Matlab code, for
computing the reduction of a matrix to the upper J-Hessenberg form, via
symplectic Householder transformations (JHSH algorithm).

| = e roven ity

Algorithm 3. function [S,H/=JHSH(A)
twon = size(A(:,1)); n = twon/2; S = eye(twon);
forj=1:n-1
J = [zeros(n —j+1),eye(n — j+1); —eye(n — j + 1), zeros(n — j + 1)];
ro=[j:n,n+j:2n]; co=1[j:n,n+7j:2n;
[c,v] = sh2(A(ro, j));
% Updating A :
A(ro,co) = A(ro,co) + cx v (v * J x A(ro, co));
A(:,co0) = A(:, co) — (A(:, co) * (cxv)) x v * J;
% Updating S (if needed):
S(ro,2:end) = S(ro,2:end) +cx (v*v')* Jx S(ro,2 : end);
J = [zeros(n — j),eye(n — j); —eye(n — j), zeros(n — j));
ro=[j+1:nn+7+1:2n];
[c,v] = sh1(A(ro,n + j));
% Updating A:
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A(ro,co) = A(ro,co) + cx v * (v x J x A(ro, co));

A(:, co0) = A(:, co) — (A(:, co) * (cxv)) * v % J;

% Updating S (if needed):

S(ro,2 :end) = S(ro,2 : end) + ¢ * (v*v') x J * S(ro,2 : end);
end

end

Algorithm 4. function [c, v/ = shi(a)
%compute ¢ and v such that Tia = peq,
% a=lay,...,a)
%p is a free parameter, and Ty = (eye(twon) + ¢ x v *x v * J);
twon = length(a); n = twon/2;
J = [zeros(n), eye(n); —eye(n), zeros(n)l;
choose p; aux = a; — p;
if auxr ==
¢ =0; v = zeros(twon, 1); %T = eye(twon);
elseif api1 == 0
display(’division by zero’);
return

else
a aux
v=—;c=——"—v(1)=1;
aux P X Gpiq
end

end

Algorithm 5. function [c, v] = sh2(a)
%compute ¢ and v such that Tye; = ey, and Tya = pe; + ve, 1,
% is a free parameter, and Ty = (eye(twon) + c*x v *xv' x J);
% a=lay,...,as
twon = length(a); n = twon/2;
J = [zeros(n), eye(n); —eye(n), zeros(n)l;
ifn ==
v = zeros(twon, 1); ¢ = 0; %T = eye(twon);
else
choose ;
V= 0anp41;

if v ==
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display(’division by zero’)
return

else
1

v=pe +ve, —a, c= ———;
Any1(ar — )

end
end

3.3. JHOSH, JHMSH algorithms

From an linear algebra point of view, JHSH is the analogue in the sym-
plectic case, of the algorithm performing the Hessenberg reduction of a matrix
via Householder transformations in the Euclidean case. Recall that JHSH
involves two free parameters at each step. The question is then how these
free parameters can be chosen? In the sequel, we show how one can take
benefit from these free parameters in some optimal way. In order to get
an algorithm numerically stable as possible, the free parameters are chosen
so that the symplectic Householder transformations used in the reduction
have minimal norm-2 condition number. The choice of such parameters is as
follows [9] :

Theorem 6. Let a = [ay,...,as,] € R*" be a given vector and {ey, ..., ez}

be the canonical basis of R*™. Take p = sign(ay)|ally, p = a1 £ & and
2n
Z a?. Setting

i=2,i#n+1

1 1

v =pep —a, ¢ = —

! ' ? a’(pey + ven 1)

V= apsi1, with & =

1 = , Vg = ey +vepp1 — a,

paley’
then
Ty = I + vy ( respectively Ty = I + cyvavy) satisfy (8) (respectively( 9)),

(12)
with Ty (respectively Ty ) has the minimal norm-2 condition number.

PROOF. See [9].

For these choices of the free parameters, we refer to T} (respectively T5) as the
first optimal symplectic Householder (oshl) transformation (respectively the
second optimal symplectic Householder osh2) transformation. This optimal
version of JHSH is referred to as JHOSH algorithm and is given as follows :
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Algorithm 7. function [S,H/=JHOSH(A)
replace in the body of JHSH the sh1 by oshl and sh2 by osh2.
end.

The pseudo code Matlab of oshl and osh2 is a follows

Algorithm 8. function [c, v] = osh1(a)
twon = length(a); n = twon/2;
J = [zeros(n), eye(n); —eye(n), zeros(n)l;
p = sign(a(1)) = [lall2; aux = a(1) — p;

if auxr == 0

c=0; v =zeros(twon,1); %T = eye(twon);

elseif a1 == 0

display(’division by zero’);

return

else )

U:L; c= 4% ;ou(l) =1,
aux X

%NT = (eye(twon) + cx v v * J);

end

end

Algorithm 9. function [c, v/ = osh2(a)
twon = length(u); n = twon/2;
J = [zeros(n), eye(n); —eye(n), zeros(n)l;
ifn ==
v = zeros(twon, 1); ¢ = 0; %T = eye(twon);
else
I'=[2:n,n+2:twon]; £ =norm(a(l));
if & ==
v = zeros(twon, 1); ¢ =0; %T = eye(twon);
else
V= Gnt1;
ifv==20
display(’division by zero’)
return
else

v=—a/& v(l)=1;v(n+1)=0; c=¢/v;
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%NT = (eye(twon) + cx v *v' % J);
end
end
end
end

We have seen that the symplectic Householder transformations used in JHOSH
algorithm have minimal norm-2 condition number, and thus numerically,
JHOSH presents a significant advantage over JHSH. However, all these sym-
plectic Householder transformations are not orthogonal. It is well known
that it is not possible to handle a SR decomposition using only transfor-
mations which are both symplectic and orthogonal (see [3]). Nevertheless,
we will show that half of them (all the transformations Hy; above) may be
replaced by specified transformations which are both orthogonal and sym-
plectic. Furthermore, we will show that the two type of orthogonal and
symplectic transformations, introduced by Paige et al. [6, 12] can be used to
replace the symplectic transformations Hs;, to zero desired components of a
vector. The first type is

b 0) — ( giag(lkhp) giag(]k—lap) ) , (13)

where
P =1 2ww” /w'w, weR" 1

The transformation H(k,w) is just a direct sum of two ”ordinary” n—by—n
Householder matrices [14]. We refer to H(k,w) as Van Loan’s Householder
transformations. The second type is

J(k,c,s): (EYS 2)7 (14)
where ¢? + s? = 1, and
C = diag([kflacy Infk)a

S = diag(0g—1,5,0p_p).

J(k, ¢, s) is a Givens transformation, which is an ”ordinary” 2n-by-2n Givens
rotation that rotates in planes (k,k + n) [14]. We refer to J(k,c, s) as Van
Loan’s Givens rotation. Van Loan’s Householder and Givens transformations
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are both orthogonal and symplectic. It is worth noting that for ¢ # k and
i #n+k, we have J(k,c,s)e; = e;. Also, we have J(k,c, s)e, = cex — Senik
and J(k,c, $)e ik = sexptceniy. Thus, J(k, ¢, s) leaves unchanged all the rows
of J(k,c, s)a except rows k and n + k. It is obvious also that H(k,w)e; = ¢;
fore =1,....k—1and ¢ = n+1,...,n + k — 1. The modification of
the even sub-steps of JHOSH (or JHSH) algorithm is as follows. Let A =
[a1,. .., Gn, Qnyt, - .., Q2] € RZ™?" be a given matrix and set A® = A. The
first sub-step is obtained by creating the desired zeros in the first column,
via the H; as above. The updated matrix is A, Now, for creating the
desired zeros in the column n 4+ 1 and keeping the first column unchanged,
we shall use the Van Loan’s transformations, instead of Hy. For k =n,...,?2,
we compute J(k,c,s) such that a zero is created in position n + k in the
n + 1th column of J(k,c,s)AM. The first column as well as the already
created zeros in the current n + 1 column of A®) remain unchanged. The
first and the n+1th columns of J(k, ¢, s) A leave unchanged when the latter
is multiplied on the right by J(k, ¢, s)”. The matrix A1) is then updated with
A® = J(k,c,5) AN J(k, c,5)T. So the entries at positions n+2,...,2n in the
n+1 column of A® are zeros. Now, we compute w so that the action of Van
Loan’s Houscholder in the product H(2,w)A® creates zeros in the positions
3,...,n in the n + 1 column. The first column of H(Q,w)A(Q) as well as
the already created zeros remain unchanged. The transformation H(2,w)
leaves unchanged the first and the n + 1 columns of the updated matrix
A® — H(2, w) A H (2, w)T.

At the jth step, the first sub-step is obtained by creating the desired zeros in
the jth column , via the Hy; 1 as in JHOSH. The updated matrix is A®~1).
Now, the desired zeros in the column n + j are created by using the Van
Loan’s givens rotations, instead of H;. For k = n,...,j + 1, we compute
J(k,c, s) such that a zero is created in position n + k in the n + jth column
of J(k,c,s)A®~Y, The columns 1,...,7 and n 4+ 1,...,n +j — 1 as well
as the already created zeros in the current n + j column of A~ remain
unchanged. The columns 1,...,5 and n 4+ 1,...,n + j of J(k,c,s) A%~V
leave unchanged when the latter is multiplied on the right by J(k,c, s)T. The
matrix A=Y is then updated with A®) = J(k, ¢, s) A=Y J(k, ¢, s)T. So the
entries at positions n + j 4+ 1,...,2n in the n 4 j column of A% are zeros.
Now, we compute w so that the action of Van Loan’s Householder in the
product H (7, w)A(Qj) creates zeros in the positions j+2,...,n in the n+ jth
column. The columns 1,...,7andn+1,...,n+j — 1 as well as the already
created zeros in the current n -+ j column of A/ remain unchanged. H(j, w)
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leaves unchanged the columns 1,...,7 and n+ 1,...,n + 5 of the updated
matrix A®) = H(j,w)A®) H(j,w)". We obtain the following algorithm

Algorithm 10. function [S,H/=JHMSH(A)
twon = size(A(:,1)); n = twon/2; S = eye(twon);
for j=1:n-1
J = [zeros(n—j+1),eye(n—j+1); —eye(n—j+1), zeros(n—j+1)];
ro=1[j:n,n+j:2n]; co=[j:n,n+j:2nl;
[c,v] = 0sh2(A(ro,j));
% Updating A :
A(ro,co) = A(ro,co) + cx v (v x J x A(ro, co));
A(:,co) = A(:, co) — (A(:, co) x (cxv)) * v * J;
% Updating S (if needed):
S(:,co0) = S(:,c0) — cx (vxv") x J % S(:, co);
fork=2n:n+j+1,
[C, 5] = vlg(k,A(:,n+j)),
% Updating A:
A(k, co) e s A(k, co) _
[A(n—i—k,co) ] N [ —s c} [A(n—i—k,co) ] ’
[ A(LKk) AG,n+k) ] =[ AGk) A(:,n+k)}{ R };
% Updating S (if needed):
[ SC,k) SGn+k) ] =[SCk) SCn+k)] { z C_S ] ;
end
ifj<n—2
[Bw]=vlh(j+1,A(:;n+j));
% Updating A:
A(j+1:n,c0) =A(j+1:n,c0) — Bxwxw * A(j+1:n,co)
A(j+14n : 2n,co) = A(j+1+4n : 2n, co)—Pxwxw'« A(j+1+n : 2n, co);
A(Lj+1:n)=A(G7+1:n)=BxA(G, 7+ 1 :n)wxw
A(,n+j+1:2n)=A(,n+j+1:2n)—FxAG,n+7+1:n)wxu';
% Updating S (if needed):
S(tj+1:n)=5G7+1:n)—F*S:j+1:n)w*xu;
Stn+j+1:2n)=St,n+j+1:2n)—BxSE,n+j+1:n)wxw'
end

end
end
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Algorithm 11. function/c,s/=vlg(k,a)
% a=la,...,a).
twon = length(a); n = twon/2;
S
ifr=0thenc=1; s =0;
Qg . An+k

else c=—; §s= ;
r r

end

Algorithm 12. function/s,w/=vih(k,a)

% a=lay,...,a).

twon = length(a); n = twon/2;

% w = (w17 s 7wn*k+1>T;
n—k+1

2 )
= E Qitk—15
i=2

r=/ai +r1;
wy = ay, + sign(ag)r;
Wi = Qg1 fori=2,....n—k+1;

2 ) _ A,
r=wi+ri; ﬁ—;,

%P =1 — Bww”; (H(k,w)a); =0 fori=k+1,...,n.
end

4. Discussion, numerical experiments

4.1. Curing breakdown

In this work, our goal was to introduce an new algorithm for computing
a J-Hessenberg reduction of a matrix, via symplectic Householder transfor-
mations, which are rank-one modification of the identity. We showed how
this reduction may be handled. The reduction process involves free parame-
ters. We outlined how some optimal choice can be done, which gave rise to
JHOSH algorithm. In order to enforce accuracy, we succeed to modify the
JHOSH algorithm, by replacing half of the involved symplectic transforma-
tions with other transformations, which are both orthogonal and symplec-
tic. This gave rise to JHMSH algorithm, which behaves with satisfactory
properties and is better than all the previous ones. The algorithms JHESS
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as well as JHSH and its different variants JHOSH, JHMSH, JHMSH2 may
meet breakdowns/near-breakdowns. Such breakdowns/near-breakdowns oc-
cur exactly in the same condition for all these algorithms. This gives rise to
very important questions concerning for example the different strategies for
curing, when it is possible, such breakdowns/near-breakdowns. An extended
and detailed study is needed. This will be the focus of a forthcoming paper.
Nevertheless, we sketch out here an very efficient way to cure such break-
down (near-breakdown), as attested by the following numerical experiments.
In the literature, to our knowledge, only the JHESS algorithm is used to per-
form a J-Hessenberg reduction of a matrix, with symplectic transformations.
When one applies JHESS, as presented in [2], to a matrix A for which, a
fatal breakdown is encountered, the algorithm breaks. As consequence, no
J-Hessenberg reduction is obtained. Furthermore, the S R-algorithm can not
be executed. Such fatal breakdown is not necessarily incurable. To overcome
this serious difficulty, we introduce the following idea : instead of applying
JHESS (respectively JHMSH, JHMSH?2) directly to A, one builds a similar
matrix S™1AS for which the J-Hessenberg reduction exists. For an efficient
design of the algorithm, the matrix S for which we are looking for must be
symplectic (for preserving structures) and orthogonal (for accuracy). Also,
S must be such that the similarity transformation S™'AS does not destroy
the already created zeros in A and the cost for computing the matrix S—tAS
should be very negligible, say O(n). We are led to an algorithmic choice of
S, that we implemented in the modified versions of all algorithms. Thus,
JHESS incorporating this modification will be refereed to as MJHESS, and
as JHM2SH and JHM?2SH2 for JHMSH and JHMSH?2 respectively. Details
on this strategy for curing breakdowns and related topics will be the focus
of a forthcoming paper.

4.2. Numerical experiments

We propose here some numerical examples in different situation, allowing
us the comparison between the different algorithms.

Example 1: Let us take A = randn(2n) and run JHESS, JHMSH,
JHMSH2, JHOSH. One can observe that JHESS, JHMSH, JHMSH2 pro-
vide sensibly similar results, with a significant disadvantage for JHOSH. No-
tice also that injecting the Van Loan’s Givens transformations before apply-
ing osh2 in the algorithm JHMSH2 enforce only moderately the accuracy
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Loss of J-orthogonality HI — SJSH,)

2n

JHESS

JHMSH

JHMSH?2

JHOSH

2.2377e — 16

5.0453e — 16

1.5701e — 16

1.3878e — 16

1.2362¢ — 15

1.0314e — 14

7.2445e — 15

7.8665e — 15

1.1262¢ — 15

4.4185e — 15

2.0318e — 15

8.2489%¢ — 15

10

5.5159e — 15

6.6951e — 14

6.1371e — 14

2.3061e — 13

12

8.3091e — 15

8.3005e — 13

1.2185¢ — 13

7.7104e — 13

14

5.5932e — 14

4.5568e — 13

3.8058e — 13

8.9718e — 11

16

1.4082e — 14

2.0836e — 13

9.2822¢ — 14

5.9120e — 12

18

2.8530e — 14

1.5159e — 12

4.1867e — 13

1.8129e — 10

20

1.5660e — 13

8.1831e — 11

2.4944e — 11

1.9407e — 09

22

1.6207e — 14

3.0169¢ — 13

3.8383e — 13

8.4138e — 11

24

6.5797e — 14

9.3572e — 12

8.3027e — 12

8.0934e — 09

26

1.2295e¢ — 13

3.9518e — 11

5.5587e — 12

1.0048e — 05

28

4.5993e — 14

1.6715e — 12

1.1331e — 12

1.6731e — 09

30

6.1491e — 13

5.9323e — 11

1.1910e — 11

2.8166¢e — 05

Table 1: Loss of J-orthogonality, A = randn(2n).

compared to JHMSH. The loss of J-orthogonality and the error in the J-
Hessenberg reduction, for the different algorithms, are displayed in Table 1
and Table 2 respectively.

Example 2: Let us now consider the following matrix A = (MH M12) ,
My Moo
1 1 2 0o 2
WlthMll - 7M12 — 2 1 ’M21 — 0 1
2 1 5 1 .
1
3 1
and M, = . Bach block M;; is of size n x n.

3 1
The algorithms JHESS, JHMSH and JHMSH2, when applied to the matrix
A encounter a fatal breakdown since the first step, for all n > 2. In Table 3
are displayed the loss of J-orthogonality and the error in the J-Hessenberg

reduction, for the algorithms MJHESS, JHM?SH and JHM2SH2. The results
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Error of J-Hessenberg reduction HH — S‘]ASH2

2n JHESS JHMSH JHMSH?2 JHOSH

4 | 7.6284e — 16 | 1.7280e — 15 | 2.1593e — 15 | 1.4299¢ — 15
6 | 1.1399¢ — 14 | 1.3724e — 13 | 1.4030e — 13 | 4.4936e — 13
8 | 5.4087e — 15 | 2.7576e — 14 | 2.6325e — 14 | 8.9172¢ — 14
10 | 4.1767e¢ — 14 | 2.6532e — 12 | 4.1763¢ — 13 | 1.2819¢ — 11
12 | 4.9776e — 14 | 7.1119¢ — 12 | 9.9413e — 13 | 2.0655¢ — 11
14 | 1.7671e — 13 | 1.3752e¢ — 11 | 3.8978e — 12 | 6.4185e — 09
16 | 1.2971e — 13 | 1.4069e — 12 | 1.8731e — 12 | 2.1820e — 10
18 | 1.7410e — 13 | 6.4203e — 12 | 8.1253¢ — 12 | 3.1054e — 08
20 | 1.6234e — 12 | 3.3818e — 09 | 1.5008e — 10 | 7.7719e — 07
22 | 1.2996e¢ — 13 | 7.0366e — 12 | 9.0303¢ — 12 | 2.4491e — 09
24 | 7.4530e — 13 | 3.1000e — 10 | 1.5243e¢ — 10 | 7.4156e — 07
26 | 1.2377e — 12 | 1.2405e¢ — 09 | 5.7954e — 11 | 6.3300e — 02
28 | 7.0871e — 13 | 1.8094e — 11 | 9.4246e — 12 | 4.9546e — 07
30 | 3.9641e — 12 | 1.4573e — 09 | 1.4503e — 10 | 1.1500e — 02

Table 2: Error of J-Hessenberg reduction, A = randn(2n)

show efficiency of our strategy for curing the breakdown.
Example 3: consider now the Hamiltonian case :

1 1
[ My My _ 2 1 2
A= ( M21 M22 > ,WhereMll == 7M12 =
2
00
01 3 . )
Moy = 5 - and My, = —M7j,. As for example 2, the algorithm
3 1

JHESS as described in [2] meets a fatal breakdown since the first step for
all n > 2 and the algorithm stops. No Hamiltonian J-Hessenberg form is
obtained and hence the SR-algorithm may not executed. The algorithms
JHMSH, JHMSH2 are subject to the same fatal breakdown, at the same mo-
ment and position. However, such fatal breakdown is not insurmountable.
In Table 4 are displayed the loss of J-orthogonality and the error in the
J-Hessenberg reduction for MJHESS, JHM?SH and JHM2SH2. The results
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Loss of J-orthogonality ||I — S‘]SH2

Error ||H — SJAS||2

MJHESS

JHM?*SH

JHM?SH?

MJHESS

JHM?*SH

JHM?SH?

1.0717e — 15

2.5168e — 16

3.1402e — 16

8.9915e — 15

1.0361e — 15

1.0262¢ — 15

1.6767e¢ — 15

1.0412e — 15

9.7146e — 16

3.9086e — 15

1.0623e — 14

5.6678e — 15

1.0717e — 15

3.1015e — 15

3.6572e — 15

8.9915e — 15

6.3153e — 14

2.9172e — 14

5.5610e — 15

2.8250e — 14

3.3284e — 14

2.5502e — 14

1.4279e — 13

6.8545e — 14

5.2871le — 15

4.1918e — 14

4.3812e — 14

5.1641e — 14

2.5845e — 13

1.6997e — 13

1.3446e — 14

2.0709e — 13

1.1965e — 13

4.9408e — 14

2.7021e — 12

5.7755e — 13

1.8294e — 14

1.7497e — 12

7.4477e — 13

1.2355e — 13

1.0972e — 11

3.5435e — 12

3.8698¢e — 13

1.2988e — 10

5.8035e — 11

1.2932e — 12

1.0461e — 09

3.8219e — 10

2.4877e — 13

4.8062¢e — 10

1.1476e — 10

2.4578e — 12

3.4164e — 09

7.1532e — 10

—=| =
ClE|olw oo ks|w o3

3.2961e — 13

6.6942e — 10

1.7784e — 10

2.7462e — 12

4.7274e — 09

5.7041e — 10

—
[N

4.2368e — 13

4.5165¢ — 10

1.7250e — 10

6.5230e — 12

1.1306e — 08

8.0399¢ — 10

—
w

9.8990e — 13

7.9908e — 10

2.9785e — 10

7.3703e — 12

7.4063e — 09

1.7637e — 09

,_.
e

1.4096e — 12

7.6406e — 10

1.7497e — 10

1.1269e — 11

8.3607¢ — 09

1.0158e — 09

—
ot

8.8834e — 13

1.7248e — 09

1.9073e — 10

7.3380e — 12

1.1932¢ — 08

9.8201e — 10

—_
(@)

8.3168e — 13

6.9530e — 10

1.9133e — 10

6.7075e — 12

5.6770e — 09

1.1922e — 09

—
EN |

9.0923¢ — 13

1.9515e — 09

2.1889¢ — 10

8.2522¢ — 12

1.4054e — 08

1.2598e — 09

—_
co

1.4143e — 12

1.1824e — 09

6.2781e — 10

3.4928e — 11

1.4967e — 07

5.7161e — 09

—_
Nel

3.0133e — 12

3.6906e — 09

2.2293e — 10

2.1809e — 11

2.5400e — 08

1.4194e — 09

DO
)

3.0854e — 12

2.8172e — 09

2.6019¢ — 10

6.7873e — 11

1.2725e — 07

2.0413e — 09

[N
[t

2.4744e — 12

1.5606e — 08

8.6765¢ — 10

3.9748e — 11

2.6936e — 07

5.1208e — 09

[\
\V]

1.1614e — 12

1.0522¢ — 09

2.4081e — 10

6.5786e — 11

1.1047e — 08

1.9222¢ — 09

[\)
w

1.2597e — 12

3.8242e — 09

2.6805e — 10

6.3465e — 11

2.1954e — 08

1.6025e — 09

o
g

2.0548e — 12

1.1119¢ — 09

4.8392¢ — 10

6.2066e — 11

5.6800e — 08

3.2751e — 09

[\V]
at

3.0479e — 12

3.9755e — 09

4.2710e — 10

2.3255e — 11

2.2816e — 08

2.6839¢ — 09

[\
(@)

3.8862¢ — 12

1.8132e — 09

1.4496e — 09

2.9622e¢ — 11

3.2416e — 08

1.0678e — 08

]
-J

4.3655e — 12

1.2417e — 08

1.1257e — 09

1.0102e — 10

1.0768e — 07

1.0010e — 08

[\
co

4.3449¢ — 12

2.2564e — 09

1.1255e — 09

1.4271e — 10

1.4462e — 07

8.2262e — 09

\V]
Ne)

9.6426e — 12

3.9904e — 08

2.3791e — 09

5.3487e — 11

6.3257e — 07

4.1958e — 08

w
o

5.3754e — 12

1.6554e — 09

5.4776e — 10

4.6021e — 11

5.9380e — 08

4.0406e — 09

Table 3: Curing the breakdown

24




Loss of J-orthogonality HI — SJSH2

Error HH — SJASH2

n | MJHESS | JHM?SH | JHM?SH?2 | MJHESS | JHM?SH | JHM?SH?2
2 | 2.6809¢ — 16 | 1.3843e — 16 | 2.7756e — 17 || 1.2230e — 15 | 3.4732e — 16 | 7.5047¢ — 16
3 | 9.1518¢ — 16 | 2.1967e — 15 | 4.1153e — 15 | 4.6309¢ — 15 | 1.4123e — 14 | 9.5826e — 15
4 | 3.6585¢ — 15 | 3.1724e — 14 | 1.1623e — 14 || 1.1179¢ — 14 | 1.0235e — 13 | 1.1283e — 13
5 | 1.3451e — 14 | 5.5639¢ — 13 | 4.5393e — 13 | 1.0634e — 13 | 2.2678¢ — 12 | 1.4082¢ — 12
6 | 3.2002¢ — 15 | 1.3229¢ — 14 | 3.1824e — 14 || 2.0835¢ — 14 | 1.6308¢ — 13 | 1.8500e — 13
7 | 1.7497e — 14 | 1.9456e — 13 | 2.9018e — 13 || 3.6429¢ — 13 | 4.2300e — 12 | 5.7276e — 12
8 | 1.1440e — 14 | 2.4182¢ — 13 | 9.1255¢ — 14 || 5.3612e — 14 | 2.6360e — 12 | 1.2184e — 12
9 | 4.7591e — 14 | 7.0030e — 12 | 4.6008¢ — 12 || 4.2431e — 13 | 2.8308¢ — 11 | 6.0019e — 11
10 | 9.8212¢ — 14 | 6.7908¢ — 11 | 1.8421e — 11 || 5.5556e — 13 | 1.8128e — 10 | 4.2484¢ — 11
11 | 2.5071e — 13 | 1.2746e — 10 | 3.6111e — 11 || 6.2363e — 12 | 1.2132e — 09 | 1.3393e — 10
12 | 3.0863e — 13 | 1.6379¢ — 09 | 1.1448e — 10 || 3.2918¢ — 12 | 5.6804e — 09 | 1.0683e — 09
13 | 2.3432e — 12 | 5.7401e — 09 | 1.8386e — 09 || 1.7487e — 11 | 4.3477e — 07 | 5.7596e — 09
14 | 1.5649e — 12 | 5.9220e — 09 | 2.7826e — 09 || 1.2069¢ — 11 | 1.1117e — 07 | 1.1405e — 08
15 | 1.2911e — 11 | 1.1198¢ — 07 | 1.5282¢ — 08 || 1.2035e¢ — 10 | 8.4815e — 07 | 2.1596e — 07

Table 4: Curing breakdown, Hamiltonian case

show the efficiency of our strategy for remedying this breakdown.

5. Conclusion

In this paper, we introduce a reduction of a matrix to the upper J-

Hessenberg form, based on the symplectic Householder transformations, which

are rank-one modification of the Identity. This reduction is the crucial step
for constructing an efficient SR-algorithm. The method is the analogue of the
reduction of a matrix to Hessenberg form, via Householder transformations,
when instead of an Euclidean linear space, one takes a sympletctic one. Then
the algorithm JHOSH is derived, corresponding to an optimal choice of the

free parameters. Furthermore, JHOSH is significantly improved by showing

that half of these symplectic Householder transformations may be replaced by
Van Loan’s symplectic and orthogonal transformations leading to two vari-
ants JHMSH and JHMSH2 which are significantly more stable numerically.
These algorithms behave quite similarly to JHESS algorithm. Moreover, all
of them may meet fatal breakdown at the same moment and position. We
sketched out an efficient strategy to cure such fatal breakdowns. The new
algorithms incorporating this strategy are refereed to MJHESS, JHM2SH
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and JHM?SH2. Their efficiency is attested by the numerical experiments.
However, the treatment of breakdowns/near-breakdowns and related topics
deserve more investigations and will be the focus of a forthcoming work.
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1. Introduction

Let A be a 2n x 2n real matrix. The SR factorization consists in writing

Rii Ry | .
is such that
Ry Ry ]

Ri1, Ria, Roy are upper triangular and Ry is strictly upper triangular [3, 4].
The factor R is called J-triangular. This decomposition plays an important
role in structure-preserving methods for solving the eigenproblem of a class
of structured matrices.

More precisely, the SR decomposition can be interpreted as the analog of
the QR decomposition [6], when instead of an Euclidean space, one considers
a symplectic space : a linear space, equipped with a skew-symmetric inner
product (see for example [8] and the references therein). The orthogonal
group with respect to this indefinite inner product, is called the symplectic
group and is unbounded (contrasting with the Euclidean case).

In the literature, the SR decomposition is carried out, via the algorithm
SRDECO, derived in [2]. SRDECO is based in the use of two kind of both
symplectic and orthogonal transformations introduced in |7, 13] and a third
symplectic but non-orthogonal transformations, proposed in [2]. In fact, in
[3], it has been shown that SR decomposition of a general matrix can not be
performed by employing only the above orthogonal and symplectic transfor-
mations.

We mention that the above transformations involved in SRDECO algo-
rithm are not elementary rank-one modification of the identity (transvec-
tions), see |1, 6].

Recently in [9], an algorithm, SRSH, based on symplectic transformations
which are rank-one modification of the identity is derived, for computing the
SR decomposition. These transformations are called symplectic Householder
transformations. The new algorithm SRSH involves free parameters and ad-
vantages may be taken from this fact. An optimal version of SRSH, called
SROSH is given in [10]. Error analysis and computational aspects of this
algorithm have been studied [11].

In order to build a SR-algorithm (which is a @ R-like algorithm) for com-
puting the eigenvalues and eigenvectors of a matrix [14], a reduction of the
matrix to an upper J-Hessenberg form is needed and is crucial.

In [2], the algorithm JHESS, for reducing a general matrix to an upper J-
Hessenberg form is presented, using to this aim, an adaptation of SRDECO.

A as a product SR, where S is symplectic and R = [



In [12], the algorithm JHSH, based on an adaptation of SRSH, is introduced,
for reducing a general matrix, to an upper J-Hessenberg form. Variants of
JHSH, named JHOSH, JHMSH and JHMSH2 are then derived, motivated
by the numerical stability. The algorithms JHESS as well as JHSH and its
variants have O(n?) as complexity.

The algorithm JHESS (and also SRDECO), as described in [2] may be
subject of a fatal breakdown, causing a brutal stop of the computations.
As consequence, the J-Hessenberg reduction can not be computed and the
S R-algorithm does not run. Moreover, we demonstrate that the algorithm
JHESS may breaks down while a condensed J Hessenberg form exists. These
algorithms also may suffer from severe form of near-breakdowns, source of
serious numerical instability.

In this paper, we restrict ourselves to the study of such aspects, bringing
significant insights on SRDECO and JHESS algorithms.

We will show derive a strategy for curing fatal breakdowns and treating
near breakdowns. To this aim, we first bring light on the S R-decomposition
and SRDECO algorithm, in connection with the theory developed by Els-
ner in [5]. Then, a strategy for remedying to such breakdowns is proposed.
The same strategy is used for treating the near-breakdowns. Numerical ex-
periments are given, demonstrating the efficiency of our strategies to cure
breakdowns or to treat near breakdowns.

The remainder of this paper is organized as follows. Section 2, is devoted
to the necessary preliminaries. In the section 3, the algorithms SRDECO,
SRSH or SRMSH are presented. Then, we establish a connection between
some coefficients of the current matrix produced by the SRDECO algorithm,
when applied to a matrix A and the necessary and sufficient condition for
the existence of the SR decomposition of A, as given in [5]. In section 4,
we recall the algorithms JHESS and JHMSH. We present then an example,
for which a fatal breakdown is meet, in JHESS algorithm (also for JHMSH),
for reducing the matrix to an upper J-Hessenberg. And hence, following the
description of JHESS in [2], the algorithm stops. No hope to build then a
SR-algorithm. We will show on the same example, that such breakdown is
curable. We then develop our strategies for curing the fatal breakdowns. The
same strategies are applied for near-breakdowns. The Section 5 is devoted to
numerical experiments and comparisons. We conclude in the section 6.



2. Preliminaries

Let Jy, (or simply J) be the 2n-by-2n real matrix

(1)

where 0,, and I,, stand respectively for n-by-n null and identity matrices. The
linear space R?" with the indefinite skew-symmetric inner product

(2,9)s =" Ty (2)

is called symplectic. For x, y € R?", the orthogonality z L’ y stands for
(z,); = 0. The symplectic adjoint 27 of a vector x, is defined by

v’ =2 (3)
The symplectic adjoint of M € R?"*?* is defined by
M7 = JLM" Jy,. (4)
A matrix S € R?*?F is called symplectic if
S7S = Iy, ()
The symplectic group (multiplicative group of square symplectic matrices) is
denoted S. A transformation 7" given by
T = I+ cvv’ where c € R, v €R” (with v even), (6)
is called symplectic Householder transformation [9]. It satisfies
T/ =1—cn’. (7)

The vector v is called the direction of T.
For x, y € R*", there exists a symplectic Householder transformation 7T
such that Tz = y if x = y or 27y # 0. When 27y # 0, T is given by

T =1 ly= o)y - ).

Moreover, each non null vector £ can be mapped onto any non null vec-
tor y by a product of at most two symplectic Householder transformations
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[9]. Symplectic Householder transformations are rotations, i.e. det(T) = 1
and the symplectic group S is generated by symplectic Householder trans-
formations. In [7, 13| two orthogonal and symplectic transformations have
been introduced. The first, for which we refer as Van Loan’s Householder
transformation, has the form

dia, (Ik_l,P) 0
Hikw) = () b ) ©

where
P=1-2ww" /ww, weR"* 1

The second, for which we refer as Van Loan’s Givens transformation, is

J(k,@)z(?s g) 9)

C = diag(Ix_1,cos0, 1, ) and S = diag(0y_1, sind, 0,_x).

where

J(k,0) is a Givens symplectic matrix, that is an "ordinary" 2n-by-2n Givens
rotation that rotates in planes k and k + n [15]. The SR factorization can
not be performed for a general matrix by using the sole H(k,w) and J(k, @)
transformations [2]. A third type, introduced in [2], is given by

D F
G(k,v) = ( 0 p-l ), (10)
where k € {2,...,n}, v € R and D, F are the n X n matrices
1
D=1,+ (m — 1)(6k—1€£_1 + ekeg),
v T T
F = m(@kflek + 6k€k_1).

The matrix G(k,v) is symplectic and non-orthogonal. The SRDECO algo-
rithm is then derived for computing SR factorization for a general matrix,
based on H,.J and G transformations. A reduction of a general matrix to
an upper J-Hessenberg, is obtained by using the same transformations in-
volved in SRDECO, giving rise to JHESS algorithm. The breakdown in S R-
decompoisition via SRDECO or in the reduction to an upper J-Hessenberg
form via JHESS, when it occurs, is caused by the latest transformations G.
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3. SRDECO, SRSH algorithms

The aim of this work, is to bring significant contributions on the unders-
tanding and the behaviour of the algorithms SRDECO, SRSH, JHESS and
JHMSH. Also, we propose strategies for curing breakdowns. Similar strate-
gies are applied also for remedying to near breakdowns.

3.1. SR decomposition : SRDECO, SRSH algorithms

We consider the SRDECO algorithm, as introduced in [2|. Given A €
R2"*2n the algorithm determines an SR decomposition of A, using functions
vlg, vlh and gal below. The function vlg uses Van Loan’s Givens transfor-
mation J(k,c,s) as follows : for a given integer 1 < k < n and a vector
a € R?", it determines coefficients ¢ and s such that the n + kth component
of J(k,c,s)a is zero. All components of J(k, ¢, s)a remain unchanged, except
eventually the kth and the n + k.

Algorithm 1. functionfc,s|=vig(k,a)
twon = length(a); n = twon/2;
r=/a(k)?+a(n+ k)%
ifr=0 thenc=1; s =0;

a(k) a(n+k)

else c=—>; §=

) I

T T

end

The function vlh uses Van Loan’s Householder transformation H(k,w) as
follows : for a given integer & < n and a vector a € R?", a vector w =
(wi, ..., Wy py1)T is determined such that the components k + 1,...,n of
H(k,w)a are zeros. All components 1,....k—landn+1,...,n+k—1
remain unchanged.

Algorithm 2. function/B,w/=vlh(k,a)

twon = length(a); n = twon/2;

% w=(wi,. .., Wnps1)";

rl=30 " ali+ k- 1)

r=/a(k)? 4 rl;

wy = a(k) + sign(a(k))r;

w;=ali+k—1) fori=2,... n—k+1;
2

r=w?+rl; 6:;;

%P =1 - Bww’; (H(k,w)a); =0 fori=k+1,...,n.

end



The function gal uses the transformation G(k,v) as follows : for a given
integer k < n and a vector a € R*", satisfying the condition a,; = 0 only if
ar+1 = 0, it determines v such that the k + 1th of G(k,v)a is zero.

Algorithm 3. function[v] = gal(k,a)
twon = length(a); n = twon/2;

Zf ar = 0
v=20;
else
I
)
An+k
end
end

The algorithm SRDECO is as follows : the matrix A is overwritten by
the J-upper triangular matrix. If A has no SR decomposition, the algorithm
stops.

Algorithm 4. function [S,A]=SRDECO(A)

1. Forj=1,...,n

2. Fork=mn,...,j

3. Zero the entry (n+k,j) of A by running the function [c, s] = vlg(k, A(:, 7))
and computing Jy; = J(k,c,s).

4. Update A = Jy ;A and S = SJ,Z]»

5. End for.

6. Zero the entries (j+1,7),...,(n,j) of A by running the function [, w] = vlh(j, A(:, j))
and computing H; = H(j,w).

7. Update A = H;A and S = SH.

8 Ifj<n-1

9. Fork=mn,....5+1

10. Zero the entry (n+k,n+j) of A by running the function [c, s] = vig(k, A(:;n + 7))
and computing Jyny; = J(k, ¢, s).

11. Update A = JipnyjA and S = S‘]kT,nJrj‘

12. End for.

13. Zero the entries (j+2,n+7),...,(n,n+j) of A by running the function
[B,w] =vlh(j + 1, A(:, 7)) and computing H,y; = H(j + 1, w).

14. Update A = H, ;A and S = SH,?H.

15. If the entry (7 +1,n+ j) of A is nonzero and the entry (n+ j,n+ j) is
zero then stop the algorithm,

16. else



17. Zero the entry (j+1,n+7) of A by running the function [v] = gal(j + 1, A(:,;n + 7))
and computing G;41 = G(j + 1,v).

18. Update A = G111 A and S = SG;}l. % G;:l =G,

19. End if

20. End if

21. End for.

The SR decomposition can be also performed using only the symplectic Hou-
seholder transformations 7' of (6), which are rank-one modifications of the
identity, giving rise to the algorithm SRSH. More on this can be found in
[9, 10, 11]. A modified version of SRSH, numerically more stable, is SRMSH.
It turn out that SRMSH shares the same steps (1-16) of SRDECO, but not
the remaining ones. In fact, the function gal and the symplectic matrices
Gj4+1 in SRDECO are replaced by the function sh2 and 7T; having the form
of (6). The function sh2 is as follows

Algorithm 5. function [c, v] = sh2(a)
%compute ¢ and v such that Tye; = ey, and Tea = pey + ve, 1,
% is a free parameter, and Ty = (eye(twon) + c*x v *xv' x J);
twon = length(a); n = twon/2;
J = [zeros(n), eye(n); —eye(n), zeros(n)];
Ifn ==
v = zeros(twon, 1); ¢ = 0; %T = eye(twon);
else
Choose y;
v=a(n+1);
If v ==
Display(’division by zero’)
Return

else
1

a(n+ 1)(a(1) = p)’

V= e +Vept1 —a, C=

End
End

We obtain the algorithm

Algorithm 6. function [S,A]=SRMSH(A)
1. Run steps 1.-16. of SRDECO
17. Set O=[j:n,n+j:2n], cl=[j+1:n,n+j:2n],

8



18. Zero the entry (j+1,n+7) of A by running the function [c,v] = sh2(A(co,n + 7))
19. compute Tj = I +cvv”J, update A(:, cl) = T;A(:, c1) and S(:, c0) = ST .

20. End if

21. End if

22. End for.

Remark 1. The function sh2 in the body of the algorithm SRMSH may
by replaced by the function osh2 (see [10, 11]) which presents the best condi-
tioning among all possible choices.

3.2. Discussion : existence of SR decomposition, link with SRDECO and
SRMSH

In this subsection, we bring light on the connection between the existence
of SR decomposition and the algorithm SRDECO or equivalently SRMSH.
We recall first the following result, given in [5] :

Theorem 7. Let A € R**2" be nonsingular and P the permutation matriz
P =le1,€n11,€2,€n12,...,6n, €], where e; denotes the ith canonical vector of
R?". There exists S € R*™ 2" symplectic and R € R?*"2" upper J-triangular,

such that A = SR if and only if all even leading minors of PTATJAP are
nonzero.

In [2], a comment on SRDECO states : "if at any stage j € {1,...,n — 1}
the algorithm ends because of the stopping condition, then the 2jth leading
principal minor of PTAT JAP is zero, and A has no SR decomposition (see
Theorem 7)." However, a proof of how is connected the stopping condition
of the algorithm SRDECO with the condition of Theorem 7 is not given.
Remark also that for SRDECO algorithm, the condition A nonsingular is
not required, while it is for Theorem 7. Here we give a proof on how this
connection is made. Notice first that if A = SR, where S is any symplectic
matrix and R is any matrix, then ATJA = RTSTJSR = RTJR. Hence a
minor of AT.JA is equal to its corresponding one of RT JR. The same equality
between minors is valid also for PTAT JAP and P'RTJRP. The following
Theorem establishes an explicit relation between the leading 2j-by-25 minors
of PTATJAP and the computed coefficients which determine the stopping
condition of SRDECO. For a given matrix M, let us denote by M, ; the
submatrix obtained from M by deleting all rows and columns except rows
and columns 1,...,7. We have



Theorem 8. Let A € R*™ " be a matriz (not necessarily nonsingular), and
let R be the matriz that one obtains at stage 1 < 7 <n — 1 of the algorithm
SRDECO, by executing instructions 1. to 14. (corresponding to the current
updated matriz A in the process, at stage j and until instruction 14.). Then
the leading 2j-by-27 minor of PTAT JAP satisfies

det((PTATJAP)[2]72]]) = [Tl,lrn+1,n+1 e Ti,irn+i,n+i .. 'Tj,jrn+j,n+j]2 . (11)

e Ry Rz
PROOF. Partltlonlng R = R , then RH, R127 Rgl, Roo have the
21 R22
form
i1 T2 --- Ty Ti+1 oo T
0 22 ... T245 T2j41 .. Taon
R = Tig Tig+t oo Tin )
0 Cee ... 0 Ti+14+1 -+ Tjitin
L 0 ... 0 Tn,j+1 oo Tpn i
"n+1 Tin+2 -+ Tin+j-1 "1 n+j T1n+j+1 oo T12p
0 "2n4+2 .- T2n4j—1 T2 n+j T2 n+j+1 <o T29p
R Ti—in+j—1 Tj—1n+j Tj—1n+j+1 --- Tji—12n
12 — 0 . ... 0 Tjn+j Tjn+j+1 <o Tjon )
0 e 0 Titln4j Tjtlntj+l -+ Tj+l2n
0 Ce ... 0 0 Tit2n+j+1 -+ Tj422n
B 0 ... 0 0 T'nn4j+1 coo Tnon
0 rpy12 ... T'n41,5 Tn41,5+1 N
R21 - 0 ... 0 T'n+j—1,5 Tnt+j—-1,j41 --- Tntj—1n
- ’
0 ... 0 0 Tn4j,j+1 cor Tntjn
L 0 ... 0 0 Ton,j+1 - Topn ]
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and

Tn+in+1l Tn+in+2 --- Tntlntj Tndlntj+1 coo Tn4l2n
0 Tn+2n+2 -+ Tn4+2n+; Tn4+2n+j+1 coo Tn422n
R22 - Tntjnti  Tntinti+l <o Tnyjon
0 Ce ... 0 Tn+j+ln+j+1 -+ Tntj+i2n
L 0 N ... 0 Ton,n+j+1 <o Ton2n

The stopping condition at this stage j is "rp4jnt; = 0 and 741,45 # 0". We
will establish connection between the coefficients 7;;, 7,4 n4; 0of the current
matrix R, with 1 < ¢ < j and the leading 2j-by-2j minor of PTATJAP.
Setting J = PTJP and R = PTRP, we get PTATJAP = PTRTJRP =
(PTRT P)(PTJP)(PTRP) = RTJR. Recall that J = diag(J, ..., .J,). Parti-
tioning R ( B B

~

for R11, Rm, R217 Ry -

) , with the block Ry is 27-by-27. Then we obtain

[ 711 Tt cee T 714 ce. T Tintj |
0 ntin+1 -+ Tntli Tntin+i -+ Tndlj Tndlntj
0 . . . .
~ . Tis Tin+i e T Tin+j
Ry=|. . » (12)
: : 0 Tntin+i -+ Tntig  Tntintj
0 0 : :
0 0 T Tindy
L O O e O 0 Ce O Tn+j7n+j ]

which is a upper 2j-by-2j triangular matrix. The 2(n — j)-by-2; block Ro
turn out to have all entries zeros except the entry in position (1, 7). More

precisely, Ry = ( 0 Tjrines > . Setting Jo, = diag(Js, ..., Js) € R2kx2*

0 0
for an integer k, and due to the special structures of J , we get
~ ~ T ~ ~
QRPN Ry R ~( Ri1 R
RTJR _ ( All A12 ) J( /\11 A12 )
Rgl R22 R21 R22

_ ( ]??1 1:%51 ) ( j%ﬁill R i2j]5”12 . )
R1T2 RzTQ Son—j)Bar - Jon—j) B2z

11



Let (]%Tj]%)mgﬂ denote the leading 2j-by-2j block of RT.JR, we obtain
(R"JR)pja5) = Ry Joj Ry + Ry o) B
Denoting é; = (0,...,0,1)" the jth canonical vector of R’ and e; = (1,0,...,0)7,

es = (0,1,0,. O)T respectlvely the first and the second canonical vec-
tors of R2("— ]) then Rgl may be expressed as R21 = Tjq1, nﬂelezj Hence,

R21J2(n J)Rgl =7 i1 nﬂezjel Jg(n ])6162] As Jg(n j)€1 = —eg, we obtain di-
rectly RQng(n ])Rgl = -3 nﬂegjefezezj = 0. Thus
(RTJR) 32 = RiyJosRun.

It follows o X R R
det((RTJR)[2j72]]) = det(R{l)det(Jgj)det(Rn)

As det(Jy;) = 1, and det(RT)) = det(Ry)), we get
det((RTJR)p32)) = (det(Rn))*.
Since PTATJAP = (R"JR), it follows that
(PTATJAP) 05 = (RTJR)pn2),
which implies for the 2j-by-2j leading minor of PT AT JAP
det((P" AT JAP)jy;07) = det((R"J R)p;25) = (det(Riy))*.

The matrix Ry, is 2j-by-2j upper triangular matrix, and from relation (12),
we have

det((PTATJAP>[2j,2j}) = [7"1,17’n+1,n+1 e TiiTn4in4i - - -rj,jrn-i-j,n-‘rj]Q .

Corollary 9. Let A € R?"*?" be a nonsingular matriz, and let R be the
matriz that one obtains at stage 1 < j < n—1 of the algorithm SRDECO, by
executing instructions 1. to 14. (corresponding to the current updated matrix
A in the process, at stage j and until instruction 14.). Then A admits an
SR decomposition if and only if rpijnty 0, V5 € {1,...,n}.

PROOF. Since A is nonsingular and using Threorem 7 and Theorem 8, we
have : A admits a SR decomposition if and only if 71 1711041 - - - 75 jTntjintj 7
0,vj € {1,...,n}. At the stage j, we have A = SR for some symplec-
tic matrix S. Due to the structure of R, we deduce that the coefficients
11,722, ...,7j,; are automatically all nonzero (otherwise R would be singu-
lar and so would be A). The result is then straightforward.
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If the condition A nonsingular is not required, one may ask in this case
whether the SR-decomposition exits even when a 2j-by-2j leading minor
det((PT AT JAP);5;25)) is equal zero for some j. We precise this in the follo-
wing result

Theorem 10. Let A € R?™*2" be any matriz, and let R be the matriz that
one obtains at stage 1 < j < n—1 of the algorithm SRDECO (or SRMSH), by
executing instructions 1. to 14. (corresponding to the current updated matrix
A in the process, at stage j and until instruction 14.) Then A admits an SR
decomposition if and only if (rpyjn+; 70 or rj41n1; =0), V5 € {1,...,n}.

PRrOOF. The condition is sufficient, since if it is satisfied, the stopping condi-
tion in SRDECO (or SRMSH) is never meet and a SR decomposition is
furnished at the end of the process. We show now that the condition is ne-
cessary, i.e. we show that if there exists an index j such that r,4j,; = 0
and 741,45 # 0, then SR decomposition does not exist. In the fact, sup-
pose that there exists an integer 1 < j < n — 1 such that r,;;,+; = 0 and
Tjt1n+; 7 0 and let us seek for a symplectic matrix S; such that the pro-
duct Sja = a for any vector a possessing the same structure of any column
I,...,jand n+1,...,n+j — 1 of R and transforms the n + j th column
R(:;n+j) = f: Timtj€i + ij Tntintj€nti into the desired form

S y +] Zrz n+]el + Zrn+z n+]€n+l (13)

The matrix S; has necessarily the form

Sj = [61, ey €53 8541y - -3 Sy Engly - - - Enbj—1, Sty - - - ,Sgn],

where e, stands for the kth canonical vector of R?". Hence we get

7j—1
SjR(:vn +] Zrz n+5€i T Tj+1n+5Sj+1 T Zrn+z n+jCnti- (14)
=1 =1

In one hand, from relation (13), we get ] S; R(:, n+3j) = 7}, ., ;- In the other
hand, from relation (14), and the fact that S; is symplectic, we get €] S; R(:
,n+j) = 0. Thus, we deduce 7/, ., ; = 0. Therefore, the relations (13 - 14),
imply 7j11,54;5;+1 belongs to the space spanned by {eq, ..., €;,€nq1,- .., €ntpj1}
Since the vectors of ey, ..., €;, Sj41, €nt1, - - -, €nyj—1 are linearly independents,
we deduce 741 ,4+; = 0, which is absurd. The matrix S; does not exist and
hence SR decomposition does not exist.
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Remark 2. Remark that S; corresponds to the symplectic matrix G;; for
SRDECO and to the symplectic matrix 7} for SRMSH.

4. Curing breakdowns or treating near-breakdowns in JHESS, JHMSH
algorithms

4.1.  Breakdowns or near-breakdowns in JHESS, JHMSH algorithms

The algorithm SRDECO may be adapted for reducing a matrix to the
condensed upper J-Hessenberg form, see [2]. This leads to the algorithm
JHESS. In a similar way, the algorithm SRSH or its variant SRMSH may be
adapted for handling the reduction of a matrix to .J-Hessenberg form, see [12].
Hy Hio
Hy  Hoa
when Hyy, Hoy, Hyy are upper triangular and His is upper Hessenberg. H is
called unreduced when Hs; is nonsingular and the Hessenberg Hip, is unre-
duced, i.e. the entries of the subdiagonal are all nonzero.

The algorithm JHESS is formulated in [2]| as follows : "given a matrix
A € R?™ and S = I,,, the following algorithm reduces, if it is possible, A
to upper J-Hessenberg form H = II7'AIl, with a symplectic matrix IT whose
first column is a multiple of e;. A is overwritten by the J-Hessenberg matrix
H and S is overwritten by the transforming matrix I1. If this reduction of A
does not exist, the algorithm stops".

We recall that a matrix H = [ } € R?2 is upper .J-Hessenberg

Algorithm 11. function [S,A]=JHESS(A)

1. Forjg=1,...,n—1

2. Fork=mn,...,7+1

3. Zero the entry (n+k, j) of A by running the function [c, s| = vig(k, A(:, j))
and computing Jy; = J(k,c,s).

4. Update A = Jy;AJ[; and S = ST

5. End for.

6. Zero the entries (j+2,j),...,(n,7) of A by running the function [3,w] = vlh(j + 1, A(:, j))
and computing H; = H(j + 1,w).

7. Update A = H;AH and S = SH] .

8. If the entry (j + 1,7) of A is nonzero and the entry (n—+ j,j) is zero then
stop the algorithm

9. else

10. Zero the entry (j + 1,7) of A by running the function [v] = gal(A(:, 7))
11. Compute Gj 11 = G(j + 1,v).

14



12. Update A = G, AG;y and S = SGJ,.

13. End if

14. Fork=mn,...,7+1

15. Zero the entry (n+k,n+7j) of A by running the function [c, s] = vlg(k, A(:;n + 7))
and compute Ji i = J(k,c,s).

16. Update A = Jyps;AJL, 5 and S = ST, .

17. End for.

18. If j <n—2

19. Zero the entries (j+2,n+7),...,(n,n+j) of A by running the function
B,w] =vlh(j +1,A(:,n+ j)) and compute H,r; = H(j + 1, w).

20. Update A= H, ;AH},; and S = SH] ..

21. End if

22. End for.

One of the main drawback of JHESS is that a fatal breakdown can be en-
countered. To illustrate our purpose, we consider the following example. Let
Ag be the 6-by-6 matrix

100120

210210

021021
A6_020100 (15)

012310

001031

The algorithm JHESS, applied to Ag, meets a fatal breakdown at the first
step : the entry Ag(2,1) # 0 and the entry Ag(4,1) = 0, the algorithm
stops. In fact, it is impossible to find a symplectic matrix S;, with the first
column proportional to e; such that SAge; = ae; + [ey, as showed in the
above subsection. Thus, Ag can not be reduced to an upper J-Hessenberg
form, via symplectic similarity transformations, for which the first column is
proportional to e;. The SR-algorithm as described in [2] , uses first JHESS
algorithm for reducing a matrix to the J-Hessenberg form. As consequence, if
applied to Ag, the SR-algorithm stops also at the first step. Let us remark also
that the basic SR-algorithm (which can be roughly described as consisting
in repeating the factorisation A = SR, and the product A = RS) works
and converges, when applied to the example Ag. The algorithm JHESS may
also suffers from another serious problem : the near-breakdown. The latter
occurs when the condition number of the symplectic and non-orthogonal
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matrix Gj;1 at the step 11. of the algorithm JHESS becomes very large.
This causes a dramatic growth of the rounding errors.

The following strategy is proposed in [2] for remedying to such problems :
if in the jth iteration, the condition number of the matrix G4, is larger than
a certain tolerance, the iteration is stopped. In the implicit form (which is the
useful one) of the algorithm SR, an exceptional similarity transformation is
computed, with the symplectic (but non-orthogonal) matrix S; = I —ww? J,
where w is a random vector with ||w||, = 1. The algorithm JHESS is then
applied to the new similar matrix S 'AS;. If the number of encountered
near-breakdowns/breakdowns exceeds a given bound, the whole process is
definitively stopped. This strategy presents certain serious drawbacks : 1)
The condition number of S;” 'AS; will be worse than the condition number
of A. This du to the fact that S; can never be orthogonal. Hence, numerical
instability is expected. 2) The cost of forming the product S;'AS; is O(n?)
where 2n is the dimension of A. 3) The product S} 1ASj fills-up the matrix
and destroys the previous partially created J-Hessenberg form of A. Hence
an additional cost of O(n?) is needed to restore the J-Hessenberg form. To
summarize, each application of this strategy creates a current matrix with
worse condition number than the previous, and needs an expensive cost of
O(n?) flops.

In the sequel, we propose two alternatives, for which either all or some of
the above drawbacks are avoided. The first consists in a careful choice of the
random vector w so that the product S ' AS; does not fill-up the matrix and
preserves all the created zeros during the previous steps 1,...,5 — 1. This
diminish considerably the cost. However, the condition number of S lASj
may become worse than this of A. The second alternative is more attractive
since it allows us to avoid all of the above drawbacks. It consists in computing
a similarity transformation S; 1ASj for which : 1) the proposed matrix S;
is not only symplectic but also orthogonal. Thus, the condition number of
S; IASj remains the same, and the process is numerically as accurate as
possible. 2) The cost for computing the product S;° 'AS; is only O(n). Thus,
a gain of an order-of- magnitude is guaranteed. 3) The product S5 1ASj does
not fills-up the matrix and preserves all the created zeros in previous steps.
Also, to restore the J-Hessenberg form of A, only a cheaper additional cost
of O(n?) is needed.

In the sequel, we explain first how one may remedy to the fatal break-
down, encountered by JHESS, when applied to the example Ag and highlights
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the main lines of the method. Then we present a method to cure the fatal
breakdown in the general case. The idea is the following : one seeks for a
symplectic transforming matrix S so that the similar matrix SAgS™!, may
be reduced by JHESS. The choice of S should be done carefully. A judicious
choice of S consists in taken S equal to Van Loan’s Householder matrix

H, 00 0
0O 10 0

5= 0 0 Hy 0}’ (16)
0O 00 1

or Van Loan’s Givens matrix

Gy 00 0O
0O 1 0 0

5= 0 0 Gy 0 |’ (17)
0O 00 1

where Hy (respectively Gs) is a 2-by-2 Householder matrix (respectively a 2-
by-2 Givens matrix) such that Hy(1,2)” = /5(1,0)7 (respectively G(1,2)T =
V/5(1,0)7). If we proceed with choices (16) or (17), we get the first column of
S Ag proportional to e; and only rows 1,2 and 4,5 of SAg may change. With

the choice (17), we obtain Gy = < ¢ i ) , with ¢ = 1/4/5, s = 2¢, and

V5 2/v/5 0 Vv 4/v5 0
1/vV5 0 0 -3/v5 0
SA. - 2 1 0 2 1

o 4V5 45 TIVE 2/VE 0
-3/v5 2/V5 1/v5 1/v/5 0
0 1 0 3 1

OO O oo

The multiplication of SAg on the left by S~! acts only on the columns 1, 2
and 4, 5 of SAg. The other columns remain unchanged. We obtain

9/5 —8/5 0 13/5 —6/5 0
2/5  1/5 0 —6/5 3/5
4/5 2/\/5 1 4/V5 2/V5
8/5 4/5 4/V5 11/5 12/5
—6/5 —3/5 2/v/5 3/5 —1/5
0 0 1 6/v5 3/V5

17
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We applied JHESS (also JHMSH) to the matrix SAgS™" of (18). The algo-
rithm run well and the reduction to the J-Hessenberg form is obtained. The
SR-algorithm is then applied with explicit and implicit versions, and both
converge. Thus the fatal breakdown of JHESS (or similarly JHMSH) is cured.
Recall that the algorithm JHMSH as described in [12] is as follows

Algorithm 12. function [S,H|=JHMSH(A)

twon = size(A(:,1)); n = twon/2; S = eye(twon);

forj=1:n-1
J = [zeros(n—j+1),eye(n—j+1); —eye(n—j+1),zeros(n—j+1)];
ro=[j:n,n+j:2n]; co=[j:n,n+j:2n;
[c,v] = 0sh2(A(ro,j));

% Updating A :
A(ro,co) = A(ro,co) + cx v (v x J x A(ro, co));
A(:,c0) = A(:, co) — (A(:,co) % (cxv)) * v * J;

% Updating S (if needed) :
S(:,c0) = S(:,c0) —ex (vxv') x J*x S(:, co);
fork=2n:n+j4+1,
[C’ S] = Ulg(k, A(:7 n+ ]))7
% Updating A :

e )= 1S S A |
[ A(L k) A(n+Fk) |
% Updating S (if needed) :
[ S(:k) S(,n+k) ]

end

ifj<n-—2

[8, w] = vlh(j + 1, A(:,n + 5));

% Updating A :

A(j+1:n,c0) =A(j+1:n,c0) — Bxwxw * A(j+1:n,co)

A(j+14n : 2n,co) = A(j+1+4n : 2n, co)—Pxwxw'«A(j+1+n : 2n, co);

A(Gj+1:n)=AG +1:n) = BxA(G,j+1:n)wxw';

A(,n+j+1:2n)=AC,n+j+1:2n)—FxAG,n+7+1:n)wxu';
% Updating S (if needed) :

S(,j+1:n)=SCj+1:n)=BxSEJj+1:n)w*xuw';

Sitn+j+1:2n)=Stn+j+1:2n)—F*xS,n+j+1:n)wxuw';

c —S

[ AR A(;,n+k)][ };

S C

S

[ S( k) Stn+k)] {C C_S ];
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end
end
end

The breakdown in JHMSH occurs exactly in the same conditions as in JHESS,
and is located in the call of the function osh2. A slight different version of
JHMSH is JHMSH2 (see [12]).

4.2. Curing breakdowns in JHESS, JHMSH algorithms

We present here, in a general manner, the strategy of curing breakdowns
or near breakdowns which may occur in JHESS or JHMSH algorithms. Let
us remark that breakdowns (or near-breakdowns) in JHESS (respectively in
JHMSH) may occur only when the function gal (respectively osh2) is called,
and hence it concerns only columns from the first half of the current matrix.

Let A € R* 2" bhe a matrix and let H be the matrix that one obtains
at stage 1 < 7 < n — 1 of the algorithm JHESS, by executing instructions
1. to 7. (corresponding to the current updated matrix A in the process, at

stage j and until instruction 7.). Partitioning H = M M , then
Hy  Ha
Hlla ng, H21, H22 have the form

i h171 hl’g e hl,]‘ h17j+1 e hl,n T
0 hg,g c. hgy]‘ h27j+1 Ce hg’n
iy |0 0 hj;  hjjer . hyn
0 S 0 hj+1 j hj+1,j+1 Ce thrl,n ’
0 NN 0 0 hj+2,j+1 e hj+2,n
L0 ... 0 0 TR
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th+1 th+2 s th+j71 th+j s hlﬂn
h2,n+1 h2,n+2 s hZ,n—l—j—l h2,n+j s h2,2n
hj—Ln+j—1 hj—lm&j v hj—lﬂn
Hyp = 0 .. hj,n«#jfl hfj,n+j R hj72n )
0 . 0 hd+1m+j e hj+L2n
0 Ce ... 0 hj+2m%j e h7+22n
|0 .0 TR
hn+1J hn+12 o hn+1J hn+1j+1 e hn+1m
0 . . .
hn—i—j—l,j hn+j—1,j+1 s hn-i—j—l,n
H21 =
Pntjg  hatjger oo Pt :
0 e ... 0 hn+j+1J+1 Ce hn+j+Ln
i 0 . ... 0 hgnJ+1 R thm
hn+1m+& hn+1m&2 s hn+1m&jfl hn+1m+j v hn+12n
0 hn+2,n+2 s hn+2,n+j—1 hn+2,n+j s hn+2,2n
0 0 : :
Hyy = Pntj—intj—1 Pntj—intj - hngj—i2n
0 e ... 0 hn+$n+j e hn+$2n
| 0 R ... 0 h2mn+j e h2n2n

The breakdown occurs in JHESS when the coefficient h,,4;; = 0 and h; 1 ; #
0. In this case, JHESS stops computations. To overcome this fatal breakdown,
we construct the orthogonal matrix P9 = diag(I,_y, HY | I,,_;_1) where H(j)
is a 2-by-2 Householder matrix. We set SV = diag(PY, PY). The matrix
SU) is symplectic and orthogonal. The choice of the 2-by-2 Householder ma-

. . .. / .
trix HY is so that HY ( i ) ( g“ ) . Thus, the action SWH an-
J+1.3

nihilates the position (j+1, j) of the updated matrix H and keep unchanged
all zeros created previously except potentially the position (j + 1,7+ j — 1)
(in the block Hi5)). Keep in mind that the action of S H on H affects only
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rows j,7 +1,n+ j,n+ j + 1. The action SV H[SW]~! on SW H affects only
the columns j,7 + 1,n 4+ j,n + 5 + 1. Thus, the columns 1,...,7 — 1 and
n+1,...,n+ j — 1 remain unchanged (hence all zeros created previously
are not affected). The process is pursued as follows : one must annihilate the
potentially nonzero entry in position (j+1,n+ 7 —1) and keep unchanged all
zeros created previously in columns 1,...,7j—1and n+1,...,n+7—1. This
may be addressed by applying the similarity 7 H T (7)]*1 to the obtained
matrix H, where TV) = diag(QY,QU)) states for Van Loan’s Householder
matrix, given by Q) = diag(l;_ 1,K§ ),]n _j—1) where K(j) is a 2-by-2 Hou-

seholder matrix. The choice of the 2-by-2 Householder matrix Kéj ) is so that
. ) ) /
Kéj) ( i1 > = ( gj gl ) . The cost of this curing strategy step is

Rj+1ntia
O(n). Next, the algorithm is pursued normally by executing again step j.

Remark 3. The 2-by-2 Householder matrix HY (respectively K ) may
be replaced by a 2-by-2 Givens matrix G2 = ( (is i ) (respectively by

C/ /

a 2-by-2 Givens ng) = < g z, ) where the coefficient ¢, s (respec-

. .. /. .
tively ¢/, s’) are chosen so that ng ) ( g ) = ( g“ ) ( respectively

j+1,5
. h; . h/
L(J) ( Jn+j—1 ) — < jn+j—1 ) )
2\ i 0 )

It is worth noting that one may take an arbitrary k-by-k Householder ma-
trix H instead of HY, with PY) = diag(I,_y, H”, I,,_;j_x+1). The action
PUH on H affects only rows j,...,j+k—1,towsn+7j,....,n+j+k—1.
The action PUWH[PW]~! on PUH affects only columns j,...,j5 +k — 1,
and columns n+ j,...,n+ j + k — 1. Hence, all zeros created previously in
columns 1,...,7 — 1 and columns n + 1,...,n 4+ j — 1 remain unchanged,
except potentially in positions (j +1,n+7—1),....,(J+k—1,n+j—1).
To pursue the process, one must annihilate the potentially nonzero entries in
position (j+1,n+j—1),...,(j+k—1,n+j — 1) and keep unchanged all
zeros created previously in columns 1,...,j—1land n+1,...,n4+7—1. This
may be addressed by applying the similarity 70) H[T)]~! to the obtained
matrix H, where TV) = diag(QY), Q) states for Van Loan’s Householder
matrix, given by QV) = diag(I;_, K,g ), I,,_;_1) where K(] is a k-by-k Hou-

seholder matrix. The choice of the k-by-k Householder matrix K ,gj ) is so that

21



‘ hj;n«l»jfl h’. '
K ,gj . = ( OJ’”J” -1 ) . The cost of this curing strategy step
hj+k—1,n+j—1
is O(kn).

4.8. Curing near-breakdowns in JHESS, JHMSH algorithms

The near-breakdown occurs in JHESS (or in JHMSH) when the coeffi-

cients Ay ;; and hjy ; are both different from zero but are near to the situa-
B s

tion of breakdown. This can be measured by the fact that the ratio It g
n+j,j

very large. In this case, the non-orthogonal and symplectic transformations

involved in JHESS (respectively JHMSH) become ill-conditioned and nume-

rical instability is encountered reducing the accuracy of the reduction. In

order to remedy to a such near breakdown in JHESS (or JHMSH) algorithm,

one may proceed exactly as for curing a breakdown, the only difference is

that the test h,.;; = 0 and h;41,; # 0 (corresponding to a breakdown) is

Bait s
replaced by the It > 7 (corresponding to a near-breakdown), where 7 is
n+7,J
a certain tolerance.

4.4. SR algorithm

The SR algorithm, is a QR like algorithm which can roughly be described
as follows. For a given matrix M € R?"*2" it computes :
1. An upper J-Hessenberg reduction M; = S M S, where Sy is symplectic.
Set S = S().
2. Tteration : For k = 1,..., compute My, = S MyS, where S}, stands for
the symplectic factor of the SR decomposition py(My) = Sk Ry of a polyno-
mial py of M, and update S = SS.
The iterate My, remain J-Hessenberg if the matrix Mj is J-Hessenberg.
Like the QR algorithm, SR algorithm admits an implicit version : the decom-
positions py(My) = SkRy are not performed explicitly. Since SR algorithm
is based on J-Hessenberg reductions and SR decompositions, breakdowns or
near-breakdowns may be encountered both in the explicit or implicit versions
of the algorithm. Of course, the implicit form is preferred to the explicit one.
In [2] there is no strategy proposed when a breakdown is meet. The algorithm
is topped. However, a technique has been proposed in the situation of a near
breakdown, occurring at the iteration j.
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The proposed technique consists in computing the similarity M;;; =
S;M;[S;]7t, where S; = I —ww”J and w € R?*™ ?" is a random vector, with
||lw||, = 1. The algorithm continue with Af;,. This technique presents seve-
ral serious drawbacks :

1. The symplectic transformation (I —ww?.J) is never orthogonal (except for
w = 0) and hence its condition number may be large. The condition number
of M, could be worse than this of M;.

2. Computing the similarity M, = S;M;[S;]™ costs O(n?).

3. The similarity M;,; = S;M;[S;]™" destroys the structure .J-Hessenberg
of M;. Thus M; is no longer J-Hessenberg. Moreover, the matrix M, fills
up. Hence, a reduction to a J-Hessenberg form is needed to restore the pre-
vious structure. The cost of this restoration is O(n?) which is very expensive.
Instead of this similarity, when breakdown or near breakdown occurs with
respect to the column say ¢ of the matrix M;, we propose the similarity

M, = PUM;[PYD]7! where PU) = dz’ag([i_l,Hl(i),]n_i_lﬂ) and Hl(i) an
arbitrary [-by-I Householder matrix. The action P(j)Mj on M; affects only
TOWS i,...,i+1—1,Tows n+i,...,n+i+[—1. The action PUM;[PY]~! on
PUYM; affects only columns 4, . .. ,i+1—1, and columns n+i, ..., n+i+1—1.
Hence, all zeros in columns 1,...,i—1 and columns n+1,...,n+i—1 (be-
cause of the form .J-Hessenberg of M;) remain unchanged, except potentially
in positions (i +1,n+i¢—1),...,(i+1—1,n+i—1). To pursue the process,
one restores the J-Hessenberg form. The advantage of this similarity is that
first PY) is symplectic and orthogonal (hence it is stable), preserves most of
the created zeros because of the J-Hessenberg structure of M; and the cost
of restoring the J-Hessenberg form of M; do not exceed O(in). Unlike QR
algorithm, SR algorithm still needs profound investigations. This will be the
aim of a forthcoming work.
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5. Numerical experiments

To illustrate our purpose, we consider the following numerical example.
Let A be the 12-by-12 matrix

157951131372
0146122154335
0012320012353
0021980021214
000213005212
A 000421004321
147213176167
019351014583
0002790013435
000128003173
000212004312
000931001231

Following the steps of the algorithms JHESS, JHMSH and JHMSH2, one
remarks that the condition of a breakdown is fulfilled at the beginning of
the step j = 3 for all of them. Let us call MJHESS (respectively JHM2SH
and JHM?SH2) the modified algorithm JHESS (respectively JHMSH and
JHMSH2) obtained by applying our strategy for curing breakdowns. We ob-
tain the following numerical results, showing the efficiency of the method.
Thus the J-orthogonality is numerically preserved up to the machine preci-

Loss of J-Orthogonality HI — SJSH2
JHESS MJHESS  JHM?SH JHM?*SH?2
12 fails 1.8553e¢ — 15 5.0842¢ — 15 6.6428¢ — 15

2n

sion for MJHESS (respectively JHM?SH and JHM?SH2). It is worth noting
that preserving the J-orthogonality is crucial for SR-algorithm in order to
get accurate eigenvalues and vectors of a matrix.

One observes also that the error in the reduction to J-Hessenberg form is
very satisfactory for MJHESS (respectively JHM2SH and JHM?SH2). Notice
that the algorithm JHESS as given in [2], applied to the matrix A, without
our strategy for curing breakdown, simply fails to perform a reduction to a
J-Hessenberg form.
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Reduction error [|[A — SHS™|,
JHESS MJHESS  JHM?SH JHM?*SH?2
12 fails 3.2709e — 14 3.8777e — 13 2.7653e — 13

2n

Let A = S;H;S;', i = 1,2,3 be the J-Hessenberg reduction obtained
respectively by the algorithms MJHESS, JHM2SH and JHM?SH2. It is known
(see [2]) that there exist Dy, D,, Ds such that S;D; = Sy, D'H D) =
Hz, SlD2 = S37 D2_1H1D2 == Hg, SQDg = 53, and Dg_lHQDg == Hg, with
Ci F
0o ot

We obtain numerically C = diag(1,1,0.4113,0.3688,0.7747,0.6638) and
Fy = diag(0,0, —2.3962, —2.3371, 1.2880, —1.9982), and

each matrix D; = , where C; and F; are diagonals.

| Dy Hy Dy — Hyll == 5.3417e — 13.

Also, we have
Cy = (1,1,0.4113,0.3688, 0.7747, 0.6638), F> = diag(0,0, —2.3962, ~2.3371, 1.2880, —1.9982),
and
| Dy H, Dy — Hy|ly = 3.7881e — 13,
and finally
Ds = I,

where I, stands for identity matrix of size 12, with
||D3_1H2D3 - H3||2 = 9.4799¢ — 13.

Thus the matrices D; have numerically the desired forms and as expected,
the algorithms JHM?SH and JHM2SH2 perform quite the same results.

6. Conclusions

In this work, we linked the necessary and sufficient condition of the exis-
tence of a SR-decomposition with the computations during the process, of
some coefficients of the current matrix. The SR-decomposition is intimately
related to the J-Hessenberg reduction via the algorithm JHESS. The later
(also JHMSH and its different variants) may encounter fatal breakdowns or
suffer from near-breakdowns. We derive efficient strategies for treating them.
The numerical experiments show the efficiency of these strategies.
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Sur des méthodes préservant les structures d’une classe de matrices
structurées

Résumeé Les méthodes d’algebre linéaire classiques, pour le calcul de valeurs et vecteurs propres d'une
matrice, ou des approximations de rang inférieurs (low-rank approximations) d'une solution, etc., ne tien-
nent pas compte des structures de matrices. Ces derniéres sont généralement détruites durant le procédé
du calcul. Des méthodes alternatives préservant ces structures font 'objet d'un intérét important par la
communauté. Cette theése constitue une contribution dans ce domaine.

Ainsi I'algorithme SR, qui est un algorithme de type QR, et qui préserve les structures d'une classe
importante de matrices, est basé sur la décomposition SR (qui est de type QR) et sur une réduction a une
forme condensée : J-Hessenberg forme (de type Hessenberg).

La décomposition SR peut étre calculé via I’algorithme de Gram-Schmidt symplectique. Comme dans
le cas classique, une perte d’orthogonalité peut se produire. Pour y remédier, nous avons proposé deux
algorithmes RSGSi et RM SGSi, qui consistent a ré-orthogonaliser deux fois les vecteurs a calculer. La perte
de la J-orthogonalité s’est améliorée de maniere tres significative.

L'étude directe de la propagation des erreurs d’arrondis dans les algorithmes de Gram-Shmidt symplec-
tique est tres difficile a effectuer. Nous avons réussi a contourner cette difficulté et donner des majorations
pour la perte de la J-orthogonalité et de I’erreur de factorisation.

Une autre facon de calculer la décomposition SR est basée sur les transformations de Householder
symplectiques. Celles ci présentent des parameétres libres. Un choix optimal a abouti a I’algorithme SROSH.
Cependant, ce dernier peut étre sujet a une instabilité numérique. Nous avons proposé une version modi-
fiée nouvelle SRM SH, qui a 'avantage d’étre aussi stable que possible. Une étude approfondie a été faite,
présentant les différentes versions : SRMSH et SRMSH?2.

Dans le but de construire un algorithme SR, d’'une complexité d’ordre @ (n®) ol 2n est la taille de la
matrice, une réduction (appropriée) de la matrice a une forme condensée (J-Hessenberg forme) via des
similarités adéquates, est cruciale. Cette réduction peut étre effectué viaI’algorithme JHESS.

Nous avons montré qu’il possible de réduire une matrice sous la forme J-Hessenberg, en se basant ex-
clusivement sur les transformations de Householder symplectiques. Le nouvel algorithme, appelé JHSH,
est basé sur une adaptation de I'algorithme SRSH. D’un point de vue algébrique, cette méthode est I'ana-
logue de la réduction d'une matrice sous la forme Hessenberg, par des transformations de Householder,
dans le cas Euclidien. Ce nouveau algorithme peut étre aussi sujet a une instabilité numérique. Nous avons
réussi a proposer deux nouvelles variantes, aussi stables que possible : JHMSH et JHMSH2. Une étude
approfondie a été faite. Nous avons constaté que ces algorithmes se comportent d'une maniére similaire a
I'algorithme JHESS.

Une caractéristique importante de tous ces algorithmes (JHESS, JHMSH, JHMSH?2) est qu’ ils peu-
vent rencontrer un breakdown fatal, ou un "near breakdown" rendant impossible la suite des calculs, ou
débouchant sur une instabilité numérique, privant le résultat final de toute signification. Ce phénomene
n’a pas d’équivalent dans le cas Euclidien.

Nous avons réussi a élaborer une stratégie tres efficace pour "guérir" le breakdown fatal et traiter le
near breakdwon. Les nouveaux algorithmes intégrant cette stratégie sont désignés par MJHESS, MJHSH,
JHM?SH et JHM?SH2.

Ces stratégies ont été ensuite été intégrées dans la version implicite de I'algorithme SR lui permettant
de surmonter les difficultés rencontrées du fatal breakdown ou du near-breakdown. Rappelons que, sans
ces stratégies, I’algorithme SR s’arréte.

Ensuite, nous présenté une variante de I’algorithme QR appliquée aux matrices Hamiltonienne (symé-
triques ou antisymétriques) qui préserve leur structure pendant la procédure.

Finalement, et dans un autre cadre de matrices structurées, nous avons présenté un algorithme robuste
via FFT et la matrice de Hankel, basé sur le calcul approché de plus grand diviseur commun (PGCD) de
deux polynémes, pour résoudre le probleme de la déconvolution d’'images. Plus précisément, nous avons
concu un algorithme pour le calcul du PGCD de deux polynémes bivariés. La nouvelle approche est basée
sur un algorithme rapide, de complexité quadratique @ (n?), pour le calcul du PGCD des polynémes unidi-
mensionnels. La complexité de notre algorithme est @ (n?log(n)) ot la taille des images floues est n x n. Les
résultats expérimentaux avec des images synthétiquement floues, illustrent I'efficacité de notre approche.

Mots-clés : Produit scalaire antisymétrique, la préservation de la structure, matrice structurée, les trans-
formations de Householder symplectiques, Gram-Schmidt symplectique, la décomposition SR, la forme de
J-Hessenberg, réduction de matrice, I’algorithme SR, le PGCD approché, la matrice de Hankel, la matrice

Hamiltonienne, la matrice symplectique, déconvolution d’'image floue, restauration d’images.






On structure-preserving methods of a class of structured matrices

Abstract The classical linear algebra methods, for calculating eigenvalues and eigenvectors of a matrix,
or lower-rank approximations of a solution, etc., do not consider the structures of matrices. Such structures
are usually destroyed in the numerical process. Alternative structure-preserving methods are the subject of
an important interest mattering to the community. This thesis establishes a contribution in this field.

Thus the SR algorithm, which is a QR-like algorithm, structure-preserving for a large class of structured
matrices, is based on the SR decomposition (which is a QR-like decomposition) and on a reduction to the
condensed matrix form : upper J-Hessenberg form (Hessenberg-like).

The SR decomposition is usually implemented via the symplectic Gram-Schmidt algorithm. As in the
classical case, a loss of orthogonality can occur. To remedy this, we have proposed two algorithms RSGSi
and RM SGSi, where the reorthogonalization of a current set of vectors against the previously computed set
is performed twice. The loss of J-orthogonality has significantly improved.

A direct rounding error analysis of symplectic Gram-Schmidt algorithm is very hard to accomplish. We
managed to get around this difficulty and give the error bounds on the loss of the J-orthogonality and on
the factorization.

Another way to implement the SR decomposition is based on symplectic Householder transformations.
This algorithm involves some free parameters. An optimal choice of free parameters provided an optimal
version of the algorithm SROS H. However, the latter may be subject to numerical instability. We have pro-
posed a new modified version SRMSH, which has the advantage of being numerically more stable. By a
detailed study, we are led to two new variants numerically more stables : SRMSH and SRMSH?2.

In order to build a SR algorithm of complexity @ (n%), where 27 is the size of the matrix, a reduction to
the condensed matrix form (upper J-Hessenberg form) via adequate similarities is crucial. This reduction
may be handled via the algorithm JHESS.

We have shown that it is possible to perform a reduction of a general matrix, to an upper J-Hessenberg
form, based only on the use of symplectic Householder transformations. The new algorithm, which will be
called JHSH algorithm, is based on an adaptation of SRSH algorithm. From a linear algebra point of view,
JHSH is the analogue in the symplectic case, of the algorithm performing the Hessenberg reduction of a
matrix via Householder transformations in the Euclidean case. This new algorithm may also be subject to
numerical instability. We are led to two news variants algorithms JHMSH and JHMSH2 which are signi-
ficantly more stable numerically. A detailed study has been done. We found that these algorithms behave
quite similarly to JHESS algorithm.

The main drawback of all these algorithms (JHESS, JHMSH, JHMSH?2) is that they may encounter
fatal breakdowns or may suffer from a severe form of near-breakdowns, causing a brutal stop of the com-
putations, the algorithm breaks down, or leading to a serious numerical instability. This phenomenon has
no equivalent in the Euclidean case.

We sketch out a very efficient strategy for curing fatal breakdowns and treating near breakdowns. Thus,
the new algorithms incorporating this modification will be referred to as MJHESS, MJHSH, JHM?SH and
JHM?SH?2.

These strategies were then incorporated into the implicit version of the SR algorithm to overcome the
difficulties encountered by the fatal breakdown or near-breakdown. We recall that without these strategies,
the SR algorithm breaks.

Next, we presented a new variant of a double structure-preserving QR Algorithm for symmetric\skew-
symmetric and Hamiltonian Matrices.

Finally and in another framework of structured matrices, we presented a robust algorithm via FFT and a
Hankel matrix, based on computing approximate greatest common divisors (GCD) of polynomials, for sol-
ving the problem of blind image deconvolution. Specifically, we designed a specialized algorithm for com-
puting the GCD of bivariate polynomials. The new algorithm is based on the fast GCD algorithm for uni-
variate polynomials, of quadratic complexity @ (n?) flops. The complexity of our algorithm is @ (n?log(n))
where the size of blurred images is n x n. The experimental results with synthetically blurred images are
included to illustrate the effectiveness of our approach.

Key-words : Indefinite inner product, structure-preserving eigenproblems, structured matrix, symplec-
tic Householder transformations, symplectic Gram-Schmidt, SR decomposition, upper J-Hessenberg form,
breakdowns and near-breakdowns, matrix reduction, SR-algorithm, approximate GCD, Hankel matrix, Ha-

miltonian matrix, symplectic matrix, blind image deconvolution, image restauration.
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